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ANTFIFPFNTFS

Al cursar la materia de Planeacion Financiera, el
temario a cubrir, fue rebartido entre el orupo para efec
tuar exposiciones por los alumnos. Fn esta materia cono
~cimos el tema de Series de Tiemro, cue fue el cue nos
tocé exponer v por lo tanto hubo cue investioar acerca
de los ndmeros indice v sus aplicaciones, Al estudiar
el tema se hizo patente la poca informacifn en castella-
no, la extensién del mismo y las variadas conexiones con

otras disciplinas, situacifn ocue nos hizo pensar cue

era un campo proplcio para elaborar una tesis,

Posteriormente’ profundizamos en el estudio de las
Series de Tiemno, con el objeto de buscar un problema

que resultara interesante, para discutir en una tesis.

Cuando asistimos a una conferancia, en la FNFP Aca~



tldn, sobre Funciones Splines, se nos ocurrid la idea
de comparar las técnicas de ajuste de curvas suaves
existentes dentro de la Fstadistica. contra la mencio-
nada en dicha conferenciaj aque al parecer tenfa orandes
posibilidades de suavizar a una Serie de Tiempo adn

cuando pertenece al campo del Andlisis Numérico,



IMTRODPUCCION

La Estadfstica y la Teorfa de la Aproximacién cons-
tituyen nuestro marco tefrico (capftulos 1 y 2] siendo
los minimos cuadrados y los distintos tipos de promedio
mévil, las técnicas utilizadas por parte de la primera,
mientras qﬁe en 1o que toca a la sequnda, se considera~

ron varias clases de splines.

La tendencia, es la componente mis importante de
una serie de tiempo y su comportamiento no siempre es
de completa suavidad. Fs por esta razén cue resulta in
teresante aplicar los métodos de ajuste de curvas a una
serie de tiempo simulada, con la facilidad de cue repre-
senten a la tendencia de dicha serie y ver con cuénta

eficiencia lo logran.



Los procedimientos de minimos cuadrados y promedio
mévil, han sido los que tradicionalmente se han emplea~-

do para la estimaci®n de la tendencia.

Por otro lado, una de las caracteristicas m&s so~
bresalientes de la funcién spline es la suavidad, enton-
ces se pens® cue si €ste se aplicara a una se-ie de

tiempo, podrifa obtenerse una aproximacién buena a la ten

dencia.

Fate intento de aplicar herramientas fuera de la es
tadistica a series de tiempo, nos permitird obtener una
idea m&s clara de la comparacién y evaluacifén de cada

una de las técnicas.

Fl marco teSrico al cual pertenece el presente trac
bajo, estf estructurado en una forma concreta{ pero sin
perder su generalidad. SA4lo se tratan aspectos particu-
lares, cuando 8stos repercuten fuertemente en el desarr;

110 de la investigacién,

Esta tnformacifn fue recopilada, sel-ccionada, tra-
ducida, adaptada y condensada de diversos libros y re-
vistas técnicas consultados en las Bibliotecas del IIMAS
y del Instituto de Matemi&ticas de la UNAM, para hacerla

accesible a estudiantes de diversas disciplinas,



En el capitulo primero, se da una introduccifin a las se-
ries de tiempo contemplando algqunos de sus temas mds impor-
tantes, Posteriormente se detalla la idea fundamental de -
minimos cuadrados en forma general, utilizando la notacién

matricial,

Se incluyeron algunos tipos de promedio mévil y se hizo
énfasis en el presentado por Kendall (1376), cuyos pesos se
obtuvieron por minimos cuadrados, el cual tiene una ventaja
sobre los demds promedios, que sefialaremos en el capftulo -

correspondiente,

Ademds se trata por separado a la estacionalidad, por =-

ser el problema principal con la estimacién de la tendencia,

En el capftulo segqundo, se da una breve presentacién a -
la teorfa de la aproximacifn y se trata a la funcidn spline
de interpolacién y de aproximacifén, Este dltimo basado en
el algoritmo propuesto por C, H, Reinsch, el cual se desa--
rroll8, pues los resultados expuestos en su artfculo son -=-

bastante concretos y no se da mucha explicacifn a éstos.

Finalmente, se expone el spline por minimos cuadrados, -
presentado en el libro de Carl de Boor (1978), el cual tie-
ne como idea fundamental el principio de minimos cuadrados,
motivo que nos hizo pensar que este método darfa los mejo~--

res resultados,



En el capftulo tercero, planteamos el problema y se ex--
plica c6mo se genera la serie de tiempo hipotética, pues --
fue necesario simularla para conocer perfectamente sus com-
ponenetes y caracterfsticas, Asf, con el control de los pa
rimetros, podrfamos medir la eficiéncia con gue estiman a

la tendencia cada uno de los métodos,

En la comparacién se tratar8 de sefialar las similitudes
y diferencias de cada técnica; mientras que en la evaluacién
se establece numéricamente cufl(es) estiman mejor a. la ten-

dencia de la serie simulada,

Aquf mismo se presentan las pruebas realizadas, sus resul

tados y grificas respectivas,

1a secuencia de este capftulo estf hecha a base de pre--
guntas y respuestas que aclaran y sefialan las ideas que se

siguieron para llegar a las conclusiones,



OPIFTIVAS

El orden en que se mencionan, constituye la secuen-

¢cia que seguirf el trabajo:

1} Recopilar y seleccionar las principales técnicas de
ajuste de curvas suaves, tanto de la estadistica como de

la teoria de splines.

2} Elaborar un esquema de las teorias a las que perte-
necen cada una de las técnicas de ajuste de curvas suaes

ves.

3] Presentar los métodos y sus programas con un lenqua«
je y notacifn simples, para cue puedan ser sempleados en
forma prictica, por estudiantes y profesionistas de

~cualquier disciplina.



4) Simular una serie de tiempo para aplicarle cada una
de las técnicas elegidas. Esto nos permitirf tener con-
trol sobre sus par&metros, lo gue a su vez permite medir

con - precisifn la eficiencia de las técnicas.

5) Probar bajo distintas suposiciones y condiciones to-
dos los métodos de ajuste de curvas suaves acul expues-
tos, para visualizar cuil o cufles de ellos estiman me-

jor a la tendencia.

6) Establecer un criterio cuantitativo para la evalua~

cién de los métodos.

7} Comparar y evaluar cada una de las técnicas seleccio-
nadas y, analizar sus resultados. Este objetivo constitu

ye la parte medular de nuestra tesis.



CAPITULO

SERIES DE TIEMPO



1,1,- DEFINICION Y GENERALIDADES,

Con el fin de situarnos dentro del presente tema, enun

Claremos la definicidn de Series de Tiempo m&s com@n, aun--

gue no formal:

Definfci8n. Si tenemos observaciones de algfn fenfmeno que
varfa con respecto al tiempo, @stas generan un conjunto or=-
denado llamado.'SQtie de tiempo”, Es decir, estaremos aso-
ctando unidades de tiempo (generalmente iguales y unitarias)
con valores reales., En algunas ocasiones se hace necesario
trabajar con series multivariadas, que son las que asocian

a cada unidad de tiempo, un vector de ntmeros reales.

Para ilustrar esto, daremos algunos ejemplos de series -
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de tiempo, junto con sus grdficas respectivas.

Ejemplo (1).

La serie de tiempo anual llamada Tasa Bruta de Mortali--

dad Mexicana (1960-74) (ver fig. 1) es:

1960 —— 11.1 1968 «—— 9.6
1961 — 10,3 1969 — 9.4
1962 — 10.4 1970 — 9.6
1963 ~— 10.3 1971 — 8.7
1964 — 9.8 1972 — 8.8
1965 — 9.4 1973 — 8.2
1966 —— 9.6 1974 — 7.5
1967 — 9.2 TASA PROMEDIO: 9.4
Ejemplo (2],

A continuacifin, se muestran dos series de tiempo semana-
les del boletin de la Bolsa de Valores Mexicanaj correspon-
dientes a bancos (ver fig. 2):

COTIZACIONES DE ACCIONES BANCARIAS 1980

BANCOMER 50.50 50.00 49.50 48.00

BANAMEX 275.00 271.00 286.00 272.00

FECHA 8~FEB 15-rEB 22-FEB 29-FEB
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BANCOMER 46,50 43.75 43.50 40.25
BANAMEX 266.00 245.00 255.00 189.00
FECHA 7-MAR 14-MAR 20-MAR 28-MAR
BANCCMER 42.50 42.00 40.75 41.50
BANAMEX 191.00 185.50 186.00 180.00
FECHA {-ABR 11-ABR 18-ABR 25-ABR

Observe que para graficar el ejemplo (1), es conveniente
hacer al afio 1960 camo el origen (afio cero), al afio 1961 co
mo el afio uno, al afio 1962 como el afio dos, ..., etc. Una
convencifin semejante se har8 siempre gque se quiera graficar
una serie de tiempo. Ejenmplos t{picos de series de tiempo
spn: La poblacifn econ@micamente activa de un pafs, la pro
duccién de una empresa particular, etc. Estas series se ==
pueden emplear de diversas formas:

a) en una empresa, para predecir ventas, necesidades de e--
quipo, capacidad de almacenamiento, etc.

b) en macroeconomia, se utilizan para la estimacién de ta~--
sas futuras de crecimiento, o para cualgquier otra varia-

ble econfmica.

Es importante mencionar desde ahora, que el tema de se--

ries de tiempo, puede alcanzar grados altos de sofistica« -

ci6n matemftica.
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Durante los Gltimos 25 afios los métodos estadisticos de
dicados al an8lisis de series de tiempo, se han desarrolla-
do considerablemente, pero especialmente el anilisis espec-
tral, que descompone una serie, en sus componentes frecuen-
ciales, para poderla analizar detalladamente. Han sido dis
tintas y muy diversas las disciplinas a donde ha beneficia-
do este hecho, en particular mencionaremos una muy importan

te que es la econometria.

La teorfa formal del an&lisis de las series de tiempo, -
fue construfda por Khintchine (1934) y Wiener (1930). A e-
llos se debe la aplicacifn del anSlisis armbnico de Fourier,
para explicar la relacifn que hay entre la funcifn de auto-~
correlaciln de un proceso estocdstico y la funcifn de densi
dad espectral, donde &sta dltima, no es m&s que la transfor

mada de Fourier de la otra.

ﬁl objetivo principal del an8lisis de las variaciones dg
una serie de tiempo, a través de cualquier método, es bus--
car ciertas regqularidades y patrones medibles, utilizando -
los datos pasados,los cuales podrfamos suponer, que se vol-
verfn a presentar, en forma semejante en el futuro. Un co-
nocimiento claro y detallado del pasado, permite hacer bue-~
nas predicciones, que serin empleadas en la toma de decisio

nes,

Un rasgo caracterfstico de las series de tiempo en compa
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racién con las dem&s materias estadf{sticas, es que sus ob--
servaciones ocurren en un cierto orden, determinado por el

tiempo.

Algo por lo cual podrfamos estar interesados en investi-
gar, acerca de una serie de tiempo, serfa por ejemplo la re
lacién que hay entre el valor de un elemento de la serie y
el siguiente; o bien la correlacidn que hay a lo largo de -

la serie.

Llamaremos longitud de una serie de tiempo, al nlimero de
observaciones que la constituyen; donde a cada observacifn

le llamaremos té&rmino de la serie de tiempo.
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1,2,- MINIMOS CUADRALOS.

'Esta seccidn tiene un doble propbsito:

a) Cimentar la idea esencial del principio de MInimos Cua=--
drados, junto con el desarrollo de sy técnica.

b) Introducir una notacidn matricial, que emplearemos poste
riormente y que nos permite generalizar de una manera --
compacta, esto nos facilitar& la notacion y alqunas de--

mostraciones,

En muy raras ocasiones, las variaciones de una serie de
tiempo, dependen de un sflo factor, es por eso, que presen-

taremos a continuacion un modelc general con k variables.

1.2.1.~ MODELO LINEAL GENERAL.
Consideremos un modelo general que tenga k variables,
mediante una relacifn lineal, entre la variable dependiente

Yy k - 1 variables explicativas X, Xa, ..., X; adem&b,
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una serie de términos de perturbacifn, gque denotaremos con

§i contamos con una muestra de n observaciones para Y y

X, podemos escribir nuestro modelo lineal general como:

Y‘ = lel' + 62x2| + cee *+ B.X.‘ + a‘ (1.2.1)

con i=1I,n y Xii =1 para toda i

En donde los coeficientes "g" y los par&metros de distri
bucifn para"a", se desconocen. El problema consiste en esg-

timar a tales inc4gnitas.

As{ pues, como en (1.2.1) se tienen n ecuaciones, las es

cribriremos matricialmente como:

y=X3+a . (1.2.2)
donde:
¢ r \
Yl 1 x“ es e x.l
YI 1 x:: .. x.:
y- aesel? X" ees 200 e sesr s H
Y ‘ 1 X ... Xun
L 4 h /
f f \
8i a,
B2 as
s. I I a= R ’ -"""_""'_""'(1-2.3)
B a
\ ' J \ : J
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Note que Xy representa la i-ésima observacidn de la va-
riable Xx. Esto significa que los subindices de la matriz
X, est8n colocados en forma invertida a la que usualmente -

se acostumbra.

Las suposiciones fundamentales para la estimacifén del ==
vector de coeficientes "8" son:
1) E{a) =0

2) E(aa') = o1, L.2.4)

J) La matriz X tiene elementos fijos.

4) El rango de X cumple que k < n,

Con a' como el vector renglén, transpuesto al vector co-i
lumna a. El producto a-a', nos da una matriz simétrica de

orden n. I, representa a la matriz identidad de orden n.

E(a?) E(aa ) ... E(a_a,)
1 12 1
2
E(a,a ) E(a®) cve Ela ap)
Blaa') = J.icieievrersncasos oos snanoanas

E(apa ) E(aa) ... E(a?)
\ J

f 3

o2 0 ,..0
0 o ... 0

es e s s 0 ssa 00

koo a -

4
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£n esta dltima matriz se verifica gue:
a) E(aj) = o® para toda i, indicando que hay una varianza
constante,
bl E(aja,y) = 0 para k ¥ 0 , indicando que las a; no es--

t4n correlacionadas.

Usando la relacién (1.2,1], bajo las condiciones funda~--
mentales, le podremos aplicar el principic de m{nimos cua--
drados, para estimar los parfmetros buscados, y obtener asf

la recta que ajuste mejor, a los datos de la muestra, Haga

mos:
L3 A [ad
b- {Bll BZI teey Bl-}

un vector columna de estimadores para "8" de modo que

y=Xb+e (1.2.5)

donde ¢ es un vector columna con n residuales, §i lo des

pejamos:

e= y~Xb 1.2,6)

Por tanto, la suma de residualex cuadrados serd:

]
[ o = a'e (1.2.7)
lyi

- Y’Y - ZD'X'Y + b'X'XDd

1.2.8)
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donde e' y X', son las transpuestas de e y X respectivamen-
te. La matriz X'¥X, es no singular, simétrica y de orden k.

Note que e'e serd un indicador del grado de eficiencia con

que se realiza el ajuste,

Para encontrar el vector "b" que minimice la suma de re~

siduales cuadrados recurriremos al procedimiento de mé&ximos

y minimos:

-2 (e'e] = -2X'y 4 2X'Xb (1.2.9)
3b

igualando a cero esta expresién obtenemos:

X'Xb = X'y (1.2.10)

y de acuerdo con la cuarta suposicifén fundamental podremos

despejar:

b= (X'X]™ X'y (1,2.11)

este es un resultado muy importante para los estimadores de

minimos cuadrados.

Para encontrar la media y la varianza de "b" sustitufmos

(1.2.2) en (1.2,11};

be (X'X)1™ X' (XE + a) - 1.2.12)
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b=+ (XIX}™! X'a (1.2.13)
Como el procesc muestral se repite, entonces los elemen-
tos de X permanecen £ijos para cada muestra, pero generando

una serie de "a" que serdn distintas para cada muestra, y =

por consiguiente un vector diferente para "b".

Sacando esperanzas en ambos miembros de (1.2.13) tendre-

mos:
E(b) = E(B) + E[(X'X}™! X'a]
Pueasto que X permanece fija entonces:
E(b] = 8 + (X'X]™! X'E(a)

y como E(a) = 0, tenemos

E(b) = 8 (1.2.14)
De aqufl que, hemos probado que los estimadores de mfni--

mos cuadrados son insesgados. Asf, la recta que ajusta me-

jor las n observaciones en Y y X am)

Yr = by + DaXa 4 DaXy + o0, + DXy — (1.2.15)



A la recta Yr, Galton le llam8$ lfnea de regresifn en su
trabajo "Regression Towards Mediocrity in Hereditary Stature”

(1885).

Debido a la forma en que fue obtenida la lfnea de regre=-

sibén, presenta dos propiedades importantes:

]
)] (Y -¥r) =0

iw
l\l ]

Im § oy - <] (Y - Y,
js1 | =1

donde Y, es cualquier otra lfnea que pretenda describir el

comportamiento central de los puntos Y{. Esta segunda pro-
piedad, nos asegura que la lfnea de regresifn Yr, es la que
ajusta mejor a los puntos Yy , puesto que la desviacién -

que hay entre ambos es minima.

Ahora bien:
E/(b - 8)(b~28)'| =

E(,-8,)2 E(b)~81) (b2=B2) .... E(bi~B1) (by=8y)
E(b;+8;) (b1=B:) E(by=83)? eees E(by-B2) (by-8y)

E(by=By) (b1=B1) E(by=8y) (bs=B2) .... E(by=By)?

s (1.2,16)
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Debido a gque (1.2.14) nos muestra que E(bt) = fivara - -
i = T7X , entonces podemos deducir que E(bi~ B)? es la va~--
rianza de "b"; mientras que E(by - Bi) (b} ~ B)) con 1 # j,
es‘ la covartanza de B; y Bj. A esta matriz se le conoce co

mo matriz de varianza-covarianza y la denotaremos var (b).

De la relacifn (1.2.13) se tiene:
b- 8= (X'X)"? x'a
y como ya se vi8 que:
var (d) = E[(b - B) (b - £)']

Entonces:

var(d) = E[(x'X) ! x'aa'x(x'x)"?] (1.2.17)

ya que (X'X) ™! es simétrica, entonces su transpuesta es la

misma matriz., Como X es fija, entonces:

var(b) = (X'x) <} X' E(aa')X(X'Xx)}

por la segunda suposicifn fundamental

var(d) = (X'x) 9 x'o?y x('x)?
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pDado que, 0° es un escalar, lo colocamos como coeficien-

te, reduciéndose la expresién a:

var(b) = o? (x'x) (1.2.18)

La varianza de bj puede ser obtenida, multiplicando el -
i-ésimo elemento de la diagonal principal de (X'X) ™! , por

o?.

+A covarianza de a; para cualquier par de es-
timadores bi y bj, se calcula multiplicando ¢?por el (i,j)-

8simo elemento de (X'X) 1.

Regresando al tema de la suma de residuales cuadrados, a

hora deseamos sustituir (1.2.2) y (1.2.12) en (1.2.6):

e=XB +a - X[(X'X) ! X' (XB + a)]
=a - X(X'X)"? x'a (1.2,19)

Factorizando "a” se tiene:

e= [I, - X(x'x)? x']a

Si hacemos

M=1ls - X(x'Xx) ™ X' ‘ (1,2.20)

Entonces:

« = M2 (1.2.21)
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De manera que:

e'e = a'M'Ma

y como M es idempotente y simétrica:

e'e = a'Ma (1.2.22)
Sacando esperanzas en ambos miembros:
E(e'e) = gltr(M)

donde tr (M) denota la traza de la matriz M. Esta fltima ex

presifn es v&lida por las dos primeras suposiciones (1.2.4).
Ademés, por (1.2,20), sabremos que:
E(e'e) = o2{tr(1,) - tr{x(x'x) “'x']}

= o[n » tr(ly)]
= 0l(n - k) ' (1.2.23)

Finalmentes concluimos que un estimador insesgado para -

la varianza de las perturbaciones es:

g = (1.2.24)

nek
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El cflculo de S* se facilita sustituyendo (1.2.10) en --

{1.2.8):

e'e = y'y - b'S'y {1.2.25)

Coeficiente de Correlacibn.

El grado de asociacifn entre dos variables de un mode~
lo de regresifn, puede medirse a través de un valor relati-

vo.

La variacifn total de cada uno de los puntos Y;, con res
pecto a su media aritmética ¥, estd compuesta por: la varia
cifn explicada por la regresifn, m&s la variaci8n no explie-

cada, es decir, en forma respectivas

n n ' "
J o -] (r -0 4] (v -¥r)? - (1,2.26)
a1 is2 ing

donde Yr representa la linea de regresisn (1.2.15)}.

De acuerdo con esto, el coeficiente de correlacifin, es -
un valor relativo que se obtiene mediante la razén de la va
riacifn explicada por la regresifn, entre la varitacién to-~

tal:

§ (Yr = Y)z

fey

2 .
r = re Y- (102127)

Z Y, «N?

ley
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Note que cuando los puntos ¥; caen sobre la 1fnea de re-
gresién, es decir, I(Yr - ¥)% = I(Y, - ¥)2, el valor de ~ -
r? = 1, lo cual se interpreta como una correlacidn perfecta.
Por otra parte, cuando los puntos Y; estdn muy alejados de
la 1fnea de regresifn Yr, entonces I(Y; - Y}? se incrementa
fuertemente y I(Yr - ¥;? ahora es muy pequefic, por lo que,
el valor de r’ tenderf a cero, lo cual significa que no hay
correlacién., Fn otras palabras, conforme r? se aproxima a
uno, la linea de regresifn ajusta cada vez mejor, a los pun
tos Y, , por lo que la separacifn entre los phntos Y v la =

1fnea de regresién Yr ir4 disminuyendo.
Empleando la letra "d" para denotar las desviaciones'con

respecto a la media aritmética, se tiene:

" " 1 "
] =] ¥ -— (] %)?
is} la3 n fe}

gue usando la notacifn matricial se expresa:

" 1
] @t =y'y - — Q¥)? (1.2,28})
isa n

lo cual representa la variacidn total en (1.2.26) y (1.2,27).

Para denotar la variacifn explicada por la regresifn en

forma matricial, nos apoyaremos en (1.2.26) y (1.2.8):
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n n 1 n
I & -] e =y'y-~e'e~— (] %)t
fa1 {2y n iz1

Utilizando la relacidn (1.2.25) en el segundo miembro de
la expresifn anterior, obtenemos para la variacién explica-

da por la regresién:

1 n :
b'X'y = — ([ ¥)? (1.2.29)
n (T3}

Ast pués, el coeficiente de correlacifn mdltiple, como -~
una medida de la bondad del ajuste, queda definido mediante

(1.2.28) y (1.2.29) como:

b'x'y = (1/n) (IY,)?
= (1.2.30)

y'y - (1/n) (£y))?

12 ...k

Aunque X permanece fija, dicho estimador resumido, lo po

demos usar para analizar las tablas de varianza.

Otro uso que tiene es el de servir para el cflculo de un
R? ajustado, especialmente cuando estamos comparando la "ca

pacidad descriptiva® para conjuntos diferentes de variables

explicativas.

El R?* ajustado, estd definido por:

g 2
e; /(n-k)
o .1 -t (1.2.31)

[,
I vy} /n-1)
ing




29

Siendo la relacifén entre ambos coeficientes la sigquiente:

ﬁz =_Il.:.l_.

- R?
12500k n-k ( R .) — (1.2.32)

El coeficiente no ajustado nunca decreceri cuando se agre
gue una variable explicativa al modelo original, pero es po
sible que el coeficiente ajustado disminuya, en caso que la
variable adicional, produzca una reduccifén pequefia en (1-R?)

para compensar el incrementc en (n-1)/(n-k).

Matriz de Correlacién.

Si calculamos todas las correlaciones simples (de or--

den cero) que hay entre las variables X;, Xz, ..., Xg y las

colocamos en forma de matriz, obtendremos la matriz de co--

rrelacién:

( 3
11 L12 +0 0

Tz1 Y22 «os I3k

®e s st st e s e m P e (1.2033)

!‘.1 r.z v e r..

\

Donde rij} es la correlacifn entre Y y xi para § = Z,k; -

°
mientras que r; = 1 para i = TJK, Los coeficientes de re-
gresién de minimos cuadrados, pueden ser expresados como co

factores de la matriz de correlacién (ver Johnston (1972 -

cap. 5).
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1.2.2.- MODELOS NO LINEALLS,
Cuando el ajuste lineal resulta ser inadecuado para el
problema con que estamos trabajando, entonces debemos recu-
rrir a alglin tipo de modelo no lineal, que logre describir

mejor a las observactones,

Entre los modelos no lineales m4&s comunmente usados, po-
demos citar a los siguientes:
1. Exponencial.
2. Logarftmico.

3. Polinomial.

Las dos primeras opciones, se emplean cuando las observa
ciones presentan una curva evidentemente definida, en tanto
que la tercera opcién, se utiliza cuando no es posible ele-
gir especfficamente algfin modelo matemS&tico. En ese caso,

.un procedimiento razonable es examinar sistemfticamente po-

linomios con grados crecientes, hasta encontrar uno que ha-

ga un buen ajuste,

Supongamos:
Una relacién no lineal general, entre la variable depen-

diente Y y la variable explicativa X, con su respectivo té£
mino de perturbacién "a", Si contamos con una muestra de n

observaciones para Y y X, podemos escribir:
]
!i' - Bq:+‘8;}f| + Sin + v + B‘xl + a‘ m— (1.2-3‘)

Asf, en el caso de tener una muestra con n observaciocnes,
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nosotros estimaremos las "8" de acuerdo con el principio -
de minimos cuadrados, de manera similar a como se hizo de -

(1.2.6) a (1.2.11). BEs decir, minimizaremos:

a
T (Y = Ba = BiXi= B2X} = .uu = Bx)? ——  (1.2.35)
i=1

derivando esta dltima expresibn con respecto a cada "8", -=-

las k-1 ecuaciones normales representadas por:

frxd - gafx! - @it - L, - 8 fxi** 2 0 - (1.2.36)
con § = Uk

La solucién de tal sistema de ecuaciones, nos conduciri
al valor estimado de los pardmetros "g", aungue no siemore

es ficil su resolucién.

Modelos adn m&s generales y mayor informacién, la pode=--

mos encontrar en Draper (1966) capftulos 5 y 10,
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1.3,- DESCOMPOSICION,

Cuando se tiene una serie de tiempo que representa al-
gn fenfmeno como un todo, dicha serie es el resultado de -
diversas fuerzas (ffsicas, econfmicas, sociales, etc.), las
cuales estfn interrelacionadas. Por tanto, una serie de ~-
tiempo es la resultante de cuatro componentes, a saber:

a) Tendencia
b) Estacionalidad
¢) Ciclica

d) Ilrregular

Si logramos descomponer una serie de tiempo, en cada una

de sus componentes (especialmente las dos primeras), esto -
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nos proporcionarfa una mayor informacién acerca de las fuer

zas que originan las variaciones de la serie,

Al descomponer una serie, lo que estamos haciendo es im-
poner para cada componente, un cierto modelo, Como se mos=-
trard posteriormente, este hecho, no debe dejar de inquie-~-

tarnos.

En sequida describiremos cada una de las componentes que

constituyen a una serie,

a) Tendencia,

Es una variaciSn que afecta a una serie, originada por
una fuerza gque es persistente, uniforme y no oscilatoria, -
es decir, que esa fuerza provoca cambios moderados, pero =--
constantes en nuestra serie., Con 8sta, podremos seiialar la

direccifén que sigue la serie, en un periodo de tiempo largo.

Esta componente puede ser ascendente o descendente y re-
presentarse grificamente mediante una recta, 0 una curva --
suave. Para su estimacién, podrfamos recurrir al método de

regresifn o al de promedio mévil,

La estimacién de la tendencia, estf muy lejos, de ser un
proceso puramente mec&nico, puesto que al elegir la recta o
curva de regresién, el promedio m&vil, la naturaleza de los
pesos y el orden del polinomio del cual se obtuvieron los -
pesos, juega un papel muy importante el criterio personal,

En la seccién de promedio m8vil, aclararemos la idea de pe~
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so y las técnicas para su célculo. .

Ejemplo.

El Producto Nacional Bruto, se incrementa debido al cre-
cimiento de la poblacién y al aumento de la acumulacién de
capital. En este caso, la serie del P.N.B. y las fuerzas ~
que la afectan (tendencia) son poblacién y la acumulacién -

de capital,

El mé&todo de minimos cuadrados (sec. 1.2), nos da los me
jores estimadores lineales insesgados de los parimetros de
la tendencia, cuando las desviaciones o residuales, son va~
riables aleatoriés normales e independientes, ccn varianza
constante; pero al usar series de tiempo, estos supuestos,
raras veces se cumplen. Si la serie de tiempo, a la cual -
ajustaremos una linea (o curva), para representar su tenden
cia, posee un componente cfclico, entonces las desviaciones
de la serie, con respecto a la tendencia, contienen fluctua
ciones ciclicas e irregulares, A causa de esto, no podemos
afirmar que la lf{nea (o curva) de tendencia estimada por mi
nimos cuadrados es mejor que cualquier otra; sin embargo, -
como una medida descriptiva, la 1lfnea (o curva) de tenden~-
cia por este método, cumplé con su cometido, y tiene la ven
taja de ser objetiva, por lo que es frecuentemente usada en

el andlisis de las series de tiempo.
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bl BEstacionalidad.

Es una variacifn que experiementa la serie en forma pe

rifdica, una ¢ m&s veces al afio.

Algunas de las causas principales que originan variacio-
nes estacionales en una serie de tiempo son:
- Condiciones climatoldgicas
- Festividades (navidad]

~ Temporada comercial, etc,

La medicifn de la componen te estacional sé realiza a ==
través de los Indices Estacicnales, los que se acostumbra a
expresar en porcentajes. En la préctica, las unidades de -
tiempo m&s usuales de los términos de una serie, para medir

la variacidn estacional, son la trimestral y la mensual,

Con el Indice estacional, se pueden realizar comparacio-

nes de un periodo de tiempo con otro,

Una serie de tiempo, puede o no, tener variacién estacio
nal, por consiguiente, antes de calcular un fndice deberi -
examinarse detenidamente la variacién de la serie, a fin de

ahorrar tiempo en cflculos innecesarios.

Un método simple para detectar la variacién estacional,
es observar a cada uno de los términos de la serie, con res
pecto al promedio de los valores en ege afio, Lo cual se -~

lleva a cabo, por medio de una tabla, o una grifica, donde
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aparece el promedio anual, a ser comparado con cada unc de
los términos (trimestrales o mensuales), para visuvalizar si

persistentemente est&n por arriba o por debajo de é&1.

La variacifn estacional se presenta de dos maneras,

- Aquella cuyoc patrén estacional permanece constante algu--
nos anos.

- Aqﬁella cuyo patrén estacional cambia gradual o bruscamen

te.

La medicién de la primera opcifn, es bastante simple, a
diferencia de las variaciones estacionales cambiantes, que

suponen mayores consideraciones teSricas y précticas.

Un Indice estacional, muestra el grado relativo de acti-
vidad por uno o varios afnos, que particularmente se ha rea~

lizado en cada mes (trimestre),

Un fndice estacional puede ser:

a) Especffico.- Se aplica a cambios estacionales dQurante un
afio en particular,

b) Tfpico.- Se obtiene pramediando cierto ntmero de varia--
ciones estacionales especfficas, es pues, una generaliza

cién de la variacifn estacional a lo largo de la serie.

Observando la variacién estacional especifica, puede de-
terminarse si el patrfn estacicnal de la serie es, 0 no, es

table. En caso de ser cambiante, 1o hace gradual, o repen-
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tinamente. La representatividad de un fndice tf{pico, exige

que las variaciones estacionales especfficas, sean estables,

Con variaciones estacionales especificas.cambiantes, la
obtencifn de un f£ndice estacional tipico, es muy dudoso, y

de poca importancia prdctica,

Las componentes de estacionalidad y tendencia, estén mez
cladas en una forma muy fIntima, y si éstas son eliminadas -
de la serie de tiempo, obtendremos una serie fluctuante - -
(con oscilaciones suaves). Para realizar proyecciones a =--
corto plazo, s6lc se tomar&n en cuenta las componentes de -

tendencia y estacionalidad.

c) Ciclica.
Es una varfacién semiperifdica que afecta a la serie,
pero en intervalos de tiempo largos. Esta variacién presen

ta las siguientes fases sucesivas e iterativas:

AUGE

‘-‘-§~"‘-~5;

ASCENSO DESCENSO

—

DEPRES ION

Las variaciones cfclicas, se expresan en porcentajes que

estin sobre o por debajo del valor real (o estimado) de ten

dencia.
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Esta componente cambia a lo largo del tiempo en longitud
e intensidad, O sea, que la serie presentaréd en varios in-
tervalos largos de tiempo, las mismas crestas y valles, pe-

ro con dimensiones diferentes.

Las fluctuaciones cfclicas, pueden ser medidas de datos
anuales, o de unidades de tiempo menor. Una gran parte del
anflisis de las fluctuaciones cfeclicas, emplea datos anua--
les, pero deja mucho que desear, pues las series anuales, -
obscurecen dos de los aspectos m&s crfticos de los ciclos:
a) Localizar los puntos de giro

b) Medir la amplitud de las fluctuaciones entre tales pun~-

tos,

Para proporcionar la informacién relevante de los ciclos,
es mucho m&s conveniente, usar datos mensuales o trimestra-
les, En especial convienen los mensuales, pero tan pronto
como son usados los datos que registran las variaciones du-
rante el afio, entra en accién la influencia de las componen
tes estacional e irregular; asf que, para medir los ciclos
en una serie mensual, primero deberf eliminarse la tenden--
cia y la variacién estacional, es decir, nos ocuparemos de
estimar la componente ciclica e irregular, como una sola en
tidad, debido a que los métodos estadfsticos presentan ine-

ficiencias en su estimacidén,

La naturaleza irregular de las variaciones cfclicas, de~
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saffa cualquier intento de usar un ciclo medio, para repre-
sentar sus efectos en una serie de tiempo. El mejor enfo--
que, mejor dicho, el menos insatisfactorio, es medir las -~
fluctuaciones cfclicas en forma indirecta, eliminando prime
ro, efectos de tendencia y variacién estacional. Entonces,
las fluctuaciones restantes, se les toma como variaciones -
cfclicas, aungque no podemos olvidar, que también reflejan -
influencia de la componente irregular. Este procedimiento

indirecto, es imperfecto, no s8lo porque un ciclo estimado

as!{, no puede ser proyectado para el futuro, sino también -
porque tal estimacidn dependerd de los métodos empleados pa
‘ra calcular la tendencia y la estacionalidad, lo cual nos -
acarrea, un error sistemidtico, pero a fin de cuentas logra-
mos el 6bjetivo intcial, que era aislar la componente cfcli

ca.

Adn cuando la componente cfclica no es fS&cil de contro-~

lar, resulta de gran interés para los economistas.

Para que las fluctuaciones de una serie, se les conside~-
re como ciclos, las expangiones y contracciones, deben du--
rar un mi{nimo de doce meses, pues en otro caso, se les toma

r8 como una variacién irregular,

Cualquiera que sea el método de estimacién de la compo~--
nente cfclica, consume mucho tiempo y requiere bastante in-
formacifén (al menos 30 aflos}. Situaciones que la convier--

ten en impriéctica, por lo que es omitida frecuentemente en
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los modelos, afin en muchos paquetes estadisticos. A la ten
dencia, estacionalidad y ciclos, se les considera en cierto
sentido, como funciones de tiempo estables, a diferencia de

la componente irregular que no lo es.

Las fuerzas que originan las variaciones cfclicas, son -
principalmente de tipo econfmicas. Por -ejemplo: los altiba
jos de una economfa estin afectados estrechamente por los =~
niveles de inversién, produccifin, consumo y gastos del go--
bierno. Por lo que en este ejemplo, las variaciones cfcli-
cas, en cierta forma, reflejan los ciclos para la economfa

total de un pats,

d) Irregular,

Esta componente la constituyeén todas aquellas variacio
nes que afectan a la serie y que son distintas a las ya des
critas, Por tanto, las fuerzas que las originan sonide na-
turaleza aleatoria, es decir, son perturbaciones inusitadas
(ruido). Su control es muy diffcil pues no hay métodos ple
namente satisfactorios para su estimacién. Por tales razo-
nes, esta componente es relativamente de poca importancia,
adem&s, las fuerzas aleatorias se producen por lo general -
de fuentes desconocidas. As{ que, no es posible ni necesa-
rio identificarlas, pero en cambio, es mejor tratarlascomo
parte del conjunto de factores que crean el rasgado curso =

ciclico, gque observamos en la realidad.

Para estimar la comporiente irregular, los términos de la
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serie, deben estar expresados en unidades de tiempo menores
a un afio (mensuales o trimestrales), pues de lo contrario,
en unidades anuales, se pierde su influencia. Ejemplos de
esta componente, los caracterizan las huelgas, guerras, in-

cendios, o cualquier fenSmeno natural no recurrente.

Modelos.

La representacifén de una serie de tiempo mediante un -
modelo, la podemos realizar por:
1) Modelo aditivo.- cuando la serie es la resultante de la

suma de sus componentes:

U=T+E+C+1 (1.3.1)

2) Modelo multiplicativo.- cuando la serie es la resultante

del producto de sus componentes:

U=T+E+*C-1I (1.3.2)

El empleo de estos modelos se lleva a cabo de acuerdo --
con aquél que logre representar mejor al fenSmeno en estu-=

dio, y no de acuerdo con las causas que determinan a la se~

rie,

El modelo aditivo supone que las componentes de una se=-~
rie de tiempo, son independientes entre si.  Es decir, que

por alto o bajo que sea el nivel de la tendencia, no afecta
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rf a las componentes restantes,

Por otra parte, el modelo multiplicativo supone que las
fuerzas generadoras de las componentes est&n estrechamente
relacionadas. Es decir, que aunque las componentes se de--

ben a causas diferentes, tienen una relacibn entre sft.

En la'practica se suele utilizar al modelo multiplicati-
vo para analizar a las series de tiempo pues en base a éste,
se han desarrollado las técnicas clisicas de estimacidn de

las componentes.

Debemos percatarnos que la descomposicién de una serie,
a través de cualquier procedimiento, tan s8lo son estima-

ciones de cada una de las componentes que la forman.

Las fuerzas que afectan a las series econémicas o :socia-
les, son muy complejas, en consecuencia, resulta improbable
que se desarrollen técnicas perfectas, para aislar las cua~

tro componentes.

Cuando los té&rminos de una serie de tiempo son anuales,
desaparecen los efectos de la variacibn estacional; casi lo
mismo, sucede con la componente irregular, por lo que los -

modelos (1.3.1) y (1.3.2) se reducen a:

U = T + c (10303)
u=T-+¢C (1.3.4)

De modo que las fluctuaciones ciclicas, sersn las desvia
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ciocnes alrededor de los valores de tendencia. Entonces, --

tendremos respectivamente:

U-T=¢C (1.3.5)

us/T=2¢ (1.3.6)

que expresean los residuales ciclicos (1.3.5) y los relati-

vos ciclicos (1.3.6).

Puede sostenerse que la tendencia y la componente clcli-
¢a, est&n sujetas por lo regular, a muchos factores en co--
mdn. Tales como: Ingreso nacional, poblacifn y cambios en

las preferencias de los consumidores.

Al determinar la tendencia de una serie, se persiguen -
los objetivos siguientes:
a) Extrapolacién

b) Ajuste estacional de una serie.

Ambos, se interfieren en sus pretensiones, ya que pode-~-
mos hallar una ecuacifn de tendencia que ajuste satisfacto
riamente a los ciclos, pero a su vez sea inadecuada para ==
pronosticar, o viceversa, Ademis, cuando difieren los afios
inicial y final escogidos, para obtener la tendencia, llega
mos a una ecuaciln diferente. Un efecto semejante se produ
ce cuando cambiamos el periodo total comprendido, En con-
secuencia, los relativos cfclicos, son afectados al elegir
la funcién de tendcncia‘y al escoger el periodo al cual la

ajustamos.
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El ajuste estacional también tiene cierta arbitrariedad,
pues los patrones estacionales de muchas series, se hallan
sujetos a modificaciones sin advertencia, y ain en el caso
de que permanezcan relativamente constantes, los valores de
los indices estacionales tf{picos, siempre difieren de acuer
do con los distintos métodos de cdlculo. Esto significa -~
que los valores de los datos ajustados estacionalmente son
afectados por:

a) El uso de Indices estacionales tipicos o cambiantes

b) E1 método de c&lculo.

El C * I resultante es influldo por el supuesto bajo =~
el cual fue descompuesta la serie (aditivo o multiplicati--
vo)., Al escoger uno, somos incapaces de determinar, si el

otro se acerca mfs a la realidad de la serie,

De las consideraciones anteriores, podemos decir que la
estimacién de C * I incluye no sélo las fluctuaciones ci-
clicas e irregulares, sino también, los errores causados en
la estimacidn de 1a tendencia, patrén estacional y el su- -

puesto bajo el que se descompuso la serie original.

Puesto que estOs errores nunca pueden ser determinados -
con exactitud, siempre existe especulacidn e incertidumbre
en la interpretacifén y uso, de los resultados estadisticos

llamados ciclos,
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La tendencia, estacionalidad y ciclos, son reales y sig-~
nificativos para muchas de las series econfmicas y sociales.
A pesar de que sus mediciones sean tan s8lo aproximaciones,
aln as!, pueden ser de gran utilidad, en la investigacibn -
econfmico-social y en la administracién de negocios a gran
escala, ya que nos permiten pronosticar las series de tiem-

po, Y con ello se nos facilitard la planeacidn.
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Entre los m&todos mds usuales que hay para ajustar cur
vas suaves a series de tiempo, podemos sefialar a :
= Promedio mdvil

-~ Exponencial

En particular, s8lo nos ocuparemos de discutir el prime~
ro, por ser el de nuestro interés, pues son muy diversos =-
los tipos que existen de un promedio mévil. Si deseamos sa
ber sobre el sequndo método, puede consultarse el Thomo- -

poulos (1980) Cap. 10.

Aquf estudiaremos algunos de los procedimientos mds im--
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portantes de un promedio mévil, puesto cue, en la prdctica,
a veces conviene aplicar varios de ellos, con el fin de se-
leccionar uno cuyos resultados se apeguen al objeto del and

lisis,

En esencia, todos los procedimientos de promedio mévil,
tienen la misma idea, s8lo cambiawn algunos aspectos técni
cos, otorgindoles asf, caracterfsticas especfficas a cada =~
uno; motivo por el cual serf utilizado para una clase espe-

cifica de problema.

Algunos autores, suelen llamar a un promedio mévil como
un "filtro®, pues elimina de la serie, los elementos perib-
dicos de alta frecuencia, y deja casi sin tocar, los de fre
cuencia baja. Ademds consideran a la serie no ajustada, co
mo la entrada a un filtro lineal, y a la serie ya ajustada
como la salida. As! que, debemos interpretar la representa
cién de una serie, medfante un filtro lineal, tan s8lo como

una aproximacién,

l1.4.1,- PROMEDIO MOVIL DE PRIMER ORDEN.

Este es el tipo m&s sencillo de un promedio m8vil, mo-
tivo por el que también se le llama Promedio M8vil Simple.
En este procedimiento, la tendencia es descrita por la fluc
tuacifn de los términos de una serie nueva. Esto se logra
aplicando un promedio m8vil simple, para obtener una serie

de medias aritméticas, con los términos de la serie origi--
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nal. A esta ltima, se le debe agrupar sistem&ticamente, -
para asignarle a cada grupo, un valor representativo "U", -
que es calculado con el promedio de los té&rminos que inte--

gran al grupo.

Suponga que tenemos una serie de tiempo con n términos -

que denotaremos por:

Ull UZ! see g Un (1.4.1,

Tomando de ella los primefos N t&rminos (N < n), obtenga
su media aritmética; enseguida, repita el proceso, tomando
ahora el grupo siguiente que comienza en el segundo término,
y finaliza en el (N + 1)-8simo término, Este algoritmo de~-
be repetirse sucesivamente, hasta agotar el dltimo grupo =--
que sea posible formar con la serie original. Al nCmero de
términos que constituye cada grupo, le llamaremos extensién

del promedio. Todo esto, matemiticamente se expresa:

Suponga una serie como en (1,4.1), a la que le aplicare-
mos un promedio mévil simple de extensifn N. Aquf, nos in-
teresan en particular quev N=2m+1 ; es decir, que cada

grupo contenga un nmero impar de términos.

Por consiguiente, para calcular la serie nueva, empleare

mos la férmula:
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nel
oo
lefe1
U' B amm——— (1.4.2)
N
donde=.N =2m + 1
t= m+1, m+2, ... ; np-m
j=0,l,2,..., n"zm’l

Advierta que j es una variable auxiliar que sirve para -
cambfar de un grupo a otro variando simult&neamente con t.
Asf para t =m+ 1 tenemos jJ =0 , etc,; también se debe
notar, que la serie nueva carece de los primeros y dltimos
m términos. La razén para preferir una extensién impar en

el promedio, es que de esta manera el primer U¢ extrafdo,

quedari precisamente a la mitad del primer grupo, coinci-

diendo con el té&rmino Um¢; de la serie original; de modo

que es posible comparar a las dos seriles, en -sus t&rminos

respectivos.

En otro caso, si tomiramos una extensién par (2m), enton
ces el primer U, quedarfa enmedio de U, y Ua¢1 del primer -
grupo, razén por la que no podrfamos comparar ambas series
directamente y esto ocasionarfa algunos problemas de inexac

titud,

Conforme la extensidn del promedio sea mayor, as{ tam- -
bién serf mayor la suavidad adquirida por la serie nueva, -

pero en consecuencia ésta; habr4 perdido mi&s valores de ten
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dencia en sus extremos.

Al emplear un promedio mévil de extensién corta, se lo~--
gra una mejor estimacién de la tendencia y un mejor ajuste.
En el caso contrario, correremos el riesgo de obtener una -
tendencia adulterada, ¢ sea con la influencia de otras com-

ponentes.

Las variaciones de la serie, causadas por la componente
ciclica, pueden ser parcialmente eliminadas,, haciendo coin
cidir la extensifn del promedio mévil, con la longitud del
ciclo que presenta la serie orignal. En tal forma, que --
las variaciones clclicas sean moldeadas uniformemente y con

ello se obtenga una buena estimacifn de la tendencia.

Se pueden investigar los efectos que provoca la inclusién
de variaciones estacionales o ciclicas en una serie de tiem

po, recurriendo a una simulacién.
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1.4.2,- PROMEDIO MOVIL DE ORDEN SUPERIOR,

Promedio M8vil Doble.

Esta técnica es usada cuando sucede que, después de ha
ber aplicado un promedio mévil simple a una serie, no hemos

consequido la suavidad deseada.

Es obvio que tal técnica, es una extensifn al procedi- -
miento anterior. Asf{ que en caso de tener una serie como =
en (1.4.1) a la que ya hemos aplicado un promedio mévil sim

ple (1.4.2), entonces tendremos una serie nueva que es:

Omerr Omezy oor o Tn-m (1.4.3)

A esta dltima serie le aplicaremos nuevamente un prome=-
dio mévil con extensisdn N' = 2m'+ 1 , al que denotaremos -

con T, 2

El promedio m8vil doble, lo calcularemos con la f£8rmula:
Nejot

ui»eﬁf

N'

6@ =

(1.4.4)

donde: M es del polinomio simple
N' = 2m' + 1
t= m+m' +1, mn+m +2, ..., n-m-m

j'o,l,z,.au'n'z(m*m')
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Observe que esta filtima f6rmula admite la posibilidad de
usar una extensidén del promedio diferente a la usada ante--

riormente.

Por otra parte, aunque se logrd una mayor suavidad para
nuestra serie, ahora se tiene la desventaja de haber ‘perdi-

do afin m&s t€rminos en los extremos de la serie nueva.

Para resolver el problema de la pérdida de valores de -~
tendencia, en los extremos de la serie, plantearemos una so

lucién posterior llamada "Valores en los extremos".

8i quisiéramos pronosticar en forma pr&ctica, aplicando
un promedio mévil, podemos consultar Thomopoulos (1980}, aun

que debe aclararse que no es un buen m#todo para hacerlo.
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1.4.3.- PROMEDIO MOVIL POR MINIMOS CUADRADOS.

Esta técnica cuenta con mucha prferencia, debido a -~
que casi cualquier serie, puede ser representada a través -
de un polinomio, alcanzando una gran exactitud. Motivo por
el cual, hemos elegido esta té&cnica como la apropiada para

compararla con otra, que expondremos en el capftulo siguien

te.

El método requiere de una serie del tipo (1.4.1), para a
justarle un polinomio de orden propuesto. Se.toma un prie-
mer grupo de términos (digamos 2m + 1) de la serie y le de-
termminamos el valor de tendencia para Ugg:, que est8 preci-
sanente a la mttad de este primer grupo. A continuacifén, a
justaremos el mismo polinomio al grupo de términos siguien-
te, que comienza en U, y termina con U,me:, de la serie ori
ginal. Con este grupo, determinaremos nuevamente el valor
de la tendencia para Ugg:. Asf sucesivamente, hasta agotar

el dltimo grupo posible.

En realidad, no es necesario ajustar un polinomio para -
cada grupo, puesto que el procedimiento es equivalente al -
tomar combinaciones lineales de las observaciones, con pe--

sos bien especificados.

En forma inductiva ilustraremos el procedimiento a par--

tir de un ejemplo, para después hacer la éencralizacicn.
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Ejemplo (3).

Se desea ajustar un polinomio c@bico, a una serie de - -
tiempo con siete té&rminos,
S$in que perdamos generalidad, las unidades de tiempo las

tomaremos como:

t= =3, -2, -1, 0,1, 2, 3 (1.4.5)
El polinomio que usaremos es)
Uy = Ce¢ + Cit + Cpt? + Cyt? (1.4.6)

donde la constante C; serd determtnada por el principio de

Minimos Cuadrados (ver sec. 1.2). Es decir, minimizaremos:

2 (Uy = Cq = Cit = Cat? = Cyt¥)? ——— (1.4.7)
te~3

lo cual ya se explic8 antes. As{ pues llegaremos a las cua

tro ecuaciones normales:

.- vy = 7c+ 28¢,

1II.- J t Uy 28 C, + 196 Cy

(1.4.8)
ITT.- ] t?U) = 28 Cy + 196 C,

Iv.- §J t'u, = 196 C, + 1588 C,

en donde las sumas de potencias impares de t = -3 hasta - -
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t = 3, se han anulado,

Por el momento, s8lo nos interesa Cy, que es el valor de
la serie para t = 0 (en el polinomio). El c&lculo de ese
valor, s8lo requiere del empleo de las ecuaciones I y III:

g1 iu-fe
Cp = — - 1t }

21 ta=y fa=)
1
ﬂ-—ir-{7(U~|+U..;.z+U.,|+U|+U1+Uz+Ul)

= (903 + 4U.y +Ugq + 0+ U, + 4U,
+ QUQ)}
L .
B —— ( =20 4 + 30U, + 6U.; 4 TU, + 6U; + 30U,

21 : ‘
- ZU‘} (1.4.9)

De modo que el valor de tendencia en cualquier punto de
la serie original, es el promedio de un grupo de siete tér-
minos, donde tal valor de tendencia, estd en el centro del

grupo y para ser obtentdo se utilizan los pesos:

1
"—'—{ '2. 3, " 7' s }
21

(1.4.10)

Esta Gltima expresidn denota a un promedio mdévil con pe-
808, en una forma abreviada, pues se aprovechd que los pe--

sos presentan simetrfa central, ademis de omitir las "“U",
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Note que los pesos, son ponderaciones asignadas a los --
términos de un grupo, segfin la importancia relativa que pre
senta el término para dicho grupo, A estos pesos, les afec

ta directamente la extensifén que tenga el promedio,

Para generalizar los resultados obtenidos, consideremos
un polinomio de orden k que ajustaremos a una serie, toman-
do grupos con 2m + 1 términos. Entonces debemos minimi--

zar la expresién:

(1.4.11)

]
J (U = Ca = Cit =Cot? = ,vu = Ct")?
-m

de acuerdo a como lo hicimos en (1.2.9) y (1.2.10), para te

ner k + 1 ecuaciones.

El resultado de Cs depende de los valores numéricos da--
dos por la suma [ t! y las funciones lineales de las "U'
especificadas por Z t v . El valor de la tendencia en el
punto t = k , es entonces un promedio de los valores U,

ll U..n .

En la tabla (1] se muestran los pesos calculados, para a
justar una serie, mediante polinomios de sequndo y tercer -

orden. Con extensifn del promedio de 5 a 21 términos.

Bajo el mismo procedimiento, es posible construir una ta
bla para polinomins de cuarto y quinto grado, consulte - ~

Kendall (1976) pdg. 1.
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E POLINOMIOS CUADRADOS~CUBICOS
1
5 ————— |-3' 12' 17, LY I
35
1
7 ————— 1-2, 3' 6’ 7' s 00 I
21
1
"9 — |=21, 14, 39, 54, 59, ... |
23
1
11 — |-36, 9, 44, 69, 84, 89, ... |
429 o
1 ,
13 |-11, 0, 9, 16, 21, 24, 25, ... |
145
15 |-78, -13, 42, 87, 122, 147, 162,
1105 ,
167, ... |
1
17 |-21, -6, 7, 18, 27, 34, 39, 42, 43, ...
323
1
19 ————— |=136, =51, 24, 89, 144, 189, 224,
2261
249, 264, 269, ... |
1
21 l‘l?l, -76, 9' 34, 149' 20" 2‘9'
3059

284, 309, 324, 329, ... |
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En lo que concierne a la interpolacidén de los pesos nega
tives en un promedio mévil, diremos que no siempre es fA&cil
su justificacién, pero en general, indican que algunos tér-

minos de la serie son nocivos.
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l1.4.4.- PROPIEDADES.

l.

La suma de los pesos en un promedio mévil, siempre es i-

gual a la unidad.

Los pesos, presentan una simetrfa central respecto al --

término Ug.

X1 ajustar hacia adelante o hacia atrds del tiempo, ob-~
tendremos indistintamente, los mismos valores de tenden~-

cia.

Las férmulas para calcular los pesos con polinomios de -
orden 2k, son las mismas para los polinomios de orden =--

2k + 1,

La manera en que hemos conseguido hasta ahora los prome-
dios, deja sin valor de tendencia a los primeros y Qlti-
mos m términos de la serie original. FEsta dificultad, -
serd superada en la seccidn 1.4,5, "Valores en los extre

mos”.

Aunque es posible llegar a f8rmulas semejantes cuando se
elige una extensién par en el promedio, como resultado -
tenemos valores de tendencia centrados entre dos térmi--
nos de la serie original. Lo cual es inconveniente, co-
mo ya se ha sefialado, Pero en la préctica, algunas ve--
ces esto es necesario, en cuyo caso se sugiere utilizar

un Promedio MOvil Centrado, los que trataremos en la sec
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¢ién 1,4.6.

Si los datos originales muestran una fluctuacibén peribdi
ca uniforme, un promedio mévil de extensidén igual o mGlti--
plo al periodo, eliminaré gran parte de las variaciones pe-
riédicas. Por pequefia que sea la diferencia, entre la dura
ci6n de la periodicidad de la serie original, y la exten~ -
§i6n del promedio m6vil, no puede borrar definitivamente -~
las variaciones perifdicas en la serie original. El proce-
so de aplicar un promedio movil, s8lo tiende a suavizar un

poco, las fluctuaciones a corto plazo.
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1.4.5.~ VALORES EN LOS EXTREMOS.

Hasta el momento, las formas en que se han obtenido --
los diferentes tipos de promedio, todos ellos, originan una
serie nueva que carece de valores en sus puntos extremos, -
es decir, que los primeros y Gltimos m términos de la serie
original, han perdido sus valores correspondientes de ten--

dencia debido al procedimiento empleado.

Existen razones que justifican el hecho de querer tener
los valores en los extremos de la serie nueva, pues son de
gran importancia y utilidad, como se observa en cierto tipo

de pron8stico,

En esta seccién, hablaremos de algunas t&cnicas para so-
lucionar el problema, para cada uno de los procedimientos -

de promedio.

1. Para un Promedio MOBvil de Primer Orden.

Sean U;, Uz, ..., Um los primeros m t&rminos de la serie
original, a los cuales no les fueron asignados valores de -

tendencia, Para lograr ésto, emplearemos la tabla (2).

En ningn sentido, este procedimiento es el mejor, perc
8! representa una alternativa, sencilla de calcular, para -
el supuesto caso de necesitar dichos valores en los extre--
mos de la serie; ademds, mucho se debe tomar en cuenta, las
caracterfsticas propias de la serie original, para saber si

es 0 no aplicable el procedimiento,
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TABLA (2)

]

EXTREMOS TENDENCIA ASIGNADA
P —
R U, U, =0y
I
M U Uz = (U3 + U2)/2
E
R L N ] LR I Y R I Y
o —
s Um Un = (Ul + U + .., + Um)/m
U ~ Un Un = Un
L _ .
T U'-.,[ Ul-l = (U' + Un.1)/2
1
M D D N N I I R A A R A A A A A A N N Y
0 .
[ U“o" b-p.-m = (Uﬂ + Uael +ooot Un-m)/m

Otra alternativa serfa simular términos de la serie ori-
girnal (hacia adelante y hacia atris), de tal "suerte", que,
al aplicar el promedioc mévil, los términos simulados en la
serie original, sean precisamente los que se pierden al ob-

tener los valores de tendencia.

2. Para un Promedio M8vyil de Segundo Orden.

En caso de intcresarnos por tener el mismo nimero de tér
minos de la serie original, despufs de haber aplicado un -~

promedio mévil doble, primero debe calcularse la tendencia

(1.4.2), junto con sus valores extremos (Tabla 2) de la se-
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rie original (l.4.1); a continuacién se usarf (1.4.4) para
encontrar las ﬁfz’ y finalmente se vuelve a utilizar la ta-

bla 2, para hallar los nuevos valores extremos de la serie.

No debe olvidarse que cada vez que empleamos la tabla 2,
estamos perdiendo precisién, pero en cambio, hemos logrado
nuestro objetivo inicial que era tener el mismo ndmeroc de =~

términos que en la serie original.

3. para un Promedio MSvil por Minimos Cuadrados.

El c8lculo de los valores de tendencia, en los extremos
de una serie para este caso, 38lo requerirf de la adaptacién

del mé&todo de mi{nimos cuadrados para lograrlo.

En el ejemplo 3 (1.4.5), se ajusté un polinomio cdbico a
una serie con siete términos; ahora se les considerard como

los siete 8ltimos terminos de una serie dada.

Para encontrar los valores de dicho polinomio en = - - -
t=1, 2, 3, necesitaremos los valores C;, C; y C; de la ex

presién (1.4.6), gque no hemos usado.

Resolviendo directamte las ecuaciones (1.4.8) nos darfa:;
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] 3
cy = {397 ] €ue -49] ¢ v}
1512 -3 -8
1 2 ;
Co= — {J ¢t 0y «4 ] Ut} (1.4.12)
84 -3 -3 o
] 3
Cy = (I o -7] €u}
216 -3 -3

Si expresamos estas ecuacicones como un promedio de los -

siete (ltimos términos:

1 A
U = — [+2, 3,6, 7,6, 3, -2]
21

1

252

1
+ — [-5, 0, -3, -4, -3, 0, 5]¢t?
84

22, 67, -58, 58, 67, -22]t

v (-1, 1, 1, 0, =1, =1, 1]t? = (1.4.13)

Para t =1, 2, 3 , la expresién anterior, toma los valo

res siguientes:



65

1
Uy = — [1, -4,2, 12, 19, 16, -4]
42
1 -
U = — [4, -7, -4, 6, 16, 19, 8]
42

1
Uy = — [-2, 4, 1, -4, -4, 8, 39]
42

Debemos fijarnos que la suma de los pesos, sique siendo

igual a la unidad, pero en cambio, ya no existe simetrfa -~

central.

En el apéndice A daremos los pesos correspondientes para
los valores extremos de una serie, al aplicar diferentes ex

tensiones del promedio, esto, de acuerdo con la tabla (1).

En caso de necesitar tablas m&s completas que las del A~

péndice A, puede consultarse: Cowden D. J. (1962}.

Consecuencias.

El proceso de acercamiento al extremo de una serie, ==
provoca que loulpesos se alejen cada vez mis, uno del otro.
Esto se debe a que la suma de sus cuadrados, tiende a incre

mentarse.

Como podrfamos esperar, mientras m&s cerca estemos de -~
los extremos, menor serf la contiébilidad gue tenga el pun=-
to de tendencia. As{ que, una curva ajustada, tiende a des

viar sus extramos.
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Al calcular los valores de tendencia para los extremos -
de una serie, no se pueden usar las mismas f6rmulas para po

linomios de orden par, que para los de orden impar.
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1.4.6.~ PROMEDIO MOVIL CENTRADO.

Ya hemos enfatizado la conveniencia de utilizar una ex
¢ensién impar en un promedic mévil. Pero suele ocurrir, so
bretodo en las series econfmicas, que necesitamos tomar una
extensién par. Tal serfa el caso si tuvidramos una serie -
mensual, y elegimos una extensién de doce, con el objeto de

representar una tendencia anual.

Nosotros deseamos que los valores de tendencia, coinci=--
dan con las fechas en que ocurrieron las observaciones., U-
na alternativa para lograrlo; serfa sacando una media arit-
mética, entre los dos valores de tendencia mis cercanos, a

cada una de las fechas en que ocurrieron las observaciones.

Otra alternati&a mis usual, serfa tomar en el promedio ~
mévil, una extensifn impar, pero considerando a una misma -
fecha, dos veces en cada grupo, la que tendri la mitad del
peso de las fechas restantes. Por tanto, si en un promedio
mévil,elegimos una extensi8n trece, para una serie mensual,

se emplearin los pesos siguientes:

—2'-:'- [1, 2' 2' es ey 2, 2' 1] e —— (1.‘.15)

Observe gue los dos eneros considerados en la serie men

sual, tienen la mitad del peso que los demi&s términos,.

Kendall afirma que en la pr&ctica, es recomendable, bajo
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ciertas circunstancias, el empleo de promedios centrados an
tes de estimar a la tendencia, a manera de filtro. Esto su
pone pues, una mejor estimacién de la tendencia. En el li-
bro de Kendall (1976}, se exponen estas ideas, y se desarro
llan para informacién mensual, aunque son completamente ge-

neralizables.

Hay razones para creer que un promedio mdbil con exten=--
s18n de doce meses, eliminard casi todas las influencias --
de la estacionalidad y la mayor parte de la componente irre
gular de la serie, pero no lo puede hacer por completo. Es
to se debe a que las variaciones estacionales son periodici
dades, y sus amplitudes pueden cambiar un poco de un afio ==

con otro.
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1.5,~- AUTOCORRELACION,

Introduciremos ahora, un concepto bdsico para el andli
sis de una serie de tiempo, denominado la Autocorrelacifin,
8ste se aplicari al referirnos a una serie teérica, siendo
denotada por p, . Cuando se trate de una serile muestral cam

biarf el nombre a correlaci8n serial,

La correlacifn serial es un coeficiente que mide la rela
cién que existe entre dos o mfs términos de una misma serie,
por tanto, entre Uy y Uy hay k-1 términos relacionados, -
le llamaremos "la correlacién serial de orden k" denot&ndo-

la con r, .

Para calcular la correlacién serial o dicho de otra mane
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ra, estimar la autcorrelacién de cualquier serie de tiempo,
primero se obtendr&n las estimaciones para las autocovarian

zas (Cy), que definiremos por:

1 = .
Cp=— } (U, = D(O,, -1 (1.5.1)
n KsQ
1 "
donde T = — | U,
n 121

de tal forma que, la correlacibén serial se puede calcular -

con;

r, = C, /Ce con k = 1,2,..., =—— (1.5.2)

El Correlograma.

La obtencién y ordenacifn de los coeficientes o, , Ppres
6 sus coeficientes muestrales equivalentes, junto con sus -
respectivas gr&ficas, constituyen un Correlograma; donde k
ser&n las abscisas y p, las ordenadas, que deberdn cumplir

las condiciones
-l <p <1 conk >1 y k=1, 2, ...
El correlograma, nos refleja la distribucifn de la es~~~

tructura interna de la serie., Adem&s nos puede proporcio--

nar un diagn8stico muy Gtil para distinguir diferentes ti--
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pos de series, o bien para elegir un modelo que represente

adecuadamente a la serie.

La Autocorrelacién en un Modelo Lineal General,

El modelo lineal general, fud tratado en la seccién --
(1.2}, ahora veremos cfmo afectan las perturbaciones autoco

rrelacionadas a un modelo de esta naturaleza,

Recordemos que la segunda suposicidn fundamental de - -
(1.2.4) es de gran relevancia para el modelo lineal general,
En tal suposicién, los elementos que estdn fuera de la dia-
gonal principal, son ceros, es decir, que los té&rminos de -

perturbacifn, tienen una covarianza cero.

Para un modelo que posee perturbaciones distribufdas nor
malmente, esto significa que dichas perturbaciones, son pa-
rejas e independientes, en tanto que para los t&rminos de -
una serie de tiempo, esto mismo indica la independencia se-~

rial de las perturbaciones.

En el caso de que exista alguna correlacién serial entre
los valores de X, para el modelo (1.2.1), entonces, tendre-
mos en consecuencia, una correlacifin serial en el elemento
de perturbacién compuesto. Este es el caso particular de -
las variables omitidas puesto que casi siempre por comodi--
dad y simplicidad s8lo incluiremos en el modelo de regre~ ~
sifn, las variables de mayor repercusifin, por lo que el ele

mento de perturbacién reflejari la influencia de éstas,
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La correlacifn serjal de las variables omitidas, no nece
sariamente implica, un término de perturbacién serialmente
correlacionado. Un elemento de perturbacién, tambié&n puede
ser originado por errores de medicifn en variable explicati

vas del modelo de regresifn,

En el modelo (1,2.1}), las perturbaciones a,, siguen un =

esquema autoregresive de primer orden gque es:

+ gy (1.5.3)

donde |p| < 1 y ¢, satisfacen las condiciones siguientes:
1, E(ev] =0

2. Eler*cvee) = 0g para k = 0 ~— para toda t

E(ey *€y4p) = 0 para k # 0

Apoyi&ndonos en (1.5,3} se tiene:

a, = plpa,_, + £, + ¢,

repitiendo el proceso indefinidamente:

a =g, + pe, 1 + plerez + ..,

asf{ que:

. - .
ap =] oe, (1,5.4)
T ,
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Por consiguiente : E(a, ) = 0 ya gque E(g,) = 0 para toda

t. Ademis por (1.5.4), se puede afirmar que:

E(azf )= X pZ' )| E(ez'-] )
tsg

y como las "e" son serialmente independientes:

@® .
E(a4 ) = (] p?) o2
isg £

Observe que las rhoes, forman una serie geométrica, las

cuales convergen para |p| < 1,

Usando notacién de cdlculo, veremos la expresidn a la --

que converge:

" S .
S, - p2Sn =} (p¥ - pt*?
iy

(1 - pz)Sn =1 - pzth

entonces:

Como |p| < 1, se cumple que:

1 - ‘on'z

lfm 8n = 1lfm

Ll LE 1 ] 1l - 92

1

1 - p?
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ya que {p®*"*?} converge a cero.

Finalmente, regresandoc al problema cue nos ocupaba:

o
ol = _ para toda t ————— o (1.5.5)
1 - p?

Similarmente, apoydndonos en (1.5.4) llegamos a:

® < L
E(ay*a,., ) = E| (] o' eeey) = (] Tt i |
iz g isk

en la expresién anterior, separaremos los k-1 términos ini-
ciales del primer factor para factorizar a rho, de tal for-

ma, que en ambos factores den sumas idénticas:

k=1 ®

[ J
E(ayras.y) = E[(J o ey + 0" [ o e (] 0™ €4-y)]
ise (k1] isk

por las suposiciones de (1.5.3) y como rho es una constante:

(R
E(agrayy) =0 EQZ_ o' S b

= p' + gla

De modo que el modelo (1.2.1}), no satisface la suposi- -
cién de tener un elemento de perturbacién serialmente inde-
pendiente. Cabe mencionar que, el esquema autorregresivo -
empleado (1.5.3), es el mis simple de todos, por lo que al-
gunas veces se le llama Esquema de Markoff (vea Kendall - -
1976 pd4g. 71). Pero afin los de mayor complicacién, fallan

al no satisfacer la suposicién de independencia serial.
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1.6,- ESTACIONALIDAD,

Cuando una serie de cierta actividad, expresada con =-
té&rminos mensuales durante n afios, muestra persistentemente
la mis alta cantidad de actividad en diciembre, y la mis ba
ja en febrero, en cada uno de los n afios, se dice que tal -

serie presenta estacionalidad.

Las series de tiempo tf{picamente estacionales, son las -
de los viajeros, pues estin afectadas fuertemente por los =

perfodos de vacaciones.

Para analizar e interpretar la tendencia y variaciones -
ciclicas en fenémenos econdmicos, es frecuentemente necesa-

tio. ajustar estacionalmente las series de tiempo, es decir,
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eliminar de la serie, la componente estacional.

Los mé&todos espectrales, han ganado mucho terreno en la
estimacién de la variacifn estacional, puesto que lo hacen,
sin tomar en cuenta a las demds componentes de la serie.
Esta ventaja resulta inalcanzable para la mayorfa de los mé
todos tradicionales de la estadfstica, que requieren prime-
ramente de la estimacifn de la tendencia, para posteriormen

te estimar la variacién estacional.

En seqguida, daremos algunas de las razones que motivan -
la estimacifn de la componente estacional)

a) Para comparar una variable en distintas etapas del afio,
como un fenfmeno exclusivamente interanual.

b) En caso de querer eliminar las variaciones estacionales
de una serie, para poder estimar posteriormente las com~
ponenetes restantes, sin que &sta les afecte.

¢) Si deseamos saber una cifra actual de la serie, primero

debemos eliminar la variacifn estacional,

Cada uno de estos objetivos, tiene una naturaleza dife--
rente, por lo que podemos afirmar que, un mismo método para
la determinacifn de la componente estacional, no siempre se

ri el apropiado para cualquier serte,

Ast? que, de acuerdo con las caracteristicas que presente
la serie, aplicaremos un método determinado, para convertir

la en una serie ajustada estacionalmente (degestacionaliza-
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da). Para lo cual primero tenemos que estimar la componen-

te estacional y posteriormente removerla de los datos origi

nales. Tal ajuste estacional posee dos aspectos sobresa- -

lientes:

a)

b)

a)

b)

El ajuste hist8rico de los datos pasados, esto es, usan-~
do toda la informacién disponible,

El ajuste actual de cada nueva observacifn. Desde el --
punto de vista prictico, la filtima observacifn es la de
mayor importancia,puesto que porta el valor actual ajus-
tado, que es de gran relevancia, para el establecimiento

de polfticas ecpmémicas, empresariales, etc.

Los pasos que se siguen para el ajuste estacional son:
Estimacién de la tendencia. Esto se hace usualmente a -
través de un filtro de promedi mévil, o bien por minimos
cuadrados.

Estimacién de la componente estacional, La metodologfa
se fundamenta en las diferencias de las observaciones, -
menos los valores de la tendencia estimados (U =X ); o
bien, la razén de las observaciones, con respecto a los
valores de tendencia (U /X ), segfin si el modelo es adi-
tivo o multiplicativo respectivamente y donde X es la

estimacibn de la tendencia.

Para ampliar sobre estos modelos e ilustrar con ejemplos,

consulte Chou (1977), cap. 20.

De modo que, una vez determinada la estacionalidad, en -

forma de un Indice Estacional, podemos generar una serie --

desestacionalizada, dividiendo 1la serie original, entre el
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Indice Estacional. §i posteriormente le aplicamos a la se-
rie un promedio mévil, obtendremos una segunda y mejor esti

macién de la tendencia.

1.6.1.~ Modelos de Ajuste Estacional.

El método de ajuste estacional, basado en las desvia~-
ciones de las observaciones, con respecto a la tendencia,

se relaciona implicitamente con el modelo aditivo:

Up = Ey + 0y + 6y — (1.6.1)

mientras que, el de las razones de las observaciones, con -
respecto a la tendencia, se relaciona implfcitamente con el

modelo multiplicativo:

Uy = B¢ * Ny * Ey (1.6.2)

donde Uy son las observaciones, £+ es la tendencia, ny es -
la componente estacional, e, es la componente irreqular, y

ademds, todas estdn en un tiempo t.
A (1.6.1) y (1.6.2) se les conoce como modelos puros,

En la prdctica, suele ocurrir que sea suficiente con ele
gir entre una variacién estacional de cardcter aditive, o -
bien una variacifn estacicnal con car&cter multiplicativo;

sin embargo, para algunas series, ningunc de los modelos pu
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ros resultan satisfactorios, entonces un modelo alternativo
serfa, aquel que posea elementos aditivos y multiplicativos

simult&neamente.

Un modelo mixto, podrsd ser as{:

Uy =Ep oy + €y {1.6.3)

Modelos mis sofisticados para trabajos muy finos, de a--
juste estacional, los podremos encontrar en el artfculo de

J. Durbin y M. J. Murphy. (1965),

Los modelos (1.6,1} y (1.6,2), suponen que las variacio-
nes ascendentes y descendenctes de log ciclos en una serie,
estdn claramente balanceadas, es decir, cada ciclo tiene la
misma duracifn y amplitud. De manera que, si inclufmos un
nfimero suficientemente grande de t&rminos en el proceso de
promediacidn (promedio m&vil de cualguier tipo) de datos pa
ra cada unidad de tiempo, (trimestre o mes),\las fluctuacio

nes ciclicas pueden ser canceladas por el proceso.

Cabe sgeiialar aquf, un aspecto tefrico de relevacia para
nosotros, concerniente en el hecho de que si ey en (1.6.2),
fuera una variable con funcién de frecuencia asignable, no
podrfamos permitir que tuvieré signo negativo, puesto que -
causarfa que U, tambi&n fuera negativo. En la realidad, la

circunstancia de que Uy tenga signo negativo, s8lo se conci
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be en el caso muy improbable, de que un evento aleatorio, a
fecte fuertemente a la serie. Para resolver este inconve--
niente, el modelo (1.6.2), lo transformaremos a una forma ~

lineal, aplicando logaritmos en ambos miembros:

In Uy = 1n £¢ + 1n ne+ 1In g (1.6.4)

El elemento residual 1ln e, en (1.6.4)}), téndr! una fun-
cibn de frecuencia diferente, a la que tenfa ¢, pero segul
rd siendo una variable aleatoria de media cero. Si llama-~-
mos Ay al elemento residual y aplicamos la funcifn exponen-
cial en ambos miembros de (1.6.4), obtenemos una relacifn -

comparable con (1.6.2) que es:

U = Ey * ny * exp(ie) (1.6.5)

a través de la cual, ya hemos exclufdo la posibilidad de =«
que Uy tome un valor negativo a consecuencia del elemento «
residual. Este modelo lo utilizaremos posteriormente para

hacer una simulacifn,

Como ya sabemos, tanto en el modelo aditivo, como en el
multiplicativo, para estimar a n,, primero tenemos que esti
mar a £ . Si para ello empleamos un promedio mévil con pe-
sos iguales tomados a io largo de un aiflo, no afectarfamos «
mucho a los residuales, puesto que casi, por definicifn, la
suma de los efectos estacionales en un afio es cero, Es de-

cir, cualquier exceso que se presente en la suma de los e~~
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factos estacionales, puede ser absorbido poi €y. Para acla-
rar mis, hablaremos de una serie mensual, entonces tendremos
que formar un promedio mévil centrado ( ver sec. 1.4.6), ade

mis le impondremos al modelo la condicidn:

12

I np =0 (1.6.6)
]ll

En lo due toca a la componente irreqular, no necesaria--
mente haremos las mismas consideraciones, pues en caso de -
querer describir a la serie en forma suave, podrfamos prefe
rir eliminar a la componente irreqular; pero s3i estamos in-
teresados en las oscilaciones a corto plazo, es mejor proba
blemente, extraer la tendencia y dejar la componente irregu
lar, para que la serie no se vea afectada por nuestros méto
dos de eliminacifn, ya que, es poco lo que sabemos acerca -
del mecanismo generador de las oscilaciones, y podrfa suce-

der que la componente irregular, jugara un papel muy impor-

tante.

El efecto causado por el ajuste estacional de una serie,
es que la serie ajustada, es de alguna forma m&s suave, que
la serie ain no ajustada, es decir, que ocurre una atenua-=-
cién en la magnitud de las variaciones que presentaba la se

rie original.
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Cambios en la variaciér estacional,

El problema m&s agudo para el ajuste estacional, apare
ce cuando, la variacién estacional cambia con el tiempo.
Hasta ahora, hemos asumido que el promedio de la variacién
estacional es constante afo tras afo, con lo que se simpli-
fica el cflculo de la estimacién del patrén estacional.

Tal patrfn, tiene una regularidad mucho més clara que el de
cualquier otra de las componentes de la serie, No obstante,
el patrén estacional puede modificarse de una forma gradual
o repentina, motivado por alteraciones en las polfticas de

los negocios, tnnovaciones tecnolégicas, actividades guber=-
namentales, etc. Cuando el patr8n estacional de una serie,

cambia repentinamente, es mejor usar un fndice estacional -
especifico para el tiempo particular en el cual se estudia

la variacifn estacional., Si el patrén estacional se modifi
ca gradualmente, hay una manera de describirlo, consistente
en calcular el fndice estacional de cambio, basado en una -
tendencia en vez de un promedio de la estacionalidad especi

fica, para cada unidad de tiempo,

Mayor informacifin y ejemplos, se encuentran en el Shao ~

{19640} capftulo 19,

Existen otros dos métodos alternativos para el manejo de
la componente estactonal, aungque son un poco mis complejos,
Uno de ellos, estd fundamentado en el Andlisis Arménico, y

el otro en Regresifn, Un desarrcllo del método arménico, -



84

debe ser tratado cuidadosamente, puesto que pertenece al te
rreno del Anilisis Espectral, que estd fuera de los propési
tos de nuestro trabajo; el mé&todo de regresibn, podemos en-
contrarlo en el Kendall (1976) p&g 66. Este mé&todo no es ~
de uso conmlin entre los estadfsticos, puesto que requiere de
mucha informacién y la mayorfa de las veces, no es éste el

caso.

Los estadisticos experimentados, indican que casi siem--
pre es recomendable que se observe detalladamente, la natu-
raleza de la serie de tiempo en estudio, as{ como el esta--
blecimiento claro de los prop8sitos que nos inducen al an4-
lisis. Ademis, seflalan que es mejor deshacerse desde un --
principio, de los efectoq conocidos, antes de efectuar cual
quier estudio. Otra costumbre buena, es "limpiar" la serie,
con algln tipo de filtro apropiado, antes de proceder al --
tratamiento. En forma similar, es preferible primeramente,
estimar y eliminar los efectos estacionales, para evitar su
presencia en la serie puesto que distorsionarfan nuestras -
conclusiones. Esta medida se justifica por el hecho de que
la estacionalidad se dehe a causas plenamente identificadas.
Cuando la serie con la que se estd trabajando presenta un -
comportamiento estacional, con peridicidad conocida "p", es
importante agrupar los datos, en forma de tabla con p colum
nas, lo que facilitari en muchos aspectos al andlisis. En‘
la prictica, lo mis usual es construir tablas con cuatro o

doce columnas, segfn sea la informacifn trimestral o men~--
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sual respectivamente.

En la actualidad, ya se cuentan con paquetes de programa
cibn que se utilizan para el anilisis de las series de tiem
po en una forma mds eficiente, pues con ellos podemos sepa-
rar a cada una de las componentes, segln el criterio del u-
suario. Esto significa que podemos manipular la serie, con
forme a nuestras necesidades; ademds, se pueden obtener las
gr8ficas respectivas de cada uno de los resultados. Tales
paquetes, cuentan con un gran nmero de opciones, como prue
bas de hipétesis, correlacién, etc., que facilitan y redu--

cen el tiempo de nuestro anilisis considerablemente.

En el Instituto de Matemdticas Aplicadas U.N.A.M., se en

¢uentran algunos de estos pagquetes,
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CAPITULO

.TEORIA_DE LA
APROXIMACION
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2.1,- TEORIA DE LA APROXIMACION.

La funcibn Spline ha basado su desarrollo en la Teorfa
de la Aproximacién, por esta razén se presentari un marco -

de referencia breve sobre esta teorfa.

La idea de la aproximacifn es muy antigua y aln en la ac
tualidad no es posible explicar claramente en qué consiste,
pues se desconocen caracteristicas distintivas que puedan -

ayudar a definirla,

2,1,1.- AREAS DE APLICACION.
Esta teorfa trata de resolver distintos problemas, pe-

ro parece haber dos en las que centra casi todo su interés.
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El primero, es cuando se tiene una funcién muy compleja
y se desea sustitufrla por otra que presenta las mismas ca
racteristicas, pero que sea m&s simple en su manejo para -
facilitar los cflculos. Tal funcién por ejemplo, podrfa -~

ser un poclinomio que tenga valores aproximados a la funcién

original.

El segundo problema se refiere a determinar una funcién
de cierta clase; que se ajuste con la mayor precisifn a u-
na serie de datos en el tiempo y pueda usarse para repre=--
sentar a tal serie. E] problema anterior corresponde, por

ejemplo, al ajuste por mfnimos cuadrados.

Otra frea importante de la Teorfa de la Aproximacién, -

son los problemas de interpolacifn y cuadratura. Consulte

Hildebrand (1974).

La estrecha relacifn que existe entre la Teorfa de la A
proximacién y la Teorfa de la Interpolacifn, se debe a que
la primera ha aplicado y modificado varias técnicas de in-
terpolacifén para aproximar una curva a una funcién conti--

nua ¢ a una serie de datos.
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2.1.2.~ DESARROLLO DE LA TEORIA.

En los Gltimos afios, la Teorfa de la Aproximacién se -

ha desarrollado en dos Sreas diferentes:
En la computacifn y en el an&lisis funcional.

La primera, ha dado un gran impulso a esta teorfa, y sus
aportaciones m&s importantes se pueden resumir de la sir~ -

guiente maneras

1) Se ha desarrollado un extraordinarioc potencial numérico,
a tal grado que es posiblé atacar problemas donde afn la
teorfa no es bien conocida, sin embargo, las soluciones
pricticas son bastante aceptables. Tal es el caso del -
trabajo de Hans Strauss, en el que desarrolla la técnica

Spline en el sentido de minimos cuadrados (Karlsruhe}.

2} Debido a las limitaciones fisicas de la computadora, se

ha creado la necesidad de aproximaciones.

En los Qdltimos quince afios, la Teorfa de la Aproximacién
se ha escrito en base al anflisis funcional, anificando de
esta forma el lengnaje,esto permite tratar problemas diffcs
les debido al grado de abstraccifn que presentan sus distin
tos conceptos, Asf, con la ayuda del anflisis funcional, se
trata de encontrar mejores procedimientce, estimaciones de

error y mis clases de funciones,
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De este modo, los m&todos de solucién van desde las ma-
temdticas puras hasta conceptos de matemfticas aplicadas,.
tales como, andlisis numérico, programacién matemitica y =

lineal, simulacién, etc.

En los dltimos diez afios, esta teorfa ha presentado las

siguientes caracterfsticas:

1} Ha tenido un gran avance en la investigacién de los mé-
todos de interpolacifn por curvas suaves.

2) Un creciente interés en la aproximacién numérica de va-
rias varjiables. Consulte Hayes (1970).

3) Se ha trabajado con buenos resultados en problemas de a
proximacién bajo condiciones en la frontera, especifica
mente los trabajos de Rudin con condiciones convexas.
‘Consulte Rudin (1967), Jones & Karlovitz (1967) y - - -
Duffin & Karlovitz (1967).
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2.1.3.- PROCEDIMIENTO GENERAL DE LA APROXIMACION.
El procedimiento general que se ha seguido para dar =~

principio a una aproximacifn es el siguiente:

Se selecciona un cierto nimero de funciones ¢, (x} cuyas
combinaciones lineales den origen a los elementos de un-con
junto S, se escoge una técnica que seleccione la mejor fun
cién de aproximacifén, entre todas las funciones de S, cu--
yas propiedades se identificuen lo més cercanamente posi--
ble, con las caracterfsticas conocidas de la funcién verda
dera F(x). Asf, por ejemplo; una técnica serfa seleccioe-
nar un polinomio de grado bajo (los polinomios son las fun
ciones que presentan mayor facilidad en su manejo), que a~

juste a los datos, o bien, a una funcién continua.

Otra forma de alcanzar una buena aproximacién, es hacer
una particién del intervalo, donde estd definida la fun- -
cifén verdadera, construyendo un polinomio de gradoc bajo en

cada subintervalo, tal es el caso de la funcfon Spline.

La exactitud de la aproximacién obtenida, depende de la

cantidad de informacifn disponible de la funcién verdadera

r(x).

Un hecho importante de esta teorfa, es que existe una -
funcién que aproxima uniformemente a otra, siempre y cuan-

do cumpla con el siguiente teorema:
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Teorema de Aproximaci®n de Weierstrass.- Sea P una fun~- -

cién de valor real y continua en un intervalo cerrado (a,b].
Para toda ¢ > 0 existe un polinomio p (que podrfa depender

de &) tal que:

[P(x) - p(x)] < €

para toda x en [a,b]. La demostracién puede consultarse -

en el Apostol (1974), pdg. 322,



FUNCIONES SPLINE

LAS FUNCIONES SPLINE SE HAN USADO CON DOS PROPOSITOS:

- [NTERPOLACION

- APROXIMACION

EN LAS SIGUIENTES SECCIONES SE DESARROLLARAN POR SEPARADO

93
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2,2,- SPLINE DE INTERPOLACICN,

2 . 2 . 1 ™ IMRODUCCION .
El problema de ajustar curvas suaves a una serie de ~-
tiempo, se puede resolver mediante interpolacién, cuyo obje

tivo es hacer pasar una funcién a través de ciartos puntos,

para determinar valores entre ellos,

Tebricamente, existe una funcién F(x), que llamamos fun
cién verdadera, la cual pasa a través de los puntos conoci-

dos (x,, Y,) con a ¢ k < b, explicando perfectamente los fe

némenos estudiados,

De esta manera se tratarf de obtener uan funcién f(x) =-

que aproxime lo mejor posible a la funcifn verdadera - - ~
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F(x), imponiendo restricciones a dicha funcién de interpo-

lacién.

Entre las distintas restricciones se mencionan las dos
siguientes:
1) Restriccién de interpolacién, Si:

F(x,) = £ (x) para a < kg¢b

2) Restriccifn de Interpolacifn y suavidad. Cuando se cum

ple que:

a) Plxe) = £ (xi) con a<kgbd

bl F'(a) = £ ' (a) Yy "P'(b) = £'(b)

o) £ (x) >es n veces continuamente diferenciable,

Una caracterfstica importante de la interpolacifn la da
el siguiente teorema:

Si xy, Xz, +.., Xy SOn puntos distintos, y F(x;}, F(x:l,
F(xsl, ..., F(xy) son datos dados, entonces existe exacta-
mente un polinomio para el cual p(x,) = F(xy), con k = I,n,
La demostracifn se puede consultar en &l libro Carl:de.Boor

(1978), p4g. 2.

Entre los métodos de interpolacifn mis usados podemos -

citar los siguientes:
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1. Basados en polinomios,
1.1) Férmula prospectiva y retrospectiva de Newton,
1.2) P8rwula de Stirling.
1.3) Interpolacién iterada.
1.4]) Interpolacién lineal,

1.5] Interpolacién de Chebychev,

II. Basados en razones de polinomios,

2.1) Fracciones continuas.

ITI. Basados en funciones seno y coseno.
3.1) Interpolacién de Pourler.

3.2] Interpolacién de Chebychev.
IV. Basados en funciones spline.

4.1) Spline ctbicos,

Los m8todos anteriores se pueden consultar en Hildebrand

(1974} .
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’y2.2,- IDEA INTUITIVA DE LA FUNCION SPLINE Y SUS RAS5GOS
HISTORICOS,

"Un compromiso entre una poligonal y un polinomio de
interpolaci8n de grado mayor es necesario: Uno combina gra
dos bajos y por lo tanto polinomios de oscilacibén débil -~
con una funcién que es continuamente diferenciable en el -

intervalo cerrado [a, b]", (Spdth (1974).

La idea anterior es el origen de una de las té&cnicas de
interpolacién y aproximacifén m&s recientes, dicha té&cnica

recibe el nombre de Spline.

El uso de polinomios por partes, precede a los métodos
de interpolacifn de Newton. Lla restriccién para suavizar
con férmulas de interpolacién por subintervalos, apareci6
en la literatura actuarial del siglo XIX, bajo el nombre -
de "interpolacién osculatoria® (interpolacién repetida en
un hismo punto), consulte de Boor (1978); y parece haber =~
sido Sprage (1880) quien la introdujo; un ejemplo de este
tipe de interpolacidén lo da la fé8rmula de Fermite y de - -
Newton. Desarrollos posteriores en métodos de interpola--
cibn osculatoria, incluyendo la deduccién de una fOrmula -
de suavizamiento, que interpola por funciones spline, los
llev8 a cabo Jenkins (1927). Sin embargo, el término "fun
cién spline" fué& introducido al campo de las matem&ticas -
por I. J. Schoenberg en 1946 en el artfculo “"Contributions
to the problem of approximation of equidistant data by ana
lytic funtions” . (1946).
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El spline, fue usado mucho tiempo antes como dispositi-
vo mecdnico (tiras flexibles de alg@in material eldstico),

para hacer trazos por los dibujantes y disefiadores.
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2.2.3.~ DEFINICION Du FUNCION SPLINE CUBICA Y CONCEPTOS
BASICOS.

f(x) es una funcién spline de tercer grado con unio-

nes en los nodos: X3 < X2 < ,,. < %, 8i y s6lo si posee

las propiedades siguientes:

1} f(x} es un polinomio c@ibico en cada uno de los subin--

tervalos {xy, Xa+1] con k = T,N-1
2) £(x) e C?%,

c?[a, b] es la clase de funciones que son dos veces --
continuamente diferenciables en todo punto del intervalo

cerrado [a, b].

Uno de los conceptos b&sicos de la teorfa de spline, -
consiste en la existencia de un intervalo cerrado [a, b]

sobre el cual se define la particién:

A'{azx]<x2<noo<xn=b}"""“""’"(1.2‘1)

formando de esta manera (N-1) subintervalos [X,, X,41] --
con k = I,N<1. Cuando los subintervalos est4n uniforme--
mente espaciados, el cflculo del spline se simplifica co-

mo se mostrard mds adelante.

En cada uno de los subintervalos se determina un polino
mio ctbico, el cual se une en el nodo x, con k = 7,K=T, -~
con el siguiente polinomio por la condicifn de continuidad

en la primera derivada (o bien, en la segunda derivada}.
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Sean f'(x; ) = £'(x}) y f"(xf ) = f"(x} ) las condi

ciones de continuidad.

Estas condiciones garantizan que la funcién spline, sus
primeras y segundas derivadas sean continuas en todo punto

del intervalo [a,b].

La funcién f, (x) gue se construye en cada subintervalo,

es de la forma:
£, (x] = a, + byd1 + ¢y ¢z + dyos

donde las "¢; " con L = 1, 2, 3 son funciones conocidas y

fSciles de evaluar, por ejemplo:
¢ = hy = (e = ) con k = T, N-1

Yy las a,, b,, ¢,, d, son los pardmetros a determinar bajo

las siguilentes restricciones de interpolacién y suavidad:

1) £flx,) =y, con k = TN

2] £y (x} es dos veces continuamente diferenciable.
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2.2,4.~ PROPIEDAD BASICA, 1]
La propiedad mi&s importante de la funcién spline es -

la "propiedad minima" dada por la desigualdad:
Plev ) ax < [lgno0]? ax —— (2.2.2)

donde f"(x) es la segunda derivada de la funcibn spline y

g"(x] es cualquier funcidn de interpolacién,

Esta propiedad‘se conoce también como "curvatura minima"
. Ya que el integrando se aproxima a la curvatura definida -
por £*/(1 + £'*)¥% (Consulte Courant (1974) pag. 372), --
cuando f'(x) es muy pequefia. Esto adquiere importancia en
la funcién spline natural, es decir, f'(a) = £'(b) = 0 y
f"(a) = £ (b) = 0 , pues es la finica funcifn entre todas -
las funciones de 1nterpolac16n.que al ir cambiando de di--
reccién lo hace suavemente, presentando las curvaturas mis
pequeiias y minimizando el nimero de puntos de inflexién.
Por la razén anterior, es la funcifn nfs suave entre todas

las funciones gque tienen sequndas derivadas continuas.

En el caso de splines generalizados, la propiedad ante-
rior recibe el nombre de "norma mfnima®, pues en este caso

deja de existir el concepto de curvatura.

Esta propiedad fues descubierta diez aifios después de que
Schoenberg introdujo la funcién spline al campo de las ma-
- temfiticas. Sin embargo, tal propiedad fue mis o menos de-
sarrollada en la Teorfa de Vigas (Beam Theory), de aquf, -
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la estrecha relacién que existe entre ambas teorfas.

El teorema de Holladay que demuestra la relacifn (2.2.2)
ha servido también para demostrar la similitud que existe
entre la teorfa de splines y el trabajo sobre aproximacién
Optima de funciones lineales de Golomb y Weiberger, en don
de las funciones U (x) aparecen como solucién de un proble-
ma variacional. Tal semejanza fue descubierta por Secret
y la publicd con el nombre "Best integration formulas and

best errors bounds".

La demostracién de la expresifn (2.2.2) se da en el teo

rena de Holladay del apéndice B.
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2.2,5.~- CONSTRUCCION DE LA FUNCION SPLINE DE INTERPOLACION,
En la construccién del spline cGbico (Consulte Spidth

(1974) cap. 3) se selecciona un polinomio de la forma:

f‘ (x) = a; + bkh. + Cih: + duh: (2.2.3)

donde hy = x = X con k = T,N-1

ya que facilita los c&lculos por su simplicidad, y donde --
a,, by, ¢, dy son parfmetros a determinar, en total 4(N=-l)

para formar los {N-1]) polinomios c@bicos.

Considerando el subintervalo [x,, X, .:], derivando dos -

veces £ fx).y evaluado.en .x; ¥y Xu+3; Obtgnemos:

f- (x.) = a,

' (2.2.4)
fre1(Xyey) = ay + Dyhy + oyhd + A R¢ I
£ (%) = b, '

(2.2.5)

£'he1 (Xae1] = bu + 2cyhy_+ 3duhé
f2(x, ) = 2c
L ' (2.2.6)
%1 (Xye) ) = 2cy + 6duhy

donde hy = X ye1 + Xy con k = I, N1

Se calcularn los coeficientes caracterfzados por la ter
na (x,,y .f: } a partir de las ecuaciones (2.2.4] y (2.2.6);
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a, = f, donde fy = fi(xy) (2.2.7)

by = (fy4: - £y = cghi = &hj) /hy

hy, /hxy= (£%e1 + 2" )hxy/6 (2.2.8)

donde hy, = fy¢1 - fy

cx = £% /2 . (2.2.9)

Ay = (£%41 = £7% ) /6hy (2.2.10)

Existe una forma alternativa de obtener los mismos coefi
clentes usando las expresiones (2.2.4) y (2.2.5) como se hi

z0 anteriormentae.

Ahora, imponiendc la condicién de continuidad en la pri-

mera derivada:

f'.-;(x.) = f'. (Xt) {(2.2.11)

nos lleva a:

3dge1hf -1 + 2Cgathga1 + by = by (2.2.12)

y sustituyendo los parimetros se tiene:
X g1 fRor + 2(hxyo; + hxg)fh + hxg €4 = 6 |28 - D¥as:

hx. hx.-]
con k = Z,N-1

(2.2.13)

Esta ecuacifn da un sistema de (N-2) ecuaciones con 'N'

incOgnitas £3 k=7, V-1,

Para que el sistema sea consistente, es necesario cono-
cer los valores de £"; y £% . Asf, el sistema estarf dado

por
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(2 (g +hxz ) Pox 1 ( £ ]
twa  2(twettoal  Boxs 0 £
0 Btnez  2(pezthaen) | | €7
‘ A J
¢ 3
2 1
6 { m—- - m— } - mxf'
hxy; hx; 1
622 2y gy,
hxy Ihx,
(2.2.14)

*eses0seNsPRssesssarvunte

6 { Mozt Moz} oy, g1
mﬂ‘] mn-z

Como se dijo anteriormente, cuando f"(xy) = f"(x } = 0

se tiene un spline natural, el cual minimiza la integral:

Llem e ax

Hay otros métodos para obtener el sistema de (N-2) ecua

ciones:

1) A partir de la ecuacifn de interpolacién de Hermite, con
sulte Hildebrand (1974), pfg. 48.

2) Otra forma es cuando tenemos una expresién que combina -
una interpolacifn lineal y un término de correccifn cGbi
co para dar suavidad a la funcifn. Consulte Forsythe &

Moler (1967) Cap. 4.
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Es conveniente, desde el punto de vista computacional, u
sar el método de eliminacién de Gauss o de Cholesky para re
solver el sistema de ecuaciones. Una vez obtenides los va-

lores de los parfmetros, se sustituyen para llegar al spline

ctibico,

La matriz del sistema tiene las caracteristicas siguien-
tes:
1) Tridiagonal
2) Simétrica
3] Diagonalmente dominante, con elementos diagonales positi

vos,

Estas propiedades hacen que la matriz sea no singular y
por lo tanto existe su inversa, lo que garantiza la existen

cia y unicidad del spline.

Adenis de hacer f"(a) = £"(b) = 0 , hay otros tipos de «
condiciones en la frontera, consulte De Boor (1978) p&g. 54,
que aseguran la existencia y unicidad del spline, las cua--
les afectan ligeramente al sistema, de hacho, sélo al pri--
mer renglén y al dltimo de la matriz, y ademds al vector --
del lado derecho (Y). Sin embargo, no cumplen con la pro--

piedad de curvatura minima. Consulte Spath (1974) p&g. 39,
40 y 42,

lLas condiciones en la frontera afectan fuertemente a los

intervalos cercanos a esas fronteras, y este hecho debe to-
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marse muy en ‘cuenta.

Cuando por alguna razén se estf trabajando con abscisas
equidistantes, particularmente, si hx, = 1, con k = 1,N-1,
entonces las ecuaciones se transforman en:

A

£'%-1 + 4" + £" 44y = 6hy%.y con k=T,F=T (2.2.15)

Cuando se usan polinomios de grado par, pueden aparecer
inestabilidades numéricas, destruyendo la dominancia diaao
nal, ya gue no es posible coﬁsiderar condiciones en la ~ -
frontera simétricas, como en los nolinomios de arado imnar.

"Por esta razon no se ha trabajado con este tipo de splines.
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2.2.6,- RAZONES PARA APROXIMAR CON FUNCIONES SPLINE.

La técnica spline se ha venido usando con dos propfsi-=-

tosg:

1) Aproximacién de funciones de variable real.- Cuando se -

tiene una funcidn F(x) que presenta oscilaciones fuertes, --
discontinuidades en algunos de sus puntos, o bien es bastan-
te complicada para ser derivada, integrada, etc., entonces -
podria ser conveniente reemplazar esa funcién por un spline
para facilitar los cilculos.

A pesar de la restriccién de suavidad impuesta al spline,
éste puede aproximarse bastante bien, a funciones que tienen

un comportamiento muy irregular,

2) Ajuste de informacién emp{rica.-  En este caso no se tie-

ne una funcifn continua F(x) a lo largo del intervalo [a,b],
sino que se conocen un conjunto de valores (datos) de una --
funcién tabulada, algunos de los cuales pueden presentar e--

rxores aleatorios,
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2,2.7.- RAPLICACIONES DE LA FUNCION SPLINE.
Las funciones spline polinomiales han logrado un lugar
importante en la solucifin numérica de muchos problemas, como

por ejemplo:

1) Aproximacién de derivadas e integrales.

2) Soluciones aproximadas de ecuaciones integrales.

3) Soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales,

4) Aproximacifén simult&nea de funciones y de sus derivadas -
de orden superior.

5) Aproximacién de &reas verdaderas de histogramas o distri-

buciones probabilfsticas empfricas.

Todas estas aplicaciones se deben a las diversas propieda
des algebraicas y analfticas que presentan las funciones - -
spline, pueden consultarse en: Ahlberqg, Milson & Walsh (1967)

Spith (1974) y Carl de Boor (1978).



2.2.8,~ OTROS TIPOS DE SPLINE,
Existen otros tipos de spline cdbicos simples (Consul
te Spath (1974] Capftulo 4),'cuyo uso depende del problema

especifico que se tenga, asf:

1) El spline cibico con restricciones de cota periddica se

usa cuando se tienes

£,0G) (x,1 = £, ) (x,) con §=0,1,2 (2.2.16)
representando una funcién suave y cerrada.

La expresién de la cual se obtiene el sistema de ecuacio
nes, se deduce de la condicién de continuidad, que de hecho,
sigue siendo la (2.2.13), aunque las condiciones (2.2.16) a
fiaden un nuevo renglén a la matriz y también modifican el -
dltimo renglén. De esta manera se tiene un sistema de ecua
ciones con N-1 variables £, £} ,..., f;,, . La matriz de

coeficientes es tridfiagonal, ciclica y definida positiva.

2) El spline paramétrico se usa cundo las abscisas no siguen

el orden acostumbrado, es decir;

x,‘x € uos <x“

en tal caso seri necesario suponer que hay un conjunto T cu
yos eslementos tienen la propiledad:
. t. (tz oas ‘;ﬂ

de esta forma se restadbleceri la condicifn perdida.

Los valoeres t,, se obtienen haciendo t; = 0 y usando la

£68rmula recursiva:
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t. = tl—] + dl*l

donde dy+; = /(hx.-,)z + (hyu-1)?

Se ajustan dos spline cObicos naturales uno a los puntos
(ty,%xx) y €l otro a (t,,y,) con k = Z,N ., Los spline asf -
obtenidos X (t) y ¥(t), son las funciones paramétricas regue-
ridas que sirven como puntos (X(t),Y(t)) por los que pasaré

el spline f(x) gue nos interesa.

3) El spline de quinto grado no es muy usado en la préctica,
pues requiere mayor nimero de operaciones y memoria de la --
computadora, para lograr tan sf8lo un poco de m&s precisién -
que el spline cdbico, y con la misma aplicacién del spline -
de Hermite. |

Este tipo de spline considera la particifn:
Ax {x; < X2 € ... % xn}

el algoritmo es similar al spline ctibico.

4) El spline de Hermite se usa para aﬁroximat dreas verdade-
ras de higtogramas, con gran precisifn, en éste es necesario
conocer, ademis de los puntos (x,,y,) con k = ITN,Ilas deri-
vadas f! en cada punto x, y usar polinomios de quinto grado
cuyos parimetros dependerfn de los valores de los puntos y =
de sus primeras y segundas derivadas.

La expresifn que origina las (N-2) ecuaciones del sistema,
se obtiene de la ecuacién de continuidad de la tercera deriva

da.
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2.2,9.,~ SPLINE GENERALIZADO,

Debido a la generalizacién que se ha hecho a los re--
sultados obtenidos por Schoenberg, se han desarrollado fun
ciones spline de cardcter muy diferente a los splines sim-

ples, es decir, f(x) ¢ C* (a, b] que satisfacen la ecua- =~

ci8n diferencial:

D2.+2f = 0

cuando se trata de polinomios de grado 2k + 1.

Algunos de estos splines generalizados reciben el nom--
bre de L-splines y Splines cardinales, consultar Varga - -
(1971); g-splines, Lg-splines, pLg-splines .y A-splines, --
consultar Karlsruhe (1975); M-splines, consultar Carl de -

Boor (1978); etc.

La mayorfa de los splines anteriores aparecen como solu
ci8n a ciertos problemas de ajuste de datos mediante fun-~
ciones racionales, logarftmicas, exponenciales y trigonomé

tricas.

Hasta ahora, no se tlene una teorfa algebraica de splines
generalizados bien desarrollada, la razén principal es que

se ha dado mayor importancia a los splines polinomiales.

Otra direccifn que han tomado los splines, ademis de su
gqeneralizacifn, es la extensién a varias dimensiones, con-

sultar Ahlberg, Nilson & Walsh (1967) y Spdth (1974).



113

2,3,- SPLIME DE APRCXIMACICN,

En la presente seccién, nos ocuparemos del spline cdbi
co de aproximacifn, el cual tiene como objetivo reemplazar
la interpolacifn estricta por un cierto tipo de suavizamien
to, cuando se conoce que los valores de las ordenadas pre--
sentan errores aleatorios. Si se tiene alguna idea que su-
giera un posible modelo para la curva a suavizar, digamos -
f(x) = a + b exp(-cx), se recomienda que los parimetros se
determinen con el procedimiento de minimos cuadrados, de o-

tro modo, la funcifn spline es conveniente,

2.3,1.- DESCRIPCION DEL PROBLEMA.

Al igual que en la funcién spline de interpolacién, --
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partiremos de los valores dados (x, ,y,) con k = 0,N y de la

condiciéng

a'xo<x1<-ou<x.=b

para construir una funcién suave f(x)}, que minimice a la ~--

funcional (en el sentido de m&xima suavidad):

6] = lg" ) |? ax ' (2.3.1)

entre todas las funciones g(x) bajo la restriccdién:

" 2
x[g] = ! [MJ <8 — (2.3.2)
a0 oy

:
donde g(x) ¢ C*[x¢,X,], S 30y 4y, > 0 con k = U,N, son --
los valores dados. Note que S es el coeficiente de suavi--

dad y Ay, son los pesos, que se dan a cada dato y, .

S1 es posible estimar la desviacién estfndar del error -
de la ordenada y, , entonces ésta puede servir como el va--
lor para Ay.. En este caso S puede tomar cualquier valor
dentro del intervalo de confianza correspondiente al lado -

izquierdo de (2.3.2):

N-/IN §§ N+ /N



Deduccién del intervalo de confianza.

Siy, ~ Nlg(x,), (Ay‘)z), entonces:

R TS B
Ay.

2 n y2 de aqu! que:
y 47 vt qui g

n
s )’kgo

w2 v x2 (n+1,n+1,/2(n + 1) )

Sea N = n + 1, entonces el intervalo de confianza para §

est

N~ /2NgS5s N+ VN (2.3.3)

El coeficliente de confianza del intervalo anterior, pa-
ra 100 grados de libertad es de 0.6731, S1 S se distribuye
bajo una normal, entonces el coeficiente de confianza del

intervalo es de:

PIN - /3N ¢ S ¢ N + /AN)=p(~1g =N ¢ 1)
/2N

= ¢(1) = ¢(=1)
= 3(1) - (1 - 4(1))
= 0,6826

El lagrangiano asociado al problema de minimizar J{g] ba
jo la restriccién K[g] § S estd dado por:

Lig] = afg] + r(x[g] + 2% - 8) (2,3.4)

donde z es una variable de holgqura gque permite pasar de las
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x(g] = s (2.3.5)

La minimizaciSn de (2,3,4) establece una clase de compro

miso entre desear quedar cerca de los datos y, » dado por 1la

ecuacién {2.3,2]}, y querer ohtener una funciédn suave, dado =

por(2.3.1).

Este problema de minimizaciln se resuelve a través del --

c4lculo de vartaciones, consulte Funk (1962), y que aquf s&-

lo presentamos los resultados.

I} g""(x) =0 Con X, <x<Xy4+1 para k=0,N-1

-g"' (x3) = mg(xn-mﬂ\y:
1)} g*' Oa) = 2X(g(xa)=ya) /AW
g ' (xg) = g"'(x¥) = 2x(g(xy)-yy ) /8% con k=T;FN=T

g"(x}) = g"(x;) = 0

111)
g®(xg) = g"(x{! con k = T,N=T
) o o) = g™ o) con k=Lw-1 y 3m0,1

{2.3.96)

Las relaciones anteriores (2,3.6) son las ecuaciones de «

Euler-Lagrange que determinan el minimo de (2.3.1) bajo las

restricciones 8 condiciones subsidiarias (2,3.2).

Los resultados expuestos en (2.3.6) son precisamente los

necesarios para construir la funcidn spline natural (cGbica
]
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ca por partes), y en lo sucesivo se denotard por f{x):

£(x) = a +b, (x-x,)+cy (x-x,) 2+dy (x-%,)} —— (2.3.7)

Xy € X < Xy
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2.3.2.,- DEDUCCION DE LOS PARAMETROS DE LA FUNCION SPLINE.

Sea:

£*(x) = 2c,+64, (x-x,) con x éx¢x,,, y k=0,N-1

la segunda derivada de la fdncién spline, por (III} de - -

(2.3.6), obtenemos:
£ (x3) = £"(x;) = 0

2c0+6d (X7- Xo) = 2Ca+6da (xi- X)a= O

con x5 =xg y xbt= x,

2Ce * 2Ca = 0

entonces:

co=cp =0

también por (I1I) de (2.3.6)

£ (Xhe1) = £7 p41 (x%01)

20, +6d, (Xis1=Xa 1. = 20 ue14dper (XNp1-X go1)

Sea:

+ -
Xuael = Xas b4 Xael ® X4
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dk = AC‘/JhN dOnde hl = x.+] - x. ‘2-3.8)
AC.'C“—‘C.
De (IV) de (2.3.6) y de la funcibn spline cfibica se tie

ne gue:

a, +b, (Xie1=X )40y (Xge1=x, ) T4y (X5p1-x, )= 2, . +

Dast (xtaer=%as1)tCus1 (Xb41-Xue1) 24dus 1 (Xhp1=Xge1) ?

aqul x%e1 = Xue1 Y X1 = X441 con k = §,N-1.

- - z
b, = 8a,/h, = c,h, = d,h, (2.3.9)

Tamdién de (IV) de (2.3.6) y para la primera derivada -

de f(x) se tiene;

® |-1+2c el (x;-x.-; ’*3di-| (xI—x.-; )] i
b, +2c, (x}-x,)+34, (x}-x)?

con x5 =x{=xyk=TNT

y usando los resultados (2.3.8) y (2.3,9):
_.C_L:J_rll.:l. + a(h.,IQh.)c.ﬁ‘ E!..C.IS.L =
3 3 3

as ey - ( 1 + 1 ’.. + ..‘l
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o bien, en notacién de matrices:

Tce = Q' a (2.3.10)

donde T es una matriz definida positiva, tridiagonal de or

den N-1;

ta = 2{hy.1+h,)/3

ta, e = tuer,n = he/3

Q es una matriz de dimensiones (N+1) por (N-1), tridiagonal:

Qa-1,0 = 1/hyy
Qu = ~I/hy~1 = 1/hy
Qaer,n = 1/hy

T
c = (c]"--o'C"I)

am= ('!roo"anf

Por filtimo, de (II)} de (2.3.6) y de la tercera derivada

se tiene:

6 (ca-Cu-3) . Slcasy = ca) 2x(f(x!)‘2|)
3h ey 3n Ay 2

Sy o (__..L_. + .._’.'...) + 817 . 2M“"y. (3 =8,
LTS L TR hy hy
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pasando a la notacibn de matrices:

Qc = AD"¥(y - a) (2.3.11)
\

donde Yy = (Yo'-..,}'.
D= diag (AY“[!!I'AY.)

A es el parimetro lagrangiano y Q,c,a tal como se definie-

ron antes,

Finalmente, multiplicando por la izquierda a la expre--

8i6n (2,3.11) por o' p? separamos la variable ci

Qc = AD*(y - a)

Q'D%Qc = AQ' DD (y - a)
= Q" ly - a)
= Q'y - Q' a

por (2.3.10), sabemos que Tc = Q'a, entonces:

Q' b2gc +ATc = AQ'y

(@'D*Q + AT)c = AQ"y. (2.3.12)
Ahora, despejando a de (2,3.11), tenemos:

a=y - LA7pige -+ (2.3.13)
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Conociendo el valor de A se obtiene ¢ de (2.3.12), a
de (2.3.13), y despufs los vectores restantes d y b, La -
matriz (2.3.12) es una matriz de banda con cinco diagona--

les distintas de cero, y definida positiva, s1i A 3 0.
L]
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2.3,3.- DETERMINACION DEL PARAMETRO LAGRANGIANO,
La expresién (2.3.4) tiene que ser también minimizada,
pero ahora con respecto a z y A, dando las siquientes dos =--

condiciones:

& . 8 f:f"(x,) dx + - 't Eo (M)’n’-s]}
'} i

9z 3z Ay, ) ]
] - 2 . —— ( o3ol )
.O+A£§"'Z (f(xi)J)2+ 3z _g_S_
dz §R0 8y, oz dz
= 2z

Igqualando a cero 3L/3z se tiene la primera condicién:

2z = 0 (2.3.15)

Ahora bien:

]
L, 2 f:f”(x[) ax + & A[z At R REFPT ) |
M 9 . a0 Ay

eo+ [[ Almlmgeegy 34
LY

20 AY.
= i.(f-i-ﬂ-’-:k‘-‘—)% z? - 8 (2.3.16)
T AY.

Igualandc a cero el segundc miembro y despejando la suma

se obtiene la segunda condicifn:

j'(f-("-ld-’-'h)* =5 - z? e (2,3.17)
& Y“
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De la dltima condicifn, ¥y con f(x,) = a,, se llega a:

[T A L N i LR R T
oy, AYa

0 en notacién matricial:

I - ) I3

De (2.3.13), tenemos:
o (-2 b2l |2 = [|-A oe | 2

Despejando a ¢ de (2.3.12), tenemos:

c = (Q'D%2Q + AT)"MAQy ‘ (2_.3.10)'
y sustituyendo en la relacién anterior:

I-oa(d’ g + Am 10y ]2
O bien:

\d
100 (0 D2Q + AT) Qv 2 ) — (2.3.19)
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De la condicifn *z = 0, se tiene que » = 0 o0 z = 0.
El primer caso sélo es posible si F ¢ /§, como consecuen--
cia se tiene que ¢ = 0, por (2.3.12), y por un proceso de

linite:

1im a = 1Im (y - A~!'D?Qc)
A0 A+

= 1fm (y - A='aD2Q(0' DO + AT)"'Q'y)
Ao

a=y-n02@QD%Q 7"y —— (2.3,20)

reduciendo el spline cGbico a una recta.

st ¥ > /8, tenemos que ) ¥ 0 y z = 0, por lo tanto, se
mantiene la igualdad en (2,3.2) y A debe determinarse de -

la ecuacién:
F(A\) = v

que tiene al menos una rafz negativﬁ, sin embargo, la ex--
presién (2.3.1) se hace minima para la Ginica rafz positiva.
Este dltimo resultado puede consultarse en el artficulo de

C. H. Woodford (1970), en donde, adem&s, presenta el desa~-
rrollo del spline de suavizamiento para polinomios impares

y el programa correspondiente en algol.
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?‘3.4.- DEMOSTRACION DE QUE F(A) ES CONVEXA Y DECRECIFNTE.
*{(A) es una funcién convexa, estrictamente decreciente

gi A 2 0, v £(A) » 0 conforme X + «,

Se toma como punto de partida a F?(\) definida en ~ - =
{2.3.19), se demostrar4 que FP" > 0 y que F(A;) > F();) si
7(1 < Azn

Como T es una matriz simétrica definida positiva, enton

ces, por la descomposicién de Cholesky se tiene que:
RIS

donde L es una matriz trianqular inferior,y.no: sinoylar,

entonces:

o' D20 + AT = a'D%Q + ALLT

= LL=1g'n2 1T + anc’
Hagamos; A = o (=T
tomando transpuesta de lo anterior: AT = L"Q'D
y sustituyendo:
a'p2Q + At = L(aTA + AD)LT

de aqul que;

PEAL = (L hT (A 4+ A1) ILeigTy ||
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si y = Dg, se tiene:
F2(A) = |la@’™a + aI)7'aTq I
Ahora, por descomposicién singular de una matriz:
A = vauT
tomando la transpuesta de lo anterior:
AT= vaTvT

donde V y U son matrices ortogonales y A = diag(01,...,0;},

y donde las o son valores propios de A. Sustituyendo:

Fr(A) = ||lvauTwaTau” + an =tuaTvT q I

= [lvauT e a + anu”) o vTq ||

Como U es una matriz ortogonal, entonces UUT = I, de

aqu! que:
PE) = ([VEacTa 4 An) TV ||
Como V es una matriz ortogonal, entonces:

P20 = (a7 4 + an) ~1aTvg I
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SiL hacemos w = qu, la expresifn se reduce a:

F2() = ||ata¥a + an) =1aTw b

L WE R TE
.. ® ‘,,Gl:*.‘,

entonces:

hy(A) = op*wy? / (op 2 + 1)?
81 0 £ A; < A; entonces:
lo*wy?/(oy? + 2002 > Joy w2/ (o 2+ A2) 2|
queda demostrado que F()\) es estrictamente decreciente.

Ahora hay que demostrar que la segunda derivada es posi

tiva:

hy! (M) = = (20, "Wy 2}/ (o« + 1)?

hy" (M) = 6oy w2/ (g + )" > 0

donde h," (1) es positiva para X 3 0; hy (A) es convexa, es-

trictamente decreciente y lim hy (1) = 0,

A+

Por lo tanto, F?(A) es convexa, estrictamente decrecien
te y lim F¢(2) = 0

Are
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Para calcular la rafz positiva de la funcién F(A), se

usa el método de Newton. E1 uso de (2.3.18) es importante

en el siguiente desarrollo:

Sea:

PO = fiopc’ote + am 'y If

por comodidad;

u= A"le

= (o"p2g + AT) ~1g'y)
entonces:

F(A) = ||pQu ||2
FI(A) = W7 OTDIQu = F(A)+F(A)

Ahora:

FE L TeTopo du
di dA

de la definicfon de u se sigue que:

AU . y=2g 4 g dE0

53 di

(2.3.21)

(2.3.22)
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derivando con respecto a A la relacién (2.3.18):

de

dr
= (QTD?Q + AT) “!aTy « T((aTD%Q + AT) ~'e)

= (@ D20 + AT)='Q"y - (PTD?Q + AT) “2a1QTy

= (Q'D%0 + AT) "' (0Ty ~ Tc) (2.3,23)

sustituyendo (2,3,23) en (2.3,22} se obtiene:

au
di
= <1 2c 4 A ~2¢ « A1 (0¥D%0 + AT) "lTc

“A"Zc + A7 ((a"D0 + AT) T (QTy - Te))
= (D0 + AT “'Tu
o bien:
\ g du
("D + A7) a2y
da '

sustituyendo este dltimo resultado en (2,3.21) se tiene:

FaF | u'(-xr‘gﬁ - Tyu)
dax an
y de aqui:
FdF

= AT re"p%0 + AT 'ty - wTTH
A
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Algoritmo.
Se inicta con X = 0,

a) LLevamos a cabo la descomposicisn de Cholesky R'R de

(Q"D%0 + AT).

b) calculamos u de RTRu = Q’y Yy v =DOu y acumuldndose

e = vlv,

c) St e?> 5

Se calcula £ = TTy y g = w'w donde RTw = Ty
e -~ /Se

se reemplaza A por A +
. t’kg

regresamos al paso (a)

sino '

d) Se calcula a=y«Dv, c=Au yb,, 4, de acuerdo a
(2,3.9) ¥y (2.3.8) respectivamente,
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2.4,- SPLINE POR MINIMOS CUADPADCS,

Fsta aproximacién es muy adecuada cuando 3e trata de -
recuperar una funcién suave que estd afectada por algdn ti-

po de "rutdo”.

2.4.1,~ DESARROLLO.

Sea P(x) la funcifn que deseamos aproximar (funcién --
verdadera) y s6lo conocemos su valor en los puntos x, ¢ [a,b]
con x, < Xpe1, Para k = T nes 81 generamos un espacio lineal
de dimensifn finita de funciones spline (polinomios de cual
quier grado, aunque nosotros nos referiremos a los cdbicos
Anicamente], a través de una base de splines-B (consulte ~-

Carl de Boor (1978), cap. 9,10,11), los mis probable es que
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la funcién F(x) no sea una combinacifn lineal de la base.

La base generada por los splines-B tiene la propiedad de
estar relativamente bien condicionada, al menos para grados
moderados del peolinomio. Consulte Carl de Boor (1978) pdgqg.

155,

Si queremos determinar una funcifn que pertenezca al es-

pacio de las funciones spline cfibicas ($.), es decir:

£(x)e S,

que aproxime mejor a F(x), lo podemos hacer usando el prin-

cipio de minimos cuadrados, pues la esencia de este método

es minimizar una distancia, o sea, que se busca una funcién

en §, tal que:
- = - o— .‘.1
1™ (x) fh)”z J&wvm) qm)Hz (2 )

La dimensién finita de $, garantiza que la funcién £ (x)

existe,

La distancia a la que nos referimos estd dada por:
e(x) = F(x] - £(x)

a 1a cual llamaremos funcifén error,
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De esta manera, f(x) es la proyeccifn de F{(x) sobre el -
espacio lineal $§. siendo la funcién error ortogonal a $,, =~

es decir:
L]
<g, F=-f>m= .Zl[g(x.)] [F(x,) - £(x,)]w, = 0 =(2.4.2)

los w, son pesos no negativos y asignados comunmente de la

siguiente manera:

Ax,/2 parak =1 I
w, =| (Ax,.1+Ax,)/2 para k=Z,n-1 -(2.4.3)

Ax,.;/2 para k = n

La idea geométrica anterior, puede resumirse en el si---

guiente lema:

La funcifn f£(x) es una mejor aproximacién de % a F(x)
con respecto a ||+ “z si y 86lo si la funcifn f(x) estd en
$.y la funcién F-f, el error, es ortogonal a $., es decir;
para toda £ ¢ ., <f, F-f> = 0.

La demostracién puede consultarse en Carl de Boor (1978)-
pag. 250-2510

Como toda funcifn en el espacio §, es una combinacién 11
neal de la base (B;, By, ..., By) de spline-B, con algunos
coeficlentes a, entonces la relacién (2.4.2) es equivalen-

te a:
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[ ] ‘B
<%'Fi1%%>-() wnf=gﬁﬁi~r(mhu

el sistema anterior, tiene solucién @Gnica (a). Estas dlti
mas ecuaciones, constituyen las ecuaciones normales escri-
tas generalmente como:

A

[]
izl <By, Bj>a} = <By,F> con k = I/n (2,4.5)

la matriz de coeficientes, para las ecuaciones normales an
teriores, es una matriz de bandas, con ancho igual a tres,
pues:

<By, Bj> = 0 para |[k-3| > 4
la matriz es también simétrica y definida positiva., Por =~
eata razfn puede etectﬁarle la factorizacién de Cholesky -
para resolver el sistema;

Aa = h

de la sigutente manera:

La matriz A se factoriza en RDRT donde R es una matriz

triangular inferior y D es diagonal, El sitema triangular:
Ry = b

se rasuelve para y, y:e¢l sistema DR a = y
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da la solucién de Aax = b obtentiendo finalmente la funcién

buscada:

4 -izl ail‘

st "-[h no es una norma en $,, entonces la base spline-B
para $,, no es linealmente independiente., Como consecuene
cia, el sistema de ecuaciones normales es singular y como
siempre existe soluctén, entonces habrf un nfmero infinito
de soluciones, En esta situacién se debe elegir una "me-~
jor" aproximacifn en el sentido de gue sea la m&s penuefa
entre todas las aproximaciones por mfnimos cuadrados, El
método selecciona esta "mejor"™ aproximacion forzando a los
coefictentes de los splines-B dependientes a ser iguales a

cero,
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CAPITULO

T R E S

COMPARACION DE
LAS TECNICAS
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5.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Hasta ahora, sélo hemos formulado las hip8tesis,-
propiedades y limitaciones de cada una de las técnicas-
expuestas en los dos capftulos anteriores. La compara-
cién y evaluacién propiamente dichas, las lograremos --
prob&ndolas bajo condiciones experimentales controladas,
es deciq,simulando una serie de tiempo y aplicando las

técnicas para analizar su eficiencia y caracterfsticas.

Este capftulo presenta un aspecto importante para-~
nuestro trabajo, que consiate en la discuaién de las ==~

técnicas:

= M{nimos cuadrados y promedio mévil contra

= la funcién spline.
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que pertenecen a dos disciplinas distintas de la matem&
tica. Las dos primeras técnicas se han usado tradicio-
nalmente para estimar a la tendencia de una serie de -
tiempo, mientras que la funcifn spline se usa por pri
mera vez (hasta donde logramos investigar) para este pro

pésito.

El desarrollo del problema ser4 en base a un conjun-
to de preguntas y respuestas, que enmarcar&n nuestro ob
jetivo para lograr visualizar las distintas alternativas

que hay al atacar el problema propuesto.

1. ¢Por qué se gener$ una séla serie de tiempo?

Resulta diffcil simular y menejar un conjunto sufi--
cientemente grande de series de tiempo, para poder obte
ner coﬁclusiones contundentes, dado que si se quisiera
hacer un diseiio de experimentos, se tendrfan que consi-

derar los siguientes factores:

Aditivo
1.~ Modelos Multiplicativo

Mixto

rLineal

Polinomial
2.~ Tendencia #

Exponencial

'Loqaritmica
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Estable
3.~ Estacionalidad

Variable

Suave
4.~ Irregular ¢ Fuerte

Errdtico

El nfimero de series requeridas es mayor a setenta, a
las que habrfa de aplicarle cada uno de los métodos discu
tidos con sus variantes respectivas, para entonces reali
zar un anfltsis exhaustivo y poder asf concluir algo v&-
lido en forma general, Esto resulta muy costoso, de mu-
cha dedicacisn y tiempo, por lo que nosotros nos limita-
remos a hacer una illustracifn comparativa de donde se fg
fleje el comportamiento que observS cada una de las téc-
nicas al ser aplicadas a una sfla serie de tiempo simula
da y aunque no se lograr&n conclusiones coﬁtundentes, -
pensamos que es posible que el presente trabajo pueda =-
sarvir como punto de partida para investigaciones poste-
riores, en donde se trate de analizar alguna técnica en
particular, contaado ya con la facilidad de disponer de
la teorfa desarrollada, de los progrmas para la computado
ra y de un ejemplo préctico de cémo pueden manejarse ta=

1ea nétodos,

2. ¢Qué tipo de serie de tiempo es la indicada para lo--

grar huestro objetivo?
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Ante esta prequnte,se podria elegir entre dos alterna
tivas:
a)Series empiricas

b)Séries tebricas,

En la primera alternativa est&n incluidas las series-
de ventas, precios, produccibn, etc., pero estas presen-
tan muchos inconvenientes. Por ejemplo, el hecho de aque
algunas series oficidles o de empresas privadas tienen -~
la particularidad de que en ocasiones estin encaminadas-
con fines pollticos o personales; ademds, la mayoria de-
las veces se cuenta con poca informacifn y no se les ha-
dado un tratamiento estadistico adecuado por personal --
t8cnico capacitado, esto traerf consigo una imprecisifn-

que valdrfa mé&s no tener.

No debemos olvidar cque al tratar con series empiricas
carecemos de las componentes verdaderas de la serie de ~
tiempo, por lo gue s6lo se podr8 estimar a cada una de -

ellas, esta razén las elimina por completo.

En cuanto a la sequnda alternativa se debe subravar,-
que es posible describir matem&ticamente (a través de un
modelo) el comportamiento de alqunos fenémentos econfmi-
cos como indices de inflacifn, gasto pGblico (Rox Jen~--

kins-1969). De modo que si se toma un modelo multinlica

tivo (seccidn 1.6) de los aque describen usualmente a se-
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ries econfmicas y se les alimenta en una forma adecuada,
se obtendrf como resultado,” una serle teSrica con ciertas
caracterfsticas econfmicas, con la ventaja de que la se--
rie asf generada,puede ser tan grande como se quiera, con
tendencia no lineal conocida, una estacionalidad estable
Yy una componente irregular cuyos elementos sigan una dig

tribucién normal con media cero y varianza uno.

3, ¢Por qué la serie teSrica debe tener rasqgos econdSmicos?
Esta decisifn se tom8 debldo a que las series econSmi-
cas son las que tienen un uso m&s conocido, y en donde po
demos encontrar, una gran variedad de series, cada una de
las cuales tiene caracter{sticas propias, que las diferen

cian de las demds,

No es posible tratar de generar una serie de tiempo es
confmica, que posea todos los'rasgos que caracterizan a -
los fenSmenos econdmicos, por tal razén se simuld una se-~
rie que podrfa ser del tipo com@n, como ventas, producs -

cifn, etcétera.

En este trabajo, simularemos una serie de tiempo econd
mica para poder observar lo que podria suceder al tratar

de representar la tendencia con cada una de las técnicas,

Para efectuar la comparacién se requieren considerar

los siguientes aspectos:
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a) Asignar los parfmetros al modelo para conocer a -
cada una de las componentes de la serie.

b) A tal serie, le aplicaremos las técnicas de suavi
zamiento con distintas modificaciones para cuantificar-
sus efectos.

c) Decir culdl de las técnicas es la mejor y bajo qué
condiciones.

d) Por las razones expuestas, nos resulta convenien-
te generar una serie de tiémpo tedrica con ciertas ca~--

racter{sticas econdmicas.

4, De todas las clases de minimos cuadrados, de prome-~
dios m8viles y de splines ¢Cufles resultan apropia~-

dos para ser comparados?

Para contestar esta preéunta, primero se tuvieron -~
que revisar detalladamente cada uno de los métodos, para
determinar aquellos que pudieran, con mayor ventaja, a-

justar una curva suave a una serie de tiempo.

Seleccién de un modelo de minimos cuadrados.

En la seccifn 1.2 se expuso el modelo lineal general
y el modelo no lineal, de ellos se tom8 el modelo cbi~
cot

Y = Bp + Bit + 8yt? + gyt!?

Como el promedio mévil y el spline también pueden:~

desarrollarse a partir de este polinomio clbico, resulta
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que las cuatro técnicas quedan en igualdad de circunstan

clas para ser comparadas,

Seleccidn de un promedio mévil.

Inicialmente se realizd una investigacién para recolec
tar en su mayorfa todas las técnicas que tenfan como esen
cia un promedio mdvil. Como resultado se obtuvo que algu
nos promedios tenfan usos especf{ficos, como por ejemplo,-
el promedio mévil de Spencer de 15 y 21 puntos empleado -
para suavizar series (Kendall-1976), sin eﬁbargo, tenfan-
una desventaja en comdn, que al estimar la tendencia de -
una serie, siempre pierden valores de tendencia en ambos~-
extremos de la serie nueva (como se puede notar en algu-~~
nos de los procedimientos de mayor relevancia expuestos -
en la seccifn 1.4). Hay un procedimiento que cuenta con
una extensifn de sus propios elementos para encontrar esos.
valores extremos, que son los promedios méviles con pesos
calculados bajo el principio de mfnimos cuadrados (seccibn
1.4.5), motivo suficiente para elegirlo como el indicado -
para la comparacin, Cabe mencionar que los pesocs pueden
obtenerse mediante un polinomio cdbico o bien de quinto -
grado. Aunque en este dltimo caso el procedimiento se com

plica, ganando poca precisién,

Hay ciertas técnicas conocidas para estimar la tenden-

cia que estdn implantadas en paquetes estadfsticos ==---
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gue se manejan a través de una computadora, por ejemplo
X-11., SABL, BAYSEA, etc., sin embarao, recuieren de una
miguina de gran capacidad ocue posea tales paduetes, lo-

cual no estaba a nuestro alcance.

Seleccién de las dos funciones spline.

En lo oue corresponde a splines, encontramos aque los
de mayor uso en la prfctica son los cihicos simples y -
gue E£stos pueden ser de interpolaci®n o avroximacién.
El algoritmo desarrollado por Reinsch puede usarse cuan
do los datos estfn influidos por un cierto error, es de
cir, ¥, = g(t,) + ¢, donde g(t,) se supone una funcién =~
suave y ¢, es el error (k = 0, 1,...,n). Fn nuestro ca
30, tal error lo podemos relacionar como la estacionali
dad y error aleatorio de la serie de tiempo; por esta -

razén lo seleccionamos para la comparacisn,

También se seleccionf el spline por minimos cuadrados,
pues cuenta con la caracteristica de recuverar una fun--

cifn suave que estd afectada por algn tipo de "ruido”.

Los splines de cuinto grado lograh un poco m&s de pre
cisifn, pero requieren m&s cflculos v por lo tanto mds -~
tiempo de procesamiento para su -solucifn.. Hay otras -
clases de splines que aon desarrollados en diastintas di
mensiones y espacios funcionales para casos muy especi-

ficos, reaquiriendo conocer temas muy avanzados en mate~
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miticas (como el an&lisis funcional), razén por la que
fueron eliminados, considerando los objetivos del pre-

sente trabajo.

En lo sucesivo, cada vez que se mencione el principio
de minimos cuadrados, el promedio mévil y cualquiera de
los dos splines, nos referimos en forma especifica a los

elegidos anteriormente.

5. ¢Cémo podrfamos medir objetivamente la : eficiencia
de un método de suavizamiento, con respecto a los -~

otros?

Ya se dijo anteriormente, que se pretende suavizar -
una serie de tiempo, aunque no en el sentido de suaviza
miento miximo, sino mis bien para representar a la ten-
dencia. Un buen suavizamiento entonces, seri aquel gue
se aproxime mejor a la tendencia de la serie, egto hace
fundamental el conacimiento exacto de esta componente ~

para poder medir la eficiencia de cada mé&todo.

Una vez que se apliquen los métodos a la serie de -
tiempo, se compararfn las curvas suaves ajustadas contra
la tendencia teSrica i, 1(seccifn 3.2.2) de la serie, -
siendo la mejor aquella que minimize la rafz cuadrada ~

del error cuadrftico medio (Row - Miller, 197%).
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= - 2
EDCQM. j;[ (T. 6“)

donde:
T, - La tendencia obtenida con alguno de los métodos
Eg~ La tendencia verdadera

n - Ndmero de observaciones.

6. ¢Qué es el ajuste de curvas?

Es la eleccifn de una funcién matemftica junto con -
la determinacién de sus par&metros, para representar a-

un conjunto de observaciones.



148

3,2 SIMULACION DE UNA SERIE

3.2.1 SIMULACION

DEFINICION.-~ Es el proceso de disefio de un modelo
matemdtico, para imitar un fenbmeno real, con el propb-
sito de realizar experimentos controlados que nos den-

informacifin de su comportamiento.

La simulacién es sSlo una herramienta cue ayuda al
andlisis de la conducta de los fenfmenos reales bajo =
condiciones espacificadas por el investigador. Esta =~

disciplina implica por sf sola el empleo de distribu--
ciones de probabilidad,
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Los resultados de una simulacién nos forman un crite
rio acerca del problema, la cual nos ayuda a la toma de

decisiones.

7. ¢Cufindo se debe usar la simulacién?

a) Si el problema que se tiene es muy complejo para
resolverlo.

b) La sequnda razén incluye a aquellos problemas en
el que el investigador necesita ganar experiencia e in-
formacién de una situacibn real compleja y tener la po-
sibilidad de manejarla en forma similar.

c) El tercer tipo de situacisn, es aguella en que no
existe el problema en el mundo real, pero uno desea an-

ticiparse y saber c8Smo tratarlo si &ste apareciera.

Una serie simulada difiere de una serie real, en que
las componentes de la primera reflejan las caracteristi
cas generales de las componentes reales pero est&n des-
provistas de un contenido econémico-social, en el sentl

do de que no representa un fenfmeno en particular.

En oposicifn a los fenfmenos experimentales, los fe
némenos sociales son emp{ricos, pues no se tiene con--
trol de los parfmetros que los originan, nor esta ra--
28n, nosotros simularemos una serie de tiempo con algu

nos rasgos econfmicos, a través de un modelo multipli-~
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cativo, en donde se tiene control de los parimetros que
actlan sobre la tendencia y la componente irregular, en
tanto que la estacionalidad se asignard en forma deter-
minista. De esta manera, la simulacién nos permite co-

nocer con precisibn a cada una de las componentes,

Al experimentar con el modelo, se fueron controlando
sus pardmetros para reproducir una serie de tiempo hipo

tética lo mis cercana posible a las del tipo comin.

Por lo tanto, la serie simulada es entonces el resul
tado de multiplicar las componentes de acuerdo c¢on el-

modelo elegido,

La facilidad de reproducir y controlar las caractes~
risticas de comportamiento de las componentes en forma
independiente, nos permite conocer perfectamente la ten
dencia de la serie, Este hecho es fundamental para el
objetivo de nuestro trabajo, pues al aplicar los méto--
dos de suavizamiento a la serie hipotética estimaremos
a la tendencia, tal estimacién podr4 ser comparada pos-
teriormente, con el comportamiento de la tendencia si-

mulada, para determinar cufl la representa mejor.

3.2.2 CONSTRUCCION DEL MODELO.

Como ya se dijo, el modelo indicado para simular una

serie de tiempo econdmica, con las caracteristicas re-
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queridas es del tipo multiplicativo:
U‘;" E' Q'E. k = l' 2, ¢ oy 120

donde cada una de las componentes se representarf en la

forma mis sencilla,

La razén por la que se consideran ciento veinte obser
vaciones fue porque se requerla suficiente informacién =
para poder hacer un an8lisis en tres etapas distintas de
la serie, es decir, una inicial en los primeros doce me-
ses, una central en los siguientes noventa y seis y una

final en los restantes doce meses.

La tendencia I se gener$ a partir de un polinomio de

segundo grado dado por:

£, 0.5t 4 12t + 1000
(Ver grdfica 3), k=¢t=1,2, ...,120

9, ¢Por qué la tendencia se represent® por un polinomio

cuadritico?

81 se hublera seleccionado una recta como la tenden=
cia caerfamos en el caso m&s simple, que rara vez ocu--
rre en la realidad, puesto que la mayorfa de los fendme
nos socio-econfmicos siguen un comportamiento no lineal.
Por lo anterior, es conveniente para fines précticos to

mar un polinomioc de segundo grado,
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se asigné en forma determinista

y estable, satisfaciendo la siguiente condicién:

n
““u’ 1
kel

ﬁ.=‘0.6999
Ny = 0.8
Ny ™ 0.9
"= 1.1
Ny = 1.2

= 1.12

U 0.9

" 1.3

k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k
k

= 8,
=9,
=10,
=11,
=12,

(12),
(12),
(12),
(12),
(12),
(12),
(12),
(12),
(12),
(12),
(12),
12y,

109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

(ENERO)
(FEBRERO)
(MARZO)
{ABRIL)
(MAYO)
(JUNIO)
(JULIO)
(AGOSTO)
(SEPTIEMBRE)
(OCTUBRE)
(NOVIEMBRE)
(DICIEMBRE)

La manera de interpretar el indice estacional es co

mo sigue:

Para los eneros tenemos un Indice de 0,6999 lo que

significa que la serie est8 por debajo de la tendencia

en un 30,01%, o sea, como el valor de tendencia para el

primer enero es*988.5 X 0.6999 = 691.851, o bien, el ca

so de diciembre con Ny= 1.3 nos dice que estd por arri-

ba de la tendencia en un 30%, es decir, como el valor -

+ (errata)

988.5 este valor se reduce a
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de tendencia para el primer diciembre es de 928 enton-

ces se incrementa a

(Ver gr&fica 4).

928 X 1.3 = 1206.4.

La componente irreqgular € se gener$ a partir de una

distribucibn de prohabilidad normal estandarizada, la

férmula“que se usé fue:

I,= (=2 log (u)

1
)72 sen(2mv) K =1, 2, +.0, 120

y semillas u = 0.99999999999

v = 0,12541254129

Con esta f6rmula, se obtuvieron 256 nfimeros aleato--

rios, esta cantidad

es debido a que la longitud m&xima

del vector de la midquina (HP - 9830A) s6lo acepta hasta

ese subindice, de aqui se tomaron los Gltimos ciento -

veinte, pues estos

iistribucién normal

yalores se aproximan:mejor a una --

La media y varianza muestrales =~

que se obtuvieron fueron de 6.1 y 32 respectivamente.

Como era de esperarse algunos nfimeros calculados por la

f6rmula anterior, r

sultaron ser negativos y como ya se

explic8 (seccién 1.6) que esto resulta inconveniente -~

para un modelo multfplicativo, como el que se estf cong

o Técnicas de simulacién en computadoras, por Naylor --

Bacinty, Burdier Kon y Chu, Editorial Limusa.
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truyendo, se hizo una transformacifn a través de la fun
cibén exponencial como se vié en la seccibn 1.6.5., La -
media y varianza nuevas debidas a la transformacifn fue
ron 0.05 y 1.12 respectivamente. De esta manera ya to-
dos los n(meros resultantes fueron positivos, sin embar
go, todavf{a faltaba un pequefio problema a resolver, el
cual consistfa en que estos errores afectaban fuerte--
mente a la serie, entonces, para reducir su efecto se-
dividié a acada arqumento de la exponencial entre 25, -
dando como resultado errores aleatorios m&s pequefios,=-
alrededor de 1. Estos errores aleatorios tienen la --
misma interpretacién que el factor estacional, pero a-

una escala mucho menor (ver gr&fica S).

Finalmente el modelo apropiado para generar la se--

rie econfmica deseada fue!

Uy = BEy exo(I (k + 135)/ 25) ; k=1,2,...,120

Ty - Es la tendencia
Ey- Es la estacionalidad

Iy~ Es el error aleatorio.

De esta manera, la serie simulada es la resultante
de las tres componentes relacionadas que actdan en for

ma sistemftica (ver gr&fica 6).



g

bt

v ST v e € ATt et

COMPONENTE IRREGULAR DE LA SERIE DE TIENPO

Al At E AR SR A A A A A A b AR AA A ALAL MR L Al A ALl AL AAttALAALLLALALLLL AAALSAASALAARAALAAALLLASS LA AL

&\

|

GRAFICA (5)

£st



g SERIE DE TIEMPO

IODOT

“‘.P'//\\\ .,\’\

bl LA LA B A LA MR L AR AL S At 34 bAAAS S SRSt bbb AAAL bhd dbid ARl ssk ik

bod bk brbbod fubotrdinbnd b A S NS ANNBASASAD DAL Sd b AD A A b

e : 'Y

GRAFICA (6)

120

8ST



159

3.3 COMPARACION

A continuacién se mencionarf las relaciones, simi-

litudes y diferencias que existen entre las técnicas,

La relacifn entre los métodos, de acuerdo al objeti-~
vo de la tesis, es la representacién de la tendencia de

la serie de tiempo.

En seguida, separaremos las similitudes y diferen--
cias generales de las particulares en los cuatro méto-

dos, para evitar repeticiones,

3,3.1 Similitudes generales para los cuatro Métodos.

a) Las cuatro técnicas usan polinomios de la siguien



160

te manera:

- El1 promedio mévil los emplea para calcular los pe
808 mediante los cuales suaviza a la serie de tiempo.

- Minimos cuadrados debe calcular los pardmetros pa-
ra un s6lo polinomio de cualquier grado.

= El spline de aproximacifn (Reinsch) requiere de =«
una serie de cdlculos para obtener los pardmétros que
determinan a los polinomios impares y que al unirlos =
a cada punto t, constituyen a la funcién spline de =---
aproximacién,

~ Splines por minimos cuadrados también debe calcular
los pardmetros para uno o m&s polinomics de cualquier -

grado segln el ndmero de subintervalos elegidos,

3,3,2 Similitudes particulares.,

a) Promedio mévil y funcién spline de aproximacién:

1) Tanto con este método como en el otro, se puede -
controlar la suavidad de la ierie que generan, asf{, pa-
ra el promediomfvil se usarfn las extensiones de cinco
a veintiuno y para el spline el coeficiente de suavidad
S (seccifn 2.3.1).

2) los dos métodos presentan mayor pérdida de preci-
sifn al calcular los valores de tendencia en les extre-
mos de la serie de tiempo qué en su parte central como

se puede apreciar en.las tablas 6 y 11.
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3) Las extensiones del promedio mévil asf{ como el gra
do del polinomio de la funcién spline conviene que sean -
impares, por las razones expuestas en las secciones 1.4 -

y 2.2.8 respectivamente.

b) Promedio mévil y minimos cuadrados.

Los dos pueden cbtenerse por calculadora.

¢) Promedio mévil y spline por mf{nimos cuadrados,
10s dos tienen forma de controlar la suavidad, el pro-
medio mévil por la extensiCn del promedio y el spline por

minimos cuadrados a través de los puntos de quiebre.

d) Spline de aproximacién y minimos cuadrados,
El spline minimiza a una integral (2,3.1) y minfmos s-

cuadrados, minimiza a una suma de cuadrados (1.2.9).

e) Spline de aproximacién y spline por mf{nimos cuadra-
dos.

1) Ambas técnicas emplean pesos con las mismas caracte
risticas, enteros o fraccionarios pero positivos.

2) Los dos tienen forma de controlar la suavidad: el -
spline de aproximacién mediante el coeficiente de suavidad
S y el spline por m{nimos cuadrados con la sucesién de pun
tos de guiebre,

3) Los dos splines presentan mfs o menos el mismo --~-
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grado de complejidad en su desarrollo y cdlculo.

4) Tanto un método como el otro requieren ser resuel
tos por computadora.

5) Ambas técnicas presentan restriccilones en su desa
rrollo.

6) Ninguna de las dos técnicas provee de un procedi-
miento seguro para asignar pesos.

7) Los dos procedimientos presentan matrices tridia-
gonales, definidas positivas y los sistemas de ecuacio-

nes lineales se resuelven por el mé&todo de Cholesky.

£f) Spline por mfnimos cuadrados y m{nimos cuadrados.

las dos técnicas tienen por objetivo minimizar la --
distancia que existe entre las observaciones y la curva
a ajusgar, aunque cada una tiene fundamentos distintos.
Asf{ el spline por minimos cuadrados parte de conceptos
de algebra lineal, ﬁientras que minimos cuadrados lo ha

ce a través del cflculo diferencial.

3.3.3 Diferencias generales para los cuatro métodos,

a) Una ventaja del promedio mS8vil sobre los otros -
tres métodos, es que al afiadir un dato no es necesario
recalcular todos los valores de tendencia nuevamente -~

~ (tiene permanencia), sino tan solo, los del extremo don
de fue afiadido calculando el término Uy .y
lo los dltimos M términos de la serie. (seccién 1.4.5).

recalculandg
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b) Los valores de tendencia obtenidos con promedio -
mévil son discretos, no se tiene una funcifn matem&ti-
ca que los represente. Para los otros tres métodos es-
tos valores si est&n definidos en una funcibn continua
(y diferenciable), tal que nos permite conocer valores

entre los puntos t, (k =1, 2,,.., 120).

c) El desarrollo del promedio mévil no tiene ninguna
restriccién, a diferencia de los otros métodos, log cua-
les cuentan con varias restricciones de la funcién, co-

mo se puede aprecilar en sus respectivas secciones,

d) Una caracterfstica relevante que se notS en-el pro
medio mévil, es que se puede aplicar en forma iterativa
(segundo orden), mientras que para la funcibn spline ten
drf{amos el problema de asignar nuevamente los pesos y pa

ra minimos cuadrados no tiene sentido.

e) Hay una clase especial de promediomévil para deses
tacionalizar la serie de tiempo (promedio m8vil centrado,
seccidén 1.4.6), sin embargo en los otros tres métodos no
hay una clase de funcifn particular que ataque directa--

mente este problema.
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3.3.4 Diferencias particulares:

a) Promedio mévil y spline de aproximacién.

1) Una diferencia notable es que el promedio mévil,
.en esencia, surge de una simple media aritmética, en ~
contraste con la funcidn spline cuya idea es mis com-~=

pleja.

2) El promedio mé8vil se puede obtener f&cilmente con
la ayuda de una calculadora, mientras que.el algoritmo
de la funcién spline requiere de ser programado en una
computadora y su tiempo de procesamiento es mayor que =
el de promedio mévil, en consecuencia resulta ser mis -

caro.

3) La técnica de promedio mévil, provee de antemano
un procedimiento particular para calcular los pesos que
se emplear8n en la estimacién de la tendencia, los cua-
les pueden ser positivos o negativos. A la funcién =--
spline por el contrario, se le deben asignar los pesos

Yy ser estrictamente positivos.

4) En el caso del promedio m8vil, los pesos para cal
cular los valores de tendencia en los extremos de la se
rie se determinan por una tabulacién de un polinomio cf
bico, mientras que para el spline los valores cercanos
a sus extremos se ven fuertemente afectados por la se~--

leccifn arbitraria de sus condiciones en la frontera.
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b) El promedio mSvil y mfnimos cuadrados.

1) El promedio mé&vil puede controlar la suavidad de-
acuerdo a la extensién del promedio. Minimos cuadrados
puede hacerlo s6lo en forma indirecta con el grado del-

pelinimio,

2) La pérdida de precisibén en los extremos de la se-
rie con el método de minimos cuadrados es menor que la-

que se obtiene con el promedio m8vil.

3) Mientras que para el promedio mévil resulta conve
niente el empleo de polinomios impares (seccifn 1.4.3)-

minimos cuadrados no presenta esta desventaja.

4) Minimos cuadrados tiene un grado mayor de dificul

tad que promedio mSvil tanto en c&lculoc como en desarro

1llo.

5) Mfnimos cuadrados permite pronosticar,

¢) Promedio m8vil y spline por minimos cuadrados.

1) El promedio mdvil tiene un procedimiento particu-
lar para calcular sus pesos, que deben ser positivos o-
negativos. El spline por minimos cuadrados sblo sugie-
re una posible eleccién y pueden ser enteros o fraccio-

narios o positivos,
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d] Spline de aproximacifn y minimos cuadrados,

1} .El spline de aproximacidn controla la suavidad =
de la funcibn que'construye a través del coeficiente ~
de suavidad S, minimos cuadrados lo hace en forma indi

recta con el grado del polinomio,

2) El desarrollo del método de spline de aproximacidn

es mi&s complicado que el de minimos cuadrados.

I)Mtnimos cuadrados puede obtenerse con calculadora,

por el contrario, el spline de aproximacién necesita ser

calculado por computadora.
14

4) La pérdida de precisifn en los extremos de la se
rie, con el método de minimos cuadrados, es menor que

la que se obtiene con el spline de aproximacién.

5) Minimos cuadrados no presenta condiciones en la
frontera a diferencia de la funcién spline natural de
aproxinacidn que esti sujeta a:

- + )
g''(te) =g'"(ty) =0

e) Spline de aproximacibén y spline por minimos cua-

drados.

1) Ambos métodos parten de conceptos diferentes como

se puede apreciar en las secciones 2.) y 2.4.

2) El spline de aproximacién tendrd, para N puntos,
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N-1 polinimios impares (cGibicos) en tanto que en el --
spline por mfnimos cuadrados se tiene uno o mis poli-
nomios de cualquier grado (aunque todos del mismo gra-
do) ya que se puede seleccionar el nfimero de subinter

valos.

d) Spline por minimos cuadrados y minimos cuadrados.

1) Ios dos parten de enfoques distintos como se pue-

de apreciar en las secciones 1.2 y 2.4.

2) El spline por minimos cuadrados controla la suavi
dad con la sucesifn de puntos de quiebre, mfnimos cua--

drados lo hace mediante el grado del polinomio.

3) El spline por minimos cuadrados puede construirse
con uno o m4&s polinomios a diferencia de mf{nimos cuadra

dos, el cual se limita al empleo de uno.
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EVALUACTION

EN LAS SECCIONES SIGUIENTES PRESENTAREMOS EL ASPECTO
CUANTITATIVO DEL PROBLEMA, ES DECIR, MEDIREMOS LA EFICIEN
CIA DE CADA METODO PARA CONOCER CUAL DESCRIBE MEJOR A LA

TENDENCIA DE LA SERIE DE TIEMPO.



3,4 EVALUACION DE MINIMOS CUADRADOS

La estimacién de la tendencia de una serie de tiem
po por minimos cuadrados, es un caso particular del and
lisis de regresifn, puesto que la variable independien-
te x en las series de tiempo, esta limitada a represen-
tar invariablemente unidades de tiempo, mientras que en
an8lisis de regresifn, esta variable puede represeﬁtar

a cualquier fenémeno,
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En esta rama de la estadistica, se eligid a un mode
lo de regresifn cGbico como el apropiado para estimar-

la tendencia de la serie simulada.

10. ¢Por qué un modelo de reqresifn clibico?
Esta decisién fue de gran trascendencia para nuestro

trabajo, pues un polinomio c@ibico del tipo:
Y = Bo + B1t + Bat? + Byt’

serd el que sirva de fundamento para desarrollar cual-
gquiera de las té&cnicas para ajuste de curvas suaves, -
gque intervienen en la investigacifn. Esta situacifén -
nos permite tener en igualdad de circunstancias {en --
cuanto a construccién) a las técnicas elegidas para -«

ser comparadas.

De acuerdo con-la (1.2.35) para k=3, n=120 y t co~
mo variable independiente se tiene:
0
Z ( ¥y = Boy = Byt = Bz'tz - B‘t' )2
Re)
Usando la relacién (1.2.36) tendremos un sistema de

cuatro ecuaciones, cue nos permitir4 calcular et vec--

tor by ¢

120by + biJt + byJt? + byJt? = [y
boft + bi}t? + baft® + byJt' = Jyt
boft? + biJt? + byJt" + b,Jt® = Jye?
boft? + byt + byJts + byJet = Jye?
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Resolviendo el sistema por eliminacidn, se lleaé a
los sigquientes resultados:
by, = 859.564 19850
b; = 3.680 10161
b, = 0.137 77264
by = 0.002 3302686

La curva de regresién Yycue representa a la tenden-
cia la obtenemos al tabular (1.2.15) con los parime-=~

tros estimados {ver grifica 7).
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3,5 EVALUACION DEL PROIFDIC MOVIL

En base a
remos a probar

serie simulada

a) Promedio
b) Promedio
¢) Promedio

d) Promedio

lo explicado en la seccién 1.4 procede-.
distintos tipos de promedio mévil en la

como soni

mévil de primer orden
mévil de segqundo orden
mévil mixto

mévil centrado

a) Promedio mévil de primer orden,

A la serie de tiempo simulada se le fueron aplican=-

do promedios méviles, con pesos obtenidos por mfnimos

cuadrados, en forma sistemftica desde una extensifn de

cinco a veintiun términos. A medida cque se iba incre-
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mentando la extensién, se obtenfa como consecuencia -~
una mejor aproximacién a la tendencia, es decir, una -
serie nueva mis suave, No debemos clvidar gue en este
proceso se buscard un equilibrio entre la extensifn a=-
propiada y los términos de los extremos de la serie -~
que estamos dispuestos a perder, pues a medida gue se-
incrementa la extensifn del promedio mévil se obtiene-

mayor suavidad pero pierden mds valores de tendencia.

Un primer anf{lisis del comportamiento general de ca

da una de las extensiones lo da la tabla 4:

TABLA (4)

EXTENSION ERROR CUADRATI- PORCENTAJF DE

CO TOTAL RFDUCCION

5 523.6 -

7 425.2 18.8
9 343,4 19.2
11 302,7 11.9
13 270.9 10.5
15 257,9 4.8
17 242,4 6.0
19 236.9 2.3
21 236,2 0.3

NOTA: Las cifras de todas las tablas se redondearon a

un decimal, (ver gr&ficas 8,9,10).

Obgservando la tabla anterior nos daremos cuents -

que si bien, la extensifn 17 no es la Sptima en en el-
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sentido de reduccifn mdxima de error cuadrdtico total,-~
81 logra un porcentaje bueno y significativo, puesto --
que las extensiones 19 y 21 disminuyen un poco mis el ~

error cuadritico total pero en forma no relevante,

1os porcentajes que muestra la tabla se obtuvieron -
en forma eslabonada. Para dar una idea del porcentaje
de reduccién lograda en las extensiones comprendidas de
5 a2l t8rminos diremos que esta fue de:

. _236.2
523.6

* 100 = 54.9

Es posible que una extensifn 17 sea la adecuada para
nuestro trabajo, Un segundo an&lisis ilustrado en la -
tabla 5 entre las extensiones 15 y 2! nos permitir& to-

mar la decisidn sobre esta afirmacién,

Es importante recordar que al aplicar el procedimien
to de promedioc m8vil, es distinta la forma en que se -~
calculan las estimaciones de los valores de tendencia -
de la parte central de la serie al de los extremos de =~

la misma,

Sabemos que es menos confiable la estimacifin de estos
valores para 10s extremos lo cual nos lleva a conside--
rar el error cuadritico inicial (E.C.I) para los pri---
meros doce meses, un error cuadrético central (E.C.C.)
para los siguientes noventa y seis y un error cuadritico

final (E.C.F) para los fltiros doce meses, 1a eleccifn de doce y no
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venta y seis meses es debido a gque, como veremos poste
riormente, en el spline promedio hay un desplazamiento
que se corrige hasta el doceavo té&rmino como se puede-

apreciar en las gréficas 19, 20 y 21.

TABLA (5)
EXTENSION E.C.I. E.C.C. E.C.F.  E.C.T.
15 100.3 124.9 728.1 257.9
17 107.5 83.3 721.6 242.4
% DE RE-- g ;
ceron -7.2 33.3 0.9 6.0
15 100.3 124.9 728.1 257.9
19 97.3 90.7 698.8 236, 2
% DE RE--
e 3.0 27.4 4.0 8.2
15 100.3 124.9 728.1 257.9
21 78.0 39,3 698.8 236.2
\ DE RE-- :
o eran 22.2 28.5 4.0 3.4

La extensién 15 se usé como base de comnaracién.

Promedio m8vil de segundo orden,

De acuerdo con lo 'descrito en la seccién 1.4, podrfa
suponerse que un promedio mévil, de segundo orden loara
rfa una mayor suavidad para la parte central de la se--

rie vy con ello una mejor estimacifn de la tendencia, «-



180

con la advertencia de que el problema de precisién en-

los extremos probablemente se agravarfa.

Esta segunda estapa de pruebas se efectuard de la -
extensibén 15 a la 21, para verificar si efectivamente-
se llega a una reduccibn significativa del error cua-=-
drdtico medio, tanto en la parte central como en laos =~

extremos. Los resultados se resumen .en la tabla 6.

TABLA (6)
EXTENSION E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T.
15 100.3 124.9 728.1 257.9
(17,17) 102.1 65.4 716.6 216.2
t DE RE--
DUCCION -1'8 47.6 1'6 8.4
15 100.3 124.9 728.1 257.9
(19,19) 97.3 90.6 697.0 236.2
% DE RE--
DUCCION 3.0 27.4 4.3 8.2
15 100.3 124.9 728.1 257.9
(21,21) 74.3 59.6 689.7 225.7
\ DE RE--
DUCCION 25.9 52.6 5,3 12.5

(Ver gr&fica 11 vy 12)
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En la tabla 6 la extensién 15 de primer orden es la-
base de comparacifn y la extencién 21 fue la mejor. Al
comparar los resultados de las tablas 5 y 6 se aprecia-

claramente que la extensifn 21 para un promedio mévil -

de segundo orden es la mejor,

¢y Promedio M6vil Mixto.

Le llamaremos asf a un promedic mévil doble en donde
se han elegido extensiones diferentes, es decir, a la -
serie original se le aplic6 un promedio mévil con exten
siones 17 y luego a la serie resultante se le aplicé uno
de 15. A continuacién se invirtié el orden de las exten

siones para ver qué efectos causaba este cambio.

TABLA (7)

EXTENSION E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T.
(15,15) 98,3 74.2 720.6 239.4
(15,17) 93,6 68.0 711.2 234.8

% DE RE--

D iceTon 4.9 8.4 £.3 1.5
(17,15)  105.9 67.9 720.3 238.0

%\ DE RE--

DceToN -1.7 8.5 0.1 0.6
(17,17) 102.1 65.4 716.6 236.2
(17,15) 105.9 67.9 720.0 238.6

% DE RE--

DGCoToN -3.7 -3.8 -0.5 -0.8
(15,17) 91.5 68.0 711.2 234.8
¥ DE RE-- 8.4 -3.9 0.8 0.6

Duccion
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{Ver gr4fica 13)

Note que en esta (iltima tabla, se tomaron dos bases -
de comparacién, la extensién (15,15) y (17,17), para evi

tar preferencias con los promedios en discusién.,

De la tabla 7, se desprende la recomendacién de que -
en un promedio mévil de segundo orden, con extensiones -
distintas, es preferible aplicar primero la extensifn me
nor, pues como se puede observar en dicha tabla, el E.C.
C. no experimenta una reduccién significativa, pero en =
cambio, esta reduccidn se hace m8s palpable en el error-
cuadritico para ambos extremos de la serie. Esto podria
explicarse en la préctica diciendo que en algunas series
conviene aplicar extensiones diferentes, dado que una ex
tensién modelar& cierto tipo de variaciones y la otra ==

las restantes.

d) Promedio M8vil Centrado.

J. Durbin considera innecesarioc emplear un promedio -
m3vil centrado, sin embargo, M. Kendall dice que es reco
mendable "limpiar" la serie antes de trabajar con ella,-
es decir, lo usa como filtro. En particular nosotros se
guiremos el argumento de Kendall, para informacifn men-~-

sual, aunque esto es completamente generalizable.
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El promedio mévil ceutrado es un primer paso para em
pezar a desestacionalizar una serie de tiempo. Al apli
car este promedio se perdlan los seis primeros y seis -
Gltimos valores, por lo que se recurrib a completar la-
serie mediante el procedimiento de los valores en los -
extremos con una extensién igual a 13. Posteriormente-
a la serie resultante se le aplicé una extensién de 17

y 21. Los resultados se muestran en la tabla 8,

TABLA (8)
E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T.
PROMEDIO
MOVIL 92.1 66.6 724.0 238. 4
CENTRADO
E""'Eﬁm“ 86.2 64.8 711.3 233.9
E""E‘z‘fm‘ 80.4 63.6 698.9 229.6

(Ver grifica 14).
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3,6 EVALUACION DEL SPLINE DE APROXIMACION

La funci8n spline presentado en el articulo "Smoo --
thing by Spline Functions" por C.H. Reinsch, es un algo
ritmo que se trabaja a base de prueba y error, motivo -
por al cual tuvimos que realizar distintas pruebas con-
el prop8sito de obtener una buena estimacifn de la ten-

dencia de la serie de tiempo.

En esta seccifn nos ocuparemos de efectuar la estima
ci18n de la tendencia, mediante el algorftmo de Reinsch-

en el cual emplearemos los siguientes par&metros:

a) El coeficiente de control de suavidad, que satis-
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face la restriccibén (2,3.7). En el caso particylar de-
§=0 la funcién spline llevard a cabo una interpolacién-
cGbica de los datos (120 en nuestro problema} cuando a-
S se le asigna un valor muy grande, el spline describe-
una linea recta, Como ya se explic6 en 2,3,3, el in--
tervalo de confianza en el que est§ comprendidoel valor

de S es:

104.5 ¢ S g 135.5

si las AY, para k= 1,2,,,.,120 se toman como las extima

ciones de los errores de las desviaciones estindar de ~

los datos Y.

b) Los otros parimetros que hay que dar al algorftmo
son los AY, > 0 (k=1,2,.,,,120), que representan los-
pesos que afectan a cada dato de la serie., Los pesos -
influyen fuertemente en el spline y hay que tener mucho
cuidado al asignarles un cierto valor. Un primer valor
gue podemos dar si no conocemos bien la informacibn es-
la unidad, en el caso en que se conozca qué datos son -
mis importantes que otros, entonces serfa conveniente -
dar a &stos un peso mayor a la unidad, y si estos datos
no son tan significativos o se sospecha que est&n.influi
dos por un error grande, se les darf un peso menor a -
uno. La asignacifn de los pesos AY, (k= 1,2,...,120)~-
si no se cuenta con la desviacifn estindar de cada dato,
dependerf mucho del criterio personal y experiencia, -

as{ como del problema que se tenga,
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En las pruebas que se llevaron a cébo cuandoc se die-
ron pesos AY,=1 (k =1, 2,,.., 120) y valores de S= 120
y S= 1000, se observé que se obtenfa una funcibén spline
muy parecida a la serie de tiempo; sin embargo, se lo--
gr® una buena aproximacién a la tendencia cuando si did
valores muy grandes para S, En la tabla 9 se presentan

los resultados obtenidos,

TABLA (9)
SUAVIDAD PESOS E.C.I, E.C.C. E.C.F, E.C,T,
1 000 000 1 145,8 489.4 1211.1 583.,5
40 000 000 1 58,3 64.0 606.0 200.9
60 000 000 1 588.0 263,9 270,9 307.0
50 000 000 1 326.0 160,1 57.1 177.4
45 000 000 1 100.0 87.9 308.6 161,9
47 000 000 1 213,2 119.1 158.0 133.4
46 000 000 1 161 .4 104.4 205.,9 124.8

(ver gr&fica 15)

Cabe mencionar que al hacer las pruebas se seleccio-
nd una S de doscientos millones, aqul se obtuvo una fun
cifn lineal que representa la suavidad m&xima, entonces
se redujo-1a-S a cuarenta millones y se prosiguif en el

orden que muestra la tabla 3, en el procedimiento des--
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crito se hicieron pruebas intermedias para asegurar que
el camino que se estaba siguiendo fuera el correcto, no
obstante, no se mencionaron para evitar redundancia. =~
Un inconveniente que se tiene al seleccionar una S muy -
grande es que el algoritmo requiere de mucho tiempo de -
procesamiento. Obsérvese gue el mejor resultado para el
E.C.T. se obtuvo en S = 46 millones., En la tabla 10 se
presenta un ejemplo de la funcién spline mientras que pa

ra el E.C.C. fue en 5§ = 43 millones,

De acuerdo a la sugerencia que da Reinsch de tomar pa
ra cada Y, la desviacién estdndar del error del punto
Yy, Y como en las series de tiempo por lo general la com
ponente que m&s dificulta la estimacién de la tendencia
es la estacionalidad', entonces se tomé &sta como el ~-=
error y se restd de su media para dar el peso del punto

respectivo,

La primera prueba se hizo exactamente como lo indica

el articulo presentado por Reinsch, tomando:
a Y:' = (Ny- 1)¢, - media

Ton - ne,
pedia =Ml ¥ %
120

con K=1, 2,..., 120 y § = 135

A b G T D D G G G G S S D

*fay que recordar que como simulamos la serie de tiem
po conocemos el valor de la compcnente estacional en ca-

da punto.
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el lImite superior del intervalo de confianza, lo cual-
nos di6 como resultado casi la interpolacifn. Poste --
riormente se probS con los mismos valores para AY,, pe-
ro conS= 420 (3.5 veces m&s el punto medic (120) del-
intervalo de confianza) y siguié dando casi la interpo-
lacifn, no se continué puesto que esta dltima S ya esta

ba muy alejada del intervalo propuesto.

Después se tom§ s
(0¥, )% = ((ny - 1), - media)?
y con una S+ 420 dando corno reultado una recta. Como~
la recta representa el suavizamiento m&ximo entonces ~
se disminuyd la S consecutivamente en 200 y 120 volvien

do a dar una funcién spline lineal.

Finalmente se probé ;-
AYy = abs((ny, - 1), - media)
v 8: 135, fué aqu! donde se empezb a lograr una buena--
aproximacién a la tendencia. En la tabla 11 est4n los-

resultados de las pruebas realizadas en el orden efec--

tuado.
TABLA (11)
SUAVIDAD E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T.
135 57.4 84.9 329.6 130.6
120 52.1 61.8 83.2 63.4

108 57.7 70.4 133.5 78.0
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SUAVIDAD E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T,
115 48.0 63.6 107.0 67.9
122 54.8 61.4 68.8 61.6
118 49,9 62.4 94.2 65.2

(ver gr&ficas 16, 17, i8)

El mejor resultado total se obtiene en S = 122 que es un
valor cercano al punto medio del intervalo de confianza.
En la tabla 12 se muestran los valores de los pardmetros

del spline con § = 122,

Otra prueba que se hizo, fue aplicar a la serie de -
tiempo un promedio mévil de extensifn 17 y a éste resul
tado un spline,no condujo a resultados favorables (el -

E.C,T. = 242,3).

Spline Promedio,

El problema que se presenta al estimar la tendencia
de una serie de tiempo, es el de la estacionalidad, ya
que 8sta es la componente que impide por lo regular, ob

tener una buena aproximacién de la tendencia,

Tal dificultad se hizo patente al quererla estimar -~
con la funcibn spline de aproximacifn con pesos uno, --
pues si se recuerda cuando se usd un coeficiente de sua
vidad pequefio se obtenfa una aproximacifin muy parecida

a la serie de tiempo original, por lo cual habfa que au
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mentar fuertemente dicho coeficiente para loagrar anular
hasta cierto punto la estacionalidad. Fn cambio, en el
promedio mévil se obtuvo mayor &xito en este aspecto, -

pues modelaba a 1a serie con mavor facilidad.

Como no se cuenta con un spline particular, cue elimi
ne la estacionalidad de una serie de tiempqg enfrentare-
mos el problema en forma indirecta, es decir, modificag
do el procedimiento del manejo de los datos en la forma

siguiente;

Se obtienen doce funciones spline de interpolacibén--
para cada conjunto de meses: enero, febrero,..., diciem
bre., Con pesos igual a uno, para cada conjunto de me--

A lo largo de los diez afios de informacidn, se ob--
tendrd un spline en la subserie formada pbr'los diez e~
neros, otros con los diez febreros y asi sucesivamente-
hasta tener los doce splines como se muestra en las ar4
ficas 19, 20 y 21, Los doce splines se araficaron en-
grupos de 4 36lo por claridad. Como se puede apreciar-
en las gr&ficas, los splines sufren un desplazamiento -
hacia la derecha de acuerdo con el mes con cue est&n in
terpolando, lo aque ocasiona nuevamente una pérdida de -
precisifn en ambos extremos de la serie. Por el proble

ma anterior, se considerf cue se deberfan separar los -
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96 té&rminos centrales de la serie, de los 12 iniciales

y 12 finales.

Los doce splines que se usaron son de interpolacién,
dado que si quisiéramos emplear splines de aproximaci6én
no contarfamos con un criterio para la mejor eleccién -
del coeficiente de suavidad S. Adem&s por el tecrema -
de Holladay (apéndice B) sabemos que la funcifén spline
de interpolacifn es la m&s suave, lo cual nos garantiza
que el método propuesto (spline promedio) reflejard des
de su inicio un comportamiento suave y posteriormente -

central cuando se tomen los promedios.

Para el spline de los eneros se cbtuvieron 109 valo-
res al tabular la funcién desde t; hasta t,99, para el
spline de los febreros se tabuld desde t, hasta tijo ¥
as! sucesivamente hasta llegar al spline de los diciem

bres donde se obtuvieron los valores de ti; hasta t,;q.

Una vez tabulados los doce pplines, el siguiente pa-
so consistié en promediar los valores de las funciones
en cada mes, asi por ejemplo para la fecha t, los pro-
medios se calcularon de:

Yy = {.? f;(t.)}
B

donde k = 12,13,...,109
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£, - Es el spline de los eneros
f, -~ Es el spline de los febreros

£,2-Es el spline de los diciembres

Para los extremos de la serie se tiene un desplaza--
miento de los splines hacia la derecha como ya se expli
¢c8, en este caso el promedio se obtuvo de:

7 - ‘E fi (tx)

& 1

donde n= k
k= 1,2,...,11 para el extremo izouierdo

k= 110,111,...,120 para el extremo derecho

De este proceso llegaremos a una serie de promedios-
que denotaremos asf: Y1, Y2,...,¥12¢9 Y Que representan
a la tendencia de la serie en forma discreta, pues supo
nemos que los puntos ¥, carecen en buena parte de la in
fluencia estacional, ¥,= £f,(t1]l v Y120 £12(t129) pues-

no tienen con quien promediarse.

Cada uno de los puntos ¥, calculados, al compararse-
contra los correspondientes valores de la tendencia ver
dadera £, nos dar&n idea de qué tanto nos estamos acer-
cando a la estimacifn de la tendecia, como se puede a~-

preciar en la tabla 13.
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Si ahora hacemos pasar por estos-puntos ?& un spline
de interrolacién, con un valor para el coeficiente de -
suavidad § igual a cero y con pesos AY, igual a uno se-
ganard una funcifén continua a través de la cual tendre-

mos valores intermedios.

El resultado de esta prueba se muestra en la tabla 14.

TABLA (14)
SUAVIDAD PESOS E.C.I, E.C.C, E.C.F. F.C.T,.
0 1 122.6 59.3 1098.7 353.6

(Ver grdfica 22)

Se debe sefialar gue el error cuadritico total ante--
rior se increment& fuertemente debido a la influencia -
de &ste en su parte final, sin embargo, cabe mencionar-
que el comportamiento del spline en la parte central de
esta serie did el error cuadr&tico minimo, de entre to-
dos los métodos expuestos. No se usd el spline de apro
ximacién pues no se cuenta con la desviacifén estfndar -

de los errores de los puntos ¥y .

Desafotunadamente el spline promedio falla bastante-
en los extremos, serfa bueno continuar mejorando este -

procedimiento,
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3.7 EVALUACION DEL SPLINE POR MINIMOS
CUADRADOS

Este algoritmo lo present6 Carl de Boor en su libro
*A practical guide to splines". El algoritmo, como ya -
se explic® en la seccién 2.3.4, selecciona la mejor fun-
cibn, que en nuéatxo problema,se trata de un polinomio -
cGbico en un espacio lineal de funciones spline §$,, usan
do el principido de minimos cuadrados (desde un punto de

vista geométrico).

Este m&todo nos permite elegir de uno a (N-1) divi--
siones del intervalo (a,b] donde "N" es el nfimerc de -~
observaciones. Se deben asignar pesos positivos y dar

le adem&s, una sucesibn de "puntos da quiebre®, cue de
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acuerdo con la teoria de los splines (Carl de Boor, pdqg,

73} se puede obtener con ellos una funcifn m4s suave.

La eleccifn del nfimero de subintervalos, pesos y "pun
tos de quiebre" hacen que este mé&todo, al igqual que el -
spline de aproximacién tenga que ser probado para distin

tos valores.

En la eleccién del nGmero de subintervalos se obser-
v8 que a mayor nmero de estos, la funcién resultante =«
se acercaba m&s a la interpolacién, de esta manera los-
mejores resultados en nuestro trabajo fueron de uno a =~

cinco subintervalos,

Los pesos que se asignaron son los que propone Carl-
de Boor (f8rmulas 2.4,3), unitarios y en base a la es-

tacionalidad en cada punto t; (k = 1,2,...,120).

los puntos de quiebre que se usaron fueron los que =~
" propone Carl de Boor y las propias abscisas ty (k=1,2,

easrl2Q).

En este método es posible iterar varias veces, pero-
en la prActica nos encontramos con el inconveniente de-
que por lo generfl en la segunda iteracién se obtienen-
valores del error cuadrdtico mayores a los de la prime-~

ra, o bien, se okbtenfan las mismas cantidades, por es--
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ta razén no consideramos Gtil su empleo.

En las tablas 15,16 y 17 se dan los resultados alcan

zados en las distintas pruebas,
Puntos de quiebre = las abscisas (t)

TABLA (15)-

PESOS  INTERVALOS E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T.

1 1 921,03 386.65 187.86 456.03
1 120 627.03  4145,35 78804.00 25195.10
1 60 155.02 101040 536,50 920,78
1 30 155,02 645,81 235.37 584.46
1 10 502,70 498,20 180,02 476,50
1 5 763.50 438,90  172.80 464.10
1 3 850,90 417,60 184,00 464.00
1 2 889.00 402,50 194.60 460.88
TABLA (16)

PESOS  INTERVALOS E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T.

» 1 925,70 386.60 110.10 454,40
* 120 627.00 4145.30 78801,40 25194.30
* 10 502.70 490.90 117.50 468.48
* 5 763,20 430.40 104,30 455.60
* k) 851,60 411.70 103.30 457.30
* 2 886,40 388.50 103.10 447,90

( t{1+1) ~ ¢(1-1) )/2



TABLA (17)
PESOS  ITERACIONES E.C.I.
EN BASE 1 917.18
A LA ES
TACIONE 10 542,27
LIDAD,
5 759.53
3 843.15
2 883.26

PESOS

e e e

PESOS

Puntos de quiebre = ( t(i)

TABLA (18)
ITERACIONES E.C.I.
1 924.40

10 543.60

5 754.90

3 847.00

1 888,30
TABLA (19)

INTERVALOS  E.C.I.
1 921.80

10 543.60

5 759.30

3 844.50

2 988.13

v (E(i41) - e(i-1) )/2

E.C.C. E.C.F.
430.37 613.32
448,34 367,88
432.14 432,00
406.10 499,14
404.89 441.20
- t(i-1) )/2

E.C.C. E.C.F.
397.70 211.60
'490.20 196.90
414.90 178.10
408,90 196.60
401,60 160.20
E.C.C. E.C.F.
383.12 92.60
482.70 118.80
418,50 118.60
395.70 103.70
392,80 102.70

216

E.C.T.
519.53
451,38
475.35
367.93
478.15

E.C.T.
461.70
475.30
444.80
457.60

" 458.80

E.C.T.
450.85
466.22
446.30
444.50
450.90
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Otra prueba que se realizd fue:aplicar este tipo de =~

spline a la serie obtenida con promedio mdvil centrado,

el cual tiene la caracteristica de reducir el efecto es-

tacional, los resultados se dan en las tablas 20, 21, 22

y 23.

TABLA (20)

PESOS INTERVALOS  E.C.I.

1

[ T - T

1 918,90
10 496,20
5 761,80
3 849,90
2  8R7,40
TABLA (21)

PESOS INTERVALOS E.C.I,

*

]

L ]

1 925,00
10 496,20
5 761,60
l 850,70
2 884,90

* ( t(k+l) = t(k-1) )/2

E.C.C,
395,70
508,10
447.70
425,80
410,20

E.C.C.
397,90
500,40
442.20
423,20
393.30

Puntos de quiebre = a las abscisas (ty)

E.C.F,
202,00
194,50
186,70
198.30
208,80

E.C.F,
143.50
143.20
13¢.60
132,90
147,10

E.C.T.
462,50
482.20
471.00
470.30
466,60

E.C.T.
462,90
476,40
464,90
466,20
556,10



PESOS

Puntos de quiebre = ( t(k)

TABLA (22)

INTERVALOS E.C.I.
1 923.30

10 538.10

5 752.90

3 845.90

2 886.60
TABLA (23)

INTERVALOS E.C.I.
1 920.90

10 538.10

5 757.80

3 843.30

2 886.60

* ( t(k+l) - t(k-1) )/2

- t(k-1) )/2

E.C.C. E.C.F.
399.20 226.00
495.80 210.70
423.90 192.00
416,30 210.80
412,80 174.10
E.C.C. E.C.F.
398,80 114,70
491.40 147.80
427.80 152.50
407.60 135.00
405.00 133.80

218

E.C.T.
466.70
479,80
451.80
463.30
466.90

E.C.T.
461.90
473.70
454.00
453.70
460.00
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CONCLUSIONES

CONCLUSIONES PARTICULARES

Para formular las conclusiones, primero mencionare
mos el comportamiento que presentaron cada una de laé -
técnicas al aplicarlas a nuestra serie de tiempo. Posg
teriormente se eligieron las mejores en hase a los re-=-

sultados.

Mfnimos Cuadrados.

Aunque los resultados alcanzados fueron buenos, en -
este procedimiento nos encontramos con el problema de -
resolver el sistema de ecuaciones lineales, dado que su
solucién puede ser imprecisa cuando los coeficientes --

del sistema son muy desproporcionados como sucedis en =~
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nuestro trabajo.

Un rasgo notorio fue que en los extremos de la serie
dié una muy buena aproximacidn a la tendencia, supe=-
rando a todas las té&cnicas del promedio mévil como se -

puede ver en las tablas correspondientes.

Promedio Mbvil.

Comunmente el promedio mévil es la técnica empleada -
para obtener la tendencia de.una serie de tiempo, por ==
este motivo aplicamos varias clases de este método. A
continuacifn mencionaremos las caraéteristicas que ob-

servamos en la aplicacién pr&ctica de cada una de ellas.

a) Promedio m&vil de primer orden.- Aqul resaltaba-
la facilidad con que se podfa manejar la técnica, dado
que se podlan calcular todae las extensiones en forma-
casi inmediata sin la necesidad de dar al programa nin

gGn par&metro.

b) Promedio mévil de segqundo orden.- Para aplicar --
este método fue necesario calcular inicialmente un pro--
medio mévil de primer orden y dejar los resultados en -
archivos (de programacién) para aplicarles después un--~-
promedio mévil de-la misma extensidn y as{ obtener la-

tendencia.
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Aunque hubo que correr dos veces el mismo programa-

siquid siendo de manejo fécil.

Nota: En promedios méviles de orden superior (terce
ro y cuarto) se observé que en la préctica de nuestro -
trabajo ya no se logré una disminucidn significativa --
del error cuadritico total, pues dieron respectivamente

errores de 224.8 'y 224.3 para una extensifn 21,

c) Promedio mévil mixto.- En este caso se corrid dos
veces el mismo programa pero con extensiones diferentes,
los resultados no fueton mejores a los del promedio md-

vil de segundo orden.

d) Promedio m8vil centrado.- Esta técnica fue emplea
da primero como un filtro para aplicar después un sSlo-
promedio mévil por minim6s cuadrados de primer orden --
con extensiones 17 y 21, Aqui se not8 que al seguir es
ta secuencia se logra una buena estimaciédn de la tenden
cia sobre todo cuando se trabaja con deries que tengan-
estacionalidad. En general se aprecif que este procedi
misnto di8 resultados cercanos al promedio mévil de ge-

gundo orden.

Al aplicar el promedio mévil centrado a la serie de-
tiempo se pierden los seis primeros y (ltimos valores -
de la serie, por 1o que fue necesario completar con las

tablas del apéndice A, obteniendo resultados buenos.
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De los procedimientos anteriores, podriamos escoger
al promedio m6vil de sequndo orden comc el mejor para -
representar a la tendencia, puesto que en esta serie, -

ademds de ser el m&s exacto es f&cil de usasr.

Spline.

La funcién spline a diferencia de minimos cuadrados
y de promedio mdvil, no se habfa usado para estimar la
tendencia de series de tiempo, por lo que hicimos va--
rios intentos para lograrlo, con diferentes modicacio-

nes.

Spline de aproximaci8n.- En este método se redujo ~-
significativamente el error cuadr&tico bajo las siguien

tes condiciones:

a) Para el spline con pesos unitarios se tuvo que ~-
buscar el coficiente de suavidad S que diera el menor -
error cuadritico, esto es posible s6lo si se conoce la
tendencia verdadera, pues el error cuadritico esti en -

términos de esta componente.

b) Para el spline con pesos asignados (en base a la
estacionalidad en cada punto t;), se obtuvieron los --
mejores resultados de entre todos los métodos.

No debe olvidarse que la precisifn dependera directa~-
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mente de la eficiencia con que se estime la estacio-~

nalidad de la serie.

Es posible que si empleamos métodos espectrales (Ken
dall - 1976) para estimar la estacionalidad, &sto nos =~
permita obtener los pesos del spline de una manera més

precisa, para la estimacién de la tendencia,

Spline promedio.-.En este caso obtuvimos un error --
cuadritico total aceptable, mientras que el error cua-
dritico central 4di6 &l mejor resultado de todos los mé-
todos, con la ventaja de que los pesos son unitarios y

el coeficiente de suavidad es igual a cero.

Este hecho coloca en un lugar preponderante al spline
sobre los demis métodos. Por otra parte resulta ser un
método muy laborioso y que pierde precisgidn en los ex--

tremos de la serie.

Spline por m{nimos cuadrados.- Este algoritmo se us$
con el fin de probar otra técnica de splines para esti-

mar la tendencia de la serie de tiempo.

Al igual que los métodos anteriores se efectuaron va
rias pruebas con las distintas alternativas que esta =

técnica ofrecia:

a) Primero se usaron como puntos de quiebre las absci
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sas t, (k = 1,'2,..., 120) con tres distintos tipos de

pesos:
1) Unitarios
2) Avy=ses{(ny - 1)E, - media)
20

T (n = ¢
media =-—KEL_ K k k=1, 2,00., 120

120

3) los que sugiere Carl de Boor.

Cada uno de estos pesos con diferente ntimero de in-

tervalos.

b) En la segunda prueba s6lo se cambib el valor de
los puntos de quiebre por los gque indica Carl de Boor;
fue aquf donde se consiguieron los mejores resultados

de esta técnica.

Se usaron los pesos indicados en la f&rmula (inciso 2
anterior), ya que en el spline de Reinsch se lograron
muy buenos resultados, sin embargo, éstos fueron muy si

milares a las pruebas con los otros pesos.

Desafortunadamente este método no di& buenos resulta

dos para la serie que simulamos.

De entre todas las técnicas de spline consideramos -
al spline de aproximacifn con pesos calculados a partir
de los valores estacionales como el mejor, puesto que -
los errrores cuadriticos tanto en su parte central y en
los extremos fue uno de los menores pero en el total s

llegé a ser el menor.
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g

CONCLUSIONES GENERALES

Las aplicaciones pricticas de la tendencia de una
serie de tiempo tienengran importancia dentro de la pla
neacién social, econfSmica y administrativa pues permite
analizar sus fenfmenos y afn preveer compcrtamientos fu
turos. En las empresas comerciales, algunas veces se -
requiere de la estimacifn de la estacionalidsd, para lo

cual se necesita primero, estimar la tendencia,

Una vez comentado el comprotamiento de cada técnica,
resta por decidir culles de ellas resultan las mis efi
clentes en precisién y manejo para representar a la -~
tendencia de nuestra serie de tiempo tefrica, Para me
dir la precisifn requerimos de un criterio que nos indi
que a partir de qué valor, para el error cuadritico, =

aceptaremos o rechazaremos la técnica.

El criterio de eleccifn que usaremos consiste en to
mar la idea de la media aritmética entre un error cua-
dritico tgual a cero. (méxima precisifn) y un error cua

Arftico, representado por las diferencias entre la ten
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dencia verdadera y la serie de tiempo teSrica. De esta
manera el valor de la media que tememos lo podemos com-
parar contra el mejor error cuadritico total de cada -~
técnica y se &ste es menor o igual al valor de la media
entonces podemos decir, de acuerdo a este criterio, que
la aproximacifn a la tendencia de la serie es buena.

Por el contrario se el error cuadrdrico es mayor enton-

ces el método es rechazado.

El valor de la media aritmérica es de 313.2 y en for
ma aniloga obtenemos los valores para la parte inicial,
central y final de la serie que son de 77.5, 268.,7 y --
633.2, pero definitivamente la comparacibn m&s importan"

te serd la del error cuadritico total.

En la tabla 24 se presentan los mejores resultados -
de cgda técnica, y si los comparamos con los valores --
dados por el criterio de eleccién, podemos notar que =--
todos los errores cuadrd&ticos son menores excepto el -
error cuadrdtico firal del promedio mévil, Este defec-
to del promedio m8vil se compensa por su gran facilidad
de manejo a diferencia del spline, que es m&s preciso =
pero a la vez m&s complicado y costoso, E1 caso inter
medio lo presenta minimos cuadrados tanto en precisién,

dificultad y costo.
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TABLA (24)
E.C.I. E.C.C. E.C.F. E.C.T.

VALORES DE
ELECCION 77.5 267.7 633.2 313.2

TECNICAS:

MINIMOS

PROMEDIN

MOVIL 20. 74.3 59.6 689.6 225.7
ORDEN

SPLINE DE

APROXIMA-
CION CON

PESOS .EN .
BASE A - 54.8 61.4 68.9 61.6

LA ESTA-
CIONALI-
DAD.

Conviene considerar por separado el caso muy especial del
spline p;omedio, punto que si rgcordamos su E.C.C. = 59.,3,~
fue el mejor de todos, con la limitante que .cada vez que se
aplique este método, sus once primeros y ltimos valores de
tendencia darin un error cuadritico muy elevado (razén por-
la que el criterio de seleccién lo eliming). Por otra par-
te, es importante mencionar que este procedimiento sélo se-~
puede aplicar a informacidn mensual y trimestral, y con una

buena cantidad de informacién.

En general, podemos establecer que el uso de cualquier-
tipo de promedio mvil o spline, s6lo estimarf a la tenden
cia, dando lugar a diferentes grados de error, puesto que-
la tendencia calculada también ha captado parte de las va~

riaciones estacionales e irregqulares, que en un anflisis -
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nos pueden conducir a interpretaciones equivocadas, Esto
dependerd directamente del procedimiento elegido y de que
las consideraciones previas est&n bien establecidas. En -
consecuencia, muy probablemente, la estimacién posterior -~
de las componentes estacional e irreqular, tambi&n se ve-~
rdn distorsionadas en funcién de la técnica particular em~
pleada, Esta dificultad, parece inevitable, al menos a lo
que concierne a la estimacién de la tendencia por los méto-

dos aquf expuestos,

Finalmente podemos decir.que el presente trabajo no es-
t4 en posicién de inferir conclusiones definitivas debido
a que se trabajé con una sola serie, pero sl es posible ~.
considerarlo como la ilustracifn comparativa de técnicas -
donde se muestran sus ventajas y desventajas, y que pueden
utilizarse como punto de partida para investigaciones pos-

. teriores, donde se tenga interés particular acerca de algu
nos de los mé&todos agqul expuestos. . Sin embargo, podemos -
afirmar que es posible aplicar métodos del an&lisis numéri
co, con buenos resultados, en la estimacién de la tenden-=-

cia de una serie de tiempo.
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OBJETIVOS ALCANZADOS

Consideramos que los objetivos propuestos en la pdg,

seis si se cubrieron, pues:

1) Se incluy$ la informacisn suficilente para la compren=

8ifn de todos los temas.

2) El método propuesto (spline) st di8 buenos resultados,

aunque con las condiciones ya mencionadas.

3] El empleo de la serte simulada nos permiti$ manejar el
problema con sencillez y objetividad para ilustrar el com

portaniento de cada uno de los métodos empleados,

4) a) El criterio de evaluacion (p&g. 146) nos permiti8

medir la eficiencia con gue cada método estimd a la ten~

dencia.
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b) El criterio de elecciSn (pdg, 225) nos permitif se
leccionar los métodos que dieron los mejores resultados

para la serie simulada,
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APENDICE A

El algoritmo de obtenciSn de los pesos para un prome--
dio mévil por minimos cuadrados y tomando como punto de par
tida a un polinomio c@bico, es relativamente sencillo, Ta-
les pesos se utilizan para estimar los valores de tendencia

de una serie de tieémpo.

108 coeficientes del sistema de ecuaciones lineales, que
nos permite calcular dichos pesos, s6lo dependen de la ex--
tensién del promedio elegida. Asf que conforme la exten- -~
3i8n del promedio se incrementa, también ser& mayor el nfme
ro de operaciones para determinar a los pesos. Pero tales
operaciones originan un problema, pues los resultados par--

ciales son tan grandes, que la mSquina los expresa en forma
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exponencial, lo que Implica una p&rdida de precisibn en el

cilculo de los pesos que se muestran en la tabla (1).

Debido a este inconveniente, se le incorporaron al pro-=-
grama, rutinas que realizarin los cdlculos utilizando el --
principio de mfnimo comfin mGltiplo, para hacer simplifica--
clones a lo largo del procedimiento. Esta alternativa fi--

nalmente nos di8 los resultados con toda precisién,

En cuanto a los pesos que consideramos que se debfan em-
plear para estimar los valores de tendencia para los extre-
mos de la serie de tiempo, se tienen que calcular de una ma
nera particular, tal y como se explicé anteriormente (sec.
1.4.5), pero nuevamente se presentd el problema de tener nd
meros grandes en los resultados parciales, y ahora con ma--
yor intensidad. Aqul también se procedid a agregar al pro-
grama rutinas de simplificaciones parciales, para no dejar

crecer a los nlmeros en la misma forma como se hizo antes.

Para calcular los pesos correspondientes para los extre-
mos de la serie, se utilizd en cada extensidn del promedio,

una f8rmula similar a la (1.4.12).

El empleo de las rutinas de simplificaci®n, nos condujo
a obtener vectores de pesos mds simplificados que los presen

tados por Kendall (1976), y para verificarlo pueden compa~-=-

rarse con las tablas aquf incluidas.

Los programas se corrteron en la microcomputadoras HP+9830,



TABLAS DE PESOS
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EXTENSIQHN= 7
EXTENSION= &
39 =] -4
- ” 8 19 {&
52 59 -4 16 1%
-6 12 -4 & i2
4 -8 { -4 2
- ) 2 4 -7 -4
-2 4 1
7o 33 4z 42 42
E4TEHSION= 9
85 Sé -28 -56
2 €5 332 84
-2 56 515 ‘144
-1z 36 432 145
- 12 z34 198
8] ~9 ie 54
3 -28 -143 4
3 -14 -149 -21
-7 16 112 . @
32 198 1386 462
EXTEMSION= 11
113 43 24 ~-72 -51
48 41 36 13 36
8 32 123 232 8¢
-12 22 {16 251 106
-i? 12 36 2tz 193
-12 3 44 138 a4
-2 -4 ) 52 56
8 -8 -32 -23 26
13 -3 ~-44 64 {
8 -3 -24 ~48 ~12
-12 8 3% 46 -5
143 1432 429 258 429




E/TENSION= 13 232
285 33 231 33 -4a. -L1G
132 25 39e (32 % i3
4% 1§ 4em 222 128
-12 2 444 251 132
-37 7269 233 242
-4 3 %6 1€ 195
-28 @ 12 112 168
-8 -2 B a7 123
13 -3 -1t -z9 32
29 -3 . -155  -72 37
30 -2 -144 7B 3
12 g 44 -33 z2
-32 3 1ES 77 ¥
264 31 2082 1081 4004 1081
EXTENSION= 15
2459 2993 44844 2e62 -19201  -23786 -38%4
1144 5333 52624 N 19604 587% 156
454 4043 54799 5TER 44294 34244 2511
44 2613 51524 £9352 57504 49054 407E
-211 1503 44294 28502 5993 55024 4958
-31€ £83 34244 ENEE s5a24 53569 5256
-306 12 22599 13342 44504 47204 S
-21€ -282 10534 LE9E2 20744 37044 4536
-1 -432 -575 1902 15579 24894 3725
£4 457 -9E54 1223 1244 1229% 2756
184 -392  -1%421 3193 -18126 1244 1731
244 -242  -16€76  -19383  -16396 ~EE4E 75E
209 -82  -12156 -8335  -1%43 -965¢ -4
44 143 -&7€ -1573 -5095 6071 524
-296 398 19919 11102 16744 5324 -g1%
3050 21420 278468 133230 278460 272460 30949




EXTEHSION= 17

609 1456 728 268 -66 -320 -364 ~352
364 1055 728 468 134 121 & 42
182 728 691 24 267 428 T} 196
52 468 624 691 342 €186 508 369
-33 268 534 €54 568 708 €13 484
-e@ 121 428 6186 354 715 €5¢ 545
-96 20 313 505 369 656 €5 65
-8§ -42 196 €9 242 548 565 551
-£3 -72 84 216 162 408 468 5014
-28 -77 -1€ €4 78 253 348 434
10 ~64 -97 -2 -1 100 2i1 348
44 -40 -152 -177 -66 -34 §08 253
6 -12 -174 -236 ~108 ~132 -2 156
72 13 -156 -234 ~118 -177 72 €4
52 26 -91 156 ~§7 ~182 -7 -16
0 26 26 13 3 -48 -4 ~77
-9} ° 208 288 134 176 ‘8 -112
| 89 3676 3676 3576 1928 3676 2876 876

Ef?.



EXTCHEION= 13

14467 1532 15504 25i% -15
92&8 1193 14144 36556 53?3
5198 832 12681 43698 9152
2168 54@ 18924 45439 11427
-§1 316 91e2 45705 12377
-1428 147 7364 4212¢ 12222
-2142 28 S879 36316 11172
—g?l? ~-43 3856 2579 437
-2057 -85 2244 20504 Faay
-1496 -93 792 11748 4752
748 ~33 ~451 3296 2zz2
?8 -62 -143¢ ~34349 -15
8f3 -28 -2114 -10444 -2163
1428 f -2436 -1 448€ ~-3598
1734 36 -2353 -15612 4248
le32 52 -1816  -13439 -3583
] 1883 48 ~776 ~7264 -3353
;2?2 17 Bié 3536 612
-2312 -43 3009 19584 3202
24371 4389 74613 298452 74613
-1224 -918  -27744 -561-
714 68  -3264 -136
2104 797 15424 204
3009 1297 28901 466
3432 1596 37748 €57
3616 1722 42546 784
3444 1703 43976 854
3839 1567 42319 874
2464 1342 38456 551
1782 105¢ 32868 792
1056 737 26136 704
349 413 18641 594
-276 112 11964 46%
-756 ~-138 4886 336
-1028 -309 ~€12 202
-1029  -373 4349 74
~696 =302  -%5744 ~41
34 -68 -4216 -13¢6
1224 357 816 -204
21318 19659 295452 £733

234



EYVTENSION= 21

5781 1232 22287 22948 15447
2876 1437 19338 3870 46748
2346 Le2a 16523 41220 €8510
1156 £80 13948 42469 821008
2?1 41@ 11435 41850 88283
~344 202 30%2 37906 gael12
~724 we 6923 33380 82720
~904 -5e 4948 27815 73120
=919 -110 a1es 21354 62359
-804 =133 1620 14348 43468
~594 -132 297 2316 29502
=324 ~108 -780 20235 13500
-29 -79 ~1397 ~3594 ~1493
256 -23 -2140 8186  ~14440
496 20 ~2395  -~11420  -24292
556 58 -2348  ~-12949  -30008
701 g2 -198%  ~124390  -30545
576 85 -1292 -93529  ~2486€9
306 69 =235 -3976 ~-11918
-204 0 1148 4845 9349
-969 -162 2907 16986 39357
10626 5312 192947 302841  €@3632
~9804  -Z0634  -25764  ~52283 ~2546
11571 2964 -28%9  ~12%40 ~235
2vave 28775 14844 19950 549
37306 33380 27813 43188 1660
440256 41368 26560 £0355 2526
46321 45296 41576 71912 3159
45296 45769 42360 7°2P0 2589
4157€ 3368 42489 78448 2210
35756 38530 39220 79653 270
23431 32220 34290 596659 3781
29196 246351 28116 £1182 3564
11646 16524 21195 50940 3240
3376 8429 14824 39653 <2720
-4919 920 e 2843 2355
-9944 -5395 920 15248 1836
-1:3304 -9944 -4a19 6752 1224
-15004 -12146 ~7229 ~149% -1
-12949 -11420 -3186 ~712@ 223
~7044 ~7 185 6420 -9582 ~260
3306 1149 ~142% -7920 ~584
18696 14136 7296 -1£32 -1026
302841 322841 702841 £050%2 37649

235



REM "PROGKANA FARA FROMEDIO Muv[L"
PROMED IO’

DISP "EXTENSION DEL

30 WRIT 1000

INPUT E

S@ PRINT “EXTENSION="E
€0 FOR [=2 TO (E-1),2

IF (E=2+I+1)> THEN 120

82 NEXT I

DISP "EXTENSION IMFROPIAR"
WRIT 1088

GOT0 20

Ka(E-1)-2

DIM WE21 LAC21 1sBL21 HCI2I IC2I HFI10)21 UL 120 HFI128),TL120]

LOAD  DATA 2:1
T2=T4=Tg=9

FOR I=1 TO K
T2=Toedu]t2
T4=Td+2% 14
TE=To+2% [ 16

HEXT |

To=14-T2

IF (T@=INTC(TO)» THEHN 238
R=S# E*TB-T2)

FOR I=1 TO K+{

WL T 1=S#CTO-CK+1-1012)
NEXT I

GOTO 320

R=E#T2-T2

FOR I=1 TO K+1

WL I J=To=-(Ke{=I112
NEXT I

FOR I=1 T0 K
NE*1-12sUl]]

NEXT |
RI=RIaT24TE-T412
R2=E+T4=-T2¢2

E1=¢€

T?7=T2

To=T4

FOR I=21 TO 2 STEP -1

IF (R%llilNT(Rl/i)) AND (T471=INTCT4/1>) AND ¢TE-I=INT(Té/1)) THEN 2168

NEXT
FOR [=21 T0 2 STEP ~i{

IF CEL/I=INTCEL/I0) AND (R2/1=INTC(R271)) ANB (T2/I=INT(Tz/1)) THEN 2200

NEXT 1
FOR I=21 70 2 STEP ~1

IF (R3/1=INTCR3/1D% AND (T7/1=INT(T?/1)) AND (T@~I=INT(T& 1)) THEN 2240

NEXT |
FOR I=t TO E

ALT Ja=-TEa(Ket=1)¢Tadn (Ko=) 12

BlIJ=EL#(K+1-1D12-T2

COIJ2-T?R(Ke1-1)134TINCK1-]"

NEXT |
FOR L=21 T0 2 STEP =1

IF (RI/L«INTCRIZL))> THEN 570

GOTO ced

236
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578 FOR J=1 T0 E
530 IF (ACJI-LAIHTCRCJI/LDD THEN 40
598 MEXT J

600 FOR I=1 10 E

816 AL I=ACT 1L

626 HERT 1

630 RI=R1/L

640 NEXT L

656 FOR L=21 TO 2 STEF -1

660 IF (R2/L=INTCR2-L)) THEN &80

678 COTO 750

€8@ FOR J=1 10 E

§99 IF (BLJI-LWINTCELJI-LD) THEN 759
700 NEXT J

710 FOR I=1 TO E

720 BLI1=BL1)/L

730 NEAT 1

749 R2=R2/L

758 NEAXT L

760 FOR L=21 TO 2 STEF -1

770 IF (R3/L=INTCRE LYY THEN 799

760 GRTO 3¢

790 FOR J=1 10 E

§60 IF (CLJI/LINTICLIILY) THEN Bé@
818 NEXT J

820 FOR I=1 TO E

830 CCII=CIIL

840 HEXT I

850 P3=R3/L

869 HEXT L

379 =t

880 R@O=R

898 FOR 1228 TO 2 STEP -1

389 J=l

919 S=R9/J

920 T=Ri/J

939 Us=R2/J

949 Y=R3/J

980 IF (S=INTCS>> AND (T=INT(T)) AND CUsINTCUD> AND ¢VaINTCVS) THEN 2268
960 NEXT I

370 HO=RO

989 H1=R1

990 H2=R2

1800 W3sR3

1010 Gist

1020 FOR 1=25 TO 2 STEP -1



J=1

IF "HO-J=INTTHG-
IF YHO-J=THTHD
IF CHO/J=INTCVHO Do) ARD
IF "H1/J=INTCHE. 05 RHD CHE.

Py AND CHY
dorv AHD cha-

HERT 1

42=1

FOR I=25 TO I 2TEP -1

=]

IF "Ha  J=THT(HG- tr o AHD ¢

IF CHO-J=[NTcHO
IF *HO-J=INTOHG Ja e AND «
8 IF +HI/J=INToHL. d3) AHD (HZ.
IF “Hi-J=INT«HL 3% AND CHZ
IF CHIZJ=IHT HE: de s H

HEKY I

Jr RND

AHD

Ry=sHO+HE tH2+H3e0%0 ) #02

Rozkd RO
KLsbd Ri
Fiaf4. R
Riapd. F2
FOR I=1 TG E

o —
ol
ey
2
s

FOR T=1 TO K
FOR I=1 TO E

HI-

I=INT H1/71))
d=IHT H2 0>
PEIHT HES D00

d=THTCHZ Ja s

J=IHTORL -

S J=IHTVH2 oo
Dl IHT R 0

J=THTCHZ
d=THT L H3 5
JIHTCHS 0oy

FOT» 11=DOII+ACT 13T+E0 T 1 TR240L 1 I5T13

HEXT 1
HEXT 71
FOR T=1 TO K

ST ire

FOR L=38 TO 2 STEP -t
IF (R4/L=TNTCR4. L)) THEH 1460

GOTO 1470
FOR J=t TO E

IF CFITyJIALMINTORETIJ)A L) THRN 1470

MEXT J
FOR I=1 TO E

FETyvIX=FITyI2-L

HEXT
RETI=RL{T1 L
NEXT L
HERT T

AHIY CH2Z d=THT O HZ 0y

AND «H3-J=IHT H3
AND vH3J=THT H3

B
RN

AND CH3- J=THT CHE Jo

THEN 2&°
THEN 2
THEH &
THEN Z
THEN

THENH 27

238

THEN
THE It
THET
THEH

2340
ERED
24468
2490



1498
1500
15189
1520
1530
1540
1359
1560
157

13560
1539
1600
1619
162

1630
1640
1650
lecd
1670
1680
te9d
1700
1719
1v2
1739
1740
1750
1760
1?79
1789
1790
1800
1819
1820
1338
1840
1850
18€9
18ve
1550
1890
1900
1920
1930
1949
1959

FOR IZ1 TO K
RETII=RCII*Q

HEXT 1

FOR J=1 TO 128-2%K
$=0

FOR 1sd TO E+lU-1
S=S+Ml I+f-JI1=U[]]
NEXT 1

FLJ+K 1=S/R

HEXT J

FOR T=K TO t STEP -1
S1=9

FOR J=& TO 1 STEP -1
S1sS1+F[ Ty JI%ULE~-J+1]

HEXT J

PCK-T+11=51-R[T]

NEXT T

FOR T=1 TO K

S2=9

FOR J=t TO E

SCmS24FI TrJI#U0120-E+J]
NEXT J
Pl1208-K+TJa52-RIT]

NEXT T

REM EH “T" QUEDR LR TENDENCIA
LORD DATA 4T

El=@

FOR I=! TO {2
ElsEl«eCTLII-PL )12

NEXT 1

PRINT “E.C.M. $-12 "EI
E2=0

FOR [=13 T0 @9
EZeEZ+(TLI)-PLTD>Y2

HEXT 1

PRINT "E.C.M, 13~1G8 "EZ
E3=d

FOR I=109 TO 120
E3=E3+(TLII-PL T 1212

NEXT 1

PRINT “E.C,M 109-120 "EZ
H=EL1+E2+E3

FRIMT "E.C.M. TOTAL “A
SCALE @y 12000y 10000
KAXIS 12094

YRXI5 @) 1000

239



YRS o]

e 50 4

I AN RN )
Lo R o R ool W

2e70
2100
2119
2120
2130
2140
2159
21508
217e
2150
2130
2200
2210
2220
2230
2240
2258
2260
2270
2289
2290
2300
2310
2320
2338
2340
2350
2360
2370
2380
2390
2400
2410
2420

)y
£
LI

M=120

FOR I=0 TO 10048 ZTEF fovowo
FLAT il

HEAT 1

HAIT Z00d

FEN

T=10000

FOog I=9 TO i@ STEP 1zU

3 PLOT 1.

HEXT 1

MRIT =908
FEN

Fag I=1 TO 128
FLOT I,UCT]
NEXT 1

WAIT Zoa0
FOoR I=1 TO 128
PLOT IsFPLI11
HERT 1

EHD

T4=T4 -1
TesTe "]
Rlsf1-1]
GOTO 428
El=El1~]
Re=pz/1
T2eT2/]
GOTO 450
R3I=R3-1
T7sT?/1
ToaTg8/1
GOTO 480
RosRa-J
RisRi/Y
R2mR2/J
RI=R3/J
QsQ#eJ

GOTO 910
HOsHO/ J
HisHi J
H2sH2/ J
QleQied
GOTO 1@40
Ho=M/ J
HZmbi2s S
H3sH3/J
QisGisJ



24308
2449
2450
2460
2470
2430
2430
2500
£510
2520
2930
2540
2550
2560
2579
2530
2590
2600
2610
2620
2630
2640
2650
2660
2679
2688
2690
2700
2710
2728
2730
2740
2750
2760
arre

GOTO 10%0
HasHB~J
HisH1~J
H3sH3-J
Q1=01%J
GOTO 1860
Hi=H1-J
H2=Hz-J
H3=H3/J
Gl=Qi+J
GOTO 1979
HO=HA.
Hi=H{-"J
vyt TokE N
GOTO 1120
Ha=HY."J
HeeH2 - J
Q2aQz+J
GOTO 1130
HO=He - J
H3sH3J
Qze02%)
GOT0 1140
Hi=Hl-J
H2=H2/J
Gemi2+d
GOTO 1150
HisHi~J
H3sH3/J
P2mQ2#d
GOTO {1ew
HZ2sH2/J
H3sH3-J
Q2=Q2#J
GOTO 1170

241
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APENDICE B

En este apéndice, primeramente se muestra el teorema
de Holladay mencionado en el capitulo 2. Ademds se inclu--
yen los programs correspondientes a splines, que son:

a) Spline de aproximacifn *
b) Spline promedio *

c} Spline por mfnimos cuadrados

Y una corrida del programa de splines por minimos cuadrados.

* Estos splines se corrieron en una microcomputadora HP=9830.
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Teorema de Holladay.

Dados 4: a = Xx] < X3 € +us € X,=b y ===+~~~
Y= {y. | v, e R k= Tﬁ?}, entonces entre todas las fun--
ciones g(x) ¢ C2 [a,b] que cumplen can g(x,) = y,con k=T,n,
la funcién spline f(x) que se une en cada nﬁdo Xy con - - -

k = 7,n-T y donde £"(a) = £"(b) = 0 minimiza la integral -~

»
[ (" (x))2ax.
[ ]
Demostracién:
» » »
[(g" ~f")2dx= [ (g")2 dx - { (£")2 ax
. L] LI |
-27 | (g" - £)f* ax
ko2 .‘-'
1) 4l x
comos [ (g™ - £ )fF" dAx = (g' - £')f"| - (g - £)E™
ll.| ' .'-l ."'

= (g' - £')£" rl
2jet
pues g(x,) = f(x,) con k = I;n. Y debido a la continuidad

de la expresién anterior en [a,b] se tiene que:

»
[ ]
{ (g" - f£")}f" a&x = (g' =~ £')f"| =0
¢ q
pues f£"(a) = £"(b) = 0. De aquf que:
» » » ]
[ (g"-¢t"2ax=[ (g")2ax - [ (£") dx 3 0
[ ] e [ ]

por lo tanto:

\ ,
[ (@12 ax 3 [ (£)? ax
[ ]



10
<89
4@
an
1aa
{1a
L&
1vo
1E8
{23
200
218
236
od4a
&5a
Jol
27a
261
299
300
1Q

PX;
=

1T e S AT T 0 T

e S i b T D B v et e T £ —d Oy
T S O

+

PRI LA (0 SN SN DA ZA S SRR S N O O R S N AR 2 PN O SV ]
Ve s
i

ol

SPLINE DE APROXIMACION

ALICEwBOIZZ e 122 D122 RO 122
TMex) 001221001221 FLI22WELLZE

'

DI Hllzey 122201220,
DIM 5122122300122
M=5=9

Fuag I1=1 T0 129

KIEESES]

HEST 1

o O I

FOR I=2 YO 121

SET R

HEST 1

LOAD  DATAH 2sH

FOR I={ TO 1zé

TII+11=W 1]

HEXT 1

WL 1 J=H [ 11=0

IMFUT 5

FRIN “SURYIDAD"S

Hi=2

Ha=121

Hli=H1-1

fHr=HZ+1 ‘
EEME I=RIHT 1=50H2 3=00 H2 J=0F M2 I=UC 11 1200 H] =00 H2 I=UL M2 I=P=0
Mi=t14+1

tlz=Hz-1

H=n ML 1= HL ]

F=eyIME)-YIH1 1o H

FOF I=H] TO Mz

G=H

H=il1+13-4011

]
hut12zh6l12z]

E=F

F=i Y0T413=YTT17H

Al 1 1=F-E

T I=24(C4+HY 3

00T J=H-3

BLTX=201-1 10

FITI=20141)7H

I -1 G-001 1 H

HE=T 1

Frir =M1 To M2

ECTERITs LT sl P35 1+l 1150 1)
LT =RLT 1450 141 4RI Is0 14 010
T )Rl 1 300 1+2)

HEDT 1

Fooo

"e



sS40 FOR L=H1 T0 M2

550 S[I-11=F*Rr(I~1]

S50 AL 1-21sG+R{I-2)

o RET1=1-(F+EC T I+TLTI-F#50 1- 1 1-L3BLE-C )0
o LT 3=A0T 1-S0 1 -1 %00 T-11-00 1-2 J+UL I-2]
90 F=p#C[ 114001 J-H#201-1)

el G=H

6l H=DL T 1+P

toe HERT |

33 FOR 1=M2 TO MI STEF ~1

ol UETI=RETIXUCT -5 1 14U0 141 3-00 [ 16U 42 ]
651 HERT 1

ool EsH=u

570 FOR I=H! TO M

£an G=H

Sy Ha (OO T+ 1-UL L 40 T+ D=0l [

T VLT Y=H-GY#Z0 T 1%20] )

710 E=C+%[ 1)*(H-G"

226 HEAT 1

730 GeVLHZI=-H#ZLHZ 1+ 2L H2 )

740 E=E-li#H

TEH h=F2

TEQ FE=EsF+P

TR OIF F2 = S DR F2 <= G THEH 918
TEA F=9

Tl Ha WIWEI-VIHD Jr ol M 3-REHT 3

200 FOR I=M{ TO M2

5003 G=H

20 H=eWU I+ -0 T Tnoo D B4 D=-RE T 1)

Bt GeH-G-S[I-10+R0 -1 1~ I-21%R0[-2]
40 FaF+0sF[ 110

A kLT )=G

HeST

T H=E-FaF

IF H <= © THEH 910

) PP+ S-F20 2 S0RS/EVHR IR
O GNTO 540

FDK I=Hl TO HE

0 ACE Y=l 1-Re0 )

LI¥=ulll

3 HERT 1

GRoo=HL TO N2

B oH=AL 1411801 )
VLT LT YO0 T Jy o C3%H)
B0 1= Rl I+ =R T Do H=CHe DL L Jr L T JaH

1z



1640 |

1050

1069 ¥

106708 HE

1050
1696
1100
1110
1120
1130
1140
1150
1160
1165
1264
12635
1270
12¢0
1261
1282
1263
1224

128%

1266
1267

Q-2
1;50

e L ol e
Wb LY G W0 Lt G I AT B R P o R
LA e ) Tt e 0D e ) 00 A DY D O

QQOODILCWUIE LN~ O W

FOR 1=2 TO 121
YLI-1)=T 1]
ALI-1)=ACT3
CrI-1)=ClI1

HEXT 1

FOR I=2 TO 120
DLI-1)=D{ 11}
BLI-11=B[]]

HEXT 1
AL1201=B( 126)=C[ 120 }=D( 120 1=0
LOAD DATA 4,E
A=B=C=D=8

FOR I={ TO 120
D=D+CECT J-ACT D012
HEXT 1
D=SQR(D/120)

FOR I=1 TO 12
A=A+ ECT I-ACT 1> 12
HEXT 1
A=SRR(A/12)

FOR I=13 Y0 108
E=B+{ECTI-BLID T2
HEXT 1
B=SQR(B-IED

FOR 1=183 To 120
C=C+E[TI-ALI I 12
HEXT 1
L=80R(C12)

FRINT “TOTAL="s Dy "INICTAL="+As "CENTRAL="+Bs "FINAL="+ C

3TOP

FEINT TRBS"A"TAB21"B"TAB36"C"TABS1"D"
FREINT

FOR I=1 TO 120

FRINT RCTHBLICITINDIL]

HEXT 1

EHD

e



SPLINE PROMEDIO 247

DIM x[145];?[145],2[145]:H[1453a5£1§5],££1451sﬁ[14§J,RL14E]
DIt S[145];a[1451,U[145],T[145],U[145]sv[14SJsFL14bJ,E[145]
DIM HL1z@]
LOAl  DATH 2yH
DISF “YHLOFR DE I&"
WAIT Z6ue

IHFUT 12
FOR 1=1 TO 19
2izel+]21=1

HEXT 1

FOoR 1=t TO 1@
wE12#1+12)=12%1+12

HEXT 1

FOR I=1 TO {8@
CL12sl+I21=Hl 12#]-81]
HE=T 1

OISk "SUAYIDAD"

WALT Zogéa

THFUT S

FRINT "SUAVIDAD"S

pIisP “YALORES DE Py P2V
L2298 WAIT Soga

230 IHFPUY PLsP2

240 Ni=P1

250 He=p2

260 M1=N1-12

270 M2=N2+12

230 KL M I=FLHE 1=S0H2 =00 H2 1=00 M2 1=U0 M1 1=ULHL J=UCHZ 1=00 M2 3=F=0
290 MI=N1+12

300 MZ=N2-12

318 H=X¥IME 1=KINL]

320 F=rYIM1)-YINI 1>~H

320 FOR I=Mi TO M2 STEP 12
349 G=H

350 H=X[I+121-411

3¢0 E=F

370 F=(YLI+12)-Y(I2o/H

380 AL 1)=F-E

390 TL1)=2%(G+H)/3

400 0L ] }=H-/3

419 QU l¥=2[1~-12)/G

420 RII)=201+12)/H

430 S(1)=-2[11/G-2([1)/H

449 NEXT 1

450 FOR Is=Mt TO M2 STEP 12
460 BLIJ=ROIJ*RLTI 4SO 1RSI +QL T ¥QL L]

DO N e S AL I PN A Y SO I U OO o B I ot I e ]

DO DD O G

)

0 Tt o= b e oot ot Bt i g ot per o 00 0 = Oy O Jo L {3
=

—
Pl



COTI=R{ T3S0 I+120+30 00 T+12]
DOII=ROTIT:QLI+24]

NEXT 1

F2=-3

FOR I=M{ TO MZ STEF 12
SCI-121=F«Fl1-12]

QLI-241=GR01-241
RETI=1-(F*BCT 4TI I )-Fe2l1-12 -G+l 124 15

3 UCT)=RCI1-50 I-12 JaU0 I=120 0L {24 Iudl [=24)
9 F=PsCLT1)+00 T )-HeS[I-121

G=H
H=D[ 1 1P
NEAT 1

) FOR I=M2 TO M1 STEP -12

3 UCTI=ROTISUCT I-SOT1#UC [+130-G0 1 J=00T+24]
HERT 1

E=H=0

FOR I=H1 TO M2 STEP 12

G=H

568 H=CUL 1+123-UCT 1o~ MO I+121-H01 1)

VIT)=cH-GO#2011+2011
E=E+V[ I )4 (H~G)

3 MEAT 1

G HE Is-H2ZIH2 DI H2 ]
E=E-G'H

G=F2

F23E+P#P

IF F2 >s S OR F2 <= G THEH &g

g F=0

H=(YLE ML 1-VIHL 1o/ CHIME I-RIHT D)
FOR I=M{ TO M2 STEP (2
G=H

H=CVLIT+121-YI T DD /(N0 T+t
G2H-G-S[I-12#RLI-121-0
F=FeG#R[1 136

RLI3=G

HEXT 1

HsE=P+F

IF H <= 0 THEM 330
PaP+(S~F2)/((SER(S/E)+PIY*H>
GOTO 10

FOR I=H{ TUO M2 STEP 12
ACT1=YL11-PeVL 1]

Clll=uitl

21~
(1

“wIE
34]'&[1‘24]

3 NEXT I

FOR I=Ni TO M2 STEP 12
H=X{I+12]-X(11

248



944
950
F60
a7e
358
990
1689
10109
1020
1030
1640
1652
lgce
1670
sk )
19309
1100
1110
1120

LR e A
o Y D - OO

DLII=cClI+121-
Bl Il=Chli+l21~
HE®T 1

CIH2 1=

SCHLE &, 120,08, 1O0BOY
XAXIS @11

YHYIS @, 1000
FOR I=y TO 12@
All1=1

HEXT 1

FOR I=1 TO {26
FLOT SITDHOT]
NEXT 1

I1al2~1

FOR I=8 TO

9

RE 412 1+11 =R 12%(]
CO12#I+111=CL 1241
HEXT 1

FOR I=& TO &

DUga=I+11 =Dl 124C1+10¢12]
EC1oel+11)aBL12#(1+1)¢]2])

HEXT I

DISF "VALORES V1 vz"

WRIT Q0@

IHPUT V1,¥2

FOR I=¥1 TQ v& STEP 12

FOR X=] TO I+11.99 STEFP 4.1
H=X-al 11
F=(CDLII#H+CU T J0*H+BL I 10 #H+RL T ]
PLOT ¥oF

NEXT X

HEXT 1

FOR J=V¥1 TO v2+11 STEP 12

FOR I=J TO Jel1

H=]-8lJ]
FL11=C(DLJI#H+CL 1D ¥H+BO J 1o %H+AL J ]
NEXT I

NEXT J

END

+12+12]
+1)+121]

249



SPLINE POR MINIMOS CUADRADOS

250
€5Tt PROGRAMA SE CORRID EN PDP 11/34 DEL CENTRQO DE INFORMATICA
DE LA ENEP-~ACATLAN

LOS COMENTARIDS DEL PROQRAMA PRINC IPAL

Y DE LAS SUBRUTINAS SE PUEDEN CONSULTAR
EN El. LIBRGQ ‘A PRACTICAL QUIDE TO SPLINES’
PCR CARL DE BOOR

OO0 0n00O000n

LPKMA (=200
NTMAX=200
LTKMAC=2000
INTEGER I, ICOUNT. II. 4K, L, LREGIN, LNEW, LL, N: NT, NTIMES. NTAU
1 + ON: FRBCO, PRFUN, PRPCQ
REAL ADDBRK, BCOEF (100), BREAK, COEF. GTAU, (2000}, SCRTCH(200)
1 «T(200), TAU, TOTALM, HEIOHT
COMMCH! /DATA/ NTAU, TAU(200), GTAU(200); WEIGHT(200), TOTALW
COMMON /APPROX/BREAK (100), COEF(2000), L, K
DATA ON /72H0H /
ICOURT=0
CALL ASSION(D, 'RESWLT.DAT')
1 CALL SETDAT(ICOUNT)
CAL! LIKNTS(BREAK. L. K, T,N}
TYPE €00
FORMAT( 'NTIMES - [3’)
ACCEPT 300, NTIMES
FORMAT(1D)
ADDIRK=0. O
PRICO="ON'
PRPCO="0M’
PRPUN=‘ON’
TYPE S000,NTIMES
3000 FORMAT(3X, 19)
LBEGIN=L
NTsy

10 CALL LO2APPR(T, N, K, Q. SCRTCH, DCOEF )

IF(PRECO .EQ. ON) WRITE(D, 09) (BCOEF(I): I=1,N)
409 FORMAT(//, 10X, ‘COEFICIENTES B-SPLINES'/(3EQ0.10))

CAL! BSPLPP(T, BCOEF, N: &, O, DREAK: COEF, L)

WRITE(D, 610) K. L. (BREAK(LL) LL®2/ L)

610 FORMAT(//, 10X, 'APROXIMACION POR SPLINES DE ORDEN ‘. 1], ‘ON’,
1 I3, 'INTERVALOS. PUNTOS DE QUIEBRE -'; /(3E16. 10))
IF(PRPCO . NE. ON) e0T0 19
WRITE(3, 611)

o11 PORMAT(//, LOX, ‘REPRESENTACION~-PF PARA LA APROXIMACION ‘)
Do 13 =1, L

g &

[la(l-1)eK
12 WRITE(D, 613) MREAK (L), (COEF(IT+J), Jml, )
013 FORMAT(F?. 3, 5£20. 10/ (11X, 9€20. 10))
13 CALL LIERR(PRFUN, BCRTCH, @)
IF(NT .GE NTIMES) egvo 1

LNEW=LBEC INVFLOAT (NT) ®*ADDBRK
CALI N-WNOT (BREANX, CCEF, L. K. SCRTCH, LNEW, T)
CALL LWUNTE(SCRTCH, LNEM: K, T/ M)
NTsNT +
go%0 10
END



14
19

17
18

SULUROUT INE BCHFAC (W, NBANDS: NRCW. DIAG)
INIEGER NBSANDS, NROW, 1, IMAX, J, JMAXI N
REAL W(NBANDS, NROW), DIAG (NROW), RATIO
IF(NROW . GT. 1)

IF(M(L, 1) . GT. 0.) W(l, 1)=1 /W(l,1}

DO 10 N=1,NROW
DIAC (N)=d(1, N}
DO 20 N=1, NROW
IF(W(1, N)+DIACI(N) . GT. DIAG(N))
PO 14 J=1,NBANDS
W(JsN)=Q.

H{1:N)=1, /UW(L,N)
INAX=MINQ(NDANDS~1, NROW-N)
IFCIMAX . LT. 1)
JHAX= [MAX
DO 18 =1, IMAX

RATIO=W(I+L1, N)oW (1, N)
DO 17 J=1, UMAX

¢0T0 9

REIURN

GOTO 18

GOT0 20

¢aT0 20

WOJ N+TIaH (S N D) -WJel, N)ARATIO

JHAX=JMAK-1
H(I+1, N)=RATIO
CONI INVE

RE | URN



29
%0

SUBROUTINE BSPLPP(T, BCOEF: N. K, SCRTCH, BREAK. COEF, L)
KMAX=20

INTEGER K.L,N, I, J, 1, KMJ, LEFT, LSOFAR 252
REAL NCUEF(N), BREAK(1),COEF (K, 1), T(1), SCRTCH(K,K),
1 BIATX(20),DIFF. FKMJ, UM
LSOFAR=0
BREAK(1)=T(K)
D0 90 LEFT=K, N

IF(T(LEFT+1) .EQ. T(LEFT)) ¢0T0 %0

LSOFAR=_BOFAR + |

BREAK (LSOFAR+L ) =T (LEFT+1)

IF(K .0T. 1) Q1O @

COEF (1, LEOFAR)=BCQEr (LEFT)

eaTu %0

DO 10 I=1,K

SCRTCH(L, 1)=BCOEF (LEFT~K+I)
DO 20 JPL=2, K

Japy - 1

KMo~

FAMJ=ELOAT (KMJ)

DO 20 I=l, KNy

DIFF=T(LEFT+1) - T(LEFT+l ~KMJ)
IF(DIFF .GT. 0.) SCRTCH(I.JPl)m

1 ((SCRTCH(I+t, JI~BCRTCH(L,J) )/DIFF)<FKi4J

CONTINUE
CA L DESPLVE(T, 1, 1, TILEFT), LEFT, DIATX)
COEF (K, LEOFAR )=BCRTCH(1, K)
b0 20 Pi=z, K
CALL BSPLYI(T, UPL. 2, T(LEFT), LEFT, BIATX)
KitJsp oL~ 1
BM=0,
00 29 I=1, Jft
SUH=BIATX( L) *BCRTCH( T, KMJ) +5UM
COEF (KMJ) LBOFAR ) =SUN
cont INUE
LLSOFAR ,
RETURN
EZND
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20

26

SUBNROUT INE BSPLVE
INTEGER INDEX, JHII
JHAY=20

REAL BIATX(JHIGH).
DATA J/1%/

Jmi

BIATX(1)=1,

IF(J . GE. UHIGH)}

JPleJ+l

DELTARCJ)=T(LEFT+J

DE) TAL (J)=X-T(LEFT

SAVED=Q.

DO 26 I=1,J
TERM=BIATX
BIATX (X) =S

SAVED=DELTAL (WP1-I.

JIATX(JP1)=SAVED
Jedel ’
IF(J . LT. UHIGH)

END

JHIGH, DEX. LE-T, BIATX)
EFT, I P 253

b KXo Di TAL + DEY TAR(20), SAVED, TERM
QQT0 (10,20}, INDEX

cato 99
5

Z(DELT [I)- ZLTAL(JPL-I))
.O+DELT. (I)¢ ZRM
[ERM

GaYo 20
RETURN



a1

33
49

SULROUTINE BCHSLYV (W, NBANDS, NROW. B)
INIECER MBANDS, NROW. J, JMAX. N, NENDM1
DOUSLE PRECISION B(NROM). W(NBANDS, NROW)
IF(NROW . OQT, 1)

B(L)=B(1)®H(1,1)

HNBNDM1I=NBANDS ~ 1
DO 30  N=i, NROW
JEAX =M NG (NBNOME, NROW-N?
IF(AX .LT. 1)
DO 23 JUsl: MAX
B(SeN)aBCJIN) = WES+E, NIRB(N)
CONTINUE
DO 40 N=NROW.1:.-1
B(N)=B(NI®N(1,N)
JOAK=MINO (NBNCHML, NROW-N)
IF(max .LT. 1)
DO 33 J=1.JMAX
B(NISB(NI~ W(J+l:NIeB(JeN)
CCNTINUE

B

254
eoTO 21

RE 1 URN

¢OT0 39

Q0TO 40

RETURN



20

i

43

100

110

SUBROUTINE INTERV(XT,LXT: X: LEFT. MFLAG)

INVECER LEFT, LXT,MFLAG, IHI, ILO, ISTEP, MIDDLE

REAL X, XT(LXT)

DATA ILO /17

INI=ILOD + ¢

IFCIND (LT, LXT)
IF(X .GE. XT{LXT)}
IF(LXT . LE. 1)
ILO=.XT =~ 1
IHI=LXT

IF(X . GE. XT(IHI))

IF(X . GE. XxTC(ILOQ))

ISTEP=1

IHI=ILO

ILOTINI -~ ISTEP

IF(ILO .LE 1)

IF(X .GE. XxT(ILO))

ISTEP=ISTEP#2

1LO=1
IFCX LT, XT(1))

ISTEPsy

ILO=INI

IHI=ILO + ISTEP
IFCIHT . OE LXT)
IFCX LT, XT(IWI))
ISTRP=ISTEPe2

IF(X . GE. XT(LXT))
IHI=LXT
HIDDLE=(ILD + IWI)/2
[F{NIDDLE .ga. ILOY
IFCX . LT. XT(MIDDLE))
ILO=MIDDLE

IHI=MIDDLE

WLAQe-|
LErTul

WFLAG=0
LE-T=ILO0

WLAGe
LEFTaLXT

on

Q010
GoTO
QoTO

earo
caTo

00i0
coro

caro

QaT0
earo

coro
Q0T0

GatTo
0arto
0070
earo
oaTo

@QT0o

20
110
90

40
100

33
%0

]

90
20

43
30

41
110
100
33
3o

RETURN

RETURN

RETURN
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BUSROUTINE L2APPR(T, N: K, 0. DIAG, BLOEF)

INIECGER K, N, Y, J, JJ. LEFY, LEFTHK, LL. MM, t§1 AU
REAL RCOEF(N), DIAG(N). Q(K: N), T(1). D, GTAU: TAY, HEIGHT
KMAX=20
HTHAX=Z00
REAL DIATX(20)
COMMON /DATA/ NTAU, TAU(200), CTAU(200), WeICHT(200)
DO 7 Jemi,N
BCOEF (J)=0.
DO 7 1«1/ K
QL. J)=D,
LEFT=i
LEFTHK =0
DO 20 LL=1.NTAW
IF(LEFY . EG. W) QOTO 19
IF(TAULL) . LT. T(LEFY+1)) €070 13
LEFT=LEFT + 1
LEFTMie EFTMK + 1
Qara 10

CALL ISPLVBU(T. K, 1. TAULLL), LEF T, BIATX)
DO 20 MM=1, K
DumBIATK (M) *UEIOHT (LL)
JLEFTI + MM
DCOEF (J) =DWSOTAUILL) + BCOEF(U)
I=y
DG 30 JU=MN: K
A1, JImRIATX (N alli+Q(1, V)
I=l+g
CALL BCHFAC (0. K, N/ DIAG)
CALL BCHBLV(Q. K. N, BCOEF)

RETURN
€ND

256
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18
19

€20

700

SUBROUT INE L2ERR (PRFUN, FTAU, ERROR)
INIEGER PRFUN, IE.K.L,LL,NTAU, ON
REAL FTAU(1), ERROR(1): BREAK, COEF.: ERR, EXRMAX: ERRLE, ERRL2
1 + CTAU, SCALE, TAU, TOTALW, WEIGHT, TENDEN (120}
LPKMAX=20D
HTHAX=200
LTKMAX=2000
CCMMON /DATA/HTAU, TAU(ZOO) ' GTAUC200), WEIGHI (200), TOTALY
COM4ON /APPROX/BREAK{100Q). COEFr(2000),. L/ K
CALS ASSIGN(2, ‘TENDENCIA. DATY')
DATA DN /72H0NM /
ERRL1=0,
ERRL2=0,
ERRHAX =0,
ECH=0,
Q0 10 LL=l, NTAY
FIAUCLL) =PPVALY (EREANK, COEF, L. X, TAULLI ), 0)
READ(2, ») TENDEN(LL)
EXRORC(LL )=TENGENCLL ) - FTAUCLLY
ECM=ECHM + (TENDEN(LL) - FTAU(LL })e0Q
ERR=ASS (ERROR(LL ) )
IF(ERRMAX .LT. ERR)} ERRMAX=ERR
ERRL1=ERRLI+ERRSWE IGHT(LL)
ERRL2Z=ERALI+ERNSeZHWEIOMT(LL)
ERRL1=ERRLL/TOTALN
ERRL 2=8GAT(ERRL2/ TOTALW )
TYPE 613, ERRLI, ERRLL. ERRMAX
FORMAT(///, 'ERROR MINIMO CUADRADO=’, E20. &/
t + 'ERROR PROMEDIO=’, £E20. &/
2 . 'ERROR MAXIMD =‘, E20. 6//)
IF(PRFUN .NE. ON) RETURN
1E=0
SCALE=],
IF(ERRNRAX .0E. 10.) Q0T0 19
D0 17 IE=1, @
SCALE=SCALE*10
IF(ERRMAXSSCALE . 0E. 10.) 00TO 18
CONTINUE
Do 19 LLel, NTAV
CRROR(LL)=ERROR (LL ) *SCALE
CCN:-SART(ECH/120)
TVYrE 620, ECM
FORNAT(/, 35X, ‘ERROR CUADRATICO ‘Dlo TOTAL®’, F19.2)
ECN=0,
00 20 1=1,123
ECMoECHs (TENOEN(1)-FTAUCL) Y202
ICM-SART(ECH/1D)
TVrE 700, ETH
PORMAT(9X, '€, C. N INICIAL2', P19 . 2)

Lol d BN 3
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710

720
420

LT W,
DO 2t I=13, 108
ECM=ECM+ (TENOEN(I ) ~FTAU(T) ) »a2
ECH-GORT(ECM/96) 258
TYrE 710.ECH
FCRMAT(SX, E. €. M. CENTRAL=',F15.2)
ECH-0.
DO 22 I=109, 120
ECH=ECM+ (TENDEN(I }~FTAUCL) )unQ2
ECH=SORT (ECH/12)
YYWE 720.ECH
FORMAT(SX. ‘E. C. N FINAL=',F13. 2)
TYPE 620, 1E, (LL, TENDEM(LL ), FTAUCLL ), ERROR(LL ), LI =1, NTAY)
FORMAT(//14X, ‘APROSINACION Y ERROR DS CURVATURA EN ESCALAY, 77K
1 ¢« ‘DATO’, 7X, ‘APROXINACION, 3!.'DESVXA’IDN X 10%%, 11/
2 (J&F16.8.F16.0,F17.6))
CAl L CLOSE(2)

RETURN
END



SUBROUTINE L2KNTS(BREAK, L. K. T, N)
INTEGER K,L,N, I, KM1
REAL BREAK(1),T(1)
KML=K=~1
DO 9 I=1,KMi
T(I)=BREAX(1)
DO & I=y, L
T(KM1+1)=BREAK(I)
HNeFkMl + L
DO 7 I=1,K

TIN+I)=BREAK (L+1)

END

RETURN
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SUBROUT INE NEWIOTI(BREAK, COEF, L, Ks BRKNEW, LNcH. COEFG)

INIEGER K.L,UNEW: I. IPRINT, J

REA! DREAX(1), BRKNEW(1),COEF (K. L), CCEFG(2, L), DIF, DIFPRV, 260

1 ONEOVK, STEP, STEPI

DATA IPRINTY 70/

DRRNEW( 1)=BREAK (L)

BRENEW (L MEW + 1)=BREM(L+1)

IF(L .LE. 1) Q010 %0

ONEOVK=1, /FLOAT(R)

CCEFGQ(1, 1)=0.

DIFPRV=ABRS(COEF (K, 2)-CCEF (K, 1)}/ (DREAK () -BREAK(1)}

00 10 Isa. L
DIF=ABRS (COEF (K, I} ~ COEF(K, I-1))/(BREAK(I+1)~BREAK(I~-1))
COEFG (2, I-1)=(DIF+DIFPRV)I® 3ONEGW.
COEFQ(1. I)=COEFQ(1, I=1)+COErQ(Q, I=1)% (RREAK(I)-BREAV (I~1))
DIFPRV=DIF

COEFG(Q, Lim(Q, »DIFPRV)#«ONEOWK

STeP=(COEFO(1. ) *COEFG(Q, L) (BREAN (L+1)-BREAK (L) ) ) /FLOAT(LMFUW)

IFC(IPRINT . OT. O) TYPE &00. STEP, (I.COEFG(L, I). COEFG(Q, 1), Im=l. L)

FORMAT(SX, '‘STEP=", E16.7/(13,2E16. 3))

IF(STEP . LE. 0.) Q10 90
Jel
00 0  I=Q, LNEW
STEPIaFLOAT( -1 )8gTep
IF(J .EQ. L) 0oTa 27
IF(STEPT . LE. COEFGQ(1.,J+1)) QUTO 27
JeJel
Q0710 21
IF(COEFQ(2:J) . EQ. 0.) caovo 2¢
DRUNEW (1 ) =BREAK (J)+(STEP I-COEFG (1, J) ) /COEFO(R: V)
€QTo 30
BRENEN( I )= (DREAK (J)*BREAK (U+1)) /2.
CONTINUE
RETURN

STEP=(BREAN (L+1) — DREAK(1))/FLOAY (LNEW)
DO 93  I=3, LNEWN
BRUNEW (1 )=PREAR( 1) 'FLOAT(I~1)#8TEP
RETURN
Enn
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b

REA! FUNCTION PPVALU(BREAK. COEF. L/ K, X, JDERIV)
INTEGER JDERIV, K: L, .M, NDUMMY
RE&! BREAK(L), COEF(K,L), X, FiMJDR, H

PPVALU=0.
FMYJDR=K ~ JDERIV
IF(FMMJDR . LE. O.) caTo 99

CALL INTERV (BREAK, L, X, I, NDUMHY)
H={ ~ BREAK(I)
DO 10 M=K, JDERIV+1, -1
PPVALU=(PPVALU/FMMJDR ) #H + COEF (M. 1)
FI44JDR=FHMUDR - 1. A
RETURN
Enn
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APROXIMACICN POR SPLINIS MINIMOS CUADRADOS TE ORDEN CUATRO

EN TRES INTLRVALLGS

COEFICIFRMNTEG B-GPLINIE

0. 69291 05004E+03 Q. 15743598340E+05 5.3
~0. &4193001013E+00 -1, 5856278331E+CD 9.<

262

4641 144L65E+00
000000000E +00

PARAMETROS DE L0OS PCLINOMIOS CUBICOS
1 - 0. $9u?1 550845403 0. 7031840625405 -0. 4872387187E+046
0. 1058441000 +07
2 - Q. 8996341 3075+C4 ~0. 209745781 2E+03 0. 419867851 6E+05
-0, 41980214LL +0%
3 - =0, 33043639065+00 =0, 4015281 7FLEHCD 0. 134E944124E+01
-0. 1910458737601
ERROR CUADRATICO MERIO
E. C. M TUTAL = 844, 51
E. C. M INICIAL= B844. 51
E. C. M. CENTRAL= a3, 44
E. C. M FINAL= 109. 74
DATO APROXIMACION  SERIE DE T1eMPO DESVIACION
1 908. 5 692. 9 2793. 6
2 978.0 874.7 103. 3
3 968. 5 0.4 768. 7
4 9260. 0 0.8 999. 2
] 9%52. 9 3.9 749. 0
b 946. 0 2.7 938.3
7 940. 5 13. 9 927.0
8 936.0 20.7 915.3
i 932. 5 29.5 903. 0
10 930. 0 9.7 8790.3
11 928. 54.3 877. 2
12 0. 0 64 4 863. 6
13 926. 5 79.0 B849. 3%
14 930. 0 94. 9 835. 1
15 932. 5 112.3 820. 2
16 936, 0 191.0 805.0
17 940. 5 151.1 789. 4
18 946. 0 172, 5 773. 5
19 9. U 195. 3 797. 2
20 740, 0 217,93 740.7
~4e [T e I nAR Y B e Lo AN + )
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APENDICE C

En este apéndice se incluye material correspondiente

al capftulo tres:

a) La tabulacién de la serie de tiempo simulada, para cada

punto y para cada componente,
b) El programas que hace posible la generacién de tal serie,

* Este programa se corrio en la microcomputadors HP-9830.
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REM SIMULACION DE LA SERIE DE TIEMPO HIPOGTETICA
DIM Ul 128 TL 128 HEC 120 10296 il L2a)

FOR I=1 70 129

K[1lsl

NEXT 1

FOR X=1 TQ 128

TEX 1=8, 5#x12~ 1243+ 1000
NEXT X
Gosu Svo
E[11=E(131=EL 2S5 )=E[ 37 1=E( 49 1=EL &1 J=E( 73 1=E[ 8T )=E( 97 1=E[ 1019 ]=Q,E93Y
EL2)=EL 141=E[ 26 )=E( 38 J=E( 50 J=E[ w2 J=E( P4 J=E[BE I=E[ 32 )=E( 110 ]=0.8&
EC3)=E[151=E[ 27 1=E(39]=E( 51 J=E(63]=E[ 7S )=E[ 87 )=E( 93 )=E( 111 ]=0.9
EC41=E[ 15 )=E[ 23 )=E( 40 ]=E[ 52 J=E[£4 J=E[ 76 1=E[ B3 )=E[ 1001=E[ 112)=1. 1
ECSI1=EL 17 1=E0 29 1=EL 41 I=E0 53 ]=EL 65 I=El VPV J=E( 83 )=E[ 10} ]=E[ 113 ]=1,2
EC61=E[{ 18 1=E[ 30 }=E[42)=E{ 5S4 ]1=E[6& J=E( 7R ]=E[ 90 ]=E( (B2 )=E[ 114 ]=1, 12
EC7)=E[191=EL 21 J=EL 43 1=E( S5 )=E(&7 J=E{ 7 1=E[ 91 }=E[ 103 )=E[ 115 1=1. 1
Ef 31=E[201=E( 37 ]=E[ 44 J=E[ 5S¢ J=F[ AR 1=E( B0 I1=E[ 92 1=E[ 104 ]=E[ 1156 1=8, 39:
EL91=E02) J=EL 33 1=EL45)=EL 57 )=ELl 2 )=E( 81 }=E[ 93 J=EL tOS ]J=EL 117 J=0, 37
3 ECIQJ=E[ 22 1=EL 24 J=E[4¢ 1=EL 58 J=E( VO J=E[ 22 1=E[ 94 ]J=E[ 105 ]=E[ 118 ]1=0.9
ECIL =B[22 ]=E0 35 )=E[ 47 J=EL S3I=E[ 1 J=E[ 83 1=E( 95 )=kl 107 1=E[119]1=1.2
9 ECI12IsE[ 24 1=l 36 I=E( 43 1=E( €0 I=E[ P2 J=EL 24 I=E( 96 )=E[ 102 I=EL 120 1=1.3
GOsUB 690
FOR J=1 TQ 2% *
3 U=RND@, 99999935399
Y=RNDO. | 2541254129
[LJ )= (SQRE-2#LOGUD I #STH(Z*P I #¥) )
HEAT J
Gasye 8lo
GOTO 928
FOR X=1 TO 120
REKI=]CX+1361725
VLK 1= TEXIREL K I#EXPCIC X136 )/25)
NEXT X
STORE DATR &»U
STORE DRTA SsR
GOSUB 450
PRINT TRE!"H"TRB22"U"TRB23"T"TAR49"E"TABGE"]"
PRINT
FOR I=i TO 120

z§§¥TxlsTﬁ83vU[IloTﬁBIG:T[IJ-TRBEEvEEI]nTHB31»EXP(I[!+l363/25>
SCALE @+120,a, 10009

XAX1S @1

YAX1S @, 1860

FOR I=1 70 120

PLOT XCILULL]
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HEXT 1

END

=4

FOR I=1 TO 2@

3 M=+vUl ]

HERT I

M=M1/128

S=@

FOR I=f TO 12@

S=Rec T - 12

HEKT 1

Z=5-119

PRINT “MEDIA DE U"3M “VARIAHZA DE U'S
RETURN

H=8

3 FOR I=1 TO (2@
3 M=M+TLIY

503 HEST I

M=t/ 120
520

Y FOR I=1 TO 129
' )

24 S=S+CTLL =M 12
550 HEXT I

730

8¢9
879

j 5=5/119

PRINT “MEDIA DE T"iM3"VARIAHZA DE T"i8
RETURN

M=0

FOR l=1 TO t2@

M=M+ECT )

NERT |

M=M/120

S=4

FOR I=1 TO 120

S=Se(EL T )-M)12

NEXT I

S=Cr119 :

PRINT "MEDIAR DE E"IMI"VARIANZA DE E"iS
RETURN :
M=2

FOR I=! YO 120

M=MeIL #1361

NEXT 1

M2M-2S

S=9

FOR I=1 TO 120

S=S+CI{1+136 -y 12



889
899
909
91a
929
939
949
959
960
970
984@
999

HEXT 1

S=5/119

PRINT "MEDIA DE I"iMi"VRARIANZA DE 1”38
RETURN :
M=0

FOR I=1 TO 126
M=M+EXP(I(1+13581/25)

NEXT 1

M=i-129

FOR I=1 TO 120

S=SeCERPCI[ 141361728 -Mo 12

HEXT [

10686 PRINT "MEDIR DEL ERROR DE LH SERIE "M

1010 PRINT "VARIAWIA DEL ERROR DE LA SERIE "S

1020 RETURN
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