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/l. ~· T F r F n r: ~' T r ~ 

Al cursar la materia de Planeacidn Financiera, el 

temario a cubrir, fue repartido entre el aruJ'I(> rara efec 

tuar •Xr>O•iciones por los alumnos. Fn esta ~ateria cono 

cimas el tema de Series de Tiempe, CTUe fue el <'Ue nos 

toce exponer y por lo tanto hubo crue investiaar acerca 

de 101 n11meros !ndice y sus aplicaciones~ Al estudiar 

el tema se hizo patente la roca 1nformac1en en castella­

no, la extensi6n del mismo y las variadas conexiones con 

otras d11ciplinaa, situaci~n crue nos hizo pensar crue 

era un cmnpo propicio para elaborar una tesis. 

Posteriormente{ profundizamos en el estudio de las 

Serie• de Tiel'lno, con el objeto de buscar un ~oblema 

que resultara interesante, ~ara discutir en una tesis. 

Cuando asistimos a una conffl>'l'~~r.ia, en la ~P Aca• 



tlln, sobre Funciones srlines, se nos ocurrio la idea 

de comparar las t6cnicas de ajuste de curvas suaves 

existentes dentro de la F.stad!stica. contra la mencio­

nada en dicha conferencia; aue al parecer tenta crrandes 

posibilidades de suavizar a una Serie de Tiempo a~n 

cuando pertenece al campo del An4lisis Nurn!r1co. 
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1 ~ T ~ 0 r u r e 1 Q ~ 

La Estadbt.tca y la Teoda de la Aproximac16n cona"" 

tftuyen nuestro marco tedrico tcap!tulos 1 y 21 siendo 

los m1nimos cuadrados y los dtsttntos tfpos de promedio 

m6vtl 1 las t'cntcas utilizadas por parte de la primera, 

mientras que en lo que toca a la se~nda, se considera~ 

ron varias clases de splines. 

La tendencia, es la componente m4s importante de 

una serie de tiempo y su comportamiento no siempre es 

de completa suavidad, F.s por esta razdn C.'Ue resulta t~ 

teresante aplicar los m6todos de ajuste de curvas a una 

serie de tiempo si.mulada, con la facilidad de oue repre­

senten a la tendencia de dicha serie y ver con cu~nta 

eficiencia lo loqran. 



Los procedimientos de m!nimos cuadrados y promedio 

1!16vil, han sido los que tradicionalmente se han emrlea­

do para la estimaci6n de la tendencia. 

Por otro lado, una de las caracter!sticas m4s so-

bresalientes de la !unci6n spline es la suavidad, enton­

ces se pens6 aue si aste se aplicara a una se-ie de 

tie1'1po, podr1a obtenerse una aproximacién buena a la ten 

dencia. 

Este intento de aplicar herra1111entas fuera de l• es 
.. -

tadl1tica a 1erie1 de tiempo, nos permttiz4 obtener un• 

idea ma1 clara de la compar•ctdn y evaluac16n de ca4a 

una de la• tfcn1ca1. 

El m•rco te6rico al cual pertenece el pre1ente tr•~ 

bajo, esta eatructurado en una forma concreta{ pero sin 

perder 1u generalidad. S61o 1e tratan aspectos particu­

" lares, cuando A1to1 repercuten fuertemente en el desarT~ 

llo de la tnvesti~ac16n. 

Esta tntórmaci6n fue recopilada, sel~ccionada, tra~ 

ducida, adaptada y condensada de diversoa li·bros y re~ 

vt•t•• tlcnica• consultados en las ~t~liotecas del IIMAS 

y del In1tttuto de Matem4ticas de la UNAM, para hacerla 

acce•ible a estudiantes de diversas disciplinas, 

3 
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En el capítulo primero, se da una introducci6n a las se­

ries de tiempo contemplando algunos de sus temas más impor­

tantes, Posteriormente se detalla la idea fundamental de -

m!nimos cuadrados en forma general, utilizando la notaci6n 

matricial. 

Se incluyeron algunos tipos de promedio m6vil y se hizo 

~nfasis en el presentado por Kendall (1976), cuyos pesos se 

obtuvieron por m!nimos cuadrados, el cual tiene una ventaja 

sobre los dem!s promedios, que señalaremos en el capítulo -

correspondiente. 

Adem!s se trata por separado a la estacionalidad, por··~­

ser el problema principal con la estimaci6n de la tendencia. 

En el cap!tulo segundo, se da una breve presentaci6n a -

la teor!a de la aproximacidn y se trata a la funcidn spline 

de interpolación y de aproximación. Este dltimo basado en 

el algoritmo propue1to por c. H. Reinsch, el cual se desa-­

rrolld, pue1 los resultados expuestos en su art!culo son 

bastante concreto• y no se da mucha explicación a tatos. 

Finalmente, 1e expone el spline por m!nimos cuadrados, -

presentado en el libro de Carl de Boor tl978), el cual tie­

ne como idea fundamental el principio de m!nimos cuadrados, 

motivo que no1 hizo pensar que este m•todo dar!a los mejo-­

re1 re1ultados. 
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En el cap!tulo tercero, planteamos el problema y se ex-­

plica c6mo se genera la serie de tiempo hipot~tica, pues --

fue necesario simularla para conocer perfectamente sus com-

ponenetes y caracter!sticas. 
o 

As!, con el control de los p~ 

r4metros, podr!amos medir la eficiencia con que estiman a 

la tendencia cada uno de los mftodos, 

En la comparaci6n se tratar& de señalar las similitudes 

y diferencias de cada tfcnicar mientras que en la evaluaci6n 

se establece nwnfricamente cu~l(es) estiman mejor a la ten­

dencia de la serie simulada. 

Aquf mismo se presentan las pruebas realizadas, sus resul 

tados y qr&ficas respectivas. 

La secuencia de este 9ap!tulo est& hecha a base de pre--

quntas y respuestas que aclaran y señalan las ideas que se 

siquieron para llegar a las conclusiones, 



O P ,1 F T I \1 f"I S 

El orden en que se mencionan, constituye la secuen­

cia que 1equirA el trabajos 

1) Recopilar y seleccionar las principales ttcnicaa de 

ajuste de curva• 1uaves, tanto de la estad1st1ca como de 

la teor1a de splines. 

2) Elaborar un e1quema de las, teor1as a las que perte­

necen cada una de la• t6c:ntcas de aju•te de curvas sua~ 

vea. 

3) Preaentar loa matodoa y SUI programa1 con un lenqua~ 

je y notac1en abnplea, para que puedan ••r empleados en 

fonna prlctiea, por estudiantes y profe•1on1stas de 

. cualquier discipUna. 

6 
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4) Simular una serie de tiempo para aplicarle cada una 

de las tacnicas elegidas. Esto nos permitir! tener con­

trol sobre sus par&metros, lo que a su vez permite medir 

con·precisi6n la eficiencia de las t6cnicas. 

5) Probar bajo distintas suposiciones y condiciones to­

dos los rn6todos de ajuste de curvas suaves aau! expues­

tos, para visualizar cu!l o cu&les de ellos estiman me­

jor a la tendencia. 

6) Establecer un criterio cuantitativo para la evalua­

ci~n d• lo• matados. 

7J Comparar y evaluar cada una de las t6cnicas seleccio­

nada• y, analizar sus resultados. Este objetivo constitu 

ye la parte medular de nuestra tesis. 
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CAPITULO 

U N O 

SERIES DE TIEflPO 
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l,l.- DEFINICION Y GENERALIDADES, 

Con el ftn de •ttuarno1 dentro del presente tema, en~ 

ciaremo1 la defintcien de Serte1 de Tiempo m•• com11n, aun·­

que no fonn~l: 

Dettntcien. Si tenemoa obaervaciones de alc¡dn fen&neno que 

varfa con respecto al tiempo, astas qeneran un conjunto or­

denado llamado "Serie de tiempo", Es decir, eatarcnos asa­

etando unidades de tiempo (generalmente iguales y unitarias) 

con valores reales. !n alqunas ocasiones se hace necesario 

trabajar con series multivariadas, que son las que aaocian 

a cada unidad de tienpo, un vector de ntliueros reales. 

Para iluatrar esto, daremoe alqunos ejemplos de series -
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de tiempo, junto con sus gr4ficas respectivas. 

Eiemplo fll. 

La serie de tiempo anual ll11mada Tasa Bruta de Mortali--

dad Mexicana (1960-74) (ver fig. 1) es: 

1960 - 11.1 1968 9.6 

1961 - 10.3 1969 9.4 

1962 - 10.4 1970 - 9.6 

1963 - 10.3 1971 - 8.7 

1964 9.8 1972 - 8.8 

1965 9.4 1973 - 8.2 

1966 - 9.6 1974 - 7.5 

1967 - 9.2 TASA PROMEDIO: 9.4 

Ej emp 1.o (21 , 

A conttnuacten, se muestran doa series de tiempo semana-
.. 

les del bolet!n de la Bolsa de Valores Mexicana, correspon-

diente• a bancos (ver fiq. 2): 

COTIZACIONES DE ACCIONES BANCARIAS 1980 

50.50 50,00 o. 50 48.00 

275.00 271.00 286. ºº 272 .oo 

FECHA 8 ... rn 15 ... F!B 22-P'EB 29-FE! 



Serie de tiellp:> de la 

'JM.\ BRn m JDftN.JIW> 

20 llOOQUa (1960.:-74) 

15 

10 

. 1960 1974 
FJGUM 1 

... ... 



JOO 

llO 

lll'IWIEX 

240 

210 

120 

150 

l2C1 

90 

BANCOllD 

60 

)0 
GMFICA J 

... 
N 

t= N ·" ~ ~ ~ ,i:; Sii 
.., 

• .., ... .. VI 

i 1 il ~ 1 1 ~. ! l. t 1· .. 



IANCOMER 

BANAMEX 

PECHA 

BANCOMER 

JWWtEX 

FECHA 

46.SO 

266.00 

7-MAR 

42.50 

191.00 

43.75 

245.00 

14-MAR 

42.00 

185.50 

43.50 

255.00 

20-MAR 

40.75 

186.00 

40.25 

189.00 

28-MAR 

41.50 

180.00 

25-ABR 

13 

Ob•erve que para graftcar el ejemplo (1), e• conveniente 

hacer al aAo 1960 como el origen (año cero), al año 1961 co 

11e> el afto uno, alado 1962 cOJ110 el año dos, ••• , etc. Una 

convenct~n semejante se hari siempre que se quiera graficar 

una serie de ttempo. Ejemplos t!picos de series de tiempo 

apn1 La población econdmtcamente activa de un pa!s, la pr~ 

4ucct6n de una .. presa particular, etc. Estas series se -­

pu•den emplear de diversa• formas: 

•l en una empresa, para predecir ventas, necesidades de e-­

quipo, capacidad de almacenamiento, etc. 

b) en aacroeconom!a, 1e utilizan para la estimaciOn de ta-­

••• futura• de crecimiento, o para cualquier otra varia­

ble econ&aica. 

Ea illportant• mencionar desde ahora, que el tema de se-­

ri•• de t1mtp0, puede alcanaar grados alto• de sofistica- -

ci&n aat..atica. 
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Durante los Gltirnos 25 años los rn~todos estad!sticos de 

dicados al an!lisis de series de tiempo, se han desarrolla­

do considerablemente, pero especialmente el análisis espec­

tral, que descompone una serie, en sus componentes frecuen­

ciales, para poderla analizar detalladamente. Han sido dis 

tintas y muy diversas las disciplinas a donde ha beneficia­

do este hecho, en particular mencionaremos una muy importa~ 

te que es la econometr!a. 

La teor!a formal del an&lisis de las series de tiempo, -

fue constru!da por Khintchine (1934) y Wiener (1930). A e­

llos se debe la aplicaci6n del a.nllisis armónico de Fourier, 

para explicar la relaci6n que hay entre la funci6n de auto­

correlaci6n de un proceso estoc!stico y la funci6n de densi 

dad espectral, donde fata Qltima,·no es m&s que la transfor 

mada de Fourier de la otra. 

El objetivo principal del an•lisis de las variaciones de 

una serie de tiempo, a trav6s de cualquier ~todo, es bus-­

car ciertas reqularidades y patrones medibles, utilizando -

lo• datos pasados,lo• cuales pod.r!amos suponer, que se vol­

ver&n a presentar, en forma semejante en el futuro. Un co­

nocimiento claro y detallado del pasado, permite hacer bue­

nas predicciones, que ser&n empleadas en la toma de decisi2 

nea. 

Un rasqo caracterfstico de las serie• de tiempo en ºº111P! 
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r&cidn con las demás materias estad!sticas, es que sus ob-­

servaciones ocurren en un cierto orden, determinado por el 

tiempo. 

Alqo por lo cual podr!amos estar interesados en investi­

gar, acerca de una serie de tiempo, serta por ejemplo la re 

lac16n que hay entre el valor de un elemento de la serie y 

el siquiente1 o bien la correlacién que. hay a lo largo de -

la serie. 

Llamaremos longitud de una serie de tiempo, al ntlrnero de 

observaciones que la constituyen1 donde a cada observaci6n 

le llamaremos tArmino de la serie de tiempo. 
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1.2.- MINIMOS CUADRADOS. 

Esta secci6n tiene un doble prop6sito: 

a)· ·cimentar la idea esencial del principio de M!nimos Cua-­

drados, junto con el desarrollo de su tacn1ca. 

b) Introducir una notac16n matricial, que emplearemos post! 

riormente y que nos permite generalizar de una manera -­

compacta, esto nos facilitara la notacion y 1algunas de-­

mostraciones. 

En muy raras ocasiones, las variaciones de una.serie de 

tiempo, dependen de un s6lo factor, es por eso, que presen­

taremos a continuacion un modelo qeneral con k variables. 

1.2.1.- MODEID LI~ GENERAL. 

Consideremos un modelo qeneral que tenga k variables, 

mediante úna relaci6n lineal, entre la variable dependiente 

Y y k - 1 variables explicativas X1, Xa, ••• , x., adem&s, 
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una serie de tfrminos de perturbacien, que denotaremos con 

•a•. 

Si contamos con una muestra de n observaciones para Y y 

X, podemos escribir nuestro modelo lineal general como: 

Yi • CitX11 + !hXal + ••• + l3¡X111 + a¡ (1.2.1) 

con t = :r;ñ y X1l = 1 para toda i 

En donde los coeficientes •e• y los paranietros de distri 

buci«'n para"a", 1e desconocen. El problema consiste en as­

tillar a tales inc~gnitas. 

Ael puee, como en (1.2.1) se tienen n ecuaciones, las es 

cribriremos matricialmente como: 

y • xe + • (1. 2 .2) 

donde: 

Y1 1 Xa, X•1 

Ya 1 Xu X112 

y. X .• . ...... . ... 
Y1 1 X21 X•• 

' ei a1 

62 ªª 
& • .... . - (1.2.3) 

ª• •• 
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Note que Xw representa la i-ésima observaci6n de la va­

riable Xk. Esto significa que los sub!ndices de la matriz 

X, est!n colocados en forma invertida a la que usualmente -

se acostumbra. 

Las suposiciones fundamentales para la estimaci6n del --

vector de coeficientes "6" son: 

1) E(a) = O 

2) E ( aa 1 ) '" o 2 In 
(l.2.4) 

3) La matriz X tiene elementos fijos. 

4) El rango de & cumple que k < n. 

Con a' como el vector rengl6n, transpuesto al vector co-" 

lumna a. El producto a•a', nos da una matriz simétrica de 

orden n. I,. representa a la matriz identidad de orden n. 

E(aa') • 

• 

E(a 1 ) E(a a ) 
1 l 2 

E (a a l E {a 2 ) 
2 1 2 

E (a,. a ) E (&n a ) 
1 2 

C1 2 o o 
O a 2 

• • • O 

. ............ . 
o o a2 

E (a a 11 ) 
1 

E(a a11 ) 
2 

......... 
E(a:) 
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&\ esta dltima matriz se verifica .que: 

a) E(ar> • a 2 para toda i, indicando que hay una varianza 

conatante. 

b) E (al •1+11} • O para k p O , indicando que las a¡; no es-­

t&n correlacionadas. 

Uaando la relaci~n (1.2,ll, bajo las condiciones funda~­

mentales, le podremos aplicar el principio de m!nimos cua-­

drado•, para estimar los par!metros buscados, y obtener as! 

la recta que ajuste mejor, a los datos de la muestra. Hag!_ 

moa: 

... , 

un vector columna de eatimadorea para "6" de modo que 

y•Xb+e (1. 2. 5) 

donde e •• un vector columna con n reaiduales. Si lo de! 

pejamoat 

Por tanto, la ew'la de residuales cuadrados sera: 

ti 

r •ª • •'• 
1• 1 

• y'y • 2b'X'y + b'X'Xh 

(1. 2 '61 

(1. 2. 7) 

(1.2.8) 
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donde e' y X', son las transpuestas de e y X respectivamen­

te. La matriz X'X, es no singular, sim~trica y de orden k. 

Note que e'e será un indicador del grado de eficiencia con 

que se realiza el ajuste, 

Para encontrar el vector "b" que minimice la suma de re­

siduales cuadrados recurriremos al procedimiento de máximos 

y mtnimos: 

..l (e'e} • -2x 1y + 2X 1Xb 
3b 

igu•lando a cero esta expreatdn obtenemos; 

X'Xb • X'y 

(l. 2. 9) 

(1.2.10} 

y de acuerdo con la cuarta aupo1ici~n fundamental podremos 

dHpeju: 

b • (X'X} - 1 X'y (1.2.11) 

••t• es un resultado muy blportante para los e1timadores de 

mtnillos cuadrados. 

Para encontrar la medta y la vartanza de "b" 1ustitubno1 

(1.2.2) en (1.2.111; 

b • cx•x1-1 x• oc~ + •I u.2.121 
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(1.2.13) 

Como el proceso muestral se repite, entonces los elemen­

tos de X permanecen ftjos para cada muestra, pero generando 

una serie de "a" que ser4n distintas para cada muestra, y -

por consiquiente un vector diferente para "h". 

Sacando esperanzas en ambos miembros de (l.2.13} tendre­

mosi 

E(b) • E(6) + E[(x 1x1- 1 x•aJ 

Pu••to que X permanece fija entoncest 

y como !(a) • O, tenenoa 

E (b} • L' (1.2.141. 

De aqut que, hao• probado que los estimadores de m!ni­

llOs cuadrados son in1esgados. Asf, la recta que ajusta me­

jor las n ob••rvacton•• en Y y X ••• 

(l.2.15) 
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A la recta Yr, Galton le llam6 l!nea de regresi6n en su 

trabajo "Regression Towards Mediacrity in Hereditary Stature" 

(1885). 

Debido a la forma en que fue obtenida la l!nea de regre-

si6n, presenta dos propiedades importantes1 

• 
I) l (Y¡ - 'ir) • O 

l • 1 
ft • 

II) l (Y¡ - Y~)
2 < Í (~ - Yol 2 

¡. 1 1 • 1 

donde Y, es cualquier otra ltnea que pretenda describir el 

comportamiento central de loa puntos Yi. Esta segunda pro­

piedad, nos asegura que la ltnea de regresi6n Yr, es la que 

ajusta mejor a 101 puntos :Yt , puesto que la desviaci6n ~ 

que hay entre ambos e1 mtnima. 

Ahora bien1 

El Cb - el Cb - e> 'I • 

ECb1-fhl 2 ECb1-B1l Cb2-!hl .... E(b1-81) Cb11-B11l 

ECb2-e2> Cb1-ei> E(ba-62) 2 E Cb2-Bz) Cbti-e.> 

. . . . . . . . . . . . . . . . .•.............. ...... ••····•··•···•·· 
ECbti-6-l Cb1-8d ECb11-B11l (b2-82) .... 1ai..-e.> ª 

(1.2.16} 
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Debido a que (1.2.14) nos muestra que E(bt) • a1oara - -

i • r;K, entonces podemos deducir que E(b¡- 8) 2 es la va-­

rianza de "b"; mientras que E (b1 - a1) (bJ - 8¡ ) con i 1' j, 

es la covarianza de 61 y 61 • A esta matriz se le conoce co 

mo matriz de varianza-covarianza y la denotaremos var(b). 

De la relaci6n (l.2.13) se tiene: 

b - a• (X'X)-1 X'a 

y como ya se vi6 quet 

var (b) • E(Cb - B) (b - lH •.J 

Entonc111 

var {b) • E [(X' X) -t X 1 aa 1 X (X' X) -l J (1.2.17) 

ya que (X'X) -1 e1 1im•trica, entonces su transpuesta e• la 

mi8111a aatriz. Como X ea fi~a, entonces a 

var(b) • {X'X) -l X' !(aa' )X(X'X)-1 

por la 199unda 1upo1ici6n fundamental 
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Dado que, cr 2 es un escalar, lo colocamos como coeficien­

te, reduciéndose la expresi6n a: 

var(b) = cr 2 (X'X) ~ (1.2.18) 

La varianza de b¡ puede ser obtenida, multiplicando el -

i-ésimo elemento de la diagonal principal de (X'X) -1 , por 

a2. 

l.A c.ovarianza de a1 para cualquier par de es­

timadores b1 y b¡, se calcula multiplicando a 2por el (i,j)­

••imo elemento de (X'X) -1
• 

Regresando al tema de la súma de residuales cuadrados, a 

hora deseamos sustituir (1.2.2) y (1.2.12) en (1.2.6): 

•• xs + a - x[CX'X) - 1 X' cxs + a)J 

• a - X(X'X)"-1 X.'a 

ractorizando •a• se tiene: 

e • [In - X(X'X) -i X']a 

Si hac-.os 

M • I•. • X (X 1 X) -l X 1 

Entone••• 

• • Ma 

(1.2.19) 

(1, 2. 20) 

(1.2.21) 



25 

De manera que: 

e'e • a'M'Ma 

y como M es idempotente y simátrica: 

e'e • a'Ma (1.2.22) 

Sacando esperanzas en ambos miembros: 

E(e'e) • a2tr(M) 

donde tr(M) denota la traza de la matriz M. Esta Q1tima e~ 

preai!Sn •• v&1ida por las dos prilneras suposiciones .O.. 2. 4 l . 

Ad .. a., por (1.2.20), sabremo• que: 

EC•'•l • a 2 (trCI11 ) .. tr[XCX 1X) •1x1]} 

• a 1 [n .. tr CX.- lJ 
• CJ 2 {n .. kl (1,2.23) 

rtnallllent•• conclulmo• que un ••timador in••sgado para ~ 

la varian1a de l•• perturbacton•• ••a 

•'• 
s2 ·­n .. k 

(1.2.24) 
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El c!lculo de 5 2 se facilita sustituyendo (1.2.10) en --

(1.2.8): 

e'e ~ y'y - b'S'y {l. 2.25) 

Coeficiente de Correlaci6n. 

El grado de asociación entre dos variables de un mode-

lo de regresi6n, puede medirse a través de un valor relati-

vo. 

La variaci6n total de cada uno de los puntos Y1 , con re! 

pecto a su media aritm6tica Y, est& compuesta por: la vari~ 

ci6n explicada por la regresi6n, m&s la variac16n no explt~ 

cada, es decir, en forma respectivas 

n· " " r (Y1, ·f) 2 
• i (Yr,. f):i. + i {Y1 - Yr} 2 

- (1.2.26) 
l• 1 l•l 

donde Yr representa la l!nea de rec¡reai6n (l.2.15). 

De acuerdo con esto, el coeficiente de correlaci6n, es -

un valo1· relativo que se obtiene mediante la raz6n de la va 

rtaci6n explicada por la regreai6n, entre la variac16n to-­

tal; 

" r (Yr "' f} 1 

rª • "J 
.-. (1. 2. 27) 

r (Y1 "' f} 2 

l•J 
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Note que cuando los puntos Y¡ caen sobre la lfnea de re­

qresi6n, es decir, E(Yr - V) 2 = E(Y1 - f) 2
, el valor de 

r 2 • 1, lo cual se interpreta como una correlaci6n perf~cta. 

Por otra parte, cuando los puntos Y1 están muy alejados de 

la l!nea de reqresi6n Yr, entonces E(Y1 - Y) 2 se incrementa 

fuertemente y E(Yr - Yi 2 ahora es muy pequeño, por lo que, 

el valor de r 2 tendera a cero, lo cual significa que no hay 

correlaci6n, En otras palabras, conforme r 2 se aproxima a 

uno, la l!nea de reqresidn ajusta cada vez mejor, a los pu~ 

tos Y¡ , por lo que la separaci6n entre los puntos Y1 y lcl -

l!nea de regresidn Yr 1r4 diS111inuyendo. 

!:mpleando la letra "d" para denotar las desviaciones' con 

respecto a la media aritm~~ica, se tiene: 

11 11 1 11 

l d¡2 
• l Yl - ( l Y¡ ) 2 

hl n hl 

q~~ usando la notaci6n matricial 1e expresas 

11 1 r d12 
• y'y - (l,2.281 

n 

lo cual representa la variacidn total en (1.2.26) y (1.2,27t. 

Para denotar la variacien explicada por la r99rea16n en 

fol"lla 111atrictal, nos apoyaremos en (1.2.261 y (l.2.8)s 
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n n 1 n 
l d¡2 - l e¡2 = y' y - e • e - ( l Y1 ) z 
1•1 111 n l•1 

Utilizando la relaci6n (l.2.25) en el segundo miembro de 

la expresi6n anterior, obtenemos para la variaci~n explica-

da por la regresi6n: 

1 n 
b'X'y - <J: ~ l2 (1.2,29) 

n h1 

As! pues, el coeficiente de correlaci6n m~ltiple, como ~ 

una medida de la bondad del ajuste, queda definido mediante 

(l.2.28) y (l.2.29) como: 

b'X'y,. (l/n) (EYr ) 2 

• (1.2.30) 

y 1 y .. (l/n) en, ) a 

Aunque X permanece fija, dicho estimador resUll\ido, lo p~ 

demo1 usar para analizar las tabla• de varianza. 

Otro uso que tiene es el de servir para el c•1culo de un 

R2 ajustado, especial.J!lente cuando estamos comparando la "e~ 

pacidad descripttva" para conjuntos diferentes de variables 

expl tcat ivae. 

El R2 ajustado, esta definido por1 

r 2 e, /(n-kl 
12 • l - l•J (1.2.ll) 

1 2.;. .... ,. 
r yf /(n•ll 
hl 
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Siendo la relación entre ambos coeficientes la siguiente: 

¡z = n-1 (l _ R2 ) 
1 2.: ..... Ir n-k 12 •••••• 11 

(l. 2 .32) 

El coeficiente no ajustad:> nunca decrecerá cuando se agr~ 

gue una variable explicativa al modelo original, pero es p~ 

sible que el coeficiente ajustado disminuya, en caso que la 

variable adicional, produzca una reducci6n pequeña en (1-R 2 J 

para compensar el incremento en (n-1)/(n-k). 

Matriz de Correlación. 

Si calculamos todas las correlaciones simples (de ar-­

den cero) que hay entre las variables Xi, X2, ••• , X11 y las 

colocamos en forma de matriz, obtendremos la matriz de co--

rrelaci6n: 

R • ................. (l.2.33) 

Donde r¡¡ es la correlación entre Y y X j para j • T,K¡ .... .. 
mientra• que r 11 • l para 1 • r;K, Los coeficientes de re• 

gresi~n de mtnimos cuadrados, pueden ser expresados corno c~ 

factor•• de la matriz de correlación (ver Johnston Cl972l -

cap. 5). 
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1.2.2.- MODELOS NO LINEALES. 

Cuando el ajuste lineal resulta ser inadecuado para el 

problema con que estamos trabajando, entonces debemos recu-

rrir a algUn tipo de modelo no lineal, que logre describir 

mejor a las observaciones. 

Entre los modelos no lineales más comunmente usados, po-

demos citar a los siguientes: 

l. Exponencial. 

2. Logar!tmico. 

J. Polinomial. 

Las dos primeras opciones, se emplean cuando las observa 

ciones presentan una curva evidentemente definida, en tanto 

que la tercera opcidn, se utiliza cuando no es posible ele-

qir espec!!icamente alg11n modelo matem&tico. En ese caso, 

.un procedimiento razonable es exal!linar sistem4ticamente po­

linomios con grados crecientes, hasta encontrar uno que ha-

ga un buen ajuste. 

Supongamos: 
Una relaci~n no lineal general, entre la variable depen-

diente Y y la variable explicativa X, con su respectivo tf! 

mino de perturbaci~n "a", Si contamos con una muestra de n 

observaciones para r y X, podemos escribir: 

As1, en el caso de tener una muestra con n observaciones, 
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nosotros estimaremos las "e" de acuerdo con el orincipio -

de mtnimos cuadrados, de manera similar a corno se hizo de -

(1.2.6) a (1.2.11). Es decir, rninimizarer.ios: 

.. 2 11 2 i: CY1 - a~ - !3ix1- e2x 1 - ... - e.x1 > -- ci.2.JSl 
I• 1 

derivando esta tlltirna expresi6n con respecto a cada "$", --

las k-l ecuaciones normales representadas por: 

IYXJ - 6otX1 - 61Exl+i - ••• - a .. z:xi+ll. o - (l.2.36) 

con j • ~ 

La soluci6n de tal sistema de ecuaciones, nos conducir! 

al valor estimado de los par!metros "13 11
, aunque no siempre 

es f!cil su resoluci6n. 

Modelos at1n J!l!s generales y mayor intormaciOn, la pode ... -

moa encontrar en Oraper {1966) cap!tulos 5 y 10. 
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1.3,- DESCOMPOSICION, 

Cuando se tiene una serie de tiempo que representa al­

gt1n ten~eno como un todo, dicha serie es el resultado de -

diversas fuerzas (!!sicas, econ&nicas, sociales, etc.), las 

cuales est4n interrelacionadas. Por tanto, una serie de 

tiempo es la resultante de cuatro componentes, a saberi 

a) Tendencia 

b) Estacionalidad 

e) C!clica 

d) Irregular 

Si logramos descomponer una serie de tiempo, en cada una 

de sus componentes (especialmente las dos primeras), esto -
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nos proporcionarfa una mayor in!ormaci6n acerca de las fuer 

zas que originan las variaciones de la serie. 

Al descomponer una serie, lo que estamos haciendo es im­

poner para cada componente, un cierto modelo, Como se mos­

trar& posteriormente, este hecho, no debe dejar de inquie-­

tarnos. 

En seguida describiremos cada una de las componentes que 

constituyen a una serie. 

a) Tendencia. 

E1 una variacidn que afecta a una serie, originada por 

una fuerza que •• persistente, uniforme y no oscilatoria, -

e1 decir, que esa fuerza provoca cambios moderados, pero 

con1tantes en nuestra serie. Con @sta, podremos señalar la 

direccten que sigue la serie, en un periodo de tiempo largo. 

Esta componente puede ser ascendente o descendente y re­

presentarse grfficamente mediante una recta, o una curva 

suave. Para su estimacidn, podr!amos recurrir al m~todo de 

regresidn o al de promedio mdvil, 

La e1tirllaci6n de la tendencia, est4 muy lejos, de ser un 

proceso puramente mec4nico, puesto que al elegir la recta o 

curva de regresidn, el promedio m6vil, la naturaleza de los 

pe1os y el orden del polinomio del cual se obtuvieron los -

pesos, juega un papel muy illlportante el criterio personal, 

En la aecc16n de pra111ed1o mdv11, aclararemo1 la idea de pe• 
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so y las técnicas para su cálculo. 

Ejemplo. 

El Producto Nacional Bruto, se incrementa debido al cre­

cimiento de la poblaci6n y al aumento de la acumulaci6n de 

capital. En este caso, la serie del P.N.B. y las fuerzas -

que la afectan (tendencia) son poblaci6n y la acurnulaci6n -

de capital. 

El método de mtnimos cuadrados (sec. 1.2), nos da los me 

jores estimadores lineales insesgados de los parámetros de 

la tendencia, cuando las desviaciones o residuales, son va­

riables aleatorias nonnales e independientes, ccn varianza 

conatanter pero al usar series de tiempo, estos supuestos, 

raras veces se cumplen. Si la serie de tiempo, a la cual -

ajustaremos una 11nea (o curva) , para representar su tenden 

cía, posee un componente ctclico, entonces las desviaciones 

de la serie, con reapecto a la tendencia, contienen fluctua 

cienes ctclicas • irregulares. A causa de esto, no podemos 

afirmar que la lt11ea. (o curval de tendencia estimada por mf 

nimos cuadrados ea mejor que cualquier otrar sin embarqo, -

como una medida deacriptiva, l~ ltnea (o curva) de tenden~­

cia por este m~todo, cumple con su c0111etido, y tiene la ve~ 

taja de aer objeti'Va, por lo que es frecuentemente usada en 

el anali•i• de las aeriea de tiempo. 
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bl Estacionalidad. 

Es una variaci6n que experiementa la serie en forma P! 

ri6dica, una o m!s veces al año. 

Algunas de las causas principales que originan variacio­

nes estacionales en una serie de tiempo son: 

- Condiciones climatol6gicas 

- Festividades (navidad) 

- Temporada comercial, etc. 

La medic16n de la componen te estacional se realiza a -­

trav~s de los Indices Estacionales, los que se acostumbra a 

expresar en porcentajes. En la pr~ctica, las unidades de -

tiempo m&s usuales de los términos de una serie, para medir 

la variaci6n estacional, son la trimestral y la mensual. 

Con el tndice estacional, se pueden realizar comparacio­

nes de un periodo de tiempo con otro. 

Una serie de tiempo, puede o no, tener variaci6n estaci~ 

nal, por consiguiente, antes de calcular un índice deber! -

examinarse detenidamente la variaci6n de la serie, a fin de 

ahorrar tiempo en c&lculos innecesarios. 

Un m~todo si.1!1ple para detectar la variaci6n estacional, 

es observar a cada uno de los t6rminos de la serie, con re! 

pecto al promedio de los valores en ese año. Lo cual se -­

lleva a cabo, por medio de una tabla, o una gr!fica, donde 
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aparece el promedio anual, a ser comparado con cada uno de 

los t~rminos (trimestrales o mensuales), para visualizar si 

persistentemente est&n por arriba o por debajo de él. 

La variaciOn estacional se presenta de dos maneras. 

- Aquella cuyo patrOn estacional permanece constante algu-­

nos años. 

- Aquella cuyo patrOn estacional cambia gradual o bruscamen 

te. 

La medici6n de la priltlera opciOn, es bastante simple, a 

diferencia de las variaciones estacionales cambiantes, que 

suponen mayores consideraciones teOricas y practicas. 

Un !ndice estactonal, muestra el grado relativo de acti­

vidad por uno o varios años, que particularmente se ha rea­

lizado en cada mes (trimestre). 

Un !ndice estacional puede ser: 

a) Especffico.- Se aplica a cambios estacionales durante un 

año en particular. 

b) T!pico.- Se obtiene promediando cierto n1!niero de varia-­

cienes estacionales especfficas, es pues, una generaliz! 

ciOn de la variaciOn estacional a'lo largo de la 1erie. 

Observando la variaciOn estacional espec!fica, puede de­

terminarse si el patrOn e1tacional de la serie e1, o no, •! 

table. En caso de 1er cambiante, lo hace gradual, o repen-
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tinamente. La representatividad de un !ndice t!pico, exige 

que las variaciones estacionales espec!ficas, sean estables. 

Con variaciones estacionales espec!ficas.cambiantes, la 

obtenci6n de un fndice estacional t!pico, es muy dudoso, y 

de poca importancia pr~ctica, 

Las componentes de estacionalidad y tendencia, est4n me!. 

cladas en una forma muy !ntirna, y si éstas son eliminadas -

de la serie de tiempo, obtendremos una serie fluctuante - -

(con oscilaciones suaves) • Para realizar proyecciones a -­

corto plazo, s6lo se tomarán en cuenta las componentes de -

tendencia y estacionalidad, 

c) Ctclica. 

Es una variac16n semiperi6dica que afecta. a la serie, 

pero en intervalos de tienpo largos. Esta variaci6n prese!!_ 

ta las siguientes fases sucesivas e iterativas: 

AUGE 

~~ 
ASCE~ DESCENSO 

--------~ DEPRESION 

Las variaciones ctclicas, se expresan en porcentajes que 

est&n sobre o por debajo del valor real (o estimado) de ten 

denci.t. 
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Esta componente cambia a lo largo del tiempo en longitud 

e intensidad. O sea, que la serie presentará en varios in­

tervalos largos de tiempo, las mismas crestas y valles, pe­

ro con dimensiones diferentes. 

Las fluctuaciones cíclicas, pueden ser medidas de datos 

anuales, o de unidades de tiempo menor. Ona gran parte del 

an&lisis de las fluctuaciones cíclicas, emplea datos anua-­

les, pero deja mucho que desear, pues las series anuales, -

obscurecen dos de los aspectos mas críticos de los ciclosi 

a) Localizar los puntos de giro 

b) Medir la amplitud de las fluctuaciones entre tales pun-­

tos. 

Para proporcionar la informaci6n relevante de los ciclos, 

es mucho m&s conveniente, usar datos mensuales o trimestra­

les. En especial convienen los mensuales, pero tan pronto 

como son usados los datos que registran las variaciones du­

rante el año, entra en acci~n la influencia de las compone~ 

tes estacional e irregular¡ asf que, para medir los ciclos 

en una serie mensual, primero deberg eliminarse la tenden-­

cia y la variaci6n estacional, es decir, nos ocuparemos de 

••timar la componente c!clica e irregular, como una sola e~ 

tidad, debido a que los m@todoa estad!st1cos presentan ine­

f1ciencta1 en su eat1mac1dn, 

La naturaleza irregular de las variaciones c!clicas, de~ 
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saf!a cualquier intento de usar un ciclo medio, para repre­

sentar sus efectos en una serie de tiempo. El mejor enfo-­

que, mejor dicho, el menos insatisfactorio, es medir las -­

fluctuaciones c!clicas en forma indirecta, eliminando prim! 

ro, efectos de tendencta y variaci6n estacional. Entonces, 

las fluctuaciones restantes, se les toma corno variaciones -

c!clicas, aunque no podemos olvidar, que tambi~n reflejan -

influencia de la componente irregular. Este procedimiento 

indirecto, es imperfecto, no sdlo porque un ciclo estimado 

as!, no puede ser proyectado para el futuro, sino también -

porque tal esttmacidn depender& de los m~todos empleados P! 

'ra calcular la tendencia y la estacionalidad, lo cual nos -

acarrea, un error sistem&ttco, pero a fin de cuentas logra-

mos el objetivo intcial, que era aislar la componente c!cli 

ca. 

A~ cuando la componente c!clica no es f &cil de contra-­

lar, resulta de gran inter6s para los economistas. 

Para que las fluctuaciones de una serie, se les conside­

re como ciclos, las expansiones y contracciones, deben du-­

rar un m!ni.mo de doce meses, pues en otro caso, se les torna 

r& como una variaci6n irregular. 

Cualquiera que sea el m•todo de estimaci6n de la com.po-­

nente ctclica, consl.U'lle mucho tiempo y requiere bastante in­

formact6n (al menos 30 a~os). Situaciones que la convier-­

ten en impractica, por lo que es omitida frecuentemente en 
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los modelos, aün en muchos paquetes estad!sticos. A la ten 

dencia, estacionalidad y ciclos, se les considera en cierto 

sentido, como funciones de tiempo estables, a diferencia de 

la componente irregular que no lo es. 

Las fuerzas que originan las variaciones c!clicas, son -

principalmente de tipo econ6micas. Por ejemplo: los altib~ 

jos de una econom!a est!n afectados estrechamente por los -

niveles de inversión, producci6n, consumo y gastos del go-­

bierno. Por lo que en este ejemplo, las variaciones c!cli­

cas, en cierta forma, reflejan los ciclos para la econom!a 

total de un pata. 

d) Irre-Elar, 

Esta componente la constituyen todas aquellas variaci~ 

nes que afectan a la serie y que son distintas a las ya de! 

critaa. Por tanto, las fuerzas que las originan aon;·de.'na• 

turaleza aleatoria, es decir, son perturbaciones inusitadas 

(ruido), Su control es muy diffcil pues no hay m~todos pl~ 

namente satisfactorios para su estimación. Por tales razo­

nes, esta componente es relativamente de poca importancia, 

adem!s, las fuerzas aleatorias se producen por lo general -

de fuentes desconocidas, Asf que, no es posible ni necesa­

rio identificarlas, pero en cambio, es mejor tratarlascomo 

parte del conjunto de factores que crean el rasgado curso ~ 

c!clico, que observamos en la realidad. 

Para estiJllar la componente irregular, 101 tdrminos de la 
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serie, deben estar expresados en unidades de tiempo menores 

a un año (mensuales o trimestrales), pues de lo contrario, 

en unidades anuales, se pierde su influencia. Ejemplos de 

esta componente, los caracterizan las huelgas, guerras, in­

cendios, o cualquier fen6meno natural no recurrente. 

Modelos. 

La representaci6n de una serie de tiempo mediante un -

modelo, la podemos realizar por: 

1) Modelo aditivo.- cuando la serie es la resultante de la 

suma de sus componentes: 

U • T + E + C + I (l.3.1) 

2) lt>delo multiplicativo,- cuando la serie es la resultante 

del producto de sus componentesr 

U • T • E • C • I (l.3.2) 

El empleo de estos modelos se lleva a cabo de acuerdo -­

con aqu•l que logre representar mejor al fenOmeno en estu-­

dio, y no de acuerdo con las causas que determinan a la se­

rie. 

El modelo aditivo supone que las componentes de una se-­

rie de tiempo, son independientes entre si. Es decir, que 

por alto o bajo que sea el nivel de la tendencia, no afecta 
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r! a las componentes restantes, 

Por otra parte, el modelo multiplicativo supone que las 

fuerzas generadoras de las componentes están estrechamente 

relacionadas. Es decir, que aunque las componentes se de-­

ben a causas diferentes, tienen una relaci6n entre s!. 

En la.práctica se suele utilizar al modelo multiplicati­

vo para analizar a las series de tiempo pues en base a éste, 

se han desarrollado las técnicas cl&sicas de estimaci6n de 

las componentes. 

Debemos percatarnos que la descomposici6n de una serie, 

a través de cualquier procedimiento, tan s6lo son estima­

ciones de cada una de las componentes que la forman. 

Las fuerzas que afectan a las series econ6micas o 1socia­

les, son muy complejas, en consecuencia, resulta improbclble 

que se desarrollen técnicas perfectas, para aislar las cua­

tro componentes. 

Cuando los t~rminos de una serie de tiempo son anuales, 

desaparecen los efectos de la variaci6n estacionalr casi lo 

mismo, sucede con la componente irreqular, por lo que los -

modelos (l.3.1) y (1.3.2) se reducen a: 

(1.3.3) 

(1.3.4) 

oe modo que las fluctuaciones c!clicas, seran las desvia 
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cienes alrededor de los valores de tendencia. Entonces, -­

tendremos respectivamente: 

U - T = C 

u I T = e 

(l.3.5) 

(l.3.6) 

que expresean los residuales ctclicos (1.3.5) y los relati­

vos c!clicos (1.3.6). 

Puede sostenerse que la tendencia y la componente ctcli­

Qa, est!n sujetas por lo regular, a muchos factores en co-­

mdn. Tales como: Ingreso nacional, poblaciOn y cambios en 

las preferencias de los consumidores. 

Al determinar la tendencia de una serie, se persiguen -

los objetivos siguientes: 

a) Extrapolaci6n 

b) Ajuste ~stacional de una serie. 

Ambos, se interfieren en sus pretensiones, ya que pode-­

mos hallar una ecuacidn de tendencia que ajuste satisfact~ 

riamente a los ciclos, pero a su vez sea inadecuada para -­

pronosticar, o viceversa. Ademas, cuando difieren los años 

inicial y final escogidos, para obtener la tendencia, lleg! 

mos a una ecuaciOn diferente, Un efecto semejante se prod~ 

ce cuando cambiarno1 el periodo total comprendido, En con­

secuencia, los relativos ctclicos, ion afectados al elegir 

la funcidn de tendencia y al escoger el periodo al cual la 

aju1tarno1. 
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El ajuste estacional también tiene cierta arbitrariedad, 

pues los patrones estacionales de muchas series, se hallan 

sujetos a modificaciones sin advertencia, y a6n en el caso 

de que permanezcan relativamente constantes, los valores de 

los índices estacionales t!picos, siempre difieren de acuer 

do con los distintos métodos de cálculo. Esto significa -­

que los valores de los datos ajustados estacionalmente son 

afectados por: 

a) El uso de 1ndices estacionales t!picos o cambiantes 

b) El método de c&lculo. 

El e • I resultante es influido por el supuesto bajo -

el cual fue descompuesta la serie (aditivo o multiplicati-­

vo), Al escoger uno, somos incapaces de determinar, si el 

otro se acerca m4s a la realidad de la serie. 

De las consideraciones anteriores, podemos decir que la 

1stimaci6n de e • I incluye no s6lo las fluctuaciones c!­

clicas e irregulares, sino tambifn, los errores causados en 

la estimaci6n de la tendencia, patr6n estacional y el su- -

puesto bajo el que se descompuso la serie original, 

Puesto que estos errores nunca pueden ser determinados -

con exactitud, siempre existe especulaci6n e incertidumbre 

en la interpretaci6n y uao, de los resultados eatadtaticos 

ll1111adoa ciclos, 
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La tendencia, estacionalidad y ciclos, son reales y sig­

nificativos para muchas de las series econ6micas y sociales. 

A pesar de que sus mediciones sean tan s6lo aproximaciones, 

adn as!, pueden ser de gran utilidad, en la investigaciOn -

econ6mico-social y en la administración de negocios a gran 

escala, ya que nos permiten pronosticar las series de tiem­

po, y con ello se nos facilitar& la planeaciOn. 
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1.4.- PROMEDIO MOVIL. 

Entre los métodos rn!s usuales que hay para ajustar cur 

vas suaves a series de tiempo, podernos señalar a : 

- Promedio m6vil 

- Exponencial 

En particular, s6lo nos ocuparemos de discutir el prime­

ro, por ser el de nuestro interés, pues son muy diversos 

101 tipos que existen de un promedio m6vil. Si deseamos sa 

ber sobre el segundo m~todo, puede consultarse el Thomo- -

poulos (1980) Cap. 10. 

Aqu! estudiaremos algunos de los procedimientos m&s im--
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portantes de un promedio m6vil, puesto oue, en la pr!ctica, 

a veces conviene aplicar varios de ellos, con el fin de se­

leccionar uno cuyos resultados se apeguen al objeto del aná 

lisis. 

En esencia, todos los procedimientos de promedio m6vil, 

tienen la misma idea, s6lo cambiaN algunos aspectos t~cn! 

cos, otorgándoles as!, caractertsticas espec!ficas a cada ~ 

uno; motivo por el cual ser4 utilizado para una clase espe­

c!fica de problema. 

Algunos autores, suelen llamar a un promedio móvil como 

un •filtro•, pues elímina de la serie, los elementos peri6-

dicos de alta frecuencia, y deja casi sin tocar, los de fre 

cuencia baja, Adem&s consideran a la serie no ajustada, c~ 

mo la entrada a un filtro lineal, y a la serie ya ajustada 

como la salida, As! que, debemos interpretar la represent! 

ci6n de una serie, mediante un filtro lineal, tan s6lo como 

una aproximaci6n, 

1.4.l.- PROMEDIO MOVIL DE PRIMER OPDEN, 

Este es el tipo más sencillo de un promedio m6vil, mo­

tivo por el que tambi~n se le llama Promedio H6vil Simple. 

En este procedimiento, la tendencia es descrita por la flu~ 

tuaci6n de los t~nninos de una serie nueva. Esto se logra 

aplicando un promedio m6vil simple, para obtener una serie 

de medias aritmfticas, con los t8rminos de la serie oriqi--
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nal. A esta dltima, se le debe agrupar sistemáticamente, -

para asignarle a cada grupo, un valor representativo "Ü", -

que es calculado con el promedio de los términos que inte-­

gran al grupo. 

Suponga que tenernos una serie de tiempo con n términos -

que denotaremos porr 

u l, u 2 , • • • , º" (1.4.1) 

Tomando de ella los primeros N ténninos (N < n), obtenga 

su media aritmética; enseguida, repita el proceso, tomando 

ahora el grupo siguiente que comienza en el segundo término, 

y finaliza en el (N + 1)-ésimo término. Este algoritmo de­

be repetirse sucesivamente, hasta agotar el dltimo grupo 

que sea posible formar con la serie original. Al namero de 

tArrninos que constituye cada grupo, le llamaremos extensi6n 

del promedio. Todo esto, matem&ticamente se expresa: 

Suponga una serie como en (1.4.1), a la que le aplicare­

mos un promedio m6vil simple de extensi6n N, Aqu!, nos in­

teresan en particular que N • 2m + 1 1 es decir, que cada 

grupo contenga un n1l:mero impar de t~rminos. 

Por consiguiente, para calcular la serie nueva, emplear! 

moa la f6rmula: 



ü, = 

n+i 
E_ U¡ 

le¡+ 1 

N 

donde: N = 2m + 1 • 
t = m + 1 m + 2 

j = o, 1, 2, . . . , 
, . . . , . 
n-2m-l 
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(1.4.2) 

Advierta que j es una variable auxiliar que sirve para -

cambiar de un grupo a otro variando simult!neamente con t. 

Ast para t = m + 1 tenemos j =O , etc.; también se debe 

notar, que la serie nueva carece de los primeros y Oltimos 

m términos. La raz6n para preferir una extensi6n impar en 

el promedío, es que de esta manera el primer Üt extra!do, -

quedar4 precisamente a la mitad del primer grupo, coinci- -

diendo con el ténníno Um+1 de la serie original; de modo -

que es posible comparar a las dos series, en ·sus términos -

respectivos. 

En otro caso, si tom!ramos una extensi6n par (2m), ento~ 

ces el primer Üt quedar!a e~edio de U• y Un+1 del primer -

grupo, raz6n por la que no podr!amos comparar ambas series 

directamente y esto ocasionar!a algunos problemas de inexac 

titud. 

Conforme la extensi6n del promedio sea mayor, as! tam- -

bi'n sera mayor la suavidad adquirida por la serie nueva, -

pero en consecuencia @sta, habrS perdido m!s valores de ten 
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dencia en sus extremos. 

Al emplear un promedio móvil de extensión corta, se lo-­

gra una mejor estimación de la tendencia y un mejor ajuste. 

En el caso contrario, correremos el riesgo de obtener una -

tendencia adulterada, o sea con la influencia de otras com­

ponentes. 

Las variaciones de la serie, causadas por la componente 

c1clica, pueden ser parcialmente eliminadas,, haciendo coi~ 

cidir la extensión del promedio móvil, con la longitud del 

ciclo que presenta la serie orignal. En tal forma, que 

las variaciones c1clicas sean moldeadas uniformemente y con 

ello se obtenga una buena estimación de la tendencia. 

Se pueden investigar los efectos que provoca la inclusi6n 

de variaciones estacionales o c1clicas en una serie de tiem 

po, recurriendo a una simulaci6n. 
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1.4.2.- PROMEDIO MOVIL DE ORDEN SUPERIOR. 

Promedio Mdvil Doble. 

Esta t~cnica es usada cuando sucede que, después de ha 

ber aplicado un promedio m6vil simple a una serie, no hemos 

conseguido la suavidad deseada. 

Es obvio que tal técnica, es una extensi6n al procedí- -

miento anterior. Así que en caso de tener una serie como -

en (1.4.1) a la que ya hemos aplicado un promedio m6vil sim 

ple (1.4.2), entonces tendremos una serie nueva que es: 

U mu, U" 111t2, • • • , Ün-m (l. 4. 3) 

A esta dltima serie le aplicaremos nuevamente un prome­

dio mdvil con extensiOn N' = 2m1 + 1 , al que denotaremos -

con U', 2 

El promedio mdvil doble, lo calcularemos con la f6rrnula: 

(l. 4. 4) 

N' 

donde: m es del polinomio simple 

N' • 2m' + 1 

t • m + m' + 1, m + m' + 2 , ••• , n - m - m' 

j •O, 1, 2, ••• , n - 2(m+m') 



52 

Observe que esta altima fórmula admite la posibilidad de 

usar una extensión del promedio diferente a la usada ante-­

riormente. 

Por otra parte, aunque se logrd una mayor suavidad para 

nuestra serie, ahora se tiene la desventaja de haber·perdi­

do a11n m4s tErminos en los extremos de la serie nueva. 

Para resolver el problema de la p~rdida de valores de 

tendencia, en los extremos de la serie, plantearemos una so 

lución posterior llamada "Valores en los extremos". 

$1 quisí~ramos pronosticar en forma pr!ctica, aplicando 

un promedio mdvil, podemos consultar Thomopoulos (19 8 O)/ ~ 

que debe aclararse que no es un buen m'todo para hacerlo. 
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1.4.3,• PROMEDIO MOVIL POR MINIMOS CUADRADOS. 

E1ta tecntca cuenta con mucha prferencia, debido a -­

que casi cualquier serie, puede ser representada a través -

de \1Il polinomio, alcanzando una gran exactitud. Motivo-por 

el cual, hemos elegido esta técnica como la apropiada para 

compararla con otra, que expondremos en el cap!tulo siquie~ 

te. 

El m•todo requiere de una serie del tipo (1.4.1), para! 

ju1tarle un poltnomto de orden propuesto. Se.toma un pri-­

mer grupo de t•rmtnos (digamos 2m + 1) de la serie y le de­

te:s:mtnamos el valor de tendencia para u..,1 , que esta preci-

1anente a la mttad de e1te primer grupo. A continuacidn, ! 

ju1taremos el mt1mo polinomio al grupo de tdrminos siguien­

te, que comienza en u1 y termina con U2•+z, de la serie ori 

ginal. Con este grupo, determínaremo1 nuevamente el valor 

de la tendencia paraº••ª• As! sucesivamente, hasta agotar 

el ~ltimo grupo posible. 

En realidad, no e1 necesario ajustar un polinomio para -

cada grupo, puesto que el procedimiento es equivalente al -

tomar ccnbtnaciones lineal•• de las observaciones, con pe-­

sos bien especificados. 

!n fonna inductiva ilustraremos el procedimiento a par .... 

tir de un ejemplo, para despu•s hacer la qeneralizacien. 
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Ejemplo (3). 

Se desea ajustar un polinomio c~btco, a una serie de - -

tiempo con siete t~rmtnos. 

Sin que perdamos generalidad, las unidades de tiempo las 

tomaremos como: 

t • -3, -2, -1, o, 1, 2, 3 {l.4.5) 

El polinomio que usaremos es t 

(1.4. 6) 

donde la constante Ce aera datecstnada por el principio de 

M1n:bllos Cuadrados C••r sec. 1.2), Es decir, minimizaremos: 

t cu, - e, - C1t - Cat2 - C1t 3
)

2 

··-· 
(l.4.7) 

lo cual ya se explice antes. As! pues llegaremos a las oua 

tro ecuaciones normales: 

I.- r e, • 7 c. + 21 Ca 

II.• r t u, • 28 C1 + 196 c. 
(1.4.8) 

III.- r t 2 Ut • 28 c. + 196 Ca 

IV.- r t •u, • 196 C1 + 1588 e, 

en donde lH 8\111&8 4• potencias iapar•• de t • •l hHta - -
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t • l, •e han anulado, 

Por el momento, •elo no• interesa c0 , que es el valor de 

la ••rie para t •O (en el polinomio). El c&lculo de ese 

valor, selo requiere del. empleo de las ecuaciones I y III: 

1 

21 

1 

.J 
f 7 l u , .... 

• - f 7(U -1 + U-a + U -1 + U 1 + U 1 + U 2 + U 1 ) 
21 . 

- (9U-a + 4U,,.2 +U.;.¡ +O + U1 + 4U2 

+ 'º•) l 
1 

• - f -2U-a + 30-a + 6U-1 + 7Ue + 6U1 + 3Ua 
21 

.... 201 t ---------- (1.4.9) 

De modo que el valor de tendencia en cualquier punto de 

la •erte oriqtnal, •• el promedio de un grupo de •iete tar­

aino•, donde tal valor de tendencia, est4 en el centro del 

grupo y para ••r obtenido •e utilizan 101 pesos: 

1 
- t -2 , l , fi , 7 , • • • t 

21 
(l.4.10) 

E•ta dlttaa expre•ten denota a un promedio mevil con pe-

801, en una forma abreviada, pu•• se aproveche que los pe--

801 pre .. ntan •blletrfa central, admn4• de Olllitir la• "U~. 
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Note que los pesos, son ponderaciones asignadas a los --

términos de un grupo, segi1n la importancia relativa que pr!_ 

senta el térmíno para dicho grupo, A estos pesos, les afee 

ta directamente la extensi6n que tenga el promedio. 

Para generalizar los resultados obtenidos, consideremos 

un polinomio de orden k que ajustaremos a una serie, toman-

do grupos con 2m + 1 t@rminos. Entonces debemos minimi-­

zar la expresi6n; 

111 

! cu, - e a - e 1 t - e 2 t 2 
... • • • - c11 t

11 
) 

2 (1. '.11) 
-111 

de acuerdo a como lo hicimos en (l.2.9) y (l.2.10), para te 

ner k + 1 ecuaciones. 

El resultado de Co depende de los valorea numfricos da-­

dos por la suma l tJ y las funciones lineal•• de las •u• 
especificadas por l tl U El valor de la tendencia en el 

punto t • k , ea entonces un promedio de los valorea u11 •• 

al u,.111 • 

~n la tabla (lJ se muestran los pesos calculados, para a 

justar una serie, mediante polinomios de segundo y tercer -

orden. Con extenai6n del promedio de 5 a 21 tfrminoa. 

Bajo el mismo procedimiento, •• posible construir una ta 

bla para polinanio• de cuarto y quinto qrado, consulte - -

Xendall (1976) P•9· 31. 
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TABLA (1) 

1 

E POLINOMIOS CUADRADOS-CUBICOS 

1 
5 l-3, 12, 17, ... 1 

35 

1 
7 1-2, 3, 6, 7, ... 1 

21 

1 
'9 1-21, 14, 39, 54, 59, ••• 1 

23 

1 
11 l-36, 9, 44, 69, 84, 89, ... 1 

429 

1 
13 l-11, O, 9, 16, 21, 24, 25, ... 1 

145 

·l 
15 l-78, -13, 42, 87, 122, 147, 162, 

1105 
167, ... 1 

1 
17 1-21, -6, 7, 18, 27, 34, 39, 42, 43, ••• 1 

323 

l 
19 l-136, -51, 24, 89, 144, 189, 224, 

2261 
249, 264, 269, 

l 
21 l-171, -76, 9, 84, 149, 204, 249, 

3059 
284, 309, 324, 329, ... 1 
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En lo que concierne a la interpolac16n de los pesos neg~ 

tivos en un promedio m6vil, diremos que no siempre es f4cil 

su justif1caci6n, pero en general, indican que algunos tér­

minos de la serie son nocivos. 
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1.4.4.- PROPIEDADES. 

l. La suma de los pesos en un promedio mdvil, siempre es i­

gual a la unidad. 

2. Los pesos, presentan una simetría central respecto al -­

tl!rmino UG• 

3. ~l ajustar hacia adelante o hacia atr's del tiempo, oh-­

tendremos indistintamente, los mismos valores de tenden­

cia. 

4. Las fdrmulas para calcular los pesos con polinomios de -

orden 2k, son las mismas para lo• polinomios de orden --

2k + l. 

5. La manera en que hemos conseguido hasta ahora los prome­

dios, deja sin valor de tendencia a los primeros y Glti­

mo1 m tArminos de la serie original. Esta dificultad, -

ser& superada en la seccidn 1,4,S, "Valores en los extre 

mos•. 

6. Aunque es posible llegar a f~I211Ulas semejantes cuando se 

elige una extensidn par en el pronedio, como resultado -

tenemos valores de tendencia centrados entre dos t'rmi-­

nos de la serie original. Lo cual •• inconveniente, co­

mo ya se ha señalado. Pero en la pr•ctica, algunas ve-­

ces esto es necesario, en cuyo caso •• sugiere utilizar 

un Promedio M<'vil Centrado, 101 que trataremos en la 1ec 
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ci6n 1,4.6. 

Si los datos originales muestran una fluctuación peri6d~ 

ca uniforme, un promedio móvil de extensi6n igual o rnGlti-­

plo al periodo, eliminar§ gran parte de las variaciones pe­

ri6dicas. Por pequeña que sea la diferencia, entre la dura 

ci6n de la periodicidad de la serie original, y la exten- -

si6n del promedio m6vil, no puede borrar definitivamente -­

las variaciones periódicas en la serie original. El proce­

so de aplicar un promedio movil, sólo tiende a suavizar un 

poco, las fluctuaciones a corto plazo. 
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1.4.5.- VALORES EN LOS EXTREMO~. 

Hasta el momento, las formas en que se han obtenido -­

los diferentes tipos de promedio, todos ellos, originan una 

~erie nueva que carece de valores en sus puntos extremos, -

es decir, que los primeros y ~!timos m términos de la serie 

original, han perdido sus valores correspondientes de ten-­

dencia debido al procedimiento empleado. 

Existen razones que justifican el hecho de querer tener 

los valores en los extremos de la serie nueva, pues son de 

gran importancia y utilidad, como se observa en cierto tipo 

de pron6stico. 

En esta secci6n, hablaremos de algunas t~cnicas para so­

lucionar el problema, para cada uno de los procedimientos -

de promedio. 

l. Pa~a un Promedio M6vil de Primer Orden. 

Sean U1, 02, •• ;, Um los primeros m t~:rminos de la serie 

original, a los cuales no les fueron asignados valores de -

tendencia. Para lograr dsto, emplearemos la tabla (2). 

En ningdn sentido, este procedimiento es el mejor, pero 

1! representa una alternativa, sencilla de calcular, para -

el supuesto caso de necesitar dichos valores en los extre-­

mo1 de la serier ademas, mucho se debe tomar en cuenta, las 

caracter!sticas propias de la serie oriqinal, para saber si 

es o no aplicable el procedimiento. 
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T A B L A ( 2 ) 

1 

EXTREMOS TENDENCIA ASIGNADA 

p 
R U1 Ü1 = U1 
I 
M U2 Ü2 = (U l + U2) /2 
E 
R . . . .................. 
o 
s Um ü"' = (U1 + U1 + ... + U111 )/m 

u Un ü" = Un 
L 
T U1t-1 ü .... -1 • cu. + U n-d /2 
I 
M .... . ...................... 
o 
s Ua-"' ü,...111 • (Un + u ... 1 + ••• + Ui.-111 )/m 

Otra alternativa serta simular ttrminos de la serie ori-

ginal (hacia adelante y hacia atr4s), de tal •suerte•, que, 

al aplicar el promedio m-'vil, los tfrminos simulado• en la 

serie original, sean precisamente lo• que se pierden al ob-

tener los valore• de tendencia. 

2. Para un Promedio Mevil de Segundo Orden. 

En caso de tntcre•arno• por tener el mismo na.ero de ttr 

Jlino• de la aerie original, despu•• de haber aplicado un ~­

promedio 116v11 doble, prtmero debe calcular•• la tendencia 

(1.4.21, junto con •u• valore• extremo• {Tabla 2J de la •e-
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rie oriqinal (1.4.l); a continuaci6n se usar& (1.4.4) para 

encontrar las u~z) y finalmente se vuelve a utilizar la ta­

bla 2, para hallar los nuevos valores extremos de la serie. 

No debe olvidarse que cada vez que empleamos la tabla 2, 

estamos perdiendo precisi6n, pero en cambio, hemos logrado 

nuestro objetivo inicial que era tener el mismo namero de -

términos que en la serie original. 

l. Para un Promedio ~vil por M!nimos Cuadrados. 

El c4lculo de los valores de tendencia, en los extremos 

de una serie para este caso, s~lo requerir& de la adaptación 

del matado de mínimos cuadrados para lograrlo. 

En el ejemplo 3 (1.4.5), se ajustd un polinomio cdbico a 

una serie con siete t~rminos; ahora se les considerar& como 

101 siete dltimos termino• de una serie dada.· 

Para encontrar los valores de dicho polinomio en -

t • 1, 2, 3, necesitaremos los valores C1 , C2 y e, de la e! 

pre1i6n (1.4.6), que no hemos usado. 

Re1olviendo directamte las ecuaciones (1.4.8) nos darta: 



64 

1 
C1 = f 397 r t Ut - 49 l t 3 Ut t 

1512 -3 
_, 

1 
C2 = f l t2 Ut ... 4 l º' } (1.4.12) 

84 -3 -3 

1 
e, = { l t l Ut - 7 l t' ut} 

216 -3 -1 

Si expresamos estas ecuaciones como un promedio de los -

siete Oltimos t~nninos: 

1 

21 

1 

[ .. 2, 3, 6, 7, 6, 3, -2] 

+ -- [22, 67, -58, 58, 67, -22]t 
252 

1 
+ -- [-5, O, .. 3, -4, -3, O, 5] t 2 

84 

1 
+ -- [-1, 1, 1, o, -1, -1, l]t 3 

- (1.4.lj) 
36 

Para t • 1, 2, 3 , la expresi~n anterior, toma los valo 

res siqu.tentes: 
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1 
U1 • [1, -4,2, 12, 19, 16, -4] 

42 

l 
U2 • [4, 

42 
-7, -4, 6, 16, 19, a] 

1 
U:1 • 

42 
[-2, 4, 1, -4, -4, 8, 39] 

Debemos fijarnos que la suma de los pesos, sigue siendo 

igual a la unidad, pero en cambio, ya no existe simetr!a -· 

central. 

En· el ap~ndice A daremos los pesos correspondientes para 

los valores extremos de una serie, al aplicar diferentes ~ 

tensiones del promedio, esto, de acuerdo con la tabla (1). 

En caso de necesitar tablas m!s completas que las del A• 

P'ndice A, puede consultarse: Covden D. J. (1962}. 

Consecuencias. 

El proceso de acercamiento al extremo de una serie, ~~ 

provoca que los pesos se alejen cada vez m4s, uno del otro. 

Esto se debe a que la suma de sus cuadrados, tiende a incre 

Como podrtamos esperar, mientras m&a cerca estemos de --. 
los extremos, menor ser( la confiabilidad que tenga el pun-

to de tendencia. As! que, una curva ajustada, tiende a des 

viar sus extrmnos. 



Al calcular los valores de tendencia para los extremos -

de una serie, no se pueden usar las mismas f6rmulas para p~ 

ltnomtos de orden par, que para los de orden impar. 
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1.4.6.- PROMEDIO·MOVIL CENTRADO, 

Ya hemos enfatizado la conveniencia de utilizar una ex 

te~si6n impar en un promedie m6vil. Pero suele ocurrir, so 

bretodo en las series económicas, que necesitamos tomar una 

extensi6n par. Tal ser!a el caso si tuviéramos una serie ~ 

mensual, y elegimos una extensi6n de doce, con el objeto de 

representar una tendencia anual. 

Nosotros deseamos que los valores de tendencia, coinci-­

dan con las fechas en que ocurrieron las observaciones. u­

na alternativa para lograrlo, ser!a sacando una media arit­

m6tica, entre los dos valores de tendencia mas cercanos, a 

cada una de las ~echas en que ocurrieron las observaciones. 

Otra alternativa mas usual, ser!a tomar en el promedio -

m6vil, una extensi6n impar, pero considerando a una misma -

fecha, dos vece1 en cada grupo, la que tendra la mitad del 

pe10 de las fechas restantes. Por tanto, si en un promedio 

mdvil,eleqimos una extenai6n trece, para una serie mensual, 

ae emplearan 101 peso• 1iquiente1: 

1 

24 
[l, 2, 2, •.• , 2, 2, l] (1.4.15) 

Observe qüe los dos eneros considerados en la serie men 

1ual, tienen la mitad del peso que los dem&s t6rminos. 

lendall afirma que en la practica, es reco11endable, bajo 
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ciertas circunstancias, el empleo de promedios centrados an 

tes de estimar a la tendencia, a manera de filtro. Esto su 

pone pues, una mejor estimaci6n de la tendencia. En el li­

bro de Kendall (19761, se exponen estas ideas, y se desarro 

llan para información mensual, aunque son completamente ge­

neralizables. 

Hay razones para creer que un promedio rndvil con exten-­

a16n de doce meses, eliminar& casi todas las influencias -­

de la estacionalidad y la mayor parte de la componente irr~ 

gular de la serie, pero no lo puede hacer por completo. Es 

to se debe a que las variaciones estacionales son periodic! 

dades, y sus amplitudes pueden cambiar un poco de un año -­

con otro. 
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1.5.- AllTOCORRELACION. 

Introduciremos ahora, un concepto b4sico para el anll! 

sis de una serie de tiempo, denominado la Autocorrelaci6n, 

~ste se aplicar& al referirnos a una serie te6rica, siendo 

denotada por ~k • Cuando se trate de una serie muestral caro 

biarl el nombre a correlaci6n serial, 

La correlaci6n serial es un coeficiente que mide la rel! 

ci6n que existe entre dos o m4s t'rminos de una misma serie, 

por tanto, entre u, y U.+11 hay k-1 tfl'lllinos relacionados, -

le llamaremos •1a correlaci6n serial de orden k• denot4ndo­

la con r, • 

Para calcular la correlaci~n serial o dicho de otra mane 
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ra, estimar la autc~rrelaci6n de cualquier serie de tiempo, 

primero se obtendrán las estimaciones para las autocovarian 

zas (C,), que definiremos por: 

1 ·-· c._ = l (U, - Ü) (U,., - Ü) (1.5.1) 
n 11•0 

1 " donde ü = l u, 
n 1• 1 

de tal forma que, la correlaci6n serial se puede calcular -

con: 

con k = 1, 2, ••• (1.5.2) 

El Correlograma. 

La obtención y ordenación de los coeficientes p1 , Pz , •• 

6 sus coeficientes muestrales equivalentes, junto con sus -

respectivas graficas, constituyen un Correlograma; donde k 

ser4n las abscisas y p• las ordenadas, que deber4n cumplir 

las condiciones 

-1 < p. < 1 con k > 1 y k .. 1, 2, ... 

El correlograma, nos refleja la distribuci6n de la es--­

tructura interna de la serie. Adem4s nos puede proporcio-­

nar un diagn6stico muy dtil para distinguir diferentes ti--
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pos de series, o bien para elegir un modelo que represente 

adecuada.mente a la serie. 

La Autocorrelaci6n en un Modelo Lineal General. 

El modelo lineal general, fu~ tratado en la secci6n -­

(l, 21, ahora veremos c6mo afectan las perturbaciones autoco 

rrelacionadas a un modelo de esta naturaleza. 

Recordemos que la segunda suposicidn fundamental de 

(1.2.4) es de gran relevancia para el modelo lineal general. 

En tal suoosicidn, los elementos que est!n fuera de la dia­

gonal principal, son ceros, es decir, que los tfrminos de -

perturbacidn, tienen una covarianza cero. 

Para un modelo que posee perturbaciones distributdas nor 

malmente, esto si9niftca que dichas perturbaciones, son pa­

rejas e independientes, en tanto que para lo• tfrminos de -

una serie de tiempo, esto mismo indica la independencia sa­

rtal de las perturbaciones. 

En el caso de que exista alguna correlacidn serial entre 

los valores de X, para el modelo {l.2.l), entonces, tendre­

mos en consecuencia, una correlacidn serial en el elemento 

de perturbaci~n compuesto. Este es el caso particular de -

las variables omitidas puesto que casi siempre por comodi-­

dad y simplicidad s~lo incluiremos en el modelo de regre- -

sien, las variables de mayor repercusten, por lo que el ele 

mento de perturbacidn reflejar! la influencia de ••tas. 
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La correlaci6n serial de las variables omitidas, no nec~ 

sariarnente implica, un t~rmino de perturbaci6n serialrnente 

correlacionado. Un elemento de perturbaci6n, tambi~n puede 

ser originado por errores de medici6n en variable explicat~ 

vas del modelo de regrest6n. 

En el modelo (1,2.ll, las perturbaciones a,, siguen un -

esquema autoregresivo de primer orden que esr 

(1.5.3) 

donde IPI < 1 y &1 satisfacen las condiciones siguientess 

1. E (tt J • O 

2. ECtt •tt+•} • a¡ 
E(E.1 •tt+•) • O 

para k • O 

para k ; O 

ApoySndonos en (l.5,3J se tienes 

a, • p (pa,_1 + z ... , l + t, 

repitiendo el proceso indefinidamente: 

ad que: 

• 
ªt: • l p• e,_¡ 

~· 

para toda t 

(1,S. 4) 
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Por consiguiente : E (a1 ) = O ya que E Ce:, ) "" O para toda 

t. Adem~s por (l,5.4), se puede afirmar que: 

• 
E(a2,) ·= ( l p21 l E(f;21-1) 

11 o 

y como las "e:" son serialmente independientesr 

Cll 

( l 
ha 

Observe que las rhoes, forman una serie geomdtrica, las 

cuales convergen para IPI < l. 

Usando notac16n de c4lculo, veremos la expresi6n a la --

que converge: 

11 

Sn - p 2 sn • Í ( p 21 _ P 21 + 2 ) 

I• t 

entonce•r 

l - p21t+ 2 

Sn • 
1 - p2 

Como IPI < 1, •• cunple quet 

1 - p2"•l 
U111 Sn • u. " .... " ... l - p2 

1 
• 

1 - Pª 
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ya que fp 2"+ 2 l converge a cero. 

Finalmente, regresando al problema que nos ocupaba: 

(J2 = 
Q 

l - p2 
para toda t 

Similarmente, apoyándonos en (l,5.4) llegamos a: 

ID • 

E(at·~-11) = Ej( l P1 
E:t-1 l - (L Pi-11 E:t-1 )j 

I• o 

(1.5.5) 

en la expresi6n anterior, separaremos los k-l términos ini­

ciales del primer factor para factorizar a rho, de tal for-

ma, que en ambos factores den sumas id~nticas: 

k-1 
ECa,..•a,_ 11 ) • E[CI P1 

E:t-i i-11 l] p E:t-1 

i•. 

por las suposiciones de (l,5,3) y como rho es una constante: 

E(a,•at-11> a pll ECE pi-11 e:,_,>ª 
l• 11 

pll + crza 

De modo que el modelo (l.2.1}, no satisface la suposi- • 

ci6n de tener un elemento de perturbaci6n serial.mente inde-

pendiente. Cabe mencionar que, el esquema autorregresivo • 

empleado (l.5.3}, es el m&s simple de todos, por lo que al­

gunas veces se le lla1t1a Esquema de Markoff (vea iendall 

li76 pig. 71). Pero a~n los de mayor complicaci6n, fallan 

al no satisfacer la suposici6n de independencia serial. 
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1.6.- ESTACIONALIDAD. 

Cuando una serie de cierta actividad, expresada con ~­

tArminos mensuales durante n años, muestra persistentemente 

la mas alta cantidad de actividad en diciembre, y la m!s ba 

ja en febrero, en cada uno de los n años, se dice que tal -

serie presenta estacionalidad. 

Las series de tiempo t!picamente estacionales, son las -

de los viajeros, pues est&n afectadas fuertemente por los -

per!odos de vacaciones. 

Para analizar e interpretar la tendencia y variaciones -

c!clicas en fen6menos econ6micos, es frecuentemente necesa• 

rio, ajustar estacionalmente las series de tiempo, es decir, 
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eliminar de la serie, la componente estacional. 

Los métodos espectrales, han ganado mucho terreno en la 

estimaci6n de la variaci6n estacional, puesto que lo hacen, 

sin tomar en cuenta a las demás componentes de la serie. 

Esta ventaja resulta inalcanzable para la mayor!a de los mé 

todos tradicionales de la estadfstica, que requieren prime­

ramente de la estimaci6n de la tendencia, para posteriorme~ 

te estimar la variaci6n estacional. 

En seguida, daremos algunas de las razones que motivan -

la esti'1tlaci6n de la componente estacionali 

a) Para comparar una variable en distintas etapas del año, 

como un fen6meno exclusivamente interanual. 

b) En caso de querer eliminar las variaciones estacionales 

de una serie, para poder estimar posteriormente las com­

ponenetes restantes, sin que ~sta les afecte. 

e} Si deseamos saber una cifra actual de la serie, primero 

debemos eliminar la var1aci6n estacional. 

Cada uno de estos objetivos, tiene una naturaleza dife-­

rente, por lo que podemos afirmar que, un mismo m~todo para 

la determinaci6n de 1a compon~nte estacional, no siempre se 

r! el apropiado para cualquier 1erie,· 

Asf que, de acuerdo con las caracterfsticas que presente 

la serie, aplicaremos un método determinado, para converti~ 

la en una serie ajustada estacionalmente (desestacionaliza-
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da) • Para lo cual primero tenemos que estimar la componen­

te estacional y posteriormente removerla de los datos orig! 

nales. Tal ajuste estacional posee dos aspectos sobresa- -

lientes: 

a) El ajuste histórico de los datos pasados, esto es, usan­

do toda la informaci6n disponible. 

b) El ajuste actual de cada nueva observaci6n. Desde el -­

punto de vista práctico, la Gltima observación es la de 

mayor importancia,puesto que porta el valor actual ajus­

tado, que es de gran relevancia, para el establecimiento 

de políticas ecpm6micas, empresariales, etc. 

Lo• pasos que se siguen para el ajuste estacional son: 

a) Estimación de la tendencia. Esto se hace usualmente a -

trav6s de un filtro de promedi m6vil, o bien por mínimos 

cuadrados. 

b) Estimación de la componente estacional. La metodología 

se fundamenta en las diferencias de las observaciones, -

menos los valores de la tendencia estimados (U - X); o 

bien, la raz6n de las observaciones, con respecto a los 

valores de tendencia (U /X ) , según si el modelo es adi­

tivo o multiplicativo respectivamente y donde X es la 

estimaci6n de la tendencia. 

Para ampliar sobre estos modelos e ilustrar con ejemplos, 

con•ulte Chou (1977), cap. 20, 

De modo que, una vez determinada la estacionalidad, en -

forma de un Indice Estacional, podemos generar una serie -­

de•estacionalizada, dividiendo la serie original, entre el 
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Indice Estacional. Si posteriorMente le aplicamos a la se­

rie un promedio m6vil, obtendremos una segunda y mejor est± 

maci6n de la tendencia. 

1.6.1.- Modelos de Ajuste Estacional. 

El m~todo de ajuste estacional, basado en las desvia-­

ciones de las observaciones, con respecto a la tendencia, 

se relaciona impl1citamente con el modelo aditivo: 

(1. 6 .1) 

mientras que, el de las razones de las observaciones, con -

respecto a la tendencia, se relaciona impl!citamente con el 

modelo multiplicativo: 

01 = ~t ' nt • Et (1.6.2) 

donde Ut son las observaciones, ;, es la tendencia, nt es -

la componente estacional, Et es la componente irregular, y 

además, todas están en un tie:rnpo t, 

A (1.6.1) y (1.6.2} se les conoce cono modelos puros. 

En la práctica, suele ocurrir que sea suficiente con ele 

gir entre una variaci6n estacional de carácter aditivo, o -

bien una variaci6n estacional con carácter multiplicativo: 

sin embargo, para algunas series, ninguno de los modelos ~ 



ros resultan satisfactorios, entonces un modelo alternativo 

serta, aquel que posea elementos aditivos y multiplicativos 

simul U.neamen te. 

Un modelo mixto, podrá ser as!: 

U t = ~ t • Tlt + Et (1.6.3) 

Modelos más sofisticados para trabajos muy finos, de a-­

juste estacional, los podremos encontrar en el artículo de 

J. Durbin y M. J. Murphy. (1965). 

Loa modelos (1.6.l} y (1.6.2), suponen que las variacio­

nes ascendentes y descendenctes de los ciclos en una serie, 

est&n claramente balanceadas, es decir, cada ciclo tiene la 

misma duraci6n y amplitud. De manera que, si inclu!mos un 

nGmero suficientemente grande de t~rminos en el proceso de 

promediaci6n (promedio m6vil de cualquier tipo) de datos p~ 

ra cada unidad de tiempo, (trimestre o mes), las fluctuaci~ 

nes c!clicas pueden ser canceladas por el proceso. 

Cabe señalar aqu!, un aspecto te6rico de relevacia para 

nosotros, concerniente en el hecho de que si Et en (1.6.2), 

fuera una variable con funci6n de frecuencia asignable, no 

podr!amos permitir que tuviera signo negativo, puesto que -

causar!a que u, tambi~n fuera negativo. En la realidad, la 

circunstancia de que Ut tenga signo negativo, s6lo se conc~ 
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be en el caso muy improbable, de que un evento aleatorio, ! 

fecte fuertemente a la serie. Para resolver este inconve-­

niente, el modelo (1.6.2), lo transformaremos a una forma -

lineal, aplicando logaritmos en ambos miembros: 

ln Ut = ln ~ t + ln nt + ln Et (1.6.4) 

El elemento residual ln Et en (1.6.4), tendr& una fun­

ci6n de frecuencia diferente, a la que ten!a Et , pero segu! 

r! siendo una variable aleatoria de media cero, Si llama-­

moa At al elemento residual y aplicamos la funci6n exponen­

cial en ambos miembros de (1,6.4), obten~os una relac16n -

comparable con (1.6.2) que es: 

(l. 6. 5) 

a travas de la cua1, ya hemos e.xclu!do la posibilidad de ~~ 

que u~ tome un valor ne9ativo a consecuencia del elemento ~ 

residual. Este modelo lo utilizaremos posteriormente para 

hacer una simulaci6n, 

Como ya sabemos, tanto en el modelo adit:f:vo, como en el 

multiplicativo, para estimar a n,, pr:tmero tenemos que e1t! 

mar a ~ , Si para ello empleUIO• un promedio 11&111 con pe .. 

10• iguales tOllado• a lo largo de un año, no afectarfCllC>I ~ 

aucho a 101 residualea, pue1to que ca11, por det1n1c~n, la 

1U.. de lo• efecto• eatacional•• en un allo e1 cero, !1 de• 

ctr, cualquier exceso que 1e preaent• en la ....a de los e-• 
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factos estacionales, puede ser absorbido por ~t· Para acla-

rar mts, hablaremos de una serie mensual, entonces tendremos 

que formar un promedio m6vil centrado (ver sec. 1.4.6), ade 

mis le impondremos al modelo la condición: 

12 

r " ,. º J.1 
(l.6.6) 

En lo que toca a la componente irregul~r, no necesaria-­

mente haremos las mis~as conside~aciones, pues en caso de -

querer describir a la serie en forma suave, podr!amos pref! 

rir eliminar a la componente irreqularr pero si estamos in-

tereaadoa en la• oscilaciones a corto plazo, es mejor prob! 

blemente, extraer la tendencia y dejar la componente irreq~ 

lar, para que la serie no se vea afectada por nuestros m•t~ 

dos de eliminacien, ya que, es poco lo que sabemos acerca -

del Mcaniamo qenerador de las oscilaciones,· y podr!a suce­

der que la componente irreqular, juqara un papel muy impor­

tante. 

El efecto causado por el ajuste estacional de una serie, 

ea que la serie ajustada, es de alquna forma ..as suave, que 

la serie aGn no ajustada, ea decir, que ocurre una atenua-­

ci6n en la maqnitud de las variaciones que presentaba la se 

rie oriqinal. 
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Cambios en la variaci6n estacional. 

El problema más agudo para el ajuste estacional, apar! 

ce cuando, la variaci6n estacional cambia con el tiempo. 

Hasta ahora, hemos asumido que el promedio de la variación 

estacional es constante año tras año, con lo que se simpli­

fica el c!lculo de la estimaci6n del patr6n estacional. 

Tal patr6n, tiene una regularidad mucho más clara que el de 

cualquier otra de las componentes de la serie. No obstante, 

el patr6n estacional puede modificarse de una forma gradual 

o repentina, motivado por alteraciones en las pol!ticas de 

los ne9ocios, innovaciones tecnol6gicas, actividades guber­

namentales, etc. Cuando el patr6n estacional de una serie, 

cambia repentinamente, es mejor usar un fndice estacional -

espec!tico para el tiempo particular en el cual se estudia 

la variaci6n estacional, Si el patr6n estacional se modif! 

ca gradualmente, hay una manera de describirlo, consistente 

en calcular el fndice estacional de cambio, basado en una -

tendencia en vez de un promedio de la estacionalidad especf 

fica, para cada unidad de tiempo, 

Mayor 1nformaci6n y ejemplos, se encuentran en el Shao ~ 

C196Gl capitulo 19. 

Existen otros dos mftodos alternativos para el manejo de 

la componente estacional, aunque son un poco m4s complejos, 

Uno de ellos, estf fundaJ11entado en el Analisis Ar1116nfco, y 

el otro en l99rest6n, Un 4e1arwcllo del mftodo at'llldnico, -
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debe ser tratado cuidadosamente, puesto que pertenece al t~ 

rreno del An4lisis Espectral, que est4 fuera de los prop6si 

tos de nuestro trabajo: el m~todo de regresi6n, podemos en· 

contrarlo en el Kendall (1976) pág 66. Este m~todo no es ~ 

de uso coman entre los estad!sticos, puesto que requiere de 

mucha informaci6n y la mayoría de las veces, no es áste el 

caso. 

Los estadtsticos experimentados, indican que casi siem-­

pre es recomendable que se observe detalladamente, la natu­

raleza de la serie de tiempo en estudio, as1 como el esta-­

bleci.miento claro de los prop6sitos que nos inducen al an4-

lisis. Adem&s, señalan que es mejor deshacerse desde un -­

principio, de los efectos conocidos, antes de efectuar cual 

quier estudio. Otra costumbre buena, es •11mpiar" la serie, 

con algGn tipo de filtro apropiado, antes de proceder al -­

tratamiento. En forma similar, es preferible primeramente, 

estimar y eliminar los efectos estacionales, para evitar su 

presencia en la serie puesto que distorsionar1an nuestras -

conclusiones. Esta medida se justifica por el hecho de que 

la estacionalidad se debe a causas plenamente identificadas. 

cuando la serie con la que se esta trabajando presenta un -

comportamiento estacional, con peridicidad conocida •p•, es 

importante aqrupar los datos, en forma de tabla con p col~ 

nas, lo que facilitar& en muchos aspectos al an&lisis. En 

la prlctica, lo m&s usual es construir tablas con cuatro o 

doce coluanas, seqt\n sea la infct'll\acien trilftestral o men---
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sual respectivamente. 

En la actualidad, ya se cuentan con paquetes de program! 

ciOn que se utilizan para el análisis de las series de tie~ 

po en una forma más eficiente, pues con ellos podemos sepa­

rar a cada una de las componentes, según el criterio del u­

suario. Esto significa que podemos manipular la serie, con 

forme a nuestras necesidadesi además, se pueden obtener las 

gráficas respectivas de cada uno de los resultados. Tales 

paquetes, cuentan con un gran nftmero de opciones, como pru~ 

bas de hipOtesis, correlaciOn, etc., que facilitan y redu-­

cen el tiempo de nuestro análisis considerablemente. 

En el Instituto de Matemáticas Aplicadas U.N.A.M., se en 

cuentran algunos de estos paquetes. 



86 

CAPITULO 

D O S 

.TEORIA_DE LA 

APROXl"ACIOll 
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2, 1. - TEOR IA DE LA APROX IMAC ION, 

La funci6n Spline ha basado su desarrollo en la Teor!a 

de la Aproximaci6n, por esta razón se presentar& un marco -

de ~eferencia breve sobre esta teoría. 

La idea de la aproximaci6n es muy antigua y a1ln en la a~ 

tualidad no es posible explicar claramente en qu~ consiste, 

pues se desconocen caracter!sticas distintivas que puedan -

ayudar a definirla. 

2.1.1.- AREAS DE APLICACION. 

Esta teorfa trata de resolver distinto• problemas, pe• 

ro parece haber dos en l•• que centra casi todo au inter••· 
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El primero, es cuando se tiene una funci6n muy compleja 

y se desea sustitu!rla por otra que presenta las mismas c~ 

racter!sticas, pero que sea más simple en su manejo para -

facilitar los c!lculos. Tal funci6n por ejemplo, podr!a -

ser un polinomio que tenga valores aproximados a la funci6n 

original. 

El segundo problema se refiere a determinar una funci6n 

de cierta clase, que se ajuste con la mayor precisi6n a u­

na serte de datos en el tiempo y pueda usarse· para repre-­

sentar a tal serie. El problema anterior corresponde, por 

ejel!\plo, al ajuste por m!nimos cuadrados. 

Otra 4rea importante de la Teor!a de la Aproximaci6n, -

son los problemas de interpolaci6n y cuadratura. Consulte 

Hildebrand (1974). 

La estrecha relaci6n que existe entre la Teor!a de la ~­

proximac16n y la Teor!a de la Interpolaci6n, se debe a que 

la primera ha aplicado y modificado varias t~cnicas de in­

terpolacten para aproximar una curva a una funci6n conti-­

nua o a una serie de datos. 
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2.1.2.- DESARROLLO DE LA TEORIA. 

En los altimos años, la Teor!a de la Aproximaci6n se -

ha desarrollado en dos áreas diferentes: 

En la computaci6n y en el análisis funcional. 

La primera, ha dado un gran impulso a esta teor!a, y sus 

aportaciones más importantes se pueden resumir de la si~- -

quiente manera: 

l) Se ha desarrollado un extraordinario potencial num~rico, 

a tal grado que es posible atacar problemas donde a~n la 

teor!a no es bien conocida, sin embargo, las soluciones 

pr!cticas son bastante aceptables. Tal es el caso del -

trabajo de Hans Strauss, en el que desarrolla la técnica 

Spline en el sentido de.m!nimos cuadrados (Karlsruhe}. 

2) Debido a las limitaciones ftsica1 de la computadora, se 

h& creado la necesidad de aproximaciones. 

!n los CltiJnos quince años, la Teorta de la Aproximac16n 

•• ha escrito en base al an&li1is funcional, ~nificando de 

esta forma el lengoaje,esto permite tratar pr~blemas dif!ct 

lea debido al grado de abstracci6n que ?resentan sus distin 

toa conceptos. As!, con la ayuda del &n!liais funcional, se 

trata de encontrar mejores procedimientoc, ~stimaciones de 

error y ••• claaes de funciones. 
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De este modo, los m6todos de solución van desde las ma­

tem4ttcas puras hasta conceptos de matemáticas aplicadas, 

tales como, an&lisis numérico, programaci6n matemática y -

lineal, s1mulaci6n, etc. 

En los dltimos diez años, esta teor!a ha p~esentado las 

siguientes caracter!sticas: 

1) Ha tenido un gran avance en la 1nvestigaci6n de los mé­

todos de interpolac16n por curvas suaves. 

21 Un creciente tnteres en la aproximaci6n num~rica de va­

rias variables. Consulte Rayes (1970). 

ll Se ha trabajado con buenos resultados en problemas de ! 

proximaci~n bajo condiciones en la frontera, espec!fic!_ 

mente 101 trabajos de Rudin con condiciones convexas. 

Consulte Rudin (1967), Jones 'Karlovitz (1967) y - - -

Duffin 'iarlovitz (1967), 
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2.1.3.- PROCEDIMIENTO GENERAL DE LA APROXIMACION. 

El procedimiento general que se ha seguido para dar -

principio a una aproximaci6n es el siguiente: 

Se selecciona un cierto ntímero de funciones ~k (x) cuyas 

combinaciones lineales den origen a los elementos-de un~con 

junto s, se escoge una técnica que seleccione la mejor fu~ 

ci6n de aproximaci6n, entre todas las funciones de S, cu-­

yas propiedades se identifiquen lo m4s cercanamente posi-­

ble, con las características conocidas de la función verda 

dera F(x}. As!, por ejemplo, una t~cnica ser!a seleccio-­

nar un polinomio de qrado bajo (los polinomios son las fu~ 

ciones que presentan mayor facilidad en su manejo) , que a­

juste a los datos, o bien, a una funci6n continua. 

Otra forma de alcanzar una buena aproximaci6n, es hacer 

una partici6n del intervalo, donde esta definida la fun- -

ci6n verdadera, construyendo un polinomio de grado bajo en 

cada subintervalo, tal es el caso de la func!on Spline. 

La exactitud de la aproximac16n obtenida, depende de la 

cantidad de informaci6n disponible de la funci6n verdadera 

rcx1. 

Un hecho importante de esta teor!a, es que existe una -

funci6n que aproxima uniformemente a otra, siempre y cuan• 

do cumpla con el siquiente teorema: 
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Teorema de Aproximaci6n de Weierstrass.- Sea t una fun- -

ci6n de valor real y continua en un intervalo cerrado [a,b]. 

Para toda t > O existe un polinomio p (que podr!a depender 

de t) tal que: 

ltCx) - p(x) 1 < t 

para toda x en [a,b]. La demostraci6n puede consultarse· 

en el Apostol (1974), p4g. 322. 
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F u N e r o N E s ·S p L r N E 

LAS FUNCIONES SPLlNE SE HAN USADO CON DOS PROPOSITOS: 

- INTERPOLAC ION 

.. APROX IMAC ION 

EN LAS SIGUlENTES SECCIONES SE DESARROLLARAN POR SEPARADO 
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2.2.- SPLINE DE IMTERPP.LP.CIC'~~. 

2.2.1.- INTRODUCCION. 

El problema de ajustar curvas suaves a una serie de -­

tiempo, •e puede resolver mediante interpolaci6n, cuyo obj! 

tivo •• hacer pasar una funci6n a trav~s de ciArtos puntos, 

para determinar valores entre ellos, 

Te~ricamente, existe una funci6n F(x), que llamamos f~ 

ci6n verdadera, la cual pasa a travfs de los puntos conoci­

do• (x~, Y,) con a~ k' b, explicando perfectamente los fe 

ndmeno• estudiados. 

De esta manera se tratar& de obtener uan funcidn f(x) 

que aproxime lo mejor posible a la funci6n verdadera - - -
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F(x}, imponiendo restricciones a dicha funci6n de interpo­

laci6n. 

Entre las distintas restricciones se mencionan las dos 

siguientesr 

ll Restricci6n de interpolaci6n. Sir 

Para a~ k ~ b 

2} Restricci6n de interpolaci6n y suavidad. Cuando se cum 

ple que: 

a} 

bl 

e) 

E' (Xk ) = f (Xk ) 

F' (al = f.' (a} y 

con a ~ k ~ b 

. !' (b) • f' '{b) 

f · (x) es n veces continuamente diferenciable. 

Una caracter!sttca importante de la interpolaci6n la da 

el siguiente teoremat 

Si x 1, x2 , , •• , x• son puntos distintos, y r.Cx1}, F(xzl, 

F(x 9l, .•. , F(xNJ son datos dados, entonces existe exacta­

mente un polinomio para el cual p(x,) = FCx,), con k s r;ñ. 

La demostraci6n se puede consultar en e"L libro :ea:r1~ üe . .Soor 

(19 7 li ) , p4g • 2 • 

Entre loa m~todos de interpolaci6n m&s usados podemos -

citar loa siguiente•: 



I. Basados en polinomios. 

1.1) Fórmula prospectiva y retrospectiva de Newton. 

1.2) F6rmula de Stirling. 

1.3) Interpolaci6n iterada. 

1.4) Interpolaci6n lineal. 

1.5} Interpolact6n de Chebychev. 

II. Basados en razones de polinomios·. 

2.11 Fracciones continuas. 

III. Basados en funciones seno y coseno. 

3.11 Interpolac16n de Fourier. 

l.2) Interpolact6n de Chebychev. 

IV. Basados en funciones spline. 

4.ll Spline cObtcos. 
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Los m8todos anteriores se pueden consultar en Hildebrand 

(l97j}. 
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'. 2. 2, - IDEA INTUITIVA DE LA FUNCION SPLINE Y SUS RASGOS 

HISTORICOS. 

"Un compromiso entre una poligonal y un polinomio de 

1nterpolaci6n de grado mayor es necesario: Uno combina gr~ 

dos bajos y por lo tanto polinomios de oscilaci6n débil -­

con una funci6n que es continuamente diferenciable en el -

intervalo cerrado [a, b] ". (Spath (1974). 

La idea anterior es el origen de una de las t~cnicas de 

interpolaci6n y aproximaci6n m!s recientes, dicha técnica 

recibe el nombre de Spline. 

El uso de polinomios por partes, precede a los métodos 

de 1nterpolac16n de Newton. La restricci6n para suavizar 

con f6rmulas de interpolaci6n por subintervalos, apareci6 

en la literatura actuaria! del siglo XIX, bajo el nombre -

de "interpolaci6n osculatoria" (interpolaci6n repetida en 

un mismo punto), consulte de Boor (1978); y parece haber -

sido Sprage (1880) quien la introdujo1 un ejemplo de este 

tipo de tnterpolaci6n lo da la f6rmula de Hermite y de - -

Newton. Desarrollos posteriores en mftodos de interpola-­

ci6n osculatoria, incluyendo la deducci6n de una f6rmula -

de suavizamiento, que interpola por funciones spline, los 

llevo a cabo Jenkins (1927). Sin embargo, el tfrmino "fun 

c16n spline• fuf introducido al campo de las matem&ticas -

por t. J. Schoenberg en 1946 en el artfculo •contributiona 

to the problem of approximation of equidistant data by ana 

lytic funtions• .(1946). 
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El spline, fue usado mucho tiempo antes como dispositi­

vo mecánico (tiras flexibles de algün material el~stico), 

para hacer trazos por los dibujantes y diseñadores. 



2.2.3.- DEFINICION DL FUNCION SPLINE CUBICA Y CONCEPTOS 

BASICOS. 
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f(xl es una funcí6n spline de tercer grado con unio­

nes en los nodos: x1 < x2 < ••• < Xn si y s6lo si posee 

las propiedades siguientes: 

1) fk(x) es un polinomio cObico en cada uno de los subin-­

tervalos (xk, x .+1] con k = r;'ff=I 

2) f (x) E: c 2 • 

C2 [a, b] es la clase de funciones que son dos veces -­

continuamente diferenciables en todo punto del intervalo 

cerrado [a, b]. 

Uno de los conceptos básicos de la teor!a de spline, -

consiste en la existencia de un intervalo cerrado [a, b] 

sobre el cual se define la partici6n: 

t:. 1 f a "' X¡ < X2 < , • • < Xi! = b f - (1.2,1) 

formando de esta manera (N-l) subintervalos [x. , x Hl] -­

con k z 1,N-1. Cuando los subintervalos est&n uniforme-­

mente espaciados, el c&lculo del spline se simplifica co­

mo se mostrar& mas adelante. 

En cada uno de los subintervalos se determina un polin~ 

mio c~bico, el cual se une en el nodo x. con k z 1';N'=T, -­

con el siguiente polinomio por la condic10n de continuidad 

en la primera derivada (o bien, en la segunda derivada). 
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Sean f' (xk" ) = f' <xt 
ciones de continuidad. 

y f"Cx; ) = f"Cxt ) las candi 

Estas condiciones garantizan que la funci6n spline, sus 

primeras y segundas derivadas sean continuas en todo punto 

del intervalo [a,b]. 

La funci6n fk {x) que se construye en cada subintervalo, 

es de la forma: 

donde las "4>¡ " con i = 1, 2, 3 son funciones conocidas y 

f4ciles de evaluar, por ejemplo: 

con k = r;N-r 

y las a,, b,, c,, d, son los par4metros a determinar bajo 

laa siguientes restricciones de interpolaci6n y suavidad: 

11 f(xw> • y, con k = r;R 

2l fa (x) es dos veces continuamente diferenciable. 
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2.2.4.- PROPIEDAD BASICA, 

La propiedad m4s importante de la funci6n spline es -

la "propiedad m!nima" dada por la desigualdad: 

( 1 f" (X) l 2 dx ~ { 1 g" (X) l 2 dx (2.2.2} 

donde f"(x} es la segunda derivada de la funci6n spline y 

g"(xl es cualquier funciOn de 1nterpolac16n. 

Esta propiedad se conoce tambi~n como •curvatura m!nima" 

. ya que el integrando se aprox·ima a la curvatura definida -

por f"/(1 + f' 2 l ~2 (Consulte Courant (1974) pag. 372), 

cuando f' (x) es muy pequeña. Esto adquiere importancia en 

la funciOn spline natural, es decir, f' (a} • f'(b) •O y 

f"Cal • f"(b} • O , pues ea la dnica funciOn entre todas -

las funciones de interpolaciOn que al ir cambiando de di-­

recciOn lo hace suavemente, presentando las curvatura• m&a 

pequeñaa y minimizando el ndmero de puntos de inflexiOn. 

Por la razOn anterior, ea la funciOn m4s suave entre toda• 

laa funciones que tienen sequndaa derivadas continuas, 

En el caso de spline• generalizados, la propiedad ante• 

rtor recibe el nombre de "norma m1n:ima", pues en este caso 

deja de existir el concepto de curvatura. 

Eata propiedad fue descubierta diez años deapufs de que 

Schoenberq introdujo la funci~n spline al caapo de la• ma-

· teaattcaa. Sin ..t>argo, tal propte4ad fue ... o meno• de­

sarrollada en la Teorta de Vigas (le .. Theory), de aqut, -



102 

la e•trecha relacidn que existe entre ambas teor!as. 

El teorema de Holladay que demuestra la relaci6n (2.2.2} 

ha servido t&lDbi'n para demostrar la similitud que existe 

entre la teor!a de splines y el trabajo sobre aproximación 

6pti.a.a de funciones lineales de Golomb y Weiberger, en do~ 

de la• funciones V(xl aparecen como soluci6n de un proble­

ma variacional. Tal semejanza fue descubierta por Secret 

y la publicó con el nombre "Best integration formulas and 

best errora bounds". 

La demo1tracidn de la expresi6n (2.2.2) se da en el teo 

rema de Holladay del ap,ndice B. 
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2.2.5.- CONSTRUCCION DE LA FUNCION SPLINE DE INTERPOLACION, 

En la construcci6n del spline cúbico (Consulte Spath 

(1974) cap. 3) se selecciona un polinomio de la forma: 

{2.2,3) 

donde con k = r;N-r 

ya que facilita los c!lculos por su simplicidad, y donde -­

a11 , b 1 , c 11 , d¡ son par4metros a determinar, en total 4 (M-1) 

para formar los (N-ll polinomios cdbicos. 

· Considerando el sut>intervalo [x, , x. + 1J, derivando dos -

Veces f 1Xt,.;)'. ev,loadO .en cX¡ Y.. XH.1 Obt9nemoa:. 

f11; (X¡) • a¡ 

fll•l (X¡+i) • ll¡ + b¡h¡ + C¡h/ + d11hl 
(2.2.4) 

t: ex,) • b¡ 1 

f 'k.•l Cx.11+il • bti. + 2c¡ 11«._ + Jd¡ hi 
(2.2.5) 

t: (X. ) • 2c11 1 

f•i+I (X¡+1 ) • 2ci. + 6dti h¡ 
(2.2.6) 

con k • r,1r-I' 

Se calcular&n los coeUctente• caractertzadoa po:r la h!,.. 

na c.x
11 
,y, ,t; ) a partir de las ecuacione• (2.2,4) y (2,2.611 



ª11 • f11 

b11 • (f11+1 - f11 • C11h¡ - d11h,)/h11 

a: hyll /h;- (f\+1 + 2f•11 lhx11/6 

donde hy11 • f11+ 1 - f11 

c, • f"11 /2 

d11 • (f"¡ + 1 - f'\i ) /6h11 
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(2.2.7) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

Existe una forma alternativa de obtener los mismos coefi 

cientes usando las expresiones (2.2.4) y (2.2.5) como se hi 

zo anteriormente. 

Ahora, imponiendo la condici6n de continuidad en la pri­

mera derivada: 

(2.2.ll) 

no• lleva ar 

(2.2.12) 

y •u•tituyendo lo• par&metro• •• tiener 

con k • 'T,'N-! 

. 6¡~ -~11 
hl<11 hlc 11-1 

(2.2.13) 

!•t• ecuac16n da un •i•tema de (N•2) ecuaciones con 'H' 

1nc6c)nita• t: k•'2";l'f=i. 

Para que el •i•tema ••a consi•tente, es necesario cono­

cer lo• valorea de f•1 y t~ . A1t, el 1istema estar' dado 

pors 
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l f" 
2 

hx3 o p 
3 

2 (hx1+hx2 l hx2 

hx2 2Chx2+hx3) 

2 Ch><,.,+hx.+» J 

= . . . . . . . . ...... 
hx11 .. 2 f" 

11-1 
o 

6 f !!i.L ... ~ l - hx1f" 
hx2 hx1 

1 

6 f !!i!_ - !!l.t } - hxz 
hx1 hxz 

1 
1 

(2.2.U) 
••....•...••...........•• 

6 f ~ -~ l - hxR..,1 f: 
hxR-1 hxR-2 J 

Como se dijo anteriormente, cuando f"(x 1 ) = f"(x) =O 

se tiene un spline natural, el cual minimiza la integral: 

t 1 f" Cxl 1 2 dx • 

Hay otros m@todos para obtener el sistema de {N-2) ecua 

cionea: 

1) A partir de la ecuacien de interpolacien de Rermite, con 

sulte Hildebrand (1974), p.lg. 48. 

2) Otra forma es cuando tenemos una expresten que combina -

una tnterpolacten lineal y un t@rmtno de correccien cQbi 

co para dar suavidad a la funcidn. Consulte Porsythe ' 

Moler (1967} Cap. 4. 
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Es conveniente, desde el punto de vista computacional, ~ 

sar el mftodo de eliminaci6n de Gauss o de Cholesky para r~ 

solver el sistema de ecuaciones. Una vez obtenidos los va­

lores de los par!metros, se sustituyen para llegar al spline 

ct\bico, 

La matriz del sistema tiene las caracter!sticas siguien­

tes: 

l) Tridiagonal 

21 Sim4trica 

ll Diagonalmente dominante, con elementos diagonales posit~ 

vos. 

Estas propiedades hacen que la matriz sea no singular y 

por lo tanto existe su inversa, lo que garantiza la existen 

eta y unicidad del spline. 

Ade:m&s de hacer f"(al • f"(b) a O , hay otros tipos de -

condiciones en la frontera, consulte De Boor (1978) p&g. 54, 

que aseguran la existencia y unicidad del spline, las cua-­

lea afectan ligeramente al sistema, de hecho, s6lo al pri-­

aer renql6n y al dltimo de la matriz, y adem&s al vector -­

del lado derecho (Y). Sin embargo, no cumplen con la pro~ 

piedad de curvatura mtni.Jla. Consulte Spath {1974) p&q. 39, 

'º y 42. 

Las condiciones en la frontera afectan fuertemente a los 

intervalos cercanos a esas fronteras, y este hecho debe to-
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marse muy en 'cuenta. 

Cuando por alguna raz6n se est~ trabajando con abscisas 

equidistantes, particularmente, si hxk = 1, con k ~ l,N-1, 

entonces las ecuaciones se transfol'Tflan en: 

' 
f" 11-1 + 4f"11 + f" 11+1 • 6hy 2k•I con k='T;lr-T (2.2.15) 

cuando se usan polinomios de qrado par, ~ueden aparecer 

inestabilidades num,ricas, destruyendo la dominancia diaq~ 

nal, ya ~ue no es posible considerar condiciones en la - -

frontera sim,tricas, como en los ~linomios de ara~o imnar. 

Por esta razon no se ha trabajado con este tipo de splines. 
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2.2.6.- RAZONES PARA APROXIMAR CON FUNCIONES SPLINE. 

La t•cnica spline se ha venido usando con dos propdsi--

to si 

1) Aproximacidn de funciones de variable real.- Cuando se -

tiene una funcidn E(x) que presenta oscilaciones fuertes, -­

discontinuidades en algunos de sus puntos, o bien es bastan­

te complicada para ser derivada, integrada, .etc., entonces -

podr!a ser conveniente reemplazar esa funcidn por un spline 

para facilitar los c&lculos. 

A pesar de la restriccidn de suavidad impuesta al spline, 

este puede aproximarse bastante bien, a funciones que tienen 

un comportmaiento muy irregular. 

2) Ajuste de informacidn empfrica.- · En este caso no se tie­

ne una funci&n continua F.(x) a lo larqo del intervalo la,b], 

•ino que se conocen un conjunto de valores (datos) de una -­

funci&n tabulada, alguno• de los cuales pueden pre•entar e-­

rror•• aleatorio•. 
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2.2.7.- APLICACIONES DE LA FUNCION SPLINE. 

Las funciones spline polinomiales han logrado un lugar 

importante en la soluciOn numérica de muchos problemas, como 

por ejemplo1 

1) Aproximaci6n de derivadas e integrales. 

2) Soluciones aproximadas de ecuaciones integrales. 

3} Soluciones aproximadas de ecuaciones diferenciales, 

4} Aproxi.maci6n simult!nea de funciones y de sus derivadas • 

de orden superior. 

5) Aproximaci6n de &reas verdaderas de histogramas o distri· 

buciones probabiltsticas emptricas. 

Todas estas aplicaciones se deben a las diversas propied! 

des algebraicas y analtticas que presentan las funciones - -

spline, pueden consultarse en: Ahlberq, ~1ilson ' Walsh (1967) 

Spáth (1974) y Carl de Boor (1978). 
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2.2.1.• OTROS TIPOS DE SPLINE, 

Extaten otros tipos de spline C11bicos simples (Consu! 

te Spath (19741 Capitulo 4), cuyo uso depende del problema 

especifico que se tenga, asta 

1) El apline cdbtco con restricciones de cota periddica se 

u•• cuando •e tienet 

con j=0,1,2 (2,2.16) 

representando una funcidn suave y cerrada. 

La exprest~n de la cual se obtiene el sistema de ecuacio 

ne•, ae deduce de la condicidn de continuidad, que de hecho, 

ligue •iendo la (2.2.13}, aunque las condiciones (2.2.16) a 

ftaden un nuevo rengl~n a la matriz y tam~ien modifican el -

dlt.tmo rengldn. De esta manera se tiene un sistema de ecu! 

cione1 con N~l variable• f~, t; , ... , '..;'.. 1 La matriz de 

coeficiente• e1 tridiagonal, c1clica y definida positiva. 

2) El apline paraJll•t~ico ae usa cundo las ab1ciaa1 no siquen 

el orden acoatU11brado, es decira 

Xt ( X2 ( • • • { Xn 

en tal ca10 aer& nece1ar10 •uponer que hay un conjunto T ~ 

yoa elem1nto1 tienen la propiedad: 

t 1 .c.t 1 (.,. <~11 

de esta forna ae reatablecer& la condici~n perdida. 

Lo• valoer•• tk, ae obtienen haciendo t, • O y u1ando lA 

fdrmula rec:ur1tva1 
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t, = ta-1 + dk+l 

donde dk+l = .¡ (hx ,_
1
¡ 2 + (hYa-d 2 

Se ajustan dos spline ctlbicos naturales uno a los pui.tos 

(t,,xk) y el otro a (t, ,y,) con k = '2-;N Los spline as! -

obtenidos X (t) y Y'(t), son las funciones param~tricas reque­

ridas que sirven como puntos {X(t),y(t)) por los que pasará 

el spline f{x) que nos interesa. 

3) El spline de quinto grado no es muy usado en la práctica, 

pues requiere mayor n~mero de operaciones y memoria de la -­

computadora, para lograr tan s6lo un poco de m&s precisi6n -

que el spline c~ico, y con la misma aplicaci6n del spline -

de Hermite. 

Este tipo de spline considera la partici6n: 

AJC { XJ < X2 < • • • < X11} 

el algoritmo es similar al spline ci1bico. 

4) El spline de Hermite se usa para aproximar 4reas verdade­

ras de histogramas, con gran precisi6n, en 'ste es necesario 

conocer, adem&s de los puntos Cx.,y,l con k • r;lf, las deri­

vadas ~· en cada punto x, y usar polinomios de quinto grado 

cuyos par&metros depender&n de los valores de los puntos y -

de sus primeras y segundas derivada•. 

La expresi6n que origina las (N-21 ecuaciones del sistema, 

se obtiene de la ecuact6n de continuidad de la tercera deriva 

da. 
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2.2.9.- SPLINE GENERALIZADO. 

Debido a la generalizaci6n que se ha hecho a los re-­

sultados obtenidos por Schoenberg, se han desarrollado fun 

ctones spline de car4cter muy diferente a los splines sim­

ples, es decir, f(x) i:: eª [a, bJ que satisfacen la ecua- -

ci6n diferencial: 

cuando se trata de polinomios de grado 2k + l. 

Algunos de estos splines generalizados reciben el nom-­

bre de L-splines y Splines cardinales, consultar Varga - -

(1971)1 g•splines, Lq-splines, pLg-splines y A-splines, -­

con1ultar KarlÍruhe (1975); M-splines, consultar Carl de -

IOOr (197811 etc. 

La mayorfa de los splines anteriores aparecen como sol~ 

ct6n a ciertos problemas de ajuste de datos mediante fun-­

ctones racionales, logarftmicas, exponenciales y trigonom! 

trie••· 

Haata ahora, no se tiene una teor!a algebraica de splines 

generalizado• bien desarrollada, la raz6n principal es que 

•• ha dado mayor importancia a los splines polinomiales. 

Otra d1recct6n que han tomado los splines, adem4• de su 

qeneralt1aci6n, •• la exten'1i6n a varias dimensiones, con­

sultar Ahlberg, Nilson • walsh (1967) y Splth (1974). 
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2. 3. - SPLINE DE PPRC'X If-1ft.C I (IN, 

En la presente secci6n, nos ocuparemos del spline cdbi 

co de aproximac16n, el cual tiene como objetivo reemplazar 

la interpolaci6n estricta por un cierto tipo de suavizamien 

to, cuando se conoce que los valores de las ordenadas pre-­

aentan errores aleatorios. Si se tiene alguna idea que su­

qiera un posible modelo para la curva a suavizar, digamos -

f(x) •a+ b exp(-cx), se recomienda que los par.fmetros se 

determinen con el procedimiento de m!nimos cuadrados, de o­

tro modo, la funciOn spline es conveniente. 

2.J.1,- DESCRIPCION DEL PROBLEMA. 

Al iqual que en la funci6n spline de interpolaci6n, --
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partiremos de los valores dados (Xia ,yk) con k •~y de la 

condici6n: 

a • X o < X 1 < • • • < X• = b 

para construir una funci~n suave f(x), que minimice a la -­

funcional (en el sentido de m4.xima suavidad): 

J (9] • { 19" (x) l 2 dx • (2.3,1) 

entre todas las funciones g(x} bajo la restricci6n: 

Jt[q] • (2.3.2) 

donde g(x} t C2 [x 0 ,x.J, S ~ O y '1y11 > O con k • Q,Ñ, son -­

loa valores dados. Note que S es el coeficiente de suavi-­

ciad y Ay
11 

son los pesos, que se dan a cada dato y11 , 

Si es posible estimar la desviaci6n estAndar del error -

de la ordenada y11 , entonces ~sta puede servir como el va--

lor para Ay
11 

, En este caso S puede tomar cualquier valor 

dentro del intervalo de confianza correspondiente al lado -

izquierdo de (2,3.2): 

N-/3 ~S$N+..'2!f 



Deducci6n del intervalo de confianza. 

Si y
11 

"'N(g(x 11 ), (tiy
11 

) 2 ), entoncesr 

y 1\2 "' x2 
(lJ 

uk= Ylr - a(x¡¡) "'N(0,1) 

llylr 

de aqu! que: 

n 
s ~ r u: "' x2 (n + 1,n + 1,l~(n + 1) 

k. o 
) 

Sea N = n + 1, entonces el intervalo de confianza 

esr 

l.15 

para s 

(2.3.3) 

El coeficiente de confianza del intervalo anterior, pa-

ra 100 grados de libertad es de 0.6731. Si S se distribuye 

bajo una normal, entonces el coeficiente de confianza del 

intervalo es de: 

P(N - l2Ñ ~ S-' N + li'Ñ)•P( ... 1~ ~ ~ l) lm 
•• (1) - +c-1) 

• +(1) - (l - • (l)) 

• O', 6826 

El lagrangiano uociado al problema de minimizar J (gJ ba 

jo la restricci~n JC (g] ~ S esta dado pors 

L[c;J • J(g] + ~ C!t(qJ + z2 - S) (2,3.4) 

donde z es una variable de holgura que P4!1:'1ftite pasar de las 
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restricciones del tipo (2.3.2), a la del tipot 

K[gJ = S (2.3.5) 

L4 mtnimizac16n de (2.3.4) establece una clase de compr~ 

miso entre desear quedar cerca de los datos ~ , dado por la 

ecuac16n (2.3,2), y querer obtener una funci6n suave, dado -

por(l.3.1). 

Este problema de mtnimizaci6n se resuelve a. travb del -­

calculo de variaciones, consulte Funk (1962}, y que aqut s6-

lo presentamos los resultados. 

I} g.,.(x) : O 

-g"' (xt> • 2A{g(xoJ-yoJ/~y 2 

• 
II) g" 1 (x";) • 2A (g (x11 )-y,. ) /!:i'J¡2 

g"'Cx;> • 9• 1 Cxt> • 2'-CgCxk)-y, )/!:i'fi2 con k•I";"R'=I 

con k • r;N'=I" 

con k•l,M-1 y j•0,1 

(2.3.6) 

La• relaciones anteriores (2.3.6) son las ecuaciones de -

luler-Lagrange que determinan el mt~imo de (2.3.l) bajo las 

rea~ricciones 6 condiciones subsidiarias (2,3.2). 

Lo• resultados expuestos en (2.3,6} son precisamente los 

nece•ario• para eon•truir la funci6n spline natural (cdbica 
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ca por partes), y en lo sucesivo se denotar& por f{x) 1 

f(xl • a1 +b, (x-x1 )+c.(x-x1 ) 2 +d~ (x-x1 ) 1 

x, < X < Xk+I 

(2.3.7) 
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2.3.2.- DEDUCCION DE LOS PARAMETROS DE LA FUNCION SPLINE, 

Sea: 

la segunda derivada de la fünc16n spline, por (III) de - -

(2.3,6), obtenemos: 

f"(x1) • f"Cx;> •O 

2Co+6do (Xo- Xo) • 2C11 +6d11 (x!- X)n • 0 

con xo • xo y x!• x11 

2ce '"' 2c. • O 

entone••• 

tambi6n por (III) de (2,3.6) 

t: cx-_.1) • f• 11+1 (x+11+1) 

2c11 +6d 11 Cx"k+1-x11 L • 2c 11+1+d..,, (x-t¡+1-x11+d 

Seas 

y 
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(2.3.S) 

f:.C11• cll+i C11 

De (IV) de (2.3.6) y de la funcién spline c6bica se tie 

ne ques 

a 11 +b11 (xi+1-x11)+c11 (x¡+1-x11 ) 2+di. (x¡+s-x 11 )
3

m ª•+l + 

b Ht (Xk+1-x u1) te 11+ 1Cxt+1-x11+1) 2+d11+ 1 (x•11+1 •X11+1) 9 

(2.3.9) 

Taml>ifn de (IV) de (2.3.6) y para la primera derivada -

de f(xJ •• tienes 

b 11-1+2c •-1 (x¡' ·x11-1 J +3d11 - a (x¡-11:11-1) 2
• 

b' +2c11 cx:·x11 )+3d11 <x:-x.-) 2 

con x; =; xt • x.. y k • r;¡:r 

y uaando loa resultado• (2.l.I) y (2.3.9)1 

ca-1h11-1 2 + -(h11~1+h,)c,+ h•Ca-J • 
3 l 3 

•t+l - 1 1 
(-+ ->•11 + !.u.!. 

h11-1 ht-1 h, h11 



o bten, en notación de matrices: 

T 
Te :a Q a 
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(2.3.10) 

donde T es una matrtz definida positiva, tridiagonal de or 

den N-11 

Q es una matriz de dimenatones (N+l) por (N·l), tridiagonal: 

q•-1,• • l/h•-1 

q •• -!/h,_1 - l/h, 

q .. 1,• - l/h, 

T 
e :a (c1i···,c ... s) 

T a• (a,, ••• ,a.) 

Por Gltimo, de (II) de (2.3.6) y de la tercera derivada 

•• tiene: 

Hc,-c•-d 
lha-1 

6 {CH1 - e,) 

lh• 

,. 2}. (f (x, )-yd 

Ay, 2 



pasando a la notac16n de matrices: 

T donde y• (yo, ••• ,y,.) 

D "' diag {Ay u, •• , , tiy. ) 
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(2.3.11) 

A es el par!metro lagrangiano y Q,c,a tal como se definie-

ron antes. 

Finalmente, multtpltcando. por la izquierda a la expre-­

si6n (2.3.11) por 01 02 separamos la variable ca 

Qc· • AD~2 (y - a) 

01 0 2Qc • AQ1 0 20-2 (y - a) 

• ).QT (y • a) 

• AQT y - 'AQT. 

por (2.3.10), sabemos que Te• Ora, entonce•a 

Qr 02Qc +ATc • '>..Q1 y 

(0T0 2Q + AT)c. AQ'y 

~hora, despejando a de (2.3.11), tenemosa 

(2.3.12) 

a • y - A - 10 2oc --------- · (2,l.U) 
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Conociendo el valor de Ase obtiene c de (2.3.12), a 

de (2.l.13), y despu~s los vectores restantes d y b. La -

matriz (2.J.12) es una matriz de banda con cinco diagona-­

les distintas de cero, y definida positiva, si A ~ 0, 
• 
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2.l.3.- DETERMINACION DEL PARAMETRO LAGRANGIANO. 

La expresi~n (2.3.4) tiene que ser tambi~n minimizada, 

pero ahora con respecto a z y )., dando las siguientes dos --

cond1~1ones: 

3L 3 f.'f• 2(x 11 ) dx + L 
ft cf Cxk l-y11) 2+z2-s]} - .. f). ( l 

az az o h k• o fiyll 

>.(L ¡ cf Cxk >-» ) 2+K _ as] - (2.3.14) 
• o + 

az •0 
Ay• az az 

• 2).z 

Igualando a cero aL/3z se tiene la primera condici6ns 

AZ • o (2.l.15) 

Ahora bien1 

!!! • L t t• 2 Cx._) dx + L ). [Y (f (x, >-y,) 2 +z 2 -s] 
3). 3). • 31. f.o fiy11 

• o + rr (f (9 )-y, )-l+z2-sJ u 
1110 fiyll in 

• ~ cf ex, l -n ) t+ z t - s 
.... ~y .. 

(2.J.16) 

Iqu~lando a cero el segundo miembro y despejando la swna 

•• obtiene la segunda condici~n: 

(2.J.17) 
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De la dlttma condici6n, y con f(xk) =a,, se llega a: 

•1-Yo)2+ ••• + 
Ay~ 

o en notac16n matriciala 

110-1 {a - y) 112 
1 

De (2.3.13), tenemosa 

<ª" -y .. ) 2= s - z 2 

Ay,. 

De1pejando a e de (2.3.12), tenemos: 

y 1uatituyendo en la relaci6n antertor1 

o b1en1 

(2.3.18) 

(2.3.19) 
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De la condiciOn A.z = O, se tiene que A = O o z = o. 

El primer caso s6lo es posible si F ~ IS, como consecuen--

ciase tiene que e= o, por (2.3.12), y por un proceso de 

Hmiter 

l!m a • Um (y .. A.-102Qc) 
).+o A.+o 

.. l!m (y - A_-1 AD20 (OT o2p + AT) •lQT y) 
A.+o 

a = y - D2Q(QTD2Q) -1QTy (2.3.20) 

reduciendo el spline cdbico a una recta. 

Si F > IJ, tenemos que l ,. O y z • O, por lo tanto, se 

mantiene la igualdad en (2,3.2) y A. debe determinarse de -

la ecuaci6ns 

F (>.) • l! 

que tiene al menos una ra!z negativa, sin embargo, la ex-­

presi6n (2.3,1) se hace m!nima para la Gnica ra!z positiva. 

Este dltimo resultado puede consultarse en el art!culo de 

c. H. Wood!ord (1970), en donde, adem!s, presenta el desa-

rrollo del spline de suavizamiento para polinomios impares 

y el programa correspondiente en algol. 
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},3.4.- DEMOSTRACION DE QUE F(A) ES CONVEXA Y DECREC!F.NTE. 

F(A) es una funci6n convexa, estrictamente decreciente 

si A ~ O, y f(A) + O conforme A + ~. 

Se toma como punto de partida a F 2 (A) definida en -

(2.3.19), se demostrar4 que F" > O y que F(A 1 ) > F(A 2 ) si 

A¡ < Az. 

Como T es una matriz sim~trica definida positiva, enton 

ces, por la descomposición de Cholesky se tiene que: 

donde L es una matriz triangular inferi:or,y._n(). singular, 

entoncess 

r:lo 20 + AT - OTD 2Q + ALL' 

• L(L-1QTD2Q(L-1)T + Al)LT 

Ha9amos1 

tomando transpuesta de lo anterior a A T z L ·toTo 

y sustituyendo: 

de aqu! que1 
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si y = Dq, se tiene: 

Ahora, por descomposici6n singular de una matriz: 

tomando la transpuesta de lo anterior: 

donde V y U son matrices ortogonales y~= diag(a 1 , ••• ,a.), 

y donde las a son valores propios de A. Sustituyendo: 

Como u es una matriz ortogonal, entonces uuT • I, de 

aquf que: 

Como V es una matriz ortogonal, entonces1 
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St hacemoa v • vrq, la expresi6n se reduce a: 

9il 2 
• ll~ ( .2.L.U} l 
. • ' aaª+A. .· 

entonces: 

Si O ' ~1 < \2 entoncesa 

queda demostrado que F(A) es estrictamente decreciente. 

Ahora hay que demostrar que la sequnda detivada es pos! 

tivaa 

h 11
1 (A} • -(2o11 ,.w11

2 )/(o11 ' + A) 1 

h11 "(A) • 6o11 .. w11 ª/{o11 lli +>.),.>O 

donde h11 •(A) es positiva para A~ o, h11 (A) es convexa, es­

trictamente decreciente y l!m h11 (A) •o. 
A+CD 

Por lo tanto, l 2 (A} es convexa, estrictamente decrecie~ 

te y l!m r~{A} •O 
A+• 

1 
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2.J.5,- CALCULO DEL PARAMETRO LAGP~NGIANO. 

Para calcular la ra!z positiva de la funci6n F(A), se 

usa el m~todo de Newton. El uso de (2,3.18) es importante 

en el siguiente desarrollo: 

Sea: 

por comodidad7 

µ • A. • 1c 

• (QT 020 + A.T) -ir;l y) 

entonces a 

F(>.) • !IDOµ 11 
2 

r2p.i • µrQT02Q'IJ .. FO.)•F(A.) 

Ahora a 

de la def1nic1on de µ se sigue cnie1 

~. _,_-2c + ,_-1 de 
dA. d). 

(2.3.21) 

(2.3.22) 



derivando eón respecto a').. la relac16n (2,3.18): 

de _ .. (QT 02Q + XT) -1QT y - (pT02Q + XT) -2 ')..TQ,T y 
dX 

T( (l'}T02Q • (QTD20. + XT) •1oly .. + XT) - 1c) 

= (QT02Q + A T) - 1 Hl y .. Te l 

sustituyendo (2,3.23) en (2,3,22) se obtiene: 

dµ • .. x-2c + ').. -1 ( (QTo2p + XT) ·1 (r¡l y - Te)) 
d>.. 

o biena 

= -X • 2c + >.. - 2 0 .. ').. -l (QTD 2 «1 + >..T) • 1 Tc 

• -<0To 20 + ATl-1Tl.t 

(QT D1Q + >.. T) 2!!. • ... Tµ 
di. 
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(2.3.23) 

sustituyendo este Oltimo resultado en (2,3.21) se tienes 

y de aqu1i 
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Algoritmo. 

Se !nieta con A • O, 

a) LLevamos a cabo la descomposict~n de Cholesky RTR de 

c0To 2Q + AT). 

b) Calculamos µde RTRu • P.TY y v • i>nµ y acumu14ndose 

e• yTv. 

e) 51 e > S 

S• calcula f • µTTµ y e¡• w~w donde RTw • Tll 

•• remnplaza A por A + e ... r'!e 
f .. Áq 

reqre1amo1 al paso (a) 

lino 

d) Se calcula a• y.• ov, e• Áµ y b•, ~'de acuerdo a 

(2.3.9) y (2,3.8) respecttvAlllente, 
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2.4.- SPLINE POR ~INir.os CU~DP.'D~S. 

!1ta aproxtmac16n e• muy adecuada cuando •• trata de -

recup•rar una tunct6n 1uave que e1ta afectada por alqdn ti­

po de •rutdo~. 

2,4,1,• D!SAIUtOLLO, 

Sea P(x) la funci6n que de~eamo1 aproximar (funci6n -­

verdadera) y •~lo conoc111to1 1u valor en 101 punto• x,€ (a,bJ 

con x, < Xi+lr para k • r;ñrt Si qene~ar:to• un e1pacio lineal 

de dimen1i6n ftntta de funcione• spline (polinomio• de cua! 

quier grado, aunque no1otro1 no1 retertremo1 a 101 cdbico1 

Gnicamente), a trav•• de una ba1e de 1pline1-B (consulte -­

Carl de IOor (1t71), cap. 9,10,11), lo•.••• probable e• que 
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la funci6n F(x) no sea una cornbinaci6n lineal de la base. 

La base generada por los splines-a tiene la propiedad de 

estar relativamente bien condicionada, al menos para grados 

moderados del polinomio. Consulte Carl de Boor (1978) p4g. 

155. 

Si queremos determinar una funci6n que pertenezca al es-

pacio de las funciones spline c~bicas ($,),es decir: 

f(x)t $,. 

que aproxtme·mejor a F{x), lo podernos hacer usando el prin­

cipio de m!nimo1 cuadrados, pues la esencia de este m~todo 

es minimizar una distancia, o sea, que se busca una funci6n 

en $~ tal que: 

llPCx) ... f(x) 11 • minJIF(x) .. g(x) 11 - (2.4.1) 
2 tl•lt ... 2 

La dimen116n finita de $,. garantiza que la funci6n f(x) 

exi1te, 

La di•tancia a la que nos referimos esta dada por: 

e(x} • F(x} - f(x) 

a la cual llamaremo1 funci~n error. 
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De esta manera, f(x) •• la proyecc16n de F(x) aobre el -

eapacio lineal $, aiendo la func16n error ortogonal a $~, -

•• decir1 

~ 

<g, F - f > • L (g(xk)] [F(x,) - f(xk>]w, '"'O -(2.4.2) 
11d 

loa vk son peso• no negativos y asignados comunmente de la 

siquiente maneras 

AX. /2 para k • 1 ¡ 
"11 • (AX11•1+Axk) /2 para k•'2"';ñ-T -(2.4.3) 

Ax •• 1/2 para k • n 
J 

La idea qeomftrica anterior, puede resumirse en el si-·­

guiente lema1 

La funci6n f(x) ea una mejor aproximaci6n de $..a F(x) 

con rHpecto a 11 • 11 si y a6lo 11 la func16n f (x) esU en 
2 

$,y la funci6n r-f, el error, es ortogonal a $~,es decir, 

para toda fe $.,<f, r-f>. o. 
La demostraci6n puede consultarse en carl·de 8:1ór (1978)­

plq. 250-251. 

Como toda funci6n en el eapacio $~ es una combinacien l! 

neal de la base (B 1 , B2 , ••• , e,.) de spline-e, con algunos 

coeficiente• ~, •ntonces la relaci6n (2.4.2) es equivalen-

te as 
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con f = í a · B • J'i 1 • J 
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(2.4.4) 

el sistema anterior, tiene soluc16n Gnica (a), Estas rtlti 

mas ecuaciones, constituyen las ecuaciones normales escri~ 

tas generalmente comor 

• ' i,1 <8111, B¡ >a¡ = <!!111,F> con k = r;ñ ~ (2,4.5) 

la matriz de coeficientes, para las ecuactones normales a~ 

teriores, es una matriz de bandas, con ancho igual a tres, 

pues1 

la matriz es tambifn s1mftrica y definida positiva. Por • 

esta raz6n puede efectuarse la factorizacidn de Cholesky -

para resolver el si1tema1 

A<l • b 

de la atgutente manera: 

La matriz A •• factoriza en RDR! donde R es una matriz 

triangular tnfertor y D ea diagonal, El sitema triangulara 

lly • b 

•• r•suelve para y, y:el aiat911la DR a• y 
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da la soluc16n de A~ • b obteniendo finalmente la func16n 

buscadas 

f - ¡~ l ~i 191 

Si 11 • ll no es una norma en $., entonces la base spline-B 
a 

para $~, no es linealmente independiente, Como consecuen~ 

eta, el sistema de ecuaciones normales es s1nqular y como 

1iempre existe soluci6n, entonces habr& un ndmero infinito 

de 1oluciones. En esta situact6n se debe elegir una •me-~ 

jor• aproximac16n en el sentido de que sea la m&s pequeña 

entre todas las aproxtmaciones por mfnimos cuadrados, El 

••todo selecciona esta •mejor• aproximacion forzando a los 

coeficientes de los spline1~B dependientes a ser iguales a 

cero. 
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CAPITULO 

T R E · S 

COllPARACION DE 

L A s T E e 1 1 e A s 
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3.1 PlANTEAMIENTO D~L PROBLEf"A 

Hasta ahora, s6lo hemos formulado las hip6tesis,­

propiedades y limitaciones de cada una de las tfcnicas­

expuestas en loa dos cap!tulos anteriores. La compara­

ción y evaluación propiamente dichas, las lograremos -­

prob!ndolas bajo condiciones experimentales controladas, 

es 4ecir,simulando una serie de tiempo y aplicando las 

t8cnicas para analizar su eficiencia y caracter!sticas. 

Este cap!tulo presenta un aspecto importante para-­

nuestro trabajo, que consiste en la discusi6n de las -­

tdcnicas: 

- M!nimos cuadrados y promedio m6vil contra 

- La función spline. 
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que pertenecen a dos disciplinas distintas de 1a matemá 

tica. Las dos primeras t~cnicas se han usado tradicio-

nalmente para estimar a la tendencia de una serie de -

tiempo, mientras que la funci6n spline se usa por pr~ 

mera vez (hasta donde logramos investigar) para este pr~ 

p6sito. 

El desarrollo del problema ser& en base a un conjun-

to de preguntas y respuestas, que enmarcarán nuestro ob 

jetivo para lograr visualizar las distintas alternativas 

que hay al atacar el problema propuesto. 

l. ¿Por qu~ se gener6 una s6la serie de tiempo? 

Resulta dif!cil simular l' m ..... nejar un conjunto sufi--

cientemente grande de series de tiempo, para poder obt~ 

ner conclusiones contundentes, dado que si se quisiera 

hacer un diseño de experimentos, se tendrían que consi­

derar los siguientes factores: 

1.- Modelos 

2.- Tendencia 

i
Aditivo 

Multiplicativo 

Mixto 

Lineal 

Polinomial 

Exponencial 

Loqar!tmica 



{

Estable 
J.- Eatacionalidad 

Variable 

{

Suave 

4.- Irregular Fuerte 

Erdtico 
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El ndmero de series requeridas es mayor a setenta, a 

lu que habda de aplicarle cada uno de los m6todos discu 

tidos con su1 variantes respectivas, para entonces reali 

zar un an&lisis exhaustivo y poder as! concluir algo v4-

lido en forma qeneral. Esto resulta muy costoso, de mu­

cha dedicaci~n y tiempo, por lo que nosotros nos limita­

remos a hacer una ilu1traci6n comparativa de donde se re 

fleje el comportamiento que observ6 cada una de las tfc• 

n1cas al ser aplicadas a una s6la serie de tiempo simul! 

da y aunque no se lograran conclusiones contundentes, 

pensamo1 que •• posible que el presente trabajo pueda e~ 

1ervir como punto de partida para investigaciones poste­

riores, en donde se trate de analizar alguna tfcnica en 

particular, contaado ya con la facilidad de disponer de 

la teorla de1arrollada, de lo• prognnas para la computad2 

ra y d• un ejemplo pr•ctico de c&no pueden manejarse ta~ 

lti 11 1it-to401. 

2. ¿Qu• tipo de 1erie de tiempo •• la indicada para lo--

9rar nuestro objetivo? 
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Ante esta prequnte,se podr1a elegir entre dos alterna 

ti vas: 

a)Series emp1ricas 

b)Series te6ricas. 

En la primera alternativa están incluidas las series­

de ventas, precios, producci6n, etc., oero estas presen­

tan muchos inconvenientes. Por ejemplo, el hecho de aue 

alqunas series oficiales o de empresas privadas tienen -

la particularidad de aue e.n ocasiones están encaminadas­

con fines pol1ticos o personales: además, la mavor!a de­

las veces se cuenta con poca informaci6n y no se les ~a­

dado un tratamiento estad1stico adecuado por personal -­

tAcnico capacitado, esto traer! consigo una imorecisi6n­

que valdr!a m!s no tener. 

No debemos olvidar que al tratar con series emp!ricas 

carecemos de las componentes verdaderas de la serie de -

tiempo, por lo aue s6lo se podr! estimar a cada una re -

ellas, esta raz6n las elimina por completo. 

En cuanto a la sequnda alternativa se de~e suhravar,­

que es posible describir matem!ticamente (a trav~s de un 

modelo) el comportamiento de alqunos fen6rnentos econ6mi­

cos como !ndices de inflaci6n, qasto pú~lico (~ox Jen--­

kins-1969). De modo aue si se toma un modelo multinlic~ 

tivo (•ecci6n 1.6) de los aue describen usualmente a se-
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ries econémicas y se les al.1.Inenta en una forma adecuada, 

se obtendr4 como resultado,' una serie te6rica con ciertas 

caracter!sticas econ6micas, con la ventaja de que la se-­

rie as! generada,puede ser tan grande como se quiera, con 

tendencia no lineal conocida, una estacionalidad estable 

y una componente irregular cuyos elementos sigan una dis 

tribuciOn normal con media cero y varianza uno. 

3. ¿Por qu6 la serie teOrica debe tener rasgos econ6micos? 

Esta decisiOn se torno debido a que las series econ6mi­

cas son las que tienen un uso m&s conocido, y en donde p~ 

demos encontrar, una gran variedad de series, cada.una de 

las cuales tiene caracter!sticas propias, que las di!eren 

cian de las dem&s, 

No es posible tratar de generar una serie de tiempo e~ 

con&nica, que posea todos los rasgos que caracterizan a -

los fen6menos econOmicos, por tal raz6n se simulo una se­

rie que podr!a ser del tipo comdn, como ventas, produc~-.­

c;ldn, etc•tera, 

En este trabajo, simularemos una serie de tiempo econ~ 

mica para poder observar lo que podr!a suceder al tratar 

de representar la tendencia con cada una de las t~cnicas, 

Para efectuar la comparaciOn se requieren considerar 

los siguientes aspectos1 
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a) Asignar los par!metros al modelo para conocer a -

cada una de las componentes de la serie. 

b) A tal serie, le aplicaremos las t~cnicas de suavi 

zamiento con distintas modificaciones para cuantificar­

sus efectos. 

c) Decir cu!l de las t~cnicas es la mejor y bajo ICJUf 

condiciones. 

d) Por las razones expuestas, nos resulta convenien­

te qenerar una serie de tiempo te6rica con ciertas ca-­

racter1sticas econ6mfcas. 

4. De todas las clases de m!nimos cuadrados, de prome~­

dios m6viles y de splines ¿Cu4les resultan apropia•~ 

do• para ser comparados? 

Para contestar esta pregunta, primero se tuvieron -­

que revisar detalladamente cada uno de los m6todos, para 

determinar aquellos que pudieran, con mayor ventaja, a­

justar una curva suave a una serie de tiempo. 

Selecc16n de un modelo de 111tnilllos cuadrados. 

En la seccien 1.2 se expuso el 110delo lineal qeneral 

y el 111odelo no lineal, de ellos 1e t~ el modelo cObi• 

COI 

Y • Bo + Bit + Bat 1 + B1t 3 

Coao el promedio mev11 y el 1pline tmabt•n pueden~­

de1arrollarse a partir de e1te polin011to ctlbico, resulta 
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que las cuatro tfcnicas quedan en igualdad de circunstan 

ciaa para ser canparadas. 

Selecci6n de un promedio mdvil. 

Inicialmente se realiz6 una investigación para recole~ 

tar en su mayorta todas las técnicas que ten!an como esen 

cia un promed1.o rn6vil. Como resultado se obtuvo que alg~ 

nos promedios ten!an usos espec!ficos, como por ejernplo,­

el promedio m6vil de Spencer de 15 y 21 puntos empleado -

para suavizar series (Kendall-1976) , sin embargo, ten!an­

una desventaja en comdn, que al estimar la tendencia de -

una serie, siempre pierden valores de tendencia en ambos­

extremoa de la serie nueva (como se puede notar en algu-­

noa de loa procedimientos de mayor relevancia expuestos -

en la aecci6n 1.4). Hay un procedimiento que cuenta con 

una extensi6n de aua propios elementos para encontrar esos 

valorea extremos, que son loa promedios ~viles con pesos 

calculados bajo el principio de mtnimoa cuadrados (aecci6n 

1.4.5), motivo 1uficiente para elegirlo como el indicado -

para la comparaci8n. cabe mencionar que los pesos pueden 

obtenerse mediante un polinOlftio cdbico o bien de quinto -

grado. Aunque en este ~ltilllo caso el procedimiento •• corn 

plica, garuando poca preciai6n. 

Hay cierta• t•cnica• conocidas para ••timar la tenden­

cia que eat•n implantada• en paquete• eatadf1ticos 
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aue se manejan a través de una computadora, por ejemolo 

x-11, SABL, BAYSEA, etc., sin embarao, reouieren de una 

m!quina de qran capacidad oue posea tales µaouetes, lo­

cual no estaba a nuestro alcance. 

Selecci6n de las dos funciones spline. 

En lo aue corresponde a splines, encontramos aue los 

de mayor uso en la pr!ctica son los cúhicos simples y -

que &stos µueden ser de interpolac16n o aoroximaci6n. 

El algoritmo desarrollado por Reinsch puede usarse cua!!_ 

do los datos est4n influidos por un cierto error, es d! 

cir, Y11 "" i (t11 ) + t 11 donde q Ct11 ) se supone una funcidn -

suave y Ek es el error (k •O, l, ••• ,n). F.n nuestro ca 

ao, tal error lo podemos relacionar como la estacionali 

dad y error aleatorio de la serie de tiempo1 por esta -

razOn lo seleccionamos para la comparaciOn. 

TambiAn se selec.cion6 el spline por mtni111os cuadrados, 

pues cuenta con la caracter!stica de recuoerar una fun-­

ci6n suave que est4 afectada por algGn tipo de •ruido". 

Los splines de auinto arado laqran un ooco mis de pr! 

cisi~n, pero requieren m&s cilculos v por lo tanto m&s -

tiempo de procesamiento para su ~oluci6n~. P.ay otras -

clases de splines que son desarrollados en distintas di 

menaiones y espacios funcionales para casos muv espect­

ficos, reqüiriendo conocer telllAs muy avanzados en mate-



.146 

m4ticas (como el an!lisis funcional), razón por la que 

fueron eliminados, considerando los objetivos del pre­

sente trabajo. 

En lo sucesivo, cada vez que se mencione el principio 

de m1nimos cuadrados, el promedio móvil y cualquiera de 

los dos splines, nos referimos en forma espec1f ica a los 

elegidos anteriormente. 

5. ¿C6mo podrtamos medir objetivamente la :. eficiencia' · 

de un m•todo de suavizamiento, con respecto a los -­

otros? 

Ya se dijo anteriormente, que se pretende suavizar -

una serie de tiempo, aunque no en el sentido de suaviz! 

miento m4ximo, sino m&s bien para representar a la ten­

dencia. Un buen suavizamiento entonces, ser& aquel que 

se aproxime mejor a la tendencia de la serie, e1to hace 

fundamental el conqcillliento exacto de esta componente -

para poder medir la eficiencia de cada mAtodo. 

Una vez que se apliquen los m8todos a la serie de 

tiempo, se compararan las curvas suavesajustadas contra 

la tendencia te6rica ~. {9ecci6n 3.2.2) de la serie, -

siendo la mejor aquella que minimize la ra!z cuadrada -

del error cuadratico medio (Row - Miller, 197!). 
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donde: 

T,- La tendencia obtenida con alguno de los m'todos 

~ - La tendencia verdadera 

n - Ndmero de observaciones. 

6. ¿Qu' es el ajuste de curvas? 
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Ea la elecc16n de una tunci6n matemltica junto con -

la determinaci6n de sus parbte.tros, para representar a­

un conjunto de observaciones. 
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3.2 SlMULACION DE UNA SERIE 

3.2.1 SIMULACION 

DEFINICION.- Es el proceso de diseño de un modelo 

matemático, para imitar un fen6meno real, con el prop6-

sito de realizar experimentos controlados que nos den­

informaci6n de su comportamiento. 

La aimulaci6n ea s6lo una herra111ienta aue ayuda al 

an&lisia de la conducta de loa fen6menos reales bajo -

condiciones especificadas por el investigador. Esta -

disciplina implica por s! sola el empleo de distribu-­

cione• de probabilidad. 
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Los resultados de una simulaci6n nos forman un crite 

rio acerca del problema, la cual nos ayuda a la toma de 

decisiones. 

7, ¿Cuándo se debe usar la simulaci6n? 

a) Si el problema que se tiene es muv complejo para 

resolverlo. 

b) La sequnda raz6n incluye a aquellos problemas en 

el que el investigador necesita ganar experiencia e in­

formaci6n de una situaci6n real compleja y tener la po­

sibilidad de manejarla en forma similar. 

e) El tercer tipo de situacidn, es aquella en que no 

existe el problema en el mundo real, pero uno desea an­

ticiparse y saber c~mo tratarlo si lste apareciera. 

Una serie simulada difiere de una serie real, en que 

las componentes de la primera reflejan las caracter!sti 

cas generales de las componentes reales pero est'n des­

provistas de un contenido econ6mico-social, en el sent! 

do de que no representa un fen6meno en particular, 

En oposici6n a los fen6menos experimentales, los f! 

n6menos sociales son emp!ricos, oues no se tiene con-­

trol de los parfmetros que los oriqinan, nor esta ra-­

z6n, nosotros simularemos una serie de tiempó con alg~ 

nos rasqos económicos, a trav'• de un modelo multipli-
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cativo, en donde se tiene control de los parámetros aue 

actGan sobre la tendencia y la componente irregular, en 

tanto que la estacionalidad se asignará en forma deter­

minista. De esta manera, la simulación nos permite co• 

nocer con precisión a cada una de las componentes. 

Al experimentar con el modelo, se fueron controlando 

sus parámetros para reproducir una serie de tiempo hip~ 

t6tica lo m&s cercana posible a las del tipo coman. 

Por lo tanto, la serie simulada es entonces el resul 

tado de multiplicar las comoonentes de acuerdo con el­

modelo elegido, 

La facilidad de reproducir y controlar las caracte~ 

r!sticas de comportamiento de las componentes en forma 

independien_te, nos permite conocer perfectamente la ten 

dencia de la serie. Este hecho es fundamental oara el 

objetivo de nuestro trabajo, pues al aplicar los m6to-­

dos de suavizamiento a la serie hipot6tica estimaremos 

a la tendencia, tal estimaci6n oodrá ser comparada pos­

teriormente, con el comportamiento de la tendencia si­

mulada, i:>ara determinar cull la representa meior. 

3. 2. 2 CONSTRUCCION DEL .MODELO, 

Como ya se di1o, el modelo indicado para simular una 

serie de tiempo econOmica, con las caracter!sticas re-
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queridas es del tipo multiplicativo: 

k = 1, 2, ... , 120 

donde cada una de las componentes se representar! en la 

forma más sencilla. 

La raz6n por la que se consideran ciento veinte obser 

vaciones fue porque se requería sufiqiente informaci6n -

para poder hacer un análisis en tres etapas distintas de 

la serie, es decir, una inicial en los primeros doce me­

ses, una central en los siguientes noventa y seis y una 

final en los restantes doce meses. 

La tendencia~ se gener6 a·partir de un polinomio de 

segu~do grado dado por: 

~k· o,st 2 + 12t + 1000 

(Ver gdf;tca 3) , k. t. 1, 2, ••• ,120 

9, ¿Por qu~ la tendencia se represent6 por un polinomio 

cuadrAtico? 

Si se hubiera seleccionado una recta como la ten~en~ 

cia caer1amos en el caso m&s simple, que rara vez ocu-­

rre en la realidad, puesto que la mayoría de los fen6me 

nos socio-econ~micos siguen un comportamiento no lineal. 

Por lo anterior, es conveniente para fines pr&cticos to 

mar un polinomio de sequndo grado, 
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La estacionalidad n se as1gn6 en forma determinista 

y estable, satisfaciendo la siguiente condición: 

" 1T n11= l 
!&el 

Donde: 

·ri .. :.: 0.6999 k = l, ( 12), 109 (ENERO) 

n11 = o.a k = 2, ( 12) , 110 (FEBRERO) 

n11= 0.9 k • 3, ( 12) , 111 (MARZO) 

1\ = 1.1 k .. 4, (12), 112 (ABRIL) 

n11= 1.2 k • s, ( 12) , 113 (MAYO) 

n. = 1.12 k = 6, (12), 114 (JUNIO) 

n11= 1.1 k = 7, (12), 115 (JULIO) 

n11 = 0.896 k = 8, ( 12), 116 (AGOSTO) 

n11 == 0.97 k .. 9, ( 12), 117 (SEPTIEMBRE) 

~= 0.9 k •10, ( 12), 118 (OCTUBRE) 

n11=- l. 2 k •11, ( 12) , 119 (NOVIEMBRE) 

"11 = !.3 k •12, (12), 120 (DICIEMBRE) 

La manera de interpretar el 1ndice estacional es co 

mo sigue: 

Para los eneros tenemos un !ndice de 0,6999 lo que 

significa que la serie est4 por debajo de la tendencia 

en un 30.0l\, o sea, como el valor de tendencia para el 

primer enero est988.5 X 0.6999 • 691.851, o bien, el ca 

so de diciembre con n11 "" 1.3 nos dice que est! por arri­

ba de la tendencia en un 30\, es decir, como el valor -

t(errata) 988.S est.e valor se reduce a 
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de tendencia para e prbner diciembre es de 928 enton­

ces se incrementa a 928 X 1.3 = 1206.4. 

(Ver gr!! ica 4) • 

La componente ir egular e: ·se gener6 a partir de una 

distribuci6n de prot bilidad normal estandarizada, la 

f6rmula*que se us6 fue: 

I 11 == (-2 log (u))
1
/ 2 sen(2'11V} k .. 1, 2, ••• , 120 

y semillas u = 0,99 99999999 

V • 0,12541254129 

Con esta f6rmula, se obtuvieron 256 n1lmeros aleato-­

rios, esta cantidad es debido a que la longitud m•xima 

del vector de la m• ina (HP - 983~) 1610 acepta hasta 

ese 1ubtndice, de a t se tomaron 101 dltimo• ciento -

veinte, pues esto• alores ae aproximantinejor a una -­

listribuci6n normal La media y varianza muestrales -

que se obtuvieron f eron de 6.1 y 32 respectivamente. 

Como era de esperar e algunos nth'lleros calculados por la 

f6rmula anterior, r sultaron ser neqativo1 y como ya se 

eaplic6 (secci6n l. ) que eato reaulta inconveniente 

para un :modelo 111Ult plicativo, como el que se est4 cons 

------------------
• Tfcnica1 de 1illu ac16n en cc.iputadoraa, por Naylor 

&acinty, Burdier 1 n y Chu,' Editorial Limuaa. 
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truyendo, se hizo una transfomaci6n a trav~s de la fun 

ci6n exponencial como se vi6 en la secci6n 1.6.5, La -

media y varianza nuevas debidas a la transformaci6n fue 

ron O.OS y 1.12 respectivamente. De esta manera ya to­

dos los números resultantes fueron positivos, sin ernba~ 

go, todavía faltaba un pequeño problema a resolver, el 

cual consist1a en que estos errores afectaban fuerte-­

mente a la serie, entonces, para reducir su efecto se­

dividi6 a aada argumento de la exponencial entre 25, -

dando como resultado errores aleatorios m&s pequeños,­

•lrededor de 1. Estos errores aleatorios tienen la 

misma interpretaci6n que el factor estacional, pero a­

una escala mucho menor (ver gr&fica 5). 

Finalmente el modelo apropiado para generar la se-­

rie econdmica deseada fue: 

U11 • 1'E11 e:>q>(I .(k + 136)/ 25) 1 k=l.,2, ... ,120 

'rtr - Es la tendencia 

Et.- Es la estacionalidad 

:r..- Es el error aleatorio. 

De esta manera, la serie simulada es la resultante 

de las tres componentes relacionadas que actdan en for 

ma sistem&tica (ver gr&fica 6). 
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3.3 COMPARACION 

A continuaci6n se mencionarf las relaciones, simi­

litudes y diferencias que existen entre las t6cnicas, 

La relaci6n entre los m•todos, de acuerdo al objeti­

vo de la tesis, es la representaci6n de la tendencia de 

la serie de tiempo. 

En seguida, separaremos las similitudes y diferen-­

cias generales de las particulares en los cuatro méto­

dos, para evitar repeticiones. 

3.3.1 Similitudes generales para los cuatro M~todos. 

a) Las cuatro tfcnicas usan polin0111ios de la siquie~ 
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te maneras 

- El promedio m6vil los emplea para calcular los p~ 

sos mediante los cuales suaviza a la serie de tiempo. 

- Mtnimos cuadrados debe calcular los par!metros pa­

ra un sdlo polinomio de cualquier grado. 

- El spline de aprox1maci6n (Reinsch) requiere de -

una serie de c&lculos para obtener los par!metros que 

determinan a los polinomios impares y que al unirlos -

a cada punto t~ constituyen a la funci6n spline de --­

aproximaci6n. 

- Spline• por m1nimoa cuadrados tambiAn debe calcular 

lo• par&metros para uno o m&s polinomios de cualquier -

qrado seqdn el ndmero de subintervalo• elegidos. 

3,3,2 Similitudes particulares. 

a) Promedio m6vil y funci6n spline de aproximaci6ns 

1) Tanto con este mAtodo como en el otro, se puede -

controlar la suavidad de la serie que generan, as!, pa­

ra el promedjom6vil 1e usaran las extensiones de cinco 

a veintiuno y para el spline el coeficiente de suavidad 

s (secci6n 2.3.1). 

2) Lo• dos mftodos presentan mayor pArdida de preci­

si6n al calcular los valores de tendencia en les extre· 

mos de la serie de tiempo qu6 en su parte central como 

•• puede apreciar en.lH tablH 6 y 11. 
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3) Las extensiones del promedio m6vil as! como el gr~ 

do del polinomio de la funci6n spline conviene que sean -

impares, por las razones expuestas en las secciones 1.4 -

y 2.2.8 respectivamente. 

b) Promedio m6vil y m!nimos cuadrados. 

Los dos pueden obtenerse por calculadora. 

c) Promedio m6vil y spline por mínimos cuadrados. 

r.os dos tienen forma de controlar la suavidad, el pro­

medio mOvil por la extensi6n del promedio y el spline por 

m!nimos cuadrados a trav~s de los puntos de quiebre. 

d) Spline de aproximaci6n y m!nimos cuadrados. 

El spline minimiza a una inteqral (2.3.1) y minímos ~­

cuadrados; minimiza a una suma de cuadrados (l.2.9). 

e) Spline de aproximaci6n y·spline por mínimos cuadra­

dos. 

1) Ambas t•cnicas emplean pesos con las mismas caracte 

r!aticas, enteros o fraccionarios pero positivos. 

2) Los dos tienen forma de controlar la suavidad: el -

spline de aproximaci6n mediante el coeficiente de suavidad 

S y el spline por m!nimo1 cuadrados con la sucesi6n de pu~ 

tos de quiebre. 

J) Los do• 1plines presentan m41 o menos el mismo ----
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grado de complejidad en su desarr~llo y cálculo. 

4) Tanto un método como el otro requieren ser resuel 

tos por computadora. 

5) Ambas técnicas presentan restricciones en su desa 

rrollo. 

6) Ninguna de las dos técnicas provee de un procedi­

miento seguro para asignar pesos. 

7) tos dos procedimientos presentan matrices tridia­

gonales, definidas positivas y los sistemas de ecuacio­

nes lineales se resuelven por el método de Cholesky. 

f) Spline por m!nimos cuadrados y m!nimos cuadrados. 

Las dos t•cnicas tienen por objetivo minimizar la -­

distancia que existe entre las observaciones y la curva 

a ajustar, aunque cada una tiene fundamentos distintos. 

A•! el spline por m!nimos cuadrado• parte de conceptos 

de algebra lineal, mientras que m!nimOs cuadrados lo ha 

ce a travfs del c~lculo diferencial. 

J.3.3 Diferencias generales para los cuatro m4todos. 

a) una ventaja del promedio mdvil sobre los otros -

tres m4todos, es que al añadir un dato no es necesario 

recalcular todos 101 valores de tendencia nuevamente -­

(tiene permanencia), sino tan solo, los del extremo do~ 

de fue añadido calculando el tfrmino UNtMfly recalculand~ 

lo los dltimos M t•rmtnos de la serie. (1ecci6n 1.4.S). 
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bl Los valores de tendencia obtenidos con promedio -

m6vil son discretos, no se tiene una funci6n matemáti­

ca que los represente. Para los otros tres métodos es­

tos valores si están definidos en una funci6n continua 

(y diferenciable), tal que nos permite conocer valores 

entre los puntos tk (k = 1, 2,, •• , 120). 

c) El desarrollo del promedio m6vil no tiene ninguna 

restriccidn, a diferencia de los otros métodos, ·101cua­

les cuentan con varias restricciones de la funci6n, co­

mo se puede apreciar en sus respectivas secciones. 

d) Una caracter!stica relevante que se not6 en el pr~ 

medio m6vil, es que se puede aplicar en forma iterativa 

(segundo orden), mientras que para la funci6n spline te~ 

dr!amos el problema de asignar nuevamente los pesos y P! 

ra m!nimos cuadrados no tiene sentido. 

el Hay una clase especial de promed:ío mdvil para dese! 

tacionalizar la serie de tieripo (promedio m6vil centrado, 

secci6n 1.4.6), sin embarqo en los otros tres m'todos no 

hay una clase de funcidn particular que ataque directa-­

mente este problema. 
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3.3.4 Diferencias particulares: 

a) Promedio m6vil y spline de aproximaci6n. 

1) Una diferencia notable es que el promedio móvil, 

.en esencia, surge de una simple media aritmética, en -

contraste con la función spline cuya idea es más com-­

pleja. 

2) El promedio m6vil se puede obtener fácilmente con 

la ayuda de una calculadora, mientras que.el algoritmo 

de la funci6n spline requiere de ser programado en una 

computadora y su tiempo de procesamiento es mayor que -

el de promedio m6vil, en consecuencia resulta ser m4s -

caro. 

3) La t~cnica de promedio m6vil, provee de antemano 

un procedimiento particular para calcular los pesos que 

se emplear&n en la estimaci6n de la tendencia, los cua­

les pueden ser positivos o negativos. A la función --­

spline por el contrario, se le deben asignar los pesos 

y ser estrictamente positivos. 

4) En el caso del promedio m6vil, los pesos para ca! 

cular los valores de tendencia en los extremos de la se 

rie se determinan por una tabulación de un polinomio c6 

bico, mientras que para el spline los valores cercanos 

a sus extremos se ven fuertemente afectados por la se-­

lecc16n arbitraria de sus condicione• en la frontera. 
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b) El promedio m6vil y m!nimos cuadrados. 

1) El promedio mOvil puede controlar la suavidad de­

acuerdo a la extensiOn del promedio. M1nimos cuadrados 

puede hacerlo s61o en forma indirecta con el grado del­

polinimio. 

2) La p~rdida de precis16n en los extremos de la se­

rie con el m~todo de m!nimos cuadrados es menor que la- ._ 

que se obtiene con el promedio m6vil. 

3) Mientras que para el promedio m6vil resulta conve 

niente el empleo de polinomios impares (secci6n 1.4.3)­

mlnimos cuadrados no presenta esta desventaja. 

4) M!nimos cuadrados tiene un grado mayor de dificul 

tad que promedio mdvil tanto en c&lculo como en desarro 

llo, 

~) M!nimos cuadrados permite pronosticar, 

c) Promedio mdvil y spline por mlnimos cuadrados, 

l) El promedio mdvil tiene un procedimiento particu­

lar para calcular sus pesos, que deben ser positivos o­

neqativoa. El spline por mlnimos cuadrados s6lo sugie­

re una posible elecci~n y pueden ser enteros o fraccio­

nario• o positivos, 
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dl Spline de aproximac16n y mtnimos c~adrados, 

1) . El spline de aproximación controla la suavidad .. 

de la func16n que construye a trav6s del coeficiente ~ 

de suavidad S, mtnimos cuadrados lo hace en forma indi 

recta con el grado del polinomio. 

2) El desarrollo del método de spline de aproximación 

es m&s complicado que el de mínimos cuadrados. 

3)M!nimos cuadrados puede obtenerse con calculadora, 

por el contrario, el spline de aproximación necesita ser 

calculado por computadora. , 

4) La p@rdida de precisi6n en los extremos de la se 

rie, con el mdtodo de mtnimos cuadrados, es menor que 

la que se obtiene con el spline de aproximaciOn. 

5) Mlnimos cuadrados no presenta condiciones en la 

frontera a diferencia de la func16n spline natural de 

aproJdmaci6n que esd sujeta a: 

- + q" (ta) • q" (t 11 ) = O 

e) Spline de aproximación y spline por mlnimos cua­

drados. 

1) Ambos m8todos parten de conceptos diferentes COJOC> 

ae puede apreciar en las secciones 2.3 y 2.4. 

2) El spline de aproximaci6n tendr&, para N puntos, 
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N-1 polinimios impares (cúbicos) en tanto que en el -­

spline por mínimos cuadrados se tiene uno o mAs poli­

nomios de cualquier grado (aunque todos del mismo gra­

do) ya que se puede seleccionar el número de subinter 

valos. 

d) Spline por mínimos cuadrados y mínimos cuadrados. 

1) Los dos parten de enfoques distintos como se pue­

de apreciar en las secciones 1.2 y 2.4. 

2) El spline por mínimos cuadrados controla la suavi 

dad con la sucesiOn de puntos de quiebre, mínimos cua-­

drados lo hace mediante el grado del polinomio. 

3) El spline por mínimos cuadrados puede construirse 

con uno o m!s polinomios a diferencia de m1nimos cuadra 

dos, el cual se limita al empleo de uno. 
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E V A l U A C 1 O N 

EN LAS SECCIONES SIGUIENTES PRE~ENTAREMOS EL ASPECTO 

CUANTITATIVO DEL PROBLEMA, ES DECIR, MEDIREMOS LA EFICIEli 

CJA DE CADA METODO PARA CONOCER CUAL DESCRIBE MEJOR A LA 

TENDENCIA DE LA SERIE DE TlEMPO, 
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3.4 EVALUACION DE MINI~S CUADRADOS 

La estimaci6n de la tendencia de una serie de tiem 

po por mínimos cuadrados, es un caso particular del an! 

lisis de regresiOn, puesto que la variable independien­

te x en las series de tiempo, esta limitada a represen­

tar invariablemente unidades de tiempo, mientras que en 

an!lisis de reqresi6n, esta variable puede representar 

a cualquier fenOmeno. 



110 

En esta rama de la estadística, se eliqi6 a un mod~ 

lo de regresi6n cúbico como el apropiado para estimar-

la tendencia de la serie simulada. 

10. ¿Por qué un modelo de reqresi6n cúbico? 

Esta decisi6n fue de gran trascendencia para nuestro 

trabajo, pues un polinomio cúbico del tipo: 

ser& el que sirva de fundamento para desarrollar cual-

quiera de las t~cnicas para ajuste de curvas suaves, -

que intervienen en la investigaci6n. Esta situaci6n -

nos permite tener en igualdad de circunstancias (en 

cuanto a construcci6n) a las t~cnicas elegidas para 

ser comparadas. 

De acuerdo con-la (1.2.35) para kzJ, n=120 y t co­

mo variable independiente se tiene: 

llO 
E Y 11 - e o 11 - e 111 t - a 2lt 2 

- e \t • i 2 

11•1 
Usando la relaci6n (1.2.36) tendremos un sistema de 

cuatro ecuaciones, que nos permitir& calcular el vec--

tor bo 

12obo + b1Et + b2¿t 2 + b,¿t 1 = ¿y 
bolt + b1!t 2 + b2¿ti + bi¿t~ = tYt 

b~Et 2 + b1!t 3 + bzit~ + b,¿ts • f1t 2 

bo!t 3 + b1!t~ + b2tt 5 + b,¿t• • íYt 1 
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Reso!viendo el sistema por el1m1nacil'Sn, se l'lea6 a 

los siguientes resultados: 

bo a 859.564 19850 

b1 = 3.680 10161 

b2 • 0.137 77264 

b1 = 0.002 3302686 

La curva de regresión YRnue representa a la tenden­

cia la obtenemos al tabular (1.2.15) con los paráme-­

tros estimados (ver qr!fica 7). 
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3 ,5 EVALUACION DEL PRC1.'1f.D.lC MOVIL 

En base a lo explicado en la secci6n 1.4 procede-

remos a probar distintos tipos de promedio m6vil en la 

serie simulada cano son1 

a) Promedio m6vil de primer orden 

b) Promedio m6vil de sequndo orden 

c) Promedio m6vil mixto 

d) Promedio m6vil centrado 

a) Promedio m6v11 de primer orden. 

A la serie de tiempo simulada se le fueron aplican­

do promedios m6viles, con pesos obtenidos por mínimos 

cuadrados, en forma sistem•tica desde una extensi6n de 

cinco a veintiun t•rminos. A medida que se iba incre-
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mentando la extensión, se obten!a como consecuencia --

una mejor aproximación a la tendencia, es decir, una -

serie nueva más suave. No debemos olvidar oue en este 

proceso se buscará un equilibrio entre la extensi6n a­

propiada y los términos de los extremos de la serie 

que estamos dispuestos a perder, pues a medida aue se-

incrementa la extensi6n del promedio m6vil se obtiene­

mayor suavidad pero pierden más valores de tendencia. 

Un primer an&lisis del comportamiento general de ca 

da una de las extensiones lo da la tabla 4 : 

EXTENSION 

5 

7 

9 

11 

13 

15 

17 

19 

21 

TABLA (4) 

ERROR CUADRATI-
CO TOTAL 

523.6 

425.2 

343 ,4 

302,7 

270.9 

257,9 

242.4 

236.9 

236.2 

PORCENTAJF. DE 
RF.DUCCION 

18,8 

19.2 

11.9 

10.5 

4.8 

6.0 

2.3 

0,3 

NOTA1 Las cifras de todas las tablas se redondearon a 

un decimal. (ver gr&ficas 8.9,10), 

Observando la tabla anterior nos daremos cuenta --

que 11 bien, la extensi6n 17 no es la 6ptima en en el-
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sentido de reducci6n m&xima de error cuadrAtico total,~ 

si logra un porcentaje bueno y significativo, puesto -­

que las extensiones 19 y 21 disminuyen un poco m!s el -

error cuadritico total pero en forma no relevante, 

Los porcentajes que muestra la tabla se obtuvieron -

en forma eslabonada, Para dar una idea del porcentaje 

de reduccidn lograda en las extensiones comprendidas de 

5 a21 t•rminos diremos que esta fue der 

236, 2 

523.6 l * 100 • 54. 9 

Es po11ble que una extensi6n 17 sea la adecuada para 

nue1tro trabajo, Un sequndo anllisis ilustrado en la -

tabla 5 entre las extensiones 15 y 21 nos permitir& to­

mar la deci116n 1obre esta afirmación, 

I• importante recordar que al aplicar el procedimie!!, 

to de promedio m6vil, es distinta la forma en que se -­

calculan las estimaciones de los valores de tendencia -

de la parte central de la serie al de 101 extremos de -

h aisma. 

Sabemo1 que es meno1 confiable la estimaci6n de estos 

valor•• para lo• extremo• lo cual nos lleva a conside-­

rar el error cuadrltico inicial {E.C.I) para los pri--­

meros doce meses, un error cuadr&tico central {E.e.e.} 

para loe aiquientes noventa y seis y un error cuaddU:co 

final. (E.C.l) para la. &tino9 ct:>ae mues, La eleceitn de 00ce y-~ 
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venta y seis meses es debido a que, como veremos post~ 

riormente, en el spline promedio hay un desolazamiento 

que se corrige hasta el doceavo t~rmino corno se puede-

apreciar en las gráficas 19, 20 y 21. 

EXTENSION 

15 

17 

\ DE RE-­
DUCCION 

15 

19 

\ DE RE-­
DUCCION 

15 

21 

\ DE RE-.­
DUCCION 

E.C.I. 

100. 3 

107. 5 

-7.2 

100. 3 

97.3 

3.0 

100. 3 

78.0 

22.2 

TABLA (5) 

E.e.e. 

124.9 

83.3 

Jj. 3 

124.9 

90.7 

27.4 

124.9 

99.3 

28.5 

E,C,P. 

728.1 

721.6 

0.9 

728.1 

69B. 8 

4.0 

728.l 

698. 8 

4.0 

E.C.T. 

257.9 

242.4 

257.9 

236.2 

257.9 

236,2 

La extens16n 15 se us6 como base de comoarac16n. 

b) Promedio m6vil de segundo orden. 

De acuerdo con lo 1descrito en la secci6n 1.4, oodr!a 

suponerse que un promedio mdvil, de segundo orden loara 

r!a una mayor suavidad para la parte central de la se-­

rie y con ello una mejor estimaci"n de la tendencia, ··-
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con la advertencia de que el problema de precisi6n en-

los extremos probablemente se agravaría. 

Esta segunda estapa de pruebas se efectuará de la -

extensi6n 15 a la 21, para verificar si efectivamente-

se llega a una reducci6n sianificativa del error cua--

drático medio, tanto en la parte central como en los -

extremos. Los resultados se resumen.en la tabla 6. 

TABLA (6) 

EXTENSION E.e.I. E.e.e. E.e.F. E.C.T, 

15 100. 3 124.9 728.l 257 .9 

(17,17) 102.l 65,4 716.6 236.2 

' DE RE-- -1.8 47.6 1.6 8.4 DUCCION 

15 100.3 124.9 728.1 257.9 

(19,19) 97. 3 90.6 697.0 236.2 

' DE RE-- 3.0 27.4 4,3 8.2 DUCCION 

15 100. 3 124.9 728.1 257.9 

(21, 21) 74.3 59.6 689.7 225.7 

' DE RE·- 25.9 52.6 5.3 12.5 OUCCION 

(Ver gr&fica 11 y 12) 
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En la tabla 6 la extensi6n 15 de primer orden es la­

base de comparación y la extenci6n 21 fue la mejor. Al 

comparar los resultados de las tablas 5 y 6 se aprecia­

claramente que la extensión 21 para un promedio m6vil -

de segundo orden es la mejor, 

e) ~remedio M6vil Mixto. 

Le llamaremos as! a un promedio m6vil doble en donde 

se han elegido extensiones diferentes, es decir, a la -

serie original se le aplic6 un promedio m6vil con exten 

siones 17 y luego a la serie resultante se le aplic6 uno 

de 15. A continuaci6n se invirtid el orden de las exten 

sienes para ver que efectos causaba este cambio. 

TABLA (7) 

EXTENSION E.C,I, E.e.e. E,C.F. E.C.T. 

(15, 15) 98.3 74.2 720.6 239.4 

(15,17) 93.6 68.0 711.2 234.8 

\ DE RE-- 4.9 8.4 f..1 l. 5 DUCCION 
(17,15) 105.9 67.9 720.3 238.0 

' DE RE-- -7.7 8.5 0.1 0.6 DUCCION 

(17,17) 102.1 65.4 716.6 236.2 

(17,15) 105.9 67.9 720.0 238.6 

\ DE RE-- -3.7 -3.8 -0.5 -o.e OUCCION 
(15, 17) 93.5 68.0 711.2 234.8 

' DE RE-- 8.( -3.9 o.e 0.6 DUCCICM 
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(Ver gr&f ica 13) 

Note que en esta 6ltima tabla, se tomaron dos bases -

de comparacidn, la extensi6n (15,15) y (17,17), para evi 

tar preferencias con los promedios en discusi6n. 

De la tabla 7, se desprende la recomendaci6n de que -

en un promedio m6vil de segundo orden, con extensiones -

distintas, es preferible aplicar primero la extensi6n m~ 

nor, pues como se puede observar en dicha tabla, el E.e. 

c. no experimenta una reducci6n significativa, pero en -

cambio, esta reducci6n se hace m&s palpable en el error­

cuadr&tico para ambos extremos de la serie. Esto podr!a 

explicarse en la pr&ctica diciendo que en algunas series 

conviene aplicar extensiones diferentes, dado que una ex 

tensi6n modelar& cierto tipo de variaciones y la otra 

las restantes. 

d) Promedio M6vil Centrado. 

J. ourbin considera innecesario emplear un promedio -

ml5vil centrado, sin embargo, M. Kendall dice que es rec2_ 

mendable "limpiar" la serie antes de trabajar con ella,­

es decir, lo uaa como filtro. En particular nosotros ª! 

quiremoa el argumento de Kendall, para informaci6n men-­

sual, aunque esto es completamente generalizable. 

,! 
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El promedio m6vil ce;itrado es un primer paso para e!!! 

pezar a desestacionalizar una serie de tiempo. Al apl~ 

car este promedio se perd!an los seis primeros y seis -

6ltimos valores, por lo que se recurri6 a completar la­

serie mediante el procedimiento de los valores en los -

extremos con una extensi6n igual a 13. Posteriormente-

a la serie resultante se le aplic6 una extensi6n de 17 

y 21. Los resul.tados se muestran en la tabla 8. 

TABLA (8) 

E.C.I. E.e.e. E.e.F. E.C.T. 
PROMEDIO 
MOVIL 92.1 66.6 724.0 238.4 
CENTRADO 

EXTENSION 86.2 64.8 711.3 233.9 17 

EXTENSION 80.4 63 .• 6 698.9 229.6 21 

(Ver gdfica 14) . 
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3 .6 EVALUACION DEL SPLINE DE APROXl~~CION 

La función spline presentado en el arttculo "Smoo··-­

thing by Spline Functions" por C.H. Rein1ch, es un alg2_ 

r!tmo que se tra~aja a base de prueba y error, motivo -

por Al rual tuvimos que realizar distintas pruebas con­

el propósito de obtener una buena estimaei6n de la ten­

dencia de la serie de tiempo. 

En esta secc16n nos ocuparemos de efectuar la estim! 

ci6n de la tendencia, mediante el algor!tmo de Reinsch­

en el cual emplearemos loa aiguientes par&metros: 

a) El coeficiente de control de suavidad, que 11ti1-
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face la restricci6n ( 2, 3, 'l1 , En el caso part~cular de­

S=O la funci6n spline llevará a cabo una interpolaci6n­

cGbica de los datos (120 en nuestro problema)_ cuando a­

s se le asigna un valor muy grande, el spline describe­

una linea recta, Como ya se explic6 en 2,3,3, el in-­

tervalo de confianza en el que está comprendido el valor 

de S es: 

104.5 ~ s ' 135,5 

si las tiY11 para k= 1,2, .. _.,120 se toman como las extima 

ciones de los errores de las desviaciones est&ndar de -

los datos Y11. 

b) Los otros parlmetros que hay que dar al algor!tmo 

son los tiY11 >O (k= 1,2,.,,,120), que representan los­

pesos que afectan a cada dato de la serie, Los pesos -

influyen fuertemente en el spline y hay que tener mucho 

cuidado al asignarles un cierto valor. Un primer valor 

~ue podemos dar si no conocemos bien la informaci6n es­

la unidad, en el caso en que se conozca quf datos son -

m!s importantes que otros, entonces ser!a conveniente -

dar a ~stos un peso mayor a la unidad, y si estos datos 

no son tan significativos o se sospecha que estln•1influi 

dos por un error grande, se les dar' un peso menor a -

uno. La asignaci6n de los pesos t.Y11 (k• 1,2, ... ,¡20)­

si no se cuenta con la desviacien estfndar de cada dato, 

depender& mucho del criterio personal y experiencia, 

ast como del problema que se tenqa. 
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En las pruebas que se llevaron a cabo cuando se die­

ron pesos aYk= l (k = l, 2, ••• , 120) y valores de S= 120 

y S= 1000, se observ6 que se obtenía una funci6n spline 

muy parecida a la serie de tiempo; sin embargo, se lo-­

qr6 una buena aproximaci6n a la tendencia cuando si di6 

valores muy grandes para s. En la tabla 9 se presentan 

los resultados obtenidos. 

TABLA (9) 

SUAVIDAD PESOS E.C.I. E.e.e. E.C.F. E.C,T. 

1 000 000 1 145 ,8 489.4 1211.1 583,5 

40 000 000 1 58,3 64.0 606,0 200.9 

60 000 000 l 588.0 263,9 270,9 307,0 

so ººº 000 1 326.0 160,1 57,1 177 .4 

45 000 ººº 1 100,0 87,9 308.6 161,9 

47 000 000 1 213.2 119.1 138.0 133,4 

46 000 000 1 161,4 104 ,4 205.9 124,8 

(ver gdfica 15) 

Cabe mencionar que al hacer las pruebas se seleccio-

n6 una s de doscientos millones, aqu1 se obtuvo una fu~ 

ci6n lineal que representa la suavidad m&xima, entonces 

se redujo:lá~S a cuarenta millones y se prosiqui6 en el 

orden que muestra la tabla 9, en el procedimiento des--
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crito se hicieron pruebas intermedias para asegurar que 

el camino que se estaba siguiendo fuera el correcto, no 

obstante, no se mencionaron para evitar redundancia. 

Un inconveniente que se tiene al seleccionar una S muy -

grande es que el algoritmo requiere de mucho tiempo de -

procesamiento. Obsérvese que el mejor resultado para el 

E.C.T. se obtuvo en S z 46 millones. En la tabla 10 se 

presenta un ejemplo de la función spline mientras que P! 

ra el E.e.e. fue en s s 43 millones. 

De acuerdo a la sugerencia que da Reinsch de tomar P! 

ra- cada ~ Y11 la desviación est.tndar del error del punto 

Y11 , y como en las series de tiempo por lo general la com 

ponente que m&s dificulta la estimación de la tendencia 

es la estacionalidad*, entonces se tóm6 ~sta como el ---

error y se restó de su media para dar el peso del punto 

respectivo. 

La primera prueba se hizo exactamente como lo indica 

el articulo presentado por Reinsch, tomando: 

4 v;• • ( n .. - 1)~. - media 

media 
• !,(fl, - l)t. 

120 

con K • 1, 2, ••• , 120 y s • 135 

---------------------------
*Hay que recordar que collO 1imul~1 la serié de tiem 

po conocemos el valor de la component• estacional en ca-

da punto. 



ECM IMIC!AL 
ECM CEIHF:AL 
ECM FIMAL 
ECM TOTAL 

A 

7:32 1 62235154 
744,7919455 
756. '3612:313 
76'3, 1316143 
781.3065723 
793.4936800 
805,7059144 
:::17. 9608459 
830.2790607 
::;:42. 6823482 
855. l '332663 
867.8350750 
880.6347474 
893. 622'3877 
906.8282384 
920.2754593 
933.9881213 
947.9911459 
%2.3116566 
976. 97902:31 
992. 024:3246 
1007.478117 
1023.369930 
1039. 727·;11 
1056.582006 
1073.964236 
1091. 903042 
1110.423(130 
i 129. ':14t".093 
1149. 2''4796 
1169.694477 
1190.772812 
1212.557812 
.235.0';'5196 
1258.3491 
~ 2:::2. 40 ~ _,.;·:; 
1 :307. 256'~24 
13:32. i:.4ot.E:7 
135·3,4741::: 
1'386.874208 
1415.15:3:317 

161. 4450369 
104.3813567 
205.9403412 
124.7556271 

B 

12. 16'~7(11)23 
12.169:36671 
12.16945739 
12.17181(126 
12. 17932464 
12. 197~)8804 
12.2303494 
12.2C:31J1203 
12.35704124 
12. 45'3:~:2962 
12.5722571 
12.71582188 
12.88889837 
13.09232304 
13.32228168 
13.57596469 
13.853!5082 
14.157136113 
14.48885321 
14.8511!5698 
15.24452159 
15.66803692 
16.12014431 
16. 61)076563 
17.11302167 
17'.6561251 
18.225584% 
le. 81 791412 
19.43191122 
213.06973846 
213, 7:3428447 
21.4271699 
22.14703984 
22.:::~1:31997 

23.65954246 
24.44%242 
25. 2~543~: 1 i 
26.10549985 
26. %433427 
27.83772494 
28.72367347 

TABLA (101 

e D 

·O -l.11172E-04 
-3.33515E-04 2.52571E-04 
4.241~7E-04 5.01492E-04 
1.~2867E-03 J.21901E-03 
5. 5:::57é.E-03 
0.012177683 
l}.(121ü83716 
(1, 031578925 
~l. í'1424"'i(1384 
1;i, u:.::.:::375'94 
(1. 06508'3603 
(l, 1378475477 
0.094600720 
ll, 1088N182 
o. 121134866 
(1, 13254 7779 
i).144'~96292 

(1. i 5:3556594 
(1. 1 7.323561'.:: 
(1.189068765 
(1.204235853 
(1.219220136 
o. 2328€:7490 
(1,247734158 
0.264522440 
0.278'!i80822 
o. 2',(1:?.79510 
(1.301449871 
n. -~ t 2!54 7.;03 

.. (1 •. ;.25279930 
0. ::;:::::·3266866 
(1,::::5%18806 
o. '.366251953 
ü.378529286 

o ..t(1(1~~879t~·:: 
l'l, '' 4'12iJ97::: 
IJ, 42'514642°2: 
o. 43~:68:3694 
0.439702566 
1:1. 446247066 

2. 1 ''.l732E-03 
2. %86::'..:E-03 
3.49840E-03 
3. 62382E-0:3 
3.79587E-03 
:: • 75054E-03 
4,461%E-03 
5.3750:?.E-03 
4.74115E-03 
4. 10356E-03 
3,80430E-03 
4, 1495(1E-03 
4. 521~10E-03 
4. :::9301 E-03 
5. 27772E-~3::: 
5,ü7570E-03 
4, '3747t5E-ü.3 
4,55578E-03 
4 •. ,4889E-03 
5. '5960'3E-ü:;: 
4. 68613E-O::: 
4. 09'356E-03 
:3. 52345E-~l3 
3. 69924E-03 
4.24411E-03 
4.66231E-133 
4. 783%:E-o:;: 
4,21105E-03 
4,ü"n44E-0:3 
:: , 55489E-03 

3. :::·~E:OOE-(t;; 
4. 677f'..7E-•13 
-: . ~.:i:::J.::r-o;: 
.:: •. :;:4 ·~4 c.::E. -(13 
2.00462E-€L:: 
2,18150E-03 
2. :::1 ).21E-03 

.19.3 
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1505.419405 31.48086363 o. 47'366t.~:5:3 2.7907E:E-03 
1537.376725 32.43656827 ü. 482[1::;:.::686 2.29505E-0.3 
1570.297627 33. 40753(11)..l o. •:3892J8:36 1.87700E-03 
1604.195.58 34. 3910075:3 o. 4·:i4554826 2. :~6634E-03 
163'3, 1)84387 35.38871632 ü.503153832 4. ü571.3:3E-O~: 
1674.980314 :36. 4071944 fl. 51 "i?.25081 2.S3803E-03 
1711. ·:11.35672 37. 44635762 (1,~o¿j:~:39165 1. 6.S534E-03 
1749.877534 38.49903184 (1, '52:3::::35175 1 .... 1853i-03 
1788.906819 39.56095634 (1, 5 3:3090757 1. 61251E-03 
1829.002479 40.63197669 ü. 537'328287 2·. l 4'~82E-03 
187~3.174534 41.71427834 o '544377759 2.38676E-03 
1912.435577 42. 8101952(1 o. 55153:3(130 2. 4053'3E-03 
1955.799715 43. 920487n (1. 55g7:14202 1. 60'392E-03 
2000.280567 45.04282542 O. 5t.:35E:3972 1. 31383E-0:3 
2045.88829 46.17:39335:3 0.567525471 2.7:3767E-04 
2092.630023 47.30980533 o. 56:3:::467 72 9,60637E-04 
2140.509136 48.•W~3805 0.571228684 2.61947E-03 
2189.53236:5 49. 5996954'3 i]' 5790:~7102 7.323'51E-04 
2239.711880 5(1. 760065:35 (1.581284154 -5.38614E-04 
2291. 05269 51.92101658 o. 57966:3312 -1.17625E-03 
2343.5!52199 53.07682458 0.576139554 -5.44855E-04 
2397.204618 :54.22746732 0.574504987 S,58896E-04 
24!52.006950 ~'3.37755282 ~J. ~575581676 8.38231E-04 
2'507.960"n2 56.53123415 (1.578096370 1. 51620E-03 
2565.071769 57.69197294 ü.5132644959 1. 00973E-03 
2623.8473':17 58.8602903 \'.l. 58~674138 4,09750E-04 
2682.79377 60. 1)3286'300 ü.)86903389 -6.68166E-04 
2743.412875 61.20466939 o. 5848';l8892 5,79202E-04 
2805.203023 62.37620473 0.586636499 2,99198E-03 
2868 .1688'56 63.55845196 1~1. 595612427 5,90859E-04 
2932.323:511 64.75144744 o' 5'3i'385005 -1.31987E-03 
2997.671024 6':". '34226137 1). 59:3425408 -2.20399E-03 
3064.204506 67.12249638 o. 586818445 -2.43142E-03 
3131. '31138:5 68. 288828~:2 o. 57'3519171 -1. 30914E-133 
3200.778423 69. 44:393770 <). 5755·~ 1745 -6.15352E-04 
3270.797337 70.59327689 0.57:3745689 -7.71911E-04 
3341.963!588 71.73844758 0.571429957 -1.26118E-03 
3414.272204 72. 87752444 0.567646423 -1.83174E-03 
3487.71!5!543 74.00731933 0.562151214 -2. 99893E-~33 
3!56:2.28201, 75.12262597 o. 55::;: l 54245 -6,24242E-04 
3637.9!5717 76. t.~2705838 lJ.551281520 1.47968E-03 
3714. 736'39 77.33406078 ~~ ~ 555720565 -1. 94657E-0:3 
37,2.fia482'.'5 78.43966128 O~ 54988086:3 -4, 1J854'5E-03 



403 77~;'·;¡4 

411 ~1)"3% 

41 ~ . 030807 
4 ::3 • 155825 
4 J6 • 269:3.34 
4..¡5 • :::55724 
454 .392448 
•V2 , ::5~61~9 
.; : l - . , .. 1 ;·~·;. 
·t:=O.::. '.'32245 
4;:.9 ;·. 657500 
4'3831. 175730 
5C'; ~. _.98634 
!:"1174, 58¡826 
s:r.:::::. :::9:3044 
: ;;62. S'l ~445 
54~8.122213 

"554.004288 
5t· 50. 525071 
5747.64:3681 
5E:45. 333143 
5

1
~4'3. 5:3183 

6<:142.354755 
.;;..¡: C','1lt43 
6241.21:309 
6341. 1.;;--920 
6441.3918':17 
t.541. :;·52·~:;:5 
6642.51451)7 
674.3. :329292 
6:344.244337 
6945.203076 

81.61'322734 
~:2. 62'341)81:::1_1 
.:::3. 62s20i:.·;.o 
:::4, 621(1541;;.I) 
85. t.0:3152 15·:: 
::"6. 5660:32::;¿. 
::~7. 50205t.ü5 
::::::. 4 t '3:::·~s::c:; 
:::·j, 32(19.J'~ ::: • 
'j~)' ::24~1~.:ir:~ 7' 
·?l. 0':1931 :::-_:-;..¡ 
9 l. 92:3640·~:·3 
92 1 709524 34 
"? 2; 1 ..f.51550·: .. ü 
94. 1675021 
?4. 8672 13':.t.'3 
9:,. 550818 i t~ 
·:ii;;. 207·357.::: 
~r;. ;32:~·324 ·:;, 
9:'. 40t.521 H: 
CJ7, q7 22í1,::,: ,-, 
;¡:: .• s 1 ·~.09822 
'?~.(116235ü2 

·:. ~. 44390(1;:5 
~j. 7'3:3171:.:.¿ 
l 1)(.1, 093744:3 
1 üO. :34:32655 
100 1 56:~:2·.::.:.:3 

HH), 7466165 
100. ~:7437ü5 
100.9453920 
1 Ü•). ~·453'?21) 

o. :.n:::.i·~ :::0 
~,;,l • ::1~~~2 :32 
l.) ..¡ ·:•'."' :; :::ü 
(1 4·352 t:6 
IJ • ~:::bt. oc1 
l·I , 4.'60 12 
o. ~':.·.:¡·~ ?'3 
:) 4':.L :;: 1 
I!. .!~t~~ (1,' 
.:1 • ..t ,' ' . ' . 1 .... 
(1 .;,:·-;- ~.é. l ;.(lü 

•J. 'fU ! '?·J•:A ?4 

O .. _.5..;:·~ü2S32 
ü J ~:4t.:::·~ 14':14 
1~1, .j.j¿,¿ 3 ... 910 
ü. ~12lt5077'52 
1_;,...:. ..¡ >4r_'.•JÜf3¿; 
ü. ;;;i·:. ·31·::t:f79 
n :::':.·:c;..i·=it 47 
.: •• - •t ·<':45 
•),:2?':'4127 
o. 1 4:;,-¡ :3..JI) 
o • ·:.3·:¡:::·_363 
ü.1 t:lf':-~187 

o,: 3345551 
ci. t 16.::i::o~:::: 

ü.ü 6753560 
0, 1) l (H)054'.::; 
o. o ü>J26 986 
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-2. 57550E-Cr3 
-1. 21 ;:57E-03 
- 7. 7263,:.E-04 
-·2. dl082E-03 
-;:, 5·;¡4:::6E ·13:3 
-5. :;:5761E-03 
-2. :::7ü23E-03 
.1. t.21'51E-03 
-:: • ·~e;4üOE-03 
-¿:. '·· ::::;..;4E-ü3 
-:::. 50496E-03 
-?.64294E-03 
-'5, X1'N3E-03 
-:: • 3:::216E-03 
-2.00'3nE-03 
-3. 41 ·::.:::sE-03 
-5.37472E-03 
·-;',6E:256E-0:3 
-4. 7'744i:5E-t33 
-t.·~·:.:::44E-04 

-6. ü6:::87E-0:3 
-o. (111)516139 
-o. fü 26413?62 
-0,1)11824292 
- 7. 74126E-03 
-5, 'N321E-03 
-5.57:317E-03 
-::: •. :·3083E-03 
-:::. 58434E-03 
-1_1. u 10:32652(1 
-•;.~:;"36€.E-03 

~ -6.67366E-l1J 
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el l1rnite superior del intervalo de confianza, lo cual­

nos diO como resultado casi la interpolaci6n. Poste -­

riormente se prob6 con los mismos valores para 4Yk, pe­

ro con S = 420 (3. S veces m!s el punto medio (120) del­

intervalo de confianza) y sigui6 dando casi la interpo­

laci6n, no se continu6 puesto que esta dltima S ya esta 

ba muy alejada del intervalo propuesto. 

Después se tom6.: 

(4Y.> 2 = ((n 11 - l)tk- media) 2
· 

y con una s .. 420 dando cor.10 reultado una rP.cta. Como­

la recta representa el suavizamiento m!ximo entonces ~ 

se disminuyó la S consecutivamente en 200 y 120 volvien 

do a dar una funci6n spline lineal. 

Finalmente se prob6 : 

4Y11 • abs((n11 - 1)~11 - media) 

y S • 13 5, fué aqu1 donde se empez6 a lograr una buena-­

aproximaci6n a la tendencia. En la tabla 11 est4n los­

resultados de las pruebas realizadas en el orden efec-­

tuado. 

SUAVIDAD 

135 

120 

105 

E.C.I. 

57.4 

52.1 

57. 7 

TABLA (11) 

E.e.e. 
84.9 

61. 8 

70.4 

F.e.F. 
329.6 

83.2 

133.5 

F..C.T. 

130.6 

63.4 

78.0 



SUAVIDAD 

115 

122 

118 

E.C.I. 

48.0 

54.8 

49.9 

E.e.e. 
63.6 

61.4 

62.4 

(Ver qr4ficas 16, 17, 18) 

E.C.F, 

107.0 

68.8 

94.2 

E.C.T. 

67.9 

61.6 

65.2 
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El mejor resultado total se obtiene en S = 122 que es un 

valor cercano al punto medio del intervalo de confianza. 

En la tabla 12 se muestran los valores de los parámetros 

del spline con S • 122. 

Otra prueba que se hizo, fue aplicar a la serie de -

tiempo un promedio móvil de extensión 17 y a éste resul 

tado un spline,no condujo a resultados favorables (el -

E.C.T. • 242.3). 

Spline Promedio. 

El problema que se presenta al estimar la tendencia 

de una serie de tiempo, es el de la estacionalidad, ya 

que 6sta es la componente que impide por lo reqular, ob 

tener una buena aproximaci6n de la tendencia, 

Tal dificultad se hizo patente al quererla estimar -

con la función spline de.aproximaci6n con pesos uno, -­

pues si se recuerda cuando se us6 un coeficiente de su~ 

vidad pequeño se obtenta una aproximación muy parecida 

a la serie de tiempo original, por lo cual hab!a que au 



TABLA (12) 

~.122 

A 
l(.11j:~. Jl)0;'5ú 
1011. t"52üü4 
1o14. 72~5'?15 
1016. 4147(15 
1ü15.15':í5H 
lülü. !36217 
1 üü2.1)1:;:105 
·~·~3. 711 ·:.it.68 
9:::7. ·3(1:~·3~;43 
·:;:;:t.. 1632147 
·~::::::. 272(1945 
·;<·?J.1171~•~6 

r 1)€10. ::49%fl 
! Oto. ::16518 
) 1)::2. 57·;.710 
11B6.3ü7'4'~4 

104''1. 205136 
1ü5'~. 52:;:318 
1 066. (104 484 
11)6:::. 'j64 l l 7 
1ü71.t~36n3 

11:1?6. 8375$0 
11)85. 285 793 
l (1'?€.. 4(13282 
1 1 o·:i. %15003 
1125.::;';'6803 
l 144.0b2466 
1168. 435335 
1181. '30628:2 
11·;.7, 787194 
1210. 726736 
1222. 763'5'56 
1236.376659 
125'3. 005527 
1272. 843125 
12'''5. 206891 
131 '3. 690b05 
1346.190459 

. 1374. 400733 
1403.411212 
1431.509494 
1457.851347 
1482.56718 
1506. 91567 
15'33.109821 
1562.706519 
15'~!5. 255052 
1629.654442 
1665.43924 
1702.551717 
1740.767859 
1n·;.,477an 
181?.·~96436 

1856.343683 
1895.(18243 
1935.324597 
1979. 349165 
202-4.857663 
2074.61008:5 
2126.€66407 
21S0.23i353S 
2234.7660136 

B 
~:. €2L1·~:.¿:43 

2:.411:::441(1·;¡ 
2. ¿,(1";',2t.7'34';,J 
o.4471nc1n 

- ·;:. 0·~5,::5¿.1 ¿¿. 
-E. ·~ült.~:1¿.5~ 
-t:. ;' ;;;--:1·:: ::..it·;.t 
-:' . .¡:.:o·?:::.:.2.;1 
-3. :::·?10::;:·~5~: 

ü. ·~:3::::::::65 ;'·~5 
::::.i;:25ü5J21;' 
f.. ü227t.·~:8;' 
::: • :.1;'-48·j:~:;:;--
11. ~?05'~5ü6t 

1.3. i:~t0¿. ¡ 54¿.¿. 
11. ~:¿.1 :::(1322 
:::, 53¿,] 04~5'56 
4. :::·~2.322754 
2. 216'?9'j'?54 
:::. t: ::1.::.;06744 
t;. E:5t.·;.62'3:30 
9. :::8254:3745 
12. 3M·:;i¿.:;: 19 
14. ;'3521~:56 
17.1.;·;..741:36 
t ·~. o:,;::20;'9(¡ 
1-:i.2;·:;:(1214'"' 
17. 3~: 115137 
14.2579493 
12. 0484 t:38 
12.47868273 
14. 9:::662575 
10. 2995260:3 
21.2146t.664 
23. 4459013 
25.'51416783 
27.44812:;8 
2B. ee"370151 
28. 7·~~:325'13 
27.21527712 
25.41997078 
24. 21 7·:i020·:i 
24. '?013904 , 
27. ~:(1445779 
.31. 25:332299 
33.61794037 
~:5. 11 E:t~8t~27 
36. 45·?~:E:ü4ü 
:37. ~:3:361 ;'63 
.38. ~1·;..15~35~;b 
~:~:. b ~8724 "?~: 
38. 37'?3272 
:::8. 4(1149~:58 
.;:9, 2;'2"559:31 
4 t. 4r;.o.;042e; 
44.72512t:61 
48. ;2481)$.;;09 
51.(16528:354 
52.91699086 
'54.14610650' 
54.797!)1906 

e 
1.1 

-(1 •• J1·~ ¡ ¡ 4:;: 13 
-i). ~.·;¡i:.;4¿.24.;1 

~ 1. ':1t'.4b 127::;5 

- 1. :::2:;:54üü 15 
-;'. :;.;1:::1jE-ü3 

1 • ~:.:::-;:·;.1)'~(11 :~ 
::·. ::o(.043287 
2. (1~·3::::164:35 
1 • .::r.'.:"::2896::: 
} • } ~;L).;::::·;;¿ '?2 
l. ,·;:,·:- ::422·;¡.¡ 
1 ·.·:::::·e:; J :::c-,2 
(,. ::: l ,· .. 1:::;'1)1;.2 

-o. ·:..:io.:.~::31:: 4:: 
- ! . ::1)41 .::2:::(15 
-2. ü21 (i ::::18 1

5'~ 

-:: . 1 ~27459:3 
· Ü. (l~i2~• 7t.:3 ·:H) 

1 .. 47"2 i ::::~:t:·j(1 
] . ;'48171 ';:t l ::: 
1. 2:"74(1'H '?4 
1. !5üü14~45 
1 • ::752;:ü4.;1 
1 • ! ~~·.~:::·?.4 ;':::5 
l). ¡¿o:q t.:::276 

""). ':·l·L:'::,.¡7¿..¡ 
-1. ;:;'75153€.''.I 
- l • 7"45t.:::t.6:39 
-C1 .. 4,;:3::;4:~820 

(1. 8'~4117750 
1. t.13:325273 
1 €'!''.'~;'4996 

1. 2 ! 6üt.55'17 
1. ül516'j085 
1. 05'$09746 
ü. ~:81):363531 
ü. 524?1Hl 74 

-ü.579084748 
-o. ·~449t.4077 
-ü. 9HB422€0 0 
-(1, 2'?1726436 
o. 975214;'34 
1. n7E:52653 
1. 521012508 
o. 843604903 
o . .;.57141019 
(1. t.:;:4053264 
~1 .. ~.:::·~683~ 15 
ú. 2t:8204311 

- ü. H:ü·j:::'537'3 
-1). 118412202 

•1. ] .¡(1 1:'i8'~!584 

(1. ;'.~ü577667 
1. 447'.;:66793 
1 • <::27155~81j 
1 • 69580:~898 
1. 12139848 
o. ;'30:31)40~0 
e. 49sa11 no 
o. 15270(1689 
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-u. (1,.,:. ':" ~ 1.1., ~ 7" 1 
-1). 12::: ;':; . .::::- ¡..; 
-(1. :::.:::0:.(1] (1.:· 
-(1, 1 ;:7'?4ü~:·~¿; 

(1,i).¡•¡,7¿:5¡54 
ü. i:.1:i?o5·?.¡o:. 
1). 44:;75,:.·?4(1 
ü. 2'H044;'57 

-(1. (1t:üi2º~j'?34 
-o. 25:;:84 .:::,o7 
-o. 04231 :.1:i·?ü 
o. 074t.52::;t,7 

-1'.1. ü102:'4':<H 
-(1. J;'üt.7:--15;: 
-ü. ·l:3'?ü~5::'.5tS'~ 
-o. 2,;.n24121 
-ü. 2::t:·j:, 7t,;;;5 
-ü. 0::3·~1j~:;;57 

Ü 1 69(H)~1€.34 7 
ü. ~,(1:::253527" 
o. o·~ 1 ·:r~60?t. 

-o. 15..;.920~:0::: 
-0.042464850 

1). 1)4 l 73851)5 
-0. o;::::6442Cl4 
-(1, 14~:376525 
-1). 4145076l3 
-ü. 2:377 20202 
-ü. 12272:3773 
o. 42727'?2?(1 
(1. 45:::655523 
o. 239·~•3250::: 
(1, 1)2:3416574 

-(1.1610031'33 
-0.(166965504 
ú.012642792 

-o. (157411311) 
-0.118718119 
-0. 367931'.307 
-(1. 121959776 

0.1)11540606 
ü.206205275 
0, 422313?2:3 
0.317545973 

-o. 135613382 
-0.225802535 
-0.062154628 
8, ''7075E-03 

-0.03145€.45(1 
-0, 10i' 15986E: 
-o.14·;¡72·1897 
o. (121)857726 
o. 08€.J3 l '?2'? 
o. ¡•j6.:;64;;94 
1). 23E:·.:129708 
o. 126~96262 

-e. C143783894 
-O. 1·H46~:472 
-o. 13ü364t:10 
-o. 0771641j9'j 
-o. 1153?ü~60 
-0. 166724531 



2.;.~';<. 54':-'i:i! 
2343.558€.81 
2395.t.15$113 
2H5.401'3<55 
HH.14t:160 
¿·53·~. 710312 
25:3(.. :::65·4C10 
Zl.36.145114 
~·t.S7. 868:366 
2741.777927 
27·~7. E: t 5234 
2;35¿,. t 38279 
2·~10. ;·'96787 
2·~7·7. 58?950 
::::u-H. ü5 3489 
31 (1'~. 73 :;:¿ 30 
:317b.448'3.32 
;:z.¡4. 464'~·:i8 
3::1 L l'j::D1t: 
.3'::85. 9082t;9 
3.i5·;.. 32219 
.35'.>3.89472 
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mentar fuertemente dicho coeficiente para loarar anular 

hasta cierto punto la estacionalidad. Fn cambio, en el 

promedio m6vil se obtuvo mayor éxito en este aspecto, -

pues modelaba a la serie con mayor facilidad. 

Como no se cuenta con un spline particula~ CTUe elim! 

ne la estacionalidad de una serie de tiernoq enfrentare­

mos el problema en forma indirecta, es decir, modifica~ 

do el procedimiento del manejo de los datos en la forma 

siquiente1 

Se obtienen doce funciones spline de interpolaci6n-­

para cada conjunto de meses: enero, febrero, ••• , dicie~ 

bre, Con pesos iqual a uno, para. cada conjunto de me--

1es. 

A lo largo de los diez años de inforrnaci6n, se ob-• 

tendri un spline en la 1ubserie formada por los diez e­

neros, otros con los diez febreros y as1 sucesivarnente­

hasta tener los doce splines como se muestra en las ar& 

ficas 19, 20 y 21, Los doce splines se araficaron en­

qrupos de 4 s6lo por claridad. Como se puede arreciar­

en las gr&ficas, los splines sufren un desolazamiento -

hacia la derecha de acuerdo con el mes con oue estln in 

terpolando, lo aue ocasiona nuevamente una º'rdida de -

precisión en ambos extremos de la serie. ~or el probl! 

ma anterior, se consider6 oue se debertan separar los -



' ... ~ 

lttt 

&'LIMES DI IMTFRPOLACIOM 

(CORRESPONDIEMTBS A ENBRO•ABIIL) 

PESOS • l J S • O 

.----ENll'O 

,,_ __ rza11ao 

---'MAllO 

_ ..... _...,.,..............U•.l ............... ~....._..\¿.¡.u~ .. ~~UM..i.&..............._ ..... ...._. t• t•t+ • •t 14 ••••t ............................... ,.a.&1 .. a.• ... 
• • 12 o 

GMPtCA (19) 

.... 
o .. 



.... 

.... ¡I 

SPLINES DE IMTllPOLACIOll 

(COlRESPONDillft'll A MAYO-AGOSTO) 

PESOS • 1 1 S • O 

•• 
OIAPICA (20) 

11 t 

N 
o 
"' 



•••• 

1 ••• 

ltLlNH Da IllTHPOLACIOll 

(COlUIPOllDIINTIS A IDT.·DICIIUlll 

PISOS • 1 J 1 • O 

NOVIIMBU 

U.t 1 0 ,,, •• \,, t, •,,,.,, t t. l •., t e , t 4 t , , , t t., , t t f,, te•, t 1 • +t + t, •• t t. t t, L .................... ._, t I. t t ta t t., t 0 • , t. a.+•,+. te t + ................. 
, •• 1 u 

GIW'ICA (U) 

N 
O' 
O\ 



207 

96 t!rminos centrales de la serie, de los 12 iniciales 

y 12 finales. 

Los doce splines que se usaron son de interpolaci6n, 

dado que si quisiéramos emplear splines de aproximaci6n 

no contar!amos con un criterio para la mejor elecci6n -

del coeficiente de suavidad s. Además por el teorema -

de Holladay (ap~ndice B) sabernos que la funci6n spline 

de interpolaci6n es la más suave, lo cual ·nos garantiza 

que el rn~todo propuesto (spline promedio) reflejad de! 

de su inicio un comportamiento suave y posteriormente -

central cuando se tornen los promedios. 

Para el spline de los eneros se obtuvieron 109 valo­

res al tabular la funci6n desde t 1 hasta t, 0 ,, para el 

spline de los febreros se tabul6 desde ta hasta t110 y 

as! sucesivamente hasta llegar al spline de los dioiem 

bres donde se obtuvieron los valores de t1 2 hasta t,20• 

Una vez tabulados los doce ~plines, el siguiente pa­

so consisti6 en promediar los valores de las funciones 

en cada mes, as! por ejemplo para la fecha t• los pro­

medios se calcularon de: 

donde k • 12,13, ••• ,1og 



f 1 - Es el spline de los eneros 

f 2 - Es el spline de los febreros 

f, 2-Es el spline de los diciembres 
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Para los extremos de la serie se tiene un desplaza-­

miento de los splines hacia la derecha como ya se expl! 

c6, en este caso el promedio se obtuvo de: 

donde n• k 

k= 1,2, ••• ,11 para el extremo izauierdo 

k= 110,111, ••• ,120 para el extremo derecho 

De este proceso llegaremos a una serie de promedios­

que denotaremos as!: Y1, Yz, •.. ,Y12u y aue representan 

a la tendencia de la serie en forma discreta, pues su~ 

~emos que los puntos Yk carecen en buena parte de la in 

fluencia estacional, Yi• f1(t1l y Y120• f12(t12ol pues­

no tienen con quien promediarse. 

Cada uno de los puntos Y¡ calculados, al compararse­

contra los correspondientes valores de la tendencia ver 

dadera ~¡ nos dar&n idea de gué tanto nos estamos acer­

cando a la estimac16n de la tendecia, como se puede a-­

preciar en la tabla 13. 
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TENDENCIJI y Df.:6'!I>¿.<:ION .. ~ 
9;;;:;:, 5 ~9::. ·~ 155·~¿:5 

¿ ''.'1-• •. _ .. :: ~ .. 11,1 ,: ..' 

2 578 -;:::ü •. ;:(105::: 1 :3 1 ''j;'. 1 ·~ ?4; :::.:: 

~: ·~t.:::. 5 7·31. ?5 ;'1)634 176. :,..¡:;_i-~~.~.r:.r::: 

4 '?t.ü :34(1, :~e 7:341 ·:. 11 ·3. 1·::<.::1 e,:;. 

5 
c,c:·-· C' 8'? 1. ;;i;tC.5708 61. 1 1) ;: .;.:: ·:.¡ e· 
.... •..:.. · .. ' 

6 •34¿ 913.12554135 .32. t;";'44:,·;. . .1:. 
7 '?4(1. 5 917.9466801 22. 55;:;:J •j:;·5 

8 9 ;:,; ~06.7773903 29. 2226(1·~¿.~ 

·~ 9·~:2, 5 902. ~:64794 :;:o. 1.352ü~1·~¿: 
1(1 930 39:3, i.'.1'50523E: ::.: .• ·;<4·:i47.;.17 

11 '32:3. 5 '311. :::660426 u .. ¿:;: ;:·~5 7 4 4 

12 n::~ ·~~:5.61571?2 ~.t.l'.:17t7.::·1t. 

¡:3 9.28. 5 ·~-;:,;. 92,;7·:-02 ;:: • 42t.7'?Ü 1 ¿:¿, 

14 93(1 ·:1:3·~. 1:;:94:;:24 9. 1 ::: ·;< 4 :<: :: :;: ::: 
15 q-i·-. ~ Y42. 4·~::a.)68 ·~. ·~·~r::(h;:~:(t'j 1 

- 5..:. • . J 

16 ·~:;:¿. ·~..¡t.. ·~(H~72SSt 
11). •j(1(1 ,. :.:: ::: ::: 7 

17 941), 5 •;<52. 4164713 11. '31647132 

18 '346 ·~5·?. C15ü2966 1 ·;:. C1C:1ü2':-i¿.5:3 

19 952.5 966. 7¿:35568 14. 2.;:::55678 

20 %(1 97:1. ~50'~ 102~· 15. '=·ü·~ 1 (12':1 

21 ·~t.8. 5 985. ~2?0397 1 ¿:. ;' .2~(f~:·j7~: 

22 972 99~ .. 8'960045 17. :::·:it;ü(14~··3 

23 988.5 10(17. 4.;;7795 1 :3. ·~t. ;-7·;-5::::2 

24 1 l)(Hj 1019.894295 l '3. :::·:i4 2":14 ;-5 

25 1012.5 1033. 143245 20. 64 324451 
'). l 1)i;6 1047.186025' 21. J :36024(:7 
;.t) 

27 10·10. 5 1062.024244 21.52424355 

2$ 1C15t: rnn.Ge37t 21.t.E:3711)15 
')Cj 10;'2.5 1094.232184 21.n2i:::414 -., 
30 11)9(1 1111. 74231 21. 74;:::31e:3.,; 

31 11 (18. 5 1130.306314 21.8(1;:;31433 

32 1128 1151), 03615 22. 0:3'51508~ 

33 1148.5 1171.002162 22.50216179 

34 1170 1193. 232242 23. 232241 '~¿; 

3!5 1192.'5 1?16.783105 24.28310503 

36 1216 1241.67494 25.67494074 

37 1240.5 12t57. 855'303 27 * 355303~:2 

38 1266 1295.235967 29.2359674 

39 1292.5 1323.687188 31. 18718831 

40 1320 D53.0926Ui 33. 0·:-261567 

41 1348.5 1383. 277727 34. 7777273 
42 1378 1414.083916 36.08391607 

43 1408.5 1445. 377149 '36.137714947 

44 1H0 1477.035684 37. 035684137 

45 1472. 5 150"'· 011457 36.51145722 

46 1506 1541.312671 :35, 31267104 

47 1540.5 1573 • .,1!5372 33,4153716 

48 157'5 1606.662816 30.862016 

49 1612.'5 1640. 3(18233 27.80823273 

50 1650 1674. 4 70095 24.~7(10947'4 

51 16:38.5 1 70'~. 616076 21. 11607617 

52 1728 1745.97-:-418 17. ·;.7941:?. 

53 1 7t.:3. 5 17.~.3.83432~ 15. 3:343~648 

54 1810 1823.38817 13. ;::;317094 

!55 l :=:s:.2. 5 18 .. :4. 781590::: 12.2859075'3 
'56 t;;:: ~t: l 91)f .• 123976 ¡-:> 12397':0 ''.IB ""' 
57 1":<40.5 1953.377338 12.877.!:3SIS 
'58 1 ·;es.s :?000.467139 14.46713877 

59 2032.5 2049.3464'61 16. 846':!'5135 

'50 2Ct80 20'?'1, 9182135 1',,9182~473 
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10'5 5252.5 '536'5.437364 112.9373637 
106 '5346 5459.472005 113.4720045 
107 5449,5 5555, 137:;:77 114. 6373768 
11)8 5536 5652.4917:38 116.4917385 
109 5632.5 5751.540726 119.0407258 
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11 s .;546 ~701.325215 1155,325Zl5 
119 f.652.~ 8645,951395 1993. 4593':15 
120 6760 9:328.808778 2568.808778 
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Si ahora hacemos pasar por estos·puntos Yk un spline 

de internolaci6n, con un valor para el coeficiente de -

suavidad S igual a cero y con pesos 6Vk iqual a uno se­

ganará una funci6n continua a través de la cual tendre­

mos valores intermedios. 

El resultado de esta prueba se muestra en la tabla 14. 

SUAVIDAD 

o 
PESOS 

1 

(Ver qd.fica 22) 

E.e. I. 

122.6 

TABLA U4) 

E.e.e. 

59.3 

E,e.F. 

1098.7 

F..C.T. 

353,6 

Se debe señalar que el error cuadr4tico total ante-­

rior se increment6 fuertemente debido a la influencia -

de Aste en su parte final, sin embargo, cabe mencionar­

que el comportamiento del spline en la parte central de 

esta serie di6 el error cuadr&tico m!nimo, de entre to­

dos los m~todos expuestos. No se us5 el spline de apr~ 

ximaci6n pues no se cuenta con la desviaci6n est4ndar -

de los errores de los puntos Y, . 

Desafotunadamente el spline promedio falla bastante­

en los extremos, serta bueno continuar me;jorancio este ·­

procedimiento. 
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Este algoritmo lo present6 Carl de Boor en su libro 

•A practical guide to splines•, El algoritmo, como ya -

se exµlic6 en la secci6n 2.3.4, selecciona la me1or fun­

ci6n, que en nuestro ptoblema,se trata de un oolinomio -

cdbico en un espacio lineal de funciones spline $~, usa~ 

do el principió de m!nimos cuadrados (desde un punto de 

vista geom6trico), 

Este m•todo nos permite elegir de uno a (N-1) divi-­

siones del intervalo (a,b] donde "N" es el ntimero de -

observaciones. Se deben asiqnar pesos positivos y da~ 

le adem,s, una sucesi6n de •·pintos de quiebre", aue de 
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acuerdo con la teoria de los splines (Car! de Boor, p~g. 

73) se puede obtener con ellos una funci6n m!s suave. 

La elecci6n del número de sub1ntervalos, pesos y "pu~ 

tos de quiebre" hacen que este rn~todo, al igual que el -

spline de aproximaci6n tenga que ser probado para distin 

tos valores. 

En la elecci6n del número de sub1ntervalos se obser­

v6 que a mayor número de estos, la func16n resultante -

se acercaba m!s a la interpolac16n, de esta manera los­

mejores resultados en nuestro trabajo fueron de uno a -

cinco subintervalos. 

Los pesos que se asignaron son los que propone Carl­

de Boor (f6rmulas 2.4,3), unitarios y en base a la es­

tacionalidad en cada punto tk (k = 1,2,.,.,120). 

Los puntos de quiebre que se usaron fueron los que -

propone Carl de Boor y las propias abscisas tk (k = 1,2, 

••• ,120). 

En este m~todo es posible iterar varias veces, pero­

en la pr!ctica nos encontramos con el inconveniente de­

que por lo generfl. en la segunda iteraci6n se obtienen­

valores del error cuadr4tico mayores a los de la prime­

ra, o bien, se ol:.ten1an las mismas cantidades, por es--
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ta raz6n no consideramos dtil su empleo. 

En las tablas 15,16 y 17 se dan los resultados alean 

zados en las distintas pruebas, 

Puntos de quiebre = las abscisas Ct 11 > 

TABLA (15)-

PESOS INTERVALOS E.C.I. E.e.e. E.e.F. E.C.T. 

l l 921.03 386.65 187. 86 456.03 

l 120 627.03 4145.35 78804.00 25195.10 

l 60 155.02 1010.40 536,50 920.78 

l 30 155.02 645.81 235.37 584.46 

l 10 502.70 498.20 180,02 476.50 

l 5 763. so 438.90 172.60 464.10 

1 3 850.90 417.60 184,00 464.00 

l 2 889.0Q 402.50 l94.60 460.88 

TABLA (16) 

PESOS INTERVALOS E.C.I. E.e.e. E.C.F. E.C.T. 

* 1 925.70 386.60 110.10 454,40 

* 120 627.00 4145. 30 78801.40 25194.30 

* 10 502.10 490.90" 117.50 468.48 

* 5 763,20 430. 40 104,30 455.60 
* 3 851,60 411. 70 103. 30 457.30 
* 2 886,40 388.50 103.10 447,90 

* ( t(i+l) - t(i-1) )/2 
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TABIA (17) 

PESOS ITERACIONES E.e.I. E.e.e. E.e.F. E.e.T. 

EN BASE 1 917.18 430.37 613.32 519.~3 

A LA ES 
TACIONA 16 542.27 448.34 367,88 451.38 
LIDAD. 

5 759,53 432 .14 432.00 475.35 

3 843.15 406.10 499,14 367.93 

2 883.26 404.89 441.20 478.15 

Puntos de quiebre • ( t (i) - t(i-1) ) /2 

TABLA (18) 

PESOS ITERACIONES E.e.I. E.e.e. E.e.F. E.e.T. 

1 1 924.40 397.70 211.60 461.70 

1 10 543.60 "490.20 196.90 475.30 

1 5 754.90 414. 90 178.10 444.80 

1 3 847 .oo 408.90 196.60 457.60 

1 1 888.30 401.60 160.20 458.80 

TABLA (19) 

PESOS INTERVALOS E.e.I. E.e.e. E.e.F. E.e.T. 

• 1 921.80 383.12 92.60 450.85 

• 10 543.60 482.70 118 .80 466.22 

• 5 759.30 418.50 118.60 446.30 

• 3 844. 50 395.70 103.70 444.50 

• 2 888 .13 392.80 102.70 450.90 

•. ( t(i+l) - t(i-1) )/2 
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Otra prueba que se realizd fue. aplicar este tt.po de -

spline a la serie obtenida con promedio m6vil centrado, 

el cual tiene la caracter!stica de reducir el efecto es­

tacional, los resultados se dan en las tablas 20, 21, 22 

y 23. 

Puntos de quiebre = a las abscisas (t~) 

PESOS INTERVALOS' 

1 1 

1 10 

1 5 

l 3 

1 2 

PESOS INTERVALOS 

* 1 

* 
* 
* 
* 

10 

s 
3 

2 

TABLA (20) 

E.C.I. 

918,90 

496.20 

761,80 

849,90 

8A7,40 

TABLA (21) 

E,C,I, 

925.00 

496,20 

761, 60 

850.70 

884. 90 

* ( t(k+l) - t(k-1) )/2 

E.e.e, 
395,70 

SOll.10 

447. 70 

425,80 

41.0,20 

E.e.e. 
397. 90 

500,40 

442. 20 

423.20 

399,30 

E,C,F, 

202,00 

194. 50 

186,70 

198. 30 

208,AO 

E.C.F, 

143 .so 

143.20 

130.60 

132 .90 

147 .10 

E.C. T. 

462.50 

482.20 

471. 00 

470. 30 

466,60 

E.C.T. 

462.90 

476,40 

464.90 

466,20 

556,10 



218 

Puntos de quiebre • ( t(k) - t(k-1) )/2 

TABLA (22) 

PESOS INTERVALOS E.e.I. E.e.e. E.C.F. E.C.T. 

1 1 923.30 399.20 226.00 466.70 

1 10 538.10 495.80 210.70 479.80 

1 5 752.90 423.90 192~00 451. 80 

1 3 845.90 416 .30 210.80 463.30 

1 2 886.60 412~80 174.10 466.90 

TABLA (23) 

PESOS INTERVALOS E.C.I. E.e.e. E.C.F. E.C.T. 

* 1 920.90 398.80 114.70 461.90 

* 10 538.10 491.40 147. 80 473.70 

* 5 757.80 427.80 152.50 454.00 

* 3 843.30 407.60 135.00 453.70 

* 2 886.60 405.00 133.80 460.00 

• ( t(k+l) - t (k-1) ) /2 
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CONCLUSIONES 

CONCLUSIONES PARTICULARES 

Para fortnular las conclusiones, primero mencionar! 

moa el comportamiento que presentaron cada uoa de las -

t•cnicas al aplicarlas a nuestra serie de tiempo. ~os 

teriormente se eligieron las mejores en base a los re-­

aultados. 

Mlnimos Cuadrados. 

Aunque los resultados alcanzados fueron buenos, en -

••te procedimiento nos encontramos con el problema de -

resolver el sistema de ecuaciones lineales, dado que su 

eoluci6n puede ser imprecisa cuando 101 coef iciente1 

del sistema son muy desproporcionados como 1ucedi6 en -
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nuestro trabajo. 

Un rasgo notorio fue que en los extremos de la serie 

di6 una muy buena aproximaci6n a la tendencia, supe•­

rando a todas las t~cnicas del promedio m6vil como se -

puede ver en las tablas correspondientes. 

Promedio M6vil. 

Comunmente el promedio m6vil es la técnica empleada -

para obtener la tendencia de una serie de tiempo, por ~­

este motivo aplicamos varias clases de este mf.todo. A 

continuaci6n mencionaremos las caracter!sticas que ob­

servamos en la aplicaci6n practica de cada una de ellas. 

a) Promedio m6vil de primer orden.- Aqu! resaltaba­

la facilidad con que se pod{a manejar la tf.cnica, dado 

que se pod!an calcular todae las extensiones en forma­

casi inmediata sin la necesidad de dar al programa nin 

gGn par&metro. 

b) Promedio m6vil dé segundo orden.- Para aplicar -­

este m'todo fue necesario calcular inicialmente un pro-· 

medio m6vil de primer orden y dejar los resultados en -

archivos (de programaci6n) para aplicarles despuf.s un--­

promedio m6vil de-la misma extenai6n y ast obtener la­

tendencia. 
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Aunque hubo que correr dos veces el mismo programa­

sigui6 siendo de manejo f4cil. 

Notar En promedios móviles de orden superior (terc! 

ro y cuarto) se observ6 que en la práctica de nuestro -

trabajo ya no se logr6 una disminución significativa -­

del error cuadr4tico total, pues dieron respectivamente 

errores de 224.8 'y 224.3 para una extensión 21. 

c) Promedio m6vil mixto,- En este caso se corri6 dos 

veces el mismo programa pero con extensiones diferentes, 

los resultados no fueton mejores a los del promedio m6-

vil de segundo orden. 

d) ?remedio móvil centrado.- Esta t6cnica fue emple! 

da primero ~omo un filtro para aplicar despu6s un s6lo­

promedio' m6vil por m!nim~s cuadrados de primer orden 

con extensiones 17 y 21, Aqu! se not6 que al seguir es 

ta secuencia se logra una buena estimaci6n de la tenden 

cia sobre todo cuando se trabaja con series que tengan­

estacion ~lidad. En general se apreci6 que este proced! 

mi~nto di6 resultados cercanos al promedio m6vil de se­

gundo orden, 

Al aplicar el promedio m6vil centrado a la serie de­

tiempo se pierden los seis primeros y 6ltimos valores -

de la serie, por lo que fue necesario completar con las 

tablas del ap6ndice A, obteniendo resultados buenos. 
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De los procedimientos anteriores, podr1amos escoger 

al promedio móvil de segundo orden como el mejor para -

representar a la tendencia, puesto que en esta serie, -

ademas de ser el más exacto es fácil de usasr. 

Spline. 

La funci6n spline a diferencia de m!nimos cuadrados 

y de promedio m1vil, no se hab!a usado para estimar la 

tendencia de series de tiempo, por lo que hicimos va-­

rios intentos para loqrarlo, con diferentes modicacio-

ne•. 

Spline de aproximaci6n.- En este método se redujo -­

significativamente el error cuadr&tico bajo la• siquie!! 

te• condiciones1 

a) Para el spline con peso• unitarios se tuvo que ~­

buscar el coficiente de suavidad s que diera el menor -

error cuadr&tico," esto e• podble s6lo si se conoce la 

tendencia verdadera, pues el error cuadr&tico esta en -

tArmino• de e•t• componente. 

b) Para el spline con pe110• a•iqnado• (en base a la 

e•tacionalidad en cada punto tt.>, ••obtuvieron los 

mejore• re•ultado• de entre todo• lo• ~todo•. 

NO debe olvidar•• que la preci•i~n depender• directa--
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mente de la eficiencia con que se estime la estacio­

nalidad de la serie. 

I• po•ible que •i empleamos m4todos espectrales (Ke~ 

dall - 1976) para estimar la estacionalidad, ésto nos -

permita obtener los pesos del spline de una manera más 

precisa, para la estimaci6n de la tendencia. 

Spline promedio.- En este caso obtuvimos un error -­

cuadrltico total aceptable, mientras que· el error cua­

drltico central di6 el mejor resultado de todos los m4-

todo•, con la ventaja de que los pesos son unitarios y 

el coeficiente de suavidad es igual a cero. 

Este hecho coloca en un lugar preponderante al spline 

sobre los dem!s m4todos, Por otra parte resulta ser un 

m•todo muy laborioso y que pierde precisi6n en los ex-­

tremos de la serie. 

Spline por m!nimos cuadrados,- Este algoritmo se us6 

con el fin de probar otra t6cnica de splines para esti­

mar la tendencia de la serie de tiempo. 

Al igual que los m•todos anteriores se efectuaron va 

ria• prueba• con las distinta• alternativas que esta ~ 

t•cnica ofrec1aa 

a} Primero •e usaron como punto• de quiebre las absc! 
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sas t 11 (k = 1, 2, ••• , 120) con tres distintos tipos de 

pesos: 

1) Unitarios 

2) tiY11=M{(n, - 1) ~ 11 - media) 

110 

media = 1cL en" - 1H1r 

120 
k = 1, 2, ••• , 120 

3) los que sugiere Carl de Boor. 

Cada uno de estos pesos con diferente ntlmero de in-

tervalos. 

b) En la segunda prueba s6lo se cambió el valor de 

los puntos de quiebre por los que indica Carl de Boorr 

fue aqu! donde se consiguieron los mejores resultados 

de esta t~cnica. 

Se usaron los pesos indicados en la fórmula (inciso 2 

anterior) , ya que en el spline de Reinsch se lograron 

muy buenos resultados, sin embargo, 6stos fueron muy si 

milares a las pruebas con los otros pesos. 

Desafortunadamente este m~todo no di6 buenos resulta 

dos para la serie que simulamos. 

De entre todas las t6cnicas de spline consideramos -

al spline de aproximaciOn con pesos calculados a partir 

de los valores estacionales como el mejor, puesto que -

101 errrores cuadr4ticos tanto en su parte central y en 

los extremos fue uno de los menores pero en el total st 

lleg6 a ser el menor. 
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CONCLUSIONES GENERALES 

Las aplicaciones pr4cticas de la tendencia de una 

serie de tiempo tieneniran importancia dentro de la pl! 

neac16n social, econ6mica y administrativa pues permite 

analizar sus fen6meno1 y adn preveer comportamientos -f~ 

turoa. En las empresas comerciales, algunas veces se -

requiere de la estimaci6n de la estacionalidad, para lo 

cual se necesita primero, estimar la tendencia, 

Una vez comentado el comprotamiento de cada t8cnica, 

resta por decidir cu!les de ellas resultah las m!s·efi 

cientes en prec1si6n y manejo para representar a la -­

tendencia de nuestra serie de tiempo te6rtca, Para me 

dfr la prec1si6n requerimos de un criterio que nos ind! 

que a partir de qu8 valor, para· el error cuadr!tico, p 

aceptaremo1 o rechazaremo1 la t8cnica. 

El criterio de elecci6n que usaremos consiste en t2 

11ar la idea de la media arit1118tica entre un error cua~ 

drittco igual a cero. (m4x1:ma precisi6n) y un error cu! 

~rittco, representado por las diferencias entre la te~ 
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dencia verdadera y la serie de tiempo te6rica. De esta 

manera el valor de la media que tememos lo podemos com­

parar contra el mejor error cuadrático total de cada -­

t~cnica y se éste es menor o igual al valor de la media · 

entonces podemos decir, de acuerdo a este criterio, que 

la aproximación a la tendencia de la serie es buena. 

Por el contrario se el error cuadr!rico es mayor enton­

ces el m6todo es rechazado. 

El valor de la media ar.itm6rica es de 313. 2 y en fo!_ 

ma an&loga obtenemos los valores para la parte inicial, 

central y final de la serie que son de 77,5, 268,7 y~-

633. 2, pero definitivamente la comparación m!s· ímpórta!!_·. 

te ser& la del error cuadr!tico total. 

En la tabla 24 se presentan los mejores resultados -

de c~da t6cnica, y si los comparamos con los valores 

dados por el criterio de elecci6n! podemos notar que 

todos los errores cuadr!ticos son menores excepto el -

error cuadr!tico final del promedio móvil. Este defec­

to del promedio m6vil se compensa por su gran facilidad 

de manejo a diferencia del spline, que es mas preciso -

pero a la vez mb compl1éad9 y costoso. El caso !nte::_ 

medio lo presenta mlnimos cuadrados tanto en precisi6n, 

dificultad y costo. 



VALORES DE 
ELECCION 

TECNICAS: 

MINIMOS 
CUADRADOS. 

PROMEDI" 
MOVIL 2o. 
ORDEN 

SPLINE DE 
APROXIMA­
CION CON 
PESOS.EN 
BASE A -
LA ESTA­
CIONALI­
DAD. 

TABLA (24) 
E.C.I. E.e.e. 

77 .s 267.7 

69.1 78,4 

74.J 59.6 

54.8 61.4 
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E.C.F. E.C.T. 

633,2 313.2 

431.4 154.9 

689.6 225.7 

68.9 61. 6 

Conviene considerar por separado el caso muy especial del 

spline promedio, punto que si recordamos su E.e.e. • 59.3,­

fue el mejor de todos, con la limitante que.cada vez que se 

aplique este rn~todo, sus once primeros y dltirnoa valores de 

tendencia dar&n un error cuadr&tico muy elevado (raz6n por­

la que el criterio de selecci6n lo elim1n6). Por otra par­

te, es importante mencionar que este procedimiento s6lo se­

puede aplicar a informaci6n mensual y trimestral, y con una 

buena cantidad de informaci6n. 

En general, podemos establecer que el uso de cualquier­

tipo de promedio mdvil o spline, s~lo estimar& a la tenden 

cia, dando lugar a diferentes grados de error, puesto que­

la tendencia.calculada tambifn ha captado parte de las va• 

riaciones estacionales e irregulares, que en un an&lisis -
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nos pueden conducir a interpretaciones equivocadas. Esto 

depended directamente del procedimiento elegido y de que 

las consideraciones previas estén bien establecidas. En -

consecuencia, muy probablemente, la estimaci~n posterior -

de las componentes estacional e irregular, también se ve-­

r&n distorsionadas en funci~n de la técnica particular em­

pleada. Esta dificultad, parece inevitable, al menos a lo 

que concierne a la estilnaci&l de la tendencia por los méto­

dos aqut expuestos. 

Finalmente podemos decir que el presente trabajo no es­

t& en po•ic16n de inferir conclusiones definitivas debido 

a que se trabaj6 con una sola serie, pero st es posible -­

considerarlo como la ilústraci6n comparativa de t6cnicas -

donde se muestran sus ventajas y desventajas, y que pueden 

utilizarse como punto de partida para investigaciones pos-

. teriores, donde se tenga inter6s particular acerca de al~ 

nos de los m~todos aqut expuestos, .Sin embargo, podemos -

afirmar que es posible aplicar mdtodos del an411sis num~r! 

co, con buenos resultados, en la estimaci6n de la tenden--. · 

cia de una serie de tiempo. 
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OBJETIVOS ALCANZADOS 

Consideramos que los objetivos propuestos en la pSg. 

aeis si •• cubrieron, puesi 

1) Se incluye la información suficiente para la compren~ 

1i6n de todos los temas. 

2) El m•todo propuesto (splinel st d16 buenos resultados, 

aunque con las condiciones ya mencionadas. 

ll El empleo de la serte simulada nos permitió manejar el 

problema con sencillez y objetividad para ilustrar el c~ 

portamiento de cada uno de los m•todos empleados. 

4) al El criterio de evaluacion (pl9. 146) no1 permitió 

medir la eticiencia con que cada m6todo estimO a la ten~ 

dencia. 



b) El criterio de elecci6n (p&g, 225) nos permiti6 S! 

leccionar los m~todos que dieron los mejores resultados 

para la serie simulada, 
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A P E N D 1 C E A 

El alqoritmo de obtenci6n de los pesos pa~a un prome-­

dio m6vil p0r m!nimos cuadrado• y tomando como punto de Pªt 
tida a un polinomio cdbico, es relativamente •encillo, Ta­

le• pesos se utilizan para estimar los valores de tendencia 

de una serie de tiempo. 

Lo• coeficientes del sistema de ecuaciones lineales, que 

no• permite calcular dichos pesos, •6lo dependen de la ex-­

tensi6n del promedio elegida. A•l que conforme la exten- -

si6n del promedio se incrementa, tambt•n sera mayor el ntlm! 

ro de operaciones para determinar a lo• pe•o•. Pero tale• 

operaciones oriqinan un problema, pu•• lo• resultados par-­

ciale• •on tan grandes, que la mlquina lo• expresa en forma 
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exponencial, lo que implica una p~rdida de precisi6n en el 

c4lculo de los pesos que se muestran en la tabla (1). 

Debido a este inconveniente, se le incorporaron al pro-­

grama, rutinas que realizarán los c~lculos utilizando el -­

principio de m!nimo coman múltiplo, para hacer simplifica-­

cienes a lo largo del procedimiento. Esta alternativa fi-­

nalmente nos di6 los resultados con toda precisión, 

En cuanto a los pesos· que consideramos que se deb!an em­

plear para estimar los valores de tendencia para los extre­

mos de la serie de tiempo, se tienen que calcular de una ma 

nera particular, tal y como se explic6 anteriormente (sec. 

1.4.S), pero nuevamente se present6 el problema de tener nd 

meros qrandes en los resultados parciales, y ahora con ma-­

yor intensidad. Aqu1 tambi~n se procedió a agregar al pro­

grama rutinas de simplificaciones parciales, para no dejar 

crecer a loo nQmeros en la misma forma como se hizo antes. 

Para calcular los pesos correspondientes para los extre­

mos de la serie, se utilizó en cada extensi6~ del promedio, 

una fdrmula similar a la (1.4,12). 

El empleo de las rutinas de simplificación, nos condujo 

a obtener vectores de pesos m4s simplificados que los prese~ 

tados por Kendall (1976), y para verificarlo pueden compa-­

rarse con las tablas aqu! incluidas. 

Los programas se corrieron en la microcomputador• RP~H30~ 
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EXTEHSIOM= 7 

EXTEMS I O~l= ~ 

:39 8 -4 
69 2 8 19 16 
4 27 -4 16 1 ·~ 

-6 12' -4 6 12 
4 -8 1 -4 2 

... l 2 4 -7 -4 
-2 4 1 

70 35 
42 42 42 

El<TEllS 1 Otl= 9 

85 56 -28 -56 
.2a 65 392 84 
-~ 56 515 . 144 .. 
-12 36 432 145 
-·3 12 234 108 
o -9 12 54 
8 -20 -143 4 
8 -14 -140 -21 

-7 16 112 0 

99 198 1386 ~62 

El<TEt·lS I 011= 11 

113 48 24 -72 ··51 
48 41 96 132 36 
9 32 123 :232 86 

-12 22 116 2~1 106 
-17 12 86 212 103 
-12 3 44 138 $4 
-2 -4 1 52 56 

9 -e -32 -23 26 
13 -a -44 -64 1 
9 -3 -24 -49 -· 12 

-12 8 ")~ 

"'' 49 -6 

143 14:3 41? 858 42'1 



E/TEtr;IQtl= 13 232 

j .-r;: 
-ti-' 33 231 -·;: ~: --t.J' -1 1 ~· 
132 25 '39~ i ':>; ..,_ ;:(1F.: ...;; .... 
4~ 18 460 ?·;·; __ .... 

(';":;8 12'8 
-12 12 444 251 ~':,;2 182 
-3? 7 369 2:;:·~: 93'~ 2Ct2 
-40 3 256 l C<·~ ....... :::o::: 1 ·3-.; 
-28 0 1 ~. -.::.ti 112 588 168 
-8 -2 0 37 ·:::2:3 128 
13 -3 -rn1 -2'3 i""'.' 

1 1 :32 
~,o 

•'J -3 -156 -72 -1 1 ¿: 37' 
30 -2 -144 -78 -202 1) 

12 o -44 -33 -132 -:·2 
-33 3 165 ..,.., 

t ·n -:2 1 ' 

.; . .;4 '31 20~32 1001 4004 1001 -

E)<TEtlS I 011= 15 

2059 E:008 44044 2002 -19201 -28756 -:Jü·~4 

1144 58:33 52624 17017 19604 8879 15t~ 

484 ·41:148 54709 25:··¿.2 44294 34244 2~i 11 
44 2618 51524 21;.t252 57004 49054 4ü?6 

-211 1508 44294 28'502 59869 55024 4956 
-316 683 34244 2~527 5'5024 53869 5256 
-:306 108 2259'3 1.:i:~42 44604 47304 5081 
-216 -2~2 105:34 10%2 30744 :37044 45;:6 

-E: 1 -432 -!57b ·;:402 1!5579 24804 372'5 
64 -467 -965'5 .-..... "'l·'"i .... ·~ -· 1244 122')9 .,.,t: -

._¡·.JI:• 

184 -392 -1'54:31 -::::i 93 -10126 1244 l ?'31 
244 -242 -1ti676 -10208 -16396 -6646 .. .,. -

( Jrj 

209 -52 -12166 -83:38 -1'54:31 -9656 -¿.4 .... 143 -676 -1573 -!5096 -6071 -~24 

-286 309 19019 11102 116744 ei824 -81'? 

-··----··- -- ... ···- -··---·- -- - ·-·. --· ---·.-··-. --~---r---·--- - ---·-·-- ·- ·--- ----. --· ---·----·---

.3060 21420 279460 Dn30 278460 278460 ::io·~·W 



EXTEHS 1011• l 7 

60, , .. ,6 728 208 -66 -320 -3E:4 -352 
364 1955 728 468 134 121 ''.0 -42 
182 728 ,91 t:.24 267 428 ~J 3" 196 
52 468 624 691 342 618 !5(16 369 

-33 269 534 684 368 709 f.JS 484 
-ee 121 428 618 354 71' f.~i6 548 
-96 28 313 508 309 656 €~:'5 568 
-88 -42 196 369 242 548 ~t8 551 
-63 -72 tl-4 216 162 408 4t;8 5(14 
-28 -77 -16 64 78 253 3•·8 434 

10 -64 -97 -7'! -1 100 2'~ 1 348 
44 -49 _,,2 -177 -66 -34 1(10 253 
67" -12 -174 -236 -10e -132 -·2 156 
72 13 -156 -234 -118 :..177 -i'2 64 
52 28 -91 -1,6 .. 57 -1~2 -~'7 -16 
e 26 28 13 

_,. -40 -~A -77 
-91 e 209 288 134 176 '0 -112 

969 3876 3876 3876 1938 3876 3Si'6 3076 
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E:·'TCt 1::: ION= 19 

1'1467 1632 15504 25296 -15'3 
9249 1193 14144 36856 5372 
5168 632 12601 43696 91'52 
2108 542 10924 4643'~ 11427 

-51 316 9162 45708 12377 
-1428 147 7364 42126 1·::-·n? -----2142 28 5579 36316 11172 
-2312 -43 3856 28901 9437 
-2057 -98 2244 .2ü5ú4 ?227 
-1496 -99 7·32 11 ;»w 4;-'52 
-749 -aa -451 ::J2'..i6 2222 

68 -62 -1436 -434'~ -153 
833 -28 -2114 -10444 -2163 

1428 
., -2436 -14406 -3598 1 

1734 36 -2353 -15612 -4248 
1632 52 -1816 -134:;;9 -3903 
1003 48 -776 -7264 -a3e;3 
-272 17 816 3!536 612 

-2312 -48 3009 19584 ~202 

24871 439·3 ?4U3 299452 74.S 13 

-1224 -918 -27744 -561· 
714 'ª -3264 -136 

2104 797 15424 204 
j(J~j 12~7 28901 466. 
34'12 1596 3?749 ~57 

3616 1722 42,46 . 794 
3444 1703 4:3976 854 
3039 1567 '42:319 874 
2464 1342 384~6 851 
1702 1056 32868 792 
105, 737 26136 704 
349 413 18E:41 594 

-276 112 11564 46'~ 

-756 -138 4886 336 
-102e -399 -612 202 
-1029 -3?'3 -4349 74 ... ,9, -302 -5744 -41 

3'4 -68 -4216 -136 
1224 3,7 916 -204 

21318 106~9 2'184,2 6?33 ·-
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E:--:TENS IONz 21 

5781 1 '338 22287 :32'3146 15447 
3876 1437 19380 3$760 46740 
2346 t.020 16593 ·J 1820 68610 
1156 680 13940 42469 82100 
271 410 1143~ 41050 88253 

-344 203 9092 37906 88112 
-724 :52 6~2:1 33380 82720 
-904 -!50 4948 27815 73120 
-919 -110 3175 21!5!54 6035S 
-804 -135 1620 14940 4'5468 
-1594 -132 297 8316 2'~502 
-324 -109 -780 2025 1 :350i 

-29 -70 -1.~97 -3!590 -149S 
256 -2s -2140 -8186 -14440 
496 20 -2395 -11420 -24292 
6Sfi '58 -2340 -12949 -30009 
701 B? • <;. -1985 -12430 -30545 
596 8!5 -1292 -9!520 -24860 
306 60 -2!5!5 -3876 -11910 

-204 0 1140 484!5 9348 
-969 -102 2907 16986 39957 

10626 531 :3 100947 302841 605682 

-9804 -20634 -2'5764 -52883 -254~ 

11 '571 2964 -29'50 -12~40 -85!5 
27276 20775 14844 19050 540 
37906 33380 27815 43108 1660 
44056 4136~3 36!560 6035!5 2526 
·16321 4~296 41!576 71'512 :31 !59 
45291$ 45769 43360 7n00 :3~80 

41576 43:360 42409 78°4-40 3810 
35756 38650 39220 7!.5653 :3870 
28431 :32220 34290 69660 3781 
20196 24651 28116 61182 :3!564 
11646 16524 21195 50940 3240 
3376 8420 14024 :3965!5 .2880 

-4019 920 7100 28048 2.355 
-9944 -5395 920 16N0 1836 

-1:3804 -9944 -4019 6752 1294 
-1!o004 -12146 -7220 -149~ 750 
-1290 -11420 -8106 -7180 22, 

-7044 -719!5 -6420 -9!.582 -269 
3306 1140 -142!5 -7980 -684 

1869, 14136 7296 -1'5~3 -1026 

.302$41 3132841 302841 60!S682 3·'.;:154;¡ 



10 REl'I "PROGRAMA f'ARA PROMED ll) Ml''d L" 
28 lllSP "EXTEHSlOH DEL PROMEDIO' 
38 WAIT 108'J 
41 INPUT E 
SI PRIHT "EXTEHSION="E 
60 FOR 1=2 TO (E-1)/2 
70 IF <E=2tl+1) THEH 120 
80 NEXT 1 
90 DISP "EXTEHSION IMPROPIA" 
100 WA IT 1000 
Wl GOTO 20 
120 K::r<E-1)/2 
130 DlM m21 l1AC21 l1BC21 l1CC21 ldC21J.FC10121l1UC120l1F'C 120],TC 120] 
140 LORD DATA 21U 
150 T2:H=T6=0 
160 FOR 1=1 TO K 
l 70 T2•T;~+2* l n 
1130 J4:T4+2*1t4 
190 T6:Tt,;+2fitti 
200 HE:.<T I 
210 T0=H.·'T2 
220 IF <í0=1NT(T0)) THEH 280 
230 R=St\EtTO-T2) 
240 FOR I=l'TO K+l 
258 WCil=5•CT0-(K+l-l)t2> 
268 HEXT I 
278 GOTO 320 
2131 R•EtT0-T2 
298 FOR I=1 TO K+1 
398 WCll=T0-<K+l-I>t2 
3hl HEXT 1 
3Zi FOR 1•1 TO K 
331 WCE+l-ll•WCIJ 
341 HEXT 1 
359 Rl•R3•T2•T6-T4t2 
3i9 R2•1tT4-T2tZ 
371 El•( 
381 T?•T2 
391 TS•H 
411 FOR 1•21 TO 2 STEP -1 
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411 IF <Rl/l•IHT<R11I>> AHD <T4,l=IHT<T41f)) AHD CT,1I•IHTCT,1I>> THEH 2160 
421 HEXT 1 
431 FOR 1•21 TO 2 STEP -1 
441 IF <E1/l•INT(E11l)) AND <R2,I=IHTCR21l)) AH8 <T2/I=IHT<TZII>> THEH 2200 
451 NEXT 1 
4'8 FOR 1•21 TO 2 STEP -1 
478 IF <R31J•IHT<R31I>> AHD CT71I=IHT<T?1f )) AHll <T&1I=lHT<T81I>> THEH 2248 
489 HEXT 1 
011 FOllt 1•1 TO E 
see ACIJ•-T,*CK+l-I>•T4•<K+l-I>t3 
S1i flC 1 J•E1•<K+l-Dt2-T2 
~2• ce 1 J:a-T7•CIC+l-Dt3+T8•<K+l-I~ 
SJt HEXT 1 
S..I FOR L•21 TO 2 STEP -1 
5SI IF <RllL•IHT<Rt1L>> THEH 570 
~COTO"' 



570 FOR J=1 TO E 
580 IF (ACJJiL#INT(A(J]/l)> THEN 6~0 
590 llEXT J 
600 FOR I=1 TO E 
610 AC l l=fl( I J,· L 
620 tlEXT I 
630 Rl=R11L 
640 NEl:T L 
650 FOR L=21 TO 2 STEP -1 
660 IF CR2/L=IHTCR2.'L)) THEN 680 
670 GOTO 750 
680 FOR J=l TO E 
690 IF CBCJJ!L#INTCBCJJ/L)) THEN 750 
700 HE:H J 
710 FOR I=l TO E 
720 BC I l=BC I ]/l 
730 HEXT I 
740 Fi:2=R:2/L 
750 NEXT L 
760 FOR L=21 TO 2 STEP -1 
770 IF <R3/L=INT<R~·L') THEH 790 
780 GOTO 8~& 
790 FOR J=l TO E 
i0tl 1 F (ce j ]/L# ItlT (ce .J ]/U) THEN ~::60 

810 NEn J 
820 FOR 1•1 TO E 
830 ce 1 l=CC I J,-L 
840 llEXT I 
ase P.3•R3/L 
060 ~IEXT L 
878 Q•l 
aae R0=R 
898 FOR 1•2' TO 2 STEP •1 
9H J•J 
918 S•Rlil/J 
928 T•Rll'J 
931 U•R21'J 
940 V•R3/J 
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950 IF CS=INTCS>> AND <T•IHTCT>> AND <U•IHTCU>> AHD CV=INT<V:> THEH 2280 
9'9 NEXT I 
970 H0•R0 
988 Hl=Rl 
990 H2=R2 
1008 H3•R3 
Hllll Ql•l 
1028 FOR 1•25 TO 2 STEP -1 



1030 J=I 
1040 IF ;Ho,·J=INT HO· J 
1050 IF iHO•J=INT HO J 
10ó0 IF (HO/J=INT HO·J 
1070 IF iHlrJ=INT HI ·J 
1080 llG:T I 
1090 02=1 

fHW ( H 1 · I=: IHT • H 11 J) 
AMD ·~2· J=IHT·H2.'J) 
ftMD -:fil 1=ftn·Hl/J) 
HftD <H2 .J=ítn•,H2•J¡¡ 

1100 FOR 1=25 TO 2 STEP -1 
1110 J=I 
1120 IF •HO/J=lllTo'.H0·.1>! AIW r,HI J-"Jt!To:Ht·J)• 
1130 IF •HO/J:ltH\Hü J• 1 Atrn (H2 .J=ItH•H2 J) • 
1140 IF •HO.·J:fHTo.110 J.1 .1 HllD H:: J=llH•l-d J)• 
1150 IF •Hl/J=HH•Hl JI) Allri H2 J=IIH H2··J)• 
llóO IF •Ht.J=IIH•Hl J 1 1 AND H:: J=,!IH H::.J)• 
11;'0 IF · 112 1 J=IMT•H2 J.•· f1tlD tü J ·Itfl H.3. J) • 
1180 ltEST l 
11~0 R4sHO•Hl•H2•H~•8•Q1*Q2 
1200 Rü=P4·~0 
1210 ~-¡ ~1-·4 R l 
12,~0 F'2:.F'4 R2 
1::::0 ~:3=P4 F':: 
1240 FOR l~l TO E 
12'50 [1[ I l=m l l*PO 
l 2t'.0 AC I l=A[ I l•~: 1 
12:'0 BC l J=BC 1 J.;,R2 
12so ce 1 J::cc I l1tR3 
1290 NEXT 1 
1300 FOR T=I TO K 
1310 FOR l=l TO E 
1320 FCT• l J=DC I l+AC 1 l•T+BC I l*Tt2tCC I hT13 
13:30 ltEXT I 
1340 NEXT T 
13~0 FOR T=l TO K 
1 ;:.;e c:c T i"í\" 
1379 FOR L•38 TO 2 STEP -1 
1380 IF (R4,L=INT<R4•L)) THEN 14úü 
13'10 GOTO 1470 
14el FOR J•l TO E 
1410 lF (FCT1Jl1L•INT~FCT1J],·L>1 fH~H 1470 
1420 NEXT J 
1430 FOR 1:1 TO E 
1440 FC T d l=FC T d J.·L 
1450 lfEXT l 
1460 RCT l=RCT ]/ L 
1471) HEXT L 
14:30 MEXT T 

AIW (Hz .. ·.J=lllf• H2.· 
AND •.H)/.J:!tn°H3· 
AIHI •H>·J=ltH•.H3 
f1ND •. H3/.J=IttT( H3. 

THEtl 2'540 
THEH 2'58ú 
THEtt 2t:20 
THEll z,;.;;o 
THElt 2r(H) 
THEtt 2;'4(1 

J :•) 
.J 1' 

J.)) 

J ¡ 1 
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HIElt 340 
THflt :: .•o 
fHErl HI) 

THEI! 4·~ü 



1490 FDR r:1 TO K 
1500 RC I J=RC I J•Q 
1510 l~EXT I 
1520 FOR J=1 TO 120-2tK 
1530 S=0 
1540 FOR I=J TO E+J-1 
1550 S=S+WCI+1-JJtUCIJ 
1560 NEXT I 
1570 PC J+K J=S/R 
1580 l~EXT J 
1590 FOR T=K TO 1 STEP -1 
1600 Sl•O 
1610 FOR J=E TO J STEP -1 
1620 Sl•Sl+FCT1JltUCE-J+ll 
1630 l~EXT J 
16~0 PCK-T+l l=SllRCTl 
1650 HEXT T 
1660 FOR T=l TO K 
1.;7e s2•0 
1680 FOR J=1 TO E 
1690 S2•S2+FCT1JJ1UC120-E+Jl 
1 700 NEXT .J 
1719 PC120-K+TJ=S2/RCTl 
1720 HEXT T 
1730 REM EH "T" QUEDA LA TENDENCIA 
1740 LOAD DATA 41T 
1750 E1•0 
1760 FOR 1=1 TO 12 
1770 E1•E1+<TCIJ-PCIJ)f2 
179111 NEXT I 
1790 PRIHT "E.C.M. 1-12 "El 
1900 E2•0 
181i FOR 1•13 TO 10S 
1820 E2•E2+<TCIJ-PCll>t2 
1938 HEXT I 
1940 PRIHT "E.C.M. 13-108 "E2 
185111 E3•0 
186111 FO~ 1•109 TO 120 
1970 E3•E3+ < TC I l-PC I l H 2 
188111 NEXT I 
189e PRIHT "E.C,M 109-120 "E3 
1900 A=E1+E2+E3 
1929 PRIHT "E.C.M. TOTAL "A 
1930 SCALE 0112010110000 
1940 ~<AXIS 120'1 
1950 YAXIS 011000 
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¡9¿.(J X=12ü 
1970 FOR I=O TO 10000 STEP lüüOú 
1980 F'LOT >:, I 
1 ·n0 MEXT l 
2000 l·JA I T 3000 
2010 F'EN 
2(12(1 '1'= 1 ÜlH)(1 
2030 FOR I=O TO 120 STEP 120 
2040 PLOt I, 'r' 
2050 llH: T I 
2060 IJAIT ·:::ooo 
2070 PEN 
2080 FOR I=1 TO 120 
2090 PLOT I, UC I l 
2100 NEXT I 
2110 IJA IT ::::000 
2120 FOR 1=1 TO 120 
2130 PLOT I 1PC 1 J 
2140 HEXT I 
2150 Ell[I 
2160 T~:aT4·1 

2170 Tt.=Tt.'I 
2180 R1=Pl/I 
2199 GOTO 420 
2200 E1•El/I 
22 hl R2•R2/I 
2220 T2•T2/l 
2230 GOTO 4~0 
2240 R3•R3l'I 
22~0 T7•T7/I 
2269 T8•Hl/I 
2279 COTO 480 
22ae RO•R0/J 
2298 Rl•Rl/J 
2300 R2•R2/J 
2319 R3•R3/J 
2328 Q•Q•J 
2338 COTO 910 
2341 H0•H0/J 
23~8 H1•Hl/J 
23ti8 H2•H2/J 
2371 Ql•QhJ 
2388 COTO 1040 
2399 H0•H0/J 
2'408 H2•H21'J 
2418 H3•H3/J 
2'421) Ql•Ql•J 

24 ~ 



2430 GOTO 1050 
2440 HO=HO/J 
2450 Hl=Hl/J 
2460 H3=H:3..t J 
2-470 Ql=l'l*J 
2480 GOTO 1060 
24':10 H 1 :zH U J 
2500 H2=H2/J 
2510 H3•H31'J 
2520 Q1•(1l iJ 
2530 GOTO 1070 
2'540 HO=-HO.··· J 
2550 H1=H1/J 
2560 02•02*J 
2~79 GOTO 1120 
2580 H0sHf.l/J 
2590 H2clt2/J 
21500 Q2•02*J 
2619 GOTO 1130 
21520 H0•H0,;'J 
2630 H3•H3/J 
2640 Q2•02*J 
2650 GOTO 1140 
2660 Hl•Hl/'J 
2670 H2•H21' J 
2690 Q2•02*J 
2699 GOTO 1150 
2700 H1•H1lJ 
2710 H3•H3/J 
2720 Q2•l12*J 
2730 GOTO 1160 
2740 H2•H2t'J 
2750 H3•H3/J 
2769 Q2•02*J 
2770 COTO 1170 
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A P E N D I C E B 

~n este ap~ndice, primeramente se muestra el teorema 

de Holladay mencionado en el capitulo 2. Ademas se inclu-­

yen los programs correspondientes a splines, que sons 

a) Spline de aproximaci6n * 

b) Spline promedio • 

e) Spline por m!nimos cuadrados 

Y una corrida del programa de splines por mtnimos cuadrados. 

*Estos splines se corrieron en-una microcomputador• P.P~9830. 
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Teorema de Holladay. 

Dados A: a= X¡< X2 < ••• < XR= b y 

Y • {y 11 1 y11 E R, k = r,ñ}, entonces entre todas las fun-­

ciones g(x) E c2 [a,b] que cwnplen can g(1: 11 ) = y 11 con k=l,n, 

la funci6n spline f(x) que se une en cada nodo x11 con - ~ -

k = '2,"ñ=I y donde f"(a) • f"(b) =O minimiza la integral --
111 

f (f" (x)) 2dx• 

• 
Demostrac16n: 

111 

J Cq" - t">2 dx • 
• 

(f") 2 dx 

f")f" dx 

como: 

1¡' 

(g" - f")f" dx. (q' - f')f"l1t-1 - (q - f)f"1 

1¡' 

I 
•1-1 

• (q' - f')f"j'i 
11-1 

• 
•1-1 

pues g(x11 ) a f(x11) con k • :r;ñ. Y debido a la continuidad 

de la expresi6n anterior en (a,b) se tiene que: 

1111 

1111 

f 
• 

(g" - f"lf" dx. (g' - f')f"I • º 
• 

pues f"(a) • f"(b) • O. De aqu! que: 

j 
• 

111 

(g" - f")2 dx. f 
• 

por lo tantos 

1111 1111 

1111 

tg") 2 dx - f 
• 

f (q", 2 dx .. J (f") 2 dx 

• • 

• (f") dx ~ o 



SPLINE DE AP.RO.XJ~CJON 

10 DIM :·:r 122 j, YC 122 ], Z[ 122 l1AC ¡¿·;.:; J• B[ 122 l,cc 12;; ], DC 122111\'.[ 12t:l 
2fJ Dlf'I :;;¡ 122 J. OC 122 l•IJ[ 122 J. H ¡;,·;: l10C 122 hVC 122 hFC 1221, El 12,:J, ~lí 122 hGC 122 l 
4ü M=S"0 
Qo ~UR r~1 TO 12ú 
lüü :e 1 +' J= 1 
110 tff::T I 
1t:o .::r 1 J"º 
170 FO~ 1•2 TO 121 
i::w ·:e 1 l" 1 
l':•o 11on 1 
200 LOAD DAlA 21W 
210 FOR !=1 TO 120 
22ü ';'[ l +l J=HC 1 l 
2:30 llEi:T 1 
240 l·H 1 J'-'iU 1 l=0 
250 IMPUT S 
2GO PR ltl· "SLIAV II•Hll" S; 
270 lll =2 
281) 112=121 
290 Ml=tH-1 
3(10 M2=tl2+ 1 
:: 1 O Vi M 1 l=f;:C 111 J=:;[ 112 J=1)[ 112 l=ClC M2J=IJC111 JmlJ[ IH J:::IJ[ 112 JslJ[ t12 l=P=~I 
::.::O Mloctll +I 
::30 tt>lt~-1 

,. 341) tt=::c 111 1->:c 111 l 
350 F=-1'rCM! l-'IC111 l•.·H 
360 FOP l=M1 TO M2 
:371) G"H 
J~:c1 H•:,:c 1t1 1-xr 1 1 
.~·7Jü E=f' 
400 F=•'lll+IJ-','Cll•"H 
41(1 Alll=F-E 
420 H 1 l=:~+ ( G+H) 3 
4 30 ü[ 1 l"H:3 
440 OC 1l=2C1-1 l'G 
•1'50 F:C I l=ZC 1 + 1 ]/H 
.Jt:u ·,.r 1 J.,-zc 1 l· G-.~r. 1 J H 
4?C1 llE>:T 1 
·1·~1.1 H1F' 1 ;.:t'll TO M2 
.J·•o b:f l J-F'[ t h.L I J1::;¡ l 1*S[ l l+1A 1]•·N1 J 
·:·ü(1 r. r 1 .1"~·1 1 J~:;[ 111 1-1 e.e 1Jtoc1-1 t 1 
~llJ l•l l J td 1J+1)[1 r.": l 
s.:o 11r:·r 1 
1)~:(1 F_· 



540 FúR !=MI 10 112 
550 SCl-1l=F*~·c1-11 
560 QCI-2J=G•RCI-21 
5,'0 RC 1]::1.·<P+E:C1J+TC1 J-F*~;.[ I· 1H~~(I[1-~ J) 
5:30 IJ( 1J=ft[1 l-S[ 1-1 l*IJ[ 1-1J-1)[1-2 J+UC I-2 l 
5·~0 F=P*C[ 1J+ü[1J-H+.::.c1-1 J 
600 G=H 
610 H=D[ I J+P 
6.~Ct llE:•:T J 
~30 FOR l~H2 TO Hl SlEP -1 
1)4(1 li[ 1]'-RC1Jtll[1l-SC1l*IJC1+1 J-Of J ltl.Jf 1+2 J 
6'50 HE:~T 1 
.;;.;;u l>H=1:1 
t~?O F1W !=fil Tú 112 
6:::1) G=H 
1;·:11J H=(tJ( l+l HJC l l>-'0'.[ J+I J-::r 1 l• 
700 VC 1 ]:: ( H-G hZC I J+.Z[ 1 l 
?JO E=E+VCll*lH-G• 
720 tlEl'.T 1 
7:30 G='v'[ 112 J=-H*Z[ M2 ]1-2[ 112 l 
NO E=E··G*H 
750 G=F2 
76CI •2=E*F'*P 
;·70 IF F2 >= '.; O~: F2 ''" G THEll 91(1 
781) F=O 
?·~o H=•.VLM1 l-VClll J:i.'()([111 l-X[lll J • 
800 FOR l=Ml TO 112 
:310 G=H 
E:20 H=il/[ !ti l-1/C J ]i.·o./'.[ I+t J-)\[ J 1; 
E: ;:c1 G=H·-G-'.;.¡ l -1 J •PC 1-1 ]-OC 1-2 hP[ I -2 l 
:::40 F'-'F+G .. R( l H:; 
:350 F'[ I J::G 
t:dJ Ht.' r J 
8;'i:1 H=E-hF 
881) IF H <= ü THEll 910 
890 P=P+•S-F2>'(~SQRtS1E>+P)tH1 
900 GOTO "'•40 
·? l O r (!~· I =tlt TO llZ'. 
~¿·(1 tií 1 100 1'f I J-P*"l[ 1 J 
9::r1 ([JJ=U[IJ 
''°!·lft tlL:T 1 
·~'.oti f· ;jp , :flt TO M2 
·~.:.o H ~:.:e 1+1 J-::r 1 J 
~.-n r1r r l"• cr 1+1 J e¡ 1 n O*H.i 
i::·o 1::( 1 ]'-'( ft[ 1+1 l··Hl J ])/H-ülff.1L 1 J•d I J;*H 



9''10 ltE)<T • 
1000 CCN2J=0 
1(140 XC 121 J=O 
1050 FOR l=l TO 120 
1060 XC!l=I 
1070 llEXT 1 
1080 FOR 1=2 TO 121 
1090 'y'( 1-1l .. 'lí1] 
1100 AC 1-1lmAe1 l 
1110 CCl-ll•Crll 
1120 l~EXT 1 
1130 FOR 1=2 TO 120 
1140 DCl-ll•DCll 
1150 IH 1-1l•BC1 l 
1160 llEXT 1 
1165 AC120l•BC120l=CC120l=DC120]c0 
1264 LOAD DATA 41E 
126~ A=B=C,.Ds0 
1270 FOR 1=1 TO 120 
1280 D=D+<Etll-ACil>t2 
1201 llEXT 1 
1282 D=SOR<Dll20) 
1283 FOR I•t TO 12 
1284 A=fi+(EC ! l-AC 1 ])t2 
128!5 tlEXT 1 
1286 A=SOR<A/12) 
1287 FOR 1=13 TO 108 
1288 E:=B+ (E[ I l-BC I ])t2 
1289 ttEXT 1 
12S<0 B=SOR(B/96) 
1291 FOR 1•109 TO 120 
129Z C=CHEC 1l-AC1 J)t2 
12':i3 HEXT 1 
1294 C=SOR(C/12> 
1295 PRlllT "TOTAL=" 1 D1"HIIClflL:.:"1°A1 "CEIHRflL="•B1 "FIHflL=", C 
1296 STOP 
1300 PF:lllT THB5"A"TflB21 "B"TAB36"C"TAB51 "D" 
1 HO PIWH 
1320 FOR l=I TO 120 
D 30 f'JWIT AC 1 JI BC l ]Ice l ll De l l 
1340 llEXT 1 
1 $50 EllD 



SPLINe PROMEDIO 247 

10 DIM ~;e 14511\'C 145l1Z[ H5J1tif 145J•t:l 145],C[ H~;J,fl[ H~·J,F:( 14~:) 
20 DIM Sf145J,0[145ldJ[ H':iJ,H145J,ü! 14:.J,'./[14!::1J1FlH'::íJ1ECH~,J 
30 DIM li[ 120 l 
40 LOAD DATA 21H 
50 DISP "VALOR DE 12" 
60 WA I T :~:OúO 

70 ItWUT I2 
80 FOR 1=1 TO 10 
90 Z[ 12:tI+I2l=1 
100 ND'.T 1 
110 FOP 1~1 TO 10 
120 ~!.( 12·d+I2l=12*I+I2 
130 t·lEXT I 
140 FOR 1~1 TO 10 
15(1 'i'[ 12:d+l2 J:=HC l2d-6 J 
160 tlE:.-:T I 
170 DISP "SUAVIDAD" 
1 :::o ~IA l T ::::000 
1 ·~ü 1 t IPU 1 S 
200 PRlN~ "SUAVIDAD"S 
210 DISP "VALORES DE Pl P2~ 

.220 HA I T :300(1 
230 1 tlf'UT P l 1 P2 
240 tH =PI 
250 112=P2 
260 Ml=Hl-12 
270 t12=t~2+ 12 
280 RC M 1 ]:pe tll J::S[ 112 ]::.:('[ 1-12 l=QC M2J::IJ[M1 J=U[ IH J=UC 112 l=IJC M2 J=F'=(I 
290 M1=1H+12 
300 M2=H2-12 
310 H=XCttll-XCHll 
320 F=<VCM1 J-\'CNl ])l'H 
330 FOR I=Ml TO M2 STEP 12 
340 G=H 
350 H=~<C!+12l-XCIJ 
3~0 E•F 
370 F•<VC J+1:2l-VC I J).1H 
380 AC 1 Ja:F -E 
390 TCIJ•2t(G+H)/3 
400 OC l J=H/3 
411 QC I l=2C 1-12 ]/G 
4:20 IU J l=ZC 1+12]/H 
431 se I l•-Zt l ll'G-ZC l ]IH 
441 HE><T l 
4~0 FOR l•Ml TO M2 STEP 1:2 
468 ec l l=RC 1 ltRC 1 l+SC J l*SC 1 l+Q[ I JtQ( l ] 



470 C( I l=P[ l h::;( 1+121+8[ l H·I}[ 1+121 
480 D( l J:;R[ I lt-0[ 1 +24 l 
490 ME::r l 
500 F2=-S 
510 FOR I=MI TO M2 STEP 12 
520 S( I-12l=F*F'(1-12 l 
530 Q[ 1-24 J:GiF.:( I-24 l 
540 RC I l= 1 ,...'( P;..E:[ I l+ H I 1-F 1:::[ 1- L~ l-G·ü1[ 1-24 l) 
550 UC l ]"'ti[ I ]-::;[ I-12 J•U[ t-12:i-;:1 L. ~ -:'1 hLi[ I-241 
560 F:P.;C( l l+OC 1 J-H-t-S[ I-121 
570 G=H 
580 H=DC I l*P 
590 NEXT I 
600 FOR I=M2 TO Ml STEP -12 
610 U[ I ]::R[ 1l*UC1l-SC1 l*LI[ I+ 12 ]-(![ 1 ltU[ I +24 J 
620 t·lE>:T I 
6:30 E=H=ü 
640 FOR I =ti 1 TO M2 STEP 12 
650 G:::H 
660 H=í.UC 1+121-UC I J).--"O'.C 1+121-:,:c l 1' 
670 ve I J:.(H-G)itZ[ I ]1"2( I J 
680 E=E+VCil•<H-G) 
690 tlE>{f 1 
?00 G=l/C 1121~-H*ZC112 l• :'l t·t2 l 
7lll E=E-G•H 
720 G=F2 
730 F2aE-r.PtP 
740 lf F2 >• S O~ F2 <= G THEtl G8ü 
75\J F=O 
760 H=<VC Ml l-VCIH ])/ü:C MI l-:-:c tH ]) 
779 FOR I=Mt TO M2 STEP 12 
780 G=H 
790H=<VC1+12l-VC I J)t'(Xt 1+121-~<C I l) 
800 GsH-G-SCI-12l*RCI-12l-QCI-24l*R(I-24J 
810 F=F+G•RClltC 
e2e RC I l=G 
830 HEXT l 
840 H•E-P•F 
850 IF H <= 0 THEH 880 
860 P•P+<S-F2)/((SQR(S/E)+P)*H> 
870 COTO 5 Hl 
eso FOR I=Hl TO H2 STEP 12 
890 AC l J::'([ l l-P•Vt l l 
900 CCil=UCil 
910 tlE>(T 1 
920 FOR I=Nl TO M2 STEP 12 
930 H=XCI+12l-XCll 

248 



940 ne I ]=(('[ l+12l-CC I ])/(3tH) 
950 8( I ]:: 1:.fi[ I+l2J-ti( I J:.i.··H-<H<.C I :-..:.[ I L"H 
9tiü ME:H I 
970 ce M2 J=ü 
980 SCALE 0112010110000 
990 xA;ns o, l 
1000 YAXIS 011000 
1010 FOR I=l TO 120 
102 0 ~(( I J= I 
10:30 MEXT I 
1040 FOR I=l TO 120 
1050 PLOT :<e I J, HC I l 
l 060 NEXT 'I 
1070 Il•I2-1 
1089 FOR 1=0 TO 9 
1099 AC12•I+I1J=AC12•<I+1>+I2l 
1100ce12·d+I1l•C[12*<I+1>+I2l 
1110 l~EXT I 
1120 FOR 1=0 TO ~ 
1130 ne 12•d+I 1J=DC121t(I+1 )+12 l 
1140E:C12•1+11J:aB[12•<I+1>+I2l 
11 :.o MEXT 1 
1160 DISP "VALORES Y1 V2" 
11 70 Wfl I T 300(1 
1190 IHPUT Vl1Y2 
1190 FOR I=Vl TO V2 STEP 12 
1200 FOR )<=I TO 1+11.99 STEP 0.1 
1210 H-=X-)<C I l 
1220 F=C(DCIJ•H+CCIJ)tH+BCll)•H+ACIJ 
1230 PLOT X,F 
1240 l~EXT X 
1250 l~EXT I 

. 1260 FOR J=Yl TO Y2+11 STEP 12 
1270 FOR I•J TO J+11 
12$0 H=I-XC J J 
1290 FC I J=< <DC J l*H+CC J l>•H+BC J l:>Hl+AC J l 
1300 HEXT 1 
1310 HEXT J 
1320 EHII 
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e 
C SPLINi: POR t1INIMOS CUADRADOS 
e 2so 
C ESTI:. PROGRAMA 6E CORRIO EN POP 11134 DEL. CENTRO DE INFORIVoTICA 
C DE L.J. ENEP-ACATLAN 
c 
e 
e 
C LOS CO~ENTARIOS DEL PROQRM'IA PRINCIPAL 
C 'I' DE LAS SUBRUTINAS SE PUEDEN CONSULTAR 
C EN EL LIBRO 'A PRACTICAL GUIDE TO SPLINES' 
C POR CARL DE BOOR 
e 
c 

L¡tK.~:t•:ZOO 

t4TMX8'00 
L Tl("'A:<•:ZOOO 
INTl:.QEH I1 ICOUNT1 II.~.K.L,L~EOIN1LNEW1LUN1NT,NTil'IES.NTMJ 
1 ,QN,PRBCO.PRFUN,PRPCO 
REAL ~nDBRK18COEFCl00>,8RE~.cCJEF.oTAU1m<2000>,scRTCH(200) 
1 1T<200>1TAU.TOTALW1WEIOHT 
C0t1:-ICN /DATA/ tffAU, TAU( 200), OTAU<200), WEIQHT<2001i TOTALW 
CClf'lftJN /APPROX/IREAK<lOOl.COE,.<2000)1L1K 
DATA ~4 1ao4 I 
ICl'.UH•O 
CALL ASSION<:J, 'RESUl. T. DllT' > 
CAL.l 5ETDAT< ICOUNT> 
CALI Latl.NTS(IREAK1L1K1T1N> 
T'l'l'E .00 

600 l"OftMT< 'NTllCI - 13' l 
ACCEPT 500, NTIPIEI 

900 ,.ORMT< 131 
AllDlttK-0.0 
PRICO•'ON' 
'""º" 'CIN I PR,.UN•'CIN' 
TY'E SOOC>.NTll'EI 

9000 ll'Clfl"'Tcsx.1s1 
LIHIHool.. 
t•T•l 

10 CALL L~Al9PRCT1N1K,Q,SCRTCH1ICOl:"I 
l"<l'RICO . Em DNI ._ITEC31 .O.> <ICOU'< 111 1•11 JO 

60. ,-CRl'IAT<I/, 10)(, 'COEFICIENTES 1-•LINES '/(KaO. 101 > 
CALI ISPLPl'CT1ICOEF1N1K,e,1REAK1COEF1LI 
WllllTE<3 •• lOI K.L• <IREAK<LL>.LL-C1Li 

•to ,.Oft....,T<//,10)(, 'APROXllVICIDN l'OR IPLINl:I DI: ORDEN •,¡3, 'CIN'• 
1 13. 'INrERVALOS. !'UNTOS DI: .UIEIRE -';/(51:1•. 1011 
IF<PRPCO .NE. ON> QOTO 15 
WIUTE<3, '1 l) 

•u iroRl'VITC/11 aox. 'RE,.UKNTACION-ttl' l'MA LA Al9ROXIMCICl!f '> 
DO 12 l•t, L 

U•< 1-1 >•K 
12 WftlTEC3,•13> lttEAK<l>,<CCE,.Cll+Jl1J•t,K> 
•13 "°"""T<,.•.3,s.:20. 101c11x.St:ao. 1011 
15 CALL LZEl'RCPR'YN1ICRTCH,e> 

J,-CNT . ~ NTll'ES> OOTD 
L.Nlw-t.HO IN4 !'LOA T < NT > •ADDIRll( 
CALI ,..WNOT<IRENl.1C~.L.K11CRTCH,LJEW,T> 

CALL ~T9<1CRTCH1LNEW,K,T1N) 
NT•~ + 1 

OOTO 1e 



• 10 

14 

6Ut1ROUTINF. BCHFACCW,NBANDS1NRCW1 DIAQ) 
INIEGER NBANOS.NROw, I, IHAX,J,JMAX1N 
REAi W<N6Al'JDS, NROW>, DIAQWROWl, RATIO 
IF<NROW .GT. ll 
IF<W<l11l .<H. O.l WC1,1>•1./W(1,1> 

DO 10 N•1 • NROW 
DIAO<Nl•t•IC 1, Nl 
DO 20 N•1,NROW 
IF<W< t, Nl+DIAOCNl . GT. OIAGCN)) 
DO 14 J•l1NBANDS 

~(J, Nl-0. 

1' W<l•N>•l. /W(t,N> 
lt1AX•HINOCHBANDS-11NRCIW-NI 

GOTO 9 

REIURN 

GOTO 1:5 

GOTO 20 

IFCIHAX .LT. t> GOTO 20 
"'1~.X•fMX 

DO t• l•l1lftAX 
~ATIO-WCl+t,N>•WCl,N) 

DO 17 .Ja 11 .Jl'IAX 
17 WCJ,N+l>-WCJ,~l) ·W<J+l1Nl•RATIO 

Jt'!AX•Jf'IAX-l 
t• WCl+t,N>-RATIO 
20 ccm INUE 

REIURN 
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SUBROUTINE 8SPLPPCT,BCOEF1N1K1SCRTCH18RF/t~1COEF,L> 
VJ1AX•20 
INTEQE~ K.L,N, J,J,JPl,KMJ,LEFT1LSOFA~ 
REAL ICOEF<N>. BREAK< 1 >, COEFCK, 1), T C1 >, &CRTCHCK, K>• 
l llATXC20>1DIFF1FKMJ,8Uf1 
LSQ.lrAR•O 
IRt.M C l > •T <10 
DO 50 LEFT•K1N 

IFCT<LEFT+l> .E~. TCLEFT>> QOTO 50 
LSOFAR•LSOFM + l 
IREAKCLSOFAR+l>•T<LEFT+l) 
IFCK . QT. 1> QOTO 9 
CCJEf'Cl1LSOFAR>•ICOErCLEFT> 

9 DO 10 l•l1K 
10 SC"TCHU• U•ICOU<LEFT-t(+I > 

DO 20 Jfl1•21K 
""""' 1 - 1 K"IJl«-J 
,.eu.J-FLOAT<K .. J> 
DO 20 1•1• K"-1 

DIFF•TCL.IFT+I> - TCLEFr+I -K"J) 
IFCDIP'fr .QT. O.> SCRTCHCl1JP1)• 

QOTU 50 

252 

l < CICRTCHU+t, J)-SCRTCHC ¡, J) )/DIFF )'4,.Kl1J 
CCINTINUE 

CNL llflLY8CT111 l1TCLEF'f)1LEFT,llATX> 
CDEl'CK1LICFNt>•ICRTCH<t.K> 
DD 30 ..1'1•2.K 

CM.&. ISPLYl(f,Jfll,2,TCLEFT>,La--~llATX> 
K11J-K+l--..l 
lllM-0. 
DO 21 l•l• Jf'l 

29 5(.fl•llATXCl>*ICRTCHCl1Kt'IJ>+SUf"I 
30 COEF<KMJ• LIOfl'HU•S"" 
50 CONI INUE' 

L-LICJfM 

END 
ltll\ltN 



SU•ROUTINt: BSPLVB JHIGH1 DEX . '..E'-T, IIATX> 
INTEGER INDEX, .J¡-fll • EFT, I ,..;p, 253 
J11A~•20 

REAl BIATX<JHIGH>, ), x, Di TALi , DEI TAR ( 20 > , SAV&O, n.Rf1 
DATA J/11 

COTO < 10, 20), INDEX 
10 J•l 

IIATX ( 1 >•1. 
IFCJ . QE. .JHIQH) OOTO 'P9 

IZO JPlaJ+l 
OELTAR<J>•T<LEFT+J 
DEI TALCJ>-X-T<LEFT J) 
IAYED-0. 
DO :a• l•t, J 

TERl1•BIATX l<DELl CI>· i:LTAL<.JPl1-U) 
llAU <I > •S1 :o+OELT. (l)t !R" 

.26 SAVC.D•DELTALCJP1-I . ."ER" 
llATXCJP1>•SA\IE~ 

.J•Jt'l 
IFCJ . L T. JHlQtO QQTO :iZO 

RETUftN 
IND 



9Ut:ROUTIN€ ICHSLY(W, N8At40S, NROW• ! > 
INIEOER t48ANOS, NROW. J, JMAX, N, NBNDHt 
DOUIU: l'ftECISION ICNRW), WCNIANDS, Nf¡QWI 
IFO-.OW . OT. 1 > 
l<U•l<l>-W<I• U 

íU t41NDt1l•NIAHOS - 1 
DO 30 N•t, NROW 

"'1AXllf11NO<NBNCH11NROW-NI 

QOTO 21 

ftEIURN 

IF<.Jl'IAX . LT. 1) OOTO 30 
DO ª' Jel• .Jt1AX 

25 l<J+N>•l<J>NI - W< J+l, NJ-1B<N> 
:Jn CONTINUE 

DO 40 N~OW. l•-1 
l(Nl•l<N>•W<l1 NI 
"""Xllf1INO<NINDl1l1NftOW-N> 
IF<JIVtX .LT. 11 OOTO 40 
DO 35 Jml1 .mAX 

35 l<N>•l<NI- W<J+l• N> .. l<J+NI 
40 CCNTINUE 

ENU 
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:zo 

31 

35 

40 
41 

49 

SUtiROVTtNe INTERV(XT1LXT1X1LEFT1t1FL4Q) 
JN1EGER LEFT1LXT1MFLAQ, IHI, ILO,JSTEP,MIDDLE 
REAL X, XTCLXT> 
DATA ILO /1/ 
JHl•ILO + 1 
IF <IHI . L T. LXT> 

IF< X . GE. XTCLXT> > 
IF<LXT . LE. 1) 
ILO-t.XT - l 
IHI-t.XT 

JF<X . QE. XT<IHI)) 
IF<X . QE. XT< ILO>) 
JSTi.1'•1 
IHI•ILD 
ILO.,.IHI - ISTE~ 

IF < ILO . LE. 1 > 
IF<X . QE. XT<ILO» 
J&n,,•IITIEJ'•2 

IL0-1 
IFU .LT. XTU» 

llTll'•l 
ILDalHI 
IHl•ILD + llTEft 
IF < IHI . OE. LIT> 
IFU . LT. XTCIHI)) 
llTU• llTIP•2 

IF<X .QE. XTCLXT>> 
IHl-LXT 
HIDDLl•CILO + IHlt/2 
IF<ftlDDLE .ra. ILO> 
JFCX .LT. XTC"IDDLE>> 

l~IDDLE 

IHl ... IDDLE 

OOTO cO 
QOTO 110 
OOTO 90 

OCJTO 40 
OOTO 100 

ooio u 
COTO 50 

COTO 31 

OCJTO 90 
QOTO 50 

OOTO 4S 
OOTO 50 

OOTO 41 
OOTO 110 

OOTO 100 
OOTO 13 

OOTO 10 

OOTO 10 

RITURN 
"º nFL.-0-l LIFT-LXT 

RUURN 
lt4D 
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1 

10 

IUIROUTI~'E: L2APPRCT1N1K1~1DIAQ,llCOEF') 

INIECER K, N, ¡, J, JJ, LEFT, LEFTl':I(, LL, Ml11 tUNJ 
REAL ICOEF(N)1DIAQ(Nl1Q(K1N)1T<t>.ow.0TMJ.TAU1WEIQHT 
1(11!\1(•20 
t4TMK•200 
RE'-L llATXC20t 
COHrlON /DATA/ NTAU, TAUC200), OTMJC200) d.41HOHT<200) 
DO 7 J-t,N 

ICQEF(J)•O. 
Dll 7 l•l1K 

LD'T-« 
LEf'THK-0 

Cl<l• Jt•O. 

DO 20 U.•l1NTMJ 
IFCLEFT .H. N> 
IFCTAU<LLI .LT. TCLIEFT+t>> 
Llf'T-LE,. T + l 
~-U:FT* + l 

QOTO lS 
QOTQ lS 

QQTO 10 
IS CM..L llPLVl<T.K, l1TAU(lL)1LE~T.llATX> 

DO 20 f'l1•l•K 
OW-llATk<"'">•WEIOHT<LL> 
J~ + ... 
ICCEF'CJt•OW--OTAU<LL> + ICDEFCJ) 
l•I 
DO 20 JJ....,.,K 
•u, J>•llATXCJJ>•CU+CU J, J> 

ao 1•1+1 
CALL ICHFACCl1K1N1DIAQ) 
CAl.L ICHILY<I• LN, ICOU> 

ENO 
ftl'URN 

256 



SU8ROUTINt::: L:lERRCPRFIJN,FJAU,ERROR) 
INIEOER PRFUN, IE.K,L,LL,NTAU,CJN 257 
REl.L FTAU<1),ERROR<l>1BREAK1COEF1ERR1E~Rt1AX1E~RL1•E~RL2 
1 , OTAU, SCALE, TAU, TOTALW, WEIQHJ, TENOEIH 120) 
LPKl1AX•200 
tlT11.'\X•200 
LlW'CAX•iilOOO 
COM.'10N /DATA/tHAU1 TAU(200>, QTAU<200), lo.'EIQHI <200), TOTALU 
C01'1?1CIH /APPROX/BREAK<lOO),COEr(íZOOO),L,K 
CAU ASSI~<:z, 'TENDEr4CIA. OAT') 
DATA CIN /a«lt4 I 
EftRLl-0. 
ERRL:Z-0. 
ERRt1AX-O. 
IC"-0. 
QO 10 LL•l,NTAU 

FíMJCLL)..PPYALU CBREAK1COEF1L1K1TMJCLI >10> 
READC21 •) TENOE .. CLL> 
E9'ROIULL>•TEt4QEllllCLL> - FTAU<LL_, 
ECtt-ECM + CTEJUlif<LL) - n.wcu ,, .. ª 
li'R-AIS<ERROR<LL>> 
IFCIRRMI • LT. DIU DR'"X-El1R 
IRRLl-E~llLl+E~llttWE:IGHTCLL> 

10 EltRL.2-t:RllL2+EIVl••2eWIEltt4TCLL> 
OllLl-atRLl/TOTALW 
O~L:z-ICMTCli'llLa/TOTALW> 

TYPI 6151lltRL.21IRRLl1lllllMAX 
619 '°"MATC///, 'ERRO" "INlf'll CUACRAD0-'1120;6/ 

1 , 'IMDlll 'llDMED 10-' 1 laO. 61 
2, 'lllRCJll MAXlf'll •'•la0.6//t 
IP'CPllll'UN • ... DIO 1111'\JRN 
11-0 
ICM.l•l. 
IP'Cllllltv.X .11. 10.) 80TD 11 
DO 17 11•119 

ICALl...C:M.1•10. 
IP'Cli'RMrelCAL.E . Cll. 10. > 80TD 11 

17 CDNTI,.. 
11 DO 19 LL•l1 NTAU 
1 • OllCJll e LL >-EllllDR e LL) •ICM.E 

ICM~IGRTCIC"/laG> 

TVt"I 6:I01 re" 
630 PGllMTC/, 91, 'IRllDR CUADllATICD "'DIO TOT-.• ', '15. a> 

ICft-o. " 
DO ao l•I• 12 

IO IC"81C ... CTINOINC 1 >~AUCI> )H2 
IC ...... TCECM/UI> 
TVt"I 7001 U:M 

700 f'CIRMTCtX1 'l. C. M. INICIAL~',P'll.2> .. ,. ... ,,. 



21 

710 

7:ZO 

'ªº 

1•131 108 
ECl1-EC"+ (TEttOEt4< 1>-FTAUC1) >n:Z 

EC" .. &GllT<ECl119'> 
T\'t'E 71 o, EC" 
FC~,.,_TC5X1 'E. C. "· CENTitAL•',F15.:Z> 
ECH·O. 
DO 22 l•t04P,t20 

ECl1•EC"+<TENDEN< 1>-FTAU<1) )02 
EC"-saRT<ECM/12> 
TYt'E 7201 EC" 
FON,.,_TC5X, 'E. C. "· FINAL•',F15. :Z> 

258 

TY'E 620, IE, (LL, TENDErHLL), FTAU<LL >, ERRCJHLL>, LI •t, NT~U> 
f'DRMTC//14X. 'APRO;ctl'1.~ION V ERROR D!: C~VATURA EN ESCALA'. nx 
l , 'DAT0'17X1 •Af1ROXl~ACION'13X, 'DESVIACION X 10**'• 11/ 
2 Cl41f'l,.8,f't•.8,F17.6>> 
CN L CLOSE<2> 

END 



' 
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SU~ROUTIN~ L~KNTSCBRE~1L1K1T1NJ 

INTEGER K,L,N,I,KMl 
REAL BREA~ClJ,TClJ 
~Ml•K-l 

DO 5 1•1, ~1 
TCIJ•BREAKC1J 
DO 6 I•l,L 
TCKM1+1J•BREAKCI> 
tl•K"1 + L 
DO 7 l•lrK 

T<N+I>•IREAtl\<L•l> 

ENU 
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SUIROUTINE NEWf.iOTCBREAK,CotF,L1K1BRKNEW,LN~W.COEFQ) 
UHEQER K, L, LNEW• ¡, IPRUfT, J 
lllE41 IREA!(C U, IRKl'.'EWC l>, Cct=F"CK, u, CCEFG(2J L>. OIF1DIFPRV,260 
l 0."'4EOYK,ST~1STEPI 

DATA IPIUNT /O/ 
IRKNEW<l>•IREAKC1> 
IR~<L.M::.""W + ll•IREAKCL+1) 
IF<L .LE. 11 OOTO 90 
ON~OYK•l. /Fl..OATCK> 
COEFQ(t, 1 >•O. 
DIFiRY•AISCCO€FCK12)-CCEFCK,1))/CIRE~KC3>-IREAK<1ll 

DO 10 l'"21L 
DIF•AISCCOEFCK, I> - COEFCK, l-l))/CIREAKCl+l)-IREAKCl-1>> 
COEFoc2.1-1>•CDIF+DIFPRV>••ONEQ~ 

COEFO<I· l>•COEFec1. 1-1>+COE~ec2,1-1>•<1REAK<l>-IREA~(l-1)) 
10 DIFPRV-DIF 

CCEFQ(21Ll•<2. »DIFPRV>••ONE<WM. 
ST&P•<CDEl"OCl1L)+COEJ'OC21L>•CIREAKCL+l>-IREA~CL>>>lf1.DATCL~~\ll 

IFCIPfUNT .OT. O> T\'PE 600rSTEP1 Cl1COEF"<;Cl1UrCOi.FCU2,1), l•lrLl 
~ P'ORMTCSX, 'STEP•'1El•. 7/C1'.2Et•. 5)) 

IF'C8TD' .LE. O.> ODTO 90 .,,., 
DO 30 1-a, LNEW 

8~18f'LOATCl-ll•IT1t.P 

21 IFCJ . H. L> OOTO Z7 
IFC8TliJll .LE. COIFOCl1J+l)) OOTO 27 
J-J+l 

9010 21 
17 IF'CCCE~0<2• J) . EG. O. > COTO Z• 

ltlKNEWCl>•IREllK<J>+CITEPl-COE'O<l•J>>ICOEf'8<2,Jl 
COTO 30 

it llllKNEW< 1>•<lllll:AKC1oJ>+HEMCJ+l>1/2. 
30 CONTlNIJE 

ltlfURN 
to ITIP•CllllEAIUL+ll - IRl:A)(CI » /FLOATCLNIEW> 

DO 93 1-a, UCW 
•3 IRKNEW < 1 > •lltEllK < l > •FLDA T < 1-1 > •ITEI' 

lllETURN 



ªº " 

REAi FUNCTION PPVALU<BREAKrCOEF1L1K1X1JCE:~lV> 
lNTEGER JDERIV1K•L1 l1M.NDUMMY 
RE41 IRE ... R<L>1 COEF(K, L>. Xr F111'1JOR, H 
PPVALU•O 
Fl'MJDR~K - JDERIV 
IF<F"'1JOR .LE. o.) OOTO '9 
CALL INTE"V <BREAK, L, X, 11 NDU1111Y) 
H•:( - IREAK<I> 
DO 10 M"'t(,JDE~IV+l,-1 

PPVALU•CPPVALU/FMMJDR>•H + C0Ef(~·l1 
Fl't.1 JOR •Ft"ol'\,JDR - -1 . 

IU!TURN 

• 
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APROXIMACICN POR Sf->Ui\:::·s ~UNIMOS CUA!'RAPOS t'E ORDEN CUATHD 
EN TRES ! :·;ll-HVALOS 

COEFICfl:~;:EG B-SPLH:C:'.3 

o. 692915~804E+03 o. 157459B340E+os 
-0.64193004013E•DO -J.386627B231E+co 

PARAMET!iOS DE LOS POLlNOMIO~ CUBICOS 

O. 3464114666E+OO 
1) C OOOOOOOOOE +00 
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1 - O. b9i.!9 l 5~,0f:ME-+Cl3 O. 9031!340ó25Et05 -0. 4872387187E+Oó 
O. 1058'\~d.OOOE+O"/ 

2 - 0.69~834J309~+C4 -0.2099457812Ei05 O. 4198678516E+05 
-o. 4198~•2 l'lúC: lo:-, 
3 - -tJ. 8804363906E+OO -O. 40l:i28179~E+00 O. 156P,964124E+Ol 
-O. 15J04~2987E-OJ 

ERROR CllADRATJCO MEDIO 

E. c. ,., 
lOT~.L = 844.51 

E. c. P'I. INICIAL= 844. ,. 
E. c. P'I. C[NTRAL"' 395.64 
E. c. P1. FINAL• 103. 71 

DATO APROX IM/\C lClN SERIE DE llEl'(PO DESVIACia.. 

l 908.5 692.9 295.6 
2 979.0 874. 7 103.3 
3 96fJ. 5 -0.4 968,9 
4 960.0 o.e 959.2 
5 952.5 3.5 949.0 
6 '14ó.O 7. 7 938.3 
1 940. 5 13.:; 927.0 
s 936.0 20. 7 915. 3 
9 932. 5 29.5 903. o 

10 930.0 39. 7 890.3 
11 9~!8. 5 51. 3 877.2 
12 '"fi.!0. o 64.4 863.6 
13 929. 5 79.0 849.' 
14 930. o 94.9 835. 1 
15 932. 5 112. 3 8020. 2 
16 936. o 131.0 805. o 
17 940. 5 151. 1 789.4 
18 946. o 172. 5 773. 5 
19 9~12. ti 1 <f5, 3 757. íl 
20 'll•O. O 219.3 740.7 .... ni D .. "l. ..,. " ., .""r..,-:-t n 



"'. !\..)~.· ... , ••. ,, I /.;:.~. 'Q 

22 9"/8. o 271. 4 706.6 
23 988. 5 299 4 689. 1 
24 10uo. o 329. 6 671. 4 263 
~·!) 101 <'. 5 3::i9. J 653. 4 
26 1026 o 3?0. 7 635. 3 
'<'7 1040. ~j 423. 6 616.9 
213 1 ()~,.'.>. o 457. 7 598. 3 
'é'7 1072. 5 493. o 579. 5 
30 1 º''º·o 529. 5 560. 5 
31 11013. 5 567. 1 541. 4 
32 1120.0 605.8 522. 2 
33 1 J'IB 5 645. 7 502. B 
34 1170. o 686. 7 483. 3 
35 1192. 5 728. B 463. 7 
36 1216.0 771. 9 444. 1 
37 1240. 5 816. 1 424. 4 
38 1266.0 861. 4 404. ó 
39 12'/2. 5 907. 7 384. a 
40 1320.0 955. o 365. o 
41 1348 5 1003. 3 345. 2 
42 1370.0 1052. 6 325. 4 
43 1400. 5 1102. 9 305. 6 
44 1440.0 1154. 1 285. 9 
45 1472. 5 1206. 3 266. 2 
46 1506.0 1259. 4 246.6 
47 1540. ~j 1313. 4 227. 1 
48 1576.0 1368. 3 207. 7 
49 lól 2. 5 1424. 1 188. 4 
50 1650.0 1480. 7 169.3 
51 16(:18. 5 1538. 2 150.3 
52 17R8.0 1596. 6 131. 4 
53 17l>8. 5 1655. 7 112. e 
54 1010. o 1715. 7 94.3 
55 1W:i2. 5 1776. 5 76.0 
56 18'/6. o 1838. o 58.0 
57 1940. 5 1900.3 40.2 
58 1 't06. o 1963. 4 22.6 
59 2032. 5 2027. 1 5. 4 
60 2080. o 209J. 6 -11. 6 
61 2120. 5 2156. 8 -28. 3 
62 2178.0 2222. 7 -44. 7 
63 2r!2B. ~ 2289. 2 -60. 7 
64 22ti0. o 2356. 4 -76. 4 
65 23:12. 5 2424.3 -91. B 
66 23C-16. o 2492. B -106. e 
67 N/10. 5 2561. e -121. 3 
68 24'/6. o 2631. 5 -13:'.>. 5 
69 ~5!J~. ~ 21ot. e -149. 3 
70 2b10.0 :2772. 6 -162 .• 
71 ~6613. 5 ii!043.9 -175. 4 
.,~ ~-,,.e;, n ~,., .• o; p -t.0"7 ·" 



, ... c..'/c:"U• V ~·1·1.;. '"' ...... 1. o 
73 2·1(:18. 5 2908. 3 -199.8 
74 20~·º· o 3061. 2 -211. 2 
75 29JCJ.5 3134. 6 -222. 1 
76 2r176. O 3208. 5 -232. 5 264 
77 3040. 5 3282.B -242.3 
78 3106. o 3357.6 -251. 6 
79 317~!. 5 3432. 8 -260.3 
80 :~240. o 3508. 4 -268. 4 
81 3308. 5 3584. 5 -276.0 
8:." 3370. o 36~10. 9 -282.9 
83 3448. ~· 3737 7 -289.2 
84 3520.0 3814.8 -294.8 
85 35?2. r, 3892.3 -299.8 
86 3666.0 3970. 1 -304. 1 
a1 '.1740. 5 4048.2 -307. 7 
88 :.iu1 .: .. o 4126.6 -310.6 
89 ~JU'li~>. ~i 4205.2 -312. 7 
90 3'/70. o 4284.2 -314.2 
91 4048. 5 4363. 3 -314. 8 
92 4128.0 4442.B -314.8 
93 4í?08. 5 4522.4 -313.9 
94 4;"?0.0 4602.2 -312.2 
95 4:0?. f¡ 4682.2 -309. 7 
96 445b.O 4762.4 -306.4 
97 45'10. ~· 4CM2. 8 -302.3 
98 4¿,;-•6. o 49<.!3.3 -297.3 
99 4·112.:., 5003.9 -291. 4 

100 4CI00.0 5004.6 -284.6 
10t 'lrJU[~ '.) 5165.4 -276.9 
10;: 'l'/78. o 5246.3 -268.3 
103 !.1068. !¡ 5327.3 -258.8 
104 5160.0 5408.3 -248.3 
105 !"J~J~,p. ~ 5489.4 -236.9 
~Oh s:.M.';,. C1 5570.5 -224. 5 
-'· :~'1-1 O. ~·I 5651. 5 -211. o 
tCO ::,,~i36. o 5732.6 -196.6 
t09 5632. 5 5813. 7 -191. 2 
11 o 5730.0 58?4. 7 -164. 7 
11 l. 5B~>CJ. ~' 5~175. 6 -147. 1 
1 I 2 5?;•3. o 6056. 5 -19!8. 5 
113 60~!0. 5 6137. 3 -108.B 
114 61:~0. o 6218.0 -ea.o 
115 62:12. ¡.¡ 6290.6 -66. 1 
116 6386.0 6379.0 -43. o 
117 6440. 5 6459.3 -18.8 
11 ::i 6546. o 6539. 5 6.5 
117 b6!J;.!. ~ 66J9. :-. 33.0 
• -i-. 6760.0 6699.J 60.7 '-.:..V 
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A p E N D 1 e E e 

En este ap~ndice se incluye material correspondiente 

al cap!tulo tres1 

a) La tabulaci6n de la serie de tiempo simulada, para cada 

punto y para cada componente. 

b) El programa.que hace posible la qeneraci6n de tal serie. 

* Este programa se corrio en la microcomputadors HP~9A30. 



266 

VALORES DE LAS COMPONENTES DE LA SERIE DE TIEMPO 

N u T E 

1 692.9155%5 ·;i8~:.5 0,6999 1.00153;;:54·:¡ 

2 874.7084269 9?8 0.8 1. 11798111 ::: 
:3 845.86740.SO 9,::~·. 5 0.9 1), 970421'.1'~ ::.3 

4 1025.406253 960 1. 1 0.971028649 

5 1130. 725134:3 952.'5 1. 2 o. 98n60755 

6 1068.995716 946 1. 12 1. 00894::405 
.., 9'H, 9ü56424 ·:<40.5 1.1 0.96167%12 
' 8 862. 75561 ~:() ·:<:6 0. 896 1.02:::7359~J 

9 s·:ii. ?294510 9:32. 5 0.97 0. 9858'53:H7 
10 826.4908577 s.-:::o o •. , 0. 9874442?4 
11 1109.288805 928.5 l ·~ o. 99559217':3 . -
12 1193.~71726 928 1. 3 0. 989698(148 

13 654.217477 928.5 0,6999 1. 006709E.7 
14 6t:5.8'366110 ·:<::o 0.8 0,895022327 
15 799.9436751 '-4)2,5 0.9 o. 953164';'1~:9 
16 1043,569242 '4 36 1. 1 l. 01356764 
17 1066.352542 ':'<40, '5 t.2 0.9448454.21 
18 1ll81. 1804'5 ·•·16 1. 12 1. 020443t~44 
19 1099. 717254 ·~52.5 1. 1 1. 04959<0:')1.1G 
20 904,823959 ':).Sü 0,896 l. 051925176 
21 95'5, 9737356 968.5 0.97 1, I) 1759414';¡ 
22 857,8340326 978 0,".t ü, 9745S9':l!J3 
23 1163. 773565 9:::r8.~ 1. 2 ú. 981 (19.388) 

24 1270.997438 1 ü(J(J l. 3 o. 977605?22 

25 731. 57275~? lü12. 5 0.6999 1. 032348897 

26 864.463274 1026 o.a 1. 053195'?'37 
27 886.1363862 1040,5 0.9 o.946271Wo 
28 1173.209480 1056 1. 1 1. 00';l994387 
29 1324. 153310 1072,5 1.2 1.02886815 
30 1298.66274 1090 1.12 1.063780096 
31 1213.150146 1108. 5 1.1 0.99015443 
32 986.1413505 ll28 0,896 0.975712931 
33 1170.196242 1148.5 0,97 1.0504E13029 
34 1043,078423 1170 0,9 0.'i905778 
35 1380,89834 1192,5 1.2 0,964988358 
36 1560.872590 1216 1. 3 0,987394097 
37 853.9452492 1240.5 0.6999 0. 983551861 
38 1132.50901 1266 0.e 1. 118231:)4 74 
39 1058.454668 1292.5 0,9 0.909911600 
40 1450.048262 1320 1. 1 0.998655$28 
41 1642.921505 1348.5 1. 2 1.015277163 
42 1536.299159 1378 1.12 0. 9',5425020 
43 1534.1012?1 HM.~ l. l 0.j901!<798'.} 
44 1343.599~19 1440 0,896 1. .,... 1356274 
45 1361:;. 320323 1472. 5 0.97 0. 952388513 
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46 1420. 983166 1506 0.9 1. 048386577 
47 1957.554153 1540.5 t. 2 1. 0589387 3·~ 
48 2064.379012 1576 1 ., 1. 007603969 . ~ 
49 1239.575284 1612.5 0.6999 1.098340989 
5ü 1293.060038 lé.5ü 0.8 0. 9795909:::8 
51 16€.1.725672 1688.5 ü. 9 1. 09.34923€4 
52 1858.190721 1728 1. l o. 977583~·ü2 
53 2020.912916 17t.8.5 l. 2 o. 9522 72602 
54 1954.798968 1:31 o l. 12 0.964285205 
55 1919.0'30%9 1852.5 1. 1 o. 941769~·84 .,..-
. .Jt> 16;'1. 685662 1:396 0,8% o. 98402'3855 
I<.., 1<':'j4.527112 194ü.5 0.9? 1. 006503857 ,.Jf 

58 1674. 412029 1'?:36 o. ·:i o.93678641 
5·3 2337.956852 2032.5 l. 2 o. 9585718'j5 
60 27 32. 98887';! 2ü":º 1. 3 1. 01072073'j 
61 1:015.516290 2i2:3. 5 o. 69'~9 1. 01 7304489 
62 1785,766515 21 ~'8 0.8 1. 024888'355 
€3 20.;3, '30967·~ ?·Z·R.5 º"" 1. 02874862!5 
•A 2~;.69. 065·:;.24 ¿.280 1.1 1.024348455 
t.•:i ;~ ?l '3. 9';14051 -•• -. ···;, Ji: 

.:,;..;i~. ~ 1. 2 0. 97177350'3 
t.t: 262 3. 209202 2:3:::c l. 12 0. 981622411 
t5 7 2750.107047 2440. 5 1. 1 1. 02442ü 125 
6:? 2 384. 17785(1 249t3 0.8% 1.066070825 
¿,9 2409.056286 2552.5 0.97 0.972992431 
;'0 22·n. 798752 2610 0,9 0.978202960 
71 3188.93045 266:3. 5 1. 2 0.99'58'56115 
'?2 3666.%3953 2728 1. 3 1.033996152 
73 2010.57135(1 ;27:38. 5 o. 69';&9 1.030179367 
74 2:249.877438 2850 0,8 0.986788350 
75 :2Ge1.8n5o3 2·~12.5 0,9 1. 023134'156 
76 2982.971862 2W6 1. 1 0. 911220632 ..,., 
1 1 3532.7'52623 3040.5 1. 2 0.968248814 
78 3448.'576711 3106 1. 12 0.991334949 
79 3214.879849 3172.5 1. 1 0.921235002 
80 3167.213979 3240 0,896 1.090999093 
81 3210.488019 3308.5 0,97 1. 000387324 
82 3c,70. a 12278 3378 0,9 1. 010069166 
83 4410.4614'54 ?44::l ' 1. 2 1. 06'5792242 
84 4:389. 407224 :3520 1. 3 0.959223607 
85 24·~0. 997727 3592. 5 0,6999 0.990696346 
:36 3029.6892'53 3666 o.a 1. 032695463 
87 3559.201917 :3740.5 0,9 1 • 0572'56729 
88 4081.0410'52 3E:16 1. 1 0.972232002 
89 47'5'5.11496 38'12. 5 1 ., ... 1 • 018007913 
90 4601.337229 :3·:i70 l. 12 1. 03484'5'54'5 
91 4:355, '51'5949 4048.5 1. 1 0.978031358 
';'12 35'54. 19'5493 4128 0,896 0.96093141:5 
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93 4(187. 236684 4208.5 0.97 l. 001222,':'9 

94 3823. 761 lN 425'(1 0.9 0. '390855121 

95 5428.801095 4-:·?·:· e: 1. 2 1.034648'5~9 
..... ..... ..J 

96 6232.649407 4456 1. 3 1. 0759.3(1 l 9 

97 3079.431()89 4540.5 0,6999 0.969015iü7 

98 3494.534640 4.;26 e.8 0.944264t:'56 
99 4231. 07265 4?12. 5 o.'!* (J, 99?6Ciü3S:·3 

100 5297.057484 4::.00 1. 1 1. 0032305~-l 

101 5914.949718 4:388. 5 1 ·;· 1.0(J83!ü2:'2 . -
102 5862.937468 4·~~·:· 1. 12 1. 05J 58(11.l:'2 ... ""' 
103 '5760.699203 ~f1t;8.5 l. 1 l. 0:::'32444(17' 

104 4857.144664 5160 o. 896 1. o5ost. s·~.: c: 
105 4?59. '!*00443 5252.5 0,97 0."3424504!:'. 
106 4729. 720676 5346 o.·~ 0. 9830237'"'3 
107 6689.200660 5440.5 1. 2 1. 0245'195'5t. 
108 ?382.9?0179 5536 1. 3 1. 02586846€. 

109 3747.688599 5632.5 0,6999 0,950662370 
110 4355, 167096 57'.::0 0,8 0.950080082 
111 5283.511437 5828.~ 0,9 1.007217t.83 
112 t:433. 206616 :5923 t. 1 0.986Saü8 
113 ?699.539161 6020.5 1. 2 1,064n"48% 
11 '4 69$3.369112 6130 1. 12 1.0171535(16 
11!5 6'.li"3. ~~ª 14 6232.~ 1. l 0. 9"5883f:6t·Ú 

1 hi 5571. 19866·~ t;:)3i 0,896 O. 98135~N81 

117 6537.681~06 6-+40.5 0,97 1."46403697 
118 6121.081160 6546 a. 9 t.03898~83;" 

119 Sl-48.921196 6t:52.5 1.2 1.020784316 
120 9328.89i778 67'f0 1. 3 1.061~3':146 



10 REM SIMULACION DE Lh SERIE DE TIEMPO HIPOTETICA 
20 DIM UC 120 li Te 120 l1 EC120 h lC 2':5611 i(C 120 l 
30 FOR 1=1 TO 12~ 

.. 0 XC I l• I 
50 HEXT I 
60 FOR X=l TO 120 
70 TCXl•0.5•XT2-12tX+1000 
80 HEXT >: 
90 GOSUB 570 
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1 OJ Et 1 l=EC 13 l=EJ 2'5 l=EC 37 l=El 49 J:EC 61 l=EC 73 l=EC 85 J=EC 9;' J=EC 1 (1·3 J;O, ¿,9·~9 
113 EC2J~EC14l=EC26J=EC3Sl=EC50J=EC~2l=EC74l=EC86l=EC98J=EC1J0l=0.8 
120 EC 3 l=EC 15 l=EC 27 l=EC 39 l=EC 51 l=EC t>3 l=EC 75 ];E[ 87 l=EC 9·:; l=E'C 1l11=0, 9 
13•) EC 4 J=EC lll J=EC 28 l=EC 40 l=EC 52 J:EC 64 l=EC 76 l=EC 88 l=Er 100 l=EC J 12 J:L 1 
143 EC 5 J=EC 17 J•EC 29 J=EC 41 l=EC 5 3 J:E[ 65 l=EC 77 l=EC 89 J=EC lü 1 l=EC l 13 J= l. 2 
15J EC 6 l=EC 1 S J:EC30 l=EC 42 l=EC 54 l =Et 66 J=EC 78 l=EC 90 l=EC 1 ü2 l=EC 114 J:: 1. 12 
160 EC 7 l=EC 19 l=EC 31 l=EC 43 l=EC 55 l=EC 6 7 l=EC 79 l==EC 91 l==EC 103 l=EC J 15l=1. 1 
l N E'f 8 l=EC 20 l=EC 3 2 J=EC 44 l•EC S.f. l=Fr F.8 1=EC 80 l=EC 92 l=EC 104 J:::E[ 116 l=O. 8% 
18J EC '1J=EC21 J=El 33 l=EC .¡5 l=El :i7l=EL ti':iJ=EC 81 J=EC 93 l=EC 1(15 l=EC l 1 7 l,.ü, '3i' 
199 EC10l=EC22l=EC34l=EC46l•EC58l=EC70l==EC82J=EC94J=EC106l=Etl16l=0.9 
;W:) Et 1 t l=EC 2 3 l=EC 35 J::EC 4 ;- JzE[ 59l=Eri'1 l=EC 83 JsEC 95 l=Er IO?JzE[ 119l=1. 2 
21:) EC12l•E[24l•EC36l=E[48l=EC60l==EC72JzE[84l=E[96l=E[108l=EC120l=l,3 
220 GOSUB 690 
23~ FOR J=l TO 25~ 
243 U~RHD0.999Q9999999 
25,) V=RHD0.12541254129 
26B ICJJ•CSQR(-2*LOCCU>>•SIN<2•PI•V)) 
27.J llEXT J 
2ao cosue a10 
285 GOTO ne 
29~ FOR X•l TO 120 
295 RCXJ•ICX+136J/25 
30:) UC ;~ l•TC X JtEC X JiEXPOC X+l 36 ]12~) 
31a HEXT X 
31? STORE DATA 21U 
315 STORE DATA ~1R 
320 cosue •se 
3~~ P~IHT TAFl"N"TAB22"U"TAB33"T"TAR49"E"TAS66"l" 
~ .. a f'R IHT 
35~ FOR I•l TO 120 
360 PR IHT I 1 TAS3' IJC I l1TABl61 TC I h TA8221 EC I J, TAB31' EXP ( IC I+13E; ]1'2~) 
370 HEXT I 
380 SCALE 0112010110000 
390 XAXIS 911 
.. H VAXJS 811801 
"10 FOR 1~1 TO 120 
420 PLOT XC 1 ltUC I l 



430 llE:ff l 
441) END 
45'3 M=O 
460 FOR l=l TO 120 
47•) M=M+U( I J 
480 MD:T I 
4'3•3 M=M1120 
50:3 S=O 
513 FOR I=1 TO 120 
523 S=St(U(l]-M)t2 
!'5:30 HE:;T J 
54'3 ~;=Sll 19 
550 PRIHT "MEDIA DE u·;H;"VARIAHZA DE u·s 
560 RETURH 
570 M=0 
580 FOR I=l TO 120 
5'3() M=M+ H 1 l 
60•3 HE:n I 
610 M=l•l/120 
620 S=ú 
630 FOR I=l TO 120 
640 S=S+(f[JJ-M)t2 
651) llE::T I 
660 S=S/ 1 t •;, 
670 PRIHT "MEDIA DE T";M;"YARIANZA DE r·;s 
680 RETURU 
690 M=0 
700 FOR I=l TO 120 
710 tt=H+EC 1 l 
720 HEXT 1 
7313 M=H..t120 
740 S=O 
75~ FOR I=l TO 120 
760 S=S+<Etll-M>t2 
770 HEXT l 
780 S•S/119 
790 PRlHT "MEDIA DE E"J"J"YARIAHZA DE E"JS 
eo~ RETURH 
913 11•0 
820 FOR 1•1 TO 129 
830 M•H+ICl+136l 
940 HEXT l 
84~ 11:sl1/2~ 

8!50 $•0 
860 FOR I=l TO 120 
070 S•S+<ICl+136l-M)t2 
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980 HEXT 1 
890 S=St119 
900 PRINT "MEDIA DE l"JM;"VARIANZA DE ¡·;s 
910 RETURH 
9:.N Hz0 
930 FOR l=t TO 120 
940 N=M+EXP<ICI+136J125) 
9~0 HEXT I 
960 11•111120 
970 FOR I=1 TO 120 
980 S=S+<EXP<ICl+13~l/25>-M>t2 
990 HEXT 1 
1000 PRINT "MEDIA DEL ERROR DE L~ SERIE "M 
1010 PRIHT "VARIAHZA DEL ERROR DE LA SERIE "S 
1020 RETURH 
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