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I N ~ a o ~ u e o ! o N 

Dentro de la F!s~ca ¿gl ~Gt~do Sdlido e~ estud~o de 1os 

cristales ocu9e. un l~g~?"' im_ro:::-"tante ya. que J..a ca~acterística 

de alta simetria e~ e2to2 sistemas nos ayuda a resolver los 

prob1e~as que se p~e~entan ~n ~stos, en fo~ma relativamente 

sencilla. De la gran mayoría: de los efectos macroscópicos 

que Ee presentan en cristales es im~orta..~te reconocer que 

una zran cantidad de ellos son ;'.'rOd'.J.CtO de la incorporaci6n 

o de la ya existencia nat'..tral de lt>.s Í!'.l>;Jerfecciones .• Ha sido 

muy est~diada 1.•] influencia de estas ~-n~r>!'fccciones en e}. --. 

compo~ta11i.énto de c:i.ertos fenómen--:is QUe ocurren en hal.o.::;enu

ros alcalinos o semicond~cto~es; tal es el caso de la condu2 

tividad el~ctrica, la conductividad tér:nica, el calor es?ec.f 

fico, el coeficiente de absorci6n 6ptica, etc. En particular 

en los c:::t'..1dios. de Rbsorción óptica, al hacer incidir luz S,2. 

brA estos sistem::is ~e tienen una c--er:'.e de trabajos que se 

t2.1 y. l:>c- fotones, eval.u.~n-3.ose c·,,:r.o pa?""á~!etrc el coefi.ciente 

de absorción Ópti.ca; los re:='.).l tr:.:ios experimenta.les obtenidos 

s·:'n ~b-_"..tldB.!'!te~ J,. se 1-::b~'!'l :·r:..ni::i:_:.sJ..~ente a fe!'l:5::-.enos microg

co¡::.icos. 

S1.. tipo de i.nte'.!"acci6n q_"-le a nosot:·os nos :i.r...ter.;.sa es -
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c'!'"'i.sta'l. Exi::ten una. erfln c~.:.:-... tida.d de teorías ~urn cxt'1.i.o:ur 

dicho fenélrneno las cua1.ee e8t~m _:ubli.:."?das en lH 1.:!- teratura 

esrec:!.e.:l:izala( 
1 ) (:t.) y a :cieoar de J.os rr.uchoa avo.ncr:s -?itC ::e 

han :logrado en este te~a, u.."l.a ser:ie consideruhle de dificult~ 

des han sido mencion:Jd::ts por diversos autore:.;t 'l!f'ra anr U_!'?n --

exr>1icaci6n correcta c1 e esto a nivel microoc6p co :¡ J 0s ~ode-

1os se he:! vuelto c0.d::i. vez i:-i!is com~!.ecjos lo cuo.1, ·ha ob!..i;:ado 

a C!Ue J.oa c~J.cu1.os corres¡:.0::1dic::tcs c«an t>Xtra0r•i:'..n::-.,..:ce~'. te 

com:?J.icodos ( 
3 

) • Son 8!1'.lCa.:!"go, se h'.:'."1 p1lhlic,..do u:-:r; ,'.'.r= ca."1t,i 

:pJ.e y ciue aJ. menos den un'1. res·o•.;.esta cuo.1itatl.va. De:.tro de -

neal diat8~ico C!:>!"J. :'..ntere.:-~=.o!7r~ a primeros vr.:ci!"!Os el ':!ua1 

co. 
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liAy 1J.n c~.-:J~'J ,..,~r::. E"st~ ti~·> de red de '"Jasas ~:.,_"'ltu;:!.es co:i. 

W1 ~ndel.o d~ i:.:.?·::::,rfecci6::1. m1J.y sencillo QU.e r.o h ..... !:=ido repor"t~ 

do en 1!3. l.itere.t'...•.ra, :f ~ste:: se r~fi.ere u~ ::·~tudio de l?s r.:odo:¡ 

1oca1izf:'.dos e:i U!'!U red ~.li~.t.ó'ld.C~ cu:?!"ldo ~e OEl.:'llbia U!'!a ~~la -

e:on:::.tante de interc."c~ión. 31 pro:µ6sito ae ce-te t.::··~tb~jo ~s es

tu~1.ic.r ·~:::~e c~:;o, v.sn.:ido une. nut=v:.::. ::;..::todo:!..o~!a !::!~""terr:1t:..ca C!,1.le 

sir:.,:;1.if! ca e1 c11.ct.tJ..o y :?;r:i:i te :La ohtc~ción üe la ool.~c:. 6n -

En e1 ~o~!t~1o I Ee cst~diorá e1 ~~o~l~~a de ~~ red ~o

!'!.o~t6u.icc con ,_¡n~.' co::'\.·t?.nte de inter8cci6n d.iferent<=, us::.nd.o 

el m·~t·:>do 5.e l.·~s CC"..tttCi~nt.:~ ¿e dif'er~r.Ci'-!s, y luer;o se c:::>::¡r.a-

ra con 1os res~ltados obte~idos ~or otros ~utores. 

En ei c~:i!tu1o II :to"' ce::traremos en e:J. est•..tdio de1 cri~ 

ta1 :!iat6mico cor:. '.l.Ilrt c"~'\<::t::-~tA de 1nteracc-i6:: dife~er~te t que 

es J.g -p1rte esce!"!.c:ta.1. Ce .;;~te t::-E~'t-2jo, =~;:~na.e ~:·ra el. ca,ít:!:! 

lo III ~l a~~li~~~ de lo~ rePu1~~dos y 1~s c~~c1usio~~s. 

- s -



C A P I T U L O I 

Se empezará éste ca¡:ítu1.o ':'.resentando un resumen breve 

de 2as frecuencias y formas de los modos normales de vibra-

ci6n en una red monoató~ica unidimensional, infinita, con -

interacciones a primeros vecinos. En seguida, se ana1izarin 

las frecuencias y las formas de los modos norn1ales de vi br.!!:, 

ci6n en una red monoat6mica unidimensional, infinita, con 

interacciones a primeros vecinos, que contiene una imperfe.s:, ¡ 

ción local., que consiste en cambiar una constante de ·:i.nte--

racci6n entre dos áto~os vecinos cerco~os. En este anélisis 

se !::eguirá. el. método de 1-ss ec'..l.,,,ciones de üiferencia, 'J.Ue -

resuel.ve el. probl.ema como U."'l problema de vaJ.or ce.racteríst!, 

co ( ., ) • 

EJ. :node1o que varr.os a utilizar en el estudio de 1a red 

monoat6:nica perfecta co:r..siste de u.'1.a cadena unidimensional 

de átomos con la. 1~i s.~.'=- :nasa, ~ue es tan uni.dos entre sí med_i 

e...Tl.te fuerzas 1ineF.>.J..es de1 t:.~o Hooke,como se 1r:u12etra el'.! 1a 

:fi¡:ura I.i. 
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Figura I.J..- Cadena unidim.ensional. de átomos con masa 

'\'Y\ y constante de interacci6n K • 

En estado de equil.ibrio, l.os átomos estan igual.mente espaci~ 

dos (a parámetro de l.a red que lo to:naremos unitario), en -

estado de excitación producido por la vibración, los átomos 

real.izan 'llOVimientos peri6d:i.cos alrededor de sus po!Oiciones 

de eq~il.ibrio. Denotaremos por Lt111 a la an:plitud de estos rr..2_ 

vif!lientos.- el sub!ndice '(\ representa el nli"l!ero del átomo, 

VV\ J.a masa de 1.os átomos y K la constante de la fuerza de 

interacción entre los átomos. En este c:¡so J.a interacción 

que estamos consider~ndo es a primeros vecinos. De acuerdo a 

lo anterior,la fuerza neta aplicada al át-:.::-.o n se puede ex-

presar de la siguien~e manera: 

"fn:: 1-< (U.,,, + U.ii-• - ~ Uvi) ( i ) 

Como 1a diná.'!lica de l., red est:lrá descrita por la se['.U-~da 

l~y de Newton, ~od~~:os escri~ir: 

( :z. ) 
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Para resolver la l:!CU~.ción e !J.. ), ya que eetar::os e~t:;,:1/\i~ndo ~":' 

vi~ien tos vi bracio:i? les, propondre::.os S()l uci one s peri6dicas 

~ue tienen la for~a: 

¿wt 

<l X"' ( 3) 

donde uJ es la frecuencia angular de los modos normales de 

vib::-aci6n • Ahora derivamos los des:::laza,r.ientos ecuaci6n (3) 

dos veces con res:iecto al tiempo y su:otituLnos en 1a ecua--

ci6n ( ~ ) , o bte:::íendo: 

-mt1) 2 X"'==1<.(x ..... -+x\11-1 -:1..x"') ( o.¡ ) 

En ( 'i ) la X ... denota las amplituJ°"s n<b:imas de los dem:ila-

zamientos de los 'tor:1·os en 1.a red. La ec:.;.ación ( t./ ) es: una 

ecu9.ción de diferer.1.cias fi~i tas, hC'\::-oc,enca, de :::egundo or--

e~.~ cor:::.:> =~ hr.ce e=: 1o!'.3 lJ.bros c!e te::<tt..' ver r.or eje::.plo: 

!lcY.elvey( 5 ) , D'O'l:l:er( G ) , :·: i ttc~ ( ;¡. ) , Brillouin ( g ) • En 

"'.ria el rr.~-:.cao de lr .. ~• t'C'..t~o.: ).:'! .. .:; do r!i ~-=!•s:-~-::::.:? ;.'!_2:-.1::-Jo ~1 ·:-é

tcdo e.e opBrHdor-?e( q). : .. ::to~ rP~:r.;.1·'.·:.d('c 1 q~e con bien cc-n·:-·-

'tre.n dentr.-;, 
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cuen~ias i;ometn v:tlores i::ue v?::. de~df3 u...'"'la: :!'recue~cia ~~!'li:'!':a -

de vibr::.ción. O hRsta una 1·recuenci& !:'áxiC1a de vibr2..ci6,: --

• ~a relac26n de dis~e~si6n pEra les !~ecuen 

cias en fu..'1ción del n•~rr.cro de on·la e está dada 9or 

• En la c:ráfica I.l se 1:,uc•:'.'tra la rela--

ción de dispersión corno función del número de onda e 
W(9) 

. 
1 
1,: 
1 

Gráfica I.l.- Relación de dis.:-ersión de la red li::ieal 

monoatómica corno función del r.•1mero de o!'lda e • 

La fi;::ura J:.·2 rnu~str::i ~"' í'cr::;'.3 de los :nodos nor:i·ales de vi br~ 

ción Que se obtuvo usando la solución Eenera1 de la ecuación 

( 'i ) el'!. esta ree;iór:. de frecuencias y !!Ue est!'l da.d!?. ~or: 

{ .5 ) 
X ==A cos (vi e-+ s) 

"' 

- ?- -



l 

donde A y e:i son cor.st&ntes arbitrari~s. Los desplazami-

entos ce la figura I.2 son longitudinales ~uesto que 1a red 

es lineal, aunque 1_'.:·ara mayor facilidad en la observáci6n se 

'trazara:-, en. _:ferrea traneversa1. 
,. 

.. 

(a.) 
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(b) 
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l. 

.... ,.., 
I.2·.- Forma de·ios ·modos normales de vibr.!i!: .,,,. 

'ci6n. o.)' en el: 1Ímite{inf"erio7 die 1& raaa, b) 

dentro de la r~, éJ en el 1Ímite su~erior de 

l.a raaa. • 

.: . .1 

Se ob~erve clarsmen~e de ~~to fie:ura que con excepci6n 

de la frecue~:cia UJ""' O q_ue cor"·0spcnde el caso del despl.!:!; 

-B -
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zamiento de la red como U!': to~o, e~tas formes de los m~dos 

normales Pon peri6dicas y la lor.Eitud de on~a disminuye co~ 

forme aumenta la frecuencia del ¡nodo normal de vibración. E~ 

tod resultados co;ncidea con.~65 ob~enidos por otros autores .~r~--

y referimos al 1e

0

ct;r ~i _¡~ ~~J\1e ~~iUouin ( g ) eñ donde una 

descripci6n m~.e com!J1eta da ee"tl!I.!!! fo.rinas de vibrar de la red \ 
1 

son present~das. 

También de 1a ecuc.ción { L/ ) po:ie:r.os obtener modos norm!!; 

les ae vibrac16~ con frecuencias que son mayores a la frecu

encia .-:\áxima de !.a ra~a ac11stica.. Estas frecuencias pertene-

c .. n a los modos 1oco.lizados. y 1a forma de la solución ahora 

será:· 

( b 
_.¡ ... 

\ ..1., ·-· 

... 

·:.~,,:, 

·· .. ..;.· ... ~ .. 
•' 

+Vi'Z- <1' 
.· ··- ,· - ~ ':· 

con -Jl E, .,.. ,,,_ ( 1- ) 

donde Jl. = X. -1 y X =-
VIII i..U l 
-,~ 

.~-

adem~s en este caso E, y E:~ son números reales y rec!pro.--

cos. :Ss evicler.te que estas· soluciones tienen forma de sucesi.2, 

nes crecientes o :iecrecientes y que nos servirf.n para cons--

truir 1a so1uoión en r~C~s co~ im~erfecciones. 

-9-



2. 

:Los ·~·:odo.a. r:-:-~:·.:-.:- les ·:5.e v"'_·-·rPc:.ón lcc~lizaaos e:: :i..""la red mono!!:_ 

J..~. co !:~~-· ..... ~-t:e de :.nter:.:-ció:.~ er¡tre dos é:to~o:: veci:ios fue r~ 

s::.elto :_>or v:;= :.:·ri. ~r"'- ::or lcont.rol.l y Potts( 
10! , util1zo.ndo 

eJ 1 :· • ..;to•JO .. e ..;,_:;;_ f'i..~:.>:::.'5:! ,:~.r~ (~Y·;rn. r::O:'l.troll Y i'Ottn t=nCOrl7°!'"~-

:.~ir·i-::.-_-.:; ··.:. :;;i··::.1: _.r.;(l r]e "fn·: :ít.; "'jr"'> ::!;;:::7a·J-:·s ;:ar ]C. inte--

•. !"',; .. 
.~" r· 

. - ') - :.--·~Y."!" ~-~::J~' -

- i o -

•. 



:;or 1.;ontro!.1 et. a1. ~~~ro en .ur:it?. fo:!·.;:;: :-n!J.:." ~ s:?c.illa. :.2te 

2.1. 

l< • • l·B. fi «i.1ra J. 3 nos cu-

estra lo r01 l:. u; :1J. CC-!'! ·l_a ::.:.::·crt·e ·c~'.5!"1 ,-,-::es ~e~·:::!. or:::~ da. 

i 
m m m vn 'IYI VY\ 

o 1<. o t<. o K' o K o 1' o 
-¿, -.2. -1 o 1 J. 

t~.r-ts d.e iri.-:er8cci6~ difE:!"e!"~te ect'!"e los áto.:os col.Q. 

c;.;..dos ec lo~ luz:ares - .! y O 

- J.l -



Como va~os a usar el ~•todo de l~s ecuac~o~~s de dife--

rencia y proponer J.[-1 solución d.e éste proble:na co:no un -pro--

blema de valor característico necesita.os la solución cene--

ral de la ecuación ( '/ ) • l!:sta s·::;lución ha sido obtenide. usan 

do el .nétodo de O:!Jeradores(/:Z) y aquí usare?'.los esta solución 

para resolver nu stro :problema. Qu<.:~emos obtc::r1er modos l.oca-

liza.dos, de ::1anera '-'.ue ne ce si. tar.;os la ;¡arte de la solución 

eeneral que ~os describe este tir.o de vibr~ción , A:1ora lo 

adecuado es subdividir el i:itervalo de validez de la ecuación 

( '/) en dos recior.es: a) -a:>~ n ~ - !. y b) o!. V1 .:, 00 

y con ay-..tda de J.a. sol.uciÓ:".:. f"C~i:Jro1, pro'.5)oner co;:-:~ zo2._1ción 

de este ¡.roblema lo cig".úente: 

( 8 ) 

( q ) 

En ia ecu'?ción (8 ) C1 y {!z. aon co:istr-.=:.tee ::.rb:i.trarlas. 

También ·en la ( 9 ) lo son (!:, y {!'( 

~.Las condiciones a la fro~tera en este problema coinci-

den co::i l~s condiciones _!:ara tener modos locali.?.e.r:lco alrede-

dor de 1a i~p~:!"'f~ :ción, e!'l este caso i~_is ·."o'.1.emo.s cs·~rib:!.r co 

mo: 
X"' == o X"'"= o 

Vl-"> ~ 

-1 !!. -



re:: I'ropios y !1.osotro3 debe:: .. Js "cus~ar que l.a parte :ie la so-

l'1ci6n general de l.a. e;cuac:!..Sn ( '/ ) l.as sati:::f.:.;:a. Co!llo l.a S2. 

l!!ci6n que !lropuaimosJ!"C._.,.cicn~s (8) y·< 'l) deben satisfacer 

las condiciones de frontera, esto deter:ninará oue los coefi

cientes e 1 y c., sean cero ::iara (!'..le l.as partes de l.a so1.u-

ci6.:-. sean conver¿entes , de manera que l.<1. sol.uci6::: provuesta 

se reduce a 

-V1 

x ... -::: Cz E 1 s• n f. - i ( / O) 

X111 = <!-o E,\{\ 
~· 

Vl :;:. .o <I 

En l.as ecm1cioncs ( ID) y ( /1 ) hereos usado el. hecho que 

y que E 1 y E -z. son recíprocas. Los coeficien--

serán determinados por l.a unión apro~iada de 

l.a solución e:; a!llbns regio:'le:::; alrededor de l.a im::;erfección. 

Esta u.nit~:-: a.rr·'.:) ::.ia~a 9~e 1Je ho.:::ersc fácil.mente uti:L:i.zo.ndo las 

ecuacion"s de movi~ier.to de l.os áto!llos en las posiciones 

y que ;iodemos es;,ri bir de l.á si¿:;uiente :!lanera: 

e:i donde 

X-1 + Xº (P X - f> - 1) + P X 1 = o 

PX-z +X-1(fX -(J-1}-+ Xo ::::0 

\"< \<' é' 

-/ 3 -

( /.2) 

( /3) 



Al. sustituir 1.as ecuaciones (JO) y ( ll ) en le.s ec~t,1ciones -

(l:L) y (/3) obtene:nos: 

( /'/ ) 

( 1.5) 

Las ecuaciones ( /'/) y (IS ) forma.."l un sistema de ecuaciones 

1.ineal.es homoeéneS:s con (l1. y {J3 ~omo incógnitas y é'sta 

pareja de ec~~cioncs tiene sol.ución .di~erente de l.a trivia1 

si el. deter::iinente del. sistema es igual. a cero: 

== o 

f>X-f- 1 - (' E1 

Res.ol.viendo este·· _cietermi"car..té obter-.emos !>O.ra ¡;, ·. 1.a sie-W-en-

te ecuación cu~drática: 

::'1ra f:.1 d<:! la <.::: :.c.ció"1 ( 16 ) 

E.= 1- X 

.2-P(X-I) 
E,= -p 

-1 '1-

(//,.) 

son: 

e 1n 

( 18) 



S1.;.stitu::, .. ·~n-:lo e:l. v:.~.lc~ dE: f 1 e!": tJr:r.ir-':"s de X con 

ayuda ó.e lo. CC'-""ci.-):'l. { "1 ) r>!": ln :-e·; ::::.:Sn { 11 ) obtene:~oz ~l·.a 

a l..·~ [" ~uc~t-::r:cia lJJ ~O • Si ~·.;s~'!.tui.·:.~s ;~..:·t.:. r2.Íz 0 -- 1.a. ecus.-

:n::..ne ra '::A.e ::o d:..: º""~ri b: !'"!Í ~';)Q :>s 1.:)cal. i ~· · .. 4'JS :l :-i:::: rli sc·xti:!"~:~:os 

ere. t4r::.i:lOS 

:'!:' X 

mos lu frr; cuenc:.a del ;c.odo J..o:::ali Z!'-do: 

X==- f'(2--P) ( l '1 ) 

T::i~b:.~n ot:tr;:::.r;:x.os co;:ic ::.'.)1·.t~_6?:. X.:: O 1:.i ~ue.1 ·.:st.r: asoc:ie.~a 

ya r-:.o ·-~~ l.nvar:. :·:n.te :":'1 te la t!"'a.::(lac·~ Sn de !. · ~ed. y J..a io. ""er-

-¡ 6 -



( 18 ) "'n 1a. cua.l cuati tui.nos e1 vrüor de X ecuec:L6n (lq), 

esi:" val.O:!" de E 1 E 
_L 

res·_11.te ser ,= P-.2.. • Con 

ohte!-:.-;r l" so!nci6 · -er..e~:!l, ecu?-·~i:~09 ( 10) y ( JJ ), -pre--

co1:.s.f:[":.~:1tf-:s en tér:ni:::·s de lu. otrn. Para esto util.:!..':!nre::1:>s 

.?. • ::: • 

r..2 ==-

"."°I' .- ~::-·• r, •.-:·-:O . --· -·- ... · 

PE,2- + E,(rx-p-1) 

·.:r :--ot·.,r 

r:• e2. C'--''º 1<'= 1< , ( P=~ ) 

-J 6-

( ..:20) 



nerc. c¡ue l.a col.uc.:..ór.. ra.?'&. el. :ne do v.:.. urs.ciona.1. Eerá: 

h 

c:.6n corresponde a 1.a vi br~,cién con máY.i:na frecuencia de 1.a 

rama ac'.1 .. tica del. cris~.al. r<:orfecto 

\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

' I 

/ 
/ 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

\ 

.,,,r figura I. 2 ) • 

, 

', 

' , 
\ 

\ 
\ 

\ 

Pi.gura. I.4.- For.-:1n riel. :n'.)dO vi'b.rEici·~r.n.1.. En este caso 

'u~remos hacer notar que este ti~o de vibr~ci6n no satisface 

.1as condicion0s de frontera, es decir l.a condición de l.ocal.,i 

zaci6n, pero l.a inc:Lui:nos para com··J.et;.ir e:L trabajo. 

~'n l.a eráfica I.2 rr.oE't?"amos la frec~encia del. modo l.oc,!! 

1.izado como función del. par~:netro P • Podemos observar de 

ó!!:'ta ¡:ráfica que sol.amente te:'le:i;os modos ::!.ocal.izados pi:.ra V,!! 

tar:te de intcr~cc:.ón .:e la red :ierf!:cta. T'.3.:=bián se ".>Uecle -

obser"!i:?' <J'.le .s:. el Vfllor <le '.!..el corsto:ite '.':e inter··,cci?n I<' 

- I 1- -



X (w) 

20 

16 

';a 

•• 
'f --- -- -

0.5 

Gráfica 1. 2. -Frecuencia de los modos loce.J.izado s en 

funci6n del. pará:netro e . 

-1e-

.q> 



En -ª ficur~ I.5 pr=~-7·!:-t:z. :JS 1.a e·v:-l.uc.:..6:-1 del modo loe!!, 
• 

l.izado co::10 f;.:nci:Sn <'el '."'~réC~1t.tro f . De eE:>ta fic;ura se --

pv.ede :-b'-'!erv:.:•r que si el. vnl::>r de l3 con"'t'·nte de intereccióri 

aume:•ta,eJ. modo se localiza :nás rá';ll.da·r. ·!1.te el.rededor de la 

impert'e.;:,ción. T2.n:bl.én not!l.:!:Cs el. hecho de que este oodc es -

antisir::étrico res¡::ecto a l.a mit:.:d de l.a distoncia entre las 

posicion.s ·.•e equilibrio de los dos 1t·::>:::os en donde se en:me 

entra l.a co stante de interie.cción diferente. 

Ahora vamos e co:_,,2.:!"<:!r nut·".'t:-os resul. tados con l.os obt~ 

· d ¡· t l' y Potts(IO) ni os ~or ~o!1. ro _ que usan el método de l.a fil!! 

ci6n de Oreen. Par~ eilos e1 va2~r de 12 

da por su ecuación ( 3.40) que es: 

donñ!" p• 

UJ ) "Z f = (üh. = 

.es ig..lal.. a 

p• .t 

(.2p'-1) 

, LVt. 

, 
::·~ec"'...1.encia ~$ta da-

es l.a frecuencia -

5i cor:·,-,a:!"'.?.::is e::"Cos res:.ü.tados ccn l.oo:: o.btenidos cuando 

se u"'9 el ..C-7-cido cce l:- -~a:' . ~·.:; t'l"' jada ( 11 ) se obzervéj. t'.1:nbién 

'• 

-!'?-



l ' 

Pig.1r" I, 5. - .t.vol.uci6n del. modo J.ocal.i z.li'.do como f'unción del. 

~ar.1me tro E' 



do el c.9.1cuJ.o de l.::n !l"e::l~S:~ci.e.s y 1z:s forr:-as de J.os modos -

nor:n:ales ae vibr,cién us?r.do el método de l~s ecuaciones de 

diferencia en u-:!e. red lineal mono8t6mica co:: inter(:occion1-!S a 

pri:neros vecin·1:"J q_ue co!':tiene uomo i::rpe::r"í"eccc'.ión local U..."'la 

consta:Jte de ~~~er~·~~i6n difere~te a ¡a de la red ?erfecta. 

Se ha encOntrado u.:.-: solo n:odo l.o~:-~li=:i.:~o de fo~:n0. ~nti:=imé--

.Sste .-::o·..:o l·:icali!:::a·.7o solo e:-~i~:-

la co:i.::tE::ite de i=terr.:.cción dt: la red "92rf~cta y aur.-:?-ntn e-\.1 

frec,..:.encia C'l.tando :.a co::-tsta~1te Ce j.nteracción di:f'ere:-1te a\·.--

?:?en.-ta. 

,...~.J.e 

- ~ 1 -



heurísticos en cambio e1 método de 1.-,s ecu·,._cion~-s de difere.u 

cía es exacto. 

-!.l!l.-



v A ? I T U L O II 

En ·1zte c:;•pítulo corio en e1. anterior :-iresentareT.os un -

resu:::er: d.-a :L::s :frecu¿=:cié:s y for:nr~s de 1os modos norm:-.1es de 

vi bracién de u..-,;.; red di<,t6.~:ica unidimensio.•a1 infinita con 

:i.ntara-·ci'Jnes a 1_7ri.::. ro2 vecinos. Des:Pués calcul.orerr.os i~~.s -

f:-ecuencit:s y 1aS?. fc~!'!;as de los :aedos norma.les de vib~aci6n 

e!'l est·:! red con una i:nr.erfe _ ción locc1J. ].a cual se considera-

rá al c2:.~biar una ccnstante de inter:::.cci6n entre dos áto.T:os 

vecinos c1"2rc:::ino~. El :nétodo "?_lle 1;.~ar': :~os psra realizar r..u.es-

~ro t~~oajo ee el 

:i.::1 .:iodelo ~ue v-~::-os e. utilizar "!_)O.r~ e1 estudio de 1.a red 

los ::;ov-irr·it•r.to::i 



u .... , 
o o 

,.,., 

Figura 2.l..- H.ed 

átomos de r::·_ sas 

para la f'uerza 

\~ o \< o 
""' 

I< 

Ll ...... 

µ y con!Jttr~te de interacci6n 

dor diJ FUO :.·o~~ci.~r:L!s de e~_uilibrio, to.::to 1os de o:.s.sa fYl 

reG.,...r:!Ctiv:-:.:::e.r:.te, el ~ub:':::idice l) 

1< e~ 1a con~t=~~e de in-

con !llasa m 

ra: 

(1) 

con '~'' sa t-\ 

(,2.) 

\<. ( \JI/"'+ 1 + w "' - .2 L1 "' ) (3) 



e " > 

Para resolver las ecuaciones ( ~) y (.Y ) ye. que los ::iovirni• 

entos sisuen· siend0 vibracionales propondre~os s~luci~nes --

peri6dicas que tie~en la forma: 

.:wt 
Uv. :::- a. X v. ( s ) 

:pare~ los ,!,'.tomos de m~sa V.A y: 

l'aJé w\J\. ::: <l. :J \A 
( b) 

p!".r". los átomos de masa ~ , do:ide UJ es la frecuencia --

ar.gular de los modos norm3.les de vi br~1c:!.6n • Al <.Usti tuir 

(S) y ( 6) en ( .3) y ( 'I) obtenemos: 

( i'}-

E!'l la ecuación ( } ) as! · co:no en la ( 8) la X..... denota lsa 

amplitudes máxima~ de los des?laza~ie~tos de los áto:nos d~ 

masa lNI y la ~"' las am¡üitude:o máximas de los desplsza/l!i.en.·: 

tos de los átomos de masa 1--l • Las ecuacio:ies ( 1-) y ( $f;' .. 

forman u.'1. sister.la homogeneo de ec-..;.r,c:i.ones de di:fe!"encia f'in.! 

. ·. 
ta, acoplad~~ de segun~o orden, que puede resolverse propo--, 

::·:,¡ 

-.:15-



t: ·:-:o _'."'Or eje,::plo: r1'.c:::elve:,·( G) , D-2::'.~-:>r( G), Kittel (-:¡) , 

Brillouin(j > ... cte. 

80 obtuvie?"On uti::..iz::.ndo el o•.é·t?:io de 1.';ls ecuacio:i.~s de dif!!_ 

rencia ( q ) , y eon e;:acta:.~ente lo2 '!1is:r.os que s:.: .. encue1:tra:·. 

en los 1i t-ros de textO m.:·n~io!l·:idos E.!'l"ter ior:·r.ente. Las f'recu-

encii:ts de los !!!o:Jos normales de vibrcci.6n se enc!.l.entran den-

tro de dos r:::~:ias, la rama ac-~stica ~r la ra:::.a Ór>tica, y estas 

frecuencias co:~o f·~-_'1.c:.ó!'l del número de O!'lda estan ·.:eter;nina-

'1.as por l.a ~el::-~::!iÓ.n d.e C.:;...::·:ers:.:5n q_ue en e2te caso está dada 

por 

6 

o 

( C/. 1 ) se 

d-:: c:::xo Z:(: e:.,:-:-·~· .. .: nt:ra e·!~ 

Si eecri bi•"cs la. ecT:.ció:i ( q. ¡ ) 0or.-•o 

,,_""" __ 1 -G~(Htw1)wz._ 1--l V\I\ w'll 
.SO.ti\ <.!Y - '/ ¡¿< L" 

- .2 6 -

«1 ) 

( '1.f. ) 

, 
.'!:!ra 

( .w) 



.o L. (u) 

lo CU'?.l indica que le 
, 

1 :r-ec·)e!"~c:.a ect2. restri::;.gidE<. a va~.it~r -

entre cero y un val.or ~~x!.:n~: 

Wo ( 1.1) 

la ec~1tcci<5"1 ( 1 O) 

( 13) 

( 2. 2 K ) ( W '2._ ~) o= w --.:r VVl 

con 2o c1...t~l la frec"..:e~cia !PJ.0de t·:Y:r~:;ir uno de 1o::- v~lcros -.,. 

si¡:uicntes 

o 

De la ec•;Gc:i6n (JO), 

con '!.e .... _ .. e 

-.21 -



onda. Si tJ.>VVl , te!'lnrer::os: 

W+ 
_.r:fi<l w_ -\J'-H (/1) 

ya que H > lM , W+ :::> W- , J..os ci cnoe ":::"?.s" :r "l!le!'los" indi-

Note se c;.ue LUo >Wt )U)_, sin embarco aún r;.o ª'" 2abe q"'..1.e 

::?ucede co:i:·1 1.a :t:rec·.;.e::ci e. e::,, t~:·e los lí ::i tes ~:.te se hn!l. obten!, 

do. ~3.r~ e1lo anali:.!:a:nos 1.a C':'::d:. ::iÓ!1 S<Zutz ®< 1, de esto se 

tiene 

para que e"$te. ctesigual·2.s.d se ct.:."!!:_:-la, a~bos bino~:-ios, deben -

po ::e ::o.s ?. ~s 

te~v~~.los: 



~ ~ U) L ~!11< ( * + v!;i) 

º b w ~w 

(/S./) 

( J.S: Z) 

(J~.I) y (15.2) existe u_..,a h::;1cla prchib:!.da e::o.tre el.1-as, !Je:ro -

aún no !!~be~r.os !.s fo:!".:na que ti.ene !.a cu~vo.. Pare i::sto seeui

rc?:.oe eJ.. 6::-!.áli ::i ·· !'.t·cho ;::>·::>r Bri:!.J.ouir.. ( g ) , __ -pare co:-.strtür 1.a 

curva.. De la. re1?:i:!i-5n de :..;i!:.::-:r.:rf'.J.1n ccu!?.ció~ .. ( 'I), ":')01e~os -

C~::~e:~!.r a uJ~ : 

w -z = ~~ [VVI + 1-\) .:!: ~ Hz+~ e -t ..!1 IM M. e.6-6 e"'] 
exr-re!'l3ndo 0:3'&6. rel~•ci6r.. en término:" de c.v: ' w! y UJ!:- ' 

de acuerdo a 1.as ecu:!C:!.'1r..:::: ( /2.) y ( /'/), ~ 0 t:!.ene 

J. ...LÍ: .2. 1 '( J... "- 2 
.W -== .:i. ¿Wo ::!. 'J Wo -. "I W+ W_ -.4tlV1 e ( 16 ) 

1.?. CVr'J. ::-odP.r-·os e..no.1.i=?r hnjo ln::; sict:.ie!'ltes co::idicioncs, 

c:..:f!nr1o €!) ti~ntlc a ~ero ~,. :::~t3.r.d0 f]J tiende a . 'o/!l. • Si 

"tiende a cer~' ::""'~C"l:-::..: 'S'.O:iOS Str.t\
1 

8 e. e 2. ' su~titu:le.~do en le. 

ce _tiene: 
t :J. 

ll.ft1 = Wo -

'7- ) 

:%. 

Wt-> = 



ecur<ci 6n (/b) ::;-,, s--

cu•cnao e= o , W+i = Wo Y Wr-1= O , a ~artir de estos -

velo res W(+) decrece ::ir.:.~ab:.~1:. cac;.ente, rr~ientro.~ que c...Ut-1 e!"~ 

ce ::::::::.!""~ b .. ;lic::..7:ente conforme e 

rr- ó 
T 

ti <;.:-.e: 

z. 
c::-ecn ¿::J.!"Zb,)lic~'" ente :r Wt-J 

es t:.!J. c:uc 

-.so-

tic.>r.de 

por 

( /8) 

de...:rece 

.-:-:·'t'ico. 



({) ( ®) 

---
~-

~-
- ~--~- ~ 

~~~~~~~-:::::::::====~~¡ ~ 
1 
1 
1 
1 

-n rr 

·Gr~fica 2.1.- Frecuencia de 1os m~dos ror~~}es de 

vibraci:Jn en un::~ re:i diP-t.1::1ica como fu..'1ci•.Sr.. del -

n11me!'.'9o de onda 8 

Y Wc-1 

Hay ~L~e rsco?:"•:L.·r ciue e=-!/ y esto ~eaJ.:1·e. te se :3et·e a :La --

f".'rma e:i que nu.,era::;os el :noóelo :;;:re2e=i.ta.do en la fi.'-Url'. 2.1. 

- :31 -



lJ 11111 I ____ lo--tl _,..,___UJ 
(O.) 
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(b) 

1 

1 

\ 

=i ¡ 
I 1 l 



v:.:.r-:':!:.1.te 
. ( 13) . 

, q_'..:e se obtuviera.:.~ usand0 1~1s s'.:'lu~ion~s .:.ener2_ 

les del sis-teme. ó.e ecu2.cicnP.s ( =I ) y ( 8) en lc;s re¿;;iones de 

-~v..= (J ao.s (vi e+ o) 
Vz. 

Xv. =8 (e/_-;) eo5[llll+-k)G +D] 
donde e = ~ • Las· figur:~.s t::UE: strat: los des;:>le ::"2..!!J.ec·:tos en. ·-

form::< vertic:e::. aunque e<:tcs se realiz'an en l'1 direc:ci6n len;_ 

c:i tudin~l. C y D e o!lsta::.t:: s arbi trcrias. Le. X~ invo!.uc~a···":._:.... .~:· 

una raíz cuadrada en la cual se "toma «1 sicno ( - ) para :Íos ·· 
::iodos normales de vibr:'.'.ci6n de 1::: rama acú;ctica y el ··igno -

(•) !)&ora los modos nor.:;ales de vibr::ic:.6n de l~, re."1<?. 5:;tica. 

Al considerar l::i. solució~ en P.l ce.so Wc+) se tiene un r>robl~ ·•. ··. ... 

ma en ia. soJ.ución pe.ra :los w.odos nor::iales de vi brac:.ón debi-

do a que en"'t!fr:ninos de X ese 1Í~ite de lo rC:~a acúet~ca 

si f-.\>m y 6::t:.cs si K<w. es 2 ~·la ecuaci6n (~O) nos 

ee":':e '::o::lo 1-:> ':!:~e b.!.:~Y 0ue h:=.cr:r e~ to.-:1ar cr.i~os lÍir~ites cu~~cdo::: 

X '"e a '.'!'OY" :!'"'- a 2 .?Or le. '5.erecn:• si H :>m y -ior la izqüi-

erCta si H< m , asi zoJ..u-::io~~~-: ':>.i' c·!;"'°te ¿reble::.;?. y obtenernos -

rior o se;;- LO= O la red ~e .ro • .,~.,.,,2 



los des!)lf·i?-~:u.:.o-·:.i~o:: rle los ~--t'J. os ::..e í.'.::.sa t'Y\ :!0'.'" •. '::> a 102 de~ 

f?""ec·...;.encia. de). :lí:~:i~~e s:;._:---.;rior .'le dicha ;r!?~a. en tlo?1de sol.a~ 

1 
mente se =nueven los é.tO::l'JS rr.b.e ~esados y 1oz 2to:r1os, l.ieeros 

ya no 'se::aei:F:,1.e.zan. En J.:o. rar.ia. ·óptica ( fi¡rura ? • 3) al aumerA; 

tar la frecuencia.la longit~d de onda aun.enta y en el J.Í~ite 

inferior 1os átomos que vibran son los m~s J.igeros y los más 

. pe· e.do;> se qued2n quietos, al llegc'r a J.a frecve:icia del lí

rr::i,te SU!Jerior tanto J.os át::>i::os de masa m como los de mesa H 

vibran y J.es 3:nplitudes de sus dfesp1E>za:üer,tos estan en ::iro-

rorción co:-. la relación de. E1-1-S ma.efls. Los ~ovi~1icntos de los 

~tomo~ .. de masa m y ..,.. en la rama acústica s:.em:-ire estan 

e:: fase mie.·tras o.ue ·en la re.mu óptica hay un desfasamiento 

de 180 grados. 

También del <istema de ecuacionas de difere~cias que -

for.nan lHs ec·:e.ciones ( :1 ) y ( 8 ) ¡:iode:nos obtener modos no.!: 

o'3.les de Vibr::ci6n con free encias i:~trE: el li!nite inferior 

~e J..B ro ·a 5 rti CB y e 1 l i:::i te su~er:. .~r de J..2 ra:na a.ct..~3ti. ca -

y t:.i e~te J..:- 1.te~yal:_, Ce frecue!"!c:.~:s se le ll:.:ma brecha prohibi. 

da, ot~os ~odos narm~les de vibreci5n se e~cuen~r~n con fre-

cU(!-:':ciF~s ·:-::-iyo!""es a la tre.::~e.-.cic. ·~·el límite .SU:Jzrior :le lR -

r'2t.n~. -) ~:;.tic::·. i.=;:it o.s .i re::·~.0!~.ci-? $ .. ::-rt.::·necen a l.::is :·or!os lcca.l!. 

za.:5os "::l 1~- 4-or:nn de 1-:ts S.)lvc:.or..P:~ ee ah~ra( 1~) 



( .21 ) 

( ..2.Z) 

( ~3) 

Jl_ = (t. X - .2 ) {X - 2. ) - :l 
~z. 

X= K 

c:· .. _~ítulo :-~nte ·ioT ~ .. te...mbi4.:1 eet···~ ~olucion~'S tie_-:e 1a fo:r.::5. 

ra la co!'"!strucción ~e l::: soluci~n en redes d:.2.t6::i1cas CO!". --

i:::l"Q· rfecciónes. 

Bl rroblema de los irodos norm9J.es ·~e vi br,-,ción en J.a 

red diat6::iica con interacciones a r;iri"c.eros vec:.nos que con--

tiene difere:ctes modelos ie imr.>'·rfecci6n locel ¡ ha s:ido com·.,, .:/ 
pletamente tratado en la literatura. Los r;irimeros trabajos -

~roponen co~o modeio de imp~rfe~ción loce~ un ca~bio en una 

de 1: s masas a.tó.'!lic&s de l.g red. Pr-i!""a U'. .n r·'2'\ri ~.:ión de t:::ete -

problema se ?Uede const'.l t r 19 re ferenci.. ( 1.3), Un "ººº des-

9ués se incor~orE.n estuóios en donQe ~~ c8rnbia no solo la rn~ 

s~ at~micn s~no tambi4n l~ con~t2nt@ dE in~eracoi~~ del áto-



tantes de i!'lto:-e.~ci6::i alrededor -:le ésta, t.l.S.?.:ldo un .:.;.todo !'11!; 

mérico. Genzel et.al (lh) resuelven el. probl.Ema de los :no-~ 

dos r¡;;sonantes (dent!"'o de l3. rama ac1st.!.ca) en la c.::.de!'la li-

necl co::: el :ni:='..lo model.o de i:~~::c:rfección arribo. r::enciccc.do. 

P~r2. su z.~álisis p:!"o.::o~~:i una oo1.uc!Ó::1. heurística. Bal.a et. 

E.1. (Ir) usun c1. ._,.;to:io de fu:o.r"z::s extr'.1s pura res )].ver el. --

tertt lib~··R r~r~ loz á~~==s ~xtrcmos. Su c11cu1o !)l fin~l. ~e 

e::-:_?res:t en .... ,_~ª for-::!a. !'""!'..l.!llérica. a_·.rker y .Siev ... •rs(:L). t::~.T.l,,ién 

- .3 1 -



C:.:!~bia ur.a cons-t~:~te ~1e inter-.. c~i~n y :z:ste es el. p!'"obleme 

ensi?fi.ará cuál es f:'1. e:f&cto de1 -ca:nbiJo e!'! 1..q, c0-~st!::nte d.e ---

fv.erza del. cristal.. Juef:~' el. ?::>.pel. a:-A.loc:;o al. mo,lelo de ira-

9"!rf'ecci6n que tfuicar::<.nte ca.mb:.."- 1'1 masa :r com91.eta 1.a infoi: 

maci6n que cono~e::1os de .... stos si.stem:'3.s. 

2.1. 

·Nuavams:-_te te:-.e,,ios nnu r·ed l.i::!ea:t ir.finit?. c:cn 1os ti--

!JOS :ie átn::ios de m:..s·:s rn y M con interacc:!.o~"ª a vecinos 

ccrc:anos cn.tre ti:::b:..f:, col.occd2s y !!u•r..:rD.das !'Or celdas cc;no 

ee mu-., stra en 1.a fi ei..tra 2. 3 • 

ffl M VV\ >( l/WI. ~ ~ 

. .. . 0 )< o \< o t<~ 0 1-<. o \< o 'K o ... ; 
Y.--z. ~-1 X-1 ~o Xo ~. x, 
Fi.v..tra 2.3.- :?ed lineal. ~int61":~C?.. con ur..a co:-,;;tante 

de ir.ter'" :·ci6n di!'~!'"'G:1.te ·::·-:::~e 1 .. '..~ ~3.r de .:.:tcI:~cs. 

l.os &to:ni:ls., er.cepto e:lt re u:i par ~1..~ el.l.os e:i d.o:::de l.a :-o:i~ -

-38-



f<..' , e~tos á.to~·og !'"r;-

tán colocad:>s en laE po2ic'..ones X-1 y ':jo , Este ~~ el. !""Od~ 

Como el ~.étodo c:ue vamoe ::~ u::ar es el C.e l.as ecu~cion: s 

de diferer:.ci.as -.l se va a '!"'c-solvf.=r el -nr:>bl~~·~e c::-mo U-"1. ¡:-robJ..!:, 

~aremos e~ l.a que nos descrit~· c-ztt:- -::i ... ·'.:' :!.e vibraciones. 10 

co~v~nien"te es S"".ibdividir c.l i terv:··l'J' d.e v·.?lidez.. de las 

donde ls V\ toT.ar~. los "'iguie:;tes vedares: a) O~ V\!::: el) 

y b)-a::>6 VI~-! • U!2tar...do J n. e::olt"'..ci6"1 eer..eral ecuuciones 

(.:11 ) ·y ( :Z.2.) propo::i.emos ccir.o solución del problem.s l.a sii:;uie,U 

te: 

) 11\ e "' :Iv..=éiE, + zEe 

Íf + L l 1.1 x \A = cr:::-x:- J .j \A e .1 'I > 

(~5) 

•~n la "cune iór.. ( .2 'l ) "'ºn co::i.stanteu arbitrarias. 



; .. · ...... 

Las condiciones a lb fronte~a ~o~~ciden con 1Ps co~di-

ciones po.ra tener mo.io!..: localizados a1rededor de l-: :..m.perf2~ 

.ci6n ·y 1:-;s pode:!.os escribir como ~igue:: 

.L i°IM .'.:L .... =; o j L i IM Xv. =) º 
111-~-«> Vl~-Q'.) 

Ll.u !::J"' =)o j LI""' X u. =>o 
\/\-)00 \1\.-:>0D 

Estas condicione~ ~e frontera deter~ina..'"l e1 Frob1ema de va12 

res propios> y co=uc la soluci:Sn que propusimos ecuaciones --

(~q ) y (~5) deben satisfacer 1as condiciones de frontera, 

entonces 1os coeficientes e 2. y C3 sen cero. E1 valor -

de E que esta inc1uido en las ·es E, a 1!". dere--

cha de 1a imperfecci6n y f z. e. 1a izquierda de ~sta. Con -

lo <'11.terior 1a so1uci6n (!Ue vemos a proponer en sste ~aso s~ 

rá: 

J v. =f., E1
111 

n (E,+llE"' Xv. =e, L-r=x , n~o ( ~6) 

V\ .. ~ -J -

En 1as ecue.ciones e..nter:!.ores hemon u.~ado el hecho de que 

• IE 1 /L.. .l y que E 1 y E z son reciprocas • De nuevo las con§_ 

41 Se usará gen.$rica!:lente ( Ed·ll pero cabe se-:ía::.ar C!Ue para los -
modos de brecha si es E1 1a que es :neror C!Ue U.'"lc cuar.do 1'1-?<~:" 
pero· para los modos por arriba de 1~ ra~a 6ptice la C!Ue es -
meno~ que uno es Ez • Laa ecuaciones si5~en s~endo les ~is
mas so1amer-te (!Ue Ez. susti tu;¡•e a E1 

-~o-



t~ntes (!, y e"' 

de J..os J:to:uo:: m y H situa:los en X-i y ~º rGS.?ectiva::ien-

X~, -r :lo (ex P - P- l) + fl Xº == o 

(Jj_ 1 + X-1 (xp-p - 1) + !:J 0 .:::. O 

en donde P::: ~ 1 • 

U8) 

AJ.. sustituir ln "'oluoi6n,,_·cv<1cione::- (jb) y(~?)) en (.:!8) 

y (j' ) obte~em~a: 

(!'l (E.1 i-l) + C1[{ex-P-l)(_¡-x)t- P(E,-+18=0 < 3o> 

(J'f [pE, (.::.-x) +(E,+ 1) (.X(>- f- 1 ~+e, (.1-X) ( 31) 

L:.$ .. .;;c".·c~i::-n~-~ :!'lt9r:-or~~ fo:!'":~~nn un ·-::.~tc!':1:~ ho.:·:oge"neo -

d.:> ecu:_:c~ones J..i.·• :;;les oon <?1 y(!'/ co.10 i!'lc~c:nite.s, exis-

::: o 



t':--

E~ P{P-1)+E,[Pb + a(f-1) + x- -2] +{o.b+x-2).=o (3.:i.) 

con-:1.e 

b=(Px-p-1) O. = ( é X p .:.. f- ~) (,j - X) + p 

Las r8.~·::<.<s cie J·• .-c•:«ci6:"l (3,1) eor..: 

_ (1,z) 

l::i 

con 

{ ~ 3 ) ) . 
llega & 

-13:±~ 8 2-'iAC' 
:2. A 

A=P(f-\) 

B = pb + O.(f-l) 

C=a.b-+X-.2. 

+X-2 

,_ .... -~~:--·e : r..o ~ "1 "-: X y c. . ,...,~._;. J.i ?:~.1 ·do el 

:.!.. ;~ ~ClV:.c:.ó·. ,¡~ v::-~ .-..~.::.r• 'r'.l :.os ~"'!~?.?"'P. la8 

-.Lf:J.-

, ( 33) 

ál[':bra. se -
f

0

""''~!~1¡n!~C:i a.s 



X
6
[c 2 Pof-..2é: 2 f 3

] + X 5 f-6E 2f"+l2..l: 2f 3-.2.~P 4 +-..2.Ef 2 

-f 'IEP 3 +.2. 8' 2 P 2
] + X'f [¡3¿zp"-:.z6 gzp 3 -/J Ezf 2+/0éf'I 

-.20Ef 3 -18EP 2 + f"- 3Pz.-.2r' 3] + X 3 [-/.t ~zp'f 

+.i'fé 2 f 3 -r.20é 2 fz-/6ef 7 + 32.éf 3 +56Ef 2 +'f P 1 

+B f 3 +20f 2
] +X 2

['(¿> 2 f-1-8é 2 P"'+ l.!l! 2 f 2+ Béf''f 

-16 éf 3 -1-.2..éP 2 + 'f P" -8f 3 - i'-l p 2 ]+Xl}.2éf 2-3:2('2]=0 

••......... '3J.f) 

no ~u:::.;iletl co:-.. J.:.:. t:o:-_.~:.::ión :~.~ 1;:,~·;l.i:..:~c:!.6n, ::-Qr :.Q t.:.1::.to :'lo .. 
ce cc:::::!.derar~..n. :::1:..:.~:--':·.~..:10 e·:~.:.~·.':'. r:-.{c~s -~:· :: c·c·.':.:·.G:. :.'.:·! (3J.j) 

X 3 [E z f( P - .2 ) ] + X z [2 ( é z + é: ) (- f' z. -r .t. P -1- 1)) 
-1-Xfe 2+/)(f':.2p-3)+:Lc(f~2P-5JJ+ B(é+t) =o ••• (35) 



C A ~ I T U L O I!I 

Aquí hr~re:::os el e.nálisis de"t. llado de l=:i <'cunci6::J de v~ 

lores propios (ecu~·ci6!' (35) del capítulo antertor), encon--

tru:ido la frecui;ncia de los modos localizados existc:ntes E'.sí 

co:no sus for:: 1as de vi bra.ción. Pera COI!!pr&nder .:ne jor el :9ro--

bl.ema se haran co:r1para.cio::;c~s en los c:'.?.so~ c:ue [~ea nt:ce~nrio. 

La ec:.:.::oció:i ( 35 ) cor:!O ~{C. se vió tiene cor.10 raicc ,- a 

O , 1 y .2. ; ua~s cv.C?l~uL r v2lor de E:. y P , ést:?. se re-

duce a. J.3. ecu:i.ci·5.:_ ( .36) :::~e es v:.a ecu::tció~ de tc'!rcer ;:.r~. O.o 

y f!Ue es :mfs se!'lc:..lJ.a y Íá.cil de a~alizar, .:!~:'lrr, 13 escrihi-

remos nuev;::~ :-ente; 

x~[Ezf { f-.2.)] + xz[.:t.(GZ+t!) (-pz+.!f' + 1J] 

+X {fe 2+1)(P 2-.lf-3) +.2E'.(f 2-.2P-5)] +[B{é+I >] =0 (35) 

Las raice s X= O, .!l., !t c0:rr0 ""''!!;den c. dos de lo:o extra:nos 

Vl'I uJZ 
d?.r~:nos que X= K y a..~ora l: e ori] ltts C.e J.D.s ram ... s son 



r-· 

2. 

a) Si p == I 
Al. sustituir e'ste .va:Lor en la ecu.nción ( :3.5) obtenemos 

lo sieuie.:-.te 

X3{-E 2 )+Xz('té 2 +'1é) + X(-'1~ 2-'-/-1.2.f)t-éJ{é-tl) =O 

Esta ecuación tiene ::;cmo r::.ices a X= .2 / .:y'E y _2(E-fl) 
é . 

·~stas raices c~:!o ~~ vimos corr0s~onden con 1as rrecuencias 

lí::;ites de .tas orill~·s de l:·s ramas en el crista]. diató:nico 

lim!JiO y entoncca el probJ.c,:na e:1 cv.cntión se reduce a éste -

en dónde lRs fora.es de los .~odos norir.<>les de vibración se -

mostrar6n en las fieuras é.2 y 2.3 del capítulo II. 

En forma ar:1lot:CT 00'.ic:no:'.' hscer r.otar que no im:iorta el. 

vn.lor que se J.e de a é , ~ie ..... ..t'?re l:=i~ solucio!!r;s van a lle-

ear o a salir de l~·s orill"ls de lss rar..as en P=f ; "!n la -

ecu?c:.ón ( 35) se le da~6-: a X J.os ooi¡;1.üe!'lteoo valores: ~ 

.:l :J.{é+I) T y --é-- ~or E:: ;:::--.r· -do y Bnal:.zarr.os l.A!? ecuacion~s re-

sul t· ntt'::<. 

a.l) (;aso x==.1 
'3i ,)(=~ la 0C'...l'".ciÓn (35) se '.!:'edl!Ce ::: un.?. €CU8ci:5n de -



o .i 

que ea una ra!? do-

bl.e, en el C9.SO e'f:l c•ue es el C3S0 del Cri!O'tal ::ii2.tÓmico. 

a.2) Gaso X= .!;. 
é 

De r:.uevo gustitu;te:.do el v~.:.lor de X en l.=~ eCl.1..·ci:.~n 

(3,S') obte:~ler.1.::;s 1.9. rnism8 ecu.:1 c1·_;~ c,u.;: en el. es.so :i.r-te!"ior en 

a. 3) Jaso X = :1.(.5+1) 
é. 

Obtenemoe la. ec:.}.E-.·:-.:.ó_-: ~if:"~•.:..er.:te: 

(B+l) 3 (p-1) z.= O 

que eviae:"ltemente t1'.'r:e com0 raiz doble a l , yn que é ::/: -1 

De lo ~-=-ntericr ver::o.~ c:ue ·Z!l los tres caros P= J es u."!a 

r'3.iZ doble, f'O:?:~ l.o ta::. to, he::"IOS l::!1C0.!l tr2tlo C!,UE: -:!U ] :.J. f'?:'~-ficO. 

de la :f:: ecu.er:.cia C':'rno 'f¡_i_r..-:-:.~n de p , sierr.:-:re la funcién --

b) Csso P= o 
Si. p=D la c~c·-~-::~:ión (35) se red11ce a ,~~-ns ecuación a~ -

Eet,undo t::r .. ..:O en X 



:.:r .. Jd.o un~ de l·~s r-:.-{ces ~-n X =a::> 

don<:'.e A== ~é(e+1) 
C=·B(t!+I) 

/ 

( ..3 1-) 

Tener. os dos val.ores de X r:.ue ::1 e:r. -re se e!~c~1en tra.n en 18 

"brech-, !Jronihi::la del c;'.!'.":..stal l:!.:ncio, en cuEJr_to a X=tD quie-

re ~· ·~ cir f!Ue te1i.emos u-t::i curvu :-o~ 2'!"ri be. de la. r~.T:.a. ó~tica 

que no cruza al eje en donde se est/:.n :::-re.~.'icendo :Los vnl:>ri::s 

de X sino r:-ue es &.f::.":"~tÓtica a 4ste. 

e) :Jr·so P =o:> 

Si p=a:> l::i eC'..'.rc:..ón (.36) se r~.::i~ice 8: 

X3ff 2E 2 
]-X

2

f?.(Jz.é(~+1)] + X~2{EZ+I) +.up:j -:::.O {38) 

1:-;i s ra::'.'. ~e? es X== O o-,ne coi·:··es~onde a 1a. frecuent:ra deJ.. l.í. 

11~~te i~~srior ~2 1·1 -; ::1a ncdstica y ls ecu~ci6n (88) se -

X=¿/¡ 



t:o de X 
·lel .::·..:..~ 1.-.::;-.r c:n ·::·J.E.·.:.~ta l._·.s con-



.X 

.:?(E"+I) --r 

J 

p 

,, 
i1 ., 
i• 
fl 
11 
I ¡ 

i 1 
, 1 
1 

.----------·---1 -----·--

' 

--···----p 

1 
('.
:¡-• 

1 



,;:,.i l! <. l • 

1 
e •p. 



Las ~-.--::5:t':.c.r-d:: 3. i y J. 2 n0::: :nuestr~n cue '.~~l varie.r los 

se e c1J.2:"_-':;ran difer;:!tes v::1ores d.e -

X q_..,,e ::o:! ::o1ucio~:.-::: de J..a eCU;.:J.ción de eigenvalores :;a-

ra 1~ ~.'rec· .. :z;::cia • .'.lhÍ to:!z.vía no ~hemos to:nc:..do en cuenta --

:tao co~diciones .ie i:--0~1.tera :!el "?rob1ema :!)are ob'!;ener :tos 

rno~os l.ocal.izados. A cor...t:.nuaci6n vere::.os qaé valores son. 

a:J..:cu.ados. 

~e :·:.!ti. vo~ --

Para verificar si 102 'rF_::!..ores de X p:isitivos r.:-'.!.t'vcn ta"'!1-

!,><ir:"l esto nos re:::;re~c"-:.,os a l:cs ecu.2có.ones (.30) :: ( 31) --

en t~r~inos do e, 

-{ré><.P-f'-1){.J-X) + fl(E,t-1} {!¡ 

E1t-/) 

y ::.r::: la e~~~- ·:!':. .. 1!'l (3 / ) 

- l.2.-x) e, 
~L/ == [pE,{.2-X) +(E,+l){xe-P-1)}-

( 39). 

( '/0) 



,. 

val.ores de X .?O~i ti v0s cu.:!! 1&n ~on -:od:-.s J.2.z condiciones 

de la frecu• ~ci~ de 1os modos de vibr2~i6n loceliz~6~s en 

p • L~s valor~s de X debe.:"l cwn-

::olir 1.o sig~i:..e:".te: J..- X debe ser :i:::>:;,or rue cero ( X~ O ) ; 

2.-J,l ve.1.or absoluto" :>e E, 6 Ez. sec,-,L: se"' el cr<s:O debe -

ser menor que uno ( f e;/4 1 Ó /Ezl<I) y l)ci.r 0 0sto nos re,,,-resamos 

e. ~ ~ <" cu,,ci6n ( 3 3), de a,..,_u:! obte:::emon dos valores de E 1 

si los dos sirven contint\?. .. os con lo siQ.tiente con cHda va-

~or ~or separs.do; 3.-L<'-S •2!CU2.<:!ioncs. (.39) y ('-10) c'ebe.:"l ser 

iguales num.;rice::nente .al :;ustituir les v·lor;¡s de é 1 P1 X 
. . 

y E1 ;·si ~sto no sucede· q•.iiere decir t:1,~e 1."-S ecu•.•.c:.onee de 

movi.niento de 1.os átoo·.os c;:;rturbad.os ~or le i::in·· rf·ecci6n no 
, 

se ·e.sta.n ci.ir:-.:;-i~!.e!":.do y !'!o se -ue.C.e !2eg-ti.ir :--r:e·1a'!'lte;4.-Tenien 

·do e]. valor de x, é.1, e'I. y e, que la utiliza~os ~~ra ~or-

ri:fic::~r ~.i !··s ~oluc:.on~·;:::; se !1:-:n-:-tizuan o ee~.:- l.a cond~ci6n 



.f. -------- -

(2) 
- _:-::_-::_:--,_~_ =-~-----~--- - - - - - - - - - -

J..0,~9.li.z-:;tdOS n-- ftl!"'.~i.'5~ ··1·;1 -pA~:..ltnetro f. ~t.ts:n

d_o;i e> 1 



b (.:i.) 

:l - - - - - - - - - - - - -- - - - -

•· .3 p 

rlo EL 1 

-s'f-



':,. 

Dado un vaJ..or de e y p , EUS ti tuyendo en l ~ e ~u;:!.--

c:!.ón .(35) cr..con"traa:os J.o¡: valo::-es de X y si¿uie .do con 

valores ce X de l~s eráfic::.s 3.1 y 3.2. Les er~fic2~ 3.3 

":;"' 3. l: no~ 2uest:an ::..os v~lores de 1a !'recuencia de los .:iodos 

de ·vib:-n..ci.6n 1oca1.iz~.~os -on f·.;.nci6~ de1 p=.=~rámatro !!Pra 

orii.1.r.::.s de l.:.s :--:..~.rr:as n~ CL1:.::l.:-~-:. l;· condici.:\r: de l-='ca.J..iza---

ción ya ':!ue E 1 es ic,.i.:il ~ 1 

1':n J..p_;o: f±·é'iras· 3-l , 3.2 y 3.3 se muestra J..a fo-r-:na de 

1os· codos .:-!orm:-11e~· d~ vibr3.ci6n en 1.a.s dif·::re?'!tes re[;ion·.:s 

de fre~u;~cius y ~&ra diferentes valores ~o P 
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' tJ1 

°' 
e=o.'l 

e l 1 0 

p:::o.l 

Figurn 3.1.- Evol.ución de l.a for:nct de J..os mo:!os J..ocal~.zados en l.a 

región de "frec•.enc:'..as ( l ) de J..a eo-~fi.ce. 3,3 como fu!! 
ción del. :iaréinetro p 



1 u, .... 
1 

l 

l K' 

P=O.q 

f=0-5 

t IJ t 
¡; 

P~o 

~;·:.¿-..::.~a 3.2.- i:.;vo~DJ!iÓn .1e '!.~ ::-·'.:':. ... ~;:.. de J..os ~:od.os 1.ocaliza~os= en :1-a 

rc¿;i:jri de i:~ec· .. _enc~_!!.n ( :i ) de :-!..n c~áfic~. 3.3 co~::c -

i'ur-ci ~n r[P.l ?'e?·á::i.>tro p 



.f? = /.5 

fl='l.O 

t • r 1 
L. 

f' =a.o 

Fic.~""·a. _ .... :-.• - !·,v-Jl:tci-~n <:!e J ~. tr..;':"·.:.·· d1! los moclo~ lo::elizajos t::'!. le. 

reei•.::1 ..:"i•:i 'f!"""~O:!L;J!lCiCS ( 5) rJe 1r :~l:':.~o } • ~ ··~::~o -



~ S S U L T d D O S 

·1i.naJ..iz~ndo 1.at:i ~rñfic:1s 3.3 y 3.4 ~ode;cos d1Jcir 0u.e !10 

im:>orts. el v:0.lor ".le !-\ y ~ zier:i_-,re que p ;>! o lo O'.lUP. es 

tr.'•re:nos modo de b!'ech:, l y al o'tro r..odo local, ya que uno se 

encuentra e!'l J.n bred'ie. rirohihid•i y el otro !Jor arriba de le 

ra:na. 6ptica. Si f' :> 1 o \<'.( t< , sola.11ente se en cu 'ºn tra un --

modo loc'"lizndo en lt" bre,chr;. !)rohibida y lo llamaremos modo 

de crecb.a. 11 y ade,:r.~s si p se h~ce !f.1)_/ Er~nde este modo --

tien6e a ten.;r u.'1.a frecuc-noia con•O la ae U..1. modo de su9 .!'fi-

. (.!O) cie • 

Ll• frecuenciu llel ;::;odo local (re¡::ión 1) c:1-ecrece conf'or-

r:te 1r· intere.c'.!i6n 1<' di<'•oi~:".,1.ye :J cuc·n:l.o se if",.1.'.úa a t< (cri,:1 

tal lü:1pio) .la frecuencie to:aa el v:e.lor de 1R del. l:".f!'ite su-

IJe:ri.or de 1a r3m3. ~ptics. :;~ '_'.':.:_ .. :".to .::?. l.?.. fe"'!~:::f.1. del. ..... oda 1.o--

j .. 



Cc:::e X+ 

e>1 ) " x_ 
c:t~.':'1~.:> ~.:: ~!:':! r:..?~r:·.:-:i.5r: :. ? :-r:s-:·!:'."lr ,·.:,.2 :·.!-:·:> ( E<. l ) , cc-~f· . .,=-.-:i·:-· J..(1 

p va e~ 2u~~~~~ h.st~ lloe~r a 1 , la t~ecu~ncia ~e ~~7a 

~ ·.•.·::o . ..... ~:· ., .. ;'~ .. ..,.. :--r!e • 
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ce ci..:ro 
(.21 ) 
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lado, l., I< 1 

~resenta lo. r:.:.:.1sa 1i-:er:..:. l:::i:; -S:to::t:':'s ~u ]9._ iz'lui.:rda no vibr3!'l, 

sino sol::-'.ii!ante J.os ciue est2n e la d.ereche. :!e J.a i:n""':::rf"e.;.:-cióYJ 

('(..2-f') 

·~·=-·: 

( 19 ) 



rr·ier:ia ( cráfica l..2) y :!.?l for"'a de :l.icho !!:0:30 tnmbi(.::i l.o es, 

C'j!l lo cu~J. _:e ';·.~-::: ura ~ue ci proble::;a __ :de !.a ?""ed dia"':.Ó!c.ice. -

con im~~r:fecció.:: e::::-u-.-sto en sl · --:-a"";Ítu1o onterior y en éste 

ha 3i0.o com!'lPt:;ime;!te '.'".:..."'"!E'l: :o.do y se h-:J:i obteni~o r~c!.tlts.·!os· 

~~tisfacto~ios ya que ~or un lado se pu~~e ~eere~ar al cris

t~:-.1 d.iató~ico li;:i: io y ~or ot!'·o l:i~~o ~e reduce el. cristal ='2 

noet6rr:ico c9n una ~..,l~ ~::nstr.... ·-te de in te:"ecci :S:-:. di :feren.'te. 
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O O ¡¡ C l_, F S I O N e; S • -

i::ice infinita e:¡ do!'.:::~e se e_-iccntre.i·on resu:l.tado s c¡ue se C0"1_ 

par::.ron con los obtenidos por difere:.Ytes t1utores, t·~mbién se 

estudi6 1a red ].i,,-ie~·l :no::o·,tó:,:ica. con una co!'>.stente :5.e inte-

racc:..6~ Uifere!"lte, encorJtr6r..Uose soln:r.a!1te i..t!'~ rr.o~o l.oc8liz~-

do en l.a reci6;1 prohibida, siem::>re y C!.>.f':·do la con:.,t2·::-.te de 

interB:.:c-:i.6:1 :1.e l::; red. Se ~:ostr6 cp . .t;.• este r~~v.1.ts.do concuer. 

da con el encon~rado ~or ~ontroll y Potts(JO) us<~~o l.n f:.tn-

ci6n de Green. ~~mbién ao~ncide con el obte~~eo ~ar el méto

do de la on:l~' rcfl~~o .. .':?. (H) • 

se conocíe.n. Bl .:ináJ..isie de 1t:1 reó. die.tó::.:ica u~~:.clin•·?n1::iona1 

-G'i -



.i 

de lsis ra;-:;as per:nitidas ::e la re~ o:.1ia-:.6.!...iC~1.. :;;e::.-.fect~ .• A:ie:'!lás. 

cueindo 1a inter:"cc16::: 1< 1 
SE' hace rr:uy -iéb::..l se ~ecuricra el 

ca~o de superf:.cie en donde s6l:o e:-::i.s~e modo loca:lize.:'"-o si 

ia mi.-,sa :;/~E." 1:-[:era ::;:e e::;.ct.1.e~tra en l.a ~·u.rF.::rficie, este pro-

blema :fue :?.ne1izauo ::;JOr •i'a1.lis y por Hor! y Asahi (~O) • ?or 

t.- nto 1a sup~rficie de U:J cri.s"!;al. ::-uede se~ ff!'lelizade. oo:rio -

U..."l ti~o ~2s .. eci El.1 de d..: r .. ~cto co~f"idera:!do '!'Or e: je:n[.'10 t1.na red 

di~~tó~,ica con icu?-1. :-11. ...... r~1·0 de ito~"ls lig:;ron y r>ep.a.Cos ?.1.te.::, 

nedos y co:i co:idiciorÍ~s a J.a f=-o::tera c!cl.icas impv.-:sto!J.s ~,. -

to:n!L-;do U..'"!.fl. const~nte de interacci6n :;t.<e tienda a cero, este 

caso se con vi .:rte en ·-·~:::. red dia t6mica a2. te:-:.eda co~ cx"':oremos 

2.ibres y l:; constante de ini::eracci6:i t'.ue t:..ende a cero cons-

ti tu.:¡e el defecto • .::n ., ste trabajo se ha COC?!-'roba.':!o "J_o e.nte.P 

rior que fué 1o c_ue pro:''-\SO Wallis(QO) al f:inal de su traba-

jo. 

Lo q,u.e ~e h.: .~o ::n ::ti:? ~~nt:a.j'.) :'!O €S e1..:o ~u.e ~e -:,•..:.iera 
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r1ejidad que t0(;:..1~ l.2.~ :Je."!':'s, y e:.. :ste rrob1.t..?::.a no se encue 

e:ntra resuelto en la 1iter"ltura., rior -::u.e no r·solverlo y a -

1a vez l'!'loatrar e1 :n.Stodo q_"-te r .. ~ u~il-i_z~:·'1o el. c~-;·o '!e Físice. 

de Superfici.es de 1a Fac·"·.1-r.·-•d dé Cie~cias y acen:~s cor, renu1_ 

t¡;oios sati7.fa.ctor.:.os en el. análi:zis cie mode:los vibracionules 



B I B L I O G R A ? I A 

l..- J•. -~· r•'a.radu.bin, in Sol.id State Phys. ~' (l.966). 

2.- A. s. Bt'.rker, Jr. and A. J. Sie,rers, Rev. ~-'.od. Phys. !11., 

suppl.. 2 Fall.. ( l.97;.) • 

3.- R. Fieschi, G. F. Nard<?lli, and N. Terzi, P::~ys. Rev. l~B, 

A2~3 (1965); J. B. P~ce J~. and D. Strauch, phys. stat. 

sol. 2-i', 469 (l'.;67); G. Benedek and G. F. F.2.rdelli, Ph7s. 

Eev. 122• 1004 (l.967); s. P. Gaur, J. F. Vetcl.ino and s. 

S. ~'itr?, J. rhys. C!!e:::. Solids., ~. 2737 (1971); D. N. 

Talw2.r end Bal.. i<.. Aerawal., Phys. Rev., 1::>, 1432 (1975); 

1'1. Vancievr;er an:i F. P1w:e11e, Phys. Rev., BJ.7, 675 (1?78) 

;•!. Vé'.ndevyver c..nd P .. P1umel1e, J. Phy!>. ;Jhe:n. Solids., ~ 

765 (1977); E. Jahne, ?. Kleinert, B. Kh. Dairamov and V. 

V. Toporov, phys. stat. sol.. (b) 104, 531 (1981). 

4.- L. Andr2.de, il'l Eccent Pro,:ress i1:1 !-:2.ny Boo:;,• Theories, 

S¡::r?•in::;t-~-V:·rJ. 3!1g ( 3erl.{:i, Heide1 be~e, ¡-¡ew York) 1.:::2,, 309 

(1?131.). 

5.- J. P. I{;cZ·ai ... "'E"~I, F!sice_ del .:.;st!.:do S6J..ir:lo y Ce ~~r.iconduc

tores, .::;d. Lj =•Uf'2 .• 

6.- A. J. :Dekk~r, sc1.;_c. S-tate ~hysics, .Ea. 1?rintice f:o.]_1 tnc. 



!:id. Re·.·erté. 

8.- l.. Bri'!.1-0 1.:..i~, ,q,,.re ::~o:..· ... --.:~tion i!"! !'-?~iodic ~tructurEs, 

:2d. DO"'l"13r .i=t:bli:::nt:i..·.·"··:::, !~c. i'iew York, (1.?53). 

9.- 1· •. ~~-\-:.rnd.e. To be r.:-uUl.isned. 

J.0.- E. •,-;. !.fo»t!"oll nn1 ?.. B. :Ootts, Phye. Rev. 100, 5:'5 

(1;'55). 

J.J..- L •. 4n'3!":>.de ~'J. 'Bcra: .. ·, F.-:>l. Sos. Mex. Fis. ~. l':!O 

(:! .. 97 ;"). 

12.- L. Andrsde, lntcrr..a.l .'l.e.::>ort. ?acuJ.tad C.e Cis~ci:-.s, U.\A!r! -

'>iinte!" J.,·80 (ur.•;::-ubl:'..::-he6.). 

13.- L. -··~~;r::o.d·~. ::<e~rir.t. _;.·,·-CF:'A;.! (J.:Joó). 

u-,, .. ~_:;: (lJ·Sl) (no public•,c!'), 

J.5.- P.. L. :Sjork, Phys. :--'"'"'·, io5, t:56 (J.:357). 

16.- I:. Gen:::c-1, :&:. F. 11°::-tk rr;.::. :=!. i".-"ebb:.:r, P7:1ys. Sta.};. Sol., 12. 

ó3ú (ls;ó5). 

l.7.- S. E?.la, D.· P. 5. [ .. '1.!ik r:-:.d. A. K. G~2tnJt, J. Ph:.·.o. O!'".~':'!. 

Sol!.d!?., .J.!, lc.33 (l~72); :3. B?l~., D. P. s. :·:a1ik enñ A. 

k. Ghr,tak, ~'h~•::. Lett.:>ra ~. 179 (lS-72). 

ia.- P. -.• ;.:e'-~,,, J. ::;;-_em. ?hys., 2,, 54 (J.J70). 



19.- G. ólt.;;.~t!-:i .Y L . . ~:i .!:-··:·{t.:e, Bol. .os. :,:e;-:. :•is. ~' 11 -

(1;1-34); I.. Amcrc • .-fo. "'<e!'::--i:i-t. _ ·'N:\:i: (l:i~ó). 

20.- ll. F. 'ile.1.lis, ?!',/s. ,!ev., l•)?, 54.:• (l>57); J. Ho'.!:'i an':l 

T. A~ahi. Pro;-r. 'i'?leo. Phys., ~.No. 1 (1.964). 

21..- P. LI~?ur, .-::. ;i. ;,_o!':.t!"'cll ::r:.d 3. B. Potts, J. ··!Dsh. Acad. 

Sci., .!!..§., 2 (lJ5r.). 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Red Monoatómica Perfecta
	Capítulo II. Red Diatómica Perfecta
	Capítulo III. Análisis para la Ecuación de Valores Propios
	Conclusiones
	Bibliografía



