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INTRODUCCION

Cuando se trata de conocer, de aprender, existen distintas mane_
ras mediante las cuales abordamos estos procesos por ejemplo, de
un modo empfrico, exporimental, o dbien de manera discursiva se_
gin el fendmeno u objcto que ros interesa comocer, Ern esto intor
viene la observacidn a partir de la cual procedemos a establecer
comparaciones con otros fenézmenos u objetos, O €Onceptos ya cono
eidos, estableciondo do este modo analogfas o inducciones si ex_
tendenos nuestras observaciones a un mayor ndzmero do casos simi_
lares sobre el fendmeno que nos interesa, La actitud on matemfti
cas o8 sinilar no othanto la naturaleza de lo& objetos que tra_
ta. <

En este procolo\dol conocimiento matemftico interviene 1la =~
intuicida,  Qué es "+ intulcién 7 , s Qué papel Juega la intui_
e16n en matemfticas 7 , ¢ Constituye 1a intuicién un métods de -
conocimiento matemftico verdadero, o es solo un factor importan_
te en ese proceso ? , ;Podonos hadlar de un couociuiento.untcng-
tico intuitivo v£11do 7 y =i tal o5 el caso, ¢ @8 riguroso un co
mocimiento asf ?. Estas son las preguntas a las que fratamos de
recponder en el desarrollo del presente trabajo, desde una pers_
pectiva del quohacer matemftico com una idea subyacente de la-
ensefianza de las matemfticas en lm niveles medios y medio superi
or cap. III.

Kl primer capiftulo se inicia con un concepto general sobre
1a intuicidn comprerdiecndo adez£m un brove booquejo histérico ==
;n ol que en primer lugar, describizmos suscintamente 10 que algu
nos pensadores concebfan a cerca de la intuicién y en cegundo de
sarrollasos una pequefia introduccidn en que &e trata de los raz_
go8 principales sobre el intulcioniszo matemfitico, En el ecap.lI,



Me trats Bobre algunos diferentes tipos do intuicidén y ce desarrg
3la una exposicién sobre ol tama de la induccidn e induccién mate
mftica ¥ que apoyéndonos en algunos ejemplos se pretende de cier
4a manera mostrar el papel heuristico de la intuicidn en matemati
tSas.

Be considera que la intuicién en el quohacer .matenftico coms
€ituye un recurso de naturaleza heurfstica a través del cual pode
|08 visualizar formans o casinos a segulr en el aprendizaje de los
objotos matemfticos bajo clerta posibilidad de aproximarnos en el
sonocimicnto de es50u objetos, sin que esto signifique el logro de
fana comprensidn total del obdjeto en un sentido domostrativo que -
o8 10 que confiere validez on matemAticas.

Pensanos que las matemfticas on 6u proceso de desarrollo copn
stituyen una acumulacibn de intuiciones matemfticas basadac en el
trabajo y resultado ¢ la exporicncian del matemftico, De osta ma_
pera tal acunulacidn do intuiciones nos hace pensar en dos momen_
tos que resumimos en el cigulente enunciado; primero intuir,luago
Probar, estos dos zomentos no 1los visualizamos en un sontido mecd
aico, sino en peraanente interaccidn, es decir, que la intuicidn
7 formalizacién de concepton estén implicitos en el qushacer matse
matico ya que habitualmente procedemos iniciando son una actitud-
afs houristica para luego abordar los procesos de formnlizacién -
4 conceptos. Aunque aquf no tratamos la cuestién del foramalismoe
© los procesos de formalizacién, se sugiere la lectura de la tesis
® 5 Cerca del Formalismo Matesitico ™ do Juan TamayYo Zaragoza en
1a cusl se trata de 10s principales razgos del formalisao matemf

., ticOe.
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En el cuarto capftulo se aborda el prodblema del rigor en rma_
texiticas desde una perspectiva histérica en la cual se muestra =

' ol problema que en clertas etapas, ha represontado en el desarro_

110 del pensamiento matexftico. Los esfuerzos que han realizado =

los grandes matemfticos por libdberar a esta. elencia de lﬂ aparici_

on de paradolas. Emn estos o originaron varios movimientos que &e

llegaron a cinstituir en escuelas de pensaniento matomftico en 1la

8 primeras décadas del presente oiglo, Una de ellas fué la Escue_
la Intuicionista a cerca do la cual tratamos en este trabajo.

Para terainar, queremos sefialar que este trabajo no se ori_
enta a la cuestidén de fundamentos de las matemAticas, 8ino que =

eonsciderando la intuicisn y los razgos pricipales dol 1ntuicionis

20 matenftico intentatos dar respuesta a 1las proguntas que plante

‘amos en principio. Si 1o logramos croemos que ello rodundarf on

beneficio de nuestro trabajo en la enseflanza de las matomfticas y
habresos cuaplido nuestro objetivo.

-



T. SOBRE LA INTUICICN MATEMATICAS.

1.1, Bosquejo Histdrico. Panorama Filoséfico

Literalmente, la paladbra intuicidén proviene del latfn (in-
tuitio, de in, en, y tueri, ver). Conocimiento claro y recto o
inmediato de verdades que penetran on nuestro espfiritu sin necg
sidad de razonamients, (10) p. 93. Podrifamos resumir lo anteri-
or on la siguiente acepcidn "ver por dentro", La intuicién con-
sistiria entonces on que a través de ella ce aprende el objoto-
inmediatazente percibi&nd&lo en su totalidad. A continuacién -=-
mOoStramos algunos romentos histéricos cobre la evolucidn de es=
te concepto desds un punto de vista f1l0s58fico a través de la -
cpncepcidn que a este respccto encontramos en algnunos pensado-
res desde 1la antigua grecia cldsica hasta nuestros tiempos no--
dernos, Finalixando!con alzunos aspoctos histdricos asobre la es
cusla intuiclonista an el quehacer matemdtico. .

Platén (hZB-}hB a.C.) hablaba ya de una intuicidén 08pirie-
tual en el sentido segdn 81, de que las 1deas son intufdas eapi'
ritualmente (percibidas inzmediatamente) por la razéan. Asf, al =
ser una funcidén del intelecto, representa una actividad riguro=
samente tedrica, intelectual. En esa =isama dircccidn, nds tarde
Plotino nacido aproximadamente 205 d.c., un renovador del plate
nisno estadlecid que la intuicidn del Nus (pensamiento puro) -
reemplaza a la intuicién de las Ideas, eata intuicién (del Nua)
es una actividad puramente del intelecto como la intuicién pla-
ténica de las Ideas, pero segin Plotino, conoce adends (del Nus)
una intuicidn del principio supremo de la realidad de 10 UNO ==
(como fundamento y causa de todo scr que ce manifiesta),
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AristSteles (324=322 o0 21 a.c.) quien fud discfpilo de Pla
tén reconocfa la intuicién (5)...una facultad innata de juzgar.
so81 ©6lla es una intuicién, hemos de decir que @on su filosoffa=-
no se considerarfa procisamente un elemento primordial como lo=-
fué después en la filosoffa moderna. Ea la era moderna, René§ ==
Descartes (1596-1650), considerado el iniciador de la filosoffa
poderua, bajo exigencias similares al fundamentaliszo aristoté-
1ico, propono que e£olo exmpleando la intuicién y la deducciédn -
llegazos a obtener un conocimiento de las cosas sin miedo a e-=
Qquivocaraos. Asf en su principio "Cogito ergo sum" sintotiza el
reconociziento de la intuicidn como un medio auténomo de conoci
mlento, Constituye una autointuicién inmedinta referente a un =
hecho metafisico. Para 61 la intulcidn consiste en “la concepe=

¢18n de on espfritu atento, tan clara y distinta que no le quo-

de duds alguna acerca de lo que entiende; o lo que es lo miomo,
1a concepcidén de un espiritu sano y atento, y que es tanto mds-
cierto cuanto es mfs simple que la deduccidn aisma”, Como vemos
se trata de una intuiciédn racional a través de la cual clertas-
verdadcs son aprehendidas de.un mods tal e inmodiato. Coz=o ojJom
plo, mensiona

® 242=4, 34+1=4, y su consecuencia 2+2=3+1 ", De-~
donde hemos de comprender intuitivamente, es decir, sin anfli--
pis que la (ltima proposicidn es una consecucncia necesaria de
1as dos anteriores o sea (la transitividad de la igualdad). Sin
embargo tanto &1 como Ariatdtilon insisten en que solo la inte
1igencia o8 capaz de alcanzar la verdad,

Baruch Spinoza (1632-1677) contcaporfnec de Descartea, Dig
tingue =m&s niveles en la actividad del conociniento y ceflala -~
¢res géneros: ’ ’




13 de conocimiento (trAteose ya de objetos fisicos individy
ales o signos)

2% de la razén

&0

= de la ciencia 4ntuitiva: "El supremo esfuerzo del Alma-
y ®su suprema virtud es conocer las conas en el tercer -
géneroc de conocimiento™.(15),(5).
Spinoza ofrece el siguicnte ejomplo ™ a:bi:c:x, .°. x==£5.
Pero si se trata de ndmeros cimples por ejemplo 1,2,3 para Spi- .
pozZa "nadie puede dejar de ver que el cuarto proporcional es 6,

. ¥y tanto mfs claramente cuando do la propia relacién =la cual ve

soa de 1n=ediutof que el primero tiene con ¢l segundo, conclui-
$0s. o1 cuarto", La operacién es tan rdpida que para una persona
de clerta cultura parecerfa un destelloc de intuicién, siendo -~
que se trata de una operacidn légico-matemftica. Vemos pues que
1a intuiciéa de Spinoza solo €8 una inferencia ripida, apoyada=-
en la obscrvacifa de signos (marcas ffsicas) que ropresentan =-’
le® relaciones implicadas,

{mmanuel Xant (1724-1804) quien paroco retomar los tres ni
veles Spinozistas considera ademfAs la "intulcidn pura®™ que sin
o) auxilio de los sentidos, constituye la fuente de los juicios
sintéticos a priori, la posibilidad misma de la experiencia sen
sible,-Para Kant, esta “,..experlencia cxterna es posible solo-
por la represcntacién que bha sido pensada”™ (5), A diferoncia de
la® intuilciones Cartecsizna 'y Spinozista que non formas O 68pG==
gies de la razén, la "intuicién pura" de Kant, trasciende la ra
s6n, 10 que constituye el gérmen del intuicionismo actual como-
ana puerta al irracionalisszo, do manera que los 1nzu1cton1nenq-
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contempordneos tienden a denigrar tanto la experiencia seusorial
a 1a que Xant le admitfa cierto valor, asf como a la razén la -
cual consideraba insuficiente mfs no impotente,

Edmundo Husserl (1859-1938) en su obra IDEAS (1913) renaco
¢l fundamentalismo del pensamiento platénico y aristot8lico que
busca la esencia invariable de las cosas ofe allf de sus prople
dades y leyes. Suatenta que tal esencia o cidés (1o uno dentroe
de lo alltiplo que el nmétodo dialéctico intenta captar como for
ma, en un sentido platdnico) es consecuencia de una facultad es
pecial es decir, intuicidén intelectual no racional y que denomi
ra visiln de esencias.

Asf, la intulcién expirica (individual) y la intuicién ---

.esencial (univorsal) son principlos de jumstificacidn dltiza de

cualquier juicio, pues lo que cs intufdo cono esencia © cone---
z48n entre esencias no puede por tanto, anularse por la obser=
vacidn o por la dedtccién, ni ser mejorado o perfeccionado., Lla
chneia probinmento con la carencia de prejuicios que 1la caracte
rizan necesita de juicios propiamente vélidosderivados de intui
¢iones originarias, Mientras que el racionalista tradicional en
cuentra la certeza en las ideas innatas de la razén, Husserl 1la
atribuye a una intuicidn "que ve las cosns mismas", que aprehen
diendo las esencias inoutables, no se detiene ya en detalles ~-
fastidicsos orientadoc a corrodvorar la existencia o verifica---
€ién enpirica.

Actualmente un intuicionismo claro lo erncontramos on Henri- -
L. Bergson (1859-1641). Segdn. Bergoon, ¢l intelecto no es capaz
de penetrar c¢n la esencia de lam coesas. S0lo puede aprehender -
la forma matemftico-mecdnica de la realidad, no su ndcleco y con
tenido intrinseco ¢l cual solo puede ser captado poy 1s intute~



eién, A8l pues, mediante la intuicién captamos la esencia de lo
real.

Para Bergson la intuicidén es " la eimpatf{a por la cual uno
se transporta al interior de un objoeto para coincidir con aque-
" 110 que tiene de dnico y en consecuencia de inoxpregable " de -
~tal manera que por medio de ella entramos en contacto "...con =

el nflcleo y centro d# todas las cosas", 3iendo de este modo la
clave de la cotaffsica. Refiere ademis que lo que nos apropia=-
@08 intuitivazento, podemos cxpresarlo de dos manera distintas:
por la imagen y pdr'ol concepto, Todo omto bajo las incitacliow~
nes de la inteligencia pues de otra manera la intuicién quedaria
en el puro 1nat}nto que 6 concentra en lo singular del moviamien
to. '

‘1e2. La Intuicidn . : Matomfticas

En las catenfticasn, os Krdzecker (1323-1891) quien primero
argusentd criticazente en contra de R, Dedekind (1831-1916), el
rigor de C. Weierstras (1815«1897) y en especial sobre los Tra
bajos de Teorfa de Conjuntos u néserosc trancfinitos de (0. Cané-
tor (1845-19187, scfialando que @1 los objetos que se manejan no
pueden ser construfdos entonces el contenido de los teoremas es
vacfo y sus especulaciones carentes de gsentido. El susctentaba~
ques

a) Loa nfmeros naturales son evidentes a la intuicidn
b) Todos los teoremas de andlisis matenftico deberian ser-

interpretados en términos de los ndmeros naturales y --
sus relaciones



¢) En~1las matemfticas deberfan darse métodos coanstructivoe
mediante los cuales se pueda determinar en un ndmero f3i
nito de pasos los objetos que se establecen

d) Las pruébun de existencia deberfan permitir el cflculo-
con cualquier grado de eractitud del objeto que estd -
siendo establecido como exictente.

Kronecker criticaba de esa manera las demostraciones de existen

cia de un odbjeto matemftico que no permitfan determinarlo de un
modo directo,

Poco despuéls H. Poincaré (1854-1912) en 19505 destacadba el
papel esencial de la intuicidn del principio matemdtico de in--
duccidn complota en la construccién y fundazentacién de la mate
mitica. Criticadbda a 1la corriente logicista el considerar que la
matemdftica descancaba sobre la 1l8gica, con lo cual terminarfa -~
por reducir la matezftica a una inmensa tautologfa. Sostenfa -«
suy similarmente a los puntos dados por Kronecker que:

a) El exioma de eleccién o8 inaceptadle. Los objeto# mate~
méticoe no pueden entrar en la difinicién -por ejemplo,
el conjunto de todoslos conjuntos-

i

b) La aritmética no puede ser justificada mediante una fun
damentacidén axiomftica ya que nuestra intuicién precede
tal estructura. La induccidén matomAtica €8 una intule--
¢ién fundaxental, no precisamente un axioma

¢) Las demostraciones deben ser constructivas

Por la micma época L.E.J. Brower (1881-1966) a quie se con

‘10
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sidera.. el fundador del intuicionismo sistematizadn somstiene lo
siguiente

a) La intuicién fundazental delos matemfticos tiene su ori
gon en la percepcidén de un movimiento del tiempr el ==
cual se disgrega en dos cosaB difercntes surgiondo acf -

las patenfticas cuando tal duamlidad es obstrfda de toda cuali--
dad. Tal intuiecidén por ser bisica no puede ser esclarecida, las=
ideas matemiticas estdn inmorsas en la mente humana., Ademds los
puntos b), ¢) y d) expresados por Kronecker, Uno delos méritose
de Browver tal vez mejor que su concepcién filoséfico-matemdtica
envuolta en cierto misticiszo son sus contribuciones para resca
tar partes del andlisis en una forma constructiva,

Herman Weyl (1885«1955) decfa "Mediante el px-ocosok mentale

del pensamie¢nto intentaeos averiguar la verdad; el esfuerzo de

nuestra mente coneiste em procupar su propia iluminacién median
te la evidencia adecuada®™ (18)., Observando acerca del uso de la
16gica en la matemfitica clésica cefialaba " la 1ldgica cldsica ~-
fué abstrafda de las natenfticas de los conjuntos fiaitos, olvi
dando por completo de esta manera su origen modesto, uno posf-e
blcmente  confundid la 16gica como algo que era anterior a to=e
das las matezfticas, y finalmente las aplicé sin justificacidn,
a las matemiticas de conjuntos finitos, Easta os la falla y el -
pocado original de las matemfticas por 1o que fué precisamente=~
castigada con el surgimiento de las antfnoaias"™ (2).

M.A. Heyting (1898~ )} uno de los mejores sxmpositores -

' del intuicionismo conteapordneo, sosticne que el principlo de =

construccién efectiva es la base del intuicionismo matemftico =
de manera que el trabajo del intuicionista se fundamenta en de=
sarrollar esa construccidén mental lo mejor posidle comnsiderane
4o adenfs su formalizacién dentro de lo que es s0lo un proceso=



de aproximacidn al objecto. Asi, el pensamiento matemdtico se o-
cupa ecencialmente de la construccién mental gin que ello impli
que verdad alguna respecto del mundo externo,

Erret Bisghop el mejor intuicionista conocido en la actuall
dad se autoconcidera un constructivista mds bien que un intui--
cionista, dedicindosa como el dice al anilisis constructivo. No
comparte del todo las tesis de Browor, y le preocupa mis la ac-
tividnd matemitica propiacente, como el nmismo lo sefiala “,...en
el mistema de Brower existen trazos de idealismo, y peor afn, -
de especulaciédn metaffsica. Hubo tal preocupacidn con los aspec
tos filoséficos del: comstructiviemo a expensas de la actividad-
matemitica conoreta". Sin que esto signifique desconocer los esg
fuerzos de gran mérito renlizados por Brower,

1.3, El Intuicionisno como Corrientc de Pemsamiento MatermAtico

El principio bdsico éel intuiclonismo matemdtico afirma --
que 1la matemftica estudia un cierto tipo ~matemiticoe de '"conse
_trucciones mentales'". No define clarazente lo que significa una
"eonstruccidn mental" como conotruccién zatem&tica. Asf pues, =
el trabajo del intuicionista consicte en desarrollar esa "“conse
truccién mental"™, en estructurarla y formularla lo mejor posi==-
ble consciente dec que todo eso es 8010 un proceso de aproximae-
¢16n y lo hace constructivaozente en ol papel. Por ejenplo, al a
firmarse que :

3¢¥2=441

hadbrf que interpretarlo de modo que 86 han realizado las “cons-
truciones centales" de cada miembro y encontrado que dan el mis



®0 resultado,

La "construccidn rmental"” como tal es considerada como ori-
ginaria, eg decir, que no puede ser reducida on algo matemftico
anterior que sea m4s primitivo. Por consiguliente estf convenci-
do por ejeaplo, de que el nfrmero natural es una intuiciéa funda
mental que no requiere de demostracidn alguna, luego entonces,-
el pensamicnto matemftico s¢ carateriza porque se ocupa solo de
la "construccién mental" y no implica verdad alguna en lo rela-
tivo al mundo exterior he ahf el caricter existencial. De este=
®0do, s5e infiere quo la matemftica intuicionista procede al mig
®Oo tiempo de manera genética, exiatencial y categérica. Entene==-
diendo gu carfcter cxictencial por la exigoncia de un modo €Xe=

.Plfcito (efectivo) de construccién del objeto. Genlética en un

sentido cprioristico, es decir como una intuticidn que nos ropre
senta los conceptos matergfticos de una manera inmediatamente =
clara considerindose, una "facultad de tratar por separado cier
tos conceptos 7y consecueacias que se prescntan norralmente en
la manera corriente de¢ razonar"..Su naturaleza categdrica 60 ==
considera en que una vez dada la intuicidén matemfitica, las pro=-
ponieioneeAast originadas tienen un cardicter de vordad univer=-
sal y necesario, C

De esta manera, llevacda a cabo una construccién natemdtica,
la entidad que resulta goza de aquellas propiedades que le sone
otorgadas por la construccidén natemftica., Entonceos considera =e
Que la légica es posterior a la intuicidédn matemdtica y que per-
tenece al lenguaje y ofrece un sistema do reglag que permiten =
1a deduccidn de conexiones verbalee, que loc principios 18gicos
son la regularidad observada a posteriori en el lenguaje, Estas
reglas son un instrumento para manipular el lenguaje y una tco=-
rfa de repreeentacidn de esto y que los mejores logros en matee
mftica no se obticnen por el perfeccionamiento de la forza 18gs

13
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€a 8ino por la modificacidén de la teorfa béaica miema. Luego la
Y8gica es posterior a la creatividad mutenﬂtlct.

Brower notable matemdAtico y fundador sistemftico de esta -~
corriente, no reconoce cualquier principio légico ccmo obligato
rio ni reconoce la tarea matemitica de deducir concluciones a
partir de axiomas. Para 81 y su escuela lan matemfticas no ontan
limitadas con respecto a las reglas de la 1l8gica y por esta ra=
sén las paradojas carecen de importancia al igual que los con=--
ceptos y construcciones que las impliquen,

Loo matemfticos intuicionistas solo acoptan una parte de «
los principlos de la 1ldgicea que les permiton expresar propiamen

. te expresiones correctns en una matemftica finita. A continua--

¢ién noec referimos a uno de los principilos 1l8gico-formales que~
nO uBAn Y NO aceptad en general coro un m8todo bAsico de demoo-
tracidén, se trata del principio del tercer cxcluido (tertio ex-
clu;o). Exponcmos en forma resumida las idocasn nis genorales en
la®s que se enmarca esto principio dado el papel tan importanto-
que juega en el »é&todo de dexrontracidn indirecta =conocido como-
método de reduccidn al absurdo-

-

sontro de la 18gica formal ce consideran tres principios -
bdsicos, el de identidad, el de contradiccidn y el dol tercero-
ex¢luido. En el principio de ddentidad uno do los nds importan~
tes, ce afirca que toda cosa es siempre idéntica a sf micma, =
En. s{mbolos diremos A=A. La idea escncial que se contiene en =
éste principio €8 la de invariabilidad,es decir, una cesa sigue
siondo la misma bajo cualquiera cdandiciones, Considerada en tér
minos absolutos, o sea, la identidad absoluta, excluyondo la di
ferencia esencial de las cosas, de los conceptos. Esto es, -aet
8L (A=A) cntonces, A¥~A. Como ejomplos,un libro cs idéntico-
siempre a &l miesmo, 3 =3, Bi a,beéyy, a=7 ¥y a=D", entonces b=7.,



Algunos axiomas de la geometria euclideana

- a) si a fgusles agregamos isualcs, obtenemos iguales
b) si a igusles quitumos iguales, obtenemos iguales, etc.
i
B8O £olo cn.zctenﬁticag sino en otras clcnclac encontramos apli-
eaciones de éste principio de identidad. '

Del principio de identidad se desprende en forma inmediata
o) segundo que llamazos principio 8 ley de contradiccidn. En cg
te se afirca: A no es no-A, esto es8, Af~A, Sobra decir que se
trata s0lo de la expresién negativa del principio de identidad,
de este modo el principio de contradiccién constituye el compls
mento del de identidad, Tste principlo de contradiccidn signifi

"ea biolcamente 1a exclusién de la diferencia entre lo esoncial

de los objetos y los pemsamientos que de ellos se tiemen, es de
eir, sioendo A ciompre idéntica a sf misma, entonces no puede ==
ser diferente de sf misma, De acuerdo a los dos principios ol -~
de identidad y el de contradiccién inferimos que la diferencia=
¥ 1a identidad son excluyentes entre s{. Ejeaplos

a) un nfmecro raclional no puede ser no racional (irracional)

®) un trifngulo no puede ser un cuadrado (un mno trifngulo)
eotc.

Dada la exclusién mutun entre la identidad y la diferencia
tenemos cntonces ol tercor principio gquoe llamamos del torcero =
excluido {tertio excluso), en 61 se afirma: s1 A=A entonces, A
8o puede ser igual a no=A, Esto 68 (A=A)=D~r(Az=~sA)e O sea,-
cada coca o es igual a B8{ misma, o bien es otra, considerada ia
disjuncién en un sentido exclusivo. Por ejeaplo dado A un nfme-
O real, o A es racional o A €8s no racional, pero no secede que



A sea racional e irracional a la vez, pues dentro del conjunto~

dc los nfimeros roales, considerando el de los nfmeros raciona-e

lea respecto del de los irracionales, estos son conjuntos mutua

mente excluyentes luego entoncos, dado cualquier nfxero real A,

© A o8 racional y entonces no es no-raciomal, o bien A es irra-

cional y entonces no es no-irracional, queda exclufda cialguie=

ra otra posibilidad, Encontramoe pues que los principios de-iden
tidad y el de cqatradiccxdn ge combinan en el principio del tor

cero oxclufdo., Ejemplo

b

Existen a ¥y b irracicnales tal que a o8 racional

Dado I'Z"rz es racional o irracional

1.- 51 {27 es racional catonces a=J/2 y b={2 resuolve
el problema, :

2.~ 51 (Er? es irracional ontonces a :.J_Z-EJ b=J2 rosusl
ve ol probdlexa,

Esto sirve como un ejemplo de como una disjuncidn PVQ tie
ne un significado diferente en matemfticas del que se considora
on matemftica constructiva, Por ejemplo sea

P="a={2' y b=J2° tal que a,b son irracionales ¥ a® o8 racio==
nal®

Q_._._";:IZJ? y b=J/2" son tales que a y b son irracionales y a® -

il racional”, Para probar PVQ procedemos como ‘sigue:

Ya sca P o~P, Poro ~P=5Q .'.PVQ .

Esto no es aceptable porque no hemoc probado realmente ni-

P ni Q, hemos supuesto fnicamente que la ley del tercero ex--=-
¢cluido es necesariamente ciorta,

16
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Los tres principios anteriores constituyen los clemientos-
de 1la ngica formal y es a partir de ellos que se ha desarrolla

" do el edificio de la clencia 18gica en la cual existen otrae lg
. yes ¥y desarrollos pormenorizados que para un eatudio de la 18.1ie §
" en 81 e@e fuese nucstro objetivo podqemos encontrar en 108 lie-=

bros de texto. Una finalidad en cate tradajo €8 buscar una me=-

Jor comprensidn de los principios expucstos como bacce del méto-
do de reduccién sl adsurdo y en la demostracién indirocta, y a-
asf captar mf{s aproximadamente el rechazo parcisl a este método

por parte del zatositico intuicionistae. Lo cualhacemos en la 41
tima seccidn del capftulo,

De monento diremos que el natemftico intuilcliogjista se rese
tringe en ol uso deli principio del tercer exclufdo cuando ge -«
trata d¢ aplicarlo a la demostracién de exittencia de conceptos
que involucren entidades finitas ya que cstas demostraciones -
&on sucentidles de desarrollarse en uan nfimero finito de pasos y=-
rochazan el uso de este principic de demostraciones que involu-
¢ran entidades infinitas para cllo seglin el intuicionismo es ng

cesario proceder a realizar un nfimers infinito de construccio~-"

nes para demostrar as{ la existencia de un objeto matemfitico, -

-Por ejexplo la de=ostracisn de cxistencia de un ufimero infinito

de nimeros primos, que ol vacio os subconjunto de cualquier con
Junto, el teorema fundamental del dlgebra, ete.
|

Xo aceptan la teorla trnasfinita de conjuntos de Cantor, -
sin embarzo la negacién de la ley del tercero exclufdo ha dado-
origen a una nueva posibilidad con el surgismiento de proposiecig
nes indecidibles, como son el axioma de eleccidn de Zermelo ==
{1904) el cual dice YA todo conjunto 3, cuyos elementos sean —-
eonjuntos no vacios, corresponde al nenos una funcidn £(x) tal
que para cada elemento x do S, f{(x) es un elcomento del conjunto
8. S¢ 1llaza a f en este caso funcidn de oleccidn. O como la con
Jotura deo Goldbach (1690-1764) referente a los nfmeros primos ~

7



en que proponia a Buler en una carta (1742) et era capaz de pro
~ bar la propiedad de que todo nfimero par (exepto el 2 que es pri
Wmo) puede ser representado como suma de dos nfmeros pricos.

ista corriente del intuicionismo matemitico de la cual hee
mo8 sefinlsdo algunas limitaciones de orden metodoldgico gque en
ella 6C kan adaptado por sus seguidores y con relacién a la ma-
temftica clicica que ellos critican, en algunos puntos fundamen
tales, hay que decir que tales criticas no carecen del todo do
razén si tomamos en cuenta que los intuiclonistan han tratado =
de construir una nuova matezitica sobre las bases de construcig
nes que ellos acept?n buscando con ello de encontrar bases 8éli
das para evitar algunas fisuras en los fundamentos de 6sta clep
cia al intentar rescatar a la matemftica de las exageraciones =
del logiciszo y el formalisz=o con que &o Yi6 amenasada a pripel
plos de este siglo ;ﬂn 1a aparicién de parndojas on la teorfa -
de conjuntos, Este i_tento no ha sido estéril como tampoco y en
la misma direccidn sucedid con lasc corricontes logicista con B.
Russell y Withohead a la cabeza y la formalista comandada por -
D. Hilbert. '

-

lekye _lios Némeros Naturales

iiu‘ es o)l ndzmero natural? y éué es para el matemf{tico in

tuicioniata el nfmero natural?. Abordaremos la primera pregunta

a través do un bosquejo de la evolucidn histérica en el desarro
1lo de este concepto hasta la definicién que hoy comnocezos.

. Los orfgenes del nfimero estin dilufdos en el tramscurrir -

de las distintas etapas del desarrcllo huaano, ¢l cual podrfa %

aiciarse desde la prehistoria, Consciderando la mentalidad de --

a8



' tribus salvajes actuales muchas de ellas en Auastralia, otras de

: 1as Irlam del Pacffico Sur, en América del sur o en Africa se -

' ha encontrado que poseen un sentido rudimentario del ndmero, --

' que no facultad de contar, el cual no rebdasa el de algunos anie
males, entre los p&jaros el cuorvo por ejemplo, la abdbispa eoli-
taria etc,, el cual ea muy limitado. A propooito me pernito --
tranceridbir un coso narrado por Tobtfas Dontzig en su 1ibroEL -
NUOMERO LENGUAJE 'DE LA CIENCIA,

“Un terratcniente estaba decidido a matar a um cuervo que-
hatfa hecho ou nido en el mirador de la finca. Repetidas veces=-
hatfa intentado sorprendor al pidjaro, pero en vano: cuando el =
hombre se aproximaba, el cuervo atandonaba su nido para posarse
‘& la expectativa on un &Arbol distante y no volvia al mirador ==
hasta que el hombre se hublera alejado. Un dfa el propictario -
recurrid a un ardid: dogc hombres entraron em la torre; uno que-
dé adentro y el otro salid y se alejs. Mas el pfjaro no ge dejé
engafiar y esperd hasta que el pogundo hubo salido a su vez., Ele
experinento se repitid los dfas siguientes con dos, tres y cua-
tro hombres, pero siexpre infructuosamente., Por fin, cinco hon="
bres entraron en la torre y cuatro de ellos después anlieron.'-
mientras el quinto quedaba adentro. ZIntonces el pAjaro perdid -
la cuenta; incapaz de distinguir entre cuatro y cinco, volvil =
on seguida a su nido™ (8).

t

Por ejemplo, Curr, citado por T. Dantzig, sostiene que al-
estudiar a 1os auatralianos primitivos "pocos ind{genas tienen=
capacidad para discernir el cuatro, y que ningén salvaje austra
liano e¢s capaz de percibir el siete, como nimero de objetos de
un conjunto. Los hombres del Africa del sur no poseen otras pa=
labras numéricas que uno, dos y muchos...™ (8).

Siguiendo con T. Dantzig "Un ejemplo notable de carfcter =
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extremadanente concreto del concepto primitivo de nfmero noz es
t& dado por la antigua lengua Thismshian de una de las tridbus -
de la Columbia Britfnica. Existen en ella siete conjuntos de =«
términos numéricos diferentes: uno para los odjetos chatos y =
los animales, otro para contar personas, Ootro para los objetos=-
grandes y &rboles, otro para las canoas, otro para las modidas,
¥ finalzente otro para contar los objetos distintos de los ante
riores. El dltimo os probablementc el reosultado de un desarroe=-
1llo posterior; loes otros son reliquiac de tiempos antiguos en
los que loo indfgenss no hadbfan aprendido a contar" (8) p. 21.

in muchos pueb%oa antiguos y on distintas 8pocas segfin su~-
grado de desarrgllo se ha encontrado la accién do contar median
te los dedos de la mano como antecedente a lo que llamarinmos u
na técnica de contar., No vayamos nfs lvjos, en la actualidad po
demos observar cémo -~ los nifios do losprimeros afios escolares -
s8¢ les enccfin a cont.r con los dedos de sus manos para que se a
yeden al realizar operaciones sencillas de sumas. Este hecho eon
cuentra una e¢xplicacidn en el campo de la sicologfa y nos remite
a representarnos al hombre primitivo el cual en alguna época fué
su @nuco medio de realizar simples cflculos que le eran necosa=-
rios en su vida cotidiana.

Segin nos refiere T, Dantzig en sBu ya citada obra acerca =~
de 108 vestigios de la operacidén de contar que se encuentran en
", .e.la mayorfa de los idiomas primitivos, acf el ndmero cinco =-
estf represcntado por la palabra wmano,diez por la expresién dos
®manos y ilsunaa veces por hombre, En muchos otros los noabrec =
de 108 primeros cuatro nfmeros son idénticos a los nombres da =
dos a los cuatro dedos..." . (8) i
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: ~ pese a la gradual pérdida del sentido de las palabras afin
éaubsisten 1las™ impresiones digitales " por ejcxplo si compara-
wmos del sdnscrito las paladras pantcha (cinco) com la palabdbra

“persa pentcha (mano),en el ruso la palabra piat (cinco) con o

tra del mismo idioma piast que significa la mano derecha exten
dida. (8), p.25.

De osta manora, ‘cuando el hombre al ir decarrollando y en_

riqueciondo cada ve: mfs su lenglLaje, las palabras fueron suse
tituyendl las im&genes, y los objetos concretos considerados -
como modelos originales, a través do un largo proceso de abs -

traceién fuoron sicndo adoptados como nombres do los nfimeros. =
ElL desarrollo dol concepto de nfmoro e¢s asf un largo preceso --

que en los pueblos primitivos hubo de dorae a través de aparia-
mientos al hacer incisionos o marcas en una vara o algfln tronco
o bien tomar un buen pufio de piledrecillas para hacer correspons=

der por cada marca ¢ piedra um objeto de otra coleccidn (de fls

chas, pleles, etc.) hasta agotar una de lam colecciones o que
s® agotaran lase dos al mismo tiempo,

;ecinnuente en la realizacién de ese aparcamiento estin «_
4mplicitos dos de los conceptos mis importantes dontro delﬂpaEL
samionto matemftico, a sabers corrccpondencia y sucesién, los
cusles constituyen la sfintesis de una experiencia de siglos a
partir de la cual hadrfa de irse formando el concepto de ndme_
re como una correspondencia biunfvoca (aparcamicnto) entre los
slementos de dos conjuntos hasta llegar a ostablecer on formae

- eoncrota y hotorogénea esa nocién-de pluralidad tan caracteris

tica del hombro primitivo, on lo que hoy es para nocotros el -
concepto abdstracto de nfmero como una propiedad de correspon_
dencin de los elementos de una colecciédn al hacor corresponder



corresponder uno ¥y s0lo un nfimero a cada eclemento del conjunto-
que no ea aino la operacidn de comtar., Todo este proceso llega-
rfa a encontrar una mejor expresidn en la India donde con la in

¢ corporacién del cero y la posterior introduccién delos nfnmeros-

por 108 Arabves en Egpafia han llegndo hasta nosotros: esto es,
0,1, 2, 3, 4, S5,...

que conocemcs como nmeros naturales.

1.5. Principio del Tercero Exeluido. Rednceiém al Absurds

El. principio de tercero exclufdo el cupl es uma combinacién
do los principios de identidad y de contradicciém como ya se ha
asentado on 1la seccidn 1.3 anterior, afirma que dada una prope
sicién A, © A es verdadera, o bion, A es Falsa, pero A no puede
ser verdadera y falsa a la vez, ¢ ol fundamonto 1légico del mé-
todo de demostracién por reduccién al absurdo o también llamado
de denostracidn indirecta (12),

Este mBtodo consiste en lo siguiente: dada una proposiciédn
P, la cual queresos demostrar a partir de un conjunto de premi-
sas 8, Si no es posibdle deducir la proposicidn P diremos del =
conjunto de premisns 3, hemos considerado que P es falsa y podg
808 supOner que no-P ha de ser cierta, luego entonces la agrega
BOS COmO una nueva premica m4s al conjunto de premisas origina.
les 5. 51 a rartir del conjunto do premisas SA (~P) podemos de
ducir una contradicciém cualesquiera digamos AA+~~A. Tenexos =
entonces que AP =) AAAsA 10 cual es un absurdo ya que ~sP 86 su’

puso cierta, de donde concluimos que la proposicidn P os verda~
dera.
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Algunos ejemplos:

.- Domostrar que 42 es irracional

Saponganos que 2 es racionul, entoncos o:d.sten dos -

enteros [p, q]=1 tales que /“‘3 de dondc(f’) (P)

por tanto, 2 & 23 =—p p2=s 292 = p? €5 par y onton _

ces p dobhe per par, luego o de la forma p==2m, m & Z.Tene_

entonces que um2== 2q2 s Zna== qZ - q2 €8 par y por
tanto q debe scr tanbién par,y o8 do la forma qm=s2n, D ¢ 2.
BEneontranoc que p , q ticnon el factor comin 2, 10 cual o=

contradice la hipdtesis de que eran irreducldles,

2e= Quo ol conjunto vacfo * es cuvconJunts de cualquicre

subconjunto,

Demostracién: Sea A cuclquicr conjunto, ¥y é el con _
Junto vacfo, Supongamos que ¢ ¢ As Si * ¢ Ay exigte a1 =~

msenos x ¢ ¢ { que no ticne elcmentos ) tal que x{ Ay, 1o

cnal o5 una contradiccién,

. 2 Euclides. Prueba de la infinitud del conjunio de los -
nfincros primos, Suponemos que la hipStecis es falea.
Significarfa emtoncos quo existe un nfmero finito do nd

-, meros primos.

23
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Demostracién: Supongamos que ¢l nfimero de némeros primos

es finito, c5 decir,

2..3l5l7""'?

en donde P es ¢l mnyor nflmero primo. Si construinocs un némero
BE® 2°3+5.7 -+ P4 1 donde B es distinto de les P prinos,

es cloro que ningfinndmero primo P divide a B ya quo ol residy
o siempre @es 1, como B no es primo, habrf de ser divicidle --
por algén nfimero primo inclusco B mismo, el cual no ectf en la
lieta, lo que contrandice nucotra hipStoois de que el nfimero -
de primos es finito.

1.6. COn-tructibilihnd )

Constructibilidad real en matemftica intuicionista signifi
ea existencia del objeto matemditico que 8¢ cgtadblece como exice
tente, de modo tal que el objeto o “construccidm matemftica” =
csea exhidida explfcitarente de acucrdo al criterio deo construce
titilidad, Tal criteric es comsiderado cowmo el resultado de ---
practicar la mateszftica intuicionieta ya que solamente los obje
tos constuidos de erta manera ticnon existoncia matemftica,

Los objetos aef determinados son categéricos, cs decir, --
- constituyen verdades necesarias, universales que no requieren -
Justificacién de su legitirmidad mediante el elnguaje de la 181
ca 0 la formalizacién, pues esto 4ltimo es 80lo la expresién --
lingiifstica para comunicar tales construcciones,

Para ¢l 4iptuicionista la matemitica se inicla a partir do=-
la intuicidn bvisica dol conjunto de los nfimeros naturales 1,2,3,
eee 108 cusles afirma ®on claros a la intuicién. Estos son cons
trucciones originales, osto es, entidades abstractas que nacen-
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de 1a pura isntulcidr y £on ¢l custratc confn a pax;tir del cuale
| se desarrolla toda la matemitica. Para finalizar, decpués de la
expooicién en las secclones precedentes sobre los razgos mids im
‘portantes del intuicionismo desarrollamos a continuacién algu«=
nos ejonmplos de matemfticas conctructivas

J2es un irracional. Ahora se da una prueba constructiva

{
‘ En la seccién 1.5 se demontrd do manera no constructiva que
1

Demostracién: Dado Q:{anl, donde {ad se define como un=

ndaero real igual & una sucesidn raclonal coms

tante.

. Un nmero real & es irracional ai q#r; v red)

2
'2'}1—-qu dado J2={a
[z~ o> 2 ¥ E
2 ‘ B
2 _ a3l L . Supongamos quo 0<'<2 B
' q"' nl> (eu»l)2

para n grande

o | (= g-)> o= G Py~

ulafr )2

[l
i

2 2. '
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1I. DIFERENTES TIPOS DE INTUICION

" 2.1, Intuicién Analégica

Hemos dado una ncepcidn del término "intuicién al inicio -
del primer capitulo on el cual se prepentan ademis distintas -
concepciones de variss fil8sofos y de algunos principales mate=
rdticos intuicionistas. Al referirnos a loc diferentea tipos de
intuicidn se considera que partiendo de la observacién de los8 -
objetos, 0 relacioness entre objeton, crfticas y deducciones in-
tervienen todas las digposiciones de orden sicdlf8gico incluyen=
do los diversos tipos de intuicifn o inducciones gque ayudan a
la comprensidn v interpretacién de los objetos en 5enera1 y oen=-
particular loc objetos matemdttcou. :

En gran parte 'L matemftico no puede apoyar sus razonanien
tos abstractos sobre intuiciones visuales o goométricas que se
apoyan en ellags, dadd que intorvienen las diferencias de tempe~
ramento y previa oxpericencia z£{ximo que en todo trabajo tedrico
80 impone la capacidad de interpretacién y de representacidn al
intervenir un conjunto de ideas reprecentables por medio do sig
nos verbales o visuales., El que en. las fases inicianles del trae-
bajo se recurra al uso de elenentos intuitivos, constituye un =
refuerzo sicoldégico mds que de orden légico, y que en la enge--
filanza matemitica tiene como fI{n generar y corunicar ideas sin
que ellos sustituya al pensamicnto matemftico.

Entre los diferentes tipos do intuicién a los quo ge recu=-
rre-ufs frecucntemente nos referimos a la intuiciédn analégicas
Eate m8todo orienta al investigador en la agnalogfa obscrvada =-
los aspectos do scmejanza y diferencia ontre los elementos, sien
do ecte especto lo primordial del domeunhrimiento, Este tipo do



intuicién sugiere algunas similitudes entre dos mnociones matems

ticas, o

dos problemas, o dos teorfias para lo cual, es necesa==

rio ser guidadosos para cvitar caer en contradiceiones.

A continuaciédn nos referimos a la palabra "limite", respeg

to a la cual establecemos una analogf{a entre distintos usos en

lengua je

y com0 un concepto matemftico.

1) Una persona del D,F, quoe ce dirija al estado de QuerdL

taro, en cualquier medio, on la medida que avanza se va

aproximando cada vez mfc a la frontera o 1fmite con el estado -
sensionado.

11)

111)

En 1la fiesta de cuspleoafios de Jesus, Juan infla un glg
Yo y ante su curiosidad de verlo crocer mds le sigue =
soplando pero ou zacd lo ve y le exclara Juan, jespera
que puedes reventar cse globo! =y le comenta a su ami=
ga- cnsi 1o truena, ya ostaba pacfndoce el limito.

Se trata de una persona con problemas de obdbesidad que-
peca por ejemplo 117.5 Kego., y al c¢onsultar al especia=
lista, este le somete a una diota en la que tendrd que
reducir gradualmente las cantidades de cozida habitup=
les del paciente con el fin de que e¢sto adquiqra BU -=-
“peso normal® digamos de 75 Kgs., Después de unas sema=~
nas de tratamiento, ol especinlista le dico quo ya so-
aproxima a los limiiea de su peso normal, Podemos €x==
presar 1o anterior mediante una idea gemétrica en un -
plano cartesiano en la siguiente figura.

Si consideramos una funcién f, de peso en relacién a -
la cantidad de comida x

2?7
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Canltdad de comida Xn i

Observamos que a medida que la caatidad de comida x dismi-
nuye (tiende) a una' clerta cantidad x,s ©1 peso f(x) se aproxi-
ma al “poso norcal" t(xo)==75 ¥g6es Andlogamente, on ¢l caso con
trario, que estando muy por abajo do su peso tenga que aumentar
gradualmente la caniidad de comida habitual para adquirir su pe
80 nor=al digancs 7, Xgs., podemos obsorvar gue mientras en ol
caso-dd obeso x——;xé.por la derecha, en este caso x—>x, por la
izquierda, de tal =xanera que f{x) &0 aproxiza a t(x°)==75 Kg6e

Matemfticanente en los escritos de Cauchy se cncuentra .la
definicién siguiente de 1lfmite (6) p. 212,

"Cuando los valores sucesivamente atribuidos a una misma «
variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de nane=
ra que llegzan a diferir tan poco como se quiera do 81, este (la
timo s8¢ llams el 1lfmite de todos los demfo."

La cual. expresa con exactitud la idoa intuitiva de l{mite=
aunque es verbal mis que numérica. : i

De loBs ejemplos dados y la definicidn de Cauchy encontra~-

®08 una analogfa entre el uso cotidianc do la palabra lfmit -

————
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con el concepto matemdtico de lfmite ya en ambos observamos la-
idea de aproximacién,

Si recordanos a Arqui=edes (287-212 a.c.) matemftico ge--
nial ¥y gran inventor. De entre sus valiosos trabajos cientf{fie-
€08 mensionamos un canuscrito dirigido a Eratdstenes (2767«19572
8.Cs) €1 cual hoy conoccrmos bajo ¢l tftulo de "El método", hae-
1lado casulmontc en un pergamino on Constantinopla (1908) (5),.
AXlL relata como doscudrié algunos tooroemas f bre curvatura y
cuadratura. En 8) expone up procedimicnto por métodoc geonmétri-
cormecfnicos rigurosos a través do los cuales llegd a descubrir
propiedndes como dreas, vSlumenes, centros do gravedad que dese-
pués demostraba rigurocamente con recureos puramente goombtri--
cos (cfr. 2%).°

Puede decirse Lue en T) Mé&todo, Arquimodes on ciorta forza
relata parte del pr. :eso montal que consiste en un método-mecd~
nico aplicado por &1 en sus descudbrimientoe pero que no monsoio=-
Ba en ous escritos cientfficos . (cfr. 1 ) Reproducimos lo =
qQue en una parte de la carta, previa a loo lcmas ¥y proposicioe-
nes naternfticas relata. (...Por otra parte, reconocidndote, co=-
w0 ya he dicho, un estudioso y oxcelente macotro de filosoffa y
que eabes apreciar, llegado el caso, lae investigacionos watemf
ticas que se te presentan, he pensado en exponerte e llustrar -
en este mismo 1libro la naturaleza particular de un método que =
te permitirf eventualmente adquirir con clerta facilidad, propo
siciones matemiticas mediante consideracionee mecdnicas. Por lo
ddends estoy convencido de que dnte ndtodo mostrard tazbidn su
utilidad en la demsstracién nisma de las proposiciones, pues al
gas de ellas que a8c toraaron para mi cvidentcs primero modiante.
este pmétodo mecAnico, las demostraciones de inmediato por la ==



goeometrfan, pues la investigacidn medisnte este m&todo no compor
ta una verdadera dezostracidn. Pues cin dude co mfs f£4cil encon
trar la demostracidn después de haber adquirido con éste método
un cierto conocimiento del asunto, que buscarla ein tener ¢ono-
cimiento previo alguno) (cfr. )

Vemos que para Argquimcdes ol método de procedimientos me-
cdnicos constitufan una bdase de exploracidn de teoremas y no de
pructa matezmftica deda la naturaleza del espiritu griego, rea--
cio a la aplicacisn empi{rica-oxperirontal, .

En particular cl materdtico ademdc de intuir tanmbién se en

'!renta a la solucidn de problomas y a la nocesidad de verificar
sus 1ntu1c10nea. Desde luocgo teniendo siempre cn mente no cone-
fiar absoiutamcnte en la intuiciédn ya sea de tipo heuristico o
conjetural, pues ac~ptar oin prucbas la verdad de nuestras in--
tiociones puede resi.tar contraproducente, pero aplicar nuocetra
intuicidn bajo la poeibilidad de su certeza, es m4s razZonable =
por ejemplo Arqu{mcdoa (287-212 a.c.). En resumen, es natural -
que la etapa inductiva“preceda la fase demootrativa =o mejer di
¢ho, constructiva-. Esto es, primero intuir, lucgo demostrar. -
Conlcuiremos dicicendo que en el proceso inductivo en un primer=-
momento adquirimos un conocimiento parcial do los objetos indi-
vidualizados y a partir de ahf en una ltima fase abordar otro-
nivel de conocimicnto sobre una clase de objetos al ostablecer-
su dermostracidn general de una clerta propiledad.

202+ Induccién

En téruminos generales la induccién se concilbe como el paso °
do lo particular a lo general., Miso procisamente, un razonaniens
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to en el que a partir de proposiciones particulares se infiere-
una proposicidn general cuya validez se deduce de la validez de
las primeras (9). En lns eiencias experizmentales la induccién -
se considera como un proceso de sintcsis de observacionos y ex-
perimentos aislados a través del cual llega a establecerse un -
principio © una ley general, por cjemplo la ley: de graviiacién—
universal coro una sf{ntecis de observaciones de la cafda de los
cuerpos hacia el centro de la ticrra. El experimento de Galileo
del deslizamicnto de un cuerpo sobre un plano inclinado ete, EL
grado de certeza de la induccidén cmpirica llega a. estadlecerso-
dopendiendo del nimero de observaciones particulares y de con--
firmacién del fendmeno (7).

En esta ctececidn nuestro interés reside en estudiar la in--

.duceifn desdo un punto de vista de la ensefianza de lns matemfiti

eas, tomando en cuenta la naturaleza heurfotica de este tipo de
razonamiento ademds de la importancin que ticne en sus aplica==
ciones dentro do las matomiticac como método de dewmostracidén de
proposicionces de las ramas que se tratan de explicar en térmie-
nos de los nfimeros enteros, pucs basta considerar lo esencial -
que resulta cn el estudio y denarrollo de la aritmética.

La induccién como un modo de razonamiento baeado en la Obw
sorvacién de hechos particulares conforma un proceso a través -
del cual eoc pooidle idoentificar ciertas regularidados dol fenda
meno por medio de las cuales podomos llegar a enucilar o estp-=
blecer una idea general o una hipdtesis en la cual se plantca =
un hecho que puede ser muy general. En clerto modo permite adiw
vinar cufl debe ser scgfin todas las apariencias, la solucién, =
como sefiala I.S. Somineki (16). Precisamente en esto hecho se =
revela el nspecto hoeurfstico-intuitivo el cual esta implicito =
en el procesc mismo de observacién mediante ol cual os posible-

b3 8



. captar m&s5 clarazente alguna propiedad o regularidad del fenémg
: N0, con visos de generalldad. Hay que declir que al proceder in-
; ductivamente podemoc llegar, tanto a caclusiones vilidas, o co-
: RO en otros casos a conclufiones no vilidas., Lo esencial empero
e8 la riqueza heurfstica implicita en la accién orientada a de=
terminar una nueva propiedad general. Lo anterier se precisa mg
Jor con algunos ejemplos de inducciédn no plausidle y on seguida
otras de induccién admisible

1. Si consideramos las sigu. lentes proposiciones particula

res de la sucecidn que inicim en 125 en la siguiente -
forma ’

(1) 125 es divisible por S5 esto es, 25 X S =125

(2) 130 » " "5t " 26 x 5=130

: () 135 " ms w22 x5m3s )
: (4) 140 v " " 5 " 28 x 5 =140
(5) 145 = " "5 % 29 x5=145

de las proposiciones 1), (2), (3), (4), (5) odbtencmos-

la proposicién, todos los numoros de tres cifras que ==

‘terminan en 5 8 O son divicibles por S, y si de aqul --~

concluiros la proposicidn genmeral, todos los nfmeros de

. ! tres cifras son divicidles por 5, tal proposicidn es fal
BRe

2, L, Fules (1707-1783) estudid el sigulento trinomio -

;2*-x-+u1. (16). Si x la sustituimos sucosivamente por-

los enteros no negativos 0,1,2,3,..00,14,..0tc,, obtone
rocpectivamzente



o°+o4+41=11 524 5441 =71
1%4 14 41=43 64 6+141=83
raur=47  P47441=97
3P4 340153 824 84141 =113
WBan+i1=61 9249441 =131

33

1024 10 441 =151

11%4 114 1 =173
122+ 124 41 =197

1324134 41 = 223
1424 14 $41= 251 ete.

los nfimeros 41, 43, 47,...,251 quo son primos, . Podriamos infs
rir que i continuamos sustituycndo a X por los enteros sucesie

vos siempro vamos a obtener un nfzero primo?, veamos, para

x=15, 15°4 15441 =281
x=16, 1624 1'64-:.1 =313
x =17, 17°4 17441 =347
x =18, 18%¢ 18441 == 183
x=19, 19%415+41 =421

ete. . -

x =20,
x=21,
x=22,
x= 23,
x=24,

Todo parece indicar que as{ es, pero al

qué sucedo

20%4 204 41 = 461
21%4 21+ 41 =503
22%4 224 41 = 547
23%4 234 41 =593
244 24 4141 =641,

llegar a LO veamos

x =40, J..OZ+ LO4 41 -.—.:168'.:1.12 0l cual c3 un ndmero comes
puesto. Encontrazos pues 40 cacos particulares vdlidos pero
inmediatamente despuds cuando sustituimos x=40, no se cum
Ple 1o que parecfa ser un procedimiento general para deter

‘minar ndmeros primos,

3.= Este otro ejemplo dado por I,S.

Somiski on su ya cita-

da odbra (16). Si en la expresién 991n2+1 sustituyendo
. n cucesivamente por los naturales 1,2,3,... & Podrfa--

mos obtener ol cuadrado de un nfmero? { Por ejexplo, =



realizando sucesivas sustituciones

991(1)°+ 1 =992 no

 991(2)24+1=3965 no ’
991(3)°+1=8920  no ‘. o
991(4)2+1=15857 1o o ’

-

991(19)%4 1= 357752 no
991(20)%4 1= 396401 no

-

L d
Parccerfa que Janfc obtondrfazos el cuadrado do un nd
mero, no obstante que dedic{ramos muchos dfas o meso:
tal vez hazta ailos poro, esto no es razén para dedu--
c¢ir que ningfn nfdmero de este tipo am un cuadrado, -
bien pucdo tratarse de que el valor mfnimo de n para=

’ que 991n°+ 1 sea un cuadrado, sca muy grande. Tal he-
L ) cho sucede efectivamente para

L nsl2 055 735 P90 331 359 4k? LL2 538 767.

i ibs ejo=plos anteriores nos aclaran algunos puntos, por o=
Jepplo nos ilustra cSmo, aplicar la induceidn con descuido obts
nemos una conclucién ein valides, Los ejomplon 2 y 3 rceultan‘_
interesantes, aasf{, en el 2 el proceso inductivo es v£11do para-

{ un nlmero finito de caeos, mientras que en el 3, bien pareciera

que jards podrfamos encontrar un valor de n tal que un nfimero -

¢ tipo 991n2+-1 fuera el cuadrado de otro, sin embargo llega a ==

—
LN



cumplirse para un znorze valor de n. Se trata de inducciones in
conpletas cono sucede en las ciencias experimentales. De estos-
ejemplos deducimos lo siguiente:

~ So muestra claramente quo en muchos cascs la intuicién -

que tencmos a gerca de la posibilidad de lo que parecie-

ra llegar a Gor una idea general -en que ge dé un compor

tamionto regular- eslimitada, y que la induccién apoyada en nu-
eatra intuicidn como recurco dedbe realizarse cuidadosamente,

- La 1ntu1c16‘n'constituyo, on todo caso up recurso iopor--
tante, do valor relativo, mcdiante el cunl nos ayudamos=
a visual}zar ¥y deducir algunos resultados, 108 cuales -=-
han do somotorse a prucba parn verificar su valildez,

A continuacif®n prescentamos un ejJemplo en el que 60 zues~
tra una induccién co pleta. Si consideramoc el cuadrado de cada
némero do la sucecidn de enteros no negativos 0,1,2,3,... tene-

RnoS

o2=o0 e 1222121

2 : 1-0=1=2(0)+1 2 s L44=121=23=2(111

1°=1 12%= 144

é2=4 ; lo-1=3=2(1)f1 '132=169 ; 169=-144=25=2(12+1

2 3 I-4=5=2(2)+1 2 ; 196-169a2722(13)+1

3 =9 14°=196 ]

> 3 16=9:7=2(3)+1 2 ; 225=196=29=2(14H1
=16 15°= 225

2_, 125-1609=2(4) +1 L€ 2e6 ; 256225=31=2(15M1

52- 5 ;56-16=ll=2(5)+1 2— 2 -~ 3 289-256=33=2(16)+1

6= 36 17°= 289

72 49 $49-36=13=2(6)+1 182 324, i 324-289=35=2(1711
= -

2 164-49=15=2(2)+ 1 2 ; 361-324=37=2(18)1

8= 6y 19°=361 :

i81-64=17=2(8)+ 1 ; 400-361=39 =2(19)+1

35



2= 81 20%= 4,00
1100=81=219-2(9)+1 > $ L41e400=41=2(20)+1
103100 212z 441
- .3121-100=2152(10)+1 : ete.
1nzi121

i

Comparando la diferencia entre el cuadrado de un nfimero y-
¢l cuadrado del anterior, coxo se puede ver en la tabla anteri-
or, tales diferencias,son un subconjunto -el de los nfmeros ine
pares positivos-, Ademds cada una de estas diferencias es rese-
pectivamente el doble producto del nfmero anterior en la soriee
original mic 1, por ejemplo

17="—92-8a y 17=2(8)+ 1 onto sucede rcgularmente
en cada caBo como puede observarse, Intufmos que si n cindn diea
ferecnia ontre dos cuadrados consocutivos agregamos ol cuadrado
del menor obtenexmos ol cuadrado de su sucesor, por ojemplo

1?7+ 82= 17+ 64=81 =9e. Seguimos obgervando que ese

to sucede regularmente en todos y cada uno do los casos que pe
puestran, Por ojemplo ol (ltimo

4L+ 202.—.. 4l+ 400= qz.1==21a. Hoo vemos tentados a su-

poner que csto puede sor vAiido =mfis en general. Lo haremos con
elementos de sogmentos mds adelante, Por ejemplo,

1258=15625
2 ; 251 =2(125)+1

1262=1587¢
; 253=2(126)+1

1272 =16129
> ; 255=2(127) + 1

128“=16784

36
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387%= 149760

- ; 775=20357)+ 1
388%==150544 -

- s 777=2(388)+1
389%=15%51321

> ; 779=2(389)4+ 1
390T==152100

Observamos que las diferencint entre dos cuadrados consecy
tivos siguen siendy ndmeros impores sucesives y que en cada ca-
80 la diferencia e¢s8 ¢l doble prqducto del nfimero anterior en 1la
secosidn original mis 1, y ademds que s a cada diferencia, 1le

. magregamos el cuadrado del nfzero antorior on la sucecién obteng

08 ¢l cuadrado de su sucesor, Lor ejemplo,

251 +125%= 251 +15625=15876 =1267
253 +126% =253+ 15876 = 16129=127°
255+1a73=255+'16129.—.-16331.=1382 etc.

de lo anterior podomosn exrepcar la siguiente conclueién
54 a, b son dos enteros connccutivos mayores que cero, en--

tonces bzz aa

+ 2a-+1, Vamos a onsayar con cualesquiecr ndmero,-
por eJemplo
84 b =35428 deltoremos verificar que
i
(35428)2 = (35427) %4 2(35427)+ 1=

(35428)%1 255 072 329+ 7085441=1 255 243 184
1o cual se verifica al realizar ol producto (35“23):".

Podemos entonces establecer la expresién a2+ 2zl =(adg 1)2’

-



mediante la cual corocemos clerto ccmportamiento entre los cua=-
drados do némeros crnteros concecutivos mayorss quo coro, esto =
€8, que el cuadrado de un entero b>0 cualesquiera c¢s su nfimero
- anterior mfs uno al cuadrado o sea bo= aad-aa-f1-=(a-rl)a y es-
ta f8roula es bien conocida por cualquier estudiante de la ge--
cundaria.

Queda una pregunta, gca clerta enta propiedad en general?
pues el proceso pucde extenderse en una infinidad de casos, ==

équ& nos puede® ‘garesntiZar que se cumpla para todes?, Responde=
mo& e esa pregunta 2n el sigulecnte apartado,

H

|
2,3, Principio do Induceiédn Complota

.

Maurolico (1494=1574) fué el iniciador del llamado método-~
de induccidn comple’a perfeccionado en ¢l sigulente eiglo por =
Jeace Beornoulli de .a famildlia de natemitice, Segén nos refiere
Francisco VYera (17) p. 151. Este método consiste en el hecho do
que podemos considerar a todo nfmero natural comro suma de unida
des pues partiendo del cero co forman todos los ndmoroé naturae
les por adiciones sucesivas de la unidad, de manera que al veri
ficarse una propioedad para 1, y si o supone vordadera para ~--
cierto valor, pasamos a demostrarla para el siguiente, y asf la

habremos demostrado para todos los valores,

En matemiticas, para afirmar la validez general de una prg
posicién recurrimos a veces al llamado método de induccidn matg
wmitica el cunl se basa en el principlo deinduccién completa, os
te consicte en lo siguiente: Una proposicién ea vAlida para to=

do nfmero natural n s{i,

a) es vilida para n=1 (base de induccién)
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b) Suponemos que sea vilidad para n=k (hipftesis de ~
induccién o paso inductivo)

¢) Y hemos de demostrar que es vdlida para n= kel

de manera que una demostrncién basada en el principio anterior-
la llamamos demostracidn por el método de inducciédn matemftica-
Yy bajo ¢l cumplimiento de las condiciones sefinladas habremog ==
gstablecido que-la proposicién es vflidad para todo ndmero natu
ral n. .

Debe decirse que 1a expresién "induccidn matemftica" corros
pondo a una asocincién con loc razonamiontos inductivos en lase
ciencins empfricas, naturales (y sociales), en las cuales la in
duccién es incompleta, ahf, las sintesis elaboradas son el nds-
fiel roflejo de¢ manifestnciones de pucesos o fendzmenos obscrvae
dos, y estudindaa &. 1 regularidades que se repiten en un ciorto
procoeso,. De la observacién y estudic do esas regularidades ==
-gionpre en némero finito- 1ll€gase a establecer principios o 13
Yoo para explicarnos el fendmeno, dec aqui que ce considoren ine
ducciones inconpletas.

fn la induccién matemdtica on todo caso se comprueba la
base inductiva comc un caso particular, el siguiente, paso in-=-
ductivo, 68 una proposicién general que no requiere de hipdtc--
sis particular alguna y cse denmuestra de acuerdo a los rigurosos
patrones de razonamiento deductivos, de aqui que la induccidn =
satemfitica se concidero una induccidn completa. Es un método de
demostracién matemftica csenclal para la demostracién de teore-
mas en aritmética y tambdién en otras ramas de lac matemfticas =
quo esten fundadas sodbre la aritmética de loec nfimeros naturales,



como la teorfa de los nlmeros raciocnales o los nfimeros reales o
tal vez dcmostracién de teoremas de naturaleza geométrica y o=--
tros atendiendo a su contenido (16).

Fn resumen, la importancia de la induccién matemdtica se =
‘rovela er su naturaleza constructiva y heurfstica como ya vimos
en el apartado anterior de esta seccién, que se realiza en el -
paso de uno o varios objetos particulares a nuevos objoetos, me=-
diante una o varias operaciones, lo cual puede considerarse como
base de un zétodo inductivo de definicién o de demoatracidn.

En geguida tenumos algunoc ojmplos en donde se aplica la-
inducciédn natoenftica.

-~

l.= Encontrar la suma de los dngulos 1interiores de un pow
1fgono do A lados. (no neccoarinmonte convexo)

Solucién, Eh principio sabemors que la cuna delos &ngu-
los interiores do un tridngulo es 1gual a 180° y que -
la cuma de los &ngulos interiores de todo cuadrildtero
en 1gual a 360°, pues todo cuadril{tero puede aer divi

dido por dos trifnguloc. (fig. 1)
B A B

|

[ [y c

Fig. 1

Suponganos domestrado que para un polfgono de Il
lados, donde k<n. La suma de los dngulos interiores-



e8 (k-2)180° y considérese un polfgono de n lados =
eualecquiera Ays Apyeee Ay o0 la _‘figura
"‘I

Auis

Ansy

Trazando en el polfigono (fig. anterior) 1la diasonnl
Ay A, que lo divide al polfgono de n lados en dos
uno de k lados y otro de n~k 2 lados

Por hipétesic de induccién, la suma do los £ngu=-
los interiores del polfsgono de k lados es (k-2)180° y
la del polfgono de n-k+2 lados c¢a [(n-k*Z)-Z]lBOQ.:

(n-k)180° de donde obtencmos que la suma de los Angue-
108 interiores del polf{gono de n lados es

(k=2)180°+ (n~k)180°%= (n-2)180°.

} 2.- Demostrar quo

e le212.3 3.4+ .....f(n-l).n Q—L—l—i——L- n-1)n{nt)

3

Solucién, para n=2

A' l,~ 1.2 :-l-i%i- base de induccién




—"

2= S1 1.2+ 2,343 44... .+(n_1)_n.—§n-1zr}l(nf1)

hipStesis de induccién,
3.= Por Demostrar que se cumple para ntl.
Tencmos

1.24+2,34+3. 4% ... +(n-1).n n(n 1) -(n—'lng—u—tui-n(nfl)

1
1

(n=1in{ntl) + 3n(nel)
>

T

ﬁ n{n+)((n-1)+ 3) _n(n—e-l)L.r:le
3 - 3 ¢

con lo que ce terzina la domostracién.

V-

e
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III.-LA IKTUICION EN EL QUZHACER MATEMATICO

3.1, Papel de la Intuicidédn en el Quehacer Hatezftico

En un sentido amplio, la expresién quehacer matemdttco 1la
conslderamos dnda en varios tipos do actividad, principalmente
la investigacién en el terreno todrico y de aplicacién asf cg -
mo el do la ensefianza dc las matemdticas. Intentaremos en este
capftulo mostrar brevemcente algunas ventajas a la intuicién co_
mo rocursi heurlstico asf como sus limitaclones que tiene en las
ma terStican.

Los profesores que nos dodicamoo a la onseflanza de las ma-
temfiticas en ¢l nivel medio - Colegio de Ciencias y Hunanidandes,

.Colegio de Bachilleres o la Escuela nacional preparatoria - asf

como ¢n los princros afios de una carrera quo cn su plan de estu
dios incluyo cursos de matomfticar, cnfrentamos la necesidad de
que los objetos que ensefiamosn~ concoptou,Adetinicioneu, demos =
traciones etc.,- cean cozprondidos por los alumnos lo mis clara
mento posidble. Para tal fin, nos auxiliamos del empleo de dever_
808 clomentos como som; expresiones o giros del lenguaje famili
ar al alumno, figuras, analogfas con algunos conceptos matomfti
cO8 U 0otros objetos a veces de muy dictinta naturaleza de 105 =«
conceptos que estudiamos, procedimientos heuristicos . Todo es_
to como recurcos intuitivos cuya finalidnd es destacar lo mis =
importante de los objetos que se prosentan,asf que ¢l alumno se
sicnta estinmulado a experimentar la obtencién de resultados con
Juntamente con el profesor. En el nivel medio superior encontry
mos que tales procedimientos constituyen casi siempre lo que dg
biera ser el paco previo a un tratamicnto mis abstracto, Seo con__
sidera asf en razfn de quo en eose porfodo do transicién-el sal_
to del nivel medio al inicilo de la carrera- ¢s una etapa forma_



: tiva a la que le sucede otra quo podemns conniderar formativo-in
: formativa, de consolidacidén do macdures del alumno para adbordar =
' procesos de formalizacidn mfs complejos.

3~ 26 chrfﬂ’tica

En la actualidad podemos decir, la heuristica sBe concibe «
como un modo conciente de¢ comprondor mejor un m8todo que nos con
duzca a la solucién de prodlemas, csto oo, de las operaclones -
mentales tfpicamente fitiles en este proceso, toniendo prosente =
el trasfonde 18g1co asi como o0l sicoldgico. Es decir, on la ox_
periencin quo obtencmos de la rosolucién de prodlemas acf como
de la observacién de los nétodos aplicados por otros, 80 conc_
tituyo una base cobre la cual ne construye la heurfstica.(13)

En un proceso asf. como dijera G. Polyn hay que buscar los
® puntos conruncrt de las diferentes rcaeras deo tratar los distin
tos prodblemas y deter=inar lucgo 1zt caracterfisticac gonerales
independientos dol tema dol problema ', de manera que al reso_
vbr uﬁ problema es importante concldernr dictintas variaciones
como el anflicis y la cintesilc de sus cleomentos, referirnos a =
la definicién de algunos de cus términos, utilizar lo6 rocursos
que ofrece la generalizacién,la particularizacién y la analogfa
etce. .

£

En esta bidsqueda s¢ cncuentra implfcito lo que llamarcmos
un razonamicnto heurfstico mediante ol cual podemos darnos ===
una”bace razonable en una varlusacién en una bnse de confianza'e
1o cual constituye el papel fundamontal de esto tipo de razona_
miento. (I3) Pp-1o1-114 '
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En ¢l razongilento heurisiico latconclusion® que 8¢ obtiene
no es determinante, es decir, que se considere completa,sinoque
"examinando la factibilidad de la conclusién, octo so0lo hace mis
admisibles las premisas, lo cual proporciona cierta seguridad
- para una mejor aceptacidn de éstas, por ejemplo, en un razonami

ents hourfstico, digamos ;

A =bB . Premica
B Prenisa
A '; " conclusién mis factible ™

t
micntras que en un razonaniento denostrativo 1la conclucidén queda
completamente diterminada por la maturaleza 1ldgica de las premi

sas, por ejemplo;

Modus Tollens ; é Silogismo Hipotético

A = B Premica . A ==p B Prexica
~B Premisa B ==¢ C Premica
~A Conclusién A =dC Conclueién

observanos puos que la"conclusién® en un razonamiento heurfistico
es diferente de las premisas en su naturaleza 1égica, mo corres

ponde mis quo parcialmento a la base cobre 1lam cual descansa la-

"conclucién', quedando unn parte no cxpresada en razones tal vez
ein formular lo cuzl conlleva a un exfmen de la hipdtesis,

La importancia del razonamionto heuristico pecse a su natu~
raleza no demostrativa, si se comsidcera desde ¢l punto de vista
de la demostracién l8gica pura, radica en la visualizacién do -
caminos posibles a segulr en los problemas por resolver o pr do
mostrar basfndose tanto enm 108 conocinientos que adquirimos, ya
asinilados o en proceso de aprendizaje,



Es posible que no captemos el cbjeto, o sus relaciones con
otros objctos en una primera intuicién pero intentfndolo y de-
acuerdo con el éxito obtenido y despufsc do varlos ensayos y mo-
dificaciones acieatendos por la observacién o conducidos por la
analogfa podcumos lograr upa intuicidn mis satisfactoria ..

Creemos que on los pirrafos canteriores se oxpresa una idea
en términos generales come parte del proceso que conunmente ce-~
vive en lan actividad de la encefianza de lag matemfiticas, enten_
diendo que tal proceeo es on cierto modo una reproduccidn do de
sarrollos en gestacidn de csta clencia y quo oc ahf ‘donde ee re
vela la importancia del razonamiento hcurfstico, ademds esto ti
po de razonamlento pese a su naturaleza intuitiva no es contra_
dictorio con el razomamecicnto domostrative, sino complementario.

3e3. Vontajac y Limitacionos

El razonamiento plausible como un razonanicnto de natura
leza intuitiva, so considora wfo como un recurso de naturaloza
heurfstica y no como un argumento que apoye al intuicioniszo ya
quo las matemAticas no eon precisamonte visiones o Juicios aje_
nos al anflisis o que no requicran de ser somprobados, Como una
4lustracién de lns ideas expucsntas nos renitimos a los ejcmplos
proporcionados en ¢l capftulo II,

'A continuacién se dan algunos cagcos on que la intuiciéne
86 ha mostrado limitada

a) En este primer caso £e trata de un trifingulo rectin--
gulo isedcoles cuyos catetos tienon um valor de 1, (vor Fig.,)
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Sabomos que la 3|h1potcnuna BG=J 2 . Al construir do B a C
una 1fnoa quebrsada en foroa de escalera y dosighando por L sue-

longitud, el adoptamos como altura de los peldaiios % ,v-}; %’-
»

etc., nl doblar 1nde"t1nidancnte el ndmero dc poldafios, la 1fe
nea quebdrada tanderi a comfundirse qom la hipotenusa y su len
gitud L, ticndo aparentemente a {2 . Sin embargo el resultado
ens falco ya que L = PA4+AC =2

b) Ecte cjcmpo debido a C. Wolertrass, ful comunicado on
una carta (1874) o Du Boigp-Reymond. Se refiere a la construc_
c¢i6n de una funcién continua y oin dorivada ¢n ninguno de sus

puntos, exprecada en la siguicnte rogla:
-0

n
F (x)= z b Cos (““"x)

' n=o
donde x es una variable real, a entero impar mayor que 1, b
una constantc positiva monor gque 1 ¥y gﬁ)l-l-glr e La serie

4?
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es uniformemente convergente y define asf una funciédn continua
«(6) py 355-56. Wos permitimos cn seguida una 1deas esquemftica
debida al matomftico austriaco Hans Hahn presentada en el Cir-

culo de Viena en abril de 1954 en un artfculo que intituld ---
" La Crisis de la Intuicién ".( ) p,209

i

Iniciamos con una €igura simple conseistonte en unn linene
quedbrada ascendonte y descendente

recoplazando la lfnea ascendente nedianto una 1lfnea quebrada en
seols partes, que asciendan primero haafa 1la mitad de la altura-
de 1p 1fnea original, doscicndan de nuevo hasta abajo del todo-
se elevan despuls hacta 1a mitad de la altura continuando hasta
1a altura total, bajan de nuevo hasta la mitad de la sltura,

y
finalmonte, 50 elevan una vez nmfs hasta la altura total como se¢

ve en la siguiente tigura
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Reomplazando la lfnea doscendente mediante una lfinea quo -
brada con ceis partes semcjantes. A partir de esta figura de do
ce segmentos rectilfneos procedemos reenplazando de nuevo cada-
segronto mediante una lfnoa quedrada de seis partes, obteniendo
asf una figura de 72 segmentos como oe ve em la sigulent.s fig.-

WM P

|
A \ﬁ\/\ﬂ

La repeticién del proceso nos lleva pues a una figura cada
vez k&5 complicada ¥y que tiene la. propiodad sefinlada en princi-
pilo. La naturaleoza de este tipo de curvas puede decirce escapa-
a la intuicién, Solo medinnte el anflisis 18gico podemos perse_

guir a un odbjeto asf hasta ocu forma final,

-~

¢) Eate fltimo ejemplo que debomos al matemftico polaco =-=-
W, Sicrpinski quien en 1915 doxzostré que existen curvas en lage
que todos sus puntos son de ramificacién, el cual se define di_
ciendo que &1 la frontera de cada uno de sus entornos ardbitrari

amente pequefio tiene mds de dos puntos en comfin ¢on la curva. =
Consiste en lo siguiente., Consideremos un tridngulo equilfteroce

-drgcrito cn otro trifngulo gquildtero y-tal que el imnterilor del

tridngulo inscrito ha sido suprimido~ indicado por rayags- 6l ==
continuamoe haciendo 1o mismo. en las dreas restantes como puede

i aprociarse on las figuras sigulientes

1
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Los puntoe dol trifngulo original que van quedando decpubs
de o868 procoso infinito de suprocionos forman uma curva on la =
que todos susc puntos a excepcidn de los vd?ticea a, b y c son
puntos de ramificacidén, Una figura e¢n osas condiclioneo si la ra
torcemos de tal manera que los tres .vd?ticou del trifungulo so-
unan en un punto dnicc obtendrenos entonces una curva tal que -
todos sus puntos son de ramificacidn,Consideramos que los ejom<
plos anteriores nos nuestran lo ongafoso que resulta confiar en
la intuicién.
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IV,«IRTUICION Y RICOR MATEMATICO.
4.1. El1 Rigor en las Matenfticas

Doesde un punto de vista del desarrollo histérico d¢ las nw
tepéticas, en la época de 1los griegos (S.V a.c.) al descubrirsec
la inconnensurabilidad de glgunas nagnitudes geowétricas, por -
ejemplo, que la diagonal de un cuadrado no es conmensurable por
una partec alfcota del lado del cuadrado., Ademis el decaimicnto-
que 86 daba en. la cocuela pitagorianam on particular, podemos de
eir que oo prescnta la primera crisio do las mgtem&ticns.

Posteriormente a principios del siglo XIX, cuando Welere--
trac indcpendientenente de Polzano, encontrd la teoorfa de 1fimi-
tes en relucién a una teorfa aritrética de irrscilonales, conce-
bida por 61 misxzo y por Dedekind, Héray y Cantor, tiempo guu se
considera como de la iegunda crisis on los fundamentos de las -
matcziticas la cual llepgd a superarse a través de A. Cauchy, al
reemplazar los infinitesimgles por 6l n&todo de limites allf --
por los afies do 1860-70. Se penod entonces que lao matenfticas-
habrian quedado ac!f cstablecidas sobre tases totalmente sélidas,

Aproximpdamente en 1800 comionzan a surgir suriaé proocupa
cioncs a consccuencia de la falta de zds claridad on algunos --
conseptos fundamentales como el de funciédn, lfmites; derivada,-
integral, otc. . . -

A8f, on 1826 cn una carta que Abol dirigié al profesor --
Christoffer Wausctoin se quejaba do ..."2a tromenda obscuridad -
'que uno encuentra incuestionabdblcmente en el anflisie" (11)

51



Va ki 1 s e

o ———.

"Independientemente de la polénica cucitada entre Newton y

Ldibnitz'por_el descubrimiento del cflculo de¢ fluxiones, ellos- .

mismos estaban ineatisfechos con su explicacién de los concep--
tos fundamentales del cdlculo, por ejemplo la promesa queé algu;
no vez Lelibnitz hizo a Hygens ae vcivor a empezar haciéndo todo
como o5 dedbido, aunque nunca lo hizo (2) P. 295. 51n e;bargo -
anbos empozaron a recibir criticas como la formulada por el f4-
8ico geombira holandeoz Kievwentijt (1654-1718) comtra la falta-
de claridad en los trabajos de liewton y la existencia dudosa de
las diferenciales de orden superior de Lelbnitz., Critica la ing
xac¢titud do despreciar las cantidades infinitesimales en Newton

Barrow y Leibnitz y Jjuzga oBcuros y peligrosos sus métodos del
cdlculo (6).

El francés Michel Rolle (1652-1719) quicen em su critica =
sopgtonfa que los nuevos métodos conducfan a paralogicmos, y que
el c&lculo ‘estaba lleno de ellos.

El f116s0fo G. Berkley (1685-1753) observaba una concope--
ci8n vags d¢ las fluxiones como proporcionnles a loo crecimien-
tos evanescentes, la existencia nisma de estas cantidades infi-
nitamente pequeias. AL, en 1734 en su obra de Analyst, eoste--
nfa que al sustituir x+0 en lugar do x en =® y hacer que en ol
paco final dosapareciera O, para obtcner la fluxién de x", es -
un cambio ¢n la hipftesis ",..porque cuando se dice que los ine-
ercmentos no valen nada 0 que no hny incremento, la suposicién-
antorior de que los elementos valian algo, o de que habfa incre
montos, queda destrufda y sin embargo, se roticne una consecuen
eia de aquella suposicién, es decir, una expresién obtenida en
virtud de la micma® (3) P, 259, Si tales crfticas no fuerom tan
fruct{feras al menoe 6f odligaron a 105 autores a cer mds aten=
tos a 1las bases 14gicas,



C. Maclaurin (1638-1746) con cu tratado de fluxiones publi
cado en 1742 marcé el mayor grado de precisién 1d8gica alcanzado
en Inglaterra on el siglo XVITI, A su muerte (1746) y la de --
John Bernoulli en (1748) terminaron los que fueron los @ltiros-
discfpulos directos de Newton y Leibnitz (6) P. 182. La siguiecn
to época cotuvo dominnda por L. Euler quien fuera discfpulo de-
J. Bernoulli y por el matenftico francos D'pAlambert,

L. Euler (1707-1783) es quicn primcramente realizé esfucere
208 por esclorecer el concepto de funcidn, este concepto de ==
funcidén conicnza con las prinerac relaciones entre dos varia---
bles y sogin nos narra E.T. Bell ce remontarfa hasta ¢l comiene
2o miszmo dc las matendticas ontre los Babilonion y los Ejipcios
(3) p. 191, Al indclo de opu Intiroductio Fuler dofine la funcidn
de una cantidnd variadble como una “"expresién analitica" formada
de cualguler zmanera con esta cantidad variable, partiendo de ag
te concepto ¥y a travéo de un octudio dictemiAtico do todas las -
funciones elementales realiz$ contribuciones a la toorfa de cur
vas planas, Por ejemplo, al esntudiar las cénicas dec una manera-

minuciona lo realiza haciendo uso de las coordenadas rectangula’

reo y oblfcuas y quiz& por primera vez on 861 s8e cencucntra una -
exprecién annlitica de los cambios de coordenadas. Después pre-
sonta un estudio general de las propiedades de las curvas como-
con; su forma, singularidades y curvatura (6) p. 208,
i

_ Con reforencia a las bacos l6gicas dol cdlculo, sus ideas-
eran muy elexentales, fundamcntalmente descansan on una concep-
¢ién formul y operativa para la obtencién de rosultados, quizfe
es la razén por la que pretendi$ suprimir las sospechas que pe-
caban sobre ¢l cdlculo al considorar que nociones como “"infini-
tamonte grande"™ o "infinitamente pequeflo" carecian del misterio
que ¢ les ntribufa.
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En las obras principales de Fuler culmina la intuiciédn y -
el formelismo, por ejemplo on la Introductio ya mensionada y en
las ( ) obra en la cual relega la gecometrfa y presenta minu-
eiosos y detallados desarrollos de las partes formales del cdl-
culo diferencial e integral. V

Sigulondo econ E,.T. Bell oo Lagrange (1765-1843) el primeroc
que reconocié que el cflculo se encontraba en una situacién na-
da satiscfactcria. En sus obras Théorie des fonctions analyti---
quos (1797-1513) y Calcul des functions (1799-1806) intentd 1lia
berarse deol concepto de funcidn de Euler sin lograrlo, quedando
en un mismo terreno de foraalizacién, A diferencia de Euler, ro
chazd los infinitéeimos y l{mites por considerarlos muy esccadro

808 para los principiantes,

A. L. Cauchy (1739-1857) en sus trabajos sobre anflicis de
Burroild el célculo diferencial o intogral basados es el concep
to de 1{mito en sus lecciones sobre el CAlculo Infinitesimal -
(1823). En ol prefacic de eca obra veflala como principal objeti
vo conciliar ol rigor con la cimplicidad que resulta de la cou'
sideracién de los infinitesimanlos. Su concepto de 1lfmite “cuan-
do los valores sucesivamente atribufdos a una misma variabdle se
aproximan indefinidanonte a un valor fijo, do manera que llegan
a diferir tan poco como se quiera de 61, eote dltimo ae llama =
el 1fnite do todos los demfs" (6) p. 312. Como puede observarse,
tal concepto es aritmético mis que geométrico, ademis, la defie-
nicién, siondo m&s precisa e intuitiva, es verbal nis que numé-
rica, No obntante hay ambigiiedad en au dofinicibn de continul-..
dad por el uso de frases como "suficientemente poquefia", "llega
a ser", "gigue siendo" las cuales mic tarde habrin de ser preci
cadas al introducir los términos €, § por Welertras (1861). (6)
p. 313,
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Sin cmbargo a Cauchy no lc fué posidble dictinguir con cla~
% ridad la relacién entre funcién continua y funcién diferencia=--
. ble pues 81 creyd casi toda su vida que toda funcién continua -
era sicmpre diferenciable, cuestidn que vino a clarificar Bolza
no.al establecer definiciones niés rigurosns de funcidn continua
y do 1la dorivada de una funcidn c) precisar 24c claramente 1las
relaciones que unen la diferonciabilidad y la continuidad de u-
na funcién. Por la misma &poca N.H. Abel (1802-1829) preocupando
por la falta de claridad como mensionamos al principio de epte-
capftulo o inspirudo en ¢l rigor de Cnuchy, llegé a corregir un
error del mismo Cauchy sobre 1a continuidad do la ocuma de una-
serie convergente de funciones continuas hacéndo ueo de la idea
de convergencia uniforme, ’

J.L. D'Alambert (1717=-1783%). En algunas de sus memorims fi
loslficas presenta sus puntos de vista sobre el cdlculo diferen
cial ¢ integral. Su definicién de limite "cn términos de una va

‘rinble que pe aproxima a una cantidad fija tanto como cualquier
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cantidad dada, no ongloba el paso al 1lfmite pero, por eea época

representd quizd la mejor definicidédn de limite® (6) p. 215. Es
el primer natemAtico que reconoce la necosidad de una teorfa -~
dol 1{mite con la finalidad do fincar el c&lculo diferencial 89
bre bases mis sSlidas, Con ello se entraba on una etapa transi-
toria de las matemfticas, de la filocoffa cspoculativa hacla u-
na construccién mfs riguroea.

Jean B.,J, Fourier (1758-1830), Una primera memoria on la -

. que recogr sur inverntignciones sobre la propagacidn del calor,-

preésentada on 1807 a la academia de cienciams, Lagrange, Laplace
Yy Logendre lo criticaron su ensayo, no 5in clerta aspereza por-
la falta de una mayor precisién, sefialando que partes vitales =
de su andlisis carocfan de bases mfs sdlidas. Volviondo a pre-~



-aentar- su menoria una vez revisado y con algunas correcclones -
se hizo acrecdor al premio, pero ese mismo Jjurado por segunda =
vez volvieron a criticarle su falta de rigor. La contribucién -
principal o8 que cunlquier funcién f{x) sc puede expresar me-»=
diante una serie de Fourler, comoc lo entrevid un poco antes Da-

-niel Bernoulli (1700-1782)., Aunque er el tratado de Fourier no
8e encuentra una dedpccidn conpleta del enunciado,

énrl VWeiertras (1815-1897) que sogdn oxprcsa E.T. EBell en-
su Historiaz de las Hatemdticas (p. 296-97), al morir (1897) ha-
via resumido los pragresos dec los cien aflos anteriores a través
de un trabajo minucloso on ¢l cual intentd fundamentar el andli
8is al tratar de darle el mayor grado de¢ rigor posible relegan-
do la Antuicién, En 186}, procicéd mis la definicién de limite -
al introducir los simbolos £y &, contribuyendo aof a ecclarecer
expresiones ambigua~ como "llega a ser", "“sigue siendo", "tan -
pequefio como cualqui sr cantidad dada"™ como sucedf{a en las defi-

niciones do Cauchy y PBolzano, De la miema manera dié mis proci=

616n a 1a definicién de continuidad a partir de la simplifica--
cién de un teorema ya demostrade por Dirichlet, la cual era e-
quivalepto a la de Polzano y Cauchy. Poctelormente entreo 1861 y
1874 al construir una fuhcién continua y sis derivada en ningu=-
no de sus puntos, did origen a un roplanteamiento en los funda-
mentos del andlinis, propilcidndose con clloe la construccién -
del sistena de 1los ndmeros reales (6) p. 356. Con 8s8te ejemplo-
82 puso punto final a la excoesiva confianza que tenfa en la in-
tuicién,

En resumen, los natemfticos del S, XIX se conformaban con
una comprensidn intuitiva do los némeros rcales operando sobre-
una base mic concreta que légica, 1o cual no deja de ser una --
prueba do que el rpogreso de las matemfticas es algo mfs quoe ou
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deearrcllo 18gico. Al introducirse el rigor en ol andlisis re--
saltaba la falta de claridad y la imprecieién de loc nimeros --
reales, Un cstudio erfs minucioso de los lf{mites puso de mani---
fiecto la necesidad de llegar a una mejor comprensién do los nf
meros reales desde un punto de vista lépgico.

Al principio de este siglo (1900) H Poinearé (1854-1912) -
entusiasmado exprosaba que "si nos tomamos el trabajo de ser ri
gurosogs, lo nico que nos pueds ongaflar son silogigmos o 108 ==
llamamientes a la intuicién del nfimero puro. Hoy dfa (1900) po-
demos decir que oo ha alcanzado ol rigor absoluto” (3) p. 308,
Cuesntidn que distata enormenento de la idea que tenemos hoy on
dfa. Pués ya on cota dpoca el problema del rigor sobre los fun—
damentos de lac matemiticase ompozaba a Ser trabajado a partir -~
de tres concepcioneb difercntens o cerca do los fundamentos de -
las matenfiticas y ¢ ¢ llegaron n constituirse en lo queoe hoy co-
nocemos como la e6scuela logicista, la formalista Y la intuiclo-
nista. ’

“02. Rigor Matemftico

E} bouquojo histdrico dado e¢n la soccién anterior tiene co
. O fihalidaé“’n forma aproximada y breve que el desarrollo de-
las matenmfticas no ha sido un resultado espontfineco en el que =~
las definiciones y conceptos aparoscan de mancra clara y acaba-
da, antes bien son resultados de la entrega y dedicacidn esfor-
zada de genecraciones de matemfticos que con su fmpetu ¥y capacie
dad do realizacidn han 1do aclarando y procicando las dificulta
des que han surgido en el desarrollo de esta cizncia al procu--
rar cada vez nis rigurosos,
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La cuestién del rigor cn matemiticas es diffcil por lo in-
dofinible, abordarla dosde cicrto punto do vista significa, tra
tar con un razgo que se da en ol propilo decarrollo de esta cien
cia, el cual podemos caracterizar por un affn de claridad, pree
cisién y nminuclosidnd de 1los objetos y resultados matemfticos =
que se establecen, y que ¢f inherente n la actividad del matemd
tico; tal vez cea osa una razdén por la que no encontromos que
los matenfticos propinmente la hayan abordado como una cuestién
explfcitn calvo contadao excepciones y cntonces osta Bea trata-
da en un 4mdito histérico y de la filosoffa do las matemfticas.
Sin emdbargo yo desde fines del siglo pasado y principios del -=
presente algunos mateziticos como Brower, VWeyl, Heyting, Hile=a
bert, Russell, etc., on sus intontos por establecor una funda--
montacién abnoluta de las mptemAticas aunque sin lograr BuUC -
objetivos, noe han proporcionado a travéc de sus tradbajos mode-
los de rigor mds refinndos a partir de loc cuales pusde afirmar
se, constituyen en nucstra &poca elementos csencilales para el =
avance on el desarrollo de las matomdticas con lo quoe significa
Que podauos siquicra imaginar cuales puedan ser los patrones de
rigor que rijan 200 afios despufés. Recuérdose que la geometria =
euclideana se considerd por mds de dos mil aflos como un modeloe
de rigor légico.

ﬁno de 108 pocos matemdticos on este siglo, que &Ge ha rofg
rido de manera explfcita sobre¢ el rigor os R, Thom (14) p. 120,
Al respecto seiiala tres actitudes posidbles a seguir:

a) CONCEPCION FORMALISTA. Una proposicién (P) es verdadera
on un sistoma formalizado (S) si puede ser doducida a partir -
de los axiomas de (S) medimnte un nfimero finito do operacioncs=
en (s).

b) CONCEPCION REALISTA O PLATONICA. Los entes matomfticos-



en tanto que ideas platénicas, axinton independientemente de =
nuostra mantoe, Una proposicidén (P) es verdadera cuando expresas=
una relacién existente entre las ideas, es docir una idea jerdr
quicamente superior que estructura un conjunto do tdeas subordi

nadas a ella.

c) CONCIPCION EMPIRISTA O SOCIOLOGICA. Una demostracién ==
(D) o8 comnsidorada como riguroca si los mejores esgpecinlisgtan =

en la materia no tienen nada que objotar.

Segdn R. Thom 2n la obra citada oxpreesa que es necesario =
que se adopte una n;titud definidn ante el concepto de rigor, =
dado que no exiote ‘‘ninguna definicidn rigurosa de rigor" es ri
guroga toda denostracién que es capaz de suscitar en el lectors
suficientemente preparado un ecstado de dnimo que le lleve a mos
trarsce de acuerdo, éﬂ ser asi, es porque tenemos una idea sufi=-
cientemente clara de los sfmdolos utilizandos como para que 8u =
combinatoria implique la conclucién descada', Agrogando on pe-=
guida que desde un punto de vista el rigor ( o su contrario) la
dmprecisidn es una propiodad local del razonamionto matemftico.
Del anflisis hist8rico anterior y el apartado reforeante al ri--
gor matemdtico observamos que cl rigor comstituye un razgo en el
quehacer ~como proceso histérico- quo realizan 108 matemfticos-
on su actiyidad como tal, ¢l cual cambia y en el que so avanza-
segdn las épocas y lae condiciones histdricas en que g0 realiza
la actividad matemftica. Hadlar de un nivel do rigor mis oleva=
do, es hablar do resultados que son producto do una prictica =-
_porzanente de trabajo, en cierto sentido una meta y un medio, =
Una meta como culminacidn de trabajos realizados, un medio en ="
cuanto esoms trabajos se constituyon como punto de partida, y en
este proceso el afdn de establecer bases 18gicas sdlidas,



, #:3+ TY Rigor Matenmftico on la Intuicién y el Intuicionicmo

En el intuicionismo matcmitico el rigor se basa en el -

" principio de constructividad, como 6nica técnica de demostra---

¢ién de tcorcmas do existencia matemftica, es decir la construg
eidn efectiva que nos perzita "ver'" do que g6 trata, tal cong--
truccién explicita es posible solo acdiante procedimientos fi-
nitistas, la cual consiste on el usc de un ndmero finito do sig
nos y operaciones por ejomplo; la aplicacién del principio de -
induccibén matonftica, excluycndo de los matomfticas todas las-
operaciones que involucreon clases infinitas consideradas como =
totalidades, o tecoromas que sc domustren de nmodo esenclalmente
indirecto, por e¢jemplo como ocurre con la zmayor parte de log =
teoremas de la tecorfa de conjuntos do Cantor.

Esencialnente ¢l constructivigmo intuicionista ¢e una te--
Bis semfintica de cardcter oporacionalistn en la que afirma (5)

="Eyigte al menos un x tal que x tiene la propiedad P"
="Todos los x son P%,

En tal sentido 8{ puede considerarse que la matenftica in-
tuieionista es rigurosa, no obstante la falta do claridad on'--
sus concepciones filoabficas a cerca do las mat«méticus."

- ~ P

Fl matemftico aprecia a la intuicién en sus difercntes tie
poe, por cjemplo: creativo, ananlégico, intolectual, etc., pero=-
consciente de que no puede coniiar en olla porque carece do fu=~
erza demostrativa. La intuicién puede a veces sugorir ideas im-
portantes en el desarrollo deo una demostracién, pero no puede =



custitulr a la dezdctracidn rigurccoca. Invocanés a la intulcidne
se decfa jue no podfa habver otra gecmetria que la de Euclides,-
o0 de quo-'no hay curva continua sin tangentes, o de quo el con--
Junto de entaros debe ser dos voces m48 numeroBo que el de los-
pares, o que unn serie infinita no puede tener una suma finita,
¢ un caso notorio, Cauchy deo quicn se dice quoc durante toda su
vida creyé que toda funcidn continua ecra diforenciatle atc. En
consecuencia concluimos afirmando que la intuicién no es rigu-
roca. En resumen, al pedir que una teorfa, ¢n su prescntacldn =
sea intuitiva, mds fanilier con nuocstro mundo cognoscitivo, rea
ponde mfs a un requisito didfctico que cientffico (5).
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CONCLUSTONES . .

La intuicida cs diferente segln el ostudio y cntrenamiento
de cada individuo, {

Daoda la naturaleza sudbjetiva de la intuiciédn individual ,-
esta ndquiere objetividad en funcloh do ln intdraccidn a-
través dec la cual puode compatibillizarse una intuicidn ==
con otra,

Las matosfiticas en sus distintasc ramas constituyen una --
ecunitlacién de intuicionos odtenidas mediante analogfas,=-
induccicones etc, basadas en un trabajo y exporlencia rea_
licadas por loc matemfiticos, '

La intuicién ropresenta un elemonto de naturaleza houris_
tica cen la inveacidn matomitica pero no debemos confiar -
en la intuicidén como duica fuente para la deduccién de =-
reaultados, pucs 8ota oolo ropresonta un auxiliar cn el -
quchace: matonfitico.
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