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I 

INTRODUCCION 

En la resalucidn de un problema de ingenier!a intervienen s~ 

luciones ~nal!ticas y soluciones numJricas, cuando ~e emplea la -

primor" se cuent:= con •Jnn f6rmuln osplícita, que permito tomar en 

cuanta las vari~bl~s signi:icativas quo in~ervienen en un proble­

ma, Los soluciones anel!ticas que toman p~rte on la solucidn de -

un problema de Ingeniería Civil est6n basadas en su mayor!a en la 

teor!a eta lo el.'JSticidad; pe r -e.j..,mpJ.o ln fdrmulc de Boussinesq 

pera la c;etorminacidn dol esfuerzo no1·mal vertical en un medio e.!!_ 

mi-infinito 1 homogdnoo, isdtropo y linealrn<Jnte elJsti co, la cual 

se emplea pcre el an~lisiR de cimontacionos superficiales en me­

c.'inica de suelos. 

muy frecuentemente no so cuenta can solucionus analíticas p~ 

ra la soluci~n da un problema do inaenior!a o ~St?.S 1 si existen, 

resultan ser limitados¡ lo cual hizo pensar on solucionas num6ri­

cas1 hociendo uso do alg~n m6todo nun6rico, uno de 6stos es al m! 

todo del elemento finito, 6sto coneiate en discretizar un medio, 

haliar una soluci6n particular para cada elemento di8cretizado en 

base a los principios de la mocénica e integr~r todas los soluci~ 

nes particulnres para hallar una solucidn general, quo represente 

el comportamiento de todo el medio. 

En este trabajo sa trataré da exponer de manera sencilla los 

principios b6sicos del m6todo del elenento finito, considerando -

que el comportamiento del rusterial de qua se trate os ellstico -

lineal, empleando el principio de que la enorg!a interna de de-­

formaci1fo (pot",icial ellstico), es igunl al tr,;bajo externo en-­

tragado al sistema (despreciando las pérdidas de energ!a). Lo que 
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conduce a la obtencidn de las ecu,ciones del elemento finito. 

Aunque el mátodo del elemento finito se basa en suposicionas ~ 

c~ndiciones que no son necesariamente las ~ue imperan en la natura­

leza (comportemiento el~stico lineal), la apli~ecidn del mdtodo en 

ingeniería civil es muy amplia, sobre todo si se tr?beja con nddu­

los secantes de deformacidn (o módulos secnntee de rigidez o eles­

ticidad) en las curvas do esfuerzo deform2ci6n de los materiales. 

Un caso muy interes1inte y de mucha utili<'ad es e 1 m6todo del -

elemento finito aplicado a un medio heterog6noo y anisdtroro ~ue se 

dan en rocas y suelos estr~tificados. Este trabajo Pstá centrado en 

este tipo de material, p~ra lo sual desarrollamos en el capítulo IJ, 

la teoría de la elasticidad pc.ra un medio anisótropo, an~li7ando pr! 

mero los estados de esfu~rzo y deformacidn pera un medio continuo, -

con las respectivas suposiciones (m~terial eldstico lineal), trons-­

!ormeción de componentes de esfuerzo y deformación a nuevos ejes ~ue 

ser~ de mucha utilidad en el desarrollo posterior del trcbajo; des~­

rrolla111os tambi~n en este capítulo la ley generdi.zada de Hooke (ca­

so ~ds general de anisotropía) y posteriormente particularizamos para 

cuatro casos típicos .de anisotropía, incluyendo en las fórmulas las 

constantes elásticas de ingeniería (E,G,11), casos que dependen dol -

tipo de simat~ía elástica cue tiene el material. 

Una vez establecidas las ecuaciones de Hooke para un medio 

anisdtropo, oetallamos los principios básicos del ele~ento finito, d~ 

ducimos las ecuaciones para un elemento trina2ulAr, haciendo un andl! 

sis plano, emplendo les ecuaciones de Hooke p~r~ un medio anisótropo, 

Y el principio de la energía y el trabajo mencionado erribt>'• 
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En el cap!tulo IV obtenemos la matriz de rigidez de un elemento [h~ , 
para los dos casos que so deben temer en cuenta cunndo el análisis OF 

plano, doformaci6n plana y esfuerzo plano, Al final de este capítulo 

se muestra un ejemplo ilustrativo par~ el CPso de un medio anisdtro­

po con estratigrafía horizontal, quo os lo quo se presenta en una -­

variedad do suelos, 

En el c2p!tulo V, hecemos las conclusiones y comporaciones de -

los resultados del ejemplo, vemos las ventajas y desventajas y des-­

ventájas del m~todo, la versatilidad, y los problemas quo sa pueden 

pr~sont8r en su aplicacidn (por ejemplo si no se cuanta con una bue­

no computadora y un buen programa, as! como un buen analista), 
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Il 

TEORIA DE LA EUSTICIDAD Pf\flA UN MEDID ANISOTROPO 

2,1 ESTADOS DE ESFUERZO Y OEF0Rfi1ACION EN UN nlEDIO CONTINUO.-

En el estudio de los estados de esfuerzo y deformeci6n en loo cuer­

pos anis6tropos producidos por una fuerza extern<i, hecemos un nt1me­

ro de suposiciones que imponen ciertas restricciones. Les m~s im-­

portantes se reducen a las siguientes: 

l) Un cuerpo es s6lido (un medio continuo), Los esfuerzos en -

cualquier plano dentro del cuerpo y sobre su superficie son fuerzes 

por unidad de área. 

2) La relaci6n entre las c~mponcntes de deformaci&n y las pro­

yecciones de deaplazamiento y sus primeras derivad~s ccn respecto e 

las coo~denadas es lineal, es decir, se consideran stHo de fo rmacio­

nas pequeñas. 

3)Las relaciones esfuerzo-deform"cid'n son lineales, es decir, 

el material sigue la ley generalizada de Hooke, los cneficientea -

en estas rel<iciones linoales pueden ser una ccnstonte ( cuArpo horno 

gfoeo) o variable, es decir una funci6n de posicid'n, continua o di:_ 

continua (en el caso de un cuerpo no-homogti'neo). 

4) A los esfuerzos iniciales, es decir los ruo existen sin -

ningune carga externa, incluyendo los esfuerzos tti'rmicos, son de::, 

preciado o. 

Por lo tanto, consideramos la teoría de los cuerpos ellstic~s 

anisó'tropos desde el punto de vista de la teoría lineal clc!sica de 
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los cuerpos el6sticos, homo~•nBos o no homog•neos, Por supuesto, los 

problemas da ri.n6mica, los da estabilir~¡id de vibr:ici&n, problames que 

implicnn g1·;;ndes oeformnciones y alr,unof, otros, como los prohlemc.s ,. 

paro un cuerpo anir,&~ropo no al!stico ye no se considerar~n. 

Al consider~r problem2s específicos, usaremos coordonadas carte­

sianas pero por conBider~r do intgr•s y dtil en ciertos casos deduci­

remos t~nbi•n alQun~s fórmulas para coordenodes cilíndricas y osfári-

ces. 

Pr~mero indicaremos la notaci&n mls utilizada. 

Las ccordenodas de le~ puntos en el espacio tridimensional, se -

deno'-.<>.n par<:1 lo" dütintos siftemas de coorden'3das así: x, y, z sist!_ 

mn cartesiano, r, e, z = cil:!ndrir.:c 1 p, a, 'f' = esf•rico, 

.Las ~i~mas l~tras •e utiliz11n pnra desi~nar lds direcciones de -

les o rdeinadas, 

Loe esfuerzos que act~an sobre los planos normales a las direc­

ciones de lrs ord9nadas son descompuestos ca~a uno en tres componen­

tes: 

Una normal (esfuerzo normal) y dos tangenciales (esfuerzo cort~nte), 

Los esfuerzos normales se denotan con la letra ~ con un subíndice quo 

indica la direcci6n de l~ normal a un pl2no (y del osfuerzo), Los os­

fuerzos cort;:ntas se deno':an con la letr<:l 't con dos subíndices (1.a --
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direcci6n da la normal a un plano y la direcci6n dal esfuerzo), En -

los planos normales a los ejes de un sistem~ de coordenadas cartesi2• 

no tenemos las componentes de esfuerzo como siguen: 

Las compon9nte3 de esfuerzo constituyan un tensor de esfuerzo, 

se escribe amenodo como m~triz, la cue por motivos de equilibrio i~ 

finitesimal del cuerpo es sim~trica, 

[ 

O" x. ?:"x• 1;",.,J 
r .. , cr. r.l 
t"x1 t.i O"i 

El tensor es de rango dos, 

Las expresiones para los tensores de esfuerzo en un sistema ci-

l!ndrico y esf~rico se escriben as!: 

Le figura 2.1.l nos muestra plnnos normales a l8s direcciones -

de las coordenadas x, y, z y r, e, z de un sistema de coordenadas -

cartesianas y otro cil!ndrico y las componentes da esfuerzo sobre -

ellos, las que se consideran positivas. 
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z 

F'i~ura 2.1.1 

Conociendo las componentes de esfuerzo en un punto (da los que 

sdlo sel~ sen independientes) en tres planos mu~uamenta perpendicu­

lares riue atreviesan cualquier punto de un cuerpo, podemos datermi-

nar los esfuerzos en el cuarto plano oue atraviesan el mismo punto. 

Al denotar la normel. al cuarto plano por n y las proyeccion9s so-

bro los ejes x, y, z del esfuerzo actuando sobre este plano por Xn, 

Yn, Zn, tenemos tres fdrmulas para determinnr las proyecciones des-

conocidas: 

Xo;:; a,.co~(n,:ic)-+\;'uCO~(n,y).¡..'l;ltz. C.05(f\,~),] 

Y":. "C >t'I CO$(n1'X.)+ O"y co~(n, ~) + (;'>'z eoo;,( n,i) , 

.2.n-.:. "C:u co:, (o,x) +l: n co!:>(n, Y) + O'z c:.os,(n, z) • 

(2. 1. 1) 
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Se pueden escribir fdrmulas similares en coordenadas cilíndr,!. 

cae, esfáricas y otras coordenadas curvilineas. 

En este capítulo usaremos tambián otra notacidn para las compa 

nantes de esfuerzo en derivacidn de algunas propuestas te6ricas, e~ 

pacificamente ó";.¡(A.:1 1 2,:,) para esfuerzos normales y lT~j ("-'/: J, ,_,j :11 

2, ;,) para esfuarzos cortantes. 

Les proyecciones del desplazamiento de un punto en los ejes de 

coordenadas cartesianas, cilíndricas y esf~ricas se denotan con: 

tl,'11",W (cartesiano), 

,u,.,.u.,W (cilíndrico), 

..Up,.Ue,1-11 ( esfo1rico), 

La deformaci6n de un cusrpo alrededor de un punto dado, se ca­

racteriza por las componentes de deformaci6n, en p?.rticuler tres ª.!!. 

t9nsiones o deformaciones lineales y tres deformaciones por cortan-

te o angulAres. Las primeras tres se denotan por la letra é con un 

subíndice qua indica !D direcci6n original de un segmento, el cual 

se alarga o so acorte, las dltimas tres se deno·lan con la letr<'I '( 

con dos subíndices que indican l~s originales direcciones perpendi­

culares, (por ejemplo é:ir. y h sor. les axtensionos a segmento1' ori­

ginalmente paralelos a X y Y, '/'xy es el c~mbio en el án~ulo entre 

los segmentos cuyas direcciones originales er~n X y Y), 

·, 
Las componentes de deformacid'n ,:;. :t ·f'f.¡_¿ constituyen un tensor 

simo1trico de rango dos, Escrito como matriz, es da la forma, para -

un sistema cartesiano x,y,z • 

.. 
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[

e:.. t'(,.y 

-fl!~'I ª" 
1:'6'11. Vn 

Para otros sistemas de coordenadas ortogonales esta matriz se • 

escribe de modo parecido, lo que no veremos aquí. 

Indicamos además 111 releci6n entre componentes de deformeci6n • 

(en ci?rtos casos denl'.'~amos con cú,t..i.i) y las proyecciones de des-

plazamiento en tres si~tem~s de coordenadan. 

l) Si~temc curtesiano: 

2) "Sistema cil!ndrico1 

E.,.:~' ée=+ ;.u;+~• l é,-.::.-W,} 
'lfei:: 2>.Ue +.!.~ ' "6'rL"'~ +~ 1 

(lz. r oe ~... ~z 

y,.:::..l.. ~ + 21.Ue _ .!!.! • 
r l)e b r ,.. 

3) Si~tema esf6rico: 

"' O.llp e A <lile + JJp 
c;.p =-:¡;¡; 1 '" 9 = 7 Te P ' 

1 ~ ,(.(9 t .)Jp 
f<p= f'!>efle "21-f + 7 e.o e.+ P ' 
'(,..,=-];(~ -J.l., cote)+ p~ui ~;; 1 

V __ 1_ ~+~-P..! 
OP'f- f!le.ne C'f' ?Jf f 
V - ~ "JlP + bJ.le .M<t 
Oflrp~ -sp-y ' 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

(2. t>!) 
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Si les oeformeciones no son chicas, las extensiones y deformaci~ 

nas por cortantB 1 é ,¡
1 
Y..:.i están relacionadas a los desplazamientos por 

ecuaciones no lineales. Un ejemplo son las releciones pare un siste-

me de coordenadas cartesianas: 

-1 

év: 1+2 Oµ. +(~)¡ +Í~ .. ::l+(~) 
, <!>y ó Y \ (:¡y l <!>Y -1 

'll.u+~+¡,.._. o.u+~V" 'hV- +""-' ~w 
ay M< C:.x. i!>y ?IX i:>Y i:>X ~ 

l 1-+E.v)(i -1- E:x.) 

(2.1.5) 

J 

Les otras tres componentes, éz 1 é.n .. 
1 

'6:.."t. 1 se obtienen de 2.1.s 

por permutaci~n cíclica de los subíndices, 

Finalmente, lo qua necesitamos en lo que si9ua ~OR l~s ecuacio-

nas di ferencialos de equilibrio y movimiento pnra un medio con-::inuo 

(no necesariamente el€stico), Las ecu8ciones de equilibrio se es--

criban como (denotando las proyecciones de fuerzas corporales por -

unidad da volómen en las direcciones da las coordenadas respective-

menta, por X 1Y1Z¡fl.,9,Z.¡P,9,qj). 

l) Sistema de coordenadas cartesiano: 

(2. 1.6) 

2) Si~tema cil!ndrico: 

~a. + :i ia:a + o "l;y. -1- cs.- - a.. + R::. 0 l 
~r " ÓQ (i L r 
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~ +2.. ~+ oi::.~ ... 2't"ra+e= ºj 
'llr r 'ele 'Clz. r 

211;,.3- + ~ d "'c'n + 'a ir?. + l; :'l. + z =.O 
(l,.. r ce <>z • 

(2.1.7) 

3) Sistema esfdrico: 

llO"f+ ~ ó"t'Pe+_1 __ 'll"rfpop + 
V P 'Cle f!>a.ne ?i'f' 

+7(:zap- 6e - IJ.p +l;'p9 cots)+P=- O 

Cl"!;'p"+i.b<l"e + 1 ~1;'"''P + 
'llp f oe P6 "'-"é b't' 

(2.1.8) 

+ -};(Ccre-o-e) c.ot..e+<>"'t'pe l +e= o 
+ 

Las ecu~ciones de movimiento se obtienen ftcilmente de las e--

cuaciones de equilibrio agre~ando los t6rminos da la inercia a las -

fuerzas corporales. Los tárminos de inercia son iguales a la densi­

dad p ppr el negativo de las proyecciones de la aceleraci6n, lo 

que se exprese normalmente en t6rminos de las proyecciones de la e-

celeracidn, lo que se expresa normalmente en tárminos de las pro--

yeccionos del d~splezemiento. Por lo tanto, para un sistema de --

coordenadas cartesiano y pe~ueñas deformaciones, a las funciones X, 

Y, Z hay que agregar 
- b1.». 

-P C!rt-4 
- ;:i'-w 

' p ""Sl' 

(los despl?.zamientos son funcionas de las coordenadas de los pun-­

tos de un cuerpo antes de la deformaci6n y del tiempo t.), 

2.2 TRANSFor,ni;;cION DE COOlPONENTES DE ESFUi::RZD A NUEVOS EJES.-

En la práctica ocurren a menudo casos donde los componentes de 
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esfuerzo referentes a un sistema de coordenadas x, y, z, ("viejo") 

se conocen, y Re requiere determinarlos para otro sistema x', y•, 

zr ("·nuevcl'). 

Se supone qua los sis temas son ort!:!. 

gonales aunque no necesariamente c~rtesienos. Si can~ervamos le -

noteción previa para les componentes de esfuerzo en referencia al 

si1<tema d9 coordenadas x, y, z a indicamos l?s componentes en el -

nuevo si$tema x', y', z• por primos, obtenemos las fórmul8s de --

transformación utilizando lzs expresiones 2.l.l pare lás proyec-­

ciones del esfuerzo sobre un pl~no con una normal diri~ida de mo-

do arbitrario. Asignamos los coseno~ de los ~ngulos entre ejes de 

los sistemas de cccrdenndas nuovos y viejos por la tabla 2.2.1, -

As!, 111 = cos (x• ,X), 123= cos (y' ,z), etc. 

Consideremos un plano con normal x• y el esfuerzo sobre él con 

proyecciones Xz•, Yx', Zx' en los viejos ejes. Proyectando los e~ 

fuerzas sobre las direccionas de los ejes del nuevo siste~e cbte-

nemes: 

cr':x.='Xx .R .. .¡.y .,,_•J,~+z.-x.'.l•'l>•.¡ 
1;;..y:o')(x.'1"1.1+Y,..•Jn+2.~· lz~, 

""t'
1 

=- Xx! .t~, + Y:x.1 1;-z.+2. :x.' h~ 

cosenos 

X y z 

x' 111 112 113 

y' 121 122 123 

z' 1:31 132 133 

tabla 2.2.l 

(2.2.1) 
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Al substituir las expresiones 2.1.l donde n=z• obtenemos tres -

componentes de esfuerzo como funciones cuadr~ticas homog6neas de los 

cosenos lij, Entonces consideramo$ los esfuerzos sobre los planos con 

normales y•, z•. 

Las siguientes son dos fd'rmulas finales: 

CTk.:: CJ'><..l,~ +O,.(~+ <Yz.J.~..,+ 

-1-Z\;yz.,l,-..~,.,,+21:;,q.J.11~1"!> -l-l::xyl".(.''l., 

r~z= <Yx ~ ... , .(., +O"y lid.;t + <Jz..t id "l>"!o + 

+"G1z.(~L1. Ru+..e-..~ ~u) +"'r:<'l.(..lu ..l"l>~+-ti; )-,.,)+ 

..¡.~><.y{.{,_,~.,, ... Ju P. i.1) 

(2,2.2) 

Nos r,uedan cuatro componentes de J', 1::"' que se encueni ran con -

la pormutacid'n cíclica de los subíndices de lij, 

De un? ornnera pnrecida obtenemos f6rmulas pgra la transformacid'n 

inversa de los esfuerzos IJ1 
y '""C' a los esfuerzos fJ" y -C , Damos dos de -

ellas, 

O"x= crX. .2~., cr~~!. -rO"~~~+ 

-+ 2l;~z. ~ ... ,J3, + 2. (;'\.. z.111 .e.,,,+ l:;'J..y J., .t,_, ' 

l;"y¡:Cík1,, t1 +oy'.l>t'l.;u+üilu t~}+ 

+ <;;.,_(.hi. t~+ .{,, .ln) +t'x.1. (~ •t ..t;~ + ~.,,'l. -L"b)+ 

+ "t'"'y(~1du+l ... i.-t,"b)• 

(2.2.3) 

Las fd'rmulas para la transformecid'n de esfuerzos a nuevos ejes 

se escribe fácilmente utilizando la notacid'n breve de tense~, can -

los cambios necesarios como ya se ha visto, de la notacid'n para -

las componentes de esfuerzo por una sd'la letra o con los subíndi­

ces: sub!ndices igual~s pora las c~mponentes normalez y subíndices 
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dispares para componentes togenciales ( <r..:J ) • As! (),,.,. <Jx
1 

O',~,. l:'n 

etc, Las seis f6rmulas para transformaci6n de componentes de esfuerzo 

a nuevos ejes se escriben como una s6la f6rmula: 

(2.2.4) 

En esto notaci6n los signos de sumatoria son usualmente omitidos 

(2. 2. 5) 

Aqu! los índices k,i son fijos, e,i,j son !ndices para sumar de 

1 a 3, Las f6rmulas de transformaci6n do 6~; a crAjse escriben de mo-

do parecido. 

(2.2.6) 

Aqu! los índices i, j, son fijos y se suman k,l. 

Damos f6rmulas para la transformaci6n entre esfuerzos en un --

sistema de ccordena~as cartesiano y esfuerzos e un si~teme cil!ndri­

co r, e, z (los ejes z de ambos sistsmes son coinci~entes), 

co~eno$ 

X y z 

x• cos -sen o 

y' sen cos o 

z• o o l 

tebla 2.2.2 
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La tabla 2.2.1 para los cosenos toma la forma de la tabla 2.2.2 

les fd'rmulas finales se escriben as!: 

a .. ::.a,.c.~"'e tC-;rscz.n'Z.G>-+'2."t'xY 5tZ.ne c..o&eJ 

O"e= O.x.~1e+<Jyc.o$'e- 2.1;.,,." ~cz.V\e<.e,.,e, 

-¡;-re= (<r'f-0"::..)5«."El'-O!:>e +"t':ity(c.o~.,- "<><ZVl'e) 

"t"n:: -r,., c:.o!!is + l:'n ~<Z"l e' 

°te?..:.-"'t,.'L ~VIG+(;yz,c:.o=-e; O"z.:Cfz. 

(22.7) 

Las fd'rmulas emplean la misma forme. para la transformacid'n de -

rotacid'n, es decir para la transformacid'n de esfuorzos fJ~,rJy, •• ,. 

1:.,y a los esfu<:rzos (J~ 1 (J'y •• , ••• (;,!..y referida a un sistema de coor­

denadas x• ,y•,z• obtoniedo al rotar el primer si~tema un ~ngulo 'f, -

p,or el eje z (9='f>). 

La transformacid'n de componentes de deformecid'n a nuevos ejes se 

hace con fd'rmulas muy parecidas <l..2•?•5_.~ 2.2,7 ya que estas compo­

nentes constituyan un tensor analogo al tensor esfuerzo, Al comparar 

ambos tensores, vemos que el esfuerzo normal (J corresponde a la ex­

tensid'n é , y al esfuerzo cortante "?;corresponde la mi ted de la de­

formecid'n por cortante, 1/2 '( , Por consiguiente, las fd'rmulas para -

lae.ccmponentes de deformecid'n que se refieren a nuevos ejes se ob­

tienen de 2.2.3 al substituir€. por (J y 1/2"6 por "G , 

2.3 LEY DE HOOKE GEME:RALlZADA.-

Las fd'rmulas y las ecuaciones ya vistas funcionan para todo me­

dio continuo, no importan sus propiedades físicas. Procediendo a un 

cuerpo elástico debemos elegir un modele que refleje las propiedades 

elásticas para obtener, en Bdicidn e las ecuaciones de las aecdiones 

2,1 y 2.2, relaciones entre las componentes dE esfuerzo y deformccid'n, 
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Ya que consideremos solo les deform2ciones pequeñas, el modelo en -­

cuesti6n se considerar~ como un medio continuo segdn le ley generali­

zada de Hooke,es decir, solo vn~os a ccnsiderAr esos medios y cuerpos 

en los que las componentes de deform2cidn son funciones lineeles de -

las componentes de esfuerzo, Estas funciones deben ser homogéneas pue! 

to que en ausencia de esfuerzos las componentes de defcrm,cj6n son 

tambi<'!n cero y visceversa, es decir si ¡¡::'(::.o, entonces (J.,= -C=O 

Los cuerpos a los 0ue se aplica ln ley de Hcoke pueden eer dis­

tintos y por eso se necesita dar una clrsific•ci6n que refleje sus -

características, aunoue see aproximada, En lo que respecta e las pro­

piedades eltsticas, todos los cuerpos se pueden dividir ~o~ un lPdo -

en homogéneos y no ~omogéneos y por otro lado, is6tropos y eniP6tropa• 

Un cuerpo homog6neo con respecto a sus propiRdades el~sticas es equel 

cuyas propiedades eltsticas son i~uales en distintos puntes. Si !Fs 

características poD ejemplo, el mddulo de elasticided, vnr!en de ~un­

to en punto de manera continua, la no homo~eneidcd puede llemerse -

tambi6n continua, sin embargo, si las caracter!stices el~stic2s su-­

fren de descontinuidades al pasPr de punto en punto, por ejemplo un -

c::mbio abrupto, se dice qua le no homogeneidc d es di:;ccntinua o dis­

creta. Un cnmbio en los pasos ocurre en los cuerpos compuestos de va­

rias partes con distin~es propiedades el•sticas (de distintos materia 

les), 

Un cuerpo isdtropo, con respecto a sus propiedades el•stic~s, es 

aquel en el que estas propiedades (reEistencie ellstice) son las mis­

mas para todas las direcciones que atr~viesan un punto dado, Un cuer­

po anisótropo tiene, por lo generAl distintas propiedades el{stices -

para las distintas direccionas que atraviesan un punto dado. Las di­

recciones ~arn lgs cue las propiedades elásticas (resi~tenci~ ~ 
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el~stica) son las mismas equivalentes elásticas. Para un cuerpo is6-

tropo toda direcci6n que atraviesa un punto dado son equivalentes e-

lásticas, miantras que para un cuerpo anisdtropo no todas sino algu­

nas lo son, Segdn la sstructura, un cuerpo puede ser is6tropo o ani­

sdtropo y a la vez homog,neo o no homoglneo, N6tese, ademfs, que los 

dos tipos básicos de anisotrop!a se distinguen en distintos medios: -

l) rectilineol y 2) curvilineal. La anisotrop!a rectilineal es la 

qua nosotros consideraremos para este trabajo, 

En el caso 1en~ral de la anisotrop!a cada componente de deforma­

ci6n es una funcidn lineal de todas las seis componentes del esfuer­

zo. Consideraremos un cuerpo homogdneo con anisotrop!a del tipo m's 

<Janeral, Al refer,i.rlo a un sistema de coordenadas cartesiano cuya -

posición por el momento, no se específica, apuntemos las ecuaciones 

oue expresan le ley nenoralizada de Hooke p~ra este sistema. 

Ex::. 0..110",,..+o.,~cry-1-o.,~cr.,_+o.1.,\;n+c..,~L:oc.L+ o.,~e;,.'IJ 

éy::.0.110-x+a.ii0-::1 + • ..... •· •• .. • • ..... • ·· +O..i~ "t.><.'li 

(2. l 1) 

y,.,,=ª'' O'x.+Cl.,i Oy ..¡. ••••••••••••••••••••• + ª" L><Y• 

En el caso general de las ecuaciones 2.3,l c~ntionen 36 coefi"­

cientes aij pero en la realidad nunca son tantos, como veremos des­

pu~s. 

Supon2amos que el determinante de soxto drdan de los coefician-

tes aij apuntados sucesivamente, no es cero, por consiguiente las -

ecuociones 2,3,l se pueden resolver para ú::1"t', Obtengamos las ecua­

ciones de Hooke para al caso general de una forma e~uivalente, al• 

ternativa: 
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a-,._= A1,i::,,:+,a..,1e:.~+ /'w;€.z. + A1q 't-.z. + P..1s Y><'Z. +A .. '{,..";/, 

O''i=A~,i::.,..+A1tE.':J+ • · .. •• · • •• • · •··· •• ·• +At, 'ó"'':J' 
(2. 3.2) 

Suponramos que un cuc;rpo para el cue:l l;is ec11eciones 2.3,1 y -

2,3,2 son correctas se extien:a por fuerzas Cünstantes p paralelas 

a uno da los ojgs coordonedos 1 diQ~mos al eje x, Entonces O'x=P y 

las cinco componentes de deformc1ci6n como l<'ls d03rivad<1s ·da l ?.s e-

cuaciones 2,3.1 son constantes pRra cada punto: 

é.z-"ú31 l'1 l 
'¡(><":J-Ú." ?. J (2. 3. 3) 

Es obvio que los segmentos pequeílos que atrnviasen distintos -

puntos y que son paralelos el eje x se alarguon la misma cantid~d, -

y, por lo general, todo segmento paralelo a le mi9m~ direccidn n cue 

atraviesa distintos puntos sufre alargamientos igueles (según las -

constantes a i j y proporcional a p), Por esta raz6n, le anisotrop!a 

del cuerpo homog~neo que consider~mos se puede llamsr r~ctilineal 1 

y el cuerpo mismo se llame anis6tropo de modo rectilin~al 1 y al -­

cu.,,rpo mismo se llama ani$6tropo de modo ractilineel, En este tipo 

de cuerpo todas las direcciones paralelas son equivalentes el~sti­

cas', Al tomar en cuenta lns f6rmulas 2,3,3 vemos r,ue bejo tensid'n -

simple (o ds doble o triple eje) los elementos del mismo tamaño en 

forma da parelelep!dedos rectangulares con caras parRlelas respec­

tivas se deformen de modo id~ntico 1 no importa ddnde están aisla-­

dos, y se transforman por lo general en paralelepípedos obl!cuos 
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sin 'noulos recto~ entro l~s caras, 

N6tese que supondremoo., s6lo para facilitar la presentaci6n, que 

un cu~rpo no homogdneo se considere "enis6tropo de forme rectililial~ 

si les ecuaciones de Hooke pera ál se dan en un sistema de coordenadas 

c2rtesianms ( aij,Aij son funciones dadas de x, y, z), 

Volvamos al cuerpo homogéneo. Sn on cuerpo homog•neo los caefi-­

ci•ntes aij, Aij de los ecuecionos 2,3,l y 2,3.2 se llam•rdn cons~en­

tes el'" Lice1s. En un cu;·rpo no homo~r5neo cu' nda os tas coeficientes son 

funciones de posici6n 1 se llamerdn carector!~ticas eldsticas, Al can-. 

sidornr eij y ~ij por separ~do, no~ refúr±mos a aij como los coeficien 

tes de deformrci6n y e Aij como el m6dulo ol••tico, 

La:; ecu.:.cionos 2,3,l y 2,3,2 dornuestren rue el núm,·ro de constan 

tos ellst!c~s on ceda cuRrpo es de 36, En realidad ésto no es cierto 

ni p2r~ el caso m!s general si exi~f e un po~enci2l el,stico(y ésto --

siempre se suponer!) i~ual a lP energía de deformeci6n por unidad de 

volúmen, ;l,sf es el caso cuondc tienen luc.'r lo<' camtios en un cuerpo 

de un~ n~nern isot~=nica o oteob'ti~a dur2nte ln deformaci6n, Consi-

derandc !'OlPmE.nte lof. problema<' de eC'uilit:rio, supondremos nue los 

cir, lA temper~tur~, de c~de elemento sigue ccn~~nte. En les ecuacio-

2.3,1 y 2.3,2 con aij y Aij implic~mO$ constantes isot{rmices eldsti-

ces, las rus son por lo general distintas a les adeabáticas. 

En este ca~o tenemos las igualr.edes: 

(J :..M.. 
X b~x, 

.\~J 
, •.• .. ,.i;.,-::.~ 

~ º":. 
(2.3.'\.) 
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Diferenciamos las componentes de esfuerzo con respecto a las 

de daform<.cit!n: 

~= cúy ' ~ =~' etc.. (2.3.5) 
oE:.y be.y ?:>Y>CJ óE:.x. 

Siguiendo a partir de las i~ualdades 2,3.S y 2.3,2 ~ua 

y en general, 

Aij = Aji (i,j= 1,2,3, •••••• 6). (2.3,6) 

Al resolver las ecuaciones 2,3.2 p1:1ra é y'( , obtenemos seis 

expresiones par1:1 e y Y en las qua los coeficiente~ del lado derflcho 

son tambi~n sim~tricos: 

aij = aji (i,j = 1,2,, .. 6) 

Ahora podemos escribir las ecuaciones da Hooka en el caso gene­

ral como: 

(2,3.8) ...................................... _ .. 

rJx:::. A11 é:x.+i\1i. E-::1+ • ••••• •4-A1" Yx.':I 

(2 .3.9) ., ................................... .. 
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Al integrar las seis ecuaciones 2,3,4 obtenemos una expresió'n 

p::1ra el potencial eltstico en forme de funció'n homog1foea cuadrática 

de l:is deformaciones, 

- 1 '2. V:::. Z A11Ex.-l-i\1 'l. é.>< Ey+ • '' •'' + A.sE.x )'.,._z.+-f\~óE..">. '{l'.Y-'T-

+A-ii. é.\ + • • •· • • .. + tv1.5ey'<:.-i.+ Ai. .. E.y''(,_~+ 

................................................. 

+i Ass \'~'!. + /\"'-' '(,._1.yx~+ 

+ ± "''" '<s' "'-~ (2.3.10) 

Al descomponer 2.3.10 en seis grupos C?.da uno de los seis t~rm! 

nos 

V"'~ (Aué:s. +"•••-+-A" '{~y) Ex~ 

(2. 3, 11) 

y substituyendo las expresione3 por rr-..,0-:1 ••••• 17?(.':{ obtenemos una -

fórnula muy sencilla y fácil de recordar para el potencial el[sticol 

(2.3.12) 

Si las expresiones parñ las componentes de deformación 2,3.8 se 

substituyen en es~a f1frmula, obtenemos V como une función homog6nea 

cuadr•tica da lo~ esfuerzos. Le expresió'n para~ se construye de la 

misma manara que 2. 3.10, la d'nica diferencia es qua E: , y son rae!!!, 

pluzadas por a,l; con los subíndices correspondientes, y Aij se reem­

plazan por los coefi~bntes de deformoció'n aij: 

- ~ 1. + V:: 2: a.11 O' oc. +Cl•t lT:x. O' y+ • • • .. .. o.,~ O"z \;x.y+ 

...¡. t Oct.1. <S,/' + • • • • • · • • + O.i~ <:r~ 1:"xy+ 

(2. l.13) 
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En el cas general de anisotrop!A el n6mero de constantes alá! 

tices Aij, aij es 21 pero entre ástas las constantes independiente­

mente son menos. Se dice que geom~tricamente todos los sistemas de 

coordenadas son equivalentes, sin embargo como respect~ a lns pro­

piedades el6sticas y en gonor2l físicas la simetría s~ puede obse! 

var hasta en el caso m~s general. Por consiguiente, hesta en el ca­

so más general el n6m<:?ro de conr.t~ntes elásticas indopP.ndion-tas no 

as 21, sino monos, como 18. Se recomienda que l~s ll~madas cons-­

tantes invariables se utilicen on el anf.lisis d9 esfuerzos, y se ha 

demostrado cono determinarles a p2rtir da las con3é:antcs .aij refur! 

das a un si~teme de coordenadas arbitrario. 

En les ecuaciones generalizcdas de Hooke, 2,3.8 y 2.3.9 les -

constantes elásticas (o c~rocter!stices) teman posiciones desigua­

les, y de algune menRre hay que clnsificarl2s, Llno de los principios 

de clasificaci6n en el cese gener~l es dividir todo$ los cooficjen­

tes aij (y por lo tanto Aij) en seis grupos. 

Otros m6todcs son reemplazar lr.s ccnr.t.antes aij y Aij, en casos 

especiales de anisotrop!a por les llamadas constantes de ingenier!~ 

como 12s de Young y los mddulos de cortante, la rel?cidn de Poisson, 

etc, Se propusd un si$tema comprensivo de constantes de in9enier!2 -

para el caso m~s general de un cuorpo enisdtropo homogéneo. Que un -

cuerpo se refiera e un sistema de coordenadas fijo. Con nuevos s!m­

bolos para aij 1 podemos escribir las ecuaciones 2.3,8 de la siguie~ 

te manera: 
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é.x= El""" (O"x-llyxiJy-Vn0z.-1-

+7Jyz,x 1:°y1+1'/u,x Lxi +'T),.,.x "t"xy)' 

éy=-Ei (-v,.,a .. + <r1-'V,.cr .. + 
YY 

+ ~YZ,Y tn +'T')¡x,yL1i t '11xy/r.0' 

e'l.= i.12 (-V,.~O"x- 'VvdTy+ <lt+ 

-t "ln,11"n+"1zx,i"txi+'l!.,y,11°xv} 

Y~: ~~l ("lx,Yta ... + 'l)y,y¡ ay +"J,,n a,+ 

-+ tyz +).l,,.,,.1;"i+ ).l._y,yz"l;x~I 
)',.,\.:. r.." ('!Jx,u6x+'l)y,1xGy+"],,,.,.O"á 

""' -+ ,.llyz,tx1"n+ 't",.._+J..l,.>.txl:xy )1 
Y .. ~=-4--("lx,xvlT:x + "11,u 0"1+ 'll1,XY a .. + 

.... xv 

+J..ln,"->'t"n+.Lla,xvi;,., -r 1;",y) • 

(2.3.14) 

Aqu! Exx, Eyy, Ezz sen m6dulos de Young en ccmprensión-tensión -

en l~s direcciones de los ejes x,y,z; Gyz,Gxz son lo~ módulos de re­

sistencia al cortante~ r!gidoz) para los planos paralelos de coorde-

naéas, v,,., Vu•.,, •• ,, VYz. son las rel<1ciones de Pois11on que caracte­

rizan le conlrscción en la di~ección del eje x cu~ndo la tensión se -

aplica en h dirección del otro oje, (por ejemplo, V:Jx es la rele-­

ción que carecteriza le contracción en la dirección del eje x cuando 

la tensión se aplica en la direcci6n del eje Y), Estas con~tontes co-

rresponden a los muy conocidos módulos de Young, módulo de res is ten­

cia al cortante, y la relación de Poisson P''r& un cuerpo isÓtropo. -

Las otras conntantes son nutlvns par" un c•JfJrpo ol6stico y $On cero -
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en un cuerpo isd'tropo. 

Los coeficientes ,u .. ><,) .. , ..... , }.\zx.,x.~son coeficientes de 

hcntsov. Ellos carsctarizan los cortantes en los plano, p~r~lelos -

a los planos coordenados producidos por esfuer~os por esfuerzos cor­

tentes oue <1ct6an en otros plenos p<'n-lelos a los plEno~ coordena-

dos. La constante 1?H,-:x.iT1ix ....... -r¡,,_y,'/.. son, coeficientes da in­

fluencia mutua de primer tipo; caracterizan extensiones en direccic• 

nos de los ejes de coordenadas que son producidas por l~s fuerzas -

cortantes riue actdan en los pl2.noo coordemidos, Finalmente '?..,._, Y7.; 

'f/x,Y2. , •••• "/'L,~'J expresan cortantos ar. los pl;:~nos cooi:-denndos de­

bido a los esfuerzos normales que act6an en lA direccid'n de los ejes 

da coordenadas; se llaman 108 coeficientes de influencie ~utua de -­

segundo tipo. 

Las ecuaciones 2,3.14 se escriben sd'lo pDr~ un sistema dEdo de 

coordenadas para otros sistemes los valoro~ de los coeficientes ce! 

bian, pero el nór:iero total de constantes el:~sticas independientes -

es, como antes lB. 

Al resolver problemas específicos, usaremos m2yorm.,nte los sÍ! 

bolos aij y Aij 1 las constantes de ingeniería se utilizarin en casos 

donde un cuerpo tiene simetría elástica bien desarrollada, es decir, 

que es is~tropo u ortotr&pico de modo transverso. 

Finalmente nottmos que, al cambiar la nctaci6n perc les cons­

tantes elJsticas y les componenetes de esfuerzo, podemos escribir 

las ecuaciones generales de Hooke de una manera muy sencilla. Oue -

se denotan les constantes elásticas con letra a ( o A, segdn el ca­

so) ro con dos sino cuatro subíndices, poniendo: 
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l} eij = amnkl si i, j' = 1 12 1 3 (todo posible ceso donde j = i ne 

as exclu!do). 

2} eij = 2amnkl si alguno de los dos subíndices i d j es 41 51 6. 

3) Aij 4amnkl si ambos subíndices i,j = 4 1 51 6 

Las seis ecuaciones 2,3,B ento~ces se escriben con una sdla: 

(2.l 1'3) 

Los signos que denotan sumatoria sobre k y sobre l en ceda una 

de las seis i~ueldades 2.3.15 son generalmente omitidos en este ma­

nera de escribir. El ndmcrc de todas las constantes eijkl con cuatro 

sub!ndices es 61, pero al agruparlas se reducen e constantes cuyo -

ndmero es 2l (de Elstas, lB constantes son independientes). Las ecu.!!. 

cienes generalizadas da Hooke, resueltas para las componentes de es~ 

fuerzo 1 son de la forme: 

(2. 3.16) 

2.4 CASOS BP.SICOS OE 5In1ETRIA ELP.STICA. 

Si le estructura de un cuerpo enisdtrcpo tiene alguna simetría, 

las propiédedes elJsticas te~biEln exhiban simetr!a. Le llemeda sime­

tría eltstica se expresa por el hecho de que en cada punte hay di-• 

recci6nes simdtricas equivalentes en lo que respecta e las propied~ 

des elásticee. 

Las relaciones entre ~imetr!e estructural y el,stica pare cris• 

tales se establece en el principo de f. Neumann el que se puede ex­

prosar por lo siguiente: con respecto e sus propiedades f!sicee 

(incluyendo les el€stices) un material exhibe el mismo tipo de sim! 

tría como su forma cri~taline, o m€s simetría perfecta. 
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El principio tambi1fo se extienda a cuerpos que no son crii<teles, 

paro ~ue tengan simetr!a estructural (m"dera, fibra de vidrio, plás­

ticos reforzados, madera laminada). 

Si hay simetr!a de las propiedades elásticas (simetr!a al~stica) 

an un cuerpo ani,dtropo las ecuaciones generalizadas de Hooke se 3f~ 

plifican para dl ya que algunos coeficientes aij son cero, mientras 

qu.,. an otros hay relaciones lineales, Estas simpli f'fcaciones .. pueden 

ser derivadas al aplicar el siguíen~e m6todo, Refiramos un cuerpo a 

un si~tema de coordenadas x,y,z y a un segundo ~istema a•,y•,z• si• 

m6tr3 ca con respecto al primare 1 ya que !él simetría as del mismo ti­

po que la observcda en el cuerpo. Las dir&ccionos da los ajos respoc~ 

tivos x, y, z 'J x' 1 Y' ,z• son equivalentes en lo que respecte a las -

propiedades ellsticas, y por lo t2nto los ecuaciones de Hooke se es­

criben de manera id6ntica.para lo~ sistemas sim€tricos de coordenadas, 

Despu6s de escribir estas ecuaciones en los sistemas x,y,z y x1 y 1z', 

tr~nsformamos a uno o el otro, exprenando, d:acmos, x• ,yt ,z• en t6r-

minos de x, y,z. Al comparar las ecuaciones semejantes que resultan, 

encontramos relacionas entre aij y Aij. En luaer de las ecuaciones -

, de Hooke podemos temer las expresiones p'1t1' potencial el~stico eser! 

ta en el sistema b€sico, x,y,z y en el si~tema sim~trico x•,y•,z•. -

Al transformar la segunda expresi6n al sil'tema x, y, z e igualando 

los potenciales el~sticos llegamos a los mismos resultadoa. 

Omitiendo el proceso anterior, primero consideraremos cuerpos ~ 

homog1foeos, parE< despu6s c11meotar sobre los cuerpos no homog6naos. 

Los cuatro siguientes cases de simetr!?. el;fotica son los m~s -

importantes: 
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1) ~lano de simetría elástico.- Supongamos que atraviesa cada 

punto de un c·:erpo un plano con le siguiente propiedad: cada dos -

direcciones simdtricas con respecto a este plano son equivalsntes -

en cuanto a las pro~iadades elásticas. Una dirección normal al pla­

no da simetría el~stica se llamará dirección princip3l de elastici­

dad (o simplemente lo dirección princip31 sin ninguna otra diracción 

principal, por ejenplo lns de los tensores ne esfuerzo y deformación, 

so connideran a la vez). En este caso solamente la dirección princi­

p~l. En este caso sólo una dirección principal atraviesa un punte del 

cuerpo. 

Si el eje z se supone normal al plano de simetría elástica y -

los otros dos ejes est'an en este pl3no 1 concluimos que ocho consta~ 

tes eltsticP.s deben sar cero 

y e~ ndmoro de constantes elásticas aij se reduce a 13. Las ecuacio­

nes de Hooka son de la forme 

Ex= o.,1cr,.,+0.110'• +0..1'?>0',,-+0.·~"t' ... ' 

éy.: 0.11. O'ot-+0.i.'lC"y ... o. • .,,,O'z. +O.i" 1:'""' 

é•= a. ... cr,. .... a ... O'y+o..,,,.,,,a,,+a.>6 "t'~. 

'<n=Cl.4~1:',. +aut" .. 1, 

'<xi = 0.4s 1;",., + O.st 1: si 1 

)'"~=a.,.o-.. +a.u cr, +o.:" cr,, + a.o-r..., 

(2.4.1) 

La expresión esauemático pare el potencial elástico os (la~ mitades 

en la diagonal correspondientes a los t6rminos oi 
1 

IJ'j (;'~y 
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son rechazados), 

ª11 ª12 ª1:i o o ª16 

ª22 1!123 o o 1126 

ª:i:i o o ª36 (2.4.2) 

8 44 8 48 o 

8 66 

Al resolver la ecuaci6n 2,4,l p;ere. <r1 i:; obtenemos ecuaciones 

difieren de 2,4 .l solo O', t' se reemplaza por ¡; 1 Y y aij por Aij co--

rrespondientes, Para las direccionas arbitrarias de los ejes, estas 

ecuaciones contienen 13 coeficientes de deformaci6n no explic!'~me~ 

te relacionados de ninguna menera, Sin embargo, h~y 12, y ne 13, --

constantes independientes en 2,4,1 y 2,4,2 y de c~nocpr eij podemos, 

te6ricamente encontrarlas, 

Consideremos un elemento de un cuerpo en la formE da un parale-

lap!pedo en el que dos pares de caras se orientan arbitrericmente y 

los planos de las otras dos son planos de simetría el~stica, ~n estas 

dos caras act6an sobra ellas esfuerzos normales uniformemente distri 

bu!dos equivalentes a esfuerzos O"t (figura 2,4,1), De las ecuocic--

nea 2.4,l encontrAmos les componentes de deformaci6n: 

(2.4.3) 
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Esto demuestra que en tensidn o en compresi6n en una direccidn 

perpendicular al plano de simatr!a elástica los ángulos entre segme~ 

tos normales paralelos al plano de simetría elástica y dentro de ~l 

sigu~n rectos~ Un paralalep!pedo rectangular ~a transforma en un pa-

relelep!pado recto, es decir, sus caras laterales ~iguen siendo rec­

tangulares y las bases camblan a paralelogr8mos. 

~ 

I 
I 

I 
I 

Figura 2.4.l 

2) Tres planos de simetría elástica (cuP.rpo ortotrdpico).- Si por -

cada punto de un cuerpo atraviesan tres planos mutuamente perpendi­

culares (ortogonales) de simetría el(stica, y los planos iguales de 

simetr!a elástica son paralelos en todo punto, entonces tomando los 

ejes coordenados normales a los planos de simetría el~stica (a lo -

largo da las direcciones principales) encontramos qua, en adicidn a 

las ocho constantes elásticas del caso anterior, hay cuatro cons--

tantas m~s iguales a cero. 

Las ecuaciones de la ley generalizada de Hooko y la exprosidn es-­

quemática para el potencial elástico en tárminos de las constantes 
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aij 1 toman la forma: 

(2.4.4) 

ª11 ª12 ª1:i o o o 

ª22 6 23 o o D 

8 33 o o o 
(2,4.5) 

8 44 o o 

8 55 D 

8 66 

Introducimos las cons12ntes de ingeniería Ei 1 Gij, Vij utili-

zando subíndices num~ricos en lu:~r de lP.tras, las ecuacion~s 2,4,4 

entonces se escriben: 

Ex-"4- (}'. - ~'O",- ~0"2. 
c..t X t:.1 E.3 

E =-~O",.+~!J~-~O", 
• E.1 t:.l C-!> (2.4:6) 

ét=- ~a,.. - "\?, .. fJ) i" ..L 01. 
e:.1 E..2 E.!> 

'¡(,l= r::¡
1,) (;YL' '( ..... = ~ -C"t' '(., .. ~ ... L .. y· 
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Un cuerpo con tres planos ortogonales de simetría el6stica en 

cada punto, (o, lo que es lo mismo, tres direcciones principales -

que son mutuamente perpendiculares) se llama anis6tropo ortogonal o 

simplemente ortotr6pico. Las direcciones principales on un punto -

dado no tienen que ser equivalentes. De las doce constantes el6st! 

cas qua entran en las ecuaciones 2.4.6.s6lo nueve son independien­

tes, ya ~ue por simetr!a de la matriz de los ladas derechos de las 

ecuaciones que expresan la ley de Hooke siempre tenemos: 

(2.4. 7) 

Los ejes de coordenadas normales a los planos de simetría e-­

lástica se llAman ejes principales de coordenadas. 

Es importante no~ar qua so puede reducir m8s el ndmero da cons­

tantesel~sticas es posible puesto que, en c0ntraste al caso de un -

plano simple o de simetría al~tica, aij de l~s ecuaciones 2.4.4 6 Ei, 

Gij,Vij da l::s ecu¡¡cion;os 2,4.6 son const~ntes invariables en s!. Pu.!!. 

den llomerse las CQnstentes principales (a diferanCiH de las constan­

tes de las ecu?-ciones escritas para un siatema arbitrario x,y,z). 

Ndtese que el elemento repre5entado en la figura 2.4.l con caras 

paraleles a los planos de simetría el6stica, cu~ndo se extiende, si­

gue parelalepipedo, pero c~mbin aus dimensiones. 

3) Plena do if.o-t;rop!a (eje de simetría rotacional), Cuerpo iscS­

tropo transversal.- Con$idoremos un cuerpo con l~q siouien~es propie­

dades: ~or todos los puntos atr~viesan planos paralelos de simetría -

el,stica en la que todoa les direccionas son equivelentas al!sticas 

(Planos de isotrop!a), 
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En ~tras palabras, en cada punto hay una sola dirección principal 

y un n1lmero infinito de direcciones principales en un plano normal 

a la primera dirección. Es un cu·orpo por el c;ue atraviesa un eje de 

sim9tría oldstico de un órden infinitamente alto, es un eje de rota-

ción, ~1 cuerpo es isótropo tr~nsversal. 

Dejemos c>ue el aje z sea normal a1 plano de isotropía, con los 

ojes x y y dirigidos arbitrr"riamenta en este pl<>no, Lns ecuaciones -

de la ley generalizeda da Hooke se escriben como: 

(2.4.B) 

El ni!mero de constantes independientes es cinco. 

lntroducimos las Cünstcntes de insenier!a: E, E' = módulo de --

Young para la tensión o compresión en el punte oc i•ctrop!r y 9n una 

dirección normal a ~l, V= 1" rel2ci6n de Poisson cim c<:ir;,ctt?rizc ln 

contraccid'n trnnsversal en un plnno do isotropí:c cu;indQ le tensidn -

se aplica en una dirección normal al plano, V'= lo nismo ~u9 cuando 

la tensión se apli·:a en direcci6n normal al pl~no de isotrop!a, G = 

E/2 ( 1+'1) G' = módulo de resistencia al cortante pera el pleno ce -

isotrop!a y en cualquier plano perpendicular a dl, Las ecuaciones -

2.4,B so escriben como: 

(2.4.9) 
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En algunos trzcnjos un m~teri~l isdtropo transversal se llama • 

transtrópico. 

4) Cuerpo lsótropo.- Si todas l~s direcciones del cuorpo son -

equivalentes eli''sticas y principi\les, entonces, nl poner E' = E, v' 
V, G1 = G E/2 (1-l-V) en 2.4.9 1 obsarvamos las muy conocidas ecua-

cienes cuo expra$an le ley de Hooke p:rv un cuerpo isótrcpo de módu­

lo de Young E, relacitl'n r:ie Poisson "V , y m6dulo de resistencia al • 

cortante G: 

e..,:: ~[C1:r.-"V(O",+O"z.)J 

Ey:·H (jy-V(O"x+O"z.)1 

Et=ilaz.-\l(0",.+0'1)1, 
(2.4.10) 

Aporto de los cuatro c~sos básicos de simetría hay otros, Casos 

típicos de simetrí~ son los crist2les de elementos simples y compues-

tos de varios elementos. Se h~ demostrado que hay 32 clases de cris­

tales geom~tricamonta sim{tricog, Sin embar90, el ndmero de clases -

de simetr:!a el{stica es mucho menor (nueve) por lo t0nto la misma fo!, 

ma da las ecuecionea de Hooke se apli~an a varios casos de simetría 

geom6trica. 
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111 

PRINCIPIO:O BASICIJS DEL ffiCTOOO DEL ELEmENTO FINITO 

3.l EL ffiETOOO DEL ELEffiENTO f!NITO.-

El m~todo del elemento finito es un procedimiento num~rico para 

resolver un problema de mecánica continue con una aproximacidn acep­

table para ingenieros~ 

Supon~emos que se deben encontrar los esfuerzos y desplazamion­

to s pera la estructura de la fi~ura 3.1,1 a. Las respuestas num{ri­

cas no se encuentren en ningdn libro, Los m~todos clásicos descri­

ben el problema con ecueciones diferenciales p2rcialos p~ro no dan -

respuestas por que la geometría y les cargas son d¡i:nas!~do ccmplejas, 

En la pr«ctica le m3yor!a de los problemas sen dempsiado ccm~lejcs 

para une solucidn matemática de forma cerrada. Es rGquerida une so­

lucidn num[rica, y al m~todo mci~ versátil oue le dá, ~s es•s, 

La figura 3.1.l b muestr~ un modelo de elemento finito, Las 

regiones cuadril~teras y trianguleres son elementos finito~. Los 

puntos negros son nudo~ dende los elementos ne conoctan uno a otro~ 

Una red es un arreglo de nudos y olemontos. Eata red en p~rtlculPr 

muestra elementos triangulares y cuadril8teros alrunos con nudos de 

borde y al0unos con nudos de esquina, 

En cierto sentido, los elementos finitos son piezas de la mis­

ma estructura pero no convertimos le figur~ 3,1.l a a 3.1.1.b, sim­

plemente cortando hasta ~ue ~ueden solo residuos pare junter los -

nudos, Tal estructura os muy docilitada, tcmbi~n l~s piezas tondr!an 

concentrado esfuerzo en los nudos y tender!an a sobreponerse o se­

pararse a lo largo de lo~ cortes, Obviemente la misma estructura no 
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funciona as!, entonces el elemepto finito debe deformarse da mana-

ras restrinl)idas, Por ejemplo, si los bordes del elemento son fer.• 

zados a quedar5e rectos, como en le figura 3.1.1·c los elementos -

adyacentes ni se sobrepondrtn ni se sep~rnrán. 

Para formulcr un ell'.lmonto, hay C!Ue encontrer les fuerzas noda­

les que producen los varios modos de daformecidn de los·· elem9ntos 0 -

Podemos encantar estas fuerzas por le teor!a elemental paro un ele-

mento finito naturnl como es una vi~e o una barra. Pero para los e-

lementos que defino el analista dibujando lineas eri Una continuidad 

tales como los de la fisura 3.1.l b y 3,1.l e, se necesitan nuevos -

procedimientos·. 

r¡ i~~;g~rn:f 1 i:i~ 
, .. 

---:i:,.11 

(e) (b) (e) 

Figura 3,1.l (a) una fitura plami en forma arbitrr.ria.(b) Un posi­

ble modelo de elemento finito parr• la estructura, (e) Un elemento 

plano rPCtanguler, mostrnndo las fuerzas nodalea pi y qi, La l!nea 

quebrada muestra el modo de deform~c!dn asociedo con ls direccidn -

~ del desplazamiento del nudo 3, 
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El mátodo del elemento finito no se restrince a problemas de -

mec,nica estTuctural (firura 3,1,2), La figura 391,2 tambián sugie-

re cnmo la superficie sueve ,, variable, se puede modelar por elenen 

tos de v~rio~ tipos, Si es modelnds por triángulos la superficie ~ -

es aproximada Pº" facetas planas, Los elementos do cuatro y ocho nu­

dos muestran superficies deformDdas y curvas, respectivamente, y se ~ 

proximan mejor a lE funcidn, La arroximucidn mejora mientrns más ele-

mentes 3EJ usan. 

/ 
;!(, 

Figura 3, l, 2 Una funcidn continua r = , ( x 1 y) y elem!:!ntos finitos • 
que podr!an ser uoedos paro aproximarse a ásta. 

Dentro de cualquier elenento trianaular en le figura 3,1,2 ~ es 

una funcidn lineal de x y y, La inclin2~idn y elevacidn del ele-

mente se define por tres valores nodales de,, No m~s de dos.elemen-
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tos deben tener la misma oleveci6n o pendiente. Este dibujo muestra 

la esencia del método del elemento finito: le aproximaci6n por pe­

dazos de una funcidn -· por medio de polinomios, cada uno definido 

sobfe una pequeña regidn o alemento y expresado en términos de va­

lores nodales de le funci6n, 

3,2 ALGUNAS f:lATfiICf.S Y ECU.;CIONES InlPORTANTE:S,-

Por ahora definamos un grado de libertad (g,d,l,) como el des­

pl0~amiento o rotaci6n de un nudo, Entonces para un elemento con --

n (g,d,l,), escribimos les ecuecidbes: 

+k1ndn=f1 

·+k2ndn=f.t 
(3. 2.1) 

donde di es el i-ésimo g.d,l. y rA. es la funrza corresporicliente o 

momento aplicado al momento, los kij son coeficiéntes de ri9idez, Si 

se pone en forma matricial, la ecuaci6n 3,2,1 ~ueda: 

[k J {d}= {r} (12.2) 

donde (k J es la metriz de rigidez del elemento, { d} es el r9ctor de 

desplé!Zemiento nodEl del el omento, y [r} ea el rector de caré'2s norle­

las del elemento, (Descri bimos el m&todo de rigidez o despln:amien­

to, en el que los desplazamientos son las inc6gnitas principales que 

hay que celcul::r, El esfuerzo es una verieble ~.ecundaria, calculada a 

partir de los desplazamientos, El método de desplazamiento es la for­

ma m€s usada del m~todo del elemento finito), 
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Para describir el signi ficedo de lk J consideramos la figura 

3.2.1 y la ecuacid'n :i.2.2 se convierte en: 

[k) {w1 el w2 ª2}= {F} 
4~ 

Si to dos los g.d.l. son cero menos al j-1foim~ y si dj = 1 vemos que 

{i"} = {kij}1 le. j-&sime colum<1n de [k J . En pol<>bras, la j-6sima 

column>< de [k) es el vector de fuerzas (y tal vez momento) que d,! 

ben aplicarse al elemento para hacer dj = l y preservar el equili-­

brio est(tico mi~ntras r,ue los otros d (s) son cero, Esto es cierto -

por~ cuol~uinr m2triz de rigidez de un elemento, Los primeros dos de 

lo$ cu~tro posiblos modos dj = l se ven en las figuras 3,2,lb y 3.2,l 

c. LLC "fu,rzas kij se muestran en el supuesto s~ntido positivo, es 

decir, en lo~ mizmos sentidos del g,d,l, en la figura 3.2.l a, claro 

está, k
31 

y k32 deben sc.r n6meros negativos. Para este alenonto sen­

cillo, le teor!a de le viga nos da el kij an t6rminos da L y ls ri­

gidez a la flexid'n El • 

... 
~ ~l~ aj ~)i 
~J t.o. k11 

t 
k11 k11 k!>l 

(a) (b) (e) 

figura 3.2,1 (a) el g,dol, (d }de un eleMnto de viga estandar, (b) 

El modo de defo!macid'n ( d} = {l .D O o} y br; furrz as requ~ridas ki 1 , 

(e) El molle de dGform~cid'n {d} ={D 1 O o} y lrs fuerzas requeridas 

ki2' 

Lo~ nudos de los elemento~ son números asi~n?do$ en l~ fisura -

3.1.1 e, Se podr!2n habar usedo letras. Ambos sirven de eti~uetas ya 

sin sentido despu~s de junr.P.r le" elementos paro formar una estructura, 
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La interpretaci&n dada a las columnas de [k) tambi6n se aplica a un 

nivel estructural. !in la figu=a 3.2.2 a al asignar una unidad de de!.!!, 

plazemiento a cada nudo por turno, siempre escri'biendo las .fuerzas -

naceceri~s como una columna en una m~triz de 4 x 4, encontramos: 

ri<l ___ (:i<I+ o) (O .+ O) o u . ·P 
1 lj ------, 

1 

[~!- -~-~-1-jk2 ) (k21+ o) o u2 o 

O · ( O ·+lk2) (k~~;¡---:K3""J - (3.2.4) 
U3 o 

L------ 1 I 
o o +O) (O +1k 3) k3 1 U4 R4 ¡ ______ ---

Cada l!neu quebrada en le ecuoci&n 3.2.4 encierra un~ metriz de rigi-

dez de elemento, como se ve al considerar ui = 1 y entonces ui+ l = l 
en la figura 3.2.2 b, El arreglo de t~rminos en 3.2,4 sugiere 

que la m2triz estructural se ccnstruye agregando matrices de el! 

mentas en forma de sobreposioi&n. El nudo 4 en la figura 3.2.2 a, es­

t~ fijado en.contra del movimiento, es decir, u4 =O, As! las ecua-

cienes que relacionan el g,d.l. activo son: 

(a) (b) 

figura 3.Z.2 (a) Una estructur0 que tiene 3 g.d.l. activos (u1 , u2 , -
u3) sus el~mentos finitos son tres resortes linealRB de rigidez k1 , -

k2' k3.(b) g~d,l. r.odales y fu('rzas de un elemento t!picc i. 

[" 
-k1 

o JtJt} -k1 k,+ki -k1 A.12 :: o (3.2.5) 

o -kz k'3.+k3 .u?. o 
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o 

Los matrices en la ecuaci6n 3.2.6 se ~ombran con los 'mismos t6rminos 

usados par~ las matrices en la ecueci6n 3.2,2, s6lo que "estructura" 

o "global" reemplaza a "elemento". 

Las ecuaciones 3,2.6 se pueden resolver para [o} 1 por lo tan­

to, como ( d} para cada elemento está contenida en {o} 1 se conocen 

h1s deform2ciom1s p~ra todos los elementos. De les deformaciones cal-

culamos los esfuerzos y entonces se completa le soluci6n. Este proce• 

dimiento es generalmente aplicable, no se restringe a los elementos de 

resortes o bo:-ras. 

¿Cuan grande puede ser un problema con soluci6n?. El t?.ma~o de­

pende del u<'!ucrio, d!ll dinoro disponible y los recursos de computado-

ra, Actualmenta un problema de mfs de un mill6n de g.d.l. puede ser -

grande. Problen2s con m~s de un mill6n de_g.d,l. se han resuelto con 

6xito. 

3.3 Ecur,crnr•ES PAR!\ UN ELElr1ENTO FHHTO TRIArJGULflR.-

Corno vimos anteriormente un medio continuo se le puede dividir 

en elomentos f'ini tos rectangulares 1 triangulares, poligonales, etc. 

llosotros aho:::-e desarrollarei:ios las ecuaciones pera un elemento triaJl 

gular, por considerarlo versátil y da mucha aplicaci6n. 

Consideremos un medio continuo y dividámoslo en tri(ingulos corno 

se indica en la fiQura 3,3.l, Apliquemos un sistema de fuerzas axte~ 

nas en los nudos de le red, lo qua ocasiona oue el medio sa deforme 

y se presenten desplazamientos en dichos nudoo. Las ecuaciones del -

m6todo del elemento finito se obtienen valuando al trabajo de las -
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de las fuorzas extern~s·y el trébajo acumulado debido a los esfuer-

zos intarnos, Para el C?.So el~stico lineal ambos trabajos se i~ualen, 

dado que se desprecian las p~rdidas de energ!a,.lo cual conduce a un 

sintema de ecuaciones lineales en el ~ue las fuerzas en los nodos de 

los tri~ngulos queden en funcidn de los despl~zamientos de dichos nu­

dos; la solucidn de esta sistema permite conocer los desplazamientos 

an los nudos, lo que a su vez sirve pHra determin~r los esfuerzos --

d~ntro de los triángulos en que se dividid el medio, 

Figura 3,3. l. Une posible red de triongulos de esfuerzo constante, 

par; el análisis de deformecidn plcnn de unn presa de gravedad y -

parte de su cimentacidn, l~s car~as son el psso muerto y le presidn 

rl~l agua en la c~ra izquierda. 
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Desarrollemos el procedimiento anterior considerando un triángu­

lo cualesquiera del medio y suponiendo que conocemos los desplazamien 

tos en los nudos del triángulo despu~s de lo deformocid'n 1 figura 

3,3,2. Obtondr~mos a continuacid'n los desplazamientos, las daformo­

cianes unitorias y los esfuerzos dentro del triángulo en funcidn de 

loR desplazamientos en los nudos del mismo, debido a QUa necesitamos 

Pª" av¡¡luFr al trebrjo interno de deformacid'n, 

~.v 

:.t,'I" 

Fi~ura 3,3,2 (a) Desplazam1Pn·~~ en los nudos da un triángulo, 

(b) Cargas en los nurlos de un triángulo, 

P¡ 

x.,I' 

Hallo~ns primeramente loa dosplazemiontos u y v en cuelquior --

punto dentro del tri~ngulo on funcidn de los desploznmiontos en los 

nudo~. Suponemos que u y v son funciones lineales de 12s coordenados 

u = 0(11 +o<12X+c<13Y 

V = 0(21+ 0(22X+!;t23Y 

(3,3,1) 

(3.3,2) 

Substituyendo los valores de lus coordenedas de los nudo~ de los 

tri~n~ulos en la ecuccid'n 3.3.l 



es decir 

.U.A::. <>l11 + "<•1':1..\. + ol1\ Y.i. J 
AA,j:::.OC.11-t-C\1~.:X.~ +C1.1i.::i.i 

.ÁIM,::. o\11-tCl(1i. l.1. +a.111 y.,. 

o<11 +o<•1M+-C\'1~Y..- = .U.i.} 
0{11 +oc.1t~~ +c(1lY.i= .U~ 

Ol11 +lll11Xi.+0(1')Yk= ..U1c 

(3.3.3) 

despejnndo los velares de c< 11 , o{, 1,,1 C\i'!> de las ecuaciones 3.3.3, u-

tilizando la regla de Cramer1 

ui xi yi 

uj xj yj 

uk xk yk 

0(11 = 
l xi yi 

l xj yj 

l xk yk 

(3.3. 4) 

donde; l xi yi 

2A= l xj yj (3.3.5) 

l xk yk 

A=Area del tri€ngulo = l/2 det (A) 



- 4 4 -

De manara on~loga: 

ac,l. =- 2\J (..uJ Y.,-A" Y.)-..u¡( y,-::fj)-1- Y..<.(x,,.,-Al)] 

o< 1\.: 
2
1 

A ( (:i:¡ .¿¡"-:X" .«.i)-X.4( .U1t-.U~)+A<(xi.. -X¡)1 

. (3.3.6) 

(3.l 7) 

Substituyendo los valores de 0( 11 ) o<. 11. y o<.. 1~ en la ecuoción 3.3.l 

M:.-:};:: fu¡ [ (x~ Yi.-X1c Y.-)-+ (:)'j-Y1<)X + (:X.i.-Y.~) Y)+ 
+<q (Xi. ':ú- :e;. Y ... )+(Y"-)'.i..)X+(:X:..4-:X.1c) YJ + 
f ,{Jkl (X(Y.< - .Y.<. X,;)+( Y.<- ':l~)X +(:x.~ - :x..¡_)y)} • 

Si l h:mamos a: 

:x ... -.x.;-=::X....; '· 

Q...: = :x.¡ Yi. - :x.. 'J ,¡ l 
o.,¡= X~ 'i;.-X•'J• 

o.~::. ~¡ 'í;-':J:.. x-. 
y substituyando en la ecuación 3,3,8 

AJ. =-ti ( ~¡(a.¡+Y," x-+ x..,, Y)+..U.;(o.,;+y,.._ X-+ :X...1c 'Y)+ 

+.Mk (o. .. + J'.l,l'.l(. +:í.,.¡, ~) J 
Procediendo de la misma forma con el desplazam::.ento v: 

1f::.1/2.A ( 'lf;. ( 0.4+':1•" X+ :X.w•Y) + '11":.(o.~~ ~ ... ¡X+ ;x.,¡, Y)+ 

+ v .. (o. .. + Y;.1 )(+X. .\..i.'YYJ 

(3.3.8) 

(3.3.9) 

(3.3.1 o) 

(3.3.11) 

(3.3.12) 
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En forma matricial: 
.u.: 

V;. 

f : }'fA[., + :.x +x., :,. ,:x .~~"·': ":;.,~: + x.:~'~:Xi•: ... ~,,,.,] :. 
.11 .. 

llamado (l3.13) 

(3.3.14) (3. 3.15} 

1 [0.4+'.l'.¡¡.X+l.i.•'>' o O.jf'iwi.:X.+l:."::f o Q.t::l.i•X+:l.•lY o l 
(N)=-

2./\ O Ql+'iJ1cX+l1wY O Q.;+J' .. ;.+:X.i."J' O ª•+'i;.;'J..+'1..i1'J 

(3.3.16) 

queda: 

{uxy} = {N} {uj (3.3.17) 

A (N) se le denomina matriz de forma, 

Definemos a ccntinuaci6n lñs deform~ciones unitari~s dentro del 

elemento en funci6n de los desplazamientos en los nudos del mismo: 

De acuerdo con la teoría de la deform2ci6n s~bemos aue la de­

formacidn lineal unitaria Ex vzle: Ex =~; la deformncid'n unitaria 
l)X. 

E.y vale:Ey:~ y J.a deformaci6n unitaria (angul.,.r) '(,.~= ~ ... ~" 
'l)y b ')' .,x. 

Emplenado las ecuRciones 3,3,11 y 3,3,12 
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en forma m;:; triciJ3l 

{"} ['" 
o 'j,;, o ':/;.¡ 

ºJ r1 éy _ _:L o :X.,¡ o x.. .. o ~ ~1 - 2..A 

'tx~ X.,¡ Yi• :(¡1, ':!~• ::í;¡ :fo J.t~ 
v. 

(l3.1B) 

Denomin,.,ndo: 

[<}f:l 
~x.y 

(3.3.19) 

(B]; i,_ [ :• 
o '::J,;. o Y;; 

o l :x.,.; o :X.¡" o :x.;.¡ 

::tv.> :Y; .. '.)'.¡" 'Y« :t.¡¡ '1..:¡ 

(3.120) 

queda: 

{é }=[B){,a2
} (3. 3.21) 

Dotorminemos los esfu;Jrzos dentro do un triángulo en funcid'n de los 

desplazanientos en los nudo9 del mismo: 

Como estnmos ostudiendc el m6todo del elornonto finito aplicado a 

un medio anisótropo, pnrn cuerpos r,u9 cumplen con la tercera =~ndicidn 

de s1metr!o el,stica, soílalnda en el capítulo 2. Esto es: Pl3no de i-

sotrop!a (ejes do simmtría rotacional). Cuorpo i~dtropo transversal, 

Consideremos el elee1ento de la figura 3.3,5 ~. Las propied<:1das E1 Y "V1 
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corresponden a la deformación en las direcciones de lon planos de es­

tratificación (dirección x•) y~ 2 , G2 y V2 a la direr.ción normal a 

los planos de estratificación (dir9cción y•). 

¡_ 
:X. 

(a) (b) 

figura 3.3.3 (a) Geometría y propied2des el~stica$ 1 medio anisótropo 

estratificado. (b) E'tado de deformación en el sirtema global x-y. 

Como vimos en el cap!tulo Il las daforrnacionos p~ra el CASO -

tridimensional est~n dadas por las ecuocionas 2.4.V y c8mbiando al -

ejD z por y1 y visceversa y por z tenemos: 

(3.3.2 2) 



E. 
pero 6=- 2.t~+\7) 

tenemos entonces: 
v 1 2 (1+V,.) ...- 1 
0 :x.i.:.-e:¡- ~n ' 
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v' - 2.(~+'17·)~· 
O:u,---e:;- l.-X?. • 

Como es un problema bidimensional de un cuerpo que está en el -

plano x' - y•, Entonces por definici6n l;",.i,::: l:"n.= o, V debemos con­

sider~r un estado de esfuerzo plano y deform~ci6n plana. 

Para el case de esfuerzo plano Cft=Oy E'l. no necesite entrar en 

el proceso de ~oluci6n, as! pues: 

es decir: 

{ 

• ) [ 1 

éx ~ 

:: = -~ 

por Cramer: 

t:. 
61= 1 

....L 
E.t. 

o 

- .::iJ,_ 
E.z. 

t 
o 
v. 

T, - E.:. 

_::a... ..L 
E.i ~ .. 
o v 

~~z.:::O 

(3. 3.2 3) 

o 

{~] (3. 3.2 4) 

o 
o 

2.(H"h) 
E.z. 

E'..L~+E:.'~ " e:. E2 ':I E:.t 
~ 

Ez. 
= j_ J_ z(H·Y¡,) _ :2_ ~ 2(1+'/z) o E.1 Ei E.z. E.2 E.z. E.t 

o 
Z(1+'17lJ 

E.2 



J_ E':ic. o t.1 
'Vt é_'y o -Ei 

o '(;,.~ 2(1+V>.) ~ e' 2<i+'71) + € "' .. 2(H'<' ... ~ 

a;= E.~ E.1 y E.z. X E.2 E."Z.. 

_I -:h. 
:: 

J_ _!_ l(~+V•) _ ~ .:::'.!_ 2(H ..;i.) 
E.t E.'L 

o .. , E.t E.t. E.z. E..7. E.:z. 

_..YA_ ' o E.t Ti 

o o .lil!::hl. 
E.z. 



, _ i~• c.~_(Hn-Vf) 
't':o·- 2(1+'\.\) E.1(1-r\Vf) 7 

7"' 1 
- E.2. ( 2)v' 

11-xY --( t) m 1+nv1 o::..Y 1-nv1 

os docir: 

t} CT"y 
E.2. 

<1-nvf) 
~~y 

donominr ndo; 
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!.l: 

t') 

º"• 
o o 

o 
o 

m(1+rrvf) 

o 
o 

mo+nvl) 

E.2.+'1.•E., 
-"E..1Et 
E.t- E.o v,1 

e.., E.\ 

(3,3,3,25} 

(3,3.26) 

(3,3.27) 
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entonces: 

{ 11'} :[n'){ l'} 

Se pueda demo~trar en forms similcr ciue la matriz (o•) porii una 

conc!icidn d<:! deformecidn pl2no, dende El=O 'J O'r. no necesita entrar en 

el proceso de solucidn ( t'n=t'ix"' O ) , vol e: 

o 

Como la matriz (o•J corresponde el si~t!:!ma locP.l x• •y'. Para • 

hzllé'r la m2triz [o) correspondiente al sífteme º"nerd x • ~·, obten, 

gomos primero las doformacionE?s unii:arins {é'} en el sif,ter.ia loc<>l en • 

funcidn de 12s deformccionos uniterfrs{é} en el sifter.io genr,,r?l. De las 

ecuaciones 2 .2.2 y substi tu~endo ex por (j,., ,,por (J :1 y 1: '( por 1: 
(fi~ura 3.3.3b) tenemos: 

E;:..s:..1~+€:1.t~.¡.y"'"'"l, ... ' 

~,:. l':ir. ¡\1 + ey.t\ .. + ~u1u 111 ' 

t_, '-,,. J. rt a 1 ~ 1 ~~ ~ - c;x_ ll.t'l.1 +6:t ~1\ 'l.'2. +í" )f(..(,\ .h, +J.11 u) 

donde: 

itl:: 'º~~ 1 

-'•t= ~f.11~ 1 

.(tp:. -~ui~, 

11.2• e.o~¡¡, 
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es decir 

{ 
é~} 
é

0

y - $12.01./?o 

~~y -2C.O!;of.o bll!.O r.. 

C0';>(3 ba.l\/?I] {é.x} 
-c:o~¡a s,12.n~ é':I (3,3.29) 

(.O!>t~ - \:Jll!.111. ¡3 '( XY 

si 

[ 

e.os~ .!Je.Y'lb 

[ l r::, \oe.V)t¡:O c;ObL(3 

-2C.0S/!r !;oll!.O~ 2 b12.Ylf!> C.Ob(b 

C.Ob(?. sa.n(li J 
-C~f.>!:JCZ.l)f!, 

C.Of>'L~-€iel'12./S .. 

es decir 

(3. 3,30) 
poro: 

{o}::(c'W.'} (l3.31) 

substituyendo 3,3,30 en 3,3,31 tenemos: 

t o-'}=(~')(Tj 't E.} (3.3.32) 

Ahorr. tr?nsformemos{O'}o..{<r}utilizando l<'S ecu~ciones 2,2,3: 

O"x.= cr1.. J.~,+ t1\-1J.f, + 2 "t~y -l11 l11 } 

(Jy=. o-j. .t~t ;-O-yltz. + 2 (;'.;,.)' hz.111 (3.3.3.3) 

(;,,y.:: J!c..i.11 +O'~ .li1 .lit -1-(:;><.y(.ll.1 ~l'L +..i1du .. ) 

[ 

CD':>'\:; ba:.rii.~ - :z. c.~ 1:>rz.nf' 1 
[a}= &afl't3 ccJ,.,. 2C<>:>t!>.SQ.ill'!> [cr'} 

C.05{?>!:>2.Y\/O -ó<Z.nt;CObll> C..Ob~- b'2..0'Lt?, 

Vemos rue la matri= de trRnsform~cidn de ~ a a1es la transpuesta de 

(3, 3.34) 

( T)T .:intonces: 
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[T)= 2C.o~p,, ;,~~e 

'º~,.P..-!:ill.rl-1~: 

substituyendo 3,3,35 y 3,3,32 en 3,3,34, tenomos: 

ta'}: ( T) [ 01
) ( 1' f'{ S} 

pero 

{a}= (o){e} 
entonces: 

substituyendo 1~ ocuecj6n 3,3,21 en 2,3,37, tenomoa: 

{11 }=l O )(B ){.u'} 

(3.3.35) 

(:J.3.36) 

(3.3.37) 

(3.3. 3S) 

(l 3. 39) 

Con las expresiones anteriores ast~nos ~n c~ndic~onos do obte-

nor lois ec:uAcionos del elenanto finito, rJi.·r~ lo cu;il v~·lu:cremoz el tr.!!. 

bajo de L:is fuerzas externos y el tr¡¡brijo interno de deform?cid'n ocu­

mulado, par~ dospu~s igualarlos, 

. E:l trabajo da las fuerzas exlarnas vala (fi<Jura 3. 3,2a y 3,3,2b), 

Wc. :.r ¡>;. .tt.t + .¡ Q.4v.-+ t ?,1.U.j + t Q¡'\fJ + i I\ ».1e+ ~ Q1c.v" 

«• qc.'t .. ; 
(3. l 40) 

(3. 3. 41) 
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El trabajo internó acumulndo dentro del trián.guJo, por unidad de 
voJdmen vale (ecuocidn 2.3.12), 

W1: t ~:x. O',,_+ f é.)' O'~ 4- t '6':oc.)'t; X.)'= t {é.} T {0} 

El tr~bajo interno en todo el Voldmen del triangulo vale: 

W,,¡=f.o,w1 dvol~(élT {a} <!vol 
•01 

lgualHndo las ecuRciones 3,3,40 y 3,3,42: 

Pero por las ecucciones 3,3,21 y 3.3,17, 

por lo tanto: 

{.u"'j
1 

{P°:}: f~¡ ((e.){.{.(tl)T {Ci} dvol 

=-J.,., {.t1r.}T(e.f (aJ ci\lo\ 

fJ.tc.tr pe.]:: t4ª.Y1J~)T { Cf} d vol 
es decir: 

pero: 

{a} =-(o][B)(.({} 

por lo tanto: 

f P'J.: J11.1(B)T[D)(B){~tJc11ol' 

f P'"}:. [B)1(o)[e)l.u.t} J
1101 

d11ol • 

Si el espesor t del tri!ngulo es constante: 

f P'"} = (ei)1 (D)(B){A"} At 

f p1.J= At[e.J1(D]lB){.tÁ1.} 

(13.42) 

(3.3. 4 3) 
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Donde A es el ~rea del triángulo 

{P'}.:: A't.(.&)'Tlol(B1{..u'"} 

siendo [Kª) le m?.-t.riz de ri<;idez del elemento quede 

{Pj lkL){.u'} 

[kª) {.«~}:.( p•J 

(3.3,44} 

(3.3. 45) 

(3.3.4rJ) 

La ecuacid'n 3. 3 .46 es v~li-:Ja para un elemento dentro del medio, 

La podemos 2plicar entonces pnrA todos los elementos (tri•nnulo) de 

la reqid'n en ar.tudio. Llamamos ( K) a la suma de bs m"'trices de ri<Ji­

dez de todos los tri•nculos, {u} al vector de desplazamientos de -

todo al medio y { P} al vector de carga en todos los nudos del me­

dio de le ecur.cid'n 3,3.46, v!-lida paro un tri~ngulo, se puede poner -

para todo el medio de l~ siguiente forma: 

(K){,!{}:{P} (3. 3,47) 

[K) se denomina matriz de riQidez de todo el medio, 

·La ecuacid'n 3,3,47 da lus~r a un sistema de acuecio-

nas en el que las incd'gnitas son los desplazamientos en los nudos de 

los elementos, La resolucid'n de este sistema permite determinar estos 

desplazamientos, Para hallar les deformaciones unitarios y lo~ esfue~ 

zos en cada elemento se emplean las ecu2ciones 3,3,21 y 3,3,39 en ca-

da triángulo, 
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lV 

EJ~ffiPLOS ILUSTRATIVOS 

4 .1 Ecu?ciones pnr" ~ ~ Anil"dtropo E.2.!! Estrati ficP.ci ó'n Horizonta~, -

Si la astratificacidn de un modio anisótropo es horizontal, como 

9eneralmente se da en lo$ suelos, con ~ngu,lo entre el sistema de re-

forenciA local (x• - y•) y el sistema de referencia general (x - y) -

ii:;ual a cero -=O), entonces las ecuaciones pera este caso quedar!e~ 

como sigue a continuació'n: 

tenemos que 

donde: 

~ ] [""• 
S11.r¡113 •7. ~UIC.O~~ 

l T )::: !r.titf!> eo!>1/3 2~{bco:>I) 

~o:o 

!t~~ co:ir.. - !V'l/!i CO~r.> cc~~n- :,tn1f!, 

pero cr•mo 13 = o 

(T)= [: 

o : l o 

Aqu! [T] es Í')Ual a l~ metriz irientidad (TJ [ 1] y [TY = (1) . 
As! pus~ tenemos 

(o)~(1)[o)(:i:.) 

es decir: 

[o)= [d) 
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Para el caso de esfuerzo plano: 

[ 

r\ 0'17¡ 

(D)= E2. n~ 1 
(1 -v:) 

o o 

De la ecuaci6n 3.3.44 tenemos que: 

(k4)=At (BJ(D)(B) 

donde: 

"i9. O ~.¡ O Y;.; O 

[B )=z\- o .xi.; o l.l• o x¡¡ 

la matri.z de ri9idez esU dada por: 

(k .. 1.- Eat 
T.ttA(J-nv,t) 

o :(¡; 'j¡.i. 

(&~)=i;A: :tu o :i:¡;, 

o Xli. 'j¡,;. 



Si llomemol' a: 

o.•= n } 

:: : :::-n~tl (4,1,1) 

tenamcia: •··. 

[~ Id 

º][''" 
~· :il,1 o .Y;.J º] ¡~ .. l:l:x.~¡ o:y.;. ~Xi.k · dY;.1 Sl b' 1 ·O o Xk; o XÁk o l..¡i. ::: b' y¡~ .:Í.i.J t))l.i :ü;. l)yl.i 

' . 

o o C' ·· 'ltkJ Y¡'k 'lC;k Yú :i.IL ~A.} c:t.1o.¡ c..'YJ~ c.'~k c.'Y~L C1ljJ. ~· .. · 
~.' .. . .. U1 

CXI 

Y». o .Xk¡ 

o :.Ck\ 'Y~k 

ykl o :X.ik 
cX)'J.k l:)X.kJ 0: ~11.L BX.i." ri.'hJ ~x1 [kª] - e; t b'Yl1c XkJ l:) )' kL ..X.J.K b' J'Aj X.i1. 

- ~A(\-m!:) o .X.i.k Ykt 

Y.1.¡ o CXkJ C:iJk e' :X:1k C'YkJ. C' .X.U. e' YA.\ 
.:X:jl 

o :x_ .. 
.)A. )' ·~ 



Realiancio ol producto ~uedu: 

~r. cX +xi!". c.' '1.- X•1 (b1 +e') ':lo1•Y·•o!+x •• x ... c1 y,,.JC¡~\:l+:ic.,':i.•c' ':l,,':/,.¡O:+Xú:X.UC' · ~ ... x.:.b'+'X•1'>'.11c1 

Xk• Y.- ('d+c!) 
2. 2 :x.1 + ':fJk c..1 

(k«) Eat 
'f.J. y,_ct+:XA•lt•jC1 . y • .._ '.lC.11;b1+X:.11't1.c! 

= 4 A(1 n'\71) 
X.i• 'J,. t:+ "Y•<'X•i C :X..1.i. X•i +':/.J. 'li•C' 

""•Y·•b.+'fa:iü .. c.'.· ·.,, . v ..., e·' -x .. ::1.1~+Y...x • .;c1 Xk1X.<+':l.,.'1 •• c.1 
: ..... x.1.,+ JJ• .J•.I. . 

::t.~ct~:X!~/. 'l~~x ... (~+í:') ;~'l••«+~í."t..ic! Y.:.~•rk-u.'/Aic.' 
· X•~Y • .1.(o!t~~)· :ic.1\+Y:.t d ;x,¡,.y.¡¡\::+':MX:.!C.1 X••X1l+Yl.:.Yuc.' 

":/,,. ~J.J o!+X¡l:X..:.t' ';/.¡j x.¡I!, +X)1y¡,.c' '.::l.dto..1.o!~x.¡;.x••c: ':/.u X••'Ó +:x.i1y,,c• ·~1.1l()..1 +x!.:.e 1 ~.j :iw(n'+c) 

X.U.'l¡.b1
+)',¡¡j,;C' X~tX.1.\-:r'.¡¡ ':l,i. C.1 X~(+ 'J.f; c1 

(4.1. 2) 



Para doformoció'n plana: 

· n<1- n'V0 ílVi(1+V1) 0 

[D] E, nV1(1+V1) 
- (1+v1 )(1-v,-zn\ll) 

1-~1 o 

o o m(1+v,)(1-v1 -znVl) 

la. matriz de ri9idoz oatá dodo por: 

Y.I~ o :(~¡ 

o )'.~~ Yi~ 

r1-.. I) nv,( 1tv;) o n· o y.¡ o 'Y.<~ o 

(kC]- J:.:¡.t 
Y.i. o ::(¡\ 

11'>,(1+~) 1-W 
m(1+v,)(1~v.-2n"V't) · :1 

. .x..~ o :(¡~ o :x:u 
- 4AC1-v,)(1-v,-2 nv:) o .;(¡~ Y.¡ 

o o :/¡\ Xi\ :/~¡ :w ~J.i 
.li o ~l 

o .X¡¡ ":/;.¡ 

ai llr.1mamos a1 

(4.1.3) 
C. = 1-Vf 



tenamos1 

o. 

~ :][i o :1 •• o Y1¡ 

ºJ 
o.Y,.¡ b:X:1<~ QY.;. bXli. a.'h . .i bX11 

b ;::(,,¡ o XLI. o ;". = bYJ~ C')(~J .· bY • .t c. :X.ik 'oY.u. CX.l.l 

o 'lli. Xl.k ·y,¡ :X,il. ':J;.i . dx,J dY••. dx.-1. d'Y • .i. dX~.i. dYii 

as! puasi · 

Y:.~ o ' x.; 

o x.:. 'j¡~ 

Q.':lik b:xk~ O.Y•• .b:X.~k O.YL1 ~-] [k~] E:tt 
y~¡ o .:(¡~ 

C'Xli ... bYJk b:.i • .: bY.<1 
(J\ 

C'X\..1 C'X.1• ... 
- 4A(1+V1)(1-v,-znvl) o Xlk fü 

dX~·I dY.~ d:X.ik clY.:. dXJL dY~i · 
'í4J o i¡¡ 

o ~.l. )hi 



Raalizirndo el producto tenornos1 

Y1:a. +x:.d Y¡.Xlol(b+d) y.;. Y¡,o. +::tl• X~d 

Y •• :x:.,(b+d) x.2,c.+Y.~d Y1c•:tkib~:t.1~Yi.d· 

Y.•.Y;.O.+X••)'.•¡d Y.1 X-.b+ X•• ':f;,d 
ll. ¡ . : 

y .... o. + :i!k d 
fi 1- E¡t • k - 4A(\+'\\)(W1-2nVl) ::(41.Y;.b+ YkiXi.iCÍ x. •• i.,c+'Ai'l•·d :X.•• ':/•;.lb+.d) 

Y .. ,y •• a.+X)•Xicid Y•• x.;...b+X¡; Y,.d :Y.<.iY..;o...+:1.11.X.••d. 

Y;i.X;¡b+X.;Y¡¡d X:.i.x.:.c:..+':f¡;':f¡kd X•i.':r'.l 'o+ Y11x.;,.d 

.. 
:x.¡. ~.r;b+Y.••x•~d ·. 

x1 .. :'l~¿~'J~.~.~d . 
· ... ii.~~ú·¿~;~ª?. ·. 

_, .... '.i ,· ; ·::,:. ·: .·· 
. :X¡~(:+Y••cl . 

~~¡;t.~.b+~lÚ'••d . ~ ' . . 

· Xu:ti.c.+':/.¡¡y,¡d 

~.l.u':/i• o.+ Xil :Í••d 

x. .. \j;.J b+Y•• 'X.il.d 

)'~¡\JüQ.+X.(•,'.X.\.lt 

XÁ1o y¡,¡.b+Y.¡)41,d 

y.¡~O.+-:di.b 

)'.¡¡':f.4,(b+d) 

. )',.l(;l b+X•1 \/J.i d 

:XkiX.K-1:':1.i•Yücl 

':f.i)l.;l.b+Xi• ':l•id 

:X••:i14c+Y.¡ ':hic\ 

)'.¡,¡,y._¡(b+d) 

xdc+ Yf1d 

(4. 1.4) 

O\ 
N 
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4,2 Ejemplo.- Detormin~ci6n de los desplazamientos en los puntos l y 

2 del medio anisótropo mostrado an la figura· 4•2,l. Para esfuerzo -­

plano y deforme.ción pl!'na. la propiedad de los elementos son hs si-

guientas; 

Figura 4,2,l modio anisótropo 
Estratigr2f!a horizontal, 

Solución: 

Para esfuerzo plano 

Tri~ngulo ui "1 

l ul "1 

2 u2 "2 

uj 

U3 

U3 

vj uk 

V3 u2 

V3 U4 

E.1 ::. z. os Ton¡mt 

Va-:: 0.'2.6 

E.i.;, 1eo °tº"/:n1. · 
,.~ 

vk 

v2 

"4 

1 



A=~=0.48 

_E1 - 205_ 1.1389 
n-~-m-

m= ~=82-:0.4556 
E2 180 
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Substituyando valores en la ecuación 4.1.1 tenemos: 

ª'=1"1=1.1389 

b':0"1=1.1389x0.25=0.2847 

c'.:m(1-1wt>=0.4 55ó<1-11389l<0.252 >=0.42 31 

Cálculo de la matriz da rir¡idez pare ca.d~ elemento. 

Elemento l. 

y.,. =0-0.8=-0.8 

)l,.,¡=Q,8-0.8=0 

Y• ¡:0.S-0=0.8 

:X:ü=0-1.2=·-1.2 

;!j,¡=0-0:0 

Et _ 1x100 _ 
4Al1-nvil - 4x0.48(1-1.1389x0.251> -loo.g 34a 
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Substituyendo valores en lp ecuaci6n 4,1,2 tenemos: 

Elemento 2: 

::1 ... =1.2-0-::1,21 

1.J.i.=1.2-1.2=0 

:x. .... =0-1.2=-1.2 'J.A.J = O.B- Oc: QB 

Substituyendo va 1 ores en la ecuación 4.1.2 tenemos: 

u2 v2 U3 V3 U4 V4 

51.soo o.ooo o.ooo - 41.000 - (;l,500 41.000 u2 

º·ººº 
145.346 - 27.569 º·ººº 

27 ,569 -145.346 v2 

(kt): º·ººº 
- 27.589 73.570 º·ººº 

- 73.570 27. 589 U3 

- 41,000 o.ooo o.ooo 27.333 41.000 - 27.333 V3 

- 51,500 27.569 - 73.370 41.000 135.170 - 66.569 U4 

41,000 -145,346 27 ,569 - 27.333 - 66 ,589 172.679 V<\ 

(4.2.2) 
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Pero u3 = V3 U4 v4 = 0, por lo tanto sumando 4.2.l ':J 4.2.2 queda: 

ul 

135.070 

41,000 

pl =Pz=O 

-
vl 

68.589 

172.679 

27,569 

- 27.333 

Q.=-12; 1•2 =-7.2 Toni 0.=-7.2 Ton 

U1 P1 

"" 
Q, 

{u}= .1 f P}= 
Uz Pz 

v, Ql 

Resalviondo el sistema (*) 

u1 = -O ~00981 m 

v
1

: -0,05409 m 

u2= 0,00571 m 

v2::: -0,04793 m 

( •) Tíl6todo de Gauss, 

; ~2'. v2 

- 73¡570 41.000 ul 

27~~:89 27.333 vl 
':·>· 

i:is.010 º·ººº u2 

º·ººº 172.679 v2 

o 

-7.2 
= 

o 

-7.2 

Para deformaci~n plana de las ecuaciones 4,1,3 tenemo~ que: 

a=. n(1-nv})=1,1389(1-t 13 99xo.2s"'),.,1.0578 

b=nVz < i+v, )=1.1389 0.25<1- 0.2ñJ::o.35 ea 

C:=1-V2 :1-Q,25~0.9324 
. . 2 

d=m C1+V1Ht-Vi-2 nVf )=O. 4 5 56(1+0,26)(1-026-2x1.1389x 0,25 F0.34aO 
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l: 

X"'J:.1.2-0-::.1.2 \ 

';ú.•:::.0-1.2"'-1 2 

ll'"-"' o-O-:= O 

para el elemento 

surostitu~Emdo 
valores en 4.l.4 tenemos: 

ul 
vl 

U:¡ 
V'.\ º2 

Vz 

l4S.7B6 - B3•877 - 51.soo 42eB77 
- 13'1,206· 41·ººº ul 

-B'.l.877 
l94.49l - Al·ººº 

-l67.l58 
42,e77 -27 .33J vl 

.. El.sao 
41.000 

51.soo ·º·ººº' 
º·ººº 

-Al·ººº U3 

:, .... ·. •' 

º·ººº 
l67 .1se 

.;,42,e77 º·ººº V3 

". : º·ººº Uz 
[!<~}= 4z,e77 

-167.lSB 

º·ººº ' - 42~en ·· 
·. BA ,286 

- 54,286 
42,877 

n .ooQ - 27 ,333 - 4l·ººº 

Elemento 2; 

:t .. ;.= o- o.a::::.- o.a 

::c. .. ~='·'1-0"'1.'2. \ 

;x:;. ..... \.'l-'n."' o 

:X.¡A::> Q-\.'2.:;:•\.'2.. 

Y;.¡:: o.e-o"" o.e 

º·ººº 
º·ººº ,, 

27.'.333 V2 

(4.2.3) 
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Substituyendo valoras en 4.1.4 ten~mos: 

u2 v2 U3 V3 U4 V4 

61,500 o.ooo o.ooo - 41,000 - 61,500 41,000 u2 

º·ººº 167 .158 - 42,877 ·º·ººº 42.877 -167 .158 v2 

(k~)= º·ººº - 42.877 84,266 º·ººº - 84.286 42,877 U3 

- 41.000 o.ooo º·ººº 27,333 41.0,00 - 27.333 V3 

- 61,500 42.877 - 84.266 41~000 1,45~ 766 - 83,877 U4 

41.000 -167.158 ',42.877 ' - 27,333 - 83.877 ,• 194.491 V4 

'(4•2.4) 

. :.-· . ·',:· .. -

Pero u3:v3:u4:v4=o, por lo tanto sunian,do 4.2';3 
.;·" 

te.nemos: 

U1 

145.786~ - 87.777 
._,;-

- 83,877 194,491 42~877' 
[K)~ 

,_ 

- 84.286 42,877 145~1a6· 

41.000 - 27,333 0,00~; 19.4,• 491 

12111.2 ' ' 
Q=--2-=-7.2Ton, Q•-7:2Ton 

U1 ~ o 
Vt Q, -7.2 

{u}= {P}= :. 

U1 Pa o 
Vi Q¡ -7.2 
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Resolviendo el sistema: 

m 
ul :: -O .012992 

vl 
-o.osoooB m 

u2 :: o .007196 m 

V2 :: -O ,041309 m 

Si opliO''" l" '°"º"º"" do l• l•Y Hook• (""''°"'' d0 l" '"''" 

,,,,,,,.) ,,. '"'ºº'''' l•• '''º'''''º"'' '"''º''''' 

pern esfuerzo plano 

as! pues: 

E"X=_,23 5~ '1_3..-;:: -0.01 ó &7 
1SD 

u,,.::.1.2l'r0 01óó7::-0.02 rn 

u,::OB'>'D.Oó7= o.0533rn 

oeformacidn plana: 
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e= 12 + 205 (.025\12\=0.0 714 v w 100 \. iao ") 

Ux"'-0.0252.m 

Uy.:0,0573 m 
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V 

CONCLUSlONE:S 

E:ste' trabajo trata da mostrar una alternetiVa pr~ctica para la 

solucid'n de problemas en ingenier!e, que es·el m6todo del elemento -

finito aplicAdo a un medio anisd'tropo 1 por lo que ae tratd' de exponer 

el mdtodo en le forma m~s clara posiblo 1 incluyendo ejemplos sencillos 

de aplicaci6n. 

Si observamos en el ejemplo del cap:!tulo en't erior la diferencia 

entre los resultados que nos da el mdtodo del elemento finito y el -

que resul ':a de l<i aplicacid'n directa de las· f1frmulc.s da le teoría da 

la elasticidad, podemos apreciar que la diferencie entre los despla­

zamientos verticales y horizonte~es es de 0.002 m y 0.010 m. respac­

ti vamente, Podemos deci.r ~ntoncas, que los resultados obtenidos con -

el mHodo del elementc finita ·dan una idea del 6rdan da m~gnitud de 

los desplazamientos, sobre todo para las deformaciones verticales, 
. . 

y c;ue estas diforencias se deben a que son solo dos elemento!' per'á un 

~rea considerabl~. Si aumentamos el n6mero da elementos, lo~ resulta­

dos tendrán una aproximaci&n ma,or. 

En la realidad los mr.teriales tienen un comportamiento el~stico 

'" lineal solo en una pequeña parte del proceso,, esfuerzo de formacid'n -
' . 

(otros no lo tienen), por lo que no ti~n'e s~~Údo·'~.er precisos, Lo -

importante es sabor el 6rden de la m'"Jnitúd, de''las :deformac.ionrys y' los 

esfuerzos, p8ra poder realizar un disei'lo r·aciona·l de:·l~:estructura ·-
·:_' 

da qua se trate. 

Para el caso de medios anis6tropos, como el del ejemplo, podemos 
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concluir qua al m~todo ddl elemento finito se adapta perfectamente, 

y que con la aplicación de este m~todo tonemos una aplir.ación pr~c­

tica 1 ya que ar medios anisótropos existan muy poc~s soluciones ana­

líticas, Las ecuaciones deducidas para al medio anisótropo son·tam­

bi~n aplicables a un medio isótropo 1 el cual sería un caso espacial -

de anisotropía, donde El = E2, Vl = V2 (cuórto C8SO de inciso 2.4), 

En la naturaleza encentramos mediero anisotropos con estratigra­

fía no horizontal (el ángulo ¡9 desigual e cero), 13ste caso se da muy 

comunmente ·en macisos rocosos. 

El an~lisis plano simplifica mucho al m~todo y aunque no es es-

trictamenta vardadaro 1 podamo~ considerar los resultado• como ~uenos, 

Una da ha características mls. importantes del m~todo del. ele.me.!l 

to finito es su varstitilid~.d, lo qua hace que no se restrinja a pro-

blemas de mec~nica estructural, sino, que se puede adaptar.a otro ti­

po de problemas como los da hidrt.ulica 1 t6rmica 1 diseño de piezas in-

dustriales, etc, As! como encontramos las deformaciones y .esfuerzos -

bajo carga el<!stica 1 podemos encontrar tambi6n 1 la respuasta· dini!mica 

a le solicHacic!n de un' sismo en. una presa. El m(todo se apllr,a'.a va­

rios problemas, La rogic!n bajo an~lis~s puede tener una fo~~.e; ~~bitr~ 
ria, cambiar las cargas y las condiciones de frontera .. ··<:\.;'<·::<: 

·· .. t;· .. ,.!,'. 

La red puede mezclar elementos de distintos}Úp~_~;':f~~~~~/y pro-. . ..... ,, , .. ,,..;, '. 

piodadas físicas, Esta gran verseitilidad. a m~nuCJg;:~~i-:g¿';~~i~ri~ :~~·un ' 

solo programa de computadora, ,·· <<,,\'/' :\' '·i('.::·, / 
.. ~ ·~.\·) ~:,:·:'.'.• ~.,,:;~·,;,_i,_:·.- -

Otra carecter!stica de. los e.~emen~osil~~-to::·9;:1.!i' .iaf~cido~•físi;. 
.. -~-

co entre la red y la estrl!ctura ~ismo, La ··;~d· nii''~s •'un abstra~to mat.!!. 

m~tico difícil de visualizar; 
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El mdtodc del elemento finito tiene ta~biln sus desventajas. Se 

encuentra un resultado num~rico específico para un problema especí­

fico: no hay una expresi~n de forma cerrada que permita el estudio an~ 

lítico de los efectos de los varios parlmetros cambiantes. Une compu­

tadora y un buen programa son esenciales, Le experioncia y un buen se.!! 

tido de in~enier!a se necesitan para construir un~ buena red. Se nec~ 

sita cargar a la computadora con muchos d<tos y los resultados deben 

ser clesificados, ordened.os y entendidos, 
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