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1
INTRODUCCION

En la resalucidn de un problema de ingenierfa intervisnen sg
luciones analfticas y soluciones numéricas, cuando se emplsa ia -
primera se cyeni2 con una férmula esplfcita, que permite tomar en
cuanta las varisbles signi’icativas que intervianen en un proble=-
maes Los soluciones annl{ticas que toman pzrte en la solucidn de =
un problema de Ingenierfa Civil sstdn hesadas en su mayorfa en la
teorfa de la elasticidad; por-sjomplo la fdrmuia de Boussinesq ==
pera le ceterminacidn del esfuerzo normal vertical en un medio sg
mi-infinito, homogénso, isdtropo y linmealmente eldstica, la cual
se emplea para e} anflisis de cimentaciones suparficiales en ma=

cfnica de suelos.

fluy frecuentemente no sa cuenta cnn soluciones analftices pa
ra la solucidn de un problema de ingenierfa o &stas, si existen,
resultan ser limitsdas; le cuzl hizo pensar en soluciones numéri«
cas, haciendo uso de algdn método nundrico, uno de &Sstos es al md
tedo del elemsnto finito, &ste consiaste en discretizar un medio,
hallar una solucidn particulzsr para cada elemento discretizado en
base a los principios de la mocénica e integrar todas las solucio
nes particulares pazra ha2llar unz solucidn general, que rspresente

el comportamiento de todo el medio.

En este trabajo se tratard de exponer de mansra sencilla los
principios bfsicos del m&todo del elemento finito, considerando -
que el comportamiento del material de que so trate es sldstico -
lineal, empleondo el principio do gue la energfe interns de dse-
formzeidn (potuacial eldstico), es igual al trabajo exterrno eh~e

tregado al sistemo (desprecisndo las pérdidas de anergfa). Lo gue



conduce a la obtencidn de las ecu-ciones del elemento finito,

Aunque el método del elemento finito se basa en suposiciones
crndiciones que no son necesariamente las aue imperen en la paturae
leza (comportemiento eldstice lineal), 1a aplicacidn del método en
ingenierfa civil es muy amplia, sobre todo si se trzbzjsz con nddu=-
los secantes de deformacidn (o mddulos secantes de rigidez o elas-

. ticidaed) en las curvas de esfuerzo deformecidn de los materiales,

Un caso muy interessnte y de muche utilirfad es el método del -
elemento finito aplicado a un medio heterogéneo v anisdtrono ocue =g
dan en rocas y suslos estretificades, Este trahajo estd centredo en
gste tipo de material, parz lo sual desarrollamos en el cepftule 11,
la teorfa de lz elzsticidad para un medio anisdtropo, anzlizando pri
mero los estados de esfuerzo y deformzecidn pazra un medic continuo, =
ccn las respectivas suposiciones (material eldstico lineal), tronse-
formacidn de componentes de esfuerze y deformacidn a nuevos ejes que
ser4 de muche utilidad en el dssarrollo posterior del trchajo; desaw=
rrollamos también en este capftulo la ley gener:lizada de Hooke (ca=
s0 mé&s general de anisotropfa) vy posteriormente particularizemos para
custro cascs %{picos .de anisotropfa, incluyendo en las fdrmulas las
constantes elésticas de ingenierfz (E,G,V), casos que dependen del -

tipo de simstris aldsticz cue tiene el material,

Una vez estsblecidas lss scuaciocnas de Hooke parz un medio ~==
anisdtropo, oetallamos los principios bésicos del elerento finito, de
ducimes las ecuaciones para un elemento trimecular, haciendo un andli
sis plemo, emplendo les ecuaciones de Hooke parv un medio anisdtropo,

y el principio de la energfa y 8l trabzjo mencionade erribale
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En el capftulo IV obtenemos la matriz de rigicez de un elemento [k9 ,
para los dos casos que sec deben tcmzr en cuenta cuando el andlisils ss
plano, deformzacidn plana v esfuerzo plano. Al final de este capftulo
sg muostra un ejemplo ilustrative parn el ceso de uﬁ medio anisdtro-
po con estratigraffa horizontal, que es lo oue se presenta en una =~

veriedad de sualos,

En el capftulo V, hzcemos las conclusiones y comparaciones des =
los resultedos del ejemplo, vemos las ventajes y desventajes y des--
ventajas del m§todo, le versatilidad, y los problemas que se pueden
prasentar en su apliceacidn (por ejemplo si no se cuenta con una buse-

ne computedora § un buen progrezma, as{ como un buen analista),
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11
TEORIA DE LA ELASTICIDAD PARA UN MEDID ANISOTROPO

2,1 ESTADOS DE ESFUTRZ0 Y OEFORMACION Ef UN MEDIO CONTINUO.=
En =21 estudio de los estades de esfusrzo y deformzcidn an los cuer-
pos anisdtropes producidos por una fuerze externa, hzcemos un ndme-
ro de suposiciones que imponen cisartas restricciones. L8s mdc ifes

portantes se reducen a las siguientes:

1) Un cuerpo es sflido (un medic continuo). Los esfuerzos en -
cualquier plano dentro del cuerpo y sobre su superficie son Yuerzas

por unidad de drea,

2) La relaci€n entre las componentes de deformacidn y las pro-
yocciones de desplazamiento y sus primeres derivadas ccn respecto a
las coordenadas es lineal, es decir, se consideran sdlo deformaciop=

nes pequeiias,

3)Las relaciones esfuerzo-deformacidn son lineesles, es decir,
el material sigue la ley gensralizsda de Hooke, los coneficientes -
on estas ralaciones lineéles puaden ser una censtante (cuerpo hon{p_
géneo) o variable, es decir una funcién de posicidn, continua o dig

continus {en el caso de un cuerpo no-homogénea).

4) A los esfuerzos inicizles, es decir los cue existan sin =
ningune carga externa, incluyendo los esfuerzes térmicos, son deg

preciados,

Por lo tanto, consideramos la tecrfa de los cuzrpos eldsticos

anisdtropos desde el punto de vista de 1a teorfa linezl clésica de



los cuerpos eldsticos, homogéneos o no homogéneos. Por supuesto, los
problemzs da findmica, los da estabilicad de vibracidn, problemes gue
implican grandes neformaciones y algqunos otros, como los problemcs =

para un cuerpe anizdtropo no elfstico ye no se considerardne

Al considerar problemes ospecificos, usaremes coordenadas carte-
siunas pero por considerar de interds y Jdtil en ciertos casocs deduci-
remos tenbién algunas férmulas pare coordenades cilfndricas y esféri-

C2S.

Primerec indiceremos la notzcidn mfs utilizada,

{.as ccordencdas de los puntes en sl espacio tridimensional, se -
deno*an para los distintos sirtemas de coordenadas asf: x, vy, z siste

ma cartesiano, 1, e, z = cilfindrice, p, 8, y = esférico,

.Las mismas letirzs se utilizan para desiqnar las direccienes de -

las ordenadas,

Los esfuerzos que actildan scbre los planos normeles a las direce
ciones de l#s ordenmpdes son descompuestos caGa uno en tres componen-

tes:

Una nornmzl {esfuerzo normal) v dos tangencisles (esfusrzo cortente).
Los esfuerzos notmzles =e denatan cen la letra O con un subfndice gque
indica la direccidn de 12 normal a un plzno (y del esfuerze}, Los es-

fuerzos cortzntes se deno*an con laz letra U con dos subfndices (la --
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. direccidn de la normal a un plana y la direccidn dal esfuerzae). En -
los planos normalss a los ejes ds un sistema de coordenadas cartesizn

no tenemos las componentes de sesfusrzo como siguen:

qz;Tay,T-z:., Cyy Tyx,Ty;, Oy Tzxy Wy e
Las componantas de esfuarze censtituyen un tensor de esfuerzo,

se escribe amenods como metriz, la cue por motivos de enuilibris ip

finitesimal del cuerpo es simdtrica,.
Ox Txy T
rxv Oy Tya
Ta Tn Oz

El tensor s de rango dos.

Las expresiones para los tensores de esfuerzo en un sistema ci-

1fndrico y esférico se escriben as{:

Or Tve Tre G Tee Toy
Tes Go Tor| 3| Tro Oe Tor

Ter Tor O2 Cey Tor Oy
lLa figura 2.1.1 nos muestra planos normales a las direcciones -
de las coordenadas x, ¥y, z ¥y r, @, z de un sistema de coordenadas =
cartesianes y otro cilfndrico v las componentes de eafuerzo sobre -

ellos, las que se consideran positivas,



Figura 2.1.1

Conociendo 1as componentes de esfusrzo en un punto (de los que
sélo seis scn independientes) en tres planos mutuamente perpendicu-
lares que atraviesan cualgquier punto de un cuerpo, podemos determie
nar los esfuerzos en el cuarto plano gue atraviesan el mismo punto.
Al denotar la normel al cuarto planc per N y las proyecciones so=
bre los ejes x, y, 2z dal esfuerzo actuando sobre este planoc por Xn,
Yn, Zn, tenemos tres férmulas para determinzr las proyeccionas des-

conocidas:
An = OxCOL(N; XY+ TxyCOSCN, Y)Y+ Tx, cos(n2)
Yn=Txycoa(n; %)+ 0y cosin,y)+ Tyzcos n,2) s (2.1.1)

En=Txc05(n, )47 ¥2€05(M:Y) + 0z cos(n,z)
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Se pueden sscribir fdrmulas similares en coordsnadas cilfndri

cas, ssfdricas y otras coordenadas curvilineas,

En este capftule usaremos también otra notacidn para las compo
nantas de ssfuerzo en derivecidn de algunas propuestas tedricas, es
pecificamente gii(4=1,2,3) para esfuerzos normales y Uns (A3 3, 4,324,

2,2) para esfuarzos cortantes.

Les proyecciones desl desplazamiento de un punto en los ejes de

coordenadas cartesianes, cilfndricas y esféricas se denotan con:

u,v,uW (cartesiano),
Me,diol (cilfndrico),

Ap, Moy (asTérico).

La deformacidn de un cuzrpo alrededor de ﬂn punto dado, s8 ca-
ractariza por las componentes de deformacidn, en particuler tres ex
tensiones o deformaciones linealess y tres deformaciones por cortan-
te o angulnres. tas primeras tres se denotsn por la letra € con un
subfndice que indica ia direccidn oripinal de un seamento, el cusl
sg alsrge o so acorte, las Jltimas tres se denolan con la letra Y
con dos subfndices ause indican lzs originalss direcciones perpendi-
culares, (por ejemplo &x y Ev Son les extensiones a segmentos orie
ginalmente paralelos a X v Y, Y’xy es el cambio en el &nqulo entre

los segmentos cuyas direccionss originales aren Xy Y).

‘t
Las componentes de deformacidn g4 yi%Yié constituyen un tensor
simétrico de range dos, Escrito como matriz, es de lz forma, pera =

un sistemz certesiano x,y,z.



€ -%‘(;y -‘5‘5:.1.
Fy By I ¥n

"t Xn. %\‘YL E:.

Para otros sistemas de coordenadas ortoogonales esta matriz se -

escribe de modo parecido, lo gue no veremos aguf.

Indicanos ademds la relecidn entre componentes de deformacidn -
(en cisrtos cesos denctemos con &.i,€4i) y las proyecciones de des=

plazamiento en tres sistemas de coordenadas.

1) Sistemo cuTtesiano:

Ez:%‘i-; Ey=‘%:’§' ’ 82%‘-‘;—3
(212)

2) ‘Sistema cilindrico:

Er= %;“:" ) Ee’-’%‘-‘éﬂg +%*' ’ 5,.:_35“_;.,

Yoz= aa“: +—::;%—we- ) ‘(rL'—‘-%% *'h%‘l.{-i CZ'1‘3)

Yro=-k -%—‘-;-t +-5-f‘-'3_ - 42 .
3) Sistema esférico:

Ep—BT‘;" Ee:%a:;+ﬂp ’ ]

Ee= Ps:.ne '%,%2 . ﬂ?e cotes 42,

o8 e cetd) e 200 | e

Ce
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51 les deformeciones no son chices, las extensiones y deformacio
nes por cortants, & 5,45 estdn relacionzdes a los desplazamientos por
ecuaciones no lineales. Un eiemplo son las relsciones pars un siste-

ma de coordenadas cartesianes:

&,‘z\/ﬁz ( ) (32 S
N e R el > @

+L da bu+bu hV+buJ Jw

Bx oy LY ax dY
(1+E)(1+Ex)

a
SEN Ty =

J

Las otras tres componentes, £z, Eyz, Yxz s 5C obtienen de 2,1.5

por permutacién cfelica de los subfndices,

Finalmente, lo que necesitamos en lo que sigus sor las ecuacio=
nas diferenciales de eguilibrio y movimiento para un medio continuo
{no necesariamsnte sldstica), Las ecusciones de equilibrio se es--
criben como (denotandp las proyecciones de fuerzas corporalss por -

unidad de vollmen en las direccicnes de las coordenadss respectiva=

mente, por X,Y,Z;R,G,Z;F’;Q(p) i

1) Sistema de coordenadas certesizno:

0= +B"ny+a‘l‘:xz+x 0

k33 dy
dTxy 4 30y 2 Oyz -
W 123 42Tt . Y =0 @16)
2Txzr  dTye b Gz *

ax + dy Z O

2) Sistema cilindncn:

a 0r 4 ATt E‘Ur; - G\-—O'a
or T de T i 32 +R=0
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v Qe k-3 3

3Tre LA 20 3Te: , Zt;':a""a: 0 (2.1.7)
¥r ’ .

bt‘rg, _‘_‘_3?91_;_ 551_«. Trz +Z =
kYo v Qe 2z r 0

3) Sistema esférico:

b_a_'f A1 a“t:'pa - 41 > Upe -+
hP'+ ae Foen® oy

+—‘(,(ch- Os ~ Cp +Tpo ot ©)4P=0 .
AT re /_LE_‘LG_ 1 2Tay e >
—_bp +P be “\'m s (2.1.8)
+ (0o-T)cot@+3Tpe | +O =0

e 4

e+ 32 e oy

ap

+%utwuie+3tp@+-¢=0 )
Las écuaciones de movimiento se obtienen ffcilmente de las e-=
cuacionas de equilibrio aorenando los términos de la inercia a las -
fuerzas corporales. Los términos de inercia sop iguales a la densi-
dad ﬁ por el negativo de las proyecciones de la aceleracidn, 1o =~
que se expresa normalmente sn términos de las proyeccionas de la -
celeracidn, lo que se expresa normalmente en términos de las pro--
yecciones dal dosplzzemiente. Por lo tanto, parz un sistema de =«
coordenadas cartesiane y pequenias deformaciones, 2 las funcicnes X,
Y, Z hay gue agregar
- - 52 = T

-P%)-P% ) P%—L{zJ

(los desplazamientos sén funciones de las coordenadas de log pun--

tos de un cuerpo antes de la deformacidn y del tiempa + ).

2.2 TRANSFORMACION DE COMPONENTES DE ESFUSRZD A NUEVDS EJES.=

€n la prdctica ocurren a2 menudo casos donde los componentes de
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esfuerzo referentes a un sistema de ccordenzdas x, y, z, ("viejo*)
se coﬁocen, y se recuiere determinarlos para‘otro sistema x', y',
z (“'nu E\ld’),

Se supone que los sistemas son ortg
gonales aungue no necesariamente certesienos, Si conrervamos la =
notacidn previa para les componenies de esfuerzo en referencia al
sistema de coordenadas %, ¥, 2 @ indicamos les componentes en el -
nuevao sistema x', y', z' por primocs, obtanemos las fdrmulas de -=
transformacidn utilizando lzs expresiones 2.l,1 parz las proyece-
ciones del ssfuerzo sobre un plano con una netmal dirigide de moe
do arbitrario. Asignemos los cosenos de los énsulos entre ejes de
los sistemzs de coordenadas nuevos y viejos por la tabla 2.2,1, =«

Asf, 1;, = cos (x,4), 1,5= cos (y',z), etce

Consideremes un plano con normal x' y el esTuerzc sobre 41 con -=
proyecciones Xz', Yx', Zx' en los viejos ejes. Proyectando los es
fuerzos sobre las direccicnes de los ejes del nuevo sisteme obtee
nemos:

Oy =X jni-'( 2la+z = Ay

ThveXx du+ Y btz w Loy (2.2.1)

T‘ = Yoo Ja1 4+ ) PP Is»

cosenos

X y 2
]tz | has
v o | 22 | tes
20 1y | a4 133

tabla 2.2.1
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Al substituir las expresiones 2.1.1 donde n=z' obtenemos tres -
componentss de esfuerzo como funciones cuadrdticas homogéneas de los
cosenos 1ij. Entonces consicderamos los esfuerzos sobre los planos con

normales y', 2',

Las siguientes son dos Vdrmulas finales:
Tx= O'xb’;-i-d,«(-l’_'* 61/{2\3"‘
+2Tyadn fn +2Txz A + Ty Liln
T;;: Ox 8 ds+ 0y duadse +0dudaa t (2'2'2)
+Ty (A d wnrlay 2;7.) + Txp du das+ Aoy La) +
+ Txy (dutsie Bay Aan) . |

Nos nuedan cuatro componentes de 0',T' Qgque se encuentran con -

le permutacidn cfclica de los subindices de 1ij.

De una manera parecida obtensmos fdrmulas para la transformacidn
inversa de los esfuerzos O"y"C'a los esfuerzos 0y T . Damos dos de =

pllas,.
Oxs Ok 45 bl +oidd 4
42Ty b dy + 2 Thalida+Thy Liday g
Th=0hdiz b + 05 daa fuy + 6L 2qq byy + o (2.2.3)
+ Tl ot 2n L3) + T (B Lo + Lo Lun)+
+ Ty (Andnadu L), ]

Las férmulas para la transformzcién de esfuerzos 2 nuevos ejes

se oscribe fdcilmente utilizande la notacidn breve de tenscr, con -
los cambios necesarios como ya se ha visto, de la notazcidn para =
las compeonentes de esfuerzo por una sdls letra O con los subindi-

ces: subindices iguales para las componentas normales y subfndices
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dispares para componentes tagenciales ( U4y )e Asf Ou= Ox, Ou=T,,
otc, Las seis fdérmulas pars transformacidn de componentes de ssfuerzo

a nuevos ejes se escriben ccmo una sdla fdrmula:
3
Oni=2, & ouidiadus (2.2.4)

En esta notacidn los signos de sumatoriz son usuelmente omitidos
ez Ons i Xus e 2.5)

aguf los fndices k,i son fijos, e,i,j son fndices para sumar de
1 a 3, Las fdrmulas de transformacidn de O’l; a 0«jse escriben de mo=

do parecido.

Oni= Uiy dii L (226)
Aquf los Indices i, j, son Tijos y se suman k,l.

Damos férmulas para la transformacidn entre esfusrzos en Un we
sistema de ccordenacas cartesiano y esfusrzos a un sisteme cilindrie

co 1T, », 2 {los ejes 2z de ambos Sistemzs son coincidentss),

cosenoa

x! |l cos | =sen} o

y' | sen | cos -]

2' ] o o 1

tebla 2.2.2
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ta tabla 2.2.1 para los coSenos toma la forma de la tabla 2,2.2

les férmulas 7ipales se escriben asf:

Or=0xC05%0 +Oysen?s +2 T xy 52N Losg,)
To= Ox stnlg + Jycoslo — 2. Ty 328 L0 8
z Tro= (07-0x)5en0 00 + Tay(ost- sanlo) 3+ (237)
TrezTag €026 + Ty MO,

Teorz=Txwu 520 + [y, €050 ; 0220

J
‘Las férmulas emplean le misme focrme pera la transformacidn de -
rotacidn, s decir para la transformacidn de esfuerzos Os, Oy.....
Tuwy @ los esfusrzos 0x,0'Yeesess Uiy referida a un sistema de coor-
denadas x',y',z' obteniedo-al rotar el primer sistema un Zngulo ¢, -

poT el eje z (&=¥),

La transformacidn de componentas da deformacidn a nuevos ejes se
hzce con férmulas muy perecidas 8.2:2.5 ~ 2.2,7 ya que estas compo-
nentzs nonstituyen un tensor andlogo al tensor esfuerzo, Al comparar
ambos tensores, vemos que el ssfuerzo normel § corresponde a le exe
tensidn & , y al esfuerzo cortante T corresponds la mited de la dew=
formecidn por cortante, 1/2% ., Por consiguiente, las fdrmules para =
les, ccmponentes de deformecidn cue se refieren a nuevss ejes se obe

tienen de 2.2.3 al substituir € por 0y 1/2% por T .

243 LEY DE HOOKE GEMERALIZADA.-

Las férmulas vy las ecuaciones ya vistas funcionan para todo mee
dio continuo, no importean sus propiedades fisicas. Procediendo a un
cyerpo eldstico debemos elegir un modelc que refleje las propiedades
oldsticas para obienor, en adicidn a las ecuaciones de las secciones

2.1 ¥ 2.2, releciones entre las componentss de esfuerzo y deformacidn,
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Ya que consideramcs sole las deformz=ciones pequefias, el modelo an ==
cuestidn se considercrd como un medio continuo segdn le ley generali-
zada de Hooke,es decir, solo venmos a considerar esos medios y cuerpos
en los que las componentes de deformzcidn son funcicones lineeles de -
las componentes de esfuerzo, Estas funciones deben ser homogéneas pues
to que an ausenciz de esfuorzos las ccmponentes de deformacidn son ==
también cero y visceversa, es decir si E2Y¥=0, entoncas 0= T=0
Los cuerpos a los cueg se aplica la ley de Hooke pueden ser dise
tintos vy por eso se necesita dar una clesificacidn que refleje sus =
caracter{stices, auncue sez cproximada. £n lo que respecta 2 las pIO-
piedades eléstices, todos los cuerpos s puecen dividir ncr un lado -
en homogéneos y no bomogénecs y por otro lado, isdtrcpos y anisdtrepes,
Un cuerpo homogénes con Tespecte a sus propiedades eldstices es aquel
cuyas propiedades eldsticas son inuszles an distintcs puntcs, Si les
caracter{sticas pop ejemplo, el mddulo de elasticidad, varfan de pun-
to en punto de manera continuz, la ro homoceneidsd puede llzmzrsg =
también continua, sin embergo, si las caracterfstices elfstices Suw=
fren de descontinuidades al pasar de punto sn punte, por ejemplo un =
cambio abrupto, se dice gue le no homogeneid:d es discentinuz o dise
creta. Up cambio en los pescs ocurre en los cuerpos compueostos de va-
Tias pzrtes con distintes propiedades elésticas (de distintos materia

les).

Un cuerpo isdtropo, con resperto a sus propiededes eldsticas, es
aguel en al que estas propiedadas (rezistenciz elfstice) son las mis-
mes pare todas las direcciones gue atrezviesan un punto dedo. Un cuer-
po eanisdtrops tiene, por lo general distintas propiedades elfstices -
para las distintas direccionss que miraviesan un punto dado. Las dia-

recciones para las oue las propiedades eldsticas (resistencia -
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eldstica) son las mismas equivalentes eldsticas, Para un cuerpo isd-
trope toda direccidn que atraviesa un punto dado son squivalentes a~
l4sticas, mientras gue para un cuerpo anisdtropo no todas sino alqgue
nas lo son. Seqdn lz sstructura, un cuerpo puede ser isdtropo o ani-
sftropo v a la vez homogéneo o no homooénec, NS tese, adem?s, gue los
dos tipos b&sicos de anisotropfa se distinguen en distintos medios: -
1) rectilineal y 2) curvilineal. La anisotropfa rectilineal es la =~

que nosctros consideraremos para este trabajo.

En el caso qenzral de la anisotropfa cada componente de deforma-
cidn es una funcidn lineal de todas las seis componentes del asfuer=
zo. Consideraremos un cusrpo homogéneo con anisotropfa del tipo mds
general, Al referirlo 2 un sistema de coordenadas certssiano cuys -
posicidn por el momento, no se especffica, apuntemos las ecuaciones
gue expresan la lev aeneralizada de Hooke pcora este sistema.

Eaxs O To+ Qi Ty + B, Tz +00a Tyz F s Tocr s O\w'L’,..\“

ey;ql\c'1+ﬁ110'y+ cesist s v sesr s sasen b oas J—Q'Lﬁtxy,
231

T du ot B2 289080 08 0003 8sB1085 50 Bunets )58 O QNN FE S.at s snw

o= O 0xd0620y 4 v ervavevrronanasere oo 4 Oue Ty
En el caso general de las ecuaciones 2.3.,1 contianen 36 coefie-
cientes 2ij pero en la realidad nuncz son tantos, como veremos das-

pués,

Supongamos qua al determinante de soxto drden de los coeficien-
tas aij apuntedos sucesivamsnte, no es ceroc, por consiguiante las -
ecuaciones 2.3.1 se pusden resolver paraJyT. Obtengamos las ecuaw
ciones de Hooke para el caso general de unz forma equivalents, alw

ternativas
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-
Ou= ApEsctAngyt Antz + ANyt Avs Yz * A xy )

UV:ALIE"‘-"'ATLEX-{- S teosraee esensara an '\'P\ZG\"&YJ
' > (2.3.2)

4 8259 PN B0 Bs Al 1w 00 s Sa ., mEs I8 P05 8e SE 20 LAt atean b

-ny:'AG"éx"'A‘lEy‘F sdwsism b irve o0 a0 -*-AGGYJ.\.‘.

-

Suponcamos que un cusrpo para el cusl las ecuscisnes 2.3,1 y -
2.3.2 son correctas se extien<s por fuerzas ccnstantes p parzlelas
a uno da los ajes coordenzdes, dipamos al sjs X, Entonces Ox=p v
las cinco componentes de deformacidn como las derivadas -de las ew

cuzciones 2.3.1 son ceopstantes para cada punto:

Ex=an P, EyzauP, £i2ay®

(2.3.3)

¥y =0~4\P, \d'xl'-‘a‘::\\), Wy - Gy Py J

Es obvio que los segmentos pequaedos que atravissan distintos -
puntos y gue son paralelos el eje x se alarguen lgz misma cantidad, -
¥y, por lo general, todc segmento parzlelo a 1z misma direccidn n cue
atraviesa distintos puntos sufre alargamientos iguelss (segdn las -
constantes a 1 j y proporcional a p)e Por estz razdn, 1z anisotropfa
del cuerpo homogéneo gue considersmos se puede llamar rectilineal,

y el cuerpo mismo se llamz anisdtropo de mode rectilinmezl, y el --
cuerpo mismo se llama anisdtropo de modo rectilineel, En este tipo
de cuerpo todas las direcciones parzlelas son equivalentes elfstiw
cas. Al tomer en cuenta las fdrmulas 2.3.3 vamos nue bejo tensidn -
simple (o da doble o triple ejs) los elementos del mismo tamafio en
forma de parmlelepfdedos rectangulares con ceras paralelas Tespecs
tivas ss deformen de modo idéntico, no importa ddnde estén esisla-e

dos, y se transforman gor lo general en paralelepfpedos oblfcuos
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sin Znqulos rectos entre las caras,

Nétese que supondremos, sdlo para Tacilitar la presentacidn, que
un cuerpo no homogéneo se considera "znisdtropo de forme rectililialw,
si lz2a ecuaciones de Hooke para 41 se dan en un sistemsa de coordenadas
certesianas ( aij,Aij son funciones dadas de x, v, z).

Volvamos al currpo homogéneo. £n on. cusrpe homocéneo los coefi--
cientes aij, Aij de las ecuaciones 2,3.1 y 2.3.2 se llamsrdn constans
tes eléalicas. En un cusrpo no homoodneo cuzndo estos ceeficientss son
funcionzs ce posicidn, se llamcrén cerccterfeticas eldsticas, Al cone.
siderar aij y Alj por separado, nos reforimos a aij como los coeficiep

tes de deformecidn y 2 Aij como el mddulo elfstico,

t.as ecueciones 2,3,1 y 2,3.,2 denuestren cue el ndmrro de constzn
tas eléstices en coda cuerpo es de 36. En reslidad ésto no es cisrto
ni pars o2l caso nds general si existe un potancizl eldstico(y ésto --
siempre se supondsr?) inusl 2 le ensrofa de deformzcidn por unidad de
volUmen, Asi es el caso cuandc tienen lurer los cambios en un cuerpo
de unz manera isotf:nica o adeab’tica durante la deformacidn, Consi-
derandec sclemente los problemzs de ecuilibrio, supondremos nue los
c=7ibos se hrcen de manecre isotdrmica durante le deformacidn, es de-
cir, la temperatura de cade elemento sique ccnszante, En las ecvacio-
2,301 y 2,342 con aij y AL impliccmos constantes isotdrmicazs eldsti-

cms, las cue son por lo general distintas a lzs adeabdticas.

En esta caso tenemos les igualcedes:

O‘x‘;—-éq-— 3 G,.‘. Ob-l’ I T 'T’_’:'.A—-— ('2.3.4-)

v
DEx Aty d¥xy
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Diferenciamos las componentes de esfuerzo con respecto a las

de deformecidng

a0x - 30y , 0% =3By, ole, (2,3.8)
Jdty dEky > ey 2E x

Siguiendo 2 partir de las ipualdades 2,3,5 y 2.3.2 cus
A

Ra1¥Ry2sRgy™Rygee « o v Rgg = Agg
y en general,
Aij = Adi (i,jG 1,2,3, v ey 6)0 (2.3.5)

Al resclver las ecuaciones 2.3.2 para £ yY , cbtenemos seis
expresiones pera € yY¥ en las que los coeficientes del lade derecho

son tambidn simdtricos:
atd = 231 (1,5 = 1,250 o o oy 6) (2.3.7)

Ahora podemos escribir las scuaciones de Hooke en el caso gense

ral como:

-

Ex= O P 4+ Uiy Ty 4 sossvert O’“le

Eyz 020+ Quy Oy -trone on v Qe Tay

&,:Q\eax+o~uﬁy+'~----+Ctsc'b‘x.yJ
Ox = AnEx+Avt Ey -« =ooeeod Arg Wy ]
Oy = A Ex+An €yt meee d Aviay | (2.3.9)

B CsP P B Ng EgsaF I e gre HmOROUE 20 OR s s

Tay=Aue bxt Aoty over vt Aoe Yoy |
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Al integrar las seis ecuaciones 2.3.4 obtenemos una expresidn
para el potencial elfstico en forms de funcidn homooénsa cuadrdtica

de las deformaciones.

Va 12 AnEzi*‘/\anx Eytrroenes A A e Yoz Ars Ex ¥y

SR Ely 4 me e en e + A5y ¥aat+ A £y Yay &

L R e R R I N R Y

+—42- Ass¥i + s Yy +
+4Z_A“*g,;‘; (2.310
Al dascomponer 2.3.10 en seis grupos cada uno de los seis térm_i;
nos

O'—"l %(Au&!+ s 00 +A|‘\"‘7) EI"'

*ﬂi (A Exct v neee b Ao v ) ey 2.3.1)

y substituyendo las expresiones por Ox,0y ,,.es T4y obtenemos una -
férnula muy sencilla y T4cil de recordar para el potencial eldsticos

V2 2 (Oxgn + Oyeyt =ov 200t ToyYay) (2.312)

Si 1as axpresiones para las componentes de deformacidn 2.3.8 se
substituyen en esta fdrmula, obtenemos ¥ como une funcidn homogé&nea
cuodritica da los esfuerzos. La expresidn para V se construye de la
misma manora que 2,3.10, la dnica diferencia es gue &' ;Y son reem
plazadas por C,T con los subfndicBs correspondientes, y Aij se reem=

plazan por los coeficientas da deformacidn aij:

V=5010% 4012 0 Oy+ » ¢ oo b0 G Tyt

+L 0GP e Y Qe Oy Ty

+ 40Ty (2.313)



- 20 -

En el cus general de anisotropfa el ndmero de constantes elds
tices Aij, alj es 21 pero entre 4stas las constzntes indepandienisw~
mente son menos. S5e dice que geométricamente todos los sistemas de
coordenadas sonh equivalentes, sip embargo como respecta 2 las pro-
piedadas sldsticas y en generzl fisicas la simetr{a ss pusde obser
var hzsta en al caso mfs general. Por consiguiente, hesta en el cew
s0 m&s generzl el ndmero de constzntes eldsticas independientes no
as 21, sino menes, como 1l8. Se rtecomienda que 1las llamadas conse-
tantes invariables se utilicen en el enflisis de esfuerzos, y se ha
demostrado comp determinarles 2 partir de las constantes .aij refuri

das a un sisteme de coordenadas arbitrario.

En las ecuscicnes generalizadas de Hooke, 2,3,8 v 2,3,9 l2s -
constantes eldsticas (o carocterfsticess) temean posiciones desigua-
les, y de algune menere hay que clasificerles. Unc de los principios
de clasificacidn en el casc general os dividir todos los coeficien=

tes aij (v por lo tanto Aij) en seis grupos,

Otros métodocs son reemplazar las constantes aij y Aij, en casos
especiales de anisotropfa por las llamadas constantes de ingenisrfs
como lezs de Young y los mddulos de cortants, la relecidn de Poissen,
etc. Se propusd un sistema comprensivo de constantes de inpenierfe =
para el caso mds general de un cucrpo enisdtropo homogéneoc. Nue un -
cuerpo se refiera a un sistema de coordenadas fijo. Con nueves sime
bolos para alj, podemos escribir las ecuaciones 2,3.8 de la siguiepn

te manera:
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Ex= 51“ (Ux =V Oy~ Vi O, t
T M2 T Maxx Ve T Meyx rﬂ‘-«)’
£y= éyy (—V“(Ld- O.y —Vn Gz"'

+anTn+ﬂuJEz+ﬂnij:
Ex= -&i;(—'V“O',— Ve Oy + (it
. + Myz,2 T+ Tex 2 Taa b "},‘,,ny)s |
Y= vc;‘;:('qx,,tm—«- Nyyx2 Oy +Mrive O +
“+ Ty + M 2,52 Txz+ MU xv,yz’L’x)D)
Vaum = osa Ot Ty Oy s Ot
4 Ayg2x Tyt Tz + Mavix Txy ),

L (2.3.14)

ny:"‘;';(ni'” Ox+ My ey Oy Ny xy Out
“+ My 2y Ty + Max xy U ¥ T:y) .

Aquf Exx, Eyy, Ezz scp médulos de Young en ccmprensidn-tensidn -
en lzs direcciones de los ejes x,y,z; Gyz,Gxz son los mddulos de ree
sistencia al cortente {0 ripidez) pars los plenos paralelos de coorde-
nadas, Vyx, Vixetecors Vyz SON las relaciones de Poisson gue carscte-
rizan lz conirzecidn en lez direccidn del eoje x cuzndo la tensidn se -
aplica en la direccidn dal otro eje, (por ejemplo, Vyx @8 la rela-e
cidn que caracteriza le contraccidn en la direccidn del eje x cuando
la tensidn se aplica en le direceidn del eje Y). Estas conalzntes co-
rresponden a 108 muy conocidos mfdulos de Yeung, mddulo de resisten-
cia al cortante, y lz relacidn de Poisson peres un cuerpo isétropo. -

Las otres constantes son nuevas pera un cuerpo sléstico v son Cero =
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en un cuerpo isdtropo.

Los coeficientes Mex,yz 5 ovees, Max,xyson coeficientes de =
hentsove Ellos carscterizan los cortaantes an los planos parnlelos =
a los planos coordenados producidos por esfuer&os por esfuerzos cor-
tentes oue actfan en otros planos parzlelos e los pleznos coordenae
dos. La constante ‘Vghx,'nlx wesveer M4y, Son, coeficientes de ine
fluencia mutua de primer tipo; ceracterizan extensiones en direccice
nes de los ejes de coordenadas oue son producides por les fuerzas -
cortantes que actdan an lés plznos coordenzdos, Finalmante’Vqﬂyz)
71.’2 ) sees 1&,13 expresan cortantes on los planos cocrdenados deoe
bido a los esfuerzos normzles gue actdzn en la dirsccidn ds los ejes

de coordenadas; se llaman los coeficientes de influenciz nutua de --

segundo tipo. .

Lzs ecuaciones 2.3.14 se escriben sdlo parsz un sistema dedo de
coordenadas para otres sistemzs los valores de los coeficientes cam
bian, pero el ndmero totzl ds constantes eldstices incependientes =

es, como antes 18,

Al resolver problemas especfficos, usaremos mzyormente los sim
bolos aij y Aij, las constzsntes de ingsniecrfa se utilizarédn en cascs
donde un cuerpo tiene simetrfa eldstica bien desarrollada, es decir,

que es isdtropo u ortotrdpico de modo transverso,.

Finalmente notemos gue, al cembiar la notacidn pare les cense
tantes eldsticas y les componenetes de esfuprzo, podemes escribir
las ecueciones generales de Hooke de una manera muy sencillae. Que =~
se denotan lzs constantes eldsticas con letra a ( o A, scodn el ca-

s0) ro con dos sino cuatro subfndices, ponisnde:
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1) eif = amnkl si i, j'= 1,2,3 (todo posible caso donde jJ=1ino
ss axclufdo), '

2) 8ij = 2amnkl si algumo de los dos subfndices i 6 j es 4,5,6,
3) Aij = 4amnkl si embes subfndices i,j = 4,5,6

Las seis scuzciones 2,3,8 entorces se escriben con una sdla:
£z QiiaOur (ArdwLety2,3) (2_315)

Los signos que denotan sumatorie sobre k y sobre 1 en cade una
de las seis iopveldades 2,3.15 son generalmente omitidos en este maw
nera de escribir. E1 ndmero de todas las constantes ajijkl con cuetro
subindices es 81, pero al agruparlas se reducen a constahtes cuyo -
ndmero es 21 (de dstas, 1B constantes son independientes). Las ecuz
ciones generslizadas de Hooks, resueltas para las componentes de ese
fuerzo, son de l= fofma:

Gis=AinABat 2. 3.16)

2,4 CAS0S BASICDS DE SIMETRIA ELASTICA.

S§1 ls estructura de un cuerpo anisdtrepo tiene alguna simetrfa,
las propicdedes eldstices tembidn exhiben simetrfa. La llemada simee
tffa eléstica se express por el hecho de que en cade punto hay die-
recciones simétricas equivalantes en lo que respecta a las propieda

des el4sticas,

Las relzciones entre simetrfs estructursl y eldstica pera crise
tales se establece en el principo de F. Neumann el que se puade exe
prosar por 1o siguienta: con respecto & sus propiadedés ffsices «e
{incluyendo les eldsticas) un material exhibe sl mismo tipo de simg

tr{e comd su formz criétalina, o mds simetria perfecta.
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El principie tonbidn se extiende 2 cuerpcs que no som cristales,
pero oue tengan simetrfs estructural {madera, fibra de vidria, pldse

ticos reforzados, maders laminada).

S1 hey simetrfa de las propiedades elésticas (sdimetrfa eldstica)
sn up cuerpo anisdtrapo les ecuaciones gensralizadas de Hooke se aim
plificen para 41 ye que algunos coeficientes eij son cero, mientras
qua en otras hey relaciones lineales, Estas simpliTicacionesi.puedan
ser dorivadas al aplicar el siguiente método, Refiramos un cuerpo a
un sistemz de coordenadas x,y,z y a un segundo distema %',y',Z' si-
métrico con respectos al primero, ys que la simetria ¢s dol mizmo ti-
po que la observeda en al cuerpo. Las direcciones do los ejes respocs
tives x, yy 2 y x', ¥',2' son eguivalentes en lo que respecte a las =
propiedades eldsticas, y por lo tento las scuaciones de Hooke 88 ss-
criben de manera idéntica.para lor sistemas simdtricos de coordenadas,
Despuds de escribir estas ecuaciones en los sistemas x,y,z y x'yiz!,
trangformamos 2 uno o el otro, expresando, digemos, x!,yt,2' en téra
minos dé X, YsZe A)l comparer las scuaciones semejantes gque resulten,
encontramos relogionos entre alj y Aije. En lugar de las ecuaciones -

.de Hooke podemos tomar las exprosiones pura potencisl eldstico escri
ta en gl sistema b&sice, X,¥,Z y en ¢l sistema simftrica xX'V,y',z2', =
Al tronsformar la segunda expresidn al sistema x, y, 2 e igualando

los potenciales eldsiicos llegamos a los mismos resultados.

Omitisnda el procesc anterior, primero consideraremos cUETPOS -

homogénaos, pars despuds comentar sobre los cuerpos no homagéneos,

Los cuatra siquientes cascs de simetrfa eldstica son las mfs =

importantes:
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1) Flano de simetria elfstico.~ Supongamos que atraviesa cada
punto de un cuerpo un plano con le siguiente propiedad: cada dos -
direcciones simétricas con respecto a este plano son equivalentes -
en cuanto a las prosiedades eldstices. Una direceidn normal al pla=-
no de simetrfa elfsiicz se llamard direccidn principal de elastici=-
dad (o simplemente la direccidn principal sin ninguna otra dirscecidn
principal, por ejemplo las de los tensores de esfuerzo y deformacidn,
so consideran 2 la vez). En este caso solamente la direccidn princi=-
pzle En este caso sdlo una direccidn principal atraviesa un punte del

cuarno,

Si el eje z se supone normal al planc de simetrfa eldstica y =
los oiros dos ejes estan en este plang, cenclufmos que ocho constan
tes olisticas deben ser cero

314 =8 % B34 T g = 815 T A5 T 335 7 355 = 0

y el nlmero de constantes eldsticas alj se reduce a 13. Las ecuacio=-
nes de Hooka son de la forma
.
Ex= G Ox* Qi ly * Gn O +®eTay 5
Eyz A Ox 4Oy +Qy Ty +R 26 Tay )y
;= G Ox +Qu30y 4+ U3y Cr + Qve Loy
s @2.4.9)
Y‘ﬂ-:ﬁ'“q’.r". "'a“rxl I

Yxy=Qas Tyt ss Ty

Wxyz Qi Ta 4 Gas Oy + 03¢ 02 + S Ty

La expresidn escuemftica para el potencial eldstico es {lzs mitades

en la diagonal correspondientes a los términos cr;) Oy +see Thy



son rechazadns).

833 © © a5l (2.4.2)
844 248 ©
8cg

Al resoluer la ecuacidn 2,4.1 para O, T obtenenos ecuaciones =
difizren de 2.4.1 solo0. T se reemplaza por £,Yy aij por Aij co--
rraspondientes. Para las direcciones arbitrarias de los ejes, estas
ecuaciones contienen 13 coeficienies de deformacidn no explici'=men
te rslecionados de ninguna menera. Sin embargo, hay 12, v ne 13, «=
constantes independientes en 2,4.,1 y 2.,4.2 y de conacer aij pocemos,

tedfricamente encontrarlas,

Conasideremos un elemento de un cuerpo en la formz de un parzle-
lepfpede en el qus dos pares de caras se oriantan arbitrzriamente y
los planos de las otras dos son planos de simetrfa eldstica. En estas
dos caras actden sobre ellas esfucrzos normeles uniformemente distri
bufdes equivalentes a aesfuerzos ¢, (figura 2.4.1). De las ecuacio--

nes 2.4.1 encontramos lzs componentes de deformecidng

By =0y O':,, Ey=Qy Ov £2= QA3 0z,
(2.4.3)
¥y120 Y=01 Yay= Q2602 -
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Esto demuestra gque én tensidn o en compresidn en una direccidn
perpaﬁdicular al planc de simetrfs eldstica los dngulos entre sagmen
tos normales paralslos al planc de simetrfa eldstica y dentro de 61
siguen reciose. Un paralelepfpedo rectangular se transforma en un pa=-
relelepfpedo recto, es decir, sus caras laterales siguen siendo rec=

tangulares y las bases cambian a parelelogrumos.

011

(2]
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i |
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1 oi
<) QI S
/ /’i‘\i 1 /7I Figura 2,4,1
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| ! n
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2) Tres plancs de simetrfa eldstica {cuerpo ortotrdpico).=- Si por -
cada punto de un cuerpo atraviaesan tres planos mutuamente perpandi-
culares (ortogonales) de simetrfz elfstica, y los planos inguales de
simetrfa elfstice son paralelés en todo punto, entonces tomando los
ejes coordenades normeales a 1los planos de simetrfa eldstica {(a lo =
largo de las direcciones principales) encontramos que, en adicidn a
las ocho constantes elésticas del caso anterior, hay cuatro cons--

tantes m4s iguales a2 cero.

81g = 82g % 235 = g = 0

Las scuacionss de la ley generalizada de Hooke y la expresidp ese-

quemdtica para el potencial eldstico en términos de las constantes
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aij, toman la forma:

ExZ 0y Tx + A0y t0us 0z 3
Ey= Qi Ox + Q3 Oy + Q2307
2200 0%+ 013 Ty 4 Aas Oy
Yyr=4aaTy,y - Woa= Qgs b

Y"-V = Qe ‘tuﬁ

831 %2 3 O 0 0
a2‘2 a5 o] 0 0

ERT) 0 0 0

3440 0

aSSD

256

-l

(2.4.4)

s (2,4.5)

Introducimos las cons:izntes de ingenierfa Ei, Gij, Vij utili-

zando subfndices numéricos en luszr de letras, las ecuacionss 2,4.4

entonces se escriben:

= - Y g .V
5.:.-"; 0': -.1 o-j T, UL
Ey‘——— Ox + —Elﬂ'y ‘-&c:

v
Eym22 g Vi g4
2 Eq Ox EIU’ F—LUL

X’l: 'a"t;Tn H Yn.:‘ E;l".; TI-I H va= '('3':{ -rx)"

L @46)




Un cuerpo con tres planos ortogonales de simetria eldstica en
cada punto, (o, lo que es lo mismo, tres direcciones principales -
que san mutuamente parpendiculares) se llama anisdtropo ortogonal o
simplamente ortotrdpico. Las direcciones principales on un punto =
dado no tienen gua ser equivalantes. De las doce constantes eldsti
czs que entran en las ecusciones 2.4.6 sélo nueve son independien-
tes, ya cue por simetrfa de la matriz de los lados derechos de las

acuaciones que expresan la ley de Hooks siempre tenemos:

BV =BV, B2V =EBaViy, EyViy=E4Vsy @4.7)

Los ejes de coordenadss normales a los plancs de simetriz g=--

1€stica se llaman 2jes principszles de coordenadas,

s importante notar que se pueda reducir mfs el ndmero de cons-
tanteseldsticas es posible pussto que, en contraste al caso de un =
plano simple o de simetrfa elética, 2ij de 1las ecuaciones 2.4.4 4 Ei,
Gij,Vij de lzs scuaciones 2,446 son constantes invariables an sf, Pus
dan llemarse las constantes principesles (a diferencis de las constan-

tes de las ecusciones escritas para un sictema arbitrario x,y,z),

Mdtese que el elementoc representado en la figura 2.4.1 con caras
pzralslas a los planos de simetrfz eldstica, cuzndo se extiande, si-

que parzlelep{pedo, pero cembia sus dimansiones,

3) Plano de isotropfa (eje de simetrfa rotacional). Cuerpo isd=
tropo transverzal.- Consideremos un cusrpo con las siguientes propie=
dades: Por todes los puntos atraviesan planes paralelos de simetrfa -
eldstica en lz que todes las direccionz$ son equivelentes el/sticas

{(Planos de isotropfa).
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€n ptras palabras, en cada punte hay unz solz direccidn principal
y un niénero infinito de diracciones principales en un plano normal
a la primera direccién, Es un cusrpo por el gus atraviesa un eje de
simstria aldstico de un drden infinitamante alte, es un ejo de rota=

cidn, tazl cusrpo es isdtropo trunsversal.

Dajemos cue el eje z sea normal 21 plano de isgtrepfa, con les
ejes x y y dirigidos arbitrariamente en este plano, Las ecuaciones -
de lz ley generalizada de Hooks se escriben comog

Ex= Gy Tx +Qu1 Oy + Q3O
Ey= A O+ Qu Oy + Qi Ouy

= (2.4.8)
fr= A+ 03) + Qua 02

Yni= Quaa Ty, 9 Y= Qaa Tar ) Yy #2(Qay =0 ) T xy

El néfmero de constantes independientes as cinco,

Introducimos las constentes de ingenierfa: £, £' = nddulo de w=
Young para ls tensidn o compresidn en el punic ace isctropfz v 2n una
diraccién nommal & 61, V= la relacidn de Poisson cue carncterize la
contraccidn transversal en un plano de isotropfz cuande lz tensidn -
se ap lica en una direccidn normal al plzno, V'= 1o nismo cus cuande
la tensidm se aplica en direccidn normzl al plcno de isotropfa, G =
E/2 (14Y) G' = mddulo de resistencia al cortante pera el pleno de =
isotropfa y en cualguier planp perpendicular a €1, Las ecuaciones =~

2+4,8 sp escriben como:
- y \
&x= g (0x~V0y) e Ous Yot GT’"'
A
By =(-V O+ Gy) ~ % 623 Yur=57 Uxus (2.4.9)

]
CZ“"% (Oxt O'y)'\' -%:. Gz Y’Wz'jé' 75:3'
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En algunos trzbajos un material isdtropo transversal se llama =

transtrdpico,.

4) Cuerpo Isétropo.- Si todas lus direcciones del cuerpo son =
equivelentes elfsticas y principales, entonces, al poner E' = E, V' =
YV, 6" =G = £/2 {1+V) en 2.4.9, observamos las muy conocidas ecua=
ciones cue expreszn lo2 ley de Hooke pira un cuerpo isdtrepo de mddu-
lo de Young E, relacidn de PeissonV , y mddulo de resistencia al =

cortante G:

Ex=t[0x=V(0u 4 0)) 1 YT Ly )
Ey=-4§(_0'x—\7(0}+0}.n ’ \d':u.:%,'T:z ) @410
513-12[0:"\7(0—*“' 01}] 3 va‘:'""c._\"rxv y

Aparte de los cuatiro cascs bisicos de simetrfa hey otros. Casos
tfpicos do simztz{s seon los cristalss de elementos simples y compues=-
tos.de'uarics elenentos, Se hz demostrzdo que hzy 32 claoses de crise
tzles ceomdtricamente simftricos, Sin embarqo, el némerc ds clases -
de simetrfa elfstica es mucho menor (nueve) por lo tante la misma for
ma de las ecu:zciones de Hooke se aplican a verios casos de simetrfa

geom§trica,
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111
PRINCIPIOS BABICOS DEL METODQ DEL ELEMENTO FINITO

Jo1 EL METODO DEL ELEMENTO FINITO,.-
El m&todo del elemento finmito es un procedimiento numérico para
resolver un problema de mecdnica continua con una apreximacidn acep-

table para ingenieros,

Suponsunes gue se deben encontrar los esfuerzes y desplazamion-
tes para la estructura de la fiosura 3,1.1 a. Las respuestas numdrim-
cas no se encuentran en ningdn lihro. Los métodos cldsicos descrie
ben el problema con ecusciones diferenciales parciales pere no dan -
respuestas por gue la geometrfa y les cargas 3on demasinde complejas.
En la prictica ls mayorfa de los problemas sen demasiado complejes

pars una solucidn matem&tica de forme cerrada. Es requerida une soe

6]

lucidn num€rica, y al mftode nds versdtil cue le dé, os dsta,

La figura 3,1.1 b muesirz un modelo de elemento Finito. (as ~=
regiones cuadrildteras y trianguleres son elementos finitos. LOS ==
puntos negros son pudos donde los elementos se conectan uno a otro's
Una red o8 un arreglo de nudos y alementos. Esta red en perticuler
myestra elamentos triangulzres y cuadrileoteros alcunos con nudos de

borde y algunos con nudos de esquina,

En cierto sentido, los elementos finitos son piezas de la mis=-
ma estructura perc no convertimos 1la figura 3.1.1 a a 3.l.1.b, sim=
plemente cortando hasta que ocuveden solo residuos pare junter los =
nudos. Tal estructurz as muy decilitade, tembién les piezas tendrfan
concentrado asfuerzo en los nudos vy tenderf{an & sobreponerse o se-

pararsa a lo lergo de los cortes, Dbviements la misma estructura no
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funciona ssf, entonces el elemento finito debe deformarse de méne-'
ras restringidas, Por ejemplo, si los bordes dal elemente’ son fore
zados a quedarse rectes, como en le figura 3.1.1fclloé‘éleméntos -

adyacentes ni se sobrepondrén ni se Sseprrardn,

Para formulzr un elemento, hay cue encontrer 1?5 fu;fzaérﬁoda— )
les que producen los varios modes de deforma cidn de los elennntoa. -
Podemos encontar estas fusrzas por la teorfa elemental pnra un elew-
mento finite natural como es una vine o una barra. Pero para los ee
lementos que defina 21 analista dibujazndo liness en dna cont1nu1dad

tales como los de la ficura J¢lel b vy 3.1.1 ¢, se n95351tan nuevos =

procedimientos,
r o v
144
2 - g : Pa—>
ba +
p—b—t 4
B
T4 —— q, %
(e) (b) (e)

Figure 3,1.1 (e) uns fitura planz en formz arbitrarie.(b) Un posi-
ble modelo de elemento finito pars le estructura., (¢} Un elemento
plano rectanguler, mostrande les fuerzas nodales pi v oi, La 1fnea
quebrada muestra el modo de deformzcidn asociedo con ls direccidn «
x del desplazamiento del nudo 3,
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£l método del elemento finito no se restrings a problemas de -
mecénica estructural (ficurs 3¢1.2). La figura 3:1,2 tembidn sugie~
re como la superficie susve ¥, variable, se puéde nodelar por eléneg
tos de varios tipos. 5i es modelada por tridngulos la superficie §f -
es sproximada por facetas planas. Los elementos do cuatro y ocho nu-
dos muestran superficies deformadass y curves, respectivemente, y se a
proximan mejor a le funcidn. Lz aproximacidn mejora mientras més ela=-

mentos e usen.

X

Figura 3.,1,2 Una funcidn continua § = ¥ (x,y) y elementos finitos =
que podrfan ser usados para aproximarse a ésta.

Dentro de cualquier elemento trianguler en le figura 3.1.2 f es
una funcidn linczl de x y vy, La ineclinzeidn v elevecidn del ele-

mentc se define por tres valores nodeoles de f. Mo més de dos.eleman=



- 37 -

tos deben tener lz mismz elevacidn o pendients. Este dibujo muestra
1la esencia del método del elemento finito: le ezproximzcién por pe-
dazos de una funcidn @, por medis da polinomios, cads uno definide
sekfe unz pequefia regidn o elemento y expresado en términos de \)a-

lores nocdales de la funcidn,

342 ALGUNAS MATRICES Y ECUACIONES IMPORTANTES.~
por ahora definamos un grado de libertad (g.d.l.) como el des-
plazamiento o rotacidn de un nudo. Entonces para un elemento con -

n (gedels), escribimos les ecuecidbes:

kuditkade+ - v dkinda= ‘1

kasdyHae dat +leandn =h ‘
ST e 3.21)

Lm di+kazdat 4 keandn =F‘n

donde di es el i-dsimo g.dels y Ti es la fuerze correspofidiants o
momento aplicado al momento, los kij son coeficientes de rigidez, Si
se pone en Torma matriclal, lez ecuzctidn 3.2.1 tuedza:

(k) {d}={F} (.2.2)
donde [k] es la matriz de rigidez del elemento, {d_} es el rector de
‘desplazamiento nodel edel elemento, y {F}es gl rector de carpes noriae
las del elemento. (Descri bimos el métode de Tioidez o desplazamisne
to, en el que los desplzzemientos son lam incdgnitas principales qua
hay que caleculsr, El esfucrzo es una varighle secundaria, calculada a
partir de los desplazemientos. E1 método de desplazamiento es la fore

ma m&s usada del método dal slemento finito),

swf
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Para describir el significedo de -Lk] consideramos la. figura

34241 v la ecuscidn 3,2,2 se convierts en: |

<) {oy oy wp b= {F}

44 ‘
Si todos 1os g.dsls Son cerc mencs el j-ésimé_y si dj =1 vemos que

{FV} = {kij}, le je~ésima celumen de [k] + En polebras, la j-ééima

columns de [k) es el vector de fuarzas (y tal vez momantn) due deg
ben aplicarse al elemento pera hacer dj = 1 y preservar el eqﬁili--
brio estZtice mientras que los otros d (s) son cero. Esto.as clertao -
para cualcuior mziriz de rigidez de un elementos Los briméros dos de
los cuntro posibles modos dj = 1 se ven en las Tiguras 3,2.1b y 3.2.1
ce Lis "fu.rzes kij se musstran en el supuesto sentido positivo, es
decir, en los mismos sentides del g.d.l. en lz figure 3,2.1 a, clero
estd, Ky ¥ kg, deben ser nimeros negativos, Pars este slenonto sen-
cille, 1o teorfes de lz vige nos da el kij en términos de L y la ri-
gidez 2 lz flexidn EI.

(a) (&) (e

Figura 3.2,1 (a) el g.del. {d }de un elenento de viga estandar, (b)
El1 modo de deformacidn {d} =-{1.0 0 0% y 125 furrzes requeridas kil‘
{e) E1 mado de deformacidn {d} ={0 1 0 Oty les fuerzas requerides
kiz.

Laos nudos de los elementes son ndmeros asignzdos en le finure -

3:1.1 ¢, Se podrfzn hzb2zr usedo letrss. fAmbos sirven de eticustas ya

sin sentide después de juntar los elementos para formar una estructirs,
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‘La interpretacidn dada a las columnas deg [k] también se aplica a un
nivel estructurzle En le Tigura 3.2.2 a al asigﬁar'uné unided de deg
plazemiento a cada nudc por turnmo, siempro escribiendo las fuerzas =

neceszrizs cemo une columna en une matriz de 4 x 4, encontramos:

-p

;‘k'l""('-E;‘;»r ?.)_._.._(f +0) 0 uy -
=k (kegties) (ky+ 0) 0 u | {0 s 2 "
P | i — - - = ol
Ty oI e [ Tl

]
0 (0 +0) (o +u<3) o kgl {u, R

13 ____"3l ' L e

Cada lfnee quebrade en ls acuatéidn 34244 encierra unz metriz de rigl-
dez de elemanto, como se ve al considerar ul s 1 y entonces ui41 =1
en la figura 3.2.,2 b, E1 arreglo de términos en 3.2;4 sugiere

que la matriz estructural se consiruye agregando matrices de elg
mantos en forma de sobreposicidn, E£1 nudo 4 en la figura 3.2.2 a, es-
t4 fijado en.contra del movimiento, es decir, ud4 = 0, As{ las acua=~

cicnes que relecionan el g.del. activo son:

b ky ka k ki Az, Pin |
WA e

(2) (b)

Figura 3.2.2 {2) Una estructurs gue tiene 3 g.d.l., activos (ul, Ups =
us) sus elementos finitos son tres resortes linesles de rigidez kl’ -

kz, ks.(b) gfd'l' rodales y furrzas de un elsmento tipicc i.
ky =k 0 Aly -p
e khe <k |4 A O (G.25)
0 e katks|| | | O |
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o [ LR Gae
Las matrices en la scuacidn 3.2.6 sa‘qombr§h~éonjloé'mismos térninos

usados para las matrices en la ecuzcidn 3.2.2, sdlo que "estructura®

o "olobal® reemplaza a "glamento®,

Las ecuaciones 3,2.6 se pueden resolver pars {D} s pof lo tan=-
to, como {d} pera cada elemento esté contenida en {D} , 8e conocen
las deformezciones para todos los elementus, De las deformaciones cal-
culamos los esfuerzos y entonces se completa la solucidn, Este procae=

dimiento 8s generalmente aplicable, no se restrinoe a los elementos de

rasortes o barcras,

(Cuan grande puede ser un problema con solucidn?. El tamafio dee
pende dal usuzrio, del dinero disponible y los recuisos ds computado-
ra., Actualmenta un problema de m/s de un millén de g.d.l. pusde ser =
nrande. Problenzs con més de un millén de g.d,l. se han resuelto con

éxito,

343 ECUACIONES PARA UN ELEWENTC FINITO TRIANGULAR,.~

Como vimos antsriormente un medio centinuo se le puede dividir
an 9laman§os finitos rectangulares, triangulares, poligonales, etce
Mosotros ahor= desarrcllarenos lss ecuaciones pora un elsmento trian

gular, por considerarlo versdtil y de mucha eplicacidn.

Consideremys un medio continuo y dividimoslo en tridngulos como
sa indica en le finura 3,3,1, Apliquemos un sistema de fuerzas axter
nas en los nudos de la red, lo cue ocasiona guae ol madio se defnrme
y se presenten desplazamientos an dichos nudos, Las scuaciones dsl -

mé&todo del slemento finito se obtienen valuando el trabajo de las -
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de las fuerzaes externzs’'y el trezbajo acumulade debidec a les esfuerw

zos intarnos, Para el caso elfstico lineal ambos trabsjos se iguélan,
dado que ss desprecian las pérdides de eneragfa,.lo cual conduce a un
sistema de ecuaciones lineales en 8l cue las fuerzes en los nodos de
los trifngules cuedan en funcidn de los desplezamientos de dichos nue
dos; 1la solucidn de esta sistemaz permite conocer los desplazamientos
en los nudos, lo que a su vez sirve para determihﬁr los esfuerzos --

dentro de los trifngulos en cue se dividid el medio.

?igura 3.3.1. Un= posible red de triangulos de esfuerzo constante,

para el andlisis de deformecidn plcna de unz presa de gravedad y -
parte de su cimentacidn, las carnas son sl psso muerto y le presidn

de) ague en la. czre izguiesrda.
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Desarrcllemps el procedimiento ante£ior considerando un tridngu~
1o cualesquisra del medio y suponiendo que conocemos los desplazamien
tos en los nudos del trifngulo despuds de lo deformacidn, figura -
3.3.2. Obtondrémos a ceontinuacidn los desplazemientos, las deforma-
ciones unitarias y los esfuerzos dentro del tridngulo en funcidn de -
los desplazamiontos en los nudos del mismo, debido a nue necesiiamos

pzra svalusr al trehejo interno de deformacidn.

' 4a

@ x,v £ x,®
Fioura 3.3.2 (2) Desplazamien.ce en los nudos de un tridngulo.
(b) Caroas en los nudos de un tridngulo.
Hallemns primeremente los desplazemientos u y v en cuzlquier --
punto deniro del trifnqulo en funcidn de los desplazazmientos en los
lnudos. Suponemos que u y v son funcicnes lineales de les coordenadas

x y y, fiaura 3,3.2:

U = yy 40 Xy 7Y (3.3.1)
Vo= {714 622X 40{23Y (3.3.2)
Substituyendo los valores de las coordenzdas de los nudos de los

trifngulos en la scuzcidn J.3.1



Miz S+ XuXa+Anyi
Ag= 41+ Xg + R Yy

Ay 2041 4+, Xk o+ Rin Yu

es decir

Xan + X XA Aoyl = AL
olqq F R Ry Y= A (33.3)

X4 A0 Yk + A Y= Ak

despejando los vzlores de o,y & |7y Kys Ude las ecuaciones 3.3.3, ue

tilizando la regla de Cramer

ui xi yi
vj xJ Y3
uk xk vk

Xy =
1 xi yi
1 xJ yi
1 xk vk
otz o (AL (35 Y20 Y3 =32 (405 - b -Y3) o Y (45 Iu-MuID] (34)
donde: 1 xi yi
28= 11 xj . vyj (3.3.5)

1 xk yk

Asfrea del tridngulo = 1/2 det [A]
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De manera andloga:

4 ' .
Ny, ='ﬁ{(ﬂ&| )‘k"Auﬁ)'MS(Yu-Y.‘y)'t-Yi(xk-,us)] , : (3.3.5)
My = —247\[ (23 e =X 45 )~ 00 (i) 4 M (0 -13)] (3.3.7)

Substituyendo 1S valoTes d8 &44, R4z y 43 8N 12 ecuocidn 3.3.1

M= -zj-A— {Mi [(15 Y= Xae Ya)+ (Y5 =) X + (:c‘.—x;\)y] +
+/U§[(xu‘1z~1;¥K)+(Ju—vx)x+(x;_1\()yl+
+ﬂu[()(i§a—yiX&)+(Y»:—35)1+(1&—11))’]} . (338)

5i llzmamos a:
Xu-2y= g g X —Ae=Ldw 1 X —Ne=Woi
(3.3.9)

Yi—- Y= Yiw Yu—=Yi=Yui Vi—Yu= Vi
CRERSP R R E
CHED /TS F (3.3.10)
Qu= XiYa-YaXs

y substituyando en la ecuacidn 3,3.8

A= (M5 (0 0, X+ X V) A5 (054 Y X XYY

A (Gt YadX +Xad y)} G311)

Procediandn de la misma forma con sl desplazamZente v:

V1A [‘\n (O P Xt Loaa )+ VA(Q5 4+ Nei X + X, Y+
+ '\J‘g(uk-t-:m)('\*xsi‘!)'} (33.12)
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En forma matriciel: Fu-w
Vi
4 N WYX +NwY 0 ape¥uaX+Xiwy 0 GYuX+XuY O 4,
v 24 0 Qi YouX+XgY O GV +XadY 0 sl w
Ay
Vx
1lamad (3.2.13)
amado w
AA LU
{lixy}= (3319 {u} =14 (3.1.15)
v Vs
Al
V-

Qit¥aX+XuwaY 0 @54 Yui X5l Y 0 QuiYiX+XaY O

S
{NJ” 2A o ai . T, " .
VX + Xy _ 0 QueMi+dinY 0 S Yiixaay

(33.18)

quedas

Lt = (VY (3.3.17)

A [N] se 1@ dencmina matriz de forma,

Dafinemos a continuacidn las deformsciones uniterizs dentro del

elemento en tuncidn de los desplazemisntos en los nudos del mismos

De acuerdo con la teorfa de lz deformecidn srbemos cue la de=
formacidn lineal unitaria €x vezle: €x =325-; la deformacidn unitaria

€y wvale: E,:_l’. y le deformacidn unitaria (engular) Y;,_%;*z‘;

Enplenado las scuacionss 3,3.11 y 3.3.12

[



- 46 -

Ex 25 (A Wik Al Wk + A Yas)
By =g (Vi X+ W Xk VieX34)

\{“.—.ai'i-;(m 2 3 Xkt Al DU ik VeV Yas)

en formz matricial

Ex Ye O Wi O Yy O J;‘
A
£y 2wt | O X4 O ik O i| 448 1318
y T A i : W ( )
Yay Bi i X Ve X Yag| | Ax
T
Danominondo:
Ex
{e}=]ey (3.3.19)
: Yy

Yiu O Yau O Yy O
[sz‘—g-; O x 0 Ak O Wi (3.3.20)

Ay i Aiw Y Ay Yai
quedas
{&}=[8) {&} (3.3.21)
Detorminemos los esfusrzos dentro da un tridngulo en funcidn de los

desplazemnientos en los nudos del mismos

Como estiamos estudiznde el método del slemento finito aplicado =
un medio anisdtropo, para cuerpos cus cumplen con la tercersz zcondicidn
de simetr{a eléstice, seifalade an el cepftulo 2, Esto es: Plono de i-
setropfa (ejes de simotris rotacional). Cuerpo izdiropo transversal,

Considerenos el elemente de la figurz 3.3,5 . Las propiedadas E; y WV,
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corresponden a la deformacidn en la2s direccionss de los planos de esw-
tratificacidn {dirsccidn xt) y € 91 G5 ¥V, & la dirercidn normal a

los planos de estratificacidn (dirsccidn y*).

o T&g
a
N — Yy

=

= I/ ex
‘ -}XHZ/’
e,

Figura 3.3.3 (a) Geometrfa y propiedades elfsticas, medio anisdtropo

estratificado. (b) Estado de deformacidn en el sictema global Xxwy.

Como vimos en el cepftulo I1 las deformaciones para el caso =
tridimensional estén dadas por las ecusciones 2,4,Y y cambiando al =
ejo z por y,y visceversa y por z tenemos:

] 4 1 1 7 1 4 cal
= - - - i LI
Ex= g (Gx-M0)-E, Oy sy ¥,= G U
. ] ' 1 \ v .4 \
Ey=-F (o 0y)+ L OV » Yar = Tan (3.3.22)

1A .. - A \
e VOO RO Ve T,
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or0. Gy

tenenos entonces: .
‘zs‘,‘,_;_-‘-%l&} Toe s Y= Z(“\M ol T Yzl"z—(“—;;?)——c;‘l

Como es un problema bidimsnsional de un cuerpo qua estd en ol -

plano x' - y', Entonces por definicidn Tur= Tyy,= 0+ Y debemos cop-

siderar un estado de esfuesrzo plano y deformacidn plana,

Para el casc de esfuerzo plano o=0y €z no necesita entrar en
el proceso de =olucidn, asf pues:

B N L
E::E OX""'E;—U‘; ] U;lzo

E4=- .?E.;_g;+ 220 ¥a=0 (.3.23

] L}
3’11‘____41 E:Tr.! T y

as decir;
&| [+ -2 0 ][o
yi="% & o |{o (.3.249)
W |0 o KRy
por Cremexr: l&'; __E:_ 0
£'y %‘; 0
| Yxy O _2,(]_51:_;,.7_1_) JE-,M Y B li%L
G RS :LL.dl:ia). Yo 2(142)
B TR €1 E2 [SF) E.z e Bz
i
0 v ¥
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Ole EX4EVa _ ExtEyVe _ _ghtEyV i} =B
T 4 .NE T Ea-EE Ez _ Ea TTEa
By Ea [ £1E2 Bk
\__ERtEyVe _ gl wEyVz £z A nEyVE
Ox=— _rgr A=t (1~nvE) (né= 2
e Ez NEz
A t
& Ex 0
--}-é-‘; ey 0
0 ¥y 2V A gzaxdd g, Ve 20V
Gt_ [ . E4 €2 E2 [5%%
T L g |7 L L0y _Vr N 209
E1  Ea E1 B2 Eq Ez €1 Ez
-k A
E1 Ea 0
0 0 M
Ez
\ \ ' v
4. ExVy E.a2EY+E1ExVY
Oy E1E¥+ 1 _ Bz _ E-?i(e'f“'“a"‘v’-)
AT N T T el E2(t-0%)
E\ Ev E,_ [
Oy 22 (nE'% Vet EY)
G-y



1 Vi
T T &
Vi
*5 ‘&1‘ Ey
! 1 g2+ Vi Es
e 0 0 ¥y :EnEz —E{X” ¥y Es E.
TEz-EqVE E3-E V7 T 2(4+WR) Er-EVE
ey 2 BEESE 2(14 W) )__.__51 =
S S L) a: |mege =1
721w Ea(1-nvgy ! Sz 2(1+%)
E \
’C’zy (1 nz.v") m(1+nv,§)¥1,
es decir:
Ox n ») Ex
) E2 |
(5 Ve 1 & 2303,
y Goavl) 2 0 y (3.3.3,25)
Ty o o ma+nvi)|| Y
denoninsndo;
Ok ek |
{o"}: oy b {&'}: gy (3.3.26)
T ¥
n av 0
U E2 13
[D],— a-nvh) nva 0
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entonces:
{0} =(){e)
Se puede demostrar en forme similer cue la matriz [D'], pa’fi:‘una
condicidn de deformecién planz, dende £220 y Oz no necasita ‘entrar en

el proceso de sclueidn ( Tp=Th.s0 ), vale:

nieng?)  A{1eV) 0

Yo Ez YA
®1= (44MYH~V1-2nV) " ) = 0 (3a2e)
0 0 MO+ V(1P -2n V)

fomo la matriz [D'] corresponde el sistema local x'w=y', Para =
hellar la metriz [D} correspgondiente al sistema generszl x = v, ubtag_
gemos primeroc las daformzciones unitarins {E'} an el sistema lecsl en -
funcién de las deformecioncs unitarirs{é}en el sirtema generzl. De las
scuaciones 2,2.2 y substituyendo £x oor (x, €yPor Gy ¥ :‘i{ por [

(figuras 3.3.3b) tenemos:
Bz e A+ ExLh A Yuy dude 5
&3z €x A r EyLrnk Yuy iy fun
r}‘g'zsx&.,ﬂuu,lulu»f—‘{ ¥ (Lo L+ Lu d2e)
donde:
An= cosp 4
Luz sens ,
L= -senp;

.211- oiay
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es decir
€x cosla seniy
Eyt= seltp - cost
Yn| |~2tospsenp  2senacoss
si
cosls venln
[7] Tz|  went costp
~2005f/4 52AA 2 sensd (oS
es decir

{e}=[11"e}
peru: {U}:[D|]{E‘}

substituyende 3,3.30 en 343,31 tenemos:

(e}=P)(T) e}

cosp@ ouns
~(O53 SeNf

o5t~ seita

Cosp senp
—-coop a2l f

costn~sen?a

Ex
€y $+(3.3,29)
¥ xy

(3.3.30)

(33.319)

(3332)

Ahore transformemos{a'}n{d'}utilizando las ecuaciones 2,2.3:

Ox=Oh A5+ 0';«1%1 +2Vxy LAy L24

2
Oz 0z Ry + 0y A%, + 2 sy 2z dne

Tay=Ox Lu Ty L4 L2 —F”ny (A1 din+inin)

cosly sentn  — 200y oengp

o= e cosn  2cosmsans {0"}

LOBRLEND  —2eABCOSA (08T - Seiln
Vemos rus la matriz de transformzcidn de ¢ a @'es la transpuesta de

[ T]T antonces:

(3.333)

(.3.34)
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costs senty ~2cons senss |
(M=} seis codp  2cospenim | (3.33%)
CO5ASENA ~SenBCOS@  COSRp-selts |
substituyendo 3.3,35 v 3,3.32 en 3,3,34, tencmos:
{o3=[7) (o) (115} o G

pero

{o}= [o}{¢} S e

(0= [r)(s)(v)" O aam

substituyendo lz ecuecién 3,3.21 en I1,3,37, tenemos;
AN 7 , (339

Con las expresiones antericres estenes en condiciones de obias-

entonces:

ner las ecusciones del elemante Tinitp, pera’ lo cual vazluzremos el ira
bajo de las fuecrzas externas y el trabejo interno de defornacidn acue

mulade, perz despuds igualarlos.
.El trabajo de las fuerzas extarnas vale (figura 3.3.2a vy 3,3.2b).

Lo . . .
Wc:—z- Pi i % Qim*—% Pokj 43 Qi+ TP My 3 Qv

es decir,
- A .
We= 7 {4} {P) @349
S1endo .
PL
I ]a&i
p= o (2.3.41)
Pu

Q.



Wiz | widvol fi{e}’ {0} duel
Iaumndo las ecuu.lones 3.3.40 y 3, 3.42;
We=; 1 e} e = S 2 oz (& {a} d'ual -
PeTo por les gey: ~ciones 3,3,23 Y 3.3,17:
{ed=(e]{ue} {4} = W) {uey

POr lo tanto; .
W {2 [ (5Ha)T (6} guey

= T (4Y (0} g

WFPY = 497( (8170} vl

8S decir;
(P32 [ (3)7 {0} 0 vel

poro;

{0} = (0} /8] [u}

Por lo tantg.

1P = o B (0 8) () d v
{P‘}:[b]’[b][s]{u’-} J o Sl o
" Si el espesor t day trifngule es constante;

{#}=(8)" [D][B]{M‘}M
{P}= At[e)"[p) 1(8){u

(3.3.43)
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Donde A es el &rea del triingulo
{pe}= At (8 (0)(B) {4 @344)

siendo &9] le matriz de rigidez del elemento quede

" (109 @348)
(k) {u=p9 (.3.48)

La ecuacidn 3.3,46 es véliia para un elemento dentro del medio,
La podemos zplicar entonces para todos los elomentos (tridnoule) de
la regidn en estudio. Llzmamos [K] a la suma de lﬁs:Mntrices de rigi-
dez de todos los trifmculos, {IJ} 2l vector da desplazemisntos de =
todo al medio y {P} 21l vector de cargs en todos los nudos del mae=
die de la ecuacidn 3,3.46, vflide pare un triéngulo, sé puade ponsy -

para todo el medio de 1=z siguiente forma:

(k) {u}={r} - (2.3.47)

[K) se denomina matriz de ripidez de todo el medic.

"La ecuzcidn 3.3.47 da luner a un sistemz de ecuacioe
nes en al que las incdonitas son los desplazemientos en los nudos de
los elementes, La resolucidn de este sistema permite determinar estos
desplazamientos, Para hallar les deformaciones upitarias y los esfuer
zos en cada elemento se enmplean las ecucciones J.3.21 y J.3.39 en ca-

dz tridnoulo,
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EJEMPLOS TLUSTRATIVOS

4.1 Ecuesciones para un fledic Anisdtropc con thr:tlfiCPCJdn Horizontsl.-~

Si la estratificecidn de un medio anithropo as hnrizontnl, como
generalmente se da en los suslos, con éngulq'entre gl sistema de re-
ferencia local (x' - y') y el sistema de referencia general (x « y) -
icual a cero { A= 0), entonces las ecusciones pera este caso gquedarfan
como sique 2 continuecidn: 7

tenemos gue

donde:

-

cos's sen'a 250084
lr. T ]: sentp cos’s 25e03 conn
¢os
senps oo -senpcoss  cotn- sels
pero come 8= 0
1 0 9o
(Tl={o 1 o
g0 0 1

Aqut [7) es iguel a 12 metriz identidad [T) = [1] [T']T = (1.

as{ puss tenamos

(0)=(x)(p)(x)

as dacirs

)= (c)
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pPara el casc de esfuerzo plano:

n vy 0
:-_Jéi-— f
(o] Ty | ™ ! 0
o 0 mi-m3})

De la ecuacidn J,3.44 tenemos que:

()=at (a]D)(n)

donde:
Y% O Xu
Y O W 0 Y3 O O Wi Y
1 . " .
[B]=ﬂ- O Xy O Xk O X [B‘]:-z']x Yo O Xaw
jp& Yiao ik Ya X Yy 0 Xk Yii
Yii O M
PR St B
la matriz de rigidez est{ dada por:
Yi O X
0 Xia ik
noong 0 Yk O Wi O W
[k“}‘ . Yoo O xa
-y mwe 1 0 0 X O Y ©
4A(1 an) o Ih yui.
0 O MU-nVE 1 X Y Xie i Xd
X%i O 1z
0 ;i Y




Si llamemos a:

ERGYE

OYM “0." ‘ 3 dek ~b|‘1\(_'\ O.Yu. b:(a.k Q.».} b'xoh
XAk O 1,;&- 'Y X b‘)\; 1;\(‘ by‘.; g

’ng 5“ AL I4 kg O

[ Yu O Xy
0 Xy Y L 3 R
v, 0 X o BXwp o Y bXa O.Y.L.\ beL
L i o
q] . EY __ b Yi b ‘ Xk
[k] 4AG-nVF) |0 X Ya ™ X b Yu 1““7 by‘“ o

CXw C¥a CXiw CYi C'Xik C'Yal
y&) o JCJL
0 X YA
|




Ly e

Bt
4 A(1 nVv?)

Realiande el producto fuedas:

Fvﬂ. o +Xwi ¢ VX (b +C) - Vit 0:_,3(“)(“&\ » Y‘;u](‘AuB+X\.;‘fgl‘yc"
Xua You (B+C) x& + Ve

Yo y;ud+11h1-jcl Yk 1..;b‘+1;u‘!,.<_:‘ .

XY b4 e i€ 1&1-.;4-%:.‘1;\".6»";‘)(u.yu(o.-rc) )(zx-\-!/uc‘

AslYab +YahiC K Wi+ Yai Yo € )(u:‘/ubPﬁ:Xiuc‘ Xu‘)(zu"‘yii‘/nc

y“ 1“ (Beey e lic
. j_‘,l:x:\‘v;s\:;wumuc

Yy Yad a2 jixc! \Jij..;k'ﬂxsmub‘"Yummxux“&‘ :mx...\: +my.~c‘ '

i Vi (o)

Yan Xat 4 Ys is €'

! XMX;;A-\—Y«\‘VMC-‘

i dsd B Xinis !
Ain Kyl +MiYis
vt (v'et)

2
i

(.1.2)

-

-



Para deformocidn plana;

ANA=nvl) M+ 0
o)< £ ) -7
(o) e v+ 1= 0
, ' 0 0 M4+ Va)(1-vs -20VF)

la matriz de rigidez estd doda por:

KB 0 X - »

0 iy Yi » B BTSN E &

i o g [METH MRl 0 I o w0 wol )
(k9 Eat T |ty 4wz o |lo w0 mo

T AA-WEIY) |6 . yu

0 o miweve2a®| [X % i Y odowl

Yii O i

LO i Yu

ai llamamos ag

a =n1-nv})

b =nvz(1+V) '
2 , (413

C=1-v L

d = m{+n)1-Vi-2n V)




tenemos;- .

O BXu 0¥ bXiy Q% bXu|

o b of|vw o o Wol|
b c ol

o 0 dj|

vo‘i- 1’{.“; 0 " '11.\‘;,“:‘0;_ ’XSL : b,y“‘"’,‘C‘)(_“'é byu € Xk by“ )i

e XaoWa e[ [dxe dY¥a dwaw dve dX dYi

as{ puesi

T i b aYed b o - DXl
5 et MO B e el
ARV | o gy ya| [ PR G B OO

-1 -




Hoslizanda @l producto tenemoss

iatrid  Yadei(ord)
YdXpolb+d)  XmCHYd
!—k ‘J: 4A0 +$2.)a—-v.-z nvi) :: . “?( '-’.d y‘q“bah -
aWYibthided  XuduC+Yadind
Yo Y@M Vit #XiiYad
VidaibuiYiud  XaXwe+YiiYad

Yeidnotdintod X

Y X3 4 2icYsi wYiib+¥antiid

Yeh 0 +Liv dl % “ Yo Yis QX inXshe

Lik Yuz (o d) Sty ‘ Xu-?lhb"YnXsLd |
ViibeotiiXid Y d vhesxfio

Iuyuxbw;sizid xuxuc_w;h’ud . iu!).;(b*-d)

V :lu"ls}q_.“rimfud‘ . :Ymi;i.b&h;‘.flidW
NaxiciYiid

Yo Lo XinYisd

xieaYhd

AigWzaCtYui Yiid

AyiYei (0 +l)

(4.1.4)
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4,2 Ejemplo.~ Detarminzcién de los desplaZamertou en lce puntos % y
2 del medio snisdiropo moqtrado an la f‘iﬂura 4 2, 1. Para esfunrzo ~-
plano y deformecidn plena. Lz propiedad de los slementos son 158 sie

guientes;

Yy
12Ton/wt - i
PRSP EERER RN E.1=z.os;Ten/m'-
,s' 2 X1 -
o
0. Viz 0.7.6
"] e
N Z . Eq= saoTon mv-
€4, V1 / 08 m = /
e Gz BZ 16»/ 'm-
P Sl
pd Vi= 028
1 é 4 e
WL_J* N ) x T=1m .
s ~—1 .
.2 m.
Figura 4.2,1 Medio anisdtropo
Estratigraffa horizontal,
Solucidn:
para esfuerzo plano
Tri&ngulo uy vy ViU vy
i uy Yy us Vg Uy Vg
2 Uy vy ug Uy Uy v,
b Y
. & A
i
o.8m @ oem
i 3 3 2 il Y o)
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a=08 22-04g
_E1_205_ 4399
n_E_m_1

6. 82
=2_82 44555
M=, 80 0

Substituyando valores en la ecuzcidn _4.‘1.‘1. fenambs:
a'=N=1138¢9

“b'=nVa=1,1389%0,25=0,2847

e'=m(1-nv})=0.4556(1-11389%0.25%)=0,42 31

C4lculo de la matriz de rigidez para cada aylemeﬁito;.

Elsmento 1.

Y=0-08-08  Xwsl2-012

%i=0,8-0.8=0 Xiw=Q-1.2=-1,2 -
Y¥:3=08-0=0.8 X;i=0-0=0

- S 1x180 _
3R -0vd)  4%0.480-1.1389x 0250 1009348




Substituyendo va
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jores en 1a acuacifn 4,1.2 tenemos:

Uy - Vi Uq Vg Uy i v?z‘
135,070 - 6084589 (1,500 27.588 - 73.870 'f“aj.gouw
- ga.s8s  172.679 41,000 -145.346 ii;sagg' onas|
- £1.500 41,000 §1.500 -0.000,,">%'7¢'" ‘a1}bo§ fﬂ
k= i i
27.589  -145.346 0.000 - 0.080f
- 73,570 27.589 'Q;ﬁnﬁv 5.97C :;rd.pqq -
41,000 - 27.333 ~ _lan.m00 o;oéq‘,“i7;5$$ o
”(a.;;l)f
glemento 2t
You = 0-0=0 Yo =12-0=12
Yoi= 0-082-0.8 Lin=1.2-1.2=0
g, =08-0=08  X&=0-1.2=-12

Substituyendo Va

U,
61.300
0,000
0.000

0.;%0
145,346
- 27.589
0,000
27,589
-145.346

Teres en la ecuac

0,080

- 274589
73,570
0.000

- 73.370
27,589

idn 4.1.2 tsnemos:

\.!3 Ud \lA
. 41.000 - 61,500 41.ooq

0.000 27.589 -145,346
0.000 - 73.570  27.589
274333 41,000 - 274333
41,000 135,170 - 66,588

- 27,333 -~ 68,589 172.67%

(4.2.2)
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Pero u; = vz = u, = v, =0, por o tavnto"sdmahdo_é.?.l Y 4.2,2 gueda;

N N
135,070 - 68,589 ' ; uy
- - 68.589 172,679 v,
Ahkic 1
(k)= i
- 73,570 27,585 u,
41,000 - 27,333 172,679 v,
L T ‘:"'_. T .

P1=P2=0

a=1 2—-—-—;1'2=-7. 2Tony 8=-22Ton

(] ] o]
v . Q| |72
=4 > Pr= = % -4
{P} Ug ’ { } '* P, 0
Lv". qu. .-7'2-

fResolviendo el sistema (*)
Uy = -0.,00881 m
Vy= ~0,05409 nm
uy= 0,00571 m
\/22 -0,04793 m

(*) m&todo de Gauss,

Para deformzcidn plana de las ecuaciones 4,1.,3 tenemos gues

a=N(1=Nv})=1,1389(1~1.1389x0,25%)=1,0378
b=nV, (1+W, )=1.1389 0.25(1-0.26)=0.3588
c=1~v? =1-0.25%0,9324

d=m (1M 1=Vi-2 nV})=0, 4556(140,26)(1~ 0 26 -2x1.1389x 0,25%=0,3480
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para ol elemente 1:

Y;,.:O-O,B.’_-O.B Xua:“.'Z‘O‘-‘-LQ
YML=0-3-0.8=0 Yaw= 0-—1,2:—1 2

yiy=0.8-0=0-® ri=0-070

,_,____,1_,_,d___, 1x180
TR (-2 = 4x0.49(1+o.zs)u-uza-zmssgxo.z =1244978

Suhstituyendo yzlores en 4eleb renemosst

uy vy Un vy U, vy
145,786 7 83.877 * 61,500 42.877 . 84,286 £1,0001) Uy

. 83.877 104,491 ° - 167, L 42.8TT 27,3331 V3
. 61.500 41.000 e At

42,877 167,158
- 64,286 42,877

41.000 - 27,333

glemento 23
Y5 © Aus \2-0=42
Yyiz O 0B =" 0.8 11‘.—_\.'1—\.'1.'— [o]

Yio= O.B-O:.O.B A D—‘\.7_=—\.'L
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Su&stituyando valores en 4,1.4 tenemos:

HE

(k)=

't - 84,286 42,877

P1=

{u}=< = {p}=4 > =4

u, vy U, V3 ; Yy Y4

61,500 0,000 0,000 - 41,000 - 61,500 41,000 ]
0.000  167.158 { 4éQ§77fi:ffio.ﬁqh; ‘5'4£E677 ~167,156
0.000 - 42,877 _a&iigs_f?;]folpdu :”-;éq;geﬁ 42,877

- 41,000 o.onp‘,; gé;ddﬁﬁﬂ'~ ii,ﬁé;f:_?jqi;qbp. - 27,333

- 61,500 42,877 - 84,286 41000 145,786 - 83,677

41,000 -167.158 . 42.B77 .- 27,333 - 83,877 " 194,491

2y

t;ﬂemés:
_ L] \{}
145,786° =~ 87.777

- 83.877 194,491

41,000 « 27,333

P2=G . e
0=-1212. 7200, Qu-7:2Ton
[U1 _ R 0
i Q| (72

5%} Py 0

V2 Q| |72
L J [ y L d



Reso

uy

vy

jyiendo gl sis

-0,012992

_0.050008

0.007196

U,Z-

)

.0,041308

partimos) pra

1~

arA gsfuerz? P

S-S

Ex="E,

€y

ox=01

temat

m

m

Hooke

gncontral 1as deformec1one

1ane

gx

Ea

___Nhga«-
Ez

as{ puest

gy=12To0

02512 - 001667

Ex="""1g0

u,f_1.2w0 01687=" go02m

&=

—-§6_0067

Uy=08%0967= 00533mM

pafor

macidn plane:

R

2i) \_7}_9‘_’:_291*_‘-52
B2

~Ox ~
e

£y="

[

g r 2 LI - gy

(ecuacion

s. unitarias:

e de lms cueleS
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U;:ﬂ

frm - 025 12 0251%5 20021,  u=-00252m

180

~12 205 ozsmz e SR
+1eo< ) 0-0714 o 9*—?:057:3r_n
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CONCLUSIONES

Este: trabajo trata de mostrar una alternetive prédctice pars la
solucidn de problemas en ingenierfa, que es-el método del elemanto -
finito aplicado @ un medio anisdtropo, por 1o gue me tretd de. exponer
el método en 1z forma m&s clara posible, incluyendo ejemplos sencillos

de eplicacidn.'

5i observames en allajempio del capftulo enterior la diferencia
entre los resultados que nos da el nétodo del elemento f1n1to y el =
que resul*s de la aplicacidn directa. de las’ Tﬁlmulmq de 1& teorfa de
la elasticidad, podemos apreciar que la diferencie entre los despla=
zamientos verticales y hnriiontalea eé defu.ﬂﬁz.m y 0,010 m. fespec-
tivamente. Podemoq decir antonces,ruue los resultedos obienidos con -
el método del elemantc flnito den una idea del drden de mwnnitud de
los desplazamientos, sobra tndo para lds de urmucinneq uerticales, -
y cue estas d1f9renc1as ae deben a’ que son solo dos elemontoc para un
drea conq1derable. S1 aumsntdmo% el numerc de slementos, loq resulta-

dos tendrén una aproximacidn mayor.

En la realidad los materiales tienan un comportamiento eléstaco

linez] sclo en una pequeia parte del procaso esfuarzo da formac16n -

(otros no lo tisnen), por 1o que no'. tlene sentido’ SQr preciﬁoq. La -

importante es saber el drden de-la m<gnitud de.'las dnformac;onﬁs vy los
esfuerzos, parz podsr realizar un d;seﬁq;;a ' L 'estructura_-

de que se trate.

Para el caso de medios anisdtropes, como ei de1iéjemp1o,_podémps
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concluif qus el méiodo dsol elemento finito se adap£a perfactamente,
y que con la aplicaciﬁn de este m&todo tanemoe una aplicacidn prﬁc-
tica, ya'qua‘er medios anisdtropas existen muy po:as SOluC10n85 ana-
1fticas. Las ecuaciones deducxdas para el medxo ani¢6tropo son" tame
bidn aplicables a un medio isdtropo, el cual ‘serfa un caso espacial -

de anisotropfa, donde E1 = E2, V1 = U2 (cuarto caso da incizo 2.4).

En la naturaleza encontramos medios anisctropes con aestratigrae=
7f2 no horizontal (el 4ngulo @ desigual e cero), oste caso se da muy

comunmente 'en macisos rocosos.

El anflisis planc simplifica mucho el mftodo y aungue no es es=

irictamenta uerdadero, pndemos considerar los resuitadus cdmo'buénos.

Una de las caractﬂrfqticas mds importantes del método del elamen
to f’nlto es su varsat111d=d, lo que thB qua ne qe restrlnwa a pro-
blemas de mscénica estructural, sino, que se puede-adaptaria otgq tie
po de problemés como los de hidrdulica, tfrmica, disefio de piezgéiinQ
duatrLalns, ete, Asf como enconuramus las deformaclunes v esfugrzns -

bajo carge eléstica, pademos encuntrar también, la respuasta dinémica

als
rios

ria,

picdades fisicas. Esta gran uersatll:dad a mend

solo programa de. computadora,

Otra caracterfstica dé loé sleqentosfinit

co entre la red y la estructura miqma

La'red ni

sun ‘abstracto ‘mete

mdtico diffcil de visualizar.



w73 =»

£l mdtodo del elemento finito'tisne también sus desugntajﬂé. Se
“encuentra un resultedo numérice espécffico para un problems especfe
fico: ne hay una expresidn de forma cerrada que permits el sstudio ang
1{tico de los efectos de los varios p%rémetros cembiantes., Una compu-
tadora y un buen progrema son ssencizles. le experienciz y un buen sen
tide de ingenierfg se necesitan para construir unz buens red. Se necs
sita cargar a2 la cumputaﬁora con muchos dztos y los resultados deben

ser clesificados, urdehédps ¥ entendidos,
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