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1.~ INTRODUCCION = ’ L=

El presente trabajo estd dirigido a los alumnos que llevan
un primer curso de matemiticas en el bachillerato, dentro del --
sistema CCH (Colegio de Ciencias y Humanidades).

Uno de los objetivos fundamentales que se persiguen em ---
este curso es que el alumno adquiera un conocimiento real, con--
" creto y desmistificado del quehacer de las matemiticas dentro de
las actividades ordinarias del ser humano.

) Esto debexi traer como consecuencia que el alumno se de -
cuenta que las matemiticas son algo itil, y no un mero cGmulo deF—
fﬁrmulas b2 proced1m1entos, por demis tediosos y aburridos, que -
debers aprender y memorizsr.

Significa esto que el alumno comprenda que las matemiticas
no son algo dificil de entender y asimilar, que estas no s6lo son
aplicables a los codocimieﬁtos cientificos, estrictos y rigurosos,
dentro de los cuales &1 es un mero espectador.

Por el contrario hacerle sentir que puede ser participe de
este mundo matemitico, que no tiene nada de migico ni divino y --
que sin embargo le buede ser muy Gtil, no solamente en la adquisi
cién de un lenguaje 'simbdlico o un método de razonamiento formal,

- sino’ tambign como una ‘herramienta, para la- COmpren516n v transfor
macidn de su realidad y entorno sociadl.

Significa tambiéﬂ que las matemiticas, son .el producto del—‘
esfuerzo colectivo de muchos hombres y mujeres que .z traves de 1a
historia han contribuido y contribuyen afin-a su desarrollo, crec1
mlento y aplicacifn prictica. .

‘Lo cual nos éermite afirmar que las matemdticas no son algo -
rigido estricto e inmutable, sino ﬁor el contrario sonfflexibles;»
eldsticas y cambiantes, ya que su propio desarrollo hace que -~
estén en continua tyansformacibén. De ahi que el propio alummo ---
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puede y debe contribuir -a elaborar su "matemitica”, de acuerdo a
.sus necesidades. .
) Iniciamos este curso con el tema modelos matemiticos, pro-
poniendo una serie de problemaé resueltos, sefialando en cada ---
‘caso el brocedimiento para llegar a la obtencién de un modelo ~-
matemitico que lo resuelve, para pasar en algunos casos a la ge-
.neralizacién de dicho modelo., Dejamos tambien ejercicios y pro-
Ableﬁas_propuestosi donde el alumno por si mismo o con asesoria - -
de su maestro llegue a elaborar sus propios modelos matemiticos.

Pasamos posteriormente al tema de lenguajes simbSlicos don
‘de destacamos que las matemdticas ''descansan" en un lenguaje que
ella misma va creando, con la finalidad de-facilitar su entendi-
miento y operatividad. '

’ .‘.'7 L

Estos lenguajes simb6licos tienen sus propig% reglas grama-
ticales (Sintixis del Ignguajé), asi como su significado espéciﬁi
co para cada frase o expresibn simbSlica (semfntica del lenguaje) .

En los Gltimos Eaﬁipulos desarrollamos los lenguajes simbé-
licos de la 1l6gica y de los conjuntos. Empezando en cada uno de -
ellos con un problema que ﬁara poder resolver, se‘véa la necesi--
dad de desarrollar la teoria y su lenguaje respectivo. ‘

Con esto se ﬁretende no solo tener constancia de la aplica- -
cidén préctlca de 1los lenguajes simb6licos, sino que el alumno ---
adqu;era c1erta destreza en su manejo y ut1112ac16n, para resol--
ver algGn tlpo de problemas.

Hemos 1ntentado mantener a lo largo de los capitulos, el --
_esquema de que, a partlr de una supuesta realidad o de un proble-
ma emanado de ella, -llegaxr a la elaboracisén de un modelo simb&li-
.C€Oo _que 1o represente. Modelo -simb&lico apoyado en su lenguaje res
',pectlvp, de -tal forma que pueda ser manlpulable u operable, para- -
que mediante sus reglas de transformacifén se puede llegar por ~--



pasos -sucesivos a-la obtencibn de la solucién del problema plan-
teado, '

Es tamos seguros que para la lectura y comprensién de estas
'notas,“no‘se'requieré mas alld de la aritmé€tica y el dlgebra ele
mental, de manera no muy ﬁrofunda, ya queva lo mis se manejan -- .
ecuaciones lineales en algunos problemas. ’ ’

1I'



e

2.~ MobEeLos.

El ser humano en su actividad diaria, se enfrenta a un gran
nimero de problemas que debe ir sorteando y superando.

Problemas y dificultades que surgen como consecuencia de la
multitud de relaciones que guarda con el med:Lo que le rodea. El
homb:rc al estar inmerso en una realidad camblante, sufre el im--
uacto de una var1edad cada vez mas grande de estimulos de toda -
indole. Estimulos que le motivan a la superacién de los proble--

t
i

mas que se le presentan, estos pueden ser de caricter, social, -
- econbmico, ambiental, de salud, politicos etc.

#uchos problemas se Apueden atacar con la ayuda de las mate-
miticas como pueden ser:

a) Ganancia en la venta de un4articu10.

b) Impuestos por pagar en una empresa. -

<) NGmero de kilémetros por litro de gasolina en un automo-
vil.. ’ ’ ’

d) Fuerza minima q_ue se debe aplicar a un objeto para mover
lo. .

e) Distancia minima para desplazarse de un punto a otro.

£) Flujo de transito en una ciudad.

g) Red telefbnica en una l}aoblaciﬁn.

En 1a medida que el hombre avanza.en la: superac16n ‘de sus --
probleuas aumenta la experiencia y el conocimiento que tiene del
.medio que le rodea; esto hace que cada vez tenga que utilizar.con
mas ':Erecuenc:.a las matemfiticas, para un me jor entendxuento Y- con_
ﬁ_prensx&n de ésta real:.dad.»

Ptoblenas de carscter aparentemente ale;ados de 1z matemfiti-
.-'ca como. pueden ser los de 'salud, de ecologia, de lenguaje, ‘de ‘--,
}‘relac:.ones humanas etc;" necesitan cada vez con mas frecuencia -- .
- del auxilio ‘que aquelh les puede proporcionar, para un entend:.---’f

~;"mento mas cabal y. profundo de: ellos, y asi -estar.en me or forma- -




de poderlos atacar y resolver. Por ejemplo:

a) Disefio y dimensiones de una vilvula cardiaca.

b) Red del sistema de recolecci6n de basura en una urbe.
-c) Buscar un método bara decifrar cddices mayas.

d) Disefio de un conjunto urbano.

.e) Red de agua potable, drenaje y telefénica en una ciudad.

Penetrar‘al'ﬁundo de las matemiticas, es penetrar al mundo -
del conocimiento, ya que las matemiticas son el camino mas id6neo,
que tiene el ser humano, para interpretar el cGmulo de informa---
€idn que recibe del medio que le rodea.

Informacién de una realidad compleja, cambiante y escurridi-
za. En la medida que la conocemos, parece volverse mas compleja,
por esto el ser humano debe tener la capacidad de crear los -----
medios mas acertados para poder 1nterpretarla. :

Los ‘modelos son en cierta medida el medio, que el ser humano
utiliza en cualquier rama del conocimiento, como un instrumento -’
para decifrar y conocer la naturaleza. ) .

. N . -
2.1.~ &Qué Es un MobeLo?

Para comprender lo que es un modelo, supongamos la siguiente
situacidn que posiblemente ya nos haya ocurrido anteriormente.

Pensemos que nos encontramos con un objeto completamente nue
ve y desconocido para nosotros, objeto que pudiese ser grande o -
ﬁequeﬁo..Como consecuencia de Ta curiosidad innata del ser humano
Yy de nuestro afan de conocimiénto, nos acercamos, ‘tal vez cautelo
sos, al obJeto. Nuestra'mente empieza a trabajar,’ tratando de aso -
ciar el objeto.con alguno ya conocido anteriormente, con lo cual-
nos formamos wun esquema mental'" primario del objeto, como conse-
cuencia de la apreCiaciGn sensorial del objeto. Resaltado con --=-
esto prop1edades tales como. forma, tamaﬁo, textura, color, olor,

peso, volumen, etc.
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- _En este .primer encuentro con el objeto nos hemos formado un
"Modelo mental® en una primera etapa, generalizando las propieda
‘des biasicas de ese objeto, como producto del conocimiento, mera-
mente sensorial que de &1 hemos obtenido. -
) Debemos destacar que en alguna medida hemos modificado al -
objeto, tal vez en minima parte, respecto a su situacién origi--.
‘nal; ya que al irrumpir en su entorno, lo modificamos. Pero lo -~
que es mis importante_aﬁh, el objeto nos ha modificado .o cambia-

~do a'su'vez a nosotros mismos, ya que ahora poseemos en nuestra-
conciencia un nuevo .conocimiento, aunque elemental, pero que no
teniamos anteriormente. .

En la medida que avanzamos en nuestra curiosidad, manipula-
mos al objeto, lo tocamos, lo sacudimos, lo oimos, lo sentimos -
en general y nuestro "Modelomental" se va modificando hasta ---
alcanzar una segunda etapa interpretativa . de esa realidad.

Descubrimos tal vez que por la dureza o resistencia del ---
objeto (El objeto lucha y se.defiende, pero nosotros insistimos-
en conocerlo) que necesitamos de alguna herramienta o instrumen-
to que nos sirva como "1lave, para peﬁetrar al conocimiento intexr °
no o mas profundo del objeto. Herramienta que bien puede ser des
de;una-simple piedra, garrote o cuchillo, hasta el mis sofistica

- do instrumento de precisién, como puede ser un microscopioc eclec-
trénico, o un acelerador de particulas elementales.

Al llegar a este nivel ya poseemos otro "modelo™ més refina
do que el anterior Yy pasamos a otra etapa del conoc1m1ento del -
obJeto, mis aproximada a la realldad

Posteriormente para comunicar nuestro hallazgo, descubri---
‘miento o simple conocimiento, obtenido, del objeto, podemos ----
hacer dibujos, esquemas, anotaciones de sus caracteristicas mis-
relevantes, tratando de conjuntar y sistematizar toda la infprma
cisn obtenida, para finalmente poder tener la mas "fiel™ inter--
pretacifn del objeto, enmarcada dentro de la realidad que le es-
proﬁia.



T

El llegar a esta etapa, no significa ﬁue hemos obtenidd ;E;i?
mente la mas £iel y exacta interpretacién del objeto, sino que --
hemos llegado tal vez a un cohocimiento del objeto que nos-dure -
cierto tiempo, pero que tendrd que sufrir modificaciones en el fu
turo, como producto del avance de otros conocimientos y de contar
cada vez con nuevos y mejores instrumentos. : :

El anterior caso hipotético ilustra someramente lo que es un
modelo, como una mera aproximacién a la realidad. Modelo que en -
un principic es Modelo mental, pero que al transcribirlo en el --
papel ya sea con dibujos, esquemas, gréficas, férmulas, expresio-
nes o garabatos en general, se convirtié en Modelo simbélico.

Modelo 51mb611co que tiene un doble prop651to. Por un lado -
que podamos leer paso a paso y recordar lo que hicimos para obte-
ner el modelo, y asf obtener nuevamente sus caracteristicas prin-
citales. Por otro lado, como informacifén a otras personas intere-

sadas en el conocimiento del objeto, para que a su vez puedan mo-
dificar o aumentar este modelo.

Resumiendo podemos destacar que un modelo en general es la -
interpretacién de la realidad, que se plasma en simbolos, esque--
mas, grificas, maquetas, expresiones o todo aquello que pretenda -
reﬁresentar‘a;gﬁn rasgo, o caracteristica del objeto, fenSmeno o
proceso de la realidad.



. 1.- Modelo atbmico de Bohr.

.

2.2.- MoperLos CrentiFicos.

Debemos resaltar que un modelo interpretativo de la realidad,
no es algo fijo acabado y perfecto, sino que es un mero reflejo -
de ella, que se debera ir modificando en la medida que conozcamos
mis y mejor a esa realidad. -

Los modelos son aplicables a todas las ramas del conocimien-
to humano, en especial al conocimiento cientifico, &sto significa
que cuando el investigador o el cientifico se enfrenta, en su ---
afin por desentrafiar los misterios de la naturaleza y del medio -
que le rodea, a un nuevo problema, lo que hace, apoyado en el mé-
todo cientifico, es un modelo que represente lo mas cercano a la
realidad el problema u objeto,parte de su estudio.

Algunos ejemplos de modelos que los cientificos han creado,-
dentro de la ciencia en general, son los siguientes:

2.- DNA




3.-'Segunda ley de 1la dindmica F = ma
4.- Modelo de bolas de billar para gases ideales.
5.- Modelo corpuscular de la luz.

" 6.- Modelo ondulatorioc de la luz.

Para profundizar en el estudio de.los modelos, el Hombre --
crea las teorias, que no son otra cosa que el estudio formalt y -
sistemdtico del comportamiento y propiedades de los modelos un -
tanto alejados de la realidad. Esto es, haciendo abstraccxén ————
j(separac;én) de aquellas partes o elementos de la realidad, que-
se cree no influyen de manera decisiva en los hechos que se ---
desean representar en el modelo, por ejemplo, el colorxr de un’ ---
automovil no influye en el consumo de gasolina, pero no podemos-
asegurar lo mismo de su peso o volfimen.

Los modelos y las teorifias, nacen, crecen y se reproducen,_—_
como un ejemplo de esto tenemos a la mecdnica de Galileo, la -<--
mecinica de Newton y la mecénica relativista. O en otro campo -
también tenewos como e3emplo a la geometria egipcia, 1la geomctria
griega y las geometrias no euclideanas.

'2.3.~ MopeLos MATEMATICOS.

Si bien los modelos en general se utilizan dentro de la Qui’
miéa, Fisica, Biologia, Sociologia, Economia, Astronomia, etc. - -
lo que a nosotros nos interesa directamente son los modelos. mate
miticos, entendiendo por estos. a aquellos que represenfan a‘la -
realidad o parte de ella,4emp1eéndo simbolos, signos, operacio--
nes etc. O bien puntos, lineas, curvas, -superficies etc. o

Algunos ejemplos de modelos que se emplean en matém&ticas -
son: ’ : . .

1,- 32+b2=c%

Teorema de Pitdgoras eén Geometrfia.

2.- sz+5x+6=0——————————£cuaci§n en Algebra.
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3.- senzx + c052x=1 Identidad de Trigonometria. °
&.- A= ba Férmula de Geometria.
- 8
[
5.~ Grafica en Geometria
A - .
6.- A(x)= £(t)dt fﬁnc%én en Cidlculo Integral.
r a

Uno de los aspectos mas difundidos y utilizados de los modg
10s matemiticos, son 12 cuantificacidén o medicién de los fendme -
nos, procesos u cbjetos de la realidad, para un mejor conocimien
to y comprension de estos. Un gjemple con~illta de esto es aso--
ciarle un nlimero —5u ircz- a un terrend. V¥V asi poder comparaxlo-
con otros terrenos. Claroc que nc basta solo el area, sino que se
le asocian otros nGmerocs 2l mismo terreno, COMC puede ser su ---
perimetro, su ancho, su largo, la longitud de cada diagonal, su-
pendiente, si es que estd en un cerro o loma, ctc.

Por ejemplo, si deseamos calcular el area de un texreno -=-
triangular, que tiene 15 metros de base ¥ 8 metros de altﬁr;, .-
simplemente empleamos'el modelo matemitico o f£érmula siguiente. -

Area = ‘base por altura sobre dos

Simb&licamente.ténemos.

A = Area, b = base, h = altura, de donde, queda:

A ='—%E—- y efectuando 1las operaéioﬁgs, tenemos:




A = (15m) (Bm) _ 60 mZ.

Otro ejemplo es, si deseamos conocer el nimero de saludos --
(apretsén de manos) que se. efectuarian entre nueve personas, que -
asisten a una reunifn, sabiendo que todos se saludaron una sola ~-.' -

“'vez, Para €sto utilizamos al modelo matemitico. :
Total de saludos = nGmero de personas por niimero de personas ----

menos una,entre dos

Simbélicamente

T = Total de saludos , n = nGmero de personas, Por lo tanto
n(n - 1 o el s
T = - . Efectuando operaciones, tenemos:

T = _Lg%iﬁl_ = 36 saludos.

EJercicios . , e

I.- Contesta brevemente cada pregunta.

1.~ &Que
2.- lQue
3.r Qué

4.- ¢éLos

es un modelo en, general?

es un modelo cientifico?

es un modelo matemitico?

modelos representan fielmente a la realidad?iPor qué?

'S.- ¢La realidad representa fielmente a los modelos?:Por qué?

6.~ ¢Por qué un modelo debe sufrir cambios?

7.- Supbn que careces del sentido de la vista (invidente de -
nacimiento) ¢Qué seria para -ti un &rbol?iuna flor?i;Un ele-
fante?lEl mar?iQué modelos te formarfas de cada uno de --

estos objetos?

8.- Si eres sérdo, mudo o careces del sentido del tactoaddégq
modelos tendrfas de los objetos anteriores?
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9, -

'Supdn ahora que posees un sentido extra, mas'podefoso

" que la vista, pero diferente de ella aComo seridn tus

10.-

: 11.-
120~

T 13.-

modelos de los ob;etos anteriores?

D4 dos ejemplos de modelos en general y dos eJemplos-
de modelos matemiticos en particular.

‘Describe brevemente que es una teoria,

'¢E1 hombre crea los modelos por necesidad, por su --- .

afan de conocimiento o por'diversiﬁn7

iQué finalidad persigue el hombre en-la ¢reacién de -
los modelos? .
Son un mero instrumento de contemplacidn y conocimien
to de la realidad o como transformacidn y utilizacién
de. la naturaleza. . 7

II - Utlllzando los siguientes modelos, calcula lq;qué se pide en
“cada caso. *

S

. Modelo A = 1

2

Calcular A, si 1= 3, 1= 9, 1= 8.5, 1=+ , 1= /Z

Mcdele I="CRT. Interés simple. I= interés,' C= capital,
R= rédito, T= tiempo.

Calcular I, si C= 10000 , R= 0.72 y T= 5

Calcular I, si C=_ 7450 , R= 2 y.. T= >

Modelo s = g%— . *Distancia recorrid; por un objeto -
B en cafda libre. g= constante de --
‘gravedad, t= tiempo. ) :

Calcular s, si g='9.8  y t= 3

~~ Calcular. s, si -g= 9.75 ¥y "t=4.55

Calcular s, si g= 10 Ly t=

. Area de un cuadrado , A= area, 1= lado

i
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.

Modelo - y= x> - 2x? + 1 . Funcién ctbica, _x=vvaria£1e;

independiente
y= variable’ dependien;e .

Calcular vy, si >x= 0, x=1, x= -1, x= 2, x= > x>=v§-“ E

N} =



2.4.— DBTENCI6N DE MoDELOS MATEMATICOS.

Como ya sabemos, una de las utilidades (no la Gnica ni la -
pmmnc;pal) de los modelos matemiticos es la aplicacibn préctica-
Yy concreta de las f6rmulas en _ellas representados, para la obten
€ibn de algfin resultado particular que nos interese.

“8in embarge surge la duda jcomo se obtienen o crean los mo-
" delos matemiticos o £6rmulas? en particular ;Por qu& la f£6rmula-

A= —E%—- para <calcular el drea de un tridngulo?

Esto nos induce a pensar que un modelo matemitico es como -

mna "caja megra™, o0 un mecanismo que sabemos manejar, perd que -

mo conocemos como fu€ construido.

»
Es como saber conducir u operar un automovil, aparato elec-

trénico o mna computadora, pero desconocer completamente su meca

mismo interno, icbdmo fué construido, qué partes lo componen, ---
cufiles son sus elementos principales, qué modificaciones se le -
pueden hacer para mejorarlo, etc. 7

Si, simplemente nos conformamos con ser operadores, tal vez
muay capaces de la gran tecnologia, estamos condenados a ser con-
sumidores subdesarrollados, hasta lograr conocer los mecanismos-

imternos de 12 "'taja negra', y ser productores de tales mecanis-
mos. -

Anflogamente en el campo de las matemfticas-y de la ciencia

en general, debemos ser capaces no solo de conocer y poder traba

jar como un modelo matemitico o £6rmula, sino lo m&s importante,
- crear Llos modelos y las f£6rmulas.
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2.4,1,- CoNsTRUCCIGN DE UN MopeLo MATEMATICO SENCILLO.

Para obtener algunos modelos matemiticos, empezaremos con -
el ptanteamiento de algunos problemas.

Problema. 1.~

Estamos organizando un torneo de ajedréz, donde se han ins-
crito 100 jugadores. Si el sistema de juego es "Round Robin", -
es decir, cada jugador jugardi exactamente una sola partida con--_
‘tra cada uno de los restantes. Queremos saber antes de empezar-
el torneo :Cufintos partldos habrid en total a lo largo de todo el
torneo?

- Antes de intentar resolver el problema, debemos establecer-
lo siguiente: -

a) Como cada participante jugari un solo partido con cada-

’ uno de los otros participantes, signifiea, que cada ju-

gador le tocan en total 99 partidos. ’

b) Dos jugadcres hacen un s$8lo partido. O sea, decir que -
Pedro juega con Luis es igual a decir que Luis juega --
con Pedro. -

c) S6ilo son 100 jugadoresf

Hecho 1lo anterlor, no debemos creer szmplemente que, como'-
son 100 Jugadores Yy cdada uno juega 99" veces, entonces: ’

Total de'partidos = (100) (99) = 9900. Esto seria incorrecto.
) Empecemos por simplificar el problema. Supqigase que en ---
vez de 100 jugadores, solo son 10 jugadores, los cuales vamos a
representar con los sfmbolos Ay, A,, Asgs A4, Ag, Ag, Ag, Ag, Ay,
Aqp que colocamos en circulo.
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Ay

- A,,'l o o ,)»

e Ay

Ax A ‘ As

Para denotar que dos jugadores se han enfrentado .(que han --
jugdado uno ‘contra el otro) trazaremos el segmento que une los. pun '

G v tos correspondlentes. . .



Asf 1a siguiente grdfica representa’ los nueve partidos;que'

jugard Aq

A
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" Donde cada segmento representa un s6lo partido, con .sto --
“vemos " que A; agotd sus. juegos. SegULmOS en orden ahora con A,,

que tambien deber4 jugar 9 partidos, pero ya estf representado -
el que JugG contra A1 (o A1 contra A,), s6lo resta representar -

los _otros 8 partldos que Jugarﬁ Az, para obtener la s1gu1ente --
fgrifxca.; '

Ay
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) ‘Con esto, tanto para A1 como para’A, se han representado T
todos sus partidos por jugar. Observando ésta Gltima grifica, -

" vemos que tanto de A4 como- de A, salen 9 limeas o segmentos, en -
cambio de los restantes salen sélo dos.lineas, ésto representa -
dos partidos para estos jugadores. Es decir los jugadores ---~-=-
: A3, A4, AS,..., A1O se han represcntado ya 2 part;dos-'—_— - - -

(cqntra,A1 Y Aj)

Procediendo con el sistema anterior seguiriames con Ag  queA
ya tiene representados dos juegos y s&lo le restan 7. Después --
para A;, ya tendrfa representados 3 juegos (contra A ,A, ¥y As)_y
le restarfan 6 y asi sucesivamente hasta completar la grifica --
anterior. Todo &sto lo resumimos en la siguiente tabla numérica.

Jugador ' NGmero de partidos que le faltan (lineas)

9

NW e NN

w
-t

A0 ’

En el, ﬁltimd caso, Aqq» &a no le faltarfa partido por repre
" sentar ya que todos habrian jugado contrd &él. Con lo cual ten--.
‘driamos la grdfica completa y cada linea representa un-y s6lo un
partido. Esto significa que el_total de partidos para los 10 --
jugédores;‘és.el_totaI“de lineas en la grafica completa. Sum;ndo,Q
" estas lineas tenemos: k o '
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"Total de partidos = 9+8+7+6+5+4+34+2+1+0 = 45 » -

Compruebalo haciendo la grdfica completa y contando las lineas
Llegando a ésta etapa no debemos precipitarnos a querer -
~generalizar el problema para el caso original de 100‘jugadores
y pensar que, si para 10 jugadores son 45 juegos, entonces -
para 100 jugadores serdn (45)(10) = 450 juegos. Esto es inco--
‘rrecto. :

Lo que debemos hacer en considerar ahora una grifica com-
pleta con 100 jugadores y contar todas las lineas. Procedien-
do como el caso anterior temnemos:

- Ay
Ao - Aa
Ay A
M
Ly Ay
"" A;—
My
Ac
Az




Observamos de &sta grifica, que para A; le restarian 99 -
partldos para AZ 98, para A; 97, para A, 98 y asi sucesivamente-

para AS’AG’A7"" hasta llegar a Ajgp- Resumiendo en la‘tabla‘-

tenemos:

Jugador nfimero de partidos (lineas)

99 -
Ay - og
AL Ty
96
Ac e o5

T
T e N W

Lo cual significa que el total de partidos para los 100 juga

- dores serd el total de lineas en la grdfica completa. Esto es:
" Total de partidos = 99+98+97+96+ . . . +3+2+1+0
' o 0+1+2+3+ . . . +96+97+98+99

[

Con lo cual vemos que el problema se resuelve rea liiando --
‘esta “sumota’. De este modo el problema original se ha reducido -

" a efectuar esta: operac16n que ya sabemos como hacer, con lo cual ..
'-podemos dec;r que hemos obtenido un modelo matemitico que resuel

‘ve este’ problema Y que se puede representar asi:

ST = 0414243 . . . +97+98+99 , donde T = total de partidos.
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- Surge ahora un nuevo problema ;CSmo realizar esta suma sin “-

equivocarnos? Ain con la ayuda de una calculadora de bolsillo po-
demos equivocarnos. Trata de realizar esta suma antes de conti--
‘nuar.

Existe un procedimiento sencillo para efectuarla, debido.al-
gran matem&tice C.F. Gauss, que lo realizo cuando aGn era nifio. -
Consiste en sumar por parejas de nfimeros, émpezando por el prime-
TO con el Gltimo, desbues el segundo con el penfiltimo y asi suce-
sivamente. Observando que la suma de cada pafeja siempre es ‘99.

0+ 1 + 2 %+ 3.4+, ..+ 96 + 97 '+ 98 + 99
‘ ‘—2 + 97= 99——l

‘1 + 98= 99

0 + 99= 99

. Como de 0 a 99 hay 100 sumandos. Observamos que hay 50 pdrg;
jas, donde cada una suma 99. Dichas parejas son a saber:

0 + 99= 99

1+ 98=99 :
2+ 97= 99
3 + 96=.99 .
4 + 95= 99

49 + 50= 99

Y con esto la suma es igual a

0+14243+ . . . +07+98+99 = 09499+99+ . . . + 99 = 50 yeces 99
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Pero 50 veces 99 es una multiplicacidn, por lo tanto la sumé‘
original y con esto ¢l total de partidos es: .

T = (50)(99) = 4950

- Sapongamos ahora que en lugar de 100 jugadores fﬁeran 1000,
2000, § tal vez un nfimero mayor. Sabemos por el procédimiento an
terior, que en el caso de 1000 participantes, para calcular el -
total de partidos, bastard realizar la suma. ‘

Total de partidos = 0+1+2+43+ . . . . +996+997+598+5999,

En el caso que fueran 2000 jugadores tendriamos que hacer la
suma total = 0+1+24+3+, , ., +1997+1998+199¢

Con esto nos damcs cuenta de que tenemos un procedimiento --
efectivo’'y segurc para evaluar el total de partidos no importan-
do el nfmero de participantes. El problema es realizar la suma-
sin eduifocarnos, Y aunque ya sabemos como efectuarla rapidamen-
te, estamos en el momento de dar un paso_m&s en el desarrollo de
nuestro modelo, que consiste en preguntar :;Qu#& pasa en general -
para n jugadores? donde n ﬁuede ser 100,150,175,200,2000,40,
7, o cualquier ntmero de jugadores que deseen participar. Quere-
~mos encontrar la forma o f£6rmula como un modelo matemdtico en --

general para n jugadores.

' Sabemos que para n jugadores, el total de partidos. es

" Total = 1+2+3+ . _ . +n-3+n-2+n-1, que es el modelo original por
. ejemplo si n= 7., Bs decir si, solo son 7 jugadores, el total -
,de‘bartidos es. A : ; :

T = 142+3+4+5+6 = 21 partidos.

Para liggar a obtener la f6rmula o modelo en géneral; proce-
damos a efectuar la suma como lo hicimos para 100 jugadoress



* nE3TE f-2 4 ey
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Vemos que la suma siempre es n-1, y como los tomamos Por pa-'

res (primero con ﬁ1t1mo, ‘segundo con: penﬁltlmo, etc.), esto lo --
hacemos en general -2- veces*ya que hay n sumandos, incluido el
cero por lo tanto tenemos que el total es-

.- T = g ve;es (n-1) de donde T = %ﬂ(n-‘l) 6 T = &@%‘.ll

Con esto hemos llegado a obtener un.modelo matemitico que --
generaliza el problema or1g1nal a cualquier nfimero de part:l.c:.pan-
tes’ -

Probemos este modelo para a,lgunos nGmeros : --
T.o 'mo='1

T ,=. 1—(%"—1)- = 0 partidos

2.- n= 2
T = -ZJ%—'ll = 1 partidos

3 partidos

H
[
1.
-
il

1T = Z7=1) . 21 partidos

5.- mn =10
T ='_..T___10'('1°".1) = 45 partidos

6.- mn.= 100

T = ITOO(TO.Q* = 4950 partidos . - T

N i
- i

* Aqui suponemos que 'n es par, en caso de que"n sea non, s:un :
plemente se elimina al cero de la suma y tendr:.amos —2—1- veces e

la suma de n . Es decir n+n+n+ . ... +n (2 T veces)
que nos-di.la misma f6rmula T = 9—-(—'21—'1—3— .



) Con .esto hemos obtenido a partlr de un problema senC1110, un
modelo matemitico que general;za no s8lo para cualquier nfimero de
jugadores de ajedr&z,sino para cualquier juego o evento dohde .-
intervengan por parejas, jugadores o elemenfos en general, por --

ejemplo, Pin pon, futbol, ten1s, o bien, saludos, abrazos, llama-
das telefdnicas etc.

Ejercicios

1.- En una reunibn de celebracién de''fin de afio" hay 17 personas
donde 'todas abrazaron a todas”. Es decir cada uno dari un‘abra-
" zo ‘a. los demis jCuil es el total de abrazos? '

2.~ En un torneo de futbol hay 15 equipos, cada uno jugari dos -
juegos contra los otros (uno como local y otro como v151tante) --
Calcula el total de partidos a lo largo del torneo. o

3;- Haz una grifica para el problema anterior pero solo con § --

equipos y cuenta las lineas que trazaste.

4.- Un sistema de telecomunicaciones consta de 18 sat€lites, si-

todos estan comunicados entre si ;Cuintas lineas de comunicacién- "
.entre ellos -hay en total?

5.- En un sistema hay 8 satélites y 5 estaciones terrenas. Si no
existe comunicacién entre los satélites, ni entre las estaciones-.
terrenas pero hay comunicaci6n de cualquier satélite con cualquier
‘estacibn iCudntas lineas de comunicacién hay en totzl?

6;; Generaliza el problema anterior para =n satéliteé'y m esta

-ciones terrenas. Encuentra el modelo matemfitico.

5: 'En ‘una fiesia hay 12 muchachos y 14 muchachas. ‘;Cufintas pare

- Jas: de baile (hombre - mu]er) dxferentes se’ pueden formar- en to--"'

tal?. ., :
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8.~ Gomudera los siguientes montones de puntos en forma trlangu

.

-Donde cada nimero representa el total de puntos en la base -
Cuenta el total de ﬁuntos en cada montén. Comple-

del triangulo.
n

ta la siguiente tabla Yy encuentra el modelo que generaliza para

_puntos en la base

Puntos en ZiTota1~de puntbs en
714 basé . .| i el tridngulo

9.~ .Traza n )
quiera de e1Yas corte a todas las demfs, pero donde tres cuerdas-
Obten una f£6rmula o modelo matemiti

cuerdas dentro de una circunferencia, docnde cual-

no pasen por el mismo punto.
co que- calcule el total de regiones ajenas que se forman dentro -
. de la cicunferencia, para las n cuerdas.




Puedes empezar con una cuerda .y contando las regiones,.des-
pues dos cuerdas, con tres, cuatro etc. hasta llegar a n  cuer-
das, - '

- Por ejemplo para - .n= 4 cuerdas, tenemos 11 regiomes ajenas-

e

f10.- Considera las siguientes figuras, donde cada nﬁﬁéro;represeg,
.ta el total de divisiones en cada lado del cuadrado. '
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Cuenta el total de cuadrados de todos tamafios en cada figura

y completa la siguiente tabla. Form@la un modelo matemdtico para

n

.. .Divisiones ,p&r lado . |l " Total de 'cuadrados en la figura '
-1 1
2 S
3 .14
4 .
. 5 N
6
n
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ProBLEMA ~ 2. .

Una muchachz va a un pozo con tres recipientes cuyas capaci .
dades son de 3, 5 y 8 litros respectivamente ;Cémo puede obtener
4 litros exactamente?

Por principio debemos establecer lo siguiente:

a) Los recipientes no estan graduados, ni tiene marcas o sefia--
les, de tal forma que no podemos decir simplemente, llenamos el
recipienté de 8 litros a "la mitad"™ y con esto se resuelve el --
problema.

b) No conocemos la forma de los recipientes, podrian ser cénta-
ros o0 jarras de formas no regulares.

»
¢) Cada recipiente completamente lleno tiene las capacidades --
antes indicadas.

Una vez conocido lo anterior, lo primero que se nos ocurre -

"es empezar a manipulax los recipientes, ilenandolos y vaciando--

ios unos con otros hasta obtener la cantidad deseada. Con esto-

estariamos empleando el mdtodo directo enm la solucién de Este -=--
problema. ’

Sin embargo deseamos emplear simbolos que representen los --
elementos importantes del problema, para tener un modelo simb6li
co o matemdtico de &l.. : B

Una forma de hacerlo es mediante las figuras.

= Tecipiente de tres litros.



= recipiente de cinco litros

= ‘recipiente de ocho litros

Ademis ﬁodemoé indicar si cada recipiente esti vacio, lleno
o con alguna cantidad, empleando la simbologfa.

= El recipiente de 3 litros --
- contiene 2 litros.

= El recipiente de 5 litros =--.
’ contiene 4 ‘litros, '

' v contiene 1 litro.

- = El recipiente de 8 litros ,-.-  E
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Con esto estamos en disposicién de crear nuestro modelo de
la siguiente forma:

- Con esta tabla se esti simbolizando nuestro modelo, con el -
cual podemos ‘empezar a 'trabajar’, hasta llegar a la solucién.

En el primer renglén de 1la tabla estan sefialados los lugares
. que ocuparan cada recipiente, segGn nuestro-modelo.
En el segundo renglén,gindicgdo con el cero) representa que-
cada recipiente esti vacio, significa que es el inicio del pro--
bieﬁa; antes de empezax'amanipuiar los recipientes, por lo cual-
no hemos efectuadc movimiento aGn. k
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Tratando de resolver el problema procedemos de la forma --
siguiente: :

> BB
DOOOO|C

s




Podemos observar de la lectura de la tabla anterior; §que ---
-para el tercer renglén de la tabla (indicado con el nfmero 1 ---
hemos efectuado él1 primer paso o movimiento, lienando el recipien

te de 5 litros : . En el paso 2, vaciamos el agua del
9

) reciﬁiente " al recipiente s hasta 1lle-

narlo, quedando 2 litros en el recipiente » ¥y asi --

sucesivamente, hasta llegar al paso cuatro, en el que estan ----

s

vacios los recipientes y pero- el .reci-

piernte - contiene 2 litros.
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‘Continuando can &sta solucién al problema, qﬁedaré £inalmen
te asfi. i :

'

> bbb bbb b

DODDDOOOC
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Soluczén que podemos leerx paso a paso o, rengldn pox rengl&y
hasta verificar que efectivamente es una solucifn del problema.

. Debemos mencionar que cada renglfn es una frase u oxacibn de
nuestro lenguaje simbblico y representa un "estado™ o 'posiciban”
y son dos renglones consecutivos los que "representan'" un movimien -
to al deducir como de una posiciBn se cobtiene la otra.

. Podemos hacer una simplificacibn del lenguaje anterior, cam-
biando los simbolos y eliminando otros, para hacer mis operativa-
la escritura y l1la lectura del modelo, pero a 13 vez mas abstracta.
ReﬁreSentamos ahora los recipienteé por las letras.

A -= recipiente de 3 litros

B = recifiente de 5 litros

C = recipiente de 38 litros

Con lo cual la solucibn dada anteriormente, quedari con este -
_nuevo lenguaje mds simplificada en la siguiente tabla.

o b A B c. ..
o.- 0 0 0
1.- o 5 0
2.- .3 2 0
3.- 3 o 2

. 4,- 0 ] 2
5.- o 5 2 .

- 6.- 3 2° 2

7.- 3 ] 4 l
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- Surge sin embargo una duda ;Seri la Gnica solucién a &ste <~
problema? A la cual respondemos que no, ya que existen otras -~
soluciones diferentes a la anterior, como son las siguientes.

- A B c A B ¢
0.~ ] (] 0 0.~ o 0 0
1.- 3 0 0 1.- 0 0 8 "
2.- 0 3 0 2.- 3 0 8
3.- 3 3 0 ‘ -3.- 0 3 8
4.- 1 s 0 4.- 0 3 6
5.- 0 s 1 5.- 3 2 6
6.-1- 0 o .1 6.-1:3 0 6
7.~ 3 0 1 7.~ 4] 3 6
8.- 0 0 4 8.- 0 5 4

] Tenemos ain otra duda ;Cudntas soluciones diferentes tiene -
éste problema? La respuesta es que, tedricamente existen- infini-
- dad de soluciones, para ello basta darse cuenta que podemos estar
dando '"pasos en falso" en alguna de las soluciones anteriores o -
repitiendo "ciclicamente" algunos de los pasos ya elaborados en -
la misma solucidn, ‘ ‘
Supongamos ahora en este mismo problema, que la muchacha que

va al pozo, al estar llenando y vaciando los recipientes, se le -
resbala uno y se rompe ("tanto va el cintaro al agua hasta que se;
rompe") '
) Nosotros no sabemos que recipiente se quebré,y nos surge una .
_nueva _duda iSe ﬁodr& resolver el problema con sflo dos recipien---
tes? y de ser asi ;Cufles deben ser estos? o lo que es lo mismo -_
,6Qué rec;p;ente puede faltar?



S6lo vamos a sefialar que se puede presc1nd1r del rec1p1ente'
de 8 11tros, trasladando el resto del problema al estudxante.

~ - Siguiendo la simbologia anterior y con el mismo lenguaJe, -
donde sabemos que:

A = recipiente de 3 litros
‘B = recipiente de 5 litros -

Y como el reC1p1ente "C" de ocho litros no lo podemos ya -—-
‘ocupar tenemos que una soluc16n es:

;A B c
iy [ 0 0
1.-] 0 5 0
S2.- 3 2. o
3.-| 0 2 0 .
4a.-|:2 .0 o ;
5.- z 5 0
6.-] *.3 4 0

Esto es equivalente a lo siguiente

A .. B
0.4 o 0
.1.-:'0 5
2.4 35 2 ) )
3.4 0 2
a{ 2 o
s.] 2. s

6.4 '3 - 4
Observamos que-&sta solucidn con solo dos recszentes, resul—'
ta ‘'ser  mas corta a las anteriores.
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EJERCICIOS . el

Resuelve el problema de los recipientes de 3 S'y 8 litros, -
pero ahora utilizando solo dos de ellos; e1 de 3 litros y el

de 8 litros.
- !

Resuelve nuevamente el problema anterior, pero ahora con los-

" recipientes de 5 y 8 litros.

. problema.

-.C6mo: puedes obtener 3 litros exActamente, con dos recipién--
tes cuyas capacidades son de 5 y 7 litros? - ¥

Un repartidor de leche desea vender 3 litros, pero solo posee
dos recipientes con capacidades de 2 y 7 litros (Como uebe -~

.hacerle?

Una balanza de platillos cuenta con dos pesas de 3 y 5 kg. --
respectivamente. ‘De un costal de azGcar queremos obtener 4 -
kg. éxéctamente. Plantea un modelo simb&lico y resuelve &ste
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PROBLEMA 3,
Un ama de casa va de compraé a un tianguis. En .el primer --
puesto gasta la mitad de 1o que llevaba, en el segundo puesto.--
gasta la mitad de 1lo que le quedd, ya para salir gastd la mitad-
de lo que alin le restaba y Tegres6 a casa con § 600.00 icon ----
cuﬁnto dinero lleg6 al tianguis?

Este problema se puede resolver de una manera muy simple, -

-‘haciendo una grifica o représentacién geométrica ‘que los simboli
ce, de la forma.

= (D D D

“Significa que entra al tianguis con X cantidad de dinero y -
_sale con § 600.00.

Haciendo el recorrido inverso, ya que fué gasfandouia -
mitad de lo que iba quedando, tenemos:

$ 4 800 <___< > — $ 2z 4oo_< ><.s 1 ZOO—OéS 600

Ya que si pensamo;_que,sx la sefiora-se arrepiente de las --
compfés y le regresan lo gue pagd en cada puesto, se ird dupli--
cardo la cantidad recibida. Por lo tanto X = § 4 800, es la
solucién. . '

"Aunqﬁe esta solucifn se basa en un anflisis grafico o geomé
trico del problema, teniendo en cuenta las relaciones numéricas.
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. Existe otro camino o método para resolverlo, mis &ireéfamyh?'
estrictamente algebriico, esto es ‘ ) '

Entra al tianguis con la cantidad

X

Gasté en el primer puesto %
x . x
Gastd en el segundo puesto > = 2 =
X - R 4
Gasto en el tercer puesto T 2 = T

Como la suma de lo gastado mis lo que le sobré debe ser igual
a lo que llevaba, tenemos:

F + % + F+600=X

“Esto representa el modelo matemitico que resuelve e1 prob1g'

ma. Observamos que este modelo es una ecuacidn de primer grado -

o ecuacifn lineal con una sola variable, 1la cual ya debes saber -
resolver ;i Resu&lvala ! '

- FinaImente, una forma mis simple que la anterior es conside-

rar, no lo que gastd en cada puesto, sino lo que le quedd, tenien
do lo siguiente:

Sale del primer puesto con

Sale, del segundo puesto con

oK MK MK

Sale del tercer puesto con

Pero como sabemos que del tercer puesto sale. tambzen del mer
'cado, y le sobran § 600, Por lo tanto.

.

— ]
T " 600
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La cual es una ecuacidn mucho m3s simple a la anterior

I Resuélvala para llegar a la solucidn !

Ejercicios

Encuentra un modelo matem5t1co, gréflco o algebrﬁlco, y re-

suelve cada problema.

1.~

Un obrero distribuye su sueldo diario de la manera §iguienté,
la mitad para comida, la cuarta parte para renta, la quinta;_
parte para luz %y los ultimos $ 900 para gastos varios Zcudl-
es su sueldo diario? :

Un nfimero es igual al doble de sf mismo menos tres unidades-
iCudl es'ese_nﬁmero?

El doble de mi dinero mias la tereera parte de éste mismo mﬁs
$ 300 suman $ 17 800 iCudnto dinero tengo?

Un creyente, con cierta cantidad de dinero, entra a un tem--

plo donde hay tres santos 'milagrosos™; se dirige al primero
y le dice: "Si me duplicas mi dinero, te doy $ 2 000", el -.

. santo se lo concedis, dirigiendose al segundo y despﬁés al -

tercer santo, les propuso lo mismo, y tambien se lo concedig
ron, pero al salir del templo se di6é cuenta que 53116 sin --
dinero & Con cuinto entrd al templo?



PROBLEMA 4 ' N Ny T

Tenemos tres monedas de diféerentes tamafios, una encima de -

1la otra

de mayor a menor en el espacio A. Trata de pasar las -

monedas, una a una, a la-

posicién C. Las monedas -
. tambien pueden colocarse-
‘ en B, con la restriccién-
de que ninguna moneda ma-
yor puede colocarse enci-

ma de una menor, ni tomar
mas de una moneda a la --
vez. Puede hacerse en --
siete pasos o movimientos.

Analizando el probleha observamos que las reglas o condiéig

nes que &l mismo establece son:
a) Cada paso o mov1m1ento consite en llevar una sola mone-
da de un espacio (A, B § C) a otro.
b) Al llevar una moneda a un espac:o ocupado por otra, se
. debe colocar encima. de la que ya estaba. <
¢) No se debe colocar una moneda mayor encima de otra me--
nor. .
d) No colocar monedas fuera de los espac1os reservados -~~-
A, B G C.
Una vez establecido.lo anterior nuestro modelo simb&lico ~<
serd:
) 1 = ‘moneda chica
Sfmbolos " 2 = moneda mediana
3 = moneda grande



Modelo
A B c
0.« 1
2
....... 3. P
Solucidn:
...... A B .. ¢
1
0.~ .2
3
k T2
I 3 . {l

™~
.
[}
(7}
N
-

e |is b
el 3 3
.. .5--- . 1 2 - .3. .
6.- | o1 z2 1.
- .
T._ 2
. 3.

Este modelo tiene ta ventaja de leer renglén - por renglén,,f‘
los. pasos efectuados y ver;flcar si es correcta la solucibn.

* Otro modelo mas corto pero mis abstracto es escrib1r 1la so-.{_
-luei6n asf:
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Debemos observar que el nGmero minimo de pasos o movimientos
es de siete y no se puede hacer en menos. Pero si se puede ----

hacer en mis de siete pasos, basta repetir pasos anterlores o --
regresarse. '

Trata de resolverlo en mis de siete pasos.

Ejercicios

Resuelve el problema anterior, perc ahomcon 4 monedas de -
diferentes tamafios y con los mismos. espacios y.las mismas -
condiciones. Puedes hacerlo primero en forma directa sacan
do tus monedas.

2.~ Resuelve el problema, usando esta vez 5 monedds. Escribe la
solucibn.

3.-

. iCuil es el nGmero minimo de pasos para resolverlo con cua-
tro monedas’, con cinco?

Se puede ver ficilmente que el minimo de pasos para resol-
ver el problema anterior, con una moneda, es de un paso; y
que para dos monedas, el mfnimo es de tres. Completa la -
siguiente tabla observando la sucesién que se forma y ————

obten el modelo matemétlco o £f6rmula general para. n mo -
nedas. . )
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- nGmero de minimo de
monedas pasos
0 0
1 ) 1
2 e T 3
3. 7
4.
AS
7 a
..... . 8 - e e e
e e e e 10 L.
.n B

Una caja de Petri contiene bacterias cuya poblacién se du-

plica cada minuto. Si lacaja se satura por la poblacién en

una hora. (En qu& minuto las bacterias estan a la mitad -

de la saturacifn?

Un comerciante vende lipices a $ 30 y decide vender cada -

‘l4piz a solo $ 10 con la condicién de que el comprador al

entregar los $§ 10 no se le di el ldpiz de inmediato sino -
dos boletos, para.que los venda a § 10 cada uno y asi reci
bir el ldpiz-a cambio del dinero de la venta de los bole-~
tos. Asi que el comerciante realmente recibi6 $ 30 pox
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de vender los boletos. Al que adqu1ria un boleto de estos

. tenia el derecho de ir con el comerciante y este le entre-

gaba a cambio del boleto otros tres iguales, que al vendexr

los recibia § 30, para ir por el 1ipiz y asi le costaba --

“realmente $ 10, que fué lo que pagé por su boleto. y asf -
suce51vamente.

8i el comerciante recibe § 30 por cada l4piz, =~
pero cada comprador solo paga $ 10 y la molestia de vender
los boletos. ¢ De dénde sale el dinero?

.7.-  Si una persona te propone darte-$ 100 000 diarios durante-
© 30 dias a cambio de que . el primer dia le des un centavo, -~
el segundd dia. el doble o sea dos centavos; el tercer dia-
el doble o sea cuatro centavos; el cuarto dia el doble o -
sean ocho centavos y asf sucesivamente hasta completar los
30 dias. ¢ Te conviente el trato?

En este capitulo hemos visto como a partir de una supuesta
realidad o problemas emanados de ella, se llega a la construccisn
de modelos simb&licos que los representan, que ademis estos mode
los deber ser manipulables u operables, para que utilizando cier
tas reglas de transformacifn, que cada problema establece por «=-
sus pr0§ias caracterfsticas, podamos llegar por pasos sucesivos-
a la solucifn de cada problema.

Hemos hecho tambien observaciones laterales a cada proble-
ma, como el caso de que falte o sobre tal o cual elemento, que~-
riendo con esto dar mayor generalidad y profundidad a cada une,-
eyglobando con esto a un conjunto de problemas similares, que =-
aparecen como problemas propuestos. . :

Finalmente debemos destacar que dentro del campo de las -~--
‘matemﬁticas_existeﬂ fundamentalmente los modelos algebriicos y -
‘los geomé€tricos; habiendo empleado en algunos problemas anbos mo
delos. Sefiala en que problemas se empleo un modelo algebrélco o
modelo geomftrico.
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3. LENGUAJES

En la comstruccidn yvdesarrollo de los modelos simb6licos. -

que para cada problema hemos desarrollado, ha sido necesario uti

lizar simbolos, tales como letras A,B,C,...; nGmeros 1,2,3,....,
signos +,-,x....; o.garabatos en general #,»,, 3., » etc.

Simbolos que han servido para representar algGn elgmentol4-
del problema o bien alguna relacifin que guarden los elementos --
entre si. Por ejemplo en el problema 1 utilizamos los simbolos -
A1*AZ’A5’;“’A1OO para representar a cada jugador en el torneo -
de ajedréz.

Esto significa que en la elaboracidén de cada modelo simbﬁli‘

" co que hagamos, necesariamente se estfin desarrollando, paralela-
mente a &ste, un lenguaje simbSlico. Lenguaje que utilizamos no
solamente para poder escribir y desarrollar nuestro modelo simb§
lico, hasta obtemer la solucibn deseada; San b551camente para -
establecer comunicacifn con otras personas interesadas en la ---
solucidn de dichos problemas, o simplemente para que nosotros --
podamos leer y repasar paso a paso lo desarrollado en la solu---
cidn de cada problema. R

Debemos establecer claramente que los lenguajes simbSlicos-
surgen a partir de la necesidad que tenemos de comunicar a nues-
tros semejantes o a otros seres, lo que pensamos, Creemos O -=-
hemos encontrado.

En el probléma 2 del capitulo anterior hemos hecho uso de ‘-
un lenguaje simb6lico que para ese problema se ha desarrollado,
en el transcurso de su solucién. Empleamos los simbolos A,B y C
?ara rebregentar a cada recipiente con capacidades de 3,5 y 8 -
litros respectivamente, y utilizamos ternas o texcias de nfime--
TOS como por eJemplo. -
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En donde la posicifn que ocupa cada n@imero respecto a ios <
demds indica el contenido de cada recipiente.

Este lenguaje simb6lico tiene sus reglas de trasformacién,-

que- aunque no han sido establecidas formalmente, si han sido uti

lizadas.

Una de estas reglas es aquella que establece que el ntmera- .
de la izquierda en cada térna no puede ser mayor que 3, el de -~--
enmedio no mayor que 5 y el de la derecha no mayor a 8. Ya que -
sabemos que esto representa la capacidad de cada recipiente. Con
esto sabemos que no es correcto escribir lo siguiente

4, 3, 6 6 3, 0, 9 etc.

Otra regla es la que establece que cualquier ntmeroc puede -
pasar a ocupar otro lugar en la terna, en forma completa o des--
componlendose en dos partes, siempre y cuando una parte complete
a su "tOpe méximo" al otro nGmero. Por ejemplo

0, 5, 6
_ 3, 2, 6
~ 3, 5, 3

Con 1o cual es incorrecto escribir lo siguiente:

.

0, 5; 6
2, 3, 6

3.1 SINTAXIS Y SEMANTICA DE UN. LENGUAJE

Todo lenguaje simb8lico aspira a comunicar ciextos comoci-
mientos, con toda claridad y precisién, libre de ambigtedades y
confusiongs. Esto significa que la escritura de dichb-lenguaje
debe ser lo mas correcta, exacta y precisa que sea posible, y -
esto es précisamente lo que llamamos sintdxis de un lenguaje, -
Es deciy: i '



La sintixis es el conjunto de reglas y procedimientos para
escribir correctamente un lenguaje. ) ' "

.Por medio de la sintixis nos damos cuenta si cualquier ----
expresifn esta bien escrita, o si es correcto pasar de una expre
sién a otra. - -

En 1la construccidn de los lenguajes formales existen reglas’
que establecen como construir expresiones "bien formadas' a par-
tir de ciertos elementos "primitivos'" (simbolos utilizados) y -
como pasar de expresiones bien formadas a otras expresiones bien

‘formadas, mediante la aplicacifén de reglas de transformacibn.

‘Todo este conjunto de reglas y procedimientos comnstituye. la
sintéxis del lenguaje. Por ejemplo en el lenguaje del &lgebra --
elemental es vidlido pasar de la expresiSn a la expresibn:

3x - 5 = 2x + 1
3x - 2x =5 + 1

Pero no es correcto pasar de la expresibn a la expresidn:

.%.’5_+1=x
3x +.1 = 2x -

Ahora bien las expresiones bien formadas de cualquier len-
_guaje simb6lico, deben tener un significado o interpretacidn en
la realidad.

Podemos leer una cadena o lista de expresiones de un lengua
je simb6lico, verificando que esten bien escritas y cumplan con
todas las reglas del lenguaje, pero resultaria muy drido o abs--
tracto si no le damos un significado real o una interpretacidn -
dentro de la realidad. ‘ :

Es ﬁrecisamente el significado que le damos a las expresio-
nes en cada lenguaje, lo que llamamos semfntica del lenguaje.

Sin embargo debemos tener presente que cualquier expresibn
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en un lenguaje simb6lico, puede tener distintas interpretaciones
en la realidad. Por eJemplo la expresién:

2x2 + 1 =10

Puede corresponder a muchos problemas o situaciones reales-
que conduzcan a ella. ‘ . -

Esto es debido a 1la generalldad de los modelos simb6licos,
. que una vez representado un problema, puede servir para represen
tar muchos otros que sean andlogos a €l.
Debemos destacar que dos problemas que puedan conducir al -
mismo modelo, son iguales en cuanto a su modelo simbSlico y en -
cuanto al lenguaje que se desarrolle para resolverlo, pero esto-
no significa que los problemas sean tambien iguales. De hecho --
pueden ser problemas muy distintos en la.realidad y simplemente-
iguales en la abstracc16n, a lo mas que podemos atrevernos a ase
_gurar de dichos problemas es que son equivalentes. Estableciendo

con esto que pertenecen a la clase de problemas que t1enen en --
comfin su modelo 51mb511co.

" Problema:

Analicemos el 51gu1ente ‘lenguaje:
~ Simboles : A;I,0,M,D,R

Expresiones: Una  expresidén bien formada es una suce-
$i6n de solo cuatro simbolos, que se pueden repetir.

Regla de transformac;én- Consiste en camblar un y solo un -
simbolo por cualquier otro. .

Escr1b1r una lista o cadena de expresiones bien -formadas --
para pasar de la erpres;ﬁn AMOR a la exXpresidn oDIO.

Antes de resolver este problema, vemos que algunas expres;o
nes bien formadas son:
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e MODA

ARAM -
AARA

MMMM

Pero sin embargo las siguientes expresiones no estan bien - -
formadas ’ : ‘

RAMIRO

MIO

RO SA
Como la regla de tranéformaciﬁn permite pasar de una expre-g"

sibén a otra cambiando soloc un simbolo la respuesta al problema -
‘es: ) ‘ ’ : : -

cAMO
OMO

R
R
0DOR
0DIR
oDp1IoO

' Debemos sefialar que no es.la finica respuesta, . sino que hay -
otros caminos o respuestas como la siguiente :

AMOR
AMOO
AMIO
ADIO
0oD I'O

iCuintos caminos diferentes hay?
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- El1 anterior problema es s8lo un ejemplo muy seng:illoL'dE‘law
queApugdé ser un lenguaje simb8lico (desde el punto de vista for .
mal y abstracto). Esto no significa que todos los lenguajes sim
b6licos son asi de sencillos y limitados, ya que tenemos por ---
ejemplo el lenguaje de la Quimica o del Algebra que son comple--
jos, versdtiles y que se nutren con la misma realidad.-—

. Por Gltimo debemos sefialar que en &ste lenguaje simb6lico -
solo manejamos la sint&xis del mismo independientemente de su ~--
semdntica, es decir, la interpretacifn que se le quiera dar.
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EJERCICIOS

Sefiala los simbolos utilizados en cada pfoblema del capitu-

Slo 2. : : . )

Escribe dos reglas para formar expresiones bieh‘fqrﬁadas -
del problema 4 en el capitulo 2.

Escribe dos expresiones mal formadas de cada problema del -
capitulo 2. ' : ’

Consideremos el siguiente lenguaje:

Simbolos: 'a,b,c

Exﬁresiones: Una exprésiﬁn bien formada es una sucesién de
simbolos tal que:

1.- Todos los simbolos aparecen en élla.

2.~ Ninglin simbolo aparece mas de una vez,

Regla de transformacién: consiste en permutar o cambiar el

orden de dos simbolos, siempre 'y cuando esten uno seguido -
de otro (adyacentes).

i) Escribe todas las expresiones bien formadas de este.--
lenguaje.

ii) Escribe una lista o cadena de expresiones bien forma--
das para pasar de la expresion abc a la expresibén cba

Lo mismo que el problema 4 pero ahora los simbolos son: -

a,b,c,d » Escribir una cadena de expresiones bien formadas

para pasar de la expresién abed a la expresisn dcba.

Considerando el problema de 1la seccidn 3.1 cuyos simbolos - -
son A,I,0,M,D,R. Encuentra una lista o cadena de expresio
nes para pasar de la expresién ROMA a la expresién MIDO.
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El anterior problema es sSlo un ejemplo muy sencilloL&Eflo
que puede ser un lenguaje simbGlico (desde el punto de vista for .
mal y abstracto). Esto no significa que todos los lénguajes sim
b6licos son asi de sencillos y limitados, ya que tenemos por ---
ejemplo el lenguaje de la Quimica o del Algebra que son comple--
- jos, versitiles y que se nutren con la misma realidad.-

Por Gltimo debemos sefialar que en €ste lenguaje simb8lico -
solo manejamos la sintfxis del mismo independientemente de su --
semdntica, es decir, la interpretacifn que se le quiera dar.



%?5h—:

EJERCICIOS

"1.- Sefiala los simbolos utilizados en cada problema del capitu-
lo 2. :

2.- Escribe dos reglas para formar expre51ones b1en formadas --
del problema 4 en el capitulo 2,

.3.~  Escribe dos expresiones mal formadas de cada problema dél -
‘capitulo 2. ’ - ’

4.- Consideremos el siguiente lenguaje:
Simbolos: 'a,b,c

Expresiones: Una expresi6n bien formada es una sucesién de
simbolos tal que:

1.~ Todos los simbolos aparecen en élla.

2.- NingGn simbolo aparece mas de una vez.

Regla de transformacién: consiste en permutar o cambiar el
orden de dos simbolos, siempre y cuando esten uno seguido -
de otro (adyacentes).

i) Escribe todas las expresiones bien formadas . de este. --
lenguaje.

ii) Escribe una lista o cadena de expresiones bien forma--
das para pasar de la expresion abc a la expresién cba

S5.- Lo mismo que el problema 4 pero ahora los simbolos son: -
a,b,c,d . Escribir una cadena de expresiones bien formadas
-bara pasar de la expresifn abcd a la expresifn dcba.
6.~ Considerando el problema de la secciéh'3.1.cuyos simboles - -
- son A,I,O,M,b,R. 'Encuentra una lista o cadena de expresio-
nes para pasar de la expresién ROMA a lébexpresi6n MIDO.
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7.-. & .Cuintas expresiones bien formadas se pueden escribir con -

- los simbolos del problema de la seccidn 3.1 7 No las escri
bgs todas solc calcula cu&intas son. :

Sugerencia:

Sup6n qué para los.simbolos A,I,0,M,D,R . Cada -expresidn -~ -

bien formada consta primero de un solo simbolo. Luego supdn
que cada expresién consta de solo dos simbolos y cuenta ---
‘todas las expresiones diferentes, y asi generaliza para los
cuatro simbolos.
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B2 LENGUAJE SIMBOLICO DE LA LésIica.

. En los capitulos anteriores vimos los modelos simb6licos ya
los lenguajes que dan origen. Analizamos tambi&n, como a partir-
de problemas extraidos de la realidad, mediante un proceso de ---
abstraccidn, obtuvimos sus modelos. matemdticos 51mb611cos.

Tambien observamos que se desarrollaba paralelamente -al mode

lo, un lenguaje simb8lico que loc representaba, y a partir de la -

"manipulacidn de los simbolos llegabamos a la solucién del proble-

~ma. Esta manipulacifn simb6lica se hizo en funcidn de reglas que-

cada problema establecfa. Bfisicamente para construir un modelo - -
" matemitico se debe contar con lo siguiente:

a) Seleccionar los simbolos adecuados y convenientes
que den una representacidn clara y sencilla de --
cada uno de los elementos y relaciones importantes
del problema.

b) Contar con la posibilidad de seiialar claramente -

" las regas para formar las expresiones bien forma-

das del modelo, asi como las reglas de transforma
cidén de dichas expresiones.

Es£0'significa que para poder 11§gar a la solucifn de un pro
blema, mediante un modelo matemitico, se necesita presentar al mo
delo simb6lico de forma clara y lo mis objetiva posible, de tal -
manera que se pueda entender sin confusiones o ambiguedades, se -
puedan operar los simbolos que lo componen, mediante las reglas -
de transformaciftn hasta llegar a 1la solucidn que se busca.

_Ademés se debe seguir paso a paso (se buede leer) sin confu-.
siones cada una de las expresiones que conducen a la solucién del
problema, ’ '

En muchos problemas, no es fdcil lograr lo anterior, pues --
resulta dificil determinar los elementos importantes del problema.
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En segundo término, una vez encontrados dichos elementos Y -

simbolos adecuados para representarlo, debemos verificar que nues

tro modelo, estd libre de ambiguedades, de tal forma que al comu-

nicar nuestra solucifn a cualquier persona, entienda exactamente-

lo que queremos decir y no otra cosa, o s;mplemente se confunda -
en algunos detalles.

Surge ahora un problema ; cdmoe desarrollar lo anterior o me=-
diante que medios se pueden evitar estas confusiones?
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4,1,- Los LENGUAJES NATURALES, ' .

' Dentro de la naturaleza existen una gran variedad de seres -
vivos, de distintas clases y especies, que no viven aislados unos
de otros, sino que todos estan en intimas relaciones de equilibrio,
como se demuestra en Biologfa. (A menos que se rompa dicho equili

brio y sobrevengan las catistrofes ecolbgicas).

" En consecuencia cada ser vivo tiene muchas clases de relacio
nes desde que nace, hasta que muere. Estas relaciones son de muy
variados tipos. Ademis el nGimero de relaciones de cada especie -

'va. en aumento en raz®n directa a su grado de desarrollo evolutivo,
por ejemplo: » :

~ Los animales tienen mas relaciones que las plantas; el hom--

bre tiene mas relaciones que los demds animales.
.

_En virtud de esto se puede asegurar que en cada relacién ---
existe una forma de ‘comunicacifn entre dos o mas seres. Por ejem~
plo cuando algGn animal nace, inmediatamente establece comunica--
cién con su madre y viceversa; es decir; su madre con &l. Deci--
mos’ que esta comunicaci6én es de los mas natural.‘Tal-comunicacién_
‘'se reduce a querer. satisfacer sus necesidades mas inmediatas, ---
como, alimentacién,'cériﬁo, afecto, proteccidn ctc.

A medida que crece y se desarrolla, su necesidad de comunica
cidén tambien crece en funcidn de que va conociendo nuevas formas-
de vida.

De &sto se deduce que la comunicacién nace a partir, de las-
relaciones entre los seres, y mas afin, por la necesidad de mante
ner dichas relaciones.

~ En general se llama lenguaje al medio o camino, para esta-~
.blecer cualquier tipo de comunicacién, y, para cada tipo de comu-
nicacifdn debe existir un lenguaje adecuado a ella.



Los seres vivos para comunicarse. posee
jes, lenguajes que la naturaleza ha creado,
que viven en sociedad elaboran sus propios
cifn (signos), para comunicarse entre sf; s
_de-caricter f6nico (sonidos) o mimico (sgﬁa

Estos tipos de lenguajes son de caract
mos Lenguajes Naturales. Pero a medida que
vuelven mas complejas, su comunicacifn debe
deben desarrollar a la par lenguajes mas cl

| .
ST J
n sus propios lengua--
ya que los animales -
elementos de signaliza
ignos que pueden ser -
s| o ademanes) o ambos.

er natural y les llama
las sociedades se ----
ser mas precisa y Se-
aros y complejos.
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4,2,- Los LENGUAJES HUMANOS, _ : -

Las distintas clases de sociedades humanas pose?n lenguajes-
propios, para satisfacer sus necesidades de comunicacién.

Mas afin el hombre crea medios o lenguajes para establecer --
comunicacién, con otras especies vivientes, o incluso inventa los
lenguajes para comunicarse con las miquinas, que el mismo produce
(calculadoras, computadoras, etc.). Tenemos bor ejemplo, que la -
mas avanzada tecnologfa, ha creado los medios mis adecuados para-
establecer comunicacién con los sat€lites que navegan al rededor-
de 1la tierra, o en el espacio exterior.

En la medida que el hombre avanza en el conocimiento cientfi-
_fico y en su tecnologia se ve en la necesidad de reforzar, ampllar
o mejorar sus medios de comunicaci6n y asi poder diversificar sus
lenguajes, de tal manera que pueda comprender y comunicar a sus -

semejantes lo que va creando y descubriendo. )

El hombre moderno posee distintos lenguajes (Idiomas, dialéc
tos, lenguajes simb&licos etc). El lenguaje esti intimamente rela
cionado con el.pensamiento, asi el hombre hace uso de &ste para -
comunicar sus ideas o pensamientos, ya sea de forma oral o escri-

' ca. .
' 5i alguna persona dice:

"Tengo hambre”, "Tengo £frio” & -''Me siento mal". Esti tra-
tando de comunicar una sensacién de.malestar que le aqueja; pero
si la persona dice: : ]

"Los drboles producen oxigeno". Estid comunicando un pensa---
‘miento, respecto’ a su conocimiento de la realidad. Ademis sabe--
nos qﬁe esta afirmaci8n (que puede ser falsa o verdadera) estd --
enmarcada dentro de un lenguaje que posee una sintdxis y una ---=
‘semdntica con lo cual suponemos la frase es clara y libre de ambi

_guedades. ‘ -
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4,3,- NECESIDAD DE UN LENGUAJE FORMAL.

Es comin que en la utilizacifn de cualquier lenguaje com@Gn,-
para comunicar nuestras ideas o pensamientos, existen palabras o
frases, en las cuales no se entiende claramente lo que se afirma-
o la informacifn recibidd es confusa para el que escucha, por ---
ejemplo la frase: -

"Fué una reunién muy agradable"

Tiene un significado de caricter subjetivo (depende del suje
to) y'por lo tanto es poco claro lo que se desea comunicar, ya --
" 'que lo que para una persona es agradable, para otra puede ser-te-
rriblemente- aburrido. En este caso dec¢imos que la idea de "agra-
dable" es ambigua, ya que puede tener mis de un significado.

Pero np solo existen ideas o conceptos ambiguos, tambien hay
frases con significado poco preciso por ejemple cuando alguien --
‘afirma: '

" No se nada "

Estd queriéndo decir o comunicar que nada sabe, que es lo --
contrario de la frase anterior. Ya que si analizamos con deteni-
miento la frase, '"No saber nada' significa "Saber algo". Simple--
mente "No conozco nada™ es diferente a 'Conozco nada'", que son =--
equivalentes a las frases anteriores cambiando el verbo saber por
el verbo conocer. '

Ahilpgameﬂte "No tener ningGn centavo' es distinto a "Tener nin--
gln centavo' aunque es comfin confundirlas.

Auaque debemos sefialar que los usos y costumbres que el pre-
ﬁip lenguaje impone al- través del tiempo hace que se acepte a tal
o cual frase con un significado, que muchas veces es lo contrario

- Hay otro tipo de frases cuyo significado o mensajé aparente-
mente claro y ‘preciso, nos conducen a impresiciones en cuanto a -
_sex falsas o ierdé&eras. A tales frase les llamamos Paraddjas.



Por ejemplo la paradoja del mentiroso:

Supongamos que una persona que siempre dice falsedades al --
cual le llamamos mentiroso, afirma lo siguiente:

Yo soy un mentiroso'

iC6mo es esta frase falsa o verdadera? Analicemos ambos casos.

'Si es falsa, no serfa mentiroso con lo cual la afirmacidn --
tendrfa que sexr verdadera.

) 'Si es verdadera, dice la verdad y por lo tanto miente, con -
1o cual serfia falsa.

_En ambos casos nos conduce a una contradiccidn, con 1o cual-
'asgguramos:que,la frase no es ni falsa ni verdadera.
B - M hd :

.. Existen muchas paradojas, frases ambiguas, e ideas confusas-

dentro del lenguaje comGn que utilizamos a diario, esto conduce a

veces a dificultades en la comunicacifén, es por estc que debemos-

ser precisos y cuidadosos al comunicar nuestras ideas y pensamien
tos. -
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4.4,- LA Léscica como uN LENsuAJE ForRMAL, _- :

Sabemos que hay dzstlntas especies de anlmales que crean sus
proplos medios de slgn31123516n para comunicarse entre ellos. E1
hombre tambien ha creado idiomas y lenguajes para llevar a cabo -
' &sta comunicacién. Comunicacifn que muchas veces se ve distorsio’
nada, ya por informalidad del lenguaje, 'ya por £falta de precisién
-de &ste mismo, por 16 cual es necesario crear un lenguaje formal,
libre de ambiguedades y confusiones (en la medida de lo posible)..

La l6gica en este caso y en especial la l6gica simbélica ---

(que es una abstraccitn de la légica formal mediante el uso de --

simbolos) nos ayuda en nuestros procesos de razonamiento y siste-

matiza tales procesos. De esta forma y con la ayuda de ella tra-

. tamos de evitar lo mas posible, los errores en el razonamiento Yy
las ambiguedades o confusiones en la comunicacién.

Asi podemos asegurar que el lenguaje formal de la 1l6gica es-
‘un*lenguaje simb8lico'con sus sfimbolos y reglas de transformacidn.
AsL como su sintixis y su semidntica, como ya vimos- en el capitulo
tres, que todo lenguaje simbélico debe poseer.

Iniciemos el estudio de este lenguaje simb&lico de la l1l6gica
con un problema. . :

Supongamos que un compafiero de nuestro saldn al que solo co-
nocemos de vista, hace el siguiente razonamiento.

"Estudio medicina o Administracibén de empresas. Si estudio -
medicina, ‘seré felfz. Si_ gano dinero, no seré feliz, pero quiero-

. ganar dinero por 1o tanto tendré que estudiar Administracién de -
empresas'. ' :
Con base en este conjunto de afirmaciones que hace este mu--

chacho y solo con base en ello, deseamos determinar si su razoma-
miento es correcto.
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"Para lo cual necesitamos hacer un estudio, sistemitico y de-
tallado del problema, para poder comprobar si su conclusifn’es --
correcta o si hay otras conclusiones. Mas afin queremos ampliar el
estudlo a cualquler problema de este tipo, con lo cual iniciare--
mos por entender que es una prop051c16n.

4,4,1,- Proposiciones Léc1cas. . _
En cualquier lenguaje hay varios tipos de frases:

Interrogativas —— son todas las preguntas, expresan una, duda
Imperativas ——— son 6rdenes, expresan un mandato
Exclamativas —— expresan estados de &nimo

Declarativas ~—— afirman o niegan algo de alguien

: . . - .

Analizando el problema anterior observamos que hay frases u
oraciones en este caso declarativas, que se repiten, como las si-
_guientes: R :

a) Estudio Medicina
"b)  Estudio Administracién de empresas
c) Seré felfiz

d) Géno dinero

Las cuales son proposiciones 16g1cas. "En_general tenemos:
De£1n1c16n. Una proposicifBn 1l8gica es una frase u oracidén decla-
rativa la cual es falsa o verdadera, pero no ambas a la vez.-

Por lo cual como ya se dijo, las frases anterlores son propo
siciones 16g1cas.

Veamos otros ejemplos “de prop051c1ones Iéglcas.

1.- A El problema econgxco del Valle de México es soluble.
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2.- La tierra es del que la trabaja y la habitacifn es de -

quien la habita.

3.~ La biblioteca tiene un acervo de libros que solo se uti
" 1iza en un veinte por ciento.

4.5 "Si el exfmen es diffcil, entonces diffcilmente lo pasaré.

5.- La actividad acad&mica’'en la UNAM esti por encima de to-
da ‘actividad polftica.

En cambio las frases siguientes no son proposiciones légicas.

. T.~ E1l caballo blanco de Napoledn
2.~ EX arbolito roto en el camellén
3.-. i Viva México !

_ 4. - bebes estudiar, para superarte.

'5.- E1 doble de un nfinero mds la mitad de otro ﬁﬁmero.

Ya que ninguna de estas frases cumple con la definicién.

Ejercicios

'I;—,Seﬁala de las frases siguientes las que sean proposi-
ciones. )

f1.; Lz lejana estrella azul del firmamento

2.- -3 +5=29 _

3;? i Tierra.y Libertad !

'¢:-.'L A éué hora vas por el'pan ?

‘Ba- scs-zj = (3+2)4

6.- (7457 + (6-1)

7.~ E1 rio Rhin cruza Londres

8.- ]i No destruyas el medio ambiente .

9. La salud no es gratuita
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.7 710.- % Me quieres o no me quieres, y para que me quieres?

II.~ Escribe tres  frases.que sean proposiciones légicas y -
tres frases que no lo sean. ' ’ :

III.- & Son las paradojas proposiciones l6gicas? iPor qué?’
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4.4.2,- ConecTivos L661cOS O TERMINOS DE ENLACE
Observemos las proposiciones lﬁgicas siguientes

1.- No destruiré a la naturaleza. ]

2.- Me prepararé acad€micamente y podr& ser Gtil a la sociedad
3.~ Se dan alternativas viables o el caos nos consumiri

4.- Si no tengo conciencia, entonces cometer& muchos errores
5.- Yo vivo sano si y solo si hago deporte

Podemos ver en cada'una de ellas que hay palabras clave, o tér
minos que enlazan, conectan o unen a dos proposiciones a excepciﬁn
de la primera que solo niega a una proposicidn. Pero por ejemplo- - '
en la nmero cinco tenemos las pr0p051c1ones'

Vivo sano
Hggo deporte

Unidaé enlazadas o conectadas por los -términos "Si y solo 51"
En las demds proposiciones destacamos a los t€rminos )

. No . Lo . "
Y . .

o :

Si...,.entonces...

Si y solo si

A los cuales les llamaremos conectivos l8gicos o términos de -
enlace. Por ejemplo con las proposiciones légicas

Yo estudio
Yo trabajo

*Se pueden utilizar para formar otras proposiciones como:

Yo no estudio

Si no estud1o, entonces trabaJo
»Estudlo o trabajo

Estudio si y solo si trabajo
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’ £1cado. , . -

. Mas aﬁﬁ,

lé6gicos como por ejemplo la proposicidén:
- "Si

sionista"

’ Est& compuesta de varios conectivos l8gicos [Di cuales son!

‘Cada una de estas Gltimas prop051c1ones tiene su prop1o 51gn1
existen muchas proposiciones con varios conectivos -

estudio y persevero, entonces triunfaré€ o ser? buen profe

‘Es comin en el lenguaje ordinario, utilizar palabras equiva--

lentes o sinfnimos a los conectivos mencionados por ejemplo:

"Voy al cine y salgo tarde" . . . es igual a:

"Voy al-cine pero salgo tarde"

0 bien la condicional!

"Sin es par, entonces n es mﬁltlplo de 2"...es 1gual
"Sin es par, es mﬁlt:plo de 2"
"Cuando n es par, es mGltiplo de 2"

"n es mGltiplo de 2, si n es par" etc.

4,4,3,~ PROPOSICIONES SIMPLES Y PROPOSICIONES COMPUESTAS.

" Pefinicibn: Se llama proposicibn simple a aqpéna p;oposici&n;

16g1ca que no tiene conectlvos 16gicos.
Ejemplos de pr09051c1ones szmples

1.~ EI cinco es mayox qpe cero
. 2. 2 4+ 5 =7

. 3.~ E1 area de un rectangulo es base por altura.
'4.- X es un mltiplo de y
5.~

léictea,

La lejana estrella azul del firmamento pertenece a la via.’
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‘Definicifn: Proposicibn compuesta es aquelh prop051c16n 16gi -
€a que tiene uno o mis conectivos 1l6gicos.
Ejemplos de proposiciones compuestas.

- Hoy no hace calor.
- Si llueve o hace frio, entonces me mojo o me resfrfo.:
Terminaré pronto si y solo si me ayudan o no estorban.

- Si no me pagan, entonces no trabajo.
e= " 2x- 4> 0 siempre y cuando x > 2 ( ? -‘es "mayor que')

0N E W N -
.
]

Ejercicios

I.- De las siguientes proposiciones sefiala que conectivos uti
lizan.

.~ 8i estudio y trabajo, entonces aprenderé o ganaré dinero.

.- Haré la tarea y veré el futbol si y solo si no me molestan.. ,

.~ " 8i x es mayoro igual a cero, x es no negativo.

1
2
3.- Si liueve, habrid cosecha, pexo si no llueve, no habr;'maiz.
4
5.- Cuando corro, me canso.

-II.- Separa las proposiciones simples y las compuestas.

1.- Pierdo el tiempo u obtengo conocimientos;

2.~ Luis y Lupe se aman.
3.- La degradacifn del medio amblente es consecuencia de la -

ignorancia de los habitantes.
4.- El andlisis de cualquier.fenﬁmeno, ya'sea, Social, Fisico
‘ Quimito o BiolSgico debe ser objetivo.
5.~ La realidad es dura, pero seguiré el camlno.
6.- Si analizo lo que aprendo, comprenderé mas lo que s€&.
7.~ 3x -.12'= 3, cuando x =3
8.- Gano dinero e invierto en libros.
9.- x=0 6 x=1,5si x% = x -
10.- Blanco y negro s
11~ 2(3+5) +4=3 + 2
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2075 (av0) 2 = aZszaben?
S 13.- 3(x+y)=3, si x= 0 y y=1

14, - xz > 1, cuando x es nimero entero.
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4,5.,- SimBoLizACISN. DE PROPOSICIONES. S

i Emplearemos letras maylGsculas del alfabeto espafiol para re-
presentar a las proposiciones 16gicas ya sean simples o compues-
tas.

Ejemplos.

“A= E1 mar de Cortés pertenece a México.
= 'S8i salgo tarde, entonces no me esperaran.
C= Ayer no estudi€ y mafiana tengo exfimen.

Donde las letras A,B y C simbolizan a las proposiciones =--
arriba citadas, de las cuales A es simple y B,C son compuestas.

Tambien emplearemos letras min@isculas, para simbolizar sola-
-mente proposiciones simples.

Ejemplos -

a= Pedro tiene 16 afios. .
b= México es pafs Americano.
c= 16 » 15

Debemos destacar que'éiempre que utilicemos una letra mindgs -
cula para simbolizar una proposicidn,'estamos seguros que esta es
prdposiciﬁn simple. Sin embargo al emplear una letra mayGscula,.
para simbolizar una proposicén, no interesa si es 51mp1e 0 compues
.ta.y solo nos importa que sea proposicién l1l6gica.

4,5.1,~ SIMBOLIZACI6N DE CONECTIVOS LGGICOS,
Los concectivos 1§gicos; cqmo ya sabemds son:

NO, Y, -0, .8i...Entonces, y 8i y solo S5i. A los que simbolizamos
asf:
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Conectivo - N Simbolo
NO & — — ~
¥y - e A
; - ) 0 .............. N v
S;..;ﬁﬁtonces .......... —_
............ -

Si y solo si

Estos conectivos .como ya sabemos sirvenm para formar nuevas -
. proposiciones a partir de las ya conocidas, por ejemplo con las -
- proposiciones simples.

a= Llueve en primavera
b= Florece el campo
c= ° Crece la milpa
’ = s
Podemos formar las proposiciones compuestas.
1.~ ~»a
2.- wbanc
3.- aab-—pc

b,e ArCad 2 YV arb

5.- ~(a A ~Db)
Estas propdsiciones, las podemos leerxr simb6licamente como:

" 1.~ No.a
2. . No b y no é
3.-- Si a y b, entonces ¢
4.; Si no c, entdnces no aomnobd

5.- ﬂo_»suce‘de que, ay nob’
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Las cuales en el lenguaje habitual significan.

1.- 'Nq llueve en primavera.

2.~ No florece el campo y no crece la milba,

3.- Si llueve en primavera y florece el campo, crece la milpa.: - .
4.~ Si no crece 1la milpa, entonces no llueve en primavera o no:

florece el campo.

5.- No sucede que, llueve en primavera y no florece el camp0: 

Veamés otro ejemplo de simbolizacidm, pero ahora a la inversa.
Es decir dada una proposicifn compuesta, simbolizarla, empleando -
los conectivos y las proposiciones simples que la forman.

Sean las proposiciones compuestas.

1.- Mafiana no voy al campo.
2.~ Mafiana voy al campo y monto a caballo.
3.- Voy al campo o asisto a la fiesta.
4.- 'Si mafiana voy al campo y monto a caballo, entonces no asis
to a la fiesta, o, si mafiana no voy al Campo, entonces ---
. asisto a la fiesta. :

Primero simbolizamos =z las proposiciones simples que las com-

ponen, a saber:

P= Mafiana voy al campb.

q= Monto a caballo.

Tr= Asisto a la fiesta,
En seguida procedemos a simbolizar cada proposicisn compues-~

ta, quedando:

1.- ~ P

2Z.- P A q

3.- p~w T. )
4.~ (PAGQey ~x) v(mp=>1)

[ T R I T
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Observamos que al simbolizar 1la prop051c16n 4, utilizamos --
parénteszs para separar, ya que el conectivo, '"o", es el que une-
o 1;ga a-toda la proposicisn. Es el “conectivo principal" de ---
esta proposicién. ’

Sin emﬁargo no se ha definido al conectivo.principal.

Vemos. que exlste un orden, jerarqufa o pr10r1dad de un conectl“
vo sobre otro, en una misma proposicién.

El orden o Jerarquia»de menor a mayor €s.
.12 No
-22 Y; 0
32  8Si, entonces

42 Si y solo si

>

Esto significa que'el conectivo '"NO' que es el de menor je-- .
rarqufa, solo afecta o alcanza a la prop051c16n que niega, por ~--
eJemplo. :

~DPAq solo nlega a p A q ya no le afecta la nega-
cién.

En cambio el conectivo "'Si y solo si' que tiene la mayor ----
jerarqufa, alcanza a conectar a toda la proposicidn, pox e;emplo -
la proposicién: n

- ~PAQ—>»8 &> ~qV ~ s
Esta formaéa, ] conécfada por las proposiciones
~D A q—3sS
~qQ YV S

- Unidas por el conectivo si y solo si.. De esta forma el conég:
~tivo principal es el que le da significado a toda la proposicitn.
Es decir es el comectivo con mayor jerarqufa. Ejemplos:
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1.- APV ~rg

~————————— conectivo principal “o”
2.« D D Aap v s

RS S

conectivo principal "Si..entonces

3.- D > wq A L&IPmM ——— cpxiectivo principal
c4.- ~ P A

"Si y 'solo si
conectivo

principal "No'
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I.~-

6.~

Te-
8.-
9.-

10.-

IX.-

3.-

4.-

5.-

Ejercicios

Escribe el significado en lenguaje comfin de cada pr0posici6n’
compuesta donde: ' L '

p = Hoy es domingo.

q = Paseo en bicicleta.

r = Voy con mi novia.

AP
~q
~P A ~a
~P N ~A~qG —> ~7T
P&>ad n T
~q V AT —» ~ P
~(® A q) - .
P> v ( ~p—>T)
| ~T = q
(T —p A~ P)
Simboliza cada proposicién, empléandd_las proﬁosiciénes Siﬁ-fl
ples que la componen. ' ' ;
Voy al cine o voy al teatro.

Si estudio Fisica, no estudio matemiticas, 5, si no estudio
Fisica, entonces estudio matemdticas.

_Si x=3 y y=4, entonces Xx+y=7 & xy=12

Es animal racional si y sdlo si es ser humano. °

'Si_es sfio bisiesto, entonces Febrero tiene 29 dias, y si -- »T

febrero no tiene 29 dias, entonces no es bisiesto.
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4.6.,- Tipos DE PROPOSICIONES COMPUESTAS, y ,j?“”_

Las proposiciones compuestas se pueden dividir o clasificar
en cinco clases diferentes. '

. Negacién, Conjuncibn, Disyuncidn, Condicional y Bicondicional
seglin sea el conectivo principal que utilizen, que puede ser res--
pectivamente, No, y, O, Si... entonces, si y solo si,

4,6.1- NEGACION DE UNA PROPOSICION,

Cualquier propesicifén se puede negar, no importante si es sim
ple o compuesta, basta anteponer el conectivo No a la proposicién.
Simb6licamente tenemos: ‘

~P es la negaci6n de P.

~P se puede leer simb&licamente de varias formas equivalenﬁes
_No- P
No sucede P
No ocurre P

No es cierto que P
Por ejemplo las proposiciones.

1.~ Juan y Maria se aman.

2.~ . La luna no'es planeta.
Se pueden negﬁr asi: -

.1.- No sucede que Juan y Maria se amen.

2.- No es cierto que la luna no es planeta,.



Pero tambien se pueden negar mas explicitamente. -~

1.- Juan y Maria no se aman.
2.- La lﬁna es un planeta.
Debemos destacar que para negar la proposicién:
' wE] elevador sube® . ‘
Utlllzamos solo 1as formas ya mencionadas anteriormente y
ne creer que al decir:

"El elevador baja"

“Ya con esto 1la negamos, porque la negacibn correcta debe
ser
"El elevador no sube'"

Lo que significa que ¢ bien baja o esti quieto.

Ejercicioes
Niega explicitamente cada proposicién
1.- La tarea'espg bien hecha.
2.- E1l pizarr6m no es blanco.
3.- Este nGmero es positivo.

4.~ Pedro sube la. escalera.

S.- Carmen apaga la luz,
B 6.- Gabriela desconecta la cafetera.
7.-  El semestre dura hasta que se aéabam

8.- - E1 siete es menor que nueve.



4,6,2,- CONJUNCION DE PROPOSICIONES.

A la unién de dos proposiciones con el conectivo "y" se le

llama conjuncifn de proposiciones. Simb6licamente

P- A Q es la-conjuncitn de P con Q
.Se lee simplemente P y Q
Ejemplos de, conjunciones
Los perros tiemen pulgas y las vacas garrapatas '
Si voy al cine, me duermo, ¥y, si no voy al cine, tambien

me duermo.

Observamos de estos ejemplos que la conjuncidén puede ser --
entre proposiciones simples o proposiciones compuestas. Tambi&n
es factible decir que una conjuncifn es una proposicifén compues-

ta cuyo conectivo principal es "y

T Ejercicio
" 'I.- Did tres ejemplos de conjunciones que se compongan de propo-
cisiones simples, y tres ejemplos de conjunciomnes que se --

compongan de proposiciones compuestas.

II.- Sefiala a 1las proposicioﬁes que son conjunciones.
1.- Luis y Lupe se casan, si no hay impedimento.
2.- E1 gran oso polar blanco y la indefensa foca.
5.- Pedro y Juan me_invitéron a 1a fiésta.
‘4.- Verénica es trabajadora e  Ines es'inteligenté.

5.- Voy rdpido pero llego tarde.
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4,6.3.- DISYUNCION. DE PROPOSICIONES.,
Si unimos dos proposiciones con el conectivo '"o", se obtie-

n€ una nueva proposicifén llamada disyunciﬁn; Simbd&licamente -

P Vv Q es disyuncifn de P con Q,
Se lee P 6 Q

Ejempios
Apruebo o repruebo el eximen.
Abro5la puerta o cierro la puerta.
- Alicia trae a su hermana o a su prima.

Se ponch6é la llanta o se desinflé.

- oa :
Analizando cada proposicidn, vemos que las dos primeras in-
‘dican que puede ocurrir una cosa, la otra,pero no ambas a la vez.
. No puedo aprobar y reprobar el mismo examen, como tampoco -

puedo abrir y cerrar la puerta al mismo tiempo. St

En cambio en las dos Gltimas, el sentido de estas indica, que
puede suceder una cosa,.la otra o ambas a la vez. Alicia puede -

‘'trder a su hermana y a su prima. As{ tambien se pudo haber pon--

chado y desinflado la llanta.

.De donde podemos resaltar que el conectivo "o' posee dos.--

sentidos o significados diferentes a l1os que llamaremos exclusivo
e inclusive

Significados Exclusivo: sucede una cosa o la otra pero -

no ambas. .

‘del conectivo

Wt Inclusivo: sucede una cosa, la otra o ambas
lo .



. N P
En 16gica simbdlica se emplea el '"o'" inclusivo que es mis -

amplio. Asi cuando hablemos de la disyunéiﬁn, sabemos que es --
con significado Inclusivo
Ejercicio
~ .
~ De las siguientes proposiciones sefiala el sentido exclusivo
o inclusivo en cada una.

Obtengo MB en Fisica o saco NA.

Camino rapido o camino despacio.

Ver y oir, o, no ver y hablar.

Se acab8 la gasolina o se tapo el carburador.
Murid . envenenado o de muerte natural.

Viene con su mami.- o no viene a la fiesta.

Tengo suefio o ganas de dormir.

La tradicidn nos axraiga al pasado o el pasado forma -
parte de nuestra idiocincracia.

.
1

.

® N WA W N -
3
]
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4,6.4,- Proposicién ConpicioNaL o IMPLICACION.
' Una proposicién compuesta cuyo conectivo principal es
Si..., entonces, se llama condicional. Esto significa que al --

- unir dos proposiciones por medio del conectivo Si..., entonces,
se obtiene una condicional.

Ejemplos de condicionales

1.- 8i ﬁe‘baﬁo, entonces- me mojo.

2.- Si x » 0, entonces x es positivo

3.-°Si veo a tu hermana, entonces le doy tu recado.
4.- Si x2-4=0, entonces x=2 8§ x= -2

En general una proposicidn cond1c1onal puede Tepresentarse
s1mb611camente en la forma:

A —~> B (Si A, entonces B)

o Donde lar proposicidn A es el antecedente o h1p6te51s de la
condicional y la prop051c16n B es el consecuente o tésis de la -
condicional. -

De los ejemplos anteriores los antecedentes o hipétesis son:

- 1.- Me bafio.
2,-X 2> 0 - T e

3.- Encuentro a .tu hermana. S T e

4.- x%*-4 =0

Y los consecuentes o t&sis respectivas son:

1.- -Me mojo. : - . . N
2.- x es positivo. : .

3.- Le doy tu recado.

4,2 x=2 § x= -2



Ejercicio -
Sefiala el antecedente y el consecuente de cada condicional.

1.- 8i X { 3, entonces x < 10

2.- Cuando trabajo, me pagan. ]

3.- Como bien, si tengo hambre. . -

4.- Basta que me enferme, para no trabajar.

S5.- Siempre que seas honrado, te respetaran.

6.- Voy al cine, si tengo dinero. .

7.- Si salgo temprano, llegaré temprano a casa. ‘g

8.- Es un poligono de tres lados, si es un tridngulo. ‘é

9.- Si A es hermano de B, y C es hijo de B, entonces A es -~ L
tio de C. : o

10.- Los &ingulos no se hacen mayores, si se prolongan su lados.

11.- P—3Q '

12.--Q si P
. 13.- P s6lo si Q
14,- Cuando Q, P

. i S e i DSt ELSTSOATIRIILET L 2 et e 5
s - R




ll 6 5 - PRoPosicIGN BICONDICIONAL, ~

La bicondicional es una proposicibén compuesta, cuyo conecti
vo principal es "si y s6lo si". Esto significa, que al unir dos
proposiciones cualesquiera con el conective, si y s6le si, obte- .
nemos una bicondicional,

‘Ejemplos de bicondicionales

Dos particulas se: atraen, si y s%lo si, tienen 51gnos
contrarios.

2.- X es par, si y s8lo si, X es mGltiplo de dos.

3.- YVoy al cine, si y s8lo si, me acompaifias.

4. Un &tomo es estéble, si y s6lo si tiene valencia par.

Simb6licamente podemos representar a cualquier proposicibn
bicondicional por la forma:

>

A&— B ... se lee, A si y sdlo si B.

Esta bicondicional significa en general, que para que ocurra
A, es necesario y suficiente que ocurra B. Es decir que A ocurre,

cuando B ocurre y si A no ocurre, entonces B tampoco ocurre.

Del ejemplo uno arriba mencionado tenemos que significa:

Si dos particulas se atraen, entonces son de signos contra-

rios, y, si son de signos contrarios, entonces se atraen.

Con esto se establece que la condicional es tambien la con-
juncitn de dos condicionales. Simb6licamente:

A&—-3 B es (A—%B)‘/\ (B~—3 A)

Ejercicio

Expresa las bicondicionales como conjuncién de dos bicondi--
cionales. ‘



Como,:si y s6lo si, tengo hambre.

.X=0, si y s6lo si, X +.-X=0 )
"Hay humo, si y s6lo si, hay combustlﬁn.-
. Te pago, si y §8lo si, tengo dinero,
" Duermo, si y s6lo si, tengo suefio.
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4,7.- VALORES DE VERDAD DE UNA PROPOSICION. i
Como'ya vimos anteriormenqe. Una proposicién cualesquiera,

no importando si es simple o compuesta, seri falsa o verdadera,
pero no ambas a la vez.

Es decir si es verdadera, no puede ser
falsa, e inversamente.

El valor de verdad de una proposicifn simple, depende de -
lo que afirme y de lo que ocurra en la realidad. Si lo que ---
afirma es congruente c¢on la realidad, la proposicién simple --
serd verdadera, en caso contrario seri falsa, por ejemplo:

1.~ La ballena es el animal mas grande.
2,- El sol es una estrella.

3.- La luna es un planeta.
4.- 2+ 8 =6

»

Las dos primeras proposiciones son verdaderas y las dos --
iltimas son falsas.

En cambio el valor de verdad de una proposicién compuesta,
va a depender de dos elementos: -

a) Los valores de vcrdad de sus proposiciones simples.
b) Los conectivos que la compongan.

Por ejemplo la proposicidn compuesta
El sol es una estrglla y la luna es un satflite.
Es una proposicidn verdadera, ya que, es cdnjuﬁciﬁn y -las
‘p;oéosiciones simples: '
. El sol es una estrella
La luna es un sat@lite

-Son verdaderas. R : -
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Llamamos tabla de verdad, de una proposicién, a un esquema
que resume los valores de verdad que asume Eésta, dependlendo de
sus conectivos y de los valores de verdad de sus proposiciones-’
componentes . _ - -

Como ya vimos s6lo hay dos valores de verdad, que simbdli-
zamos : :

V = verdadero

'F = falso
4.8.1.- TABLA DE VERDAD DE LA NEGACION.

Sea A una proposicifn cualquiera, entoneces el ésquema

AL L Aar A
o
F.. | %

‘ Se 1lama tabla dé verdad de la negacidén. -Nos indicé‘que Si;
A'es verdadera, su megacibn es falsa, y si A es falsa, su nega--
cién es verdadera. : :
4.8.2,~ TABLA DE VERDAD DE LA CONJUNCION.

Sean A y B dos proposiciones cualesquiera, entonces.

al.:n}.aa B

LT S00 T % AN, | S
VN[|.®B | ..F
F |l-v. F.
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Es la tabla de verdad de la ~conjuncibn, donde vemos que --

' s8lo es verdadera cuando A y B sean tambien verdaderas, en los-
demds casos es falsa.

Esto significa que si alguno de sus componentes (A 6 B) es
falsa, entonces la conjunci6n seri falsa.

ﬁjemplo:'_

Hacer la tabla de verdad de las proposiciones compuesﬁas

o ~P A q
"] ~P A ~q
<] ~( A q)
Solucibn:
L~ P ~P A q
) v F F
1.- v | F F F
F .V v v
F F v F
.9 . ~ B ~ q. ~P A ~q
v v F F F
v F F v F ° .
2.-
F v v F E
} F F v v v
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P q PAa ~((P. A Q)
v v v . E
. .V F " F \'4
T o3.-
F v F v
F. | F F .

De este ejemplo'observamOS que s8lo empleamos las tablas de
verdad de la negacidn y la conjuncidn; empezando siempre por el -~-

esquema:
P Ya que s8lo son dos proposiéiones -
vl vl que las componen (p y q)
- o Siendo 4 todos los casos posibles -
V.{:.F|. para las combinaciones de V y F

‘(renglqnes del segundo al quinto)

1

v
<
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"~ 14,8,3.- TABLA DE VERDAD DE LA DISYUNCION. )
S1 Av? B son dos proposiciones cualesquiera (simpleé o com-

puestas), entonces, el siguiente esquema.

Al . B Av B
v v v
v F ..V
F v v
F ‘ F ... F

Se 1llama tabla de verdad de la disyuncién. - Como ya vimos -
anteriormente (4.6.3) la disyuncidn tiene significado inclusivo,
por lo cual s6lo es falsa cuando sus componentes (A y B) son fal

~sas, en los otros casos es verdadera. V

Comparando las tablas de verdad de la conjuncién y la dis--
yuncién, observamos que:

. La conjuncidén (A A B) sflo es verdadera cuando ambas com-
ponentes (A y B) son verdaderas,

La disyuncidn (A v B)sélo es falsa cuando ambas componentes
(A y B) son falsas.

Ejemplo.

"Hacer la tabla de verdad de las proposiciones compuestas

~(VaqQ
~P A (pVq)
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Solucién:
P q ~ P ~q J ~PV Ara.
- v v F F . F. '
R 2 RN S F v v
b Fl v v F v
~ F .F V V. V.
)
P q PV a ~{p v q)
Vv v LV F
2.- v E V. . F.
F v oo F
F F . F. v
~p | PvVva ﬂpA(pvrql
vV CF. | v | E
5o v L F Pl v x F
F v v v v
F E V. F F

Podembs observar de este tercer ejemplo, que la proposicién'
"w~p A (pVY q) es ‘verdadera s&lo cuando P falsa y q verdaderak

En estos tres ejemplos, hemos empleado las tablas de verdad -
de.lz negacién, conjuncisn y disyuncibn, para 11enar cada colum? 
na de cada tabla de verdad. : - o L
Co , L R
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" 4,8.4,- TABLA DE VERDAD DE LA CONDICIONAL,

Si A y B son dos prop051c1ones cualesquiera, entonces ~---
A—» B se llama condicional o 1mp11caC16n, donde A es el antece—
-dente o hip6tesis y B es el consecuente o t651s.

La tabla de verdad de 1la condicional es:

A B -‘-A—A——)B
A v
v | = F
F v v
.F | F SN

>
De donde podemos observar que la condicional es falsa sélo
cuando el antecedente (A) es verdadero y el consecuente (B) es -
falso, en los demis casos es verdadera.

Por ejemplo si hago la afirmacién.
- "Si me saco la loteria, cntonces te regalo un coche™.

Solo serd falsa cuando me sique la loteria y no regale coche

En los demds casos se considerarid verdadera. Es decir:

Me saqué la loteria y regalé coche, la afirmacién anterior es ver-
dadera. .

No me saqué la loteria pexo regalé coche, aGn asi 1a afirmacidn -~
es verdadera.

No me saqué la loteria y no regalé coche, tambien es-verdadera.

Ejemplo.

Hacer la tabla de verdad de las proposiciones compuestas.



-93-

>“’A a;p——;;ﬂq-'

@ . pAAqQe—y>pPVQq ) ’

® vp—3~pV (an P)

6 ~( A ~Ad—a

Solucién:

pl al~p Qq ~P—>~q

vi-v F| F ' V.

vi E E v v
- F V. V. . F. E.
Fl | wliv. v

~a.f.PpA~a. bp | Arva. iPA~_Q-—-9-;rP>“'".qu

¥y vi _ =® _E. E v v
vl Fl.v. v . F . F F

Fl v F. F v v v

F F v E v v v

D ~p qQAD ~p V@A D) |aAap—> ~pvig A ip).f{f-
vi v F v v v. -

v F F - F F v

F v v F v v

F F v F v v




T

P ‘q ~ q PA~A ~ (@ A~vad)| AP A~adsq
v v F F v v
4i- -, v . F v v F i v
. B .V F F v \4
F F V. F v F

En cada ejemplo debemos tener cuidado en distinguir el ante-
cedente y el conseéuente, de cada condicional, por esto en el ---
ejemplo 4 al final de 1la condicional resulta falsa, ya que su an-
tecedente que es ~(p A ~Q) ¢s verdadero Yy su consecuente que es -
q es falso (filtimo rengldn de la tabla).

>



" | » ~ : ~95-
.14.8,5,~ TABLA DE VERDAD DE LA BICONDICIONAL, R

Sean A y. B dos proposiciones cualesquiera, entonces

- A |- B ALH>B

v | v v
v | F
PV | F
F |- ® v

Es 1a tabla de verdad de la bicondicional, de ella observa-
mos que si Ay B tienen igual valor de verdad (ambas falsas o --
ambas verdaderas) la bicondicional es verdadera, pero si A y B )
tienen valores diferentes, la bicondicional es falsa.

‘- por ejemplo la afirmaci&n

"Soy asalariado si y s61lo si me pagan

.Es verdadera cuando:

Sea asalariado y me paguen
. No sea asalariado y no me paguen

Es falsa cuando:

Sea asalariado 'y no me paguen
No sea asalariado y me paguen’

Ejemplo:
Hacer ,la tabla de verdad de las proposiciones compues;as.?
® ~péiar~q

@p—p~a e3P
O pes~(pa(@—~p) )
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Solucidn

P a | ~p ~a.| ~Pe—> ~a.
R v v F .| v
. v.i | s F v F
o F v v F F
F F v v v
P q ~q b—_>~q ~ P P—>aq <-'—'->>a)p',-"
v | v F. E .. F \4 .
2.- v | B v v B, F
F v g’ v v v
........ Eo.ovc ) v LY :
P qwBP -} @—3>~D | - PA (a3 ~D). [~ (PAla-3~p) ). pe;(p/.\(q»p
vl ven|B L R F. D v
k"s_.'- vitEe e | v | v.. . |. F F
F | v |v v E... .. V. F
F.| B v v E v E

. Debemos destacar que al efectuar la tabla de verdad de. cada
T proposicidén compuesta, es importante sefialar el conectivo princifi
* pal, para saber si lo que tenemos es negacifn, conjuncidn, etc.
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Hasta el momento selo hemos dado eJemplos de proposiciones -
compuestas de dos prop051c10nes simples (p.y q), pero se pueden’ .
hacer con una,. dos, tres, cuatro etc. prop051c10nes;51mp1es, --
por ejemplo ’ ‘

Hacer la tabla de verdad de las proposiciones compuestés‘
Py P
P A ~P
P A~vQeesdy qV VT

solucisdn
~P Pe——> ~P
1.- f.v | F ' F
F v v
‘P | AP P N ~D
z.- | V¥ F F .
B - B F -
P q 1'- ~q p A~vainT QV AT P A ~q,_>q V;.;,r;
vi viv]eE F F v . v
vl v | B F N v v
Vi FlVv ]V v F F F
5. - vl Fl F| v v v v v
FIl v|Vv]F F “F v v
Fl vi{ r| ¥ F v v R v
F| Flv] v F F F - v
Fl r| F | v F v v v
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" “observamos quevel ntimero de renglones en la tabla de verdad,
depende del nGmero de proposicionés simples que la componen =~ -~ -
(nGmero de letras diferentes, p, q, r etc.)

' Lo anterior lo podemos resumir en la siguiente tabla de ---
valores :

"Ntmero de propos{ciones ; NGmero de renglones
simples . - : . en la tabla
T : L2
2 4
3 .
4 A : 16
NN .
5 ¥ . . 32
n o 20

De esta forma, al hacer 1la tabla de verdad de la proposicién. .
compues ta '

P AN ~Q—>~SAt

Necesitamos 16 renglones
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Sabiendo. que una proposicisﬁ compuesta es falsa o verdade-
ra, Y que esto depende, de los valores de verdad de sus -
componentes, y de los conectivos 1l8gicos que utilice.
Contestar las siguientes preguntas.
1.- iCuindo la negacidn es verdadera y cuando es falsa?
2.~ ¢(Cuindo la'conjuhcién es verdadera y cuando es falsa?
3.- (En qué caos la disyuncibn es falsa o verdadera?
4.- ;Cuindo la coendicional es verdadera y cuando es falsa?
5.- (En que casos la bicondicional_es falsa y -en qué casos
es verdadera? '

Si p es una proposicidn falsa, Q es verdadera y R es ---
falsa icufil es el valor de verdad de las siguientes propo-
siciones compuestas?
1= . ~P
2.- ~Q .
3.- ~R
4.- P A Q
5.- QVR
6.- ~P A Q
7.- ~P A~R )
8.- P-—>»Q
9.- Q—p ]

 10.-  ~P—3Q T

Ejercicios . ‘ . : -99"

1.~ ~PAQ-—R

12.- (~PAQ—a>R)e—> (R—>Q A P

13.- ~(PV ~Q—>3R) -
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. R L ~(~(~ P))
15.-PA QAR

II;.Q Efectua la tabla de verdad de 1as‘siguientes'proposidiones
' 1.- ~PVQ o
2,- ~Q —3 ~7P
3.- P—3P
4.- ~P VP
5.- P3P A ~ P
P  6.- PAQ-—>P
7.~ (P—-> QAaQ— P)
8.- (P > ~ qdAq —>~P
9.-q&»~ (PA(~PVa))—3 PV q
0.« ~(per~q)—>~s

IV.- Escribe. el total de casos diferentes (renglones en la tabla),
respecto a la combinacidn total de valores, que se requieren

para hacer la tabla de verdad de una proposicibn compuesta -
con: : :

a) Cuatro proposiciones simples diferentes (cuatro letras)-

b) cinco proposiciones simples diferentes (cinco letras)
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4,9,~ TautoLoGfAs, CONTRADICCIONES Y CONTINGENCIAS., e

Los valores de verdad que puede asumir una proposicién com--
puesta, dependiendo de los valores de verdad de sus componentes,
divide a las proposiciones compuestas en tres categorias dlferen-
tes, tautologias, contradicciones y contingencias.

Definicifn: Tautologia es una proposicién cbmpuesta, siem~--
pre verdadera, independientemente del valor de verdad de sus com-

ponentes. Es decir su tabla de verdad tendri como resultado ----
final solo V's.

Ejemplo
Lasvproposiciones son tautologfias -
.0 p_qﬁ
o P v ~ 7P
e P—>P v Q

- Ya que sus tablas son respectivamente

P—> P

v vl bl v
1.- .

‘F J{: E LV

P {- P.~v ~ P

v F . v
2.-

EF. v v




P. q P v q P—>P V q
v 2\ v v i
v F v v
. 3.~
F v v v
F . F F Y

Por lo cual las tres proposiciones son tautologfas.

Defini : Contradiccién es una proposicidén compuesta, Siéﬂ
pre falsa, independientemente del valor de verdad de sus componen
tes esto significa que su tabla de verdad presentara al final ---
como resultado solo F's.

Ejemplo
Las proposiciones son contradicciones.

O P A~P
@ ~(—p
6 p A ~(pvVa)

Ya que sus tablasde verdad son:

)2) N - p A ~®

v F E
1.o i )
' F v . F

- P p PP ~(p-—>P)
2.- v vi v ¥




p PVva|~(@va | pA~O(mvy
v v v F |... F
. v F v F E
3. =
F v v. F. F
F F F v F

-Con lo cual se prueba que son contradicciones.

DefinicifSn: Contingencia es una proposicifn compuesta, que
no es ni tautologfa, ni contradictcidn. Esto es, su tabla de ver-
dad tendri como resultado final, tanto V's como F's. (al menos --
una) . ) .

' Ejemplo
Las- proposiciones son contingencias

1
-0 ~P A G ——>~q

%] P —>» ~ P

. “Ya que.al hacer sus tablas de verdad obtenemos::

~Pl ~PAd |~ j~PAQ —s ~q
.V V. F | - F F \'s
1.- V.| F. F F -V v
F V. V. v F F
F F V F V. v
] ~ P P —>~P
A4 F F
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Podemos observar que la negacién de una tautologia es una --
contradiccidén, la negacién de una contradiccifn es una tautologia,
Yy la negacién de una contingencia, sigue siendo una contingencia.

Ejercicio

Determina de las siguientes prop051c10nes, las tautologiaa,,
las contradicciones y las contingencias. :

P A (p—q —5aq
~@Pesap)
~(P» N ~p)

P A q—q

@ 6 @ 0O O

(P A Q) A ~q
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4,10.,- PROPOSICIONES LOGICAMENTE EQUIVALENTES. I et

Al analizar las proposiciones compuestas

. 1.~ Apruebo el examen o repruebo el examen.

2.~ Si no apruebobel examen, entonces repruebo el examen.

Vemos que realmente significan lo mismo o que expresan la =-
misma idea, que adem&s si una es verdadera, lo es tambien la otra
y si una es falsa, tambien la otra. Decimos que ambas tienen ---
igual valor de verdad y 51gn1f1cado, con lo cual seran logicamen-
te equlvalentes.

Al simbolizar estas proposiciones tenemos:

= apruebo el examen
P

q = repruebo el examen

1l.-pvgqg

2.- ~P—sQ

Y haciendo sus tablas de verdad

P - q.l:ipva
v v v
1.- -.V‘-' F V..
E v v
F F. E




~ P ~D—1q
v v} F v
v F| . F v
2,- .
F vi.v v
F F{ Vv F

Observamos que los resultados en sus tablas de verdad son -
iguales.

Por lo cual llegémos a la definicibn siguiente:

Definicién: Dos proposiciones son logicamente equivalentes

si y s6lo si:

. sus tablas de verdad conducen al mismo resultado.

Ejemplo
Como ya vimos
p v q es logicamente equivalente a ~p -y q
Simbolicamente lo escribimos - asi
PVAE ~P—1q
Donde el simbolo = significa "logicamente equivalente a"

Las siguientes proposiciones tambien son logicamente equiva-’
lentes. o

0, p= ~;~p)'

Q 'p__)qE o —y D
6 ~@(@ AN ~ad= ~pVq
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Ya que al hacer sus tablas de verdad

~p ~ (~p)
1.- v | F V.
F v .} F
p|l al~al ~p] p>a ~Q—> P
v v b3 F v v
2. v F v| . E F F
Fl-v)] F| v v v
F F vi v v v
“pliaql~pl~a PA~Qq ~({@ A~a) ~pPVa
) v v F.|.F 3 v v
3. v F F \'4 v F E
F v v F F v v
E F v v F v v

Vemos .que en cada caso sus tablas de verdad son iguales, por
lo cual son 1l6gicamente equivalentes y por lo tanto tienen igual
significado. '

Existen una serie de propiedades y leyes de las proposiciones
eguivalentes. A continuacifn mencionamos las mis importantes, asi

como los nombres con que se conocen.
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Si A,B y C son proposiciones 16g1cas, entonces

Ley de identidad

Léy de doble negacibn

2.-. AZ ~(~A)
Leyes de idémpoténcia

3.4 AN AZ A v  4- AVAZ=A
vLeyes conmutativas

5.~ AAMB = BaA 6.- AVB = BVA

Leyes asociativas

7.- AA(BAC) (AAB)A C - 8.- AV(BVC) = (AVB)VC .

Leyes distributivas »
9.- AA(BVC) = (AAB)V(AAC) 10.- AV(BaC) = (AVE)a (AVC_) ’

Leyes de D'Morgan

11.- ~(AMB)= ~AV~B - 12.~ ~(AVB)S ~Aa~B

Ley contrapuesta

13, A—> B = ~B —-'———>~A

Podemos verificar la va11déz de cualquiera de ellas medzante

las tablas de verdad. Hagamos por ejemplo la comprobac16n de una de -

las leyes D'Morgan.



A Bl ~A] ~B| AVB | ~(AVB) |.~wAA~B

vl v| = F v E F
vl: F{. F v v F F
Fl . v| v F v 3 F
el F v v F v v

Sus tablas’ de verdad son iguales y por lo tanto som légica--
mente equivalentes ’

Definicifn 1.- Una condicional es equivalente a una disyun-
cidn esto es A-3B= A~ AVB
D_Qii}:igiin;_z_.'- Una bicondicional es la conjuncién de dos --

condicionales es decir A+»B= (A—>B) A (B—A)

Una aplicaecibn de 1asrleyes de equivalencia asi como de-las

definiciones anteriores, es para demostrar si dos proposiciones -- .~

son equivalentes
Ejemplo

Demostrar las equivalencias 1B8gicas

1.- Q(PA..'q) = p_—sq
2.- PAQep~vqg = P o—>~4q
3.- ~ P =( A~ V(Qa~D

Solucibn: .

1om (P An Q= ~pvl~(a)} — Le>; de D'Morgan

doble negaéidn )

= ~pvq

= p—»q definicién
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2.~

3.

PAQA —> ~AaZ=

o~ (P e—a)=

~‘(pnq)\r~d

it

(~pVv~q)V ~q

i

~ PV (~qV ~ q)—

) ~PpV ~ q

]

= P = ~q

~{(p—>a) » (a—> D))
= ~ (p>q)v~(a—>p)
=T~ (PVQ)V~ (~ qVp)
= (~ @p)A~q)vi~ (~q)/\~p)—

= (pa~qQ) Vv (qn—vp)

.definicién

Ley de D'Morgan
asociativa
idempoténcia

definicidén’

definicidn
Ley‘de D'Mo:gan
definiqién_-

Ley de D'Morgan

doble negacisn

Observamos que en cada ejercicio empezamos con la.proposi---- .

‘c16n de la izquierda y ap11cando las leyes

la transformamos a la
"proposicitn de la derecha, con lo cual se demuestra que son logi-
. camente eduivalenteé. Esto también se puede verificar haciendo 1a
tabla de verdad de cada pareja de proposiciones equivalentes.

Advertencia: Las leyes de D'Morgan

~CA A B) =

~AV~B R
~(AVB)=

~ A An ~B

Nos indicaﬁ como negar una- conjuncidén y una'disyunciﬁn res--
pectivamente. Y no debemos creer que lo siguiente es cierto
.~(A A By = ~Anr~B [} ~(AVB) ~ AV ~ B

- De. sta forma las negaciones de las siguientes proposiciones:

© Estudio en 1la mafiana y trabajo en la tarde
0 Estudiaré med1c1na o estud1aré ingenieria

6 No estudio y no trabaJo
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Son,: respect:wamente, a.pl:l.cando las leyes de D'Morgan

1.- No "estudio en la mafiana & no _tra.bajo en la tarde
2.- No estudiaré medicina .y'no estudiaré ingenieria

3.~ Estudio 6 trabajo

Anéiogame_nte pafa negar una proposicién condicional o una -
proposicitn bicondicional, procedemos a las leyes de equivalencias.
1.~ Negacién de la condicional

~(~AVB) ——-————— definicisn
Ley de D'Morgan

~ (A—> B)

1]

~(~ A)n~B
A AN ~B —————— doble negacidn

(1]

Por 1o cual ~ {(A—>» B)= A A~ B

Ejemplo:
. .~ [
Para negar la condicional "Si me bafio, entonces me resfrio”
aplicamos la equivalencia anterior y resulta "Me bafio y no me -

resfrio"
2.- Negaci6n de la bicondicional

—~ (Aec— B) = ~((A-—->B) A (B w>A) ——— definicién
= »(A—)B)V~(B-—->A) _— Ley de D'Morgan
= A~ (~AVB)V ~ (~ BVA) —— def1n1c16n
= (o~ (A) A ~B))V(~(~ B)A~A)-——Ley de D'Morgan

= (A A ~ B)V(B [ ~sA)——— doble negac16n

.

- Por lo tanto ~(A<—> B)= (A A ~B)V(B A ~A)
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Ej

emplo

La negacibn de la bicondicional "Termino si y s6lo si me --

. apuro"

Ej

es "Termino y no me apuro, o me apurc y no termino®

ercicio -

Negar cada proposicidn:

. 0 Si es automovil, entonces.contamina
@ Si no hago ejercicio, entonces no seré sano
8 Trabajo si y s8lo si recibo salario- ‘
¢ Es hombre si y s6lo si ne es mujer
Solucibn .
1.- Es automovil y no contamina
2.~ No hago ejercicic y soy sano
3.~ Trabajo y no rccibo salario, o recibo salario ¥y no -
frabajo. . .
4.- Es hombre y es mujef, 6 no es mujer y no es hombre -

(No debemos olvidar que la negacidn de-una propos;--
cidn verdadera, resulta falsa).
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Ejercicios

I.- Verifica mediante las tablas de verdad las leyes: de equlva-

IY.-

CIII.-

lencias’ 1631cas.
Aplicando las leyes de equivalencia-demuestra que:

1.~ ~(~pa~a) = pvq :
2.« ~(~pv~q) = Paq
3. ~(~parq) = ~P—>q
4e= ~lrpvq) = ~ (P

Se- ~m(~(~(~P)) = P

6.~ P—>» ~PVQ = P—q

7.~ P A ~q—59q = P—>q

8.~ ~DP ¢&—>» ~9q = Peaqa

1

Niega cada proposicién compuesta

Trabajo mucho y gano poco
No estudio y gano dinero
Si voy de paseo me divierto

Salgo tarde o salgo temprano

Si tardo en regresar, no me esperen
Eres animal racional si y s8lo si'razonas »
No es estrella si y s6lo si no tiene luz propia

V]
Q
]
]
8 No- llueve y hace calor
6
Q
8
9 Si estudio y trabajo, entonces progresaré
0

Si contaminas, entonces te enfermaris o sufriris
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"4,11.< PROPIEDADES DE TAUTOLOGIAS Y CONTRADICCIONES,

Simbolizaremos a una tautologfa y a una contradiccién por --
medio de las letras maydGsculas,

T = tautologfia y C= contradiccién

Se pueden verificar con las iablas de verdad las siguientes
equivalencias 16gicas, donde A es una proposicidén cualquiera.

1.~ ~T
2.- ~C = T v
3.- A A~A = C
4.- AV~A = T

5.- AAT = A
6.- AAC = C :
7.~ AV T =T
'8.- AV C = a4

+

A C |].AVC
v . F \
F F F

) Donde observamos que la primera y tercera columnas resultaron
1guales y por lo tanto son equ1va;entes - R

Estas prépiedades'se pueden utilizar conjuntamente con las -
leyes de proposiciones logicamente equivalentes, para 51mp11f1car
una prop051c16n compuesta.
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2.- ~(~p-sq) vq =

3.~

Ejemplo:

1.- ~p_spvq

2.~

~ (~p—3 q)vg:

3.- ~((qf—> P)A(~p —>q))

Solucidn

o

pv(pvq)
(pvplvq

~ (~p)v(pvq)

pVvq

~ (~ (~p)vq)vq

~ (BvaIva -

(~pP An~q)vg —

= (~ pvala(~avq)

n

i

i

~((a—>p)a(~p—3 q))= ~({~qVp)A(~(~pIVvq))

o

i

Se puede comprobar con la

tres.

~ PpVQq
P—>q

~{(qesP)A (»P—>4)) =

(~pva) A T

~({~qvp)a(pvqg)
~((pv~q) & (pvq}) —

~(pvi~q A q))
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_Simplificar las siguientes proposiciones l6gicas

definicién

doble negacifn(2)
asociativa (8)

idemﬁotencia 64)
definicién

doble negacidntz) )
Ley de D'Morgan (12)
distributiva’ (10)
propiedad (4)
propiedad (5)
definicién
definicién .
doble negacidn (2).
conmutativa (6)
distributiva (10}
propiedad (3) ‘
Ley de D'Morgan (12)
propiedad (2)
propiedad (5)

~( v Q)
~P A ~C
~P A T
~ P .

tabla de verdad que, en el caso del ejemplo

~ P
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ST .Ejercicios
I.- Aplicando las leyes de proposiciones logicamente equivalen-
tes asi como las propiedades de tautologias y contradiccio-
nes, reducir cada proposicién compuesta.

.- ~P—> P

2. ~{mP > AD)
3.« P A~(PA~Qq)
4. ~a vV ~(pv~q)
5.- <~ Pa~(pva),
6= gV (QV ~D)

7.-  ~(pv ~ (pvq))
8.- P A(P—s q)

9.- ~(~pv ~{p— q)) :
10 .~ (qu_)A (ad — P) -

1l.- Demostrar.lo siguiente, mediante las leyes de>equiva1encia Yy

las propiedades de tautclogfas y contradicciones.

PA(~p—s qQldalp—>q) Pad

~ (@~ P) A (~p—> Q)) = ~P

3.- pAra—aq =T

4.- PAnqQ~»s = p— (q—>3)
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La deduccidén 1l8gica es uno de los aspectos importantes den-
tro de la 1l&gica, ya que por medio de ella se puede avanzar en -
el proceso del conocimiento. Es deﬁir, se ﬁueden encontrar propo
siciones verdaderas a ﬁartir, de otras proposiciones ya conoci--
das como verdadera. Asf de las proﬁosiciones verdaderas

Si la luna es un satélite, entonces gira alrededor de
un planeta. )

La luna es un saté&lite,
Se conluye o deduce la proposicidn
La luna gira al rededor de un planeta,

A las dos primeras proposiciones se les llama premisas y a
la tercera conclusidn, las ‘tres forman un razonamiento deductxvo
[} 51mp1emente Taciocinijo.

Un raciocinio o argumento 18gico, es un conjunto de proposi
ciones llamadas Eremlsas ¥y un conjunto de proposiciones llamadas
“conc1u51ones.

Las’ ﬁremisas son proposiciones 16gicas, las cuales se presu
me son verdaderds. Tambien las premisas se -pueden llamar h1p6Le-

sis.

Las -conclusiones se obtienen de las premisas por medio de -
las reglas de inferencia o por las leyes de equivalencia légica.

'Una regla de inferencia es un procedimiento, mediante el --

cual a partlr de una o mas premisas se obtiene una sola conclu--
516n para formar un raciocinic vilido.

Un raciocinio es vilido si no puede ocurrir que siendo las-
premisas verdaderas, resulta la conclusifn falsa,

Ejemplo de raciocinio no vidlido
Si es caballo, entonces bebe agua........... premisa
Juan bebe agUA..veeevssssersrsscscsscnssen,. Premisa

Juan es caball0.e..eeerecencensesssancessosCOnclusién
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“Del ejemplo se observa que a pesar de ser las prem1sas ver-
'daderas se obtiene una conclusién falsa (a2 menos que Juan sea --

caballo).
vilido

m

4,12.1.- REGLAS DE INFERENCIA

Por lo cual este raciocinio no puede admitirse como -

Ilustraremos un raciocinio en‘generalg con el esque

ma.

?

L Premisas

B Conclusiones

P

3

Raciocinio légico
>

Como se menciond anteriormente, una regla de inferencia es-.
un procedimiento o instrumento 18gico, para obtener conclusiones
en los razonamiento vdlidos o correctos.

Existen varias reglas de 1n£erenc1a, pero solo estud1aremos
! 1as mas 1mportantes a saber.

iii)

i)  Modus Ponendo Ponens

ii) Modus Tollendo Tollens

Modus ?ollendo Ponens
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Veamos el raciocinioc vdlido

1.~ Si hay lumbre, entonﬁes,hay'oxigeno.
2.~ Hay lumbre. .

En consecuencia

3.- Hay oxigeno

Simbolizando este raciocinio tenemos:

A = Hay lumbre
B

Hay oxfgeno

1.~ A—>B

Donde las dos primeras son premisas y la tercera es la con

clusién

Modus Ponendo Ponens son las palabras del Latin que
significan literalmente "Modo de afirmar afirmando'. -

Pero como regla de inferencia es el procedimientc, median-
te el cual obtenemos el consécuente de una condicional, afirman
do su antecedente. Esquemdticamente. Sean A 'y B dos proposicio

nes
A —5B
A

Premisas

B conclusién

Abreviaremos Modus Ponendo Ponens por 'MP"



— - Ejemplos
,I.-' : 1.~ Si trabajo y no estudio, entonces no progresar§.

.2 ..Irabaja Yy no estudlo..............;.

3.~ No progresar . . . « « « « « =« « » MP (1,2)

"Lo que aparece a la derecha de la conclusifn significa que

&sta se obtuvo como consecuencia del Modus Ponendo Ponens de --
las premisas 1 y 2.

1.~ Si estd llovlendo, me quedo en casa.

2.- Si me quedo en casa, leo un libro.

II.-. ..3.- Estd lloviendo.. .. .........
4.« Me quedo en casa : . ;.; e =« o - o « MP (1,3)
S5.-Lecun libro . . . . . . . 4 . . - - MP (2,48)
demw ~pV~q-—>RAT
IIL.- B B, . 3 Py e
3.-  RAT. .. .MP (1,2)
.- 1.-praA~Q—=>8 A ~T
2.- pv~Q
3.~-S A~T — m
4. S A~T . . o« o o « MP(1,2)-
Sem M o v . - e . < . ..MP(3,4)
V.-

.~ Si no estudio, no termino una carrera

1

2.- Si no termino una carrera, perdi varios aﬁos
3.~ No estudio
4
5

.~ No termino una carrerd . « « « - . « MP (1,3)
o~ Pexdf varios afios ., . . . .« « . « o MP (2,4)
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- Observese sin embargo que de las premlsas siguien~

tes:

No hay conclusibén, y no debe cbncluirse A

4?12!3?4 MODUS TOLLENDO .TOLLENS

Son las palabras del Latin que dicen 11teralmente "Modo de

negar negando - ;
Del raciocinio vdlido
. Ve~ Si es una estrella, entonces
‘2.~ No tieme luz propia
En consecuencia - .
'3.- No es una estrella
Simbolizandolo
A= Es una estrella

B= Tiene luz pfopia

1e= " A~—>B
2.- P N.B FEEEEEEY

B ~ A

tiene luz propia

Vemos . que la segunda premisa (n«B) niega al. consecuente de-
la primera (A ~—3>B). Obteniendose por conclusiGn la negacién del

antecedente ( ~ A) de la primera premlsa._

Modus Tollendo Tollens es 1la regla de infereﬁcia, en virtud - - - S

de la cual obtenemos como conclusién la negacioén del antecedente
-de una condicional, al negar su consecuente. En general
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II.-

IIx.-

IV.-

Sean A y B dos proposiciones

A—>B

Premisas
.~B .. :
~ A Conélu;ién

Abreviaremos Modus Tollendo Toliens por "MI"

Ejemplos
1.- Si no veo el fut bol, entonces no estoy en el esta-
dio.
2.- Estoy. en el estadio ...
S.-Veo el futbol . . . . .. < JJ . . . MT(1,2)
.1.- 8i salgo temprano, llego tempranoc a casa
‘2.;‘Si llego temprano a casa, hago la tarea.
.3.= No hago la tarea ..........
‘4.- No llego temprano a casa . . « + . « « « MT (1,2)
'S.- No salgo tempranc . . < . . < & < e . . MT (1,4)
. t.- Si voy al cine o al teatro, no fuf a la fiesta.
.2.- Pui a la fiesta. .. .... ..
3.- No fui al cine y no fuif al teatro. . . . MT (1,2)
Esta conclusidén, tambien se puede escribir como
‘3.~ No fui al cine ni al teatro « . o « « . MT (1,2)
Donde el término ni es la contracc;ﬁn de los conec-
tivos "y no"
1.~ pv ~Q-—> R A S
2 LA~ (R AS) L
3.-

~(pv ~ Q). . . . . . NT (1,2)
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VII.-

" MT y MP.

P - Ne

oM,
Sl . W MT (1,4

. MT (2,3)
"o MP (1,4)

NStese que en este ejemplo se aplicaron ambas rgglas:-Vﬁ.

P... ... <M (3,8
Gam Q< . a s iw. . . MP (1,S)

T~ S . 0 .l 4 < < NP (2,6)

Obs&rvese que de las premisas siguientes'

"A—>B
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"4,12,4,- MODUS TOLLENDO PONENS

Palabras del latin que significan literalmente '"Modo de afirx
. mar negando".

Esta regla de inferencia se refiere al método u operacifn --

del razonamiento, mediante el cual al descartar una posibilidad -
de dos, permanece la.otra, por ejemplo. ‘

Supongase que al observar un animal, estamos interesados en
saber si es hembra o macho, y por alguna circunstancia,.nos damos

cuenta de que no puede ser macho, entonces de ahf

concluimos que
el animal debe ser hembra.

Veamos otro ejemplo

. 1.-" Apruebo este exdmen o repruebo este examen

En consecuencia

'S.Q_Ap;obé este exdmen

En general esta Tegla que fepresentada por el esquema

Sean A y B dos proposiciones

A V3B
Premisas
caeeA
B - Conclusién

O bien de la forma anélpga

LT : AVE
o . . o Premisas

A ' L )
Simbolizaremos a la regla Modus Tollendo Ponens por “TP"

Ejemﬁlos
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I.- . 1.- Salgo temprano o salgo tarde CT.

. .2~ No salgo .temprano ...... e e

3.- Salgo tarde . . & & & 0 ¢ 4 . TP (1,2)

IiT.~ T.- Estudio administracién y trabajo, o estudio --
medicina. ‘

2.--No estudio medicina .

3.- Estudio administracidn y trabajo . . ™ (1,2)

IIT.- 1.- Existen areas verdes y se reducen los automovi
les, o hay contaminacién.
‘ ‘2.~ No hay areas verdes o no se reducen los automo
e NELES L L e e
- - -
3.- Hay contaminacién . . . . . .. . . ..TP (1,2)
iv.- ] ."1.- Estudio o trabajo
X ‘2.~ Si trabajo, gano dinero
..3.- No estudio ...... .. L e
4.- Trabajo .. . 0 s = 4 -« v « v o . JTP(1,3)
5.- Gano dinero . . . - . - . - . . . . MP (2,4)
V.-~ . Te- x = } 6 X =z

‘Ze- Si x = 'z, entonces x = 6 .

3e= No €ss x =6 ... ... ........

4-Noes X =2z . ol u e .. MF(2,3).

5u= X T Y 4 e s s i e e e e o TP (1,8)



VII.-

VIiix.-

Teo-

x=0 &6 x=1.
Si x = 1, entonces x = z -

XAT o0 e e d e e .. MT(2,3)
X =0 vt e e ee e e e e e TP (1,8)

PAaQ v ~s

~5 — t

.N(pl\q).. T I e .

.P-—>q

MS Ll e e e e o o TP (1,3)
T S I C I S B

IX.- -

1.-

2.
B e

S il e e el TP (3,8
e I I I | N ¢ RO N
PP Sl e S e e e e d e e . . MT(1,6)

1‘)‘A~q-—9 Sv~t

4.-
S.-
6.~

7 .-

~ Sy~ t) O A.‘ e e e e equivaiente' a (2)

MPA~G) © ol u e e . ae .. NT(1,8)

PV Qe e e 'équivaiehte a (5)

Qe e it e e TR(3,6)
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N6tese que de las premisas

AV B

e No hay conclusifn y es errbneo concluir B,

Con;lo estudiado hasta el momento, estamos en posibilidad -
de anallzar el razonamiento planteado casi al inicio de este ---
capitulo (u Q pag. ") que a la .letra dice.

.-1.- Estudio medicina o estudio administracisn de -
{ empresas. .

2.~ Si estud;o med1c1na, seré felfz.

3.~ Si.gano dinero, no seré feliz.

... 4.~ Quiero .ganar dinero.. .

"En consecuencia

- 5.- Estudio administracién de empresas.

Para verificar o comprobar que esta Gltima proposiciGn es’
,;onclusxdn del razonamzento, simbelizamos €l razonamxento y ap11
caremos . 1las reglas de inferencia estudiadas,.

“Sean las proposiciones simples

= estudio medicina
= estudio administracifn de empresas

seré felizvr

QN g H
u

= gano dinero

De donde 
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e Y e e e e e . . MP (3,4)
Bam AT . e e v e e e . - . MT (2,9
Tem @8 . il e e e e e . . TP (1,6)

Donde al observar la Gltima conclusifn de este razonamiento
vemos que es efectivamente "Estudio administracién de empresas",

. .
por lo cual podemos asegurar que el razonamiento de este mucha--

cho es correcto, pero ademis hsmos obtenido mis informacibn, ---
como son -las conclusiones S y 6. '

Ejercicios R *

'I.- Simboliza los siguientes razonamientos y verifica si son co-
rTECtos. ' o

.- Si trabajo el domingo, entonces no voy a la.excur--
'sidn.

Si no voy a la excursidn, entonces no me divertiré.

Trabajar& el domingo. En consecuencia no me diverti-

Tre.
2.-.81x >» S5, entonces x > 3
‘ .81 x f 5, entonces x £ §
x £ 5 . Por lo tanto
x ? 3

'3.- 8i tres divide a diez, entonces tres divide a‘veinte

Si tres no divide a diez, entonces tres divide a-----
nueve.
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Tres no divide a veinte. Luego -

. © Tres divide a nueve,

4.- Si la enmienda no fué aprobada, entonces la consti-
tucién queda como estaba. '

Si la constitucién queda como estaba, entonces no -
podemos afiadir nuevos miebros al comité.

- Afiadimos nuevos miembros al com:.té o el 1n£orme se
retrasari un mes.

El informe mo se retrasard un mes, Por lo tanto..

La enmienda fué aprobada.

‘5.- 0 esta rdca es.;i.gnea o es sedimentaria. .
Esta roca es granito. .
Si esta roca es granito, entonces no es sedimenta;i:ia.
En consecuencia. ' ‘

"Esta roca es ignea.

II.- En los ejercicios siguientes, las premisas ya estan simboli-
zadas. Aplicando las reglas de inferencia obtener 1la conclu—
sién que se pide.

a) obtener q e) obtener s
S 1= 5 a3 (pva). 1  .»1'.- t-—)r
2.- s ) ' K :
. T 3 tes
b) obterfer &(p,., qQ) - £) obfener s
o1.- PaQ—>TVS Tom mtvr | 3
2.-FVS —> et S Ze- ¢ ‘ :

3.-t : - o o 3.- ”_5'-‘—);-{]'"
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.

) obtener S . v : _g) obtener T
1.- pvgq : . 1e= ~pa q_“.s} t
2,- ~q 2= PV~ qQ—>T
3.- p—>s Bu- SVt 4
d) obtener ~ q _ ' h) obtener q

.- tv~s’ . 1e- PA~q —>~t
2.~ s ' 2.-"tvs
B3e- q—>~t. _ 3.- ~s

4.-p

III.- Obtener 1la conclusidn que se pide, aplicando las reglas de
inferencia.

.
a) obtener y > z . -
' li- X =y »x =2

2. x Fy—sx &2

B.- x # Z vy z

4.- x £ ,z. ‘

b)obtener x € 3
M- x + 2.> 5 __3x =4
2i- X = b3 x+ 44 7
Csexaen <7
4.- x + 2 > va'( ‘5



Se ha mencionado anteriormente que un raciocinio es vilido,
si no puede ocurrir que siendo las premisas verdaderas, resulte-
la conclusib6n falsa. Pero no se ha dado hasta el momento un pro-
cedimiento efectivo para decidir si un raciocinio dado de antema

no, es o no vilido.

Existe un mecanisme para decidir si un raciocinio es vilido

o si no lo es, y es mediante el uso de las tablas de verdad. Es-

to es.
Si P1
Py
pn
(o4

Es un raciocinio, donde Pys Pys-..,P, son las premisas y C-

n
es laconclusifn, entonces el raciocinio es vdlido cuando - - - -

P, A P;A ...AP —>C es una tautologia.
En otro caso el raciocinio no es vidlido.

Ejemple 1.~ ~rpP—»q

e 2.~ ~rq
3.- P
Es raciocinio vdlido, ya que la proposicifn compuesta - - -
(~p—>q) A ~q—» p es una tautologia (compru&balo)
De esta forma se pueden comprobarlas reglas de inferencia -

como raciocinios vidlidos, o
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_
C4.-

1.-x

2.,-x

. S.-‘x

X
X

c) obtener

=

+

obtener

1.- x
2.-x
3.-x

4.- &

X =w.
Yy —> x
Z —>x
Yy 6 ‘x
0 —3> x
u # 1

x #0
Yy — x

z ——é x
0 —4> x

N

£ o =

—131
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5.~ ConuunTOS )
En el presente capitulo trataremos a los conjuntos, como -
lenguaje simb8lico que tiene alguna utilidad en si mismo.

Los conjuntos han pasado a ocupar un lugar importante en el
estudio de las matemiticas y cada vez se situan més en el lugar-
que les corresponde. No es camo se creia en los primeros afios,- .
la 'panacea vniversal™ y que toda la matemitica giraba en torno-
a los conjuntos, pero tampoco debemos negar la poca o mucha im--
portancia que tienen, principalmente en el aspecto formativo del
estudiante. Es en los cbﬁjuntos donde concurren los modelos al-

_gebrdicos y modelos_geométricos; de gran utilidad no solo didé&c-

tica sino también préctica y operativa para resolver algunos pro
blemas.

Por ejemplo supongamos que -en nuestro grupo de clase hay 50
alumnos entre los cuales 17 practican gimnasia, 16 practican atle
tismo, 13 practican danza, 7 practican gimnasia y danza, 8 practi
can danza 'y atletismo, 5 gimnasia y atletismo, si ademis sabemos
que 21 alumnos no practican ninguna de &stas actividades.
Queremos saber icufintos alumnos practican las tres actividades -
gimnasia, atletismo y danza?

Para resolver este problema, podemos intentar elaborar un -
modelo, pero vamos a enfrentarnos con algunas dificultades, por--
1o cual vemos necesario, desarfollar un estudio mis -detallado vy
profundo de éste, para asf estar preparados no s6lo para resolver
el problema sino muchos otros.

5.1.- (QUE ES UN CONJUNTO. ' S

Del problema planteado anteriormente, observamos que existen
dentro del salén de clase ciertos '"tipos" o "clases'-de alumnos -
como son; - ) : o )
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! - -
.a) alumnos que practican_glmnas;a
b) alumnos que practican atletismo

c) alumnos que practican danza

Mds afin creemos’ que ekisten muchas otras ""clases™ de alumnos
en €ste mismo salén seg@n alguna caracterfstica rarticular que --
los 1dent1f1que - como podrian ser: estudiar inglés, jugar futbol,
ser menores de 16 aiios, ser hombres o ser mu;eres, vivir en Izta-. -
‘palapa o en el Estado de México etc.

Con &sto establecemos que la idea de conjunto es algo pura--
mente intuitivoe, algo no definido, algo entendido por cada perso-
na, como producte de su experiencia.

Lo que bodemos decir de un conjunto es que es una "coleccidn!
de objetos bien definidos. A estos objetoes les llamamos miembros
© elementos del conjunto. Por ejemplo.
fi:-» Los libros de la biblioteca
‘2.- - Las letras'a,e,i,o,u
‘3.~ Los 4rboles de 1la escuela
'4:- Los conectivos logicos
'5.- Los habitantes del D.E.

6.- ' Los nGmeros digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
7.- Las proposiciones ‘16gicas

'8.- Los ntGmeros primos 2,3,5,7,11,13,17,19,25, ...

5,2.° NoTACIéN

'

. Es usual representar a los conjuntos por letras mayﬁsculas -
A;B,C,.. etc. s mayGsculas con subfndices: como A,,Az,Bj,Bz, etc."

Los elementos o miembros de los conjuntos se sxmbolxzan por-
letras minGsculas a,b,c d,.... etc.




7 "Al escribir un conjunto lo podemos hacer por "enumerac16n" -
" de sus elementos o por "comprensidén'' de estos, encerrando al con
junto en llaves{ } Yy separando sus elementos por comas. Por --

"ejemplo.
Ay =7{ x lx es libro de la biblioteca}
Az‘= {a, e, i, o, u_}
A3 = {x \x es frbol de la escuela}
.A4={~,l\qv‘__>.‘<._;}
Ag = ‘(x ‘ X es habitante delD.F 3

¢ = 10,1,2,3,4,5,6,7,8,9%

7 = {_x ‘ X es una proposicibn lﬁgica}

{2, 3,5, 7, ,11,, 13, 17, 19, 23, ... }

De ‘estos eJemplos 1os conjuntos pares Az, A4, AG’ A8 estan -

representados ‘por "enumeracifn de sus elementos. Los nones A,,

3, As Y A7 por “comprensién" o "propiedad comGin' de sus elemne-
tos.

Cuando escribimos A= {x | x es libro de 1a t?iblioteca} ——-

- significa que A1 es el conjunto de todos los elementos x tales.-

‘que,x es .libro de la biblioteca. Observamos que la linea verti--
cal " | " se lee ‘'taies que™

En general cuando escribimos.un conjunto 'por comprensién'' -
es de la forma ’

A ={x l»‘P(x)} _
Donde P(x) es una propostifn abierta, y A es el conjunto de-
todos’ aquellos elementos que hacen verdadera &sta prop051c16n.

Si un objeto x es miembrd o elemento del - con;unto A esto se
representa por :

x e A Donde € es la letra éps'ilén’

que se lee como x es miembro de A, x est2 en A 6'X pertenece 'a A.
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‘X no es miembro del conjunta A, se simboliza por:

x é A

‘Por ejemplo Si A= {a,b,c,d,e,f} , entonces a € A,d € A,
-4 ¢ A, m # A .
5,3.- CongunTo vAcfo.

Es muy Gtil introducir el concepto de conjunto vacio o con-
junto nulo, como aquel conjunto que carece de elementos o aquel-

conjunto que no tiene algln elemento. El conjunto vacfo lo repre
sentaremos por {S 6 por el simbolo

El conjunto vacio es en los conjuntos algo parecido al .nt-
mero cero en los nlmeros.

-

Ejemplos

¢

¢ = .<x | x 'es nfimero digito mayor de 10}

{ X l x # x%ya que nada es diferente de si mismo

Debemos destacar sin embargo que no hay dos o mids conjuntos
~vacios. El conjunto vacio es finico. (no hay dos)

Si imaginamos a un conjunto como un costal o una caja con --

objetos dentro, entonces el conjunto vacio es un costal o caja -
vacia, pero sigue siendo un conjunto.

5.4,= SUBCONJUNTOS,

Analizando los conjuntos.A= {1,2,3] y B=40,1,2,5,41, obsex
vamos que cualquier elemento de A, pertenece a B. Esto significa-
que todos los elementos de A, tambien estan en B, entonces deci--
mos que A es subconjunto de B 6 que A esta contenido en B.  Se --
denota esta relacién pdr. : v

A~ £ B se lee A conténido en B

Esta relacién se define en forma mis precisa por:
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A €s s:., y s6lo 51, X & A entonces x € B.(para cualquier x)

S1mb611camente esta ‘'definicibn quedari:
A S Be (xeA— xeB) ... pava pu,o.'quuv X .

Ej emplos

"1.- El conjunto A= {x|x es vocall es subconjunto de By =
-{x \ x es letra } i

2.- E1 conJunto Az -{x lx es parl es subcoﬁjunto de Bi =
{x \ x . es nfimero]

‘3.- E1 conjunto A= {x|x es mexicano} es subconjunto de -
Bz={x | x es americano} ’ '

De 1los conJuntos P= {0 1 2 3} y Q= {3 4,5 6} , NO podemos-
aseguraxr que P — Q o que Q £p con lo que dec:.mos que P no es
subcon;unto de Q, ni Q subconjunto de P, y se ‘denota por.

Pﬁ'QyQ.ié-'P

En general si un conjunto A no es subconjunto de B Slgnlfl-
ca que hay algdn elemento en A que no esti en B. es decir

A.£'B < aeA;;’a# B(paraalgﬁnele--
. . mento a)

Observacidn.- El conjunto vacio ¢ se considera subconjunto de -

cualquier conjunto A. Es decir # < ‘A.

Ya que de no ser asi, deberfa haber un elemento del @ que .-
no pertenezca a A, pero &sto es imposible, ya que § no tiene.ele

mentos, y asf @ £ A,

5. 5 - SUBCONJUNTO PROPIO.

Por 1a definicidn anterior cuwalquier conjunto es subconjun-
to de sf mismo. Sin embargo diremos que A es subconjunto propio-
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de B, si A es subconjunto de B pero A no es igual a B. Esto es -
A subconjunto propio de B:rsi.

A &3 ¥ A #B
Ejemplos
.~ A= {1;2,31 ' es subconjunto propio de B= {1,2,3,4;5}"--
. 2.~ D= {x } x ‘es duranguense § es subconjunto propio de --
"7 M=4{x | x es mexicanol} N

Aqui debemos -destacar que dos conjuntos son iguales; si tie
nen los mismos elementos. Es decir A igual a B, si cada elemen-
to de A pertenece a B y cada. elemento de B pertenece a A.

SimbIicamente
A=Be> A £B A B £a° : .
Ejemplo -
Sean P= {x | x®-5x+6=03 ,q=12,31, r= {2,2,3,3} , Resulta
que P=Q=R . . '
5,6,~ CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS.
" Intuitivamente un conjunfb es finito si consta de un cierto
nfimero de elementos. Es decir si pudieramos contar sus elemen--

tos, este proceso de contar acaba o tiene un fin, en otro caso -
se dice que cl conjunto es infinito. ;

Ejemplos
"31.- M= {x \x es mes del afio] , M es finito.
2.- P= {x|x es nGmero par? , P es infinito
3.~ A= "lx |'x es drbol de la _tierra}, A es finito

B} 4;;‘F§ fx'lx es frase del idioma eépaﬁél} , F es infinito.
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'5.,7.~ CoNJunTo UNIVERSAL, =  ° o ’

En todo problema o estudio relacionado con los conjuntos, -
seran estos subconjuntos de un conjunto dado. Este conjunto se-
11amar5/conjunto universal. Esto significa que el conjuntc uni--
versal es aquel al que pertenecen todos los elementos que inter-

viernen en un problema o estudio -particular y se denotard por \J
Ejemplos ~
. 1.- En un censo de la poblacifén mexicana, el conjunto uni--
versal son todos los mexicanos.

‘2.~ Al analizar cualidades o caracteristicas de los alumnos
en una escuela, el conjunto universal son todos los .---
alumnos de esa escuela.

- Es importante destacar que el conjunto universal, contiene-

a todos los demis conjuntos del ﬁroblema o estudio que se reali-
za, = ‘ -

5.8.~ CONJUNTOS EQUIVALENTES Y CARDINALIDAD.

Cuando los elementos de un conjunto se pueden asociar con -
los elementos de otro conjunto de modo que cada elemento de cada-
conjunto tenga asociado uno, y solo uno.del otro conjunto, enton

ces' decimos que exXiste ‘una correspondencia '"uno a uno’ entre ---
ambos conjuntds.

De ‘aqui dec1mos que ‘dos conjuntos A y B son eguxvalentes,
'si se pueden poner en correspondencia une a uno entre si. Cuando
A y B son equivalentes, se escribe A/~ B.

. Ejemplos . .

1.- Los conjuntos S= {a,h;c,d} y T= {1;2,3,4} son equiva--
lentes ya que se pueden poner en correspondencia uno a
uno, a gontinuacién se muestran dos de estas correspon-
dencias. B
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u oo
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pero, claro existexi otras corresponden_ciais.

'2.- El conJunto de los nfimeros pares P= "2 4,..,8 10, ... 3

’ -y el conjunto de los nones I= {1 3,5,7,9,11,. . .. 2
son equ:.valentes ya que se pueden poner en corresponden"
cia uno a uno por ejemplo

2°'4 6 8,10 .12 14 . [ .
.1 3 5 7 9 11 ;l3 e .

Llamaremos. carchnalldad de un conjunto f:l.m.to A, al nﬁmero-
de sus elementos y 1o denotamos por n (A)

Ej emplo;.

.1.- Sea P= {‘é:b;c,'d,e;f 1 , entonces n(P)= 6.
2.~ Sea V= '{‘x | % es vocal g, éntbnces n(v)= s

* 3.~ Sea wa(O', .. {4}}, entonces n(Q)= 3

La cardinalidad de g, el 'conjuntd yaéio, es 0 }

- Cuando los asientos en un salén estan todos ocupados. y-
unadze estd sin asiento, entonces el conjunto de asien--"
’ ;os Y el conjunto de personas en el salGn,son equivalen

tes y por o tanto tienen la misma cardinalidad. Si ‘de
antemano conocemos el nfimero de asientos, sabremos el -
némero de personas ‘ain sin contarlas. .

:5,9,~ ‘CONJUNTO'S .n'stuuTos 0 A'._JENOS_.

51 dos con;untos A Yy B no tienen elementos conmnes, es de--'
cir, si ningﬁn elenento de A est& en B b4 ningtn elenento de B .-
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estﬁ en A, entonces diremos que A y B son disjuntos o ajenos.

‘Ejemplos
_1.- Sean A= {a,b,c,d} y B= {g,h,i,j &, A y B son disjuntos
2.- Sean'pP={2,4,5,81y @=1{1,3,5,73, Py @ no son --
disjuntos ya que 5 pertenece a ambos conjuntos. )
3.~ Sean S={x\x<5} y T= {xlx) 6§, Sy T son --
" disjuntos ' ’ ’
5.10,- DIAGhAMAs DE VENN

" EBs 1mportam:e una representac;Ldn gréflca o geomé&trica de los
" conjuntos y de las relaciones entre estos, ya que ello nos propor
* ciona una visidn mis intuitiva del problema. Esto lo logramos ---

mediante los dlagramas de Venn, que representan a un conjunto por
una area plana delimitada por una curva cerrada o s:.mplemente un -
circulo.
-Ejemplos. '
1.- A £, se-reﬁresenta ;}or el diagrama
: - 8
‘2.- A y B son conjuntos disjuntes o agenos, se descr:Lbe por-
el dlagrama© . '
'3.- Sean P= {1,2,3,4,5} y Q= {4,5, 6,7,83 . Se ilustran ---
‘estos VconJuntos con un diagrama de Venn de la “forma..’
4.- Es. usual ilustrar al conjuﬁnto.universal con un rectfmgu,—

-lo, por ejemplo si U= {x'\ X es ser. humano}y M={x Ix -

es mujer] , entonces esto se ilustra por el diagrama de-



Venn.

ya que M vy

.85.- "8i A y B son dos conjuntos que no son iguales, entonces
debe ocurrir solo una de las cuatro p051b111dades, re--
presentadas por los siguientes diagramas. -

QOO O

EXN ey =) S




Ejercicios ) o R
~1.- Escribe los siguienl;.es conjuntos por enumeracidn.
.A\.l' = {x }.x es vocal}
A, = {x | x es mes del afod
CAg = {x i x es mGltiplo de tres}

Ag = {x { x es.entero mayor que 3 pero menor o igual ajoz .

2.- Escribe cada conjunto siguiente por comprensién.

By = {Lunes, martes, miércoles, jueves, vi.ernes,.sa.ba.do, -
domingo 3} - '

3, = {2,5,4,5,6,7,8}

By = {-1, 11 : '

B, = 10,4,8,12,16,20,24,28,32,36,40,44,.... 3

3.>- Sea. A= {p,q:r } Determina cuiles afirmaciones son inco---
rrectas y porqué,
a) peA
b) pcA
o {p} e A
4  {q} e A
4.- sean P=1{1,2,3}, Q- {1,2,5,41, R= {3,41 [ sefiala las afix
 maciones incorrectas y por qué. R STt

a) PeP
b) PSP
c) PcQ
4 PEQ
‘&) Q&R
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. 10.-
11.-

12.-

" ¢Cuiles conjuntos' son iguales? B

0
o,

£f)' R &
g) P eqQ
h) 3&p

Sefiala los .conjuntos finites

a) {x | x es dfa de un afio §.-

b) {1,2,3,4,5,..., 1000%

c)dx\x es impar}

d) {x1x es animal que vive en la tierraf

—e);-{ x | x es nimero. natural §

a). A= {x|x es letra de la palabra "isaias" J
b) B= {x|x es letra de la palabra "asi" 3
c) c¢= {a,‘i,s} ' :

Escrib‘ir todos los subconjuntos de S= {a,‘b,c} R Hay ocho. »

¢Cudntos subconjuntos tiene T= _{a,b,c,d,e} ?

' Sean ‘A,B y C tres conjuntos tales que A £s y B ¢

' ipodemos asegurar que A S ce por qué.

De los que siguen ;qué€ .gonjuntos son diferentes?

"~ ol {el, @, (3.

Escribir tres distintas correspondencias uno 2 unc entre

{1’2’3,3 % {x;y;2§

.-143_

En la "cola" para comprar tortlllas hay un. conjunto de hom-—»

- bres y un conJunto de mujeres formadas en una 11nea, alterna .
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T T ""damente hombre y mu)er Sl la cola empieza con una muger Yy
termina en un hombre, ;Podemos asegurar que estos conjuntos

de hombres y mujeres son equivalentes?

. 13.~ En un salén todos los alumnos estan sentados, ipodemos ase-
gurar que el conjunto de alumnos es equivalente al conjunto
de asientos en el salén? jPor qué?

14 .~ Sea M= {a,b,c,d]

a) Escribir todos los subconjuntos de M de cardinalidad
uno llamar ‘A al conjunto de dichos subconjuntos.

b) Escribir todos los subconjuntos de M de cardinalidad
tres llamar B al conjunto de dichos subconjuntos.

c) éSon equivalentés A y B? Hallar n(A) y n(B)

.

15.- Encontrar la cardinalidad de cada conjunto.

| a) A1= {x \x es letra del alfabeto espafiol }
- b) A,= {x | x es conectivo 16gico }
c) Az= {x\ x?- 5x +4=0 3
d) A4 {x Ix es nfimero entero entre 2 y 9}
‘e) Ag= {x ] x es pigina de estas notas}

£) Ag= {x | x es ntmero par entre 5 y 29 {

16 - Sean A,B Yy C tres con;untos donde B £ A, cEa pero B # c.
Haz un dlagrama que represente ésta relacxén.

17.- Sean los con;untos u={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9% , pP={0,2,4,6,87 ,

i Q= {1,3,5,7,93 y Rr= {s,6, 7 8} Hacer un diagrama de Venn -
que represente a los cuatro conjuntos. : ’

18.-'Hacer un diagrama que simbolice los siguientes conjuntos
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U= {x ] x es mexicano} , M= {x | x es menor de 78~ .
afios} . ‘ R

H= {x ] xes hdmbrel y E=-ﬂx I x es estudiante] -~

5.11.- OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS., : SRR

Asi como existen las operaciones de suma, multiplicacién y -
diferencia entre los nfimeros, existen las operaciones de unidn, -
interseccidn y diferencia entre los conjuntos.,

5,12~ UNnIéN,

La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto de todos los-
- elementos que pertenecen a A o a-B, y se denota por AUB. Se lee -
A unién B*®

Esto se representa por el diagrama de Venn.

Ejemplos:

1.- Sean p= {1,2,5,4] y q={3.4,5,6%, entonces
pug= {1,2,5,4,5,6} s

'2.- Sean E= {x ] xes estudiante} y B= %x | x cs burﬁdrata},
entonces EUB= {x | x es estudiante Sburdcrata } o

Brevemente la unién de A con B se puede definir asi:

AUB= {x ‘.x €A 6 x é B } .
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s, ]3 - INTERSECCION.

La intersecci6n de dos conjuntos A y B es el conjunto de -
‘todos los elementos que pertenecen simultineamente a Ay a B.

_Es decir todos aquellos elementos que pertenecer a A y que
‘tambien pertemecen a B. Se denota la intersecci6n de A y B por.

AMB que se lee "A interseccidén B"

Esta operacién q_uéda 1representada poxr el diagrama de Venn.

EJ emplos :

. 1 - Sean los conjuntos P= {1 2 3 43 y Q= {3 4,5 61 enton——
ces P\ Q = {3,41 '

2 -~ Sean B={x \ x es estudxante} y B= {x \ x es burécratal
~ entonces E M B= ;‘x \ x es estudiante y ourécrataz

5.0 si a= 12,4,6,8,...1 y B= {3,6,9,...F entonces

AN B=} 6,12,18,24,... 3.
" 4,- 81 adx \ x es mujerly A= {x \x esvhombr‘e:i;gnton-‘
ces ' 7 I
M N He ¢ iR
La 1ntersccr16n de A y B se puede definir asi:’.

AT\ B= {x | xeay x € BJ



5.14,~ bf‘FERENCI'A. —vﬂ??-i

La difer!®fcia de dos conjuntos A y B es el conjunto de to--
dos los elementos QuUe pertenecen a A pero que no pertenecen a B,
La diferencia de A v B se denota por.

"A-~B & AN B que se lee "A menos B"v

La representacién de esta operaci6n en un diagrama es: -

Ejemplos:

1.--Sean los conjuntos P= {1,2,3,4} y Q= %3,4,5,63 , en-=»
tonces P~\.Q= 41,21 y Q N\ P= {5,6] v

Obs&rvese que esta operacién no es conmutativa

2.- Sean E= {x | x es estudiarite} y B= {x \ x es burécra- v

ta} » entonces

EN B={x | x es estudiante pero no es burScratal

B \. E= *{x | x es burdcrata pero no es estudj:ante]
3.--5i p={2,4,6,8,...7 pares y N= }1,3,5,7,...1 nones, -

entonces . . .

P\ N=12,4,6,8,...3 y 'N\ P=1}1,3,5,7,...}

La diferencia de A y B se puede definir concisamente ‘-_--7' 

como ¢

AN B=(.x|xeA y xféB} .



~ '5.15,~ COMPLEMENTO .
El: cb_mpl‘emer{to de -un conjunto A es el conjunto de todos los.

elementos. que pertenecen al conjunto universal U, pero que no per -
~fenecen al ‘conjunto ‘A. Es decir el complemento de A es” la.diferen

¢ia de U y A. Se denotd el complemento de A por -
A' se lee "coﬁplémento de A"

. Esta operacifn sé representa por el diagrama de Venn.




o Ejemplos: . ‘ o :ll!—g-
1.- Sea U={0,1,2,3,4,5,6,7,8,93 conjunto universal y - - - -
A= { 051 ,'2,3.3 entonces -

CA'= %4;516»7;8:9}.

2.- 8i U={ x \ X es letra del alfabetol es;c,onjunto universal y
B= {a,b,c,q,e, f,g 3 entonces .

B'= {h 3i,5,%, 1;m;;;;.,x,y,z}

3.- Si U= ‘{ x } x es habitante del D. F } es conjunto universal
A y P= { x I'x es habitante de Iztapalapa {, entonces '

Pr= {x ! x no es‘ habitante de Iztapalapa .

E1 complemento de A se puede definir asfi:

.N?{xlXGUdfx‘fAZ{U\~AA

La’ un16n, 1ntersecc16n d:.ferenc:.a Yy complemento, son las’ ope-

raciones b&sicas de- -los con;untos. Veamos un eJemplo,

Sea U= )x 0,1,2,‘3,’4,‘5,6,‘7,8,9} conjunto universal
A= {0,1,2,3,43 , 3= 1{3,4,5,6,73 y ¢= 45,6,7,8,93., enton

{0/1;2,3,4,56,7F
2.- Auc= {0,1,2,3,4,5,6.7,8,9% -
3.7‘Ans= {3,4%

‘4.- AnC= @ v
.- A = {s.6,7,8,00
“6.- B = {0,1,2,8,0}
7.- taus)'= {8,903}

1.- AUB



‘-,_1_‘5_‘:.]:; .
8.- (AUCY' = 4.

8- (anB)* = {0,1;2;5,6,7,8,93
10.- AN B = {0;1,2}

_11.- AN ¢ = {0;1,2,3,4%

s12z.- BN ¢ = {3,47

13.- atu B* = 10,1,2,5,6,7,8,95
. 14.--A'nB* = {8,9}

15.- AN B' = {0}1,23

©16.- AUBUC = U

L 17.- A(\-BnC = g

18.- (AUB) '\ (ANB)' = §

Observacién.Si A y B son dos conjunto disjuntos o ajenos,
entonces A /\ B= ¢

Ejercicios

.-; En cada diagrama rayar AUB

. @ OO @

’ .—' En_cada diagrama ravarANB

@ OGOQ

3.- En cada diagrama rayvar A™S B

@ Qop.p



Hallar. '

a).

- b)
©)

5.~ Si U=
’ A={x
- ‘afios ;

: by

a)

e)"

£)
2)
hy
1)
b
{x
\

.

a)

<)
d)
e}
£)
£)

h)

' ,eaﬁy G 1‘2;’ '{f,gs ‘, .

PUQ_
QUR
PAQ

PAR
PUP '

anQ

PUQUR
PAQNR
P\Q
P\P

| x es estudiante } es conjunto universal >

X es mujer § y B=lx | X es menor de 38 --

. Hallar,

Al
B t
AUB
ANB -
ANB

BNA

" A'U B!

A'ABY

L=
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B 6.-'

Sean U= {a e,i,o ul conJunto unxversal M= {a e Z

N=‘(e 11

a)

b)

.
@
e)

£)

g)

MT
N?*

MUN
NUR

" MAN
NAR

M~N

;N\R
 (MUN)n (NUR)
(M~N)U(N~R)
((M'UN') ~R) !

R= {e o,u 1 Halhr.‘

Con51deremos el diagrama de Venn de los conJuntos U,A,

B y C.

Donde cada ntimero representa el drea de cada regidn aje

na.

Es decir podemos imaginar el diagrama como el mapa de -
un continente, donde cada nfimexo del 1-al 7 son pafses-

y el 8 es el ocE&ano.
las regiones que ocupa.

Ejemplo

- Conjunto

A
AUB
BNC

Se desea anotar en cada conjunto -
.

Regiones H
(1,2,4,6)

0 2 »3,4,6,7)
(1,33



© 5.- -ANC

~10.- ~ AUB ~ BAC
“11.- ANBUC
-12.- * (AUBUC) !
"13.<  ANBAC

.- (1,3,4,7)

=153- 7

Hallar las regiones para cada conjunto.’

Conjunto . Regione?'
'1:_ B i
2e- BuC i
s._ auc T ) :
4. AnB .‘.4...f...

6.~ ANB

.7..__ CBeQ s
'8._-- Av
.. Br oIt

14.- (ANB)U(BAC)U(ANC)
15.- - (A'WBAC)UCANB*AC) UCARBACY)

"Lo mismo del ejerci¢io anterior (7) pero ahora lo haremos -- -
a2 la inversa. Es decir se dan las regiones y se pide anotar
el conjunto. :

Regiones o Conjunto

2.- (4,6,7,8)
3.- ° (4,6)

f4;- (2,3,4,5,6,7,8)
"§.- (3,5,7) @——
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' 7.- (1,3,4) _—
. 8.- (6) UL

9.- - (5,8) . SOARLLLY

- 10, (2,3,4)
12e- (1,8) it

5,16,- LF.YES DE LAS. OPERACIONES.

Las oﬁeraciones .entre tonjuntDS‘(Unién, intersectién,’coﬁ-F
plemento y ‘diferencia) al igual que las prop051c10nes 18gicas, -
estan sujetas a las siguientes leyes: >

Sean A,-B y C conjuntos cualesquiera de un mismo universo

Idempotengia
AUA= A ‘ ANA= A

Conmutativa
AUB= BUA : 'ANB= BNA

; Asociativa ) A

AU(BUC) = (AUB) UC AN(BAC) = (ARNB)AC
: Distributiva ' »
AU(BAC)= (AUBN (AUC)‘ AN(BUC) = (AnB)U(ANC)
v D'Morgan o o
(AUB)'s A'NB’ _ (ANB) '= A'UB'

Estas leyes son los axiomas bisicos para el desarrollo del -
Algebra de conjuntos.

La diferenC1a entre conJuntos és tambien 1la 1ntersecc;6n de
con;untos, -de la forma:

ANB=Ax | xeA y x £ 8} = ans'.
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Observacién 1. El complemente del conjunto vacio es el -~

conjunto universal y viceversa. Es decir
= U voolit= g

Observacién 2. HEL complemsnic del complemento de A, es A.

(A= A

Obsexvacidén 3. La unidn de A con A' es el universo y la --

interseccidn de A con A' es vacio. EBs decir
AUA'= U Y ARAY= @

Observacién 4. La :mién de A con @, es Ay la interseccién
a,

de A con . es §. O sea.

AUG= A y Ang= ¢

Observacin 5. La unién de Acon U, es U y la interseccién
de A con U, es A. brevemente

AUU= U Y AnU= A

En base a estas observaciones y a las leyes escritas anteriorx
mente, se puede reducir algebiiicamsntes

Por ejemplo
Reducir las expresiones

a) AN(ATUB)
7" b)  A'U(A'UB')"

) AUCAUB) ' A
ar (AUGBAA')) NA - g
€) (AUB)'~ A
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] __So 1uc16n::

a) ANCA'UB)= (ANA')U(AnB)

' = ¢ UCAnB)

"= ANB

'B) ATUCATUB*) = A'UCAT N BTY.
: A'UCANB)
CA'UAIN(A'UB)
U N(ATUB)
== A'UB Lo

[

¢) -AU(AUB)'= AU(A'nB')
= (AUA'IN(AUB')
. = UN(AUB').
= AUB'

d) (AU(BAAT) ~A = ((AUB)A(AUA')) ~A
. ((AUB)AUIN A
(AUB) ~ A

(AUB) NA?
(ANATIU(BNRA")

6 U (BnAY)

= BnRA!*
= B~A

) CAUB)TNA' = (AUB}'n A''
SR = (AUB)'n A
= (A'nB')NnA

= (B'NA')AA

= B'N (A'nA) .

o - . = B'nd

T =9
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Se puede verificar estas igualdades (no demostrar) mediante

un diagrama de Venn. Utilizando el siguiente principio

Principio: Dos conjuntos son iguales en un diagrama de Venn
si, y solo si ocupan la misma regi6n

Verificacitn del ejemplo "a". Donde se obtuvo que:

ANCA'UB)= ANB

Del diagrama de Venn, donde se han separado las regiones -=
ajenas, tenemos: '

Conjunto o Regidn
4 a :1..i~‘;..f- .. (1.2
N _.:z..f...A - (i,3)
s A AR 5.4
4. A ..,.,.t%i..‘.A.. (1.5.4)
s.- ANA'UB) — o (D
6.- AnB ..i SRIRT RIS .

Comparando estos dos Gltimos conjuntos 5 y 6, observamos q&?
ocuban exactamente la misma regi6én y por lo tanto son iguales. --
Anilogmante se pueden verificar las demds igualdades. -
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" 5,17 ' CARDINALIDAD DE LAS OPERACIONES, .
- En la parte 5.8 1lamamos cardinalidad de un conjunto A fini -
to, al nGimero de sus elementos y lo representamos por m (A), que

remos ahora saber la cardinalidad de los conjuntos compuestos --
por operaciones. g

aj» Cardinalidad de la unibn.’
Si A y B son conjuntos de un - mismo universo, éntonces’
n(AUB)= n( A) + n(B)—_ n (AnB).
Ejemplo i o 7
Si A= {a,b,c,d £,%,81 y B={c,d,e,f,g,h,i,j, k], 'entonce’s
como AnB= {c,d,e,£,g] y mn(A)= 7, n(B)=9, mn(A B)= 5
tenemos que: ‘

.

n{AUB)= n(A) f-n(B‘) -n(ANB)}= 7 + 9-5 = 11
b) Cardinalidad del complemento.

" Si A es un conjunto cuyo conjunto universal es U, entonces
n(A')= n(U)-n(A)
‘ Ejempio
Sea U=40,1,2,3,4,5,6,7,8,95 vy A= 41,3,5,7,97 , entonces
n(U)= 10, n(A)= 5 y n(A)= n(U)-n(A)= 10-5=5

¢) Cardinalidad de la diferencia.
.. . Cuando A y B son conjuntos del mismo univérso, entonces -
. n(A~BY= n(A) - n(AnB) -
Ejemplo ,
Sean A= {a,b,c';d,e;fl y B={d,e,f,g,h},’ :entoﬁces :
_n(ANB)= n(A)-n(AMB)= 6-3= 3
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) Cardlnalldad de con;untos ajenos o dlsJuntos. o

Sabemos que dos.conjuntos A Y B son dlsJuntos, si no tienen’
elementos en comfn (5.9), esto es AnB= § .

; "Si Ay B son conjuntos disjuntos, diremos que son mutuamen- .
- te ‘excluyentes. Esto es si elggimés un elemento de A, es imposi.- -

. .ble que 'tambien sed elemento de B y viceversa.

" Cuando A y B son dlsJuntos o mutuamente excluyentes, 1a ca.r
».d:.nal:.da.d de su unidn es. : '

"nCAUB)= n(A) + n(B)
ya que AAB= § . y n(g)= 0
Ejemplo
Sean A= (0‘,'2‘,'4,‘6;83 y  Ba {1,3,5,7,9%
- Vemos que A B= ﬂ, por 'lo cual}.s;:h ajenos y-.

7 n(A)= 5.
n(B)= 5
Por 1o‘tanto
n(AUB)= n(A) + n(B)

-=5+5
=10
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' ‘Ld5 f6rmulas anteriores de card1nalldad son fitiles en la -
solucién-de algunos problemas.

Ejemplo, 1.-

En un;grubo de 100 estudiantes 50 estudian inglés, 30 estu--
“dian francés y 40 no estudian idioma alguno. i Cuintos:alumnos --
estudian ambos idiomas? : A

. Haciendo el diagrama de Venn tenemos:

donde n(U)= 100
.n(I)= 50
n(F)=. 30

_n(IUF) )= 40

*

I= 4 x | x estudia inglés}
{x | x estudia francés]

Lo que queremos saber es n{INF)

-

Aplicamos la cardlnalldad del complemento para encontrar
n (IUF).

n((IUF) '}= n(U)- n(IUF)

de donde

n(IUF)= n(U)- n{(IUF)")

= 100-40
.= 60 4

como n{IUF)= n(I)+ n(F)- n(INF),

Sustituyendo valores tenemos -

, 60 = S0 + 30- n(INE)
despejamos n(INF) tenemos:
n(IN F)= 50+30-60.

n(INF)= 20 - - BN
_Por lo tanto el ndmero de alumnos que estudian ambos idiomas ‘es de 20._



Ejemplo 2 . -161—;

En una encuesta hecha a 50 alis -5 del Giltimo afio de bachi-
1lerato, 25 desean estudiar Medicina, 55 desean estudiar Veteri-

naria y 5 no desecan estudiar estas carreras cCuintos alumnos ---
desean estudiar solamente ;.~dicina?

‘El diagrama de Venn queda asi:

S A | D oLl donde ‘ n (V) =50

. EZM=—'{x ! x ¢utudio med.-S n (M) =25

S V= 4x \:x estudio vetl. (V) =35

n ((MUV) )= 5
Se desea saber n(M\V) y como -
n(M\V)= vp(m- n{Mnv) , debemos encontrar primero n{MNV),
Por la cardinalidad del complemento tenemos: -’

n(MOV) = 50-5 = 4S
Como

nGUVI= n(M) + n(V)- a(MAV)
tenemos que:

45= 25 + 35 - n(MAY)

: despejamos- a(MOV) y tenemos

nMNAV)= 25 + 35 - 45= 15

<. Por 1o 'cual 1la respuesta al problema es

. a MW= n00- nAN=
‘-,:.710‘ : -

:Por lo tants 10 21umnos desean es tudiar s6lo medicina.




Sy E
C 62“ Ejemplo 3 - -

o La clase de primer afio, en una universidad esti formada por
" - 100" estudiantés, De estos 40 son mujeres, 73 estudian Inglés y

12 mujeres no estudian inglés iCufintos hombres no estudian ----

Inglés? ’ :

Diagrama de Venn :
. , - donde n(U)= 100

n{i)= 73 - , g
nM)= 40

A(MNI)= 12

=4{x | X estudia inglés}
M= {x | x es mujer 3

Se desea saber n((IUM)') y como

n{ (IUM) *)= n(U)-n (IﬂM). Debemos encontrér n(IU@D'

Como n(MNI)= n(M)-n(MOI) teneﬁos que: | ‘ '
. 12 = 40 - n(MNI) ‘ ’

De donde.

_ n(MNAI)= 40-12= 28

. ‘.vi.‘Y;gt‘amo ) e

 N(MUI) = n(M) +n(I)~-n(MNT )

entonces

o n(MUI)= 40+73-28= 85
. De ahi que. . Lo
- n(QUM) *) = n(U) -n(IUM)

.

=100 - 85 . 0w

=" 15
©; “Por lo tanto el ntnerd de hombres que no estudién—inglés es -~
'_A": de15. o .
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Estamos en condiciones de extender la cardlnalldad de la «-<
unién de dos conjuntos, a tres conjuntos. Esto es.
n(AUBUC)

Para encontrar la f£f&6rmula o modelo para calcular &€ste ndmero,
reécordemos que la cardinalidad para la unién de dos conjuntos-es:

n(AUB}= n(A)+n(B) -n(ANB)
De ahf que al apl:.car Esta f6rmula tres ‘veces, junto con las
'prop:.edades asoc1at1va, distributiva y de- 1dempotenc1a, tenemos:
n(AUBUC) = n{AU(BUC))
= n(A) +n(BUC) -n(A N (BUC))

= n(A) +n(B) +n(C)-n(BnC)-n((ANBYU(ANC))
. = n(A)+n(B)+n(C)-nBNC)- [ncAnB) +n(anC)-n{(AaB) N CAﬂ C))]

= n (A)+n(B)+n(C) -n(BqFI) -n(AnB) -n(AnC) +n(ANBN C)
.Por 1o tantorl‘a cardinalidad para tres conjunf;os es:
n(AUBUC) =n(A) +n(B) +n(C) -n(BAC) -n(ANB) ~n(ANC) + 'nCANBAC)
Ejemplo
si A= {ab,cd,e,e], 3= id,e.f,gh,il ¥ C= {c,e,5,8,0,5,Keam
anB= {d,e,8}, Bac=4e,£,5,1 , Anc={c,e,£] y AnBoacs e, 7

entonces n(A)= 6, n(B)= 6, n(C)= 7, n(AnB)= 3, n(BnC)=
n(AnC)=3 y n(AnNBNC)= 2 '
Por 10 tanto

n(AUBUC) = n(A)+n(B)+n(C) -n(AnB) n(BnC) - n(AnC) +n (AanC)

=6.+6+7-3~4-3+2=11A
De ahi que n(AUBUC)= 11



' Ejemplo 4

En un grupo de 30 alumnos 'de Bachillerato,’ 20 ohtuvieron MB
en matemiticas, 23 obtuvieron MB en quimica, 18 obtuvieron MB en
- £Ssica, 15 obtuvieron MB en matemiticas y en qufmica, 12 Obt%\ii’ej.‘
ron MB en matemiticas y en fisica y 14 obtuvieron MB en quiiica y
“.en fisica. No hubo ninguno sin MB. iCuintos de ellos obtuvieron -
MB en los. tres cursos? K

Diagrama de Verin.

M={x | x obtuvo MB en matemiticas}

F= {x \ x obtuvo MB en fisica ]

Q={x | x obtuvo MB en quimica}

Como: '

n{M)= 20

n(F)= 18 : : L
" n(Q)= 23 o :
"n{MAE)= 12 ‘

n{FAQ) = 14
- n(MaQ) = 15
T n(u) = 30

Apllcando la f6rmu1a de la card:malldad de" 1a un16n

n(MUFUQ)= n(M) +n(F) +n(Q)- n{MAF) - n(an)-»n (MnQ) + n(MnFnQ)
Sustltuyendo valores y reduciendo operac:mnes,' tenemos
© 7 30= 20 + 18+23-12-14- 1S+n(MAFRQ)
30= 20+n(MAFNQ)
Despejamos_n(Mr\'PnQ) y obtenemos. ] , )
n(MPEAQ) = 10 ST

Por 1o cual 10 alumnos cbtuvieron MB en los tres-cursos.



Ejemplo 5 - . . - 1_§§_:_

En una encuesta realizada a 80 familias en un dia cualquiera,
se obtuvo la siguiente informaci6n: 42 familias consumieron torti
11z, 471 familias consumieron pan, 34 familias,consumieron_cérne,—

. 18 consumieron pan y tortilla, 20 consumieron pan y carne,i16 tor
tilla y carne, ademis 5 familias no consumieron alguno de estos- -
alimentos ;Cufntas familias consumieron en ese dia:

" a) Pan, tortilla y carne?
b) S61o uno de los alimentos?.
¢) S616 dos de los alimentos?

d) No mids de dos alimentos?

diagrama
CUCBOY.
Tc42) ' T=4{x \x consume tortillal
‘ p={x | x consume pan}

P41 C= {x | x consume carne]
110
n(T)= 42 n(PAT)= 18 n{(PUTUC) *')= S
n{P)= 41 n{Pac) =
n(C)= 34 n(Tac)= 16
Solucidn

a) n(PUTUC)= n(U) -n((PUTUC) '}= 80-5= 75 .
n(PUTUC) = n(b)+n(T)+n(C)-n(PnT)-n(pncj-nngc3+n(ynTnC)
75 = 42+41+34-18-20-16+n(PNTNC)

Por lo. cual n(PATAC)= 12, Es decir 12 familias éonsumén los
. tres alimentos. Con esto completamos el diagrama, escr1b1endo en-
cada reglén su cardinalidad. i



b)

"S6lo uno de estos alimentos' s_ignifica; que,. si una fami

lia consumié to;:tilia,‘ no consumié pan ni carne, o si con
sumidé pan, no consumid tortilla ni carne, o si cbnsumié -
carne, no consumi6é tortilla ni pan. En el lenguaje $imb§_
lico de los conjuntos es. : ‘ )

{TaP*'AC'IUCT'nPAC’IU(T'AP'NC)
Observando el diagrama obtenemos
n(TnP'nC*)= 20 )
n(T'APAC*)= 15 = . *
n(T'NP'NC)= '10

Como estos conjuntos son mutuamente excluyentes, entonces )

,n((l'l\?'nC')U(T"{\Pné')U(T'nP'nC))= 20 + 15+10= 45

Por lo cual 45 familias consumieron s8lo uno de los ali-.

B mentos‘ -

<)

""Solo dos alimentos", 'en lenguaje de conjuntos es: .
(TAPAC*) U(TAP'NC) U(T'NPAC) '
Del diagrama obtenemos que:
n(TAPNC')= 6
n{TaP'nC)= 4
n(T'aPaC)= 8

Por ser mutuamente. excluyentes estos conjuntos, se obtie-

ne que.

n((TAPAC')U(TAP'AC)U(T'APAC)) = 6+4+8= 18

‘De ahf que 18 familias consumieron sélo dos de los alimentos
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d) "No més de. dos alimentos", significa que no consumieron
los tres alimentos ‘el mismo dfa. En términos del lengug
je de conjuntos -...

(TaPAC) *-
A lo cual

n({TAPNAC) '} = n(U) -n(TAPAC)
=-80 12
= 68

Por lo tanto 68 familias no consumieron los tres alimen-
tos (méds de dos)

Es oportuno resolver el problema'planteado al inicio de é&ste
capitulo, ya que contamos con los elementos para hacerlo. Recor-
dando el problema, menciona que:

En nuestro grupo de clase hay 50 alumnos, entre los cuales -
. 17 practican gimnasia, 16 practican atletismo, 13 practican dan-
za, 7 practican gimnasia y danza, 8 practican-danza y atletismo,
S gimnasia y atletismo,.si ademds sabemos que 21 alumnos no prac
tican alguna de estas actividades- iCuintos alumnos practican las
tres actividades?

Solucidn:

Diagrama de Venn

g=4{x\| x practiga.gimnasia}

{x } x practica atletismo}

=
B

{x | x practica danza }
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Como:
‘,n(G)=f17
n(A)= 16
_n(D)=.13
n(GnA)= 5
. n{AND} =8
n(GOD)= 7
n(P= 50

Asi 21.aluﬁnos no practican alguna de estas actividades, ---
entonces ‘

n((GUAUD) 1) = 21

Como n((GUAUD) ') = n(U)-n(GUAUD)

. 21 = 50-n(GUAUD)
De donde ’

n(GUAUD) = 50-21= 29

Deseamos saber cuantos. alumnos practican gimnasia, atletismo
y danza, es decir queremos conocer c(GARAND).

Utilizando 1la cardinalidad de la unién de;G,A y D, teneﬁos:
n(GUAUD) =n({G) +n(A) +n({D) -n(GAA) -n(ARD) -n(GnD) + n(GnAnD)
Susiituyendo valores tenemos.
29= 17+16+13-5-8-7+n(GNAND)
Despejamos n{GNAND) y tenemoé que:
- n(GAAND) = 3

S . " Por lo tanto 3 alumnos practican las tres.actividades.
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Ejercicios

Reduce los siguientes conjuntos.

“a) A*NCAUB')

b) (A'AB)UB'

¢) AUCAUB®) ¥

d) CA'NB)NB -

e) A~ (AnB) o I
£) AUBNA

g) AUBN AnB

h) (A'MCA'AB)Y1)?

i) (CAUBINC)U((AUB) N C')

Verifica las siguientes igualdades, empleando <
Venn.

a) (AUB')'= A'MB

B (ANB)'= A'UB

c) (AUBUC)'= A'AB'N'C'
d) AN(ANB)'= ANB

e} AN(BNCO)= ANBNANC

Sea U el conjunto universal A y B conjuntos gon_las<cardina-
lidades siguientes. n(U)=100, n(A)= 40, n(B)= 50y n(AUB) =75
Calcular. ' ’ :

a) n(ANB) o ) e) n(A'NB) .
b) n(A U B)* . £} n(A'U B)
~€) nCA'NB') " g) n(A™ B)

d) n(A'U B")
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~De un grupo de 70 alumnos que eligieron las materias optati

vas Matemfiticas, Biologfa.y. Economia, en la forma 51gu1ente.
26 eligieron Matemdticas, 19 Biologfa, 36 Economia, 9_Matem§
ticas y Biologia, 6 Biologfa y Economia, 10 eligieron Matem&d .-
ticas y Economia, y 4 eligieron las tres materias ;Cudntos-.
alumnos eligieron. ’ ‘ )

a) s6lo .economia? h ) ' >

b) exclusivamente dos materias?

c) ninguna de estas materias?

De 150 soldados que participaron en una batalla, 80 perdie--

ron un ojo, 70 perdieron una oreja y 20 escaparon ilesos -~--
¢ Cuintos soldados perdieron simultineamente un ojo y una --
oreja?

.

pefISO soldados que participaron en una cruenta batalla, 80
perdieron un ojo, 70 perdieron una oreja, 50 perdieron una - -

'pierna, 20 perdieron un ojo y una oreja, 25 un ojo y una ---

pierna, 30 una oreja y una pierna, y 10 perdieron un ojo, --
una oreja y una pierna. jiCuintos escaparon ilesos?

.Una encuesta basada en 100 estudiantes de bachillerato reve- ~

16 - 1a informacidn siguiente de su ingreso a los cursos de --
matemdticas, Biologfa y Ciencias politicas.
26 estudian matemiticas
65 estudian cienﬁias politicas
6S estudian BiOIOgié'
14 estudian matemiticas y ciencias politicas
,13v estudian matemiticas y biologia—

40 estudian ciencias polfticas y biologfa

8 ‘estudian matemiticas, ciencias polfiticas y biologia
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a) iCuintos estudiantes llevan matemdticas como Gnico -
‘curso? - ' : '
b) ¢Cufintos no siguén ninguno de los tres cursos?

c) iCudntos llevan matemdticas y biologia pero no cien
cias politicas?’ -

En un grupo de 33 personas hay solamente dos tipos de perso-
"nas, especialistas en estadistica y mentirosos.Si 21-son --- '
esﬁecialistas ‘en estadistica y 19 son mentirosos, ;Cuintos =--

son a la vez mentirosos y especialistas en estadistica?

Usando la informacifn dada en la figura. Hallar.

a) n(A) £) n(A'U BY) -

b) - n(B) g) n(A'nB") B
c) n(AUB) - h) n(A")

d) n(A~B)

e} n(BNA)

Un distribuidor tiene 75 automoviles, de los cuales los de (A)
son automiticos, los de (B) son compactos y los de (C) son de
traccidn delantera. Usando la informacidn de la figura.

Calcular

a) n(A) £) n(AnBnC) U
b) n(B) g) n(AUB)

-3~ n(C). . h) n(BUC)

a) n(AnB) i) n(A'UB'UC)

e) n(ANC) - i) n{Bn (AUC))
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