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l. I N T Ro o u e e I o N . 

Uno de los problemas que permanece abierto en la teo

ría de grupos, es el de clasificarlos. No se ha resuel 

to ni para grupos de orden finito, y sólo en algunos 

casos, (abelianos por ejemplo) se ha podido dar la des 

cripción completa de todos ellos para cada orden dado. 

Aparece de manera natural la cuestión de·determinar en 

cada grupo, cuales son todos sus subgrupos y en parti

cular aquellos que son normales, y en este contexto,un 

teorema notable (y sencillo) que se debe a Lagrange es 

el que asegura que todo grupo finito G y para todo sub 

grupo H de G, el orden de H divide al orden de G.(de 

lo que resulta, por ejemplo que todo grupo de orden -

primo es necesariamente simple* y cíclico). 

Se sabe que una especie de inverso del teorema de La-

grange, a saber: "Si m divide al orden de G, entonces 

G debe de tener al menos un subgrupo de orden m", es 

*Oefiñ1c1oñ:-oñ-9rüpo-se-11ama-sTmpTc~-si-süs-uñicos
subgrupos normales son los triviales. BURNSIDE esta
bleció la conjetura de que, en vista de que torlos los 
grupos simpl~s no triviales que se habían encontrado, 
eran de 0rden par, ello debía ser así, y por lo tanto, 
la imparidad en el orden de un grupo (no de orden pr! 
mo), debía implicar solubilidad. Este resultado fué -
demostrado en 1950 por THOMPSON y FEIT. 



fa1so, lo que se comprueba examinando al grupo de las 

.permutaciones pares de cuatro objetos, cuyo orden es 

12 y que no tiene ningún subgrupo de orden 6. Sin em

bargo si se especializa de alguna manera al conjunto 

de divisores del orden de G que deban considerarse, 

pueden obtenerse resultados afirmativos interesantes. 

En este sentido, quizá ln5 mas notables son los que -

obtuvo Sylow, y que estan contenidos esencialmente en 

los teoremas que llevan su nombre, y que se pueden pre 

sentar de la manera siguiente: 

TEOREMAS DE SYLOW: 

~efinic16n 1: 

Sea ~ un grupo finito, cuyo orden es p m con p primo,y 

(p,m) = l. Entonces todo subgrupo de G de orden p« se 

llama p-subgrupo de Sylow de G, (y se denotará p-SS de G) 

Definición 2: 

Un subgrupo de un grupo finito G es un p-subgrupo de G 

(p-s de G) si su orden es una potencia de p. En parti

cular los p-SS de G, son p-s de G. 

TEOREMA 1: 

Para cada número primo p, todo grupo finito G tiene al 

menos un p-SS. 



TEOREMA 2: 

Para cada p primo y para todo grupo finito G, los p-SS 

de G son conjugados entre sí. (Es decir si P 1 y P 2 son 

p-SS de G que corresponden al mismo primo p, existe 

x E G tal que P 1 = xP2x- 1 ). 

COROLARIO 1: 

UN p-SS de G , P es único, si y sólo si P es normal de G 

COROLARIO 2: 

Todo grupo abeliano finito es producto directo de sus 

p-SS no triviales. 

TEOREMA 3: 

Para cada p primo y para todo grupo finito G, el núme

ro de los p-SS de G es congruente con 1 módulo p. 

TEOREMA 4: 

Todo p-5 de un grupo finito G, está contenido en un 

p-SS de G. 

Los teoremas anteriores constituyen una herramienta PQ 

derosa para el estudio y clasificación de los grupos -

finitos, (especialmente útil si para algún primo p el 

correspondiente p-SS resulta único y por lo tanto nor

mal), y como ejemplos sencillos de su aplicación, se 

mencionan los resultados siguientes: 



1) Sea G un grupo de orden pq, en donde p y q son pri 

mos, p es menor que q y q no es congruente con 1 m~ 

dulo p. Entonces G es necesariamente cíclico. 

2) Si el orden de G es pq 2 ,p,q primos, p menor que q 

y p no divide a q 2 
- 1, entonces Ges necesariamen-

te abeliano . 
. ) s1· tt1 «2 «r 3 elorden de Ges p

1 
p

2 
••• Pr con p

1
, ... ,p 

r 
primos y p1 ,p 2 , ••• ,pr un conjunto de representantes 

de los p-SS de G, entonces G es nilpotente si y só

lo si 

i) cada pi es normal en G 

ii) G = P1 X P2 X ••• X Pr 

1, ... , r 

4) No existen grupos simples de ordenes 30,56 ó 200. 

Cuando se presentan los teoremas de Sylow por prime

ra vez en el estudio tradicional del álgebra moderna, 

los p-SS aparecen en general en forma abstracta. Los 

ejemplos que suelen darse a este nivel, casi siempre 

son tan triviales o tan complicados que pierden toda 

su utilidad didáctica y su valor como modelo del con 

cepto que se quiere ilustrar. Por esto se pensó que 

valía la pena mostrar un caso que no cayera en los 

extremos antes mencionados y así surgió este traba-



jo que describe un p-SS de un grupo particular, junto 

con la red completa de sus subgrupos. 

Se escogió al conjunto S = i 3 x Z
3 

(de 9 elementos) y 

se tomó un grupo básico al grupo S
9 

de las permutacio

nes de S junto con la composición de permutaciones, en 

tre las que se seleccionaron cuatro de ellas, a,b
0

,b
1

, 

y b2 cuya acción sobre S se describió utilizando una 

notación matricial. Se consideraron también 1os subgr~ 

pos A,B 0 ,B1 y B2 de S9 que estas permutaciones generan, 

y se definió como G a 1 subgrupo de S
9 

generado por 1 as 

cuatro. Finalmente se hizo ver que: 

1) Todo elemento de G se puede escribir en forma única 

como· 

a rbo So b,_ Si b¿ ~ 

y por lo tanto: 

2) El orden de G es 34 , que también es la mayor pote!!_ 

cia de 3 que divide a1 orden de S 9 , (que como sab~ 

mas es 9!) y por io tanto G resulta ser un 3-SS de S
9 

Es este grupo G, 3-SS de 5 9 , y que, de otra manera pu~ 

de definirse como el producto de entrelazamiento de dos 

grupos de orden 3, ~3 l 14, , sobre el que se trabajó y 

cuya red completa de subgrupos se exhibe en esta tesis. 



E1 presente trabajo está basado en la monografía de 

H. Cárdenas y E. Lluis [2] en donde determinan la red 

de subgrupos del producto de entrelazamiento ll~\ ll p 

así como en varias conferencias de E. Lluis y C. Rincón. 

A todos ellos mis sinceros agradecimientos. 
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2. EL GRUPO 

Sea S9 el grupo de permutaciones del conjunto de 9 elementos 

Z3 x Z3 .La multiplicación en $9 es la composición de permu-

taciones. 

Representaremos Z3 x z, en forma de matriz: 

( (O,OJ (0,1) (0,2) ) 

(1,0) (1,1) (1,2) 

(2 ,O) (2,1) (2,2) 

o simplemente: 

e o o 

) 
o 

Entre los elementos de 59 distinguiremos a las siguientes pe.r. 

mutaciones. 

a e: $9 Permutación cíclica de los renglones 

boe: $9 Permutación cíclica de los el ernentos 

del renglón o 

bie: $9 Permutación cíclica de los elementos 

del renglón 1 

b2e: S9 Permutación cíclica de los elementos 

del renglón 2. 



o sea 

explícitamente 

a(O,O) (1,0) 

a(l,O) (2,0) 

a(2,0) (0,0) 

b0 (0,0) = (0,1) 

b 0 (1,0) = (1,0) 

b0 (2,0) = (2,0) 

etc. 

Gráficamente 

9:! observa que: 

a 2 
"' 1 

a 3 = 1 

a(i ,j) = (i+l,j) rj) si 

bk(i,j) = 

( i ,j+l) si 

a(0,1) = (1,1) 

a{l,l) = {2,1) 

a(2,l) = (0,1) 

b0 (0,l) = (0,2) 

b0 (1,1) " (1,1) 

b0 (2,l) = (2,1) 

'· =( 
o 

b~ = 1 

i "' k 

= k 

a(0,2) 

a(l,2) 

a(2,2) 

b0 (0,2) 

b 0 (1,2) 

b0 {2,2) 

b~ .. 1 

bi = 1 

2 

= (1,2) 

= (2,2) 

= (0,2) 

(0,0) 

(1,2) 

(2,2) 



Es decir, el orden de cada uno de estos elementos es 3 y en 

vista de esto, en lo sucesivo utilizaremos como exponentes de 

a,b 0 ,b 1 , y b2 a los elementos de Z3 

Denotaremos 

A = <a> B0 = <bo> 

Observemos que los conjuntos en los que opera cada una de-las 

bi son ajenos.Por lo tanto, para toda y toda j, 

bibj bjbi 

LEMA 1: Para cada i, 0,1,2 

Bin (Bj U Bk) = 1 (j,k ;o i) 

OEMOSTRAC ION: 

3 

Cada elemento de Bi deja fijo a todos los· elementos de los ren 

glones diferentes de i y el único elemento de Bj U Bk que hace 

esto es l. 

COROLARIO 3 : 

B es el producto directo de Bo por B1 por B2 

B = Bo X B1 X 82 

COROLARIO 4 : 

entonces so 

COROLARIO 5 : 

B es un grupo tal que exp(B) = 3 

SÓ , S1 

(Recuérdese que los exponentes los estamos situando en Z3 ) 

s~ 



LEMA 2: 

aboa- 1 b1 

ab1a-1 b2 

ab2a - 1 bo 

DEMOSTRAC ION: 

(abka-1)(i,j) abk(i-1,j) 

la(i-1,j+l) = (i,j+l) 

a(i-1,j) = (i,j) 

si 

si 

k = i-1 1 
k "' i-1 

4 

Obsérvese que también los subíndices se están utilizando módulo 3 

Ejemplos: 

1) aboa-1(1,0) = b1(l,O) (1,1) 

2) ab1a-1 (2,2) = b2(2,2) (2,0) 

3) ab1a-1(l,l) = b2(1,l) (1,1) 

1) 

2) 

3) 

(f~=~ 

(¿ 
e 

-o 

o ---
t!l 
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Del lema anterior se siguen directamente las siguientes reglas 

de conmutación que serán útiles en calculos posteriores: 

ab 2 =.b 0 a 

bibj = bjbi 

Es decir, en todo producto en el que aparezca la "a" a la dere 

cha de cualquier "b", se puede pasar la "a" a la izquierda de 

la "b" restándole uno (mod 3) al sub~ndice de la "b". 

Utilizando repetidamente las fórmulas anteriores obtenemos: 

b'.;ar=arb'..! (1) 
1 1-r · · · • · • • · · • • · 

Denotaremos con G al subgrupo de S generado por los elementos 

antes considerados: 

Cada elemento de Ges producto de potencias de a,b 0 ,b,,b, en 

cualquier orden {lo que incluye a los inversos). Ahora bien, 

las reglas de conmutación anteriores permiten "llevar" torlas 

las "a" hacia la izquierda y escribir el elemento en la forma 

o simplemente 

se insiste en que los exponentes se toman en Z3 

Hemos demostrado así: 

LEMA 3: 

Todo elemento de G se puede escribir en la forma: 

D r, 



Ejemplos: 

1) ab 0 ab2aab1 a = ab 0 ab2 aaab0 

2) b2 b1 b0 a = ab1 b0 b2 

3) b~b2 aaaab~b 0 = ab~b 1 b~b 0 ab 0 b~ 
4) b0 a

2 
= b0 aa ab 2 a = a

2
b1 

6) asb~ºbi1b~2arb~ºbr1b~2b;sob~s1b~s2a-s 

= arbsº bs 1 bs2 br0-s 0 br1 -s 1 br2-s 2 
o+s-r i+s-r 2+s-r o+s 1+s 2+s 

Obsé'rvese que la conjugación de un elemento geG con cualquier 

otro elemento hcG, deja invariante la suma de los exponentes 

de las bi de g, así como al exponente de la a. 

Dado que cada elemento de A "manda" cada columna en sí misma, 

y que el único elemento de B = 8 0 x 8 1 x 8 2 con tal propiedad 

es el idéntico, se cumple el lema siguiente: 

LEMA 4: 

A íl (8 0 U 8 1 U 8 2 ) {1} 

COROLARIO 6 : 

DEMOSTRACION: 

r = r' 

De los lemas anteriores se sigue directamente el siguiente te.Q. 

rema. 

TEOREMA 5: 

Los elementos del grupo G se pueden escribir en forma única, 

6 



de la manera siguiente: 

COROLARIO 7 : 

[G:l] = 3
4 

= 81 elementos. 
4 7 

Obsérvese que [S,:l] = 9! 3 ·2 •5•7 = 362880 y que por lo 

tanto, la máxima potencia de 3 que divide a [S,:l] es 3~, de 

donde G es, por definición.un 3-subgrupo de Sylow de S9 • 

El grupo G es el subgrupo de Sg con el que trabajaremos. 

7 



SUBG!l.UPOS MAX IMOS DE G 

B { b~ 0 bi 1b~ 2 }= Bo X 61 X 62 

Fo {arb~ 0 bi 1 b~2 ro + ri + r2 o } 

Fi {arbrºbi 1b~ 2 ro + ri + r2 r } 

F1 {arbrºbi 1b~ 2 ro + ri + r2 2r} 

PROPOSICION 1: 

B, Fo, Fi, F2, son subgrupos normales de G y de orden 27. Ob-

viamente ninguno de ellos es vacío. 

DEMOSTRACION: ( de que B es un subgrupo 

brºbi1b~2b~ºb~1b~2 = b~ºbr1bi2b~ºb~1b~2 b~1+sºbi2+s1b~º+s2 

DEMOSTRACION: ( de que 1 as F' s son subgrupos ) 

sean g,h e: Fi 

g = arbrºbi 1 b~2 

Y So + S1 + S2 

observese que 

(O :;; 

h 

::; 2) 

-s,l-s,2-s} = { 0,1,2 } 

en donde to+ ti+ t2 =ro + ri + r2 +so+ si+ s2 = i(r + s) 

lo que prueba gh e Fi. 

Por otro lado el hecho de que el orden es 27 se sigue de con

tarlos ya que la condición ro + ri + r2 = ir da 3 grados de 

libertad para seleccionar las r's 

DEMOSTRACION: (de que son normales 

B 

ir 

la propiedad que determina si arbrºbi 1b~ 2 esta en B, es r = O,y la 

que caracteriza a los elementos de los grupos Fo, F1 , Fz es 

la relación entre r y la suma ro + ri + r2 . Tanto r como ---



ro + ri + rz • son invariantes bajo conjugación (observación 

del ejemplo 6 página (6) y por lo tanto B, Fa , F1 , F2 son 

subgrupos normales de G. 

Podría también considerarse las funciones 

G '!' i -
'l'; es un homomorfismo de grupo y ker 'l'; = F; 

OBSERVACIONE-.S: 

(O ::: i :;; 2) 

B, Fa , Fi , F2 son subgrupos máximos de G, ya que su orden 

es 27 y el grupo G es de orden 81. 

Más adelante demostraremos que son los únicos subgrupos máximos 

y que por lo tanto cualquier subgrupo de G esta contenido en 

uno de ellos 

•9 



3. EL HOMOMORFISMO !J. 

Recordamos que A 1 , a , a 2 

Sea Z3A = [So+ s1a + S2a 2 1 Si€ Z3} 

con las definiciones: 

i ) 

si y sólo si 

= o • 1 • 2 

i i ) 

(so + s1a + s2a 2 )(to + tia+ t 2a 2 ) 

(soto+ S1t2 + S2t1) + (sot1 +sito+ S2t2)a + 

(sot2 + s1t1 + s2to)a 2 

esto es: 

Z3 A es el anillo de grupo de A sobre el anillo Z3 

(Z 3 A resulta ser, además, una Z3 - álgebra) 

Recordemos tambiin que 

8 = 8 o X 81 X 82 

es un grupo abeliano,al que se le da la estru~ 

tura de Z3A - modulo definido para b € 8, 

10 



(so + sia + s2a2 • b) - bsº{aba-i)sica2ba-')s2 

~ bsº(bª)si(bª2)S2 = bsº + sia + s2a2 

Nótese que si bp bk E B, 
r 

(b.bk)ª = arb.b.a-r·= arb.a-rarbka-r 
J J J J . 

i = 0.1.2 si es un exponente, la notación adoptada resulta -

"consistente" en el sentido que "valen las leyes de los expo--

nentes". 

{so + sia + s2a2. b) -bsº(absia-i){a2bs2a-') 

= bsºbsiabs2a = bsº{bª)si(bª2)s2 

f3 to + tia + t 2a 2 

a+ f3 = (s 0 + t 0 ) + (si+ ti)a + (s2 + t 2)a 2 

b%f3 i ba+f3 

11 

bªbs = bsº(bª)si(bª 2 >s2btº(bª)ticbª 2>t2 bso+tº(bª)si+ti(ba2)s2+t2 

= (bª)f3 i bªf3 

NOTESE: 
r r 

i) (bª )s =· (arba-r)(arba-r) •••• (arb-r) = arbsa-r = (bs)a 
r r { 

ii) {bª )s = asb~ a-s = asarba-ra-s = ar+sba- r+s) = 
ar+s aras 

b b 

(bª)f3 = {bª) tº[(bª)ªJti[(bª)ª2Jt2. 

[bsº(bª)si(bª2>s2Jtº·[{bsº{bª)sicbª 2>s2)ªJti.[{bsº(bª)sicbª
2
)s2)ª

2
Jt2 

[(bª)soti(bª2)sit1(b)s2ti3[(bª2)sot2(b)s1t2{bª)s2t2] 

• [bsºtº(bª)sito(bª 2)s2to] = b(soto+s1t2+s2t2)(bª) ... = bª6 



En Z3 destacamos el siguiente elemento 

b. = a - 1 

b. 2 . a 2 + a + 1 

b.3 = o 

Denotaremos con 

E ntonces se ti ene 

{ b6 1 b E B } 

{ b
62 I b E B } 

B = B6 => B6 2 
=> 1 

se tiene o{B) = 27 y o.(l) = 1 

se demostrara o{B6) = 9 y o{B
62

) 

describiremos a continuación B6 y 

3 

sea bbºbI 1b~ 2 e B6 ••• b~ºbI 1b~ 2 t 
{bbºbI 1b~ 2 ) 6 = {b~ºbI 1b~ 2 )a-l = (b~ºbI 1b~ 2 )ª{b~ºbI 1b~ 2 )- 1 

a{~~ºbI1b~2)a-l{bosºbís1b;s2) = bIºb~1b~2basºbís1b;s2= 

b~ 2- 5 ºbIº- 51b~ 1 -s 2 y aqui (s2-sa)+{so-s1)+(s1-s2) = O 

hemos así demostrado el lema siguiente: 

LEMA 5 : 

o B6 e: Fo 

probaremos ahora el reciproco 

LEMA 6 : 

Si ro + r1 + r2 O entonces bbºbI 1b~ 2 
E B6 

12 



DEMOSTRACION: 

Tomemos b~ºbi 1b~ 2 tal que 

So ' s 1 ' S2 

o 
-1 

1 

de 

1 

1 

-1 

tal manera 

S2 

¡ 'º 
Si 

ro + ri + r2 

que 

So ro 

S1 r1 

S2 r2 

e: 
\ o 

o 

o 

-1 

o 

y buscamos 

l 

1 

o 
y como r 0 + r 1 + r 2 ·= O ,este sistema tiene solución. 

Antes de continuar destacaremos el subgrupo de Gal que -

llamaremos diagonal, O= < d > ,en donde d = b 0 b1b2 . 

(D es de orden 3) 

B 
1:;,2. 

TEOREf·1A 6 : 

s"'
2 

= o = <d> 

d 

recíprocamente sea b g D 

que existen r 0 , r 1 , r 2 , r 0 + r 1 + r 2 = O 

(b~ºbi 1 br2 )/:;. = b . 

tal es que 

·13 



se definen r 1 , r 2 , t r 1 - r 2 = s 0 , y r 0 = -(r1 + r 2) 

entonces b = b~2-robro-r2bi1-r2 {brºbi•bi2)a-1 E (Bó)ó 

ya que por construcción r 0 + r 1 + r 2 = O 

PROPOSICION 2: 

Si g = arb~ºbr 1 b~ 2 , entonces g 3= dro+r,+r 2e o. 
DEMOSTRAC ION: 

92 arbrºbr19r,arbrºbr1br2 = a2rbrº br1 br 2 br 0 br1 br 2 
o i 2 o i 2 O+r 1 +r z+r o i 2 

93 a2rbrº br1 br 2 brºbr1br 2 arbrºbr 1 br2 
o+r l+r 2+r o i 2 o i 2 

a3rbro br1 br2 brº br 1 br2 br 0 br 1 br2 
0+2r 1+2r 2+2r O+r l+r 2+r 0 1 z 

si r = O b~r 1bir 1 b~r 2 = 1 pero ya lo sabemos porque g E B 

si r = 1 g3 bro+r,+r2bro+r1 +r2br 0+r 1+r2 dro+~ 1+¡:;2 E o 
si r = 2 g3 br 0+r1+r2br 0+r1+r 2br 0+r1 +r2 dr 0+r1+r2 E 0 

COROLARIO 8: 

(arbrºbi•bi2)9 1 siempre. Es decir exp(G) 9 

COROLARIO 9: 

Si g = arb con b e: B entonces g3 1 

PROPOSICION 3: 

g = a rb es de: orden 9 si y sólo si r "' O y b l B t:. 

DEMOSTRACION: 

+)Supongamos que o(g)=9entonces g t B lo cual implica 

que r "' O; entonces 

9 : \ 

ab abr%r1b~2 

l ó 

a 2b a 2 brºbi 1 bi 2 

14 



y como es de orden 9 

en ton.ces (bob:i.b 2) ro+r:i.+rz "' 1 

• •• b 1\: B6 

..... ) Si r = O y b E B6 entonces o(arb) .,. 9 

COROLARIO 1 O: 

exp B = exp Fo 3, exp F:i. = exp F2 = 9 

Hemos demostrado así la siguiente proposición 

PROPOSICION 4: 

B6 = {bb~bP·b~ 2 \ ro + r:i. + r2 o } 
COROLARIO 11 : 

[B6 :1] = 9, B6 
e: B,Fo.Fi.F2 y 

LEMA 7: 

ab es de orden 9 si y s61o si b t B6 

DEMO STRAC ION: 

(ab) 3 abbºbf 1b~ 2abbºbf:i.b~2 abbºbf 1 b~ 2= 

a 3bi¡;o+r:i.+r2bf º+r:i.+r2b~o+r:i. +r2= 

bi¡;o+r1+1·2brc+r1+r2b~º+r1+r2 .,. 1 

Se dará una caracterización de todos los subgrupos de G 

que no esteñ contenidos en B • 

LEMA B: 
s 

h E (B6 

DEMOSTRACION: 

t.s+l 
B + 

Si s = O entonces tenemos que demostrar: 

ll s 
13 

. 15 



h e: (B - Bll ) 

Sea h e: B - Bll 

+ 

h 

Recordamos entonces que 

bb 1 br2 b~º 
bb2 brºbP 

y 

2 
Sea y e: B, g b~ 0 biib~ 2 ;ge: <h,hª,hª > si y sólo si 

2 
existen x,y,z e: ZJ t g = hx(hª)Y(hª )z si y sólo si 

tiene solución el sistema siguiente: 

rox + riy + r2Z so 

y esto pasa ya que su determinante es 

-( ril +ri+d ) = - (ro + ri + :"2 ) 3 .. o 

Si s 1 entonces tenemos que demostrar 

h e: Bll l\2 2 Bll B .... <h,hª,hª > . 
Demostración: 

Sea h e: Bll - Bl\
2 

con 

y no todas iguales 

se recuerda que: 

h bbºbPb~2 

hª bb 1 br'b~º 

h ª2 bb2bPbP 

Sea g b~ °bi 1b~2 E B6 ; 
2 

g e: <h,hª,hª > si y sólo s1 

existen x,y,z e: ZJ 7 g = x av,,a 2 z h ( h )· \ n ) ; 1 o que pasa , 

si y sólo si tiene solución el sistema siguiente 

16 



) '•" 
riy + r,z So 

rix + r2y + roz Si 

r2x + roY + r1z S2 

Sumando los renglones 1 y 2 al 3 se obtiene 

{ 
rox + riY + r2z 

rix + r2Y + roz 

So 

l.Js determinantes de 2x2 de la matr-iz de los coeficientes 

son 

como no todas las r·s son iguales existe una diferente de 

cero. Entonces, la condición de que la suma sea cero obli 

ga que alguna de las otras dos sea cero y por tanto algún 

determinante de coeficientes es diferente de ce1·0 y el si~ 

tema tiene solución . 

Si s = 2 entonces si h ~ s62 
- {e} t b · t ~ ; en onces o v1amen e 

<h> = s62 <h,hª,hª
2
> genera [362 

LEMA 9; 

Sea F tf= B , H 
65 

H = B 

DEMOSTRACION: 

F n B entonces existe s (O ~ s ~ 3) t 

Si H = {1} entonces H = B63 
• Sea ahora 11 "' {l} ; existe 

6s 6 s+l 
s con O s s s 3 tal que He B B .• existe he: H t 

6s 6s+l a ª2 
h e: B - B ; por demostrar que h y h eston en H. 

17 



Ya que F <#; B entonces existe arb' e F con r =O 

tal que g ab E F entonces hª = aha- 1 = yhg-1 

Ya que g E F • h E B n F y g- 1 o: F ghg- 1 e F 

Y como B es normal en G y h r. B n F ghg- 1 e B. 

18 

Entonces hª = ghg-l e H . Analogamente para 

s 11 s = <h,hª,hª
2

> e H y como además H = s"·s 

hª
2

;por lo tanto, 
s 

H = Bt' 

TEOREMA 7: 

F subgrupo de G • F d B 

S E {0,1,2,3} 

DEMOSTRACION: 

Lis 
; F = <f> B 

existe f e F 

Sea '!' F -+ A (A= fl,a,a 2 }) , definida por 

En vista de que F ~ B ' existen elementos de 

arb e F , r = o ••• '!' es epimorfismo ;además l'e r'l' 
. s 

y por el primer teorema de isomorfismo F/B' 

y 

la 

A 

Tomamos cualquier f E F que sea de la forma arb 
11 s s 

como f ~ B y F/Bil es un grupo de orden 3 ' F 

partida en las tres clases laterales izquierdas 
s s s s 

F = 1·811 U f·B11 U f 7 B11 = <f' B11 

OBSERVACIONES: 

y Fi n B = B~ = 0,1,2 

forma 

BnF = 

r "' 

queda 

Fi = <f> B11 en donde f es cualquier elemento 

de Fi - 811 (en particular puede ser f = abi ) 

,s 
B' 

o 



2. En el teorema anterior: 

s = o ñs 
B B y F G ya que 

B es máximo y B s; F 

s = 1 .... F = <f> B6 , es decir F es un Fi 

0,1,2 en donde queda determinada por el gru-

po máximo al cual pertenezca la f 

s = 2 B 
62 

= D ( T.6) y por tanto F = <-f>D 

y en éste caso puede suceder que el orden de f sea 

igual a 9 entonces f 3 e: D - {1} y 

F = <f>, cíclico de orden 9, o bien si o (f) 3 y en 

ese caso <f> n D 
6s 

{1} (F cf B)y . ·. F = <f> D.F inalmente 

s "" 3 ..,. B {1} .·. F = <f>, cíclico de órden 3. 

TEOREMA -S: 

Sea F cualquier subgrupo de G , F 4: B. Entonces 

fe:Fyf~B F = <f> Bósy se tiene que 

si s o F G que no,es máximo y si 
. s 

<f> B6 e <f> B6 = Fi (i = 0,1,2) s "' o • 
Fe: Fi son los únicos subgrupos máximos y así 

B60 
= B1 = B::i Bñ::i B62 

= D => B63 
= {1} 

OBSERVACIONES: 

l. '!': G 

(r, ro + ri + r2 ) 

es epimorfismo de grupos y 

K er'I' = B6 

19 
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2. Los subgrupos máximos de Z3 x Z3 son: 

L {(O,s)} 

Lo {(r,s) 1 s = o 

Li = {(r,s)\ s = r } 

L2 = {(r,s)\ s = 2r } 

3. 'i:'-l(L ) = B 

'l,-l(Lo) = Fo 

'l'- 1(Li) = Fi 

'!'-l(L2) = F2 
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