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1. I N

Uno de los problem
ria de érupos,fes
-to ni para grupos
casos, (abelianos
¢cripcidn completa
Aparece de manera
cada grupo, cuales
cular aquellos que
teorema notable (y
el que asegura que
Qrupo H de G, el o
1o que resulta, po
primo es necesaria
Se sabe que una es
4grange; a saber: *
‘G debe de tener al
*Befinicidon: " On gr

subgrupos normales
blecid la conjetur

TRODUCCTION.

as que permanece abierto en la teo-
el de clasificarlos. No se ha resuel
de orden finito, y s6lo en algunos
por ejemplo) se ha podido dar la des
de todos ellos para cada orden dado.
natural la cuestidn de determinar en
son todos sus subgrupos y en parti-
son normales, y en este contexto,un
sencillo) que se debe a Lagrange es
todo grupo finito G y para todo sub
rden de H divide al orden de G.(de
r ejemplo que todo grupoc de orden -
mente simple* y ciclico).
pecie de inverso del teorema de La-
Si m divide al orden de G, entonces

menos un subgrupo de orden m", es

son los triviales. BURNSIDE esta-
a de que, en vista de que todos los

grupos simples no triviales que se habian encontrado,

eran de orden par,
la imparidad en el
mo), debfa implica
demostrado en 1950

ello debia ser asi, y por 1o tanto
orden de un grupo {no de orden pri
r solubilidad. Este resultado fué -
por THOMPSON y FEIT.



falso, 1o que se comprueba examinando al grupo de las
-permutaciones pares de cuatro objetos, cuyo orden es

12 y que no tiene ningdn subgrupo de orden 6. Sin em-

bargo si se especializa de alguna manera al conjunto
de divisores dei orden de G que deban considerarse,
pueden obtenerse resultados afirmativos interesantes.
En este sentido, quizd 1n0s mas notables son los que -
obtuvo Sylow, y que estan contenidos esencialmente en
los teoremas que 1levan su nombre, y que se pueden pre
-sentar de la manera siguiente:

TEOREMAS DE SYLOW:

Definicidn 1:

Sea G un grupo finito, cuyo orden es p m con p primo,y
“(p,m) = 1. Entonces todo subgrupo de G de orden p*™ se
11ama p-subgrupo de Sylow de G, (y se denotard p-SS de
Definicién 2: '

un subgrupo de un grupo finito G es un p-subgrupo de G
{p-s de G) si su orden es una potencia de p. En parti-
cular los p~SS de G, son p-s de G.

TEOREMA 1:

Para cada nimero primo p, tode grupo finito G tiene al

menos un p-SS.

&)



TEOREMA 2:

Para cada p primo y para todo grupo finito G, los p-SS
de G son conjugados entre si. (Es decir si P, y P, son
p-5S de G que corresponden al mismo primo p, existe

x ¢ G tal que P, = xP,x"1 ),

"COROLARIO 1:

UN p-SS de G , P es dnico, si 'y sé6io si P es normal de
COROLARIO 2:

Todo grupo abeliano finito es producto directo de sus
p-5S no triviaies.

TEOREMA 3:

Para cada p primo y para todo grupo finito G, el nime-
ro de los p-SS de G es congruente con 1 médulo p.
TEOREMA 4:

Todo p-S de un grupo finito G, estd contenido en un
p-SS de G.

Los teoremas anteriores constituyen una herramienta po
derosa para el estudio y clasificacidn de los grupos -
finitos, {especialmente dtil si para algin primo p el
correspondiente p-5S resulta unico y por 1o tanto nor-
mal), y como ejemplos sencillos de su aplicacidén, se

mencionan los resultados siguientes:



1) Sea G un grupo de orden pq, en donde p y q son pri
mos, p es menor que g y q no es congruente con 1 mo
dulo p. Entonces G es necesariamente ciclico.

2) Si el orden de G es pg’ +P-q pPrimos, p menor‘que q
Yy p no divide 5 q2 - 1, entonces G es necesariamen-
te abeliano.

'3) Si elorden de G es plalpzxz... pr“r con pys---sp
primos y PysPys---sP,. UN conjunto de representantes
de los p-SS de G, entonces G es nilpotente si y sd-
To si '

i) cada p; es normal en G i = 1,...,r
i) 6 = P, x P, x ... x P '

4) No existen grupos simples de ordenes 30,56 & 200.

Cuando se presentan los teoremas de Sylow por prime-

ra vez en el estudio tradicional del d&l1gebra modernea,

Tos p-SS aparecen en general en forma abstracta, Los

ejemplos que suelen darse a este nivel, casi siempre

son tan triviales o tan complicados que pierden tbda
su utilidad diddctica y su valor como modelo del con
cepto que se quiere ilustrar. Por esto se pensd que
valia 1a pena mostrar un caso que no cayera en 10s

extremos antes mencionados y asi surgid este traba-



jo que describe un ﬁ—SS de un grupo particular, junto

“cqn la red completa de sus subgrupos.

Se escogid al conjunto S = Z, x Z, (de 9 elementos) ¥y

se tomd un grupo bdsico al grupo S, de las permutacio-

nes de S junto con la composicién de permutaciones, en
tre las que se seleccionaron cuatro de ellas, a,bo;bl,

y b2 cuya accidn sobre S se describid utilizando una

notacidn matricial. Se consideraron tambgén 1os subgru

pos A,B; ,B, ¥y B, de S; que estas permutaciones generan,

y se definid como G al subgrupo de S, generado por las

cuatro. Finalmente se hizo ver que:

1) Todo elemento de G se puede escribir en forma dnica
como -

arbos"bls’-bzs?- R er,so,sl,szsz
y por lo tanto:

2) E1 orden de G es 3* , que tambié&n es la mayor poten
cia de 3 que divide al orden de S, , (que como sabe
mos es 9!) y por jo tanto G resulta ser un 3-SS de SB

Es este grupo G, 3-SS de S,. y que, de otra manera pue

de definirse como el producto de entrelazamiento de dos

gfupos de orden 3, %, Z, , sobre el que se trabajd y

cuya red completa de subgrupos se exhibe en esta tesis.



E1 presente trabajo estid basado en la monografia de
H. Cidrdenas y E. Lluis [2] en donde determinan la red

de subgrupos del producto de entrelazamiento Eupl /4 p

asi como en varias conferencias de E. Lluis y C. Rincén.

A todos ellos mis sinceros agradecimientos.



2. EL GRUPO
Sea Sg el grupo de permutaciones del conjunto de 9 elementos
Zs X Zs .La multiplicacidn en Ss es la cowmposicidon de permu-
taciones.

Representaremos Z3 x Z3 en forma de matriz:

(0,0) (0,1) (0,2)

(1,0) (1,1) (1,2)

(2,0} (2,1) (2,2)
o simplemente:

Entre los elementos de Ss distinguiremos a las siguientes per

mutaciones.
a € Sq Permutacidn ciclica de los renglones
boe Ss Permutacidon ciclica de los elementos
del renglon 0
bie So Permutacidn ciclica de los elementos
del rengion 1 7
boe So Permutacidn ciclica de los elementos

del renglon 2.



O sea

a(i,j) = (i+1.3)

(i.3) si 1=k
byi,3) =
(1,3+#1) si i =k
explicitamente
a{0,0) = (1,0) a{0,1) = (1,1) a{0,2) = (1,2)
a(1,0) = (2,0) a(1,1) = (2,1) a(l1,2) = (2,2)
a(2,0) = (0,0) a(2,1) = (0,1) a(2,2) = (0,2)
b2 (0,0) = (0,1) bo(0,1) = (0,2) bs(0,2) = (0,0)
bo(1,0) = (1,0) bp(1,1) = (1,1) bo(1,2) = (1,2)
be(2,0) = (2,0) bo(2,1) = (2,1) bo{2,2) = (2,2)
etc.
Graficamente
-] o o o’-\o/—\u
(() £ !o‘)\ ( ~ )
NG e
o o o Qf\c/’\o
e

% observa que:
az =1

a3 = 1



Es decir, el orden de cada uno de estos elementos e§ Jyen
vista de esto, en 1o sucesivo utilizaremos como exponentes de
a,bg,b;, ¥ b, 2 1os elementos de Z,
Denotaremos

A = <a> Be = <bo> By = <b;> Ba = <bs>
Observemos que los conjuntos en los que opera cada una de las

bi son ajenos.Por 1o tanto, para toda i y toda j,

bibj = bjbi
LEMA 1: Para cada i, i = 0,1,2
B;n (By u B) =1 (3,k = 1)
DEMOSTRACION:

Cada elemento de Bi deja fijo a todos TOQ-elementos de Ips rqg
glones diferentes de i y el .Unico elemento de Bj u B, que hace
esto es 1.
COROLARIO 3:
B es el producto directo de B, por B; por B,
B = By X By x B
COROLARIO 4:
si b3°b3b32 = b3b§ibS?  entonces so = si

COROLARIO 5:

]
(7]
-

s Sa s S2 F

B es un grupo tal que exp(B) = 3

(Recuerdese que los exponentes los estamos situando en Z; )

X



LEMA 2:
abga "t = b,
abia~* = b2
ab2a~! = b,
DEMOSTRACION: '
(abka'l)(i,j) = aby (i-1,3) =
a(i-1,j+1) = (i,j+1) si kK= -1 i o
a(i-1,3) = (i.3) si k= i-1 T Pealiad)

Observese que también los subindices se estdan utilizando mGdulo 3

" Ejemplos:

1) aboa™(1,0)
2) abia™'(2,2)
3) abja~*(1,1)

b1(1,0) = (1,1)
b2(2,2) (2,0)
b2(1,1) = (1,1)

1]
i}

o ——tmo o
o (lo—a -
2) ° REEEE T
b -
. o ) o
. (- b

ro
[-]
Q



Del Tema anterior se siguen directamente las siguientes reglas

de conmutacidn que serdn iitiles en calculos posteriores:

ab, = b,a
ab, = b,a
ab, = b,a
bibj = bjbi

Es decir, en todo producto en el que aparezca la "a" a la dere
cha de cualquier "b", se puede pasar la "a" a la izquierda de
la "b" restdndole uno (mod 3) al subindice de la "b".

Utilizando repetidamente las formulas anteriores obtenemos:

blia" =2l Ll (1)
Denotaremos con G al subgrupo de S generado por los elementos
antes considerados:
G = <a,bgy,b;,bs> -
Cada elemento de G es producto de potencias de a,b,.b,,b, en
cualquier orden {lo que incluye a los inversos). Ahora bien,
las reglas de conmutacidon anteriores permiten "l1levar" todas
las "a" hacia la izgquierda y escribir el elemento en 1a forma
a"b3 b3 1b%?
o simplemente
a'b, beB
se insiste en que l1os exponentes se toman en I,
Hemos demostrado asi:
LEMA 3:

Todo elemento de G se puede escribir en la forma:

abi b31b3? o r, SpsS1sSp % 2



Eiemplos:
1) abjab,aab,a = abjab,aaab, = azbzbzb0 = a?bobz
2) b,b,b,a = ab,byb,
3) bibyaaaab.b, = abab,b b, = ab,b-

4) boa2 = bgaa = ab,a = azbl

[aPY U o W of ry ¥
5) bgobiiby2a" = albro brl brz
6) asbiobSibS2abloblabl2b;Sop S1p752475 =

= a'bSe Sy Sz Yo=Sgply-Sy4rz2-S:2
a bt Pl is-rPods-rPpts "P1de PPoi

Obs&rvese que 1a conjugacidn de un elemento geG con cualquier
otro elemento hgG, deja invariante la suma de 10s exponentes
de las bi de g, as1 como al exponente de la a.
Dado que cada elemento de A "manda" cada columna en si misma,
y que el Gnico elemento de B = B, x B; x B, con tal propiedad
es el idéntico, se cumple el lema siguiente:
LEMA 4:

AN (B, UB, UB,) = {1}
COROLARIO 6:
Si ab = arlb', entonces r = r'
DEMOSTRACION:
a’™ =a"b' L a™T" =b'b i AR B = {1} .. r=r
De lTos lemas anteriores se sigue directamente el siguiente teg
rema.
TEOREMA 5:

Los elementos del grupo G se pueden escribir en forma Gnica,



de 1a manera siguiente:

si geG, g=abiobpibs?
COROLARIO 7:
[G:1] = 3u = 81 elementos.
Obsérvese que [Ss:1] = 9! = 3“-27-5-7 = 362880 y que por lo
tanto, la mdxima potencia de 3 que divide a [Sg:1] es 3“, de
donde G es, por definicidn.un 3-subgrupo de Sylow de Ss.

E1 grupo G es el subgrupo de S con el que trabajaremos.



SUBGRUPOS MAXIMOS DE G

B = { b5°pi*b%2}= B, x B: x B>

Fo = (a"b8°bIbI2 | ro + rai+ v, =0}
Fi = {a"bf°bi*i2 | ro + ra + vy = v}
Fz = {a"pf%Y b2 | vo + vy + rp = 2r)

PROPOSICION 1

B, Fo, Fa, F2, son subgrupos normales de G y de orden 27. Ob-
viamente ninguno de ellos es vacio.

DEMOSTRACION: ( de que B es un subgrupo )

b5°bIbE2b30bT b3 = bEobEIbI2p30bE b32 = phFSopeFSipLetse
DEMOSTRACIOH: ( de que las F's son subgrupos )

sean g,h ¢ Fi (0 s1c<2)

g = a"bfobpl? ., h = aSb3%bsb32 , con rg +ry 4 orp = dr
Yy So + 51 + s, = is entonces gh = a"bhobibl2aShiobiing2
observese que { -s,1-s,2-s} = { 0,1,2 } .-. gh = a"*Spioplrpl2
en donde to + ty + t2 = ro + Y1 + Yy + So + 51 + 62 = i(r + )

1o que prueba gh ¢ Fi'

Por otro lado el hecho de que el orden es 27 se sigue de con-
tarlos ya que la condicién rog + r3 + r; = ir da 3 grados de
11ber£ad para seleccionar las r's .

DEMOSTRACION: (de que son normales )

la propiedad que determina si a"b}°b}1b52 esta en B, es r = O,y la

que caracteriza a los elementos de los grupos Fo, Fr , F2 es

1a relacidn entre r y 1a suma ro + v1 + rp . Tanto r como ---



ro + ry + r, , son invariantes bajo conjugacion (observacidn
del ejempio 6 pagina (6) y por 1o tanto B, Fy , F1 , Fa son
subgrupos normales de G.

Podria también considerarse las funciones

G \yi. Zi
a'bhob ph2 e ir (ro + ry + vz )
¥; es un homomorfismo de grupo y ker ¥; = Fi (054 s 2)

OBSERVACIONES:

B, Fo , F1 , F2 son subgrupos miximos de G, ya que su orden

es 27 y el grupo G es de orden 81.

Mds adelante demostraremos que son 1os Unicos subgrupos maximos

y que por lo tanto cualquier subgrupo de G esta contenido en

uno de ellos .



3. EL HOMOMORFISMO a

Recordamos que A = { 1 , a , a2 }

Sea Z3A = {s, + sia + s,a? | Sy¢ Z3}

con las definiciones:

it

i) ~ so + 513 + 523 = tg + tia + taal

si y solo si S5 ty

i=0,1, 2

il

ii)
(sog + s1a + s2a?)(ty + tira + tza2) =
(soto + sits + spty) + {sety + s;ty, + spts)a +
(sota + s1t1 + szto)a?
esto es:
Z3A es el anillo de grupo de A sobre el anillo Z;

(Z3A resulta ser, ademds, una Zs - algebra)

Recordemos también que

B = Bsg x By x Ba (= Z3 x Z3 x Z3 ),

es un grupo abeliano,al que se le da la estrug

tura de Z;A - modulo definido para b ¢ B,

10
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(So + sia + s,a? , b) — s bS0(aba™ )51(a2ba"")52 =
= bso(ba)sl(baz)sz = pSe + s12 + $2a%
Nétese ghe si by, by € B, -
(bjbk)a = arbjbja' = rb a~Ta rbka = bja bka y como para
i=10,1,2 si es un exponente, la notacion adoptada resulta -
"consistente" en el sentido que “valen las leyes de los expo--
nentes”,
(s + s,a + 5,32, b) o bSo(abSia~*)(azbS2a"%) =

= bs°b5’~absza = bSo(ba)S1(ba2)Sz

o = S t 5,8 t 5342

g =ty + tia + t,a?
a+ B =(so+ ty) + (s, + ty)a + (s + t;)a
b*bB Z b8

bR = bso(ba)sl(baz)szbto(ba)tl(baz)tz = bso+to(ba)51+t1(bégjézifz
= (p)B 2 poB

NOTESE:

i) (b7 )% = (a"ba~)(a"ba ")....(a"b ")
1) (bar)s - asbar~ =S . a2S3Tpa~"a"S = ar‘+sba-(r+s) =

r+s r.s
= p? - paa

r
a'%a~" = (b5)?

. (b™)8B = (bu)tu[(ba)a]tl[(bayaz]tz = |
= [bsn(ba)sl(baz)sz]to.[(bsn(ba)sl(baz)sz)a]tl.{(bso(ba)sl(baz)sz)az]tz
- [(ba)s°t1(ba2)51t1(b)SZtIE]E(-baz)s°t2(b)slt2(ba)52t2]
. [bSote(p?)Srto(pd®ysatey = p{sotorsitatsata)pay o pab
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En Z, destacamos el siguiente elemento

A a-1
AZ = aZ +a+1
a® =0
Denotaremos con
BA
gt

{v® | beB}

(| beB )

E ntonces se tiene

B = g8 s 8t 5 1
se tiene o(B) =27 y o(1) =1
se demostrara o(BA) =9 y o(BAz) =3
describiremos a continuacion gd y BAz
sea bfobYLz ¢ 8BS .-, b3°b3*b32 3

(b5obT102)8 = (b3ob31b32)2"1 = (bobEipE2)2(b3%bEEN 7! =

a(p%°b§1b§2)a'1(bis °b151b252) = bSob51bS2hgSep;SipsS2=

b32750p507 5182752y agui (s2-350)+{Se-s3)+(s1-52) = O

hemos asi demostrado el lema 5iguiente:

LEMA § :

si b5obT1pE2 ¢ BY entonces rotritrz =0 .°. BY = F,

probaremos ahora el reciproco
LEMA 6 :

Si re + vy + r2 = 0 entonces b5°bi2b52 ¢ B



DEMOSTRACION:
Tomemos b59bT1b52 tal que rg + vy +r, =0  y  buscamos
Sp » S1 » S32 d.e tal manera que

S2 - Sg = Iy

Se - S1 T Ty

S1 - S5, = rp

-1 Y 1 rg -1 0 i “ro
0 -1 1 ro + ry —~ (4] -1 1 rg ¥ ry
0 1 -1 ra \ 0 0 0 ro+ ry+ra

y como rg + ry +r, =0 ,este sistema tiene solucidn.
Antes de continuar destacaremos el subgrupo de G al que -
Tlamaremos diagonal, D = < d > ,en donde d = bbb, ,

(D es cde orden 3)

gh* = (gd)A d = bobib,

TEQREMA 6:

8% = D = «d> = {1, d, d?} .

CEMOSTRACION:

sea b e B2 .. 3 bLbU'bh? con rg 4+ ry 1y = O s

b = (bE°b§1b§2)a'1 = pl2"Toplo~TapTa=rz (op re = -{ry +r;)
.*. b = pfrV2pfaTr2plaTre = g™z o p

reciprocamente sea b e D b = b3°b32L32 por demostrar -
que existen ry, ry, r,, ro + vy +r, =0 tales que

(b§°b§1b§2)ﬂ =b .

-13



14
se definen ry, ra. 4$ Y31 =Ty % Sgs Y Vo = ~(ry + ry)
entonces b = bh2 Toplo~Tepli-Ta - (pToplaplzya-1 o (ghyh
ya que por construccidn ro +ry+r, =0
PROPOSICION 2:
$i g = a"vipibh?% , entonces gi= gfoeFritrza_
DEMOSTRACION:

o AT T, P o Vipls - 27 T r r
g% = a by’by*br%a’bo®bytby? = a boirb{irbzirbsobllbzz
9° = a®Tbls I3 BTz bebIM0E2aTblo 0]z

3r, rg vy r, Yo wF1 ni2 nroplinlz
b0+2rb1+2v-b2+2rb0+rb1+,,.bz+rbo bi1b,

0 , b3"3M1p3M2 = 1 pero ya 1o sabemos porque g ¢ B

= a

sir
sir=1,g?=brotritro rorotroprotrotr, grotfatry e D
sir=2,g3= Brotrat o ¥y try rotridr, o grotridr, e D
CORCLARIO 8:
(a"bhobl1b%2)e = 1 siempre.Esdecir exp{G) = 9
COROLARIO ¢9;
Sig-= a"™ con b ¢ B entonces g3 =1
PROPOSICION 3:
g=abes deorden 9 siysélosi r=0 y b;éBA
DEMOSTRACION:
+)Supongamos que g(g)=9entonces g # B 1o cual implica
que r = 0; entonces '
ab = abfobyby?
g = 6

azb = a2bfobitpl2




E n ambos casos g3 = (bobib,)rotratrz

éntonhes (boblbz)Y."-*'rﬁr2 = 1 ro+try+tr; =0

.. b b
«)Sir=0 ybt e B entonces a(a"b) = 9

CORGLARIO 10: '

exp B = exp Fo = 3, exp F1 = exp Fo = 9

Hemos demostrado asi la siguiente proposicién :

'PROPQSICION 4:

B = (082 | ro + vy + 1y

COROLARIO 11:

=0}

{8%:11 = 9, 8%c B,Fo.F1,F2 y
LEMA 7:

- _aA
BAF, =F. 0 F =8

ab es de orden 9 si y sslo si b ¢ g®
DEMOSTRACION:
Sea ab = ab5°bib%? } entonces

{ab)? = abf b thl2ablon by 2anlon 2=

"

Fryt +rt +ri+
a3b€° ri rzbgc r1 rzbgo ritra_

s, rotra +rat
= pfe Ty \2b§o ra szgn ratra . 4

. retry+r #£0 b¢BA_
. Se dard una caracterizacifdn de todos los subgrupos de G

que no esten contenidos en B |

LEMA 8-

he 88 -8 > < h,h®,h75 = gd

DEMOSTRACION:

S

$1 s = 0 entonces tenemos que demostrar:

y como es de orden

"15



: . .
he(s-B) - <h,h?,n® > = g4 .
SeahebB-B ... h=n0bh 2 conrg +r, ¥r,#0 -
Recordamos entonces que

h? = bEbizb5e ¥

h?" = ph2plops?

Sea 4y e B, g = b3'b3b32 g e <h,h®,h%"> i y s6lo si
existen x,y,z € Z: $ g = hx(ha)y(haz)z si y s6lo si
tiene solucidn el sistema siguiente:

roxX + riy + r2z = Sg

rix + rzy + roz = s;

ra2X + roy + riz = s
y esto pasa ya que su determinante es

~(ri+ri+ri)=-(ro+tritr2)®=0

Si s 1 entonces tenemos que demostrar

2 2
hesl-g? - <h,h®,n? > = g8 |
Demostraciodn:

2
Sea h ¢ B® - B .-, h = bEobY 1652 con

re try+r, =0 y no todas iquales ;

se recuerda que:

h = bg°bitbt?

ha = bglb{zb;‘o
2

ha = b€2b{0b£1

2
Sea g = b33z ¢ B4 . g & <h,h®,h¥ > si y s610 s1
2
existen X,y,z € Zs 5 9 = h*(h®¥(h*)% [10 que pasa,

si y s6lo si tiene solucidn el sistema siguiente

16



roX + riy + rz2z2 = Sg

rX 4+ ray ¥ rg2 = 53

raX + roy + riz = s2
Sumando 1os renglones 1 y 2 al 3 se obtiene

reX + riy + ra2z = sg

%rlx + r2y + YoeZ = 53

Las determinantes de 2x2 de la matriz de los coeficientes
son
rora - ri ;3 rf - rirz 3 voryi - ri ;
como no todas las r”s son jguales existe una diferente de
cero. Entonces, la condicidn de que 1a suma sea cero obli
ga que alguna de las otras dos sea cero y por tanto algin-
determinante de coeficientes es diferente de cero y el sis
tema tiene solucidn .
Si s = 2 entonces si h ¢ BA2 - {e} ; entonces obviamente

2 2 2
<h> = B2 .-, <h,h®,h® > genera B

LEMA 93 .

Sea F ¢ B , H=FnB; entonces existe s (0 £ s £ 3)
s

H= 8"

DEMOSTRACION:
3
Si H = {1} entonces H = B2 . sea ahova Il = {1} ; existe
AS As+1
scon0ss 53 tal que He=B~ - B .". existe he H 4
a% N ' a a®
h e B - B ; por demostrar que h® y h estan en H.

17



13

Ya que F & B entonces existe arbl e F conr =20

tal que g =ab & F; entonces h? = aha™l = ghg'l.
Ya quege F,heBnF y g'1 c Fo, ghg'1 ¢ F
y como Bes normalenG y heBOF ghg~1 ¢ B.
-1 2

Entonces h? = ghg £ H . Analogamente para nd spor lo tanto,

S 2 S S
BY = <h,h®,h® > €H y como ademis He B> , H = B°
TEOREMA 7:

F subgrupo de G , F ¢ B - existe f ¢ F y

AS
s € {0,1,2,3} 5 F = <f>8B

DEMOSTRACION:

Sea ¥ :F A (A = {1,a,a%}) , definida por

W(arb) = a" 3 como arbasbl = ar+sbll ,¥ es homomorfisno

En vista de que F & B , existen elementcs de la forma

ab e F, r=0..Y es epimorfismo ;ademds tert = BAF = B""S
y por el primer teorema de isomorfismo F/B"‘S - A

Tomamos cualquier T ¢ F que sea de la forma a'b , r = 0 ;
como f ¢ BAs y F/BAS es un grupo de orden 3 ., F queda
partida en las tres clases laterales jzquierdas

Fe1-80" yFBd U Fogd = cpe B0

OBSERVACIONES:

1.F, & B y FnB=8 , i=0,1,2

Fi = <f> BA en donde f es cualquier elemento

de Fi - BA (en particular puede ser f = abi )
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En el teorema anterior:
s =0 + a5 =1, BAS =B y F=G ya que
B es mdximoy B ¥ F k
s =1 -+ F=<f>BA,esdec1‘rFesun Fi"
i =0,1,2 en donde 1 queda determinada por el gru-
po mdximo al cual pertenezca la f
s =2 - BA2=D ( T.6) y por tanto F = <f>D |
y en éste caso puede suceder que el orden de f sea
igual a 9 entonces f3 ¢ D - {1} .°. <«fo> D Yy .t
F = <f>, ciclico de orden 9, obien si o (f) = 3y en
ese caso <f>N D = {1} (F&¢ B)y .". F = <f+ D.Finalmente

s = 3 - gl = {1} .. F = <f> , ciclico de 6rden 3 ,

TEOREMA 8:

Sea F cualquier subgrupo de G , F ¥ B. Entonces
st,yf¢B - F=<f>BAsyset‘ieneque

si s=0, F=G que noes maximo y si

s =0, <f> B.Asc <f> B = F; (1 =0,1,2)

. Fe Fi .". son los dnicos subgrupos mdximos y asi.
84’ = 82 = B> 85 B = Dot = {1}
OBSERVACIONES:
1. ¥: G » I3 x Z3

a"bhobiibiz  + (r, ro+ ry +rz)
es epimorfismo de grupos y

Kery = B®



2. Los subgrupos miximos de
L {(0,s5)}
{{r,s)] s=0 1}

u

Lo

L1 = ({rss)] s = 3

Lz = {{r,s)] s=2r}

3wl =
W_l(Lo)
¥ H(Ly)
(L)

|
[es]

Fo

L}

Fa

It

Fz

Zz x 23 son:
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