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INTRODUCCION. 

El mOtodo sfsm1co de refl&KiOn se inicia con la genera­

ciOn de una perturbaciOn local y de corta duraciOn muy 

cercana a la superficie • La energ1a liberada durante la 

perturbaciC.n mediante algCln dispositivo mec~nico o qulmi-

co, se propaga en el medio en Terma de ondas • tanto super-

~iciales como de cuerpo • experimentando fenOmencs de refle-

xibn • re~racciOn , absorcibn y divergenci~ esibrica. 

Despu~s de cierto tiempo , parte de la energta , regresa a 

la superTicie y excita a un conjunto do sismodatectores que 

reciben la respuest~ a la porturbacfon inicial, la sel'\'al 

recibid• en los sismodetüctcres es Tiltrada~ amplificada.. y 

registrada adecuadamente en forma de sismograma. 

En &KploraciOn sismolOgica de refleKibn son de particular 

inter@ts los evmntos do ondas P , procedentes da inter~ases de 

velocidades del sub~uelo • ya que 6stos permiten deducir 

caractertsticas litolOgicas estratigr~ficas y estructu-

ralas. EKisten varios factores que dificultan Rsta tarea, 

Algunos de ellos son 1 La duraciOn de la funciOn de pertur­

bacibn u cndlcula , los av&nt?s de re?lexiones múltiples y 

al ruido Ambiental aleatorio. 

Con la idea de eliminar o minimizar los &Tectos indesea­

bles en lo• sismograma• de refleKiOn producidos por los 

*actores antus mencionado• • •• aplica Dl procliHlo conocido 
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ccmo DECONVOLUCION. De5de ..u oriQén ha5ta la actualidad se 

h•n propuastc diversos esqumnas • entre los que pe pued&n 

citar 1 OeconvoluciOn predictiva. impulaiva. h~mOr~icA. de 

•Axima entropla, de mfnima &ntropf~ •norma La• etc. 

Un enfoque d1stinto • pero no menes versAtil eG el basado 

en acu•cicne» de variables de eGtMdo y teor1a de estimaci0n 9 

conocido como deconvolucibn de vMrianza mlnim.a • en la que el 

?iltro K•lman juega el poii.pel central • E5o el objetivo princi­

PAl da asta teui& presentar le& aspecto& teorices de este 

nuevo enfcquR • asl como mostrar la eTiciencia y bondMd de la 

técnica ante un conjunto de mOdelo& sint~ticcs a~ectados por 

ruido aleatorio en distinto grado. 

En el capitulo I se plantean brmve.,...nte los concepto.. de 

ecuaciones de variables de estndo • que s~r.ut de utilid~d 

para el dli>S4rrollo d~ lo» capitules subooecuentes. 

En el capitulo II se presenta el mOdlillo convolucional y su 

rapr&s.entacibn en ecuaciones. da v.1.riables de oata.do. En ese 

En lill capitulo llI ...., da una br•v• intrDduccióa\ & la t.aorla 

d• est.i.,...cit>n aplicando algunos de sus conclilpt.05 A la 

obtl"1ci0n dlil los coe+icient.,.. de rrrila:nciOn • 

FinalGente en el capitulo IV ae pr&Sent.an t.r'"' •J&"'Plo• 

con datos d• ODOdalo& sintC.t.icos. • en los c .... 1 .... - aplica l• 

deconvolucion da varianza BJni- vla +ilt:ro !<Al..., •• 
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discuten lo• resultados obtenidos y surQen alQunas conclu­

sicn.... respecto al uso y bondad de la !bc:nica de deconvolu­

ciOn. 



CAP·ITUl..O I 

INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DE VARIABLES DE ESTADO. 

I.1 INTROOUCCION A LOS SISTEMAS LINEALES. 

Muchos de los TcnOmeoos f!sicos a los que cotidianamente 

nos enfrentamos pueden ser representados mediante sistemas 

dinhmicos. • Un sistema dinAmico es simplemente una ·relación 

pr~escrita entre un grupo de funciones de entrada o fuentes y 

un grupo de funciones de salida. El cano mAs simple de un 

sisteQa din~mico , es Aquel a5oci~do con una sala entrada 

S<t> y una sola salida XCt> • L~ notaci6n m~s ccmOn para 

representar un sistema dinAmi.co. es la siguiente 

S<t>- X<t> 

En donde__. significa •da lugar•. 

Carac:tcr--1w.ticas .irnport.a..nteu de un sistema line-al dinAmico 

son 1 Su linealidad • su invarian~a en el tiempo Y su estado. 

Se dice que un sist...,.a es lineal si cumple con las dos 

siguientes propiedades• 

a> Propiedad de adiciOn <o principio ée superposicibn 

Si S <t>- X <t> y S <t>- X <t> 
l 1 2 2 

Entonces 1 s <t> + S <t>___. X <t> + X <t> 
1 2 1 2 

b> Propiedad multiplicativA <o principio de hoa1ogeneidad) 

B. 
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Si S<t>- X<t> entonces kS<t>--kXCt> 

En donde k es en general una constante compleja. 

Por otra parte se dice que un sistema din~mico es 

invariante en el tiempo al cumplirse lo siguiDnte , 

Si S <t > X <t l 

Entonces t S<t + Tl -- X<t + Tl 

En donde T es un valor arbitrario en el tiempo. 

Finalmente el estado de un sistema al tiempo t=ta es la 

cantidad de informacion dentro de el sistema , que junto con 

las funcion~s dQ Qntrada dQtermina el comportamiento de el 

sistema al tiempo t >= O. 

En teoría de sistern~s lineales la operación matemAtica que 

relaciona la entrada y la salida con las caracteristicas 

intmrnas del sistema es la convoluciOn • 

Si representamos a esas caracter1sticas internas del sis-

tema mediante una funciOn hCtl 

respuesta al impulso uni&ario , 

conocida tambi~n como 

la r~ldc:iOn pre~sc:rita entra 

la entrada y la salida se puede representar de la siguiente 

manera a 

S<tl t h<tl • X<t> 

En donde el simbolo t significa convoluciOn • 

El fenOmeno da propagaciOn ondulatoria en medios estrati­

ficados pu•de repre5entarse como un sistema dinAmico lineal e 

invariante en el tiempo • dende la funciOn o seNal de entrada 

eatA dada por la cndlcula fuente generada durante la libera-

10. 



ciOn inicial de energf a • la respuesta al impulso unitario 

por una secuencia de reflec:tividad y la setral de la salida por 

el sismo9rama de re~lexiOn • A esta representaciOn se le 

concc~ como modelo convolucional <Robinson • 1967> En la 

figura <1.1> se muestra la representaciOn diagramAtica de la 

operaciOn de convoluciOn. 

Aquf se ha incluido una ~unciOn de ruido rCt> que repre-

santa los efectos presentes en el &ismograma no debidos a los 

aventes de re~lexiOn. 

Una forma poco usual. pt?Yo vAlida <Hendel, 1976> ~e repre­

~4ó:'í•i...-.r wl m~-c.oco sJ.smolOg1co de re+lexiOn., es intercambiar 

las funciones de entrada y la respuesta al impulso unitario. 

lo cual, como se mancion~ posteriormente es de gran utilidad 

al trabajar ccn modelos de variables de estado. 

DiagramAticamente la representaciOn anterior se muemtra en 

la ~i9ura <~i9 1.2> 

La representaciOn y Danipulac10n de sistemas din6micos 

lineales~ entr• ello$ 7 ~1 +.-no~o d~ pr~ao~ciOn ondul~tcri~ 

en medios ~stratifi~ado~ • no solaoente es po~ible mediante 

el mOdalo convolucional • ya que existen otras representa-

ci Dl"UiM5 11 una de ellas y con la que se laborar-A a lo largo de 

fPGte trabajo es el modelo de variables de actado <MVE>. 

En W1 modelo sfsmico o en AlgCln otro modelo lineal • puede 

ser nt>ee..ario •»<aminar el coeport&aúento de la entrada y la 

salida • ast como de l•• variables internas del sistema • con 

1& *inalidad de investigar su estabilidad y determinar si 
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permanecen dentro dda los limites en que son vAlidas las 

aproximaciones lineales. Mediante una caracterizaciOn de 

entrada salida d&l sistema • cerno as el modelo convolucio-

nal, dicha tarea resulta bastante dificil. 

Por otro 1 ado, una descripciOn del sistema para analizar 

diversas entradag y salidas, teniendo M entradas y N salidas. 

~mp1eando el método convolucional se requiere la evaluaciOn 

de M x N sumas o integral~~ de convolución • 

qum sucmde dentro dPl ~i~~~-~-

ignorándose lo 

Por Ol~imo, si el sistema llega a ser complicado, se necesita 

una descripciOn compacta • La d~scripciOn de matrices~ que se 

emplea ~n las representaciones de variables de est~dc de los 

sistemas lineales es independiente de lo complicado que éstos 

!lean. 

I.2 CONCEPTOS GENERALES DE MODELOS DE VARIABLES DE ESTADO. 

El astado de un sistl!'Clla puede ostar representado por un 

vector X<T>, al cual se le llama vector de estado, de dimen­

siOn n>c 1 • 

Por modelo de variable de estado se entiende a un conjunto 

de mcuacicnas que describen" las relaciones dnicas, entre la 

entrada, la salida y el estado • El modelo estA compuesto por 

una ecuac:iOn de estado y otra de salida. Un modelo continuo 

de v.ariables de estado es • 

12. 



X <t> AX<t> + Bu<t> (1.1.1> 

Z<t> CXCt> + Ou<t> <1.1.21 

~ ecuaci6n de P.Btado f1.1.1> oobierna el comportamiento 

de el vector de estado XCt >, 
o 

~sta es una ecuaci6n dife-

r&ncial vectorial de primer ordén • La ecuaci6n de salida 

c1.1.21 relaciona las salidas con a.l vector de estado y las 

entradas. En el modelo da ecuaciones de estado X<t> es un 

vector de estado de dimPn~i6n nY-1~ 

entrada controlada de dimensiOn rxt _ y Z<t> eG un vector de 

observaciOn de dimensibn rrL~t • A es una matri:·d~ transciciOn 

de estado de dimensíOn nxn. B y D son matrices de distribu-

ciOn de entrada de nxr y mxr raspectivament~ y C es una 

matriz de observación del sistema de mxn • 

A ccntinuaciOn se tratarA de ejemplificar lo anterior. 

mediante un ~i~tema din~micc line~t ccrr~~pcndicnte • un 

sismodetectcr e oec~6no, constituido a su vez por varios 

elementos internos <amcrtiouador 7 mana y resorte>. excitados 

par una f'.unc:-iOn da entrada W<t> • que produce come funciOn de 

salid4 un daspla:~miento x dQ la masa m Cvsr figura ~). 

O... la. segunda ley de Newton , ·se obtiene la ecuaciOn 

dl?eranci•l de seoundo orden para el deplazamiento ~<t> 

mXCt> + CX<t> + kXCt> • mW<t> (1.2> 
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Fig. l. 3 R.epresent:acinn ~ die •DD ¡a'fggw>tlef:e<:1'Q'.r., 
en donde • es 1m -aa..aa., ·k ~s 1a . .ca::wt:a.nc.c ..de.l. :Tae~. ~ 
J..a couat:ant:a del. ....,rtlauador ·.7 .'X ie.l ~ 
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Para la soluciOn clAsica se roquiercm de dos condiciones 

iniciales y la TUnciOn de 1K1trada N<t> para t > o y asf 

determinar la ec:uaciOn d& salida. 

Noria.alizandc la ecuaciOn anterior p.ara tran&Tcrmarla a un 

TDrmato de variabl!itS de estado • se tiene s 

X<t> + 2Swnx Ct> 
2 

+ wn XCt> - W<t> 

1/2 1/2 
Para lo cual w •Ck/m> y S--Cc/D) <m/k> si se toma 

como las va.ria.bl~ de estado , se observa-

rAn las siouient<MO expresicn<H> • 

Xi <tl 

= -2514 X 
2 

-;;. X 1 + W · 

Estas ecuacicn&s ...,. pueden repr11H>entar en la siguiente 

Terma .... trtctal • la cual es la ec:uaciOn de estado • 

. 
X 1 <t o 1 o 

+ W<t> 

- :ZS.n Xit> 1 

En esta ec:uaciOn • las -trie- A y B astan dacia• por a 
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o 

_2 
n. 

o 

1 

Para completAr el modelo del gec~Ono en MVE se nec ... 1ta 

t&mt>t•n la ecuaciOn de salida • la cual está dada par 1 

a> Z s X<t> ea decir. se registra el desplazamiento. lo cual 
1 

serJ.. expresado en tarminca de vari.T.blea. de eatadc como 1 X •X 
1 

..... 

Z ('l;J • 11,0l X Ct> 
1 

tendr• a Z <t> • X<t> 
2 

z et> z co 0 1> xct> 
2 

o X <t>=X<t> 
2 

Cl.:s.a> 

(1.:i.b) 

c> El caso vn que se rot<¡Jistra la acelerar.ion • de tal 

z <t> •X<t> 
3 

2 
•(-W 0 -2Sw)X<t> + W<t> 

n n 
u.:s.c> 

d> Si se tienen mAs de dos !Maftales registrada& Qimult~-

neaate1nte • ••tas serAn recolectad.., en el vector de &edi-

. ciones 1 

l.6. 



z (t) o X <t> o 
2 1 

Z<t>• W<t> (1.:S.d> 

2 
z (t) - -2sw X Ct) 

:s n n 2 

I.:S OSTENCION DE LOS HODELDS DE VARIABLES DE ESTADO. 

En la secciOn ant&rior se p•rtiO de un~ ecuaciOn di+eren-

cial de segundo orden , par~ ejemplificar 1~ Qaner• de obte-

par& repr&sentar a un sistema • rnGdia.nte un MVE. 

, 
En gotneral un HVE puede ser construldo partiendo de los 

siguientes casos 1 

a> De un conjunto de ecuaciones di+erenciales o en di~e­
rencias • que e~tán relacionadas con •loen principio ~1-
sico. 
b> De una TUnctOn de transferencia. 
c> De una TunciOn impulsiva. 
di O bien • de una re1Dpuesta impulsiva~ 

En este trabajo se util12arA el caEO b , 

W\ 11\/E. 

para ccnstrui r 

El l'IYE p&rA si steG'41.s invariantes en el ti'"""'º de una 

antrada - una ... 11da • pa.;--a al caso discreto , tM§tá dado por 

las siguientes ecuacionetr. 1 

X (k+l > AX<k> + Bu.<k> (1.6.a> 

V<k> CXCk> + Du<k> 

Ahora u<k> Juega el p.apel de la -l'f&l de entrada • 

17. 



Conociéndose ya las ecuaciones de un MVE para el caso 

discreto. se tratar& de construir a partir de una ecuaciOn de 

trans~erencia un MVE • por lo que el problema principal es la 

forma en qua hay quv especificar los elementos de las mA-

trices qua aparecen en el MVE • en término~ de les parAmetros 

de algun& Tuncibn de trans~erencia. 

Las funcionem de transferencia que serAn utilizadas para 

este tipo de modelos corresponden a proce5os cstcc~sticos de 

a) De media$ mOviles o de ceros CMa>. 
b) Autorret,¡resivo o de pelos CAR>. 
e> Autorregresivo de medias mOvilas o de polos y ceros 
<ARMA>. 

El proceso de medias mOviles <MA> esta dado por la ecua-

ciOnz 

Z<k> B u<k> + B u <k-ll + •••••• + B u<k-n> (1. 7> 
O 1 n 

El cual puede conv1trtirse a un MVE de ordén n utilizando 

las transformaciones 1 

X <k> 
n 

u <k-1) 

u<k-2l 

uCk-n> 

Cl.7.al 

La ecuaciOn de la salida en términos de estas variables 

sotrlu 

Z<k> • B u<k>+B X <k>+B X Ckl+ ••••• + B X <k> (1.7.bl 
O 1 1 2 2 n n 

l.8. 



ZCk) B uCkl+B X <kl+B X Ckl+ ••••• + B X Cid Cl.7.bl 
O 1 l 22 nn 

Para obtener la ecuación de e•tado asociada , se observa 

que ' 

X Ck+ll 
n 

uCkl 

uCk-1) X Ckl 

U(k-n-1) =X (k) 

n-1 

Agrupando las ecuacione~ quedar~ : 

lx1<k+!lj 
X zk+l> 

X Ck+ll 

" 
Y l• ecuación de s.;ilida ser~ 

<S _a•ª , •.• ,B i X<k> + B u<k> 
l 2 3 n o 

uCkl (1.7.dl 

< !. .. 7. e> 

est~ dado por la 

n n-1 
H<Z> m B/CZ +a Z ~ .•••• +A Z +a ) (l. fil 

l n-1 n 

Asoci~da a la ecu~ciOn en difore~ci•~ 1 

Z(k+nl + ~ ZCk+n-ll + ••••• + a ZCk> =BuCkl u .a.&) 
1 n 

1.9. 



Esta ~cuaciOn serA convertida ~ un MVE realizando tran-

forsnaciones similares al caso de medias mOviles • 

X Ckl 
n 

Z Ckl 

ZCk+l> 

Z Ck.,.n-1) 

Cl.B.bl 

Se hac:~ un d~spla.:::amiento en el tiempo para obtener la. 

ec:uacibn de estado .. 

X l. 0-:+1) 

C1.B.cl 

e ZCk+n> = -a1ZCk+n-1l -¡,zZ(k+n-21 •••• -anZCkl 

a X Ckl-a X - ••••• -a X Ckl = SuCkl 
l n 2 n-1 n l 

La ecuacibn de estado queda expresada como: 

X Ck+l l 
n 

o 1 •••••••••••• o l l Xl Ckl 11 
o o 1 •••••••••• o x.; k 1 . 

:11 : \+ 1 

1 . l 

1 . 

-a n .... • • •• • ......... -a 1 

1 
,. Od 

n 

o 

o 

u (f,<) 

~ 1 
1 

La. ecuación d«i:.a salida da '2G.te modelo serA s 

zck>=c1.o.o •••.•• ,o> ~tk> 

<1.B.dl 

<1.B.el 

Por Cll timo el process¡o ARNA representado por medio de la 

siguiente ecuación de trans~erencia ~ 
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H(z) Cl .91 

Para obtener su representac1bn en MVE • se r1tal izan los 

pasos siguientes 1 

- La ec:uac::i On anterior se ~xpande en 'fra.cc:í"ones par-

ciales. esto es J 

H(z) + 
ºn 

... RO ••• +---
Z-Li_ Z-L2 Z-Ln 

Los Dr'>1n'!"' ~-::: !'.::; :..'"'11 "-1.•L2,.~ ..... Ln r. es decir, son las 

raíces de la ecuaciOn caracteristic:a : 

En est~ trabajo se supone que los polos sen raale. y 

di~erentes entre a!. 

En este caso se puede ver ~ la ecu~clOn de salida z (k) 

como la suma de las salida5 de n sistemas en paralelo • 

esta consideración cada una de las ecuaciones de entrad• 

salida • se puede expresar como 1 

Z ii<.,.1> a L CkJZ <kJ + u<kl 
i 

(1.9.a> 

Haciendo cambio de variable X Ck> = Z Ck> • la ecuaclOn de 

estado toma la ?orma : 

Xl.Ck+l L' O •••••••••• o J X l. Ck> 

X2<k+l O L2• •••••••• O X2<k> 1 . . . 
+ . u Ck) Cl.9.b> 

Xn Ck+ll o .••.•.•.••.• L X1' < k l 1 

21.. 



Para completar el MVE acle falta la ecuac10n de salida 

la. cual esa 

ZCk> a(~ .e •••••••••ª > XCk> Cl.9.cl 
1 2 n 

La representaciOn de la ecuaciOn de estado • en la cual la 

matriz es diagonal se conoce como forma canOnica o de 

.JordAn 

I.'4 SOLUCION CE LA ECUACION DE ESTADO PARA SISTEMAS 

En la se:ci6r. onteriDr se mostro ta manera de construir un 

MVE, 5in atender a la soluciOn . n ~sta secciOn s~ muestra 

un proc~dirnicntc par~ hallarla • 

La acuaciÓnCt.7.a> es recursiva y como pronto s~ mogtrarA 

podr~ ser resuelta para X<k> como una funcibn ey.plicita de 

X COl y u<kl ccncc:iendo X Ck> y aplicando la ecuaciOn 

Cl.7.bl se puede obtener Z<k> 

Para resolver la ecuación de estado se precede como sigue: 

Par"a k=2 

XCll-AXCOl + BuCO> 

XC2>-AXC1> + Bu<1> A<AXCOl+Bu<Oll+BuC1> 
2 

A XCOl+ABuCOl+BuC1l 

2 
XC3)aAXC2l + BuC2l = ACA XCOl+ABuCOl+BuClll+Bu<2l 
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3 2 
A X(Ol+A Bu<O>+ABu<1>+ABu<2> 

Y De manera gonerali 
lt= k-i k 

X<k>-A X<O> + l':e. A Bu<i-1> 
G'1 

<1.10> 

Asumiendo que la ecuaciOn <1.1.2> se puede representar 

como1 

z ik> = ex <k> Cl.11) 

La soluciOn de un NVE ~n t~rminos de la~ ecuaciones <1.10> 

y < 1. 11 > Ber lli • 

k k k - ;;• . - """"" _t:,;;. L..-. H &:>u\1-.i.I ( 1. 12) 

i=J. 

En Torma general la ecuaciOn <1.10> se puede repreaentar 

CQ4l0J , . 
k-j 

XCkl ~A XCjl 
;. k-i . 

+ ~A Bu<i-1{ f.:>J+1 
.. :!.:=~+l. 

<1.13> 

k-j 
La matriz A es llamada ~atriz de transición de estado y 

es el producto de ord~n k-J de la matriz A. 

k-j 
El término A ~(j) se denomina fuente librQ de e&t~do , y 

C!l segundo término de la ecu.aciOn C1. l3> c:orrespon~e ."1. una 

respuesta forzada de estado y es 5emeJante ~ una ccnvoluciOn~ 

de lo cual SG hablarA posteriormente. 

En la ecuación <1.12) el pri~~r t~rmino repre~enta la 

respuesta tr~nsitoria (homOgen~a> y e3 ~ebidA a la ccndiciOn 

inicial. el segundo término ze d~be a la +unciOn gener~dora 

uCk>. se observa tambi~n la convoluciOn 
k-j 

La. matriz A posee la~ siguientes importante& prcpie-
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dades 1 

k-j 
A se puede denotar como A<k.J> 

a> ACk,J> es la matriz identidad • para cuando kaj , es 

decir • 
o 

A ~ ACJ.Jl ~ I 

b> Propiedad de semigrupo. 

k-J J-i k-i 
El producto A A = A para k > .l >i 

e> Propiedad de inversión 
-1 

A Ck,j) ~ ACi,j) 

I.~ ESTABILIDAD • 

Flsicamente la estabilidad de un sistema queda garantizada 

cuando al gra~icar la trayectoria CFigs. 1.4.a,b) que Gigue 

el sistema en el plano ~ase <espacio n-dimensional, en C!'l 

cual asoci aneo un 

vmctor de posic:iOn -3.. c.::.d~ tiempo. la di~erenc1a entre dos 

vectores subsecuentes e~ cada vez mAz peque~a hasta llegar a 

cero o a una cantidad constante. 

En otras pal abr.:i~ cuando Lim ¡x ~t>e -X <t> Jes constante o 
t--&-

cero el sistema es estable. 

Cuando el sistema es de dimcnsiOn mayor que tres , trazar 

la trayectoria resulta muy complicado por lo que la 

estabilidad .podrA mostrarse a través de la trans~ormada z. 
esto es 2 

La estabilidad de un HVE estarA garantizada, si todos los 
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Si HCZ> e~ta de~inido como H<Z>=NCZl/DCZ>, se dice que los 

polos de HCZ> son las rafees de D<Z> .La ecuacien que rela-

ciona a l• ecuaciOn de estado y la funcibn de tran&ferenci• 

es: 

-1 -1 
H<Z>=C"Bl<I-Z A>Z=C"B/CZI-Al =C"QCZl/DETCZI-Al (l. 14) 

QCZ> es una matriz de ord~n nxn y 5us elamonto» bOn poli-

nomio~ da Z con or~do no mAynr ~ ~-' 

polinomio c&racte~tstico d~ A. al cual es un polinomio de 

grado m. O~ tal manera que los polos de H(Z) aon l~s ratees 

dml polinomio caracter1sticc. 

Sistema inestable Sistema est.abl.e 

X. (t) 

(a) Fig. -1.4 (b) 

Rcpres~ntación del plano fase. trayectorias descricas 
por l.as variables de estado con respecto al tiempo. 

:l)_(t) 
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LAS COSAS 
NATURALEZA 
TERNlNADAS 

PERFECCIONADAS POR 
SON MEJORES QUE 
POR LOS ARTIFICES. 

CICERON 

LA 
LAS 

~1- QUE TRABAJA CON LAS MANOS ES UN 
ARTESANO, EL CUE EN?LEA EN SU OBRA 
MANOS Y CEREBRO UN ARTFICE, QUIEN 
LABORA CON MANOS, CEREBRO Y CORAZON 
UN ARTISTA. 

LOUIS NIZER 



CAPITULO II 

CONSTRUCCION DE SISMOGRAHAS BASADOS EN EL MODELO DE 

VARIABLES DE ESTADO Y SU EQUIVALENCIA CON EL MODELO 

CONVOLUCIONAL 

En es~e capitulo s~ plantea una forma pura representar a la 

constr l.r secuen~ias de reflectiv1dad con caracteristicas 

estadtsticas especificas ~ para finAlmente ~ener~r sismogramas 

sintéticos y mostrar la equivalencia del modelo convolucicnal 

:::on el MVE. 

II.1 REPRESENTACION MATEMATICA DE SISHOGRAMAS DE REFLEXION. 

La +arma mAs común de represen~ar matemáticamente a u.l 

sismograma de re+lex1Dn, es med1ant~ el modelo convoluc1onal, 

dado por la siguiente exprcsiOn : 

Z<k>= + n <k> <2. ll 

El cual a su ve:::, estA asociado con un sistema dinAmico 

lineal e invariante en el tiempo. 

Donde:. 
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VCi l i=0,1, •• ,.I 
s1smica • 

Secuencia asociada a la fuente 

u (j) 
n Ckl 
z (k) 

j=1,2, ... ,I< 
k=1,.2, ... ,N 
k-=1,2, •• ,N 

Secuencia de reflectividad. 
Secuencia de ruido fortuito. 
Se~al registrada. 

Existen también otras ~armas de representar matemAticamen-

te un sismogram~. Y precisamente el modelo de variables de 

estado, es una de ellas. 

Un modelo de Variables de Estado di~creto, 

canal. se puede escribir : 

HA ~ K) -r DU \ k } 

Z<k> h'XCk> +n<kl 

En donde 

X<k> Vector de estado del sistema • 
A Matri= de transiciOn. 
b Vector de distribuciOn. 
h Vector de observación. 
u<k> Es la secuencia de entrada , y 

para un solo 

<2.2.a' 

(2.2.b) 

ZCk) La secuencia registrada o de salida. 

En la aplicaciOn del ~VE , para represent~r un sismograma, 

se utiliza una idea contraituitiva. esto es, se supone que la 

entrada del sistema es la secuencia de reflectividad u<k> la 

cual excita a 1~ ondJcul~ ~uente 1 caracterizada por la 

matriz A y los vectores b y h. 

Las ideas anteriores se muestran em las figuras 2.1 y 2.2. 

Se puede demostrar CMendel , 1983) , que la ecuaciOn <2.1> 

del modelo convolucional y la ecuaciOn c2.2.á> del MVE sen 
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equivalentes , cuando se cumplen las condiciones $iguientes 1 

XCOl=O 

En donde : 

u<O>=O ZCO>=O y 
, L-1 

VCl l~h A b 

X COI Vector de estado inicial. 

u<Ol Condición inicial de la secuencia de 

entrada. 

Z CO) Condición inicial de la serial. , y 

VCl l Secuencia asociada a la fuente. 

Con posterioridad, dentro de c~t~ capitulo , s~ tendrA la 

oportunidad de observar el principio de equivalencia~ median-

te ejemplos simples; mientras tanto, conviene examinar las 

suposiciones estadtsticas que caracterizan a los componentes 

del MVE. 

rr.2 SUPOSICIONES ESTAOISTICAS DEL. MVE. 

:u Cuando XíOI y u<k> son secuencias conjuntamente 

Gaussianas X (k) ser~ también una secuencia Gaussiana 

para todo K mayor a igual a uno. 

13) Si X CO> u<k> y n<k> son conjuntamente Gaussianas, 

entonces Z<k> es a su ve= una secuencia Gaussiana. 

C> El vector de estado X<k> es una secuencia Markov 

se dice que una secuencia es Markov • cuando cada valor del 

secuencia depende exclusivamente del valor inmediato ante-
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rior, de dicha secuencia. 

El vector XCk> de estado es un vector aleatorio y c:omo 

tal tendrA un valor esperado ECX<k>J y una matriz de cova-

rianza PCk> CPapoulis, 1965) 

Si X Cid satisTace la ecuacibn de estado y u(k) es una. 

secuencia gaussiana con media cero , se tendr~ 

ECXCkl J emCkl 

En donde mCk> repres~nta la media del vector de estado 

X (k) , se obtiene al aplicar el operador de valer esperado a 

ambos miembros de la ecuacion c2.2.a> Asumiendo que el 

operador de valor c-spcrado es una operac:i On l inea..1 _ de tal 

forma que la media serA expresada como : 

mCk+ll e AXCk+ll + bciCkl (2. 3) 

La matri~ ae covdrian=a Pík) se h~l!ar~ al ~plicarle a la 

ecuac:iOn anterior el operador ECCXCkl-m<klJCXCkl-mCklJ'J o 

$egundo momento ~ qu~dando la matriz de covarian=a : 

PCk+ll= APCklA' + bqb' <2.4> 

En esta Oltima expresiOn aparece el t~rmino q • que es la 

varianza de la secuencia de entrada, 

comos 

q<kld =ECuCilu(j)J 
ij 

la cual queda definida 

C2.5> 

JJ.. 



En dond~ 1 

{ 1 i=j 

dij 

o i=j 

Otro elemento estad!stico importante a considerar en el 

MVE, es la varianza del ruido. l~ cual est~ dada por la 

e><presiOn a 

Se supone, ad~m~c. que la 5ecuencia de ruido n(i) es Gaus-

siana y de media cero Ern<i>l=O. asf como también que la 

S9Cuenci a de er1trada y 1 a !:;CCuenci a de ruido no s:;.on correl a­

ci onabl es entre s~, d~ ~qui que su croscovarianza sea igual a 

cero: ECu<iln(jlJ=O 

El valer esperado de la secuencia de salida_ puede ser 

~r.ccntrado a partir del valor esperado delvector de estado, 

esto e-s 1 

ECZ<kll h•m<kl 12.7) 

Y la covarianza de Z<k> ser~ s 

COVCZ<k>J = h'Plk+l>h + r 12.B> 

De esta -forma, se conoce como encontrar los primeros y 
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segundes momentos de cada uno de los elementos del MVE • 

II.3 REPRESENTACION DE ONDICULAS FUENTE A l'fVE. 

Para representar la ondlcula +uente mediante un MVE se 

supondrA conocida su e~tpres.ión anal~tic:a En r.?l C:t:lSC rnAs 

general. ~sta se podrA obtener por método» dw estima~ión 

Existe una basta colecc:iOn de ~~presion~ de ondfculas, en 

este trabajo se va a utili~ar la ond1culü Tu~nte de Kramer, 

cuya expresi~n analltica es : 

-SOOk -15.5k 
V<k>= -1360Ke +O.Se senCCZ~/0.06>kl (2.9) 

Y su eKpresiOn grAfica ~e muestra en la ~ioura 2.3 

En el a.péndi ce A do estc:- cap! tul o se muestr.;in o·tras. ex pre-

sienes que tambi~n podr~n ser utilizadas-

La ondtcula de Kramer fue elegida para peder comparar les 

resultados obtenidos en este trabajo. con loa obtenido5 por 

Mendel y Kormylo, !978 • 

Para transformar la forma analttica de l.a. cnd1'.cula a un MVE 

se podr~ usar la siguiente metodologia 

a> Se obtiene la transformada de Laplace V<sl de la 

e><presiOn 2.9 • 
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ONDICULA DE KRAHER 

0.30 

0.10 

-0.10 

-c. 3.-:! 

-0. 50 +------+-----t----+------1 

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 

SEGUNDOS 

Fig. 2.3 
Representación de la ondicula de krame muestreada 
cada 4 mil!segundos. 
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bl Se obtiene la ecuaciOn diferencial ascciada. a 

V<s>. 

e> Se eligen las variables de estadc <de la misma 

forma como se h1%0 en los ejemplos del capitulo anterior>. 

d) A partir de las variables de estado • sS> construye 

el modelo de variables ~e e~tado <ecuac10n de estado y 

ecuacion de salida>. 

EJEMPLO 

-500k -15.5k 
Sea V<kl= -1360Ke ... o.se sene C2'</0.06> kJ 

Obten~r su roprasentación en modeles de varia.bles de 

estado. 

Para mayor agilidad se partir~ la funciOn V<k> , para asl 

obtener un modelo de variables de estado en cascad~ esto 

-:500k 
V <kl=-l360e : -1360FCkl 

l -15.5k 
V (kl=0.05e senCC2~/0.0blkJ = 0.05GCkl 

2 

Se obtiene la transformada de Laplace 

V Csl= -1360 
1 (S+500)2 

= -1360 
s2+l.OOOS+250000 

V Cs>- 0.5(?,,./Q,Q6) 
2 (S+l5.3)2+(?"/0.06)2 

En donde V (s) y V (sl son dos ecuaciones de trans~erencia. 
l 2 

que cumplen con 1 VCsl =-1360F<sl + 0.5GCs>. 
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Primeramente se trabajar~ con la funcibn de transferencia 

F<s> • que es de segundo ord~n , asociada con una acuaciOn en 

diferencias de segundo ord~n • 

f ( (lc+2) +lOOOf <k+l) +250000f<k> = d(k) 

En donde d(k) es una fun=iOn impulsiv~ 

La ecuaciOn ántericr es del tipo de proceso autorregres~vo. 

A partir de ella se selcccíonan las variables de estado 

adecuadamente • quedando : 

f (k) X 

f 0:+2) 

X 
1 

-1ooox 
2 

f(k+l) 

.25000X + d Ck> 
1 

X X 
2 

y 

De tal forma • que l• ecuaciOn d~ estado y la ecu•ciOn de 

salida están dadas por : 

X, lk+~ 1 O 

.,; k> 1) +,. 40 4 

V Ck) = -13bOFCkl 
1 

2l. <k> = ( -13b0 

F(kl 

o 
) \ X,<t>I 

Vt> 

X 
1 

d (k) 

De münera similar se opera con la ~unciOn de trans~erencia 

G<s>. obteniéndose la ecuacibn de estado 1 
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1X
3
(k+1)1 

1 x4(k+1)1 -104.67 

Agrupando ambas ecuaciones . quE> 

~{k+l.) o l. o 
x

2
(k+J.) -25xl.0 4 -103 o 

x 3(k+l.) o o -l.5.3 

x
4

(k+l.) o o -l.04.67 

Jll: 
V la ec:uaciOn deo salida sera : 

Z(k) = (-1.360 ·º ·º. 5,0 > I is. ~k~I 

\:;~:~1 X4(k)~ 
h"' 

+ d(k) 

estan en cascada. 

104~6~ 
~(k) o 
x2 (k) l. + 
x3 (k) o 

-15.3 x4 (k) l. 

N, 

Si&ndo M y N la matriz y ·.,1 vec:tor que caracterf=an 

d(k) 

a la 

ond!cula fuente, del tal forma que definen un modelo del 

tipo: 

X<k+ll = MX<k> + N d<t> 

z <kl h X<K> 

Se .... ,puede hacer notar qu~ el HVE requiere de la matriz A y 

de los vec~ores b y h, por lo que hasta este momento no se 

han enc:ontradao • Su obtención s~ vera,.,en la secciOn II.5 • 

II.4 GENERACION DE LA SECUENCIA DE REFLECTIVIDAO 

En este inciso se verA la forma de construir la secuencia 

de entrada la cual es requerida para la obtenciOn de 
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sismcgramas 5intéticos a través del MVE • 

La secuencia de re~lectividad • debe de ser Gaussiana y de 

ruido blanco <Robin$on , 1967) • cumpliendo con las caracte-

rtsticas siguientes 

Ser aleatoria y no ccrrelacionable ~ 

De media e.ere 

Las amplitudes de los coeTícientes deben de ser me-

nares o iguales al valor absoluto de la unidad 

La secuencia t~ndr~ una distribución en el tiempo d~ tipo 

Poisscn y una di!3t.r-ibucibn G<'°l.uss.iana en sus amplitudes ~ 

Recordando que la distribución Poisson ti~ne una funciOn de 

densidad de probabilidad 

para k=O, 1 11 2,. ••• 

' En donda la media y la varianza astan dadas por el parbme-

tro lambda < ).. 

Y la funciOn de probabilidad de la distribuciOn Normal o 

Gaussia.na os 

f(k) 

En donde ü es la varianza de dicha distribuciOn • 

Para construir la secuencia de ref lectividad 5e siguiO el 
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algoritmo dado por Box y Muller. Para generar una distribu-

ciOn uniforme con distribuctn en el tiempo tipo Poisson y en 

donde las amplitudes siguen una distribuciOn Normal. 

El algoritmo tiene la secuencia siguiente : 

a> Se genera un nómero seudaaleatorio en algón equipo 

de computo, dicho nómero estará entre ( -1 y 1 J 

bl Se compara el número aleatorio con el par~metro 

lambda de la distríbuciOn Poisson • 

Si lambda es menor que dicho nUmero aleatorio 

éste Oltimo se descDrta • 

Si lambda es mayor que el nOmero aleatorio ser A 

incorporado el numero aleatorio para continuar con el 

al9crttmo. 

e> Se forman dos distribuciones a partir de los 

nOneros aleatorios conocidos <V , V 
1 2 

d) Se complementan las distribuciones anteriores de 

l• sigui~nte forma : 

V 2V -1 
l 

y V 2V - 1 
2 

Garantizando que las distribuciones estAn entre C-1 y 1 J 

2 2 
e> Se forma con V y V la función S =V + V de 

1 2 1 2 
tal manera que si : 

S es mayor que uno s~ descartan los valeros do V 
l 

y V y se regresa al paso e) • 
2 



S es menor o igual a la unidad e>:istirA un 

nOmero aleatorio en el circulo unitario. 

f) Se forma la relaciOn 
1/2 

X Vl <-2Ln<Sl/Sl 

Siendo X una distribuciOn uni+crme, la cual hasta este 

momento no cumple con la condición de Gaussianidad. para 

que ésta se cum~l~ 

g) Se considera la desviación estandar y la media C se 

debe recordar que es cero teniEndo:Se 

\. u = o J 

Si~ndo X una distribuciOn Poisson - Normal 

Una secuencia de reflectividad con lds caractertsticas 

mencionadas fue construida y se muestra en la figura 2.4 

Las rutinas elaboradas para tal ~in. se muestra en el final 

de este trabajo • 

II.5 OBTENCION DE SISHOGRAMAS SINTETICOS POR MVE 

La solución del MVE, qucdO e~presada, en el capftulo ante-

rior por las expresiones 

k k k-i 
X<k> A X<O> + i~l. A buCi-ll <2.10) 

k k k 
Z<k> h'A X<Ol + ... h'A bu<i-1) <2.11 l 

D·i 

En donde ZCk> serA la salida deseada, es decir, el sismo-

grama sintt.tico. 
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SECUENCIA DE REFLECTIVIDAD 
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En esta ecuaciOn aparecen Jos parAmetros A b y h En 

donde A es la matriz de transic10n de orden nxn ; la c:ual 

se podrá obtener a partir de la matriz exponencial A=eMt 

<Gabel c., 1978> El vector de entrada b de orden nxl. obte-

niendose a partir de 

b N 

En el apéndice 8 de este capitulo se muestra la münera de 

obtener,. tanto la matriz de transicibn como el vector de 

entrada. b. 

Como ya s~ sabe M~ 

representaci~n en ecuaciones de estado und ondicula fuente • 

En la ecuaciOn CZ.11> aparece,. ademl:ls. la secuencia. de 

re-flec:tividad, que representa l~ entrada del sistema. que es 

una s~cuencia Gaussiana. aleatoria. no correlacinable y media 

cero con varianza constante CsecciOn 2.4) • 

Una vez qua se cuenta con la soluciOn del modelo de varia-

bles de estado. as! como 11 la manera de obtener los p~"!r~metros 

de dicha soluci0n 1 solo re~ta aplicarla • De esta man~r• se 

puede obtener algün sismograma &intbtico. 

Un ejemplo se muestra en la figura 2.5. En dicha figura se 

puede cbscrv.ar., de una form• piclOrica. la equivalencia que 

existe con el modelo convolucional. De tal +crma que a partir 

de las gr~Ticas elaboradas., la similitud hace evidente la 

equivalencia buscada 
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EQUIVALENCIA DEL MVE. CON EL M.C. 

SISMOGRA~A SINTETICO CVAR. ESTADO) 
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Para construir el sismograma ., aplicando el modele de 

variables de estado se elaboro un programa de computadora. 

En el apendice C , de este cap!tulo se e~plica ~ cu~les son 

y como se utilizaron las rutinas elaboradas para tal fin 

Para observar !a equivalencia , tambiCn se programo la 

expresión <2.1> y asi obtener un s1smograma sintética por el 

conoci de me todo .. 

En ambos casos se utili=ó como secuencia de reflectívidad la 

r~ore5entada Pn la ~ioura 2 .. 4 .. 

Al f i na.1 de esta t~s1s , el lector podrA encontrar los 

programas utili=ados 

II.6 GENERACION DE RUIDO ALEATORIO Y RELAClON SENAL A RUIDO 

Para obtener un sismograma sintético m~s apegado a la 

realidad, se necesita agregar ruido , para as! de esta ~arma, 

siOn (2,2,b). El ruido ambiental nCk) que ~cr~ agregado 

debe ser : 

Gaussiano y de ruido blanco 
Aleatorio .. 
No correl~cionable con la secuencia de entrada • 

TendrA una varian=a dada <r> ligada directamente con la 

relac:iOn senal a ruido .. Se conoce que la relaciOn sena! a 

ruido, no es m~sJ que una medida de calidad de las mediciones 
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ZCk> ; y estA relaciOn se define como 1 

SNR= <2.12) 

La razOn de la varianza de la sen~l CecuaciOn 2.8) con la 

varianza del ruido 0-2 
r 

En la generación de la secLtencia de ruido se utili=O la 

misma rutina empledda p~ra la secu~ncia de refl~=tlvidad. 

El valor de la varian=a del ruidc fu~ cb~onidc ~ p~rtlr- de 

- ................. -.; ,...._ 
·~· - - . ~ -· -· '. '. ,, 

. -~· ...... ·-'""" ......... u.'" ...... ' )' 

Para· hallar la varian::a de la seNal ise utili::.a la. ecuac10n 

<2.9). 

COVCZ<k+l>J h"P!k+l)h 

En donde P<k+t> es la matriz de covarian=a del vectcr- de 

esta.do X (k) Cecuac:10n 2.5) .. D~ tal forma que 

2 
U s= h'CAP!l:)A" + bqb' Jh (2 .. 13) 

En donde las comillas indican matrices y vectores 

transpuestos .. 

LY varianza de la s~cuencia d~ reflectividad estA represen-
2 

tada por el par~metro (q) , de.f i ni da como q= J. C7 g , siendo 

laC"'2varian::a. de la distribución de amplitudes 
g 

(distribuci~n 

Gaussiana> ~ y A el par~metro de la distribución Poisson • 
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~ 
Sismogramae con efecto de ond!cula y ruido aleatorio en didtintos grados. 
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Sustituyendo la ecuacion (2 .. 13> en <2.12) se podrA obtener 

la varian:a del ruido, esto es : 

.. 
CTr= r = h"CAPCklA" + bqb"lhJ /SNR C2.14l 

En esta Olt~ma ecuaciOn se presenta el problema del c~lculo 

de la matri= de covarianza P<k> la cual es recursiva <ec .. 

2.5> y es neces~rio, partir de un valor inicial para su 

cA.lculo por eJemplo P<O> ~ O , itcrandola hasta que la 

matri;: conver-ga. 

Por qué P<k> debe de sar convergente ? 

Si a la matri: A se le asocia a un sistema est3ble CApcn-

dice B> en el cual todo~ sus valores caracterlsticos coinci-

den en el circulo unitario , entonces la matriz PCk> tendrA 

un limite P : 

LIM PCkl P 
K-+oa 

Cuando, la r~laci~n ~cn~l a ruido es espcc!ficada a priori 

para experimentos simulados , se debe de calcular la matri: 

y asf calcular la varianza del ruido (r) do la ultima 

ecuaciOn .. 

Finalmente • se ob~erva que la matriz P es la solución de la 

ecuacibn C2. 5l <Anderson y Hoore, 1980) 

P AP(klA' + bqb' 

En donde P recibe el nombre de matriz de Covarian~a Esta-
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cionaria. Esta. matriz podrA ser utili=ada , también en teorta 

de estimac:iOn CCap. III>. 

Una ve= obtenida la varianza del ruido • se genera una 

secuencia de ruidc Gaussiana y blanca con el algorftmo de Box 

y Muller • 

Un ejemplo do ~is~c~ramns ccnt~min~dos , para varias S~JR , 

se muestra en la figuras 2.6 . 

As! de esta. manera. 

la realidad, y al cual 

se tendr~ un sismograma m~s apegado a 

ahora se le va aplicar el operador 

de DECONVOLUCION de V~rian=a Hinima • 

principal de e:te trabajo. 

que es la fin~lidad 
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CAPITULO III 

DECONVOLUCION DE VARIANZA MINIMA UTILIZANDO EL FILTRO KALHAN 

En este capitulo se rcpa~ar~n los conceptos de teoría de 

estimación que constituyen las bases de la Deccnvolucí6n de 

varian~a minima via filtro Kalman . 

Se trata de "est1mar .. med1ante el proceso de 

' 
Dcconvolw:::.iCn y ·" par t.l r d2 l .. !;¡(;>f"lcil dfr Sc.0.l l da z º" l é\ 

rt>"t- ..l. ect:. v1 Oi\a u(}~) 1 a esa t?st1 m.ac1 On se !!:' 

denota 'U<k> 

Se debe aclarar que la se~al de Sdlida Z<k> cont1ene a !a 

secuenc:ia de reilectividad u(k) contam1 nade\ con r;.li do 

aleatorio n<k> y el efecto de la ondJcula fuente 

Para l ogra.r lo u.ntt.~rl.or san nec es.arias ciertas 

suposiciones básicas, a saber : 

La expres1Cn ~nul!tica d~ la ond!c~la 
conoc1d<"'t • 

fuc.•nte es 

2) La secuencia d~ reflcctividad s1gue una distribu­
ción G.aussiana 

3> La s~cucncia de ruido alaator10 es GaLtssiana y de 
ruido blanco • 

4> La s~cuencia de ruido aleatorio y la secuenc1a de 
reflectividad no son corrolac1cn~b!cs • 

S> El valor d~ la relación se~al a ruido <SNR> de la 
de la secu~nc1a de salida ZCl:) es conoc1do 

El problema de determinar u<k> no es muy camón en teorfa 

de estimaciOn, y esto trae algunas dificultades para la 

dec:onvoluc::iOn .. Ya que t?l inter~s es obtener estimadores de la 
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secuencia de entrada y debido a ~~to • se har~ necesario 

obtener primeramente estimadcres del vector de estado X<k>, 

relacionado con la salida ZCk) 

Un punto de partida, 

de variables de estado, 

conoc:idas: 

para la deconvoluciOn será el modelo 

X <k ... I l = AX O:l .._ bu <1:) 

Z<k> = i'ixcu +n<k> 

En este tr.=.bajo se> vcrA el problema de cstimación 1 tratando 

~l caso de un solo canal. Para el caso multicanal se rece-

m1enoa ver el trabaJo do Mendel y Kormylo, 1983 • 

III.1 ESTIMACION DE VARIANZA MININA 

Un estimadcr e~ un proc~dimicnto, mc-d i <:in te el cual, el 

valor de una vari~blc en un mom~nto determinado se obtiene 

El e~timador puede hacer u~o de infcrmac16n de diversa !n­

dole, al valor obt~nido se le conoce como nstimac!on 

Un~ ~or~.:! ::e di...·;1uLr::J.r un estimador os: X' <k/ j > .. Baja es.ta 

notación X s~9nif1c8 que se trata un est1m~dor de la variable 

X en el tiempo k basado en j observ~ciones • 

Lo anterior puede ser m~s objetivo m~diante un ej~mplo • 

Supongamos que X<k>, 

expresiOn grAfica 

para k==o.1,2, ..... tiene la siguiente 
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3 
o 5 7 9 K 

Y que se desea estimar o predecir el valer de XCk> para un 

valor especl~ico de k • d~gamos k=6 , basado en j observacio-

nea~, supongamos j=4 • 

Entonces XC6/4l es un estimador de X(6)~ basado en 1 as 

primeras 4 observaciones • 

__,.) 
Dcpen~ier'd~ de la in~ormaciOn utilizada , se puede ver oue 

~x~s~en tres tipos de estimadores de XCt;> ellos son 

a> Estimador de predicc10n Optima • 
bl Estimador de filtrado eptimo • 
e> Estimador de suaviza.miento Optimo • 

Un estimador de predicciOn t:>ptima de X<k>, es .aquel en el 

cua.l k es mayor que j e k > J >.Un estimador de ~iltrado 

Optimo, es aquel que se cumple que J:=j. Y un est1mador ce 

suavizamiento Optimo, es cuando el tiempo k ~s menor qt.1~ ~l 

tiempo j. En t~or!a de estimación es importante seleccionar 

XCk/jl, de tal manera que alQuna medida de e~ror de estima-

cion_ denotada por X<k/j) ~ XCk> - x(k/j), sea minimizada. La 

medida más c:oa1unmente empleada es el error por mínimos c:uü.-

drados. 

La in~ormac:iOn que se requiere • 

XCkl es ZCJl, es decir 1 

XCk/j) f 1CZCj)) 
k 

para las estimaciones de 

C3.1 > 
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De tal forma que el error por m!nimos cuadrados es 

JCXCk/j)) ECXCk/j)'XCk/j)J 

En la ec:uaciOn C3.1) se observa que X<k> 

medidas de Z (j) 

(3.2> 

depende de las 

La meta primeramente es : obtener estimadores de varianza 

m!nima de X<kl. Una vez obtenidos dichos estimadoros~ se 

que este relacionada linealmente a XCk>; 

o secuencia de reTlectividad . 

como puede ser u(k) 

Un estimador de varian=a m!nima de uCk>. va a depender de 

un estimador de suavizamiento, el cual a su vez va a depender 

de un estimador de filtrado, 

predic:c:iOn • 

y éste por Oltimo de uno de 

La soluciOn al problema de estimación por mfnimos cuadra-

dos, e~ta dada por '""l teorema: f undament..a.l de teort a. de es ti-

mac:iOn. Este teorema dice : '
1 El estimador que minimiza el 

error por mínimos cuadradas ser.1": 

'X <k/J> EC ex Ck> /Z (j) J (3.3> 

Para comprobarlo- se parte de que el error por mtnimos 

cuadrados esta dado por: 

52. 



J[X(k/j)J = ECX'(k/j)X(k/j)ZCj)J 

Se omitir~ la dependencia funcional de k y J, 

simplicidad • 

J 
1 

Er cx-x>' <X-X> /z < J > J 

Erx·x-xx-i~+x'x/ZJ 

(3.4) 

para mayor 

(3.5) 

Erx • x/z-Er x • .'ZJx-xEcx/z J-x· xJ 

ECX"X/Z+CX-ECX/ZJ'CX-ECX/ZJJJ-ECX'/ZJECX/ZJ 

De tal manera que X es el estimador que mini,ni:a el error 

medie cuadr~ticc. 

A.i'"lcra si X Ck) y Z Ck) son procesos. Ga.ussiél.nos,, el c-stimador 

que minimiza el error por mfnimos cuadrados es <Papoulis, 

1965> 

XCk/Jl=ECXCklJ+P c k, j > P -l. (j. j > C Z e j > -E C Z (j > J J <3.6) 
x:: zz 

En donde P y p están dadas por 
xz z:: 

P E<CX (k)-E(" <k> JCZ CJ>-ECZ (jl J") 

xz 

P = E<CZCJ>-ECZ1JlHZ(j>-ECZ(j!J') 
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III.2 PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES. 

Al Drtogon"lidad: El error de estimac:iOn por min1mcs 

cuadrados es ortogonal a fk<ZCj>> • es decir : 

"' ECX Ckl - X Ckl Jfk (¡: (j)) J O 

Esto se puede ver si XCk> y Z<J> son vectores aleatorios 

distribuidos uniformemente y fk(Z(j)) es un- función escalar. 

Un e: aso de ~sta prop~~dad 8S cuando 

~ 

4~(7Cj))=Ytl·/~'• ~~~=~~~ ~- ~~~~~ ~~LrA01r come 1 

ECXCk/jlJXCk/j) o 

Bl Inses.g.amiento :. Un estim~dor debe ser insesgado. es 

decir, debe cumplir que 

ECX(k/j)J ECX <Id J , para todo k 

Puede ser tambi~n escrito como 

ECX<k/JlJ o , para todo k 

Cl Varianza n11nima: La medida de dispersi~n. en torno a 

la media de X<k/J) ~s la varianza del error : 

2 
cr <k/j) 

X 
ECXCk/jl 

2 
Ei:X<lc/j) J 

Se dice que, un ea.timador que tiene la varia.nz.a mAs pequerra 
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en el error es un ESTIMADOR DE VARIANZA MININA•. 

S~ tiene, de la def1nic1ón de varion=a del error que 

2 v x<k/J> 
- 2 

ECXi Ck/j)J 

Y el error por m!nin1cs cuadrados se podrA escribir como 

n 
JCXO:/JlJ 

i=l. 

2 
C-x<k/ J> 

las var1an:as san siempre po~1tivas y QL1e el 

valer m!nímo de JCX<k/J)l. ser~ alcan:ado cuando cada una de 

las n varian=a5 son minimizadaG 

D> Linealidad: Observando el estim~dor representado por 

la ecuacibn <3.6) se tiene qtio. este ~5 ~na transformación 

11 neal de las m2diciones , por le que se dice que~ dicho 

estimado~ ti~ne ~n co~portamiento lineal 

.... 
Cuando X(k/j) no es una estimador lineal y XC~> y Z(k) no 

son Gaussi3ncs , ~= pcdrá constuir a cravos d~ la ecuacibn 

<3.6> un estimador equivalent~ lineal por medio de sus des 

momentos 

III.3 ESTIMADORES 

Come ya se vi6 la ecuaci6nC3.6> que es la forma más g~neral 

para ~1 cAlculo del estimador de XCk> ~presenta algunos 
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problemas. ya que hay matrices de covar1an=a y croscovarian=a 

inversa. Por lo que se recurre a al~unos otros algoritmos 

utilizando los tres tipos de estimadores para el calculo de 

XCk/J) y posteriormente para u<k>. 

III.3.1 PREDICC!ON 

Se desea conocer cual ~s el estimador do p~edicciOn y la 

matri: de ccvar1an:a del error asociada a Oste. asumiendo de 

antemano que se conoce ~l estimador de filtrado y su matriz 

de cova~lan=a de error respectiva X ( k / k) y F" ( I~ / k} 

El estimador de predicc10n ick/j) para k > j es 

Xck+1/k> A X O:/k) 

Y el orror del estimador de predicciOn Gaussianc, 

con media cero , tiene como matri= de covaridnza : 

bql.:." 

(3.7) 

Markov y 

(3.8) 

A estas ecuaciones se les conoce como ECUACIONES DE PREOIC­

CION. 

La comprcbaci6n d~ ;~ecuación C3.7} se da en el ~péndice A 

de este capitulo, y la ecuaciu6n (3.8> se comprueba al ser el 

error Markov y Gauss1ano, ya que Sdtisface a la ecuación de 

estado y la obtenci~11 de !a m~tri= de covaridn:a se hallar~ 

de manera similar a la matri: cie t:~~·~r-ian~a del vector de 
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estado ( XCk>> .EcuaciOn <2.4> 

En la siguiente sec:ci~n se muestra como obtener el estima-

dor de predícciOn basado en el estimador de filtrado • 

III.3.2 FILTRADO 

El estimador de filtrado 1.(k"'t'-l/k..-1>, estA lntimarr.cnte líga-

do c:on el filtl-o t~:alman .Siendo este un filtro recursivo y de 

varianza mínlm ... , (!<al rnan. 196ü> .. 

Del teorema df: .. cst::.mac:iOn .. se sabe que un 

~(k+1/k+1> ~ E[X(k!l/Z(k+!)J 

Y que alternativ~m~ntc se puede e~cribir 

,.... 
X <k+1/k+l> 

,.., 
X (k+1/k) + l<O:+ll"l 0:+1/k+l l c::S.9> 

En donde. ~Ck+l/k) as llam~do proceso inl1ovador (Se desa-

rroll~ ~n el Apend~ca cl) KCl~+l> es un veclor (para ~l c~~o 

mul ti canal es una matri= > llam~dc vector de Ganancia de 

Kalman • El cual queda especificado por 

-1 
K<k+1> PCk+1/k)h'[h'P<k+1/klh + rJ cs. 10) 

En donde r 
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P<k+1/k) • APCk/k)A' + bqb' 

P<k+1/k+1) = C I - KCk+1)hJP<k+1/k) C3. 11) 

A las ecuaclan~s (3.9) y <3.11) se l~s conoc~ =cmo ECUA-

C IONES DE CORF:ECC ION .Siendo i la matr1: de identidad. y 

?(k+!./k--1). l .1 .n.:;. tri;:: 

estimador de filtrado. 

El vec t.or r~al mar. es r ecurs1 vo , ya que utili:a la variAn~~ 

del errcr d~ filtrada. En esta procesa de PRED!CCION -CORRE-

CCIDrJ. el paso corrector esta dado por ~:c~+ll~Ck+l/k) y Pl 

predictor utili~d iniorn1ac10n de las ecuaciones de estado 

ex <k+1n,i = AX Ck/k) J. 

El paso corrector utili=a mediciones nuevas en el tiempo 

k+l; 3i~ndo la carrecciOn proporcicnal a la diferenc1d entre 

las med1c1onus v su valor meJor~co de predicción =Ck+l)/k)= 

Z<k+1)-2Cl;+l/k) Cvor aoendi~P R> 

En ganeral el cstim~dor de filtrado Optimo recibe el nombre 

de FILTRO KALMAN. 

En el díagrama de bloqt1es siguicnt~ CFigura =-1) se presen­

ta. la forma. dl? implementar el proceso de PREDICCION -CORRE­

CCION utili=ando tanto el estimador de predicción y el esti­

mador de filtrado o filtro Kalman, y sus respectivas matrices 

d~ c:ovar.i.an=a. : 
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Para inic¡~lizar este proce~o se utiliza X(0/0>=0 y 

P<O/Ol=O 

El desarrclo de las ecuacion~s antcriore$, se tratar.\ a 

continuaciOn, con el auxilio de los ~p~ndices A y a. 

t<alman ideó este algor!tmo , de una manera bast<-\nte inge-

ni osa Su punLo dse partida fL1e separar al conjL1nto de 

mediciones ZCk+!> en ZCk> y Z<~:+1' por lo que el est1m~dor 

de filtrado , puedE e:~pr~sar5~ =orne : 

-;- <k+l/k+I > ='x'c1~+ 1 /f' (3. 12) 

Er~ Ccnde> ZCk•l/!-) =Z<f~+l) - Z<k+l/k) t.•s ol proceso innova-

der. el ~ual es inv2rtible con ZCk+l>, siendo Gauss1ano y de 

r~1do blanco. en dende al ser invertible se tiene que : 

ECX<L+l)/=(k+ti J=E[X(k+l) J + 

p (l;+l,k+l)P_-:1 (k+!,k+J):!"(k+l/k) (3. ¡::;.¡ 

E~ta ecuación esa similar a la e~uactan C3.6)i en donde se 

defin~ a la Ganancia de l~alm~n como : 

-1 
f<:Ck+l) <k+1,k+1)P Ck+l,k+l) ( :;. 14) 

51 se susti tL1ye <3.13> y C3, 14) !?n C3.12> se tendrA la 

ecua.ciOn <3.9>i que es l~ ecuaciOn d¿l filtro Kalman, estA 

ecuaciOn habr~ que 1n1c1clli=drlc con XC0/0). 
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E CUACJONES DE PREDICCION; 

X( k•1/kl = AX~k/k) 
P(k•1/kl= AP(k/klA • bqb' 

ECUACIONES DE CORRECCION: 

XCk•1/K•1 l~ 5<Ck+1/ kl • K<k·1l~Cl<-1l-hXCk•Vk~ 

K<k·1l~ P<k·11k>n(nP<k·11>dh •rí1 

--------------------

A,b,q,r 1 ,._jCond.inic. •¡' 

..._ __ ___,-- - j X<O/Ol, PCO/Ol 

1 ~;-º 1 

Cdlculo de 
~Ck•1/k) ~-------~ 
P(k+11 kl 

rzo:n 1 

_J __ 
Cd!cu!o de \ 

K(k•1) 

- - - - - - - - _j 

Fig. 341 diagrama de bloques mostrando el uso del proceso de 
PREDICCION - CORRECIDN. 
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-1 
Para calcular K<k+l> se debe evaluar ~z y Pzz 

ia c:ovar1an::a de-1 proceso innovador y PxZ 

en donde 

ser e.. le. 

croscovar1an:a entre el estimador y el proceso innovador, dadas' 

por : 

F:O;: E e= n: + 1 / k '::" e k + 1 • k > J 

= hPlk•l/k)h" + r = Nlk+l/kl (3.15) 
y 

p PCk+l/klh' 1:::.16) 
xz 

Su d~sarrollo ~~muestra en el apond1c~ C de c~t~ cepi~~lo. 

Sustituyendo las ecuac1ones 

<3. 14)' se obtieno la ecuac10n de Ganancia de Kalman 

cion 3.lo> 

Se harA ~nfasi~ , an qu~ l~s ~cu~ciones de P~ED1CC12N (3.7 

y 3.8> usun sólo informüc1ón d~ la~ ~cuoc1on~s d~ ~~tsd~ y 

que las ecuacion~s dQ CORRECCION (3.9y3.11> u5an 1nfc~n1a-
1 

ciOn 5olo de l~s ~1cdicicncs. 

La ecuz,c:ión de _g.:-~n .... ,,ncia de l:~"llrn .. "\n es v~r1.:.::i.nte pn .:.:-1 tiempo .. 

aan si el siste1r.~ d1n~m1co que 5~ est~ tr~baJando ~s inva-

tiende a un limite, los coef1c1cntes se reducen a constantes, 

esto lleva al c~so Ce ~STADO ESTABLE, el cual ya ~e habia 

planteado en el capitulo ~nterior 

La combinaciOn de las ecuaciones <3.10 y 3.7> d.arA como 

rE'sultado : 
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XCl:+l/k+ll e I - KCS...+l)hAJ'Xck/k) + ~(k+l>Z<k+1) C3. 17) 

Asl mismo. la combinaci.On de la.5 ec'...l.a.::i~nes e:. t2 y 3 .. 8) .. 

que rPcibe el nombra de ~cL1aciOn de 

Ric::a.tti. 

-1 
PCk+l/k) AP<k/k+l) CI - h" ChPCk/~~~t)h" + r) hP(k/l·~+1>A~ <3.18) 

:=- --.- •. ,...,....,...,,,,. v ;-::.ouiv.a.lente al proceso de 

COFRECC!ON - PRE;)!.CCIGM .. 

III.3.2 .. 1 FILTRO KALMAN DE ESTADO ESTACIONARIO. 

Para sistemas estac:=nar1~~ e invariant~s en el tiempo~ sl 

et limite dP F'(k•·!/~) e~·;i~te CLk:.ndo k t1er.de a infinito, y es 

tes 

Como PCk+11i:> y F'íi~/k> ~st~n rcla~1onado~ intima~ente, en-

ton=C>s: • Lim PO~/!<) 

Moore,1979) 

Esto algorttmo de CORRECCIOrJ - PREDICC!ON, se rcc:i.li;:a en 

este trabaJc por medio d8 la subrutina Kalman 

En la 5~cci0n siguiente SE verb el estimador de SLtavi=a-
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miento bptimo, Que es el Ultimo de los estimudores, que hace 

faltd ver, ligado d1r~ctamente con el estimador de uCi:> o 

secuencia de reflect1v1dad. 

·lII.3.3 SUAVIZADOR 

Ya se ha obtenido ~l algor!tmo recursivo. pa.ra los est1ma-

dores d~ predicc1~n y filtrado Optimo. At1ora. se d~sea ~ono-

recordando que 

Xo./J> ElX!t;J/Z(j)J 

E:;;.Lci t=;ti.r:d.dc-r ~::. r.t.s coH1plic:.a.do qut::> el de filtrado, yd. qu~ 

h~brA tres fo~~as de ~stima-

.... J .,,JI_ ,:.. ..... '!........ i .... j ...... 

~) ~~ L~rrlfh1~f1lD flJO. 

IJr, E!'Sti md.dor dt? punta fijo de u <kO es G C k/k+l) donde k se 

~ija y 1 es variable. Los estimadores de pur1to fijo realzan 

li'15 e.-st1mac.i.onE:::"s ~e -·! F.:u1 P'-tnt.o e5pL?c.ific.o. 

Un estimador de ccrrimlGt1to de uCk) ~~ ~Ci~/k+l), en donde l 

se fija y k varia. Oc- t..:.<.\l ferina. qLte 1..\(k/l·.+l) utiliza una 

ventana de valores futuros de la~ ¡~~tlic1cnes e zc~~+1>, 
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ZCk+;.?), ..... .Ztk+l>} 

Un estimador dfr intervalo f1~0 de ~'~l usa solo valores de 

mcdic:i.ones ZO.:.+ll, Z~k+2>, Z(L). 

I I I. ~ ESTIM<\CION DE LA SECUENCIA DE ENTRADA. 

zn.:i se utíl1::ar~ !a e!..:;t:.mac1~n d2 ';.-,.uav:.::.-:tm:.c·nt:o d:? XCk>, 

El proceso de Qsti~aci6n de u<~~>, a partir de Z<kl es 

estimador de punto fijo de u()() ser~ denotado por 

es Vi'lr 1t~b1 e Las estim.3-

:SE~ sepone. qu~ s0 tiene un v~lcr 

-.•lqun.::i.. otra 

los 

u U:l pare-=.l'?n ocurr-::.r entonc~s la se11~1 se pu~de real:ar 

un estimad~r d~ p~~to ftJo; 85! se van a obtcn~r valoocs 

,... 
u<k /1: 

1 
+1 ,, ~<~. /k +1 > ••••• Gck /k +1 > 

1 2 1 k 
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En donde, 

resolucibn que u<k
1

>. 

Estos procedimientos s~ pu~d~~ aplicar a todos los valores 

de tiempo, para los cuales u<.k: } • pued.3.n tc;..~ne!~ Vi\lore·:.:.; pie.os. 
l 

Pri~erament.í?, 

y a su ve: se lograr~ ll~qar a la ~e~a final que es prec1-

sarnente el c~lculo de uCk) 

El s1ste~a du ~cuacicnes p~r~ ~l ~u~~~=~dor de punto fijo, 

de un sOlo paso d~ u(kJ y su var1an~a de error asociada a 

,. 
u<k/k+ll 

2 
C- C~./k+l> = q - qb"h'Ch<k+l/klh. + rJ 

u 

La. comprcbaci ór. ::!e es t. as ecuoc:;;_ c~1t."S:-

a.pl i car 

miento para X<k>. 

~3. 18) 
-1 

(3. 19i 

Se puede observar qu~ G<k/k+1)~ queoa e~presada en cant1-

da.des que son g~-->neradi!'!.s por el filtro l.:'.a.lmun, e ocno K < k + 1 ) ,, 

PCl<+l/kl y z <k+ 1/k). Si Et~+l/k) es una secuencia de ruido 

blanco, entone.es e! estimador de la secuencia de entrada 

u<k>, es también d~ ruido blanco. 



En donde~ pueda tener 

E$to~ proced1mien~os sfr pu~den dpl1car a todos los valores 

de tiempo, p~ra lo~ cuales u(k ~ puedan t~ner valares p1ccs. 

Pr i i:-:E.~ra.men te-,, 

p~ra l pasos (k+l) :t que: est.ablP.Ct:.!rtln liiS E?CLl~::i::.nt-$ .fl.nale'!;i.• 

y a. su ve;;: s.e logrd.r~ llE:gar a la rr.eta. final 

Samente Ql calculo de U(k) 

de un st>lo paso de u(k) 'I su varia.nz.). de error 

dicho e~tim~dcr. est~ñ dada~ por : 

~CS.::/k+l) = qQP-1. :k+l/k>X<k+t.lFi:t.+l/k:-
2 

(;'" Ckl'k+ll = q - qb'h'Ch<k+l/klh' + r·J 
u 

La comproba.!:i On de estas ecuaci c:i.C"$ 

que es prec1-

asoc:1 ad~ .:::i 

<3. 18) 

aplicar el operador E(~/Z(l;+l>l ~las ~cuac1on~& de ~~La~~. 

miento para X(k). 

Se puede obser "ªr qut? ti <kl'k+l >" que-ca e~-.pr-esoda en cant1-

dades que son gc-neradi!'s por el filtro Kalm.:in , como K<k+1>. 

P(k+l/kl y zck+1/1n. Si itk+l/k) es una secuencia de ruido 

blanco, entonces el estimador de la secuencia de entrada 

uCk>- ~s también d2 ruldo blanco. 
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El estimador de la secuencia de entrada ~(k/k1>, se basa en 

el conjunto de mediciones Z<k+t>=CZ<l>, z <2>, •••• , z <n-1) J, 

en relación al tiempo k+l. Y como ~n sismologta el registro 

estA disponible a priori, se podr~n utili~ar las ecuaciones 

cs. 18 y 3. 19> 

Para estimar u<k> con varios pasos adelante> se pueden 

generali~ar los re~ultados anteriores; y se obtendr~ a(k/k+l) 
2 

y G'"u Ck/k+l >. 

miento de 

En donde ~Ck/k+l>. es un estimador de suavi~a-
2 

paSOS dC' U (k~ y C-U ~::;, la Vd.ria.nzc:l <.J~ e,-ror 

~(k/K+l> ~Ck/k+l-1> + N (k/k+llz\k+l/k+l-ll 

1=1,.2, ••••• y 
u 

Gck/k> = o 

N Ck/k+ll 
u 

N Ck/k+l> 
u 

ef Ck.lk+l > 
u 

2 

-1 
qb'P Ck+l/klKCk+ll 

-1 k+L-l. 
qb'P Ck+l/kl C 11 JK<k+l> 

2 
C- Ck.lk+l-1 > 

u 

jok+l. 

N <k/k+l>· 
u 

• ChP<k+l.lk+l-l)h' + rJN Ck.lk+l> 
u 

C- Ck/k) :, q 
u 

<3.20> 

<3.21.al 

<3.21.b> 

C3.22.a> 

c::s.22.b> 

La ecuación (3.20> es obtenida de manera similar a la 

ecuación (3.18>, es decir se le aplica a la ecuación de 

estado el operador EC#/Zlk+l>J, en afflbos miembros .. La ecua-
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c:iOn C3.=1> es poco atractiva para programar. por lo que se 

bus~a un proce5o que in~olucre menes mult1pl1cac1ones de 

matrices. Una ecuaciOn equivalente pard el cálculo e5 <Mendel 

y Korrnylo 9 1983> 

N lk/k+ll 
u 

qb'h'ChP<k+l/k>h' + rJ 
-1 

N (k/k+l> = D<k,l)h•thP<k+l/k+l-llh' + r J-i 
u 

-1 
D<k,ll ~ D<k,l-ll C I --l<Ck+l-llhJ A' 

<3.23.a> 

<3.24.b) 

Se observa que D<k,l> es una matriz de ord~n nxl y en el 

c~lculo de ella no se requiere de la inversa de P<k+l/k) 

En el diagrama siguiente se abreviará 

algoritmo para obtener el estimador de uCk> 
2 

c.1cnes iniciales ~(k/k) =O y C- Ck/k) q ... 
-u------

<Fig. 3.2> el 

con l a.s condi -· 

El c.~lculo de la estimación de U<k> se realiza en éste, por 

medio de la subrutina ESTIMA, mostrada en el +inal de este 

trabajo. 
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ESTIMACION DE u(k) 

1c, kik·i ;= G<k/k•l-v • N,.Ck/k•I >zCk·llk .,_, >j 

"jik/k•I >= DCk,l>h(nP<k•llk•l-1>h • rj1 

D<k,IJ• DCk,1-1l(l-KCk•l-1>~r . 

CONDICIONES INICIALES 
OCk/k l>:0

1
; ?"~C k/kJ.q;D<kJ >- q 

J: ffidX 

Ccilculo del filtro Kcilman l ____ · 
para un v<ifor p<1rticular de k/ ; 

j 

' -Céilculo de 
k/k•l 

C.Jlculo de 
'U<klk•j) 

Calculo de 
OCk,j•t> 

l i=j •l -
"(; .. ¡~~--, 

m.11 ' 

1 
~ .,J. 
: [EJ 

Fig. 3.2 diagraca de bloques mostrando el uso del escimador 
de punto fijo para u(k), utilizando L pasos. 

68, 



A LOS OJOS DEL HOMBRE DE IMA­
GINACION, LA NATURALEZA ES LA 
IMAGINACION MISMA. 

WILLIAM BLAKE 

EL IMPULSO PERMANENTE DEL SER 
HUMANO ES BUSCAR EL ORDEN Y 
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CAPITULO IV 

APLlCACION DE LA DECONVOLUCION DE VARIANZA l'IINil'IA A 

SISl'!OGRAMAS SIHTETICOS CON RUIDO • 

En c-1 c:ap:Ztulo a;itcrior s.e .. ne:s.tró al op~rador de cec:onvo­

luciOn de varian:a mínima vía filtro Kalman , para el caso de 

un solo ca.na! .s~ prC'::.ont.,,::¡,ron t..a.r..bién lo~ .algoritmos y pa.rc11.-

as1 como las cono1ciones esta-

d!sticas que debe cumplir la senal z (I<) • 

En este capitulo se muestran tres ejemplos, cada uno con 

c:a.ractertsticas distintas , con lo cual se podrá observar las 

bondades y limitaciones del método. 

Los sismogramas que se elaboraron para aplicarles ~l opera-

cibn de Oeconvoluc:íOn de varianza cín1ma. , 

cipales caracteristica~ s 

tienen como prin-

a> Sismograma elaborado a partir de una secuenci• 

aleatoria y que cumple con el mod~lo estadlstico de Robinson 

b) Sismograma elaborado a partir de datos de un re;i~-

tro sOnico de porosidad, el cual es impulsivo y contempla 

p~rdidas por transmisiOn • 

e) Sismograma construtdo a partir de dato& de un 

registro sOnico de porosidad • 

pérdidas por transmisión • 

ahora con mOltiples y 



Para los E>.JC':'TtPlCs b> y e). 

patron~s do veloc1d4des d1f~rentes. 

las figuras 4.7.a y 4.12.a~ rsspectivament~. 

Los sismcgra~~~ Y al procE~o da c2~cnvolLtC10n fu~ron progra-

madc~ o~ l~nguaje Fortran !V y ejecutadas en ~! sist2~a VAX 

11/75(.1 .. Los prcgram~s se presentan al 

final del trabaja. El c~lcL1lo de los s1smogra~as iffipulsivos y 

no s~ro discutijos, y¿.. que 

simplementE son au:ciliarcs de este tr~bajo . 

IV.1 PRESENTACION DE DATOS SISNTETICOS Y APLICACION DEL 

OPERADOR DE DECONVOLUCION DE VARIA~~ZA HINIMA . 

rv.1.1 SISHOGRAHA SINTETICO A PARTIR DE UNA SECUENCIA 

ALEATORIA. 

Es"': e> zo.Jemolo. e~ el que se utili=6 ~n el capitulo Il, de 

tal manera que se hara un resUmcn breve de su ccnstruccibn. 

- Elaboración de una SC>cuenc1a de reilectividad con 

distribuci~n Normal-Poisson, a partir ce nómeros ~~udoalc~-

torios, con media igual a cero , dcsviacibn estandar iguala 

O. 15 y lambda 

a 0.05 Con 

(parA~etro de la distribuciOn Pcisson > igual 

la finalidad de tener coeficiontes de refle>:10n 

menores que el valor ~bsoluto de .3~ y as! darle un toque m~s 

reali5ta La secuencia d~ reflcct1vidad se muestra en lu 

figura 2.4 . 
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- Reali=aci6n de ~1smograrr.as sintéticos libr~s de ruido 

por ~ode!o d~ variables dQ es~~do CFig. 2.5.b> utili=ando la 

ondicula ~uente de t~ramer 

- Con~trucciOn de 1~ s~cu~r,c1d d~ ruido aleatorio Gaus-

ruido d~seada y la v~rian=d de la sena! de entrada Cq>. 

- Suma de ld secuencia de ruido al s1sn1ograma con r·ela­

cicnes seNal ~ruido de 20,10,S,4.y 2 • 

Mostr~d.:i.s <:>n las figur~s 4 .. 1.a, 4.2.a!' 4.3.a.. 4 .. 4 • .a y 4.5.a, 

respectivamente .. 

Una ve= que se construyeron los sismogramas s1nt~ticos 

contaminados, 

de?convolución 

se procede a reali:dr la estimaciOn de u(k) o 

Como se sabe., el algoritmo utili=ado para la deccnvolu-

ciOn es el da auavi:amionto dQ punto +iJo da 1-pa~as, d~ 

CllAntos pasos son necesarics para estimar la so~al de 

entrada u<k> ? 

L~ r~spucst~ e~ Qncc~trsr~ ~n~!i:ando 13 var1an=~ del 

error, para ello s~ realizaron l~s siguient~~ pruebas: 

a) Se seleccionó al a:ar Ltno de los sismogramas • ~n est~ 

caso fLtO ~l qu& co~tcn!a L1na StiR=B , y procedió ~ estimar la 

sccttencia de entrada p~ra t.3,5,B,10 y 20 pasos, obtoniéndose 
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SEilAL DE b'ITRADA SNR=23 

0.30 ...---------------~ 

0.15 

:: :: +-¡ __ +--_ _._ __ ..¡...._' _ __¡/ 

Fig. 4.1.a 
Sismograma sitéeico 
con relación señal­
ruido de 20. 

0.000 0. 125 0.250 0.375 o.srr 
SENAL DE SALIDA SNR=20 L = 10 

0.15 

-0. !5 

Fig. 4.1.b 
Secuencia de reflec 
tividad esticad.:i coñ 
el operador Je decom 
volución de vnrianzÜ 
mínirn.a para diéz pa­
sos~ 

-0.30 +-----+----+----.....,1----t 

0.000 0.125 0.250 0.375 0.500 

SEGUNDOS 
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SENAL DE ENlRADA Si:R= l 0 

e 15 

' 
Fig. '1.2.a 
Sismograma sintético 
contaminado con unn 
relación de 10. -

-0.15 j 
-0. 30 ..¡. ____ _,_ __ _.c.. ___ ~---i 

0.C00 0.125 3.25C 

SENAL DE SALIDA SNR= l 0 L =5 

0.15 

-0.15 

C.:375 C.~Cil 

Fii;. !, • 2. b 
Sccucnci~ de reflcc­
tividad estimada con 
el OtH.•ra<lor de dcr:-on 
volu~ión de varianz; 
mínima para diéz pa­
sos. 

-0.30 .l.-----'---._.;__;"--__ _,,_ __ --! 

e.eco C.125 0.253 0.375 0.500 

SEGU~;)OS 
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SENAL DE ENlRADJ.. s:;~=8 

0. !5 

-e is 

-0. 3C +-----,----.,._---..,..------1 
e.cce e. !25 

SENAL DE SALIDA SNR=B L=iü 

-0.15 

-0.3C -t------;.-----+-----,...-----1 

fit;, ..... 1.a 
Sismoµraca Hint6tico 
conLaminado coti una 
rclaci6n scfiol-ruldo 
de 8. 

Fif.. 4.J.b 
C::-:.Liu .• 1._ .i.:i11 •. a: _.. .... 
&ccuencia derefi~~ 
tividaJ por ~: 0p; 
rador de dec0nvol~ 
c~6n de varjan~a 
mínimo¡ pnra di.;:;: 
pasos. 

e.cae e.12s 0.250 C. 375 C.5C3 
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SENAL DE ENTRADA S~~=4 

0.15 

0 . 00 ff""" .............. ,.-_,'oiV""""''"""" 

-0.151 •· 1 

-0.30 +-----t-1 ---.¡-----..;---~-

Flg. 4.4.a 
Slsmograw~ sintético 
contaminado con una 
re l.'.lc ión scñ:1 l-ruid; 
de 4. 

ª .000 0.125 0.250 0 .375 0 .ser 

SENAL DE SALIDA SNR=4 L=\0 

0.15 

-0.15 

-0.30 -+----1-----+---+----1 

0.003 0.125' 0.259 

SEGUNDOS 

0.375 0.500 

F:!.g. 4.4.b 
Secuencia de ref!ecti 
vidad estimada con el 
operador de deconvol11 
ción V.M. utilizando­
diéz pasos. ;-
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SEN.AL DE EN1RADA SNR=2 

0.32 ....----------------~ 

~~~nr·ui i~~ 
-3.ISj :! .. ·~, , 1 

-0. 30 +-----+-------"------------!· 

Fig .. 4.5.a 
Sismogram.:i sintético 
contaoinado con un~ 
relación señal-ruidÜ 
de :!. 

0.0CO 0.125 C.250 0.375 i .~fO 

SENAL DE SALIDA SNR=2 L = !0 

0.15 

-0.15 

Fig. 4.5.b 
secuencia de ref lecti 
vidad estimada con el 
operador de deconvolu 
ci6n de V.M. utiliza; 
do diéz pasos. -

-a. 30 -'------l'-----+----+-----1 

0.003 0.125 0.253 0.375 0.500 

SEG:J!DOS 



.100::;..2 

• 750E-3 

.25o:c:-3 

.ooo 

VJ.RIANZ!. DBL La.'?O.R 

NR•l 
2 

r~-. -8-•• -0--1-2-._-o-!~"!-; 1-5-.-0--1 
PASOS 

F:l.g. 4.6.a 
Prueba realizada par4 detercin3r ln varianza 
del error para sismogramas con diferente gradO 
de coot3minaci.ón .. 

VARIAliZA DEL ERRO.a (SNR=8) 

.3 

20 

o.o 0.1 0.2 

SEGUNDOS 
Fig. 4.6.b 
Prueba realizada p3ra determinar el número d~ 
p~sos {L) Óptimos. uc~lizando el criterio de 
la varianza del error. 

0.5 
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los resultados da 14 grAfica <4.6.b> en la cual se tiene 

tie~po contra varian=a del error. 

Los resultados quQ se obs~rvaron fueron los sigui~nt~5 

ta• 

La estim?ciOn mejora al aumentar el nOm~ro dQ pasos 

- La varian=a del err-cr se estabili:a para cstim~ 
c!cncs mayores d~ 5 pasos . 

La varian:a dol Drror s~ ~~ta~i!i~a par? un tiempo 
corte Cpara cualquier nú~ero de paSO$). 

- La varicO\n=a del error cintrQ l ',~ 5 pa::»os tit:"ne un 
incr~~~nto m~yor que entre 5 y 10 pasos <0.12 x 10-3 y 
0.03 x 10-~ , rc~pnctivamontfr) 

Por lo que el nUmoro de pa~os mAz .aprcpi adao, se 
puede considerar entre 5 y 10 . 

Una ve: que se rcali=O psta prueba , s~ planteo la pregun-

COmo es la estimaciOn al au•nantar o disminuir el valor de 

la g~~al a ruido 7 

b> Para r~sponc!=:-r tal c:u~sti6n , se tomaron los sismc9ra-

mas sintbticos para las rbla~ion~s de seNal ~ ruido conocidas 

y e~timarlas para 1,3,5,S,10 y 20 pa~os. 

Les resultados 5~ muestran en la grAfica C4.6.a>. En ella 

sa tiene como eje hcri:ontal el numero de pases y como eje 

vertical la varian:a del error. 

De les re:sult.adot;. de la 9r.!t.fica se dast-ac:an· los puntes 

.siguientes 1 
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¡ 

- Se Q~n~rali:a que 
diferente valer de SNR , 
cuando se utilizan de 5 a 

para cualquier sismcgrama con 
la estimac:iOn se considera buena 
10 pasos • 

La estimaciOn desmeJora cuando la rclac:iOn sonal a 
ruido es pequerta 

- Par.a. si smogramas con StJR g~ andc-5 <poco contami nudos) 
el nüm~ro de ~ases rcqucridcs , puede ser m~nor qu~ el 
rango establ~cido <entre 5 y 10 pasos> Hasta con un 
solo paso puede ser suficiente • Este se debe a qu~ el 
~iltro Kalman se ~~tablll=~ r~~id~mcn~~ 

Finalmc-ntC? • con los. resu.i t.~oc.>~ """'~~· ......... ._:;,.. ;..:.:. .:.:.~:. :-."':::- ..... ! ""'~ 

secuencias ZCk> para valor12s de SNR diferente .. Se utili=~ron 

10 pasos <los registros d~ vstc ejemplo sen cortos , por lo 

que no fue desperdiciado ti~mpo de CPU> .. P&ra los casos b) y 

e) se utili:aron ~olamcnte 5 pasos 

Las secuencias d~ entrada estim~das CFigs 4.1.b -4.5.b>, 

muestran rc~ult~dos ~atisfactoilo~ si s~ compara con la s~~al 

de entrada original <Fig. Z.4l, que sa muestra nueva~ente en 

est~ capitulo. 

Es evidanto una dc::>L?raci On de los si srr.oQrama!;l :::ontami nades 

con diferente sc~al a ruido , como se puede observar en las 

grc\fiCé&S. Por ejcr.;.plo 'C"l sismograma con SrJfi:.:;:20, recupera la 

totalidad d~ lo$ aventes primario~ .. oliminandc el efecto de 

ond!cula y casi la totalidad del ruido aleato~io aNadido. 

Observando siemogr~mns con una contaminaci6n m~s fua~-

teCSNR=lO y 8 ,FiQS 4.2.a y 4.3.a) se recuperan todos los 

coeficientes de reflexion un poco atcnuados<Figs 4.2.b y 

4.3.bl. Para si smoQrama5 aOn ::nAs ccntami n.:\dos <SNR=-2> • en la 
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estimación siguen apareciendo los principales picos, aunque 

con la apariciOn en estos registros algo de ruido CFig 4.5.b> 

Por supuesto, en este primer oj~mplo no hay qu~ olvidar qu~ 

la secuencia ZCk> cumple con todas las car~ctertsticas ad~­

cuadas para reali~ar la OeconvoluciOn de varian:a m!nima en 

-fcra:.a ~pti ma, es decir. Gaussi~na, ~larkov 1 no correlacinable 

y de ru1Co blanco 

IV.1.2 SISMOGRAMA SINTETICO IMPULSIVO 

En est=:- t:-jemplo S't? ccntc·rr.pla un S!Srr:~grama i r,¡pul !'.:i vo 

con perdid~s por transmisión ; gen~rado a partir de datos de 

1.1n re.gístrci s~ni::o de? poro!:i1dad. 

de ~ism=grama :onsistib en : 

La cl~boración de ~stc tipo 

- DadJ~ los dales del registro. 

profuiidid¿td CFig"Z 4 .. 7 • .a y 4.12 .. cil 

co~o son velocidad y 

So cbtuvo la secuen~ia de re~lactividad asoci~da CFigs. 

4. 7.b y 4.12b) 

Genciraci On dt?> una sccucnc:i ,, i m;>ul 5i va con pf:rdi das por 

tr an"Sr.u si Cn a p~rtir de los coeficientes de:- re-flc~:ión 

CFigs. 4.8.a y 4,13,.;.' 

- Construc:ci6n ~: histogr&mas a partir d~ los datos d~ la 

secuencia impuJ5iv~~ ~tcniendosc-, la media., la varic."ln::a 

y la .dcsviacibn e.s.ta.ndar • 

Ecte punto es l ~pcr t ?.nte, para 
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l 

d~t~r~ine~ s1 s~ cumple con las car~cterlsticas de Gauss1ani-

dad y mcdld cero ~ ya que como se sabe. la estimación depen-

de del cc~~crta~1onto estJd!stico de la secuencia. Los histo-

gramas se presEntan en las iiguras ~.9 y 4.14 • 

esto s~ llevó a cabo, ya 

qt.H? 5e reuli.=aron pruE>bV:3 con l.¿¡ tra.::a a tier.po z.c-ncillo y 

l~s ~s~im~c1cnGs r~sult~ro~ ccn p2rd1dac d~ eventos importan-

- Ccnvo!~~cibn ~? l~ s~=u~nci~ i~~t11~iv~ dcbl~da con la 

on=!cula, _ .. ,·.L.:·i...lt.::Os lmpulsivos 

- AdiciOn ée ruido alc:.:. .... torio Gaussi.:;>.no y d~ r.i~di.a cc·ro • 

pi\re .valore-s dr= st.:R::::;::·,5 y !O Para lo~ .. E.."jt:rnplos l y ::?, 

~~~uviaron los ~1smc9ra~as de l~s figuras 4.10.~~b y e y 

Una v~= ~onstru:dos les si~~1~3ram~s, s~ procedi6 a aplicar 

el cperadcr de DeconvoluciOn. Lo= r~~ultados de los ej~mplos 

EJEMPLO 11 1 

En est~ pri~~r ~jomplo d~l caso b, se pueden observar 

algun~s caracter!stice.s, primeramente de la gr~ficas de velo-

cidc:a.de-s (Fig. 4. 7.a>, en la cual existe una gran varia-

bilidE.d, trayendo consigo un gr~n nl1m~ro de ccoficicntes de 

refl exi a¿n, menores en valor ~bsoluto a .3 CFig. 4. 7,b>. 
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3CC3 

:c.3¡ ~ 

''': ...__] ___. _ _,____,__----1 

0.00 0.15 0.39 e.~s 

!:Off !CIENTES DE RfflEXJON 

0.W 

0.ee 

-0.20 

-0.40 .S---~-----------

0.00 0.15 0.30 0AS 0.68 

SEGUNDOS 

Fig. 4.7.a 
Gráfica de velocida­
des obcenidas a par­
c~r de un registro 
sónico de porosidad: 

Fig. 4.7.b 
Secuencia de reflcc­
tividad obtenida a 
parc~r de la secuen= 
cia de velocidad de 
la fig. 4.7.a -
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SECUENCIA IMPULSIVA E.Jf l 

0.40 .....----------------. 

0.20 
0. 09 -rr..rr-w-....,,.....,"""...,....t'i'..w'-"'-"""".....,_""1'\rt-.,...,,._~1 Fig. 4. 8. a 

Secuencia impulsiva 

-0.20 ~~~n~=~=~~~5o~~~n~~a 
.u parci.r ae .ln sccuen 

-0.40 +-----+-----+-------'----...; ci:i de reílect.!vidad-

0.00 0.30 0.60 0.93 L20de la fig. 
4

"
7

"b 

SISMOGRAMA SINTETICO 

0.40...-------------------1 

0.20 
0.09"'"""".;-. ..... -...~ ...... 'J', ...... b°'<!'W"._..._...,,.. ...... '""'".,,... ...... ,._~ 

-0.20 
-0.40 +-----1----+----+----1 

0.09 0.39 0.60 0.90 l.20 

Fig. 4.8.b 
Sismograma sintécic0 
impulsivo con perCi­
das por trans~isión 
y libre de ruido. -

8.3. 



TABLA DE p;¡:;cu:::;cv .. .::: :;; HI :;To:;::?;.u :;¡:;; PRECU;;."ICIA.: !IBUTIV~S ·-- ....__ ____ -------
:cLAS~ ! LIV.. j~ CLASG - ~. CL.lS~ F!l.5C. 
: 1 :-.07553 -.06:;07 -.06930 2 
! 2 :-.06307 -.05061 -.056!C O 

3 :-.05061 -.03815 -.04~35 1 
4 =-.03815 -.02569 -.03192 -2 
5 :-.02569 -.01323 -.01546 13 
6 :~.01223 -.00077 -.00700 32 
7 !-.00077 - O.Ol.169 0.00546 ~7 
8 !0.01169 0.02415 O.Ol.792 15 

• 9 :o.02415 0.0)661 o.OJOJ8 ~ 
: 10 :0.03661 0.04902 0.04282 ; 
, __ ...___ __ -----

MEDIA - 0.00294 

l'RECUENCL\ 
RELATIVA 

0.4-0 

O.JO 

\ 

?EC.Fi=:L- n.e:~ a:" AC; 
O.Ol.63 0.0168 : 
0.0000 0.0168 : 
o.coso 0.0248 : 
O.Dl.58 0.0416 
0.1092 0.1508 
0.2689 0.4197 
0.3950 0.8147 
0.1261 0.9408 
0.0336 0.9744 
0.0256 i.oooo 

0.00261.0 

. 
•· . . 

0..20 
;~F.D.P.E. 

1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 CLASE 

Fig. 4.9. 
Histogr.a.c:.a obten.ido e parcir de los da toa de la secuencia 1mpuls1. va 
con perdid1:u; por tr<J.nsm.!&1.Ón Je U fig. 4.8.a 
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:_¡"'V ~7Li7 .,.- ! ) 
., ;.. ~ • ~· - t 1 1 -. - ._ 

-3. 10 

-0.30r------:----------------J 

Fig. 4.10.a 
Sismograma sintético 
contaminado con una 
relación señal-ruid0 
de 10. 

0.30 0 EJ l .20 

,) 3í) ...-------------------~ 

-;] . 20 +----------.---------! 

Fig. 4.10.b 
Sismograma sintécico 
concaminado con una 
relación señal-~uidO 
de 5. 

a aa 0.32 0.6ll 3. 90 1 .20 

3.22 ~-------------

-a. 30-4----,.----,.----,..-----i 

Fig. 4.10.c 
Sismograma sintético 
cona~minado con una 
relación señal-ruidO 
de 2. 

a.ee 0.60 1.20 



S:!i~L Dt. 3ALID~ SNR=lJ L';-5 

0.10 

-0.10 

-0.20 +-~~~~~~~~~~~~~~~~~--1 

F.lg. 4.11.a 
Est.imac~ón realizada 
a pare.ir del sismogra 
ma de la fig. 4.10.a 
para c~nco pasos(L•S) 

0.~J 0.33 0.93 f .20 

1 _r 
:... --J 

-0. 30 ----.,------,--------; 

Fig. 4.11.b 
Estimación "realizada 
a parcir del aismograma 
de la f.lg. 4.10.b para_ 
cinco pasos. 

0.00 0.30 O.EO 0.9C 1.20 

Sr:ÑAL DE '3ALIDA SNR=2 L =5. 

-J. ~0 ·1----'-~-'----~--~----f 

3.00 J.30 0.60 0 30 1 .20 

·5EliUNDr 

Fig. 4.11.c 
Ese.lmac.lóo realizada 
a parc~r del sismogra 
ma de la fig. 4.10.c­
para cinco pasos. 
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Obteniendo la funcibn de distribucibn de probabilidad empf-

rica de la secuencia impuLsiva <FiQ. 4.9> se ve que tiene un 

comportamiento Gaussiano lcptocOrt1co < con valores mAs con-

centrados hacia la m~dia), la mQdia es casi cero por lo que 

cu~ple con las caracterfstica~ preestablec1das. 

Al aplicar la d~convoluc1on a los s1smo9ramas d~ las flgu-

ras 4.10.a.b y e; 

que efcctivam~ntc lcts estimacicnos corresponden u los p1cos 

de la $CCucnciu impulsiva <Flg. 4.8.a) ademas se tienGn l~s 

siguientes caracter!sticas 

Las estimacion~s de los picos mayores , 
ran en tres ca~os presentados. 

- S::- ;:ii::r:!cn lD3 ¡.:n~c:o~ situado~ entre: dos picos ma­
yores. Pos.1 bl c:>m~nte por hi'\bcr una concentr.:<c1 6n grande de 
picos. 

- S:::.n buenr.'.:> 1.:15 c-stimiJC::icne>s par--a 5iSr.logrami'l.s con StJR 
gr.ande~. F'ara si 5mog1-am~s con SNR pcquc-t"lan. 1 a. rccupc,raciOn 
de los cceficicntas es satisfactorio. 

- Siendo !a fur1ciOn de distribuci~n da prcbabilidad 
empfrica una apro,:1mac.iOn a 1 ... 1 Gaus?:>ianidad, se mantiC?n[] 
una c>stirr..nciOn ba.stantl? aceptc?.ble-. 

- La variabilidad no afecta en gran medida en la 
recuperaciCn de los picos importante~. 

EJEMPLO • 2 

En aste ~jemplo se observa de la gr~lica da velOcidad~s 

(4.12.~> muy poca variabilidad. la cual se maniTiesta en la 

grAfica de los cooficientcs de reflcxiOn CFig. 4.t2.b>. ~ 



VELOCiD~DESCM/SEG) EJt2 
ICZ~ .-------------'----

0.00 0.C9 0.18 0.26 C.35 

COEFICIENTES DE REFLEXIDN 
ll.60 ~------------

-0.60 ,r----+----+-----+----1 

.Fig. 4.12.a 
Gráfica de velocidades 
obtenidas a partir de 
un registro sónico d~­
porosidad. 

Fig. ~. l~. b 
Secuencia d~ reflec 
tividad obtenid;:~ a_ 
partir de la s~cuer. 
ci~ de vclocid~Ues­
de la fig. 4.1~.a: 

0.00 e.es ~- \8 0.26 C.35 



SECUENCIA Il':PULSI'/ A EJ~2 

0.00 0.19 0.37 0.56 0. 75 

SISM SitiTETICO iMPULSIVO 

0.17 1 f.,1<,.o¡-.--..,t....,.., _____ ..,.._--1 

i , r " . ., . 
1 

-0.17 

-0.50 -----""------;----+---~ 
e.ee 0. !9 0.37 0.56 0.75 

SEGU1·1DOS 

FIG. 4 .13.a 
Secuencia impulsiva 
con p~rdidas por t:rJ~ 
misión obtenida a par:­
:~= ~~ ¡u ~ecuenc1a de 
ref leceivad de la fig. 
4.12. b 

Fig. 4.lJ.b 
Siscogramn sintético 
impulsivo con perdidaS 
por ~ransmisión sin 
contaminar. 
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0.501 
0.40 

0.30 

0.20 

0.10 

o.o 

PRECUBNCI:A 
RELATIVA 

\ 

I 1 

' 
[ 

l 

6 7 8 9 10 l.l. l.<' l.3 l.4 J.5 

Fig. 4.14. 
Hi~tograma obtenido a partir de los dacos de la secuencia 
impulsiva de la fig. 4.13.a 

CLASE 
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~-cv ..,_..;¡¡_ s:~)T. 

0.63 

0.22 

-0~23 

" ~f) -t.-.Ov 
n ... !) 2. ¡9 ". <J<J 

SISM. SINT. S:.R=5 

C.23 

-0.23 

s~;R= i 0 EJf 2 

0.37 

Fig. 4. l" .a 
Sismogra~a sintético 
contamina~~ con una 
relación seña1-ruid0 
de 10. 

0.56 0.75 

!'!g. 4.15.b 
Sismograma sintético 
contaminado con un~ 
relación señal-ruido 
de 5. 

-0. 60 -L------1-----l----l----------l 

0.00 0.19 

SIS:-!. SINT. S:!R=2 

C.2C 

-e.w 

0.37 0.56 0. 75 

Fig. 4.15.c 
Sismograma sinrético 
contaminado con una 
relación señal-ruid0 
de 2. 

-0.63 .L.~~~~'--~~~--l'--~~~-4~~~~-4 
0.C3 0.19 0.37 0 . .56º 

SEG!J:l.DOS 



S. DE SALIDA S~:K= ! 0 L =5 EJf2 

0.20 
d .. 

, 1 

-0.20 

-e.oe +------'-----'------'------' 

Fig. 4. lb.a 
Estimación real izad.:. 
a partir del sismo-­
grama de la fig.~.15. 
a. para cinco pasos. 

C.00 0.19 0.37 C.56 C.75 

S. DE SA~DA S~iR=S L =5 

0.2C 
....,....._..._...._~1.1.t.,~··w-- ~.,f., ,'·1 

-0.2e 

-0.60 +-, -----J'----!----1----~ 

Fi¡;. 4.16.b 
Estlmación realiz:1d:-. 
n parti~ de: sis~o-­

grnoa de la fig . .:..15. 
b. utilizando cinco 
pasos. 

0.00 O. l9 C.37 0.56 0.75 

S. DE SAL IDA s~;R=2 L =5 

0.60 --------------------. 

-e.2e 

0.23 1 
l"oF~'¡~'>~j---~~~-~.1~~·~Y#"--....... ~·,....,...1 ~--1 

-e .60 L-----+---~---+----1 

Fig. 4.16.c 
Estimación re~liz~da 
a partir del sis~o~~~ 
ma d~ la fig. ~.121· . .:: 
para cinco pasos. 

0.03 0.19 0.37 0.56 0.75 
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La ~uncibn de d1str1buc10n d~ prOOdbil1c~~ ~~ la secuencia 

impulsiva <iig. 4. 14>. conserva la ~orma de la dis~r·1buc10n 

Ga.ussiana , con valores bast~nte concentt·Adacs hacia la me-

dia. provocado por la poca var1ab1lid~d, trayendo :cm~ cense-

cuenc1.a: qu'? 

- El proceso de 02con~oluc16n <F1g~. ~.16.a~b y e> 
r~cup~ra la totalidad de los eventos d~ la secuencia 
impulsiva <Fig. 4.13.a). 

- Al -final oe la traza , eo,p.arecen algunos picos Tc:"tn­
tasma.s, ta.l vez esto e..P-=1 ~nn . .=....-.r:••,.....nr-~-. -¿.- :_: ~-.:::.:... .,...,oi"""W.1.­
l2dad o la concentración de valores hacia la media • 

Hay una dism1nuc1ón aparente en la magnitud de los 
picos estimados. 

- La dcconvolución en los tres sism~gra~as con dife­
rentes valores de SNR da como resultado est1mac1ones muy 
sem~jantes~ dificilmQnte se podrla decir que exista una 
diferencia yn los grados de contaminaciOn • 

IV.1.3 SISHOGRAHAS SINTETICDS CON HULTIPLES 

A los ejemplos 1 y 2 se les a.Nadib, la contribucibn de los 

mül tiples • Para observer ahora cual es el comportami i::?nto del 

cp~rador de o~convoluc1ón en la presencia de móltiples, los 

cuales como se sabe son correlac1onables entre sí. 

La secu&ncia que sigui~ para la construccibn de los sismo-

gramas c:on mCl.ltiples ·t pE-r·dida~ por tra.nsmisibn fue: 

- A partir de la secuencids de refectividad se elaboro 

93. 



una traza con pria.arios y mdltiples que tambien contemplan 

pltrdidas por transmisibn <Figs, 4.17.a y 4.20.a>. 

Convolucion entre la ondfcula i'uente Kr.amer 't la secue­

ncia de priaarios y multiples doblada <Figs. 4.17.b y 

4-20-b). 

suma de ruido aleatorio G•ussiano para relaciones de 

sef'lal 

c> • 

a ruido de 2 0 5 y 10 <Figs. 2.1a.a,b y e y 2.21.a,b y 

La estadiGttca es la tai•&a d~ el cas.o .anterior • ya que 

la metil e» estimar los pr1iaa.r101& y ver si. 500 tl!!'A.>. .. ¡,ncu.:u.:,., iu• 

mal tiples, de les cuales no se ha hablado nada en toda la 

teort~ por ser eventos correla..c:.ionabliEts y la. teor:la se basa 

en eliminar evento$ aleatorios y no correlacionables como 

el ruido. 

En seouida. se va a proceder a discutir los. resultados 

obtenidos de las e»tiaacione5 hechas. para los sismograoas de 

los ejemplos 1 y 2 J siguiendo el ordén establecido. 

E.JEHl't..O • 1 

La secuencia de primarios y ...Oltiples se muestra en la 

-figura 4.17.a • "'u convolucibn con la cnd!.cula Kraaer en la 

-figura •-17.b y su ccntaminacibn con ruido aleatorio en 

distantas proporciones <SNR•2,5 y 10 en las -figuras 

4.1a.a,b y c. 
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SEC. DE PRIMARIOS Y HtJLTIPLES EJil 

0.10 

-3.10 

-0.30 ____ ,___ __ __.... ___ _._ ___ _ 

e.ca 0.30 0.60 (L9C 

SISM. SINTETICO C~L TIPLES) 

0.10 

-0.10 

-0 .30 +----+---~,----;-----t 

Fig. 4.17.a 
Sismograma sincétiCo 
con primarios -...· rnúlt.i 
ples con perdidas pOf. 
crsnsmisión. 

!'1¡;. 4.17.b 
Convolución de la ondI 
cula kramer con el s1S 
mograma de la fig. 4.-
17.a. libre de ruido.-

0.00 0.30 0.60 0.90 1.20. 
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S. S C/MULTIPLES SNR==l0 

0.10 

-0.10 

-e.30+-~~~+-~~~-'--~~~-'--~~---4 

Fig. 4.18.a 
Sismograma con un con­
tenido de SNR de 10 de 
la fig. 4.17.b 

0.00 0.30 0 60 0.93 1.20 

S. S. C/MUL TIPLES SNR==5 

0.30-.--~~~~~~~~~~~~~~~~ ...... 

-0.33r----+-~---;;--~--t----1 

0.00 0.30 0.60 0.90 1.20 

S. S. CIMUl TIPLES SNR=2 
0.33..--~~~~~~~~~~~~~~~~-. 

0.10 

-0.10 

-0.30 ~---1--------------1 
0.00 0.30 0.60 0.90 1.20 

Fig. 4.18. b 
Sismogram:J sint:écico con 
una relación señal-ruido 
de cinco .. 

Fig. 4.18.c: 
Sismograma sintético con 
un.3 rc1ación señ~l-rui<lv 
de 2. 
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S.DE SALIDACHJLD sn!(=l0 L=5 

0.10 

-0.10 

Fig. 4.19.¿ 
Escimación de la secue~ 
cía impulsiva a partir 
del sismograma de la _: 
iig. 4.18.a utilizando 
5 pasos .. 

-0.30 +-----+----T-----+------+ 

0.00 0.30 

S. DE SALIDACMULD SllR=S l=5 

0.10 

-0. !0 

0.90 1.20 

Fig. 4.19.b 
Eseimación de la secuen 
cía impulsiva a partir= 
del sismograma de la _ 
fig. 4.18.b utilizando 
5 pasos. 

-0.30 +----+-----'f-------!-----1 

0.00 0.33 0.63 

S. DE SALIDAG'l'JlD SNR=2 L=5 

0.10 

-0.10 

0.90 t .20 

Fig. 4.19.c 
Estimación de la secue~ 
cilS impulsiva a partir_ 
del sismogr~ma de lo ~ 
fig. 4.18.c utilizando 
5 pasos. 

-0.30 +----t----+----lf-----f 

0.00 0.30 0.60 0.93 1.20 

SEGUNDOS 
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La intención es. utili2ar la DeconvoluciOn de varianza 

mini ma par• tratar la secuenc:i a. i 1T1pul si va. mostrad• en la 

fic;¡ura 4.8.a y juzgar la bondad de la Deconvoluc10n en 

presenc.id. d.? mCJ.1 tiple.z. y ruido aleatorio. 

Al aplicar la deconvclu~10n de varianza mtnima a lo~ sismo-

gramas de las ~iguras 4.ts.a~b y e, que se han 

recuperado todos lo$ ev~ntos primaria~ , los mUltiples ~ueron 

mln1mamente atenuados y tanto el efecto de ondlcuJa y como el 

ruido al~atorio han =ido parcialmente eliminados~ 

'Cresa. casos. 

para los 

Recordando que en este ejemplo, exi~te una gran var1abili-

dad de l~s velocidades, que se manifiestd en ~l nómero de 

coeficientes d& reflexión • De tal 4orma , que los multiples 

se lleg~n a confundir con los eventos primarios .Sin duda la 

di~ic:ultad de elin\inar los ev~ntou múltiples es c:onse~u~ncia 

de que la. secuencia. por Uec.onvoluciona.r no cumpl~ con la 

pro~iedad de no ccrrelacionabilidad. 

EJEMPLO tt 2 

segundo ejemplo, con poca variabilidod de veloci-

dades.,- como ya se habia visto 1 la prQsancia d~ mOltiples 

qul:il -=r: ~·l ejemplo fi 1, Cvease las figuras 

4.20.a y bl. 

En este ~jemplo los result~dos que se obtuvieren al 

aplicdr la deconvoluc:itJn a si smogramas. contaminados CFi gs. 
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SEC. DE PRiM~~ros y MULTIPLES EJt2 
0.50 ......-----------------. 

0. l7 

-0.17 

-0.50 +----~-------------------. 
0.00 0.19 0.37 0.56 3.75 

SISH. SINTETICO CMULTlPLES) 

0.17 

-0.17 

-0.50 -t-----;----r----11----i 

0.00 0.19 0.37 0.56 0.75 

SEGUNDOS 

Fig. 4.20.a 
Secuencia de primarios 
y multiples con pCrdi­
rlas por cransmisión. 

Fig. 4.20.b 
Sismograma sintético 
resulcado de la -con\•o= 
lución de la ondícula 
kramer ,,. la secuencia 
de la fÍg. anterior. 

99. 



SJSM. SINTCWíL f) .-. >. 3 ;:.:t2 

0.20 

-0.20 

-0.60 T-----+---~---.+----1 

Fig. 4.21.a 
Sismograma sineéeico 
contaminado con una 
relación señal-ruido -
de 10 del sismograma 
de la fig. 4.20.b 

0.fl0 0.19 0.37 0.56 0.75 

SISlt SINT CMUL D s;~R=S 

0.20 

-0.20 
-0.60 _______ ._ __ _.._ __ _ 

0.30 0.19 0.37 0.56 [, 75 

SISH. S1NH11lJU) sr~=2 

0.20 

-3.20 

-0.60+-~~~-+~~~~-i-~~~~i--~~~--

0.00 0.37 0.19 

SESUWOS 

0.56 0.75 

F'ig. 4.21.b 
Conraminación del sis 
mograma de la fig. 4-;: 
20.b con una SNR de 5. 

F'ig. 4.21.c 
Concaminación del 
aiamogram.a de la fig. 
4.20.b con una SNR de 
2. 
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S. DE SALIDACM1JL1) SNR=l0 L=S E~12 

0.23 

-3.20 

-e. 6D +-----+----+------'------1 
2.tl3 0.19 B.37 

S.DE SALIDACJfJL1) SNR=S L=5 

0.20 

-0.20 

-0.60 +------+-----!-----+---~ 
0JJ0 0.19 0.37 0.56 

S. DE SALJDACl1UL1) S~~=2 L=5 

0.62 -r---------------, 

0.20 
1 

-0.23 
1 L 

-0.6tl +-----------+------:------! 

Fig. 4.22 • ., 
Estimación de la se­
cuencia impulsiva de 
la fig. 4.13.a 

Fig. 4.22.b 
Estimación de la 
secuencia impulsivi 
de la fig. 4.13.a 

Fig. 4.22.c 
Estimación de la 
Pecuencia impulsiVa 
de la fig. 4.13.a 

e.ce 8. l.9 0.37 3.56 0.75 

St:GU~1)0S 
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4.21.a~b y e> se observan en las ~iguras 4.22 ••• a y c. 

Se puede ver claramente. que se recuperaron todos los 

eventos primarios y que los m~ltiples aparecen un poco ate­

nuados. Se puede afirmar • con este Qjemplo , que en ~l 

proceso de Oeconvolu~len les m~ltiples no han sido tomados en 

cuenta, al ser eventos correla~icnables .• Solamente han sido 

disminuidos sensiblemente en magnitud. 



• 

CONCLUSIONES 

El m~todo presentado, e~ otra alternativa del conocido 

problema de OECONVOLUCION, basado en las ideas de CDC>delos de 

variables de estado y tecr1a de estimacibo, el cual para 

casos a~n complejos oirece resultados bastante aceptables • 

Al haber aplicado el cp~rador de deconvoluciOn de varianza 

m!nima 9 vía filtro Kalman, a sisr.~grarnas con di~erentes car•c-

ter!sticas· que tienden a. apegarse a la realidad,. 

ccncluir lo siguiente: 

se puede 

LA RECUPERACION DE LOS COEFICIENTES OE REFLEXION, IN­

MERSOS EN SECUENCIAS DOMINADOS POR RUIDO ALEATORIO EN DIFE-

RENTES CAt./TIDADES Y POR EL EFECTO DE ONDICULA, 

ACEPTABLE. 

ES BASTANTE 

LAS ESTIMACIONES DE LOS COEFICIENTES DE REFLEXION MEJO-

RAN AL AUMENTAR EL NUMERO DE PASOS. 

LA VARIANZA DEL ERROR SE ESTABILIZA PARA ESTil'IACIONES 

OUE EMPLEAN MAS DE CINCO PASOS < L <=51 

LAS ESTIMACIONES DESMEJORAN CUANDO LA RELACION SENAL A 

RUIDO ES PEOUE~A. 

LAS ESTIMACIONES 

VARIAF.!ILIDAD, 

MAGNITUD. 

ELIMINAN 

REALIZADAS EN SISl10GRAMAS 

EVENTOS ENTRE DOS EVENTOS 

CON GRAN 

DE MAYOR 

- LA DECONVOLUCION REALIZADA EN SISMOGRAMAS CON POCA 
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DECIR, CUANDO VARIABILIDAD, CREA PICOS FANTl'ISM.:.S, ES 

TIENE UNA ~ISTR!BUCICN SAUSSIANA TIPO LEPTOCURT I CD, 

SE 

AL 

REALtz,;;;:sE LA ESTIMAC!ON SE OSTIENEN ALGUNOS PEQUEl':DS PICOS 

SIN RELACIC:J ALGWIA CO~J LOS COEFIC!ErlTES DE REFLEXION VERDA­

DEROS. 

LA OECOt.NOLUCI01~ DE VAí<IANZA 11INH1A NO ELIMINAN LOS 

EVENTOS Ql!E SON CGRR~LP.CIONABLES ~ COMO SOrJ LOS MULT!PLES, 

1G3 t'lAN"í!ENE DL1PCitJTE TODO EL PRCCESO DE .SST!l"tñCION. 

Para la apl1cilc1~r1 de la Oeconvoluc10n de vdrianz~ mfn~~~~ 

en e~~e trabajo se supu~o cono=ida la cnd!cula +uento, la 

v¿rian~a de la s~~¿l y la rolaciOn c~hal a ruido; 

en !a ~r~~~ica r.o s~r~n cono=idas. 

las c.:uu.les 

E~ta~ p~~don ~er ob~enid¿~ ~ parl1r de los sismograffi~S de 

campo en basP a esqu~m~s d~ estim~c1en similare~ a loa aqui 

Los resultadcs obtenidos on este trabajo, 

ci :ni en to, 

como -:odo cono­

l , .. , ,:;.p! i =.::..::i C.r1 c.Jt¿ol 

m~tcdo a d~tos reales es todo un r~to y ccn~~ituye el sigui­

c·ntE- paso que p,:¡dr la ser ciado por otros estudiantes, que 

d2se~n aplicar lo$ ccnceptos de variubles d~ estado y teoría 

de estimacibn • al problema d~ D~convo!~ciOn. 



APENDICE II.A 

COLECCION DE ONDICULAS EN ll!VE 

... i a.• 1 t 

!remado de Mcndel y Kormylo,1978. 
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APENDICE II. B 

OBTENCION DE LA MATRIZ DE TRANSICION A Y EL VECTOR DE 
ENTRADA B 

Para la obtenc:iOn dE! A y de b se utili::aron les siguien·tes 

cálculos : 

El 

A 

b 

.,Mt 

(~Me 
< J_ e dt ., 

l N 

calculo de estos dos par~metros no es dir~cto , ya que 

la roatr~: H y el v~ctor N , que representan a alguna ondlcula 

~uente,repre~entan algunas complicaciones en cuanto a la 

natural~za de los coofici~nte~ ; ya ~ue ~stos se pras~ntan 

con valeres absolutos muy grandes o muy pcqucffos • de tal 

-fcra:a que una matriz exponencial al e~cpa.ndersC? en series de 

potenc:i as (Gabel C. 1978) podr ! a no c:onvergEu- • 

Por ejemplo, la expansiOn de la matriz A es 

Mt 2 2 
A = e = I + Mt + M t/2+ •••• 

Al observar la expresi6n , se da.rA uno cuenta ,. que si los 

coeficientes son muy grandes o pequeños , la expansión serA 

lerita y costosa. 

Una forma de evitarlo , es utilizando la t~cnica de Hcua-

dratura•. que consiste en encontrar un nómero n tal que: 
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l t1t/2" 1 < 1 <B. ll 

En. donde n €S el nOmero de t~rmincs • dentro de la e~pan-

si6n que permite representar confiable~ente a la expresiOn 
t1t .. 

La N buscada se obtiene d~ la r~laci6n : 

< 1 <B. Zl 

En ~üft0C;t ii es la norma da Froebiníus,, la cual se obtiene 
p 

come : 

M 
p 

n n 2 
[ ~ r M 
Í='l J=l. í j 

1./2 
J <B.3> 

En donde H son los elementos de la matrí: M. adern~s l~ 
ij 

norma cumpl" que: t1 >A. >O< REID G., 1983l. 
p max 

Siendo el valor caracterfstico con mayor valor 
ma>< 

absoluto, de la matri: M. 

El algoritmo que se sigue para hallar A y b es : · 

al Dada t1 , N y T se halla la n qu~ cumpla con la ecua-

ciOn CB. 2> 

b) Se calcula una matriz auxiliar E • en series de 
o 

potencias • de*intd~ como 1 

E 
o 

• I (t/2n> + M <t/2 n,2 
/2 + •••••• 
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Casi siempre son requeridos de 10 a 12 terminas , para la 

convergencia de E 
o 

e> Se forma una segunda matri= auxiliar F 

La cual es igual a 1 

mt n 
f-

0
= e /2 

d> Se forma otro par de matrices , p~ra m=1,2 •••• n 

Las matrices son 

E E + E E 
m m-1 rn-t m-1 

F F -lF 
m m m-1 

e> A partir de las matrices auxiliares, se fot"~a a 

Mt 
A= e F .. 

Í
tM 

b=< e 'Cf•>N 
o 

Em 
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APENDlc:E Ir. C 

RUTINAS UTILIZADAS EN LA CONSTRUCCION DE SISMOGRAMAS 

SINTETICOS POR VARIAb-U::S DE ESTADO. 

Las ~utinas que se presentan • estAn en el ord~n que se ha 

seguí de en el capftulo ,. para poder obtener sismogramas 

sintéticos libres d~ ruido y/o con ru1do ambiental. 

En éstas se proporcionan el dato de entrada rcqucr~do 

la salida desoada , as! come la ~inur~~ , 

muestra ~l resultado grATico de cada rutina. 

RUTINA 

ALEA 

REF 

FROEB 

TRAN 

C.'.JNVO 

VAR 

GRUIDO 

ENTRADA 

Semilla 

Hedia y desv. 
Estanda.r. 

M , N y t 

M. N , t y n 

u Ck> , A • b• 
h y t • 

SNR, A, b , h 
y q 

ryZlCk> 

SALIDA 

Genera.ci On de­
num. al Pator-i os. 

Sec:uencia de re­
flecti vidad. 

Num. de iteracio­
nes necesarias pa 
ra l4 cudaratura. 

Obtenci 6n de 
A y b. 

Si smogr ama 1 ibre 
de ruido Z (k) 

1 . 
Varian~a del rui­
do,. matri% de cov. 

estacionaria. 
Secuencia de ruido 

Stsmograma ccntamt­
niado .. 

FIGURA 

2.4 
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APENO ICE 1I I.A OBTENCION DEL ESTIMADOR DE PREDICCION 

Se aplicd el t~crema fundamental de teoria de estimación a 

la ·ecuaciOn de la solución de egtado, de tal manera que 

oueda: 

,,,... 
X(k/j) ECXCkl/Z(j)J = AE[X<kl/ZCJ) 

k ~ 
:!'. AECu<i-ll/ZCj>J = AXO<lk> (3. ª• ll 

i=1 

E~ ~ste resultado se establece que~ E(u(i-1)/Z(J)J =O , 

esto es,, debido a que Z<Jl depende de XCkl , y este a su ve~ 

=ep~ndo de u(i-1> 9 d~ tal ~arma que : 

E[u<i-1) /Z(J) J E[u(i-1) /u(ll ,uC2) , •••• ,u<j-11 J 

Y esto es igual a EtuCi>J o • ya que u (j) • es de media 

c:.erc. 
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APENDICE lll.B lNNDYADOR 

El proceso i nnovaciOf"" , esta expresado PDI""'" la ecuaci On 1 

A 
z<k+l/k> = Z<k+l> - ZCk+l/k) C:S.b.ll 

Esta ll!'CUaciOn, se puede Rxpres.ar de vari•s +armas que son 

muy Qtile• para el desarrollo del +iltrado Optimo, pcr ejem-

plo, si •e &Ustituye la ecuaciOn de -..tado y se le apl~ca el 

operador Ettt/Z<k>l, se podrA obtener Zlk+l/k>. la cual queda 

expresada, COG\O 1 

EtZCk+ll/ZCkll = EthXCk+l>/ZCk>J + EtVCk+ll/ZCk>l 

zck+t/k> - hX<k+1/k> 

No aparece EtV<k+ll/Z<k>J. ya que.,.. igual a cero , debido 

a que ZCk+ll depende de V<k+l>, y CDillO este Oltimo es de 

media cero EtV<k+ll/Z<k>J - O • 

Si &e sustituye la ecuaci.On antltt"'ior en <::s.b.1) .... 
tendrlU 

z<k+1/k) • Z<~1> - hXCk+1/k> C3.b.2> 

Si ahora ,.., .. u,.tituye la ecuaci.On de e.-tado• en -ta Cllti-

aaa, se tendrllL 1 

i<k+1/k) •hi<k+l/k) +v<k+l) <3. b. :s.> 

z<k+l/k> es Gaussi.ana y de media cero • 

111. 



APENDICE IU.C 1 11ATRICES DE COVARIANZA Y CROSCOVARIANZA. 

La matri=: P~:l.i' se halla al obtener la c:ova.ria.n=a. de la ecua.­

ciOn (3.b.3>, es decir : 

EC;: (k+1/k):;• <k+l/k>l EChX<k+l/k)+n(k)J[ igual 

• hP(k+l/k>h" + r 

La matri= de crnscovarian:a se obtiene 

Pxz = ECX<k+1) - ECX<k+l)Jz' Ck+l/k)J c:s.c:.1> 

Su~tituyendo la ec:uaciOn <3.b.3> 

p ECX<k+1>XCk+1/klJh' <3.c.2> 
xz 

Si X Ck+l> X(k+l/k) + f<k+l/kJ y se aplica el principio de 

crtogonalid~d , se tiene : 

p ~ P<lc+1/k)h" (3.c.3) 
xz 
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APENOICE III.O 1 VARIANZA DEL ERROR DEL FILTRO KAl..MAN. 

P<k+1/k+1> • C K <k+l>hP ~k+1/k) <:S.d.1) 

Se sabe que la ecuaciOn del ~iltro Kalman • est6 dada por r 

x <k+1.11c+1 > x<k+1rk> + K<k•t>z<k+trk> (3.d.2l 

Si se sustituye la ecuaciOn <:S.b.3>. en esa ~ltima ect.aci6n. 

y a la ecuaciOn result;onte se le sustrae X<k+l>. queda 1 

X(k+1/k+1) - [ I - K<k+1)hJX<k+1/k) -_K(k+l> 

Si se aplica el operador P<k+1/k+1> 

se ct>tendr~ la ecuaciOn <:S.d.1> • 

ECX<k+l/k)Xº(k+ll'k>J. 
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e------------ ----------- ·· --------------------------------------------0 
e--~~------------------~-· ·---~--------------------------------------0 
e TRABAJO DL TESIS REAL!=.AoO POR : . T 
e-~---------~----------~·- -----------------------------------~------D 
C OSCAR '_1 •• IVESA TORO DERGES O e------------ -- -- --·----- - ·-------------------------------------------0 C---------- --- ---- ---- --- · ------ ------------------------------------T 
e o E e o ""V ;;) L u e I D ¡· [l E I,/ AR 1 A N z A M I N I M A D e----------------------· ---------------------------------------0 
e o E L1 r1 s 1 5 l"".i a G R A M A 5 I N T E T I e o o 
c---~-----------------~--~-----------------------------------------T C: UTILIZANDO EL F'ILTRO •~ALLMt-.,N n e----------------·---·------- - ------·----------------------------------0 c--------------------------------------------------------------0 OIMENSIQ:"J Z<-lOO>.Hf4) •• ~AMP1(4l.FTl~.·""'I' r..• ,..,,........,, C"r.,...~r. '":~, Z:'""~".::'::': 

OJ¡r~i;;..1.,:;;. .1.U:.,' H l4U;J), UV\"'i-). '-'<400/, '~U(400> 
~l'?ITE<0.400> 
REAO<~·•>t~T.LA'f,f.;l_AMD• s..-..,NGM. T 
WRJTE< 6. 401 >NT. LAY, ALA1-i;~. SA, NGM, T 
WRITElb.•lO~> 
00 2'00 I-=1 • tJ~t"I 
REAOC::'.>.•><FilI.JJ, J=l• ¡:-:;M> 

200 \..:RfTE:"C6,20~)tFI<I. J),J·.-1,NGMJ 
WR I TE< 6. 32 :1 > 
DO 201 J:t1. t--l'::;M 
READ(~. •l CGLJ) 

, O 1 WA l TE ( 6, 30 ! > 0 C ( .J > 
~RITE.l6.:.J::J.;.> 
REA0(!:),.•>tHf!) , I=-1.r..iG:-:; 
WR l TE< 6. :!O 6) < H ( I > , I-" 1 , t-:GM > 
REAO(!\, •>tZP<I >· I-..,.1.t.JTJ 

C CALL REF< Nf. R > 
CALL TAA."-1( FI. p.c. T. Nc:1. :'JS. FIT. c ... ,MM> 

e CALL CO"~·-·o <NCM.Nf,FIT,CAMM.H.R.ZP> 
...,RITE< 6. 2C4 l 
DO ~O:t 1-=I, N':;M 

~O:t WR ITEC 6. ~06 > <F IT( I, ~1. J~t. NGM> 
WR ITE< 6. 300> 
DO 207 l::rl • NGM 

~07 WRITE(6.301) GAMMt IJ 
=o9 ~ñlTI:tb.~44> 

REl'~Dc :), *' SN 
WRITE.C6.44~> SN 

e o~ALAMB•CSA••2) 
REAO<!J, •> O 
WRITE<6.~00> G 

C WRITE<6,2~~> 
C CALL PLOTN <ZP.NT.T> 

CALL VARCF IT, C:AMM• H, Q, St:, NGM, RO> 
CALL GRUIOO<ZP. NT. RO• LAY• AL, Z> 
WRITE<6.B33> RD 
WRITE<b.2~6J 
CALL PLOíNtl,NT1T> 

C DO 222 II .. 1.NT 
C 222 WRITEC6. ~' ZCilJ 

208 WRITEC6.~09> 
REAO(:),•) LMAX 
WRXTE(6,611) LMAX 
CALL ESTIMU <F tT, QAMM. H, O, RD. NCM, z. NT, LHAX. AK• U. c;:U> 
WRITEC61210> 
CALL PLOTN<U,NT.T> 
WR ITE < 61 "'> ' VAR IAN z..z; DEL ERROR' 
DO ~11 I=-1 • NT 
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e 

211 l.IRITE<b.~12>1.CUC[} 
PRINTo, 'Dt:SEAS ALGUN O"'!RO \/iALOR DE .SNR 51=1 NO=~· 
READ<~.•> NSM 
PR u;r•. NSM 
fF (f'.r::M. EO. l) ca TO 208 

400 FOR~T (//, 14X. •iµ.·,Tos DE ENTRADA : NT. L.AY· ALAMB. SA. NGM. T •, 11) 
401 FORtv,T ( 12X • I:?. 3X, 1 :J, 3X. FE. ::.>. :JT., FO.~. 3X, 1;?, :3X, Fa. ~. //) 
402 FOUtv:.T ( 20X • • MATR. l Z r. DE LA FUENTE. ', / /) 
3:13 FORr"AT l20X, ' VECTOR D ¡,.;; ... - LA FUENTE".// J 
3:J4 FORf'"~T C20X • ' VECTOR H r-::: LA FUENTE i, / /) 
~04 FQRHAT{//, 1T;t., 'MATRIZ :-E TRA1'-SICION FJTtJ, ..J) •, //) 
~06 FORt':.-;Tt4X. ~<El~ ~. 2:X.>. • • 
:!00 FORt'..;T{//, lC/X, 'VECTOR C.~MA DE ENTHADA",//) 
::JOl FORMAT(~:JX.El-4 7,/) 
..::.44 FORl'tl\T (2QX, ' GUE VALOR DESEAS PARM riNR ', / /) 
.;..;~ FORl'"'..;T C22:J, 'SENr:..L-RUlD~,,-'Fq 1 > 
~00 FOAt~.r~T < //, l:)X, ' Vi'"dl:IANZ.~ DE LA SENAL:-.•, ~X. El4 q, //} 
E.33 FQRf"'AT(//, 17X. 'VA.U: lANZA DEL HUIDO', El4 7, //) 
:i09 FORt"'.f',T(//, 17)(, 'NUMERO t:+: PASOS P/\RA ESTIMAR•,//) 
b l 1 FO'R Mr"\ T ( 2!) X • 'P A sos%> •• I 2. / .f) 
2!):J FORt""A·r<11. l:'.>"X. ·SI.:CUENC r.::. f\LEATOREf., m: REFLECTIVIDAD •• ///) 
2~6 FORt'.AT(//, 1:):.C. 'SISnG::Rr~:-w• S!NTETICO CONTAMINADO •• ///) 
210 f"ORt' ... '\T(//, l~X. "''.5-ECL'ENCY.t-. OECONVOLUClOt..li\DA U<K> "'• ///) 
21~ FOHl"AT <:JX. '<;:U( · • 13 • • >"'- •• ~:;;;.El~. 6) 

~~gr 
--stlmmtlíTI:E:>ZD'" 

OIMENSlON R(400) 
COMMON t.L..AMO.LAY.SA 
DO 202 lml, rrr 

202 Rtl>=0.0 
DO 203 I=l • NT 
Tt.,,.RAN<LAY> 
IF < Tt. GT ALA1'"'16 ) CO TO ;"::S3 
CALL ALEA<LAY.o.o. SA. X2> 
R< I >-=X2 

203 CONTl NVE 
RETURN 
END 

~ aEJ':'E:f!A"CTOITLi-c.~o~N"A~s~~-'c~onE~N"""C~I~A.--AL~-A~Z~A?R~~~~~~~~~~~~~~-n 
SUDROUTINC ALEA<LAY·A~.EDlA,SIGMA. Xll 

10 Ul .. RAtHLAY> 
U2&RAN<LAV) 
D 1•2•U1-l. 
D2=2-ttU2-l. O 
S•D1•4C!-+D2••.:! 
IF <S. C:T. l. J GO TO 10 
Xl•Dt•SGRTC-2. O•A~0G<S)/5J 
X1••1•SIGMA+AMED1A 
RETURN 
END 

~ ---sum~N.RA Oll i c.ram e~ f\AliU l DE ES 1 ADO 
SUDROUTINE TRANCA,UQ.T.~~M.N.X.DT> 
DlMENSIQ-.1 Al<4.4>.A<4.4t.X<4.4>.Y<4•4>.ZC4.4) 
Dll"\ENSI~ XXt4,4>.BGC4),DTC~>.ZZC4.4) 
CALL FRQE:O<A.T,N<:M.N> 
DO 10 I•l.~ 
BG< I>-DCC I > /T 
DO 10 .J•l• NCM 

IF<t.EO. ~> COTO 20 
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AI (1, -1>-0. O 
GO TO 10 

20 Al cJ, J)"'-1 0 
10 CONTINUE 

REL~T/FLOATC2•~N> 
DO r.o I"-'":, NGM 
DO "lü J=l. NG71 
AlCl,J)=AICI.JJPR.EL 
Xl I,~J>=A<J, ..J) 

40 YC I.Jl""-0 ~1'1Y.( I..;>..-{RE'L .:..-;:} 
NFACT.>=.2 
00 50 K=¡, N-;: 
NFACl:::.r.:FACT'il-{ >',-+ 21 
CALL MAT?-':A<X. ~ .... NGM .. Z) 
DG :,:.C; l = l , NGM 
DO :-0 ..;= l . NGM 
X< I.-JJr:o-]'CJ ... J) 
Z:Z ( !, J>~z { I. J) .,.REL ""'"':r,.-;:) .lNFACT 
YCI • .J>.,.YCI 0 .. ))+ZZCI1JJ 
Z< J,.J>=-0 O 
::z. C ¡ . .J) ::-:G .. O 

50 CONTI.NU'E 
00 70 I•J. Nr.:""\ 
uu 'u .J• l, N\Si"'!. 
YCI.JlzYt!,J)..-;..,Jr!.J) 
AlCl,JJc..,.r.;¡CI.J.l/RE:l. 
XCI.J):i;;.Q O 

70 CDNTINVC 
CALL MATM/",(A, y, NGM, ;() 
DO DO l""·l. NG'M 
DO 60 ..;-¡, NGM 
XCl,J>r::.XCt.Jl+AI<I.J> 

00 CONTINVC 
DD 9Q K""-1,N 
CALL MATM;, (A. Y, NGH, Z) 
Ct~LL r¡,:;>r;.-.. ~ ;.. >.. r..;c;n, x:r. ~ 
DO 90 Jr.-1, NGM 
DO 90 J~ l , NGM 
YC f,J)=Z< l• J)<f Y{J, J> 
XC ln.J)nX;i:r I..J> 
Z< I. JJ:rO 0 
XY.C! • .J>=Q O 

90 CONTlNUE 
CALL MA'T'...-'!;: <Y. UG. NG~. DT l 
RETVRN 
END 

c---sormi:;u~Lrr:J9:3<1n;i.r.<,7:-7~~~-:-.r."''--~-..,--------------0 
¡;¡···w .. ::.,.¡u .. 1-,.~~J. ::J t •l). X¡: t~ ~. GA!"1!"'it4>.~t4l.F"lT<4· ~), !P~'10Q), P.t400) 
!JO 20~ !""-l • t~~-i. 

~04 XC I>~o O 
uu c.·ü2 .... ~"- ;.: • 1\11 
CALL l"':ATVC. CFl'T, X. NGM.;::; ! : 
DO 203 I .::-. l • NG/1 
XII< I) r.O. O 
X.¡ I '( r) ~x I ; ..: I) 4-GA''I' ¡ ( I .1 .. p < ,. -- ~ ~ 

203 X(!)=X:I(1¡.+-X:f.i(l} 
ZP <I'.> =O. O 
DO :..-O;;> l-=-1. NCH 

202 ZP(K);ZPCK)~H(!>~X<l'> 
RET'-.Ji\N 
END 
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C StJDRU"T!NA FROED!•·JilJ3 
SUDROUTINE FROE:J.CA. T. N~;. NJ 
OIMENSID:'..: •\<4. 4> 
SVM=O. O 
S•O. O 
VD 1 1""1. t~G 
DO 1 .J:zl. tJG 

1 SUM*'SUM+I\ ! t • J > ""u-2 
ANOR!""P'"i"'"S°CiiiT l SUTí ~ 
RaA:.JQP.MA.r=T 

:J s~s•1. o 
R1=2•"-S 
R2:r:-H/H l 
IF<R2 LE ! l GO lO 2 
CD TO 3 

2 N""-'5+1 O 
l.}? ITE< o. oti '~ 

66 r::JP.i-:,·,-:-:;-,. :-::... . ... Ui'.t:i>d i.·L I'TERACIONES <FROEBINlUS> SERA;~. r2. //) 
RETL~N 
Et-.ID 

c---,,~,i~n~;:ra~:rTTl-:"7:: ,,,.,.\,t-; <•·· ..... H. ti~"-'"'""·""'-m-:-r----------------------T 
OIME1'JS!O.:,; F(4. 4). M(.c; ... ;.}, Dt4,4>~ C(4, -1-}, GC!~, 4), FT(..:., .+}.Al(•'l, 4-1, 

""G{.:1},~-:~--:.' ·_•;.;;,r;J~..;,.:.,, 

CALL VEVCT <G, C, :--~. :;,-: ¡ 
SA<:::O O 
............... .;...-.;.... '" 
00 10 J..-¡.N 

lJl!, '-')~G+>~G{ I. ~') 
:o .;tr.,.;1u.r< 1 .... P 

00 30 rl"ER>=:. ~O 
CALL "TRk:::~ .• 'l \A.fJ. '.Fr,f) 
CALL MATI'"': .. -..<u. F'N. rJ, e) 
CAL!... Ml"'TH/i,,í""· C.r,,. O:..J) 
CALL SUl'"l/\ ~,;,l. !: • r~. l c. e: : 
CALL MATM.:"• ( r,. A,;,_;, Al J 
5 .. 0.0 
00 20 !•~! · N 
DO :!O .J-··!· ~~ 
AC I. JJ =-Al t ! , ,,)) 
O ( í, .. J l- "'C ( r . .J) 

~O 5aoS+U 1_ J,...; 1 
!J:: CITCft LC. 1) ".;Q TO::".) 
!FíAiJ5{1-ABSC!.i/:3;\) J L~. 1. €-fq GO TO 40 

30 SA'""-S 
\.-JH1TE<6 .... , NO ("í_]:"-:VF.RG!: EL CALCULO UE LA MATRIZ~ 
RETW.N 

40 \.JRITEl6,::-t:.> 
00 -;,o I""l• N 

!)O l-lR ITE ( 6. ~~ 1 (D ( I, ,J l, .J=:., ~: • 
CALL TRAs- .. -:.:.c;:-. r-.:.r·r) 
::.;:....:... i': . .:....7:··,..;., '¡~. , ....... , ... ' 
CALL ~AT-:·"i tr. t-., :-:. e: 
CALL SU!"'.r:-.:C.G~-N.G:.D1 
\'.:"'\~L ,; fr-',..:.. i' \H, L", ~J. 1.J J 
CALL VET'./E í U. H.:.,¡,~~ 
RO.u'-l;SN 

54 FORMt--"\Tt.l~X. 'MATr.-t;;: DS <..GVARIANCIA ESTACIO?-IARIA', //) 
:,:, F"OfU1A,i(~;:.~•<El4 -.~~~>:;), ') 

RETUMN 
END 
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SUDROUTHJE GRUIDO( T. NT. RO. 581, AL, l"! > 
OlMENSIOil TC400J. Tl C4Q::;l, l\L(400) 
DR-SGRT<IH':' > 
DO b r-=1, 1.1-:-
ALtI).,.Q. O 
Tl ( I JwO. O 
CALL ALEACS8'1,0.0. DR,ALC) 
AL ( I >=ALC 
T1 C I ).::Tll) +ALE 

6 CONTTNU-E 
RET\JRt{ 
END 

E ~:::·T~roTr::~-rL-,/\r-.s"'c""'L,...D'"'·""t::.""r.""L..,l-,"'.--,º"'"''".'"""'"''""''"''-;:¡~..,"o~f.~--------------
suuRoln· INE. EST r MU ( ,.- •• ; .• ·, Q' RD. N. ¡:_. NT. LMAX. AK. u. ~u) 
DI ME.NS I ck~, G < 4 J, H\ 4}, .\ C ~ '. AP { 4 J • X.Pl <. 4) • AK ( 4 >, D (4), 51 ( 4), PROVC4) 
OIME:'lSlO:.J F{4, 4). FTc.-; . .:; .• F C4. 4 ), PP(.;, J;), Al C4. 4>, r'\2('4, 4), 

•PPRO'J ( 4, ..... l • Dl ~ 4). z ( 400 ! 'u~ 400) • PR ( q, 4). cut 400) 
DO l I =t. N 
::io l J->!., N 
XCI)"''º· O 

l P <. I¡. .,,n '*"0. O 
CALL TRASl"1~:., < F, t./. FT ~ 
IA=O 

13 IB~t ... '\ 
no ~ r"' 1, :-. 

3 o< r , .... a•o< r) 
L'K=O. O 

50"4'~L~L Ln;:--,x 
IK::..lA+L 
CALL V.ALLM.--4. (:<J, I....,_,P,G,".f,Ci1RD1f-".;::,XP,X.P1,f'.R,PP.Z.AK> 
Ci;LL VTM.A, T O-!. PH, N, fi!) 
CALL Vt:Tv'C <Sl, H. N, B21 
CALL VCT\!C <D, H. N, S3> 
S2=S2'+RO 
FNU'°'S3/~:,;;:;. 
CAL-L VClVC e~. XP, N, 54) 
UK.Y,~UK*FNV~ { Z C IA+L >-!:;4} 
GUM~=~;-uM-< r-l'.'1)~<t2) "'S:' 
t"""CA:J::::;~t...~,.,v,-'..;.·,1.LC.. 1 L-1··J 1..~o ·ro oc 
CALL VEVET tf.' .. K, i-f, N. Al> 
CALL DAIDL CAl,N.A~) 
CALL TíiASM;.:, ( ~::', N• Al' 
CALL t'IATr.A ( ;-~ 1, FT • N, A2 1 
CALL VTMA"i ;: l), r~2., N, 01 J 
IFtXA. r.:c. T!!:- GO TO !'I 
DO 6 ¡,,.,l.N 
DO 6 ... J=l. N 
PRO\l( ! )"'"Xrl ( "i) 

ó PPROVtl.~>~~r~z.J> 
~ rn=IB-+1 

~!2 ~ 1.~!· ~~ 
i){ I }.i)J ('r\~ 
X t I ~gXPl { I l 
r< !. J:--rr, 1 • ..J> 
Al C 1, .J)•&V. O 

7 A2Cl, .J)""..-0. O 
VK:1::.Lfi.U;.. 
GUN=GUM2 

4 CONTlhiUC: 
66 UC J:,.\+.t >:dJKK 
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GUCIA+l l=GUH 
DO B 1,,.1, tJ 
DO B J..:.!, N 
X( I: >=PROVC I) 

a PCI.j}~PrROV<!.J) 
IA~I;;.+1 
lFC IA. GT. Ní) ca TO '? 
GO TO 13 

~ RET\.:Rt.f 
ENO 

§ lJ"'3T t:J,,;,_ ¡ crr-·--:-f-~--~~rc-1~d~c,-~¡:;-~-.._-c-H-A:-N--------------'º 
SUURO:JTir~r:: .... ALU"'.A c:,J.l\..".,f,G.H.O,RO.P.X..xP.XP!.PR~PP.Z.AM.> 
DlMEr1sro·-~ r:::..;. • ..:.1,ll\..;. ~ .Fl(4, ·•·>.Pt.;, •• ),f'Pt-~ ... ~:.P~l{~ . .j),CG(4, "1> 

.. , F;;o r .~. 4 l. t";:"~ .:¡). HC.:'.;l. xc..; .~. XP e 4). XPl < •1), AKC4 ), Hl r.; 1. H2'C4>. z C400). 
*A.' 4, 4', "Ct4, 4>, PS( "·· 4'. f'~;tA""+, ••) 

CALL TR~SMA CF,N,FT~ 
CALL vcv¿T CG. c. N. r:;:;¡ 
CAL.L MAT'JE íF. :.:-.~i. xp; 
CALL f-<A>n.:-.... ~. !-'.[~, r_: 
CALL t1P.TMi"" CFl, FT, N. F"2) 
r1q ' e• t'°'.o. 1 F";'.', r.t.:. N, G,? F.~ 
CALL 1.IC1Vt:. {M, .Ol_t-', N, <l'U / 

CALL MAIVE CPP., l.i, N, i·H) 
CALL VTn:\T (H.PH..N,t.-;::".~ 

CALL VETVt:. {H;.:~. ~-1, ~~. >!:J} 
s-.z:cn•, 1--t1u 
H4""'K3~ JU) 
DO ;::"::i l "-'1. N 
,-;!\( 1 J...,.H! ( I) '!-':·+ 

;:::o xr-1cr1 ..... ;;:P< !)+;;rt:)~s 
CALL VE'-''Cl" {f.!-\, H, N, PS 1 
CALL ur-r::-c: {f'5.N.PG1) 
CALL MATMA ~FS1.PR, N:P~'J 
Mf.l'L'rlN 
END 

~ !"" t:.~? l M u::. l.n f."f,..·~ .. -: ,~,~1~1.~i~tl'"EFl~~1 ~i -u~A~ú" __________________ T 
SUGR:C~.JíINC [V\l DE e/\,!'.:. ,"d' 
Dll~E.?'iS 10'-I'. 1:..C "-• 4 >. ?. i t4. 41, Al.(.:•. 4) 
JJQ :1 t=l, N 

ro t J,,.,..i. :-,1 
IF<LCGt.J> GC: TO;> 
Ai (.J.,.: J~J. O 
GO 1U l 

2 AI{!.,,J)=t. C 
l Al (l • .J )..,._<\.! ( I • •• ])-¡.,~J., J) 

HET\.J:""(N 
E"U::J 

~----------pi'{QlYC.íi::lu--:..~--\...'•'°I..., ,.,..,..., ... :.,! r'wn e~ ... \.-_.,_ ,01-1.. 
SVBR0\./71NE Hr~T\.'E(A, n. N, [;') 
DIMENSIO:-~ r'\(4, .:.;,), 8'-4J, Dl4> 
DO 2J 1=1• N 
0< I >&GO O 

fYJ 21 .J""l• N 
21 P< !l=D(l)+A{!, J)•U~J) 

HETVRI~ 
ENO 

B 

g:--------P1iümJC~llf1AM.c\I R l Z POtl O 1 ~H~·-------------º 
SUERDVTINC ~~TM"<A. ~.N,Dl 
OlMD\l5lDf'.l A<4, 4>,D<4. z~).D.{4,4) 



00 ~ I=i!, N 
DO 20 J=l.N 

0<1.J>~o.o 
oo ;:o ..., ... 1. rl 

~O D<t ••. J).-::O<I • ..)l+A~:.K>~OO\,J) 
RET\JRN 
END 

É'------------~i~·----~,R~hr¡~,~5~,.•u~~~~,..,..,M~·--------------------0 
SUOROV1"P~~ TBAS,...ACA,N. '.:• 
DIMENSICN A(4, 4>. O t4, 4 i 
DO 30 I'=l• N 
00 3C' J= 1. tJ 

30 U< t • .J>:::iA(..J, I> 
RETu:lN 
END 

~------r-t-<.,J:;Wi...1u 1.:t:. L•;.., 1,,.:--.:.7üK7TI'R-nThü~tJE'""'~~------------T 
SUDROUTINE \.'E.VET(A, B· N. (•} 
O l MEN:S I O:-,¡ A C.; > , n t •'1 > , O C -~. 4 J 
DO ~ I=l• N 
DO :-O J""l• N 
oc¡, .JJ "'º o 

~O O ( I • -') -: O~ ¡ · .J l"' ,.· .. í l I .,. 2;....; 1 

RCTURN 
E"NO 

~-----P"Kü::;c~c;·-¡:;:--¡_7:;--..;r::-:~~ ... ::.r·0t.STLJ't-'1JR~-E-c-10-1-¡---------6 
sv~~Ol•TI,~~ \~TYSCA· ~. N,CJ 
C H1l.l'~S to..: .; t 4; , ti 1 :; ) 
p;,o. o 
f!O 62' l""l · N 

bO D 1:1 D .. ¡~ < ! 1 •O ( 1 l 
FETLot":\N 
Et~D 

?.------ -~~c::r.~v::-"'OL\:TWR~r::FUE5Ttf"T'U~---~--------º 
SUOROUi u;E VTl""".AT<r .... n. N, L} 
DIMENSI0'4 ,..:..c-.q. l,H-4. 4;., D<ª> 
DO eo I=l.N 
OC I }-::Q. O 
00 8-0 .J•l. N 

80 0( I );:#OCl)+A(Jl .-.Q(J, I> 
RETt..'RN 
END 

c---~~u~n~i;~o~u~~JHA CA. G. N. · •. ·.,..,-.---------------------------º 
01MENS1ar..; A (4, 4), B ( 4, 4 1. D ( 4, q) 
DO 10 I=1·N 
DO 10 J=l• N 

10 D<I. J)sA<l,.J)+S•BCI, J> 
HE.lVHN 
ENO 

¿ ,,-¡¡-¡r-iru-.-r-W-Á u " o R ··A~~F~~C~A~c~~~u~N~-----------T 
SVDROUTINE PLDTN tT.LT.úELT> 

C TCLT>=TRAZA A CRAFICAR 
C L.T~LONGITUO DE LA TRAZA 

DIMENSION T(400>. LINE (:)1) 
DATA NMAX/40/ 
DATA lDLNCl, IBLNC2· lAST, IBLNC. tCENTR , .. >,, '<", ...... ," "• 

10 WRITE <6• 1~) 
l~ FOR1'1ATC/, +', 10<'----·>-')J 

•/ 
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IST=-0 
TMA:X=O 
00 :;20 1=1. LT 

IF<IST EO.O.AND.T<I' NE O. >IST""'l 
TMAX=r.MAXl<T<I>.TMAZ~ 

:?O COf\ITINVE 
IF<TMAX>·•O. 40, :>O 

40 \.1RlTEC6.45l 
4~ FOR!""ATt/~OX. 'CUIDADG--·-LA TRAZA ES NULA. "fl 

GO TO 200 :o DO 100 I~IST.LT 
006-0.J=l.~' 

L l :-..cE C..;)= l HLNC 
60 CONTJNUE 

.._l=IFlX(~~ •T(l)/TMA>:•S!('.NC !),TCJ>>> .. 2b 

.J•MA:XO<MlNOl.J, ::.: ) , 1) 
Jo'..~cMit.:Oc.J, 26) 
t\P-=MMXQ(J, 2~.> 

00 70 K.=Kr-:.. KP 
Lir.::::CV..);-o!r--.~T 

70 CONTINUE 
LINEC26>=ICENTR 
TM=T< I > 
IF<I.GT. !>TM-1 T(I)-T(J-~: 
TPsr:TC l > 
~~<~-~~--L!? !~""'Ttl)+TC!-.i> 

ao iF (iP.'LT'. ó"".,Llr•E« .. n=I'B~ :-,c2 
GO ·ro 90 

8:1 lF(TP GT. O_ )LINEC.J)=IEt.t-.'Cl 
90 WR1TE<6.q:i> CLJNEC.J),Jnt. :)l ), J, I•OELT. T< t > 
9~ FORMATl' ·.~1A1.I4,;!X,,~7 :),2X..t-12.7> 

100 CONTlNUE 
200 WRJTEtbo210> TMAX 
210 FOAl""AT( .. +',lOC"---+•)i/,l!iX,"MAXIMr, DEFLCXlON~·.Ft~ 7,//l 

RETURN 
END 
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