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INTRODUCCION.

Este trabajo estéd orientado a esclarecer algunos es—-
pectos sobre el tea del rigor matemético que consideramos
importante en el procesc de enscfinnza-aprendisaje enfoca-—
do desde el punto de vista del pepel que juega el "forma--
lismo” en la ensefiansa y desarrollo de las matemfiticas, -
Prra ello describimos brevemente, en parrafos posteriores,
tres momentos histéricos que han sido crfticos en el proce
80 y desarrollo de las metexfticasn,

Le razé8n de hacerlo de ese modo estriba en 188 Si——-=
guientes consideraciones: primera, tener una idea general
de gue los resultndos de la nmetenftica no se dan de manera
esponténea y mucho nenos se prescntan en forma acabada, an
tes bien, cade avance tiene como antecedente, en ousg rcsul
tados, un ocin nfizero de tropiccos y esfuerzos realizados a

A

veces por gencrucliones entercs de matexmi&ticos.

La segunda, ticne como finuzlidad mosirar que lo que -~
courocemos cowo "formalinmo" es uns de les cocueles que sur
ge a iz de la tercera crieis de lea matemfticas y que ——
¢n le sctuzlidad Jucge un pupel muy importante no solo en-
la formucibn y deserrollo de les metemfiticas sino ecdemés, -
podrfamos decir, on otros caapos importontec del pensamicn
to, razén por le cuel existe un gren ndumcro de edeptos a -

este campo.

crisis se remonterfa s la matemftice ¢rig

€
ga en el ciplo VI, A.C., con Thixles de MNileto (640 o 629),
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Pitégoras y sus descipulos. 45f, en el sigle V a.c Bpere--
cen dos hechos que originaron esta primera crisise. El pri
mero, trata de los inconmensurzbles, por ejemplo que en un
cuadriado su diagonel no puede cexr medida por cualguier -
perte alfcuota del lado del cuasdredo (de donde refiere Pla
t8n en su diflogo "Teeteios™ que Teodoro prob$ la irracio-
nelidad de (7, J3) {55.¢.,{1T)e El segundo es referente a
les parzdojas de Zendn de Elea (495-435 a.c.), como ejem--
plc de estas paredojes se puede citar 1la de Aguiles y la -
tortuge.

La segunda crisis en los fundementos de lus maitemdti-
ces ec coriginuda a rafz del uso de los infinitesimales, la
cual fué resuclie por A. Couchy en las dfcidus de los uafios
20-320 del siglo XIX ol custituirles por el método de 1dimi
tes introduciendo un concepto mis precisc de l{mite, ecn el

gue c=2teblcce gueg

Y...Los veloree sucesivos atribufdos a une verictle -
que te zproxima indefinidamente 8 un valor fijo tan-
t0 cemo ze gquiere, &cote dltimo es llamzdo el limite-

de tocoo los otros' (3).

Ya gntes muckos motlewlticos demsideraban un infinite-
simal como un némero fijo muy pequefio, Cauchy lo define —-

claremente coro unk voerisble derendiente:

"Uno dice que una cintidad variable 1llaege a ver infi-
nitenmente peguefizc cunndo su valor numfrico decrege -

indefinidumente de irl menera gque cenverja hacia el



14mite cexo™. -

Por ese tiempo Welerstrass no enterado de los traba--
Jjos de Bolzano, encontr§ la teorfa de funciones sobre los
procesos de 1limite en conexién con una teorfa aritmética -
de irrecionnles junto con Dedekind, Méray y Cantor. Con es
to parecfa que el conjunto de las mateméticas qucdaba esta
blecide sobre baces sblidas. Esta &topa se reconoce en el
proceso de desarrollo de les matemfticas como 1la rigfriza-
cién del endlisis, (1).

A yafz de las contradicciones (éparzdojas) que surgie
ron en la teorfe gencral de conjuntos de Centor (18E0) se
origing la tercera cricis de los materdiices la cunl vino-
a culminer en los  primeros lumtros del precente siglo ma-
nifestfndose en tres corrientes gue pugnabun ror uma fun-
dementecién s8lida de las matemfZtices pero con una cancep-
cidn muy propia zmcerca de e¢llas,., Tales corrientes scon: La
ligicistae representade por ‘Vhnithehead y Russell, la in--
tuicionista conducida por Zrower, VWeyl y Heyting y la for-
muliste representada y comendada por Hilbert.

Siendo de interés en ecte tratajo, trater en forma -
suscinta los espectos y razgos principoles sobre el forma-
lismo, su uctitud de preporcicnar elementes para una funda
mentacién de le matenftice, establecer uxiomss ¥y enuncin--
dos precisos; desmostracicnes explfcitus no obstente la cla
ridad que algunos resultados pudieran tener desde un punto
de vista intuitiveo y cuya finalided era cuticblecer buses -
pera lograr lo censistencia de les matemftices (una exposi
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cién méis detallada se presenta en el Cap. I)e.

Con el movimiento desarrollado por la escuela forma-
lista conducida por el gran matemftico David Hilbert, du-
rante algdn tiempo parecif que con el tratamiento y desa-
rrollo axiomfitico de las mateméticas, habr{a de darse fin
a las dieputaes sobre los fundementos. Pero desafortunada-
mente, tal trztamiento no culmind a consecuericia del sore
prendente resultado obtenido por oiro gran matemfético =
Kurt Gdel en su ya femoso trabmjo "Sobre las proposicio-
nes formalmcute indecidibles de los principia mateméticaw
Yy 8istemas conexos™ (1931). cuyo resultado clave estable-
ce gue no toda propesicién verdaders cn la aritmética cld
sica es derostroble dentro de un sistems fornsle. (secce —
I.5)

En tormo al tema del rigor, nuentra mtencién se cen-
tra en el papel gue este juege, como ya se dijo, en el —-=
preceso de cnsciianze-aprendisaje, Mucho se ha escrito ——-
ecerca de los clementos de Puclides como un modelo de ri-
gor metemfiico que incluso se muntuvo durante cusi dos -
milenios y a%n perdura en nuestros dfas en los progreman-—

de ensefiance clementnl y nmcedige

Sin exsburgo, la idea del rigor ha 1ido evolucionunde
a la par del desiwrrollo de las metenfiticans tomando un se—
llo caracteristico en funcibén de la &poca y en los momen-
tos importantes de c¢sta ciencie, no obstante es una cues-
tidn que 2l nensionarse en los libros de texto queda en -
forma demasiado implfcita y tan poco clara que méds bien -
tiende a provocar una actitud de desaliento hacia el estu

dio de lar mutemfitices en parte no poco importente de es-



tudiantes y esto en el mejor de los casos,

Otra actitud es le de creer una idee de que es0 que -
8e llema rigor es &sunto que compete 0 se da solo en 1lo8 =
profesionales de las mateméticas, pero queda en el aire la
cuectién,

Esta idea empezé§ 8 preocupsr o los metemdticos de dis
tintas €pocas al especulczr sobre el quinto postulcodo de EFu
des de la geomeir{e euclidecnsa y como resultado de tales -
cspeculaciones se originaron las geometries no-cuclideanas
de lLobachevski, Riexmann y Bolyesi. Todo en rezén de gque no
parecfa ser muy evidente el eauncizdo de tel postulado, --
siendo quizé la semilla pora gue en adelante se plunteara—
la neccsidad de ser més risuroscs en la postulecién de pro
posiciones, asf como, en lu deduccién de resultedos obli--
gendose de este menera a buscer un mayor grade de clarided
Yy precicién ya no solo en le geomctrf{a sino en todas las -
ramas de la metexftica, como succdid precisomoente en la sg
gunde crisis en le que & partir de ecta preocupucidn esta-
blecide ya como unz necesided capital se origing un movie-
miegnto en el gue 2@ buscar una wmejor fundomentacién de los
conceptos mutesfticeos ce 1llepd & culminer en la ya menoio-

nada rigorizacidén del anflisis .

Pinnlmente 21 eparccer la tercera crfsis, se revela -
con el surgimiento de las puredojcs la necesidad de un ma-
yor grodo de rigor la cual trasciende & todes las ramas de
les metem4tices hesta nuestros dfus (véase seccibn I.3).
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I.-.PFPORMALIGSNKOGEG,

I.1.-BOSQUEJO HISTORICO,

Podrfa decirse que el m&todo axiomitico tiene su ori-
£€en en los entiguos griegos en cuyos trabojos encontramos-
el modo de como una propoesicidn puede expresarse Como CoOn-
clugién de una prueba 18gica.

Por ejemplo, en le geometrfa clésica, como la presenw
ta Buclides {(3657-2757 &.C.) en sus elementos y que duran-
te muchos siglos perdur§ como un modelo inzuperable de =
teorfa deductiva, podemos encontrar una impeceble sistema-
tizecién en cuento a le scleccibdn de teorenus y prodblemaSa
considerados como fundementeles &l incluir solo aguellos -
capaces de funcionar como elementos, no obstante que todo-
1o que afirme es8 capiricemente verdadero no se recurre a
la experiencia como justificacién, de manera que el gedme-
tra, solo procede por via dexostrativa basando sus pruebas
sobre lo drdo =mnteriormente steniéndose finicumente a les -
leycs de lao légica. De e¢sta moanera, los teorcmas estan vin
culados mediente relaciones necesarias a4 las proposiciones
de las cueles son deducides, fcrmando un todo en el cuale
todes les proposiciones se relicionan entre s{ directa o
indirectamcnte. En el sistema zs8f{ formado no ca posidble mo
dificarlo purciclmente sin que se afecte. De lo tnterior -
se deriva le importancia pedagbgica de los elementos de Eu

clides.

Esto de una idea do le profundidad cient{fica a que se



remontaron los griegos y en particular la obra de EBuclides
alcanzando un grado de rigor por encima de los matemfticos
de siglos posteriores y superado & fineles del siglo pasa-
do y principios del presente, perfodo en que se da la ter-
cera crf{eis en el desarrollo del pensamiento matemfitico --~
con el surgimiento de la teorfa de conjuntos y que los ma-
temfiticos més brillentes se avocaron por completo al pro—
blema de Ader una fundementecisn de 1lus mateméticas con un-
inusitado afén de rigor 1&gico. 481, bejo este nuevo effn.
de rigor 14gico, le deduccién geométrica clésica se mostra
ba defectuosa en algunos puntos y el esfuerzo de una recti
ficacifn de ellos originé como resultado unf nuevA repré--
sentacién axiomftica de lu teoric,

En, 1882 loritz Pach (1843-1931), maestro de Hilbert,
plente§ cleremente por primera vez el problema de una co--
rreccidn de la exiomatizecién de la geometrfa de Euclides,
pues &sta presenta muchas imperfecciones, para ello esta--
blecibd las siguientes reglas a través de lus curlcs una ex
posicién resulta rezmlmente rigurosa. (16) p. 24-25.

l.-Que sean enuncicdos explfcitemente los términos --
primeros con gyude delos curles se propone definir

todos los otros.
2.~Que sean enunciudes explfcitumente les proposicio-
nes primeras con asyudn de las cuales se propone Uu-

no demostrar las otras,

3.~Que las relsciones enuncinrdas entre los téruiines -
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Primeros sean pures relaciones 18gicas, y permaneg
can independientes del sentido concreto que se pus
de dar a los términos.

4.-Que sclo £&stas relacicnes intervengan en las demo8
traciones independientemente del sentido de 108 ==
términos (lo que prohibe en particular, tomar pres
tado algo 8 la consideracidn de les figuras),

Pero es David Hilbert (1862-1943) quien inaugurs un =
nuevo género de investigeciones, cuewndo en 1699 con la pa
blicecién de su monumental obra "Fundamentcs de la Geome==
trfe” aparece como el mé&ximo representante de la corriente
axiomética. Eu c¢sta obra da un tratomiento riguroso al tra
dicional método de Zuclides trensforzendolo en un método -
mé8 mpliceble & problemes de todo tipo.

Plantedndose sicteméticamente la Consistencia de sa, -
aistemn de eaxiomas y la independencia mutua de sus elemen~
tos. Para fundamentar la consistencia, elabora una inter--
pretucibn aritmética del cistenas, de tel mianera que toda -
contradiceién que se originere en las consecuencias de sus
axiomas habrfe de repercutir en ellas. De este modo Hile-
bert consideraba que la consistencia de la aritmética go--

rantizarfa la de sus sistema de axiomes. (16) P. 35. Es--
tzbleciendo asi la independencia de un postuludo 8l cons—
truir un sistomz compatible que no lo considerara; aungue-
no erz ese el propocito, se demostrd la independencia delw
Quinto postulado de kEuclidess 21 surgir las geometrfas no
euclideznes; de igual forma Hilbert dexuestra 2a indepen-



dencia de los axiomas de continuidad Al construir una geo-
metr{a no-arquimediana.

Puede decirse que al abordar el problema de la funda-
mentacibén 16gica de las teorfss matemfiticas, particulermep
te el de la eritmética y el de la no contradiccién de es—
tas teorfas estuvieron orientades al mismo tiempo a contra
rrestar la tendencia de los matemfticos intuiciohistes -
quienes tretaron de evitar los problemas légicos plantea—-
doe por las paradojmas de la teorfm de conjuntos de Cantor-
pretendiendo sacrificar no solamente este teorfa sino una
buenn parte de la matemftica clésica. (9).

Hilbert contribuy$§ enormemente a esclarccer el agudo-
problema de fundementacibn de las mateméticzs y el de 1la
neturzlece del razonomiento légico en particuler, mostrer
que un pensamiento mfis claro se da bajo la posibilidad de
expresarlo totalmente mediante sf{mbolos en ndmero finito y
no obstantae esa restriccién el matemético puede razgonar -
correctanmente sobre el infinito.



=10~

I1.2.-AXIOMATICA. FORMALISMO. EJEMPLOS,

En el siglo XIX se realiza una extraordinaria e inten
sa lebor de investigacién matemftica. Se les dié solucién-
a bastantes problemas fundementales que habfan resistido a
los esfuerzos de los pensedores por largo tiempo. Fueron-~
creadas nueves remas de estudio en la matemftica y se cons
truycron nuevas beses en las diverses ramas de la discipli
na matemftica. Como ejexplo se puede dor el siguiente. Lo®
tres problexes clfésicos gricgos de consiruccidn geométrices
que consisten en: fnicamente con regla y compéz, trisectar
el &ngulo, Duplicacién del cubo y Cuadrar el cfrculo., Los-
esfuerzos fueron indtiles por més de dos mil ajlos para dar
solucién e estos problezes y sucedid que hasta el siglo —-
XIX fué cuando ce demostrS la imposibilided 18gica de rea-
li-ar teles construcciones., Ademnfs de esos trabajos se obe
tuvo un resultado muy valioso. Dado que le solucién de los
problemas anteriores depende bfnicamente de la obtencidn -
de les rafces de ciertes ccurciones, el inerés que apare-—
¢ié por los problemas plentendos en la antiglicdad estimulé
el trotojo parz gue se realisnran estudies muy profundos —
acerca de le neturazleze de los nfmeros y sobre le estructu
ra del ceontinuo numféricoe. Se definid con rigurnsa preci-—-
aién a los néreros negativoe, complejos e irracionales; se
construyé una buse légica purea el cictema de los nfémeros -
reales y se estnblecid une nueva rema de las matemdticas:—
La tecorfa de los rnfémercs transfinitos (6).

Por otro lado el progreso méis importante por su reper
cucién en le evolucién de 1la matemética, fué el que Gauss,
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Bolyai, Lovachevsky y Riemann demostrorsn.la impositilidad
de deducir de los otros axiomes el axioma de las paraleles,
originando con este resultado la creacién de las geometri-
a8 no-cuclideanas. Pinelmente estas revisiones de la geomg
trf{a euclideana provoceron un reexamen Y perfeccionamiento
no s8lo de ez geometrfa sino de muchos otros sistemzs ma-
temfticos.

En esta direccidén decimos que estas revisiones princi
pian con los escritos de geometr{a moderns de M. Pach en -
lo= que expone un sistema complecto de exiomas suficientes-
rpara hacer ura presenteciédn rigurosa de 1la geometr{a pro--
yectiva (11). R. Dedekind en sun trabujos de 1888 siguien-
do esta mioma direccibdn, dif un sistema completo de axio--~
mas como bize pera fundementar la eritmética. Por el mismo
tiempo 1889 y 1891 Peenc ean =ue dicertascioncy, cexpone 18—~
gicemente los principios de la geometrfa utilizendo un nuae
vo método, les principrion de la uritmétice natural. Su ex-
posicién axiomftica de la aritmética ce basa en nueve posSe
tulados que definen implfeiterente la igunldad y tree cone-
ceptos primitives. Cero{o uno), nimero y succsor. El dlti-
mo postulado en sfmbolos de Peano, es el principio de in--
duccidn complete el cusl se toma como exioma. Un discfpulo
de Peano es iario Pleri (1860-1904) quien en 1897 publicé-
un nuevo tratado de geometrf{a euclideana en el que introdu
jo el movimiento como un ccencepto intuitivoe.

Carbiendo un poco decimos que la finalidad que se per
sigue 21 colocar bajo forma axiomfitica una teorfe deducti-
ve, es despojarla de las significaciones concretes e intuj
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tiva sobre los que en primer lugar haya sido construido de
manera que aporezch claramente el esquema l8gico abstrac-
to como es el caso de 1le axiomética de Hilbert a quien no
le inguieta tanl susencia de correspondencifa y por conSi-—-
gulente de utilidad (16) p. 43. Hilbert considera que la =
metemitica pura debe articularse del siguiente modo: si to
mémos un conjunto de conceptos no definidos, es posible, &
erupfindolos, construir un postulado y mediante este proce-
dimiento un conjunto de postuwlados; despufs las definicio-
nes8 nos permitirﬁh obtener, en funcién de los postuledos,-
nuevos conceptos y dado este nivel, las reglas de operacip
nes, generarén los teoremfs como consecuencia. Ante esto -
se imponen oxigencias (4) P. 117 internes en la elecciédn-
de los postuledos, no obstante la aparente arbitrariedad -
en ciertes considercciones la eleccién de los postulados -
en gue 2e¢ busa une arxiomitica no es azAr, es necesario gue
satiefaega 108 puntos gue se dun:
-CONSISTENCIA, Pundade zobre el principio de no con--
tradiceién, e¢cto es, gque al hecer uso de un conjunto
de cxiomes no se puede concluir una proposicién P y
su negacién P: Una definicién equivalcente a la ante
rior es: un sistear formazl o5 consistente si existe-
un enunciado dentro del sistema que no se pueda pro-
bar. Pera estatlecer le consivtencia absoluta de un-
sistema se ruede proceder de dos Tormzs distintas:

1) La primera de ellas consiste en encontrar un enun-
cizdo guec no ser teovrema dentro del sistema formal.

2) En ecte caso, lu censistencia de un sistema o teo-
rfa ¢n cuestibn, se estublece medisinte un descenso



a lo concreto, es decir la construccifn de un modelo fisi-
co que satisfaga el conjunto de cxiomes, y como todo 10 ==
real es necesario (e fortiori) posible, as{ la existencia-
de tal modelo.garantiza 1z consistencia de la axiomética -
correspondiente.

Al referirnos a la consistencie relativa de un siste-
ma decimos que éste se obtiene al suponer la coneistencia-
de un sistema anterior que se toma como base pera que de -
€sta forme la consistencia del segundo se herede de la con
sistencia estipulada del primero. ’

Por ejemplo, 1o consistencin absoluta de la geometria
plana de Riemenn la cusrl ne establece a través de 1la conse-
truccifn de un modelo ffsico en el que se sutisfogan los a
xiomes., Esto es, 8i interpretamos:

Geametr’a Geometria
euclidenna Riemanniana

"PlLENO®csesscscerscssesceesiera plena

expresién

significativa, TouNto™escrecescecsessspunto en la esfera

"1{nea rect@M.evee.ves...arco de cfreculo

. méximo en la es
. fera,

. .

. .

. .

£54 el postulado riemanniano de las paralelas tienc-—-
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€l siguiente enunciado. "por-un punto de la superficie de-
una esfera no puede trazarse ningfn arco de cfrculo méximo
paralelo a un arco dado de circulo méximo¥ (6) P. 32-234,.
(fig. 1).

Fig. 1. ,

Ya que si prolongemos los cfrculos méximos A Y A, és
tos se cortan en un puntoe.

-CONPLET Y., Ba une forma cutepgdrica, se dice que un -
sistema exiomfitico es completo s8i al construirse co-
rrectamente en los ténminos del sisteme dos proposi-
ciones que sean contraries, al menos una de las dAoB-
puede sor demostrada. Si el sistcna es consistente -
Be demuecstra solamente una de las dos proposiciones,

-L4A INDEPEIDENCIA. De un sistena axiomético se tiene-
cuanéo un axiom2 no se puede deducir a partir de los
otros, o si se modifica slguno de los axiomas, el -
sistema no pierde su consistencia. Por ejemplo, en
los intentos de demosirar por reducecidn sl absurdo -
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el postulado de las paralelas, origind la construccién de-
las primeras geometries no-euclideanas, probando as{ por -
la construccién de estes, la independencia del postulado.-
(16) P. 40 y 41,

La independencie de los postulados de una axiomética
no se consideran como légicemente indispensebles paras su
validez, solamente por cuestiones de economfa es preferi-
ble reducir su nfmero 21 mfnimo en el caso que existan en
abundancia.

EJERMPLOS DE AXIOMATICAS,

I.-Supongamos que K y L son clases puramente obstractas,
con relacién o estas se dan los siguientes postuledos:

l.-Dos miembros cuzalecsquicra de K ce encuentren con-
tenidog en un e£6lo miembro de L,

2.=Ringfin miembro de K se encuentra contenido en ==
m&s de dos miembros de L.

3.-Los mienbros de K no se encuentran contenidos to-

dos8 en un €Gnico micxbro de L.

4.~-Dos micmbros cualesquiera de L contienen solamen-

te 2 un mienmbro de K,

S.=~Ningfn miczbro de L contiene a m&s de dos miembros
de Ko
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El utilizer este pequeiio nfimero de postuledos y las =
reglas ordinaries de inferencia, se pueden derivar ciertos
teorenas, Por ejecplo, qde K contiene solamente tres mieme
broe. Pero (Serd este conjunto de postulados consistente?.
BEsta pregunta se puede contester al utilizar el modelo que

se da,

Supongemos que la clase X estf formada por los puntos
que formen los virtices de un triéngulo, y L la clese for-
meda por los lados del trifngulo. Luego el modelo es el -

trifdngulo: K

L K

Bn &1 se pucde verificar que se cumplen los cinco postula
dos, concluyendo con esto que el conjunto de axiomas que -
se did sl es consistente. (6) P. 31, 32.

IX.~Como segundo ejemplo consideramos 1a axiomftica que —-
Hilbert dié 2 la geometrfa euclideana (en los fundamen
tos de 1la gecometrfa de 1899). (15).

¥l totel de axiomas son veinte y Hilbert los separé-

en cinco grupos:

~E grupo uno contiene ocho axiomas de incidencia o de

enlacest
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l.~Cualesquiera que seen log puntos A,3, existe-
una recta que pasa por cada uno de los puntos
A' B‘

2.-Cualesguiera que sean los puntos diferentes -
A, B, existe a lo sumc una rectea que pasa por-
cada uno de los puntos A, B,

3.—-En cade rects huy el menos dos puntos. Exis——
ten al menos tres puntos gue no pertenecen a

una miema recta.

4.-Cualesquiera gque seen tres puntos 4,B,C que =
no vperteneccn a una micma l{nea recta, exis=
te un pl&noc of que pasa por cada uno de los -
tres puntos 4,B,C. En cada plano hay al menos

un punto.

5.-Sean cuelesfueran tres puntos A,B,C que no per
tenecen a une miuma recta, existe a 1o sumo =
un plano que pzsa por ctda uno de los tref —-
puntos A, B,C,

6.-51 dos puntos diferentca A,B de la recta a per
tenecen al pleno = , cudae punto de la recta a
pertenecen al pPlino ole

7.-54 dos planosy & tienen un punto comén A, -
tienen @l menos otro punto comdn B,

8.-Existen 8l menos cuatro puntos quc no perteng

cen al mismo plano,
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-El grupo des estd formado por custro axiomas de or—-
den

9.,~5S1 el punto B se encuentra entre el punto A Y
el C, ontonces A,B,C son puntos diferentes -
de una misme recta, y B se encuentra, asimis-
mo, entra C y A.

10.~Cuslesquiera que seen los puntos Ay C, exis-
te 21 menos un punto B sobre l& recta AC tal-
que C estf& entre A y B.

1l.-Entre tres puntos cualesquiera de una recta,—
a lo sumo uno de ellos pucde enconirurse en—-
tre los otros dos.

12.-(Axioma de Pusch) Scen A,B,C tres puntos que-
no pertexecen a4 una misme recta, y &, una reg
te en el plano ABC, gue no contiene ninguno =
de los puntos A, B,C. Entonces, 8i la recta a
pasa por algin punto de segaento AB, tanbién-
nasuard o bien por e2lgfn punto del segnento -
AC, o bien por mlguno del scgunento BC.

~Cinco eon los exicaons de congruencia y que fornen el
tercer grupo, definen el concepto de congruencia o =
de igualdades geométiricao.

13.-S1% A,PB son dos puntos sobre la recta &, y A'-
¢s un punto de la misme recte, o bien de otra
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recta B', sienmpre se pucde encontrar, & un lo-
do prefijado de A' cobre 1o recta a', un punto
B', y 86lo uno, ‘el quc el secgnento AB es con-

gruente 8l A'b',

14.-51i 1os segnentos A'E' y A''E'' son congruentes
2l mismo segmento A3, entonces A'B'es congruen
se

el goento A''B''; es decir, si
llB'l‘

AVBYAR y AYSLE''IZ AB enteonces A'B'E A

15.-0con AB y IBC dos fegnentos sobre 1w recta a, -
gin nunteos intericres econmuneg ¥ ucian, fdexfs, -

ntes scbhre o micme rocte,

Bt

A'B' y B'CY doo se
9 bien sobre otres ©', que tomnoco poscen pun--

L5 Luleriores comenes, 54
ABZ ALY y BCED'C' centcuceg ACEA'CY,

Dofinicién.-Un per de cemirectus h,k gue tienen el micmo-
crigen 0 y no moxrlonceen o ana miumn rectle =

llama fngulo. Y se denota porL{h,k) y.<(k,h).

16.-Scan dudos L(h, k) an ¢l slano e, una recta a'-
en e¢ste mismo pluno, o Licn en otro, «', y su-
nongamos Tijrdo un lrdo detleruminedo del plano-
®'! con respecto a 1o recto a'.

¢e la recta a', con-

Sea h' ona ©
origen cn el punto 0'. Mtonces e el plano !
¢xicte una vemirecta k', y udlo wnn, tal gue

8 cengruente cen £(h!

I
todos les runtos interiorces
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encueniran ena el laedo prefijado con respecto a
d a'., Para decnotar la congruencia de fngulos se

utiliza la notacibn

Z(h,x)=gz(h?, k")

17.-CZ¢en los tres puntos A,B,C no perteneccientes a

una mismo rocta y 9By C*' otros tres, texzpoco

pertenecicnics 2 una misma recte. Si
ABZEA'B' |, ACEA'CY y LBACE ZB'A'CY onitonces

L ABCELA'BICY y £ ACE=ZLAYCY' B!

Ezte eiioma se ilusira en la Tigura siguientes
al
B *
A
A '
~-El cuarto grupo estd forwado solazente por un axioms,
el de pera2lelicoo que eguivale )l Quinto wostulado

de Euclides,

18.~S8Sca a una yecia srbitrerie, y A, un punto ex

terior o ella; entcnces en el plono determi-
nedo por Ay 1o recte &, e puode Lronar a
lo sumo una recta que pata por A y no inter-

cecra 2 la recta a.
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~Y finslmente el quinto ¢Tupo estA formedo por dos o~
xiomus de ceontinunidad.

19.-(ixioma de Aroufmedes). Semn AB y CD segmen=
tos arbiirarioc. Imtonces cobre la recta AB
existe un némero finito de puntos Ashgyee..
Ay,
fqy Aa esté cntre ﬂl Y AB’ etc., telcs que =
t e 5 A Ay e me son con--
los segnentos Ay, Alnz’ 'An—lAn on co
gruentes 8l segnento CD y B coté enize Ay —

2 (fig. 1).

situcdos Cu uimera que Ay ¢std entre Ay

A fe By ARy Aa

= :

Fig. 1.

20 .-(Axiome de Coutor)Supony mos que en und rec—
fta arbitraric o se da unn sucesibén infinito-
de segnentosn lel' AZBZ,..., de los cuales -
cade uno cztf en el interior del procedentes
supongamon, adonr cualaguiera gue sea un —-

segrento prerijsdo, existe vn fndice n paroe

el cual Aan e3 moenor cgue erte uegacnto. En
toncen existe sobre la reelnn a un punto X, —

que c¢otéd cn el inlerior de todos loo segmen—

tos A B, A,B,, clc. (fieg. 2).

Ay A A

2

-t

3
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I,3,-FEL YORELLISIO CONO CORRIENTE DE PENSAMIENTO MATE-
HATICO,

El formalismo tiene sus bascs en los fundamentos de -
Hilbert, que hen proporcionado el wmodelo de una dirciplina
metemética edificade scgfin el método nxiomdtico, mlitodo ——
gue zsdexmés de ser epropisdo perfectemente al papel formal-
de las matenfticus, cnuloba 2 lo intuicidn de los fundamen
to3 metenfiticos. (11) P. 60,

idezfs coro dijimos en ln introduccide, &) forvialisnmo
surge el uparccer la ftercerz cerizis en los fundonmentos  de
la maetccltice, c:isis provocada por las contradiceioned —e

gue nzeloron en le teorfa de coenjuntos de Cunlor, 9 por -
cnte ce em

esto que vno de les tr:rujos en losg gue pri

& sxdcnavicar la terie do conjun

pefinron los Formnel
toz. 21 lz2 emxics
en cuglouiecr axiomdticn Tormal los clementirs

eifn de 1o toorfe de comjuilon vemo -

citivog =

3 0 plesis) r contrnido -
¥ su conicnido cuencial es ¢l luplfcita

fice, rodemor—

{sfmbolo=, +téxrain
egenciel expl

mente dodo no e
e

rncontrornon giiuncibn de dos compuiiercs one no fija

1ide que

-

ron de ente zino lig roples del juego, oo les d

puednn jupar jentos unwe pertida: pero si donde  «) dinleio-
emtublecen 1.8 reglas del juigo, podrin jugur puriisins sue-
secunoree uno con el otro do lranmpdse.
co fzrral los «lementog initivos, -

Coe contenido escencivl explicito ¥

piezes de un juepo gin gentido material -

e
en £ mizmo, asf cu rminejo formal eztf definido implfeito-
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oente por las reglas del juego conctituides por los oxio--

was y las regles de inferencia. Es poxr esto que el forma—

[

lizmo councite a la matemfdtica como un Juego variwdo de sin
bolor, de carfcicr formal y huciendo a un lado cu conteni-

do asrririco. Eging wfowmes vieins®  obedecen a en conjunto

de reglas de exiructura y de aceibn, que en Altimo end-
c

© su boas ¢ un crnojunto de axionmac,.

Locege, €n un sistena -1 ve tendrin Lérmiinos

¢S ceden
able (n_ko"t-uulc), DETO Cemo ©

s
hovlur de verded o fuluedad en of «

{ ¢9ncebido depende fni-

Es por esto aue un sistona
ca y exclunivimente de su validesn 16pice de t2l suerte gue

e coeen ol forreliocmo en e

&
nrobar 1 de nxicrns bisicos de

N

L

foymal. Tal es e ¢ e 2 tio--

scu csewele orecndo

dun: La "melo-
ue sberca unw Yieorin de ln dumostracibn®, -

12 que se trata  en el progrome de Hilbert -

Por otro ledo es impericnte tener en cuauntg que lusg -
matemfticrg trotan de identidades existentes ¥y gue loz tep
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remes con fundamentalces. De donde si un sistema formael pro
porcionez une fundomenticidén de la motenfitice entonces sus
elementos y axionas debin tener un earficier existenciel, -~
ccto, ¢n oposicién e otros sistemes de carfcter material o
cenfitico pues cn ellos 1.5 axiones son generados por Ero—-
cfzded e objetus preccnccetidos ya como existentes, €9 -
ntes de fornrular log foio—-—

decir ce concilen leo ol
iderar un sistema formal, —-

mas. Por ¢l contrario, ©1 cu

los objetecs receiben ou (riuterncia erxtclwaeuie de la forusce-

(en ¢l pupel). H oo

lueidn y concitiiucidn
suftico existenawa

3
»
3

o Ce iilbert conmtierw

lisx ~wdoor
cizl o Iformal, wuf el Tomiolizecidn we 1leva & cabo en -
cusiro &tuapus:

renjunto completo de signos que So-

Irineraz.~-Se¢ dz2 tn ¢
utilizar on ¢l cflculo.

s rcglas do formecibébn. I eg

{3

Scgunda.~-Se cgtablecen 1
tas se don les cembinuciones de los signos .-
gue pucdsn cer considerudos como "férmules™-
( opozicionen), las re-
gles pucden concidercrse como laYgramfitica-

del ity

8 e enhe, cenio r

Tercere.-Se Gum 1z "reglas de trunsfermacibn®, que -
necen ens Seseripeidén doetzllada de las f4rmp

tMlenente se deriven o-

lus de lon cunles
trus 6=z de
tas son de hecho, lun regles. de deduccibn  y

crura deterniniada,. =Z0-.

finalmente



Cearta.-5e eligen ciertas firsules como eriomns o tam
bién llemzdas "férmulas primitivesv. (6) P.65
66. Estas dcn el {widemento pare todo el sis-
tema.

Ze eupleards 1o pelabra M teoremy del sistema® para in

dicar 2 cualguier f6érmule que se obtenga a partir de los a

xiomas al eplicar sucesivemcente las reglos de transformo—-—

cibn. Por demostracifn ferzal se defignord une sucesibn i

nite de Iérmules cuda una de lnsg cualeg e¢8 tn nirioma o un-

a

resulinde huyea derivado mediante las

cartcter{s-

reglac de stemn cun entng
athenitie
wnie del -~
Jusitifiecidn neterial que
irvelucra el ¢wpleo del in
¢l venjunio de lo8 nfloe——
v decir anuel on el cunl Ko £8 puca—
o) lo que huce que le fundamenta
caf ofrecids cee deficiente.s (2).

del formalis
¥ el siguien

oe llune el prosio e Hile—

¢n el curldl

ge cleridad lo que constiluyéd uns de lus metns nds ombicig

Bas e Hilbort ol inltentar dor boses de unt Tundunmanteciln

1
@, Lo dAnpesibillided de lograr -

objetives vino & ser danostrado posterloimente por -

X. Gidel lo cunl tratames en la seccidn subsipuiente con -



lo que fe “termine la expesicién en el terrcno del forma-—

lismo como corriente de penszmiento matem’tico.

Como IHilbert no ttrndens la matemdtice transfinita de
Czntor, una de lus tirees gue e propugo ful la de adaptar
le matenfticn treusfinita o ung prtenétiica que e supone -
dedicada o objeites concretos. I o ta tnreu conciote en pro--
L congZrucnciu de ur cistomi que cemprende motoeniticae
it {e oguf su rrograua). Hil-
cicia de un gisteza cin gue-

1
Tinite y motcenftice

bert pora domestrnr lé cont
fuera necuesexrio zuponer la consistencia de otro unierior —

(pruebe reletiva), tiratd de conuiruir prucbss "cbsolutese,

yrimer paso para leograr la consiruceidn de vna ——-

pletn formalizecibn -

prucba ahsoluta, Tuf obiener una
icductives Esto trne como consecuencie Lo -

de un o :
shelraceifn de todo sigmificedso de lug proposiciones que -

ciomar fe oo dvhee conuiderer, viann

zalizoado, -

exicten ¢n ool o

i
sipnos veefco, ;oo uny saivtena e ha

relaciones léplens aue existen entre

{E) Cap. ITII y (2) P. 83.

jd

a6 declaruciones sigmi-

matendtico sfn ningfin.
&n

ES conveniente mencicniy que

rdeativis =]
gipguifierdo (o formulizado) no pertencevn totalmente el ——
ber

tivos con respecto &2 un o

t den c:v:iné wilade

Pertenccen a lo que
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o b

. 1

ica"”, al leugurje que e formula con respecto de las me-
cuétices. Asf{ la metonatezfiiica es censiderada como una -
ciencia que estudies desde fuera los sistemas formales, que

son por consiguiente la materia y objuto de ajuellae (6) P.

nuacidn se don uneos ejemplos medisnte los cuse-
lz diferencie entre metomdéticas (es decir,-

un sistema de nignos carentes de cignificedo) y metamatemf
laracicres significetivas con reupecto a2 las me-

ghticis). (6) czp. I1I.

Si considersmos la expresida aritinética

"5+5:9" e una énmnule aritmética

La zfirzanceifn no expresa un hecho arituaftlco; pertene
”. poxue ceractueriza como Térmula a

ce a 1o

era de Signos aritnlticos. De iguel ma-

una determinada i
nera la vxpr&ﬁién

TR

l.-Hiltert d 6 el dimpulso & czte nucvo orden de invectipgo-
cidn, qguc 2n 1917 comenzeron & dLoarrellerce en Gotinga
Lizjo cu dircceidn. (16) P. 49.




pertenece & las matexméticas, pero le afirmacibn

[Ty visr e
' oesS una va

3]
H
[
o
oL
).J
[}

:ma forma pertenece

pertcnece & la metamatendti
racibng

ica e
a les metenzteméiicuas 1p siguienie

Le férmula "0=0" nuede deriverce de la flrmula Wiyt
™

sustiitvyerndo por le clfre "C" loo variuble "x Exta afiraz
cifn cocpecifice ée qud morers se puede obteroer una férmula
aritmliica a zula y edewds describe cémo
lae dos Térmulns se réls 21 ung con lu otra. Pinmlmente
le propounicidn

"0#0" no ez un teorcma

“iica, afirca que la féruule en -

vertenece & 1o metlenpte
¢ deriverlog a pertir de log axiomns -

cuestibn no e
de la nritsltica,.

Considerando cumo tuine, 1w
nes metanatenfticas de la o

monte HiLbETt trotd de llovie 2 ernbo cu
’

necia del sistoena forval la ider de Hilewe-

ra rp’c«r rezonomi rnton ntes y por tanto fini-
2 era que de esta 2 e denonirorne tedricnmente-

-t no did unz explica

2.-Nota, Cite por Nagel
retentiticos deben -

cifn cica de que p
ch«..-' 3

croe Tinitroriom.

r_‘. =
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que los métodos de lus metcrzftices son métodos vélidos do~
do gue conduccn & teorcmes verdederos. (2) pe 5.

In su primcra concepcibn iratabn de demostrar la con-
sistencia de un sistema en donde se utilizoran procedimien
108 que no recurriersn ni g un nfimero infinito de férmulas
ni & un nfmero infinito de oporucicnes cen fémulus. A eg

procedimicntios se les Iloma finitistos y wna ——
Yenecin Bejo ¢ntes linexmuicnics ce le llaaza

Hilbert con su teorfa de la demecsirucifn tiraisbe de —

probar con low mélcdos Tinitistes la imporililidsed de de—

rivaer fémnules coniradictorins - un cfleulo
¢éedo. Estims gue si se demuestzn la consistencia de un s8ig
tema formel y en dicho sistena formnl se demnestran feornnl

e f8émmules formales gue correspondan o una rmra de las

zordn verdaderos y en conaccuencia la dexoastra
toinn formal econstituyno la clese de fundomoenta-
s metaenéticac. (2) P. 82,

Hilbert e Tormd una idee mista con respeclo-—
a su teoxrfia ' =brolut: con--
Tiwnza de gu sicterevin serfan~

con ¢sto preten-—

ke |

~p2ibles pLr
afn demozira

v.oy wna teorfa de la fundwre

1z actualidsgd cz cevidonte que

ringdn fundoento. {(2) P. &2,
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Se critice de que lz teorfa de la demestracibn de —
Hilbert, ha contriduido & guitar importencia a la propie-=

dud de consistencia de un cictema formel. Ya desde su prin

cipio se negd que la demostrucidn de consistenciza de un -

ristena gue formolizara parte de los notoxndtices fuera per
la validez absoluta de fatas.
)

decpufs de los resultados—
de Eurt GBdel (17) p. 207, ¢u donde se demuestra la insufi
ciegncia de un formnlismo aixiciitico ceoumendudo

pera cervir de una funduanenitcidn de toda la
Fues una de lus implicaciones de wote troremn ¢S que nin-—
cfin sisteme de cxiomes ¢os rdecucdo para encuedrar la mute-
significativa -

=ftica tode sino iguclmente cu
de nxiomas asf

de las matemfticos pormue cunle

eg incemxpleto, czte nueve

43

no en ung contrudiccibn en pero cuusnd descencier

+to entre lee metenfticos. Teos ¢llo indudibleamcente le TeSe
¢

<
té importancia o la propiedad fe nsizteneis de un siste-

ma formal.
I.5,~INCOYPLEDITUD, TECREVMA DE GGDEL.
Coro un ejcoplo en donde se cumplen los suefios de HiL

vert, se pucde dor el Cfleuls proposicional. Pero en este-
lesendte vnn parte de lu 16gden for--

edenplo ze oo oo

. 4 . n
mel, Por donto la preopunts wigue en pid: GSe podrd demofe-
irar la 3 cricia de v Laniooon sdo qure incluya

a todae 1z writaéitica wn el wentids
bert.? Gug

de 1931 titulado "iobre prepouiciones formnnnlucenie indecidli

¢i6 recpucsta a fote pregunta en zu orifculo-



bles de Frincipia latem&tica y czistemes relacionzdos®™ ———

(conccido como el teorema de GSdel)e.

En éste orifculo GBdel mesird que no es posible denos
trar en forma z!solutz que la oritmética c¢std exenta de —-

controdiced ~nes. Sus resultados mis imporinntes fueron dos.

Ea primer lugar, mo8trd que e impotille estutlecer la con

sistencia 1bgica de cunlguicr aisteme deductivo complejo -

(en porticular la orit ticn) excepto suponiendo principios

de razonzmiecnto cuye coneistencia interna propia es tan —-
cuesticnuzbdble ceomo tquelle del wminmo sictema. (17) P. 248,

255.

La sepgunds conclusidn ca més serprendente y revolucio
Principin, o curlquier o

tro sistema dentro del cusl ne rucda desarrollur la nritmé
ticm, &8 esencizlmen {ccmo un ejcmplo se po-

ce: tedo nfnmero

drfe citar lo conjedr que <

o el producto de dos nf-

meros primos, #i ne tuviera loa veracidad de &sta y si ono -

s resultiedos de UG¥del no excluyen la poribaliiad de

oluta y Tiniti de conuistoncia-—

denostracicn

Centzent que ful an in

Pero Gunt

togronte de 1a

mostreciencs ‘enieia, cuya consi

tencia es tan formnl de la oe--
ritnélice aisme, s por euto gue estus dewmosirucicnes no -
son significatives o carccen de rentido. Centzent emplea -
encie que permite derivar unn fomoula o
18, ¥ ¢l cmnleo de

ca infinite de prenic
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cstas nociones metametexdticsrs contradicen la idea origi--—
n2l de Hilbert. (17) P. 76.

Zn base 2 cttos resultedos ce deoprende de manera evi
dente las linitlaciones del mlitodo exiomfitico. Contrariemen
te & 1o que mntes se nencoba, no gse puede osupecificar un -
conjunto recursivo de nxionnr; Lsto cignifica gue purs —-
cualquier nroposicién se pucde deecidir de fersa efectiva —
ci es wxioma o no, u purtir de les cu les sen nosible deri
var formelmepte todus luns efireclorn s nritmfétices verdade

sten verdiodes ritmétices

e clmente no zignifice que

exictan verdades que nunce se Viyan & cenocer ni que una -

< ~ar A lée prucvbe convincente,

agl intelecto humano no ha u=ido, -

r, totzlmente forsalizeda, y que aaboiste le po
¢

rcoubrir nueves princivlios de denostracién,



I1.-FORMALLIELNO DN EL CQUENRACER HATEIATICO.
IX.l.-Papel del formelicmo en el guechacer mateméticoe.

Empezarenos por eXxponer en este punto porsa qué ha si_
do 6til 12 formrlizecidn en la gque & partir de los &ltimos
ciecn efos se hen venide ccupnndo los mateméticos, asf como
corsiderer principalmente el popel gue Jjuega le formaliza-
¢idn ¢n relacién 2 las précticas del pensmmiento matemfiti-

COo.

Desde un punto de vista dir{omos que uno de los gran-—
des logros del forzmelismo en lug gniccfticas puede compl—
piara ¢l lenguzje usual, -~

rarge e¢n lo que le ¢
frecuentemente conzidcredo nsi poxr elpgunos mateulbticos. -

Fero & vido un medio wvure aheonrdar nés rigurcrrmente en  —~

cucstiones tzles como ) troblisiieniv e lus procedimientos

del rasonurmiento metentiico =in desconocer gue tal uiilie—
dnd considerzcda de csile minern, ¢o un poco sccundaris si -

le comparsmos con lces propdsitos esencianles del pensamien-

to mateufitlce, iaciuso ruede ner gue 1a estructura de for—
pur: wente motezfiticos—~

melizceibn eutd munen :
de la nuntemftica nodors ) P. 166.

el frute escneinld de dicceiplina -

conferrniedo puraz el perncomiento del

q

m sie fruto no represcnta en gf y
dirccetiimente une cunnue tel -
vez ce coliaba enc ceoe de cse gineIo.
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Pera lua -reflexién del zutemfitico, las ventajus del mé

et

odo axiomético saliam 2 la vista. Podemes decir que es en
srimer luger, un precicfo instrumento de ebstraceién y end
lisis. El paso de upna tcorle concrete a la misma teorie e-
ente ferunlicnda, renueva prolongen

H
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d'
}‘
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u
e
ksl
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do el trabajo de mbstraccibén que conduce, vOr ejemplo, del
némero concreto, monidn de perzs o de pléienos, al némero-
aritmético, de=zpufs de la aritmética al 4lgebra, al susti-
tuir & los tfrminos individusles por vaeriables de las que
Smicamente los relacioncs estfn detersinedas. (16) P. 59 y
0.

Un svence en 1o 186n ve sSielpre & la par con -

un progreso en 1o gon « Como dice Iuczell, osenexri-—
stente en variacble. Py fote —-

liner es traneforour
el trulzjo del axionitico cuando vustituye e

precivis:
la rccia, - X, ¥, vtec., gue cum-——
rlen liis

mo v funcifn

los pouiulndos, Asf co-

1 medelo de teorfss con-
cretee, De estla monera sge obticne con le axiomftice, unn -
ixmportente ceonoxfa de penzzmicnto. Se agrupan variss teo-
rfr3 en vne sele, se¢ nicnca lo méltiple cn lo uno. (16) -

P. 50.

Sin exzbergo cuendo con la syweda de la axioufiticn, se-
zlcs, medicnte procedimi one—

deuscubren les cnzlogfos fox
tos sxiomfticos, enire leos diferentes dominios de una mise

4

e ciencie y obiener (rnrentescos entre ciencias que
cien extroiios, cenduce & su fecuwndidnd piya el deoc
miento provocido por el rigor del método de exposlcién. —-—
(16) P. 61, 62.
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Nedie he impugnedo seriemente el pepel gque conserva-—
la intuicién en el descubrimiento. Cuulquiera gque sSea 18 =
fecundided de un mftodo, su oficio c= zodbre la consolide—
cidn Ye 8e reguicre, el prolongomiento, pero sobre un te—-
rrenc previemente fijedo. ¥l pone en orden lo adquirido y,
8l hacer esto, llenas las luegunes y explota los trzzos, pe-
ro no inzugura neda eccencinlzente nucevo: Los dercobrimien—
tos revolucionarios scn lo obra del genio queo transforme -
los rmétodos. Incontrer, probar: lo uzo no lc es menos in——
dispenseble gque lo otro a le ciencia, gque reauiere el cspi
ritu de aventura tento como el espizitu de rigor. Decde es
te punto de wviste rdn, intuicidén y forrmalismo se completan
seglin la diversided de los espiritus y las oseciluciones. de
le historia.

A estns ventajes que ofrecen yi isms priueras axiomfti
cas, en cuulguier grado, vienen como ¢c de enperarse & com
binsarse en las axiomftices formeliszndas, las de todo célcea
lo simb6lico: seguridasd, objetividod, esto dltimo se enti-
ende ccmo le czpecided de intorpretir los hechos matemdti-
cos medisnte el lengunje formel que sin referirse directa-

.

pente 21 objieto puede treccenderlo. Ademés no ¢s de su me~-

nor interdés el carfciler ciego y cunri-nmecénico de £us pro-

cescs: le de orcriunidad a una mfguina para su ejecucidn,-

operaciones de nivel

Yy censervar cgf el eanfritu pera 1:
superior. For la simbolizecidn y 1z formalizecién de las -
' de esta manera re-

teorfes y por ic de los

velades, 1lns grondes conleouls s A egeando O Ser aue
xiliares cienti{ficos cuyus aptitudis cuperan muy wmpliamen

te, la ejecucién de las operuacicnes o problemas puramenteo~
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nunéricos. Y entre los probleanzs no numéricos para los que
las mfquineas scn aptes para darles solucién, se pueden der
como ejemplo los problemas de decisiédn acerca de 1les axio-
métices formelizedas., Teles usos son eln cuevos y sus desa
rrollos imprevisibles, pcro ce concibe que, y& s5in la ayu-
da de le méﬁuina y para el cspiritu reducido a sus solos -
bolizacibn ¥ la formalizacién lleven lo —-—

recursos, la ¢

abstraccidén, & un scgundo nivel. (16) P. 61, 62.

Por ejemplo,le reme de la topologfa noderna serfa ta-
ree casi impesible éde llevar & cébo hocleldo a un ledo las
caracterizacicnes formeles de lus entidades de que Se oCu=-
p8e. Pero e5 cicrio también que las matenditices modernes eg
tendo lejos de wgoter sus temas presentes no Lebrfan podi-
€0 ni siguicra derles forma, ¢l huder corecido del modo -
de penser dado por la forwalizacibn. (16) P. 64. De este -
modo la proria oricntacidn de los desarrollos mateméticos-
de une teorfa "em el sentido moderno del téruino' ze denta
ca lz innporiivicia de la Fformalizecibn en la préctica del -

pencamicnto vntemftico.

“Si cn ¢ fornlizudo sze exproeusnn axicomps J-

N
* re & da & n son 4o LCGIEncTtos e ensanm T -
les gles ’ = ent del samiento

que difierecn innn -8 que al for

5

inlmenta", piira esto; sobe
malizer una teorfe demostretiva se procede en bice & les -
proposicionee de la teorfe, cxprecando en primer lugar en
términos fo:v-" .z un nfiero de exiomss y en svegundo, Vo~——
rius fcglus ;< snte les cvtles puedun deriverse téeis ul-

teriores it lo de los oxicmas primitives. De este modo

tales reglos se constituyen en principio, coemo curzcterfs—
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tices de simplificecibén interior del sistemm de proposicig
nes véAlidas que atefien 8 lo que conforme el objeto de la -
teorfa. &sf{ 2) enuncier exiomnos en lengueje foxmal y este-
blecer las regles que & purtir de los exiomas, permiten de
ducir nuevas tlsis, vienen & scr los dos momentos esencial
nente diferentes del pensamiento. (5) P 173 ¥y 174,

Un resulicdo de la fprralizecién para el moteméitico-
no ccnsiste en la wmecenizacién légico-matemético del esunto,
8ino en l& construccibdn de un medio esdecnundo $Lra un pensa

micnto que conziderando de cladn nodo lns chictividades de

sa funcicnomiento pretende recolver el secreto de pensemi-~-

ento que su ohjecto le imponc.

Por otro lodo lo aque Qo forzalizecién propcrcionz al-
pecsemiento mutendftico no colo ¢s un simple cuclurecimicn-
to grametical o el de anz tronefornpcidn primordiel pera -
el esteltlecinmiento de la verdnd, mnies bien, representa o-
na nueve finpa en la sbstruaccidn matesética que le formali

zzeidn pormite reuiizer. (5) P. 179.

ndo que la forrmzlizacién ha

]

4 a2 :
A1 podemoz concluir dicid
sido el medio d¢ abordar miotonfiicamente lo que podemos ——

llemer losg prodlenus globeler del pensrziento tedrico.

1X1.2.~ (QUE SE =ziTI=NDE FOGR UNA PHUERA MATHIATICA?
Pera inicizr con este pumto divses a continuscidn un -

procedimicnto cenvincente del teoremo de Euler sobre los -
poliedros simples. Este teorcmn dice:s Supongamos que V de-



note el némero de vértices, A el ndmero de aristas y C el-
nizero de caras del poliedro simple; entonces, invarisble=-
mente (10)
V~-£+C=2

Por poliecdro entendemos un sblido cuya superficie —-
conste de un nfimero de cerus poligoneles, y un poliedro -
gimple es8 un poliedro =in cavidedes, de tel forou que su
superficie puecde sor 9eforinde continuzmente en le superfi
cle de une esfere. La pruckte del teoreme es la siguiente:

Imaginemos un policdrc simple que esté hueco y cuye -
superficie ¢s8té heckha de goma (fige 1), dc¢ tal forma que -
si recortemos una de lus cures del poligono hueco, se pue-
de deformurxr ia cuperficie restente hoste llegar a extender
le lise robre un plino (fig. 2). Desde luego, en cste pro-
ceso las &reas de lus co¥as y los dnpgulos que forman les a

ristes del poliedro hzbrén cuzbindo. Pero la red de vbrti-
ces y arictza en ¢l pluno vontendré el mismo nfmero de vixr

tices y aristes que el policdro original, mientras que el-

F.’Lgn i, I’ig. 2.

nfmero de polfgonos oserd uno menos que en el poliedro ori
ginal, ya que se hea climinsdo una cara. Ahora se nostrard-
que para la red plana, V-L:C=1, de tel forva que, 5l se ~-
contora 1a cara elimineda, el resultudo serfa V-A+C=2 para
el poliedro originazle.



"Triengulamos™ la red plans de la siguiente manera: en
elgln polfgono de la red que no sea y& un trifingulo, traza~
mos une diagonel. El objeto de esta opcracibdn es incremen-~
ter en 1 tanto & como C, conservdndose as{ el valor de -—-
V-4+C. Se continda traZendo dicegounales que unan pares de =
punics hosta que la fifurae ceonste completomente de trifngu
los (fig. 3). Ba la red triangulude, V-A+C tiene el valor-
que tenfe antes de 1la divisién en trifinpgulos, pucsto que -
el tracado de diegonules no lo ha cambiacdo. Ahora se elimi
nen les uristas que formen porte dnicamcnte de un trifngo-
lo, eszto e3, se eliminen les aristes AC, AG, GH y CH (Pig.
4). La eliminacidn de les cristzs ya meansionndas hace dis-

2 : c
N 3—"______—/
N nadl
R . Y
N PR \
.D\ -~ N
T S
q 4
Fig. 3. Fig. 4.
winuir en le micms o ontided Ay C;, mientras que V no se ve

afectado, de tal foru2 gue V-A+C continda teniendo el mis-
mo velor. £ eliminnr el trifiigelo LGE se déisminuye Vo en
Aen 2y Cenl dc riedo gue V=44+C continda teniendo el misg
w0 velor. Medinnte una sccuencia convvenicntencente elegide-~

e estas opcraciones, se puede climinar trifmsulos con o--—
ristas en el 1imite {gue cuntinréd con cada climinecidn) —-
hesta que finalrente gucde un coplo trifinpulo, con wvus tres
aristes, ires vériicer y wna carc. Pura esta red simple, -
V—£4C=3-34+1=1, Pero se hir visto gue borrundo constente-——
mente trifingulos no se alitersaba ¢l valor de V-£4+C. FPor tan
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to, en 1la red plane originml, V-A+C debe ser también igual
8 1, y de la misma forma debe ser igusl a 1 para el polie=-
dro con une cara suprimida. Pinalmente concluimos que —
V-4L+C=2 pasa el poliedro comnleto.

41 snalizer un poco lo anterior podemos observar gue-
es un procedimiento bzstante convincente, es posible que =
a une gran centidad de matexziticos los convenza, vero ¢Sexd
en rezlidad confiable un deserrollo de cste tipo?. Nuestra
respuc=te e8 gue con un procedimiento de este tipo, hemosSe
probedo nede. No existen postulndos, ni una légice subye—-
ccnte bien definidn; tampoco purcce nin;sn imodo nosible de
formalicar ecte rozonomiento. Lo que se hizo con ecte pro-
cedimiento es mooirer de manere intuitivae que el icorema -
es verdndere. Como dice Lukaotes se trute de un experimoento
mental pere cocinrklecer heches matemfbticos. For ectas rezo

nes no rodenmes decir gue el procedim: o onto anterior £e@ e

na prosbn, luego en el desZrrollo wnivsior no podemoS cone

fier porguoe, ze rueden indicar elgunus posibilidades gque -
no se hubieren considerado hoste el presente. Por ejemplo,

ei ge rnos rubhiera olvidado caspecificar cue el poliedro sea
simple. Pedrfrzos no haber reperzdo on 1 noeibilidad de
que €l policvdro ituvicre uvna cavidad (un cuyo caso ol teore
ma serfa oljcto e muchag contradiceiones; uno de fotos ——
contrecjenmleos eo ¢l "Karce de cundroe™) (10).

4 continuseidn ze Ca ciro ejeuplo de un experimento -
x1 vn donde pparcce

mente zeifn,. ¥l problema dice: -

er-cuentren tan Gis—.—

encorirar los dos puntos P y Q gue
tzntes como sea poeible en la supcerficie o limite de cuol-
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quier trifngulo (10). Podemoz darnos cuente inmediatamente
que lg respuesta es; Py Q scn los cxtremos del lado més -
largzo. Esta respueste pucde verificarse con un experimento
mental del tipo enterior: sin utilizar axicmes, ni reglas,
pero con un gran esfuerzo de conviccién. Este procedimien~
to es el siguientes

Si uno de los puntos, por ejemplo P, se encuentra en—
el interior del trifngfulo, entonces es obvio gque I o tie
ne su longitud méxice. Dado que en la prolonzacibn de la
linea FQ existe un punto P' que estfd mfiz lojos de Q que P,
y tel punto se cencucntra todeavia dentro del trifdrigulo. Si
ambos puntos P y Q se encucntran en el limite del trifngu-~
lo, pero uno de ¢llos, por ejesprlo P, no es un vértice, en
tonces es obvio que podemos encontrur un punto contiguo P!
en el limite que se eancuentre més lejos de Q que la distan
cie K. Por tanto, la distancia FQ es m&xima dnicamente si
ambos puntes P Y Q@ uwon vértices; en otro caso, ciuvrtemente,
diche disiuncia no ez 1o disteancia méixima. Asf{ pues, R es
un lodo del trifngulo y ha de ser obvicmente el ludo més —
lerge (fige 5).

P

Plg. 5.

Kos parece obvio gue pucde realiztrse el mismo experi
mento mental al referirnoes a poligonos para "probar® el —-—
teorema siguiente: pzre cue dos puntos de la superficie de
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un polfgono sean méximemente distantes, dichos puntos han-
de ser los de los vértices que sean mféximemente distantes.”

Hos parece que lo anterior deberfa ser totalmente con
vincente. Sin embargo, existe una posibilidad no tomada -
en cuenta gue heche por tierre el resultrdo. Si aplicamose
el miemo proceso de experimentacién mentel a la figura 6:-

B

D
A Fig. 6.

Supongumos que P y Q bBe encuentran en cunlguier lugar, den
tro o en el l{mite de la figura, incluyendo la posibilidad
de gue se encuentren en cuzlquiera de los cuetro Vérticea,
A, B, C, Ds ( A no ser gque R} sca precisamcante el ledo AB,
puede encontrar-e un punto contiguo P' dentro de la figu——
ra, tel gque la distancia P'Q sea nayor gque la distancia -
IR.) De forma gque cn los cesos anteriores, para cada par -
de puntos P,Q podemos encontrar un per contiguo que sean -
en czda caszso =fs distentes, excepto cumndo el par en cues-
tién es &, B. lingdn otro par que no seca 4, B puede darnos
la disiancia méxime. Al proteguir shora eutrictamente el -
srgumento &nterior se concluye que AE es la distancia méxi
ne.

La Felewpeién del argumento antericr procede scgin les
mismes 1{neas gue en el ceso del teoreme de Euler para to-
dos los policdros.
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Intuitivamente se dice que una funcibn y=f(x) es con-

tinue en un intervelo cerrado [a,p] y 81 su grféfice se pue

de dibujar sin levanter el 1l4piz en todo el intervelo.
Un ejemplo de este funcibn puecde ser:

Y t : ‘
O} St .
ta) |- -4 :
o ; {, A_7X

Con ests picwe idea de continuidad intuitiva,

e pue-—
de dar el resultedo:

l.- Tode funcién continua £ sobre vn intervalo cerradd

{e,b) es ncotude.

La ilustracibén del resultado anterior se puede ver en
la figura que e da, donde £ es la curve continua que ini-
cia ¢n el punto (g,1{a)) y que

terminag en el punto (b,f(b)})
Y

M
i)

()

6..

en la gréfica de £ s¢ cuserva que cn r alcenza su médximo -
que es }, de donde se doduce que pura cuzlquier valor de -
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Pensamos que habfamos mostrado més de lo gque en reali
dad se mostré. En el segundo ejemplo, sblo se mostrd que -
le mé&xima ha cde cer tal y tal si es que existe la méxima -
en ebsoluto. Para el ceso del teorema de Euler, aflo se —-
mostrd la veracidad del teorema para el caso en que la la-
ming de gome pcdfa desplegerse de hecho sobre el pleno sin
ninguna cavidcd.

Al aznaligar los procedimientos anteriores nos demos -
cuenta gue, es necesario hccer uso de otra herramienta que
nos ayude e confier més en los pruebas que =e den y éota -
herramientz es la formzlizecién porque si fcrmalizemos una
prueba de nuvsiro teorcma dentro de un sistema formal, sa—
bemos nue nunca hatréd un contrzejemplo del teorema que pug
de ser formolirzcdo dentro del sistema, siempre que este ——
see consistente,

Ahora obhucrvenos que £i la formalizacién se ajusta a
ciertos reguisitos informales, tales como que los contra-
ejemplos suficientemente intuitivos esten formalizedos en
ella, ectec., zumenian mechfocimo el velor de 1ns pruebes,

Resumicendo podenos decir que las pruebas en donde se—
utiliza la forzalizacidn son zbsolutamente fiebles y este—

es una de los rssones por loe cunles el matendtico utiliza

le formelicecién en su trabejo cotidicno.
IT1.3.=-VENTALIAS DIDACTICAS DE LA PORSALIZACION, ‘

—Continuided( intuitiva) y sus temas centrales.



x elemento del intervalo [a,b]! se tiene que f(x)<&N, cuan
8o K=}+C (prrae CY0).

Otro resultedo gque se deduce huciendo uso de la con--
tinuidad intuitiva es:

2.-Toda funcién continua f sobre un intervalo cerrado
[g,ﬁ] tiene un miximo ¥y un minime en ese intervalo.

Una descripeibn geombirica es 1o siguiente:

donde podemos ver que en c la fencibén f alcanza su minimo—
que €3 C, e38 decir f{(c)=C y cn 4 slcenze su vilor méximo =
D, esto ee £(d)=D.

Como tercexr ejenplo ce da el iteorcan del velor inter—
medio.

3.-8i unza funcidbén T cx cestinuz en un irlervalo cerrg
do {a,b] y si f(a)yf(b), entonces f ~ome todos los
velores entre () y £{b) en el intezve'o cerrado—

(@] . (&),

Este teorema afirma que si w es cunlguier ndmero en--



tre £(a) y £(b), entonces exicte un némero ¢ entreay b -
tel que f(c)=w. Si consideramos la gré&fica de la funcién =
continue f como unz curve gue sin romperse une al punto -
(e, £(8)) con el punto (b,f(b)) como se ilustra en 1la Tig.

1. ;{
HO) :
1
’ e =
w _/1 .
s gAY ) - N [l
t " 3
1 i‘\
a © v X
Pig. 1.

entonces pera cuglguier ndmero w entre £(a) y f(b) se ve -
gue la recte horizontel y=w corta & la gréifica por lo nenos
en un punto P. La zbscicas ¢ de P es un ndmero tal gque ——
f(c)=we

De manera enfloga un cuarto resultado que se deduce-
hecicndo uso de la intuicibn es ques

4.~-Toda funeidn continua es deriveble; es decir en to
do punto de su grifice hey rcetas tancentes,

Como podemos dernos cucenia ecte resultrdo es erréneo-
i este mismo error lo ccmeticron grandes metenéticos como
Cauchy, pero es lo gue se obtienc al utilicer la intuicidn,
es por ecto que no devemes confiar en 2tzoluto en resulin~
dos que aparentenenie semn rmuy cloeres pero que el analizay

los nés 8 fondo se concluyen resuliados felsoSe



—47~

Una de las razones por les cuales se deducen intuiti-
vemente resultedos como el dedo anteriormente, €8 porque -
nuestra mente esté acostumbrads a pensar en curvas conti--
NUAB COmO CUrves suaves que no tienen picos, que es lo que
en el ejemplo 4 provoch el erxrror,

Por estes rezones consideramos aceptable didédcticamen
te el método adaptado por algunos libros de texto, los cua
les presenten en principio un esguema intuitivo de la idea
genexral para pasar luego a los detelles expuestos en orden
Tormal,.

La meripulacién formel de las reglas de la l8zica y -
féroules del #lgetra pueden llegnr mucho m&8 lejos que 1la
intuicibn, cesi todes podenos constetar de inmedipto que 3
rectes, tomzdas wrbitrarimmente, dividen al pleno en 7 par

tes (comsiderando 2l 4rifinzulo le a3éle porte finita forma-
)

éda por 3 recics *uro croed nudie puede ver, incluso con--—
centrédndose, que 5 nlanos tomuidos arbitrariaemente, dividen
a8} especio en 26 purtes. Sin embargo se puede demostrar -

con todo riger que el nfmero es en efecto 26.

LLevando 2 coto el plon, verificemos cada paso. Para-
ello nos podemos Tirour o sed en la intuicidén o en g re-
glas formeles. A veces ¢S 1l intuicidn la que llev: ia de-=
delantera, otras, el razoniuziento formal. Es un eju cicio=-
interecente y Gitil cmploer Lo dos medios. Tratar de demos
trar formelmente @I guce e he visto intuitivancente y de ——
ver intuitivizneiie lo que se Lt denostrado formelmente ea
un ecxelente ejercicio intelectunl. Desgreciedamente es ra-
ro que se disponsiz en claties del tiempo suficiente peare-

poder practicurlo (19).
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Finalmente terminemos este seccibn diciendo que sin-
una forwmalizecibén de los c&nceptos de 1fmite y de conti--
nuidad, Weiertrass jémas hubliera construido u=na funcién -
continue derivable en nirgfn punto.

N
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IITI.~-PORMALISKHO Y RIGOR EN KATEMATICAS,

III.1,-EL RIGOH Ei LAS KATECATICAS.

Desde un punto de viste del deserrollo histérico de-
las meteméticas, en 1~ é&poca de los griegos (S. V a.c.) =
2l descubrirse la inconmensurebilidad de algunas megnitue
des geométrices, por ejemplo, que la diagonal de un cua—-
drado no es conmensurable por una parte 2lfcota del lazdo-
del cuadrado. adexfs el deceimicnto que ce daba en le es-
cuela pitegérica en purticuler, podemos decir que Se pre—
genta 1z primera cricis de lus metexnétices.

Pogteriormente £ principios del siglo XIX, cumndo -
Weiertrass independicntemente de Eolzeno, encontrd 1o teg
rfa de 1imites en reluzcidén m una teorfia eritmltica de 4——
rracicneles, concctida por 61 miuzmo y por Dedekind, lidray
¥ Cantor, tiempo que =e considera como de la segunda cri-
8is en los fundomentos de los mztezftices la cusl llegf a
superarse a travlés de A. Cauchy, 8l reemplaizer los infini
tesineles por el método de lfmites vllé por los wfion de -
1E60-~-70. Se pepsd ent
quedado o©si esteblecidas zobre beses totalmente sdlidas.

onces que las mutemfiticas hobrion -

Aproxzimadaccenie en 1EB00 comic¢nzan & surgiyr serias ——
preocupaciones 2 cunsecuencia de la felte de méis cleridad
en algunos conceptos fundementzles como el de funcidn, 14

mites, deriviade, intcgrzl, etc.

Asf, en 1826 en v-an carta gue Abel dirigid al profe-
sor Christoffer Euucicin se quejebe de ..."lae tremende ——
obscurided que uno cncuentra incuestionsblemente en el a-
nfliesise (14).
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Independientexente de 1la polémica sucitada entre ——-—
Newton yLeibnite pér el descurbimiento del cflculo de flu-<
xiones, ellos mismos estaben insetisfechos conr su explici-
cién de los conceptos furdamcntales del célculo, por ejem—
rlo la promese que alguna vez lcibnitz hizo a Hygens de —-
volver a empezer heciendo todo coxe es debido, fiungue nun—
ca 1o hizo. (7) Pe 295. Sin embargo azmbos empeZaron a recl
bir erf{ticas como la formulzda por el ffaico-geombtra ho——
landez Niev Wentijt (1654-1718) contra la falta de clari--—
d2d en los trabajos de Rewton y la existencia dudosa de -
las diferenciales de orden supcerior de Leibinitz. Critica-—
la inexectitud de despreciar lasc cantidéz infinitesimalesy
en Hewton, Barrow y Leibnitz y junga oscaros y peligroscs—
sus méitodos del cfélculo.(ll).

Fl francés lkichel Rolle (1652-3.719) quien en su criti
ca sostenfia que loc nucvos métodos conducien o paralopgis——
mos, y cue el cflculo estazbe 1leno de ellos.

El filésofo G. EBerkley (1685-1753) observaba una con-
cepeibn vega de las fluxiones como proporcionales a los -
creciaientos evanescentes, la existencia misme de éstas —
cantidades infinitamente vpeaueias. Asf, en 1734 en su obra
el Anelyst, sosienfe gue al custituir #+0 cn lugar de x en:
x™ ¥ hacer gque en el paso Tinsel ¢ onpereciera 0, para obte
ner la fluxién de x~, ¢3 un caabis ea la hipdtesis ".,.por
que cuendo se dice gue los incremenios no valen nedea o0 que
no hzy incrementos, la ou.cosiciln anterior de que los elo-
mentos valfcn zlgo, o que hub’a inerementos, queda destrud
da y sin enbargo, se retiene unu consecuencie de aguella -
suposicidn, es decir, una cxprevsién obienida en virtud de
12 misze® (7). Si teles crfticzs no fueren tan fructiferus.
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al mcnos q{ obligaron a los autores a ser mé&s =2tentos a =
las bases 1l8gicas.

Ce Kazclaurin (1698-1746) con su iratado de fluxiones
publicado en 1742 marcd el mzyor grado de precisién 1&8gica
alcanzado en Inglaterra en el siglo XViII. A su nuerte —=
(1746) y le de Johan Bernoulli en (1748) terminaron los -
que fucron los fltimos discfpulos dirocctos de Newton y Lei
bnitz (11). La siguiente &poea estuve dominada por L. Bu--
ler gquien fuera discipulo de J. EBernoulli y por el matemé-
tico frencés D'Alembtiert.

L, Puler (1707-1783) en quien primerzmente realizd eog
fuerzos por estoblecer el conepto de funcidn, este concep—~
to de funcidén comienza con lus primerns relaciones entre —
dos variebles y scglin nos nerra E.T. Bell se remontarfas —-
heste el comienzo miemo de las mateméticas entre los bBabi-
lonios y los Egipcics. 41 inicio de su Introductio Emler -
define la funcidn de una crntidad vaurisble como una "ex-
preeién znelitica" forvnéa de cunlgtier munera con esta -
con ezte centidad verinlle, purtiendo de este conceplo ¥
atravées de un estudio i temftico de todes laas funciones -
elementales reelizd contridbuciones a la teorfe de curvas -
rlenps. Por ejemplo, 8l estudier lss cénices de ung manera
minucicsa lg realize heciendo uso de las cooxdenadas roeC—-
tangulares y oblfcues y quizé por primera vez en €l me en-
cuentra une exposicidén zmalitice de locs cumdbios de coorde-
nades, Despuén precenta un estudio genersl de las propie-
deces de les curves ccmo son; su forma, singularidaedes y -

curvatura (12).



Con referencim a las baces l6gices del célcule, sus-
ideas eren muy elementales, fundamentelmente descensan en
una concepecidn formel y operative para la obtencién de re-
eultados, quizf es la rczén por la que pretendi$ suprimir
las sospeches que pesaban sobre el célculo =21 considerar -
que nociones ccmo "infinitemente grande® o "infinitamente~

uefio™ cazrecfem del misterio que se les atribufa.
req )

En las obres principeles de Euler culmina la intud-—-
cién y el formalismo, por cjemplo en la Introduciio y= men
sionsde y en 1lun Instituciones( ) obra en la cuel relega
la geometria y presenta miniciosos y detelliados deserrg—-——
llos ée laos partes formales del célculo diferenciel e inte
&rel.

Siguiendo con E.T. Bell es Lagrange{l765-1843) el —-
primero que reconocié que el célculo te encontraba en una-
aituacidn nmd&.aatisfactoria. X1 sus obras Thiorie des -—-
fonctions anelytiques(1797-1613) y Cslcul des fonctions -
(1799-1606) intenté liberarse del conepte de funcién de Eu
ler sin logrerlo, gueduendo en un oismo terreno de foxmali-
zacién. A diferencia de Euler, rechezd los infinitesimeles
¥ limites por considerarles muy cuctlrosos pzara los princi
piantes.

A.L. Cuvchy (1789-1857) en sus trabzjos sobre mnflj—-
gip desarrolld el cflculo diferencizl e intcgral baaados -
en el concepto de 1{mite en sus lecciones sobre el Célculo
Infinitesimel(1623). 2n el prefucio de esa obra seilala co-
mo principal objetivo conciliar 21 rigeor con le simplicie-



ded que resulta de la conscideracién de los infinitesimales.

Su corcepto de 1fmite “"cuendo los velores sucesivamente a=-
tribufdos a una misme varieble se aproximaen indefinidemen-
te & un valor fijo, de manera que llegan a diferir tan po=
co como se quiera de €1, este dltimo se llama limite de to
dos los demé&s® (12), Como puede observarse, tal concepto =
es eritméticd més que geométrico, ndexzds, la definicidn, -
sicndo més precisa ¢ intuitive, es verbal mds que numérica.
o obstante hey ambiglledad en su éefinicién de continuidad
por el uso de fruses como "suficienternente peqgueiia™, "lle-
ge ser","sigue siendo™ las cuwsles més tarde hobrin de ser-
precisades con un criterio existencial al introducix los
términos £, & por Weiertras (1E61) (12).

Sin embergo & Cmuchy no le fué posible distinguir con
claridad la relacidén entre funcidén continua y funcién difg
renciable pues &1 crey$ toda su viéa que tode funcidn con-
tinua era diferenciable, cuestidn que vino a clarificar -
Bolzeno a8l esiablecer definicioncs inds rigurosss de fun——-
cidn continua y el de derivada de una funcibén &l precisar-

més clarwz -nte las rcluciones que wien la diferenciabili-—
dzd y 1lg contipuided de una funcién. Por la miswma Spoca -

N.H. asbel (1802-1629) preocupsda ror le falta de claridad-
como menciocnimos el principio de este capftulo e iuspirﬁdo
en el rigor de Czuchy, llegd & corrogir wn error del mismo
Cauchy sobre la continuided de la sovma de una gerie conver
gente de funciones continuas bacicndo uso de l& idea de -
ccavercencia uniforme.,

J.L. D'Alembert (1717-1763). In algunas de sus memo--—
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. Tias en 1la que recoge sus invesitigaciones sobre la propaga
cién del calor, presentada en 1807 a la academia de cien--
ciss, Lagrange, lLaplace y Legendre le criticaron su ensayo

no sin cierta aspereza por la falta de una mayor; preci-;-
sién, sefizlando que partes viteles de su endlisis carecian
de beses més sblidas,

Volviendo & presentar su memoria une vez revisado y =
con algunapg correcciones se hizo mcreedor &l premio, pero-
ese misoo jurado por segunda vez volvieroﬁ a8 criticarle su
felte de rigore. Le conmtribucidbdo principal e que cuzlquier
funcién f(x) se pucde expresar mediante una serie de Pou——
rier, como lo entreviéd un poco antes Duzniel Eernculli —_
(1700-.12762). Aiunque en el tratado de Fourier no oe encon-—

trabe una deduceciln completa del enunciado.

Corl weiertrecs {(1815-1857) que secfin expresea E.T. ——
Bell en su Historie de las Metemfticas (P. 296-97), al mo-
rir (1L897) unubfa resumido los progresos de los cien ahos =
enteriores aitrevis de un trztedo minucioso en el cuBl in--
Lenté fundrocator el enflisis al tratar de darle el miy or-
grado de rigor rosible relegendo la intuicibn., En 1861, —-
precicéd mén le definicién de limite 2l in;réducir los sfm-
bolos £y &', contribuyendo asf{ a4 esclareccer expresiones am-
iguas como "llega a ser", "sigue siendo", "tan pequelio ¢9
oo cuclqouier cantided dadu" como sucedfa wn las definicio-
nes de Cnuchky y Bolruno. De le misma muncre did wmés preci-
sidén a 1z dcfindci€n de continuided a purtir de la simpli

1L

ficacién de un tecoreme ya derostrado por Lirichlet, la --
cual era equivalente 2 lo de Bolzeno y Cauchy. Posterior--
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mente entre 1861 } 1874 81 construir una funcién continug-
¥ sin deriveda en nipgdn punto, did origen a un reﬁlante&—
miento en los fundementos del enflisis, propiciféindose con
ello la construccién del sistema de los nlmercs rezles(l12)-
Con este ejemplo se pusc punto final a la excesiva confian
26 que tenfé en la intuicidn.

En resumecn, los mztexmdticos del S. XIX se conformeban
con una comprensién intuitiva de los ndmeros resles operzn
do sobre una base mfs concreta que 18gica, lo cual no deja
de ser una prueba de gque el progreso de las mateméticas es
algo més que su dezerrollo légico. AL introducirse el ri--—
gor en el enflisis resmlicba le felte de claridad y la im-
precisifn de los ndmeros rerles. Un estudic =48 minucioso-
de o5 limites puso de manifiesto 1la necesided de llegrr a
ung mejor comprersidén de los nfmeros remles desde un punto
de viste 1l8gicoe.

41 principio de ecte siglo (1900) H. Poincaré (L854--
1912) entusiesmedo expreséba que "ai nos tomomos el traba-
jo de zer rigurosocs, lo (nico gue nos puede engufiar son si
logisimos o0 los llumamicnios & le intuicidn del nfunero puro.
Hoy dfe (1900) podemos decir gue se ha alceanzado el rigor-
ebsoluto" (7) P. 308, Cueztidn gue diuteba cnormcmente de
la2 idea que tenermos hoy en dfa. Puls v& ¢n csa époce el -

robleme del ripgor sobre los funcéiumentos de la metemftica-
enpereba a ser tradbejedo a purtir de tres coencepciones dife
rentes acerca de los fundementos de le. matendtices y que-
llegaron & constituirse en lo que hoy conocenos como la es
cuele Logicista, la Formazlista y la Intuicionieta.
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I111.2.~EL RIGOR LATESATICO

E1 bosguejo histérico dedo en la seccién anterior tie
ne como finelided mostrar en forma eproximada y breve gue-—
el desarrollo de 1los matecfitices no he sido un resultado -
esponténeo en el que les definiciones y conceptos aparez--
can de maonere cloera y scabada, sntes bien son resultados -
de le entrega y dediczcibn esforzeda de generaciones de na
temé&ticos que con su fmpetu y capacidaed de realizecidn han
ido mclerando y precisuando las dificultades que hen surgi-
do en el desarrollo de esta ciencia £l procurnr ser cada -
vez mfis rigurcsos.

Lz cuestidn del rigor en matenfiiices es diffcil por -
lo indefinible, abordaria significa decde clerto punto  de
viste, tretar con an r&zgo que s6 34 ¢n el propio desorro-
1llo de estm ciencie, el cual podemos crracterizar por un —
effn de claridad, precisibén y minuciczidsd de los objetos
y resultedos matemfiticos que se ec:stnblecen, y que &8 inhe-
renve 2 la actividad del metemé&tico; tel vez Gea €858 una -
rezén por la gue no encontrémos que lee ratenfticos propia
mente le hayan abordudo como una cucstifn explicita salvo-
contudas excepciones y entonces dstm sgea tratads en un fm-
bito histlrico y de le filosoffa de las matendticas,. Sin
emborgo yo dcsde fines del Bipglo patnodo y principicos del =
presente algunos matendtices cemo Ergwer, Weyl, Heyting, -
Hilbert, Rucssell, cte., en cus inlenios por estublecer una
fundamentucidn ersolute de las rutez’tices mungue sin lo——

grar sus objetivos, ros han propoxrcigcnzdo a trevés de sus
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trabajos modelos de rigor mfs refinados a partir de los cua
les puede efirmarse, constituyen enm nuestra 6p6ca elemen-—~
tos esenciales para el avance en el desarrollo de las mate
m&tieas con lo que significa que podamos siquiera imaginar
cuéles pueden ser los patrones de rigor que rijan 150 safios
después. Recuérdese que la geometrfa euclideana se conside
r8§ por nfs de dos mil eafios come un mofelo de rigor ldgico.

Uno de los8 pocos metemfiticoa en este siglo, gue se ha
referido de miner2 explfcita sobre el rigor es R., Thom -
(13) P. 120. 41 seiizler a8l respecto tres actitudes posie—e

.

bles a seguirs

a) CONCEPCION PUFNMALISTE, -Une proposicidn (P) es ver-
dadera en un sistema formalizado (S) si puede ser-
deducida epactir de los exiomus de (5) mediante un
némero finito de operaciones vaAlidus en (S).

b) CONCEPCION R¥ALISTA O PLATUNICA.-Los entes materd
ticos en tanto que idees plutdnicas, existen inde-
pendientcmente do nucstra mente. Una proposicién -

(P) es verdudera cuendo expresa una relucifn exis—
tente enire l&s ideas, e decir una idea jerérqui-
camcnte supcerior gue estructura un conjunto de i-—

deas suborfinades a ella.

c) CULCEPRPCICH #iPIPISTA O SOCIQOIGGICA,-Una demostra——

cién (D) es considerada coemo rigurose si los mejo-
res especirlictes en la meterina no tienen nada gue

objeter.
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Segn R. Thom en la obra citada expresa que es necesa
rio gque Be adopte una actitud definida snte el concepto =
del rogor, dedo que no exisie "ninguna definicibn rigurosa
del rigor" pues considera que "es rigurosa toda demostra—
cién capaz de sucitar en cuelquier lector suficientemente-
preperedo un estado de fximo que le lleve & mostrarse de -
acuerdo. De ser esf, es porque tenemos une idea suficientg
mente clera de 1los sémbolos utilizados como para que BU ==
combinatoria implique le conclucién deseada". Agregando en
seguide que desde un punto de vista el rigor (o su contra-
rio) la imprecisidn es una propieded local del razonamien-

to matemftico.

Del enflisis histfrico anterior ¥y el apertado referen
te 2l rigor matezético obuervamos que el rigor constituye-
un razgo en el guehacer ~como proceso histérico- que reali
zen los matexéticos en su sctivided como tel, el cual cam-—-
tia y en el que #e avanza sczGn las Epocos y les condicio
nea histféricas en gue se resxliza le cctividoad metemfitica.-
Heblar de un nivel de rigor wé&s elevado, ¢ hablar de re—-—
eultedos gue son producto de una prictica poermanente de -
trabijo, e¢n cierto sentido ums metw y un medio. Una meta -
como culminacidén de trevajos rurlizudos, un medio en cuzn-—
to esos trabajos se constituysn cemo punto de partida, y -
en este proceso el affin de cszisblceccer becoen légices 861i--

desSe
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IIT.3.-EZL RIGOR FATEXATICO EN EL FOBMALISKO,

El rigor en el formunlismo zlcanza un plens grado de -
expresifn en los trabajos de Hilbert, gl intentar dar una
fundanmentacién rigurosa de lzz metemfiices hrciendo uso -
ée las pruecbes absolutas de cconsistencia. El que esto no -
sek posible 2 purtir de los resultados de GVdel no hace me
nos riguroso ¢l deserrcllo de la metemética formal ni pare
ce que en su w&ctivided profesionel sufran demasisdo los ma
temfticos a cuusa de esta nitumeidn. Porgue, en la pricti-
ce, de hecho el pensamienio del motemético no es y ni serd
un pensemiento formaliczado.

Sin embergo dude la neturaleca deductiva de los sistg
mes formales podemos concluir con la afirmecifn que hece -
Robert Blacké& en su obra ya citede, que el rigor montemdti-.
co en el formalismo se elcnnza bajo las condiciones funde-

mentales gue se dant

l.-Que ccan cnuncindes explfcitenente los términos --
arimeros, con ayucda de lgs cuilec Se propone uno -~
definir todos los oivros.

2.-Que =cen enunciaodéus explfcitamente les proposicio-
res primeras, con ayuda de las cuzles se propone u

no dcmociror todas lus oirus.

3.-Gue lzs releciones epurcicdas entre los tlrminos -
i scan puras relsciones légicas, y permanez
pendicntes del sentido concreto gque se pug

de dor o los términoe.
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4.-Que sb6lo estas releciones intervengan en las demog
traciones, independientcemente del sentido de los -
términos {lo que prohibe, en particular, tomar —-
prestado algo 2 lz consideracién de las figuras),
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CONCLUSIONES,

l.-Un modo de organizar un cuerpo conocido de mate-
riel de un iem2 atemético es por medio de la a-
xiomatizacién., Los axicmas se inventan no para —
creer la teorfs uino para reproduciria.

2.~5e pucde decir gque uno de Los problemes del for-
malismo es que no tiene ninguna semejonza con -

les metenfticzs8 cowo en realidad se viven,

3.~Podemos decir que el muatexfitico formalisia en su
tratajo cotidizno no se queda dnicemente con los
eimbolos =in significedo, sino que los simbolos-
con usados como asuxilianres para pensar y para re
presenter ide¢osn, porgque fu trazbajo es un trabajo
con ideas.

4.~Acerca del rigor decimoe que es algo indefinible
pero que va & la pur con el trzbojo y deserrollo

de les metenéticas.
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