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Introduccion.

El p-g Teorema de Burnside, que asegura que todo grupo finito cuyo orden es divisible
por a lo mas dos primos es soluble, es uno de los primeros grandes resultados de la
teoria de grupos en el siglo XX. La demostracion dada por William Burnside en 1904 es
breve y elegante, pero requiere de la teoria de caracteres introducida por Georg
Frobenius. Pasaron mas de sesenta afios antes de que Bender, Goldschmidt y
Matsuyama dieran la primera demostracion del resultado de Burnside que fuese
independiente de la teoria de caracteres. Sin embargo, esta demostracion resultd ser mas
larga y compleja.

Durante los afios 1975 y 1976, el profesor Guido Zappa impartié un curso en la "Scuola
di perfezionamiento in Matematica" de la Universidad de Florencia por encargo del
"Istituto Nazionale di Alta Matematica", en el cual se da una demostracion del p-q
Teorema de Burnside sin usar teoria de caracteres. Esta demostracion también se debe
esencialmente a Goldschmidt, Bender y Matsuyama. Con mas precision, Goldschmidt
habia dado la demostracion del teorema para el caso impar usando una idea de Bender,
y por su cuenta Matsuyama habia dado la prueba del caso par; Bender,
independientemente de Matsuyama, dio una prueba vélida para ambos casos. Bender
pronto vio como simplificar su demostracion utilizando procedimientos de Matsuyama.
Bender no habia publicado este ultimo resultado en esas fechas, pero compartié con el
profesor Zappa sus ideas en una carta, informandolo en una forma sintética acerca de
esta demostracion y autorizandolo a hacer uso de ella en la publicacion de su libro
"Topics on Finite Solvable Groups", basado en las notas del curso que impartio.

La elaboracion del presente trabajo consistio en la comprension y redaccion de esta
prueba.

En la seccion de Prerrequisitos se encuentran los resultados elementales que necesité
para las demostraciones. Una demostracion utilizando teoria de caracteres se revisa en
el Apéndice A.

La notacion en este trabajo es la usual, en particular es la presentada en [6].



Capitulo 1.
Prerrequisitos.

1.1 Definiciones.

Definicion. Sea G un grupo finito y p un primo que divida al orden de G. H es un p-subgrupo de
Sylow si el orden de H es p” y p"*! ya no divide el orden de G.

Definicion. Sea G un grupo finito y P un p-subgrupo de G con p un primo. P es un subgrupo central
de G si existe S, un p-subgrupo de Sylow de G tal que P < Z(S)).

Definicion. Un grupo M de permutaciones de un conjunto finito / se llama regular si para cada
h € I, s6lo la identidad de M fija a 4. Un grupo A4 de automorfismos en un grupo finito G se dice
regular si el grupo de permutaciones inducido por 4 en el conjunto G — {1} es regular.

Definicion. Sea G un grupoy G = Hy > H, > H, >...H, = (1) una cadena de subgrupos normales
de G. Un automorfismo a de G se dice que estabiliza esta cadenasia(H;) = H; (i=1,....,r)ya
induce la identidad en cada factor %

Definicion. Sea G un grupo. Una serie de subgrupos G = Go > G >...> G, = (1) se llama una
serie subnormal de G si G, < G; para toda i.

Definicion. Sea G un grupo. Una serie subnormal de G se llama una serie de composicion de G si

cada cociente sucesivo Gil es simple.
i+

Definicion. Sea G un grupo. Una serie subnormal que cumple que G; < G para toda i se llama serie
normal de G.

Definicion. Sea G un grupo. El conmutador de x y y conx,y € Ges [x,y] = x'y~'xy. Sean 4 y B

subconjuntos no vacios de G. El subgrupo <[x, yl|xed,ye B> se denota [4,B] y se llama el
interderivado de Ay B.

Definicion. Sea G un grupo. Sean 4, B'y C subconjuntos no vacios de Gy a, by c elementos de 4, B
y C respectivamente. [4,B,C] = [[4,B],C]y [a,b,c] = [[a,b],c].

Definicion. Sea G un grupo. El grupo derivado de G (G') es el subgrupo [G, G].

Definicion. Sea G un grupo. Sean Z, = (1), Z, = Z(G), % = Z(%) coni > 1. La serie
Zy < Z1 <7y, Z...< Z, <... se conoce como serie central ascendente de G.

Definicion. Sea G un grupo. Sean G; = G, G; = [Gi-1,G] coni > 1. La serie
Gy > Gy >...> G, >... se conoce como serie central descendente de G.

Definicion. Sea G un grupo. Si en la serie central ascendente de G existe n con Z, = G, el grupo G
se llama nilpotente.
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Definicion. Sea G un grupo. La serie de subgrupos G > G > G® > > G™ >, de un grupo
G donde G = Gy G®D = G®' el grupo derivado de G®, se llama la serie derivada de G.

Definicion. Un grupo cuya serie derivada termina en la identidad se llama soluble.

Definicion. Sea P un p-grupo. El subgrupo de Thompson de P (denotado J(P)) es el subgrupo
generado por los subgrupos abelianos elementales de P de orden maximo.

Definicion. Sea G un grupo. El soclo de G es el producto de todos los subgrupos normales
minimales de G. Si G es un p-grupo, el soclo de G se denota Q;(G).

Definicion. Sea G un grupo finito y p un primo. O,(G) es el producto de todos los subgrupos
normales de orden una potencia de p. De forma equivalente, O,(G) es la interseccion de todos los
p-subgrupos de Sylow de G.

Definicion. Sea G un grupo. El subgrupo de Fitting de G (denotado F(G)) es el producto de todos
los subgrupos normales nilpotentes de G.

Definicién. Sea G un grupo y p y ¢ primos distintos. O, ,(G) es el subgrupo de G que cumple con
Opg(G) G
0,(G) q( 0,(G) )°

1.2 Algunos teoremas tutiles.

Teorema 1. Sea G un p-grupo finito ( p primo), y N un subgrupo normal de G. Sea o un
automorfismo de G de orden ¢” (¢ primo, g # p, r > 0) que estabiliza la cadena (1) < N < G.
Entonces a es el automorfismo identidad.

Demostracion:

Sea x € G. Entonces xN = a'(xN) = a(x)N, con a' el automorfismo inducido por a en %, asi que
a(x) = xh con h € N. Por induccién vemos que a”(x) = a" ' (xh) = a" ' (x)a"' (h) = xh"'h = xh"
ya que a induce la identidad en N, entonces se tiene que a¥ (x) = xh?’, pero a? = 1, asi que

x = a? (x) = xh?, es decir, hY = 1. Como el orden de los elementos distintos de la identidad es una
potencia de p, se tiene que # = 1, y por lo tanto, a(x) = x para todo x € G, es decir, a es el
automorfismo identidad. H

Teorema 2 (Relacion de Dedekind). Sea G un grupo y X, Yy Z subgrupos de G tales que ¥ < X. Se
tiene que XN (YZ2) = Y(X N 2).

Teorema 3. Sea G un p-grupo. Entonces Q;(G) = Q(Z(G)).

Demostracion:

Sea N un subgrupo normal minimal de G. Como G es un p-grupo, N N Z(G) # (1), donde

NN Z(G) £ Z(G) y NN Z(G) 4 G, por la minimalidad de N, N = NN Z(G). Al ser N subgrupo de
Z(G), todo subgrupo de N es normal en G, nuevamente por la minimalidad de N, N no tiene
subgrupos propios no triviales, entonces N es de orden p, y N es subgrupo normal minimal de Z(G),
por ello Q;(G)<Q(Z(G)).

Sea M normal minimal de Z(G). M es normal en G y es de orden p por la razén dada anteriormente,
asi que es normal minimal en G, entonces Q;(G) = Q,(Z(G)). A



Teorema 4. Sea G un grupo y H, Ky L subgrupos de G tales que [K,L,H] = (1)y [L,H,K] = (1).
Entonces [H,K,L] = (1).

Demostracion:
Primero veamos que si a, b, ¢ pertenecen a un grupo, entonces (b~'[a,b™",c]b)(c7'[b,c7",a]c) =
(a'[e,a',bla)~".
b-1[a,b).clb = b ([a, b e [a,b1]e)b = b ((ba~'b~'a)c~ (a~ bab~")c)b =
a'bac'a'bab~' cb.
Analogamente, ¢![b,c',a]c = b~'c™'ba b chbc ac.
Y también (a”'[c,a”!,bla)™" = (c'aleb e aca ' ba)™! = a7 'blac 'a  ebe ac.
Entonces (b~'[a,b7",c]b)(c7'[b,c7!,d]c) =
(a'blac'a 'bab ' ch) (b~ c'ba b cbe ac) =
a'blac'a ' (b(a(b™ (c(bb™)c ™ )b)a )b )ebe ac =
a'bac'a'cbcac = (a7 [c,a!, bla)~".

Sean/ e L,h € H,yk € K. Entonces [k,/"',h] = 1y [l,h™',k] = 1, y por lo tanto

(IF'[k, 7Y, D (R~'[1,h71, k)h) = 1, pero por lo visto antes se tiene que

(kDB L R KR) = (K [hk7, k)Y, y como k7' [h, k7!, [k = 1, entonces [h, k7,1 = 1.
Entonces paratodo/ € L, h € H,y k € K se tiene que [A,k,[] = 1.Seax € [H,K]yy € L,xesde la
forma [ai,b1][a2,b2]...[an,bn] cona; € Hy b; € K. Por induccidn sobre n veamos que [x,y] = 1. Si
n = 1 entonces [x,y] = x 'y 'xy = [a1,b1] 'y [a1,b1]y = [a1,b1,y] = 1, supongamos ahora que

x = [a1,b1][az,b2]...[an, b,], entonces [x,y] = x" 1y~ lxy =

[an,ba] ™" [a2,b2] [a1,b1) v a1, b1][a2,b2).. [an, buly =

[aﬂabﬂ]_l' .- [Clz, bz]_l (l:als bl]_l)’_l [alabl]y)y_l [az,bz]' .. [aﬂabﬂ]y =

[an,bu]™".. [a2,b2] ([al,bl,y])y_l [az,b2]...[an, baly =

[an,b,]7". . [a2,b2]7 ' (V)y~ [az2, b2].. . [an, bu]y = [x',y] conx' = [a2,b;]...[an, b,], entonces por
hipotesis de induccion [x,y] = [x',y] = 1. Entonces [[H,K],L] = [[H,K,L] = (1). &

Teorema 5 (Teoremas de Sylow). Sea G un grupo finito y p un primo que divide al orden de G.
a) G tiene al menos un p-subgrupo de Sylow.
b) Todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados.
¢) Todo p-subgrupo de G esta contenido en algun p-subgrupo de Sylow.
d) El numero de p-subgrupos de Sylow de G es congruente con 1 modulo p.
e) El nimero de p-subgrupos de Sylow de G divide a [G : P] con P un p-subgrupo de Sylow.

Teorema 6 (Argumento de Frattini). Sea G un grupo finito, N un subgrupo normal de G, y P un
p-subgrupo de Sylow de N. Entonces G = Ng(P)N.

Teorema 7. Sea G un grupo finito. Las siguientes propiedades son equivalentes:
a) G es nilpotente.
b) Todo subgrupo de Sylow de G es normal en G.
¢) G es producto directo de sus subgrupos de Sylow.
d) Todo subgrupo maximal de G es normal en G.
e) La serie central descendente de G llega a (1).
f) Si 4 es subgrupo de G, entonces 4 £ Ng(A4).

Teorema 8. Los grupos nilpotentes son solubles.

Teorema 9. Los p-grupos finitos son nilpotentes.
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Teorema 10. Sea Gun grupoyseaN< G.N< Gy % es abeliano si y solo si G' < N.
Teorema 11. Sea G un grupo finito soluble, entonces C(F(G))<F(G).

Demostracion:
Supongamos que C(F(G)) & F(G). Entonces F(G) 5 F(G)Cs(F(G)). Como F(G) y CG(F(G))
son normales en G, F(G)C¢(F(G)) esnormal en G, y HOCHED) og yn subgrupo normal de —Z—- no

F(G) F(G)
.. . .. G F(G)CG(F(G))
trivial, por lo tanto existe un subgrupo normal minimal de ¥t contenido en T Sea —— F( &

un subgrupo normal minimal de m contenido en % Como G es soluble, m también lo

es por el Teorema S4, y siendo —~ subgrupo normal minimal entonces es abeliano elemental

F (G)
porque todo subrupo normal minimal es producto directo de grupos simples isomorfos entre si (la
demostracion de este hecho se puede revisar en [1]) y por los Teoremas S2 y S4, por lo tanto
N'<F(G). Como F(G)<N, entonces por la relacion de Dedekind (Teorema 2) se tiene que
NNF(G)Ce(F(G)) = F(G)(NN CG(F(G))), y como N<F(G)Cgs(F(G)), entonces

N = F(G)(N N Ce(F(G))).

SeaM = NN C(;(F(G)) Seax € F(G)yy € N,yesdelaformay =ztconz € F(G)yt e M,
entonces [x,y] = x~'y~ xy = x't71z7'xzt, pero como t € M<Cs(F(G)), entonces ¢ conmuta con x y
z, asi que [x,y] = x7'z7'xz = [x,z]. Por lo tanto, para todo S subgrupo de F(G) se tiene que
[S, NI<[S, F(G)], ya que todo generador de [S, V] es un generador de [S, F(G)]. Como F(G) es
nilpotente ya que el producto de subgrupos normales nilpotentes es nilpotente, por el Teorema 7 su
serie central descendente llega al (1), entonces existe un entero m tal que F(G),, = (1). Como
N, = N'<F(G), entonces por induccion se tiene que Ni1<F(G); ya que
Nis1 = [Ni, NIS[F(G) -1, F(G)] = F(G), usando la hipétesis de induccion Nx<F(G)-1, por esto
tenemos que Ny <F(G)», = (1), y por lo tanto N es nilpotente, y al ser normal en G, N<F(G), por lo
cual W es trivial, contradiciendo su minimalidad. H
Teorema 12. Sea n,q € N con g una potencia de un primo, » distinto de 2 ¢ ¢ distinto de 2. El
subgrupo derivado de GL(n,q) es SL(n,q).
Cuando ¢, n = 2, GL(2,2) es un grupo no abeliano de orden 6, por lo tanto es isomorfo a S3, del
cual se sabe que su derivado es 43, un subgrupo propio de S3, pero los elementos de GL(2,2)
son matrices de determinante 1, por lo cual GL(2,2) = SL(2,2), siendo esta la razén por la que
la hipotesis del Teorema 12 excluye este caso.

1.3 Teoremas sobre solubilidad.

Teorema S1. Todo grupo G abeliano es soluble.

Demostracion:
Como G es abeliano, [x,y] = x"'y~'xy = 1 para todo x y y en G, entonces el derivado de G es trivial,
por lo cual la serie derivada de G es (1)<G, por lo tanto G es soluble. H

Teorema S2. Un grupo G simple soluble es de orden un nimero primo.
Demostracion:

Como G es soluble, G' no puede ser G, por el Teorema 10 es un subgrupo normal propio, pero al ser
G simple no posee subgrupos normales propios no triviales, por lo tanto G' = (1), es decir, G es



abeliano, pero un grupo simple y abeliano no tiene subgrupos propios no triviales, y todo grupo no
trivial sin subgrupos propios no triviales es finito y de orden primo. ll

Teorema S3. Sea G un grupo. Las siguientes condiciones son equivalentes.
a) G es soluble.
b) G tiene una serie normal en el que todo cociente sucesivo es abeliano.
¢) G tiene una se serie subnormal en el que todo cociente sucesivo es abeliano.

Demostracion:

Como H' es caracteristico en H para todo grupo H, tenemos que G® es normal en G para toda k,
entonces la serie derivada de G es una serie normal de G, y por el Teorema 10 cada cociente
sucesivo de la serie derivada es abeliano.

Si G tiene una serie normal, entonces esta serie es una serie subnormal.

Supongamos que G tiene una serie subnormal, G = Gy > G >...> G, = (1), donde cada cociente
sucesivo es abeliano. Veamos por induccién que G < G,.

Como Gi es abeliano, por el Teorema 10 tenemos que GV = G' < G.

Supongamos que G < G,_;. Entonces G = GV < (G,.1)', y como —-L- G es abeliano,
entonces (G,-1)" < Gy, por lo cual G < G,.
Entonces tenemos que G < G, = (1), por lo cual la serie derivada de G termina en la identidad, es
decir, G es soluble. H

Teorema S4. Sea G un grupo soluble. Si H es un subgrupo de G, entonces H es soluble, ademas, si
H es normal en G, entonces % también es soluble.

Demostracion:

Como H es subgrupo de G, tenemos que H® < G® por induccion, ya que si tenemos que

H® < G® los generadores del derivado de H® son generadores del derivado de G®, entonces
H®&D < G&D esto quiere decir que la serie derivada de H termina en la identidad ya que eso ocurre
con la serie derivada de G.

Si H es normal en G, consideremos una serie normal de G, G = Gy > G; >...> G, = (1), la cual
existe por el Teorema S3 y ademas GG es abeliano para toda i. Cons1deremos la serie

L= GOH > GII{H >...> GH = (1). Como G; & Gy H < G, entonces G;H < G, por lo cual

511 < £ es decir, la serle es normal. Como G;:H = G;(Gi.1 H) se tiene que
< G )/ ( Gurt ) - por el segundo Teorema de Isomorfismo, y G?‘ 5{ = GéGl*}f) = = m(? =

por el primer Teorema de Isomorfismo. Entonces como Gi1 < G; N (Gis1H), por el segundo
Glﬂ(Gl+1H) 4 :
Teorema de Isomorfismo tenemos que — m( D ( o ) ( o ), pero este ultimo es un

cociente de i, el cual es abeliano, entonces el cociente es abeliano, eso quiere decir que cada

i+l

cociente sucesivo de la serie de % es abeliano, entonces por el Teorema S3, % es soluble. H

Teorema S5. Sea G un grupo que tiene un subgrupo normal N tal que Ny % son solubles, entonces
G es soluble.

Demostraci()n:
Siendo Ny W solubles tienen una serie subnormal por el Teorema S3, N = No > N; >...> N, = (1)

G G
= =5 =2 ?v = (1), y por el segundo Teorema de Isomorfismo tenemos que
G I-
( : )/ ( - ) , asi que los cocientes sucesivos de la serie G = Gy > G| >...> G, son
abelianos, y por el Teorema de la correspondencia G+; < G, entonces la serie
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G=Gyo=>G) 2..2Gg=N=Ny=>N; >2..2 N, = (1) es una serie subnormal de G y por el
Teorema S3 G es soluble. B

Teorema S6. Sean G y H grupos solubles. G x H es soluble.

Demostracion:
El subgrupo {1} x H es un subgrupo normal de G x H, y como {1} x H = H, entonces {1} x H es

soluble, ademas -4 = G, por lo cual también es soluble, entonces por el Teorema S5 G x H es

(xH =
soluble. ®

Teorema S7. Sea G un grupo que tiene una serie de composicion. G es soluble si y sélo si todos los
cocientes sucesivos de la serie tienen orden primo.

Demostracion:

Si G es soluble, consideremos un cociente de la serie de composicion, %, donde K < H < G,
entonces por el Teorema S4, tanto K como H son solubles y % también, entonces, siendo % un
cociente de una serie de composicion, es un grupo simple soluble, y por ende es de orden primo.
Si cada cociente de la serie de composicion de G tiene orden primo, entonces cada cociente de la
serie es un grupo abeliano, entonces la serie de composicidon es una serie subnormal con cocientes

abelianos, asi que por el Teorema S3 G es soluble. B
Teorema S8. Todo p-grupo finito es soluble.

Demostracion:
Sea G un p-grupo finito, al ser finito tiene una serie de composicidn, pero cada cociente de la serie,
al ser simple, es de orden p, entonces por el Teorema S7 G es soluble. ll

Teorema S9. Un grupo finito G no es soluble si y solo si existen elementos no triviales a, b, c de G
de orden x, y y z respectivamente tales que (x,y) = (x,z) = (v,z) = l yxy = z

Teorema S10. Sea G un grupo soluble de orden mn con m y n primos relativos. Entonces G tiene un
subgrupo de orden m.

Teorema S11. Sea G un grupo finito. Si para cualquier divisor m del orden de G tal que
Gy _ . .
(m = 1 se tiene que existe un subgrupo de G de orden m, entonces G es soluble.

El Teorema S11 es un resultado obtenido por P. Hall el cual generaliza el p-g Teorema de
Burnside, sin embargo la demostracion de este teorema se basa en él.



Capitulo 2.
Teorema p-g de Burnside.

En todos los resultados que se veran a continuacion, los grupos se consideraran de orden finito.
2.1 Algunos lemas necesarios para la demostracion del p-g Teorema de Burnside.

Lema 1. Sea V' un p-grupo abeliano y 4 un g-grupo abeliano elemental regular de automorfismos
de V (p, g primos distintos, /'y 4 distintos de la identidad). Entonces |4| = g.

Demostracion:
Siendo 4 un g-grupo su orden es ¢g” con m > 1, supongamos entonces que |4| Z g, es decir que
m z 1.

Siendo 4 abeliano elemental, existe B subgrupo de 4 con |B| = ¢ y ademas existen B1, Ba,..., By
q+1

con|B;| = ¢q,B;NB; =(1)yB = UB,- (donde B; = (b;)conb; # 1 yb; & B;conj 5 i).
=1
Seab' e Beconb' + 1, v € Vconv # 1, entonces

b’(]‘[ b(v)) of § GO B ILENIORS § LG

beB beB beB beB
ya que al variar b entre los elementos de B, b’ o b varia entre todos los elementos de B, y siendo V

abeliano el orden de los factores no es relevante.
Entonces b’ deja fijo a H b(v), y como b" # I entonces 1_[ b(v) = 1, ya que al ser 4 regular B

beB beB
también lo es, y al ser ' # I, b’ solo fija a la identidad de V.

De forma analoga podemos ver que paratodai = 1,2,...,q + 1 se tiene que H bi(v) = 1. Entonces

bieB;
q+1 g+1 q+1 q+1
1=]]t= H(H b,-(v)> =11l i»]e:o | =11 v][To:» | =
i=1 i=1 \ bi€B; i=1 bieB; i=1 bieB;
b=l bi#l
+1
=v(v) i_[ H bi(v) | =v1 Hb(v) =il =1
i=1 bieB; beB
b+l

Esto es una contradiccion, ya que todo elemento de V distinto de la identidad es de orden una
potencia de p y g # p.Por lo tanto, |4| = ¢. &

Lema 2. Sea G un grupo tal que G = VB donde B es un p-subgrupo normal y ¥ un g-subgrupo
abeliano elemental (p, g primos distintos). Entonces B es generado por los centralizadores en B de
los subgrupos U de indice g en V.

Demostracion:
Sea 4 = (Cp(U)|U < Vy[V:U] = q). Entonces A < B.
Supongamos que G es un contraejemplo de orden minimo, entonces 4 < B.
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Six € Vy Ues subgrupo de ¥ con [V:U] = ¢, entonces se probara que x~' Cp(U)x = Cp(x~'Ux):
Sea x'bx € x~'Cp(U)x, donde b € Cp(U), y seax'ux € x"'Ux. conu € U, entonces
G ) x tux (e bx) T = x TG D u(ex )b x = x7H(bub™)x = x 'ux ya que b € Cp(U),
entonces x ' bx € Cp(x~'Ux), es decir, x ' Cp(U)x < Cp(x~'Ux).
Sea b € Cp(x~'Ux), como B es normal se tiene que xbx~! € B, ahora sea u € U,
entonces (xbx Nu(xbx™) = xb(x'ux)b~'x7! = xx'uxx™' = uyaque b € Cp(x~'Ux),
esto quiere decir xbx~' € Cp(U), entonces b = x~' (xbx~)x € x~'Cp(U)x, asi que
x'Cp(U)x = Cp(x~'Ux).

Veamos que x~'Ax = A4:
Sea a € A, entonces a = b1by...b, donde b; € Cp(U;) con U; < Vy [V:U;] = g, entonces
xlax = x7Y(b1bs...b,)x = (x'b1x)(x7'hox)...(x 'b,x) y como x~' Ux es subgrupo de V'
de indice ¢ y x' C3(U)x = Cp(x~'Ux), entonces x~'ax es producto de elementos de
centralizadores en B de subgrupos de V de idice g, asi que x'ax € A.

De lo anterior se concluye que V' < Ng(4), veamos ahora que V' < Ng(Ng(A4)):
Seav e Vyb e Ng(4),v'bv € Bya que B es normal, sea a € 4, entonces (v-'bv)la(v='bv)
= (v bW a(v'bv) = vib (vav )by = vI(b'ad'b)y = v lad'v = d", yaque v € Ng(4)
y b € Ng(4), entonces v'bv € Np(4) y por ello v € Ng(Ng(A4)), por lo tanto
V' < N6(Ng(4)).

Como V' < Ng(Ng(A4)), entonces Np(A4) < VNp(A), ademas como Nz(A4) < B, al ser B p-subgrupo,
Ng(A4) es p-subgrupo, entonces VNp(A4) cumple las hipotesis del lema, y al ser B nilpotente y 4 un
subgrupo de €1, 4 5 Np(4), y como A* = (Cy,u)(U)|U < Vy[V:U] = g) es subgrupo de 4 ya que
Cny)(U) < C(U), entonces VNg(A) es contracjemplo del lema. Como VNg(4) < G = VBy VB es
producto directo ya que V es g-grupo y B es p-grupo, se sigue que B = Np(A4), es decir, 4 es normal
en B. £ es abeliano, pues de no serlo su centro & = Z(£") es caracteristico en £ y por lo tanto
normal en <, y es no trivial pues £ es un p-grupo, entonces N cumple que 4 $ N £ By N 4 G,
pero VN seria contraejemplo de menor orden que G.

Como V' < Ng(4) y B = Np(A), entonces G = Ng(A4), por lo tanto A < G. Si nombramos 7 = VTA,
vemos que % cumple las hipotesis del lema ya que 7 es un g-subgrupo abeliano elemental y % es
normal en %. Si suponemos que 4 # (1), por la minimalidad de G tenemos que

£~ {(c. @71 = q),

asi que existe U < Vcon [V:U] = qy Cs (0) #(1),y U = Y4 para alguna U < V' la cual cumple
[V:U] = g. Los elementos de U inducen un subgrupo de Aut(%) , asi que C%(U) # (1), entonces

Cp(U) £ A, una contradiccion, entonces se tiene que 4 = (1). Como % es abeliano, entonces B es
abeliano.

Sead € B, d + 1 tal que Cy(d) tiene orden maximo. Siv € V'yu € Cy(d), entonces
u'(vldv)u = v'(u'du)v = v-'dv ya que V es abeliano, asi que u € Cy(v_'dv)y
Cy(d) < Cy(v7'dv). Sea H el subgrupo generado por los conjugados de d en G, veamos que
Cy(H) = Cy(d):

Como d € H, claramente Cy(H) < Cy(d).

Seave Cy(d)yhe H h= Hb,-‘la,-‘lda,-b,- cona; € Vyb; € B, entonces

v = v ([ ] btar daibi )v = [ [v'67" (a7 daby = | | v (a7 dai) (b7 i)y =



[ v '@ daiyy = [ | ai'da; = | [(a7'dai)(b7'b:) = | | 67 (a; dai)bi = h,
ya que B < G, a;7'da; € By B es abeliano. Entonces Cy(d) < Cy(H).

Ademas, paratoda i € H, Cy(d) < Cy(h), y por la maximalidad de Cy(d), tenemos que
Cy(d) = Cy(h).

Sea W = Cy(H) y veamos que % induce un grupo regular de automorfismos M de H.
Sea M = {@.w : H~ H|@uw(h) = viv™', vW € -}
Sean vi W, vaW € 4> con vi W = v, W, entonces v;'vi € W, por lo cual vi'vahvy'vy = h,
entonces viavi' = vahv3!, es decir @, w(h) = ¢@,,w(h), por lo tanto estan bien definidas
los elementos de M.
Como los elementos de M son funciones que consisten en conjugar,
son claramente automorfismos.
Sea o,y € Myh € Hcon h # 1 tal que ¢,y(h) = h, entonces vhiv~' = h, por lo cual v € W,
entonces el unico elemento de M que fija a los elementos de H es la identidad,
por lo tanto M es regular.

Como M es isomorfo a % y V es abeliano elemental, entonces M también es abeliano elemental, y al
ser H subgrupo de B, H es un p-grupo abeliano, por lo tanto se cumplen las hipdtesis del Lema 1,
entonces |% | = |M| = q. Entonces Cz(W) < A. W = Cy(d), por ello d conmuta con todo elemento

de W, entonces d € Cp(W) < 4 ycomo d # 1, entonces 4 # (1), una contradiccion. Entonces
A = B, es decir, B = (Cg(U)|U < Wy[V:U] = ¢). 1

Lema 3 (Teorema de Baer-Suzuki). Sea G un grupo finito, p un primo y K una clase de
conjugacion de G. Si para todo x, y € K, (x,y) es un p-grupo, entonces K < O,(G).

Demostracion:

Supongamos que K & O,(G).

Como K es una clase de conjugacion, (K) es normal en G, por lo cual (K) no es un p-grupo, ya que
de serlo K < (K) < O,(G), lo cual contradice nuestra suposicion. Tampoco K es un p-grupo por la
misma razon.

Sea P un p-subgrupo de Sylow de G, como K no es un p-grupo entonces K & P. Seax € K con

x ¢ P, como (x,y) es un p-grupo para todo y € K, en particular {x) = (x,x) es un p-grupo, por lo
tanto x es un p-elemento. Sea Q un p-subgrupo de Sylow que contenga a x, entonces, como

xe KNQyx ¢ KNP,sesigueque KNQ+ KN P.

Sean Py Q p-subgrupos de Sylow talesque KN QO+ KNPy KNPN Q seade orden maximo. Por
el teorema de Sylow existe z € Gtal que z7'Pz = Q, asi que z7' (KN P)z = (z7'Kz) N (z7'Pz) =

KN Q,entonces KNP|=z'(KNP)z| = |KNQ|.SiKNP < O, setendriaque KNP = KN O, lo
cual implicariaque KNP = KN Q, por lo cual KN P & Oy andlogamente K N Q & P.

Sea D = (KN PN Q). Como D < P, un subgrupo maximal de P que contenga a D es un subgrupo
maximal de P y seria de indice p, de esta forma podemos construir una cadena de subgrupos
D=Py<Py<..<P,=Ptalesque [P; : Pi.i] =p.ComoD < QyKNP & Q, entonces
KNP & D, ademas como KNPy =KND < D, entonces existe unaitalque KNPy S Dy
KNP; &£ D. Entonces existex € KN P;talquex ¢ D.

Como P es de indice p en P;, entonces es normal, y comox € KN P; < P;, entonces
x'Pijx = Piy. Como D < Py, se tiene que KNPy € KND S KN Py, es decir,
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KNPy =KND,yporlotantox ' (KND)x =x"(KNPi)x =(x"'Kx) N (x'Pi1x) =

KNPy = KND,entoncesx (KN Dx =(KND).PeroKNPNQO=KNKNPNQ) S
KNKNPNQ)=KND,entonces D = (KNPNQ)<(KND),yademas como KND < D, se
tiene que (K N D) < D, por lo tanto D = (K N D), entonces x'Dx = x (K N D)x = (KN D) = D,
por lo cual x cumple que x € KN P,x ¢ Dyx € N(D). Analogamente existe y que cumple que
veKNQO,y € Dyy € N(D).

Como x y y estan en K, entonces (x,y) es un p-grupo y dado que sus generadores estan en N(D),
entonces (x,y) < N(D), y al ser subgrupo del normalizador se tiene que {x,y)D es un subgrupo de G
y D es normal en (x,y)D, y siendo Dy {x,y) p-grupos, entonces {x,))D es un p-grupo también. Sea R
un p-subgrupo de Sylow de G que contenga a {x,y)D. Como D < P N R, entonces

KND < KNPNR,perox €« KNP,ycomox € R, entoncesx €« KNPNR,ycomox & D,

x & KND,sesigneque KNPNO < KND &S KNPNR,entonces KNPNQO|<|KNPNR|.
Andlogamente [K N PN Q| < |KN QN R|. Porla maximalidad de [K N P N Q|, dado que R es un
p-subgrupo de Sylow, se tiene por un ladoque KNR = KNPyporelotroque KNR=KNQO,
pero esto implica que KN P = KN O, lo cual contradice nuestra suposicion en Py en Q. Entonces
K< 0,G). 1

Lema 4. Sea G un grupo finito de orden par, y x un elemento de G de orden 2. Six ¢ O0,(G),
entonces existe un elemento y distinto de la identidad de orden impar tal que xyx = y~'.

Demostracion:

Supongamos que para todo z € G el orden de zxz"'x es de orden una potencia de 2. Entonces
{x,zxz7'x) = (x)(zxz"'x) es un 2-grupo. Como claramente zxz"'x € (x,zxz7!) y zxz™! € (x,zxz7'x),
entonces (x,zxz"'x) = (x,zxz!), asi que para todo elemento x en la clase conjugada de x se tiene
que {x,x;) es un 2-grupo.

Para todo x> y x3 en la clase de conjugacion de x, la funcion f: {x,x;) - (x2,x3) que cumple con
fx) = x2 y flx1) = x3 es un isomorfismo por lo tanto (x2,x3) es un 2-grupo también, asi que por el
Lema 3 se sigue que la clase conjugada de x es un subconjunto de O»(G), en particular x € O,(G),
lo cual es una contradiccion. Entonces existe z € G tal que el orden de zxz~'x no es una potencia de
2, entonces su orden es de la forma 2¥m con k > 0y 2 no divide a m, sea y = (zxz"'x) 2" el orden de
y es m, es decir, y es de orden impar. Como se cumple que x(zxz~'x)x = xzxz™' (xx) = (zxz7'x) ™,
entonces xyx =x<(zxz‘1x)2k>x = (x(zxz‘lx)x)2k = (zxz'0) ™M = (zxz ') =y . 1

Lema 5. Sea G = BQ con B un p-subgrupo normal y Q un g-subgrupo, p y g primos distintos, y 4 un
subgrupo normal de B. Si [Q,B] < 4, entonces B = ACp(Q).

Demostracion:

Como [0, B] < A4, entonces paratodoa € Ay g € O se tiene que ¢ 'aga™ = a’' cond’ € 4, pero
entonces se tiene que g 'aq = a'a € A, por lo tanto Q normaliza a 4, entonces 40 es un subgrupo de
G, ademas, sea ag € AQy bgq, € BQ, entonces (bq1)'aq(bq:) = q7 (b~ ab)(b~'gbg™")gq: =
gi'ailb,q ' 1qq1 = q7'aia2qq, € AQ, ya que A es normal en By [Q,B] < A, por lo tanto AQ es
normal en G.

Como |4Q| = |4]|Q| por que A N Q = (1), entonces Q es un g-subgrupo de Sylow de 4Q, y por el
argumento de Frattini se tiene que G = ANg(Q), entonces B = ANp(Q), ya que si b € B, entonces al
ser b elemento de G se tiene que b = ag € ANG(Q), pero entonces g = a~'b € B, por lo tanto

g € N3(Q), entonces b € ANz(Q). Seax € Qyy € Np(Q), tenemos que [x,y] =x"'yxy =
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x"'q € O, ya que y normaliza a O, y ademas tenemos que [x,y] = x"'y~"'xy = by € B, ya que B es
normal en G, y siendo que BN Q = (1), se tiene que [x,y] = 1, entonces se tiene que y € Cp(Q), es
decir, N3(Q) = C5(Q). Entonces B = AC3(Q). R

Lema 6. Sea 4 el grupo de automorfismos de un grupo abeliano elemental de orden p? y sea g un
divisor de |[4], p y ¢ primos impares distintos. Entonces todos los g-subgrupos del derivado de 4 son
ciclicos.

Demostracion:

A es isomorfo a GL(2,p) y como p es impar, entonces por el Teorema 12 el derivado de GL(2,p) es
SL(2,p). Como GF(p) es el campo primo de GF(p?), podemos verlo como un subcampo, y asi
considerar a SL(2,p) como subgrupo de SL(2,p?). Como el grupo multiplicativo de GF(p?) es de
orden p? — 1, entonces existe un elemento b € GF(p?) de orden p? — 1, entonces la matriz

o

tiene determinante 1, por lo tanto es un elemento de SL(2,p?) y genera un subgrupo ciclico C de
orden p? — 1. Tenemos que ¢ es un primo impar distinto a p y ¢ divide al orden de GL(2,p) que es
(p?> - 1)(p — 1)p, lo que implica que g divide ap?> — 1 = (p — 1)(p + 1), ya que ¢ no divide a p, y por
ello no divide a p? + 1 ya que ¢ no es par

El orden de SL(2,p?) es p*(p* — 1) =p?(p* + 1)(p?> — 1), y como g no divide a p?(p? + 1), entonces
un g-subgrupo de Sylow de C es g-subgrupo de Sylow de SL(2,p?), pero un subgrupo de C es ciclico
ya que C es ciclico, y al ser todos los g-subgrupos de Sylow conjugados, entonces todo g-subgrupo
de Sylow de SL(2,p?) es ciclico. Como SL(2,p) < SL(2,p?), todo g-subgrupo de SL(2,p) esta
contenido en algin g-subgrupo de Sylow de SL(2,p?), por lo tanto es ciclico. H

Lema 7. Sea p, ¢ primos impares distintos y X un grupo finito tal que [X : O,4(X)] = p. Sea Zel

soclo de O,(X), y supongamos que %(Z) no tiene p-subgrupos de Sylow normales. Entonces, si P es

un p-subgrupo de Sylow de X, J(P) es normal en X.

Como observacidn, el soclo de un grupo es caracteristico en este, y siendo O,(X) normal en X,
tenemos que Z es normal en X, por ello tiene sentido hablar de %(Z)

Demostracion:

Supongamos que J(P) < O,(X). Si tomamos un subgrupo abeliano elemental de orden maximo de
P, éste esta contenido en O,(X), y al ser O, (X) un p-subgrupo normal de X esta contenido en todo
p-subgrupo de Sylow, por ello es también subgrupo abeliano elemental de orden maximo en O,(X),
por lo tanto J(P) < J(O,(X)), y un subgrupo abeliano elemental de orden maximo de O,(X) esta
contenido en P, y como un subgrupo abeliano elemental de orden maximo de P estd en O,(X),
entonces también es subgrupo abeliano elemental de orden méaximo de P, entonces J(P) = J(O,(X)).

Como J(O,(X)) es caracteristico en O,(X) ya que la imagen de todo subgrupo abeliano elemental de
orden maximo bajo todo automorfismo es otro abeliano elemental de orden maximo, entonces J(P)
también lo es, y por lo tanto normal en X.
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Supongamos ahora que J(P) ¢ O,(X). Entonces debe existir un subgrupo abeliano elemental de
orden maximo 4 de P tal que 4 £ O,(X). Sea 49 = 4 N O,(X). Entonces

. A D Ao, 40,0] .
4+ Ao] = Ze6,07 = e, ~ o, ACK) 1 Op(X)].

Como 40,(X) < P, entonces
[4: 4] = [40,(0) : 0,(0] = L2255l < e = [P 0,(0),
ademads, como P N O, 4(X) = O0,(X) ya que O,(X) es el p-subgrupo de Sylow de O, ,(X), entonces

: _ P PIO®  _ POnWM Xy _
P 0s0) = 5,087 = 0,010,000~ a1 = gy X7 OraD) = p.

Y como 4 ¢ O,(X), entonces A4 #+ Ao, por lo cual [4 : Ao] > 1, entonces [4 : Ao] = p.

Por el Teorema 3, Z < Q0 (Z(0,(X))) < Z(0,(X)),yalser 49 < O,(X), los elementos de Zy 4o
conmutan. Sea z un elemento distinto a la identidad de algiin subgrupo normal minimal de O,(X),
como (z) es un subgrupo normal de O, (X) ya que todo subgrupo normal minimal esta contenido en
el centro, entonces (z) es el subgrupo normal minimal, y como todo subgrupo de (z) seria normal en
0,(X), se tiene que (z) es isomorfo a Z,, entonces Z es producto de subgrupos isomorfos a Z,,, por lo
cual es abeliano elemental, y como los elementos de Z'y 49 conmutan, entonces 4¢Z es abeliano y el
orden de todo elemento de 4¢Z es p, por lo tanto es abeliano elemental. Como 40Z < O,(X) < P,
entonces |[40Z| < |A| ya que 4 es un p-subgrupo abeliano elemental de orden méximo en P, entonces

[Z:ZNA]=1Z: (ZNOy(X)) NA] =[Z: ZNAo] =[ZAo : Ao] =22 < 5L <[4 : 4o] = p.
Seaa € ZN A, como 4 es abeliano, entonces a conmuta con todo elemento de 4, y al estar en Z
entonces a € Cz(A4), es decir, ZN A < Cz(A), por lo tanto

. _ _ 12 [ - .
(Z:C:AD)] = o < o = [Z:Zn4] <p.

Sea B el generado de los conjugados de A, seab € Byx € X, esde la forma b = aja,...a, con a;
en algiin conjugado de 4, entonces x 'bx = x!(a1a,...a,)x = (x'a1x)...(x'a,x) € B ya que cada
(x'a;x) € x'4x, entonces B es normal en G. Si todo conjugado de 4 estuviera contenido en P,
entonces B < P, y por ello B seria un p-grupo, pero entonces al ser un p-grupo normal de X,

A < B < 0,(X), lo cual contradice la suposicion de que 4 £ O,(X), entonces existe algun
conjugado de 4 que no esta contenido en P.

Sea 4 un conjugado de 4 no contenido en P. De forma anéaloga a 4 se tiene que

[Z:ZNA)<[A: Agl,donde [4 : Ag] = psid £ O,(X),0[4 : Ag] = 1 de otra forma, por lo tanto
[Z : ZNA] < p,entonces [Z : Cz(4)] <[Z:ZNA] < p,y siendo Z abeliano, Cz(4)Cz(A) es un
subgrupo de Z ya que Cz(4)Cz(A4) = Cz(A)Cz(A). Entonces

- Z|C2)| C2 ) | 12| CHA)C, ) |
7. Cx(A) N Cx(A)] = N - = il R
[ 2(4) N Cz(4)] [CANCA)| — [CANCA)||C2(A))|C2@) | C2()||C2@) |

[Z : C2(A)][C2(A)Cz(A) : C2(A)] < p>,

pues [Z : Cz(4)] <pylZ: Cz(A)Cz(A)][Cz(A)Cz(4) : Cz(A)] =[Z: Cz(A)] < p.

Veamos que Cz(4) N Cz(4) = Cz({(4,4)).
Seaz € Cz(4) N Cz(A) y a € (4,4), entonces a es producto de elementos de 4 6 4,
entonces como z esta en Cz(4) N Cz(4), z conmuta con todo elemento de A y A4,
entonces z conmuta con cada elemento que conforma a, por lo tanto con a misma,
por lo tanto z € Cz((4,4)).
Seaz € Cz((4,A4)), como z conmuta con todo elemento de (4,4 ), en particular z



conmuta con todo elemento de 4 y con todo elemento de A, porlotantoz € Cz(4)y
z € Cz(A), esdecir,z € Cz(4) N Cz(A).

Como Cz(4) N Cz(A) = Cz((4,4)), entonces [Z : Cz({4,4))] =[Z: Cz(4) N Cz(A)] < p>.

Como Z < Z(0,(X)), entonces todo elemento de O,(X) conmuta con todo elemento de Z, por lo cual
O0,(X) < Cx(Z). Como O,(X) es el p-subgrupo de Sylow de O, ,(X) entonces p no divide a
[0pg(X) = Op(X)], por lo tanto [X : Op(X)] = [X : Opg(X)][O0py(X) : Op(X)] =p[O4(X) : Op(X)],

asi que p? no divide a [X : Cx(Z)]. Como %(Z) tiene al menos dos p-subgrupos de Sylow y el

generado de dos p-subgrupos de Sylow distintos no puede ser un p-grupo, entonces el orden de
PCx(2) X

Cx(2) ° Cx(2)
p=1Pi| = | PCCX’E(DZ) | = | PﬁCIZ( ) | por los Teoremas de Isomorfismo, P N Cx(Z) tiene indice p en P,

ademas O,(X) < PN Cx(Z) ya que estd contenido en Py en Cx(Z), y O,(X) tiene indice p en P asi
que O,(X) = PN Cx(Z),y como 4 % 0,(X), entonces 4 £ Cx(Z), asi que 4 N Cx(Z) es un

X
Cx(2)

espqg’cons > 1.Sea Py = . Como

entonces P; es un p-subgrupo de Sylow de

: ACx(D| _ 4]ICx(D)] _ 4] ;
subgrupo propio de 4, entor:ccefa ] P; (‘ZC)X(Z)HAQCX(Z)‘ = W@ ,Alg ((:;al es una potencia de p
.. X X _ — 2=X4) P,
distintade 1,y como 1 5 | ) < | ciz | = P entonces P, = R Sea P; un subgrupo de

cﬁa distinto a Py, entonces existe xCx(Z) tal que x~' Cx(Z)P1xCx(Z) = P, entonces

B -1 ACx(2) _ xACy(Z)x _ x AL Cx(2)x _ ACx(2)
Pr=x CX(Z)( Cx(2) )ch(Z) T T oo oo o

Sylow de

con A4 un conjugado de 4, el cual no puede estar contenido en P, ya que de otra forma P estaria
contenido en PCC;‘((ZZ)) = P, y por lo tanto serian el mismo grupo de Sylow. Siendo P, y P; dos
p-subgrupos de Sylow de C;iZ) ,

fuera abeliano entonces (P, P|) = PP y entonces seria un p-grupo, y al ser subgrupo de

(P1,P1) no puede ser un p-grupo ni puede ser abeliano, ya que si

X

@ ©!

orden de (P1,P1) es pg’ con ¢t > 1, entonces si Q es un g-subgrupo de Sylow de (P, P;),
(P1,P1) = P1Qcon Q| = ¢

(4.4)Cx(2)

Sea K el grupo de automorfismos inducido por (4,4) en Z, y sea ¢ : oD K con
¢(aCx(Z)) = ¢a, donde ¢, es la conjugacion por a, veamos que ¢ es un isomorfismo.

Sean aCx(Z), bCx(Z) € %(CZ);(Z) con aCx(Z) = bCx(Z), entonces a™'b € Cx(Z),

por lo cual z(a~'b) = (a~'b)z, entonces aza™' = bzb~!, entonces ¢;' = ¢;',

por lo cual ¢, = ¢», asi que ¢ esta bien definida.

Sean aCx(Z), bCx(Z) € %(CZ);(Z), z € Z, entonces @ (z) = (b~'a)z(ab) = b~ (a 'za)b =

b (¢a(2)b = ¢(da(z)) = (¢ + ¢u)(2), por lo tanto ¢ es un homomorfismo.

Sean aCx(Z) € ker ¢, entonces para toda z en Z se tiene que ¢,(z) = z ya que ¢,

es la identidad en Z, pero z = ¢,(z) = a 'za, por lo cual a conmuta con todo elemento de Z,
asi que a € Cx(Z), por lo tanto ¢ es inyectiva.

Sea f € K, entonces f = ¢, para alguna a € (4,A4), entonces ¢(aCx(Z)) =/,

por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

Como

(4,4)Cx(2) _ <ACX(Z) ACx(2)

D) D O > = (P,P), entonces K = (P;,P) = P Q.

Seaz € Cz((4,4)) y ¢, € K, entonces ¢p,(z) = a”'za = a'az = z, yaque a € (4,A4), entonces todo
: i . Z N Z :
elemento de K fija a todo elemento de Cz({4,4)), entonces y 4, : ) ) definido
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por w4, (zCz((4,4))) = ¢pa(z)Cz({4,4)) es un automorfismo de

grupo de automorfismos de

——~—— inducido por K. Sea H el
A D)

FHE) inducidos por K. Sea f : K - H con f{¢.) = wg,,fes
claramente sobreyectiva, se observa que f{¢, o ¢») = f{d.) o f(ds), por lo tanto f'es un
homomorfismo. Sea N = kerf, sea ¢, € kerfde orden una potencia de g, ¢, deja fijo a Cz((4,4)),y
V4., Su automorfismo inducido, deja fijo a m, como Z es un p-grupo, por el Teorema 1 se

tiene que ¢, es la identidad. Entonces el orden de N divide a p, pero N < K = P;Q, pero si N # (1)
entonces N seria un p-subgrupo de Sylow normal, el cual no existe en P;Q ya que P;Q tiene al
menos dos p-subgrupos de Sylow distintos, entonces N = (1). Por lo tanto H = K = P, Q.

V4 < 2 1 Z — 4 ot ~ (4 r
‘—Cz wny ‘ SPLSU Ty wny ‘ 1 entonces K seria trivial, y como K = P,Q, P, Q también seria

trivial, por lo tanto

#+ 1. Por otro lado, si = p, se tendria que

z z ‘
Cz((4.4)) Cz((4.4))

z ~ ;
AW( oy ) = Zy-1, pero H es un subgrupo de Aut de orden pq’, lo cual no es

Z
Caatyy

posible, asi que 2,y como Z es abeliano elemental, entonces también lo

/A p 5
e )
cz(é,z» ) = GL(2,p). Como H = P,(, entonces H = P,0, con P, un

subgrupo de orden p y Q> un subgrupo normal de orden ¢’. Si [P2, Q2] = (1), es facil ver que

H = P, x 0, pero entonces P, seria normal en H, lo cual no es posible porque tiene mas de un
p-subgrupo de Sylow, entonces [P2,02] # (1). Sea R = [P2,(0>], como H = P,(Q> con P, p-grupo,
0> g-grupo normal y R un subgrupo normal de Q5 ya que [p,q] = (p"'q¢7'p)g = q'q € O, entonces
por el Lema 5 se tiene que Q> = RCp,(P2). SiR < Co,(P>), entonces Q> = Cp,(P2), por lo cual
[P2,02] = (1), pero como [P2,0>] # (1), /entonces R £ Cp,(P2), asi que [P2,R] # (1). Como

R = [P>,0,] < [H.H] < Aut(

es, por lo cual Aut

—z ) .
oAy ) , entonces R es un g-subgrupo del derivado de

Aut(Tﬁ,Z)))’ que es SL(2,p), entonces por el Lema 6 R es ciclico. Dado que ¢ divide al orden de
4

H 'y H es un subgrupo de Aut( ) = GL(2,p), entonces g divide al orden de GL(2,p) que es

z
)
-D@+1)@-1)p, entonces ¢ £ p. Como R es un g-grupo ciclico, R = Z,s cons > 1, su grupo
de automorfismos es isomorfo a U(Z,), y su orden es el valor de la funcién de Euler en ¢*, es decir
g*—q* ' = g*'(g - 1), pero como p > ¢, p no divide al orden de Aut(R), entonces como los
automorfismos de R inducidos por P tienen orden una potencia de p, entonces P so6lo induce el
automorfismo identidad en R, es decir que para todop € P, y paratodor € R, r = ¢,(r) = p~'rp, es
decir [r,p] = r"'p~'rp = 1, entonces [P2,R] = (1), lo cual es una contradiccion ya que [P,, R] debia
ser no trivial. Entonces nuestra suposicion de J(P) £ O,(X) no puede ser cierta, por lo cual

J(P) < O,(X) y entonces J(P) es normal en X. ll

Lema 8. Sea G un grupo soluble de orden p?q®, con p y ¢ primos distintos, y O,(G) = (1). Entonces
para todo subgrupo N de G que contenga a O,(G), O,(N) = (1).

Demostracion:

Como O,4(G) es normal en G entonces es normal en cualquier subgrupo de G que lo contenga, como
N. Dado que O,(N) N O4(G) = (1) y siendo ambos normales en N, entonces

0,(N)O4(G) = O,(N) x O4(G), por lo cual los elementos de O,(N) y los de O,(G) conmutan,
entonces O,(N) < Cs(04(G)). Sea H = C5(04(G)), como O,(G) es normal en G, entonces H
también es normal en G, y como O,(H) es caracteristico en H, entonces O,(H) es normal en G, y al
ser g-grupo entonces O, (H) < O4(G).



Sea P un p-subgrupo de Sylow de O, ,(H), entonces O, ,(H) = PO,(H). Como

P < H = Cs(04(G)), PO,(G) es un subgrupo de G porque O,(G) es normal y ademds P es normal
en €l ya que los elementos de P conmutan con los elementos de O,(G), por lo tanto

PO,(G) = Px 04(G),yal ser O,(H) < 04(G) entonces PO,(H) = P x O4(H) y por lo tanto P es
caracteristico en PO, (H) = O, ,(H), pero ademas O,,(H) es caracteristico en Hy H es normal en G,
entonces P es normal en G, por ello P < O,(G) = (1). Como O,,(H) = O,(H), se sigue que H es
un g-grupo. Como O,(N) < H, al ser H un g-grupo y O,(N) un p-grupo, entonces O,(N) = (1).

Lema 9. Sea M un grupo soluble de orden p?q®, p y ¢ primos impares distintos. Sea M, un
p-subgrupo de Sylow de M, y Z el soclo de M,,. Si Ciu(Z) = M, y O,(M) = (1), entonces J(M,) es
normal en M.

Demostracion:

Supongamos que no es cierto, y sea M un contragjemplo de orden minimo.

Como J(M,) no es normal en M, entonces existe 4 un subgrupo abeliano elemental de orden
maximo de M, que no estd contenido en O,(M), ya que si todo subgrupo abeliano elemental de
orden méaximo de M, estuviera en O,(M), entonces estarian contenidos en todo conjugado de M), ya
que O,(M) esta contenido en todo p-subgrupo de Sylow de M, por lo cual J(M,) < J(M,), y al ser
isomorfos M, y M, también lo son J(M,) y J(M,), entonces J(M,) = J(M,), y entonces J(M,) seria
normal en M.

Sea N = A0, ,(M), entonces O,(M) < N, y entonces
Oq< Op.q(M) < AOpg(M) N

0,(M) ) T 0,00 < 0,00 T 0,00
Sean Py, P», ...,P, los p- subgmpos de Sylow de N,

iOp( P _
000 = o.0n € entonces un p-subgrupo de

N
Sylow de o,0n bara toda i7; sea o; (M) un p-subgrupo de Sylow de o (M) , como K es de orden una
potencia de p esta contemdo en algun p-subgrupo de Sylow P de N, entonces

K o PO _
O’";EM < 0,,(M) op(M) donde M) es un p-subgrupo de Sylow de o (M) , por lo tanto
o0 = O, (M) - Los subgrupos — (M) son entonces todos los p-subgrupos de Sylow de —— o (M) , por lo
tanto

n P
0n(+25) = _NL” _ ow
0, (M) .=1 50T = 008 = o0
M _ O N : M
Pero 0p<—0p(M) ) = 0,00 = = (1). Entonces, como on0D contiene a Oq<—op(M) ) y
M _ g N _
W\ Gan ) = (1), entonces por el Lema 8 también O, W) = (1), por lo cual

0,(N) .
0:(1\/1) = 0p< 0,,]2,1\4) ) = (1), por lo tanto O,(N) = O,(M). Por otra parte N contiene a O,(M) y al ser

0,(M) = (1), nuevamente por el Lema 8 se tiene que O,(N) = (1).

Como 0,,(M) = O,(M)S con S un g-subgrupo de Sylow de O, ,(M), entonces

IN| = 4O, (M)] = |40, (M)S| = 551 = 140, (M]S| ya que 40, (M) es un p-grupo y S un

g-grupo, por lo tanto 40,(M) es un p-subgrupo de Sylow de N. Sea N, = NN M,,. Como O,(M) esta
contenido en todo p-subgrupo de Sylow de M, entonces estd en M,, y al ser 4 un subgrupo de M,
entonces A0, (M) < N,, por lo tanto N, es un p-subgrupo de Sylow de N. Siendo M,, un p-grupo, su
soclo Z esta contenido en su centro por el Teorema 3, entonces todo subgrupo normal minimal de M,
es de orden primo, ya que los subgrupos normales minimales de M, estdn en Z y todo subgrupo del
centro es normal. Por lo tanto Z es abeliano elemental, entonces AZ es abeliano elemental, y al ser 4
abeliano elemental de orden méaximo, entonces 4Z = A4, por lo tanto Z < 4 < A0,(M) < N,. Como

15
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Cu(Z) = M, entonces Cy(Z2) = NN Cu(Z) = NN M, = N,. Como todo subgrupo normal minimal
de M, est4 contenido en N,, y al ser estos normales minimales en N, ya que son de orden primo,
entonces Z esta contenido en el soclo Zy de NV, por lo tanto Cy(Zy) < Cy(Z) = N, pero como Z
esta contenido en el centro de N,, N, < Cn(Z)), asi que N, = Cn(Zo). Entonces al ser N un
subgrupo de M con N, un p- subgmpo de Sylow de N que cumple que Cn(Zo) = N, y que
O,4(N) = (1), entonces N cumple las hipétesis del teorema. Supongamos que N es un subgrupo
propio de M. por la minimalidad de M se tiene que J(N,) es normal en N, por lo cual

J(N,) < O,(N), y al ser A4 un subgrupo abeliano elemental de orden maximo en M, y que estd
contenido en N, entonces también es de orden maximo en N,, por lo tanto

A < J(N,) < 0,(N) = O,(M), contradiciendo la suposicion en 4, por lo tanto M = N = 40, ,(M)
con A4 un p-grupo abeliano elemental.

0,(0) 0,(M) 0,(M) 0,0 ° 0,00 8

normalizado por , el cual es isomorfo al subgrupo abeliano elemental m Entonces

A0p(M)
Op(M)

es generado por los centralizadores en —+-—

0 ) 40 0
Como 2z _ 0, g%) entonces 24 s normal en —4— = A% o hionces Lea

( Ipal) ) ( AO"(M) es un subgrupo con —-— ”(M) un g-subgrupo normal y un p-subgrupo

Op(M) 0p(M)
abeliano elemental, entonces por el Lema 2

AO0p(M)
0p(M)

a que al ser 22
yaq 0,(M)

0,
A0,(M) entonces

O0p(M) Op(M)

: 40 O,

pasara entonces si tomamos a € A40,(M)yo € O,,(M), como O”(%) centraliza a 00D
y4

que ao0,(M) = 0a0,(M), es decir, a'o™'ao € O,(M), y entonces o'ao € A0,(M), por lo cual
O,,4(M) normaliza a 40,(M), asi que AO,(M) es normal en My siendo 40, (M) un p-subgrupo
normal de M tenemos que 4 < 40,(M) < O,(M), lo cual es una contradiccion, por lo tanto existe

un centralizador que no es centralizado por A(;) "(%) .
P

Opg(M).
0,00 9¢

de indice p. Al menos uno de los centralizadores no es centralizado por

los subgrupos de
A0,(M)
Op(M) 2

centralizados por

generado por los centralizadores, si todos los centralizadores fueran

AO0p(M)
Op(M) 2

seria centralizado por

si Suponemos que €S0

tenemos

A0p(M)
O0p(M)

por ser de indice p y W es
P

del cual es

Sea o ( 35 uno de esos centralizadores y sea —— o ( D el subgrupo de indice p de

A0p(M)
centralizador. SeaR LAO,(M). Como —— o; (M) es normal en 0,0h

ya que lo centraliza, entonces K es normalizado por LAO,(M) = R,y al ser K

normalizado por o (M)

subgrupo de R entonces K es normal en R, y siendo K un p-grupo, entonces K < O,(R). Como
AO,(M) es subgrupo de Sylow de N = My esta contenido en R, entonces O,(R) < AO,(M). Pero K
es de indice p en AO (M) por lo cual, si K < O0,(R), entonces O,(R) = AO,(M), y por lo tanto

AOO p(%) es normal en o (M) , al igual que o; (M) , entonces al ser sus 6rdenes primos relativos, se tiene
P

A0, (M) . A0,(M)
que 5 % Y 5, (M) conmutan elemento a elemento, es decir, 0,0 centraliza a —— o (M) , una

contradiccion. Entonces tenemos que K = O,(R), por lo cual 4 no puede estar contenido en O,(R).

Sea M, NR = R,, como M, = AO,(M) < R se tiene que R, es un p-subgrupo de Sylow de R. Como
A es un subgrupo abeliano elemental de orden méximo de M,,, entonces también lo es de R,
entonces 4 < J(R,). Entonces J(R,) £ O,(R), por lo cual R, £ O,(R). Usado los mismos
argumentos en R que se usaron en N, se tiene que Oy (R) = (1) y que Cr(Q1(R,)) = R,,y R cumple
las hipdtesis del teorema, pero como J(R,) ¢ O,(R), entonces J(R,) no es normal en R, siendo
entonces que R es un contragjemplo con R < M. Siendo M de orden minimo, R = M. Como K era de
indice p en 40,(M) y K = O,(R) = O,(M), entonces O,(M) es de indice p en 40,(M), por lo tanto
el indice de O, ,(M) en M es
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[40pq(M)| - _ A0y(M)|IS|  _ |A0p(M)|

[0p.g(M)] [Op(M) ]S [0 (M)]

Sea Y = Q1(0,(M)). Supongamos que Z < O,(M). Entonces todo subgrupo normal minimal de M,
esta contenido en O, (M), por lo que cada subgrupo normal minimal de M, lo es también de O,(M),
entonces Z < Y. Por hipotesis Cp(Z) = M,, y como Cy(Y) < Cu(Z), entonces Cy(Y) < M,,.
Entonces Cp(Y) es un p-grupo, y al ser Y normal en M, entonces Cy(Y) es normal en M también, por
lo tanto C(Y) < O,(M). Ademas Y estd en el centro de O,(M), por lo cual O,(M) < Cu(Y),
entonces O,(M) = Cy(Y), y % = OpA(IM .Como [M: O,,(M)] =py[Op(M) : O,(M)] =g
M Op.q(M)
Op(M) Op(M)
subgrupo normal de orden p, entonces debe tener al menos dos p-subgrupos de Sylow distintos de

orden p, entonces % tiene al menos dos p-subgrupos de Sylow distintos de orden p, con lo cual M

cumple las hipotesis del Lema 7, entonces J(M,,) es normal en M, contradiciendo la hipotesis.

cons > 1, entonces

tiene orden pg°*, es un subgrupo normal de orden ¢°, pero no tiene

Entonces supongamos que Z £ O,(M). Como

[M . 0 (M)] — ‘MP‘ — |MmMP‘ — ‘MlMl’”MPOP,‘I(Ml — ‘MlMI’Ol’JI(M‘ — |MI’OP~LI(M‘ —
PP [0p(M)| [MpNOp.q(M)| My ||Op.q (M)| | MM),| |0p.g (M) || MM, | MM, |
‘Mpopsq(M)l
M
y como O, (M) < O, ,(M)M, < M, entonces O, ,(M)M, = O, ,(M) 6 O, ,(M)M, = M, si

O, q(M)M, = O, ,(M) entonces [M, : O,(M)] = p% = l,perocomo 4 < M,y A £ O,(M),

entonces O, ,(M)M, = M, por lo tanto [M, : O,(M)] = p, entonces M,, = ZO,(M). Seaa € Z con
a ¢ 0,(M),x € 0,(M)y bun g-elemento de M. b~'xb € O,(M) por ser éste normal, y como a € Z
y Cu(Z) = M, = ZO,(M), entonces a € Cy(O,(M)), entonces b~'xb =a~'(b~'xb)a =
(a'b'a)(a'xa)(a'ba) = (a'b'a)x(a ' ba), entonces x = (ba~'b~'a)x(a"'bab™"), entonces, para
todo O un g-subgrupo de Sylow de M, se tiene que [a, Q] centraliza a O,(M). Sea Q un g-subgrupo
de Sylow de M, como Q < O, ,(M) y O, ,(M) es normal, tenemos que [a, 0] < O, ,(M), por lo tanto
[a,0] < Co,,m(0,(M)). Como O,(M) es un p-subgrupo de Sylow normal de O, (M), entonces
Co,,an(0p(M)) = PQ, con O un g-subgrupo de Q y P un p-subgrupo de O,(M), y como todo
elemento de O conmuta con todo elemento de P, entonces Co,,i(0p(M)) = P x Q. Por lo tanto O
es caracteristico en Co, ) (O,(M)). Veamos que Co, ) (O,(M)) es caracterisitco en O, ,(M):

Sean f' € Aut(O,4(M)), c € Co,,m(Op(M)),yw € O,(M).

Como w es un p-elemento, la imagen inversa w' bajo f'es también un p-elemento, y siendo que

O,(M) es normal en O, ,(M), O,(M) es el Gnico p-subgrupo de Sylow de O, ,(M), por lo

tanto w' € O,(M).

Se)whle) = fle)w)fle) = fle'w'e) = fiw') = w.

Entonces f{c) € Co,,u(O,(M)), por lo tanto Co, ) (O,(M)) es caracteristico en O, 4(M).

O car PQ car O,,4(M) car M, por ello O es normal en M, por lo tanto O < O,(M) = (1), esto es

[a, Q] < P < 0,(M). Como también [O,(M), Q] < O,(M), entonces [(O,(M),a), 0] < O,(M), esto
es [M,,0] < O0,(M) < M,. Entonces M, es normal en M,Q = M, contradiciendo que O,(M) £ M,.

Por lo tanto el contracjemplo M no puede existir, asi que el teorema es verdadero. l
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2.2 Lemas de Thompson y Matsuyama.

Lema de Thompson. Sea G un grupo tal que G = MPQ con M un p-subgrupo normal, P un
p-subgrupo y O un g-subgrupo (p y ¢ primos distintos). Si P < C(Q) y Cu(P) < Cs(Q), entonces
M < Cs(Q).

Demostracion:

Como Cu(Q) < Co(Q), basta probar M = Cy/(Q). Supongamos que M = Cy(Q). Llamemos

K= Cu(Q)

Como todo elemento de K conmuta con todo elemento de O, Q normaliza a K. Como M es normal en
G, P normaliza a M, y como P < C¢(Q), P normaliza a Q. Ademas O normaliza a P ya que P
centraliza a Q.

Seanm € K, p € Py q € Q, entonces, como P normaliza a M, m" = pmp™' € M,y como

P < Cs(Q) ym € K, entonces m' conmuta con g, por lo cual m' € K, entonces P normaliza a K.
Como K es normalizado por Py por Q, entonces K es normalizado por PQ = P x Q.

Como M es un p-subgrupo, K < Nu(K).

Seah € PxQym e Ny(K), hmh™" € Myaque Px Qnormaliza a M, y como P x O normaliza a K,
hmh ' K(hmh™")~! = K, entonces hmh™' € Ny/(K), es decir, P x Q normaliza a N/(K).
Sea S un subgrupo de N/(K) normalizado por P x Q que contenga propiamente a K tal que no exista
algun subgrupo propio de S normalizado por P x Q que contenga propiamente a K. Como
S < Nu(K), K es normal en S. P x Q induce un grupo de automorfismos en - por conjugacion, ya
que S es normalizado por P x Q. Si = < tuviera un subgrupo caracteristico proplo -, entonces 7 seria
normalizado por P x Q, por lo cual T K, entonces - no tiene subgrupos caracterlstlcos propios no
triviales, por ello es abeliano elemental. Como P x Q normaliza a S, en particular P normaliza a S,
entonces PS es un subgrupo de G, y siendo Py S p-subgrupos, entonces €8 un p-grupo con <= un
subgrupo normal de €l, por lo tanto su interseccion con el centro de es no trivial. Sea
L = Z(£)n 2. Seaa € P,como £ < Z(£2), en particular se tlene que a”'laK = IK para toda
I € L, entonces ["'a™'la € K < L, por lo cual a”'la € L, entonces L es normalizado por P. Sea
beQylelL,como£ <£ySesnormalizado por Q, b~ (IK)b = (b7'ID)K € % < L& sea
as € PS, entonces

(b1 (IK)b)(asK) = (b7'Ib)K(asK) = (b~'Ibas)K = (b~'labs)K

ya que P centraliza a Q, y como Q normaliza a S, (b~'labs)K = (b~'las'b)K, ahora, como
£ < Z(£2), tenemos que las'K = as'IK, por lo cual b (las'K)b = b~ (as'IK)b, entonces
(b7'las'b)K = (b~'as'Ib)K = (ab~'s'Ib)K = (asb™'Ib)K,

ya que como bs = s'b, se tiene que sh~! = b~'s', y finalmente tenemos que

(asb™'Ib)K = (asK)(b~' (IK)b), entonces b (IK)b € Z(£%), es decir, b~ (IK)b € *, entonces
b~'(IK)b = I'K, por lo cual /'"'b~'Ib € K < L, es decir, b'Ib € L, por lo cual L es normalizado por
0, es decir, L es normalizado por P x Q, y al ser % no trivial y no existir subgrupo entre Ky S
normalizado por P x Q, se tiene que L = S, entonces = = Z(£5) N 2, es decir, < < Z(£2).

Seap; € Pys € S, como & < Z(£2), se tiene que sKp 1K = p1KsK, es decir, spi1K = p1sK,
entonces s~ 'p7lsp1 € K, por lo cual [S,P] < K,y como K = Cy(Q), entonces

[S,P,0] = [[S,P],0] £ [K,Q] = (1). Como P < Cg(Q), entonces [P, Q] = (1), por lo cual
[P,0,S] = [[P,Q],S] = [(1),S] = (1). Por el Teorema 4, tenemos que [[Q,S],P] = [Q,S,P] = (1),
y como S es normalizado por Qy S < M, tenemos que [Q,S] < Cu(P) < K. Entonces para todo
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q1 € 0, q1 induce el automorfismo identidad en %, ya que para toda s € S se tiene que

s7'q7'sq1 € K, es decir, sK = (q7'sq1)K = q7'(sK)q1,y como K = Cy(Q), cada elemento de O
induce la identidad en K, y al ser S'y K normalizados por Q, por el Teorema 1 cada elemento de O
induce la identidad en S, es decir, g~'sqg = s, entonces S conmuta con todo elemento de Q, es decir,
S < Cu(Q) = K, contradiciendo el hecho de que S contenia propiamente a K. Entonces M = Cp(Q),
es decir, M < Cs(Q). 1

Lema XX. Sea X un grupo soluble de orden p?q® (p, g primos distintos) y P un p-subgrupo de X.
Entonces O,(Nx(P)) < O,(X).

Demostracion:

Dividamos la demostracion en dos casos, cuando O, (X) = (1), y cuando es no trivial.

Supongamos que O,(X) = (1). Supongamos también que Oy(Nx(P)) # (1).Sea Q = O,(Nx(P))y
M = O,(X). Como Q y P son normales en Nx(P),y como Q N P = (1), si hacemos G = MPQ,
tenemos que P < Cg(Q), ya que al ser Py O normales en Nx(P), entonces se normalizan entre si,
entonces paratodoa € Pyb € Q,a'b™'abe PN O, porlo cual a”'b~'ab = 1, es decir, ab = ba.

Sea H = Cy(P), como Q normaliza a M se tiene que [H, Q] < [M,Q] < M, pero como

H < Cy(P) < Cx(P) < Nx(P)y Q < Nx(P), entonces [H,Q] < [Nx(P),0] < Q, asi que

[H,0] < MNQ = (1), entonces H < Cs(Q), es decir, Cy(P) < Cs(Q). Por el lema de Thompson
se tiene que O,(X) = M < C(Q), asi que [Q, M] = (1), entonces Q < Cx(M), por lo cual Cx(M) no
puede ser un p-grupo.

Como Cx(M) no es un p-grupo, entonces Cx(M) no es subgrupo de M, asi que M 5 MCx(M). Como
M < X, entonces X induce un grupo de utomorfismos en M, seaa € Cx(M),x € Xy m € M, como
la conjufacion por x en M es automorfismo existe m' € M tal que x~'m'x = m, entonces

xtaxm = xlaxx'm'x = xlam'x = x'm'ax = x'm'xx"'ax = mx"'ax, entonces x'ax € Cx(M),
por lo cual es normal en X, entonces MCx(M) < X, y por el terorema de la correspondencia
% < €. Sea 4% un subgrupo normal minimal de < contenido en % Como 4% es normal
minimal, es producto directo de subgrupos simples isomorfos, y al ser X soluble, % es soluble y %
también, por lo cual % es abeliano elemental, entonces % es de orden p°© o g¢. Si % tuviese orden
p°, N seria un p-subgrupo normal de X, por lo cual N < O,(X) = M, por lo cual seria % trivial,
entonces % es de orden ¢°. Sea S un g-subgrupo de Sylow de N, MS < N ya que M es normal en N,
y como % esde orden g y MN S = (1), entonces |MS| = |[M|q° = |N|, por lo tanto N = MS. Cada
elemento de Cx(M) induce el automorfismo identidad en M, entonces MC y(M) Ginicamente induce
automorfismos interiores en M, por lo tanto los automorfismos inducidos son de orden una potencia
de p, como S es subgrupo de MCx(M), y S es un g-grupo, los elementos de S inducen unicamente el
automorfismo identidad en M, es decir, para todos € Sy m € M, s 'ms = m, entonces M conmuta
con § elemento a elemento, por lo tanto lo normaliza, entonces S es normal en N, y siendo
g-subgrupo de Sylow es caracteristico en N, por lo tanto normal en X, entonces S < O, (X) = (1), lo
cual es una contradiccion.

Supongamos ahora que O,(X) # (1). Sea N = Oy(X).

Si % fuese un g-subgrupo normal de <, H seria un g-subgrupo normal de X, entonces X < Ny por
ende, % seria trivial, por lo tanto % no tiene g-subgrupos normales no triviales, entonces

Oq(%) = (1), y como % es un p-subgrupo de %, por la primer parte de la demostracion tenemos

que O, (N (Z5)) < 0(%) = (1),
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Veamos que —NX(P)N = N (£5).

N
Sea hN € NX(P)N con € Nx(P)ypN € £F entonces /™' NpNhN = h™'phN = p'N € LY,
entonces AN e N (5F LNy,
Sea hN € N (& ey ) con h € X, entonces A N(LX)hN = £ entonces s1pnN e &Y,
h~'pnhN = p n’N entonces (p'n")'h~'pnh € N entonces (p’n’) "hWlpnh = n",
y se sigue h~'pnh = p'n'n" € PN, entonces h™' PNh = PN, entonces h~'Ph < PN.
Como N es un g-grupo, |PN| = |P||N|, entonces Py h~' Ph son p-subgrupos de Sylow de PN,
entonces existe ak~! € PN tal que kPk™' = ka 'Pak™" = h™'Ph, es decir,
existe k € N tal que k~'h~'Phk = P. Entonces hk € Nx(P),y hN = hkN € L;)N.

Entonces NX(P)N =Nux (P ).

Entonces 0q< N Xx))N ) =0, (N x (& )) — (1) y como XN ~ NP _ “ohtonces

NylP) N Nx(P)N ’
0u(stm) = (1)
Sea R un g-subgrupo normal de Nx(P), entonces % es un g-subgrupo normal de NZZ;E;ZN ,
pero como O ( NNZEQN = (1) se sigue que % = (1), entonces R(Nx(P) N N) = Nx(P) NN,

es decir, R < Nx(P) N N, entonces O, (Nx(P)) < Nx(P)NN <N =0,X).1

Lema de Matsuyama. Sea G un grupo con G = AB, donde 4 es un p-subgrupo de Sylow y B un
g-subgrupo de Sylow (p y ¢ primos distintos). Sea A subgrupo normal no trivial de 4 y By subgrupo
normal no trivial de B. Si <A€°> = <c‘1dc |ce Boyd e A0> es un p-grupo, entonces G no es
simple.

Demostracion:

Sea X un conjugado de 4y, como Ay es normal en A, A < Ng(4y), entonces

G = AB < Ng(40)B < G, entonces G = Ng(Ao)B, sig € Gestal que g'dpg = X, g = ab con

a € Ng(4o) yb € B, entonces X = g'4og = b~'a'Apab = b~'Aob, entonces existe b € B tal que
X = A} (es decir ™' 4¢b). Como By es normal en B, b~! induce un automorfismo en B, entonces
para todo by € By existe un unico b; tal que bbob~' = by, entonces

R
X0 = (Af)bo = (Abbob 1) = (A41)?, asi que (XP0) = <<AB°>b> = <AB°>b y siendo <Ag°> un
p-grupo, (X?0) también lo es. Siendo (X?) generado por conjugados de X por elementos de By, es
normalizado en By, y es también generado de conjugados de 4¢. Sea Py un p-subgrupo maximal

normalizado por By que sea generado por conjugados de 4, y sea P un p-subgrupo de Sylow de G
que contiene a Py.

Supongamos que Np(Py) # P, siendo P un p-grupo, es nilpotente, entonces Np(Po) 5 Np(Np(Po)).
Sea k € Np(Np(Pyo)) tal que k & Np(Po). Como Py < Np(Py), entonces Pk < (Np(Po))* = Np(Py),
pero P§ # Py. Como Py es generado por conjugados de Ay, existe C conjugado de 4, tal que C < Py
y CF £ Py, ya que C¥ < P} y si para todo conjugado C de 4 tal que C < P, pasara que C¥ < Py,
tendriamos que Py = P§. Como C* es un conjugado de 4o, {(C*)B*) es un p-grupo, y

C* < P§ < Np(Po) y Bo < Ni(Po) ya que By normaliza a Py, entonces {(C*)50) < N;(P,), entonces
Po{(C*)Bo) es un subgrupo normalizado por By, y siendo Py ((C*)20) p-grupos, su producto lo es
también, y como C* ¢ Py, entonces Py 5 Po((C¥)?0), contradiciendo la maximalidad de P,.
Entonces Np(Py) = P
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Seah € G,como G = PB,entonces h = klconk € Pyl € B,comok € P =Np(Py) < Ng(Po)y
I € B < Ng(Bo), entonces By = By < (Ng(Po))' = (Ng(Po))" = (N6(Po))". Entonces By esta
contenido en cada conjugado de Ng(Py),

By <1I= n(NG(Po))h,
heG

por lo cual / # (1). Si Py no es normal en G, entonces Ng(Po) #+ G, por lo cual / # G, pero [ es
normal en G, ya que si tomamos ¢ € I[yw € G, como ¢ € d'Ng(Py)d para todo d € G, entonces
wlew € (dw)'Ng(Po)(dw), pero al variar d en G, entonces w™lew € d"'Ng(Py)d para todo d € G,
entonces w™'ew € I, y como I no es trivial, entonces G no es simple. Si Py es normal en G, como P
no es G al ser Py p-grupo y (1) # A)® < P, para alguna by € B, entonces G tampoco es simple en
este caso. l
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2.3 Demostracion del p-g Teorema de Burnside.

p-q Teorema de Burnside. Todo grupo de orden p“g® es soluble (p, g primos distintos).

Demostracion:

Supongamos que es falso, y sea G un grupo finito no soluble cuyo orden es divisible por a lo més dos
primos diferentes, es decir, un contragjemplo de orden minimo.

Sea |G| = pq®, p'y q primos distintos. Observemos que a, b > 0, ya que en otro caso tendriamos un
grupo con orden la potencia de un primo, por lo tanto seria soluble.

G tiene las siguientes seis propiedades, que se demostraran después del teorema:

(a) G es simple.

(b) Lema de Bender. Si M es un subgrupo maximal de G, el subgrupo de Fitting F(M) es o un
P-grupo o un g-grupo.

(¢) Un subgrupo maximal M de G no puede contener un p-subgrupo central propio y un
g-subgrupo central propio a la vez.

(d) Ningtn p-subgrupo central no trivial de G normaliza a algun g-subgrupo no trivial de G.

(e) G tiene orden impar.

(f) Sea M un subgrupo maximal de G con F(M) un p-grupo. Entonces si M, es un p-subgrupo de
Sylow de M, entonces J(M,) es normal en M, y M, es un p-subgrupo de Sylow de G.

Si M es un subgrupo maximal de G, por el lema de Bender el orden de F(M) es la potencia de un
primo. Supongamos sin pérdida de generalidad que F(M) es un p-grupo.

Por (f) un p-subgrupo de Sylow M, de M es también un p-subgrupo de Sylow de G y el subgrupo de
Thompsom J(M,), el generado por los subgrupos abelianos elementales de orden maximo, es normal
en M. Supongamos que existe M un subgrupo maximal de G distinto a M, tal que F(M) es un
p-grupo, y sea M, un p-subgrupo de Sylow de M.

Si M, = M,, entonces J(M,)) = J(M,), y J(M,) seria normal en My en M, y por ello seria normal en
(M,M) = G, por lo tanto M,, # M,. Entonces, por cada p-subgrupo M, de Sylow de G, existe un
tnico subgrupo maximal M de G que contiene a M,, con F(M) un p-grupo. Sean My M subgrupos
maximales de G tales que sus subgrupos de Fitting son p-grupos y sean M,, y M, subgrupos de Sylow
de My M respectivamente, al ser también subgrupos de Sylow de G son conjugados, entonces existe
g € Gtal que g'M,g = M, pero M, = g7'M,,g < g"' Mg, y al ser M maximal, g~' Mg también lo
es, y al contener a M, entonces g~' Mg = M, por lo cual los subgrupos maximales de G tales que su
subgrupo de Fitting es un p-grupo son conjugados.

Como para todo subgrupo maximal de M de G se tiene que F (M) es o un p-grupo o un g-grupo por
(b), entonces existen solo dos clases de conjugacion, llamense C, y C,, de subgrupos maximales,
donde M € C, si su subgrupo de Fitting es un p-grupo y M € C, si su subgrupo de Fitting es un
g-grupo.

Supongamos que p® > ¢°. Sean M; y M, dos subgrupos distintos de C,, tal que el orden de los
p-subgrupos de Sylow de su interseccion [M; N M:|, sea maximo.
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Supongamos que |[M; N M|, # 1. Sea P un p-subgrupo de Sylow de M; N M; y R un subgrupo
maximal de G que contenga a Ng(P). El centro de cada p-subgrupo de Sylow de G que contiene a P,
al conmutar cada elemento de él con P, esta contenido en Cs(P) < Ng(P), entonces Ng(P) contiene
a alglin p-subgrupo central, por lo tanto R también contiene a algin p-subgrupo central de G. Si F(R)
fuese g-grupo, cualquier p-subgrupo de R normalizaria a F(R) ya que éste ultimo es normal en R, y
esto contradice a (d) pues F(R) # (1), entonces F(R) es un p-grupo. El subgrupo M; N R contiene a
M N Ng(P) = N, (P).

Si P fuese un p-subgrupo de Sylow de M, también lo seria de G, y por cuestiones de orden también
lo seria de M;, entonces al contener los dos subgrupos maximales de G el mismo subgrupo de Sylow
de G serian iguales, por lo cual P no puede ser subgrupo de Sylow de M. Sea K un p-subgrupo de
Sylow de M, que contenga a P. P < K, y por lo tanto, P < Ng(P). Si H es un p-subgrupo de Sylow
de Ny, (P) que contiene a Ng(P), tendriamos que P 5 H, pero Ny, (P) < M N R, entonces si L es
un p-subgrupo de Sylow de M| N R que contiene a H, entonces P 5 L. Sea [M; N R|, el orden del
p-subgrupo de Sylow de M| N R, entonces

My Ma|, = P| < L] = M (R,

por la maximalidad de [M; N M|, se tiene que M, = R. Andlogamente M, = R, entonces
M, = M, una contradiccion, por lo tanto [M; N Mz |, = 1.

Si §1 es un p-subgrupo de Sylow de M; y S» es un p-subgrupo de Sylow de M, entonces
S1NS2 = (1). Por lo tanto
G| = pq" 5 p** = 15152| < |G|.

Esta contradiccion aegura que no existe G un grupo de orden p“g® que no sea soluble. H

Ahora demostraremos que el contragjemplo de orden minimo G del teorema anterior cumple con las
propiedades antes mencionadas:

(a) G es simple.

Demostracion:

Supongamos que G no es simple, entonces existe un subgrupo normal N de orden menor que Gy de
la forma p?g®, como G es minimal no soluble con orden la forma p?g®, entonces N es soluble, por el
mismo argumento % es soluble, entonces G seria soluble contradiciendo la hipdtesis, entonces G es
simple. l

(b) Lema de Bender. Si M es un subgrupo maximal de G, entonces F(M) es o un p-grupo o un
g-grupo.

Demostracion:

Siendo M maximal en G, es no trivial y de orden menor a G, por lo tanto M es soluble, por ello existe
un subgrupo no trivial de M que es abeliano y normal en M, y por lo tanto normal y nilpotente,
entonces F(M) no es trivial. Supongamos que |F(M)| es divisible por p y por ¢. Sea Z el soclo del
centro de F(M), como Z es producto de subgrupos normales minimales, cada uno de éstos es de
orden primo. En efecto, al ser subgrupos del centro de un grupo, de tener subgrupos éstos ultimos
serian normales en F(M), por lo tanto los subgrupos normales minimales son isomorfos a Z,, 6 Z,, ya
que p y ¢ son los unicos primos que dividen al orden de F(M), entonces Z = Z, x Z,, con Z, el
p-grupo formado del producto de los Z,, y Z, el g-grupo formado por el producto de los Z,. Y siendo
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F(M) nilpotente, es producto directo de sus subgrupos de Sylow S, y S,, entonces
Z(F(M)) = Z(S, x S;) = Z(S,) x Z(S,), pero el centro de grupos de orden una potencia de un
primo distinta de 1 no es trivial, por lo tanto Z, y Z, no son triviales.

Sea H un subgrupo maximal de G que contiene a Z. Como O, (M) < M, entonces O,(M) N H es un
g-subgrupo normal de M N H, por lo cual O,(M) N H < O4,(M N H).

Z, es normal en M, ya que Z, es normal en Z 'y Z, es p-subgrupo de Sylow de Z, por lo tanto
caracteristico en Z, y Z car Z(F(M)) car F(M) car M, por ello Z, es normal en M, pero Z, no puede
ser normal en G porque G es simple por (1), y siendo M maximal, entonces Ng(Z,) = M, asi que
Nu(Z,) = N¢(Z,) NH = M N H, entonces O,(M) NH < O,(MNH) = Oy(Nu(Z,)), y como (dado
que |H| < |G|) H es soluble y Z, es un p-subgrupo de /, entonces por el lema XX,
0O,(Nu(Z,)) < O,(H), entonces O,(M) N H < O,(H). Andlogamente O,(M) N H < O,(H). Como
F(M) es nilpotente, F(M) = S, x S,, ademds siendo que los subgrupos de Sylow son normales en un
grupo nilpotente, y F (M) es caracteristico en M, entonces S, = O,(M) y S, = O,(M), entonces
F(M) = 0,(M)O4(M), asi que

F(M)NH = O,(M)O,(M) NH = [O,(M) x Oy(M)] NH =

(OP(M) ﬂH)(Oq(A/[) NH) < Op(H)Oq(H) = F(H).

Entonces Z, < F(M) N H < F(H), por lo cual Z, < O,(H) y andlogamente Z, < O,(H).
Como F(H) = O,(H) x O4(H) los elementos de O,(H) conmutan con los de O,(H), entonces
O,(H) < Cg(04(H)) < Cg(Z, ytambién O,(H) < Cg(Z,), pero Cs(Z,) < Ng(Zy) = My
Cs(Z,;) < M, entonces F(H) < M, en particular, Z*, el soclo del centro de F(H), esta contenido en
M. Usando el mismo argumento de Zy H en Z* y M se tiene que F(M) < H.

Como F(M) N H < F(H), entonces F(M) = F(M) N H < F(H), y analogamente F(H) < F(M),
entonces F(M) = F(H) y como F(H) = F(M) < M,y (HU M) < Ng(F(H)). SiH +# M,

(HU M) = G ya que M es maximal, entonces G = Ng(F(H)), es decir, F(H) < G, una contradiccion
debido a la simplicidad de G, por lo tanto H = M, es decir, M es el tinico subgrupo maximal de G
que contiene a Z.

Sea M, un p-subgrupo de Sylow de M, G, un p-subgrupo de Sylow de G que contiene a M, y G, un
g-subgrupo de Sylow de G. Si M, = G,, como G = G,G,, entonces G = M,G,, G, contiene a
0,(M) y por cada conjugado G, de G, existe t € M, tal que r'G,t = G,. SeaR = n 171Gyt si
teMy
x € Ryg € G, se tiene que x € g 'G,tg™! para todo t € M, ya que x esta en todos los conjugados
de G,, paratodo t € M, existe a € G, tal que x = gt 'atg™!, entonces g'xg = r"'at € G ,¢. Como
esto vale para todo ¢ € M,, entonces g~'xg € R, es decir, R es normal en G. Pero M normaliza a
0,(M), entonces M, normaliza a O,(M), entonces O, (M) = t'0,(M)t < t'G,t paratodat € M,
asique(l) £ O,(M) < R < G, £ G, entonces R es un subgrupo propio no trivial de G normal,
contradiciendo la simplicidad de G, por lo tanto M, £ G, por lo cual M, £ Ng,(M,) al ser G, un
p-grupo, entonces existe g € Ng,(M,) tal que g € M,. Entonces, M, = g"'M,g < g"'Mg. Como M
es maximal y M no es normal en G, M = Ng(M), y como g no esta en M, se tiene que
Mé = g7'Mg + M. Entonces existe un conjugado de M que contiene a M,,, M&.

Como Z, A M, g7'Z,g < M?, asi que g7'Z,g < O,(M?). Como M, < M® y M, es un p-subgrupo de
Sylow de M, M, es un p-subgrupo de Sylow de M# también, asi que O,(M?) < M,, entonces
g 7,8 < 0,(M8) <M, < M.Sig'Z,g < M, se tendria que g7'Zg = g7'Z,Z,g < M, es decir,
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Z < M # M, entonces Z estaria contenido en un subgrupo maximal distinto de M, lo cual se probo
no era posible, entonces g7' Z,g £ M.

Como Z, < M, M8 normaliza a g~'Z,g, pero Z, < O,(M) < M, < M?, entonces Z, normaliza a

g 'Z,g. Sea H el conjunto de subgrupos de indice p de Z,. Como Z,(g"'Z,g) es un subgrupo ya que
Z, normaliza a g”'Z,g, entonces g~' Z,g es normal en Z,(g"'Z,g), y al ser Z,, abeliano elemental, por
ellema2,g7'Z,g = <Cg—lzqg(U)|U € H>. Si Z, no es ciclico, los elementos de A tendrian que ser no
triviales. Por cada U € H, C¢(U) £ G, ya que U es no trivial y si su centralizador fuera G entonces
seria normal en G,y Z < Cg(U) ya que U < Zy Z es abeliano, entonces cualquier subgrupo
maximal de G que contenga a C(U) contendria a Z, entonces el unico subgrupo maximal de G que
contiene a C(U) es M, por lo cual Cy17,,(U) < Co(U) < M, y g 'Z,g < M, una contradiccion,
entonces Z, es ciclico, y de forma anédloga Z, también, asi que Z = Z, x Z, = Z, x Z,(= Z,), por lo
cual Z es ciclico. Como Z,(g"'Z,g) es un subgrupo isomorfo a Z, es abeliano, entonces g~'Z,g
centraliza a Z,, pero el centralizador de Z,en G esta contenido en M, entonces

g'Z,g < Cs(Z,) < M, contradiccion. En conclusion, |[F(M)| no puede ser dividido por p y por ¢g. B

(¢) Un subgrupo maximal M en G no puede contener un p-subgrupo central propio y un g-subgrupo
central propio a la vez.

Demostracion:

Sea M un subgrupo maximal de G. Por el Lema de Bender (2), F(M) es o un p-grupo o un g-grupo.
Supongamos que F(M) es un g-grupo. Sea G, un g-subgrupo de Sylow de G que contenga a F(M).
Entonces Z(G,) < Cg(F(M)). Como Z(F(M)) es normal en Cs(F(M)), y al ser caracteristico
Z(F(M)) en F(M), Z(F(M)) es normal en M, entonces Z(F(M)) es normal en Cs(F(M))M, si
Cs(F(M)) 5 M, entonces, como F(M) = (1),(1) £ Z(F(M)) < Cq(F(M))M = G, una
contradiccion. Entonces C(F(M)) < M, es decir, Cq(F(M)) = Cu(F(M)). Pero por el Teorema
11, Cu(F(M)) < F(M), entonces Z(G,) < F(M) < M. Entonces Z(G,) es un g-subgrupo central de
G contenido en M.

Supongamos que M contiene un p-subgrupo central By # (1). Sea B un p-subgrupo de Sylow de G
tal que By < Z(B). Sea Ao = Z(G,) yA = G,4. Esclaro que 49 < Ay By 4 B, ademds como

Ao < F(M)y By < M, (b~'4oblb € Bo) <(m'Aom|m € M) < F(M), entonces (b~'4¢b|b € By) es

un g-grupo no trivial, por el lema de Matsuyama G no es simple, contradiciendo (1), entonces M no
contiene un p-subgrupo central. ll

(d). Ningtn p-subgrupo central no trivial de G normaliza a algin g-subgrupo no trivial de G.

Demostracion:

Supongamos que un p-subgrupo central no trivial H de G normaliza a un g-subgrupo no trivial K de
G. Sea S un g-subgrupo de Sylow de G que contenga a K. Entonces Ng(K) contiene a H'y a Z(S), el
cual no es trivial, y como Ng(K) # G, existe un subgrupo maximal M de G que lo contiene.
Entonces M contiene a H y al g-subgrupo central Z(S), contradiciendo a (3). H

(e). G tiene orden impar. "

Demostracion:

Supongamos que G tiene orden par, entonces |G| = 29¢”. 02(G) < Gy como G no es un 2-grupo,
entonces 02(G) £ G, pero como G es simple por (1), entonces O2(G) = (1). Sea S un 2-subgrupo
de Sylow, como el centro de S es no trivial tomemos a € Z(S) de orden 2, entonces (a) es un

[1] Vea comentario al final del Apéndice A.
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2-subgrupo central de G. Como a ¢ O,(G), por el lema 4, existe un g-elemento b no trivial de G tal
que a~'ba = b~'. Entonces se tiene que a*b"ak = bV e (b), por lo cual (a) es un 2-subgrupo
central que normaliza a (b), lo que contradice a (4). H

(f). Sea M un subgrupo maximal de G con F (M) un p-grupo. Entonces si M, es un p-subgrupo de
Sylow de M, entonces J(M,) es normal en M, y M, es un p-subgrupo de Sylow de G.

Demostracion:
Sea Z = Q(Z(M,)), y sea P un p-subgrupo de Sylow de G que contiene a M,. Como F(M) es un
p-grupo normal de M, entonces F(M) < M,,.

Sea N un subgrupo normal minimal de P, N es por lo tanto de orden p. Por ser P un p-grupo,

NN Z(P) # (1), yal ser N minimal, entonces N < Z(P), por lo cual N centraliza a F(M), asi que

N < Ng(F(M)). Pero M < Ng(F(M)), y siendo M maximal en Gy G # Ng(F(M)) pues F(M) + (1)
y G es simple por (1), entonces M = Ng(F(M)), asique N < M,porlocual N< MNP = M,,y,
siendo que N es normal en P, N es normal en M, entonces Q;(P) < Q,(M,), y por el Teorema 3,
Qi(Z(P)) < Qi(Z(M,)) = Z. Si existiese un g-subgrupo no trivial de G contenido en
Cs(Q1(Z(P))), entonces el p-grupo Q;(Z(P)) normalizaria a ese g-subgrupo, contradiciendo a (4),
entonces C(Q1(Z(P))) es un p-grupo, y como Q;(Z(P)) < Z, entonces C(Z) < C(Q1(Z(P))),
por lo cual C(Z) es un p-grupo, y Cp(Z) tambien. M, < Cu(Z) ya que Z < Z(Mp), y al ser Cu(Z)
un p-grupo esta contenido en un p-subgrupo de Sylow de M el cual contendria a M, entonces M, es
ese grupo de Sylow y por lo tanto M, = Cy(Z). Como F(M) es un p-grupo, O,(M) = (1), entonces,
como p y g son primos impares por (5), por el Lema 9, J(M,) < M.

Supongamos que M, no es un p-subgrupo de Sylow de G. Siendo M,, subgrupo propio de algun
p-subgrupo P de Sylow de G, su normalizador en él crece. Sea H = Np(M,). Dado que la imagen de
un subgrupo abeliano elemental de orden maximo de un grupo bajo un automorfismo es también un
subgrupo abeliano elemental de orden méximo, entonces J(M,) es caracteristico en M, y por lo
tanto, normal en H, entonces H < Ng(J(M,)). Pero J(M,) es normal en M, por lo cual

G = (M,H) < Ng(J(M,)), contradiciendo que G es simple. Por lo tanto M, es un p-subgrupo de
Sylow de G. l
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Apéndice A.
Demostracion del Teorema de Burnside usando Teoria
de Caracteres.

Definicion. Sea G un grupo y V un C-espacio vectorial. Una representacion lineal de G en V' es un
homomorfismo p : G -» GL(V). A la dimension de V se le conoce como el grado de la
representacion lineal. Dos representaciones py p' de G en V'y V' respectivamente se les dice
isomorfas si existe un isomorfismo fentre V'y V' ysifo p(s) = p'(s) o fparatodo s € G.

Definicion. La representacion p : G - GL(1,C) = C* con p(g) = 1 para todo g € G es conocida
como la representacion trivial o principal de G.

Definicion. Sea R un anillo y G un grupo. El anillo de grupo de G sobre R, denotado por RG, es el
anillo formado por las R-combinaciones lineales formales finitas de G con el producto definido por

(Z axX) (;% ﬁyy> =222 axfxy

xeG xeG yeG
Si F'es un campo, F'G es un F-algebra llamado algebra de grupo.

Definicion. Sea p' : G > S¢ tal que p'(h)g = hg, como Gy p'(h)(G) son bases de CG se puede
extender p'(h) a una transformacion lineal biyectiva de CG. La representacion lineal
p : G » GL(CG) donde p(g) es la extension de p'(g) se le conoce como la representacion regular.

Definicion. Sea p : G > GL(V) una representacion lineal de grado finito y W < V. Decimos que W
es G-invariante si p(g)w € Wparatodoge Gyw € W.

Definicion. Sea p : G > GL(V) una representacion lineal de grado finitoy W < V. Si Wes
G-invariante a la restriccion de p a W se le conoce como subrepresentacion.

Definicion. Sea p : G —» GL(V) una representacion lineal. Si J es un espacio no trivial y ningun
subespacio propio no trivial es G-invariante entonces se dice que p es irreducible.

Definicion. Si V es suma directa de subespacios W; G-invariantes, decimos que p es suma directa de
las restricciones p; de p en W;. Se cumple que p(g)v = Y pi(g)w;, donde v = D w;.

Teorema B1 (Maschke). Toda representacion lineal de un grupo finito es suma directa de
representaciones irreducibles.

Definicion. Sea p : G - GL(V) una representacion lineal de grado finito. La funcion y : G - C
donde y(g) es la traza de la matriz asociada a p(g) se le llama el cardcter de la representacion p.

Teorema B2. Toda representacion irreducible de un grupo finito G es sumando directo de la
representacion regular.

Teorema B3. El nimero de representaciones irreducibles no isomorfas de un grupo finito G es finito
y es igual al nimero de clases de conjugacion de G.
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Definicion. Los caracteres correspondientes a las repesentaciones irreducibles se denotan como y,
..., Xr, con r el numero de clases de conjugacion y y el caracter de la representacion trivial. Al
grado de la representacion cuyo caracter es y; se le denota f;.

Definicion. Sea p una representacion lineal y y su caracter. El nucleo de pes {x € G| y(x) = y(1)}
y se le conoce como el niicleo de y y se denota K. Si y; es un caracter irreducible denotamos el
nucleo como K. El conjunto {x € G| |x(x)| = x(1)} se denota por Z,. Si y, es un caracter

irreducible entonces se denota por Z;.

Definicion. Sean g1,..., g, representantes de las clases de conjugacion de G,y k; = [G : Cg(gi)],
sean pi, ..., p, las representaciones irreducibles de G, p; la representacion trivial y y; el caracter de
pi. La siguiente tabla es conocida como la Tabla de cardacter:

|1 k> ek,

1 g - g
_ | _ _ _ _
AR e
22 | fo ox2(g2) - x2(gr)
P : :
x| frox(g) o xr(gr)

Teorema de ortogonalidad por renglon. Para todo 1 < i,j < r se tiene que
S5 = o7 2 %@ (@) = 1o Lkixi(gxi(g)
geG =1

Teorema de ortogonalidad por columna. Para todo 1 < i,j < r se tiene que
> xg)xig) = 85 = |Cal(g) By
=1

Teorema B4. Z, < Gy K, < G para cualquier caracter de G, y si y es irreducible, entonces
Zy G

Ky Z( Kx )

Teorema BS5. Si G es no abeliano y simple, entonces Z; = {1} para toda i.

Definicion. Sea x € C. x es un entero algebraico si es raiz de algun polinomio moénico con
coeficientes enteros.

Teorema B6. El conjunto de nimeros racionales que son enteros algebraicos es el conjunto de los
nimeros enteros.

Teorema B7. Los enteros algebraicos forman un subanillo de C.

Teorema B8. Sea y un caracter de G. y(g) es un entero algebraico para todo g € G.

Teorema B9. Si y es un caracter irreducible de Gy sea g € G, entonces [G : CG(g)]% es un

entero algebraico.



Teorema B10. Sea y un caracter irreducible de G. Entonces y(1) divide a |G|.

(&)

Teorema B11. Sea y un caracterde G,seag € Gyseay = )

. Si ¥ es un entero algebraico,
entonces |y| = 1.

Teorema B12. Si G tiene una clase de conjugacion no trivial de orden la potencia de un primo,
entonces G no es simple.

Demostracion:
Supongamos que G es simple y que g; #+ 1 es un repesentante de la clase de conjugacion de orden p”
(con p primo y n > 0), por el teorema de la ortogonalidad por columna tenemos:

Z%Zt(gi)m = |Cc(g)6; = 0,

ya que g; no pertenece a la clase de conjugacion del 1, y como y,(1) es un numero entero entonces
tenemos que:

r r
0 1 1 xr(gix(1)
0=2 =52 x(@)y(l) =5+ EEE—
— @) " -
Entonces tenemos que Y 82402 — —Ly por el teorema B6 un racional no entero no es un entero
=

-
. i 1 .
algebraico, por ende ) % tampoco lo es, pero como los enteros algebraicos forman un
=2

P

subanillo de C por el teorema B7, entonces algun no debe ser entero algebraico con
(1)

2 <t <r.Como y,(g:) es un entero algebraico por el teorema B8, entonces “— no es entero
algebraico, pero al ser racional tenemos que p [ x.(1) y ademas y,(g;) # 0. Entonces tenemos que
[G : Cg(gi)] = p" esprimo relativo con y,(1) asi que existen a,b € Z tales que

alG : Ce(gi)] +bx.(1) =1,
entonces tenemos que

1(gi) . (gi)
2o = alG = Co(@] 28 + brig), .
xi\gi

pero por el teorema B9 esto es una combinacidn lineal de enteros algebraicos, por lo tanto S8

un entero algebraico, y por el teorema B11,
| x1(gi) —
(1) ’
es decir,
2(g)| = 1x (D] = x:(1).
Entonces g € Z,. Como G tiene una clase de conjugacion no trivial, entonces G es no abeliano, y
como es simple, por el teorema B5 tenemos que Z;, = {1}, entonces g = 1, una contradiccion, por lo
tanto G no es simple. l

Teorema B13. Todo grupo G de orden p?g® con p, g primos diferentes y a,b > 0 no es simple.

Demostracion:

Como todo subgrupo de un grupo abeliano es normal supongamos que G es no abeliano. Si G es

simple, entonces Z(G) = (1).

Sean C; las distintas clases de conjugacion no triviales de G, por la ecuacion de clases se tiene que:
G = 1Z(G)| + X

Como G es simple, por el teorema B12 cada clase de conjugacion no trivial de G tiene orden
divisible por al menos dos primos distintos, pero el orden de cada clase de conjugacién es un divisor
del orden de G, por lo cual el orden de cada clase de conjugacion no trivial es dividido por p y por g,

29
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por lo que p|>_|Ci|, y como p||G|, se tiene que p||Z(G)|, una contradiccion, por lo tanto G no es

simple. ll
p-q Teorema de Burnside. Todo grupo de orden p“g® es soluble (p, g primos distintos).

Demostracion:
Induccion sobe a + b.

Sia+ b = 1, entonces G tiene orden un nimero primo, y al ser ciclico es soluble.
Supongamos que cualquier grupo de orden p”g® con r + s < a + b es soluble.

Si a 6 b son cero, entonces G tiene como orden una potencia de un nimero primo, por lo tanto es
soluble.

Supongamos que a,b > 0, por el teorema B13 sabemos que G no es simple, y al no ser simple, G
tiene un subgrupo normal propio no trivial N. Por induccion, Ny % son solubles, y por lo tanto, G es
soluble. H
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Apéndice B.
Teorema de Feit - Thompson.

Prop. Las siguientes dos proposiciones son equivalentes.
(1) Si G es un grupo finito simple no abeliano, entonces G es de orden par.

(2) Teorema de Feit - Thompson (1963)
Si G es un grupo finito de orden impar, entonces G es soluble.

Demostracion:

Supongamos que (1) es cierto y sea G un grupo finito de orden impar.

Supongamos que G es simple; si G no fuera soluble entonces G seria no abeliano, pero el Teorema
de Burnside nos dice que entonces G seria de orden par, por lo tanto G debe ser soluble.
Supongamos ahora que G no es simple, usemos induccion sobre el orden de G. Como G no es simple
existe N subgrupo normal propio de G no trivial, como el orden de G es impar, se tiene que % yN
tambien son de orden impar, entonces por induccién % y N son solubles, por lo tanto G también lo
es.

Supongamos valido el Teorema de Feit - Thompson y sea G un grupo de orden impar.

Al ser de orden impar, el Teorema de Feit - Thompson dice que G es soluble, si G fuera simple,
tendriamos que el derivado de G es (1) 6 G, pero al ser soluble el derivado de G debe ser (1), por lo
tanto G es abeliano. ll

Observacion:

El contraejemplo minimo G que surge en la demostracion del p-g Teorema de Burnside es de orden
impar. El teorema de Feit - Thompson nos indica que este grupo G es soluble, con lo que podemos
concluir que este grupo G no existe y terminar asi la demostracion del p-g Teorema de Burnside. El
Teorema de Feit - Thompson fue conjeturado por Burnside en el afio 1911, y fue demostrado por Feit
y Thompson durante el Afio de la Teoria de Grupos Finitos, llevado a cabo en la Universidad de
Chicago en el periodo escolar 1960-1961. Su demostracidn original es de 255 paginas, y requiere
una base de conocimientos sumamente grande, que incluye la teoria de caracteres.






Notacion.

H<G
Hs G
HLG
HaG
Hcar G
H=G
(&)

[G : H]

G
H
Gl

G
Z(G)
Aut(G)
Ne(H)
Ng(h)
Cg(H)
Cg(h)
Cs(4)
(4, B]
J(G)
Q.1(G)
F(G)
0,(G)
Opy(G)

GL(n,q)
SL(n,q)

GF(p*)

Zn

U(z,)

AP = b7'4b

H es subgrupo de G.

H es subgrupo propio de G.

H no es subgrupo de G.

H es subgrupo normal de G.

H es subgrupo caracteristico de G.
Hes isomorfo a G.

Subgrupo ciclico generado por g.
Indice de Hen G.

Cociente de H en G.

Subgrupo derivado de G.

n-ésimo subgrupo derivado de G.
Centro de G.

Grupo de automorfismos de G.
Normalizador de H en G.
Normalizador de 4 en G.
Centralizador de H en G.
Centralizador de / en G.

Sid < Aut(G). Cg(A) = {g € G|f(g) = gparatodaf e A}.
Interderivado de 4 y B.

Subgrupo de Thompson de G.
Soclo de G, cuando G es un p-grupo.

Subgrupo de Fitting de G.

Subgrupo generado por los subgrupos normales de G de orden una potencia de p.

0pq(G)
Op(G)

Subgrupo que cumple que =0, (ﬁ)
D

Grupo de matrices invertibles de # x n con entradas en el campo de orden g.

Grupo de matrices de » x n con entradas en el campo de orden g

cuyo determinante es 1.

Campo de orden p“.
Grupo de las clases residuales de Z modulo # bajo la suma.

Grupo formado por los elementos de Z,, que tienen inverso multiplicativo.

A% = {b7'ab|a € A,b € B}
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