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El se un.a so La generacibn 

ca111p•rt:ienáo el· 111undo con una nuev• y ext:rahiil. especie: 

/.as co111put:aa'ora.s Ni la 

Nist:oria, ni La FiLoso'l"fa., ni el sent:z'do co111ün nos 

áirAn porque el Las 

vez. áe t:r•t:ar con m•teri• o energl•, se nos dice 

111.aneJan proc•sos d111 •cont:rol" a • in.,ror111a.cz·e,n• y 

• z'nt:elect:uales•. Son muy pocos los individuos que 

que 

.a.l.tn 

lloy 

en c•pacid.ad y co111plwJz·aad, 

y que estltn dese z'n•d•s • Jugar 

'l"ut:uro 

di rect:amen t:e con L•s 

Aunque sólo •Lgunos tr.at:a.mos 

co111put:ador•s 1 t:odos est:.amos 

c•yendo b•J·o I• so111br.a dtr su sz'e111pre cr•ci•nte 1rs'l"wrt11. 

de in'I" lu•nci•, •s por •L lo que t:oáo.s niilc•sz· t:aaos 

co111prender sus c•p.a.cidad•s y sus lz'111z"t11ocione.s. 

l'larvin L. l'JinsÁy 

Comput:•tions Finite •nd In.,inz·te /'J.achine.s 

./9&7 



INTRODUCCION 

E•ta trabajo •• un ra+lojo da nua•tro paso por la Facultad 

Economla da la UNAM y an particulcr por el Seminario de M~todcm 

Cuantitativo•, asf come de nuestra trayectoria prc+esicnal en el 

•raa de cómputo electrOnicc en di5tintoa centros de computo, en 

particular el Centro de Procesamiento Arturo Rosenblueth <CPAR> 

dependiente de la Secretaria de Educación Pdblica. 

El objetivo b&mico de este trabajo ea el de 

visión global de lo que el economista puede 

proporcionar 

eeperar de 

una 

e•a 

moderna y poderosa herramienta qu• e• la computación electrónica, 

_aplicada a la moluctón do los problema• tlpicos a los que se 

en+ renta, mediante Como es de 

esperar en un trabajo de esta naturaleza, gólo es po•ible cubrir 

una parte mfnima da los mucho• m•todo• que desde hace algunas 

d6cada• 6e 

deaarrollo 

industriales, 

han desarrollado para la exploración cientlfica, 

tecnoló~ico y la planificación de proyectos 

asf co~o para el estudio y control de sietema• 

económico& complejo•. Como es de auponer, todo& esos métodos ae 

basan en alguna t~cnica de las mate~atica• aplicadas, entre las 

que se cuentan al9un•• tan antiguas como la reeolución de 

•i•temas de ecuaciones y otras tan recientes como la teorfa de 

lom conjuntos borro&os desarrollada a m~diados de los a~os 

sesenta por Lot+i Zadeh. 

Desa+ortunadamente se observa que 

•e emplean o peor a~n •e hace uso 

esto sea a•f a• puede deber a un 

en oca•iones esta& técnica~ no 

desconocimiento o 

d~ ella& de manera errónea; 

dogmatismo inconsciente, 

incluso al temor. En cuanto a esto 

1 

que 

al 

es 



importante tener preaente dos cosas: 

1) 61ue el campo de acción de tales métodos no recen oc e 

fronteras ideclógi~as, pues como se sabe dichas fronteras 

son inherentes al investigador más no a las técnicas en si. 

Un ejemplo claro de ello lo constituye la programacfon 

lineal, desarrollada por el matem~tico soviético Leonid 

Kantorovich al final de lo& a~os treinta, con el fin de 

r~molver lo» problemas de planificación de la producción de 

la URSS. No obstante mu origen, la programación lineal ha 

uido y eu ampliamente aprovechada en los paises capitalistas 

para resolver una gran variedad de problemas, entre ellos la 

asignación de recursos en la prcducciOn industrial. 

2) Que la actividad ciQntff ica actualmente es 

multidisciplinaria, por lo que casi siempre es conveniente 

contar con la aai&t•ncia da un especialista capaz de manejar 

correcta y eficazmente tal e cual herramienta e incluso de 

inventar una nueva en ca&o necesario y de ser posible. 

Ahora bien, 

requiere en 

computadora, 

la utilización prActica de algunas de esas t•cnicas 

una o m~• de mus fases de la participación de una 

debido a que pre•entan aerias diTicultades para ser 

resuelto5 mediante procedimientos tradicionales y la computadora 

puede resolverlos rápida y eficientemente. Conaid•re&e a manera 

de ejemplo la invermión de la matriz de·Leontief del modelo de 

insumo producto de México para 1970, con solo 72 sectores, se 

requieren alred~dor de 380 mil operaciones elementales que 

efectuadas manualmente consumirían varios meses y que en una 

computadora peque~a tema unos cuantos minutos. Desde luego, esto 

no implica que el economista ten9a que ser un experto programador 

de computadora~, pero mi eu recomendable que tenga una cultura 

mfnima acerca de lo que es la computación electrónica, de lo que 

son las computadoras y lo que puede esperar de ellas, puesto que 

hoy en dla tarde o temprano enTrentarA la disyuntiva de usar o no 

una t~cnica computacional. Situación que se le puede presentar 

2 



tanto •n la inveatigactOn como dn la prActica diaria sea •sta en 

el wector pdblico e en •l privado. Esto ea, el cenocimiento y la 

aplicación de m•todoa matem~ticos en conjunción ~on la 

computación digital •• solo una opción. Sin embargo, debido a la 

creciente complejidad de los problemas que enfrenta el •conemista 

•• necesario considerar seriamente •l empleo da las t~cnicas 

desempetro computacionales 

pro-fesional. 

tanto en su -formación como en su 

En nuestro medio legrar lo anterior presenta algunas dificultades 

de orden pr4ctice, •stas esencialmente tson: 

y 

hacia la solución de problemas computación, pero eri•ntadas 

propios d• las ciencia• de la 

tipo administrativo. 

ingenierfa o hacia aplicaciones de 

2) La falta de cemunicaciOn que existe entre aquellos economistas 

que encaminan sus eafuerzoa por esto camino. 

Por lo que pensamos que este trabajo puede ~er de utilidad a 

quienes deseen hacer uso de ~etas •herra~ientas• en el ámbito de 

Ja Ciencia Económica. 

ORG~NIZACION DEL TEXTO 

Eate trabajo coneta da do& partes, la primera sa dedica a 

exponer los pri~cipios de la computación con equipe al•ctrOnico 

digital. Es decir, •• trata de la comunicación que existe desde 

hace algunas d•cadas entre los seres humanos y una clase especial 

de •mAquinas•: las computadoras.· En tanto que en la segunda se 

prewentan al9unas aplicaciones de m~todos numéricos a la Economia 

@mpleando computadoras. 

En •l capitulo uno se hace una breve reseNa de la historia de la 

computación. En el capitulo des se estudiará la "anatomfa• de las 

3 



com~utador••· ~n •l capitulo tr•• 

principal•• t•ma• d•l analf•i• num•rico, 

col•ccidn d• al9critmo• clA•icma. 

•• da un vi•t.azo • 

En lo• capft.ulc• cuatro a •i•t• •• tratan loa probl•mas 

pu•d•n conaiderarse t.fpico• la micro•concmfa >' en 

discu•iOn 

lo• 

que 

la 

del macroeconaMfa, •n 

t•ma •• incluy•n lo• algoritmo• y programa• que pueden 

utilizar 

r•'fi•r• 
•n •u 

a los 

scluciGn por computadora. El 

•l•m•Mt•• todricom oaonciale• 

capitulo cuatro 

del an;ili•i• 

... 
de 

inaumo producto, •l cinco •• trata de la programacidn 

mat•m4tica, •l capitule ••i• d••crib• las t•cnica• bAmicas do 

r•gr••idn omplead•• •~ la •conom•tr{a, mi•ntraa qu• •l cap{tulo 

discut.• sobre 

computadora di9ital. 

la ai•ulacidn d• 

Final••nt.• •• 

sistemas 

incluy• un 

•conOmicos 

glo•ario con 

aquello~ t•rmin11Ha d• la jerga computacional qu• pudi•ran r••ultar 

d•sconocidoa o poca clarea al lector. 

Para lo• lector•• int•roaadb• en conocer con mA• detall~ los 

m•todo• y la aplicaci~ de elles utilizando coMputadora•, en la 

biblio9raffa ••han ••~e•~• con un a•t•riaco aqu•llas abras que a 

nuestra Juicio puoden eati•facar dicho inter••· 

Por lo qu• taca a lo• 11N"09r&1111•• •• han ••crita •n el l•nguaje d• 

prcgraMación PASCAL, debido a ~ue es un lenguaje •standarizado, 

d• gran pod•r •xpr••ive y ~• &111plia di•ponibilidad en •quipos de 
bajo coste. 



Capitulo 1 

BREVE HISTORIA DE LA COMPUTACION 

A través han 

desarrollado 

calcular cada 

la hititori~, •e oba~rva qu~ lom mer•• humanos 

une enorme cantidad de metodou para contar 

voz d~ manera mA• rApida y eficiente. En 

y 

1 a.s 

siguientll!'s 

releovantes 

veran algunosa 

en la hiwtoria de la computaci6n 

los 

(ver e 17} y 

mA.• 

e 44 > > • 
Historia 

y que 

quep 

hoy 

se inició 

continúa 

hace miles de a~os con 

des~rrollilndoae con 

el uso de los dedos 

la• so~prendentes 

microcomputador•~· 

1.1 DEDOS, MARCAS Y RUEDAS 

El proceso de contar en tan familiar que suele parecer trivial; 

!i1 i reflexiona un poco es posible percatarme de que en gran 

parte de 

impllcita 

inmetnorio.l 

actividGdes diaria• intervi~ne dicho prOCCIP&O, sea 

o explfcitam~nto. Ente •• debe a. tiempo 

comunicar y ragistrar ~l n~maro de objetos, •l tiempo o la 

distancie, es decir, han tenido la necesidad de contar. Esto lo 

real i z111.ron probablament&> de manera intuitiva empleando SUB 

propios dedos, pero ~st~ sencillo m~todo tititne un serio 

inconveni~nte, se mabe por experiencia propia, su alcance 

limitado. En otra~ palabras, contar con los dedos se complica de 

manera creciente cuando se tienen que contar cantidades mayores a 

1 a drcCPna. 

A medida al la d• 

dioz, •l ingenio do los hombro• hubo do aguzarse de tal 



que crearon otra• tdcnicam, por ejemplo, haciendo peque~o• cortes 

en una rama, trazos en una tablilla de arcilla fre&ca, nudo& en 

una cuerda, entre otros. Ente p~rmitió no sólo contar, sino tener 

al mismo tiempo, registr~& de la información en forma permanente. 

Sin embargo, conforme la civilización se fue desarrollando la 

necesidad de efectuar operaciones aritméticas se incremento. 

En~onces surgió una de las tecnologias más importantes para la 

mecanización de los c•lculos aritm•ticos: el Abaco. 

El avance logrado con la invención del 4baco es muy significativo 

ya que,, permitió mecanizar el proceno de contar y a~n més, 

ejecutar la• operaciones aritméticas dm manera sencilla y 

eficiente. Sobre todo si ••considera que en aquella época el uso 

de la notación no posicional para representar los n~mero• era de 

uso corrient•, v. g. la numeración romana, donde sumar dos 

n~meros como pu•d•n ••r MCMLXXXIV (1984) y MMDCCCXLVIII (2848) 

resulta toda una hazaNa. 

E• hasta el siglo IX cuando lo• hindu•s inventan la notación 

posicional, que no es otra coma que un mod•lo simbólico del 

6baco, usando por primera vez un •imbele para ~epresentar el 

concepto de cmro. Con esta invención de lo• hindu6& al ser 

propagada por les Arab•• <por lo que se conoce como notación 

arébiga) •• •mtablecieron la• b•••• lOgica& para el desarrollo de 

verdaderas m6quina• de cAlculc. 

A P•••r de lo• avance• que •• derivaron de la invencidn de la 

notación posicional, el manipular ndmeros continuo teniendo 

varia• limitacicn•• y no ~u• •ino hasta 1642, aproximadamente 2~ 

aNo• de•pu•• de que 3ohn Napier desarrolló •1 concepto de 

logaritmo, que Bla• Pa•cal inventó una máquina para realizar las 

operaciones aritm•tica&. E•e dispo•itivo ••taba constituido por 

una serie de rueda• dentadas montadas nobre eje•. Cada una de las 

rueda• tenia diez dientes, uno por cada digito decimal <0-9). 

funcionamiento mecAnico no era todo lo bueno 

gran Pa•cal 

6 

que el 

trabajo 



del empl•ado contabl•. ParadOjicam•nt•, ••a calculadora m•cAnica 

no tuvo 6xito, principalm•nte por 111u elevado coste, as{ como •l 

temor, muy natural en las humano•, de ser d••plazadcs del trabaje 

por una m.6.quina. Hoy •n' dfa, •&• mismo temor •• la causa de la 

r••i•t•ncia a la computarizaciOn. Por lo que, no &erfa raro que 

un dfa d• ••tos, hombr•• armado• con palos y piedra• destruy•ran 

alguna computadora en el m.6.s puro ••tilo de la r•volución 

industrial. 

A~o• m.6.• tarde, el genial +ilOso+o 

modi+icO la pascalina, a~edi•ndol• 

distinta longitud a +in de aligerar el 

alemé.n, Gott+ri•d Leibniz 

una ru•da con 

trabajo necesario para el 

cAlculo de las cuatro operaciones elemental•• y poder obtener 

adem.6.a rafc••I actual•ente la rueda eacalonada d• Leibniz se 

sigue utilizando, pr.6.cticament• •in ninguna modi+icaciOn, •n lam 

moderna• calculadora• alectromec4nica•. 

en los primeros a~am del siglo XIX a la luz de la revolución 

industrial que se 

ponible controlar 

con la cual +u• 

lo• t•jidom los más divorsom di•ettms. sino hasta 

+inoa de ••• mimmo sigla cuando la tarjeta per+oreda •• uso por 

primera vez para la mecanizacidn d•l cOMputo, 6ato ocurrió cuando 

Herman Hollerith de~arrollO mu m.6.quina tabuladora para llevar a 

cabo el censo de población de los E. U. de 1890. Cabe mencionar 

que la empresa que +un~O Hollerith +u6 la base para 

del hoy todo poderc1110 •BIG BLUE•, e• decir, la 

Busin••s Machines Inc. (lBl'1>. 

1.2 EL SUE~O DE CHARLES BABBAGE 

En 

la creaciOn 

:Int@rnational 

Babba.9• 
motivado por la cr•ci•nte neceaidad de r•alizar c4lculoa cada Vl!!'Z 

máa coMpl•joa y •l alto grado d• error qu• •xiatfa en la mayorfa 

do ellos, id•O y conatruyó •n J822 un art•+acto al qu• llamó la 

•m.6.quina de di+er•ncias•, d•bido a qu• esta m.6.quina •ra capaz d• 

7 



rwaolv•r •cuacion•• polino•i•l•• calculando la• diferencia• •ntr• 

s•ri•• de n~m•rom. 

Al id•ar Babbage la •4quina d• di+•r•ncia• s• propuso que 

d• •f•ctuar los c4lculoa neceaarioa para construir la& 

ademAs 

tablas 

las imprimiera en papel. Sin embargo, ae encontró con serias 

dificultades d• ord•n t•cnológico, pu•a si bien, la mAquina a 

pequ•N• eacala funciono, a ••cala mayor roaultó un rotundo 

fracaao. Esto •• debió principalmente a que cualquier desajuste, 

por pequeNo que sea, em propagado y amplificado de tal manera por 

loa aiuteM~u raecAnicos, que llega a impedir au funcionamiento. 

Con 

i:.ipo 

el 

d• 

tiempo Babbage mejoró au 

mAquina, a.la quo llamó 

idea y decidió 

la •mAquina 

construir 

anal:ltica•s 

otro 

una 

mllquina parec:la hacer 

•n la 

cualquier cosa <excepto 

Babba9e funcionar>. Groeso modo, 

conceptualmente conteNplaba 

cualquier computadora actual: 

m4quina analftica 

las cuatro componentes básicos 

- Mecanismon de 

co•unicación entre 

entrada y salida que permitieran 

lo• humano• y la m•quina. 

- Unidad aritm«ttica, 

donde me efectuar/en las operaciones 

de 

la 

- Unidad de 

c:orrectamonto 

control para v•rif icar que 

laa tarea• y operacion••· 
•• realizarán 

- MB"moria 

resulta.den 

una tarea. 

o almac•n dende guardar lo& dato• 

d• la.a op•racion•• mientra• •e lleva a 

y las 

ef•cto 

Babbage nunca pudo ver aaterializado au sueho, debido en parte a 

que el Gobierne Ingl~• no quizo financiar el proyecto porque en 

las anteriores habfa fracasado y gastado demaaiado dinero, y en 

parte a la falta do una tec:ncla9fa apropiada, por •J•mplc, 

relevadar•• •l•ctroNec4nicas. 

8 



impartant• d•atacar qu• las id•a• y les prey•ctos d• Babbage 

no contribuyeren al avance de la computación, pues por desgracia 

para Babbage y la Humanidad, •u• eacritea fueron ignorados por 

mucho tiempo. El m•rito'qu• tuvo y que hay que reconocer fué el 

haberse adelantado a su tiempo al dimehar una cuasi computadora. 

Tuvieron que pasar m4& d• cien aho• para qu• el &ueho d• Charlea 

Babbage se realizara, lo que ocurrió cuando H. Aiken construyo la 

máquina electromecAnica llamada MARK I, ~mta realizaba las 

cperacionon aritm~ticam mediante relevadores electromecánicos, 

utilizando cintan y bandas de papel perforadas para auministrar 

lo• datos, dar Ordenes y almacenar la información. El esquema 

lógico de la MARK I correspondió •n gran medida al dis•~o de la 

máquina analftica de BaDbag•J los inconveniente& que presentaba 

•r•n su tamaho ffaico y aobre todo el t•ner que programarla 

mediante cintas de papel perforada•, caracterfstica 

complicaba la realización de proc•so& iterativo&. 

que 

El t•rmino •computadora• fue acuhado por •l lOgico matemAtico 

Alan Turing en un artfculo aobre la teoria de la computabilidad 

titulado •on computable numbers, with an aplication to the 

Entsheidungsproblem• publicado en 1936. En su escrito Turing 

define una cla•e de mAquinae abstractas <que hoy llevan su 

nombre> sumament• sencillas y sin embargo increfblemente 

poderosas. De manera in~ormal una mAquina de Turing se compone de 

una cinta dividida en celdas capac•• de almacenar un simbolo 

<daten e instruccion••>, y un carro sobr• la cinta capaz de leer 

el •fmbolo contenido por la celda sobre el que est4 ubicado, asf 

como ••cribir un •fmbolo en •u•tituciOn d• aqu•l. Es fácil ver 

que la cinta juega el papel d• memoria y el carro de unidad de 

control, y que como ••ver• m4• adelant• est~n 

cualquier computadora actual. A~n m~•. desde el 

pre5entes en 

punto de vista 

lógico una computadora es una colección de mAquinas de Turing m~s 

o menos elaborada <v•r <34>>. 

A de lo• ah os 3. Mauchly y P. Eckert 



construyeron la ENIAC <Electronic Numeric Int99rator and 

Accounting Computer> utilizando por primera vez componentew 

electrónicos <tubo• de vacfo y lineas de retardo> par• los 

circuitos y como medio de almacenami•nto de la in+ormación. Esta 

m4quina estaba d•stinada a una aplicación militar, la resoluciOn 

de ecuaciones de balfEticaJ curiosamente la mAquina termino de 

s•r construida más o menos un afto despu~s del +in de la segunda 

guerra mundial. 

M4s tarde J. ven Neumann y un grupo de colaboradores diseftaron la 

EDVAC <Electronic Discrete-Variable Automatic Computer> tambi•n 

conocida como la IAS <Institute o+ Advanced Studiem>. Esta 

máquina fue la primera en que los datos y programas compartfan 

una memoria com~n tal como lo hace una mAquina de Turing; siendo 

tambi~n la primera que se baso en la hoy llamada arquitectura ven 

Neumann, sentando asf las bases teórico prActicas de) disefto y 

construcción de las computadoras digitales. 

En esos primeros y heróicos aftos de la computación electrónica 

parecfa que sólo lo~ gobiernos y +uerzas armadas de loa paises 

desarrollados podrfan contar con m~quinas computadoraa. Sin 

embargo, en los primeros aNos de la d•cada de lo& cincuentas P. 

Eckert y J. Mauchly diseftan y construyen la primera computadora 

para uso comercial la UNIVAC I <Universal Automatic Computer>. 

Hecho 

inicio 

que marcó el +in de 

de una nueva era 

la prehistoria de la computación y el 

de incesante e increfble d•sarrollo 

tecnol6gico. 

motivos: 

Este ha sido Rstimulado esencialmente 

Los 

la 

a> El armamentismo, 

b) La carrera aeroespacial, y 

~> La comercialización 

requerimientos especf+icos de los 

miniaturizaciOn y la +abricaciOn 

dos primeros han 

en serie de toda 

por tres 

impulsado 

clase de 

dispositivos. En tanto que la comercializaci6n encontró una serie 

de mP.rcados nuevos como mon la automatizaci6n de o+icinas, los 
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vidtto 

otros. 

y la in•trucción asistida por computador&, entre 

1.3 GENERACIONES 

La evolución de las computadoras convencionalm•nt• se describe de 

acuerdo a las caracterfatica& de los componentes •lectrónicos que 

predominan en mu construcción, a cada una de esas etapas suele 

llam~reeles •generaciónª. El cambio de una generación a otra se 

ha dado d~ manora contfnua a una velocidad jamás lograda en rama 

alguna d@l quehac~r humGno. Por ejemplo, lag máquinas de la 

prim~ra generación llegaron a ocupar dttcena& de metros cuadrados, 

consumían ~xorbitantes cantidades de energfa y costaron millones 

de dólare5J en la actualidad una computadora de las llamadas PC 

<Personal Computer>, cuestan menos ~e 5,000 dólares, ocupan parte 

de un escritorio com~n y mu consumo de energ1a ~s menQr o igual 

al de una plgncha el~ctrica. Existen tambi•n las portátiles, no 

mayores qu~ un portaTolio5, quo Tuncionan con cuatro pilas de 1.5 

voltios y ~u costo e$ menor a los 500 dólares. Todo ello en menos 

de treinta y cinco a~om. Su• esto sea asf, se deb• principalmente 

a que las computadoras a diferencia de cualquier otro producto, 

incid• directamente ~n el diseho y construcción de la siguiente 

generaci6n da 

is in duda, m~ 

diTfcilmfPnt• 

tanto que 

computadoras. Por •Jemplo, 

pued& con5truir otro torno, 

participarA en el dise~o d• 

las computa.dora• y SilUIS 

con un torno mécanico, 

quizá mejorado, p~ro 

los nu•vo~ tornos. En 

componentes (circuitos 

integrados a alta ••cala> son dimeNados, construidos y 

mediat.nt• proc'!!!'sos asistido!!! .por computadora. 

probado& 

Sin embargo, •ste demarrollo ha ido tomado de la mano de una 

estructura de mercado clarament~ oligopdlicaJ a partir de los 

aNoe cincutPnta unas cuantas companfas gigantescas han dominado 

totalmente el mercado mundial de las computadora•. De ellas ocho 

son norteamericanas: IBM, Sperry/UNIVAC, Burroughs, Control Data 

Corporation, National Cash Regi3ter, Hon•ywell, Digital Equipment 

Corpor.\ltion y Hewlett PackardS tres •uropeas: Siemens 
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<Alemania>, Olivetti <Italia> • ICL 

dvmtaca la IBM, la que a partir de 

<Inglaterra>. Entre 

1960 •• aduehó del 70% 

mercado consolidAndose como el e&t4ndar comercial, •• decir, los 

demA• fabricante• se han visto forzados a ofrecer computadoras 

compatible• con lau distintas computadoras IBM. En particular con 

las •vedettea• de la• computadoras: -IBM 360- • -IBM PC-. 

1.4 MACROS, MINIS y MICROS 

Hasta haca unos diez e doce ahc• el computadora era 

empleado para denotar cualquier equipo dedicado al procesamiento 

electrónico de datos <EDP>. Sin embargo, hoy en dla el propio 

desarrollo de estos artefactos han hecho necesario agruparlos en 

tr•• el•••• de acuerdo a su capacidad y potencia: 

1. Computadoras 

clame de equipo• se caracterizan por su alta velocidad 

de operación y 9ran capacidad de almacenamiento de datos, lo 

que l•• permite atender decenas de usuarias en forma 

ccncurrante. Les equipos reprenentativos de ••ta clase de 

computadoras son las serios: IBM 33xx, IBM 43xx, CDC Cyber, 

Sperry 1100, y Burrcughs 7900. Cada una de las cual•• ~ien• 

varios modelos que abarcan una amplia gama de 

en cuanto a potencia y capacidades •• refiere. 

Es toa equipos son requeridos tanto en 

como en la investigación 

pa•ibilidad•• 

la gestión 

cientff ica y administrativa, 

tecnológica •. Como ejemplo una aplicación cientifica 

con•id•res• la capacidad de procesamiento y almacanami•nto 

de información requerido para aprovechar lo• dates 

enviados por un sat•lite en órbita. Tambi6n en la 

administración aplicacion•• qua •Ole puad en &er 

a cabo por una gran 

de eate tipo de aplicacionem 

censo nacienal de poblaciOn. 

12 

computadoraJ un ejemplo claro 

ea el procesamiento da un 



2. Minicomputador•• 

El término minicomputador• •• enga~o•o• loa 

equipos asf denominado• wOlo aon •mini• en lo que•• refiere 

precio y tama.tro, pues en general prerstan los miamos 

servicios que una computadora mediana. Inclusa bajo una 

configuración de red pueden reemplazar con éxito un equipo 

grande, con la ventaja adicional de evitar la centralización 

al acercar el equipo al usunrio final. Losa equipas 

repreaentativom de eeta clase son: VAX/11 y PDP-11 ambos 

producida• por la firma Digital Equipment Corpor~tion en 

vario• modelo• y HP 3000 do la Hewlett Packard. 

D• entre su• muchas aplica.cien•••• deetacan la• •i9uientae: 

control de proceso• industrial••• comunicaciones y •i•tema& 

de información. 

3. Micrcccmputadora• 

En 

lee 

la actual ida.d la• microcomputadoras ccnstituy•n une d• 

importantes en el mercado de biene• sectores m.ll• 

informllt.icos. Tipicament.e una microccmputadora ••t.ll ba&a.da 

en un microprocesador, e& decir, un circuito 

d• dirigir, controlar y coordinar toda la 

integrado ca.paz 

actividad del 

•istem.a.. Esta el••• de computadoras •• est4 empl•ando en 

muchas cubi•rta• por 

minicomputador••· La& equipas representativos de ••ta clase 

•on los producido• principalmente por Apple, Tandy Radie 

Shack, IBM, Hewlett Packard y Commcdore. 

El nl1mero d• 

computadoras es 

aplicaciones cubiertas por 

extremadamvnt• amplie, 
••t.• 

entre 

clase 

el las se 

cuentan el procesamiento de t~xto&, contabilidad, nóminas, 

inventarias, bases d• dato•, hojas electrónicas, instrucción 

asiwtida por computadora, ju•gow y mucha• mllw. 
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En •u•a., le>• •quipo• 

ideales 

a m•did• 

de cada una de esta• clases a+ rece 

para les di+erentes tipos d• usuario, 

que se desciende en la escala aparecen 

estas son mAs baratos y versAtiles. 

caract•rfstica& 

pu•!á si bien 

equipos menos potentes, 

1.~ UNA NUEVA MENTALIDAD· , 

Es d!+icil dudar que la• computadoras han sumer9ido a la 

Humanidad, caui ain qu• ••ta lo perciba, en lo que ya al9unos 

llaman la Era de la Computacidn. Su aplicación r•percute en toda• 

y cada uno de las ••pecto• d• la soci•dad. A~pectcs que 

necesariam•nte oxperiNentarAn, de hecho estén experimentando, una 

trans+ormac ión casi total, lo que implica la nece&i dad imp•r io•• 

de crear una nueva •entalidad, •• decir, considerar ne sólo el 

poder que implica la capacidad para manipular millones de datos, 

sino t&Mbi~n la posibilidad de que las computadoras p~edan hacer 

mucha• de las cosas que requieren de inteli9encia, esto es, que 

puedan llevar a cabo tareas que adn hoy pueden parecer sacadas de 

una novela de ciencia ficcidn <no necesariamente de la buena>J 

por ej•mplo, 

ayudar en 

tratamiento, 

supervisar el desarrollo de 

los diagnósticos médicos 

les cultivos a9rfcolas, 

incluso sug•rir el 

dime~ar computadoras propcrc lanar en!!lctffan:za tutcr·lar, 

y porque no, ayudar a plani~icar la ~conomfa. 

Esto ~ltimo a prim•ra vi•ta quiz• suene utópico, sin •mbar90 en 

la plani+icacidn 

sobre todo en la 

la actualidad 

económica en 

las computador•• ya intervien•n en 

distintos nivele• d• compl•Jidad, 

toma de decision•• dond• el procesamiento de grandes volumen•• de 

datos en +orma precisa y oportuna es e&encial. Desde el punto de 

vista computacional la mayoria d• las herramienta• <programan> 

empleoada.s para el procesamiento d• in~ormación socieconómica •• 
ba5a. Por ejemplo, l• inv•rsiOn 

matrices, •l ajunte d• curvas, la programación lineal, etc. 

T•cnicas que sólo mediante el uso d• computadora• •• posible 

aplicar d• ma.n•r• e~ectiva a les problemas de la Ciencia 

Económica, debido• •u gran complejidad y tama~o. 
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En la 

com~n. 

Capitulo 2 

ANATOMIA DE LAS COMPUTADORAS 

actualidad hablar de computadoras s• ha vuelto un 

toda clama de peraon••• en todo tipo d• lugares 

constante 

preguntar 
referencia a ••toe dichosos arte+actos. Asf que 

•s una computadora?, 

¿come +uncionan?. En ••t• capitulo •• 

¿cu~les son su• partes?, 

trata de responder a éstas 

y algunas otras pregunta• acerca de 

ea desde ml punte d• vista del 

las computadoras. El 

usuario +inal, 

eatudiarA su diseho y funcionamiento l09ico. 

alcance do emte trabajo la manera en que esto 

&Sto 

r•aliza 

+faicamente, es decir, su disvtto y +uncionamiento electrOnico. El 

lector int•r•uado podr4 obt•ner in+ormaci6n m4• detallada en las 

obras de referencia <13>. (43>, <30} y <~B} que se ofrecen en la 

biblicgra+la. 

2.1 ORGANIZACION DE LAS COMPUTADORAS 

Independientement• de au tama~c toda computadora estA constituida 

de una unidad central de procesa. una memoria principal y uno o 

mAs dispositivos p&rif~ricoa, la organización tfpica de ••t•• 

m4quina• •• pr•••nta en +orma ••qu•mAtica en la +igura 2.1. 

Figura 2.1 Estructura osqu•m~tica de una computadora 

+----------+ +------------------+ +--------------+ 
1 Memoria '~~' UNIDAD CENTRAL '~~-1 Di•positivas 
1 principal! 1 DE PROCESO 1 1 perif~rico& 1 +----------+ +------------------+ +--------------+ 

para ••tablecer la mfnima 



una computadora, •n un• palabra al •hardware•. 

UNIDAD CENTRAL DE PROCESO 

La wnida- central de procesa <CPU> o procesador central •• •l 

co•pon•nt• principal de cualqui•r computadora, por grand• o 

p•qu•~• que ••ta •••· La CPU ti•n• caMo funciones interpretar y 

•Jecutar las inntrucciane• que •• l• dan a la mAquina, asl co~o 

vigilar que osas procerr.oa •• lleven a cabo corr•ctam•nte. 

tfli!HORIA PRINCIPAL 

La ••maria principal o •i•plemvnt• memoria, ea el dispaaittvo en 

que reai-en toda• la• in•truccton•s (e•to ••el programa>, asf 

cam• 1& infor•acidn (loa daten> necesaria para que el proc••a 

La Manera en que 

viaualizada •i 

la memoria •stA organizada puede ser f6cilmente 

•• le considera como an4loga a l•• caja• de 

de cual~uier oficina de correas, ahf cada una de apartado poatal 

la• caja• tiene ••ociada un n~mero ~nico ~ntre cera y n. A ese 

n~mero ae le llama dirección de la localidad de menoria. En cada 

una -· ••a• localidad•• de·memoria •• tiene la capacidad para 

almacenar un patrOn d• ••hale• binaria• a las que •e lea dA el 

nombre de •palabra•. Una palabra est4 constituida por un n~mero 

fijo de df9itoa binarias contiguos, a lo• que de ordinario se les 

llana bits. Un bit•• la unidad mfnima de almacenamiento en una 

co•putadcra1 al n~mero de bit• que forman una palabra •e le 

denomina longitud de la palabra, la cual depende especfficarnente 

de la mAquina que ae trate. Las lon9itudea de palabra tipicas son 

s, 16 y 32 bita, aunque pueden encontrar•• de 12, 36, 48, 60, 64 

y 80 ~it•I esta caracteristica •• sumamente importante puesto 

que d• @lla d•p•nd• la magnitud d• los n~m•ro• •ntero• sin signo 

que pueden ••r repres•ntado• •n la memoria dir•ctamente. Par 

ejemplo, en una ~•quina con palabras d• 16 bit• la ma9nitud 
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máxima 

puede 

qulP 

una 

1. esto 

fuerte limitación, pero sólo lo es en 

ilpariencia, 

representar 

información. 

debido a que existe una variedad de métodos para 

dct na sólo lcm nllmeros sino cualquier otra clase 

En la figura 2.2 •• mu1rstra una representación de las unidades de 

almOlcenamienta mil• ccmune• y lea tipos de datos asociados a 

ellas. Comenzando con la unidad de almacenamiento más peque~a: el 

bit. 

Figura 2.2 Unidades de almacenamiento y tipos de dato• asociado• 

Unidad de Longitud 
almacenamiento en bit• Tipo de dato Ejemple 

Bit 

Byte 

Palabra 

Doble 
Pal abra 

1 

e 

e a 64 

16 • 80 

Lógica 

Caracteres 

Nllmvros 

Valeres de verdad 

O .. Falso 
1 "" Verdad 

Letras, nllmeros y 
sfmbolos 

Zz 
... ( ) 

Ordinales y enteros 

1, 204, 12~ 79i 6i 678 
'7, -s, -56/, +::.55::., -1 

Reale• 

1.245, -345.5, 3.141592 

A partir d• esta• unidades de almacenamiento simples es posible 

construir otras má.s e 1 a.boradas '· por ejemplo, les nllmerc!ll 

compleja• pueden •er represe11tados m•diante una pareja de nllmeroa 

reales almacenando cada uno de los componentes en una doble 
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DISPOSITIVOS PERIFERICOS 

La conunic:aciOn ontre .lea s•res humoanos y las computadoras se 

hace a trav•• de ciertas diapcaitivos a los que gen~ric•mente se 
les denoMina peri+•ricosJ ~&tos son equivalentes en alguna 'forma 

a lo• órganos de los eentldoa y a las extremidades de los seres 

vive•, pues es por medio de •lle& que las computadora$ 

intercambian in~ormaciOn con los humanos, el modio ambiente u 

otras computador••· 

•ntrilda. Reclbt11n informac:lOn del exterior, 

medio ambiente 

puede 

'forma provenir de lo• humanos o del 

directal ejemplo• de éstos son: los teclados, las lectora> 
de tarjetas perforadoam, los sensores de 

l•ctore• Opttco•, microf6nos, etc. 
lo& 

Do salida. A trav•s do eata clase de dispositivos las 

c:o•putadora• proporc:ionan a los humanos la informac:ión 

r••ultonte de las proc:esos Qfec:tuadou¡ entre éstos se 

•ncuontran: las impresora•, lam pantallas, los gra~tc:adores, 

•lntetizadores de sonido y de voz entre muchos otros. 

D• entrada y salida. E~te grupa de disposit.ivo5 en ac:asiones 

memoria •xterna. o mas; i va pa-rmiten 
almac:•nar, maneJ a.r e intercambiar 

velocidad. 
grande& volumenes 

diferencia de 
de 

1 O'B i nf orma.c i ón 

dispoalt.tvos 

la 

A 

de los grupos anteriores, estos 

lectura/escritura de in+ormac:ión 
m•dio, por lo general ma~n~ticoJ eja-mplos de 

dispositivos 

sobre 

és;;tos 

al'3un 
&on: 

cinta• magn•ticas, di&c:os y tambores moagn•tic:os, mwmoria& de 

••mlc:onduc:tore&, .m•mor i oas de burbuja, entre otros. 
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2.2 PROGRAMAS DE COMPUTADORA 

Hasta 

partes 

punto se ha hablado dnicamente de una 

esenciales de las computadoras: el hardware, 

de 

o 

las 

sea 

dos 

la 

parte -ffsica. En e&ta secciOn se hace una breve exposición de la 

parte intangible de las computadoras: el •sa-ftware•. 

¿QUE ES EL SOFTWARE? 

La 

el 

palabra sc-ftware nac~ en contraposiciéln al 

cual, como se dijo antes, habitualmente se 

designar los componentes -ffsicos de la computadora, 

equipo. En tanto que 110-f tware s;e emplea para 

hard~1are, 

emplea para 

es decir, al 

denotilr il un 

conjunto de instrucciones, programas, procedimientos y por 

extensiéln a la documentación asociada 

sistema de procesamiento de datos. 

biblioteca de rutina•, manuales. 

Por 

a la operación de un 

ejemplo, campilador•Bo 

Aunque •e ha de-finido el sa-ftware como todos los programas 

utilizados por laa computadoras, especf-ficamente se trata del 

soport• lógico que utiliza la máquina para operar. Es mediante el 

so-ftware que los humanos emplean los recursom ffsicoa de las 

computadoras para procesar la informaciéln. 

Conforme ha pasado el ti•mpo la programación d• computadoras ha 

evolucionado de manera sorprend•ntu, si bi•n continúa. siendo una 

extraodinaria mezcla de arte, ciencia • ingenio. Sin embargo, la 

manera en que actualment• SiR programa, dista mucho de lo que 

tuvieron que hacer los pioneros de la computaciOn, quienea 

prActicamente se comunicaban con las máquinas en el lenguaje de 

éstas con todo el esfuerzo qu• ~sto implica. Para mostrar al 

lector en forma sucinta la evolucidn de l• programaciOn, en la 

figura 2.3 se presentan en forma esqu•mAtica ejemplos de los 

diferentes estadfos de los lenguajes de programaciOn de 

computadoras cubiertos hasta la -fecha. 
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Figura 2.3 El lenguaje natural y les lenguaje• de programación 

Lenguaj• 

Natural 

Espaf'rol 

De programación 

De máquina 
M:IX 

Ens.;,.m!:>la.dor 
MIX AL 

Algc.>br<ltico 
Fortran 

Lógico 
Prolog 

Planteamiento del problema 

¿cuanto suman diez y dos? 

10100111000011 
01100000010000 
11001110001110 

LDA 
ADD 
STA 

5<1:5> 
6<1:5> 
7<1:5> 

X = 10.0 + 2.0 

to'l!la 10 
suma 2 
resultado 

Cual < x SUMA ClO 2 x>> 

Como se puede observar en la figura 2.3, la tendencia ha sido 

acercarse hacia la forma de expresión humana, siendo el paradigma 

el lenguaje natural, &ato es, que las máquinas y los humanos s& 

comuniquen directamente en el lenguaje humano, 

DE PROGRAMAS A PROGRAMAS 

Para facilitar la comunicación entre lo• humano& y las mAquinas, 

actualmente exi•ten diversas capas de especialización del 

software, correspondientes a los nivel•• d• ••pecializaciOn de 

los humanos en computación. En el esquema de la figura 2.4 se 

mu•stran 

hardware 

laa distintas capas de software que existen entre 

y las personas. Sobra decir que esta clasificación 

arbitraria y como ésta se pueden elaborar mucha• otras. 

Figura 2.4 Las distintas capas d• aoftware 

PERSONAS +-------------------------------------------------------+ 1 PROGRAMAS DE 1 PA~UETES DE PROGRAMAS 1 
1 APL:ICAC:ION 1 ESPEC:IAL:IZADOS 1 +---------------------------+---------------------------+ 1 S O F T W A R E D E P R O P O S :I T O 1 
1 GENERAL 1 +-------------------------------------------------------+ 1 S :I S T E M A O P E R A T :I V O 1 +-------------------------------------------------------+ MAGIU:INA 
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PROGRAMAS DE APLICACION 

Los programas que 

problema especf-fico, 

escriben y 

por ejemplo, 

utilizan para 

producir un 

particula.r, calcular una nómina o simular un sistema 

resolver 

in-forme 

·un 

en 

económico, 

se les denomina programas 

generalmente son escrito• por el 

más amplio del término>, haciendo 

aplicación. 

propio usuario 

uso de uno da> 

Estos programas 

Cen el sentido 

los lenguajes de 

prepósito gener~l, por ejemplo COBOLJ o bien empleando un 

lenguaje de propó~ito espec!-fico como DYNAMO para la simulación 

de aintemas din6micos. El problema que presenta esta clase de 

software es que p.ara desarrollarlo se requiere de un conocimiento 

adecuado de las herramientas a usar, es decir, dominar las 

ªciencias y artes• de la programación de computadoras, v. g. 

emtructuram do datos, organización de archivos, etc. 

Es importontlill' mene i onar que los programam de apl icac iOn, pueden 

ser tan complejos o m~m que el so-ftware de propósito general, 

por ejemplo, considérese la complejidad de los programa• 

empleados para el control de una planta termonuclear. 

PAQUETES DE PROGRAMAS ESPECIALIZADOS 

Un paquete de programa• especializados es una colección de 

procedimientos para llevar a cabo alguna -función espec!-fica o 

cAlculo ~til a mAs de un usuario. E•ta clase d• programas•• un 

punto intermedio entre el mo-ftware de propósito general y lo• 

programas de aplicaciónl un ejempl~ dv e•t• clase lo constituye 

el SPSS CStatimtical Package fer th• Social Sci•nces>, que es uno 

de lo• paquete• m~s completos y d• mayor U5D en •l mundo. El SPSS 

conaiste de un conjunte de procedimientos estadfsticoa que cubr&n 

las siguientes Area•: 
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Estadistica descriptiva 

Confiabilidad da los estadfsticos 

Confiabilidad de la di+er~ncia entr• estadfgtico• 

Tablas de contingencia 

Análisi& de regresión mdltiplo. 

Análisis de varianza y covarianza 

Análiai6 factorial 

Análisis de diacriminant~ 

Análisia de emc~lograma de Guttman 

En la cat~9orfa de paqu~tes de programa• osp•cializados se pueden 

incluir muchos otron pro9ramam o colecciones de ellos, por 

ej•mplo, los proce~adorea do texto6 o lag populares hojas 

~l~ctrónicas de cálculo llamadas •spraadsheet•J si&temau de 

graficación y ci~ntog de programa& mAs. 

La ventaja que tiene este tipo de paquete~ es que pueden ser 

usados por person~g con escasos conocimiento& de programación. 

Sin embargo, debe advertirGe que el hacer un uso racional de 

estom recursos d~ cómputo no es tan fácil como parece. Por lo que 

ea conveniente que el uguario an potencia cu~nte con el apoyo y 

asesorin de personal Qapecializado on el uso de •mtou paquetea. 

SOFTWARE DE PROPOSITO GENERAL 

La categor!a de software d9 propO•ito general se refiere a 

,aquellos programas que permit~n desarrollar otros programas, es 

decir, en eata categorfa ent~n principalmente los programas 

compiladores de los lengu~jes d~ programación como FORTRAN, 

COBOL, BASIC, PASCAL, LISP y PROLOG por sólo mencionar algunos. 

Con ~ata clase d~ 6of twara ol programador tien• a su disposición 

elementos que le permiten dvaarrollar programas de aplicación o 

cualquier otra claue de software. 

Es importante mencionar que para realizar esta clase d• software 

se requiere de conocimiento• d• camputacidn equivalente• a una 
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maestrla o doctorado en Ciencias de la Ccmputación o en 

Informática. 

SISTEMA OPERATIVO 

El sistema. operativo es la partil' del software que permite 

explotar los recursos del sistema de cómputo de manera racional. 

Sin embargo, el alcance de un sistema operativo no se restringe 

al control de los recursos, sino que gatisface una serie de 

requerimientos corno son: la confiabilidad, la prutección, la. 

eficiencia, la predictibilidad del sistema de cómputo, etc. Los 

sistemas operativo$ actuales son el producto de árduo trabajo de 

muchos a.Nos de cientos de personas altamente calificadas en 

ciencias de la computación. 

En re~umon, el software es el 

sobre el hardware, permite qu@ 

en forma automAtica. 

componente lógico, que actuando 

la computadora realice su trabajo 
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Capitulo 3 

UN VISTAZO AL ANALISIS NUMERICO 

En ca.pftulo •• presenta una braove introducción a. esa. 

rama da laa m~temática5 aplicadas que en el Análisis importanto 

Numltrico. En ella se hace un esbozo de los principales temas de 

rama de las matem~tica& y dv los métodos clásico& empleados 

asf como su tratamiento algorltmico. 

3.1 ¿QUE ES EL ANALISIS NUHERICO? 

El An4lisis Numérico e& la rama de las matemáticas a la 

c:ompete

proc:enos 

ctl desa.rrol lo, análisis y uso 

1'fsicoe y aocialea. En ot ra!!l 

de algoritmos que 

palabrag¡,, el 

que le 

simulan 

analisis 

numérico permite obtener soluciones num~ricas a.proximadas Cta.nto 

como se desee) d• mod•los matem~ticos d• sistemas +l•icos o 

sociales, con propdaitom de prediccfOn o expl ica.c ión d• 115U 

comportamiento. 

Es una de laa ramas más antiguas de la ciencia matemética, su 

historia data de loa tiempos •n que la predicción precisa de los 

+endmenoa celestes era crucial en el ciclo de vida d• la mayorla 

de las civilizacione, de la anti9u•dad. Sin embargo, es sólo 

hasta hace unos do• o tres si9los que se empezó a desarrollar en 

+arma &istem4tica. Muchos dR lo& matemAticos m•• notables de loa 

siglos XVIII y XIX, 

algoritmos que 

e 11 osa 

hoy en 

Newton, 

dla. ... Gauss 

•iguen 

y Eular, 

usando desarrollaron 

amplia.mente, por •Jemplo: el método d• eliminación de Gau&s para 

la ~olucidn da sistem•s de ecuacionem linea.lea. 

24 



Quiz4s el punto culminante del anAlisis num~rico clAsicc 

alcanzo en lo• trabajo• de Leonardo Eulwr, qui•n siempre tuvo en 

mente •1 uso numérico inmediato de mus +órmulaa y algoritmos. 

Desa+ortunadamente, deupu6u de Euler el desarrollo del anAlisis 

num•rico +u• decreciendo lenta, pero +irmemente, debido 

principalmente a las exigencias computacionales que los m~todos 

constructivou presentaban a medida que los problemas sujetos a la 

investigación ·matemAtica aumentaban su alcance y gene~alidadl 

~•to condujo a los matemáticos a inclinarse cada vez más por los 

m•todos lógicos en lugar de los constructivos, situación que 

prevaleció prAtticament• hasta el advenimiento de las 

computador&& &n la década de los cuarenta. Evento que ocasionó 

que el estudio y desarrollo del análisis numérico saliera del 

letargo en que se encontraba sumergido y que a la vez 

lograr nuevoa y grande• avances en la resolución de problemas de 

alta coMplejidad, tanto en la ciencia como en la t~cnologfa. 

Sin embargo, umo de las computadoras ha generado 

nuevos problema• para los matem6ticoa. Por una parte descubrir 

algorit•o• que •••n m4• rApidos, v+ici•nte& y e&tables de5de el 

punto de vinta computacional y por otra como adquirir un mayor 

conocimiento •n •1 an•li•i• de error••· 

3.2 ERRORES DE REDONDEO E INESTABILIDAD NUMERICA 

Loe programas de computadora pueden ser vi•tos como mod•lo& de 

•ituacione• del •undc real. Desa+~rtunadamente, no todo& le• 

aspecto• d• e•tas situacicne~ r•ale6 pueden ser representados en 

una computadora con la preci9ión deseada debido a mu capacidad 

~inita para el manejo de los n~meros real••S por ejemplo, 

cantidades decimales como 1.17 o 7639233.7293 es posible que 

tengan qu• ••r almacenadas de manera aproximada en la memoria de 

una computadora binaria. Lo que puede ocasionar que lam 

operaciones realizada• sub3ecuentemente 

produzcan resultados no siempr• vAlido•. 
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El meollo de este problema es la representación de los valores en 

la máquina, debido a que ~sta se halla limitada por la longitud 

-finita d&!' una pal abra de compu·tadora, entonce$ la repres9ntación 

debe ser redondeada a la aproximación más cercana que sea posible 

d• manera que 5e preserve el esquema de representación; de aqu1 

el nombre de •error de redondeo•. Por ejemplo, en una computadora 

con palabras den bit», cuando se multiplican dos n~meros, cada 

uno teniendo n bits, el producto resultante es un número de 2n 

bits, si 

un orror 

este ndmero es redondeado a n bits, entonces se genera 

de redondeo. Estos errores se propagan recurrentemente 

en -formas por demA• complicadas. El lector interesado podra 

encontrar un tratamiento detallado de este tema en el libro de 

Ralaton •7ntroducción al An•lisis Numérico• <47). 

Otro problema que aparece al usar computadoras es la 

inestabilidad num~rica, que puede producirse a partir de los 

errores de redondeo introducidos en el conjunto desde cualquier 

-fuente que se propagan de di+erentes maneras. En algunos procesos 

al9orftmicos estos errores tienden a crecer en -forma exponencial 

con e-fectos computacionales desaatrosos. Los algoritmos que 

exhiben tal comportamiento se dice que son num&ricamente 

inestables, en otras palabra5, sen5ibles a los •rror•s de 

redondeo acumulados! de tal suerte que los analistas num6ricos 

deben procurarse al9oritmos no sólo rápidos y •f icient•5, 5ino 

tambi~n estables en cualquier ocasión. 

3.3 TEMAS TRADICIONALES DEL ANA~ISIS NUMERICO 

Lo!!I 

analfsis num•rico son: 

1. Determinación de rafees de ecuaciones 

2. Interpolación 

3. Solución de sistemas de ecuacion•s lineal•• 

4. Di+erenciación num•rica 

~. Cuadratura o integración num•rica 

6. Solución de ecuaciones di-ferenciales ordinarias 
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En las siguientes secciones se hmce una breve discusión de los 

algoritmos •cl~sicos• de cada una de estas Areas. Se su9iere al 

lector i11teresado en ~ayores detallen, consultar alguna de 

obras liGtada& en la bibliografia en especial las marcadas 

los n~meros <11>, {25> y <53J. 

3.4 DETERMINACION DE RAICES DE ECUACIONES 

las 

con 

La Economfa, como ctraa ciencias, se apoya en las matemAticas 

para el estudio de diver~us fenómenos. Durante eses estudios a 

menudo es necesario det~rminar las rafees de ecuaciones de una 

variableJ algunos ejemples de estas ecuaciones sen: 

x~- 4x 

exp<x> 

1 o 
2cos<x> 

4x - 2tan<x> O 

= o 

Para las cuales, 

forma an~litica. 

alg~n método que 

raramente es posible determinar sus rafees en 

Es en estos 

produzca 

caso& cuando se requiere considerar 

aproximada•. Donde una 

•solución aproximada• quiere decir, un punto x~ para el cual una 

función fCx> =O se satisface aproximadamente, en otras palabras, 

un punto x* que •&tA •cercano a• una solución de f<x>. 

La lista de métodos disponibles para atacar este problema es 

y variada de manera que la elección del método a usar 

depende de las necesidades espacfficas del 

m~todo, esto e~, si se necesitan todn~ le~ 

en particular o sólo algunam, •i las 

complejas, mimples o m~ltiples, •te. 

METODO DE BISECCION 

usuario potencial del 

ratees de una ecuación 

ratees son reales e 

El m~todo más simple para hallar un cero real simple de una 

función continua f<x> es el método de Bolzano o de bisección <ver 

C2~>>. El proceso &e inicia hallando un intervalo 'ªº• bo> en el 

27 



•• ~neu•ntra •l e•ro o rafz deseada. Si •l e•r-o •• 

+<aol * ?Cbo> <O 

X 

•imple, 

manera 

(3. 1) 

El siguient• p .. o eon•i•t• •n bis•ct•r- el intervalo <ao, b 0 l, •• 

decir, edleular •l punto m•dio d•l intervalo: M • J/2,Ca0 + b 0 ). 

Entone~• se •val~•+<•> y•• forma el producto +<aol * +<m>. Si 

•1 producto •• ne9ativo, entcnc•s el cero ~. encu•ntra en el 

intervalo <&o, •>S •n case contrarie, éste•• •ncuentr-a en •1 
intervalo Cm, bo). Ahora bien, si +<a0 > * +<m> *O, entonce• m 

•• •1 c•ro busEado, ni ne se prcced• a bi••ctar el nu•vo 

int•rvalo, •l cual m• sabe que conti•n~ el cerm, y •• repite 

entera••nt• el proc••c hastA que se obtiene el c•ro con la 

preci9i0n d••••da. A centinuaeiOn se pr•senta ••t• pr-ccedimientc 

•n +arma algorf tmica. 

Dada una +uncidn f<x> cont~nua •n el int•rvalo Ca0 , 

que: 

Si f(ao> * f(bo> <•O entone•• 

Paran :•O, 1, 2 ••• , hasta qu• se satis+a9a, hacer 

Cm :• <• .. + b .. > / 2r 
1+ +ca .. > * f<m> <- º• a ... a =- ª"' bn+a :m ms 

en easm contrario, a ... a :• mJ bn+a :• b .. 1> 
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La -fra•• •hasta qu• se aatis-faga• usada en el algoritmo 3.1 

dP.b• pr•cisar al programar el algoritmo 

u•ualment• se •mplea alguno de les siguientes 

en computadora, 

crit•riom: 

Cual 

1) 1 ..... - b.,: <• e 
la,. - bnf 

2> ------------ <- e 
a ... 

4> It•rar un n~m•ro 
predeterminado de 
V9Cft'!5 

preci&ión absoluta en m 

precisión r•lativa •n m 
excepto para ª" • O 

valcrem p•qu•~cs de la 
-función 

crit•ric elegir dep•nde del problema que se est• atacando, 

en la pr6ctica suele combinars• el cuarto criterio con alguno de 

los tres primero•. 

L•• principales ventajas de est~ método sen: la sencillez con que 

•e pued• programar en cualquier lenguaje alg•bráico y la 

con-fiabilidit.d que•• ti~ne en los resultados cbt•nidcs, si se 

completam•nt• del programa de computadora. Por lo que 

toca • desv•ntajau, quizá la más relevante s•a que e• un método 

relativame-nt• 

•in•-ficiente" 

lento 

cuando 

para conva-rgir, lo 

la -función -f(xl es 

CUill 

muy 

puod• volverlo 

compl ic-.da. Sin 

embargo, •• puede> decir que es un buen m~todo con el cual siempre 

•• puede localizar una rafz real 5imple. 

3.5 INTERPOLACION 

En la computación manual a menudo es necesario recurrir a tabla& 

p•rit. averiguar el valor de una -función 

tabla• de 

•l valor 

!~= -funcion•~ trigonom•tricas, 

buscado tabulado es necesario 

por e-j empl o en las 

y cuando no ae encuentra 

interpolar entre de& 

valor••· Hcy en dfa en pecas ocasiones e& n•c•sario interpolar en 

una tabla matemática gracia5 a las calculadora• de bclsilloS •in 

embargo, al man•J•r in-formación de tipo •conómicc o liOC i al 

di5pu•sta en ~crma tabular usualmente es nece-saria int•rpolar. 
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En s;u +orma m'• simple la 

valor de una +unción de x, 

conjunto de puntos tabulares 

interpolación consiste en ••timar el 

+<x>, en un punta x a partir d• un 

<xa> Ci=0,1, ••• ,n> dado. Para ello 

•• •lige usualmente un polinomio, P<x>, que coincida can +<x> en 

lo• puntos tabulare&, entonces evaluando P<x> en el punto xcx* &• 

obtiene la estimación de5eada. AdemAs, si se desea se puede 

determinar el tamatto del error en que &e incurre al interpolar 

los valor•s. 

Una de las t6cnicas mas simple• y conocidas es el llamado m~todo 

d• interpolación de N•wton <ver <31>>. 

INTERPOLACION DE NEWTON 

En muchas aplicaciones de tipo predictivo la interpala~ión lineal 

r•multa inau+iciente, por la que es necesaria hac•r usa de un 

polinomio de grado superior. La ra2onable es obten•r mejores 

resultados que cuando se emplea un polinomio de grado bajo. Esto 

•••dado un conjunto de n+l puntas, <<xa, +<xa>> (iaO, 1, ••• , n>, 

se puede hacer pasar un polinomio de grado n a trav~s 

puntos, pudi~ndase probar que si los n+i puntos son 

los polinomios interpolantes de grado menor o igual 

d• •1>oa 

distintos, 

n son 

dnicas. Los 

di+erentes. 

canveni•nte 

polinomios pueden &•r expresadas en mucha& +arma& 

Sin embargo, en la practica la representación m4s 

Pn<x> ao + •.1. (x xo> .+ •::a<x xo> <x - x.1.> + 

+ + &ntx -·xo><x x.1.> ••• (x Xn-.1.> 
(3. 2) 

En ~sta +arma los coe+icientes dependen de los puntos dadas. 

Asllmase, por •impl icidad, que lo& Xa estlln regularmente 

espaciadas con un espacio h igual entre los puntos de manera que 

xa x + ih <i O, 1 ••. , n>, entonces los cav-ficientes de la 

ecuación <3.2> pasan a ser: 

""1c+<xo> 
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en donde 4 k+<xo> es la k-ésima diferencia adelantada de +<x> con 

X Si se de+ine "'+<x> = f(x + h) - +<x>, entonces el 

operador 

como: 

de di+erenc:ias.adelantadas "'kf<xo> de orden k se de+in• 

"'+<xo> = f<x1> f<xol 

""2f<xo> "" .. +<x.i> .. +<xo> 

Entonces la ecuación (3.2) expresada en términos de 

adelantadas se convierte en: 

P..,<x> f<xo> 

+ 

.. -f(Xo) 
+ ------<x - xo> 

h 

"'..,+ <xo> 
+ -------<xo 

n!h .. 
X,1.) ••• ( X 

diferenciai;; 

(3.3) 

La cual se conoce come fórmula o polinomio, 

Nl!'wton. 

de interpolación de 

Dos carac:teristicas 

Newton son: ll Se 

important•• del polinomio de interpelación de 

puede incrementar el grado del polinomio con 

sólo é!.gre1gar t~rminos que hagan -Falta, sin que sEIP tengan que 

rec:a 1 cu l eo.r los c:oe-fic:ientes previamente obtenidos. 2) El error 

del polinomio interpolante de un grado dado puede ser estimado 

con sólo examinar el siguiente t~rmino. 

Es importante mencionar que si bien para la mayor fa de las 

+unciones suaves el grado del polinomio interpolante aum~nta, en 

la prActic:a es mejor usar un polinomio d& grado bajo sobre un 

rango pequeNo de puntos tabulares que usar un polinomio de alto 

grado sobre un gran rango. Este método se denomina interpolación 

por partes. 
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3.6 SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LZNEALES 

Una de las herramientas matemáticas m~s 

economistas ha sido e~ álgebra de matrices. 

~ti les µara los 

Esto se d~be, en 

gran medida a que muchos de los problemas econ~~icos se pueden 

reducir al problema de resolver sistemas lineales de ecuacion~s, 

ademAs de que +ormularlom vn notación matricial resulta no sólo 

práctico, sino conveniente, pue&to que se dispone de una poderosa 

herramienta para obtener la& relaciones TUndamentale&. 

En t~rminos general••• el problema de hallar la solución numérica 

de un ~lstema de ecuaciones lineales consiste en encontrar los 

~ valorem x~, x 2 , •••• Xn que &ati&+agan al conjunto de ecuaciones: 

A&.&X1 + a~.zX2 + ••• + a1.nXn b1 

A2.&X& + ·~.aX3 + ••• + a3.nXn ba 

A di+er•ncia de lo que ocurre con las ecuaciones no lineales, 

det•rminar la solución annlftica de los sistemas de ecuaciones 

lineales no es problema, por ejemplo, la regla de Cramer 

propor~iona tal solución. El problema surge en la computación d• 

la solución, puesto que por pequeftos que sean los sistemas se 

requiere una cantidad considerabl• de operaciones elementales. 

Por ejemplo, hallar •1 det•rminante de una matriz de orden 100 

con •1 m•tcdo do Cramer en la prActica resulta imposible, pues se 

S * 10&~• a~os para realizar los cAlculos 

nec•s~rica, suponiendo qu• se cuenta con una computadora capaz de 

e+ectuar un millón de multiplicaciones y divisiones por segundo. 

A+ortunadamente, 

algoritmo• para 

~ 

se ha desarrollado una enorme colección de 

llevar a cabo esta tarea <ver <53>>. 

METODO DE ELIMINACION GAUSSIANA 

El m•todo de eliminación gausmiana es uno de los més antiguos 

32 



tal vez adn el mejor de los disponible& para el tratamiento de 

sistemas lineales. El procedimiento que involucra el método de 

Gauss es simple y directo, esencialmente se basa en tres 

operaciones elementales bien conocidas: 

1) 

2> 

3> 

dos ecuaciones cualquiera Intercambiar 

Mu 1tip1 i car una ecuación por un nllmero cualquiera 

distinto de cero 

Sumar una ecuación un ndmero determinado de veces a 

segunda ecuación 

una 

Su objetive es reducir la matriz de cce+icientes a una +arma 

triangular izquierda !3.4>, mediante el re•mplazo de ecuaciones 

por combinaciones adecuadas de ellas mismas. 

X1 + a1.3X2 + ••• + aA.n-1Xn-A + a1,nXn 

Xa + ••• + aa,~-AXn-A + az,nXn 

Para •lle se proced• como sigue: 

Se divide 

ccefici1tnte 

ta primera ecuación por a1.1 para 

igual a 1. Se multiplica c¡.ata 

b' ... 

b',. 

b"n-1 

Xn b 11 n 

hacer el 

"nueva• 

(3.4> 

primer 

primera 

y se continua 

y &e resta el 

a!lllf. Entonces 

resultado de 

en n-1 pasos 

la segunda ecuación, 

se obtendrán n-1 

ecuaciones, las cuales tienen sólo las variables xa, x~, ••. , x". 

Enseguida se r•pite el proceso para eliminar x 2 en n-2 pasos y se 

continua asfJ hasta que +inalmente se llega a una ecuación en Xn, 

la cual es +ác:il de resolver. Entonces se sustituye Xn en la 

ecuación que tiene sOlc a Xn y a Xn-1 y se resuelve para Xn- 1 • 

Es evidente que este proceso de sustitución hacia atrás produce 

la solución de una x. a la vez, en la secuencia: x"' Xn- 1 , .•• , 

X&, lo qu• resuvlVQ el sist•ma de ecuaciones. Expuesto de mane~a 

+ormal, •l m~tcdc de Gauss se presenta en el algoritmo 3.2. 
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Algoritmo 3.2 Método de Gau&s 

Da.da una matriz M <n * n + 1>. cuyas primeras n columnas 

contienen la matriz de coeficientes A <n * n> y en 

su n-~eima columna al vector B de orden n. 

Para k := 1, 2, ... ' n 1 ' hacer 

<r : = k; g := l MC r, k]:' 

Xtnl 

Para 

Par• : .. k + 1. k + 2' ••• ' n, hacer 

<Si : M C i, kll >= 9, entonces 9 : -= 1 Mt i, kll, r := il 

Si r <> k, entonce5 Intercambiar Renglones <r, k>; 

Para i :- k + 1, k + 2, ••• , n, hacer 

{c :"' MCi, kl I Mtk, klt 

P•ra j : - k + 1, k + 2, ••• , n + 1. hacer 

<Mti, jl := Mti, jl c * Mtk, jlt>> 

Para : • k + 1, k + 2, ••• , n, hacer 

<Mt i, k] : .. os> 
: .. Mtn, n + 1 J I Mtn, nJJ 

=- n 1' n 2, ••. ' 1. hacer 

<• =- º' 
Para j :• + 1 ' i + 2 ••••• nJ hacer 

<• :- • + Mti, j ] * XCJ l 1 > 
Xtil =- <MC i, n + 1l B) I MC i, i ]J >. 

3.7 DIFERENCIACION NUMERICA 

Es fr•cue-nte en Economia encontrar problema& en los que •• 
conveniente explicar la variación de una magnitud con respecto a 

otra magnitud emplean~o los conceptos medio y marginal. El 

primero de ellos expresa la relación por cociente entre la 

variación de <y> en un intervalo complete de valores de <x>, pcr 

ejemplo, el coste medio expresa la relación por cociente entre el 

coste total de una determinada producción y esa producciOn. El 

segundo concepto se refiere a la variación o cambio de <y> en el 

margen, es decir 

valor dado. Por 

que experimenta 

para cambio• muy pequehcs en <x>, a partir de un 

ejemple, el coste marginal significa el cambio 

el coste cuando, en cierto nivel d• producción, 
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•• praduc• un pequ•no incr•m•nto. Es claro 

Marginal •dlo ti•n• sentido cuando s• considera 

•••• cuando el incr•M•nto de <x> tiend• a cero; 

el concepto 

como un limite, o 

es decir, se debe 

inta-rpretar 

con <y>. 

como la d•r~vada dw la +unción que relaciona a (X) 

Esta• aplicaciones serian en extremo laboriosas si no +uera por 

qu~ en el cAlculo, 

y stst~matizAdo si 

la di+erenciaciOn es un proceso bien de+inido 

la +unción a di+erenciar est~ expllcitamente 

dada. Sin embargo, mi la +unción no esta dada en +orma explicita, 

por @Jemplo cuando de +<x> puede sólo conocerse un conjunto de 

puntos t~bulares, entonces para estimar la derivada en un punto 

•• tiene quo r•currir e un m6todo de aproximación por di+erencias 

+initas <ver <11>>. 

X 

__ 
'-';),~ ------ 1 

---- h 1 --- - -----1 
1 
1 
1 

Xt.h 

FORMULA DE DIFERENCIAS ADELANTADAS 

X 

La +orma m4o simple de votimar la derivada en un punto consiste 

en hacer uso del coci•nt• di+erencial o •+órmula de di+erencia& 

adelantadas• dada por: 

+ • Cloc> 
+<xo + h> - +<xo> 

~ ------------------- C3.5l 
h 

Que no •• otra cosa que la derivada d• + en x. Desde el punto de 

vista geom•tríco <ver 4igura 3.2>, el cocientff di+erencial (3.5> 

e• la pendiente de la cuerda que pasa por los puntea <x 0 , +<xo>> 

Y <xo + h, +<xo + h)l. 
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Se puede d•mostrar que el error en la fórmula de diferencias 

adelantadas es proporcional a h. Por lo tanto, la aproximación 

obtenida por (3.~l es por lo gen•ral pobre a menos que h sea muy 

p•queha. Sin embargo, si h ea muy peque~a, entonces es posible 

que haya una p~rdida seria de exactitud al efectuar la 

substracción de +<xo + h> y fCx 0 J, 
los ndmerom en la computadora. 

debido a la representaciOn de 

Desafortunadamente, adn 

diferenciación num~rica 

general diffcil obtener 

integración numérica es 

3.8 INTEGRACION NUMERICA 

bajo las mejore& circunstancias, 

es un procese inestable. Siendo por 

una buena aproximación. En contraste, 

un proceso muy estable. 

la 

lo 

la 

La integraciOn se puede interpretar de dos maneras distintas; 

inverso a la diferenciación o como un 

4rea debajo de una curva. Ambas 

como el procedimiento 

m~todo para hallar el 

int•rpretacionem tienen numerosas aplicaciones en la Economfa. 

En •l primer caso, si una función ••diferenciada y luego se 

integra la función obtenida, el resultado es la +unción original, 

excepto por la constante de integración si es que no se conoce. 

En Economfa este procese puede usarse, por ejemple, para hallar 

la +unción de ingrese total cuando ~• conoce la +unciOn de 

ingrego marginal. 

En ~l segunde caso, la integración se de~ine come el procese de 

hallar el valor lfmite d• una •urna de t6rminca, cuando el ndmero 

de t~rminos crece infinitament• y el valer de cada uno de elles 

tiende a cero. Una aplicación obvia de la integración a la 

Eccnomfa, bajo esta interpretaciOn, es 

total a partir de una +unción marginal 

la de obtener una +unción 

dada. 

Sin 

más 

embargo, las 

sencillas, 

integral•m de algunas funciones, 

son con frecuencia muy dfficiles 
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cf•bida a: 

2> la 

•xpr•aidn re•ul~ant~ es tan complicada que 

r•quier• demasiado tiempo; 

pero la 

mu evaluaciOn 

3) la función ••tA d•f inida por una tabla de valores. 

Et1 •ntonces cuando la integración se e+ectda m•diant• un método 

El problema de la integración o cuadratura num•rica •n 

m•• simple conaiate •n calcular una aproximación a la 

au -forma 

int .. 9ral 

d•finida: 

Geom•tricamente, 

interpretado como: 

de las x mobr• el 

REGLA TRAPEZOIDAL 

La +órmula m•a 

trap•zoidal. 

I "" J: f (X) dx (3.6) 

el problema de la integración puede 

hallar el 4rea entre la curva de f<x> y el 

int.•rvalo Ca, bl <ver figura 3.3). 

Xo 
)( 

»imple de integración es la 

Si la +unciOn f<x> en el intervalo a<= x 

una lfnea recta que pa•• por los puntos 

<= b ae aproxima, por 

extremos interpolando 
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linealmente mediante la .fdrmula: 

-f <bl -f <a> 
y<x> • +<•> + .------------------

b • 
( )( a., • 

y ... d• la 

-funcidn original, m•• al9dn maneje al9ebr.tl.ico se obtiene 

I J: - .,. ( )() 
b - • 

d>< <-f<a> + -f{b)) 
2 

que es simplemente la i'Ormula para hallar el Area del trap•zoid•. 

Por lo general, aproximar todo el intervalo con una sola lfn•a no 

es mu-fici&nte, por ~llo en la prActica se proc•d• a. subdividir el 

i nt•rval o e a, 

manttrs qua- nh 

bl en n part•• iguales, cada una de longitud h, de 

b 

.., a, )( .. ... + . ... ' nh = b 

Se obtiene a$f un conjunto de bandas, de -forma trapezoidal y •• 

calcula el 4rea de cada una. 

ejemplo la primera, ea~ 

T "" 

Sumando la• d• 

trapezoidal compuesta: 

h 

h 

2 

••• 
( f (><o) + -f ( >< i. > ) 

n bandas •• obt.i•n• la 

Tn • -;¡-<-F<><o) + 2-f<Ka.l + 2.f<M•) + ••• + 2-f<>< .. -a.> + .f(xl"> <3. 7) 

3.9 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

En mucho• problemas de la Economfa las relacion•• entr• dos o ~•• 

variable• ... e>stabl•cen como razonas de cambio do una o m.tl.• 

variable• en funcidn de laa razones de cambio de otra• variable•. 

Por ejemplo, la 

tasa a la el precio se acerca a su va.lor d• equilibrio 

d•p•nde de la magnitud de la di.ferencia entre las cantidades 

oferta y damanda.. 
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En las tasas de cambio pueden establecerse de dos 

~anera• distinta&. 

~orma contfnua, 

como d•rivadas y 

En una &e considera que los cambios ocurren de 

en este caso las tasas de cambio se consideran 

las ecuaciones qu~ las contienen se denominan 

ecuaciones diferenciales. 

s• consideran que ocurren 

un periodo promedio!!!! 

ttnuncian 

distintos 

en 

como diferencias 

En tanto que en la segunda los cambios 

de forma discreta o bien como cambios 

de tiempo, la!5 tas;as de cambio se 

en los valares de las variables en 

son lass 

mencionar 

puntos en el tiempo y las ecuaciones que los contienen 

llamadas ecuaciones en diferencias. Es importante 

que las ecuaciones diferenciales son el caso limite de 

la~ ecuaciones en 

los cambio• o 

prom•dio tiend• 

diferencias, cuando el 

dentro del periodo en que 

a. cero. 

periodo de tiempo entre 

!iie calcula. el cambio 

Lag ecuaciones diferenciales pueden ser del tipo ordinario o 

parcial. Lam •cuaciones diferenciales ordinarias son aquellas en 

la• qu• la variabl• dependiente sólo es función de una variable 

independient•. 

En mucha• ocasiones, al igual que en el problema de la 

integración, ocurre que la solución analftica de la ecuación 

diflPrencial no oxiste o bien e• tan complicado obten•rla que es 

pref•ribl• emplear m~todoa num•ricos para encontrarla. 

En •sta •ección se considera un m~todo num•rico para regolver en 

forma •~ncilla ecuaciones di~erencialew ordinarias de primer 

orden sujtttas a una condición inicial. Esto es, dada una ecuación 

que involucra una ~unción ~<x> y su derivada 

y• =fCx,y> C3.8) 

y un valor inicial tal que 

Yo (3.9) 

Se buaca una ~unción continua FCx> la cual satiEface la •cuación 

(3.8> •uJ•t• al valor inicial <3.9>. 
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METODO DE EULER 

El m6todo 

diferenciales 

mA& 

de 

simple 

manera 

y claro para. resolver ecuacionets 

numérica es el de Euler <ver {11)). 

Desafortunadamwnte este m~todo puede resultar muy impreciso. 

Figura 3.4 Método de Euler 

y 

X 

Geom~tricamwnte el método 

aproximado de y en x,. 1 , 

hasta la lfnea. x = x,. 1 • 

de Euler consi•te en encontrar un valor 

extendiendo la tangente a F<x> en x, 

Si la -función F<x> tiene una curva 

mua.ve, se sabe por sus definiciones que los diferenciales y los 

incrwmentos tienen las relaciones geom~tricas mostradas en la 

figura 3.4. Si 6 x •~ lo suficientemente peque~o, entonce& 

es una buena aproximación 

punto particular <x,, 

de: 

para Ay, y si ésta se evalda 

el siguiente valor de <y> se 

en un 

obtiene 

(3.10) 

Y como la derivada est4 dada por la ecuaciOn <3.81 se tiene que: 

a partir de los valores iniciales dadon, Entonces 

generar la funciOn y - F<xl mediante un procedimiento 

como •• muestra en el algoritmo 3.3. 
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Algoritmo 3.3 M~todo de Euler 

El 

Dada una ecuación diferencial 

l~s valor•• iniciales Xo y Yo, 

de primer orden dy/dx=F<x,y>, 

y el incremento Ax. 

Para :- o, 1, 2 ••• , hasta que se satisfaga, hacer 

<Y•·~ ªY• + f<x., Y•)AxJ). 

principal problema que presenta emte m~todo es el llamado 

•error local• debido a que me basa en el supuesto de que los 

valore• X• y f<x.> se conocen exactamente. Estos errores 

cometido• en cada paso se propagan y el error total al final del 

proceso puede ser considerable. 

Se ha pr•sentado una sfntesis muy breve del AnAlisis Num~rico y 

aolamente se ha discutido un peque~a ndmero de los algoritmos 

exi•tentes. estos trabajan correctamente para cierta clase de 

problemas, pero ninguno de estos algoritmos puede ser considerado 

el mejor para toda clase de problemas. Al usar un algoritmo es 

necesario estar atento para detectar cualquier indicio de que 

~&te no funciona apropiadamente para el problema particular que 

se trata de resolver y si es awf buscar el algoritmo apropiado, 

aqu~l que brinde la mejor soluciOn. 
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ANALISIS DE INSUMO PRODUCTO 

La necesidad de contar con h•rrami•ntas qu• permitan realizar el 

anéli•i• de la eccncmfa d• un pals, B• hizo palpable desde mucho 

tiempo atr4s. El problema de lQ ccnaclidaci6n de la econcmla, de 

hecho ha ccnmtitufdo la preocupación constante de los 

•ccncmistan, tanto teóricos come empfriccs a le lar90 del 

P•n•amiento económico. La cantidad y la naturaleza de las 

va!"ia.bles 

11tconOmicc 

qu• influyen GPn •1 comportamiento de un 

a nivel paf~ ha &i9nificado una limitación 

sistema 

para les 

estudiosos, por ello me han desarrollado varios es-fuerzas para 

tratar de e+ectuar el anAlisis de manera &impli+icada. Uno de los 

mas popular•• ha sido el uso de la matriz dv insumo producto que 

tiene!' come finalidad probar lo• e-f11tctcs dlil la polftica. económica 

9ubernamental •obre lo• distintos sectores de la econcmfa. 

liiervicios 

entr-• lea 

publicada 

di-ferontee 

en 1936. 

sectores, uaando ci-fras censales, 

Estas tablas describfan la eccncmia de 

-fue 

los 

Eatadcs Unidos subdividi•ndola en 44 s~ctcres. Sin embar90, para 

el análisi• de lae ci+ra• +u• necesario a9ruparlas en diez 

sectores debido a las limitaciones en la capacidad de cómputo. El 

desarrolle de las computadora• 

••t• método con m•s +acilidad, 

empleo sólo ••t• limitado por 

permite• los economistas utilizar 

actualment• se puede decir que su 

la di•ponibilidad de in+ormaciOn. 

En •ste capitulo •• pr•••ntan lo• elementos teóricos 

-fundamental•• del an6li•i• d& insume producto <ver <7>, <9> y 
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asf ccmo las rutinas <Listado 4.1) necesaria• para 

obten•r l& saluciOn 

4.1 EL MODELO DE LEONTrEF 

El modelo de inwumo produito propuesto por Wasily 

una +ormulacidn d•l equilibrio económico general en t•rminos d~ 

sectores industriales, su princip~l objetivo es explicar las 

magnitudew de la9 corrientes interinduGtriales •n función de lom 

nivel~s de producción d~ cada indu5tria, Es decir, de•crib@ l~ 

interdependencia estructural que existe QOtr~ lo~ diver5om 

sectores de una economfa, haciendo én+asis en las relacion•D que 

se materializan entre todos los agentes de la producción, 

agrupado• con ba•• a determinados criterios y poniendo de reliev• 

que no pueden ocurrir cambios en una actividad productiva, sin 

qu• ello ocasiona cambies directos o indirectoa en el, resto de 

law actividade5. Esta caracterfstica permite que el modelo ••• 

utilizado no aOlo p~ra describir históricamente las r•laciones 

••tructural••• •ino tambi~n como una herrami•nta de 

plani+tcacidn, por ejemplo, permite a los plani+icador•• 

id•ntificar aquellas industriaz que pueden provocar un 

estrangulamionto en la c+•rta. 

Si bten •l modelo do insumo producto se originó en lo• trabajoa 

do W. Lecntiof. tr•• •1 subyacen ideas que pueden s•r ubicadas 

can bawta anterioridad en la historia del an•lisis •conOmica. 

Cama es el caso d•l Tableau ~conomique de Quesnay, publicado en 

1~98, •n •l cual •• incluye una des~ripción de las r~lacicn•• 

•ntr• les agent•• d• la producción. Merecen tambi•n mencionarse 

la• mod•lcs de •quilibric económico general desarrollados por la 

corri•nte n•oel••tca, principalmente el de Walras. 

E• important• hac•r not~r que adn cuando le• 

•quilibrio g•neral d• tipo neoclásico constituyen 

t•óricom rel•vant•• d•l modelo de insumo producto, 

arig•n y finalidad•• diBtintas. Por ejemplo, en 
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9enE"ral 

una de 

de '"'•lram, concebido con un alto nivel 

las categorías centrales del análisis 

de 

la 

equilibrio 

abstracción, 

constituyen los precio!i, en tanto que en el modelo de insoumo 

producto, resultado de una investigación empirica, el e+ecto de 

los precios sobre la o+erta de los recursos productivos 

intermedias y +ina.les no se consideran; 

y 

por 

las 

el demandas 

contrario, los ajustes de esas variables se operan en relación 

con las interdependencias estructurales que se dan entre todos 

los sectores productivos. 

4. 2 MATRIZ DE TRANSACCIONES INTERINDUSTRIALES 

La principal +uente de 

producto son las cuentas 

i n+ormac i On 

nacionales, 

para el análisis de insumo 

en particular la cuenta del 

producto e ingreso nacionales, la cual registra como cr•dito toda 

la corriente real de bienes y servicios, o sea, corresponde a los 

ingresos recibidos por las entidades productoras, en tanto que en 

el d~bito se registra la corriente de ingresos +inancieros, es 

decir, los gastos corrientes de dichas entidades. A partir de esa 

in+ormación posible construir una matriz transacciones 

intersectoriales <+igura 4.1>, que es una representación total de 

la economfa en términos cuantitativos o en valor 

monetario. 

Figura 4.1 Matriz de transacciones intersectoriales 

+----+------------------------+----------------+-----+----------+ l P\Cl S1 S~ Sn DI l I C G E DF l OT l IMP VBP : +----+------------------------+----------------+-----+----------+ 
1 s .. : Y11 Xi.,J x ..... w.. I1 C1 G .. E ... y,_ z ... 1 M.a. X1 

1 l 

i i 
s. l x.1 ><•~ ><•n w.. I& c .. G& E .. Y& z .. 1 M.. X,. 

1 ! 
S., l X..,1 Xn.J X.,., Wn In C., Gn En Yn Z.., 1 Mn X., 

1 TIP i U1 Uz U_. .. Un ca> < 1 > i +----+------------------------+----------------+-----+----------+ :VAB:Vs. V-.J ••• Vn<•>tVzVcVGVa<,..>: V 1 V'I +----+------------------------+----------------+-----+----------+ : VBP 1 X1 ••• X..t - • • • Xn l I C G E Y l Z 1 M X l 
+----+-------------~----------+----------------+-----+---------~+ 
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La organización lógica de Ja matr~z d& transacciones se deriva de 

la división que se hace del consumo: intermedio y +inal; asl como 

d~ Jos insumos en primario& y producidos. Esta separación conduce 

a la -formación de cuatro' tipos de transacciones, cada une de esos 

tipos tiene asociada una partición de la tabla. 

La partición <1> es la que registra las transacciones de consumo 

-final de los bienes y servicios que a su vez subdivide en 

cuatro vectores, a BabQr: 

-Inversión CI> 

-Consumo de las -familia• CC> 

-Consumo del gobierno CG> 

-Exportaciones <E> 

.-
La suma de ellos, <Y> en la columna DF, constituye 

aproximadamente el 90% del producto nacional bruto cPNB>. 

La partición <2> ragistra las transacciones de compra venta que 

los s&ctoreu realizan wntre uf. Esto ea, cada asiento x.~ denota 

la cantidad del bien qu• es consumida por el sector j. Como se 

verA m4s adelante en esta partición radica el elemento 

del an~lisis de insumo producto. 

esencial 

La partición <3> registra el empleo de insumos primarios, es 

decir, los que no !Se 

trabajo. Usualmente 

CVAB> para indicar •l 

!5t!'ctor dado. 

producen d&ntrc del sistema, por ejemplo el 

se emplea el t~rmino valor agregado bruto 

consumo total de insumos primarios por un 

La partici~n <4> 

en el con1&umo 

r8'gistrm •l 

+·inal, por 

insumo directo de +actores primarios 

•J emplc, los empleos en el gobierno 

+e-deral 

mantener 

Por lo gen•ral 95tas 

la compatibilidad con 

transacciones sólo s• incluyen 

los totales nacionaleE. 
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4.3 ESTRUCTURA DE LA MATRrz DE TRANSACCIONES 

La estructura -formal 

expresar simbólica.mente 

de la matriz dR transaciones se puede 

mediante las siguientes ecuaciones de 

equilibrio: 

\ 
z. .. M1 + x. '- X&..t + v. - w. + v. ( 4. 1) 

... 
( i = 1. 2, . ·• . • n > 

\ 
x .. '- X l.J + V~ - u_. + v .. C4~2> 

• 
(j 1. 2 •••. • • n > 

Donde: 

Z 1 o+erta total del bi•n i-6simo 

x. e producción total del bien i-ésimo <rengl6n> 

x .. producción total del j-~simo sector (columna.> 

X•_. cantidad del bien consumida por el sector j 

Y, demanda +inal del bien 

W, demanda intermedia del bien 

U_. insumos teta.les empleados por el sector j 

V_. consumo total de insumos primarios en el sector j 

M1 importaciones del sector i-ésimo 

La. ecuación <4.1> expresa que la o-ferta total de cada bien 

igual a la demanda total, que está compuesta por la suma de 

demanda 

ecuación 

-final 

C•L2> 

más la demanda intermedia; en tanto 

expresa que el producto total de un 

que, 

sector 

es 

la 

la 

es 

igual a la suma del valor de los insumo& adquiridos y 

por dicho sector más el valor agregado en ese sector. 

consumidos 

Si $e aceptan las ecuaciones <4.1) y C4.2> como la definición de 

la demanda final 

respectivamente, 

que existe entre 

<Y1> y del valor de los insumos primarios 

entonces la demanda final es la diferencia 

<V_. > 
que 

la o+erta total de un bien y la cantidad 

consumida en el proceso productivo: 

...... w. 

46 



valor- dcr 

entre el 

lo• insumos 

valor de la 

primarios 

producción 

es la 

de un 

En -for-mn 

di-fer-enc:ia 

sector- y 

similar ~1 

que existe 

el valor de lo~ pa9os por los insumos comprados a 1 os 

otros sectores: 

Como puede observarme, estos conceptos para -fines pr4ctic:os, son 

equivalentes a los conceptos empleados en •1 an~lisis del ingreso 

nacional: pr-oduc:c:idn -final y valor agregado. Dicha equivalencia 

s• demuestra a continuación. 

\ 
/ T )(, 

\ 

'- ><•..t ..f 

••to ••• la producción total dlll' un bien es 

d•l mismo bien, 

importaciones da 

•qui l ibrio. 

más l• 

dicho 

demanda -final 

Por otra parte de la ecuaciOn <4.2>: 

\ 
I_ X_. .. ' + I_ V..t .. 

igual 

del 

al consumo total 

bien 

para 

menos 

legrar 

1 as 

el 

que representa el c:onEumo total on una situac:idn de equilibrio, 

•• tiene qu• la o-ferta total d•b• &er igual al consumo total, por 

lo que: 

\ \ \ \ \ \ \ 
/T '- X,_. + I_ y, 'r M& .. '- /T X,_. + '- v .. .. .. .. .. 

Como: 
\ \ '\ \ 
/T '- X&..t '- / X &..f .. .. T 

!5e tiene que 

\ \ \ 

'- Y& 'r • M& ,_ .. V..t 

que corre•pond• a. la igualdad básica d• 1 as; cuentas nac: i anal es. 
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4.4 ECUACION FUNDAMENTAL DEL MODELO DE INSUMO PRODUCTO 

En una 

industria emplearfa vario• +actores 

diversos bienes intermedios y +inales, 

insumo 

primarios 

existiendo 

producto, cada 

y producirla 

superposición 

entre 

todo 

las producciones d• di&tintas 

modelo económico +ormal, el 

industrias. 

modelo de 

Sin embargo, como 

insumo producto 

ewta.bl .. c• 

•conómico 

un conjunto d• supuestos acerca del 

de las variable& consideradas en el 

comportamiento 

análisis. Estos 

- La• actividadQB productivas de la economia 

agrupadas de tal m•n•ra que cada uno de los 

actividades resultante• de esa agrupación tenga 

+uncidn de producción. 

pueden ser 

sectores o 

una sola 

- Cada sector produce un bien homogéneo 

aplicacidn de una tecnologia ~nica y 

producido por ning~n otro sector. 

sobre la base de 

que el bien no es 

- La cantidad do cada uno de los insumos utilizados en la 

producción por un aector, •• totalmente determinada por •l 

nivel do producción do dicho sector. 

E•t• conjunto de supuesto& permite +ormular una ecuación para la 

demanda, x·~· como una -función de su propio nivel de producción 

<X,>, la cual so d&nomina +unción de :Insumo y seo ex.presa 

+ormalNente como: 

donde x.~ 

wimplicidad 

( i 1,2, ••• ,nJj 

non lo• costea -fijos de producción, 

se &uponen igual•• a cero con lo que 

1,2, ••• ,n> 

los cuales 

se tiene: 

pcr 

>< • ~ - a • ~ ><.1 (i - 1, 2, ••.• n• j 1,2, ••• ,n> (4.3) 

En la ••~ repr••enta •1 coe+iciente de inmumoa bienes 
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la prAct i ca, por interm•dios producidos por el sector-~. En 

razones d• cómputo y convvni•ncia estadfstica, e•tas funciones se 

se suponen lineales, por lo tanto, los coeficientes de la misma 

son constante-s, es decir, se trata de relacioneE lineales de 

proporcionalidad directa. 

De la mis?lla manera, t c:mua n do •n consideración el vector de 

i•portaciones, 

producción dC!'l 

se puede d•finir H, como una +unción del nivel de 

bi•n i-•simc <X,>, que simbólicamente se expr•sa 

c:omo: 
( i ,. 1' 2 ••• . ' n; j 1,2, ••• ,n> <4.4> 

Donde m, d•nota al coeficiente de importaciOn. 

Entonc•s sustituyendo en la ecuación contable <4.1> x,.., por a,..,x.., 
y M, por m,x, •• obtiene: 

' x, '- ..... x.., = y, - m,x, ... (4. ~> 

y agrupando los términos •• obtiene: 

' ( 1 + m,>><, I_ ...... x ... Y, ... <4. 6) 

qu• conetituye 

producto •PI •I 

divi•ión de las 

la ecullllCión fundamental del modelo de in•umo 

caso general. Esencialmente se basa en una 

variabl•s, 

producción en cada sector ex •• 
las que cambian con 

M,> y las que ne 

el niv•l de 

se modifican. 

Conceptualmente esta es una manera de determinar los niveles de 

de producción cada s&ctor en funciOn de un conjunto dado 

demandas autónomas. la ecuación <4.5> es una funciOn 

de producción en una ecc~cmia simplificada. 

4.~ MATRIZ DE LEONTIEF 

Esta consideración de los a la producción 

P•rmit• plantear la fomulación del modelo, Y ll!'n particular, el 

contenido de la partición <:3> de la matriz de transacciones 

intersecto~iales como un sistema de ecuaciones lineales, seg~n se 
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mu•wtra a continuaciOn: 

+ 

+ (4.7) 

+ •n .. x .. + 

El wist•ma de •cuaciones <~.?'>, pu•de s•r reescrito en +unción de 

las demandas +inale• r•+•ridas, con lo que •• tendr4: 

x .. [ (1 + ""·) x .. + ..... >< .. + a .... x .. + + a .... x .. J Y1 

x. [ ( 1 + ma>Xa + •a .. >< .. + •a .. x .. + + ilanXnl Ya (4.8) 

x .. e ci + m .. >x., + ..... x .. + • .... x .. + + &nnXnl Y .. 

Luego f'actorizando el primer miembro de cada una de la• 

•cuacion•• d• 14. B> respecto al valor bruto de la producciOn 1x. > 

correupondiente, me tiene: 

< 1 + m .. a 1 .. > X1 a .. .1X.1 - a.a.nXn = Y1 

. . . . . . . . . . .. .. 
+ ( 1 + ma - ••.1 >>< .. ª'"X" 

,.. Ya 14.9) 

. . . . . . . . .. ...... 
...... x .. + ( 1 + m .. - ª"">X .. .,. Y., 

que a su vez •• pu•de expresar en t•rminos matriciales 

como sigu•: 

( 1 + ms a .... ) -•.a..:t -•.sn x .. 1 
1 

Y .. 

. . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . . 1 • . . 
1 -·· .. ( J. + m, - ..... ) -at.n x .. ! Ya (4. 10> 

. . . . . . i ... 
1 

-an=. -Bn,J <1 + ...... - ª--> x .. 1 Y., 

Como pu•d• observar••• •l sistema ahora $& compone de una matriz 

cuadrada 

Leontie-f, qu• 

orden n, a la que •• le da el nombre de matriz 

la di+er•ncia existente entre la suma d• 

d• 

la 

matriz unitaria <r> y la matriz de co~+icientes de importación 
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CM> ambas de orden n y la matriz de coeficientes técnicos 

insumos intermedios nacional@s CA>, asi como dos vectores 

columna: el de los valore~· brutos de la producción <X> y el de 

las demandas finales correspondientes <Y>. Para simplificar la 

manipulación algebraica el sistema <4.10> se puede escribir 

empleando la notación matricial abreviada de la siguiente manera: 

Cl + M - Al CXl CYl <4.11) 

Este 

los 

por 

Sin 

tipo de sistema• usualmente se reeuelve empleando alguno de 

métodos 

ejemplo 

•mbargo, 

iterativos de eliminación de variables existentes, 

el m~todo de Gauss presentado en el capitulo tres. 

debido· a que la necesidad principal de les 

economistas en el 

conocimiento de 

análisis interindustrial 

la naturaleza de los 

es la de poseer 

efectos ~· 

un 

las 

interdependencias sectoriales, es preferible obtener la solución 

general o matriz inversa del sistema de ecuaciones. En t•rminos 

generales, este procedim!ento es mucho més complicado que 

métodos iterativos para efectuarse sin la participación de 

computadora. 

los 

una 

4.6 SOLUCION GENERAL DEL MODELO 

La solución del modelo de insumo producto esencialmente consiste 

en resolver un sistema de ecuaciones lineales que expresado en 

notación matricial toma la forma (4.11> y que para mayor claridad 

se reproduce a continuación: 

~n~once~ para 

producción <X> 

Cl + M - Al CXl CYl 

obtener el 

es necesario 

CXl 

vector de los valeres brutos de la 

transformar la expre~ión (4.11> en: 

Cl + M - Al- 1 CYJ (4.12> 

este es, el valor bruto de la producción se expresa en t~rminos 

de la premultiplicación del vector de las demandas finales por la 

inversa de la matriz de Leontief, e sea, el valor bruto de la 

producción se obtiene a partir de un conjunto d& parAmetrcs 

conocidos y constantes: los coeficientes t~cnicos de insumos 

nacionales y importaciones. Además, la expresión <4.10) 
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muestra la forma en qu• su•le plantearse la re$olucidn d•l modelo 

con fines de planificación d• la actividad económica, al disponer 

de las magnitudes correspondiente~ del conjunto de los 

coeficientes técnicos d• insumo producto, considerando como 

exógenos lo• valores de la demanda final y asi d•terminar 

enddgenam•nte los valores de la producción de cada ••ctor. 

La utilidad 

considerar 

d• la solución gen•ral •• pone 

el hecho de que •• pueden variar 

de mani+iesto 

cualquiera de 

vector•• de demanda final <Y> o de valor bruto de 

al 

los 

la valores los 

producción <X> y obten•r una nueva solución calculando de manera 

muy simple la9 r••tante• variabl••· A~n m4s, permite determinar 

por separado el efecta de cada una de las demandas f inaleE. En 

tanto que la principal desventaja es que cualquier cambio en los 

coeficientes d• inaumo nacionales o de importación afectará 

elementos d• la solucien. 

4.7 MATRIZ DE REQUERIHIENTOS DIRECTOS E INDIRECTOS 

los 

La inversa de la matriz d• Leontief desempe~a un importante papel 

en el an4lisia de in•uMO producto. Sea: 

CI + M - AJ-A - CRJ • (4.13) 

Donde lo• ra~ 

indirectos de producci6n 

su •ignlficado econdMico 

por unidad de demanda final nacional, 

eatA referido en forma directa al 

conc•pto de interdep•ndencia •structural que •• la baae sobre 

que de~can5a Rl modRlo. E& decir, ••tos coeficientes indican 

magnitudeE d• la• r•querimientas directo5 e indirectos que 

la 

la• 

la 

demanda final nacional causa sobre la producción de lo• di•tintos 

s~ctores, dada la interdep~nd•ncla estructural. 



Debe notars• que la demanda -final de un sector productor 

cu a 1 qu f e,..a, rep•rcute directam~nte sobre la producción del mismo 

sector, pero como dicha prcduccidn r•quiere insumos del resto de 

los sectores crea una s~rie de requerimientos indirectos sobre el 

resto de las actividades productivas de Ja economfa dent,..o del 

marco de interdependencias estructurales. Este queda expresado 

les cce+icientes de la dia9onal 

deben de mer mayores une, 

principal 

debido 

de 

a 

la 

que 

-formalmente 

matriz CRl 

cuanti-ffcan 

por 

que 

l 0!5 

p,roducción, de 

-final producida 

componlil'ntes d• 

requ~rimientos di rectes e indi,..ectos de 

cada uno da los sectores por unidad de demanda 

conjunto de 

11' l propio sector. por 

la expresión matricial 

Por 

(<J. 13) 

requerimientos intersectoriales, 

lo tanto, 

reprEil'sentan 

directos 

los 

al 

e 

fndir•ctos, qu• s• 9eneran por unidad de demanda -final dentro de 

la estructura productiva. 

Para apreciar con mayor claridad el signi+icado de los 

coe+icientes de requerimientos así como de sus relaciones con la 

demanda -final !Ut desarrolla la expresión (<J.10) -forma 

extendida, en ella los valores de la producción bruta se expresan 

•n t~rmfnos 

indir•ctom y 

de 

de 

los coei'icient•s de requerimientos directos e 

las demandas -finales correspondientes a cada 

••ctor, como a• muestra a continuación: 

1 X.a . ! r .. .a r .. ,, 
1 i i 1 1 ...... 
1 1 1 

r .... 1 l v .. 1 
: 1 : : i 1 1 

1 Xa 1 1 ,.. .... r .. ,, 
1 1 1 

r ... 1 1 v. 1 
1 1 1 

1 1 1 : 1 1 
1 1 1 1 1 1 
1 Xn 1 1 r!'" ....... r .... 1 1 Y., 1 

d• donde es -f.ilc f l establec•r 

x .. .. r.1.1 Y.a + r.1...1Y.1 + 
............. . ...... 
x. - ... ... v .. + ra.1Y.1 + r1nYn 

x .. - ........ v .. + rn.1 Y.1 + 
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En donde las rA~ repre&ontan lo• requerimientos directo& e 

indirectos que el •ector i-••imo origina por cada unidad de 

demanda final nacicna~ del sector J-•simo. Debido a ello, la 

producción de cada uno de lo• sectores es el resultado de todo el 

conjunto de requerimientos 

la producción sectorial. 

origina directamente una 

agregarle la producción 

que originan las demandas finales de 

E•to es, cada una de esta& unidades 

unidad de producción a la que hay que 

exigida por toda la serie de 

requerimientos indirectos generados por cada unidad de la demanda 

~inal nacional. De donde se desprende que la sumatoria de los 

elementos que conforman la columna j-~sima, representa el 

incremento total necesario, en termines de la produccion global, 

para cubrir el incremento unitario de la demanda final del sector 

j-~simo. Lo que simbólicamente se escribe come sigue: 

para hacer 

(4. 14> 

similar la sumatoria de loa elementoa del 

el incremento teta) requerido por el sector i-•simo 

frente al incremento unitario de la demanda final de 

cada uno de los sectores. Lo que simbólicamente me escribe 

,n 
• / r 

j - 1 ~~ 
(4.15) 

4.8 RECOMPOSICIOM DEL MODELO 

Una V&Z detttrminado• lo• valore• brutos la producción 

correspondientes a las demandas finale• nacionales dadas, es 

factible recomponer los elementos del mod•lo en términos de la 

matriz de transacciones intersectorial•»· Esto •e hace 

multiplicando los coeficientes t6cniccs de in•umo& intermedios 

nacionale9 por los valor•• brutos d• la producción quR han sido 

determinados. Lo que expresado en término• matricial•• tema la 

forma: 



1 x .... X1,1 X.a.ni 1 ... lL aa.1 a .... 1 1x .. o ºi 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 . ... 
1 1 1 1 1 1 
1X•1 X l .1 X&n¡ .1 ª• lL .... ... .,: ! o x. 01 

1 1 1 i 1 

i 1 ........ 1 
1 1 1 1 
IX"" x ..... Xnnl : ª"1 ª".1 ª"": 1 o o .x.,: 

en dond•, la. matriz qu• contiene- las valores brutos de la 

producciOn C X,> , es una matriz diagonal de ordttn n que permittt 

obtener los rC!'sultadoll! busca.dos al premultiplicarse por la ma.tr i :z: 

de coo+icientes t~cnico& de insumo& intermedios nacionales. 

de manera s im i 1 ar es posible calcular Procediendo 

impor·taciones de los insumos intermedios para cada sector. 

las 

Asi, 

en t~rminos matricialea se tien• que: 

M1 x .. o o 

o X.1 o 

o • o 

dondt!- la matriz contien• • los va.lor•s bruto• la 

producción, premultiplica al vector de coe+icientes técnicos do 

insumos importados. Lo qu• permit• d•terminar ol volumen total de 

importaciones. 

agr•gado bruto de cada sector se determina. a 

partir de 1 as di-ferencias entre l 09 valores brutos de la 

producción sectorial y los total e& de insumo& 

intermedios empleados par ca.da s•ctor. Ademd.s, si se dispone de 

los co•-ficientes t~cnicom d• los insumos primarios, ... posible 

obtttn~r los valores correspondi•ntes a cada uno de ellos mediante 

cAlculos Bimilareg a los aplicados para obtener los in»umos 

intermedios. 



4.9 MEDICION DEL GRADO DE INTERDEPENDENCIA SECTORIAL 

Entra la& m~Jtiples aplicaciones que tiene el modelo de insumo 

producto 9~ encu@ntra la medición del grade de interdependencia 

sectorial. En decir• la cuanti*icación de los efectos que una 

rama productiva provoca ya sea por requerir les abastes 

necanarios para su producciOn <efecto hacia atrás>, o bien al ser 

requerida como abastecedora de insumos para el proceso productiva 

global Ce-fecto hacia adelante). Esta cuantificación· se hace 

a~rav~G d@ los llamados fndiceD de int~rdependencia sectorial, 

cuyo cómputo se •f~ct~a a partir de la información contenida 

tanto por la matriz d~ coeficientes t~cnicos tAJ, como por la 

matriz de r~qu•rimientos directo5 e indirectos CRJ (ver <54Jl. 

INDICES DE INTERDEPENDENCIA SECTORIAL 

Los Indices d• int~rdependencia sectorial son medidas disetiadas 

con el propOsito de cuanti+icar loa e+ectos •hacia adelanteu y 

•hacia atrás•, que la variación en la producción induc• en el 

91stema productivo. Estos fndic•~ son de des tipos: 1> Directos y 

2> Directog e indirecto&. 

Los indices de interdependencia directa permiten conocer loa 

requerimiento9 inmediatos e directos de la producción a partir de 

los coe+1cJenten t~cntcos <•a~>- Entre ellos se encuentra el 

fndice d~ interdependencia directa hacia atrás <b~>, que mide la 

proporción de in•umos nacionales CU~> por unidad de producto del 

sector J-~simo <X~>, Jo que simbólicamente se expreaa como &i9ue: 

u~ 

><..i 

n 
\ 
/_ aa..i 

a 

Donde n em el n~mero de aectores del sistema. 

El fndice de interdependencia hacia adelante <~a>, 

(4. l6J 

que es la 

relación que existe entre la demanda intermedia <WaJ y la demanda 

total CXa l, lo que en sfmbolos •e e111cribe: 
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w. 
+. ·e 4. 17 > x. 

Es importante 

directa, por 

e-fec:to total, 

directos, sin 

mencionar que los fndices de interpendencia 

lo general, resultan insuficientes para medir el 

debido a que sólo consideran los requerimientos 

embargo, para algunas aplicaciones pueden ser 

convenientes. 

Ahora bien, aunque de mayor di-f icultad en su obtención, en 

práctica resulta mas conveniente emplear los indices 

interdependencia directa e indirecta, >'ª que incorporan en 

la 

de 

la 

medición tanto los efectos directos como los indirectos, en otras 

palabras, estos fndices toman en cuenta la composición de las 

cadena~ de requerimientos de insumos. 

Lo anterior se debe basicamente a que los indices de 

interdependencia directa e indirecta se construyen a partir de la 

matriz de coeficientes de requerimientos directos e indirectos 

CRJ o inversa de la matriz de Leontief. Cuyos elementos 

caracterfBticos, r,~, se interpretan como la producci6n del 

sector i-~simo, por unidad de demanda final del sector j-ésimo. 

De donde se desprende, como se dijo antes, que la sumatoria de 

los elementos sobre renglón representan el incremento total 

requerido por el sector i-~simo para hacer +rente al incremento 

unitario de la demanda +in•l de cada uno de los sectores. Lo que 

simbólicamente se escribe: 

lra~ (4. 18) 

Lo que constituye el fndice de 

indirecta hacia adelante. 

De manera semejante, la sumatoria de 

columna j constituye el fndice de 

interdependencia directa 

Jos elementos, r,~, sobre 

interdependencia directa 

la 

e 



indir•cta hacia atr4•, •• decir, r•presenta •l incremento total 

necesario <en términos de la producción global> para cubrir &l 

incremento unitario de la demanda final del sector J-ésimo. Lo 

que •i~bOlicamente se escribe como sigu•: 

<4.19) 

INDICES DE INTERDEPENDENCIA PROMEDIO 

A partir del los fndicee de interd•pendencia. directa ~ indirecta 

hacia adelante <R•> y hacia a.trAs <R~~ d•+inidos por laa 

expresiones C4.18> y C4.19>, se construyen los indices de 

promodiados, estos indices toman la +orma de 

seri•• de promedio• para cada sector, de manera que el indice 

promedio hacia adelante d•l sector i-~simo se escribe coma •igue: 

n- 1 <Ra > (4.20) 

Sat como la demanda promedio al sector i-és;;imo 

ejercida por cada uno de los •ectores del sistema, 

demandas +inales tienen incrementos unitarios. 

teuando !SUB 

man•r• semejante, el 

n- 1 <R~> 

cuyo significado econOmico se de+ine como 

de los sectores del sistema que ~vnera un 

la d•manda final del s;;ector J-•simo. 

para •1 

<4.21) 

la produccit6n promedio 

incremento unitario de 

Sin embargo, para •+ectuar lam comparaciones interindustriales 

facilidad es conveniente relacionar los fndices 

con el prome41o total, cuya definición estA 4a4a por 

con mayor 

promedios 

la siguiente expresiOn: 

1 

,n 
n-• I_ R~ 

j "" 1 
C'4. 22> 



De manera que ya se tienen ahora los elementos necesarios para 

construir los indices de interdependencia promedio normalizados 

hacia adelante F, <-for'"•ard> y hacia atrAs B_. <bacl.<ward>. 

El fndice de interdependencia hacia adelante normal i :zado 

expresa la medida en que el sector i-~simo se ve a-fectado por un 

incremento en la demanda del sistema, es decir, mide que tanto 

pesa el sistema sobre el sector i-~simo. La -forma de calcularlo a 

p~rtir del fndice promedio hacia adelante <4.20l y el 

total !4.21l está dada por la si9uiente expresi6n: 

promedio 

F1 (4.24l 

Cuando un F, es mayor que la unidad signi-fica, desde el punto de 

vista económico, que el sector i-~simo deberA de incr~mentar su 

producción por ar~iba del promedio. 

El fndice de interdependencia hacia atrAs 

esencialmente describe el peso relativo que 

demanda -fina.-1-del sector j-ésimo tiene en el 

normal i :zado 

un aumento 

sistema. En 

< B_. > ' 
en la 

otras 

palabras, que tanto a-fecta un incremento en la producción del 

!Sl!'Ctor 

fndice 

j-~simo al sistema. 

de interdependencia 

Su -forma de cAlculo a partir del 

promedio hacia atrAs <4.21> y el 

promedio total <4.22> se expresa sfmbolicamente a continuaci6n: 

R,. 

\ .n 
n-1 ¡_ rj,.J 

i = 1 

<4.23> 

Cuando un B_. para una j cualquiera es mayor a uno signi-fica, que 

se requiere un incremento en la producción global por arriba del 

promedio, de manera que se satis-faga el incremento unitario en la 

demanda -final del sector j-~simo. 
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INTERDEPENDENCIA SECTORIAL EN TRES RAMAS DE LA ECONOMIA MEXICANA 

Con el propOsito qe concretar una aplicación del modelo de insumo 

producto, en este apar~ado se desarrolla brevemente un anAlisis 

de la evolución de la interdependencia sectorial de tres ramas de 

la economfa m•xicana en el periodo 1950 a 1970. Las ramas 

elegidas aon: 

1l Agricultura 

2l P•trdl•o y coqu• 

3> Comercio 

Su elección se debe a qu• •• considera son representativas de lo• 

tres sectores productivos. 

Para llevar a dicho aná.li1&is &e hace U&C de una 

represent;acidn 

efecto 

grA-fica de les indices de interdependencia 

prom•dio, 

producto 

F. y B.,, calculados con base en las matrices de insume 

dom~sticam de Ml!-x i co para 1950, 1960 y 1970 

homogeneizadas a 30 ••ctor•s <ver <S4ll. 

Para. rea.li:zar el anaiisi& de la. interdependencia y el poder 

int•rsectorial resulta conveniente considerar los valores de las 

!!leries d• indices prom•dio normalizados, Fa y 

conjunto de puntos CCB_,, Fa>> para toda j i, 

B_,, como el 

lo que ha.ce 

factible construir una gr4f ica, 

figura 4.2 <a>. 

cuya estructura se muestra en la 

Fl9ura 4.2 Cuadrantes de interdepend1tr1cia &e-c:torial 

H Bf a i ) F_. > 1 y Ba > 1 
e 1 
1 1 f i i i i ) F_. < 1 y Ba > 1 • 1 1 

1 +--------+--------- i i i ) F.,, < 1 y Ba < 1 
a 1 
t i i i 1 iv iv> F_. > 1 y Ba < 1 
r 1 
a 1 1 para toda j -i • +--------+--------- F_. 

o 1 

Hacia. ad•lante 

( •> ( b) 
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Como es fácil la abscisa representa a. l fndice de 

interdependencia. promedio hacia adelante normalizado (F .. > ' en 

que la ordenada representa al fndice de interdependencia 

promedio hacia atr4s normalizado <B,>. Además se hacen pasar por 

el punto 

punto de 

formado por.los valores promedio de 

coordenadas <1, 1>, una recta paralela 

los fndices, el 

al eje de las F y 

otra al eje de las B, se forman cuatro zonas o cuadrantes cuyo 

significa.do t~rminos de- los indices de interdependencia. 

aparecen en la figura 4.2 Cbl. 

Figura 4.3 Tabla de indices de interdependencia directa. e 
indirecta promedio 

RAMAS 

1> AGRICULTURA 

2> PETROLEO Y COQUE 

3> COMERCIO 

Efecto directo e 
hacia atrils 

B, 
50 60 70 

.022 .000 .769 

.961 1.060 1.202 

.890 .740 .766 

indirecto promedio 
hacia adelante 

50 ~6 70 

1.459 1.402 1.266 

1.240 1.716 1.668 

3.201 2.572 2.701 

Fuente: Secretaria de Programación y Presupuesto 

Con el fin de visualizar la evoluc16n de la interdependencia y el 

poder sectorial, con una razonable independencia del efecto que 

el cambio de precios pudiera tener, se han preparado a partir de 

los datos de la tabla de indices de interdependencia (figura 4.3) 

la tabla de crecimiento relativo que aparece en la 

a~f como la gr~fica de la figura 4.~. 

Figura 4.4 Crecimiento relativo de la interdependencia 

Interdependencia 

1 ) AGRICULTURA 

2) PETROLEO y COQUE 

3) COMERCIO 

Nota: El a1'To ba!Se aparece 

Hacia adelante Hacia atril& 

~Q-60 QQ-70 

-2.68 -3.BB 

10.30 ·13. 40 

-16.85 3.51 

i;;ubrayado. 

61 

:ül-60 

-3.91 

38.39 

-19.65 

Q.Q.-70 

-9.70 

-2.ao 
5.02 

4.4, 
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Una vez contruidas la gr4f ica y la tabla de cr•cimiento relativo 

de lo• fndic•• de interdependencia e& sencillo observar la 

evolucidn de la interdependencia y del poder sectorial. Por 

ejemplo, la a9rtcultura Crama 1> si bien en la~ tres 

obaervacion•• se halla ~n el cuadrante iv, ha ido perdiendo de 

manera conttntla su importancia tanto como abastecedora <hacia 

adelante>, como su peao relativo sobre el sistema Chacia atrás) 

Lo que a• puede confirmar observando la tabla de la figura 4.4. 

A dif•rencia de lo ocurrido con la la r-ama 2 

Cpetrdleo y coque> ha evolucionado de manera positiva. Esto e&, 

en 1930 •e encontraba en el cuadrante iv, lo que significa que su 

peso relativo •ob~e el sistema era menor- que el promedio. En 

cambio, en 1960 y 1970 se encuentra en el cuadrante i • lo que 

significa que aumentó sus exigencias sobre el sistema por arriba 

del promedio. En tanto que su importancia como abastecedora no 

solo se mantuvo sino que creció de manera sostenida. 

Por tl l timo• al considerar la rama 3 !comercio> es fácil ver que 

los tr-es punto• aparecen en el extremo derecho del cuadrante iv, 

lo que significa que es la más requerida como abastecedora, aün 

cuanda BU peso relativo sobr~ el sistema es menor que el 

prom•dio. 

En suma, el 

anilli•i• de 

intersectarial, 

uso de loa Indices de interdependencia para el 

la evolución y comportamiento del poder 

pese a su sencillez, resulta una herramienta muy 

podero~a y fAcll d• obtener, ya sea por medio de un program~ ~~ 

compu'tadora eser i to exprofeso o mejor alln de manera interactiva a 

trav•• d• una hoja d• cillculo electrOnica. 
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Listado 4.1 Programa para la •olucidn general 
Insumo Producto 

Program ModeloDeinsumoProductoS 

Const 
NSec e !OS 

<** NOTA TECNICA 1 

del 

Este programa lee lós datos de entrada del archivo 

MIP.TXT 

que tiene la siguiente estructura: 

- Matriz de transacciones por renglones 
- Vector columna de los niveles de eroduccion 
- Vector columna de los insumos de 1mportacion 
- Vector columna de las demandas finales 

proyectadas 

Ejemplo: 

o o 3 19 27 1 o o o q9 q 
3 o 3 8 2 2 3 2 1 q9 o 
9 3 o q 1 5 4 10 3 67 14 

30 5 17 o 12 6 11 12 2 28 20 
3 o 4 5 o 2 o 4 1: 2 1 .1 
6 o 4 5 4 o o 3 3 4.1 26 
o 1 22 2 o 2 o 47 .18 2 14 
2 1 .15 o 1 1 .1 o 5 19 44 
6 o .10 2 o 1 o 20 o 4 15 

80 4 67 23 30 14 12 15 39 o 70 
22 4 22 30 21 21 15 39 .14 82 o 

467 
79 

375 
217 
183 
141 
117 
316 

94 
1358 

261 
28 

o 
3 
9 
5 
8 
6 
t 
1 
5 
1 

480 
98 

39!3 
245 
190 
149 
127 
8:57 
l04 

J:569 
322 
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NOTA TECNICA 2 
Para modiTicar el tama-o de las matrices y vectores 
se debe cambi•r el valer de la constante NSec, por 
ejemplo, 

NSec = 72; 

No obstante lo anterior el tama.-o de .las; 
vectores esta limitado por 

1l La cantidad de memoria 
computadora · 

principal 

matrices 

que tenga 

y 

la 

2) La manera en que maneje el compilador usado 
arreglos esta.tices 

les; 

3) La cuota autorizada por el sistema operativo 

Type 
Txt = String[80JJ 
Matriz = Array [1 
Vector =Arra.y Cl 

Var 
MIP: Text; 
A: MatrizJ 
M,X,Y,Z: VectorJ 

Procedure Print<Textc: Txtl 
Begin 

~riteln; 
Writeln<Texto> 
Writeln 

End; 

1 .. NSecJ 
o+ Real; 

Procedure EscribeMatriz<H: Matriz> 

Procedure Sl<ip es: Integerl; 
Begin 

Fer s := 1 To s Do 
Writeln 

End; 

Var 
i ' j Integer; 

Begin 
Fer i :- 1 To NSec Do 

Begin 
Writeln<'Renglon ',i:2> 
Writeln; 

End; 

Fer j := 1 To NSec Do 
Begin 

Write<t1Ci1.. jl:S:4>; 
i+ j mod ~=O Then Skip<2>; 

EndJ 
SI< i p < 2 > ; 
End 

Procedure LeeMatriz<Var M: Matriz) 

Var 
i' j lnteger; 

e+ Real J 
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Procedure EscribeV•ctor(V: Vector>J 

Var 
i: Integ•r; 

Begin 
For i := 1 To NSec Do 

Begin Write <VCiJ:B:2>J I+ i mod S =O Then writeln End 
Endl 

Procedure LeeVectorCVar V: V•ctor)f 

Var 
i: Integer; 

Begin 
For i :• 1 To NSec Do 

Readln<MIP,V[iJ)J 
EscribeVCll'ctorCV> 

End; 

Procedure CalculaCoe+icientesTecnicosD•InsumosNacionales 
CVar M: MatrizJ V: Vector>; 

Var 
i, j: Integer; 

Begin 
\;Jriteln; 
Fer i := 1 To NSec Do 

For j :• 1 To NSec ~o 
Es~~~bi~ai;1~~~Jjl / VCjlJ 

EndJ 

Procedure CalculaCoe+icientesTecnicosDeinsumosimportados 
CVar M, V: V•ctor>; 

Var 
i, j: Int4!'ger1 

Begin 
Fer i := 1 To NSec Do 

MCil := MCil I VCill 
EscribeVectorCM> 

Endf 

Procedur4!' ConstruyeMatrizD•Leontie+<Var M: Matriz; v: Vector>; 

Var 
i, j: Int•9er1 

Begin 
For i :K 1 To NS4!'c Do 

For j := 1 To NSec Do 
I-f i = j Then 
El~~i,JJ := 1 + VCiJ - MCi,jJ 

Escrib~~~lt~z~M>O - MCi,jlJ 
Endl 
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Procedure rnvi•rte~atrtz<Var A: Matriz>• 

Const Epsilon: Real = ~E-11J 
Var 

P: 
rnd: 

Array [1 
Array [1 

NSecJ 0-f 
NSecJ 0-f 

Pivote: Array [1 •• NS•cl 0-f 
Col, Ren: rntegers 
i,j,krlim,n: rnteg•rJ 
Det, t .. t<eal; 

rnteger; 
Record 

Ren~ 
Col. Int•ger 

EndJ 
R@ot. l f 

Procedure AlarmaJ 
Begin 
~ritelnC"La matriz es singular IAI • O">J Halt 

End• 
Procedure BuscaPivoteJ 
Begin 

t. :c. º·º' For j := l To n Do 
I-f PCjl <> 1 Th•n 

Begtn 
For k :• 1 To n Do 

I-f CP[kJ - 1 <e> And <Abs<t> < AbsCACj,kl>> Then 
Be9in 

R•n : "" j J 
Col : • kJ 
t:=ACj,kl 

End 
Endf 

PCCoIJ := PCColl + 1 
EndJ 

Procedure Pon•rPtvot•SobreLaDiagonalJ 
Begt n -

I-f Ren <> Col Th•n 
Be-gin 

Det : ,.. -D•t J 
Far I :• 1 to n D• 

Begin 
t. := ACRen,lll 
ACRon,IJ :•A C•l,llJ ACCol,ll := t 

End 
End; 
ZndCil.Ren := RenJ IndCiJ.Col := Col; PivoteCil := ACCol,CollJ 
Det :~ Det * Ptvot•CilJ 
I-f Abs<Det> < Ep•ilon Then Alarmas 
ACCol,Coll :-= 1J 
For 1 :- l ton Do ACCol,ll := ACCol,IJ / PivoteCil 

EndJ 

Procedure rntercambiaColumnasJ 
Be>gin 

Fer i :-= 1 To N Do 
Begin 

l := n - i + lJ 
r-f IndCIJ.Ren <> Ind[JJ.Col Th•n 

Be9in 
Ren := IndCIJ.Ren; Col := Ind[lJ.ColJ 
Fer k :2 1 To n Do 

End 
EndJ 

End 

Begin 
t : • A C k, llt•n J J 
Ark,RenJ =- ACk,CollJ 

En~Ck,ColJ :• t 
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Procedure Reduc•Renglcn••t 
Begin 

Fer m :e 1 Te n De 
Begin 

I-f m <> Col Th•n 
Bvgin 

t. :a ACrn,CollJ·ACm,Ccll :•• O.OJ 
Fer l :• 1 Ton De ACm,ll := ACm,ll - ACCol,ll * t 

End . 
End 

EndJ 

Begin 
n := NSecJ Det :- 1.0J 
Fer i :~ 1 Te n Do PCil :• Ot 
Far i :~ 1 To n Do 

Begin 
BuscaPivoteJ PonerPivot•Sobr•LaDia~onalt ~educeR•nglones 

End; 
IntercambiaColumnasJ Escrib•Matriz(A)J 
Writ•lnl Writeln<"Determin•nte • ',Det:8:3> 

End; 

Procedure InicializaJ 
Begin 
~riteln('Modelo d• insumo producto">• 
Print<"Con-figur~do para Matrices do ord•n ">t 
Writeln<N'E'ec • X • Ns•c>t 
Assign CMIP,,MIP.TXT">t !Abre el archive d• dates> 
Reset CHIP>; 
Print<'Matriz de Transacciones ([AJ> ">; 
LeeMatriz<A>; CTransaccion•s) 
Print("Vectcr de niveles de produccion (X[jl>">; 
LeeVector<X>; (Niveles de produccion) 
Print<"Importacionea <CMl Solo diagonal principal>">• 
L.eeVector<M>I <Importacion•sl 
Print<'Demanda -final prDyectad• ([Yl>">J 
Le&Vector<Y> <Demanda final proyectaaal 
Close<MIP> 1 

End; 

Procedure Terminal 
Begin Print<'Termina MI P"lt Close(MIPJ Ena; 

Procedure CalculaNivel••BePr•duccian<Var A: "•\rizt Y: V•ctor>; 

Var z: VectorJ 1,j,k: Int•'!l•rt 

Begin 
For i := 1 To NSec Do 

Begin 
ZCil :- O; 
For k :• 1 To NS•c Do ZCil :• ZCil + ACi,kl * YCkl 

End; 
Print<"Niveles de produccion calculados">• E•crib•Vectar(ZJ 

Endt 

Begin<Proqrama principal> 
IniciallzaJ 
Print<'Coe-ficientes tecnicos d• insumos nacional•• XCi,jl'> 
CalculaCoe-ficientesTecnicosDelnsumosNacional••<A,X>t 
Print("Coeficientes tecnico• de insumos importadas CMJ"JJ 
CalculaCoe-ficient•sTecnicosDelnsumcslmportado•<M,X>J 
Print<'Matriz de L•ontie-f CI + M - Al">I 
ConstruyeMatrizDeLeontie-f<A,M>; 
Prfnt<"Inversa de matriz d• L•onti•-f [~l">t 
InvierteMatriz<A>; 
CalculaNivelesDeProduccion<A,YJ; 
Termina 

End. 
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Li•tado 4.2 R•sultados de la ej•cucidn del programa Modelo de 
Insumo Producto. 

Modefo de inaumo producto 

Con?igurado para matric•9 d• orden 

10 X 10 

Matriz de Transacciones <CAl> 

Reg;688o 
1
0.0000 

0.0000 49.0000 
3.0000 19.0000 27.0000 1.0000 0.0000 0.0000 

Re~?68go 2 3.oooo 
2.0000 1.0000 

0.0000 3.0000 a.oooo 2.0000 2.0000 3.oooo 

Rer1glon 3 
49.0000 0.0000 

4.0000 10.0000 
9.0000 3.0000 0.0000 4.0000 1.0000 5.0000 

Re~?Ó88o :7.oooo 14.0000 30.0000 
6.0000 11.0000 

Renglon 
12.0000 
0.0000 

5 
2.0000 28.0000 20.0000 
2.0000 

5.0000 17.0000 0.0000 12.0000 

3.0000 0.0000 4.0000 5.0000 

Reg?Óo3o 
6
4.0000 

5.0000 4.0000 
1.0000 2.0000 11.0000 6.0000 0.0000 4.0000 

Renglon 

º·ºººº 22.0000 

7 
0.0000 
2.0000 

3.0000 3.0000 41.0000 26.0000 0.0000 1.0000 

Renglon 8 º·ºººº 2.0000 0.0000 47.0000 18.0000 2.0000 14.0000 2.0000 
1.0000 15.0000 

Renglon 
0.0000 
6.0000 

9 
1.0000 
0.0000 

1.0000 1.0000 0.0000 5.0000 19.0000 44.0000 

Renglon 10 
10.0000 2.0000 0.0000 
15.0000 80.0000 

1.0000 0.0000 20.0000 º·ºººº 4.0000 

Vector de nivel•& de produccion <XCJl> 

4.00 22.00 467.00 
117.00 316.00 

79.00 375.00 217.00 183.00 141.00 

Importaciones <CMl Solo ~iagonal principal> 

94.00 1358.00 261.00 28.00 o.oo 3.00 9.00 5.00 
e.oo 6.oo 

Demanda ~inal proyectada <CYl> 

1.00 1.00 5.00 1.00 480.00 98.00 395.00 245.00 
190.00 149.00 
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Co•ficient•• t1tcnico• d• insumos nacional•• XC i • J J 

Reg;¿gg0 
1 

º·ºººº 0.00&4 0.240:5 0.0'720 0.0046 0.0000 0.0000 
0.0000 0.1:551 

Renglon 2 
1.0000 o. 1364 0.0000 0.0380 0.0213 0.0092 0.0109 0.0213 
0.0171 0.0032 

Renglon 3 
12.2500 º·ºººº 0.0199 0.0380 0.0000 0.0184 0.005:5 0.0355 
0.0342 0.0316 

Ren9lon 4 
0.7500 3.0455 0.03 .. •• 3'7•7' 0.0139 o. 0'783 0.0000 0.0851 
0.0513 0.0348 

Renglon 5 
3.0000 0.0909 0.0600 o. 253:2 e.ooso 0.0000 0.0219 0.0355 
0.0000 0.0063 

Renglon 6 
0.0000 0.1818 0.0021 o.025a 0.02931 o. 02'71t 0.0000 0.028"\ 
0.042'7 0.012'7 

Renglon .,. 
0.0000 º·ºººº º·ºº"4 0.031;l0 0.1093 0.1198 0.0000 0.0071 
o. 1880 0.0063 

Renglon 8 
0.0000 0.0909 0.0000 0.594., 0.0480 0.0092 0.0765 0.0142 
0.0085 0.0475 

R&-nglon 9 
0.0000 0.0455 0.0021 0.012'7 0.0000 0.0230 0.10311 0.3121 
0.0513 º·ºººº 

Renglon 10 
2.5000 0.0909 º·ºººº 0.0127 0.0000 0.0922 o.ooog 0.0284 
o. 1282 0.2532 

Coeficientl!'s tecn ices ti• inmu1111os i1111por-tados [t1] 

23.50 61. '73 0.96 0.:95 o.oo 0.01 e.o:s 0.04 
0.07 0.02 
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Matriz de Leontivf CI + 11 - Al 

Ren<glon 1 
24.5000 0.0000 -0.0064 -0.2405 -0.0720 -0.0046 0.0000 0.0000 
0.0000 -o. 1331 

R~~:6g3o 2 
62.~909 0 .. 0000 -0.0380 -0.0213 -0.0092 -0.0109 -0.0213 

-0.0171 -0.0032 

~'r~?~~3o 3 
0.0000 1.5396 -0.0380 0.0000 -0.0184 -0.0055 -0.0355 

-0.03'42 -0.0316 

Ren9lon 4 
-0.7500 -3.0433 -0.0300 0.9747 -0.0133 -0.0783 0.0000 -0.0831 
-0.0~13 -0.0348 

R~~?683o 5 
-0.0909 -0.0600 -0.2532 0.9920 0.0000 -0.0219 -0.0355 

º·ºººº -0.0041.3 

Renglon 6 
0.0000 -o. 1918 -0.0021 -0.0253 -0.0293 0.9862 0.0000 -0.0284 

-0.0427 -0.0127 

Renglon 7 
0.0000 0.0000 -0.0064 -0.0380 -0.1093 -0.1198 1.0492 -0.0071 

-o. 1880 -0.0063 

Ren9lon e 
0.0000 -0.090• 0.0000 -0.5949 -0.0480 -O.OO'i'2 -0.0763 1.0213 

-0.0085 -0.0475 

R•nglon 9 
0.0000 -0.0435 -0.0021 -0.0127 º·ºººº -0.0230 -0.1038 -0.3121 
1.0171 0.0000 

Rttn9lon 10 
-2.5000 -0.09'09 0.0000 -0.0127 º·ºººº -0.0922 0.0000 -0.0284 
-0.1202 0.7638 
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Inversa d111 matriz de Leonti•-f CRJ 

Renglor1 1 
0.0429 0.0007 0.0006 0.0131 0.0035 0.0023 0.0005 0.0022 
0.0021 0.0095 

Renglon 2 
o.ooos 0.0160 0.0001 0.0014 0.0005 0.0003 0.0003 ·o. 0006 
0.0005 0.0003 

Re3:~~/31 3 
0.0081 0.6555 0.1583 0.0329 0.0400 0.0131 0.0563 

o.o.;a5 0.1093 

Renglon "' 0.0606 0.0559 0.0239 1.1349 0.0320 0.1036 0.0182 0.1264 
0.0772 0.0750 

Reo? f~~9 5 
0.0430 0.0198 0.0484 0.3679 1. 0346 0.0318 0.0834 

0.0375 0.0679 

Renglon 6 
0.0118 0.0067 0.0044 0.0731 0.0360 1.0.254 0.0099 0.0530 
0.0527 0.0265 

Reroglon 7 
0.0284 0.0076 0.0121 0.1381 0.1207 0.1389 0.9820 0.0887 
0.1993 0.0.295 

Re8?6~~6 8 
0.0361 0.0175 0.6980 0.0782 0.099S 0.0881 1. 07.20 

0.0796 0.11.25 

Ren9lon 9 
0.0208 0.013.q 0.0084 0.2444 0.0376 0.0663 0.1278 0.3.;09 
1.0303 0.0393 

Rengl on 10 
o. 1481 o. 009q 0.0049 0.1374 0.0256 0.1470 0.0277 0.1126 
o. 1899 1.3521 

Determinante = 1577.867 

Niveles; de produc:c:ion calculados 

4."52 0.69 67.99 90.91 551.84 148.74 5.23.66 376.53 
360.46 303.09 

Ter·m i na. M I p 
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Capitulo 5 

PROGRAMACION MATEMATICA 

El anAlisi& de actividades es otro método que permite estudiar la 

distribución de los recursos en la producción dentro del contexto 

del equilibrio económico 9eneral. Este tipo de anAlisis, a 

diferencia del anAllsis de insumo producto, supone que: 

1l Es factible producir 

maneras. Es d~cir, 

el mismo bien 

incluye fuentes 

de diferentes 

alternas de 

abastecimiento como actividades separadas y su nivel de 

utilización es una de las variabl~s del modelo. 

las opciones de una parte de la economia por 

dependen de las decisiones tomadas en otra parte. 

establee• un criterio que permite elegir 

lo 

o 
una 

2) Que 

ge~eral 

sea, se 

solución sobre otra en TUnciOn de los niveles de actividad. 

Usualmente las técnicas matématicas empleadas para resolver esta 

clase de problemas se conocen bajo el nombre gen~rico de 

programación matemAtica <ver <16>, <23>, <25> y <42>>. El término 

•programación matemAtica• se refiere a la teoria de la 

optimización (i.e, maximizaciOn o minimización de una +unción>, y 

como tal nada ti•n• que ver con la programación de computadoras; 

sin embargo, la resolución de problemas de programación 

matemAtica reales se ll•va a cabo empleando una computadora para 

que en ella se e+ectden todas las operaciones aritméticas que de 

otra forma resultarfan humanamente imposibles. 
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~.1 EL PROBLEMA DE LA PROGRAMACION MATEMATICA 

El problema de la programación matemática consiste en optimizar 

el valor numérico de una +unciOn de una o mas variables sujeta a 

cero o más restriccio~es como se muestra a continuación: 

Minimizar: 

Sujeta. •= 
f ( X :1. 11 X:m, •• • 11 X") 

r .. <x1,x::a,. 

raCx;a.,xa, 

,x..,> < o 
• x ... ) o 

(i = 1,2, ••• ,k> 

( i k+l, ••• ,m> 

En donde +<x1,x~, ••• x"> es la función objetivo sujeta a 

re!5triccione9 (5. 2> que además pueden requerir 

(5. 1) 

(5.2> 

las m 

que loe 

valores de las x .. (j 

Las 

1 ' 2' .. ' n> formen un conjunto propio de 

aquel que sati!5fa9a las remtricciones. Por ejemplo, para algunas 

variables puede requerir que sOlo tomen valores enteros. 

Ademág, ai m e o, entonces el problema no esta restringido. 

Es importante notar, 

p~rdida de generalidad 

como dicen los matemáticos, 

al tomar sOlo el problema de 

que no hay 

minimización, 

dado que maximizar+ el!I lo mismo que minimizar-+ (figura 5.1>. 

Figura ~.1 Minimización y maximizaciOn de una funciOn 

méiximo . 
i ~ +<xl 

--+-------i------------- X 
1 

i . --+-------*------------- X 

= •• ........._ . ~ 
~ -f<x> 

1 

minimo 

La. 

de 

formulación anterior e& com~n a una amplia gama de problema& 

diferentes campos, de manera que la programación matemática 

la solución de ~stos de manera proporciona 

unificada. Por ejemplo, en las ciencias -ffsicaa es -frecuente que 
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se usen ajustes de curvas y modelos estadfsticos no lineales cuya 

resolución requiere minimizar sumas de cuadrados o maximizar 

funciones de probabilidad. En tanto que los economistas, 

analistas de investigación de operaciones y plani+icadores tienen 

que enfrentar problemas de asignación de recursos limitados, sea 

en el 4mbitc económico, social o industrial. Generalmente los 

modelos empleados para la solución de esta ~ltima clase de 

problema• son lineales y la técnica de optimización 

correspondiente es la llamada programación lineal. 

~-2 PROGRAMACION LINEAL 

El caso mAs simple de programación matem~tica es cuando la 

función objetivo y las restricciones son funciones lineales de x, 

de ahf el nombre de programación lineal. Esta, como se dijo 

antes, se usa para resolver problemas de asignación de recursos 

donde el empleo de un recurso en diferentes actividades tiene 

tasas de retorno constantes y proporcionales. Por ejemplo, si 

para producir un bien cualquiera se requieren cinco unidades de 

un recurso, entonces para producir dos unidades del mismo bien se 

requieren diez unidades de dicho recurso. De manera similar, cada 

unidad del bien producida contribuye en la misma cantidad para 

cubrir las utilidades y los gastos generales. 

Los modelos de programación lineal corre•ponden en lo general a 

una representación de algunos procesos de toma de decisiones, en 

los que el decisor busca escoger, dentro de todas las 

alternativas posibles, la que resulte mejor con base a un 

crit•rio predeterminado. Este criterio puede expresarse en 

t•rminos tales como maximizar el bene+icio o utilidad, e 

minimizar el costo, tiempo e riesgo. 

La •oluciOn al 

conocido como 

problema d~ a5ignacicn 

an4li•is de actividades o 

do recur&os, tambi*n 

mezcla de productos, 

tiene 

d•l 

algunas derivaciones aplicables a la solución del problema 

tran•porte, transbordos, incorporación y planeaciOn. La 



programacton lineal per~tte aef resolver una gran diversidad de 

problemas que se le presentan al economista en el sector privado 

y en el sector público. Problemas tales como la selección de 

cultivos en la agricultura, la asignación d~ en+ermeras en un 

hospital, asignaciOn de recursos +inancieros a las diversas áreas 

de una organización, selección 

selección de procedimientos de 

de rutas y +armas de transporte, 

manu+actura, determinación de la 

mezcla óptima de 

de producción y 

muchos 

lineal. 

que 

ingredientes en diversos productos, programación 

control de inventarios, son sólo algunos de los 

pueden resolver por medio de Ja programación 

El problema general de la programación lineal consiste en 

resolver un sistema de desigualdades lineales de la +orma: 

a~1X1 + Bi2Xa + •• + M1nXn >= C1 

az~X~ + a22Xz + •• + aznXn )=Ca 

<ó <= c 1 > 
( Ó (:: C;a) 

( Ó ( = Cm) 

(5. 3) 

donde se tiene que n >= m <ó n <= m>, y un número in+inito de 

soluciones. De manera que para elegir la solución óptima entre 

todas las posibles es necesario introducir dos condiciones 

adicionales: 

Minimizar: 

donde a, b y c son 

como +arma est~ndar 

x. >= o ( i 1. 2 •..• 

coe+icientes conocidos. 

de minimización. 

( 5 • .q) 

n> 15.5) 

Esta +arma se conoce 

En la terminologfa 

desigualdades C5.3l 

de la programación lineal el conjunto de 

se conoce como las restricciones del sistemaJ 

en tanto 

objetivo 

que la ecuaciones 

y condición de no 

(:5.4) y <5.5> 

negatividad 

76 

se denominan +unción 

respectivamente. 



Las restriccion•• d•l sistemn (S.3> •• un conjunto d• •xpr••ione• 

lineal•• que involucran desi~ualdad•s, las que pueden ser 

eliminadas con sólo sumar o subatraer una nueva variable, con tal 

de que ésta no sea negativa. Esta& variables se conocen como 

variables de holgura. D• manera que el conjunto de restricciones 

(5.3> ge puede reescribir como: 

>Cn+• 

C.a. 

Cz 

Xn•"' :a Cn1 

<s. 6> 

Ahora el problema de programación lineal •• pu•de establecer 

manera que •• determinen las 

X& )a O (i = 1, 2, ..• , n • m> (5.7) 

talvs qu• 

z CBl CXJ <5.S> 
S1ea un mfnimo y 

[Al CXl CCl (5.9) 

Donde 

CCJ 

CAl ea una matriz de m r•nglones y n + m columna•5 CXl 

son vectores columna d• orden n + m y m r••P•ctivam•nte; 

de 

y 

y 

Si se examina el sistema de ecuaciones C5.6l •• +~cil v•r que se 

trata de un sistema subdetermtnado, es decir, tiene m4s variables 

que ecuaciones y por lo tanto un ndmero in+inito de soluciones. 

Sin embargo, eligiendo n variables y aaign4ndol•• un conjunto 

particular de valores es pomible determinar l•• m r•stante5 

variables en +orma dnica. En particular si se asigna 

arbitrariamente &1 valor cero a las n variable elegidas, se 

tendr&n 

(n + ml! 

n ! <m> ! 

solucion•• posibles, l•• cual e• •• como 



bll•ic••• dado 
ccndicidn de no 

d• pro9ram.acidn 

b~micas y •l•9ir 

qu• sati•~•c•n •l conjunto d• re•tricciones y la 

negatividad. Entonce& para resolver el problema 

lineal baata con enumerar todas las •oluciones 

la que ••• óptima entre las -factibles, aquella 

en que todas sus x~ sean mayores o iguales que cero. 

Sin embargo, en 1.a pr4ctica 

problema de pro9ramacidn lineal 

<primal> propuesto por Dantzi9 

simplex dual desarrollado en 19~3 

la manera usual 

&>s mediante el 

en 1947 o bien 

por Lemke. La 

de resolver el 

metodo simplex 

por el método 

esencia de ambos 

mé'todom es un 

una ••cuencia 

procedimiento 

mondtona d~ 

itarativo. 

!Solucionas 

En el primero se genera 

básicas +.actibles del 

problema, asegurándose que en cada pAso los valores de la 

-funcidn objetivo se reducen o en el peor de los casos no crecen; 

en tanto que en el segundo se genera una secuencia monótona de 

soluciones b~sicas -factibles del problema, pero en este caso 

asegurando quQ en cada paso los valores de la -función objetivo 

aumentan o al menos no disminuyen. 

Cabet hncer mención que a cada problema de programación lineal le 

corresponde 

el probl•ma 

un aegundo problema llamado el dual. Esto es, cuando 

inicial o primal en la minimización de una -función 

objetivo, su dual trata la m.aximfzación de una ~unción objetivo, 

es d•cir, son 9imdtricos. Por lo tanto, la solución de cualquiera 

de •llos proporciona la in-formación completa para resolver el 

otro. Luego •i un problema de pro~ramación lineal, escrito en 

-forma, e5t4ndar e•: 

Minimizar: 

Sujeto a: 

entonces su dual es: 

Maximizar: 

Suj •to a: 

z • CCl CXJ 

[AJ CXl >.,. CBl 

Xa )• 0 

z.,. CBl CYJ 

CA' J CXl <• CCl 

Ya >- O 
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La dualidad •• un conc•pto muy importante por si mismo ya que 

cuando 

lineal, 

ntlmt!.'ro 

se enfrenta la solución de un problema de programación 

las 

de 

molestias de cómputo estAn m•s relacionadas con el 

de ren9lones <restricciones> que con el 

la 

número 

variables involucradas. Esto es, e 1 ta.marro de base estA 

determinado por el ntlmero de renglones y ese tamaf'ro determina la 

cantidad de cómputo a efectuar al pivotear en el algoritmo 

simplex. Este esfuerzo puede ser excesivo y es entonces cuando 

la solución del dual puede ser la mejor opción. Si el dual 

contiene menos renglones que el primal <n < m> es más práctico 

resolver el dual. Las reglas de construcción de los pares dual-

primal pueden resumirst!.' en: 

Primal 

n variables, m restricciones 

constantes en el lado d•r•cho 
de la igualdad 

co•ficientes de Ja funciOn 
objetivo 

columnas de la matriz de 
restricciones 

renglones de la matriz de 
restricciones 

variables no negativas 

relaciones de desigualdad 

relaciones de igualdad 

variabies irrestrictas en 
signo 

Dual 

m variables, n restricciones 

coeficientes de la función 
objetivo 

constantes en el lado derecho 
de la igualdad 

rengJ9ne~ de la matriz de 
restr.i ce i enes 

columnas de la matriz de 
r•stricciones 

relaciones de desigualdad 

variables no negativas 

variables irrestrictas en 
signo 

relaciones de igualdad 

La teorfa de la dualidad, que trata con los pares primal-dual de 

problemas de programaciOn lineal, juega un papel muy importante 

en el análisis de sensibilidad que está disef'rado para evaluar 

cuan sensible es una solución a cambios en uno o mas parámetros 
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en el modelo <o sistema de ecuaciones> original, 

resolver nuevament• el modelo. 

sin tener que 

Para e•ectuar el an41isi~ d~ sensibilidad se trabaja con base en 

el supuesto de que la solución de programación lineal óptima está 

asociada a una base óptima donde se mani+iestan las dos 

siguientes propiedades: 

1) Al cambiar uno o mAs de los coe+icientes de la +unción 

objetivo: La base permanece ·óptima siempre y cuando las 

condiciones de optimalidad permanezcan satis+echas, o sea 

que le baae actual seguirA siendo óptima siempre y cuando ~l 

problema dual continue -factible. 

2> Al cambiar uno o m~s de los valores de las constantes del 

lado der•chc.: La base actual seguirá siendo óptima siempre y 

cuando las condiciones de +actibilidad sigan 

satis+aciéndose, o sea que 

óptima mi empre y cuando 

optimalidad se satis+agan. 

la base actual seguirá siendo 

las condiciones duales de 

5.3 EL METODO SIMPLEX 

En 1 a sección anterior se describió el m•todp simplex como un 

procedimiento iterativa que pasa de una solución bá5ica +actible 

a otra adyascente, de -forma tal que el valor de la +unción 

obj~tivo nunca disminuya. Esencialmente el al9oritmo d~l método 

simplex, consiste en ir cambiando las variables que pertenecen a 

la base en +orma sistemética y resolver el sistema de ecuaciones 

lin@ales resultante mediante la aplicación del m~todo de Gauss

Jordan hasta optimizar la +unción objetivo. 

Para r•solver 

método simpl•x, 

un problema de programación 

•mpl&ando o no computadora, 
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1) Transformar las desigualdades en igualdades empleando 

variables de holgura de acuerdo con el siguiente esquema: 

Tipo de 
desic:iualdad , Acción 

------~---------+--------------------------------! 
<-= 1 sumar . una variable de holgura 

>= i restar una variable de holgura 

2) Si la desi9ualdad es del tipo >=, 
tantas variables arti+iciales como sean necesarias de 

Manera que se obten9a un conjunto de m vectores columna 

•..Jnitario!!I, linealmente independientes, en la matriz de 

coeficiente~ del sistema de m ecuaciones. 

3) Como las variables de holgura y arti+iciales se aWaden al 

de ecuaciones con el fin de obtener una !SO lución sistema 

inicial factible, 

la solución óptima. 

es necesario asegurar que valgan cero en 

Esto se logra asignándoles a la +unción 

objetivo coeficientes de acuerdo a los siguientes criterios: 

- Si x. es una variable de holgura, 

un coeficiente igual a cero. 

entonces se asigna 

- Si x. es una variable arti+icial y se está 

minimizando, se asigna un coeficiente negativo cuya 

magnitud 

final. 

- Si x. 

asegure 

... una 

que será excluida de la solución 

variable arti+icial y se está 

maximizando, entonces se le asigna un coeficiente 

positivo cuya magnitud asegure que ser4 excluida de la 

solución +inal. 

'4) A partir de los coeficientes de la +unción objetivo y de 

las restricciones construir una matriz de la forma 

en la figura ~.2. 

81 

mostrada 



Figura 5.2 Tableau simplex 

+---+-----------+------------------------------------------+ 1 C~ f --> t*****l C1 Cz ••• Cn Cn+i C~•z ••• Cn+M S +---+-----+-----+------------------------------------------! : v I*****: B : X1. Xa ·•• Xn Xn+~ Xn+m ••• Xn+~ f t---+-----+-----+------------------------------------------1 1 1 • . 1 
: O 1 Xn+1i bi a11 a12 a1n 1 O O f 
1 1 1 : 
1 O : Xn+al b3 az1 azz azn O 1 O 1 
¡ : f i 
1 ! : J : o : Xn+~~ bm J am1 a2m ªM" o o 1 i 
+---+-----+-----+----------------------------------------- + lval de Z 1 O 1 Z1 Zz ••• Zn Zn+1 Zn+Z ••• ~n+m l +---------+-----+----------------------------------------- + revaluadorf*****= e1 ez en en•1 en+2 en+M : +---------+-----+------------------------------------------+ 

Obtener la primera solución +actible b~sica con las m 

variables que tengan coe+iciente unitario positivo y sólo 

aparezcan en una ecuación. El resto de las variables, es 

decir, las que no +orman parte de la base tienen valor cero. 

Una vez e+ectuados los pasos anteriores se aplica el siguiente 

procedimiento: 

a) Analizar los evaluadores netos e~ para toda j a +in de 

determinar si la +unción objetivo +ue o no optimizada. Esto 

cuando se cumple que todo e~ <= O Cj =1, 2, •• n+m>, 

entonces se detiene el proceso y el valor de las variables 

que +arman la base es la solución óptima. 

continuar. 

En caso contrario 

b) Examinar los > o y determinar como columna del 

elemento pivote la columna que coincida con el máximo e~. 

c> Para asegurar la +actibilidad de la nueva solución, el 

renglón del elemento pivote serA aqu~l para el cual se tenga 

mfnimo valor bk I ak~ donde ak~ > O. 

d) Introducir en la base la variable x~, es decir, hacer que 

xk y ck tomen los valore x~ y e~ respectivamente. 
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e> Aplicar método de Gauss-Jordan a la matriz de 

coe-ficient•• empleando como pivote el elemento 

obtener los nuevos valores correspondientes 

woluciOn b•sica de las vanto ak~ para obtener los 

valorew b~ correspondientes a la solución b4&ica 

variables que están en la base. Las variables no 

seriln nulas. 

f) Repetir el paso al. 

condiciones para el algoritmo simplex establ•c•n que 

a 

para 

la 

nuevos 

de las 

b~sicas 

todos 

lo• valor•s de Jos evaluadores <e~> deben ser menores o iguales a 
cero para pro6Jema• de maximización, o no negativos en problemas 

de minimización. Por la forma en que se construyen loa pares 

primal-dual las condiciones descritas para un problema de 

maximización son negativas en la minimización dual y viceversa. 

Además las condiciones de factibilidad pr·imas son equivalentes a 

las condicionen de optimalidad dual. 

hacer mención •obre Ja posibilidad de que el 

cfclico 

ocurra. 

o degenerado, 

Sin embargo, 

lo cual en la prActica e• 

es conveniente cubrir tal 

•stableciG"ndo un nómero mAximo de iteraciones al 

problema 

remoto que 

eventualidad 

programar el 

m•todo, u•ualmente 

de restricciones. 

2m c~mbios de base 

•e emplean qm iteraciones donde m •& el número 

Esto se debe a que se requieren alrededor de 

para llegar a Ja solución óptima. 
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Li•tado !5.1 Programa Mdotodo Simplex 

Program MetodoSimplexs 

Const. 

C** 

MaxRen = 35; 
MaxCol = 85; 
Epsilon = 0.0001; 

NOTA TECNICA 1 
Este programa 1•• la& datas d• entrada d•l archiva 

PL.TXT 

qu• tiene la sigui•nte estructura: 

En el primer renglon del archivo el numero 
total de ecuaciones <incluyendo la funcion 
~~¿y~~~~> y el numero total de renglones del 
La matriz CAJ dispuesta por ren9lone& donde 
el primero corresponde a la funcion objetivo 
y los restante a las restricciones. 
Finalmente los indices de las columnas de las 
variables de holgura •n cada renglon. 

Ejemplo: 

4 6 
-10.0 

3.0 
5.0 
1. o 
o.o 

3 4 !5 

-11.0 
4.0 
2.0 

-2.0 
o.o 

NOTA TECNICA 2 

o.o 
1.0 
o.o 
o.o 
o.o 

o.o 
o.o 
1.0 
o.o 
o.o 

o.o 
o.o 
o.o 
1.0 
o.o 

o.o 
9.0 
a.o 
1. o 
o.o 

Para modificar el taMa-o de las matric•& y vectores 
se debe cambiar •l valor de la constante MaxRen y 
MaxCol por ejemplo, 

MaxRen = :so; 
MaxCol -= 26; 

No obstante lo anterior el tama-o de las 
vectore& esta limitado por 

1> La cantidad de m•moria 
computadora 

principal 

matrices 

que tenga la 

2) La manera en que maneje el compilador 
arreglos estat.icos 

usado 101& 

3) 
Type 

Matriz 

La cuota autorizada por el sistema operativo 

MaxColJ of Real; = Array Cl MaxRen, 1 

Var 
IPT: Text; 
A: M;atriz; 
L: Array [2 MaxRenJ of 
W: Array C1 MaxRenl of 
ii: Integer; 
jj: Int.eger; 
1 l i: I nteger • 
kkk: Integer; 
i, j, k, j_k, kj: Integer; 
x xmin: RealJ 
o~, hecho: Boolean; 

Integ•rl 
Real; 

<numero de ecuacion•s> 
<numero de columnas> 
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Procedure Iniciallznl 
B&gin 

'"'riteln<'Metodo Simplex')J WritelnJ 
Write<'Configurado para procesar '>; 
Write('hasta •, MaxRen - 1 • restricciones y">; 
WritelnCMaxCol - 1,• .variables'>; Writeln; 
<Anigna el archivo de datos al programa> 
Assign<IPT,'PL.TXT">; Reset<IPTJ; 
<Lee el numero de renglones y el de columnas del Tableau> 
ReadCIPT 1 ii{ JJ>; 
iii::i1+; 
For i := 1 To iii Do Begin WCil :=O; LCil :=O End; 
<Lee los elementos del Tableau Simplex renglon por renglon> 
Writeln<'Tableau Simplex• >1 WritelnJ 
Fer i :e 1 To iii Do 

Begin 
Fer j : = 1 To j j Do 

Begin 
Read<IPT, ACi( jl>I 
Wr i te< A C 1 , j l • 8: 2 > 

End; 
Writeln 

EndJ 
Writeln; 
<~ee los subíndices de las variables de holgura> 
Writeln<'Subindir.es de las variables de holgura•> 
Writeln; 
Fer i := 2 To ii Do Begin Read<IPT, LCil>; Write<LCil:S> End; 
Writeln; Writeln; 
CCierra el archivo de datos> 
Close<IPT> 
l.<ld< := º' EndJ 

Procedur~ ImprimeSolucionl 
Begin 

lilritelnJ 
WritelnC'Funcion objvtivo• ,AC1,jj l:10:4>; 
Writeln; 
Writeln<'Variable Valor•>; 
WritelnJ 
For i := 2 To ii Do WritelnCLCil:S,ACi, jjl:10:4>J 
hecho := True; 
Wr-iteln; 
Wr-iteln<'Matriz final'> 
Writeln; 

Fer i := 1 To iii Do 
Bl!'gin 
~~~t~l~- 1 To Jj Do Write<ACi, jl:S:2>; 

EndJ 
Writeln; 

Endl 

Procedure Termina; 
Begin 

lilr i te 1 n; 
Write<'Termina Metodo Simplex satisfactoriamente'> 

Endl 

Procedure SimplexJ 
Begin<Simplex} 

i : ::a 2; 
While i < iii De 

Begin 
i.f LCil =O Then 

Fer j :a 1 Te jj Do 
If ACi jl <~O Then 

ACiil, jl := ACiii 0 jl 
i :- i + 1J 

End 1 

ACi, j]J 



k :• fffJ 
h•che ~= False; 
Reopeat · 
j :2 1; 
l;l[k] :"' º' 
LCkJ :"" OJ 
Wh f l & j < j j Do 

B•gin 
I-f CACk, jl <O> Or CW[kJ > ACk, jll Then 

Be9 in W e k l : = A C k, j J; L C k J : = j End; 
j ;z j +. 1 

En<f r 
I-f LCkl <> O Then 

lle9fn 
kj := LCkll ok :• False; 
Fer i := 2 To ii Do I-f ACi, kjl >o Then o.k :==\True; 

I-f ok Then 
B•gfn 

¿~1i: ~'<! ii ~b 
Begin 

I-f ACi, kjl >O.O Then x := ACi, Jjl I ACi, kjJJ 
I-f ji<"' o Th•n Begin xmin := x; jk := i EndJ 
I-f x < xmin Then Be9in xmin := xJ jk := i EndJ 
i := < ... 1; 

Endl 
" ACºk kj]J LCºk] := kjJ ~o~=i :~ l To fii to WCil := ACi, kjJ; 

Fer i := 1 To jk - 1 Do 
Fer J := 1 To jj Do 

I-f NotCCACjk, fºJ = O.Ol Or CWCil = O.Oll Then 
ACi, j] :=A i 1 jl - WCil * CACjk, jl I xl; 

Fer i : • j ~ + 1 To 2 i 2 Do 
Fer J. := 1 To jj Do 

I-f NotCCACjk, jl = O.Ol Or CW[iJ = O.Ol> Then 
ACi, j] := Ari, jl - WCil * CACjk, jJ I xl; 

Fer . : = 1 To . j Do A [ j k . l : = A [ j k, j l I x; 
kkk ~= kkk + 1i WritelnC~k¿:9,ACk, jjl:12:4,LCkl:11l; 

End 
El se 

Begfn 
~riteln<'*** Solucion no acot•da ***':40>; 
ImprimeSolucian; Halt 

End 
End 

El se 
Begin 

I-f k > 1 Then 
Begin 

For j := 1 To Ji - 1 Do 
I-f Ark, Jl > Epsilon Then 

Begin 
~ritelnC'Insatis-fasible'l; ImprimeSolucion; Halt 

End; 
Wr i te l n e 'Sa ti s-f ac i b 1 e' > ; 
Writeln<' 
WritelnC' 
Writeln<'It•racion 
Fer j := 1 To jj Do 
k :e 1; kkk := o; 

End 
Else ImprimeSolucionJ 

End; 
Until hechor 

EndJ 

Fu ne ion 
objetivo 

ACii1, jl := 

{Programa Principal) 
Begin Inicializa; Simplex; Termina End. 
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Listado :5.2 Resultados d•l programa H~todo Simplex 

Metodo Simplex 

Configurado para proce•&r hasta 34 restricciones y 94 variables 

Tablea.u Simplex 

-10.00 -11.00 0.00 o.oo o.oo 
3.00 4.00 1.00 o.oo o.oo 
!5.00 2.00 o.oo 1. ºº o.oc 
1. 00 -2.00 o.oo 0.00 1. 00 
0.00 o.oo o.oo 0.00 o.oo 

Subindic•s de 1 as variables dG!' holgura 

3 4 5 

SatisfaciblG!' 

lt!i'racion 

1 
2 

Funcion 
objetivo 

24.7500 
26.!5000 

Funcion objetivo 26.5000 

Variable 

2 
1 
5 

Matriz final 

0.00 
o.oo 
1. 00 
o.oo 
o.oo 

Valor 

1.5000 
1. 0000 
3.0000 

o.oo 
1.00 
o.oo 
o.oo 
o.oo 

2.50 
0.36 

-o. 14 
0.86 
o.oo 

Nueva 
varb!. 
basica 

2 
1 

0.:50 
-0.21 
0.29 

-0.71 
o.oo 

o.oc 
o.oo 
o.oo 
1.00 
o.oo 

Termina Metodo Simplex satisfactoriamente 

lil7 

o.oo 
9.00 
a.oc 
J..00 
o.oo 

26.:50 
1.50 
1. 00 
3.00 
o.oo 



La ec:onometrfa 

estudio de las 

Capitulo 6 

TECNICAS DE REGRESION 

es la aplicación de los métodos estadfstic:os 

relaciones entre variables ec:onómicas c:on 

al 

el 

objetivo de desc:ubrir 

de manera que puedan 

la fuerza y fiabilidad de esas relac:iones, 

disel'l'o de 

situac:iones, 

economfa de 

ser· utilizadas, c:on fines de predic:c:iOn 

polftic:as económicas en una gama muy amplia 

desde pequel'l'as empresas manufactureras hasta 

un país. Los métodos empleados usualmente son 

y 

de 

la 

las 

regresiones si•11ples y mll l t i ples. El lector interesado podré. 

encontrar información acerca de estas téc:nicas en las 

re-ferencias {24J'.I ·~25} ).' {47}. 

6.1 METODOLOGIA DE LA ECONOMETRIA 

La Econométria tiene como objeto la 

los modelos ec:onómicos. Es decir, 

estimación y verlfic:ación de 

la econométria se emplea para 

predecir los val8res a futuro de ciertas variables ecorómicas con 

base en los valoren conocidos o esperados en el futuro de alglln 

otro c:onjunto de variables. Una investigación de tipo 

econométrico consta por lo general de los siguientes pasos: 

Desarrollar un modelo econométric:o de la teoría que 

pretende verificar. 

Obtener una muestra de los datos de las variables 

pretenden desc:ribir el fenómeno 

Estimar los parámetros del modelo 

Aplicar los criterios que permitan establec:er si 

se 

que 

las 

estimac:iones obtenidas verifican la teoría. Usualmente esta 
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veri-f icación de la teorfa se lleva a cabo mediante la 

t~cnica de la in+erencia esta.distica conocida como prueba de 

hipótesis. 

En el caso que los resultados obtenidos sean compatibles con 

teorfa se pueden e-fectuar predicciones o pronósticos acerca 

comporta.miento del -fenómeno económico que se estudia. En 

la 

del 

caso 

contrario, como en cualquier otrCI. disciplina, es necesario 

revisar 

misma. 

tanto las esp•ci-ficaciones del modelo como la teorla 

6.2 MODELOS ECONOMETRICOS 

Los modelos econom~trico• a di-ferencia de los modelos de la 

economf a matemAtica suponen que las relaciones estructurales que 

los -forman no se cumplen estrictamente, sino que existe una serie 

de -factores no determinfsticos, tales como perturbaciones de tipo 

aleatorio y errores de medición, así como la supresión de 

ciertas variables, debido a la imposibilidad de explicar mediante 

relaciones sencillas el complejo comportamiento humano. A manera 

de ejemplo, consid~rese la -función de consumo keyne•iana en su 

-forma más simple. 

MODELO KEYNESIANO DE CONSUMO 

En el modelo keynesia.no de consumo las ecuaciones estructurales y 

las variables son: 

Ecuaciones estructurales 

Y = C + I (6.1 >; 

Variables exOgenas 

I: Invv-rsiOn 

Variables endógenas 

C e a.+ b<Y - tl 

Y: IngresoJ C: Consumo 

Parámetros 

a.: 

b: Propensión marginal al consumo 

t: Impuesto 
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Como se puede ver el modelo propuesta es: lineal, pue5to que las 

ecuaciones 

ecuacione=:; 

que los 

son de prim•r grado; determinado, porque el ndmero de 

y de variables endógenas es el mismo y est~tico, dado 

valores de las variables endógenas s• consideran 

referidas a un mismo instante de tiempo, 

función del tiempo. 

no están en 

Si se sustituye en la ecuación <6.1> la variable C por el miembro 

derecho de la ecuación (6.2>, se obtiene: 

Y = a + b<Y -t) + I 

Haciendo •lgun•s operaciones algebraicas resulta: 

a - bt + I 
y 

Luego sustituyendo (6.4> en 

e 

1 b 

<6.2> se tiene: 

a - bt + bl 

1 - b 

Estas dos dltimas ecuaciones se conocen como la forma 

del modela. En es; ta forma las ecuaciones no 

comport ... miento de los agentes econ0rnicos 0 sino 

<6~3) 

(6.5> 

reducida 

el 

las 

consecuencias de ese comportamiento. Como puede ob5ervarse en las 

(6.4) (6. S> el ingreso y el consuao dvpenden ecue>ciones 

•1n i camente de los parAM•tros, es decir, dicha& variabl•• estAn 

completamente determinadas. Sin embargo para el economis;ta esta 

cluse de modelos es poco interesante, pues;;to que en la prActica, 

a pesar de las definiciones matemáticas, el comportamiento de los 

agentes económicos no se cumple exactamente. E• decir, existen 

discrepancias esta.dfstica.s mAs o menos graves. 

Para tener en cuenta e•tas discrepdncias es necesario incluir en 

las ecuaciones, variables aleatorias <o es;tocásticas;;) con 

propiedades 

representan 

prcba.b i l fst i cas b ieri definidas. 

fuerzas qu•, de una u otra manera, 

Estas;; variables 

influyen en el 

comportami•nto de la variable dependiente, pero que no es posible 

identificcor o medir de manera explfcita. Por ej•1nplc, estas 
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pueden representar una crisis internacional, o un variables 

incidente polftico. Aunque por lo general estas variables 

representan aquellas influencias que resultan imperceptibles, si 

se consideran aisladame~te, pero su suma puede 

y se comporta como una variable aleatoria. 

respaldado por el teor·ema central del limite. 

6er significativa 

Supuesto que es 

Convencionalmente el elemento estocástico en una ecuo.ción de 

comportamiento, se trata agregando un error aleatorio o término 

de perturbaci6n. De esta manera la ecuación (6.2>, se transforma 

en el siguiente modelo eccncmétrico: 

c = a + bY + u < 6. 6 > 

Desde el punto 

la hip6tesis de 

linealmente con 

de vista econométrico la ecuación (6.6) plantea 

que la variable dependiente <C> está relacionada 

la variable explicatcria CYl, aunque ne de manera 

exacta, puesto que est~ sujeta a variaciones individuales 

representadas por la variable aleatoria <U>. En tanto que de~de 

el punto de vista de la estadística matemática, se trata de un 

modelo de regresión lineal como se verá más adelante. 

Ahora cabe preguntar, ¿ne qué manera se estiman los parámetros?. 

La respuesta a esa pre9unta es: mediant·e la aplicación de las 

técnicas proporcionada~ por el análisis de regresión. Cuál de 

ellas se debe emplear para efectuar la estimación de los 

parámetros y 

dep"?nde: de 

cuáles deben ser las 

las caracterfsticas 

hagan 

pt·opiedades de los estimadores, 

propias del problema a tratar, 

acerca de los términos de de los supuestos que se 

perturbación del modelo y de 

como de la aplicabilidad del 

las variables predetertninadas, as! 

método de estimación a la forma en 

que se halla el modelo, 

su forma reducida. 

es decir, si el modele se halla o no en 

6.3 ANALISIS DE REGRESION 

El l~rmino regresión tiene su ori9en en el 

Galton realizó en torne a la distribución de 

población. En su estudie Galtcn observe que 
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tendencia de que los padres altos tengan hijos altos y que los 

padres bajos procreen hijos bajes, la estatura promedio de una. 

población no varia substancialmente de generación en generación. 

Su explicación mostra~a que habfa una tendencia natural en la 

población a moverse o regresar a la estatura promedio. Lo que +ue 

con+irmado 

emp!rico. 

posteriormente por Karl Pearson mediante un estudio 

Sin embar-go, el término regresión en una interpretación moderna 

tiene un signi+icado un poco di+erente. En términos generales el 

an~ 1 is is de regresión consiste en estimar o predecir la media 

poblacional de una variable Cdependientel con base en los valores 

conocidos de una o más variables Cexplicatoriasl. La regresión 

puede ser vista como una herramienta de tipo descriptivo con la 

que es posible descomponer y sumarizar la dependencia de l.lY1a 

variable término de otras, o bien como una herramienta 

in+erencial mediante la cual se evalúan las relaciones existentes 

en una población a partir de muestras. 

Figura 6.1 Linea de regresión 

Geométricamente el 

~ 
. 

. . . . . . 

problema de la regresión consiste en hacer 

pasar 

aunque 

una curva suave lo más cerca posible de todos los puntos, 

no necesariamente pase sobre de ellos <+igura 6.11. 
11 c:eiorc:ania" usualmente obtiene mediante la imposición 

criterio de los mfni1nos cuadrados que es la base del método 

Esta 

del 

de 

los mfnimos cuadr~dos desarrollado por Gauss, 

a continuación con cierto detalle. 

el cual es tratado 

92 



6.4 METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS 

Esenc:ialr~ente el m~todo de los minimos cuadrados consiste en 

hacer una aproximación polinómica a una +unciOn, 

tabular, de manera que minimice los cuadrados de 

dada. en +orma. 

los errores. E,a 

decir, se trata de obtener los valores de los coe+icientes de la 

+unción: 

+ a .... x"' (6. 7) 

de manera que se satis+aga el criterio de los mfnimos cuadra.dos 

el cual requiere que: 

\ 
S = I_ <Y• - Y•>ª (6. 8) 

sea mfnima, donde v. es el valor resultante de evaluar 1 a 

ecuación (6. 7) los valores Y. Y• soon llamados residuos 
(-figura 6.2>. 

Figura 6.2 Residuos en ajuste de curvas 

• 

Para obtener el valor mfnimo de S eso necesario primero igualar a. 

Let a las pt·imeras n1 + 1 c.1eriv ... <las parciales con respecto "' todos 

y cada uno de los par~metros, para luego derivar con respecto a 

c:ad a una de las a_. ( j = o, 1 , ••• m > con lo que 

siguiente sistema de ecuaciones normales: 

\ \ 
aon + ª" l _x + a 2 / _x 2 + 

\ \ 
a.o>< + ai. / _x 2 + a,../_x" + 

\ \ \ 
ao>C 2 + ai. / _:x,. + a,,,,/_x ... + ª"' I _x"'•a 

\ \ 
ªº"m + a1/_xm•s + az/_x~+~ + 
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se obtiene 

\ 
/_y 

\ 
l_xy 

\ 
l _x 2 )1 

(6.9) 
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6.4 METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS 

Esencialr~ente el m~todo de Jos minimos cuadrados consiste en 

hacer una aproximacidn polinómica a una +unc:iOn, dada. en +orma 

tabular, de manera que minimice los cuadrados de los errores. Es 

decir, se trata de obtener los valores de los coe+icientes de la 

función: 

Y= fCx> = ao + a~x + a~xz + + a,..x'" (6. 7) 

de manera que se satisfaga el criterio de los mfnimos cuadrados 

el cual requiere que: 

\ 
S = /_ CY, - y,> 2 (6. 8) 

sea mínima, donde es el valor resultante de evaluar 

ecuacidn C6. 7> los valores Y, son l 1 amados residuos 

Cfiqura 6.2>. 

Fi9ura 6.2 Re5iduos en ajuste de curvas 

• 

Para obtener el valor mfnimo de S es necesario primero igualar a 

.... et·o las pt·imeras ni + l <.lerivcn.las parciales con respecto .a todos 

y cada uno de los parámetros, para luego derivar con respecto a 

cada una deo 1 as a_. e j = o, l, ••. m> con Jo que se obtiene el 

siguiente sistema de ecuaciones normales: 

\ 
aon + a1 / _x + ,-
aox + a1/ _x"' + 

\ 
aox=- + a1/_x=- + 

\ 
a2/_x 2 + ,-
a,.,/_x"" + 

\ 
a2/_x .. + 
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\ 
ª"'/_x"' 

\ 
/_y 

\ 
/ _xy 

\ 
/ _x2y 

C6. 9) 

1 



\ 
Donde en> es el ntlmero de puntos tabulados y el s1mbolo /_ es la 

sumatoria para deosde .t hasta m. 

Por· razones de orden ,.rActico •s reescribir el 

de ecuaciones normales C6.9> en notact•n matricial como sistema 

sigue-: 
rxl[al [bl (6. 10) 

Es importante hacer notar que el v•ctor [al ce coe-ficientes de 

regresión, se puede obtener aplicando el m~todo de Gauss-Jordan o 

mediante la inversión de Ja matriz [al c•Mo ae mueetra en el 

programa Mfnimos Cuadra4o• C11stado 6.1>. 
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Listado 6.1 Programa Hinimo• Cuadrado• 

Prcgram MinimosCuadrados; 

Const. 
MaxP "' 10; 

<** NOTA TECN.ICA 1 
Este programa l•• loa dato• d• entrada d•l archivo 

MC.TXT 

que tien• Ja sigui•nt• ••tructura: 

- Numero d• punte• y •l grado d•l polinomio d• 
aj ust.e 
Les pares crd•nados corr••pondi•nt•• • los n 
puntos <uno por r•nglan> 

Ejemplo: 

9 2 
1.0 2.0 
3.0 7.0 4.o a.o 
3.0 10.0 
6.0 11.0 
7.0 11.0 a.o 10.0 
9.0 9.0 
10.0 e.o 

NOTA TECNICA 2 
Para modificar •l tama-o d• laa matric•• y v•ctore& 
se deb• cambiar •1 valor d• la canstant• HaxP. por 
•J •mpl o, 

MaxP ... 15f 

No obstant• Jo ant•rior el tama-o d• l•• matrices y 
vectores •sta limitado por · 

11 La cantidad d• m•moria principal que ten~• la 
comp~tadora 

21 La manera en que maneje el compilador 
arreglos estatico~ 

usada los 

31 La cuota autorizada por el sist•m• op•rativo 

NOTA TECNICA 3 
E• importante m•ncionar que aun exi•ti•ndo memoria 
suficiente el maximo grado d•l polinomio gue pu•de 
ser determinado esta limitado por la precision de 
la aritmetica r•al de la computadora o d•l compi-
lador con que se t.rabaJ•· 

Type 
Matriz 
V•ctor 

Array C1 
Arra.y C1 

MaxP~ 1 •• HaxPJ 04 R•al' 
MaxPJ Of Real f 

Var 
A, e: Matrizl 
B, X Y: Vector 1 
i,j,~,lt m, xm, n, ii: Int•g•rJ 
Datos: vxi: J 
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Procedure Inicializa; 
Be9in 

Write("Aiuste polinomial por el">; 
Writeln< metodo de minimos cuadrados'> Writeln; 
A••i9n(Datos,"MC.TXT"l; Reset<Datosl; 
<Lee el # de puntos y el grado del polinomio a ser ajustado> 
Readln<Datos n m>J 
Writeln< "Punlos\: 18)1• 
Writeln('X':12, 'Y': Ol; Writeln; 
Fer i := 1 To n Do . 

Be9in 
Readln<Datos XCil YCiJJ; 
Writeln<t:2,~Cil:lo:4,YCiJ:10:4>; 

End J · 
Writeln; 
Write<n:4,' puntos seran aJustados a un polinomio ')J 
Writeln<"de grado • m>; Wr1teln; 
Writeln<'Ecuacion d~l polinomio de ajuste">J 
xm : e rn + 1; 

Endl 

Procedure Coeficientes; 
Begin . 

Fer i : = 1 .To n Do C C i, 1 l : = 1. O; 
Fer j := 2 To m + 1 Do 

Fer i := 1 Ton Do CCi,jl := CCi, 
Fer i .- 1 To m + 1 Do 

Endl 

Fer j : = 1 To m + 1 Do 
Begin 

Ar i, j : "' o. o; 
Fer I< :• 1 To n Do 

Ati, jl ::s ACi, jJ + <CCk, 
End; 

Procedure Constantes; 
Begin 

For i . - 1 To m + 1 Do 
Be9in 

BCiJ :=o.o; 

j 13 * XCiJJ 

il * CCk, jl)J 

Fer· k := 1 Ton Do BCiJ := BCil + CCk, il * YCkJJ 
End; 

Endl 

Procedure InvierteMatriz<Var A: Matriz>; 

Const Epsilon: Real = lE-101 

V•r 
P: Array [1 MaxPJ Of Inte9er1 
lnd: Array Cl MaxPl Of Record Ren, 
Pivote: Array [1 MaxPJ Of Real; 

Col: :Integer End; 

Col, Ren, i,j,k,l:~,n: Inte9er; 
Det,t: Reci.l; 

Procedure AlarmaJ 
BE:•c¡i n 

Qriteln<'La matriz es singular lAl 
End; 

Piccedure BuscaPivoteJ 
Begin 

t :=-o.o; 
Fer j :- 1 To n Do 

If PCJJ <> 1 Then 
Beg1n 

For I< := 1 To n Do 

O">; Halt 

If <PCkl 1 < O> And 
Begin Ren .- jJ Col 

End; 

( Abs ( t ) < Abs <A [ i , k J > ) 
:= I<; t := ACj,kl. End 

PCColJ := PCCcll + 1 
End¡ 
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Procedure PonerPivoteSobreLaDiagonal; 
Begin 

If Ren <> Col Then 
Begin 

Det : = -Det; 
Fer 1 : = 1 to n Do 

B<?g in._ 
t. ACRen,IJ; AfRen,IJ := A[Col,lJ; ACCol,lJ := t End .-

End; 
Indfil.Ren := Ren; IndfiJ.Col :=Col; 
PivotefiJ := ACCol,Coll; 
Det := Det * PivotefiJJ 
If Abs(Detl < Epsilon Then Alarma; 
ACCol,ColJ := 1; 
Fer l := 1 ton Do ACCol,lJ := ACCol,ll I PivoteCil 

EndJ 

Procedure JntercambiaColumnas; 
Seg in 

Fer i := 1 To N Do 
Begin 

J := n i + 1; 
If Indfll.Ren <> IndCIJ.Col Then 
Be~~~ .- In~ClJ.Ren; 

Col := JndCIJ.Col; 
Fer k := l To n Do 

Begin 
t : = Ar k, Ren J ; 
Afk,RenJ := ACk,ColJ; 
Afk,ColJ := t 

End 

End 
End; 

End 

Procedure ~~duceRenglon•s; 
Begin 

For m := 1 To n Do 
Begin 

If m <:> Col Then 
Begin 

t. := Afm,ColJ; 
Arm,ColJ :=o.o; 
Fer 1 : = 1 To n Do 

End Afm,Il .- ACm,lJ - ACCol,ll * t 
End 

End; 

Begin 
n • - >:m; 
Det := l.O; 
Fer i := 1 Ton Do Pfil .- OJ 
Fer i := l To n Do 

E11d; 

Begin 
Busca.Pivote; 
PonerPivoteSobreLaDiagonal; 
ReduceP.englones 

End; 
IntercambiaColumnasJ 
Write-In; 
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Procedure Multiplica<Var A: Matriz; Y: Vector> 

Var 
z: VectorJ 
i,j,I<: Integerl 

Begin 
Fer i := 1 To xm Do 

Begin 
ZCil :=O; 
For I< := 1 To xm Do 

ZCiJ := ZCil + ACi,kl * YCkll 
EndJ 

Write<•y = •,zr1J:5:3> 
Fer i := 2 To xm Do 

Beqin 
I.f i < 3 Then 
El;;'~ite<' + ',ZCiJ:S:3, 

Write(• + ' ZCil:5:3, 
iT i mod S = 6 Then 
Begin 

Writeln; 
Writeln; 
Write<' ':3> 

End; 
End; 

Writeln; 
End; 

Prccedure Termina; 
Fegin 

1'1r i te l n; 
Writeln<'Termina MC'>I 

End; 

Begin<Progrma Principal> 
Inicial Iza; 
CoeTicientes; 
Constantes; 
InvierteMatrizfA> 
Mu l t i p l i e a <A , B > 1 
Terminal 

End. 

'X') 

•x~•,i-1:1>; 
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Listado 6.2 Resultados del programa Mfnimos Cuadrados 
ajuste solicitado a una recta 

Ajuste polinomial por el metodo de mínimos cuadrados 

Puntos 

1 
2 
3 
4 
s 
6 
7 
s 
9 

X y 

1.01)00 
3.0000 
4.0000 
5.0000 
6.01)00 
7.0000 

ª·ºººº 9.0000 
10.0000 

2.0000 
7.0000 
8.0000 

10.0000 
11.0000 
11.0000 
10.0000 
9.0000 
e.oooo 

9 pur1tos seran ajustados a un polinomio de'grado· 1 

Ecuacion del polinomio de ajuste 

y = 4.902 + 0.602X 

Termina MC 

Listado 6.3 Resultados del programa Mfnimos Cuadrado& 
ajuste solicitado a una parabola 

Ajuste polinomial por el metodo de mínimos cuadrados 

Puntos 
X y 

1 1.0000 2.0000 
2 3.0000 7.0000 
3 4.0000 ª·ºººº <1 s.oooo 10.0000 
5 6.0000 11.0000 
6 7.0000 11.0000 
7 8.0000 10.0000 
a 9.0000 9.0000 
9 10.0000 8.0000 

9 puntos seran ajustados a un polinomio de grado 2 

Ecuacion del polinomio de ajuste 

Y e -1.460 + 3.6osx + -o.26ax~2 

Termina MC 
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Capftulo 7 

SIMULACION 

En los ~ltimos aHos se ha popularizado la simulación entre Jos 

economistas y estudiosos de la administración como un medio para 

analizar •l comportami•nto de sistemas económicos complejos, en 

los que es imposible o poco pr~ctico: e4ectuar experimentación 

controlada sobre los sistemas económicos Cque pueden ser una 

industrial, la economfa de un país o empresa, una rama o sector 

la del mundo entero), o por 

realizar experimentos d• un 

carecer de datos representativos para 

sistema económico o porque los datos 

contienen errores aleatorios excesivos. 

Con4orme los sistemas económicos han crecido en complejidad por 

el n~mero de variables endó9~nas, variab~es exó9enas, parámetros 

y relaciones que exist•n entre ellas, asf como los instrumentos 

normativos, su estudio •n muchos casos sólo es +actible mediante 

~~cnicas de gimulación, las que a su vez se apoyan en los métodos 

num~ricos y por ende en las computadoras. 

En este capitulo se pr•••nta una introducción a las técnicas de 

simulación. En ellas• describen los conceptos básicos empleados 

en la simulación con computadora digital. En seguida se 

desarrolla la simulación d• un modelo macroeconómico sencillo 

basado en el acelerador y multiplicador, cuyo objetivo es evaluar 

los e+ectos que cinco polfticas estabilizadoras tendrán sobre el 

de una •conomf~ hipotética. 

el uso de las técnicas 

Esto se hace con el 

de simulación en 

ingreso nacional 

~in de ilustrar 

computadora dfgital aplicada• a problemas económicos. 
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7.1 ¿QUE ES LA SIMULACION? 

La simulación es la representación 

comportamiento de un sistema 

de ciertas caracterfsticas 

+fsico o social por 

del 

el 

comportamiento de otro sistema. En computación, la simulaci6n se 

re+iere concretamente al empleo de un proceso computacional para 

estudiar el +uncionamiento de un sistema o +enómeno dinámico a 

trav4s de un modelo. Usualm~nte la simulación se realiza con 

propósitos de medición experimental o para predecir el 

comportamiento de un sistema, asf como para el entrenamiento de 

personas para el manejo de equipo complejo, por ejemplo: volar un 

nuevo tipo de avión. 

El concepto de simulación, desde lue90, es anterior a la 

aparición de la& computadoras, sean éstas analógicas o digitales, 

pues desde tiempos remotos se han Qmplpado modelos +!si.ces en una 

gran variedad d~ 

Desa+ortunadamente 

investigaciones cientf+icas y de in9enieria. 

este método no puede ser aplicado con 

+acílídad a los sistemas social~s; sin embargo, con la simulación 

m•diante computadoras los cientf+icos sociales tienen a su 

alc~nce los medios de •observación y experimentación" que durante 

mucho tiempo hAn sido la base de los m~todo& de los cienti+icos 

~fsicos Cv•r C19J y C20J). 

7.2 SIMULACION DIGITAL 

El concepto de simulación di9ital le es atribuido por varios 

autores a John ven Neumman, · quien visualizó la aplicación de las 

computadoras para la generación de dates estadfsticos acerca del 

+enómeno modelado. Este tipo de simulación se conoce bajo el 

ncmb~e genérico de anAlisis de Monte Carlc, debido a que 

involucra en la solución de un problema matemático no 

probabílfstico, un proceso estocástico cuyas distribuciones de 

probabilidad satis+acen las relaciones matemáticas del problema 

planteado. 
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las primeras aplicaciones de la simulación digital 
u 

se Entre 

cuenta la ubicación y distribución de recursos para los procesos 

de producción, en estos casos la aplicación de la simulación se 

justifica plenamente, puesto que experimentar directamente con el 

sistema resulta prohibitivo, tanto desde el punto de vista 

econ6mico como desde el lógistico. Otras situaciones donde la 

simulaci6n se emplea son aquellas en las que el sistema no 

disponible, que impliquen la destrucción del sistema o 

resulten demasiado peligrosas. 

está 

bien 

7.3 TIPOS DE SIMULACION 

En la práctica la simulación digital se divide en dos tipos: 

discreta y contfnua. Cada una tiene su propio conjunto de 

procedimientos para la conceptualización del modelo, se basa en 

difvrente• áreas de las matemáticas y resuelve diferentes tipos 

de problemas. 

La simulación discreta trata principalmente con sistemas de 

colas. Esto es, 

una estaciOn de 

aquellos sistemas 

servicio y 

en que 

todos 

ocupados, entonces el cliente aguard~ 

•spera hasta que recibe el servicio para, 

estación al ser completado su servicio. Un 

un "cliente• arriba a 

los servidores .estAn 

en la lfnea o cola de 

finalmente salir de la 

ejemplo típico de esta 

clase 

avión 

estará 

libre 

de sistemas es el control de tráfico aereo, en el que un 

!cliente>, llega a un aereopuerto 

en ~ola de espera ha6ta que haya 

para aterrizar <servicio>. 

<estación de servicio> y 

una pista <servidor) 

Como puede observarse el principal inter~s de los sistemas de 

colas es el rápido despacho de los .clientes. Dado que el tiempo 

de arribo y el tiempo de servicio de un cliente en particular son 

por lo general eventos al~atorios, el modelo matemAtico 

subyacente en los sistemas de colas está ligado con la 

probabilidad 

concernientes 

y 

al 

la estadfstica. Puesto 

tiempo promedio de arribo, 
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atender a un cliente y el ndmero de clientes en 

pueden ser contestadas cuando se conocen o se 

distribuciones de probabilidad que gobiernan los 

la cola sólo 

suponen las 

patrones de 

arribo y 

responder 

servicio, por lo 

anticipadamente 

simulación. 

general 

a estas 

la única manera 

preguntas es 

económica 

mediante 

de 

la 

Los sistemas 

gobiernan la 

de colas, 

solución 

tienen dos importantes propiedades 

del problema por simulación de 

que 

tipo 

discreto, ~stas son: 

En Llt"1 lapso de tiempo el estado del sistema 

subyacente no cámbia. 

El movimiento de las unidades dentro del sistema es 

medido en enteros. 

Esto significa que las llegadas y salidas de los clientes ocurren 

de manera 

clientes 

unitaria en instancias discretas, 

en la estación de servicio puede 

asf que el número de 

ser representado por 

un entero en cualquier momento. 

En contraste, la simulación continua trata con sistemas 

cambian continuamente con respecto al tiempo y su medición no 

restringe a los enteros. Un ejemplo de esta clase de sistemas 

constituye la trayectoria de un proyectil en vuelo; en él no 

un instante donde la posición del proyectil no cambie. 

que 

se 

lo 

hay 

El interés principal de los sistemas continuos es la variación en 

el co~rorta~i~nto de diversas cantidades {variables) en el 

sistema. Debido a que los patrones de comportamiento son 

generalmente gobernados por tasas de cambio, el modelo 

matemAtico para sistemas continuos se basa en conjuntos de 

ecuaciones diferenciales, que de ordinario sólo es posible 

resolver mediante integración numérica <ver {20Jl. 

Es importante 

!!Simulación se 

mencionar 

debe de 

que no 

usar 

siempre es claro 

para resolver un 
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pa.r ti cu 1 ar. Par ejemplo, el crecimiento de la población de un 

pafs parece ser un candidato ideal para la simulación de tipo 

discr<:>to. Puesto que p~ede ser modelada como un sistema de colas 

de autoservicio donde las personas son los clientes y a la vez 

los servidores; los nacimiontas son las llegadas y las muertes 

las salidas. Sin embargo, en la práctica se emplea la simulación 

contfnL•a, debido a que ésta resulta más económica en recursos 

comput.oocionales <tiempo y memoria> que la actualización de los 

archivos de colas cada que ocurre un arribo. 

"7.4 MODELOS 

Los modelas can +recuencia san clasi+icados en tres 

9rurios: 

En 

!cónicos. Un modelo icónico es aquel que luce "idéntico" 

al sistema que representa; un ejemplo es el modelo a escala 

de un avión para conocer el comportamiento aerodinámico 

di se Pro. 

del 

- Anal69icas. Un modelo analógico actua corno el sistema que 

representa aunque en apariencia sean di+erentes. Por 

ejemplo, un sistema eléctrico es el modelo de un sistema 

mecánico de resortes y viceversa. 

- Abst.-actas. Un modelo abstracto es un conjunto 

ecuaciones matemáticas que expresan el compartarniento 

de 

del 

sistema representado. Por ejempla ld ecuación <7.1> es la de 

equilibrio de un circuito eléctrico. 

1 J: ái 
E - dt - Ri - L ------ o ( 7. 1) 

e át 

cierta la simulación discreta emplea 

analél9icos, 

s;entido 

esta es, la mayorfa de los componentes del 

modelos 

sistema 

simulado es representada par datas <ci+ras> en un archivo, los 

cuales son manipulados de acuerdo a los patrones establecidos por 

el modelador para imitar el comportamiento del sistema simulada. 
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En cambie, les modeles abstractos son la base de todo procese de 

simulación continua. Por lo general este& modeles abstractos son 

consecuencia directa de principios ffsiccs. tales como las leyes 

de movimiento de Newton. Desafortunadamente este tipo de 

principios no existen dentro de las ciencias sociales. sin 

embargo, a partir de los trabajos de 3. Forrester en el Instituto 

Tecnológico de Massachusetts !MITl a fines de los cincuenta se ha 

desarrollado una metodologfa aplicable a los problemas de la 

Economfa, la Sociologfa y la Ecologfa. Dicha metodologia 

gen~ricamente se conoce como DinAmica de Sistemas, cuyo 

representante más conocido y discutido es el denominado WORLD 3, 

desarrollado por Dennis Meadcws y sus colaboradores del MIT a 

principios de los setenta. 

Existen varios trabajos que utilizan la simulación para estudiar 

el comportamiento de sistemas macroeconórnicos a nivel regional, 

nacional o mundial, baste mencionar los trabajos de futurologfa 

de la organización RAND, les modeles macrceccnómicos de la 

Brcckings Institution, el modelo OSE COffice of Business 

Econcrnics> de les E. U. y el modelo Wharton que se usa 

regularmente para hacer predicciones sobre el 

nacional bruto y otros factores económicos Cver 

emplee, 

{ 36}) • 

producto 

En la actualidad la mirnulación se aplica en una amplia gama de 

cases tanto micro como macroeconómicos, puesto que es un método 

sobresaliente para probar los efectos que tienen las polfticas 

alternativas sobre el comportamiento de los sistemas económicos y 

para facilitar el proceso de tema de decisiones. 

En un nivel mAs ambicioso se deben ubicar los modelos globales 

c6mc el ya mencionado WORLD 3, desarrollado baje el patrocinio 

del Club de Roma y publicado en el libre NLos limites del 

crecimiento• o el trabajo de 3. Forrester en "Urban Dynamics". En 

estos ejemplos se utilizan varios cientos de ecuaciones que 

permiten estudiar los fenómenos d• t•rminación de les recursos no 

r•novables, explosión d•rnogrAfica mundial, el deterioro del medio 
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ambiente y el crecimiento urbano, entre otros. 

Cada modelo cuando se corre en la computadora, puede producir una 

nueva hipótesis histórica y es posible aprender de las historias 

producidas para examinar los +uturos posibles y determinar en 

principio los mejores cursos de acción, o los que mayores 

probabilidades tienen de ~xito. 

7.~ METODOLOGIA DE LA SIMULACION 

La 5imulación, al igual que otras +ormas d• invesotigación 

cientf+ica, comprende una serie de pasos sujetos a un 

procedimiento de re+inamiento sucesivo, que va desde la 

+ormulación del problema hasta la solución +inal. Los pasos a 

seguir, de acuerdo con Naylor C35) y C36J, eri la simulación de 

sistemas económicos son: 

Formulación del problema. 

Formulación del modelo matemAtico 

Elaboración del programa de computadora 

Va.l idación 

Dise~o de los experimentos de simulaciOn 

- Análisis de los resultados 

A continuación se da una breve descripción de cada paso: 

FORMULACION DEL PROBLEMA 

Para resolver 

otro método, 

sea posible 

un problema mediante simulación, como por cualquier 

es necesario comprender el problema de manera que 

dar una de+inición exacta de los objetivos que se 

des-ean alcanzar, 

gent ido. Los 

ya que simular por la simulación misma 

objetivos generalmente 

siguientes +ormas: 

Preguntas que se deben responder 

Hipótesis que se han de comprobar 

Resultado& que deben evaluarse 
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FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO 

+ormulado el problema, la siguiente etapa del 

procedimiento es formular un modelo matemático que relacione las 

variables endógenas con las variables controladas y con las 

exó9er1as, bajo ciertas consideracjones. Es decir, el modelo 

mate~ático no sólo debe describir al sistema sino también las 

objetivos d~ ~ste. 

El modelo r,:ate"llático +ormulado, 

endógenas cnntroladas y exógenas 

sin olvidar aquellas exógenas que 

deberá incluir las 

que participan en el 

a+ecten a una o más 

variables 

sistema, 

variables 

endógenas, también es necesario estimar los valores de los 

parámetros del modelo. Antes de continuar con el procedimiento es 

convenient"? hacer una evaluación inicial para determinar lo 

adecuado del modelo al problema y al tipo de experimentos que se 

van a efectuar con 61. 

ELABORACION DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA 

La preparación de un programa para computadora que permitirá 

ejecutar los experimentos de simulación del sisteMa requiere de 

la realización cuidadosa de la siguiente serie de actividades: 

Esta 

Definir los datos de entrada y condiciones iniciales 

Definir· los resultados a obte.-.e·r )'su forma 

Seleccioner las t~cnicas que se ernp l o:o•arán para 

generación de datos 

la 

un diagrama de +lujo que muestre le secuencia 

lógica de 

comput.adora 

los procedimientos que debe ejecutar la 

Escribir el programa en alg~n lenguaje de programación, 

sea éste de propósito general FORTRAN, ALGOL, PL/1 o PASCAL 

o espec!+ico DYNAMO, GPSS o SIMSCRIPT 

Depurar y hacer pruebas preliminares del programa. 

etapa proporciona una ayuda adicional al investigador, ya 
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que gracias a la naturaleza de 

construir un modelo explicito y 

las computadoras, 

sin ambigüedades. 

es obligado 

VALIDAClON 

La validación •• quizA ~l aspecto más perturbador dentro de la 

metodologfa de la simulación, debido a que implica una serie de 

complejidades de orden práctico, teórico, estadlstico •incluso 

+ilosó+ico <ver (49}). La prueba en lo general consiste, en 

deterntinar 

mode-lo de 

el 9rado de 

simulación 

precisión 

respecto 

que 

al 

tienen las predicciones del 

•istema real en periodos 

posteriores, 

simulado• de. 

conocidos. 

con 

las 

base en la comparabilidad do 10!11 valoree 

variables endógenas y los dato& históricos 

Se de-be hace-r notar que las t~cnicas de simulación son sólo 

instrumentos que permiten alcanzar un grado de certidumbre muy 

alto m•s no absoluto, dado que se +undan en la teorfa de la 

probabilidad y no de la certeza. 

DISEOO DE LOS EXPERIMENTOS DE SIMULACION 

E•ta etapa e~t• en +unción del propósito de la simulación de un 

sistema. Dado que el propósito puede ser la exploración o 

descripción de la super+icie de respuesta sobre alguna región del 

mi•teMa que interese en el ámbito +actorial o bien la 

optimización de la respuesta subre alguna región de operabilidad 

en el e•pacio +actorial. En o~ras palabras, una variable en el 

modelo puede ser un +actor o una respuesta, dependiendo del papel 

que s• le asigne;, el diseNo de los experimentos tiene que ver 

con el análisis de las relaciones supuestas entre las variables 

conwideradas 

normativas> 

como +actores 

la11 variables 

<variables 

endógenas o 

exógenas 

de 11alida 

o rel.a.ciones 

con•ideradas 

como r••puestas. 

Existen ya 

enunciado, 

dise~os experimentaleg asociados a cada 

que tienden a otorgar ci•rta economfa en •l 
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pruebas e:-per iment•.les y de las 

estima.cienes de varianza mfnima, 

modelo, patrones c:onfusión 

computa.c ión. 

ANALISIS DE LOS RESULTADOS 

c:ual idades 

medición de 

deseados 

Esta etapa rlel proceso de simulación consiste 

adicionales, como 

la p~rtinencia del 

y facilidad de 

en efectuar el 

anAlisis estadfstico de les resultados rec:clectadcs en el procese 

de simulac:ión. Usu•lmente se emplean el anAlisis de varianza y el 

análisis de regresión. El primero e~ apropiado cuando predominan 

los ~actores cuantitativos sobre los cualitativos sin que osto 

si~niflque que los excluya. En tanto que el anAlisia de regresión 

permite realizar el an~lisis de l~s resultados utilizando las 

propi•dades num•ricas de los factores cuantitativos. N~ obstante, 

la gran mayorfa de los autores prefier~n el an~lisis de 

bejc la forma de análisis factorial. 

7.6 EXPERIMENTOS DE SIMULACION 

D ... lo• modeles rnacrceconOmiccs dir1llmicca basa.de• 

varianza. 

el 

reultiplica~or y acelerador, une de los más conocidos ea el ideado 

por Samuelson en 1939 y desarrollado por Hick& en 1950. Se trata 

de un modelo relativamentGP sencillo qu..- sirve para demost.r·ar 

entre otras comas que la mera interacción del multiplicador y el 

acelerador .es capaz de generar endógenamente fluctuaciones 

cfclicas, cesa que puede ser d~mostrada analfticamente sin muchas 

di~icultades <ver <10>>. Sin embargo, su ver5ión •stcc•stica 

presenta algunas de las caracterfsticas d• lo• modeles 

~concm•tricoe que ne pueden ser resueltos en forma analitica 

directamente. Por le que se considera apropiado para ilustrar las 

técnicas de simulación. La variante que aquf se 

come les y valeres iniciales 

presenta, 

usad ca en 

as! 

loa 

experimente• fueron tomados del libro de Naylor "Experimentos de 

simulación en computadoras• (36>. 
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FORMULACION DEL PROBLEMA 

Se desea evaluar los <ot-fec:tos que cinco d i-ferer.tes politic:as 

.. conórn i e as de est ab i l i':z:ac: i On puedan tener sobre •l ingreso 

nacional. Es dec:ir, •• qwiere determin•r »i los efectos sobre el 

ingr<otso nacional di-fieren o no de una polftic:a a otra. 

FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO <SAMUELSON Y HICKS> 

Par¿,.metr·o111 

b: Coefic:ient<ot de aceleración. 

C1: Propen~iOn marginal al consumo en el periodo 

o < c., < 1. 

t-1; 

c2: Propensión marginal al c:onsutno en el periodo 

O < c,.. < 1. 

go Par~metro gubernamental. 

V•riables exo~enas 

Variables aleatorias con una di»tribuciOn de 

probabili~ad conocida, con un valor esperado igual 

a c:ero y 4esviaci0n 

Variables endógenas 

est<Índar dada. 

Yt: 

Consumo en el periodo t. 

Inversi.W. en el periodo t. 

Gasto gu~ernamental en el periodo t. 

Ingreso ~ac:ional en el periodo t. 

CaractRrfsticas operacional•& 

Identidades 

b<Y-t-:1. - Y--z> + Vt 

goY--:1. 

Dado que lo que interes• es comparar la trayectcri• d•l 

nacional 

las vari•ble• Ct, y G~ por los termines d•rech«>• 

(7 •. 2) 

(7. 3) 

(7. 4) 

17.:Sl 

ingreso 

(7.:Sl, 

de las 

ecuaciones C7.2l a 17.4> respectivamente y con un pocQ d• Algebra 
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se obtienv: 

Donde: 

..... : 

... 
U-=. + V4':. 

-<c1 + b + go> 

b - C:z 

(7. 6) 

(7.7) 

(7.8) 

<7. 9) 

Entonces la RCUaciOn (7.6) determina la trayectoria d~ Y~, bajo 

•l supu•sto de que •l ingreso nacional se mide •n +uncidn d• las 

desviaciones de su valor d• equilibrio. 

ELABORACION DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA 

-Datos d• entrada 

Lon9itud del horizonte de plani+icación <lhp> 

t 1. 2, •.• '200 

Valor•s inicial•& para el ingreso nacional 

Yo -= 7.5 

y..__ .. - 2.0 

Propensión marginal al consumo vn el p•riodo t-1 

c .. - 0.375 

Propensidn marginal al consumo en el p•rlo4o t-2 

C::a - 0.300 

Valor•s ••p•rados y varianzas de la• varialtl•• •x•~•n•• 

Valor e•perado 
Varianza 

ut 

o 
13.69 

Polltica monetar- ia.: 

vt. 

o 
4.84 

asignar 

wt 

o 
18.53 

el valor particular 

corr~•pondient• al coe+iciente de aceleracidn Cbl d• acuerdo 

a la tabla de Ja +igura 7.1. 

Polftica +iscaJ: a•ignar el valor particular correspondiente 

al parAm•tro gubernam•ntal Cgo> de acuerdo a la tabla de la 

+i<;Jura 7.1. 
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Figura 7.1 Tabla d• c:oeficientes de aceleración, pa.rAmetros 
gubernamentales y varianzas del ingreso n•cicnal • . 

Var·i-.nza Coe+ici•nte 
de aceleracion 

Paré.metro 
gubernamental de la muetitra 

Polftica 

1 
2 
3 
q 
s 

lb). 

1. 05 
1.10 
1.15 
1.15 
1.15 

-Resultados a obtener y mu forma 

Trayectorias 

endógenas: Y, e, I, y G. 

<90> 
.250 
.125 
.oso 
.150 
.225 

Varianza del ingreso nacional: Y, e, I y G. 

Gr·Af icas de las trayectorias de tiempo 

-Diagrama de flujo. 

<var<Y>> 
504.9473 
245.2498 
242.6402 
370.4739 
634.8269 

las v-.riables 

d• la variable 

Figura 7.2 Diagramad• +lujo d•l modelo Samuelson y Hicks 

+-----------------+ 
1 Sa~u•lson Hicks 1 +-----------------+ 

1 
V +----------------------------+ 

1 Poner parametros 1 
1 y valor•& inicial•• 1 +----------------------------+ +------------------------>! 1 V 

1 ·----------+ •i 1 1 t > lhp :-----------><-ALTO-> ! +-------~~-+ 

i +--------------~-------------+ 
1 G•n•rar lo• valore• 
1 • U y V 1 +-----------+ +----------------------------+ 1 t t + 1 : 1 +-----------+ V +----------------------------+ 
1 1 e- - C1Y<o.-1 + caY--a +u. 1 
1 1 1 
1 1 I~ b(Y,,-1 - Y--2> + v, 1 
1 1 1 
1 1 G, ')eY,-1 1 
1 1 1 
1 1 y, e, + r ... + e¡• 1 
1 +----------------------------+ 
1 1 
1 V 
1 +----------------------------+ +----------! Imprimir los v~lor•s 

1 Y, e, I e G , +----------------------------+ 
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VALIDACION 

Debido a qu• s• conocen por completo las propiedades teóricas del 

modelo Samuelson y Hicks los resultados obtenidos en la 

simulación pueden s•r validados comparándolos con los resultados 

obtenido6 analfticamente. O bien, calculando el valor teórico de 

la varianza d• Y~ mediante la siguiente +órmula: 

( 1 + ª"') 
v•r<Y> --------------------------var(w) (7. 10) 

< 1 - aa> ( ( 1 + a:z>ª -a1"'> 
' donde como antes 

•~ -<c1 + b + 9o> 

ª• b - c,.. 

Sin embargo comos• anotó ante6 la validación por lo general, 

consiste determinot.r el grado de precisión que tienen las 

predicciones del modelo de simulación respecto al ~istema real en 

post•riores, con base en la compar.abilidad de los periodos 

valores »imulados; de las 

Pero 

variables endóg•nas y los datos 

históricos 

hipotlttico 

conocidos. dado que este caso es meramente 

y tipo pedagógico, la manera de comprobar 

validez de los resultados de la simulación es comparándolos 

los; obtenidos a trav4s de la +órmula C7.10l, 

columna tres de la tabla de la +igura 7.1. 

EXPERIMENTO 

que aparecen en 

la 

con 

la 

~I •xp•rimento de simulación en la computadora consiste de cinco 

corridas, una por cadot. polftica, por un periodo de 200 unidades 

de ti•mpo < 1 ong i tud del horizonte de planeación>, 

calcula. la varianza. del ingreso nacional para dicho p•riodo. Este 

proceso emplendo en cada una de ellas una 

nueva semilla en el generador de n~meros pseudoaleateorios. Es 

importante m•ncionar qu• tanto el horizonte de planeación como el 

rep•ticion•• se e&tablecierón mediante 

e111tadfsticas usual•& para la estimación del tamatto 

(ver C !52} > • 

1J3 

1 as¡ 

de 

t•cnicas 

muestras 



Para llevar a cabo el experimento de simulaciOn se escribió un 

listado ?.1>, que genera en +orma tabular, las 

el tiempo de las variables Y, I, C y G a partir 

iniciales y de los parámetros de cada polftica en 

programa <ver 

trayectorias en 

de los valeres 

particular. 

El pro9rama se utiliza cinco veces, una por cada polftica, para 

calcula~ partir de los parámetros y valeres iniciales el 

consumo, la inversiOn, el gaste gubernamental y el ingreso 

nacional para cada una de las 200 unidades del horizu11te de 

plani+icacion, que puede ser cualquier unidad de tiempo <d!as, 

semanas, 

cada una 

meses, a~os, etc.>. Para Juego calcular 

de las cuatro series de tiempo obtenidas 

la varianza de 

en la corrida. 

Como ejemplo se muestra a continuaciOn Jos parámetros para la 

polftica 1 y en Ja *igura 7.4 un extracto de las trayectorias en 

el tiempo de las variables Y, I, C y G. No se recomienda obtener 

los listados completos, tanto por su extensión como porque lo que 

interesa, es conocer la varianza de cada variable en el periodo. 

nacional obtenido en el horizonte de plani*icacion por 

de cada una de las cinco polfticas, se muestra en las 

grd*icas de las +iguras 7.5 a 7.9, en ellas se puede observar el 

r~~pnrt~mfento tfpfco de cada polftica. 
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Figura 7.<l Extracto de las trayectorias en el tiempo 
variables Y, e, I y G para la polftica l. 

b: 

Modelo de Samuelson y Hicks 

Política 1 

Parametros de la corrida 

coe~iciente de aceleracion = 1.0500 

el: prop~nsion marginal al consumo en t-1 

c2: propension marginal al consumo en t-2 

cO: propension marginal global al consumo 

gO: parametro gubernamental 0.2500 

0.3750 

0.3000 

0.6750 

a2: coeficiente de inversion reducida 0.7500 

s: prcpension marginal al ahorro 

r1: <1 + sqrt<sll"2 

r2: Cl sqrtCsll"2 

2.4652 

0 • .1848 

0.3250 

longitud del horizonte de planeacion = 200 

La trayectoria temporal teorica de YCtl sera 

oscilatoria y amortiguada, r2 < a2 < 1 

t y e I 

1 l<J.00 S.45 6.68 

2 1.1. 18 2 • .14 5.55 

3 9.<JO 8.23 -1.62 
q 7.52 8.07 -2.89 

5 2.78 -1.0.1 1.90 

196 0.53 2. 96 -1. 32 

197 6.64 2. 24 4.26 

198 6.70 1. 47 3.57 

199 1. 91 2.93 -2.70 

200 0.75 6.98 -6.70 

Var 674.14 327.24 58.51 

115 

G 

.1. 88 

3.50 

2.80 

2.35 

1.88 

-1.11 

0 • .13 

l. 66 

1.67 

O.<JS 

42.15 

de las 
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FIG 7.7 

Sam "U..elsor:i. y Hick:s 
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FIG7.8 
Sam u.elsor:i. y Hick:s 
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FIG 7.9 

Sam -uelsor:i. y Hieles 
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ANALISIS DE LOS R~9Ut..TADOS 

Para •+•ctuar anAlisis de la 

conveni•nte, debe aplicarse a lo• datos la trans+ormación 

logarft~ica propuesta por Sche+é, Bartlett y K•ndall <ver C36>>, 

la cual consist• •n tc•ar el logaritmo natural de la varianza del 

ingr•so nacional, lo que en sfmbolo• se expresa: 

EX Ln<var<Y>> (7.10) 

La• ventajas quw ••obtienen al realizar ••ta tran•+ormación son 

tres: primera, X .. distribuye de manera m4s nor~•l que var(Ylf 

ge9unda, la varianza d• X no d•pend• de su m•dia y tercera la 

magnitud de los nd••ros que resultan de la trans+ormación ayuda a 

evitar lo• errores 4e redondeo. 

Para listado 

7.2, con el •• r•alizaron 50 repeticion•• ~- cada una de la• 

corridas de •i~ulación correspondientes a las clnco ppllticam 

bajo ••tudto, d• acu•rdo con las especi+icaci•n•• dada• en •l 

apartado y obtuvieron lo• r••ultados 

aparec•n en la +i~ura 7.10, su trans~ormación logarft•ica apar•c• 

•n la +igura. 7.11 y en +orma 9rá+ica en la +i~ura 7.12. 
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Figura 7.10 Tabla de varianzas de las muestras 

Rep 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
e 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
J.6 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
3q 
35 
36 
37 
38 
39 

"'º 41 
<l2 
q3 
44 
qs 
<J6 
47 
48 
49 
50 

Politica 1 

606.82 
319.J.7 
<J02.56 
557. 19 
3~1.99 

314.35 
410.12 
S04. 14 
600.62 
456.66 
417.12 
358.11 
457.03 
562. 18 
423.68 
480.41 
488.76 
619.07 
375.91 
381. 19 
668.64 
380.63 
589.50 
567.88 
597.64 
414.23 
757.89 
S84.00 
473.75 
398.91 
663.76 
509.25 
562.27 
4é2.51 
.290.28 
!560.91 
610.93 
604.52 
701.14 
630.05 
602.91 
429.44 
513.98 
612.98 
492.19 
527.82 
352.09 
317.83 
409.49 
658.26 

Po 1 i t ica 2 

178.43 
241.91. 
161.87 
197.91 
212.56 
234.48 
268.49 
200.95 
210.61 
223.26 
293.85 
293.13 
325. 76. 
191.48 
218.13 
211.40 
176.13 
273.59 
173.49 
260.67 
194.50 
241.57 
235.72 
262.11 
251.93 
262.76 
279.46 
2<18.02 
242.30 
307.82 
335.20 
381.15 
234.38 
258.42 
352.85 
263.21 
204.63 
189.83 
198.42 
253.02 
203.39 
179.30 
216.76 
186.64 
291.76 
203.20 
398.62 
435.81 
276.85 
128.38 

Pot itica 3 

285.48 
156.16 
217.09 
173.40 
223.38 
185.01 
338.35 
236.72 
210.00 
241.20 
254.79 
303.32 
310.12 
129.42 
183.28 
190.98 
321. 29 
370.01 
316.33 
171.79 
263.39 
238.18 
220.64 
277.03 
230.28 
129. 10 
248.8.2 
277.98 
.286.25 
189.35 
294.95 
212.77 
252.29 
275.03 
201.38 
186.98 
224.35 
154.95 
161.94 
219.08 
202.91 
232.12 
217.24 
311.74 
281.82 
117.12 
254.45 
267.01 
215.29 
210.23 

1.22 

Politica 4 

314.33 
532.96 
357.84 
354.60 
238 • .27 
291.44 
363.04 
337.49 
302.60 
283.19 
399.78 
373.38 
225.75 
384.86 
297.05 
327.66 
308.24 
502.17 
260.82 
346.79 
396.84 
204.16 
308.28 
239.52 
268.44 
316.81 
381.96 
456.80 
339.56 
286.64 
381.46 
324.85 
231.02 
336.44 
334.89 
501. 49 
295.72 
242.00 
450.59 
532.39 
329.43 
234.06 
518.20 
257.05 
291.73 
374.60 
285. 17 
396.92 
732.51 
395.88 

Politica 5 

650.70 
768.97 
654.81 
568.69 
859.78 
564.78 
299.54 
418.93 
803.04 
474.56 
824.80 
700.77 
601.94 
885.52 
831.26 
994.53 
527.67 
435.16 
397.22 
474.72 
619.25 
643.92 

1037.70 
608.89 
875.22 
887.28 
523.80 
639.03 
772.00 
370.13 
737.08 
502.14 
396.27 
586.11 
504.16 
61<1.25 
343.36 
503.01 
979.71 
563.79 
768.43 
530.09 
638.49 
649.93 
704.21 
641.44 
515.60 
675.22 
406.78 
592.54 



Figura 7.11 Tra.ns-fcrmaci6n loga.ritmica de las varianzas 

Rttp Politica. 1 Pal i t ica 2 Politica. 3 Poi i t ica• 4 Pclitica 5 

1 6.41 ~.18 5.65 S.75 6.48 

2 5.77 5.49 5.05 6.28 6.65 

3 6.00 5.09 S.38 s.00 6.48 

4 6.32 S.29 s. 16 S.07 6.34 

5 !5.83 5.36 5.41 S.47 6.76 

6 5. 7!5 5.46 5.22 5.67 6.34 

7 6.02 5.59 S.82 !5.89 s.70 

8 6.22 5.30 5.47 S.82 6.04 

9 6.40 5.35 5.35 5.7.1 6.69 

10 6. 12 3. 41 5.49 5.65 6. 16 

11 6.03 5.68 5.54 5.99 6.72 

12 s.a0 S.68 5. 7.1 5.92 6.55 

13 6. 12 5.79 5.74 !5.42 6.40 

14 6.33 5.25 4.86 5.95 6.79 

15 6.05 !5.39 5.21 5.69 6.72 

16 6. 17 S.35 5.25 !5.79 6.90 

17 6. 19 !5. 17 5.77 !5.73 6.27 

18 6.43 S.61 5.91 6.22 6.08 

J9 5.93 5. 16 s.76 5.56 5.98 

20 !5.94 3.56 5. 13 5.85 6. 16 

21 6.51 5.27 5.57 5.98 6.43 

22 5.94 5.49 5.47 5.32 6.47 

23 6.38 !5.<l6 5.40 5.73 6.94 

24 6.34 5.57 5.62 5. 48 6.41 

25 6.39 !5. 53 5.44 5.59 6.77 

26 6.03 5.57 4.86 S.76 6.79 

27 6.63 !5.63 5.52 S.95 6.26 

28 6.37 s. ~u 5.63 6.12 6.46 

29 6. 16 !5. "'19' 5.66 •• &3 6.65 

30 5.99 !5.73 5.24 !5.44 5.91 

31 6.50 !5. 81 S.69 !5.94 6.60 

32 6.23 5.94 5.36 5.78 6.22 

33 6.33 !5.46 5.53 S.44 S.98 

34 6. 14 5.55 5.62 S.82 6.37 

35 !5.67 5.87 S.31 5.81 6.22 

36 6.33 5.57 5.23 6.22 6.42 

37 6.41 !5.32 5.41 5.69 S. l:M 

38 6.40 !5.25 5.04 S.49 6.22 

39 6.55 5.29 S.09 6 • .11 6.89 

40 6.45 !5.53 5.39 6.28 6.33 

41 6.40 !5.32 5.31 5.80 6.64 

42 6.06 s. 19 S.45 S.46 6.27 

43 6.24 5.38 S.38 6.25 6.46 

44 6.42 S.23 5.74 s.ss 6.48 

45 6.20 5.68 S.64 5.68 6.56 

46 6.27 5.31 4.76 5.93 6.46 

47 !5. 86 !5.99 S.54 S.65 6.25 

49 5.76 •• os 5.59 S.98 6.52 

49 6.01 S.62 5.37 6.60 6.01 

50 6.49 4.86 5.35 5.98 6.38 

123 





Prueba F 

Para determinar si el e+ecto sobre el ingreso nacional de 

una de las cinco polfticas, di+iere o no de las otras, se 

cada 

debe 

comprobar la hipótesis nula Ho de que las varianzas del ingreso 

nacional de cada una de las cinco polfticas de estabilización son 

iguales, lo que simb6licamente se escribe como sigue: 

Ho: CvarCY>>1 CvarCY>>z CvarCY>>~ = Cvar<Y>>~ = <var<Y>>w 

que expresa.da en t~rminos de la trans+ormación logar1tmica 

escribe: 

Empleando la prueba F, el criterio para aceptar o 

hipótesis nula es el siguiente: 

Si F 

donde: 

< 
1 
: 

>= FCa,m-1,mCn-1>>; Ho se rechaza 

En cualquier otro caso Ho se acepta 

rechazar 

se 

la 

a: es el nivel de signi+ícancia de la prueba F, 

se considera igual al 5%. 

para este caso 

m: es el nt.1mero de polfticas~ 5. 

n: es el nt.1mero dE- repeticiones: 50. 

El resultado del análisis aparece en la +igura 7.13. 

Figura 7.13 Estadfsticas del anAlisis de varianza 

Fuente de Suma. de Grados de Cuadrado 
variación cuadrados 1 ibertad Medio 

Entre clases 53.82 4 13.46 
Ir1tra clas•s 16.25 245 0.07 

Total 70.07 249 

Estadf!ltica F 202.864 

Como es +ácil ver los resultados obtenidos por los experimentos 

de simulación y su anAlisis estadfstico no apoyan la hipótesis 

nula <Hol de que las varianzas del ingreso nacional de cada una 

125 



de 

... J 

las cinco polfticas d• ••tabilización 

valor crftico de FCO.~, 4, 24~> 

claramente por el valor d• F obt•nido en 

202.864. La qu• indica que de 

son 

el 

igual~s, 

2.21 ... 

ancllisis 

d•be 

puesto que 

sobrepasado 

d• varianza 

rechazar la que es 

hipoté15is nula.. Lo qu• pued• ser rati-ficado al ob••rvar las 

la coluMna tres de varianzas del ingreso nacional 

la tabla de la -figura 7.1. 

que ¡;¡.par-ecen 

En conclusión, 

r-esultado que> 

este eje~plo de simulación p•r-~ite analizar el 

se obt•ndrfa de la aplicaciOn de las cinco 

polfticas 

de tomar 

•-fecto!!S 

toma. 

alternativas qu• •• •om•ten al juici• ~•l responsable 

una d•cisión. El procedimiento per•ite •studiar sus 

en •l ti@mpo y mejorar la calidad d• la decisión que se 
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Listado 7.1 Programa Trayectorias en el Tiempa 

Program TrayectoriasEnElTiempoJ 

Functicn Normal <Xbar, D$td: Real> Real J 

!Genera un num•ro aleatorio con distribucion normal> 
{ con media Xbar y desviacion estandar Dstd> 

Var 
!i! RealJ 
i: !nte9erJ 

B<>gin 
s : = o; 
Fer i := 1 To 12 Do s :a s + RandomJ 
Normal :• Ostd * C6 - &) + Xbar; 

EndJ 

Procedure SamuelsonHick•Clhp:Inte9•rJb~c1,c2,g0 1 YO,Yl, Xbaru, Dstdu,xbarv, D•~dv: Real> 

Type 
Serie = Array r-1 200] Of Real; 

Var 
t: 
u: 
v: 
a2: 
cO: 
s: 
e: 
I: 
G: 
Y: 
r!: 
r2: 
sY, 

!nt1t9ttrJ 
Real J 
Real; 
Real J 
Real J 
Real J 
Seor i e J 
SerieJ 
Serie; 
Serie; 
Peal J 
Rea 1 ; 
se, s;I, •G: 

(tiempo> 
!variable est:ocasticas consumo> 
<variabl• estocastica5 inversion> 
<coe~icient:e de inveraion> 
Cprop•nsion mar9inal global al consumo> 
Cpropension mar9inal al ahorro> 
(consumo en el periodo t> 
!inversion en el periodo t> 
{consumo gubernamental en el periodo t> 
!ingreso nacional en el ·perio~c t> 
<variables auxiliares> 

R1talJ 

Proc:edure Valoresiniciales; 
Begin 

Y f-1J :z YlJ 
Y r OJ : = YOJ 
cO := el + c::ZJ 
a2 :,., b - c2J 
s : = 1 - cor 
r1:=EY.pCLnC1 + Sqrt<•>> * 2>; 
r2:=Exp<Ln<t S~rt<•>> * 2JJ 

End; 

Procadure ImprimvDatoaD•Entrada; 
Be'3in 

Writeln<"Param•tros ~-la corrida':40>; Writ•lnJ 
WritelnC"b: coe~ici•nt• de aceleracicn =•, b:S:4>; Writeln; 
Writeln<'cl: propension marginal al consumo •n t-1 =",c1:0:4> 
Wr i te l n; 
Writ~lnC"c2: propension marginal al consumo en t-2 =",c2:0:4>; 
Writeln; 
WritelnC'cO: prop•n•ion marginal global al consumo =',cO:B:4> 
Writeln; 
WritelnC•qo: param•tro gubernamental =',gO:S:4J; Writeln; 
Wrfteln<"a2: coe~ici•nte de inversion reducida =',a2:B:4>; 
Writeln; 
WritelnC'G! propension marginal al ahorro 3•,s:S:4J; Writeln; 
WritelnC'r1: el + sqrt<s>>A2 =•,rt:B:4>; Writeln; 
WritelnC'r2: <1 - aqrtCs))A2 =',r2:8:4>; Writeln¡ 
Writeln<'longftud del horizonte de planeac:ion = ",lhp>; 
'4r i te l n; 

End; 
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Procedure PrediccionTeorica¡ 
Begin 

Writeln<'La trayectoria t•mporal teorica de YCtl sera•>; 
l-f <a2 < r2> Then 

Writeln<'no oscilatoria y amorti9uada, a2 < r2'l 
else If <r2 < a2l and <a2 < 1) Then 

Wr'iteln<'oscilatoria y amortiguada, r2 < a2 < 1' 
e-lse i-f C 1 < a.2) and <a.2 < r1 l Then 

Writeln('oscilatoria y explosiva, 1 < a2 < r1'l 
else if <rl < a.2l Then 

Writeln<'no oscilatoria y •xplosiva, rl < a.2'>; 
Writeln; 

End; 
Begin{Ssamuel~on y Hicka) 

Randomize; <Siembra la semilla del 9•nerador random) 
ValoreslnicialesJ 
ImprimeDatosDeEntrada; 
Predi~cionTeorica; 
Writolnl'Trayectorias Qn el tiempo':40IJ Writelnl 
Writeln<•t•:3,•y•:12,•c•:12,•1•:12 'G':12l; Writelnl 
sY := o.oi se := o.o; sl := o.o¡ sG := o.OJ 
Fer t := 1 To lhp De 

'Begin 
u:= NormalCXbaru,Dstdu>; (genera va.lores aleatorios> 
v.- Normal<Xba.rv,D5tdv)J 
CCtl := <el * Ytt-lll + <c2 * Ytt-21> + uJ 
ICtl := b * CYCt-ll - YCt-2l> + VI 
GttJ := gO * YCt-131 
Yttl := crtl + ICtJ + GCtJ; 
sY := sY + ('ftt.J * Yttll; sl .- sl + <ICtl * ICtll; 
se:= se+ (C[tJ * CCtl>J sG := !iiG + <Gttl * G[tJ>; 
Writeln<t:3,YCt3:12:2,cct1:12:2,Ittl:12:2,Gttl:l2:2>; 

End; 
sY := sY I lhp; se := sC I lhp; sI := sl I lhp; sG := sG I lhp; 
Writeln; Writelnc•var• ,sY:12:2,sc:12:2,s1:12:2,sG:12:2>; 

End; 
Procedure Politica(Id,lhp:Inte9er;b,cl,c2,90,Y0 1 Yl, 

Xbaru, Dstdu,Xbarv, Ds~av: Real1 

Begin 
~ritelnC'Hodelo de Samuelson y Hicka':42> 
Write-ln; 
Writetn<"Politica•:30,ld:2J; 
Write!ln; 
s~muelsonHicks(1hp,b,~1 9 c2,90,YO,Yl,Xbaru,Dstdu,Xbarv,Dstdv>; End; 

BeqinCTravectoriasEnElTiernpo) 
Polttica( lb {ldl 

2 o 5 e lhp> 
1.0-.L {b) 
0.37~, Ccl> 
0.300, <c2) 
0.2~0. {g0) 
7.S, <Yl) 
2.0, <Y2> 
o.o, {Xbaru> 
3.7, {Dstdu> 
o.o, <Xbarv> 
2.21É• <Dstdv> 

End<T1•ayectorias nElTiempa). 
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Listado 7.2 Programa para la prueba d• varianza• 

Pro9ram PruebaDeVarianzaasJ 

Const 
MaxC 
MaxP = 
lhp 

50; 
s; 

200; 

<Num'ero de r•peticionl!Ps) 
CNum&ro de politicas> 
<longitud del horizonte de planeacion> 

Typeo 
Serie e Array [-1 lhpl Of RealJ 

Var 
Xbars: Array [1 MaxPJ Of RealJ 
Vars: Array Cl • MaxC, 1 MaxPJ Of RealJ 
Ne:, Np: IntegerJ 
t: Integer; Ctiempo) 
u: Real; <variable estocasticas consumo> 
v: Real; <variable estocasticas inversion> 
s: R&alJ Cpropension marginal al ahorro> 
e: SerieJ Cconnumo en el periodo t> 
I: Sl!PrieJ Cinv•rsion en el periodo t) 
G: Serie; <consumo gubernamental en el periodo t> 
Y: Serie; Cin9reso nacional en el periodo t> 
sY: Real; <Variable auxiliar> 
d: Real; (Variable auxiliar) 
Xbart: RealJ <Media total para Prueba F> 

Function Normal <Xbar, Dstd: Real>: RealJ 

<Genera un numero aleatorio con distribucion normal> 
{ con m•dia Xbar y desviacion estandar Dstd) 

Var 
s: Real J 
i: IntegerJ 

Begin 
s : - o r 
Fer i := 1 To 12 Do • := • + RandomJ 
Normal :~ Dstd * C6 - sl + Xbar; 

EndJ 

Pracedure PoliticaSHCid,lhp:IntegerJb,c1,c2,gOLY0 1 Y1, 
Xbaru 1 D•tdu,~barv, Dstdv: Rea1>J 

Be9in{Ssamuelson y Hick•' 
RandomizeJ (Siembra la semilla del generador random> 

Y C-11 :zz Y!; 
Y [ O J : = YO; 
ssY .- O.O; 

For t := 1 To lhp Do 
Begin 

u := NormalCXbaru,Dstdu)¡ <genera valor•s aleatorios> 
v :• NormalCXbarv,Dstdv)J 
crtl :'"' <el * YCt-ll> + <c2 * YCt-2J> + uJ 
ICtl :• b * CYCt-ll YCt-2J> + vJ 
GCtJ := 90 * YCt-lJJ 
YCtl :• CCtJ + ICtl + GCtl; 
sY :z sY + expClnCAb•CYCtJ>> * 2)J 

EndJ 
Var·stNc, IdJ :=•Y / lhpJ 

End; 
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Proe•dure rmprimeVarianzaeJ 
Begin 

Writeln; 
WritelnC'Varianzas de las muestras':42>J 
WritelnJ 
Write ('Rep':3,'Politiea 1':12,'Politiea 2'.:12> 
Writv C'Politiea 3•:12,•Politiea 4':12>S 
Writeln<'Politiea S':121; 
Writeln; 

Fer Ne:= 1 ToºHaxC De 
Begin 

Writll!'(Ne:3>; 
Far N~ := 1 To MaxP Do 

Wr1te<Vars[Nc, Npl:12:2>J 
Writeln; 

End¡ 
End; 

Procedure Trans+ormaeionLogaritmiea; 
Begin 

WritelnJ 
WritelnC'Trans+ormaeion logaritmica':42>J 
Writ•ln<'de las Varianzas de las muestras':45> 
Writeln; 
Write <'Rep':4,'Politiea 1•:12,•Politiea 2':12>S 
Write C'Politiea 3':12r'Politica 4':12>; 
Writ•lnC'Politiea :!1':12; 
Writeln; 

For Np := 1 To MaxP Do XbarsCNpl := OJ 
Xbart := o; 
For Ne := 1 To MaxC Do 
Begin 

1'1rit•<Ne:3> J 
For Np := 1 To MaxP Do 
Begin 

VarsCNc, Npl := Ln<VarsCNc, Npll; 
XbarsCNpl := XbarsCNpl + VarsCN~, NplS 
Write<VarsCNc, NpJ:12:2>; 

End; 
WritelnJ 

Ent:f; 
t-Jriteln; 
WrileC'Xbar'>; 
Far Np := 1 To MaxP Do 
Be3in 

Xbart := Xbart + XbarsCNplJ 
XbarsCNpl := XbarsCNpl I NcJ 
Write(XbarsCNpl:l2:2>J 

EndJ 
Xbart := Xbart I <MaxC * MaxP>J 
WritelnJ 
WritelnJ 
WritelnC'Media Total',Xbart:12:2> 
Writeln; 

EndJ 
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Procedure PruebaF; 
Var 

scm: 
s21: 
set: 
i • j 

Ee9in 

Real; sce: 
Real; s22: 
Real; F: 
: Ir1te9er; 

Real; 
Real; 
Real J 

Writeln; 
Writeln<'Prueba. F':32lJ 
Writeln; 
scm := o.o; 
sce := o.o; 
Fer Ne := 1 To MaxC Do 
Fer Np := 1 To Ma.xP Do 
Begin 

~c~~:~ª~~~N¡, f~P! dl~bartl 
End; 
Fer Np := 1 to MaxP Do 
Fer Ne := 1 To MaxC Do 
Begin 

~c~-:~ª~~~N¡, <~Pi dl~barsCNpJ; 
Er:d; 
set := scm + sce; 
s21 : = scm I < MaxP - 1 l ; 
s22 := sce I <MaxP * <MaxC llll 
Writeln<•Fuente de':12 0 'Suma de':12 'Grados de':12 'Cuadrado':12l 
Wr i te 1 n < • var i ac ion• : 12, •cuadrados• : 12, • 1 i ber tad • : 1 ~, •Medio• : 12 l ; 
Writeln; 
Writeln<'Entre cla$es',scm:12:2,Ma.xP - 1:12,s21:12:21; 
Writeln<"Intra clases',see:12:2, <MaxP * <MaxC - 111:12,s22:12:21; 
Writeln; 
Writeln<' Total •,sct:12:2, <MaxP * <MaxC 1>> + MaxP - 1:12) 
Writeln; 
F := s21 I s22; 
Writeln<'Estadistiea F 
Writeln; 

End; 
BPgin<PruebaDeVarianzas> 

',F:12:3l; 

Writeln<'Modelo de Samuelson y Hieks':42~; 
Far Ne := 1 To MaxC Do 
Be':jin 

PoliticaSH<lh 

. f .85 
o.375, 
0.300, 
0.250, 
7.5, 
2.0, 
o.o, 
3.7, 
o.o, 
2. 2J; 

PoliticaSH<2h 

L~o 
o.375, 
0.300, 
0.125, 
7.~. 
2.0, 
o.o, 
3.7, 
o.o, 
2. 2 J ; 

<Id> 
<Ihp> 

{b} 
Cel> 
Cc2> 
CgO} 
{ 'i' 1 > 
CY2> 

<Xba.ru> 
<Dstdu> 
<Xba.rv> 
<Dstdv> 

<Id> 
Clhp> 

Cb} 
{el> 
Cc2> 
CgO> 
{ 'i' 1} 
CY2> 

CXbaru> 
CDstdu> 
CXbarv> 
<Dstdv> 
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PolitieaSH<3?, 

L~~ 
0.375, 
0.300, 
o.oso. 
7.5, 
2.0, 
o.o, 
3. 7, 
o.o, 
2. 2,; 

<Id> 
<lhp) 

(b) 
<el> 
<e2> 
{90) 
<Yl> 
<Y2> 

<Xbaru> 
<Dstdu> 
<Xbarv> 
<Dstdv> 

PoliticaSH<4, <Id) 
1~~~ {l~g~ 
0.37~. <el> 
O. 300, <e2) 
0.150, {90) 
7.5, <Y1> 
2.0, <Y2> 
o.o, <Xbaru> 
3.7, <Dstdu> 
o.o, CXbarv> 
2.21; CDstdv> 

PolitieaSH<5, <Id> 
1~~5 {l~g~ 
0.375, Ce1> 
O. 300, Cc2} 
0.225, {90} 
7.5, <Yl> 
2.0, CY2> 
o.o, <Xbaru> 
3 7 <D•tdu> 
o:o' CXbarv> 
2. 2J; <Dstdv> 

ImprimeVarianzas; 
Trans+ormacionLogaritmicas 
PruebaF; 

EndCPru~baDeVarianzas). 
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CONCLUSIONES 

En la actualidad, es creci•nt• el n~mero de in•tituciones que 

adoptan ol empleo de computadoras d• muy div•r•o tamaho y costo, 

que están siendo utilizadas por loe eatudionom e investigadores 

en el desarrollo do nu quehacer prof•sional. Los economistas no 

pueden p•rmanecer ajenos, no por que se 

novedosos sino porque pueden brindarl• un 

trate de artefactos 

apoyo relevanto en el 

ejercicio de sus actividades profosionales. 

En este trabajo se ha tratado sólo 

aplicacciones de los m•todos num•ricos a 

f4cil ver, ~•tas •• han ilustrado 

un pequetio numero de 

la Economfa, 

con ejemplos 

como es 

sumamente 

sencillos. No obstant•, alguno• de los m•todom proporcionados en 

los distinto& capftulo• son aplicables a la solución de muchos de 

los problema~ que cotidianamente enfronta el economista 

actividad profesional, tanto en el sector p~blico como 

privado. 

en 

en 

su 

el 

El énfasis que se ha pu•sto •n los dif•r•ntos m•todos presentados 

no significa que ~stos ••an los mejores, ni que la Economia se 

que tratar forzosamente mediante métodos matemáticos 

computadoras, sino por ol contrario Ja utilización de estas 

herramientas s• debe considerar dotonida y cuidadosamente, ya que 

es frecuente dejarse atrapar por la vi•ja y seductora trampa de 

creer que por el simplo hecho de emplear métodos que impliquen la 

utilización de una computadora, ol problema a resolver deja do 

serlo autom~ticament•, lo que o5 totalmente falso. En general, 

resulta m~s conveniente entender el uso de la computadora en el 

mismo sentido que se entiende el uso del l'pi2 y el papel. 

Es importante destacar quo las computador•• brindan al economista 
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y a 

este 

otros pro+esionales ayuda más amplia 

trabajo. Por ejemplo, los servicios 

que 

de 

Ja mencionada en 

consulta a Bases o 

Barcos de Datos, o s~a, sistemas computarizados que permiten 

almacenar en +orma organizada uroa '3t'an cantidad de in-formación de 

muy diversos tipos, que posteriormente puede ser recuperada y 

represet~tada en una gran variedad de +armas. En nuestro pais el 

servicio de consulta a Bases de Datos de los más variados temas 

lo proporciona el Servicio de Consulta a Bancos de In-forma~ión 

CSECOBI> dependiente del CONACYT. En particular sobre Economfa es 

posible hacer consultas entre otras, a las Bases de Datos 

"Economics Literature Index• y "Economics Abstracts 

International" 

Finalmente consideramos que después de analizar las posibilidades 

que nos o-frecen 

inclusión ero el 

la computación, parece conveniente su'3erir 

currículum básico del primer semestre de 

curso introductorio a las ciencias sobre 

in+ormación <Informática> con aplicaciQnes a 

la 

la 

el 

la 

licenciatura un 

trataMiento de la 

Economfa, cuyo objetivo 

estudiantes los elementos 

fundamental sea proporcionar a 

que llegado el momento les permita: 

1 > Hacer 

BASIS o 

MATH/PACK, 

uso de paquetes estadisticos como el SPSS y 

de metodos numéricos como los incluidos en 

asf como hojas de cálculo, procesadores 

los 

el 

el 

de 

pslabra y manejadores de bases de datos relacionales en el 

<1-:>sarr·ollo de sus trabajo~ e investigacio11es académicas o 

bien para 

estudiados 

2> Decidir 

r-eEolver 

en 

si 

un 

comunicarse 

computación. 

la experimentación 

los demás cursos. 

numérica 

es o no apropiado emplear una 

problema económico y dado 

de los modelos 

computadora 

el e: aso 

para 

poder 

adecuadamente c::on los espec::ialistas en 

3) D?terminar la conveniencia aprender a programar 

cornputadoras. 
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Es importante se~alar que el curso sugerido es de InformAtica 

aplicada a la Econom~a y no de programación de computadoras, 

puesto que en ese caso seria duplicar esfuerzo& con respecto al 

Programa Universitario de COmputo <PUC>. 
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GLOSARIO DE TERMINOS DE COMPUTACION 

Algoritmo. Conjunto de r~glas bi•n definida• o procesos para la 

solución de un problema en un ndmero finito de pasos en un tiempo 

finito. 

Apl icaciOn. 

pro9ramAd&. 

Uso especifico de la computadora para el cual a sido 

Bit. binario (0 y 

d• informaciOn. 
1) ' unidad •l•m•nta.1 para la 

repr•sentacidn 

Byte. Conjunto de 8 bits contiguos que bajo una interpretación 

dada ~epreaentan nl.tmeros, letras, sfmbolos o instrucci~n•s. 

Circuito Integrado. Unidad funcional formada por una pequel'ra 

t.tcn i cas 

construir 

placa de silicio •obr• la que se depositan, mediante 

fotolfto9r~fica•, ex i dom de distintos metal•• para 

cientos y al.tn 

••tos circuitos 

milea de componentes electrónicos. El rango de 

abarca d•sd~ las simples compu•rtas ldgicas hasta 

Compilador. Pro9rama 

lenguaje d• alto nivel 

particular. 

qu• traduce un pro9ramA 

al l•nguaje d• máquina de 

••crito en un 

una computadora 

Computadora. MAquina que permite la manipulación automatizada de 

la información que se le suministra, siguiendo la• instrucciones 

que recibe a trav~s de un programa. 

Configuración. La forma en que cada m4quina, equipo o sistema 

estén conectado• para trabajar como una unidad. 

136 



Cultura computacional. Conocimiento y comprensión sobre el 

funcionamiento de las computadoras y sistemas de información, de 

sus aplicaciones, 

en Ja sociedad. 

principios fundamentales, asf como su impacto 

Dato. Ntl.meros, letras o sfmbolos que al ser procesados dan lugar 

Dirección. Ndmero que id•ntifica la ubicación de una celda de 

memoria de la computadora. 

Entrada I Salida. Designación 9enérica del equipo utilizai::lo:ipara 

c:omunica.rse con la computadora. rnformaciOn que reci~~ o 

proporciona una computadora. 

Hardware. El equipo ffsico, por ejemplo, los dispositivos 

mecanices, magn~ticos, eléctricos o electrónicos. 

Informática. Ciencia que estudia la información como un recurso 

de la organización o administración. 

Instrucción. Declaración especifica a -una computadora de la 

operación que debe •j•cutar, asi como 

Lenguaje ar t i -f i e: i a 1 • Lenguaje basado en un conjunto de reglas 

establecidas -formalmente que preescriben la manera en que debe 

ser usado. Por ejemplo, los lenguajes de pro9rAmación. 

Lenguaje natural. Lenguaje cuyas reglas reflejan y describen su 

uso actual en vez de pre•cribir su uso. Por ejemplo, el Esp~nol o 

el rnglés. 

Lenguaje de programación. Lenguaje usado para prepara programas 

de computadora. Por ejemplo, PASCAL, FORTRAN, PL/1, ~te. 
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Memoria principal. Es •l dispositivo en que residen todas 1 as 

instrucciones Cel programa>, asf como la información nec•saria 

para que un proc•so •• lleve a cabo. 

Palabra. Conjunto de dígitos binarios Cbits> que con+orman 

c•lda o localidad d• la memoria principal. 

una 

Di•positivos o aparatos &&parados de Perifltricos. 

central de proceso que r•alizan funciones de entrada 0 

1 a unidad 

salida y 

entrada/salida d• información. 

Programa. Conjunto 

una computadora para realizar el procesamilento de 

la operación de 

información. 

Software. E• •l conjunto de instrucciones, programas, 

procedimientos y por extensión la documentación asociada a la 

operación de un sistema de procesamiento de datos. 

Unidad central de proceso. Es el componente de la computadora 

que incluy~ les circuitos d• control e interpretación de las 

instruccion••· 

Usuario. Cualquier 

sist•ma de cómputo. 

que requiera los 
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