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OBJETIVOS

DESDE QUE LA INGENIERIA QUIMICA SE CONSOLIDO COMO UNA PROFE-
SION, SE HA ORIENTADO LA FORMACION DE SUS PROFESIONALES HACIA
EL DESARROLLO DE LAS CAPACIDADES Y [ABILIDADES PARA EL ESTU-
DIO DL CUALQUIER FENOMENO FISICO Y/0 QUIMICO, ESTE ENFOQUE HA
PERMITIDO QUE EL INGENIERO QUIMICO, AUNADO AL CONOCIMIENTO DE
LAS LEYES QUE RIGEN A DICHOS FENOMENOS, TENGA UNA FORMACION
MATEMATICA PARA UNA AMPLIA APLICACION PRACTICA, ES DECIR, PUE
DA APLICAR LAS TECNICAS EXISTENTES PARA RESOLVER CUALQUIER MO
DELO MATEMATICO PRODUCTO DEL ESTUDIO DE UN FENOMENO,

LA ENORME VARIEDAD DE LOS FENOMENOS FISICOS Y/O QUIMICOS QUE
EXISTEN EN LA NATURALEZA, O TODOS AQUELLOS QUE PUEDEN GENERAR
SE CON LA INTERACCION DEL HOMBRE CON LA NATURALEZA, HAN CREA-
DO A SU VEZ, UN CAMPO MUY AMPLIO DE APLICACION PARA LA CIEN-
CIA MATEMATICA, QUE DESARROLLO ALGUNAS TECNICAS QUE ACTUALMEN
TE CONOCEMOS COMO METODOS NUMERICOS. .

EL OBJETIVO DE ESTA TESIS [S PRESENTAR EN FORMA RESUMIDA Y AC
CESIBLE TODAS LAS TECNICAS MATEMATICAS QUE SE APLICAN EN EL
CAMPO DE LA INGENIERIA QUIMICA, ASI COMO TAMBIEN PROVEER UN
PAQUETE LO SUFICIENTEMENTE AMPLIO Y REPRESENTATIVO DE LOS ME-
TODOS NUMERICOS PARA QUE TANTO ALUMNOS COMO PROFESORES DE IN-
GENIERTA QUIMICA PUEDAN UTILIZARLOS FACILMENTE.



CAPITULO I.- GENERALIDADES ,
I.1 LA INGENIERIA QUIMICA Y LA FURMULACION DE MODE-
© LOS MATEMATICOS.

DADO QUE LA ACTIVIDAD PRINCIPAL DEL INGENIERO QUIMICO ES DESA
RROLLAR Y DISENAR PROCESOS PARA EL OPTIMO APROVECHAMIENTO DE
LOS RECURSOS NATURALES, TRANSFORMANDOLOS DE UNA MANERA INDIS-
CUTTBLEMENTE ECONOMICA EN PRODUCTOS UTILES AL HOMBRE, ES NECE,
SARIO TENER LA INFORMACION SUFICIENTE ACERCA DE LOS FENOMENOS
QUE SE MANIFIESTAN O INDUCEN SOBRE ESTOS RECURSOS NATURALES
PARA LA ESPERADA TRANSFORMACION EN PRODUCTOS. EL HOMBRE, EN
SU PERMANENTE AFAN POR OBTENER ESTA INFORMACION MEDIANTE LA
OBSERVACION Y LA EXPERIMENTACION, HA LOGRADO DESCUBRIR Y FOR-
MULAR UN CONJUNTO DE LEYES Y PRINCIPIOS QUE ACTUALMENTE FOR-
MAN PARTE DE LAS CIENCIAS FISICA Y QUIMICA, DENTRO DE SUS DI-
FERENTES AREAS COMO LA TERMODINAMICA, FENOMENOS DE TRANSPORTE
Y LA CINETICA QUIMICA. ESTAS LEYES Y ESTOS PRINCIPIOS, APLICA
DOS EN FORMA GENERALIZADA A CUALQUIER FENOMENO, DETERMINARAN
LA POSIBILIDAD Y, EN SU CASO, LA VELOCIDAD CON LA CUAL SE REA
LIZARA EL FENOMENO. CABE HACER NOTAR LA IMPORTANCIA DE ESTO
ULTIMO, YA QUE LA VELOCIDAD DE’ PRODUCCION DE CIERTO PRODUCTO
ESTARA DIRBCTAMENTE~RELACICNADA CON SU ACCESO AL MERCADO-Y
CON LA UTILIDAD O RENTABILIDAD DEL PROCESO DE SU OBTENCION,

ENTRE LAS LEYES QUE SE HAN FORMULADO EXISTE UNA DE APLICACION
FUNDAMENTAL PARA PODER REPRODUCIR UN FENOMENO. ESTA S LA LEY
DE CONSERVACION DE ALGUNA PROPIEDAD, YA SEA MASA, ENERGIA 0



CANTIDAD DE MOVIMIENTO,
et b

DICHA LEY HA PERMITIDO DESARROLLAR TECNICAS PARA LA FORMULACION
DE MODELOS MATEMATICOS DE LOS FENOMENOS QUIMICOS Y/O FISICOS.
LA UTILIDAD DE TODO LO ANTERIOR LO PODEMOS RESUMIR DE LA SIGUIEN

TE MANERA :

A 'Y FENOMENOS

PIOS O LEYES DE LA TEkMODINAMICA. CINETICA
DE TRANSPORTE QUE LO RIGEN " | '

FENOMENO FISICO / QUIMICO |

]TBRMODINAMICA CINETICA QUIMICA ’ FENOMENOS DL
TRANSPORTE

]

| | BALANCES DE MATERIA
Y ENERGIA

MODELO  MATEMATICO

(Esquema 1)



94,

NDLPINDILNTEMLN]L DE QUL LA QUIMILA Y LA FISICA ESTEN PRLSFVTLQ

COMO LIINCIAS BASICA‘ SEPARADAS “EL DIAGRAMA ANTFRIOR RFPRESLNTA

LAS ARLAS D NTO FUNDAMENTALES PARA PODLR FORWULAR LL -“

MODLLO MAT ‘NOMENO

EN EL AREA DI INGENIERIA QUIMTCA A LOS FENOMENOS FISICOS EX -
CLUSIVOS;Sr
QUINICOS SE LES LLAMA' PROCESOS UVITARIO& vy 1RANSFORMACION “DE-

bShDLNOMINA OPERACIONES UNITARIAS Y A LOS FENOMENOS

MAILRIA PRIMA LN PRODUCTO TERMINADO REQUIERE DE 'A REALIZACION-
EN QLRIb O PARALBLO DL VARIOS FENOMENOS. INDEPENDIENTES, LO QUE -
IMPLTCA QUE LA TRANSFORMACION QUEDARA REPRESENTADA POR UN CONJUN
TC DE OPERACIONIS Y PROCESOS UNITARIOS.

CADA OPERACION UNITARIA, AL SER REPRESENTATIVA DE UN FENOMENO ES
PECIFICO, TIENE SUS PROPIAS LEYES FISICAS Y/O QUIMICAS, DE TAL\-
MANERA, QUE AL HABLAR DE ALGUNA D BLLAS, YA SL ESTAN IMPL ICANDO
E IDENTIFICANDO LAS LEYES QUE LA RIGEN. TR

LA FORMULACION DE MODELOS MATEMATICOS EN INGENIERIA QUIMICA, SE-
REALTZA EN CADA OPERACION Y PROCESO UNITARIOS QUE INTEGREN UN --
PROCESO DE TRANSFCRMACION. EL RESOLVER ESTOS MODEIOS SIGUIENDO-

LA SECUENCIA EN SERTE O PARALELO -DE LAS 0PERACIONE° UN[TAR1AS .-
ESTO NOS CONDU-'

NOS LLEVARA A UNA RESPUESTA DEL PROCbSO FLOBA
CE A LO QUE-SE-CONOCE- COMO SIMULACION

Rdcuspzf'---’

1.2 TIPOS DE. MODELOS APLICADOS A LA INGENIERIA QUIMI-
CA. | B ‘



EN INGENIERIA QUIMICA EXISTBN DOS TIPOS DE MODLLOS LSQULMAT]COS

PARA RFPRESLNTAR(' UN”FENOMENO -r[f:~,;:::x;a

1) MODELO. DEk ROS DISTRIBUIDOS EN LOS QUI: S}: ACEPTA LA
EXIS'lLNCIA, RADII:NThS DL PROPIEDADL!: D[’.NTRO DLL SISTEMA.
2) MODELO DE PARAMETROS NO DISTRIBUIDOS CEN LOS QUL SE ACEPTA

QUE EL SISTEMA ES UNIFORME EN SUS PROPIEDADLS Y SIN GRADIEN

TE ALGU

AL APLICAR' EL'PROCEDIMIENTO DE FORMULACLON

; MODELOS (EsQUuﬁAjz
1) A UN SISTEMA DE PARAMETROS NO DISTRIBUIDO CIRA-
DOS ECUACIONES ALGEBRAICAS CONMO MINIMO. SI S:

POS QUE FUNCIONEN EN SERIE O EN PARALELO, NOS oN
JUNTO DE ECUACIONES ALGEBRAICAS. ESTO ULTINO
OPERACIONES DE SEPARACION O REACCION POR.

AL APLICAR EL PROCEDIMIENTO'DE'FORB
TEMA DE PARAMETROS‘DISTRfBUibOS' NOS
FERENCIALES QUE SERAN RD

DE CUNTACTO CON'I INUO 'I'ALES COMO INTLRCAMBIADORFS DE C/‘\LOR CO-
LUMNAS I\Il’ACADAS

EN EL ANALISI {'couun QUi UN' INGENILRO QUIM[CO

RECURRA A DATOS EXPERIN H\TALLS RLGISTRADOS BN bouwA GRAFILA TA

BULAR O DE NOMOGRAMA. 'PARA UTILIZAR LFIC[INFFMLNTE LA TECNI-



CA TABULAR, liS

DATOS, PARA c
TAS (ONDIL
LA II(IURA UIL CNICAS MEN
NADAS SERA MAS’ ONVENIENTL REPRESENTA NFORMKCibN*CON7UQA
ICUA(ION ISMA NTI

AJUSTE D DAIOQ 0 MEDIANTE POLINOMIO

(DM)A LA

VERSIDAD DE FFNOMENOS) ’

d) I\L‘SOI UC[ON EI)L l(UACIONLS DIFLRLNCIALFS OR

AS TECNI--

C MEDIANT

iSTA HERRAMTENTA

IN-E ‘AI“ALISIS DL'S/\RROLLO Y DISI NO DL I’R()(‘l ==

508,



FORMULACION Y- RESOLUCION DE MODELOS MATEMATICUS

TE DINAMICA -~ FENOMENOS DE
rERNO! TRANSPORTE

y

TECNICAS DE e : OTRAS TECNICAS
BALANCES DE MATERTA Y:ENERGI'|  "fLA LEY QUE RIJA AL FENOMENO DETERMI

ISIS DIMENSIONAL NARA LA FORMA DE LA ECUACION APLICA
A Y/O ANALISIS DINENSIONA BLE PARA LAESTIMACION DE PARAMETROS.

]

MODELO MATEMATICO
DEL FENOMENO

METODOS NUMERICOS
SELECCION DE ALGOR1TMO

- PROGRAMACION Y COMPUTACION

" ~SOLUCION DEL MODELO '

ESTIMACION DI o ) B
PARAMETROS PISERO I SIMULACION | OPTIMIZACION

(Esquema 2)



SE HA MENCIONADO LA NECESIDAD DE FORMULAR MODELOS MEDIANTE
TECNICAS DE AJUSTE DE DATQS; ESTO SE DERIVA DE UN ESTUDIO DI-
MENSIONAL DE UN FENOMENO, O BIEN, COMO CONSECUENCIA DE TEO-
RIAS QUE PREDICEN EL COMPORTAMIENTO DEL MISMO CON MODELOS GE-
NERALIZADOS, PARA UN SISTEMA PARTICULAR, ES NECESARIO ESPECI-
FICAR EL MODELO MEDIANTE EL CALCULO DE CONSTANTES EXPLICITAS
(O PARAMETROS); ESTO ES EN REALIDAD UNA ETAPA PREVIA EN LA
FORMULACION DE MODELOS DE LAS OPERACIONES Y/O PROCESOS UNITA-
RIOS, EN DONDE RIGE CIERTA LEY O TEORIA QUE ESTA REPRESENTADA
POR UNA ECUACION CON PARAMETROS NO ESPECIFICADOS. EL MODELO
QUE ASI SE OBTENGA, SE UTILIZARA EN FORMA CONJUNTA CON LAS
ECUACIONES DE BALANCE DE MATERIAL Y ENERGIA PARA REPRESENTAR
EL PROCESO. POR LO ANTERIOR SE HACE NECESARIO EL CONOCIMIENTO
SOBRE TECNICAS DE AJUSTE DE DATOS, CUYA FRECUENCIA DE USO EN
INGENIERIA QUIMICA LAS SENALA COMO UNA AREA IMPORTANTE DE LAS
TECNICAS NUMERICAS PRESENTADAS EN ESTA TESIS.

I.3 SIMBOLOGIA
CON EL OBJETO DE PODER REPRESENTAR DE MANERA SIMPLE TODAS LAS
TECNICAS NUMERICAS, EN CADA CASO SE DARA EL DIAGRAMA DE FLUJO
CORRESPONDIENTE, USANDO LA SIGUIENTE SIMBOLOGIA:

LECTURA DE DATOS -

IMPRESION




£(x) 6 £(x,y)

9.

DECISION (SI CONDICIONAL)

TRANSFERENCIA DE CONTROL.

'ASIGNACION O REEMPLAZO
" CIRCUITO DE CALCULO
" CIERRE DEL CIRCUTTO

PARA AQUELLOS CASOS DONDE

NO SEA MUY CLARO EL FINAL.

EL USUARIO DEBERA DEFINIR
LA FUNCION EN ESE BLOQUE.

EN LOS. PROCESOS REPETITIVOS USAREMOS UN CONTADOR PARA EL CIR-

CUITO:

I =

I = Ny, N2, N, DONDE N,
CUANDO Ny =

1, USAREMOS 1= N,, N,.

CONTROL DEL CIRCUITO (CONTROL DE REPETICIONES)
= VALOR INICIAL DE I

= VALOR FINAL DE T

= INCREMENTO PARA I



CAPITULG TT. TECNTCAS NUMERICAS APLICADAS A' LA INGENIERIA QUL

CMICAL
1I.0 INTRODUCCION

DADA LA- COMPLEJTDAD DE LOS MODELOS MATEMATICOS OBTENIDO DI

POS 0 pLANTAs}qu‘
EL DIMENSIONAMIE

RRESPONDIENTE

LOS uFTODOStVUMFRiﬁbS ARROLLADO, CONSTS-

TEN EN T[FNILASJ

MEDIANTE REPGTIDAS pRULBAs; RORES TrrNICAs‘ITnRATiv s),’

BIEN, POR WIDIO DE CALCULOS R[CURSIVOS QUI POR LO GFNLRALM GL ~

NERAN PERFILES O CRAFICAS DE COMPORTAMICNTO A PARTIR DF UNA O'
VARIAS CONDICIONES CONOCIDAS (PROBLEMAS DE VALOR INICIAL Y DE



1.

VALOR A LA FRONTERA) ESTO NOS INDICA QUF PARA EL CASO DONDE
X1STAN GENERALIZACIONLS LOS METODOS NUMIRICOS DARAN UNICAMLNTE- :
SOLUCIONES PARTICULARES

LOS METODOS NUMERICOS FORMAN PARTE DE UNA RAMA DE LA MATEMATICA-
CONOCIDA COMO ANALISIS NUMERICO. EL CONTENIDO DEL PRESENTE CAP1
TULO SE ENFOCA HACIA ESOS TEMAS.

LA MAYORIA DE LOS METODOS NUMERICOS SE FUNDAMENTAN EN APROXIMAR-
UNA FUNCION MEDIANTE UNA EXPANSION DE SERIE DE TAYLOR, O BIEN U-
TILIZANDO EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON.

SEA f(x) UNA FUNCION CONTINUA UNIVARIABLE Y x,.,f{xo) VALORES CO-.
NOCIDOS DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE Y DE LA FUNCION A PARTIR DE
LOS CUALES SE DESEA EXPANDER PARA CUALQUIER VALOR DE x. UTILI--
ZANDO LA SERIE DE TAYLOR OBTENEMOS :

(xx0) (x- x.,)
FET (x)

f(x) = f(xo)* £'(x0) (x-x0) *+ £" (xy)

LA REPRESENTACION DE f(x) SERA EXACTA SI SE INVOLUCRAN TODOS LOS;

TERMINOS DE LA SERIE, PERO ESTO ES IMPGSIBLE EN LA PRACTILA POR- i

SER INFINITOS ANTE ESTO, SURGE LA IDEA DE TRUNCAR LA SERIE EN-‘

n TERMINOS SE LES CONOCE COMO TERMINOS DE APROXIMACION, DEL TERMI :

NO n+1 HASTA EL INFINITO SE LES CONOCE COMO ERROR DE TRUNCACION.
ES 0BVIO QUE A MENOR ERROR DE TRUNCACION SERA MEJOR EL“P}OVLVI.N(')MIO
DE APROXIMACION. ‘

DE UNA MANERA SIMTLAR HABRA UNA APROXIMACION DE SERIE. DE -
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TAYLOR PARA FUNCIONES MULTIVARIABLES QUE DEPCNDERA DE LAS DE-
RIVADAS PARCIALES DE" LA FUNCION RESPECTO A CADA VARIABLE INDE-
PENDIENTE,

EN MUCHOS PROCESOS QUIMICOS Y/O FISICOS NO SE CONOCE LA FORMA
DE LA FUNCION f Y POR ‘Lo TANTO TAMPOCO SUS DERIVADAS EN CAM
BIO, SE CONOCEN n PARES DE PUNTOS Xi, f(xl) EN ESTE CASO SFRA

IMPOSIBLE APLICAR LA EXPANSION DE SERIE DE T 

CRRO. _
£« o,x] -ﬂil-)i(l ) £S5 CONOCIDA COMO LA DIFERENCIA DE ler.

ORDEN. £(x,)-€£(x) _ £(x)-£(xy)

X2 =X X1 =X
Y flx,.x, .x fEnxz]- f[.xa,xl].: 2 ! ! 0
0% 2 Ka=Xy X=Xy

ES CONOCIDA COMO DIFERENCIA DE 2o0. ORDEN,

SI LO CO“PARAMOS CON LA SERIE DE TAYLOR NOTAMOS QUF HAY MU-

HOMOLOGOS DE DIFERENCIAS FINTTAS STN DTVTDTR FN LAS: SECCIO-



IES

NES SIGUIENTES SE DESARROLLARAN 1.0S DISTINTOS ALGORITMOS ATOYAN
DONUS, SEGUN- SEA NbLLSAkIO EN EL: POLINOMIO FUNDAMPNTAL DL NLW-

TON O EN LA EXPANSlOV DE SERIE DE:; TAYLOR

11,1 TECVTCAS MATFMATILAS ANALIZADAS EN ‘LA PRESENTE
 TESIS.

EN BASE A LO MENCIONADO EN EL CAPITULO 1, SOBRE LOS MODELOS MA-
TEMATICOS QUE SURGEN DEL ANALISIS DE OPERACIONES Y PROCESOS UNI
TARIOS, SE ANALIZARAN Y DESARROLLARAN LOS ALGORITMOS CORRESPON -
DIENTES A LAS SIGUIENTES TECNICAS :

1 - INTERPOLACION i |
2 - RESOLUCION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL
3 - INTEGRACION o -

4 - RESOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL.ORDINARIA i

5 - RESOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES
o - TLCNICA DE AJUSTE DE DATOS

NOTA: DADO LO EXTENSO DEL TEMA, LA RESOLUCION DE ECUACTONES DI
FERENCIALES PARCIALES SE ESTAN TRATANDO EN FORMA INDEPEN

DIENTE EN OTRO‘TRABAJO bE TESTS. (VER BIBLIOGRAFIA)

11 INTERPOLACION

N RODUCCION

EN.ESTA. BRh”L SECCION NO SE PRhSENTARA UNA TFCVICA DL IN-

TERPOLACTON COMO TAL; SINO TENDRA COMO OBJETO EL DEF]NIR LOS
FUNDAMENTOS - PARA - EL DESARROLIO DE OTRAS TFCVICAS . LO MAS,COMUN-
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MENTE UTILIZADO EN INGENIERIA QUIMICA ES LA INTERPOLACION LI-
NEAL, PERO EN LA ACTUALIDAD SE PREFIERE TENER UN MODELO MATE-
MATICO QUE REPRESENTE AL’CONJvunfT’b(v;t)sz'fDA"rovs MAS QUE EL APLICAR
INTERPOLACIONES. et o [

EL OBJETIVO DE ESTA . TECNICA ES ESTIMAR EL VALOR DE UNA FUN;
CION PARA -UN VALOR DADO DE LA (S) VARIABLE(S) INDEPENDIENTE(S),
QUE NO SE FNCUENTRE EXPLICITA EN LA INFORMACION DISPONIBLE

NORMALMENTL CONSTITUIDA POR DATOS x,, f(x ).

POLINOMIO DE INTERPOLACION. SE LE LLAMARA ASI AL OBTENIDO POR
LA TRUNCACION DEL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON.

I11.2.1 INTERPOLACION EN UNA VARIABLE.
PARA EL CASO EN DONDE LA FUNCION DEPENDA UNICAMENTE DE x, LA

EXPRESION SERA:

£(x) = fE‘“]* f[-xo,xﬂ (x-x%,) + f[xovxxk’."z-]v(x'*;)kk(rx:’,“’) + e

Z2!

COMO SE MENCIONO ANTERIORMENTE, EL POLINOMIO MAS USADO ES EL

DE GRADO UNO, ESPECIALMENTE CUANDO LA APROXIMACION SE BUSCA
EN INTERVALOS PEQUEROS [x,,x, |:
£(x) = f|‘_x°] * f[xo,x,_'](x-xo) (POLINOMIO DE GRADO LNO) |

| ) , /:'LINL/\IF,.
CUANDO SE TUEREN UN COXJUNTO DE n PARGS DE 10505 B« [iv1,
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EL MAXIMO GRADO DEL POLINOMIO DE INTERPOLACION QUE SE PUEDE OB_
TENER LS DE n-1, YA QUE PARA EVALUAR LA DIFERENCIA DE ORDEN n-
ASOCIADO AL GRADO n, SE REQUIEREN n+l PUNTOS.

EL POLINOMIO FUNbAMENTAL DE NEWTON USADO COMO POLINOMIO DE INTEPR
POLACION, HA SIDO MODIFICADO, MEDIANTE TRANSFORMACIONES ALGEBRAT
CAS, PARA OBTENER LO QUE SE CONOCE COMO POLINOMIO DE LAGRANGE, -
QUE NOS PERMITE CALCULAR EL VALOR DE LA FUNCION f(x) PARA UNA x-
DADA, A PARTIR DE DATOS xj, f(x;), DESDE i=0 HASTA i=n :

N N
f(x) = F(x;)x I l (x-x(k)) (Be. 1)
L— ! (x(i)-x(k))
i=0 k=0

k=i.
DEBE NOTARSE QUE IMPLICA n+l PUNTOS, POR LO QUE SE OBTIENE UN PO
LINOMIO DE INTERFOLACION DE GRADO n. COMO ESTA PRESENTADO SE CON
SIDERA MAS FACIL DE PROCESAR.

SI SE DESEA INTERPOLAR,CON UN POLINOMIO DE GRADO MENOR QUE n, --
BUSCANDO UN RESULTADO MUY APROXIMADO AL REAL, DEBERA SELECCIONAR
SE UN PUNTO BASE PARA LA EXPANSION, NO COMO x, SINO COMO UN x_ -
TAL QUE EL VALOR DE x QUEDE COMPRENDIDO EN EL INTERVALO :

Xr € X C¥rem
EN DONDE m ES EL GRADO DEL POLINOMIO. PARTIENDO DE ESTA BASE, EL
POLINOMIO SE TRANSFORMARA EN

r+m r+m
(x-xk)
. ; (Be. 2
£(x)= E(x;) * | | —— (Ee. 2)
1
ier ker
k#i

- CON LA CONDICION DE QUE r+m N



I1.2.2 ALGORITMO DE INTERPOLACION

PASO 1 : SELECCIONAR EL PUNTO DE EXPANSION (VALOR DE T1)
PASO 2 : APLICAR LA ECUACION 2

DIAGRAMA DE FLUJC (VER PAG. 17)

I11.2.3 TRAZADOR DE CURVAS

EL OBJETIVO ES TRAZAR UNA CURVA CONTINUA, ADICIONANDO -
PUNTOS A UN CONJUNTO DE PARES DE DATOS X5
COMO OTRA APLICACION DE LA INTERPOLACION, AUNQUL DEBEMOS RECORDAR

f(xi). SE INCLUYE AQUT

QUE EN INGENIERIA QUIMICA SE PREFIERE EL MANEJO DE MODELOS MATEMA
TICOS AL USO DE TECNICAS DE INTERPOLACION DE LOS DATOS TABULADOS. .

EL USO DE POLINOMIOS DE INTERPOLACION HA DEMOSTRADO QUE ST UN CON
JUNTO DE DATOS ES REPRESENTADO POR UN POLINOMIO DE ALTO GRANO, EL
ERROR SERA MAYOR QUE SI SE UTILIZA UN POLINOMIO DE GRADO MENOR EN
UN INTERVALO PEQUENOC DE INTERPOLACION; ES DECIR, EL ERROR ES MAS-
SENSIBLLE AL TAMARO DEL INTERVALO QUE AL GRADO DEL POLINOMIO. RE-
CORDEMOS QUE UN POLINOMIO DE ALTO GRADO IMPLICA UN INTERVALO MA--

YOR DE INTERPOLACION.

EN BASE AL ARGUMENTO ANTERIOR, SE HA PROLIFERADO EL USO DE POLINO
MIOS DE GRADO 3, ‘APLICADOS A PEQUENOS INTERVALOS. PARA ESTA IN--

TERPOLACION‘SE PULDEN UTILIZAR EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON,
EL DE LACBANﬁﬁfOVCUALQUIER OTRO. EN ESTA SECCION SE PRESENTARA -

EL POLINOMIO‘DE HERMITE-BESSEL, EL CUAL OFRGCE UNA BUENA APROXIMA
croN.

UN POLINOMIO DE GRADO 3 REQUIERE 4 PUNTOS PARA LA INTERPOLACION;



17.

No Gegy £0xp), $20,8-1) / INTERPOLADOR DE

NOMENCLATURA

x=svalor del argumento
N=n® de pares x,f(x)
M=grado del polinomio
x.=valoxr iésimo de la
i
te
g f(xi)tvalo: iésimo de

LAGRANGE

de interpolacidn
variable indepen

la funcién
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CON EL OBJETO DE CUBRIR TODOS LOS PUNTOS DE UN INTERVALO [a,b],
ESTE 3E SEGMENTA EN UN JUEGO DE 4 DATOS, SECUENCIALES Y TRASLAPA
DOS. A ESTO SE ILE CONOCE COMO INTERPOLACION POR SEGMENTACION DE
INTERVALO (ESPLINES).

CONSIDERE EL SIGUIENTE POLINOMIO :

p(x)=f[ij+f[xi,xi](x-xi)+f[xi ,Xi ,xi“ (X'xi)+f[xi)xi 'xi+l ’xi*’l]

-(x- Y (x- xlﬂ)

EN DONDE . :
ffxiox; ] L) i e ULkl L ST
—.————-——-———-—-—- = . 1
X.o o =Xe ke
X, - %y X5 %y i Xi :

POR LO TANTO NOS QUEDA :
(x)=f[ ]+f' (x;) (x-xy )+f[ ,xl,xlﬂ](x-xfihf[l,xl,x”l “1:]

(x-x% 1) (x- xxﬂ)

OBSERVE COMO ESTE ES EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON APLICADO

A LOS PUNTOS X50%4 ,xl+1 1 X34,

PARA UNA FUNCION £, DEFINIDA EN [a,b] Y UN CONJUNTO DE NUMEROS
LLAMADOS "NODOS", a=x,< X, < ... <xy=b, UN POLINOMIO CUBICO SEG-
MENTADO S DE £, ES UNA FUNCION QUE SATISFACE LAS SIGUILNTES CON
DICIONES: |

a) S ES UN POLINOMIO CUBICO DENOTADO POR S, PARA l:xj’xj“]

DONDE j=o,N-1
b) S(x;)= £(x;) PARA j=o,N

c) s = s, ), DESDE j=o HASTA j=N-2, ES DE-

in Kyayd = 85 (x5,
CIR, QUE EL POLINONIO S APLICADO AL PUNTO x,, ES IGUAL AL POLI

NCMIO S APLICADO TAMBIEN AL PUNTO x,

j+1
S35ad P (e

j i+ g2
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EL POLINOMIO DEBE APROXIMARSE AL VALOR DE LA FUNCION EN TODOS LOS
PUNTOS xj, ENTENDJENDOSE QUE j TOMA UN VALOR MAXIMO N-2 :

V. 1. 4

N-1 Xy

1 '
d) S S (xj+1) DONDE j=0,N-2

j+1(xj+1) = %

"

" .
e) S S; (x;,,) DONDE j=0,N-2

j+1(xj+1) = j

ESTAS DOS ULTIMAS CONDICIONES IMPLICAN QUE LAS DERIVADAS CALCULA-

DAS CON Sj Y S, ,DEBEN SER IGUALES EN EL PUNTO x INDICANDONOS

j+a ji?

QUE LA FUNCION ES CONTINUA Y DOS VECES DIFERENCIABLE.
1" t
£) S (x,) = S (x,) = 0 (FRONTERA LIBRE)

EN LUGAR DE LA CONDICION ANTERIOR PODRIAMOS USAR :
$'(x,) = £(x,) Y S (x) = £ (x;) CONOCIDAS COMO FRONTERAS

ACOTADAS.

PARA ESTAS CONDICIONES ES NECESARIO CONOCER LAS DERIVADAS S'(Xn)
1

YS (xn).

SI EL POLINOMIO Sj SE REPRESENTA COMO :

Sj(x) = 3

INMEDIATAMENTE SE OBSERVA QUE Sj(xj) = aj = f(xj).

AL SUBSTITUIR LAS CONDICIONES QUE DEBE CUMPLIR EL POLINOMIO SE CB

2 3
+ bj(x-xj) + cj(x xj) +'dj(x xj)

TIENE :

: _3 3 -
hj-lcj—1+2(hj+l+hj)cj+hjcj*l-ﬁj(aj+l-aj) - Ej-x(aj aj-x) ..11.23

DONDE hj=xj+1'xj DE j=0, N-1
LA ECUACION II.23 TIENE COMO INCOGNITAS A Cj—l’cj Y cj+l

LAS CONDICIONES §'(x,) = £ (x,) Y § (x.) = £ (x,) IMPLICAN QUE



EL SISTEMA ANTERIOR ES UN SISTEMA DE hCUACIONES TRIDIAGONAL DONDE

LAS INCOGNITAS SERAN Cl,‘C” TENDREMOS N-1 ECUACIONES

_QUE SERAN :

0+ 2 (ho*hx)ci+h1¢éf %1 :%;;(al'ao)

ECUACIONES I1.23 DESDE j=2,N-2

' 3 3 .
P PR LN IR WS D WIS AR PR

ESTE SISTEMA PUEDE SER RESUELTOC MEDIANTE EL ALGORITMO DE LA MATRIZ
TRIDIAGONAL .

=1 - N
POR OTRO LADO, bj i ( a ) _% (2 cJ + Cj+x)

j
ECUACION OBTENIDA DE LAS CONDICIONES QUE DERE TENER EL POLINOMIO, -
SIENDO VALIDA PARA J=0, N-1. ANALOGAMENTE, APLICANDO CONDICIONES, -

OBTENEMOS :

C. - C.
d; = -lig—m—-l PARA J=0,N-1
h,
J )
AL CONOCER a;, by, c;, d;, PARA J=0,N-1, SE CONOCERA EL POLINOMIO

Sj’ PARA CADA INTERVALO CORRESPONDIENTE. CON ESTOS POLINOMIOS SE-
PODRAN CALCULAR TODOS LOS PUNTOS INTERMEDIOS A Xj’ xj+1QUE SE DE-

SEEN. ( DIAGRAMA DE FLUWO EN LAS PAGINAS 21 - 23) .

I1.2.4 INTERPOLACION EN DOS.VARTABLES
PARA REALIZARLA, SE UTILTZA UN POLrNoylof
LINOMIO DE MAYOR GRADO NO ES RECOMENDABLF”P 
PANSION SL COMPLICA. EL ERROk INTRODUCID

ST TENEMOS UVA PUVCION(



21,

\\ Ny (E(xp) %5, i=0,NP-1) // TRAZADOR DE CURVAS

1

!

i

|

| i)=

| TA(1) hi—l

| I

|

! . TB(i) =2(h,_ +h;)

|

]

| B

|. . TC(i) = hi

| W

1

{ T .

! TD(i)'--l (a -a.)~- 3 (a.,-a )

| oM hi i+ i Hi-l i Ti-a ; NOMENCLATURA

I

| NP=Nimeroc de puntos (x,y)

R o L N =Nimero de subintervalos
xi=Valor i de x
f(xi)=Valor de la funcién

NE = N-1 v ’ en x.

I

RESUELVE. MATRIZ TRIDIAGONAL:

PARA CALCULAR C;,i=0,NE-1

= “ la pag. 22
vg\;;;‘v.v :



\/—"\
de la pag. 21

(a;4

T R e
. G :
m8y) -3 (2C4C, L )

aj’bj ,Cj)

d.

j = 0,NE-1

a la pag. 23
—~———

El diagrama de-lg,pég'na;23;cbtfgsgéqde érldisedciGﬁ'donde

menclatura

" entre cada subintervalo =
xxiu Valor i de la XX calcdiédéngf

FF = Valor de la funci6nren'XXi

22,

se calculan los puntos’adicionales en'cada sibintervalo..” La ng

NI E“NﬁmerbAdé pares x, f'aﬂé@lggiar"‘&
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I1.3 RESOLUCION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL

11.3.0 FN LA~ RLSOLUCION DE ALGUNOS PROBLLMAS DE I Q SF PRL
SENTA LA NECFSIDAD DE ENCONTRAR UNA RATZ REAL DE UNA FUNCION UNI-
VARIABLE O MULTIVARIABLE. EL PRIMER CASO NOS LONDUCE A UNA ECUA-
CION ALGEBRAICA NO LINEAL Y EL SEGUNDO, A UN SISTEMA DEAECUACiQ-
NES NO LINEALES. - EN ESTA SECCION TRATAREMOS SOLAMENTE EL CALCULO
DE RAICES REALES. PARA UNA FUNCION UNIVARIABLE.

11.3.1 TECNICAS BASADAS EN EL POLINOMIO DE SLRIB Dh’bAYLOR
0 EN EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON.

EXISTEN BASICAMENTE CUATRO TECNICAS DIFERENTES DE RESOLUCION DE E-
CUACIONES ALGEBRAICAS NO LINEALES BASADAS EN LOS poLINoMIOSfDé;TAx
LOR O NEWTON, A PARTIR DE LAS CUALES SE HAN DESARROLLADO OTRAS.
Ja. TECNICA: NEWTON-RAPHSON. SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SI
GUIENTES PASOS :
1°) EXPANSION LINEAL DE SERIE DE TAYLOR
2°) SE APLICA LA CONDICION DE LA EXISTENCIA DE UNA RAIZ X, PA
RA LA CUAL £(x) = '
DESARROLLO DEL ALGORITMO
£(x) = £(xo) +f'(xq) (x-xy) (EXPANSION LINEAL)
SI x ES RAIZ, LENTONCES » ‘
0 = f (xq) + ff (XQ)_(X-XQ):Q
DESPEJANDO - ot

ENTRE MAS'CERCA‘ ST LubioNisnkA’MAq DIRECTA, PE

RO ST ESTA MUY A _ES L]NIAL, LN10NC19 ESTI Al

GORITMO DARA UNA APROX]MA(IUN A ‘LA RA]Z. QUl PODRA SIR MELJORADA S
SE UTILIZA A LA x CALCULADA COMO lA NULVA x, liN UV PROCESH FTERATI

Vo,



DTAGRAMA DE FLUJO : NEWTON - RAPHSON

28.

X + 0.0001

no .
_converge

NOMENCLATU]

x, = valor~inicialisupuesto . i -

N-= n° mdximo de iteraciones’ ™

F'(x,) = derivada de la funcin




T

de la pag. 22

NEETRT

23,




24,

5U REPRESENTACION EN DIFERENCIAS

F(x,¥) = £(xo,ya) + FOLave)l = FXoava) (yoxp)

Elxo,v1) = flxo,¥e) (y-y,) + ERROR DE TRUNCACION
1 ]

CON EL OBJETO DE TENER UN PROCEDIMIENTO DE CALCULO Y UNA MAYOR A_

PROXIMACION, EN LA PRACTICA SE APLICA EL SIGUIENTE PROCESO : -

xus)’o1’a XgsY » R .
) DONDE  a“= 1la EXPANSION
) R P
c. b=12 EXPANSION .
XY > 1y XY, . 2 :
XY : c =-3a. EXPANSION
XysYu ) X3,y
1° CALCULAR  £(x,y,) = £(xg,y,) + SlEafadifas¥a) (x.x)
- 1 0

2° CALCULAR £(x,y,) = £(xo,y,) + f“*;?g)}‘f("n'm (x-x,)
1 1
3° CALCULAR f£(x,y) = £(x,y,) * ﬁhy—;lg(—"—ln)-
1 0

ESTAS FORMULAS PUEDEN GENERALIZARSE PARA LOS PARES DE ORDENADAS :
CHR NN C NN INC IO I SN ¢ THRS IO

DETERMINADOS L0S VALORES DE x Y y PARA LOS QUE QUEREMOS CONOCER EL

VALOR DE LA FUNCION, DEBEMOS LOEALIZAR EN.LA TABLA DE DATOS- LOS: -

CUATRO PARES DE CRDENADAS CONVENIENTES, COMO SE PUEDE VER EN EL 51

GUILNTE DIAGRAMA DE FLULJO.



INTERPOLACION EN DOS VARIABLES 25

N, N

\\(xi.i=1,Nx), (yj,j=1,Ny) // X
\\\ ( £(1i,3), j=1,Ny ), i=l,N, J//f

'NOMENCLATURA

de valores de x .

x,y=valore

les se-calcular

datos no

contenidos
en la ta-
bla

a la pag. 26
w

de la pag. 26
/‘-.\\—/




\/'——\

de la payg. 25
\._/——_§~

, L (R gl = E(R L aya)
Py ) = B0y + M 233 8 0] (ex )

S My T Mo r o

f(x'yjj+l)-£(xii’?jjf1

Fooy) = £y )+ FO0Yg50,) 2 vy

ERARE

a la pék,vf 25
’“”;ff\Q;;4/
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2a. TECNICA : METODO DE LA SECANTE SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SI
GUIENTES pAsosx

1°) EXPANSION LINEAL ME L POLINOMIO FUNDAMENTAL DE -

NEWTON .

2°) SE APLICA LA CONDIC LA EXISTENCIA DE UNA RAIZ x,-
PARA LA CUAL £(x a

DESARROLLO DEL ALGOR:I‘?TMO‘
f(x) = [x{l+ f[xo,x
SI x ES RAIZ, B‘ITONCES;

0= £ (xq) + f(xx) - f(x(’)t T ;;,'co-},

DESPEJANDO x

X = Xo - £ (o) (x) - ‘Xo‘)
£(x1} - £(x,)

DESARROLLANDO Y SIMPLIFICANDO, OBTENEMOS
xo f{x1) - xy £ (X,)

£(x) - £ (x0) \

x:

OBSERVE QUE PARA PROCESAR EL ALGORITMO SE NECESITAN 2 PUN’lOS Xo
Y x, PARA EVALUAR LA FUNCION EN ELLOS.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.30)

2a. TECNICA,MooiFJCAbA,g;[METono DE REGULA-FALSI.

ESTE'METODOjESFUN - ODIFICACION DEl METODO DE LA SbCANTE .
x, x] [x x]PARA DL’H:CTAR-

Y UBSTITUIR ’(u 0 Xq P()R X SEGUN

DONDE SE AVALizAV7L6‘
EN CUAL ESTA CONTEVIDA LA
CONVENGA. (VER ThOREMA IE LA?EXISTENCIA DE RAIPES EN UN SUBINTER
VALO EN LA PAG. 37): DIAGRAMA DE FLUJO EN LA PAG. 31
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METODO DE LA SECANTE

~.

’ r£(x;|<o;oo6i

no
converge

NOMENCLATURA :

X eXy = valores iniciales
supuestos
N = n°® miximo de iteracio

nes

Nota: Observe.como:la x:calculada se utiliza

como. x| para ‘el-siguiente cdlculo.



METODO DE
REGULA - FALSI

converge

NOMENCLATURA :

X

N

0

%, = valores.iniciales supuestos’

o

= n° miximo de iteraciones

31.



3a.

4a,

32.

TECNICA : METODO DE WENGSTEIN. SE DESARROLLA DE ACUERDO A
LOS SIGUIENTES PASOS : U -
1°) SE TRANSFORMA LA FUNCION £(x) A g(x), DONDE g(x)=£(x)*x
2°) SE EXPANDE LINEALMENTE POR POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEW
TON A g(x)
3°) SE APLICA LA CONDICION DE LA EXISTENCIA DE UNA RAIZ x,-
PARA LA CUAL £(x) = |

DESARROLLO DEL ALGORITMO .
F(X) + Koot oo i o

g(x)

g(x)

ST x

X< gxo) *

DESARROLLANDO Y DESPEJANDO x

i x1g(x0) - xog(x1)
x = (Xx'?(o) - g(x1) + g(xo) (Ec )

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG 3.'5)

TECNICA :  METODO DE MULLEP"

"ss DESARROLLA MEDIANTE LOS 3

GUIENTES PASOS G .
1° FXPAVSIOV cu SEGUN EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE -

NEWTON PARA S
2° APLICACIOV DE. L ,ISTFNCIA DE UNA RAIZ x
DESARROLLO. DEL: ALGORITMO

f(x) = f[ ]‘ff[xo, ](x x );rf[ : J(xx )(x. X )

APLTCANDO LA 'CONDICION-Y AGRUPANDO e



METODO. DE WENGSTEIN

no

converge

NOMENCLATURA :

‘valot de x-cal gyurl_‘akc_ia_

33.



34.

0 = f(x,) —MfB“xJ-ﬁhxﬁﬁom“xg+

{fEco,xl:l - (xe*xy) f[xo,x,,xa}x +
fEConXqu] x?

SE OBSERVARA QUE TIENE LA FORMA DE UNA ECUACIQN CUAURATICA
ax¢+bx+c = 0, DONDE : S o '

a = f[xo’xl’x;] :
b ={f|:xo,x,] - (xy+x,) f[xu;#}é'x:a}i

c = f(x,) - xofEko’xxj* XoXy £ Xo&XQQXé]f:f

Y CUYAS RAICES SON :

b+ \Ib2-4ac b - \|b2-4ac
R, = Y R, = : '
2
2a 2a

DL LAS TECNICAS ANALIZADAS AQUI, ESTA ES LA UNICA QUE SE PUEDE A
DAPTAR PARA CALCULAR RAICES COMPLEJAS. e

ST LA FUNCION ES CUADRATICA, LA SOLUCION ES DIRECTA, SI NO, FSTA
TECNICA GENERA UNA APROXIMACION A UNA RAIZ. .
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.35)

11.3.2 TECNICAS QUE NO DEPENDEN DE LOS POL]NOMIOS'ﬂB TAY-
LOR O NEWTON. : ‘

ESTAS ESTAN CLASIFICADAS COMO TECNICAS DE BUQQUEDA DIRECTN.

EXISTEN TRES METODOS REPRESENTATIVOS DI LSTAS TL (i\JIC/\S
ler METODO : SUBSTI'IUCION DIRECTA.
SE DESPEJA IMPLICITAMENTE a x, DE LA F()RM/\ QUI‘ SL,I’UF!)A i

f(x); DE ESTA MANERA OBTENEMOS LA ECUACION x ‘= g(.\)

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.36)
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*kk artificio 'Z
X, 90X ,X,,N

para calcular 011272 [

solo rzfces

reales

E(x,) = £(x) _ £(x)) = £(x))

X7 Xy X "%,

khk

NOMENCLATURA

X,:%X,,X,® valores supuestos
0 %1%
para la rafz

N = N° miximo de iteraciones

FEGoD |5 [ £Ck)

.,
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no
converge

SUBSTITUCION DIRECTA

NOMENCLATURA :
Xo= valor inicial supuesto
N = N° de iteraciones

g(x)= funci&ﬁfresultante al despejar. x

Nota: observe cemo. la x calculada se utiliza como x, puara la

siguiente ‘iteracidn



.
2° METODO : MEDIO INTERVALO O BISECCION
SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTS PASOS :
1°) BASANDOSE EN LA CONDICION DE EXISTENCIA DE LA RAIZ PA-
RA £(x) SB DETERMINA EL nﬂﬁnwuo[fo,x] Y SE CALCULA

X+ x
x = —25—1 (SE UBICA A x EN LA MITAD DEL INTERVALO).

2°) SE DETECTA EN CUAL DE LOS DOS SUBINTERVALOS GENERADOS
SE ENCUINTRA LOCALIZADA LA RAIZ, SI EN [x,,x] O EN
[x:x,] . DESPUES SE MODIFICA x,0 x, SEGUN EL CASO.

TEOREMA DE LA EXISTENCIA DE RAICES EN UN SUBINTERVALO.

SI £(x) ES UNA FUNCION CONTINUA EN UN INTERVALO [x,,x,] Y
£(x,)#£(x,) < 0 IMPLICA LA EXISTENCIA DE UN VALOR DE x PARA EL
CUAL SE CUMPLE QUE f(x) =

(DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 38)

3er. METODO : HOOKE - JEEVES . ESTE SE DESARROLLA CON

, 7 LOS SIGUIENTES PASOS :

1°)  SUPONGA x,

2°) SE DA UN INCREMENTO A x, Y SE VERIFICA SI EL VALOR AB-
SOLUTO DE LA FUNCION, EN ESTE PUNTO INCREMENTADO, ES
MENOR QUE EL VALOR ABSOLUTO DE LA FUNCION EN x,. SI ES

0

AST, SE SU»BSTIT'U\’L" x, POR x " I\'CRIE.‘JEN'I'ADO Y. SL REPITE.

EL pRocuso’ bN CASO CONTRARIO, sn PR EBA

MbNTO DE srcno CONTRARIO.  ;

3°)

SI EL INCREMENTO LLEGA A SEk MUY PLQ_‘_ﬁ E HA ENCONTRAQ U-
NA MEJOR SOLUCION, EL METODO NO CONVERGh;i ‘



MEDIO INTERVALO (BISECCION) 38

NOMENCLATURA: :

X" ler. valor supuesto

x,;=-2° " “valor supuesto

N = N° deiteraciones.

Rafz @

no

.‘f‘(x)",’.;"*,f(xo)) 0 .81 % =x

no

X=X

no

converge

ot



I f(xo)| > o0.0001

JEEVES

NOMENCLATURA :

x.= valor supuesto

Ax= incremento

. Ax { o0.000000)

no

converge
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NO SE RECOHIENDA EL USO DE ESTE METODO PORQUE ES MUY DEFI-
CIENTE COMPARADO CON LOS AVTERIORHENTE MENCIONADOS 1

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG 39)

I11.3.3 OTRAS TECNICAS
A PARTIR DE LAS TECNICAS YA MENCIONADAS, SE HAN GE-
NERADO OTROS METOLOS, DENTRO DE LOS'.CUALES DESTACA EL DEL "FAC-
TOR DE ACELERACION", QUE CONSISTE EN MULTIPLICAR EL INCREMENTO -
QUE SE LE DA A x POR UN FACTOR PARA OBTENER UN NUEVO VALOR DE LA
MISMA. LSTE PUEDE SER APLICADO A LAS CUATRO TECNICAS GENERADAS-
POR EXPANSION POLINOMIAL O POR BUSQUEDA DIRECTA.

EL METODO DE HOOKE - JEEVE® ES LA BASE DE OTRO5S METODOS, CO
MO EL LLAMADO SIMPLEX, EN DONDE EL MOVIMIENTO PARA ENCONTRAR UNA
NUEVA x, SE HACE A TRAVES DEL CENTROIDE DE UN POLIEDRO GENERADO
EN EL ESPACIO, TENIENDO COMO VERTICE VALORES SUPUESTQS DE LA RA-
IZ CON SUS RESPECTIVOS VALORES DE LA FUNCION.

FINALMENTE, PARA TERMINAR CON LSTA SECCION, SE PRESENTARAN
METODOS NO ITERATIVOS DE RESOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA,
DE UNA ECUACION CUBICA Y EL ALGORITMO PARA RCALIZAR UNA DIVISION
SINTETICA. ESTE ULTIMO, USADO SECUENCIALMENTE A LAS TECNICAS T-
TERATIVAS, ES UN AUXILIAR EN EL CALCULO DE TODAS LAS RAICES DE
UN POLINOMIO DE GRADO N.

11.3.3.1  ECUACION CUADRATICA
CTIENE LA FORMA ax?+bxsc = 0 Y TENDRA DOS RAICES
(REALES 0 COMPLEJAS).



i1,
" LA PODEMOS TRATAR DE LA SIGUILNTE MANERA :

b e
o b
X st A

1
a

(x ?;

S RAICES, SEGUN SEA ! ; SERAN COMPLEJAS SI EL
DISCRIMINANTE (b? - 4ac) ES MENOR QUE CERO. e

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.42)

11.3.3.2  ECUACION CUBICA:

ST TENUMOS UNA LCUACION CUBICA DE LA STGUTENTE FORMA :

x3 + 3bx . 0. (KC
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ECUACION CUADRATICA

a,kb",c
. \ |nl
PL = 2a
b
PR% - 23

NOMENCLATURA

a,b,c coeficientes de

ax? + bx + ¢ =0



<
n

A =

NR? + Q' , ENTONCES :

\ 3\] Rff’:\l R? '+ Q? -

TINTAS DE x..
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CON EL OBJETO DE ANALTZAR LAS POSIBLES- SOLUCTONES DE x, SE

DEFINIRAN

ul = R+
v3 =
PARA UTILIZAREMOS KL TEORE-
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TEOREMA DE MOIVRE .

kel
"

cos 0

SIR<O cos ©<0 Y SEN 0>
IMPLICA QUE u’® ESTARA UBICADO EN EL SEGUNDO CUADRANTE DEL

DIAGRAMA DE ARGAND o x /\)’

3 > 2 3 .4"*2“ ; BRI ] ! :
=2 \IR +_|R +Q | cos(Q_lT...‘) - b, PARA j=0,2
2 3
@ = arc tg <__L}E_ﬂ_l.>

ESTO GENERARA TRES RAICES REALES DISTINTAS -

CUANDO R + Q >

i RAICES xl ,‘x~ " X

DADO QUI:. S RLAL PUEDLN Rl SOIVERSE DIRF("I‘A -

MENTH: IAS lCllACIONES Z Y3 P/\RA APLIC/\RLAS /\ L/\ EC. B



46.

TENDREMOS
;;.1*
X, *+ x2'+>i3b= -3b,, PUEDBN EVALUARS LAS® OTRAS DOS RAICES CON

SIDERANDOLAS COMPLEJAS 0 IGUALESu; SI HAC
JR + J‘Rz:+,Q§ Y T= JR - JR

NOS QUEDARAN": “x = - % (s + T) - bl +!3 i 73' (814:T)y

Cox,c-lermoonb, -tiF seom

—  GENERALIZACION DEL ALGORITMO DE LA ECUACION CUBICA —

SI TENEMOS LA ECUACION CUBICA EN LA FORMA
x?+ax?+ax+a =0
1 2 3

LA SOLUCION SERIA SIMILAR A LA EC. A HACIENDO

= L = =2 =
b, = T b2 3 Y b3 a,
OBTENIENDO 9aza‘ B Za: -27a
Ro= 53
2
) Sa2 - al
e

CON ESTAS MODIFICACIONES, PODRIAN UTILIZARSE LAS ECUACIONES YA
OBTLNIDAS ANTERIORMENTE PARA CALCULAR X, . X, X, DE ACUERDO AL
CASO DETERMINAOO POR EL VALOR DE R’ + Q. ' o

(VER DIAGRAMA EN LA PAC 47)
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ECUACION cUBLCA

3 D
?aza, - 2a; -»Z7\a3
R 5%

!

D = R? + Q? ’ -

no si
\
3
S = YR + /D '
i
3 1
T= /R - /D |
3/—————-—-—- - a i
Xip = 2 REH[RZHQ [cos(e;L 2“)]- + !
|
[}
H
2 '
xl = S + T = )
1 2
Xp® - 7 (841 - 3=
1
X,1° 7 VY3 (8 -~ T)
¥3R" Xap
) 3 |

NOMENCLATURA .

al,a; ykhjjéonffoé coeficientes dela

ecuacidn x’+h;x;+é x+a =0
: : i Ly
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11.3.3.3 DIVISION SINTETICA

SE UTILiZA PARA DISMINUIR EL GRADO DE UN POLINOMIO CUANDO
SE CONOCE ALGUNA DE SUS RAICES. SI PARA UN POLINOMIO DE GRADO
N SE CALCULA UNA RAIZ MEDIANTE UNA TECNICA ITERATIVA, USANDO -
LA DIVISION SINTETICA PODRA REDUCIRSE EL GRADO DEL POLINOMIO A

SI SE DESEA, PODRA APLICARSE NUEVAMENTE LA TECNICA ITERA
RAEN QTRA RAIZ,

éSTE;pROCEso*bE ALTERNAR LA TECNICA ITERATIVA CON LA DIVI
'STON SINTETICA NOS PUEDE LLEVAR A UN POLINOMIO DE SEGUNDO O TER
CER GRADO, AL CUAL PODREMOS APLICARLE CUALQUIERA DE LAS TECNI-
CAS PARA ECUACTONES CUADRATICAS O CUBICAS MENCIONADAS ANTERIOR
MENTE.,

SEA £(x) = a,x™+ ayx '+ ...+ a, x +a, UN POLINOMIO
DE GRADO N Y Z UNA RAIZ DEL MISMO. OBSERVAMOS QUE ESTA ORDENA
DO EN FokMAWDE'POTENCIAs DECRECIENTES, POR 1O QUE a, ES EL CO-
LFICIENTE DEL TERMINO DE MAYOR GRADO. EL PROCESO DE LA DIVI -

STON SINTETICA SERA :

PARA LA RAT

EL-RESTDUO:D ‘h SER ICUAL A LlRO DIi - OTRA
MANERA SERA DIFERhNTF DE CERO EWIGUAL A f( )

DIAGRAMA DL FLUJO (VhR PAG.49 )



49.

DIVISION SINTETICA

Residuo
b

N

NOMENCLATURA

N = grado del pol1nom10

ag = coeflcxentc i del pollnomlu

¥ é‘raiz‘c.CAhtidaU , '< la,Quh,

se divide’



1.4 TRECNICAS DI INTEGRACION,

I1.4.,0 INTRODUCCION

EL METODO BASICO PARA OBIENER UN VALOR APROXIMADO DE
b S :

£ (x)dx fsE‘LEfCONQCE COMO *CUADRATURA  NUMERICA Y. EN- GENE-
a B e

N
RAL UTILIZA UNA SUMATORIA DE LA FORMA | a f(x;) EN DON-

i=p

DE a, SE EVALUA A PARTIR DEL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEW-

TON 0 BIEN UTILIZANDO OTRO POLINOMIO DE APROXIMACION. DADO
QUE SE UTILIZARA EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON PARA DESA
RROLLAR LOS DIFERENTES ALGORITMOS CONVIENE POR RAZON DE SIM-
PLICIDAD REPRESENTAR ESTE POLINOMIO POR MEDIO DE DIFERENCIAS
FINITAS SIN DIVIDIR HACIA ADELANTE. DEFINASE EL OPERADOR
Af(xi) = f(xi+‘) - f(x;) COMO OPERADOR DE PRIMERA DiFERENCIA

FINITA HACIA ADELANTE PARA EL CUAL SE CUMPLE QUE

2 o - 3o a2
A AE(x, ) Af(xi) Y A Af(x“

- 2 N e 0
i+1 ) A f(xi) ¥

1
ETC.

A LOS QUE SE LE DENOMINAN SEGUNDA Y TERCERA DIFERENCIAS, DON-
DE CON EL EXPONENTE DEL OPERADOR SE INDICA EL ORDEN DE LA DI-

FERILNCIA,

COMO PUEDE OBSERVARSE, EN LA DEFINICION DEL OPERADOR NO INTER
VIFENE DIRECTA O EXPLICITAMENTE EL SUBINTERVALO DE LA VARIABLE

INDEPENDIENTE EN EL CUAL SE ESTA EVALUANDO LA DIFERENCIA.

50.
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POR ESTE MOTIVO, SU USO ES RECOMENDABLE UNICAMENTE CUANDO LOS
VALORES DE Xy DESDE i =1 HASTA N, SON GENERADOS CON IN
CREMENTOS CONSTANTES, DE TAL FORMA QUE CUALQUIER SUBINTERVALO

TENGA EL MISMO TaMafNO.

SI h ES EL INCREMENTO O TAMANO DEL SUBINTERVALO, ENTONCES

X = X%y + h; DESDE i = 0 HASTA N, FUNDAMENTADOS EN

141
ESTAS CONCLUSIONES, A CONTINUACION SE PRESENTAN LAS EQUIVALEN
CIAS ENTRE LAS DIFERENCIAS FINITAS DIVIDIDAS Y LAS DIFEREN-

CIAS FINITAS SIN DIVIDIR (HACIA ADELANTE) :

fEc . ]= f(xi“) - f(xi) _ Af(xi)
i’ %ia h

Xin X

X, - :
142 xl.

]= fE(in ! xi+_g] B fE(i ’xi+|] -

f(xin) f(xi“) _ f(xin) - f(xi) Af(xin) _ Af(xi)
_ Xiv2 = Xiay ¥ieg = %4 __ h h -
- X, - X, = 2h
1+2 1
2
- A f(xi)
2h?
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=E‘: xi+z'xi+3 l-fxiﬂ' 1.+2 -‘ I-l-1+l' 1+2_l fl;i’xin-l:'_
Xies =%y
|: £(x 1+3) - f(x z)] _ f(xuz) - f(xin)]J -
| X. - X, X, - X,
it3 i+2 it2 i+1

xi+3 - xi+1

X, - X,
1+3 1
- [[f(xiu) - f(xin)] _ [f(xl”) - f(xi)J]' o
Xieg = X4y Xiwyg — Xp o0l
X, = X, e
i+ i =
X, - X,
i+s i

AME(xg, ) = AE(x;, ) AE(x; ) - Af(x)

h h
2 x 3h2

RESUMIENDO:

f[xi] = Aq’f(xi) = f(xi)
A‘f(xi)
f[xi ’ x1+1_-_| S

AE(x,) AZE(x,)
fr‘( )X, ]- e = e
u' Ti+2 2he:s ¢




PARA PODER HACER LA 'PRANSFORMACION COMPLETA DEL POLINOMIO FUN
DAMENTAL DE NEWTON SE DEFINE A x DE LA MANERA SIGUIENTE:

% = X + ch, DONDE a ES UN NUMERO REAL (ENTERO O FRACCIONA

RIO), DE TAL FORMA QUE

X, =%, 4+ 1 % h =g =1
i+ i
xi+2=>_<i+_2*h=>oc=2
xi+a=xi+3s§h=>u=3
.

ETC.

LOS FACTORES  (x = x;), (X - %;, ), (x = %3,,) s EIC. SERAN

TRANSFORMADOS A UNA FUNCION DE a:

x-xi=(xi+ah—xi)=uh ;
x-xiﬂ=xi+ah-(xi+h)= (o=~ 1}h
x-xi+2=xi+ah-(xi+2h)=(a-2)h

POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON:

f(x) =EE<J +fEci PRy B x) fEci TR S TP (r%—,f_i?(.x—xi+

* fEi AR PR PP xinj SRR TRIC Sk PR IL Dk TP A S
EN FUNCION DE o EN DIFERENCIAS FINITAS SIN DIVIDIR, SE OB~

TENDRA:

Af(x.) A"’f(xi)

i oh + e hlfale - 1) 4

f{x) = f(xi) +

ATE(xp)

+ g Rlales D w=2) + oo

53.
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A2E(x.)

£(x) = £(x;) + Af(x)a + —5— ala=1) +
A (x,)
+——3,-—1—'a(a-l)(a-2) +oeee

LA ECUACION ANTERIOR SERA UTILIZADA EN LAS SIGUIENTES SECCIO-
NES PARA EL DESARROLLO DE ALGORITMOS.
II.4.1 REGLA DEL TRAPECIO.
SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES PASOS:
x1+l
12) PARA RESOLVER LA INTEGRAL '1 f(x)dx, SE EXPANDE LI
X
NEALMENTE A LA FUNCION f£(x) Y SE REPRESENTA A x EN FUN-

CION DE «q.

29) SE INTEGRA LA FUNCION RESULTANTE
f(x) = £x;) + af(x)a

x=xi+ah; X = X PARA o = 0: x=xi+l PARA q =1

dx = hdo, CON LO CUAL LA INTEGRAL A RESOLVER ES:

[t AE (x,)
. [f(xi) + Af(xi)oﬁhda = h[f(xi)a + — az]

NOTESE QUE SOLO o ES VARIABLE

Af(xi)
[f(xi) + —T-]h

1

[}

n

f£(x,. ) - £(x,)
141 1
[f(xi) + 5 ]h =

f(xi+1) + f(xi)

= 5 h




NOTESE LA ANALOGIA ENTRE ESTA FORMULA -Y EL AREA DE UN TRAPE-

10 [-b—-;—g]h.

b
SI SE QUIERE RESOLVER LA INTEGRAL-,J‘ f(x)dx PUEDE APLICARSE
a

EL SIGUIENTE PROCEDIMIENTO:

1) DEFINIRA x, =a Y Xy = b PARA UN INCREMENTO

h=9_:__§

N 1
DE PUNTOS QUE SE TOMARAN EN CONSIDERACION PARA RESOLVER LA IN

DONDE N + 1 = NP, SIENDO NP 1IGUAL AL NUMERO

TEGRAL.

DE ACUERDO CON ESTO, SE PUEDE OBTENER LA SIGUIENTE EQUIVALEN-

CIA:
b 1 X2 X3
J f(x)dx = J f(x)dx-rj f(x)dx +J £(X)Ax + eee +
a ] Xo . - Xy X2 .
+] £(x)ax = ] £(x)dx
X : .
N=1 1=0

OBSERVESE QUE TODA EL AREA BAJO LA CURVA DE f(x) CONTRA x
EN EL INTERVALO [a, B] SE ESTA DESCOMPONIENDO EN N AREAS

PEQUENAS REPRESENTATIVAS DE N SUBINTERVALOS E(i . xi+1]'

TODO LO ANTERIOR IMPLICA QUE LA INTEGRAL DEL INTERVALO TOTAL
(3, 5] PUEDE SER APROXIMADA POR N INTEGRACIONES CON LA RE-

GLA DEL TRAPECIO, Y POR LO TANTO:

CNpL e
b S R A N B A
J, £ (%) dx = 2 A 1+l~2 , 1 *h=

et ety

i=p

55.



DONDE a = X0, Y b =x
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 57 ).

11.4.2 REGLA DE SIMPSON.
SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES PASOS:
xi+2 .
1) PARA RESOLVER LA INTEGRAL - J f(x)dx, SE EXPANDE ME-
Xy
DIANTE UN POLINCMIO DE SEGUNDO GRADO A LA FUNCION f(x).
2) SE INTEGRA LA FUNCION OBTENIDA CON LAS TRANSFORMACIONES

CORRESPONDIENTES DE x A ALFA (a).

Xi4o 2 A%£(x5)ala - 1)
<I f(x)dx = J f(xi) + Af(xi)a + 37 hdo =
% !

i 0

2

Af(xi)az Azf(xi) [ 3 al]
Zid1o

= o
= h[%(xi)a + 5 + 3 3

SUSTITUYENDO o = 2
Azf(xi)
h Zf(xi) + 2Af(xi) + —_5 =

- Ty
h-?f(xi) + 20f(x;) + 3 (Af(xiH

) - afx)] =

o
[ 1
"
[

ov
+

wiu

! -
AfLx;) * 3 A—f(xin)] =

gﬁ‘f(¥i+z}'—wf(xi+x))] =




EGx) + £(x)

Area =

Area = Area +'f(x;)'1‘- b

intcgral:

Area

Ver notas pags. 63.y 64

57.

REGLA DEL TRAPECIO -

NOMENCLATURA !

NP =

ﬂvqlgr,fmna

N° de puntos conteni-
dos eh'cl‘inﬁcjvélo'-
[x° 'X"];‘

valor

fdgrxj

‘incremento-de x

= valor de la funcién

‘en - x
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NOTA:
1) PARA APLICAR ESTE ALGORITMO N DEBE SER NUMERO PAR.,

2) EN ESTE ALGORITMO SE RECORREN DOS SUBINTERVALOS CALCULO

b
DE J f(x)dx, DEFINIENDO x, = a, Xy < b PARA N NUMERO
a

PAR.

SE OBTIENE LA SIGUIENTE APROXIMACION

NP~2

b .
I f(x)ax = ] l;-[f(xi) +Aaf(x, )+ f"(xi“)]
a

imo
SUMATORIA EN DONDE EL INCREMENTO DE 1 DEBE SER DE DOS EN

DOS.

SI ESTE ALGORITMO SE APLICARA PARA INTEGRAR UN CONJUNTO DE DA
TOS EXPERIMENTALES EL NUMERO DE ELEMENTOS DEL CONJUNTO DEBE
SER IMPAR, DE TAL MANERA QUE HAYA N SUBINTERVALOS DONDE N
SEA UN NUMERO PAR. SI ESTE NO FUERA EL CASO INTEGRE POR RE~-
GLA DE SIMPSON UTILIZANDO TODOS LOS DATOS MENOS EL ULTIMO.

EL AREA CORRESPONDIENTE AL ULTIMO DATO, CALCULELA CON LA RE-

GLA DEL TRAPECIO.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 59 ).

IT1.4.3 REGLA DE SIMPSON 3/8.

SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES .PASOS:
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REGLA DE SIMPSON

NP Mod 2
=0

M =1 NP = Np ~ 1

‘Vef §o§és pags. 63 y. 64

Area = Area ¥ %

:Imprime:

M=1 no Area
si
f(x )+£(x )
Area = Area + n o+2h (x_. =(x_+ 2h))
2 n 0

NOMENCLATURA :

NP = N°de puntos contenidos en el intervalo (debe»se? impaf)k|xo.xn|
x_ = valor xnlclal derx: o= S e L
= valor flnal de x'
h = 1ncremento de X i
f(x) = valor dc la [uncxon cn S 8 e
Si NP es impar, el ultimo subxntervalo se 1ntegra con la fégia

del trapecio .
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X,

1) PARA RESOLVER LA INTEGRAL -[ 13 £(x)dx, SE EXPANDE ME-
*i

DIANTE EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON DE GRADO TRES.

2) INTEGRA LA FUNCION RESULTANTE MEDIANTE LAS TRANSFORMACIO-

NES DE x A a.

X.
] 43 f(x)dx =

X.
1

3 IR Azf(x Jale=1) Af(x)ala=1)(a-2)7]
-I f(x )-+Af(x )a-+ 3 3 - | hda =

) o BER)
h f(xi)a+Af(x ;) 2 t—p (%—-%—»)f—r—?—:‘;—f%}-a +a? ):Ho =

!

SUSTITUYENDO o = 3

hElf(xi) * Af(x) +2 A’f(x )+ —94- ’f(x )]

DESARROLLANDO YiSIMéLIEICANDo QuEbA:
3

g h[f(xi) + 3E(x,, )+ 3E(x; )+ f(xlﬂ)]

DE MANERA SIMILAR A LOS CASOS ANTERIORES LA INTEGRAL

b
: J f(x)dx PUEDE SER APROXIMADA POR:
a .

b ’ =
.I fax = § 2 h[}(xi) ¥ 3E(xy, ) 3, )+ f(xi+3:
a ) -



EL INDICE DE LA SUMATORIA DEBE INCREMENTARSE DE TRES EN TRES.

NOTESE COMO ESTA TECNICA VA INTEGRANDO SIMULTANEAMENTE TRES
SUBINTERVALOS, POR LO QUE EL NUMERO DE PUNTOS MENOS UNO

(NP - 1) DEBE SER MULTIPLO DE TRES.

CONDICIONANDO POR ESTA RAZON SU USO SI SE DESEARA UTILIZARLO
CONSTANTEMENTE HABRA QUE DISCRIMINAR HASTA CUANTOS PUNTOS SE
PUEDE UTILIZAR ESTA TECNICA Y PARA PUNTOS RESTANTES UTILIZAR

SIMPSON (SIMPLE) Y TRAPECIO,

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 62 ).

II1.4.4 OTRAS TECNICAS GENERADAS POR EL POLINOMIO FUNDA

MENTAL DE NEWTON.

EXISTEN TODA UNA SERIE DE FORMULAS DESARROLLADAS CON EL
O LOS PROCEDIMIENTOS ANTERIORES, EN FORMA CONJUNTA CON UN PRQO
CESO DE PRUEBA Y ERROR QUE TIENDE A MEJORAR EL RESULTADO OBTE

NIDO.

DENTRO DE ESTAS SE ENCUENTRA LA FAMILIA DE TECNICAS DE NEWTON-
COTES EN INTERVALO ABIERTO, LAS CUALES SON MENOS APROXIMADAS A
LAS DESCRITAS ANTERIORMENTE; MOTIVO POR EL CUAL NO SERAN DESA-

RROLLADAS.

COMO UNA APLICACION RECURSIVA DE LA REGLA DEL TRAPECIO, SURGE

o1.



o

STMPSON

No cumple
con el N°

1

Xy = X, + ih

Area = Area + f(x°)+3f(xo+h)+3f(i

Imprime H

Area

—

= valor’i

x. = vale
NP = N° de |

h =1
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Notas aplicables a los diagramas de la regla del trapecio, regla

de Simpson y Simpson % .

NOTA 1

: Ug;segmento en dondegsg,ééﬁe an:las: f(x

Se bueden mddifica?,los diagramas,'agrcga@dB;Z‘qpciones

para el usuario :

Un segmento de lectura de los pares‘x:

(para ‘incluir ios NP puntos)
diahtéfia
definiéi6h'preVié;dé:}éufungxonsf(x) a'integrar y de-

los valores de X

Esto permitiri tener programas que integren funciones, o bien,

calculen el area bajo una curva definida por las parejas de datos

X,
i’

NOTA 2

a)

f(xi) .

En el proceso de integracién, h puede ser variable,
y en tal caso, los algoritmos deben modificarse para

calcular el area de acuerdo con las fdrmulas siguien -

tes @

regla del trapecio

NP-1

f(x,,.) + f(x:)
Area = | it) 5 L xi}xﬁ»fi?
i=0 L
h = x. - X
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b) regla de Simpson’

E(xg) *+ AEG )+ B (TS 5

fde;2 en12 y.'NBP-1 ‘par

g . : 3 - v i+3- i
3Gy 0 BBy 0t E(x g

, 3
i+ i+ g

e 3en 3y NP-1 miltiplo de 3




LA TECNICA DE ROMBERG, LA CUAL SE DESCRIBE A CONTINUACION:

x . N
SI EN I f(x}dx, £(x) SE EXPANDE MEDIANTE EL POLINOMIO

X

FUNDAMENTAL DE NEWTON CON DIFERENCIAS FINITAS (SIN DIVIDIR)

HACIA ADELANTE, SE OBTIENE:

X ® 82£(x;)afa = 1)
J f(x)dx -'-"J [f(xi) + Af(xi)a+ 21 +
X 0 .
1 ) i
A*E(x;)afa = 1) (@ = 2)  A'f(x)a(e - (e = 2)(a - 3)
+ -+ +
31 v 4!
_ ' c o2 I 2
+ e hda = f(xi)+A (xi)-2-+-§A f(—3--—§~) +
VA A S SRR SR LN 1 WD § 1 A
+6Af(4 (!+(1)+24Af(5 Tt 3 Ja®) + h
EC. A.

ESTA FORMULA PERMITIRA CALCULAR LA INTEGRAL MEDIANTE CUALQUIER
TECNICA QUE SE DESEE SELECCIONAR, YA SEA REGLA DEL TRAPECIO,

REGLA DE SIMPSON, U OTRA DE ORDEN MAYOR.

SI SE SELECCIONA LA REGLA DEL TRAPECIO, ENTONCES SE INTEGRARA

DE x. A x . 51 SE CONSIDERA QUE LOS TFRMINOS PREDOMINAN

i iv1
TES DE LA SERIE SON LOS TRES PRIMEROS, SE OBTIENE:

Xie1 ~ AECx{) L1 1 _
I f({x)dx = [f(xi) +——T-—+-2-Af(§-'2‘)]h—

Xi

Af(xi) 2
A I s Af 1,2 A%
o + =71 - 5 0o < e + & - 4
. F(xy, ) +Elx9) .
Af 1 3p0 _ 141 1 1
(£(x;) +T(Xi))h--l'§ (%) = 5 . h—ﬁhaf’_’(xi)

65,
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b.-a

SI SE APLICA AL INTERVALO E\, EJ CON h = N PARA N

SUBINTERVALOS, ENTONCES:

J f(x)ax = | 5 h-g5ht [ E2x) 7N

> »
£x,) = £ (b = £ (a)l por Lo TaNTO:

) £'(x;, ) - £1(x;) . £2(xy) -
h .

Z f"(xi)

£'(b) -~ £’(a
h

POR LO TANTO:

b fix. ) + f(x.) 3 > ’ -
. _ i+ i - h® £f°(b) - £’(a)
J f(x)dx = ] [ 3 h - 75 5

a
A ESTA ULTIMA FORMA SE LE CONOCE COMO REGLA DEL TRAPECIO EX=-

TENDIDA. DEPENDIENDO EN CUANTOS SUBINTERVALOS SE DIVIDA EL

INTERVALO TOTAL, ASI SERA LA APROXIMACION QUE SE TENGA.

DENOMINANDO A Ri,i +R2,0 s R3y 4 eeer Ry , A LAS APROXIMACIO
L3
("IONES OBTENIDAS POR LA REGLA DEL TRAPECIO SIMPLE PARA .

1,2,3,...,K SUBINTERVALOS, ENTONCES: PARA Rl,l . hy =b-a

Noem - -

i}

12

b , '
J £ (%) dx .fJ.‘E)__;_f(Pl. (b - a) =

a

Ll

h

73 (£ () - £’ (a))

=Ry -

N
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- h
PARA Rpy , hp =252 sp, =
booof(a + £33 f(@ED) )
J £(x)dx = — hy + s hs -

a .

[

2. L o
- %.‘f’(b)""f’(a)) =Rp,y - % (£2(b) =-f'(a))

PARA K ~SUBINTERVALOS:

h, = IMPLICANDO QUE h, = -%~% PARA K POR DECIR

K= 1,2,3'{.-

ke1,1 "T3 Plon (7 (B) = £° (an EC. 1

b
J f(x)dx = R
a

b e
[ £(x)ax = Ry | ~75 by (£°(b) = £'(a)) ; EC. 2
a 8 [EEERA
PERO DADO QUE hl< = % hK-l ’ ENTONCES LA ECUACION 2 SE TRANS
FORMA A '
b Lo i
[7 ftoax = | -l - £'a))
a .

MULTIPLICANDO POR 4 OBTENEMOS:

b S e
4 [ £(x)dx =-4R ’(a)).7 . EC. 3
Jda o S e T

ST A LA ECUACION 3 SE LE RESTA LA ECUACION 1, SE OBTIENE:



/DE DONDE, FINALMENTE

ESTA SERA’ UNA MEJ RZA ROXIMACION DE LA INTEGRAL A PARTIR DE
LA REGLA DEL TRAPECIO, LA CUAL FUE POSIBLE OBTENERLA DEBIDO

A QUE EL TERMINO - £f’(b) = f£'(a) NO DEPENDE DE h.

4RK L RK"I
SI SE DEFINE A RK , = -1 3 21l vy SE CONSIDERA QUE,
»

DADO QUE INVOLUCRA HASTA LA SEGUNDA DIFERENCIA, ES EQUIVALEN-

TE A LA REGLA DE SIMPSON. ENTONCES SE LE PUEDE AGREGAR UN SI

GUIENTE TERMINO PARA MEJORAR LA APROXIMACION

b
-J f(x)dx = RK 2 + TERMINO ADICIONAL AL OBSERVAR LA ECUA-
a ’

CION (A) SE DEDUCE QUE ESE TERMINO ADICIONAL DEBE SER FUNCION

DE:

J’ [A’f(xi)a(a - La =2 a'f(x)ale = 1) (a = 2)(a ~ 3)
+
0

3 +- Y

SIMPSON. ESTA INTEGRAL SERA IGUAL.A:
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SI SE MULTIPLICA Y SE DIVIDE POR h" SE OBTIENE:

Sl s BME L L isen . oo L Lu e 23
90 h h4 & 90 h°f (}\i)" 90 h* (£ (xii‘l) f(xl))

SI SE INTEGRA EN EL INTERVALO (&, B] , SE OBTENDRA:

TERMINO ADICIONAL = [ -g%ﬂhﬁﬂf?(x;*i) ?'f?(x;)) =

1 SR
=-gk n (£ (D) - £3(a))

POR LO TANTO FINALMENTE OBTENEMOS:

b L
] fmax = v, - g niE ) - 2@ (@
a ' .

PARA K - 1, SE TENDRA:

b ' N
T W N LTI R I I O
a ! :

LA ECUACION (4) TAMBIEN SE PUEDE REPRESENTAR COMO:

bf( dx = R, , - = El"—-i“(f’(b) -f’()i
a x)dx = K,2 90 2 e

DE DONDE: |

16:j:l£‘x)dx =’16RK P 3% h;_l‘f}(b1 fff3(a))71“-,(6)
; a,g""s~~: ) ! =t annl S

SI A LA ECUACION (6) LE RESTAMOS LA ECUACION (5) SE OBTIENE:

69.



¥

b 16R - R
J f(x)dx = 15 . ESTA ECUACION NOS DA UN VALOR
a

MAS APROXIMADO.

SI SE DENOMINA A R COMO R A T T PUEDE
K,3 Ky3 15 4

REPETIRSE EL PROCESO PARA MEJORAR LA APROXIMACION, DEFINIENDO

ADECUADAMENTE EL TERMINO ADICIONAL.

RESUMIENDO:

OBTENIENDOSE UNA FORMA RECURSIVA PARA APROXIMAR AL VALOR DE

LA INTEGRAL.

DIAGRAMA DE FLUJO (VER.PAG. 71 ).

I1.4.5  TECNICAS QUE NO DEPENDEN DEL POLINOMIO FUNDAMEN

TAL DE NEWION.
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METODO DE ROMBERG

NOMENCLATURA :

a = valor inicial de x

b = valor final de x -

integral

R
291

B R e S O g Sl

Inprime
R(Z,1)

|R(2,i-1) - R(2,1)|

£ 0.000001
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I1.4.5.1 CUADRATURA GAUSSIANA
I1.4.5.1.0 INTRODUCCION =

PARA CALCUPAR;JJ;*f(x)dx,:GAuss SE BASO EN QUE LA INTEGRAL

Y OPERANDO NOS QUEDA IGUAL A
2a, 2a, 2a°
Bot gttt
PODEMOS OBSERVAR QUE NO DEPENDE DE a,,a,,a,,-..,3,p,,

PARA k = o, N%l-y QUEDA REDUCIDO EL NUMERO DE CONSTANTES RE-

QUERIDAS- PARA" EVALUAR LA INTEGRAL.

PARA UTILIZAR ESTA CARACTERISTICA, ES NECESARIO TRANSFORMAR
EL INTERVALO'DEkINTEGRACION [a,b] A [}1,1] MEDIANTE UN CAMBIO
DE VARIABLE Y fRANSFORMAR £(x) EN UNA FUNCION g DEPENDIENTE DE ES
TA NUEVA VARLABLE, :

PARA CUMPLIR’CQN EL”CAMBIO DE INTERVALOS :

DONDE o Y B SO
CIONES &



l

73.

LO ANTERTOR: IMPLICA QUE :

ST £(x) = g(u) P <xeb Y -T<ugl Y ADEMAS

EN DONDE N, S ‘_,RADO 'DEL’ POLINOMIO, ENTONCES SUBSTITUYEN-

b

£(x)dx = g )
a - A k.r .

1
=J (u) ,—2-du

ST i+1 K

'S i+1ES IMPAR u*tt | =2
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PARA OBTENER UNA:MAXINA REPRESENTACION POLINOMINAL N DEBE

N1 41 CONSTANTES.
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DE ACUERDO CON LU ANTERIOR, PUEDE CUNSTkUIRSE,LA,SIGUIENTH

TABLA :
GRADO DEL POLINOMIO | N° DE CONSTANTES PARA | N° DE CONSTANTES PA
(IMPAR) - | LA EVALUACION DEL PO- | RA LA EVALUACION DE
| Lvomro | LA INTEGRAL
1 2 I
3 4 2
5 6 3
7 8 4

NOTESE COMO UN POLINOMIO DE GRADO N PUEDE SER UTILIZADO CONO-

CIENDO UNICAMENTE E%l + 1 PARES DE VALORES u,, g(u;), DE TAL MANE

RA QUE :
' N’él 82 E‘il”
glwdu= 5 gy = 7 Kkyely)
-1 i i=0 =1

DEPENDIENDO DEL NUMERO DE CONSTANTES kj, SE NOMBRARA AL METODO; ES

DECIR, METODO DE GAUSS DE ORDEN 1,2,3,... ETC.

N 2
ST gluy) = I ayu
3=0

SE OBTIENE

L fn;{?[ki3:
T e
: iZO
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POR COMPARACION DEL COEFICIENTE ak, PUEDL FORMULARSb UN SISTEMA

DB ECUACIONES QUE PLRMITA CALCULAR TODAo LAS k Y LAS u1

PONDIENTES.

CON EL METODO DE GAUSS DE DOS PUNTO

CORRES-

A CONTINUACION, SE MUESTRA,ESTE'PROCESO DE CALCULO

GAUSS DE DOS PUNTOS
N-1

IMPLICANDO QUE g(u)

a

+

7

s

—=
3

AL COMPARAR

1

A —

"

=2 YAQUEN =3 (

COEFICIENTES EN AMBOS MIEMBROS, SE INFIERE

g
l+ku,

3 3
+- )
1 I\ZUE

(EC. 1)
(EC. 2)
(EC. 3)

(EC. 4)
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‘TENEMOS CUATRO ECUACIONES CON LAS INCOGNITAQ k kzvux You,.

A CAMBIO DE REQUERIR MENOS PUNTOS?PARA UN’PO NOM O»Dl.ALlO GRADO,

SE PRESENTA- LA DESVENTAJA DE QUE' AL NO

PODER ESTAS SERVSELECCIONADAS IJADOS

POR ELYMETQD

TIPLICA POR u, Y SE RESTA A LA ECUA -

ST MULTI Y SE RESTA A LA ECUACION 4,

A ECUACION 2? BNTRE LA ECUA -

POR LO TANTO u,
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DE LA LECUACION 1*

CON ESTOS LM LUARSE LA TNTEGRAL

PARA EL METC UNTOS TENDRIAMOS QUE :

g(uz) + k3 g(ua)
Y DE UNA FORMA ANALOGAzAL DESARROLLO DE DOS PUNTOS, SE PODRIAN
EVALUAR kK, k,,u o Yo,

[1.4.5.1.1° Mb1ODOS DE GAUSS
EN ESTA SLLCION sr PRESENTAN LOS VALORES o k y

LOS DIFIRENTLS METODOQ Dl GAUSS APOYADOS LN M NUMLR( DEJPbNTOS.

EL METODO GLNLRALIZADO Nk GAUSh LbﬂA DADO POR ﬁ



b M
f(x)dx = (b - a) ] k; glu) .
a)
b)
¢) DE 3)
ST TRV
L N
kzn_; g LZWiIVT
. uz = 0
d) DE CUATRO PUNTOS (M = 4) .. |
k, =k, = 0.1739 uy * - 08611
ky =k, = 0.3261  u, = - 0.3

u

,'ua

4

=0.34

=0.8611

79.
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e) DE CINCO PUNTOS (M = 5)

kl‘ =k5 :

= 0.284444

0118463 u = - 0.906180

- 0.538469

]

e
[}

0.538469
- 0.906180 .

DIAGRAMA DE FLUJO (PAG.81)



METODO DE GAUSS GENERALIZADO

\ xo,xf,M /
\  Kievpri=lM J//

e A i=1,M

AREA = AREA (xf - xo)

INTEGRAL:
AREA

NOMENCLATURA

X, = valor inicial de x
Xg éiQéio} fi;él Qe x

M '-'o;déﬁ del ﬁétodo

k.,ui = pardmetros i del método

81,



I11.5 RESOLUCION DE UNA ECUACION. DIFERENCIAL

ORDINARIA
IX.5.0 INTRODUCCION

SE HAN DESARROLLADO UNA DIVERSIDAD DE METODOS
PARA RESOLVER UNA_ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN
%¥ = f(x,y}). DADO QUE TODAS LAS TECNICAS SON EXPANSIONES A
PARTIR DE UN PUNTO BASE Xy, Y¢, LO QUE SE OBTIENE CON
ESTOS METODOS ES UNA SOLUCION PARTICULAR., PARA RESOLVER UNA
ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN SUPERIOR, SE APLICAN TECNICAS
DE DESCOMPOSICION ALGEBRAICA DE ESTA ECUACION DE ORDEN n A
UN CONJUNTO DE n ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN,
O BIEN, SE APLICAN TECNICAS DE DIFERENCIAS FINITAS PARA RE-

SOLVER DIRECTAMENTE LA ECUACION DE ORDEN n.

LAS TECNICAS QUE SE HAN DESARROLLADO EN LA ACTUALIDAD SE LES
CONOCE COMO TECNICAS DE UN PASO O TECNICAS DE MULTIPASOS ;

DEPENDIENDO DE, SI PARA CALCULAR LA y. ., SE REQUIERE DEL
VALOR DE y; O BIEN, EL VALOR DE y; Y ADEMAS DE y, .,

DONDE j PUEDE SER 1, 2, EIC.

EN LA BUSQUEDA DE EXACTITUD SE HAN DESARROLLADO METODOS: CONQ
CIDOS COMO METODOS PREDICTORES-CORRECTORES, LOS CUALES APﬁI-

CAN DOS VECES ALGUNA TECNICA. UNA VEZ PARA PREDECIR Y OTRA

PARA CORREGIR.

EL DESARROLLO DE LOS DIFERENTES ALGORITMOS SE BASA EN LA -

82,



APLICACION DEL POLINOMIO DE SERIES DE TAYLOR Y EL POLINCMIO
FUNDAMENTAL DE NEWTON.
II.5.1 METODO DE TAYLOR

ESTE METODO SE DESARROLLA SEGUN LOS SIGUIEN-

TES PASOS:

1°) PARA RESOLVER LA ECUACION DIFERENCIAL %ﬁf = £(x,y); SE

EXPANDE A y POR EL POLINOMIO DE TAYLOR,

(x=x0)? (x=%0)°

y(x) =y(xo) +y’(x0) (x-X0) +¥" (Xo) =57 +y"(Ro) =gyt e

ESTE POLINOMIO DEBE SER TRUNCADO A CIERTO NUMERO DE TERMINOS
PARA PODER HACER EL CALCULO. ENTRE MAYOR SEA EL NUMERO DE

TERMINOS EL CALCULO DE LA FUNCION y(x) SERA MAS EXACTO.

ESTE POLINOMIO PUEDE SER TRANSFORMADO A LA SIGUIENTE FORMA:
(PARA FACILITAR LA NOTACION SE UTILIZARA £ PARA REPRESEN-

TAR A f(x,Y))

L : (x~x04)’
y(x) =y(xo) +£ (x=%0) + (£, +fyf) 5T +
Xps¥Yo . . XosYo
FRE (x-%0)°
e 2L+ f 3T 0

DONDE f,, £,

DEL TIPO:

£, = DERIVADA PARCIAL DE £ CON RESPECTO A x ¥

83.



fxx = SEGUNDA DERIVADA DE f CON RESPECTO A x, ETC.

SI LA FUNCION f NO DEPENDE DE' y, ENTONCES EL POLINOMIO

SE TRANSFORMA EN

PO T (x=%¢)? {x=%,)3
Y(X) =y(xo)+ £ ”‘(x-xo)-kf* = +E ——teee
. Xo . : Xo Xo

DADO QUE ESTE METODO EN REALIDAD ES GENERADOR DE OTROS METO-

DOS AL'TRUNCAR LA SERIE, ENTONCES NO SE PRESENTARA EN DIAGRA

MA DE FLUJO, YA QUE SERA SIMILAR A LOS METODOS GENERADOS.
II.5.2 METODO DE EULER
SE GENERA AL TRUNCAR EL POLINOMIO DE TAYLOR
EN EL SEGUNDO TERMINO, ES DECIR, CONSIDERA QUE LA FUNCION

Yy, SE COMPORTA COMO UNA LINEA RECTA EN EL INTERVALO
E‘i ' xiu] .

yix,

1“)=y.(x.l)+f (x. . =-x.)

X} . 1+1 1
ir¥i

ST h=x,  -x, LAECUACION SE TRANSFORMA EN:

Y(xi+1) =y(xi);ff- (Ec. 1)

X{rYy

ESTA ULTIMA ECUACION PERMITE RESOLVER UNA ECUACION DIFEREN~-

CIAL DE PRIMER ORDEN EN LA CUAL SE CONOCE  Xg , Yo »

SE PUEDEN PRESENTAR DOS TIPOS DE PROEﬁEMAS AL RESOLVER UNA

84.
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ECUACION DIFERENCIAL

1) QUE SE CONOZCA xo,, yo Y LA x FINAL

2) QUE SE CONOZCA x,, yo Y LA y FINAL

EL ALGORITMO SERA SIMILAR EN AMBOS CASOS, CON LA DIFERENCIA
DE QUE EL PROCESO RECURSIVO SE TERMINARA SEGUN EL VALOR DE

LA VARIABLE DE CONTROL (x FINAL O y FINAL).

EL NUMERC DE Y; QUE SE CALCULEN DEPENDERA DEL NUMERO DE

SUBINTERVALOS EN QUE SE DIVIDE EL INTERVALO E{o ¢ X FINAIJ

o [vo., y FINAL].
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 86 ).

I1I.5.3 METODO DE EULER MODIFICADO

EL METODO DE EULER SIMPLE CONSIDERA QUE '"y"
SE COMPORTA COMO UNA LINEA RECTA EN EL INTERVALO Exi, xi+l]'
SI SE OBSERVA LA ECUACION 1 REPRESENTATIVA DE ESTE ALGORITMO,
LA PENDIENTE DE ESTA LINEA RECTA ES f(xi ,yi), ES DECIR:

ST y = yi + f(xi ' yi) (xiH - xi) ENTONCES,

i+1
Yig, T Y4

X, - X.

£ix, ,vy.):=
114 s R T i

EL EULER MODIFICADO CONSIDERA QUE EL COMPORTAMIENTO LINEAL
ES BUENA APROXIMACION, SI LA PENDIENTE DE LA LINEA SE CALCU-
LA COMO EL PROMEDIO DE DOS PENDIENTES, DE TAL MANERA QUE EL

ALGORITMO QUEDA vy,

ie1 =Yg + f*h, DONDE f* ES LA PENDIENTE



METODO DE EULER

86,
‘&\ xo,yo,VC,N //
i ’ 1
G(x,y )=f(x,y) G(x,y) = HERY)
X = X Ye = ¥
£ [+] T f 0
b= = h ==

el i= OnN'l iw O,N-l --——-———|
1 |
t |-
| |
l " «" : ]
i Xi¢ep T Xt oD , Yigp = Y3t B '
| 2
l |
| - o

- : = (x |
P Yee vt Sy b | X TR Olgyg) B
| PR : SR : :
| (xi,vyi) e e e

i =0,N

J |

NOMENCLATURA :

x, = valor inicial'de x = N = n° de subintervalos
y, = valor iniéfaltde'y B valot?finglﬁde_x
Ve = variable ’dkeki control y'£= valor vfbiknal!de y.



PROMEDIO; ESTA SE CALCULA CON LA ECUACION:

f(xi' yi) + f(xi+1 ! yi+1)
2

f* =

DADO QUE NO SE CONOCE LA PENDIENTE EN (xi+l 'yi+1) ESTA SE

APROXIMA MEDIANTE EL CALCULO DE Yin CON LA TECNICA DEL
EULER SIMPLE, DE TAL FORMA QUE:

fx, ,v.) +£(x, P Y, +E(x, , ¥Y.)h)
£* = 1 i 141 1 1 1
. 2

ESTE METODO PUEDE INCLUIRSE EN LA CLASIFICACION DE LOS METO-
DOS PREDICTORES~-CORRECTORES, YA QUE COMO PUEDE OBSERVARSE,
PRIMERO PREDICE UN VALOR DE Yi+1 PARA CALCULAR LA PENDIEN-
TE EN EL PUNTO EXTREMO (xi+l 'yi+l) Y A CONTINUACION CORRI
GE O RECALCULA EL PUNTO Yier * ESTE METODO ESTABLECE LAS
BASES PARA EL DESARROLLO DE TODOS LOS METODOS DE LA FAMILIA

RUNGE-KUTTA.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 88) .
II.5.4 METODOS RUNGE-KUTTA DE ORDEN m.

IT.5.4.0 INTRODUCCION

OBSERVANDO LA ECUACION DE EULER

b4
NEAL CON PENDIENTE IGUAL AL VALOR DE LA FUNCION f EN EL

ieg 7 yio+h f(xi ,yi) SE CONCLUYE QUE LA EXPANSION ES LI-

PUNTO (xi ,yi). RUNGE Y KUTTA TRABAJARON EN FORMA INDEPEN-

87,



METODO DE EULER MODIFICADO 88

\\\ _xo,yo,VC,N ///

flx,,y. )+f(x. y.+E(x;,y.)h)
Fhn i*7i i+1'74 i'7i fhm
2

]
=y, £%h

Vit

(xi'yi)

i=0,N

NOMENCLATURA

x = valor inicial de x
y = valor inicial de y
VC » variable de control
N = N° de subintervalos
X¢ = valor final de x

e = valor final de vy



DIENTE PARA MEJORAR ESTA ECUACION PROPONIENDO LA SIGUIENTE:

‘ = *
Yigy = ¥; +hf
DONDE f* DEBE SER UNA PENDIENTE REPRESENTATIVA DEL INTERVA
LO E(i ’ Xi*J; DICHA PENDIENTE ES EVALUADA POR COMPARACION

DE MODELOS PROPUESTOS CON EXPANSION DE TAYLOR EQUIVALENTE,

DEPENDIENDO DEL NUMEROC DE PUNTOS QUE SE UTILICEN EN LA EVA-

LUACION DE LA PENDIENTE, ASI SERA EL ORDEN DEL METODO.

SEAN K,, Kz, ..., ETC. VALORES DE LA PENDIENTE EN DIFE-
RENTES PUNTOS DENTRO DEL INTERVALO CERRADO [xi, xL+J; CON
ESTOS PUEDE DETERMINARSE EL VALOR DE f£* CON UN PROMEDIO PE

SADO, DE LA FORMA SIGUIENTE:

imy
SIENDO N EL ORDEN DEL METODO, ai EL PESO DE CADA PENDIEN

TE Y Ki LA PENDIENTE RESPECTIVA,
EL POLINOMIO DE TAYLOR EQUIVALENTE SERA DE GRADO. N.

I1.5.4.1 RUNGE-KUTTA DE 20 ORDEN
SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES
PASOS:

l) fx = a Ky + ajK,

89,
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2) K, f(xi :Yi)

3) K

L]

f(xi + ph, y; + phK;)
4) EXPANDA LINEALMENTE A K,

5) vy
) COMPARE CON EL POLINOMIO DE TAYLOR DE 20 GRADO PARA y

ivr T Y4 + f*h

DESARROLL®:

f* = a;K, + azK;

Ki = f£(x;,y;) Ki =K EN X, ,y;, OSEA p=0
Ky = £(x; +'ph, v, + phK,)

K2 (x,¥) = Ka(x, ,y;) + dK;

9K, K, 3K, K2 Ay

dK; === | AX + | AY = | AX b rveeed | AX
9x X
o irYi o iy X304 ay Xir¥y ? XYy
3 af af
dKl_K‘(x1'y)+ax Ax +ayf Ax
xi’yi Xi0Yy4

Ax = ph

Ka(x,y) = Kl(xi R yi) + f.ph + fyfph

poNDE £, = of y £ =2£
x T | T Ty Ty,
xi,yiﬂ B i)Yi

ESTA ECUAcﬁ)u 'SERA COMPARADA CON LA EXPANSION DE. Tg\monf DE



20 ORDEN:

91,

i
Yig =S¥ty | ohayn) S (Ee. 2)
BN ‘xi"’yi ‘ xi,yi .
g¥ = f(x,y) =y’
w_d ,_ 4 _of(x,y)  3f(x,y) 3y
YUR g ¥ = gx fly) =S SN W
1
y’ |"1'Vi=f(xi vy =£
y" _._._a_f_Ja};lL +%§(XIY) +f(xi ,yi) =fx+fyf
Xia¥yoe o xi'»Yii XYy - VUL

SUBSTITUYENDO EN LA ECUACION 2 SE OBTIENE:

KUTTA) SE OBTIENE: =7

DE LOS TERMINOS QUE chT;s}qEN UNICAMENTE A £ :a;+az=1

DE LOS TERMINOS ‘OUE;‘CQNTVIENEN UNICAMENTE A £ : azP

1
T2

DE LOS TERMINOS QUE CONTIENEN UNICAMENTE A Ef ¢ agP =%

NOTESE QUE SE HAN“OBTE-NIDO DOS ECUACIONES INDEPENDIENTES CON



TRES INCOGNITAS, POR LO QUE EXISTE UN GRADO DE LIBERTAD, ES
DECIR, SE PUEDE ASIGNAR VALOR A ALGUNA DE LAS TRES VARIABLES
a,, a, y P. ESTE GRADO DE LIBERTAD HA PROLIFERADO EL DE-
SARROLLO DE METODOS DE RUNGE-KUTTA, DEPENDIENDO DE QUE VALOR
Y A CUAL VARIABLE SE LE ASIGNE. PARA ESTE CASO SE PRESENTA~

RAN LOS METODOS DE RUNGE-KUTTA MAS USUALES.

METODO DEL PUNTO MEDIO

SISTEMA DE ECUACIONES RESUELTO PARA a; =0 POR'LOQUE a, =1

y P =%— Y kL ALGORITMO SERA:
PASO 1) K, = £(x;, ;)

PASO 2) K, = £(x; + %, y; + 2 K1)
PASO 3) f* = K,

PASO 4) Yi+1 =y, + f*h

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x5 , Yo ' PARA

LA ECUACION g_:‘: = f(x,y).
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 93 ).

METODO DE EULER MODIFICADO

EL SISTEMA DE ECUACIONES SE RESUELVE PARA a; = % , DE DON- -
DE OBTENEMOS a, = -;'— y P = 1. EL ALGORITMO SE RESUELVE

CON LOS SIGUIENTES PASOS:

1) K = f‘(xi ’ Yi)
2) K,

Elxy +h, vy + hKy)
K, + K,
2

3) f* =

92,



METODO DEL PUNTO MEDIO

\\\A'xo'yo'xf'N //

93.

b h
ky= £Qxjtg ayyt+7 k)

yi+x - yi+ kzh

= x4+
Xipp = X3¥h

*iv1' Vi1

NOMENCLATURA

X, = valpt,iniiialgdc X
Yo é}yalo?~inicial‘dc y

Ke f‘valqrx;

N = N° de incrementos
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4) y;, =y, + f*h

i+1
PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x, Y VYo

PARA RESOLVER LA ECUACION %f = f(x,y). EL DIAGRAMA DE FLU

JO YA FUE PRESENTADO EN LA SECCION CORRESPONDIENTE. (PAG.

88 ).

METODO DE HEUN

e

SE OBTIENE ASIGNANDOLE EL VALOR A a, = :+ AL RESOLVER EL

. EL ALGORITMO SE RESUEL

win

SISTEMA OBTENEMOS a, = 7 Y P =

VE CON LOS SIGUIENTES PASOS:

l) K, = f(xi ,yi)
= 2 2
2) X, = f(xi +3 h, Y, + 3 hK;)
1 3
3) f£*x = 7 K; + 7 K,
4) yi+1 = yi + £*h

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x; Y 'y,
PARA RESOLVER LA ECUACION %§ = f(x,y).

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 95 ).

I1.5.4.2  RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN,

UTILIZANDO CINCO CONSTANTES.

EL METODO TENDRA LA SIGUIENTE FORMA:

b4 =Yi+f*h

i+
DONDE f* = a;K,+ aK,+ aizK,

K,

f(xi, yi) PUNTO DE REFERENCIA



:TOD CUN
METODO DE HEUN 95,

\ xo,yqfxf.N _ /

NOMENCLATURA

x_ = valor inicial de x
y. = valor inicial de y
= valor final..de x

N ‘= N°.de incrementos




K, = f(xi '+ mh, y; + mhK;)

K;

f(xi + ph, yi + phK;)
AL SER TRES PUNTOS, EL METODO SERA EQUIVALENTE A UN POLINO-
MIO DE TAYLOR DE TERCER GRADO:

) h? h3
Yigp =Yy + ¥ | b +y” 5ty < (I1.5)

. Xi0Yy XirYy XirY§
PARA PODER COMPARAR LAS FORMULAS DE TAYLOR Y RUNGE-KUTTA,
K, Y K; DEBERAN EXPANDERSE HASTA UN POLINOMIO DE SEGUNDO
GRADO, PARA QUE AL HACER EL PRODUCTO f*h SE OBTENGA LA h?
CORRESPONDIENTE AL ULTIMO TERMINO DE LA EXPANSION DE TAYLOR.
AL REALIZAR ESTAS EXPANSIONES LOS POLINOMIOS OBTENIDOS SON

LOS SIGUIENTES:

Kl = f

212
£ + mhf + mhif + BBl (£ 4 2FF 4 E£2f )
X y 2 XX Xy Yy

K,

it

2h2
£ + phf + phxzfy + E?T_ (F ot 2K2fxy + Kifyy)

Ks
SUSTITUYENDO K, EN LA ULTIMA ECUACION OBTENEMOS:

Ky = £ + phf + phff .+ mph?*f (f .+ £ f
3 phf +p y .? _y(_x Ey )

2 A
+ ELJLE (f 4+ 2f:
2 kxS

(fié+ 2h’

SI CON ESTAS ECUACIONES E ,BTIEN: LA ECUACION f* 'Y DE

ESTA, A SU VEZ, LA ECUACION DE y. AL COMPARARLO CON EL

+l'
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POLINOMIO (II.5) SE OBTENDRA EL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUACIO

NES:

1)

2) map + pa; =

3) m?a; + pla;

a + a

4) mpajz =

2 + a3 =1

SON CUATRO ECUACIONES INDEPEN-

[N]{%

DIENTES CON CINCO INCOGNITAS

Wi

6

UNO DE LOS ALGORITMOS DE TERCER ORDEN DE RUNGE-KUTTA UTILIZA

DO MUY FRECUENTEMENTE ES EL OBTENIDO AL RESOLVER EL SISTEMA

DE ECUACIONES PARA m = % i CON LO CUAL SE OBTIENE a; = g

az =

3
g @

2

SIGUIENTE ALGORITMO:

1)
2)

3)

4)

5)

K1 = f
K, = £
K3 = f

=2
fx = 9
Yisr ©

s =%, P =32, CON ESTOS VALORES ESTABLECEMOS EL
(xil Yi)

(xi + -%- h, Y; + %— hKy)

(x; + % h, y, + 54’- hK3)

K1 + -g- Kg + % K3

y. + f*h

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x,, Yo PARA

RESO

LVER

% = £(x,y)-

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG, 98 ).

ALGORITMO DE RUNGE~-KUTTA DE TERCER ORDEN UTILIZANDO SEIS PA-

RAMETROS:

97,



= E(x+ % by * % h k)
f(xi+ % h,yi+ % h kz)
yi+ (% K+ % K+ -;i k,)h
it = Xgth

NOMENCLATURA

x: = valor :inicialide x

- valor inicial dey




CON EL OBJETO DE OBTENER MAYOR APROXIMACION EN EL CALCULO DE
¥;,, PARA DEFINIR Ky, SE APROVECHA EL CONOCIMIENTO QUE
SE TIENE DE K, Y K,, DE TAL MANERA QUE K; SE DEFINE

COMO:
Ks = £(x; + ph, y; + ghK, + (p~aq)hK,)
NOTESE QUE, CON RESPECTO AL METODO ANTERIOR, SE HA INTRODUCI

DO UNA NUEVA VARIABLE q, DE TAL FORMA QUE K,= £(K,, K;).

AL HACER LAS EXPANSIONES CORRESPONDIENTES PARA K; , K, , K;

99,

MEDIANTE UN POLINOMIO DE TAYLOR DE SEGUNDO GRADQ Y AL COMPARAR

Yie, =Y + f*h, CON EL POLINOMIO DE EXPANSION DE SERIES DE

TAYLOR DE TERCER GRADO, SE OBTIENE EL SIGUIENTE SISTEMA DE

ECUACIONES:
a; +a; +az =1
“ma, + pa; = %
mza; +7p2a3 =%
mgay =-é-

NOTESF QUE EXISTEN. CUATRO ECUACIONES CON SEIS INCOGNITAS, LO
QUE IMPLICA FIJAR:EL VALOR DE: DOS:DE“ELLAS PARA" OBTENER UNA

SOLUCION, FIJANDO m =2 Y P =1 SE OBTIENE LO SIGUIENTE:
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CON ESTO SE OBTIENE EL SIGUIENTE ALGORITMO:

VR osieleevy)

' ' 1 1
2) Kz = f(xi + 3 h, Yy + 5 hK;)

3) Kj; = f(x,

i + h, Yi + 2hK, = hKl)

2) ¢ Ky + 4K; + K,
* o e A e e —

6

5) vy =y; + f*h

i+
PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE" Xy ,” Yo - PARA

RESOLVER -g-\’- = f£(x,y).
X
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 101).

II.5.4.3 RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN,

UTILIZANDO SIETE CONSTANTES,

UNO DE LOS METODOS MAS UTILIZADOS ES
EL QUE SE OBTIENE MEDIANTE LA EXPANSION Y COMPARACION CON EL
POLINOMIO DE TAYLOR DE CUARTO GRADO, RESPECTIVO DE K., Ki,

K, , REPRESENTADAS EN EL SISTEMA DE ECUACIONES SIGUIENTE:

f*x = a,}(x + asz + a;K, + a..K.,
Ky = f(Xi ' Yl)

Ky = f(Xi + mh, yl + mhK;}

K3 = f(xi + ph, yi + phK,)

Ky = f(xi + qgh, Y, + ghKj)

K,, K3 Y K, DEBEN EXPANDERSE A UN POLINOMIO DE GRADO 3,



METODO DE RUNGE - KUTTA, 3er. ORDEN, SEIS PARAMETROS

‘k X2 Ygr¥pa N ]//

101.

|

I

i

| :

L

I,

!

i

|

b h,y.+ & h k)

| )yi 7 1

l 3

P

: - + thz‘fhkl)

|g> =

|

|- ) 1 '

| Vig) = Vi * 5 (Rithket kb

| ;

!

{ Xigg = xgFh

I

:.’ NOMENCLATURA

| EUIRLATRE x, = valor-inicial-de x
T ~ o y, = valer inicidl de'y =

= s - valor Finaldex

1 N = N° dé'y"yih;ciéérmfentos o




PARA QUE, AL MULTIPLICARLO POR LA h DEL TERMINO f*h, SE -

GENERE EL TERMINO h', EL CUAL CORRESPONDERA AL EXPONENTE
DE h DEL ULTIMO TERMINO DE LA EXPANSION EN SERIE DE TAYLOR

DE GRADO 4 DE Yier®

LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES OBTENIDAS, GENERA EL

SIGUIENTE ALGORITMO:

1) K, = ;
2) Ky = £l +dh oy gnxy)
3) x,7;1_;f: EETREE RS
4) Ky = f(xi”+ h, y; + hK;)

Ky + 2K, + 2K; + K,
6

5) fr =

6) v,

i Y + f*h

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE X, , Yo PARA

d B
RESOLVER ¥ = £(x,y). 1

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 103 ).

OTRO ALGORITMO DE CUARTO ORDEN CON DIEZ CONSTANTES, USADO
CON MENOS FRECUENCIA QUE EL ANTERIOR, ES EL QUE SE OBTIENE
AL CONSIDERAR QUE K = f£(K, ,K,) Y QUE a, = f(K; , K, , K|).

LAS ECUACIONES QUE GENERAN EL ALGORITMO SON LAS SIGUIENTES:

frx = aK) + azK,; + a;K; + ayK,
Ky = f(xi ,}’i)
K, = f(xi + mh, Y; + mhK;)
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METODO RUNGE - KUTTA, 4° ORDEN, 7 CONSTANTES

\ xo’yoleiN /

103,

=
w
"
2
~
]
[

+
~of =
=
-
-

-
+

) -

NOMENCLATURA

x = valor inicial de x

y = valor_inicidl de y
Xp = &alor‘finhlkde x

N = N° de incrementos




Ky = £(x; + ph, y; + qhK, + (p -q)hK;)

K, = f(xi + rh, Yy o+ thKy; + (r -t)hK,; + shK;)

DE LA COMPARACION DE LOS POLINOMIOS SE OBTIENE EL SIGUIENTE

ALGORITMO:
l) Kl = f(xi ’ yi)
1 1
2) K, = f(xi + 3 h, y; +% hK;)
3) K, = E(x. +2nh - L B, + hK,)
3 i 3 ’ yi 3 1 iha

4) Ky = £(x; + h, y; + hKy = hK; + hKy)" -
5) f* ='51; (Ki + 3Ky + 3Ky +Ky) .

6) y,,, =y, + f*h

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE xo, Yo PARA

RESOLVER gx = f(x,y).
X
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 105 ) .

IT.5.5 METODOS DE MULTIPASOS DE INTEGRACION

ABIERTA

II1.5.,5,0 INTRODUCCION

TODOS LOS METODOS ANTERIO-
RES SE APOYAN EN EL PUNTO ANTERIOR (xi 'yi) PARA ESTIMAR

EL NUEVO PUNTO (xi+x 'yi+1)' EXISTE OTRA FAMILIA DE METO-

DOS, LOS CUALES PARA EVALUAR EL PUNTO (x +Y.. ) SE APO-

i+1 i+1
YAN EN VARIOS PUNTOS ANTERIORES, CONOCIENDOLOS COMO METODOS
DE MULTIPASOS. PARA DESARROLLAR ESTOS METODOS LA EXPANSION
DE LA FUNCION f(x,y) SE LLEVA A CABO MEDIANTE EL POLINOMIO

FUNDAMENTAL DE NEWTON, CON DIFERENCIAS FINITAS SIN DIVIDIR

104,



VARIANTE DEL METODO RUNGE - KUTTA, 4° ORDEN

\ xO’ yole|N /

y; + hk,=hk,+ hk})

.

=y, + 3 (k+3k,43k,+k,) b

b

X = x.+ b
1

i+

NOMENCLATURA.

xoﬁi;vaqu‘iniciul de x

e yar;EQBibr"iqiéisl de y

3f$fééfy§}or final de x

N -=N° de incrementos
L




HACIA ATRAS. LO ANTERIOR IMPLICA QUE EN LUGAR DE UTILIZAR

LOS

VALORES DE yi ' SE UTILIZARAN VALORES DE f(xj ,yi)

CUALES PUEDEN SER REPRESENTADOS COMO fi.

EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON CON DIFERENCIAS FINITAS
SIN DIVIDIR HACIA ATRAS QUEDA REPRESENTADO POR LA SIGUIENTE
ECUACION:

vzfi' V3f,
o ala + 1) +

~§TL alo + 1) (o + 2) 4700

£(x) = £, + vfia +

DONDE £, = £(x; ,¥,)
X = Xg + ah
VE, = £, - £,
2 - - = e - -
VIE, = VE, - VE | (£, - £,_) (£,0, = £;.,)
= f, = 2f, = F,
1 8 1=-1 1=-2

ESTE POLINOMIO PUEDE SER UTILIZADO PARA RESOLVER LA ECUACION

DIFERENCIAL %¥ £(x,y) CON CONDICIONES INICIALES y = y,

Y

X Xo . DICHA ECUACION DIFERENCIAL SE PUEDE TRANSFOR-

MAR A dy = f(x,y)dx, QUE PUEDE SER INTEGRADA APOYANDOSE EN

K PUNTOS HACIA ATRAS, ES DECIR A PARTIR DEL PUNTO

HASTA EL PUNTO x, ’

Xigr Yiog fer Y QUE ES EL QUE SE

DESEA EVALUAR.

i+1
AL APLICAR FL OPERADOR DE INTEGRACION OBTENE

MOS:

+ f(x,y)dx

Yigd T yi-K
Xi-K

SI SE APROXIMA A f(x,y) POR DIFERENCIAS FINITAS HACIA ATRAS

1060,
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SE OBTIENE:

Yig T
il v, Vg,
=Yk +J (f +Vf it u(cz+1)+ X
Sl : .

Lo+ 1)(a+2)+"')ha

Yign &
Co 2 1, vt o? s
=Yi-x+hE‘fi+g‘i‘ v+t (§ g ) oy et (et 1)

v'#f 1
+a2(L+-g-+ll'q +3)..--’:.+..-]_K (Ec. 1)

AL ANALIZAR LA ULTIMA ECUACION SE CONCLUYE QUE LAS DIFEREN~
CIAS NO ESTAN AFECTANDO AL INTERVALO Bi , xH]; POR ESTE
HECHO, A ESTOS METODOS SE LES CONOCE COMO METODOS DE INTEGRA

CION ABIERTA.

EN LAS SIGUIENTES SECCIONES, NO SE PRESENTARA EL DIAGRAMA DE
FLUJO DE CADA UNO DE LOS METODOS, YA QUE POR SER UNA FAMILIA,

QUEDARAN IMPLICITOS EN UN DIAGRAMA DE FLUJO GENERAL.

II.5.5.1 METODO DE ADAMS~BASHFORTH

DE DOS PASOS

TODO :IN'D,ICA QUE SE
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POR LO TANTO LA K DE LA ECUACION 1 ES IGUAL A CERO.

SI LA ECUACION 1 SE TRUNCA A PARTIR DE LA SEGUNDA DIFERENCIA,

OBTENDREMOS :

(%]
i

1
o
in T Y F "E’fi,* 2 Vfi:lo

<
il

Y

3
i) FZRE L Yy)

i1
OBSERVE CbMO PARA UTILIZAR ESTE ALGORITMO, SE REQUIERE CONO-
CER LOS PUNTOS (%o ,Yo), (X:,Yy1) PARA CALCULAR EL PUNTO
(X2, ¥2) Y ASI SUCESIVAMENTE. DADO QUE (Xo,Ye) ES UN DA
T0, SE RECOMIENDA CALCULAR EL PUNTO (x; ,y;) CON EL METODO

DE EULER POR SIMPLICIDAD.

I1.5.5.2 METODO DE ADAMS-BASHFORTH

DE TRES PASOS

ES UN METODO QUE SE APOYA EN TRES PUN
TOS ANTERIORES (AL PUNTO EN QUE QUEREMOS EVALUAR), ES DECIR,
PARTICIPARAN LOS PUNTOS (x; ,¥;), (x;_, »¥;_,) ¥

(x ,Yi_z). SI SE TRUNCA LA ECUACION 1 A PARTIR DE LA TER

i=2
CERA DIFERENCIA Y PARA K = 0, SE OBTIENE:

Ctz 2,0 1 VZfi '
Yip, = Yythjaf  +5 Vi +a’(3+5) =57 |,



= Lie. - (¢ =2f, - i
Yien =¥y +hEi NP A BT STURA AL Rty fi—z)zj
= L - ‘
Yin = Yi*13 [23“"i PYy)m 168X, Yy ,) +5f(xi—z’yi—z)]

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO, DEBERAN CONOCERSE LOS PUNTOS
(%0 + Yo)r (®1 ,¥1) Y (x;,y2) PARA CALCULAR EL PUNTO
(x3 ,Ya) Y ASI SUCESIVAMENTE. DADO QUE (x, ,Ys) ES UN
DATO, SE RECOMIENDA CALCULAR LOS PUNTOS (x; ,yi) Y (X2, ¥2)

CON EL METODO DE EULER POR SIMPLICIDAD.

I1.5.5.3 METODO DE ADAMS-BASHFORTH DE

CUATRO PASOS

SE OBTIENE EVALUANDO LA ECUACION 1

DESDE X, A Xegy o TRUNCANDO DICHA ECUACION A PARTIR DE

LA CUARTA DIFERENCIA. LA ECUACION RESULTANTE DE Yia DE~

PENDERA DE CUATRO PUNTOS ANTERIORES: (x; ,y;)e (X, | s ¥, )s
(X,_, +¥;_,0s (X;_,»¥;_ ;). DE MANERA ANALOGA AL DESARROLLO
ALGEBRAICO DE LAS SECCIONES ANTERIORES, SE OBTIENE LA SIGUIEN

TE ECUACION:

h

Yie, = yi+-§E [SSf(xi ,yi)-59f(xi_l 'yi-l) +37f(xi_:, yi_z)-

- 9f(xi-37”yi

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO, DEBERAN CONOCERSE LOS PUNTOS

(X0, ¥o)s (%1, ¥1), (X2, ¥2) ¥ (x3,y;) PARA CALCULAR EL

109.



PUNTO (x, ,ys) Y ASI SUCESIVAMENTE. DADO QUE EL PUNTO
(xo , Yo) ES UN DATO, SE RECOMIENDA CALCULAR LOS PUNTOS
(%, , Y1)+ (X2 +¥2) 'Y (X3 ,ys) CON EL METODO DE EULER POR

SIMPLICIDAD,

1I.5.5.4 METODO DE ADAMS~BASHFORTH

DE CINCO PASOS

SE OBTIENE EVALUANDO LA ECUACION 1

DESDE Xy A x TRUNCANDO DICHA ECUACION A PARTIR DE

i+’
LA QUINTA DIFERENCIA. LA ECUACION RESULTANTE DE y’.”H DE-

PENDERA DE CINCO PUNTOS ANTERIORES: (x, ,y;)s (X,_, ,¥,_ )+

(x; ' Y

1=2

LOGA AL DESARROLLC ALGEBRAICO DE LAS SECCIONES ANTERIORES,

i-z)' (:b{i__3 ’ yi—a) Y (xi_“ . yi-u) . DE MANERA ANA-

SE OBTIENE LA SIGUIENTE ECUACION:

Yia S Yi+v530 1901f(x, , Yi) —2774f(xi_‘ ' yi_l) +
+ 2616f(x; _, ,¥;_,) - 12748 (%, ) +-‘

-3 1 ¥,
+ 251E(x,_, yi_“)j

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO, DEBERAN CONOCERSE LOS PUNTOS

(x,,¥,), i=0,4 PARA CALCULAR EL PUNTO (x5 ,ys) ¥ ASI

SUCESIVAMENTE. DADO QUE EL PUNTO (x, ,Y,) ES UN DATO, SE:

RECOMIENDA CALCULAR LOS PUNTOS (xi ,yi), i=1,4 CON EL

METODO DE BEULER, POR SIMPLICIDAD.
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I1.5.5.5 DIAGRAMA DE FLUJO GENERAL

(VER PAG. 112).

II,5.6 METODOS DE MULTIPASOS DE INTEGRACION

CERRADA

LA DIFERENCIA DE ESTOS METODOS CON LOS METO-
DOS DE LA SECCION II.5.4 (PAG. 87 ) ES QUE LAS DIFERENCIAS
FINITAS HACIA ATRAS SE EVALUAN A PARTIR DEL PUNTO

(xi+l 'yi+1)' ESTO INDICA QUE LA ECUACION PARA CALCULAR

DEPENDERA A SU VEZ DEL PUNTO (x ) OQUE NO SE

Yia inr 7 ¥in

CONOCE. ESTE CRITERIO GENERA UNA FAMILIA DE METODOS, CONOCL
DOS COMO METODOS IMPLICITOS, SI EN LA ECUACION 1 DE LA SEC-

CION II.5.,4 SE SUSTITUYEN Vfi ’ szi sy +se, ETC. POR

2
Ve, + V£, ..., EIC., EN DONDE
VE. =f, - f
1+1 141 1
2 = - = - - - Sf -
VAR = Ve -V = ) - - ) = Ak

SIGUIENDO EL PROCEDIMIENTO DE LA SECCION II.5.5.1 (VER PAG.
107) DE EVALUACION DE LA INTEGRAL PARA K = 0 Y UNA TRUNCA~-

CION DEPENDIENDO DEL NUMERO DE PAS0S, SEOBTIENE LO SIGUIENTE:

ECUACION DE ADAMS-MOULTON DE DOSlPASOS:

h

Yier © Yi'+T3 Sf(xifx’yi+1)+8f(xi’yi)~f(xi-l'yif1)]



MULTIPASOS DE INTEGRACION ABIERTA

NOMENCLATURA :

X, = valor inicial de x
Yo valor inicial de y
xe = valor final de x
N = N° de intervalos
M = N° de pasos
RO §
Gl) =5 [-f(xi_l,yi_l)+3£(xi,Yi)]
. 1
| 6(1) = 13 E3f(xi’yi)-l6f(xi-1’yi—1)+5f(xi-2'yi-2)] a la pag. 113
N—
l6(i) = =&
G(i) = 55 [SSf(xi.yi)-S%(xi_1,yi~1)+37f(xi_2,yi_z)—9f(xi_3,yi_3):|
D | .
G(i) = 335 Egolf(xi-yi)‘ﬂuf(xi_),yi_1)+2616f(xi_2,yi_2)-1274£(xi_3,yi_3)+251f(xi_“,yi_“)]
M debe ser =
~

5

|

2
&

N

Mg



~

de la pag. 112

S
: ‘yi+lA3y‘,+;— k

k3=f(x

i+1 Xy +h :

ky = £ (®4y0954,)

1 o o EH,:J
Yigy =¥y * g (k¥ 2k 2k 4

(xi,yi).

i = 0,N
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ECUACION DE-ADAMS-MOULTON DE TRES PASOS:

Yo, =Y tay éé(x.ﬂ . ym) +19f(x 'Yy - Sf(xl_l PY )t
g, vy )]
ECUACION DE AQAMS?MOQLTéN bE CUATRO PASOS:

Yigr T 120 r[ZSlf(x;Vx ;:y'l“) +646E(x, , y;) -

- 264f(xi_1”, yi_l) +106f(x].._2 ’ yi_z) -

DADO EL DESCONOCIMIENTO DE Y; ESTOS METODOS NO SE UTI~-

+ !
LIZAN DIRECTAMENTE, SINO QUE DEBERAN COMBINARSE CON OTRO, EL
CUAL VAYA PREDICIENDO VALORES DE yi+l ’ PARA QUE NUESTRA
ULTIMA FAMILIA DE METODOS VAYAN CORRIGIENDO LOS VALORES DE
Yigr® A LA COMBINACION DE DOS METODOS DONDE UNO PREDICE Y
OTRO CORRIGE SE LE CONOCE COMO METODO PREDICTOR-CORRECTOR.
DADO QUE ESTA FAMILIA DE METODOS MO SE USAN INDEPENDIENTEMEN

TE NO SE LES HARA DIAGRAMA DE FLUJO.
I1,5.7 METODOS PREDICTORES-CORRECTORES

II.5.7.0 INTRODUCCION

COMO SE MENCIONO EN LA SECCION ANTE-

RIOR, ESTOS METODOS SE GENERAN AL COMBINAR UN METODO DE



INTEGRACION ABIERTA, CON UN METODO DE INTEGRACION CERRADA,
POR LO TANTO, EL DESARROLLO DE FORMULAS SEGUIRA UN PROCEDI-
MIENTO ANALOGO AL DESCRITO EN LAS SECCIONES II.5.4 (PAG. 87)
Y II.5.5 (PAG,104), POR LO QUE EN ESTA SECCION, SOLO SE PRE-
SENTARAN LAS FORMULAS CORRESPONDIENTES A LOS METODOS DE ESTE

TIPO MAS UTILIZADOS.

II.5.7.1 METODOS MAS UTILIZADOS

METODO DE MILNE DE CUARTO ORDEN:

PREDICTOR:

= +40 Toe(x. ,y.) - E(x v, ) H2E0%, sy )
inn T ¥ *3 irYy fmy P ¥ia ) TER L Yy,
CORRECTOR ¢

Yigp = ¥5, %3 [f(xin i
METODO DE MILNE DE SEXTO ORDEN:

PREDICTOR:
3h

== 11‘1:'()(i A yi) - 14f(xl_

Yimr “Yi-s*10
e

'nyi-1?}+2§f(*i-z‘?yi—z)
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CORRECTOR:

Yier = ¥ios *55 [”‘"m 1¥ig ) H 3280, ) 128, h Y )

*32flxg_, . yi—z) +'7f(xri43" Yi.
METODO DE ADAMS~-MOULTON O ADAMS MODIFICADO: |

PREDICTOR:

= s -
Yig =¥ *37 [55f(xi ' yi) sgf(?_(i—x ' yi—x) +37f(xi-z ’ yi—z)

- 9f(xi__3 ’ Yi-s)] i
CORRECTOR: e ;,-;-,!,Q

_ _LI_ ) L i -
Yiew =¥y *og [OFX 4, o Yy ) v 290 y) =58(x,_ ,y; )

R, yi-z)]

SE UTILIZAN ESTOS METODOS CUANDO SE BUSCA MUCHA PRECISION
CON POCOS SUBINTERVALOS DE INTEGRACION, YA QUE COMO PUEDE
OBSERVARSE EN LAS FORMULAS, SE REQUIEREN MUCHAS EVALUACIONES
DE LA FUNCION. POR ENDE, EN POS DE LA EXACTITUD, SE RECOMIEN
DA QUE LOS PUNTOS QUE INICIAN EL CALCULO SE ESTIMEN (EVALUEN)

CON UN RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN.
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DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 118).

ETODO DE DIFERENCIAS FINITAS

I1.5.

' II.5.8.0 INTRODUCCION

ESTE METODO SE BASA EN LA
APROXIMACION DE LAS DERIVADAS MEDIANTE DIFERENCIAS FINITAS.
EXISTEN MUCHAS FORMAS DE OBTENER ESTAS APROXIMACIONES, UNA

DE ELLAS ES LA SIGUIENTE:
SI f(x) =£(xg)+¢f Xo,XJ (x - xg) + £]xp ,v:X1 ,.‘X‘FQJ(X-Xo)(X“Xl)'F
+ e++ Y SE DERIVA CON RESPECTO A x ESTE POLINOMIO, SE OB~

TIENE:

£'(x) =f Xg;—"ixav"'f Xo s X1 ,xzj(x-xo'f-(x-xx)) + oo

2R = X = Xg 2X = Xg ~ X2
= | £x0) (Xo-X1)(Ko-Xz)+f(x‘) (X; = Xo) (X1 - Xz) ©
i 2X"Xo-'X1
+ f(XZ) (X2 = Xq) (X2 =x;) teee

SI f(x) SE APROXIMASE A UN POLINOMIO DE SEGUNDO GRADO, EN~-
TONCES £'(x) ESTARIA DADO POR LOS TERMINOS ENCERRADOS EN-
TRE PARENTESIS CUADRADOS DE LA ECUACION ANTERIOR. POR TANTO
LA DERIVADA EN xo (CONSIDERANDO QUE LOS PUNTOS xo, X

ESTAN IGUALMENTE ESPACIADOS CON UN INCREMENTO h) SERA:

123

£rxo) 22 (-3 fxo) + 26000) - F £x)] =

-1 [.-% Elxe) + 2£(xo + h) = 3 £(xo + 2h)]



NOMENCLATURA :

- X =% h——A\_w__/ x, = valor inicial de x
y X. = valor final de x

Yo = valor inicial de y

c1(i) 4 26 )-£( )42 ) N = N° de intervalos
i)= = Xy oy )=E (%, 4y, X yXy .
3 [ Y i-1"imy i-2? 1-2] = variable selectora del m&todo

1 M=3

1
Gz(i)"j [f-(xih:>i+l)+4f(xi;yi)+f(xi_l,Yi_l)] » 11 = 3
12 = 1

.3
cL(i)= 75 Elf(xi.yi)-léf(xi_x,yi_l)+26f(xi_2,yi_z)—lhf(xi_a.yi_3)+11£(xi_“,yi_k)‘-]

}

2 :
62(i)= 7% Ef(xi_ﬂ,yiﬂ)+325(xi,yi)+12f(xi_x,yi_l)+32f(xi_z,yi_2)+7f(xi_3,yi_3)]

cl)= ¢ [ssuxi,yi)-sgf(xi_, .yi_l)+37f(xi_2,yi_z)-gf(xi_sy.yi_a):l‘

| l

G2(i)= ﬁ,[Qf(x“_x..yiﬂ)+19E(xi.yi)-5£(x._l,yi_l)-rf(xi_z,yi_z)] :

1

i ‘p‘ara M =1 usa el método de Milne de 4° orden
:para M = 2 usa el método de Milne de 6° orden
para M = 3 usa el método de Adams - Moulton

~———TTT T
a la pag. 119,

\/_—_\




\//—\
de la pag. 118

e e e e

(fiinL’}}bh‘;L;‘“

i= 0,N

L19.



ESTA DERIVADA OBTENIDA PUEDE MEJORARSE EN SU APROXIMACION,

APLICANDO UNA TECNICA DE EXTRAPOLACION.

SI SE EVALUA LA PRIMERA DERIVADA EN x,, SE OBTIENEEﬁ
il 1 _il 5 RO e
E'(x1) = £ [ 5 E(xq) + 5 f(xz)J = [ 5 £(xg) + 5 £(xo +72h)j

Y A SU VEZ,
£'(x,) = £(xo + h)

SI EN ESTA ULTIMA ECUACION SE SUSTITUYE x, POR <Xy - h,

SE OBTIENE:
£'(x0) = [—-;— Elxo - h) + 3 f(xn]

ESTA SERIA UNA FORMA DE EVALUAR LA PRIMERA DERIVADA. DE MA-
NERA SIMILAR, PODRIA CALCULARSE LA SEGUNDA DERIVADA RESPEC -
TIVA , POR EXPANSION DE LA FUNCION f(x) A UN POLINOMIO

DE TERCER GRADO.

PODEMOS OBSERVAR QUE EN ESTE METODO EL POLINOMIO FUNDAMENTAL
DE NEWTON SE TRUNCA EN UN GRADO MAYOR AL ORDEN DE LA DERIVA-

DA QUE SE DESEA EVALUAR.

DADOS LOS ERRORES IMPLICITOS EN ESTOS CALCULOS, LA MAYORIA
DE LOS METODOS NUMERICOS QUE UTILIZAN TECNICAS DE DIFEREN-

CIAS FINITAS UTILIZAN APROXIMACIONES MENOS EXACTAS, TRUNCANDO
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EL, POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON EN EL ORDEN DE DIFERENCIA
CORRESPONDIENTE A LA DERIVADA QUE SE DESEA EVALUAR. SIGUIEN

DO ESTE PROCEDIMIENTO SE OBTENDRA:
PARA  f£'(x)

DERIVANDO:

PARA £ (x)

DERIVANDO:

£"(x ) a‘%—(—;[fE(o Ry Xy F(xE- (xq f‘x,):x‘ + xoxl)} .

B e 1 BE(%e) V2E(xo)
LS ZfE(!)ml;fl {Ax}] =7 “he == he

PARA" “£"(x)

DE DONDE:



A3 £ (x,) V3L (xo)
£ (x) = Gf[}o P X1, X2 ,x3:| = nI = hY

GENLERALIZANDO SE OBTIENE

£(x) = K1 £ E;,;.'xa seeniX

TAMBIEN SE PODRIA USAR EL. PERADOR

TRAL, EL CUAL SE DEFINE COMO

gt xg)
X) = —pp—
~ 1I,5.8.1 SOLUCION DE ECUACIONES DIFE

RENCIALES LINEALES.

ESTE METODO SE FUNDAMENTA EN LA APRQ-
XIMACION DE LAS DERIVADAS A DIFERENCIAS FINITAS, CON LA CUAL
UNA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL SE TRANSFORMA A UN SISTEMA
DE n ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES, QUE PRESENTAN LA CA-
RACTERISTICA DE SER BI, TRI, CUATRI, ETC, DIAGONAL, EL NUME
RO DE ECUACIONES SERA FUNCION DEL NUMERO DE SUBINTERVALOS

CON LOS QUE SE QUIERAN RESOLVER LA ECUACION D1FERENCIAL.

UNA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN GENERARA UNA MATRIZ
BIDIAGONAL, UNA ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN GENERA~-

RA UNA MATRIZ TRIDIAGONAL Y ASI SUCESIVAMENTE.



ESTA TECNICA ES MUY UTILIZADA PARA RESOLVER PROBLEMAS DE VA=~
LOR A LA FRONTERA, EN ECUACIONES DE ORDEN MAYOR QUE 1. SE
PRESENTARA EL PROCEDIMIENTO DE SOLUCION EJEMPLIFICANDOLO CON

UNA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN. ‘

RESOLVER 9Y¥ = f£(x,y) CON LA CONDICION x = A, y = B

dx
APROXIMANDO:
ay | A_).,i
dx |i dx
SUSTITUYENDO PARA Xiw ¥y
Yiey = yi
— 5 = f(xi ' Yi)

-y, = hf(xi' yi) EN CONDICIONES INICIALES: 'x; = A,

¢

i

SI ESTA ECUACION SE DESEA RESOLVER HASTA UN VALOR DE X

F
Xg = Xq
(FINAL) CON N INCREMENTOS ENTONCES: h = N Y SE OB-
TENDRA EL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUACIONES:
yi 0 0 0 0 0 = yo + hf(Xg,Yo)
~Y1 Y2 0 0 0 0. = hf{xy:, V1)
0 -y: ys 0 0 0. = hf(x,,ya)
0 0 sys oy 0 0 = hE(xs,ys)
0 0 0 =ys ys 0 = hf(xy,yu)

0 0 0 0 _YN—,l y‘N = hf(xﬁ_i ,y'N_’)
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ESTE SISTEMA PUEDE SER RESUELTO SIMULTANEAMENTE CON

X =X, + h, DADA LA FRECUENCIA DE APARICION DE LAS ECUA-

i+
CIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN Y DADO QUE SU SISTEMA
DE ECUACIONES ALGEBRAICAS CORRESPONDIENTES ES UN SISTEMA DE
ECUACIONES TRIDIAGONAL, EN LA SECCION DE ECUACIONES ALGEBRAI=-
CAS LINEALES SE INTRODUCIRA LA TECNICA DE SOLUCION PARA LA MA

TRIZ TRIDIAGONAL.

II.5.8.2 METODOS DE RESOLUCION DE
ECUACIONES DIFERENCIALES ﬁE
ORDEN SUPERIOR,
EXISTEN DOS METODOS PARA RESOLVER UNA
ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN n. EL PRIMERO ES EL QUE SE
MENCIONO EN LA SECCION ANTERIOR (POR DIFERENCIAS FINITAS) Y
EL SEGUNDO CONSISTE EN DESCOMPONER LA ECUACION DE ORDEN n A
UN SISTEMA DE n ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN,
LAS CUALES PUEDEN SER RESUELTAS EN PARALELO CON LAS TECNI-
CAS RECURSIVAS YA DESCRITAS. EL PROCEDIMIENTO SERA MOSTRADO
EN LA SECCION CORRESPONDIENTE A SOLUCION DE SISTEMA DE ECUA-
CIONES, AQUI NOS LIMITAREMOS EXCLUSIVAMENTE A DEMOSTRAR COMO
SE TRANSFORMA UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN n A UN SIs-

TEMA DE n  ECUACIONES, MEDIANTE LA SUSTITUCION DE VARIABLES.

EJEMPLO: TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL' DE TER-

CER ORDEN.

yiu + xy" ty =e



SI y' = z, ENTONCES:

s1 2!

W, ENTONCES:

w!' = 2" = yni

LAS TRES ECUACIONES QUE SE GENERAN SON:

y' =z
z' = w
w' =eX - xw -y

EXISTIRAN TRES VARIABLES DEPENDIENTES: y, 2z Y w Y UNA VA-

RIABLE INDEPENDIENTE x.

PARA RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES, OBTENIDO DE LA DESCOM
POSICION DE UNA ECUACION DE ORDEN n, DEBERAN ANALIZARSE LAS
CONDICIONES QUE DEBA CUMPLIR LA SOLUCION DE DICHO SISTEMA.

SI TODAS LAS CONDICIONES ESTAN REFERIDAS A UN SOLO VALOR DE
LA VARIABLE INDEPENDIENTE x, EL PROBLEMA PUEDE SER RESUELTO
YA QUE SE CUMPLE EL REQUISITO DE EXPANSION DE SERIE DE TAYLOR.
SI LAS CONDICIONES NO ESTAN REFERIDAS A UN MISMO VALOR DE x
{PROBLEMA DE VALOR A LA FRONTERA), ENTONCES DEBLRA COMBINARSL
UNA TECNICA DE INTERPOLACION PARA PODER RESOLVER EL PROBLEMA.
PARA MOSTRAR LO ANTERIOR LO EJEMPLIFICAREMOS CON UNA ECUACION

DE SEGUNDO ORDEN:

y" + xy' +y =e* (EC. 1)
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1o con X = a
RECUERDESE QUE LA FUNCION (y) ESTA
D1C10N y =b ,
: EVALUADA PARA UN VALOR DE x Y y!
2a CON X' =c.
. ESTA EVALUADA PARA OTRO VALOR DE x.
DICION y'=4d

DESCOMPONIENDO LA ECUACION DE SEGUNDO ORDEN EN UN SISTEMA DE

DOS ECUACIONES, DEFINIENDO

SUSTITUYENDO EN LA ECUACION 1, Y DESPEJANDO z', OBTENEMOS:

z' =e* - xz -y

Y y' = z
CON LAS SIGUIENTES DOS CONDICIONES:

1a) x

i
jv]
(%3

H
o

28) x=c; 2 =4d

ESTE SISTEMA NO PUEDE RESOLVERSE POR EXPANSION DE SERIE DE
TAYLOR, YA QUE SI SE INICIASE LA EXPANSION EN x = a, NO SE
CONOCERIA EL VALOR DE =z Y NO PODRIA EXPANDERSE. LO MISMO

OCURRE PARA EL PUNTO x = ¢, EN DONDE NO SE CONOCE A vy.

EL PROCEDIMIENTO PROPUESTO PARA SU SOLUCION CONSISTE EN SUPO
NER EL DATO FALTANTE PARA EL VALOR DE x RESPECTIVO. ASI,
SI EL PROCESO RECURSIVO SE INICIA EN x.='a, SUPONE UN VA~

LOR DE 2z = a'., RESUELVA EL SISTEMA'DE ECUACIONES Y COMPARE
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EL VALOR DE 2z OBTENIDO PARA x = ¢ CON EL d. PARA FACI-
LITAR LA CONVERGENCIA SUGIERO UTILIZAR EL METODO DE LA SECAN
TE, QUE POR INTERPOLACION SE OBTENGA UN NUEVO VALOR PROPUES-

TO DE a', HASTA QUE SE LOGRE LA CONVERGENCIA.

SI SE DEFINE f(a') = z(a'}) - d, EN DONDE =z(a') ES EL VA~
LOR DE d CALCULADO PARA UN VALOR SUPUESTO DE a' Y f(a')
VIENE REPRESENTANDO EL ERROR ENTRE EL VALOR CALCULADO Y EL
VALOR REAL DE 2z, PARA x = c. DEL METODO DE LA SECANTE SE
OBTIENE LA SIGUIENTE RELACION:

)
st

ag =
k [
f(ak-x

2y,
)

) -,
Y - f(ak-z

ESTA FORMULA IMPLICA DOS SUPOSICIONES ANTERIORES.
DADO QUE ES UNA COMBINACION DE METODOS NO SE PRESENTARA EL
DIAGRAMA ESPECIFICO DEL ALGORITMO.

II.6 RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

EN LAS SECCIONES SIGUIENTES SE PRESENTARAN LOS ME-
TODOS PARA LA RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAI-
CAS LINEALES, SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS NO LINEALES

Y SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

IT.6.1 SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS

LINEALES.

SE EXPONDRAN CINCO METODOS, DE LOS CUALES DOS



SON ITERATIVOS (DE SUSTITUCION DIRECTA) Y TRES SON DE SOLU-

CION DIRECTA.

II.6.1.1 'METODOS ITERATIVOS.

ESTOS METODOS SE BASAN EN EL METODO

DE SUBSTITUCION DIRECTA YA MENCIONADO EN LA SECCION DE SOLU-
CION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL, EL CUAL CONSISTE

EN DESPEJAR DE LA ECUACION 1, x,; DE LA ECUACION 2, x, Y
ASI SUCESIVAMENTE (VER PAG. 34). SI SE SUPONEN VALORES INI-
CIALES DE x1, X2+ «.., HASTA X 0 POR SUSTITUCION DE ES
TOS VALORES EN LAS FORMULAS DESPEJADAS, SE OBTENDRAN VALORES
NUEVOS PARA x; , X2, ..., LOS CUALES PUEDEN SER NUEVAMEN-
TE SUSTITUIDOS COMO VALORES SUPUESTOS PARA OBTENER OTROS VA-

LORES CALCULADOS HASTA QUE SE CUMPLA LA CONDICION:

) X, - x,

. < tolerancia
i i -
supuesta calculada

i=1

DONDE TOLERANCIA = ERROR MAXIMO PERMISIBLE,

METODO DE JACOBI.

SEA EL SISTEMA DE ECUACIONES Ax = u, DONDE

~ DQNDE n = NUMERO DE

ECUACIONES A RESOLVER
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SI
X1 - . uy
_ : : : ES EL VECTOR DE LA
X2 e U, i
ES 'EL VECTOR DE - PARTE NO HOMOGENEA
X = | X3 : u = lu;
INCOGNITAS, Y DEL SISTEMA DE
: : ECUACIONES,
X u
n n
Y DESPEJAMOS’ X;, SE OBTIENE:
n
TR 1375
ji=1
- j#i -
X, PARA 1 =1 HASTA n {EC. 1)
ci a :
ii
DONDE x_; ES LA x CALCULADA. o

EL ALGORITMO PROPUESTO ES EL SIGUIENTE:

1) SUPONGA VALORES PARA x; DESDE i =1,n
2) CALCULE X4 CON LA ECUACION 1.

3) VERIFIQUE EL CRITERIO DE COVERGENCIA.

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 130).

METODO DE GAUSS-SEIDEL.

MEJORA EL METODO DE JACOBI UTILIZANDO LOS NUEVOS VALO-
RES DE LAS VARIABLES CONFORME SE VAYAN CALCULANDO. COMO PUE
DE OBSERVASE EN EL DIAGRAMA DE FLUJO ANTERIOR, LAS SUSTITU-

CIONES PARA EL METODO DE JACOBI DE LOS VALORES CALCULADOS,



K Ny ((ag523=L,N4) 5 4 = I,N/ METODO DE JACOBI

IN=0

NOMENCLATURA 3

N = N° de ecuaciones

|
| aij = coeficiente: ren-
a. - xc,

l xe, = ANEL d - glén i, columna j
i a.. 5

: 11 x; = valores supuestos

| de x

|

1

| |xc1-—x1| >0.0001 si IN = 1

l B -

!

|

— s — e

no

;#/IN=0 St




SE HACE HASTA QUE SE HAN EVALUADO TODAS LAS INCOGNITAS. ES-
TE METODO PROPONE UTILIZAR X, PARA CALCULAR xcz' UTILI

ZAR Roy * X, PARA CALCULAR xc3 Y ASI SUCESIVAMENTE, POR

LO QUE LA ECUACION 1 PUEDE SER MODIFICADA A:

N

u, - J

ima

xi = iy NOTESE QUE NO SE ESTA CALCULANDO xéi
a T IR TR

a,.xX.
LA

ii S
SINO QUE DIRECTAMENTE SE REEMPLAZA LA Xy SUPUESTA PARA EL

SIGUIENTE CALCULO.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 132).

ESTOS METODOS CONVERGEN PARA EL CASO EN QUE
n

> X |aij| i
j=1
j#i

DE LA DIAGONAL PRINCIPAL DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES SEAN

laiil 1, n ES DECIR, QUE LOS ELEMENTOS

PREDOMINANTES.

IT.6.1.2 METODOS DIRECTOS,

ESTOS METODOS SE BASAN EN LAS OPERA-
CIONES ELEMENTALES POR RENGLONES DE UNA MATRIZ PARA TRANSFOR
MARLA EN UNA MATRIZ TRIANGULAR O UNA MATRIZ DIAGONAL.

ELIMINACION GAUSSIANA,

ESTE METODO OBTIENE UNA MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR A

131,
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\ N, ((aij}j=l.N+l).i=l,N // METODO DE, GAUSS - SEIDEL

NOMENCLATURA :
N =1N°7dé ééuaciones

aij = coeficiente ren

ngn i, columna j

o TRy = valores supuestos
1375 :

SUMA = SUMA +. a O T ,
= SUY T e




PARTIR DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES, HACIENDO LOS CAMBIOS DE
TAL MANERA QUE EL SISTEMA DE ECUACIONES NO SE DESBALANCEE,
ES DECIR, OPERANDO SOBRE LA MATRIZ AUMENTADA. ESTE SISTEMA

TRIANGULAR PUEDE SER RESUELTO FACILMENTE.

133,

SE PRESENTARA EL METODO CON UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES Pék

RA DESARROLLAR EL ALGORITMO.

W
=

an Xy + ap X; + anK;

du ¥y An Xy +An¥Xy =y

i
e

as X; + ap x, + aa:"x'af" :
MATRIZ AUMENTADA

ay a1z Ay Wy
a3 Az axn - U

a3y a3 Ay U

OBJETIVO: TRANSFORMARLA A UNA MATRIZ EQUIVALENTE:
0 az» as u, matriz triangular

SI ay # 0, DIVIDA EL PRIMER RENGLON DE LA MATRIZ AUMENTA=
DA ENTRE a3 , SI NO, INTERCAMBIE ECUACIONES DE TAL MANERA

QUE a,  SEA DIFERENTES DE 0 Y REALICE LA DIVISION:

ayp any Uy
ay an a1

az a2, azn U,

asn A3z A3 U3



REDUCCION A CERO DEL ELEMENTO aj @

MULTIPLIQUE EL PRIMER RENGLON POR ajz; Y RESTELO AL SEGUNDO:

1 ag any u)
an ais an
aj; a13 uy
0 aypy=~—=— a an=-—— a Ug= = 3
2= T, 21 I 21 Ya=3h 21
aa A ags LN

REDUCCION A CERO DEL ELEMENTO agj :

MULTIPLIQUESE EL PRIMER RENGLON POR am Y RES’I‘ELOV:'AL"'I‘ERCQ

RO:
1 a3, a3 oy
an an an
0 zz"‘:—'l—l" asz aza"Z:i az U= da
0 az'-:-;" as aaa"':—f:— as Ua"‘a}%— an

CUANDO SE HAN REDUCIDO A CERO TODOS LOS ELEMENTOS INTERIORES
A LA DIAGONAL PRINCIPAL DE LA PRIMERA COLUMNA, SE DICE QUE

SE HA COMPLETADC UN CICLO, EL CUAL ESTA COMPUESTO POR UN PA-
SO DE NORMALIZACION (DIVISION ENTRE EL ELEMENTO a), )} Y POR

n - 1 PASOS DE REDUCCION (A CERO).

SI SE DESARROLLA OTRO CICLO, PERO AHORA CONSIDERANDO AL SIS-
TEMA DE DOS ECUACIONES REPRESENTADO POR LOS DOS ULTIMOS REN=-
GLONES SIN ALTERAR EL PRIMER RENGLON, SE LOGRARA TRIANGULI-
ZAR LA MATRIZ, PARA ELLO CONSIDERE QUE LOS ELEMENTOS DE LA

ULTIMA MATRIZ SON LOS SIGUIENTES:
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a.:
s y ) - _J_
1 ajp a;y  u . ;“N DONDE aij\ aij an ag,

Sl
p | rama ;ﬂ— aj;

= '_ ’ :
. a.1j = aij aljaix (EC. 1)

NORMALIZACION. SI aj # 0, DIVIDA EL RENGLON 2 ENTRE
a3 ; DE OTRA MANERA, INTERCAMBIE ECUACIONES Y REALICE LA
DIVISION. SI aj, FUESE CERO TAMBIEN, ENTONCES NO PODRIA

REALIZARSE EL INTERCAMBIO Y LA MATRIZ SERIA SINGULAR.

1 ap ap w
0 1 azs 'H
aj an

REDUCCION, DADO QUE SOLO HAY UN RENGLON INTERIOR, SOLO
HABRA UN PASO DE REDUCCION. PARA ELLO MULTIPLIQUE EL SEGUN-

DO RENGLON POR aj Y RESTELO AL TERCERO

orT

(EC. 2)

ESTA MATRIZ RESULTANTE PERMITE CALCULAR LOS  VALORES DE LAS
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INCOGNITAS SI SE RESUELVE EN FORMA ASCENDENTE.

SISTEMA DE ECUACIONES RESULTANTES:

Xy + apXx; + ajyx; = uj
X2 + a;; X3 = u-:)’

” - »”

a3 X3 = Uz

DE LA TERCERA ECUACION PUEDE EVALUARSE x,; CONOCIENDO A
ESTA Y LA SEGUNDA ECUACION EVALUAMOS x, Y FINALMENTE CONO-
CIENDO x; Y x,, PODREMOS EVALUAR x, EN LA PRIMERA E-

CUACION.

PARA ESTE SISTEMA DE TRES ECUACIONES SE REQUIRIERON DE DOS
CICLOS. EL PRIMER CICLO CONSISTIO EN UN PASO DE NORMALIZA-
CION Y DOS PASOS DE REDUCCION. EL SEGUNDO CICLO CONSISTIO
DE UN PASO DE NORMALIZACION Y UN PASO DE REDUCCION. GENERA-
LIZANDO A UN SISTEMA DE n ECUACIONES, REQUERIRA DE n - 1

CICLOS.

SI SE COMPARAN LAS ECUACIONES 1 Y 2 SE CONCLUIRA QUE LOS SUB
INDICES 1 y 2 RESPECTIVOS IDENTIFICAN EL NUMERO DE CICLO, DE
TAL MANERA QUE SE PUEDE OBTENER UNA FORMULA GENERALIZADA PA-

RA EL CICLO K.

] - - »
aij = aij aKjaiK (EC. 3)
ALGORITMO PROPUESTO:

1°) K =1 (CONTROL DEL CICLO)



137.

20) VERIFICAR SI a,, # 0 POR SI PROCEDE INTERCAMBIO DE E-

Kj
CUACIONES,
39) aKj = ay, /aKK ETAPA DE NORMALIZACION (j=N+1, 1, -1).
40) a,;="a,, = a,.a, ETAPA DE REDUCCION DEL RENGLON 1{i.
1j ij - Kj ikK

(3=N+1, 1, =1 E i=K+1, N).

50) K =K+ 1, SI K < N REGRESA AL PASO 2.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.138).

EVALUACION ASCENDENTE.
SI TENEMOS UN SISTEMA DE ECUACIONES:

X, t appX; + apXs = ap
X, + @z X3 = ax

a3z X3 = agy

EVALUAMOS:
agy, AN N+1 s
Xy = a—”— (xN = ——l=-" 5i general izamos)

aNLN
X2 = axn = anpXx;
Xy = ap = ap X3 =~ ap X;
N
c=a, o= T a ik,
K KyN+1. Kji™j
: J=K+1

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 139).

GAUSS~JORDAN.

ESTE METODO TRANSFORMA LA MATRIZ DE COEFICIENTES DEL
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\N'((aij'j = l,N+1),i = 1l,N / ELIMINACION GAUSSIANA

1

Matriz

singular

1
I
|

AA = a, |
1
I
L——————: I

;........< J = N+l,k,~1 8.1 = akl I

I '__I—

1 |

{ a L I

[ ki

| akj = a; = AA |

! Tkk l

|

l [

o U SO SR WD, -l

_-_.__,<i = k+l1,N > NOMENCLATURA :
1 N = R® de ecuacipned
.-—+<:; is= N+l.k.-ij:> a4 = coeficientg;‘féné‘

gldn i, columna j
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SITEMA DE ECUACIONES A UNA MATRIZ UNITARIA MEDIANTE OPERACIQO
NES ELEMENTALES CON RENGLONES, TAL Y COMO SE HACE EN EL METO
DO DE ELIMINACION GAUSSIANA, DE MANERA QUE EL ALGORITMO DE
LA DIAGONZALIZACION (OBTENCION DE LA MATRIZ UNITARIA) ES SI-
MILAR AL ALGORITMO DE TRIANGULARIZACION, CON LA VARIANTE DE
QUE LOS PASOS DE REDUCCION SE APLICAN TANTO A LOS ELEMENTOS

INTERIORES COMO SUPERIORES A LA DIAGONAL PRINCIPAL,

SEA LA MATRIZ AUMENTADA

a a a s a
11 12 13 1o+l

a a a ess. A L

21 22 23 2 n+1’
L] - ;
. L]
L]

a a a bl a
nl n2 na n n+l

AL APLICAR EL PROCESO DE DIAGONALIZACION SE OBTIENE:

s 4
Lo 0 al n+1
0 1 0 =+ 3’ n+1
0 0 0 =+« a’
n o+t

ESTA MATRIZ CORRESPONDE AL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUACION&S:

x = a’
1 1 N+t
’
x =
2 2 N+)
L]
N
.
1]
X
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OBSERVANDOSE QUE ESTE METODO OBTIENE LA SOLUCION DEL SISTEMA
DIRECTAMENTE DEL PROCESO DE DIAGONALIZACION.

EL DIAGRAMA DE FLUJO SERA EL MISMO QUE EL PROCESO DE TRIANGU-
LARIZACION MODIFICANDOLE EL CIRCUITO DE REDUCCION.

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 142).

MAXIMO ELEMENTO PIVOTE .

ESTE METODO TAMBIEN OBTIENE LA MATRIZ UNITARIA, DIFEREN-
CIANDOSE DEL GAUSS - JORDAN EN LA ETAPA DE NORMALIZACION, YA
QUE NO DIVIDE ENTRE EL ELEMENTO I SINO QUE SE HACE UNA
BUSQUEDA EN TODOS LOS RENGLONES Y COLUMNAS DE LA MATRIZ DE
COEFICIENTES, PARA SELECCIONAR EL ELEMENTO DE MAXIMO VALOR
ABSOLUTO, Y TOMA A ESE ELEMENTO COMO DIVISOR. ESTO LO HACE
CON EL OBJETO DE DISMINUIR EL ERROR DE REDONDEO, RESULTANDO
MUY EFECTIVO PAﬁA MATRICES CASI SINGULARES.

PARA OBTENER LA MATRIZ UNITARIA, IMPONE LA CONDICION DE QUE
NO DEBE DE HABER MAS DE UN ELEMENTO DIVISOR (ELEMENTO PIVOTE),
EN LA MISMA COLUMNA O EN EL MISMO RENGLON, DE TAL MANERA QUE
PARA LA BUSQUEDA IGNORA LSTOS RENGLONES Y COLUMNAS EN LOS QU
PREVIAMENTE LOCALIZO Y UTILIZO ALGUN OTRO ELEMENTO DIVISOR.

SU ALGOKITNO SERA SIMILAR AL GAUSS - JORDAN, ADICIONANDOLE EL
PROCESO DE BUSQUEDA. s

EN LA ACTUALIDAD, DADA LA APROXIMACION QUE SE OBTIENE CON LOS
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\ N,((&ij,j=1,N+l),1'=l,N ] . GAUSS - JORDAN

NOMENCLATURA

N = N° de ecuaciones

a,. = coeficiente: ren
ij =

gldn i, columna j

1
]
1
|
Matriz AA = a.. l
Singular l :
'
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|
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PROCESADORES, EL GAUSS~JORDAN ES EFICIENTE PARA RESOLVER
CUALOUIER SISTEMA DE ECUACIONES. POR ESTA RAZON NO PRESENTA
REMOS EL DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROCESO DEL MAXIMO ELEMENTO

PIVOTE.

SI LA MATRIZ DE COEFICIENTES SE ESTA TRANSFORMANDO A LA MA-
TRIZ UNITARIA, IMPLICA QUE TODO EL CONJUNTO DE OPERACIONES
ELEMENTALES CON RENGLONES EQUIVALEN A MULTIPLICAR LA MATRIZ
DE COEFICIENTES POR SU MATRIZ INVERSA, LO CUAL INDICA QUE,
SI AL INICIO DEL PROCESO SE LE AGREGA A LA MATRIZ AUMENTADA
LA MATRIZ UNITARIA CORRESPONDIENTE (N x N), AL FINAL DEL
PROCESO ESTA MATRIZ UNITARIA SE HABRA TRANSFORMADO EN LA MA-
TRIZ INVERSA DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES, DE TAL MANERA QUE
EL DIAGRAMA DE FLUJO DE GAUSS-JORDAN PODRIA SER FACILMENTE
MODIFICADO DEFINIENDO LA MATRIZ A = A + 1 Y QUE LAS OPERA-
CIONES POR COLUMNAS, CONTROLADAS POR N + 1, SE CONTROLEN

POR 2N + 1.

ALGORITMO DE LA MATRIZ TRIDIAGONAL.,

SI EL SISTEMA DE ECUACIONES ESTA REPRESENTADA POR LA SI

GUIENTE MATRIZ AUMENTADA
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SE PUEDE RESOLVER POR EL METODO DE ELIMINACION GAUSSIANA PARA

OBTENER LAS SIGUIENTES FORMULAS DE RECURRENCIA:

81 = by
Y. =di /B
2iCi-
B, = b 3 i=2,N (N = No DE ECUACIONES)
: ) i=-1
d a.y.
-]
v, = = Bf L i=2,N
1
xn = Yn
C.X.
X, =Y, 16‘*‘ i=N-1,1

NOTA: ESTE TIPO DE ECUACIONES SE GENERAN, COMO SE MENCIONO
ANTERIORMENTE, AL REPRESENTAR UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINA
RIA LINEAL POR DIFERENCIAS FINITAS. TAMBIEN SE OBTIENE ESTE
TIPO DE ECUACIONES AL APLICAR BALANCE DE MATERIALES A OPERA-
CIONES DE CONTACTO POR ETAPAS, EN LAS CUALES INTERACCIONEN

TRES O CUATRO CORRIENTES DEL PROCESO.

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 146).
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NOMENCLATURA :

= ° 1 \
—-~~-—-h<::i = N-1.1,-1 ::> N = N° de ecuaciones
» a;,b,,c;,d., = coeficien

tes de la ecuacidn i
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11.6.2 SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS NO LINEALES.

LOS METODOS UTILIZADOS PARA UNA SOLA ECUACION (SECCION 11.3)
SE PUEDEN UTILIZAR PARA RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES. POR SU RA
PIDA CONVERGENCIA, HA PROLITERADO EL USO DE DOS METODOS : EL NEWTON-
RAPHSON Y EL DE LA SECANTE.

NEWTON - RAPHSON. PARA RESOLVER UNA ECUACION £(x) = 0 ,
EL PROCEDIMIENTO ITERATIVO DE CALCULO SE GENERA POR LA EXPANSION CON
EL POLINOMIO DE TAYLOR DE GRADO UNO A £(x) CON LO QUE SE OBTIENE

X = xo - £(xo) / f'(xe) AL APLICAR LA CONDICION DE EXISTENCIA DE RA-

IZ x PARA f(x}. DE MANERA SIMILAR, PARA UN SISTEMA DE ECUACIONES

£1(x1y X253 ovvy X)) =0
fz(xl) X2y ooy xN) =0
fN(X1. X2y cooy xN) =0
'DONDE LAS INCOGNITAS SON X, Xz, ..., Xy» PUEDE APLICARSE EL PROCESO

DE EXPANSION LINEAL EN EL POLINOMIO DE TAYLOR Y OBTENER :
N

o

Myl ax

fl(xl’--'rxN)=f1(xluvx20,~--yxﬂo)+ X1 i

i=1

X X20e.¢.X
109220 No

v — - 3f, ;
fz(xl,...,XN)=f2(Xlo,x:i,...,XNO)*‘ Z ~,‘)—x-7~ Axi
~ , PR T T

Xlonzo,---,xNo
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| LN T
£ (10X )7 (Ko sXanyeensXy )4y = |

i=1

xlo,xzo,...,XNo

S x1,Xz,...,x, SON RAICES DE £,,f2,...,f,, ESTAS DEBEN SER I-

GUALES A CERO, POR LO TANTO TENDRIAMOS :

N
E ofy Ax; = - fn(Xxo,-..,’xN )
Sxi . . A
i=1 =
Xxo,...,XNo

- fz(be;...,x )

i of2 AX,
i=1

X t No
Xlo,...,xnov
N
— of e e
- ax; = cEy (e xy )
" i
i=1

X ve 0y X
10 ’ No

SI SE SUPONEN VALORES DE Xxjp,..- Xgo ENTONCES PODRAN EVALUARSE
LAS Axi’S. EL SISTEMA OBTENIDO,: fiS LINEAL DE N ECUACIONES CON N

INCOGNITAS, QUE PUEDE RESOLVERSE POR EL ALGORITMO DE GAUSS - JOR-
DAN, ‘ : '

UNA VEZ CALCULADAS LAS iN- CALCULARSE NUEVOS VALQ
RES DE x,,...,x  MEDIANTE LA ECUACIO

X, = xi o+ AxPARA
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*

YA QUE LAS fi SON NO LINEALES, LOS VALORES CALCULADOS DE Xi
POSIBLEMENTE NO SEAN LAS RAICES DE DICHAS FUNCIONES, POR LO
QUE TALES VALORES DEBERAN CONSIDERARSE COMO NUEVAS APROXIMA-
CIONES PARA REPETIR EL PROCESO Y CUMPLIR CON UN DETERMINADO
MARGEN DE ERROR.

DESARROLLO DEL ALGORITMO

1°) SUPONGA Xj, » PARA 1 = 1,N

2°) CALCULE a,. = 2f
ki = ¥x.

PARA k=1,N E i=1,N
i PR )

xio,i=1,N

ESTO LO HARA DERIVANDO PARCIALMENTE Y REPRESENTANDO LAS DE-
RIVADAS OBTENIDAS, EN FUNCION DE LAS X5,'S CORRESPONDIENTES A
LAS x;’S QUE PERMANEZCAN DESPUES DE DERIVAR.

3°) DEFINA - (k)

KN+

X i=1,N

io?
4°) RESULELVA PARA LAS Axi CON LA MATRIZ AUMENTADA
dy; PARA i = 1, N+1 Y k = 1,N

UTILIZANDO EL METODO DE GAUSS - JORDAN

N
5°) sl I IAxil ¢ 0.000.1 , ENTONCES SE IMPRIME

~
i=1

X{, PARA i = 1,N Y FINALIZA

6°) x,, = x;, +Ax; PARA i = 1,N Y REGRESA AL PASO 2
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.

—— METODO DE LA SECANTE. ES SIMILAR AL METODO DL NEWTON,
SOLO QUE LA EXPANSION LINEAL SE HACE MEDIANTE EL POLINOMIO FUNDA-
MENTAL DE NEWTON. ESTO EQUIVALE A APROXIMAR LAS PRIMERAS DERIVA
DAS POR MEDIO DE PRIMERAS DIF%RENCiAS;*ES:DECIR,:

hxi
SIENDO x; = x;, + INCREMENTO DE x:
EL INCREMENTO DE x DEBERA ESPECIFICARSE Y SELECCIONARSE MUY PE-
QUERO .
'EVIDENTEMENTE, EL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES A RESOLVER
PARA EVALUAR LAS Ax,’S, SERA EL MISMO DEL METODO ANTERIOR.  POR

LO TANTO SOLO SE MODIFICARA EL PASO 2, CALCULANDO A ap; ‘COMO‘:

X

LB (e Xy HINGK Xy ) ¢ SOPIUIG SEFIBES o))
ki ‘ INCY e

DONDE INCX = INCREMENTO MUY PEQUERO DE X.

I1.6.3 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.
LOS METODOS DE RESOLUCION DE SISTEMAS.DE ECUACIONES DI-
FERENCIALES ORDINARIAS SE BASAN EN LOS ALGORITMOS YA PRESENTADOS
EN LA”SECcidN II.5. ST SE DESEAN RESOLVER N ECUACIONES DE LA
mek{f“5 ~~ :
1+EZ}=,f;(y y~’..} Y. .X)
ax o e et

.
.

RLAPY )
- YisYarer hY X



DONDE x = x, Y y; = y;, PARA i=1,N
AL DEPENDER TODAS DE x, PUEDE PROPONERSE UN METODO QUE EN FORMA IN
DIVIDUAL CALCULE EL INCREMENTO DE y; PARA i=1,N DE LA MANERA SI-
GUIENTE : '

By = £1%(¥10,Y20, 00, Yy 1 X0) AX

AY2\ 

AYN = fN*CYIquéo;"')Y&bi*i) Ax
EN DONDE Ay;,AYz,...,Ay&SON LOS INCREMENTOS DC LAS yi’S, CORRESPON
DIENTES AL INCREMENTO DE x Y LAS f,*, Fz*,..,,fN* SON VALORES CA-

RACTERISTICOS DE LAS fl,fz.--.,fN. SE CONCLUYE QUE EL PROCESO DE

CALCULO SERA EQUIVALENTE A LA RESOLUCION DE UNA SOLA ECUACION DIFE
RENCIAL, PERO APLICADO N VECES EN PARALELO, INTERCALANDO EL PROCE-
DIMIENTO DE TAL MANERA QUE OBTENGAMOS UNA BUENA APROXIMACION.

CON LO ANTERIOR, ESTAMOS INDICANDO QUE PODRIAN UTILIZARSE LOS
METODOS DE EULER, RUNGE - KUTTA, MULTIPASOS O PREDICTORES - CORREC
TORES PARA RESOLVER UN SISTEMA DE N ECUACIONES DIFERENCIALES ORDI-
NARIAS.

A CONTINUACION SE PRESENTA EL ALGORITMO PARA RESOLVER N ECUA-
CIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS, UTILIZANDO EL MRTODO DE RUNGE -
KUTTA. ESTE PUEDE SERVIR DE EJEMPLO PARA ESTRUCTURAR CUALQUIER O
TRO METONO.



LA INTEGRACION ES DE x, A x; Y N ES EL NUMERO DE ECUACIONES,

10 :

1

12

13 :

14 -;

= .
|

L) yNo

¥y) PARAG = TN -
+3 Hk Lok, o
.-2- ”'yziz- gy paeeen

: yNi+T Hky,) PARA j = 1,N

e 1 1 1
ki = fj(xi+7 H’yli+f Hkl2’y21+f szz,...,

Yyity Hky,) PARA § = 1,N

= f (X *7 H, yll z Hkl!’y21 T Hk »

Yuity Hkys) PARA § = 1,N

= ] - i =
Y53 " Yiiertg Ocj, 25, #2k #k; ) H PARA § = 1,N

: IMPRIME X (y $35=1,N)

+1.,sr 1< NI REGRhSA'wL:PUNTO 6.




II.7 AJUSTE DE DATOS

I1.7.0 INTRODUCCION

EL OBJETIVO DE LAS TECNICAS DE AJUSTE DE DATOS

ES: PARA UN CONJUNTO DE DATOS ESPECIFICOS, ESTIMAR LOS PARA

METROS (CONSTANTES) DE ALGUN MODELO MATEMATICO, TALES QUE EL
MODELO REPRESENTE EN FORMA ADECUADA A DICHO CONJUNTO DE DA-

TOS.

AL ESTUDIAR UN FENOMENO FISICO Y/O QUIMICO, CON EL OBJETO DE
PODER SIMULAR EL COMPORTAMIENTO DE DICHO FENOMENO, SE FORMU-
LAN ECUACIONES QUE PERMITAN EL CALCULO DE ALGUNA PROPIEDAD

DEPENDIENTE EN FUNCION DE PROPIEDADES INDEPENDIENTES.

DEBIDO A LAS TECNICAS QUE SE UTILIZAN AL FORMULAR TALES ECUA
CIONES, HABRA CONSTANTES EXPLICITAS CUYOS VALORES NUMERICOS
DEBEN SER CONOCIDOS, ESTE ULTIMO REQUERIMIENTO NOS CONDUCE

AL CAMPO DE LAS TECNICAS DE ESTIMACION DE PARAMETROS.

SEA y LA VARIABLE (PROPIEDAD) DEPENDIENTE, SEAN x; , X, ,
.ev, Xy LAS M VARIABLES (PROPIEDADES) INDEPENDIENTES.
HABRA UNA FUNCION £ TAL QUE y = £(X1,Xz s «-erXy) QUE
MEJOR REPRESENTE A UN CONJUNTO DE N DATOS

(yi P T ‘x’;“’“) PARAF i= 1,‘7N‘.“

SI Y TIENE UN- COMPORTAMIENTO DBPENDIDNTF D xl; ith’

veey Xni .o EVTONCES PODRA FORMULARSE UN* MODELO MATEMATICO

153,
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BASTANTE REPRESENTATIVO DE TAL COMPORTAMIENTO,

SI NO HAY RELACION DE Y; CON RESPECTO A x ., , X ) seay X

11 2i “Mi

FL MODELO QUE SE FORMULE Y SE ACEPTE COMO EL MAS ADECUADO,
POSIBLEMENTE DE UNA MALA REPRESENTACION DEL COMPORTAMIENTO

ESPERADO.

LO ANTERIOR IMPLICA QUE DEBE TENERSE MUCHO CUIDADO AL ACEP-
TAR QUE UN MODELO MATEMATICO REPRESENTA EN FORMA ADECUADA A
UN CONJUNTO DE DATOS. EXISTEN PARAMETROS ESTADISTICOS O FUN
CIONES DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD QUE NOS AUXILIAN PARA
CONCLUIR QUL TAN ADECUADO ES UN MODELO. UN PARAMETRO MUY U-

TILIZADO ES EL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL.

CUANDO SE PROPONEN VARIOS MODELOS Y SE DESEA SELECCIONAR EL
MAS REPRESENTATIVO DE UN CONJUNTO DE DATOS; UN PARAMETRO MUY
UTILIZADO ES LA SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS (VARIANZA), SELEC

CIONANDOSE EL DE MENOR SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS.

EN OCASIONES SE UTILIZA EL PORCIENTO (%) DE ERROR PUNTUAL DE
FINIDO COMO:
y CALCULADA DATO i - y EXPERIMENTAL DATO i

¥ ERROR DATO 1 = y CXPERTMENTAL DATO 1~ . .~ 100 =

RECOMENDABLE COMO MEDIDA DE ACEPTACION DE MODLLOSﬁCUANDO ELk

GRADO DEL MODELO (POTENCIA MAXIMA VARIABLE INDEPENDTINTE),~

EL NUMERO DE VARIABLES INDLPENDIENTE MUCHO MENOR QUE EL -



NUMERO DE DATOS.,

EXISTEN CUATRO PROCEDIMIENTOS UTILIZADOS MUY FRECUENTEMENTE,
EN ESTIMACION DE PARAMETROS PARA LA OBTENCION DE CORRELACIO-
NES O MODELOS MATEMATICOS EMPIRICOS (O SEMIEMPIRICOS)., TALES

PROCEDIMIENTOS SERAN ANALIZADOS EN LAS SECCIONES SIGUIENTES,

IT,7.1 POLINOMIO DE INTERPOLACION.

ESTA TECNICA CONSISTE EN DETERMINAR LOS COEFICIENTES DEL
POLINOMIO DE GRADO N - 1 QUE REPRESENTA EN FORMA EXACTA A
LOS N DATOS (xi' yi), i =1, N, O BIEN PARA DETERMINAR

LOS COEFICIENTES DEL MODELO LINEAL DEPENDIENTE DE Kyjr X,

NOTESE QUE ESTA TECNICA UNICAMENTE SE APLICA A LOS DOS SI-

GUIENTES MODELOS:

2 N-1
y, = a¢ +a X, +ax, + oees 4 oay X,
: = +ax .+ .+ + :
Yi a¢ 1711 3%21 t AN-r®N-1i

AFORTUNADAMENTE, LA GRAN MAYORIA DE MODELOS FORMULADOS EN EL
ESTUDIO DE FENOMENOS FISICOS Y/O QUIMICOS, MEDIANTLE MANIPULA-
CION ALGEBRAICA, PUEDEN TRANSFORMARSE A LAS DOS ESTRUCTURAS
ANTERIORES, LA TECNICA DE ESTIMACION DE PARAMETROS CONSISTE
EN SUBSTITUIR CADA UNO DE LOS DATOS (xi ,yi) EN EL MODLLO
LINEAL PROPUESTO. LO QUE CONDUCE A UN SISTEMA DE N ECUACIO

).

NES CON N INCOGNITAS (a¢ A eeey Ay
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- 2 =
Yy, = a¢ + apx; + a2X3 + e ’+ aN_lxl

Y2

Lk a]X2 + azxg + -n‘-z + aN_le:-l

)

+ azx; + eee +a x

N=1"N..

Yy = a4 + a; X

EL CUAL PUEDE SER RESUELTO POR ALGUN ALGORITMO DE SOLUCION DE

SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES.

DE MANERA SIMILAR PARA EL OTRO MODELO SE OBTENDRA EL SIGUIEN=-

TE SISTEMA.

Y1 = a¢ + aiXyy + azXay + e + aN_lxNél’l
Y2 =, aq) + ai1X12 + @zXgy + e 4+ aN-lxN_-l’z P
.

Yy T 2 tax ctax, et Ay XNm1 N

LA DESVENTAJA DE ESTE PROCEDIMIENTO ES QUE PARA MUCHOS DATOS,

EL GRADO DEL POLINOMIO SERA MUY GRANDE, E INMANEJABLE,

POR OTRO LADO, ESTE PROCEDIMIENTO UNICAMENTE GARANTIZA EL QUE
TODOS LOS DATOS (xi' yi) ESTAN REPRESENTADOS PERO NO GARAN-
TIZA EL COMPORTAMIENTO EN PUNTOS INTERMEDIOS, Y PUEDE HABER

PROBLEMAS DE OSCILACION DEL POLINOMIO.
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SI EL NUMERO DE DATOS ES GRANDE, TAMBIEN, EL PROCESO DE SOLU~

CION DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES SERA TARDADO.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 158),.

II.7.2 POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON.

CONSISTE EN EXPANDER LA FUNCION (VARIABLE DEPENDIENTE),
EN UN POLINOMIO DE DIFERENCIAS FINITAS DIVIDIDAS. ESTA TECNI
CA DIFIERE A LA ANTERIOR EN LA ESTRUCTURA DEL POLINOMIO QUE
REPRESENTA A LOS N DATOS (xi’ Yi)' DEBIDO A DICHA DIFEREN
CIA SE EVITA EL RESOLVER UN SISTEMA DE N ECUACIONES, CON LO
CUAL, EL PROCESO DE ESTIMACION DE PARAMETROS SERA RAPIDO, PE-
RO EL POLINOMIO TENDRA LA SIGUIENTE ESTRUCTURA:

y, =a, + a)(x = x1) + az(x = X)) (x - x2) + s¢° +

¢

+oay  (x - x) (x = xg)eee(x - Xyoy)

EN DONDE a¢ 21 182 4 00y Ay SON DIFERENCIAS FINITAS DIVI

DIDAS EVALUADAS EN x); .

£(x,] DIFERENCIA DE ORDEN CERO

)
i

b

a, = £[®, , x,_] DIFERENCIA DE ORDEN UNO
a, = £, , X2 , X3.] DIFERENCIA DE ORDEN DOS
ETC.

DE MANERA QUE PUEDEN SER EVALUADAS A PARTIR DE LOS DATOS.



a,n4+1 T Yy | GAUSS - JORDAN

POLINOMIO DE INTERPOLACION

a.
NOMENCLATURA : i,N+1

i=1,N
N = N® de datos experimentales

M = tipo de modelo

Sy _
para M=l : yi=A0+Al;i+Azxi+... ’
para M=2 : yiéAo+A1x1i+Aéxzi+"' ! '

Después del Gaugs-qudan : Ak = ak+1.N+l phra k = O,N
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PRESENTA LZS MISMAS DESVENTAJAS DE LA TECNICA ANTERIOR Y AM-

BAS CONDUCEN AL MISMO POLINOMIO.

SI SE DESARROLLAN LOS PRODUCTOS DE LOS FACTORES

(x = x1){(x - %x;), ETC. AL AGRUPAR TERMINOS SEMEJANTES SE OB
TENDRA UN POLINOMIO DE LA FORMA:

2 1 N-1

i

= 1 .4 1 + 1
Y; a¢ a x; a,K; + o0+ ay_ ¥

EQUIVALENTE AL DE LA PRIMERA TECNICA.

PARA UN MODELO MULTIVARIABLE NO SE RECOMIENDA, DEBIDO A QUE
CONTENDRA MUCHOS TERMINOS; COMO CONSECUENCIA DE DERIVADAS
PARCIALES INTRODUCIDAS, AL EXPANDER LA VARIABLE DEPENDIENTE

EN UN POLINOMIO DE DIFERENCIAS FINITAS.

LA APLICACION DEL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON PARA DETER
MINAR ESTRUCTURAS POLINOMIALES, SE APOYA EN LA FORMULA DE RE
CURSION PARA CALCULAR DIFERENCIAS FINITAS., LA PRIMERA DIFE-

RENCIA FINITA DIVIDIDA EVALUADA EN x; SE DEFINE COMO:

f(x2) - £(x)) RESTA DE DOS FUNCIONES O

£[x rggjué

X2 = % DIFERENCIAS DE ORDEN CERO.

LA SEGUNDA DIFERENCIA:

- :fE{; +%z7] - £(%2 4 x1] RESTA DE DOS PRIMERAS
gﬁé‘ : X3 ~ %)

fEH rxzy;*
R DIFERENCIAS.
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LA TERCERA DIFERENCIA:

fEXz + X3 4 Xa - fEXj r X2 4 xﬂ RESTA

Xe = Xg DE DOS

fEX] » X2 Xa ,"xg mE

SEGUNDAS DIFERENCIAS,
DE ESTAS ECUACIONES SE INFIERE QUE:

SI F(I,J) ES LA DIFERENCIA DE ORDEN I EVALUADA EN kj,

ENTONCES:

F(I-1, J+1) - F(I=-1, J)° (1)

- X,

F(I,J) = "
j+1 §

EN DONDE LAS DIFERENCIAS DE ORDEN CERO EVALUADAS EN xj SE-

RAN:
F[@,Q] = f(xj)

OBSERVESE EN LA FORMULA DE RECURRENCIA, COMO AL CRECER EL OR
DEN DE LA DIFERENCIA AUMENTA EL NUMERO DE PARES DE DATOS

(Xj, yj) QUE SE INCLUYEN EN EL CALCULO.

HABRAN N - 1 PRIMERAS DIFERENCIAS, N - 2 SEGUNDAS DIFE-
RENC1AS,LAS CUALES SE EVALUAN CON LAS N - 1 PRIMERAS DIEEf
RENCIAS ; N - 3 TERCERAS DIFERENCIAS,LAS CUALES SE EVA-~
LUAN A PARTIR DE LAS N - 2 SEGUNDAS DIFERENCIAS, Y ASI SU-
CESIVAMENTE HASTA UNA DIFERENCIA DE ORDEN N - 1, LA‘CUAL

SERA FUNCION DE LAS N - 1 PRIMERAS DIFERENCIAS, N - 2
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SEGUNDAS DIFERENCIAS, ..., HASTA DOS DIFERENCIAS DE ORDEN

N - 2,

UN POLINOMIO QUE REPRESENTE LOS N DARES (x ,y ) REQUERT
RA EXPANDERSE HASTA LA DIFERENCIA DE ORDEN N - l, EN CONSE
CUENCIA, EN LA FORMULA (1), I VARIARA DESDE 1 HASTA

N~1 Y J DESDE 1 HASTA N - 1.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 162 ).

IT.7.3 MINIMOS CUADRADOS.

LA TECNICA DE MINIMOS CUADRADOS SE HA APLICADO TANTO A
MODELOS LINEALES COMO A MODELOS NO LINEALES, EN LA PRESENTA

CION DE ESTA TECNICAS SE MENCIONARAN LAS DOS APLICACIONES.

I1.7.3.1. MINIMOS CUADRADOS PARA MODELOS LINEALES.

SE UTILIZA PARA LA ESTIMACION DE PARAMETROS DE MO-
DELOS MATEMATICOS QUE SEAN EQUIVALENTES A LOS SIGUIENTES MO~
DELOS:
N=-1

2
. = ; . + :
Yy = a, tax, +ax, + oo A Xg (2)

(3)

SON LOSMISMOSMODELCSﬁ A«LA PRIMERA TECNICA.
LA DIFERENCIA DE ESTA ULTIMA ECNICA CONSISTE EN Qurn PARA

REPRESENTAR LOS N DATOS E GRADO DEL POLINOMIO O EL NUMERO
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POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON

NOMENCLATURA;:’

N = nﬁmero?dé,dafos -1
X

4 = valor i variable

',indepeﬁdiéhte

y, = valor i 'variable

i s .
“dependiente
FiiQ'é a; i=0,N = coe-

ficientes del poli

nomio




DE VARIABLES INDEPENDIENTES NO NECESARIAMENTE SERA IGUAL A

N - 1, SINO QUE PUEDE SER MENOR.

~'ESTO LE DA UNA GRAN VERSA

TILIDAD A ESTA TECNICA.. -

MICAS AL ESTUDIARSE FENOMENQ

MUCHAS PROPIEDADES FISICAS
LOGICAMENTE, QUEDAN‘REPRESENTADAS'POR ECUACIONES QUE PUEDEN
SER LINEARIZADAS Y Lp pAR ,des‘SE ESTIMAN MEDIANTE MINI-

MOS CUADRADOS.

POR LO GENERAL SE DISPONE DE UNA GRAN CANTIDAb DE DATOS, TA-
LES QUE DESCARTAN LA APLICACION DE LAS DOS TECNICAS ANTERIO-
RES. ES DECIR EL MODELO LINEARIZADO DE LA PROPIEDAD NO COIN
CIDE CON EL MODELO APLICABLE EN LAS TECNICAS, EXCEPTUANDO LA
DE MINIMOS CUADRADOS POR QUE NO TIENE RESTRICCION EN CUANTO

AL GRADO DEL POLINOMIO,

FUNDAMENTOS DEL METODO DE MINIMOS CUADRADOS.

PARA DESARROLLAR UN PROCEDIMIENTO GENERAL PARA MINIMOS CUA-

DRADOS CONSIDERE QUE EN EL MODELO:

= 2 . M
y; =a, +ax; +a,xl+ e+ oaxs

¢ M

M = GRADO DEL POLINOMIO

X . =%
1inT
X, =ox2
21T
.
.
L ‘.
X =R

Mi i



DE MANERA QUE SE TRANSFORME EL MODELO EN

Yy Fag tax hax ke fagxy,

PARA ANALIZAR UN MODELO UNICO, EN DONDE ‘M SERA EL NUMERO

DE VARIABLES INDEPENDIENTES.

SEA ei EL ERROR ENTRE Yy DATO Y Y; CALCULADA POR EL MO

DELO (yci) DEFINIDO DE LA FORMA SIGUIENTE:

= - 2 =
ei = (Yi yci) s PARA 1 1, N DATOS

EL ERROR TOTAL DE LOS N DATOS SERA:

e, = Ity - yci)zy

DE DONDE:

EL METODO DE MINIMOS. CUADRADOS CALCULA VALORES.DE.

3y 18, 18, 4 +eay 3y TALES QUE @, SEA.

DEL MODELO SELECCIONADO Y PARA LOS N DATOS.

LO ANTERIOR IMPLICA QUE:

164,

MINIMO PARA LA FORMA -
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e ae, o8,
Ta c b 'a"a','=¢' Y 3—5;=¢

ES DECIR GT SERA MINIMO CON RESPECTO A LOS PARAMETROS SI
LAS DERIVADAS RESPECTIVAS SON IGUALES A CERO. EL PROCESO DE
DERIVACION CONDUCIRA A M+l ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES
CON M+l INCOGNITAS (a¢ - PR aM)’ EL CUAL PUEDE SER RE
SUELTO POR ALGUNO DE LOS ALGORITMOS DESCRITOS EN LA SECCION

DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

DESARROLLO DEL ALGORITMO DE MINIMOS CUADRADOS,

AL DERIVAR PARCIALMENTE SE OBTIENE:

N

}aeT - 2
3a

¢ i=g

N

we2 ]

K

i=1

PARA K =1, M~

Baj .
35 = ¢ PARA K # 3
K
Saj .
T 1 PARA K =3
oK
POR LO TANTO:. - IR N Ty

e fae S L P ‘ ' '
T B R S T o O e Z =
33;-2 _Z,’ (v;-a,- ,Z', ;jxji)f‘gxi) =¢ PARA K=1, M
il j=1 3K



O BIEN:

I o aj .Z_fijixki‘
j=1 Codmroe

Y DE LA ECUACION PARA

M N
1 oa 1
j=1 i=1 i=1

EL ESTRUCTURARLO DE ESTA MANERA INTRODUCE MAYOR VERSATILIDAD

AL METODO. ES DECIR SI a, = ¢ EL NUMERO DE ECUACIONES A

¢
RESOLVER SERA M, SI a¢ # ¢ EL NUMERO DE ECUACIONES A RE-
SOLVER SERA M + 1l; ESTO IMPLICA QUE MEDIANTE LA SOLUCION
DE ESTE SISTEMA DE ECUACIONES, SE TENDRA LA POSIBILIDAD DE

PROCESAR LOS DOS MODELOS SIGUIENTES:

CON ORDENADA AL ORIGEN # ¢

4+ e 4+ A x

y=ax +a *2 MEM

171 2

CON ORDENADA AL ORIGEN = ¢

ESTE ULTIMO ES MUY UTIL EN EL TRATAMIENTO DE LAS PROPIEDADES

TERMODINAMICAS.

166,
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LOS COEFICIENTES DE LA ECUACION K . PARA CADA INCOGNITA &

j
SON:
A(K'j);f,.,zw KXk K= LleMio 3= 4
o Timpooo L
Y ULTIMO COEFICIENTE PARA LA INCOGNITA a, ES:
N
A(K, M+1)= =]
iat
LA PARTE NO HOMOGENEA DEL SISTEMA DEECUACIONES SERA:
N - . |
A(K, M+2) = ) Y;X; PARA K =1, M (6)
im)

COEFICIENTES DE LA ULTIMA ECUACION M + l:

N

AM +1, i) = ] . D
i=y

AM +1, M+ 1) =N (3) ‘

AMH 1, M ¥ 2) (9

SI NO EXISTE LA EC. M+, ENTONCE

CA(K, M

NO EXISTIENDO LAS ECUACIONES 7, 8 Y 9
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OPCIONES. QUE PUEDE PROCESAR ESTE ALGORITMO.

l.~- y = FUNCION UNIVARIABLE DE GRADO M. UNA VARIABLE INDE
PENDIENTE,

2.- y = FUNCION MULTIVARIABLE. M VARIABLES INDEPENDIENTES,

3.- MODELO CON ORDENADA AL ORIGEN # 4.

4.~ MODELO CON ORDENADA AL ORIGEN = ¢.
DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 169),

II.7.3,2 MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES.

LOS FUNDAMENTOS SON LOS MISMOS QUE PARA EL CASO DE
.MODELOS LINEALES, DIFERENCIANDOSE EN QUE AL GENERAR EL SISTE
MA DE ECUACIONES POR EL PROCESO DE DERIVACION PARCIAL DEL
ERROR TOTAL, LAS ECUACIONES OBTENIDAS SERAN NO LINEALES Y CA
RACTERISTICAS DEL MODELO ORIGINAL, ES DECIR, NO SERAN GENERA

LES PARA CUALQUIER MODELO.

SE PUEDE DESARROLLAR UN ALGORITMO GENERAL UTILIZANDO DERIVA-
DAS NUMERICAS EN LUGAR DE DERIVADAS ANALITICAS, PERO DADA LA
COMPLEJIDAD DE MODELOS, TAMPOCO SERA APLICABLE A CUALQUIER

CAS0 POR PROBLEMAS DE CONVERGENCIA,

SE HAN DESARROLLADO ALGUNAS TECNICAS (MARQUARDT, POWELL,
ETC.), OUE NO SERAN PRESENTADAS EN ESTA SECCION CUYO OBJETI
VO HA SIDO RESOLVER EL PROBLEMA DE CONVERGENCIA, PERO NO SE

HA LOGRADO GENERALIZAR PARA CUALQUIER MODELC NO LINEAL.
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MLINIMOS CUADRADO:

\ rI1P0 /

NOMENCLATURA :

TIPO =0 ﬁodeioLSi ‘
: nadé §1 driéén
TIPornf} modelb'ésﬂiorde~-
nada al origen
NV = nfimero de variables
independicentes (x's)

GD = grado del polinomio

para una sola varia-
, ble x

N = n{imero de datos

Yy valor i de y

X.. = valor i de x.
1 J

GD 0 NS I v=gp

> a la pag. 170
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~——

de la pag. 169
S

1-TIPO,M

j = 1-TIPO,M

Apyrrpo,j+TIP0 © MetrIPO, jeTIPO T ¥§i¥Ki

< )' ( % Arripo,M+TIPO - AkeTIPO,M+TIPO T Yi¥ki

N°. ECUACIONES = M+TIPO

PROCESO GAUSS - JORDAN

A merIPO,
i=o0,M




A CONTINUACION. SE PRESENTA UN DIAGRAMA DE BLOQUES PARA ESTE

METODO,

POR PROCESO DE DERIVACION

DE ET GENERAL EL SISTEMA

DE ECUACIONES NO LINEALES.

l

IMPRIMIR
VALORES DE

LOS PARAMETROS

RESOLVER EL SISTEMA CON
TECNICAS DE SISTEMAS DE

ECUACIONES NO LINEALES.

CONVERGE

NO CONVERGE

L0 RECOMENDABLE PARA MODELOS NO LINEALES ES LINEALIZAR EL MO-

l

SELECCIONAR

OTRA TECNICA

171.

DELO MEDIANTE TRANSFORMACIONES ALGEBRAICAS Y APLICAR EL METO-

DO DE MINIMOS CUADRADOS LINEALES.
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I1.7.4. MINIMOS CUADRADOS PARA MODELOS MATEMATICOS

REPRESENTADOS POR POLINOMIOS ORTOGONALBS.':”

SI AL APLICAR LOS METODOS DE AJUSTE DE DATOS, SE HACE CON LJOB

JETO DE ENCONTRAR LOS PARAMETROS DE CIERTO MODELO PROPUESTO LA
TECNICA DE POLINOMIOS ORTOGONALES NO FUNCIONARA. ST NO EXISTE
ESTA RESTRICCION (ESTRUCTURA DEL MODELO), ENTONCES PODREMOS.Af
PLICAR EL METODO~DE,POLINOMIOS ORTOGONALES.

SEA ?(ij ARCRNE nkpk(g)vf‘
EN DONbé Py, 1'sd§ POLINOMIOS ORTOCQ&AFESE i“‘

D, viT; d;#;r LOS COEFICIENTES DE‘CQMB;NAéiéN'f“
P(x) EL POLINOMIO DE GRADO k CORRESédNﬁiéNfE.  

EL PROBLEMA DE MINIMOS CUADRADOS SERA :

N
ERROR TOTAL = ]  (y; - P(x;))?
i=1

Y DE MANERA GENERAL SERA :

ERROR TOTAL = [ = (y; - P(x))% % W(x;)

il

EN DONDE W(x;) SERA UNA FUNCION PLSO ARBITRAR]A PARA 3INLR MAS
GRADOS DE LIBERTAD AL: SELLCCIONAR LOQ POL]NOMIOS ORIOCONAIFS
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ESTA DEFINICION DE ERROR CORRESPONDE A LA DEFINICION DEL PRO -
ImmoamMARqrgpu)ypu)>. :

Sl SE SUSTITQYE;Png'<POR[SUS‘90L1N0MIOS ORTOGONALES, SE OBTIE-

ERROR TOTAL = § (.-

k = GRADO DEL POLINOMIO P(x).
‘(yi" ‘z' .~Dj'pj (xl)) ;w(xi)z; i

n
n M z :

<y-P(x),y-P(x)> =

<¥-DoPs (x) -, Py () | k(X).’f(X) -

DePo(x) -DyPy(x) - ... - (x) >

Do,D1, ... SERAN SELECCIONADAS TALES QUE

3 _ERROR TOTAL _

T 7 0 PARA L = 0,...k

ST ss_ApyICA A) 'SE OBTIENE :

3 LRROR TOTAL

ady ﬁ21ﬁ5f>(x<5} *( P (x; )*W(x )*
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() * W

*
A *P i

IR, (x )M (xy)

PARA j # L, DADO QUE P, Y P SON ORTOGONALES

;ENTONCES,ﬁ‘t<?j(§);PL(x)>-= 0

POR LO TANTO :

N
0= ]

i=1

i=1% o

‘ N - G
yi*PL(xi)*W(xi) -‘dL ) Pi(xi)*W(xi)] :

(=9
[
]
A



175,

W(x) POR LO GENERAL SE SELECCIONA =1

SI SE. SLLECCIONAN CIERTOS POLINOMIOS ORTOGONALLS PODRAN BVALUAR
SE TODAS LAS dL Y EL MODELO QUEDARA DEFINIDO.

1p;(*) MR

SE . PUEDEN'UTILIZAR POLINOMIOS ORTOGONALES YA CONOCIDO

DIANTE UN' PROCBSO DE ORTOGONALIZACION, GENERAR LOS POLINOMIOS OR
TOGONALES PL(x), L = 1,k, A PARTIR DE P,(x) ESPECIFICADA..

FORSYTH, HA DEMOSTRADO QUE UN CONJUNTO DE POLINOMIOS ORTOGONA -
LES, SE PUEDE GENERAR A PARTIR DE LAS SIGUIENTES FORMULAS DE RE-
CURRENCIA :

P l(x) =0

Po(x) = 1

)
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DONDE EL POLINOMIO P, TIENE LA PROPIEDAD DE ORTOGONALIDAD DEFI-
NIDA PARA W(x) =1 F ' o

Pk o

PP = T PylP

LT

o
PARA ESTOS POLINOMIOS ORTOGONALES, SE TENDRA :
fic il TR

<.y,P > IP(x

"L= i=1": L

d =
L <FL,FL>

S 12

R
Po(xg)
1877 MY

OBSERVE DE LA ECUACION (B) COMO LOS POLINOMIOS Pk(x) SE VAN COM-
PLICANDO AL AUMENTAR EL GRADO k . POR ESTE MOTIVO ESTE METODO
HA SIDO DESPLAZADO POR EL METODO MOSTRADO EN LA SECCION ANTERIOR.

UNA VEZ CALCULADAS LAS dL, L = 0,M DEBERAN ESTRUCTURARSE LOS
POLINOMIOS P, DE ACUERDO CON LA ECUACION (B) Y FINALMENTE OBTE-
NER EL POLINOMIO DE AJUSTE MEDIANTE :

POLINOMIO DE AJUSTE = D P,+ D,P,+ ... DP

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.177)



i = 1,N

SUMA = SUMA + Xy

POLINOMIOS ORTOGONALES

NOMENCLATURA :

N = niimero de pares (x,y)

Py = polinomio ortogonal

de grado k
pk,l = polinomio de grado
k evaluado en L
M
= D.P,
y = I Dyp
j=0

M = grado del polinomio

————— GAMA, = SUMA ‘—\_M /
\f

. — k = 2,M ——~-- de la pag 178
a la pag. 178 ~——
\AF/_\ SUMA = 0

=== i = ,N&— 51 =0

[}

i

|

| 2

i =

| SUMA SUMA +xiPk-1,i

[

|

1

SL = S1 + P} _




~—— 178.
de la pag. 177

1

SUMA SUMA = 0 ;.81 =0 i= 1,N ———
CAMA, ST ‘ : | I
' [
1
. I
SUMA = SUMA + xipk—1.ipk-2,i |
i
: »
- 2 |
~———TT T . §1 = S1 + Pk-—z,i |
a la pag. 177 . |
|
\_/__\
| !
= SUMA et Ve 0
DELTA, ST
k,i = (%;~GAMA) P, _, ;= DELTA.P, ,

2
k,i

SUMA = SUMA + P S1 = S1 + P

k,i¥i

SUMA N




\__/-'\
de la pag. 178

Dy ,k=0,M

kl

=

SUMA = 0O

§1 = S1 + D

J

*

Ji

179.
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II.8 TECNICA DE GRAFICACION,

LA LIMITANTE FUNDAMENTAL EN LA CONSTRUCCION DE UNA
GRAFICA ES LA DISPONIBILIDAD DEL NUMERO DE COLUMNAS Y RENGLO
NES QUE DEFINEN EL PLANO DE GRAFICACION (PAPEL DE IMPRESORA

O PANTALLA DE VIDEO).
TODAS LAS TECNICAS DE GRAFICADO CONSISTEN BASICAMENTE EN ETA-
PAS DE ESCALAMIENTO Y TRANSLACION DE EJES, QUE TIENEN POR OB-

JETO ADAPTARSE AL PLANO REAL DE GRAFICADO.

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 181).



\\Lfi'yi i= 1,N //
|

2y = MINGx; i o= 1,N)

i

- MIN(yi i= 1,N)

Ty

MX = MAX (lxi - x i=1,N)

ul»

MY = MAX (|Y; = yu|s 1= 1,N)

!
!
t
I
! X, X y.=y
: i-"M i’M
: Grafica ( MX NC+1, Yo NR + 1)
[
: NOMENCLATURA :

N = n® de puntos x,y a graficar
NC = n° de columnas del plano
real de graficado (pantalla)

NR = n° de renglones del plano

real de graficado

x. = valor i de x

y. = valor i de y



182,

CAPITULO IIT RESOLUCION DE PROBLEMAS DL INGENIERIA QUIMICA,
JII.0 GENERALIDADES

UNA DE LAS CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DE LA INGENIERIA QUIMI-
CA ES LA NECESIDAD FRECUENTE DE RESOLVER MODELOS MATEMATICOS POR
LO GENERAL BASTANTE COMPLEJOS, LOS CUALES PARA RESOLVERLOS SIN
EL USO DE UNA HERRAMIENTA COMPUTACIONAL, DEBERAN SER SIMPLIFICA-
DOS MEDIANTE PROCEDIMIENTOS ALGEBRAICOS DE LINEARIZACION, O BIEN
RESOLVER EL MODELO MEDIANTE TECNICAS DE PRUEBA Y ERROR LOS CUA-
LES, AL NO DISPONER DE UNA COMPUTADORA, REQUIEREN DE UN GRAN ES-
FUERZO DE CALCULO.

EL OBJETIVO DE ESTA SECCION SERA APLICAR LAS TECNICAS NUME-
RICAS MENCIONADAS EN EL CAPITULO ANTERIOR PARA LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE INGENIERIA QUIMICA, Y DE ESTA MANERA DAR UNA VISION
DE COMO UNA COMPUTADORA Y LAS TECNICAS NUMERICAS, ESPECIFICAN AL
TERNATIVAS DE SOLUCION DE PROBLEMAS, LAS CUALES AHORRARAN TIEMPO
Y ESFUERZO AL INGENIERO QUIMICO.

DENTRO DEL CONTEXTO GENERAL DE ANALISIS, DESARROLLO Y DISENO
DE PROCESOS, EN LOS CUALES LA MATERIA SE TRANSFORMA QUIMICA Y/O
FISICAMENTE, SE PUEDE PRESENTAR EL SIGUIENTE DIAGRAMA DE BLOQUES:
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DEFINICION DEL PROBLEMA

FORMULACION DEL MODELO
MATEMATICO

SELECCION ALGORITMO. DE
RESOLUCION DEL MODELO
MATEMATICO

PROGRAMACION Y/0 USO DE
COMPUTADORA

RESOLUCION DEL MODELO
MATEMATICO

EVALUACION DE RESULTADOS

PARA LA DEFINICION DEL PROBLEMA DEBERAN TENERSE CONOCIMIENTOS
SOBRE LAS DIFERENTES OPERACIONES Y PROCESOS UNITARIOS, PARA PODER
IDENTIFICAR QUE FENOMENOS OCURREN DENTRO DEL PROCESO Y DE ESTA MA-
NERA REGIRSE POR LAS LEYES DE LA NATURALEZA CARACTERISTICAS DE TA-
LES FENOMENOS. LEYES FORMULADAS EN DIFERENTES RAMAS DE LA FISICA
Y LA QUIMICA, TALES COMO : LA TERMODINAMICA, FENOMENOS DE TRANSPOR
TE, EIC.

PARA LA FORMULACION DEL MODELO ES NECESARIO TENER CONOCIMIENTO
ACERCA DE ANALISIS DIMENSIONAL Y DE BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA,
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EN ANALISIS DIMENSIONAL SE APLICAN LOS TEOREMAS DE BUCKING-
HAM Y RAYLEIGH, LOS CUALES ESTABLECEN QUE UN FENOMENO FISICO PUE
DE REPRESENTARSE POR LAS VARIABLES FISICAS RELEVANTES AISLADAS 0
COMBINADAS DE TAL MANERA QUE LA ECUACION DEL MODELO SEA DIMENSIO
NALMENTE HOMOGENEA. V

LOS BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA APOYANDOSE EN LAS LEYES DE
CONSERVACION DE LA MASA Y LA ENERGIA CUANTIFICAN LA CANTIDAD DE
MATERIA Y ENERGIA QUE SE ESTE PROCESANDO. DICHOS BALANCES ESTAN
REPRESENTADOS POR LA SIGUIENTE EXPRESION :

ENTRADA + GENERACION = SALIDA + ACUMULACION

EL TERMINO ENTRADA CORRESPONDE A LA CANTIDAD DE MATERIA O ENERGIA
QUE ESTE ENTRANDO AL SISTEMA DE ANALISIS.

EL TERMINO DE SALIDA CORRESPONDE A LA CANTIDAD DE MATERIA O ENER-
GIA QUE ESTE SALIENDO DEL SISTEMA DE ANALISIS

EL TERMINO ACUMULACION CORRESPONDERA A LA RAPIDEZ CON QUE CAMBIA

LA MASA O LA ENERGIA DENTRO DEL SISTEMA DE ANALISIS (SI LOS BALAN
CES NO SE HACEN POR UNIDAD DE TIEMPO LA ACUMULACION SERA LA DIFE-
RENCIA DE MASA O DE ENERGIA CON RESPECTO A DOS ESTADOS DIFERENTES
0 A DOS TIEMPOS DIFERENTES).

LA GENERACION CORRESPONDE A LA MASA 0 A LA ENERGIA QUE SE LIBERE
0 SE CONSUMA DENTRO DEL SISTEMA (APLICABLE A CASOS DE SISFEMAS
CON REACCION QUIMICA O CASOS DE MEZCLADO) '



SISTEMA :

COMO EJEMPLO‘ D
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'PARTE‘DE u FRSO QUE SE ENCULNTRA BAJO OBSERVALION

Y/O LXPERIMENTACION

LICACION SE RESOLVERAN PROBLEMAS co-

RRESPONDIENTES A LOS;SIGUIENTES TEMAS :

1)
2)
3)
4)

PROPIEDADES TERMODINAMICAS Y DE TRANsPthB”?”"
BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA e
TRANSFERENCIA DE CALOR

FLUJO DE FLUIDOS

EN LOS CASOS QUE ASI SE REQUIERA, SE FORMULARA EL MODELO.COf

RRESPONDIENTE MEDIANTE BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA, DEPEN-

DIENDO DEL CASO.

UN MISMO PROBLEMA SERA RESUELTO CON LAS DIVERSAS TECNICAS A-

PLICABLES PARA EL CASO, CON EL OBJETO DE COMPARARLAS Y HACER

RECOMENDACIONES EN LOS CASOS EN QUE SEA NECESARIO,

IIT.1 PROBLEMAS

PARA FACILITAR EL ORDEN Y ACCESO LOS ENCABLZADOS DE

LOS PROBLLMAS APARTCERAN AL TOP :D lLA PAGINA
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1) FORMULE UNA LECUACION EMPIRICA PARA CALCULAR LA CAPACIDAD
CALORIFICA DFL AICOHOL EJILICO EN F NCION DE LA TEMPERATURA,

UTILIZANDO LOS SIGUIENTLS DA?OS

T °C gélggéi-' f’ii UTILIZAMOS TA TECNICA DE MINIMOS CUA-
- _ DRADOS PARA MODELOS ORTOGONALES.
0 "~ PARA LOS 11 DATOS Y UN POLINOMIO DE
10  SEGUNDO GRADO OBTENEMOS :
20
5 . FORMA DEL MODELO :
. Y = DoPy + DyPy + DD,
40 _
si * DONDE : Dy = 0.6723
50 D = 3.3472E-3
70 .‘pqi= -3, 7296E-7
80 :?é‘%“1
90 Py (X - 50) G
100 Pz = (X - 50)* Py - 1000 * P

SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS = 4.077E-5
% ERROR MAXIMO = 0.4



2)
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DESARROLLE UNA EXPRESION ANALITICA PARA LA PRESITON DE VA

POR DEL IODURO DE METILO A PARTIR DE LOS SIGUIENTES DATOS :

T oC Pyap
mmHg
-55 -5
-45.8 1. 10
-35.6 | 20
242 | 40

-16.9"
-7.0

8.0
25.3

42.4 .

UTILIZAMOS LA TECNICA DE MINIMOS CUADRADOS
PARA MODELOS ORTOGONALES. PARA LOS 9 PA-
RES DE DATOS Y UN POLINOMIO DE GRADO ¢ :

 Y—DPg+DP1+DP2+D3P3+D,,P.,+

D5P5 +: Dsps

FOBTBNEMOSﬁ;’:l

Dy =177, 222
-f'p-;s;a 955

= 1.1883E-3

- e

1.0087E-7
£1,9384E-9

SUMA RESIDUAL DE CUADR‘D0‘¢Y

% ERROR MAXIMO =
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3) LA VISCOSIDAD DE. UN GAS ES APROXIMADAMENTE PROPORCIONAL.A
LA TEMPERATURA ABSOLUTA ELEVADA A CIERTA POTENCIA.

DETERMINE EL EXPONENTE DE T Y LA CONSTANTE DE PROPORCIONALIDAD
PARA LOS SIGUIENTES DATOS DEL DIOXIDO DE CARBONO A | atmeEprE
SION : i

SI SABEMOS QUE : u = kTV (Bc. 1) b ot
USANDO LOGARITMOS, TENDREMOS : log = log k + N log T
EL MODELO TIENE LA FORMA : Y = Ag + AiX; |

DONDE Y =log u; Ao = log k 5 Ay = N ; X = log T

SI UTILTZAMOS LA TECNICA DE MINIMOS CUADRADOS PARA MODELOS LINEA
LES, TRUNCANDO A PARTIR DEL TERMINO A,X, Y ALIMENTAMOS LOS DATOS
DE LOGARITMOS DE T Y LOGARITMOS DE u :

DATOS :

T °k u cp

288 | 0.01457

293 0.01480

303 0.0153

313 | 0.0157 . 2.4955

372 | 0.01861 2.5705

455 0.02221 2.6580

575 | 0.0268. . —'2.7556

763 | 0.033 | 2.8825

os8 | 0.038  2.9813 | -1.4202
1123 | 0.0436  3.0503 | -1.3605
1325 | 0.0479 3222 | -1.3196



~ OBTENEMOS :

-3.7667

Aq
Ay

DE DONDE : -

ANTILOG A,

0.7889 -

LT1119E-4

189,
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4) UTLLIZANDO EL DIAGRAMA DE MOQOLY PROPONGA UN MODELO DEL FACTOR ‘

DE FRICCION EN FUNLION DEL NUMFRO DL REYNOLDS Y LAS CARACTERIS

TICAS DI LA TUBERIA PARA FLUJO A RhGIMEN TURBULENTO

* TABLA DE LECTURAS.

£ :

D 1 0.00001 " 0.C
Re L
4E3 570 00770 |
2E4 0. ( ;'EOfozeo:“‘0;05053’26.0730
5E4 0.0240  0.0340  0.0495  0.0725
1ES 0.0223  0.0330 0.0490 0.0725

. 2ES 0.0212  0.0325 0.0490 0.0725

4ES 0.0206 0.0322 0.0490  0.0725
1E6 ©0.0200 0.0320 0.0490  0.0725
SE6 0.0197  0.0320 0.0490  0.0725
1E7. 09 0.0197 0.0320 0.0490  0.0725
4E7 0.0084  0.0160 0.0197 0.0320 0.0490 0.0725

AL 0BSERVAR LA FUENTE DE INFORMACION (DIAGRAMA DE MOODY),VSE SUGIE

RE UN COMPORTAMIENTO PARABOLICO DEL LOGARITMO NATURAL DEL:- FACTOR

DE FRICCION CON RESPLCTO AL LOGARITMO NATURAL DEL NUMERO DE REY- )

NOLDS PARA £ bl CONSTANTE. -

REYNOLDS CONSTANTE.
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N CONSECUENCIA LI MODELO PROPUESTO ES EL SIGUIENTE :

1n Re X. = 1n (§) 1n Re

n (§) X¢ = 1n (§) (in Re)®
, = (1n Re)’ X, = [in (%)]zln Re

; [ln (%)]2 X, = [m (g)]z (In Re):zly

n

UTILIZANDO EL PROGRAMA DE MINIMOS CUADRADOS CORRESPQNDfENTE SE
OBTIENE : ‘

A, = -5.42218719
A, = 0.627111222
A, = -1.08481601
Ay = -0.0226561557
A, = =0.053118523
A, = 0.248509343
Ay = -9.14426583L-3
A, = 0.0131129544
A, = -5.27981288E-4
SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS = 0.0730334344 -

COEFICIENTE DE CORRELACION = 0.998

% DE ERROR MAXIMO = 3.217



5)

a)
b)
c)
d)
e)

a)

b)
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CALCULE El, VOLUMEN MOLAR DEL METANO_A UNA-PRESION DE 200

'ECUACION DEL GAS IDEAL

PV = nRT

= - RT
VTP

— T .3
SOLUCION 'V = 4.4826 %%gﬁaI

ECUACION DE VAN DER WAALS

® -2 )W - b)-RT = 0

e

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON
DIFERENTES TECNICAS Y LOS RE-
SULTADOS SE PRESENTAN EN LA
TABLA 1.1

”‘.
ll‘

kLA ECUACION DE BEATTIE - BRIDGEMAN

LA ECUACION DE” BENEDICT - WEBB - RUBIN

DATOS

T = 1211 7
P 197 38

DATOS :

~ -3
n‘u

=
[}

jop
It

673 °k

197 38

1.314

579
0.684

OR‘ '

‘atm.

atm le
0.7302 1b-mol °R

atmv

dtm
lb

1

°k
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LA ECUACION DE VAN DER WAALS SE PUEDE MODIFICAR DE LA SIGUIEN-
TE MANERA

3 _Pb + RT
- ) v

<i

LA CUAL PUEDE SER RESUELTA CON EL ALGORITMO DE LA ECUACION cu-

BICA, DE DONDE SB OBTIENBN LA

c)

flSIGUIENTES RAICES -ffi

4.62372526;:

X1 = ‘ |
X2 =°0.270288 + 0.6007i
X3 = 0.270288 - 060074

TIEMPO DE PROCESO + 0

ECUACION DE REDLICH - KWONG
DATOS :
Moo 2 .p=o Te

113

190.5 °k (temp.critica)

Pc = 45.8 atm(presién critica)
- RzTcs/2 - atm_pie3
a = 0.42748 —p— R = 1.314 Thomel K
a = 8071.95
= RTc
b = 0.08664 P b =

0.473525

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y LOS RESUL-

TADOS SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.2

d)

ECUACION DE BEATTIE - BRIDGEMAN

RT [§;+ 30(1.,ET)} (1- :9: YA (1-2y - pV®
v T T v
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DATOS :
P = 197.38 atn c = 128300
T =673 ok Ca - 001855
R = 0.082 é—fﬁ‘-;k- b= - ’0.0'1’587":
Ap = 2.2769

"~ B, = 0.5587

ESTA ECUACIdN ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y LOS RESUL-
TADOS SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.3 ‘"

e) ECUACION DE BENEDICT - WEBB - RUBIN
[+

RT . L (RTB,-A,- —) ¢ & (RTb-a) + 3& 4+ S _ (1 + L«
v v T v?

Y
exp ( - :2) -P=290
\'

DATOS *:
P = 197.38 atm a = 0.494
T = 673 °k b = 0.00338004
- 1t atm c = 2545
R 0.082 ETEET-EE
a = 0.000124359
A, = 1,855
Y = 0.006
B, = 0.0426
C, = 22570

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y 'LOS RESUL-
TADOS SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.4 ’
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CALCULO DEL VOLUMEN MOLAR DEL METANO RESOLVIENDO LA -

ECUACLON DE VAN DER WAALS, CON DIFERENTES T

NUMERICAS.

TECNICA

SECANTE -

REGULA - FALSI ~ |4.623725 | 4.43 seg

WENGSTEIN . 114.623725 | 3.50 seg

MULLER . |4.623725 | 4.36 seg

SUBSTITUCION‘DIRBCTA 4.623715 | 1.98 seg

MEDIO INTERVALO ~  [4.623725 |11.52 seg

HOOKE - JEEVES (4.623724 [16.70 seg |

NEWTON - RAPHSON [4.623725 | 1.55 seg | 1

TABLA 1.1

NOTA:

- - i o BN e 5 -:3;
EL VOLUMEN MOLAR ESTA DADO EN (I%%%ET) §
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CALCULO DEL VOLUMEN MOLAR DEL METANO RESOLVIENDO LA

ECUACION DE REDLICH - KWONG, CON
CAS NUMERICAS. ‘

NOTA :

EL VOLUMEN MOLAR-ESTA DADO EN'~

Pic’

(15-mol)

TECNICA | NICIALES
SECANTE 4.612023
REGULA - FALSI 4.612023 8.55 seg.
WENGSTLIN 4.612023 6.54 seg.
MULLER NO CONVERGE
SUBST. DIRECTA 4.612023 1.58 seg.
MEDIO INTERVALO 4.612023 7.34 seg.
HOOKE - JEEVES 4.612023 13.08 seg. 'Ak=b;5
NEWTON RAPHSON 4.612023 4.01 seg. |
TABLA 1.2
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* CALCULO DEL VOLUMEN MOLAR DEL METANO RESULVIENDO LA

ECUACION.
NICAS NU

cas

BEATTIE - BRIDGEMAN, CON DIFERENTES TEC-

TECNICA - | = RAIZ TIEMPO ~ VALORES INICTALES
SECANTE -~ |/ 0.29802638 40.85 seg | 0.1 1
REGULA FALSI |~ 0.29802638 | 56.29 seg
WENGSTEIN . ©'0.29802638 | 40.68 seg
MULLER NO CONVERGE
SUBST. DIRECTA 0.29797384 3.74 seg. | 0.

MEDIO INTERVALO | 0.29802856 | 14.52 seg

HOOKE JEEVES 0.29802856 | 26.39 seg | ‘0.

NEWTON - RAPHSON| 0.29802762 7.94 seg
TABLA 1.3

NOTA :

: o P R

EL VOLUMEN MOLAR ESTA DADO EN (cify)
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CALCULO DEL VOLUMEN MOLAR

ECUACION DE BENEDICT

movtca |
SECANTE 47.45 seg
REGULA FALSI 0.2679947 ! min 4,55 seg
WENGSTEIN 0.2679947 47.36 seg - %7«ff;6:{ :
MULLER NO CONVERGE
SUBST.DIRECTA 0.26691395 5.17 seg 0.1
MEDIO INTERVALO |0.2679946 41.02 seg 1,0.1
HOOKE JEEVES 0.2679944 ! min 25.27 seg | .1 Ax=0.5
NEWTON - RAPHSON | 0.2668095 10.20 seg 0.1 |

TABLA 1.4
NOTA :

EL VOLUMEN MOLAR ESTA DADOV EN (gmol)
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6) CALCULE LAS TEMPERATU

GUIENTE MEZCL

UTILIZANDO EL FACTOR k DE EQUILIBRIO (CONSTANTE DE EQUILI
BRIO, REPORTADO EN EL DIAGRAMA DE DEPRIESTER).

SOLUCION :

PARA UN SISTEMA DE EQUILIBIO LIQUIDO - VAPOR SE CUMPLE
QUE : 5 L

yi = kiX.

i{Xi» EN DONDE yi,xi;gi, SON LA FRACCION MOL EN EL

VAPOR, FRACCION MOL EN EL LIQUIDO Y CONSTANTE DE EQUILI-
BRIO PARA EL COMPONENTE i

PUNTO DE BURBUJA :

N = N° COMPONENTES QUIMICOS



a)

LEY DE RAOULT -

PUNTO DE BURBUJA
o iz Bi
(A - )
i Ci+T
10 '

Wt~ 2

i=1 Pp

PUNTO DE ROCIO -

COMPONENTE "
ETANO

n- PROPANO

n- BUTANO



DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS SE OBTIENE LA SIGUIENTE "TABLA :.

CALCULO DE LA TEMPERATURA BURBUJA Y LA TEMPERATURA DE ROCIO PARA LA MEZICLA ETANO, -

PROPANO Y BUTANO UTILIZANDO LA LEY DE RAOULT.

-18.292968

VALORES INICIALES VALORES

TECNICA T.ROCIO(°C) TIEMPO 1° 2° 3° | T.BURBUJA(°C) TIEMPO INICIALES
SECANTE -18.292934 9.84 Seg - 50, - 10 -58.422703 22.68 seg -100, -10
REGULA FALSI -18.291977 38.17 Seg - 50, - 10 -58.422703 30.62 Seg -100, -10
WENGSTEIN ~18.292934 10.00 Seg - 50, - 10 -58.422703 22,57 Seg -100, -10
MULLER NO CONVERGE - | - -58.42084 9.85 Seg| -100,-50,-10
MEDIO INTERVALO -18.29589 15.17 Seg - 50, - 10 -58.42241 16,50 Seg -100, -10
HOOKE JEEVES 42,05 Seg = 0.5 -58.42241 39,00 Segi -70 4X=0.5

-370 s AX

<

07
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b)  UTTLIZANDO EL FACTOR k DE LQUILIBRIO .

TEMPERATY

HACIENDO UN-AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS, ENCONTRAMOS EL MO-
DELO Y LOS VALORES DE LAS CONSTANTES PARA EVALUAR LA k DE E-

,:iiA. b
e 1 Ci+T
ky ="



203.

CONSTANTES .

COMPONENTE €
ETANO 14.7108243 36‘.393167
PROPANO 13.2861863 | 307.524278
N- BUTANO 13.1398735 | -1994.37739 | 278. 659715

b.1 ~ PUNTO DE BURBUJA.

b.2  PUNIO DE ROCIO

DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS SE OBTIENE LA SI-
GUIENTE TABLA




CALCULO DE LA TEMPERATURA DE BURBUJA Y DE LA TEMPERATURA DE ROCIO UTILI_

ZANDO EL FACTOR k DE EQUILIBRIO

VALORES VALORES
TECNICA T. ROCIO (°C) TIEMPO INICIALES T.BURBUJA(°C)| TIEMPO INICIALES
SECANTE -19.3047 8.59 seg -50, -10 -57.6655 10.92 seg | -100,-30 - =
REGULA FALSI -19.3047 11.08 seg -50, -10 -57.6655 14.43 seg| -100,-30
WENGSTEIN -19.3047 8.58 seg -Sd, -10 -57.6655 10.83 seg| -100,-30
MULLER &0 CONVERGE - - -576647 9.90-seg -100,-50,-30
MEDIO INTERVALO -19.3022 18.05 seg =50, +10 -57.6628 11.15 seg )
HOOKE JEEVES -19.3055 1 min.20.18 seg -30,AX=0.5 -57.6648 16.28 seg =

oz
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7) CALCULE LA MAXIMA TEMPERATURA DE LOS PRODUCTOS SI SE QUE-
MA METANO CON 50% DE EXCESO DE AIRE Y SI AMBOS REACTIVOS
SE ALIMENTAN AL QUEMADOR A 77 °F

REACCION QUIMICA (BASE 1 MOL DE CH4)
CH,(g) *+ 20,(8) » CO,(g) *+ 2H,0 (g)
PARA MAXIMA TEMPERATURA EL PROCESO SE CONSIDERARA,ADIABATICO Y

LA EFICIENCIA/DE LA REACCION 100 %, IMPLICANDO QUE EN ELVPRODUQ
TO NO HABRA CH, Y QUE TODO EL CARBONO SE CONVIERTE EN CO,.

SI SE ALIMENTA OXIGENO EN EXCESO ENTONCES EN EL PRODUCTC HABRA
OXIGENO ADEMAS DEL NITROGENO ALIMENTADO CON EL AIRE .

PRODUCTO

N, --11.2857 moles (ALIMENTADAS CON TRES MOLES DE 0,).

MOLES TOTALES DE PRODUCTO = 15.2857
BALANCE DE ENERGIA

CONSIDERANDO PROCESO A REGIMEN ESTACIONARIO

H (ENTRADA) + "GENERACION" = H(SALIDA); He ENTALPIA

T (ENTRADA) = 298 °K
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298.
H (ENTRADA) = MOLES MEZCLA RhACTIVA* J Cp (REACTIVOS)* dT=0

H (SALIDA) = MOLES PRODUCT C. (PRODUCTO) * dT

GENERACION = - AHr

SE CALCULARA EL CALOR DE REACCION A 298 °k (TEMPERATURA A
LA QUE SE REPORTA LA INFORMACION DE CALORES DL FORMACION Y
COMBUSTION) .

o

| =
=
"

) Hf PRODUCTOS - | He REACTIVOS

L]
At ‘,”fco * z“fu o " Heem, - 0

"<- 9405118'+12'* (-57798) - (-17889) - 0

M=
0 cal
A = 191758 8 o1
CAL
€ (&R —%
COMPONENTE ~ FRACCION MOL A B*10° c*10°
o, 0.06542 6.214 10.396  |-3.545
HO o 0.13084 7.256 2.298 0.283
0 0.06542 | 6,148 | 3.102  |-0.923
N 0.7383 | 6,524 1.250  |-0.001
MEZCLA PRODUCTO[. * .= Am 6.57489 " Bn=2.10661 |Cm=0.88311
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0

H(ENTRADA) + "GENERACION" = 1i(SALIDA)

EL MODELO MATEMATICO QUE SE OBTENDRA SERA

R 2 ]
.-,,‘:’(Am‘f+ BmT + CmT - )dT

191758.8 = |
£ 208

E\m:('l‘f

- 19”58.8 =0

2 2 o rrarr,
o (Tg-298") (T -298 )
-298)+Bn * —5 + Cm * ,

15,2857

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y LOS RESULTA
DOS SE PRESENTAN EN LA SIGUIENTE TABLA :

TLCNICA RALZ TIEMPO VALORES INICIALES
SECANTE 1614.99604 19.17 seg. 350, 1000
REGULA-FALSI 1614.99603 18.68 seg. 350, 1000
WENGSTEIN 1014.99604 19.08 seg. 350, 1000
MULLER 1614.9960 16.53 seg. 350,700, 1000
SUBSTITUCION _ _

DIRECTA NO CONVIRGIO
MEDI0 INTERVALO | 1614.99604 42.93 seg. 350,2000
HOOKE-JEEVIES 1614.99603 | 6 min. 31.37 seg. 1700,8X = 0.5
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8) EN EL PROCESO A REGIMEN ESTACIONARIO QUE SE MUESTRA EN
LA FIGURA DE ABAJO TODAS LAS COMPOSICIONES SE DAN EN
PORCIENTO EN MOL CALCULE :

a) EL PORCENTAJE DE RECUPERACION DE CADA COMPONENTE EN SU
RESPECTIVA CORRIENTE DE PRODUCTO

b) LA COMPOSICION DE LA CORRIENTE B

PRODUCTO TOLUENO

PRODUCTO BENCENO 96% TOLUENO
994 BENCENO 3% BENCENO
1% TOLUENO 1% XILENO
D E
ALIMENTACION A ,
40% BENCENO ! 2
35% TOLUENO c
25% XILENO PRODUCTO XILENO
B 90.5% XILENO
. 9.5% TOLUENO
BENCENO
XTOLUEND
XX ILENO

DESTILACION DE. BENCENO, TOLUENO Y XILENO.
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0.99 D

.40 4 " 100

% RECUPERACION BENCENQ =

% RECUPERACION TOLUENO’;:%i%%r%'#;]DO

0.905 C
0z5 & 100

% RECUPERACION XILENO

LAS TRES PROPIEDADES SON INTENSIVAS Y SON INDEPENDIENTES DE LA

CANTIDAD DE A ALIMENTADA, ESTO ES CIERTO DESDE EL PUNTO'QEVVIQ

TA DE CONSERVACION DE LA MASA.

POR BALANCES DE MATERIA SE PUEDEN CALCULAR D, E, Y C.

b)

a)

LOS VALORES X, Xes Xx (PROPIEDADES INTENSIVAS), TAMBIEN

SERAN INDEPENDIENTES DEL VALOR DE A. ESTO IMPLICA QUE
LOS DOS INCISOS PODRAN SER RESUELTOS SIMULTANEAMENTE, AL

" RESOLVER LAS ECUACIONES DE. BALANCES DE MATERIA.

BALANCES DE MATERIA GLOBALES.

>
]

D+C+E

0.4A

-0.99D°+ 0.03 E

0. 35A =
BASE DE CALCULO A = 100 ,
TRES, ECUACLONES CON TRES INCOGNITAS D, E, Y C

SISTEMA DE ECUAICONES
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D+E+C =100

0.99D + 0,03E = 40

0.01D + 0.96E + 0.095C = 35

0.99

0.01

~ MATRIZ AUMENTADA

1 100

7;70,03‘i 0 i _“40_ o

096 095

DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS, SE OBTIENE LA SI-

GUIENTE TABLA :

METODO RAICES TIEMPO COMENTARIOS
, X(1)=39.3934 X(1) =D
ELIMINACION X(2)=33.3507 X(2) = E
GAUSSIANA X(3)=27.2557 1.02 seg. X(3) = C
X(1)=39.3934
GAUSS JORDAN X(2)=33.3507

X(3)=27.2557 1.12 seg.

MAXIMO X(1)=39.3934
ELEMENTO X(2)=33.3507
PIVOTE X(3)=27.2557
JACOBI NO CONVERGE

GAUSS-SEIDEL

NO CONVERGE




b)

a)

b)

211.

BALANCES PARCIALES (DESTILADOR 1)

A=B+1D

0.4A = B-+0.99D

xbenceno

0.35A = X 1ieno B * 0.0 0

D FUE RESUELTO PARA A =

100 EN EL INCISO ANTERIOR POR'LO
TANTO o |

X -X

xileno ' xbenceno tolueno

X - 0.4A - 0.99D
benceno B

_ 0.35A - 0.01D

Xtolueno B

PORCENTAJE DE RECUPERACION DE CADA COMPONENTE .

0.99 * 39,3934
040 ¥ 100 * 100

97.4986

% REC. BENCENO

0.96 * 33,3507 ;
7322300 & 100 = 91.4762

L]

$ REC. TOLUENO

G g . 0.905 * 27,2557
§ REC.. XILENO = 22232 27.L23] « 109

98.6656

COMPOSICION DE LA CORRIENTE B .

B=A-D

B = 100 - 39.3934 = 60.6066
< 0.4A - 0.99D _ 0.4 * 100 - 0.99 * 39.3934
benceno B 60.6066
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xbenceno = 070165 .

L lb;d&nf o 35 %100 - 0,01 * 39, 3934
tolueno. e S 60 6066 S
0.0165 -0.5709

Xxilénp



9)

b)

kFALLULE bL FLUJO DE LA CORRILNTE A PARA 100

213.

BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA.

SE 'PRODUCE OXIGENO PURO MEDIANTE LA DESIILACION Db AIRE LI
QUIDO A BAJAS TEMPERATURAS. PARA SEPARAR EL NITROGENO Y
EL OXIGENO, SE UTILIZAN DOS COLUMNAS DE DESTILACION TAL Y
COMO SE ILUSTRA EN LA SIGUIENTE FIGURA :

D & PRODUCTO NITROGENO
99% N,
1% 0,
Pl
CORRIENTE B B 1 -
99% N, : £> PRODUCTO OXIGENO
1% 0, : N 99.5% 0,
' L 0.5% N,
AIRE LIQ. F ; " 2
ALIMENTADO ‘ e
79% N, 1 A
21% 0, '
CORRIENTE A
60% N,
40% 0,

SI EL pROpESO ES A REGIMEN ESTACIONARIO

CALCULE EL PORCENTAJF DE OXIGENO ALIMENTADO BN LA CORRIEN

TE'nffAIRc QUE BS RECUPERADO BN LA CORRIENTE DE. PRODUCTO
OXIGbNO : '

m°1*un PRO-

DUCTO OXIGENO /
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a) PORCIENTO DE RECUPERACION 'DE OXIGENO

RSN _‘o.ggskc;-ﬁ<7
¥ REC. px;qnno‘f AR * 10

EL § DE N, ES UNA PROPIEDAD INTENSIVA E INDEPENDIENTE DE LA BA
SE DE CALCULO. k- 2 e

1bmol ‘ N
PARA 100 1PMOL 4g ¢ cyUaNTO VALE F.

PARA RESOLVER EN FORMA CONJUNTA LOS DOS INCISOS, Y TOMANDO COMO
BASE C = 100. SE RESOLVERAN LAS ECUACIONES DE BALANCES DE MATE
RIA CORRESPONDIENTES.

BALANCE DE MATERIA

ENTRADA = SALIDA
F=D+C

0.79F 2;0'99D +.0.005C

0.79F = 0.6A + 0.99B

0.79F - 0.6A - 0.99B = 0
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MATRIZ AUMENTADA

DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS SE OBIIENE LA SI

GUIENTE TABLA :
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VALORES ~ ‘ COMEN-
METODO INICIALES - RAICES TIEMPO  TARIOS

X(1)=492.4998 X1

= F

X(2)=392,4999 X2 =D

: X(3)=252.5641 X3 = A

JACOBI - =B

©X(4)=239.9358 | 1 min § seg| X4

“X(1)=492.4996
X(2)=392.4996
X(3)=252.5641

GAUSS-SEIDEL X(4)=239.9355

X(1)=492.5

: o : X(2)=392.5
ELIMINACION . X(3)=252,5641
GAUSSIANA ' X(4)=239.9358

X(1)=492.5
X(2)=392.5
S | X(3)=252.5641
GAUSS-JORDAN X(4)=239.9358

X(1)=492.500001
X(2)=392.500001
MAXIMO ELEMEN X(3)=252.564103
TO PIVOTE X(4)=239.935898




a)

b)

217.

PORCIENTO DE OXIGENO RECUPERADO

0.995 C

$ REC. OXIGENO T3 F

* 100

0.995 * 100
% REC. OXIGENO 07 39749 ¥ 100

% REC. OXIGENO

96.2069

FLUJO DE LA CORRIENTE A PARA 100 lkﬁﬂl DE PRODUCTO OXIGENO
DE LA TABLA DE RESULTADOS OBTUVIMOS :

A= 2525641 oMol
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a)

b)
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EN UN PROCESO ISOTERMICO A 20 °C, SE MEZCLAN 1000 1lb-mol
DE UNA CORRIENTE DE AIRE QUE CONTTIENE 30% EN MOL DE AMO-
NIACO Y 3000 ib-mol DE AGUA. AMBAS CORRIENTES SE ENCUEN
TRAN A 1 atm. DE PRESION, SI SE ESTABLECE EL EQUILIBRIO

FISICO CALCULE :

LA COMPOSICION DEL GAS DE SALIDA

LA COMPOSICION DEL LIQUIDO DE SALIDA

PROCESO DE ABSORCION DE AMONIACO EN AGUA A 20 °C

B c AIRE 70% mol

XBH20 <}_____1
{; NH, 30% mol
BNt s !

AGUA A | D > Yoxi,

LAS CORRIENTES B Y D ESTAN EN EQUILIBRIO POR LO QUE XBNH; ESTA-

RA RELACIONADO CON Ypn

H,

BALANCES DE MATERIA

B.TOTAL A+C=B+D

B.AGUA A= DXy g
B.NHs o CYengy = BXpnuy * DYpnu,
SUMA FRAGCTON MOL. Xpyi o + Xgyy, = 1

RELACION DEﬁEQU;LIBRIO YDNH, = f(XBNna)
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LA RELACION DE EQUILIBRIO SE OBTENDRA APLICANDO LA TECNICA DE MI-
NIMOS CUADRADOS A LOS DATOS DE SOLUBILIDAD CORRESPONDIENTES.

XNH, INHs
0.02073 0.01644
0.03078 0.02434
0.04062 0.02960
0.05972 0.05263
0.07808 0.07236
0.09567 0.09210

HACIENDO EL AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS SE OBTIENE EL SIGUIENTE
MODELO :

= 6.6675E-4+0,653067X +3.24274X;NH
3

YDNH, BNH,

B+ D- 4000 =0

BX - 3000 = 0

BH,0

BXBNH, + DYDNH, - 300=0

X X 1 =0

R .
BH,0 ¥ *BNH,

. z :
6.6675E-4+0.653067XBNH’+3,24274)\BNH3-YDNH3 =0
SISTEMA DE 5 ECUACIONES CON S INCOGNITAS
B = X(l),D=X(2),XBH20=X(3),XBNH3=X(4),YDN”3=X(5)

ESTE SISTEMA SE RESUELVE APLICANDO LA TECNICA DE NEWTON RAPHSON

(SOLUCION DE UN SISTEMA DE N ECUACIONES ALGEBRAICAS NO LINEALES).



b)

X(1) = 3247.81597
X(2) = 752.184032
X(3) = 0.923697657
X(4) = 0.0763023431
X(5) = 0.0693766809
YN, = 0-0693766809
Xpy,0 = 0-923697

X = 0.0763023431

BNH3

220,
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11) CALCULE EL CALOR REQUERIDO PARA INCREMENTAR LA TEMPERATU-
RA DE 1 GMOL DE ETILENO DESDE 100 HASTA 700 °C A 1 ATMOS-
FERA DE PRESION, UTILIZANDO LOS SIGUIENTES DATOS :

' CAL
TEMPERATURA °k Cp (m)
298 10.41
500 15.16
700 C18.76
1000 22.57

a) POR INTEGRACION NUMERICA UTILIZANDO DIRECTAMENTE LA INFOR

MACION TABULADA.

b) DESARROLLANDO PREVIAMENTE UN MODELO DE Cp VS. TEMPERATURA
E INTEGRACION ANALITICA.

c) DESARROLLANDO PREVIAMENTE UN MODELO DE Cp VS TEMPERATURA
E INTEGRACION NUMERICA.

CALCULO DEL CALOR REQUERIDO

=
0- .
- cALbkfﬁEdUERIDo"~
M = MOLES DEL COMPUESTO
C, = CAPACIDAD CALORIFICA DEL COMPUESTO
T_ = TEMPERATURA INICIAL

= TEMPERATURA FINAL

n
1
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LA INTEGRACION SE PODRA EFECTUAR EN FORMA NUMERICA O ANALITICA.

a)  INTEGRACION NUMERICA UTILIZANDO DIRECTAMENTE LOS DATOS

To = 100 °C = 373
=" . -]
re = 700
SE OBSERVA QUE To I. NO ESTAN INCLUIDAS EN LA TABLA, PARA E-

VITAR ESTA DIFICULTAD A PARTIR DE LA TABLA DE DATOS SE GENERARAN
DATOS QUE INCLUYAN LOS LIMITES DE INTEGRACION Y ESTO SE HARA U-
TILIZANDO TECNICAS DE INTERPOLACION

DATOS GENERADOS POR INTERPOLACION

TEMPERATURA °k » (GHoT—F sal
373 12,31
500 15.16
700 18,76

973 . 22.28

a) . ___TECNICA. Q(CALORIAS)
REGLA DEL TRAPE | o
cIo | 107382305
REGLA DE
SIMPSON
REGLA DE ey
SIMPSON 3 10226, 25
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DESARROLLO DEL MODELO Cp VS. TEMPERATURA UTILIZANDO LA TEC
NICA DE POLINOMIO DE INTERPOLACION OBTENEMOS :

A, = 0.800624317'
Ay = 0.0379998569
A, = -2.0883432E-5
A, = 4.64244173E-9

EL MODELO TIENE LA FORMA SIGUIENTE :

Y = Ay + A XT + AKX+ AX]

INTEGRACION ANALITICA

T
f .
Q=M J (A, + AT + A, TS + A,T) dT
, | | |
. . E Al ) 2 Az 3 s A3 . “ ‘_.,
Q- ')—‘fT(Tf’.ToJ*T(Tf'P&*a‘f@f#%’]-'_ 1

APLICAND TLAsﬂp;sTINTAs TECNICAS SE OBTIENE.: -

TECNICA Q (CALORIAS)

REGLA DEL TRAPECIO 10745.3309
REGLA DE SIMPSON 10779.7391
REGLA DE SIMPSON % 10791.3723
INTEGRACION DE ROMBERG 10791.3723
INTEGRACION GAUSSIANA 10791.3589
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12) POR UNA TURBINA HORIZONTAL DE ACERO COMERCIAL CEDULA 40 DE
17 DE DIAMETRO NOMINAL, FLUYE ARGON, Ll CUAL ENTRA A LA TUBERIA
[ ]
A UNA PRESION DE 7 atm ABS., A UNA TEMPERATURA DE 100 °C Y A U_
NA VELOCIDAD DE 30 m '
n

a) SI EL PROCESO ES ISOTERMICO, QUE PRESION Y VELOCIDAD TEN-

DRA EL ARGON A 70 mts. DENTRO DE LA TUBERIA, CON RESPECTO

A LA ENTRADA,

SOLUCION :

I——-—— 70 mts. e !

P, = 7‘atm P=27
T, =100-°C
v, =302 Ve ?

CONSIDERANDO COMPORTAMIENTO GAS IDEAL

pry

p =—?r-* PM
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-
RT dP , V_ gy .1 £ 4y2dL
mog g z gV om

BALANCE DE MATERIA <

DE DONDE
S
av = -vp, &
PZ
-+ 4 -+ o2
Rt @b, ViPr, o2 Py .. 1 £ lel) dL
N X S ( 1515 g Di
P ZgCP p? c p
FINALMENTE
-+ -+
vip? | , VP
RT-: - -1 Ul lap = _r_l_——_f__'_b( Ly cdL
=Y Cya 3. ‘ Zg ) Di




ESTA ECUACION DEBERA RESOLVERSE CON LA SIGUIENTE CONDICION INI-
CIAL PARA L =0, P=14817.6 = :

DATOS TRANSFORMADOS AL SISTEMA DE UNIDADES FPS.
1

v, = 98.4252 RIeS.

P, = 14817.6 2D

-
R = 1545.2 %%fﬁ%§'“§

3.2 Rie

52

B¢

Di 0.0874167 pies

- 1b
PM = 40 Th<moT

L = 229.6588 pies (LONGITUD DE TUBO).

SOLUCION :

REGIMEN ESTACIONARIO, G = CONSTANTE

o Lan 4rcs % 14817.6 * 40
= U= *
G =Vafy = 98.4252 % yoqgir v gT2
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G = 56.181094 —L2
pie?s
M672°R = 1.74712 B-5 12~ (SE SUPONDRA CONSTANTE EN TODA LA

~ TRAYECTOR]

_ 0.0874167 * 56.181094 _
Npe = T.7a712 E-5 - 281100

ASPEREZA RELATIVA = £ = 0,00175 (Ap. C FOUST) .

ojm

f

0.023 (Ap. C - 3 FOUST)

DE LA APLICACION DE LAS DIFERENTES TECNICAS NUMERICAS, SE 0B
TIENE LA SIGUIENTE TABLA : '



SOLUCION TIEMPO Y DE ERROR CON RES-
METODO - B ) (SEG.) T heLA SOLUCION
pie?

BULER 8113.68356 10.40 -1.0250

EULER MODLFICADO 8015.02866 18.64 ~6.6215E-5
PUNTO MEDIO 8016.22023 18.41 -0.0122

HEUN 8015.82672 19.30 -8.222E-3
RUNGE KUTTA 3ER ORDEN 5 CONSTANTES 8015.03402 27.72 -8.42E-5
RUNGE KUTTA 3LER ORDEN 6 CONSTANTES 8015.01634 27.15 5.972E-5
"RUNGE KUTTA 410 ORDEN 7 CONSTANTES 8015.02209 35.50 9.236E-7
RUNGE KUTTA 4TO ORDEN 10 CONSTANTES 8015.02213 36.15 4.874E-7
(METODO DE MULTIPASOS) .
1) DOS PASOS 8020.59159 19.48 -0.0569

2)  TRES PASOS 8015.62841 27.33 ~6.196E-3

3) CUATRO PASOS 8015.12065 34.31 -1.006E-3

4) CINCO PASOS 8015.04325 41.23 ~2.153E-4
(METODOS PREDICTORES CORRECTORES) .

1) MILNE 4T0. ORDEN 8015.02041 48.75 1.806E-5

2) MILNE 6T0. ORDEN 8015.02212 74.26 5.9E-7

3) ADANS - MOULTON 8015.01436 62.40 7.98E-5

CONDICIONES INICIALES
X INICIAL = 0

X FINAL = 229.6588

Y INICIAL = 14817.6
N°® INTERVALOS = 30

Y44
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CAPITULO. IV.

_CONCLUSIONES'

EN LAS POCAS APLICACIONES ANALIZADAS EN ESTA TESIS, PUDO
CONSTATARSE LA NECESIDAD DE UTILIZAR TECNICAS NUMERICAS RESOLU-
TIVAS DE MODELOS MATEMATICOS POR PROCEDIMIENTOS DE PRUEBA Y -E-
RROR., DEBIDO FUNDAMENTALMENTE AL COMPORTAMIENTO DE LAS PROPIE-
DADES FISICAS IMPLICITAS EN EL SISTEMA ANALIZADO, Y QUE-INTRODU
CEN EFECTOS DE NO LINEARIDAD EN LAS ECUACIONES OBTENIDAS. ESTO
JUSTIFICA LA PROFUNDIDAD Y EXTENSION DEL ANALISIS DE TEMAS Y
CONCEPTOS QUE SERVIRAN PARA LA RESOLUCION DE LOS MODELOS MATEMA
TICOS DERIVADOS DE LOS SISTEMAS INGENIERILES.

DE TODA LA INFORMACION DENTRO DEL AREA DE ANALISIS NUMERI-
COS, SE SELECCIONARON LOS METODOS DE USO MAS FRECUENTE EN LA RE

SOLUCION DE PROBLEMAS DE INGENIERIA QUIMICA.

EN ALGUNOS CASOS, LA SOLUCTON AL PROBLEMA EXIGIRA LA COMBI

NACION DE DOS O MAS METODOS, SIN EMBARGO, EL MATERIAL PRE
SERA SUFICIENTE PARA OBTENER UN RESULTADO, ‘

EL USO DE LA METODOLOGIA PRESENTADA SERA MAS}EﬁICiENTEJSI SE
DISPONE DE UN PROCESADOR, QUE PERMITA ELEGIR ENTRE TIEMPO D PRQ
CESO Y EXACTITUD DE LOS RESULTADOS. ES IMPORTANTE SENALAR QUE
DL LENGUAJE ESQUEMATICO (DIAGRAMA DE FLUJO) UTILIZADO EN LA PRE-
SENTACION DE LOS METODOS, LE DA UNA GRAN VERSATILIDAD PARA EL U-
SO DE ESTE MATERIAL, HACIENDOLO INDEPENDIENTE DEL TIPO DE PROCE-
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SADOR QUE SE VAYA A UTILIZAR CONSIDERAMOS ESTE ASPECTO COMO
LA APORTACION MAS IMPORTANTE DE ESTA TESIS, =

IV.2 ANALISIS DE LAS DIVERSAS TECNICAS PRESENTADAS.

EN LA'ACTUALIDAD ESTA MAS GENERALIZADO EL ﬂSO'DE MODELOS
MATEMATICOS QUE EL USO DE TABLAS, NOMOGRAMAS O GRAFICAS; ESTO
ESTA DESPLAZANDO EL USO DE TECNICAS DE INTERPOLACION EN LOS
CALCULOS. AUN CUANDO ESTAS TIENDAN A DESAPARECER, TOMAMOS LA
DECISION DE INCLUIRLAS EN ESTA TESIS, FUNDAMENTALMENTE POR EL
SOPORTE QUE DAN AL DESARROLLO DE LAS DIVERSAS TECNICAS NUMER]I
CAS. POR TODO LO ANTERIOR, LA INTERPOLACION NO SE INCLUYE EN
EL SIGUIENTE RESUMEN, OBTENIDO DE LA APLICACION DE LAS TECNI -
CAS NUMERICAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. ‘

RESUMEN

PROBLEMA DE : RESOLUCION DE UNA ECUACION ALGEBRAiCA NO LINEAL

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR

— SUBSTITUCION DIRECTA
~ MEDIO INTERVALO

L HOOkE -~ JEEVES
— NEWTON - RAPHSON

RECOMENDACION :

~ SUBSTITUCION DIRECTA
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— NEWTON - RAPHSON (ST LA DERIVADA DE LA FUNCION NO IM-

PLICA COMPLEJIDAD ALGEBRAICA.)

PROBLEMA DE : INTEGRACION

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR :

— REGIA DEL TRAPECIO  — REGLA DE SIMPSON
— ROMBERG ~ REGLA DE SIMPSON &
— GAUSS

RECOMENDACION :

— ROMBERG

— SIMPSON % (DE MAYOR FACILIDAD EN LA PROGRAMACION)

PROBLEMA DE : RESOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDI-

NARIA .

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR :

— EULER
— EULER MODIFICADOC
- PUNTO MEDIO

~ HEUN

— RUNGE - KUTTA 3er. ORDEN 5 CONSTANTES
— RUNGE - KUTTA 3er. ORDEN 6 CONSTANTLS
— RUNGE - KUTTA 4° ORDEN 7 CONSTANTES‘
— RUNGE - KUTTA 4° ORDEN 10 CONSTANTES

- METODO DE MULTIPASOS
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1) DOS PASOS
2) TRES PASOS
3) CUATRO PASOS
4) CINCO PASOS
— PREDICTORES CORRECTORES
1) MILNE 4° ORDEN
2) MILNE 6° ORDEN
3) ADAMS - MOULTON

RECOMENDACION :

TODOS LOS METODOS ACUMULAN UN ERROR DE TRUNCACION
O REDONDEO DE UN PASO ANTERIOR, RAZON POR LA CUAL, LAS
RESOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES E INTEGRA
CIONES, TIENEN COMO CRITERIO PRIORITARIOQ LA EXACTITUD;
EN CASO DE DOS O MAS TECNICAS CON UN MISMO RESULTADO,
SE RECOMIENDA LA DE MENOR TIEMPO DE PROCESO .

AL APLICAR LAS DIVERSAS TECNICAS EN LA RESOLUCION
DEL PROBLEMA 12 (PAG. 224), SE SELECCIONO UN NUMERO
GRANDE DE INCREMENTOS (30), POR LO CUAL TODAS CONVIR-
GIERON A LA SOLUCION EN DIFERENTE TIEMPO DE PROCESO.
PARA EVALUAR LA EXACTITUD, CONSIDERAMOS PRUDENTE AGRE-
GAR LA COLUMNA DE % DE ERROR EN LA TABLA DE RESULTADOS
(PAG. 228). OBSERVANDO ESTA ULTIMA, SUGERIMOS :

— RUNGE KUTTA DE 4° ORDEN, 7 CONSTANTES
— RUNGE KUTTA DE 4° ORDEN, 10 CONSTANTES
~ PREDICTOR - CORRECTOR : MILNE 6° ORDEN.
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PROBLEMA DE : SISTEMA DE ECUACIONBS ALGEBRAICAS LINEALES
TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR :

JACOBI

1

1

GAUSS - SEIDEL
ELIMINACION GAUSSIANA
MAXIMO ELEMENTO PIVOTE
GAUSS - JORDAN

— MATRIZ TRIDIAGONAL
RECOMENDACION

AL COMPARAR LAS TABLAS DE RESULTADOS DE LOS PROBLE-
MAS 8 Y 9 (PAGS. 210 Y 216 RESPECTIVAMENTE) RECOMENDAMOS
LOS METODOS DE GAUSS - JORDAN Y LA ELIMINACION GAUSSIANA.
POR FACILIDAD EN LA PROGRAMACION SUGERIMOS EL PRIMERO.

PROBLEMA DE : SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS NO-LINEALES
TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR :

— NEWTON RAPHSON
— SECANTE

RECOMENDACION :

COMPARANDO El METODO DE NEWTON-RAPHSON CON EL METO-
DO DE LA SECANTE, OBSERVAMOS UNA MISMA ESTRATEGIA DE CAL
CULO, CON LA DIFERENCIA DE QUE EL SLEGUNDO INTRODUCE ERRO
RES ADICIONALES AL EVALUAR NUMERICAMENTE LAS DERIVADAS.

ESTO SUGIERE QUE CUANDO LAS FUNCIONES REPRESENTATIVAS DE



LAS ECUACIONES A RESOLVER SEAN DERIVABLES SIN MUCHA DI-
FICULTAD, SE APLIQUE LA TECNICA DE RUNGE - KUTTA.

PROBLEMA DE : SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR :
LAS MISMAS QUE SE APLICAN A UNA SOLA ECUACION .

RECOMENDACIONES :

APOYANDONOS EN LAS CONCLUSIONES OBTENIDAS PARA EL
CASO DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA Y EN EL HE-
CHO DE QUE UN SISTEMA DE n ECUACIONES DIFERENCIALES SE
RESUELVE APLICANDO EN PARALELO n VECES LA TECNICA PARA
RESOLVER UNA SOLA ECUACION, NUESTRA RECOMENDACION ES
EL METODO DE RUNGE - KUTTA DE 4° ORDEN CON 7 CONSTAN _
TES.
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