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1. 

OBJETIVOS 

DESDE QUE LA INGENIERIA QUIMICA SE CONSOLIDO COMO UNA PROFE

SION, SE HA ORIENTADO LA FORMACION DE SUS PROFESIONALES HACIA 

EL DESARROLLO DE LAS CAPACIDADES Y HABILIDADES PARA EL ESTU

DIO DE CUALQUIER FENOMENO FISICO Y/O QUIMICO, ESTE ENFOQUE HA 

PERMITIDO QUE EL INGENIERO QUIMICO, AUNADO AL CONOCIMIENTO DE 

LAS LEYES QUE RIGEN A DICHOS FENOMENOS, TENGA UNA FORMACION 

MATEMATICA PARA UNA AMPLIA APLICACION PRACTICA, ES DECIR, PU§_ 

DA APLICAR LAS TECNICAS EXISTENTES PARA RESOLVER CUALQUIER MQ 

DELO MATEMATICO PRODUCTO DEL ESTUDIO DE UN FENOMENO. 

LA ENORME VARIEDAD DE LOS FENOMENOS FISICOS Y/O QUIMICOS QUE 

EXISTEN EN LA NATURALEZA, O TODOS AQUELLOS QUE PUEDEN GENERA~ 

SE CON LA INTERACCION DEL HOMBRE CON LA NATURALEZA, HAN CREA

DO A SU VEZ, UN CAMPO MUY AMPLIO DE APLICACION PARA LA CIEN

CIA MATEMATICA, QUE DESARROLLO ALGUNAS TECNICAS QUE ACTUALME!:!, 

TE CONOCEMOS COMO METODOS NUMERICOS. 

EL OBJETIVO DE ESTA TESIS ES PRESENTAR EN FORMA RESUMIDA Y AC 

CESIBLE TODAS LAS TECNICAS MATEIJ.ATICAS QUE SE APLICAN EN EL 

CAMPO DE LA INGENIERIA QUIMICA, ASI COMO T.Af.IBIEN PROVEER UN 

PAQUETE LO SUFICIENTEMENTE AMPLIO Y REPRESENTATIVO DE LOS ME

TODOS NUMERICOS PARA QUE TANTO ALUMNOS COMO PROFESORES DE IN

GENIER1A QUIMICA PUEDAN UTILIZARLOS FACILMENTE. 



2. 

CAPITULO 1.- GENERALIDADES 

1 .1 LA INGENIE RIA QUIMICA Y LA FORMULACION DE MODE

LOS MATEMATICOS. 

DADO QUE LA ACTIVIDAD PRINCIPAL DEL INGENIERO QUIMICO ES DESA 

RROLLAR Y DISEfJAR PROCESOS PARA EL OPTIMO APROVECHAMIENTO DE 

LOS RECURSOS NATURALES, TRANSFORMANDOLOS DE UNA MANERA INDIS· 

CUTIBLEMENTE ECONOMICA EN PRODUCTOS UTILES AL llOMBRE, ES NEC~ 

SARIO TENER LA INFORMACION SUFICIENTE ACERCA DE LOS FENOMENOS 

QUE SE MANIFIESTAN O INDUCEN SOBRE ESTOS RECURSOS NATURALES 

PARA LA ESPERADA TRANSFORMACION EN PRODUCTOS. EL HOMBRE, EN 

SU PERMANENTE AFAN POR OBTENER ESTA INFORMACION MEDIANTE LA 

OBSERVACION Y LA EXPERIMENTACION, HA LOGRADO DESCUBRIR Y FOR· 

MULAR UN CONJUNTO DE LEYES Y PRINCIPIOS QUE ACTUALMENTE FOR

M,\N PARTE DE LAS CIENCIAS FISICA Y QUIMICA, DENTRO DE SUS DI

FERENTES AREAS COMO LA TERMODINAMICA, FENOMENOS DE TRANSPORTE 

Y LA CINETICA QUIMICA. ESTAS LEYES Y ESTOS PRINCIPIOS, APLIC~ 

DOS EN FORMA GENERALIZADA A CUALQUIER FENOMENO, DETERMINARAN 

LA POSIBILIDAD Y, EN SU CASO, LA VELOCIDAD CON LA CUAL SE REA 

LIZARA EL FENOMENO. CABE HACER NOTAR LA IMPORTANCIA DE ESTO 

ULTIMO, YA QUE LA VELOCIDAD DE PRODUCCION DE CIERTO PRODUCTO 

ESTARA DIRECTAMENTE RELACIONADA CON SU ACCESO AL MERCADO Y 

CON LA UTILIDAD O RENTABILIDAD DEL PROCESO DE SU OBTENCION, 

ENTRE LAS LEYES QUE SE HAN FORMULADO EXISTE UNA DE APLICACION 

FUNDAMENTAL PARA PODER REPRODUCIR UN FENOMENO. ESTA ES LA LEY 

DE CONSERVACION DE ALGUNA PROPIEDAD, YA SEA MASA, ENERGIA O 



3. 

CANTIDAD DE MOVUIIENTO. 

DICHA LEY HA PERMITIDO DESARROLLAR TECNICAS PARA LA FORMULJ\C ION 

DE MODELOS MATEMATICOS DE LOS FENOMENOS QUIMICOS Y/O rISICOS. 

LJ\ UTILIDAD DE TODO LO ANTERIOR LO PODEMOS RESUMIR DE LA SIGUIEN 

TE MANERA : --·, ,·, 
- -·.::~-~-' ,- __ --_- -_,..:.~ 

" CUALQUIER FENOMENO QUIMICO Y /O FISICO PUEDE SElfREPRESl.lNTAÜO 

MED !ANTE UNA ECUAC ION o CONJUNTO DE ECUAC 1 ONns<'F'oii~i&~ADAi( J\ PAR
. - :-,(~:[~~;~-_;_,=''· '' 

TIR DE BALANCES DE MATERIALES y ENERGIA, ASI co~ío DE LOS PRINCI

PIOS O LEYES DE LA TERMODINAMICA, CINETICA QÚIMICA Y Fl.lNOMJJNOS 

DE TRANSPORTE QUE LO RIGEN " • 

FENOMENO FISICO / QUIMICO 

ITERMODINAMICA 

BALANCES UE MATERIA 
Y ENERGIA 

CINETICA QUIMICA 

M O D E L O M AT EM A T I C O 

FENOMENOS DE 
TRANSPORTE 

(Esquema 1) 



4. 

INUliPENllIENTEMENTE DE QUE LA QUIMICA Y LA FISICA ESTEN PRESENTES 

COMO CIENCIAS BASICAS SEPARADAS, El. DIAGRAMA ANTERIOR REPRESENTA 

LAS A REAS DE·' có'~b-CI~IENTO FUNDAMENTALES PARA PODER FORMULAR El. -

EN EL AREA DE·~i.A INGENIERIA QUIMJCA A LOS FENOMENOS FISICOS EX -

CLUSIVOS SE LES DENOMINA OPERACIONES UNITARIAS Y A LOS FIJNOMENOS 

QUIMICOS SE LES LLAMA PROCESOS UNITARIOS •. LA TRANSFORMACIOWDE

MATERIA PRIMA EN PRODUCTO TERMIN.ADO, REQUIERE DE LA REALIZACION

EN SERIE O PARALELO DE VARIOS FENOMENOS INDEPENDIENTES, LO QUE -

IMPLICA QUE LA TRANSFORMACION QUEDARA nEPRESENTADA POR UN CONJUN 

TO DE OPERACIONES Y PROCESOS UNITARIOS. 

CADA OPERACION UNITARIA, AL SER REPRESENTATIVA DE UN FENOMENO ES 

PECif.ICO, TIENE SUS PROPIAS LFYES FISICAS. Y/O QUIMICAS, DE TAL -

MANERA, QUE AL HABLAR DE ALGUNA DE ELL.<\S, YA SU ESTAN IMPI. ICANDO 

E IDENTIFICANDO LAS LEYES QUE LA RIGEN. 

LA FORMULACION DE MODELOS MATEMATICOS EN INGENIERIA QUUIJCA, SE

REALI ZA EN CADA OPERACION Y PROCESO UNITARIOS QUE INTEGREN UN -

PROCESO DE TRANSFORMACJON. EL RESOLVER ESTOS MODELOS SIGUIENDO-

LA SECUENCIA EN SERIE O PARALELO ·DE LAS OPERACIONE~ UNITARIAS - -
_-.=: _ • ·. ·-~~-~-~-:,~:-~:~::.,· .. :-·: 

. ~os !.LEVARA A UNA RESPUESTA DEL PROCESO GLOBAL,<ES'.fO NOS CONDU-

CE A LO QUE SE CONOCE COMO SIMULACJON".Y uls1Jlilo 'rfoh·;PROCESO; 

1.2 TIPOS DE MODELOS APLICADOS A LA ING.ENIERIA QUIMI

CA. 



EN INGENIERIA QUIMICA EXISTEN DOS TIPOS DE MODELOS ESQUEMATICOS 

PARA REPRESENTAR A· UN FENOMENO .: 

1) MODELO. DE PAiilliÉTROS DISTRIBUIDOS, EN LOS QUE SE ACEPTA LA 

EXISTENCIA.riE ~RADIENTES DE PROPIEDADES DENTRO DEL SISTEMA. . . 

2) MODELO DE ~AR~ETROS NO- DISTRIBUIDOS' EN LOS QUE SE ACEPTA 

QUE EL SISfEMA ÉS UNIFORME EN SUS PROPIEDADES Y SIN GRADIEN 

TE ALGU~b/> 

s. 

DOS ECUACIONES ALGEBRAICAS COMO MIN IMO. S 1.SE~Al>LICA/A 11. EQUI-

POS QUE FUNCIONEN EN SERIE o EN PARALELO' NOs'';·c6~sfi1éi1#;{~~\jf.icoN 
JUNTO DE ECUACIONES ALGEBRAICAS. ESTO ULTI~,g·~~~{~~11fi;?~\r6~~'ii'r LA~-

-.:.(,~·.;.;_- ~:'Y~:~·;it} ~:j_-·/:~ft{~:~~3~~~-:~~:~-~--' 

OPERACIONES DE SEPARACION O REACCION POR .EIA~¿:;·;~·b~;;;~''i'>';·> 
• - .:."';'·· - -~·.·-c:_ .... ~~:1·,,;;r<.: ,,:~.-·. >/ -

,; ~~ -~F -~<.·~·, J; ., ~." :-~;. ·.-.:-· i -~:::~ 

AL APLICAR EL PROCEDIMIENTO DE FORMUÚAC!O~¡¡j~~:~d~fi~i.b~0EA;lÚN SIS-
,.. ;·-: - (.'.-_•.::_~;'.-~: .-:-· .. ,-,._-,_; ~-o:\~·;;_ .. :-,·+ 

TEMA DE PARMIETROS DISTRIBUIDOS, ·NÜscOr·úlUéYR.MA.llCUACiriNES DI-
'.,' :i : ' -·- .- ' -~-. . • - •... --- ,, ,·_:,~:.'.:; . \ 

FERENCIALES QUE SERAN ORDlN¡\RiAs'ó' PARcfi\1..Es, '11fü>ilNDIENIJO llBL 

NU,11ERO DE DIRECCIONES DONDE J:lXIS~A~·dRADII:NTES Y Dli CUALES PBNQ_ 

MENOS CONTROLEN EL PROCUSO. ESTO ULTIMO ES J\PLlCABL!i A EQU 1 POS 

DE CONTACTO CONTINUO, TALES COMO INTERCAMBIADORES DE CALOR, CO

LUMNAS EMPAC.AIJAS, •. ETC 

EN EL ANALISIS DELºPROCESO<ES.COMUN QUE UN INGl1NTERO QUIMICO 

RECURRA A DATOS EXPERIMENTALI:S REGISTRADOS EN FORMA GRAFICA, T~ 

BULAR O DE NOMOGRAMA. PARA UTILIZAR EPI.CIENTEMENTE LA TECNI-

n, 



(l, 

CJ\ TJ\lllJJ.J\ll, HS NECESJ\IUO APLICAR TECNICAS ílfJ INTERPOl.ACION DE -

lli\TOS, fli\HJ\ C1\LCLIL¡\ll llL .VAl.OR ílE LA PRQlíf Elli\ll IWQUERUlA EN CIE)l 

TJ\S coN1J1c10r'll\s.11m, PROcEso. AHORA RIEN;· srJrnÚuvrRucuuNrn -

l.J\ LHC:Tll RJ\.Dllf1)A~·os PJ\RÁ Clli\LQU I El~¡\. nt(i:~~. ~;l~liS •:r~cN. I CAS MEN el~ . 
NJ\lli\S , . SERA .. ~AS CONVENIENTE REPRESE~~Ak ;~x.\Niicm~ÁClON CON LJNJ\ 

ECllAC!ON, MISMJ\ QIJE PUEDE SER DETEl~IJNAIJJ\ ~ll1DIJ\NTI! TEéNICAS DE

J\,JUSTE l)E OJ\TOS O MEDIANTE POLINOMIOS fl)j IN'fERJ>OLACION. 

l'OR l.O J\NTl:RTOR, SE IMPLICA QUE UN INGENIERO QlIIMfCO llEl'.E TENER 
_.. '--'·-- ~ - ---~. -_ .. --~· ' __ · - - -- --- . ' 

LOS CONOC!Mll!NTOS NECESARIOS Y LJ\ flABTLill1\ll ·PARÁ LJ\ : 

a) 

h) 

e) 

d) 

INTl!Rl'OLA2ION llE ÓA1'os; 

FORMULi\(:f6~C6E;1~D~L~S MEDIANTE. TEC~ICAS. nh<~,JÜSTE mf•nATOS 
_' -~.-::;f\_:;\;~ .. :· ,;.~·'·._-: . . . - . ' . r ,-~~>;·:·-'.¿ .:~;~ ::·, '. ;.: . . . -~;· :· : ·; . -.-

RESOL LJ clo N '. nn ricllÁCIONES J\LGRl!RA T CAS 1;rNEALES~cY: NO LJNÉALES' 

(DADA Ú.•ÚJVERSIIJAD DE FENOMENOS.). 
~-''"::;:.:-~?::-_?' /.-
«,_· ~:>:: <:<-~~ ·:·"' 

': \ .:> .) .. <.~·' 

_,.,• .. 

LES. 

"•;.~·~· . 

EL Sfl:UIENTH 'cAPTT!ILO ESTARA;'ENFOó.ri6 AL'.hsfonrb,DE LAS TECNI-
-, .. :· -'·' ' . _::_·: .·: . -. ., : ' _: .. :-.-· ... : -~: _· <'·; < .. -.- , -'~· .'.,>~'.~, i:'.,i1¡~~:~.~\ ;; .. ~r?)f ~,;-:;.~':·-.::;.:.,;~ «:.·.-.- : ... " · . .,._ .. ; » .. :: ~- , -, . --. , 

CJ\S NUMERICAS;.APLICADAS;N .. LA JNGENIERIA\QUIMl.CA.·.····· ·· . 
-, )»ó>.-r:t<:>>'.~-- .·.:-:-~·: './-~>~-:. ·· .. ,, :<\-_--·.-. ;.:,._::·:.~-:·:\~~':_ -.;~.--~),(.:-_,)~\{~;: .. ~rr-f,::::;·:' .. ~ .... ·;~,,f.~-. ,~:,.,~·-~ ·:· _; _ -

:; -{,:.~-".~·,{.·.~.f f~(:~~:~:~~ ~.<'.·~.) ~/~~~:~.t~.?;i<;:.;1~:7 •e,:~. .. 
7 

"-• .-.-.~~.· •.• •:,'.:.··:.:~ : ~:: -~:~. ' ~~·:',~->: -

EN EL . s 1 G~T·11~}~~:~.·ri,~~U}1~fA,}(~W~r;R1Í~g·~}';.~'~;~r~¿t¡lfE DE ACT 1 V [ lli\DES. A
soc l¡\DAS. k l;6,i'g.9~ti.vi~·~·g~4j::i .. ~.g~m:tittQ.~.llll .· MÓDHOS MATEMJ\'f' l cos -
MH 111 i\NTH' ffif11sásiJB:·fí¡.¡}\1i''(:o~ll'lJ1'1\lÍORÁ, .···CON. n L ·oB.JllTO llll llT [ L T ZAR -

-· . .. ' . ' ' e'.~~:_:;,; ,.¡ 

ESTA llEllRA~1TEN1;A 11N"nL''A.~~AJ,IslS;< DÚSARROLLO y ll!SEl'JO Dli PIWCE-

sos. 



TERMODINAMICA FENOMENOS DE 
TRANSPORTE 

7. 

TECNICAS DE 

BALANCES DE MATERIA Y ENERG.!. 

A Y/O ANAI.TSIS DIMENSIONAL 

OTRAS TECNICAS 

LA LEY QUE RIJA AL FENOMENO DETliRMI 
NARA LA FORMA DE LA ECUACION APLICA 
BLE PARA LA ESTIMAC ION DE PARAMETROS. 

EST 1~IAC1 ON DE 
PARAMETROS 

MODELO MATEMATICO 
DEL FENOMENO 

METODOS NUMERICOS 
SELECC ION DE ALGOR 1 rno 

PROGRAMACION Y COMPUTACION 

SOLIJC ION DEL MODELO 

lllSE¡;jO SIMULACION 

(Esquema 2) 

OPTIMIZACION 



8. 

SE HA MENCIONADO LA NECESIDAD DE FORMULAR MODELOS MEDIANTE 

TECNICAS DE AJUSTE DE DATOS; ESTO SE DERIVA DE UN ESTUDIO DI

MENSIONAL DE UN FENOMENO, O BIEN, COMO CONSECUENCIA DE TEO

RIAS QUE PREDICEN EL COMPORTAMIENTO DEL MISMO CON MODELOS GE

NERALIZADOS. PARA UN SISTEMA PARTICULAR, ES NECESARIO ESPECI

FICAR EL MODELO MEDIANTE EL CALCULO DE CONSTANTES EXPLICITAS 

(O PARAMETROS)¡ ESTO ES EN REALIDAD UNA ETAPA PREVIA EN LA 

FORMULACION DE MODELOS DE LAS OPERACIONES Y /O PROCESOS UN ITA

RIOS, EN DONDE RIGE CIERTA LEY O TEORIA QUE ESTA REPRESENTADA 

POR UNA ECUACION CON PARAMETROS NO ESPECIFICADOS, EL MODELO 

QUE ASI SE OBTENGA, SE UTILIZARA EN FORMA CONJUNTA CON LAS 

ECUACIONES DE BALANCE DE MATERIAL Y ENERGIA PARA REPRESENTAR 

EL PROCESO. POR LO ANTERIOR SE HACE NECESARIO EL CONOCIMIENTO 

SOBRE TECNICAS DE AJUSTE DE DATOS, CUYA FRECUENCIA DE USO EN 

INGENIERIA QUUIICA LAS SEfiJALA COMO UNA AREA IMPORTANTE DE LAS 

TECNICAS NUMERICAS PRESENTADAS EN ESTA TESIS. 

I. 3 S IMBOLOG IA 

CON EL OBJETO DE PODER REPRESENTAR DE MANERA SIMPLE TODAS LAS 

TECNICAS NUMERICAS, EN CADA CASO SE DARA EL DIAGRAMA DE FLUJO 

CORRESPONDIENTE, USANDO LA SIGUIENTE SIMBOLOGIA: 

\ J LECTURA DE DATOS 

[J IMPRESION 



¡---
1 
1 

<> 

'- - - -· - --

e fin ) 

f(x) 6 f(x,y) 

9. 

DECISION (SI CONDICIONAL) 

TRANSFERENCIA DE CONTROL. 

ASIGNACION O REEMPLAZO 

CIRCUITO DE CALCULO . 

CIERRE DEL CIRCUITO 

PARA AQUELLOS CASOS DONDE 

NO SEA MUY CLARO EL FINAL. 

EL USUARIO DEBERA DEFINIR 

LA FUNCION EN ESE BLOQUE. 

EN LOS PROCESOS REPETITIVOS USAREMOS UN CONTADOR PARA EL CIR

CU ITQ: 

CONTROL DEL CIRCUITO (CONTROL DE REPETICIONES) 

• N1, N2, N3 DONDE N1 ~VALOR INICIAL DEI 

N2 • VALOR FINAL DE T 

Ns z INCREMENTO PARA I 

CUANllO N3 = 1, USAREMOS I " N1 , N2 • 
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Li\l'ITULn 11. 'JDNlCJ\S NUME!UCJ\S J\PLICJ\DAS A !.A INGHNTERIA QU.!_ 

MlCA. 

II.O INTRODUCCION. 

DADA LA COMPLEJIDAD DE LOS MODELOS MATEMATICOS OBTENIDO llli 

LAS oPERAcroNEs'uNi'f~~1As ~N nL~ANJ\Císfs~IJE Los ~Rocnsos, .nL 
INGENIERO QUIMICo,·L~Át OB;EN!l~ ió;,ÜCIO,Nrl~.l/TIL~s-~rLfcABLl!S 
EN LA TOMJ\ DE DECISIO~ES, SE.HA.~ORrnNf-Ano,'P.\i.AaiMr't;iricACION 

-"- - -- . ,, ... :., ., «'>''-:.:·: ,''.···,, ~- .,_. 

nE MODELos QUE úó nEriEilAN Arñétflii X i/\;sótü_c)óN. nHr:;:rRoBLEMA. 

SE HAN GllNERAD~·~ETdD76;~;GRA;}¿6~;v~ini¿o:o~x¿g~~ÓS'~A~~ .EL CAL 

CULO IlN ·LAS oívl:~~~:;:/o~~~éJ:'GWJ~··~~{~~l~JtÍS. CON. EL ·soPORTE D; 

LAS COMPU~ÁDoRAS··:~fb1irtisO·~~-;~O~JFERADO. EL USO DE METODOS - .•· . ·-- ,. . . .. . 

NUMERICOS QUE, CÓM;ó'ts[r·:r,fo~IBRE LO INDICA, NO PROVEEN UNA SOLU

CION ANALITICA (~srnycfu_kA~FUNCI()NAL)' SINO DIRECTAMENTE RE

SULTADOS. NUM~R-IC~S. ~ri~f?;cÚLTI~O FUNCIONA PARA LOS OBJílTIVOS 

DE LA INGENIERIA Qúl.~ii~AV.vA i~un PARA n1snfJAR PROCEsos, IlQUI-

POS O PLANTAS· .. QUIMIC/\Sf SE' REQUIEREN, RESULTADOS NUMERICOS)lN 
>./": !':·:: .--,.,·;·;~~:\f"·s;,:-. ', . . . .. ,_.,_-., ·-;...'.: )-< 

EL DIMENSIONAMIENTO 'ó(riQUIPÓ'Y2CON_DI.CIÓNES D.E .OPERACION co~·· 
RRESPONDI ENTE. ,; :; ·:.!:.'•';',~Ji':••i.,i.;,•~¿~·fi:~it'•/•;;::/,\; ;..\ '>; \• < ·.'.:•, 

, ;-!' .. ;:.:':\ -· ,.·;;<,:f'• ,.~·<.·t.·· '\.·:-:.:.;: .. ~'\:.·; >i.:~'./:-.... }_\:.> 
·"·: '·', . • ','!; .','-/ .j:; /~:.'..':::;,,'.:/~:-.{~·:.;it~ . . ·. '.~', 

- -:- ,.---:·:~-~ .. -, 1:.'..>,,,:. ,... :~;~~;~-d-;~\;Y\= .. · :;i·. : -, .· 
, :_;o.;,..,.~-~--~_:,;..::-,--_!¿_:~;~~:o:~-~-.-::*3~;~!:~~~·,~·:~:0-~:s_ ."--~:·:_,_,,.~;,:~e ;--.'~~-;:c. :---,"' ,,:-,,._~ 

LOS METOllOS NUMTmICói{,;TÁL. CO~tÓ;cs~hlÍ\N (Iif:SAIÚÚJLLADO,.,·.CONSTS-

TEN EN TECN ICAS Dff' CALC~~ó··~·~~;}Ap~()~,i~~ff Á ÚNJ\ SOLUC.ION, REAL, 

MEDIA~lTE REPETIUJ\S PRlJEBAS )' E~~~RllS (TnCNICJ\S ITERATIVAS), O 

BIEN, POR MEílIO DE CALCULOS .RECURSIVOS QUE POR LO GENERAL, GE 

NERAN PERPILES O GRAFICAS DE COMPORTAMIENTO A PARTIR Dli UNA O 

VARIAS CONDICIONES CONOCJUAS (PROBLEMAS DE VALOR INICIAi. Y ílE 
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VALOI{ A LA FRONTERA), ESTO NOS INDICA QUE, PARA EL CASO DONDE E 

XISTAN GENERALIZACIONES, LOS METODOS NUMERICOS DARAN UNICAMENTE

SOLUCIONES PARTICULARES. 

LOS METODOS NUMERICOS FORMAN PARTE Dll UNA RAMA DE LA MATEMATICA

CONOCIDA COMO ANALISIS NUMERICO. EL CONTENIDO DEL PRESENTE CAPl 

TULO SE ENFOCA HACIA ESOS TEMAS. 

LA MAYOR!/\ DE LOS METODOS NUMERICOS SE FUNDAMENTAN EN APROXIMAR

UNA FUNCION MEDIANTE UNA EXPANSION DE SERIE DE TAYLOR, O BIEN U

TILIZANDO EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON. 

SEA f(x) UNA FUNCION CONTINUA UNIVARIABLE Y x 0 ,f(x 0 ) VALORES CO

NOCIDOS DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE Y DE LA FUNCION A PARTIR DE 

LOS CUALES SE DESEA EXPANDER PARA CUALQUIER VALOR DE x. UTILI-

ZANDO LA SERIE DE T~YLOR OBTENEMOS : 

2 s 
(x·xo) (x-x 0 ) 

f(x) = f(xo)+ f'(xo)(x-xo) + f"'(xo) + f"' (x 0)--· + ••. 
. 2.1 • 3' 

LA REPRESENTACION DE f(x) SERA EXACTA SI SE INVOLUCRAN TOPOS LOS. 

TERMINOS DE LA SERIE, PERO ESTO ES IMPOSIBLE EN LA PRACTICA POR· 

SER INFINITOS. ANTE ESTO, SURGE LA IDEA DE TRUNCAR LA SERIE;EN

n TERMINOS. SE LES CONOCE COMO TER.MINOS DE APROXIMACION. DEL TilRMI 

NO n+1 HASTA EL INFINITO SE LES CONOCE COMO ERROR DE TRUNCACION·; 

ES OBVIO QUE A MENOR ERROR DE TRUNCACION SERA MEJOR EL POLINOMIO 

DE APROXIMACION. 

llE UNA MANERA SIMILAR HABRA UNA APROXIMACION DE SERIE DE -
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TAYLOR PARA FUNCIONES MULTIVARIABLES QUE DEPENDERA DE LAS DE

RIVADAS PARCIALES DE LA FUNCION RESPECTO A CADA VARIARLE INDE

PENDIENTE. 

EN MUCHOS PROCESOS QUIMICOS Y/O FISIGOS NO SE CONOCE LA FORMA 

DE LA FUNCION f, Y POR LO TANTO, TAMPOCO SUS DERIVADAS¡ EN CAM 

BIO, SE CONOCEN n PARES DE PUNTOS xi, f(x1). EN ESTE CASO SERA 

IMPOSIBLE APLICAR LA EXPANSION DE SERIE DE TAY.LOR~ UNA TECNICA 

DESARROLLADA EN PARALELO, CONOCIDA COMO EXPANsrd'~ l-fElJÍÁN~E.·EL 
- -- /' --·-·--· .--e-··-·· -

POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON,Y ~SE ODTIEN,E:D~ L~slinín DE 

TAYLOR, SUSTITUYE LAS DERIVADAS ANALITICAS POR,.DERIVADft."S .'NUME

RICAS. EL POLINOMIO SE EXPRESA DE LA SIGUIENTE MA~rtR~; ' 
. . . ,. ' . , , : ' '". -. > : -~;;;J '.~ ": ' 

f ( xl . f ~~~+,. &; ¡ •,] ( ~;x: l ·t,,',[,:~~s.iicic~~i:'ltf-x,l .+ 

:N f :::::j~~!~~i~l~~i~~~ijt~~!wi~~f .LA ·o¡ PERENC!A DE ORDEN 

CERO. 

f[x
0 

,x
1
1 = f(xi )-f(x~) ES CONOCIDA COMO LA DIFERENCIA DE lcr. 
:.J X 1- Xo 

ORDEN. f(x 2 )-f(x1)_ f(x 1 )-f(x0 ) 

f r J f [ J Xz -X¡ X¡ -xo 
y f[ 1a !.K11X2-Xp,X¡ = ----------

Xo,X¡zX~ Xz-Xo Xz-Xo 

ES CONOCIDA COMO DIFERENCIA DE 2o. ORDEN. 

CHA SIMILITUD ENTRE AMBOS, DONDE LAS DERIVADAS. SERAN FUNClON 

DE LAS DIFERENCIAS. DADA· L1f ESTRUtTURA DE ÉSTAS DI FBRENCIAS 
- . ·:. '· ",.''.~ . ·_, -

SE LES DENOMINA "DIFERENCI°AS FINITAS DIVIDIDAS11
• EXISTfll~ SUS 

llOMOl.OGOS DE DIFf:REm'.IAS FINITAS SIN llJVTDJR. EN LAS SECCIO· 
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Nl:S SJGLJJENTES SE DESJ\RROLJ.ARi\N LOS .DlSTINTOS ALGORITMOS APOYAN 

DONUS, SEGUN SEA NECESAl\IO, EN EL POLINOMIO FUNDAMENTAL. DE NEW

TON O EN LA EXPANSION DE.SERIE .DE.TAYLOR. 

II.1 TECNICAS MATEMATICAS ANALIZADAS EN LA PRESENTE 

TESIS. 

EN BASE A LO MENCIONADO EN EL CAPITULO 1, SOBRE LOS MODELOS MA

TEMATICOS QUE SURGEN DEL ANALISIS DE OPERACIONES Y PROCESOS UN! 

TARIOS, SE ANALIZARAN Y DESARROLLARAN LOS ALGORITMOS CORRESPON

DIENTES A LAS SIGUIENTES TECNICAS 

- INTERPOLACION 

2 - RESOLUCJON DE UNA ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL 

3 - INTEGRACION 

4 - RESOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA 

5 - RESOLUCION DE ÜN SISTEMA DE ECUACIONES 

ú - TECNICA DE AJUSTE DE DATOS 

NOTA: DADO LO EXTENSO DEL TEMA, LA RESOLUCJON DE ECUACTONES DI 

FERENCIALES PARCIALES SE ESTAN TRATANDO EN FORMA INDEPEN 

DIENTE EN OTRO TRABAJO DE TESIS. (VER BIBLIOGRAFIA) 

11.2 INTERPOLACION 

IL 2. O INTRODUCCION 

EN ESTA BREVE SECCIÓN NO SE PRESENTARA UNf. TECNICA DE IN-
• " ,J~ 

' . ·' 

TERPOLACTON COMO TAL, SINO TENDRA COMO OBJETO EL DEFlNIR. LOS 

FUNDAMENTOS PARA EL DESARROLLO DE OTRAS TECNICAS: l.O MAS COMUN-



1 4. 

MBNTB UTILIZADO BN INGENIERIA QUIMICA ES LA INTERPOLACION LI

NEAL, PBRO EN LA ACTUALIDAD SE PREFIERE TENER UN MODELO MATE

MATICO QUE REPRESENTE AL CONJUNTO DE DATOS MAS QUE EL APLICAR 

INTERPOLACIONES. 

EL OBJETIVO DE ESTA TECNICA ES ESTIMAR EL VALOR DE UNA FUN

CION PARA UN VALOR .DADO DE LA (S) VARIABLE (S) INDEPENDIENTE (S), 

QUE NO SE ENCUENTRE EXPLICITA EN LA INFOR}.!ACION DISPONIBLE, 

NORMALMENTE CONSTITUIDA POR DATOS x., f(x.), 
- ._ - - l. l. 

POLINOMIO DE INTERPOLACION. SE LE LLAMARA ASI AL OBTENIDO POR 

LA TRUNCACION DEL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON, 

II.2.1 INTERPOLACION EN UNA VARIABLE. 

PARA EL CASO EN DONDE LA FUNCION DEPENDA UNICAMENTE DE x, LA 

EXPRES ION SERA: 

+ ••• 

COMO SE MENCIONO ANTERIORMENTE, EL POLINOMIO MAS USADO ES EL 

DE GRADO UNO, ESPECIALMENTE CUANDO LA APROXIMACION SE BUSCA 

EN INTERVALOS PEQUEl'lOS Go, x 1]: 

f(x) r[_x 0J + r[x 0 ,xJ(x-x0 ) (POLINOMIO DE GRADOllNOJ 

f(x) .. f (xo)+fCx1)- f(xo)(x-xo) 
x 1 -_x 0 

'- . > .-., ' '.::: ,,'. 
ES OBVIO QUE ESTE POLINOMIO JNTRODlJCIRA MUCHO ERROR llE THIJNC!\ 

CJON PARA l.As fíliNcibr~~~'QtJE NO SEAN LINE!\l.RS. 

Cll!\NllO SE TI El\EN llN r.o~.JUNTO llE 11 PARES llF !L. ·rw: 111· ' r 1 ~ l' 
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EL MAXIMO GRADO DEL POLINOMIO DE INTERPOLACION QUE SE PUEDE OB 

TENER ES DE n-1, YA QUE PARA EVALUAR LA DIFERENCIA DE ORDEN n

ASOCIADO AL GRADO n, SE REQUIEREN n+l PUNTOS. 

EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON USADO COMO POLINOMIO DE INTE,P; 

POLACION, HA SIDO MODIFICADO, MEDIANTE TRANSFORMACIONES ALGEBRA.!_ 

CAS, PARA OBTENER LO QUE SE CONOCE COMO POLINOMIO DE LAGRANGE, -

QUE NOS PERMITE CALCULAR EL VALOR DE LA Fl!NCION f(x) PARA UNA x

DADA, A PARTIR DE DATOS xi, f(xi), DESDE i=O HASTA i=n : 

f (x) = 
N N 

Lf(xi)"TT 

i=O k .. O 
k=i 

(x-x(k)) 

(x(i)-x(k)) 
(Ec. 1) 

DEBE NOTARSE QUE IMPLICA n+l PUNTOS, POR LO QUE SE OBTIENE UN P~ 

LINOMIO DE INTERFOLACION DE GRADO n. COMO RSTA PRESENTADO SE CON 

SIDERA MAS FACIL DE PROCESAR. 

SI SE DESEA INTERPOLAR. CON UN POLINOMIO DE GRADO MENOR QUE n, - -

BUSCANDO UN RESULTADO MUY APROXIMADO AL REAL, DEBERA SELECCIONA~ 

SE UN PUNTO BASE PARA LA EXPANSION, NO COMO x 0 SINO COMO UN xr -

TAL QUE El. VALOR DE x QUEDE COMPRENDIDO EN El INTERVALO : 

xr( x ~xr+m 

EN DONDE m ES EL GRADO DEL POLINOMIO. PARTIENDO DE ESTA BASE, EL 

POLINOMIO SE TRANSFORMARA EN 

r+m r+m 

L ·TT 
(x-xk) 

·(Ec. 2) 
f(x)= f(xi) (xi-xk) 

i=r k=r 
k¡! i 

CON LA CONDICION DE QUE r+m ~N 
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II.2.2 ALGORITMO DE INTERPOLACION 

PASO 1 SELECCIONAR EL PUNTO DE EXPANSION (VALOR DE r) 

PASO 2 APLICAR LA ECUACION 2 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 17) 

II.Z.3 TRAZADOR DE CURVAS 

EL OBJETIVO ES TRAZAR UNA CURVA CONTINUA, ADICIONANDO • 

PUNTOS A UN CONJUNTO DE PARES DE DATOS xi, f(xi). SE INCLUYE AQUT 

COMO OTRA APLICACION DE LA INTERPOLACION, AUNQUE DEBEMOS RECORDAR 

QUE EN INGENIE!UA QUIMICA SE PREFIERE EL MANEJO DE MODELOS MATEM~ 

TICOS AL USO DE TECNICAS DE INTERPOLACION DE LOS DATOS TABULADOS. 

EL USO DE POLINOMIOS DE INTERPOLACION HA DEMOSTRADO QUE ST UN CON 

JUNTO DE DATOS ES REPRESENTADO POR UN POLINOMIO DE .A.LTO GRADO, EL 

ERROR !:;ERA MAYOR QUE SI SE UTILIZA UN POLINOMIO DE GRADO MENOR EN 

UN INTERVALO PEQUEflO DE INTERPOLACION; ES DECIR, EL ERROR ES MAS· 

SENSIBLE AL TAMAf'lO DEL INTERVALO QUE AL GRADO DEL POLINOMIO. RE· 

CORDEMOS QUE UN POLINOMIO DE ALTO GRADO IMPLICA UN INTERVALO MA·· 

YOR DE INTERPOLACION. 

EN BASE AL ARGUMENTO ANTERIOR, SE HA PROLIFERADO EL USO DE POLINO 

MIOS DE GRADO 3, APLICADOS A PEQUEf'lOS INTERVALOS. PARA ESTA IN-· 

TERPOLACION SE PUEDEN UTILIZAR EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NUWTON, 

EL DE LAGRANGE O CUALQUIER OTRO. EN ESTA SECCION SE PRESENTARA · 

EL POLINOMIO DE HEDIITE·BBSSEL, EL CUAL OFRECE UNA BUENA APROXIMA 

CION. 

UN POLINO~IIO DE GRADO 3 REQUIERE 4 PUNTOS PARA LA INTERPOLACTON; 



\ 

,--

no 

INTERPOLADOR DE 

LAGRANGE 

NOMENCLATURA : 

x•valor del argum~nto 
N•n' de pares x,f{x) 

17' 

H•grado del polinomio de interpolaci5n 
x.•valor iésimo de la variable indepe~ 

L te 
f{x 1)•valor iésimo de la funci5n 

si 

r+H 

f(x)• \ · .. ·.· ..... ····L ,-,;··. 

,·' 

· i•r 

fin. 

L __ ··---------lil.J 
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CON EL OBJETO DE CUBRIR TODOS LOS PUNTOS DE UN INTERVALO [a, bJ , 
ESTE SE SEGMENTA EN UN JUEGO DE 4 DATOS, SECUENCIALES Y TRASLAP~ 

DOS. A ESTO SE J,E CONOCE COMO INTERPOLACION POR SEGMENTACION DE 

INTERVALO (ESPLINES). 

CONSIDERE EL SIGUIENTE POLINOMIO : 

p(x)=f [xi] +f~i ,xi] ex-xi) +f [xi ,xi ,xi+] (x-xi) +f [xi ,xi ,xi+ 1 ,xi+ iJ 
(x-x~ ) (x-x~+~) 

EN DONDE 

f~i'xiJ. f(xi)-f(xi) = lim 
f(xi+l )-f(xi) 
------'" f!(x.) 

l._ 

xi - xi xi+-r+xi 

POR LO TANTO NOS QUEDA 

p (x)=friJ+f' (xi)(x-xi)+f[xi'xi,xi+i]cx-x~)+fGi'xi'xi+i 'xi+i] 

2 2 
(x-xi)(x-xi+i) 

OBSERVE COMO ESTE ES EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON APLICADO 

A LOS PUNTOS xi,xi,xi+i ,xi+i 

PARA UNA FUNCION f, DEFINIDA EN [a ,b] Y UN CONJUNTO DE NUMEROS 

LLAMADOS "NODOS", a•x
0 

< x
1 

( ••• <xN"b, UN POLINOMIO CUBICO SEG

MENTADO S DE f, ES UNA FUNCION QUE SATISFACE LAS SIGUIENTES CO!i_ 

DICIONES: 

a) s ES UN POLINOMIO CUBICO DENOTADO POR sj PARA [xj,xj+~ 

DONDE jco,N-1 

b) S(xj)= f(xj) PARA j=o,N 

e) sj+1 (xj+¡) .. sj (xj+1). DESDE j=o HASTA j=N-2' ES DE-

CIR, QUE EL POLINOMIO s. APLICADO AL PUNTO X. ns IGUAL AL POLI 
J J +¡ 

NOMIO S.+ APLICADO TAMBIEN AL PUNTO x. : 
J 1 J + l 

Sj(xj+i) Sj+ 1 (xj+i) 
L --........,........--

x. 
J 
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EL POLINOMIO DEBE APROXIMARSE AL VALOR DE LA FUNCION EN TODOS LOS 

PUNTOS xj, ENTENDJENDOSE QUE j TOMA UN VALOR MAXIMO N-2 : 

XN-2 XN-1 XN 

' ' d) sj+ 1(xj+il sj (xj + i) DONDE j =O ,N-2 

11 11 

e) sj+ 1 (xj+il s. (xj + i) DONDE j=O,N-2 
J 

ESTAS DOS ULTIMAS CONDICIONES IMPLICAN QUE LAS DERIVADAS CALCULA-

DAS CON sj y sj+lDEBEN SER IGUALES EN EL PUNTO xj+1• INDICANDONOS 

QUE LA FUNCION ES CONTINUA Y DOS VECES DIFERENCIABLE. 

" ,, 
f) S (x 0 ) = S (xn) = O (FRONTERA LIBRE) 

EN LUGAR DE LA CONDICION ANTERIOR PODRIAMOS USAR 

1 ' ' 1 
S (x 0 ) = f (x

0
) Y S (xn) = f (xn) CONOCIDAS COMO FRONTERAS 

ACOTADAS. 

' PARA ESTAS CONDICIONES ES NECESARIO CONOCER LAS DERIVADAS S (x
0

) 

' Y S (xn). 

SI EL POLINOMIO Sj SE REPRESENTA COMO : 

SJ.(x) =a.+ b.(x-x.) + c.(x-x.)
2

+ d.(x-x.)
3 

J J J J J J J 

INMEDIATAMENTE SE OBSERVA QUE Sj (xj) = aj = f(xj), 

AL SUBSTITUIR LAS CONDICIONES QUE DEBE CUMPLIR EL POLINOMIO SE OB 

TIENE : 

3 3 
h. 1 cJ. 1+2(h.+ 1+h.)c.+h.c.+ 1=0 (a.+ 1 -aJ.) - !l. (aJ.-aJ._

1
) .. II.23 

J- - J J J J J j J J-1 

DONDE h.=x. -x. DE j=O N-1 
J J + 1 J ' 

LA ECUACION Il.23 TIENE COMO INCOGNITAS A cj_ 1 ,cj Y cj+i 

' ' ' ' LAS CONDICIONES S (x
0

) = f (x
0

) Y S (xn) = f (xn) IMPLICAN QUE 

c 0 = en = O 



2U. 

EL SISTEMA ANTERIOR ES UN SISTEMA DE ECUACIONES TRIDIAGONAL DONDE 

LAS INCOGNITAS , cN- 1• TENDREMOS N - 1 ECUACIONES 

QUE SERAN : 

3 .. 3 · .. 
o + 2 (ho+hi)c1+h1c2= r; Ca2~a6. - r (a1-ao) 

n1, ·no 

ECUACIONES 11.23 DESDE j=2,N-2 

h e +2(h +h ) cN-1+ O - 3 (aN-ªN-1)-~ (aN-1-ªN-2) N - 2 N- 2 N- 2 N - 1 - ÍIN _ 
1 

11N _ 
2 

ESTE SISTEMA PUEDE SER RESUELTO MEDIANTE EL ALGORITMO DE LA MATRIZ 

TRIDIAGONAL • 

POR OTRO LADO, bj = ~j (aj+i-aj) - ~ (2 cj + cj+i) 

ECUACION OBTENIDA DE LAS CONDICIONES QUE DEBE TENER EL POLINOMIO, -

SIENDO VALIDA PARA J=O, N-1. ANALOGAMENTE, APLICANDO CONDICJONES,

OBTENEMOS 

d. 
J 

~___:¿ 
3h. 

PARA J=O,N-1 

J 

AL CONOCER aj, bj' cj, dj, PARA J=O,N-1, SE CONOCERA EL POLINOMIO 

Sj, PARA CADA INTERVALO CORRESPONDIENTE. CON ESTOS POLINOMIOS SE

PODRJ\N CALCULAR TODOS LOS PUNTOS INTERMEDIOS A xJ. , x. + QUE SE llE-
J 1 

SEEN. ( DIAGRAMA DE FLUJO EN LAS PAGINAS 21 - 23 ) , 

I I. 2. 4 INTERPOLACION EN .00$_ VAIH ABLES 

PARA REALIZAR!.:\., SE UTILIZA UN POLINOMIO J)E Gl~ADO 1; UN PO-
··-· --:~o..,·.~-;-:-''-=" - -. .. -,,' ~'.·;·:· 

LINOMIO DE MAYOR GRADO NO ES RECOMENDABLE PORQlJE.EÍ/.~IÓDELO DE 1:x-. --~,- -.- .. -·: . -· 

PANSION SE COMPLICA. EL ERROR IMTRODUCIDO.Pb~:;%'W·~o'1,iNOMTO DE - • 

GRADO 1 PUEDE SER CONTROLADO SELECCIONANnóUN:úrrÚRVAl.O ADlJClfAIJO. 
·)· , '.··,.-.:·"· 

sI TENEMos UNA i:uNcánr rtx,y)}!~ú Voi.'1NÚM1() uiiux1;ANst1JN si: 

RA 
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TRAZADOR DE CURVAS 

r--
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
' - - - - .- - - - - - - - -- - - - -

1- - - - - - - - - - --;-- - -
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l. 

' 1 
1 

r'c<1> • h. 
1 

¡.--~~~~~~~~~-'-~~~~~--. 

NOMENCLATURA 
1
1 TD(i) • -h

3
i(ªi+t-ai)- ~ (a.-a. ) 

"i-1 l. 1- 1 
!'--~~~~~....--~~~~~~~~~· 

1 NPeNÚmero de puntos (x,y) 

L------ _ N •Número de subintcrvalos 

1-::u ELVE MATRIZ TR ID lAGONAL 

~RA CALCULAR Ci,ieO,NE-1 

xiaValor i de x 

f(xi)=Valor di.' "la función 

en xi 

a ln pag, .22 



,--- --
' ' 1 
1 
1 
1 

1 

1 

-------de la pag. 21 

i = O,NE-1 

L.----------

aj,bj,cj' 

dj, xj 

j ,. O,NE-1 

a la pag, 23 
.......___---

22. 

El diagrama de la página 23 corresponde a la sección donde 

se calculan lcis _pt1nt_os_ adicionales en cada subintervalo. La no 

menclatura es 

NI • NGmero d~ pares x, f a ~alcular 

entre cada subintervalo 

XX.• Valor i de la XX calculada 
]_ 

FFi• Valor de la función en XXi 



2 7. 

IJ.3 RESOLUCION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL 

I J. 3, O EN LA RESOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS DE l. Q. SE PRE 

SENT A LA NECESIDAD DE ENCONTRAR UNA RA I Z RF.AL DE UNA FUNCION UN 1 -

VARIABLE O MULTIVARIABLE. EL PRIMER CASO NOS CONDUCE A UNA ECUA

CION ALGEBRAICA NO LINEAL Y EL SEGUNpO, .A U.N SJS'I:EMA DI; ECP.ACIO-

NES NO LINEALES. EN ESTA SECCION TRATAREMOS SOLAMENTE EL CALCULO 

DE RAICES REALES PARA UNA FUNCION UNIVARIABLE. 

II. 3.1 TECNICAS BASADAS EN EL POLINOMIO DE SERIE DE TAYLOR 

O EN EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON. 
~; _- : _',' :~ 

EXISTEN BASICAMENTE CUATRO TECNICAS DIFERENTES DE RESOLUCION DE E-

CUACIONES ALGEBRAICAS NO LINEALES BASADAS EN LOS POLINOMIOS DE TAY 

LOR O NEWTON, A PARTIR DE LAS CUALES SE HAN DESARROLLADO OTRAS. 

la. TECNICA: NEWTON-RAPHSON. SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SI 

GU IENTES PASOS 

1 º) EXPANSION LINEAL DE SERIE DE TAYLOR 

2º) SE APLICA LA CONDICION DE LA EXISTENCIA DE UNA RAIZ X, PA 

RA LA CUAL f(x) = O. 

DESARROLLO DEL ALGORITMO 

f(x) = f(x o) +f' (x o) (x-x u) (EXPANSION LINEAL) 

SI x ES RAIZ, ENTONCES 

O = f (x o) + f' (x o) (x-x o) • -_, 1--. 

DESPEJANDO f(x~).-. 
X = -X

0 
~-- ---

.. _ ··-·· ncx·ó) 
ENTRE MAS CERCA ESTE XoA lARÁ\i(_c;\soLUCION SERA MAS DIRECTA, PE 

- - : ' '_ ':·:~ ,,; ~ ': -; . '· 

RO SI ESTA MUY ALEJADA~)'· LA.FUNCIÓN ~m ES LINFA!,, ENTONCES ESTE AL 

GORITMO nARA UNA APROXIM~CI~;~ ~ LARAI z, QUE POllRA srrn MIUORAllA s 1 

SE \JTI L l ZA A LA x CALCULADA COMO LA NUEVA x0 EN llN Pl!OC:Esn 1H.RJ\l1 

VO, 



UlAGR/\Mfl DE FLUJO : NEWTON - RAPllSON 

r--------

NOMENCLATU.RA : 

x
0 

" valor inicia.1: supuest,u 

N " nº m~ximo de iter~c'i.ones 
f' (x

0
) • déri~ada de la· funci6n 

28. 



,--
1 

1 

1 
1 ¡--
1 
1 
1 

1 

1 

de la pag. 22 

1 ·- - - - -· -·· -

1 

¡_ ··-- - -· ·- XX i' FF i, 

i = l. j s 

x(NP-l), 

f(NP-1) 

23. 



24 • 

f(x,y) ., f + ~ f 
f(xo ,yo) + ~x (x-xo) :JY (y-yo) + ERROR DE TRUNCACION 

SU REl'IHJSENTACION EN DIFERENCIAS FINITAS SERA. 

f(x ,y) = f(xo ,yo) + f(x1 ,yo) - f(xo ,yu]_ cx-xo) , 
X¡ -Xu . 

f(xo,yi) - f(xo,Yo) (y-y 0 ) + ERROR DE TRUNCACION 
Y~ - Yo 

CON EL OBJETO DE TENER UN PROCEDIMIENTO DE CALCULO Y UNA MAYOR A_ 

PROXIMACION, EN LA PRACTICA SE APLICA EL SIGUIENTE PROCESO : 

XpY o Xo 1Y1 
¡¡ DONDE a = la EXPANSION 

b 

XzYo 
_..L.. 

x,y1 
b Za EXPANSION 

x,y e = 3a EXPANSION 

X¡ 1Yu X¡ 1Y1 

lº CALCULAR f(x, Yo) f(XozYo) + f(x11lQ2-fCxo1lol (x-x 0 ) 

" X¡ - Xo 

2º CALCULAR f(X,Y 1) f(Xo1Y1) + f(x1•l1)-f(xo1l1) (X-X 0 ) 
X 1 -xo 

3º CALCULAR f(x,y) = f(x zYo) + f( X 1 }'.1 J - f (X ! }'.°o L 
Y 1 -Yo 

ESTAS rORMULAS PUEDEN GENERALIZARSE PARA LOS PARES DE ORDENADAS 

DETERMINADOS LOS VAi.ORES DE x Y y PARA LOS QUE QUEREMOS CONOCER EL 

VALOR DE LA FUNCION, DEBEMOS LOf.:ALIZAR. liN.LA.TABl.A DB DATOS- LOS-· 

CUATRO PARES DE C'RDENAllAS CONVENIENTES, COMO SE PUEDE VER EN EL SI 

GUILNTE DIAGRAMA IJE FLU.JO. 



INTERPOLACION EN DOS VARIABLES 

N , "N 

(x.,i•l,N ), (y.,j=l,N) 
l. X J y 

( f(i,j), j=l,Ny ), i•l,Nx 

r 
1 
1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 1 ________ _ 

f Íal 

fo la png. 26 

~ 

datos no 
contenidos 
en la ta
bla 

r-
1 

1 
1 
1 
1 

25. 

NOMENCLATURA : 

Nx·n~:de valores .de x 
N ;;.n• de va.lores· de y 
. y : . 
x . ..-valor:i"dex 

l ·. ·.· .• . 

yj;,;vara·~ f~e Y_ 

f(i~j)·~alo~ de'la.funci6n 
. - \ -, _"· '.; __ . _:' .-.-, .-~ l 

. en xj_.(Yj 
x,y•valores (H1r~ los cua

les se c~l~~lar~~el -

valor de ·la fún~i6n 

a la pag. 26 
.....___..-----



20. 

de la ¡>a¡~. 25 

~------~---'-.__ ___ __, 

f(x,yjj+1)•f(xii,yjj+1) + f(xii+1 'yjj+1>-Hxú_•YJJ'+1> 

Kii+¡ - X_if. " 
-<: ; .. --;·_:~~=' .,.;-·;.· 

f(x,y) • f (x,y .. ) + f(x,yjj+ 1 > 
JJ ------'-- -----·.(y - yjj) 



29. 

Za. TECNICA METODO DE LA SECANTE. SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SI 

GUIENTES PASOS : 

1 º) EXPANSION LINEAL' MEDÍA~rk EL POLINOMJO FUNDAMENTAL DE -

NEWTON. <{'.'/j { , 
2 º) SE APLICA LA CONDicr'óN e DE LA EXISTENCIA DE UNA RAIZ 

PARA LA CUAL f(x) = ~:d(Y 
DESARROLLO DEL ALGORlrnb (!' ' 

f(x) = r[x~ + f[xa .~1]':'.J~}->o) 
SI x ES RAIZ, ENTONCES 

O = f (xo) + f{xi) - f(xo) (x - Xo). 
X¡ - Xo 

DESPEJANDO x 

X = Xo - _f_C_x_a_J ___ (xi _ Xo) 

f(x¡) • f(xa) 

DESARROLLANDO Y SIMPLIFICANDO, OBTENEMOS 

Xo f(x1) - X¡ f (xo) 
X = 

f (x¡) - f (Xo) 

x, -

OBSERVE QUE PARA PROCESAR EL ALGORITMO SE NE CES !TAN 2 PUNTOS, x0 

Y x 1 PARA EVALUAR LA FUNCIONEN ELLOS. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.30) 

Za. TECNICA MODIFICADA .. : . METODO DE RECiULA·FALSI. 

ESTE METO DO ES UNA MODIFICACION DEl- METOOO. DE LA SECANTil, • 

DONDE SE ANALIZAN LOS~sullfl>lrI:R.vxLos[x ,x ~y [x,xQ PARA DET~CTAR-
' '· . . .. ·,, . 

EN CUAL ESTA CONTENIDA LA RA,I Z, Y SUBSTITUIR :<o O x 1 POR x SEGUN 

CONVENGA. (VER TEOREMA DE LA EXISTENCIA DE RAif.ES EN UN SUB TNTER 

VALO EN LA PAG. 37). DI AGRAMA DE FLIJ,JO EN LA PAG. 31 



HETODO DE LA SECANTE 

-----------

r ·---------- i = 1, N 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

x
0
f(x 1) - x 1 f(x0) 

X s __ f (x¡) -.f (~O).·• 

L-------------

no 
converge 

30. 

Raiz: 
X 

NOMENCLATURA : 

_x
0

,x
1 

• valores iniciales 

su pues tos 

N • nº m¡ximo de iteraci~ 

ncs 

Nota: Observe como la x calculada se utiliza 

como x
0 

para el siguiente calculo, 



1 
l 
1 

,-----------
1 

1 

1 
X ,. 

i " l, N' 

x
0

f(x 1 ) - x 1 f(x
0

) 

f(x 1 ) - f(x
0

) 

.--J_:_, 
~ 

J __ 

no 

converge 

NOMENCLATURA : 

x
0

,x
1 

• valores iniciales supuestos 

N • nº m5ximo de iteraciones 

METODO DE 

REGULA - FALSI 

Raíz: 

X =x ·o 

31. 



32. 

3a. TECNICA METO DO DE ll'ENGSTEIN. SE DESARROLLA DE JI.CUERDO A 

LOS SIGUIENTES PASOS 

1 º) SE TRANSFORMA LA FUNCION f(x) A g(x), DONDE g(x)=f(x)+x 

2°) SE EXPANDE LINEALMENTE POR POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NE~ 

TON A g(x) 

3°) SE APLICA LA CONDICION DE LA EXISTENCIA DE UNA RAIZ x,

PARA LA CUAL f(x) = O 

DESARROLLO DEL ALGORITMO 

g(x) f(x) + x 

g(x) 
g(xi) "'. g(xo) 

g(xo) + .-----
X1 _.:º,XO.• 

SI x ES RAI Z ENTONCES g (x) = x 

(X • X o) 

x = g(xo) + 
g(xi) - g(xo) 
------ (x - Xo) 

X1 • Xo 

DESARROLLANDO Y DESPEJANDO x 

X¡ g(xo) - xog(x1) 
X = (x1 ·xo) - g(x1) + g(xo) 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 33 ) 

4a. TECNICA : METODO DE MUL.LER 

GUIENTES PASOS : 
. . j. ;, -:~.:'. :~:·.-,' '; ./, 

(Ec. 5) 

SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SI 

1 º EXPANSION CllAílRA.'J'.ICA SEGUN EL POI. TNOMIO FUNDAMENTAi. DE -

NEWTON PARA f(x) 
,".' -~-

2° APLICACION DliLA~EXISTENCIA DE UNA RAI2 x 

DESARROLLO DEL ALGORITMO : 

f(x) = f[x 0]+f[x 0,xJ (x"x 0)+fr 0,x 1,iéJ(x-x 0) (x-~ 1 ) 

APLICANDO LA CONDICION Y AGRUPANDO : 



1 
1 
1 
1 

1 

METODO DE WENGSTEIN 

! _______ --- --

no 

converge 

NOMENCLATURA : 

x ,x "' valores supuestos:. para la. raíz o 1 . 

N "' nº máximo.de. iteric~o~e~ 
- - ._ ;~·:· ~;-¡;--, .~---

Nota: utilizamos x~ ~~r~C'.~}.nucvo 
valor d~ x é:alc~/ada; 

33. 

r;rJ~j 



0 = f (X o ) - X o f [x o , X 1] 

{f[i 0 ,xJ - (x 0 +x 1 ) 

fEc01XpX2J x2 

SE OBSERVARA QUE TIENE LA FORMA DE UNA .ECUACION CUAlJRAT.I.CA 

axi+bx+c = O, DONDE 

a= f~ 01 xl'xJ 

b ={f[xO'x 1J - cx 0 +x 1 ) f[xu,xpxur .• 

e = f(x 0 ) - x 0 f[xO'x 1]+ x 0x 1 f[x 0 ,Xpx 2] 

Y CUYAS RAICES SON : 

-b+~b 2 -4ac 
y R = 

2. 
R = 1 2a 

34. 

DE LAS TECNICAS ANALIZADAS AQUI, ESTA ES LA UNICA QUE SE PUEDE ~ 

DAPTAR PARA CALCULAR Rt.ICES COMPLEJAS. 

SI LA FUNCION ES CUADRATICA, LA SOLUCION ES DIRECTA, SI NO, ESTA 

TECNICA GENERA UNA APROXIMACION A UNA RAIZ. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.35) 

Il.3.2 TECNICAS QUE NO DEPENDEN DE LOS POLINOMIOS DE TAY-

1.0R O NEWTON. 

ESTAS ESTAN CLASIFICADAS COMO TECNICAS DE BUSQUEDA DIRECTA. 

EXISTEN TRES METODOS REPRESENTATIVOS DE ESTAS TEC:N!CAS. 

ler METODO : SUBSTITUCION DIRECTA. 

SE DESPE.JA IMPLICTTAMENTE a x, DE LA FORMA QUE sn PUEDA, 11E 

f(x); DE ESTA MANERA OBTbNEMOS LA ECUAClbN x = g(xl 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 36) 



*** artificio 
para calcular 
solo raíces 
reales 

A = 

35. 

METODO DE MULLER 

i • l, N 
._ _________________ _ 

. 1 

f(x 1 ) - f(x 0 ) 

Xl-XO 

D = 8
2 

- 4AC 

-B+ {o 
si 

-2--

NOMENCLATURA 

x 0 ,x 1 ,x 2 • valores supuestos 
para la raíz 

N = Nº mgximo de itcracionc~ 

X .. R 
l 

X = R o 

1 
. 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

L------Mxl -~----· --- ·-



¡- -- --
1 
1 
( 

1 
l 
1 
1 
1 

1 

NOMENCJ.ATURA : 

no 

SUBSTITUCION DIRECTA 

x
0

• valor inicial supuesto 

N = Ñ 0 de iteraciones 

g(x)• funcidn resultante al despejar x 

Raíz 
X 

36. 

Nota: observe como la x calculada se utiliza como x
0 

para la 

siguiente iteraci6n. 



37. 

2° METODO MEDIO INTERVALO O BISECCION 

SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTS PASOS : 

lº)BASANDOSE EN LA CONDICION DE EXISTENCIA DE LA RAIZ PA-

RA f (x) SE DETERMINA EL INTERVALO [x 
0

, x tl Y SE CALCULA 

:te + X 
x = ~ (SE UBICA A x EN LA MITAD DEL INTERVALO). 

2°) SE DETllCTA. EN CUAL DE LOS DOS SUBINTr:RVALOS GENERADOS 

SE ENCUENTRA LOCALIZADA LA RAIZ, SI EN [x
0
,x] O EN 

[x 1 x
1
] • DESPUES SE MODIFICA x0 0 x1 SEGUN EL CASO. 

TEOREMA DE LA EXISTENCIA DE RAICES EN UN SUBINTERVALO. 

SI f (x) ES UNA FUNC ION CONTINUA EN UN INTERVALO [x 
0

, x 
1
] Y 

f(x
0
)*f(x 

1
) · < O IMPLICA LA EXISTENCIA DE UN VALOR DE x PARA EL 

CUAL SE CUMPLE QUE f(x) = O 

(DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 38) 

3er. METODO : HOOKE - JEEVES ESTE SE DESARROLLA CON 

LOS SIGUIENTES PASOS : 

1 °) SU.PONGA x 
0 

2°) SE DA UN INCREMENTO A x
0 

Y SE VERIFICA SI EL VALOR AB

SOLUTO üE LA FUNCION, EN ESTE PUNTO INCREMENTADO, ES 

MENOR QUE EL VALOR ABSOLUTO DE LA FUNCIONEN x
0

• SI ES 

ASI, SE SUBSTITUYE x
0 

POR x 0 INCREMUNTADO Y SU IWl'lTU 

EL PROCESO. EN CASO CONTRARIO, SE PRUEBA CON 
·--•-"'--o:.-_'--o.'c-'" 

MENTO DE SIGNO CONTRARIO. - '• ~ - - -. 

3º) SI NO FUNCIONA LA TECNICA PARA'.Drd10.-11~~REMENTO¡ ESTE 
-~,.---.\'~.:-':';\' 

'·>;;o~:.~·;.'._.~Jo :· • .. 

SE DISMINUYE A LA MITAD Y SE ·REPITE EL)UNTO 2. 
;'· .. ;:.'.'·. -<' ;~;";~ 

SI EL INCREMENTO LLEGA A SER MUY PEQUEt:lO Y NO SE HA ENCONTRAD U-

NA MEJOR SOLUCION, EL METODO NO CONVERGE. 



MEDIO INTERVALO (BISECCION) 

,---
1 

1 
1 
1 
1 

1 

X = 

.. l ,N 

X + X 
o 1 

2 

1-------

r
---

no · 

e o n ve -~~~·P 
.... ,,._, ' 

38. 

NOMENCLATURA : 

X . ler. o 

X 1 a 2º 

N . Nº de 

Raíz 

X 

X =x 
o 

valor supuesto 

valor supuesto 

iteraciones, 



NOMENCLATURA : 

X
0

ª valor supuesto 

/:,Xª incremento 

39. 

l!OOKI!: - JllEVES 



40. 

NO SE RECOMIENDA EL USO DE ESTE METO DO, PORQUE ES MUY DEFI -

CIENTE COMPARADO CON LOS ANTERIORMENTE MENCIONADOS. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 39) 

II.3.3 OTRAS TECNICAS 

A PARTIR DE LAS TECNICAS YA MENCIONADAS, SE HAN GE

NERADO OTROS METODOS, DENTRO DE LOS' CUALES DESTACA EL DEL "FAC

TOR DE ACELERACION", QUE CONSISTE EN MULTIPLICAR EL INCREMENTO -

QUE SE LE DA A x POR UN FACTOR PARA OBTENER UN NUEVO VALOR DE LA 

MISMA. ESTE PUEDE SER APLICADO A LAS CUATRO TECNICAS GENERADAS

POR EXPMISION POLINOMIAL O POR BUSQUEDA DIRECTA. 

EL METODO DE HOOKE - JEEVEt: ES LA BASE DE OTR03 METODOS, CQ. 

MO EL LLAMADO SIMPLEX, EN DONDE EL MOVIMIENTO PARA ENCONTRAR UNA 

NUEVA x, SE HACE A TRAVES DEL CENTROIDE DE UN POLIEDRO GENERADO 

EN EL ESPACIO, TENIENDO COMO VERTICE VALORES SUPUESTOS DE LA RA

IZ CON SUS RESPECTIVOS VALORES DE LA FUNCION. 

FINALMENTE, PARA TERMINAR CON ESTA SECCJON, SE PRESENTARAN 

METODOS NO ITERATIVOS DE RESOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA, 

DE UNA ECUACION CUBICA Y EL ALGORITMO PARA REALIZAR UNA DIVISION 

SINTETICA. ESTE ULTIMO, USADO SECUENCfALMENTE A LAS TECNICAS I

TERATIVAS, ES UN AUXILIAR EN EL CALCULO DE TODAS LAS RAICES DE 

UN POL INOM ID DE GRADO N. 

II.3.3.1 ECUACION CUADRATICA 

TIENE LA FORMA ax 2 +bx .. c O Y TENDRA DOS RAICES 

(REALES O COMPLEJAS). 



LA POllllMOS TRATAR DE LA SIGUIENTE MANERA 

x 2 + ~ X + a 

(x + } 

X = 

e 
a 

e 
a 

·11. 

ESTO GENERA DOS RAICES, SEGUN SEA ! ; SERAN COMPLEJAS SI EL 

DISCRIMINANTE (b 2
' - e 4ac) ES MENOR QUE CERO. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.42) 

11.3.3.2 ECUAC!ON CUBICA 

SI TENEMOS UNA IJCUACION CUBICA DE LA SIGUIENTE FORMA 

() 



4 2. 

ECUACION CUADRATlCA 

a,b,c 

D = b 2 
- 4 ac 

[ PI 
{l;;I 
---ra:-

PR b 
= - 2ii 

X1= PR + PI 

NOMENCLATURA 

a,b,c coeficientes de 

ax 2 + bK + e = O 



Sl Z = u + v , L;A ECUi\ClON Se TllANSFORMA A 

U 3 + V 3 

SOLUCIONES 

u J = -

SI 

V~ 

Z =u +.v· =u 
1 1 . 1 2 

NOTES U COMO ÜC>S. PARES DH GENliMAN UNA SOLVC !ON 
- ':. :_.. =:~~' 

llE LAS <i so1.üÚ~lNES fü! tr, ~11\x"ir.tÜ si: oB'fllND.RAN;3)soi11c10NES IJJ s

TI NTAS llll x. 



44. 

CON EL OBJETO DE ANALIZAR LAS POSIBLES SOLUCIONIJS nn x, su 

llEFINIRAN 

u3 = R + ~ R2 + Ql (EC. 2) 

yl = R - ·~ R2 + Ql. (Ec; 3) 
.. . - - - : . 

PARA cA_LCY.~~~LºfV;~·;.; u·~· ;.v;.(;~v2 •, UTILIZAREMOS EL TEORE-

:"'-'. ;--,z~~\ ~;";;-,.,.-,_, -

-__ ,:.· ·;.~~ . <"' 

R~: + Q 3• ~··Oi 

(EC. 4) 

: - ·- .·. ··-·-. - ..,_-
·,-· , .. __ ,,_. ___ '" ". ·-· :. 

QUE EN COORDEN~DAS POLARES, SERAN 

u 3 r·~! [c:~x0 + .i sen 0] 
vJ = r [cos 0 - i sen 0 J (EC. 5) 

" zn )+ cºt"] ". 2n)Jcec. 6) 

·'' 
- ___ , ~. ~ "-- - - -· :_ 

l 
T 

r i .. icnc0 "+.·.·~···· zn) J.cuc. 1) 

PARA J 



TEOREMA DE MOIVRE 

(EC. 8) 

AL COMPARAR LAS ECUACIONES .2 ~ · 3'i >4•Y S ,·•SE ESTABLECE 

cos 0 = R 
r 

SI .R <O cos 

.. :,_,:;_:··-.' .. :' 

0 < O Y SEN 0; O 

4 5. 

IMPLICA QUE u 3 ESTARA UBICADO EN EL SEGUNDO CUADRANTE DEL 

DIAGRAMA DE ARGAND . /Í\ y 

ESTO GENERARA TRES RAICES REALES DISTINTAS 

-- RAICES x
1

, xi; x CUANDO R2 + Q 3 ~0 
3 

DAJlO QUE ·.~ R2 .¡.· Q3> ES REAL, PUEDEN RESOLVERSE DIREC.TA -

ME~TI J.AS ECllACTONES 2 Y 3 PARA APLICARLAS A LA EC. R 



TENURIJMOS : 

POR IWLACTONES DE COEFICIENTES>. RAÍCES DEL .POLINOMIO, 

-3b l • PUEDEN EVALUARS{LAS OTRAS DOS RAICES CON 

SIDERANUOLAS COMPLEJAS O IGUALES. ··. SI HACEMOS 

s T 

NOS QUEDARAN x 2 - ! (S + T) - b 1 + 1 i f3 (S - T) 

1 1 . z (S + T) - b 
1 

- z i ~ (S - T) . 

GENERALIZACION DEL ALGORITMO DE LA ECUACION CUBICA -

SI TENEMOS LA ECUACION CUBICA EN LA FORMA 

x 3 + a x 2 + a x + a = O 
1 2 3 

LA SOLUCION SERIA SIMILAR A LA EC. A HACIENDO 

OBTENIENVO ; 

R = 

Q 

a 
3 

9a a 
2 1 

- 2a 3 
- 2 7 a 

1 l 
s 

3a a2 

2 1 

9 

46. 

CON ESTAS MODIFICACIONES, PODRIAN UTILIZARSE LAS ECUACIONES YA 

OBTENIDAS ANTER JORMENTE PARA CALCULAR x 
1 

, x 
2 

, x 
3 

DE ACUERDO AL 

CASO llETERMINAtJO POR EL VALOR DE R 2 + Q 3 • 

(VER DIAGRAMA EN LA PAG. 47) 



4 7. 

a , a ,a. ECUAC ION CUB lCA 

_, ________ _... _________ ~ 
Ja - a 2 

Q • 2 1 

9 

9a 2 a 1 - 2a: - 27a
3 R ~ -

s 

T • 

xl = 

x2R" 

3 v,__R_+--¡""o-

/ii" 

a 
s + T -~ 

l - 2 ( S+T) 

X ¡"' - X 

)( 

1 

a 
-T-

54 

B "' are tg ( IR 2 + Q3 l 
R .• _) 

j .. o • 2 - - - - -- - - - , 
' 1 
1 
1 

xj+1 • 2 'I R2+j R2+Q3 j [ces~ B ; j2IT) ]- ; 1 ¡ 
1 

NOMENCLATURA 

y a.- son lo~~co~ficientcs de la 
3 



48. 

11.3.3.3 DIVISION SINTETICA 

SE UTILIZA PARA DISMINUIR EL GRADO DE UN POLINOMIO CUANDO 

SE CONOCE ALGUNA DE SUS RAICES. SI PARA UN POLINOMIO DE GRADO 

N SE CALCULA UNA RAIZ MEDIANTE UNA TECNICA ITERATIVA, USANDO -

LA DIVISION SINTETICA PODRA REDUCIRSE EL GRADO DEL POLINOMIO A 

N-1. SISE_ DESEA, PODRA APLICARSE NUEVAMENTE LA TECNICA ITERA 
"· -- - " .. ' - ; ·- - ; -~ . 

TIVA PAR~; EN,cciNTRAR OTRA RAI Z. 

ESTE PROCESO DE ALTERNAR LA TECNICA ITERATIVA CON LA DIVI 

SION SINTETICA NOS PUEDE LLEVAR A UN POLINOMIO DE SEGUNDO O TER 

Cf:.R GRADO, AL CUAL PODREMOS APLICARLE CUALQUIERA DE LAS TECNI

CAS PARA ECUACIONES CUADRATICAS O CUBICAS MENCIONADAS ANTERIOg_ 

MENTE. 

SEA f(x) = a 0xN + a1xN- l + ... + ªN-
1 
x + aN UN POLINOMIO 

DE GRADO N Y Z UNA RAI Z DEL MISMO. OBSER\'.AMOS QUE ESTA ORDEN~ 

DO EN FORMA DE POTENCIAS DECRECIENTES, POR LO QUE a 0 ES EL CO· 

EFICIENTE DEL TERMINO DE MAYOR GRADO. EL PROCESO DE LA DIVI · 

S ION SINTETICA SERA : 

az •.. z 

ai +g_~z a2+a\itd(z 2 .:. 
, . ._.. _ -'<'--·._. __ -'.,-o:__··:_..;.~-~---'-' 

. - -- .. - ·.'.~:5>-:= --

PARA LA R:I;"i/ EL RESIDUO DEBE SER IGUAL A CERO. DE OTRA 

MANERA, SERA.DIFERENTE DE CERO. E IGUAL A f(Z) 

DIAGRAMA DE FLUJO (VEH PAG. 49 



DIVISION SINTETICA 

,---
' 1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

b. 
l. 

i ., l, N 

" a. 
l. 

+ b. 
1-1 

,_ ------ -

Residuo 

NOMENCLATURA 

z 

N ~ grado del polinomio 

a. - ., ca-eficiente i. del -¡'lolinomi<; 
l. - - -

Z = r ar z o_ e a n t id ad_: entre 1 a <tu e 

se dividt• 

49. 



J 1 • 4 'l'ECNICAS DE IN'l'J::GHACION, 

II.4,0 INTRODUCCION 

EL METODO BASICO PARA OBXENER UN VALOR APROXIMADO DE 

Ja
b 

f(x)dx SE LE CONOCE COMO CUADRATURA NUMERICA Y EN GENE-

N 

RAJ, U'I'ILIZA UNÁ~~tJMÁ~oRIA DE LA FORMA ¿ 

DE a. SE EVALUA A PARTIR DEL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEW
l 

TON O BIEN UTILIZANDO OTRO POLINOMIO DE APROXIMACION. DADO 

QUE SE UTILIZARA EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON PARA DES~ 

RROLLAR LOS DIFERENTES ALGORITMOS CONVIENE POR RAZON DE SIM-

PLICIDAD REPRESENTAR ESTE POLINOMIO POR MEDIO DE DIFERENCIAS 

FINITAS SIN DIVIDIR HACIA ADELANTE. DEFINASE EL OPERADOR 

6f(xi) = f(xi+i) - f (xi) COMO OPERADOR DE PRIMERA DIFERENCIA 

FINITA HACIA ADELANTE PARA EL CUAL SE CUMPLE QUE 

6 2 = 6f(xi+il - 6f(xi) 

ETC. 

Y 6 3 = 6 2 f(x. ) - 6 2 f(x.) 
l+l l 

y 

A LOS QUE SE LE DENOMINAN SEGUNDA Y TERCERA DIFERENCIAS, DON

DE CON EL EXPONENTE DEL OPERADOR SE INDICA EL ORDEN DE LA DI-

COMO PUEDE OBSERVARSE, EN LA DEFINICION DEL OPERADOR NO INTEg 

\'U:NE DIRECTA O EXPLICITAMENTE EL SUBINTERVALO DE LA VARIABLE 

INDEPENDIENTE EN EL CUAL SE ESTA EVALUANDO J,A DIFERENCIA. 

50. 



51. 

POH ES'rE MOTIVO, SU USO ES RECOMENDABLE UNICAMEN'l'E CUANDO LOS 

VALORES DE xi DESDE i 1 HASTA N, SON GENERADOS CON Ili 

CREMENTOS CONSTANTES, DE TAL FORMA QUE CUALQUIER SUBINTERVALO 

TENGA EL MISMO TAMA~O. 

SI h ES EL INCREMENTO O TAMA~O DEL SUBINTERVALO, ENTONCES 

xi+I = xi + h; DESDE i = o HASTA N, FUNDAMENTADOS EN 

ESTAS CONCLUSIONES, A CONTINUACION SE PRESENTAN LAS EQUIVALEli 

CIAS ENTRE LAS DIFERENCIAS FINITAS DIVIDIDAS Y LAS DIFEREN

CIAS FINITAS SIN DIVIDIR (HACIA ADELANTE) : 

frx.,x. ]= Ll l+I 

f(xi+i> - f(xi) 

x. - x. 1+ 1 l 

f(xi+z> - f(xiu> f (xi+1) - f (xi) tif (xi+i) tif(xi) 

xi+2 - xi+1 xi+1 - x. 
l. 

h -~ 
= = 2h x. - x. 1+2 l 

f Gi 'xi+1 'xi+2 'xi+l] = 

¡Gi+1 'xi+2 'xi+1]- fGi 'xi+1 'xi+2J 
X. - X. 1+3 l 



x. - x. 
l + 3 l 

llf (xi+ 2 ) - llf (xi+i) 

h 

tif(xi+t) - l!f(xi) 

h 

2 X Jh2 

RESUMIENDO: 

52. 



Pl\R/\ PODER HACER LA 'rRANSFORMACION COMPLETA DEL POLINOMIO FUJ:! 

DAMENTAL DE NEWTON SE DEFINE A x DE LA MANERA SIGUIENTE: 

X = :<i + ah, DONDE a ES UN NUMERO REAL (ENTERO O FRACCIONl! 

RIO), DE TAL FORMA QUE 

)(, = K • + 
l+I l. 

1 * h ~a 1 

x. = x. + 
1+2 1 

2 * h ~ (l = 2 

x. = x. + 3 * h =:> o: = 3 
l.+ 3 l 

ETC. 

LOS FACTORES (x - xi), (x - xi+t), · (x - xi+
2
), ETC. SERAN 

TRANSFORMADOS A UNA FUNCION DE a: 

X - x. = (xi l. 
+ ah - Xi) = ah 

X - XÍ+l = x. + ah - (xi + h) = (a - l) h 
l 

X - x. = x. + ah - (xi + 2h) = (a - 2) h 1+2 l 

POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON: 

EN FUNCION DE a EN DIFERENCIAS FINITAS SIN DIVIDIR, SE OB

TENDRA: 

f(x) 
tif(x.} 

+ 1 
h uh + 

i'.3f (xi) 
+ 31 h 3 h 3a(ét - ll Ca - 2) + • •• 

---

53. 



f(x) 
6 2 f(xi) 

=f(xi)+H(xi)a+ 
21 

a(a-1)+ 

6 3 f (x.) 
+ --3-,-

1
- a(a-1) (a-2) + ••• 

LA ECUACION ANTERIOR SERA UTILIZADA EN LAS SIGUIENTES SECCIO-

NES PARA EL DESARROLLO DE ALGORITMOS. 

II.4.1 REGLA DEL TRAPECIO. 

SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES PASOS: 

J 
xi+1 

PARA RESOLVER LA INTEGRAL . f{x)dx, 

xi 
SE EXPANDE Lf 

NEALMENTE A LA FUNCION f(x) Y SE REPRESENTA A x EN FUN-

CION DE a. 

20) SE INTEGRA LA FUNCION RESULTANTE 

x = xi + ah; X = x. PARA a= O: 
l. 

X = xi + 1 PARA a = l 
dx = hda, CON LO CUAL LA INTEGRAL A RESOLVER ES: 

NO'l'ESE QUE SOLO a 

r, 6f(x.) J 
l!(xi) + 21 h 

ES VARIABLE 

r: f(x. ) - f(x.) J 
L_1=<xi) + i.+1 2 i. h 

f(xi+1) + f(xi) h 
2 

54. 



NOTESE LA ANALOGIA ENTRE ESTA FORMULA Y EL AREA DE UN TRAPE-

CIO [ b ; B )h. 

SI SE QUIERE RESOLVER LA INTEGRAL . J b f ( x) dx PUEDE APLICARSE 
a 

EL SIGUIENTE PROCEDIMIENTO: 

1) DEFINIR A x 0 = a Y xN = b PARA UN INCREMENTO 

b - a h = ~ I DONDE N + l NP, SIENDO NP IGUAL AL NUMERO 

DE PUNTOS QUE SE TOMARAN EN CONSIDERACION PARA RESOLVER LA Ili 

TEGRAL. 

DE ACUERDO CON ESTO, SE PUEDE OBTENER LA SIGUIENTE EQUIVALEN-

CIA: 

· fb f(x)dx =· Jx
1 

f(x)dx + Jx
2 

f(x)dx + Jx
3 

f(x)dx + ••• + 
a Xo X¡ X2 

+ J N f (x) dx 
XN-1 

N..;1 

l f(x)dx 

i 11 o 

OBSERVESE QUE TODA EL AREA BAJO LA CURVA DE f(x) CONTRA x 

EN EL INTERVALO [ji, fil SE ESTA DESCOMPONIENDO EN N AREAS 

PEQUEflAS REPRESENTATIVAS DE N SUBINTERVALOS IX. , x. J. 
[ 1 l+! 

TODO LO ANTERIOR IMPLICA QUE LA INTEGRAL DEL INTERVALO TOTAL 

Úi, W PUEDE SER APROXIMADA POR N INTEGRACIONES CON LA RE-

GLA DEL 'l'RAPECIO, Y POR LO TANTO: 

J1J 
Nl'-1 f(x. l+f(x.) ['(x,J + f (xN) Nl'-1 

f(xii] f (X) dx = ¿ l+ l 1 * h = h . + ¿ 
2 2 a iso Í=l 

55. 



DONDE u Xo , Y b XN • 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 57 ) • 

II.4.2 REGLA DE SIMPSON. 

SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES PASOS: 

1) PARA RESOLVER LA INTEGRAL · J xi+z f(x)dx, SE EXPANDE ME-
x. 

l 

DIANTE UN POLINOMIO DE SEGUNDO GRADO A LA FUNCION f(x). 

2) SE INTEGRA LA FUNCION OBTENIDA CON LAS TRANSFORMACIONES 

CORRESPONDIENTES DE x A ALFA (a) • 

hl2fCx
1
.) + 1 llf(x.) + . ..!. llf(x. ¡l = L'. 3 l 3 1+1'.J 

-
3

1

! rf(x
1
.) + 4f(x. )+f .. (x .. l .. ] L.: ···1+.1 , .1+2 
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1----
1 

X - X 
h .. n o 

NP-1 

f(xnj + f(x
0

) 

Area = 
2 

i l,NP-1 

+ ih 

Area • Area + f(~0 ) 

lntcgral: 

Are a 

Ver notas pags. 63 y 64 

57. 

REGLA DEL TRAPECIO 

NOMENCLATURA : 

NP • Nº de puntos conteni

dos en el lntcrvalo -

[xo•xn] >~> 
x

0 
= valor inicial de x 

xn • valor. final de x 

h • incremento de x 
f(x) "valor de la función 

en x 



NOTA: 

1) PARA APLICAR ESTE ALGORITMO N DEBE SER NUMERO PAR. 

2) EN ESTE ALGORITMO SE RECORREN DOS SUBINTERVALOS CALCULO 

DE J b f (x) dx, DEFINIENDO X o 
a 

a, XN = b PARA N NUMERO 

PAR. 

SE OBTIENE J,A SIGUIENTE APROXIMACION 

b NP-2 t f(x)dx = .2 ~ [f(xi) + 4f(xi+il + f(xiu>] 
l•O 

SUMATORIA EN DONDE EL INCREMENTO DE i DEBE SER DE DOS EN 

oos. 

SI ESTE ALGORITMO SE APLICARA PARA INTEGRAR UN CONJUNTO DE D~ 

TOS EXPERIMENTALES EL NUMERO DE ELEMENTOS DEL CONJUNTO DEBE 

SER IMPAR, DE TAL MANERA QUE HAYA N SUBINTERVALOS DONDE N 

SEA UN NUMERO PAR. SI ESTE NO FUERA EL CASO INTEGRE POR RE-

GLA DE SIMPSON UTILIZANDO TODOS LOS DATOS MENOS EL ULTIMO. 

EL AREA CORRESPONDIENTE AL ULTIMO DATO 1 CALCUI,ELA CON LA RE-

GLA DEL TRAPECIO. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 59 ) • 

II.4.3 REGLA DE SIMPSON 3/8. 

SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES PASOS: 

SS. 



,--
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

h = xn - xo 

NP-1 

i = O,NP-2,2 

L _____ _ 

59. 

REGLA DE SIMPSON 

M • 1 NP = NP - 1 

Ve~ notaá pags. 63 y 64 

Area • Area * ~ 

Imprime: 

no Are a 

Area • Area + 

NOMENCLATURA : 

NP = Nºde puntos contenidos en el intervalo (debe ser impar) ¡x
0

,xnl 

x = valor inicial de x o 
x " valor finál 'de-x 

n 
h • incremento de x 

f(x) = valor de la funci5n en x 

Si NP es impar, el Glti~o su~intervalo se integra con la regia 

del trapecio • 



1) J 
X• 

PARA RESOLVER LA IN'l'EGRAL. l+l f(x)dx, 
xi 

SE EXPANDE ME-

DIANTE EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON DE GRADO TRES. 

2) INTEGRA LA FUNCION RESULTANTE MEDIANTE LAS TRANSFORMACIO-

NES DE X A ex. 

J 
X• 

l+3 f (x) dx 

xi 

SUSTITUYENDO ex = 3 

DESARROLLANDO Y SIMPLIFICANDO QUEDA: 

-
8
3 hrf(x.) + Jf(x. ) + Jf(x. > + f(x. )1 

l.'. l l+l 1+2 1+3 ~ 

DE MANERA SIMILAR A LOS CASOS ANTERIORES LA INTEGRAL 

.I b 
f(x)dx 

a 

J b f(x)dx 
a 

CON Xo 

PUEDE SER APROXIMADA POR: 

NP-3 

i=o 

1
8 

hrf(x.) + 3f(x. ¡ + Jf(xi ¡ + f(x •. ¡l 
l.'. i i+1 +2 i+3J 

a, XN = b Y h 
XN - Xo 
NP - 1 ' 

60. 



EL INDICE DE LA SUMATORIA DEBE INCREMENTARSE DE TRES EN TRES. 

NOTESE COMO ESTA TECNICA VA INTEGRANDO SIMULTANEAMENTE TRES 

SUBINTERVALOS, POR LO QUE EL NUMERO DE PUNTOS MENOS UNO 

(NP - 1) DEBE SER MULTIPLO DE TRES. 

CONDICIONANDO POR ESTA RAZON SU USO SI SE DESEARA UTILIZARLO 

CONSTANTEMENTE HABRA QUE DISCRIMINAR HASTA CUANTOS PUNTOS SE 

PUEDE UTILIZAR ESTA TECNICA Y PARA PUNTOS RESTANTES UTILIZAR 

SIMPSON (SIMPLE) Y TRAPECIO. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 62 ). 

I I. 4. 4 OTRAS TECNICAS GENERADAS POR EL POLINOMIO FUND~ 

MENTAL DE NEWTON, 

EXISTEN TODA UNA SERIE DE FORMULAS DESARROLLADAS CON EL 

O LOS PROCEDIMIENTOS ANTERIORES, EN FORMA CONJUNTA CON UN PRQ 

CESO DE PRUEBA Y ERROR QUE TIENDE A MEJORAR EL RESULTADO OBT§ 

NIDO. 

DENTRO DE ESTAS SE ENCUENTRA LA l?'AMILIA DE TECNICAS DE NEWTON

COTES EN INTERVALO ABIERTO, LAS CUALES SON MENOS APROXIMADAS A 

LAS DESCRITAS ANTERIORMENTE; MOTIVO POR EL CUAL NO SERAN DESA

RROLLADAS. 

COMO UNA APLICACION RECURSIVA DE LA REGLA DEL TRAPECIO, SURGE 
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' 1 

Area .. Area + 

NOMENCLATURA : 

valor 

STMPSON 

No cumple 
con el Nº 

~------~de puntos 

i e O,NP-3,J 

3 Area • Area (¡) h 
Imprime 

A rea 

XO 

X valor ri.~\d'ÍJ~~'. ~ 

3 
8 

n 
NP 

h 

Nº de pu~l~t'"'¿t·~l:'criiclo~ en el intervaJ o (múl tip.lo de 3) 

increm~~i;i ~.ci· x 

f (X) ~ va Lor ile ra función <·n X 

Ver notas pugs. 63 y 64 

(¡ 2. 

j xo 'xn I 



6J, 

Notos aplicables a los diagramas de la regla del trapecio, regla 

de Simpson y Simpson 3 a· 

NOTA 1 Se pueden modi~icar los diagramas, agregand~ 2 opciones 

para el usuario : 

1 - Un t1egmento de lectura de los pares. x , f.(xi), i=O,NP-L 

2 -

(para incluir los NP puntos) • 

Un segmento en donde. se gene;~~;~}~j(~i·)·~~~:.;~~"te la 

los valores de x. 
l. 

Esto permitirá tener programas que integren funciones, o bien, 

calculen el area bajo una curva definida por las parejas de datos 

NOTA 2 En el proceso de integración, h puede ser variable, 

y en tal caso, los algoritmos deben modificarse para 

calcular el area de acuerdo con las fórmulas siguien -

tes : 

a) regla del trapecio 

NP-L 
f (xi+1) + f (xi) 

A rea . ¿ 
2 

(xi+1- Xi) 

i=O 

h ~ Xi+t - xi 



b) regla de Simpson 

NP-2 

Area " l 

para incremento d~ i de 2 en 2 y NP-1 par 

X. -
donde h 

i+2 < 

2 

e) 3 regla de Simpson< 8 

NP-3 

A rea l 
i=O 

donde ii = 

ll4 . 



LA TECNICA DE ROMBERG, LA CUAL SE DESCRIBE A CONTINUACION: 

SI EN J
x 

f(x)dx, f(x) SE EXPANDE MEDIANTE EL POLINOMIO 
xi 

FUNDAMENTAL DE NEWTON CON DIFERENCIAS FINITAS (SIN DIVIDIR) 

HACIA ADELANTE, SE OBTIENE: 

ll 3f(xi)a(a - 1) (a - 2) ll"f(xi)a(a - l) (a - 2) (a - 3) 
+ 3! + 4! + 

1 3 a" 3 2 + ...!_ '"f (~ _ 6a" lla
3 

2 J + 6 f:J. f <-;¡- - a + a ) 24 u 5 -4- + -3- - Ja ) + • • • h 

EC. A. 

ESTA FORMULA PERMITIRA CALCULAR LA INTEGRAL MEDIANTE CUALQUIER 

TECNICA QUE SE DESEE SELECCIONAR, YA SEA REGLA DEL TRAPECIO, 

REGLA DE SIMPSON, U OTRA DE ORDEN MAYOR. 

SI SE SELECCIONA LA REGLA DEL TRAPECIO, ENTONCES SE INTEGRARA 

DE xi A Xi+t • SI SE CONSIDERA QUE LOS TF.RMINOS PREDOMINAli 

TES DE LA SERIE SON LOS TRES PRIMEROS, SE OBTIENE: 

65. 



SI SE APLICA AL INTERVALO Gt, i2) 

SUBINTERVALOS, ENTONCES: 

b - a CON h = -N- PARA N 

66. 

J b f (x)dx = 
a 

f''(x.)~ 
l 

SI f" SE REPRESENTA EN FORMA APROXIMADA MEDIANTE f': 

f"(x.) - f'(b) - f'(a) POR LO TANTO: 
l h 

f"(x.) 
l 

f'(x. ) - f'(x
1
.) 

l+l 

h 

f' (b) - f' (a) 
h 

POR LO TANTO: 

· Jb f(x)dx = l 
a 

f.' (xN) :.. f' (x
0

) 

= h 

A E~TA ULTIMA FORMA SE LE CONOCE COMO REGLA DEL TRAPECIO EX-

TENDIDA. DEPENDIENDO EN CUANTOS SUBINTERVl\LOS SE DIVIDA EL 

INTERVALO TOTAL, ASI SERA LA APROXIMACION QUE SE TENGA. 

DENOMINANDO A A LAS APROXIMACIQ 

CIONES OBTENIDAS POR LA REGLA DEL TRAPECIO SIMPLE PARA 

11 2,3, ••• ,K SUBINTERVALOS, ENTONCES: PARA R1 , 1 , h 1 b-a 

J b f (X) dx 
a 

f(a) + f(b) h~ , 
2 (b - a) - I2 f (b) - f' (a) 

hi 
R1,1 -

12 
(f'(b) - f'(a)) 



· Jb f(x)dx 
a 

h2 -rr (f'(b) -f'(a)) 
h2 

= R2, I - TI (f • (b) - f' (a)) 

PARA K SUBINTERVALOS: 

b - a 
hK =-K- 1 IMPLICANDO QUE 

K = 1 1 2,J,,,, 

f b f (X) dx = 
a 

· J b f (x)dx 
a 

RK-1 1 - 112 h~-1 (f' (b) - f' {a)) 
• 

l 2 ' RK,I -12 hK (f (b) - f'(a)) 

POR DECIR 

EC. 1 

EC. 2 

PERO DADO QUE 

FORMA A 

ENTONCES LA ECUACION 2 SE TRANe 

J b f(x)dx = '\ 
1 

- 4~ h~_ 1 (f' {b) - f' (a)) 
a '' 

MULTIPLICANDO POR 4 OBTENEMOS: 

4 r: f(x)dx 4RK ,1 
- -1. h2

• Cf'(b) - f'Ca)J 
12 K-1 · .·. ·· EC. J 

SI A LA ECUACION 3 SE LE RESTA.LA ECUACIOh 1, SE. OBTIENE: 
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3 Jb f(x)dx 
a 

4RK 
'1 

- R K-1, 1 
DE DONDE, FINALMENTE 

ESTJ\ SERA UNA MEJO~:¡~~bXrMACION DE LA INTEGRAL A PARTIR DE 

LA REGLA DEL TRAPECIO, LA CUAL FUE POSIBLE OBTENERLA DEBIDO 

A QUE EL TERMINO f'(b) - f'(a) NO DEPENDE DE h, 

SI SE DEFINE A R 
K, 2 

4R - R _ K, 1 K-1, 1 
- 3 Y SE CONSIDERA QUE, 

DADO QUE INVOLUCRA HASTA LA SEGUNDA DIFERENCIA, ES EQUIVALEN

TE A LA REGLA DE SIMPSON. ENTONCES SE LE PUEDE AGREGAR UN S.!. 

GUIENTE TERMINO PARA MEJORAR LA APROXIMACION 

· Jb f(x)dx = RK +TERMINO ADICIONAL AL OBSERVAR LA ECUA-
a ,2 

CION (A) SE DEDUCE QUE ESE TERMINO ADICIONAL DEBE SER FUNCION 

DE: 

+ • • • J hdcx 

LOS LIMITES DE LA INTEGRAL SON DEFINIDOS POR LA REGLA DE 

SIMPSON. ESTA INTEGRAL SERA IGUAL A: 

- 910 {).~ fh. 
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69. 

SI SE MULTIPLICA Y SE DIVIDE POR h 4 SE OBTIENE: 

SI SE INTEGRA EN EL INTERVALO [!i, €) , SE OBTENDRA: 

TERMINO ADICIONAL = _.l. h 4 (f 3 {x; ) - f 3 (x.)) = 
90 ' .l+ 1 . l 

POR LO TANTO FINALMENTE OBTENEMOS: 

. J b f(x)dx = RK - ..!.. h 4 (f 3 (b) - f 3 (a)) (4) 
a , 2 90 K 

PARA K - l, SE TENDRA: 

. Jab f(x)dx = RK-i,z - 9~ h~_ 1 (f 3 (b} - f 3 (a)) (5) 

LA ECUACION (4) TAMBIEN SE PUEDE REPRESENTAR COMO: 

Ja
b 

f(x)dx 

DE DONDE: 

16J: f{x)dx = 16RK,z - .l. h 4 (f.3 (b).:... f 3 (a)) 90 K-1 · (6) 

SI A LA ECUACION (6) LE RESTAMOS LA ECUACION (5) SE.OBTIENE: 



70. 

16RK - RK-1 2 
f(x)dx = - ' 2 

' 15 ESTA ECUACION NOS DA UN VALOR 

MAS APROXIMADO. 

SI SE DENOMINA A COMO PUEDE 

REPETIRSE EL PROCESO PARA MEJORAR LA APROXIMACION, DEFINIENDO 

ADECUADAMENTE EL TERMINO ADICIONAL. 

RESUMIENDO: 

4RK i l - R 
R K-1 11 

K,2 J 

16RK12 - R 

RK 3 
K-1 12 

• 15 

DE DONDE SE INDUCE QUE: 

OBTENIENDOSE UNA FORMA RECURSIVA PARA APROXIMAR AL VALOR DE 

LA INTEGRAL. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 71 ). 

II.4.5 TECNICAS QUE NO DEPENDEN DEL POLINOMIO FUNDAME! 

TAL DE NEWTON. 



,
' 1 

1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

1 
1 

1 r-- -, , 
1 1 

a,b METODO DE ROMBERG 

NOMENCLATURA : 

R • . .!!.
2 

(f(a)+f(b)) 
111 

a • valor inicial de x 

b • valor final de x 

i .. 

,-
' 1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

j = 2,i 
Aprox. 

)"'--"""."':"';,.._ __ """."':"' __ _:__ ___ J integral 
R 
i.i 

~j-i R · · - R . 
R

2 
. • 21J-1 1,3-1 

,J 
4j-l - l 

'----- ------

j • l,i h .. .!!. 
2 

si Imprime 
R(2, i) 

0-l J Rl ... R2. 
,J ,J ...__ ____ -..::.. _ ___¡ 

71. 



7 2. 

II.4.5. 1 CUADRATURA GAUSSIANA 

II.4.5.1 .O INTRODUCCION 

PARA CALCULAR Ja~ f(x)dx, GAUSS SE BASO EN QUE LA INTEGRAL 

f 
1 

(a 0 +a 1x-Í-a 2 íc2f ... +á~xN) tlx ES IGUAL A: 
-1 

-1 

Y OPERANDO NOS QUEDA IGUAL A 

Za 2 Za~ Za 6 

2a 0 + -r + -S-- +-.,- + 

PARA k = o, N~l Y QUEDA REDUCIDO EL NUMERO DE CONSTANTES RE-

QUERIDAS PARA EVALUAR LA INTEGRAL. 

PARA UTILIZAR ESTA CARACTERI ST ICA, ES NECESARIO TRANSFORMAR 

EL INTERVALO DE INTEGRACION [a,b] A [-1 1 1] MEDIANTE UN CAMBIO 

DE VARIABLE Y TRANSFORMAR f(x) EN UNA FUNCION g DEPENDIENTE DE ES 

TA NUEVA VARIABLE. 

PARA CUMPLIR CON EL CAMBIO DE INTERVALOS 

SEA X= a +a_a_- __ 

DONDE a Y a SON CONSTANTES TALES QUE, CUMPLAN CON LAS CON DI -

CJONES 

x = n PARA u , 1 Y x = b PARA u 



LO ANTERIOR IMPLICA QUE : 

POR 

X = 

g (u) 

DO EN LA INTEGRAL ORIGINAL, OBTENEMOS 

i: f(x)dx • 1:: g(u) !y- du 

b~a -z-

SI i+l ES IMPAR 

i=O 

i+1 
u 

du 

2 

73, 

- 1 ~ u ~ 1 Y ADEMAS 

ENTONCES, SUBSTITUYEN-



POI{ LO TANTO PARA i IMPAR 

y PARA i PAR 
1, 

ui+ 1 _ =, 

i+1 
u 

- 1 

74. 

o 

;{'';, ~ 1 

SI L~''SE~i·f AJ;~~~Í~~~v;~~,-~E·rih.~~NTA•coMO J;A SUMA OR TRRMTNOS 

PARA i, rÁNto{~~&;'~i~6~-Í~~ÁR 1.~~~~]'.§~t'.IENª~ .:-. 
•' ., - . - - ',':.~'.·~_:¿.:._~~;·:~..:..~ . 

¡: f(x) dx·~ [: !: •. ,!;;l~'r ~~}~E ., , ;t', • _ :] 

(b-a) 

N-1 -z-
\' 
L < 

- . ·- -- -

·r·· - .. ,. 

PARA OBTENER UNA-~IAXIMA REPRESENTACION POL'INOMINAL. N DEBE 

SER IMPAR, YA Q_~~¡_ü_;gt~I~~ TE~,~~2-ªN~N~,! ... 1 

':d::;(L:~.,,._,, N+l, -1 USERAIGUAL 

A CERO Y NO I~Fífü~J;/~~K{ÁEVALÜACID~ DE LA INTEGRAL, SIN EMBAR 
. .-.{' ~; · ~; , t}:,\;0:~-' i.~(,~ .. ~L;~) j~·~,~'>:: 

GO, SERA UN GRADO;MA'sX'nE':APROXIMACION POLINOMIAi:.. 
,. :'_;::'·:·.::;</-· "·s,:·:,:t--·\· :";·\'e: /<~ i. 

-·\ -~~,;¿'_·;.¡: 

EN CO~CL~~\18~N;• st'.ífz~·~~ÓLiNo¡Ú6 g(u)= ~ 
,. •' 

REQUIERE DE 
--~'.::.·,~-:-· {.~ ;;:~G/::, ;:.~·:.· , i=O• 

N+l 

y + CONSTANTES. 



75. 

DB ACUERDO CON LU ANTERIOR, PUEDE CONSTRUIRSE LA SIGUIHNTH 

TABLA 

GRADO DEL POLINOMIO 

(IMPAR) 

3 

5 

7 

Nº DE CONSTANTES PARA 

LA EVALUACION DEL PO-

LINOMIO 

2 

4 

6 

8 

Nº DE CONSTANTES 

RA LA EVALUACION 

!.A INTEGRAL 

2 

3 

4 

PA 

DE 

N01'ESE COMO UN POLINOMIO DE GRADO N PUEDE SER UTILIZADO CONO

CIENDO UNICAMENTE ~ + 1 PARBS DE VALORES ui, g(ui), DE TAL MANE 

RA QUE : 

N-1 N
2
-1 +l 

I 
1 -z- ªzi _ 

g (u)du = _. ~ - \' k g(u.) 
-1 i~O 21+1 i~1 i 1 

DEPEND !EN DO DBL NUMERO DE CONSTANTES ki, SE NOMBRARA AL METO DO; ES 

DECIR, METODO DE GAUSS DE ORDEN 1,Z,3, ... ETC. 

N 

SI g(ui) = l a .uj 
J 

j =O 

SE OBTIENE 

N-1 
ªzi ti:.l + 1 N -z- 2 

ki l 
j 

iku 2.i+ 1 = J, ajui 
j=O 



76. 

POR COMPARACION DEL COEFICIENTE ªk' PUEDE FORMULARSE UN SISTEMA 

DE ECUACIONES QUE PERMITA CALCULAR TODAS LAS ki Y LAS ui CORRES-

PONDIENTES. A CONTINUACION, SE MUESTRA ESTE PROCESO DE CALCULO 

CON EL METODO DE GAUSS DE DOS PUNTOS, POf'SIMPLICÍDAD• 

GAUSS DE DOS PUNTOS -.• · 

y + 1 = 2 YA QUE N 3 (G~rii_:~IJ~t-· P~L-iNhMIO) 
_·' ~-·:.~~-~;_;i;~:~~~:~~~f~~~~~~;:~ \'), 

,e<···• ;. .:,c~li~-P~ 
IMPLICANDO QUE g(u) = ªofaí1.wi;u),+a3u 3 

POR LO TANTO 
a . 

21 
n+T 

J_: g(u) du •• '; >•t:::~• a 0 +;• 
i=o 

ENTONCES 

.. ,· . 

(k +k.)a•~:(~u +k u )a +(k u 2+k 1J2)a +(ku 3+k u 3)a 
1 • - - ·º -'· l. .1 2 2 1 1 1 2 2 ' 2 . 1 1 .2 2 J 

AL COMPARAR COEFICIENTES EN AMBOS MIEMBROS, SE INFI~ltE Q(:l? _ 

kl + k 
2 -

(EC. 1 ) 

o k1u1 + k2 u2 (EC. 2) 

1 2 i 

3 k1u1 + k2u2 (EC. 3) 

o k U
3 + k u

1 
(EC. 4) 

l 1 2 ; 



7 7. 

TENEMOS CUATRO ECUACIONES CON LAS INCOGNITAS k 1 ,k 2 ,u 1 Y u 2 • 

A CAMBIO DE REQUERIR MENOS PUNTOS PARA UN POLINOMIO,on ALTO GRADO, 

SE PRESENTA LA DESVENTAJA DE QU~lJAR ESPECIF1'éÁ~Á~i"LA$ ú:. Al, NO 
·. .·. .····~ t' -."''.:··::i:i\':'~'.;>:··:: •:,;~·:··.·l. 

PODER ESTAS SER SELECCIONADAS, LosVAfoRES:DI{':x:_:;:'QúEDAN FIJADOS 
. • '.:•: .. , .C: :·• · . ' .· . . ·.,:'O'·:·:: ··:O.:::i:_: i'.'. •::.: .: ::: .. 1 "· . . ·•'i •·: . 

. :.:; ~-.'': ~· .; . ·- ::,· ?. "'·· . ; ::'·: ;-,,._:.~~{": ';:1J),y:·7~:--::~:, :.:º.. ' 

POR E~IM::
0

~~¡nr~1~i._"P_~Ki~ ¡ -Li ~C~AciON '1 ·p~~-- ~~STA::A LA. ECUA -
:~~~-.. <~,--:, '· ---.·;-__ :·~' :.::·· '"··;: . ...,, .-.~ ·, ,-__-·,--_:; __ :_;~<----- -, ··-. ---~---- .:_·_-_.. _·~- -,., .. L :__,~·e 

OBTENE_Mos:\. -, ·. 
,"h. >~,-·'e, .• ,;• ; , . ·. ,'o 

CION Z, 

·-

- u1'.;Jk'.2{~~~ú 1 )' 

SI LA ECUAC~O~ { SEMUL~IPLICA POR u 1 Y SE RESTA A LA ECUA -
·. ··;·-~/. '.'/-·')>,.<<;' :-,--::-::.-_, '.:';< ·,-. ';" -

c10N 3, '};-s--:~:~O-sr:rENE.-~(~-:::4~;'.~::~ ~·- .;_\,_·:· 
:,<·-f 

sI MuLúP'i.ie:Ai1oskG.~i'Cu~\c:ióN 3.PoR U¡. v sE RESTA A LA' EcuAcION 4. 

TEND RE~dc~"iiit"'~;;tszftc~~~~~~~Gci~,3:ü~.~~~·:·· ····• .•. 
. , -·,.. ' ' ' ··~\<t~:::;~~,.,,,'·;·;~:'.· ·~···: \ .' 

- ·} Jj~d;'~;~'¡1~;7,~~;·/;'cc~c,. 3.h. 
'' ~ .. >"'~-/·,~.¿>, .. ;~:.-·: .· -. >\~ -;:"> . .>:'~ 

DIVIDIENDO'LÁ.,ECUACioN'ti•TEÑTRri) 1:··, SE .. OBTIENE 
• ' - ¡~,~~ ~ •• ~;~~;:, ·-~-~:· >=:.;("::}·:·~ .,, ..... :.··· . •: . 

~· z· u~ , ·~~~~ºt~gtÍ~~rE·(;·~i ¿y~'j. t \ 

Sl TOMAMOS ~ 2 ·:d;··¡;·?/i~i~1iH1ci~" L1\ ECUÁCIÓN Z • BNTRE LA ECUA -
•>.,e'. ~\_-~2..'.éc'. e::- -=e 

CION 1. ' SE OBTIENE :, . 

• ~ = 11 2 ; POR LO TANTO u 1 
- _1_ = - _1_ = - :,13 

3u2 3/3·· 



DE LA HCUACION 1' 

DE LA 

U¡ 
'u ·-u

1 
= -

. 2 .. 

78. 

- f3 
-----= t 
13- e- m 

TENDRIAMOS QUE 

Y DE UNA FORMA ANALOGA AL DESARROLLO DE DOS PUNTOS, SE PODJUAN 

f I. 4. 5. 1. 1 . METODOS DE GAUSS 

EN ESTA SECCION SE PRESENTAN LOS VALORES DH k .. Y u.· PARA 
] 1 . 

LOS f)[ FliRENTES METO DOS Dll C.i\USS APOY ¡\DOS EN M NUMERO nn PUNTOS. 

l:L METOIJO GENERAL 1 ZAIJO IJE GAUSS ESTA IJAIJO POR : 



rf(x)dx 
a 

M 

(b - a) l ki g(ui) 

i= 1 

·b +áb -a 
---z--.•+• -Z- ui 

a) DE UN PUNTO (M = 1) 

b) DE DOS PUNTOS (M = 2) ·. 

e) DE TRES .. PUNTOS (M = 3) 

k = k3 
s =. jf 1 T8 u1 

k2 
4 
g- ul -ff - 'S" 

d) DE CUATRO PUNTOS (M = 4) 

kl k4 0.1739 

k2 kl 0.3261 

o. 8611 

0.34 

79. 

u 3 = o. 34 

u~ o. 8611 



80. 

e) DE CINCO PUNTOS (M 5) 

kl k 
5 

0:118463 u1 0.90h180 

k k 0,239314 u2 0.538469 
2 ~ 

k 0.284444 u o 
3 - 3. 

u~ 0.538469 

u5 -=· 0.906180 

DIAGRAMA DE FLUJO (PAG. 81 ) 



METODO DE GAUSS GENERALIZADO 

,-----------
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

)C .• = 
1 2 

·- - - - - - - - - - - - -

NOMENCLATURA 

x
0 

• valor inicial de x 

xf • valor final de x 

M • orden del método 

+ 

INTEGRAL: 

AREA 

k1 ,u 1 • parámetros i del m5todo 

81. 



II.5 RESOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL 

ORDINARIA 

II.5.0 INTRODUCCION 

SE HAN DESARROLLADO UNA DIVERSIDAD DE METODOS 

PARA RESOLVER UNA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN 

~ = f(x,y), DADO QUE TODAS LAS TECNICAS SON EXPANSIONES A 

PARTIR DE UN PUNTO BASE x0 , Yo , LO QUE SE OBTIENE CON 

ESTOS METODOS ES UNA SOLUCION PARTICULAR. PARA RESOLVER UNA 

ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN SUPERIOR, SE APLICAN TECNICAS 

DE DESCOMPOSICION ALGEBRAICA DE ESTA ECUACION DE ORDEN n A 

UN CONJUNTO DE n ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN, 

O BIEN, SE APLICAN TECNICAS DE DIFERENCIAS FINITAS PARA RE

SOLVER DIRECTAMENTE LA ECUACION DE ORDEN n. 

LAS TECNICAS QUE SE HAN DESARROLLADO EN LA ACTUALIDAD SE LES 

CONOCE COMO TECNICAS DE UN PASO O TECNICAS DE MULTIPASOS 

DEPENDIENDO DE 1 SI PARA CALCULAR LA y i + 
1 

, SE REQUIERE DEL 

VALOR DE yi O BIEN, EL VALOR DE Y ADEMAS DE 

DONDE PUEDE SER 1, 2, ETC. 

EN LA BUSQUEDA DE EXACTITUD SE HAN DESARROLLADO METODOS CON.Q 

CIDOS COMO METODOS PREDICTORF.S-CORRECTORES, LOS CUALES APLI

CAN DOS VECES ALGUNA TECNICA. UNAVEZ PARA PREDECIR Y OTRA 

PARA CORREGIR. 

EL DESARROLLO DE LOS DIFERENTES ALGORITMOS SE BASA EN LA 

82, 



APLICACION DEL POLINOMIO DE SERIES DE TAYLOR Y EL POLINOMIO 

FUNDAMENTAL DE NEWTON, 

II.5.1 METODO DE TAYLOR 

ESTE METODO SE DESARROLLA SEGUN LOS SIGUIEN-

TES PASOS: 

PARA RESOLVER LA ECUACION DIFERENCIAL ~ dx 
f (x,y) 1 SE 

EXPANDE A y POR EL POLINOMIO DE TAYLOR. 

(x-xo) 2 (x-xo )3 

y(x) =y(xo) +y'(xo) (x-xo) +y"(xo) 21 +y"'(xo) 31 + ••• 

ESTE POLINOMIO DEBE SER TRUNCADO A CIERTO NUMERO DE TERMINOS 

PARA PODER HACER EL CALCULO, ENTRE MAYOR SEA EL NUMERO DE 

TERMINOS EL CALCULO DE LA FUNCION y(x) SERA MAS EXACTO. 

ESTE POLINOMIO PUEDE SER TRANSFORMADO A LA SIGUIENTE FORMA: 

(PARA FACILITAR LA NOTACION SE UTILIZARA f PARA REPRESEN

TAR A f(x,y)) 

y(x);,,y(x 0)+fl (x-xo>+ (fx+fyf>I 
Xo1Yo XotYO 

DONDE fx, 

DEL TIPO: 

(x-xo)2 

21 + 

fx = DERIVADA PARCIAL DE f CON RESPECTO A x Y 

83, 



fxx SEGUNDA DERIVADA DE f CON RESPECTO A x, ETC. 

SI LA FUNCION f NO DEPENDE DE y, ENTONCES EL POLINOMIO 

SE TRANSFORMA EN 

(X-Xo) 2 

y(x) =y(x 0 )+ fj (x"-xo)+fxj 21 
xo . xo 

(x-x o )3 

+ fxx 1 3 ! 
Xo 

+ ••• 

- e .o- "--~·- • -· 

DADO QUE ESTE METODO EN REALIDAD ES GENERADOR DE OTROS METO-

DOS AL TRUNCAR LA SERIE, ENTONCES NO SE PRESENTARA EN DIAGR~ 

MA DE FLUJO, YA QUE SERA SIMII,AR A LOS METODOS GENERADOS. 

II.5.2 M~TODO DE EULER 

SE GENERA AL TRUNCAR EL POLINOMIO DE TAYLOR 

EN EL SEGUNDO TERMINO, ES DECIR, CONSIDERA QUE LA FUNCION 

y, SE COMPORTA COMO UNA LINEA RECTA EN EL INTERVALO 

li 'xi+1]' 
y(x. ) =y(x.) +fj (x. 

1 
-x.) 

l+l i xi,yi i+ l 

SI h LA ECUACION SE TRANSFORMA EN: 

y(x. )=y(x.)+fj .· h 
i+1 . 1 xi,yi 

(Ec. l) 

ESTA ULTIMA ECUACION PERMITE RESOLVER UNA ECUACION DIFEREN-

CIAL DE PRIMER ORDEtl EN LA CUAL SE CONOCE Xo , Yo • 

SE PUEDEN PRESENTAR DOS TIPOS DE PROBLEMAS AL RESOLVBH UNA 

84. 



ECUACION DIFERENCIAL 

1) QUE SE CONOZCA x 0 , Yo Y LA x FINAL 

2) QUE SE CONOZCA x 0 , y 0 Y LA y FINAL 

EL ALGORITMO SERA SIMILAR EN AMBOS CASOS, CON LA DIFERENCIA 

DE QUE EL PROCESO RECURSIVO SE TERMINARA SEGUN EL VALOR DE 

LA VARIABLE DE CONTROL (x FINAL O y FINAL) • 

EL NUMERO DE yi QUE SE CALCULEN DEPENDERA DEL NUMERO DE 

SUBINTERVALOS EN QUE SE DIVIDE EL INTERVALO [}co , x: FINAr!) 

O [Yo , y FINAI!J. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 86 ) • 

II.5.3 METODO DE EULER MODIFICADO 

EL METODO DE EULER SIMPLE CONSIDERA OUE "y" 

SE COMPORTA COMO UNA LINEA RECTA EN EL INTERVALO [xi, xi+i]. 

SI SE OBSERVA LA ECllACION 1 REPRESENTA'l'IVA DE ESTE ALGORITMO, 

LA PENDIENTE DE ESTA LINEA RECTA ES f(xi, yi), ES DECIR: 

SI Yi+1 = yi + f(xi I yi) (XÍ+I - xi) ENTONCES, 

Yi+I - yi 

xi+1 - xi 

EL EULER MODIFICADO CONSIDERA QUE EL COMPORTAMIENTO LINEAL 

ES BUENA APROXIMACION, SI LA PENDIENTE DE LA LINEA SE CALCU

LA COMO EL PROMEDIO DE DOS PENDIENTES, DE TAL MANERA QUE EL 

ALGORITMO QUEDA yi+l = yi + f*h, DONDE f* ES LA PENDIENTE 

85' 



METODO DE EULER 86. 

,-
1 
1 
1 

G(x,y )=f(x,y) 

- X o 
N 

i • O,N-1 

'--------

NOMENCLATURA 

x • valor inicial de x 
o 

y
0 

• valor inicial de y 

ve variable de control 

no 

l 
G(x,y) = f(x,y) 

i • O,N-1 ------¡ 
1 

---·-------..! 

N • nº de subin~~rvalos 

Yr" valor final de y 



PROMEDIO¡ ESTA SE CALCULA CON LA ECUACION: 

DADO QUE NO SE CONOCE LA PENDIENTE EN (xi+i, Yi+i) ESTA SE 

APROXIMA MEDIANTE EL CALCULO DE YÍ+l CON LA TECNICA DEL 

EULER SIMPLE, DE TAL FORMA QUE: 

f* = 
f(xi 'yi) + f(xi+1 'yi + f(xi 'yi)h) 

2 

ESTE METODO PUEDE INCLUIRSE EN LA CLASIFICACION DE LOS METO-

DOS PREDICTORES-CORRECTORES, YA QUE COMO PUEDE OBSERVARSE, 

PRIMERO PREDICE UN VALOR DE yi+¡ PARA CALCULAR LA PENDIEN

TE EN EL PUNTO EXTREMO (xi+i, yi+i) Y A CONTINUACION CORR.!, 

GE O RECALCULA EL PUNTO yi+l • ESTE METODO ESTABLECE LAS 

BASES PARA EL DESARROLLO DE TODOS LOS METODOS DE LA FAMILIA 

RUNGE-KUTTA. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 88). 

II.5.4 METODOS RUNGE-KUTTA DE ORDEN m. 

II,5.4.0 INTRODUCCION 

OBSERVANDO LA ECUACION DE EULER 

Y i + 
1 

'"' Y i + h f (xi , Y i) SE CONCLUYE QUE LA EXPANSION ES LI

NEAL CON PENDIENTE IGUAL AL VALOR DE LA FUNCION f EN EL 

PUNTO (xi, y 1). RUNGE Y KUTTA TRABAJARON EN FORMA INDEPEN-

87. 



METODO DE EULER MODIFICADO 
88. 

G(x,y) a f(x,y) 

- X o 
N 

i = O,N-1 

'-· - - -- - --

NOMENCLATURA : 

2 

X ª valor inicial de X 
o 

y
0 

• valor inicial de y 

VC = variable de control 

N Nº de subintcrvalos 

xf = valor final de x 

Yr = valor final de y 

G(x,y) a 

N 

i • O,N-1 

f(x. ,y.)+f(x. ,y.+ +f(x;·;y.)h) 
f *= 1 1 1 l. 1 ' '1 1 

2 



DIENTE PARA MEJORAR ESTA ECUACION PROPONIENDO LA SIGUIENTE: 

DONDE f* DEBE SER UNA PENDIENTE REPRESENTATIVA DEL INTERV~ 

LO ~i 1 xi+ J ¡ DICHA PENDIENTE ES EVALUADA POR COMPARACION 

DE MODELOS PROPUESTOS CON EXPANSION DE TAYLOR EQUIVALENTE, 

DEPENDIENDO DEL NUMERO DE PUNTOS QUE SE UTILICEN EN LA EVA-

LUACION DE LA PENDIENTE, ASI SERA EL ORDEN DEL METODO. 

SEAN ... , ETC, VALORES DE LA PENDIENTE EN DIFE-

RENTES PUNTOS DENTRO DEL INTERVALO CERRADO [x . , x. J ¡ CON 
1 l+ 

ESTOS PUEDE DETERMINARSE EL VALOR DE f* CON UN PROMEDIO P§ 

SADO, DE LA FORMA SIGUIENTE: 

N 

f* a.K. 
1 1 

SIENDO N EL ORDEN DEI, METODO, ai EL PESO DE CADA PENDIE.t! 

TE Y K. LA PENDIENTE RESPECTIVA. 
l 

EL POLINOMIO DE TAYLOR EQUIVALENTE SERA DE GRADO N. 

II,5.4.1 RUNGE-KUTTA DE 2º ORDEN 

SE DESARROLLA MEDIANTE LOS SIGUIENTES 

PASOS: 

1). f* 

89. 



90. 

2) K¡ = f(xi 1 yi) 

3) K2 = f(xi + ph, yi + phK¡) 

4) EXPANDA LINEALMENTE A K2 

5) Yi+I = yi + f*h 

6) COMPARE CON EL POLINOMIO DE TAYLOR DE 2º GRADO PARA y 

DESARROLL~: 

f* a1K1 + a2K2 

K1 = f(xi,yi) Ki = K2 EN xi ' Y i. ' O SEA p O 

K2 f(xi + ph, yi + phK1) 

l::.x = ph 

K2 (x,y) 

+ f ph + f fph)) h 
X y 

(EC, 1) 

O BIEN, 



2º ORDEN: 

+Y" llx 2 
-2-

SI llx = h PARA h 
~ ~. , . ·-·· --

Y i + 1 =y i +y• 1 xi'yih~y;, (Ec, 2) 

~ = f(x,y) =y' 

Y "= d y' = d f (x,y) = af (x,y) + af (x, y) ll ax di ax ay ax 

Y'j =f(x.,y.)=f 
xi,yi 1 1 

y" 1 

SUBSTITUYENDO EN LA ECUACION 2 SE OBTIENE: 

(Ec, 3) 

COMPARANDO LA ECUACION 3 CON LA ECUACION 1 (TAYLOR VS, RUNGE

KUTTA) SE OBTIP.NE: 

DE LOS TERMINOS QUE CONTIENEN UNICAMENTE A f a1+a2=l 

DE LOS TERMINOS QUE CONTIENEN UNICAMENTE A f 1 
X " . a2P =~ 

DE LOS TERMINOS Q.UE CONTIENEN UNICAMENTE A f f a2P =1 y 

. -.:.;:~:~~".-,.~~-: 

NOTES E QUE SE HAN OBTENIDO DOS ECUACIONES INDEPENDIENTES CON 

91' 



TRES INCOGNITAS 1 POR LO QUE EXISTE UN GRADO DE LIBERTAD, ES 

DECIR, SE PUEDE !\SIGNAR VALOR A ALGUNA DE LAS TRES VARIABLES 

a1 , a2 y P. ESTE GRADO DE LIBERTAD HA PROLIFERADO EL DE

SARROLLO DE METODOS DE RUNGE-KUTTA, DEPENDIENDO DE QUE VALOR 

Y A CUAL VARIABLE SE LE ASIGNE. PARA ESTE CASO SE PRESENTA-

RAN LOS METODOS DE RUNGE-KUTTA MAS USUALES. 

METODO DEL PUNTO MEDIO 

SISTEMA DE ECUACIONES RESUELTO PARA ª1 o POR LO QUE ª2 1 

y p 1 y bL ALGORITMO SERA: =2 

PASO 1) K1 = f(xi, yi) 

PASO 2) K2 f(xi h 
+ 2., yi + 

h 2 Ki) 

PASO 3) f* = K2 

PASO 4) Yi+1 = yi + f*h 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x 0 , Yo PARA 

~-LA ECUACION dx - f(x,y). 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 93 ) • 

METODO DE EULER MODIFICADO 

EL SISTEMA DE ECUACIONES SE RESUELVE PARA 1 
D.¡ -= 2 1 DE DON-

DE OBTENEMOS 1 ª2 = 2 y p = l. EL ALGORITMO SE RESUELVE 

CON LOS SIGUIENTES PASOS: 

1) K¡ = f(xi 'yi) 

2) K2 f (xi + h, y. + hK¡) 
l 

K¡ + Kz 
3) f* 

2 

9 2. 



METODO DEL PUNTO MEDIO 

- X o 
N 

,------- i = O,N-1 
1 
1 
1 

l----· - ------

FIN 

93. 

NOMl::NCLATURA 

x
0 

valor inic-.ia1, du x 

y
0 

= valor inicial de y 

valor final de x 

m Nº de incrementos 



PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE Xo Y Yo 

PARA RESOLVER LA ECUACION ~ = f(x,y). EL DIAGRAMA DE FLg 

JO YA FUE PRESENTADO EN LA SECCION CORRESPONDIENTE. (PAG. 

88 ) • 

METODO DE HEUN 

SE OBTIENE ASIGNANDOLE EL VALOR A a 1 t ; AL RESOLVER EL 

SISTEMA OBTENEMOS a2 = t Y P = f . EL ALGORITMO SE RESUE~ 

VE CON LOS SIGUIENTES PASOS: 

1) K¡ f(xi,yi) 

2) Kz f(xi 
2 

+ j' h, yi + 2 j hK¡) 

3) f* 1 = 4 K1 
3 + ¡ Kz 

4) Yi+ 1 = yi + f*h 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x 0 Y Yo 

PARA RESOLVER LA ECUACION ~ = f(x,y). 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 95 ) • 

DONDE f* 

K¡ 

II.5,4.2 RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN, 

UTILIZANDO CINCO CONSTANTES, 

EL METODO TENDRA LA SIGUIENTE FORMA: 

PUNTO DE REFERENCIA 

94. 



1-------
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

METOüO DE HEUN 

i = O,N-1 

·-----~-----

95. 

NOMENCLATURA 

X o va lu r inicial de X 

Yo = valor inicial de y 

xf .. valor final de X 

N .. Nº de incrementos 



K2 f(xi + mh, yi + mhK 1 ) 

K3 f(xi + ph, Yi + phK2) 

AL SER TRES PUNTOS, EL METODO SERA EQUIVALENTE A UN POLINO

MIO DE TAYLOR DE TERCER GRADO: 

(II.5) 

PARA PODER COMPARAR LAS FORMULAS DE TAYLOR Y RUNGE-KUTTA, 

K 2 Y K 3 D.EBERAN EXPANDERSE HASTA UN POLINOMIO DE SEGUNDO 

GRADO, PARA QUE AL HACER EL PRODUCTO f*h SE OBTENGA LA h 3 

CORRESPONDIENTE AL ULTIMO TERMINO DE LA EXPANSION DE TAYLOR. 

AL REALIZAR ESTAS EXPANSIONES LOS POLINOMIOS OBTENIDOS SON 

LOS SIGUIENTES: 

K1 = f 

f + mhf 
X 

2h2 
+ mhff + !!!........ (f + 2ff + f 2 f ) 

y 2 XX Xy yy 

SUSTITUYENDO K2 EN LA ULTIMA ECUACION OBTENEMOS: 

K3 = f + phfx + phff + mph 2 f (f + f f) 
y y X y 

mh (f + f f)) 
:-: .. :· X y 

-':: ::::-:''s_'., -· .. -· -.~.: -~.-: .' -

SI CON ESTAS ECUACIONES si(.osTIENE LA ECUACION f* y DE 

ES'rA, A SU VEZ, LA ECUACION DE . y i + 1 1 AL COMPARARLO CON EL 

96, 



POLINOMIO (II.5) SE OBTENDRA EL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUACIQ 

NES: 

1) a1 + a2 + a3 = 1 

2) ma2 + pa3 1 SON CUATRO ECUACIONES INDEPEN-2 

3) m2a2 + p2a3 1 
=3 

DIENTES CON CINCO INCOGNITAS 

4) mpa3 l 
6 

UNO DE LOS ALGORITMOS DE TERCER ORDEN DE RUNGE-KUTTA UTILIZ~ 

DO MUY FRECUENTEMENTE ES EL OBTENIDO AL RESOLVER EL SISTEMA 

DE ECUACIONES PARA m = ~; CON LO CUAL SE OBTIENE a1 = l, 
9 

3 4 p l a2 = 9' a3 = 9 ' 4 • CON ESTOS VALORES ESTABLECEMOS EL 

SIGUIENTE ALGORITMO: 

1) K1 f(xi,yi) 

2) K2 = f(xi 1 + 2 h, yi + t hKi) 

3) K3 = f(xi 3 + 4 h, yi 
3 + ¡ hK2) 

4) f* 2 
K1 

3 + ! K3 = 9 + g K2 9 

5) Yi+t = yi + f*h 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x 0 1 Yo PARA 

RESOLVER ~ dx = f (x, y) • 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 98 ). 

ALGORITMO DE RUNGE-KUTTA DE TERCER ORDEN UTILIZANDO SEIS PA-

RAMETROS: 

97' 



METODO DE RUNGE - KUTTA Jer. ORDEN,5 CONSTANTES 
98. 

.------ i = O, N-1 
1 

k2 f(xi+ 
1 

h,yi+ 
1 

h k 1) " 2 2 

k3 f (K i+ 
3 

h,y i+ 
3 

h k2) 7i 7i 

e! k + 3 
k2+ 

4 
Yi+1 

. yi+ 9 9 k 3) h 9 1 

Ki+I = x.+h 
l 

NOMENCLATURA 

KO .. valor inicial de K 

l.. Yo = valor inicial de y 

xf valor final deK 
,_ 

--
N .. Nº de incrementos 



CON EL OBJETO DE OBTENER MAYOR APROXIMACION EN EL CALCULO DE 

y i + 
1 

PARA DEFINIR K 3 , SE APROVECHA EL CONOCIMIENTO QUE 

SE TIENE DE K2 Y K 1 1 DE TAL MANERA QUE K3 SE DEFINE 

COMO: 

99. 

NOTESE QUE, CON RESPECTO AL METODO ANTERIOR, SE HA INTRODUC! 

DO UNA NUEVA VARIABLE q, DE TAL FORMA QUE K 3= f(K2 1 K1) ·, 

AL HACER LAS EXPANSIONES CORRESPONDIENTES PARA K¡ 1 K2 1 K3 

MEDIANTE UN POLINOMIO D~ TAYLOR DE SEGUNDO GRADO Y AL COMPARAR 

Yi+I = Yi + f*h, CON EL POLINOMIO DE EXPANSION DE SERIES DE 

TAYLOR DE TERCER GRADO, SE OBTIENE EL SIGUIENTE SISTEMA DE 

ECUACIONES: 

ª1 + a2 + ª' 1 

ma2 + pa3 
1 
2 

m2a2 + p 2a3 
1 
3 

mqa3 
1 
6 

NOTESF. OUE EXISTEN CUATRO ECUJ\CIONES CON SEIS INCOGNITAS, LO 

QUE IMPLICA FIJAR EL VALOR DE DOS DE ELLAS PARA OBTENER UNA 

SOLUCION, FIJANDO .m = t Y P = l SE OBTIENE LO SIGUIENTE: 



CON ESTO SE OBTIEtlE EL SIGUIENTE ALGORITMO: 

1) K1 = f (xi , Yi) 

2) f(xi 1 1 
K2 = + 2 h, yi + 2 hKi) 

3) K3 f(xi + h, yi + 2hK2 - hK¡) 

K1 + 4K2 + K3 
4) f* = 6 

5) y Í+l 
y. + f*h 

J. 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x 0 1 Yo PARA 

gz 
RESOLVER dx = f(x,y). 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 101), 

II.S.4.3 RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN, 

UTILIZANDO SIETE CONSTANTES. 

UNO DE LOS METODOS MAS UTILIZADOS ES 

EL QUE SE OBTIENE MEDIANTE LA EXPANSION Y COMPARACION. CON EL 

POLINOMIO DE TAYLOR DE CUARTO GRADO, RESPECTIVO DE K2 , K3 1 

K~ , REPRESENTADAS EN EL SISTEMA DE ECUACIONES SIGUIENTE: 

f* a1K1 + a~K 2 + a3K3 + a~K~ 

K1 f(xi , y i) 

K2 f(xi + mh, yi + mhK1) 

K3 f(xi + ph, yi + phK2) 

K~ f(xi + qh, yi + qhK3) 

K2 1 K3 Y K~ DEBEN EXPANDERSE A UN POLINOMIO DE GRADO 3, 

100. 



HETODO DE RUNGE - KUTTA, 3er. ORDEN, SEIS PARAMETROS 

1------
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
I· 
1 ,, 
1 

1 

1 

i .. O, N-1 

'-- ------- --

FIN 

1o1. 

NOMENCLATURA 

X o 
.. valor inicial de X" --

yo .. valor inicial de y 

xf .. valor ffoál -de X 

N .. Nº de in_cremcntos 



PARA QUE, AL MULTIPLICARLO POR LA h DEL TERMINO f*h, SE 

GENERE EL TERMINO h 4, EL CUAL CORRESPONDERA AL EXPONENTE 

DE h DEI, ULTIMO TERMINO DE LA EXPANSION EN SERIE DE 'rAYLOR 

DE GRADO 4 DE y i + 
1 

, 

LA SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES OBTENIDAS, GENERA EL 

SIGUIENTE ALGORITMO: 

1) K¡ f(xi,yi) 

2) K2 f(xi 
1 

:+ 2 h, yi + t hK 1 ) 

3) K3 f(xi + 1 2 h, yi + t hK2) 

4) K4 f(xi + h, yi + hK3) 

K¡ + 2K2 + 2K 3 + K4 
5) f* 6 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x 0 / Yo PARA 

RESOLVER ~ = f(x,y). 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 103), 

OTRO ALGORITMO DE CUARTO ORDEN CON DIEZ CONSTANTES, USADO 

CON MENOS FRECUENCIA QUE EL ANTERIOR, ES EL QUE SE OBTIENE 

AL CONSIDERAR QUE K = f (K2 , K¡) Y QUE a4 = f (K3 1 K2 , K¡). 

LAS ECUACIONES QUE GENERAN EL ALGORITMO SON LAS SIGUIENTES: 

K1 f(xi, yi) 

K2 f(xi + mh, yi + mhK 1 ) 

1 02. 



METODO RUNGE - KUTTA, 4° ORDEN, 7 CONSTANTES 
103, 

= O,N-1 

NOMENCLATURA 

lC = valor inicial de X o 
yo valor inicial de y 

Kf e valor final fo lC 

FIN N Nº de incrementos 



K¡ f(xi + ph, yi + qhK 2 + (p -q)hK¡) 

K, f(xi + rh, yi + thK 3 + (r-t)hK 2 + shK 1 ) 

DE LA COMPARACION DE LOS POLINOMIOS SE OBTIENE EL SIGUIENTE 

ALGORITMO: 

1) K¡ f(xi ' y i) 

2) K2 f(xi 
1 + l hK¡) + 3 h, y. 

l 3 

3) K¡ f(xi 
2 1 hK¡ hK2) + 3 h, yi - 3 + 

4) K, f(xi + h, yi + hK1 - hK2 .f. hK3)' 

5) f* 1 (K 1 + 3K2 + 3K ¡ + K •) = 8 
6) yi+¡ = yi + f*h 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO DEBERAN CONOCERSE x0 , Yo PARA 

RESOLVER ~ = f(x,y). 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. l OS ) • 

II.5.5 METODOS DE MULTIPASOS DE INTEGRACION 

ABIERTA 

II.s.s.o INTRODUCCION 

TODOS LOS METODOS ANTERIO-

RES SE APOYAN EN EL PUNTO ANTERIOR (xi , yi) PARA ESTIMAR 

EL NUEVO PUNTO (xi+! , yi+¡). EXISTE OTRA FAMILIA DE METO

DOS, LOS CUALES PARA EVALUAR EL PUNTO (xi+¡, yi+i) SE APO

YAN EN VARIOS PUNTOS ANTERIORES, CONOCIENDOLOS COMO METODOS 

DE MULTIPASOS, PARA DESARROLLAR ESTOS ME'l'ODOS LA EXP/\NSION 

DE LA FUNCION f (x,y) SE LLEVA A CABO MEDIANTE EL POLINOMIO 

FUNDAMENTAL DE NEWTON, CON DIFERENCIAS FINITAS SIN DIVIDIR 

104, 



VARIANTE DEL METODO RUNGE - KUTTA, 4° ORDEN 

1- i = O, N-1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 : __ cl; xi+1 'Yi+1 

. 

105, 

NOMENCLATURA 

X •_valor inicial de X o 

Yo .. valor inicial de y 

xf = valor final de X 

N = Nº de i ncremcntos 



HACIA ATRAS. LO ANTERIOR IMPLICA QUE EN LUGAR DE UTILIZAR 

VALORES DE y i , SE UTILIZARAN VALORES DE f(x. , y,) LOS 
l 1 

CUALES PUEDEN SER REPRESENTADOS COMO f. • 
l 

EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON CON DIFERENCIAS FINITAS 

SIN DIVIDIR HACIA ATRAS QUEDA REPRESENTADO POR LA SIGUIENTE 

ECUACION: 

f(x) 

DONDE 

r¡2f.. r¡3f. 
1 1 = fi + Vficx + 2! a(a + 1) + ~ cx(cx + l)(a + 2) +••• 

f i = f (Xi t y i) 

x = xi + ah 

Vfi = fi - fi-1 

V2 f. = Vf. - Vf. 
1 L l.-1 

= f. - 2f. 
L L-1 

= (fi - fi-1) - (fi-1 - fi-2) 

- f. 
1-2 

ESTE POLINOMIO PUEDE SER UTILIZADO PARA RESOLVER LA ECUACION 

DIFERENCIAL ~ d = f(x,y) 
X . 

CON CONDICIONES INICIALES Y = Yo 

Y X = Xo DICHA ECUACION DIFERENCIAL SE PUEDE TRANSFOR-

MAR A dy = f(x,y)dx, QUE PUEDE SER INTEGRADA APOYANOOSE EN 

K PUNTOS HACIA ATRAS, ES DECIR A PARTIR DEL PUNTO 

xi-K, yi-K HASTA EL PUNTO xi+l, Yi+1 QUE ES EL QUE SE 

DESEA EVALUAR. AL APLICAR EL OPERADOR DE INTEGRACION OBTEN~ 

MOS: 

j 
X. 

l+l 

f(x,y)dx 

xi-K 

SI SE APROXIMA A f (x, y) POR DIFERENCIAS FINITAS HACIA A'rRAS 

1 Ü(J. 



107, 

SE OBTIENE: 

Yi+1 = 

I 
1 'V2f, 'V3f, 

l l 
=y

1
._K+ · (f.+'Vf.a+-2 , a(a+l)+-3 , a(a+l)(a+2)+•••)ha 

. l l • • 

·-K 

(Ec. 1) 

AL ANALIZAR LA ULTIMA ECUACION SE CONCLUYE QUE LAS DIFEREN-

CIAS NO ESTAN AFECTANDO AL INTERVALO rx., x. J; L,l l+l 
POR ESTE 

HECHO, A ESTOS METODOS SE LES CONOCE COMO METODOS DE INTEGR[i 

CION ABIERTA, 

EN LAS SIGUIENTES SECCIONES, NO SE PRESENTARA EL DIAGRAMA DE 

FLUJO DE CADA UNO DE LOS METODOS, YA QUE POR SER UNA FAMILIA, 

QUEDARAN IMPLICITOS EN UN DIAGRAMA DE FLUJO GENERAL. 

II.S.5.1 METODO DE ADAMS-BASHFORTH 

DE DOS PASOS 

EL NOMBRE'DEL,METODO INDICA QUE SE ---::,-.--:«·;> 

APOYA EN DOS PUNTOS: (~L• ~tf: ,~n;'{~(*i'2~)yi~ 1 ) •. PARA QUE 

ESTOS PUNTOS SEAN LOS ,h~J:cos bJE: p~:R,TI·~iPEN . EN EL PROCESO R§ 
. . - ·> ¡,·:~ '; . ' 

CURSIVO, LA INTEGRÁL DEBERÍ\SER REsÚELTA DE xi A )(, 
l+l 



POR LO TANTO LA K DE LA ECUACION 1 ES IGUAL A CERO. 

SI LA ECUACION 1 SE TRUNCA A PARTIR DE LA SEGUNDA DIFERENCIA, 

OBTENDREMOS: 

OBSERVE COMO PARA UTILIZAR ESTE ALGORITMO, SE REQUIERE CONO

CER LOS PUNTOS (x 0 , Yo), (x 1 , y 1 ) PARA CALCULAR EL PUNTO 

(x 2 , Yz) Y ASI SUCESIVAMENTE. DADO QUE (Xo , Yo) ES UN D,/! 

TO, SE RECOMIENDA CALCULAR EL PUNTO (x¡ , y¡) CON EL METODO 

DE EULER POR SIMPLICIDAD. 

II.5,5.2 METODO DE ADAMS-BASHFORTH 

DE TRES PASOS 

ES UN METODO QUE SE APOYA EN TRES PUli 

TOS ANTERIORES (AL PUNTO EN QUE QUEREMOS EVALUAR), ES DECIR, 

PARTICIPARANLOSPUNTOS (xi,yi)' (xi-i'Yi_
1

) Y 

(xi_
2 

, y1_
2
), SI SE TRUNCA LA ECUACION 1 A PARTIR DE LA TEE 

CERA DIFERENCIA Y PARA K = O, SE OBTIENE: 

108. 



y.+
1
h
2

[23f(x.,y.)-16f(x. ,y. )+Sf(x. ,y. ¡l 
l. l. l J.-1 l.-1 1-2 i-2'.J 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO, DEBERAN CONOCERSE LOS PUNTOS 

(Xo, Yo), (X¡ , Y1) Y (x 2 , Y2) PARA CALCULl\R EL PUNTO 

(x 3 , y 3 ) Y AS! SUCESIVAMENTE. DADO QUE (x 0 , y 0) ES UN 

DATO, SE RECOMIENDA CALCULA.ll. LOS PUNTOS (X¡ , y¡) Y (xz 1 Y2) 

CON EL METODO DE EULER POR SIMPLICIDAD. 

II.S.5.3 METODO DE ADAMS-BASHFORTH DE 

CUATRO PASOS 

SE OBTIENE EVALUANDO LA ECUACION 1 

DESDE x. A x. 
l. l+ 1 

TRUNCANDO DICHA ECUACION A PARTIR DE 

LA CUARTA DIFERENCIA. LA ECUACION RESULTANTE DE Yi+l DE

PENDERA DE CUATRO PUNTOS A..._TERIORES: (xi, yi)' (Xi-l 1 Yi_
1
), 

(Xi-z, Yi_ 2 ) 1 (xi_ 3 , Yi_ 3). DE MANERA ANALOGA AL DESARROLLO 

ALGEBRAICO DE LAS SECCIONES ANTERIORES, SE OBTIENE LA SIGUIEN_ 

TE ECUACION: 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO, DEBERAN CONOCERSE LOS PUNTOS 

(Xo , Yo) 1 (X¡ , Y1), (X2 1 Y2) Y (X3 , Yi) PARA CALCULAR EL 

109. 



PUNTO (x 4 1 y 4 ) Y ASI SUCESIVAMENTE, DADO OUE EL PUNTO 

(x 0 1 y 0 ) ES UN DATO, SE RECOMIENDA CALCULAR LOS PUN'rOS 

(X¡ , y¡), (X2 1 Y2) Y (X3 1 y3) CON EL METODO DE EULER POR 

SIMPLICIDAD, 

II.S.5.4 METODO DE ADAMS-BASHFORTH 

DE CINCO PASOS 

SE OBTIENE EVALUANDO LA ECUACION 1 

DESDE xi A Xi+ 1 , TRUNCANDO DICHA ECUACION A PARTIR DE 

LA QUINTA DIFERENCIA. LA ECUACION RESULTANTE DE yi+l DE

PENDERA DE CINCO PUNTOS ANTERIORES: (xi, Yi) 1 (xi-t, Yi_
1
), 

(xi-2 'yi-2), (xi-3 'yi-3) y (xi-4 'yi-4) • DE MANERA ANA

LOGA AL DESARROLLO ALGEBRAICO DE LAS SECCIONES ANTERIORES, 

SE OBTIENE LA SIGUIENTE ECUACION: 

+ 25lf(x. , y . •. l] 
1-4 1-~ 

PARA INICIAR ESTE ALGORITMO, DEBERAN CONOCERSE LOS PUNTOS 

0 1 4 PARA CALCULAR EL PUNTO (Xs 1 Ys) Y ASI 

SUCESIVAMENTE. DADO QUE EL PUNTO (x 0 1 y 0 ) ES UN DATO, SE 

RECOMIENDA CALCULAR LOS PUNTOS (xi, yi) 1 i = 1,4 CON EL 

METODO DE EULER, POR SIMPLICIDAD. 

11 o. 



II.5.5,5 DIAGRAMA DE FLUJO GENERAL 

(VER PAG, 112 ) • 

II,5,6 METODOS DE MULTIPASOS DE INTEGRACION 

CERRADA 

LA DIFERENCIA DE ESTOS METODOS CON LOS METO-

DOS DE LA SECCION II.5,4 (PAG. 87 ) ES QUE LAS DIFERENCIAS 

FINITAS HACIA ATRAS SE EVALUAN A PARTIR DEL PUNTO 

(Xi+l , Yi+i). ESTO INDICA QUE LA ECUACION PARA CALCULAR 

Yi+l DEPENDERA A SU VEZ DEL PUNTO (xi+l / Yi+l) QUE NO SE 

CONOCE. ESTE CRITERIO GENERA UNA FAMILIA DE METODOS, CONOC.!, 

DOS COMO METODOS IMPLICITOS. SI EN LA ECUACION 1 DE LA SEC

CION II.5.4 SE SUSTITUYEN 'Vfi, 'V 2fi, ••• ,ETC. POR 

llfi+l , l.7 2 fi+l , • , ., ETC,, EN DONDE 

'V 2 f. 1 =l,7f. -'Vf. =(f. -f.) - (f. -f. 1> =f. -2f. +f. 1 l+ 1.+1 l. 1.+l l. l 1.- > l+l l. 1-

SIGUIENDO EL PROCEDIMIENTO DE LA SECCION II.5.5,l (VER PAG. 

107) DE EVALUACION DE LA INTEGRAL PARA K = O Y UNA TRUNCA-

CION DEPENDIENDO DEL NUMERO DE PASOS, SE OBTIENE LO SIGUIENTE: 

ECUACION DE ADAMS-MOULTON DE DOS PASOS: 
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~f - XO 
h c---

N 

M debe ser 

MULTIPASOS DE INTEGRACION ABIERTA 

G(ij = 
1
. 
2
1 

fi3f(x.,y.)-16f(x. 
1
,y. )+Sf(x. ,y. )1 

[ 1 l l.- l-1 i-2 l.-2'j 

NOMENCLATURA : 

x = valor inicial de x 
o 

y
0 

=valor inicial de y 

Xf ª valor final de X 

N • Nº de intervalos 

M a Nº de pasos 

a la pag. 113 

.....___...--

G(i) • 24
1 

Íssf(x
1
.,y

1
.)-59f(x. ,y. )+37f(x. ,y. )-9f(x. 

3
,y

1
• 

3
)1 t 1-1 1-1 1-2 1-2 1- - 'J 

G(i) = 72
1

0 ri90lf(x. ,y.)-2774f(x. 
1
,y. )+2616f(x. ,y. 

2
)-1274f(x. 

3
,y. 

3
)+25lf(x

1
. 0 ,y

1
. ~}l 

[ i 1 1- 1-1 1-2 1- 1- 1- - - 'J 



,
' 1 

1 

1 
1 
1 

..... -------de la pag, 112 

i = O,M-1 

1 - ·-~~~~~~~~~~~-. 
1 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 

1 

1--- ----

,--- i • M,N-1 
1 
1 
1 
1 

'-·-----
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ECUACION DE ADAMS-MOULTON DE TRES PASOS: 

ECUACION DE ADAMS-MOULTON DE CUATRO PASOS: 

y. =y.+
1

h20 [2sucx.· ,y. l+646f(x.,y.)-
1+1 l l+l l.+1 l. l 

-19f(x. ,y.
3
)] 

l.-3 i-

DADO EL DESCONOCIMIENTO DE Yi+l , ESTOS METODOS NO SE UTI

LIZAN DIRECTAMENTE, SINO QUE DEBERAN COMBINARSE CON OTRO, EL 

CUAL VAYA PREDICIENDO VALORES DE Yi+I , PARA QUE NUESTRA 

ULTIMA Fl\MILIA DE METODOS VAYAN CORRIGIENDO LOS VALORES DE 

Yi+i , A LA COMBINACION DE DOS METODOS DONDE UNO PREDICE Y 

OTRO CORRIGE SE LE CONOCE COMO METODO PREDICTOR-CORRECTOR, 

DADO QUE ESTA FAMILIA DE METODOS NO SE USAN INDEPENDIENTEME,!i 

TE NO SE LES HARA DIAGRAMA DE FLUJO, 

II,5.7 METODOS PREDICTORES-CORRECTORES 

II.5,7,0 INTRODUCCION 

COMO SE MENCIONO EN LA SECCION ANTE-

RIOR, ESTOS METODOS SE GENERAN AL COMBINAR UN METODO DE 
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INTEGRACION ABIERTA, CON UN ME'l'ODO DE INTEGRACION CERRADA, 

POR LO TANTO, EL DESARROLLO DE FORMULAS SEGUIRA UN PROCEDI-

MIENTO AN/\LOGO AI, DESCRITO EN LAS SECCIONES II, 5, 4 ( PAG, 8 7 ) 

Y II.5,5 (PAG.104), POR LO QUE EN ESTA SECCION, SOLO SE PRE

SENTARAN LAS FORMULAS CORRESPONDIENTES A LOS METODOS DE ESTE 

TIPO MAS UTILIZADOS, 

II,5,7.l METODOS MAS UTILIZADOS 

METODO DE MILNE DE CUARTO ORDEN: 

PREDICTOR: 

y. =y. + 4
3h[2f(x.,y.)-f(x. 

1
,y .. >+2f(x .. ,y. >] 

l+l l.-3 l l l.- i-1 . l-1 l.-2 

CORRECTOR: 

Y. +h3 [f(x. ,y. )+4f(x.,y.)+f(x;.·
1
.,y .. >] 

1.-l l+l l+l l. l. i:- ' i-1 

METODO DE MILNE DE SEXTO ORDEN: 

PREDICTOR: 

- l4f(x. , y .. ) +llf(x ... · .. :·. ,y .... >]. l-3 i-3 ... '' _1:-~ 1-, 
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CORRECTOR: 

+32f(x. ,y. )+7f(x .. ·.,y ... )] 
l.-2 L-2 L-3 L-3 

METODO DE ADAMS-MOULTON O ADAMS MODIFICADO: 

PREDICTOR: 

CORRECTOR: 

+ f (X, t Y• )] 
i-2 1-2 

SE UTILIZAN ESTOS llETODOS CUANDO SE BUSCA MUCHA PRECISION 

CON POCOS SUBINTERVALOS DE INTEGRACION, YA QUE COMO PUEDE 

OBSERVARSE EN LAS FORMULAS, SE REQUIEREN MUCHAS EVALUACIONES 

DE LA FUNCION. I'OR ENDE, EN POS DE L/\ EXACTITUD, SE RECOMIE!!_ 

DA QUE LOS PUNTOS QUE INICIAN EL CALCULO SE ESTIMEN (EVALUEN) 

con UN RUNGE-KUT1'A DE CUARTO ORDEN. 
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DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 118), 

II.5,8 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 

II,5,8.0 INTRODUCCION 

ESTE METODO SE BASA EN LA 

APROXIMACION DE LAS DERIVADAS MEDIANTE DIFERENCIAS FINITAS. 

EXISTEN MUCHAS FORMAS DE OBTENER ESTAS APROXIMACIONES, UNA 

DE ELLAS ES LA SIGUIENTE: 

SI f(x) =f(xol+f[;o, xJ (x-xo) +fl!o, Xi, xJ(x-x 0)(x-x1)+ 

+ ••• Y SE DERIVA CON RESPECTO A x ESTE POLINOMIO, SE OB

TIENE: 

f' (x) =fGco,, xJ + f[l<o, X1, xJ (x-x 0 + (x-x1)) + ••• 

2x - Xo - X1 J 
+f(x 2 ) (X2-Xo)(x2-X1) +••• 

SI f(x) SE APROXIMASE A UN POr.INOMIO DE SEGUNDO GRADO, EN

TONCES f' (X) ESTARIA DADO POR LOS TERMINOS ENCERRADOS EN-

TRE PARENTESIS CUADRADOS DE LA ECUACION ANTERIOR. POR TANTO 

LA DERIVADA EN x 0 (CONSIDERANDO QUE LOS PUNTOS Xo , X¡ 

ESTAN IGUALMENTE ESPACIADOS CON UN INCREMENTO h) SERA: 

f' (xo) = t [-~ f(xol + 2f(xi) - t f(x2l] = 

= i [-t f(xol + 2f(xo + h) - t f(xo + 2h)J 



G2(i)• -3
1 

Íf(x.+ ,y.+ )+4f(x.,y.)+f(x. ,y. )1 L 1 1 1 1 1 1 i-1 1-1 J 

NOMENCLATURA : 

x • valor inicial de x 
o 

xf • valor final de x 

y
0 

= valor inicial de y 

N • Nº de intervalos 

M = variable selectora del método 

:-1 • 3 

11 = 3 

12 = 1 

G2(i)• 45
2 

f7f(x.+ ,y.+ )+32f(x.,y.)+12f(x. ,y. )+32f(x. ,y. )+7f(x
1
. ,y. >l L i 1 i 1 i i i-1 i-1 1-2 1-2 -1 i-1 J 

NOTA: para M • 
, para M • 
para M • 

usa el método de Milne de 4° orden 
usa el método de Milne de 6° orden 
usa el método de Adams - Moulton ---

M = 4 
11 • o 
12 - o 

M • 5 

ll • 5 

12 - 3 

ª la pag. 1194---·~~~~~~·~~~~~~-~~~~~~~~~J 

~ 

-"' 



i"' M,N-1 

• X, + h 
l 
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ESTJ\ DERIVAD!\ OBTENIDA PUEDE MEJORARSE EN SU APROXIMJ\CION, 

l\PLICANDO UNA TECNICJ\ DE EXTRJ\POLACION. 

SI SE EVALUA LA PRIMERA DERIVADA EN X¡ , SE OBTIENE: 

Y A SU VEZ, 

f' (x¡) = f(x 0 + h) 

SI EN ESTA ULTIMA ECUACION SE SUSTITUYE x 0 POR Xo - h, 

SE OBTIENE: 

1 [ l l J f'(x 0 ) = h -2 f(xo - h) + 2 f(x¡) 

ESTA SERIA UNA FORMA DE EVALUAR LA PRIMERA DERIVAD!\. DE MA-

NERA SIMILAR, PODRIA CALCULARSE LA SEGUNDA DERIVADA RESPEC -

TIVA , POR EXPANSION DE LA FUNCION f(x) 

DE TERCER GRADO. 

A UN POLINOMIO 

PODEMOS OBSERVAR QUE EN ESTE METODO EL POLINOMIO FUNDAMENTAL 

DE NEWTON SE TRUNCA EN UN GRADO MAYOR AL ORDEN DE LA DERIVA-

DA QUE SE DESEA EVALUAR. 

DADOS LOS ERRORES IMPLICITOS EN ESTOS CALCULOS, Ll\ MAYORIA 

DE LOS METODOS NUMERICOS QUE UTILIZAN TECNICAS DE DIFEREN-

CIAS FINITAS U'l'ILIZl\N APROXIMACIONES MENOS EXACTAS, TRUNCANDO 
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EL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON ENEL ORDEN DE DIFERENCIA 

CORRESPONDIENTE A LA DERIVADA QUE SE DESEA EVALUAR. SIGUIE~ 

DO ESTE PROCEDUIIENTO SE OBTENDRA: 

PARA f 1 (x) 

f(x) = f(x 0) + f ~o , x~ {x - x0) 

DERIVANDO: 

DERIVANDO: 

f"(x l = d~2 [fGo, x1 , x2J (x 2 .., (x 0 + x1 )x + x0x1 )] 

PARA f'"(x) 
' : ' 

V2 f(xol 
h2 

f(x) • .•,(x¡L;}~~H~2 \~5fil +<G-, x, , x~ (x -x0 ) (x -xd + 
+'fGóif;~\<i~~··'/~,J(x,-x~) (x - x1 ) (x - x 2 ) 

.,., - ·o·'"" \:-,¿e·-:.~:-'.:--.: .. 

DERIVA~D.~,i .á.,;< . 

f'"(x)!}:i@F,x; ,,x, ,xJéx' - (xo +X, + x,Jx' t 

.~. (x¡xl - (Xo + X1lx2)X - X2X1Xo~ 

DE DONDE 

1 21. 



f 111 (X) = 6 f [ o t X l , X 2 t X 3] 

GENERALIZANDO SE OBTIENE 

K . 
K [ J /J." f(xo) 

f (x) = K! f t_:<o ,x¡, ••• ,xK = ,hK<· 

'l'RAL, EL CUAL SE DEFINE COMO: 

Y OBTENER fK(X) COMO: 

II.S.8.1 SOLUCION DE ECUACIONES DIFli 

RENCIALES LINEALES. 

ESTE METODO SE FUNDAMEN'rA EN LA APRO-

XIMACION DE LAS DERIVADAS A DIFERENCIAS FINITAS, CON LA CUAL 

UNA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL SE TRANSFORMA A UN SISTEMA 

DE n ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES, QUE PRESENTAN LA CA

RACTERISTICA DE SER BI, TRI, CUATRI, ETC, DIAGONAL, EL NUME 

RO DE ECUACIONES SERA. FUNCION DEL NUMERO DE SUBINTERVALOS 

CON LOS QUE SE QUIERAN RESOLVER LA ECUACION ülFEHENCIAL. 

UNA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN GENERARA UNA MATRIZ 

BIOIAGONAL, UNA ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN GENEHA

RA UNA MATRIZ TRIDIAGONAL Y ASI SUCESIVAMENTE. 
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ESTA TI::CNICA ES MUY UTILIZADA PARA RESOLVER PROBI,EMAS DE VA-

LORA LA FRONTERA, EN ECUACIONES DE ORDEN MAYOR QUE l, SE 

PRESENTARA EL PROCEDIMIENTO DE SOLUCION EJEMPLIFICANDOLO CON 
.. 

UNA ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN. 

RESOLVER ~ f(x,y) CON LA CONDICION x = A, y B 

APROXIMANDO: 

~ 1 ,!, tiyi 
dx i dx 

SUSTITUYENDO PARA xi , Y i 

Yi+1 - yi = hf(xi 'yi) 

y4' = B. 

EN CONDICIONES INICIALES xljl = A, 

SI ESTA ECUACION SE DESEA RESOLVER HASTA UN VALOR DE XF 

(FINAL) CON N INCRE~ENTOS EN'I'ONCES: h = Y SE OB-

TENDRA EL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUACIONES: 

Y1 o o o o o = Yo + hf(Xo , Yo) 

-y¡ Y2 o o o o = hf(X¡ , y¡). 

o -yz Yl o o o = hf(X2 , Y2) 

o o -y3 Y4 o o = hf(X3 , y 3) 

o o o -y4 Ys o hf(X4 , Y4) 

o o o o -yN-1 YN = hf(xN-1 'YN-1) 
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ESTE SISTEMA PUEDE SER RESUELTO SIMULTANEAMENTE CON 

x í + 1 = X í + h. DADA LA FRECUENCIA DE APARICION DE LAS ECUA

CIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN Y DADO QUE SU SISTEMA 

DE ECUACIONES ALGEBRAICAS CORRESPONDIENTES ES UN SISTEMA DE 

ECUACIONES TRIDIAGONAL, EN LA SECCION DE ECUACIONES ALGEBRAI

CAS LINEALES SE INTRODUCIRA LA TECNICA DE SOLUCION PARA LA MA 

TRIZ TRIDIAGONAL, 

II.5.8.2 METODOS DE RESOLUCION DE 

ECUACIONES DIFERENCIALES DE 

ORDEN SUPERIOR, 

EXISTEN DOS METODOS PARA RESOLVER UNA 

ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN n. EL PRIMERO ES EL QUE SE 

MENCIONO EN LA SECCION ANTERIOR (POR DIFERENCIAS FINITAS) Y 

EL SEGUNDO CONSISTE EN DESCOMPONER LA ECUACION DE ORDEN n A 

UN SISTEMA DE n ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN, 

LAS CUALES PUEDEN SER RESUELTAS EN PARALELO CON LAS TECNI

CAS RECURSIVAS YA DESCRITAS. EL PROCEDIMIEN'l'O SERA MOSTRADO 

EN LA SECCION CORRESPONDIENTE A SOLUCION DE SISTEMA DE ECUA

CIONES. AQUI NOS LIMITAREMOS EXCLUSIVAMENTE A DEMOSTRAR COMO 

SE TRANSFORMA UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN n A UN SIS

TEMA DE n ECUACIONES, MEDIANTE LA SUSTITUCION DE VARIABLES. 

EJEMPLO: TRANSFORMACION DE UNAECUACION DIFERENCIAL 0 DE TER

CER ORDEN. 

y"' + xy" + y X 
(l 
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SI y' z, ENTONCES: 

y" = z' 

SI z' = w, ENTONCES: 

w'=z"=y'" 

LAS TRES ECUACIONES QUE SE GENERAN SON: 

y' = z 

z' w 

w' ex - xw - y 

EXISTIRAN TRES VARIABLES DEPENDIENTES: y, z Y w Y UNA VA

RIABLE INDEPENDIENTE x. 

PARA RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES, OBTENIDO DE LA DESCO~ 

POSICION DE UNA ECUACION DE ORDEN n, DEBERAN ANALIZARSE LAS 

CONDICIONES QUE DEBA CUMPLIR LA SOLUCION DE DICHO SISTEMA. 

SI TODAS LAS CONDICIONES ESTAN REFERIDAS A UN SOLO VALOR DE 

LA VARIABLE INDEPENDIENTE x, EL PROBLEMA PUEDE SER RESUELTO 

YA QUE SE CUMPLE EL REQUISITO DE EXPANSION DE SERIE DE TAYLOR. 

SI LAS CONDICIONES NO ESTAN REFERIDAS A UN MISMO VALOR DE x 

(PHOI3LEMA DE VALOR A LA FRONTERA), ENTONCES DEDEH/\ COMrlINl\RSJ:: 

UNA TECNICA DE INTERPOLACION PARA PODER RESOLVER EL PROBLEMA. 

PARA MOSTRAR LO ANTERIOR LO EJEMPLIFICAREMOS CON UNA ECUACION 

DE SEGUNDO ORDEN: 

y" + >:y' + y (EC. l) 
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X '" a 

DlClON 

2<i CO.ti 

DICION 

y b 

X = C 

RECUERDESE OUE LA FUNCION (y) ESTA 

EVALUADA PARA UN VALOR DE x Y y' 

ESTA EVALUADA PAR/\ O'l'RO VALOR DE x. 
y'= d 

DESCOMPONIENDO LA ECUACION DE SEGUNDO ORDEN EN UN SIS'I'EMl\ DE 

DOS ECUACIONES, DEFINIENDO 

. .. 
y' = z 

y" z 1 

SUSTITUYENDO EN LA ECUACION 11 Y DESPEJANDO 

z' = ex - xz - y 

y y' = z 

CON L/\S SIGUIENTES DOS CONDICIONES: 

1'1) X = a y b 

2a) x = e z d 

z' I OBTENEMOS: 

ESTE SISTE~A NO PUEDE RESOLVERSE POR EXPANSION DE SERIE DE 

TAYLOR, YA QUE SI SE INICIASE LA EXPANSION EN x = a, NO SE 

CONOCER!/\ EL VALOR DE z Y NO PODRI/\ EXPANDERSE. LO MISMO 

OCURRE PARA EL PUNTO x = e, EN DONDE NO SE CONOCE /\ y. 

EL PROCEDIMIENTO PROPUESTO PAR/\ SU SOLUCION CONSISTE EN SUPQ 

NER EL DATO F/\LTANTE PARA EL VALOR DE X RESPECTIVO. ASI, 

SI EL PROCESO RECURSIVO SE INICIA EN X = a, SUPONE UN VA

LOR u¡:; z = a 1
• RESUELVA EL SISTEMA DE ECUACIONES y COMPARE 
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EL VALOR DE z OBTENIDO PARA x = e CON EL d. PARA FACI-

LITAR LA CONVERGENCIA SUGIERO UTILIZAR EL METODO DE LA SECAN 

TE, QUE POR INTERPOLACION SE OBTENGA UN NUEVO VALOR PROPUES

TO DE a', HASTA QUE SE LOGRE LA CONVERGENCIA. 

SI SE DEFINE f(a') = z(a') - d, EN DONDE z(a') ES EL VA

LOR DE d CALCULADO PARA UN VALOR SUPUESTO DE a' y f(a') 

VIENE REPRESENTANDO EL ERROR ENTRE EL VALOR CALCULADO Y EL 

VALOR REAL DE z, PARA X = e, DEL METODO DE LA SECANTE SE 

OBTIENE LA SIGUIENTE RELACION: 

a' k 
ªk-2f(ak-1 - ªk-1f(ak-2) 

f(ak-1) - f(ak-2) 

ESTA FORMULA IMPLICA DOS SUPOSICIONES ANTERIORES. 

DADO QUE ES UNA COMBINACION DE METODOS NO SE PRESENTARA EL 

DIAGRAMA ESPECIFICO DEL ALGORITMO. 

II.6 RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES, 

EN LAS SECCIONES SIGUIENTES SE PRESENTARAN LOS ME-

TODOS PARA LA RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAI-

Cl\S f,n!El\LES, SISTEMA DE ECUACIOllES ALGEUH/\ICAS NO LINBALES 

Y SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. 

II.6.1 SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS 

LINEALES. 

SE EXPONDRAN CINCO METODOS, DE LOS CUAJ,ES DOS 
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SON ITERATIVOS (DE SUSTITUCION DIRECTA) Y TRES SON DE SOLU-

CION DIRECTA. 

II.6.1.l METODOS ITERATIVOS. 

ESTOS METODOS SE BASAN EN EL METODO 

DE SUBSTITUCION DIRECTA YA MENCIONADO EN LA SECCION DE SOLU-

CION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL, EL CUAL CONSISTE 

EN DESPEJAR DE LA ECUACION 1, X¡ DE LA ECUACION 2, K2 Y 

ASI SUCESIVAMENTE (VER PAG. 34 ) • SI SE SUPONEN VALORES INI-

CIALES DE X¡ / X2 , ... , HASTA POR SUSTITUCION DE E2 

TOS VALORES EN LAS FORMULAS DESPEJADAS, SE OBTENDRAN VALORES 

NUEVOS PARA X¡ , X2 / ••• , LOS CUALES PUEDEN SER NUEVAMEN-

TE SUSTITUIDOS COMO VALORES SUPUESTOS PARA OBTENER OTROS VA-

LORES CALCULADOS HASTA QUE SE CUMPLA LA CONDICION: 

n 

xi - x. ~ tolerancia 
supuesta 1 calculada 

Í= 1 

DONDE TOLERANCIA = ERROR MAXIMO PERMISIBLE. 

METODO DE JACOBI. 

SEA EL SISTEMA DE ECllACIONES Ax u, DONDE 

au ... a In 

a21 ª· '; DONDE n = NUMERO DE 
A ,'.n . ,• . . . . ECUACIONES A RESOLVER 

a a a a n1 n2 nJ nn 



SI 

XI 

X2 
ES EL VECTOR DE 

X = X3 u = 
INCOGNITAS, y 

Y DESPEJAMOS x. 
l 

SE OBTIENE: 

n 

u. - r a .. x. 
l lJ J 

j = 1 

U¡ 

U2 

U3 

u 
n 

ES EL VECTOR DE LA 

PARTE NO HOMOGENEA 

DEL SISTEMA DE 

ECUACIONES, 

X 
ci = 

j ¡I i PARA i = l HASTA n (EC. l) 
a .. 
ll 

DONDE X ci 
ES LA X CALCULADA. . .,.;> 

EL ALGORITMO PROPUESTO ES EL SIGUIENTE: 

l) SUPONGA VALORES PARA xi DESDE i = l, n 

2) CALCULE x . CON LA ECUACION l. 
Cl 

3) VERIFIQUE EL CRITERIO DE COVERGENCIA. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 130). 

METODO DE GAUSS-SEIDEL. 

MEJORA EL METODO DE JACOBI UTILIZANDO LOS NUEVOS VALO-

RES DE LAS VARIABLES CONFORME SE VAYAN CALCULANDO. COMO PUli 

DE OBSERVASE EN EL DIAGRAMA DE FLUJO ANTERIOR, LAS SUS'l'l'l'U

CIONES PARA EL METODO DE Jl\COBI DE LOS VALORES CALCULADOS, 
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N,((aij'j=l,N+l), i = 1,N 

¡---
1 

xi' i =1,N 

i 1,N 

,-- j = 1,N > 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

.1 
1 
1 
L-----

si 

+ a .. x. 
l.J J 
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METODO DE JACOBI 

X• 
l. 

i 

IN = 1 

IN=O 

= 

- -¡ 
1 

xc. 1 
l. 

1 

1 
1 

1, N --' 

NOMENCLATURA : 

N = Nº de ecuaciones 

a .. = coeficiente: ren-
1.J 

glón i, columna j 

xi = valores supuestos 

de X 

no 



SE HACE HAST/\ QUE SE HAN EVALUADO TODAS LAS INCOGNI'rAS, ES-

TE METODO PROPONE UTILIZAR x 
Cl 

PARA CALCULAR UTIL.!. 

ZAR X e l , )(e 2 PARA CALCULAR x 
e¡ 

Y ASI SUCESIVAMENTE, POR 

LO QUE LA ECUACION 1 PUEDE SER MODIFICADA A: 

u. -
1 

N 

l a .. x. 
lJ J 

j f1 
x. = ---~---- NOTESE QUE NO SE ESTA CALCULANDO X . 

1 a .. Cl 
11 

SINO QUE DIRECTAMENTE SE REEMPLAZA LA xi SUPUESTA PARA EL 

SIGUIENTE CALCULO, 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG, 132). 

ESTOS METODOS CONVERGEN PARA EL CASO EN QUE 

n 

j =l 

j "i 
1ªij1 1 = 1, n ES DECIR, QUE LOS ELEMENTOS 

DE LA DIAGONAL PRINCIPAL DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES SEAN 

PREDOMINANTES. 

II.6.1.2 METODOS DIRECTOS, 

ESTOS METODOS SE BASAN EN LAS OPERA-

CIONES ELEMENTALES POR RENGLONES DE UNA MATRIZ PARA TRANSFO~ 

MARLA EN UNA MATRIZ TRIANGULAR O UNA MATRIZ DI/\GONAL. 

ELIMINACION GAUSSIANA. 

ESTE METODO OBTIENE UNA MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR A 

131. 



,------
' 1 
1 

1 

1 

1 

1 
1 

1 
1 

SUMA O 

SUMA • 

'--- ----

I_ -- - - -· -- - - -· 

132. 

METODO DE GAUSS - SEIDEL 

NOMENCLATURA : 

N • Nº de ecuaciones 

ªij • c6cflcientc re~ 

glón i 1 columna j 

xi,- valores supuestos 

de X 

no 



PARTIR DE LA MA'l'RIZ DE COEFICIENTES, HACIENDO LOS CAMBIOS DE 

TAL MANERA QUE EL SISTEMA DE ECUACIONES NO SE DESBALANCEE, 

ES DECIR, OPERANDO SOBRE LA MATRIZ AUMEN'rADA. ESTE SISTEMA 

TRIANGULAR PUEDE SER RESUELTO FACILMENTE. 

SE PRESENTARA EL METODO CON UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES P~ 

RA DESARROLLAR EL ALGORITMO. 

MATRIZ AUMENTADA 

OBJETIVO: TRANSFORMARLA A UNA MATRIZ EQUIVALENTE: 

o matriz triangular 

o o 

SI a 11 ! o, DIVIDA EL PRIMER RENGLON DE LA Mi\'l'RIZ AUMEN'l'A-

DA ENTRE ª11 , SI NO, INTERCAMBIE ECUACIONES DE TAL MANERA 

QUE a 11 SEA DIFERENTES DE o Y REALICE LA DIVISION: 

1 
¡¡ 12 ~ ~ 
a 11 a u a 11 

ª21 ª22 ª23 U2 

a 31 <132 a33 U3 
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REDUCCION A CERO DEL ELEMENTO ª21 

MULTIPLIQUE EL PRIMER RENGLON POR a21 '{ RESTELO AL SEGUNDO: 

1 ~ au U1 
au au au 

o ª12 a 13 U1 a22--- a21 a23-~ ª21 U2--- a21 au au 

a31 a32 a33 U3 

REDUCCION A CERO DEL ELEMENTO a31 : 

MULTIPLIQUESE EL PRIMER RENGLON POR a31 'l RESTELO AL TERC! 

RO: 

1 ª12 ª 13 ..2 
au a u au 

o ª12 a 13 U1 
a22- -- ª21 a23--- ª21 U2--- ª21 au au au 

o a12 a13 U1 
a32- -- a31 a33--- a31 U3--- a31 au au au 

CUANDO SB HAN REDUCIDO A CERO TODOS LOS ELEMENTOS INTERIORES 

A LA DIAGONAL PRINCIPAL DE LA PRIMERA COLUMNA, SE DICE QUE 

SE HA COMPLETAUO UN CICLO, EL CUAL ESTA COMPUESTO POR UN PA

SO DE NORMALIZACION (DIVISION ENTRE EL ELEMENTO a 11 ) 'l POR 

n - l PASOS DE REDUCCION (A CERO) • 

SI SE DESARROLLA OTRO CICLO, PERO AHORA CONSIDERANDO AL SIS

TEMA DE DOS ECUACIONES REPRESENTADO POR LOS nos ULTIMOS REN-

GLONES SIN ALTERAR EL PRIMER RENGI,ON, SE LOGRARA TRIJ\NGULI-

ZAR I,i\ MATRlZ. PARA ELLO cmJSIDERE QUP, LOS F.LEMEN'l'OS DE Ll\ 

ULTIMA MATRIZ SON LOS SIGUIENTES: 
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1 ai2 ais • EN DONDE 1 1 U1 ªij = a .. - ªi1 lJ au 
o 1 

ª22 • a2s • U2 
PARA 2.!.i_ 1 

a;2 ah u; = ª1j o au 

. 
' 1 (EC. 1) .. 

ªij = a .. - ª1jªi1 lJ 

NORMALIZACION. SI a~2 ~ O, DIVIDA EL RENGLON 2 ENTRE 

a~2 DE OTRA MANERA, INTERCAMBIE ECUACIONES Y REALICE LA 

DIVISION. SI ah FUESE CERO TAMBIEN, ENTONCES NO PODRIA 

REALIZARSE EL INTERCAMBIO Y LA MATRIZ SERIA SINGULAR. 

1 ab ais uj 

o 1 
a!s u! 
ah ah 

o a ;2 a;s u; 

REDUCCION. DADO QUE SOLO HAY UN RENGLON INTERIOR, SOLO 

HABRA UN PASO DE REDUCCION. PARA ELLO MULTIPLIQUE EL SEGUN-

DO RENGLON POR Y RESTELO AL TERCERO 

1 ai2 
1 a 13 ui 

o 1 
a~3 u2 
aL ~ 

o o , aI3 
a33- -,-a22 a32 ' u~ 

U3- ah a32 

SI SE REPRESE.NTA POR: 

a !1
• = a~ . - a• a 

lJ lJ 2j i2 
(EC. 2) 

o 1 .·,··a•i· .u" . 23 

o o ~ " u'~ a33 

DONDE: 

ESTA MATRIZ RESULTANTE PERMITE CALCULAR LOS VALORES DE LAS 
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INCOGNITAS SI SE RESUELVE EN FORMA ASCENDENTE. 

SISTEMA DE ECUACIONES RESULTANTES: 

X 1 + a :2 X 2 + a ¡, X 3 = u ~ 

DE LA TERCERA ECUACION PUEDE EVALUARSE x 3 ¡ CONOCIENDO A 

ESTA Y LA SEGUNDA ECUACION EVALUAMOS X2 Y FINALMENTE CONO-

CIENDO x 3 Y X2 , PODREMOS EVALUAR X¡ EN LA PRIMERA E-

CUACION. 

PARA ESTE SISTEMA DE TRES ECUACIONES SE REQUIRIERON DE DOS 

CICLOS. EL PRIMER CICLO CONSISTIO EN UN PASO DE NORMALIZA-

CION Y DOS PASOS DE REDUCCION. EL SEGUNDO CICLO CONSISTID 

DE UN PASO DE NORMALIZACION Y UN PASO DE REDUCCION. GENERA-

LIZANDO A UN SISTEMA DE n ECUACIONES, REQUERIRA DE n - 1 

CICLOS. 

SI SE COMPARAN LAS ECUACIONES l y 2 SE CONCLUIRA QUE LOS su~ 

INDICES 1 y 2 RESPECTIVOS IDENTIFICAN EL NUMERO DE CICLO, DE 

TAL MANERA QUE SE PUEDE OBTENER UNA FORMULA GENERALIZADA PA

RA EL CICLO K. 

a~.=a .. a'a lJ lJ - Kj iK (EC, 3) 

ALGORIT~O PROPUESTO: 

lº) K = l (CONTROL DEL CICLO) 
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2º) VERIFICAR SI ªKj ! O POR SI PROCEDE INTERCAMBIO DE E

CUACIONES, 

13 7. 

3°) ªKj = aKj / aKK ETAPA DE NORMALIZACION (j = N + 1, 1, -1), 

ªij = ªij - ªKjªiK 

(j =N-+ l, 1, -1 E 

ETAPA DE REDUCCION DEL RENGLON 1, 

l=K+l, N). 

50¡ K = K + l. SI K < N REGRESA AL PASO 2, 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG.138). 

EVALUACION ASCENDENTE. 

SI TENEMOS UN SISTEMA DE ECUACIONES: 

EVALUAMOS: 

si general izamos) 

j"K+t 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG, 139), 

GAUSS-JORDAN, 

ESTE METODO TRANSFORMA LA MATRIZ DE COEFICIENTES DEL 
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N, ( (a ij , j = 1 , N+ 1) , i = 1 , N ELIMINACION GAUSSIANA 

,---------- k = l,N-1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 • 

j = k, N 

J N+l,k,-1 

'------

-----... 
1 

i = k+l,N 

1 
j N+l,k,-1 

t • 

: ! 
1 \ 

a .. = 
l.J 

---, 
1 

Matríz 

i = k,N+l 

AA " a .. 

1 ·;, r:, 1 

- -- - - -l 

NOMENCLATURA : 

N • Nº de ecuaciones 

a .. 
l.J 

= coeficiente: ren

gl5n i, columna j~ 

___ :~~> J __________ ~-------D a la pag. 139 

-........:...--



¡--
1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

------de la pag. 138 

k N-1,1,-1 

J = k+l,N 

Esta parte ~e~diagrami corresponde a ta evaluaci5n 

ascendente .• 
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Jl•O. 

SITEMA DE ECUACIONES A UNA MATRIZ UNITARIA MEDIANTE OPERACIQ 

NES ELEMENTALES CON HENGLONES, TAL Y COMO SE HACE EN EL METQ 

DO DE ELIMINACION GAUSSIANA 1 DE MANERA QUE EL ALGORITMO DE 

LA DIAGONZALIZACION (OBTENCION DE LA MATRIZ UNITARIA) ES SI-

MILAR AL ALGORITMO DE TRIANGULARIZACION, CON LA VARIANTE DE 

QUE LOS PASOS DE REDUCCION SE APLICAN TANTO A LOS ELEMENTOS 

INTERIORES COMO SUPERIORES A LA DIAGONAL PRINCIPAL. 

SEA LA MATRIZ AUMENTADA 

a u a12 a13 a 
1 n+1 

ª21 ª22 a23 a 2 n+l . . . 
a a a a 

n1 n2 03 n n+1 

AL APLICAR EL PROCESO DE DIAGONALIZACION SE OBTIENE: 

l o o a• 
n+l 1 

o 1 o a' 
2 n+1 

o o o a• 
n n+1 

ESTA MATRIZ CORRESPONDE AL SIGUIENTE SISTEMA DE ECUACIONES: 

X 
n 

a• 
1 n+t 

a' 
2 n+t 

= a'~ 
n n+1 



14 1. 

OBSERVANDOSE QUE ESTE METODO OBTIENE LA SOLUCION DEL SISTEMA 

DIRECTAMENTE DEL PROCESO DE DIAGONALIZACION. 

EL DIAGRAMA DE FLUJO SERA EL MISMO QUE EL PROCESO DE TRIANGU

LARIZACION MODIFICANDOLE EL CIRCUITO DE REDUCCION. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 142). 

MAXIMO ELEMENTO PIVOTE . 

ESTE METODO TAMBIEN OBTIENE LA MATRIZ UNITARIA, DIFEREN

CIANDOSE DEL GAUSS - JORDAN EN LA ETAPA DE NORMALIZACION, YA 

QUE NO DIVIDE ENTRE EL ELEMENTO ªkk' SINO QUE SE HACE UNA 

BUSQUEDA EN TODOS LOS RENGLONES Y COLUMNAS DE LA MATRIZ DE 

COEFICIENTES, PARA SELECCIONAR EL ELEMENTO DE MAXIMO VALOR 

ABSOLUTO, Y TOMA A ESE ELEMENTO COMO DIVISOR. ESTO LO HACE 

CON EL OBJETO DE DISMINUIR EL ERROR DE REDONDEO, RESULTANDO 

MUY EFECTIVO PARA MATRICES CASI SINGULARES. 

PARA OBTENER LA MATRIZ UNITARIA, IMPONE LA CONDICION DE QUE 

NO DEBE DE HABER MAS DE UN ELEMENTO DIVISOR (ELEMENTO PIVOTE), 

EN LA MISMA COLUMNA O EN EL MISMO RENGLON, DE TAL MANERA QUE 

PARA LA BU.SQUEDA IGNORA ESTOS RENGLONES Y COLUMNAS EN LOS QUE 

PREVIAMENTE LOCALIZO Y UTILIZO ALGUN OTRO ELEMENTO DIVISOR. 

SU ALGORITMO SERA SIMILAR AL GAUSS - JORDAN, ADICIONANDOLE EL 

PROCESO DE BUSQUEDA. 

EN LA ACTUALIDAD, DADA LA APROXHIAC ION QUE SE OBTl ENE CON LOS 



142. 

~ ((aij ,j= l ,N+l), icl ,N GAUSS - JORDAN 

------~~143 
.....___---

Matríz 

Singular 

"' k,N 

si 

j = N+l,k,-1 ----, 
1 
1 
1 
1 

NOMENCLATURA : 

N = Nº de ecuaciones 

ªij " coeficiente: ren 

glón i, columna j 

i " k,N+l ---, 

-- --- _ _¡ 

......__-
ª la pag. 143 



,------ - -
1 
1 
1 
1 

¡----
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

j=N+l,k-1 

L---------

.._ ______ -----

143. 
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PROCESADORES, EL GAUSS-JORDAN ES EFICIENTE PARA RESOLVER 

CUALQUIER SISTEMA DE ECUACIONES. POR ESTA RAZON NO PRESENT~ 

REMOS EL DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROCESO DEL Ml\XIMO ELEMENTO 

PIVOTE. 

SI LA MATRIZ DE COEFICIENTES SE ESTA TRANSFORMANDO A LA MA-

TRIZ UNITARIA, IMPLICA QUE TODO EL CONJUNTO DE OPERACIONES 

ELEMENTALES CON RENGLONES EQUIVALEN A MULTIPLICAR LA MATRIZ 

DE COEFICIENTES POR SU MATRIZ INVERSA, LO CUAL INDICA QUE, 

SI AL INICIO DEL PROCESO SE LE AGREGA A LA MATRIZ AUMENTADA 

LA MATRIZ UNITARIA CORRESPONDIENTE (N x N), AL FINAL DEL 

PROCESO ESTA MATRIZ UNITARIA SE HABRA TRANSFORMADO EN LA MA-

TRIZ INVERSA DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES, DE TAL MANERA QUE 

EL DIAGRAMA DE FLUJO DE GAUSS-JORDAN PODRIA SER FACILMENTE 

MODIFICADO DEFINIENDO LA MATRIZ A = A + I Y QUE LAS OPERA-

CIONES POR COLUMNAS, CONTROLADAS POR N + 1, SE CONTROLEN 

POR 2N + 1. 

ALGORITMO DE LA MATRIZ TRIDIAGONAL. 

SI EL SISTEMA DE ECUACIONES ESTA REPRESENTADA POR LA S! 

GUIENTE MATRIZ AUMENTADA 
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SE PUEDE RESOLVER POR EL METODO DE ELIMINACION GAUSSIANA PARA 

OBTENER LAS SIGUIENTES FORMULAS DE RECURRENCIA: 

i 2, N (N NQ DE ECUACIONES) 

i 2, N 

i = N - 1, 1 

NOTA: ESTE TIPO DE ECUACIONES SE GENERAN, COMO SE MENCIONO 

ANTERIORMENTE, AL REPRESENTAR UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDIN~ 

RIA LINEAL POR DIFERENCIAS FINITAS. TAMBIEN SE OB'I'IENE ESTE 

TIPO DE ECUACIONES AL APLICAR BALANCE DE MATERIALES A OPERA-

CIONES DE CONTACTO POR ETAPAS, EN LAS CUALES INTERACCIONEN 

TRES O CUATRO CORRIENTES DEL PROCESO. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 146 ), 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

,---
1 
1 
1 
1 

no 

i 

'------

i = N-1.1,-1 

146. 

MATRIZ TRIDIAGONAL 

i "" 2,N-1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 ________ J 

Y. 
l 

NOMENCLATURA : 

N • Nº de ecuaciones 

ªi'bi,ci,di' = coeficie_!! 
tes de la ecuación i 
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Il. 6, 2 SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS NO LINEALES. 

LOS METODOS UTILIZADOS PARA UNA SOLA ECUACION (SECCION II.3) 

SE PUEDEN UTILIZAR PARA RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES. POR SU RA 

PIDA CONVERGENCIA, HA PROLirERADO EL USO DE DOS METOIJOS : EL NEWTON

RAPHSON Y EL DE LA SECANTE. 

-- NEWTON - RAPHSON. PARA RESOLVER UNA ECUACION f(x) = O , 

EL PROCEDIMIENTO ITERATIVO DE CALCULO SE GENERA POR LA EXPANSION CON 

EL POLINOMIO DE TAYLOR DE GRADO UNO A f(x) CON LO QUE SE OBTIENE 

x = x 0 - f(x 0 ) / f' (xo) AL APLICAR LA CONDICION DE EXISTENCIA DE RA-

IZ x PARA f(x). DE MANERA SIMILAR, PARA UN SISTEMA DE ECUACIONES 

.DONDE LAS INCOGNITAS SON x1 1 Xz, ... , xN, PUEDE APLICARSE EL PROCESO 

DE EXPANSION LINEAL EN EL POLINOMIO DE TAYLOR Y OBTENER 

N df 
f 1 (X 1 ' ... 'X N) = f 1 e X 1 o ' X 2 o ' ••• ' XN ) + L ~a 6.x i' 

D i=l X¡ 

N 

f2(X¡, ... ,xN)=f2(X¡o,X2.."..'"''XNo)+ L. 
i-1 

X 1 o , X 2 o , • • XN 
0 



N 

fN(x 1, ... ,xN)=f (x10,x20, ... ,xN 0)+ L 
i=1 

148. 

X ¡ o , X 2 o , . • . , XN 
0 

SI X¡,X2, ... ,x SON RAICES DE f1,f2, ... ,fN, ESTAS DEBEN SER r-
- N 

GUALES A CERO, POR LO TANTO TENDRIAMOS : 

N 
af 1 

~ tixi 
axi 

i=1 

f 1 (X 1 o , ••• ,xN 
0

) 

X1 o, ... ,xNo 

N 

L é)f 2 
llxi 

i=l axi 

x1 o, ... ,xNo 

N 

L 
i=l 

SI SE SUPONEN VALORES DE x1 0, ..• ,xNo' ENTONCES PODR&~ EVALUARSE 

LAS ll~i'S. EL SISTEMA OBTENIDO, ES LINEAL DEN ECUACIONES CON N 

l:\COGNITAS, QUE PUEDE RESOLVERSE POR EL ALGORITMO DE GAUSS - JOR-

DAN. UNA VEZ CALCULADAS LAS ll~_¡_.'.~~i;}~,PUEDEN CALCULARSE NUEVOS VALQ. 

REs DE x l• ••• ,x MEDIANTE LA Ecl1AcI()N 
- N . >:_., -:-.::-·,···· ·----

.. ,, 
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• 
YA QUE LAS fi SON NO LINEALES, LOS VALORES CALCULADOS DE xi, 

POSIBLEMENTE NO SEAN LAS RAICES DE DICHAS PUNCIONES, POR LO 

QUE TALES VALORES DEBERAN CONSIDERARSE COMO NUEVAS APROXIMA

CIONES PARA REPETIR EL PROCESO Y CUMPLIR CON UN DETERMINADO 

MARGEN DE ERROR. 

DESARROLLO DEL ALGORITMO 

1 º) SUPONGA x10 , PARA i = 1,N 

2º) CALCULE ªki PARA k=l ,N E i=l ,N 

xi 
0

, i=l ,N 

ESTO LO HARA DERIVANDO PARCIALMENTE Y REPRESENTANDO LAS DE

RIVADAS OBTENIDAS, EN PUNCION DE LAS x10 'S CORRESPONDIENTES A 

LAS x1 •s QUE PERMANEZCAN DESPUES DE DERIVAR. 

3°) DEFINA ªkN+l 
f(k) 1xio'i=1,N 

4 º) RESUELVA PARA LAS llxi CON LA MATRIZ AUMENTADA 

ªki PARA i = 1, N+l Y k = 1,N 

UTILIZANDO EL METODO DE GAUSS - JORDAN 

N 

Sº) SI I ¡6xi¡ E o.ouo.1 ' ENTONCES SE IMPRIME 
i=l 

6º) 

x 10 PARA i 1,N Y FINALIZA 

x. 
10 1,N Y REGRESA AL PASO 2 
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• 
-- METODO DE LA SECANTE. ES SIMILAR AL METODO DE NEWTON, 

SOLO QUE LA EXPANSION LINEAL SE HACE MEDIANTE EL POLINOMIO FUNDA-

MENTAL DE NEWTON. ESTO EQUIVALE A APROXIMAR LAS PRIMERAS DcRIVA 

DAS POR MEDIO DE PRIMERAS DIFERENCIAS, ES DECIR : 

afk fk(X¡o,••••Xio••••XN 0). -. fk(X101•:•Xio••••1XN 0) 

SIENDO xi 
1 

= xi 
0 

.. INCREMENTO DE x 

EL INCREMENTO DE x DEBERA ESPECIFICARSE Y SELECCIONARSE MUY PE

QUEflO . 

EVIDENTEMENTE, EL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES A RESOLVER 

PARA EVALUAR LAS ti.xi 'S, SERA EL MISMO DEL METODO ANTERIOR. POR 

LO TANTO SOLO SE MODIFICARA EL PASO 2, CALCULANDO A ªki COMO : 

fk (X¡o•····xi +INCX, ••• ,xNoJ- fk(X101····xio''º"'XN0) 

INCX 

DONDE INCX = INCREMENTO MUY PEQUEl'JO DE X. 

II.6.3 SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS. 

LOS METODOS DE RESOLUCION DE SJSTEMAS .. DE ECUACIONES DI

FERENCIALES ORDINARIAS SE BASAN EN LOS ALGORITMOS YA PRESENTADOS 

EN LA SECCION I I. 5. S 1 SE DESEAN RESOLVER N ECUACIONES DE LA 

FORMA· 
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DONDE x = x0 Y yi = Yio PARA i=1,N 

AL DEPENDER TODAS DE x, PUEDE PROPONERSE UN METODO QUE EN FORMA IN 

DIVIDUAL CALCULE EL INCREMENTO DE yi PARA i=1,N DE LA MANERA SI

GUIENTE : 

EN DONDE 6y1,6Y2, ••• ,6Y. SON LOS INCREMENTOS DE LAS y
1
. 'S, CORRESPON 

N -

DIENTES AL INCREMENTO DE x Y LAS f 1*, f 2*, ... ,f *SON VALORES CA-
N 

RACTERISTICOS DE LAS f1,f 2 , ••• ,f, SE CONCLUYE QUE EL PROCESO DE 
N 

CALCULO SERA EQUIVALENTE A LA RESOLUCION DE UNA SOLA ECUACION DIFª 

RENC IAI., PERO APL !CADO N VECES EN PARALELO, INTERCALANDO EL PROCE

DIMIENTO DE TAL MANERA QUE OBTENGAMOS UNA BUENA APROXIMACION. 

co;-; LO ANTERIOR, ESTAMOS INDICANDO QUE PODRIAN UTILIZARSE ¡,os 

METODOS DE EULER, RUNGE - KUTTA, MUI.TIPASOS O PREDICTORES - CORREf 

TORES PARA RESOLVER UN SISTEMA DE N ECUACIONES DIFERENCIALES ORDI

NARIAS. 

A CONTINUACION SE PRESENTA EL ALGtlRI'IMO PARA RESOLVER N ECUA-

CIO~ES DIFERENCIALES ORDINARIAS, UTILIZANDO EL MP.TODO DE RUNGE -

l\UTTA. ESTE PUEDE SERVIR DE EJEMP!.ll PARA ESTRUCTURAR CUALQUIEH º-
TRO METOílO. 
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LA INTEGRACION ES DE x 0 A xf Y N ES El. NUMERO DE ECUACIONES. 

2 
,-,._-' 

3 LEE NI (Nº DE INCREMENTOS) 

4 

5 

6 

7 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

(Nº DE PASOS) 

PARA j 1,N 

1 1 +.,,.. Hk , y, . +.,,.. Hk z 
1 
,. .. , 

t. 1 1 .1 t. 

1, N 

k. 
J4 

y .. = YJ· 1·_ 1 +~ (k. +2k. +2k. +k. ) H PARA j ,. 1,N 
Jl u Ji J2 Jl J4 

xi=xi-1+H 

IMPRIME xi (yji;j=l ,N) 

f::{+l; SI i~ NI REGRESA AL PUNTO 6. 

FIN 



II, 7 A•TUS'rE DE DATOS 

II.7,0 INTRODUCCION 

EL OBJETIVO DE LAS TECNICAS DE AJUSTE DE DATOS 

ES: PARA UN CONJUNTO DE DATOS ESPECIFICOS, ESTIMAR LOS PAR~ 

METROS (CONSTANTES) DE ALGUN MODELO MATEMATICO, TALES QUE EL 

MODELO REPRESENTE EN FORMA ADECUADA A DICHO CONJUNTO DE DA

TOS. 

AL ESTUDIAR UN FENOMENO FISICO Y/O OUIMICO, CON EL OBJETO DE 

PODER SIMULAR EL COMPORTAMIENTO DE DICHO FENOMENO, SE FORMU

LAN ECUACIONES QUE PERMITAN EL CALCULO DE ALGUNA PROPIEDAD 

DEPENDIENTE EN FUNCION DE PROPIEDADES INDEPENDIENTES. 

DEBIDO A LAS TECNICAS QUE SE UTILIZAN AL FORMULAR TALES ECU~ 

CIONES, HABRA CONSTANTES EXPLICITAS CUYOS VALORES NUMERICOS 

DEBEN SER CONOCIDOS, ESTE ULTIMO REQUlfüIMIENTO NOS CONDUCE 

AL CAMPO DE LAS TECNICAS DE ESTIMACION DE PARAMETROS. 

SEA y LA VARIABLE (PROPIEDAD) DEPENDIENTE, SEAN X¡ , x 2 1 

••• , XM LAS M VARIABLES (PROPIEDADES) INDEPENDIENTES, 

HABRA UNA FUNCION f TAL QUE y = f (X¡ , X2 , .. .,xM) QUE 

MEJOR REPRESENTE A UN CONJUNTO DE N DATOS 

SI TIENE UN COMPORTAMIENTO DEPENDIENTE DE 

, •• 1 KM i , ENTONCES PODRA FORMULARSE UN MODELO MATEMATICO 
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BASTANTE REPRESENTATIVO DE TAL COMPORTAMIENTO, 

SI NO H/\Y RELACION DE y i CON RESPECTO A x 
1 

i , X 
2 

i , .. ., XM i 

EL MODELO QUE SE FORMULE Y SE ACEPTE COMO EL M/\S ADECUADO, 

POSIBLEMENTE DE UNA MAL/\ REPRESENTACION DEL COMPORTAMIEN'I'O 

ESPERADO. 

LO ANTERIOR IMPLICA QUE DEBE TENERSE MUCHO CUIDADO AL ACEP-

TAR QUE UN MODELO MATEMATICO REPRESENTA EN FORMA ADECUADA A 

UN CONJUNTO DE DATOS. EXISTEN PARAMETROS EST/\DISTICOS O FUli 

CIONES DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD QUE NOS AUXILIAN PARA 

CONCLUIR QUE TAN ADECUADO ES UN MODELO. UN PARAMETRO MUY U-

TILIZADO ES EL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL. 

CUANDO SE PROPONEN VARIOS MODELOS Y SE DESEA SELECCIONAR EL 

MAS REPRESENTATIVO DE UN CONJUNTO DE DATOS; UN PARAMETRO MUY 

UTILIZADO ES LA SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS (VARIANZA), SELEf 

CIONANDOSE EL DE MENOR SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS. 

EN OCASIONES SE UTILIZA EL PORCIENTO (%) DE ERROR PUNTUAL D~ 

FINIDO COMO: 

% ERROR DATO i e 
y CALCULADA DATO i - y EXPERIMl'NTAJ. DATO 

y EXPERIMENTAL DATO i "' 100 

RECOMENDABLE COMO MEDIDA DE ACEPTACION DE MODEWS CUANDO EL 

GRADO DEL MODELO (POTENCIA MAXIM/\ VAR1:1\DLE INDEPEf-!DH:NTE), Y 

EL NUMERO DE VARIABLES INDEPENDIENTES SON.~MllCllO ME~!ÓH QUE EL 
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NUMERO DE DATOS. 

EX!S'l'EN CUATRO PROCEDIMIENTOS UTILIZADOS MUY FRECUENTEMENTE, 

EN ESTIMACION DE PARAMETROS PARA LA OBTENCION DE CORRELACIO

NES O MODELOS MATEMATICOS EMPIRICOS (O SEMIEMPIRICOS), TALES 

PROCEDIMIENTOS SERAN ANALIZADOS EN LAS SECCIONES SIGUIENTES, 

II, 7. 1 POLINOMIO DE INTERPOLACION. 

ESTA TECNICA CONSISTE EN DETERMINAR LOS COEFICIENTES DEL 

POLINOMIO DE GRADO N - 1 QUE REPRESENTA EN FORMA EXACTA A 

LOS N DATOS (xi, yi)' i = 1, N. O BIEN PARA DETERMINAR 

LOS COEFICIENTES DEL MODELO LINEAL DEPENDIENTE DE 

•••t XN-1i• 

NOTESE QUE ESTA TECNICA UNICAMENTE SE APLICA A LOS DOS SI

GUIENTES MODELOS: 

+ ••• +a X , N-1 N-IL 

AFORTUNADAMENTE, LA GRAN MAYORIA DE MODELOS FORMULADOS EN EL 

ESTUDIO DE FENOMENOS FISICOS Y/O QUIMICOS, MEDIANTE MANIPULA

CION ALGEBRAICA, PUEDEN TRANSFORMARSE A LAS DOS ESTRUCTURAS 

ANTERIORES, LA TECNICA DE ESTIMACION DE PAHAMETROS CONSISTE 

EN SUBSTITUIR CADA UNO DE LOS DATOS (xi , y i) EN EL MODEl.O 

LINEAL PROPUESTO. LO QUE CONDUCE A UN SISTEMA DE N ECUACIQ 

NES CON N INCOGNI'I'AS (¡\~ , a 1 , • • •, ªN-I) • 
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EL CUAL PUEDE SER RESUELTO POR ALGUN ALGORITMO DE SOLUCION DE 

SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES. 

DE MANERA SIMILAR PARA EL OTRO MODELO SE OBTENDRA EL SIGUIEN-

TE SISTEMA. 

LA DESVENTAJA DE ESTE PROCEDIMIENTO ES QUE PARA MUCHOS DATOS, 

EL GRADO DEL POLINOMIO SERA MUY GRANDE, E INMANEJABLE. 

POR OTRO LADO, ESTE PROCEDIMIENTO UNICAMENTE GARANTIZA EL QUE 

TODOS LOS DATOS (xi , y i) ESTAN REPRESENTADOS PERO NO GARAN

TIZA EL COMPOR'l'AMIENTO EN PUNTOS INTERMEDIOS, Y PUEDE Hi'\BER 

PROBLEMAS DE OSCILACION DEL POLINOMIO, 
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SI EL NUMERO DE DATOS ES GRANDE, TAMBIEN, EL PROCESO DE SOLU

CION DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES SERA TARDADO. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 158). 

II. 7. 2 POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEW'!'ON. 

CONSISTE EN EXPANDER LA FUNCION (VARIABLE DEPENDIENTE) , 

EN UN POLINOMIO DE DIFERENCIAS FINITAS DIVIDIDAS. ESTA TECN! 

CA DIFIERE A LA ANTERIOR EN LA ESTRUCTURA DEL POLINOMIO QUE 

REPRESENTA A LOS N DATOS (xi , y i) • DEBIDO A DICHA DIFERE!:!_ 

CIA SE EVITA EL RESOLVER UN SISTEMA DE N ECUACIONES, CON LO 

CUAL, EL PROCESO DE ESTIMACION DE PARAMETROS SERA RAPIDO, PE

RO EL POLINOMIO TENDRA LA SIGUIENTE ESTRUCTURA: 

ªq, + a,(x - X¡)+ a2(X - X¡) (X - X2) 

+ ªN-1 (x - X¡) (X - X2) ••• (x - XN-1) 

+ ••• + 

EN DONDE ª4' , a¡ 1 a 2 , ••• 1 ªN-l SON DIFERENCIAS FINITAS DIV!, 

DIDAS EVALUADAS EN x 1 • 

ªq, = fUc1] DIFERENCIA DE ORDEN CERO 

a 1 f [< 1 , x2] DIFERENCIA DE ORDEN UNO 

a2 fU<1 , X2 , X3] DIFERENCIA DE ORDEN DOS 

ETC. 

DE MANERA QUE PUEDEN SER EVALUADAS A PARTIR DI:: LOS DATOS. 
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no 

x, i ,x2 i'' '.,xN-1 i ,y i 'i• l,N._ __ _. 

-----, 

1-- -- -

1 
1 
1 

1 ªij 

1 

j 

'--- ... ----

POLINOMIO DE INTERPOLACION 

NOMENCLATURA : 

N Nº de datos experimentales 

M = tipo de modelo 

para M=l 2 
yi•Ao+A,xi+A2xi+ ••• 

1 
J 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

para M•2 yi=Ao+A,x,i+A2x2i+ •• • 

si 

i " 1, N 

j .. l,N - 1 
1 
1 
1 
1 

j -1 1 
xi 1 

1 
1 

1 

158. 

----- 1 

1 

1 
-------' 

GAUSS - JORDAN 

Después del Gauss-Jordan : Ak" ªk+i,N+t k o para .. ,N 



PRBSl'N'l'A LhS MISMl\S DESVEN'l'TIJAS DE LA TECNICA ANTERIOR Y AM-

BAS CONDUCEN AL MISMO POLINOMIO, 

SI SE DESARROLLAN LOS PRODUCTOS DE LOS FACTORES 

(X - Xi) (x - X2), ETC. AL AGRUPAR TERMINOS SEMEJANTES SE o~ 

TENDRA UN POLINOMIO DE LA FORMA: 

y. 
l 

EQUIVALENTE AL DE LA PRIMERA TECNICA. 

PARA UN MODELO MULTIVARIABLE NO SE RECOMIENDA, DEBIDO A QUE 

CONTENDRA MUCHOS TERMINOS¡ COMO CONSECUENCIA DE DERIVADAS 

PARCIALES INTRODUCIDAS, AL EXPANDER LA VARIABLE DEPENDIENTE 

EN UN POLINOMIO DE DIFERENCIAS FINITAS. 

LA APLICACION DEL POLINOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON PARA DETE~ 

MINAR ESTRUCTURAS POLINOMIALES, SE APOYA EN LA FORMULA DE R.§ 

CURSION PARA CALCULAR DIFERENCIAS FINITAS, LA PRIMERA DIFE-

RENCIA FINITA DIVIDIDA EVALUADA EN X1 SE DEFINE COMO: 

RESTA DE DOS FUNCIONES O 

DIFERENCIAS DE ORDEN CERO. 

LA SEGUNDA DIFERENCIA: 

fl}3 , xij - fl}2 , xi] RESTA DE DOS PRIMERAS 

X3 - X¡ DIFERENCIAS. 
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LA TERCERA DIFERENCIA: 

f!Jc 2 , X3 , xtJ - f[x1 , X2 , xJ 

X~ - X¡ 

RP.STA 

DE DOS 

SEGUNDAS DIFERENCIAS, 

DE ESTAS ECUACIONES SE INFIERE QUE: 

SI F(I,J) 

ENTONCES: 

ES LA DIFERENCIA DE ORDEN I EVALUADA EN x. 
J 

1 u O. 

F (I,J) F(I-1, J+l) - F(I-1, J) 
x. - x. (1) 

J+l J 

EN DONDE LAS DIFERENCIAS DE ORDEN CERO EVALUADAS EN 

RAN: 

f (x.) 
J 

SE-

OBSERVESE EN LA FORMULA DE RECURRENCIA, COMO AL CRECER EL OR 

DEN DE LA DIFERENCIA AUMENTA EL NUMERO DE PARES DE DATOS 

(xj , yj) QUE SE INCLUYEN EN EL CALCULO. 

HABRAN N - 1 PRIMERAS DIFERENCIAS, N - 2 SEGUNDAS DIFE

RENClAS,LAS CUALES SE EVALUAN CON LAS N - 1 PRIMERAS DIFE-

RENCIAS ; N - 3 TERCERAS DIFERENCIAS,LAS CUALES SE EVA-

LUAN A PARTIR DE LAS N - 2 SEGUNDAS DIFERENCIAS, Y ASI SU

CESIVAMENTE HASTA UNA DIFERENCIA DE ORDEN N - 1, LA CUAL 

SERA FUNCION DE LAS N - l PRIMERAS DIFERENCIAS, N - 2 



161. 

SEGUNDAS DIFERENCIAS, ,,,, HASTA DOS DIFERENCIAS DE ORDEN 

N - 2. 

UN POLINOMIO QUE REPRESENTE LOS N PARES 

RA EXPl\NDERSE HASTA LA DIFERENCIA DE ORDEN 

(:x. , y.) 
J .1 

REQUER,! 

N - 1, EN CONS]i 

CUENCIA, EN LA FORMULA (1), I VARIARA DESDE 1 HASTA 

N - 1 Y J DESDE 1 HASTA N - l. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 16 2 ) • 

IT..7.3 MINIMOS CUADRADOS, 

LA TECNICA DE MINIMOS CUADRADOS SE HA APLICADO TANTO A 

MODELOS LINEALES COMO A MODELOS NO LINEALES, EN LA PRESENT~ 

CION DE ESTA TECNICAS SE MENCIONARAN LAS DOS APLICACIONES, 

II, 7. 3. l . MINIMOS CUADRADOS PARA MODELOS LINEALES. 

SE UTILIZA PARA LA ESTIMACION DE PARAMETROS DE MO-

DELOS MATEMATICOS QUE SEAN EQUIVALENTES A LOS SIGUIENTES MO

DELOS: 

+ 2 + + N-1 
yi ª<t> + a X. a x. ... 

ªN-1 x. 
1 l 2 l l 

(2) 

yi ª<1> + ª1 xli + a X 2i + •,• •. ·· .+ 
2 

(3) 

SON LOS MISMOS MODELOS EN Los'"buf '.Al'i.rcA LA PRIMERA TECNICA. 

LA DIFERENCIA DE ESTA úr..;i·M~'TEC~I~A CONSISTE EN our; PARA 

REPRESENTAR LOS N DATOS, EL GRADO DEL POLINOMIO O EL NUMERO 



r 
POLJ NOMIO FUNDAMENTAL DE NEWTON 

1 
1 

" O,N-1 

1 Fo,i = yi 
1 
1 
1 
1 
1 L ___ _ 

,------

1 

¡---

1 
1 
1 

i = O,N-k-1 

Fk,i " 
F . -Fk . 
k-1,1+1 -1,1 

L--------

'---------

F. 
1 ,o' 

í=O,N-1 

162. 

NOMENCLATURA : 

N = nGmero de.dato6 -1 

xi • valor i vaiiable 

independiente 

yi " valor i variable 

dependiente 

Fi,o = ai; iaO,N • coe

ficientes del poli 

nomio 



DE VARIABLES INDEPENDIENTES NO NECESARIAMENTE SERA IGUAL A 

N - 1, SINO QUE PUEDE SER MENOR. ESTO LE DA UNA GRAN VERS~ 

TILIDAD A ESTA TECNICA. 

MUCHAS PROPIEDADES FISICAS "~i;~Ji~'ICAS 
" .. ·.,:·~ ' .. :::::._~~.·: .. , . , ~: ; 

AL ESTUDIARSE FENOMENQ 

LOGICAMENTE, QUEDAN REPRES.ENTADAS POR ECUACIONES QUE PUEDEN 

SER LINEARIZADAS y Los"PARA~ETROS SE ESTIMAN MEDIANTE MINI-

MOS .CUADRADOS. 

POR LO GENERAL SE DISPONE DE UNA GRAN CANTIDAD DE DATOS, TA-

LES QUE DESCARTAN LA APLICACION DE LAS DOS TECNICAS ANTERIO-

RES. ES DECIR EL MODELO LINEARIZADO DE LA PROPIEDAD NO COili 

CIDE CON EL MODELO APLICABLE EN LAS TECNICAS, EXCEPTUANDO LA 

DE MINIMOS CUADRADOS POR QUE NO TIENE RESTRICCION EN CUANTO 

AL GRADO DEL POLINOMIO. 

FUNDAMENTOS DEL METODO DE MINIMOS CUADRADOS. 

PARA DESARROLLAR UN PROCEDIMIENTO GENERAL PARA MINIMOS CUA-

ORADOS CONSIDERE QUE EN EL MODELO: 

M = GRADO DEL POLINOMIO 

X l Í = x. 
l 

X 2i = X~ 
l 

XMÍ X~ 
l 

16:1. 



DE MANERA OUE SE TRANSFORME EL MODELO EN 

PARA ANALIZAR UN MODELO UNICO, EN DONDE M SERA EL NUMERO 

DE VARIAI3J,ES INDEPENDIENTES. 

SEA ei EL ERROR ENTRE yi DATO Y yi CALCULADA POR EL MQ 

DELO (yci) DEFINIDO DE LA FORMA SIGUIENTE: 

EL ERROR TOTAL DE LOS N DATOS SERA: 

DE DONDE: 

N 

l 

e = 
T 

N 

l 

SEA MINIMO PARA LA FORMA 

DEL MODELO SELECCIONADO Y PARA LOS N DATOS, 

LO ANTERIOR IMPLICA QUE: 

164. 



1 65. 

<P , 

ES DECIR eT SERA MINIMO CON RESPECTO A LOS PARAMETROS SI 

LAS DERIVADAS RESPECTIVAS SON IGUALES A CERO. EL PROCESO DE 

DERIVACION CONDUCIRA A M+l ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES 

CON M+l INCOGNITAS (a<j¡ 1 a 1 , ••• 1 aM) 1 EL CUAL PUEDE SER R§. 

SUELTO POR ALGUNO DE LOS ALGORITMOS DESCRITOS EN LA SECCION 

DE SISTEMAS DE ECUACIONES. 

DESARROLLO DEL ALGORITMO DE MINIMOS CUADRADOS. 

AL DERIVAR PARCIALMENTE SE OBTIENE: 

aer N 

~Y¡ 
M 

2 l - - l a:x.:u-1i] .4> 
ªª<P ª<1> .J J,l · ' 

Í=l 

aer N 

[b 
~! w aa. l] 2 l -:·a·· . ..; l l x .. _J_ 

'1> aaK <I> .··• J 1 aaK 
i:1 -··-'-' -'---~--'~"-"-

jí.1 ja¡ 

PARA K = 1, M 

ªªj 
<P PARA K .¡. j 

aaK 

ªª' -1. 1 PARA K j 
aaK 

POR LO TANTO: 

~·. [(y. -a -
l l <l> 

i~1 

M 

l a.x .. )(-xK.)J =lj> J J 1 . 1 
PARA K = 1, M 

j=1 



o BIEN: 

M N N 

l a. l xjixKi + ª<P l J 
j = 1 Í•l i= 1. Í=l 

Y DE LA ECUACION PARA 

M N 

X •• + Na~ = 
J l. 't' 

a. 
J 

Í=l 

EL ESTRUCTURARLO DE ESTA MANERA INTRODUCE MAYOR VERSATILIDAD 

AL METODO, ES DECIR SI 

RESOLVER SERA M, SI 

<!> EL NUMERO DE ECUACIONES A 

EL NUMERO DE ECUACIONES A RE-

SOLVER SERA M + l; ES'J.'0 IMPLICA QUE MEDIANTE LA SOLUCION 

DE ESTE SISTEMA DE ECUACIONES, SE TENDRA LA POSIBILIDAD DE 

PROCESAR LOS DOS MODELOS SIGUIENTES: 

CON ORDENADA AL ORIGEN ~ <1> 

CON ORDENADA AL ORIGEN = <!> 

ES'rE ULTIMO ES MUY UTIL EN EL TRATAMIENTO DE LAS PROPIEDADES 

TERMODINAMICAS. 
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LOS COEFICIENTES DE LA ECUACION K PARA CADA INCOGNITA ªj 

SON: 

N 

A{K,j) = I 1, M 

Y ULTIMO COEFICIENTE PARA LA INCOGNITA a$ ES: 

N 

A(K, Mt 1) = I ( 5) 

LA PARTE NO HOMOGENEA DEL SISTEMA DE ECUACIONES SERA: 

A(K, M + 2) = 
N 

I yixKi PARA K 

Í•I 

COEFICIENTES DE LA ULTIMA ECUACION M + 1: 

A(M + 1, j) x •• 
J 1 

1, M 

( 7) 

A{M + 1, M + 1) = N (8) 

N 

A(M + 1, M ~ 2) = "I . y. 
·-- 1 _ 

', Í.;., I · 
'· : 

( 9) 

(4) 

(6) 

sI NO EXISTE LA EC. MH, ENTONCEs"á~~~i 6 SE SUSTITUYE POR 
.. -~~· ·. 

>~.:'<.e< ·. 
A{K¡ M + 1) - I' · 'yi_xKi' ·· PARA K • l ,N 

Í•Í 

NO EXISTIENDO LAS ECUACIONES 7, 8 Y 9 

167 
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OPCIONES QUE PUEDE PROCESAR ESTE ALGORITMO, 

1.- y = FUNCION UNIVARIABLE DE GRADO M, UNA VARIABLE IND.§ 

PENDIENTE, 

2.- y = FUNCION MULTIVARIABLE. M VARIABLES INDEPENDIENTES, 

J.- MODELO CON ORDENADA AL ORIGEN '/: <ji. 

4.- MODELO CON ORDENADA AL ORIGEN = <ji. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG, 169), 

II,7,3,2 MINIMOS CUADRADOS NO LINEALES, 

LOS FUNDAMENTOS SON LOS MISMOS QUE PARA EL CASO DE 

MODELOS LINEALES, DIFERENCIANDOSE EN QUE AL GENERAR EL SIST~ 

MA DE ECUACIONES POR EL PROCESO DE DERIVACION PARCIAL DEL 

ERROR TOTAL, LAS ECUACIONES OBTENIDAS SERAN NO LINEALES Y C~ 

RACTERISTICAS DEL MODELO ORIGINAL, ES DECIR, NO SERAN GENER~ 

LES PARA CUALQUIER MODELO. 

SE PUEDE DESARROLLAR UN ALGORITMO GENERAL UTILIZANDO DERIVA

DAS NUMERICAS EN LUGAR DE DERIVADAS ANALITICAS, PERO DADA LA 

COMPLEJIDAD DE MODELOS, TAMPOCO SERA APLICABLE A CUALQUIER 

CASO PO!< PROBLEMAS DE CONVERGENCIA, 

SE HAN DESARROLLADO ALGUNAS TECNICAS (MARQUARDT, POWEJ,J,, 

ETC.), QUE NO SERAN PRESENTADAS EN ESTA SECCION CUYO OBJET! 

VO HA SIDO RESOLVER EL PROBLEMA DE CONVERGENCIA, PERO NO SE 

HA LOGRADO GENERALIZAR PARA CUALQUIER MODEI,O NO LINEAL, 



MlNlMOS C~AURADO~ 

TIPO 

si 

y.,(x .. ,j=l,NV),i = l,N 
l J l 

M " GD 

no 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
L __ . __ -

j = 2,GD 

169. 

NOMENCLATURA : 

TIPO = O mod~lo s~ri orde

nada al origen 

TIPO • 1 modelo con orde

nada al origen 

NV = número de variables 

independientes (x's) 

GD = grado del polinomio 

para una sola varia

ble X 

N • número de datos 

yi • valor i de y 

xji • valor i de xj 

a la pag. 170 



-------
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 ------
' 1 
1 

l 70. 

de la pag. 169 

k = 1-TIPO ,M 

j = 1-TIPO,M 

i 

1 
1 
1 

Ak+TIPO,j+TIPO • Ak+TIPO,j+TIPO + xjixki 

I_ - - -----

1----
1 
1 
1 

Nº. ECUACIONES M+TIPO 

PROCESO GAUSS - JORDAN 

Ai,M+TIPO, 

1 
1 
1 
1 
1 

1 ____________ J 



A CONTINUACION SE PRESENTA UN DIAGRAMA DE BLOQUES PARA ESTE 

METODO, 

IMPRIMIR 

VALORES DE 

LOS PARAMETROS 

POR PROCESO DE DERIVACION 

DE 8T GENERAL EL SISTEMA 

DE ECUACIONES NO LINEALES, 

l 
RESOLVER EL SISTEMA CON 

TECNICAS DE SISTEMAS DE 

ECUACIONES NO LINEALES. 

l 
SELECCIONAR 

OTRA TECNICA 

LO RECOMENDABLE PARA MODELOS NO LINEALES ES LINEALIZAR EL MO

DELO MEDIANTE TRANSFORMACIONES ALGEBRAICAS Y APLICAR EL METO

DO DE t-IINIMOS CUADRADOS LINEALES. 

1 71. 
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I l. 7. 4. r.!INIMOS CUADRADOS PARA MODELOS MATEMATICOS 

REPRESENTAUOS POR POLINOMIOS ORTOGONALES. 

SI AL APLICAR LOS METODOS DE AJUSTE DE DATOS' SE HACE co.N EL º'º
JETO DE ENCONTRAR LOS PARAMETROS DE CIERTO MODELO PROPUESTO, LA 

TECNICA DEPOLINOMIOS ORTOGONALES NO FUNCIONARA. SI NO EXISTE 

ESTA RESTRICCION (ESTRUCTURA DEL MODELO), ENTONCES PODREMOS·~ 

PLICAR EL METODO .DE POLINOr.qos ORTOGONALES. 

Di' i = O,k, LOS COEFICIENTES DE COMBINACION Y 

P (x) EL POLINOMIO DE GRADO k CORRESPONDIENTE. 

EL PROBLEMA DE MINIMOS CUADRADOS SERA 

N 

ERROR TOTAL = l (y. - P(X·)) 2 
1 l 

i=l 

Y DE MANERA GENERAL SERA 

N 

ERROR TOTAL l (y. - P(x.)) 2 
" W(x.) 

l l ~ l 
i=I 

EN DONUE W(xi) SERA UNA FUNCION PESO ARBITRARIA PARA TENER MM; 

GRADOS DE LIBERTAD AL SELECCIONAR LOS POLlNOMJOS O!{TOGONALP.S. 



173. 

ESTA DEPINICION DE ERROR CORRESPONDE A LA DEFINICION DEL PRO -

DUCTO ESCALAR <Y - P (x) , y- P (x) > • 

Sl SE SUSTITUYE P (x) POR SUS POLINOMIOS ORTOGONALES; SE OBTI E

NE : 
N 

ERROR TOTAL Í. 

N 
L - - -- - (A) 

i=l j;.0 

k GRADO DEL POLINOMIO P(x) ~ 

N k 

<y-P(x),y-P(x)> t (y i- í D. P. (x.)) 2 * \'/(xi) 
i=l j=O 

l J .1 .... 

. -
=<Y-Do Po (x)-D1P1 (x) - .•. - DkPk(x),f(x) -

D0 P0 (x) -D 1 P1(x) - ... - DkPk(x) > 

Do,D1, .•. SERAN SELECCIONADAS TALES QUE 

a ERROR TOTAL = O 
adL PARA. L = O, ... k 

SI SE APLICA A CÁ~~~t/ifr()N '(A) SE OBTIENE 
.: .-- ·",~)_;. 



aD. 
SI L ; j ~ = O 

adL 

N 

o l 

o l 

N 

l 
i=l 

PARA j r L , D~g9 QUE P j Y PL SON ORTOGONALES 

ENTONCES : <P. (x),PL(X)> = O 
J ' 

POR LO TANTO 

N N 

o l yi*PL(xi)*W(xi) - dL .r [P~(xi)*W(xi)J 
i=l t=l 

N 

l (yi*PL(xi)*W(xi)) 
i=l <l L = .;::._~--'-·--'-..;;..;_---
N 

l [PL(x1JPiCx¡)W(xi)] 
i=l 

dL = <Y,P!,> : L O,k 
<PL,PL> 

174. 
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W(x) POR LO GENERAL SE SELECCIONA = l . 

SI SE SELECCIONAN CIERTOS POLINOMIOS ORTOGONALES, PODRAN EVALUAR 

SE TODAS LAS d1 Y EL MODELO QUEDARA DEFINIDO. 

y = Do Po (x)it i>1P1 (x) + ••• 

.. 
SE PUEDEN UTILIZAR POLINOMIOS ORTOGONALES YA CONOCIDOS.O BIEN M§. 

DIANTE UN PROCESO DE ORTOGONALIZACION, GENERAR LOS POLINOMIOS OR 

TOGONALES PL(x), L = 1,k, A PARTIR DE P0 (x) ESPECIFICADA. 

FORSYTH, HA DEMOSTRADO QUE UN CONJUNTO DE POLINOMIOS ORTOGONA -

LES, SE PUEDE GENERAR A PARTIR DE LAS SIGUIENTES FORMULAS DE RE

CURRENCIA : 

Po (x) = 

N 

Yk l xiP~-1(xi) 
i=l 

N 

l xiP~_¡(X{l Pk_z(Xi) 
i=l 

N 

l 
L=l 
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DONDE EL POLINOMIO Pk TIENE LA PROPIEDAD DE ORTOGONALIDAD DEFI

NIDA PARA W(x) = 1 

N 

L· pikpiL =O 
i=l 

PARA ESTOS POLINOMIOS ORTOGONALES, SE TENDRA 
N 

< y,PL> 
<PL,PL>= 

l 
i=1 
N 
l 

i=l 

OBSERVE DE LA ECUACION (B) COMO LOS POLINOMIOS Pk (x) SE VAN COM

PLICANDO AL AUMENTAR EL GRADO k . POR ESTE MOTIVO ESTE METODO 

HA SIDO DESPLAZADO POR EL METODO MOSTRADO EN LA SECCION ANTERIOR. 

UNA VEZ CALCULADAS LAS d1 , L = O,M DEBERAN ESTRUCTURARSE LOS 

POLINOMIOS Pk DE ACUERDO CON LA ECUACION (B) Y FINALMENTE OBTE

NER EL POLINOMIO DE AJUSTE MEDIANTE : 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG · 177 ) 



POLINOMIOS ORTOGONALES 

¡--

1 
1 
1 

1 

1 

l, N 

i = l,N 

SUMA • SUMA + xi 

SUMA= SUMA -N-

i l, N 

P . x.-SUMA 
1' J. l 

!- - - -- GAMA 1 = SUMA 

NOMENCLATURA : 

N a número de pares (x,y) 

pk • polinomio ortogonal 

de grado k 

Pk,i = polinomio de grado 

k evaluado en x. 
J. 

M 

Y a l D.P. 
J J 

j•O 

M = grado del polinomio 

177. 

---------.....__.--
al a p ag. l 78 

,-·-- --- - -
1 
1 

i = l,N ~-----' Sl D o 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

l~u_M_A_·~s_u_M_A_+_x_._P_k2 __ • __ __. L_ J. -1,J. 

----de la pag 178 
......____..---



1 7 B. 

de la pag. 177 

SUMA 
GAMAk = Sl 

SUMA ª O SI = O 1---....._ i D 1. N -----¡ 

---ª la pag. 177 

----¡-
1 
1 
1 
1 
1 

,---- ------ -
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

SUMA 
DELTAk = Sl 

i 

1 
1 

, ___ - ---- --- ----
1 
1 
1 ------ - --------- ---- -- -

1-------- i • l ,N 
t 
1 
1 
1 
1 SUMA• SUMA+ Pk,iyi 
1 
1 

SUMA 

SUMA l\ ~ 51 

2 

1 
1 

Sl = Sl + Pk-z,i 

. 1 _______ , 

k • O,M 

O Sl O 

a la pal.\ • l 7 '! • 
...._____.- -- - -- . 



1 
1 

1 
1 
1 

---de la pag. 178 

r-- j 
1 '-~-.-~-~ 

1 
1 

1 SlaSl+Dj*Pj,i 
1 
1 
1 
L ___ - -

2 
SUMA • SUMA + (y(I)-Sl) 

L ________ _ 

"SUMA RESI
DUAL" •; 
SUMA 

l 79. 
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II,8 TECNICA DE GRAFICACION, 

LA LIMITANTE FUNDAMENTAL EN LA CONSTRUCCION DE UNA 

GRAFICA ES LA DISPONIBILIDAD DEL NUMERO DE COLUMNAS Y RENGLQ 

NES QUE DEFINEN EL PLANO DE GRAFICACION (PAPEL DE IMPRESORA 

O PANTALLA DE VIDEO) , 

TODAS LAS TECNICAS DE GRAFICADO CONSISTEN BASICAMENTE EN ETA

PAS DE ESCALAMIENTO Y TRANSLACION DE EJES, QUE TIENEN POR OB

JETO ADAPTARSE AL PLANO REAL DE GRAFICADO. 

DIAGRAMA DE FLUJO (VER PAG. 181). 



1 

1 

N,NC,NR 

xM=MIN(x. i .. l,N) 
1, 

YM • MIN(y. i • l,N) 
l, 

'---- ---

FIN 

181. 

NOMENCLATURA : 

N m nº de puntos x,y a graficar 

NC • nº de columnas del plano 

real de graficado (pantalla) 

NR = nº <le renglones del plano 

real de graficado 

X. .. valor i de X 
l. 

y1 = valor i de y 

' 
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CAPITULO I II RESOLUCION DE PROBLEMAS DE INGENIERIA QUIMICA, 

JII.O GENERALIDADES 

UNA DE LAS CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DE LA INGENIERIA QUIMI

CA ES LA NECESIDAD FRECUENTE DE RESOLVER MODELOS MATEMATICOS POR 

LO GENERAL BASTANTE COMPLEJOS, LOS CUALES PARA RESOLVERLOS SIN 

EL USO DE UNA HERRAMIENTA COMPUTACIONAL, DEBERAN SER SIMPLIFICA

DOS MEDIANTE PROCEDIMIENTOS ALGEBRAICOS DE LlNEARIZACION, O BIEN 

RESOLVER EL MODELO MEDIANTE TECNICAS DE PRUEBA Y ERROR LOS CUA

LES, AL NO DISPONER DE UNA COMPUTADORA, REQUIEREN DE UN GRAN ES

FUERZO DE CALCULO. 

EL OBJETIVO DE ESTA SECCION SERA APLICAR LAS TECNICAS NUME

RICAS MENCIONADAS EN EL CAPITULO ANTERIOR PARA LA RESOLUCJON DE 

PROBLEMAS DE INGENIERIA QUIMICA, Y DE ESTA MANERA DAR UNA VIS!ON 

DE COMO UNA COMPUTADORA Y LAS TECNICAS NUMERICAS, ESPECIFICAN AL 

TERNATIVAS DE SOLUCJON DE PROBLEMAS, LAS CUALES AHORRARAN TIEMPO 

Y ESFUERZO AL INGENIERO Q~IMICO. 

DENTRO DEL CONTEXTO GENERAL DE ANALISIS
1 

DESARROLLO Y DISE~O 

DE PROCESOS, EN LOS CUALES LA MATERIA SE TRANSFORMA QUIMICA Y/O 

FISICAMENTE, SE PUEDE PRESENTAR El. SIGUIENTE DIAGRAMA DE BLOQUES: 



1 DEFINICION DEL PRO~' 

l FORMULACION DEL MODELO 
MATEMATICO 

! 
SELECCION ALGORITMO DE 
RESOLUCION DEL MODELO 
MATEMATICO 

l 
PROGRAMACION Y/O USO DE 
COMPUTADORA 

l 
RESOLUCION DEL MODELO 
MATEMATICO 

l 
EVALUAC ION DE RESULTADOS 

183. 

PARA LA DEFINICION DEL PROBLEMA DEBERAN TENERSE CONOCIMIENTOS 

SOBRE LAS DIFERENTES OPERACIONES Y PROCESOS UNITARIOS, PARA PODER 

IDENTIFICAR QUE FENOMENOS OCURREN DENTRO DEL PROCESO Y DE ESTA MA

NERA REGIRSE POR LAS LEYES DE LA NATURALEZA CARACTERISTICAS DE TA· 

LES FENOMENOS, LEYES FORMULADAS EN DIFERENTES RAMAS DE LA FISICA 

Y LA QUIMICA, TALES COMO : LA TERMODINAMICA, FENOMENOS DH TRANSPOg_ 

TE, ETC. 

PARA LA FORMULACION DEL MODELO ES NECESARIO TENER CONOCIMIENTO 

ACERCA DE ANALISIS DIMENSIONAL Y DE BALANCES DE MATERIA Y ENERGlA, 
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EN ANALISIS DIMENSIONAL SE APLICAN LOS TEOREMAS DE BUCKING

l-IAM Y RAYLEIGH, LOS CUALES ESTABLECEN QUE UN FENOMENO FISICO PUE 

DE REPRESENTARSE POR LAS VARIABLES FISICAS RELEVANTES AISLADAS O 

COMBINADAS DE TAL MANERA QUE LA ECUACION DEL MODELO SEA DIMENSIO 

NALMENTE HOMOGENEA. 

LOS BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA APOYANDOSE EN LAS LEYES DE 

CONSERVACION DE LA MASA Y LA ENERGIA CUANTIFICAN LA CANTIDAD DE 

MATERIA Y ENERGIA QUE SE ESTE PROCESANDO. DICHOS BALANCES ESTAN 

REPRESENTADOS POR LA SIGUIENTE EXPRESION : 

ENTRADA + GENERACION = SALIDA + ACUMULACION 

EL TERMINO ENTRADA CORRESPONDE A LA CANTIDAD DE MATERIA O ENERGIA 

QUE ESTE ENTRANDO AL SISTEMA DE ANALISIS. 

EL TERMINO DE SALIDA CORRESPONDE A LA CANTIDAD DE MATERIA O ENER

GIA QUE ESTE SALIENDO DEL SISTEMA DE ANALISIS 

EL TERMINO ACUMULACION CORRESPONDERA A LA RAPIDEZ CON QUE CAMBIA 

LA MASA O LA ENERGIA DENTRO DEL SISTEMA DE ANALISIS (SI LOS BALAN 

CES NO SE HACEN POR UNIDAD DE TIEMPO LA ACUMULACION SERA LA DIFE

RENCIA DE MASA O DE ENERGIA CON RESPECTO A DOS ESTADOS DIFERENTES 

O A DOS TIEMPOS DIFERENTES). 

LA GENERACION CORRESPONDE A LA MASA O A LA ENERGIA QUE SE LIBERE 

O SE CONSUMA DENTRO DEL SISTEMA (APLICABLE A CASOS DE SISTEMAS 

CON REACCION QUIMICA O CASOS DE MEZCLADO) . 



1 SS. 

SISTEMA PARTE DEL UNIVERSO QUE SE ENCUENTRA BAJO OBSilRVACION 

Y/O EXPE!Ú;!ENTÁCION. 

\:2;· .. 
COMO EJEMPLOS DE APLICACION, SE RESOLVERAN PROBLEMAS CO-

RRESPONDIENTES A LOS SIGUIENTES TEMAS : 

1) PROPIEDADES TERMODINAMICAS Y DE TRANSPORTE 

2) BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA 

3) TRANSFERENCIA DE CALOR 

4) FLUJO DE FLUIDOS 

EN LOS CASOS QUB ASI SE REQUIERA, SE FORMULARA EL MODELO CO

RRESPONDIENTE MEDIANTE BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA, DEPEN

DIENDO DEL CASO. 

UN MISMO PROBLEMA SERA RESUELTO CON LAS DIVERSAS TECNICAS A

PLICABLES PARA EL CASO, CON EL OBJETO DE COMPARARLAS Y HACER 

RECOMENDACIONES EN LOS CASOS EN QUE SEA. NECESARIO. 

III.1 PROBLEMAS 

PARA FACILITAR EL ORDEN Y ACCESO, LOS ENCABE.ZADOS DE 

LOS PROBLilMAS APARECERAN AL TOPE DE LA PAGINA. 
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1) FORMULE UNA ECUACION EMPIRICA PARA CALCULAR Li\ CJ\l'J\CIDJ\D 

CALORIFICA DEL ALCOHOL E'i'ILlCO EN PUNCION DE LA TEMPERATURA, 

UTILIZANDO LOS SIGUIENTES DATOS 

T ºC Cp cal 
gºC 

o o .sos 
10 ¡·S37 

20 . S70. 

30 :607 .. 
•:'·L . 

40 . 642 

so .675·· .. 
:··· 

60 ':;ó"s 
'.:.-I 

70 ~737 
.. ,. ,, 

80 .77 
... 

90 ;sos .. 

1 00 840 

UTILIZAMOS.LÁ TECNICA DE MINIMOS CUA

DRADOS PARA MODELOS ORTOGONALES. 

PARA LOS 11 DATOS Y UN POLINOMIO DE 

SEGUNDO GRADO OBTENEMOS 

FORMA DEL MODELO : 

DONDE : D1 0.6723 

D2 = 3.3472E-3 

Do -3.7296E-7 

Po = 

P1 (X - SO) 

P2 (X SO)* P1 - 1000 * Po 

SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS = 4.077E-S 

% ERROR MAXIMO = 0.4 
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2) DESARROLLE UNA EXPRESION ANALITICA PARA LA PRESION DE VA 

POR DEL IODURO DE METILO A PARTIR DE LOS SIGUIENTES DATOS : 

T ºC 

·SS 

-45.8 

-7.0 

a.o 
25.3 

Pvap 

mmHg 

s 
10 

42.4 760 

UTILIZAMOS LA TECNICA DE MINIMOS CUADRADOS 

PARA MODELOS ORTOGONALES. PARA LOS 9 PA-

RES DE DATOS Y UN POLINOMIO DE GRADO 6 

Y = DoPo + D1P1 ~ D2P2 + D3P3 + D-P~ + 

DsPs + D6Ps 

.OBTENEMOS.· 

D0 177.ZZZ 

D¡ = 6.955 

02 o. 1156 

D3 1.1883E-3 

D4 = 8.7067E-6 

D5 1.0087E-7 

. · D
6 

- 1. 9384E-9 

P1 = (X + 12.0888) 

P2 =(X + 1.4877) P1 -944.092 P0 

P3.>= (X.+ 7.4529) P2 -819.830 P1 

P,. := ('X·."+::4':9849) P,-.634.698 P2_ 

·.Pi :2.~ü{~~ fcí.>9559). P
4
-603.287 P

3 

~6 ·21(:L'+: 11. 2059). P 5 ~48 7. 24f P
4 

SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS = 0.0845 

\ ERROR MAXIMO = 0.9 
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3) LA VISCOSIDAD DE UN GAS ES APROXIMADAMENTE PROPORCIONAL A 

LA TEMPERATURA ABSOLUTA ELEVADA A CIERTA POTENCIA. 

DETERMINE EL EXPONENTE DE T Y LA CONSTANTE DE PROPORCIONALIDAD 

PARA LOS SIGUIENTES DATOS DEL DIOXIDO DE CARBONO A 1 atm DE PRE 

SION 

SI SABEMOS QUE : µ = kTN (Ec. 1) 

USANDO LOGARITMOS, TENDREMOS log log k+ N log T 

EL MODELO TIENE LA FORMA : Y = Ao + A1X1 

DONDE Y = log µ; A0 = log k ; A 1 = N ; X = log T 

SI UTILIZAMOS LA TECNICA DE MINIMOS CUADRADOS PARA MODELOS LINEA 

LES, TRUNCANDO A PARTIR DEL TERMINO A2X 2 Y ALIMENTAMOS LOS DATOS 

DE LOGARITMOS DE T Y LOGARITMOS DE µ : 

DATOS : 

T ºk µ cp log T log µ 

288 0.01457 Z.4593 ~.L 8365 

293 0.01480 2.4668 
.. 

~ l :8297 

303 0.0153 2.4814 ~l.8153 

313 0.0157 2.4955 -L 8041 
'.·-·.:,.-· 

.··' 

372 0.01861 2.5705 ~1.7302./· 
'·~"1~·.:._·: 

, . ., , ... ·: -
·-··.,"~-.""'-- ·"- - " 

455 0.02221 2.6580 ~1 :<fs3 4 ·· 
575 0.0268 2.7596' .. , ;;'~tt1;~~· .. . 
763 0.033 2.8825 ~1.4814 

958 0.038 2.9813 -1.4202 

11 23 0.0436 3.0503 -1.3605 

1325 0.0479 3. 1222 - 1 .3196 



OBTENEMOS 

Ao -3.7667 

A1 0.7889 

DE DONDE : 

ANTILOG l. 71119E-4 

SUBSTITUYENDO EN LA EC; L 

µ = j. 71119~-',{ ;rº· 7 a a 9 

189. 
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4 J ll'l'l L l ZANIJO EL D !AGRAMA DE MOOIJY PROPONGA UN MODELO DEL FACTOR 

DE FIUCCION EN FUNCION DEL NUMERO DE REYNOLDS Y LAS CARACTERI§. 

TICAS DE LA TUBERIA, PARA FLUJO A REGIMEN TURBULENTO • 

4E3 

2E4 

SE4 

!ES 

2ES 

4ES 

1E6 

SE6 

1E7 

4E7 

0.00001 

0.0396 

0.0257 

o;'Q'4"oó> o 0.0410 e o~o'.45~0 ():ós10 'ri.:0770 
"' ~' ~¡ ',1't" -.:. ·--. ' ; ,' 

o:'o26'7 o.02ao o.o36o 0;0505 0.0130 

o .azoa··.···· Ó.Ó.22~ 
0.0179 0;0200 

0.0240 

0.0223 

0.0156 0.0184 0.0212 

0.0138 0.0175 0.0206 

0 .. :0129~ 0.0167 0.0200 

0.:0096 0.0160 0.0197 

~0;0091 0.0160 0.0197 

0.0084 0.0160 0.0197 

0.0340 

0.0330 

o. 04 9 5 

0.0490 

0.0325 0.0490 

0.0322 0.0490 

0.0320 0.0490 

0.0320 0.0490 

0.0320 0.0490 

0.0320 0.0490 

0.0725 

0.0725 

o .0725 

0.0725 

0.0725 

o .0725 

0.0725 

0.0725 

AL OBSERVAR LA FUENTE DE INFORMACION (DIAGRAMA DE MOODY) 1 SE SUGI~ 

RE UN COMPORTAMIENTO PARABOLICO DEL LOGARITMO NATURAL DEL FACTOR 

DE FRICCION CON RESPECTO AL LOGARITMO NATURAL DEL NUMERO DE REY

NOLDS PARA TI CONSTANTE. 

TAMBIEN SE SUGIERE UN COMPORTAMIENTO PARABOLICO'DEL LOGARITMO NAT!:!_ 

RAL DE f CON RESPECTO AL LOGARIT~ic{~~~J~L DE i ~K~{,VN NUMERO DE 

REYNOLDS CONSTANTE. 
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EN CONSECUENCIA El. MODEl.O l'ROl'UESTO ES EL SIGUIENTE ; 

ln 

DONDE : 

X5 ln Cfi) ln Re 

X2 ln (IT) x6 ln Cfil (ln Rc)
2 

X 3 = ( ln Re) 
2 

X7 [in (IT)J \n Re 

X4 [1n (IT) J 2 
X8 [in Cfil] 

2 

(ln Re) 
2 

UTILIZANDO EL PROGRAMA DE ~IINIMOS CUADRADOS CORRESPONDIENTE SE 

OBTIENE 

A 0 -5.42218719 

A1 0.627111222 

A2 = -1.08481601 

A3 -0.0226561557 

A~ -.0.053118523 

As o. 248509343 

As -9.14426583E-3 

A1 0.0131129544 

Ae -5.27981288E-4 

SUMA RESIDUAL DE CUADRADOS 0.0780334344 

COEFICIENTE DE CORRELACION 0.998 

\DE ERROR NAXIMO = 3.217 



5) 

a) 

b) 

e) 

d) 

e) 

a) 

192. 

CALCULE El, VOLUMEN MOLAR DEL METANO A UNA PRESION DE 200 

BARS Y A UN~'TEMPERATÜRA' DE 4.00. ºC • . ~. '. 

UT I L I ZAND,O ,: ••. ;;,, ·:: .. <· :' ...... . 
.. ·:·:;-;.·¡;, 

. :,,: .. ;,·,·\;':.·~: '_· -",:'·(~::t~:·.:-~:~.:~:·,~ ?;.i;(~~ ~·~~<:'~:{~·i:>·"t<, 
:_:· .-:í·;;- ·- -· -· .. . . - , •. ,, 
. .. . ·.-,_·.~-~"~.;~B:c.-',~~~?:·;;.·:;·;;,.;<-;:,Sc';: 

LA ECUACIONiti1ü.lSGAs''hnEAL 
: '_;\'.;:< ·,:f:~: ·-:~ :;~ ::, ~:,~, . '·, ·' .0'"' . '~ :'.. :·~.-~.;~_::>· 

LA Etüt\c1o'N~éiJa(vXR fJníf"wt..ALs 
_-~:Je·_;·' "-·o: ·;·, __ :-.. d; L~i:~_,· 

LA· EcúÁéiok DEi:!lí:ioi.1cH - KwoNa 

LA E¿ffAc~6~ DE BEATTIE - BRIDGEMAN 
----.-- -·-- --

LA ECuACION DE BENEDICT - WEBB - RUBIN 

ECUACION DEL GAS IDEAL 

DATOS : 

PV = nRT T = 1211.7 ºR 

- _ RT p = 197.38 atm. 
V - p 

. . • 3 

R = 0.7302 atm Ele 
lb-mol ºR 

SOLUCION V= 4.4826 ~ ID-mOI 

b) ECUACION DE VAN DER WAALS 

(P - ~.)(V- b)-RT= o 
v·- -

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON 

DIFERENTES TECNICAS Y LOS RE

SULTADOS SE PRESENTAN EN LA 

TABLA 1. 1 

DATOS : 

T 673 ºk 

P 197.38.atm 

• 3 
R = 1 .314 atm pie 

lb-mol ºk 

a = 579 

b o .684 
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LA ECUACION DE VAN DER WAALS SE PUEDE MODIFICAR DE LA SIGUIEN

TE MANERA 

V 3 _ Pb ; RT V 2 + ~ V _ a~ = 0 

LA CUAL PUEDE SER RESUELTA CON EL ALGORITMO DE LA ECUACION CU

BICA, DE DONDE SE OBTIENEN LAS SIGUIENTES RAICES : 

Xl 4.62372526. 

X2 0.270288 + 0.6007i 

X3 0.270288 - 06007i 

TIEMPO DE PROCESO ~ O 

e) ECUACION DE REDLICH - KWONG 

RT 

V-b 

a 
To. 5 V (Y-b) 

R2Tes/2 
a = 0.42748 -pe---

b 0.08664 RTc pe 

• p = o 
DATOS : 

Te= 190.5 ªk (temp.crítiea) 

Pe= 45.8 atm(presi6n crítica) 

R 
• 3 

1.314 ~_j)~ 
lb-mol "k 

a = 8071.95 

b 0.473525 

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y LOS RESUL

TADOS SE PRESENTAN EN LA TABLA 1.2 

d) ECUACION DE BEATTIE - BRIDGEMAN 

RT [v + B0 (1- ~)](1- _c
3 

)-A0 (l-~) - P v2
= o 

V VT V 
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DATOS 

p = 197.38 atm e = 128300 

T = 673 ºk a = 0.01855 

R = O 082 1t ª tm b - 0.01587 
• g-mol ºk 

Ao 2.2769 

·- Bo 0.5587 

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y LOS RESUL

TADOS SE PRESENTAN EN LA TABLA 1 .3 

e) ECUACION DE BENEDICT - WEBB - RUBIN 

RT 1 Co 1 =- + =2 (RTB 0 -A0 - T2 ) + = (RTb-a) 
V V Y3 

y 
exp ( - - ) - P = O -y2 

DATOS': 

p = 197.38 atm 

T 673 ºk 

R 0 . 082 lt atm 
g-mol ºk 

Ao 1. 855 

Bo 0.0426 

Co 22570 

a = 
b .. 

e = 
a = 
y 

+ ªª + yb 

0.494 

e 
2-3 

T V 

0.00338004 

2545 

0.000124359 

0.006 

(1+~)"' 
y2 

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y LOS RESUL· 

TADOS SE PRESENTAN EN LA TABLA 1 .4 



CALCULO DEL VOLUMEN MOLAR DEL METANO RESOLVIENDO LA 

ECUACION DE VAN DER WAALS, CON DIFERENTES TECNICAS 

SECANTE 

REGULA - FALSI seg 

WENGSTEIN 4.623725 3.50 seg 

MULLER 4.623725 4.36 seg 

SUBSTITUCION DIRECTA 4.623715 1. 98 seg 

--·- -

MEDIO INTERVALO 4.623725 11.52 seg 

HOOKE - JEEVES 4.623724 16.70 seg 

NEWTON - RAPHSON 4.623725 1.55 seg 

TABLA 1. 1 

NOTA : 

EL VOLUMEN MOLAR ESTA DADO EN C 1 6~~~ 1 ) 
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ECUACION DE REDLICH 

CAS NUMERICAS. 

TECNICA 

SECANTE 

REGULA - FALSI 4.612023 

WENGSTIHN 4.612023 

MULLER NO CONVERGE 

SUBST. DIRECTA 4.612023 

MEDIO INTERVALO 4.612023 

HOOKE - JEEVES 4.612023 

NEWTON RAPHSON 4.612023 

TABLA 1. 2 

NOTA : 

EL VOLUMEN MOLAR ESTA DADO EN 

19li. 

8.55 seg. 

6.54 seg. 

t.58 seg. 

7.34 seg. 

13.08 seg. 6X=0.5 

4.01 seg. 



CALCULO DEL VOLUMEN MOLAR DEL METANO RESOLVIENDO LA 

ECUACÍON DE'.BEATTIE - BRIDGEMAN, CON DIFERENTES TEC

NICAS NUMERICAS 

' 

197. 

TECNICA RAIZ TIEMPO VALORES INICIALES 

SECANTE 0.29802638 40.85 seg o. 1 1 

REGULA FALSI 0.29802638 56.29 seg o. 1 1 

•' 

ll'ENGSTEIN 0.29802638 40.68 seg o .1 1 ' 
•', ,, 

,· 

MULLER 00 CONVERGE ~ '.·.· 
' •'' 

SUBST. DIRECTA 0.49797384 3.74 
" 

seg ' o .1 ' ' 
,, 

" 

MEDIO INTERVALO 0.29802856 14. 52 seg o .1 ''<· ," 
,' 

HOOKE JEEVES 0.29802856 26.39 seg 0:1 'dx=O. 5 
.-,.·;:. 

NEWTON - RAPHSON 0.29802762 7.94 seg 1 
,.;,,' 

' ' 

TABLA 1.3 

NOTA : 

EL VOLUMEN MOi.AR ESTA DADO EN 
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CALCULO DEL VOLUMEN 

TECNICAS 

TECNICA 

SECANTE seg 

REGULA FALSI 0.2679947 1 min 4.55 

lrnNGSTEIN 0.2679947 47.36 seg 1 • o. 1 

MULLER NO CONVERGE 

SUBST.DIRECTA 0.26691395 5. 17 seg O. 1 

MEDIO INTERVALO 0.2679946 41.02 seg 1,0.1 

HOOKE JEEVES 0.2679944 1 min 25. 27 seg .1 luc=0.5 

NEWTON - RAPHSON 0.2668095 10.20 seg o. 1 

TABLA 1.4 

NOTA : 

EL VOLUMEN MOLAR ESTA DADO EN 



a) 

b) 

199. 

6) CALCULE LAS TEMPERATURASDE BURBUJA Y DE ROCIO PARA LA S.!. 

GUlENTE MEZCLA •:·• ZOlEN·M{)J. riE· ET.A.NO, 40\ . EN MO!i.DE PRO· 

PANO' 4 o i .EN: ~c;J~ ¡)~':;~~~~~;: \fo~A ~~~~loN D~ :i6Ü'nl~Hg ; 
<'.e:·,":;-:'-: . -'-~---/,_::_:,Z':;.:;_:~ • ~ ,,. _ ,-;~c·~1 ·.; ,._ •· ... :- ;~ .. :-.~~ ;¡-.,~; ,' ·. ' 

·~ :_:'-.:~·:_<· 

ur I L 1 z.ANrio ú ;{E.;. DE ilAciuir ~ LA EcuAc r oN on · ¡NTOINE. 

UTILIZANDO EL FACTOR k DE EQUILIBRIO (CONSTANTE DE EQUIL.!. 

BRIO, REPORTADO EN EL DIAGRAMA DE DEPRIESTER). 

SOLUCION : 

PARA UN SISTEMA DE EQUILIBIO LIQUIDO - VAPOR SE CUMPLE 

QUE : 

VAPOR, FRACCION MOL EN EL LIQUIDO Y CONSTANTE DE EQUILI

BRIO PARA EL COMPONENTE i 

PUNTO DE BURBUJA : 

N 

l 
i=l 

k ·X. - 1 
1 1 

N 
l YL 1 = O ·fi·"o 

i=l 

o 

N = Nº COMPONENTES QUIMICOS 



a) LEY DE RAOULT 

Bi 
(Ai - c. +T) 

. l 

1 o .... 
-.~-----

T = TEMPERATURA DE EQUILIBRIO PARA LA PRESION TOTAL PT 

PUNTO DE BURBUJA 

B. 
(Ai - C~+T) N 1. 

l 10 
ji: x. - 1 o 

PT 
1. 

i=l. 

PUNTO DE ROCIO 

N 
PT * yi 

l B. - 1 o 
i=l (Ai - C~+T) 

10 1.. 

CONSTANTES DE ANTOINE 

COMPONENTE· e 
ETANO 256 

n-PROPANO 6.8297, 813:2 248 
n-BUTANO 6;8302 945.9 240 

200. 



TECNICA 

SECANrE ,___ 

REGULA FALSI 

IVENGSTEIN 

M.JLLER 

MEDIO INTERVALO 

1-DOKE JEEVES 

L 

DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS SE OBTIENE LA SIGUIENTE·TABLA 

CALCULO DE LA TEMPERATURA BURBUJA Y LA TEMPERATURA DE ROCIO PARA LA MEZCLA ETANO, 

PROPANO Y BUTANO UTILIZANDO LA LEY DE RAOULT. 

VALORES INICIALES VALORES 

T.ROCIO(ºC) TIEMPO 1 o Zº 3º T. BURBUJA ( ºC) TIEMPO INICIALES 

-18.292934 9.84 Seg - so, - 10 -S8.422703 22.68 seg -100, -10 

-18. 291977 38.17 Seg - so' - 10 -S8. 422703 30.62 Seg -100, -10 

-18.292934 10.00 Seg - so, - 10 -S8.422703 22.57 Seg -100, -10 

NO CONVERGE - - -S8.42084 9.85 Seg -100, -so, -1( 

-18.29589 15.17 Seg - so, - 10 -58.42241 16.50 Seg -100, -1 o 

-18.292968 42.05 Seg -30, Ax= O.S -58.42241 39.00 Seg -70 llX"'O.S 

·. , .. ~ 
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bJ UTTLIZANllO EL 

o 

20 

40 

60 

HACIENDO UN AJUSTIJ POR MINTMOS CUADRADOS, ENCONTRAMOS EL MO

DELO Y LOS VALORES DE LAS CONSTANTES PARA EVALUAR LA k DE E

QUILIBRIO. 

A. - ~ e l Ci+T 

PT 



CONSTANTES. 

COMPONENTE c 

ETANO :436.398167 

PROPANO 13.2861863 307.524278 

N-BUTANO 13.1398735 ~1994.37739 278.659715 

b.1 PUNTO DE BURBUJA. 

b.2 PUNTO DE ROCIO 

N 

l - 1 = o 
i=l 

DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS SE OBTIENE LA SI

GUIENTE TABLA :. 

203. 



TECNICA 

SECANTE 

REGULA FALSI 

WENGSTEIN 

~IULLER 

MEDIO INTERVALO 

HOOKE JEEVES 

CALCULO DE LA TEMPERATURA DE BURBUJA Y DE LA TEMPERATURA DE ROCIO UTILI 

ZANDO EL FACTOR k DE EQUILIBRIO 

VALORES 
T. ROCIO (ºC) TIEMPO INICIALES T. BURBUJA ( ºC) TIEMPO 

-19.3047 8. 59 seg -so, -10 -57.6655 10 .92 seg 

-19.3047 11. 08 seg -so, -1 o -S7.66S5 14.43 seg 

-19.3047 8. S8 seg -so, -10 -57.6655 10.83 seg 

NO CONVERGE - - -S7,664 7 9.90 seg 

-19.3022 18.05 seg -so, +10 -57.6628 11.15 seg 

-19.3055 1 min.20.18 seg -30,óX=0.5 -57.6648 16. 28 seg 

VALORES 
INICIALES 

-100,-30 

-100,-30 

-100,-30 

-100,-S0,-30 

-100,-30 
'. '. . ~· /. :"". ,, .. 

- 70 ,llX=O. 5 .· 

·. 

N 
o 
.:.. 
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7) CALCULE LA MAXIMA TEMPERATURA DE LOS PRODUCTOS SI SE QUE

MA METANO CON soi DE EXCESO DE AIRE y SI AMBOS REACTIVOS 

SE ALIMENTAN AL QUEMADOR A 77 ºF 

REACCION QUIMICA (BASE 1 MOL DE CH 4) 

PARA MAXIMA TEMPERATURA EL PROCESO SE CONSIDERARA ADIABATICO Y 

LA EFICIENCIA/ DE LA REACCION 100 \, IMPLICANDO QUE EN EL PRODUf 

TO NO HABRA CH 4 Y QUE TODO EL CARBONO SE CONVIERTE EN C0 2 • 

SI SE ALIMENTA OXIGENO EN EXCESO ENTONCES EN EL PRODUCTO HABRA 

OXIGENO ADEMAS DEL NITROGENO ALIMENTADO CON EL AIRE . 

PRODUCTO 

CO 2 - - - - - 1 mo 1 

H20 ----- Z moles 

O 2 '- - - - - 1 mo 1 

N 2 -~11.2857 moles (ALIMENTADAS CON TRES MOLES DE 0 2 ). 

MOLES TOTALES DE PRODUCTO= 15.2857 

BALANCE DE ENERGIA 

CONSIDERANDO PROCESO A REGIMEN ESTACIONARIO 

H (ENTRADA)+ "GENERACION" = H (SALIDA); H= ENTALPIA 

T (ENTRADA) = 29 8 ° K 
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298 

H (ENTRADA)= MOLES MEZCLA REACTIVA 11 J Cp (REACTIVOS)* dT=O 

298 

... · · .. · r i . ·. 

H (SALIDA)= MOLES PR0Dl1C!9itl~r2:~~CP CPRODUCTO) 11 dT 

o 
GENERACION = - 6Hr 

SE CALCULARA EL CALOR DE REACCION A 298 ºk (TEMPERATURA A 

LA QUE SE REPORTA LA INFORMAC ION DE CALORES DE FORMAC ION Y 

COMBUSTION) • 

o 

6Hr l Hf PRODUCTOS - l Hf REACTIVOS 

e a o o 
6Hr = HfC02 + 2HfH20 - HfCH~ - O 

o 
6Hr =· - 94ÓSLS + 2 11 (-57798) - (-17889) - O 

6Hr
0 

1917 58 8 cal 
• gmol 

COMPONENTE FRACCION MOL A B11 10 3 
C* 10 6 

C0. 2 0.06542 6. 214 1 o. 396 -3.545 

H O 0.13084 7.256 2.298 0.283 

o 0.06542 6.148 3. 102 -0.923 
. e• .. ·, .. ·• .· 

. ·.· •· N 0.7383 6,524 1. 250 -0.001 

MEZCLA PRODUCTO 
¡:•;:·· •. 

Am'=6.57489 Bm=2.10661 Cm=0.88311 ,:· . 

. 
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o 

H (EIRAIJJ\J + "GENERAC ION" = 11 (SALIDA) 

EL MODELO MATEMATICO QUE SE OBTIJNDRA SERA 

. . 
2 2 1 ! 

"·'"' '[2crrmi·•• 11 
(T f. Z98 

z 
(Tr·

3
298 J] 

+ Cm it --'~--J 

. 191758.8 o 

ESTA ECUACION ES RESUELTA CON DIFERENTES TECNICAS Y LOS RESULT!! 

DOS SE PRESENTAN EN LA SIGUIENTE TABLA : 

TECNICA RAIZ TIEMPO VALORES INICIALES 
SECANTE 1614.99604 19. 17 seg. 350, 1000 

REGULA·FALSI 1614.99603 18.68 seg. 350. 1000 

WENGSTEIN 1<>14.99604 19.08 seg. 350. 1000 

MULLER 1614.9960 16. 53 seg. 350,700,1000 

SUBSTITUClON - -lll RECTA NJ CONVIRGIO 
-

MEDIO INTEllVALO lbl4.99604 42.93 seg. 350,2000 
---

11001\E·.JEEVES 1614.99603 (1 min. 31.37 se¡;. 1700,llX = 0.5 
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8) EN EL PROCESO A REGIMEN ESTACIONARIO QUE SE MUESTRA EN 

LA FIGURA DE ABAJO TODAS LAS COMPOSICIONES SE DAN EN 

PORCIENTO EN MOL CALCULE 

a) EL PORCENTAJE DE RECUPERACION DE CADA COMPONENTE EN SU 

RESPECTIVA CORRIENTE DE PRODUCTO 

b) LA COMPOSICION DE LA CORRIENTE B 

ALIMENTACION A 

40\ BENCENO 
35\ TOLUENO 
25\ XILENO 

PRODUCTO BENCENO 
99\ BENCENO 

1 \ TOLUENO 

D 

XBENCENO 

XTOLUENO 

XXILENO 

B 

PRODUCTO TOLUENO 
96\ TOLUENO 
3\ BENCENO 
1\ XILENO 

2 

c 
PRODUCTO XILENO 
90.5\ XILENO 
9.5\ TOLUENO 

DESTILACION DE BENCENO, TOLUENO Y XILENO. 



209. 

a) 

% RECUPERACION BENCENO O .99 D .,. 100 0.40 A 

i RECUPERACION TOLUENO 0.96 E .,. 
o. 35· A · .1.00 

i REC.UPERAC ION XILENO o.905 e .,. 100 
0.25 A 

LAS TRES PROPIEDADES SON INTENSIVAS Y SON INDEPENDIENTES DE LA 

CANTIDAD DE A ALIMENTADA, ESTO ES CIERTO DESDE EL PUNTO DE VI.§. 

TA DE CONSERVACION DE LA MASA. 

POR BALANCES DE MATERIA SE PUEDEN CALCULAR D, E, Y C. 

b) LOS VALORES Xb, Xt, Xx (PROPIEDADES INTENSIVAS), TAMBIEN 

SERAN INDEPENDIENTES DEL VALOR DE A. ESTO IMPLICA QUE 

LOS DOS INCISOS PODRAN SER RESUELTOS SIMULTANEANENTE, AL 

RESOLVER LAS ECUACIONES DE BALANCES DE MATERIA. 

a) BALANCES DE MATERIA GLOBALES. 

A D + C + E 

0.4A 0.99D + 0.03 E 

0.35A = O.OlD + 0.96E + 0.095C 

BASE DE CALCULO A = 100 

TRES. ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS D, E, Y C 

SISTEMA DE ECUAICONES 
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D + E + C = 100 

0.990 + 0.03E = 40 

O.OJO + 0.96E + 0.095C = 35 

MATRIZ AUMENTADA 

1 100 

0.99 0.03 o 40 

0.01 0.96 0.095 35 

DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS, SE OBTIENE LA SI

GUIENTE TABLA : 

METO DO RAICES TIEMPO COMENTARIOS 

X(1)=39.3934 X(l) = D 
ELH!INAC ION X(2)=33.3507 X ( 2) = E 
GAUSSIANA X(3)=27.2557 1.02 seg. X(3) = e 

X(1)=39.3934 
GAUSS JORDAN X(2)•33.3507 

X(3)=27.2557 1.12 seg. 

MAXIMO X(1)=39.3934 . 

ELEMENTO X(2)=33.3507 
PIVOTE X(3)=27.2557 1.80 seg. ' 

·---
JACOBI NO CONVERGE 

.. .. ·.-_' '· . 
GAUSS- SEIDEL NO CONVERGE 
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b) BALANCES PARCIALES (DESTILADOR 1) 

a) 

A = B + D 

0.4A Xbenceno B + 0.99D 

0.35A Xtolueno B + 0.010 

D FUE RESUELTO PARA A = 100 EN EL INCISO ANTERIOR POR LO 

TANTO 

B = A - D 

1 = xbenceno - xtolueno 

xbenceno 

xtolueno 

0.4A - 0.990 
B 

O. 3 5A - O. O 1D 
B 

PORCENTAJE DE RECUPERACION DE CADA COMPONENTE . 

i REC. BENCENO 0.99 * 39.3934 
tlt 100 = 97.4986 o.4o 1í 100 

\ REC. TOLUENO 0.96 * 33.3507 
tlt 100 91.4762 0.35 lí 100 

\ REC. XILENO 0.905 * 27.2557 
tlt 100 = 98.6656 o.zs 1í 100 

b) COMPOSICION DE LA CORRIENTE B . 

B = A - D 

B = 100 - 39.3934 = 60.6066 

0.4A - 0.99D = 0.4 * 100 - 0.99 * 39.3934 
Xbcnceno = B 60.6066 



xbenceno º·º 165 

0.35 ~ 100 - 0.01 * 39.3934 
60.6066 

21 2. 

1 - 0.0165 - 0.5709 
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9) BALANCES DE MATERIA Y ENERGIA. 

SE PRODUCE OXIGENO PURO MEDIANTE LA DESTILACION !Jl:l AIRE LI 

QUIDO A BAJAS TEMPERATURAS. PARA SEPARAR ELNITROGENO Y 

EL OXIGENO, SE UTILIZAN DOS COLUMNAS DE DESTILACION TAL Y 

COMO SE ILUSTRA EN LA SIGUIENTE FIGURA 

CORRIENTE B 

99% N2 

1% 02 

AIRE LIQ. 

ALIMENTADO 

79% N2 

21% 02 

F 
·2 

..-----º---~PRODUCTO NITROOENO 
99% N2 

1\ º2 
c 

1--""""-'---H> PROOOCTO OXIGENO 

99.5% 02 

0.5% N2 

A 

CORRIENTE A 

60% N2 

40% 02 

SI EL PROCESO ES A REGIMEN ESTACIONARIO 

a) CALCULE EL PORCENTAJE DE OXIGENO ALIMENTADO EN LA CORRIE~ 

TE :DE AIRE, QUE ES RECUPERADO EN LA CORRIENTE. DE PRODIJCTO 

OXIGENO •. 

b) 

-_e;.. ¡ 

CALCULE EL FLUJO DE LA CORRIENTE A PARA 100 lbmol DE i'RO
h 

DUCTO OXIGENO. 
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a) PORCIENTO DE RECUPERACION DE OXIGENO 

\ REC. OXIGENO o.995 c ·" 100 0.21 F 

EL \ DE N2 ES UNA PROPIEDAD fNTENSÍVAE INDEPENDIENTE DE LA BA 
.··,.:;_ 

SE DE CALCULO. 

PARA 100 ~DE C CUANTO.VALE F. 

PARA RESOLVER EN FORMA CONJUNTA LOS DOS INCISOS, Y TOMANDO COMO 

BASE C = 100. SE RESOLVERAN LAS ECUACIONES DE BALANCES DE MATE 

RIA CORRESPONDIENTES. 

BALANCE DE MATERIA 

ENTRADA = SALIDA 

F = D + C 

0.79F = -0.99D + 0.005C 

F = B + A 

0.79F 0.6A + 0.99B 

c = 1 oo. 

SISTEMA DE ECUACIONES 

F - D 100 

0.79F - 0.990 0.5 

F - B - A = O 

0.79F - 0.6A - 0.99B O 



MATRIZ AUMENTADA 

- 1 o o 100 

o. 79 -0.99 o . o o.s 

o -1 -1 o 

-0.6 -0.99 o 
- -- -

DE LA APLICACION DE LAS DIVERSAS TECNICAS SE OB'l'IENE LA SI 

GUIENTE TABLA.·:. 

215. 



METODO 

ELIMINACION 

GAUSSIANA 

GAUSS·JORDAN 

MAXIMO ELEMEli 

TO PIVOTE 

VALORES 

INICIALES 

X1 ~·. 120 
~'.~ 

RAICES 

X(1 )=492.4998 
. X(2)=392.4999 

X(3)=252.5641 
X(4)=239.9358 

X(1)=492.4996 
X(2)=392.4996 
X(3)=252.5641 
X(4)=239.9355 

X(1)=492.S 
X(2)=392,S 
X(3)=252,5641 
X(4)=239.9358 

X(l )=492.S 
X(2)=392.S 
X(3)=252,5641 
X(4)=239.9358 

X(1)=492.500001 
X(2)=392. 500001 
X(3)=252. 564103 
X(4)=239.935898 

TIEMPO 

1 min S seg 

216. 

COMEN

TARIOS 

X1 = F 
XZ = D 
X3 =A 
X4 = R 



a) PORCIENTO DE OXIGENO RECUPERADO 

\ REC. OXIGENO= 0. 995 C * 100 
O. 21 F 

\ REC. OXIGENO 0.995 * 100 
0.21 íli 492.49 * lOO 

\ REC. OXIGENO = 96.2069 

217. 

b) FLUJO DE LA CORRIENTE A PARA 100 ~DE PRODUCTO OXIGENO 

DE LA TABLA DE RESULTADOS OBTUVIMOS 

A'= 252.5641 lbmol ---n--
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10) EN UN PROCESO ISOTERMICO A 20 ºC, SE MEZCLAN 1000 lb-mol 

DE UNA CORRIENTE DE AIRE QUE CONTIENE 30i EN MOL DE AMO

NIACO Y 3000 lb-mol DE AGUA. AMBAS CORRIENTES SE ENCUEN 

TRAN A 1 atm. DE PRESION, SI SE ESTABLECE EL EQUILIBRIO 

FISICO CALCULE 

a) LA COMPOSICION DEL GAS DE SALIDA 

b) LA COMPOSICION DEL LIQUIDO DE SALIDA 

PROCESO DE ABSORCION DE AMONIACO EN AGUA A ZO ºC 

B c 

AGUA A D 

AIRE 70\ mol 

NH 1 30\ mol 

YDNH1 

LAS CORRIENTES B Y D ESTAN EN EQUILIBRIO POR LO QUE XBNHi ESTA

RA RELACIONADO CON YDNH¡ 

BALANCES DE MATERIA 

B.TOTAL A+C=B+D 

B.AGUA 

SUMA FRACCION MOL x81120 + XBNllJ 

RELACION DE EQUILIBRIO YDNH¡ = f(XBNll
3

) 



219. 

LA RELACION DE EQUILIBRIO SE OBTENDRA APLICANDO LA TECNICA DE MI

NIMOS CUADRADOS A LOS DATOS DE SOLUBILIDAD CORRESPONDIENTES. 

XNHs YNH3 

o. 020"73 0.01644 

0.03078 0.02434 

0.04062 0.02960 

0.05972 0.05263 

o. 07808 0.07236 

0.09567 0.09210 

HACIENDO EL AJUSTE POR ~IINIMOS CUADRADOS SE OBTIENE EL SIGUIENTE 

MODELO : 

2. 
yDNHs = 6.6675E-4+0.653067XBNH,+3.24274XBNH

3 

B + D - 4000 = O 

BXBHzO - 3000 = O 

SISTEMA DE S ECUACIONES CON S INCOGNITAS 

ESTE SISTEMA SE RESUELVE APLICANDO LA TECNJCA DE NEWTON RAPHSON 

(SOLUCION DE UN SISTEMA DE N ECUACIONES ALGEBRAICAS NO J.JNEALES). 
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X ( 1) 3247.81597 

X(2) 752.184032 

X(3) = 0.923697657 

X(4) 0.0763023431 

X(5) 0.0693766809 

a) YDNH1 "' 0.0693766809 

b) XBlhO = 0.923697 

XBNH3 = 0.0763023431 
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11) CALCULE EL CALOR REQUERIDO PARA INCREMENTAR LA TEMPERATU

RA DE 1 GMOL DE ETILENO DESDE 100 HASTA 700 ºC A ATMOS

FERA DE PRESION, UTILIZANDO LOS SIGUIENTES DATOS 

TEMPERATURA ºk cP 
CAL Cm;mr: ªIC) 

298 1o.41 

500 15. 16 

700 18. 76 

1000 22.57 

a) POR INTEGRACION NUMERICA UTILIZANDO DIRECTAMENTE LA INFOR 

MACION TABULADA. 

b) DESARROLLANDO PREVIAMENTE UN MODELO DE Cp VS. TEMPERATURA 

E INTEGRACION ANALITICA. 

e) DESARROLLANDO PREVIAMENTE UN MODELO DE cp vs TEMPERATURA 

E INTEGRACION NUMERICA. 

CALCULO DEL CALOR REQUERIDO 

Q = CALOR REQUERIDO 

M = MOLES DEL COMPUESTO 

cP = CAPACIDAD CALORIFICA DEL COMPUESTO 

To = TEMPERATURA INICIAL 

Tf = TEMPERATURA fINAL 
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LA INTEGRACION SE PODRA EFECTUAR EN FORMA NUMERICA O ANALITICA. 

a) INTEGRACION NUMERICA UTILIZANDO DIRECTAMENTE LOS DATOS 

T = 100 ºC = 373.ºk o 

ºk 

SE OBSERVA QUE T
0 

Y Tf NO ESTAN INCLUIDAS EN LA TABLA, PARA E

VITAR ESTA DIFICULTAD, A PARTIR DE LA TABLA DE DATOS SE GENERARAN 

DATOS QUE INCLUYAN LOS LIMITES DE INTEGRACION Y ESTO SE llARA U

TILIZANDO TECNICAS DE INTERPOLACION 

a) 

DATOS GENERADOS POR INTERPOLACION 

TEMPERATURA ºk 

373 

500 

700 

973 

TECNICA 

REGLA DEL TRAPE 
ero -

REGLA DE 
SIMPSON 

REGLA DE 

SIMPSON ~ 

cP 
CAL 

(?;f;li'.iL ªl<) 

12.31 

15. 16 

18.76 

22.28 

9'Í84.35 

10226.25 
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b) DESARROLLO DEL MODELO Cp VS. TEMPERATURA UTILIZANDO LA TEC 

NICA DE POLINOMIO DE INTERPOLACION OBTENEMOS : 

A
0 

0.800624317 

A1 = 0.0379998569 

A2 -2.0883432E-5 

A3 = 4.64244173E-9 

EL MODELO TIENE LA FORMA SIGUIENTE 

INTEGRACION ANALITICA 

Q 

,·'·:'.; .- ,, ; 

Q = 10791;3723 CALORIAS 
' - ,::,'~: -

3 
+ A3 T ) dT 

e) EL M?:D~LODE cp SERA EL MISMO QUE EL OBTENIDO EN EL INCI __ 

so (b}.' . 

APLICANDO LAS DISTINTAS TECNICAS SE OBTIENE .. 

TECNICA Q (CALORIAS) 

REGLA DEL TRAPECIO 10745.3309 

REGLA DE SIMPSON 10779.7391 

REGLA DE SIMPSON ~ 10791.3723 

INTEGRACION DE ROMBERG 10791.3723 

INTEGRACION GAUSSIANA 10791.3589 
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12) POR UNA TURBINA HORIZONTAL DE ACERO COMERCIAL CEDULA 40 DE 
1 '' DE DIAMETRO NOMINAL, FLUYE ARGON, EL CUAL ENTRA A LA TUBERIA 

• A UNA PRESION DE 7 atm ABS., A UNA TEMPERATURA DE 100 ºC y A u_ 
NA VELOCIDAD DE 30 m 

s· 

a) SI EL PROCESO ES ISOTERMICO, QUE PRESION Y VELOCIDAD TEN

DRA EL ARGON A 70 mts. DENTRO DE LA TUBERIA, CON RESPECTO 

A LA ENTRADA. 

SOLUCION 

("'---) ----~) 

P1 7 atm 

T 1 = 100 ºC 

30 !!!. 
... S 

D >> ;= 1" nominal .·.·. 

----70 mts. 

p = ? 

V = ? 

BALANCE DE 7ENERGIA POR UNIDAD DE MASA 

dP ¡ Ldv = - dHf·,
5 P .. 2gc 

CONSIDERANDO COMPORTAMIENTO GAS IDEAL ... 
p 

P = RT * PM 



+ 

RT dP + Y._ dV 
PM ~ Zgc 

1 L * y2 dL 
2 &e Di 

BALANCE DE MA TEIUA 

PARA AREA DE FLUJO CONSTANTE . 

'+·· ' 

V p ;/M :. V 1 -o.,~-

DE DONDE : 

dV 

FINALMENTE 

[ 
RT 1 

PM*P - 2&c 

+ 

+ ] 
V2P2 + 

1 1 
-- dP = -p3 

~i = - Z~i !e 

+ 

__ v1 P 1 
5> V p 

1 f 
2 &e 

+ 

+ 
Vi P¡ 2 dL 
- ... -) Di 

p 

V 1p1 2 dL 
-+-) Di 

p 

zzs. 
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ESTA ECUACION DEBERA RESOLVERSE CON LA SIGUIENTE CONDICION INI

CIAL PARA L = O , P = 148 17. 6 

DATOS TRANSFORMADOS AL SISTEMA DE UNIDADES FPS; 

V = 98.4252 pies 
1 s 

+ 

R = 1545.2 lb pie 
lb-mol ºR 

Di 

PM 

32.2 pie 
52 

0.0874167 pies 

lb 40 lb-mol 

L = 229.6588 pies (LONGITUD DE TUBO). 

SOLUClON 

Di VP= Di G 
µ µ 

.:-.:- ·-:o--

PARA AREA CONSTANTE<Y REGIMEN ESTACIONARIO, G CONSTANTE 

G = V p • g~ 4252 * 14817.6 * 40 
1 1 • 1545.2 ¡¡ 672 



G = 56.181094 lb 
pie 2 s 

227. 

1. 7 4 712 E- 5 ~ (SE SUPONDRA CONSTANTE EN TODA LA pie s 
TRAYECTÓRIADE FLUJO). 

0.0874167 * 56.181094 
1.74712E-S 

ASPEREZA RELATIVA= IT = 0.00175 (Ap. CFOUST) 

f = 0.023 (Ap. C - 3 FOUST) 

DE LA APLICACION DE LAS DIFERENTES TECNICAS NUMERICAS, SE O~ 

TIENE LA SIGUIENTE TABLA : 



METO DO 

_._. 

EULER ·----
EULER MODIFICADO 
PUNTO MEIJIO 
llEUN --- ----
RUNGE KlJTTA 3ER OIUlEN 5 CONSTANTES 

·-
RUNGE KUTTA 3ER ORDEN 6 CONSTANTES 

··-
RUNGE KUTTA ·ITO ü!WEN 7 CONSTANTES 
RUNGE KUTTA 4TO ORDEN 1 o CONSTANTES 
(METOUO UE MULTIPASOS). 
1 ) DOS PASOS --
2) TRES PASOS 
3) CUATRO PASOS 
4) CINCO PASOS 

(METOUOS l'REUICTORES CORRECTORES). 
1 ) 
2) 

3) 

MI LNE .\TO. ORDEN 
M!LNE 6TO. ORDEN 
ADAMS - MOULTON 

CONDICIONES INICIALES 
X INICIAL = O 
X FINAL = 229.6588 

Y INICIAL= 14817.6 
Nº INTERVALOS = 30 

SOLUCION TIEMPO 
+ (SEG.) 

(P = !!!_ ) 
pie 2 

8113.68356 10.40 
8015.02866 18.64 
8016.22023 18. 41 
8015.82672 19.30 
8015.03402 27.72 
8015.01634 27. 1 s 
8015.02209 35. so 
8015.02213 36.15 

8020.59159 19.48 
8015.62841 2 7. 33 
8015.12065 34.31 

8015.04325 41. 23 

8015.02041 48.75 
8015.02212 74.26 

8015.01436 62.40 

i DE ERROR CON RES-
PECTO A LA SOLUCION 
ANALITICA 

-1.0250 
-6.621SE-5 

-0.0122 
-8.222E-3 
-8.42E-S 
S.972E-5 

9.236E-7 
4.874E-7 

-0.0569 
-6.196E-3 
-1.006E-3 

-2.153E-4 

1.806E-5 

5.9E-7 
7.98E-5 

N 
N 
co 
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CAPITULO IV CONCLUSIONES 

IV.1 GENERALES 

EN LAS POCAS APLICACIONES ANALIZADAS EN ESTA TESIS, PUDO 

CONSTATARSE LA NECESIDAD DE UTILIZAR TECNICAS NUMERICAS RESOLU

TIVAS DE MODELOS MATEMATICOS POR PROCEDIMIENTOS DE PRUEBA Y E

RROR, DEBIDO FUNDAMENTALMENTE AL COMPORTAMIENTO DE LAS PROPIE

DADES FISICAS IMPLICITAS EN EL SISTEMA ANALIZADO, Y QUE INTROD~ 

CEN EFECTOS DE NO LINEARIDAD EN LAS ECUACIONES OBTENIDAS. ESTO 

JUSTIFICA LA PROFUNDIDAD Y EXTENSION DEL ANALISIS DE TEMAS Y 

CONCEPTOS QUE SERVIRAN PARA LA RESOLUCION DE LOS MODELOS MATEM~ 

TICOS DERIVADOS DE LOS SISTEMAS INGENIERILES• 

DE TODA LA INFORMACION DENTRO DEL AREA DE ANALISIS NUMERI

COS, SE SELECCIONARON LOS METO DOS DE USO MAS FRECUENTE EN LA R!l 

SOLUCION DE PROBLEMAS DE INGENIERIA QUIMICA. 

EN ALGUNOS CASOS, LA SOLUCION AL PROBLEMA EXIGrnA LA.COMBJ. 

NACION DE DOS O MAS METODOS, SIN EMBARGO, EL MATERIAL .PRESENTADO 

SERA SUFICIENTE PARA OBTENER UN RESULTADO. 

EL USO DE LA METODOLOGIA PRESENTADA SERA MAS EFICIENTE SI SE 

DlSPONE DE UN PROCESADOR, QUE PERMITA ELEGIR ENTRE TIEMPO DE PR~ 

CESO Y EXACTITUD DE LOS RESULTADOS. ES IMPORTANTE SERALAR QUE 

EL LENGUAJE ESQUEMATICO (DIAGRAMA DE FLUJO) UTILIZADO EN LA PRE

SENTAC ION DE LOS METO DOS, LE DA UNA GRAN VERSAT l L IUAD PARA EL U -

SO DE ESTE MATERIAL, HACIENDOLO INDEPENDIENTE DEL TIPO DE PROCE-



230. 

SADOR QUE SE VAYA A UTILIZAR. CONSIDERAMOS ESTE ASPECTO COMO 

LA APORTACION MAS IMPORTANTE DE ESTA TESIS'. 

IV. z ANALISIS :nE LÁs DIVERSAS TECNICAs PRESENTADAS. 

EN LA ACTUALIDAD ESTA MAS GENERALIZADO EL USO DE MODELOS 

MATEMATICOS QUE EL USO DE TABLAS, NOMOGRAMAS O GRAFICAS; ESTO 

ESTA DESPLAZANDO EL USO DE TECNICAS DE INTERPOLAC!ON F.N LOS 

CALCULOS. AUN CUANDO ESTAS TIENDAN A DESAPARECER, TOMAMOS LA 

DECISION DE INCLUIRLAS EN ESTA TESIS, FUNDAMENTALMENTE POR EL 

SOPORTE QUE DAN AL DESARROLLO DE LAS DIVERSAS TECNICAS NUMERI 

CAS. POR TODO LO ANTERIOR, LA INTERPOLACTON NO SE INCLUYE EN 

EL SIGUIENTE RESUMEN, OBTENIDO DE LA APLICACION DE LAS TECNI -

CAS NUMERICAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS. 

RESUMEN 

PROBLEMA DE : RESOLUCION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA NO LINEAL 

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR : 

- SUBSTITUCION DIRECTA 
-

- REGULA e FALSI - MEDIO INTERVALO 

- WllNGSTEIN - HOOKE - JEEVES 

- MULLER - NEWTON - RAPHSON 

RECOMENDACION 

- SUBSTITUCION DIRECTA 
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- NEWTON - RAPHSON (SI LA DERIVADA DE LA FUNCION NO IM

PLICA COMPLEJIDAD ALGEBRAICA.) 

PROBLEMA DE : INTEGRACION 

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR 

- REGLA DEL TRAPECIO - REGLA DE SIMPSON 

- ROMBERG - REGLA DE SIMPSON f 
- GAUSS 

RECOMENDAC ION 

- ROMBERG 

- SIMPSON j (DE MAYOR FACILIDAD EN LA PROGRAMACION) 

PROBLEMA DE RESOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDI

NARIA . 

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR 

- EULER 

- EULER MODIFICADO 

- PUNTO MEDIO 

- HEUN 

- RUNGE - KUTTA 3er. ORDEN 5 CONSTANTES 

- RUNGE - KUTTA 3cr. ORDEN 6 CONSTANTES 

- RUNGE - KUTTA 4° ORDEN 7 CONSTANTES 

- RUNGE - KUTTA 4° ORDEN 10 CONSTANTES 

- METOUO DE MUL TI PASOS 
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1) DOS PASOS 

2) TRES PASOS 

3) CUATRO PASOS 

4) CINCO PASOS 

- PREDICTORES CORRECTORES 

1) MIL NE 4º ORDEN 

2) MILNE 6º ORDEN 

3) ADAMS - MOULTON 

RECOMENDAC ION : 

TODOS LOS METODOS ACUMULAN UN ERROR DE TRUNCACION 

O REDONDEO DE UN PASO ANTERIOR, RAZON POR LA CUAL, LAS 

RESOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES E INTEGRA 

CIONES, TIENEN COMO CRITERIO PRIORITARIO LA EXACTITUD; 

EN CASO DE DOS O MAS TECNICAS CON UN MISMO RESULTADO, 

SE RECOMIENDA LA DE MENOR TIEMPO DE PROCESO . 

AL APLICAR LAS DIVERSAS TECNICAS EN LA RESOLUCION 

DEL PROBLEMA 12 (PAG. 224), SE SELECCIONO UN NUMERO 

GRANDE DE INCREMENTOS (30), POR LO CUAL TODAS CONVIR

GIERON A LA SOLUCION EN DIFERENTE TIEMPO DE PROCESO. 

PARA EVALUAR LA EXACTITUD, CONSIDERAMOS PRUDENTE AGRE

GAR LA COLUMNA DE i DE ERROR EN LA TABLA DE RESULTADOS 

(PAG. 228). OBSERVANDO ESTA ULTIMA, SUGERIMOS 

- RUNGE KUTTA DE 4° ORDEN, 7 CONSTANTES 

- RUNGE KUTTA DE 4 ° ORDEN, 1 O CONSTANTES 

- PREDICTOR - CORRECTOR : MILNE 6° ORD[N. 
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PROBLEMA DE : SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES 

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR 

- JACOBI 

- GAUSS - SEIDEL 

- ELIMINACION GAUSSIANA 

- MAXIMO ELEMENTO PIVOTE 

- GAUSS - JORDAN 

- MATRIZ TRIDIAGONAL 

RECOMENDAC ION 

AL COMPARAR LAS TABLAS DE RESULTADOS DE LOS PROBLE

MAS 8 Y 9 (PAGS. 210 Y 216 RESPECTIVAMENTE) RECOMENDAMOS 

LOS METODOS DE GAUSS - JORDAN Y LA ELIMINACION GAUSSIANA. 

POR FACILIDAD EN LA PROGRAMACION SUGERIMOS EL PRIMERO. 

PROBLEMA DE : SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS NO-LINEALES 

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR 

- NEWTON RAPHSON 

- SECANTE 

RECOMENDACION : 

COMPARANDO EL METODO DE NEWTON-RAPHSON CON EL METO

DO DE LA SECANTE, OBSERVAMOS UNA MISMA ESTRATEGIA DE CAh 

CULO, CON LA DIFERENCIA DE QUE EL SEGUNDO INTRODUCE ERRQ. 

RES ADICIONALES AL EVALUAR NUMERICAMENTE LAS DERIVADAS. 

ESTO SUG l ERE QUE CUANDO LAS FlJNC IONES REl'RESENTJ\Tl VAS DE 
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LAS ECUACIONES A RESOLVER SEAN DERIVABLES SIN MUCHA DI

FICULTAD, SE APLIQUE LA TECNICA DE RUNGE - KUTTA. 

PROBLEMA DE SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

TECNICAS POSIBLES A UTILIZAR : 

LAS MISMAS QUE SE APLICAN A UNA SOLA ECUACION 

RECOMENDACIONES 

APOYANDONOS EN LAS CONCLUSIONES OBTENIDAS PARA EL 

CASO DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA Y EN EL HE

CHO DE QUE UN SISTEMA DE n ECUACIONES DIFERENCIALES SE 

RESUELVE APLICANDO EN PARALELO n VECES LA TECNICA PARA 

RESOLVER UNA SOLA ECUACION, NUESTRA RECOMENDACION ES 

EL METODO DE RUNGE - KUTTA DE 4° ORDEN CON 7 CONSTAN 

TES. 
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