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l. Hl'rRODUC:C!QN, 

El desarrollo de los métodos num~ricos ha contribuido a la solM 

ci6n de problemas que antes eran resueltos en forma 1ntu1tiva o 

por tanteos. 

La importancia que tienen los m6todos num~rioos en el.c,lculo -

de perfiles de flujo gradualmente variado estriba en que las s~ 

luciones suministran una base para valuar y comparar con los 

métodos tradicionales que son de un valor prActico csnsid•r•ble. 

No deseamos menosprecil'Jr la importancia de l.os n!4todos cUsicos 

o tradicionales, pero sin embargo hay que indicar que a Mnudo 

los problemas de la pr,ctica, o bien la soluci6o es tan difícil 

de obtener o tan laboriosa de valuar que no vale la pena el es­

fuerzo. Por muchas razones, entonces estamos obligados a buscar 

mdtodos' de soluci~n que se apliquen en los casos en que los pr~ 

blemas no se puedan resolver f''cil.mente por los mtftodos clási--

oos. 

Los m'todos num~ricos que se utilizar•n en el c'l.culo de perfi­

les de flujo gradualmente variado consisten en 1a soluc16n num! 

rica de ecu•ciones diferenciales ordinarias, que ser4n c•mtnos 

que el lector puede segutr en la solucidn de problemas pr,ct1-­

cos y que servir'n par• introducir ideas no solamente para re-­

solver problemas de perfiles de tlujo. 

Los f'en6menos tísicos que estudia la Ingeniería, se pueden re-­

presentar mediante modelos matell!Aticos~ entonces algun~s casos 

se reducen a una ecU11c16n si.ferenci-1, sltndo su soluci6n una -

f'uncitSn que representa e! comportami.ento del fen6meno. 
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La soluci6n de ecuaciones diferenciales no es un problema sene!_ 

llo, una torma de resolverlos, es a travás de los m~tados num~­

ricos que permiten la utill~acidn de la com~utadorA digital. 

Una ventaja que·prasentan los m6todos num~ricos es que son f~-­

cilmente programables en qw1lquier equipo de computo, desde una 

calculadora. de bolsillo hasta una comput<Jdora de gr1w capacidad. 

En este trabajo se estudiarán los métodos numéricos para obtener 

la solucidn de la ecuaci6n dinAmica que servirá para aplicarse 

a problemRs de perfiles de flujo gradualmente variado. 



·CAPITULO 2 

.. 
. OBJETIVO. 
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::!. OBJETIVO. 

En el presente trabajo se pretendo encontrar con la ut11izaci6o 

de los m~todos num~ricos soluci6o al cálculo de perfiles de tl~ 

jo gradualmente variado que evite eí habitual y tedioso proceso 

de tanteos de los m'todos tradicionales. 

Para que de esta manera habiendo revisado y comparado los m'to­

dos numdricos de solución de la ecuación dinámica de flujo gra­

dualmente. variado se puedan dar recomendaciones pertinentes pa­

ra que los Ingenieros dedicados a la hidráuliea tengan una guía 

adecuada pan la programación del mftodo numfrico de la solu--­

ci6n de la ecuaci6n dinámica antes mencionada. 

De esta forma el presente trabajo' se desarrolla de la sigu1ente 

manera: 

CAPITULO l. 

Ell fste primer capítulo se hace una 1ntroducc16n de la iarportaa 

cia que tienen los mftodos numlricos en el cá 1culo de pertiles 

de flujo gradualmente variado. 

CAPITULO 2. 

Bn este capf.tulo se plantea el objetivo principal de 'ste trab:!L 

jo. 

CAPITU1.0 3. 

E1te capítulo se llama mltodos de 1oluci6n de partiles de flujo 

gradualmente variado. 

Primeramente se estudil la t6rl!lul8 para el cflculo de tlujo unJ,. 
. ' 

forme en canales prism•ticos, as! c~mo loa· elementos hidráulicos 
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que influyen en dicho en dicho cátcu!o y !os factores que ejer­

cen mayor influencia sobre el coeficiente de rugosidad en un -­

canal, encontrándose que se pueden simplificar !os· cálculos me­

diante curvas adicionales que muestran !a relac16n entre el ti-

.· rante norma! y el fact:>r de secci6n A R21~ 

En segundo lugar se estudia e! cdlculo de energía específica -­

Y flujo crítico• definiendo que es la enorg!u específica y ln 

ecuacUn que la define anaUticamente. 'l'ambUn se describe el -

tirante crítico, estado critico del flujo, el factor de sección 

en el c'1culo del flujo critico, los criterios y las condicio-­

nes que caracterizan el estado crítico, y se presenta un cuadro 

preparado de curvas adimensionales que muestra la relacidn en­

tre la profundidad y el factor de secci6n que nos permite sim­

plificar los cdlculos de flujo crítico. 

En tercer lugar se estudia el flujo gradualmente variado. (EcuA 

.ci~n general y la c!asificaci6n de perfiles). Se presentan las 

hip6tes1s Msicas, el seguimiento para llegar a la ecuaci6n di­

n&mica del flujo gradualmente variado, as! como tambi'n las ca­

racterísticas y clasificaci6n de los perfiles de flujo, mencio­

nAndose algunos comentarios acerca de los perfiles de.flujo. 

En cuarto lugar tenemos los m~ todos de s::Jl¡¡ci 6n de perfiles de 

·flujo. Este subcap!tulo trata basicamente de los m~todos de c'l 

culos mejor conocidos para la soluci6n de perfiles de flujo gr~ 

dualmenté variado haciendo la aclaraci6n que unicamente se tra­

taron ·para canales prismáticos. 
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Dentro de los m~todos de c'lculos se presentan dos grupos, uno 

llamado mátodos de integraci6n de la ecuación dinámica, que in­

cluye el edlculo por integrac16n gráfica e integrac16n directa 

y el otro mátod~s de incrementos fioitos en canales prismAticos, 

que incluye el m~todo para el c4lculo de la longitud del tramo 

y el m6todo grAfico. Siendo el mAs importante el primer grupo -

de cálculo y dentro de 41, el de integrHci6n directa, que aWl·· 

que es muy tedioso el c4lculo nos arroja resultados m4s preci-­

sos¡ todos los m4todos menciomdos son descritos mediante r6r­

mulas y procedimientos. 

CAPI'l'ULO lt. 

Este cap{tu.Lo se U11ma Mltodos numlricos de solucidn de ecuacia, 

nes diferenciales. Bn •l primer subcap!tulo se presentan los -­

conceptos b.4sicos sobre ecuaciones diferenciales y su solución. 

En el segundo 1uhc~p!tulo se trata de los ••todos num•r1c3s de 

so.Lucida de ecuaciones diferenc1ahs ordinarias, en primer lu-­

gar •• describe que es aprozimaci6n nwnlrica y errores\ poste-­

riormente se describen cada uno de los m6todos numlricos a uti­

lizar y su soluci6n. 

CAPITUl.O 5. 

Bate capítulo se .Llama Apllcaci6n de los m'todos num,ricos al -

c41cu10 de perfiles de flujo gradualmente Yariado. 1n primer 111 

gar se plantea·el problema, calcul4ndose ~l tirante normal, crí 

tico y pendiente crítica Se, para hacer la clasificacidn del -­

perfil de flujo. 

En segundo lugar se obtiene la solucidn del problema aplicando 

los m•todos numéricos descritos anteriormente. 



En tercer lugar se obtiene la slluci6n del probioca aplicandJ 

métodos de integrac16n de ln ecuac16n din~mica. 

C .Al'! 'l'ULO 6. 

8 

El capítulo se llama comparRción de la aplicación de los méto­

dos numdricos en el cdlculo de perfiles de flujo gradualmente -

variado; se compararnn lis resultados obtenidos con los métJdls 

anteriores contra los obtenidos con el m~todo de integración di 

recta, para diferentes valores 6x encontr~ndose con esto errQ 

rea absolutos. 

C.Ai'ITULO ?. 

En este capítulo se hacen las conclusiones y las recomendaciones. 



C j P I T U L O 3 

METODOS DE SOL'OOION DE PERFILE8 DE F.L.UJO GRADUALMENTE 

VARUDO. 
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3.l CALCULO DEL FLUJO UNIFORME. 

LRs fórmulas mejor conocidas y ~·~ ampliamente usadas para el 

cálculo del flujo uniforme son las fórmulas conocidas con el 

nombre de Ch4zy y Manning 1 ' las cu4len se describir4n a conti­

nuao16i 

En el ano de 1769, el Ingeniero Franc6s Antonio Ch&zy desarr2 

U6 la primera t6rmula para el c'1culo del flujo unitarme, la 

·cual se expresa c :>ma sigues 

V:rC/RS 3 •. 1-1 

Dondes 

V es la velocidad media en m/ seg. 

Res el radio hidr4ultco en m. 

s es la pendiente de la l!nea de energía. ( .4d1measional) 

C es un !actor de resistencia del flujo, llamado coeficiente 

de Ch•zy. (Es una función de 11 longitud, el tiempo, as! -

cocomo la aspereza· del lecho del canal.) 

Kutter dedujo una t6rmulR empírica que sirve para determinar 

el valor del coeficiente de Cb,11, 11 cual se·expresa camo -

sigue a 

_ 2~ • 0.0015511 • l/n 
· C .. • (23 • 0.00155/S)D//tt 
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En esta r6rmulR, C se expresa en func16 del rAdio hidr~ulico 

R y la pendiente s, asi como del coeficiente de aspereza n. 

El coeficiente "n" en ~sta f6rmul11 es conocido espec!fi~emtn­

te como la "rt' de Kutter. (l) 

P:>ster1ormente en el afio 1889, el Ingeniero Irland's Robert 

Manning presentó una f6tmula, que fue modificada más tarde a 

su forma actual, la cual se expresa comos 

Donde: 

V es la velocidad media en mtseg. 

R es el r~dio hidráulico en m. 

3.1-3 

S e3.la pendiente de la línea de eaergía.(Adlmensi~nal) 

n es el coeficiente de Kutter. {Adlmensional). 

Debido a su simplicidad y a los resultados satisfactorios que 

arroja para aplicaciones prAct1cas, la 1'6rmula de Manning:ha 

sido la más usada para el cÁlculo del !lujo uniforme en cana­

les. 

Dentro de los rangos normales de pendiente.Y rRdio hidráulico, 

Los valores del ~oeficiente "rt• de Maon! ng y "rJ' de Kutter (1 ~ 

generalmente son muy parecidos numéricamente, por lo cual pa­

ra propósitos prictieos, los dos valores· pueden considerarse 

id!Snticos. 

Los factores que ej~rcen m:ayor lntluencia sobre el eoe!iclen­

te de rugosidad en un canal artlt1.cla l y natural se describen 

a eont1nuac16n; 
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A. ílOOOSIDAD fiE LA SUPERFICH:, La rugosidad de lQ superficie 

estA def!nida p~r el tamacto 1 la for~a de los granos del mate­

rial que f:>rmR el perímetro moj11do y que producen un efecto -

reterdant~ sobre el flujo, 

B, VEGT~T.lf:ION. La vegetación puede ser vists como un .. tipo de 

rugosidod superficial, pues reduce en forma marcada la capa­

cidad del canal y retarda el flujo, 

c. IRREGULftR!JJm DF.L CArU\L. La irregularidad del canal com-­

prende-1rregular1dades en el perímetro mojado y variaciones 

en lA secci~n transversal, tamaño, y forma a lo largo de la 

longitud del canal, 

D. ALINEAMIENTO DBL f':ANAL. Curvaturas suaves con radios gran­

des darAn un valor relativamente bajo del coeficiente "n", -­

mientras que aurvAtut•as agudas 'con meandros severos aumenta-­

rén el valor del coeficiente "n''. 

E, DEPO::iITOS Y t>OCAVACIONE·;. Hablando en términos generales, 

101 dep~si tos pueden cambiar ur. aa na 1 muy irregular en uno -­

_compar11 tivamente uniforme y disminuir el valor del ooeticien­

te "n", Mientras que la eros!6n puede runoionar al rev~s y -

aumentar el valor de '' n". 

F. o:s.c;TROCCION. La presencia de tronoos, pl!.as de puentes y -

e1tructuras en general tiende a aumentar el valor del coert-­

clente "rl'. 

O. T.AMA!fO Y '!"ORMA DEL CANAL. No bay evidencia definitiva ace! 

ea di que el tamaño y torma del canal s~A un factor importan­

te que nf'ecte el valor del ooef'ioiente '' n", 

·H. NIVEL Y'CAUDAL. El valor del coeficiente 11 n" en la rilayor!a 

de Las corrientes decrece con un aumento en el nivel y en ol 

<'iUdel. 
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I. CAMBIO i:l:l'l'ACIONAL. Debido 111 crecimiento estRcional de las 

plnnt11s acuáticas, pasto hierbas, <iauces, arbustos y ~rboles 

en el canal o en los bancos, el valor del coeficiente "n" -­

puede au~entar en la estnci6n de ~recimiento y disminuir en 

la estaci~n estnble. 

J. HAfERIAL Jffi>PENDIDO y TRA~SPORTE DE FONDO. Si el material 

suspendido y el tr~nsporte de fondo, está o no en movimiento, 

consume energí~ y ocasiona pérdidas de altura o aumenta la -

rugosidad del canal. 

El gasto para un canal con flujo uniforme se puede expresar -

como el producto de la velocidad, representada por la ecua--­

ci6n de Chézy y el ~rea hidráulica: 

Q • V A : C A IM:;lt: K 1>1~ 

Donde: 

Q es el gnsto en m'tseg. 

V es la velocidad medi8 en m/seg. 

A es el drea hidráulica en rrt • 

3 .• 1-4 

3.1.5 

C es un factor de resistencia del flujo llamado coeficiente 

de Ché2y. 

K es conocido como factor de transporte de la secc16D del ca­

nal. 

K representa unn medida de la c&pacidad de transporte de la -

secci6n del canal, ya que es directamente proporcional a Q. 

' ;. ·. 
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tr· 
Cuand~ la fórmula de Manning es usada para el cALculo del flg 

jo uniforme, el factor de transporte de la seccUn del canat 

est~ dada por la ecuaci:Sn: 

K: A R~n 

Donde: 

K es el fact!lr de tr1nsporte de 11 sección. 

A es el área hidrAulica en m2 • 

R es el radio hidriulico en m • 

n es el coeficiente de Kutter. (Adimensional). 

Se define como factor de sección a la expres16n 
el! 

A R y es un 

elemento importante en •l cllculo del t'lujo uniforme. l-'artien 

do de la ec. 3. L-6, 91te factor puede ser expresado como1 

AR~: DI\'. 

de la ec. 3.1-1+, !'. : Q / {';]' , sust1 tuyendo en 11 ec. 3.1-7, ... 

queda a 

La ec. :-1.1-1:1, muestra que para una condtcl~n dada de n, Q, y 

s, existe s6lo una profundidad posible para mantener un flujo 

uniforme, dado que el valor de ~ ' 
A R siempre aumenta al aumea 

ter el tiran.te lo cml es cierto en la 111ayor!1· de los e.sos. 

La profundidad mecioneda es comW111ente conocida como profun­

didad normal o tirante normal. Cuando "rl' 7 s son conocidos -

en UDI secc16n del canel •• puede observar en la •cJ J!l-8, -

que puede beber sólo una de1c1r1a para mantener un flujo un1-



tormo o través de la secc16n, d11do que 

con el aumento del tirnnte. 

15 
Z/l 

A R siempre 11u~enta 

Cuando 111 descarga, pendiente, y rug:>std1id s:rn c'ln'.>cidad
1 

c:in 

la ecua~l~n 3,1-H, se detormi1111 el ~11ct~r ~e ~e~c1Sn AR y 

de aqu! el ttr11nte norre~L Yn· Por otra parte, cuando n, 8
1 

y 

el tlrnnte son conoc1do9 et gnsto normnl Qn puede ser cal­

cul~do con la ecuacl6n ).1-8 de la ~lgulente mnnern: 

'°' : A R2/J{S' /n 3.1.9 

Con eL objeto de simplific~r los cálculos se cuenta con curvas 

adimensionales que muestr11n la relación entre el tirante nor­

mal y el factor de sección A R'Yl(Ftg. J.l-L), y han sido pr~ 

p1r1du paro c11nales de sección rectangular, trapezoidal y -­

circular, Estas curvas que se expllcen por si mismas ayudarán 

a determinar el tlrnnte normRL pnr1 un !actor de sección 

A Ri'.f'Jd1d o y viceversa, 

iEDmrrmm~rn±mm~~m 

f 

Fig. 3, l-l Cllrv11 para dc!ermlrw la prorundicbd, 
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3.2 C.11.ICULO DE ENirnou ESPE~IF!l';A y FLUJO CRITICO, 

ENERGIA E::>P~IFICA. He define c::Jmo la enere!11 por kilogramo -

en una sección de un canal con respecto ~l fond~ del mismo, -

La ijnergíR específicR de un canal se puede definir analítica­

mente como; 

E = d cos 8 +~V}2g. 

Pudiénd?se simplificar la ec, anterior para un canal de pequ~ 

na pendiente con coeficiente de Coriolis ( ó..• l ) unitario de 

la forma sigui entei 

E ::: y + Vl2g 3.2-2. 

·si se sustituye V = Q/ A en la ec. 3.~-2 resulta: 

esto es, la energía en la !lección de un canal es una funci6n 

de la profundidad del flujo. 

La profundidad del flujo se rtibuja contra la energía específ1 

ca para una sección dadR del canal y para un caudal como lo -

muestra la fig. ~~.4:!-1, para cualquier punto "P'' de la curva . 
(fig. 3.4:!-l) la ordenada representa la profundidad, y La abs­

cisa representa la energía específica, la cual es igual a la 

suma do· 1a altura de presi6n "Y" y la altura de velocidad -­

Ve./2g. 
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Cuar..clo la profundidad del flujo e.s m4s grande que la profundi 

dad crítica, la velocidad es menor que la velocidad crftica -

para una descarga dada, y entonces el flujo es subcr!tlco, 

cuando la prorundidad del flujo e~ menor que la protundidad 

crítica, el flujo es supercr!ticl', Por tanto "71'', es la pro­

fundidad de un flujo supercr!tico, e "Ye." es 11 profundidad 

de un flujo subcrítico. ~i los caudales cambien, la energía -

específica cambia, como 'se muestra en la fi~. 3,::!-l.. 

TIRANTE CRITICO. En el pu.oto C de la tig. 3.2-1, l• energ:!a 

especiric• es la mfnima con la cual puede pasar e! gasto Q 

a tra•'s de La 1ecci~n 1 p•ra la cual exi~te uo solo v•Lor -

del tirante, "Je" que recibe 81 nombre de tirante crítico y 

al cual corresponde una •elocidad llamada crítica. 

BL !ST MDO CRI""ICO D&I. :!l'LUJ'O. Ha sido def.inido com:i la cond1-

ci6n para la cad el ndmero de Froude es igual a la unidad. -

Una detin1c16n -'" comdn es aquella que dice, que es el esta­

do del t'luJo d cual la energía espeétfica es un míni.1110 para 
' . 

una descuga dada._ 
V2/2g • ·012 

.• ,o ' 
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El criterio anterior establece que en el estnd~ crítico del -

flujo 111 VRloc1ditd P.S igual 11 lR mltnd de la profundidad hi--

drlul1c11. La ec. :i.2-4 puede escrih1Be tRfnbién como 

V/ v'í1r: 1, la cual significa lo mencionado antes. 

Para que el criterio se pueda usar en cualquier problema, se 

deber'n cumplir las condiciones siguiente~: 

l. Flujo paralelo o g~adual~ente variado. 

2. C•nal de pequeña pendiente. 

3~ Coeficiente de la energía igual a la uni~ad. 

Si el coeficiente de la energía no es igual a la unidad, el -

criterio de flujo crítico esa 

ot ve¡2g : D/2 

Para un canal de.gran pendiente de ángulo e y coeficiente de 

·energía..._, el criterio para flujo crítico se define comos 

donde D es la profundidad hidráulica de la superficie .mojada 

normal ·a1 fondo del canal. Estando en este caso el ndmero de 

Froude como: 

F - V/,./g JJ oos é/O(. 

Las condiciones que caracterizan el estado crítico del flujo 

se. pueden enumerar como sigues 

J.. De energía especitlcli el:I un mínimo par. una descarg1 dada. 

2. La descarga es un mlximo p&ra una energía espec!tica dada. 

3. La t'uerrs especiricil .es un m!nin·:> para Ulll deac1r11 d1d•. 
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l+, La altura de velocidad es igual a la mitad de la protundi·· 

dad hidráulica en un canal de pendiente pequeñ•, 

5. El número de ?roude es igual a La unidad, 

6, La velocidad ae1 flujo en un can11 de pendiente pequeña con 

distribuc16n uniforme de velocidad es igual a la celeridad 
' 

de pequeñas ondas de gravedad en aguas bsjas ocasionada p:>r 

disturbios locales.· 

Un flujo que se acerca o está en estado crítico es inestable. 

Esto se debe a que un cambio menor en la energ!a específica -

dentro o cerca del estado cr!tico causará un cambio mayor en 

11 protundidad. Cuando el flujo est4 cerca del estado.crítico, 

la superficie del agua aparece inestable y ondulada. Tales -

fenómenos son causados generalmente por cambios menorea"ea .. la 

energ!a debido a var!uciones de la rugosidad del· canal, sec-­

ci6n tran1versal, pendiente, o dep6sitos de sedimentos o re-­

siduos, F.n el diseño de un c11nal, si la profundidad se en--­

cuentra dentro o cerca de 11 protundid1d crítica para una -

gran longitud del canal, 11 forma o pencUente del canal debe 

alterarse si es posible, a los erectos de asegurar una est1b1 

11 dad m11yor • 

EL F~TOR DE SOOCION EN EL CALCULO DEL FLUJO CRITICO. 

Sustituyendo v. Q!A en 11 ecu1ci6 3.2.4 y simplificando, 

queda: 
z. Q/{I 

Cu1ndo el coeficiente de Corioles no es 11 unid1d, queda: 

z • QNt"Ji;.. 

J.I ecuacidn 3.:.!-8 6·J.:l·9 es ·una berrHienta muy dtU para el 

cllculo 1 aMllsta del tlu,10 crftico en candes. • 
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Cuando el caudal estif dado, la ecuación da el ractor Z de la 

secci~n crítica y, entonces la profundidad critica, Ye· 

Cuando la profundidad y el factor de la sección s:m dados, la 

descarg11 critica se puede cdlcular por la ec. ~.2-8 en la 

rorma siguiente: 

o por la ec. 3.2-9 en la rora ligutentes 

En el cuadro j.~-l se dan t6rmulas para el c'lculo del factor 

de seec16n Z de siete secciones comunes. 

'=uadro 3.2-1 

---~-- -·--r------..------------~-----..--
·,.\,, .. ,, ... Arco 

A 

, . . .· I · . j h01w1 . .J·J.:1 

l't11trH!1Mma,.da J ltMllD lttdMMIM'OI A"cho •~nor 1 ""'"'"~ • .: 1 .¡e'"' J, ... \1 , r, ,, 
, • r ,, 

i--t--

r--i: 
:::=-.-="" 

Mcc1ineuk1 

~ 
TninFulo 

~ 

-----------,-¡ .. 

... 

•ttl-NntM.I .... 
.. ,. 

·---·-----: 
.. 

1+;; 

; 

.. 

IA 
;; ... 

... 

~ .... 

,·1 ' .. •rn ',, - -- - •.. 14 i•n 1u11 

__ ...:,::P.,,,,i,,,bo"'b=--------- ----------,,..-- --- ---- ----------
~ 1(1-•) ...... ~.. .. .••••••. ..,, 

ftl'CtlNUI·• cnn '"'"'º~ 

--'W?i I " •• 1 •· · .. ! ¡;-¡n-1•·••1 ,.,., ... ,._ 1 11-••·•11. 
Trll.•,ulo cnn ¡ 
tnndo ndondt1do 1 . i 



Para si111pl1f1o11r los cálculos del flujo crítico, ee han prep,a 

rRdO curvas adimensionnles lns que muestran la relnci6n entre 

la ¡irofundidnd y el factor de secc16n i (!"ig, J.2-<U, 11ar11 c!J. 

nales rectangull!res, trapezoic!alos, 'J clr~uLare3, !Hsmns que 

-servtr'n para determinar la profundidad crítica, dad~ un f11~ 

tor Z de secc16n 6 viceversa. 

Fig, 3 ,2-2 CurvupÍra determinor la profundidad críllca. 



3d FLUJO GRADUALMENI'E VAR!jl)Q. 

(EC UACIO!l GJU.'i·;RAL 1 GLA3I!i'IC/iCION Di'i: PERFILES) 

3-3-1 _HIPOTRl>!S BASICAS, 
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El !lujo grRdUlill"ente VRrir.do oue se discutirá se refie"e a -

un !lujo permanente cuyo_tir.rnte \•arfa grndua!rnente en la d1-

recc16n del canal, de tal. m1rne:-a que las lineas de corriente 

son rectas y practicamente paralelas, es decir 111 d1str1buc1-

6n hidrost,tica de pre~i6n prevalece en cRda seco16n. 

fara el desarrollo de la teoría, resulta necesario tomar en -

cuenta lns siguientes hipótesis: 

l. La pendiente ~e !a plantilla en el canal es uniforme y pe­

. l quena de tal rr.anera que se confunde el. tir;inte de la sec--

ci6n normal con el vertical y, adem~s, no ocurre arrastre 

de aire en ~l interior del flujo. 

2. La di stribuci5n de vel:>cidades en la sección del canal es­

tA fijada. As!, los coericientes de distribui6n de la vel~ 

cidad son constantes, 

3. La p6rdlda de energía en unR secci 6 es 18 misma que la de 

un flujo uniforme. Se utiUuin las mism.qs t!Srmulas que en 

un flujo uniforme, utilizando ia velocidRd media, el rsdio -­

hidr•ulico y el coeficiente de rugostdad. La p4rdida de -

energía es causada easi .enteramente por fricc16, pudiendo 

e:ristlr edell!As pjfrdidas por turbulencias. 

3.3.2 BCUJCION DINAMICA. 
/. 

De ia ecuaci6n diferencial de ·energía para un tlujo, se tienes 

dr • !_ (d cos e •. oc::V
2 > .. ~ •• ~ 

dx dx ~g dx 



Donde: 
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x Coordenada curviUnea siguiendo el eje del canal - · 

sobre la plantilla. 

:z Carga de posicHn rned1d'a del pl.ano de referencia a 

la plantilla del canal, en m. 

d cos e Carga de presi6n sobre la ?>lantiU.a del canal en m. 

g Acelerac16n de gravedad, en m/seg~. 

hr Pérdida interna de energía, en m. 

v Velocidnd media en la secc16n, en m;seg. 

q Coeficiente de Coriolis parll c:>rregir el efecto de 

la diatr1buc16n de velocidades en la secc16n consi­

derada. 

Debe destacarse que la pendiente de 'lit r·.rnti 11• l:lo est4 -

definida como el seno del 'ngulo ~ de la 1nclinac16n respecto 

de la horizontal y se supone positiva si la inclinac16n es -

descendente h#lcia aguac abajo y r!gat~-:~ .. n caso contrario, -

esto es, que1 

So • :>en e • - dz/u 

La pendiente de la l_inea de la energía es: 

~ siendo, dE/d~ • (d.E/dy) (dy/dr), donde .dE/dy • l - Fr, re---

sulta ques 

dE/dx = (l - ~)dy/dr 

Donde: 
F r a V/VgW"~ Q/ lt/gD/.s:.. 
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sustituyendo las ecuaciones c~.3-2), (3.3-3) en: 

dz/dx • dE/dx + dhr/dx • O 

que es la ecu11c16n dinámica del flujo grRdualmento variado. 

dy/dx representn la pendiente So de la superficie libre -

del agua referida Rl eje x, c:>1nc1dente con la plantiHa del 

c11na1. 

Adem4s se pueden usar f6rmulas para canales irnchos rectangu-­

lues: 

1. Cuando se usa la f6rmula de_Manning. 

'º" .3. dy/dx : :3o(l - (ynfy) )/(l. - (yc/yJ ) 3.3-6 

2. Cuando se usR la fórmula de Chá?.y: 

dy/rlx: So(l - (y0 /y)3 )/(1 - (y~¡y)~) 

3·3•3 CAR~T~:RISTICAS Y CLJt>I'!i'ICA~ION DE LOS PER'!l'ILC::1 DB FLUJO. 

Por simplicirled el Clanal se considerarl prismático, la forma 

que adopta el perfil está directamente as;ciado con la pen--. 

diente de la "plantilla So y con los valores de Sr y r¡;. 
Por lo que re~pecta a la pendiente de la plantills, So serl 

positiva si el to_ndo desciende en la direccidn del tlujo, ne­

gativa si asciende y cero sl es horizontal. 

En el caso de pendiente p'J~_itiva, sobre ella se puede establ.!! 

cer un tlujo uniforme de tirante Ynt por lo cual dicha pen-­

diente (positiva) podría tambiln Ber: 



Yn 
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"&uave11 si Yn) Yc 1 llerrando a los perfiles resultantes, 

perfiles tipo "M". · 

"Crítica" si Yn = y0 , llacJRndo R los perfiles resultantes 

pert'Ues tipo 11 C•1
, 

"Pronunciada" si 1n< Yct llamando a los perfiles resul-­

tantes, perfiles. tipo "S". 

--- ------ ----... __ _ 
-------- Ye 

----- Yn = Ye ---
'le Yn 

~~~~~=:> 
11} Suave. b) Crítica. e) Pronuncia 11 

. . 
Fig, 3,3-~, Tipos de pendientes. 

La clll91t'icaci5n de la pendiente en uno de nstos tipos dep!n-

derl de la rugoiddad, de la magnitud misma de lo pendiente y 

en menor grndo del gasto, 

Cualquler11 que sea la pendiente, p11ra un gasto dado y secci6n 

del c1nal, llls líneas que indicarlfn la altura del tirante no.r. 

mal· y el crítico, dividen el espacio en que podr!a desarro-~­

llarse el perfil del flujo en tres ionRs que se llaa:ar4n~ 

ZONA l. El espacio sobre la línea superior. 

ZON.A 2, El espaciD entre las dos lín~as. 

·ZONA 3, EJ. esp1101o a hijo de la Un81 inferior, 

Dentro de las cuales queda alojado cualquier perfil de tiran­

te "Y". Por ejemplo un perfil 8:.!, que<la comprendido entre la 

línea superior "Ye" y "Yn" como se muestra en la fig, 3.3.2. 

-- -"'<----- ~ONA l 
\ -------
',-... S~ ZONA 2 -h ~ --

.Yn ZONJ 3 

Fig. 3-3·2 Perfil 52. 



Se recuerda también que si: 

d:rtrl.x)O, ~l perril de la superficie Ubre diverge de 

la pla nti Ha. 
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dy/dx :zO, El perfil de la superficie Ubre es paralelo 

a la plantilla. 

dy;dx( o, El perfil d'e l.a superficie libre, converge ·con 

la plantilla. 

Existen diferentes f·3rmas para el perfil de 1R superficie li­

bre en un flujo gradualmente variado (13 en total) y que se 

muestran en 18 figura 3.3-3. 

Los perfiles de flujo se pueden clasificar de acuerdo a la O! 

turaleza de la pendiente del caria! 1 la tona en la cual la s~ 

·perficie del flujo ene. Estos tipos soo designados como H2, -

H3t Ml, M2, M31 Cl, c2, C3; s1, s2, SJ; 1 Kl, A3~ 

Dondes 

H Pendiente horitontal. 

M Pendiente moderada. (1ubcr{tica) 

e P~ndiente or!tica. 

S Pendiente pronunciada. (supercr!tica) 

A Pend tente adversa. 

donde el numeral representa el mimero de 18 zo111. 

Eo seguida 1e mencionar'n algunos comentarios acerca de dichos 

perfiles: 

PBRP'ILF..S TIPO M. El perfil Ml bien º'ºº~ida como curva de re­

manso, es muy com6n. Las estructuras de control, tales como -

Tertedores 1 compuertas, 1' otros accidentes n1turales, como -

estrechamisatos 7 curTas, pueden producir un erecto de re11110-

so en un ~•nll, tomndose como J.!1111 te o longitud de dicho ---
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remanso aquella secci6n en que el tirante difiere en uno por 

ciento respectn del normal. 

.. 
"" ;:: 

,unw o LA ZONA 1 
, • ,. 1 $.,;> s, 
,.,, 1 ,,~ 1 

i/_ , * 110 DISTE 

1i~ k::.~.~~ 
~ 110 DISTE 

•111!!!!1!.·---E ___ _ 
• . • . 1 " ,, ,,,,_. 

'"'" "·"; 

ffRflLU EH LA ZONA l 
'••l•lri S/'Sr 1rf•1 
1c•i•r.¡ S.,.i, ¡ft"•J 

!.t. t.:.' -
dl t 

PERFILES E~ ~4 l0~4 l 
1 < ,. 1 $\< s, 
1 <le 1 ff >I 

.ú. t.:., t 
da -

!!. • .:... ; ,, -

.fr(;¡: 

ll'lg •. 3.3-3 . UH&fiucHn •• lH ,.. .. ,,i. •• ,. tl11J• 9Hillela•11•• 
WHiM•• 

1 
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El perfil M2 ocurre cuando el tirante se reduce, por ejemplo, 

en un e~trechamiento de la secci6n o en La proximidad de una 

calda. ~l perfil MJ se puede encontrar aguas abajo de un cam­

bio de pendiente supercr!tica a s~bcrítica, o despu6s de la -

descarga de una compuerta. EstA regido por las condiciones -

aguas ahajo y termina normalmente en un salto hidrdulico. Los 

perfiles M~ y Mj son muy cortos en comparación con el Ml. 

PERFILES TIPO s. El perfil Sl empieza despu6s de un salto hi­

dr,ulico y termina en una obstr.aoc16n. El perfil s~, es muy -

corto y más bien se presenta como una tNins1c16n entre una -

caída hldr4ulica y el flujo uniforme. El perfil S2 es genera! 

mente.muy corto y se ancuentra comunmente a la entrada de un 

c11nal de gran pendiente o en un cambt.o de pene.liante suave a 

pronunciada. El perfil s3 es de tipo transicional de un flujo 

supercrític·o o de un canal de gran pendiente a i>tra de menos 

pendiente, y se produce aguas abaji> de una compue·rta. 

PERFILES TIPO c. Le inestabilidad propia del estado cr!tico -

se manifiesta en la forma de una oolulacidn superficial apre­

eiiible. 

PERFILES TIPO H. Este perfil es el. límite inferior de u.oa peQ 

diente suave. El tirante normal es infinito, por lo cual hay 

solo dos perfiles. 

PERFILE~ TIPO A. La pendiente So negati~a es rara. 

3.3•~ SINTESIS DE PERFILEl COMPUESTOS. 

El 1.Dllisis del perfil del flujo es un procedimiento utiliz• 

do para predecir la forma general del perfil del flujo. Un 

canal prismltico con un cambio en la perdiente consiste en -

un par de éanales prislflltico~ conectados, de la misma secci6n 

tr1nsnrs1l pero con pendientes diferentes. 
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Se pueden interpretar CURlitativamente los perfiles de la su­

pertlcie libre en un canal largo, de secci~n uniforme, y con 

una gr11n variedad de pendientes, secctones de c 'ntrol y tipos 

de perr11. 

L .. ttg. 3.3-1+ muestra dos canales, cada uno con una compuerta 

desUrante cerc11 del cxtumo aguas abajo, pa !'a. ilustrar el. -

procedb11ento. Se supon~ que la abertura de 1.11 compuerta y el . 
g11sto permanecen constantes. 

PROCJ<;DIMIEmo PARA DIBUJAR LOS PfmFILE'3 D::: PLUJ01 

El primer p11so consiste en dibujar las líneas de tirante noro.: 

mal y cr!tico, l11s cuales son paralelAs a l.a plantilla. Sien­

do el canal prhmAtico, el tirante crítico es el mismo .en to­

da su longitud, en seguida, se localizan las secciones de -­

control en J.os sitios apropiad'ls de entrada y salida, en los 

cambios de pendiente de suave 8 pronunciada y en la compuerta; 

esta dltima 1 v4Uda en ambas direccionas debido a que los ti­

rantes hacia aguns. arril:m y ha ch aguas ahajo estAn goberna-­

dos por 111 ecuación de descarga de la compuerta. 

Fig •. 3• 3•'+ •d•ntJ.ricecJ.cln d• parfilu 'I uccion••. ao. 
· control 
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3, 3·5 ~J;;t::CION DE CONTROL 

Se llama secci~n do c:rntr!ll, a la secci~n de un canal en don­

de se puede est::i blecer una relac16n definida entre el nivel -

de la superficie libre del agua y· el g;;sto correspondiente. 

pud1endose contr!llar el flujo, tanto en la direccHn aguas -

arriba como en la direcci6n agu11s abajo. 

llgunos ejemplos de secciones de control ''l'I: las presas, ver 

tedorrs y compuertas. Debido a que el gasto est' relacionRdo 

con la carg:i a través de una curva llamada de "gasto-tirante", 

Las secciones de control tambi'n existen a lá entrada o sali­

da de un canal. F!s importante el conocimiento de las caracte­

rísticas del perf'il en estas regiones, para ilustrar.Lo, se -­

considera el caso de un canal prisdtico largo que conecu -­

dos vasos de almacenamiento. Debido • 111 considerable longiu 

tud del canal, 1• tendencia es hacia el flujo unif'orme. 
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La fig. 3..-1-5 muestra Los perf1les a la entrnda y s?lida para 

pendientes suave y pronunciRda y pina una variedad de ni,1 eles 

en el v11so de salida, Las secctones de control. se indican por 

medio de puntos encerrados dentro da un cuadradJ, 

'::1. 



j,4 METODOS DE SOLUCION DE Pl-:RF'IL!':S DE FLUJO. 

3,4-.L METODOS DE CALCULO. 
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Unicamente se tratar'n métldos de soluc16n de perfiles para • 

canales prisiút1cos. 

ME TODOS 
DE 

CALCULO 

t-Integrac16n griflca. 
6todos de 1ntegrac16n 

de la ec. dimfmica. 
·Integrae16n directa. 

M'todos de incrementos 
finitos en canales pr1~ 
máticos. · t

-Método para el cálculo 
de la longitud del tramo~ 

·M6todo gr4tico. 

3.4-2 METODOS DE INTEGRACION DE LA EC. DINAMICA. 

l. INTEGRACIONGRJFICJ. 

La soluci6n de la ecuación d1.Wmie• del tlujo gradualmente V! 

riado permite determin11r cuantitativamente 11 forma del perfil 

del flujo. 

De la expres16na 

dy/dx •·(So - Sr)/(1 - ~) : Sol.L - Sf/So)/(l. - Fil> 3-3-5 

Tenemos: 

dx: ((1 - ~)/(So - Sr))dy : ((1 - ~)/(So - Sf))dJ : 

• f(y) dy 3.lt-1 

cuy• solue16n.permtte determinar l• distancia .r ·en t&rmlnos de 

"1''. 
Consldlrense d:>s secciones de un canal (fig. 3.1+-11) • 111 -

di1tuic111 ".r1" 1 "xii!", r11peetiv1Nnte, d_esde un punto ·ele­

gido "1" en 11 cull se present~n 101 tirmntes "11" '1 "Yt!". 
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La distancia entre !as dos secciones (medida sobre la planti-

lla del canal) de la ec. (3,4-1) esz 

Considerando varios valores de "Y", es posible calcular los 

de f(y) y dibujar una c.urva de "Y" contra f(y) (fig.3.4-lb) 

De acuerdo con 111 ~e. 3. 4-<!, e! valor de "x" es !gua l al área 

sombreada~ entre la curva, el eje "y" y las orden~das t(y) e.a 

rrespondientes a las abscisas "Y1".Y "Y:/• Se aplica a cual..:i.,. 

quier tipo de perfil de flujo en canales prism,ticos de cual­

quier forma y pendiente y, en general es fácil de seguir. El 

4rea puede ~er determinada por medio, de un planímetro, o -

por cualquier otro procedimiento. 

2. IftTOOR/CION DIREX:TA. 

,., . 
M•todo d• integr•cidn 
gdric•• 

La integraei6n directa de la ec. 3.3-5 es prletieamente impo­

sible 11 se desee obtener para todas las ro~mas de seccl6n y 

tipos de canal. 

La ec. 3.3.5 p11erle ser Hpresada de la siguiente maneras 



Donde: M y,N son exponentes que dependen de le torma de la 

secci6n y del tirante, 
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En 111 fig, 3.4-é:! y 3.l+-3 se presentan l.Rs curvas de N y M re1 

pee tivamente para secciones trapee la les y rectangulares, 

0 z.o"'-~z~,.__,..,__.""!l't;._-.,¡,... __ 4..,.,--,i...o-' 0 z., 
YA~[S O(~ 

Fi g, 3, lt-2 C.UllYAS DE Y.tlLOllES OE 11 

4.0 4' ' 
'<lLORts 0[ M 

S1 blcemos u : y¡y0 ; la ec, j.l+.3 se puede expresar como: 

dx a l.n ( 1 - 1 + (Ye )M yN-lil ) du 
so t:'""uN Yñ l - u~ 

Debido • que el cRmb1o de tirante en el flujo gradualmente va 
riado generalmente es pequeño, los exponentes htdr,ulicos N y 

M se pueden suponer constantes dentro de los límites de inte-

graci6n y ad la ecuact~n anterior resulte: 

\" \u. """ . 1 +(...L; ~dU ~ CONS.1" • 
. "In • o l - U 
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La primera integral de la ec. ~.4-5 se designa por: 

nu,~' =):A 
y esta es conocir.a como lR funcidn de flujo variable. 

LR segunda integral de la ~~. J.4-5 puede expresarse tambi4n 

en la forma de una funci6n de flujo variado. ~i hacemos 

"
. ':. u"'IJ 'Y J = 111/(~-M +\) ; esta integral puede. trsnsfo,t 

mnrse en: 

J: f:~. d•' ~ r ,d_'(,.. '~ f(v,J) 

donde: 

fl "' J) = }"V rlv .~ . o 

3.4-7 

que es la misma tunc16n de.flujo variado excepto que las va--

riables "u" y "ti' se reemplazan por "v4' y ".J" respectivamente. 

De este modo, Ul!&ndo la notaci6n para las funciones de flujo 

variado, la ec. 3.4-S resulta: 

)(: A[l.l -~(U,N) + !> f('#,~)] t c.ott'&'f. 

dondes 

3.4-10 

La distancia .. J .. que sep111 dos secciones consecuti.,.s l y 2 

de caracter!sttcas conocidas en un tluJo gradualmente variado, 

de la ec. 3.4-10 es entonces1 

/: X1-._,\,. A~ (U1-l.l1 )-~(Uz.,N).- f(~" H~ + 

+b~('l~,J)-f(v1,J~J · 
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Para determinar el perfil, el canal se dividó:en un número de 

tramos y lR longitud de cada tramo se calcula con la ec.j.4-11 

• partir de los tirantes conocidos o supu8stos en los extremos 

del tramo. 

El proc.edimiento de cA lculo es c'.lmo sigue1 

1. ::le calcula el tirante normal "Yn" y el crítico "Ye" a 

p~rtir de Q y So. 

~. De las figs. 3.4-2 y 3.4-3 se determinan los exponen­

tes N y M para un tirante medio estimado a partir de 

los ti~~ntes en los extremos del tramo, suponiendo -

que la secc16n en estudio tiene exponentes N y M apr2 

ximadamente constantes. 

3. :>e· calculo J. N/( N. - H + l ) y los valores. de u : Y/Yn 

.Y v • uN/J en las dos secciones de los extremos del 

tramo. 

I+. LQs valores de F(u,N) y F(v,J), se encuentran en la. -

tabl8 3,4-1, 

5. Firuilmente la longitud del tramo que separa las dos -

secciones extremas., se calcula con J.a ec. 3.4-lL 

3.4-J METODO D~ IW-REMENTOS F! NITO::; EN CANALE::i PRl::;MAT!COS, 

l. METODO PAR~I. CALCULO UE LA LOIDITUD DEL TR'1HO. 

El m6todo de incrementos finitos es el que tiene aplicaciones 

mAs amplias debido a que es adecuado para el anlU sis de par­

tiles 'de tluJo tanto en c8na1es prism,ticos como no prismAti-

cos. 

La tig. 3.4-1+ ilustrM un tramo de un cana! prismltico limita­

do por 181 secciones l (aguas arriba) 1 ~ (aguas •baJo) de -­

longitud x. igualando las altura• totales se puede escribirs 
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i '1i . 
So .6')(.-4: 'f, ;- o1., ~ = 'lt ~°"ª~%°+':>;Ax. 
Resolviendo p;ra DI'-, 

D.x::. 'E-z-'C:..1:. At. 
'5.o-s, ~, 

En donde "E" es la energía específica o, suponiendo 

2. 
. t., :. 'j, + i'.3 

ta-=- 'ti. + . ~ 
Sr es la pendiente media de fr1cc16n entre las dos secciones 

y se calcula de la s~guientie.;manera; 

Cuando se utiliza la formula de Manning, la, pendiente de fris 

cicSn ·e~ .ll:f secci6n(!}y@ se expresa pori 

s~~ ·~ ( ~~· ~2. 

s~. ·=- ( '4t 112. lz. 
.t. ~¡ 

De acuarlto con el sa:atldo en que se efectda. el c•lculo, se -

conoClllr'n la.ti caHcted1tll:cas hidriultcos en algurw de las -

dos seccitllllH,, Ja @, 111 .el cllculi> es en la direeci6n del -

flujo o la @, si es • •d'i!Jtecci5n contraria. El procedimien­

to c~nsiste en suponer 1111 valor·tentativb del tirante en la 

1ecoidn dese..:11noc1da y ajustar dicho valor mediante 11 ver1t1-

cac16n 1 tuds dtt las aes. 3.4-13, 3.l+.15' y 3.l+-l6a y b. 



· Fi g • -3 0 4-4 ·Un tramo del e>l'tl para la 
· deriVacicin de métodos por p:;;:s. 
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2. METODO GRAFICO. 

Sust1 tgend o lR s ecs. 3 ,l+-16a y b~ y 3.4-15' en la ec. 3.1+-13 

resultas 

Suponiendo ~ue el tipo de perfil de flujo implica que el cál­

culo se realiza hsc1R aguas abajo, se tendr,n·conoeidas las -

condiciones en la .secci~n l (aguas arriba) y desconocidas en 

la sección 2 (aguas abajo). 

Conocida la secc16n del cannl y el gasto para al cual se va -

obtener el perfil de flujo, se puede calcular la. curva Ener-­

g!a espec!fica-Tir11nte (E-y), asignando e 1hte valotes entrie 

los que variardn loa tirantes del·perfil por calcular. 

Dichos valores se elegtr'n con diferencias entre i1 tan pequ! 

~as como requiera le precis16n con que se desea obtener la -­

curva. As! mismo, se escoge la lo~itud .Ax del tramo, acorde 

con la prec1s16n deseada; dicha longitud permanecer• constan­

te en el ·c4lculo de tal manera que la pérdida por tricc16n p~ 

ra la mitad del tramo se calcularl como; 

esto es, para cada valor del. tirante "y" se ca·lculard la ene,t 
. . 

g.(a específica E y la· p6rdlda de energfa St4'k.J de aquí los --

nlores E. l- s, 'b.:x/2 Y .. t. - S'° A-x/2.·. 

jsi mismo, como estos resultados se dibujan sobre un plan~ '"' 

coordenado las curvas E-1; B - SrAx/2 - Y; E - St~/2 - 1, 

como se muestra en la ~1g. 3.4-5,.conviene elegir el eJe horl 

· rontal como eje de Ur1tnte1 '~1" 1 el Yerticll para la energ!a 

espec!tlca E y las. runclones ! - sr~¡~ y E - Stt:.x/2. 
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En la !ig. J.4-; 01 punto i sobre la ram• de la curva g - y -

correspondiente a regimen subcr!tico indica 1as condiciones -

en ia secc16n inicilll ••. L.11 ordenada deJ. punto i! aed 1gueJ. 1 -

t - Sr x/2, y descendiendo la distancia So x sobre una verti­

cal a pnrtir de dicho punto, se llega a 3 cuya ordenada, es 

igu11l a E - Sr r./2. Por ta~t~, al desplazarse sobre la hori­

zontal que pas11 por el punto 3 se llega al 4 y, 1 partir de 

este y sobre una vertical 1 al 5 cuyas coordenadas 1nd1car~n 

l.iis condiciones de tirante y energía espee!1'1ca en la sección 

21 a la distancia x hacia aguas arribe de la l. 

El procedimiento se reitera las veces que sea neces11r1o para 

encontrar los tirantes en secciones sucesivas hasta llegar a 

la sección en que se establesca el flujo uniforme. 

•• 
Fig. 3.1+-.5 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

....... !pa/JlM 1 ..... -
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

·n· 1 ¡ lis. Ao 

1 

--·------· -.------1· . 

' 1 
u " . ... •1 .. , • .,,.... . 

Cvrw11 r-r1tt+Sf6'1/21-r , lt•Sr•al2l•1 Pu• h lolucidn ;dile• 
d• le• ecu.c:io11•!1(~.l9) 'I C5.A1J 1n un c1nd pth••t.ico. 

1 

"' .. .. 
1 

'''· 



Tabla 3. 4- l . Cuadro de las funciones de flujo nrlaúo• 

· F(u,N) • J: ¡-!" ..... "" Fcu,.\'J:s, • / 0• ({"¡;¡ 

Ll función del Oujo variado para pendientes positivas, F (11, N) 

f 
" 

-....., N 
2.2 2.4 :12.6 1. 2.8 3.0 3.2 1 3.4 -3:6f 3.8 u ............. --- ___ , __ ,,_ ·- - - .... -- ·- -- ----. ·-~ --

0.00 o:ooo o ()(]() o 000 o .ouo 0.000 0.000 º·ººº o (J(J(] 10.000 0.000 o 02 o.mu u o~u o o·~o o o~o oº~º 0.020 0.020 o ow 0.020 0.020 
U UI O OIO (J (JJOIU Ot9 o íHO o 010 U 010 U.010 O.OIO 0.010 0.010 
o or. o (llill U IUiU O Ul;(J O IJGO O OGO O OW 0.0liO 0.000 O.OGO 0.000 
o 08 IJ (18() U 0811 U O~J O 1'~0 o oso O.O!l(J O.OtlO 0.080 O.OBO O.OBO 

o JO O IOU O Hl{J U IUO (J 100 o 100 0.100 0.100 o 100 0.100 0.100 
O IZ O IW IJ l~U o i~IJ O l~U O IW o 120 0.120 O.IW 0.120 0.120 
o 14 o 110 U HU o J.10 U.HU U. HO o 110 0.110 O. llU 0.140 0.140 
o 16 o llil o lfol U IW O 100 O IW O.IGO o.11;o O. JI;() 0.160 0.160 
o 18 11 181 u 181 (J 181 0. lllU 0.180 0.180 0.180 O.ISO 0.180 0.180 

0.20 O W'l o 201 o 201 0.201 o.wo 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 
o 21 o 223 o •J·l•) o ~21 o i21 o 221 0.220 0.220 0.2:.!0 0.220 0.220 
0.21 0.2H o 213 u.z-12 o 211 o 211 O 2H 0.210 0.210 0:240 0.210 
0.2G o•¡¡¡~ o ~r.:1 u. :!fi:! o :.?li::? 0.201 o 261 o 2111 0.2li0 0.260 o. 200 
o 28 0.286 0.2H·I o 21>1 o 28~ o. ~62 (] .281 0.281 0.281 o 280 o 280 

0.30 0.307 0.30~ o.:m1 o 30:1 o 302 o 302 0.301 0.301 o 301 o 300 
0.32 o 32~ 0.3~1¡ 0.325 0.3~l o 323 o 322 0.:1~2 o :121 u :121 o :121 
0.34 O.J~I o 3·18 0.316 0.~H 0.Jl3 0.343 o :112 o ;112 0.3ll o Jll 
O 30 o 372 0.3ti9 o 36i O.JGG 0.3Gl o.al\3 0.3li3 o 302 0.3ti2 0.361 
0.38 O.J95 0.3U2 0.389 0.38i 0.311.S u.as. 0.383 o 3S:l o 382 0.382 

0.40 o 418 0.411 o 411 o. 408 0.407 0.405 0.404 0.403 0.403 0.402 
o 42 O.H2 0.4J7 0.433 0.430 0.428 0.426 0.425 0.421 0.423 0.423 
0.44 0.l65 o.mi o ·156 0.452 0.450 0.448 0,440 0.445 O.H4 0.443 
O. l6 0.189 o.~1>1 o 479 0.475 0.472 0.470 0,408 0.466 0.405 0.404 
0.48 o.514 o so; 0.50'.? 0.497 0.494 0.492 0.489 0.488 0.480 0.485 

0.50 o.539 0.531 0.525 0.521 0.517 . 0.5H O.Gil 0.609 o.sos 0.600 
0.52 0.565 0.557 0.550 0.5H 0.510 0.536 0.534 0,631 0.529 0.528 
0.54 0.5U2 o 582 0.5H 0.508 0.503 0.559 0.650 0.554 O.MI 0.550 
0.56 0.619 0.G08 o 59!1 0.3!!3 o 587 0.583 0.579 0.676 o.:m 0.572 
0.58 0.648 o 63~ 0.G·~" 0.018 0.612 0.607 O.!iOJ 0.599 0.600 0.594 

0.60 o.676 0.ti63 0.653 OOH 0.037 0.631 0.U27 0.1123 1
0.020 0.1117 

o 61 O.li9l O.UiS 0.6fo7 o 657 o 6~0 0.6U o 1i39 0.035 O.G31 0.628 
0.62 0.706 o tiU2 u 080 o li7l 0.003 0.057 0.1151 0.047 0.643 O.G40 
0.63 O.i:.!!! 0.707 O 6P1 O.üSI O.U76 O.Gti9 O.llUl O.tiSIJ o 655 0.652 
0.64 O.i38 0.722 0.709 O Ut•8 Jl ti90 0.083 o.un 0.072 0.007 0.60J 

o.u o.m 0.737 0.724 0.712 o.703 0.696 0.089 0.684 0.680 0;670 
0.86 O.i71 0.753 0.738 o. 7:17 0.717 0.7ll'J o. 70'J 0.6Y7 0.692 0.688 
0.67 0.787 0.7G9 0.754 0.74~ 0.731 0.723 0.716 0.710 0.705 0.701 
0.68 o.80i 0.7115 o. 769 0.7117 0.740 0.737 0.729 0.723 0.718 0.713 o.ea 0.822 0.804 0.7115 0.772 0.761 0.751 0.743 0.737 0.731 0.726 

•EJ CU1dro de 11 rtlndón de nuJo variado para pendientes positivas F (u, N) el reproducido de Ven Te 
Chow, lntegrallni the equatlon of grldually varied flow, Proceedln¡s, Amerlc¡n Soclety oc Civil En· 
sJneen, Vol. 81, paper no. 838, pp. 1·32, Noviembre, 1955, El cuadro de laCunclóndenujovulldo 
para pendientes neptlvll F (u, N) -S ei reproducido de b terminada dlicullón del autor de ese 
111per en el Proceedlngs, col. 83, Joum..'l oC Hlldraullcl Divlúon, no. HYI, paper no. 1171, pp. 9·22. 
Febrero, 1957. • · 
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.La función del flujo ~arlado pan pendica1e1· poÍitivu, F(u, N), (Co11tln1111cúln) .,, 
~ 2.2 u u 2.8 3.0 3.2 3.4 • 3.6 3.8 4.0 
-- ,_ 1-

0.70 0.810 o 810 o.80'! o.787 0.110 o.rM o.757 o.760 o.744 o.rJg 
0.11 o.&.\8 o 836 o 819 o.so1 o.1g1 o.m o.n2 o.764 o.758 o.752 
0.7'J 0.878 0.855 O ltJG 0.8~0 0.807 0.700 0.786 Q,77g 0.772 0.766 
O.i3 0.898 O SH O 8S4 0.8.'I; O 8'l:I O.Sil 0.802 0.7!13 0.7116 0.780 
0.71 0.Ul8 0.892 0.6'i8 O 854 0.810 0.827 0.817 0.808 0.800 0.794 

0.76 0.910 0.91:1 0.8!10 O 872 0.8.Si 0.8H 0.1t1:1 0.82:1 0.815 0.808 
0.i6 O Util O 933 O.OO!J O d!IO O 8H O 861 0.111U 0.&19 0.8.'111 0.82:1 
0.77 0.085 O.Y.~I O 9:1-0 O 009 0.991 O.S;ij O 8ti6 0.855 0.8fü 0.8.18 
0.78 1.007 o 076 o uso 0.9:!9 0.911 0.8!111 0.8&1, 0.872 0.84i2 o 854 
0.79 l.OJI O.U\18 0.971 0.949° 0.930 0.914 o 901 0.889 0.8iU 0.8i0 

0.80 1.056 1.02:! 0.9'.11 0.970 0.930 0.!l:U h.91Y 0.007. 0.800 O 1187 
0.81 1.083 1.016 1.017 0.ll'J2 0.971 0.954 0.938 O.ll'l.S 0.914 O.ll04 
0.82 1.110 1.072 1.011 1.015 O.!l'Jl 0.971 0.9.18 0.015 0.93:! O 9:!'! 
0.83 1.130 1.099 1.067 1.039 1.016 U.YUU 0.97U 0.005 O.O:S'! O 910 
0.84 1.171 1.129 1.094 l.Od4 l.UlO 1.019 1.001 O.Ull.S O 9i~ 0.000 

0.85 t.:101 1.167 1.121 1.091 1.065 1.«H3 1,024 1.007 0.99:1 O.Ul!O 
0.86 1.238 1.193 1.153 1.119 1.092 1.008 1.048 1.031 1.015 1.00l 
0.87 1.272 t.:!'!3 t.lltJ l.H9 1.120 1.095 1.0H 1.055 1.0.lU 1.025 
o.88 r.314 1.2a·J 1:·ns 1.181 1.151 1.m 1.101 1.os1 1.001 1040 
0.89 1.357 1.302 ,(.2~ 1.316 1.1&1 l.IM !._131 1.110 1.091 1.0iS 

0.!lO 1.401 1 31~ l.~'91 1.2.5.1 1.218 1.189 1.1113 1.140 1.1211 1 103 
o 91 1.452 1.381• /1.1.1~ 1.211• l.:?.S7 l.:l'J5 1.197 1.1;3 1.152 1.133 
0.91 l.SUS 1 ~:18 1 351 1.3111 1 3011 1.2611 "l.Zla J.21f) 1.187 1.166 
o 9.1 1.Mi~ uua u~s 1 3~¡ 1 3~8 1.311 í.270 1.:zs1 t.:r.?6 t.204 
O.VI 1.6~5 1 6118 ·!.301 !c!!l1 1 111:1 1.341.1 .1.3211 1.21lt 1.370 l.24S 

uso 1.m 1.e52 1.58:! 1 m 1 1sr 1.~7.I 1:3is ·rJií 1.:m 1.200 
o.goo 1.s:c1 1.m 1.GGs l.lillJ 1.515 1.m r:1s• 1.~1z 1.w 1.;w 
o.970 l.9ti9 t.1166 i.,;so l.il17' 1.t11~ 1.soo t·s~~ ·1:S111 1 -16~ 1.-1.11 
0,975 2 055 1.9~5 ··1.8.S.l L.i?J' l.i07 1.IHO 1.5118 1.·s.\• 1.514 1 17\l 
o.980 Ú64 2.045 H~ll 1~~ 1.1s:1 t.7'lll 1;GOO 1,111;< a.m 1.~~; 
G.985 2.:!114 2.165 2 OSG 1.959. t.1180 1.112 ·i.fa2. l'Jiiir ; .;.;! l.dlfl 
o.990 :un 2.3:13 2.212 2.11111 2.011 1.9-IO i.an 1,allh.M1 a.rn 

~:~ u~~ i:~~ ~.M~ t~ n: ~:~ r~ l~ ~ ~~~ ! ~~ 
1.000 • • • • • • • • • • 

1.001 3.317 2.11:11 2.6~ 2.3U9 2.IM 2.008 1.S5G 1.72ll 1.810 1 .lo.' 
1.005 2.587 2.:?ti6 3.0:?'l 1.118 1.IM9 1.SOll 1.:llM 1.27!1 1.188 1 IOi 
1.010 2.273 l.9i7 1.757 1.572 l.'19, 1.2111 1.182 1.089 1.007 1) !Klti 
1.015 2~090 1.807 1.602 U28 L* 1.1116 l .Oll5 0.978 0.902 O.S:lli 
1.0211 1.961 1. 711 1.49:! 1.327 1.191 1.078 0.118:! 0.900 0.828 0.706 

1.03 1.77!1 1.6.11 1 3~ 1.116 1.0GO 0.95.1 O l&ti 0.700 0.725 O.IGll 
1.-04 1.11.\1 t.•IO 1.2:12 1.086 O.OG; 0.8118 0.l'S6 0.7H 0.65.1 0.600 
1.05 1.552 1.:m l.IMI 1.010 0.11'.16 O 80~ 0.i2:1 0.6.'ill O 398 0.5•8 
1.06 1.4;~ 1 :lM 1 0112 0.9•8 0.838 o.;•ff O U7l 0.1111-'I O.óS:I O.M& 
1.01 1.-11u 1 111s 1.0'.!fl o 800 o. 100 o.roa 0.11:111 11 5ffl o .. \ld o.m 

1.08 1.3111 1 1:1•; o Vi~ 0.851 O.H9 0.16.l o su.~ 11 .\:J.~ ti ~JI,; O.HI 
1.1111 1.21J.; 1 º~" o p:1.; 11.d1:i 0.113 o.s.11 º·""' o ~~; •1.1.~• o.•1s 
1.10 1.2.111 1.0.'ill O Slli o.;;; 0.1181 0.601 0 . .5.111 11 4;q¡ u 1~~ 0.39'1 
1.11 l.~1 l.OI• O lliil O 71G 0.652 ;J.575 0.511 O u; O 411 0.372 
1.12 1.112 o.911 o 11:n •1 ;1s o.&211 o.~51 o.iss o:.i.'lll 1).39~ 0.351 
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La func:ión del flujo variado para pcndicnres positivas, F(u, N). (Cu.11nuaciJ11) 

"';f!.... 2.2 ?.• 2.0 u :i.o 3 ., 3.• ! 3.o 3.8 'o 
1.13 l.13H 0.UWJU l!OS (1 f,!•2 O t;fl2 O 5~9 0.lG!l 0.417 O JN O :u: 
1.14 l.IOi O 921 O 780 O 1•·9 O .181 O ,\UU O.ISO O.lUO O 356 U J~2 
1. u 1.018 o.Hu? o.no o ~1• o.~r.1 o 1110 o.1J2 o.Jst o.a1J o ~us 
J.16 1.052 o.a10 o.731 o s2; 0.512 o.m 0.111 o.3o'J 0.320 o.295 
1.17 1.021 o.si.o 0.113 o.ws o.s~ o.ts8 0.102 0.356 0.317 0.2!!.J 

1.1s 1.003 o 825 o.094 0.591 o.WJ º·''3 o.388 o.313 o.Jos o.2n 
1.10 0.981 o.s10 0.010 0.5H 0.10. o.m o.375 o.331 0.201 0.262 
1 20 o.uoo o.7H7 o.os~ o.5.19 o.1110 0.110 o.3GJ o.320 o.2aa o.n2 
1 ~2 o n2 o.ns 0.029 o.~1 o.45'1 o.392 o.Ju o.W9 0.20• 0.23.1 
1 24 o.ss; o.1u o.ooo o.sos o.431 o.371 o.322 o.2a1 o.248 o.21v 

1.26 O.S.15 O 692 0.014 0.482 0.410 O 351 0.304 0.265 0.2J3 0.'205 
1 .29 o s·•· o.G06 o.551 o.m o.391 o.3J·t o 2ss o.~so 0.219 o.19J 
1·:10 o:&"ió o OH 0.530 o U2 0.373 0.318 o m ro 237 0.207 o ISI 
1.32 o.m o r.2s 0.510 o.m o 357 o.3ot o.wo¡·o.2~5 0.106 0.111 
1 34 O '52 O fo05 0.402 o.·-1~10.342 0.200 0.218 0.214 O.JOS 0.162 

1
1 3

30
8

. O 731 O SSS O.t7S 0.393 ,0.329 0.278 0.237 0.20f 0.170 0.153 
O ill O 5ti7 0.f59 0.378 0.316 0.260 0.22G 0.19-1 0.167 0.145 

1 fO O r.~2 O 5l8 O.Ht O 3f5

1

0.30t 0.250 0.217 0.185 0.159 0.138 
l.f2 11.GH 0.533 0.431 O 353 O 2!13 0.246 0.~08 0.177 0.152 0.131 
l.H (J 6.18 0.517 0.417 0.3U O 282 0.230 0.1$9 0.169 0.145 0.125 

1.46 0."6t2 O.SUS O.-I05 0.33010.273 O. 227 0.191 0.162 0.139 0.119 
1.48 O. 6~7 O. fll3 0.39' 0.320 O 263 O. 219 0.181 O. IM 0.133 O .113 
1.50 O.Gl3 O.ISO 0.383 0.310 o 2.15 0.211 o:m 0.14U o m 0.10& 
l.SS 0.580 O.tSI 0.3,'.8 0.288 O 235 0.191 O 161 0.135 0.111 0.0~7 
1.00· o.s51 o.t2s o.335 o.~9 o 21e o. m o.11s 0.123 o 103 o.os; 

J.65 o s2s o.to2 o.3ie 0.251 0.203 o.ies o.1ao o.m o.out o.o;e 
1.10 o.ro1 o.Js1 o.2os o.:!36 o.1s9 o.isa 0.12.1 o.rna 0.086 0.012 
1.75 . 0.4!10 0.3G2 0.282 0.222 0.177 0.143 Q. llG 0.0!15 0.079 O.~ 
l.t!O 0.100 O.J·ID 0.267 0.209 O.IGG 0.133 0.108 o.osa O.Oi2 0.060 
1.M O.H2 0.332 0.251 O.lg& 0.15~ 0.12.1 0.100 0.082 0.067 0.CW 

1.90 0.125 0.315 o 212 o 188 0.147 0.117 0.001 0.076 0.062 o.o.so 
1.95 0.409 o 301 0.:1:11 0.178 o 139 0.110 0.088 0.070 0.057 º·º'º 
2.00 o.aus 0.20~10.m 0.10910.132 0.101 o.1182 0.006 0.053 o.043 
210 o.369 02;310.202 o.m 0.119 0.09:1 0.013 o.osa o.ote o.037 
2.20 o ain o.:J.1a:o .. 1SG¡o.10 0.101 o.oSJ o.or.s 0051 0.010 0.032 

2.3 o 326 o 235 0.17310.129 o ()(18 0.075 o 058 o .015 0.035 0.02li 
U 0:308 O ~;?O O 160 0.119 O OS9 O.OG8 0.052 O.Q.10 0.031 0.024 
2.4 0.2112 o ·io1 o 150 0.110 o os2 0.002 o or; o.036 o 028 0.022 
2.6 0271 0.197 º·"ºo 10210076 0.057 0.013 0.033 0.1125 0.019 
2.1· 0.201 o.188 o.1a1¡oous¡oo10 oos2¡0.039 o.u29 o.OZ? o.on 

2.8 0.252 0.176 0.121 o osn;o oos o.ots¡o.oaa Q.027 o O'JO o.oJS 
2.9 0.20 O.IGG 0.117 O.OS310 060 O.OH 0-ru:J O 021 0.018 0.014 
3.0 .0.230 0.15U 0.110 0.078 0.050 O 04110.ll:JO 0.0'?2 U.017 O 012 
3,4 O.lllO O.l':!ü 0.085 0.059 0.011 0.0'?9j0.!121 0.015 0.011 0.008 
4.0 O.JGI 0.104 O.U09 0.046 0.031 0.022 0.015 O.DIO 0.007 0.00.S 

4.4 0.139 0.087 0.0$7 0.037 0.025 0.017 0.011 O.OOd O.~ O.OM 
11.0 0.122 0.076 0.018 0.0:11 0.020 0.013 0.009 0.000 0.004 O.otn 
11.0 o.098 o.ooo o.o3& o.o:n 0.014 o.ooo o.006 o.004 0.002 0.002 
1.0 0.081 O 018 0.028 0.017 O.DIO 0.000 O 001 0.002 0.002 0.001 
s.o o.ooa 0.010 o.un 0.013 o OO!I o.oos 0.003 0.002 0.001 0.001 

11.0 0.060 0.034 0.019 0.011 O.OOG 0.004 0.002 0.001 0.001 0,000 

~:s g g¡{ g:g~ 8.m g·:: g ~, g.~, g.~~ g:~ g:~ s:=i 
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La fundón del Dujo variado para pendientes positivas,F(u, N), (Contlni:ación) 

";;' u 4.6 5.0 u ~.8 8.2 6.6 7.0 M 7.8 
1-

0.00 o.ooo 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 
0.02 O.O~'ü O.O~'ü 0.020 0.020 0.0'.!0 0.020 0.020 o.etio Q.020 0.000 
0.04 0.040 0.040 0.Q.IO º·º"° 0.040 o.o.io 0.040 0.040 0.040 0.0-IO 
0.06 0.0tiO 0.060 0.060 O.DIJO O OliO 0.060 0.060 O.OtiO 0.000 0.060 
0.08 0.080 0.080 o.oso o.oso o 080 o.oso o.oso 0.080 0.080 0.080 

0.10 0.100 o 100 O lOO 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 
O. l:l O l~~I o l~'O o. 120 0.1:?0 O.lW 0.120 o. l:?O O. !:?O 0.120 0.120 
0.14 o 140 o 140 o 140 0.140 O. l-IO O.HO O. l-IO o 140 O.HO 0.1-IO 
o. 16 0.160 o lliO O.IGO 0.160 O. lliO 0.100 0.160 0.ltlO o. lliO 0.160 
0.18 O. lllO o 180 0.180 0.180 0.180 0.180 o 1811 o 180 O. !SO 0.180 

0.20 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 o.~'00 0.21MI 0.200 0.200 
0.2'J 0.2W 0.2~'0 0.2'.'0 0;2'JO o.m 0.2:!0 0.:1'.'0 0.2211 0.2'.~l O.:?'.'O 
0.2{ 0.240 0.240 0.2l0 0.210 0.210 o 210 0.2-IO 0.210 O.:HO 0.:?10 
0.26 0.260 o.21;o 0.260 0.2fJO 0.2ti0 O.:?llO 0.21~1 0.:?till o 2ti0 0.260 
0.28 0.280 0.280 0.280 0.280 0.:?80 0.280 O.:?l!IJ o 2811 O.:?SO 0.:?80 

0.30 0.300 0.300 0.300 0.300 0.300 0.300 0.300 o.:iuo o 300 0.300 
0.32 0.321 0.3:.!0 0.320 0.320 0.320 0.320 0.3:?0 U.3211 0.3~~1 o.a~'O 
0.34 o.rn 0.340 0.310 0.3-IO 0.340 0.340 0.3-IO o 310 03~ o.a.w 
0.3& 0.361 0.361 0.360 0.3GO 0.360 0.3&0 0.300 0.31~) o. 300 0.360 
0.38 O.JSl 0.381 0.381 0.380 0.380 Q.380 0.380 0.3!!0 0.380 0.3811 

º·"° 0.402 0.-IOI 0.-IOI 0.-IOO 0.400 0.400 0.-IOO 0.-IOO o.~ 0.-&00 
0.42 o.m 0,4'.ll o.m 0.421 0.4!!0 0.120 0.4:.!0 o l:?ll 0.l~'ll o 1211 
0.44 o ua O.H:l o Ul O UI O HI O.Ul 0.HO 0.4-IO 0.140 0.440 
0.18 o 111.1 o 162 0.162 0.461 0.1111 o.~1 0.460 0.460 0."60 O.•tiO 
0.•11 o 18l O.IR.'! O.ü2 o.•81 0.181 O.al 0.480 O.ISO 0.480 ·o.480 
0.50 0.605 o 504 o .I0.1 o.50i 0.501 0 . .IOI 0.501 0.500 0.500 0.500 
0.52 o.m 0.525 O.S'l.I 0.52'1 0.52'l 0.521 0.521 0.521 0.5~'0 0.5~'0 
0.51 0.518 0.6-16 0.541 o.su 0.51:! 0.51:1 o 541 O Sil O 5H 0.541 
0.50 0.570 0.5117 0,565 O.SIM 0.563 0.>62 o 3U2 o 5tll o 5'11 0.561 
0.58 0.592 0.589 0.587 0.$115 0.583 0.58;1 0.58:! o 58~ o 381 0.381 

0.80 0.811 0.611 0.808 o.eoe 0.805 Q,alH 0.11111 ll.till'! 11 6tt! u 11111 
0.61 0.616 0.62'1 0.&19 0.617 0.615 O.IH o.u1:1 O.di:! 1) tl12 0.611 
0.82 0.637 0.633 o.a:io 0.628 0.626 0.625 0.1121 0.d:!:I o Cl:!"J o 622 
0.63 0.649 0.6H 0.611 0.1138 0.636 0.6.15 0.631 0.63:: o t!:l2 O.t!:I'.! 
0.114 0.6111 0.1156 0.652 0.&49 0.647 O.IUll O.d•S O.d·H o 613 0.612 

0.66 0.6TJ 0.867 0.883 0.&60 0.658 0.656 o 1155 0.654 0.83.1 O.Mol 
o.ea o.w 0.679 0.675 0.672 0.669 0.667 0.600 o 61i.\ O.lllH o 116:.1 
0.67 0.697 0.691 0.&86 0.683 0.880 0.678 0.67U 0.675 U.67l O ti'i:I 
o.as 0.709 0.703 0.698 0.694 0.691 0.889 0.687 0.666 o ti& 0.1111-1 
0.111 o.m 0.715 0.710 0.706 0.703 0.700 0.698 0.696 0.695 0.691 

0.70 0.735 0.727 o 72'J 0.717 0.7H 0.712 0.710 0.708 o. 700 0.70$ 
0.71 0.748 0.740 0.73l 0.729 0.728 0.723 0.72l 0.719 0.717 0.716 
0.72 o 761 o 752 0.746 0.7U 0.737 0.73-1 0.732 0.730 o.728 0.727 
0.73 O 7H u 76.~ o 759 0.733 0.749 0.718 0.743 o.m 0.739 0.737 
0.74 1) ¡~ 0.779 o 771 0.766 0.761 0.757 0.764 0.752 D.750 0.748 

0.75 O Sir! ~ 792 11 781 0.778 0.773 0.769 0.766 0.763 0.7&1 0.7541 o ;e t) ... ; o /ji~¡ u ;u., 11 791 .0.7811 U.782 0.778 Q.775 0.773 0.771 
u i7 o :S:ll o 8:!tl o 811 u.i.H O iY8 0.79-1 0.790 0.787 0.7~ o. 78:1 
CI 78 O l>IO O.Oj;Jf n '!2~ C1 817 0.811 0.800 0.11()2 0.71111 o. 7116 0.794 
o 71l 0.802 o ~49 u !!:19 O.a:JI o 82t 0.819 0.815 0.811 0.803 0.805 

... 
• t . (' ·~ 1\ . r' 
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L• funclbn del flujo variado para pendientes positivas, F(11, N) (continuación) 

~ 4.2 u 5.0 5.4. s.s· 6.2 ·6.G 1 7.0 7.4 ! 7.8 

0.HO o 878 O.llfoS O.SH o s1; o ''J6 (1 b:\'.! l• .¡~¡. h ~f..':' U ~~(I U Rl8 
0.81 0.&95 0.881 u 8~9 ú k"Ú 11 S.\~ O SIG O Sii I· ·''il1 (• i;.1.1 (¡ !l:\IJ 
0.82 0.913 C.897 O.SS!, !J S7S U ~G& o sw (1 851 u °''JU u ~u; O S;~ 
0.83 o.~31 0.9B 0.901 0.:1''º O.l!Sl () b;4 o s1;b o .1il'1a u l<.\'J o.~s 
0.84 o 919 0.U32 0.918 (J !IOG U 8U7 u ~s~ u. ~82 0.bi: IJ.&;2 O BGS 

0.85 0.9C9 0.9W 0.935 0.923 0.912 0.005 o.sus o 691 o &~1 O R82 
o 80 0.9!lU U.970 0.95; o.u;o O.UJO O.U21 0.913 0.906 0.001 O.SUG 
o.a; 1 01~ O.U'.lO 0.973 O.!i!,9 0.!117 0.037 0.929 o. 9~~ 0.916 0.911 
O Ró 1 u:1:, 1 012 0.9~.¡ o. 078 O.UGG 0.!1.15 0.946 0.038 0.932 0.9~7 
o ~9 1 útiO 1 u~; l .OIS 0.099 0.986 0.974 0.064 0.956 0.0;9 0.043 

0.110 1 US7 1.0W 1 039 1.021 1.007 0,991 0.984 0.97'1 0.967 0.960 
(¡ 91 1 11r. l .llRS 1 OGI 1.01.; l.OW 1.016 1 003 o.~9.; O.OBú 0.979 
0.92 1.118 1 l li 1 ou~ 1.:un 1.u.;1 1.039 1 OH 1.016 1.006 O.U99 
o ~:1 1 181 1 151 1.1~3 1.101 1 OSI l.Ot;!i 1.050 1.010 l.OW 1.021 
O Yt l .!!:!5 1 188 1.1.18 1. IJI 1.113 l.0% 1.0llO 1.0-00 1.0.;4 !.OH 

u nso t ., • ., ... 1 232 l. IU9 t.tn l.118 1.128 1.111 1.097 1.081 1.073 
O.!lllO 1 J2U 1 2115 1.218 1.217 1.188 1. IG7 1.H9 1.133 1.110 1.106 
o 970 1.102 1.as1 l.31U 1.275 l.2·16 1.319 1.197 1.179 1.102 1.148 

.o.on l H7 1.au3 1.3·18 1.311 1.280 1.j.!SO 1.2i1 1.207 l.l!lO 1.173 
o.oso 1..I02 l.H3 1.aos 1.351 1 339 1 286 1.262 1.211 ·1.221 1.20t 

'0.985 U73 1.508 1.4u l. 40!1 1.372 1.337 l.309 1.281 ¡;203 1.243 
0.990 1.671 l.59H 1.637 1. 487 t.HI UUI l.3i3 1.311 1.319 1 297 
0.095 1.838 l. 751 1.678 1.617 l.5G5 1.519 1.479 1.151 1.416 1.388 
0.990 2.2~3 2.102 2.002 1.917 1.615 1 780 1.725 l.6i8 1.635 una 
1.000 . .. . • .. . • . . . 
1.001 1.417 1.261 1.138 1.033 o.m 0.8i0 o &13 0.716 0.6Yi o 051 
1.005 1.0:10 0.915 0.817 0.737 0.600 0.012 0.553 0.5~G 0.481 0.4H 
1.010 0.8i3 0.706 0.GSI 0.61~ o.m 0.502 0.459 o.m 0.380 0.360 
1.015 O.i78 o.oso 0.()()2 o.~ 0.183 O.HO 0.309 0.300 0.336 0.310 
J.02 0.711 0.620 0.51U 0.186 0.430 0.391 0.358 0.327 0.300 0.276 

1.03 o 618 0.5.15 O.lo9 0.415 0.370 0,333 0.300 0.272 0.249 0.228 
1.01 0.551 0.-tii 0.114 0.3fi.l o 321 0.290 0.202 0.2.16 0.214 0.135 
1.05 0.501 0 .. 1:12 0.371 0.328 o. 289 0.259 0.231 0.208 0.189 O.IH 
1 06 O.lGl 0.3~6 0.3l'l 0.::!18 0.' . .!U:.? O.:?J3 0.209 0.187 0.170 0.164 
1.07 O.U! o.a1io 0.315 0.2iJ 0.230 o 212 0.191 O.JGS o.m 0.136 

1.08 0.403 0.3H o.:m 0.2~2 0.!.?20 O.IOI 0.172 O.IM 0.137 0.123 
. J.09 0.379 0.31!1 o.n~ o 231 O.~Ol 0.170 0.158 O.HO o. 125 0.112 

1.10 0.357 0.299 0.251 0.218 U. IR!I O.IG5 O.H6 0.129 O.JU O. I02 
1.11 0.338 0.282 o 2.111 0 .2U4 O. liG o. 151 0.135 0.119 0.105 0.091 
1.12 0.321 0.2Gi 0.225 O IU~ O IG5 0.143 0.125 0.110 0.097 0.086 

1.13 0.30.1 0.2~ 0.212 0.181 0.155 0.135 o. 117 0.102 0.090 0.080 
1.14 0.291 0.210 0.201 O. liO 0.HG o. 126 o 109 U.O'J.I 0.081 0.074 
1.15 0.278 0.220 0.191 0.161 o. 137 0.118 0. !02 0.089 0.078 0.068 
l.IG 0.2tl& D.218 0.181 O.IM 0.130 o. 111 0.096 0.081 0.072 0.!Mlf 
1.17 O.:U5 0.208 0.173 O.U5 0.123 0.105 0.000 0.078 0.088 0.000 

1.18 0.244 D.lff O.IM 0.138 0.116 0,099 0.085 0.073 0.003 O.O.SS 
1.JQ 0.235 0.101 0.1&7 0.131 0.110 O.O'H 0.080 0.008 0.059 0.051 
1.20 0.228 0.183 0.150 0.215 0.105 0.088 0,076 0.001 o.oso 0.048 
1.22 0.209 0.168 0.138 0.111 o 095 0.080 0.068 0.057 0.().19 0.042 
1.24 O.l!M 0.160 0.127 0.104 o.oso 0.07Z 0.060 0.051 O.CH4 0.038 
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La fwlclbn del llujo 'uiado pua pe11dillltel politlvu, F(11, N) (contúlllacibll) 

~ u u s.o ...... u u ... 7.0 7.4 7.S --
1.28 0.182 0.14$ 0.117 11.095 0.079 0.08$ O.la 0.046 0.039 0.033 
1.28 0.170 0.13$ 0.108 0.0!!8 0.013 o.oeo 0.0$0 0.041 0.035 0.030 
1.30 ·0.100 0.1211 0.100 0.081 0.060 O.OM o.ou 0.037 0.031 0.028 
1.32 0.130 0.118 O.ll'l3 0.076 O.OSI 0.0$0 0.041 0.034 O.O'l3 0.02• 
1.34 O.JU 0.110 0.087 0.069 0.05G 0.6'4 0.037 0.030 O.O'l.5 0.021 
1.36 0.134 0.10.'I O.Olll O.OIH 0.052 0.042 o.o:u 0.028 0.023 0.019 
1.38 o.m Cl.007 0.078 O.OtiO O.Q.18 0.038 0.002 0.020 0.021 0.017 

""° 0.1\!0 o ll!tl 0.071 O.OM O.Q.14 0.036 U.ll'l8 0.02J 0.019 0,016 
U2 0.114 O.Ol\7 O.OG7 0.0$2 o.ou o.roa O.ll'.111 0.021 O.Ul7 0.014 
1.4' O. IOll 0.1182 O.Oll.1 0.049 0.038 O.OJO O.ltl• 0.019 0.018 0.013 
1.41 o.u~ 0.077 0.059 O.CM& o.cm O.lt!ll O.O'l:I 0.018 0.014 0.012 
1.48 O.OU8 0.073 0.058 0.043 o.oaa 0.0'..'ll 0.021 0.017 O.DIJ 0.010 
1.so O.Oll:I 0.069 0.05.'I o.o.o o.o:u O.ll'J• 0.11.IO 0.015 0.012 0.000 ua O.O&l O.OSI 0.046 0.(135 0.026 0.0'.!0 0.016 0.012 U.010 0.008 
1.eo o.Of.l 0.05• O.IMQ o.G.10 O.O'l:I 0.017 0.013 o 010 o uos 0.006 
ua O.Oll7 º·"" o.cm 0.0'.ll 0.019 O.OH 0.011 o.ooa 0.000 0.005 
1.70 o.oso 0.60 0.0:11 o.cm 0.011 0.012 0.009 0.007 0.00$ O.OOI 
1.71 0.0$4 o.o:is 0.0:17 O.O'lO 0.014 0.010 O.OU8 0.000 O.OIH 0.000 
1.eo 0.049 O.ClH 0.024 0.017 0.012 0.009 0.001 o.003 O.OOI '0.003 a.as 0.1145 o.o.u O.WJ 0.015 0.011 0.008 0.006 0.004 o.ooo O.Oll'J 
t.ÍIO 0.041 0.0'lt 0.000 0.014 0.010 0.007 0.006 0.06' o.oo:i O.Qll'J. 
t.9S o lrl8 0.0'..'6 o 018 0.012 0.008 0.00& O.OOI 0.003 O.OU'J O,Oll'J 
2 00 o Qll llll!:I o 1116 0.011 0.007 0.00$ O.OOI 0.003 O.OO'l 0.001 
~ 111 11 O:IO 0.0111 0.01;1 0.0IN 0.006 o.OCH O.OIXI O.OO:I 0.001 0.001 
2 ~'Q o llJ.\ O.Olti O Ull O.OU7 0.005 o.~ O.OO'J 0.001 0.001 0.001 
n O.O'l'.! O.OH O.QN u.ouu 0.004 O.OOI o.cm 0.001 0.001 0.001 u 0019 0.01~ 0.008 O.OOll O.OIXI O.OU'l U.001 0.001 0.001 0.001 u 0.01; 0.010 0.006 0.06' o.ooa O.OO'J 0.001 o 001 0.000 0.000 

ª·' 0.011 o.ow 0.00$ 0.003 0.00'.I O.llUI O.OOI 0.001 0.000 0.000 
2.7 0.013 0.008 0.00$ 0 .. 001 o.ow 0.001 0.001 o.uoo o 000 0.000 
2.1 0.012 0.007 0.004 0.002 O;'OOI 0.001 o 001 O.JOO Cl.000 0.000 
2.u 0.010 O.OCll 0.0l)l 0.002 0.001 0.001 0.0llO 0.000 Q.0011 U.000 i.o O.OIN o.~ 0.000 o.ooa 0.001 0.001 o.oou o 000 u.ouu 0.000 u O.OOll o.ow O.Oll'J 0.001 0.001 0.000 0.000 o.uoo O.OOtl 11.0UO u O.OCH O.Oll'J 0.001 0.000 0.000 o.ooo 0.0110 o.ooo o 000 0.0IHI 

u o.om 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0:000 0.000 0.000 o.ooo a.o O.OIJJ 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 o.ooo 1).000 o ()IJO a.o 0.001 0.000 0.000 0.000 o.ooo 0.000 0.0110 0.000 u 000 0.000 
7.0 0.001 o.ooo 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.()1)\1 ll.000 0.000 a.o o.ooo o.ooo 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 o OOll 0.000 
t.O o.ooo o.ooo 0.000 0.000 o:ooo o 000 o.ooo 0.000 o.oou 0.000 

10.0 o.ooo o.ouu 0.000 o.uoo 0.000 0.000 0.000 0.000 o.uoo 0.000 
20.0 0.000 o.ouo o.oou U.Ol»I 0.000 o.ooa 0.000 o.oou 0.000 0.000 
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• La tuncll>n del flujo vwdo para pe11dlcotc1 po:iltlvu, F(u, Nl (Contlnu"ilm) 

~ 8.2 8.G g,o g,4 u 

0.00 0.000 O.OOIJ. o 000 o.ooo (1 000 
0.02 o.ino o 020 o trio O ú~O O OJO 
0.04 O,OlO. 0.040 O.UlU U OlO O OlU 
0,()(1 0.000 O OGU ú 060 o ()lj(J (l,!ltJO 
0.08 0.080 o.oso (¡ Ol!O (¡ 080 U Ul.!O 

0.10 0.100 O.IUO O 100 0.100 0.100 
0.12 0.120 0.1~0 o 120 0.1~0 0.120 
O.H 0.140 0.140 O.HO o.uo O.HO 
0.16 0.160 0.160 0,160 0.160. O.IGO 
o 18 0.180 0.180 0.180 0.180 0.180 

0.20 0.200 0.200 0.200 0.200 0,200 
o 22 o .2".0 o.:r~o 0.220 0.220 0.220 

º·~· o 240 o 240 o 240 0.210 0.240 
0.26 G.260 0.200 o 260 0.260 0.200 
0.28 o 280 0.280 0.280 0.280 0.280 

0.30 o.aoo o.aoo 0.300 0.300 0.300 
0.32 0.320 0.320 0.320 0.320 ' 0.320 
a.34 0.340 0.340 O,Jf() 0.340 0.340 
0.36 0.360 0.360 O.JGO 0.300 0.300 
0.38 0.380 0.380 0.360 0.380 0.380 

0.40 0.400 0.400 0.400 0.400 0.400 
0.42 0:420 0.420 0.420 0.420 0.470 
o.o 0.440 º·''º O.HO O.HU O.HO 
0.46 0.460 0.400 O.lliO 0.400 0.400 
0.48 0.f80 0.48CJ 0.460 0.480 o 460 

O.AO 0.500 O.too 0.500 O.bOO D.$00· 
0.52 0.520 0.52(). 0.520 0.520 o 520 
0.64 0,MO 0.51() 0.540 0.5i0 0.510 
O 56 · 0.1161 O.MO 0.600 0.560 0.6!l0 
O.SS 0.581 0.581 0.480 0.580 0.580 

0.60 .0.601. 0.001 0.801 0.600 0.600 
0.61 0.611 0.611 0.611 0.611 0.610 
0.6l . IJ.llZI 0.621 0.621 O.G21 0.621 
0.63 0.632 0.631 . 0.6:11 O.G31 0.631 
0.IU · 0.642 0.641 0.641 o.oo O,Gfl 

0.65 0.652 0.052 0.651 o.~1 0.851 
0.611 0.002 0.662 0.062 0.601 11.661 
0.67 0.073 O.li72 0.1172 0.072 0.671 
0.68 0.68.1 0.683 o .()82 O OS'l 0.081 
0.69 0.G!H 0.()U3 0.602 O.H92 ·º 692 
0.70 0.70• 0.70t 0.703 0.702 0.702 
o. 71 0.715 0.71' 0.713 0.713 o.m 
0.72 0.726 0.725 (l. 72• o. 723 0.723 

. 0.73 0.736 0.735· 0.734 0.734 0.733 
0.74 o.m 0.748 o.m o.m O.TU 
0.75 0.768 0.767· 0.756 0.755 o.m· 
0.76 0.7GU 0.7Cl8 0.707 0.786 0.711S 
0.77 0.780 0.779 0.178 . 0.777 0.776 

. 0.78 0.792 o. 7llO 0.789 0.788 0.787 
0.78 0.804 0.802 . 0.800 0.7W 0.798 

-
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. La Íllllcib11 del Dujo vuiado para pe1ullc:otc1 politiva~ F(u, N) (conrinuaci6n) 

'-¡.., u ·u . 9.0 11.4 • u __.__ 
o.so 0.815 0.813 0.811 0.810 0.809 
0.81 0.827 0.825 0.1123 0.822 0.820 
0.82 0.8J9 0.&17 0.8.'15 0.833 0.831 
0.83 0.8.S2 0.8-19 0.8-17 o.su o.su 
O.IM 0.865 0.862 o.seo o.1158 0.8.la 
0.85 0.878 0.875 0.873 O.SiO 0.868 
0.86 0.89'l 0.889 0.!18d 0.883 0.881 
0.87 IU07 0.90'J 0.900 0.497 0.89-1 
0.88 0.1121 0.918 O.Olf 0.911 o 008 
0.89 0.037 0.9:13 O.V-JU 0.1125 o.en 
o.oo 0.1144 O.IM.D 0.9H O.IMU 0.937 
1).91 0.972 0.067 0.11111 0.1157 0.933 
O.ll'l 0.891 0.080 O.llllO 0.975 O.U70 
0.9:1 1.012 1.0IHI 0.999 0.1194 0.98Y 
O.IM 1.036 ' 1.029 1.022 1.011 1.010 
0:11.SO 1.062 l.OM 1.047 1.040 1.003 
0.000 . 1.097 1.08.S l.OH 1.1)6.'1 1.053 
0.970 1.1aa 1.124 1.112 1.100 1.1187 
0.975 1.157 1.147 1.134 1.12'l 1.108 
0.980 1.187 1.176 l.llO 1.160 1.132 
0.98S l ,2'l4 1.210 1.1911 1.113 1.185' o.uuo 1.:175 UGO 1.:H3 1.:l'l8 l.:!IJll o.oos l.:ld3 1.342 1.320 1.30'1 1.280 o.uoo ueo 1 sao 1.500 1.471 1.4-17 
l.OUU • .. • • .. 
1.001 0.814 o 577 0.5-18 0.6111 0.494 
1.00.S 0.420 0.391 0.3418 0.3.W 0.331 
1.010 o ;137 o a1a o.m 0.:118 0.262 
1.015 0.2811 0.:169 o.:w 0.%17 O.:l'!J 
1.020 0.257 0.3:17 O.:l.11 o.u o 1118 
U1 0.212 0.1114 0.111 0.170 0159 
1.04 0.173 0.185 0.152 0.1.a:s o llf 
1.05 0.168 0.1.a:I 0.131 0.1:14 o 115 
1.111 0.140. O.l'l7 0.118 0.100 0.008 
1.07 0.1:13 O.ll'l O.IO'l 0.1114 0.0@ll 
i.01 0.111 . 0.101 o.01n O.IJI.\ o o;;. 
1.09 0.101 0.001 0.081 0.076 0.06Y 
1.10 0.09'J 0.08;1 O.OH o Ulli l).Oli1 
1.11 O.OM 0.075 0.1167 o 0110 1).1).\i 

. 1.12 0.077 0.000 0.002 0.115.~ o 11.111 
1.13 0.071 0.003 0.056 0.050 0.015 
1.14 0.08., 0.058 0.052 O.Gl6 0.041 
l. IS O.Olil 0.054 O.llf8 o.oo O.UJ8 
1.18 o.o~ o.oso 0.045 0.040 O.o:!$ 
1.17 0.052 0.04U 0.011 0.11:16 0.11:12 
1.11 0.048 0.042 . 0.007 . 0.1Xl3 0.029 
1.111 O.IUS o 0:19 O.IXll o.wo o.or. 
1 :!O O.llfa o.oa; 0.032 0.0'18 o.cm 
1 ":'.! o.cm o 0:12 O.O'l8 o.ou O.O'JI 
l.~• o.oai 0.11'.18 O.ll'Jf O.O'll 0.018 
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La funcl6n dél flujo variado.para pendientes positivas, F(u, N) (Con1lnu ación) 

'~ 
. ~----

__!!.._.... 
8.2 8.6 u.o 9.l 0.8 ----------

1.26 0.028 o 02l o 021 o 016 O lllG 
1.28 0.025 0.021 0.016 O IJIG O Oll 
1.30 0.022 O.OJO 0.016 O Ull u 012 
1.32 0.020 0.017 O.OH o 012 o 010 
1.34 0.018 0.015 0.012 O OJO o 009 
1.30 0.016 ·0.013 0.011 o. UO<J o 008 
1.38 O.OH 0.012 0.010 0.008 o 007 
1.40 0.013 0.011 0.009 0.007 0.000 
1.42 . 0.011 0.009 0,008 0.000 o.oos 
1.44 o.aio 0.008 0.007 0.000 o.ros 
1.40 o 009 o 008. 0.006 O.OD.l 0.004 
1.48 . 0.009 O OOi o .OD.l O.OOl 0.004 
1 so 0.008 o 000 o 005 O.OOl 0.003 
1.55 o ()(Jij o 005 o OQj o 003 0.003 
1.60 o 005 0.00{ o 003 0.002 0.002 
1.65 O OIH 0.003 0.002 O.oo:! 0.001 

u~ o 003 0.002 0.002 0.001 0.001 o 002 0.002 0.002 0.001 0.001 
1.80 0.002 o 001 0.001 0:001 0.001 
J.&I 0.002 0.001 0.001 0.001 0.001 
1.90 0.001 0.001 0.001 0.001 0.000 
1.95 0.001 .0.001 0.001 0.000 0.000 
2.00 0.001 0.001 0.000 0.000 o 000 
2.10 0.001 0.000 0.000 0.000 u 1100 
2.20 o.ooo 0.000 0.000 o.ooo O llOO 
2.a 0.000 0.000· 1).000 0.000 o 000 
2.4 0.000 . 0.000 0.000 0.000 o.ooo 
u 0.000 o.uoo 0.000 0.000 0.000 
2.G 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 
2.7 o.ooo 0.000 0.000 o.ooo 0.000 
2.8 o.ooo 0.000 0.000 0.000 0.000 
2.9 0.000 0.000 0.000 0.000 o.roo 
3.0 0.000 0.000 0.000 . 0.000 0.000 
3.6 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 
4.0 o 000 o 000 o 000 0.000 0.000 . 

4.6 o.ooo 0.000 0.000 0.000 o 000 
6.0 o.ooo 0.000 ·0.000 0.000 0.000 
6.0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 
7.0 o 000 0.000 0.000 0.000 o 000 
&.O o 000 0.000 0.000 0.000 0.000 
9.0 0.000 o 000 0.000 0.000 0.000 

JO.O o.ooo 0.000 0.000 0.000 0.000 
20.0 0.000 0.000 0.000 !J.000 o.oou 

·~ . 



La (unción de flujo variado pua pendientes neptivu, F (u, N) - So 

~ 2.0 ll u 2.G 2.8 3.0 3.2 u u 3.8 
_._ t--- 1- ~ 

. o:oo 0.000 0.000 o.ooo 0.000 0.000 0.000 o.ooo o.ooo 0.000 0.000 
0.02 0.020 0.020 0.020 0.020 0.020 0.020 0.020 0.020 0.020 o.rno 
O.O. IJ;().IO O.CHO O.Ofü 0.().10 0.().10 O.O.O 0,(HQ O.o.ID O.O.O O.GW 
o.oo o 060 o.ooo o.ooo o.ooo o.ooo o.060 o.060 o.oeo o.oeo o.060 
O.OS O 08Q O.Ol!O Q.080 0.080 o,oso 0.080 0.060 0.080 O.C80 0.080 

0.10 o O\l'J o.too 0.100 o.too 0.100 0.100 0.100 0.100 0,100 o.too 
0.12 o 11911.110o1~n o.t~~> o.t20 0.120 0.120 0.120 0.120 0.120 

·o.u u.tlU 0.1311 0.140 ti.HU 0.1~0 0.1-«1 0.140 0,1.j() 0.140 O.t-«I 
0.16 0.158 U.15!1 IJ.159 0. tllO Q, 160 0.100 0.180 0.1110 0.160 0.180 
0.18 0.17d 0.1711 0.1111 0.180 O.t8Q 0.180 0.180 0.180 0.180 0.180 

0.20 O. IQ7 O. 1911 O. IW 0.199 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 o.n 0.210 o.21r o.21s o.21g o.21v 0.2211 o.:t.!O o.m 0.2'20 o.m 
· o.2t o.2a~ o.zJo o.:!.17 o.xia o.2:1v o.2to o.:?to 0.210 o.:uo 0.2-IO 
o.~a o.2!i3 o.255 o:.isn o.2sr 0.258 o.2au o.2s11 0.200 o.2tJO t1.:1GO 
o.28 o.:m 0.274 o.~1a o.:na 0.211 o.:m1 o.:na o.m o.280 o.2so 
o.30 0.2111 o.m o.:ro• o.29~ o.2!J6 o.wr o.:!98 o.m o.m o.m 
o.a~ o.aoa o.a11 o.a13 o.314 o.316 o.317 o.a1a u.318 u.a111 u.~1g 
0.34 .0.32G 0.329 0.331 0.333 0.33$ 0.337 Q.3:18 0.338 0.339 0.3.19 
0.39 o.a« 0.3U o.:i&O O.:SS1 o.u. 0.3611 0.:1.57 0.3$i O.:JM 0.358 
o.as o.362 o.:w o.3es o.a11 o.373 o.aN o.a1s o.37e o.an o.371 
O.to 0.380 0.31" O 387 0.3fl0 0.39:! 0.393 0.394 0.393 0.3UCI 0.3911 
o. 12 o.aur o. w1 o tos o •07 O.·IO'J o.•11 o. u:: a.•1a u.•H o .. u: 
O.H O iH O illl O¡~~ O.~~íl il ~~'9 U.-130 0 . .:1:1 O.W 0."3t O . .a:JI º·'ª o f31 o ·L1i O.·HO º·""' o.•.t: 0.Hll O.ül 0.'52 O.•S3 O.ta• o f8 Q,¡.¡; O.t$.1 O.W\ 0.1111 OA4" O.i&i 0.41111 0.47l o.n:i 0.473 
o so o .¡d.1 11 ~70 o. m 0.4711 o.aJ o.•M o.m o . .w.i o.m o.•112 
o.a2 o till o.tu o . .¡111 o.~IH llAll\I o.a112 o.w o.507 o.aoo 0.111 
O.U O.f\H 0.501 0.507 tl.51:! 0.31tl 0.5:IO O.~J 0.525 0.627 O.f29 

. O.M O.Afi9 O.Sli O.S:!:l 0.523 0.$:1.1 0.il.17 0.6f0 O 541 O MS 0.5~7 
o.aa o.52t o.&:1:1 o.6311 o.su o.s.so o.5.H O.Mj o 601 o.563 o.$67 

o.eo º·"'° o.s-11 o.w o.aa1 o.Mil o.m o.s1a o si~ o.MI 0.5&1 
o.el O.U? O.S.'IO 0.563 0.589 O.iii3 0.5ill o.as;¡ 0.36; o 58') U.591 

.. 0.112 0.$54 o.aa:i o.571 0.1111 0.583 o.s;s o.aY1 o.~95 a .~'" <.! ~ni) 
o.113 o.&&2 o.sn 0.1;11 o.w 0.590 o.sns 0:599 0.1103 o.oo; o r~~.1 
O.M 0.$811 0.571> O . .s&& o.all'l 0.5911 0.80'l 0.'67 O.tlll 0,61.~ u tll~ 
0.1$ 
0.1111 
0.111 
o.e& 
o.ee 
0.10 
Q.7l 
0.12 
O.la o.n 
0.1$ 
() 06 
D ti 
u ;b 
a ;11 

0.578 o.w 0.5112 0.509 o.a 0.110 O.GIS o 819 o ct1'.l ll tl~1; 
0.583 0.593 O.tlQO 0.807 0.613 0.918 O.d:!'l O 11:16 O liall O !>U 
o.590 o.m 0.001 o.&1-t 0.021 o.eza o.e.11 o.a.13 o.ti:m o ti~:I 
o.&97 O.ll07 o.615 o.m 0.021 0.11.1~ o.6311 o CH.1 o ~; o u.11 
0.803 0.913 0.621 0.6211 0.835 0.6tl O.He 0.1151 O.c!SI 0.d:;a 

o.ato o.6:!0 o.&!!11 o.e:ir o.a.-t o.&19 o.e.~ o.eso o.sm o.~,;~ 
o.111r u.e~1 o.ll3u o.&H 0.6111 o.837 0.661 o.das o.1m o.~74 
0.62• 11.11.1~ 0.6~3 o 1151 0.1158 0.66-1 0.1169 0.61~ 0.6i9 0.118'! 
o.sin o'"' o 1w> o.11.'i11 o.1161 o.6i2 0.677 o.682 o.687 o.eoi 
~~o~omo•o.mLmo~o~L~L~ 
0.&-1:1 O 11.S.i Q.llM O liOI O 679 0.686 0.691 0.496 0.101 0.704 
O H!I O tilli O 6ill 11 <10\I O d8i 0.6Q.'I 0.69\l O.i~ 0.70\I '0.713 
u l!Sll 11 s117 o.1m ll •l>I.\ o ria.1 o.roo o.t06 0.111 o.ns o.719 

.u 1111~ 11 di:I o.IUI:> u m1~ n r1M1 u.ror o.713 o.718 0.12:1 u.121 
1) 6611 U ll80 0 dllU O ij!I~ 11 711.' 0.713 0.711) 0.7'.?4 0.729 0.73:1 
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La funcl6n ~I flujo variado para pendientes negativu, F(µ, N) .;.5
0

• 

(Contln11aci6n) 

-~ ' 4.0 u . u s.o 5.3 

0.80 O.UG . o. 760 0.755 0.702 0.768 
0.81 0.763 0.767 0.702 0.770 o. 77b 
0.82 0.711-0 0.70~ 0.700 o. 777 0.783 
0.83 0.766 o.ni 0.776 o. 78~ O.iDO 
0.8~ 0.773 0.778 0.783 0.791 o. 798 
0.8.S 0.780 0.7114 0.700 o. 798 o 80~ 
O.RQ 0.780 0.791 0.7117 0.80~ O Sl2 
o 87 o.roa o. 797 0.80:1 0.811 O S!U o 88 ll.709 O SOJ O.SIO 0.818 u 826 
o.su 0.805 0.810 0.816 0.8'l5 0.8:12 
0.00 o 811 0.816 0.8~2 O.Sal O.llaU 
O YI 0.817 0.S2l 0.829 0.837 0.11-15 
O.U'J 0.82:1 0.828 O.S:H o.i-u o 851 
0.113 0.829 O.S:l:I O.S40 0.850 o 857 
0.9• o.s:is 0.840 0.8~0 0.1150 O SH~ 

. 0.950 0.'840 0.8~5 O.RS~ o.ao1 O.SOY o. 9tiO o.s~u 0.801 0.115i 0.811i 0.875 
0.970 0.851 0.800 O.SO:J 0.9i2 o 881 
o.u75 0.854 0.839 O.SUll O,S75 O.Sltl 
O.Y80 0.857 0.801 0.8011 0.S78 0.118-0 
0.98., 0.859 0.86:1 0.870 0.880 O.l\SU 
0.900 O.HQI 0.!!67 U.873 O.lll!a 0.SUI 

. O.U\J~ o su~ o.sao 0.870 0.8113 0.80~ 
. l.UIKI o.~01 o.ara O.S7U U.887 0.897 
1.00.~ 0.870 0.87~ 0.881 0.800 O.SOY 

1 010 o.91a 0.878 0.88~ 0.89:1 0.902 
1.01., 0.875 0.880 0.880 0.800 O.!IO~ 
1.0~'0 0.877 0.118:1 O.S811 0.899 0.907 
1.0:1 o .1!82 0.887 o.su:1 11.00~ 0.011 .. ~ O.l!Sll 0.8!1J 0.8!1~ 0.007 0.916 

1.05 0.89:1 o.ao1 o.oo:i 0.911 o 9~~1 
1.06 . o.8gd 0.001 . o y¡¡; 0.915 O.U:!.& 
1.0T 0.901 0.906 o 01! 0.Ul\I O.!J:!H 
1.08 0.005 o 910 U.UIO 0.9'.!:I u 0:1~ 
1.09. O.llll9 0.9H 1).9211 o. trJ;' u u:iu 
1. IO 0.91:1 0.918 0.9~:1 0.0~1 0.UlU 
1.11 0.917 0.!1'!1 O.~.I'!:" 0.11:15 O OH 
1.12 O.Y21 0.0111 0.0:11 o 9:19 o.u~~ 
1.13 0.925 0.9:!'.l 0.9:J.5 o 0~:1 0.Y~I 
1.U 0.9'28 ú.9aa· O.U:lij o.u~; 0.95~ 

1.15 0.93~ 0.938 0.9-12 O.Y.IO 0.957 
1.16 0.9.111 0.941 0.0~5 0.953 0.960 
l. li 0.939 O.!H~. 0.9~8 O.U57 0.963 
1.18 0.0~3 0.0~7 0.951 0.960 0.965 
l. !O 0.11-47 O.DMI 0.05~ 0.00.1 0.968 
1 20 1).911() ' O.DS:I 0.958 0.960 O.U70 
1 ~:l. 0.9511 O 9.\7 0.06~ 0.D72 0.076 

1 ~· 0.llfi:I O Od'! 11.UiO o.u;; o 981 
1 'Jlj ,, !Id~ 0.U11 0.975 0.08~ 0.986 
1 ~~ 111174 11.u;; O.D81 0.987 0.9UO 
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La función del Dujo variado para pendientes ncgatlvus, F(u, N'>-s
0

• 

(Co11tf11u11c/ó11) 

~. f,0 u 4.5 . 5.0 5.5 ___. 
0.00 o 000 0.000 o 000 o (J(J(l o \JllO 
O.O'l 0.020 0020 o.uw O O!O u 020 
(},Ol 0.0lU o 010 O OlO C• OlO O Olt• 
0.06 O OGO O.Uf.O O.Uf.O (1 UtiO U UliO 
0.08 o 080 0.080 o (l!JO u 080 u 080 

O.JO 0.100 0.100 0.100 O. IOO o 100 
o 12 o 120 0.120 0.J'W 0.120 o 1~'11 
o ll O llO O. HO o.uo O. llO O.HO 
o. u; o Jfl() o. 160 o. 160 0.160 O.IUO 
U IS 0.180 0.180 O.ISO 0.180 0.180 

o ~o 0.200 0.200 0.200 o.zoo 0.200. 
o'::!:.! o 220 0.220 0.220 0.220 o no 
o 21 O.~lO o 240 0.210 0.2l0 0.210 
o '.?ti o 21\0 0.260 0,200 o 200 0.260 
·u 2~ ú 2t!O 0.280 0.280 (1.280 0.280 

u :111 o 300 . o 3(10 0.300 0.300 0.300 
11 a2 · O :IW u 320 o.~20 0.320 0.320 
o 3¡ o ;i:w .O JIU 0.340 0.310 0.340 
o 30 o :1su U.3li0 (l 31\0 o 300 0.300 
0.3~ o :li8 o 3;g 0.380 o 380 0.380 . 

0.40 o 3y; U.398 0.308 p,j(I() O.lOO 
0.42 o 41; o ¡¡g. 0.118 O.llP o 420 
0.4f e 436 0.137 0.437 O l3U O.HO' 
0.46 o 455 0.lótl Q,¡5; o 458 U Hb 
0.48 0.474 ·0.475 O.liO o.mi o.rn• 

0.6() o 493 '(l.49t 0.495 O.fY7 O. 408 
0.52 o 512 0.513 0.515 O.Sil' o 51b 
0.5f .0.631 o;ro2 0.533 0.636 o 53; 
0.6() o 649 0.550 0,552 0.555 0.558 
0.58 o so; 0.5G9 0.670 O.A7f 0.5i0 

0.00 O AR3 o.as; 0;559 0.693 0.595 
O.fil o 6!1l o 500 o.sus 0.602 0.601 
O.G2 o (i()i O.llOS 0.007 0.611 O.OJ3 
0.ll:J o 612 o 015 O.GIO. 0.620 0.622 
0.01 o fi20 0.1123 o.o~ 0.62U 0.631 

O.& o 029. o c;32 0.(13f 0.038 0.010 
0.06 o OJ7 o Gj(I O.Ot3 0.64i 0.050 
O.G7 o 610 O.GIU 0.052 0.056 O.OS!I 
0.68. o 054' o.os; o 660 0.665 O llGR 
o.ou o 002 o e.o.\ O.Gli8 O.Gif O .Gii 

0.70 0.670 O.ti'3 o.o;; O.US!I o 080 
0.71 0.678 O.GSl 0.685 O.UllO 0.6111 
o.n 0.080 0.6811 O.OOf 0.609 0.103 
O.'i3 0.G04 0.008 O.i02 · O.i07 o. 712 
o.u 0,702 o.1os 0.710 0.710 O.i:lO 

0.76 0.109 0.712 0.717 0.724 0.728 
0.76 0.717 0.720 0.726 0.731 0.730 
0.77 o.m 0.727 0.733 0.739 0.70 
0.78 O.TJI 0,735 0.740 0.747 0.7~2 
O.la 0.7l8 0.742 0.748 1 0.7.\1 0.760 
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l.& f'ullci6Cl del fllljo variado para pcndlentca nepliv•, F(u, N>-s
0

• 
(Conrtnu11cl6n) • 

~ 2.0 2.2 2.4 :u 2.8 3.0 . 3.2 3.f u 1.8 ._ 
1- ,_ 

1-
0.80 0.074 o:e& 0.895 0.703 0.712 0.7!?0 o. ~20 o 7:1~ o i37 o 741 
o.at 0.080 0.611 0.701 0.710 0.719 o.m u.r.ia O.i3U 0.7H 0.7fl 0.82 0.080 0.698 0.707 0.717 0.72S o ;33 O.i40 o. ¡45 0.751 0.755 
0.83 0.892 0.703 0.713 o.m o 731 o.no O.Ntl U.7S2 0.757 0.782 
0.84 0.8llfl 0.709 0.711 o.m 0.737 o 740 0.752 o.ns 0.784 0.709 
0.1$ 0.704 0.715 0.725 0.735 0.744 0.752 0.759 0.705 0.770 0.775 
0.80 0.710 0.721 0.731 o.m 0.750 0.7S8 0.765 0.771 0.777 o. 7112 
0.87 0.715 0.727 0.738 0.747 0.756 0.764 0.771 0.777 0.783 0.788 
0.88 0.721 0.733 0.743 0.753 0.762 0.770 0.777 0.783 0.789 0.794 
0.1111 0.727 0.739 0.749 0.751 0.767 0.776 0.783 0.781 0.7115 0.800 
G.110 0.732 o.m 0.1U 0.704 0.773 0.781 0.789 o.m 0.1111 0.807 
0.91 O.ila 0.750 0.760 0.770 0.779 0.787 0.795 0.801 0.807 0.812 0.92 0.743 0.751 0.760 0.778 0.78$ 0;793 Q,fj()(J 0.807 0.813 0.818 
0.113 0.749 0.761 O.i72 0.782 0.7VI 0.709 0.807 0.812 0.818 0.8"..3 

º·°' 0.754 0.707 o.m 0.787 0.711.S O.SIU 0.813 0.811 0.1121 0.829 
G.P50 0.759 ll.7i2 0.783 0.7113 0.801 O.MI 0.819 0.823 0.829 0.835 
o.neo O.iGf o.m 0.788 o.7va 0.807 0.815 o.82« 0.829 0.835 0.8fl 
O.V70 o.;10 o.m 0.7113 o.~ 0.812 0.830 0.120 0.834 0.840 0.840 

-0.971 o.;;a 0.715 0.796 0.805 0.811 0.822 0.8~8 0.11.'16 0.843 0.848 
O.NO 0.771 0.787 0.798 0.808 0.818 o 11:15 fl.11311 0.831 0.845 0.11&1 
0.916 o.m o. 790 0.1111 0.111 0.8."0 o 8:17 o taS 0.841 0.847 O.A.'13 
0.090 0.110 0.783 0.804 O.lit 0.822 o 830 O.llJ; o.su o.aso O.HM 

. 0.995 0.713 o.m 0.808 0.810 o.~4 0.8:12 0.840 o 847 o.;:.:i o ~~9 
1.000 0.785 0.717 O.ll08 0.818 0.lt.'6 (1 !131 0.(142 o 849 o R.'IG ft ~i:! 
1 005 0.7U 0.'199 0.110 0.820 0.829 0.137 o 845 (¡ 852 ow fl RtH 
1.010 0.790 0.1111 0.811 o.m 0.&11 0.840 0.147 0.115$ o ..... 0.8117 l.OUI 0.713 0.804 0.815 0.82f 0.833 o.su 0.850 o 8M 0.861 0.870 J.020 0.715 0.1117 0.811 0.121 0.1137 0.845 o.e.u OIGO 0.1166 0.872 
1.03 o.aoo 0.111 o.m 0.832 0.111 o.sao 0.117 O.IGI 0.871 0.877 l.Of O.IOI 0.111 0.821 0.837 o.ata 0.855 0.1162 0.870 0.177 0.8&:1 
1.05 0.110 0.1121 0.831 o.8u O.U! o.ue o.•1 0.874 e.a1 O.BIT 1.00 0.815 0.1126 0.837 o.ato 0.866 O.tlllf 0.171 0.879 0.885 O.fil 1.07 0.8UI 0.&11 0.841 0.1151 0.8(,0 0.189 0.171 0.8&1 0.8811 0.196 1.08 0.112• o.ae 0.818 0.854 0.8()$ o.m 0.8IO 0.8117 0.193 0.900 .. 1.w 0.521 O.IUO 0.851 O.lllQ 0.870 0.877 0.885 0.802 0.8!18 0.90f 
1.10 o.m O.llS 0.855 0.1115 0.87f O.U! O.ll90 0.11!17 0.903 0.908 .1.11 0.1117 O.MI 0.800 0.170 0.8~8 o.ue 0.119' O.llOO o.oo; 0.1112 1.12 0.112 0.1$4 0.80f 0.1173 0.1182 0.8111 0.8117 O.llOf 0.1110 0,1116 1.11 O.ata 0.151 0.8&8 O.i71 0.1186 0.1195 O.lm 0.00R O.llC 0.1119 1.lf 0.151 O.•t 0.172 O.U! O.INU O.M o.~ o.~I~ 0.1118 o 123 
1.16 0.155 0.1116 0.870 o.• o.m 0.11()3 0.910 0.110 o ll'l2 om 1.11 0.159 -0.170 0.880 0.111() o.ew ei;907 0.9U 0.920 O.ltJa o.1r.11 1.17 O.Me 0.174 O.IM 0.183 0.902 0.911 0.1117 O.D23 0.11311 0.!134 1.18 O.llGI 0.871 o ... 0.1117 O.ll06 0.115 0.121 0.11?7 0.933 0.1139 

· 1.18 o.m 0.812 o.an 0.1111 0.910 0.811 0.1125 O.U31 0.1137 0.942 
uo 0.171 o.• o.• O.llllf 0.111 0.921 o·.sm O.U3f 0.9f0 0.1145 1.22. O.llO o.•1 0.900 0.11111 0.117 0.1129 0.932 0.938 o.eu 0.141 1.2f o ... 0.198 0.1111 0.117 a.r.is 0.935 0.940 0;1115 O.ll50 o. fl5S 1.21 o.too 0.110 O.llt 0.921' 0.1135 0.942 0.949 0.1154 o.eeo 0.904 1.21 o.a o.t17 0.921 O.Uf ·0.945 0.948 O.IM O.llGO O.llCll 0.970 
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La fund6n del Rujo variado pm pendJcntcs ncgativas,F(u, NJ-s
0

• 
(Con rtnuac/cln) · 

~ 4.0 4.2 ·u 5.0 u - -1.30 O.D7Q 0.978 0.985 0.991 O.UU4 
U2 O.DQ6 o.vao o.voo 0.995 o 'J97 
l.31 o.99() O.Q92 O.Q95 0.999 1.001 
1.38 0.9Dt . o .11116 o.oov 1.002 1.005 
1.38 o.uva 1.000 l.003 1.006 1.008 
l.tO 1.001 t :oo• 1.000 1.009 1.011 
1.42 1.00.S 1.008 1.010 1.012 1.014 

•••• 1.009 1:81~. 1.014 1.016 1.016 
l.4b 1.0lt 1.011 1.018 l,018 
l.O 1.018 . 1 .019 l.020 1.020 1.020 

1.50 . 1.020 1.021 1.o:n 1.022 1.022 
1.55 1.029 l.02V 1 02V 1.028 1.028 
t.eo 1.035 1 036 1.034 1.032 1.030 
1.66 1.0U 1 IHO l .03U 1.036 1.031 
1.70 1.on 1.044 1.043 1.039 1.037 

1.7& J.052 1.061' 1.on 1.042 1.039 
1.80 1 Ol? 1.055 ·1.051 1.cua '·º'' 1.115 1.0(\L 1.059 l.OSt 1.047 l.043 
1.90 l.~ 1.000 1.057 . 1.04U 1.015 
l.Q$ 1.008 1.064 1.058 1.051 1.046 
2.00 1.071 l.068 1.062 1.053 1.047 
2.10 1.078 1.071 1.065 1.056 1.049 

.. 2.30 l.080 1.073 1.068 1,058 l.050 
· 2.a l.084 . 1.079 1.071 1.000 1.051 

9.4 1.087 t.081 l.O'D 1.001 1.052 

u LODO 1.083 ' 1.076 1.002 1;053 
2.11 1.(192 1.086 1.070 1.063 1.064 
2.7 1.09' 1.oa7 · . 1.077 1.063 1.051 
2.8 1.096 . . 1.088 1.071 1.0H 1.0$1 . 
u 1.098. 1.089 1.079 1.ooa 1.054 

3.0 1.()99 J.090 1.080 1.006 1.054 u l.103 1.003 1.082 1.00& l.05$ 
1.0 l.LOG 1.097 1.081 1.067 1.~ 
1.5 1.1os 1.001 1.08& t.007 l.OSG 
.l.O. 1.11u J.OUO 1.086 1.068 l.OM 
8.0 1, 111 1.100 1 OM6 1.008. l.OM 
7.0 1.111 1.100 . 1.080 1.008 1.0~ 
8.0 1.111 1. lllO 1.086 1.008 . 1.0~ . u.o l. lll l. IDO 1.086 1.003 1.oae 

JO.O 1 .. 111 1.100 1.086 1.008 J.OM 
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4, METODOS NUMERICOS DE l:>OLUCION DE E.CU.tCIONE::i DIFEREMJIALES. 

4,.L COll!EPTOS BASICOS SOBRE ECUACIONES DIFKREl'l:ULES Y SW ·-

oOLIX!IONE;.;, 

ECU/CION DIFERSt-tIAL. Es aquella que re!aciona dos o mds va-­

riables en t'rminos de der,ivadas o diterenciales, Para su es­

tudio conviene mencionar Las siguientes definiciones acerca -

de estas ecuaciones1 

a) PX:UACION DIFEREIDIAL ORDINARU. Es aqueUa en la que 

e.riste solamente una variable illdep1ndiente, por lo -

tanto sus derivadas ser4n totaLes. 

b) ECUACION DIP'BREK:IAL PARCUL. Es aquella en la que -

existen dos o ms variables independientes, por lo -

. que sus derivadas serán pardales. 

e) ORDEN DE UNA ~UJCION DIFEREIDIAL, El orden de una -

1cu1ci6n diferencial. es el de la derivada de mayor -

orden que aparece en la 1cúac16n • 

. d) GR.ADO. DE UNA E'l:UM:ION DIFERBtcUL. Es el grado alge­

braico C:e .la derivada de· 1111yor orden que aparece en 

tn 1• eouac16n diferencial. 

e) BCUM!ION DIPBRBICUL LINEJL, Unit ecuaci6n ditenencill 

1s lineal, si 10 tlla no aparecen potencias de .La -­

variable dependiente· 1 sus derivadas, ni productos -­

de ~· ,ariable dependiente por ~us derivqdas o produ.s 

tos entre derivadas, 

l:IOLOOION DE .mu ECUACION DIFBRElCUL. 

Es una relaci4n·tuncional que no debe incluir derivadas o in­

tegrales de funciones 1 que ver1t1e• 1d,nt1eat11ente la ecua- -

c16n d1terenclal. 
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Por ejemplo, supóngase que la rapidez de vrir1aci6n de "Y" con 

respecto a "x" es proporcional a "Y~'a 

dy/dx =y '!.1-l 

Si usamos una prima para 1nd1clll' diterenciaci6n, entonces& 

Y' : 1 4.1-2 

Una solución cldsica de la ec. anterior ser4i 

En que "a" es una constante arbitraria, Vil.ores diferentes -

de "•" nos Uevan a una f1mil1• de. curvas, todas lis cua.Les -

S1t1stacen la ecuaci6a diterenci•.L l .... 1.1), que implica que 

en cada punto de la curva el valor de 1a función 1 el de su 

deriv1d1 deben de ser iguales. JA tig. ~.l-l muestra 3 miem­

bros de la familia de cunas de .La ec. lf..1-3. 

1 

l 

· Fig • 1 lt .1.l ,,.. .-.... • i. f..ilc. • - .............. ,., lo •11oc1rl"1 dlftrtn• 
• 

0
.iil r-1·"" .....u.. Wc1111(0) - 1, ........ - .... to.ponlwla1 do lo fo 

.. .... . . 
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Para determinar que curva es .l.a que debe seleccionarse, ser~ 

neces&rio estab.Leeer .Las condiciones p~ra e1 problema. P~r -

ejemplo, si especitioamos, que la soJ.uoi&n de .l.a ec, 4.1-3 

pasa por el punto % : o, y s 1.1, tendr!am:nn 

. 1< o~ = .L 

tenUndQse entonces que a : 1, y que la ~urva particulan de 

.la familia generll de curvas es1 

4 • .1.-4 

&.a· .curva de la to. lt- • .&.-4 ee representa en .L• fig, ti. • .1.-l. 

lt.,&! H!'OODOS NtMERICO:) DE SOLOCION DB ECUACIONES DIFERE~IALE~ 

. ORDI NARUS. 

l+.~-1 APROXIMACION Nt.MERICA Y ERRORE:> • 

.APROXlMN:ION NUMERICA. Esta 1proximaci6n Se debe a que .Los ~ 

bdos, pu1 realirnr 101 º'lculos para la. 10.Lueil>nes de ecua­

cion1í dlttreacillles, se auxilian de las computadoras digita­

les, que 1L trabajar con un námero determinado de cifres, pr~ 

ductn inevitablemente error•~. 

BRRORES, 

Depenrlltndo de La ruent• que lo~ produzca, .Los errores en los 

qu• se incurre a.L utt.Ll1ar computadoras digitales para r1101-

ver probl.em111, pueden cl.asitlcarH en algwit> dt J.os slguier.i-­

tea t1posa 

• Error~s 1nh•~entea. 

- Brrores por trunc1miento. 

- Errores por redondeo. 

·_.'l 
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Los errores inherentes o errores propios de los datos, son -

squellos que se producen si leer de algún dispositivo de medl 

c16n un dato para representar alguna magnitud f1s1ca y son d~ 

bidos a la 1mprecis11n del disposítivo. 

Los errores por truncamiento, son aquellos que se presentan al 
1 

utilizar serles en los c'lculos; como por ejemplo las serles 

de las funciones trigonom!Strlcas. Estas series tienen un ndmJi! 

ro 1ntin1 to de términos 'I Mi hacer algd.n c':Lcu!o con el.Las, -

se utiliza un ndmero determinado de t'rminos, truncando los -

demh. Este tipo de .errores se presenta tambi,n, cu•ndo se -­

utilizan ndmeros irracionales tales como ff, e, etc. 

Por dltimo, 101 errores por redondeo se deben • l• 1mposibll1 

dad de manejar en operaciones como mult1pl1caci6n o d1•la16n, 

todos los dfgl tos resultantes que 1n1'olucran est111 operac1o-­

nea. En este caso, el resultado se redondea o apro11na 11 nd­

mero 8'%1mo de d{gtto1 con los que se dispone par• trabljar. 

1.a 1111gnitud del error generado por alguna de la t'uentes men-­

ciomdas anteriormente, se puede medir con a7uda del error -

1b1oluto o t1 error relativo. 11 error absoluto se detln• co­

mo 1a dlterenci• en valor absoluto entre un valor cualqlller1 
11 1'1 1 una aprodac16n 1 este. valor represent.da por x11 

Bl error relativo •• detlne coao el coct'itnte'1C'lel error •bsolJl 

to entre el nlor "r, to111odo en nlor 1bsoluto 1 e:irpreaado 

ea por ciento (J); 
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l+.2-2 ME'OODO DE EULER 

Bs uno de los m~tod~s m~s ijntiguos y mejor conocidos de inte= 

graci6n numérica de ecuaciones direrencialeo, ademds es un m~ 

todo sencillo para resolver ecuaciones diferenciales de pri-­

mer orden, pero tiene h desventRja de tener un error por truQ 

camtento relatiw1mente g;ande. 

De la ecuaci 6n: 

y'(x) : f(x,y) 

S! integramos a la ec. l+.2-1 entre un punto x1 y el siguie.n 

te :r1-1. 

}

X\·H \.)(¡ +\ 

"'f'(~)cl><"' ~.,('>'.1,'t1)~x. 
IC.¡· 

integrando el miembro de la izquierda de la ec, 4 .~.-2 tenemosa 

\
'11\~\ 4.2-j 

'i1"1-'fi:. Hx1,'f1)e\-,c 
; ;""'' 

1pl101ndo 1ntegrRci6n nQmerica al miembro de la derecha de la 

eo. a..2.3 se obtiene 11 expresidns 

r~<~. Y) c:hc ::. h L\()C.¡, '/¡) + t (\" (Y-1 ~I' '11~1) - ~()(¡,'ti)} .. :) 4 .2-~ 
'11.1 • 

conddtrando un1camente el primer sumando dt l~ te. 1+.2.4 y 

sustituyendo en 11 ec. 4.2-j tenemos: 

'Ym-'ti "'hf (Y.1,'11) 

Despejando >'hl 

'11~1 ": 'ti + 'nf ( i;, 'i ¡) 
'.,.o, l, 2,· •..... 

L• to. 4.2.6 describe ei m'todo de Euler. 
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4.2-j HETODO DE EULER-GAlliij. 

Esttr m6t'.ldo tambUn se le conoce como .PREDIC'.rOR..CORRECTOR. --

ci>mo su nombre impUca primeri> "predecimos" un v11lor de Yi+l. 

Despuh usamos una r6rmuL11 dfferente p11ra ••corregir'' este -­

valor. Para el predictor usaremos !a ecUEicirSn del método de 

Euler1 

4.2-6 

i-:. O, l, '2., ..... 

Ya~a el corrector se considerarán !os 3 primeros sumandos de 

!1 e%pres1dn 4,2-41 

(~l~)Y) d<, \,~(~.,>;~ti¡ \\(•1.,.>1t<)-\(1'¡, ~;) >1 H:"", 

1111pL1ticando1 

W<~.·Y).:l11 :=. t ~(')'..,,~,') -1-t (~¡~,, 'i¡t,')1 ~e, 
'K¡ . . 

11u1ti tu.yendo en La ec. 1t .:t .. 31 

'11~, -'1¡ = 1 ~·{;,, 't¡)""' ' ( ~t~q '1\'\'\)1 te\'. 

De la ezpres16n aateri~r, despeJando Yi-l del primer miem-­

bro y despreciando el error1 

"IH =-'tí "~D'(Y.¡,'1¡) 1:f(~¡+,,'t:~s1. 
} 

La tdrmul1 de correccidn es la ec. 4 .:.:!-?. Obdr.vese que esta 

tcSrmula H 1mpUclta puesto que Yt+l :•aparece en 1111bos miem­

, bros de .La ecu1ct6n, siendo el del primer m1emdro un nuevi> -

vaLor calculado 1 partir de la t6rmula y el del segundo miem­

bro. la expre~idn prevh. EL problema se resuelve obteniendo e! 

valor de Yi+l' 1 trsv4s deL m&todo de Bu!er, el cual consid~ 

ra solamente como prediccidn que ser~ sustituido en el miem--



bro derecho de la ec. 4.¿.7, con lo que se obtendr6 un nuevo 

valor corregido de Y1+1• 

.Por lo tanto, las ecs. 1+.l!-6 y 4,'1!-7 definen el m6todo de -­

EUl..ER-GAUSS, esto es: 

'f¡ ~ 1p = 'f¡ + \iHx1, 'ti) 

'fi'l'IC = '\\ + { ~(-,.¡ ,'f¡) + ~ .('){hl' 'fi+\1') 1 
º1 :. D, l, 2., ...... 

4 ,2-4 1.A l>ERIB PE TA?l.OR COMO UNA ~OL0:::10N DE UNA EC U~ ION -

QIFEREPC!A.t.. 

Este m&todo te6ricamente suministra una soiuc16 para cua1--­

quJ.er ecuac16n diferenci1l, Su 1mportanci1 estriba en que su­

minhtr. una base. para valuar y comparar los mi!todos que son 

de un valor pr•ctleo mis conslder~b1e. 

Escribimos el desarrollo en serie de Taylor co11'respeeto a aj. 

gun punto x-s x1 de la soluci6n y(xJ. 

en que yJ es La ~-'sima derivada de f(~J valuada en x • x1. 

ioa valores sucesivos deº%" estan todos a una distancia "h" 

del v•lor precedente; e1to es, Xi • X0 ·+ ih. 

Podemos 1prox1mar la solución en el siguiénte punto 

su1titu1endo Ji•l por x en 4,2-H, 

• \t "" ~ "'" . 'I¡+, =-·'i1 + n'f¡., 2 
1; + e; 'i + ... · 

W. aprosl1111c15n.ser4 mejor mientras mis términos 1e tomen en 

la serte. 

1'a 1olucidn en serie d• T1ylor se·clasitiea como m6todo de un 

paso porque la d•terminaci6n ~e Yt•l requiere solamente la 1D 
torm1c16n ·en un punto precedente x 1, 11. 
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La dificultad práctica de este m6t~do es que puede. ser dificil 

de hecho en algunos casos es imposible valuar las derivadas. 

I+ .2-5 ME'l'.ODOS DE RUNJF.-lUTT A. 

J..01 m'todos de RtmlE-KUTTA ti en en tres propiedades distintivas: 

l. ~on m4todos de un pnso1 pera encontrar Yt+l necesi­

tamos la información disponible en el punto preceden­

te, Xtt Yi• 

2. Coinciden con 11 SERIE DE TAYLOR hasta los t~rminos -

hP, en que p es distinto para los diferentes m~to-­

dos .y se denomina el orden del m~todo. 

3~ No requi.eren le evaluación de ninguna derivada de -­

t(x,y), sino unicamente de 11 tunci6n r. 
Pare estudiar !os m6todos de· RU~DE~KUTTA, consid4rese 11 es­

tructur1t de los m•todos de Eu!er 1 Euler-Geusss 

\ = o, l. a, ..... 
'f•ti ='ti t-} \fC~¡,'f¡) + ~ (x1,.1i'f1~1)1 

embos m'todio=sºp~18ñ' escribirse comot 
. . ' 

· 'i\'1-I = ~¡ ~ 'tt r/> (x;, 'ti) 
\:.O,l,2., .... 

·donde eli el m6todo de Eulerz 
. 1 

1 e! m4todo de Eu!er-Gaussa 

• • a) METODO DE RUlDE-KtlTU. DB SEGUNDO ORDEN. 

Para este m•todo: 

.~· 

17'(')(.1, '11 , h)::. o,~ t.,.,,, 'fil 't QaHXi +b1h, 'h+ bt \i 'fí) l+.2-10 
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en que: 

y donde: 

a, = a1 = L/e. 

b, :: ba,. t 
sustituyendo en la ec. 4.2-10, se obtienen las f'6rmuhs de r~ 

· currenaia que definen al ~&todo de RUNGE-KUTTA de segundo or-

de ns 
YiH·,,, '{¡ ~~(\,,1-~i.) 

i :. O, ~,'a., ..... 

DotJ'=>~: 

~.= \iH'I.¡., "~ 
~i.. ~(x1-+ \u 'ti t \i~(J(.¡, '1;) 

b) METODO DE RUl.\GE-KtJTTA Di CU,RTO ORDEN. 

4 .2-11 

Este 1116todo queda definido mediante la 1iguientes expresione!I: 

'fl•L"' 'f", + ?; ('~:, • t."'-t, ti,~.\-~) 

t "'º· 1, z., ..... 

. ....... hHY.1, '1;) 

\i:.'h ~(~-.+'f:h~'1•+\"") 

-~. h~(,,;·,.,t'n, ~it~\<.~) 4.2-12 

~,.. n~(Y.1 "'n, '11 ""'") 

lt-.2-6 MBTODO DE MILNE .• 

Otro •,6todo de 1ntegrRc16o paso a p11so, que tiene la ventaJa 

de proporcionar un orden de 1rror menor,- comparado con los -

m4todos vistos anteriormente, el predlctor-corrector de Mll­

nt. Bste mltodo se .bua en la. 1ntor111ci60 de cuatro puntos -

p8H calcular el siguiente, ver r1.g. lt.i-1. 

Pua desarrollarlo se parte de una ec. d1terenc1a 1 de primer 

orden de. Ia tormtt 

~· ( ')(\ :; \ ( '(9 .., ) 
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· y(xl 

·A~ff.: 
/ ·r 1 1 , 

~ l 1 1 1 
1 1 . 1 1 1 
1 ' : 1 1 

~----.~---~--~---+~-----X 

Fig. 4,2:-:i. 
cuya soluc16n se obtiene 1ntegrRrrloi 

\ 'f (x)dx .. \~ ( '>'-,'t) dx 

"'{ ( x) -= \ ~ ( x, 'f) ch . 

. si duarrollam:>s t(x.,y) en f':>rma de la. serte .de Taylor en el 

entorno del punto x0 considerando solamente • la variablf -

x, H tlene: 
. . 

· t (f., '1) -: H Y-o, 'fo) + lx- ')(.,) ~1 ()'.~l ~o) t .()l.~)1. "' ('1<01 'fo)+ (:is·¿}~..,~-· ('1-.:,;'1.)+ ... 

st~1u1t1tuimos 11 expres16n anterior en 11 ·ec. ~.~-13, se ti! 

11• 1 · 'f<x~,. ) {f \'¡C,q,'I~ + (',..,~~>r<~,y.) ~ ()(.z~tr'Cxc.,'1 .. ) "' 

.,(~"> r'(x.., Yo):: ... ) Q?<. 

.• 
integrando entro x.0 • x0 • nh y Xn = x0 • nh y 11mpl1t1-

cando se tienta 
. . ~" . . :t 

'f(x) 1 = -!-r?tiflx.~, 'f-1)-\ 2.n ( l - f) ~H~,'io)+ 
. ~. . 

. . . . . li1 \ ) \~ r\\'l)' \. 
-t!-'ft\it('l(.,y,)+ (~ - 3' \11 n T \~oj'fo) °" .... · 

De1pu•• de ~arios procedimientos se llegff a la ecuac16n pre-­

diotorl11 

. 'fh1?: '\1-1 t 1-h [-z.~()l.\..z.' '11-i.\ --\'(1-H ''iH) 'i- a\ (~u'h) l 
i -:. ~,A, ' .. · . 4.2~15 
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La eorreee16n del valor Yi+l que proporciona esta dlt1ma e~ 

presión se obtiene integrando la ecuación diferencial de pri­

mer orden, entre x1_1 Y ~i+l.• 
('f..1+1 )y.~~\ . 
) '1' ( X) d 'X = \ l 'X, 'f) d.x. 
X\-1 lli •I 

\
~\ ~\ \y.\~\ 

~l)() :: l \\'l<.,'t)dx 
~ \-\ '1.1-1 

a travh de .la !6rmula de Simpson. 

'i i"'tl -'1t-1 :: ~ l~ t~H ''h-1);. <\' ( '1-i' '\ i l t \ \'f-1<\\, 'ti+1)J + (O\~ 

Por lo que 1a ecuacidn correctora quedas 

'i1+1c. = 'h-1 + ~ ~ {~1-1,'h-\.) tt.\\\-Y..t,'1i'> t~('1-1t1,'\i~\~ 11+.2-.1.6 
i:-3,4,s,.... .· 

J..a desventaja que presenta este m4todo es que requiere de los 

primeros cuatro puntos de la soJ.uc16n para poder ut111rarse, 

esta J.1mitac16n r,uede superarse facilmente utilizando alguno 

.de. los m6todos vistos 11nterior111ente, en particular La serie -

de Ta7.lor puede ser usada para obten~r la soJ.ucU.o de los 

primeros puntos, sobre todo si el· vtJ.or ele Mb" con el que se 

trabaje es pequeno, ya que as! los puntos eitarán cercanos al 

entorno de Xo · 1 _por .l.O tanto el error que se cometa setd •• 

pequetlo. 

.. .. ; 
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5, APLICACION DE LOS METODOS NUMERICOS AL CALCULO DE ~ERF!LES 

DE FLUJO GRADUALMENTE VARIADO. 

5.J. PL.tNTEAMIEN'!'O DEL PROBLEMA. 

Clasificar y calcular el. pertil de flujo que se presenta en -

el canal. de la figura 5,1
1
, el cual. conduce un gasto de 

60 m3/seg. con una pendiente de pl.anti!J.a de 0.008, un coeti_ 

ciente de rugosidad de Manning de 0.01~, un ancho de pl.anti-­

ll.a de ? m y un taJ.ud de 2. En este canal, la carga H ante1 

de l.a compuerta es de 4,92 m y el tirante contracto Ycon -­

despuh de la misma es de o,3t1 m. 

------ H -
y 

Yn : J.,029 m 

Ye·= 1.658 m 

Se • 0,0014 

Fig. 5.1 

-- --

1) C.Al.CULO DEJ. TIRANTE NORMAL. 

--- ------ ---------

P1r1 simpl.icar Los c41cu1os se úsar4 la ec. 3. J..tf 1 utUhan­

do las curvns que hin sido prepllradu para camJ.es de secct6n 

trapecial (tig. 3.L-L) 



esto es, AR113/b. o.o'-t489 y rle la fig. 3.l-l, pAra z • 2. 

se obtiene y¡/b = 0.147, por tanto el tirante normRl vale: 

Yn • o.47 (7) : 1.029 m 

b) CAU:ULO DEL TIRANl'E CRITICO.· 
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El tirante cr!tico se puede cal. cular de unR manera similar a -

la del ttrnnte n_ormal, " partir del par•J!!etro. 

Q/'1:1'5.¡g: 60172'5(19.lrc5) • 0.14?8 

De la f!g, 3.2-2, para secciones trapeciales se obtiene que 

y/b : 0.2369, s!end!:> el ti.l"ante cr!t1co. 

Ye • 0.2369 (7) • L.658 m 

e) CALCULO PENDIENTE CRl:TICA Se. 

Ae : (7 • 2(1.658))1.658 : 17.1039 

Pe·: 7 • 1+.4?22( 1658) • 14.4149 

R~.~ l.1208 

Ve • Q/ Ac = 6o/l 7 .1039 : 3. 5080 

se •Oc ll/R )2 • (3.5080(0.0l2)/l.l2o)2 : o.001i.. · 

se • o.ooi4 <0.008 

d) CL.ASIFICACION DEL PERFIL DE FLUJO. 

Por tanto el perfil del flujo deberá ser del tipo s3 con -

tirantes comprendidos Yc>Yn>Y y con un tirante inicial 

Yo~Ynt debi~ndose iniciar los cálculos hacia agu1s·ab1jo. 

5,2 SOLOCION DEL PROBLEMA APLICM;DO METOOOS NUMERICOS. 

Da tos del problema: 

Q & 60 1?/seg. 

z • 2 

So • 0.008 h • 0.012 b • 7 m. 

'1'' 

,.:;-:, 
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La ecuación diferencial que representa el fenómeno es la llR­

mada "ecunci6n din~micR" y cuyR representac16n mis cJnocida es; 

dy/dx = (So - sr)/(l - ~) 

DondA: 

Sr = ( Qn/ AR21~>2 

~ • r;¡.(7 + 4(y))/gA3 

en lRs que el significado de las literales es ampliamente co­

nocido. 

5.2-l 50LUCION CON EL HETODO DE EULh1R. 

Yitl • Y1 + h f(x11Yi) 

.. 1 = o, r, 2, 3, ••••• 

1) Solucidn del problema usando un espaciamiento h·: 40~ 

Condicidn inicial . y(O) • 0.38 

Para 1 • o, la solución as1 

sg:UE?r-U DE CALCULO. 

P. bi-'1·'112.2.('1) ,,,+<1.q'\2.'2.(o.18) =ª·'-'l'\'I 

~ _ (..A..'l-1!, = .( Vl'l88 )Z./3 = O.'\S(,?... 
- \' ¡ . 15.,'l'f <\ 

l'... _ ( Q!J >f._ ( 'º • o.a1a \'l.= o.asz;i. 
-\ - A. '¡\Q.; J - 2'.'l~88 .. oA8'-2. 1 

ti-- qP.(b +~C't)) ,. C60)1(, u(o.'8\) = 1'l.V\'!>1S 
- 9 R 'f.Bl(í!..'\'\&e.)3 

L('$o-.5~) . (O@ -0.25'2.3) 'f1 :: '1o +" -r:w:. : O.~-t'IO. ~ _ \?..\.'\"!>l.S 

Y, = 0.38"' o. os11 :: º·"'-1'1 
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En forma similar se obtuvieron los tirantes subsecuentes, los· 

resultados se muestran a conttnu1ei6n: 

X y 

o 0.38 
lto o.1+679 
80 o. 5'+21 
J.20 0.6108 
.L60 .o.6?'t1 
200 0.7~L5 
21+0 O.? :H 
280 O.H2H9 
320 o.ts61:!? 

~gg 0.9026 
0.930!+ 

l+l+o 0.9530 
480 0.9710 
520 0.9851 
%o º·~ 600 t. 6 
6'+0 l.0109 
680 l.0155 
720 1..0l<)j 
760 1.0222 
HOO 1.021+1 

b) Solucidn del p~oble1111 usando un espacialllento h = ·ao 

Cond1ct6n 1n1c11l y(O) • O~j8 

Para i • o, 11 1oluci6n esa 

1¡ : ~o + h t(x0 ,Jo) 

1.11 ••ouencia de cálculo es 1d6nt1co, que para un espactamienb~ 

h ='+o. 

Utilirando el c4lcu1.o de las c1r1cter!sti'cas geométricas del 

canal y.del. qdmero de Froude resultas 

j : 2,9't88 ~ : 121.9375 

p = 8 •. 699't 

B · : o.1+1:162 

St : 0.2523 



Y1 : Yo + h (So - Qf)/(l - ~) 

: 0.31:1 + 1:10 (0,C08 - 0,25~3)/(1 - 121.9375) 

: O.jH • 0.1616: o.5416 
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En rormn similar se ohtuvieron los tirantes subsecuentes, los 

. resultados se muestran a. cont1nuac16n: 

:r 

o 
1:10 
160 
240 
320 
i+oo 
l+HO 
560 
640 
?20 
1:100 

y 

O.j8 
0.5'+16 
0.6791 
0.7933 
o.1:1H21 
0.9451 
0.91:146 
.1.0061 
l.Oltl7 
1.0244 . 
1.0263 

e) ~oluci6n del problema usando un espaciamiento h • 120 

Condición inicial y(OJ .• 0.38 · 

Para i • o, la soluciiSn es: 

¡, 
Le secuencie de c'lculo es id,ntico, que parn un espaciamiento 

h = i.o. 
utilizando el cdlaulo de las características geométricas del 

.canal y del n6mero de Froude resultas 

.t ii 2.94Hl:I 

p # 1:1.6994 

R :r o.4862 

·sr = 0.2523 

F~ : J.Ú.9375 

Yl : Yo + h· (So - Sf)/(l - F~) 

= 0.38 .. 120(0.00!l - 0.25:.!j)/(l - 121.9375) 

= 0.38 + 0.21+24. 0.62~4 
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En forma similar se obtuvieron los tirantes subsecuentes, los 

resultados se muestran a continuaci6n1 

X y 

o º·~ª 120 o. 221+ 
240 1 0.8029 
~60 0.936~ 

Bo l.0015 
600 1.0228 
720 1.0286 

5. 2-2 SOI,tx:ION DEL PROBLEMA USANDO EL METODO DE BULER-G AlY.iS. 

'1¡~1p "'h t hr( ~" 'ii \ 

'llttc "''lit f~{x;,'li)+ H)(1'" 'h1-1P~ 
i '::o, J' 2., ..... 

a) Soluci6n del problema usando un esp11ciamiento h s 4o 

Cond1ci6n inicial y(O) • 0.38 

Para 1 • o, la soluc16n esa 

'f 1P: 'fo '° \,flx.,, 'fo) 

'flc =.'fo + f~(xo, 'fo) + f (x,, '1;'P~ 

SECUBtcI .A DE CALCULO: 

A: (1 +'2.'1) '1 :: (1 +-z.(0.;\~))0.3'5,. a.'M68 

P = 'f.- 1V412.2. 'I :: "f 't '1·'112.2. (0.!8)-::. ~.Í.'I"" 

'f\'-1) : ( A \2.13 : ( g .') 41$& \ t/i. ~ o. -W,2. 
~ J 8.6'i'f4 :; . 



~.p .. o. '!g "'0.0519 = 0.%1"1 

CORREc.TOR"-.'. 

A = (1+2(0.'\€.l'Ü) Ot\&19 ::
0

:..11'!-t 

~ : 1+'\.<\12.2.(0.4(,"t'I)::9 0CJ2.S 

'R'lh. : O. SSO'I 

s, :: ( 072. ~:. o. 12.'\\ 
'?>.11?.t (0.S"S'O<\) ) 

ff-::. 3(,QQ (J 1-4 (D.%7'1)) :: t,3.S"f 
"!.el (?>:-t1>2S~ 

~IC:: 'fo+ t~ (X,,,''fo) + qy.,, 'f1P )J 

'l,c. :: 0.35 + iQ[aMa -c?.'G5U + Q.qbe -o.1z..¡1 J 
· T [ 1 -1i.\.'n1s l - {.?>.S'I . 

'1ii:. = o.~e+o.011.s =o. 'IHS 
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En forma similar se obtuvieron los tirantes subsecuentes, los 

resultados se muestran a cont1nuaci6n: 

X y 

o 0.38 
l+o o.'+575 
80 p. 5295 
J.20 o. 5955 
l~O o.6575 
200 o. 7135 
21+0 0.7635 
2tl0 o.i:s095 
320 0.81+95 

~~ 0.8835 
0.9115 

l+l+o 0.9355 
l+8o 0.9535 
520 0,9715 
560 0.9855 
600 0,9955 
61+o J.,0031 
680 1.0091 
720 l.0137 
760 J.,0206 
800 1.021+5 

b) SoJ.uc16n del problema usando un espsci•mitnto h • 80 

PREDICT<E j; 

Pus. 1 : o 

La secuencia de c~lculo es id4ntico, aue para un espaciamien­

to h = l+o. 
DATOS PRSLIMINARF.S CALCULADOS ANTERIORMENTE: 

A a 2.~l:ll:l 

p :"-8.6991+ 

R : O.l+tl62 

Sr : 0.2523 

~ = 121.9375 

Ylp = Yo .. h (So - Sr)/( J. ,_ .~) ~ .:· <3 ., t' 

= 0.38. 80(0.008 - 0.2523)/(l - 121.9375) • 0.51+15 



? : "\ t- ~.~j'l.2.(ó.5'115) :;'\.<\'2.\1 

~:0.51~ 

Si¡ "l ~·:!.'J{,~ ló~s<l"I!} )2. " 0.01 S?. 

f} "36ó0h t q(0.5.¡\5)):: •\0.\\5' 
'"\-SI (1.1 :n6'\)'5 

'i,c.:: 'fo~ h \So-~\ t So-Si¡) 
T t -'I', \ - "f} 

1 ?~t>lt. ¡()" 

i - 0.'?>lh ~(Ot>OB-¡?,252.} t o.aaa -O.O],!;?.) 
IC. - T 1- \i.\.<\)1S 1 -~0.\156 
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En forma sim11Ar se obtuvieron los tirRntes subsecuent~s, los 

re.sultado.s se muestran a oontinuacióm 

Jf y 

o 0.38 
80 0~5395 
160 o.6572 
2l+o o.~628 

~~ o. 1+64 
0.9080 

480 0.9~12 
560 0.9 00 
61+0 0.9984 .. 
?20 l.0100 

ªºº .1.01?4 

e) Solución del problema usando un espaciamiento h.: 120 

Para i :i O 

PREDICTORA:. 

La secuencia de cálculo ·es id~ntic~, que para un espaciamiento 

h = l+o. 



DRto'S··prel1minares cslcul11dos anteriormente, 

A : 2.9488 

p = 8.6991+ 

R : o.1+862 

Sr: 0.2523 

~ = 121.9375 

Ytp = Yo • h(So - Sr)/(l - pj) 

= 0.38 t' i2oco.008 - 0~2523)/(l - 121.93?5> 

= 0.6223 

A: l 1 ~ e(o.b'2.'l..°!>)} o. c;.i.2.'?I = s.110'­

P,,. 1 ~ .... l\U .. 2. (o.,;.2.·2J) = "\·Í~'5.i 

p,,'lh: ó.~SD::l 

5 - ( 0.12. )?. - D· O~"-
t - s. 1~0& to.,so:?>) -

'iic.::. 'lo°"' h {So -:t + So -St ) 
"'[ \ - r,. \. - rJ-

1 ?'t~~\C \011. 

78 
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En forma similar se obtuvieron los tirantes subsecuentes, bs 

resultados se muestran a c~ntinunci6n1 

lC y 

o . 0-38 
120 o. 5946 
240· 0,759-i, 
360 o.8731 
i+8o o.941to 
600 0.9840 
720 l.0156 

5.2-3 SOLUCION DE PROBLEMA USANDO EL METODO DE RUIDE-RUTTA 

DE SEGUNDO ORDEN. 

k, = ht (l!-\ ''ti~ 

Ki. ~ h~ (x1 t \,, 1r + ~~ (~1.'tr)) 

a) $oluci6n del problema usnndo un espaciamiento h = 4o 

· CondicitSn inicial y(O) : 0.38 

ParA 1 = O 

t>otibe. ·. 

~1:. h~ (xo, '(.) 

~i. : hH )(o+ '1, 'l. t h n )'.. , 'i.)) 
CA.\.C.Ll\.p \<. 1 ¡ 1'\1 -:. h\l)(.0 , 'lo)= h\(<\o,o::.s) 

A .. ( 1 ~a (o.?>-e.)) o:?.s = a.'\<\ e.e. 

1" :. 1 -t 'l. L\ 1 Ú. (o. ?.S) -:. s. '-"\'l <Ir 

. :.·'· ... \ .. 



r:- = 3@h t4 (c.?>e)): 12.l.<\"llS 
"l·'el ('l..1'1 ss):s 

~I .: 0~ ( So - 51 ) 
\- ~f 

"' = .¡o\ o ooB - 0.'?.52.3 ) :: o. 0e,ot) 
l - \ '2..\.C\'?ilS 

\\i. = hq~º \-\.i, "· t h\lx,,, '1o)) 

\\?.. = hfto HO, o.~+ o. osoe) 

\\i. = ht ( "º' o. ol'-01!.) 

A .. ( 1Ta(oA,O!.))0.o!\i.08 = ?..'-'º~ 

? = ,. t .¡.•nu. lº·""ºB),, 9.oc.M 
~ . 

" : O. S'ISS 

~~ = ( a.12. fo:. o. 1'!>01 · 
. ~ .. &sOl lO.s4ss) 

'f.' :. 'io + t ( ~\ + \c.t ) 

. 'I, :. ll. 1.8 + .t (D. 08013 -t o.O"f4)) 

'!, = o.'lsl~ 
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En torma similar se obtuvieron los tirantes subsecuentes: los 

resultados se muestran 1 continuac16n1 

X 'J 

o º·~ª l+o o. 578 
80 o. 5299 
120 o. 5968 
160 o .65!:ll+ 
200 0.711+5 
240 o. 7650 
280 O.l:l099 
320 O.!:l492 

~~ O.!:l83l 
0.9ll? 

44o 0.9355 
480 0.9549 
520 0.9707 
560 0.9834 
600 0.9939 
6i.o 1.0018 
680 1.0079 
?20 1.012? 
760 1.0161+ 
800 1.0193 

b) Soluo16n del problell18 usando un espaciamiento h .•. l:!O 

Para 1 = o 
. CUculo Ki 

1;= 'nt(.,.0 ,'J.),, 'hHao, o;:;s) 

·Datos preliminares, c'lculAdo11 anteriormente1 

j : 2 ,94!H! 

p = 8.6994 

· R • o.4862 

Bf' : 0.25~3~ 

F~ : 121.93?5 



CAl..C.Ul..0 ~1. 

'f.2..: nH'1-oth, Yo+hHic.o, Yo)) 

Kt::. n~ (o t80, 0.3e.+O.l614:) 

\<.'l..= hneo,o.s<11G) 

A= ( 1+i(0.~'116))0.6416: 4·>1~"1 

?: 1 t4.>\12.'l.(ó.5~1G).,.'\.A'Z.'i.I 

'?i'l./) = o. \5", 'I 
s~ = t 012 )'l. = o.01si 

\ Ll 0 3l11 (0.59"!'1) 

¡:~: 3@(1 + 4 (O.S'll!.)):. '\O.Og'\c¡ 
9-~\ (<\;:nn)"J 

l'li. : 8C ( a.ooa -0.0152 ) : O. 131 s 
1 - ~0.08<\"t 

51..l'li,í. \<,1 'I \\i. 7 1'.E"!.ULia..: 

'i,; 'io t i ( \\, +\\i.) = 

'f1 = 0-38 + + (0.16\b + 0.1-:?.1&) 

º'f, : o. Si!.,'-
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'En forma similAr se obtuvieron los tirantes subsecuentes, los 

resultados se muostran a cont1nuaci6n: 

X y 

o 0,38 
80 o. 5296 
160. 0,6574 
240 o.76r 
320 ó,84. 5 
i+oo 0.908~ 
480 0,951 
560 o,97éa 
640 0,99 3 
?20 1.0100 
800 1.0175 

e) Soluci6n del problema usando un espaciamiento h • 120 

Para i : O 

C'1culo k1 

i<.1 : hf ( Xo• ~.) : hV( 12.0, O.:!>S) 

Datos. prel1m1narP.s, calculRdos anteriormente. 

A ; 2,91+88 

, = 8.6994 

R~ o.'+862 . 

sr= o.2523 

~= 121.9375 

~. = \\Hx.., 't.) 

-t<. = \2.0 l"M& -"· 2.5 23) = o. 2.i.I 2.'l 1 
· . l - l2. P\J15 

CALCl.l LO "-t. 

ti. .. hHl'.°o t \,,'to t hf (x.,, 'to)) 

kz. = hf (o t- 120, o.as"" ó.2.'12..'1) 

' ! ~' ' 
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P , 1 +" .'\12.Z. (o. E.2.t<I) =•ns ~s 

Rtr., : O.G.S0'4 

~. (. . 012. )? ,.0.0465 
. S.I ?." (0.650<1) 

r: ~ u.~<1 + i\ co., 2.2.4) ) .,. ·is :11 os 
· · ·81 (s. 1314 )'~ · 

Kt.:. º· 186S 

'f1 .:. "lo \o l- t 1\1 +"'t.) 7. t;:S:bU\.,'f"''• 

In tor11111 similar se obtuvieron loa tirantes· subsecuentes, los 

rtsulbdos se muestran a conttnuactdna 

o 
.120 
21to. 

~~ 
. 6oo 

120 

1 

0.38 
o. 59'+5 
0.7591 
0•8731 
o.~38 
0.9838 
l.00,. 

5.2-l+ SOLOOIOH D!L PROBLEMA USA?l>O EL METODO RUllJE-KUTT.A' DE -

CUARTO. OMBN • 

.,,., ,. '\t t tt"-· ""~"·•.tlls~~) 
r:. o. i,. a., .... 



"-1 :. h' (x,, '{¡\ 

!\'l. :: hf( )(\ + t h ' '!¡ t + "'') 
"-~:: hH )(¡ t {:-h, 'fr.t t \\i.) 

k11 :. \,\{l•q t \.h 11 .\- "-1) 

a) Soluc1~n del problema usando un espaciamiento · h : lto 

Cond1c16n 1n1c1al y(O) • 0.38 

Para 1 • O.· 

t., :. hV t)t,º' 'fo) 

~&.::. \,fl'l'o t tki' ~ t +\!..,\ 
le.> = \\f(x. t t h, 'f, + i; "'1..) 

11.\::. h~(~i-h, 'fo H-,) 

GA..\.C.UlO ~l · 

1" • {i ~ 2.(0."8)) 0.11 : 2."\'\M 

P = 1 t "·"12.t (o.11) =a.~"'," 

"t.\:= o.'"' t 

1\1 ::. '\O\ c2DQS-Q&.S2?.' : ó.OIO&· 
. l - l '2.\."l•fls' . 

·, ·. 

.-; 

··' 

·,·.: 
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CA,\..cUL.0 '!\t. 

\\i.: hf ( l<ot + h' "t + \\,) 
~'!.. : h~ (o t ~ ' o. '!.6 + ~) 

ki. = hHw, o.<1iae) 

P:: 1~ 'f.'11U.(O.cl'l.04)::S.et.01 

~ R = o.516s 

Kz.: hf (~º t t h, 'Yo -t + ~1) 

h: "º (<2000 - fJ.1?31 )-= 0.0111 
. 1 - 8t!>.'t~l 

I<~ " hf( 'X. + t h ' '1. t t \\i.) 

K:i. = hHo ~ !ip, o."l&t ·~) 

t 3 = h~ (z.o, o.1\&'\) 

A,. ( l t 2. ( 0.418'1)) o ... \&'l : 3.2.&tt. 

p = , t"·'ll2.2 (0.'118,) ,,,g.&132. 

R~ ... O.S!S4' 
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\\?> : '\O ( /2. 008 - 0:/811 ) :. Ó.0,10 
l. - e'\.'18'\ 1 

C b.LC. U LO \\~ 

k11 ,, hHo+4o, o '?.l"> ~ 0.011~) 

Kq = \,f( <lO, O.'\Sll!>) 

A:. (l t 2. (o.<1s1s) o.r.¡s1s = ~.Gne. 

\='" 1t<\A'lti.(o.<1s.1e):9.0'11'1 

R111
: 0.Sl\34 

!\" :. hf(~ t h' '1. ~ "'") 
\ 

~ : 40 ( ªººª -o. l)}J ) : o. 01 ""' 
; \ - bS.10'4'4 . 

Y, :: ó. ~p, ~ i- ( o.080& -t 2.( 0.0111) + .i (D.Oll8) t o.Ol,'1~) 

y,= o.<1s1e 
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En forma similar se obtuvieron los tirantes subsecuentes, los 

resultados se muestran s cont1nuac1~n: 

X 7 

o 
lto 
80 
l20 
160 
200 

' 21+0 
280 
~o 

~~·· 
ltl+o 

.1+80 
520 
S60 
600 
6l+o 
680 
720 
760 
800 

0.38 
o.r¡ 578 
o. 5300 

''º· 5970 o.6587 
0.7150 
0.7657 
OC8107 
o.8500 
0.8839 
0.9125 
0.9363 
0.9558 
0.9?16 
0.9~3 
0;,9cj+3 
1.0021' 
1.0082 
1.0130 

-1.016? 
l.0195 

b) Solucidn del pr~blema usando un espacl••iento h • 80 

Para 1 • O 

c•lculo ki 

kL: hr(x_, '1,) " \,f(O; 0."~8) 

Datos prel111in11res, · calculados an.teriormente. 

J:'~ : \ 2.1."l'JlS 

, '.• 



C::. A.l...C. U LO \\t. 

i\t. :: hr(Y.o ~ + n 1Yo t. {-f.,) 

11.i. :: hf(O t• rt1lO.3&+ ~) 

ki. :: hH'fo,o'lboe) 

A .. ( 'l + 2.{0.%08)) o.~,oe ~ ~.(,soz. 

P :: 1 + ll ·'IH2. (o.~t.08) : e¡. 0601 

P.111 = o."s<1ss 

2. 
e:;.. _ ( o.n \' :: 0.1308 
'T - • 3 ·6502. (o.s.¡ SS) ·¡ 

¡;: 3@'1 +4(0.g1>08D : ,i;.,'KS 
"f.!n ci.i;soa)3 · 

Ki.:: liH'1-o ~+' \ ~ +ir-.) 

li\,_.: 80 l ~:...fil1M.) :: O. l'l'l5 
J - 66-6'J63 . . 

kl: ~f(><o+ th, 'to t tlr.t) 

lt., :;h~(O~Jf:.,o:i.at~) 

K3:: '1H4o, o .. qs~e.) 

A ... ( l. t 2.(0.'154&\) O.CIS'4g ~ H'\"I 

P,. "1 ·Hl,q'l2.t(o.41s4&)::. ,.o3<1D 

P¡ZIJ::. O. S•fla 

~~ - ( o.n. ,i. - ·t> 1368 
• ?o.s"J6'f (o.s.¡ 1z.)1 -

k!>: 80( O@-Q.t3(JJ) ;().1504 
1 ~ 6'i·S~6'i 
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l<-4 ~ ht {o t M, O. '?>e -t tJ. 1~0'\) 

\\.i, ~ h~ \8C, 0.5'!>04) 

p :. 1 ~ <\.<\Tl.t ( O.SM") ; "r. ?>12. l 

R.z¡,,-:. .S"\"?4 

sí. ( o.1i. y- : 0.0801 
~- ?.16'.(0.S'l U) 

l'..~ -:: 80 l ().qM- Q.0801 ) : (J 1~1 
1 - '12..9tl3 

'11 : 'lo + -/;-( '°'' t 'Z..t-t. t 2.\\l + l<."), R~~n.: 

Y, : O. 38 t. -!- (o.''''"". 2.(0. \~S) + Z.(0.\5.M) °" 0. \'3"11) 

90 
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En rorma similar se obtuvieron ~os tirantes subse~uentes, los 

resultados se muastrAn a cont1nuRci5n: 

X' y 

o 0.38 
80 o. 5301 
160 o.658? 
21+0' o. ?6 5? 

.320 0.8500 
i+oo o. 9124 

· 490 0.9558 
560 0.981+2 
61+0 1.0021 
?20 l.0130 
800 l.0195 

e) Solución del prob~ema usando un espaciamiento h • 120 

·.Para ·t. • O 

. 'P =·8.(,1;1\ 

. R."+> ~ o. 'l&~'l 

.1< 1 : 12.0 tat100 - O 2.!iC,} ~ : O.'l..l\2.4 
· l - 12.l.'\'.H!i 

\\i.: hf()C0 +:;+ h, 'to~ f \<,1) 
.'• 

kz. = ~~(Ot Jtº., ó36 '°ª212.~\ 



i\i. = hf l t.0, O EOJZ.) 

A = ( 1 t i{o.5012.)) 0.501'2. = .¡, ÓIO'-

'P:. 'l 1-<\.'1l?..2.(0.Só12.) :.'i.i.414 

R. 7.Jl ~ o. &1 ?,'2. 

'5~ = ( /2 72.. )2 = o. OWJ 
.¡, otób ( o.snz.) ' 

r1 :. 3600 (1 .¡. 11 (o.i¡'%1i.)) = .s1. z.ns 
'l.61 (<\.OIOb) 

K?. : h\t Xo 1' + n t Y,, 1' t \'\,) 

e A.\.c:.u\..o \'\3 

1\3 = hf< )t.o t t \, ' 'to t + \<.'t) 

k3:: ~~(o~~~ O·M + ~) 

kl = hf ( 60, o.11&76) 

A ~ (r t 2. ( o.'lel6)) O. '161& -:. :!.lle8'J 

'P = 1 ~ •Pl"!2.l fo.<1ei1') = e¡. 1eo1 

R'a./~ :: _o. s'° '\O 

$~ :: ( Q.12 )2. :. o. 1017 
. 3S8set(o.S6~0) 

~, = 120("-tW -amzz ) 
J. -.ss~ 

K3 :.0.218Z. 

.• 
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C.Al.C..UL.0 \<.<\ 

1<-" .,_ h~ (o+ 12.0, o. ~e'º·ª'ªª) 

1<.., • \,.\'( 1to, o.s'11n) 

A : (1 t 2.(0.S'iB2.))o.yte2. :·<l.'jO'}S 

'5 - l (). 72. 
1 - lj.'J036 (o.G~57) 

r; = >600 () t q (O. 5"18'2.)) : 2. 9. z.>i: G 
t.).s1 ( 4.903 s)~ 

'{1 =.'fo t -!-(\ol.1 t '2.~~ + '2.\\-,T "'4'), R~<;.~L..il!>.. 

'fl.,_0.3&• f-(o.'Z.i\?.i\+2.(0.ZIS'Z.) + 2.(0.2.182.) t o.192.6) 

. '11 :. o.S"l10 
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F:n forma simil.c1r se: Qbtuvieron los tirantes subsecuentes 17 los 

resultad~s se muestran a cont1nuac16n: 

:r y 

o 0.38 
120 0.5970 
2i.o 0.7656 
~60 0.8837 

80 0.9556 
600 o. 9')1+0 
'720 1~0123 

;·_. 
V)/ 



94 

;. 3 SOLUCION DEL l'ROBLEMJI APLICANDO ME'rnDOo D8 INTEGRACION DE 

LA ECUACION DINAMIC A. 

5.3-l .SOLUCION DEL PROBLEMA USANDO EL METODO DE Il:'.'EGR.Ai:ION -­

GRAFIC.t. 
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y A p B RR/3, A/B V (VN/Rt/J a(~ 1-1¿ S'o-S' f(Y) X 
GA 

'\ 

o •. oo 2,9488 8,6904 8,5209 0,4862 0,3461 20,3473 0,2622 121,9391 120,9391 : 0,2442 4~,2481 

0,4675 3,6211 9,0460 8,BGOO 0,15432 0,4101 16,6696 0,1340 68,2441 67,2441 0, 1260 633,6833 39,87 

0,6296' 4,2672 9,3680 9,1180 0,5920 0,4680 14,0607 0,0812 43,0625 42,0625 0,0732 574,8243 39,9C 

0,59615 4,8m 9,6632 9,3820 0,6340 0,5199 12.0009 0,0542 29,6678 28,6678 0,0462 620,15162 39,4~ 

0,6576 15,4871 9,9406 9,6300 0,6713 0,6677 10,9747 0,0386 21,6271 20,6271 0,0305 678,2004 40,2C 

0,7135 6,0127 10,1009 9,8540 0,7035 0,6102 9,9789 0,00.90 16,6351 15,6351 0,0210 744,5296 39,76 

0,7635 6,5104 10,4145 10,0640 0,7311 0,6476 9,2160 0,0029 13,3714 12,3714 0,0149 830,2963 39,31 

0,8096 6,9771 10,6202 10,2000 0,7657 0,6616 8,6996 0,0186 11,0617 10,0617 0.0100 949,2170 40,0C 

0,8496 7,3898 10,7991 10,3000 0,7766 o. 7107 8,1193 0,0167 9,4564 8,45154 0,0077 1,098.1039 40,0e 

0,9835 7,7456 10,9512 10,5340 0,7938 0,7363 7,7463 0,0137 6 1 3187 7,3187 0,0067 1,283,9825 40,6C 

0,9115 B,0422 11.0764 10,6480 0,8078 0,7654 7,4606 0,0123 7,5111 6,5111 0,0043 1,!114.2093 39,17 

0,9355 8,2988 11.1837 10. 7420 0,8196 0,7726 7,2300 0.0112 6,8969 !5,896Q 0,0032 1,842, 7813 40.2! 

0,9535 8,4928 '11.2642 10.8140 0,8284 0,7864 7'o0648 0,0106 6,4780 !1,4780 0,0005 2, 191,2000 00,51 

0,9710 9,6881 11.3447 10.0990 0,8371 0,7001 5,·eoeo 0,0098 6,0915 5,0915 0,0018 2,828,6111 450 1S 

0,9866 8,8400 11.4074 10.9420 0,8437 0,0000 6,7886 0,0093 5,8106 4,8108 0,0013 3, 700,4815 46,7C 

0,9955 8,9505 11,4521 10.0020 0,9495 0,8160 6,7036 0,0090 5,6206 4,6205 0,0010 4,820,6000 41.6( 

1,0031 9,0341 11.4861 11,0124 0,8521 0,8204 9,f415 0,0007 6,4807 4,4807 0.0001 e,401.0000 41,8~ 

1,0091 9,1003 11,5129 11,0364 0,8649 0,8246 6,5932 0,0086 5,3738 4,3738 o.oooe 7,289.8667 41,0í 

1,0137 9,1511 11.6335 11,0540 0,8671 0,8279 6,51566 0,0084 5,2937 4,2B37 0,0004 10, 734.21500 41,M: 

1,0206 9,2274 11,15643 11,0024 0,9603 0,8326 6,5024 0,0082 5, 1766 4, 1766 0,0002 20,983.000 100.oe 

1,0290 9,3207 11.6019 11.1160 o,8642 0,8386 6,4373 0,0080 5,0377 4,0377 0.0000 

TABLA e,s-1 Cálculo del per~I del Mujo mediante lntegract6n grá"ca, 
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l:ie hizo un Rjuste 11 .Los valoreR de "Y" para que h distancia -

AX sea igual a 40, resultando los siguientes valores: 

y 

0.38 
o.1+575 
o. 5295 
o. 5955 
o.65'75 
0.?135 
0.76.;S5 
0.0075 
o .t14'7 5 
o.tH:!35 
0.9115 
0.9355 
0.9560 
0.9715 
0.91'35 
0.9950 
1.00.!0 
L.OLOO 
l.0160 
l.OltiO 
l.0~90 
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5,3-2 SOLUCION DEL PROBLEMA USANDO EL ME"['ODO DE INTIDRACION -­

DIRECTA. 

Datos calculados previamente: 

Yn • 1.029 

Ye = 1.658 

Tirante medio: 

Ym : (0.38 + l.020H)/2 : 0.70~ 

y11/b JI 0.70'+1? •O.lo, de las F'lgs. 5.15 y 5.16, los exponentes 

h1dra611cos s:>D N • 3.1+5 y M • 3.2 

Bl valor de J = N / (N - M + l ) 

.• 3.45¡(3.~5 - 3.~ + l) 

• 2.76 

Para cada seccUn se calculan los valores de U(y/y0 ) y V(UN/J) 

y de la tabla 3.4-1 se interpolan los valores F(u,N) y F(v,JJ. 

De la ec. (3.~-llJ •• calcula La longitud del tramo que separa 

La a do1 11001 ones extremas • 

.f: ""'\tlli.·U,)- (r(Ue,,~\ - f{1.11 ,~\) ~ t>lVl"ll'a,3) -l'(~,J\)1 

1)00~: 

1 -.1JL tó2q __ LU ,(;e.S ,.. : ":.. : o:oc:e 



y u ·V F(u,n) F (v,J) .A u AF (u~n) 

0,38 0.3693 0,2879 0,"130 o.2eoe .- -
0,4618 o.4488 0,3673 0,4566 0.3737 0.0195 o,oa36 
0,5361 o •. 5210 o,.4426 0,5333 0,4560 . 0,0722 0,0767 
0,6039 0,6869 0,5137 0,6080 0,5379 0~0659 0,0747 
0,6656 o •. 6460 o.saoo 0,6818 0.6200 o.os99 0,0738 
0,7214 0,7011 0,6415 O, 766.7 0,7029 0.0543 0,0749 
0,7714 0,7497 0,6971;> 0,8305 o~ 1010 o •. 0486 0,0738 
0,8157 0.7927 . º· 7480 0,9025 0.0121 o.0430 0,0720 
0,8544 0,8303 0,7926 0,9755 o.9599 0,0376 0,0730 
0,8876 0,8626 0,8313 1,0501 1.0494 0,0323 0,0746 
0,9158 . 0,8900 0,8644 1, 1258 1.1406 0,0274 0,0756 
0,9393 0,9128 0,8922 1,2007. 1,2340 0,0228 0,0749 
0,9586 º· 9316 0~9152 1,2763 1.3239. 0,0188 0,0756 
0,9742 0,9467 0,9338 1,3577 1. 4251 0,0151 0,0016 
0,9866 0,9589 0,9488 . 1.4364 1.6252 0.0121 0,0785 
0,9966 0,9684 0,9607 1,6185 1.6246 0,0096 0,0621 
1.0041 o •. 9758 O,tJ69f3 1,6977 1. 7253 0,0074 0,0792 
1.0101 0,0016 0,9771 1,6809 1,8286 . 0,0058 0,0832 
1.0146 0 •. 0060 0,9025 1. 7626 1,9305 0.0044 0,0617 
1,0191 0,9094 0,9068 1,8436 2,0370 0,0034 0,0810 
1,0208 0,9920 0.9900. 1,9595 2,1326 0,0026 0,0959 

TABLA 6,3-2 Cálcu~o del perftl del flujo mediante tntegraot6n directa, 

b.F cv.n 

-
o.oose 
0,0023 .· 
0,0019 
0.0021 
0,0029 
0,0041 
0,0057 
0,0872 
0,0895 
0,0912 
0,0934 
0,0899 
0.1012 
-0.1001 
0,0994 
0,1007 
0,1083 
0,1079 
0,1065 
0,0955 

X 

-
39.0611 

. 38.3940 
37.6515 
37.0902 
36,6073 

·36,2494 
36,8527 
36. 7399 
36,9415 
36,2181 
37,5278 
35,265~ 

39,3693 
38,8661 
37,7451 
38,4508 

. 38,0617 
38,3116 
40,4518 
33,2229 

\O 
CXJ 
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~• hizo un ajuste a lo~ valores do "t' pRra que la distancia -

r·sea igual a 4o, resultand? los siguientes valores: 

0.38 
o·.i¡.61to 
-O. 5'+20 
0.611+0 
o.68:.:!0 
0.7420 
o.794o 
0.83~5 
O.tl?60 
0.9090 
0.9360. 
0.9570 
o.97io 
0.9855 
0.9975 
1.0b4o 
l.0106 
i.011+5 
l.OU!O 
l.0.:!00 
J..Oi:!20 



5.4 80LOOION DEL PROBLFMA Al'LlCANDO METODO::i D& INCREMEN'l'OS 

FI NITOl::i. 

100 

3.1+-l ¡;¡QLU..:ION DEL PROBLEMA USANDO EL ME'rODO PARA El.. CALCULO D.!!: 

LA LONGITUD DEL 'J:R.RMO. 

.· 



y A p R2/3. . V 
v2· 

el(;;:- E AE sr. sr so-sr AX· 

0,38 2,9488 8,6994 0,4862 20,3473 21.1016 21.4816 -.- 0.2522 -.- -.- . -.-
0,4619 3;6600 9,0657 0.5462 16.3934 13.6934 14.1553 7.3263 0, 1297 0,1910 0,1930 40,03 

0,6362 4.8284 9,3960 0,6964 13.8619 9.7937 10.3299 3,8254 0,0778 0,.1038 0,0958 39,93 

0.6042 4.9595 9, 7021 0,6393 12.0980 7.4696 8.0640 2,2659 0,0516 0,0647 0,0567 39,96 

0.6664 5.6530 9,9603 0,6766 10,8050 5.9505 6,6169 1. 4471 0,0367 o.044r 0,0062 39,98 

0,7227 6.1085 10.2321 0.7086 9,8304 4,9254 6,6481 0,9688 0,0277. 0.0322 0,0242 40,03 

0,7731 6.6071 10,4576 0,7363 9. 0811 4.2032 4,9763 0,6718 0,0219 0,0248 0,0168 39,99 

0.9177 7.0612 10.6669 0.7600 8,4971 3,6800 4.4977 0,4786 0,0180 0,0200 .. 0,0120 39,88 

0.8684 7.4616 10.0000 O, 7801 8,0412 3,2957 4, 1621 . 0.3456 0,0153 ·0,0167 0,0007 39,72 

0.8896 7,'8089 10,9780 0.7969 7.6835 3,0090 3,8986 0,2636 0.0134 0,0144 0,0064 39,63 

0.9174 8.1050 11.10'28 0,8107 7.4028 2.7931 : 3, 7105 0, 1880 0.0120 0,0127 0,0047 40,00 

0.9405 8.3526 11.2061 0,8221 7, 1834 2.6300 3,6705 0,1400 0.0110 0.0115 0,0035 40,00 

0,9594 8,5567 11.2006 . 0,8312 7,01¿0 2,5060 3,4654 0,1051 0.0102 0,0106 0,0026 40,42 

0.9746 8,7219 11.3586 0,8385 6,8792 2.4120 3,3866 0,0788 0,0097 0,0100 0,0020 39,40 

0.9867 8,8541 11.4127 0,8443 6,7765 2,3405 ~.3272 0.0594 0,0093 0,0095 0,0015 39,60 

0.9962 8,9582 11.4552 0.8468 6,6978 2,2865 3,2827 0.0445 0,0090 0,0092 0,0012 37,08 

1.0037 9,0407 11.4887 0,8624 6.6367 2.2449 3.2486 .0,0341 0,0087 0,0009 0,0009 37,89 

1.0095 9.1047 11.6147 O.B6ff1 6,5900 2.2136 3.2230 0,0256 0,0085 0,0086 . 0,0006 42,67 

1. 0140 9.1544 11.6348 0,8572 6,5542 2, 1895 3,2035 0,0195 o. 0084 0,0085 o;ooos 39,00 

1.0175 9.1931 11.5505 0,8588 6,5266 2.1111 3.1886. 0,0149 0,0083 0,0004 0,0004 37,25 

1. 0201 9.2219 11.6621 0,8600 6.5063 2.1576 3, 1777 0,0109 0.0082. 0,0083 0,0008 36,33 

. -
TABLA ~4-1 Cálculo del perftl del flujo, medtante el método .longttud del tramo, método de incrementos finitos, 



CA.l'ITULO 6 

COM!'.4RACION DE L.11 A!'LIC.ACION DE LOS ME'!'ODO::; NUMERICOS BN EL 

CALCULO DE ~ERFILE~ DE FLUJO ORADU.lLMBNTE VARIADO. 
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Para encontrar los errores abosolutos (EA), mostrados en las 

tablas 6.1-L, 6,L-2 y 6,1-~ y en las figs. 6.1-1, 6.1-2 y --

6.1-3, se compararon los resultados.obtenidos con los mátodos 

anteriores contra los obtenidos con el método de integración 

directa, el cual no introduce errores acumulables al aumentar 
\ 

b..7.. tie usaron. tarobien diferentes valores de 6x para observar 

como se comportaban los errores al tuicerlo. 
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Val,"Y" Runge Kutta Runge Kutta ·~rac1on -increm,r-1n,...,,, 
X lntegrac, E u le r Euler Gauss 2° Orden 4° Orden Gr&nca. L<>«.J,de tramo 

Directa y EA y t=A '( CA y .t:.A y l::A ., 
"""" 

o 0,38 0,38 o.oo 0,38 º·ºº o.se 0,00 0,38 o.oo o.ea o.oo o.38 0,00 
40 0,4680 0.4679 1.00E-4 0,4576 1,05E-2 0,4578 1,02E-2 0,4578 1,00E-2 0,4575 1,0SE-2 0,4619 6, 10E-3 
BO 0.5422 0,5421 1.00E-4 0,5295 1,27E-2 0,5299 1,23E-2 0,5300 1,22E-2 0,5295 1,27E-2 0,5362 6,00E-3 

120 0,6140 0,6108 3,20E-3 0,5955 1,05E-2 0,5968 1, 72E-2 0,5970 1, 70E-2 0,5956 1,05E-2 0,6042 9,00E-3 

160 0,6820 0,6741 7,00E-3 0,6575 2,45E-2 0,6584 2,00E-2 0,6587 2,33E-2 0,6575 2,45E-2 0,6664 1,56E-:;! 
200 0,7420 0,7316 1.05E-2 O, 7135 2,05E-2 0,7145 2, 75E-2 0,7150 2,70E-2 0,7135 2,85E-2 0.7227 1,93E-2 

240 0,7940 0,7833 1.07E-2 º· 7635 3,05E-2 0,7650 2,9 E-2 0,7657 2,a3e:-2 0,7635 3,05E-2 0,7731 2,00E-2 

280 0,8385 0,8289 9,06E-3 o,8095 2,9 E-2 0,8099 2,00E-2 0,8107 2,7BE-2 0,8075 3, 10E-2 0,0177 2,00E-2 

320 0,8760 o.aae1 7,00E-3 0,8495 2,65E-2 0,8492 2,68E-2 0,8500 2,60E-2 0,8475 2,85E-2 0,8564 1,00E-2 

360 0,9090 0,0025 6,04E-3 0,8835 2,55E-2 0,8831 2,59E-2 0,8839 2,51E-2 .0;8835 2,55E-2 0,8895 1,95E-2 

400 0,9360 0,9304 5,06E-3 0,9115 2,45E-2 0,9117 2,43E-2 0,9126 2,35E-2 0,9115 2,45E-2 0,9174 1,86E-2 

440 0,9570 0,9530 4,0 E-3 0,9355 2,15E-2 0,9355 2,15E-2 0,9363 2,07E-2 0,9355 2.15E-2 0,9405 1,65E-~! 

480 0.9720 0.9710 1.0 E-3 0,9535 1,B5E-2 0,9549 1,71E-2 0,9558 1,62E-2 0,9560 1,60E-2 0,9594 1.26E-2 

520 0,9866 0,9851 4,0 E-4 0,9716 1,40E-2 0,9707 1,4BE-2 0,9716 1,39E-2 0,9715 1,4 E-2 0,9746 1,09E-2 

560 0,9976 0,9959 1,6 E-3 0,0055 1,20E-2 0,9834 1,41E-2 0,9843 1,32E-2 0,9835 1,40E-2 0,0067 1,00E-2 

600 1.0040 1.0048 -6,0 E-4 0,9955 8,60E-3 0,9939 1,01E-2 0,9943 9,70E-3 0,9950 9,00E-3 0,9962 7,BOE-3 

840 1,01(l6 1.0109 -3.0 E-4 1,0031 7,5 E-3 1.0018 8,8 E-3 1.0021 8,50E-3 1.0020 8,60E-3 1,0037 .6,90E-3 

680 1.0145 1.0156 -1.0 E-3 1.0091, 5,4 E-3 1,0079 6,6 E-3 1,0062 6,3 E-3 1.0100 4,5 E-3 1,0095 6 ,OE-3 

720 1. 0180 1.0100 -1,3 E-3 1,0137 4,3 E-3 1,0127 5,3 E-3 1,0HlO 5,0 E-3 1,0160 2,0 E-3 1.0140 4,0 E-3 

780 1.0200 1.0222 -2,2 E-3 -1,0006 -S,0 E-4 1,0164 3,6 E-3 1,0167 3,3 E-3 1,0180 2,0 E-3 1.0115 2,5 C-3 

aoo 1.0220 1,0241 -2,10E-3 -1,0246 -2,60E-3 1,0193 2,7 E-3 1,0195 2,5 E-3 1,0206 1,4 E-3 1.0201 1,9 r::-3 

TABLA 6, 1-1 Errores absolutos (EA), da los resultados obtenidos con los m!Ítodos anteri oras contra los obtenidos con el método do 
lntegracl6n directa para un 6><=40 
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Val, Y . E u l 11 r Euler · GaUlls 
Runge Kutta Runge Kutta lntegract6n lncrem, Finitos 

X 2• """"'~ 4° Orden Gr&rioa Lonn, de tramo 
lnt,Dcta. y E'A y E'A y t:A T ~ T ~ y ~ 

,. 

o o.oo 0,08 o.oo o.oo . 0,00 0,08 0,00 0,00 0,00 o.oo 0,00 0,00 o 
120 0,6140 0,6224 -a,·40E-3 Ó,6Q4e 1 •. 94E-2 0,6946 1,96E-2 0,6970 1,70E-2 0,6966 1,86E-2 0,7229 -0, 1089 
240 O, 7940 0,8009 -8,00E-3 0,7693 3,47E-2 0,7691 3,49E-2 0,7866 2,84E-2 0,7636 3,00E-2 0,8672 ..0.0732 
360 0,9090 0,9362 -2:72E-2 o,_0733 3,67E-2 0,8731 3,59E-2 0,8837 2,53E-2 0,8835 2,56E-2 0,9608 -0.0418 
480 0,9720 1,0016 -2,96E-2 0,9440 2,80E-2 0,9438 2,82E-2 0,9656 1,64E-2 0,9660 1,60E-2 0,9936 -0,0016 

600 1,0040 1,0028 -1,80E-2 0,9840 2,_00E-2 0,9838 2,00E-2 o,_9940 1,00E-2 0,9950 9,00E-3 1,0135 -9,BQE-3 

7:20 1,01eo 1,0088 -1,06E-2 1,0156 2,40E-3 1,'0054 1,26E-2 1,0128 5,20E-3 1;01eo 2,00E-{3 1,0022 ..:.i,20E-3 

TABLA 6, 1 - 3 Errores llbaolutos (EA), ele loe resultados obtent dos con los rr*todos 11ntel"lores contr11 loe obtentdoe con el m&tocto de 

tntegr11e16n d1reot11, para un AX•120, 
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Ttr-ante Runge Kutta Runge Kutta lntegr-acl6n lncrem. Finitos 

X ''Y" E u le r Eu\er Gauss. 2° Ol'dan 4° Or-den Gr-!Íffca Lo,.,.:, de tr-amo ·-·-- ... _ V ·<='A V i='A V ,,,.,. V ... ,,. V """ V EA 

o o.se 0,38 o o.se. o o.sa o 0,68 o 0,30 o o.se o 
80 0,5422 0.6416 6.00E-4 0,6296 1,27E-2 0,6296 1,26E-2 0.5301 1.21E-2 0,5295 1.27E-2 0,6616 -0,0194 

160 0,6820 0,6791 2.90E-3 0.6572 2,48E-2 0.6674 2,46E-2 0,6567 2,33E-2 0,6576 2,46E-2 0,6949 -0,0129 

240 0,7940 0.1~ 7.00E-4 .0.7628 3,12E-2 0.7633 3,07E-2 0,7657 2,83E-2 0,7635 3,oSE-2 0,7004 -6,40E-3 

320 0,8760 0,8821 -e.10E-3 0,8464. 2,00E-2 0,8466 2,95E-2 0,8500 2,60E-2 0,8475 2,85E-2 0,8780 -2,00E-3 

400 0,9360 0.9461 -9.10E-3 0,9090 2,BOE-2 0,9063 2¡77E-2 0,9124 2,36E-2 0,9115 2,45E-2 0,9336 2.4DE-3 

480 0,9720 0,9646 -1•26E-2 0.0012 2.00E-2 0.9516 2,04E-2 0,9558 t,62E-2 0,9560 · 1.60E-2 o.e101 1,30E-3 

56C 0,9976 1.0001 -a.eoE-3 0,9800 1, 75E-2 0.9790 1,77E-2 0,9842 1.33E-2 0,9835 1,40E-2 0,9942 3,30E-3 

640 1,0100 1,0187 -:-S.10E-3 0,9004 1.22e:-2 0.9993 1,23E-2 1.0021 0,50E.:..S 1.0020 8,60E-3 1,0085 2,10E-3 

720 1.0100 ' 1.0244 -e.40E-3 1.0100 8,00E-3 1 ~0100 8,00E-3 1,0130 5,00E-3 1,0160 2,00E-3 1.0110 1,00E-3 

0oc 1.0220 1,0263 -4.30E-3 1.0174 . 4,60E-3 1.orre 4,60E-3 1,0195 2,50E-3 1,0206 t,40E-3 1.0219 1,00E-4 

. . . 
TABLA e.1-2 Er-r-ores l!lbaolutos (EA), de los resultados obtenidos con los métodos anteriores· contr-a los obt'.onldos con al método do 

tntegraot6n directa, para un óXcSO, 



... 

~tc=t~~~:-~ _.,_!__ 

. r i ::,:r:fH:_:C :S -j .. . .. ' ... . ~- :::: ~.e . ' .. ¡~_;;{:;,- ·'t , .. r ' . +~ '.· :. -1 , , . " ' ' , • ..,.1.~· "+-o--+, ....... -1-..:.....+...;....-1-µ ~~1~ .... f,:i:: .. '->. <,1· , .. :'"'· ].,1 . ·1 ... "---~- .• i i ·:: .. 1 "'¡ ,1 i::-._:, .• , i ,. :¡ -f··d~+-H+-~ -.L.-h' 



••7\-

· -i-

'+ 

·'>. 





CAPITULO 7. 

CONCLIJ.:>tONES I 'RECOMENDACIOI&. 
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ADalizdndo cada uno de los llMftodos que se estudiaron puede con­

ciuirse lo siguientes 

METODO DB !ULERs Para un especiamiento dx • l+O los re1u1tado1 

· de dsta m•todo se asemejan más a 11 horiiont•L de reterencla; -

para un espaciamiento AJ • 80 los resultados gratic1do1 va*!an 

un poco m4s que en el caso anterior alaj,ndose un poco mis de 

la horizontal; para un espaciamiento Ax • 120 1 es. notable la -

var1.ac16n comparada con los espaciamientos anteriores, pues se 

aleja más. Por tanto este mátodo debe ser utilizado par' espaci~ 

mientos pequeños. 

METODO DE EULER-G~US~: !ste 114todo aunque pRra espaciamientos 

pequer\os los errnres absolutos son m11orea que par• otros m4to-

· dos usados; se observa que los errores son parecidos para los -

diferentes eapaciamlentos estudiados, es decir la v1riaci6n es 

muy pequena o poco v:eriable. 

METODO DE RURlE-lUTT.t lt-o. ORDBNs Bn 4ste m'todo los errores son 

semejantes a Los dei ••todo de Euler..Oauss; pero más peq~•ños. 

MITODO DI UCREMEN'J.'O::J FINI'rmla !1 un m4tado que para espac1amie.D 

tos pequeños se pueden obtener buenos resuJ.tidos, porque se ob­

serva en· 111 curvAs que p•r• un· espaciamiento AX : 4o se 1cer­

c1 1 la horizontal; pero para ll.x mayores es inestable, d1 •-­

rr~res absolutos mu1 grandes. 

~Of lo anterior .el m•todo que se recomienda UtilizRr en proble­

mas de perfiles de r1u30 graduaJ.mento var1edo es eL de RURlE­

KUTTA 4o. ORDEN, ya que comparado con Los demds m•todos estu-­

diados es et' que n:>s arroja resultados más sat1sfactor1 os y. con 
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la ventRja de que es f'cilmente programable en cuanquier equipo 

de computo, desde una calculadora de bolsillo hasta una comput~ 

dora de gran capacidad. 

.·; 
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