
11 
'1 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

Escuela Nacional de Estudios Profesionales 
"ACATLAN'• 

t:Análi.1i, VriJiment>ional 

Je Címentacionel Je Vu'l.bogeneraJo,,es 

México D. F. 

e s 
QUE PARA OBTENER El TITULO DE 

licenciatura en Ingeniería Civil 
PRES E NIA 

RAMON DE LA ROSII RENTERIA 

1980. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



~?1~;~~~ 
~ 

\t?z,~~0}:1 I'Lt,q,n~ 
fas.h"'&~l..ii 

ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES "ACATLAN" 
COORDINACION DEL PROGRAMA DE INGEl)IIERIA Y ACTUARIA; 

CAI-C-073/80. 

Señor Ramón de la Rosa Rentería, 
Alumno de la carrera de Ingeniero Civil, 
P r e s e n t e. 

De acuerdo a su solicitud presentada con fecha 24 de 
Enero de 1980, me complace notificarle que esta coordinación -
tuvo a bien asignarle el siguiente tema de tesis: "ANALISIS -­
TRIDIMENSIONAL DE CIMENTACIONES D.S TURBOGENERADORES", el cual­
se desarrollará corno sigue: 

1.- Introducción. 
2.- Antecedentes. 
3.- Análisis mao::icial de cimentaciones 

para equipo rotatoria. 
4.- Adaptación de un programa de computadora 
5.- Ejemplos de aplicación. 
6.- conclusiones. 

Asimismo fué designado corno Asesor de Tesis el Señor 
Ing. Gerardo de Lizarriturri Olague, profesor de esta Escuela. 

Ruego a·usted tornar nota que en cumplimiento de lo -
especificado en la Ley de Profesiones, deberá prestar servicio 
social durante un tiempo mínimo de seis meses corno requisito -
básico para sustentar examen profesional, así corno de la disp~ 
sición de la Dirección General de servicios Escolares en el -­
sentido de que se imprima en lugar visible de los ejemplares -
de la tesis, el título del trabajo realizado. Esta comunicación 
deberá imprimirse en el interior de la tesis. 

Atentamente 
"POR MI RAZA HABLl\RA EL ESPIRITU" 

Acat de Máx..._, a 29 de Julio de 1980 • 

. ~/ /·.,,,;-. } ~ ..... 

. ·/-',.·"_;/ / ,,. "'""'- / 
'í' jct'.(IdfÓ Ramir_~; · secéña 
1

. inador del Programa 
:~geniería y Actuaría. 

iNEP - ACA TLAN 
{!IOBDIHAGO'I rt 

m!ilJllfIDA Y i ¡_: ,·, 



A MIS PADRES: 
GRACIAS POR APOYARME EN TODO MOMENTO 



A FLOR MARIA 



AGRADEZCO LA VALIOSA COLABORACION Y 
ASESORIA EN LA REALIZACION DE ESTA 
TESIS AL ENGR. VICENTE GUERRERO FLORES. 



AGRADECIMIENTOS 

AGRADEZCO EL APOYO ECONOMICO Y MORAL QUE ME 
PROPORCIONARON TANTO EL CONSEJO NACIONAL DE 
CIENCIA Y TECNOLOGIA COMO EL INSTITUTO DE -
INVESTIGACIONES ELECTRICAS EN LA REALIZACION 
DE ESTE ESTUDIO. 



AGRADEZCO LA AYUDA QUE ME PROPORCIONARON 
LAS SIGUIENTES PERSONAS: 

DR. GERARDO LOPEZ VALADEZ 
DR. OSCAR HERNANDEZ BASILIO 
ING.CARLOS MONTIEL RENTERIA . 
ING.ARHANDINA ALANIS 
ARQ.ALEJANDRO SANGER 



CAPITULO l. 

CAPITULO 2. 
2. 1 
2.2 

CAPITULO 3. 

3.1 
3.2 
3.3 

CAPITULO 4. 
4.1 
4.2 
4.3 

CAPITULO 5. 

5.1 
5.2 
5.3 
5.4 

INDICE 

rn·rnoDucc ION 

ANTECEDENTES 
Cimentaciones para turbogeneradores. 
Tipos de pedestales 

ANALISIS MATRICIAL DE CIMENTACIONES PARA 
EQUIPO ROTATORIO 
Método de análisis. 
Elemento viga para el análisis de pedestales. 
Cargas en los pedestales. 

ADAPT AC ION DE UN PROGRAMA DE COMPUTADORA 
Introducción. 
Descripción del programa SAPV-TGNDIN. 
Transformaciones necesarias al programa 
original. 

EJEMPLO DE APLICACION 
Descripción del problema. 
Mode 1 o-1. 
Modelo-2. 
Modelo-3. 

PAG. 
1 

3 

3 

8 

10 

10 
11 

23 

31 

31 

31 

35 

38 
38 
4l 
53 

57 

CAPITULO 6. CONCLUSIONES 7~ 

APENDICES 
A. ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 81 
A.1 Matrices. 8.1 

A.2 Algebra matricial. 83 
A.3 El problema de los valores característicos. 85 
A.4 Notación y sistemas de referencia. 87 
A.5 Introducci6n al mªtodo de rigideces. 89 
!!, • 6 Matriz ¿e -:tación en el caso ~'dimensional. 94 

; 1 _., ~ .. 



8. FUNDAMENTOS DE DINAMICA ESTRUCTURAL 98 

8.1 Sistemas de un·grado de libertad. 98 

8.2 Vibraciones libres. 102 

8.3 Sistemas de varios grados de libertad. 108 

8.4 Análisis de frecuencfas de vibraci6n. 111 

8.5 Análisis de los modos de vibraci6n. 113 

B IBLIOGRAFIA. 116 -



CAPITULO l. INTRODIJCC ION 

El estudio del comportamiento de estructuras de soporte o cimentaciones pa­
ra turbogeneradores ha sufrido algunas modificaciones sustanciales en los -
últimos años. Esto se debe tanto al desarrollo de nuevas técnicas de análi-­
sis, como al acelerado avance de las computadoras. Al surgir nuevas técni-­
cas de análisis, estas estructuras pueden ser analizadas con base a modelos 
reaiistas por lo que es posible llegar a diseños más racionales de dichas -
estructuras de soporte. 

Los otje-:ivos presente estudio son: 

a) Detallar un método de análisis para las cimentaciones de turbogenerado-­
res ter.iendo en cuenta desarrollos recientes. Lo anterior incluye la pr~ 
sentación de algunos modelos que pueden emplearse convenientemente en el 
análisis de estas estructuras. 

b) Adaptar un programa de computadora para analizar tanto estática como di­
námicamente las cimentaciones mencionadas. 

c) Verificar mediante un ejemplo de aplicación que los modelos propuestos -
son adecuados. 

Para la consecución de los objetivos mencionados, en el capítulo siguiente 
se anotan algunos antecedentes. Con objeto de centrar ideas, se describen 
las estructuras, se mencionan aigunos criterios con 1os que éstas eran ana­
lizadas en el pasado y se anotan algunas características de ias estructuras 
ya construidas. En el tercer capítulo se presenta el método de análisis -­
propuesto y las consideraciones que condujeron a él. En e1 siguiente capí­
tulo se describen el programa de computadora y 1as transformaciones que fue 
ron necesarias para adaptarlo al método de análisis considerado. En el ca-



pitulo 5 se incluye_con fines 1lustrativos el análisis de una estructura 
particular por el método descrito en el capítulo 3. En el capítulo 6 se 
señalan las conciusior.es del estudio. Finalmente en fQrma de apéndices se 
presentan ios fundawientos del análisis matricial de estructurasyalgunos -­
conceptos importantes de dinámicá estructural. 



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 

2.1 Cimentaciones para turbogeneradores. 

Un turbogenerador es básicamente un dispositivo electromecánico que trans-­
forma algún tipo de energía en energía eléctrica. Así por ejemplo, en un -
sistema hidroeléctrico se transforma la energía de movimiento del agua, en 
sistemas termoeléctricos se transforma la energía calorífica. Para fijar -
ideas tómese el caso de una planta termoeléctrica de combustibles fósiles: 
en este caso el equipo generador consta de:turbinas de alta y de baja pre-­
sión, un generador, un excitador, además de algunos dispositivos auxiliares 
como son: calentadores, calderas, bombas de agua de alimentación, sistema -
combustible, condensador, sistemas de vacío, sistemas de aceite lubricante,etc. 

Durante la operación de un turbogenerador como el señalado en el párrafoª!!. 
terior, se efectúan los siguientes cambios de energía: primero 1a energía 
calorífica disponible del vapor que genera la caldera es convertida en ene.r:. 
gía cinética por la turbina, ésta a su vez es transformada en energía de mQ_ 

vimiento (rotatorio) y finalmente por medio de un eje que interconecta a la 
turbina con el generador·, le es transmitida a este último 1 a energía de mo­
vimiento para que la transforme en energía eléctrica. 

Para el funcionamiento óptimo del turbogenerador es muy importante el ali-­
neamiento de su eje, ya que por las altas velocidades a las que éste gira, 
alguna falla debida a una falta de alineamiento de dicho eje podda ocasio­
nar cuantiosos daños. Para darse una idea del costo de un equipo generador, 
tómese e1 caso de la Planta Geotérmica de Cerro Prieto en Baja California -
Norte. El costo total aproximado de 1 a planta resultó ser de $ 480 mi 11 o-­
nes y el costo del turbogenerador con su equipo auxiliar fue de casi un 20% 
del costo total antes mencionado. La capacidad del turbogenerador de la -­
Planta de Cerro Prieto es pequeña (30 Mw), pero actualmente se pueden en---



cootrar plantas de mucha mayor capacidad. Así, las hay de 37 .5, 84, 100, 

15'R, 220,, 300, 650, y de hasta 775 Mw. 

Para tener una idea del costo de los turbogeneradores de grandes capacidades 

se puerle ~sar la siguiente ecuación aproximada: . 

donde: 

P = Costii de la planta o parte de ella, de capacidad "n" (nueva) 
fl 

P = 'Dosiro de la planta o parte de ella, de capacidad 11 0 11 (original) o 

en= ta~acidad de la planta nueva 

c
0 

= r;a¡pacidarl de la p 1 anta ori gfoa l 

(2-1)* 

Así por ,ejempio el costó de un turbogenerador de 650 Mw de capacidad, obtenj_ 

do media:mte la ecuación 2-1 es de 522 millones de pesos. De lo anterior se 

concluye l!j]111e es de mucha importancia analizar las estructuras de soporte pa­

ra turbogElleradores de una manera realista.y no con base a los métodos sim­

plificados que se ven'ían utilizando hasta hace algunos años. 

Para da:r ti:na idea de las simplificaciones que se hadan en e1 pasado. en la 

figura 2.1 se presentan dos nmdelos a partir de los cuales se ana1izaban 1as 

cimentacii:ones de tur!sogeneradores. En contraste con las anteriores, en -

la fig. 2.2 se ilustran algunos modelos de análisis más recientes. Aun así, 

los modelos que se ¡;;r,1ponen en este trabajo son más completos que los ante--

*Formula :tomada del libro "APPLIED PROCESS DESIGN FOR .CHEMICAL ,'..Nl) P_ETROCHE­

MICAL PL.!\:NTS" de EPJIEST E. LUDWING, VolUlllen I, 9a. Edición, Página 37. 
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rieres y se puede afirmar _casi con certeza que resultan más representati-­
vos de este tipo de estructuras. 

Uno de los criterios convencionales de diseño empleado por la mayoría de -
los analistas en el pasado es el llamado criterio de alta sintonía. Este 
criterio se fundamenta en diseñar la estructura en tal forma que sufre--­
cuencia natural de vibración sea al menos un 20% mayor que la frecuencia -
de operación del turbogenerador. Con esto se pretendía evitar que se pre­
sentara el fenómeno de resonancia en la estructura. 

Dado que como ya se señaló, la capacidad de los turbogeneradores se ha in­
crementado gran_demente, aplicar el diseño señalado en el párrafo anterior 
no resulta práctico. Esto se debe principalmente a que, para garantizar -
que las vibraciones inducidas por el turbogenerador estuviesen fuera de la 
zona de resonancia, deberíanconstruirse estructuras de tales dimensiones, 
que implicarían que su costo se incrementara considerablemente. 

Por el motivo anterior, las estructuras son ahora analizadas con un crite­
rio denominado- (en contraposición al anterior) de baja sintonía. Este con 
siste en diseñar a la estructura de tal forma que su frecuencia natural de 
vibración sea menor que la frecuencia de operación de la máquina. El pro­
blema de resonancia se evita en estas circunstancias mediante un adecuado 
monitoreo de las vibraciones cuando el turbogenerador se pone en operación. 

Debido a lo señalado anteriormente, los pedestales que se diseñan en la ac 
tualidad ofrecen algunas ventajas en comparación a los construidos en el -
pasado. Por ejemplo, se puede mencionar que con los análisis actuales se 
han logrado estructuras con dimensiones más reducidas que las de los pedest~ 
les convencionales, esto repercute en el costo del pedestal ya que se requi~ 
re menor cantidad de material . Una ventaja importante que se desprende de -
lo anterior, es que con las secciones más pequeñas se puede contar con un es 



pacio más amplio para la colocación del equipo auxi1 

Oebe·mencionarse que en la actualidad. las cimentaciones para turbogeneradQ_ 
res que se construyen, generalm~nte están compuestas por una losa de cimen­
tación {de concreto reforzado) la cual d~ ser necesario debe colocarse so-­
bre pilotes. Sobre dicha losa se construye una superestructura (o pedes--­
tal) que casi siempre es un marco tridimensional cuyos elementos estructur~ 
les son columnas (en general de eje recto} vigas longitudinales y vigas 
transversales~ Estas superestructuras pueden ser de acero o de concreto r~ 
forzado. Estas últimas son las que se utilizan regularmente en nuestro me-· 
dio. 

Como un complemento de lo que ya se ha discutido, cabe destacar· que los cri 
terios de diseño actuales, están fundamentados en las normas de la German -
Standard DIN-4024. Estas pueden ser ~plicadas·tanto ál acero como al con-­
creto reforzado. Generalmente Ta práctica común es diseñar los miembros -­
críticos verticales de ~al manera que tengan su frecuencia natural fundame!!_ 
tal al.menos 20% debajo de la velocidad de operación de la máquina. El pr_Q_ 
cedimiento de diseño de acuerdo con las normas DIN-4024 es el siguiente: 

1. Un análisis estático de la configuración de la cimentación con el tama­
ño de los miembros propuestos por el fabricante. 

2. Un análisis dinámico tridimensional usando algún programa de computa--­
ción para determinar las frecuencias y los modos de vibración de la es­
tructura. 

3. Determinación de los esfuerzos máximos de la combinación más desfavora­
ble de cargas estáticas y dinámicas. 

4. Un análisis de esfuerzos por temperatura para un rango de+ 15ºC a --­
- lOºC desde la base hasta la cubierta. 



En los párrafos anteriores se ha mencionado muy someramente el uso de las -
computadoras digitales en el análisis de los pedestales. Debe remarcarse -
sin embargo, que las computadoras son herramientas muy poderosas en este tj_ 
pode análisis; en la actualidad se cuenta con diferentes programas de -
computadora que permiten analizar las estructuras en forma muy completa. 
Es importante señalar también que la efectividad de un análisis, depende 
fundamentalmente de la bondad del modelo que se seleccione. En otras pala­
bras, de poca utilidad resulta el contar con métodos de análisis y con la -
ayuda de la computadora, si el modelo analftico que se proponga es poco re­
presenta"tivo de la-estructura real. 

Por otra parte, debe mencionarse también que a pesar de la actualización de 
las técnicas de análisis., los fabricantes de turbogeneratlores han cambiado 
muy poco las normas de diseño y con esto, se le resta importancia a la inve§_ 
tigación y desarrollo de estas nuevas técnicas de análisis. Se reconoce -­
aqui la necesidad de desarrollar estudios experimentales en el futuro que -­
permitan modificar y actualizar las normas de diseño, para complementar est_!! 
dios analiticos como el que se presenta en este trabajo. 

2.2 Tipos de pedestales. 

En términos generales los pedestales de soporte para turbogeneradores pueden 
clasificarse, atendiendo a los materiales para su construcción, en pedesta-­
les de concreto reforzado o de acero estructural. Los primeros son los que 
se construyen en nuestro medio debido a que se considera que existen algunas 
ventajas importantes sobre los pedestales diseñados con acero estructural. 
Dentro de estas ventajas se pueden mencionar la capacidad del concreto para 
amortiguar fuerzas.de naturaleza dinámica que son transmitidas a la estruc­
tura por la maquinaria o por un sismo. También cabe destacar la baja con-­
ductividad térmica del concreto que no permite deformaciones excesivas debj_ 
das .. afuentes locales de calor. Además, la facilidad de dar a la estructura 
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cambios de geometría adecuados para acomodar en forma conveniente el turbo­
generador y su equipo auxiliar. Finalmente puede mencionarse que debido a 
la facilidad de hacerle cambios de 9eornetría a la estructura, es posib1e dar_ 
le una mejor apariencia a1,pedesta1 de concreto en comparación a uno de ace­
ro. 

Otra alternativa de diseño, la cual es frecuentemente usada en Europa,es­
la de pedestales construidos con acero estructural. En cuanto a este tipo 
de estructuras, pueden mencionarse algunas ventajas como son: el mayor co!:!_ 
trol dé calidad sobre la elaboración del material y su rapidez de construc­
ción. Por otra parte, Jas cargas muertas que transmite el pedestal de acero 
a la losa de cimentación son generalmente menores que las de concreto. Sin 
embargo se conoce la alta conductividad térmica del acero que puede provo­
car una rápida distorsión local debido a la presencia de altas temperaturas 
en la eventualidad de un accidente. Además,el pedestal puede realmente re?.. 
ponder a la vibración debido a la escasez de masa y el ba,jo amortiguamiento, 
que caracterizan al acero. En cuanto al costo, se sabe que un pedestal de 
acero es más caro que uno de concreto y st ~además se menciona que el prime­
ro requiere de mayor mantenimiento que un pedestal de concreto, su costo se 
incrementa aún más. Por lo descrito hasta aquf, se entiende la preferencia 
de contruir pedestales de concreto reforzado en nuestro medio. 



CAPITULO 3 .. ANALISIS_MATRICIAL DE CIMENTACIONES PARA EQUIPO ROTATORIO 

3.1 Método de análisis. 

El análisis de_ estructuras de soporte para turbogeneradores se llevaba a 
cabo como ya se mencionó, mediante modelos simplificados con un número -
reducido de grados de libertad; por esta razón, el diseño de dichas es-­
tructuras resultaba poco económico. Gracias al desarrollo de nuevas té~ 
nicas de análisis y debido a la disponibilidad de las computadoras digi­
tales, es posible actualmente realizar análisis mucho más aproximados y 
realistas de estas estructuras. Una de estas técnicas de análisis es el 
método del elemento finito, mediante el cual es posible estimar con ma-­
yor aproximación la respuesta de estructuras como las que aquí se estu-­
dian. 

La aplicación del método del elemento finito conduce en el caso estático 
a un sistema de ecuaciones lineales de la forma: 

K D = ·P (3-1)* 

Para analizar un sistema mecánico por medio de la técnica del elemento -
finito, es necesario en primer término definir el sistema equivalente -­
que lo represente. En general, este es uno de los pasos más importantes 
en el análisis, ya que la validez de la solución depende de una selec--­
ción adecuada del modelo de la estructura. El sistema equivalente se o~ 
tiene como un conjunto de elementos ligados entre sí a través de puntos 
nodales. Los valores que se obtengan para los desplazamientos de éstos, 
a partir de la solución del sistema de ecuaciones representado por (3-1), 
permiten conocer l_a respuesta de la estructura. 

* Los símbolos que se emplean en este trabajo se resumen y describen en -

el apéndice A.4. 



Idealizando la estructura en la forma descrita, se simplifica un proble­
ma en el que se tienen un número.infinito de grados de libertad (sistema 
estructural real},en otro cuyo comportamiento puede inferirse a partir -
de los desplazamientos de un número determinado o finito de puntos noda­
les. De lo anterior se despreñde la importancia de proponer un modelo -
apropiado de la estructura. 

3.2 Elemento viga para el análisis de pedestales. 

Para poder tener en cuenta la interacción de todos los elementos estruc­
turales de lJ>s pedestales, así como para analizar la acción de todas las 
cargas que soportan los mismos, es necesario que éstos se idealicen como 
estructuras tridimensionales. Sin embargo_, para poder obtener una solu­
ción adecuada dél análisis es necesario tener en cuenta el carácter mas.:!_ 
vo de los pedestales. 

En la figura 3.1 se ilustra una de estas estructuras. Como puede obser­
varse en la figura~ las dimensiones de vigas y colUll'.nas, son considera-­
bles. Por este motivo, la estructura no puede idealizarse como un marco 
convencional de tres dimensiones, ya que al considerar que vigas y co--­
lumnas pueden representarse por medio de elementos finitos de viga, los 
ejes centroidales de estos no necesariamente se intersectan en el mismo 
punto (dado que sus secciones transversales normalmente no son iguales). 
Además, es claro que aún cuando el pedestal se analizara para desplaza-­
mientos de puntos nodales {intersecciones reales o ficticias de ejes de 
elementos viga), los resultados que se obtendrían no serían representat.:!_ 
vos, puesto que las dimensiones de los nodos y la rigidez de los mismos 
influyen significativamente en los valores tanto de los desplazamientos, 
como de los esfuerzos de los extremos de las vigas y columnas. 

Teniendo en cuenta las ideas del párrafo anterior se desarrolló un mode­
lo en el cual se consideran a los puntos nodales de la estructura como -
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FIG. 3.1 Estructura de apoyo del turbooenerador de la Untdad No.1 de la 

Planta Termoeléctrica lle de ~éxico. 



elementos rígidos con dimensión finita. Dado que en estas condiciones -­
los nodos son indeformables, se tiene que los valores de los desplazamie!!_ 
tos de los puntos extremos de todas las barras que se.conectan en un mis­
mo nodo dependen de los valores de los d~splazamientos de un punto cual-­
quiera de dicho nodo, por comod.idad se recomienda que estas cantidades -­
sean referidas a los centroides de los nodos. 

Con objeto de presentar el desarrollo del modelo anterior, se estudiará~ 
el elemento compuesto que se ilustra en la figura 3.2. En la figura se -
muestra una barra que podría corresponder a la de una estructura como los 
pedestales que se están_ estudiando. Esta barra es un elemento compuesto 
por un elemento viga propiamente dicho el cual es flexible (y que se indi 
ca como "barra i") y dos apéndices rígidos que representan los nodos ori­
gen y extremo, los cuales son las incidencias de la barra. Como se indi­
ca en la figura se han escogido dos sistema$ de referencia, el primero -­
(ejes 1, 2 ; 3) es un sistema local* en el que se definen las propiedades 
de la barra. Así por ejemplo, el eje local 1 se ha hecho coincidir con -
el eje centroidal longitudinal de ésta. El otro sistema (ejes X, Y, Z), 
es un sistema global al cual queda referida la geometría de la estructura. 

Para el desarrollo que se presenta a continuación es muy importante dis-­
tinguir entre lo que son los EXTREMOS DEL ELEMENTO y lo que son los NODOS 
o PUNTOS NODALES. Los primeros se refieren propiamente a los puntos ex-­
tremas del elemento flexible o barra, mient~as que se consideran como no­
dos o puntos nodales los centroides de los cuerpos rígidos con que seco~ 
pleta el elemento compuesto. Así por ejemplo, los puntos j y k (ver fig. 
3.2) son los extremos de la barra i, mientras que p y q son los nodos o -
puntos nodales asociados a la misma. 

* La notación y los sistemas de referencia que se utilizan en este traba­

jo se resumen en el apéndice A.4. 
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Sea~ la matriz de rigidez en coordenadas locales de la barra i-ésima 
(longitud jk) del elemento compuesto de la figura 3.2. Para poder ensam­
blar la matriz de rigidez de la estructura es necesario que el arreglo~ 

quede referido al sistema global, para ello se efectúa la conocida trans 
formación: 

(3-2) 

En la expresión anterior, el arreglo (~G)i es la matriz de rigidez de -­
barra en coordenadas globales, mientras que 8 es una matriz de rotación 



:.:Í 

que se obtiene a partir de los cosenos directores del eje del elemento. 
Naturalmente 13.T represent~ la matrü transpuesta de g. La matriz (~}; 
así obtenida relaciona fuerzas y desplazamientos en ios extremos del 
elemento, cuando estas cantidades están referidas ·al sistema global. 

Por otra parte, considérese de momento únicamente el nodo origen del 
elemento, tal como se presenta en la figura 3.3. Ahí se señalan las 
proyecciones del ~ector pj (que une al punto nodal con el extremo de la 
barra) sobre un sistema de ejes (X, Y, f) paralelo al sistema global y 
que pasa por el centroide p del cuerpo rígido. Los componentes de di-­
cho vector según la figura son: 

X. - X 
J p 

v. - y 
J p 

ZR. = Z. - Z 
J J p 

(3-3) 

Tanto las coordenadas del punto j corno las del punto p que aparecen en -
las ecuaciones anteriores. están dadas en el sistema global. En la fig_!! 
rase señalan los seis posibles grados de libertad del extremo j de la -
viga en las direcciones X, Y, Z. Finalmente los desplazamientos que·se 
indican en la figura son correspondientes a fuerzas que deben estar re-­
feridas también al sistema X, Y, Z. 

Se ha mencionado que es posible expresar los desplazamientos del extremo 
de la barra en funci6n de los desplazamientos de un punto cualquiera del 
cuerpo r-ígido y que resulta conveniente que dicho punto sea el centroide 
del mismo. Entonces, para el nudo origen de la barra que se presenta en 
la figura 3.2, se tiene: 



o. 
... J 

FIG. 3.3 

y 
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1 

T. O 
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/ 
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,.--Acciones y desplazamientos 
· en el ex.tremo j de la borra 

en coordenadas globaies 

--....--->x 
/ 

/ 
/ 

/ZR¡ 

\_,.Cuerpo rígido 

-Proyecciones del vector p} {nudo origen) 

en coordenados global.u 

Asimismo, las acciones en el nodo pueden determinarse a partir 
de las acciones en el extremo de la viga por medio de una tran~ 
formación similar a la ecuación (3-4). Si se denomina ~j al ve~ 
tor de cargas en el extremo j en coordenadas globales y ~Pal 
vector de cargas en el nodo p , se puede demostrar que: 

p = T'. 
-p -J p 

p (3-5) 
j 
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Las expresiones (3-4) y (3-5) pueden generalizarse para consi­
derar los dos extremos dé la barra simultáneamente como sigue: 

ºE !ER ºR 
(3-6) 

y 

~R = T 
!rn ~E ( 3-7) 

En ~onde el subíndice E se refiere a.los extremos, mientras que 
R está asociado con los nodos (cuerpos rígidos} de la viga. En 
estas ecuaciones ei orden de la matriz TER será cel doble del -
de la matriz T.P. -J 

Por otra parte, la matriz (~G)i relaciona fuerzas y desplaza­
mientos en los extremos de la barra i en coordenadas globales; 
suprimiendo el subíndice por simplicidad.ésto puede expresarse 
como: 

P = K D -E -G -E 
(3-8) 

Sustituyendo la ecuación (3-6} en la ecuación (3-8} anterior 
se obtiene: 

(3-9} 

llevando la ecuación (3-9) a la ecuación (3-7) resulta: 

(3-10) 

La ecuación anterior establece una relación entre fuerzas y de~ 
plazamientos de los cuerpos rígidos (puntos nodales) en coorde­
nadas globales. Resulta claro entonces, que la matriz mediante 
la cual puede obtenerse el vector ~R a partir de los desplaza--
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mientos mencionados, es la matriz de rigidez del elemento com­
puesto de la figura 3.2. De la ecuación (3-10) se desprende que 
esta matriz es: 

(3-11)-

Teniendo en cuenta la expresión (3-2). la ecuación anterior PU! 
de escribirse finalmente como: 

(3-12) 

Este Gltimo resultado representa la ecuación fundamental d~ mQ 

delo propuesto, ya que como se dijo,permite obten~r la matriz 
del elemento compuesto por una barra y dos cuerpos rígidos en 
sus extremos a partir de la matriz de rigidez de la barra en -
coordenadas locales de la vi_ga flexibl.e de longitud Jk (figura 
3. 2}. * 

En lo que sigue se presenta la obtención de la matriz ~ER' Por 
simplicidad se ha escogido _el caso plano aunque posteriormente 
se dan los resultados que corresponden al caso tridimensional. 

Considérese que en el nodo de la figura 3.3, el plano X-Y con­
tiene a los puntos p y j tal como se ilustra en la figura 3.4a; 
esto equivale a hacer ZRj = O. En la figura se muestran los -
componentes XR. y YR. del vector P3 el cual forma un ángulo e 

J J -
con el eje X. En la figura 3.4b se indica la manera en que 
se numeran los seis posibles grados de libertad del punto nodal 
p, de los cuales s6lo tres son relevantes e" el caso bidimensi~ 
nal: o1 , o2 , y 06 • 

*Los fundamentos de este método de análisis 0 (mffetodo de rigideces) 
se describen en el ap~ndice A. 5. 
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Por otra parte_ de la, geometria de la figura se desprende· que: 

(3-13) 

(3-14) 

Supfngase que se da un giro DP
6 

= ó0 al cuerpo rígido como se 
ilustra en la figura, mientras los otros dos posibles desplaz~ 
mientos del punto p. Dpl y Dp 2 permanecen fijos. En estas con­
diciones el punto j pasa a ocupar la posición j' y si el giro 
es pequeño se tiene que la distancia jj' resultará de la siguie~ 
te manera: 

pj ó0 (3-15) 

Si ahora se considera que el giro dado es unitario (esto es­
óe = 1) se obtiene: 

(3-16} 

las proyecciones del vector jj' en los ejes X e Y son: 

AB -jj' Sen e 

(3-17) 
CD jj' Cose 

y por él resultado (3-16) estas expresiones pueden escribirse 
como: 



y 

A 8 

(a> ( b) 

fl 8. 3.4 Obtención de la matriz de transformac¡ón T 

en el caso plano. 

AB = -pj Sen e (3-18) 

CD = pj Cos e (3-19} 

Comparando la ecuación (3-18) anterior con la ecuación (3-13} y la (3-19) 
con la ecuación (3-14) se concluye que: 

(3-20) 

CD = XR. 
J 

Se puede observar en la figura 3.4 que las cantidades AB y CD dadas por -
las ecuaciones (3-20) representan las contribuciones del giro D-6 a los -_p 
desplazamien_tos Djl y Dj 2 del punto j respectivamente. De lo anterior se 
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concluye que en e1 caso plano, los desplazamientos del extremo de la viga 
se expresan.en funcíón de los desplazamientos del nodo mediante las ecua­
ciones: 

(3-21) 

las cuales matricialmente se pueden escribir en la forma de la ecuación -
(3-4) que se dió en párrafos anteriores. En forma análoga, si se consid~ 
ra el extremo k de la viga, se obtienen las siguientes expresiones: 

0k7 = 0.g7 - YRk ºq'12 

ºka = Dq8 + XRk ºq12 (3-22) 

Dk12 =.Dql2 

De (3-21) y (3-22) se obtiene: 

ºH 1 o -YR. 
J 

o o o Dpl 

Dj2 o 1 XRj o o o Dp2 

Dj6 o o 1 o o o Dp6 

= - - ... - - -
0k1 o o o 1 o -YRk Dq7 

º1<8 o o o o 1 XRk Dq8 

Dkl2 o o o o o 1 Dé¡l2 



en donde (ver ec. 3.6): 

(3.24) 

siendo T. y Tkq las matrices de orden 3 que relacionan a los desplaza-
-JP -

mientos Dj y Dk con los desplazamientos D.fl y Dq respectivamente 2n la -
ecuación (3-23). 

Finalmente las ecuaciones para el caso tridimensional pueden derivarse 
siguiendo un criterio similar al anterior y en forma reducida puede es­
cribirse como: 

(3.25) 

En donde la matriz TER resulta ahora de 12 x 12; esto es, ambas matri--

ces Tjp y Tkci son de orden 6. La primera de estas dos matrices es: 

1 o o o ZRj -YR. 
J 

o 1 o -ZR. 
J 

o XRj 

T.p -J o o 1 YRj -XR. 
J 

o (3-26) 

o o o 1 o o 
o o o o 1 o 
o o o o o 1 



la matriz !kq es igual a la anterior, sólo que siendo ésta una relación 
de los desplazamientos del extremo k de la viga {ver fig. 3.2), e1 sub­
fndice k debe reemplazar al j en los elementos correspondientes de la -
matriz. Así por ejemplo, el elemento (3, 4) de la matriz Ikq será YRk 
en Jugar de YRj. 

3.3 Cargas en los Pedestales 
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Para revisar los esfuerzos máximos que se desarrollan en un pedestal es 
necesario llevar a cabo un análisis estático de la estructura. Por otra 
parte, para la obtención de los desplazamientos en la misma un análisis 
dinámico es lo adecuado. En ocasiones,para el análisis de desplazamie!!_ 
tos resulta más apropiado un análisis pseudodinámico, esto es, un análi_ 
sis en el (llle fas cargas dinámicas~son reemplazadas en forma racional, por 
cargas estáticas equivalentes. E~ cualquiera de estos casos sin embar­
go, es necesario identificar las condiciones de_carga significativas, -
ya que no todas ellas ocurren en forma simu.ltánea. En lo que sigue se 
describen cada una de las cargas que intervienen en un análisis estáti­
co y en un análisis pseudodinámico del pedestal. 

a) carga muerta. 

Esta carga incluye el peso propio de la estructura y el peso de todas -
las COl!IPOnentes del turbogenerador. El peso propio de la estructura pu~ 
de determinarse sin dificultad, conocidas la geometría de la misma y el 
peso especifico del concreto. Las cargas resultantes se consideran 
distribuidas uniformemente a lo largo de los elementos horizontales. 
En el caso de las columnas, sus pesos se suponen como cargas concen-­
tradas en los nudos del marco tridimensional con que se idealiza un pe­
destal. 

Por otra parte 'los pesos del generador, turbinas, gobernador y excita--



dor se distribuyen en las vigas longitudinales y transversales del ni­
vel de operación de la ~structura, como se ejemplifica en la figura 
3.5 •. Todas estas cargas son transmitidas al pedestal. generalmente a 
través de placas de acero ,las cuales se encuentran ancladas en las vi-­
gas de la estructura. Debe sen~larse que estas cargas son excéntricas, 
por lo que los efectos de torsión debEll ~.r considerados en el análisis. 

Fig.3.5 Distribución de Cargos en el Nivel de Operación de lo Estructuro 

b) Carga de vacío 

Esta carga es debida a la diferencia entre la presión atmosférica y el -
vacío que se produce en el condensador durante la operación del turboge­
nerador. Una distribución típica sobre un pedestal se indica en la fig!! 
ra 3.5 y sus valores se obtienen a partir de los porcentajes indicados -­
por el fabricante de las máquinas, quien generalmente es el que propor-­
cion~ la distribución y los porcentajes de este tipo de cargas. Esta 
carga lo mismo que los pesos de la máquina, se suponen actuando en el ni_ 
vel de operación y dirigidas hacia abajo. 



e) Cargas por cambio de temperatura 

Con objeto de determinar l_as cargas producidas por los cambios de tempera­
tura durante la operación del turbogenerador,se consideran diferencias de 
temperatura en dirección vertical y longitudinal del pedestal. Las varia­
ciones de temperatura se suponen de 20ºF, de acuerdo a recomendaciones de 
la "guía de diseño C-2.10" (referencia 7). La temperatura media ambiente -
se considera de 80ºF. En la dirección vertical se recomienda emplear una -
distribución exponencial de la siguiente forma; 

T = e /x º l 
(3.27) 

Las constantes c1 y k se determinan a partir de condiciones de borde. 

Por otra parte, en 1a dirección longitudinal de 1a estructura normalmente 
se supone una distribución lineal; como se muestra en la figura 3.6. Cono­
cidas estas distribuciones de temperatura, es posible determinar los valo-



r·es de ésta en distintas partes tie la estructura. A partir de estos vaJo--

producidos por las diferem:fas de ter,:¡peratura cakuladas. Estas fuerzas 

son las que se consideran e111 el .análisis de cargas po.r temperatura. 

d} Contracción y flujo Plástico 

Los efectos de contracción :¡ fll!!ljo plástico en el concreto de estructuras 

de soporte para turbogeneradores rle:ben foclufrse en e1 anal isis, especial­

mente cuando se revisan desii}laz<fumient-os {referencia 7). Esto se debe a -­

que dichos efectos producen defi:mma.cfones que pueden contribuir a .que se -

sobrepasen los límites impuestos a fos m0vfo11entos de los apoyos rle1 rotor. 

Las deformaciones por contracción se rl:eben a cambios en €1 contenido de 
agua en e1 concreto a 1o y nor,malmente la mayor parte de 

éstas ocurren en los primeros meses de la construcci,ón de la es---

tructura. Para simular s1.1 efectrv se supone una caída de 2o<>F en la tempe­

ratura, siendo mayor ésta en el nivel de 1a fosa de cimentacHin y :menor en 

el nivel de operación. Esta consideración está también indkada en la --­

guía de diseño antes mencionada. Una vez determinada la temperatura en di_ 

ferentes puntos, se pueden obb~ner (igual que en el caso .anterior} 1as --­

fuerzas que actúan en 1a est:rt1ct!Llra corres¡:mmlientes a1 ;ef.ecto de contra..:­

ción. 

Por otra parte, e1 flujo plástio:;i es 1.,m fenómeno de deformación bajo carga 

continua. Las deformacfones en este ,caso aumentan con 1a duración de 1a -

carga. Para un pedestal ,las deforcnacfones por flujo plástico reciben dos 

contribuciones~ una del peso propio de la estructura y la :segunda de fos -
pesos del equipo mecánico. 141.ilevarr,ente~ en base a recomern:laciones de la -­

guía de diseño antes citada, se consideran los siguientes porcentaJes ,de -

esta carga: peso de la estn.ict~ra 12% y peso del turbogenerndor 25~l. 
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Hasta aqu"i se han descrito únicamente cargas estáticas. Existen otros ti pos 
de cargas, las cuales por su naturaleza deben ser consideradas en el análi 
sis dinámico de la estructura. Estas fuerzas actúan sobre el pedestal en dos 
ocasiones: la primera durante la operación del turbogenerador y la segun­
da cuando se presentan condiciones de emergencia. Las principales cargas 
que se desarrollan para las condiciones normales de operación son: el par 
de la turbina, el par del generador y las cargas de fricción. Condiciones 
de emergencia se tienen cuando se produce un corto circuito en el genera­
dor o durante un sismo. 

e} Par de la turbina. 

Este es un momento producido por la rotación del eje del turbogenerador y 

su valor se obtiene con respecto a éste. Las fuerzas que componen el par 
se pueden suponer uniformente distribuidas en las vigas longitudinales del 
pedestal. De acuerdo a recomendaciones de la guía que se ha venido mencio­
nando, el momento se considera actuando en la dirección opuesta a la rota­
ción del eje de la turbina. 

El momento actuante se obtiene mediante la siguiente ecuación: 

( 704() pt 
T = -----

t N 
(3-28) 

En la expresión anterior, T es el par de 1a turbina expresada en kg-m; 
t 

P t es la potencia transmitida por la turbina dada en ki1o\'latts, y N es la 
velocidad de rotación del eje expresada en r.p.m. 

La ecuación (3-28) puede derivar.se simplemente considerando las energías 
de entrada y de salida, suponiendo que se tiene un sistema conservador -­
(i .e. no hay perdidas de energía}. En estas condiciones, la energía de e!:1_ 
trada es e1 trabajo desarrollad9 por el eje de la máquina, que se escribe 
como: 

21r· T
9 

• N (ft-lb/min) 



La salida es la energía generada por la turbina, que resulta: 

Pt {kw) = 2 656 000 Pt (lb-pie)/60 min. 

ya que 1 kw-hr = 2 656 000 (Íb-pie)/60 min. 

Igualando las energías de entrada y salida se obtiene: 

2 656 000 pt 
2rr T t N = . ·· 60 

2 656 000 pt 
T t= 2rr (60) N 

7 045 P t "' 7 QL¡.Q P t 
N N 

La ecuación (3-28) se obtiene en el sistema MKS a partir de 1a última ex­
presión, simplemente considerando los factores de conversión: 

1 pie"' 0.3048 m y 1 lb= 0.4536 kg 

f) Par del ~enerador 

El momento que se desarrolla en la zona donde se encuentra e1 generador -
. se obtiene a partir de una ecuación similar a la (3-28), en donde Tt se -
sustituye por Tg (par del generador) y Pt es sustituida por P

9 
(potencia 

del generador). La derivación de dicha ecuación es semejante a 1a de 1aecu~ 
ción (3-28). En este caso una vez obtenido el momento, los valores de -
las fuerzas que actúan en las vigas longitudinales se determinan simple-­
mente dividiendo el momento entre la distancia centro a centro de los aoo­
yos que soportan el generador. Se supone que el par actúa en 1a direc--­
ción en que gira el turbogenerador, por lo que las fuerzas resultan verti_ 
cales. 



g) Fuerzas de fricción 

Estas son fuerzas que actúan principalmente en dirección horizontal (a di­
ferencia de todas las anteriores que son esencialmente verticales). Las -
fuerzas de fricción se desarrollan en l,os apoyos de la máquina, durante la 
operación de la misma. Los valores de estas fuerzas se señalan en el es-­
quema de la figura 3.5 y son proporcionados por el fabricante. 

h) Corto circuito en el generador 

Esta es una condición de carga accidental que debe revisarse. Las fuerzas 
que se desarrollan debidas a corto circuito producen un momento de cabeceo 
en la estructura. En este caso se supone un valor del momentó igual a --­
diez veces el valor del par en el generador que se discutió anteriormente. 
Este factor de ampl i ·ación no es arbitrario .,.sino que se toma en base a las 
recomendaciones que se presentan en la guía de la Ref. 7. 

i) Fuerzas sísmicas 

Para lá obtención de las fuerzas sísmicas que se suponen actuando en el -­
pedestal, es necesario realizar un análisis sísmico de la estructura. La 
determi naci,ón de sus parámetros está en función del tipo de estructura y -
de la zona en que se encuentre la unidad. Se debe señalar que es importa!!_ 
te el efecto de torsión, ya que los centros de masa y rigideces del pedes­
tal no coinciden. 

El análisis de la respuesta dinámica de una estructura no está dentro del 
alcance del presente trabajo. Unicamente se indicará como puede hacerse -
un análisis de frecuencias de pedestales para la revisión del comportamie!!_ 
to dinámico de estas estructuras. 
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Hasta ahora, se ha mencionado la importancia de las computadoras digita-­
les para el desarrollo de las nuevas técnicas de análisis para e1 tipo de 
estructuras que se estudi.an en este trabajo. En el siguiente capítulo se 
describe un programa de computadora que ha sido implementado específica-­
mente para analizar las estructuras que se están describiendo. 



CAPITULO 4. ADAPTACION DE t,;;1 PROGRAMA DE COMPUTADORA 

4.1 Introducción. 

Para el análisis de las estructuras que se estudian en este trabajo se ada.e._ 
t6 un submódulo del programa de computadoPa.SAP-V. SAP (Structura1 Ana1ysis 
Program) es un programa que utiliza la técnica del elemento finito para el 
análisis estático y dinámico de sistemas estructurales complejos , cuya bon 
dad y eficiencia son ampliamente reconocidos. 

El programa SAP apareció por primera vez en 1969, fue desarro11ado en 1a -
Universidad de California en Berkeley y se han presentado diferentes versi2._ 
nes del mismo. En particular se trabajo con la quinta versión de1 programa, 
el cual está escrito en FORTRAN-V. 

El programa SAP-V originalmente contiene nueve distintos tipos de elementos 
finitos: armadura, viga, sólido tridimensional, cascarón, placa, elemento -

en deformación plana, elemento en esfuerzo plano, sólido axisimétrico, ele­
mento de tubería y elemento de frontera.Estos elementos están organizados 
en forma de OVERLAYS, es decir, para cada elemento hay un grupo de subruti­
nas adecuadas a las características propias del elemento, por lo cual es re 
lativamente fácil obtener subprogramas para usos específicos. 

4.2 Descripción del programa SAPV-TGNDIN. 

El módulo que se adaptó (SAPV-TGNDIN) tiene la capacidad de analizar tanto 
estática como dinámicamente sistemas estructurales (como el del pedestal- -
losa de cimentación-suelo que se describirá en el siguiente capítulo), mo­
delados de l.asiguiente manera: 

a) La superestructura o pedestal se idealiza mediante elemen~os~sólidos tti 
dimensionales y de viga, con los cuales es posible incluir las dimensio-



nes finitas de rás intersecciones 'de vigas y-eolumnas. 

b) La 1osa de cimentación se modela mediante elementos de placa. 

c) El suelo se idealiza por medio de elementos de frontera, considerando 
que las propiedades del suelo pueden darse mediante resortes cuya ri­
gidez es obtenida a partir del módulo de reacción del suelo. 

El programa autocontenido para el análisis de estructuras de soporte para 
turbogeneradores, está organizado como se ilustra en el diagrama de blo­
ques de la figura 4.1. Los diferentes subprogramas que conforman SAPV- -
TGNDIN llevan a cabo las operaciones siguientes: 

"MAIN" (programa principal). Esta parte del programa controla e1 f1 ujo de 
solución y contiene las subrutinas comunes a todos los elementos finitos. 
Aquí se lee la información general de control, los datos de 1os nodos, nQ_ 
mero de tipos de elementos, condiciones de carga, tipo de solución reque­
rida (estática o dinámica}, los grados de libertad asociados a los puntos 
nodales y coordenadas de los mismos. 

El programa determina a cu~les de los grados de libertad se les asocia una 
ecuación de equilibrio, a partir de las condiciones de frontera que se es­
pecifiquen para los puntos nodales. Las ecuaciones correspondientes agra­
dos de.libertad fijos no son retenidas para la solución. También aquí se -
determina el ancho de banda de la matriz de rigideces y se renumeran los -
puntos nodales para minimizar dicho ancho de banda cuando sea necesario. 
Naturalmente el cálculo y minimización del ancho de banda se efectúan des­
pués de que la matriz ha sido calculada para los diferentes tipos de ele­
mentos. Para ésto intervienen los overlays de los diferentes elementos fi­
nitos, como el del elemento viga tridimensional donde se leen los datos de 
las vigas, como son: las propiedades del material, propiedades geométricas 
de las secciones (área transversal, momentos de inercia}, fuerzas de empo-
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tramiento, incidencias de las barras y los ·anchos finitos. Para los elemen­
tos sólidos tridimensionales otro grupo de subrutinas realizan la lectura -
de sus datos como son: incidencias~ número de elementos, propiedades de sus 
materiales, etc'. En una forma análoga actúan- las partes del programa que cQ_ 
rresponden a los elementos de placa y de frontera. 

Vdlviendo al programa principal, una vez que se determinaron las matrices de 
rigidez para los diferentes tipos de elementos que intervienen en un proble 
ma particular, se continúa con la lectura y formación de los arreglos de -
cargas aplicadas en los puntos nodales. Después de que se obtiene lo ante -
rior, el programa ensambla la matriz de rigidez de la estructura, la cual 
se obtiene sumando la matriz de rigidez de los elementos que la forman. Fi­
nalmente se obtiene la solución del sistema de ecuaciones (3-1). Para lo -
cual el programa emplea el método de Gauss, optimizado en tal forma que se 
requiere un número mínimo de operaciones. Obtenidos los desplazamientos en 
los puntos nodales de la estructura, se determinan los esfuerzos en los -
elementos que la forman. 

Para determinar las frecuencias naturales de vibración y la configuración 
modal de la estructura, el programa efectúa los mismos pasos señalados ant~ 
riormente hasta el ensamble de la matriz de rigidez de la estructura. El -
programa determina·entonces, la matriz diagonal de masas dela estructura. 
Cón esto se completan las matrices que se requieren para obtener las frecuen 
cías naturales de la estructura por medio de la ecuación: 

2 
I K-w m 1 = O (4-1)* 

la cual es llamada ecuación de frecuencias del sistema. Desarrollando el -
determinante anterior se obtiene una ecuación de grado nen función de las 

* En el apéndice B se presentan algunos conceptos fundamentales de diná­
mica estructural • 



frecuencias w para un sistema den grados de libertad. Las n raíces de e~ 
ta ecuación cw2. w~. w~ •••• ~ t{}rep:resentan las frecuencias de los n mQ._ 
dos.de vib:raciAn posibles en el siste.r.a. E1 prog:ra.T.a determina únicamente 
las frecuencias que el usuario considere necesarias, es decir, por medio 
de·· tarjetas de control se 1e indica ª! programa si se requieren todas 
las frecuencias o sólo algunas de ellas: Las frecuencias y los modos de 
vibración se obtienen mediante un overlay de solución. Finalménte se im­
primen los resultados obtenidos. 

4.3 Transformaciones necesarias al programa originai·. 

A partir del programa original se implementó un módulo independiente con 
seis overlays integrados. Con objeto de validar este mód~lo autocontenido 
se corrieron ejemplos de solución conocida. Una vez validado el programa, 
se realizaron los cambios necesarios para_tomar en cuenta las considera­
ciones del capftulo 3. 

El CQmbio más significativo al programa consistió~ la introducción de 
las transformaciones implfcitas en las ecuaciones {3-6),(3-7) y (3-12) 
para que el programa tuviera la capacidad de considerar las dimensiones 
finitas.de los nodos, para e1 empleo del elemento viga compuesto que se 
presentó anteriormente. Para ello se modificaron sustancialmente las sub 
rutinas que corresponden al elemento viga y se introdujeron dos subruti 
nas denominadas NEWSTF y NEWLD. 

El programa modificado determina inicialmente la matriz de rigidez~_ 
(ecuación 3-2} de cada barra (tr~ j-k, fig.3.2) y forma el arreglo ·de 



cargas P asociado a los extremos j y k de las barras.(fig.3.2), también re­
ferido i coordenadas locales·. Luego se realiza el producto de la matriz 
de rigidez~ anterior por la matriz de rotación~; con ésto se obtiene 
una matriz que relaciona fuerzas en coordenadas locares con desplazamie.!!_ 
tos que corresponden aan a los puntos j y k de la barra. Esta matriz es 
almacenada en disco, ya que será empleada más adelante.para obtener los 
esfuerzos cuando los desplazamientos han sido calculados. 

De lo descrito en el párrafo anterior resulta claro que no ha sido consi­
derada aún la influencia que tienen los puntos nodales tomados como cue.!:_ 
pos. r'igidos. Para ello al programa se le proporcionan como datos, las pr.Q_ 
yecciones de los componentes (en coordenadas glqbales) de los vectores -
que unen a los puntos p y j en el nodo origen y los puntos q y k en el nQ_ 
do extremo de cada barra (fig 3.3). Debe mencionarse que para formar la 
matriz de rigidez K se tomó en cuenta la longitud efectiva de la barra -
j-k, la cual se obtiene a partir de las coordenadas de q y k y los compQ_ 
nentes de los vectores antes rrencionados.. Estos componentes se emplean pa­
ra formar la matriz J; que por una parte transforma los desplazamientos 
de los puntos p y q en desplazamientos de los extremos j y k de la barra, 
y tambián sirve para relacionar las acciones de los puntos j y k con -
fuerzas actuando en los centroides de los cuerpos rígidos por medio de la 
ecuación (3-7}. Con la matriz de transformación I entonces, se obtiene la 
matriz de rigidez del elemento compuesto mediante el producto matricial: 

(4-2} 

Posteriormente la matriz de rigidez de la estructura se ensambla a partir 
de matrices como la anterior, quedando entonces: 

(4-3} 

desde i=l, hata el número total de elementos. 
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Una vez ensamblada la matriz de rigidez anterior, se obtienen los desplª_ 
zamientos de los puntos noaales de la estructura a partir de la ecuación: 

P = K D 
-R - -R 

(4-4) 

Para la solución de este sistema se emplea, como se mencionó anterionnen 
te, el método de Gauss. En la exresión anterior~ es la matriz dada por 
la ecuación (4-3), mientras que ER es el vector de cargas en los centro!_ 
des de los cuerpos rígidos que se obtienen mediante una ecuación similar 
a la (3-7). 

Conocidos los desplazamientos de los puntos nodales, es posible determinar 
los desplazamientos de los extremos de las barras mediante el oroducto: 

D = T D 
-E - -R 

(4-5) 

Finalmente, es posible calcular los esfuerzos(~) en los extremos de las 
barras a partir de la matriz~ que relaciona los desplazamientos antes 
calcula dos ~E· en coordenadas globales .con 1 as acciones externas en los ex 
tremos de las barras en coordenadas locales. esto es: 

(4-6) 

Por último, las subrutinas correspondientes a la solución dinámica no su­
frieron ninguna modificación y simplemente fueron adaptadas al sistema -
UNIVAC de la Comisión Federal de Electricidad. (La versión original del 
programa fue escrita para sistemas IBM 370). 

En el capítulo anterior se discutió el método de análisis que se empleó p~ 
rala solución de estructuras de apoyo para turbogeneradores. En este capí 
tulo se presentó el programa de computadora que se adaptó para la solución 
de dichas estructuras. En el siguiente cap1tulo se presenta por último un 
ejemplo de aplicacion que permitió validar tanto los modelos empleados, como 
el programa que se sugiere para llevar a cabo los análisis mencionados. 



CAPITULO 5. EJEMPLO DE APLICACION. 

5.1 Descripción del problema. 

La estructura que se estudia en este capítulo es la que soporta 
a 1 a un i dad No . 1 de 1 a P l anta T e_rm o e 1 é c tri ca de V a 11 e de M é x i c o; 
1a estructura es de concreto reforzado. En la figura 3.1 se ilus 
tra a escala e1 pedestal, sus dimensiones se señalan en metros. 
Como puede apreciarse en la figura, las columnas del marco son -
prismáticas con sección transversal rectangular aunque no todas 
son iguales. Las vigas longitudinales tienen también su sección 
transversal rectangular. En cuanto a las vigas transversales,dos 
de ellas (las de los marcos centrales) tienen las secciones irr~ 
gulares mostradas en la figura 5.1, mientras que en las restantes 
sus secciones transversales son rectangulares. Aunque la losa de 
cimentación no se incluye en la figura 3.1, se mencionará que és­
ta tiene un peralte constante de 2.13 metros, con isto se pretende 
dar rigidez a la estructura en su parte inferior para minimizar -
los efectos de asentamientos diferenciales. 

La estructura que se está describiendo presentó problemas aparen­
tes para las condiciones de carga a las que se encontraba someti­
da. Estos problemas fueron: la aparición de grietas en las colum­
nas y la presencia de asentamientos, los cuales originaron despla­
?arnientos diferenciales en el nivel de operación. Por otra parte, 
la unidad tendr1a cambios tanto en su frecuencia de operación, c~ 
mo en las caracterfsticas del rotor mismo, debido al proceso de -
unificación de frecuencias llevado a cabo en el país recientemente. 

Por los motivos descritos en el párrafo anterior, se consideró 
necesario estudiar el comportamiento de la estructura para estas 
nuevas condiciones, con objeto de investigar si se podía garanti-



zar el adecuado funcionamiento del turbogenerador. Para enfati 
zar la necesidad de este análisis, supóngase primeramente que 
el diseño original del pedestal correspondió a uno de a1ta sin 
tonfa; en estas condiciones el aumento de la· frecuencia de exci 
tación tenderla a mover al sistema hacia la zona.de resonancia 
del· mod6 fundamental, y la pérdida de rigi~ez por agrietamiento 
lo podría situar en un ranqo de amplificaciones excesivas 
de desplazamientos y por tanto de esfuerzos. Por otra parte si 
se supone que la estructura es de baja sintonfa, el incremento 
de la frecuencia de operación tenderá a alejar al sistema de la 
región crftica del primer modo, acercándolo a la correspondien-· 
te del modo inmediato superior. 
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La presencia de grietas en este tipo de estructuras se debe pri~ 
cipalmente a efectos de temperatura o bien, éstas pueden ser ca~ 
sadas por contracción del concreto. Esto se debe a que teniendo 
el concreto muy baja cbnductividad térmica, los gradientes de 
temperatura causados por fuentes de calor (localizadas en disti~ 
tas partes del turbogenerador y de sus elementos auxiliares) se 
acentaan. Esto tiene como resultados la generación de esfuerzos 
considerables, distorsiones locales y eventualmente grietas. 

Por otro lado, los asentamientos de estructuras de soporte para 
turbogeneradores pueden ser fundamentalmente de dos tipos. El -
primero de ellos se debe a los movimientos periódicos que resul 
tan de la operación de las máquinas principalmente durante su -
encendido y apagado; estos movimientos son generalmente reversl 
bles. El segundo ttpo de asentamientos incluye deformaciones a 
largo p'lazo en el suelo de cimentación, compactac·lor, de suelos 
granulares debidos a vibraciones ocasionadas por condiciones de 
emergencia y deformaciones en los elementos estructurHles de la 
cimentación debido a contracción y flujo plástico en el concre­
to; estos movimientos son por l~ general irreversibles. 

Para estudiar el problema que se presenta, se analizar§~ pede~ 
tal de la unidad mencionada cuando éste se encuentra sometido a 
las nuevas condiciones de operación. Debe considerarse que, ta~ 
to por el cambio de la frecuencia de operación corno por el cam­
bio de las caracterTsticas del rotor, las fuerzas excitadoras -
provocarán un cambio en el comportamiento del pedestal. 

En primer lugar es necesario garantizar que las deformaciones de 
la estructura no producirín desplazamientos en la misma que exc~ 
dan las toleranctas que señala el fabricante para el funcionamien 
to apropiado del turbogenerador. Ademas será indispensable revi­
sar los niveles de esfuerzo en los elementos estructurales. Debi-



do a que no se contó con el modelo dinámico del rotor, no se­
rea1izó un análisis 9inámico completo, sin embargo se llevó a 
cabo un análisis pseudodinámico en el cual las fuerzas de ca­
rácter dinámico se aproximan como fuerzas estáticas equivale~ 
tes. 

. 
Por otra parte, es necesario realizar un análisis de frecuencias 
para verificar si éstas no tienen valores cercanos a la frecuen­
cia de operación del turbogenerador (3600 rpm). En caso de que -
esto suceda, se podri~ presentar el fenómeno de resonancia, el -
cual ocasionarfa que los desplazamientos de la estructura se am~ 
plificaran, impidiendo la operación normal del equipo. 

A continuación se presentan los modelos empleados_para la revisión 
estructural de la unidad mencionada. Los modelos (tres en total) 
se utilizaron para lo siguiente: 

Modelo-1 

Modelo-2 

Modelo-3 

a) Análisis estático y pseudodinimico para la determi­
naci6n de esfuerzos y desplazamientos. 

b} Análisis de frecuencias. 

a) Análisis estático y pseudodin&mtco para la determi­
nación de esfuerzos y desplazamientos. 

b) An&l1s1s de frecuencias. 

a) Análisis de frecuencias. 

5.2 Modelo-1. 

El primer modelo que se estudi6, es el mis simplificado de los 
modelos que se presentan. Se consider6 neces~rio en primer lugar 
analizar la estructura únicamente para cargas estáticas,corno son 



el peso propio de la misma, los pesos de los componentes del tu~ 
bogenerador y cargas estáticas equivalentes, obtenidas de cargas 
dinámicas como: par del turbogénerador, par de la turbina, etc. 
A partir de este análisis se pretendían verificar por una parte, 
los desplazamientos de los puntos de apoyo del turbogenerador y 
por otra parte determinar los niveles de esfuerzos que se desa­
rrollan en los diferentes miembros del pedestal, causados por -
estas cargas. ET modelo que mejor aproximaría las característi~ 
cas de la estructura podría formarse empleando elementos sólidos 
tridimensionales. Sin embargo el nGmero de grados de libertad -
que se obtendrían con esta idealización sería muy grande,por lo 
cual un modelo asT ·resulta poco práctico. 

Por otra parte es importante considerar a la estructura en for­
ma tridimensional,ya que Onicamente de esta manera puede tenerse 
en cuenta la interacción de todos los elementos que la forman. 
Debido a lo anterior el modelo que se escogió anteriormente para 
el análisis estático se obtuvo a partir de una combinación de el~ 
mentas de viga con ap!ndices rígidos y elementos de viga simples. 
Dado que la principal. motivación de esta revisión estática del -
comportamiento de la estructura era determinar las deformaciones 
y esfuerzos que se desarrollan en la superestructura, el pedestal 
se consideró completamente empotrado en la losa de cimentación. 

En la figura 5.2 se ilustra el modelo de la estructura. Se señala 
ahi el sistema global de referencia X, Y, Z, cuyo origen se encue~ 
traen una de las esquinas (nivel O.O) de la barra-1. Además de -
este sistema global, se tienen sistemas locales para cada barra, 
algunos de los cuales coinciden en orientación. Asf por ejemplo, -
las barras 1 a 10, 25 a 30, y 44 a 49 tienen sus ~stemas locales 
orientados en la misma forma. Puede verse en 1a figura que para t~ 

das las barras, el eje longitudinal se ha hecho coincidir con el 
eje local 1, mientras que los ejes 2 y 3 definen sus ejes princip~ 
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-
les_de flexión. El modelo- esta constituido por 77 elementos de 
viga con 14 secciones transversales diferentes, Se t1~n~~ ani­
camente 74 puntos nodales en el modelo. Puede apreciarse en la 
figura que los elementos viga fueron subdividídos en elementos 
de la misma longitud obteniéndose asf una mayor ca~tidad de pu~ 
tos nodales; isto se hizo porque s~ ~retende utilizar este mo­
delo, como parte de un modelo con el que se estudiarán las fr~ 
cuenctas del sistema pedestal-cimentación-suelo, y para dicho 
modelo es conveniente concentrar las masas de la estructura 
en todos esos puntos nodales. En la tabla T.1 se muestran las 
propiedades de lo~ elementos viga del pedestal, en la primera 
columna d~ la tabla se indica el nümero de barra,en seguida se 
anotan las incidencias de cada una de ellas, en la columna 3 
se tienen sus longitudes. Otras propiedádes geométricas como el 
lrea de la ~ccidn transversal, ~rea de cortante, inercia tor­
sional y los momentos de inercia en lés direcciones principa­
les s-e anotan también en esta tabla. Debe notarse que todas 1as 
barras, a excepcidn de 1as 31, 32, 33, 40, 41, 42 y 43, tienen 
su seccidn transversal rectangular. Las secciones transversales 
de 1as 1 vigas antes mencionadas son muy irregulares y tienen 
momentos de inercia mayores. su geometría se presentó en la 
figura 5 .1. 

-En cuanto a las propiedades mecánicas del concreto del pedestal 
se consideró un módulo de elasticidad de 2.925xl06 T/M2 • el mó­
de Poisson es de 0.25 y el peso volumétrico de 2,4 T/M3 . 

las cargas que intervienen en el análisis pseudodinámico son: la 
carga muerta, 1a carga de vacío, cargas por cambio de temperatu­
ra, co~tracción y flujo plástico, par de la turbina, par del gen~ 
radar, fuerzas de fricción, corto circuito en el generador, y -

fuerzas s1smicas. La determinación de todas estas fuerzas se des 



l 
jiNCIOENCIAS LONGITUD SECCION AREA INERCIA INERCIA INERCIA 

BARRA I TRANSVER CORTANTE TORSIONAl (EJE 2) (EJE3) 
¡ORIGEN EXTRE (M) (M2) (M2) (M4) (M4J (M4) 

i 
1 62 54 1.930 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
2 69 61 1.93G 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
3 54 46 1.930 3.93 '2.88 1.63 0:97 0.94 

1 

4 61 53 1.930 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
5 46 23 1.93 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
6 53 38 1.930 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
7 23 19 1.219 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
8 38 22 j 1.219 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
9 19. l 1.219 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 

10 22 16 1.219 3.93 2.88 1.63 0.97 0.94 
11 23 40 1.659 2.78 2.36 1.08 0.77 0.54 
12 40 39 l l.659 2.78 2.36 1.08 0.77 0.54 

l 13 j 39 l 38 l 1.659 2.78 2.36 1.08 0.77 0.54 
14 1 18 l 1.659 4.52 3.84 2.60 2.75 1.06 
15 18 17 l. 659 4.52 3.84 ' 2.60 2.75 1.06 
16 17 

.J.I 16 1.659 4.52 3.84 2.60 2.75 1.06 
17 23 24 1.219 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 
18 38 37 1.219 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 
19 24 25 1.219 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 
20 37 36 1.219 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 
21 1 2 1.318 4.52 3.84 2.78 1.29 2.24 
22 16 15 1.318 4.52 3.84 2.78 1.29 2.24 
23 2 25 1.318 4.52 3.84 2.78 1.29 2.24 
24 ! 15 36 1.318 4.52 3.84 2.78 1.29 2.24 
25 

1 :~ 
55 1.930 5.10 4.34 3.64 2.55 1.84 

26 60 1.930 5.10 4.34 3.64 2.55 1 1.84 1 
27 l s; l 47 ! 1.930 

1 
5.10 4.34 3.64 2.55 1 1.84 ! j__ . 28 I bU 52 '1.930 5.10 4.34 3.64 2.55llf 29 

1 :; 

25 1.930 5.10 4.34 3.64 2.55 1.84 

1 

30 36 1.930 5.10 4.34 3.64 2 .55 1.84-
L __ -

Tabla T.l Propiedades de los elementos viga del modelo-1. 



¡ 1 ¡ 
. SECCION ¡ AREA . 

l 1 

Í rNCIDENCIAS ILONGlTUD INERCIA ' INERCIA INERCIA 

BARRA 1 , TRANSVER. CORTANTE TORSIC.'lA. {EJE 2) (EJE3) I l°-RiGEN EXTR. ( ,JI) (M2) (M2) (M4) (M4) ( M4) 

31 25 41 1.621 6.32 5.37 1.84 2.28 16.92 
32 41 42 1.621 6.32 5.37 1.84 2.28 16.92 
33 42 36 1.621 6.32 5.37 1.84 2.28 16.92 
34 25 3 1.380 5.06 4.30 3.57 1.81 2.51 
35 36 14 1.380 5.06 4.30 3.·57 1.81 2.51 . 
36 3 4 1.380 5.06 4.30 3.57 1.81 2.51 
37 14 13 1.380 5.06 4.30 3.57 1.81 2.51 
38 4 26 1.380 5.06 4.30 3.57 1.81 2.51 
39 13 35 1.38 5.06 4.30 3.57 1.81 2.51 
40 26 46 0.946 12.57 10.68 11.26 4.30 43.82 
41 43 44 0.946 12.57 10.68 11.26 4.30 43.82 
42 44 45 0.946 12.57 10.68 11.26 4.30 43.82 
43 45 35 0.946 12.57 10.68 11.26 4.30 43:82 
44 64 56 1.930 ¡ 5.97 5.08 5.05 2.99 2.96 

l 
45 67 59 1.930 l 5.97 5.08 5.05 2.99 2.96 

1 

¡ 
46 56 48 1.930 

1 5.97 5.08 5.05 2.99 2. 96 
47 59 28 1.930 

1 
5.97 5.08 5.05 2.99 2.96 1 

48 48 26 1.930 

1 

5.97 5.08 5.05 2.99 2.96 
49 51 35 1.930 5.97 5.08 5.05 2.99 2.96 
50 26 27 2.322 

1 
2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 

51 35 34 2~322 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 
52 27 28 2.322 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 
53 34 33 2.322 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 

l 54 28 29 2.322 1 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 1 
1 

1 

55 33 32 2.322 2.82 2.40 1.11 0.81 0.55 
56 26 5 2.322 ! 5.23 4.44 3.83 2.62 1.99 

1 
1 

! 

1212.322 
j 

! 57 35 l 5.23 4.44 3.83 2.62 1.99 

l 1 ¡ 

i 
. 

58 

11: 1 6 i 2.322 
1 

5.23 4.44 3.83 2.62 

1 

1.99 

l 59 
1 

11 12.322 
1 

5.23 

1 

4.44 3.83 2.62 1.99 

1 
60 ' 7 j 2.322 ' 5.23 4.44 3.83 2.62 1.99 l 6 ~ í 

¡ 1 

Tabla T.1 Continuación. 



¡ 
!NCiDENClAS SECCION AREA INERCIA INERCIA INERCIA LONGITUD 

BARRA 

OR*TRE 
iTRANSVER. CORTANTI: TORSIONAL (EJE 2) (EJE3) 

(M) 
tp,12) ( M2) (M4) ( M4) ( M4) 

61 11 lD 2.322 5.23 4.44 3.83 2.62 1.99 
62 65 57 1.930 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
63 66 58 1.930 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
64 57 49 1.930 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
65 58 50 1.930 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
66 49 29 1.930 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
67 50 32 1.930 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
68 29 

1 
20 2.322 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 

69 32 31 2.322 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
70 20 7 2.322 3.95 3.36 2.19 1.13 1.50 
71 21 10 2.322 3.95- 3.36 2.19 l.D 1.50 
72 29 30 1.659 3.25 2.76 1.41 1.23 6.29 
73 30 31 1:659 3.25 2.76 1.41 1.23 6.29 
74 31 32 1.6~=~ 3.25, 2.76 1.41 1.23 ii,·29 
75 7 8 1.168 4.55 3.87 2.93 1.72 1.72 
76 8 9 11.168 4.55 3.87 2.93 l. 72 1.72 
77 9 10 j 1.168 4.55 3.87 2.93 1.72 1.72 

Tabla T.l Continuación. 



crib:ió e·n el ca·pí:tul:o, 3:. S:ún e-mhali'g:o, no todas estas fuerzas -

que acaba·n de· menci·o·n:a:r,s.e· actfra,n: simiultáneamente y ¡:;ara analizar 

el pedes.ta.l se e·scog:en: a:líg:u:n:as. combinaciones de éstas que corre~_ 

panden a condicfones. efe, o,peTaci:On y de emergencia desfavorables. 

En, primer lugar se co.n:s.i:d:eraron tuatro condiciones d.e carga, las 

cuales se denominaron Aa B. C y rr. Estas son: 

Condición A: 

Condi:ción B': 

Co,ndi:cféin e·· 

Candfción D:· 

P'e•so: p·ro,p•io de• la estructura 

+ p,e·sa P.•l!'·o,p,i'o, de· la máquina 

+ fhi,j;o, páisttco· (co,rrespondiente a los dos 

pesos anteriores) 

Ca.r,g;a: d:e wa·c fo: 

+· pair d'el generad.ar 

+ par de Ja turbina 

+ carga de fricción: 

+ éa:r,g;a debida: a teimperatura 

Co;r,'trm c:trcu:i:to, del: generador 

Efecto:s di:' co,n:tra,cción. 

Los valores de Tos esfuerzos crftfcas en la estructura se encon 

traron a partfr de los resultados de la combinación de carga p~ 

ra. la. condteioñ d.t= emer"g:enc:i:a, más, d'.es.fa:vorable. En lo que sigue d~ 

be errtenderse como condición crftfca aquella para la cual se o~ 
tfene el menor valor del factor de resfstencia. Este factor es el 
cocfente de la fuerza resfstente entre la fuerza actuante en un 
miembro cualquiera de Ta estructura. 
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~ara obtener los valores de resistencia mínimos fue necesario 
identificar aquellas barras en que se presentaron fuerzas má­

xi~as actuantes.para valores mínimos de resistencia. En cada 
caso se analizaron la~ barras mis esforzadas para la condi-­
c1on de flexocompresión, para lo cual se emple6 la formula de 

"'-. ''" . 

(5-1) 

eri la que: 

Carga axial resistente con excentricidad en 2 direcciones 

? 2: C~rga axial resistente con excentricidad e2¡i o 

·Larga axial resistente con excentricidad e,,t ·~ ~ '-' 
.:, ,J 

·- ·::.3rga r1xial resistente cuando e2=e3= o 
:) 

e:terminada c<1rga 

~-~~~,,,~10+-e~ obteniéndose as1 e1 factor de resistencia c.:n CH.da caso. 

efecto de torsi6n se revisó Dnicamente para la barril en la que 

e X3aecto torsfonante es máximo. En la tabla T.2 se resumen los 
-~s~ tadoc del anilisis deccrito hasta el memento: 

-----,:"-----~-... -,-~ .; ~ ·~ - ¡ 1- -~-·:... j n r_ 'e-~'"- -.; e

0

• T r-- - I-, ~ 
arra }\xial riexiv .. 1. 1~lex1on ! r,cs,stenG1d ! i-a.cl~or : 

(Ton] M2 J M:1 / (Ton) ! ch:; ¡ 
(Te (Ton-m) : resistencia: 

332* 
-280 

633 
=502 

.. ____ .. _ ------··-·· __ ..il._ .. ____ .. ---·-!. 
l 100 4670 9.8 

122 1 I 
.. : ----- 1 ---· ··--·-----.. -·-! g / ---t---,s 1·{-,-¡359·------¡-- 1 o. 2 / 

i i 
:. -----·-·----1 
' 1 

?5~0 

32 
87 

i 

104-
.. z. 5 ¡ 

1 ....... _____ J 
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Por otra parte, los de~plazamientos de la estructura se revi­
saron para las condic~ones normales de operación (combinación 
de las condiciones de carga A+ B + D); para ello se empleó -
el criterio -_ de General Electric (ref ) que establece que 
el radio de curvatura R del eje del rotor no debe ser menor 
de 241.4 km. La obtención del radio de curvatura se hace en 
función del desplazamiento relativo máximo de los apoyos del 
rotor mediante- la ecuación: 

R (5-2) 

la cual es válida para verjficar_eJ alineamiento vertical y hori­
zontal del rotor. Para discutir los términos de la ecuación an 
terior, considérese la planta de la estructura mostrada en la 
figura siguiente: 

A B e K D 
-~ " .. " 

J 
i 1 • 

L :El F : M :.• • 1 
1 ' 1 • i 1 
1 -1 1 • 
• • n 1 • ¡, 1 

J G H I ij 
e 9 .. 

Fig. 5.3 Localización de puntos en el nivel de operación. 



eQ donde: 
R = Radio óe curvatura del eje del rotor (en Km). 

L1= Distancia entre dos apoyos consecutivos 
(L y E en la figura 5.3) 

I . 
L2= Igual a L1 solo que ahora ,rrtre lo~ apoyos E y F. 

D = Desplazamiento relativo entre el _punto E y la cuerda 
que une a los puntos L y F. (ver figura 5.4) 

K 2000 cuando L1 y L2 están dados en metros. 

. . . 
~~ 

Fig. 5.4 Criterio de la deflexiones de la General 
Electric. 
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Con objeto de verificar si el comportamiento dinámico de pedest~ 
les para turbogeneradores, se puede estudiar mediante modelos -
obtenidos a partir de elementos de viga compuestos, se llevó a 
cabo el análisis de fiecuencias del modelo-1. Los resultados que 
se obtuvieron para las primeras 5 frecuencias se presentan en la 
tabla T.3. Estos resultados se compararan con los obtenidos para 
el modelo más aproximado (modelo-2} que se presenta más adelante. 
Se encontraron en ambos casos resultados muy parecidos (ver tabla 
T.6}. 

Modo Frecuencia Período 
Número (rpm} (seg} 

1 1896. 6 0.0316 
2 2468.4 0.0243 
3 2595.0 0.0231 
4 2965.2 0.0202 
5 3886.2 0.0154 

Tabla T.3 Frecuencias y períodos del modelo-1. 

En virtud de que un elemento de decisión importante, para escoger 
el modelo adecuado para el análisis de frecuencias del sistema -
padestal-losa de cimentación-suelo, es el tiempo de ejecución en 
computadora, a continuación se presenta el tiempo invertido por 
el sistema UNIVAC- lIOQ en el análisis de frecuencias del modelo-
1 descrito: 

TIEMPO DE COMPUTADORA 
hrs:min:sea 

C. P .·U 00:04:34 

1/0 00:11:25 

OTROS 00:02:14 

TOTAL 00:18:01 

Tabla T.4 Tiempos de computadora para el análisis de 
frecuencias del modelo-]. 



5,3 Modelo-2. 

El modelo-2 es mucho más complejo que el descrito en párrafos 
anteriores. La necesidad de analizar este modelo, se debe a que 
no se tenía la certidumbre de que una idealización tan simpli -
fi¿ada como la del modelo-! fuera•adecuada. El presente modelo 
fue desarrollado tanto para comparar lo~ resultados del análisis 
pseudodinámico que se hizo (ref16), a~{-::_E9..mo- para realizar un 
análisis de frecuencias y hacer una comparación con el análisis 
correspondiente del modelo-1 que fue descrito anteriormente. C-ª._ 
be destacar que a pesar de que el an&lfsts pseudodinámico de a~ 
bos modelos resúltara semejante no se podta concluir que los aná 
lisis modales de ambos modelos lo serían. 

En la figura 5,5 se muestra el modelo nGmero 2 del pedestal. Si 
se compara este modelo con el descrito anteriormente, se puede 
notar. que los nudos 25, 26,35 y 36, asf como las barras 31,32, 
33, 40, 41, 42 y 43 del modelo-1, se han discretizado mediante 
elementos sólidos con ocho puntos nodales cada uno de ellos.­
También puede apreciarse que en este modelo no se consideró la 
losa de cimentación, es decir, se supuso que las columnas están 
completamente empotradas. 

En este nuevo modelo del pedestal se ha elegido el mismo siste­
ma de coordenadas globales del caso anterior. Los diafragmas di~­
cretizados con los elementos sólidos tridimensionales se denomi­
nan módulo I y módulo II como se indica en la figura. 

El modelo consta de 397 puntos nodales. En la misma f1gura 5.5 
se presentan tablas que permiten localizar los puntos nodales de 
los módulos I y II. Asf por ejemplo, el punto noda1 en la inter­
sección h-if de la tabla correspondiente al módulo II es el nudo 
254 y corresponde en la figura al nudo orige~ de la barra 38.Del 
mismo modo las dos tablas de la derecha (también en la figura 5.5) 
permiten identificar el nOmero de cada uno de los elementos sfili-

'r1d1mensionales de los m5dulos I y II. En total se tienen -
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70 barras, en las cuales se presentan 12 secciones transversales 
diferentes. Los nudos d~ dimensión finita son ocho. 

Las propiedades mecánicas del concreto son las mismas que para 
el modelo anterior. 

Los resultados obtenidos del análisis pseudodinámico son del -
mismo orden de magnitud que los del modelo-1. En la tabla T.5 
se presentan resumidos algunos de ~stos resultados; 

Barra Axial Cortante Cortante Torsión Flexión ( Flex;6c. 1 
No. (Ton 1 (Ton 1 (Ton l (Ton-m) (Ton-m) i (Ton-mJ 

M2 ' M3 . 1 

l 36 688 30 -112 325 87 

-502 - 30 112 i 325 87 
; i 

---~ i 1 

1 
1 

i 37 619 36 134 -390 105 ¡ 

-433 36 -134 
1 

-390 ¡ 105 - 1 
! ! 
1 

1 

38 11 89 - 6 162 18 
1 

1 123 

- 11 -210 6 137 27 
1 

300 

Tabla T.5 Valores máximos de esfuerzos; modelo-2. 

La mayoría de los elementos críticos tuvieron un factor de resis 
tencia del orden de 10. Esto quiere decir, que los elementos estru~ 
turales soportan diez veces más el valor de la carga actuante. Por 
otra parte, para los desplazamientos, se encontró que en la condi­
ción de carga nOmero 1, el radio de curvatura en la condición más 
desfavorable fue del doble del mínimo requerido, y en la condición 
de carga número 4, el valor del radio de curvatura fue del triple 
de dicho valor mínimo. 

i 
1 

1 

! 
¡ 
¡ 

i 
1 
1 

1 

i 
1 

1 
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Resumiendo el análisis pseudodinámico, se analizaron esfuerzos y 

desplazamientos en la estructura para las nuevas condiciones de 
·operación y para los dos modelos hasta aquí descritos. Para los 
esfuerzos se consideraron fundamentalmente condiciones de emer 
gencia. Las fuerzas de naturaleza ~inámica se aproximaron como 
cargas estáticas equivalentes. Pata los desplazamientos se revf 
saron únicamente condiciones normales de operación. Se obtuvie­
ron factores de resistencia altos para las barras más esforzadas 
y para las condiciones de carga más desfavorables. 

Como se señaló anteriormente, se llevó a cabo,con fines compara­
tivos, un análisis de frecuencias de este segundo modelo. 

En la tabla siguiente se muestran las frecuencias y los períodos 
que se obtuvieron con el modelo-2. 

Modo Período Frecuencia 
No. (seg) (rpm) 

1 0.0273 2195.4 
2 0.0247 2421.0 
3 0.0203 2954.4 
4 0.0130 4585.8 
5 0.0110 5426.4 

Tabla T.6 Frecuencias y períodos 
del modelo-2. 

Es importante notar que debido a la mayor discretización del pr~ 
sente modelo se incrementó el número de grados de libertad,lo 
cual incrementó el tiempo de ejecución como puede notarse en la 
tabla T.7, donde se indican los tiempos que consumió el análisis 
de frecuencias de este segundo modelo. 



TIEMPO DE COMPUTADORA 
hrs:min:seg 

CPU 01:05:01 

I/0 01:48:34 

OTROS 00:18:25 

TOTAL 03:12:00 

Tabla T.7 Tiempos de computadora 
para el análisis de frecuencias 
del modelo-2. 
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De los resultados anotados en esta tabla se puede concluir que 
un modelo completo del sistema pedestal-losa de cimentaci6n-sue 
lo en base a este segundo modelo resultaría muy poco práctico, 
ya que se incrementaría el costo de computación en un 400 %.Ade 
más, y más importante, el hecho de que las frecuencias de los -
modelos 1 y 2 (comparar tablas T.3 y T.6) sean muy parecidas 
permite garantizar que un tercer modelo compuesto por el pedes­
tal del modelo-!, la losa de cimentación y el suelo pueda ser -
una buena idealizac1ón para analizar el sistema completo. 

5.4 Modelo-3. 

Como ya se ha mencionado, con el estudio de los dos modelos an­
teriores se pretendía por una parte, determinar en la forma más 
aproximada tanto los esfuerzos como los desplazamientos de la 
estructura. Asimismo, se pretendían obtener las frecuencias de 
la misma y compararlas para validar el modelo simplificado. Una 
vez que se ha hecho ésto, se debe analizar e1 sistema completo 
(estructura-cimentación-suelo) para lo cual se aprovecha el mo-

ta. 



Este modelo se ilustra én la figura 5.6. El total de p1.mtos 
nodales es de 128 y el número de vigas es de 77, las vigas 
como en el modelo-! tienen 14 secciones transversales dife-

SB 

rentes. Como se mencionó m el párrafo ai'iterior ,en este modelo 
se añadió la losa de cimentación. l_a cual se idealizó por -
medio de elementos de placa, con un total de 56 elementos de 
este tipo. La idealización del suelo fue hecha mediante el~ 
mentos de frontera, con 65 elementos aplicados en los puntos 
nodales de _la losa de cimentaci5n. Como se puede notar en -
la figura 5.6, los nudos 62, 72 y 122 tienen aplicados más 
de un elemento de frontera, ésto se hizo con el fin de dar 
estabilidad al sistema evitando giros en_el sentido del eje 
Z. El resto de los elementos de frontera proporcionan lar~ 

sistencia al giro en las otras dos direcciones. Cabe aclarar 
que estos elementos de frontera horizontales{aplicados en los 

nudos 62, 72 y 122) solo r?stringen el giro de todo el siste­
ma en conjunto. Por otra parte. debido a la gran rigidez de 
la losa de cimentación, se está partiendo de la hipótesis de 
que las deformaciones angulares en su propio plano son des­
preciables poi lo que se han igualado a cero. 

Los sistemas de referencia tanto global como local son idén­
ticos a los del modelo-1, lo mismo que las propiedades mecá­
nicas del concreto. El m6dulo de reacción con que se calcul6 
la rigidez de los elementos de frontera es de 10 T/M 2 . 

Las frecuencias y los períodos que se obtuvieron con este mo 
delo se muestran en la tabla T.8. En dicha tabla puede apre­
ciarse que las frecuencias de los pri•eros modos de la estruc 
tura son menores que las que se encontraron en los dos mode--
los anteriores. Esto es razonable ya que la losa de cimenta--
ci6n rigidiza la estructura debi oran " --



... f' ® . 
. . 

... 
® 

11- k € 
® ..... 





C:: .. !l.fi....-
a,. 

~
n

.;:... 

ü: ü... 
,,.. ,:t_. 

t ~
 

Q
,,_ 

"".-. 
{.'-~ 

;:'.\~ 
"'~'1,. 

th
 

J;'c,.f;'.~
 
~
 

~
~
~
 

t-~
l i-1

 
~
~
~
 
~
 

~
.,¡ f.-.J 

P
; t--..: ;...,.; 

~
~
!
 t,"1 f--.'l 

f·--1 
~

:
 P-: 

~
tj 

¡,...,¡ 
}•4

 
i=

j l--:1 
t.,i 
~
 

¡ ... J }••3
 ¡.,.¡ t4

 !""1 
~
 

:,--~,¡ 
:,.4 

f-i 
~
 

.}a
.>

!~
 

!=
}t~

1
 

W
~

ti.c
.:J 

~u r; 
t:J 

C
) 

t1JC
1 

{
;)(.'• 

a....'-..!.., 
(!,;, 

('.) 
('}

 (;) 

;:~ ~:~ 

p
c
:.;~

;--•f-~
~

i=
-r---

'-1
~

!---=
 

~
-
-

:
-

0 
¡..._, 

t 
• ·.-, .=

 L 
t--~

' 

Ó.L 



:u
,·:.t:jJ;ljJ.º.,P

 

" .;J 
..,_, 

~~ 
.I; 

'.:: 
_¡-¡-·_n 

-;;, ·""' 
-

-
.H

 
=

~
 

.-
...: -.::. 

~
 ....... -

e :: ...:; 
=

 L
. 

(J 
_LJ ·c. 

i: 
X:-

L 
~
 

.. ,i:x
::.::=

-~
ft 

..,, 
.... ;:: 

,.: 
\~ 

·1 

.e
n

.::. 
..J 

. .U
J
J
, 

)_:-. 
L1 

H
 

l,~ 
u 

; 



l)AiOS GóNERAllOS l!lE LOS 
N000 cmm1crni'IES DE '.COGfWENP:C AS DE LOS ;,,'.00(\1 

NUMERO X y z :o: YY 2:z f~ y z T 

1 0 m 0 ·i § 6 ·i .. 3ti9 .. 9:2'7 'i0 .. Sl73 .@00 

2 El 0 !) ¡;¡ 0 ¡¡ 4 .. 0,6 ~927 10 .. 973 .000 

3 0 ,) 0 <) !!) 0 ? .. 62~ ·1.038 ·:0~973 .Eme 
4 !) !! 0 8 9 0 ,¡ ~ ~)::!8 .m,0 
5 !l 6 0 9 s {21,. M226 'Í º 125 .m10 

6 11 a ll o 1) f, ·H .. .0Bvl 

7 0 il li'J g !) !J ·H .. .!l!W 
a 0 ¡¡ 0 i; !) 0 23.825 ·~ 1., ·i25 .01rn 

·~ .~ !J IÍ) !) !) 23 .. 825 ··)L ·l25 .mm 
·l!l !) ~ (i) !) !) ¡¡ 23,,S2S ,; 1. ·1'.2S ufü10 

11 i) 0 i) i) !l 0 2f).. ~~112 .,f)fl(J 

12· 6 !) (i) !l 9 o ,,3"10 

13 l'l o !') ¡¡ 8 B .0[10 

14 !l ',) (i) ¡¡ 8 !l .0B0 

lS !1 ,,j ¡¡ 21 l!] 0 .~ .. !LHl, 7 .?till .01li?J 

•16 ¡¡ tJ a 0 11 s .00(J 

17 ~, [¡\ 0 €1 e 5 .. 000 
19 ¡; il 8 ,¿: 8 ~0!?.0 

w i!:l (j ti) cJ 11 ~ ~1 .800 
?.0 (? ~., VJI 0 ::C.':~? •. fJiS .000 

21 (9 (:l IJ }11 0 .. 080 

22 ,:¡ rl !) 0 (~ .081) 

2J ID li !) o :t,;1 .oeii 
2~ tti H !D f;') .0,1,1 

25 hl ,J ;, lil .. 800 
26 G ll e !:) .@Glll 

27 C;i ,; ¡¡ 1:ll o 1~) .. ~11tH~ 

to 1/) ~GlliQl 

n ¡¡ "fü1vl 
:m ¡¡ Q ~~mm 

e .80'1 
!) .8(16 
1l .'10.lil 
él .. HGG 
a .000 

f; ,., 
!l .!lfi0 

\:ji t;, lil .!!00 
(}.¡ p !,) .01)1!) ,. 
p {:' tJ ,il@@ 
¡¡ E' f) .00QJ 
&:· i) 0 .ll01'l 

:D r1 ll ~00~ 
8 n !l .001-) 

o ;0 (¡] e.t7~ .00¡¡; 

8 0 OJ .a00 

" ¡:¡ Q lf: .000 

~J ffi ~3 rt .800 

r~i '1U 
ce C: .00t$ 

m ~ ¡) i;; .300 
¡;¡ ~ !!) r¡ .000 
li) ¡¡¡ !1 ,, .!)00 

~ ~ a [1 (~ 0 .000 
¡¡¡ fl @ lo 1íl le) .000 

¡¡~ (~ ¡;¡ m ~ e (.,-j 1 ~ ':'30 .000 

SS fj s ~ m 0 Qj 1.~30 .000 

S4 0 ¡¡¡ ¡¡ e 0 0, .000 

57 0 8 li) B 8 c_1 .000 
Sil 8 e ID 6 m 23,S2S /~760 1 .930 .000 



5'1 ¡¡ !, ¡) ú n 14 ~ ~ji() ., . 1. ¡¡ ·1 i,'JG .000 
f,0 ¡¡ o G (:;J l. l\/)¡.) 1. 9:10 .000 

61 1, il 0 / " / fl~'l ( .~:10 .000 
62 ;, ¡¡ 0 

_, 
"1 • l·i ~H:l -2. .008 

.:;::~ ~ 0 " -1 ··Q .mm -2. .000 
1':,J<) 8 ,J 8 . í ~ fü1Ei ··2. .000 

6S 0 ~I ,) -1 ... ¡ .mrn -2~ .,laG0 

b6 D 8 ,¡] ·-1 ·-'I ·(L9!d .,m1~1 . .;;: ~ 13-l .000 

67 ~ ID .;¡ -, I i ~ 68'· ~ 12!1J ··;;!. 13~ .000 

68 '2'.1 I~ 2 -·1 -{ -1 .880 ··2 ~ ·!311 .000 
69 !l l~ li! -·t --1 -·I .800 -2. 13-'t, .0iiil 
Te ~J !al ~) -·I - -; ~800 -·2. í34 .llme 

i1 li) 9 ··l - il ··í .88G ··2.1·31'1 .ero¡¡ 
72 ~~ fl -1 -·! .008 ·13·• .00~ 
73 ¡¡ ll -·j -·, -,¡ 2,, 172 ;3., .008 

7·~ a G•1 ¡¡ ··1 -1 .n7 134 .000 
n; fJ ¡¡ @ -·t - ··1 3,.2Síl 131 ~t!BB 
?¿ 0 :IJ Gl - -·I ',s,,.f.,5.1 2~ •i72 H~~ 13'~ .000 
/¡." !~ mi €1 -·i - -·I S .. 399 -·2. ¡3,¡ ,800 
79 íl ~! t1 -! •!98 2. -2 ~ ·t~Ví .000 
7? !:) m t - ..... -~ .?. ... -:.: .. ·134 .. 00@ 
Gil '1l ·11 ¡¡ - ¡ -i -H .634 2. 172 ·)3/11 .000 
Sl ¡¡j 01 0 -"J -·{ -1 i.1LS70 '! .. ?26 ·,34 .00e 

82 8 SI 8 -,¡ 
_, 

·i7 .. 1i8 2 ~ 172 ~·.'2., .000 
83 8 g, ¡¡ -~ -~; -~ :,'9 ~ 9 ·( 1t 2 .. ·P2 -2~ .08@ 
S1t él !l 1l -"J -·'.i -1¡ 22~ó57 2 ~ ·il? -·2ti .000 
es (i, g e -{: -·i 28n8.2S ~ 9'27 <?~ .a0e 
fl[, " a GI -4 - ·~ 2. i.'2 . 2 ~ .001:i 
B? 8 !l 13 - ·~ _, -·I :h:~,¡_:.¡ -~~ .080 
88 8 i!J 8 -,; -·:) ~ •J ~ Cl t. ,i,,J1d -.? - .000 
S? 9 él e, -1 -1 ··i 2 .. 454 1.,~:M3 -·?~ .000 
9.9 8 a -·; -~ t¡, n 342 -:2 ~ 13!.¡ .0fl0 
9•1 fil 0 lil -,1 --t -i ·~ .. 3 ~ ~ -:!~ '1131'J .800 
9.2 e al ~ -,; -, .800 
98 e ,?, 0 -·í - :¡ ···"d .00e, 
9,,, B 0 @ --1 -·l -·; 4 .• 3'-12 .880 
95 É ~ 0 - 'J 34:i .000 
9G e tC¡ iil - -·) .000 
?7 ~ a :J - -1 -! .000 
98 3, e ¡J -·! -'¡¡ ú-S~S -,: • 1:,é .000 
99 ¡\J íl ¡¡ - -·í -i ; • .iJ2'?" -;;:., ·L:M .80@ 

1Sf3 [j t?i ¡¡ -< -·; -1 .. 9·H - , • ·13-\ .M0 
·liiH 9 8 !l -· -·I .. ,; '.:) ,,,41;;;") ~~S -.: ... ·~3·( .. íl00 

182 0 G El _,.1 -·, _,¡ S.~ '109 '/ .. ci{18 ,800 
i'El3 g 0! 

_ ,¡ 
6" ~98 ,000 

104 ll -·· - ~¡ .008 
105 ~ .~ ,e .000 
me. ¡) .[)00 
'107 o .800 ,or, G .~ •; -'i .1100 
MVif 19 -·/ ,¡ .0011 
j 11,l ~~ ~· ~ -, -,¡ .008 
1-1'1 o ,.,11. -·'. -1 .0,10 
i12 ¡¡ ·-·í -· i ···1 .0flü 
113 ,l F) ... i -'i ··l .001il 
H4 lil o fJ .. ; -·í _,,¡ .,10¡;¡ 
HS ¡¡ ,¡ e -1 ··"I -) .000 

H6 0 ¡¡ lil ···l -1 -·'i ,000 

117 ¡j ,,¡ e ... ¡ -'! -•j ,000 
HB !l ,1 fil -; -"l: .000 

119 P. o ¡11 -1 ··1 .0011 
121il ~Ñ ~· "'" -, -~í ,Sil!l 
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EU.:'.M~NTO VJ.G.:; lH!o;;m:::t~~:.i.UNAL 

;Wt"!::'.Rt DE V!GJiS 
tfüViERO PE CC~J:J.ul.JTDS ;)&: 
NUi'!ERC DE CCN:JUNTOS OE 
N'JMEXO DE }'i.'; TERIAL.ES 

PRD?!ED~!lES DEIL ~llSTEfl:AL 

HtmERO DE 
llATE?.I,!lL 

~OOULD DE' 
Y:JUH3 

.,2925·l-0~7 

n 
·!/1 

$1l 

' 

1.¡;,::q)':"."' Dé: 
,N,J.-.bG,.J., 

,, :ec=e·~. 

!:.H::NS &D'i':.;D ::,:¿ 
f;i=uSt:. 

,.2•":i9?-2d 

DE!'·!S!DhD DE 
~')ESO 

.,2.is3G-r,.§0 

?RO~~rEOH:)~S SE~OMETRrcr:.tS Di;'.' ;_c.,:: V!G.~S 

$.i!i.EA hXIAL 
;'!l1[ .¡ ~ 

... 339ti+fH 
2 ~2787+0·i 
3 .,:íG?.S+IH 

~ 2825·!-0 ~ 
s .. <k52!!H·8•i 
.6 .. S·ielS-1>2•; 
7 .,i,22-~·s·;:;•J 
.s .. 50t:: 1~ .... 9.¡ 
~"} .. ·i257.¡~G2 

·;l'i ~S~'76.,.'"@·; 
;;,1 .. 0280+1::.·t 
1-. .2 .. :39S,5·:-G:; 
l'1:1 .. 3~~s2-;·c :; 
\.\\ .. 11SS'J~.~.:~ ¡; 

J1Ui..;f t.P,:..t: .. C,t;~ORES o::: 1C,,71~<g1:i 

l~-,Dli\ 
i1l'íD:C.ti 
¡¡¡)¡(,~ 

(~ 

¡,,008000 
:.,J,jema0a 
,.,0.08,IM\lil 

l,?.E¡!1 

.. 288 ·í+8 (. 
,_..286.;,,C·l 
~381;S+GH 

Afl.l-:A 

.28Bt; ... '-G•, 

.,Si.i'lt-j·/ 

.. ~t.¡t"'t.:G1 

e 
.881il01iii) 
.. Ji0e0ae 
•. f,i;i(l!,0.ijl 

~ :!.!.2i~·01 
"f.08t.+fil,:¡ 
''"~;:.Ge..,;·< 

D 
.. ,000060 
.... 0021000 
.. ,QlfüB{FJ.0.(d 

., 97 ·•8~·80 

.7170•00 
.. 27·ctcSd'.H. 

U!ERCXA 
1(3) 

.9450+00 

.5390+01il 
~1059+{H 
.5470+00 
"2239-t·a, 
.. i646+0í 
.;692+02 
.2507+0i 
.4382Hl2 
.. 2960+01 
.ó988+0l 
.~s01~-a~ 
• .6290·l·00 
.11ne+.0re 

MODULOS DE SECCION 
srn; SC3) 

.0000 .0000 

.0000 .0000 

.0000 .0000 

.0800 .0000 

.0000 .0000 

.,0080 .0000 

.00B8 .0000 

.0000 .0000 

.0000 .0000 

.0000 .0000 

.0000 .• 0000 

.,000@ .0000 

.Jad1,a .0000 

.!30fii:l •. 001'lG 

º' Ch 



0<\1'0S DEI. El.l::liF.N10 •.1,:>: 8/,· 

NUí..\íl ¡,ocri EN ANCHOS FINITOS 
-I •• :¡ f.Cl!.llGOS XI XJ y¡ YJ ZI ZJ BANDA 

74 54 57 &3 ¡¡; "I !?] 0 .00 ,00 .11)0 .00 ,90 .00 
97 

~r~a 1\1 BA l tl 0 ¡) 0 0 .00 ,00 .. 00 .00 ,00 ',ll0 
123 

:¡ ;?; ·~ 411 :Sí ~ t~ 0 IJ 1) 0 .00 .01') .00 ,00 .0a ,00 
54 

1!,, S3 sa ,. 1 IJ I') 11 0 o 0 .00 .00 .00 .00 .00 ,00 
54 

s •16 23 29 1 i G !il 0 0 lil .. 00 .00 .00 .00 ,00 -.76 
i44 

,l $8 30 32 1 e fLl 0 ll ·ªª ,00 .00 .00 .00 -.76 
96 

:¿,:t 19 29 .¡ t, 0 0 i1J fj .00 .00 ,09 .00 .7ó .00 
30 

ze :i:'2 :,2 1 0 E) (3! Él fJ 0 .00 .00 ,1!'10 .00 ·,76 .00 
i02 

{9 ' 28 { e ¡¡ 'ª 0 .90 -.43 .60 .00 .00 -1.22 
114 

·rn 22 16 2~ 1 e G 0· 0 ¡¡ .00 -.43 .00 .00 .00 -1.22 
42 

1 •) 23 40 ...';t6 1 2 13 (,í; e .00 .00 .93 .00 .00 .00 
108 

~12 1,9 39 l}6 0 ¡¡ 0. 8 \j 8 .00 .00 .00 .00 .00 .00 
12 

,¡:;: ~9 38 96 1 :e: íl e A e @ .00 .00 .00 -.93 .00 .ee 
12 ,a -l:23 e .!l0 .08 .,9:,J .00 .38 .00 

108 
1S <('-;¡\ ,P' t?'3 ~s 0 ~; e 8 .130 .00 .09 .00 .00 .00 

12 
ci¿¡ ·:7 •l6 ,2:, :; 8 0 ,8 2, ::, .00 .0111 .e0 -.93 .00 .as 

12 
,l"I 2'.? 2•\i ,(ú l] 8 18 .:) ¡¡ 0 ,91 .00 .00 .00 .00 .00 

12 
·~8 ~lS 'Z7 22 13 ,p 0 0 .91 .00 .00 .00 .00 .00 

12 
:,:y 2•1 25 J{;, 9 0 13 l;1 .60 -1.89 .00 .00 .00 -2.1a 

12 
2€3 :);' ::J6 :¿,2 ' 0 e 8 G 8 .00 -i.89 .00 .00 .00 -2.18 

12 
2i 1. 2 l.,~ 15 3 0 0 0 e 0 1.35 .00 .00 .00 .00 .00 

12 
2'2 1t~ ,;s :t2 0 e ~~ .. 35 .00 .00 .00 .00 .00 

12 
23 2S ..:;..:,, s g () El .00 -.S7 .00 .00 .00 2.24 

144 
2;:(r \S :=lb 22 ,¡ ~I G r, s e 0 .00 -.57 .ea .0a .90 2.24 

132 o, 
2S ;¡;:.• 55 ;s.e, i.3 " B (il 8 0 .GIZ! .. 20 .il0 .00 .00 .00 ...., 



~~~ 

:u. illl? ~ .. \ 69 •I 6 e ~1 0 .b~ ,.l¡;}~j .@O ,¡;¡,, "0~ ,ílll 
1~iS 

l?i 66 .47 ¡;,¡ ; 6 ¡¡ B i') 0 e .. rm ~ fü'.1 .iii,: ~ú0 .,l{)Q¡ .,00 s¿ 
l?EI 60 52 ¡;9 •I (, !l fil n a t) ,,!(H') .. 8.(l .(JU .. 80 

~~t 

29 47 26 66 •I 6 li) 1::i fü ,,rii0 ... ~üS: ,.(;tl ~::{8 .,00 -2~ •;rs 
1:l8 

30 52 316 59 'I 6 111 ¡¡ m 1) .0f) -,,135 .mm ~ 3~, .00 -2.'1?5 
102 

31 25 4'I 124 i 7 0 0 s " (!) -,,05 .0,, .93 ,0@ ··1.,06 .0!'! 
!02 

32 41 42 424 •! 7 il iíí [} 11 ~;10 "'@G "~.Ji-j .('.(! .. @~) 

·12 

33 42 3:6 424 •i 7 lll a €) ,.@(:\ ... ~í&S ,.oe ~·rs .@lil 
te:l 

34 25 3 125 ,¡ a lil :0 (;J a ·L•l7 .00 ~DC 2"24 .89 
i38 

35 3ó 14 126 •! s 111 ¡;¡ fil ·~" if .. ~ .. ·d 2,.24 .00 
1:,,.1 

3ó 3 4 125 •! e ¡¡ tl .• 0.) .. iH& .. &H} .. Y)S .. E\0 .elfí 
·12 

37 14 13 126 •! 8 11 ii 8 () ,,et1 ,,~;¡z; .l!lf:l .. rJ!!i .00 
1? 

38 4 26 125 1 e 0 e ¡¡¡ e 0 .. 80 -'i,,94 .00 -•. .00 1.7i 
139 

3\1 !3 315 126 1 a 0 !!l Gl -1.94 ,W ,01i) 1,:l'l 
1a0:i 

40 26 416 127 l 9 l'l (tl lÍ} -,186 .,t/·1(} ·1,,22 -,¡¡<¡, ,(10 
1l:6 

~1 4¡¡ 4,~ 127 i 'i' r,¡ G \5 el "~·;Q¡ ,l!,¡ 

42 44 ~,¡¡ 427 1 9 0 ,1 'ª ... .,08 .. ,10 .f:l0 .. m0 
'í2 

43 46 ~IS 127 1 'i' ¡¡ f -t.-3tt -•1.,Z:j't .,0{1 -.,~11~ 
r,.¿, 

44 IH 6'16 SS 1 10 ¡¡, .. {10 .,'.b(t ~ [,,{:;· ~0&'1.1 

fJ6 

45 106 5,9 60 1 ilil 11 J;J ¡¡ .0Q ,,!';,0 ~ fil:! ~ {)~~ ,.(10 
163 

46 !i6 4,8 56 1 10 0 il ¡;¡ 0 ~· .,¡?;;} .. fü1 ,0~ ~80 ,.mm .. ee 
r,;r.., 

47 59 261 61! 1 10 0 e !il ~} 0 .mi .. u,s .. fü1 ~09 .88 .00 
·t '?~1 

46 49 211 ¡;¡; 1 111! lil !! Vil (<1 fü (5 .0r,: 1 .. 26 p00 .. oe .0,1 -3,.•\7 
~38 

<11> 51 315 60 i 10 G ~ Ql Ül !l .@0 .. 2:f., ~0et .. i;Ji';j ~@e -S.47 
10i~ 

50 26 ,11 19 ' 4 G ll 0 lii él iJ 4.4fJ .. 00 -.ae "ill0 -2.7, .ll!il 
12 

51 35 ~14 22 ' 4 I! 9 lil 9 j) 11) •!M48 .00 .30 .na -2.71 .Slil 
12 

52 27 ~:e 19 1 4 li! 0 e 0 8 0 .00 .00 .00 ~00 .00 .00 
12 

53 3.\ a:i 22 i 4 e 0 0 0 lil 0 .00 .00 .00 .00 .e0 .ee 
12 e, 

54 28 29 19 i 4 0 0 e s 0 lil .00 -·1.07 .00 .. 00 .00 .00 e» 
í?. 

SS 33 :s12 2~ i ~ ¡¡ 0 e m 0 0 .00 -1 .. 07 .irn .EIB .ea .00 
12 

So 26 s 77 H 0 0 0 0 f.) e 1-'•8 .0~ .00 ~ ~}0 ·i.87 .. ~H1 
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Ei.EMENTO l A IC A 

. HPO CE ELEMENTO ~ 6 

~~~~~g g~ ~~~~mr~s : s~ 

TABLA DE PROPIEDADES DEL MATElHAL 

l"I?O DENSIDAD 
DE ~IASA 

DEi\lSHlAD 
DE fESO 

••••• EXPANSIOM IERIHCl\ ............ ,COEFICIENTES DE ELASTICIDAD PARA;ESFUERZOS PLANOS ............ . 
At.FA-X Al.FA-Y C-XX C-XY C-XS t-YV C-YS G-X'I' 

,1 2 .. 1s01-01 z .... \97-§2 Q .. aee 
Mllt .. l"l'.P~!CADORES D1E i..06 CllSOíl og ,:ARGI\ 

1 
2 
8 

f'RES!OH 

il.000 '::i.120+111{, 

.090 

.000 

7,80!l+0S 

ACf.LERAC!OM 
EN z-

.000 

.000 

.000 

.000 

0.000 3, 1Z0+06 0.000 1.170+06 

....., 
o 



OATOS OE~ EL!:11EN1'íl rLlíCt, 

[i...\:11CNTO NOOO-X NOP,O··J C1JO{>·!( NQDO-l NODO-O MATEf<lhL ESPESO!\ PRESION DIF DE GRADIENTE BANDA 
Nuncno NU,1ERO NORMAL TEMPERATURA TERMICO 

é,2 63 )'4 73 (l 1 2.134íl•B0 0.000 .00 ,000 
39 

¿; 73 74 75 !) 0 1 2.1340•00 0.000 .00 .000 
9 

:Ji ?:l 75 as 07 0 i 2.<34Gt00 i!.000 ,00 ,000 
49 ,. llí' as 9'9 %) ¡;¡ 1 2 .. 1040+00 m.000 .m0 .000 
39 

t 1111 99 ¡¡ l 2.1:J4ij;,~¡¡ 0,000 ,01,) ,00a 
9 

6 1,a Hlii ·H2 ,11-!, íl :ii,134klHl!I 0.000 ,l:l0 ,000 
45 

7 ¿¡3 N, ;r~ (j 1 2 .. 1::M0"'1,)f1 0 •• l>líl ,00 ,aea 
42 

o ,,., 
')'/¡ (z; 

'.f 
f¡ •I ¡; ~ ~1J~Hl10fü Q.,fJ~l0 ,00 ,000 

9 
,¡, 7,· ., "/ ~') n~ i:~ 1 2" 1~1~H~t80 ~).l]IJ0 .00 ,000 

45 
1íl RO l[l9 1i:H 119 0 1 ::!a 1SJ4fJi·(tl0 0,880 ,00 ,1)00 

4;¡ 
~\ 99 •W•! •JCin !') !'l 1 :!., ·tJt,0H)t3 o.~míl .~!! ,000 

',> 

1:!. l(l,[j ·11:H i'.l i ~~ .. ,1;) 1lt.J !·~1t) q¡,fülíl .e0 ,0¡1a 
42 

¡;; M .tHl :,~~ 11 
'"' 

i SJIJ0·1·íl(J ti.111-10 ,lll0 ,lil,10 
4<1 

u 'l'l i'-6 lll j 2~ ¿}S.,.1iJH~0 0,IJ~ll ,¡¡¡:¡ ,000 
~2 

i5 7,, ,.., i'S'í 90 j :?., j3118tf¡@ >i.000 ,00 ,000 
46 

l-¡Jfj ;r ~~ 90 09 f:{' ~., ,~:J4f11>fHD ll,fülO ,0!') ,00G 
45 

tJI' ¡¡¡, 9@ j ?,1, 13'i0~ uv, 8 ,i)i')•l ,00 .e00 
39 

if; j¡ijji !lij 102. ¡, ~ ~ ?,:ll,fH:P 0(:1 41~ tH~r, •. lll! ,000 
~2 

él' !!U U02 4·rn ¡¡¡ ~111 1.):111eJHi(~ il,0,l~ .se ,00~ 
39 

I l!l ~lii:l H'I ll! ll ; 0L, i:1'10i'í~fl ii .. @m@ ,00 ,00Ll 
39 

66i 4~1~'1 79 ,1 1 t.¡,I i8i¡f~"'(10 il,0@1l ,00 .0,ia 
46 

~2 n .;r, 7fl) i'!ll /l) 1 2~1340+00 0,Gl00 ,00 .0e0 
45 

i"3 78 19 91 9!ll @ 1 211 ti21,~h·0© 9,000 ,00 .000 
42 

2~ 90 9d HJH, dlil2 .'@ 2. d3111?J+0€l .1!.fli,11, .00 .01,0 
45 

21) !i02 á.{i;i3 ~,'.3<) 1!d4 ,¡¡ • 2, !340+<•)0 e.er;0 ,013 .000 •a 
39 '" :u, 1!H, 104 ~!5 .e lo d 2. d340<·00 ,0.~roi, .00 ,000 
36 

'2:l .{)6 ,!,'/ 8(1 79 e, d 2. t1:i-1e+,,0 lil,,@él0 ,130 .l'J00 
4~ 

.lll:l :,¡;, .;lil ~;_a 9g Ji) d 2, d34W• OD kl,liJ8ij .. !il0 .llilllil 
4•;1 



29 91 n 105 ,l14 0 ,¡ 2, ;3,0,,0;1 0.e,,e .e,i ,000 
45 

30 •10·% 10ll 1·16 HS ¡¡¡ 4 2,1840+00 11.1,1100 ,00 ,000 
39 

31 67 ,1a 61 80 ¡:¡ 1 2,1348+00 fl,008 ,01, ,000 
45 

32 00 s; 93 92 0 i 2, 1340+l!l0 0.000 ,00 .000 
42 

33 92 93 106 ;es lil 1 2 .. 1340+00 ill.000 ,80 .000 
45 

34 ;es 106 117 116 0 1 2,1340+00 0,000 .ern ,000 
39 

35 68 69 92 IH il 1 2,1340+00 0.000 .00 .000 
45 

36 131 82 91, 93 0 1 2, 1340+00 ¡¡,¡¡¡;¡¡ .00 .000 
42 

37 93 94 ;07 i06 0 ; 2, 1340+!íliil fl,000 .00 ,000 
45 

39 106 107 118 ,i7 0. 1 2. ;31,¡¡+00 0.088 .00 ,000 
39 

39 49 70 93 82 0 ' 2'"1340+00 0.000 .00 .000 
45 

110 82 83 95 94 lí) 1 2,,. ·]3!.v!J+00 ~'L000 .00 .000 
42 

.¡¡,, ,9{, ,95 .;es ttfil7 .ra ,1 .2 •. 1340+00 .0.000 .00 .000 
45 

,,12 rlil7 1108 ,M.9 ,it6 10 2 .113:40·~00 0.000 ,00 .000 
39 

.¡¡3 ;;¡¡¡ ,7.1 ,83 ,lil ,lil 11 .2.,1340+00 .0.000 ,00 .000 
~2 

4il~ .93 ,7,1 185 .8•\ 10 i•I 2 .. 1340+09 e.eme .00 .000 
:4$ 

.~5 183 ,8/t 9.6 'lt'5 ,B ·1'á .2 •. 13111!H00 0.080 ,00 .000 
42 

,lfó 96 .96 .11'19 .i08 "º ri 2 •. i340Hl0 0.800 ,00 .000 
45 

,117 1108 ,109 ,1211 ,1212; clil ,, ,2 .. ,•1340+00 0.000 ,00 .000 
42 

119 1"19$ ,'120 ,1,19 ,~ 11 .2 ... 1340+00 0.000 .00 .000 
;19 

A.9 7,1 ,7.2 185 ,e ,0 ,1 ,2.,,1340+00 0.000 ,00 .000 
~s 

,se ,SS 72 S6 10 d~ 14 2 •. 131,0+00 0.000 ,00 .000 
~s 

,s.1 113.4 ,SS ,lil6 ,f) ,¡¡ ¡{ .2~.134e+a0 0.000 ,00 ,000 
.9 

:52 ,8A .86 97 96 .a. ,1 2 .. i34!:}!<-00 0.000 ,00 .000 
~2 

,sa .96 >J?'l /1110 ,109 ,13 .1 2~ 1340+:.30 0.000 ,00 ,000 
45 

,s~ .109 1MD 12,1l ,il d~ ;¿. i340+00 0.000 .11m .000 
;39 

,ss ,i2!'i 14110 i122 '" ,0 ~.1341il+B0 e.000 .00 ,000 
39 ...., 

:56 1120 ,12,i ,122 ,0 ,!!) ,1 2, 1340+00 0.000 .00 .000 N 
.9 



ELEl'IENTO F~ONTERA 

1IPO DE ELEMENiO m 7 
NUMERO DE ELEMENTOS~ 65 

í~I.Jl T!í'UCAOORES DE CARGA 

CASOCAJ CASC[S) CASDCCl CASOCDl 
.0000 .0000 .,0000 .0000 

NODO NODO NODO NODO NODO COD. !COO. COO. Cl<Nl OESPLAZ. ROTAClON CONSTANTE 
O!l Ol!l CNJJ f.1'110 1:NU X!l i<O GENERACION ESPECIFICADO ESPECIFICADA DEI.. RESORTE 
62 ¡-3 ¡¡ fi! ll i 0 0 .0000 .0000 .3954+06 

2 62 ;29 li) s e 1 0 0 .0000 .0000 , 1141+06 
3 63 128 0 0 0 ' 0 0 ·.0000 .0000 ,2125+06 

4 b·\ i28 a 3 él ; 0 0 .0000 .0300 .. 2216+06 
s 65 ·i?.8 0 9 s 1 0 0 .0000 .0000 .2540i·06 
6 66 '128 a 8 0 1 a 0 .0000 .0000 .2483+06 
7 67 128 0 0 0 1 0 0 .0000 .0000 .2665+06 
8 68 '129 0 0 0 1 8 0 .0000 .0000 .2330•06 
9 69 128 a 0 !ii ' ¡¡ 8 .0000 .0000 .2665+06 

18 70 128 0 0 0 1 ¡¡¡ 0 .0000 .0000 .2483+06 
H 7•! 128 0 0 0 1 0 0 .0000 .0000 .2479+06 
12 72 71 8 8 ¡¡ 1 ¡¡ 0 .0000 .0000 .3954+06 
13 72 86 0 ¡¡¡ 0 ,¡ 0 0 .0000 .88G0 .3954+06 

14 72 128 0 0 B 1 0 0 .0000 .0fJB0 .9940+05 
iS 7'I 128 0 !l 0 ' 0 0 .0000 .0000 ,3525+06 
i6 7<1 128 0 0 0 ·I 0 0 .0080 .. 0000 .43SS-t·06 ,7 75 128 0 0 a ,¡ ij 0 .0000 .,G;,.fH30 .4.122+86 
18 71> 128 0 6 8 1 ;¡ 0 .0000 .0080 .6078+E6 
i9 77 128 0 e 0 ·1 e 0 .0000 .-0000 .3288é06 

20 78 128 fd 0 0 ; e 0 ,0000 .0800 .. 3SttS1·H1S 
21 79' 128 0 B 0 1 G 0 .0800 .0G00 .6449~ u.~ 
22 801 128 0 0 0 ; G 0 .0000 .0800 .59561116 
23 91 -128 e 0 0 ' 8 0 .0e00 .0000 .5956+!:16 
24 82 128 e e 0 ; G 0 .0000 .0000 • 59$81 [,,¡,:¡ 

25 93: 128 0 0 0 ; 0 0 .8300 .0800 • 6525·• \i6 

26 ª'' 128 0 e 9 1 0 0 .0000 .8000 .. 4611·~Lió 

27 85 12E 0 0 i3 1 0 0 .0000 .G000 .2625; (16 
2'EI 86 128 0 e 0 i 0 0 ,08G0 .8000 .2629·! U{.; 

29 87 128 0 0 8 ; 0 !!) .. 0388 .. GOE.10 .2282+06 
30 88 128 0 0 0 ; 0 ¡¡ .0000 .0{:!f.'¡\11 .4350+86 
31 89 i28 0 0 0 1 0 0 .0000 ,0GCí0 ·'•054+86 
32 90 128 0 !il 0 ,¡ 0 0 .0000 ,G000 .710'•·•06 
33 'li 129 0 ¡¡ 0 1 0 Eí ,0880 .8GCfJ .5960;06 

3·\ 92 128 ¡;¡ e ll 1 0 0 .. 0800 .8800 ,6606+06 
35 93 128 0 0 e ; 8 0 .. 1!1000 .0800 .7252+06 
36 94 ,20 0 8 0 ' 0 0 .8000 ,01.iGG .6606+06 
37 95 128 0 (j e 0 0 .GGG0 ..,mi:JOí3 .5960+06 
38 96 'i28 0 G e ' 0 0 .8000 .0000 .5960+06 
39 97 128 e, e 9 j 0 0 .0000 .0000 .2980+06 
40 98 i29 {l [l 0 1 0 0 .0000 .0G00 ,3525+06 ...., 
4i 99 i28 0 0 0 1 0 0 .0000 .0000 .4i22+06 w 

42 103 i2B li) 0 0 ' 0 ·0 .0000 .0000 .4355+06 
43 101 128 0 0 0 1 a 0 ,0000 .0000 .60713+06 



44 102 128 0 B l!l ' 45 í03 128 ¡¡¡ 11) 0 1 
46 104 128 0 8 0 i 
47 105 128 0 0 • 0 i 
48 106 128 e 0 0 1 
49 107 126 f¡ ¡¡ 0 i 
50 108 1?.B e 8 0 ; 
51 109 128 0 0 (l 1 
52 110 128 8 ¡¡ 0 i 
53 111 129 0 9 • 0 i 
54 1;2 128 0 0 . e 1 
SS 113 128 9 0 • e i 
56 114 128 8 e ·13 4 
57 115 121'1 0 0 • 0 1 
se ;;4 í2lJ ,9 G ~ 3 ; 
59 •117 129 0 0 'lil 1 
6B 11S 128 0 1:1 • 8 1 
61 H9 128 0 e • 0 1 
6Z 120 1:29 ¡; ¡¡ '0 1 
68 121 129 0 0 " g 1 
64 122 120 0 le) • 0 ' 65 122 i26 !1i 1a • ¡¡ ; 

CARGAS N O ll A !. E 5 ,ESTATICASl l:l M~,SAS !DINAMICI\Sj 

NODCI CASO D FUERZA FUERZA 
NU!1ERO CARGA E:JF. -;~ EJE -Y 

TODAS L,~S ECLII\CI(JNES TIENE:~ Rrnrnr::z FIJI, 

CASO DE 
CARGA A 

1 • 000 .000 .me0 
PARAl'liZTROS DE LA MATRH QF R!G!D!::Z 

t'IINI110 ELEMENTO DIAGONAL MO CF.RO 
t1AX!MO ELENENTO ou~GONi~L 
MAX!MO/iHNrMO 
ELEIIENTO PROMED!O O~ !.t: !llAGONllL 
DENSWI\O DE !.,~ r!ATR!Z 

" 
"' 

OC: CARGA 
1) 

.980 

FUERZA 
EJE -z 

" 2. i\63<·0~12 

0 0 .0000 
0 0 .0000 
0 0 .000('i 
0 0 .000,1 
0 0 .0000 
8 0 .000(.! 
0 0 .000il 
li) 0 .0000 
0 0 .0000 
0 0 ,001l0 
f) 0 .0000 
0 e .0000 
r, {l .0000 
e l':l .0000 
13 s .0000 
0 a .0000 
¡¡ 0 .0000 
a 0 .000(1 
0 0 .0000 
€\ 111 ,0000 
lil 0 .0000 
!J ¡¡ .0080 

i'IOMENTO l'IOMENTO 
EJE -X EJE -Y 

.0000 

.0800 

.0000 

.000a 

.0800 

.8000 

.0000 

.0000 

.0000 

.8800 

.fl000 
,.0880 
.0GB0 
.0000 
,8000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.í3080 
.000!1 

MOMENTO 
E;JE -z 

.3288+86 

.3545+06 

.6449+06 

.5958•06 

.5956+06 

.5958+06 
,6525+06 
,4611+06 
.2629+06 
• 11'• 11·06 
• 2125+06 
.2216 ... 06 
.25'10+86 
,2483+06 
,2665+06 
.2330+06 
,2665+06 
,2't93+06 
,2479+06 
.U,25+06 
,3954+06 
,99~1il .. i16 

" .,.,.. 



tl'lPllESION IDE FRECUENCIAS 

l'lODO Fl~ECUENC IA 
llllMERO CIRCULAR FRECUENCIA 

lrnAD/SEGl CCICLOS/SEClJ 
1 .1009+03 • 1606+02 
2 • ', 153+03 • 1635+02 
3 .1574<-03 .2504+fil2 
4 .2474+03 .3937+132 
5 • 2872 ... 03 • 4570+02 

l'lE:110RIA REQUERIDA PARA ESTE FASO "' 

PERIODO 
CSF.Gl 

.6226-01 
,S•l51-01 
.3993-01 
.2540-01 
.21sa-01 
3609 

TOLERANCIA 

.1326-,S 

.1827-14 

.9922-12 

.2573-06 

.2855-05 

...,, 
VI 



!MPRESION DE LOS VE:CTORES CARACTERISTIC06 

ANALISlEi l'IOlilAL 

MODO NU/1ERCl 
FRECUENCIA = 

1 
16.0617 HZ 

!::IGENVECTORES NORMALIZADOS 
DESPLAZAIIIENTOS/ROTACIONf.S DE 1.0S NOíJOS LIBRES 

NODO TRANSLACION TRANSLACIIJN TRANSLACION 
l'.UMERO EN X- EN Y- EN z-

1 
2 
3 

"' s 
i, 
7 
e 
9 

10 
11 
;2 
13 
i4 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
2l 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 

6. 03667-002 
6. 02451-002 
S.9$701-002 
S.94049-002 
5.91038-002 
5.90343-002 
5. 8937,6-,002 
5, 5289,4-002 
5. 27 182-002 
5.07567-002 
s.03144-r,02 
4.98467-002 
4.88878-002 
4. 85793-002 
4.75271-002 
4 .73309-002 
5. 32388-002 
S. 57583-002 
s. 929 ,a-002 
6. 0236íl-002 
5.20445-902 
4 .17905-002 
5.81775-002 
5. 93,,79-002 
5. 92881'-002 
S.79088-002 
S .. 65345-002 
5.66321-002 
5. 56881-062 
4. 90840-002 
4 .. 855134-802 
S.08688-802 
5 .11466-002 
5~1 110~6-202 
5.04555-002 
4. 22572-002 
3.71036-J82 
3 .73070-002 
4.493:?8-002 
5. i 1482-302 
S .21467-002 
4. 88439-002 
5 .64633-002 
5.5,034-002 

1. 95543-001 
2, IH960-00 i 
2. 18643-00 i 
2. 23388-001 
2. 32533-001 
2.32•190-0(!1 
2.33616-001 
2.21628-001 
2.23591-001 
2.33529-80! 
2. 31¡¡ 28-001 
2. 35989-001 
2.26067-0!3'1 
2.20ns-001 
2. 027' 16-03; 
1.9S71lJ-iil0i 
, • 97070-001 
1.97G23·0e 1 
i .!33915-001 
2.18105-00•1 
2.19213-01,l,I 
1. 83169-001 
1, 72798-001 
1.76634-001 
1 .. 95217-001 
2.1:2001,-00 i 
1.88138-00•: 
1.91',1¡8·001 
2 .. 03053-001 
2,,03479-001 
2 .. 8385~ ... f101 
2. 04 i03-001 
2 .. 13542-00 'Í 
2n2196S-0FH 
2.28338-001 
•i.95808-001 
1.75923-001 
i.7183·1-301 
1.7219,1-,10,1 
!.725'1G-J0i 
,.09423-ee, 
1.89471,-001 
2 .27030-00 i 
2.27021-00, 

ú.098'.e1-003 
7. 27 609-003 
S. 23943-003 
4.94011-003 
9. 07580-004 
3 .60(H6-~03 
7 .19861-003 

-S.06942-004 
-2.10,, ,¡ ;-'103 
-s. 23337-003 
-'.. 12082-002 
-1.371•11-002 
- , • 8717 6-002 
-1.82920··002 
-8.32621-003 
-3 .89344-003 

1. 84617-003 
2 ~ 2066.3-003 
7.86190-003 
7.91337-003 

-o,, 521153-003 
-2 .88932-003 

7 .46758-803 
7. 14943-003 
6.66878-003 
L,'28228-003 
1. ,¡ 1985-002 
1.,31~910··~)02 
7 .61288-003 

-2 .. 50561-803 
L77248-003 

-8.10377-003 
-9. 437 48-003 
-1. 28626-002 
-1.65806-002 
-,.26j75·002 
-6.3491,9-003 
-2.725',9-003 

5.07502-003 
i .70952-003 

-4.30977-003 
-6.8630i-603 
-7 .49 ;7,1-003 
-9 ,i,647•1-a03 

ROTACIDN 
EN K-

-3 .64195-0103 
-4 .49082-0103 
-7. 35324-0103 
-9. 46789-0103 
-7 .73139-0133 
-5.BS21i11-0•¡¡3 
-4. 03980-01!3 , 
-2.44138-01!3 
-2.18763-01!3 
,-3. 27 673-01;3 
-2. 94627-GEl:3 
-2.61453-0,;3 
-3. 25483-0i!3 
-4.22899-0!13 
-4. 60713-0113 
-3.56527-003 
-1. 05328-0,13 
··1. 07700,-0€13 
-s.01s07-0e13 
-7. 31402-0él3 
-7. 14823-0€13 
-5.48535-0013 
-s. ~22110·-0013 
-5.31303-00,3 
-s. 50399-00,3 
-9.513036-003 
-7. 58422-003 
-5.59314-003 
-8.08290-003 

1.74196-004 
2.11579-034 

-7. 96382-003 
-6. 07589-003 
-t¡.~ 18060-003 
-2. 28380 ~00.3 
-5.HS071-083 
-S.98S•i2·003 
-6.12195-003 

1. 30639-084 
4.75694-004 

-4. 09814-00:ci 
-3.78290-003 
-2,29fHS-003 
-i,2974G-003 

ROTACION 
EN Y-

3.57860-004 
3.09!35-004 
2.67668-004 
3.97266-004 

-6.76073-004 
-1.14650-003 
-7, 58966-004 
-7 .40466-004 
-7. 22052-004 
-7.03551-004 
-1,00466-003 
-9. S6253-ll04 
4. 12549-005 
a. 293as-004 
1.88992-003 
1 • 797 40-003 
1. 31786-003 
fl. 37860-004 
S.03403-004 
1.45391-003 
2.197'16-004 
2. 33123-003 
4.84147-004 
3. 57059-005 
3. 57235-004 
6.60967-004 

-3.892$5-003 
1. 277 4 3-003 
3. 26070-003 
2. 47152-003 
1. 68234-083 
B.93634-004 

-1.33661,-003 
-1. 81806-083 
-S~898i.!¡-0í:M 

2.l;S6S·I-0e3 
1. 61779-803 
2. 29580-003 
l .69216-003 
'! .08615-003 
9. 39309-004 
; • 270 1,9-003 

··S. 89790-004 
-5. 997913-llM 

ROTACION 
EN Z-

2.17319-003 
2. 52782-003 
3. 27297··003 
2.52991-003 
2.39813-004 
1.02334-004 
1.10413-003 
1.54270-003 
1. 25779-003 
2. 21597-004 

-4.49730-004 
1. 06226-004 
2. 94325-003 
3. 55429-003 
2. 782413-003 
2 .36169-003 
1.87329-003 
1 .,79845-003 
2.12607-003 
2.02902-003 

-a .10826-004 
2.33632-003 
2, 07792-003 
1. 90259-003 
2. 38333-003 
1.01926-003 
7 .37497-004 
3.47936-003 
2. 59590-003 
1. 39392-003 
6. 441, 13-005 

-1.44297-003 
-3.53087-003 
-2. 32295-003 

1. 38269-003 
2.64991-003 
2. 03008-003 
2.32113-003 
3.37173-003 
3. 26823-003 
3. 33503-003 
3. 6 i355·f)03 
1.43 iS2-003 
i, 42890-@03 

._. 
"' 



,s ¡:¡, 37361-002 ? • 26995-031 -1. 18350-002 -2, 29358-003 -5. 89790-034 1. 4 i~99-003 

"'" 5.65715-002 1. 53997-00 i ú,01470-003 -9, BGS83· G03 1,70777-004 6, 2S 127-004 
47 5 .40234"002 1,66520-BiH 4, 14611-003 -8,87408-003 2. 36344-003 1. ee:i,,3-A03 
48 4, 99085-002 1. S•947-001 8.99564-004 -9,21515-003 3.49673-003 7 .7,:ia3-004 
49 4.36'160-002 1. 72036-001 s. 88619-003 -1. 45638-002 5.3211,0-003 1, 96299-003 
50 4 .631' 16-002 1,74094-001 -6 .31106-003 -1.40070-002 2 .30509-003 -1.09110-003 
Si 5,36?76-002 2, 165·\/,-001 -1,64508-002 -2.21631-003 -6. 06751-004 1,38231-003 
52 3, 01)'99-002 1.58315-001 -s. 30165-003 -9. 29586-003 2, 73862-003 1,91631-003 
53 2, 96936-002 1. 48793-001 -2 ,07355-003 -1,07197-002 3 ,23727-003 1,75512-003 
54 5, :30)'53-002 1,29330-001 4.29924-003 -1. 24993-002 2, 29039-003 4, 23943-004 
SS 4,78128-002 1, 40166-001 2, 95967-003 -9.36085-003 3,09229-003 1,22274-003 
56 4,04930-002 1, 4 2468-001 6,63883-004 -7 ,72961-003 4,44947-003 5.25040-004 
57 3. i7:ll68-002 1,39477-001 4, 16i14-003 -1,58570-002 5,58796-003 1. 33096-003 
se 4.07791-002 1,42917-001 -4,51908-003 -1,51696-002 2,72182-003 -~:~:m:g:} 59 2.:39032-002 1.41564-001 -1. 46624-003 -5, 12718-003 -6,72701-005 
60 2,47777-002 1.38111-001 -3.71512-003 -9, 18903-003 2.46590-003 1, 29928-003 
61 2. 2868~-002 1,24933-001 -1,42194-003 -i, 16225-002 3, 25605-003 1. 18'199-003 
62 5, 30037-002 ó.40576-002 4,64271-004 0,00000 0,00000 0.08000 
63 4, 94027-002 9.05688-002 6,89879-004 0,00000 0,00000 0.00000 
64 4. 50563-002 1. 03022-001 4,65526-004 0.00000 0.00000 0 .00000 
65 3.9'6296-002 i. 13250-901 4,35119-004 0.00000 0.00000 0.00000 
66 3.49027-002 1.18827-001 1,86791-004 0.00000 0.00000 0.00000 
67 2.95120-002 1,21934-001 7 .08534-005 0.00000 0.00000 0.00300 
68 2.42580-002 1,21736-001 1.70384-004 0.00000 0.00000 0.00000 
69 i. 924?3-002 i, 17098-001 6. 54986-005 0,000130 0.00000 0.00000 
70 1. 46639-002 1.09891-001 1, 85942-004 0.00000 0.00iJ00 0.00000 
7í i. 10142-002 1,01043-001 4.83493-004 0.00000 0.00000 0,00000 
72 6.17015-003 7 .73689-002 5. 57009-004 0.00000 0.00000 0.00000 
73 3 .7 1959-002 7 .06999-002 3.76477-004 0 .00000 0.00000 0.00000 
74 4,33722-002 9 ,01364-002 6, 79326-004 0.00000 0.0G000 0, 00000 
75 3 .16291~002 9. 04888-002 3.171119-004 0.00000 0.00000 0.00000 
76 3 .56034-002 1,03517-001 3.56635-004 0 .00000 0 .00000 0 .00000 
77 3.76Si5-002 1, 10998-001 4,58229-004 0.00000 0.00000 0.00000 
78 3.393,S4-002 1.13529-001 3, 00535··004 0.00000 0.00080 0.00000 
79 3.09894-002 1, 19804-001 a .7 6S06-00s 0 .00000 0 .00000 0 .00000 
80 2.83107-002 1, 22699-001 2. 52669-005 0.00000 0 ,00000 0,00000 
s; 2, 52633··002 1.22110-001 1,66908-004 0.00000 0.0GG00 0,000fJ0 
82 2. 31824-002 i .17776-001 8. 65626-006 0.GC000 0 .000e.0 0.00000 
83 2.13459-002 1. 10535-001 6.50219-005 0 .80800 0 .00800 0 .00000 
64 2.~4492-002 1, 00329·-001 3, 46 i02-004 0.00000 0,0800vl 0,08000 
8$ 1.51981-002 9,31292-002 5,24317-004 0.00000 0,00000 0 ,00800 
86 2.01057-002 8,63861-002 4. 73791-004 0.00000 0.00000 0,00fle0 
87 2,76053-002 7 ,45349-002 2. 49992-004 0.88800 0, 00000 0.008i)0 
ea 2. 71604-002 9. 04686-002 2,44706-004 0.,11i000 0 .08000 0.00800 
89 2,75076-002 1,03041-001 1. 06032-004 0.000¡¡0 0.80800 0,000,)0 
90' 2. 75628-002 1, 13858-001 3, 12466-005 0. 0,;000 0. 00000 0.00000 
91' 2,73581-002 1. 20047-88 1 -7. 54320-00<1 0. 9Ge100 0,80000 0. 08880 
92 2, 700,10-002 1, 23083-00; -s. 84904-005 0 .00000 0.00000 0.00000 
93 2,65318-002 1,22378-001 -9,77802-005 0.00000 0. 00000 0.00000 
94" 2,4151,9-002 1, 17913-001 -1, 09351-004 0.00000 0.00000 0.00000 
95 2.6159'5-002 1.10214-001 -1.02512-004 0. 00000 0. 00000 0.00000 
96 2.66311-002 1, 00634-001 -1. 027 62-004 0.00000 0.00000 0.08000 
97 2,618813-002 9.15847-002 -1.03549-004 0.00000 0.00000 0. 00000 
98 1.84695-002 7, 61843-002 1.35939-004 0.00000 0.00000 0. 00000 
99 2 .30879-002 9.06113-002 1, 75885-004 0.00000 0.00000 0.00000 

100 , • 37758-002 9. 09736-002 -4. 83471-005 0.00000 0. 00000 0.00000 ..... 
ítli 2,00275-002 1,03108-001 -1.34364-004 0.00000 0.00000 0. 00000 ..... 
102 1.81696-002 1 , 10648-001 -3 .70447-004 0 .00000 0 .00000 0 .00000 
i03 2, 14296-002 i, 13340-001 -2.31261-004 0.00000 0.00000 0.00000 
104 2,373'16-002 i, 19859-001 -9.74408-005 0.00000 0.00000 0.00000 
105 2 ,56875-002 1 • 22895-00 i -1.52894-004 0 .00008 0.00000 0 .00000 
1116 2,79551-002 1, 22645-001 -4, 93975-004 0,000~0 0.00000 0.00000 



107 2. 90025-002 1 .17617-001 
108 3.01977-002 1.09775-001 
109 3. 0606<1-002 1.01036-001 
1·10 3. 04087-002 9.47195-002 
1li 8.85868-003 7.64046-002 
"112 9. 3465¡!-003 9.08426-002 
113 1.1637é,-002 1.02011-001 
414 1. 58323-002 1. 13134-00 i 
,·1s 1. 9738i'-002 1. 1901 1-00 1 
1;6 2.4333>'-002 1.22270-001 
117 2. 898931-002 1.22346-001 
HB 3.29892-002 1. 17049-001 
t19 3,5092~,-002 1.09672-001 
120 3.49130-002 1.01200-001 
121 :i.21632-002 9. 86738-002 
i22 3.0692i'-lil02 9. 6469·4-lil02 

-2. 41326-004 0.00000 
-2. 72520-004 0.00000 
-5.60154-004 0.00000 
-6.88517-004 0.08000 

7 .87416-005 0 .00000 
-5. 54753-005 0.00000 
-2.05709-004 0.00000 
-3.84621-004 0.00G00 
-1,87193-004 0.00000 
-2, 13636-004 0.00000 
-4. 94712-004 0.00000 
-3.13169-004 0.00000 
-3, 96493-004 0.00000 
-é. 98546-004 0.00000 
-7. 40936-004 0.00000 
-7.74465-004 0.00000 

0.00150ff 
0 .00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0 .00000 
0.00000 
0.00000 
!!.00000 
0.00000 
0.00000 
ll,00000 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00090 
0.000,i0 
0.00000 
0.00000 
0,00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

" co 



CAPITULO 6. CONCLUSIONES. 

El elemento compuesto que se presentó enel capítulo 2 permi­
te simplificar el análisis (tanto estático como dinámico) de 
estructuras de soporte para turbogeneradores, sin que sean~ 
cesario recurrir a modelos poco representativos de las mismas 
como se hacía en el pasado. 

La manera en que se presentó dicho elemento facilita su adap­
tación a cualquier programa de análisis estructural. En parL~ 
cular su adaptación al programa SAP-V permitió obtener un su~ 
módulo eficiente con el cual el análisis de dichas estructuras 
puede sistematizarse. 

El elemento compuesto que se introdujo (cap.2) y la herramie~ 
ta de cálculo implementada (cap.4), permiten efectuar el aná­
lisis de pedestales mediante modelos apropiados como los que 
se discutieron en el capítulo 5. 

Para el análisis pseudodinámico, modelos construidos únicamen 
te con base a elementos viga compuestos, parecen ser los más 
indicados. Esto se concluye con base a que, con modelos más 
elaborados (como el modelo-2) en los que se incluyen elementos 
sólidos tridimensionales, se obtienen prácticamente los mismos 
resultados, aunque el tiempo de computadora que se consume en 
su análisis es mucho mayor que el que se requiere en los primero~ 

Para un análisis de frecuencias es necesario incluir tanto la 
cimentación como el suelo en que se apoya la estructura. El mo­
delo simplificado (elementos viga compuestos) permite construír 
ventajosamente, modelos en los que se puede incluir otros ele­
mentos estructurales (losa, pilotes, etc.), asf como las caract~ 
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rísticas o propiedades del suelo. 

Finalmente debe señalarse que paralelamente a estudíos analí­
ticos como el que aquí se presentó, deberían realizarse estu­
dios experimentales, fundamentalmente para modificar la pric­
tica de diseño de estas estructuras. Esta necesidad se recono 
ce ya que los criterios de diseño de los pedestales de turbo­
generadores han sido mantenidos por muchos años por los fabri 
cantes de las máquinas, seguramente por el éxito de las estruc 
turas construidas. Estudios experimentales permitirían proba­
blemente reducir algunas de las limitaciones impuestas por di 
chos fabricantes, que en la actualidad parecen exageradas. 



A. ISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 

A. l Matrices 

Una matriz de orden mxn es un arreglo ordenado de nimeros co~­
teniendo m renglones y n columnas, e, cual puede represe~tarse 

como:* r , 
¡ 

ªa, i ª12 ª121 ª1nl 1 ~ -
! 

A [A] [ªi~ 
1 ª21 ª22 ª23 ª211 i 

=~-- --- --- --~I 
la a a a 1 L 1111 m2 11il3 mnl 

_¡ 

El elemento de la matriz en el reng16n 1-fisimo y la co•~•@a j­

@stma, se indica como ªij' con los fndices en este orden. 

En el análisis matricial de estructuras se 
trices que por sus características son consideradas corno ~atwi 
ces especiales entre 1as cuales pueden destacarse 1as sigute~­

tes: 

MATRIZ TRANSPUESTA. Se dice que 1a ma~r1z AT es la transp~esta 
de A cuando los renglones y las columnas de A1 son respectiwa­
mente; las columnas y renglones de la matriz A. Entonces se te~ 
dr~ que: 

= Ía .. 1 l lJJ 

MATRIZ SIMETRICA. Una matriz es simitrica cuando al intercaabiar 

sus renglones por columnas y viceversa nos 1a. mi Slllilil- ilihilitll'"i Z 

En otras palabras, una matriz es sim!trica si es igual a SM trans 
puesta, es decir: 

* En este se han eliminado por simp1 icidad el subrayado de 1ias lffliitriices. 

est~ ~s, 1a matriz A se representa con,o A y no c,¡¡¡00 A. 



ó 
para todo i, j 

Obviamente A debe ser de orden nxn. es decir, cuadrada. 

MATRIZ DIAGONAL. Es aquella en laque todos sus elementos son 
nulos excepto los de la diagonal prinéipal, es decir: 

D = ~i~ o si i ¡,!j 

si i=j 
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MATRIZ IDENTIDAD. Es una matriz diagonal en la cual 1os ele­
mentos no nulos son iguales a uno. En ocasiones se utiliza -
la notación I = ºij , donde ºij es la llamada Delta de -­

Dirac y se define como: 
o si 'f j 

o = 1 
ij si j 

Esta matriz recibe el nombre de identidad pues puede verifi­
carse que: 

IA = AI = A 

MATRIZ EN BANDA. Es aquella en laque todos los elementos no nu­
los de la matriz se encuentran contenidos dentro de una banda 
paralela a 1a diagonal principal. Debe indicarse aquí también 
que algunos de los elementos dentro de la banda pueden ser cero. 

MATRIZ CERO O NULA. Es una matriz en la que todos sus elementos 
son cero, es decir: 
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o para todo i,j 

A.2 Algebra matricial 

SUMA DE MATRICES. Dos matrices pueden sumarse sólo si son del 
mismo orden, si es así, se d·ice que,fas matrices son conforma 
bles para la suma. 

El resultado de sumar dos matrices es otra matriz del mismo -
orden en donde cada elemento es la suma de los elementos co-­

rrespondientes a las matrices sumando; esto es: 

si 
entonces 

donde 

y B mxn 

A S r l 
+ 8 = mxn = ~ilJ 

la suma de matrices es conmutativa y asociativa. La resta de 

dos matrices es sim~lemente la suma de una matriz más otra -
multiplicada por -1. 

MULTIPLICACION DE MATRICES. Se debe mencionar primero que la 
multiplicación de matrices no es conmutativa, en otras pala­

bras, tratándose de matrices el orden de los factores si alte 
ra el producto. Para ser espec1ficos, trat~ndose del producto 
Ax B se dice que A PREMULTIPlICA a B, o bien que B POSMULTI­
PLICA a A. 

El resultado de multiplicar dos matrices ser~ otra matriz cu­
yo orden es el NUMERO DE RENGLONES DE LA MATRIZ QUE PREMULTI­
PLICA por el NUMERO DE COLUMNAS DE LA QUE POSMULTIPLICA. 



En forma concisa, el algoritmo de la mulb~licación se puede 
escribir como: 

-Amxn x 8nxq =- Cmxq 

en donde el elemento Cij está dado por: 
n 

c .. = 1: ª1"k bkJ" 1 J k= 1 

Se puede demostrar que el producto matricial es asociativo, 
esto es: 

A X B X e= (A X B) e= A (B XC) 
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otra propiedad interesante del produ~~u es que la transpuesta 
de una matriz producto es igual al producto de las transpue~ 
tas tomadas en orden inverso, es decir: 

INVERSION DE MATRICES. De las definiciones de suma y resta de 
matrices mencionadas anteriormente se puede notar que dichas 
operaciones son inversas. Por otra parte no se puede decir que 
exista una operación inversa a la multiplicación matricial ya 
que la división entre matrices NO ESTA DEFINIDA. Sin embargo 
se puede hablar de un "reciproco matricial" o más prop1amente 
de una matriz inversa. 

Se define a la inversa de una matriz A. como la matriz A-l tal 
que: 

Algunas de las propiedades de la matriz inversa 
siguientes: 

son las 
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a) {AB)- 1 s- 1 A·- 1 

b) .(A-l)- 1= A 

e) (AT)-1 = (A-l}T 
d) La inversa de una mat~iz (si existe).es Gnica. 

A.3 El problema de los valores característicos 

Si se tiene una matriz cuadrada (de orden nxn) y se multipli­
ca por una matriz de orden nxl, se tiene que: 

En el problema de los valores característicos interesa que al 
multiplicar A por e1 vector x, se obtenga un vector que sea -
proporcional ax, esto es: 

Ax"'>. x (A-1) 

donde ;\ es un escalar. 

En el planteamiento anterior, la matriz A es conocida y por -
tanto, lo que interesa determinar son los valores de1 esca-­
lar >. y los vectores x (no nulos} que satisfagan la igualdad 
anterior. A estos valores de >.seles llama valores propios, 
caracterlsticos o eigenvalores de la matriz A. Y a los vecto­
res x: vectores propios, característicos o eig:env ectores de 1 a 
matriz A. Como se ver~ más adelante para cada valor de >. que 
satisface la ecuación anterior, corresponde un vector x. 

La ecuación (A-1} puede escribirse como: 
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en donde si A es de orden nxn,x es de orden nxl, entonces I es 
la matriz identidad de orden n. Pasando todos los términos al -
primer miembro se.tiene: 

Ax Hx = cr 

Las matrices A y Al son ahora del mismo orden y por tanto pue­
den ·restarse quedando otra matriz también de orden n. Por tan­
to la expresión anterior resulta: 

(A-2) 

Se puede observar que la igualdad (A-2) es la representación 
matricial de un sistema homogéneo den ecuaciones lineales -
con n incagnitas (las componentes del vector i) cuya matriz 
de coeficientes es [ A- AI]. 

Como se sabe.este sistema tienes:1empre una solución: la trivial 
x=O. Sin embargo, ya se mencionó que son relevantes los vecto- · 
res no nulos únicamente. Ahora bien si el rango de[A-AIJ es 
igual a n, el sistema resulta compatible determinado y no habri 
otra solución más que la trivial y consecuentemente no se ten­
drán valores caracteristicos. Por otra parte, si el rango de -
~-Al] es menor que n ,se tiene un sistema compatible indetermina­
do, para el cual existe una multiplicidad de soluciones. 

Recordando la relación estrecha que existe entre el rango de -
una matriz cuadrada y su determinante asociado, para que el ran 

r ' go de~- AIJ sea menor que n es necesario que: 

(A-3) 

En la ecuación (A-3) se conoce A pero no }.; asi, si se calcula 
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el determinante, éste resulta un inomio en i de grado n. 
Esto es, a1 desarrollar~ determinante, la ecuación (A-3) se 

3 n-1 
. n-1 
A + . . . {-

que es una ecuac1on en i de grado n y tiene por tanto n raf-
ces, o lo que es o mismo, n valores del que la satisfacen. 
A esta ecuación se 1e 11ama -ecuación característica. Las raí 
ces de la ecuación (A-4) son los valores propios de la matriz 
A buscados, y e tienen n de ellos. no todos distintos necesa 
riamente., 

Se ha resuelto entonces la primera parte del problema plante~ 
do al encontrar os va ores de l. Sin embargo quedan por dete~ 
minar los vectores i. Para esta se proceder( como se indica a 
continuación conocidos 1os valores 
.. ,, An• sustittlyase por emp1o el 
en la ecuación (A-2); y se tendrá: 

r -, 
A- ). I 1 x = O , l 

L .,. .J 

C-~--Áer1-st~~"~ ' ' ' O¡a\.s.t. . !"""v~ ,\.1 5 /\.2' 1\3' 

primero de ellos (i.e. A1 ) 

Este es un sistema de ecuaciones 1inea1es homogéneo compatible 
indeterminado, puesto que[A-A1~ es singular ya que su deter­

minante es cero. La soluci6n general de este sistema, será el 
vector caracteristico asociado al valor caracterfsttco A1. En 
forma idfintica se puede proceder con los valores 12 , "3 , ... -
A0 para encontrar sus vectores característicos asociados,re­
solviendo asf el problema planteado anteriormente. 

A.4 Notación y Sistemas de Referencia 

Con objeto de poder asociar a ciertas direcciones conocidas -
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las cantidades (fuerzas, desplazamientos) que se manejan en el 
análisis estructural. generalmente se definen para cada probl~ 
ma, un sistema General o G1oba1 de Referencia_para ~a estruct~ 
ra y un sistema Local de Referencia para cada barra de la mis­
ma. De esta manera. tanto l~s fuerzas externas como los despl~ 
zamientos de los puntos nodales de'la estructura, van a ser r~ 
fert s siempre al sistema Global o General de Referencia. mie~ 
traque todas las fuerzas internas (esfuerzos) y deformaciones 
de las barras serin referidos al sistema Local de Referencia.­
Ta.'les sistemas se ilustran en 1a figura ;A.1. 

:;;: 

Si~iAmof; de raferenck1 

Tanto el sistema Loca1 como e1 sistema General, son sistemas 
derechos, esto es, se rigen por la regla de la mano derecha. 

Para las estructuras que se analizan en esta tesis,la notación 
que se usa es la siguiente: 

N1 punto nodal,nodo o junta t-isima 



89 

B; barra, miembro o elemento i-ésimo 

D matriz de desplazamientos 

K matriz de rigidez- en coordenadas locales. 

~G matriz de rigidez en coordenadas globales. 

e matriz de cargas o acciones en la estructura original 

~D matriz de acciones en la estructura restringida correspo~ 
dientes a los desplazamientos desconocidos y debido a to­
das las cargas excepto aquellas que corresponden a dichos 
desplazamientos. 

R matriz de rotación de ejes 

T matri~ de transformación 

A.5 Introducción al método de rigideces 

El método de las rigideces en el caso de estructuras resueltas 
con base a marcos es un caso particular del método del elemento 
finito, en el que los elementos finitos son los elementos de vl 
ga. El programa de computadora que se utilizó en este trabajo.­
realiza el análisis de las estructuras empleando este método.Por 
tal razón en lo que sigue se hará una breve descripción del mis­
mo. 

En el método de las rigideces las incógnitas son los desplaza­
mientos nodales de la estructura. Con el fin de ilustrar los 
conceptos del método en su forma más simple, considirese el -
análisis de 1a viga mostrada en ia figura A.2a. La viga está 
empotrada en A y tiene un apoyo simple en B, además está suje­
ta a una carga uniforme de magnitud w. El Gnico desplazamiento 
desconocido es 1a rotación e8 en el nudo B. Cuando se determi­
na esta rotación, las acciones y desplazamientos de la viga 
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pueden ser calculados. 

~tÚ.J.J.~ 
) L e, '¡ 

(a) (e) 

Fig A.2 Ilustración del método de las rigideces. 

El primer paso en el método de las rigideces es obtener una -
estructura cinemáticamente determinada eliminando los despla­
zamientos de la estructura real. La estructura que se obtiene 
as1, es denominada, la estructura restringida. Para la viga -
de la figura A.2a, la estructura restringida será obtenida em 
potrando completamente el nudo B (ver figura A.2b). 

Cuando las cargas actGan sobre la viga restringida se desarro 
lla un momento en el &poyo B que esti dado por la expresión: 

M = B 

wL2 

12 
(A-5) 

Nótese que el momento M8 es una acción correspondiente a la 
rotación , que es la incógnita en el an!lisis. Debido a que 
este momento no existe en la viga real, es necesario conside-



91 

rar que la viga restringida esta sujeta a un momento igual y 

opuesto al ~B , que se muestra actuando en la viga en la -
figura A.2c. Cuando las acciones actuantes en las dos vigas 
{figs. A.2b y A.2c) son superpuestas ., el análisis de l,vfi- -
gura A.2a puede ser considerado como la superposición de los 
análisis mostrados en las figuras A.2b y A.2c, permitiendo 
que la rotación producida por el momento M8 en la figura A.2c 
sea igual a a 8 • la rotación desconocida en la viga real. 

La relación entre el momento M8 y la rotación 0 8 en la viga de 
la figura A.2c es: 

4EI 
MB = -- 6 8 . L 

Igualando las ecuaciones lA-5) y lA-6) resulta: 

de donde: 

4EI 
-L-

w L3 

48EI 

(A-6) 

Por otra parte, considérese a la estructura restringida bajo 
el efecto del valor unitario de la rotación desconocida. Es­
te Gltimo efecto es mostrado en la figura A.2d por un momento 
m8 que produce un valor unitario de la rotación e8 en el ex­
tremo derecho. N~tese que m8 es una acción que corresponde a 
e8 • E1 valor de m8 es e1 coeficiente de rigidez para la estru~ 
tura restringida, que puede calcularse como: 

4EI 
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Formulando la ecuac1on de superposición, los momentos en e1 n~ 
do B serán sumados como sigue: el momento en la viga restringi 
da sujeta a la carga (figura A.2bJ será añadido al momento m8 
multiplicado por a 8 . La suma de esos dos términos debe dar el 
momento en el nudo B del~ viga real. el cual es cero en este 
ejemplo. 

De acuerdo a la convención de signos adoptada.el momento M
8 

en 
la figura A.2b es negativo: 

wL 2 

12 

La ecuación de superposición de momentos en el nudo B será en­
tonces: 

MB + mB ºs = o (A-7) 

wL 2 4EI 
--- + e = o 

12 L B 

resolviendo esta ecuación se tiene que: 

wL 3 

ªs = 
48EI 

el cual es el mismo resultado anterior. 

El filtimo tArmino en la ecuación fue expresado convenientemen 
te como el producto del momento causado por un valor unitario 
del desplazamiento desconocido (coeficiente de rigidez) por -
el desplazamiento mismo. 

Despufs de haber determinado la rotaci6n desEonocida, es posi-
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ble obtener las acciones en los extremos de los miembros y las 
reacciones. Considérese que se debe obtener la reacción R ac-­
tuando en el soporte A de la viga (figura AZ.a). Esta fuerza -
es la suma de la reacci.ón RA en el soporte A de la figura A.2b. 
y e8 veces la fuerza rA de la figura A.2d como se muestra en la 
siguiente ecuación de superposición: 

Las fuerzas RA y rA pueden calcularse de la viga restringida: 

RA 

así, entonces: 

R = 

~L 
T 

wl + 
2 

wL + 
2 

6EI 

wl 
T 

l2 
wl 

48EI 

5wt ,--

6EI 

t2 

Los mismos conceptos pueden ser usados para calcular cualquier 
otra acción o desplazamiento de la viga. los principios funda­
mentales del método son los ya indicados para el caso simple -
que acabad~ describirse. A continuaci~n se resume la metodo­
logfa ~ue deberl seguirse para un análisis general: 

RESUMEN DEL METODO DE lAS RIGIDECES. De una manera más general 
i:><:t~ mé1:ndn ¡;m•t!P ser íl1><:c1rii'n rnmn c:ig""' para 1a solución de -

cualquier tipo de marco estructural. 

Descripción del problema. El problema en cuestión debe estar -
claramente definido por 1a de 1a estructura y las -
cargas, cambios de temperatura, azamientos en los apoyos o 
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~ = ~D + ~ ~ 
Determinación de las acciones en los extremos y 1 as reacciones. 
Para obtener las reacciones en la estructura, se multiplica la 
matri~ de desplazamientosº por las reacciones debidas a los 
desplazamientos unitarios y se suma a este producto la matriz 
de las reacciones debidas a las cargas externas. En una forma 
similar pueden obtenerse las acciones en los extremos de los -
miembros estructurales. 

Cuando los vectores de los des pl azami en tos, las acciones en 1 os 
extremos y las reacciones en la estructura han sido calculados, 
puede considerarse que el análisis está completo. 

A.6 Matriz de rotación en el caso bidimensional. 

Considérese un vector B actuando en el plano X-Y (ver fig. A.3). 
Dos sistemas de ejes ortogonales con origen en O son mostrados 
en la figura. Los ejes Ys y Xs se súponen paralelos al sistema 
de Referencia Global, y el sistema de ejes Xm y Ym se toman P.! 

ralelos al sistema de Referencia Local. Supóngase que los co­
senos directores del eje Xm con respecto a los ejes Xs y Ys son 
Jqt y >.u . Es evidente que esos cosenos directores pueden s~r 
expresados en términos del ángulo ,j, como sigue: 

·A 11 = Cos ,p A12 = Cos (90º- <ji) = Sen ,p (a) 

Además supóngase que los cosenos directores del eje Ym con res­
pecto a los ejes Xs y Ys son A12 y A22 respectivamente. Estos 
cosenos directores pueden ser expresados en términos del ángulo 
,j, como sigue: 

:\2r = Cos (90º+ et,)= -Sen et, :\ 22 = Cos et, (b) 



Para cualquiera de los cosenos directores anteriores, el pri-­
mer subíndice se refiere a los ejes Xm y Ym, y el segundo sub­
índice se refiere a los ejes Xs y Ys. Además el número 1 denQ 
ta la dirección X (sea,Xs o Xm). Por ejemplo, ;1. 12 es el cose­
no director del eje Xm con respecto a Ys. 

o 

Fig.A.3 Rotacion de ejes en dos dimensiones. 

1 
1 
1 
1 
1 
1. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

El vector 6 puede ser transformado en dos componentes ortogona­
les Axs y Ays en las direcciones Xs y Ys respectivamente como -
se muestra en la figura A.3. Alternativamente, 8 puede ser 
transformado en dos componentes ortogonales Axm y Aym en las di 
recciones Xm y Ym respectivamente. El último conjunto de comp~ 
nentes puede ser expresado en tfirminos de los componentes ante­
riores. Por 1nspecci6n de la geometrf de la figura, se puede 



observar que Axm es igual a la suma de las proyecciones de Axs 
y Ays en el eje Xm. Adicionalmente,Aym es igual a la suma de las 
proyecciones de Axs y Ays en el eje Ym. Por lo tanto las expre­
siones Axm y Aym son: 

Axm "11 Axs + "12 Ays 
(A-8) 

Aym = ;i. 21 Axs + ;i. 22 Ays 

de manera matricial estas fórmulas serán: 

[AxJ ª ['" '"] lAx~ 
Aym ;\ 21 ;\ 2 2 Ays 

(A-9) 

Sustituyendo las expresiones (a) y (b) en la ecuación (A-9), 
queda entonces: 

[

AxmJ [ Cos $ 

Aym -Sen$ 

Sen 
$J [Ax~ 

$ AyJ 
(A-10) 

Cos 

Las ecuaciones (A-9) y (A-10) pueden ser expresadas simbólica­
mente como: 

Am = R As (A-11) 

En esta ecuación, AJl1 es un vector que consiste de los componen­
tes del vector 8 paralelos a los ejes Xm y Ym, ~ses un vector 
que contiene los componentes del vector~ paralelos a Xs y Ys, 
y 8 es u ... , matriz de cosenos directores la cual será referida 



como matriz de rotación. Por lo tanto la matriz de rotación 
en un problema de dos dimensiones es: 

['" ''J í Cos <P Sen ,¡,-\ 
(A-12) 

A21 ), 22:_ lsen 'P Cos 4>J 

As'1, es posible expresar el conjunto de los componentes Xs y Ys 

del vector 8 en términos de los componentes Xm y Ym. 

Para el caso tridimensional se puede determinar la matriz de­
rotación mediante un proceso similar al anterior quedando la 
siguiente matriz: 

' A}l "12 
r-" 
\ t,OS 

1-sen 

·, 
~i Sen ,¡, o 

4.1 Cos e¡, 
,, (fi.-13) V 

L º o l 



8. FUIDAMEITOS DE DINAMICA ESTRUCTURAL. 

B.l Sistemas de un grado de libertad. 

COMPONENTES DE UN SISTEMA DINAMICO BASICO. Las propiedades i 

cas esencia:es de cualquier sistema estructural inealmente 

tlco sujeto a cargas dlnimicas incluyen: su masa. sus propiedades 
elásticas. sus mecanismos ~e pérdida de ena·gia aIDJorti guami ent~) 

y el or1gen_externo de ]a excitacf6n o carga. En un modelo simpl! 
ficado de un sistema de un grado de libertad~ cada una de estas 
propiedades sa asume concentrada en un elemento ffsico 5 e, Un 

esquema de tal sistema es mostrado en a s1gu ente fi~ura: 

1-----r> ,1 

~19. 3.l ldea11zaci6n de un sistema de un grado de libcrt=~-

ae este sistema es concentrada en Pi ~nPrpn r1gida. ~s~e 



los mecanismos de pérdida de energía están representados por el 

amortiguador c. la carga externa que produce la respuesta diná­
mica de este sistema es la ca~ga que varía con el tiempo, p(t). 

ECUACION DE MOVIMIENTO. Para el sistema de la figura B.la. la -
ecuación de movimiento puede formularse directamente por el -

equilibrio de todas las fuerzas que actOan sobre la masa. Como 
se indica en la- figura B.lb, la fuerza actuante en la dirección 

del desplazam ento (grado de libertad) es la fuerza p(t) y las 
tres fuerzas resultantes del movimiento son: la inercia fI, la 

de amortiguamiento fd y la fuerza del resorte elástico fs. La 
ecuación de movimiento es Gnicamente una expresión de equili­

brio de estas fuerzas, como sigue: 

fl + fd + fs = p(t) -1) 

Cada uno de los sumandos en el t€rmino de la izqui rdR de la 

ecuación anterior, es una función del desplazamiento v y de sus 

derivadas.con respecto al tiempo. 

Con objeto de construfr la ecuación de movimiento el sistema 

de un grado de libertad de la figura 8.1, consid§rese primero 

la fuerza elfistica, a cual está representada por el producto 
de la rigidez del resorte por el desplazamiento. esto es: 

fS ~ k V (B-2a) 

Por otra parte, la fuerza de 1nerc1a es el producto de la masa 

por su aceleraci6n, es decir: 

fI mV lB-2b) 
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Fiqal•ente suponiendo que en el sistema se tiene un mecanismo 

de a~ortiguamiento •;iscoso~ la fuerza de amortigum:iriento será: 

fd 
. 

e wr {B-2c) 

Cuando se susti as ecuaciane1 (B-2 eG a ecuación [B-1) 

p{t 

QtH'! es ~;na ecuacfón diferencial de segunrlo crden:1 con c.oeficie!!_ 

tei constantes cuya determinarse sin mucha dificul 

tad como se discuti 

sistama mostrado en 8.2. L e ci6n de egui ibrio en 

este caso es~ 

~º ras rec1oe a co ti uci6n de 

debido a1 d-e l cuerpo, enton-

ces: 

-5 

obteniendo el proóucto kv se ~1ene: 

6) 

sustituyendo este resulta se 



Entonces la ecuación {B-7) resulta: 

mv +e;+ kv= p(t) (B-8) 

~omo..:.."st_.no varía con el tiempo se puede conclutr de (B-5} que 
~ =--v y v =~,-entonces (B-8) resulta: 

mv + cv + kv° = p ( t} (B-9) 

cofflparando esta ecuación con la ecuación (B-3) se puede concl~ 
ir que el sistema dinámico no es afectado por las fuerzas gra­
vHaciona1es {i .e. el peso del cuerpo). Por esta razón los- des 

plazamientos siempre son referidos a la posición estática y 1os 
desplazamientos que se determinen serán la respuesta dinámica. 

~ 
fs fd 

e &t . . 

m L~" UJ w ¡ desplaza-¡ :ht· miento 

T 
estático 

p(t) 
. ~ 

V v p{t) 

p(t) V 

Fig.B.2 Influencia de las fuerzas gravitacionales. 
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B.2 Vibraciones libres. 

SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO. Para un sistema de masa 
resorte de un grado de libertad con amortiguamiento, ya se vio 
que la ecuación de movimie~to puede ser escrita como: 

m~(t) + cv(t) + kv (t) = p(t) (B-10) 

La solución de esta ecuación puede obtenerse convenientemente, 
primero tratando a dicha ecuación como homogénea, esto és, con 
el término de la derecha igual a cero y posteriormente encontra~ 
do una solución particular. La ecuación anterior igualada a ce­
ro resulta entonces: 

m~(t} + cv(t) + kv(t] = o (8-11} 

Los movimientos que ocurren cuando las fuerzas aplicadas son ce­
ro se llaman vibraciones libres. 

La solución de la ecuación (8-11} es: 

v{tl = G e 5 t (B-12) 

sustituyendo esta ecuación en la ecuación (B-11) resulta: 

(ms 2 +es+ k) G est = O (B-13) 

dividiendo la ecuación (B-13) entre mG e5 t, e introduciendo la 
notación w = j ~-: frecuencia natural sin amortiguar, resulta 
que: 

s2 + _s_s + w2 
m o (8-14) 



e] valor des ~ue puede ser obtenido de esta expresión, depe~ 

de del valor de c. Asf, el tipo de movimiento representado por 
la ecuación (B-12) dependerá del amortiguamiento del sistema. 

VIBRACIONES LIBRES SIN AMORTIGUAR. Si el sistema es sin amor­

tiguamiento, es decir, si en la ecuación (B-14) se hace e= O, 
el valor des en dicha ecuación resultante será: 

s = ±iw (B-15) 
y la respuesta dada por la ecuación (B-12) es: 

iwt -iwt v(t) = G1 e + G2 e (B-16) 

en donde los dos tlrminos que resultan de los dos valores des 

y las otras constantes G1 y G2 representan las amplitudes del 

movimiento. Recordando que los tlrminos exponenciales de (B-16) 
pueden expresarse como: 

e±iwt = Cos wt + i Sen wt (B-17) 

entonces la ecuación mencionada resulta: 

v(t) = A Sen wt + B Cos (B-l8) 

donde las constantes se determinan de las condiciones iniciales. 

Por ejemplo, si el desplazamiento v(O) y la velocidad ~(O) son 

conocida~ para un tiempo t=O ( es decir, al inicio de las vibra 

ciones libres del sistema) entonces: 
o f.-...\ 
\)\u) 

B = v(O) y A = 

y la ecuación (B-18) resulta: 



v(O) 
v(t) = w Sen wt + v{O) Cos wt (B-19) 

esta ecuación representa un movimiento armónico simple, el cual 
se muestra en la figura 8.4. 

La frecuencia cíclica f, la cual e~ simplemente referida como 
la frecuencia del movimiento, está dada por: 

w 
f "' --21T (B-20) 

y su recíproco que recibe el nombre de periodo (T), es: 

T = ---w (B-21) 

Fig. 8.4 Respuesta de vibración libre sin amortiguamiento 

VIBRACIONES UBRES AMORTIGUADAS. Si se presenta amortiguamiento 
en el sistema, la solución de la ecuación (B-14) que define la -
respuesta es: e 

5z, __ 2m-:!:. (B-22) 



De esta última ecuación se pueden presentar tres casos: cuando 
e1 radica 1 es positivo, cero o. negativo. 

a) Amortiguamiento crftico. Si el radical en la ecuación (B-22) 
es cero, entonces c/2m = w y el valor del amortiguamiento criti 
co Ce es: 

Ce 2 mw (B-23} 

ei valor des en la ecuación (B-22) es en este caso: 

e 
s=-2Íil -w 

y la respuesta dada por la ecuacion (B-12) es: 

v(t) = (G
1 

+ G2 t) e -wt 

(B-24) 

(B-25) 

En la anterior ecuación el segundo tfirmino es multiplicado por 
t porque se tienen raices s iguales. 

Tomando en cuenta las condiciones iniciales de la ecuación (8-25} 

V ( t} "' V ( Ü) (1 +wt) + ~ ( Ü) t -wt e (8-26) 

]1 cual es mostrada gráficamente en la figura 8.5. En general se 
dice que el amortiguamiento crftfco Ce es la mfnima cantidad de 
amortiguamiento para la cual no ocurren osdlaciones en vibración 
1 i b re. 



T 
11(0} 

J_ 

Fig. B.5 Respuesta de vibración libre con amortiguamiento crítico-

b) Sistemas subamortiguados. Si el amortiguamiento es menor que 
el crítico en la ecuación (&-23), o sea que e< 2 mw. entonces 
el radica) en la ecuación (B-22) debe ser negativo. Para la ev~ 
1uación de la respuesta libre en este caso, es conveniente expr~ 
sar el amortiguamiento como una relación~ de1 va1or del amorti 
guamiento crítico: 

e 

2mw 
(B-27) 

donde~ es llamado porcentaje de amortiguamiento. Sustituyendo 
esta ecuación en la ecuación (B-22) se tie~e: 

f 2 2 s = -t w ± V {~w) - w 

multiplicando por =l el radical e introduciendo un nuevo sfm-
bc1o, se obtiene: 



s = - I; w + i w - D (B-28) 
donde : 

J 2. ""\ 
w0 = W 1- I; (B-29) 

La cantidad w
0 

es llamada frecuencia de vibración amortiguada. 
Para los porcentajes de amortigu~miento que se suponen en los 
sistemas ~structurales tfpicos (1;<20 %). w0 difiere poco de -

la frecuencia sin amortiguar, como se puede notar de la ecuación 
( B-29). 

La solución de la ecuación (8-11) para un sistema de un grado de 
libertad, con amortiguamiento menor al crítico, puede obtenerse 
sustituyendo la ecuación (8-28) en la ecuación (B-12): 

v(t) = Gl e(-1;wt+iwot} + G2 e(-1;wt-iwDt}= e-1;wt(Gl eiwDt+G2 e-iwD· 

el término entre paréntesis representa un movimiento armónico 
simple, entonces la expresión puede escribirse como: 

{B-30) 

Finalmente si se tC-"'..:-,1 en cuenta las condiciones iniciales, 1a 

la ecuación (8-30) qµeda de la siguiente manera: 

v(t) = e-l;wt ry(O} + v(O) l;W 

L WD 

(B-31) 

Una grifica de la respuesta de un sistema subamortiguado con un 
desplazamiento inicial v (O) y con velocidad inicial cero: ~(O)=O 

{en otras palabras, soltando la masa desde una posición estaci~ 
naria desplazada} se muestra en la figura B.6. Es interesante -
notar que el sistema subamortiguado oscila alrededor de la post 



ción neutral con una frecuenci3 circu1ar constante. 
v(t} 

--
--- ---

-
Fig. 8.6 Respuesta de vibración libre 

de un sistema subamortiguado 

8.3 Sistemas de varios grados de libertad 

FORMULACION DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO.Las ecuaciones de mo­
vimiento de un sistema de varios grados de libeitad (ver fig. -
B.7) puedenplantearse expresando el equilibrio de las fuerzas -
efectivas asociadas a cada uno de los grados de.libertad. Así, 
el equilibrio dinámico puede ser expresado como: 

P(t\ ,~,1 

(B-32} 

o bien escribiendo {B-32) en forma reducida se tiene: 

fI + fd + fs ~(t) {8-33) 



Cada una de las fuerzas resistentes está expresada por medio de 
un conjunto apropiado de coeficientes de influencia. 

En forma matricial, el ·conjunto completo de las fuerzas elásticas 
puede ser escrito de la siguiente manera: 

fsl kll 1(12 ~i ·~n 'Jl 

fs2 "21 1<22 ·~; k2n v2 

~::r v: [<i2 \; 

(B-34) 

kin vi 

o simbólicámente: 

fs = KV (B-35) 
-

Los coeficientes ·~j son llamados coeficientes de rigidez y se 
definen como: 

·~j fuerza correspondiente a la coordenada i debido al 

desplazamiento unitario de la coordenada j. 

p(x, t) 

¡r 1 , 1 t IDDJJJ~ 
X.~ \el ,n(x) 2 i '~~ 

EI(x) 

Fig. B.7 Discretizaci5n de una estructura 
general tipo viga. 
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Si .se asume que el amortiguamiento depende de la velocidad, es 
decir, que el sistema tiene amortiguamiento viscoso, las fuer­
zas de amortiguamiento correspondientes a los qrados de liber­
tad pueden ser expresadas como sigue: 

fdl '11 c12 el i ~n . "1 

fd2 ~1 c22 c2i ·~n "2 
(8-36) 

fd; 'C; 1 ci2 c .. c. "n 11 rn 

donde ; 1 representa la velocidad de movimiento de la coordenada i, 

Y el coeficiente c .. es llamado coeficiente de influencia de amor lJ . 
tiguamiento, cuya definició~ es: 

cij = Fuerza correspondiente a la coordenada i debida a la ve1o 
cidad unitaria de la coordenada j. Simbólicamente puede escribirse 
como: 

(B-37) 

La fuerza de inercia puede tambi§n ~er expresada como un con­
junto de coeficientes de influencia, llamados coeficientes de 
masa, de 1 a siguiente manera: 

fll mll ml2 mli mln "1 

fI2 m21 m22 m2i m2n "2 (8-38) 

fI; Lm·il mi2 m; i m. 
,n J "i 
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sie.ndo :.;
1 

la aceleración de movimiento de la coordenada i. Y mij 
el coeficiente de influencia.ne masa, definido como sigue: 

mij = fuerza correspondiente a la coordenada i debida a la 
aceleración unitaria de la coordenada j. Y escrita en forma re 
ducida resulta: 

fI (B-39) 

sustituyendo (B-35), (B-37) y {B-39) en (B-33) se obtiene la -
ecuación de equil;brio dinámico de la estructura. Considerando 
todus los grados de libertad: 

m ~+ c ~+ kv= P(t) -- -- -- (B-40) 

esta ecuación representa las n ecuaciones de movimiento que sir 
ven para definir la respuesta del sistema de ml'is de un grado de 
libertad. 

8.4 Análisis de frecuencias de vibración. 

La ecuación de movimiento de un sistema sin amortiguar vibran­
do libremente es: 

mv+kv=O (B-41} 

El problema del análisis de vibración consiste en determinar -
las condiciones bajo las- cuales se permitfrá que ocurra el mo­
vimiento. 

Si se asume que el movimiento es armónico simple, iste se pue­
de expresar para un sistema con varios grados de libertad como: 



v(t) = v Sen (wt + e) (B-42) 

donde v configuración del si'stema (el cual no cambia cone1 
tiempo, sólo'las amplitudes varían). 

e= ángulo de fase. 

Las aceleraciones en vibración libre son: 

V -w2 ~ Sen (wt +e)= 2 
-W V 

Sustituyendo (B-42) y (B-43) en (B-41) se tiene: 

(B-43) 

. 2 " 
-w m v Sen (wt +e)+ kv Sen (wt + s)=O 

lo cual puede escribirse como: 

(B-44) 

112 

Por la regla de Cramer se puede demostrar que la solución a e~ 
te conjunto de ecuaciones simultáneas es de la forma: 

o 
V 

¡~-w2~1 
(B-45) 

Las amplitudes finitas para las vibraciones libres sólo son pos! 
bles si: 

(B-46) 

La anterior es llamada ecuación de frecuencais del sistema.Desa­
rrollando el determinanate se obtiene una ecuación de n-ésimo gr~ 
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do en función de las frecuencias w2 para un sistema den grados 
de libertad. las. n rafees de esta ecuación {w~. w~, w~, ..• , w~) 
representan las frecuencias de los n modos de vibración posibles 
en el sistema .. 

8.5 Análisis de los modos de vibración. 

Una vez determinadas las frecuencias de vibración, la ecuación 
de movimiento (B-44) puede ser expresada como: 

en donde: 

Así, E{n) 
-

matriz de 
diferente 

{n)A E V _n =O (B-47) 

E(n) K 
2 

wn m (B-48) 

representa la matriz obtenida de la resta de w~m a la 
rigideces, por lo que al depender de la frecuencia será 
para cada modo. La ecuación (B-47) puede ser satisfecha 

idénticamente porque las frecuencias fueron evaluadas con esta -
condición; por lo taryto la amplitud de las vibraciones es indete~ 
minada. Sin embargo, la configuración del sistema de vibración se 
puede determinar normalizando todos los desplazamientos en térmi­
nos de una de las coordenadas. Así la ecaución (B-47} puede escri 
birse como: 

¡-·\~> --- --·:::-· .. -·:::-1 ¡-;-e(nj 
21 e22 ··· e2n 

l.(:) 
. . 1 2n 

f 

e{n) e(n) l 
nl n2 nn Lvnr~ 

o 

O (8-49) 

L º _J 
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de donde la partición indica la parte que corresponde a lasª!!!. 
plitudes de desplazamientos aún desconocidas. Por conveniencia. 
la ecuación (B-49) puede ser expresada simbólicamente como: 

[ e (n) ~¡;i l [J= [: l 11 

E(n) ~ª~) -º 1 
de donde: 

{B:-50) 

E(n) 
. _01 + E(n) 

-ºº ~On o (B-51) 

e(n) 
11 

+ E(n) 
_10 ~On o (B-52) 

La ecuación (B-51) puede resolverse simultáneamente para las 
amplitudes de los desplazamientos: 

(B-53) 

La ecuación (B-52) sin embargo es redundante. 

las amplitudes de los desplazamientos obtenidas de la ecuación 
(B-53) junto con la amolitud unitaria del primer componente con~ 
titoyen el vector de desplazmientos asociados con el n-ésimo 
modo de vibración. Por conveniencia el vector es usualmente ex­
presado en forma adimensional, dividiendo todos los componentes 
entre un componente de referencia (normalmente el mayor} resul­
tando un vector que es llamado configuración del n-ésimo modo 

<Pn' así: 



~ln 
"'ln 

1> n 
q>: ff 1 v2n 

- --- (B-54) h 

l~~ll "'kn 

"'nn 

La configuración de cada uno de los n modos de vibración puede 
ser encontrada por el mismo proceso. La matriz cuadrada de las 
n configuraciones modales serl representada por: 

í 'PI 1 ,ji 12 ... ;,, 1 
1 

'1>2.1 h2 ... ,Ji2n (B-55) 
1 

l 'Pnl 4'n2 ,Ji~n I 
_[ 

Se infiere que el anllisis de frecuencias y modos de vibra-
ción es un problema de valores y vectores característicos y 

para su solución puede consultarse el ap!ndice A. 
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