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Introducción 

El Invariante de Hopf es un invariante numérico que se define para aplicaciones 
entre esferas de la forma f : §Zn- l ----+ § 11

• Un hecho interesante es que rara vez toma 
el valor uno. Encontrar los valores que debe tomar n para que exista una aplicación 
f con esta propiedad, es el llamado problema de la no existencia de elementos 
de Invariante de Hopf uno. El caso de n impar fue facilmente excluido; el caso 
n = 2 (mod 4) , n > 2 fue excluido por G. W. Whitehead; J. Adem, demostró que 
si una aplicación tiene Invariante de Hopf uno entonces n debe ser una potencia de 
2. La solución completa a dicha cuestión es debida a J . F. Adams (1960) el cual 
nos asegura que una aplicación f : § 2

n- J ----+ § 11 de Invariante de Hopf uno sólo 
existe cuando n = 1, 2, 4 u 8. El objetivo de este trabajo es reunir las herramientas 
necesarias para finalmente poder demostrar este resultado de J. F. Adams. 

Esto tiene un gran número de consecuencias interesantes. De hecho, el interés que 
provoca se debe a que existen ciertos problemas cuya solución se reduce a la cuestión 
de estudiar aplicaciones de Invariante de Hopf uno . Algunas de estas cuestiones son 
las siguientes: 

• ¿Cuáles esferas §n-l son paralelizables? 

• ¿Cuáles esferas § 11
-

1 se pueden dotar de una estructura de H-espacio? 

y la cuestión puramente algebraica: 

• ¿Qué espacios euclidianos !Rn poseen estructura de álgebra de división? 

Ahora es conocido que la solución universal a todas estas cuestiones es precisamente: 
cuando n = 1, 2, 4 y 8. 

La solución original de J. F. Adams (1960) al problema de la no existencia 
de elementos de Invariante de Hopf uno hace uso de operaciones secundarias en 
cohomología ordinaria (ver [l]) y éste fue un punto crítico de arranque de la topología 
algebraica moderna. Sin embargo, posteriormente, con el surgimiento de la K-Teoría 
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Introducción III 

de M. F. Atiyah, se encontró una demostración alternativa mas simple a dicho 
problema (1966) produciendo un gran impacto en est a área (ver [2]). 

De hecho, K-Teoría fue la primera teoría de cohomología generalizada descubier­
t a y juega un papel de suma importancia en la conexión de la topología algebraica 
con otras áreas de la matemática, por ejemplo, el análisis y la geometría algebraica. 

El Invariante de Hopf puede ser expresado en términos cohomológicos o podemos 
expresarlo también en el lenguaje de K-Teoría. Durante este trabajo vamos a pre­
sentar estas dos versiones, demostraremos que en efecto son equivalentes, y usaremos 
part icularmente las herramientas de la K-Teoría para obtener la prueba del Teore­
ma de Adams, siendo éste nuestro objetivo principal. Posteriormente, se aplica este 
poderoso resultado para lograr contestar las cuestiones que enumeramos anterior­
mente. Finalmente, presentamos la definición original del Invariante de Hopf como 
número de enlace y probaremos la equivalencia con las definiciones anteriores. 

Este trabajo consta de tres capítulos. En el primero se da una pequeña introduc­
ción a la topología algebraica y se presentan definiciones, ejemplos y resultados muy 
elementales. Se estudian brevemente simplejos singulares y espacios celulares, y se 
definen los grupos de homología y cohomología sobre ellos. También se int roduce 
el Teorema de Dualidad de Poincaré. El objetivo de este capítulo es ir capturando 
algunos hechos importantes en topología algebraica, encaminados a contar con las 
herramientas suficientes para lograr entender la definición del Invariante de Hopf en 
su versión cohomológica. 

En el segundo capítulo se presenta una introducción a la K-Teoría y particu­
larmente se discute J( - Teoría compleja. Se presenta la noción de haces vectoriales, 
los cuales son los oh jetos sobre los cuales se construye la K-Teoría, y se presenta 
el fundamental Teorema de Periodicidad de Bott. Nuevamente se presentan sólo 
hechos básicos encaminados a comprender la definición del Invariante de Hopf en 
este lenguaje. 

En el capítulo final, cuando ya hemos desarrollado toda la maquinaria tanto de 
cohomología como de K-Teoría , estudiamos el carácter de Chern, el cual nos da 
la conexión entre estas dos teorías . Entonces se demuestra la equivalencia de las 
definiciones del Invariante de Hopf estudiadas en los primeros dos capítulos. Luego, 
se presenta el resultado principal de este trabajo, el Teorema de Adams, y analizamos 
cómo las operaciones de Adams en K-Teoría nos proporcionan una simple solución 
al problema de la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno. Luego se 
presentan algunas aplicaciones en relación a las cuestiones de esferas paralelizables, 
H-espacios y álgebras ele división enunciadas anteriormente y finalmente se presenta 
la definición original del Invariante de Hopf en términos geométricos y la equivalencia 
con las otras definiciones. 



Capítulo 1 

Introducción a Cohomología 

El objetivo de este capítulo es introducirnos en el mundo de la topología al­
gebraica y estudiar particularmente el invariante topológico llamado cohomologfa. 
La presentación que se hace a continuación de definiciones y hechos, tiene la única 
finalidad ele contar con el vocabulario suficiente para llegar a la formulación del 
Invariante ele Hopf. 

Empezamos este capítulo estudiando una clase particular de espacios topológicos 
y sus grupos de cohomología asociados, en la primera y segunda sección respecti­
vamente. Es hasta la última sección que se presenta nuestra noción objetivo, la 
definición del Invariante ele Hopf, cuando hemos desarrollado ya los elementos nece­
sarios requeridos para plantear y entender tal definición. 

1.1. Simplejos Singulares y Complejos Celulares 

En esta sección presentamos las definiciones de n-simplejos singulares y comple­
jos celulares, así como algunas propiedades topológicas y ciertos ejemplos básicos a 
los cuales recurriremos ocasionalmente durante las sucesivas secciones. 

Un n-simplejo es el análogo n-dimensional de un triángulo, esto es, el mínimo 
conjunto convexo en un espacio euclidiano !Ftm que contienen+ 1 puntos los cuales 
no viven todos en un hiperplano ele dimensión menor que n. Llamamos n-simplejo 
estándar al conjunto convexo t::.n e JFtn+I tal que 

l:!.n := {(to , .. . , tn) E JFtn+l 1 t t; = 1, t; ;:::: O para todo i} . 
i=O 

Definición 1.1 Cualquier aplicación continua de 6 11 a un espacio topológico X es 
llamado un n-simplejo singular en X . La i-esima cara del n-simplejo singular 
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l. Introducción a Cohomología 2 

1J : !:::. n -----; X es el ( n - 1 )-simplejo singular 

üo</J7:!:::.n- l -----;X , i= O, l , ... ,n 

donde <P7 : !:::. n-I -----; !:::. n es el encaje lineal definido por 

Aquí la palabra "singular" se usa para expresar la idea de que 1J no necesa­
riamente es un encaje, sino que puede haber "singularidades" que hacen que su 
imagen ya no necesariamente se mire como un simplejo. 

La idea de un complejo celular es la de un espacio topológico que se puede formar 
mediante una sucesión de pasos, en cada uno de los cuales vamos pegando copias 
de discos n-dimensionales, para cada entero no negativo n, pero donde el pegado se 
hace de cierta forma en particular: "mediante fronteras". 

En adelante, dada una aplicación f : A -----; Y entre espacios topológicos y 
A e X un subespacio cerrado, denotaremos por 

al espacio cociente de la unión ajena Y LJ X mediante la relación de equivalencia que 
identifica a E A con su imagen f (a) E Y. Esto es, el espacio que resulta de pegarle 
a Y el espacio X a lo largo de A, mediante la aplicación f . Tal espacio dotado de 
la topología cociente es llamado espacio de adjunción. 

Además, denotaremos por §n e JR:.n+i a la esf era unitaria de dimensión n, y por 
min e ]Rn al disco cerrado unitario de dimensión n. 

Describiremos ahora el proceso inductivo mediante el cual se construye un com­
plejo celular. Sea Xº un conjunto discreto de puntos. Estos puntos son llamados 
O-células. Si ya hemos definido xn-I, sea Uau} O" una colección de aplicaciones 
f º" : §n- 1 

-----4 xn- 1 con ü en algún conjunto de índices. Sea D la unión ajena de 
copias llll~ de lllln , una para cada 1J, y sea S la correspondiente unión de las fronteras 
§~-I de estos discos. La familia Uau} O" determina una aplicación f : s -----4 xn-I 
dada por f ls:;-1 = f º", entonces definimos 

Podemos detener este proceso inductivo en un paso finito , haciendo X := xn para 
algún n < oo, o podemos continuar indefinidamente haciendo X := LJ xn, y con­
siderando a X con la topología débil, esto es, A e X es abierto (o cerrado) si y sólo 
si A íl xn es abierto (o cerrado) en xn para cada n. 
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Definición 1.2 Un espacio topológico X obtenido de esta manera es llamado com­
plejo celular o complejo CW. El subespacio xn es llamado n-esqueleto de X , 
las lau : §n-l _____, xn-I son llamadas aplicaciones de pegado, y las aplicaciones 
correspondientes la : llll~ _____, X definidas mediante la composición i o q o j : llll~ ~ 

xn-I U¡ D = xn ~X (donde i , j denotan inclusiones y q la proyección sobre el 
cociente que define a xn) son llamadas n-células. 

En ocasiones usaremos indistintamente el término n-célula para referirnos a la 
aplicación la: llll~ _____,X o a su imagen en X, y la denotaremos por en . 

El subconjunto compacto la (llll~) e X es llamado célula cerrada, notemos que 
en general éste no es homeomorfo a llll~ pues podrían existir identificaciones sobre 
la frontera, sin embargo l ª se restringe a un homeomorfismo en el interior del disco 
cuya imagen es llamada célula abierta. Además, notemos que no necesariamente la 
imagen del interior de tal disco llll~ mediante la es un abierto en todo X, sino que 
sólo es un abierto en x n. 

Un complejo celular finito es aquél que contiene solamente una cantidad 
finita de células. Por otra parte, si X = xn para algún n < oo decimos que X 
es de dimensión finita, y definimos al número n más pequeño con esta propiedad 
como dimensión del complejo celular X. Notemos que un complejo celular de 
dimensión finita no necesariamente es un complejo celular finito, sin embargo, esto 
no causará ambigüedad en nuestro trabajo ya que para nuestros propósitos será 
suficiente trabajar con complejos celulares finitos . 

Un subespacio A de un complejo celular X es llamado subcomplejo de X si 
tiene por sí mismo estructura de complejo celular y tal estructura es compatible con 
la estructura celular de X, es decir, que la composición de cada célula lllln _____, A de 
A con la inclusión A~ X es una célula de X. Entonces, A viene a ser la unión de 
algunas de las células de X. Además, su topología de complejo celular coincide con 
la topología inducida por X. 

Una pareja (X, A) donde A es un subcomplejo de X es llamado un complejo 
celular relativo o pareja CW. Por ejemplo, trivialmente el n-esqueleto xn de X 
es un subcomplejo de X. En particular, xn-1 es un subcomplejo de xn, de modo 
que (Xn ,xn- 1) es un complejo celular relativo. 

Presentaremos ahora algunos ejemplos que ilustran las definiciones anteriores. 

Esfera unitaria. La esfera §n, n 2 O, tiene estructura de complejo celular n­
dimensional con una célula en dimensión cero y una en dimensión n. Para n 2 1 la 
aplicación de pegado de la n-célula es la aplicación constante e : § 11

-
1 _____, e0 (de 
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hecho es la única aplicación posible que podemos definir) por lo tanto §n = e0 Uc en . 

• 
La descomposición celular de un complejo no necesariamente es única. Por ejem­

plo, podemos obtener inductivamente §n a partir del ecuador §n-ly del pegado de 
dos n-células, las componentes de §n - §n-1, de modo que § 11 = §n- l U en U en. 

Por lo tanto §n = eº U eº U · · · U e11 U en, esto es, §n posee dos k-células para cada 
k -:; n. Por lo tanto, el k-esqueleto de §n es §k y en particular concluimos que con 
esta nueva estructura celular, cada subesfera §k es un subcomplejo de §n, k :::; n. 

Espacio proyectivo complejo n-dimensional. Este espacio, que denotamos 
por cwm) se define como el cociente cwm := § 2n+l / "' donde la relación de equiva­
lencia "' se define para z y w en § 2n+l como z "' w si y sólo si existe ,\ E § 1 tal que 
w = AZ. Podemos obtener CJpm de c¡pn-l mediante el pegado ele una 2n-célula, por 
lo tanto, podemos escribir CW>n ~ c¡pn-1ue211 . Así, por inducción sobren obtenemos 
la estructura celular C!Pn ~ e0 U e2 U · · · U e2n con células solamente en dimensiones 
pares, y donde el 2k-esqueleto y 2 ( k + 1 )-esqueleto son ambos CJPk, k :::; n. Por lo 
tanto cada CJPk es un subcomplejo celular de C!Pn. _. 

A fin de alargar nuestra lista de ejemplos, notemos que es posible obtener com­
plejos celulares a partir de complejos dados, esto es, existen algunas construcciones 
ele espacios que conservan la estructura celular. A continuación presentamos algunos 
ejemplos de tales construcciones que conocemos para espacios topológicos en gene­
ral (ver [10], [13]). 

Producto cartesiano. Al producto cartesiano X x Y de complejos celulares 
X y Y se le puede dar la estructura de un complejo celular con una n-célula para 
cada par consistente de una p-célula de X y una q-célula de Y, donde p + q = n. 
En algunos casos la topología ele X x Y como complejo celular es más fina que 
la topología producto, sin embargo, las dos topologías coinciden si X y Y tienen 
una cantidad numerable ele células. Incluso, estas dos topologías coinciden cuando 
alguno de ellos es un complejo celular finito (ver [10]). • 

Espacio cociente. Si (X, A) es un complejo celular relativo, entonces el espacio 
cociente X/A hereda una estructura celular natural de X . De hecho, X /A tiene una 
O-célula correspondiente a la imagen de A en X /A y una célula para cada célula de 
X - A. Para unan-célula de X - A con aplicación ele pegado §n-1 ------> xn- 1 , la 
aplicación de pegado para la correspondiente célula en X/A es la composición con 
el cociente §n- 1 ______, xn- 1 ______, xn-1 j A n-1 . • 
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Espacio de adjunción. Sean X, Y complejos celularns y A e X un subcom­
plejo. Si f : A ---+Y es una aplicación celular, esto es, f (Xn) C f (Yn) para todo 
n, entonces el espacio de adjunción Y LJ 1 X es un complejo celular que contiene a 
Y como subcomplejo y tiene una célula para cada célula de X que no está en A. De 

hecho, el complejo cociente (YLJ1 x) /Y es homeomorfo a X/A. l. 

Cuña. Para complejos celulares punteados X o: cuyos puntos básicos son 0-
células, la cuña V o: Xo: de los X0 se define como el espacio cociente de la unión 
ajena LJo: X0 mediante la relación de equivalencia que identifica los puntos básicos 
en un solo punto. Éste es un complejo celular y cada X0 es un subcomplejo de 
V o: Xo: . l. 

En particular para el complejo celular relativo ( xn, xn- 1
) de cualquier complejo 

celular X, el espacio cociente X"/ xn-i es una cuña de esferas n-dimensionales, con 
una esfera para cada n-célula de X. 

Algunas propiedades topológicas de los complejos celulares son las siguientes 
(ver [10]) : 

• Cada subcomplejo celular es un subespacio cerrado. 

• Los complejos celulares finitos son compactos. 

• Un subespacio compacto de un complejo celular está contenido en un subcom­
plejo finito. 

• Los complejos celulares son normales, y en particular, son Hausdorff. 

• Los complejos celulares son localmente contraíbles. En particular, son local­
mente arco-conexos. Así, un complejo celular es arco-conexo si y sólo si es 
conexo. 

• Cerradura finita: La cerradura de cada célula intersecta solamente una canti­
dad finita de células. 

• Topología débil: Un conjunto es cerrado si y sólo si intersecta Ja cerradura de 
cada célula en un conjunto cerrado. 

Debido a estas dos últimas propiedades, los complejos celulares reciben alternativa­
mente el nombre de complejos CW (por sus siglas en inglés C = Closure finiteness 
y W = Weak topology). 
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1.2. Cohomología 

El propósito de esta sección es obtener el lenguaje con el cual definiremos el In­
variante de Hopf. Empezaremos con ciertos hechos que nos conducirán a la noción 
de cohomología. En particular, definiremos los grupos de homología singular y los 
grupos de homología celular, y a partir de tales grupos y un proceso de dualización, 
definiremos los grupos de cohomología singular y celular. Estos últimos son de par­
ticular interés pues se pueden equipar de cierta estructura adicional, el producto 
copa, que convierte a los grupos de cohomología en anillo graduado. 

Sea X un espacio topológico y Z el anillo de los enteros. Para cada n 2 O, sea 
Sn (X) el grupo abeliano libre con un generador [a] para cada n-simplejo singular 
a : !::,. n ---> X en X y con coeficientes en Z. Para n < O definimos el grupo 
Sn (X) como cero. Los elementos de Sn (X) son llamados n-cadenas singulares y 
se pueden escribir como sumas formales finitas :Lu nu [a] con coeficientes nu E Z. 

Podemos definir un homomorfismo de grupos &n : Sn (X) ---> Sn- l (X) llamado 
homomorfismo frontera 

On : Sn (X) __, Sn-1 (X) 
n 

[a] 1---> L (-ir [aº ef>?] 
i=O 

donde aoef>;' son las caras de a, y extendemos linealmente On (:Lu nu [a]) = :Lu nu&n ([a]). 
Entonces 

n+I n 

L (-1)1 L (-ir (a o <1>
1;+1 o 4>?] 

j = O i=O 

n+ I n 

L L (-i)i+j [a o ef>r;+l o ef>?] 
j = O i=O 

I: (-i)i+j [a º <1>';+1 º <t>~ J 
0$ i<j$n+ l 

+ L (-i)i+j[aoef>1¡+1oef>?] 
0$ j $i$n 

pero notemos que ef>'}+1 o ef>? = ef>'::/ o ef>j cuando j ::; i, por lo tanto si renombramos 
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i + 1 por k en el segundo sumando se sigue que 

¿ (-1r+j [aº <Pj+ 1 º <P7] 
O:<;;i< j :<;;n+l 

o 

Así, los homomorfismos 8n definen un complejo de cadenas S. (X) llamado com­
plejo de cadenas singulares de X, esto es, una sucesión de homomorfismos 

· · · _, Sn+1 (X) ~ Sn (X) -> · · · -> S1 (X) ~ So (X) ~ O 

COn la propiedad de que 8n O 8n+ l = Ü para todo n 2 Ü. 

La condición 8n o 8n+ l = O en un complejo de cadenas arbitrario A. implica que 
Im 811+1 e Ker 8,,, donde Im y Ker denotan la imagen y el núcleo de los respectivos 
homomorfismos. Entonces tiene sentido hablar del grupo cociente Ker 8,./ Im 8n+ 1, 

llamado n-ésimo grupo de homología del complejo de cadenas A. y deno­
tado por H11 (A.) . Los elementos de Ker 8n son llamados ciclos y los de Im 811+1 

fronteras. 

En particular, del complejo de cadenas singulares asociado a un espacio dado, 
obtenemos la siguiente definición. 

Definición 1.3 El n-ésimo grupo de homología singular con coeficientes en 
Z, de X es 

Hn (X):= Hn (S. (X))= Ker8n/ Im 8n+l n 2 O. 

Decimos que dos ciclos son homólogos si su diferencia es una frontera. Los ele­
mentos de Hn (X) son clases laterales de Im8n+I llamados clases de homología. Por 
lo tanto, dos ciclos que representan la misma clase de homología son homólogos. 

Ahora, denotemos por sn (X) al grupo dual de Sn (X), esto es, 

5n (X) := Hom (S11 (X) , Z) 

es el grupo de homomorfismos Sn (X) -> Z. Los elementos de S" (X) son lla­
mados n-cocadenas singulares. Definimos el homomorfismo cofrontera ón : 
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5n-1 (X) ___, sn (X) como el homomorfismo dual correspondiente a 8n: Sn (X) ___, 
Sn-1 (X), esto es 

entonces 

5n : 5n-1 (X) ___, sn (X) 

<p f--+ <p o an 

5n+i (ón (<p)) = 5n+1 (<p o 8n) = <p o 8n o 8n+1 =O. 

Por lo tanto el complejo de cadenas singulares S. (X) de X define un complejo 
de cocadenas singulares S* (X), esto es, un complejo de cadenas con las flechas 
invertidas 

ó0 O Ó1 1 Ón + l 1 O ____., S (X) ____., S (X) ____., · · · ____., sn (X) ____., 5n+ (X) ____., · · . 

donde 5n+l o 5n = O. En adelante denotaremos al valor de una n-cocadena <p en una 
n-cadena () por ( <p, ()) E Z. 

La condición 5n+l o 5n =O en un complejo de cocadenas A* implica que lm 5n C 
Ker 5n+l y por lo tanto tiene sentido hablar de la homología de este complejo de 
cocadenas, que denotamos por Hn (A*). En este caso los elementos de Kerón+l son 
llamados cocidos y los de lm 5n cofronteras. 

Definición 1.4 El n-ésimo grupo de cohomología singular con coeficientes 
en Z de X se define como 

Para una cocadena 'l/; ser un cocido significa que 5n ( 'l/; ) = 'l/; o 8n = O, en otras 
palabras, 'l/; se anula sobre fronteras. 

En general, dados dos complejos de cadenas A., B. de grupos abelianos, o más 
generalmente R-módulos sobre un anillo conmutativo R, se define el complejo de 
cadenas producto tensorial A. ®R B. tal que (A ®R B)n = Li+j=n A; ®R B1 con 

homomorfismos frontera 8n (a 0 b) = 8; (a) 0 b + (-1); a 0 8i (b) para a E A; y 
b E B1. 

En particular si consideramos R = Z, un complejo de cadenas A., y el complejo 
de cadenas formado por un grupo abeliano fijo G y con homomorfismos frontera 
cero, resulta el complejo de cadenas A. ®z G con homomorfismos frontera 8n ®le. 
Los grupos de homología asociados a este complejo de cadenas, Hn (A. ®z G), son 
llamados grupos de homología del complejo de cadenas A. con coeficientes 
en G. 
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Definición 1.5 El n-ésimo grupo de homología singular con coeficientes en 
G, de X es 

Hn (X; G) := Hn (S. (X) ©z G) 

y el n-ésimo grupo de cohomología singular con coeficientes en G, de X es 

Hn (X ; G) := Hn (S* (X) ©z G). 

En adelante S. (X; G) denotará al complejo de cadenas S. (X) ©z G, y S* (X ; G) 
al complejo de cadenas S* (X) ©z G. Cuando nos referimos a G = Z usualmente 
escribimos simplemente Hn (X) (o Hn (X)) en lugar de Hn (X; Z) (o Hn (X; Z) ). 

Una aplicación dada f : X ----> Y entre espacios topológicos, induce un homo­
morfismo a nivel de cadenas singulares 

f # : S., (X; G) ----> Sn (Y ; G) para cada n 

que se obtiene de componer cada n-simplejo singular cr : 6. n ----> X en X con f 
para obtener un n-simplejo singular Í# (cr) = fo cr : 6.n ----> Y en Y, y entonces 
extendemos linealmente Í# (La nacr) =La naf# (cr) = La na (fo cr). 

Los f# 's definen una transformación de cadenas entre el complejo de cadenas 
singulares S. (X; G) de X y el complejo de cadenas singulares s. (Y; G) de Y , esto 
es, f # conmuta con el homomorfismo frontera, pues para un generador [cr] se tiene 

n 

¿ (-1 r uº cr º 4>~ l = an u# (cr)) 
i=O 

y entonces el siguiente diagrama es conmutativo 

... ---; ----> ... 

... ---; Sn+I (Y) Sn (Y) S,,_ 1 (Y) ---; . .. 

La relación f # o 8" = 8,, o Í# implica que f # manda ciclos en ciclos y fronteras 
en fronteras, por lo t anto obtenemos homomorfismos inducidos a nivel de 
homología 

J. : Hn (X; G) ----> Hn (Y; G) para cada n 
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tal que a la clase [e] de un ciclo e, lo manda a [f # (e)]. 
Tales homomorfismos inducidos tienen las propiedades funtoriales: 

• (Jo g). = f. o g. para una composición X _!!.__,Y _!___.., Z. 

• l . = 1 ( don<le 1 denota la aplicación identidad de un espacio o un grupo). 

Además, se puede probar (ver [10]) que aplicaciones homotópicas f ~ g : X ---> 

Y inducen el mismo homomorfismo, esto es, J. = g. : H11 (X; G) ---> Hn (Y; G) 
para cada n. Esta propiedad es llamada invariancia homotópica. Este hecho y las 
propiedades funtoriales de los homomorfismos inducidos implican inmediatamente 
que para cada n, los f. son isomorfismos si f : X ---> Y es una equivalencia 
homotópica. En particular tenemos que si X y Y son homeomorfos entonces sus 
grupos ele homología singular son isomorfos. 

Luego, dualizando los homomorfismos Í# : Sn (X; G) --> Sn (Y; G) inducidos 
por f : X --> Y se tienen homomorfismos a nivel de cocadenas singulares 

j # : 5n (Y; G) --> 5n (X; G) para cada n 

esto es, para cada i.p E 5n (Y) se define j# ( <p) como la composición <p o f # : 

Sn (X) ---> 5 11 (Y) --> G. Tales f# 's definen una transformación de cocadenas 
entre el complejo de cocadenas singulares S* (X; G) de X y el complejo de coca­
denas singulares S* (Y; G) de Y, esto es, los j#'s conmutan con el homomorfismo 
cofrontera, pues 

y obtenemos el diagrama conmutativo 

5n-1 (Y) ~ S" (Y) 
cn+l 5n+1 (Y) .. . --> ---> . . . 

J# l f # l f # 1 
5n-1 (X) ~ 5n (X) 

cn+l 
5n+1 (X) .. . --> ---> . . . 

así, mediante j #, obtenemos homomorfismos in ducidos a nivel de cohomología 

f* : H" (Y; G) --> Hn (X; G) para cada n 

que manda la clase ['P] del cocido <p a [f# ( <p)], y que tienen las propiedades funto­
riales: 
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• (f o g) • = g* o J* para una composición X __!!_, Y ___!___, Z. 

• 1 * = 1 (donde 1 denota la aplicación identidad de un espacio o un grupo). 

También en este caso se puede probar que se cumple la propiedad de invariancia 
homotópica (ver [10]) y en particular concluimos que espacios homeomorfos tienen 
grupos de cohomología singular isomorfos. 

Ahora bien, existen ciertas relaciones entre los grupos de homología de un es­
pacio X, un subespacio A y el cociente X/A. En general no se cumple que Hn (X) 
contenga a Hn (A) como subgrupo y que el grupo cociente Hn (X)/ Hn (A) sea iso­
morfo a H n (X/ A). Notemos que si esto se cumpliera en general, entonces la teoría 
de homología podría colapsarse totalmente ya que todo espacio X se puede encajar 
como subespacio de un espacio con grupos de homología triviales, a saber, el cono 
de X definido por CX := (X x !) /( X x {O}), con I = [O, 1], el cual es contraíble. 

A fin de formular tales relaciones necesitamos los siguientes hechos algebraicos 

(ver [10], [6]). Una sucesión de homomorfismos A' ___!___, A __!!_, A" es exacta si 
Ker g = Im f. Si A' = O, esto significa que g es inyectivo; si A" = O, esto significa 

que f es suprayectivo. Por lo tanto, si una sucesión corta O ---> A' ___!___, A ---> O es 
exacta, entonces f es un isomorfismo. 

Por otro lado si O ---> A' ___!___, A __!!_, A" ---> O es una sucesión exacta entonces 
los siguientes enunciados son equivalentes: existe un homomorfismo s : A ---> A' tal 
que s o f es la identidad en A'; existe un homomorfismo t : A" ---> A tal que g o t 
es la identidad en A"; existe un isomorfismo A ~ A' EB A". Si estas condiciones se 
satisfacen decimos que la sucesión exacta se escinde. 

Una sucesión larga · · · ---> A' ___!___, A __!!_, A" ---> · · · es exacta si es exacta en 
cada posición. Las inclusiones Im f e Ker g son equivalentes a pedir g o f = O, así, 
la sucesión es un complejo de cadenas; las inclusiones opuestas Ker g C Im f nos 
dicen que los grupos de homología de este complejo de cadenas son triviales. 

Si ahora consideramos complejos de cadenas X~ , X., x: con homomorfismos 
frontera 8n, entonces una sucesión exacta corta de complejos de cadenas es una 
sucesión 

O ---> X' ___!___, X. __!!_, X" ---> O • * 
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tal que el siguiente diagrama 

o o o 
l l l 

X~+1 
8n+I 

X ' an 
x~-1 ~ 

n 

11 11 11 
Xn+1 

8n+I 
X ,, ~ Xn-1 ~ 

gl gl gl 
X~+1 

8n+I X" ~ X" ~ n n- 1 

l l l 
o o o 

tiene renglones exactos y es conmutativo (aquí O denota al complejo de cadenas 
que es cero en todo grado) . Tal sucesión de complejos de cadenas induce de forma 
natural una sucesión exacta larga de homomorfismos de grupos 

... _____. Hn (X') ~ Hn (X) ~ H,, (X") ~ Hn-1 (X') _____. ... ' 

donde naturalidad significa que el diagrama conmutativo de sucesiones exactas cor­
tas de complejos de cadenas, induce un diagrama conmutativo de sucesiones exactas 
largas de grupos. En este caso éJ es llamado homomorfismo de conexión y se define 
de la siguiente manera: si [x] denota la clase de homología de un ciclo x, definimos 
éJ : Hn (X") -----> Hn-1 (X') como éJ [x"J = [x'], donde 1 (x') = On (x) para algún x 
tal que g ( x) = x", y donde On denota al correspondiente homomorfismo frontera 
On : Xn -----> Xn-l (la existencia de x se debe a que g es suprayectivo; la existencia 
de x' se debe a que g (éJn (x)) = On (g (x)) =O y 1 es inyectiva) 

x" E X~ 

l 
o 

o 
l 

x~-1 3 x ' 

11 
Xn-1 3 On (x) 
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Las sucesiones exactas nos permiten relacionar los grupos de homología de un 
espacio, un subespacio y el espacio cociente asociado. 

Dado un espacio X y un subespacio A C X, sea 

Sn (X, A) := Sn (X)/ Sn (A) 

de modo que las cadenas singulares en Sn (A) son triviales en Sn (X). Como el 
homomorfismo frontera 8n : Sn (X) ---> Sn-l (X) manda Sn (A) a Sn-I (A), éste 
induce un homomorfismo frontera cociente an : Sn (X, A) ___, Sn-l (X, A) por lo 
tanto obtenemos una complejo de cadenas relativas S. (X, A) 

· · · ---> Sn+1 (X, A)~ Sn (X, A) ---> · · · --->So (X, A) ~O 

donde an O 8n+I = Ü ya que esta condición también Se cumple antes de pasar al 
cociente. 

Luego, dualizando este complejo de cadenas, haciendo 

sn (X, A) := Hom (Sn (X, A), Z) 

y definiendo homomorfi.srnos cofrontera relativos ón : Sn (X, A) ---> 3n+I (X, A) 
como restricciones de los homomorfi.smos cofronteras no relativos, obtenemos un 
complejo de cocadenas relativas S* (X, A) 

ÓO O Jn+l 1 
O ---> S (X, A) ---> · · · ---> sn (X, A) ---> sn+ (X, A) ---> · · · 

Definición 1.6 El n-ésimo grupo de homología relativa con coeficientes en 
G de (X , A) es 

Hn (X, A; G) := Hn (S. (X, A) ©z G) . 

El n-ésimo grupo de cohomología relativa con coeficientes en G de 
(X, A) es 

H n (X, A; G) := Hn (S* (X, A) ©z G) . 

Denotaremos por S. (X, A; G) al complejo de cadenas S. (X, A) ©z G y por 
S* (X, A ; G) al complejo de cadenas S* (X, A) ©z G. 

Notemos que los elementos de Hn (X, A) están representados por ciclos rela­
tivos, es decir, n-cadenas a E Sn (X) tales que 8n (a) E Sn-l (A). Un ciclo relativo 
a es trivial si y sólo si es una frontera relativa, esto es, a = 8¡3 + 'Y para algún 
/3 E Sn+I (X) y 'Y E Sn (A). Estas propiedades hacen precisa la idea intuitiva de que 
Hn (X, A) es "la homología de X módulo A". 
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Justo como en el caso no relativo, existen homomorfismos inducidos para ho­
mología relativa. Una aplicación de parejas f : (X, A) ----> (Y, B), esto es f (A) C B, 
induce un homomorfismo 

f # : Sn (X, A; G) ----> Sn (Y, B; G) para cada n 

ya que Í# : Sn (X) ----> Sn (Y) manda Sn (A) en Sn (B), así, tenemos aplicaciones 
bien definidas sobre cocientes f # : Sn (X, A) ----> Sn (Y, B). Además la relación 
ano f # = f #o an se cumple para cadenas relativas porque se cumple para cadenas 
no relativas. Por lo tanto los f # 's definen una transformación de cadenas y entonces 
existen homomorfismos relativos inducidos a nivel de homología 

f* : Hn (X, A; G) ----> Hn (Y, B; G) 

y estos siguen cumpliendo las propiedades funtoriales (f o g). = f. o g. e l. = 1 y 
la propiedad de invariancia homotópica. 

Análogamente, mediante dualización, se cumple que f induce un homomorfismo 

j# : 5n (Y, B; G) ____, sn (X, A; G) para cada n 

que define una transformación de cocadenas, por lo tanto existen homomorfismos 
relativos inducidos a nivel de cohomología 

f*: Hn (Y, B; G)----> Hn (X, A; G) para cada n 

donde se mantienen las propiedades funtoriales (f o g) * = f * o g*, l * 
invariancia homotópica. 

1 y la 

Por otro lado si i: A~ X,j: (X, 0 ) ~(X, A) denotan las inclusiones, tenemos 
que el siguiente diagrama con renglones exactos es conmutativo 

---->o 

O ____, Sn-1 (A) Sn- 1 (X, A) ---->o 

entonces 
O ----> S. (A) __.!__. S* (X) J!!..+ S. (X, A) ____, O 

define una sucesión exacta corta de complejos de cadenas y su sucesión exacta 
larga de homología inducida es 

... ----> Hn (A) ~ Hn (X)~ Hn (X , A)~ Hn- l (A)----> .. . ---->Ha (X, A)----> o 
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donde i., j. son los respectivos homomorfismos inducidos y a es el homomorfismo de 
conexión. De hecho podemos obtener una sucesión exacta larga análoga con grupos 
de homología con coeficientes en G. 

Esta sucesión exacta larga hace precisa la idea de que los grupos Hn (X, A) 
miden la diferencia entre los grupos Hn (X) y Hn (A). En particular, la exactitud 
implica que si Hn (X, A) = O para todo n, entonces la inclusión i : A<-; X induce 
isomorfismos Hn (A) ~ Hn (X) para todo n, porque la sucesión exacta larga para 

(X, A) se rompe en sucesiones O-----> Hn (A) ~ Hn (X) ----->O. 

Por otro lado, dualizando la sucesión exacta corta 

obtenemos una sucesión exacta corta ele complejos de cadenas 

O___. S* (X, A) L S* (X) ~ S* (X, A) ___.o 

donde los respectivos homomorfismos i*, q*conmutan con 5n puesto que i, q conmu­
tan con an) y entonces la sucesión exacta larga de grupos de cohomología 
asociada viene a ser 

. .. -----; Hn (X, A) L Hn (X) ~ Hn (A) __!__, Hn+I (X, A) -----; ... 

donde ó denota al homomorfismo de conexión, y en general obtenemos también una 
sucesión exacta larga con grupos de cohomología con coeficientes en G. 

Ejemplo 1.7 Notemos que si X= {x0 } es el espacio con un solo punto Sn (X)~ Z 
para todo n 2 O, 82n es la identidad paran 2 1, y es cero en otro caso. Por lo tanto 
Sn (X; G) ~ G y 82n @ le es la identidad para n 2: 1 y es cero en otro caso, entonces 

{ 
G sin=O 

Hn (X; G) ~ O . O . sin> 

Por lo tanto sn (X ; G) ~ G para todo n y ó2
n © le es la identidad paran 2: 1 y 

cero en otro caso, de modo que 

sin= O 
sin> O 

Luego, de la invariancia homotópica de Hn (o Hn) se sigue que estos también son 
los grupos de homología (o cohomología) de cualquier espacio contraíble. Á 
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En ocasiones es conveniente tener una versión un poco modificada de homología 
en la cual un punto tenga grupos de homología triviales para todas las dimensiones 
incluyendo cero. 

Definición 1.8 Sea X un espacio punteado con punto básico xo y c: X ~ {xo} 
la única aplicación sobre el espacio con un solo punto. Los grupos de homología 
reducida de X con coeficientes en G se definen como 

Hn (X; G) := Ker (c.: Hn (X; G) ----+ Hn ( {xo}; G)). 

Y si i : { x0 } '---> X denota la inclusión del punto básico, entonces definimos los 
grupos de cohomología reducida de X con coeficientes en G como 

j{n (X; G) := Ker (i*: Hn (X; G) ----+ Hn ( {xo}; G)). 

Notemos que coi = 1 de modo que c. o i. = 1, por lo tanto c. es suprayectiva y 
se tiene que la sucesión exacta corta 

o----+ Hn (X; G) ----+ Hn (X; G) ~ Hn ( {xo} ; G) ~o 

se escinde, y tenemos la siguiente relación entre homología reducida y no reducida 

Hn (X; G) ~ Hn (X; G) Ef) Hn ( {xo}; G) 

por lo tanto 

Ho(X;G)~Ho(X;G)EBG y Hn(X;G)~Hn(X;G) sin#O. 

Por otro lado c o i = 1 implica que i* o c* = 1, por lo tanto la inclusión induce 
un homomorfismo suprayectivo y la sucesión exacta corta 

se escinde, y resulta una descomposición en suma directa 

H" (X; G) ~ j{n (X; G) EB Hn ( {xo}; G) 

por lo tanto 

Hº (X; G) ~ Hº (X; G) EB G y H" (X; G) ~ j{n (X; G) sin# O. 

En particular para X = {x0 } concluimos que Hn (X; G) y j{n (X; G) son cero 
para todo n. 
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También existen sucesiones exactas largas para parejas (X, A) con A =1- 0, con 
grupos de homología ( cohomología) reducidos completamente análoga a la sucesión 
exacta larga con grupos de homología no reducidos. En particular aplicando dicha 
sucesión a la pareja (X, x0 ) donde x0 E X, como Hn (x0 ) = O para todo n, obtenemos 
isomorfis1 nos 

Hn (X , xo) ;.::j Hn (X) para todo n. 

Dada una pareja arbitraria, podemos expresar la homología relativa de esta pare­
ja como homología reducida absoluta (ver [10]) . En efecto, considerando el espacio 
X u CA donde CA denota al cono de A, se puede probar que existen isomorfismos 

Hn (X, A) ;.::j Hn (X U CA) para cada n. 

Si (X , A) es un complejo celular relativo, A =1- 0, el cociente q (X, A) ____, 
(X/ A, A/ A) induce isomorfismos 

q, : Hn (X, A) ____, Hn (X/A , A/A) ;.::j Hn (X/A) para todo n 

y podemos obtener isomorfismos similares 

H11 (X, A ; G) ;.::j Hn (X/A; G) y Hn (X, A; G) ;.::j H11 (X/A; G) para todo n. 

En el caso particular en el que X es un complejo celular y xn es el n-esqueleto, 
se puede probar (ver [10] , [14]) : 

• Hk (Xn , xn- 1
) =O para k =/- n y es un grupo libre para k = n con un generador 

por cada n-célula de X, pues en este caso Hk ( xn, xn- 1) ;.::j H k ( xn / xn- 1) y 
el cociente x n / xn-l es una cuña den-esferas, una para cada n-célula de X. 

• Hk (Xn) = O para k > n . En particular si X es de dimensión finita entonces 
Hk (X)= O para k > dimX. 

• La inclusión i : xn '---4 X induce un isomorfismo i. : Hk (Xn) ____, Hk (X) si 
k < n. 

Se cumplen enunciados similares en el caso de cohomologfa. 

En este caso, dado un complejo celular X consideremos las sucesiones exactas 
largas para las parejas (Xn+l,Xn), (Xn, xn-l) y (Xn- l , x n-2 ) y denotemos por Jn: 
H (Xn) ____, H (Xn xn- 1) Si definimos d · H (xn+l Xn) ____, H (Xn xn- 1 ) n n , · n · n+l , n , 

como la composición 
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(los cuales son justo relativizaciones de los homomorfismos frontera an) obtenemos 
la siguiente sucesión 

dn + l 

Notemos que la composición dn o dn+l es cero pues incluye dos homomorfismos suce­
sivos en una de las sucesiones exactas. Por lo tanto, si Cn (X) := Hn (Xn, xn- 1

) 

entonces la sucesión anterior viene a ser un complejo de cadenas C. con homomor­
fismos frontera dn 

. .. --t Cn+l (X)~ Cn (X) --t .. . --t C1 (X) ~Ca (X)~ o 

llamado complejo de cadenas celulares de X . 
Como Cn (X)= Hn (X 11

, xn- 1) es libre, cuya base está en correspondencia uno 
a uno con las n-células de X, podemos pensar en los elementos de Hn (Xn, xn- 1

) 

como combinaciones lineales de las n-células de X. 
Dualizando el complejo de cadenas celulares, si en (X) := Hom ( Cn (X) , Z) = 

Hom (Hn (Xn , xn- 1) , Z) ~ Hn (Xn , xn- 1) podemos definir homomorfismos cofron­
teras dn : en (X) __, cn+i (X) para obtener un complejo de cocadenas celu­
lares de X, C* (X) 

O --> Cº (X) __, · · · __, cn- 1 (X) ~ C" (X) ~ cn+ 1 (X) --t .. . 

Definición 1.9 Los grupos de homología del complejo de cadenas C. (X) 0 z G son 
llamados grupos de homología celular con coeficientes en G de X. Los gru­
pos de homología del complejo de cocadenas C* (X) 0 z G son llamados grupos de 
cohomología celular con coeficientes en G de X. 

Notemos que podemos identificar Hn (X) con Hn (Xn) / Im8n+l· Luego, como jn 
es inyectivo, manda lm 8n+i isomorfamente sobre Im (jn o 8n+ 1) = Im dn+i y manda 
Hn (Xn) isomorfamente sobre Imjn = Ker8n· Además, como Jn-l es inyectivo, 
Ker On = Ker dn- Así, jn induce un isomorfismo del cociente Hn (Xn) / Im 8n+l sobre 
Ker dn/ Im dn+l · Por lo tanto los grupos de homología singular y los grupos de 
homología celular son isomorfos, esto es, 

Hn (X; G) ~ Hn (C. (X); G) para cada n. 

Similarmente podemos obtener isomorfismos (ver [10], [4]) 

Hn (X ; G) ~ Hn (C* (X); G) para cada n . 
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Ejemplo 1.10 Si X es un complejo celular sin n-células, entonces Hn (X) = O. 
Mas generalmente, si X es un complejo celular con k n-células, entonces como 
Hn (X 11

, xn- i) es abeliano libre con k generadores, el subgrupo Ker dn debe estar 
generado por a lo más k elementos, por lo tanto también el cociente Ker dn/ lm dn+ 1 

y entonces H11 (X) es generado por a lo más k elementos. _. 

Ejemplo 1.11 Consideremos la esfera § " con la estructura celular canónica con 
únicam ente una O-célula y unan-célula y G = Z. Supongamos primero que n =O, 
entonces C0 (§º) ~ Z E& Z, C'; (§º) ~ O para i > O y los homomorfismos frontera son 
cero, de modo que H0 (§º) ~ íZ E& íZ y H; (§º) ~ O si i =f O. Supongamos ahora que 
n > O, entonces C0 (§n) = C'n (§n) ~ íZ y C; (§º) ~O en otro caso, y concluimos que 
los homomorfismos frontera son cero (el caso n = 1 se sigue por la definición) por 
consiguiente H0 (§" ) ~ Z, Hn (§n) ;::::; íZ y H; (§n) ~O si i =f O, i =f n . Por lo tanto , 
de la relación entre homología y homología reducida llegamos a que 

H (§º) = { íZ E& Z i = O 
' O i=fO 

Por comodidad, en el ejemplo anterior tomamos la descomposición celular canóni­
ca de la esfera, aunque pudimos haber tomado cualquier otra descomposición, ya 
que los grupos de homología de un espacio son independientes de tal elección. 

Ejemplo 1.12 Consideremos el espacio proyectivo complejo CJ!Dn con la descom­
posición celular C]pm = e0 U e2 U · · · U e211 dada por exactamente una célula en cada 
dimensión par y nuevamente consideremos G = íl'... Entonces Ci (CJ!Dn) = Z si i 
es par, O ::::; i ::; 2n; C; (CJ!Dn) = O en otro caso. Por lo tanto , los homomorfismos 
front era son cero y 

H; (CJ!D") ~ { Z i par, O ::; i ::::; 2n . _. 
O otro caso 

En general, si X es un complejo celular sin células de dimensiones n - 1 y n + 1 
entonces Hn (X) es abeliano libre cuya base está en correspondencia uno a uno con 
las n-células de X. 

Hemos visto que para homología singular se cumplen las propiedades (!o g). = 
f. o g. y l. = 1 para los homomorfismos inducidos. Por lo tanto, para cada n, 
los Hn (-; G) definen Juntares covariantes de la categoría cuyos objetos son las 
parejas de espacios topológicos y los morfismos son las aplicaciones continuas, a 
la categoría de grupos abelianos y homomorfismos de grupos. Además, si Hn (A) 
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denota a H,, (A, 0), tenemos definidas transformaciones naturales de funtores a : 
Hn (X, A; G) _____, Hn - l (A; G). Se puede probar (ver [6]) que estos funtores y trans­
formaciones naturales satisfacen: 

• Funtorialidad. Para aplicaciones entre parejas g (X, A) _____, (Y, B) y J 
(Y, B) _____, (Z, C) 

(!o g). =J. o g.: Hn (X, A; G) _____, Hn (Z, C; G) 

y si l(x ,A) : (X, A) _____, (X, A) es la identidad entonces 

l(X ,A)• = lHn(X,A) : Hn (X, A; G) _____, Hn (X, A; G) 

donde lHn(X ,A) es la identidad de grupos. 

• Homotopía. Si f '.:::::'. g : (X, A) _____, (Y, B) como aplicaciones de parejas entonces 

J.= g.: Hn (X, A; G) _____, Hn (Y, B; G). 

• Escisión. Dada una pareja (X, A) y un subespacio U e X tal que la ce­
rradura de U está contenida en el interior de A, entonces la inclusión k : 
(X - U, A - U) '---+ (X, A) induce un isomorfismo 

k. : Hn (X - U, A - U; G) _____, Hn (X, A; G). 

• Exactitud. Para las inclusiones i : A '---7 X y j : X '---+ (X, A) existe una 
sucesión exacta larga natural 

· · · _____, H (A G)~ H (X G)~ H (X A G)~ H 1 (A G) _____, · · · n , n , n , ' n- ' · 

• Dimensión. Si X es el espacio que consta de un solo punto, entonces H0 (X; G) ~ 
G y Hi (X; G) ~ O para todo i # O. 

Estos son llamados axiomas de Eilenberg-Steenrod y son los axiomas para una teoría 
de homología ordinaria. 

Para cada n, los Hn ( - ; G) resultan ser un Juntares contravariantes entre las 
mismas categorías, y junto con las transformaciones naturales o : Hn (A; G) _____, 
Hn+l (X, A; G) dadas por el homomorfismo de conexión se puede probar que satis­
facen: 
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• Funtorialidad. Para aplicaciones entre parejRS g (X, A) -----> (Y, B) y f 
(Y, B) -----> (Z, C) 

(!o g)* = g* o f* : Hn (Z, C; G) -----> Hn (X, A; G) 

y si l(x,A) : (X, A) -----> (X, A) es la identidad entonces 

l(X,A) = lHn(X ,A) : Hn (X, A; G) -----> H n (X, A; G) 

donde IH" (X,A) es la identidad de grupos. 

• Hornotopía. Si f ~ g : (X, A) -----> (Y, B) como aplicaciones de parejas entonces 

f* = g* : Hn (Y, B; G) -----> Hn (X , A; G). 

• Escisión. Dada una pareja (X, A) y un subespacio U e X tal que la ce­
rradura de U está contenida en el interior de A, entonces la inclusión k : 
(X - U, A - U)~ (X, A) induce un isomorfismo 

k*: H n (X, A; G)-----> Hn (X - U, A - U; G). 

• Exactitud. Para las inclusiones i : A ~ X y j : X ~ (X, A) existe una 
sucesión exacta larga natural 

. .. -----> Hn (A; G)_!_, Hn+l (X, A; G)L Hn+J (X ; G)2-. Hn+l (A; G)-----> .... 

• Dimensión. Si X es el espacio que consta de un solo punto, entonces Hº (X; G) ~ 
G y Hi (X; G) ~ O para todo i =f O. 

Estos son llamados axiomas de Eilenberg-Steenrod y son los axiomas para una teoría 
de cohomología ordinaria. 

En términos de información intrínseca no existe una gran diferencia entre grupos 
de homología y grupos de cohomología, sin embargo, la contravariancia proporciona 
una estructura extra en cohomología. A saber, existe un producto llamado producto 
copa, el cual hace de los grupos de cohomología un anillo graduado. En adelante 
consideraremos cohomología con coeficientes en un anillo. 

Sea R un anillo. Para cocadenas e E Sm (X; R) y é E sn (X; R), el producto 
e.__, é E sm+n (X) se define como sigue. Sea (J : t,m+n _____. X un simplejo singular. 
La m- cam frontal de a es la composición 
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donde am : 6. m _____, 6. rn+n se define como 

O:m (to, ... , tm) =(to , .. ., tm , O, .. ., O) . 

Similarmente la n-cara trasera de CJ es la composición 

Definimos el producto copa de cocadenas c '-' ¿ mediante la identidad 

donde el lado derecho es el producto en R. Esta operación es bilineal y asociativa, 
pero no es conmutativa. El cociclo constante 1 E Sº (X) es el elemento identidad. 
Debemos hacer la aclaración en este momento de que el signo ( -1) rnn en esta defini­
ción es opcional. Libros como [6] o [14] incluyen este signo en la definición, mientras 
que otros como [10] o [9] no lo hacen. 

Este producto tiene la siguiente fórmula 

o (c '-' c') =oc'-' c' + (-l)m c '-'oc' para c E 5m (X; R), c' E sn (X; R). 

De aquí se sigue que el producto copa ele dos cocidos es un cociclo, y también el 
producto copa ele un cociclo y una frontera, en cualquier orden, es una cofrontera 
ya que c '-' oc' = ±o ( c '-' c' ) si oc = O, y oc '-' ¿ = o ( c '-' d) si oc' = O. Esto implica 
que existe un producto copa de clases de cohomología inducido 

también llamado producto interno en cohomología. 
Ahora supongamos que tenemos una pareja de espacios A e X. Si la cocadena 

c pertenece al subconjunto sm (X, A) e sm (X), (esto es si c [CJ] = O para todo 
CJ : 6.m _____, A e X) y si ¿ E 5n (X), entonces claramente c '-' ¿ pertenece a 
5m+n (X, A). Esto nos lleva a una versión relativa del producto copa 

Y más generalmente, consideremos dos subconjuntos A , B e X tales que son abier­
tos relativos de A U B , podemos definir un producto copa 
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A nivel de cohomología esta operación es asociativa y distributiva ya que a nivel 
de cocadenas el producto copa tiene estas propiedades. Si R tiene un elemento 
identidad entonces existe un elemento identidad para el producto copa, la clase 
1 E Hº (X; R) definido por el O-ciclo que toma el valor 1 en cada 0-simplejo singular. 
Además esta operación conmuta salvo signo. En el contexto de grupos graduados, 
esta propiedad es llamada conmutat ividad. Por lo tanto el anillo de cohomología 
H* (X) = EB H" (X) es conmutativo como anillo graduado. 

n 

En resumen, el producto copa tiene las siguientes propiedades (ver [10], [6]): 

• Asociatividad · Para x E Hk (X A- R) x' E H 1 (X A'· R) x" E Hm (X A"· R) 
. ' ' ' ' ' ' ' ' 

se tiene que 

x .__, (x' .__, x") = (x .__, x') .__, x" E Hk+l+m (X, A U A' U A"; R). 

• Existe unidad: La imagen de 1 E R = Hº ( *; R) bajo el homomorfismo 7T* : 

Hº ( *; R) __, Hº (X ; R) inducido por la única aplicación 7T : X __, { *} es la 
unidad para el producto. Esto es, para x E Hk (X, A; R) se tiene que 

l x .__, X= X= X.__, lx. 

• Conmutatividad graduada: Para x E Hk (X, A ; R) y x' E H1 (X, A' ; R) se 
cumple la relación 

1 ( l)k/ / X'-' X = - X '-'X . 

• Naturalidad: Si f: X __,Y entonces f* (x .__,y) = f* (x) .__, f* (y). 

Además, si o : Hk (A) __, Hk+I (X, A) es el homomorfismo de conexión en la 
sucesión exacta para la pareja (X, A) e i* : H1 (X) __, H1 (A) el homomorfismo 
inducido por la inclusión 

• ó(x.._,i* (x')) = ó(x) ...,,x'. 

Por otro lado, si consideramos clases de cohomología x E Hm (X, A) y y E 

Hn (Y, B) donde A es un subconjunto abierto de X y B es un subconjunto abierto 
de Y (si B es vacío entonces A no necesita ser abierto, y viceversa) entonces usando 
las proyecciones canónicas 

7T ¡ (X X Y, A X Y) --? (X, A) 

7T2 (X X Y, X X B) --? (Y, B) 
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definimos el producto externo en cohomología o producto cruz 

X : Hm (X, A) ©R Hn (Y, B) ____, Hm+n (X X Y, (A X Y) LJ (X, B)) 

como la clase ele cohomología 

(en ocasiones es conveniente usar la abreviatura (X, A) x (Y, B) para la pareja 
(A X Y)LJ (X X B )). 

El producto externo nos permite calcular la cohomología de espacios producto, 
ya que por ejemplo, produce un homomorfismo 

X : EB Hi (X) © Hj (Y) ____, H" (X X Y) 
i+j=n 

el cual es isomorfismo cuando X y Y son complejos celulares tales que cada Hi (X) 
es un R-módulo libre de torsión y Y tiene solamente una cantidad finita de células 
en cada dimensión (ver [14]). 

El producto copa se relaciona con el producto externo mediante la siguiente 
fórmula 

X '-../ x' = 6. * (X X x') 

donde 6. : (X, A U A') ____, (X, A) x (X, A') es la aplicación diagonal. 

Terminaremos esta sección presentando el Teorema de Dualidad de Poincaré, 
el cual nos asegura cierta simetría entre grupos de homología y cohomología para 
variedades cerradas y orientadas. En ocasiones, este resultado nos ayuda a simplificar 
el cálculo de tales grupos. 

En primer lugar, consideremos una variedad topológica sin frontera M de di­
mensión n (no suponemos que M sea diferenciable). Para cada x E M existe una 
carta coordenada homeomorfa a JRn que contiene ax. Luego, por escisión, exactitud 
e invariancia homotópica tenemos isomorfismos 

entonces H; (M, M - { x}; Z) ~O si i =f n y es Z para i = n. 
Una orientación local µx para M en x es una elección ele uno de los dos posibles 

generadores para Hn ( M, M - { x} ; Z) y tal µx determina orientaciones locales µY 
para tocios los puntos y en una vecindad de x. Una orientación para M es una 



l. Introducción a Cohomología 25 

función que asigna a cada x E M una orientación local µx que varía continuamente 
con x, en el siguiente sentido: para cada x debe existir una vecindad compacta N y 
una clase µN E Hn (M, M - N; Z) tal que si Py denota el homomorfismo 

Py: Hn(M, M- N;Z)------> Hn(M,M-{y} ;Z) 

inducido por la inclusión (M, M - N) '----? (M, M - {y}) entonces Py (µN) =µY para 
cada y E N. La pareja consistente en una variedad y una orientación es llamada 
una variedad orientada. 

Para cualquier variedad orientada M y cualquier compacto K e M, existe una 
y sólo una clase µK E Hn (M, M - K) que satisface Px (µK) = µx para cada x E K 
(ver [14]). En particular si Mes compacta, existe una y sólo una clase µM E Hn (M) 
con esa propiedad. Esta clase es llamada clase fundamental de M. 

Por otro lado, notemos que la dualidad entre homología y cohomología tam­
bién se refleja por el hecho ele que evaluación de cocadenas en cadenas nos da un 
homomorfismo natural 

y cuando pasamos a homología y cohomología, nos resulta un producto (o evalua­
ción) llamado índice de Kronecker 

}!P (X)® H P (X) ------> Z. 

Éste se denota por (.T, O para x E Hn (X),~ E Hn (X) y se define como sigue: 
elegimos un cociclo z representante de x y un ciclo <; representante de ~, entonces 
(x, O := (z, () es decir la evaluación de zen(. 

El índice de Kronecker cumple que u· (X) 'o = (x' f * (o). 

Ahora, para cualquier espacio X y anillo de coeficientes, existe una operación 
bilineal llamada producto capa 

~: Si (X) ® Sn (X) ______, Sn-i (X) 

que se puede caracterizar como sigue: para cada cocadena b E Si (X) y cada cadena 
~ E Sn (X) el producto capa a nivel de cadenas b ~ ~ es el único elemento de 
Sn-i (X) tal que 

(a, b ~O = (a'--' b, ~ ) (1.1) 

para todo a E sn-i (X) . Más explícitamente, para cada generador [u] de Sn (X), 
el producto capa b ~ [u] se puede definir como el producto del elemento del anillo 
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( - 1 r(n-i) (b, [i-cara trasera de a]) con el simplejo singular [ ( n - i)-cara frontal de 
a]. 

Combinando la identidad (1.1) con las propiedades del producto copa podemos 
obtener lo siguiente (ver [14], [6]) : 

• (b .._,e)" ~= b" (e" O-

• 1 "~ = ~· 

• 8(b"0 = (ob) "~+(- l )k b "o~ sibE Sk(X). 

Y de esta última propiedad se sigue que existe un producto capa inducido 

": Hi (X) 0 Hn (X) ----> Hn-i (X). 

Podemos enunciar el Teorema de Dualidad de Poincaré en términos de esta 
operación para variedades compactas con cualesquiera coeficientes (ver [14]) . 

Teorema 1.13 (Dualidad de Poincaré) Sea M unan-variedad compacta y orien­
tada con clase fundamental µM , entonces existe un isomorfismo 

Este resultado nos puede ayudar a simplificar de gran manera los cálculos de 
grupos de homología y cohomología de variedades. Notemos que en este caso se tiene 
que Hi (M) ~ Hn-i (M). Si i = O entonces el teorema nos dice que H11 (M) ~ Z 
con generador 1 ,..__ µM = µ.M la clase fundamental; si i = n entonces nos dice que 
Hn (M) ~ Z con generador.;- dual a µM, (.;-, µM) = l. 

1.3. El Invariante de Hopf en cohomología 

El objetivo ele esta sección es presentar la definición del Invariante ele Hopf. En 
un principio H. Hopf dió esta definición en términos más geométricos (1931) como 
cierto número de enlace. Sin embargo, la definición que presentaremos aquf es una 
reformulación dacia por N. E. Steenrod. 

Sea §n la esfera de dimensión n, donde n 2: 2, y sea f : § 2n - I ----> §n una 
aplicación dada. El cono de la aplicación f se define como el espacio ele adjunción 



l. Introducción a Cohomología 27 

donde C§2
"-

1 = (X x I) /(X x {O}) denota al cono de § 2
"-

1
, el cual pegamos a §n 

a lo largo de X x {1} mediante la identificación (x, 1) ~ f (x). Notemos que 

así, podemos pensar a C¡ como un complejo celular: considerando a § 2n -J como la 
frontera de la 2n-célula e2

n = llJ)2n y entonces formamos el complejo C¡ = §n LJ f e2
n 

con la unión ajena de §n y e2n e identificando cada punto en § 2
n- l = ae2n con su 

imagen bajo f. Entonces C¡ es un complejo con tres células, de dimensiones O, n, y 
2n. 

Consideremos el grupo de coeficientes Z. Entonces el complejo de cadenas celu­
la res con coeficientes enteros asociado al espacio C¡ es 

Ck(C¡) = { ~ si k = O,n,2n 
en otro caso 

con homomorfismos frontera dk = O para todo k. Luego, dualizanclo este complejo 
de cadenas, obtenemos el complejo de cocadenas 

si k = O, n, 2n 
en otro caso 

con homomorfismos cofrontera dk = O para tocio k. Por lo tanto, la cohomología de 
C¡ es 

si k =O, n, 2n 
en otro caso 

(1.2) 

Notemos que en particular (C¡ , §n) es un complejo celular relativo, de modo que 
Hk (C¡ , §n) ~ ifk (C¡/§n) ~ ifk (§2n) para cada k, de modo que si i: §no_, C¡,j: 
(C¡, 0) o_, (C¡, §n) denotan las inclusiones, entonces de (1.2) y el Ejemplo (1.11) 
se tiene que la sucesión exacta larga asociada a la pareja (C¡, §n) se rompe en las 
sucesiones exactas 

por lo tanto los homomorfismos inducidos i* y j* vienen a ser isomorfismos. Así, 
tomemos a E Hn ( C¡) (a # O) correspondiente a la clase ele orientación de §n y 
tomemos T E H 2

n (e f) ( T # o) correspondiente a la clase ele orientación ele § 2n. 

Entonces el producto copa cuadrado a 2 a ....., a E H 2
n (C¡) es algún entero 

múltiplo de T. 
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Definición 1.14 El Invariante de Hopf (en cohomología) de f : § 211
-

1 ---> §n 

es el entero H (!) tal que 
a 2 = H (!).T . 

El tipo de hornotopía de C¡ depende sólo de la clase de hornotopía de la aplicación 
f, así H (!) también depende sólo de la clase de hornotopía de f . Por lo tanto, 
podernos hablar del Invariante de Hopf de una clase de hornotopía, de modo que 
podernos definir una transformación 

(1.3) 

la cual manda una clase de hornotopía a al entero H (!) donde f es un representante 
de a. Aún mas, se puede probar que H es un homomorfismo de grupos (ver [10]) 
tal que si n es impar entonces H = O; si n es par entonces 2 E Irn H. 

Algunas propiedades del Invariante ele Hopf, relacionadas con el grado de una 
aplicación, son las siguientes (ver [13]): 

• Si g : § 2n- l ---> § 2n-l, entonces H (!o g) = deg (g) · H (!). 

• Si e: §n---> §n tiene grado d, entonces H (e o f) = [cleg (e)J 2 
· H (!). 

Notemos que si f : § 211 - 1 ---> §n con n impar, entonces de la conrnutatividad 
graduada del producto copa, a 2 = -a2 lo cual implica que a 2 = O. Por lo tanto 

H (!) = O si n es impar. 

Por otro lacio, para cualquier n par, existen aplicaciones con Invariante de Hopf 
dos. De hecho, paran par, se pueden obtener aplicaciones cuyo Invariante de Hopf 
sea ¡cualquier número par!. En efecto (ver [10]) consideremos §n con un punto básico 
e el cual es una O-célula y sea J2 (§n) el espacio cociente de §n x §n mediante la 
relación de equivalencia que identifica (x, e) '""(e, x). Entonces de la estructura usual 
de complejo celular ele §n, h (§n) hereda una estructura celular con tres células, de 
dimensiones O, n, y 2n, así J2 (§n) tiene la forma C¡ para algún f : § 2n-l ---> §n. 

Se puede probar que si n es par, el cuadrado del generador de Hn ( h (§n)) debe 
ser dos veces el generador de H 2

n (J2 (§n)), así que H (! ) = ±2. Luego, mediante 
el homomorfismo (1.3) inducido por el Invariante ele Hopf se sigue que para cada 
n par, podernos obtener aplicaciones cuyo Invariante de Hopf sea cualquier número 
par. 
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Sin embargo, las aplicaciones con Invariante de Hopf uno son más escasas. Para 
n = 2, 4 y 8 podemos dar ejemplos de aplicaciones f : § 2n-l --) §n con Invariante 
de Hopf l. Por lo tanto del homomorfismo (1.3) inducido por el Invariante de Hopf, 
existen aplicaciones con Invariante de Hopf igual a cualquier número entero. 

Para el caso n = 2, notemos que el anillo de cohomología del espacio proyectivo 
complejo CJP2 es el álgebra de polinomios truncados 

(1.4) 

donde ex es el generador de H2 (CIP'2), esto es, H 2q (CJP2) es el grupo abeliano libre 
con generador ex9 para q S. 2. En efecto, sabemos que CIP'2 tiene una estructura 
celular con una 2q-célula para cada q, O S. q S. 2, por lo tanto la conclusión es 
correcta aditivamente: H 2q (CIP'2 ) es un grupo abeliano libre con un generador para 
O S. q S. 2. Además, como CIP'1 es el 3-esqueleto de CIP'2 , de la sucesión exacta 
de la pareja (CIP'2 , CIP'1) se tiene que la inclusión CIP'1 '---' CIP'2 induce un isomor­
fismo H 2

q (CIP'2) --) H 29 (CIP'1) para q < 2. Entonces, si ex genera a H 2 (CIP'2 ) y 
µ E H4 (CIP'2 ) denota la clase fundamental, por dualidad de Poincaré H 2 (CIP'2 ) ""' 

H2 (CIP'2 ) y ex ,---. µ genera a H2 (CIP'2 ) . Luego 1 =(ex, ex,---.µ)= (ex'""" ex, µ) de modo 
que ex2 es el dual deµ , y entonces es el generador de H 4 (CJP2). 

Consideremos § 3 = { (u , V) E e X e 1 luJ 2 + JvJ2 = 1} la esfera unitaria en e X e 
y § 2 = C u { oo}. Entonces la aplicación 

f: §3 

(u, v) 

es la aplicación de pegado en el espacio proyectivo complejo 2-dimensional tal que 

C¡ = §2 LJJ e4 ~ CJP2. 

Luego, si CJ E H 2 
( C¡) y r E H 4 ( C¡) son los elementos involucrados en la definición 

del Invariante de Hopf, aplicando (1.4) resulta que CJ
2 debe ser el generador de 

H 4 
( C¡) de modo que CJ

2 = r, y por lo tanto efectivamente H (!) = l. 

También existe el espacio proyectivo cuaterniónico IHIIP'n definido exacta­
mente como en el caso complejo, con estructura de complejo celular de la forma 
IHIIP'n ~ e0 U e4 U e8 U .... De hecho, se puede probar (ver [10]) que 
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donde /3 es generador de H 4 (IHI1P'2). Si consideremos § 7 la esfera unitaria en IHI x IHI, 
entonces la aplicación 

f: §7 

(u,v) 

corresponde a la aplicación de pegado del plano proyectivo cuaterniónico 

de modo que H (f) = l. 

La asociatividacl en el producto de complejos y cuaterniones es necesaria para 
que, en esos casos, la identificación z ~ .Az sea efectivamente una relación ele equi­
valencia, de modo que no podemos extender esta definición a espacios proyectivos 
de Cayley, sin embargo sí existe una definición de plano proyectivo de Ca y ley (()}JP'2. 

Sea(()) el álgebra no asociativa de los números de Cayley u octonianos, cuyos elemen­
tos son parejas ele cuaterniones. Consideremos § 15 la esfera unitaria en el espacio 
vectorial 16-dimensional (())2 y § 8 = (())U { oo}, sea 

f : §15 ---; §8 

( Zo ' Z1) r----t 
-1 

ZoZ1 . 

Entonces definimos el plano proyectivo de Cayley como 

(())JP'2 =§ªuf el6_ 

En este caso también se puede probar que (ver [10]) 

H* (O!P2) ~ Z [1'] h3 

donde ¡ es generador de H 8 ( (()}JP'2), y que H (f) = l. 

Tales aplicaciones § 3 --+ § 2 , § 7 --+ § 4 y § 15 --+ § 8 son llamadas fibraciones 
de Hopf. 

De hecho, por J. F. Adams (ver [l]) se sabe que para valores den distintos de 2, 4 
y 8, no existen aplicaciones de Invariante de Hopf uno. Mas adelante, en el tercer 
capítulo de este trabajo, discutiremos más acerca de esta cuestión. En particular, 
se puede probar que la existencia de aplicaciones con Invariante de Hopf uno está 
muy relacionada con la existencia de estructuras multiplicativas en ~n, ele donde se 
sigue que las únicas dimensiones n para las cuales se tiene estructura de álgebra de 
división sobre ~n son n = 1, 2, 4 y 8, que son las que conocemos~ ' C, IHI y O. 



Capítulo 2 

Introducción a la K-Teoría 

El objetivo de este capítulo es presentar una introducción a la K-Teoría. Durante 
la exposición intentamos no entrar en demasiados detalles técnicos, exhibiendo sólo 
ideas principales encaminadas a formular la definición del Invariante de Hopf. 

En la primera sección introducimos la teoría elemental de haces vectoriales, los 
cuales corresponden a los elementos sobre los cuales se define la K-Teoría de un 
espacio topológico, como se muestra en la segunda sección, y también presentamos 
el teorema fundamental de la K-Teoría, el Teorema de Periodicidad de Bott, que nos 
ayuda a simplificar enormemente algunos cálculos en K -Teoría, permite ver a ésta 
como una teoría de cohomología generalizada y nos abre paso hacia la definición del 
Invariante de Hopf que se presenta en la tercera y última sección. 

2.1. Haces Vectoriales 

En esta sección presentaremos la definición de haz vectorial y posteriormente 
algunas propiedades, ejemplos y operaciones entre haces que serán fundamentales 
para la construcción de la K -Teoría. 

La idea de un haz vectorial es la de una familia de espacios vectoriales parame­
trizada mediante los puntos de un espacio topológico, ele tal manera que se cumple 
una condición de trivialidad local. Para nuestros propósitos todos los espacios vec­
toriales considerados serán espacios vectoriales de dimensión finita sobre el campo 
K E {JR, C}. 

Definición 2.1 Un haz vectorial n-dimensional sobre el campo }( E {JR, C} 
es una terna (E , X,p) formada de una pareja de espacios topológicos E, X y una 
aplicación continua y suprayectiva p : E ---> X, tal que para cada x E X, p- 1 ( x) 

31 
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posee una estructura de espacio vectorial sobre K compatible con la topología relativa 
a E, esto es que la suma y el producto por escalar son aplicaciones continuas, y tal 
que existe una cubierta abierta {U0 } de X y homeomorfismos h0 : p- 1 (U0 ) ---> 

Ua x Kn para cada a: donde p- 1 (x) ~ {x} x Kn es un isomorfismo de espacios 
vectoriales para cada x E U0 . El espacio E es llamado espacio total, X es llamado 
espacio base, p es la proyección, Ex := p- 1 (x) es la fibra sobre el punto x, y h°' 
trivialización local. 

Por ejemplo, si X es un espacio topológico y V un espacio vectorial sobre K E 

{ffi. , C}, podemos considerar X x V con la topología producto y n 1 : X x V ___,X la 
proyección canónica en el primer factor. Entonces la terna (X x V, X , n 1) es un haz 
vectorial sobre K de dimensión dim V, pues basta tomar la cubierta abierta {X}. 
Éste es llamado haz vectorial producto con fibra V. 

Si ahora consideramos un haz vectorial (E , X, p), Y un subespacio de X y 
q := Plp-l (Y) la restricción de p al subespacio p- 1 (Y), entonces (p- 1 (Y) , Y, q) es 
claramente un haz vectorial, pues basta con restringir la cubierta abierta de X a Y . 
En este caso denotamos al haz como E ly y lo llamamos haz vectorial restricción. 

Por otro lado, dado un haz vectorial (E, X,p) y un subespacio E0 e E que 
intersecta a cada fibra de E en un subespacio vectorial tal que la restricción PI Eo : 
E0 ___, X es un haz vectorial, es llamado un subhaz vectorial de (E, X , p). 

Definición 2.2 Un homomorfismo entre los haces vectoriales (E, X,p) y (F, Y, q) 
es una pareja ( </>, B) de aplicaciones continuas 1> : E ___, F y e : X ___, Y tales que 
el siguiente diagrama es conmutativo 

y para cada x E X , c/> lp-i (x ) : Ex ---> Fe(x) es una aplicación lineal de espacios 
vectoriales. 
La pareja ( </> , B) es un isomorfismo si X = Y y e = lx es la identidad, para cada 
x E X la restricción 1> lp- 1(x) : Ex ---> Fx es un isomorfismo lineal, y 1>- 1 es continua. 
En este caso decimos que los haces vectoriales son isomorfos y lo denotamos E ~ F. 

En particular, un haz vectorial isomorfo a algún haz producto es llamado haz 
vectorial trivial. 

Dado un haz vectorial (E, X , p), dim (Ex) es una función localmente constante 
sobre X y por lo tanto es constante en cada componente conexa de X. Cuando esta 
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función es constante en todo X decimos que la dimensión del haz es precisamente 
el número dim (Ex)· En adelante denotaremos por €n al haz vectorial trivial n­
dimensional y llamaremos haz de líneas a cualquier haz vectorial 1-dimensional. 

Generalmente denotaremos un haz vectorial (E, X, p) como p : E ____, X, y cuan­
do no se preste a confusión alguna nos referiremos al haz (E, X, p) simplemente como 
"el haz E". Con esta notación, debemos tener presente de la definición de dimensión 
de un haz, que usualmente la dimensión del haz es diferente de la dimensión ele E 
visto como espacio topológico. 

Notemos que si (E, X, p) y (F, X, q) son haces vectoriales n-climensionales so­
bre el mismo espacio base, entonces una aplicación continua if; : E ____, F es un 
isomorfismo si y sólo si ifJlp-l(x) : Ex ____, Fx es un isomorfismo lineal. En efecto 
si if; es un isomorfismo entonces de la definición se tiene que if; se restringe a un 
isomorfismo lineal entre fibras. Por otro lacio si suponemos que ifJlp-l(x) : Ex ____, Fx 
es un isomorfismo lineal para todo x E X, entonces se sigue que if; es biyectiva 
y además p = if; o q. Así, para probar que if; es un isomorfismo de haces sólo nos 
hace falta verificar que efJ- 1 es continua. Debido a que esto es una cuestión local, 
podemos restringirnos a un abierto U de X sobre el cual E y F son triviales. 
Luego, componiendo con trivializaciones locales se reduce al caso de un isomorfismo 
efJ : u X V" ____, u X vn (donde v n denota ya sea al espacio vectorial n-climensional 
real o complejo) ele la forma h (x, v) = (x, 9x (v)) con 9x un elemento del grupo 
GL (V) ele transformaciones lineales invertibles de V, el cual depende continua­
mente ele x. La matriz inversa g-¡ 1 también depende continuamente de x puesto que 
sus entradas se pueden expresar algebraicamente en términos de las entradas ele gx, 
por lo tanto h- 1 (x , v) = h- 1 (x, g-¡ 1 (v)) es continua. 

Dado un haz vectorial (E, X, p) decimos que una aplicación continuas : X ____, E 
es una sección del haz E si p o s = lx (o equivalentemente si s ( x) E p- 1 

( x) para 
cada x E X). Podemos caracterizar haces triviales en términos de este concepto: un 
haz vectorial n-climensional es trivial si y sólo si para cada x E X, existen n secciones 
s1 , s2, ... , sn tales que {s 1 (x), s2 (x), ... sn (x)} es una base de la fibra p- 1 (x), pues 
si en primer lugar consideramos E~ X X vn y una base {V¡' ... ' Vn} de vn entonces 
podemos definir n secciones 

Si : X ____, X X vn 

x ~ (x,vi) 

y claramente para cada X E X, {s¡(x), ... ,sn(x)} es una base de {x} X vn. Por 
otro lado, dado un haz vectorial n-dimensional E y n secciones linealmente indepen-
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dientes s 1 , .. ., Sn y definimos 

<P : X X vn --+ E 
n 

(x, >. 1 , . . ., An) f----+ L A;S; (x) 
i= l 

entonces <jJ es una aplicación continua y un isqmorfismo lineal entre fibras; por lo 
tanto es un isomorfismo de haces vectoriales, de modo que E es trivial. 

Presentamos a continuación algunos ejemplos para ilustrar las definiciones ante­
nores. 

Haz tangente de la esfera unitaria. Sea §n e IR.n+I la esfera unitaria de 
dimensión n y Tx§" el espacio tangente a §nen x . La terna (T§n , §n, n 1) donde 

T§n = LJ Tr:§n = {(x,v) E §n x IR.n+l i (x ,v) =O} 
xE§n 

y 7r 1 : T§" --+ §n es la proyección canónica en el primer factor, define un haz vecto­
rial. La fibra en cada x E §n es el espacio tangente a§" en el punto x. Para construir 
trivializaciones locales, elegimos un punto arbitrario b E §" y tomamos Ub como el 
hemisferio abierto que contiene al punto b y que está acotado por el hiperplano que 
pasa a través del origen y que es ortogonal a b. Definimos las trivializaciones locales 

por hb (x, v) = (x, 7rb (v)) donde 7rb es la proyección ortogonal sobre el plano tangente 
n] 1 (b). Es claro que hb es trivialización local pues 7rb se restringe a un isomorfismo 
de n] 1 (x) en n] 1 (b) para cada X E ub. Concluimos que (T§n , §n , 7r¡) es un haz 
vectorial real n-dimensional. A 

Podemos mostrar que cuando n = O, 1, 3 o 7 el haz tangente a §n es trivial. El 
caso n = O es claro. Mediante la caracterización que tenemos para haces triviales 
en términos ele secciones, deducimos que el haz tangente a § 1 es trivial ya que si 
identificamos a IR.2 con los números complejos, se tiene la sección s1 : z f----+ iz . 
Por otro lado, si por ejemplo consideramos n = 3, podemos identificar a IR.4 con los 
cuaterniones IHI = {a+ bi + cj + dk 1 a, b, e, d E IR} y aprovechando la estructura de 
álgebra de división en IHI con multiplicación determinada por las identidades ij = k, 
j k = i, ki = j, i 2 = j 2 = k 2 = -1, podemos definir tres secciones del haz tangente 
a la esfera § 3 de la siguiente manera: 

S¡ ; Z f----+ iz 
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las cuales son linealmente independientes. De esta manera obtenemos tres campos 
vectoriales t angentes a § 3 no nulos y linealmente independientes, de modo que, 
nuevamente por la caracterización que tenemos para haces triviales se sigue que el 
haz t angente a § 3 es trivial. El caso n = 7 se prueba de manera análoga identificando 
a JR.8 con los octonianos (()) (o números de Ca y ley) respectivamente. 

Una observación interesante acerca de este ejemplo es que se puede probar que 
las únicas esferas cuyo haz t angente es trivial son precisamente § 0 , § 1 , § 3 y § 7 . Esto 
lo haremos mas adelante en el tercer capítulo. 

Haz de Hopf. Consideremos el espacio proyectivo complejo n-dimensional e ¡pin. 
Podemos identificar a elP'" con el espacio de líneas complejas en en+ i que pasan a 
través del origen. Sea 

H = { ( l ) V) E elP'" X e n+ 1 
1 V E l } 

y 7f ¡ : H ---; elP'" la proyección canónica en el primer factor. Entonces (H , elP'n, 7r 1 ) 

es un haz vectorial complejo 1-dimensional. Para ver esto, notemos primero que la 
fibra en cada punto l E elP'" es la misma línea l . Luego, análogamente al ejemplo 
anterior, podemos definir trivializaciones locales 

mediante proyección ortogonal de las fibras 7r] 1 (1) sobre 7r] 1 (b) para cada l E Ub · 
Por lo tanto H es un haz de líneas complejo sobre elP'" . Éste es llamado haz de 
Hopf y en ocasiones nos referiremos al haz H como el haz de líneas canónico 
complejo . .A. 

Para mas ejemplos de haces vectoriales, notemos que podemos construir nuevos 
haces vectoriales a partir de haces dados. Por ejemplo, las operaciones algebraicas 
para espacios vectoriales y homomorfismos tales como suma directa y producto ten­
sorial, inducen operaciones entre fibras de haces vectoriales sobre el mismo espacio 
base, que a su vez inducen operaciones en la familia de haces vectoriales (ver [5]) . 

Suma directa o suma de Whitney. Sean E, F y G haces vectoriales sobre X 
y definamos 

E tJJ F := u (Ex tJJ Fx). 
xEX 

Éste es un haz vectorial sobre X llamado suma directa de E y F (o suma de 
Whitney de E y F) cuya fibra en cada x E X es Ex tJJ Fx· Además, como en espacios 
vectoriales, obtenemos isomorfismos canónicos 
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• (E EB F) EB G~E EB (F EB G) . 

• E EB F ~ F EB E. 

Producto tensorial. Dados E y F haces vectoriales sobre el mismo espacio X 

E 0 F := u (Ex 0 Fx) 
xEX 

es un haz vectorial cuya fibra en cada x E X es el producto tensorial Ex 0 Fx. Si 
además G es otro haz vectorial sobre X, tenemos isomorfismos 

• (E 0 F) 0 G ~E 0 (F 0 G). 

• E 0 F ~ F 0 E. 

• E 0E 1 ~E. 

• E 0 (F EB G)~(E 0 F)EB(E0G). A 

Sea I< E {IR, C} y X un espacio paracompacto. Se sabe que la familia de haces 
vectoriales sobre X mediante la relación de equivalencia de "ser isomorfo a" es 
un conjunto. Denotamos a éste por VectK (X), esto es, el conjunto de clases de 
isomorfismos de haces vectoriales (reales o complejos respectivamente) sobre X y 

por Vect~~ (X) al subconjunto de VectK (X) de clases de isomorfismos de haces 
vectoriales n-dimensionales sobre X. 

El hecho de que Vect!R (X) sea un conjunto se debe a que se puede estable­
cer una biyección (ver [5]) entre Vect~ (X) y el conjunto de clases de homotopías 
[X, Gn (IR00

)] donde Gn (IR00
) := LJ Gn (IRi) y Gn (IRi) es la variedad Grassmanniana o 

i 

sea el espacio cuyos elementos son los subespacios n-dimensionales de IR; . (Análoga-
mente se puede probar que Vectc (X) ~ [X, Gn (C00

)] de modo que Vectc (X) es un 
conjunto) . 

Las operaciones entre haces vectoriales de suma de Whitney y producto tensorial 
inducen naturalmente operaciones de suma y producto en VectK (X) definidas como 

[E] EB [FJ :=[E EB F] y [E] 0 [F] :=[E 0 FJ . 

para clases de isomorfismos [E] y [F]. Tales operaciones hacen de (VectK (X), EB) 
y (VectK (X) , 0 ) semigrupos abelianos, y aún mas hacen de (VectF< (X), EB, 0 ) un 
semianillo (se cumple la ley distributiva del producto respecto a la suma). 
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Otras operaciones. De manera similar a la suma de Whitney y producto ten­
sorial, podemos también inducir otras operaciones sobre haces vectoriales (ver [5]) 
para obtener la noción de haz dual E*, haz producto exterior ¡\ k E, haz de homo­
morfismos Hom (E , F) , haz cociente E/ F . A 

Haz inducido o pullback. A partir de una aplicación continua f : X __, Y y 
un haz vectorial sobre Y podemos construir un haz vectorial con base X conservando 
la estructura de las fibras . Dado un haz vectorial (E ,X,p) el haz inducido por f 
sobre X es la terna (J* (E) , X , 7r1) donde 

f* (E) = { (X' e) E X X E 1 f (X) = p (e)} 

y 7r 1 ( x, e) = x es la proyección canónica en el primer factor. El haz f* (E) es único 
salvo isomorfismos (ver [15]) . La fibra sobre un punto x E X del haz J* (E) es 
trivialmente isomorfa a la correspondiente fibra sobre el punto f (x) del haz E . 
Además, se tiene que el homomorfismo de haces F : J* (E) __,E, F (x, e) = e hace 
al siguiente diagrama conmutativo 

Se puede probar que para haces vectoriales E , F sobre el mismo espacio base 
J* (E EB F ) ~ J* (E)EBJ* (F) y J* (E ® F) ~ J* (E) ® J* (F) por lo que la aplicación 
inducida 

f* : Vect (Y) __, Vect (X) 

[E] f--> [f* (E)] 

viene a ser un homomorfismo de semigrupos (o semianillos). 
El haz inducido tiene las propiedades funtoriales: 

• (J o g )* (E) ~ g* o J* (E). 

• 1 * (E) ~ E donde 1 denota la aplicación identidad. 
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Además, se puede probar (ver [5]) que si f , g : X ---+Y son aplicaciones continuas 
homotópicas y X es un espacio paracompacto, entonces J* (E) ~ g* (E) para cada 
haz E sobre X. Este hecho y las propiedades funtoriales del haz inducido implican 
inmediatamente que si X es paracompacto entonces una equivalencia homotópica 
f: X ---+Y induce una biyección J* : Vect (Y) ---+ Vect (X) (que manda la clase 
del haz trivial y X vn en la clase del haz t rivial X X V" ). Por lo tanto, si X es 
contraíble entonces todo haz sobre X es trivial y Vect (X) ~ N0 (el conjunto de los 
enteros no negativos). 

De lo anterior deducimos que Vect (-) es un funtor contravariante de la categoría 
donde los objetos son los espacios topológicos paracompactos y los modismos son las 
aplicaciones continuas, en la categoría de semigrupos abelianos y homomorfismos 
de semigrupos. 

Construcción de pegado. Otra forma de construir haces vectoriales a partir 
de haces dados es la siguiente (ver [5]) : sea X un espacio compacto, X 1 y X 2 dos 
subespacios cerrados de X no ajenos que cubren a X y sean p1 : E1 ---+ X1 y 
P2 : E2 ---+ X2 dos haces vectoriales de la misma dimensión. Supongamos que sobre 
A := X 1 n X 2 existe un isomorfismo de haces <I> : E 1 JA ---+ E2 IA· Entonces el 
espacio cociente de la unión ajena E 1 LJ E2 mediante la relación de equivalencia que 
identifica e1 E E1JA con <I> (e1) E E2IA, denotado por E1 Uq, E2 , posee naturalmente 
una estructura de haz vectorial con base X. Éste haz es llamado construcción de 
pegado de E 1 y E2 mediante <I>. 

La construcción de pegado tiene las siguientes propiedades. Dados E, E 1, E2 , E;, 
E~ haces vectoriales sobre X y <I>: E 1 IA ---+ E2IA, <I>': E;IA ---+ E~IA isomorfismos 
de haces, entonces: 

• La clase de isomorfismo de E 1 U<1> E2 depende solamente de la clase de homo­
topía del isomorfismo <I>. 

• Si E; := Elxi' i = 1, 2 entonces la identidad define un isomorfismo l A 
E1IA ---+ E¡ IA y E~ E¡ U¡A E2. 

• Si existen isomorfismos o: : E 1 ---+ E; y (3 : E2 ---+ E~ tales que f31A o <I> = 

<I>' o o: IA, entonces E1 U<1> E2 ~ E; Uq,• E~ . 

• (E1 Uq, E2) EB (E; u<!>' E~)~ (E1 E9 E;) u<l>(j)<I>' (E2 EB E~). 

• (E1 Uq, E2) ©(E; U<1>' E~)~ (E1 ©E;) U<1>e <1> ' (E2 ©E~) . 

• (E¡ u<!> E2)* ~ E; Uwi-l E2. • 
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En particular, podemos escribir el haz de Hopf sobre <CIP'1 , H -----+ <CIP'1 , en 
términos de una construcción de pegado de la siguiente manera: identificamos <CIP'1 ~ 
§ 2 ~ <C LJ { oo}, la compactación de <C con el punto al infinito. Definimos como X 1 al 
conjunto de números complejos de módulo ;::: 1 junto con el punto al infinito { oo}; 
definimos X 2 al conjunto de complejos de módulo ::::; l. Luego, A = X 1 n X2 son los 
complejos de módulo l. Sean E1 := X 1 x <C y E2 := X2 x <C, entonces para cada 
n E íZ tenemos isomorfismos 

i[>n : E1 IA -----+ 

(x,z) f---t 

El haz ele Hopf se puede escribir como H = E1 U<f>_ 1 E2 . Además, si Hn = E1 U<f> _n E2 

podemos probar (ver [15]) que H-n es el dual de Hn. 

Contracción. Sea X un espacio compacto y p : E -----+ X un haz vectorial, el 
cual es trivial sobre el subespacio cerrado Y e X, Y =f. 0. Entonces mediante tal 
trivialización podemos contraer las fibras ele E sobre Y a una única fibra sobre el 
punto Y/ Y en X/ Y, ele modo que a partir ele un haz sobre X obtenemos un haz 
sobre el cociente X / Y (ver [12]) . Sea a: Ely -----+Y x V la trivialización de E sobre 
Y, 7r2 : Y x V -----+ V la proyección en el segundo factor, y definamos la relación de 
equivalencia sobre E como e ,...., e' si y sólo si e, e' E Ely y (7r2 o a) (e)= (7r2 o a) (e') 
ó e, e' rJ. Elv y e= e'. Denotamos por E/a al espacio cociente ele E mediante esta 
relación de equivalencia. Entonces E/a es un haz vectorial sobre X/Y de la misma 
dimensión que E. 

Además, si E , E 1, E 2 son haces vectoriales sobre X con trivializaciones a, a 1 , a 2 

sobre Y respectivamente: 

• Las clases ele isomorfismo de E/ a dependen sólo de la clase de homotopía ele 
O'.. 

• Si q : X -----+ X / Y es la proyección sobre el cociente entonces q* (E/ a) ~ E. 

• (E¡/a1) EB (E2/a2) ~ (E1 EB E2) / (a1 EB az). 

• (E¡/a¡) 0 (E2/a2) ~ (E1 0 E2) / (a1 0 a2). A 

2.2. K -Teoría y Periodicidad de Bott 

El propósito de esta sección es presentar la definición de la K-Teoría de un 
espacio topológico. En general, podemos definir J<-Teoría de espacios localmente 
compactos, pero para nuestros propósitos será suficiente estudiar la K-Teoría de 
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espacios topológicos compactos. Además, hemos estado estudiando tanto haces vec­
toriales reales como complejos, pero en adelante consideraremos sólo haces vecto­
riales complejos (a menos que se especifique lo contrario) por lo que denotaremos 
Vectc (X) simplemente como Vect (X). 

Debido a la teoría desarrollada en la sección anterior sabemos que la fami lia 
de clases de isomorfismos de haces vectoriales complejos sobre un espacio base fijo 
X, que denotamos por Vect (X), es un semigrupo respecto a la suma inducida por 
la suma de Whitney (éste no es un grupo porque en general no existen elementos 
inversos). Sin embargo, podemos extender esta familia para hacer de ella un grupo. 
La K-Teoría de un espacio topológico X consiste en la completación del semigrupo 
(Vect (X) , EB) a un grupo abeliano ]{(X). Dicha completación es conocida como la 
construcción de Grothendieck. 

En general, la construcción de Grothendieck asigna un grupo a un semigrupo 
dado, con cierta propiedad universal, como presentamos a continuación. 

Si A es cualquier semigrupo abeliano, podemos asociarle un grupo abeliano 
f{ (A) único salvo isomorfismos, y un homomorfismo de semigrupos a: A --7 f{ (A) 
con la siguiente propiedad universal: si Ges cualquier grupo abeliano y r : A --7 G 
un homomorfismo de sernigrupos, entonces existe un único homomorfismo de grupos 
v : f{ (A) --7 G tal que el siguiente diagrama de semigrupos 

A ª K(A) 

~V 
G 

es conmutativo. La pareja (K (A), a) es llamada la construcción de Grothendieck 
asociada al semigrupo A. Si A es también un semianillo entonces ]{(A) será un 
anillo conmutativo. 

f{ (A) se define agregando los inversos de los elementos ele A como sigue: con­
sideremos Ax A y definimos la relación de equivalencia ( a1, b1 ) '°'"' ( a2 , b2 ) si y sólo si 
existe e E A tal que a1 +b2 +e= a2 + b1 +c. Entonces ]{ (A) =Ax A/'°'"' y si [(a, b)] 
denota la clase de equivalencia de (a, b) entonces la suma en ]{(A) se define como 
[(a, b)] + [(e, d)] := [(a+ e, b + d)], así el negativo de [(a, b)] es [(b, a)], y como A 
es abeliano, f{ (A) es también abeliano. Además si A es un semianillo, el producto 
en f{ (A) se define como [(a, b)] · [(e, d)] := [(ac + bd, ad+ be)]. El homomorfismo 
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de semigrupos a : A ___, J( (A) se define como a : a r--; [(a, O)]. Generalmente 
escribimos [a] - [b] para referirnos a la clase [(a, b)]. 

Existe una construcción alternativa ele K (A), a saber, si F (A) es el grupo 
abeliano libre generado por A y sea a: A ___, F (A) la inyección canónica. Tomamos 
H (A) como el subgrupo ele F (A) generado por los elementos ele la forma a (a+ b)­
a (a) - a(b) para cada a,b E A (donde+ representa la suma en A) . Entonces 
K (A) ~ F (A)/ H (A) y a : A ___, K (A) es el homomorfismo ele semigrupos dado 
por la composición 

A~ F(A) ~ F(A) / H (A) 

donde /J es la proyección sobre el cociente. Abusando de notación, para cualquier 
a E A denotamos a su imagen a (a) E K (A) simplemente como a. 

En particular, la construcción ele Grothendieck aplicada a (Vect (X) , EB) da paso 
a la siguiente definición . 

Definición 2.3 Sea X un espacio topológico compacto. El grupo de Grothendieck 
asociado a Vect (X) es denotado por K (X) y llamado K -Teoría de X 

K (X):= K (Vect (X)) . 

Como además (Vect (X) , EB, 0 ) es un semianillo, entonces K (X) posee estruc­
tura de anillo conmutativo. El elemento 1 en K (X) está representado por el haz 
trivial X X e ___, X y el elemento o está representado por el haz lx : X ___, X 
cuya fibra es { *} ~{O}. 

Abusando de notación E denotará a la clase ele isomorfismo en Vect (X) del haz 
E, y [E] denotará la imagen ele esta clase en K (X) . Así, de la primera construcción 
de K se tiene que tocio elemento ele K (X) se puede escribir como una diferencia 
formal [E] - [F], donde E y F son elementos de Vect (X). 

Se puede probar (ver [5],[4]) que dado un haz vectorial sobre un espacio com­
pacto, siempre existe otro tal que su suma es trivial, por lo tanto sea G tal que 
F EB G = En, entonces 

[E] - [F] =[E]+ [GJ - ([FJ + [G]) = [E EB G] - [en] 

así, todo elemento de K (X) es ele la forma [H] - [en]. 
Supongamos ahora que E, F son tales que [E] = [F] entonces nuevamente de la 

primera construcción ele K se sigue que existe un haz G tal que E EB G ~ F EB G. 
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Sea G' un haz tal que G EB G' = e" . Entonces E EB G EB G' ~ F EB G EB G' , así que 
E EB én ~ F EB én. Por lo tanto 

[E] = [F] si y sólo si E EB en~ F EB En E Vect (X) para algún n. 

De este modo vemos que la aplicación canónica Vect (X ) ---> I< (X ) no es una 
inyección. 

Una aplicación continua f : X ---> Y induce un homomorfismo de semianillos 
J* : Vect (Y) ___, Vect (X) que asocia a la clase de un haz E la clase del haz in­
ducido f* (E ). Mediante la propiedad universal de la construcción de Grothendieck, 
podemos obtener un homomorfismo inducido a nivel de I<-Teoría 

f* : I< (Y) ---> I< (X) 

[E] - [F] f--) [f* E] - [f* FJ 

que hace conmutar el siguiente diagrama 

Vect (X ) ax I< (X) 

De las propiedades del haz inducido podemos deducir que estos homomorfismos 
inducidos en K -Teorfa tienen las propiedades funtoriales: 

• u o g )* = g* o J* . 

• l x = lK(X) · 

Además, aplicaciones homotópicas f -:::= g : X ---> Y inducen el mismo homomorfis­
mo, esto es, f* = g* : f{ (Y) ---> I< (X). Por lo tanto, f* es un isomorfismo cuando 
f : X ---> Y es una equivalencia homotópica. En particular t enemos que si X y Y 
son homeomorfos entonces tenemos un isomorfismo f{ (X) ~ f{ (Y). 

Concluimos que f{ ( - ) es un funtor contravariante de la categoría de espacios 
topológicos compactos y aplicaciones continuas, en la categoría de anillos y homo­
morfismos de anillos. 
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Ejemplo 2.4 Consideremos X = {x0 } el espacio consistente en un punto. Cada 
haz sobre un punto es trivial y está caracterizado por su dimensión, entonces la 
famil'ia de todos los haces sobre un punto es isomorfa al semianillo de enteros no 
negativos, Vect (X) = N0 y por lo tanto f{ (X) es isomorfa al anillo de los enteros 

I< (X)~ Z 

a la diferencia [E] - [F] le corresponde al número dim E - dim F E Z. Así, de las 
propiedades funtoriales de f{ se sigue que éste también es el grupo de f{ - Teoría de 
cualquier espacio contraíble. ~ 

Aún para espacios simples (como por ejemplo la esfera n-dimensional) puede 
resultar difícil calcular su grupo de K-Teoría. Sin embargo, como veremos más 
adelante, el Teorema ele Periodicidad de Bott puede ser de gran ayuda en este 
aspecto. 

Sabemos que los elementos de f{ (X) se pueden escribir como diferencias formales 
ele clases de isomorfismos de haces vectoriales sobre X. Definiremos a continuación 
la K-Teoría reducida de un espacio topológico, cuyos elementos tienen la forma de 
diferencias ele clases de haces de la misma dimensión. 

Antes de continuar, fijaremos cierta notación: 
e ; la categoría de espacios topológicos compactos y aplicaciones continuas. 
e+ : la categoría de espacios compactos con punto básico y aplicaciones continuas 

que respetan el punto básico. 
C2 

; la categoría de parejas de espacios compactos y aplicaciones continuas de 
parejas. 

A los objetos (X, Y) E C2 los asociarnos con el espacio X/Y con punto básico 
canónico Y/Y, esto es, un objeto de e+. En el caso donde Y = 0, entenderemos 
X / Y como la unión ajena de X con un punto, el cual viene a ser su punto básico. 
En adelante denotaremos a este objeto de e+ por x+. 

Sea X E e+ con punto básico Xo. La inclusión i ; Xo <---? X induce un homomor­
fismo de anillos 

i* : I< (X) --+ I< (xo) ~ Z 

[E] - [F] f-t dim E - dim F 

que a cada haz vectorial sobre X le asocia la dimensión del haz sobre la componente 
que contenga al punto básico x0 . 
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Definición 2.5 El núcleo del homomorfismo i' es llamado J< -Teoría reducida del 
espacio X E e+ y se denota por K (X), esto es, 

K (X) := ker (i* : K (X) --> K (x0 )). 

K (X) es un ideal de K (X) y por lo tanto un anillo sin unidad. Los elementos 
de K (X) están representados por diferencias [E] - [F] para los cuales dim E = 

dim F. Aún mas, los elementos de K (X) se pueden escribir como [E] - €n donde 
n = dim (Ex0 ). 

Existe otra forma de representar a los elementos de K (X). Decimos que dos 
haces E y F sobre X son establemente equivalentes si existen n y m tales que E EB 
€n ~ FEB€m. La relación "ser establemente equivalentes.es claramente una relación de 
equivalencia sobre Vect (X). Si denotamos por S (X) al conjunto de clases estables 
de haces sobre X , entonces S (X) tiene estructura de semigrupo abeliano donde, si 
{E} denota la clase estable del haz E , entonces definimos {E} + { F} := {E EB F} 
y el cero es la clase de cualquier haz trivial sobre X. Se puede probar (ver [4]) que 
K (X)~ s (X). 

Notemos que si X tiene punto básico x0 , y e : X --> { x0 } es la aplicación 
constante entonces coi = 1 y entonces de las propiedades funtoriales de I<, i*oc* = 1, 
por lo tanto i induce un homomorfismo suprayectivo y se sigue que la sucesión exacta 
corta 

O --> K (X) --> K (X) _.::_. K ( { x0 }) -->O 

se escinde. Por lo tanto 

I<(X) ~ K(X) EBI<({x0 }) ~ K(X) EBZ. 

En particular cuando X = { x0 } concluimos que K (X) es trivial. 

Si X, Y E e+ y f : X --> Y es una aplicación cont inua que respeta el punto 
básico y si consideramos f* : J( (Y) --> J( (X) entonces la imagen de K (Y) está 
contenida en K (X), de modo que tenemos homomorfismos inducidos 

r: R(Y) __. R(x) 

que siguen teniendo las propiedades funtoriales. Concluimos que K ( - ) es un funtor 
contravariante de la categoría e+ a la categoría de grupos abelianos y homomorfis­
mos de grupos. 

Existe también una versión relativa de I<-Teoría para parejas en C2 . 
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Definición 2.6 Sea (X, Y ) E C2
. Definimos la I<-Teoría relativa de la pareja 

(X, Y) como el anillo 
]((X, Y) := K (X/Y) . 

En particular se tiene que K (X , { :r0 }) = K (X) y]( (X , 0) ~]((X). Además, 
como K (-)es un funtor , se sigue que ]{(-,-) también es un funtor contravariante 
de la categoría C2 a la categoría de grupos abelianos. 

Tenemos definida hasta ahora la K -Teoría para espacios topológicos compactos, 
espacios con punto básico y parejas topológicas. Sin embargo, también existe la 
noción de K-Teoría de grado superior. 

Dado un espacio topológico X se define la suspensión de X como EX := X x 
I /( X x {O} U X x { 1} ), esto es, el espacio cociente que resulta de X x I, I = [O, l] , 
mediante la relación de equivalencia que identifica a X x {O} en un punto y a X x { 1} 
en otro punto. Equivalentemente este espacio se obtiene como la unión de los dos 
conos c+x =X X [0,1] / X X {l} y c-x =X X [-1 , 0] / X X {-1} identificados 
mediante las bases.Si X es un espacio con punto básico x 0 se define la suspensión 
reducida de X como SX := X x I /(X x {O} U X x {l} U {x0 } x I), esto es, la 
suspensión de X donde se identifica a un punto el segmento { x0 } x I . En este caso, 
SX es un espacio con punto básico {x0 } x I y tiene el mismo tipo de homotopía 
que EX . Para cada entero positivo n, la n-ésima suspensión del espacio X es 
snx :=s ... sx (n veces). 

Definición 2. 7 El n-ésimo grupo de [{- Teoría reducida del espacio topológico 
X E e+ se define como 

j(-n (X)= { ij (SnX ) 
K (X) 

sin EN 
sin= O 

El n -ésimo grupo de J( -Teoría relativa de la pareja (X, Y) E C2 es 

J(-n (X Y) ·= { ¡{-n (X/Y)= K (Sn (X/Y) ) sin EN 
' · ]{(X, Y) si n =O 

El n -ésimo grupo de J( -Teoría de X E C 

sin EN 
sin= O 
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Se tiene que ¡{-n ( - ) , K - n (-, - ) , K - " (-) son funtores contravariantes. En 

particular K (X)= Kº (X) , K (X, Y)= Kº (X, Y) , K (X)= Kº (X). 
Notemos que K -n fue definido sólo paran E N0 . Más adelante presentamos un 

resultado que nos permitirá extender la definición de K -" para todo entero n. 

Analizaremos ahora algunas "propiedades cohomológicas" de las definiciones que 
tenemos de esta sección (ver [5], [15]). Dada (X, Y) una pareja en C2

, la sucesión 

Y ___:_.. X --3_, X / Y donde i es la inclusión y q es la proyección sobre el cociente, 
induce una sucesión exacta asociada a la pareja (X, Y) 

K (X/Y) ____'{____. K (X) ~ K (Y). (2.1) 

En efecto, como la composición Y ~X --3_, X/Y es constante, i* o q* =O por 
lo que Im q* ~ Ker i*. Por otro lado, sea ~ E Ker i*, entonces podemos representar 
a~ en la forma [E] - i:". Luego~ E Keri* si y sólo si [i*E] - i:" =O. Se sigue que 
[Ely] = i:", lo cual implica que existe un entero positivo m tal que (E EB1:111 )jy es 
trivial, (E EB 1:111 ) iy = i:" EB 1:111

, esto es tenemos una trivialización a de (E EB Em) ly· 
Esto define entonces un haz (E EB 1:111

) /a sobre X / Y, y así tenemos un elemento 

Entonces 

por lo que Ker i* ~ lm q*. Así, de estas dos inclusiones concluimos que Ker i* 
Im q*, esto es, (2.1) es una sucesión exacta. 

Luego, como K (X, Y)= K (X/A) y la inclusión A'---> X induce homomorfismos 
K (X) ___, K (A) y K (X) ___, K (A) con el mismo núcleo, la siguiente sucesión 
también es exacta 

K (X, Y) ____'{____. K (X) ~ K (Y). 

Podemos extender (2.1) por la izquierda para obtener una sucesión exacta larga 
ele grupos reducidos ele K-Teoría, asociada a la pareja (X, Y) 

· · . j( -n- l (Y)L K -n (X, Y)_!'_, j(-n (X)--S j(-n (Y)~·· . ___. j(O (X)--S Kº (Y). 

Para hacer esto, notemos que es suficiente probar que para (X, Y) E C2 tal que 
Y E e+ , existe óº: f<- 1 (Y) ___, Kº (X, Y) y una sucesión exacta 

j(- 1 (X) ____!_'.____. j(- 1 (Y) L Kº (X, Y) ____'{____. Kº (X) ~ Kº (Y) (2.2) 
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pues, ele las propiedades de la suspensión resulta que 

j(-n-l (Y)= K (S (SnY)) = j(-l (SnY) y Kº (Snx, snY) = j(-n (X, Y), 

entonces definimos el homomorfismo o,, asociado a la pareja (X, Y), Ón : j(-n-I (Y) -----> 

J<-" (X, Y), como óº ele la pareja (S"X, S"Y). Reemplazando (X, Y) por (Sn X, SnY) 
para i = 1, 2, ... obtendremos una sucesión larga infinita por la izquierda. 

Luego, si (X, Y) E C2 y consideramos la sucesión exacta larga de la pareja 
(X+, y+) obtenemos una sucesión exacta larga de grupos de K-Teoría 

... J(-n- l (Y)L J(-n (X, Y)~ J(-n (X)--.!..".. J(-n (Y)~ . . -~ K º (X)--.!..".. Kº (Y). 

Para ver que en efecto la sucesión (2.2) es exacta, veamos primeramente como se 
define el homomorfismo óº. Sea CY el cono de Y , cuya base Y x {O} identificamos 
con Y. Entonces, en particular para la pareja (X U CY, X) la sucesión exacta (2.1) 
viene a ser 

Kº (X u CY, X) _'{_____, K (X u CY) ~ K (X). (2.3) 

Por otro lacio, se puede probar (ver [5]) que si Y e X es un subespacio con­
traíble entonces la proyección sobre el cociente induce una biyección Vect (X/Y) -----> 

Vect (X). Por lo tanto, como CY es un subespacio contraíble de X U CY se tiene 
un isomorfismo Kº (X U CY, CY) ~ Kº (X U CY). Además, como (X U CY) /CY 
es homeomorfo a X / Y tenemos 

Kº (X, Y)= Kº (X/Y) __:'.__, Kº ((X u CY) /CY) __:'.__, Kº (X u CY). (2.4) 

Luego, del homeomorfismo entre (X U CY) /X y CY/ (Y x {O} ) = 2:Y se sigue 

K:- 1 (Y) = Kº (SY) __:'.__, Kº (2:Y) __:'.__, Kº ((X u CY) /X) = Kº (X u CY, X). 
(2.5) 

Así de (2.3),(2.4) y (2.5) definimos <50 como el homomorfismo que hace conmutar el 
siguiente diagrama 

Kº (X U CY, X) Kº (X u CY) --.!..:___. K(X) 

1~ 1~ 
j(-1 (Y) Kº (X/Y) 

Notemos que q* : Kº (X/Y) -----> K (X) coincide con la composición Kº (X/Y) __:'.__, 

J{ 0 (X U CY) -S K (X) de modo que obtenemos la sucesión exacta 

j{- 1 (Y) ~ Kº (X/Y) ~ K (X) 
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de donde se sigue la exactitud de la parte media de (2.2). AdemR.s de (2.1) se tiene 
la exactitud de los últimos tres términos de (2.2), por lo que nos falta verificar 
solamente la exactitud de los primeros tres términos de (2.2). 

Para poder distinguir los conos que definen la suspensión L:X denotemos por 
C1X = (X x [O , l]) /X x {l} y por C2X = (X x [-1, O])/ X x {-1}, donde ide11ti­
ficamos a X con X x {O}. Para ver que los primeros tres términos de (2.2) 

Kº (X, Y) __![___, Kº (X) ~ Kº (Y) 

son en efecto una sucesión exacta, mostraremos que esta sucesión resulta ser isomorfa 
a la sucesión exacta asociada a la pareja (C1Y U C2X , X U C1Y). 

Consideremos la sucesión exacta (2.1) aplicada a (C1Y U C2X, X U C1Y) 

Entonces de los homeomorfismos C 1 YUC2X / XUC1Y ~ C2X/X, C1YUC2X/C2X ~ 
C1 Y/ Y y X U C1 Y/ C1 Y ~ X / Y se tiene el siguiente diagrama 

K (C1Y u C2X, X u C1 Y) _:r____. K (C1Y UC2X) ~ K (X u C1Y) 

1~ 1~ 1~ 
K (C2X/ X) K (C1Y/Y) K(X/Y) 

11 11 11 

j(-1 (X) j(-1 (Y) 
.¡1 

Kº (X, Y) 

Sea a : f<- 1 (X) __, 1(- 1 (Y) que hace conmutar el diagrama anterior, probaremos 
que a es igual a -i'. Entonces como el primer renglón es exacto, resultará que 

j( - 1 (X) ~ j( - 1 (Y) L Kº (X, Y) 

es una sucesión exacta. 
Como § 1 se puede obtener mediante el cociente del intervalo I identificando el 

O y el 1, esto .es § 1 ~ J / éJI, la aplicación J __, J tal que t t----; 1 - t induce una 
aplicación 

T: §1 __, §1. 

Luego, T x 1 : § 1 x X __, § 1 x X determina dos aplicaciones continuas de L:X y 
SX en sí mismas, que denotamos por T /\ l. Se puede probar (ver [5], [15]) que el 

homomorfismo (T /\ l)* : K (L:Y) __, K (L:Y) es igual a menos la identidad. 
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Consideremos el siguiente diagrama de aplicaciones continuas 

C1Y U C2X 
2 

C 1Y/Y 
3 

S1Y 

~ Á 
1 C1YUC2Y T /\ 1 

y 
4 "'Z 5 

C2X/X C2Y/Y S1Y 

Las aplicaciones 1, 2, 3, 5, 7 corresponden a las proyecciones canónicas; 4 es la 
inyección canónica. La aplicación 6 asocia a la clase de (y, t) la de (y, -t); la apli­
cación 8 asocia a la clase de (y, t) la de (y, -t) si tes positivo, o el punto básico si t 
es negativo. Fiualmente la aplicación 9 es la composición de 8 y 4. Entonces 2, 3, 5, 7 
y 8 inducen iso!..norfismos en K-Teoría. El diagrama resulta ser conmutativo. 

Aplicando K a es te diagrama, resulta que la composición de 1, 2 y 3 es igual a 
a:, y la composición de 4 y 5 es igual a i*. Por lo tanto, como (T /\ 1 )*y = -y se 
sigue que a: = -i* . Entonces 

j( - 1 (X) ____;_:___, R- 1 (Y) ~ Kº (X, Y) 

es exacta, y también (2.2) lo es. 

En particular, si (X, Y) E C2 tal que Y es un retracto de X, considerando la 
sucesión exacta larga asociada a (X, Y) resulta que para todo n 2". O, 

es una sucesión exacta corta que se escinde, y por lo tanto 

K - n (X)~ K - n (X, Y) EB K-n (Y) 

y si consideramos a X y Y con el mismo punto básico 

j( - n (X)~ K-n (X, Y) EB j(-n (Y). 

Volviendo a lo que señalábamos anteriormente, K-n fue definido sólo para n E 
N0 , sin embargo, el teorema que a continuación presentaremos nos permite extender 
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la definición de K (X) a una familia de grupos abelianos Kn, n E Z. Este resultado 
es el teorema fundamental de la K-Teoría y de hecho nos asegura que dicha familia 
de grupos es periódica en n de periodo 2, de aquí la justificación de que el teorema 
recibe el nombre de 11 periodicidad 11 (ver [5]) . 

La demostración original de este teorema (dada por Raoul Bott) hace uso de 
teoría de Morse. Posteriormente Atiyah y Bott presentaron otra prueba que resultó 
del estudio de haces sobre el espacio producto X x § 2

. Luego Atiyah propone otra 
demostración usando el índice de una familia de operadores diferenciales elípticos. 
Entre las demostraciones más recientes se encuentran: la ele Kono y Tokunaga, ha­
ciendo uso ele cohomología y clases ele Chern; Giffen y Harris usando espacios clasifi­
cantes ele categorías definidas vía espacios simpliciales; Bryan, Sanders, Tian usando 
espacios de móduli; y Aguilar, Prieto usando casifibraciones. Aún cuando existen 
diferentes demostraciones de este resultado, suelen ser complicadas, ele modo que 
nos centraremos en hacer uso de dicho resultado sin presentar alguna demostración 
(para una demostración ver [5], [3]). 

Se puede probar (ver [5], [12]) que si Hes el haz ele líneas canónico sobre ClP'1 ~ 

§ 2
, entonces H genera al grupo multiplicativo Vect1 (§2 ) ele haces ele líneas sobre § 2 . 

En particular el elemento b2 := [H] - [1] E K (§2
) = K - 2 ( *) es llamado generador 

de Bott. 

Teorema 2.8 (Periodicidad de Bott) Sea X un espacio compacto y Hausdorff. 
Entonces existe un isomorfismo 

f3 : K (X) __, K- 2 (X) 

m ediante la multiplicación por el generador de Bott b2 . 

Como K (S2 X)= i(-2 (X), se sigue que 

!Cn (X)~ K-n- 2 (X), paran E No. 

Esta propiedad de periodicidad permite extender la notación Kn (X) para cualquier 
entero n. Además, este resultado permite demostrar que K-Teoría es una teoría de 
cohomología generalizada, es decir, que satisface los axiomas de Eilenberg-Steenrod 
excepto el axioma de la dimensión. En efecto, definiendo para cada n E N 

Kn (X):= { Kº (X) s~ n = Omocl2 
K- 1 (X) s1 n = lmocl2 

se tiene que Kn ( - ) resulta ser un Juntar contravariante de la categoría donde los 
objetos son las parejas ele espacios paracompactos y subespacios cerrados y los 
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modismos son las aplicaciones continuas, en la categoría de grupos abelianos y 
homomorfismos de grupos. Además, tenemos definidas transformaciones naturales 
de funtores ó : gn (A) ----? gn+l (X, A) donde estos funtores y transformaciones 
naturales satisfacen (ver [ 4]): 

• Funtorialidad. Para aplicaciones entre parejas g (X, A) --+ (Y, B) y f 
(Y, B) ____, (Z, C) 

(Jo g)* = g* o f*: gn (Z, C) ____, gn (X, A) 

y si l (x,A) : (X, A) --+ (X, A) es la identidad entonces 

donde lHn(X,A) es la identidad de grupos. 

• Homotopía. Si f '.:::'. g : (X , A) --+ (Y, B) como aplicaciones de parejas entonces 

f* = g* : gn (Y, B) ----? J(n (X, A) 

para todo n E N. 

• Escisión. Dada una pareja (X , A) y un subespacio U C X tal que la ce­
rradura de U está contenida en el interior de A, entonces la inclusión k : 
(X - U, A - U) '-----> (X, A) induce un isomorfismo 

k* : J(n (X, A) ----? gn (X - u, A - U) 

para todo n E N. 

• Exactitud. Para toda pareja de espacios (X, A) existe una sucesión exacta 
larga natural 

•.• ----? gn (A)-L g n+ I (X, A)L J(n+ l (X)-S gn+l (A) ----? ... 

donde i : A '-----> X es la inclusión y q : X --+ X/ A la proyección sobre el 
cociente. 

Notemos que la K-Teoría satisface los axiomas de Eilenberg-Steenrod (ver 1.2) ex­
cepto el axioma de dimensión. En este caso decimos que la I<-Teoría es una teoría 
de cohomología generalizada. 
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Si consideremos 7T 1 : X x Y ---l X, ?T2 : X x Y ---l Y las proyecciones canónicas 
entonces se define el producto externo en K-Teoría como el homomorfismo de 
anillos 

µ : J( (X) ® J( (Y) ---l K (X x Y) 

[E] ® [F] 1--------t [7ri E] ® [7r;F] . 

Tomando Y= § 2 se puede probar (ver [5]) que el producto externo 

µ: I<(X) ® K (§2
) ---l K (X X § 2

) 

[E] ® [F] 1--------t [7riE] ® [7r;F] 

es un isomorfismo. De hecho, el Teorema de Periodicidad de Bott es equivalente a 
afirmar que en este caso µ es un isomorfismo. 

Ejemplo 2.9 El generador de Bott b2 = H - 1 genera a K (§2 ). Entonces el pro­
ducto externo den copias de b2 que denotamos como b2n := b2 X··· x b2, corresponde 
al generador de K (§2n) , (ver (1 2}). Luego, 

sin es par 
sin es impar 

y 
sin es par 
sin es impar •• 

Si en vez de considerar haces vectoriales complejos consideramos haces vectoria­
les reales sobre un espacio topológico X, obtenemos una K-Teoría real usualmente 
denotada por KO (X). Existe también un teorema de periodicidad el cual nos dice 
que la familia KOn (X) es periódica de periodo 8. Sin embargo, nosotros considera­
remos solamente el caso complejo. 

2.3. El Invariante de Hopf en K-Teoría 

Sea f: § 2n-I ---l §n, n 2 2, una aplicación dada y 

C¡ = §n U¡ C§2n- l = §n U¡ ]]))2n 

el cono de f. 
En este caso, el cociente C¡/§n es precisamente § 2n, y la sucesión exacta (2.1) 

de la pareja (C¡ , §n) inducida por §n ~ C¡ __'!__., § 2
n donde i es la inclusión y q es 

la proyección sobre el cociente es 
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Sea a la imagen bajo q* del generador b211 , esto es, a= q* (b211 ); sea /3 E K (C¡) tal 
que i* (/3) = b11 cuando n es par (tal elemento siempre existe porque i * es suprayec­
tivo) y sea /3 = O paran impar. Notemos que i* (/32

) = i* (/3)2 = O puesto que todos 

los cuadrados en K (§") son cero, por lo tanto /32 E ker i* = Im q* , de modo que 
existe un elemento en K (§2

") tal que bajo q* es /32
. Pero todo clemmto en K (§211

) 

es un múltiplo de b211 , así que existe h (!) E Z tal que 

132 = h (!) . a. 

Definición 2.10 El Invariante de Hopf de la aplicación f : § 211
-

1 
___, § 211 se 

define como el entero h (!) tal que 

132 = h(J). a. 

Podemos ver que la definición anterior tiene sentido, pues h (!) no depende ele 

la elección de f3. En efecto, si ~ es otro elemento en K ( C ¡) tal que i* (~) = b11 

entonces ~ = /3 + ma, para algún m E Z. Pero a 2 = O y a/3 = O, de modo que 
2 2 -2 /3 = (/3 + ma) = /3 . Por lo tanto h (!) está bien definido. 

El Invariante ele Hopf h (!) depende sólo de la clase de hornotopía de f (pues 
C¡ depende sólo de la clase ele hornotopía de!) . Por lo tanto, podernos definir 

(2.6) 

el cual, resulta ser un homomorfismo de grupos (ver [12]). 

Dada una aplicación continua</> : § 11
-

1 x § 11
-

1 ___, § 11
-

1 , n > 1, y e E § 11
-

1 , se 
tienen aplicaciones <J> 1 : § 11

-
1 ___, § 11

-
1 y <J>2 : § 11

-
1 ___, § 11

-
1 tales que 

</>1 : x t--? </> (x, e) y r/>2 : x ...-. </>(e, x) 

se define el bigrado de f como la pareja ( deg ( r/> 1) , deg ( </>2 )) donde cleg denota al 
grado ele la aplicación. Se puede que el Invariante ele Hopf tiene las siguientes 
propiedades (ver [12]): 

• Si g : § 211
-

1 
---; § 211

-
1

, entonces h (Jo g) = deg (g) · h (!). 

• Si e:§" ___, §" tiene grado d, entonces h (e o J) = [deg (e)] 2 
· h (!). 

• Si if> : § 11
-

1 x § 11
-

1 ___, § 11
-

1 entonces el Invariante de Hopf de la construcción 
de Hopf de</> (ver 3.4) es h (H<1> ) = cleg (r/>1 ) · deg (</>2 ). 
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Notemos que cuando n es impar se tiene que f3 = O. Por lo tanto, para todo f 
se tiene que 

h (f) = O si n es impar. 

Por otro lado, para n par existen aplicaciones con Invariante de Hopf igual a 
¡cualquier número par!. En efecto (ver [12]) para x E §n- I sea Tx : ffi.n ~ ffi.n 
la reflexión a través de la línea ffi.x. Entonces para n par, si definimos T : §n-I x 
§n- l ~ §n-l como T (x, y) = Tx (y) entonces T tiene bigrado (2, -1), de modo 
que de las propiedades mencionadas anteriormente, el Invariante de Hopf de H¡ 
es -2. Entonces del homomorfismo (2.6) se sigue que tenemos una aplicación cuyo 
Invariante de Hopf es cualquier número par. 

Podemos dar ejemplos de aplicaciones con Invariante de Hopf uno en los casos 
n = 2, 4 y 8 y en efecto mediante (2 .6) con Invariante de Hopf igual a cualquier 
entero. 

La multiplicación dada por los números complejos, los cuaterniones y los octo­
nianos nos permiten ver a ffi.2

, ffi.4 y ffi.8 como álgebras de división. De aquí, podemos 
dar a § 1, § 3 y § 7 una estructura ele H-espacio con multiplicación </> : (x , y) i----; 

xy / llxyll , la cual está bien definida porque en un álgebra ele división no hay divisores 
de cero. Entonces la construcción de Hopf de </>, Hq, , tiene Invariante de Hopf ±1 
como probamos en (3.4) . 

El problema de la no existencia de elementos con Invariante de Hopf uno fué 
demostrado por Adams-Atiyah ([2]) usando K-Teoría, pero fue probado primera­
mente por Adams ([1]) usando operaciones secundarias en cohomología ordinaria. 
En este capítulo vimos que los haces tangentes de las esferas § 1, § 3 y § 7 son tri­
viales, pues en particular la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno 
está relacionada con el hecho de que éstas son las únicas esferas con esta propiedad. 

Tenemos dos definiciones del Invariante de Hopf una en términos cohomológicos y 
otra con K-Teoría. En el siguiente capítulo probaremos que ambas son equivalentes. 



Capítulo 3 

El Invariante de Hopf 

Durante este capítulo pretendemos plantear y demostrar el resultado principal 
de este trabajo, a saber, el Teorema de Adams sobre la no existencia de ele­
mentos de Invariante de Hopf uno. El enfoque que tomaremos para demostrarlo 
es haciendo uso de herramientas ele la K-Teorfa. Aunque el Invariante ele Hopf se 
define en términos ele la estructura ele anillo en K-Teoría, para demostrar el Teore­
ma de Aclams necesitaremos ele cierta estructura adicional, que son las operaciones 
ele Aclams. 

Empezaremos el capítulo probando que en efecto la definición del Invariante de 
Hopf en cohomología (del primer capítulo) y la del Invariante de Hopf en K -Teoría 
(del segundo capítulo) son equivalentes. Para esto, estudiaremos en la primera sec­
ción el carácter de Chern, el cual nos da la conexión entre K-Teoría y cohomología 
que necesitaremos durante la segunda sección para demostrar tal equivalencia. En 
la tercera sección se presentan las operaciones de Adarns en K-Teoría, y se demues­
tra el Teorema de Adams. Luego, durante la tercera sección presentaremos, como 
una aplicación ele toda la teoría desarrollada, ciertos problemas cuya solución se 
reduce al problema de "la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno". 
Finalizaremos este trabajo presentando una interpretación geométrica del Invarian­
te de Hopf, que de hecho fué en estos términos como se definió originalmente el 
Invariante de Hopf. 

3.1. Carácter de Chern 

El objetivo de esta sección es exhibir un homomorfismo llamado carácter de 
Chern, el cual nos da una correspondencia directa entre los anillos de cohomología 
y K-Teoría. Presentaremos primeramente algunos hechos que nos ayudarán a encon­
trar tal conexión. Esta presentación la hacemos sin entrar en demasiados detalles, 

55 
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pero recalcamos que estos son hechos de gran interés independiente dentro de la 
K-Teoría. Finalmente enunciaremos algunas propiedades del carácter de Chern que 
serán relevantes durante la siguiente sección. En adelante trabajaremos sólo con 
espacios compactos, al menos que se especifique lo contrario. 

Existe un resultado (ver [13]) que nos permite deducir fórmulas explícitas para 
haces en general a partir de fórmulas para una suma de haces de líneas. Éste es 
llamado principio de descomposición, y nos dice que para un haz vectorial E ---> X 
dado, existe un espacio compacto F (E) y una aplicación p : F (E) ---> X tal 
que el pullback p* (E) es una suma de haces de líneas sobre F (E), además p* 

H* (X; Z)---> H* (F (E); Z) y p*: K (X)---> K (F (E)) son monomorfismos. 

Por otro lado, una clase característica e es una aplicación natural que le asigna 
a cada haz vectorial n-dimensional E ---> X, una clase de cohomología e (E) E 

Hk (X), con n y k fijos. En particular para haces vectoriales complejos, si n > 1, 
existe una única sucesión de funciones ci, c2, ... que asigna a cada haz E ---> X 
una clase e; (E) E H 2

i (X; Z), que dependen solamente del tipo de isomorfismo 
ele E, llamadas clases de Chern (de hecho todas las clases características con 
coeficientes enteros para haces vectoriales complejos, son polinomios en las clases 
ele Chern). Éstas satisfacen y están unívocamente caracterizadas por los siguientes 
axiomas (ver [14]): 

(a) c-0 = 1 y e; = O si i > dim E . 
(b) e ( E 1 EB E2) = e ( E1) '-' e ( E2) para e= 1 + c1 + c2 + ... E H* (X; Z). 
(c) e;(!* (E))= J* (e; (E)) para un pullback J* (E). 
( d) Para el haz de líneas canónico E ---> Cil1'00

, c1 (E) es el generador de 
H 2 (Cil1'00

; Z). 
La suma e (E) := 1 + c1 (E)+ ... es llamada la clase total de Chern. La fórmula en 
(b) para las clases totales de Chern se puede reescribir en la forma e,., ( E 1 EB E 2 ) = 
Li+j=n C; (E¡) '-' Cj (E2). 

De estos axiomas, podemos ver que la clase total de Chern manda sumas di­
rectas a productos copa. La idea del carácter de Chern es formar una combinación 
algebraica de clases de Chern la cual mande sumas directas a sumas y productos 
tensoriales a productos copa, dando así un homomorfismo natural de anillos de K­
Teoría a cohomología (para lograr esto, deberemos trabajar con cohomología con 
coeficientes racionales). 

A continuación aplicaremos algunos hechos básicos acerca de clases de Chern y 
nos ayudaremos del principio de descomposición para lograr obtener el carácter de 
Chern, definiéndolo primero para haces de líneas y luego extendiendo via el principio 
de descomposición a haces vectoriales mas generales. 
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Sea R un anillo conmutativo con unidad y denotemos por H ** (X; R) al producto 
00 

cartesiano fl Hi (X; R), el cual consiste de todas las series formales a0 + a1 + a2 + ... , 
i=O 

con a; E Hi (X; R) . Este producto tiene una estructura de anillo conmutativo, cuya 
suma y producto están dados por 

(ao + a1 + a2 + ... ) + (bo + b1 + b2 + .. . ) ( ao + bo) + ( a1 + b1) + ( a2 + b2) + ... 
Co + C¡ + C2 + ... (ao +a¡+ a2 + ... ) · (bo + b1 + b2 + ... ) 

donde ck = L i+i=k a;bi. 
Consideremos una serie de potencias formal f (t) = L, a;ti E R [t]. Dado un 

elemento x E H n (X; R), hacemos f (x) = L, a;xi E H ** (X; R). Mediante el prin­
cipio de descomposición, podemos usar f para construir un homomorfismo natural 
de monoides abelianos f: Vect (X) --> H** (X; R), donde X es cualquier espacio 
compacto, como sigue: para un haz de líneas L sobre X, sea 

f (L) := f (c1 (L)). 

Para una suma E = L1 E!1 ... E!1 Ln de haces de línea sobre X, donde dim E = n, sea 

n 

f (E):= L f (ci(L;)). 
i=l 

Para un haz n-dimensional arbitrario sobre X, sea f (E) el único elemento de 

H** (X; R) tal que p* (f (E)) = f (p* (E)) E H ** (F (E)), donde p y F (E) están 

especificados por el principio de descomposición . Más explícitamente, escribiendo 
p* (E) = L 1 El1 ... El1 L n, vemos que f (p* (E)) es un polinomio simétrico en los c1 ( L ;) 
y por lo tanto puede ser escrito como un polinomio en los polinomios simétricos 
elementales p* (ck (E)). Finalmente f (E) resulta de aplicaciones de este polinomio 
a los ck (E) . (Para haces vectoriales E sobre espacios no conexos X agregamos los 
elementos obtenidos mediante la restricción de E a las componentes de X). 

Luego, por la propiedad universal de K (X), se tiene que f se extiende a un 
homomorfismo 

f: K (X) --> H** (X; R). 

D efinición 3.1 Tomando R = Q y f (t) = e1 = L,ti/i! definimos el carácter de 
Chern como 

ch:K(X) __, H **(X;Q) 

E f-> ch(E) := f(E). 
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Notemos que la imagen de ch vive en la suma de los elementos de grado par en 
H** (X;Q), lo cual se denota por HPªr (X;Q) . 

Por naturalidad, se sigue que existe también una forma reducida del carácter 
de Chern ch : K (X) ---+ H** (X; Q) ya que estos anillos reducidos son núcleos de 
restricciones a un punto. 

El carácter de Chern especifica de hecho un homomorfismo de anillos, esto es, 
ch (E EB E') = ch (E) EB ch (E') y ch (E ® E') = ch (E) ·ch (E') para haces E y 
E' sobre X. En efecto, el principio ele descomposición en el caso ele haces vec­
toriales complejos funciona con cualesquiera coeficientes (en particular para coefi­
cientes en Q) entonces es suficiente verificar las propiedades cuando E y E' son 
sumas de haces ele líneas, digamos E = EBi Li , E' = EBj Lj. Claramente de la 

definición ch (E EB E') = ch (E) EB ch (E); además de la relación e1+1
' = e1e1

' te­

nemos ch (E ® E') =ch (ffi .. (L; ® L')) ="' ·.ch (L; ® L'.) = "' · . ec ,(L,®Lj) = 
'171,J J L.n. ,1 J '-'i,J 

L . eci(L;)+ci (L1 l = "' . eci (Li) ec dL1) = "' . . ch (L;) ch (L
1
·) = ch (E) · ch (E). 

i,1 1-.Ji ,1 D i,1 

Antes ele continuar, presentaremos un primer cálculo del carácter de Chern al 
cual recurriremos más adelante. 

Lema 3.2 Paran 2: 1, ch: K (§2") ---+ H 2n (§2n; Q) es inyectivo y manda K (§2n) 
isomorfamente sobre el subgrupo H 2

n (§2n; Z) e H 2
n (§2n; Q). Por lo tanto Cn : 

K (§2n)---+ H 2
n (§2n; Z) es un monomorfismo con cokernel Z(n- I)!· 

Demostración. El primer enunciado es claro paran= 1 (cuando ch= c1). El caso 
n > 1 se sigue por compatibilidad con los productos externos como sigue: como 
ch ( x x ( H - 1)) = ch ( x) ....., ch ( H - 1) tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

donde la aplicación superior es el producto externo con H - 1, el cual es un iso­
morfismo por periodicidad de Bott; la aplicación inferior es el producto externo con 
ch (H - 1) =ch (H) - ch (1) = 1 + c1 (H) - 1 = c1 (H), un generador de H2 (§2 ; Z). 
Luego (ver [13]) la aplicación inferior es un isomorfismo y se restringe a un isomorfis­
mo de los subgrupos ele Z-coeficientes. Por lo tanto, tomando X = § 2n, el resultado 
se sigue por inducción sobre n. 
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Por otro lado, la definición de ch implica que la componente chn de ch en grado 
2n es (n':.:'l)! mas otros términos que se pueden descomponer en términos de los e; 
para i < n. Por lo tanto se sigue el segundo enunciado del lema. • 

Notemos que aún cuando H** (X; Z) es libre de torsión, de manera que H ** (X; Z) 
es un subanillo de H** (X; Q), no siempre es cierto que la imagen de ch está con­
tenida en H** (X; Z). Por ejemplo, si L E K (Cl?n) es el haz: de líneas canónico, 
entonces ch (L) = 1 + c + c2 / 2 + ... +en /n! donde c = c1 (L) genera H 2 (CI?"; Z), 
por lo tanto ck genera H2k (Cl?n; Z) para k ::=; n. 

Por otro lado, se puede probar que para complejos celulares finitos X con punto 
básico, la aplicación K * (X) @Q----> H** (X; Q) inducida por el carácter de Chern 
es un isomorfismo. Por lo tanto, para estos espacios, el carácter de Chern nos dice 
que las únicas posibles diferencias entre los grupos K* (X) y H** (X; Z) viven en 
sus subgrupos ele torsión (ver [7]). 

Hasta ahora tenemos definido el carácter de chern Kº (X) ----> HPªr (X ; Q), pero 
mediante el siguiente diagrama conmutativo 

Kº (SX) 

~ 1 
K 1 (X) 

podemos extender a dimensiones impares. 

3.2. Equivalencia 

Hemos definido el Invariante de Hopf H (J) en términos cohomológicos y el 
Invariante de Hopf h (J) mediante elementos de K-Teoría, en el primero y segundo 
capítulo respectivamente. El objetivo de esta sección es demostrar que realmente 
estos dos invariantes numéricos son iguales, por lo tanto, podremos referirnos a 
éste sin ambigüedades como el Invariante de Hopf. La herramienta principal que 
usaremos para probar tal equivalencia será el carácter de Chern desarrollado en la 
sección anterior. 

Como veremos a continuación, con toda la maquinaria que hemos desarrollado, 
la demostración de dicho resultado puede parecer insignificante, pues es corta y para 
nada abrumadora. Lo realmente impresionante son las consecuencias que podemos 
deducir, como veremos al final del capítulo. 
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Primeramente, para fij ar la notación que usaremos durante la demostración del 
teorema en esta sección, recordemos cómo se definen H (!) y h (! ) para una apli­
cación f : § 2n- l ___, §n , n;::: 1: 

• Consideremos la inclusión §n <-; C¡ y la proyección sobre el cociente C¡ ___, 
C¡/§n ~ §n . A nivel de cohomología, se tienen isomorfismos inducidos 

(para mas detalles ver la sección 1.3). Si a E Hn (C¡) , a =¡f O, correspondiente 
a la clase de orientación de §n y T E H 2n ( C¡ ), T =¡f O, correspondiente a la clase 
de orientación de § 2n, entonces se define el Invariante de Hopf en cohom ología 
de f como el entero H (!) tal que 

a 2 = H (!)T . 

• Por ot ro lado, considerando nuevamente la sucesión §" ¿_, C¡ __.!!__, § 2n, a nivel 
de K-Teoría obtenemos una sucesión exacta 

(para mas detalles ver la sección 2.3). Si b2n y bn denotan a generadores de 
K (§2n) y K (§n) respectivamente, a := q* (b2n) y f3 es algún elemento en 
K ( C¡) t al que i * (f3 ) = bn, entonces se define el Invariante de Hopf en K -
Teoría de f como el entero h (!) tal que 

f32 = h (! )a. 

Teorema 3.3 (Equivalencia) El Invariante de Hopf en cohomología es igual al 
Invariante de Hopf en K -Teoría. 

D emostración. Sea n ;::: 1 y consideremos una aplicación fija f : § 2n- l ___, § 2n . 

Debido a las aplicaciones inducidas por la inclusión i : §n <-; C¡ y la proyección 
sobre el cociente q : C ¡ ___, C ¡/§n ~ § 2

n en cohomología y en I<-Teoría, t enemos 
el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos 

:r ; • 
~ --7 o 

H*(C¡ ;Q) --7 o 
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(el renglón superior es exacto porque K1 (§n) =O y J(1 (§2n) =O). 
Las aplicaciones verticales en el diagrama son monomorfismos porque son iso­

morfismos racionales. Luego, por el lema en la sección anterior se tiene que los 
generadores bn E K (§n) y b2n E K (§2n) son mandados mediante el carácter de 
Chern a generadores de Hn (§n; Z) y H2" (§2n; Z) . Por lo tanto, el diagrama im­
plica que salvo signo, ch (a) = T y ch (¡3) = CJ + qT para algún racional q. Luego 
T

2 = O, CJT = O y ch es un homomorfismo de anillos, entonces 

ch ((3 ) ch ((3) 

(CJ+qT) (CJ+ qT) 

H (f) T. 

Por otro lado, de la relación (32 = h (!)a se sigue que 

h (!)ch (a) 
h (!) T 

por lo tanto, concluimos que H (f) = h (!). • 

3.3. Teorema de Adams 

En esta sección presentaremos el resultado principal de este trabajo "el Teorema 
de Adams sobre la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno". 

Puesto que ya hemos probado que las dos definiciones que tenemos del Invariante 
de Hopf coinciden, en adelante nos concentraremos exclusivamente en la definición 
dada en términos de K-Teoría. Y aunque pretendemos demostrar el teorema me­
diante el uso de los elementos de K-Teoría, todavía necesitaremos introducir cier­
ta estructura adicional, a saber, ciertos homomorfismos llamados operaciones de 
Adams. 

Se puede probar que por ejemplo, existen aplicaciones f : § 2n - l ---> §n de 
Invariante de Hopf 2 para todo par n. Mas aún, para n par se pueden conseguir 
aplicaciones cuyo Invariante de Hopf sea cualquier número par. En contraste las 
aplicaciones con Invariante de Hopf 1 son más escasas. El Teorema de Adams nos 
indica que los únicos valores de n para los cuales una aplicación f tiene invariante 
de Hopf 1 son n = 1, 2, 4 y 8. Éste es llamado el problema de la no existencia de 
elementos de Invariante de Hopf l. 

Antes de empezar a analizar dicho problema, necesitamos los siguientes preli­
minares (ver [13]): Para cada entero k -/:- O existen homomorfismos naturales de 
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anillos 1/Jk : ]((X) --> ]((X) llamados operaciones de Adams, que tienen las 
siguientes propiedades: Para todo x, y E ]((X) 

l. 1/;1 = id y 1/J- 1 es inducida por conjugación compleja de haces. 

2. 1/Jk (xy) = 1/Jk (x) 1/J" (y), k = O, 1, 2, .... 

3. 1/Jk'lj;t (x) = 1/Jkt (x) = 1/Jt'lj;k (x), k, l = O, 1, 2, .... 

4. 1/JP (x) = xP mod p para cualquier primo p. 

5. Si b E Kº (§2n) es un generador, entonces 1/Jk (b) = knb, k =O, 1, 2, .... 

Con la ayuda de las operaciones de Adams, la versión en J<-Teoría del Invariante 
de Hopf y algunos argumentos de teoría de números, demostraremos a continuación 
el Teorema de Adams. 

Teorema 3.4 (Adams) Si f § 2n-l --> §n es tal que h (!) 
n = 1, 2,4 u 8. 

± 1, entonces 

Demostración. Notemos que por definición del Invariante de Hopf n no puede ser 
impar. Por lo tanto, supongamos que n es de la forma n = 2m. Conservando la 
notación de la sección anterior, sean bn y b2n los generadores de K (§n) y K (§2n) 

respectivamente, y sean {a, .B} C K ( C¡) tales que a = q* (b2n), i* (.8) = bn y 
,82 = h (!)a . 

Como 1/Jk (b211 ) = k2mb2n y 1/Jk (bn) = kmbn (por la última propiedad enumerada 
de las operaciones de Adams) usando naturalidad tenemos que 

y 

entonces 

q* ( 1/Jk ( b2n)) 

q* (k2mb2n) 
k2ma 

1/Jk (bn) - kmbn 

kmbn - kmbn 

o 
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Luego, como 'lj;2 (¡3) = ¡32 mod 2 = h (J) a mod 2 

7j;2 (¡3) = 2m¡3 + µ2a = h (J) a mod 2 

por lo tanto, µ 2 y h (J) tienen la misma paridad, y concluimos que µ 2 es impar. 
Ahora, para cualquier k fijo 

'lj;k'lj;2 (¡3 ) 

y análogamente 

e11to11ces 

'lj; k (2m¡3 + µ2a) 

2m (km¡3 +µk a) + µ2k 2ma 

km2m¡3 + (2mµk + k2 rnµ2) a 

'lj;2 (km ¡3 +µka) 

km2m{3 + (kmµ2 + 22m/J,k) a. 

Por lo tanto, como µ 2 es impar, esto implica que 2m divide km - 1 para todo impar 
k (en particular esto se cumple para m = 1). 

Considerando el caso k = 3, se tiene que 2m (2m - 1) µk = 3m (3m - 1) µ 2 y 
(3m - 1) es divisible por 2m. Sea m = 2il donde l es impar. Entonces 

El segundo factor tiene una cantidad impar de sumandos y, por lo tanto, es impar. 
Así, el número 321 

- 1 es divisible por 2m y por lo tanto es divisible por 22k. Por 
otro lado, 

321 
- 1 = ( 321

-l + 1) ( 32
j -

2 + 1) . .. (3 + 1) (3 - 1) . (3.1) 

El número 32
j + 1 es divisible por 2 pero no divisible por 4. Entonces por (3.1), 

321 
- 1 es divisible por 2k+2 pero no divisible por 2k+3 . Por lo tanto 

2i¡ ~ j + 2. 

Para l = 1 esta desigualdad se cumple cuando j = O, 1, 2; para l > 3 no tiene 
solución. Por lo tanto, concluimos que m = 1, 2 o 4. • 
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3.4. Aplicación 

La importancia del Teorema de Adams se refleja, por ejemplo, en que existen al­
gunas cuestiones cuya solución se reduce a la existencia de aplicaciones de Invariante 
de Hopf 1. Algunas de estas cuestiones son las siguientes: 

• ¿Qué espacios euclidianos !Rn poseen estructura de álgebra de división, es decir, 
cuándo existe una multiplicación !Rn x IR" ---+ !Rtn sin divisores de cero? 

• ¿Cuáles esferas son paralelizables, o lo que es equivalente, cuándo su haz tan­
gente es trivial? 

• ¿Cuáles esferas poseen estructura de H-espacio, o sea, cuándo existe una mul­
tiplicación continua §n-l x §"- 1 ---+ § 11

-
1 con identidad por ambos lados? 

Algunas respuestas parciales a las interrogantes anteriores son: para los valores 
n = 1, 2, 4, 8, podemos darle a !Rtn una estructura de álgebra de división mediante las 
identificaciones naturales !Rt1 ;::::: IR( con la multiplicación canónica de números reales; 
!Rt2 ;::::: C y multiplicación compleja; !Rt4 ;::::: lHl con multiplicación de cuaterniones; !Rt8 ;::::: 

O con multiplicación de octonianos. Mas aún, por restricción de estos productos a 
las respectivas esferas unitarias, esto es, § 1 e !Rt2, § 3 e IR4 y § 7 e !Rt8, concluimos 
que estas esferas son H-espacios. Además, puesto que la condición de ser H-espacio 
es mas débil que la de ser un grupo topológico, se tiene que § 0 también es un 
H-espacio. Por otro lado, de una discusión en la sección 2.1 (en la que por cierto 
hicimos uso de la estructura multiplicativa de !Rt, C , lHl y O) se tiene que § 0, § 1, § 3, § 7 

tienen haz tangente trivial. 

Así, tenemos ejemplos de espacios euclidianos que poseen estructura de álgebra 
de división, tenemos ejemplos de esferas cuyo haz tangente es trivial y las cuales 
pueden ser dotadas de una estructura de H-espacio. Sin embargo ¿son los únicos 
ejemplos?. La respuesta tiene su esencia basada en el Teorema de Adams, porque 
de hecho las cuestiones enumeradas anteriormente se reducen al problema de la 
existencia de aplicaciones de Invariante de Hopf uno. Por lo tanto, del Teorema de 
Adams concluimos que tales enunciados son válidos sólo cuando n = 1, 2, 4 u 8. 

Teorema 3.5 Los siguientes enunciados son equivalentes: 
(a}n=l , 2,4u8. 
(b) !Rtn es un álgebra de división. 
(c) §n- I es paralelizable. 
(d} §n-l es un H- espacio. 
(e) Existe una aplicación f : §Zn-l ---+ § 71 con Invariante de Hopf l. 
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Demostración. (a) ===? (b) Como ya habíamos mencionado anteriormente, si 
n = 1, 2, 4 u 8 entonces mediante las identificaciones IR 1 ;:::;; IR, IR2 ;:::;; C los números 
complejos, IR4 

;:::;; IHI los cua terniones y JR8 ;:::;; (()) los octonianos, concluimos que IRn es 
un álgebra de división . .A. 

(b) ===? ( c) Supongamos ahora que IRn es un álgebra de división y consideremos 
una base {e1,e2 , .. . ,en} de !Rn tal que e1 = l. Para cada x E §n- I fijo definamos 

(x , xe;) 
x; := xe; - --~x 

llxll 2 
' 

i > 1 

entonces x · x; = O. Luego, como - <~ ~~~¿), e2 , .. . ,en son linealmente independientes, 

también - (~~~~¿l x, xe2 , .. ., xe11 son linealmente independientes. Por lo tanto los X; 

son linealmente independientes. Así la aplicación x ..__, x + x ; nos proporciona n - 1 
campos vectoriales linealmente independientes, y por la caracterización que tenemos 
de haces vectoriales triviales (ver sección 2.1) concluimos que §n- I es paralelizable . 
... 

(c) ===? (d) Supongamos ahora que la esfera §n- I es paralelizable con cam­
pos vectoriales tangentes v1 , .. ., v11 _ 1 los cuales son linealmente independientes en 
cada punto de §n- I. Por el proceso de Gram-Schmidt podemos hacer los vec­
tores x,v1 (x) , .. . ,vn- I (x) ortonormales para todo x E §n-1 . En particular para 
e1 el primer vector de la base estándar en IRn, podemos suponer que los vectores 
v1 (e1 ) , ... , v,, _1 (e 1) son los vectores e2 , .. . ,en de la base estándar, cambiando el sig­
no de Vn - l si fuera necesario para conservar la orientación, deformando entonces 
los campos vectoriales cerca ele e1 . Sea ax E SO ( n) que manda la base estándar 
a x, v 1 ( x ) , ... , v,,_ 1 ( x). Entonces la aplicación ( x, y) f----* ax (y) define una estruc­
tura ele H-espacio sobre §n- l con elemento identidad el vector e1 ya que a e1 es la 
aplicación iclenticlacl y ax (e 1) = x para tocio x. .A. 

(d) ===? (e) En primer lugar presentaremos la construcción de Hopf, que le 
asocia a cada aplicación cjJ : § 11

-
1 x § 11

-
1 ..__, § 11

-
1 una aplicación Hq, : §2n-I ..__, 

§n. Para definir esto, consideremos los homeomorfismos §Zn- I ~ a ( llJ)n X llJ)n) = 
011J)11 X llJ)n U llJ)n X (JllJ)n y§" Como la unión de dos discos llJ)~ y llJ)~ Con SUS fronteras 
identificadas. Entonces definimos Hq, como 

Hq, (x, y) = { IYI <P ( x, 1 ~ 1 l E llJ)~ s1 

!xi </J c~ 1 ,y E llJ)~ Sl 

(x, y) E 811J)n X llJ)n 

(x , y) E llJ)" X ollJ)n 

Notemos que H1 está bien definida y es continua, aún cuando lxl o IYI es cero, y 
Hq, coincide con cjJ en §n-I x §n- 1 • Probaremos que Hq, tiene Invariante ele Hopf uno 
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siempre que </; es una multiplicación de H-espacio, pero primero notemos que § 2
n 

no puede ser H-espacio, n >O. 
Supongamos que § 2n-l es H-espacio con multiplicación </; : § 2n-l x § 2n-l ---> 

§ 2n - l . Sea e E § 2n-l el elemento identidad para la multiplicación de H-espacio. 
En vista de la definición de Hq, es natural ver la adjunción de la 4n-célula de CH., 
como una aplicación ( llll2n X llll2n) 8 ( llll2n X llll2n)) --t ( c H q,) § 2"). Consideremos el 
siguiente diagrama conmutativo 

k (Cí) 0 k(CJ) -----------k(C¡) 

t ~ 1 
k(C¡ , D~n) 0 k(CJ ,D'l_: ) k(CJ .82

") 

cp• g <t>•l J;:; 
k(D 2

" X D~", oD2" X D211
) ®k(D 2

" X D2", D2
" X 8D2n)---:;: k(D 2

" X D2", 8(D2
r. X D2"}) 

1 ~ ___ _ ... -;::--~~, ' -· '"" k (D2
" x {eL8D 2

" x {e})©k({e} x D2",{e} xáD2
" ) 

donde las aplicaciones horizontales son las aplicaciones producto; la aplicación diago­
nal es el producto externo, equivalente al producto externo K (§2n) x K (§2n) ---> 

K (§4
"), el cual es un isomorfismo por ser iteración del isomorfismo de periodicidad 

de Bott. Por la definición de H-espacio y la de Hq, , la aplicación <P se restringe a 
un homeomorfismo de llll2" x {e} en llll~n y de {e} x llll2n en llll~n. Se sigue que el 
elemento /3 x /3 en el grupo superior izquierdo va al generador del grupo del renglón 
inferior del diagrama, ya que f3 se restringe a un generador de K (§2") por definición. 
Por lo tanto por conmutatividad del diagrama, la aplicación producto en el renglón 
superior manda /3 x f3 a ±o: ya que o: se definió como la imagen del generador de 
K (CH,., § 2

" ) . Así tenemos que (32 =±o:, lo cual nos dice que el Invariante de Hopf 
de Hq, es ± l. A 

(e) ==> (f) Esta implicación es el Teorema de Adams de la sección anterior. A 

• 
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3.5. Interpretación Geométrica del Invariante de 
Hopf 

El objetivo de esta sección es presentar una descripción geométrica del Inva­
riante de Hopf como número de enlace, tal y como lo definió originalmente H. Hopf 
en 1931-1935. La idea es definir la "intersección" ele clases de homología, y en par­
ticular cuando éstas son clases fundamentales, poder interpretar este concepto con 
la intersección geométrica de subvaricdades. Introduciremos primeramente opera­
ciones funcionales y reescribiremos el Invariante de Hopf en estos nuevos términos. 
Posteriormente, para finalizar este trabajo, probaremos que efectivamente la defini­
ción como número de enlace coincide con las definiciones que ya hemos estudiado 
anteriormente. 

En 1949 Steenrod introdujo nuevas operaciones, los productos copa funcionales, 
mediante los cuales podemos describir H (!). Si sn E Hn (§n) es el generador, éste 
determina un elementos" ....., ¡ sn E H 2n- J (§211 - 1) llamado el producto copa funcional 
de sn con sn, el cual coincide salvo signo con H (!) · s2

n -
1 . A continuación veremos 

cómo se puede calcular el producto copa funcional en términos de cocaclenas. 

Sea f : X ~ Y una aplicación dada. El cilindro de f es el espacio de adjunción 
Cil¡ := YLJh X x I donde I =[O, l] y f 1 : X x {l} ~Y se define como Ji (x, 1) = 
f (x). Tenemos inclusiones naturales 

j : X <--...; Cil¡ y l : Y <--...; Cil¡ 

y una proyección canónica 
p:Cil¡ ~Y 

tal que p ( (t, x)) = f (x) y p (y) = y. Además, podemos obtener el cono de f como 
el espacio cociente C¡ = Cil¡ / X. 

En particular 
p o j = f,p o l = 1 y lo p ~ 1 

de modo que Cil ¡ y Y son del mismo tipo de homotopía. 

Consideremos las inclusiones j : X <--...; Cil¡, a : (Cil¡, 0) <--...; (Cil¡, X) y la 
sucesión exacta larga de grupos de cohomología asociada a la pareja (Cil¡ , X) 

... ~ Hn (Cil¡, X) ~ Hn (Cil¡) ~ Hn (X) ~ Hn+l (Cil¡ , X) ~ ... 

y consideremos la porción exacta 
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de la sucesión anterior. Como Cil¡ y Y son del mismo tipo de homotopía, se tienen 

isomorfismos p* : Hn (Y) ~ Hn (Cil¡) para cada n. Luego, como po j = J entonces 
j* o p* = J* y la siguiente sucesión es exacta 

Hp- l (Y) L Hp- I (X) ~ HP (Cil¡ , X) ~ HP (Y) L HP (X) 

donde k* := (p*)- 1 o a* es una inyección. 
Sea v E Hq (Y) y consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones 

exactos 

HP- 1 (Y) L H,,- i (X) ó HP (Cil¡,X) --S HP(Y) r 
~ -----> 

A, j A, j A, j A, j 
HP+q- I (Y) ___E_. Hp+q- I (X) ó HP+q (Cil¡, X) --S HP+q (Y) r 

-----> 

donde los >.; están determinados por el producto copa con v como sigue: 

>.1 ( - ) 
>.2 ( - ) 
>.3 ( - ) 

- '--'V 

-'--'f*(v) 

-'--'p*(v). 

HP(X) 

A, j 
HP+q (X) 

Si u E HP(Y) es tal que J*(u) =O y >.1(u) =u'--' v =O entonces u y v 
determinan un elemento u. '--' ¡ v del grupo cociente HP+q-I (X)/ J* HP+q-I (Y) + 
HP-I (X) '--' f*v, 

HP (Cil¡, X) __, HP (Y) 3 u 

u '--'J V E HP+q- l (X) __i_, 

>.3 l 
HP+q (Cil¡, X) 

Definición 3. 6 u '--' ¡ v es llamado el producto copa funcional de u y v . 

En particular consideremos X = § 2n-I, Y = §n y p = q = n (n 2 1). Entonces 
f : § 2n-I ___, §n , v E H" (§") y el diagrama conmutativo con renglones exactos 
viene a ser 

o r o ~ Hn ( Cil¡' §2n-l) __IS H" (§n) L o -----> 

>.1 l A, j A, j A, 1 A, 1 
o J' H2n-I (§2n- l) ó H2n ( Cil J, §2n-l) __IS o J' o __, -----> 
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y k*, J resultan ser isomorfismos. Notemos que si u E Hn (§n) entonces f* (u) = O 
y >. 1 (u) = ·u'--' v = O, además, en este caso el grupo H P+q --_ l (X)/ f* HP+q- l (Y)+ 
H P- l (X) '--' f*v viene a ser H 2n- l (§2n - 1 ), por lo tanto u '--' J ves el elemento bien 
definido 

U '--' J V= /j-l ((k*r1 
U'--' (p*) v) 

de H 2n - I (§211 - 1). Como en este caso f : § 2n - J ----4 §n podernos calcular el Invariante 
ele Hopf ele esta aplicación. 

§n tiene una orientación conocida, de modo que en adelante denotaremos por 
Sn E H n (§n) a su clase de orientación, y denotaremos por sn E Hn (§n) al dual de 
Kronecker ele sn correspondiente a la clase de orientación ele §n. 

Lema 3 .7 Sea f: §2n- l ----4 §n con n 2: l. Si H (!) es el invariante de Hopf de f 
entonces 

3 n '--' J 3 n = H (!). s2n- 1 

o bien, en términos del índice de K ronecker 

(sn '--' J Sn, S2n-1 ) = H (!). 

Demostrac ión. Recordemos que ele las inclusiones §n <----> C¡ y (C¡, 0) ----4 (C¡, §2n) 
y ele la sucesión exacta asociada a la pareja entonces tenemos isomorfismos ( C¡ , §2n) 
obtenemos isomorfismos 

i* : Hn (C¡) __::.., Hn (§n ) Y q* : H2n (§2n) __::.., H 2n (C¡) 

y entonces el Invariante ele Hopf H (!) se define mediante la identidad 

a2 = H (f)T 

donde a E Hn ( C ¡) corresponde a la clase ele orientación ele §n y T E H2n ( C ¡) a la 
clase ele orientación ele §2n. 

Sea 7í: (Cil¡ ,§2
n -

1) ----4 (C¡, *) la proyección. Entonces 

H(f)7í*(T) 7í* ( a2) 
7í* ((i*r1 sn '--' wr1 sn) 

7í* wrl sn '--' 7í* (i*rl sn 

pero notemos que 7í* : fin ( C ¡) ----4 Hn ( Cil ¡, s2
n-1) y k* : Hn ( Cil ¡ , s2

n-
1) ----4 

H n (§n) son isomorfismos y k* o 7í* = i*. Además, como en particular k* es un 
isomorfismo y k* o p* = 1 entonces 
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Por lo tanto 

s-1 ((k'rl sn '-' (p*) s" ) 

s- 1 (p' sn '-' p' s11
) 

s-1 (H (!) 7í. (7)) 

H (!) s-1 (7í* (7)) 
H (!) s2n- l _ 
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Si s2n- l representa la clase fundamental de § 211 - 1 entonces (s2n- 1 , s 2n_ 1) = 1 y se 
sigue que (sn '-'J sn, S2n-1) = H (!). • 

Ahora veremos como calcular s" '-' ¡ s" en términos de n-cocadenas. Para esto, 
consideremos una cocadena s" E S" (§") de §" que representa a s", esto es, 

Como s11 
'-' s" = O existe una cocadena A E S211- 1 (§") ta l que la cofrontera 

óA = s" '-' s" . Pero s2
n- J (§") = O, por lo que A = O. Por otro lado, como 

J* ( s11
) = O, existe una cocadena B E S"- 1 (§2" - 1) tal que 

óB = J# (s") (3.2) 

(donde J# denota al homomorfismo a nivel de cocaclenas inducido por !). 
Notemos que B '-' J# ( s" ) E s2n - l (§2"-1 ), entonces recordando la fórmula para 

la cofrontera del producto copa tenemos que 

óB '-' J# (s") + (-1r- 1 B '-' ó (J# (s")) 

óB '-' ¡# (sn) + (-1)"- 1 B '-' óóB 

óB '-' J# (s") 

J# (s") '-' J# (s 11
) 

J# (s 11 '"'s" ) 

J# (óA) 

o 

ele modo que Z := B '-' J# (s") es un cocido de § 2"-1 . 

Lema 3.8 La clase de cohomología de Z es un representante de s" '-' ¡ s11
• 
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Demostración. En primer lugar, notemos que si j : § 2n-l <-+ Cil¡, l : §n <-+ 

Cil ¡ , p : Cil ¡ ---> §n son las aplicaciones que derivamos de la definición del cilindro 
de f entonces 

poj = f y pol=l. 

En particular, a nivel de cocadenas, tenemos que 

Por otro lado, la sucesión § 211 - 1 ¿_, Cil¡ __:!___, Cil¡ /§211- 1 induce una sucesión 
exacta corta 

y entonces j # es una aplicación suprayectiva, por lo que existe C E 5n- 1 (Cil¡) tal 
que 

j# (C) =B. 

Consideremos la cocadena p# (s" ) - óC ES" (Cil¡) entonces 

j # (p# (s")) - j # (óC) 

óB - ó (j#C) 
óB-óB 

o 

por lo tanto p# (s") - óC es un cocido relativo de (Cil¡ , § 2
n-

1). Aún mas, 

z# (p# (s11 )) _ ¿# (óC) 

1 # (s") - ó (l# C) 

sn - Ó (l# C) 

por lo que [# (p# (s") - óC) ~ s" en §". De aquí concluimos que si z es la clase de 
cohomología de p# (s") - óC, entonces 

Ahora, como 

j# (p# (sn ) - óC) '--' j # (p# (s" )) 

O'--' j # (p# (s")) 

o 
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(p# (sn) - óC) ...._, p# (sn) E S2n (Cil¡) es un cocido relativo de (Cil¡ , §2n-1) que 
representa a ,\3 (z) = z ...._, p* (sn). 

Por otro lado, recordemos que el homomorfismo de conexión ó : H 211- 1 (§2n- 1) ___, 
H2

n ( Cil ¡, §211- 1) se define a partir del diagrama 

o ___, s2n (Cil¡,§211- 1) __:!.___. s 2n (Cil¡) L s2n (§2n- l) ___, o 

¡ ¡ o] ·l 
o s2n- 1 (C il ¡ , §2n- 1) q# 

S2n-I (Cil¡) _L S2n-I (§2n- l) ~ o ~ _, 

como sigue: dada una clase [x"J E H211- 1 (§211- 1) representada por el ciclo x" E 
s2n - l (§211 - 1) , nos fij amos en la cocadena X E s2n - l (Cil¡) tal que j # (x) = x", y 
luego tomamos x' E S 2

" (Cil¡ , §211- 1) tal que q# (x') = óx. Entonces 

Ó: H 2n- l (§2n-l) ___, H 2n (Ci1¡ ,§2n- I) 

[x"] 1---4 [x'] . 

En particular notemos que 

(pues ó (s") =O) y además 

(p# (sn) '-' p# (s")) - (óC ...._, p# (s") ) 

p# (s"'""' s" ) - [óC ...._, p# (s") + (-1)"- 1 C...._, óp# (s" )] 

p# (óA) - ó (C...._, p# (s")) 

ó [ - (e '-' p# ( s" )) l 

j# (C) ...._, j # (P# (s")) 

B...._, j # (s") 

z 

por lo tanto, ó manda la clase de homología de Zen ,\3 (z) = z ...._, p* (s"), y se sigue 
nuestro resultado. • 

Para finalizar, utilizaremos la dualidad de Poincaré para dar una descripción 
homológica del producto copa funcional en el caso de una aplicación entre dos 
variedades, y así, posteriormente poder obtener una descripción geométrica del In­
variante de Hopf como un número de enlace como lo hizo originalmente H. Hopf. 
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Daremos la definición original del Invariante de Hopf, y finalizaremos el capítulo 
mostrando que ésta coincide con la definición cohomológica del capitulo l. 

Recordemos que para una n-variedacl M cerrada y orientada con clase funda­
mental µM E Hn (M; Z), el Teorema ele Dualidad de Poincaré nos dice que el ho­
momorfismo 

"µM : H'I (M)--> Hn-q (.M) 

dado por el producto capa con la clase fundamental, es un isomorfismo. En adelante, 
denotaremos al inverso ele este isomorfismo por D , esto es, D (a) ~ µM =a. 

Definimos el producto de intersección a nivel de cadenas 

• : Sr (M) ® S,1 (M) --> Sr+q-n (M) 

como la composición 

Sp (M) ® Sq (M) ~ Sp (M) ® 5n-q (M) ~ Sp+q- n (M). 

Si a E SP (M), b E 59 (M) entonces (ver [16]) 

8 (a • b) = ±8 (a) • b ± a • 8 ( b) (3.3) 

donde los signos dependen sólo de p y q. Luego, podemos extender al producto de 
intersección de clases de homología 

•: Hr (M) ® Hq (M) __, Hr+q -n (M) 

se define como la composición 

Hp (M) ® Hq (M) --> Hp (M) ® Hn-q (M) --> Hp+q-n (M) 

donde la primera aplicación es inducida por el inverso del isomorfismo en la dualidad 
de Poincaré y la segunda por el producto capa, tal que 

Notemos que 

y entonces 

Ademá.'l: 

u • V = D (V) " u. 

u•v D(v) r..u 

D(v)" (D(u) "µM) 

(D (v) ""'D (u))" µM 

D - 1 (D (v) ""'D (u)) 

D(u •v) = D(v) ""'D(u). 
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( l) (n-deg u)(n - degv) 
• U• V= - V • U. 

Por otro lado, consideremos una O-cadena e sobre el espacio X. Entonces e es 
una suma formal L nxx sobre puntos x E X, donde nx = O excepto por un número 

X 

finito de x . Sea E : Sº (X) --> Z el homomorfismo tal que E (e) := L nx. Tanto E 
X 

como el inducido E. : H0 (X) --> Z son llamados homomorfismos de aumentaci6n, 
y en particular satisface que si deg ef> = deg r:J entonces 

Consideremos ahora a E Sp (M) , b E Sq (M) tales que p + q = n. Entonces a • b 
es una O-cadena de M y se define el número de intersección de las cadenas a 
y b como el entero 

I (a, b) :=t:(a •b) 

Si en particular a y b son dos ciclos de dimensiones p y q tales que p + q = n - 1 
y sea e E Sp+ l tal que Be = a. Entonces e • b es una O-cadena y mediante (3.3) 
podemos verificar que el número de intersección 1 (e, b) es independiente de e (ver 
[16]) . 

Definición 3.9 Bajo las condiciones anteriores 1 (e, b) es llamado número de en­
lace de a y b. Lo denotaremos por>. (a, b). 

Consideremos ahora una aplicación f : M --> N entre variedades orientadas, 
compactas y sin frontera de dimensiones m y n, respectivamente. Mediante la dua­
lidad de Poincaré, podemos asociar a J. un homomorfismo ¡, : Hn-p (N) --> 

Hm-p (M) llamado retromorfismo de Hopf. A nivel de cadenas, sea ft : Sn-p (N) --> 

Sm- p (M) 

y entonces 
¡, = DM o f* o DN 

donde DM y D N denotan al inverso del isomorfismo de dualidad de Poincaré para 
MyN. 

Se puede probar que si µ M y ¡¿N son las clases fundamentales de M y N respec­
tivamente ([16]) : 
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• f, (µN,...... x) = µM ,...... .f* (x) para todo x EH* (N). 

• J,(u•v)=f,(u)•fi(v). 

• J.(u•fi v)= J.(u ) • v. 

Particularmente, supongamos que !vl = § 2n-l, N = §n son esferas orientadas, 
de modo que f: § 2n - I----> §n y ft : Sn-p(§n)----> S2n- 1-p (§2n - 1) . Consideremos 
p = n y entonces tomemos dos O-ciclos distintos x, y en §n . Entonces ft ( x) , ft (y) 
deben ser (n - 1)-ciclos de § 2

n-1 . 

En efecto D ( x) = s'\ y D (y) = sn 2 donde sn 1 , sn 2 son representantes de la clase 
de cohomología sn. Entonces 

Ít (x) = D - 1 (J# (D (x))) = D- 1 (J# (sn)). 

Luego, por (3.2) sabemos que existe BE 5n- 1 (§2
n-1) tal que J# (sn) = JB, y por 

lo tanto 
ft (x) = D- 1 (J# (sn)) = D-1 (JB) = ±8 (D- 1 B) 

de modo que se puede definir el número de enlace de ft ( x) y ft (y). 

Definición 3.10 (Hopf) El Invariante de Hopf de f es el número de enlace de 

Ít (x) Y Ít (y). 

Con la ayuda de la formulación que hicimos en la sección anterior del Invariante 
de Hopf cohomológico en términos del producto copa funcional, probaremos que 
este número de enlace es el Invariante de Hopf H (!). 

Teorema 3.11 El número de enlace de ft (x) y ft (y) es ±H (!). 

Demostración. Puesto que ft (x) = ±8 (D- 1 B), el número de enlace de ft (x) y 
ft (y) se define entonces como el número de intersección de D-1 B y ft (y), esto es 

pero notemos que 
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usando las propiedades del producto de intersección y el producto copa tenemos que 
el número de enlace es 

A Ut (x) , ft (y)) I (±D- 1B , ft(y)) 

±E (D- 1 B • ft (y)) 
±E (D- 1 [D(f¡ (y))'-' D (D- 1B)]) 
±E (D-1 [f# (D (y))'-' B]) 

±E ([f# (sn) '-' B] ,--, S2n- 1) 

± \ B '-' J# (sn), S2n - I) 

± (sn '-' f Sn, S2n-I) 

±H(f) 

ya que por el lema en la sección anterior, B '-' J# ( sn) es un representante de 
sn '-' f sn . • 
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