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Introduccion

El Invariante de Hopf es un invariante numeérico que se define para aplicaciones
entre esferas de la forma f : §*~! — §™. Un hecho interesante es que rara vez toma
el valor uno. Encontrar los valores que debe tomar n para que exista una aplicacién
f con esta propiedad, es el llamado problema de la no existencia de elementos
de Invariante de Hopf uno. El caso de n impar fue facilmente excluido; el caso
n = 2(mod4), n > 2 fue excluido por G. W. Whitehead; J. Adem, demostré que
si una aplicacion tiene Invariante de Hopf uno entonces n debe ser una potencia de
2. La solucién completa a dicha cuestién es debida a J. F. Adams (1960) el cual
nos asegura que una aplicacién f : §*~! — S" de Invariante de Hopf uno sélo
existe cuando n = 1,2,4 u 8. El objetivo de este trabajo es reunir las herramientas
necesarias para finalmente poder demostrar este resultado de J. F. Adams.

Esto tiene un gran nimero de consecuencias interesantes. De hecho, el interés que
provoca se debe a que existen ciertos problemas cuya solucién se reduce a la cuestién
de estudiar aplicaciones de Invariante de Hopf uno. Algunas de estas cuestiones son
las siguientes:

= ;Cudles esferas S"~! son paralelizables?

= ;Cudles esferas S"~! se pueden dotar de una estructura de H-espacio?
y la cuestion puramente algebraica:

» ;Qué espacios euclidianos R™ poseen estructura de dlgebra de divisién?

Ahora es conocido que la solucién universal a todas estas cuestiones es precisamente:
cuandon =1,2,4 y 8.

La solucion original de J. F. Adams (1960) al problema de la no existencia
de elementos de Invariante de Hopf uno hace uso de operaciones secundarias en
cohomologia ordinaria (ver [1]) y éste fue un punto critico de arranque de la topologfa
algebraica moderna. Sin embargo, posteriormente, con el surgimiento de la K-Teorfa
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Introduccién 111

de M. F. Atiyah, se encontré una demostracién alternativa mas simple a dicho
problema (1966) produciendo un gran impacto en esta drea (ver [2]).

De hecho, K-Teorfa fue la primera teorfa de cohomologfa generalizada descubier-
ta y juega un papel de suma importancia en la conexién de la topologfa algebraica
con otras dreas de la matemdtica, por ejemplo, el andlisis y la geometrfa algebraica.

El Invariante de Hopf puede ser expresado en términos cohomolégicos o podemos
expresarlo también en el lenguaje de K-Teoria. Durante este trabajo vamos a pre-
sentar estas dos versiones, demostraremos que en efecto son equivalentes, y usaremos
particularmente las herramientas de la K-Teorfa para obtener la prueba del Teore-
ma de Adams, siendo éste nuestro objetivo principal. Posteriormente, se aplica este
poderoso resultado para lograr contestar las cuestiones que enumeramos anterior-
mente. Finalmente, presentamos la definicién original del Invariante de Hopf como
nimero de enlace y probaremos la equivalencia con las definiciones anteriores.

Este trabajo consta de tres capitulos. En el primero se da una pequena introduc-
cién a la topologia algebraica y se presentan definiciones, ejemplos y resultados muy
elementales. Se estudian brevemente simplejos singulares y espacios celulares, y se
definen los grupos de homologia y cohomologia sobre ellos. También se introduce
el Teorema de Dualidad de Poincaré. El objetivo de este capitulo es ir capturando
algunos hechos importantes en topologfa algebraica, encaminados a contar con las
herramientas suficientes para lograr entender la definicién del Invariante de Hopf en
su versién cohomolégica.

En el segundo capitulo se presenta una introduccién a la K-Teorfa y particu-
larmente se discute K-Teorfa compleja. Se presenta la nocién de haces vectoriales,
los cuales son los objetos sobre los cuales se construye la K-Teoria, y se presenta
el fundamental Teorema de Periodicidad de Bott. Nuevamente se presentan sélo
hechos bédsicos encaminados a comprender la definicién del Invariante de Hopf en
este lenguaje.

En el capitulo final, cuando ya hemos desarrollado toda la maquinaria tanto de
cohomologia como de K-Teorfa, estudiamos el cardcter de Chern, el cual nos da
la conexién entre estas dos teorfas. Entonces se demuestra la equivalencia de las
definiciones del Invariante de Hopf estudiadas en los primeros dos capitulos. Luego,
se presenta el resultado principal de este trabajo, el Teorema de Adams, y analizamos
c6mo las operaciones de Adams en K-Teoria nos proporcionan una simple solucién
al problema de la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno. Luego se
presentan algunas aplicaciones en relacién a las cuestiones de esferas paralelizables,
H-espacios y dlgebras de divisién enunciadas anteriormente y finalmente se presenta
la definicién original del Invariante de Hopf en términos geométricos y la equivalencia
con las otras definiciones.



Capitulo 1

Introduccién a Cohomologia

El objetivo de este capitulo es introducirnos en el mundo de la topologia al-
gebraica y estudiar particularmente el invariante topolégico llamado cohomologfa.
La presentacion que se hace a continuacién de definiciones y hechos, tiene la unica
finalidad de contar con el vocabulario suficiente para llegar a la formulacién del
Invariante de Hopf.

Empezamos este capitulo estudiando una clase particular de espacios topolégicos
y sus grupos de cohomologia asociados, en la primera y segunda seccién respecti-
vamente. Es hasta la iltima seccién que se presenta nuestra nocién objetivo, la
definicion del Invariante de Hopf, cuando hemos desarrollado ya los elementos nece-
sarios requeridos para plantear y entender tal definicién.

1.1. Simplejos Singulares y Complejos Celulares

En esta seccién presentamos las definiciones de n-simplejos singulares y comple-
jos celulares, asf como algunas propiedades topoldgicas y ciertos ejemplos bésicos a
los cuales recurriremos ocasionalmente durante las sucesivas secciones.

Un n-sumplejo es el andlogo n-dimensional de un tridngulo, esto es, el minimo
conjunto convexo en un espacio euclidiano R™ que contiene n + 1 puntos los cuales
no viven todos en un hiperplano de dimensién menor que n. Llamamos n-simplejo
estdndar al conjunto convexo A™ C R™*! tal que

n
AM = {(to, oy tn) € R Zt,: =1,t; > 0 para todo z} .
i=0

Definicién 1.1 Cualquier aplicacion continua de A™ a un espacio topoldgico X es
llamado un n-simplejo singular en X. La i-esima cara del n-simplejo singular
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o: A" — X es el (n — 1)-simplejo singular
ot Al L X, i=0,1,..,n
donde ¢} : A" — A" es el encaje lineal definido por
T U TR N G S ek T

Aqui la palabra “singular” se usa para expresar la idea de que ¢ no necesa-
riamente es un encaje, sino que puede haber “singularidades” que hacen que su
imagen ya no necesariamente se mire como un simplejo.

La idea de un complejo celular es la de un espacio topolégico que se puede formar
mediante una sucesién de pasos, en cada uno de los cuales vamos pegando copias
de discos n-dimensionales, para cada entero no negativo n, pero donde el pegado se
hace de cierta forma en particular: “mediante fronteras”.

En adelante, dada una aplicacién f : A — Y entre espacios topoldgicos y
A € X un subespacio cerrado, denotaremos por

YUIX

al espacio cociente de la unién ajena Y| | X mediante la relacién de equivalencia que
identifica a € A con su imagen f (a) € Y. Esto es, el espacio que resulta de pegarle
a Y el espacio X a lo largo de A, mediante la aplicacién f. Tal espacio dotado de
la topologia cociente es llamado espacio de adjuncién.

Ademds, denotaremos por S* C R"*! a la esfera unitaria de dimension n, y por
D™ C R™ al disco cerrado unitario de dimension n.

Describiremos ahora el proceso inductivo mediante el cual se construye un com-
plejo celular. Sea X° un conjunto discreto de puntos. Estos puntos son llamados
O-células. Si ya hemos definido X™!, sea {fs,}, una coleccién de aplicaciones
fa, : "1 — X™1 con ¢ en algiin conjunto de indices. Sea D la unién ajena de
copias I de D", una para cada o, y sea S la correspondiente unién de las fronteras
Sz~! de estos discos. La familia {fs,}, determina una aplicaciéon f : § — X!
dada por f |gn-1= fa,, entonces definimos

X" = X! UJ_ D.

Podemos detener este proceso inductivo en un paso finito, haciendo X := X" para
alglin n < oo, o podemos continuar indefinidamente haciendo X := J X™, y con-
siderando a X con la topologfa débil, esto es, A C X es abierto (o cerrado) si y sélo
si A X™ es abierto (o cerrado) en X" para cada n.
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Definiciéon 1.2 Un espacio topoldgico X obtenido de esta manera es [lamado com-
plejo celular o complejo CW. El subespacio X" es llamado n-esqueleto de X,
las fa, : S™! — X! son llamadas aplicaciones de pegado, y las aplicaciones
correspondientes f, : D — X definidas mediante la composicion ioqoj: D) —
Xt U; D = X" < X (donde 1,7 denotan inclusiones y q la proyeccién sobre el
cociente que define a X™) son llamadas n-células.

En ocasiones usaremos indistintamente el término n-célula para referirnos a la
aplicacién f, : D? — X o a su imagen en X, y la denotaremos por e”".

El subconjunto compacto f, (D?) C X es llamado célula cerrada, notemos que
en general éste no es homeomorfo a D} pues podrian existir identificaciones sobre
la frontera, sin embargo f, se restringe a un homeomorfismo en el interior del disco
cuya imagen es llamada célula abierta. Ademds, notemos que no necesariamente la
imagen del interior de tal disco D? mediante f, es un abierto en todo X, sino que
s6lo es un abierto en X",

Un complejo celular finito es aquél que contiene solamente una cantidad
finita de células. Por otra parte, si X = X™ para algin n < co decimos que X
es de dimensién finita, y definimos al niimero n m&s pequeno con esta propiedad
como dimensién del complejo celular X. Notemos que un complejo celular de
dimensién finita no necesariamente es un complejo celular finito, sin embargo, esto
no causara ambigiiedad en nuestro trabajo ya que para nuestros propodsitos serd
suficiente trabajar con complejos celulares finitos.

Un subespacio A de un complejo celular X es llamado subcomplejo de X si
tiene por si mismo estructura de complejo celular y tal estructura es compatible con
la estructura celular de X, es decir, que la composicién de cada célula D" — A de
A con la inclusién A — X es una célula de X. Entonces, A viene a ser la unién de
algunas de las células de X. Ademds, su topologfa de complejo celular coincide con
la topologia inducida por X.

Una pareja (X, A) donde A es un subcomplejo de X es llamado un complejo
celular relativo o pareja CW. Por ejemplo, trivialmente el n-esqueleto X™ de X
es un subcomplejo de X. En particular, X! es un subcomplejo de X", de modo
que (X™, X" 1) es un complejo celular relativo.

Presentaremos ahora algunos ejemplos que ilustran las definiciones anteriores.

Esfera unitaria. La esfera S*, n > 0, tiene estructura de complejo celular n-
dimensional con una célula en dimensién cero y una en dimensiéon n. Paran > 1 la
aplicacion de pegado de la n-célula es la aplicacién constante ¢ : S"! — €0 (de
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hecho es la tinica aplicacién posible que podemos definir) por lo tanto S" = U, e".
A

La descomposicién celular de un complejo no necesariamente es inica. Por ejem-
plo, podemos obtener inductivamente S a partir del ecuador "'y del pegado de
dos n-células, las componentes de S* — S"~!, de modo que S* = S""!Ue™Ue™.
Por lo tanto " = e®Ue® U --- Ue™ Uem, esto es, S* posee dos k-células para cada
k < n. Por lo tanto, el k-esqueleto de S™ es S* y en particular concluimos que con
esta nueva estructura celular, cada subesfera S¥ es un subcomplejo de S*, k < n.

Espacio proyectivo complejo n-dimensional. Este espacio, que denotamos
por CP", se define como el cociente CP* := $?"*1/ ~ donde la relacién de equiva-
lencia ~ se define para z y w en §?"*! como z ~ w si y sélo si existe A € S! tal que
w = Az. Podemos obtener CP" de CIP*~! mediante el pegado de una 2n-célula, por
lo tanto, podemos escribir CP" 22 CP"~'Ue®". Asf, por induccién sobre n obtenemos
la estructura celular CP" = ¢®Ue? U--- U e con células solamente en dimensiones
pares, y donde el 2k-esqueleto y 2 (k + 1)-esqueleto son ambos CP*, k < n. Por lo
tanto cada CP* es un subcomplejo celular de CP™. A

A fin de alargar nuestra lista de ejemplos, notemos que es posible obtener com-
plejos celulares a partir de complejos dados, esto es, existen algunas construcciones
de espacios que conservan la estructura celular. A continuacién presentamos algunos
ejemplos de tales construcciones que conocemos para espacios topoldgicos en gene-
ral (ver [10], [13]).

Producto cartesiano. Al producto cartesiano X x Y de complejos celulares
X y Y se le puede dar la estructura de un complejo celular con una n-célula para
cada par consistente de una p-célula de X y una g-célula de Y, donde p + ¢ = n.
En algunos casos la topologia de X x Y como complejo celular es més fina que
la topologia producto, sin embargo, las dos topologias coinciden si X y Y tienen
una cantidad numerable de células. Incluso, estas dos topologfas coinciden cuando
alguno de ellos es un complejo celular finito (ver [10]). A

Espacio cociente. Si (X, A) es un complejo celular relativo, entonces el espacio
cociente X/A hereda una estructura celular natural de X. De hecho, X/A tiene una
O-célula correspondiente a la imagen de A en X/A y una célula para cada célula de
X — A. Para una n-célula de X — A con aplicacién de pegado S"! — X! la
aplicacién de pegado para la correspondiente célula en X/A es la composicién con
el cociente §*~! — X1 — X7-1/471 4
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Espacio de adjuncién. Sean X,Y complejos celulares y A C X un subcom-
plejo. Si f : A — Y es una aplicacidn celular, esto es, f(X™) C f(Y™) para todo
n, entonces el espacio de adjuncién Y'[J; X es un complejo celular que contiene a
Y como subcomplejo y tiene una célula para cada célula de X que no estd en A. De

hecho, el complejo cociente (Y U X ) /Y es homeomorfo a X/A. A

Cuna. Para complejos celulares punteados X, cuyos puntos bdsicos son (-
células, la cuna \/, X, de los X, se define como el espacio cociente de la unién
ajena | |, X, mediante la relacién de equivalencia que identifica los puntos bésicos
en un solo punto. Este es un complejo celular y cada X, es un subcomplejo de

VGXQ" A

En particular para el complejo celular relativo (X™, X"~!) de cualquier complejo
celular X, el espacio cociente X"/ X™ ! es una cuna de esferas n-dimensionales, con
una esfera para cada n-célula de X.

Algunas propiedades topoldgicas de los complejos celulares son las siguientes
(ver [10]):

= Cada subcomplejo celular es un subespacio cerrado.
= Los complejos celulares finitos son compactos.

= Un subespacio compacto de un complejo celular estd contenido en un subcom-
plejo finito.

= Los complejos celulares son normales, y en particular, son Hausdorff.

= Los complejos celulares son localmente contraibles. En particular, son local-
mente arco-conexos. Asf, un complejo celular es arco-conexo si y sélo si es
CONexo.

s Cerradura finita: La cerradura de cada célula intersecta solamente una canti-
dad finita de células.

= Topologia débil: Un conjunto es cerrado si y sélo si intersecta la cerradura de
cada célula en un conjunto cerrado.

Debido a estas dos iiltimas propiedades, los complejos celulares reciben alternativa-
mente el nombre de complejos CW (por sus siglas en inglés C' = Closure finiteness
y W = Weak topology).
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1.2. Cohomologia

El propoésito de esta seccién es obtener el lenguaje con el cual definiremos el In-
variante de Hopf. Empezaremos con ciertos hechos que nos conducirdn a la nocién
de cohomologia. En particular, definiremos los grupos de homologfa singular y los
grupos de homologfa celular, y a partir de tales grupos y un proceso de dualizacion,
definiremos los grupos de cohomologia singular y celular. Estos iltimos son de par-
ticular interés pues se pueden equipar de cierta estructura adicional, el producto
copa, que convierte a los grupos de cohomologfa en anillo graduado.

Sea X un espacio topoldgico y Z el anillo de los enteros. Para cada n > 0, sea
Sy (X) el grupo abeliano libre con un generador [o] para cada n-simplejo singular
o : A" — X en X y con coeficientes en Z. Para n < 0 definimos el grupo
Sy (X)) como cero. Los elementos de S, (X) son llamados n-cadenas singulares y
se pueden escribir como sumas formales finitas ) n, [o] con coeficientes n, € Z.

Podemos definir un homomorfismo de grupos d, : S, (X) — S,—; (X) llamado
homomorfismo frontera

On: S (X) — Sp-1(X)
— Z [o‘or;ﬁ”

donde gog!' son las caras de o, y extendemos linealmente 9, (Y, n, [0]) = >, 10, ([0]).
Entonces

&),1 (an-H ([J]]) = E)n (Z (_1).?' [0,0 (’b;;-ﬂ])

=0
. Z( 1) Z ) [o‘og’)’”‘l (»bi]
=0
ntl n P
= 2 (-1 [oogit og]
7=0 i=0
- Z (_l)i"l'.‘n" [0. o¢;&+l 0¢?]
0<i<j<n+1
+ Z (_1)£+J' [a‘o ¢;:.+1 b 4):1]
0<j<i<n

pero notemos que gb}‘“ ol =gt o ¢ cuando j < 1, por lo tanto si renombramos
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i+ 1 por k en el segundo sumando se sigue que

O (On11([0])) = Z (_l)iﬂ [U 2] );'l“ Oﬁbﬂ
0<i<j<n+l
+ Y ()T oo gt o gl
0<j<k<n+l
= 0

Asi, los homomorfismos d,, definen un complejo de cadenas S, (X') llamado com-
plejo de cadenas singulares de X, esto es, una sucesion de homomorfismos

sy G TR PR O =y s —3 BV D0 DS 0] 250
con la propiedad de que 8, o0 9,4, = 0 para todo n > 0.

La condicién 9, o d,41 = 0 en un complejo de cadenas arbitrario A, implica que
Im3d,,, C Kerd,, donde Im y Ker denotan la imagen y el micleo de los respectivos
homomorfismos. Entonces tiene sentido hablar del grupo cociente Ker d,/ Im 0,44,
llamado n-ésimo grupo de homologia del complejo de cadenas A, y deno-
tado por H, (A.). Los elementos de Kerd, son llamados ciclos y los de Imd,
fronteras.

En particular, del complejo de cadenas singulares asociado a un espacio dado,
obtenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.3 Eln-ésimo grupo de homologia singular con coeficientes en
Z, de X es
H,(X):=H,(S5, (X)) =Kerd,/Imd,4; n=>0.

Decimos que dos ciclos son homdlogos si su diferencia es una frontera. Los ele-
mentos de H, (X) son clases laterales de Im §,.,; llamados clases de homologta. Por
lo tanto, dos ciclos que representan la misma clase de homologfa son homdélogos.

Ahora, denotemos por S™ (X) al grupo dual de S, (X), esto es,
S™(X) := Hom (S, (X),Z)

es el grupo de homomorfismos S, (X) — Z. Los elementos de S (X) son lla-
mados n-cocadenas singulares. Definimos el homomorfismo cofrontera " :
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S*=1(X) — S™(X) como el homomorfismo dual correspondiente a 8, : S, (X) —
Sn—1(X), esto es

Jn . Sn—l (X) = S“(X)
p — wod,

entonces
" (0" (p)) = 8" (90 8,) = 908, 08ay1 = 0.

Por lo tanto el complejo de cadenas singulares S, (X) de X define un complejo
de cocadenas singulares S* (X), esto es, un complejo de cadenas con las flechas
invertidas

6“+]

0L 500x) L 81 (X) — - — S (X) T 5 (X)) — -

donde 6" 0™ = 0. En adelante denotaremos al valor de una n-cocadena ¢ en una
n-cadena o por (p, o) € Z.

La condicién 6"*' 0 6™ = 0 en un complejo de cocadenas A* implica que Im 6" C
Ker 6"*! y por lo tanto tiene sentido hablar de la homologia de este complejo de
cocadenas, que denotamos por H™ (A*). En este caso los elementos de Ker §"* son
llamados cociclos y los de Im " cofronteras.

Definicién 1.4 El n-ésimo grupo de cohomologia singular con coeficientes
en Z de X se define como

H™(X):= H,(S* (X)) = Ker6""'/Imé" n>0.

Para una cocadena 1 ser un cociclo significa que 6" (¢) = ¥ 0 9, = 0, en otras
palabras, 1 se anula sobre fronteras.

En general, dados dos complejos de cadenas A,, B, de grupos abelianos, o més
generalmente R-mdédulos sobre un anillo conmutativo R, se define el complejo de
cadenas producto tensorial A, ®g B, tal que (A®g B), = >, ., A; ®g B; con
homomorfismos frontera 9, (a ®b) = 8;(a) ® b+ (—1)'a ® 9; (b) para a € A; y
be Bj.

En particular si consideramos R = Z, un complejo de cadenas A,, y el complejo
de cadenas formado por un grupo abeliano fijo G y con homomorfismos frontera
cero, resulta el complejo de cadenas A, ®z G con homomorfismos frontera d, ® 1.
Los grupos de homologfa asociados a este complejo de cadenas, H, (A, ®z G), son
llamados grupos de homologia del complejo de cadenas A, con coeficientes
en G.
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Definicién 1.5 Eln-ésimo grupo de homologia singular con coeficientes en
G, de X es
H, (X;G) = H, (S.(X) ® G)

y el n-ésimo grupo de cohomologia singular con coeficientes en G, de X es
H™(X;G) := Hy (8" (X) ®2G).

En adelante S, (X; G) denotard al complejo de cadenas S, (X)®z G,y S* (X;G)
al complejo de cadenas S* (X) ®z (. Cuando nos referimos a G = Z usualmente
escribimos simplemente H, (X) (o H" (X)) en lugar de H,, (X;Z) (o H" (X;Z)).

Una aplicacién dada f : X — Y entre espacios topoldgicos, induce un homo-
morfismo a nivel de cadenas singulares

fg: 8. (X;G) — S, (Y;G) paracadan

que se obtiene de componer cada n-simplejo singular ¢ : A™ — X en X con f
para obtener un n-simplejo singular fy (0) = foo : A* — Y en Y, y entonces

extendemos linealmente fy (3", n,0) = 3" ngfu (0) =Y, ne (fo0).
Los fx's definen una transformacion de cadenas entre el complejo de cadenas

singulares S, (X;G) de X y el complejo de cadenas singulares S, (Y;G) de Y, esto
es, fx conmuta con el homomorfismo frontera, pues para un generador [o] se tiene

f# (i(-l)i[ﬂoaﬁ?]) = Zl:(—l)‘fo [0 0 7]

i=0 =0

[ (Bn ([0]))

n

ST (1) [fooogy] = 0u(fy(0))

i=(0

I

y entonces el siguiente diagrama es conmutativo

ot Bl -2 SR ~Fs () —sen
fa f# T4

vt B (¥) s BV s Fag@) e

La relacién fu 0 0, = 0, o f4 implica que fy manda ciclos en ciclos y fronteras
en fronteras, por lo tanto obtenemos homomorfismos inducidos a nivel de

homologia
fo: Hy(X;G) — H,(Y;G) paracadan
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tal que a la clase [¢| de un ciclo ¢, lo manda a [fg (c)].
Tales homomorfismos inducidos tienen las propiedades funtoriales:

» (fog), = f.0g. para una composicion X -5 Y Sy
» 1. =1 (donde 1 denota la aplicacién identidad de un espacio o un grupo).

Ademis, se puede probar (ver [10]) que aplicaciones homotépicas f ~ g : X —
Y inducen el mismo homomorfismo, esto es, f, = g, : H, (X;G) — H,(Y;G)
para cada n. Esta propiedad es llamada invariancia homotdpica. Este hecho y las
propiedades funtoriales de los homomorfismos inducidos implican inmediatamente
que para cada n, los f, son isomorfismos si f : X — Y es una equivalencia
homotdpica. En particular tenemos que si X y Y son homeomorfos entonces sus
grupos de homologia singular son isomorfos.

Luego, dualizando los homomorfismos fg : S, (X;G) — S, (Y;G) inducidos
por f: X — Y se tienen homomorfismos a nivel de cocadenas singulares

f#:8"(Y;G) — S"(X;G) paracadan

esto es, para cada ¢ € S™(Y) se define f# (p) como la composicién ¢ o fu :
Sp(X) — S5, (Y) — G. Tales fy's definen una transformacion de cocadenas
entre el complejo de cocadenas singulares S* (X;G) de X y el complejo de coca-
denas singulares S* (Y;G) de Y, esto es, los f#’s conmutan con el homomorfismo
cofrontera, pues

fH(0"(#)) = f7 (po0n) =90 0no fy =0 fy00u=10"(po fy) =" (f4(¥))

y obtenemos el diagrama conmutativo

sntl

c— Sl(Y) £ sn(Y) SHHY) —reer
57 f* |
c— X)) I sr(x) T sI(X) —see

asf, mediante f#, obtenemos homomorfismos inducidos a nivel de cohomologia
fr:H"(Y;G) — H"(X;G) paracadan

que manda la clase [¢] del cociclo ¢ a [ f# (t,o)], y que tienen las propiedades funto-
riales:
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= (fog)" =g" o f* para una composicién X 2 Y L.z
» 1* =1 (donde 1 denota la aplicacién identidad de un espacio o un grupo).

También en este caso se puede probar que se cumple la propiedad de invariancia
homotdpica (ver [10]) y en particular concluimos que espacios homeomorfos tienen
grupos de cohomologfa singular isomorfos.

Ahora bien, existen ciertas relaciones entre los grupos de homologia de un es-
pacio X, un subespacio A y el cociente X/A. En general no se cumple que H, (X)
contenga a H, (A) como subgrupo y que el grupo cociente H, (X) /H, (A) sea iso-
morfo a H, (X/A). Notemos que si esto se cumpliera en general, entonces la teorfa
de homologia podrfa colapsarse totalmente ya que todo espacio X se puede encajar
como subespacio de un espacio con grupos de homologfa triviales, a saber, el cono
de X definido por CX := (X x I) / (X x {0}), con I = [0, 1], el cual es contraible.

A fin de formular tales relaciones necesitamos los siguientes hechos algebraicos
(ver [10], [6]). Una sucesién de homomorfismos A’ L, A L A" es exacta si
Kerg = Im f. Si A’ = 0, esto significa que g es inyectivo; si A” = 0, esto significa
que f es suprayectivo. Por lo tanto, si una sucesion corta 0 —s A’ JiA—0es
exacta, entonces f es un isomorfismo.

Por otro lado si 0 — A’ 5 A —%5 A” — () es una sucesion exacta entonces
los siguientes enunciados son equivalentes: existe un homomorfismo s : A — A’ tal
que s o f es la identidad en A’; existe un homomorfismo ¢t : A” — A tal que got
es la identidad en A”; existe un isomorfismo A =~ A’ @ A”. Si estas condiciones se

satisfacen decimos que la sucesion exacta se escinde.

A f g «
Una sucesién larga - — A" — A — A" — ... es exacta si es exacta en

cada posicion. Las inclusiones Im f C Ker g son equivalentes a pedir g o f = 0, asf,
la sucesién es un complejo de cadenas; las inclusiones opuestas Kerg C Im f nos
dicen que los grupos de homologia de este complejo de cadenas son triviales.

Si ahora consideramos complejos de cadenas X!, X,, X” con homomorfismos
frontera d,, entonces una sucesion eracta corta de complejos de cadenas es una
sucesion

0—sX -Lax, 2 x50
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tal que el siguiente diagrama

0 0 0
! 5 l |
s M, My B B B, —
A IR B
al’l-rl n
e Mgy etw N, S g e
: |
o My s xR By mE
1 ! l
0 0 0

tiene renglones exactos y es conmutativo (aqui 0 denota al complejo de cadenas
que es cero en todo grado). Tal sucesion de complejos de cadenas induce de forma
natural una sucesién exacta larga de homomorfismos de grupos

.___,Hﬂ(X")i.; rz(XJi’Hrl(X”)i’ n—l(XJ}‘_""’"'s

donde naturalidad significa que el diagrama conmutativo de sucesiones exactas cor-
tas de complejos de cadenas, induce un diagrama conmutativo de sucesiones exactas
largas de grupos. En este caso d es llamado homomorfismo de conezidn y se define
de la siguiente manera: si [z] denota la clase de homologia de un ciclo z, definimos
d: Hy (X") — H,_ (X') como 8 [2"] = [2], donde f (z') = 8, (z) para algin x
tal que g (z) = 2", y donde 8, denota al correspondiente homomorfismo frontera
O, : X, — X,_1 (la existencia de x se debe a que g es suprayectivo; la existencia
de 2’ se debe a que ¢ (0, (z)) = d, (g9 (z)) =0y f es inyectiva)

0

|
X ;3¢

iy
T e Xn I n-12 an (I)
s
" e X"
|
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Las sucesiones exactas nos permiten relacionar los grupos de homologia de un
espacio, un subespacio y el espacio cociente asociado.

Dado un espacio X y un subespacio A C X, sea
Se (X, A) = 5, (X) /Sa (A)

de modo que las cadenas singulares en S, (A) son triviales en S, (X). Como el
homomorfismo frontera d, : S, (X) — S,—; (X) manda S, (A) a S,_; (A), éste
induce un homomorfismo frontera cociente 9, : S, (X, A) — S,_; (X, A) por lo
tanto obtenemos una complejo de cadenas relativas S. (X, A)

vy B (8, ) 293 B 1 A} —wovs s B5(R, ) 200

donde d, o d,4, = 0 ya que esta condicién también se cumple antes de pasar al
cociente.
Luego, dualizando este complejo de cadenas, haciendo

S™ (X, A) := Hom (S, (X, A), Z)

y definiendo homomorfismos cofrontera relativos 6™ : S™ (X, A) — S"*' (X, A)
como restricciones de los homomorfismos cofronteras no relativos, obtenemos un
complejo de cocadenas relativas S5* (X, A)

+1

0L SR, A =i s B, A) T 59 (X, A) — 50

Definicién 1.6 FEln-ésimo grupo de homologia relativa con coeficientes en
G de (X,A) es
H, (X, A;G) i=H, (5.(X,A) ®:z G).

El n-ésimo grupo de cohomologia relativa con coeficientes en G de
(X, A) es
H" (X, A;G) :=H,(S*(X,A)®z2G).

Denotaremos por S, (X, A; G) al complejo de cadenas S, (X, A) ®z G y por
S5* (X, A; G) al complejo de cadenas S* (X, A) ®z G.

Notemos que los elementos de H, (X, A) estan representados por ciclos rela-
tivos, es decir, n-cadenas a € S, (X) tales que 9, (o) € S,_; (A). Un ciclo relativo
« es trivial si y s6lo si es una frontera relativa, esto es, a = 93 + v para algiin
B € Spy1(X)yvy € S, (A). Estas propiedades hacen precisa la idea intuitiva de que
H, (X, A) es “la homologfa de X médulo A”.
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Justo como en el caso no relativo, existen homomorfismos inducidos para ho-
mologia relativa. Una aplicacién de parejas f : (X, A) — (Y, B), estoes f (A) C B,
induce un homomorfismo

fa: 5 (X,A;G) — S, (Y,B;G) para cada n

ya que fx : S, (X) — S, (Y) manda S, (A) en S, (B), asi, tenemos aplicaciones
bien definidas sobre cocientes fy : S, (X, A) — S, (Y, B). Ademis la relacién
Oy o fg = fy 00, se cumple para cadenas relativas porque se cumple para cadenas
no relativas. Por lo tanto los fx’s definen una transformacién de cadenas y entonces
existen homomorfismos relativos inducidos a nivel de homologia

f.: Ha (X, A;G) — H, (Y, B;G)

y estos siguen cumpliendo las propiedades funtoriales (fog), = f,og.el, =1y
la propiedad de invariancia homotdépica.
Andlogamente, mediante dualizacién, se cumple que f induce un homomorfismo

f#:8"(Y,B;G) — S™(X,A;G) paracadan

que define una transformacién de cocadenas, por lo tanto existen homomorfismos
relativos inducidos a nivel de cohomologia

f*:H"(Y,B;G) — H" (X, A;G) para cadan

donde se mantienen las propiedades funtoriales (fog)" = f*og*,1* = 1y la
invariancia homotépica.

Porotroladosii: A — X,j: (X,d) — (X, A) denotan las inclusiones, tenemos
que el siguiente diagrama con renglones exactos es conmutativo

D= Bl4] 25 5@ 2 BRA —
o, o, On

By By <& B(X) 2 524 —0

entonces A )
0.~ 8 () 2.5 [ 22 B [X A —i

define una sucesion exacta corta de complejos de cadenas y su sucesién exacta
larga de homologia inducida es

iy Ho (A) 2 B (X)) 25 L (X, A) = Hyy [A) — vov — Hy (X, A) — 0
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donde 1,, j, son los respectivos homomorfismos inducidos y @ es el homomorfismo de
conexién. De hecho podemos obtener una sucesién exacta larga andloga con grupos
de homologfa con coeficientes en G.

Esta sucesién exacta larga hace precisa la idea de que los grupos H, (X, A)
miden la diferencia entre los grupos H, (X) y H,(A). En particular, la exactitud
implica que si H, (X, A) = 0 para todo n, entonces la inclusién i : A — X induce
isomorfismos H,, (A) = H, (X) para todo n, porque la sucesién exacta larga para
(X, A) se rompe en sucesiones 0 — H, (A) — H, (X) — 0.

Por otro lado, dualizando la sucesién exacta corta
0 — Sa(4) = Sa(X) -2 Sa (X, 4) — 0

obtenemos una sucesién exacta corta de complejos de cadenas

0 — S*(X,A) L 5* (X) 5 §* (X, A) — 0

donde los respectivos homomorfismos ¢*, ¢*conmutan con §™ puesto que %, g conmu-
tan con d,, y entonces la sucesién exacta larga de grupos de cohomologia
asociada viene a ser

. — H™ (X, A) 25 H™(X) 25 H*(4) -5 B (X, A) — - -

donde § denota al homomorfismo de conexién, y en general obtenemos también una
sucesion exacta larga con grupos de cohomologfa con coeficientes en G.

Ejemplo 1.7 Notemos que st X = {xg} es el espacio con un solo punto S, (X) ~ Z
para todo n > 0, Oy, es la identidad paran > 1, y es cero en otro caso. Por lo tanto
S (X;G) = G y 3, ®1¢ es la identidad paran > 1 y es cero en otro caso, entonces

G sin=0

H"(X;G)g{ 0 sin>0

Por lo tanto S™ (X;G) ~ G para todo n y 6°* ® 1¢ es la identidad paran > 1 y
cero en otro caso, de modo que

G sin=0

HH(X;G)E{ 0 sin>0

Luego, de la invariancia homotdpica de H, (o H™) se sigue que estos también son
los grupos de homologia (o cohomologia) de cualquier espacio contraible. A
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En ocasiones es conveniente tener una versién un poco modificada de homologia
en la cual un punto tenga grupos de homologia triviales para todas las dimensiones
incluyendo cero.

Definicién 1.8 Sea X un espacio punteado con punto bdsico xg y ¢ : X — {xo}
la inica aplicacidn sobre el espacio con un solo punto. Los grupos de homologia
reducida de X con coeficientes en G se definen como

H, (X;G) :=Ker(c, : Hy (X;G) — H, ({zo};G)).

Ysii: {xg} — X denota la inclusion del punto bdsico, entonces definimos los
grupos de cohomologia reducida de X con coeficientes en G como

B (X;G) :=Ker(i*: H" (X;G) — H" ({x0};G)) .

Notemos que coi = 1 de modo que ¢, o4, = 1, por lo tanto ¢, es suprayectiva y
se tiene que la sucesién exacta corta

0 H, (X8 — B (56 -2 (o} B8) —D
se escinde, y tenemos la siguiente relacién entre homologfa reducida y no reducida
H, (X;G) ~ H, (X;G) ® H, ({z0}; G)
por lo tanto

Ho(X;G)~ Hy (X;G)®G y H,(X;G)=~ H,(X;G) sin#0.

Por otro lado co ¢ = 1 implica que i* o ¢* = 1, por lo tanto la inclusién induce
un homomorfismo suprayectivo y la sucesién exacta corta

0 — H"(X;G) — H™(X;G) - H" ({20} ;G) — 0
se escinde, y resulta una descomposicién en suma directa
H"(X;G) ~ H"(X;G) ® H" ({20} ; G)
por lo tanto
H°(X;G)~ H*(X;G)®G y H"(X;G)~H"(X;G) sin#0.

En particular para X = {3} concluimos que ffn(X;G) y H* (X;G) son cero
para todo n.
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También existen sucesiones exactas largas para parejas (X, A) con A # @, con
grupos de homologia (cohomologia) reducidos completamente andloga a la sucesién
exacta larga con grupos de homologfa no reducidos. En particular aplicando dicha
sucesion a la pareja (X, xy) donde 2y € X, como H,, (z9) = 0 para todo n, obtenemos
isomorfisinos N

H, (X, x) =~ H,(X) para todo n.

Dada una pareja arbitraria, podemos expresar la homologia relativa de esta pare-
ja como homologfa reducida absoluta (ver [10]). En efecto, considerando el espacio
X UCA donde C'A denota al cono de A, se puede probar que existen isomorfismos

H,(X,A)= H,(XUCA) para cada n.
Si (X, A) es un complejo celular relativo, A # @, el cociente ¢ : (X, A) —

(X/A, AJ/A) induce isomorfismos

¢ H,(X,A) — H,(X/A, AJA) =~ H, (X/A) para todo n
y podemos obtener isomorfismos similares
H,(X,A:G)~ H, (X/A;G) y H™(X,A;G)=~ H"(X/A;G) para todo n.

En el caso particular en el que X es un complejo celular y X™ es el n-esqueleto,
se puede probar (ver [10] , [14]):

= Hi (X", X" 1) = 0 para k # ny es un grupo libre para k = n con un generador
por cada n-célula de X, pues en este caso Hy (X", X" 1) =~ H, (X"/X" 1) y
el cociente X"/ X™! es una cufia de n-esferas, una para cada n-célula de X.

= Hp(X™) =0 para k > n. En particular si X es de dimensién finita entonces
Hi (X) =0 para k > dim X.

= La inclusién 7 : X™ < X induce un isomorfismo 4, : Hy (X") — H, (X) si
k <n.

Se cumplen enunciados similares en el caso de cohomologfa.

En este caso, dado un complejo celular X consideremos las sucesiones exactas
largas para las parejas (X1, X™), (X", X" 1) y (X!, X"~2) y denotemos por j, :
H, (X") — H, (X, X""1). Si definimos d,, : H,y; (X, X™) — H, (X, X™1)
como la composiciéon

dy = Jn-10 O
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(los cuales son justo relativizaciones de los homomorfismos frontera d,,) obtenemos
la siguiente sucesién

Sy ot (X“+I,Xn) Lo Hn (Xu’ Xn—l) dn ey (Xn‘—l‘Xn—2) g

Notemos que la composicion d,, od,, ., es cero pues incluye dos homomorfismos suce-
sivos en una de las sucesiones exactas. Por lo tanto, si C, (X) := H, (X", X™1)
entonces la sucesién anterior viene a ser un complejo de cadenas C, con homomor-
fismos frontera d,,

o e () B8 ) — o0, (X 26 () i

llamado complejo de cadenas celulares de X.

Como C,, (X) = H, (X™, X" !) es libre, cuya base est4 en correspondencia uno
a uno con las n-células de X, podemos pensar en los elementos de H, (X", X" 1)
como combinaciones lineales de las n-células de X.

Dualizando el complejo de cadenas celulares, si C* (X) := Hom (C, (X),Z) =
Hom (H, (X", X" 1) ,Z) =~ H" (X", X" !) podemos definir homomorfismos cofron-
teras d" : C™ (X) — C™*!(X) para obtener un complejo de cocadenas celu-
lares de X, C* (X)

an-—1

0 —s QAR —vvin = B S5 7R L R =

Definicion 1.9 Los grupos de homologia del complejo de cadenas C, (X) ®z G son
llamados grupos de homologia celular con coeficientes en G de X. Los gru-
pos de homologta del complejo de cocadenas C* (X) @z G son llamados grupos de
cohomologia celular con coeficientes en G de X.

Notemos que podemos identificar H, (X) con H, (X™) /Im 0,.4,. Luego, como j,
es inyectivo, manda Im 8, , isomorfamente sobre Im (j,, © 9,41) = Imd, 4+, y manda
H, (X™) isomorfamente sobre Imj, = Kerd,. Ademds, como j,_; es inyectivo,
Ker 8, = Ker d,,. Asf, j, induce un isomorfismo del cociente H,, (X™) /Im 0,4, sobre
Kerd,/Imd,,. Por lo tanto los grupos de homologfa singular y los grupos de
homologfa celular son isomorfos, esto es,

H,(X;G)~ H,(C,(X);G) paracadan.
Similarmente podemos obtener isomorfismos (ver [10], [4])

H"(X;G)=~ H"(C*(X);G) para cada n.
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Ejemplo 1.10 Si X es un complejo celular sin n-células, entonces H, (X) = 0.
Mas generalmente, si X es un complejo celular con k n-células, entonces como
H, (X™, X") es abeliano libre con k generadores, el subgrupo Kerd, debe estar
generado por a lo mds k elementos, por lo tanto también el cociente Ker d,, / Im dp 4y
y entonces H, (X) es generado por a lo mds k elementos. A

Ejemplo 1.11 Consideremos la esfera 8" con la estructura celular candnica con
tinicamente una 0-célula y una n-célula y G = Z. Supongamos primero que n = 0,
entonces Cy (S°) = Z @ Z,C; (S°) = 0 para i > 0 y los homomorfismos frontera son
cero, de modo que Hy(S°) =~ Z® Z y H; (S°) = 0 si i # 0. Supongamos ahora que
n > 0, entonces Cy (S™) = C,, (S") = Z y C; (S°) = 0 en otro caso, y concluimos que
los homomorfismos frontera son cero (el caso n = 1 se sigue por la definicién) por
consiquiente Hy (S") ~ Z, H, (S") = Z y H; (S*) = 0 si ¢ # 0,7 # n. Por lo tanto,
de la relacidon entre homologia y homoelogia reducida llegamos a que
Hi(SO]Z{Z(gZ ;?_;g y H,-(S“)={% 12.#0;:1 paran > 0. A
Por comodidad, en el ejemplo anterior tomamos la descomposicion celular canéni-

ca de la esfera, aunque pudimos haber tomado cualquier otra descomposicién, ya
que los grupos de homologia de un espacio son independientes de tal eleccién.

Ejemplo 1.12 Consideremos el espacio proyectivo complejo CP" con la descom-
posicion celular CP" = e® Ue? U --- U e® dada por exactamente una célula en cada
dimensién par y nuevamente consideremos G = Z. Entonces C; (CP*) = Z si i
es par, 0 < i < 2n; C; (CP*) = 0 en otro caso. Por lo tanto, los homomorfismos
frontera son cero y

] <1 <
H, (CP") ~ Z 1vpar, 0 <i<2n
0 otro caso
En general, si X es un complejo celular sin células de dimensiones n — 1y n+1
entonces H,, (X) es abeliano libre cuya base estd en correspondencia uno a uno con
las n-células de X.

Hemos visto que para homologia singular se cumplen las propiedades (f o g), =
fiog. y 1, = 1 para los homomorfismos inducidos. Por lo tanto, para cada n,
los H, (—;G) definen funtores covariantes de la categorfa cuyos objetos son las
parejas de espacios topoldgicos y los morfismos son las aplicaciones continuas, a
la categorfa de grupos abelianos y homomorfismos de grupos. Ademds, si H, (A)
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denota a f, (A, &), tenemos definidas transformaciones naturales de funtores 9 :
H,(X,A;G) — H,_, (A;G). Se puede probar (ver [6]) que estos funtores y trans-
formaciones naturales satisfacen:

= Funtorialidad. Para aplicaciones entre parejas g : (X, A) — (V,B)y f :
(Y. B) — (2,C)

(fog),=fiog.: Ha(X,A;G) — H,(Z,C;G)
y si Lix.a): (X, A) — (X, A) es la identidad entonces
Lix,ap = Lo x,0)  Ho (X, A;G) — H, (X, A;G)
donde 14, (x 4) es la identidad de grupos.
» Homotopia. Si f ~ g : (X, A) — (Y, B) como aplicaciones de parejas entonces

f"‘ = g* : H‘ﬂ (X!ArG) sk Hn (Y:B\G)’

= [seision. Dada una pareja (X, A) y un subespacio U C X tal que la ce-
rradura de U estd contenida en el interior de A, entonces la inclusién k :
(X —-U,A-U) = (X, A) induce un isomorfismo

k,: H, (X -UA-U;G) — H,(X,A4;G).

= FEractitud. Para las inclusiones 7 : A — X y j : X — (X, A) existe una
sucesién exacta larga natural

sz H (A;G)-L H.0X; G)-jl* H,. (X, A4 G)i' Ho o (A4G) — -+,

= Dimension. Si X es el espacio que consta de un solo punto, entonces Hy (X; G) =
Gy H; (X;G) =0 para todo i # 0.

Estos son llamados aziomas de Eilenberg-Steenrod y son los axiomas para una teoria
de homologia ordinaria.

Para cada n, los H" (—; G) resultan ser un funtores contravariantes entre las
mismas categorias, y junto con las transformaciones naturales § : H" (4;G) —
H™! (X, A; G) dadas por el homomorfismo de conexién se puede probar que satis-
facen:
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» Funtorialidad. Para aplicaciones entre parejas g : (X, A) — (Y,B) y f :

(fog) =g o f*: H*(Z,C;G) — H™(X, 4;G)
y si 1ix,4) 1 (X, A) — (X, A) es la identidad entonces
x4 = lunxa) - H (X, A;G) — H™ (X, A;G)
donde 1y (x 4y es la identidad de grupos.
» Homotopia.Si f ~ g : (X, A) — (Y, B) como aplicaciones de parejas entonces
ff=g¢:H"(Y,B;G) — H" (X, A;G).
= FEscision. Dada una pareja (X, A) y un subespacio U C X tal que la ce-

rradura de U estd contenida en el interior de A, entonces la inclusién k :

(X —=U,A-U) < (X, A) induce un isomorfismo
k*: H' (X, A;G) — H" (X - U, A-U;G).

= Fractitud. Para las inclusiones 1 : A — X y j : X — (X, A) existe una
sucesion exacta larga natural

.__,H“(A;G‘)_é_,Hn+l (X,A;G)LH'I+1(.\’;G)LHR-‘—I (A,G)—)

Q

= Dimension. Si X es el espacio que consta de un solo punto, entonces H° (X; G)
Gy H'(X;G) = 0 para todo i # 0.

Estos son llamados aziomas de Eilenberg-Steenrod y son los axiomas para una teoria
de cohomologia ordinaria.

En términos de informacién intrinseca no existe una gran diferencia entre grupos
de homologia y grupos de cohomologfa, sin embargo, la contravariancia proporciona
una estructura extra en cohomologfa. A saber, existe un producto llamado producto
copa, el cual hace de los grupos de cohomologia un anillo graduado. En adelante
consideraremos cohomologfa con coeficientes en un anillo.

Sea R un anillo. Para cocadenas ¢ € S™(X;R) y ¢ € S"(X; R), el producto
¢~ d € 8™ (X) se define como sigue. Sea o : A™*" — X un simplejo singular.
La m-cara frontal de o es la composicién

goo, ;A" — X
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donde a,, : A™ — A™™" se define como
O R W N R
Similarmente la n-cara trasera de o es la composicién
gofl, : A" — X
donde 3, : A™ — A™H"

ﬁn ('f'm: cm-{-l- sony tm+n) = (0, -“101 tms tm-!—l: seny tm+n) G

Definimos el producto copa de cocadenas ¢ — ¢ mediante la identidad
(e~ d,fo]) = (1) {c,[o0am]) - (¢[00 B,]) € R

donde el lado derecho es el producto en R. Esta operacién es bilineal y asociativa,
pero no es conmutativa. El cociclo constante 1 € S (X) es el elemento identidad.
Debemos hacer la aclaracién en este momento de que el signo (—1)™" en esta defini-
cién es opcional. Libros como [6] o [14] incluyen este signo en la definicién, mientras
que otros como [10] o [9] no lo hacen.

Este producto tiene la siguiente férmula

d(cwd)=bdc~d+(-1)"c~dd parace S™(X;R),d € S"(X;R).

De aquf se sigue que el producto copa de dos cociclos es un cociclo, y también el
producto copa de un cociclo y una frontera, en cualquier orden, es una cofrontera
yaquec~ §c =+d(c~ ) side=0,ydc~ =4d(c— ) sidd =0. Esto implica
que existe un producto copa de clases de cohomologia inducido

<: H™ (X; R) ®g H" (X; R) — H™"™(X;R)

también llamado producto interno en cohomologia.

Ahora supongamos que tenemos una pareja de espacios A C X. Si la cocadena
¢ pertenece al subconjunto S™ (X, A) C S™(X), (esto es si ¢[o] = 0 para todo
o: A" — A C X) ysicd € S"(X), entonces claramente ¢ « ¢ pertenece a
S™mn (X, A). Esto nos lleva a una versién relativa del producto copa

<: H™ (X, A; R) ®g H" (X; R) — H™™" (X, A;R).

Y mds generalmente, consideremos dos subconjuntos A, B C X tales que son abier-
tos relativos de A | J B, podemos definir un producto copa

—: H™ (X, A;R) x H" (X, B; R) — H™™" (X,AUB;R).
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A nivel de cohomologia esta operacién es asociativa y distributiva ya que a nivel
de cocadenas el producto copa tiene estas propiedades. Si R tiene un elemento
identidad entonces existe un elemento identidad para el producto copa, la clase
1 € H°(X; R) definido por el O-ciclo que toma el valor 1 en cada 0-simplejo singular.
Ademis esta operacion conmuta salvo signo. En el contexto de grupos graduados,
esta propiedad es llamada conmutatividad. Por lo tanto el anillo de cohomologia
H* (X) = H" (X) es conmutativo como anillo graduado.

En resumen, el producto copa tiene las siguientes propiedades (ver [10], [6]):

» Asociatividad: Para x € H* (X, A;R),2’ € H' (X, A R) 2" € H™ (X, A"; R)
se tiene que

g (' va")=(zva) v’ e B (X, AUAUA";R).

s FEziste unidad: La imagen de 1 € R = H°(%; R) bajo el homomorfismo 7* :
H' (+; R) — H°(X; R) inducido por la tnica aplicacién 7 : X — {*} es la
unidad para el producto. Esto es, para z € H* (X, A; R) se tiene que

Iy i == .

» Commutatividad graduada: Para x € H* (X, A;R) y 2’ € H' (X, A;R) se
cumple la relacion

g =(-)"a <

s Naturalidad: Si f : X — Y entonces f*(z —y) = f* (z) ~ f* (y).

Ademds, si § : H* (A) — H**'(X, A) es el homomorfismo de conexién en la
sucesion exacta para la pareja (X, A) e i* : H' (X) — H'(A) el homomorfismo
inducido por la inclusién

s d(xvit(a)=6d(z) — .

Por otro lado, si consideramos clases de cohomologia z € H™ (X, A) y y €
H" (Y, B) donde A es un subconjunto abierto de X y B es un subconjunto abierto
de Y (si B es vacio entonces A no necesita ser abierto, y viceversa) entonces usando
las proyecciones canénicas

m : (XxY,AxY) — (X, A)
T @ (X xY,X xB) — (Y,B)
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definimos el producto externo en cohomologia o producto cruz
x: H™(X,A)®g H*(Y,B) — H™™ (X x Y, (A x Y)U (X, B))
como la clase de cohomologia
Xy =i (@) v 3)

(en ocasiones es conveniente usar la abreviatura (X, A) x (Y, B) para la pareja
(AxY)U(X x B)).

El producto externo nos permite calcular la cohomologia de espacios producto,
ya que por ejemplo, produce un homomorfismo

x: @ H (X)@ H (Y) — H"(X xY)

i+j=n

el cual es isomorfismo cuando X y Y son complejos celulares tales que cada H* (X)
es un R-mdédulo libre de torsién y Y tiene solamente una cantidad finita de células
en cada dimensién (ver [14]).
El producto copa se relaciona con el producto externo mediante la siguiente
formula
ey = Kz %)

donde A : (X, AUA") — (X, A) x (X, A') es la aplicacién diagonal.

Terminaremos esta seccién presentando el Teorema de Dualidad de Poincaré,
el cual nos asegura cierta simetrfa entre grupos de homologfa y cohomologia para
variedades cerradas y orientadas. En ocasiones, este resultado nos ayuda a simplificar
el cdlculo de tales grupos.

En primer lugar, consideremos una variedad topolégica sin frontera M de di-
mensién n (no suponemos que M sea diferenciable). Para cada @ € M existe una
carta coordenada homeomorfa a R™ que contiene a . Luego, por escisién, exactitud
e invariancia homotdpica tenemos isomorfismos

H;(M,M - {z};Z) ~ H;(R*,R" — {0};Z) ~ H;_; R" — {0} ;Z) ~ H;_, (S} Z)

entonces H; (M, M — {z};Z) ~0sii#nyesZparai=n.

Una orientacidn local j, para M en x es una eleccién de uno de los dos posibles
generadores para H, (M, M — {z};Z) y tal y, determina orientaciones locales p,
para todos los puntos y en una vecindad de . Una orientacion para M es una
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funcién que asigna a cada € M una orientacién local p, que varfa continuamente
con z, en el siguiente sentido: para cada z debe existir una vecindad compacta N y
una clase py € Hy, (M, M — N;Z) tal que si p, denota el homomorfismo

py, : Ho (M, M = N;Z) — H, (M, M - {y};Z)

inducido por la inclusién (M, M — N) < (M, M — {y}) entonces p, (uy) = p, para
cada y € N. La pareja consistente en una variedad y una orientacién es llamada
una variedad orientada.

Para cualquier variedad orientada M y cualquier compacto K C M, existe una
y s6lo una clase u; € H, (M, M — K) que satisface p, (j5) = p, para cada xz € K
(ver [14]). En particular si M es compacta, existe una y sélo una clase p,, € H,, (M)
con esa propiedad. Esta clase es llamada clase fundamental de M.

Por otro lado, notemos que la dualidad entre homologia y cohomologia tam-
bién se refleja por el hecho de que evaluacién de cocadenas en cadenas nos da un

homomorfismo natural
SP(X)®S,(X) —Z

y cuando pasamos a homologia y cohomologia, nos resulta un producto (o evalua-
cién) llamado indice de Kronecker

HP (X) ® H, (X) — Z.

Este se denota por (r,£) para = € H"(X),€ € H,(X) y se define como sigue:
elegimos un cociclo z representante de z y un ciclo ¢ representante de &, entonces
(z,€) := (2,() es decir la evaluacién de z en (.

El fndice de Kronecker cumple que (f* (z),€) = (z, f. (¢

Ahora, para cualquier espacio X y anillo de coeficientes, existe una operacién
bilineal llamada producto capa

~: 8 (X) ® Sp (X) — Sp—i (X)

que se puede caracterizar como sigue: para cada cocadena b € S* (X) y cada cadena
£ € S, (X) el producto capa a nivel de cadenas b ~ £ es el unico elemento de
Sn—i (X) tal que

(a,b~ &) =(a~b¢) (L.1)

para todo a € S"7* (X). Més explicitamente, para cada generador [o] de S, (X),
el producto capa b ~ [o] se puede definir como el producto del elemento del anillo
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(=1)"" (b, [i-cara trasera de o]) con el simplejo singular [(n — i)-cara frontal de
al.

Combinando la identidad (1.1) con las propiedades del producto copa podemos
obtener lo siguiente (ver [14], [6]):

2 (bvc)nf=bn(cn).
s 1~ E=E
s O(b~E)=(6b) ~E+(~1)b~ B¢ sibe S*(X).
Y de esta iltima propiedad se sigue que existe un producto capa inducido

~: HY (X) ® Hy (X) — Hpi (X).

Podemos enunciar el Teorema de Dualidad de Poincaré en términos de esta
operacién para variedades compactas con cualesquiera coeficientes (ver [14]).

Teorema 1.13 (Dualidad de Poincaré) Sea M unan-variedad compacta y orien-
tada con clase fundamental j,,, entonces existe un isomorfismo

™ Ky il (M) — H,_;(M)

a — a~ Hoar

Este resultado nos puede ayudar a simplificar de gran manera los célculos de
grupos de homologfa y cohomologfa de variedades. Notemos que en este caso se tiene
que H' (M) = H,_;(M). Si i = 0 entonces el teorema nos dice que H, (M) ~ Z
con generador 1 —~ p,, = p,, la clase fundamental; si ¢ = n entonces nos dice que
H"™ (M) = Z con generador ¢ dual a u,, (s, pup) = 1.

1.3. El Invariante de Hopf en cohomologia

El objetivo de esta seccién es presentar la definicién del Invariante de Hopf. En
un principio H. Hopf di6 esta definicién en términos més geométricos (1931) como
cierto nimero de enlace. Sin embargo, la definicién que presentaremos aquf es una
reformulacion dada por N. E. Steenrod.

Sea S™ la esfera de dimensién n, donde n > 2, y sea f : §**! — S" una
aplicacién dada. El cono de la aplicacién f se define como el espacio de adjuncién

Cp=sm|, o8



1. Introducciéon a Cohomologia 27

donde C'S*"~! = (X x I) / (X x {0}) denota al cono de $**~!, el cual pegamos a S"
a lo largo de X x {1} mediante la identificaciéon (z,1) ~ f (z). Notemos que

Cf — s Uf CSZn—l o gn Uf ]D‘Zn

asi, podemos pensar a C; como un complejo celular: considerando a §**~! como la
frontera de la 2n-célula e*® = D?" y entonces formamos el complejo Cy = S" | f e
con la unién ajena de S™ y " e identificando cada punto en S~ = 9e*" con su
imagen bajo f. Entonces Cy es un complejo con tres células, de dimensiones 0,7, y
2n.

Consideremos el grupo de coeficientes Z. Entonces el complejo de cadenas celu-
lares con coeficientes enteros asociado al espacio Cy es

Z sik=0,n2n
Ce (Cp) = { 0  en otro caso

con homomorfismos frontera d, = 0 para todo k. Luego, dualizando este complejo
de cadenas, obtenemos el complejo de cocadenas

Z sik=0,n2n

k . 3y Py

C7\Cy) = { 0  en otro caso

con homomorfismos cofrontera d* = 0 para todo k. Por lo tanto, la cohomologfa de
Cyes

Z sik=0,n,2n

k s
B {Gi= { 0 en otro caso (1.2)

Notemos que en particular (Cy, S™) es un complejo celular relativo, de modo que
H* (C;,S") =~ H* (C;/S™) =~ H* (S?") para cada k, de modo que si i : S* — Cj,j :
(Cy,@) — (Cf,S™) denotan las inclusiones, entonces de (1.2) y el Ejemplo (1.11)
se tiene que la sucesion exacta larga asociada a la pareja (C'y,S") se rompe en las
sucesiones exactas

0 — Hﬂ (Cf) _‘__} Hn (Sn) —50 y 0 —s H?u (S2n) J_.’ H2n (Cf) =0

por lo tanto los homomorfismos inducidos i* y j* vienen a ser isomorfismos. Asi,
tomemos o € H" (Cy) (0 # 0) correspondiente a la clase de orientacién de S* y
tomemos 7 € H? (Cy) (r # 0) correspondiente a la clase de orientacién de S*".
Entonces el producto copa cuadrado ¢? = ¢ « o € H?"(Cy) es alglin entero
multiplo de 7.
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Definicién 1.14 El Invariante de Hopf (en cohomologia) de f : §**~! — S"
es el entero H (f) tal que
o= H(f)-r.

El tipo de homotopia de Cy depende sélo de la clase de homotopfa de la aplicaciéon
f, asi H (f) también depende sélo de la clase de homotopia de f. Por lo tanto,
podemos hablar del Invariante de Hopf de una clase de homotopfa, de modo que
podemos definir una transformacién

H v Mop—1 (Sn) — Z, (].3)

la cual manda una clase de homotopfa « al entero H (f) donde f es un representante
de a. Alin mas, se puede probar que H es un homomorfismo de grupos (ver [10])
tal que si n es impar entonces H = 0; si n es par entonces 2 € Im H.

Algunas propiedades del Invariante de Hopf, relacionadas con el grado de una
aplicacion, son las siguientes (ver [13]):

» Sig:S§* ! — §?1 entonces H (f o g) = deg (g) - H (f).
= Sie:S" — S" tiene grado d, entonces H (e o f) = [deg (e)]* - H (f).

Notemos que si f : "' — S" con n impar, entonces de la conmutatividad
graduada del producto copa, 02 = —¢? lo cual implica que o2 = 0. Por lo tanto

H(f) =0 sin esimpar.

Por otro lado, para cualquier n par, existen aplicaciones con Invariante de Hopf
dos. De hecho, para n par, se pueden obtener aplicaciones cuyo Invariante de Hopf
sea j cualquier niimero par!. En efecto (ver [10]) consideremos S" con un punto bdsico
e el cual es una 0-célula y sea J, (S*) el espacio cociente de S™ x S* mediante la
relacién de equivalencia que identifica (z, €) ~ (e, z). Entonces de la estructura usual
de complejo celular de §", J, (S*) hereda una estructura celular con tres células, de
dimensiones 0, n, y 2n, asf J, (S") tiene la forma C; para algin f : S*! — S
Se puede probar que si n es par, el cuadrado del generador de H™(J,(S")) debe
ser dos veces el generador de H?" (J, (S")), asi que H (f) = +2. Luego, mediante
el homomorfismo (1.3) inducido por el Invariante de Hopf se sigue que para cada
n par, podemos obtener aplicaciones cuyo Invariante de Hopf sea cualquier mimero
par.
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Sin embargo, las aplicaciones con Invariante de Hopf uno son mds escasas. Para
n = 2,4 y 8 podemos dar ejemplos de aplicaciones f : §2*~! — §" con Invariante
de Hopf 1. Por lo tanto del homomorfismo (1.3) inducido por el Invariante de Hopf,
existen aplicaciones con Invariante de Hopf igual a cualquier mimero entero.

Para el caso n = 2, notemos que el anillo de cohomologia del espacio proyectivo
complejo CP? es el dlgebra de polinomios truncados

H* (CP?) ~ Z[a] /o (1.4)

donde a es el generador de H? (CP?), esto es, H?? (CP?) es el grupo abeliano libre
con generador o para ¢ < 2. En efecto, sabemos que CP? tiene una estructura
celular con una 2g-célula para cada ¢, 0 < ¢ < 2, por lo tanto la conclusién es
correcta aditivamente: H?7 (CP?) es un grupo abeliano libre con un generador para
0 < g < 2. Ademds, como CP! es el 3-esqueleto de CP?, de la sucesién exacta
de la pareja (CP?,CP!) se tiene que la inclusién CP!' < CP? induce un isomor-
fismo H% (CP?) —s H? (CP') para ¢ < 2. Entonces, si a genera a H?(CP?) y
u € Hy (CP?) denota la clase fundamental, por dualidad de Poincaré H? (CP?) ~
H, (CP?) y oo —~ p genera a H, (CP?). Luego 1 = (a, @ ~ j1) = {a ~ a, y1) de modo
que o es el dual de y, y entonces es el generador de H* (CP?).

Consideremos S* = {(u,v) € C x C| |uf* + |v[* = 1} la esfera unitaria en C x C
y §? = CU {oo}. Entonces la aplicacién

f:§3 — §?

(w,v) +— wup”!

es la aplicacién de pegado en el espacio proyectivo complejo 2-dimensional tal que
Cy=§? e' = CP2
r=8,

Luego, si 0 € H?(Cy) y 7 € H*(Cy) son los elementos involucrados en la definicién
del Invariante de Hopf, aplicando (1.4) resulta que o® debe ser el generador de
H*(C}) de modo que ¢* = 7, y por lo tanto efectivamente H (f) = 1.

También existe el espacio proyectivo cuaterniénico HP" definido exacta-
mente como en el caso complejo, con estructura de complejo celular de la forma
HP" = e Ue' Ue® U .... De hecho, se puede probar (ver [10]) que

H* (HP*) ~Z(8]/B°
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donde 3 es generador de H* (]HI]P"Z). Si consideremos S la esfera unitaria en H x H,
entonces la aplicacién
f:§8 — st

(u,v) — uw™!

corresponde a la aplicacién de pegado del plano proyectivo cuaterniénico
HP? = S* é
U,
de modo que H (f) = 1.

La asociatividad en el producto de complejos y cuaterniones es necesaria para
que, en esos casos, la identificacién z ~ Az sea efectivamente una relacién de equi-
valencia, de modo que no podemos extender esta definicién a espacios proyectivos
de Cayley, sin embargo sf existe una definicién de plano proyectivo de Cayley OF?.
Sea @ el dlgebra no asociativa de los niimeros de Cayley u octonianos, cuyos elemen-
tos son parejas de cuaterniones. Consideremos S'° la esfera unitaria en el espacio
vectorial 16-dimensional Q% y S® = QU {00}, sea

f:8% — 8

(z0,21) — 202y’
Entonces definimos el plano proyectivo de Cayley como

P2 — S8 16
O U! e

En este caso también se puede probar que (ver [10])

H* (OP?) = Z[y] /+*
donde 7 es generador de H® (@]PZ), yque H(f)=1.

Tales aplicaciones §* — §?,§7 — §* y S — §® son llamadas fibraciones
de Hopf.

De hecho, por J. F. Adams (ver [1]) se sabe que para valores de n distintos de 2,4
y 8, no ezisten aplicaciones de Invariante de Hopf uno. Mas adelante, en el tercer
capitulo de este trabajo, discutiremos méds acerca de esta cuestién. En particular,
se puede probar que la existencia de aplicaciones con Invariante de Hopf uno est4
muy relacionada con la existencia de estructuras multiplicativas en R", de donde se
sigue que las unicas dimensiones n para las cuales se tiene estructura de dlgebra de
division sobre R" son n = 1,2,4 y 8, que son las que conocemos R, C,H y O.



Capitulo 2

Introduccion a la K-Teoria

El objetivo de este capitulo es presentar una introduccién a la K-Teoria. Durante
la exposicién intentamos no entrar en demasiados detalles téenicos, exhibiendo sélo
ideas principales encaminadas a formular la definicion del Invariante de Hopf.

En la primera seccién introducimos la teorfa elemental de haces vectoriales, los
cuales corresponden a los elementos sobre los cuales se define la K-Teoria de un
espacio topolégico, como se muestra en la segunda seccién, y también presentamos
el teorema fundamental de la K-Teorfa, el Teorema de Periodicidad de Bott, que nos
ayuda a simplificar enormemente algunos cédlculos en K-Teoria, permite ver a ésta
como una teorfa de cohomologia generalizada y nos abre paso hacia la definicién del
Invariante de Hopf que se presenta en la tercera y tltima seccién.

2.1. Haces Vectoriales

En esta seccién presentaremos la definicién de haz vectorial y posteriormente
algunas propiedades, ejemplos y operaciones entre haces que serdn fundamentales
para la construccién de la K-Teorfa.

La idea de un haz vectorial es la de una familia de espacios vectoriales parame-
trizada mediante los puntos de un espacio topoldgico, de tal manera que se cumple
una condicién de trivialidad local. Para nuestros propdsitos todos los espacios vec-
toriales considerados serén espacios vectoriales de dimensién finita sobre el campo

K € {R,C}.
Definicién 2.1 Un haz vectorial n-dimensional sobre el campo K € {R,C}

es una terna (E, X,p) formada de una pareja de espacios topoldgicos E, X y una
aplicacion continua y suprayectiva p : E — X, tal que para cada z € X, p~! (z)

31
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posee una estructura de espacio vectorial sobre K compatible con la topologia relativa
a E, esto es que la suma y el producto por escalar son aplicaciones continuas, y tal
que existe una cubierta abierta {U,} de X y homeomorfismos hy : p~' (Uy) —
U, x K™ para cada o donde p~' (z) = {2} x K" es un isomorfismo de espacios
vectoriales para cada x € U,. El espacio E es llamado espacio total, X es llamado
espacio base, p es la proyeccion, E, := p~'(x) es la fibra sobre el punto x, y hq
trivializacion local.

Por ejemplo, si X es un espacio topolégico y V' un espacio vectorial sobre K €
{R, C}, podemos considerar X x V' con la topologfa productoy m; : X xV — X la
proyeccién canénica en el primer factor. Entonces la terna (X x V, X, ) es un haz
vectorial sobre K de dimensién dim V| pues basta tomar la cubierta abierta {X}.
Este es llamado haz vectorial producto con fibra V.

Si ahora consideramos un haz vectorial (E, X,p), Y un subespacio de X y
q = p|,-1(y) la restriccién de p al subespacio p 1 (Y), entonces (p~1(Y),Y,q) es
claramente un haz vectorial, pues basta con restringir la cubierta abierta de X a Y.
En este caso denotamos al haz como E|,. y lo llamamos haz vectorial restriccion.

Por otro lado, dado un haz vectorial (E, X,p) y un subespacio Ey C E que
intersecta a cada fibra de F en un subespacio vectorial tal que la restriccion p| o
Ey — X es un haz vectorial, es llamado un subhaz vectorial de (E, X, p).

Definicion 2.2 Un homomorfismo entre los haces vectoriales (E, X,p) y (F\Y, q)
es una pareja (¢, 0) de aplicaciones continuas ¢ : E — F y 0 : X — Y tales que
el siguiente diagrama es conmutativo

B—2% P
P q
Xty

y para cada x € X, ‘1’1;,-1(;) : E; — Fpx) es una aplicacion lineal de espacios
vectoriales.

La pareja (¢,60) es un isomorfismo si X =Y y 0 = 1x es la identidad, para cada
@ € X la restriccion ¢|,-1(, : Ex — F; es un isomorfismo lineal, y ¢~ es continua.
En este caso decimos que los haces vectoriales son isomorfos y lo denotamos E =~ F.

En particular, un haz vectorial isomorfo a algiin haz producto es llamado haz
vectorial trivial.

Dado un haz vectorial (E, X, p), dim (E,) es una funcién localmente constante
sobre X y por lo tanto es constante en cada componente conexa de X. Cuando esta
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funcién es constante en todo X decimos que la dimensién del haz es precisamente
el mimero dim (£;). En adelante denotaremos por " al haz vectorial trivial n-
dimensional y llamaremos haz de lineas a cualquier haz vectorial 1-dimensional.

Generalmente denotaremos un haz vectorial (E, X, p) como p : E — X,y cuan-
do no se preste a confusién alguna nos referiremos al haz (E, X, p) simplemente como
“el haz E”. Con esta notacion, debemos tener presente de la definicion de dimension
de un haz, que usualmente la dimensién del haz es diferente de la dimensién de E
visto como espacio topoldgico.

Notemos que si (E, X,p) y (F, X, q) son haces vectoriales n-dimensionales so-
bre el mismo espacio base, entonces una aplicacién continua ¢ : ' — F es un
isomorfismo si y sélo si ¢| iy 4 E, — F, es un isomorfismo lineal. En efecto
si ¢ es un isomorfismo entonces de la definicién se tiene que ¢ se restringe a un
isomorfismo lineal entre fibras. Por otro lado si suponemos que ¢| -3t - E.,— F,
es un isomorfismo lineal para todo = € X, entonces se sigue que ¢ es biyectiva
y ademds p = ¢ o ¢q. Asi, para probar que ¢ es un isomorfismo de haces sélo nos
hace falta verificar que ¢! es continua. Debido a que esto es una cuestion local,
podemos restringirnos a un abierto U de X sobre el cual E y F son triviales.
Luego, componiendo con trivializaciones locales se reduce al caso de un isomorfismo
¢:Ux V" — U x V" (donde V™ denota ya sea al espacio vectorial n-dimensional
real o complejo) de la forma h(z,v) = (z,9. (v)) con g, un elemento del grupo
GL (V) de transformaciones lineales invertibles de V, el cual depende continua-
mente de z. La matriz inversa g, ' también depende continuamente de x puesto que
sus entradas se pueden expresar algebraicamente en términos de las entradas de g,,
por lo tanto h™! (z,v) = h~! (2,9 (v)) es continua.

Dado un haz vectorial (E, X, p) decimos que una aplicacién continuas : X — E
es una seccién del haz E si pos = 1y (o equivalentemente si s (z) € p~! (z) para
cada @ € X). Podemos caracterizar haces triviales en términos de este concepto: un
haz vectorial n-dimensional es trivial si y s6lo si para cada xz € X, existen n secciones
81, 52, ..., 5, tales que {s; (z),s2(z),...s, (z)} es una base de la fibra p~' (z), pues
si en primer lugar consideramos E = X x V" y una base {v, ..., v,} de V" entonces
podemos definir n secciones

s5;: X — XxV»

z — (z,v;)

y claramente para cada x € X, {s;(2),...,s, ()} es una base de {z} x V". Por
otro lado, dado un haz vectorial n-dimensional E y n secciones linealmente indepen-
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dientes sy, ..., s, v definimos
p: XxV* — E

(@, A1y ey An) — Z Aisi ()
i=1

entonces ¢ es una aplicacién continua y un isomorfismo lineal entre fibras; por lo
tanto es un isomorfismo de haces vectoriales, de modo que E es trivial.

Presentamos a continuacion algunos ejemplos para ilustrar las definiciones ante-
riores.

Haz tangente de la esfera unitaria. Sea S* C R"'! la esfera unitaria de
dimensién n y T,S" el espacio tangente a S™ en . La terna (7'S™,S", 7;) donde

I5"= || T.§"= {(1:, v) €S® x R™! | (x,v) = (}}
ze8n
y m : TS" — 8™ es la proyeccién canénica en el primer factor, define un haz vecto-
rial. La fibra en cada = € S™ es el espacio tangente a S" en el punto x. Para construir
trivializaciones locales, elegimos un punto arbitrario b € S" y tomamos U, como el
hemisferio abierto que contiene al punto b y que esta acotado por el hiperplano que
pasa a través del origen y que es ortogonal a b. Definimos las trivializaciones locales

hy : ?TI_I (Up) — U, x ﬂ'l_: b)) = U, x R"

por hy (z,v) = (z,m, (v)) donde 7, es la proyeccién ortogonal sobre el plano tangente
711 (b). Es claro que h, es trivializacién local pues 7, se restringe a un isomorfismo
de 77! (z) en 77! (b) para cada x € U,. Concluimos que (7'S™,S",m,) es un haz
vectorial real n-dimensional. A

Podemos mostrar que cuando n = 0,1,3 o 7 el haz tangente a S" es trivial. El
caso n = 0 es claro. Mediante la caracterizacién que tenemos para haces triviales
en términos de secciones, deducimos que el haz tangente a S! es trivial ya que si
identificamos a R? con los mimeros complejos, se tiene la seccién s; : z — iz.
Por otro lado, si por ejemplo consideramos n = 3, podemos identificar a R* con los
cuaterniones H = {a + bi + ¢j + dk | a,b,c,d € R} y aprovechando la estructura de
algebra de division en H con multiplicacién determinada por las identidades ij = k,
jk =1, ki = j, i* = j2 = k? = —1, podemos definir tres secciones del haz tangente
a la esfera S® de la siguiente manera:

§1: 2z 12 S9:z+— jz S3:z2+— kz
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las cuales son linealmente independientes. De esta manera obtenemos tres campos
vectoriales tangentes a S* no nulos y linealmente independientes, de modo que,
nuevamente por la caracterizacién que tenemos para haces triviales se sigue que el
haz tangente a S3 es trivial. El caso n = 7 se prueba de manera andloga identificando
a R® con los octonianos @ (o mimeros de Cayley) respectivamente.

Una observacion interesante acerca de este ejemplo es que se puede probar que
las tinicas esferas cuyo haz tangente es trivial son precisamente S°, S!,S* y §7. Esto
lo haremos mas adelante en el tercer capitulo.

Haz de Hopf. Consideremos el espacio proyectivo complejo n-dimensional CP".
Podemos identificar a CP" con el espacio de lineas complejas en C**! que pasan a
través del origen. Sea

H={(l,v) e CP" xC"*! | v € I}

y 7y« H — CP" la proyeccién canénica en el primer factor. Entonces (H, CP", m,)
es un haz vectorial complejo 1-dimensional. Para ver esto, notemos primero que la
fibra en cada punto | € CP" es la misma linea [. Luego, andlogamente al ejemplo
anterior, podemos definir trivializaciones locales

hy s 77 (Uy) — Up x 771 (b) ~ Uy x C

mediante proyeccién ortogonal de las fibras 77! (1) sobre m7* (b) para cada [ € Uj.
Por lo tanto H es un haz de lineas complejo sobre CP". Este es llamado haz de
Hopf y en ocasiones nos referiremos al haz H como el haz de lineas canénico
complejo. A

Para mas ejemplos de haces vectoriales, notemos que podemos construir nuevos
haces vectoriales a partir de haces dados. Por ejemplo, las operaciones algebraicas
para espacios vectoriales y homomorfismos tales como suma directa y producto ten-
sorial, inducen operaciones entre fibras de haces vectoriales sobre el mismo espacio
base, que a su vez inducen operaciones en la familia de haces vectoriales (ver [5]).

Suma directa o suma de Whitney. Sean E, F' y G haces vectoriales sobre X
y definamos

EeoF:=|](E.®F).

zeX

Este es un haz vectorial sobre X llamado suma directa de E y F (o suma de
Whitney de E y F') cuya fibra en cada = € X es E, & F,. Ademds, como en espacios
vectoriales, obtenemos isomorfismos canénicos
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s (E®F)®G~E@ (FaG).
s EQF=~F@®E.
s E@pe'~E. A

Producto tensorial. Dados E y F haces vectoriales sobre el mismo espacio X

EQF:=|]J(E.®F)

zeX

es un haz vectorial cuya fibra en cada z € X es el producto tensorial E,; @ F,. Si
ademds G es otro haz vectorial sobre X, tenemos isomorfismos

s (E®QF)®GrE®(F®G).
s EQF=FQ®E.

» ERe'=FE.

s EQ(FeG) = (EoF)®(E®G). A

Sea K € {R,C} y X un espacio paracompacto. Se sabe que la familia de haces
vectoriales sobre X mediante la relacién de equivalencia de “ser isomorfo a” es
un conjunto. Denotamos a éste por Vecty (X), esto es, el conjunto de clases de
isomorfismos de haces vectoriales (reales o complejos respectivamente) sobre X y
por Vecty (X) al subconjunto de Vecty (X) de clases de isomorfismos de haces
vectoriales n-dimensionales sobre X.

El hecho de que Vectg (X) sea un conjunto se debe a que se puede estable-
cer una biyeccion (ver [5]) entre Vecty (X) y el conjunto de clases de homotopias
[X, G, (R*®)] donde G, (R*) := |G, (R) y G,, (R’) es la variedad Grassmanniana o

i

sea el espacio cuyos elementos son los subespacios n-dimensionales de R . (Analoga-
mente se puede probar que Vectg: (X) = [X, G, (C*®)] de modo que Vecte (X) es un
conjunto).

Las operaciones entre haces vectoriales de suma de Whitney y producto tensorial
inducen naturalmente operaciones de suma y producto en Vect (X) definidas como

[El@[F]:=[E®F] y |[E|®[F]:=|E®F].

para clases de isomorfismos [E] y [F]. Tales operaciones hacen de (Vecty (X),®)
y (Vectg (X),®) semigrupos abelianos, y atn mas hacen de (Vecty (X),®, ®) un
semianillo (se cumple la ley distributiva del producto respecto a la suma).
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Otras operaciones. De manera similar a la suma de Whitney y producto ten-
sorial, podemos también inducir otras operaciones sobre haces vectoriales (ver [5])
para obtener la nocién de haz dual E*, haz producto exterior A*E, haz de homo-
morfismos Hom (E, F'), haz cociente E/F. A

Haz inducido o pullback. A partir de una aplicacién continia f: X — Y y
un haz vectorial sobre Y podemos construir un haz vectorial con base X conservando
la estructura de las fibras. Dado un haz vectorial (E, X,p) el haz inducido por f
sobre X es la terna (f* (E), X, m,) donde

[ (E)={(z,e) e X x E| f(z) =p(e)}

y ™ (z,e) = x es la proyeccién canénica en el primer factor. El haz f* (E) es tinico
salvo isomorfismos (ver [15]). La fibra sobre un punto z € X del haz f*(E) es
trivialmente isomorfa a la correspondiente fibra sobre el punto f(z) del haz E.
Ademss, se tiene que el homomorfismo de haces F : f*(E) — E, F (z,¢) = e hace
al siguiente diagrama conmutativo
* E
PEy— E
X Y

Se puede probar que para haces vectoriales F, F' sobre el mismo espacio base
fAE®F)= f*(E)YBf*(F)y [ (E®F)= f*(E)®f* (F) por lo que la aplicacién
inducida

f

—— e

f*:Vect(Y) — Vect(X)
[E] — [f*(E)]

viene a ser un homomorfismo de semigrupos (o semianillos).
El haz inducido tiene las propiedades funtoriales:

» (fog)" (E)~g"o f*(E).
s 1" (E) = E donde 1 denota la aplicacién identidad.
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Ademds, se puede probar (ver [5]) que si f,g : X — Y son aplicaciones continuas
homotépicas y X es un espacio paracompacto, entonces f* (E) = g* (E) para cada
haz E sobre X. Este hecho y las propiedades funtoriales del haz inducido implican
inmediatamente que si X es paracompacto entonces una equivalencia homotépica
f: X — Y induce una biyecciéon f* : Vect (Y) — Vect (X) (que manda la clase
del haz trivial ¥ x V" en la clase del haz trivial X x V). Por lo tanto, si X es
contrafble entonces todo haz sobre X es trivial y Vect (X) =~ Ny (el conjunto de los
enteros no negativos).

De lo anterior deducimos que Vect, (—) es un funtor contravariante de la categorfa
donde los objetos son los espacios topoldgicos paracompactos y los morfismos son las
aplicaciones continuas, en la categorfa de semigrupos abelianos y homomorfismos
de semigrupos.

Construcciéon de pegado. Otra forma de construir haces vectoriales a partir
de haces dados es la siguiente (ver [5]): sea X un espacio compacto, X; y X, dos
subespacios cerrados de X no ajenos que cubren a X y sean p; : B}, — X, y
p2 : By — X, dos haces vectoriales de la misma dimensién. Supongamos que sobre
A = X; N X, existe un isomorfismo de haces ® : E)|, — FEj|,. Entonces el
espacio cociente de la unién ajena E) U E; mediante la relacion de equivalencia que
identifica e; € Ey|, con ® (e;) € E|,, denotado por E; Ug E, posee naturalmente
una estructura de haz vectorial con base X. Este haz es llamado construccién de
pegado de E) y E; mediante ®.

La construccién de pegado tiene las siguientes propiedades. Dados E, E;, I, Ej,
E haces vectoriales sobre X y & : Ey|, — E»|,, ¥ : E}|, — Ej|, isomorfismos
de haces, entonces:

= La clase de isomorfismo de E; Ug F; depende solamente de la clase de homo-
topia del isomorfismo .

» Si E; = EIX!_, t = 1,2 entonces la identidad define un isomorfismo 1, :
Eil, — B,y E= E Uy, B,

Si existen isomorfismos a : By — E{ y : E; — Ej tales que |, 0 ® =
@’ 0 al,, entonces £y Uy E; = E| Ug Ej.

(Ey Us E) ® (B} Ugs Eb) = (B @ E}) Upgar (B2 ® ES).

(By Up E2) ® (B} Up E}) = (F) ® E}) Usga (B2 ® Ej).

(E] Ua Eg)‘r ~ EI U(.b.)-l Eé‘ A



2. Introduccién a la K-Teoria 39

En particular, podemos escribir el haz de Hopf sobre CP!, H — CP!, en
términos de una construccién de pegado de la siguiente manera: identificamos CP! ~
§* =~ CU {0}, la compactacién de C con el punto al infinito. Definimos como X, al
conjunto de mimeros complejos de médulo > 1 junto con el punto al infinito {co};
definimos X al conjunto de complejos de médulo < 1. Luego, A = X; N X, son los
complejos de médulo 1. Sean £} := X; x Cy E, := X, x C, entonces para cada
n € Z tenemos isomorfismos

‘I’,liﬁllﬂ m— E‘Z[A
(2,2) —  (z,2"2)

El haz de Hopf se puede escribir como H = EyUg_, E>. Ademas, si H® = E Uy _, E»
podemos probar (ver [15]) que H™" es el dual de H™.

Contraccion. Sea X un espacio compacto y p : F — X un haz vectorial, el
cual es trivial sobre el subespacio cerrado Y C X, Y # @. Entonces mediante tal
trivializacién podemos contraer las fibras de F sobre Y a una tnica fibra sobre el
punto Y/Y en X/Y, de modo que a partir de un haz sobre X obtenemos un haz
sobre el cociente X/Y (ver [12]). Sea a : E|,, — Y XV la trivializacién de E sobre
Y, m:Y xV — V la proyeccién en el segundo factor, y definamos la relacion de
equivalencia sobre E como e ~ €' siy s6losie, e’ € E|, y (m3 0 @) (e) = (w3 0 ) (€)
6ee ¢ El, ye=e'. Denotamos por E/a al espacio cociente de E mediante esta
relacion de equivalencia. Entonces E/a es un haz vectorial sobre X/Y de la misma
dimension que E.

Ademds, si E, E), F5 son haces vectoriales sobre X con trivializaciones o, a;, as
sobre Y respectivamente:

= Las clases de isomorfismo de E/a dependen sélo de la clase de homotopia de
k.

Sig: X — X/Y es la proyeccion sobre el cociente entonces ¢* (E/a) =~ E.
(Er/an) ® (By/ag) = (Ey @ E) [ (0 ® ap).
(Er/ay) @ (Eafag) = (Ey @ Es) [ (01 @ az). A

2.2. K-Teoria y Periodicidad de Bott

El propdsito de esta seccién es presentar la definicién de la K-Teorfa de un
espacio topolégico. En general, podemos definir K-Teorfa de espacios localmente
compactos, pero para nuestros propésitos serd suficiente estudiar la K-Teoria de
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espacios topologicos compactos. Ademds, hemos estado estudiando tanto haces vec-
toriales reales como complejos, pero en adelante consideraremos sélo haces vecto-
riales complejos (a menos que se especifique lo contrario) por lo que denotaremos
Vecte (X') simplemente como Vect (X).

Debido a la teoria desarrollada en la seccién anterior sabemos que la familia
de clases de isomorfismos de haces vectoriales complejos sobre un espacio base fijo
X, que denotamos por Vect (X), es un semigrupo respecto a la suma inducida por
la suma de Whitney (éste no es un grupo porque en general no existen elementos
inversos). Sin embargo, podemos extender esta familia para hacer de ella un grupo.
La K-Teoria de un espacio topolégico X consiste en la completacion del semigrupo
(Vect (X), ) a un grupo abeliano K (X). Dicha completacion es conocida como la
construccién de Grothendieck.

En general, la construcciéon de Grothendieck asigna un grupo a un semigrupo
dado, con cierta propiedad universal, como presentamos a continuacion.

Si A es cualquier semigrupo abeliano, podemos asociarle un grupo abeliano
K (A) tinico salvo isomorfismos, y un homomorfismo de semigrupos a : A — K (A)
con la siguiente propiedad universal: si G es cualquier grupo abelianoy y: A — G
un homomorfismo de semigrupos, entonces existe un tinico homomorfismo de grupos
v: K (A) — G tal que el siguiente diagrama de semigrupos

es conmutativo. La pareja (K (A) , a) es llamada la construccién de Grothendieck
asociada al semigrupo A. Si A es también un semianillo entonces K (A) serd un
anillo conmutativo.

K (A) se define agregando los inversos de los elementos de A como sigue: con-
sideremos A x A y definimos la relacién de equivalencia (ay, by) ~ (az, bs) si y sélo si
existe ¢ € A tal que a; +b; +c = a3+ b, +c. Entonces K (A) = Ax A/ ~ y si [(a, b))
denota la clase de equivalencia de (a, b) entonces la suma en K (A) se define como
[(a,b)] + [(e,d)] := [(a+ ¢, b+ d)], asf el negativo de [(a,b)] es [(b,a)], y como A
es abeliano, K (A) es también abeliano. Ademds si A es un semianillo, el producto
en K (A) se define como [(a,b)] - [(c,d)] := [(ac+ bd, ad + bc)]. El homomorfismo
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de semigrupos a : A — K (A) se define como a : a — [(a,0)]. Generalmente
escribimos [a] — [b] para referirnos a la clase [(a, b)].

Existe una construccién alternativa de K (A), a saber, si F'(A) es el grupo
abeliano libre generado por A ysea@ : A — F (A) la inyeccién canénica. Tomamos
H (A) como el subgrupo de F' (A) generado por los elementos de la forma @ (a + b) —
@ (a) — @(b) para cada a,b € A (donde + representa la suma en A). Entonces
K(A)~F(A)/H(A) y o : A — K (A) es el homomorfismo de semigrupos dado
por la composicién

A S F(A) -5 F(A)/H (A)

donde o es la proyeccién sobre el cociente. Abusando de notacién, para cualquier
a € A denotamos a su imagen «a (a) € K (A) simplemente como a.

En particular, la construccion de Grothendieck aplicada a (Vect (X), @) da paso
a la siguiente definici6n.

Definicién 2.3 Sea X un espacio topoldgico compacto. El grupo de Grothendieck
asociado a Vect (X) es denotado por K (X) y llamado K-Teoria de X

K(X) := K (Vect (X)).

Como ademads (Vect (X), @, ®) es un semianillo, entonces K (X) posee estruc-
tura de anillo conmutativo. El elemento 1 en K (X)) estd representado por el haz
trivial X x C — X y el elemento 0 estd representado por el haz 1x : X — X
cuya fibra es {*} = {0}.

Abusando de notacién E denotard a la clase de isomorfismo en Vect (X) del haz
E, y [E] denotara la imagen de esta clase en K (X). Asi, de la primera construccién
de K se tiene que todo elemento de K (X) se puede escribir como una diferencia
formal [E] — [F], donde E y F' son elementos de Vect (X).

Se puede probar (ver [5],[4]) que dado un haz vectorial sobre un espacio com-
pacto, siempre existe otro tal que su suma es trivial, por lo tanto sea G tal que
F ® G = e, entonces

[E] - [F] = [E] +[G] - ([F] +[G]) = [E® G] - [¢"]

asf, todo elemento de K (X) es de la forma [H] — [¢"].
Supongamos ahora que F, F' son tales que [E] = [F| entonces nuevamente de la
primera construccién de K se sigue que existe un haz G tal que E® G = F & G.
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Sea G' un haz tal que G ® G’ = ". Entonces E® GG = F@d G G, asf que
E@e" = F ®e". Por lo tanto

[E] =[F]) siysolosi E®e"=F@®e" € Vect(X) para algiin n.

De este modo vemos que la aplicacion canénica Vect (X) — K (X) no es una
inyeccion.

Una aplicacién continua f : X — Y induce un homomorfismo de semianillos
f* i Veet (Y) — Vect (X)) que asocia a la clase de un haz E la clase del haz in-
ducido f* (E). Mediante la propiedad universal de la construccién de Grothendieck,
podemos obtener un homomorfismo inducido a nivel de K-Teoria
[ KY) — K(X)
[E] - [F] — /"] - [f*F]

que hace conmutar el siguiente diagrama

Vect (Y) —2X—K (Y)

I I
V(:(;(.(X) —X LK (X)

De las propiedades del haz inducido podemos deducir que estos homomorfismos
inducidos en K-Teorfa tienen las propiedades funtoriales:

» (fog)' =g 0of".
» Iy = lix)-

Ademds, aplicaciones homotépicas f ~ g : X — Y inducen el mismo homomorfis-
mo, esto es, f* =g¢*: K(Y) — K (X). Por lo tanto, f* es un isomorfismo cuando
f X — Y es una equivalencia homotépica. En particular tenemos que si X y Y
son homeomorfos entonces tenemos un isomorfismo K (X) =~ K (Y').

Concluimos que K (—) es un funtor contravariante de la categoria de espacios
topoldgicos compactos y aplicaciones continuas, en la categorfa de anillos y homo-
morfismos de anillos.
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Ejemplo 2.4 Consideremos X = {zo} el espacio consistente en un punto. Cada
haz sobre un punto es trivial y estd caracterizado por su dimension, entonces la
familia de todos los haces sobre un punto es isomorfa al semianillo de enteros no
negativos, Vect (X) = Ny y por lo tanto K (X) es isomorfa al anillo de los enteros

K(X)~Z

a la diferencia [E] — [F] le corresponde al mimero dim E — dim F' € Z. Ast, de las
propiedades funtoriales de I se sique que éste también es el grupo de K-Teoria de
cualquier espacio contratble. A

Auin para espacios simples (como por ejemplo la esfera n-dimensional) puede
resultar diffcil calcular su grupo de K-Teorfa. Sin embargo, como veremos més
adelante, el Teorema de Periodicidad de Bott puede ser de gran ayuda en este
aspecto.

Sabemos que los elementos de K (X) se pueden escribir como diferencias formales
de clases de isomorfismos de haces vectoriales sobre X. Definiremos a continuacién
la K-Teoria reducida de un espacio topolégico, cuyos elementos tienen la forma de
diferencias de clases de haces de la misma dimension.

Antes de continuar, fijaremos cierta notacién:

C : la categorfa de espacios topolégicos compactos y aplicaciones continuas.

C* : la categorfa de espacios compactos con punto bésico y aplicaciones continuas
que respetan el punto bdsico.

C? : la categorfa de parejas de espacios compactos y aplicaciones continuas de
parejas.

A los objetos (X,Y) € C? los asociamos con el espacio X/Y con punto bidsico
canonico Y/Y, esto es, un objeto de C*. En el caso donde Y = @, entenderemos
X/Y como la unién ajena de X con un punto, el cual viene a ser su punto bésico.
En adelante denotaremos a este objeto de C* por X+,

Sea X € C* con punto bésico zg. La inclusion i : 29 — X induce un homomor-
fismo de anillos
'K (X) — K(z)=Z
|[E] = [F] +— dimE —dimF

que a cada haz vectorial sobre X le asocia la dimensién del haz sobre la componente
que contenga al punto basico xy.
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Definicién 2.5 El micleo del homomorfismo i* es llamado K -Teoria reducida del
espacio X € C* y se denota por K (X), esto es,

K (X) := ker (i* : K (X) — K (x0)).

K (X) es un ideal de K (X) y por lo tanto un anillo sin unidad. Los elementos
de K (X) estdn representados por diferencias [E] — [F] para los cuales dim E =
dim F. Atin mas, los elementos de K (X) se pueden escribir como [E] — e” donde
n = dim (E,,).

Existe otra forma de representar a los elementos de K (X ). Decimos que dos
haces E y F sobre X son establemente equivalentes si existen n y m tales que E &
e" = F'@e™. Larelacién "ser establemente equivalentes.® claramente una relacién de
equivalencia sobre Vect (X). Si denotamos por S (X) al conjunto de clases estables
de haces sobre X, entonces S (X) tiene estructura de semigrupo abeliano donde, si
{E} denota la clase estable del haz E, entonces definimos {E} + {F} == {E® F}
y el cero es la clase de cualquier haz trivial sobre X. Se puede probar (ver [4]) que
K (X) =S8 (X).

Notemos que si X tiene punto bdsico xg, y ¢ : X — {20} es la aplicacién
constante entonces coi = 1 y entonces de las propiedades funtoriales de K, i*oc* = 1,
por lo tanto 7 induce un homomorfismo suprayectivo y se sigue que la sucesién exacta
corta

0 — K (X) — K (X) > K ({z0})) — 0
se escinde. Por lo tanto
K(X)~K(X)® K ({zo}) = K (X) ® Z.
En particular cuando X = {xo} concluimos que K (X) es trivial.

Si X,)Y € Cty f: X — Y es una aplicacién continua que respeta el punto
bdsico y si consideramos f* : K (Y) — K (X) entonces la imagen de K (V) estd
contenida en K (X), de modo que tenemos homomorfismos inducidos

'K (Y) — K(X)
que siguen teniendo las propiedades funtoriales. Concluimos que K (=) es un funtor
contravariante de la categorfa C* a la categorfa de grupos abelianos y homomorfis-
mos de grupos.

Existe también una version relativa de K-Teorfa para parejas en C2.
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Definicién 2.6 Sea (X,Y) € C?. Definimos la K-Teoria relativa de la pareja
(X,Y) como el anillo
K(X,Y):=K(X/Y).

En particular se tiene que K (X, {79}) = K (X)y K (X,2) ~ K (X). Adem4s,
como K (—) es un funtor, se sigue que K (—, —) también es un funtor contravariante
de la categorfa C? a la categoria de grupos abelianos.

Tenemos definida hasta ahora la K-Teorfa para espacios topolégicos compactos,
espacios con punto bdsico y parejas topoldgicas. Sin embargo, también existe la
nocién de K-Teorfa de grado superior.

Dado un espacio topoldgico X se define la suspension de X como XX = X X
I/(X x {0} U X x {1}), esto es, el espacio cociente que resulta de X x I, I = [0,1],
mediante la relacion de equivalencia que identifica a X x {0} en un punto y a X x {1}
en otro punto. Equivalentemente este espacio se obtiene como la unién de los dos
conos C*X = X x [0,1] /X x {1} y C~X = X x [-1,0] /X x {—1} identificados
mediante las bases.Si X es un espacio con punto bésico xy se define la suspensidn
reducida de X como SX = X x I/ (X x {0} UX x {1} U {zo} x I), esto es, la
suspensién de X donde se identifica a un punto el segmento {zp} x I. En este caso,
SX es un espacio con punto basico {xg} x I y tiene el mismo tipo de homotopia
que XX. Para cada entero positivo n, la n-ésima suspension del espacio X es
StX :=5---SX (n veces).

Definiciéon 2.7 Eln-ésimo grupo de K-Teoria reducida del espacio topoldgico
X € C* se define como

- K(S"X) sineN
K™™(X)=x = ;
) { K (X) sin=0
El n-ésimo grupo de K-Teoria relativa de la pareja (X,Y) € C* es

- _ [ K" (X)Y)=K(8*(X/Y)) sineN
EHAY) = { K(X,Y) sin=0 '
El n-ésimo grupo de K-Teoria de X € C

rnivy._ | K T(X,0)=K(S"X*) sineN
K (X)'_{K(X) sin=0 "
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Se tiene que K" (=), K"(—,—), K™ (=) son funtores contravariantes. En
particular K (X) = K°(X),K (X,Y) = KO(X,Y),}‘? (X) = K°(X).

Notemos que K" fue definido sélo para n € Ny. Mds adelante presentamos un
resultado que nos permitird extender la definicion de K=" para todo entero n.

Analizaremos ahora algunas “propiedades cohomoldgicas” de las definiciones que
tenemos de esta seccién (ver [5], [15]). Dada (X,Y) una pareja en C% la sucesién
Y -5 X -5 X/Y donde i es la inclusién y ¢ es la proyeccién sobre el cociente,
induce una sucesion exacta asociada a la pareja (X, Y)

EXy) 2= K@) = K@). (2.1)

En efecto, como la composicién ¥ — X — X/Y es constante, i* 0 ¢* = 0 por
lo que Im¢* C Ker:*. Por otro lado, sea £ € Keri*, entonces podemos representar
a £ en la forma [E] — &". Luego £ € Keri* si y s6lo si [i*E] — e™ = 0. Se sigue que
[Ely] = €", lo cual implica que existe un entero positivo m tal que (E &™), es
trivial, (E & e™)|, = ™ @ €™, esto es tenemos una trivializacién a de (E ¢ e™)|, .
Esto define entonces un haz (E @ ™) /a sobre X/Y | y asi tenemos un elemento

n:=[(E®e™)/a]-[e"®e™| € K (X/Y).
Entonces
¢ (n)=[E®c™| - ["@®e™] = [E] - ["] =¢

por lo que Ker:i* C Imgq*. Asf, de estas dos inclusiones concluimos que Keri* =
Img*, esto es, (2.1) es una sucesién exacta.

Luego, como K (X,Y) = K (X /A) y lainclusién A — X induce homomorfismos
K(X) — K(A)y K(X) — K(A) con el mismo micleo, la siguiente sucesién
también es exacta

BIR Y] L KX —Z (VY.

Podemos extender (2.1) por la izquierda para obtener una sucesién exacta larga
de grupos reducidos de K-Teorfa, asociada a la pareja (X,Y)

LI B ) B R RO Y )—reee—a KO (X)L HO (Y.

Para hacer esto, notemos que es suficiente probar que para (X,Y) € C? tal que
Y € C*, existe 6° : K~' (Y) — K°(X,Y) y una sucesién exacta

Bl LBy 2 e y) - B0 4= B'y) 9
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pues, de las propiedades de la suspensién resulta que
K1 (Y)=K(S(SY))=K'(S"Y) y K°(S$"X,S"Y)=K™"(X,Y),
entonces definimos el homomorfismo §,, asociado a la pareja (X, Y), 6, : K1 Y) —

K=" (X,Y), como §° de la pareja (S" X, S™Y). Reemplazando (X, Y) por (S" X, S"Y)
para i = 1,2, ... obtendremos una sucesién larga infinita por la izquierda.

Luego, si (X,Y) € C? y consideramos la sucesién exacta larga de la pareja
(X*,Y") obtenemos una sucesién exacta larga de grupos de K-Teoria

oK) K (X, Y ) - K™ (X)) K (Y)— - -— KO (X)L KO (V).

Para ver que en efecto la sucesion (2.2) es exacta, veamos primeramente como se
define el homomorfismo 6°. Sea CY el cono de Y, cuya base Y x {0} identificamos
con Y. Entonces, en particular para la pareja (X U CY, X) la sucesion exacta (2.1)
viene a ser

KM UeY.X) L KX UCY) ~E K(X), (2.3)
Por otro lado, se puede probar (ver [5]) que si ¥ C X es un subespacio con-
traible entonces la proyeccién sobre el cociente induce una biyeccién Vect (X/Y) —
Vect (X). Por lo tanto, como CY es un subespacio contraible de X U CY se tiene
un isomorfismo K° (X UCY,CY) = K° (X UCY). Ademds, como (X UCY) /CY
es homeomorfo a X/Y tenemos

KX, ¥)= B (X/Y) = RO((XueY)/oy) S B X uey). (@24
Luego, del homeomorfismo entre (X UCY) /X y CY/ (Y x {0}) = ZY se sigue
B (Y)=K"(SY) 2 BV (BY) = B ([(Xucy) /X)) =K (X ueY. X).
(2.5)

Asi de (2.3),(2.4) y (2.5) definimos dy como el homomorfismo que hace conmutar el
siguiente diagrama

K°(XucY,X) —— K°(Xucy) —— K(X)
By 2 K°(X/Y)

Notemos que ¢* : K% (X/Y) — K (X) coincide con la composicién K° (X/Y) =
K°(XUCY) - K (X) de modo que obtenemos la sucesién exacta

E'v) L k0 (x/v) L K (X)
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de donde se sigue la exactitud de la parte media de (2.2). Ademds de (2.1) se tiene
la exactitud de los iltimos tres términos de (2.2), por lo que nos falta verificar
solamente la exactitud de los primeros tres términos de (2.2).

Para poder distinguir los conos que definen la suspensién £X denotemos por
CiX =(Xx[0,1]) /X x {1} y por Co.X = (X x [-1,0]) /X x {—1}, donde identi-
ficamos a X con X x {0}. Para ver que los primeros tres términos de (2.2)

KSRy LB x) £ B%(w)

son en efecto una sucesién exacta, mostraremos que esta sucesion resulta ser isomorfa
a la sucesién exacta asociada a la pareja (C,Y U Co X, X UCLY).
Consideremos la sucesién exacta (2.1) aplicada a (C1Y U C: X, X UC}Y)

K(GYUGE XU6Y) — K (GYUGX) — E{Xuey)-

Entonces de los homeomorfismos C, YUC, X/ XUCY = Co X/ X, C\YUCX/Cr X =
C\Y/Y y XUC,Y/CY = XY se tiene el siguiente diagrama

E{oYutX xuby) —— EKeyuax) —t» EXudYy)

e ] s
K (C2X/X) K (CY/Y) K (X/Y)

1 1l I

K-1(X) By 22— Ry

Sea a: K-! (X) — K1 (Y) que hace conmutar el diagrama anterior, probaremos
que « es igual a —2'. Entonces como el primer renglén es exacto, resultara que

B 2. vy L KR P)

es una sucesion exacta.

Como S! se puede obtener mediante el cociente del intervalo I identificando el
0yell, estoesS' = [/3I, la aplicacién I — I tal que t — 1 — ¢ induce una
aplicacién

T:8' — 8.
Luego, T x 1:S' x X — S! x X determina dos aplicaciones continuas de ©X y
SX en sf mismas, que denotamos por T' A 1. Se puede probar (ver [5], [15]) que el
homomorfismo (T A 1) : K (2Y) — K (ZY) es igual a menos la identidad.
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Consideremos el siguiente diagrama de aplicaciones continuas

3

CiY UG X Y)Y S,Y
N A
1 C\Y UGy TA1
9 &
2 4 5
CoX/X —CY/Y S\Y

Las aplicaciones 1,2,3,5,7 corresponden a las proyecciones canénicas; 4 es la
inyeccién canénica. La aplicacién 6 asocia a la clase de (y,t) la de (y, —t); la apli-
cacion 8 asocia a la clase de (y,t) la de (y, —t) si t es positivo, o el punto bdsico si t
es negativo. Finalmente la aplicacién 9 es la composicién de 8 y 4. Entonces 2, 3,5,7
y 8 inducen isomorfismos en K-Teorfa. El diagrama resulta ser conmutativo.

Aplicando K a este diagrama, resulta que la composicién de 1,2 y 3 es igual a
@, y la composicién de 4 y 5 es igual a i*. Por lo tanto, como (T'A1)'y = —y se
sigue que o« = —1*. Entonces

B s B4y 2 kb y)

es exacta, y también (2.2) lo es.

En particular, si (X,Y) € C? tal que Y es un retracto de X, considerando la
sucesion exacta larga asociada a (X, Y) resulta que para todo n > 0,

0'—s (X ¥) —L B (") 2 K0 (¥)—0
es una sucesion exacta corta que se escinde, y por lo tanto
K (X)= KX Y)e K™(Y)

y si consideramos a X y Y con el mismo punto bésico

K"X)=K™*X,Y)oK™(Y).

Volviendo a lo que senaldbamos anteriormente, =" fue definido sélo para n €
Ny, sin embargo, el teorema que a continuacién presentaremos nos permite extender
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la definicién de K (X)) a una familia de grupos abelianos K" n € Z. Este resultado
es el teorema fundamental de la K-Teorfa y de hecho nos asegura que dicha familia
de grupos es periédica en n de periodo 2, de aqui la justificacién de que el teorema
recibe el nombre de "periodicidad" (ver [5]).

La demostracién original de este teorema (dada por Raoul Bott) hace uso de
teoria de Morse. Posteriormente Atiyah y Bott presentaron otra prueba que resulté
del estudio de haces sobre el espacio producto X x S%. Luego Atiyah propone otra
demostracion usando el indice de una familia de operadores diferenciales elfpticos.
Entre las demostraciones mds recientes se encuentran: la de Kono y Tokunaga, ha-
ciendo uso de cohomologia y clases de Chern; Giffen y Harris usando espacios clasifi-
cantes de categorias definidas via espacios simpliciales; Bryan, Sanders, Tian usando
espacios de moduli; y Aguilar, Prieto usando casifibraciones. Ain cuando existen
diferentes demostraciones de este resultado, suelen ser complicadas, de modo que
nos centraremos en hacer uso de dicho resultado sin presentar alguna demostracién
(para una demostracién ver [5], [3]).

Se puede probar (ver [5], [12]) que si H es el haz de lineas canénico sobre CP! ~
§%, entonces H genera al grupo multiplicativo Vect' (§) de haces de lineas sobre S?.
En particular el elemento by := [H] — [1] € K (S*) = K2 () es llamado generador
de Bott.

Teorema 2.8 (Periodicidad de Bott) Sea X un espacio compacto y Hausdorff.
Entonces existe un isomorfismo

B: K(X) — K~%3(X)

mediante la multiplicacidn por el generador de Bott b,.

Como K (S2X) = K~2(X), se sigue que
K™ (X)~K™?2(X), paraneN,.

Esta propiedad de periodicidad permite extender la notacién K™ (X) para cualquier
entero n. Ademds, este resultado permite demostrar que K-Teoria es una teorfa de
cohomologfa generalizada, es decir, que satisface los axiomas de Eilenberg-Steenrod
excepto el axioma de la dimensién. En efecto, definiendo para cadan € N

n [ K°(X) sin=0mod2
B { K1(X) sin=1mod2

se tiene que /X" (—) resulta ser un funtor contravariante de la categoria donde los
objetos son las parejas de espacios paracompactos y subespacios cerrados y los
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morfismos son las aplicaciones continuas, en la categorfa de grupos abelianos y
homomorfismos de grupos. Ademds, tenemos definidas transformaciones naturales
de funtores § : K" (A) — K™ (X, A) donde estos funtores y transformaciones
naturales satisfacen (ver [4]):

s Funtorialidad. Para aplicaciones entre parejas g : (X,A) — (Y,B) y f :
(Y,B) — (Z,C)

(fog) =g"of":K"(Z,C) — K" (X, A)
y si 1x,a) 1 (X, A) — (X, A) es la identidad entonces
x4y = lunx,a) - H" (X, A) — H" (X, A)
donde 1gn(x 4 es la identidad de grupos.
= Homotopia. Si f ~ g : (X, A) — (Y, B) como aplicaciones de parejas entonces
ff=¢":K"(Y,B) — K" (X, A)
para todo n € N,

» Escision. Dada una pareja (X, A) y un subespacio U C X tal que la ce-
rradura de U estd contenida en el interior de A, entonces la inclusién £ :
(X -U,A—-U)— (X,A) induce un isomorfismo

k*: K" (X,A) — K" (X -UA-U)
para todo n € N.

» Fractitud. Para toda pareja de espacios (X, A) existe una sucesién exacta
larga natural

o K™ (A5 B (X, A K (025 K (A) — e

donde i : A < X es la inclusion y ¢ : X — X/A la proyeccién sobre el
cociente.

Notemos que la K-Teorfa satisface los axiomas de Eilenberg-Steenrod (ver 1.2) ex-
cepto el axioma de dimensién. En este caso decimos que la K-Teorfa es una teoria
de cohomologia generalizada.
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Si consideremos 7y : X x Y — X 7y : X x Y — ¥ las proyecciones canénicas
entonces se define el producto externo en K-Teoria como el homomorfismo de
anillos

pK(X)®K(Y) — K(XxY)
[El® [F] +— [mE]®[m3F].

Tomando Y = S? se puede probar (ver [5]) que el producto externo

pK(X)0K (S — K(XxS?)
[El@[F] +— [mE]®[m3F]

es un isomorfismo. De hecho, el Teorema de Periodicidad de Bott es equivalente a
afirmar que en este caso j es un isomorfismo.

Ejemplo 2.9 El generador de Bott by = H — 1 genera a K (S%). Entonces el pro-
ducto externo de n copias de by que denotamos como by, = by X - - - X by, corresponde
al generador de K (§"), (ver [12]). Luego,

0 st n es par

rr1 5
y K8 )N{ Z si n es impar

Z st oes par

-0 (1 5 CRPEN
K (S ) e { 0 simes umpar

Si en vez de considerar haces vectoriales complejos consideramos haces vectoria-
les reales sobre un espacio topolégico X, obtenemos una K-Teorfa real usualmente
denotada por KO (X). Existe también un teorema de periodicidad el cual nos dice
que la familia KO™ (X) es periédica de periodo 8. Sin embargo, nosotros considera-
remos solamente el caso complejo.

2.3. El Invariante de Hopf en K-Teoria
Sea f:§*~! — §" n > 2, una aplicacién dada y
C_( = §n U_f Og2n—l —§n Uf ]D2ﬂ

el cono de f.
En este caso, el cociente C'y/S™ es precisamente S**, y la sucesién exacta (2.1)

de la pareja (Cy,S") inducida por S* < Cy -1 §?" donde i es la inclusién y ¢ es
la proyeccién sobre el cociente es

K (s*) L K (Cp) 5 K(87).
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Sea « la imagen bajo ¢* del generador bs,, esto es, a = ¢* (by,)); sea 3 € K (Cy) tal
que i () = b, cuando n es par (tal elemento siempre existe porque i* es suprayec-
tivo) y sea 3 = 0 para n impar. Notemos que ¢* (62) Eigh ()ﬁ')2 = () puesto que todos
los cuadrados en K (S™) son cero, por lo tanto 3% € keri* = Img¢*, de modo que
existe un elemento en K (S2*) tal que bajo ¢ es 2. Pero todo elemento en K (S**)
es un multiplo de by, asi que existe h (f) € Z tal que

B =h(f) a.

Definicién 2.10 El Invariante de Hopf de la aplicacion f : S*"~! — §?" se
define como el entero h(f) tal que

B = h(f)-a.

Podemos ver que la definicién anterior tiene sentido, pues A (f) no depende de
la eleccion de . En efecto, si B es otro elemento en K (Cy) tal que i* (ﬁ) = b,

entonces B = B + ma, para algiin m € Z. Pero o? = 0 y a8 = 0, de modo que
§ f ~2
B2 = (8 +ma)® = 5. Por lo tanto h(f) esta bien definido.

El Invariante de Hopf & (f) depende sélo de la clase de homotopia de f (pues
'y depende sélo de la clase de homotopfa de f). Por lo tanto, podemos definir

h:mon1(S") — Z (2.6)
el cual, resulta ser un homomorfismo de grupos (ver [12]).

Dada una aplicacién continua ¢ : S" ! x S — §* 1. n > 1,y e € S, se
tienen aplicaciones ¢, : S*™1 — S" 1 y ¢, : §*7! — §™1 tales que

$:xr— p(z,e) ¥y ¢z P(e,x)

se define el bigrado de f como la pareja (deg(¢,),deg(¢,)) donde deg denota al
grado de la aplicacién. Se puede que el Invariante de Hopf tiene las siguientes
propiedades (ver [12]):

= Sig:S?™ ! — §! entonces h(f og)=deg(g)-h(f)
= Sie:S" — S" tiene grado d, entonces h (¢ o f) = [deg (e)]* - h (f).

» Sig:S"! x 81 — §™! entonces el Invariante de Hopf de la construccién
de Hopf de ¢ (ver 3.4) es h (Hy) = deg (¢,) - deg (¢,).
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Notemos que cuando n es impar se tiene que # = (. Por lo tanto, para todo f
se tiene que
h(f) =0 sinesimpar.

Por otro lado, para n par existen aplicaciones con Invariante de Hopf igual a
jcualquier nimero par!. En efecto (ver [12]) para z € S™! sea T, : R* — R”"
la reflexién a través de la linea Rz. Entonces para n par, si definimos 7' : S*! x
§"1 — §"! como T (z,y) = T% (y) entonces T tiene bigrado (2,—1), de modo
que de las propiedades mencionadas anteriormente, el Invariante de Hopf de H;
es —2. Entonces del homomorfismo (2.6) se sigue que tenemos una aplicacién cuyo
Invariante de Hopf es cualquier nimero par.

Podemos dar ejemplos de aplicaciones con Invariante de Hopf uno en los casos
n = 2,4y 8 y en efecto mediante (2.6) con Invariante de Hopf igual a cualquier
entero.

La multiplicacién dada por los mimeros complejos, los cuaterniones y los octo-
nianos nos permiten ver a R?, R! y R® como édlgebras de divisién. De aqui, podemos
dar a S!, §* y ST una estructura de H-espacio con multiplicacién ¢ : (z,y)
xy/ ||zy||, la cual estd bien definida porque en un dlgebra de divisién no hay divisores
de cero. Entonces la construccién de Hopf de ¢, H,, tiene Invariante de Hopf £1
como probamos en (3.4).

El problema de la no existencia de elementos con Invariante de Hopf uno fué
demostrado por Adams-Atiyah ([2]) usando K-Teorfa, pero fue probado primera-
mente por Adams ([1]) usando operaciones secundarias en cohomologfa ordinaria.
En este capftulo vimos que los haces tangentes de las esferas S',S? y S7 son tri-
viales, pues en particular la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno
estd relacionada con el hecho de que éstas son las tnicas esferas con esta propiedad.

Tenemos dos definiciones del Invariante de Hopf una en términos cohomolégicos y
otra con K-Teorfa. En el siguiente capitulo probaremos que ambas son equivalentes.



Capitulo 3

El Invariante de Hopf

Durante este capitulo pretendemos plantear y demostrar el resultado principal
de este trabajo, a saber, el Teorema de Adams sobre la no existencia de ele-
mentos de Invariante de Hopf uno. El enfoque que tomaremos para demostrarlo
es haciendo uso de herramientas de la K-Teorfa. Aunque el Invariante de Hopf se
define en términos de la estructura de anillo en K-Teorfa, para demostrar el Teore-
ma de Adams necesitaremos de cierta estructura adicional, que son las operaciones
de Adams.

Empezaremos el capitulo probando que en efecto la definicién del Invariante de
Hopf en cohomologia (del primer capitulo) y la del Invariante de Hopf en K-Teorfa
(del segundo capitulo) son equivalentes. Para esto, estudiaremos en la primera sec-
cién el cardcter de Chern, el cual nos da la conexién entre K-Teorfa y cohomologia
que necesitaremos durante la segunda seccién para demostrar tal equivalencia. En
la tercera seccién se presentan las operaciones de Adams en K-Teorfa, y se demues-
tra el Teorema de Adams. Luego, durante la tercera seccién presentaremos, como
una aplicacién de toda la teorfa desarrollada, ciertos problemas cuya solucién se
reduce al problema de "la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno".
Finalizaremos este trabajo presentando una interpretacién geométrica del Invarian-
te de Hopf, que de hecho fué en estos términos como se definié originalmente el
Invariante de Hopf.

3.1. Caracter de Chern

El objetivo de esta seccién es exhibir un homomorfismo llamado cardcter de
Chern, el cual nos da una correspondencia directa entre los anillos de cohomologfa
y K-Teorfa. Presentaremos primeramente algunos hechos que nos ayudaran a encon-
trar tal conexién. Esta presentacion la hacemos sin entrar en demasiados detalles,
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pero recalcamos que estos son hechos de gran interés independiente dentro de la
K-Teoria. Finalmente enunciaremos algunas propiedades del cardcter de Chern que
serdan relevantes durante la siguiente seccién. En adelante trabajaremos sélo con
espacios compactos, al menos que se especifique lo contrario.

Existe un resultado (ver [13]) que nos permite deducir férmulas explicitas para
haces en general a partir de férmulas para una suma de haces de lineas. Este es
llamado principio de descomposicién, y nos dice que para un haz vectorial £ — X
dado, existe un espacio compacto F (E) y una aplicacién p : F(E) — X tal
que el pullback p* (F) es una suma de haces de lineas sobre [ (E), ademds p* :

H*(X;Z) — H*(F(E);Z) y p* : K(X) — K (F (E)) son monomorfismos.

Por otro lado, una clase caracteréstica ¢ es una aplicacién natural que le asigna
a cada haz vectorial n-dimensional £ — X, una clase de cohomologia ¢ (E) €
H*(X), con n y k fijos. En particular para haces vectoriales complejos, si n > 1,
existe una 1iinica sucesién de funciones ¢, ¢y ... que asigna a cada haz £ — X
una clase ¢; (E) € H*(X;Z), que dependen solamente del tipo de isomorfismo
de F, llamadas clases de Chern (de hecho todas las clases caracteristicas con
coeficientes enteros para haces vectoriales complejos, son polinomios en las clases
de Chern). Estas satisfacen y estdn unfvocamente caracterizadas por los siguientes
axiomas (ver [14]):

(a) p=1ye¢;=0s17>dimE.

(b) ¢(E, @ E3) =c(Ey) w c(Ey) parac=14+c¢;+ e + ... € H (X;Z).

(¢) ci (f*(E)) = f* (ci (E)) para un pullback f* (E).

(d) Para el haz de lfneas candénico E — CP*, ¢ (E) es el generador de
H? (CP>=; Z).
La suma c¢(E) := 14 ¢, (E) + ... es llamada la clase total de Chern. La férmula en
(b) para las clases totales de Chern se puede reescribir en la forma ¢, (E, ® E,) =

D iti=n G (E1) ~ ¢; (Ea).

De estos axiomas, podemos ver que la clase total de Chern manda sumas di-
rectas a productos copa. La idea del cardcter de Chern es formar una combinacién
algebraica de clases de Chern la cual mande sumas directas a sumas y productos
tensoriales a productos copa, dando asi un homomorfismo natural de anillos de K-
Teorfa a cohomologia (para lograr esto, deberemos trabajar con cohomologfa con
coeficientes racionales).

A continuacién aplicaremos algunos hechos bdsicos acerca de clases de Chern y
nos ayudaremos del principio de descomposicién para lograr obtener el cardcter de
Chern, definiéndolo primero para haces de lineas y luego extendiendo via el principio
de descomposicion a haces vectoriales mas generales.
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Sea R un anillo conmutativo con unidad y denotemos por H** ( X; R) al producto
oo 3
cartesiano || H* (X; R), el cual consiste de todas las series formales ag+a,+az+...,
=0
con a; € H* (X; R). Este producto tiene una estructura de anillo conmutativo, cuya
suma y producto estin dados por

(ap+ay+az+..)+(bo+b +bp+..) = (ag+bo)+ (a1 +b1) + (az + b2) + ...
(ap+ay+as+...)  (bop+ by + by +...) o+ e+ e+

donde ¢, = ZH_J.:R_ a;b;.

Consideremos una serie de potencias formal f (f) = ) a;t' € R[t]. Dado un
elemento x € H" (X; R), hacemos f (z) = Y a;a' € H** (X; R). Mediante el prin-
cipio de descomposicién, podemos usar f para construir un homomorfismo natural
de monoides abelianos f : Vect (X) — H**(X; R), donde X es cualquier espacio

compacto, como sigue: para un haz de lineas L sobre X, sea

F(L) = f(ei (L))

Para una suma F = L, ¢ ... ® L,, de haces de linea sobre X, donde dim E = n, sea

I

f(B):= Zf(c. (L:)).

Para un haz n-dimensional arbitrario sobre X, sea f(E) el tnico elemento de
H** (X; R) tal que p* (f(E)) = f(p' (E)) € H™ (F (E)), donde p y F (F) estdn
especificados por el principio de descomposicién. Mds explicitamente, escribiendo
p'(E)=L®..®L,, vemos que f (p*(E)) es un polinomio simétrico en los ¢, (L;)
y por lo tanto puede ser escrito como un polinomio en los polinomios simétricos
elementales p* (cx (E)). Finalmente f (E) resulta de aplicaciones de este polinomio
a los ¢ (E). (Para haces vectoriales E sobre espacios no conexos X agregamos los
elementos obtenidos mediante la restriccién de E a las componentes de X).

Luego, por la propiedad universal de K (X), se tiene que fse extiende a un
homomorfismo R
f:K(X)— H" (X;R).

Definicién 3.1 Tomando R = Q y f(t) = €' = Y t'/i! definimos el cardcter de
Chern como

ch: K(X) — H"(X;Q)
E +— ch(E):= f(E).
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Notemos que la imagen de ch vive en la suma de los elementos de grado par en
H** (X;Q), lo cual se denota por H*" (X;Q).

Por naturalidad, se sigue que existe también una forma reducida del caricter
de Chern ch : K (X) — H** (X;Q) ya que estos anillos reducidos son nicleos de
restricciones a un punto.

El cardcter de Chern especifica de hecho un homomorfismo de anillos, esto es,
ch(E®E') = ch(E)®ch(E')y ch(E®E') = ch(E) - ch(E') para haces E y
E’" sobre X. En efecto, el principio de descomposicién en el caso de haces vec-
toriales complejos funciona con cualesquiera coeficientes (en particular para coefi-
cientes en @) entonces es suficiente verificar las propiedades cuando E y E’ son
sumas de haces de lineas, digamos £ = (P, L;, E' = (P, L}. Claramente de la
definicién ch (E @ E') = ch(E) ® ch (E); ademés de la relacién ettt = efe’ te-
nemos ch (E ® E') = ch (@U (Li® L;]) =Ych(Li®Ly) =3, ear(L@L))
> etlartalls) = 57 ealliealls) = 37, . ch (L) ch(L;) = ch (E) - ch(E).

Antes de continuar, presentaremos un primer célculo del cardcter de Chern al
cual recurriremos mas adelante.

Lema 3.2 Paran > 1, ch: K (S*") — H?>" (S*";Q) es inyectivo y manda K (S**)
isomorfamente sobre el subgrupo H*" (S*;Z) C H*" (S Q). Por lo tanto c, :
K (§*") — H*' (S*™;Z) es un monomorfismo con cokernel Zn_1y.

Demostracién. El primer enunciado es claro para n = 1 (cuando ch = ¢;). El caso
n > 1 se sigue por compatibilidad con los productos externos como sigue: como
ch(z x (H —1)) = ch(z) ~ ch(H — 1) tenemos el siguiente diagrama conmutativo

K (X) —=—K (5%X)
ch ch
H™ (X;Q) —=—H" (52X;Q)

donde la aplicacion superior es el producto externo con H — 1, el cual es un iso-
morfismo por periodicidad de Bott; la aplicacién inferior es el producto externo con
ch(H—1)=ch(H)—ch(l)=1+4¢, (H)—1= ¢, (H), un generador de H? (S?Z).
Luego (ver [13]) la aplicacién inferior es un isomorfismo y se restringe a un isomorfis-
mo de los subgrupos de Z-coeficientes. Por lo tanto, tomando X = §?", el resultado
se sigue por induccién sobre n.
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Por otro lado, la definicién de ch implica que la componente ch,, de ch en grado
2n es Fffl—), mas otros términos que se pueden descomponer en términos de los ¢
para ¢ < n. Por lo tanto se sigue el segundo enunciado del lema. =

Notemos que atin cuando H** (X; Z) es libre de torsién, de manera que H** (X; Z)
es un subanillo de H** (X;Q), no siempre es cierto que la iinagen de ch estd con-
tenida en H** (X;Z). Por ejemplo, si L € K (CP") es el haz de lineas canénico,
entonces ch (L) = 1 + ¢+ ¢*/2 + ... + ¢*/n! donde ¢ = ¢, (L) genera H? (CP";Z),
por lo tanto ¢* genera H* (CP™; Z) para k < n.

Por otro lado, se puede probar que para complejos celulares finitos X con punto
basico, la aplicacion K* (X) ® Q@ — H** (X;Q) inducida por el cardcter de Chern
es un isomorfismo. Por lo tanto, para estos espacios, el cardcter de Chern nos dice
que las unicas posibles diferencias entre los grupos K* (X) y H**(X;Z) viven en
sus subgrupos de torsién (ver [7]).

Hasta ahora tenemos definido el cardcter de chern K° (X) — HP*" (X;Q), pero
mediante el siguiente diagrama conmutativo

K°(SX) —%. Hrr (SX;Q)

Q
¢

K'(X) == H™(X;Q)

podemos extender a dimensiones impares.

3.2. Equivalencia

Hemos definido el Invariante de Hopf H (f) en términos cohomoldgicos y el
Invariante de Hopf & (f) mediante elementos de K-Teorfa, en el primero y segundo
capitulo respectivamente. El objetivo de esta seccién es demostrar que realmente
estos dos invariantes numéricos son iguales, por lo tanto, podremos referirnos a
éste sin ambigiiedades como el Invariante de Hopf. La herramienta principal que
usaremos para probar tal equivalencia serd el cardcter de Chern desarrollado en la
seccién anterior.

Como veremos a continuacién, con toda la maquinaria que hemos desarrollado,
la demostracién de dicho resultado puede parecer insignificante, pues es corta y para
nada abrumadora. Lo realmente impresionante son las consecuencias que podemos
deducir, como veremos al final del capitulo.



3. El Invariante de Hopf 60

Primeramente, para fijar la notacién que usaremos durante la demostracion del
teorema en esta seccién, recordemos cémo se definen H (f) y h(f) para una apli-
cacién f : 8 — 8 1> 1:

» Consideremos la inclusién S" < C y la proyeccién sobre el cociente Cy —
Cy/S™ = §™. A nivel de cohomologfa, se tienen isomorfismos inducidos

it H" (Cf} ‘_ﬁ“’ H" (Sn) y qt . H211 (S'zn) S H!n (C‘f)

(para mas detalles ver la seccién 1.3). Si ¢ € H" (C), o # 0, correspondiente
a la clase de orientacién de S" y T € H*" (Cy), 7 # 0, correspondiente a la clase
de orientacion de S, entonces se define el Invariante de Hopf en cohomologia
de f como el entero H (f) tal que

=« Por otro lado, considerando nuevamente la sucesion S" < C' I -1, 8 a nivel
de K-Teorfa obtenemos una sucesion exacta
B LiRo) 5 Rig)—s0
(para mas detalles ver la seccion 2.3). Si by, y b, denotan a generadores de
K (S*) y K (S") respectivamente, a := ¢*(bs,) y 3 es algin elemento en

K (Cy) tal que 7* () = by, entonces se define el Invariante de Hopf en K-
Teorta de f como el entero h(f) tal que

Teorema 3.3 (Equivalencia) El Invariante de Hopf en cohomologia es igual al
Invariante de Hopf en K-Teoria.

Demostracién. Sea n > 1 y consideremos una aplicacién fija f : §2"~1 — §%°.
Debido a las aplicaciones inducidas por la inclusién i : §" < Cj y la proyeccién
sobre el cociente g : Cy — C;/S™ =2 §" en cohomologfa y en K-Teorfa, tenemos
el signiente diagrama conmutativo con renglones exactos

i— K& L= kK@g 2~ EE) —b
ch ch ch

0— H"(8;Q - H'(C;Q —— H'(S%Q) —0
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(el renglén superior es exacto porque K (S") =0y K (S*") = 0).

Las aplicaciones verticales en el diagrama son monomorfismos porque son iso-
morfismos racionales. Luego, por el lema en la seccién anterior se tiene que los
generadores b, € K (S") y by, € K (8**) son mandados mediante el cardcter de
Chern a generadores de H™ (S";Z) y H*" (S**;Z). Por lo tanto, el diagrama im-
plica que salvo signo, ch (o) = 7 y ch(j3) = o + g7 para algin racional ¢q. Luego
72 =0,07 =0 y ch es un homomorfismo de anillos, entonces

ch (ﬁ‘e) ch (8) ch (B)
(0 +g7) (0 +qr)
=: H{f}7

Por otro lado, de la relacién 8% = h (f) « se sigue que

ch (8%) = h(f)ch(a)
~ h()r

por lo tanto, concluimos que H (f) = h(f). =

3.3. Teorema de Adams

En esta seccién presentaremos el resultado principal de este trabajo “el Teorema
de Adams sobre la no existencia de elementos de Invariante de Hopf uno”.

Puesto que ya hemos probado que las dos definiciones que tenemos del Invariante
de Hopf coinciden, en adelante nos concentraremos exclusivamente en la definicién
dada en términos de K-Teorfa. Y aunque pretendemos demostrar el teorema me-
diante el uso de los elementos de K-Teoria, todavia necesitaremos introducir cier-
ta estructura adicional, a saber, ciertos homomorfismos llamados operaciones de

Adams.

Se puede probar que por ejemplo, existen aplicaciones f : §?"~! — §" de
Invariante de Hopf 2 para todo par n. Mas aiin, para n par se pueden conseguir
aplicaciones cuyo Invariante de Hopf sea cualquier mimero par. En contraste las
aplicaciones con Invariante de Hopf 1 son mds escasas. El Teorema de Adams nos
indica que los tinicos valores de n para los cuales una aplicacién f tiene invariante
de Hopf 1 son n = 1,2,4 y 8. Este es llamado el problema de la no existencia de
elementos de Invariante de Hopf 1.

Antes de empezar a analizar dicho problema, necesitamos los siguientes preli-
minares (ver [13]): Para cada entero k # 0 existen homomorfismos naturales de
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anillos ¥* : K (X) — K (X) llamados operaciones de Adams, que tienen las
siguientes propiedades: Para todo z,y € K (X)

1. ¥' =id y ¥ es inducida por conjugacién compleja de haces.
2. ¥* (ay) = ¥* (2) ¥ (1), k= 0,1,2,....

3. ¥*! (x) = ¢M (2) = P~ (x), k,0=10,1,2,....

4. ¢Y” (z) = «P mod p para cualquier primo p.

. Sibe K°(S?) es un generador, entonces ¢ (b) = kb, k = 0,1,2, ....

o

Con la ayuda de las operaciones de Adams, la versién en K-Teorfa del Invariante
de Hopf y algunos argumentos de teorfa de mimeros, demostraremos a continuacion
el Teorema de Adams.

Teorema 3.4 (Adams) Si f : S™! — S" es tal que h(f) = +1, entonces
n=1,2,4u8.

Demostraciéon. Notemos que por definicién del Invariante de Hopf n no puede ser
impar. Por lo tanto, supongamos que n es de la forma n = 2m. Conservando la
notacién de la seccién anterior, sean b, y by, los generadores de K (S*) y K (S?")
respectivamente, y sean {a,f} C R(C’;) tales que o = ¢* (ban),i"(8) = bp ¥
B =h(f)a.

Como 1!;" (ban) = k*™bon y Pk (b,) = k™b, (por la ultima propiedad enumerada
de las operaciones de Adams) usando naturalidad tenemos que

V(@) = ¢ (¥* (b))
e q- (k%lb2“)

Ema
¥
it (W5 (8) —k™B) = ¥ (ba) — K™bs
= k™b, — k™b,
=: )
entonces

¥* (B) = k*™B + pa para algin € Z.
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Luego, como ¢* (8) = f*mod 2 = h (f) amod 2
¥? (B) = 2B + ppa = h(f) amod 2

por lo tanto, p1, y h(f) tienen la misma paridad, y concluimos que p, es impar.
Ahora, para cualquier £ fijo

v (B) = ¥ (2"B+ ma)
= 2™(k™B+ ) + pok®™a
- km?mﬁ + (Qm#k +k2m#2) o

y andlogamente
v (B) = ¥ (k"B +ma)
k™28 + (K™ py + 2™ 1) .
Puesto que ¢ 9% = ¢*y* se tiene
K™ g + 22y = 27wy + kP py

entonces
27 (2" = 1) py = KK — 1) py.
Por lo tanto, como p, es impar, esto implica que 2™ divide A™ — 1 para todo impar
k (en particular esto se cumple para m = 1).
Considerando el caso k = 3, se tiene que 2™ (2™ — 1)y, = 3" (3™ =1 py y
(3™ — 1) es divisible por 2. Sea m = 2’] donde [ es impar. Entonces

g™ _ 1= (32")! —1 (32" - 1) ((32’)1_1 % (32’){_2 Fo— 1) .

El segundo factor tiene una cantidad impar de sumandos y, por lo tanto, es impar.
Asi, el mimero 3% — 1 es divisible por 2™ y por lo tanto es divisible por 22" Por
otro lado,

3% 1= (32"" 4 1) (32""’ 4 1) G THE ~1): (3.1)

El mimero 3% + 1 es divisible por 2 pero no divisible por 4. Entonces por (3.1),
3% — 1 es divisible por 2¥*2 pero no divisible por 25+3. Por lo tanto

PI<j+2.

Para | = 1 esta desigualdad se cumple cuando j = 0,1,2; para [ > 3 no tiene
solucion. Por lo tanto, concluimos que m=1,204. m
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3.4. Aplicacién

La importancia del Teorema de Adams se refleja, por ejemplo, en que existen al-
gunas cuestiones cuya solucion se reduce a la existencia de aplicaciones de Invariante
de Hopf 1. Algunas de estas cuestiones son las siguientes:

= ;Qué espacios euclidianos R™ poseen estructura de dlgebra de divisién, es decir,
cudndo existe una multiplicacién R" x R" — R" sin divisores de cero?

s ;Cudles esferas son paralelizables, o lo que es equivalente, cuando su haz tan-
gente es trivial?

» ; Cudles esferas poseen estructura de H-espacio, o sea, cuando existe una mul-
tiplicacién continua §"~! x §*! — §"~! con identidad por ambos lados?

Algunas respuestas parciales a las interrogantes anteriores son: para los valores
n =1, 2,4,8, podemos darle a R" una estructura de dlgebra de divisién mediante las
identificaciones naturales R' ~ R con la multiplicacién canénica de mimeros reales;
R? ~ C y multiplicacién compleja; R ~ H con multiplicacién de cuaterniones; R® ~
© con multiplicacién de octonianos. Mas atin, por restriccién de estos productos a
las respectivas esferas unitarias, esto es, S' ¢ R?,§* ¢ R* y 7 ¢ R, concluimos
que estas esferas son H-espacios. Ademds, puesto que la condicién de ser H-espacio
es mas débil que la de ser un grupo topolégico, se tiene que S también es un
H-espacio. Por otro lado, de una discusion en la seccién 2.1 (en la que por cierto
hicimos uso de la estructura multiplicativa de R, C, H y Q) se tiene que S°, §*, §* §7
tienen haz tangente trivial.

Asi, tenemos ejemplos de espacios euclidianos que poseen estructura de dlgebra
de divisién, tenemos ejemplos de esferas cuyo haz tangente es trivial y las cuales
pueden ser dotadas de una estructura de H-espacio. Sin embargo json los tinicos
ejemplos?. La respuesta tiene su esencia basada en el Teorema de Adams, porque
de hecho las cuestiones enumeradas anteriormente se reducen al problema de la
existencia de aplicaciones de Invariante de Hopf uno. Por lo tanto, del Teorema de
Adams concluimos que tales enunciados son vélidos sélo cuandon =1,2,4 u 8.

Teorema 3.5 Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) n=1,2,4 u8.
(b) R™ es un dlgebra de division.
(¢c) S*! es paralelizable.
(d) S*~! es un H-espacio.
(e) Existe una aplicacién f : S*"~' — S§" con Invariante de Hopf 1.
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Demostracién. (a) = (b) Como ya habfamos mencionado anteriormente, si
n = 1,2,4 u 8 entonces mediante las identificaciones R! = R, R? ~ C los niimeros
complejos, R* = H los cuaterniones y R® ~ © los octonianos, concluimos que R™ es
un dlgebra de division. A

(b) = (c¢) Supongamos ahora que R" es un dlgebra de divisién y consideremos
una base {e}, €y, ...,e,} de R™ tal que e, = 1. Para cada a € S*! fijo definamos

(z, ze;)

;i =Ie — 3
[l

(z,xe;
llll
también —-L—Tl'x—rlrg‘la:.n:eg, ..., re, son linealmente independientes. Por lo tanto los z;
son linealmente independientes. Asi la aplicacién @ — 2+ ; nos proporciona n — 1
campos vectoriales linealmente independientes, y por la caracterizacion que tenemos
de haces vectoriales triviales (ver seccién 2.1) concluimos que S"~! es paralelizable.
A

L, al

entonces x - z; = 0. Luego, como — , €3, ..., e, son linealmente independientes,

(¢) = (d) Supongamos ahora que la esfera S*~! es paralelizable con cam-
pos vectoriales tangentes vy, ...,v,_1 los cuales son linealmente independientes en
cada punto de S"'. Por el proceso de Gram-Schmidt podemos hacer los vec-
tores z,v; (x),...,v,-; (x) ortonormales para todo z € S*'. En particular para
e; el primer vector de la base estindar en R", podemos suponer que los vectores
vi(€1),...,va_1 (e1) son los vectores es, ..., e, de la base estandar, cambiando el sig-
no de v,_; si fuera necesario para conservar la orientacién, deformando entonces
los campos vectoriales cerca de e;. Sea @, € SO (n) que manda la base estandar
a z,v (2),...,v—1 (¢). Entonces la aplicacién (z,y) — «, (y) define una estruc-
tura de H-espacio sobre S*~! con elemento identidad el vector e; ya que a,, es la
aplicacion identidad y a, (e;) = z para todo z. A

(d) = (e) En primer lugar presentaremos la construccién de Hopf, que le
asocia a cada aplicacién ¢ : S"! x §*~! — S"~! una aplicacién Hy : $"! —
S™. Para definir esto, consideremos los homeomorfismos §**~! = 9(D" x D) =
o™ x D" J D" x 90" y S" como la unién de dos discos D’} y D™ con sus fronteras
identificadas. Entonces definimos Hy como

lyl ¢ I;fﬂ €D} si(z,y) € OD™ x D"

Hy(x,y) =
£ ) |z] ¢ npy) €D si (z,y) € D* x 8D"

Notemos que Hy estd bien definida y es continua, aiin cuando |z| o |y| es cero, y
H, coincide con ¢ en S x §*~!. Probaremos que Hy tiene Invariante de Hopf uno
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siempre que ¢ es una multiplicacién de H-espacio, pero primero notemos que S**
no puede ser H-espacio, n > 0.

Supongamos que S**~! es H-espacio con multiplicacién ¢ : -1 x §2-1 —
§*-1  Sea e € §*"! el elemento identidad para la multiplicacién de H-espacio.
En vista de la definicién de H, es natural ver la adjuncién de la 4n-célula de Cy,
como una aplicacién (D** x D?*, 9 (D** x D*)) — (Cpy,,S*"). Consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

K(Che k() K(Cy)
K(C;. D) @ K(Cy, D) R(C;.5%)
d* & (Ijtl 1&
K{D*™ x D™ 0D x D™) @ K(D™ x D*, D™ x 8D*") —— K(D™ x D** §{D** x D™*))
~ e

K{(D* x {¢},8D™ x {e}) @ K({e} x D** {e} « 3D™)

donde las aplicaciones horizontales son las aplicaciones producto; la aplicacién diago-
nal es el producto externo, equivalente al producto externo K (8*") x K (8°*) —
K (S'™), el cual es un isomorfismo por ser iteracién del isomorfismo de periodicidad
de Bott. Por la definicién de H-espacio y la de H,, la aplicacién ® se restringe a
un homeomorfismo de D** x {e} en D** y de {e} x D** en D?". Se sigue que el
elemento 3 x 3 en el grupo superior izquierdo va al generador del grupo del renglén
inferior del diagrama, ya que 3 se restringe a un generador de K (S**) por definicién.
Por lo tanto por conmutatividad del diagrama, la aplicacién producto en el renglén
superior manda 3 x 3 a +a ya que a se defini6 como la imagen del generador de
K (C;;ﬁ, 32")‘ Asi tenemos que % = =+a, lo cual nos dice que el Invariante de Hopf
de Hy es +1. A

(e) = (f) Esta implicacion es el Teorema de Adams de la seccién anterior. A
]
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3.5. Interpretacién (Geométrica del Invariante de
Hopf

El objetivo de esta seccién es presentar una descripcién geométrica del Inva-
riante de Hopf como niimero de enlace, tal y como lo definié originalmente H. Hopf
en 1931-1935. La idea es definir la “interseccién” de clases de homologia, y en par-
ticular cuando éstas son clases fundamentales, poder interpretar este concepto con
la interseccién geométrica de subvariedades. Introduciremos primeramente opera-
ciones funcionales y reescribiremos el Invariante de Hopf en estos nuevos términos.
Posteriormente, para finalizar este trabajo, probaremos que efectivamente la defini-
cién como mimero de enlace coincide con las definiciones que ya hemos estudiado
anteriormente.

En 1949 Steenrod introdujo nuevas operaciones, los productos copa funcionales,
mediante los cuales podemos describir H (f). Si s™ € H™ (S") es el generador, éste
determina un elemento s" ~; s" € H*"~! (§**~!) llamado el producto copa funcional
de s™ con s", el cual coincide salvo signo con H (f) - s*"~'. A continuacién veremos
como se puede calcular el producto copa funcional en términos de cocadenas.

Sea f : X — Y una aplicacién dada. El cilindro de f es el espacio de adjuncién
Cily :=Y U, X xI donde I = [0,1] y fi : X x {1} — Y se define como f; (z,1) =
f (x). Tenemos inclusiones naturales

j: X—=Cil; y L:Y —Cil
y una proyeccién canénica

p:Cily — Y
tal que p({t,z)) = f(z) y p(y) = y. Ademds, podemos obtener el cono de f como
el espacio cociente Cy = Cily / X.
En particular

poj=fpol=1y lopx>1l
de modo que Cil; y Y son del mismo tipo de homotopfa.

Consideremos las inclusiones j : X — Cily,a : (Cil;,@) — (Cil;, X) y la
sucesion exacta larga de grupos de cohomologia asociada a la pareja (Cilg, X)

v Oy, X 5 BIGNE 2 B~ H (O ) e

y consideremos la porcién exacta

HP (Cily) 25 B (%) -5 HP (Cily, X) <5 HP (Cily) DS B (X).
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de la sucesion anterior. Como Cil; y Y son del mismo tipo de homotopfa, se tienen
isomorfismos p* : H™ (Y') — H™ (Cil;) para cada n. Luego, como poj = f entonces
jrop* = [y la siguiente sucesion es exacta

H (v) L5 B (X) < B (Cily, X) <5 B (V) LS B (X)

=3 7 i
donde £* := (p*)” oa* es una inyeccion.
Sea v € H?(Y) y consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
exactos

gyy) L omevx) 24— mrCily,X) 2~ BP@Y) L HP(X)
& Mo % A %
Hrra-t(y) L prre-i(x) L. pera(Cily, X) = Hera(y) L Hrre(x)

donde los A; estdn determinados por el producto copa con v como sigue:

M=) = —vv
da(-) = =< f ()
M(=) = —vp'(v).

Siu e H?(Y) es tal que f*(u) = 0y A\j(u) = u ~ v = 0 entonces u y v
determinan un elemento u —; v del grupo cociente HP*9~!(X) /f*HP*11 (Y) +
HP=1(X) ~ f*,

H?(Cil, X) — HP(Y)Dwu
A l
s~y v e HH 1 (X) -~ HPH(Cily, X)
Definicién 3.6 u —; v es llamado el producto copa funcional de u y v.
En particular consideremos X = S§1Y =8§"y p=¢=n (n > 1). Entonces

f 81 — 8" v € H"(S") y el diagrama conmutativo con renglones exactos
viene a ser

0o & 0 5. Hh(Cil, sl & grsry L

=]

/\1 l ,\3 /\3 /\1 /\2

0 _, H2r-1 (§2m-1) =, pm (Cilf,Szn_l) K, 0 1, 0
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y k7, d resultan ser isomorfismos. Notemos que si v € H" (S*) entonces f*(u) =0
y A1 (u) = w ~ v = 0, ademds, en este caso el grupo HPY9=1 (X) /f*HPY-1(Y) +
HP1(X) < f*v viene a ser H**~! (S*"~1), por lo tanto u v es el elemento bien
definido

u—pv=4§" ((k"]_lu < (p")v)
de H?"~! (S*"~'). Como en este caso f : §*~! — §" podemos calcular el Invariante
de Hopf de esta aplicacion.

S" tiene una orientacién conocida, de modo que en adelante denotaremos por
s, € H, (S") a su clase de orientacién, y denotaremos por s € H™ (S*) al dual de
Kronecker de s,, correspondiente a la clase de orientacion de S™.

Lema 3.7 Sea f: 8> ' — S™ conn > 1. Si H(f) es el invariante de Hopf de f
entonces
s" oy s" = H{f) _s‘zn—i

o bien, en términos del indice de Kronecker
(s" w5 8", 520-1) = H(f).

Demostracion. Recordemos que de las inclusiones 8" — C; y (Cy, @) — (Cy,S*")
y de la sucesion exacta asociada a la pareja entonces tenemos isomorfismos (Cy, S?*)
obtenemos isomorfismos

i H? (Cf) = H"® (Sn) y q- . H2n (SZn) B H‘Zﬂ (C}')
y entonces el Invariante de Hopf H (f) se define mediante la identidad
o = H(f)r
donde o € H™ (Cy) corresponde a la clase de orientacién de S® y 7 € H*" (Cy) ala
clase de orientacion de §?".
Sea 7 : (Cil;,$?"1) — (CY, *) la proyeccién. Entonces
H(f)n*(r) = =* (%)

ey ?Ti ((é‘)_l srl i (it)—l sn)

= 7 (1::)—1 ot (it)—-l s"
pero notemos que ©* : H" (C;) — H"(Cil;,§*') y k* : H"(Cil;,S*"!) —
H™(S") son isomorfismos y k* o 7* = i*. Ademds, como en particular k* es un
isomorfismo y &* o p* = 1 entonces

H(f)m" (1) = (k)7 " < (K7) 7' s" = p's™ — p's™.
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Por lo tanto

Sn‘dfsﬂ =

2n-1

Si $2,-1 representa la clase fundamental de S*~! entonces (s?"~! s5,_1) = 1 y se

sigue que (s" w5 8", 53,_1) = H(f). m

Ahora veremos como calcular s" «; s™ en términos de n-cocadenas. Para esto,
consideremos una cocadena s™ € S™ (S*) de S® que representa a s™, esto es,

n

g™ = [4Y.

Como s® — s" = 0 existe una cocadena A € S~ '(S") tal que la cofrontera
JA = s" « s™ Pero S !(S") = 0, por lo que A = 0. Por otro lado, como
f* (s™) =0, existe una cocadena B € S"~! (§2"71) tal que

5B = f* (s") (3.2)

(donde f# denota al homomorfismo a nivel de cocadenas inducido por f).
Notemos que B « f# (s") € S?"~1(§?"~1), entonces recordando la férmula para
la cofrontera del producto copa tenemos que

§(B~ f*(s2) = 0B~ f*(s")+

= 0B~ f*(s") +
B~ f*(s")

F#(s2) ~ f# (s%)

fH (st~ 8"

f*(64)

0

+(=1)"' B4 (f*(s")
(~1)*YB « 558

de modo que Z := B « f#(s") es un cociclo de S~

Lema 3.8 La clase de cohomologia de Z es un representante de s™ -~y s™.
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Demostracién. En primer lugar, notemos que si j : §*"' < Cil;, [ : §* —
Cily, p : Cil; — S" son las aplicaciones que derivamos de la definicién del cilindro
de f entonces

pej=/fy pol=1

En particular, a nivel de cocadenas, tenemos que
(*p*) (s2) = f* (s) = éB.

o o s : i 4
Por otro lado, la sucesion §*"~! <% Cil; -2 Cily /S*~! induce una sucesién
exacta corta

[ — Sn-—l (Cizf‘sbzul) ﬂ} Sn.-l (Gll) i} Sn—l (S2n-l) =

y entonces j# es una aplicacion suprayectiva, por lo que existe C' € S*~! (Cily) tal

que
7#(C) = B.

Consideremos la cocadena p* (s") — §C' € S™ (Cily) entonces

i* (p* (2) - 6C) = j* (p* (1)) — 5* (6C)

= 6B -4 (j%C)
= 6B - 0B
= 0

por lo tanto p# (s") — §C es un cociclo relativo de (Cily, §**~'). Atn mas,

* (p* (s7) - 6C) = 1* (p* (1)) — I# (6C)
= 1¥(s") - § (I*C)
= s" -4 (*C)

por lo que I# (p# (s") — 6C) ~ s™ en §". De aqui concluimos que si z es la clase de
cohomologia de p# (s") — §C, entonces

I*(z) = s".
Ahora, como

i* ((0* (s*) — 6C) ~ p* (s7))

i* (p* (s7) — 6C) ~ j* (p* (s7))
0w j* (p* (s7))
0
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(p* (s*) — 6C) ~ p* (s") € S*"(Cily) es un cociclo relativo de (Cily,§*"!) que
representa a A3 (z) = z < p* (s").

Por otro lado, recordemos que el homomorfismo de conexién § : H?"~! (§*~1) —
H?™ (Cily, §*71) se define a partir del diagrama

0 — S™(Cil,s) . gmcily) 2 gm(stl) — 0

) d )

0 — S2n-—](cﬂf‘82n~]) a* S‘Zn—l(Cﬂ!) il SZn—l(S?n—l) — D

como sigue: dada una clase [2"] € H?*~!(S§**~1) representada por el ciclo z” €
S2=1 (8?1, nos fijamos en la cocadena z € S*~! (Cily) tal que j# (z) = 2", y
luego tomamos 2’ € 5" (Cily, §**!) tal que ¢* (z') = dz. Entonces

5 - }{2?:-1 (SZn—l) — H2n (Cilhs‘Zn—l)

[z"] +— [=].
En particular notemos que
(p* (s2) = 0C) — p# (s) = (p* (s2) » p* (s1) — (6C ~ p* (s7))
= p* (" v s") - [6C ~ p* () + (-1)"7 C ~ 6p* (V)]
p* (54) 5 (C = p* (s7)
3[-(Cr* ()]

I

(pues § (s™) = 0) y ademds

F(C-p* () = J*(C)~ % (p* (s2))
= Bv f*(s")
= Z

por lo tanto, § manda la clase de homologia de Z en A3 (2) = z ~ p* (s"), y se sigue
nuestro resultado. m

Para finalizar, utilizaremos la dualidad de Poincaré para dar una descripcién
homoldgica del producto copa funcional en el caso de una aplicacién entre dos
variedades, y asf, posteriormente poder obtener una descripcién geométrica del In-
variante de Hopf como un nmimero de enlace como lo hizo originalmente H. Hopf.
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Daremos la definicién original del Invariante de Hopf, y finalizaremos el capiftulo
mostrando que ésta coincide con la definicién cohomoldgica del capitulo 1.

Recordemos que para una n-variedad M cerrada y orientada con clase funda-
mental i, € H,(M;Z), el Teorema de Dualidad de Poincaré nos dice que el ho-

momorfismo
~ppy  HY (M) — Hp_ g (M)

dado por el producto capa con la clase fundamental, es un isomorfismo. En adelante,
denotaremos al inverso de este isomorfismo por D, esto es, D (a) — py = a.

Definimos el producto de interseccién a nivel de cadenas
o:5,(M)®S, (M) — Spyg—n (M)
como la composicién
S,(M)® S, (M) —22. S, (M)®@S™ (M) —— Spiq-n(M).
Sia€S,(M),be S, (M) entonces (ver [16])
O(aeb) =40 (a)ebtaed(bh) (3.3)

donde los signos dependen solo de p y ¢. Luego, podemos extender al producto de
interseccion de clases de homologia

o: Hy(M)® Hy (M) — Hpiq-n (M)
se define como la composicién
H,(M)® Hy (M) — H,(M)® H" 9 (M) — Hpyq-n (M)

donde la primera aplicacién es inducida por el inverso del isomorfismo en la dualidad
de Poincaré y la segunda por el producto capa, tal que

vev=D(v) ~u.
Notemos que

(v) ~u
(v) ~ (D (u) ~ pp)
(D (v) ~ D (u)) ~ py
D™ (D (v) ~ D(w))

uey = [
D

y entonces

D(uev)=D(v)~ D(u).

Ademas:
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( i )(n—deg u)(n—degv)

" ey = veu.

sue(vew)=(uev)ew.

Por otro lado, consideremos una 0-cadena c¢ sobre el espacio X. Entonces ¢ es
una suma formal ) n,x sobre puntos x € X, donde n, = 0 excepto por un mimero

finito de z. Sea ¢ : S°(X) — Z el homomorfismo tal que € (c) := Y n,. Tanto ¢

como el inducido ¢, : Hy (X) — Z son llamados homomorfismos de aumentacion,
y en particular satisface que si deg ¢ = deg o entonces

e(p—~ o) =(¢,0).

Consideremos ahora a € S, (M) ,b € S, (M) tales que p+ ¢ = n. Entonces a o b
es una (O-cadena de M y se define el mimero de interseccién de las cadenas a

y b como el entero
I{a,b):=c(aeb)

Si en particular a y b son dos ciclos de dimensiones py ¢ talesque p+qg=n—1
y sea ¢ € Spy; tal que dc = a. Entonces c o b es una 0-cadena y mediante (3.3)
podemos verificar que el mimero de interseccién I (e, b) es independiente de ¢ (ver

[16]).

Definicién 3.9 Bajo las condiciones anteriores I (¢, b) es llamado nimero de en-
lace de a y b. Lo denotaremos por \(a,b).

Consideremos ahora una aplicacién f : M — N entre variedades orientadas,
compactas y sin frontera de dimensiones m y n, respectivamente. Mediante la dua-
lidad de Poincaré, podemos asociar a f, un homomorfismo f; : H,,(N) —
H,,_, (M) llamado retromorfismo de Hopf. A nivel de cadenas, sea f; : S,—, (N) —
Sn—p (M)

ff — D;Il o f# oDy

y entonces
fi=Dyof oDy
donde Dy; y Dy denotan al inverso del isomorfismo de dualidad de Poincaré para
My N.
Se puede probar que si 1, y jty son las clases fundamentales de M y N respec-
tivamente ([16]):
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s filpy ~ ) = pp ~ f*(x) para todo z € H* (N).
o filuov) = fi(u)e fi(v).
s fo(ue fiv)=f. (u)ev.

Particularmente, supongamos que M = §**~! N = S" son esferas orientadas,
de modo que f : §*"' — Sy fi : S,p (S*) — Sa2n-1-, (5**!). Consideremos
p = n y entonces tomemos dos O-ciclos distintos =,y en S" . Entonces f; (z), f; (y)
deben ser (n — 1)-ciclos de §*~1,

En efecto D (z) = s", y D (y) = s", donde s™,, s, son representantes de la clase
de cohomologia s". Entonces

fi (@) = D7 (f#(D(=))) = D7 (£* (s2)) -

Luego, por (3.2) sabemos que existe B € S"~! (§**~1) tal que f# (s") = 6B, y por
lo tanto

fi(z) = D' (f#(s") = D™ (§B) = +0 (D' B)

de modo que se puede definir el nimero de enlace de f; (z) y f; (y).

Definicién 3.10 (Hopf) El Invariante de Hopf de f es el niimero de enlace de
fi (@) y fi ().

Con la ayuda de la formulacién que hicimos en la seccién anterior del Invariante
de Hopf cohomoldgico en términos del producto copa funcional, probaremos que
este mimero de enlace es el Invariante de Hopf H (f).

Teorema 3.11 El nimero de enlace de fi (z) y f; (y) es +H (f).

Demostracién. Puesto que fi (z) = £0 (D' B), el mimero de enlace de f; (z) y
fi (y) se define entonces como el mimero de interseccion de D~'B y fi (y), esto es

A(fy (@), fi () =1 (£D7'B, f; (y)) = £e (D™'B o f; (y))
pero notemos que

+e(D'Be fi(y)) = e (D' [D(f; (y)) ~ D (D™'B)])
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usando las propiedades del producto de interseccién y el producto copa tenemos que
el niimero de enlace es

Mfi(@), i) = I(£D7'B, fi(v))
= +e(D7'Be fi(y)
= +¢ (D' [D(f;(y)) ~ D(D™'B)])
= (D7 [f*(D(y)) ~ B))
= e ([f# ()~ B] ~ sz
= (B~ f*(s"),5m1)

= £ (s" ;5" 50n1)

= +H(f)

va que por el lema en la seccién anterior, B ~ f# (s") es un representante de
5P Wiy s".om
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