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I NTRODUCC ! 0N

El intenso desarrollo industrial que caracteriza al siglo
XX es resultado de la gran habilidad que el hombre moderno ha
desarrollado para someter y poner a su servicio las fuerzas de
fa naturaleza. En los Estados Unidos, por ejemplio, cada persona
dispone de un promedio de 79 "esclavos energéticos”[lel. La
ciencia y la industria han logrado crear en dichos esclavos una
capacidad de trabajo equivalente a la que podrfan desarrollar
otros tantos 79 hombres en el transcurso del dfa y de 1a noche.
Estos esclavos se presentan en su mayorfa en forma de elementos
motrices, los que, por razones tecnolégicas y econdémicas, en

gran parte tienen como fuente de energia a la electricidad.

A 1o largo de la historia del desarrollo de la tecnologla
de las mdquinas eléctricas han venido surgiendo una gran varie-=
dad de motores que presentan diferentes caracterfisticas; de en~-
tre todos ellos sobresale tanto por su robustez, adaptabilidad,
flexibilidad y eficiencia, cémo por su economia dentro de la in
dustria, el motor de induccién y muy especificamente en su rea-

lizacidédn conocida como jaula de ardilla*.

A pesar de que por su cotidiano uso en la industria, el
motor "jaula de ardilla' aparece en una primera instancia como

un motor comGn , al tratar de representar en forma matemédtica al

guna parte de su realidad, - ya mecdnica, ya eléctrica, vya tér
mica , - y de su comportamiento, se cae en la cuenta de su com-
plejidad. De ahi nuesltro interés por profundizar en estos as-
pectos y por desarrollar un modelo matemdtico que muestre, con-

Cabe hacer notar que aunque la tesis se referird constante
mente a este tipo de motor, jaula de ardilla, el modelo mate
mdtico desarrollado en esta tesis tamblén se aplica al motor

de induccidn {lamado "motor de induccién de rotar devanado'.




cretamente, la realidad eléctrico del motor de induccién.

Es un hecho que este tipo de modelo ya se ha desarrollado
en el pasado[]l. En este trabajo se pretende partir del desa-
rrollo ya conocido con el objeto de presentarlo dentro de un
marco de explicacién mds claro y coherente que los que le prece
den. De tal manera que con dicho modelo se pretende, a través
del conjunto de ecuaciones matemidticas que lo forman, alcanzar
una visién m&s completa y esencial del motor de induccién que
la que se pudiera obtener de la realidad misma. También se pre
tende en la medida de 1o posible establecer un proceso de com-
probacién de cada uno de los pasos y de los resultados parcia-

les en el desarrollo del modelo.

El modelo que aqul se presenta, se caracteriza por su fle

xibilidad al permitir cambiar las condiciones de operacién y
sus pardmetros, asi como por su facilidad de dar acceso a varia
bles que normalmente no son accesibles en el laboratorio. La

ventaja de un modelo de motor de induccién como el que se pre-
senta, es que sin necesidad de construir fisicamente un equipo
o sistema, se puede conectar, arrancar, sobrecargar, parar, co-
nectar a fuentes de voltaje no senoidales o llevarlo a sus con-
diciones limites de disefo. También permite estudiar las inter
relaciones entre las variables del sistema del motor y de la -

carga.

Por otro lado, es muy importante sefalar que el modelo ha
sido diseiado, de tal manera, que mientras se cumplan las hipé-
tesis que sirvieron de punta de partida para el desarrollo teb
rico, los resultados en la préctica son validos. Esto se hizo
como un intento para romper la clisica dicotomia que existe en-
tre la teorfa y la préctica y que con frecuencia se cae al en-
frentarse a las contradicciones que se presentan entre los re-

sultados de los modelos de motores de inducclié6n (teoria) y los
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del laboratorio {(pr&ctica). Dichas contradicciones se deben
a que no se logra trasplantar al laboratorio las condiciones o
hip6tesis con las cuales el modelo fué desarrollado, el modelo

nos permite complementar pequefias observaciones para obtener re
sultados muy dificiles de obtener por mediciones directas, ésta
es la parte méds significativa que valida el modelo ya que es

capaz de ser usado como un laboratorio teérico cuyos resultados
siguiendo criterios preestablecidos, no estdn nunca fuera de

la realidad.

Desarroliar un modelo general de un motor de induccién ,
con efectos de saturacién, cambios en las reactancias de disper
sién, etcétera; aplicable a cualquier estado de operaci6én, so-
brepasa a los objetivos de ia tesis, sin embargo, se ofrece un
modelo con flexibilidad suficiente que permita la obtencidén de
resul tados cualitativos y cuantitativos, aplicables a cualquier

condicibébn de operacibn.

El modelo, como los que tradiclonalmente se han venido
desarrollando para representar a las méquinas es matemdtico, Es
té& formado por un conjunto de ecuaciones diferenciales que re-
presentan las distintas relaciones que existen entre los compo-
nentes de la mdquina. Estas ecuaciones que se obtlenen son de
coeficientes variables con el tiempo y no lineales., Dada la -
complejidad de este tipo de ecuaciones, en este trabajo se qpli
ca la teorfa de transformaciones para simplificarlias y se esco-
gié la técnica de simulacién analégica para dar una solucién

numérica a dichas ecuaciones,

A pesar de que los resultados numéricos que se obtienen

no se pueden generalizar con facilidad, si permiten una consta
tacion en el laboratorio. Se optdé por una solucibén en computa
dora analbgica por tres razones bé&sicas. En primer lugar por

que el diagrama de alambrado que se obtlene es de una gran cuali

dad did&ctica ya que integra en un solo diagrama, las trans-




formaciones que tienen lugar en el desarrollo del modelo y Su
representacién de méquina generalizada quedan al descubierto

En segundo jugar porque el diagrama da una base grafica a par-
tir de la cual se pueden obtener con cierta facilidad diferen-
tes formas de ver las ecuaciones involucradas, destacando de aj
guna manera las variables deseadas. Finalmente, la tercera ra-
z6n por haber optado por la computacién analégica es por su ac-
cesiblidad, ya gue la solucién de las ecuaciones diferenciales

a través de las técnicas de simulacién al llegar a los diagra-
mas de alambrado partiendo de la representacién en variables de
estado de las ecuaciones diferenciales de! motor de induccién,
estd al alcance de cualquier persona lo que permite concentrar-
se en lo relativo al modelo del motor de induccién y no en el

proceso de solucién de las ecuaciones diferenciales.

Si bien es cierto que ya sea que el medio dificulta el ac
ceso a la computadora anal6gica o bien que estd tan limitada
que no cubre las necesidades del modelo, insistimos en la solu~
cién numérica de las ecuaciones del modelo con las ventajas que
mencionamos. Esto lo logramos gracias a que existen paquetes
de programas de computadora digital que simulan la operacién de
una computadora analégica. En estos paquetes se alimentan los
datos que describen el diagrama analégico del modelo en forma

simple,

La velocidad con la gue las ecuaciones del modelo se re-
suelven por medio de la computadora analégica, permiten la simu
laci6n de la miquina de inducciédn en tiempo real. Con esta --

idea pretendemos mostrar gue esta tesis constituye el primer pa

so en el disefio y construcci6n del modelo de la midquina de in
ducclén con elementos electrénicos anal6gicos. Dicho modelo
nos habilitarfa para la slmulacién y control en tiempo real de

méquinas eléctricas mediante microprocesadores.
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La tesis se ha organizado de la siguiente manera:

capitulo |

capitulo !

capitulo I#t!

capitulo IV

capitulo V

apéndice A

apéndice B

Se desarrolla el modelo matemdtico del
motor de induccién en la forma mds niti-

da y diddctica posible.

Se obtiene el diagrama de computadora -
analégica en donde se muestran Jas trans
formaciones que se realizan a las ecua-
ciones originales.

Se presentan las mediciones hechas con
objeto de obtener los par&metros del mo-
delo del motor de induccién y cuyos re-
sultados de la simulacién de operacibn

se presentan en el capitulo IV,

Se muestran los resultados del modelo vy
la forma como éstos se comparan con las
mediciones tomadas del laboratorio. Se
presentan también aplicaciones del modelo

a casos de interés en la industria.

Se presentan las conclusiones de esta te

sis.

Se presenta los simbolos para desarrollar
un diagrama de alambrado de computadora

analdgica,

Se presentan los listados de computadora
donde se muestran las datos de entrada vy

la salida del paquete de simulacién CSHP,
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1.1 OBJETIVO,

El objetivo de este capftulo es desarrollar una represen-
taci6n matemdtica de la méquina de Inducci6ébn que pueda servir pa
ra analizar su comportamiento dindmico, ya sea que la méquina
opere aislada, o asoclada a los sistemas eléctricos a que perte
nece; buscando lograr una representaci6n en forma general y cla

ra,

El modelo se eligidé para una maquina trif&sica de dos po-
los por tener suficiente generalidad y representar a la mayoria
de las m&quinas que se usan en }a industria. EI modeio matemadti
co resultante, se representa por un sistema simultédneo de seis
ecuaciones diferenciales con seis incégnitas y coeficientes varia
bles en el tiempo. El sistema de ecuaciones as! planteado, tiene
solucién factible, pero el hecho de contar con no linealidades o
torna complicado. Se deben utilizar herramientas mateméticas pa
ra simplificar su soluci6én y estas herramientas se encuentran en
la teorfa de las transformaciones, mismas que se utiljzar&n tra-
tando de mostrar matem&ticamente los efectos de la transformacidn
sobre los pardmetros de la m&quina e integrando en la parte fi
nal del capltulo las ecuaciones de la puerta mecénica de la m4-

quina de induccién.

1.2 CARACTERISTICAS Y LIMITACIONES DEL MODELO.

E) modelo se basa en ta miquina de induccién simétrica
ijdeal que representa con bastante exactitud a la mayoria de la
mdquinas de induccién. El término "StMETRICAY se introduce co
objeto de simplificar ia formulaciény se refiere a que todos lo
devanados estan ubicados espaciaimente en forma simétrica, un
de otros, en donde los devenados de estator tienen caracterist
cas iguales entre si, sucediendo otro tanto con los devanados

rotor.



Las caracteristicas mds importantes que Se toman como hi-

pétesis en la formulaciébn del modelo son:

1.- Entrehierro uniforme.
2.- Circuitos magnéticos lineales.
3.~ Devanados de estator iguales, distribuidos en forma

tal que producen una fuerza magnetomotriz senoidal,
b,~ El arreglo de los circuitos del rotor estd dispuesto

de tal forma que para cualquier instante de tiempo

la fuerza magnetomotriz es senoidal y de! mismo nime

ro de polos que en el estator.

Las hip6tesis planteadas se toman con objeto de obtener
un modelo razonablemente completo y que no sea complejo al grado
de que obscurezca los principios fundamentales en los que descan
sa su desarrollo; teniendo presente que habrd casos bajo los cua

les el modelo no es aplicable, principalmente bajo condiciones
de

1.- Efectos no lineales de los circuitos magnéticos.

2.- Cambios en los parédmetros, como lo son los cambios
en la resistencia debidos a la temperatura, frecuen
cia, etc.

3.~ El contenido de arménicas de la onda de fuerza magne

tomotriz.

L.~ Maquinas de doble jaula de ardilla.

Con base en el desarrollo del modelo fundamentado en la
méquina idealizada se puede incluir fécilmente los efectos de pér

didas eléctricas y magnéticas si se desea.
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1.3 OBTENCION DE LAS ECUACIONES A PARTIR DE LA REPRESENTACION
DE CIRCUITO.
1.3.1 FUNDAMENTOS EN LOS QUE SE BASA EL DESARROLLO.

El comdn denominador en el an&lisis del funcio-
namiento de todas las mdquinas eléctricas converge en el conoci
miento de las mismas leyes fundamentales, desde el punto de vis-
ta electromagnético, es suficiente con la comprensidén de cuatro
leyes para entender el comportamiento de las mdquinas eléctricas

(6],

y estas leyes son

o Ley de la induccién de Faraday

o Ley de malla de Kirchhoff

o Ley del circuito de campo magnético (Ley de Ampere)
o Ley de la fuerza en un conductor en un campo magnét]

co (Ley de Biot - Savart)

En forma breve podemos enunciar la ley de Fara-

"La FEM inducida en un circuito cerrado es igual a
la relaci6n de decremento del flujo ¢ entrelazado

con el circuito'.

De la Ley de Faradzay se deriva la regla de la
mano derecha gque nos sirve para encontrar la direccién de la FEM

(6]

enunciada de la slguiente forma

“"Abrase la mano derecha, manténgase los dedos jun-
tos y el pulgar en el mlsmo plano de la palma, pe-
ro sefialando en dngulo recto con los dedos. Si el
flujo atraviesa la pélma en &ngulos rectos a ésta
y el pulgar sefala en la direccién del movimiento .
del! conductor, los dedos sefalan entonces en la di

reccién de la FEM inducida',
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El andlisis de las méquinas eléctricas se deter

mina en funcién de la interaccidn de los campos magnéticos aso-
ciados a sus bobinas y los campos magnéticos a su vez se detec-
tan y describen por medio de la medicién de sus efectos. La ma
yorfa de los campos magnéticos que se encuentran en las mdquinas
son producidos por la circulacién de una corriente en un conduc~

(187,

tor, por lo que definimos axiométicamente que

t

La densidad de campo magnético se representa por la le

tra 8.

- Las lineas del campo son cerradas.

- El campo existe en el interior y exterior de! conduc-
tor.
- La magnitud de la densidad de campo B , ya que se com

porta en forma vectorial, serd proporcional a la magn]

tud de la corriente que lo origina.

- La relacién de las lineas del campo que cortan una su-
perficie cualquiera se define como el flujo magnético
que cruza dicha superficie y se define matemdticamente

como:

¢ = [B-3A (1.1)

Campo Magnético en un conductor.- Sabemos de

los cursos de electricidad y magnetismo que al aplicar unacorrien
te a un conductor se presenta un campo magnético proporcional a
la corriente aplicada y cuya direcci6n se define de acuerdo a la

regla de 'a mano derecha, como se muestra en la siguiente figura
1.1 .
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i - Corriente en el conductor

B - Densidad de campo

fFig. 1.1 Campo magnético en un conductor

Campo magnético en una bobina.- Al agrupar un

conductor en forma de espiras, crecen los efectos magnéticos y
por consiguiente la intensidad del campo magnético en sus contor
nos, cuando una bobina tiene mayor longitud que didmetro, el
campo magnético asociado se puede considerar uniforme formindose
polos magnéticos en sus extremos y la direcci6én del campo sc
podrd conocer f&ciimente al aplicar la regla de la mano derecha

comprobando asf la direccién que se muestra en la figura 1.2 .

S~

Fig, 1.2 Campo magnético en una bobina

A ———
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Concepto de inductancia mutua.- La bobina y el
conductor mostrados en la figura 1.3, representan los clircuitos
acoplados magnéticamente. Se les ha nombrado circuito 1 al con-

ductor y circuito 2 a la bobina y podemos decir que un cambio en
la corricente que circula por el conductor induce una FEM en la
bobina o circuito 2 y esta reltacién se definirdpor nedio de un

pardmetro nombrado inductancia mutua.

Vo= Voltaje en la bobina
= Ndamero de espiras de la bobina
¢ = Flujo concatenado
t = Tiempo
My = Permitividad en el vacio
I = Longitud
r] = Distancia del conductor al punto 1 de la bobina
r2 = Distancia del conductor al punto 2 de la bobina

Fig. 1.3 Clrcuitos acoplados magnéticamente

De la expresi6bn derivada de la ley de Faraday

[18]

y la relaci6n de cambio de flujo, tenemos

~ di d¢ L "2 di
VEN G Y g Ty a9 '“[ r‘j o vl
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Expresando matem&ticamente lo expuesto tenemos:

Lll Ty
Vo= g e o NLn[—r—]—-][V] (1.3)

Definiendo ta inductancia mutua entre dos cir-

cuitos como

M =y L N In JIL- [H] (1.4)
12 o 2% " ' *
quedando expresado
Vo= 2 i) (vl (1.5)
2 ot 12 1 '

El significado de la inductancia mutua se puede
interpretar como |la cantidad de voltaje inducido en el <circuito

2, producido por un cambio en la corriente en el circuito 1.

Concepto de inductancia propia.- La Ley de Fa-

raday nos dice que existe un voltaje inducido en un circuito
cuando se presenta una variacién en el flujo magnético que lo
concatena. Se ha definido la inductancia mutua con el efecto del

cambio de ta corriente en un circuito reflejada en el voltaje in
ducido presente en el circuito asociado magnéticamente, nosotros
analizaremos en este caso el efecto del cambio de corriente en -

la bobina donde se presenta la FEM, denomindndose a este fenOme-

no inductancia propia, teniendo[‘B]:
* dé d 2 di
= Lro- = v
v N T N dt (KNi) KN dt [v] (1.6)

donde

L = KN® [H] (1.7)
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La constante K depende de la configuracién gepo
métrica de la bobina y se aprecia que la inductancia crece en re

lacion cuadrdtica del nimero de vueltas.

Dipolo magnético.~ Todo elemento magnético que

tiene polo norte y polo sur, se le conoce como dipolo magnético.

Eje magnético.- Todo dipolo magnético tiene un

eje que se localiza en la direccion en la que los efectos magné-
ticos producidos por el dipolo son mdximos. Tradicionalmente se
considera como eje magnético a la linea que une a los polos del
dipolo, asumiéndose como positiva la direccién del polo norte al

polo sur,

Relaciones magnéticas de la bobina.- Dado que

a toda bobina se }e considera un dipolo magnético, se deben espe
cificar sus condiciones magnéticas para que en funcib6n de éstas
se determinen los pardmetros eléctricos asociados, auxili&ndonos
para ésto de ta regla de la mano derecha, como se muestra en la

figura 1.4,

¢ (P. Norte) \ (P. Sur)
-t

¢ -~ flujo de la bobina (flujo positivo)
- voltaje aplicado (voltaje positivo)
e - fuerza electromotriz

i = corriente en 1a bobina (corriente positiva)

Fig., 1.4 Fundamentos de la bobina,
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En el inciso se ha presentado una breve sinte-
sis de las leyes fundamentales del electromagnetismo y algunas
relaciones magnéticas que son Otiles para el desarrollo del mode
lo de la méquina de induccién, pudiendo profundizar en el tema
en tas referencias [3, 4, 5, 6, 16, 18].

1.3.2 DESARROLLO DEL MODELO.

Una vez expuestos los conceptos elementales an-
teriores, deduciremos las ecuaciones que describen el funciona-

miento de cada una de las puertas de la maquina de induccién.

La teoria generalizada, pretende dar una expli-
cacién del comportamiento de todas las m&quinas a base de consi-
derar a cualquier m&quina como un conjunto de bobinas acopladas
circuitalmente, por ende, a partir de la ley de OHM, la cual se

puede escribir matriclalmente como:
v = Z | (1.8)

La aplicacién de esta ecuacién a las méquinas
serd obtenida término a término por las relaciones existentes en
tre los devanados, los circuitos y los campos magnéticos wutili-
zando la técnica de submatrices o elementos de la méquina, vils-

tos en forma fraccionada.

La representacibén que se eligi6é para represen-
tar a la miquina de induccién es la de dos circuitos conectados
en estrella que representan a los devanados de estator y rotor
respectivamente. Los circuitos estan formados por elementos
puros, tanto resistivos como inductivos, que se encuentran ublca
dos en ejes desplazados 120° entre sf, como se muestra en la si-

guiente fiqura.
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n .

v, r v
TTL _______ y J"‘J"l'
v, \s'\/T Vo

1Y B Y
| L
A—

Fig. 1.6 Representacién de la médquina de induccién

En la figura 1.6 , se ha representado una méquj
na simétrica de induccidén de tres fases y dos polos a la que se
ha asociado a cada devanado un eje magnético de un sistema coor-
denado en el que se define el sentido positivo por las flechas
dirigidas en sus extremos; los devanados y sus corrientes se
han dibujado en forma tal que produzcan un flujo positivo y el
movimiento entre el rotor y estator se define por la diferencia
angular observada al sobreponer los ejes magnéticos de estator y
rotor, considerando como positiva la velocidad angular en el sen

tido de las manecillas del reloj.

La representacién circuital que se ha hecho, -
tiene suficiente generalidad para estudiar los aspectos estdti -
cos y dindmicos de la miquina de inducciébn , no s6lo en las apli
caciones usuales en las que las mdquinas de jaula de ardilla y
de rotor devanado se usan como motores y se alimenta energia -
eléctrica en sus terminales de estator, sino que se deja la posi
bilidad de alimentar también voltajJe a sus terminales de rotor
obteniendo una miquina doblemente excitada con la que se pueden

simular algunas aplicaciones de control.
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Bajo el supuesto - que aln falta por demostrar -

gue podemos analizar a las méquinas como un conjunto de devana -

dos acoplados, podemos aplicar a cada una de los devanados de
la figura (1.6) un voltaje de acuerdo a ta ley de OHM, podemos
escribir
V = Rl 4+ pA (1.9)

donde :

P = Operador diferencial gt

V = Vector de voltajes aplticados

R = Matriz de resistencias de tas bobinas

I = Vector de corrientes

A = Matriz de flujo concatenado

E! flujo concatenado se puede reescribir como:

A= Lo (1.10)

L = Matriz de inductancias propias y mutuas entre los

devanados de 'a méquina.

De esta ecuacién es fécil ver en funcién de
los circuitos que la matriz R es una matriz diagona! formada por
la resistencia propla de cada una de los devanados y que la ma-
triz de flujo A incluye los efectos de flujo concatenado, causa
dos al circular una corriente en una bobina, tanto consigo mlsma

como con ltas demés.

Con el objeto de hacer mis sencillo el entendi-
miento de las relaciones de las bobinas, la matriz de flujo se
ha dividido en cuatro submatrices que determinan las caracteris
ticas del comportamiento de diferentes grupos de elementos de la

méquina, quedando:
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)\SS >‘SF

A= st e - (r.rn)
AFS >‘rr

donde:

235 = Representa los flujos concatenados en las bobinas del es
tator debidos a su propia corriente y a las corrientes
que circulan por las otras bobinas del estator.

A= Flujos vistos en el estator debidos a las corrientes que
circulan por las bobinas del rotor,.

ATS = Flujos en el rotor, debidos a las corrientes que <clircu-

lan por tas bobinas del estator.
ATT . Representa los flujos encontrados en las bobinas del ro-
tor debidos a su propia corriente y a las corrientes que

circulan por las otras bobinas de! rotor.

De la representacidn esquemdtica de !'as bobinas

del estator mostrada en la figura (1.8), se definird la submatriz

Ss
AT,

Y

Fig.1,8 Relaciones magnéticas entre tas bobinas de! estator para -

obtener 'a submatriz XSS

A
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como
A:SW L;a L;G &YT (i;
N La t36 Lyl ['S
donde:

A;S - Flujo total en el eje a [wb]
Dado que la médquina es simétrica podemos decir:
L I TL SR (1.13)
L Laa LBB LYY
s s S 5 ] s ]
= = = = = = l-‘l'
L LaB Lay LB& LBY LYG LYB ( )

Dado que la mégquina estd conectada a un siste
ma trifdsico de tres hilos, no importa la conexi6n , siempre ten
dremos dos corrientes independientes de alimentaci6n. De la re-
presentaci6én seleccionada y mostrada en la figura [1.6], aplican
do la ley de corrientes de Kirchhoff en el nodo del neutro, tene

mos:

.5 . 5 s . (1.15)
g * g + ‘Y 0

S. . 5 5 1.16
ia (ig +13) ( )

Ahora podemos simplificar la relaci6bn de flujo

total en cada uno de los ejes de la siguliente forma:
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ss
R s .S s .5
Aa L“ et Lm g ¥ Lm |Y (r.17)
R T (i + i;’) (1.18)
substituyendo 1,13 y 1,16 en 1.18 queda como:
s _ S .5 _ s .5
Ao o= Ly g Lo g (1.19)
55 _ S _ 1 Sy.S {1.20
Aa (Lu Lm)'a )
haciendo:
L% = L® - L; (1.20a)
Repitiendo el desarrolloc usado para A;S para
encontrar A;S Ais tal como se hizo en las ecuaciones 1.17
a 1,20 tenemos:
L>® 0 0 i’
S @
AT R g LSS 0 i (1.21)
5s s
0 0 L i
[ Y

Obtengamos ahora la submatriz Asr’ la cual toma
en cuenta los efectos de los flujos producidos por cada una de
las bobinas del rotor y que concatenan a las bobinas del estator

Estos flujos concatenados, se ven afectados por la poslcién angu

lar relativa que exlste entre los ejes de rotor y estator, que
se producen por el desplazamiento del rotor, quedado expresada
la poslicién en relaclones trlgonométricas del &ngqulo o' entre

los ejes de estator y rotor como se muestra en la flgura (1.9).




fig. 1.9 Posicién relativa entre los ejes de rotor y estator

Recordando dhe la m&quina de induccidén es simé-
trica, podemos observar que el flujo concatenado serd dependien
te del pardmetro de inductancia mutua, entre la bobina del esta-
tor analizada y cualquier bobina del rotor de que se desea cono-
cer su contribucién al flujo total, siendo estas inductancias

iguales como lo denota la ecuaci6n (1.22)

Sr st sr Sr Sr Sr sr 5r sr Sr
= = = - = - t—4 = = 1022
L lea = lup LOIY Log LBY Lw LYB |.BB LYY ( )

Dado que se eligi6é para el desarrollo una méqui
na trifasica, cada una de las bobinas del estator concatenars$
tres flujos, que son la suma de los flujos que produce cada wuna
de las bobinas del rotor. Para encontrar el flujo que concatena
a la bobina de la fase  de! estator usamos la siquiente figura
(1.10)
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Bs 2
i
0+3
Br
arl
gr
s
]
2
- 1
- 3
r
3 Y
Fig. 1.10 Relaciones de flujo para obtener la submatriz A;r
Tenemos:
sr _  sr ,r r sr .r r 2
Ay = LT i 0S8+ L .Bcos(e + 311)
2
+ Lsri; cos (g - —g'ﬂ) .. (1.23)

Procediendo en forma analoga para encontrar los
flujos concatenados por las bobinas del estator ubicados en los

ejes By vy tenemos en forma matricial

i 2 1.

L%" coso" L3 cos(o" + -—i—-'n)L”t:os(er - —5—11) .ar

2 )

¥ = L% cos(o"- -—§—ﬂ) LS cos of L*Tcos (0" + 2= 1) .g
.

L7 cos(o+ -—%—ﬂ) L5Tcos (" - —i—ﬂ)L”cos 0" iy
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. . rs
La siguiente submatriz a desarrollar es A

que representa el efecto del flujo producido por las bobinas del
estator debido a la circulaciéon de sus propias corrientes y que
concatenan a cada una de las bobinas del rotor. El desarrollo

se harsd en forma similar a la que se hizo para las bobinas de es
tator , por lo que usaremos la figura 1.9 para mostrar la rela-
cién de posicién entre los ejes de rotor y estator, la diferen-
cia es que ahora se toma la medicién angular de 8" , tomando co-
mo origen los ejes del rotor. En forma andloga al caso anterior
procedemos a obtener el flujo concatenado en la bobina del rotor
ubicada en la fase a producido por cada una de las bobinas del

estator, de acuerdo a ta figura (1.11).

BS
Br

S Gr' § q

v

(a3
Sa
~S

L r 2
’ Yr 6 + 3 1

Fig. 1.1t Relaciones de flujo para obtener la submatriz A;s

Tenemos
rs rs S
Mo = L7 dgC0s 6 + L™ jicos(e” - ; 1)
(1.25)
rs ,$ r 2
+ L sYcos(o + 3 1)

rs

g Y

Procediendo en forma andloga para obtener A

A;s nos queda :

AFS . s ;s r _3_ rs,s r
) L iOl cos (e + 3 1) + L 'B €C0S o

_Z.ﬂ ) (1.26)
3

+L"® i:; cos(g -



24
rs rs .s r 2 rs ,s r 2
A = L cos (O - — 19 + L .
, a ( 1) P €05 (o + 1)
+ 17 cos oiy (1.27)
En este punto hay que hacer notar que el despla
zamiento de las posiciones angulares de los ejes , ha cambiado

de signo con respecto a los desplazamientos angulares vistos en

sr . . \ .
A7, este cambio de signo fue inducido por el cambio de referen
cia en la medici6n angular, ya que ahora estamos ubicados en e!

rotor.

Los flujos concatenados expresados en forma ma-

tricial quedan :

_ 2 1.

L Scos 6 L"Scos(e" - —%— 1)L 5cos(a" + =) |;
2

rs |L"cos(0" + 2 9) L Scoso" L"%cos(e" - S w){|id
PURI 3 3 8
L"cos(6” - —= 0)L"Scos(p" + = ¢)L"Scose" P
L 3 3 y
{1.28)

rs Sr . i
y recordando que L y L son iguales en el caso de una méquina
de inducci6n slmétrica, ya sea que se consideren lineales sus
circuitos o que las mediciones de estas inductancias mutuas se

realicen bajo las mismas condiciones de saturacién.

Con respecto a la submatriz atr que representa
el efecto de los flujos producidos por las corrientes en las bho-
binas del rotor y que dejan sentir sus efectos sobre las mismas
bobinas; se deducird en forma andloga a como se hizo con la sub-
matriz A% sin tomar en cuenta que el rotor estd glrando, dado
que las bobinas se encuentran en el mismo marco de referencia y
la velocidad relativa entre ellas es nula, tal como se muestra

en la figura 1,12,
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6"
r
a
r
¥
Fig. 1.12 Relaciones magnéticas para encontrar la submatriz ATF
Entonces podemos escribir
re_,F ¥ r o .r ro.r
Aa =ty ig* lygipg* LaYlY (1.29)
AR A L T R L (1.30)
8 B8 B Ba « By v
AFF - r..r r . T r T (]‘3‘)
v S by iyt bya fa ttyp g
Que en forma matricial se expresa como:
Cor r r r
Le  Lap Loy "a
rs = r r r . T (]'32)
4 e te Ly |8
r r r r
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Dado que la méguina es simétrica podemos infe-

rir que

roo r_or 1.
LW = Ly - g - Ly (1.33)
r r r r r r r

— = = = = = '. h
bm = Lag = Loy = bgy = Lgy = by = Lig (1.34)
Por lo gue podemos expresar el flujo concatena-
do por la bobina del rotor ubicada en la fase a y por si misma

y por las demas bobinas del rotor como:

P N r.r ro.r
a by fo * Lp ig ¥ Lm IY (1.35)
Reduciendo gueda:
r r r
rr r.r + L i, + i
Ao = Lo Tg m ('B Yy ! (1.36)

Procediendo en forma analoga como en el estator
se aplica 1la ley de corrientes de kirchhoff en el nodo de! neu-

tro y tenemos

i;+;g+;; = 0 (1.37)
i = = Lig + i)) (1.38)

Substituyendo 1.38 en 1.36 queda:

re_,r ,r _ ., r.r .
Aa =L iy Ly P (v.39)
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Agrupando térninos queda

- Ln'; ) iy (1.40)

podemos definir

L =L -1 (1.41)

Procediendo en forma andloga para Agr y A;r
queda como: .
[, rr b r
L .
0 o [l
rr rre
A =10 L 0 ig (1.42)
0 0 Lo T
L J Y

Al agrupar las submatrices que se han desarro-
ltado en forma independiente , tenemos la relacién de flujo to-
tal en (1.43),

Recordando que la relaci6n de voltaje se expre

sa en forma matriclal :

[vl = [R] [t + p [i] (1.44)

también se puede reescribir como

[v;gY = [ZZ&Y] [l;éY] (1.45)




sr
afy

—.mw

L "Scose"
LF%cos(8" + & 1)

3
L 3cos (o - :w. ")

ruw

L"cos(o" -
L"Scose"

L"5¢os(e" +

0 L5 cose" t*"cos(o" + =59
0 t*fcos(e” - L) 13" cose”
L3 L*"cos(a" + .mxa ) L* cos(e" - .mnav
cos{g" + .m. A 0
cos{e" - .m.ﬂ ) o Lrr
cose” 0 0

L% cos(o"-

L* cos(g"+

L cose”

_-..1

.

)

8¢

(1.43)
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1.4 TRANSFORMACIONES.

En el inciso anterior se ha encontrado el modelo matemnd
tico de la maquina de inducci6n definido por las ecuaciones de
voltaje gque tienen una estructura de ecuaciones diferenciales |,
simultédneas no lineales y de coeficientes variables con el tiem
po. A estas ecuaciones se les ha tratado de simplificar a to -
largo del tiempo, usando la teorfa de las transformaciones como
herramienta predilecta, que ademds de simplificar su estructura,
permite relacionar el comportamiento de las diferentes maquinas
eléctricas, a partir de un Gnico conjunto de ecuaciones. La teo
rfa generalizada pretende poder explicar el comportamiento de es
tado estable y estado transitorio de todas las méquinas eléctri-
cas, fundamenténdose en considerar que las méquinas estan forma
das por un grupo de devanados acoplados y que se pueden represen
tar por una mdquina que agrupa todos los efectos y que se rela-
ciona con la méquina real por medio de los parédmetros que se ob-
tienen facilmente de mediciones efectuadas en la médquina, desde

sus terminales, cerca del punto de operacidn.

En el concepto de transformacién, tradicionalmente se ha
tomado como un sin6nimo de cambio, no importando si este <cambio
se realiza en forma y no en representacién; al aplicar la teoria
de las transformaciones a las maquinas eléctricas, cada una de
las transformaciones nos puede sugerir o representar un cambio
en el mundo real, este cambio nos hace pensar en interpretarlo -
como el efecto de la representaciédn fisica de la transformacion;
pero para el propésito de esta tesis, basta con aceptar a las
transformaciones como herramientas mateméticas que son; y por es
ta razén en este trabajo, las transformaciones se considerarén

como simples mapeos entre conjuntos de ejes, que se encuentran

relacionados trigonométricamente conservando relaciones propor
cionales entre los fasores asociados a estos ejes. Con ésto no
queremos negar la riqueza de las interpretaciones fisicas que

pueden darse a las transformaciones sino Gnicamente Indicar que
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salen del alcance del trabajo.

La teorla de las traﬁsformaciones cuenta con un amplio
espectro de aplicaciones , mismas que han ampliado su objeto de
estudio. En el estudio de la teorfa de la mdquina generalizada,
las transformaciones que hanp mostrado alguna utilidad en su apli

cacién son las transformaciones invariables de potencia y que se

pueden dividir en dos grupos: Las transformaciones pasivas vy
las transformaciones activas. Esta clasificaci6n obedece al -
efecto topolbgico de la transformacién sobre las ecuaciones de

la mdquina, como este tctabajo se ha dedicado al modelo de la mé-
quina de inducci6én, s6lo se requerird del empleo de transforma -
ciones pasivas ya que no hay cambio en la dimensionalidad de las
ecuaciones que modelan a la méquina de inducci6n. Otra forma de
clasificar a las transformaciones, se deriva del comportamiento
de los elementos de transformaci6n en el tiempo; denominéndose

transformaciones vivas, cuando los elementos de la transforma -
ci6n son varijables con el tiempo y transformaciones muertas cuan

do son constantes.

Como ya se ha mencionado, en el estudio de las méquinas
de inducci6n, s6lo se aplicar8dn transformaciones pasivas lo que
implica que los mapeos trigonométricos que simbolizan a las -
transformaciones se llevardna efecto sobre sistemas coordenados

con el mismo nimero de ejes.

Toda transformacién se puede descomponer en varias trans
formaciones que proporcionan el mismo efecto, por ejemplo la

transformacién C = C‘C2 . En este trabajo la obtencién del mode

lo en la primera parte se hace por medio de dos transformaciones

con objeto de demostrar la validez del modelo y confrontarlo con

(31,

la literatura usada como texto i vy en la segunda parte se usa

la transformacién C3 que nos proporciona en una sola transforma

[14]

cién el modelo en ejes arbitrarios de referencia . En la pri
mera parte , la descomposicién de la transformaci6én se hace co
objeto de apreciar los cambios que sufren los pardmetros de |

maquina, analizAndolos desde un punto de vista matemdtico, deja
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do a un lado las interpretaciones fisicas. La transformacién CI
nos deja expresadas las ecuaciones de la miquina sobre dos varia
bles independientes, reduciendo de esta forma ta ecuacidn {1.43)
a una matriz de 4 x b4, en tanto que la segunda transformacién

nos eliminard la variacién en el tiempo de los coeficientes de

la ecuacidn .

Una vez que se tiene el modelo simplificado, se resuel-
ven las ecuaciones y ya que se conoce el comportamiento de la mi
quina en su representacién generalizada, se pueden aplicar las
transformaciones inversas para ver como se apreciaria dicho com

portamiento en el mundo real,

1.4.1 TRANSFORMACION C

1

Esta transformacién, comunmente denominada -
transformacién de tres a dos fases, se puede explicar con el ma
peo entre dos conjuntos de ejes de la siguiente forma. El primer
conjunto representa un sistema trifdsico convencional en un pla
no en el que sus ejes unidos en sus orfgenes se encuentran des
plazados 120° entre sf y en las direcciones positivas son opuesg

tas al origen como se muestra en la figura 1.13.

B

2
—

3

o
2
-Tﬂ
y

Fig., 1.13 Primer conjunto de ejes de la transformacién CI
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El conjunto sobre el que se hard el mapeo, se
encuentra formado por un sistema cartesiano giratorio , cuya ve
locidad angular se puede sincronizar a la velocidad de los ejes
magnéticos del estator, rotor o cualquier referencia, eliminan-
do de esta forma la velocidad relativa con respecto a la refe-
rencia seleccionada que en la mayoria de los casos es el estator.
Este conjunto cartesiano estéd asociado a un eje libre, como se

muestra en la figura 1.14,

)

-

—p°

Fig. 1.14 Segundo conjunto de ejes de la transformacién C]

El mapeo que se realiza del primer sistema al
segundo, se efectua al sobreponer los dos planos haciendo coinci
dir el origen del sistema trifédsico con el sistema cartesiano .
Se pueden observar las relaciones de magnitud que se presentanen
el sistema transformado, quedando mostrada la transformacién en

la figura 1.15.

En la figura 1.15 se ha representado con la Jle

tra f (minGscula) tas funciones o fasores a los que se ltes apli

cars la transformacién que queda en forma matricial como :
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7 2 2
fa 1 €os( —3—11 ) €os{ 3 1) fa
2 2 2
=< | o N( —— SEN( - —=— (1.46)
fb 3 SEN( 3 1) ( 3 1) fa
. L U
ol |72 2 2 Ly
que en forma simplificada se expresa:
= 1.4
[f,p0] (e,] [fg) (1.47)
8 b
T
2 a
- 1
3
Y i ]/Bfa l{”B]/?fY 0.
Fig. 1.15 Transformaciébn C‘
Para encontrar la transformacidén inversa, se

debe observar que se efectuard un mapeo entre

ejes en forma opuesta y queal

inversas no siempre nos

transformacioén.

referimnos a

los conjuntos de
referirnos a las transformaciones
la inversa de la matriz de
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8 b
2
a
3
Y |/3fo fo
Fig. 1.16 Transformacién inversa C;
Partiendo de la figura 1.16 en forma matricial

tenemos que la transformacidon se expresa como:

- ~ 1
fo ! 0 - f
.3 2 2 LI B Y (1.48)
fa| = 3 | COS( 311) SEN( 3 1) 5 b
f e -2 S I
v | cos(- =) SEN( 31 71 Lfo
Para continuar con la linea de accién que se
ha marcado, es menester el aplicar la transformacién a la ma-
triz de impedancias para obtener la expresién (1.45) en el nuevo
sistema coordenado, mostrado en la figura 1.15 y repitiendo la
ecuacién (1.45)se tiene gue
5r - sr L S (1.49)
luggy 1= (255, 1 Ligg, )
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Premultiplicando ambaos

lados por C

[ gyt = Loy ] Lzge 1 Digg ]
Pero:
[1750) =Leglige. ]
de donde:
05,0 ~6] 1013
Retomando fa ecuacian (1.50) queda:
(c v g, ) =[c‘][z;[;¥][c;'1 (1 2 5o]
pero
[viped =legtvgy ]
De donde :

-1
[virgd =lelzes 10e™ 102 ]

CI en este caso estd formado por: -

quedando al substituir

SroA_ ST ~1
(230 3= lc J0z5 [ )ey

1

se tlene:

(1.50)

(1

.51)

.52)

.53)

. 54)

.55)

(1.56)
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Se aplica la tvansformacidn a 1o matriz deinduc
tancias,
Transfaormacion de la submatviz de inductancias
5
ey
L . 55 [ 10
| 2 5 L 0 0 | 0 ~5
. y |
54 2 o '3 - il LS o |2 -L 3 L
Lalzu T3 2 2 2 2 2 2
R A 55 1 V'3 1
2 710 LR A A
. {1.57)
Tenemos:
3 (X
L 0 0
2
5s
= 3 $5
abu 0 5 L 0 (1.58)
0 0 e ol
L

St al! modelo se le aplican excitaciones balan-
cecadas o si le aplican excitaciones desbalanceadas pero tiene
su neutro flotante, no circulard corriente por la inductancia de
secuencia cero, por lo que no habrad corrientes de secuencia cero

y la matriz anterior se podrd reducir a :
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ab

Ya que

COSO3 - CO0Ss 02

cos @, - COs O

cos 9, - COS 02

37

35S
> L 0
3
0 2
= ~'- ; +
3w 3

Transformacién de la submatriz )°F

Se define

= a'

= (‘)r+-—2-ﬂ
3

= o - 2.¢q
3

]

Se demuestra que

/3 SEN of

cos( 0" - 2 %) -cos (o8 «

3

= ¢0s 0" cos

-fcos 0" cos

—%—ﬂ + SEN 087 SEN

2

¢ - SEN G SEN

2

2

3

afy’

)

2

-—1

3

1]

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)
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r

2
cos 0, - COs 0, = 2[seN 0 sen —-1] (1.67)

3 2

cos 0, - cOS 0, - Vi SEN 0f L.q.q.d. {(1.68)

De la misma manera se demuestra que

cos 6, - COS 0, = - V3 SEN 0, (1.69)
- - A 1.70)

cos €os 63 Y3 SEN 0, (

COS O, - COS 6, = V3 SEN © (r.71)

2 | 3

SEN 6, - SEN 63 = Vi CO0S e] (1.72)

SEN 0, - SEN 8, = Y3 cos 93 {(1.73)
- = A 1.74

SEN 0, SEN 0, 3 C0S 0, (v.74)

y recordando que
COS B + COS 0, + COS 6, = 0 (1.75)
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Se puede decir que:

cos 0, - - (COS , + COS 3 )
Donde:
1 - = - ={{cosu, coso, cosii, 0
Z;o = %‘ 0 ‘/—g— -%— C0s6, C0S0, €059, g -, ’/—g—
-;— -~ —;—J 050, €050, €050, | -5

Definiendo que

(1) = (L5, dieT )

Obteniendo elemento a elemento tenemos

Obtencién de 3,

a = C0S o - 4 (CGS ez+cos 93)

= €C0S o - 4 (-cOS e])

Obtencién de a

12
] 3 .
a,, 0 + 5 (cos 02 cos @
= /3 ( -v3 SEN 8)
2 1
R
= ; SEN 0,

3

)

(1.76)

(r.77)

(1.78)

(1.79)
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22

23

40

Obtencidn de a]3

= (coso + coOS 6, + COS 03)

6btenci6n de a,

- 1
cos 03 3 (cos 0, + COS 92)

cos 0, - y (-€0S 93)

—5 cos 03

Obtencién de a22

3
0 + 5 (cos 0] cos 62)
- 1%- Y3 SEN 8,

3
- —= EN b
SEN 94

Obteniendo de a23

+ (cos 0] + €CO0S 02 + €05 03)

Obtencidon de a

31

5 -1
co 02 4 (cos 03 + CO0S e])

cos 0, -} (-co0s 02)

€os ©

3
2 2

(1.81)

(1.82)

(1.83)

(1.84)

(1.85)
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. 3 -
337 > (cos 03 cosS 0”
/3 A
- 5 (- V3 SEN 02)
I
o~ SEN 0,
Obtencién de a33
= 4 (cOS +C
ays 3 0, 05 g5 + COS e\)
Finalmente
- ]
C0s @, - SEN 08, 0
A = = ST | cOS o, - SEN ©
2 3 310
c0S 6, - SEN 0,
L
(1 -} -3 Cos o,
se .2 B B3 s
N 2|7 L €05 0
_i 4 5 €os e2
Definiendo
_ 2 sr
(A) = 3 [Labo]
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Obtencién de a

= 0
~SEN 0,
-SEN 0, 0
-SEN 0, 0

(1.86)

(1.87)

(1.88)

(1.89)

(1.90)
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Desarrollando término a término queda:

Obtencién de a":

ay, = Cos o - . (cos G+ COS 0,)

= €0S ¢ - . (-COS 0]) (1.91)

- -
= - oS

Obtencidn de a]2:

a,, = “SEN 0 + ) (SEN @

1 + SEN 02)

3

= -SEN 91 - 3 SEN 01 (1.92)

N I
= 5~ SEN ©

Obtencién de a‘3:

a‘3 = 0 (1.93)

Obtencién de aZl:

a = (cos o

2 ) - €0S 0,)

3 2
= 5 ( 3 SENo]) (1.94)

- -2
= S SEN O,

Obtencidn de a22:

3 6 -
22 5 (srsrw2 SENOB)

= -—;— (/3 cos¢) (1.94a)

I
£~ €050,
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Obtenciébn de a,,:

23
= 1,
ay3 0 (1.95)
Obtencié6n de a3]:
= - ‘- 6
ay b (C0S0+ COS 05 + €OS 0,) 0 (1.96)
Obtencién de a32:
a = 4 (SENG; + SEN 0, + SENB.) = 0 (1.97)
32 ! 3 2
Obtencién de a33:
= 1.98
%33 0 (1.98)
Finalmente queda:
[ COS 0] -SEN 6l 01
st s oS 0 0 1.
Labo = m L SEN 8, 1 (1.99)
L 0 0 0
Y eliminando la secuencia cero se expresa como:
cosS B‘ -SEN Gl
sr 9, sr
Lab = 4 b (1.100)

SEN 04 cos %
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Desarrollando la transformacidén para Lr; en
forma andloga a como se hizo L°0 quedard L% ¢ : Y
ga a co apydueda ab omo:
Cos » SEN 6‘
Lrs . s (1.101)
b L
a -SEN 0, cos o,
Procediendo en forma similar a la que se utili-
. . . . . Ss
z6 en la submatriz de inductancias propias del estator LGBY se
aplica la transformacibén a la submatriz L;gy tiene:
[ S 1
2 7 L 0 0 1 0 7
L. 2
abo 3 /3 V3 re 1 Y3 1
0 2 ' 0 - 2 2
1 1 1 rr 1 Y3 1
—— —_— — 0 -—— LA —
|72 2 2§l 0 L 2 "2 7
(1.102)
Quedando como:
Lrr 0 0
LT 31 5 Lrr 0 (1.103)
abo 2
0 0 L"r
Para establecer las ecuaciones de voltaje en

el nuevo sistema coordenado es necesario primero transformar la

matriz de resistencias.



sr -1

abo

R = [c‘]RuBY[c 1 (1.104)

Desarrollando queda:

T by r
- - 5 L
2 2 R ! 0 2
s
o= 2o % LB RS T IO R/ T I
abo 3 2 2 2 2 2 2
2 1 RS [ S
2 2 2 2 2 2
(1.105)
Quedando finalmente:
RS
S - 3 S
Rabo = 72 R (1.106)
s
2
En forma an&loga para las resistencias del ro-
tor queda
R
r _ 3 r
Rabo = 5 R (1.107)
L g
2
AGn cuando l!as Impedancias de secuencia cero

de la maquina existen, se han logrado eliminar ias ecuaciones de
esta secuencia al aplicar la hipbtesis de 1a no circulacibn de
las corrientes de secuencia cero. Asl wvemos que, aungue las

transformaciones han simplificado ia forma de las expresiones no
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disminuye su dimensi6n; sino esta reduccidn en dimensién se lo-
gra al eliminar la ecuacién de secuencia cero y eliminando un
renglén y una columna de la matriz original se enfatiza en este

punto porque se realizara una transformaci6én inversa, y bajo es-

te punto de vista la transformacion C‘ no tiene inversa.
SR B
2 2
¢ = {1.108)
! o B /3
2 2

De esta forma se ha concluido ta transformaci6n
C] de l'a matriz de inductancias, la cual se ha desarrollado en
forma de submatrices en donde se aprecia, en cada una de ellas ,
el efecto de la transformacién al reducir cinco elementos a cero
y simplificar las submatrices de nueve términos a sé6lo cuatro
La funcién de la submatriz de transformacidén, se aprecia al ob-
servar que los términos, ya no estdn en funcién de los dngulos
trifdsicos asociados y han quedado Gnicamente con la relaci6n an
gular erpor lo que los voltajes en ejes a, b quedaré&n expresados

como:
SO RN ERO NN e

Si se hace :

(1.110)
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Quedando en forma desarrollada como:

v: R® + pL°® 0 M cos 6 -M SEN o “:
vg 0 R® + pL® M SEN of M cos o IZ
=.32. (1.111)
v; Mcos o MSEN 8 R+ pLh 0 IE:
vg { M SEN o M cO0S o 0 R™ + pL” I{)

1. 4.2 TRANSFORMACION C2

Este inciso lo dedicaremos al desarrollo y ana

lisis del efecto de la transformacién C ésta es una transfor-

;
macidn pasiva viva que tiene por objetoze]iminar la dependencia
de los parametros del desplazamiento angular 8" , derivado del
movimiento relativo del rotor y estator. Es importante aclarar
que las transformaciones ademds de tener una direccibébn de aplica
ci6on deben respetar un orden en su ejecucién, por esta razén el
nombre de la transformacién trata de denotar que se debe de apli
car después de haber obtenido los resultados de la transformaci6n
C‘.

Esta transformacién al igual que su antecesora
ya que representa un mapeo entre dos conjuntos ortogonales; en
donde la relaci6bn de magnitud entre los fasores asociados seréd
unitaria, y se darsd primordial importancla a la relacién trigong
métrica derivada de! movimiento relatlvo entre los dos conjuntos

de ejes.
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Para obtener la transformacién se debe proceder
en forma andloga a la que se utilizd en el caso de la transforma
cién C], en el que se desprendieron las relaciones trigqonométri-=
cas al sobreponer los origencs de ambos conjuntos de ejes, tal

como se muestra en la siquiente fiqura:

q
b a
el'
d
Fig. 1.17 Transformacién C2
{1.112)
qu [CZ]fab
fd 0S¢ - SENB@ fa
- (1.113)
f SENS €056 fb
q
Para este caso particular, la matriz de trans-
formacién inversa es :
C et
fab [czjqu (1.112a)
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Donde:
C0sS 0 SEN©
(1.113a)

-SENO COSO

Partiendo de las ecuaciones de voltaje se tlene:

Vsr sr sr (1‘114)
abo abo abo

1
~N

Aplicando la transformacién C2 a voltajes y cgo

rrientes quedar§:

P o sr 1.115
’dqo c2 'abo ( )
sr - sr (1.116)
quo C2 Vabo

En la misma forma podemos decir que

R T (1.117)
abo 2 dqo

Premultiplicando de C, la ecuacién (1.114) que

da :
sr - sr sr 1.118)
€2 Vabo €2 Zabo labo (
Substituyendo (1.116) y (1.117) en (1.118) que-
da:

sro sr -1 sr (1.119)
quo c2 Zabo c2 quo
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Por lo que
ST sr -1
= 1.12
quo c2 Zabo c2 ( 0)

Y finalmente se expresa en términos dg como

Sr Sr Sr

dqo = quo dqo (1.121%)
En esta transformacién los elementos de C2 son
funciones del &ngulo o' y los elementos de la matriz
[Z:;o] tienen al operador p . Este operador p opera sabre
[i%r De modo que después de reemplazar [1°" ) por [C‘I]
abo abo 2
[.sr -1 L ST .
'dqo]’ el operador p opera sobre [C2 ] [|dqo Esto es im-

portante tenerlo presente al realizar las siguientes operacianes:

; L, "
PSS D S L N ) g LN D TN
l ¢ .
q Gy 221, %22 et
! 1 ! 2
I ' !
| ]
z lz '
P ST A T I _ L } 0 . (1.123)
dq CZZZI: 2222 ) c;l '
. |
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‘ 1
, .
c
757 o |- _le_:_ZLZ_Z_ - - (1.124)
Iq -1
Color 1 G92py &
i
Asi al desarrollar
s S
R” + L 0
P (1.125)
Z =
R 0 RS + LS
, - Mp €COS 5 i-Hp SEN 9" cos 0F SEN OF
12 = - = e e e Wl e O O 4 W o
Mp SEN 6" | Mp COS 0" ~sgn 07 cos 6"
!
]
(1.126)
2 r
Mo [cos? 6" + sen” 6] Mp cos e"sen oF
-SEN 07cos 0
¢t o=
12 72
Mp | SEN 0Tcos of Mp [SEN? o7 4 cos? o]
-c0S 6"sEN af
o2y
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-1 Mp i O
P A A e T
: (1.128)
.
cos ¢ -SEN o Mp COs 8" Mp sen 6"
c z = | .
2 2 SEN ¢"  cos o' | | -Mp sen 87 mMp cos o
(1.129)
~ t
cos ¢ p(cos o) 1 Cos 0 p(SEN ©")
{
]
+SEN 6 p(SEN &) ! -sen @"p(cos o)
[
1
|
C, Z,, = M SR LRI
t
r r ' r r
SEN dp(cos ¢) ' SEN Op(sen d)
]
t
-cos dp(sen ) v -cos €p(cos o)
t
(1.130)
Recordando que el término ay ests muttipli
cando por i, asi
a, = M [cos 0p (cos 8"1) + sENO" p(senoF i)] (1.131)
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)
. M (cos Gr[I (-SEN 07) d? + CO0S Grp(ii
< (1.132)

‘ .
[ FSEN O @ (cos 07) 00 4 of p(;ﬂ

~

s3]
]

o f
cos? 0" + sen? 07) pi ¢ sEN 0T coso” 2P
gy = M >
- SEN 0" cos 8" gf i (1.133)
a, = Mpi (1.134)
Se sabe que
e = T (t.135)
at
quedando
g’
er N Ol' + Or N
) . cos [. cos it SEN pi] (1.136)
12 r
r R [3 38 r .
-sEN 07 [-i sen 8" - 4 cos @ pi]
a - [i cos? " 207 L gen? gr 280
12 at ot ']
+[cos o sen 0 p1 -cos 0 "sEN Orpl]] (1.137)
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Mi (cos? 0" + sen? of) -g—‘é- (1.138)
Mw i (1.139)
~ Mwi (1.140)
Mpi
(1.141)
tenemos que:
C, Iy =M M (1.142)
-Mw Mp
De manera similar se puede mostrar que:
-1 _ r r r
) 222 C2 =R + L p L w
(1.143)
L RY 4 Lrp
La ecuacidén de voltaje que describe al mode l¢

de la maquina de induccién queda después de aplicar correctamen=-

te las matrices de transformacién C‘ y C2 expresada como:

[}
N1 W™

1 -
RS+LSp 0 Mp 0 IZ
0 R+L%p 0 Mp S
q
r r.,r rr r
Mp Mw R +L Lw |
P d (1.144)
“Mw' Mp -t Rr+Lrp i




55

Finalmente es interesante notar que, si no se

toma en cuenta a la secuencia cero:

sro_ sryt sr (1.145)
Pab (Iab Vab

Que se puede expresar como:

Poed= Digey 1" [eglt Leg] [vgg,d (o146

y si los voltajes estan balanceados, entonces;

sr sr
Pab = 3 Py (1.147)

Por lo que para mantener la potencia por fase constante se tienc::

pST pST
s;b - _;“_EX_ (1.148)

. 2 .
0 sea multiplicaremos por —— las expresién anterior.

3

3

1.4.3 TRANSFORMACION C

3

Con objeto de simplificar el desarrollo del! mo-
delo en ejes arbitrarios de referencia , se formula una transfor
macién que describe un simple mapeo entre ejes magnéticos
tanto para estator, como para rotor, que tiene la propledad de
linealizar el modelo y hacer constantes las variaclones con el

tiempo de los coeficientes de las ecuaciones de! modelo, dejando
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de esta forma el modelo en una situacidon que facilita el andli-
sis y a la cual se deseaba llegar, las relaciones trigonométri -
cas entre los conjuntos de ejes se ven en la figqura 1.18 v 1.19.
s
6
r
B q
r
a
s
s
Y
r
Y
d

Fig. 1.18 Relaciones trigonométricas entre cojunto de ejes de

la transformacién C,.

3

Quedando expresada la transformacion C_, como

3
£ [ seNe seN(g- 2-1)  sen(e+ 2om) | |
d ' $ "3 3 a
fa |=7| cost cos(e- 20)  cos(ee 2-9) f
q T > 3 3 B (1.149)
il 4 1
o | 2 2 2 Ty

Donde para el estator

E= g + o (1.150)
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Y
1
u|~
==

Fig. 1.19 Mediciones angulares en la transformacién C,.

3
Y para el rotor:
£= Or (1"51)
Los fasores fa ) fB ) fY , pueden representar

corrientes, voltajes o flujos, con la Gnica condiciébn gque los &n
gulos instantdneos formados con los ejes de referencia represen

ten una funcién continua y finita.

En las transformaciones se incluyenlos términos
f; y f; , que en un sistema balanceado seré&n iguales a cero,
y en el caso de operacion desbalanceada, cuando la mdquina ope-
ra en un sistema de tres hilos no existirdn componentes de se-
cuencia cero por lo que también serén nulas; pero se dejan para
recordar que la transformacidn es pasiva y no representa ningln

camblo de configuracion.

Para desarrollar la transformaciéon se define

gque:
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= I's 2 .

SEN £, = SEN {5+ 3 7 ) (1.152)
SEN £, = SEN (L - —=1) (1.153)
3 ’ 3 '

N 2
cos g, = COS (€ + —3—11) {1.154)
cos £, = €05 (£ - =-1) (1.155)

Los flujos concatenados por los devanados de es

tator en ejes dg se expresan después de aplicar la transforma -

ciéon (1.149) como
AS = SENE A 4+ SEN E. AD 4 SEN £, A° (1.156)
d a 3 B 2 Y
S 5 S S
- 1,
A Cos & A7+ COS £ AB +C0s ¢, AY (1.157)

De la ecuvacién (!1.44) las ecuvaciones de volta-

je en las fases a, B, y se pueden escribir como:

vio= R® % 4+ p N8 (1.158)
a G a

Ve = RT iR+ P AR (1.159)
AT S (1.160)
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La ecuaci6n que define la corriente de estator

en el eje d se escribe aplicando la transformacién (1.49)
como

s .S P ° N (1.161
Py SEN gfa + SEN 53 b + SEN £, e )
De forma similar el voltaje se expresa como:
s _ s s ’ s
Vy = SENg V. + SEN &;3 Vg + SEN &;2 vy (1.162)
Al substituir (1.158) a (1.160) queda:
s s .S 3
Vd = SEN § R iq * P Aa
5 .5 5 (1.163)
+ SEN E3 R ig*p AB
s .S 3
A
+ SEN €2 R iY +p Y
Derivando AZ tenemos:
s 3 3 s
p Ad = SENE p Aa + SEN C3 p AB + SEN 52 p AY
] s
+ COS E A pE+ COS £3 }‘B p &
s co. (1.164)
+ C0s £, Ay p 6

Se puede apreclar facilmente que los términos
con derlivadas deil flujo son lguales a los términos que aparecen
en la ecuaci6n de voltaje (1.163) y los otros tres son fguales
a A: por la derivada dei &ngulo -9k por lo que se puede escri

fals
bir la ecuaci6n del voltaje en el eje d como
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)\Z - A5 po o+ g% S (1.165)

En forma similar se hace para las otras ecuacio

nes de voltajes, tanto para estator como rotor, expresdndose co

mo :
3 5 5 s .S
= 9 + R® | (1.166)
Vq p kq + Ad P q
ro roL + R" (1.167)
Vd o] )\d )\q pB 'd
r r r to.r
= + R (1.168)
Vq p Aq + Ad pB 'q
Donde
S _ S .S S st (1.169)
A Lyt by
(1.170)
ST A A I S
q q 2 q
roo r.,r 3 (sr .s 1171
y A e LY (r.a7)
A= LT s 3 LSt s (1.172)
q « 2 q
Dado que en la mayorla de los casos los paréme-

tros de la méquina se
can las ecuaciones de

forma; Por otro lado

encuentran referidos al estator, se modlfi-
voltaje y flujo para presentarlos de esta

en general se presenta el flujo en sus dos

componentes, la magnetlzante y la de liga quedando como:



Donde :

Donde
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s _ 5 s .S
p)\d )‘q p8 + R id
p AS 4 AZ p8 + R° i°g

pCAN = (A Bus RG]

p(A0 + (ap es + D0

.S .S . r!
L' iy + M (ld +oiy )
s .S .S r
L‘ g + M ('q + i )
r' oL s ,r!
Ly iy vmligeig)

s _ s _ 3 s
y = b 7 'm
r! r! 3 5
1 L 2 Lm

(1.

(1

(1

(1.

(1

(1

(1.

(1.

173)

JA7h)

.175)

176)

A77)

.178)

179)

.180)

181)

182)
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Moo= —2—-L {1.183)

- N LS (1.184)

E]l par eléctrico se expresa:

T o= [_'2“_] [-%-HA;‘ ;;' - Ag' i;'] (1.185)
Donde:
M - ndmero de fases
P - NOGmero de polos

el modelo se representa en forma matricial como:

] { oS S 5 “Mn 6 . S
4 R” 4+ L‘ P L‘pﬁ Mp Mp iy
s LS p o R®+L% p  Mp® Mp i°
i I q
= {1.186)

rl rl r| . rl 'rl
4 Mp -Mp B R +L‘ p L' pB [

] ri rl rl ri
r Mp R Mp L‘ pg R +L‘ p Liq
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1.5 CONCLUSION,

La formulacion de)l modelo a partir de la representacitn
de circuito es sencillo si se conocen los principios en los que
descansa; pero la manipulacién matemdtica para llevarlo a una re
presentacién en ejes d,o empleando transformaciones puede obscu
recerse si no se es cuidadoso en la determinacién de las referen
cias angulares, el sentido de giro de los ejes asociados a la -
transformacion, por lo que es recomendable, poner un particular

interés en este punto.
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cAPLtLTULO It

EL MODELO DE SIMULACION ANALOGICA

Introduccion y objetivo.

El modelo tradicional,

E} modelo para ejes arbitrarios de referencia.

Diagrama de las transformaciones.

2.4.1 Transformaciones para el modelo tradicional.

2.4.2 Transformaciones para el modelo formutado en

ejes arbitrarios de referencia.

La alimentacién de voltaje.

Conclusiones.



2.1 INTRODUCCION Y OBJETIVO.

Las herramientas de trabajo con las que cuenta el inge-
niero de finales del siglo XX son principalmente las computado-
ras y estas herramientas se usan muy frecuentemente para la simu

lacién de sistemas.,

La simulacién de sistemas es una técnica que se utillza
para solucionar los problemas siguiendo de cerca, y paso a paso,
los cambios que sufren en el tiempo las entidades o variables de
interés. La técnica de simulaclén nos ilustra sobre el comporta
miento din&mico de las miquinas eléctricas poniendo de manifies
to los efectos que se producen deblido a los cambios de: paréme-
tros, cargas, inerclia y voltajes aplicados a los devanados; ya
sea durante la operaci6n de las méquinas en estado estable o es

tado transitorio.

Este tipo de conocimiento es uno de los puntos de mayor
interés para el ingeniero, en las etapas o procesos de disefio vy
andlisis. Las computadoras analégicas estdn constituidas por
elementos electrénicos o bloques que desarrollan una operaciébn
especifica. Cada una de estas operaciones permiten una gama
de aplicaciones muy amplias, ya que el empleo de estas herramien
tas es ideal para simular un modelo matemdtico de un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales con s6lo unir fisicamente
los diferentes elementos que representan a los operadores, coefi

cientes y variables.

Para encontrar la representaci6n total de las ecuaciones
sobre una tablilla especial, se construye un alambrado, denomina
do alambrado analégico, que en un modelo sencillo resulta ser
trivial y que se torna complicado al aumentar el nimero de ecua-

clones diferenciales y algebraicas que representan al slstema .
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Es costumbre al aplicar esta técnica el desarrollar antes de la
ejecucién del alambrado de la computadora, un diagrama esquemdti
co, donde se muestren los elementos involucrados y las conexio-
nes entre ellos con objeto de poder revisar facilmente la wvali-
dez de los mismos y tener una panordmica del sistema, asf como

de las relaciones que lo afectan.

Con objeto de tener una representacion clara del sistema
de ecuaciones diferenciales en la computadora analé6gica, se se-

guiran los siguientes pasos:

T.- Ordenar las ecuaciones de acuerdo al grado del operador
diferencial en forma decreciente, dejando cada ecuacién
en funcién de la variable afectada por el operador de

mayor grado,

2,- Revisar que no existan relaciones conflictivas (looaps al
. 2 . .
gebra:cos)[ ] entre las variables de las diferentes ecua

ciones,

3.- Determinar que elementos de las ecuaciones son variables

con el tiempo para representarlos adecuadamente al subs-=

tituir los bloques de 1a computadora analédgica que los
relacionan. (Apéndice A)
4, - Revisar la correcta representaci6n de las ecuaciones que

integran al sistema, tomando en cuenta que la mayorfa de
los sistemas, presentan diagramas de alambrado cerrados,
o sea, que la salida de un elemento, por regla general

es la entrada de otro.

Una vez visto lo anterior, se puede decir que el objetivo de es-
te capftulo es desarrollar un diagrama de alambrado de computado
ra analé6gica, que: a) Representa a la mdquina de Inducciébn,

b) Resalte las transformaclones que hemos desarrollado y que fa-
cilitaradn la soluclién de las ecuaciones diferenciales que mode-
lan a 1a mdquina, tanto en las transformaciones directas, como

las inversas.,




67

2.2 EL MODELO TRADICJONAL.

Las ecuaciones matriciales que rigen las puertas eléctri
cas de la mdquina de inducci6n en el modelo tradicional d - q,

son:

T 0
s s )

Vd R + L7p 0 M”p 0 ij
: 0 RS + LSp 0 M5Tp ig
Y. (2.1)

vy M3Tp ni Iyt RT + LTp nw'L? i
. . sr T r T . T

V(!1 WIS T M p nW'L R® + L°p lq

cuyo diagrama esquemdtico, se muestra en la figura (2.1)

q
\Y
q ‘\\\
\\\\ .
Wt
d
r s
Va Va
Fig., 2.1 Representacl6n de la mlquina en ejes d-q.
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Las ecuaciones desarrolladas quedan:

VJ = ( R® + 1.5p ) 13 + Mblp]Ll (2.2)
s _ S 5 .S ST .1

Vq = ((R” + L7p ) iq * M pig (2.3)
vh r r T 5T .8 (Th ST .S _

d = (R° + L'p) iy + M7piy + nW'M iq + nW’LriE (2.4)

ST r

v; = (RY + L'p) ig - MY ¢ M pi: - kLT (2.5)
Partiendo de {2.5) despejando p ig se tlene:

pig = -i; [n MW - Msrpi: + WLt - Rri; + v;] (2.6)
Partiendo de (2.4) despejando p i} se tiene:

pj:l‘ . % [Msrpi:l + nwrMsrifl + nerrjg + Rri:i - v(’;] (2.7)
Tomando (2.2) y despejando p i; se tiene:

pij _ :%E [stj + M5Tpil - ij (2.8)
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Tomando (2.3) y despejando p i: tenemos:

8.8 ST 1

.5 I ST 5
) — + M - v 2.
Pl S [R R V(l (2.9)
Tomando las ecuaciones 2.6, a 2.9, se podrian
desarrollar los diagramas analégicos que representarfian el com-
portamiento de las cuatro puertas eléctricas de la méquina de

induccidn como muestra la figura 2.2.

Se refleja claramente la existencia de un

(2]

vamente. Para la solucién de este problema, se pueden seguir

loop algebraico entre las puertas de rotor y estator respecti

dos caminos , el primero ser& el uso de un retardador (apéadice A)
que se agregard a cada una de las sefales del rotor, y el segun

do se obtendrd por medio de un desarrollo algebraico comosiguen.

Substituyendo (2.7) en (2.8) quedan:

ST
. S -1 5.5 M 3 I (T,ST .S I, r.r r.r _ T
piy - —TE[B ig * —r}‘y piy + nw"M lq + nW L lq R4, Vd
_VS‘ ... (2.10)
d

Agrupando p iz queda:

RS5S + ML LTSS L tLTT RYiL - VY
d n q * g g d

PIVE:R N IS -1
1-(M ]pld —

AN i

15

—

-v’*‘ e (2.11)
d




70

; “_T) - -““-1
r _
511 = =

2/3

11

g. 2.2 Modelo tradicional
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. .S .
Despejando p iy se tiene:

piS - 5 llibibl + M‘r [n\\'l.\l:’l ii’l + oawt! i(l[ + R]x:l - V:l
d I.hl) -(hlbl )- d L J
v“} (2.12)
d
Aqui se observa que p 1% ha quedado sdlo en

d
funcién de las variables de puerta eléctrica y no asf de las de-

rivadas con respecto al tiempo o variables de estado de la otra

puerta.
En forma similar se procede con (2.6) y (2.9)
o -1 S.S Vol r Ssr ,s sr .8 r.r .r
Py = S qu r nw- M i3 M p1q+nw L 14
L L
~ R iE 4 V-
4 9 a (2.13)
Agrupando p i: queda:
sr, 2 SY
1- (m™) ois - ‘1; p\sis _ Mr et Msr l(si + nwr Lr i(ri
15 1f 9 L ! 1

—Nﬁé-+vg 4ﬁ (2.14)

Despejando p i: queda:
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{]

r
.S - L S .S _ M° Y Sr .s r. .r.r
Plk )2 { R lq [nw M 14 +nw L i4

r.r _
- R lqﬂé} v:} (2.15)

folocando juntas las ecuaciones (2.12 2,15

2.6 y 2.7) queda:

5r_.s I\ST.S I T.T r.r _ yT (2.16)
pig - ;l? (M pig + nW M iq + nW'L i + Ry Vd}
L

. -;1__ STwTAS _ sSTYT_.S r. r,.r _ r.T r 2.1
Pig T {n M ig - M Pig *aWTLTi - R ig * vq] (2.17)
-1t ST r.s O r.r ,r]

)i‘ 515 + M nwrMs i + nW L1 + R i - \d
Pl LSLr-(Msr)z d L g
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r r
5 _ - L S .S M Y, sr .s r.r
pi” = R™ i~ - nw ML i3 4wt LT if
s X
4 15 Lf -2 9 F d d
r.r X
-R i +V - [ {2.19)
q g q
De este conjunto de ecuaciones, se pueden des-
prender las siquientes condiciones:

a) Las corrientes - variables de estado -~ de las puertas
eléctricas, se encuentran definidas Gnicamente por varia
bles y elementos eléctricos en forma similar al sistema
(2.1) pero con la ventaja que sé6lo las corrientes del ro
tor son afectadas por las derivadas de las corrientes
de! estator la cual se busca.

b) La reduccidn algebraica de las ecuaciones se ha limita
do con objeto de minimizar el nimero de bloques en la re
presentacidén analbégica de las ecuaciones diferenciales.

GENERACION DEL DIAGRAMA ANALOGICO.
Partiendo de! sistema de ecuaciones (2.16 a -

2.19), que representan el comportamiento eléctrico de la méquina

de induccidn, se seguiran una serie de pasos para hacer mds sen-

cilla la representacion analégica. El proceso consistiré en
generar variables intermedias y las constantes necesarias para
la simplificaci6n quedando:
Al =Y WF iS¢ ot WE 0 E + R -V (2.20)
q q d d
-, -, I
p2 =n MT W ]j + nLt" 1f=- RE i, - Vg (2.21)
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KL - v (2.22)
K2 = ntF (2.23)
S¥
K3 = Mr (2.24)
L
K4 = i (2.25)
L
r
- 2.26
K> = ] rL sr, 2 ( !
> L M)
Expresdndose las ecuaciones 2.16 a 2.19 de la
siguiente forma
_ r .s r .r r.r _ ¢
Al = K1 W i + K2 w i, + RTig -V (2.27)
- r.s r.r _ .r .r r (2.28)
A2 Klw i3 + K2 w i4 R lq + Vq
= S:S S (2.29)
pId K5 R Id + K3Al + Vd
pI° = k5 | R®1° - K32 + V° (2.30)
q q q
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r . _ sr__s
pIq = -K4 [ M7'pIy + Al (2.31)
pIy = K4 TPl + A2 (2.32)

y que al incluir la ecuacidén de la puerta mecdnica queda[3]:

r St .S .r .S . T
T = [Jp + 2.33
{dJp + D] w + nM [1d 1q + 1q ig 1 (2.33)

r -1 r Sr s .r .S .r
w = Dw + 2.34
p ; [ nMo [ Ig i, + i i3 ]] (2.34)
Ahora con la slmplificacion lograda, se puede

generar el diagrama analégico que resuelve el sistema eléctrome
cénico de la madquina de induccio6on conformado por las cuatro ecua
ciones de puerta eléctrica y la de la puerta mecénica, tal como

se muestra en la figura 2.3,
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2.3 EL MODELO PARA EJES ARBITRARIOS DE REFERENCIA.

Las ecuaciones diferenciales obtenidas de la representa
cion de la mlquina de induccidédn en ejes arbitrarios de referen -

cia, se reescribe ahora con el nimero 2.35:

vs 1 (R% + 1% p] -1l wmp -Mp 0 13
s 1s s 1s . S
\Y _ L po [R™ + L 2] Mpl Mp i
q ! (2.35)
] t ' [} L}
vy Mp Mpy (R 4 nlTpr - LM py | |1
[} 1 ) 1 )
vE Mp § Mp Llr i [Rr + L1r p] i
d ) d
J L -

En estas ecuaciones se emplearon las siguientes igualda-

des:

a). Velocidad de los ejes de referencia del estator.

b). Velocidad de los ejes de referencia del rotor:

c). tnductancias de dispersién.

a) w = po (2.36)
r

b) w=-wl = P{ (2.37)

) Lt = 1'% 4 (2.38)
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L = L7 + M (2.39)

Este modelo matemdtico, por ser mds general, contiene en

su estructura al modelo tradicimal, el cual se formula con la
referenclia fija en el estator. S| se quisiera lograr una repre-
sentaclén con referencia en el modelo de ejes arbitrarios, se
elimina la variacién de @ al hacerla constante (w = 0), con lo

que se comprueba fdcilmente la similitud de las ecuaciones (2.1)
con las (2.35).

También es conocido que

s
M = N Lsr (2.40)
i = N iF (2.471)

Con objeto de resolver el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (2.35) en una computadora analégica, es necesario desarro
1lar los diagramas de alambrado analégico, para ello se requiere
de manipulaciones algebraicas que dejen al descubierto las rela-
ciones de flujo y los pardmetros de la méquipa se ilevan a valo-
res (P.U.) con objeto de normalizar el estudio y hacerlo extensi

vo a un mejor nimero de maquinas,
Las relaciones de flujo derivadas de la relaci6n matri-

cial de voltaje se pueden obtener en forma casi directa de las

ecvaclones (2.35) quedando :

+ M (15 4 4 (2.42)
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‘ . s rt
\ = L7 i 4+ M (i° + i) (2.43)
q q q q
r' 1r' v .S .r' (2.44)
\d = I ld M ( ld + ld )
r' ir' .r! . S r'
A = L im0+ M (L0 + i (2.45)
q q ( q q )
Si se hace un cambio de variable en donde se define que
We es la velocidad angular eléctrica base y coincide con e} va-
lor de la frecuencia de) sistema ,se obtienen las relaciones en
valores por unidad (P.U.).
De donde se define en forma general que
= 1
(7 %e" (2.46)
Si de las ecuaciones (2.42) a (2.45) de fiujo se despe-
jan los términos comunes se obtiene
] - . S !
md xm (1d + ig ) (2.47)
)
Ymq = x4+ 48 ) (2.48)
En estas ecuaciones se ha aplicado la igualdad
s _ 1 s _
. S [‘I‘d *na ] (2.49)
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Si se substituye en las ecuaciones {2.42) a (2.45) las
relaciones {2.47, 2.48) y se despejan las corrientes, quedarén

las siguientes relaciones

. 5 1 [
i = - ¢
q ¥la [‘f’q mq} (2.50)
A (A
1 = 0] - 2.5
d Lo d md (2.51)
' 1 r' _
q X, [d’q ‘me]
(2.52)
ls
X = W
ls L (2.53)
Nuevamente , en estas ecuaciones se ha redefinido a los
pardmetros como:
1r!
X! = W L
lr e (2.54)
Xp = W M (2.55)
El sigulente paso en el desarrollo serd el eliminar la

dependencia que las ecuaciones (2.42, 2.43, 2,44, 2.45) tienen
de las corrientes , expresédndolas en funci6n de fiujos, para la
cual se substituye a estas ecuaciones las relaciones de corriente

encontradas en (2.49 a 2.52), quedando

1 r'
+ l - ,
Xir ¢ ¢ ... (2.56)
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1 r!
v [ -]
1r [d mq} v (2-57)

Agrupando wmd vy Y en el lado derecho queda:

., S r'
- ‘a . %a _ "1 1
¢ ma m X X! X + xlr Ymd

ls 1r - 1ls 1
$
(2.59)

Que al despejar queda
S r

' _ 1 ] ¢

Ymg T T T 1 Tt e (2.60)
ls 1r

Xm xls Xi
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S e
_ 1 ‘e, Yd
] = Ev '
md Xl + Xl + x% XIS xlr (2.61)
m 1s 1r
pudiéndose definir las siquientes constantes:
XKoo= K o= :
mq md 1 + 1 + 1 {(2.62)
Xm Xls Xlr
quedando las ecuaciones como:
oS wr'
o = — qa__
mq mq X1s X! (2.63)
_ Ir
5 r'
¢ = X e + K (2.64)
md md Xls xlr .

Al substituir las ecuaciones (2.42) a (2.45) en tas ecua

ciones de voltaje (2.35)

los flujos de la maguina:

se obtiene (2.65 a

2.68) en funcién de

(2.65)
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s . s s S .S '
vd PoAy ,\qw + R iy {(2.66)
r' _ r' r' r r' .r'

Vg = P Agq  + g (w-w )+ R iy (2.67)
r'o r' rtor r'or!

vy pooAy ot Aq (w-w ) + R iy (2.68)

En donde las primas indican que las ecuaciones de volta-
je se encuentran referidas al estator. Para normalizar estas
ecuaclones, es necesario eliminar la dépendencia de las corrien
tes y multiplicarles por la base de velocidad angular eléctrica

(We) de acuerdo a la ecuacion (2.46) y (2.51) se tiene

s
R” We s
we\lg = p 4’2 + ‘l‘zw +—xls [d’q ‘bmq] (2.69)

De manera similar y empleando las ecuaciones correspon-

dientes de las ecuaciones (2.50) a (2.64) se obtlene

5
s . s 5 R We 5
r‘
L r roo(w-w') o+ R ’He [W"- 0 |
we Vq p ¢ q + Y4 X“_ g my (2.71)
] [ 1 Y"

Woyhoo= p e + @ r R wc !

d d g (w-w) + K, N
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tas ecuaciones (2.69) a (2.72) que describen las relacio
nes de voltaje tienen sus pardmetros normalizados en funci6n de
las relaciones de flujo de la méquina. Para la soluci6n de &stas
por medio de una computadora anal6gica es recomendable llevarlas
a su representacién de variables de estado y usar como factor €O

man la base de veloclidad (We) quedando expresadas como:

S-S s M S R® . wS
PPg = we[Vq W, “dtox ["’mq (')QH (2.73)
e 1s
5 S W R® S
y = - % -
Pog = WelVg =y ®q * x [ md “’d] (2.74)
e 1s
r r'
! r' Wo- W r' R r'
q e [ q we d xlr mq
X r r'
r' _ r' W - W r' R r!
A R I 3 [ -o0] |
La ecuacidon del par del motor encontrada al aplicar el

principio del desplazamiento virtual queda, en parametros norma

lizados como:

“n p 1 Tt rto.r!
- — — - 2,
T ‘.2][2]{'” }qu i Y4 lq] (2.77)




ecuaciones (2.73) a (2.76), ta) como se ha desarrollado a lo lar
go de este capitulo, queda como se muestra en
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El

—

diagrama de alambrado analdgico que se obtiene de

la figura,

las

2.4,

2
s
- 2 Wq |
e ‘ + .
‘ Vs w 9
q + i
R g
+ r] b l
N g l
W —
B J
we+ W”/We Te F—-
t ;
[ ;
L i3 ' k
z + I 3 ‘ Tttt
s
/X ‘d
SEEPTE
O 71N
t X S o
- X ld
+ r

F L

Fig.

2. b

Diagrama de alambrado anal6gico para el modelo en ejes

arbitrarios de referencia.
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2.4 DIAGRAMAS DE LAS TRANSFORMACIONES.
?.b.l DIAGRAMAS PARA EL MODELO TRADICIONAL.
La transformacién C, denominada de tres a dos

1
fases para el modelo tradicional es [3).

r
! ] C05¢{ ]

—

<) C°“"§"’

) SEN( - s ) &

wIN wln

2
fb = 7; 0 SEN( (2.78)

Al hacer la representacidn anal6gica y aplicar
la tanto a estator como rotor se aprecia que no existe diferen -

cia en forma como se muestra en la figura 2.5,

PoT T TS TToTT T mmmmmmmss s mmmmemnmT T
V oot :
(Xo-l 1 J :
t t
) t
| '
} _1_ ! f
VB$ . ‘\ 2 : a
: '
i :
v : _____J '
! |
| E
' ]
I /3 !
: 2 :
a oy
]
1 !
i B — |
)
| I
b e e e e e e e m e m e mesmmmmm e —m————————— i

Fig, 2.5 Transformacién C, para el modelo

tradicional.
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La transformacién C2 es[3]:

fd CoSe¢ - SENGO fa (2.780)

fq SENGY Cos o f

para 0 = na

Si recordamos que el modelo tradicional fue for
mulado bajo la hipdtesis de mantener la referencia fijia en el es
tator, la variaci6n de teta (0) para éste serd cero y la trans-
formacién se convertird en unitaria, no sucediendo lo mismo para

el rotor que queda como se muestra en la figura 2.6,

e ittt il el I 1
! |
: [
) r)r l :H
) —
‘ :
i
l Q :
1
t cost” seno” !
| )
r ! '
Va o - '
] + | r
S - 'Vd
! t
] -
r )
Vb :
i ® - - [}
} |
} i
] 3
! e !
i L 1 + vyt
) q
} + 1 °
| 1 | — 1
e [
R S
Mmoo m e n e e e e

Fig. 2.6 Transformaclién C2 para el modelo tradiclonal.
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2. k4.2 DIAGRAMAS DE TRANSFORMACIONES PARA EL MODELO
FORMULADO EN EJES ARBITRAR!IO0S DE REFERENCIA, IN-
CLUYENDO A LA SECUENCI!A CERO.

Por facilidad se repite la transformacion Cl

mostrada en la figura 1,14,

1 2 2 ) r
{ ’ - =
s 1 cos( ; ) €os( T ) fo
2 2 2
f == o0 SEN( —=—* - =y
b 3 ( 3 ) SEN( 31. ) fg  (2.79)
N 1 |
f0 L2 2 ? f\
La representacién analfgica la vemos en la figu
ra 2.7.
La transformacion C2 vista en el capltulo ante
rior en 1.113, la repetimos para facilitar el desarrollo.
] 0 0 ]
(2.80)
C2 = 0 c0s6 + SENG
0 SENG €0s8
Y la representaclén analégica quedard en la 1
gura 2.8,
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Fig. 2.7 Diagrama de la transformacién C para ejes arbitra-

1
rios de referencia.
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cos sen

v ' ?
a
+
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o
+
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o -
v
q
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Fig. 2,8 Diagrama de la transformacidn C2 para ejes arbitra-

rios de referencia.
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Cuando se usa la transformacién C2 en la solu-
cion del modelo de la maquina de induccién para un caso particu-
lar, se debe tener cuidado con el valor de 8 prrgue esta trans
formacién se aplica tanto a rotor como estator y 6 representa la
variacién angular relativa entre el eje en cuestién y el de refe

rencia.

La transformacién C3 que en un paso proporciona
el cambio al modelo dg se repite para facilitar su desarrollo -

analéyico:

r - 2 2
fy SENE  SEN(E- ——¥)  SEN(E+ D 1) f
fq |=7T| cos¢ cos(¢g - -—3-—11) Cos(¢ + 3 1) fa
L 1 1
fo L 2 2 2 - fy
.. (2.80a)
Hay que recordar que el dngulo £ depende de

la diferencia angular entre el eje en estudio y la referencia

siendo para e! estator:

Y para el rotor
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+

El diagrama anal6gico de la transformacién se

presenta en lta figura 2.9.
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Fig. 2.9 Diagrama de la transformacién para ejes

de referencia.
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2.5 LA ALIMENTACION DE VOLTAJE.

El modelo de la mdquina de induccién que se ha obtenido

es tal que permite analizar bajo diferentes ejes de referencia

el comportamiento de la médquina . Esta caracterfstica, nos obli
ga a adecuar los voltajes de alimentaci6én en la simulacién de
acuerdo a los ejes de referencia seleccionados. Es necesario

que el modelo de la m&quina acepte estas condiciones de opera-
ci6n durante la simulaci6n. En la figura 2.10 se muestra una fuen

te trifdsica balanceada,

Al conectar una miquina de induccidén a un sistema de po-
tencia existe la posibilidad que se presenten voltajes de fase

desbalanceados.

La necesidad de simular las alimentaciones desbalancea -

das que se presentan en:

a) Aplicaciones de control con servomotores bifésicos en
donde la alimentacién de voltaje de una fase es propor-

cional al error detectado.

b) Condiciones anormales de operacién debidas a disturbios,
o fallas de los elementos gue componen la fuente de ali-
mentacidén, etc.

Las relaciones de voltaje entre el sistema de potencia y
la madquina de induccidén , se pueden expresar de acuerdo a la fi-

gura 2,11,

Como:

Cga = Van + Vng (2.81)
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Cgb = vbn + vng (2.82)
Cgc : vcn * vng (2.83)
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Fig. 2.10 Generador de voltajes trifédsicos compensados.

Si no se permite la circulaci6n de la corriente de se-
cuencia cero, ésto es: si sealimentan voltajes trifésicos balan

ceados o desbalanceados en un sistema de tres hilos se sabe que:

van + van + vcn = 0 (2.84)
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Ya que no existe hilo de neutro se tiene en este nodo

que:

ia + ib + ic = 0 {2.85)

De aqui no se puede inferir que el voltaje al neutro es

cero ya que

Vng = T [Cga + Cgb + CQC] (2.86)

Los voltajes de fase y los voltajes d y q de la represepn

tacién de maquina primitiva en ejes arbitrarios de referencia:

3 0 S o
vz = g [VZ Cos @ +vb Cos(9-120)+vc Cos(0+120)]
(2.87)
5 2 S

Sen { & - 120°) + vf: Sen (0 + 120°)]

=4
Eel
n

3

3
[Va Sen @ +Vb

... (2.88)
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Ya que no existe hilo de neutro se tiene en este nodo
que:
+ i, + i = .
i iy i, 0 (2.85)

De aqui no se puede inferir que el voltaje al neutro es

cero ya que

= .86
Vng 3 [ cga + cgb * cgc] (2.86)

Los voltajes de fase y los voltajes d y q de la represen

tacién de miguina primitiva en ejes arbitrarios de referencia:

S

s _ 2 S 5 . o
"T[va Cos¢ + Vv, Cos (6- 120°) + V. Cos (0+120)]

co. (2.87)

S

b Sen (0 + 120“)]

Sen ( 0 - 120°) + S

s _ 2 S
v -T[VaSen0+v .

(2.88)
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Despejando los voltajes de fase de las ecuaciones 2.81,
2.82 y 2,83 se tiene

Vap = cga - vng (2.89)

Vbn = cgb - Vng (2.90)
= - 2.91

Ven cgc vng (2.91)

Substituyendo en 2,87 y 2.88 las ecuaciones 2.89, 2.90,
2.91 queda :

s 2 - _ - o
vy o= - (Cga vng) Cos® + (Cgb Vng) Cos ( @ 120°)
+ (Cqe - Vpg) Cos (6 +120°) von (2.92)
s . 2 ) - 6 - 120°
Vg = 3 (Cgpm Vpg) Sen® # (Cqp - Vpg) Sen | )
- )+ °
+ (Cge Vng) Sen (6 + 120°) ... (2.92a)

Usando las siguientes transformaclones trigonométricas:
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Cos (0 - 120°) ="} Cos® + /g Sen ¢ (2.93)
Cos (0 + 120°) =-} Cosf - ‘/g Send (2.94)
Sen (0 - 120°) =-1 Sen0 - "g Cos# (2.95)
Sen (0 + 120°) =-1 Sen0 + /g Cos0 (2.95)

Si se aplican las transformaciones trigonométricas expre

sadas por 2.93 a 2.96 en las ecuaciones de voltaje 2.91 y 2.92

se tiene:
s .. 2 . . -V )
Ya =7 3 l(cga Vng) - (Cqp ng
- (cgc - Vng\] Cos d
! . ... (2.97)
s .2 i
Vq 73 [(Cga - vng) - (Cgb Vng)

+ == (Cg, - C,.) Cos?d ... (2.98)
3 gb gc
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Substituyendo las ecuaciones 2.89, 2.90 y 2.91 en la
ecuacion 2.86 queda :

(Cga = Vng) * (Cgp = Vpg) * (Cge - Vpg) =0 (2.99)

Reduciendo 2.97 y 2.98 se tiene finalmente:

- ) 1 i (2.100)
Vy (Cga Vng) Cos O + —m- (Cgb Cgc) Sen o
S - 1
V> = (¢ -V ) Cos0 #+ ~—=(C, - C ) Cos 8
q ga ~ 'ng V3 '7gb - Tge (2.101)
Vy = [CgaCos 6 + Cgb Cos (0 - 120°) + CgCCos ( + 120°)]

. 2 0 + 0 - 120°
3 [vng Cos Vng Cos ( )

+ v Cos (o + 120°)]

ng (2.102)
S - o (]
Vq = [Cga Sen o + Cgb Sen (8- 120°) + Cgc Sen (g + 120°)]
2 . °
L [Vng Sen 8 + Vng Sen (8- 120°)
(2.103)

+ Vng Sen (g + 120°)]




99

Si se cumple

- 0 o) = 2.104
vng Cos 6 + vng Cos (@ 120°) + vng Cos (o + 120°) 0o ( )

v Sen 0 + Vn

ng g Sen (g - 120°) + Vng Sen (¢ + 120°)= O (2.10%)

Quedando

i 2 1 - b
Vd = 5 Cga 3 Cgb 3 Cgc) CosB
! (2.106)
- 3]
P (Cge - Cgclden
S . L 2 . L .
vq ( 3 Cga 3 Cgb 3 Cgc) Sen ¢
(2.107)
1
oo (Cgb Cg,) CosH
La tabla 2.1 muestra los resultados de adecuar las ecua-

ciones 2.100 y 2.101 a los marcos de referencia establecidos.

En Ja figura 2.12 se muestra el diagrama de alambrado

analégico para simular ta allmentacién de voitaje para una méqui

na con la referencia fija en el rotor.



100

¢) Referencia fija en el estator (6=0°)
S - S
Vis = Yy
S S
v = -
qs q
b) Referencia fij.a en el rotor (6 =29")
S " S r S r
Vqr = Vquos f Vds Sen o
S - S r S r
Vdr Vqs Sen 6 + vds- Cos o
c) Referencia que gira a velocidad sincrona
(6 = 08°%)
S - S e - S e
qu vqs Cos @ Vds Sen g
S . S e S e
Vde Vds Sen 0 + Vds Cos @
para condiciones balanceadas
e ~ s
Vas = V4
ve = S
qs q
Tabla 2.1 Relaciones de voltaje para los diferentes ejes

referencia.
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1

V‘)‘.') \.‘l * Q) 1)3‘/«‘5/_,;/[ a
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s
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c

Fig. 2.11 Relaciones de voltaje entre el SEP y la méquina de in

duccidn.

) sen cosl

Fig. 2.12 Alimentacién de voltajes de estator para la referen-

cia fija en el rotor.
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2.6 CONCLUSION.

La determinacién de los diagramas de alambrado analéglco
siguiendo los procedimientos descritos se logra en forma directa,
buscando siempre retroalimentar el desarrollo por la comprobacién
de las ecuaciones, por el mismo dlagrama. La ventaja de las re-
presentaciones mostradas en las figuras tanto para las transfor
maciones como para los modelos, es el poder usarlas por gente
con poco conocimiento de la teoria generalizada de las méquinas
eléctricas y usarlos como simples cajas negras que modifican a
las variablies de entrada para obtener la respuesta deseada. Es
ta modalidad permite tener una herramienta potencial en el anédli

sis de sistemas.
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CAPITTULO o

OBTENCION DE LOS PARAMETROS DE LA MAQUINA DE INDUCCION

3.1 Objetivo.
3.2 Pruebas de laboratorio.
3.2.1 Pruebas cl&sicas.
3.2.2 Pruebas de midquina estacionaria.
3.3 Métodos para la obtencién de la inercia.
3.3.1 Método de péndulo compuesto.
3.3.2 Método de retardacion.
3.4 Conclusién.
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3.1 OBJETIVO.

Este capitulo tiene por objetivo mostrar la metodologia
necesaria para encontrar el valor de los parametros que corre-
lacionan a la médquina de induccién en estudio con el modelo ma-
tematico que la representa. La obtenci6n de los pardmetros eléc
tricos en la mayorfa de los casos no se logra por medio de medi
ciones realizadas directamente sobre la mdquina, sino que a cada
prueba se le debe asociar un circuito que al resolverse daré

el valor del parametro buscado.

Las pruebas para conocer la inercia de la méquina se tra
tan en forma independiente usando principios de fisica elemental

para su determinacibn.

3.2 PRUEBAS DE LABORATORIO.

En la realidad cada maquina eléctrica presenta valores
propios de sus parAmetros y debido a ésto en la etapa de cons~
truccién, es indispensable la realizaci6n de pruebas de laborato
rio que conduzcan a determinar si la miquina se ajusta a las

caracterfstlcas de disefo.

Debido a que los elementos que constituyen a la méquina
no tienen comportamiento lineal, en la practica, cuando se re-
quiere conocer el valor de los parametros de 1a méquina en un de
terminado punto de operacidn, es necesario realizar pruebas de

laboratorio que conduzcan a ellos.
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3.2.1 PRUEBAS CLASICAS.
Se denominan como pruebas cléasicas a aquellas

prucbas con las que tradicionalmente se han obtenido los paréme
tros de las méquinas de induccién y son la prueba de circuito
abierto conocida también como prueba en vacio y Ja prueba de ro-

tor bloqueado o prueba de corto circuito.

Prueba en vaclo.

Esta prueba se realiza cuando la mdquina se ope
ra a voltaje y frecuencia nominales sin conectar carga alguna,

conociéndose con ésto las pérdidas reales de la mdquina.

Mediciones:

o Voltaje por fase
(o} Corriente por fase.
o Potencia real por fase.

Prueba de rotor bloguedo.

Se debe reconocer que las pruebas a miquinas de
induccién bajo condiciones de rotor blogueado con una alimenta-
cién polifdsica provoca esfuerzos mecdnicos poco usuales y altos

rangos de calentamiento, por lo gque se debe tener en cuenta:

a) El mecanismo que sujeta al rotor debe estar correctamente

colocado para no producir dafos al personal o a los dis

(191

positivos




b)

c)
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La direccién de movimiento debe ser conocida antes de

[191‘

practicar la prueba

La mdquina debe estar a temperatura ambiente antes de
efectuar la prueba. Los valores deben ser leidos tan
pronto como sea posible sin permitir que la mdquina so-
brepase una temperatura de 40° , ni la prueba se exceda
de 5 segundos para maquinas menores de 10 H.P., y 10 se-

9]

gundos para motores mayores

Se pueden hacer pruebas complementarias para

comprobar los resultados tal como lo muestra la referencia [19].

En

la tabla 3.1 , se muestran los valores de las pruebas realiza

das en la mdquina cuya placa aparece en la tabla 3.2 y en la ta-

bla 3.3 se muestran pardmetros tipicos de diferentes mdquinas

que se encuentran en la referencia [20].

VARIABLE VACIO ROTOR BLOQUEADO
Voltaje (volts) 220 L6
Corriente (amp) 4.5 13.2
Potencia (watts) 76 125

- ”h7;;7= 0.272Q 26° ¢

Tabla 3.1 Resultados de las pruebas
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N. 332528
Clase D 50
Perfodo 50

R PM 1430
Volts 220
Amp 13.3
Continua 5 cab
Par

Tabla 3.2 Datos de placa del motor

hp Vip Pole. | Prey. | {pul ?l-xz(pu) x.(pu) J (Kq-m?) T; (ms)
0067 115 | 2 6C L1605 L0113 aes| 16001073 0,37
2 w8 | ¢© 0 0277 102 1.466 .0106 1.1
3 2204 0 L0377 L0349 1.20 L4 6.8
3 08| 6 o0 .0324 L0566 1.026 212 9,02
.75 | 00| ¢ 50 L0740 .0526 1,127 .1023 4.09
7.5 w8 | 6 5 L 926u 0780 1.302 379 15.08
10 wI| ¢ 50 Cob. .0761 2.47¢ asat | 1670
15 230 ¢ vo .Cl9y L1270 2.07) .150 32.89
20 230 4 0 L0197 A2 2,144 .068 32.47
25 wo | 4 00 0472 L6490 1.951 an 5.5)
30 5 | w Ly L0250 A7) 1.877(  2.136 21.98
50 a@wo | = w 402 L0532 2.3 831, 6.94
7 FYETN B 50 0240 .104) 4.86v| 9.050 23.26
100 s | N L0472 L0532 2,812 2,224 $.91
110 e | 50 L0170 4218 4.160] 5,000 4425
250 | 2300 | 4 Lo L6141 L6104 3,020  1.459 31.95
so0 | 2300 | 4 Lo L0112 0051 3.8091 5.531 31.90
600 | 2300 | 4 o L0106 .0000 4.070| 10.631 40.00
1000 | 2300 | 4 0 .0104 LOu51 7.635] 14,938 42.92
1800 | 23c0 | ¢ Lo N 0192 4.203| 22,2 $.48
%0 | 2300 | 4 o ,0070 .06 4139 el 54,08
tcoo | 410 | ¢ Lo 0047 ,0780 5,743 | 137,48 72.46

Tabla 3.3 Parémetros tipicos para miquinas de diferentes tama-
hos.
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3.2.2 PRUEBAS DE MAQUINA ESTACIONARIA.

Las pruebas estacionarias se incluyeron por te
ner un gran significado didadctico al poder comprobar desde un
punto de vista préctico las transformaciones realizadas en la
teorfa, el fundamento de estas pruebas es novedoso en nuestro me
dio y su finalidad las hace indispensables en el desarrollo del
trabajo. E} método de miquina estacionaria es m&s antiguo que
la teoria generalizada y se ha substituido tradicionalmente por
las pruebas de rotor blogqueado y en vacio para la obtencién de

los parédmetros de la méquina,

£l funcionamiento de cualquier maquina bajo -
cualquier condicién de operacidn serd analizado o predeterminado
en funcién de sus parédmetros, los que se obtienen de mediciones
realizadas en sus terminales y ejes; cuando las mégquina se encuen

tra en reposo o estacionada [8].

Las pruebas de m&quina estacionaria se pueden
considerar como pruebas realizadas a un transformador donde sus
devanados se seleccionan por la combinacién de cualesquier par de
devanados de la méquina, tomdndolos indistintamente del rotor o

del estator.
Inductancia propia y mutua,

La obtenci6tn de estos pardmetros se logra por
medio de una prueba en vacfo al transformador equivalente y para
describirlo primeramente se necesitard de las relaciones de vol

taje a que se sujeta la miquina y se muestran en la fig. 3.1.

Las concxiones para medir la inductancia propila
de la fase a y la mutua entre la fase a y la fase B, se encuen
tran por medio de las mediciones representadas en la figura 3.2

y la figura 3.3 respectivamente,
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Fig. 3.1 Relaciones de voltaje de las bobinas de estator o ro-

tor de la mdquina de induccibn,

Fig. 3.2 Conexiones para medir la inductancia propla del devana

do de la fase o
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>
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Fig. 3.3 Conexiones para medir inductancia mutua entre el deva

nado de la fase a y el devanado de la fase B,

En una forma m&s general, se puede representar
cualquier par de devanados ya sean del rotor, del estator o com
binacién de éstos por medio del circulto mostrado en la figura

3.h.

Del esquema de conexiones mostrado en la figura
3.4b se puede decir que tomando elementos puros, R1|$ represen-
ta las pérdidas en el cobre de la bobina y que con las mediclo-
nes adicionales de “11 y V2 se puede obtener los pardmetros bus
cados. La medicién adicional de V12 -la cual es la medicién del
wattmetro cuando la bobina de voltaje de éste se conecta a Vz-
que sirve para comprobar las pérdidas en el cobre, ya que sl
le = ll . V2 = 0 indicaria que la corriente primaria y el vol
taje secundario estarfan en cuadratura tal como se representa en

la figura 3.hc,




)
N ' (V2
2, ‘|
I
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]
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.......... H
(a)
R
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SN — Ix ¥o-eeen
M
(b) (c)

Fig.3.4 a)Circuito para la prueba de cualquier par de bobinas
b) Circulto equivalente con elementos puros <¢) Dia-
grama fasorial.

La obtencién de los parametros:
' 2
=Y TR (3.1)



tard la relacibn

posicién angular

2 (3.5)

Inductancia rotacional.

Hay un tercer tipo de inductancia que represen
de cambio de la inductancia con respecto a la

del rotor.

Las ecuaciones generales de voltaje para una in

ductancia se representan por la expresi6n (3.6) en donde M e |

son variables con el tiempo.

v = a(M i) (3.6)

de la cadena se tiene:

at
Expandiendo la ecuacién 3.6 y usando la regla
3 i . OM (3.7)
Mot v T ot
4 i h ;

at at a0




got I (3.9)
AMi) . 3i . oM (3.10
3t Moge + 1 ¢ W 310)

Donde W' es la velocidad angular del rotor en
radianes/seg. La cantidad 09M/236 se define como el coeficiente

de inductancia rotacional y sus unidades son Henrys/radian.

La inductancia rotacional puede ser medida por

medio de las conexiones que se muestran en la figura 3.5.

Fig. 3.5 Conexiones para medir la inductancia rotacional .

E1 procedimiento de prueba es por medio de me-
diciones repetidas a lo largo de un conjunto de posicliones cono-
cidas del rotor; para esta prueba es recomendable auxiliarse de

un transportador y efectuar mediciones cada quince grados,



3.3 METODOS PARA LA OBTENCION DE LA INERCHA.

3.3.1 METODO DE PENDULO COMPUESTO.

La inercia del rotor de un motor eléctrico deno
tada por HKZ, puede ser medida con precisién conociendo el perio
do de oscilacidén de un péndulo de desbalanceo conocido que se fi

ja al rotor como lo muestra la figura 3.6.

mg

Fig. 3.6 Diagrama esquemitico de un péndulo.

En donde:

0 Punto de suspensién
c Centro de masa

P Centro de oscilacién

h Distancia del origen al centro de masa

mg Fuerza de gravedad

1 Distancia del origen al centro de oscilacién

m Masa del péndulo



El periodo del movimiento del péndulo es vir-

tualmente independiente de la amplitud de su oscilaci6n, pero de-

pende de la geometria del mismo y del valor local de la acelera-

cién de la gravedad en el punto donde se efectue la prueba.

De la definicién de aceleracién angular defini-

mos a (3.11)

»

a_0 (3.11)

Donde:
I - momento de inercia con respecto al origen

I i?;z- -~ - mgh Sen © (3.12)

Esta ecuacién se puede simplificar si la oscila
ciénno excedede quince grados al sustituir 6 por sen 8 con un

error menor del 1%, guedando expresada como (3.13).

3 0

"mgh 6 = I _—Z—Dt (3.‘3)

Dado que el péndulo sigue un movimiento arméni-

co se puede expresar en términos de amplitud y fase como en (3.14)

(3.1h)
0= H sen (wt - 6)

Donde la velocidad angular se define por (3.15

2 h (3.15)
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El perlodo de oscilacién se define por (3.16):

T =

29 L3 (3.16)
L

El rotor del motor aunado a un peso conocido de

desbalanceo y sujeto a ejes de suspensién como lo muestra la fi-
gura 3.7 representa un péndulo compuesto.

Fig. 3.7 Diagrama de prueba del rotor,

Donde:

W = Peso del rotor en libras

U = Peso del desbalanceador en libras




K = Radio de giro del rotor en pies

a = Radio de la flecha

b = Radio del centro de gravedad del desbalanceador en
pies

¢ = Distancia desde el punto de soporte al centro de

gravedad del desbalanceador en pies

g = Aceleraci6n debido a la gravedad en pies sobre se
gundo al cuadrado

6 = Desplazamiento angular del! desbalanceador desde la

posicién de equilibrio (vertical!) en radianes

Por analogia queda (3.17)

)5 (3.17)

El error derivado de estas aproximaciones no ex
cede el 2% para rotores de un diametro igual o mayor a 3 veces

el diametro de su flecha.

Haciendo una analogfa con (3.14) gqueda (3.15)

1
w= (ubg)? (wk? + W a + u(b-a)d)? (3.18)
Pudiendo expresarse como (3.16)
2
WK = 2 2 2 2 (3-]9)
be® 1 ub - wa® - u (b-a)
Dado que el rotor es mds un cuerpo rfigido q

una concentraclién de masa que genera un movimiento de rueda 1]
bre, propio con respecto a su centro de gravedad gue depende
la geometria del desbalanceo y se debe substraer en 3.16 como

cantidad URZ quedando (3.19) expresada en (}bs , fr2 )



En la practica, el desbalance es una placa C
barra rectangular de acero cortada a una longitud conveniente vy
fijada al rotor por medio de correas, este desbalanceo, es en

general del 5% al 20% del peso del rotor.

El valor de UR2 es dependiente del desbalancea-

dor como lo muestra lta tabla 3.4,

DESBALANCEO REDONDO.
ur? = 0.125 ud?
d - Diametro desbalanceo en pulgadas
DESBALANCEADOR RECTANGULAR
UR?Z = 0.0833 U(e? + £?)
e - Ancho en pulgadas
d - Grueso en pulgadas

Tabla 3.4 Valores de UR2



3.3.2 METODO DE RETARDACION.

Cuando la fuente de energfia es interrumpida en
un motor o generador, la velocidad angular del rotor disminuirs
hasta hacerse cero; el tiempo requerido es directamente propor -
cional a las pérdidas (friccidon, calentamiento, etc.). Existe
una analogia en la teoria de circuitos cuando en un circuito R C
de C.D. se abre el circuito de la fuente que lo alimenta como el

que se muestra en la figura 3.8.

Fig. 3.8 Circuito R C

La respuesta del voltaje en el caso del <circul
to R Cy la velocidad en la maquina obedecen al comportamiento
de una ecuacién diferencial de primer orden como se muestra en

la figura 3.9.
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>

WIR.P.M.]

— >

t [seq]

Fig. 3.9 Respuesta del circuito RC.

Es comiGn determinar la constante de tiempo de

las exponenciales que para el caso.de la midquina se define por
3.21.

. D (3.21)
T .
J
Donde :
D - Pérdidas por fricci6on y ventilacién
J - Constante de inercia de la méquina

En esta ecuaci6n tenemos dos incognitas, (D,d)
el método mads sencillo para resolver la indeterminacién es gene
rando otra ecuacién para resolverlas en forma simulténea. Una
sequnda ecuaclién se puede obtener agregando al eje de la méquina

una inercia conocida para formular (3.22).

) T T (3.22)

|




Donde:

Jo -~ inercia conocida

El desarrollo matemdtico es el siguiente:

De (3.21) =e tiene:

p = Uy (3.23)
De (3.22) queda:
. (3.24)
D - T2 (J + JC)
Tdo= (0 4 0) (3.25)
J (1t - 12) = 1, U (3.26)
T J
J = —2_'Cc (3.27)
T T
2
La ecuacion (3.27) proporciona el parémetro

buscado ya que se coroce J,. y las constantes de tiempo son facil
mente evaluadas por un registro del movimiento desacelerado de

la m&quina como lo muestra la figura 3.10.
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W{R.P.M.

1 ty  tseq]

Fig. 3.10 Método para evaluar la constante de

tiempo T.
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3.k CONCLUSION.

Para hacer una investigacidon en un laboratorio se requic
re de ta claboracién previa de un programa de trabajo detallado,
de cada una de las pruebas que se pretenden realizar con objeto
de seleccionar el equipo necesario, conocer su operacién y anali
zar el alcance del expefimento para no sobrepasar las condiciones

de operacién del equipo de prueba.

Requiriéndose también de una metodologfa sistem&tica y
ordenada en la adquisicién de datos, que evite la omisién de cual
quier variable que pueda invalidar la prueba cuando se analicen

los resultados.
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CAPITULO IV

PRUEBAS DEL MODELO DE LA MAQUINA

Objetivo.

Normalizacién de paré&metros.

Resultados de laboratorio.

Resultados de la simulacién

Representacién din&dmica de cargas.

Conclusiones.



4 0BJETIVO.

El objetivo de este capitulo es presentar en forma compa
rativa, resultados teGricos y précticos del comportamiento tran-
sitorio de las méquinas de induccién. Los resultados se presen
tan por medio de gréficas que se obtienen de la simulacién del
modelo en la computadora digital y las pruebas de laboratorio em

pleando un visicorder o registrador grédfico.

~

b,2 NORMALIZACION DE PARAMETROS.

En toda simulaclén es necesario seleccionar factores de
escala que permitan mantener las variables de interés del modelo
dentro de rangos adecuados, para tener asi, la mejor representa-
cién del fenbmeno que se desea realizar. Hay que recordar que
en el proceso de simulacién de las madquinas, se observan los va-
lores pico de las variables en lugar de los valores que se miden
en la realidad que son valores R M S, por esta razén es recomen
dable tomar como norma el uso de los valores de escala presenta-
dos en la tabla 4,1 y si se desea profundizar en la eleccién de

escalas se puede acudir a la referencia (10).

VARIABLE VALOR
Flujo y voltaje 2
Corriente de rotor bloqueado 1.5
Par 5
Velocidad 1.1
)

Tabla 4.1 Factores de escala.
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-

En ingenierfa eléctrica es muy comn usar el método P.U.

o método por unidad para normalizar par&metros, lo cual se hace
con objeto de disminulr los rangos de variacién y agrupar de
esta forma familias de m&quinas de diferentes tamaios.

La representaciéon P,U, es adimensional y se obtiene al
elegir valores arbitrarios para las variables independientes y

colocando los valores base para las variables dependientes, una
vezr que se tienen todos los valores de las bases del sistema se
procede a obtener la representaci6n en P.U. que se logra al divi
dir cada variable por su base, una lista de variables base y sus

relaciones para la mdquina de inducci6bn se encuentra en la tabla

4.2,

REPRE
VAR{ ABLE SENTA UNIDAD OBTENCION
CION.
Voltaje Base VB (Volts) Generalmente el
voltaje de fase.
Potencia Base Pa (Watts) Valor nominal en
H.P, x 746.
Corriente Base 'B (Amp.) Potencia Base
Voltaje Base
. . 2
Impedancia Base ZB () (Voltaje Base)
Potencia Base
Par Base Te (kg = m) Potencia Base
Velocidad sfincrona
Cte. de Inercia H Energfa almacenada
a vel sinc.
Potencia Base
Inercia J 6%

Tahla L 2 Varlahlac Rage
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T = 0,0 453 r; = 0,0 222
xlS = 0,0775 X;r = 0,0 322
Xm - 2,042
H = 1,0

Tablta 4.3 Datos de !ta m&quina dados en P. U.

De los datos mostrados en la tabla 4.3 es necesario ha-
cer manipulaciones algebraicas que conduzcan a los par&metros

que se alimentan al modelo de simulacidén y se muestran en la ta
bla  b.h,

S
H = . = 0.585
1s
We = 314,16
r = 0.0453 ; * = 0.689
s Is
Xyg = 0.0775
Xm = 2.042 ; = 12.903
1s
r. = 0.0222 x T = 31.056
1r
)(1‘r = 0.0322 Xmg = Xmd = =
1 1 ]
— e e —
Xm Xis i
= 0.0225 |

Tabla .4 Par&metros que se alimentan al modelo de simutacién.
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4.3 RESULTADOS DE LABORATORIO.

La bGsqueda de resultados gré&ficos en pruebas de labora
torio obliga al disefio de atenuadores de voltaje y al empleo de
shunts para obtener voltajes en funcién de la corriente asocia-

da al shunt.

Se requiere del conoclmiento y manejo adecuado del visi-
corder para elegir la velocidad de muestra en el papel y la aco
tacién de las mediciones para que éstas sean representadas ade
cuadamente. ]

Las curvas que se obtienen de acuerdo a‘la referencia em
pleada determlnada por las caracteristicas de la fuente de vol
taje y la colocacién de sus terminales son mostradas en la figu
ra b.1 con ejes de referencia moviéndose a velocidad sfincrona;
la figura 4.2 la referencia se fija al estator y por dGltimo la

figura 4.3 nos muestra la referencia fija en el rotor.

by RESULTADOS DE LA SIMULACION.

Los resultados que se presentan se reallzaron usando los
parémetros de la tabla 4.3, encontrando en la figura 4.4, la
simulaci6ébn de la mlquina con la referencia fija en el rotor y
en la figura 4.5, se presenta la simulaci6n con ejes fijos a

una referencia que gira a velocidad sfncrona.
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La simulacitn de lo m&quina de induccién se realizé para

diferentes valores de parémetros, tanto para las miquinas pro-

badas en el laboratorio como para las encontradas en la litera-
tura, determinando que si los valores de los pardmetros asocia-
dos en su representaclén P.U. son aceptablemente cercanos los

resultados que se derivan de Ja simulacién son representativos,
demostrando de esta forma la ventaja que representa el hacer el
andlisis usando la normalizacién de los parédmetros por medio de
su representacidén P,U.. Un resumen de los parémetros de dife-
rentes miquinas llevadas a su representacién P.U. y listos para

introducirse al modelo lo podemos ver en la tabla 4.5,

4.5 REPRESENTAC!ION DINAMICA DE LAS CARGAS.,

Para un andlisis completo de la operacién de la mé&qulina
en forma estable y transitoria se requiere de modelar la méqui-
na conjuntamente con la carga asociada para conocer su comporta
miento bajo esta condicién de operacidédn, La representacién del
par de carga se puede lograr por una funcién de la velocidad,
esta funcién se puede simplificar o complicar dependiendo el
grado de exactlitud que se pretenda en el modelo pudiendo expre-

[13]‘

sarlo como 4.1

T = T wB (4.1)
e 0
Donde:
Te = Par de carga
TO = Par constante
|
w = Velocidad angular del rotor |

8 = Exponente de comportamiento
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De la formulacién del par de carga en h.1 se pueden obte
ner cualquier forma de operaci6n y ejemplos tipicos de cargas

los mostramos en la tabla 4.6,

CARGA REPRESENTACION J
Generador D.C. A7 oow 2.7 I
Operacion en Vacio .05 w®
Ventilador 1.31 w23
Bomba 1.1 w2

Tabla 4.6 Cargas tipicas

h.6 CONCLUSION.

Recordando que un modelo es un medio para representar
una realidad fisica. La exactitud con la que el modelo refleja
la realidad es excelente desde el punto de vista cualitatito,
como se desprende al comparar las curvas obtenidas en la prueba
del modelo con los resultados graficados en el laboratorio, va
que presentan gran similitud en frecuencia y forma de onda y las
variables de interés se encuentran con valores razonables que
muestran el fenbmeno en observaci6ébn. La precisi6bn numérica de
los resultados requiere de un andlisis mads profundo que tome
en cuenta los errores en la medicién debidos a la temperatura ,
saturaci6n, etc., asfi como errores en el cdlculo de los paréme-

tros, redondeo en las operaciones y a los métodos de Integraci6én
usados en el paquete de simulacién analbgica. De esta forma se
puede concluir que el modelo planteado cumple con los objetivos,
debido a que representa en forma adecuada la operaci6n dindmica

de ta mdquina de induccibn,

A..............-.III-----______;
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5.1 CONCLUSIONES.,
La conclusi6tn general de la tesis se resume en los si-
guientes puntos:
El conocimiento de las méquinas eléctricas converge en

el dominio de los principios fundamentales de la teorfa
electromagnética, también se requiere de un manejo ade-
cuado de relaciones trigonométricas que es necesario en
el 'planteamiento del! modelo y el desarrollo de las trans
formaciones., Se debe enfatizar el hecho de ser cuidado-
so al elegir las referencias, sentidos de giro y medicio
nes angulares para no caer en contradicciones , también
la participaciéon de la operacién diferencial (p) tiene
un papel importante cuando afecta a productos de variables,
Se puede concluir que el modelo matemdtico tradicional
formulado en ejes de referencia fijos en el estator, es
un caso particular del modelo desarrollado en ejes de re
ferencia arbitrarios, que tiene una aplicacién muy varia
da dado que permite simplificar los problemas al elegir

la referencia adecuada.

- El modelado analb6gico proporciona un medio para ejempli-
ficar en forma did&ctica el desarrollo del modelo de 1la
méquina de inducclén que se presenta en forma de blogues
en donde cada bloque representa una transformacién, una
fuente de energfa o un modelo de méguina. Es importante
seffialar que el modelo analb6gico se plante6 de esta forma
con objeto de poderse usar como caja negra en donde s6lo
se requiere conocer las entradas y salidas, dandole una
posible aplicacién en el andlisis din&mico de las cargas
en un slstema eléctrico de potencia. Simulando diferen-
tes casos de operacién al variar Gnicamente algGn paréame
tro se puede tener una idea practica de la sensibilidad

con respecto a este parédmetro,
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Las pruebas de laboratorio permiten conocer los paréme-
tros de una mdquina en particular , no importando si las
pruebas se realizan por los métodos clésicos o los de m§
quina estacionaria, esta Gltima metodologfa permite una
comprobacién practica de los resultados con la teoria.

Las pruebas mecénicas para la obtencién de la inercia
son necesarias para conocer todos los parédmetros de la
maiquina y de esta forma poder simular su comportamiento.
Se presentan resultados de pruebas realizados en labora
torio reportadas en la literatura, tanto para maquinas

como para cargas, dejando un precedente que permite deri

var un gran nGmero de aplicaciones del! modelo.

La prueba del modelo cualitativa y cuantitativamente por
medio de la comparaci6n de gr&ficas obtenidas en el labo
ratorio, contra resultados de la simulacién anal6gica -
digital para e! caso en que ia médquina se opera como mo-
tor en condiciones de arranque en vacfio, alimentando ener
gia eléctrica a sus terminales por medio de un bus infi-
nito demuestra la validez del modelo, observando que el
arranque con carga 3 voltaje nomina! prolonga el transi-
torio de arranque, también se observé que la representa -
ci6n adecuada de las cargas facilita el andlisis del com
portamiento de la méquina concluyendo que el modelo ve-
presenta la realidad de la operaci6én de la mdquina, slem
pre que se respeten las limitaciones planteadas en su =~

formulacién.
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A=neQ 7 A=1S 11 6 2
" X-M-0 /7 X*~IR 12 G L]
X-M=D / X -1% 13 6 3
X=<M=D / X*+=IR 14 6 )
15 ] 2 »36
16 Y -16 L]
17 . b -37
18 3 -37 5
19 . ~-0& 1
20 X 19 5
21 X 8 19
22 X 3 1
23 X 2 1
. 24 X L] 8
25 X 39 s
] 26 G 7
o 27 6 22
! 28 6 87
29 G 8
30 G 23
31 G a8
32 [ 9
33 G 20
3y G 10
38 35 [ ] 21
14 - Jb L _ll 12
a ’ 37 . 13 i
A ' L1 38 1) 15 -
4 Jewpmn 39 19 16
43§ =D=s 80 [ 17
44 g evapwR 8 - 6 10
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v0S COS VLVA R 5% X 53 87
80S SEN YEYA R 56 X 54 48
PIR)-0S s7 . 5% 55
QS SEN VEVR R 58 X 54 a7
%0S COS TLVA R 59 X 53 48
WIRIOS. .60 s _ 59 S8
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