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PROLOGO

La evolucidn y desarrollo de €a industria petrolenra, ha traldo
como consecuencia La aplicacidn de tendeas cada vez mds depuradas
y sofisticadas, ondentadas a maximizar La producceddn de hidrocanbu
nos, pero al mismo tiempo, LLevando a cabo wuna explotacidn raclo--
nal de Los mismos; entre dichas téendcas, se cencuentra La sAdmula--

edbn numrica de yacimientos, La cudl, "es una hennamienta" suma--

mente dtil, pana predecin el cempontamiente de Los yacimientos.

Debe tenetse en cuenta, que $& €a infoamacdién proviene de fuen
tes fidedignas, Los nesultades que se obtendadn sendn congiables.
S{ pon el contrardo no se cuenta con buena {ngoamacién, Los resul-
tados obtendidos sendn un elemento (ndicative para deteaminar que -
pandmetnos deben obtenease con precisdidn,

Dada La {mporntancia que tiene La Lngendenla de yacimientos en
La explotacin de Los hidrocarbunros y tendiende en cuenta fLas nece-
sidades de Los estudiantes de {ngenienla petrolena, se elaboraron-
estos apuntes con La {ntencddn de brindan una fuente de Lnfoama- -
cibn escndta en castellano, ya que cn La magondla de Los casos di--
cha infoamacidn estd csenita en otro idioma. A través de Los mis--
mos se pretende despentan el intenés del alumnado, motivdndolo pa-

ra suw omefon preparaciGi,
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CAPTTULO 1

1.1 INTRODUCCION

EL objetive primordial al hacen uso de la simulacdidn numérica,
es predecdn el comportamicento de un yacimiento en cuestidn y en--
contran La manera de optimizar clentas condiciones para aumentat-

La necuperacidn,

En La Lingendenfa de yacimientod tradiclonal de thata al yacd-
miento epn foxrma bunrda, consdidendndelo como un tanque con propLeda
des promedio, mientras que La simulacddn de yacimlentos por medio
de computadoras, peamite un estudio mds detallado, al poden divi-
din vintualmente a dicho yacdimiento en wn ndmero findto de celdas
0 bloques y aplicar £as ccuacioned fundamentales de flujo de fLud
dos en med{os porosos pana cada celda conjugadas a La ecuacdidn de

balance de matendia.

Es Llmpontante sedalan que La wtilidad de Los xresultados eobte-
nidos de una sdmulacidn, estard en funcidn de La destreza y expe-
ndencdla que el ingendeno tenga para {ntenpretanfos, dependiendo -
de Las condicdones de explotacddn de un yacimicento, ya sea en su-
etapa {niclal o en una etapa de ajuste a través de La historia -

def yacimiento,

1.2 DEFINICION

La simulacdbn numénica de yacimientos, es un proceso mediante

el cudl el ingenienv, con La ayuda de un modelo matemdtico, Lnte-




-gra un conjunto de factonres para desendlbin con clenta precisidn-
el compontamiento de procesos fLsicos que ocurnen en un yacimden-

Lo,
1.3 OBJETIVO

Lo que se pretende al hacen wso de La simufacidn es predecdh-
el componamicento de Los yacimientos sujetos a difenentes polltl-
cas de explotacidn y en base a nesultados obtenidos de dicha simu
Lacidn, poden selecedonan La maneha mds adecuada de explotarlos. -
Dependiendo de La poliltica de La empresa, La manera mds adecuada-
de explotan un yacdmiento puede nequerdin; maximizan ¢l gasto, ma-

ximizar La recuperacidn, maximizar la ganancia, ete,

Tambi€n en muchas ocasiones, con ayuda de La simulacddn, se -
puede LLevar a cabo el desarrolle de un campo en base a una L{nfon
macidn Limitada, pudi€ndose deteaminan donde pexforar nuevos po--
zos 0 establecen un esquema para comparan ¢ agotamiente pon nreou
peracidn primaria y La que se tendrfa cop una hecuperacddn sccun-

datia o recupehracidn mejorada,

La enonme ventaja que sc¢ tiene al hacer uso de La sdimulacidn-
es que peamdite "producdn” un yaelmiento vardas veees y en muy dd-
ferentes maneras, con Lo cudld se pueden analdizan diferentes alien
nativas y scleccionan una de ellas; en La que se obtenga por efem
plo, La maxima necuperacidn, mientras que fisdcamente el yacdmien
to puede producinse una sola vez, y Lo mds probable es que no sca
en La forma mds adecuada, dado que un enrah cometido en el proce-

s0 afectarnd cualquien cambio subsecuente,




1.4 DEFINICION DE UN MODELO MATEMATICO DE STMULACION

BdsLcamente un modelo matemdtico de simulacidn de yacimientos,
consiste en un ndmero determinado de ecuaciones diferenciales par-
ciales, que expresan el principdio de conservacdibn de masa y/o enea
gLa acopladas con ccuaciones representativas de fLlujo de fLutldos, -
Temperatura y/o La concentracifn de dichos fLudldos a trav€s de me-

dios ponosos.,

Las ecuaciones nesultantes, son eccuaccones difenenciales pan--
ciales "no Lineales" y su solucidn s posible dnicamente de wna ma
nera dedeneta, es decdh, en un ndmene de puntod preseleccionados -
en Ldlempo y espacdo y ne de wna manera conddlnua; por Lo cual e¢s An

dispensable el uso de un programa de clmputo.

1.5 INFORMACION REQUERIDA

Para LLevan a cabo una simulacdidn se requiene La Lngoamacdbn -
sdguiente:
a) Propiledades petroflsicas.
- Porosidad (¢ )
- Peameabllidad (k)
- Satunaciones de agua, acedite y gas (s , 8 , S, )
- Presddn capdllan entne ddifenentes ntenfases
(Pcw—o’ Pco-g' ch~w ;
- Penmeabilidades nelativas; al agua, al acedlte y af gas

( Ry Broy kyg |

b) Propiedades WT de Los fludidos del yacdimiento




-Factornes de volumen (8,, By, BQ J
-Relacién de solubilidad (Rs )
-Viscosddades (v sugsn, )

-Compresibilidades (g, ¢, o, ¢, |

w! o’ Tp

c) Lemites del yacimiento.

d} Carnactendsticas del aculfero que nodea al yacimiento

e) Cuando se trata de hacen un ajuste de La histonda del yacimien-

to, se nequienen; adlimos de producedlbn, declinacidn de La phre--

sL00n, etc.

Tanto Las propledades petroflsdicas como Las propiedades PYT, -
se detenminan en el Laboratonio a thavds de muestras del yacimien-
to, que se procunra deah nepredentativas. Registnos eléethicos obte
nidos dunante La peaforacdén proporcionan {nformacidn complementa-
nia, necesarda en fa connecta evaluacdidn de €as propledades petno-

§LrLeas .

Los Limites del yacimlento y Las caractenlsticas del aculfeno,
se determinan con edtudios geoldgicos ayudados de métodos Lndinec-

tos como son Los negistros geoglsices, etc.

De suma Lmpontancia en un edtudio de yacimientos pon medlo de-
simulacibn, es La determinacidn de Las permeabilidades nelativas
Las presdiones capdlfares. Las peameabilidades relatlivas deteaminan-
el fLujo fraccional de Las fases y pon ende Los nesultados del 8.4-
mulador, Obuviamente Las curvas obtenidas en el Llaboratordio en pe--
queiios nucleos, cuyas dimensienes se miden en centl{meinos, deben -
sen ajustadas antes de poden usanse en un simuladon cuyas celdas
se miden nommalmente en centenares de metrnos. La evalwedlén oportu-

na y sistemdtica de un conjunto de "pseudo peameabilidades nelati-




-vas" es un proceso indispensable y a menudo olvidado en £a simula

cddn matemdtica de yacimientos,

Las curvas de pres.idn capilan son necesardas para poden descnd
bin La distrnibucibn de satunaciones y cl tamaito de La zona de tran

sLedibn Los contactos agua-acelle i gas-acedte.

1.6 RESULTADOS

Los nesultados tiplces que se obticenen de un programa de s.imu-
Lacddn, consdsten en La distrnibucddn de presiones, saturaclones on
cada una de Las celfdas en Las que se ha dividido al yacimiento, --

as{ como nelaciones agua-acedte y gas-acedlte para Los pozos produc

Lones .,

S4 hay ingeceddn de fluddos, se obtiene; o el aditmo de Lnyec--
cibn de Los pozos Lnyectones, o Las presdones necesarias para An--

yectar Los volumenes establecddos.

1.7 UTILIDAD Dt LA SIMULACION

Un modelo matemdtico de Simubacdibdn caldibrado adecuadamente, es
La hernamienta mds poderosa con La que cuenta un {ngendero para po
den predecdin con clerto grado de precdsidn el comportamiente de un

yacimiento sujeto a difenentes politicas de cxplotacidn,

Atin cuando en ocasdfones no se conozean Las caractenidticasd pe-
trhofLsicas de un yacimiento La simulacidn puede sen WL en obte--
ner La sensibildidad de Cos nesultadvs a variacdones cn La descrip-

edbn en el gacimiento, Pen efemple $¢ se tiene una propdedad "x" y




’

se sabe que dicha propiedad puede vandar en wn nrange de xl a x -
es decdn, x4 € x £ x, ¢ se efectdan 2 ¢ 3 cornddas de simulacidn,-
84 Los nesultados no vanfan mucho se puede:
1} Toman como buena tna de Las preddicedones.
2) Relegan a sequnde téamino esfuenzos especdales para medin con -

precisidin dicha propiedad.

Si pon el contrario Los nesultados de simulan el yacimiento --
con difenentes valones de La propiedad "x" vanfan considenablemen-
te, entonces se debe Zenen cspecial culdado en La obtencidn de La-
distaibueldn de La propledad "2" en digerentes drecas del yacimien-
to para mejoran La deschipeidn del mismo, ya que su distnibucidn -

agectard considenablLemente La recuperacdidn.

Adn 54 hay digerencia en Los nesultfados al varian Las propieda
des, se¢ puede tratan de budcan cdiertas Lnvandiantes en La recupera-
cLén porn medic de déﬁenenteé gormas de expletacdidn del yacimiento.
Ejemplo:

Si ef valoh asdgnade a una prepiedad, digamos porosdidad e -
{94), y Los nesultados de una simulacidn {ndican €as sigulientes ne
cupehacLones :

- Pon agotamiento natural 20%
- Pon un método de d{nyeccdidn A 30%

- Pon un métode de inyecedbn B 40%

EL inenemento en La hecuperacdiGn al aplicaxn ¢l método de {nyee
cidn Aes de 50% y el (ncnemento al apfican el método de inyeccddn-

B es 100 %

Alona, 84 el valon asignado a La porosidad es b

oy Y Los nesulta

dos (ndican que La recuperacddn ed:



- Por agotamiento natunal 23%
- Por un método de inyeccidn A 35%

- Por un método de inyeccedibdn B 47%

En este caso el fncremento en La recuperaciin al aplicar el mé
todo de {nyeccdidn A es de 52% ¢ el d{ncnemento cornesponde al méto-

do de Linyecceddn B es de 104%.

De Lo antendon se¢ obsenva, que adn hablendo vardfaciones en Las

propiedades de by

ai,, Los (nenementos caleulados para ambos métg
dos de Lnyeccdbn son practicamente Los mismos por Lo que se deduce
en este caso no es necesardio conocen teda La (nformacibn en fouma-
precisa., En una forma mds nealdista, La precisddn de La (nformacdibn
debe sen proporcional a La sensibilidad de Los hesultados a varia-

ciLones de dicha Lnfoamacibn.

1.8 CONSECUENCTIA DE UNA INFORMACION DEFICIENTE

Lo antendior no significa que La simulacidn de yacimientos deba
aplicanse en cualquich ocasidn. Dada La complejidad y sofistica- -
cdibn de La simulacddn numénica de yacimientos, carece de sentido

su utilizacdbn sino s trata previamente de obtener buena (ngor
macdibn, debido a que La confiabilidad de Los nesdultadol de una &.i-

mulacdidn, estd en funcidn de €a {nformacdidn proporclonada,

Parna wsarn La simulacidn apropladamente, se citan a contlinua- -

cdlbn cientas consideraciones fundamentaled.

- Se debe hacen un muestreo adecuado y suficiente, para asegurahr -

que La Lnfoamacddn sea nepresentativa del yacimiento,




- AL detenminan Las propiedades petroflsdicas y pVT de Las mucstras
se debe tratan de aproximan al mdximo Las conddiciones que heal--
mente prevafecerdn en el yacimiento.

- Es Lmpontante, tratan de reproducin en el Laboratondio, Los meca-
nismos de desplazamiento que operardn en el yacimiento para de--
terminan Las penmeabilidades relativas que tanta thascendencia -
tlenen en La necuperacidn, Ademds, en el caso de simulaciones --
arecales o tridimensionales, es indispensable efectuan primeno es
tudios en secclones transversales que peamitan deteaminar Las --
curvas de psendo permeabilidad nelativa que permitan calibrarn --
Los nesultados de un modelo bundo con celdas nclativamente gran-
des a Los nesultados obtenidos al wutilizan una mejon definielbn-

del ndmero de capas y con celdas mds pequenas.

SL pon el contrandio La (nformacidn disponicble es insuficlente-
y ademds no representativa, la wtidizacdidn de un modelo slmplifica
do tal como Las ecuaciones de balance de materia, aplicadas con --
buen chditenio {ngendenld pueden wtilizanse con ventaja sobre un mo

defo de simulacdbn,

Indiscutiblemente, un modefo matemdtico adecuadamente ajustado
que ha peamitido neproducin La histonia de un yacdmiento, es el --
{ndtnumenta mds podenoso pana predecin, con el mayon grado de con-

fLanza, el compontamicnto de dicho yacimiento,

1.9 TI1POS DE SIMULADORES

1.9.1 MODELO DE CERO DIMENSIONLES 0 MODELO DE TANQUE

(Pon consdidenan al yacdimiento como un tanque]




Este modelo, supone que el yacimiento sc compoata como un tan-
que con phopledades promedio, ademds supone que Las propiedades -
PUT son guncidn de La presidn media y que La permeabilidad relatdl-

va es dndlcamente funcidn de La saturacidn meddia.

A este modelo comunmente se¢ Le Leama balance de matenia (Fig. 1).

1.9.2, MODELOS DL UNA DIMENSTON

Dicho modelo fue genenado pon BUCKLEY-LEVERETT, para dar una -
so0lucddn anallftica al comportamiento por recupehacibn secundarnia,
En simulacibn de yacimientos dicho modelo se puede apfican, 8& se-
tlene un yacimiento en el que el §lujo en nna direceddn es prede--
minante. Pon ejemplo en Los casos de {nyecedldn de gas en €a chesla
de un yaeimiento ¢ en La inycceddn de agua (¢ entrada natural de -

agua) pon el fLanco de otro yacimiento (Fig. 2},

En una dimenddidn tambi€n se puede utilizan un modelo en forma-
nadial, Cste modelo es dtil pana pruebas de fonmacién y pruebas de
inenemento o decnemento de presidn. Ln cada cefda se pueden variar

propiedades tales como porosddad y permeabilidad (Fig. 2al.

1.9.3, MODELOS DE POS DIMENSTONES

1.9.3.1., MODELO AREAL

Se tiene vandiaciones de Las propiedades en dos dineccdlones, pu
diéndose considenar ademds, Los efectos gravitacionales al asignan

difenentes profundidades a Las celdas del modelo, el cual puede --




sen nepresentado porn una malla. Este modelo se aplica a yacdmien--
tos donde genenalmente los espesores son pequedios con respecto a -
su drea y no exdste efecto muy marcado de estratificacidin o se ha-
generado un confunto adecuado de pscudo permeab.ilidades nelativas-

(Fig. 3a).

1.9.3.2 MODELO DE SECCION TRANSVLRSAL

0tno tipe de modelo de dos dimensiones se tilene en fa nephesen
tacdidn de secclones transvensdales en donde Las propledades de Las-
capas vardan. La wtilidad de estos modelos estniba en su vensdatili
dad en La descndipeddn de La distnibucién ventical de satwraciones-
de avance de un grente (gas y/o¢ agua) ademds de sen Los Lnstrumen-
tos pana La obtencidn de Las mencionadas cunvas de pseudo permeab.l

Lidad nelativa (Fig. 3b).

1.9.3.3 MODELO AREAL DE DOS DIMENSTIONES EN FORMA RADTAL

Incluyen algunas de Las consdideraciones def modelo antfenion -
ademds de La ventaja de poden analizan con mayor detalle Los cam--
b.ios bruscos de presibn y satwracién que ocuaren en fa cencanda de

Los pozos (Fig. 3e).

1.9.4 MODELOS TRIDIMENSIONALES

Exdisten yacimientos con espesones muy grandes, por Lo que ed -

necesdandio considexan variacdones tanto hondzontales como verfdlcales




(Fig. 4). 0tro tipo de modelo de tres dimensiones, se puede nepre-

sentan en forma nadial (Fig. 4al.

1.10 TIPOS DE FLUJO

Hasta aqul se han mostrade solamente vandaciones en La geome -
thia v sea Lad dimensiones; sin embango, en cf yacimiento Se pue--
den considenan también vardos tipos de §Lujo, como son el monofdsd

co, bigdsico y trnifdsico.

I.10.7 FLUJO MONOFASICO

EL §Lujo monofdsico estd dado por el §Lujo de un s6lo fLudido -
en particulan., Porn cfemplo en Los aculferos el aqua; acedte en un-

yacimiento bajo satunade o gas en un yacimiento de gas voluméinico.

1.10.2 FLUJO BIFASICO

Se presenta cuando dos fLluddos difenentes fluyen al midmo Liem

po pon ejemplo:

Gas y Acedte: En un yacdimiento que produce por empuje de -
gas disuelto Liberado.

Agua y Acedte: En un yacimiento bajo saturado con entrada -
de agua, cuya presidn se maniiene arniba de-
La presidn de bunrbujeo.

Agua y Gas: En un yacimiento de gas con entrada de agua-

0 cuya satunacidn de aqua congénita es mayok




que La saturacdidn ernitica.

1.10.3 FLUJO TRIFASICO

Se presenta cuando hay glujo de trnes fluidos a La vez: agua,
acedte y gas. Este caso se contempla en yacimientos que producen -
por empuje combinade, en Los que La entrada de agua, el empuje de-
gas disucelto y/o el empuje de un casquede ondginal o Secwtdario --

tiene Lnfluencia en La produccdidn.

Porn todo Lo antenior se pucde tener combinaciones entre mede--
Los y tipos de fLujo; es decdn, se puede temer wn modelo de una di
mensidn con 3 fases o bi€n uno en 2 dimensdiones con € fasesd o gene

ralizando un modelo de 3 d.imensdiones con I, 2 4 3 gascs,

1.11 MODELOS COMPOSTICIONALES

Existen otnos tipoes de medelos, donde no s6Lo se¢ Loma en cuen-
ta La variacidn de La geometnla y el tipo de ftujo, sino Tambié€n -
La variacibn de La composicidn de Los §Luidos del yacimiento al ex
plotantos.En esta categonla se¢ .incluyen Los yacimientos de acedte-
voldtil y Los yacimientos de gas y condensado con condensacidn re-
trnégnada, para Los cuales se debe toman en cuenta £a composicdidn -
de Los fLuidos ondiginales. Consecuentemente, este tépo de sdimulado
nes peamite predecin vaniaciones en La composicién de Los fLuidos-
producidos, asd como variaciones en Los gastos y presiones del ya-

cdmienio.




1.12 MODELOS TERMICOS

Cuando se somete wun yacimicnto a un proceso de recupenracldn me-
forada por medio de un métode téamico, como pon ejemplo ta Lnyee- -
elbn de vapor o La combustidn in-situ, Lndependientemente de exds--
tin flujo de §Ludidos en el medio porvso a cauda de graddientes de
presdldn, se¢ genena un Lntercambio de enengla en el yacimiento, va--
niacdones de temperatuna y viscosddad de Los fLuidos, efectos de --
destilacddn y/o craquea, ete. Estos genchan una sende de modifdca -

ciones en Las propiedades de Los §Luddos.

Tendendo en cuenta Le anteadon se pueden elaborar modelos que -

Lhvolucaen tanto Las variacicones de fLujo, come las vardlaciones cn-
Las propiedades de Los §luddos del yacimiento en funcidn de Los - -

efectos composdcionales y/o varilaciones en Las temperatuhras.
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2.5.3 Ecuacibn de §Llujo para un gas real,

2.6 Formulacion integrnal de un problema thifdsico.

2.7 Condiclones {ndciales y condiciones de fronte-
ra.

2,8 Requenimientos, datos gencrales y preparacdbn

para un simufadon,
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PRINCIPIOS BASICOS ¥ ECUACTONES FUNDAMENTALES

2.1 INTRODUCCION

EL fLlugo de fCudideos en medios porosos ¢s un fendmeno muy comple

jo y como tal no puede ser descadte explicitamente.,

En flujo a través de tubenfas v conductos, e posible medin La-
Longitud y el didmetrne y caleulan la capacdidad de fLujo como fun-
cidin de La calda de presdién; sin cmbango, el f{Lujo en medios peoro-
08 es diferente, ya que se tlenen que considenar ccuaciones que --
descniban el fLuje de Los fLudidos en una, des o Ltres fases, a tra-
vés de "canales de flujo" que presentan vardacdioned de uno o varios
ondened de magnitud en donde Los-fLudidos pueden sen tratados como -
{ncompresdibles, Ligernamente {ncompresibles o compresibles. Ademds -
para representan el si{stema de §Lujo pucden consdderanse una, dos o
trnes dimensdiones, incluyendo, 3.4 sc desen, heterogenedidad en Las --
propiedades petrofisicas, efectos gravitaclonales, efectos capila

nes y thansferencia de masa entre Las fased.

2.2 POTENCIAL DE FLUJO (%)

EL potencial de fLujc combina Los efectos de presidn con Los

efectos gravitaclonales y se defdine pous:

= p - QQD (2.7)

en donde:
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<
n

(p,r]

es el peso espeelfico

O
=Y
"

<
n

es La progundidad (positiva hacla abajo) medida a -

partin de un plano convendente de neferencia.

De acuendo a Cas undidades comunmente usadas en {ngenienfa petho

Lena, el potencdal puede sexr expresado como:

G = P+ ! ._Q__Oh (2’2)
144 9

b= p - ’ 4 ol (2.3)
144 g,

e donde

p o= presdidn (Cb/ng)

p = densidad (tb/piaag)

= altuna medida hacia artiba de un pfano dade (pies)

D = profundidad medida hacdla abajo de un plano dado -
(pdies)

g = aceleracddn de La gravedad en el fugan que se este-

thabajando,
go - constante gravitacional condicliones normales y es -

Lgual a 32.2 p(aé/éeg?

La vandacidn del potencdal en una direcedbdn hordzontal es equd-

valente al cambio de presdbn en cAda direceddn.

dv _ dp
dx dx

0 (2.4)

Sin embargo, La varlacdén del potencial en La dineccibn vernti--
cal Lncluye Lambién el efecto gravitacional:

de  dp ! 9, (2.5)

dz dz 144 g,
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2.3 LEY DE DARCY

La Ley de Darcy establece La proporcionalidad de La velocidad -

de feujo de un §Luido homogéneo en medio poroso con el gradiente de

phesidn,

S gradiente de presdién (2.8)
A

en donde

q:u/\ (2.7)

Para cambiar el signo de proporcionalidad poxr ¢l signo igual es
necesanio tomarn en cuenta tanto Las caractenfsticas del medio pono-
s0 {permeabilidad) como Lay del fLuldo (viscosdidad); asl para §Lujo

hondzontal La ecuacidn de Darcy s¢ expresa como:
5 (2.8)

La validez de La ccuacdbn antenion presupone Las sigulentes con
dicLones:

a) Fluido homogéneo (una sola fase)

b) No existen neaccdiones quimicas entre el gluddo y el me-
dio ponroso.

¢} La peameabilidad e¢s (ndependiente del gludido, de La tem
peratura, de La presidn y de La Localdizacddn,

d) Régimen Laminan.

e} No exdste efecte de Keinkenbeng.

§) Flujo peamanente ¢ i{ncomphesible,

g} EL fLuldo satura 100% al medic poroso.
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EL signo (-] de La ecuacidn antendion, sunge al consdideran que -
La presibn disminuye cuando La Longltud aumente y se requienre para-

compensan el signo negative del gradiente.

Parna fLujo Lnclinado es necesarndo consdidenan tanto La variacidn
en La presddn como La varLacidn en La carga gravitacional.

Vo= Q :—._ff__ ( (1).7 .t.pq ) (2'9)

A u df
La nazdn del signo [(+] se nelaciona con a direccibn que se Le-

de a "', La cual puede sen posditiva hacia araiba o vicevensa,

Ahora bien, La velocidad a €a que se regdlere La ecuacddn de - -
Dancy es La velocidad apaxrente, pon Lo que & s¢ desea evaluar la -
velocidad neal habrd que dividix €a velocdidad aparente poxr La pohro-

sidad efectiva def medio, o sea:

u
Vined. ~ 4 (2.10])
e
donde
Vied. © veLocddad neal o media.
u = veloedidad aparente,
% = porosidad efectiva,

La ecuacddn de Darcy en fonma vectordial se expresa como:

-r

- i » »"”
u ‘)

Vo= = - . (2.11)
¢ T

Haciendo un andfisis de cada una de Las varcables que interuvde-

nen en La ecuacddn (2.11) ¢
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- La viscosdldad {pw } es un cacalan.
- La porosdidad (¢ ) es un escalan,

-
La vefocdidad {v ) porn tenen magnitud, direceddn y sentido es un -

vecton.

14
. dd .
- EL potencial (577} fambdiEn ¢s un vectonr.
C
>
- La pemnmeabilidad (k) es un tenson, capaz de influin en La dince
cién de §lugo, La cual no sdiempre e gobernada exclusivamente pon

el gradiente de presidn,

Dados Los ejes x, y, z no necesar{amente oxtogonales, fLay compo
nentes de La veloeddad v {w_, @ . ) se expresan, de acueado a -
- Y o

La Ley de Dancy, comoes

- ] ap K B
= : + k +k .
“x u ( k WK 4X I vy ,a,j I ®oogz ) (2 12 )
- 3 a bR .
o= - o 2y th, ) (2.13)
) y YH oy ¥V ay YR,
- 3 ad 34
w_ - I (k. ° dhooS— ek 0T (2.14)
z ) ax ooy 2 Gy 2iy g

La matniz tenson de peameabilidad tiene nueve componented:

& w k wy b K7

ki, - Ly kyy kyx
k k. k

zy n

mientrnas que La velocidad y el potencial, sdiendo vectones tienen

thes componentes solamente:

»
- ad ad 0% o
= ’ '
! Y 4 ) 3 A B l( g

25




Debido a La Laburiosdidad de trnabajarn con Lensones, se hacen co-
munmente Las sigudentes suposicioned, para simplificar Las ecuacio-
nes @

1} La matadz tensordial es simbtrhica, o dea:

[ Xy = flyxrhxg =k A4 hy:c = ki’a)’
k. Ry Ry
k Xy fe vy 8 ya
hx, hyz Ry

2) AL notah Los cjes de una matniz siméindlca se obtiene una matniz
diagonal.
i .
k., 0 0
i} gy 0
27
0 0 ko,

En donde fos ejes son ortogonales y estdn alincados con Las di-
necedoned principales de fLufo. Pon Lo que Las componentes de La ve

Locidad se¢ neducen a :

—~ PP 3
W, = - .
# ¥ BY (2 15)
h ad
I & !
w, - ¢ 3y (2.16)
f .
T zz I (2.17)
“ M a4z
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En genernal Las dinecciones phrincipales de flujo son:
§; La dincceddn mdxima, paralela a Los planos de sedimentacdidn.
§; La dirneccdn mindma peapendicular a Los planos de sedimenta-

cldn,

SiL el medio es {sotndplce [k, =k =k, |, cuntonces La direcedlbn-
) “ "

del fLujo es iqual a La dineccidn del gradiente aplicado,

S< el medio es andsotnbpico sin embargo | k. #h,#h. ), Ca direc--
’ b \)r A »

cibn del fLujo es digerente a La dineccddn del gradiente aplicado.
EJEMPLO:

Sea un medio ponrosc bidimensional donde R =4kv , $4 s aplica

. . v ot .
wit gradiente con un dngute de 45°(¢ sea - T ) encontran fa dd--
g9 X k (J

neeeldn ded §Lujo.

SOLUCTON
Y
i?% dirneceddn del gradiente de presddn
dineceddn de §Llujo
Uy
Ux
X
i 4 .
BRI
a Lo
v df
— 4 ! -
tL - —_) = = —
.y 3 ) )]
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lul y \/{;( - J

La magnitud def vecton normal estd dada pon:

ISRV PR TR

M
la dinecceddn del vecton unditardo estd dada pon:

& . kx  3a ky aw

u u\/1’.7 4 X “\/1—7 a

0 sca La aplicacidn de un gradiente a 45°a este medio, resulta en -

un vecton velfocdidad cuya direcceddn principal tiene un dngulo 8 = tan

1/4,0=14°02

2.4 ECUACION DE CONTINUIDAD VY DIFUSTVIDAD

La descrnipedidn matemdtica del §Lujo de §Luldos en medios poro--

s0s esta basada en La Ley de La condervacidn de La masa,

2.4.1 ECUACION DE CONTINUIDAD PARA UN SOLO FLUTIDO

la ecuacibn de continudidad e consecuencia de La aplicacién del
principilo de conservacidn de La masa, ef cual establece que La masa
dentro de un sisLema permancee condtante con el tiempo, es decdn, -

dm/dt = 0. La ecuacién de continuidad para un ciento elemento de me
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-dio poroso establece que La rapdider de checdimiento de La masa den-

tno del elemento cs exactamente ({gual al §Lujfo neto de masa hacda -

(uP)
el mismo elLemento. Wix,yz) ztoz
(uP)y
(uP)y — (UP) x+ox
2 _ ——ir
X
y »
(UP)yyiay (ur),

Consdidenese un pegueide paratelepdpedo de un medio porosdo de di-
menddones ax, oy, bz; a trhavés del cual exdiste §lujo en todas Las -
caras .,

Haciendo un bafance de matenia durante un Lntenvalo pequeido de-
Liempo Af.

Se puede consdderan que:

EL fLujo de masa por unddad de superficie ed Lgual a La velocd-

dad multiplicada por La densidad

T (2.18)

DimensLonalmente

TLQ

Allona bien si el flujo de masa se¢ multiplica por el drea thans-

vernsal al fLujo, se obtiene como zesultade, el fLlujo mdsdico.
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uphA o oy (2.19)

donde
A= drea
M= masa
T= Xdempo
u= velocidad

P= densidad

Pon otna parte se puede considenar que La entrada de masa al -
elemento considerado es posditiva (inyeceddn), mientras que £a sali
da de masa se consddera negativa (produccidn). EL Lénmino fuente -
{o sumidero) se representa por W { x,y,z), ef cual tiene unidades-

de masa pon unidad de voldmen de nroca.

W (x,y,z] Hasa

undidad de vol. de noca
W {x,y,z) [+ ) Inyecedlbn

W (x,y,z) | - | Produccddn

Pon otrna pante:
Masa de fLudido en ef elemento,
en el tiempo ti o ax by Lz ([ dp )y (indedial)

en el tiempo t o+ at: Ax by bz | dp | {§inat)

trat
Def principic de consenvacLbn de masa:
(Masa que entral - (Masa que sale) - Acumulacidn,

Acumulacidn = (Masa final] - (Masa indcial)

La cara sy, oz ¢4 perpendiculan al §Lujo en La direcclbn x, con -
Lo cual La cantidad de masa neta que entra en La direccddnxse ex- -
presa como:
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at [(ou)x - (OU)y+Ax]AU oz (2.20)
. . Hou o . . . .
Para Las dinecciones y, y z se obtlenen expresdcones s.imilarnes.
Ahora La acumubfacidn sc escrndibe como:

Acumulacdidn  bx by 1'\.2(,,50)“.L Ax by K\z('&o)L (2.21)
CH ot "

tomando en cuenta Las expresioned anterdonces

at [ (oul - (D“)x+Ax] sy az o+ oat [ (ou)y (D“)y+Ay] bx Az

ot [(ou)z - (pU)z+AZ ]Ag ax + Wlx,y,z] = Axayaz [(¢o)t+éil¢o)t]

dividiendo entre 4= by a4z nt se obtiene:

h L [ -
~ (pu)x+Ax (pu)x (Ou)y+Ay (Dl)y {p )2+Az (oulz
fa sy AZ
. Wix,u,z) Leo) L, Lirdy

- [2.23)
tx by nz AL ot

tomando Limites cuande ax +0, oy~ 0, rz> 9 y at+0y hecordande La

definiedidn de derdvada de una funcidn:

Ay ylox + ax ) -yl x )
dx x>0 AX

se tdiene que:

slpux) olpuvt alpuz] | €lx,y,z) = A {ep) {2.24)

dX ay dz 3t

Esta ccuacibn ¢ La forma gencral de La ecuacddn de continud -

dad e un medio porvso.
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2.4.2 ECUACTION DE DIFUSTVIDAD

Substituyendo Las componentes de La velocidad por La Ley de

Darcy en La ecuacddn de continudidad s¢ Ziene:

(4 ¢ P ¢ & v ah 5 ) r
2 (0!—3(-2— + d (Q-!-—'L,- LR 9 (OE__L + (U(X,lj,z) 3{aep) (2.75)
X Wooax 3y ooy dz W0z 3t

Esta ¢s La ccuacidn genenal de difusividad que representa et

§Lujo de un sofo feuido a thavds de un medio ponoso.

Para el flujo de vandios §Luddos, es necesdario consldernar tam--
bién que el medio peroso estard sujfeto a vardiacdones en La satuha-
clln por Lo tanto, despuds de proceden en forma simifarn a La ante-
ndon, La ccuacdidn de difusividad para §lujo multifdsico en donde -

k nepresenta La peameabdlddad efectiva al §Lujo en cuestibdn, se -

tlene:
5, kfx av 9, key 94 3, kfe aw : Ly, 8(Sfeo)
ey o fagley w tarle, o) v Wiy 2le e (226

Para La solucidn de Es5ta ecuacddn es necesario utilizar una -

ccuacidn de estado que nelaclone La densdidad con La presddn,

2,4.3, TIPOS DL FLUTDOS

Los §Luldos de un yacimiento son clasdficades dentre de thes -
grupos, dependiendo de su compresbilidad.

a) Fluddos <ncompressbles.

b) Fluddos Ligeramente compresibles,

¢} Fluddos compresibles.
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En un fludido incompres.ible, Ca densidad de Cos fLudidos se consdi

dena constante,

Un gLludldo se denomina Ligeramente compresible 8. su densidad -
se puede consdiderar come una funcidn Cinecal de presdidn (por ejem--

plo compresbilidad constante).

FinaPmente un fluldo comprescblfe es aquel que presenta un cam-
bio significante de densidad con La presdidn,

Graflcamente se tdiene Lo Slguiente:

P T\ compresible

ligeraments compresible

oD

incompresible

2.4.4 ECUACIONES DE ESTADO

Dependiende del §Luido que se este manejando, exdsten vaadas --

eccuac.cones de estado,
a) Si el fLuido es incompresible quicre decin que La dens.idad -
send constante.

p = ctte. (z.27)

b) Si el fLulde es Ligenamente compres.ible (Liquido]l La ccua-

cLln de estado send:

! dn
= AR X
¢ n ( I)p)’l‘:(z‘tte. 2. 28]
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¢} Para un gas Ldeal

pV nRT {2,29)

d) Para un gas neal

InRT

pV
{2.30)

Antes de introducdin Las ccuaciones de estado a La ccuacdidn de -

digusividad, se definen algunos tEaminos,

vol. @ c.y. ]

Bo = Facton de voldmen en [
vol., @ ¢c.s.

Quop. = Ritmo de inyeccién en [ vel. @ c.8./dla ]
péag de noca
pon Lo que ..
Wix,y,2) = Ritmo de inyeccdbn de masa por unidad de vo-
Ldamen.

Wix,y,z)= Bo Qoop. P (2.31)

vol. @,y . J[vol.@ c.8. masa
uix,y,2) < ’ :
vol. gc.5,” “dia’ pie” vol. Ge.y

2.5 DESARROLLO DE ECUACIONES PARA LOS DIFERENTES TIPOS DE FLUTDOS

2.5.1 ECUACTON PARA FLUJO INCOMPRESIBLE

54 p = ctte. AR , (2.32)

EES




y ademds La viscosidad es constante. De fa ccuacidn de difusividad

Dy phx By, 9( oley CLU (k= 2%

. 3{do)
X' o 9x oAty 3z oy dzZ + Uy, 2]

at
substituyendo el valon de W, sablendo que —%% = 0, multiplicando -

por v y dividiendo pon p {ambas constantes):

(2.33)

D (xdd) + iyl o Dy dd i
el v ol dh + kgl 0

§ y B
XX m 457 Cool.

En La ccuacdidn antendor €as peameabilidades pueden vanian en x,y,z;

es deedn
kv = kulx,y,)

ky = kylx,y,z)

ke = ka{x,y,z)

Si el medio es (sotadpice y homogéneo
kx = hy = kz. [k

Dividiendo La ccuacddn (2.33) pon k

La cual se puede expresan como




v, qvoﬁ.

Feuacibn de Podlsaon

Ecuacién de Laplace

{2.35)

(2.36)

Las undidades que comunmente se¢ usan en Lngendenfa petrolena son fas-

sdigufentes:
B [ vol., @, y. ]
) b
vol. e, s,

o, LA
[HZa pee3

g,z | ples )
v Eb/pg” )

woloep )

por Lo que

pp o, oa sh
3X ’33rga 8X

oo
Pad
3
hey
i)
2
>

=
P
=

oy T4 Pge oy

ap o 1 g ab
ay - T4d Pag vy
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o
K] .
el { (2.39)

2.5.2 ECUACION PARA UN FLUIDO LTGERAMENTE COMPRESTBLE DE COMPRESIBI-
LIDAD CONSTANTE.

Recondando La ceuacddn genenal de compresibil.idad dada pon:

¢- I { Ll )

{2.40)
v ap T

a pariin de ella ae podnd obtener una ecuacddn que nelacdone La den

sidad del §Luido con su compresibilidad, con ayuda de fa siguiente -

ccuacLdn:

m
' >
pos o densddad, m= masa y V- voldmen. Despefando el voldmen de La-
ceuacLdn antendon,
m

[2.41)

dendvando La ecuacidn [2.41) cen nespeeto a La presidn [p) se tdlene:

oam . o
al R ip

. - (2.42)
ip

"




sustituyendo en £a ecuacddn (2.40) Las expresicones (2.41) y (2.42).

-1 ( -mdp
m/p plap

[2.43)
0 ap
Lla ecuacidn antendion hnos nepresenta fa relacibn de fa densidad-
de un LLouido con su compresibilidad. Para obtener fa varndiacibén de-
La presibn en Las dinecciones " x,y,z ", bastard con despejan " dp "
de La ecuacibn (2.43) y dendivan respecto a cada una de €as dineccio

nes connespondientes,

despefando "dp":

"

dp ] d p

cp |

dernivando nespecto a "x,y,z"

dB . 1 dp (2.44)
dx cp dx
dp ] do (2.45)

dy ep dy

dp - ! dp (2.46)
dz cp dz

Si el espeson del yacimiento es pequeie y de bajo nelieve estruc

tunal, ¢4 decin pana §Lujo honizontal, se puede hacen La considena--
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-eddn de que el potencial de fLujo es aproximadamente igual a La --

presLon,
by (2.47)
Ahora bien, 84 no se tLene Lnyeceddn en ningdn pozo (w(x,y,z)=0%

tomando en cuenta ta consideracibn antendor y recordando La ccuacidn

de digusividad dada porn La sdiguiente cxphesibn:

4 [N ad B k o o« ad
O DAL S S PO Y PR L S O B A -+ S 1
JX u 9X Ay b 2y 32 N 9z
5k,
s y,z) e 0P
1

sustctuyendo en La ccuacddn antenlon las ccuacdlones (2.44), (2.45) ,

(2.46), y (2.47) se tiene:

5 R ! Jg 2 Iy Ioos ) l ! 3
T L L T N S N G S 2 KT ([, kz 30 )
dx o epGx 3y wooop oy Nz nooep az
- 8((‘“;)

EEs

simplificando La ecuacdidn anterion:

I ke I ap ) U ko ] ip ) 3 ke 1 9p ) -
Jx booe o dx dy e by dz vooc dz
2 (4]

3z (2.48)

Consddenande un medio {sotnlpico (kx=hy=hzzk), La viscosidad -

constante {(u=cHe), multiplicando por nve y dividiendo entre k, se -
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obtiene:

d 9 ] 9 3 J di e 3
(—% ) + e e R B
ax Ix dy 3y dz 3z k 3t
0 dea:
2 2 ?
d LI 9 o2 + 9 °o_ . e ap
IX ay gz” k at

sfende equivalente a :

" V?u R __;,_:.i_ __3_%___ " (2.49)
2l 34

La ccuacidn obtendida antealoamente ¢s La hephedentativa para el-
flujo de un gluddo Ligeramente compresible de compresibilidad cons--
tante, fLa cual puede sen aplicada para LLquidos y para gaseds en Ln--

tervalos pequenos.

La ecuacddn (2.49) no es muy prdctica para su utilizacién en fLa-
forma obtenida, debide a La dificultad que presenta La cvaluacidn de
Las densidades, por Lo que es convendente cxpresan Ca ccuacdén (2.49)
en funcdidn de La presdidn,

De ta ecuacifn (2.45)

n ap podp

despejando "cdp” se ticne
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cedp = 1 dop
9]

integrando de p,oap

se obtlence:

despejando "

P op 8 cCp-p, ) (2.50)

0

el
n

densidad inicial del gluide valuada a una presdidn indedlal  --
)

(p,

P o= phesddn medida a cualqudlen tiempo.

"

Recondando que La férmula de expansién de una funcidn "f{z}) ", -
en Las cercanfas def valor convedide de €a funcidn pon medio de Ca sc-

nie de Taylon, siendo "a" el punte conocddo:

6(2) = 6((1) 6'(('1.)(:"(7,),'_ 6”((11(:‘(1)2‘_ ....... + ’DQR!(Z a)n
I 2! n!

pon Lo tanto se puede expandin La funcidn §(xalrededon def punto x=0,

entonces:
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por Lo tanto:

cp 2 2 33 nn

RS o i AR e oo

En La mayorla de Los casos en Lngendenla petrolerna (para LLqui- -
dos), se cumple que:
ep < 0.01
e®p2< 0.0001

por Lo que fLa expresiln (251) se puede simpldlficarn a:

g% - I+ cp {2.52)

sustituyendo La ecuaeddn (2.52) en La eccuacddn (2.50) se tlene:
poEp {1+ ep ) {2.53)

teniendo La densidad como funcidn de La presidn, se podad obtener La-

ccuacddn de {Lujo represcentativa.
Sustitugendo La ecuacdbn (2.53) en fLa ecuaciSn {(2.49)

3 [a[p:(1+cp)] ] , 5 [3[“o(l+cp)] ] R 3 [3!p0(1+cp)! ]

ax ax 3y 3y iz 3z

duc Gbo(l+cpﬂ
f2 L

(2.54)

siendo "0 " La densidad indedal del fLuido{constantel, entonces:
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port Lo que, en La dineceddn "x" se tilene:

¢ (0 + Cpo_B]_?_)
9X 3 X

neduci€ndode La ccuaciln (7.54) a:

2 2 2
R e e e 1 B R
ax Bl 32 f oL
dividiendo entne cp
Q
2 2 7
d P, ap o, P _uc Jp
) 7 T
ax ay 32 ke at

o seaq

no v po- hpc A "
k 3t

que es La ecuacidn de difusifn pana un §Luide Ligeramente compresible

habilendo hecho Cas sigudientes consideraciones:

medio {80tndpico
- medio homogéneo
- wdscosddad constante

- compresibilidad constante

La impontancia que nevdste dicha eccuacidn e

a su mdltiple utilidad. Entne otrnas aplicacdones

thascendente,

se Llenen:

- pruebas de presidn (dnenemente, decaemente, intenfenencia, ete.)

- pruebas de Limite de yacimicntos

- sdmulacidn de yacimientos,
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2.5.3 ECUACION DE FLUJO PARA UN GAS REAL

Para poden obtenen La ecuacddn representativa de §Lujo de gas,-

es necesarndo Lntroducin La ccuacddn general de Los gases.

Recordando La ccuacidn gencral de Los gases dada pon:

pV=2nRT (2.56)

n o= nd de moles = m - masda

e (2.57)
A peso molecular
sustituyendo La eccuacidn [2.57) en La ccuacidn (2.56]).
pV=2m RT (2.58)
M
de La ecuacddn {2,40) p = m
v

sustituyendo La eccuacddn (2,40} en La ecuacidn (2.58) y despejando--

"op™ ose ticene:

po=oom - pH
v IRT

{2.59)

involuchando el valon de La densidad de un gas dada por La ccuacddn-

{2.59), en La ecuacidn de digusividad.

N PM_ Rx 3p oy, L RM by, — ap - - P hy o _a@p )+
ax IRT nooodx by IRT iy Bz IRT I R
pM Q. UO(}.. (X,l_/,Z) = | ___j_ ( _L)_IIL ) (2.60)
IRT { IRT

LIIIIIIII------




Sé se Leama 1 a .tas condicivnes de yacimiento y 2 a Las condicio-

nes de superficie

prYi = Wy
4T 1,7y

come V, q vol. [(x,y,z)

py g vel. (x,y,z) = pa q vol. {scfl/d
T, 2-7Ta

(2.61)

sablendo que Las condicdones es.fandar Son:

T, - 60°F - 60+460 = 520 °R

2? = ]
p, = 14.7 tb/pg2
d = dia

despefande q vol. (x,y,z) de La ccuacddn (2.61) y sustituyendo los -

valones de Las condicfones estandan:

<

vol. (x,y,z) = 14,7 x q vol, [scf/d]l 13T,
520 1

sustituyendo da ccuacddn (2.62) en La ecuacddn (2.60)

" pH Ry ap )+ A M hy ap ) ( M e ap |+
3x ZRT wooax ay IRT i oy 'z IRT gl dz
o (14.7) q vol, (sef/d) = [ _pM )
I Tep x 520 t IRT




como M, R y T son constantes; multiplicando porn R T y dividiendo --

entrne M nesulta Lo sdigulente:

n

8ok kx ap oy, e o p_ Ry apy o, 8 p kz o 3py
3 X " z ax 2y TR A o 32 w2 32

14.7 q vol. {scf/d] = 1 (P "

(2.63)
520 x 5,615 5.615 3t 2

que es La ecuacidn de difusidn para un gas xreal, en donde:

q. vol. [ scf/d ]

pies  noca

r A
1 @b/pg2]

5.615 facton de conversdidn (1 bp = 5.615 pied )

La ecuacidn antendion es una ccuacddn no Lineal,
Para neducin La no Linealidad de La ccuacddn se utilizard un artifi-
clo,

Deginase al potencial de un gas neal como (p*):

»

"opt - f € dr

P, wlg) T (¢l

7

La integral antenion se puede abeculan a thavés def método de Sdimp--
son pana funciones diéscretas. L método consiste en elaborar una ta-
bla de valores y una ghdgica de "p" VS "p/yz", donde a pantin de La

unidn de Los puntos se cobtendrd una cwhva, pea medio de La cual se -
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podrnd obtener el valon de La integhal en un intervalo, que nephe-

senta el drea bajo La cunva.

la funcidn antenion peamite thansformarn La ccuacién no Lineal -
de La sdgudente manena:

AL

apt L B g oawlo.oapt, _ap
ap ul aX ap 39X

se tendad que:

"opt ip ap b ap "
i . i) o 9P . P (2. 64)
RS 3P aX w7 9y
I
w4
!
t
' | 1
| , z
/l | ) | .
p

sustituyendo el valon de La eccuacddn (2.64) en La ecuacddn para un-

gas neal se tendrd:

il ( I % _Zili ) o ( fe ) ).7‘ ) + 3 ( h;‘ R * ) '
9 X ax Al ol a3l hR4
14,7 g, vol., {acg/d) = 1 Lo el | 065
520 x 5,615 5,615 o1t Z

ademds de La exprescdn antenrdlon se pueden obtenen otaras 2 expresio-
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-nes: de La Ley de Los gades neales:

(2.66)
M 5
denivando nespecto a "p" La ecuacibn antenion
aV_ _ mRT ( I1 . ] az
3p M Ip” 8 ap
AV mRT ( ! AL Z” (2.67)
ap M P ap P

sustituyendo La eccuacibn (2.66) y La (2.67) en La eccuacdidn de compre

sibilidad eccuacidn (2.40) .,

¢ = - | sV }
T T
v W
c= - p M mRT ( ] 3z - 1 }
Im RT W P ap P’
sampligicando
co= - P ( ! az )
Z P ap p-
" c= 1 1 3z " (7.68)
» Z ap

que nepresenta La ecuacd{dn de compresdbifidad para gases.
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Del téamino 3 ( W de La ccuacidn (2.65), &4 s¢ conside-
ot Z

ra La porosidad | i) cemo wna censtante, se tiene:

N N a(p):sp_(—z.; iz, by e,
ot 7 3P 7 at Z ap z e
I B A =4
YA A YA ) at
como c - _ ! Ry
2 2 ap

entonced:

SRy . ope _3p _apt
at z Z ap* ot

L1

S&ose tdene una diferencdal total, es deedn que "p es funcidn-

de "p" entonces:

W, ]
ap* Pt/ ap
0 sea:
dp ! . ]
dp* dp? /dp plul
pon Lo que:
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o Py . be ul pt Lo, et
Es Z Z » ke At

quedando finalmente la ccuacddn para un gas neal en tres fomumas dife

nentes:
la) 2 ( kx _ap'y a8 ky oy, (k2 ap* -
ax ax 3y Ay 3Z az
14.7 q. vol. l(schg/d) = apc (22 ) (2.70)
500 x 5.615 5.615 At

2q) i kx ap* PR ky ap* | e kz ?p‘ -

3 X Jx dy dy V2 )z
14.7 g. vobt., (scf/d] = s,c ( ap‘)
520 x 5.615 5.615 5t {2.71)

3a) oo kx apty o, 0 kyapt oy, g ke 2y,

3 X X ay ay Az 02
14.7 g. vol. lscf/d} = 4 a )
L= (2.72)
520 x 5.615 5.615 3¢ z

NOTA: La consdideracidn de que La ponosidad es constante, eb acepta--
ble debido a que La compresibilidad de La noca es muche menon que La

compresibilidad del gas.
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2.6 FORMULACTON INTEGRAL DE UN PROBLEMA TRIFASICO

Para formulan Las ccuacdones de 4Lujo taifdsico, se Lomaron en-
cuenta Las propledades de cada §ludido en paaticulan. Procediendo cn
foama similan a La wtilizada pana deducin La ccuacdidn de §Lwujo mono

fds.Cco, se LLlega a Las sdiguientes ccuacdoned de flujo de thres fases.

) Ay
Acedte:
g Keeoh oy q, s1b/d L O T H (2.73]
g Be ! hobly ot Bo ’
Agua:
vl Kkrw A vio )6 0 oq, sth/d - Vb ] ( N ) (2.74)
e Bw 5,615 5.t By
Gas:
v Kllpg__/\_v'}‘g B KhroA Vi, ) a o+ . stb/ d= Vb 9 (2.75])
llg va) Ve B 5.615 3t
( ¢ Sg ' $ So R |
Bg Bo
donde
A:[\X!.‘.Z, v =hAxAy bz

Ademds del §Lujo de cada fase se fienen Las sigulentes ecuacdo-

nes auxilianes que coanespunden a La presidn capilan, eccuacddn de -
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saturacdibn y Las ecuaciones del potencial.

Comw 'n P (2.76)

R (2.77)
- 1 = So + Sw + Sg {2,768}

Y Medio mojado pon agua, donde gencralmente P> P> Py,

Como se menclono antendommente el comportamiento de La presidn-

capilan, se obtiene pon medio del andfisis petrogisico £Levado a ca

bo en ef Labonatonrio.

p
Cy-
Swe + Sor

100 Sq

pco-w

Swi Sw

En algunas rocas P se vuelve negativa, (mplicando un cam--

U=
bio de mojabilidad.

Relaciones de potencial.
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bo = by - 1 g o0 (2.79)
144 g,

L N B T (2.80)
g

Ve T P}; B ._’_.._. ¢ “~’D
144 gg (2.81)

Con Lo cual se tendndn & ecuacdiencs con 6 (ncdgnitas y pox Lo-
tanto el sistema send compatible. Les pardmetrod que se deben de- -

Leamdinan son: po, p

2.7 CONDICIONES TINICIALES ¥ CONDICIONES DE FRONTERA

a).- Condiciones indciales.

Cuando una de Las varndables independientes en una ccuacidn dife
nencLal parcial es el tilempo, se necesdcta conocer entre otrnas cosas,
La vancable dependdiente a un Liempe t, para obtenen La sofucidn de-
La eccuacddn a otros tlempos. A Esta sce Le LLama condlcdldn (niclal,

En sdimulacidn de gacimientos, genenalmente La variable depen- -

diente es La presddn.
Las prescones y satunacdoncs deben sen conccddas al tiempo t=t_ .

Para deteaminan Las condiclones antendiohes, €3tas se¢ deteaminan
a thavés de un efemplo (Lustrnativo. Dadas Las presdicones del acedte,

La raturaclidn de aqua ¢ ta satwracidn de¢ qas .
¢ { a
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{Sg)

En La prdetica se debe proceden de La sigudente manera:

Conocen el planc ecstructural y estrnatigadfico

Conocen Las profundidades de Los contactos (g-o,w-o |
Exdstencia y tamaio del aculfeno (84 es que exdste)
Propiedades pVT de Los fLuddos en funcidn de La presdidn
Cunvas de presddn capdlan [pcr y Po )

-0 W=
Curvas de permabildidades welativas.

trg = krg (Sgl

-
e
p1
3
1

fepw (Sw)

"
.

3
-
£

3

kro = kyo (Sw, Sp )

krw kro krg

Sw Sg

agua — aceite aceile ~ gas

En La actualidad no exdste un equipo efectivo para deteaminan --

Las peameabilidades nefativas de 3 fases, Lo que sc¢ hace ¢ elfaboran

7 grdficas utibizando ¢ fluidos pana cada una {(g-¢ y w-o).
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7.- Como dLtimo dato se¢ nequiene definin €a presibn en un plano de -

refenencia,

Antes de entran al andlisis de frontenas, deflnase algunos téami

nos neccdardios para su entendimiento.
+ Transmisividad (T)

La trhansmisividad se define como la capacdidad de thansmitin, da-

da por La sigudente ccuacidn:
g =T p,
de La ccuacidn de Dancy

q

entonces

b).- Condiciones de frontenra.

SL se conoce La presidn, ylo Las prnimenas denivadas espacdiales -
de La misma, en detenminadas neglones de un yacdmiento para todo va-

Lon del tiempo, a €stas se Les conoce como condiciones de frontena.

Las grontenas sen Limites del yacimiento, que pueden estar ablen
tas o cennadas al §lufo. De acuerndo a Los phobfemas que se presentan

en simulacibn de yacimientos, se¢ consideran fronteras cerradas,

Frontena cennada._ Frontena canractendizada pon La {nexistencda de

fLujo. Su cualidad fundamental csta dada ponr:
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H
o
1

Condiciones de frontena de presddn ylo gastos cond
tantes.

Vecton penpendiculan a todas Las supenficdies equi-

=
I

potenciales.

i Como cennan Las frontenras 7

Bds.icamente existen 2 fonmas de cennar las fronteras cuando se --
utiliza una malfa de bloques, ¢ Estas son Las sigulentes:
1).- Evitan el 4lujo a través de toda La perndifenda, haciendo Las - -
trhansmisividades en dicha peadferda {gual a cehro.

Ty.

L0 4
//4//////' LL
. /] %
) 4 —
/
T _ / ST .
Xy 50 SRLTTERRL
/7
A ¢
4
4
/ / l
VAvaYd VA A ANS
T .
y|,Ny+1"0

donde:

Nx = Nadmeno de bEoques en La dineceddn "

n. .n

Ny - Niamene de bloques en fa dineceddén "y

2) .- La sequnda foama se¢ puede hacen a través de extenden La malla -

aghegando bloques virtuales exteanos a dicha frontera y haciendo Los-
potenciales, permeabitidades, presiones, ete. de cada bLoque agrega -
do <{guales a Los del blLogue (nterion inmediato adyacente, De tal fon-
ma que no haya cambio de boque a bLoque adyacente y el fLujo sea ce-

no.




| Y RS R
R 02 | :

N A A
R S ] 3 !
= ¢, of & v, :
l-—-1 1 3 _.3
1 ]
| |
| |
}._-— ————
RN NN
L \ j | 1

)
" Oj ) o" E o* :
U SRR SO

Iy 17" tdienen Las mismas carnactenlsiticas del bloque adyacente, e -

decin:
¢ =
1 17
hl = hj‘

porn Lo tanto el flufo de 1 a 1' es Llqual a cero,

la deficiencia de Esta scgunda forma es que se generd wuna nueva-

ned o sea:

de (Nx) {Ny) a (Nx +« 2) [Ny + 2) - 4

L INX + 2) Ny o+ 2) - 4 = 2(Ny + Nx) + NxNy-NxNy

por Lo que se agregarlfa un ndmero consdderable de ecuaciones,

POZ0S INYECTORES 0 PRODUCTORES [t&mmino fuente)

+ Para un modelo ancat

Sé el ndtmo de inyeccddn es dato, se incluye como téimino fuente
{sumideno) en La ccuacidn y sc¢ deteaminan fLas presdones y satunracdo--

nes como en cualquien otre blogue.

S{ se quiene detenminarn el gasto en funcdbn de formaciones te - -

Zendnd que nelacionan ta presidn en ol fondo con La presién de fondo-
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gLuyendo.
+ Para un modelo veatical o trnidimensional.

Se debe dividin el gasto entre Las capas "disparadas". Hay va---
nias formas de hacenlo, La mds simple ed dividin el nitmo total de -

acuerdo al producto kh de cada bloque.

Porn efemplo.- Para 3 bLoques (capas y un ritmo de {ngeccidn dado)

hy
t
hy
h
3
{
" . Ky hi 0
1 T
}\1 It +K? h?+ K h3
Ko hz
@, : 2,
kl hl + h? h o+ ,‘3 h3
q} . 1\3 113 QT

se puede presentarn el caso de que Kx f Ky # Kz {andisotrdpla ).
Pana propbs.ito de dividin Loy gastos, solo se toma Kx y Ky.

Pon Lo que se puede calculan "K" de diferentes formas,

1.- Promedic aritmético
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K
1

= 1/2 (&xl

2.- Promedio geométrdico

&

K

3.- Phomedio arménico

Ejemplo:

+ Ky

)

!
1

N//Kx
= 1

Kgl

] !

= o

kal 2&g1

Dada K{ 150, 180, 10 }, caleculax K1

Solucidn:

.- K

= 1/2 (150

+

180) =

= &/ 150 x 180 = 164

2.a,- K, iﬁlso)? + (180)2
?

2 x 150

EjempLo No. 2: K ( 150,15,10)

Sofueldn:
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2 x 180

165

.32

n

165.68

163.64




—
t
-~

u

1/2 {150 + 15) = §2.5

1
T
7.- K, = 150 x 15 = 47.43
, 2 2"
?2.q.- K, /115002 ¢ (15 - 106.6
2
3, - K, - ]
] ]
300 30

De Los ejemplos antendiores se puede concludn:
al.- Se puede utilizan cualquier forma cuando se tiene anisotrnopla.

bl.- A trav€s de expeniencdas se¢ ha detenminado que en anisotroplas-
consd{denables, es nccomendable el promedio geométhico para La -

permeabifidad hondizontal def bLoque.

2.8 REQUERIMIENTOS, DATOS GENERALES YV PREPARACION DE UN STMULADOR

1).- Mapas bdsdicos nrequenidos:

l.a.- Mapa estructunal.- Sirave para deteaminan a trdves de Las -
curvas de ndivel, Las profundidades de Los pozos, efectos geolbgicos-
de subsuelfo como faflas, asi como La vista en planta del yacimiento,

Limites del mismo, contactes agua-acedte, gas-acedlte y/o gas-agua.

1.b.- Mapa de (scpacas.- Lineas que unen puntos en el yaedmdento
de {gual espeson. Entrne otrnas cosas, sinve para cuantifican volume--
tnicamente ya sea ef volamen original de acedlte y/o voldmen ordginal

de gas etc.

l.c.- Mapa de (soporosidades.- Pon medio de ndeleos y de neods--

tios geoflsicos sc determina La ponosidad en cientod puntos, Los cua
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-Les son refendidos a un plano. Postenlormente se inteapola entre di-

chos vafones para asignan un valor de perosidad a cada celda,

I.d.- Mapa de (sopermeabilidades. Tgual al de {soponrosidades,

La difenencia entre cllos es que en Este dltimo se utilizan peameabl

Lidades,
2) .- Sistema de cuadnicula de &a malla.

U sL8tema de cuadadcula o sistema de celdas es sobrepuesto al -
pLano estructural del gacdimiento, sdiende cada celda una unidad bEs (-
ca usada en el simuladon de §lujo de fluidos y caleufos de bafance

de materia pana cada celda,

Algunos puntos bdsdicos a consdderan en fa seleccidn del sistema-
de celdas es el sigudente:

al.- BL scstema de La malla en toda su forma seqd nectangulan,

b).- La malla contendnd La menexr cantidad de bEeques como sea posi-
ble, dependiende de La hetexrcgencidad del yacimiento,

¢}, La malfa sexd connrcctamente onfentada, clasificada segdn su ta-
maio y suw foama para peamtin una buena aproxdmacddn de Loy CL-
mites del yaedmiento.,

d) ., S4 exdiste pemmeabilidad diénecedional w gnlentada, un eje de la -
malla estand en La direceddn de mdxima peameabllidad, Dicha pen
meabilidad podrd sen determinada pox medic de pruebas de presidn
pruebas de pulso, cte.

¢) .- Thatan de colocarn un poze por blogque y en el centre del mismo.

§) .- S& La exdstencia de un acuiferno es conoeida o s el flujo de -
agua vs sospechado, el sistema de malla 4nclulird hileras extras

de cefdas a cubnin el aculfere para simulan el flujo del agua.
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CAPITULO
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(S

CONTENTDO

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Introduceddn.

Sende de Taylon.

Senie de Me. Laurin,

Aplicacidn de La sende de Taylor a Las
cfones de 4lujo de fluidos.

Sexde de Taylor en una dimensidn,
Primerna dendvada,

Segunda dernfvada.

Sende de Taylon en des ddmensiones.
Sexde de Taylor en tres dimensianes.
Métode de Greenspan,

Inteavatos (quales.

Tntervalos descguales.

Reselucitn por tabla.
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CAPITULCQC 3

3.1 INTRODUCCION

Llas ecuaciones que representan el flujo de fLuidos en medios po-
rosos son en general ecuacdones diferenciales pareiales no Lincales,
Las cuales nelacionan camb.ios de presddn y saturaciGn con el tiempo-
a través del medio. Esas ecuacdiones son extremadamente complejas, y-
La obtencidn de una solucddn se complica pon La presencia de condi--

ciones de LLmite (de frontera) cspeclalizadas.

la solucdidn de csas ccuacdones por medios analliicos, es genenal
mente mposdible, excepto paxra casos triviales. La solucdiSn numénica-
de esas ecuaciones es gencralmente el dnico camino para que una solu
cdbn pueda sen obtendida en la mayoria de Las aplicaclones. Para ne--
solven numEricamente estas ccuaciones se procede a usar algunos de -
Los métodos de solucidn, entre Los cuales s¢ encuentran Los siguien-

Les:

a).- Métodos de difenencias finitas.

La so0lucidn numénica de Las ecuaciones paesenta respuestas a pun
tos discrnetos dentro del s.istema. La transfoamacidn de una ecuacidn-
digencncial (continual a wuna forma discneta se hace por el uso de di

ferencias findtas.

b).- Métodos vardiacionales.

Estos métodos no tan solo nesuelven Lab ccuaciones en puntos dis
chetos, sdino ademds aproximan Las sofuciones por medio de un conjun-
to de polinomios de divensos ghrados, Dentno de estos métodos se en--

cuentia el método de Galenhin.
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Estos métodos son muy utdlizades en La solucdidn de problemas que
consddenan §lujo de calon, esfuenzos genenados por cambios de tempe-

hatura, etc.

3.2 SERIE DE TAYLOR

La sendie de Taylor es el principio bdsico usado en La denlvacidn

de Las fdamulas de aproximacién en difenencias finditas,

Sea una gfuncidn f{x), el valor de esta funcidn expandida alrede-

don de un punte A cualquiena, estd dado pon:

flx) = a ¢ ay (x-a) + a, (x—a)? +oa, (x-a)® v, L. {(3.1)

en donde las incognitas son Las constanfes a a Ao, v . La -

0’ 1’ n
obtencibn de estos valones se Logra dealvando suces{vamente La fun--

Id

cidn ondlginal:

§' (x) = a; + la. (x-a)' + 3a, (x-a) + da, (x-a)® + ...,

10 (x) = Zay, 4 3.2a, {x a)l+ 4. 3a, (x—a)g + 5.da (x-a)® + ...
0 Ix) - 3200, 0 4u3.2a, (x alte sadlda, (ead? el
5“ {x) - n ! a, + {n-1) ! a4 (X-a) + i e s

Alona,cvaluando Las denivadas en ef punte x=a y despejando se ob

tendndn Los valones de Los coefledontes a,
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s )
"

0 ¢ (x)

a, = §' (a)

I

=
1

o = 4" la)
2!

ay = (' (a) ) £ (a)
3.2,1 3

n

an : —é———————-(a)

in!

Sustituyendo en La ecuacidn (3-1) ¢l valon de Los coefdicientes-

encontrados, se tendnrd:

§lx) = gla)l + ¢ la) (x-a) + 4'" (a)  (x-a)® o g la) (x-a)®
1! 7. 3!

+ g la) (x-a)?

n!

Para obtenen una aproximacidn adecuada evaluande ef menor ndme-
no posible de ténminoes de La sendie es necesandie que, para el en€si-
mo témnmino (x-a)” < n! ly/o que La enésima denivada sea pequeial.

Pon Lo tanto 84 se quienen considenan un nimeno neducddo de tén

minos es necesario que (x al sea pequeiia.

3,3 SERJES DE MC., LAURIN

La senie de Me. Launin de una funcién se genena expandiendo la-

misma alrededon del punto a = 0.
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_

fUxh = ¢ Lol + 4" L0) x ¢ 10 (0) x4 frrro(0) x° e
21! 3!

n! [3.3)

Ejemplo:

y = § (x) = sen 18°

Evaluando La funcidn ¢y sus dendvadas en el prnto a=0, y tomando

en consdderacdidn que 18°s0n  -/10 nadianes:

Y = sen o x o= 0

y' = cod X = ]
y'' = - sen x = 0
y''! = - c0o4 A = -]
y!tn! = sen x = 0
yrrert = cob x = |
y'trend = sen x = 0
TR = cos x = -1
ytrtreent = sen x = 0

Entonces
§ L /10y =0 ¢ v o+ 0 - 1 (/101300 1 w10}

10 6 120
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§ ( =/10)

n

0.314159265 - 0.005167713 + 0.00002502

§ ( w/10) = 0.309016994

3.4. APLICACION DE LA SERTE DE TAYLOR EN LA EVALUACION DE DERIVADAS

Considénese ef intervalo 0,1 dividiendo en R subintervalos de

Longitud x.

En un punto cualquicra X

X, o= £ oax, y obviamente

X - X, 4+ X
i +1 i 8

X = x, - Bx
i-1 i

La distancia entre dos puntes consecutivos es La "Diferencia {4

nita x.

En el método de "Difenencias Findtas" La evaluacdidn de Las fun-

ciones, y sus dendvadas se cfectila solamente en Los puntos x , -
1

L= 0,1,2,...., R,
x-Ax X x+A4x
{
A x Ax :
S poed ~
B | I i+4 X
R= !
Ax
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x=-Ax & [— 1

xt+Ax o i t4

3.4.1 SERIES DE TAYLOR EN UNA DIMENSTON

Utilizando La notacdbn antenion tas expansiones en serie de Tay-

Lon para una funcidn § {(x), en Los puntos Xipq ¥ %, s¢ escniben co

mo:
o ” 3 3
§.,, = 61+ ax _af Lox) ! b Lox) —j‘4;“‘ *
iti ax | : 9! ax 2 1 3! X i
, lax)? a“g [3.4]
n! 3x 3
. g2 3 g3
PSRRI S I3 R R V5 R A PO
i-1 i 2x i 2! ax ? i 3! ax 3 i
n AN
RETTIL \ (3.5)
n! X i

3.4.1.1 PRIMERA DERIVADA

La expresidn de La primera derdvada, se obtiene despejando la -

ccuacdbn (3.4) en téaminvs de dicha denivada:

2 2 3
56 I SR CE ST\ Y B L O o (3.6
x| AX 2! ax e | 3! w3
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en donde el ténmino del Lado derecho de €a ccuacidn es una aproxima
cldn en difenencias findtas a La primera derivada de la funcidn. La
precisidn de dicha aproximacidn depende del ndmeno de téaminos que-

se utdilizen en el Lado denecho de La expresidn,

Los témnminos no utilizados {tnuncados) constituyen el enron de-
truncamiento. En genenal como cada tEamino suceslvo es menor al an-
tendon, el ernnon de truncamiento se deteamina por el onden, o expo-

nente de La diferencia findita ax, del primea té&amino thruncado.

La ccuacddn (3.6) considerando al concepto del ernon de trhunca-

miento queda de La sdigudente mancra:

X S I LR SRR PV

ax 1 HX

La cual tiene un erhor de truncamiento de primen ornden.

De {gual forma, La expresdidn para La primera derlvada obtenida-

a pantin de La ecuacdidn (3.5) se escndibe:

_3_6__ = 6.’;“1-6" + Lx 526 L (3-8)
ax |4 6x 2! 3x? 4

b . Ai-amfi 4 g(ax) (3.9)
X i hX

Combinando expansiones difenentes para una funcddn, es posible-
obtenen §Gamulas mds precdisas o de mayor onden, por efemplo, resian

do (3.5) de (3.4) sc¢ tiene:

of o fitamhien _ Lex)? a3 Fooieneenn (3,10)

J x i 2 ax 3! ax? i
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fLa cual tiene un ernon de truncamiento de sequndo onden,

‘(H; 61'"’1 - ﬁi 1 4 O(A‘t'z) (3.”)
ox 1 2h%

Procediendo en forma andfoga se pueden obtenern f6amulas de mayonr
precisLn para La primera dendvada, cxpandiendo La funcidn en othos-

puntoes cencanos af punto x, por ejemplo:

i y )7 o2 13 .3
fi00 = 6, + (Zax) —if (2ax) a7 g . [Zax) 334 .
1 X i 7! ;_;x?_ 5 3! axa i

i
e (3.12)
41 ax i

( S PPN BT S (2ax)” 924 (2ax)3 a3, (2ax)?

172 3 ax | 2! ax” 3! ax? 4!

x
e (3.13)

s X

3.4.1.2 SEGUNDA DERTVADA

Una expresidn de La segunda dendlvada sc obtiene sumando Las ecua

ciones (3.4) y (3.5)

. . ay ) B i
+ = 7 + ( X)2 1 !S + ul) J 6 PR (3”4)
6. 6._ 6 A
L+1 i”1 B ax? : 12 ax i

en donde el té&amino del exnon vs de sequndo onden
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224 Co B PR thio 07 oy , fiv1 285 *65 4

aw? i (x)” 19 by i lox) "

{3.15)

3.4.2 SERIE DE TAYLOR EN DOS DIMENSTONES

Para £a obtencidn de gfdumulas en diferencias finitas que <{nvolu-
cren dos dimensiones, se puede ulllizan La expansi{dn de Ca sendle de-

Tayloxr, en dos dimensiones:

9 ¢
6iil,jt1 = 6i,j 14 (iﬂx) wﬁﬁ_ o (iAU) nlﬁ_ S
ax 1,73 atlf 1,7
+ 2 .2 + 2.
(—=px) a4 ¢ (ehx) (+hg) %4 , f=au)® 874
2! ax® i, - - axgy 143 7! 3y2 11,
T (3.16)

Otra alteanativa, genexalmente mds sencilla se Logra utilizando-
Las f6nmulas de una dimensidn, haciendo vandan La funcidn en una di-
necedldn y mantendendo Los subindices de las otras direcclones cons--
tantes, pon efemplo; La expansidn de La funcidn §{x,y) en el puntce -
{i+1,3+1 ) se¢ puede obtenen poxn efemplo expandiendo paimeno en La
en La dineceddn "x", manteniendo constantes Los Lndices de La dinec-

cddn "y", efemplo:

D ( ax) 324
: N = o + AX ..__6_.. . PR ik +
fiva,gen ® f1 50 (a? TERAS 2! ax? 11,341

(1) 2 (3)

3,
{ ax) ___c)_a_ﬁ_ o (3.17)
3! a3 1,341
(4)
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Nétese que La funcidn y Las deadvadas estdn cvaluadas en [i+1,
jl es decdn en el punto [x,y+ay ), pon Lo tanto es necesarnio ex--

pandin nuevamente cada uno de Cos LEamdnos numerados, manteniendo -

n

ahora constantes Los {ndices en La dinecceddn "x" gy varnian Los Indi-

[ '(H;

ced en La dineceddn

2 -9
(1) §. . = '+Al'(~iﬁ~l' . 4&(_).____“'_.6_ . (3,18)
1,7+1 T Y “ ] 2! 'AU? 1]
B . ) s 3.3,
[2) 38 BT l b 0 Loyl ™ a2 .
ax i, 941 ax iy Caxay 3! axoy? i,

e (3.19])

(3) 26

3X

a2 -3 A 3
L 3% ‘ — 224 (au) ™ 2%y ,
1,7

i,9+1 ix ? 1x 7 gy 2! ax "3y’ i

e [3.20)

La expresidn ginal se obtiene cuando oy (ndices de La funcibn-

y osus dendlvadas sen preccsamente {1,4), en este casdo:

] R e T
Bran,jun® by fleex=y Wt S St e (3220

3,4.3 SERIE DL TAYLOR EN TRLS DIMENSTONES

La expans{dn de una funcin en £res dimensienes se Logra en una

fornma andloga a La antendon o mediante Ca cxpans{dn de La senie de
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Taylonr en tres dinecclones 4, 4,k:

. A = . R + + X + { + Z o . .
61i1,].+.1,k11 61,],k (— b o LM 3 2 | 61,],}\'
X Ay 3z
! 2
+ (+ &nx a oty 3t 4e 3 6. ..
g1 - — = i,3,k
ax 3y 9z
! : ] 3
s e L L DA Y 3+ Az IR
X - - - lajy)"
ax af az
oL, N . (3.22)

5.5 METODO DE GREENSPAN

Este mEtodo es (t{£ para encontrar cxpresiones de cualguier derdi-
vada en tédaminos de valores de La funcddn, en Los puntod cercanos en-
cuestidn., EL método consdiste en asoclar a cada uno de Los puntos se--

Lecedonados una constante, La cual se valua postenlormente.

A continuacidn se presentan vandios efemplos para {Lustran La apli

cacidn del método.
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3.5.1 INTERVALOS TGUALES

xt+ Ax

T
—® l >
|
.

i+1

Ejemplo Nu. 1

Encontran La expresidn para La primera derdlvada de La funcidn u

en téuminos de Los valones de La funcidn en Los puntos {,e, £ + 1.

Cy Ca
i i+
C -
- Ax ~

PROCEDIMIENTO.

1) Asdignan Las constantes a Cos puntos (,e, ( + 1,

a
=

= Cl uj + C:) i + et

ad
>
—

?2) Pana vatuar C, y C, expandimos porn senies de Taylon.
1 ¢ ..” p

dlL C1 Wi 4 C2 [“i + Ay atL

= +
ax g Ix g 2! ix?
: au (o) 2
ot = {C1 + Cop ) wi + C2 AX + O 2200

fex) T 8%

i

3) ITgualan coeflclentes parna obtenen Los valones de Las constantes-

y del ennon de truncamiento. {Lado (zquiendo y lado denechu de La

ceuacddn) .,
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- - oo ; ]
Cl + C? =0, AxC2 = 1 C1 = C? = Y C? = X
? o2 2 2
C, ﬂ_x_)__._i_i?‘_\ be -0 .. e e, Lax)? a2u
2! 3x i t t 2! ax? i
e - (AX)? o 2u hX 270 ‘L, e = téamino del
: hx 2! ax? |y 7 Dy’ ; t

ecrthon,

4) Substituin Los valones obtenddos en La eccuacddn en donde aparez-

cain Las constantes.

au R i+1 46X u

ax i ax hx 2 ax’ i
3 (1

au ivl - i .

< ——— 4 0l ax)

38X aXx

EJEMPLO No. 2

Expresan La scegunda derdvada mixta de una funccdn en t&uminos -

de Los valones de La funcidn en Los puntos { + |1

)
fr ;0 1, 4 -1 =1, 4 - -1, 4+ 0.
C’) C)
. e
) -1, (+1, §-1
®
4, §
J 01.
1,0 g G, gl
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len paso. Expresan Lo anterlor matemdticamente:

2 i 2 Ay ) 2 2
R C1 [ui o+ ax) Ju l {ay) _.i_\ (ax) d L’f
3xdy 7 ox i, by 11,3 2! x® 1,5
32U {ay) 7 A { ax) RS 1
+ (ax) (ay) —~—4~—\ i — + : .
. | 2 2! Ve 3
3xay 5 2. 34 i.4 3! ax P
3012 (4 3 . L7 a3
+ { ax) ( aly ) 07U ‘ ;2 {ax) {oy) 97U ' { ay) 33w
! oy o ' . 2 2 ~nL 3
3! ax gy 1,3 3! dx dy S 3! 3U i
. 3 X 2 5
1 (32 [u_ L+ ax) au - [ ay) U laxl - 37w (f
1 ax 11,4 TR EO 2! axd i,
~ 3 .
-2 \ - 2 . 33
S lax) (ay) Y (o) 3 u ‘ S T ‘
! Ny © I ay
ax ay 21! 3y i3 3! 3 X i3
= 2 3 7 3
50ax)” (o) 3 U . Slax] lay) 33u (ay) 33U ]
3! A%y _ 3! axay? |, . 3! ay3 |, .
by i, 1,7
. Loy 7 .
+ Cs [ wi g - lax) au - {ay) (ax)® f
X4 o 1i,g 2! ax iyg
" 1
32 - WA X 3
(ax) [ oy 37U , Loyl 32U {ax) 33y
3x oy |, 2! a? | 3! ax® |
1y 1y 1y
. 2
30ax)? lay) 97w 30x) [ay) 2 3u Clan)? g ]
3! SX 7 . 3! axay? |, . 3! aud |,
. ’j iy o 1] iy 1]
(ax]” a2
all AX N2
+ Cl} [“_i i (Ax) .__1‘..._. ' (Au) _'O_(L__ J 1ax) .i_.%_
) v . n . . . ! . ' .
i iy o lig z. 0t i,
2 3
32U () 22y (ax) " o'u
- lax) (by) ———— At B S ———
axay 11,3 2! LT E O 3! dx iy
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3 ) -
, 3(8x)% (ay) 2y ‘ _ 3lax) (by) 13 , Loy)? @ ]
3
3! szatj i 31! QX[)I_/?- i,j 3! 3y |j,j
(1) (2)
37U U
= =, , (C +C +C +C ) 4 ax (C,+C,-C-Cp)
3x 3y 1,1 1 2 3 b ax 11,3 { 172 73 U}
(3) {1]
2 ?
P by (C.-Co-Cic )} o+ u Lax) o vcrcarcy)
o 11,5 { O el ox 2 { 2! )
(4) , (1)
n 2 "7 iyl
b { ta) o) (cpcpooc,)} ——’-—‘i—{ Ll e e qeey)
axsy . | Ay 2
1,7 :
(2) (3)
83u (AX)J Co-Ca-C "3 2
s R Sl ) S IR
i,] ' ax>ay 2!
(2)
2 3u (ax) (a6y)? 33y (8y) 3
A { LY I ') B Y S c“)} + { 1oyl
3 2! ) ayd |, . 3!
X 3y i,j Wy i3
{3)

( Cl— CQ' Caf’ Cu) } + e .

Tgualando Los coeficientes de Los téEaminos andlogos en ambos Lados

de La ecuacibn, se tLene:

Cy+# Cop+ Cayt (Cy

1
Lol

(1)

Cq4 + Co Cq-Cy =0 [2)
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3-ut

Cqy-Co -

Cqg + Cy = 0 (3)

AX AU(CI -Cn +Cy -Cu) = | (4]

Sumando (1) y (2]

? C1 12 C2 =

donde C1 + C_= 0 por Lo que C1 = - C

2
4

-

Sumando (2) + [3)
2C - 2°C =0

1 3
por Lo que Cl = C

3
Sumande (1) + (3]

2 C.l + 2 C“ s 0
porn Lo que C, = - C,

Sustituwendo en (4]

por Lo que Cq -
4nxny

]

C? s

dhxny

2

! !
4axby h $hxhy

Sustituyendo en La eccuacldn {nicial y neducdendo t&aminos:

Wi+d,j+1 - Wi+1,3-1 4

Wi-1,9-1 _ Wi-1,§+1

Ixdy 4 ax Ay

t olaxay)
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3.5.2 INTERVALOS DESIGUALES

"

i-4

bs - Bx S . S

€

i+4

Otrha aplicacidn de Las sendes de Taylor es para intervalos desd-

guafes.,

EJEMPLO No. 3

Expresar La primena dendvada de La funcddn "u

Lenminos de Los valornes de
(ndtese que ax #sx}.

Expresando el problema

u

34X

expandiende La funcddn "u"

da en Les puntos "+ 1" "

1y {

au‘

. = ( [ tw, - AX
3 X 1 1

- qn

L

¢

La funcddn en Los puntos "( ¢

en el punto"d"en-

’H H(:

)

IH

en feama matemdtica

por medic de Las sendes de Taylor, valua-

o 3
, Lax) v Clax) T 2%
o . 3
2) ax i 3! ax
Vs " 3
podox) ot fox )™ %
2. nx Y 3. ax 3l

i

-]




2
Y
u (C +C+C) w, o (C, 6x-C nx] ou 1 + (Ci(“x) + Cg(ﬁﬁl)
X i T ! 3 X 1 2 2
2 | . 3 , 3 "3
2tul (¢ {8xy° o [ax] ) A, g
w Lo 1} :

Iguatando Los coeflcientes de Los téaminos andfogos en ambos La-

dos de La ccuaciln:

C1 + c? + c3 = 0 (1)
C, éx - C] ax = ] (2)
C.ofax)? 4o 2.0
, LeX 3 (6x) " = 3)
? 2
De La eccuacddn (1)
C_""'Cl-(‘«j (")

De La ccuacdidn {3)

1 3 B (5)
{ax) -
Sustituyendo (5) en (4)
?
C? = C3 ((S/\))_.CJ (6)
(AX)'
Sustituyendo (5) en (2)
Cyox 4 C;Liili ax = 1 (7)
(ax)?

Despejando C,

C, [ X bx 4 [ax) ] - ]

AX
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Consecuentemente

C - X - AX - &x
(ax) (&x)

2
ax &x + {ax)

13

ndiese que para el case en que X 6x, Cas constantes se simplifican

a:

2%

y La fdamula para La primera dewdivada para el case de (ntervalos undi-

fonmes sce edcaibe como:

Al i+1 i i-1
IX

2
+ olax)

por Lo tanto La fdxmula buscada se¢ expresa como:

2 <9 2
& “ N TR ) .
(6x) W, {lex) " -{ax) }ul

) -
au o lax) i
C{ex + oAxTaxdx 1

Iy i

3.6 RESOLUCTON POR TABLA (Féamulas de Bickfey)

En Las ccuaciones (F.4.0.00 ¢ (3.4.1.2) se obtuvieren Las aphroxdi-
maciones de Ca primera y segunda denivada. En aguellos casos en que-
se desee (nchementarn el grnade de aproximaci@n (disminuin el téamino-

def canon) se deben wsan mds puntos., EL mancjo de wun mayor ndmeno de
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ténminosd y expansdiones en senies de Taylon, incrementa La posibifidad

de ennones algebradcos.

Para obuian fas posibilidades de enhon, Bichley compild una tabla

con Los coefdledentes de £a fdamula s{gudlente:

K ) m
AT B Y §0x) (3.23)
N 1=0

dxk X-xn m!h

>
.
11

coeflesentes dados en ta tabla sigudlente

b= bx

- oaden de La denivada

m = ndmene de puntod que se desea wsarn en La aproximacddn, menos uno
n - ndmeno del punte en el que evalua fa deadvada

4 (xf) = 4funcibn evaluada en cada punto.

EJEMPLO No. 4
Obtenen una apreximacdfn en La primena derivada, en el punto ¢, -

P

usando 3 puntos por med<o de La tabla de BickEey.

S ax Ne Ax .,

@
i i+ it+2
0 1 2

Nétese que Los puntos en cuestidn se numeran de Lzquienda a denre-
cha comenzande con cerno. AsZ, el punto "(" Lo corresponde ¢l cero, al-
punto "¢+ 1" el admene wino oy al punto "<+ 2" el nimeno dos.

Pon Lo tanto en este caso el onden de CLa denivada el paimeno k=1,
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EL valor de "m" es "2" ya que es {gual al ndmeno de puntos a --

usan (3) menos wno, Finalmente, ya que sc¢ desea ecvaluar La derdivada

en el punto "L" "n" es cenc.
Aplicando La fdrmula
df K ]

Ag. + A g+ A, + €
dx v = x; 2! (ax)! 0%0 191 202

de La tablfa 1

Con Los datos de prdimena dernivada (R = 1), m = 2 yn =0 s¢ ob-

tienen Los valones de Los coeficientes Ao’ Al, Ay el téamino del-

2
enhon,
; 3
A= -3,k =4 A =-1 y e - o ? ﬁi_ig
0 1 . t 3 d x C
Sustituyendo estos valores en £a ccuacdidn se tlene:
. 3
_dg B [-36+46-5+’(Ax)"—£1——5—]
0 1 ? 3
de Ix - x5 2nx 3 dx c

y en La notacddn ondginal La fdamula parnn La primenra dendivada se ex

presa como:

_dé__. - 3 61 ¥ ’ai.o,l- 611? N ! ([ ax) _(LS_Q_
dx  1x = xy 2 0x 6 dx ™ |
Nota:

3
La _i_%_ del ténmino del esrnon se evalua en el (ntervalo ¢, ( + 2,-
dx
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18 decdn X SEEX a0 de ecvalua en (.,

I O 4
EJEMPLO No. 5

Obtenen una expresdidn para La scgunda dendivada de § evaluada en-
el punto x = X utilizande 6 puntos. | X, - 7 )

AsdLgnando primero el orden a Los puntos

(-2 {-1 { L+ L2 L+3

evaluando Lod pandmetros b, m y n:

De La tabla de Bichley se obticene:

AO = -5, Ai = §0, A? = ~150, AB = 80, A = -5, A_ =10

Expandiendo Ca §damula para ceste caso en particular:

___.6_‘2 l = —-————-——-—21 [A A 4§ +A
g : - 8 6 A G rA B tA § YA f v e
0x© x=x, 50 [ax)- R A t]

6

e = ! ([‘xx)e —(;_—é—
X

P

Sustituyendo Los coeflelentes:

7

A 2 [ sg v s0g, - 1504 4 04, - 56+ 0+ | {ex)®
dx” 50 {ax)© 0 ! g 3 i 160
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s

ax®

Simplificando:

) R VI SR T B SR VY SR ]
3<4 . i-2 i-1 . i i+l it2 ] (AX)“ 3 66
ax? 12 (ax) 10800 ax® g

Obsérvese que puede darse el caso que uno mds de Los coeficientes
sea ceno. Esto quiene decin que para expresar La dendvada en cuestibn,
no es necesardio el valon de La funcidn en todos Los puntos del inten
vafo. Ademds observe que fLa suma de Los cocficientes de La fdamula de

Bickley es cenrc.
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o N

La o N - D

e e~

W =] w0

LI P

50
&

o s

-2174
~24
[}

-24

(e - -

[
-5

Compiled from W, G

NUMELICAL

ANALY -

COEFFICIENTS PO DIFPERENTTAVTION

FIRST DERIVATIVE (k1)

4 An R
Three Point (m~2)
& -
0 1
.} 3

Four Point (m~3)

18 -9 ?
-3 (2 -1

A 3 2

9 -18 1

Five Point (w 4)

9é ~72 32
=20 36 -2
=le ¢ 16
12 ~3b 20
~32 12 -9%

Six Paint (n= 5}

600 -600 400
~130 240 -120
~60 ~40 120
30 -120 40
-40 120 240
150  --400 600

SECONDY DEIIVATIVE (h-2)

Au -y A |
Three Point (m-2)

-2 1

-2 1

-3 1

Four Point {n~3)

-5 1? -3
-6 3 0

3 ~f 3
12 ~15 b

Five Poimt (v 4)

~104 114 ~54
-20 & 4
16 ~30 16
4 6 =20
-6 114 ~104
§ix Poiat (v 5)
-710 1070 -740
-1% -20 Hid
B0 -130 60
-4 80 -1so
-30 10 -20
305 -89 1070

i ————r

. . . i
Differentiation Formula: ' ,,,((')
Ay 4, M Ener
3]
-if’i pi O
1/3
-1/4
1712 (k)
,_)/”h b
1/4
b 175
2 -7,
=2 1/3C8* 'Y
b -1720
50 1/
-150 24 -1/6
40 ] 1730
-30 4 =1760, ¢ (0
Lo -b 1/60
130 24 -1/30
-600 274 176
h a1, ht Error
I3
-1 WY
“1240% 09

12w

11,24
~1724
..§;§40' A
11724

l% ~-f,/)§ ptts?
-1 171800t 1™
1l -1728 s 080
15 4712

305 ~50 1377360

-39 5 13350

-4 0 17180 ¢ )
8o -4 i/g0 " f
“15 50«13, 360

=10 228 131, %0

TABLA
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A

5)

i
e o .'(“’(r'-)
x-x)- DA Y
FIRD BERIVATIVE (4 ~3)
J A A A Ay Ay
Four Point (i -3)
V] -1 3 -3 1
1 -1 3 -3 1
? -1 3 -3 1
3 -1 3 -3 1
Five Point (m-4)
o -10 i¢ -48 23 -6
i -b r ~24 1? -2
2 -2 < [i] 4 2
3 2 -12 24 ~20 &
4 [3 -3& 48 -3 10
Six Paint {m--5)
9 -8 S -560 490 -20%
¥ 3% e =170 110 =35
2 -5 -5 50 ~10 :H
3 i -15 70 ~50 9
4 -t it -110 e -12s
' ~3% 208 480 590 -3s8
FOLRTH DERIVATIVE (&
J Ay e A A Ay
Five Point (m~4)
0 1 -4 [ -4 1
1 1 ~4 [ -4 1
2 1 -4 6 ~4 1
3 1 B 6 -4 1
4 1 -4 v -4 1
Six Point (m~5)
0 15 -10 130 =120 55
1 10 ~35 80 -70 30
2 4 ~-20 30 -20 5
3 G & -20 30 -0
L -9 30 -10 B0 -49
5 ~10 8y ~120 130 ~10
VI DERIVATIVE (4
J " ! Ay AN Jdy
Six Point {w 5)
o 1 4 ~-10 10 13
1 -1 & ~-10 10 9
? 1 L -10 19 -6
A -1 b8 -10 10 ]
4 ] & -10 10 y
5 ~1 5 -10 10 Y

I

s et e B ot

. Bickley, Formulae for numerieal dilferentiation, Math. Gaz. 23, 19-97, 1941 twith permission).

LS .

~1/4
“1712 4 (8
1120 F
174

1724

-5/18
-1748
1748 o (01
-1746M!
1748
5716

M Eror
It

-1/712 w8
AT
~1/7144n7¢
1724 5 (8
tyr2 Mf

1771484
57144
-17144 o ()
~1714ah !
57148
177144

[, .
h Error

&t

~1,48
-1780
17240 b (e)
proa0n !
180

1748




CONTENTDO

CAPITULO 4 SOLUCION DE ECUACTONES DIFERENCTALES PARCTALES POR EL

METODO DE DIFERENCTAS FINITAS

4.1 Introduceddn,
4.2 Clasificacdidn de Las ccuacdones diferenciales

parelales.

4.3 Esquemas de solucidn de Las eccuacdones de
flujo.
4.3.1 Esquema explicito.
4.3.2 Esquema mixto.
4.3.3 Esquema Lmplledto,
87




CAPITULO 4

SOLUCTON DE ECUACTONES DIFERENCIALES EN DERTVADAS PARCTALES POR EL METODO DE DIFERENCTAS

FINTTAS.,

4.1 INTRODUCCION

Las ccuacdlones obtenddas paxra La siémulacdbn de yacimientos son ge-
nenalmente ccuacdones difenenciales en dendvadas parciales no Lincales
para Las cuales, saluvo en algunas excepedones, no se han encontrado so
lucdones analiticas. Pon esta nazdn es necesando wtildzan métodos nu-

méricos para Llegan a una solucdbn,

Antendarmente se presentaron Las bases del MEtodo de Diferencias
Finditas que es La téendica mds comunmente utilizada para este tipo de
problemas. Ahora se preseintand una breve clasificacidn de Las ccuacdic
nes diferenciales en dexdvadas panc.éales, algunas cons{deraciones so-
bre La forma de expandix el Cado denecho de Las ccuacdones de fLlujo
[ed téamino de acumulactdn) y Los diversos procedimientas propuestos
para nesolven Las ecuacdones de fLujo de fLuidos a través de médiosd

procesos.

4,2 CLASTFICACION DL LAS ECUACTONES DIFERENCIALES N DERIVADAS PARCIALES

En gencnal Las ecuaciones diferenciales en derdvadas parciales pue-
den sen clasdificadas como elipticas, parabdlicas, hiperbldlicas o mixtas.
Cada una de estas clases pucden sen Lineal o no Lineal. La mayoria de
Las ecuaciones nesubtantes de problemas padeticas de simulacidn sun ecua

ciones no Lineales, es decdn, Los coeficientes de Las dendvadas pax
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-efales son funciones tanto de Las vandiables dependientes como de --

Las vansables Lndependientes.

Pon esta nrazdn, y en especdal Las ecuaclones hedultantes en pro-
blemas de §Lufo en des o tres fases pueden sen muy diflediles de cla-
Adflean, ya que ademds de Las no Linealidades de Las ecuaclones, es-

tas apahecen como slstemas de ecuacdoned y no come una sola ccuacddn.

Una ccuacidn diferencial pancial de segundo orden es una ecua- -
clbn que contiene derdvadas hasta de segundo ornden y mds de una va--
niable independiente. La fonma mds genenal de una ecuacién diferen--

clal pancial de segundo oaden con dos vandiabfes (ndependientes os:

o2 2 2
Al 22 B g AR e gy 2R Ly e ey
ax? Ixdy sy? dx  dy
.o . (4.1)

en donde "x" ¢ "y" son Las variables independientes y "u" es Lla va--
niable dependiente. Noamafmente "x" ¢ "y" se nefieren a posscidn pe-
ro en problemas en Los que una de Las variables sea ef tiempo "y", -
Ao puede refendn a tiempo. S& Los coeficientes A, By C son funcio--

nes dnicamente de Las vaxniables i{ndependientes, son constantes o son

ceno, La ecuacddén es Lineal., Esta ecuacdidn es no Lineal 44 cualquie-

na A, B o C es funcidn de La variable dependiente, Por ejemplo Lla -
ccuacddn (4.2) es Lineal.
B kx  3p ) S _ky ER Ly {gstbl] x,u,t | e ap
Jx W a4 x Yy ! iy AX AY 2t
o e e (4.2)
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y La ccuacdidn (4.3]) es no Lineal,

3 ( kx _p 3p |+ 3 ( ky P_ap |+ p )c .

3 x y 7 ax dy ¥ Z hy T o

lgsyp | Mt ., 3 ( 2 (4.3)
AX by 3z Z

La ccuacdidn (4.1)se clasificard como eldptica, panrabblica o hi--
perbdlica dependiendo del valor del discaiminante B* - 4AC, para un-

punto dado (x,y)

54 B 2- 4AC < 0 Etlptica (4.4)
54 B 2. dAC - 0 Parabélica (4.5
s¢ B 2. dAC > 0 Hipenb6Lica (4.6)

Esta delimitacidn involucra que La ecuac<dn pueda camblan de - -
clas{fdlcacidn dependiende de Los valores de "x" e "y" bajo considera

ceLbn {valones de Los cocfdedentes A y B,

AsL por ejemplo La ccuacddn

a2y 3%y
i=4 ——

es sddiempre hiperbdlica;
3 x* 3 y*

La ccuacddn 224 , 22

= 0 es si{empre ellptica, (ecuacidn
2 x? 5 1y?
de Laplace)
y La ecuacibn 0w 1 au es siempre parabblica, (ecua-
- -
)X o ci6n de onda)
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Sin embargo, La ecuacidn

( 1-y ) ot 2x P, [ T+y ) B, 0
Ix 2 axdy ay?

cuyo discriminante es:

D= (2x)? -4 (1 - v (1 ¢V

D= d4x? - 4 (1 v?

D - 4x? - 4 4 fy*

D= x? 4 gg -1
es eldptica dentno del clrculo x° + gg -1 (ejemplo: discniminan-

te negative) , hipeabflica fucrna del clnculolejemplo discriminante po-

sitivo] y parabélica en La frontena. (efjemplo: diseniminante cenel.

Los problemas en Los que el signo del discaiminante depende de -
La solucidn pueden presentarn dificultades especiales ya que el tipo-
de ccuacddn gobieana ef ndmero y La naturaleza de Las condiciones -

{indedales y/o de grontena.

Es decdin, wun problema complejo puede tener en un cleato hango -
una solucddén dnica y bien deteaminada mientnas que en otrno rango Las

soluclones pueden sen miltiples y no determinadas o adn no existin.

Sin embango Las ccuaciones netamente clipticas, parabdlicas o hi
perbdlicas sc mantienen como tales, independientemente de Las dimen-
Adones y del Aistema de coorndenadas que se considere, AsL, pon cjem-

plo, Las ecuaclones

a%p ., a%p
x” 3oy
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2
Iep . ! Ip_ I _3p
an 2 1 3n n 5t

son tambi€n panrabdlicas.

4.3 ESQUEMAS DE SOLUCTION DE LAS ECUACIONES DE FLUJO

La formulacidn de un esquema adecuado de solucibn a Las ecuacio-
nes difenenciales parciales es de suma Lmportancda ya que de €2 de--
penden La estabilidad y precdsidn de Las solucdones. En genenal se -
puede decdrn que entre mds implicito sea el ecsquema de so0lucdidn, se -
Logrand una mayor esdta—bilidad, y se podrdn utilizar intervalos de-
Liempos mayores ., Vesaforiunadamente, entae mds (mpllcdlo sea un es--
quema mayor send el grado de dificultad para resgolvenfo (o avanzan -
La solucdidn del tiempo t al tiempo t+al),

Por esta razdn es necesario encontran un equilibrio entre un es
quema simple que peamita {ntenvalos de tiempo pequeiiod y requiera -
poce tdlempo de cdmputo para avanzaxr La solucddn y un esquema muy com
plicade que sea estable adn para intervalos de tiempo ghandes pero -

que requiena un tlempo de edmputo considerablLemente mayon.,

Determinante en La fonmulacidn de estos csquemas es ed nivel de
tiempo af cual Los téaminos de fLujo, o sea Las derdlvadad espaciales,
se evaldan, Tnes de Los esquemas mds comunmente utlldizados son el eb
quema explficdito, cf csquema mixto y el esquema Lmplledto. Su LEustra

cidn se hard mediante La ecuacddn simplificada de §fLuso monofdsico:

O d Py . 3 (4.7)
3 X uB X 2t
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ta cual se aproxima en diferencias finitas como:

_ B _ . VUpg n+l _,n
Tipigo WPipq Py b - Ty p oy by ) e (p} Pi
. {4.8)

en donde, Tx es La transmisividad entre Las celdas y Vpy 8 ef vold-

men total del bLoque <.

4.3.1 ESQUEMA EXPLICITO.

En este esquema, Las phresiones y transmisividades de Los téamd--
nos de §fujo se ecvaluan al nivel de tiempo conocido "n",
Porn esta razdn es el esquema mds sencdflfo. Su expresidn en dife-

rencdas ginditas sc escrnibe como:

n n -0 n n B bi ntl
T w P b Ty Iy ey g

(4.9)

nt+1

Como en esdte esquema La dnlca {nclgnita es Py

, para avanzai

La s0lucidn de "n" a "n + 1" Lo que se rnequdiene es apllcan La ccua--
eddn (4.9) a cada uno de Los puntos de La mallfa. Pon suw sencilfez es
te esquema presenta Limitaciones fuentes de estabilidad Lo que Lmpld
ca tenen que wsan intenvalos pequeios de tiempo al avanzarn La solu--

cibn, Eata Limitacién hace que su aplicaci6n sca {mpadctica en La ma

yornfa de Los problemas de s.imulacidn.

4.3.2 ESQUEMA MIXTO.
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Este es el esquema que se utifdiza con mayon grecuencéa y consis-
te en evaluan Las presdones al nivel nuevo de tiempe "n o+ 1", mien--
tras que Las transmisividades se evaluan al nivel de tiempo conocddo

"n'", AsL, La ecuacdbn en diferenclas findltas se expresa como:

v
n n+1 _.n+l - Tyl n+l _ n+1 R bi ntl_ n
ez i i L P B AP ot tpy oy
Co .o (4.10)

Para cada cefda para La que se escaibe La ecuacibn (4.10) sc tie

nen ahora tres incégnitas p?fi , phtl o pntd

. . 0 ’ ! -

; 141 PO Lo tante para avan
zarn La solucdidn del tiempo "n" af tiempo "n + 1" se nequiene esendbin
Las ecuaciones para todas Las celdas y posterdiormente nedolver un -

sistema de ecuacdiones algebradlcas Cinecafes.

Este tipo de esquema se utiliza con €Exito en simuladores arcafes
y tridimensionales en Los cuales, en general, no se dan cambios brus
cos de presiones y/o saturacdones de un dnternvalo de tiempo al othro,
Sin embarngo pueden presentan sendas Limditaciones de cstabilidad y o -
consecuentemente requendn intervalos de tiempo muy pequeios en sdmu-
Ladonres de flujo convengente tales como simuladones de condgicacidn-

y algunos simuladonres de secciones thansvensales.

Es de mucha impontancia La foama en que se manejan Los téaminos-
fucnte en este esquema, especiafmente en modelos traidimensionales y-
de sccciones transversales cn donde existen pozes teaminados ci va--
nias capas. Una formulacibn i(nadecuada de Los términos fuente puede-
disminuin La estabilidad del modelo y neducdin en mucho ef mdximo (n-
chemento de tdempo (at) peamisible para obtenen resultados acepla- -

bles,

94




4.3.3 ESQUEMA TMPLICITO,

Este esquema consdiste en evaluan tanto Las presiones cemo Las --
transmisividades al nueve nivel de tiempo "n + 1" gquedando La ecua--

cldn en difenencias finitas como:

- ontl n+1 n+1 n+l n+l1 n+l bi n+1i
T ey ey b Ty, ey eyl b e —— -

. oo 4T
Nuevamenze, al escnibin La ecuacidn para cada celda Las L{ncdgndl-
n+l n+1 ~'n+1

P

Las naies ) , AR
tas nesuliantes son py i, P, Py

, por Lo tanto para avanzah -
La solucidn hay que escenlbin las ecuaciones para todas Las celdas. -
EL sdistema nesultante no pucde evafuarse dinectamente ya que Los coe
flclentes Tngi/Qdependen de prescones af nivel "n + 1", 0 sea que -
se Llene un sdstema de ecuaciones no-Lineales. La solucidn se Logra-
mediante téendcas (tenativas tales como La de Newton-Raphson extendd

da al casc de variables madltiples.,

Porn esta nazén el csquema mplicito ecs el que {involucra mayor es
fuenzo de chdmputo patra avanzan la selucibn de un nivel a otrno (Lres-
0 cuatro veces mayor que el esquema mixto) sdn embango esta foamula-
cldn penmite wtilizarn ncrementos de tiempo muchoe mayonred que el es-

quema mixto y adn peamenecer estable.

Para §Lujo multifdsico, Las técndlcas de solucidn utilizadas nor-

malmente combinan Los des dLtimos esquemas presenitados.,

La §igura adjunta presenta una companacibn esquemdtica de Los --
trnes esquemas en La cual Los clreulos nepresentan Los puntes en Los-

ctales se evaluan Las presiones y Los tridngulos Los puntos en donde
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se evaluan Las thansdmisividades.

ESQUEMA EXPLICITO.,

n n
; Tyir1/2 Tait1/2 |
l

i-1 | it

P
A A
n n
l Tu-1/2 | Teiti/2 l
i i i+1
ESQUEMA IMPLICITO.
ntl n+l ‘ nt
- i Pisi
o -6 O b O
ntl nt
Tri-1/2 Txivi/2
Py
? |
|
i-1 i i+l
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De acuerdo a €a discusibn antenion, Las ecuacdlones en dife-
nencdas finitas presentadas en €as secelones previas pueden sehr
nesueltas utifizando dos procedimientos diferentes para proble-

mas multifdsicos:

EL primen procedimiento es {mplicito en presidn y explicito
en satunacdidn (IMPES) y el segundo es L{mplleito en presibn y sa

turacibn [IMPIS).

En La mayonla de Los estudios de yacimicntos se puede ulill
zan ventajosamente el proceddimiente IMPES, sin embanrqe, en proe-
blemas tales como condficacidn en donde 8¢ utifizan celdas muy-
pequeias cerca def pozo es necesardlo usar un proceddimiento ----

IMPIS o una de sus vardaciones,

En problemas menofdsicos La presdidn en Llguddos, o el poten
cial neal del gas para gases son Las dnicas variables dependien
tes y es convendente caleulanlas implicitamente. Por esto para-
problemas monofdsicos no hay Limitaciones en el tamaio del in--
tenvalo de tiempo a utilizan, en cuanto a cstabilidad se nefle-

ne.
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CAPITULO 5

SOLUCTON DE SISTEMAS DE ECUACTONES ALGEBRAICAS.

5.1 INTRODUCCION,

EL objetivo de esata seccidn es presentar manchas de nesolver Las
ccuaciones de presidn, Lasy cuakles forman un si8tema Lineal de ecua--
ciones somultancas. Dichas ecuacdones pueden ser escnitas con La s4-

guiente netacddin matricial:

Ap b (5.1)

La ecuaccdn (5.1} puede ser LLamada ecuacddn vectoriLal o ecua- -
cidn mataicial y Aepresenta un ndmenv de ecuaciones Lineales simulita
neas , debdido a que Las eccuaccones son Ldlneales, por que La matalz A
contiene solo coeficientes que son constantes. EL veeton "p" nepne
senta Las (nclgnitas de presidn en todos Los puntos del sistema con-

sidenado,

La sclucidn de La ccuacddn de presibn puede sen en todo caso muy
sdmple o muy compleja, dependiendo del problema §Lsico. Cuando La sc
Lucidn es nelativamente fdell, como en el caso de problemas de una -
dimensién y muchos problemas de dos dimensiones, La sofucdidn de La -
ccuactén deo phesidn constituye s0lo una fraccidn def tlempo total --
computacién y del costo de La simulacidn del yacimiento., En proble--
mas difLciles como algunvs de dos y La mayoria de treds dimensiones,-

ed esfuenzo nequenddo pana nesolven La ccuacddn de presidn tiene un-
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mayonr slgnigicado en nelacibn al nesto del problLema de La simulacidn

def yacdimiento.

Existe un ndmeno de técenicas parna rcdolven La ecuacddn (5.1), La
mayor parte de €stas estan onlentadas hacla problemas de dos dimen--
sdoned puesio que estos ccunnen mas frecuentemente en simulacidn de-
yacimientos. A continuacidn se explica un nimero de téendcas de solu

cidn comunmente usadas para La simulacidn de yaeimientos.

5.2 PROBLEMAS EN UNA DIMENSION.

Para ¢ problema de una dimews.ibén, se puede sea mds cspeclfico -
acerca de La interpretacddn de La ecuacdidn vectorlal A p = b, Parna -
painciplar considénrese el sigudlente diagrama esquemdtico (Fig. 5) -
wsando un ndmeno de cefdas Nx fas cualfes se encuentran numeradas de-
{Lzquienda a denecha. Cualquien celda puede ser nedendda a La celda -
"L ocon el propdsdlto de esendbd(n una ecuacddn gencaal. De La ccua- -
cidn de simulacidn de yacimientos, se sabe que una ecuacdidn escrita-
para La celda "i" involucra tambdlén Los valfonres de Las dos celdas --
continuas padximas, desde Las cuafes puede ocunndin el feujo de §fludl-

dos. lna ecuacddn para La celda "(" presenta el sdigulente aspecte:

a, p., . +b p.toc.op,, o= d, (5.2)

Pana La celda 1e 1, solamente una celda esta préxima, y esto he-

presenta La condicidn Limite de no fLlujo en el f4nal de La celda.

Sus ecuaciones esdtan dadas pon:

b . 3)

w

fp Py teony, s dy (




3 + b, y = d 5.«
i1 Pusen T P T s (5.41
A continuacdiln se phesentan Las ccuaclones cornespondientes a -
un problema de cinco celdas, estas celdas se encuentran esquematiza
das cn La [Fig. 5.7). Para este problema de cinco celdas se tienen

cineco incdgnitas  Lilenen wna solucddn dnica.

big Pyt ey Py = dy (5. 3a]
Qg Pyt byapy * e, P, = d, (5.530])
Qg Pyt by Pyt cpq by = dy (5.3c]

@y Pyt biu R y {5.3d)

Ty Pyt by ey - 4y (5.3c]

Las ecuacones (5.3), pueden sen esendtas en foama matrdicial,

La cual es La sigudente:

b., ¢ 0 0 0 | p]~ i d1
T2 bis “i2 0 0 P2 d,
0 T3 by s 0 Pyl = | 4
0 0 aiu biu Qlu Py d“
0 0 0 a,. by P d

I o (504)
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EL arneglo de Los coeficientes es una matraiz, designada pon A,
Los arneglos de Las L{nchgnitasnpry de Los Léaminos independdentesmd”
-» -

son vectonres, denotados como p y d nespectivamente. la ecuacibn -

vectorial del arreglo es la ‘sigudiente:

> >

Ap = d (5.5)

AL inspecclonan La matriz mostrada en La ecuacidn (5.4}, se ve-
que £od8 coefdlcdlentes estan alineados en una foama diagonal. Esto -
sdempre serd el caso s4 se ordenan Las celdas de L{zquienda a dene-

cha como se muestra en Las figuras (5.1) y (5.2).

La matniz A es una matriz tridiagonal y es caractenlstica de -
problemas de una dimens.idn. NGtese que Las tres diagonafes son ce--
nradas, s4n cenos {nteamedios. Este tipo de eccuacdones vectonlales-

son muy fdedles de nesolven,

5.2.1 TECNICAS DE SOLUCION,

Como efemplo de algunas de Las técnicas de solucidn de ecuacie-
nes, consdidérese La eccuacidn para el flujo monofds.ico, {ncompresi--

ble, (eldptical.

En La dircceddn "x" La ccuacidn antendion queda de La sigulente-

manera:
I Chx _ap ) + q =0
- ’
o B ax
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44 el medio es homogéneo, entonces no lhabrd vandiacién en La penmea-
bilidad ¢ kx es constante ademds 4.4 ef medlo es {ncompresible, el -
facton de voliimen B ¢y La viscosidad yw se pueden conséderan come - -

constantes, Lo que nesulta:

34p N quB

0, {5.5)
ax? lx

Nota: En La prdetica es prefenible no hacen este tipo de simplidica
ciones ya que es convendente conservan las unddades de cada téErmino

en unddades de gasic.
En el sistema padetico de undidades de campo,

bx = pexm [ 1,127 x danedes)

poo= presddn | £b/pgg)

¢ = gasto de [ingecceddn (+) {(stb/d /p.éo.3 nocal
X = ddstancia {pies)

p T vdscosdidad (cp)

Escadiblendo La cecuacddn (5.5}, en difenencias finditas

p. . cZp.tp.,
i-1 : il 8 q stb/d

{ px}? hox vol, cebda {

EJEMPLO No. 1
Caleulan el gastv y CLa distnibucidn de presiones para el slgudiente

Alstema.
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FIG. 5.1y5.2

kx = 200 mD

w =1 ep
A = 200 pLCéQ
p. = 600 £b/pg?

p, = 100 Eb/pg2
Se tiene un sistema Lineal, meddio homogénco, hay un pozo Lnyee-
ton en £a celda 1 y un pozo producton en La celda 7.
SOLUCTON:
Los gastos sc pueden caleulan con La ecuacidn de Darcy

kA ap . _(0.2) (1.127) (200)  _ (600-100)
TR (1.0 (360)

qQ = 62.61 bfs/dLa.

En este caso panticulan Las presiones se pueden calcular en una-
forma muy sencifla, Considenando que se trata de un sL8tema Linceal, -
La presibn varla en forma Linecal para cada celda y el gradiente -
permanece constante en el sistema, se puede hacern una grdfica de x -
vs p tomando en cuenta Los dates proponcionados, de tal manera que -

para cada distancia se pueda tenen un valfon de presdidn,
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< 400 i
(o8
350
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Z %0 oy p, 266.6
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Q | | A
200 ! " p-183.3
f o 1
I % 1 p= 100
100 - - - 7
!
. !
L 1. i I P

60 120 180 240 300 360 420
x(pies)

Otra gorma de resolven ¢l problema es utilizando La foamulac.idn
en diferencias ginitas. Escaibiendo La ecuacidn genenal para cada -

nodo en el cual no se conoce La presdidn, se tiene Lo siguiente:

p.

o1 T EPpt

st w Bo

5 * [q Atb] = 0
{ax)” kx (vet. det node ()
sustituyendo Los valones conresponddientes en La ecuacddn anterion:

Pi-1

- ? Pyt Py

. L1.0) (1.0) (q stb/d)i |
(60)° (0.2) (1.127) (200x60)

donde panra {q stb/d), = 62.61, (q stb/d), =-62.61. Los gastos son -
Lguales en valor absoluto debide a que el flujo es Lncompresible --
por Lo que se dice que el gasto que se inyecta (+) es igual al gas-
to que se produce (-). En Las celdas 2,3,4,5,6 exsdte gLufo pero no

hay guentes ni sumideros por Lo tanto:
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(g 82b/d); .y 5 4 5 ¢ = 0; Las ({nedgnitas son Las p

i-2,3,4,5,6°
para Lo cual se Tdene que escribin La ecuacién en diferencias para -
cada uno de Los nodos en donde no sc¢ conoce £a presibn. Para esto se

tiene Lo sdgudlente:

Nodo

£=12 4 - lp, + Pa + 0 + 0 + 0 + 0 = 0
£=3 0 + Po - Ip, + Pyt 0 + 0 + 0 = 0
{=4 0 + 0 vt opg - Ipy 0 pg 4 0+ 0 = 0
L£=5 0 + 0 + 0 + py - Ipg ¢+ P * 0 = 0
L=6 0 + 0 + 0 + 0 + Py - Ipg 4 py = 0

pasando Las presiones conocidas al Lado denecho de fas ecuaciones

- 2p, t s 1 0 + 0 + 0 = - 600
I N T 0
0 t Py Zpy, 4 pg  * 0 - 0
0 + 0 + Py - lpg o+ pg = 0
0 + 0 1 0 + Pg - Ipg = - 100

Este sistema de ccuacdones Lincales se puede escnilbin en nota- -

cddn matrledlal como:
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F- 2 ! 0 0 0 ‘pQ -600
] ;2 ] 0 0 P 0
0 ! -1 ] 0 Py, 0
0 0 ] 2 ] P 0
0 0 0 ] -2 pﬁ_ L-IOO

EL anneglo de Los coeficientes puede sen LLamado matniz de coe-
fLctentes (A), el anneglo de Las presiones p (s) como vectorn de in-
-

cbgndtas (p) y el anneglo de cocficientes del Lado dernecho de La -

Ltgualdad como Lado denecho (D). La ecuaciln vectorial del anreglo -

es La sdgudente:
Ap =D

premulitiplicando a La ecuacidn vectornial por La inversa de A, con -

el objeto de tenen el vecton de Lnebgnitas en funcidén de (47 y (D)

AP Ap = At e ATt

Este sistema podad nesolvense por {nvensidn matricial solamente
54 es posible obtenen La {nversién de A (A™Y en otras patabras s6-

Lo 84 de t#0.

Para s.istemas pequeios es relativamente ascncillo obtenen La An-
vensa de La matniz de cocficientes, peno para sistemas grandes pue-
de sen ventajodo wutdldzan en La dolucibn métodos {terativos.

Una {Lustracdbn de Los métodos mas comunes se presenta a contlnua--

clbn,

5.3.1 METODO DIRECTO,
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Antes de presentan el método directo se necordarnd el teorema fun-
damental de equivalencia, el cual es La base para el desarnollo de fa
eliminacién de Gauss. Este teorema s¢ exphresa de La sigulente foama:
S{ en un sdistema de ecuaciones se sustituye una de eflfas por una com-
binacidn Lineal de Las ecuaciones del sistema, se obtiene un nuevo --

sLatema que es equivalente af anterlon.

5.3.1.1 METOD0 DE ELIMINACION DE GAUSS.

Este método cs un método exacto para resdolvern sdstemas Lineales,
el cual bdsicamente consiste en sistemadizan el teonema fundamental -

de equivalencia.

EL método consiste en aplicar a uha matrniz ampliada (La cual se
gorma con fa matriz de cocficientes y el Lade denrccho de La ecuacidn-
veetondal (5.4 ), un ndmero deteaminado de opehaclones, Las cuafes -
son LLamadas operaciones elementales sobre Los nenglones de una ma- -
tniz, con el f4in de obtenern un sisdtema equivalente al antealon en don

de sc¢ pueden obtenen facifmente Las (ncdgnitas.

Tomando ef sistema cndiginal, el objetive es transforman a La ma--

tniz de coeficdlentes A, en una matriz trnidiagonal superion.

— - - -
W I o o o] pﬂ 600
0 -2 ] 0 0 P, 0
0 - ] 0 py | 0
o 0 1 -2 ] P, 0
0o 0 0 1 -2 n 100
3 L
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gormando La matniz ampliada, se obtiene:

, -
-2 1 0 0 0 } 600
0 2 ] 0 0 l g
[
o 1 -2 1 o | 0
I
0 0 ! ¥ ] { 0
|
¢ 0 0 1 -2 { -100
-2 ! 0 0 0 ! -600
f
0 -3/2 1 0 0 ! -300
|
o 1 -2 0o | 0 12 multiplique el primen
0 0 ] -9 1 : 0 renglén pon 1/2 y sdmese
: al segundo renglidn,
0 0 0 ) 2 | -100
~ ‘ -
-7 0 0 0 : 600
0 -3/2 1 0 0 } -300 2% multiplique el segundo
0 0 -4/3 1 0 { -000 renglén por 2/3 y sdmese
f al tenceno.
0 0 ! 2 I ! 0
{
0 0 0 2 : ~100
L- -~
~ | -
-2 ! 0 0 0 L -600
I
0 -3/2 1 0 0 : -300 3¢ multiplique ol tercen
0 0 473 1 0 : -200 nengldn pon 3/4 y sdmese
! al cuante nenglén,
0 0 0 -5/4 1 i - 150
|
B 0 0 0 ! -1 | -100




42 multiplique el cuaxnto
nengldn por 4/5 y sdmese

al quinto.

-2 0 0 0 | 600
|

0 ] 0 0 } -300

0 -4/3 1 0 ! =200
|

0 0 0 -5/4 1 { -150
|

| 0 0 0 0  -6/5 : -220

- (220) (5)

Pon Lo que pg =
- 6

el cuarto nengfin

- 5/4d pg + pg = - 150

(-150 - 183.33) (4)

o

-5

y a La vez sustiluyendo p en el 3en nengldn
g Y P g

- 4/3 r, - 200 - 266.67

350 ¢b/pg’

P,

alora p, en el 2do nengldn

- 3/2;33 - 300 -350

P 433.33 £b/pg?

3

y pon (dLtimo, sustituyendo p , N el lea nengldn

- 2p,- - 600 - 433.33

o= 516.67 tb/pg”

1o

2 .
18§3.338b/pg sustituyendo este valon en

- 266.67 £4/PG"




obteniendose La siguiente distrnibucdidn de presiones:

P, = 600 psd, Py = 516.67 psi, Py = 433.33 ps.i, p, = 350 psi, pg o=

266.67 Pe = 183.33 pad y Py : 100 psi.

q:626 q:0 q:0 q:=0 q:0 q:0 | q=-626
., ., - n3 LN R - .,
p=600 | p= 5166 | p=433.3} p:=350 | p=2666|p=183.3 | p= 100

qalbi/zdia) , plib/pg?)

5.3.2 METODOS 1TERATIVOS.

5.3.2,1 METODO DE JACOBI. (DE PUNTO JACOBT)

Escndibanse Las ccuacdiones de tal mancra que cada ecuacdldn conten-
ga wna nedgndta en funedldn de Las ctras cantidades, La incdgnita co-
nnespondend con el onden de £a ccuacdidn, Porn el oadenamicnto de estas
ccuacdones La incdgnita tiene genenalmente el coeflclente mds ghrande.
Este método convenge siempre que por Lo menocs un clemento diagonal -
sca, en valon absoluto, mayor que La suma del nesto de Los elementos-
del mismo nengldn. Aplicande el método el ejemplo antenion,

L= 2 p, - p, tp, =0

1 3

“lp, - Py Py

i




y32=1/2(p1+p3 )

L= 2 pm+1 = 1/2 | pm top ) = 1/2 | prg t 600 )
) 3 1

Haciendo Lo mismo para Los siguicntes nodos se tiene:

L= 3 pr;” = 1/7 | p? topy )

C - 4 m+1 m

i = py, ~ = 12 {py+ p,)

. m+1 m

L= 5 pg = e { py, + pﬁ)

. +1

L= 6 p'g' = 1/2 | prg* p,]) = 1/2 | p2+ 100 )

En Las eccuaciones anterdiones La inchgnita estd en el Lado {zquier
do de La igualdad y se Le asigna el nivel de {texacibn "m+1", La pax-
te conocida se encuentra en el fLado denecho y se Le asigna el nivel -

de. {tenacidn "m",

EL proceso {ternatlive consdiste en suponer valores para cada una de
Las incdgndtas, nesolfviendo las ecuacdones del método y mediante Este
proceso mejornan Los valonres supuestos por medio de L{feraclones.
EL proceso se continua hasta que dos valones consecutivos de todas --

Las vandiables presentan una vardacddn a una tolerancda predeteaminada.
} p

EJEMPLO:
lera Tteracidn

0
suponen: Po= Paz PP, -

m = 0

m+ 1 = 0+ 1 =]

entonces:

e




Py = 1/20py « po ) = 1/2 (600 + 0) = 300
py = 1/2p) + po ) = 1/2 [0+ 0) = 0
pi = I/Z(pg + pg ) = 1/2 (0 + 0) = 0
pé = I/Z(ps + pg ) = 1/2 {0+ 0) = 0
pé = I/Z(pg + pg ) = 1/2 [0 + 100) = 50

2da Tteracdén

1/2 (0 + 600) = 300

1]

1/2 (300 + 0) = 150

pG = 1/2 (0 + 100) = 50
Para Las demds iteraciones el procedimiento send el mismo, hasta
el ndmeno de {teracdiones nequenidas. Para €ste cjemplo el ndmere de-

Ltenacdones pedidas ey de nueve, Los hesultados son presentados en -

La tabla [(5.1).

5,3.2.,2 METODOQ DE GAUSS SEIDEL.

Este méEtodo es similar al de Jacobdl, pero peamdte aceleran Lla --
covengencda del método itenative, al tomarn ventaja del hecho de que-
cuando se¢ caleulan vaniables posteniores a La segunda, Las {ncdgni--
tas de menon subdindice se conocen a un nivel de Lteracddn mds avanza
do. Este es el método de Gauss-Seldel tambi€n LLamado de {teracdones

panciales o desplazamientos sucestvos,
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Para el ejemplo

P

m+1

P

P

m+ 1

?

3

4

Pg

P

lera Ttenacidn

supondendo nuevamende

2da Tteracid

1
600, P

S
5

p% 100 ps4

m+1

6

n

m+1

m+1

1t

antenion Las ccuaciones se escniben como:

= 1/2 (pg 1 p?)

= 1/2 (p2+1 pw)

= 12 (pYTh e pl)

= 1/ (pyT o pR)

= 1/1 (p'g+1 i p?}

que p = p3 = pp
m = 0
mo+ 1 o= 1
1/2 (0 + 600 ) = 300.00
1/2 ( 300 + 0 ) = 150,00
/2 {150 « 0 ) = 75,00
/72 ( 75 + 0 ) = 37,50
1/2 ( 37.5+ 100) = 68,75
300, pi = 150, py = 75, pe -
1/2 (150,00 + 600) = 375,00
1/2 (375 +75) - 225
1/2 (225 +37.5) = 131,25
1/2 (}37.25 +68.75) = 100
1/2 (100 + 100) = 100
14




3na Itenracdibn

p2c 600, p2 = 375, p2e 225, pl e 131,25, pl- 100, pp = 100
pg = 100 pad

py = 1/2 (225 + 600) = 412.5

py = 1/2 (412.5+ 131.25) = 271,87

pf - 1/2 (271.87 + 100.00) = 185.93
p; = 1/2 (185.94 + 100.00) = 142.97
po= 1/2 (142,97 + 100.00) = 121.45

ITtenando sucesfvamente se obtienen Lod valores presentados en La ta-

bta {5.2).

5.3.2.3 METODO DE SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESTUVA (PSOR)

EL concepto de sobaernelajaciin es un método de aceleramiento en -

La convergencia de £od antenionres procesos (terativos. En este caso -

m+1

el nueve valor de Lteracdln p se obtiene con pante def nueve y pax

te de La {teracdiln anterion p ™

Para ed ejemplo antenion, Las ecuacdiones del método PSOR se escrl

ben de La sdgudlente mancra:

pm+1 = w(]/z (pf;l+ 600) ) ¥ (;_(u) pm

2 2
1 i
p2+ = wl(l/? (pg+1 + pU) b+ (1-w) pg

m+1 mtl m m
Py c w(l/2 (p3 * ps) Y+ o (1-wl op

p2+1 = w(l/2 (p':+1 + pg) b+ {1-w) pg

15




- w(l/2 (p F100) ) F (1-w) pm
6

durante La sobrenelfajacidn, se amplifica La magnitud del cambio de -
presidn durante cada Ltenacidn multiplicando €ste camb.io de presilln-
porn un pardmetro de nelajacidn, w>1.,0.

S{ w estuviese comprendido entre ceno y uno, se tendrnla bajorelaja--
cidn. Este procedimiento no es efectivo pana el tipo de problemas de

yacimientos,

S{L w =1, ¢l PSOR se reduce al método de Gauss-Sedldel. Ahora u--

sando un valon de 1.334 para w s tlene:

lerna Ttenacdén

suponLendo pg = pg = PS = pg = pg = 0
Py = 1,334 (1/2 (0 + 6001 )¢ ( 1-1.334) (0) - 400.2
py = 1,534 (1/2 (400.2 + 0))+ [ 1-1.334) (0) = 266.93
e 123341 1/20266.9 « 0)V1+ [ 1-1.334) 0] = 178.04
Py o= 1,334 1172 [176.0 + o))+ [ 1-1.334) (0) = 116.75

+

e 1.334 [1/2 (11§.7 + 100)1+ | 1-1.334) (0] = 145.9]

2da Iteracddn

py = 400.2, pl - 266.9, py = 176, pi o= 116.7, pl = 145,91

p% = 100
P2 - 10334 (1/2 (2669 + 600) + (1-1.334) (400.2) = 444.57
po s 1,334 (1/2 (4445 « 176.0) + (1-1 334] (266.93) = 326.13
poo= 1,334 U1/2 (326,13 + 118.7) + (1-1.334) (178.00] - 237.27

16



1.334 (1/2 (237.27 + 145.9) + (1-1.334) (118.7) = 215.91

DN N

3 1.334 (172 (215.91 + 100) + (1-1.334) (145.91) = 161.98

{tenando sucesdivamente se obtienen Los valores presentados en La ta-

bLa (5.3).
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TAB LA 5 .1
Ine Mmmmh.ph t e & Mzn i oo xu.l

Ta Za 3a Ja 5a éa Ta $a 9a 10a Ila
p 0 300 300.00 375.00 375,00 415.625 415,625 J42,1875 442.1875 461.13 46 .13 475,09
P 0 0 150.00 150.00 231.25 731,250 2§4.375 284.3750 372.2600 322.2¢6 350,19 350,19
p 0 0 0 §7.50 §7.50 183,125 153,125 202.3440 202,3440 239.26 239,25 266,94
P 0 0 25 25.00 75,00 ::.io;w.o 120,313 120.3130 156.2500 156.25 183,69 183,69
p 0 50 50 67.50  62.50  §7.500 §7.500 110.1563 110.1563 126.12  125.12 141,84

T AR LA $ .G
Ine &ph.o\.ﬁ S A ,..M_n:wsfcel:m.!em.,l:il )
indedal — o

Ta la 3a da Sa ba 7a fa 9a 10a Ita
P 0 300 375,00 412.50 435,94 &m,wt.mulola:.?}o!.mlmﬂcf w.w.ms.mmoo 490.7100 497,27 502,06 505.72
P 0 150 225,00 271,87 aiﬁ :J!..m_c 364,160 mm._..‘.:cc 394,4000 404,13 411,43 416,91
P 0 75 131,25 1§5.94 226.95 N:.:lo!e.mwo.:c 296.0800 311.0600 320,80 328,10 333,57
P 0 37.5 100.00 142,97 :&.MJM- awﬁtxﬁ.m.o! Ni:..«mm -.mx:l,uolcc 237.4600 244,76 250.24 254,35
P 0 68.7 100.00 21.48 ::.,: a ::rn_).smlg Mw.\..:ms Q_.ow.mﬁwo ;_m.:mo 172.3% 175,12 177,17

1Ha




1.334 (172 [237.27 + 145.9) (1-1.334) (118.7) = 215.91

n

(o230 SRR $2 % a8 ]

1.334 (172 (215.91 + 100) + (1-1.334) (145.91) = 161.98

Ltenando suceslvamente se obtienen Los valores presentados en La ta-

bla (5.3).

——
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Tont nuy i e
N ﬁ‘t‘ aw.c—( “«'“n o T
12a 13a 14a 15a loa 174 Isa 1a
475.09  485.51  485.51  493.304 493.30 499,014 139,04 505,50
371,07 371.00  386.61  586.610 395.29  95.:9  g07.05  t07.05
266.94  287.70  267.70  303.260 305.2§  311.96  314.96  325.70
204.39 204,39 219.95  219.950  231.63  2531.65  140.35  240.3 T
141,64 152,19 152.19  159.980 150.95  145.51  16b.81  170.19
\
I S N
12a 3a 14a I5a 160 Y70 ase 194
505.45  510.50  512.04  513.200 514,06  514.71  sih.co 51557
12101 424,04 126,40 425,036 129.43  43c.41 4304 d43l.es
557.66  340.76  343.07 344,800 34610 54700 347.50 546.35
257 13 259.73 28147 267.768 26374 ced. i1 26500 265.43
178.71  179.86  1§0.73  151.350  181.57 157,00 180,72 -

9




T N .o .

Iné. Zﬁﬁg;aﬂ« Ctenac{dn o

la Za ja da Sa ba Ta sa Ja I0a
p 0 400.2 444,57 469.24 485,13 509.60 512,58 515,580 516.0800 516.48 516.57
p 0 266.9 326.13 362,31 406.96 123.6%8 428,63 431,63  432,7600 433.10 433,24
p 0 178,04 237,27 306.43 329,39 342.50 346,84 348,88 349.5500 349,84 349.94
P 0 118,75 215,91 240,31 274.75 262.67 265.10 266.01 266.4400 266.58 266,63
P 0 145.91 i61.98 i72.8%§ 178,87 1§2.15 182,66 163,11 183,.2500 183,31 183,32

.oept o= 10334




TA B LA - (ot Ar)
7T oo L 0 n
Ila 12a 13a lda I5a lé6a ila 18a 19a
516.63 516.66 516.57 516.63 516,56 516.66 516.66 516.66 516.66
433.30 433,30 433,24 433.30 433,352 433.33 433,33 133,33 433,33
349.98 349,99 349,94 349.98 549.99 349,99 549,99 349,99 3549.99
266.65 266,66 166.63 266.65 266.66—_—— $66.66 266.66 266.66 266,66
183.33 183,33 183,32 153.37 163,33 163,33 153,33 163.33 183,33




Comentandics y conclusiones

En Las tablas antendones se obsecrva fa eficiencia de cada uno de

Los métodos, Obtendendose Los nesultados sigudentes:
al .- Para el método de Jacobd debido a que ef método por estructura-
cidn es Lento, arhofa un total de 74 Lieracioned para convengin,
con una Tolerancda de 0.001 de presddn, Llegandose a La sdigulente --

disEnibucidn de presdones:
py - 600.000 to/pg’
py = 516.666 "
py = 433,324 "
p, = 349.999 "
po = 266.659 "
pg - 16€3.329 "
py o= 100.000 "

b) .~ Paxna el método de Gauss-Seidel como be planted antenioamente e
muwehe mds efledente, arncjande un total de 36 (teraclones para con--
vengia, con una tolenancda de 0.001 de pnaesidn, obtendendose La &4--

gulente distnibucibn de presdones:
Iy = 600,000 fb/’_)g'z

P, = 516,666 "

Py 433,320 "
p, = 349.990 "

h

P o= 266,659 "

ez



de Los otnos coeficlentes para algdn nodo. Flsicamente en s.imulac.ibn
de yacimientos, esta condicddn es siempre satis factonia 44 se tiene-
gormulado un sistema fLsico propio. Los nrequenimientos para que esto
ocurra es que La compresibilidad del sistema §Lsico sea posditiva, el
trnanscunso del tiempo posdtivo, y La thansmisividad positiva. S{ el-
PSOR no converge, es& posdible que haya un ernor en el s.istema §Lsico,

probablemente ocurnra una compresibilidad negativa en algdn nodo,

m + ] max

!dl . pn'1+1 . Pm

max L

La proposdicién de convergencia puede sen anallzada por ef téami-
no LLamade facton de reduceldn, p , paimeno se definirnd una medida-
de convengencia nefenida a una variable a cada mdximo res.ldual., S{ -
se observa el mdximo residual a cada {teracibn y se trhaza este valon

vs el ndmero de {teraciones se tendrd La Fig. | 50 )

Iog / rl,] /moX

CONVERGENCIA
ASINTOTICA

k iterociones
FIG. 5a

Durante Esta convergencda asinténdica, el mdximo zesidual y todos
Los otnos nesiduales en Las celdas ¢stan gobeanadas porn La relacddn-

sigudlente:




donde p es LLamado el factor de neduccidn y es <gual al radio espec-

tnal de La matrniz fonmada dunante el proceso PSOR,p depende del va--

Lon de w y La veloedidad y nazén de convengencda.

EJEMPLO :

Calcule I dl‘ y n, en donde o-

por el método de Gauss-Seddel

Solucdidn

] s

[l

max

De La tabla 5.2 se tiene Lo sdigudente:

7a Lteracddn

p_ = 482.0800761
p = 381.4331055
p o= 295.0959960
p, - 227.7515252
p - 163.6656616

diferencia mdxima

12,

difenencia mdxima

9.

de La gdnmula

fa {teracdd

490.7165527

394.4030762

311.0671997

237.4664307

168§.7332153

n

Ja L{ternacddn

497.,2015381

404.1343689

320.5800399¢

244,7668076

172,3834038

enthe La 7a y 8a Ltenacddn

97120357

entrne La §a y 9a {teracddn

7332001

i!mol
o
flma x

| m
1,
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entonced

p . 173320001 - 7503698442

12,9712037

COMPORTAMIENTO DE w

En genenal, sc puede obtener un valor de w que optimize el proce-

s0 Ltenativo. Una manena psidetica de obtenex “Opt , condLste en efec

tuan unas 10 {teracdenes conw = I, Entre La 7a, 8a, 9a, y 10a se ob--
tiene p. Pon ejemplo para el problema de Gauss Seddel p - 0.75037

(UO[)L'.= 2 = ’.334

I v/ 1 - 0.7507

EC pardmetro de nelajamicnzo w cs mayor para problemas mas com--
plicados, por ejemplo; ghandes contrastes en peameabilidad y su com--
porntamiento esquemdtico es sdmilan al presentarfo en La sdgudente §4

gura,

No., de (tenracdidn
para alcanzar La
convergencda,
10 1.5 20 w

5.4 EJEMPLO DE FLUJO MONOFASICO BIDIMENSTONAL TNCOMPRESTBLE.

De La cecuacidn para §€ujo moncfdsico incompresible en 2 dimensio-
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e,

3 ( fox ) b 3 ( hy  ap v =0
39X j1gBo 0X Jy uglio dy
Expanddiende en digerencdas findtas, supondendo ky, hy, y Bo como cons
tantes
kx Psoii 7 MPr T Payy by Piion T PPyt P 5
Be (L".K)L Bo (Al_l)?
a .
Eqs 0
{vol. del nod())}.
| -7 A
100 . .2 P
Datoas 5 - e - - |
|
hy = 200 nb. :
. o o} O o) |
hy - 50 wb. 20 f 2 3 1
Yo - 1.5 ep. ’{6 g
L
Bo - ’.2
0 o o
. 6
- 20 pdes a 5
X 100 ples
g - 120 "
q. = 500 b&/dLa o 0 0
! 7 8 9
G, * 500 "
5 .
Py - 1000 Lb/pg

sSe Ldlene:

Es <impontante notar que el sdstema e cenrado, es decdn, que o

hay §Lujo en La grontera exteana. Pana hacen esto, recondando La

couacddn de Dancy, en donde el gasto es propeacional a La calda de
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presibn:

qQ = ctie, p

S{ el fLlujo es ceno en La frontera p Liene que ser cero. Pon Lo-

tanto hay que aumentar nodosd gficticieos alrededor del sistema cuyas -

presdones son Ldenticas a Las de Los ncdos Lnmediatamente contiguod-

dentrno del sistema.

Escnibiendo Las eccuacdiones connespondientes a cada uno de Los no

dos se tiene Lo sigulente:

Nodo

02w diaer Py TPy T Py 905 x 1127, Pa T PPyt Py
(1.5 (1.2] (1007 (1.5 (1.2] (120)°
500 o

(100 x 120 x 20)

, 0.z x1.r2r  Pr TPt Py o0 w1127

Py = 2Py b P

1.8 (100)° s (120)°
0 o
31 0.2 x1.027 Pa T Wyt Py 905 xaa027  Pa T PPat P
.8 (100)° .8 (120)°
0 -0
0 0.z x 27 Pu T Byt Py e xnaer o Pa T TPt Py
.8 (100)7 1.8 (120)°
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-0
5) 0.2 x 1027 Py = Ipg b g 0.05 x 1,127 Pp = ZPg Py ,
¥ (100)° I (120) 2
=0
6) 0.2 x 1027 Ps T TP ' Po 0.05 x 1127 Py 7 Ryt 1000
¥ (100" 1§ (120)°
-0
7 0.2 x 1027 P Zpg *+ Py 0.05 x 1127 Py~ Ipy * oy
o]
8 (100)° 1.8 (120)°
-0
§) 0.2 x q.02r Pyt Byt 1000 g g5y jiq27  Ps T TPy TPy
¥ (100)° 1.6 (120) 2
0
- — — — —
T4 P Py Py T
P a,
Tay Tyr T4y Py 4
pu Ql%
P : q
Pg L
P, a,
gy agn t gy Py 938
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+
+

- 3055.42 Py 1603.2 p, + 0 Py

2 le252.212 p, * 0 pe 0 pg * 0 Pyt 0 Py = -3x10
1803.2 p, - 4856.6 p, + 1§03.2 p + 0 p, + 125222 p ¢ 0 Pg t 0 bt 0 pg= 0
0 Pyt 1803,2 p, - 3055.42 P, ¥ 0 p, 0 ps + 1252.212 pg 0 p, + 0 Pg = 0

+

1252.22 p + 0 p, + 0 py - 4307.64 p, o+ 1§035.2 p 0 Pg * 1252.22p,+ 0 po= 0

0 pp + 1252.2 p, + 0 py, + 1803.2 P, - 6110.84 p; + 1803.2 Pg * 0 p; + 1252.2 pg= 0
-1252222

0 Py * 0 Py + 1252.22 py + 0 Py * 1803.2 pg - 4307.6 pg o+ 0 p; + 0 Pg =

0 P+ 0 p, + 0 py t 1252.27 p, + 0 Py + 0 g 3055.42;37 + 1803.2p8= 0

0 Pt 0 py + 0 Py * 0 p, *+ 1252.22 p. + 0 pg t1803.2 p, - 4858, 6py=
-1803200
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Resolviendo el sistema de ecuacfones porn eliminacidn de Gauwss

(método

directol), se obtiene ta sigulente distribuedidn de presiones:

1303.6270 ¢b/pg”

Pq =
Py = 1216.6606
p = 1174.7270
3
p, - 11892844
Py = 1'151.,6139
Pe = 1114,3426
p, = 1128.9000 ~
= 1066,9664
Pg q= 500 =0 =0
0 o o
I 2 3
p=1303.6 p=1216.6 p=ti747
q=0 q=0 q=0
o o o)
4 5 6
p=1189.2 p=1151.8 p=1i14.3
q=0 q=0 q=-500
o] o) o
7 8 9
p= 1128.9 p=1086.9 p =1000
q(bl/dfa), p(ib/pg®)

5.5 ARREGLOS CARACTERISTICOS RESULTANTES DE FLUJO MONOFASICO.

al.- Una dimensidn

Ecuacdidn:

ntl n

n+1 n+l n+l
P -2 0,

i-1 DT P g
[ ac}? u
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! 2 3 4 5 6 7
. O] °
i-! / i+
XX P, q,
XXX
P2 Q2
X )
“ & 3
XXX )
I4 Qq
XXX Y
'5 QS
XXX
% qe
XXX
p7 q?
XXX )
'8 qB
XX
L - L Py L %
Obtendendose una matrniz trnidiagonal
b).- Dos dimensiones
Ecuacddn
pItl - gt potd pitl zputd v pntd
i-1 i1 itl.d. i,3-1 i 1,9+1
{6x) * ()2
n+l n
rLoph,
pi{‘ ’iJ
At
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I 2 3 4
J
, [ ]
i -1
2 . ® .
-1, i it, ]
3 [ ]
i, jt1
4
5

Supondendo que se Lilene wuna malla de cuatro por cdnco, se obtendnd
una matrdiz penfadiagonal, diagenalmente dominante, en donde La pante -
central de La matriz, esta foamada por cince matxrices de 4 x 4, que co

mnesponderd al fLujo en La dirneceddn "x".

Las diagonales adyacentes a La parnte central cornespondendn al lu

fo en La dineceddn "y,

133




01 02 03 04 05 06 07 08§ 09

(x X
X X

X

X

T H
H

10

11

12

Xi

Xl

134

13

14

15

16

17

18

19 20
X

V‘/"X.
X
x i
X X

.

"

Flujo en

La dinec-

P

cLdn "y




c) Trhes dimensiones (fLujo monofdsico)

Ecuacddn
Lénmino en Lérmino en
X 4 y 4
n+l 7 n+l N n+i n+l n
2, - 2p L. D, . - P,
+ ’lq-\\k'i ’j.‘?i_yl’ pl|1ak+1 = , r 1)1)}\ rl)j,k
( 6z) a bt
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Z
D,EyF —— FLUJO EN LA DIRECCION
By H —— FLUJO EN LA DIRECCION
ZyS—— FLUJO EN LA DIRECCION

136

"

X
Y
Z

AN




5.6 ALGORTTMO DE THOMAS PARA UN STSTEMA DE ECUACTONES TRIDIAGOMAL.

EL algonitmo de Thomas es esenclalmente una varndiacidn de La els
minacdLon Gaussiana y con el cual se evdita el crecdimiento del crnon -
asociado con La solucidn de Las ecuaciones y se¢ disminuyen £os pre--

blemas en cuanto a capacidad de computadora.

Supongase que se tlene un slstema de n ecuaciones con Las .incdg-

ndtas PR P Coeh e donde:
- N '1
b 0 0 0 0 X d
1 Cl 1 1
a, b2 c, 0 0 0 Y, d0
0 0
("l,3 b3 C3 ¢ Xj d3
0 0 Y bu ¢, 0 X, du
a b e d
n-1 n-1 n-1 X“ 1 n-1
a b X o
= n no | Lon ) Lo
b x + ¢ x + = d
11 12 1
ax +bx + ¢ x + = d
21 ) 2" 3 ?
+ a + b x + ¢ x = d3
3 2 3 3 3 u
+ax_+b x +cx = dy,
3 4oy Wy
X , =
n-1 n-? n-1 n-1 t'n-l n n-1
an xn—] ¥ bn xn : dn
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Pon definicidn

T T 3

deapegfando X, de La primena eccuacdidn y svustituyendo Las expresiones -

antendonesd se tiene Lo sdguiente:

d
1 Cl
X, 5 — = X
1 b b 2
1 1
enfonces
Nyt Y T, e (3)

sustituyendo La eccuacidn [(3) en La segunda ecuacibn del sistema se -
tLene
a Y. - x )+ bx 4+ cx_=d
o by mo ) . 3 ;
factonizando x,

(b? a w ) x_ +cex_=sd - oa.y

defindendo a

, d‘ T A,y c, X,
«\2 =
82 82
ahonra
d - a. vy e
Y - 2 21 s W = 2
2 i ? 8
W 2
X 5y - X e e e e e N 2

2 2 2 3
continuando ef proceso hasta n-1, ya que hasta n-1 habrdn 3 ecuacdiones

porn Lo tanto
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g b, - a.w
i i i 1-1
d. - a
i i 1-1
Y, =
1 5,
i
C.
W - 1
i g,
i
X = - w (
n-1 Yn-1 n—lkn

sustituyende Las expresdones anterdlores en La d€tima ecuacidn del

Satema se Liene,

a | v -w x )+ b x - d

1 n-1 n-1n n n n
(b - w x - d a

n n n-~1 n n n on-1

X =Y

n n
X, =7, -uw X,

i i T i+1

como ya se concce el valon de X ahora se conocendn Los valores de-

Xno1s Ap_os X , ete. EL algonditme de Thomas consiste en des sccuen

n 3
clas:
1).- Primena sccuencda progresdiva:
{3 = b
1 1
e,
Wy _—El— Lo, 2, 3, oo o n-l
i
B, = b, - aw (=2,3,4, .......1n
1 1 1 L1-d
d d - A
Y]: 1 ’Yl= 1 ioa-l 4= 21 3, "'v SRR
Bl Bx
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2).- Segunda secuencia regresiva

5.7 FLUJO POCO COMPRESTBLE, HORTZONTAL, EN DOS DIMENSIONES.

La eccuacidén para este tipo de fLujo es La sigudlente:

] ( A){ K)’. ;)p ) AX 4 ] ( A‘] KV ap
3 X My Bo IX 3y neBo 3y
v e Vb ap
5.615 at
tn donde:
A Area transvensal total
K Pexameabilidad absoluta (1.127 x Dancy)
Mo Viscosddad del §Luddo
Bo Facton de voldmen
P Pres.idn

X,y Distancla
ax, sy Longitudes de Las celdas

th Ponos.cdad

c Compresibilidad del fLludldo
t Tiempo
Vb Volidmen total de La cefda
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A= Doy
A - hbx
V- hoax ay

Ax -

La expansidn en diferencias ginditas send:

) - 2p top
a2p Py as” “Pog TP
ax? (AX)Q
. 3 - ?p + P
o2p Pisor TP T Py e
. 2
ay? (ay) =

Y 1,127 ette. de taansformacidn para que el

bl/dca

by

gasto de dinectamente en

Foamulando La expresddn en La dincecddn "y se tienc:
. - 2p . +p ,
( A):}\:.. L% ) ( }71—1.1 ,]‘.] ,11-1,} ) ( _'3_}‘__._
vo Bo (Ax)) o Bobx
(p - p +op
Picays T Pas T Py
(AxKx oy, e e )
b BAX i-1,1 i i, it1,7
( Ax Kx [ putl . ot ( Ay Ky | opntl o pnwd
HoB opax i+1,] 1,3 BoB oax ‘ 1,3 i-144
111/2,9 i-1/2,}
en La direceddn "y
4 n+1l n+i A K ! n+i n+i
AL Ku ety A K et e
" Boby i,j+1 iy HoBohy i,7 i,i-1
LR/ i 1/2
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obtendendose La siguiente expresidn:

Ax Ky n+l n+l As K nt+l n+ti
[ — p. . p., . ) —I ~—3-—~—L——l‘ [ . +
WoBobx 1+1,] 157 WoBoax Ll 11,3
/2 I'-I/E,i
i i
X
A PPN i~1/2,7
el £1/2
noBoax SRR
A K n+1 n+1 Ay K ! n+1 n+l
LS TR Y R R T T
UOB()Af i 1,41 1,7 n B oty i 1,7 i,4-1
[1,]41/2 hj=1/2
v '
{ - T
UL SRR Y 5-172
. o Vy
q, . stb/dia cladol ot oopn
1,7 5.615 At 1] 1,]
esta ecuacddn se puede escnibin en La notacdidn SIP
B, 3, + Do b Y + T O I R
1,9 Pi,ior it o1y b Pii T T Poen,p o iy Pisger T T
en donde:
A { Ky
B, - ALty R el Ty
b We Body Toanle te o BoaX : “al
Vh' ‘:) C \ K
o o B Hi, 5 = ([ B4 ) 7
’ 5.615 o Boi\lj iyjed/e
Ax  Kx . Py n
r. = ] y o q. = qstb/dia. . - —== p_ |
{4 HoBohX i+2/2,] 1] 1] ¥ e
. { g Ay K
L. = Cx, 4 Bt o+ &y JEx - - Ax K |5y | A
1,7 1,7 1,7 173 1, o Bohx 1 R RN BOMl—l/?j
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Lo

Ex .

5.

1

2,

~

2.

4,

%

- Ernox o(ax)2 + ool at) + o(ag)2
- DIFERENCTAS REGRESTVAS
Nivel de ztiempo [ n+l ) en el LIE
- IncondicLonalmente eatable
- Eanon ofoax) T+ ol at) O(AU)?
- CRANK - NICHOLSON
- Nivedl de tiempo 1/2 ( n+l ) ¢y 1/2 (0} en el LIE
- Tnecondiclonalmente cstable
- Ennon ol ax) ¢ ofat) o+ O(Ay)2
- PROMEDIOS PONDERADOS
- Nivel de tlempo ol n+1 )y { 1-9g ) ( n ) en el LIE

- ITncondicionalmente estable 84 1/2<gp<l

LT1E LADO TZQUIERDO DE LA LCUACTION

143

P [ K
Y Ey, o - ( Ay Ky )
ted bt > ] o Bohy
(AR
o ,Bohly
i 7T (D + F ) EUi,j = - ( B+ H |
§ ESQUEMAS DE SOLUCTON.
.- DIFERENCTAS PROGRESTVAS
- Nivel de tiempo [ n ) en el LTE®
-Condicedonalmente estable: At At
a 5+ oa 5 <1/2
(o) oy )

i,+1/2

i,j-1/2




- Condicionalmente estable s 050 < 1/2

5.- DUFORT - FRANKEL
- Tnes niveles de tiempo { n-1 ),  n ), [ n+l )
- Explledto en [ n+l )

- Puede sen Lnconsdistente . . no es hecomendable

6.- ADEP (PROCEDIMIENTO EXPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE)
vensidn de BARAKAT - CLARK
Explledcto
Inconddicionalmente estable

. ? 2 2
- Ennon Olox) " o+ ol ay) T o+ 0of at)

PRIMER PASO

n+1 n+1 n n n+l n+1 n n
u, . u - U 4. - - U, - .
1-1,3 1,1 i, 1+1,7 + i,9 1 1,9 1,19 i,7+1
5 e
{ax) () *
n+l n
I u, - u
1,7 1,1
o /V{
sLoa = QAt9 y b = ~Eé£;
(ax )~ (s )
n+1l n+l f! n n+l n+i n
all, - oall, - all, 4 oal, bu ., - bu, .- bu, , -
1-1,73 1,7 iy i+1,7 i,i-1 1,7 1,
n n+l I
bu, . =4, ,-u.
1,7+1 iy 1y
despejando
n+1 n i+l b n
+ 4 + all + bl + bl ,
G b i Yien i -1 i, i+l
i3 T+a+b ' l+a+h
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Ahona, se barne La

malla en el siguiente onden:

f=1; 4=1,2,3, .. Nx
{f =2 ; £=1,2,%, ..... Nx
J = 3 ) '('."'1'2'3, ..... Nx
{f = Ny ; £=1,2,3, Nx
SEGUNDO PASQO

n n n+1 n+1 n n n+1 n+1

i, . u., . . . R . -, - U -

i-1,3 1,7 1,3 141,49 + 1,1-1 i,1 ng’i Uiaj+1 -

(ox) 2 (ay) 2
n+1 n

1 i,3 7 Y1,

a At

n n n+l n+1 n n n+1l n+1l
all -ali . - al,  + al, ot bu - bU - bU el

i-1,73 1,] 1,5 1+1,4 i,j-1 1,1 1,73 i,i+1
n+1 n
u, . - u,

1,7 1,7
despejando

n n+1l n n+1
;i l-a-b_ " alj.g g ¢t alljpq 5 ¢ bl o1+ DU 542
B 4
1,3 l+a+b 1,3 l+a+h

ahona, se¢ banne La
j= Ny ; 4= Nx, Nx-
j= Ny-1; &= Nx, Nx

j= Ny-2; i= Nx, Nx

malfa en el sdiguiente orden:
1, Nx-2,...., 1
-1, Nx 2,..., |

-1, Nx-2,..., 1
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§= 1 ;&= Nx, Nx-1, Nx-2 ...., 1
TERCER PASO ) +(12)
n+1 antr o oyl \
U, .= —=2d ]
1,7 2
J= J=t
° <
- < - N o -
) i I e
< - e BT
< ) . T
a 7' - > -
J Ny J= Ny
121 = Nx izl iz Nx

7.- ADIP [Neo ({terativo)
{PROCEDIMIENTO TMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE)

Peaceman y Rachfond, Trans,ATHE 1959.

PROPOSITO: Avanzar Ca solucddn del tiempo "n" al tdlempo "n+l"
PRIMER PASO

Se conaddenan {mplleitas Las (nedgnitas en La dinecedbn "x" y ex-

plicitas Las (ncdgnitas en La direccidn "y". Ademds en Los términos -

Cya E 2, s¢ usa un intervalo de tiempo de 02/2. (porn ejemplo

I, Jet/2). En el primen paso se avanza La solucidn del nivel "n" -
1

bl }

al nivel "YU,

n n n
nD p .+ (Ex+Et)P* _ + F P! = - (BP + Ey P + HP
i-1,73 i,] i+1,] i,3-1 i,3 1,7+1
+ qll
i,7

Para cada {{, §) 4e tdlene una ecuacdbn con tres Lnedgnitas, por -
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Lo tante para poden nesolven el sistema es necesanio escnibin N ecua-
clones para toda "£L" y una "f" dada. Las Nx ecuaciones con Nx {ncdgni-
tas nesulzan en un sistema tridiagonal que se puede resolven eficiente

mente con el algoritmo de Thomas.

ADIP
valor intermedio

T *

at/2 at/2

[ )

]

n ntl

- - At

SEGUNDO PASO

Ahona se consdidenan {mpllcitas Las {nclgnitas en La direccidn "y"-

y explleitas Las L{nedgnitas en La direcedldn "x'":

n+1 n+l nt+l

o - * o * *
+ (Ey+Et]) pi,j + H pi,j+1 = (0 Rl + Ex %.j *FRL J o+

B Pla.)"l

n
iy, . . . :

SimiLanmente se analdizan simullaneamente Ny ecuaciones con Ny (n-
chgnitas escnibiendo Las ccuacdones para toda "§" y una "i" dada., La -
dolucddn se obtiene pon medio del algoritmo de Themas.

= 1\

[ l
fer. paso 20 paso

Companativamente, para una malla de 10 x 20 ef esquema negresivo -

genena 200 ecuacdones con 200 Lncldgnitas, dando Lugan a una estructura
pentadiagonal. Porn Lo tanto, para avanzan €a solucddn de "n" a "n+l" -
Ae necesdita resolven este sistema. EL esquema ADIP nrequdiere nesolven -

10 ecuacdiones vedinte veces mds 20 ecuaciones diez veces, todas ellas -
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con estructura trnidiagonal.

METODOS TTERATIVOS

n n+1
OBJETIVO: Avanzan La solucddn de Pi . a Pi ; pon medio de (teraciones

) ’
P
Pi 5 Lenando hasta
b

(m+1)  (m)
p, . -P, .

. d<e ¥, 4. En gencrnal, Los métodos -
1,7 1,3

iterativos nequicaen menon capacddad de afmacenamiento que Los méto--
dos dirhectos.

La ccuacibn base para Los méEtodes {terativos se obtiene despejan-

do P. .
1,3
R B ,
Pt T st s P P P T Ry Paa
1]
H P }

i, i+t

§.- ADIP TTERATIVO PARA FLUJO PERMANENTE (Peaceman-Rach§onrd)

. 3t 3%u - .
La ecuacidn — t ——— 4 ¢ = 0 es un caso Limite de v2u + q =
5X 2 ay’?
ol para tlempos muy grandes para Los cuales se tlene que ot + 0
ad LEY
PASO 1
(m+1/2) (m+1/2) (m41/2) (m) (m) (m)
u. L= 2u, + U, . u, - 2u, v U,
i-1,4 1,3 i+1,14 N i,i-1 1,3 1,7+1 v q.
( x) (gl i,
(mn+1/2) (m)
s (1(“_ . - “ R

1,7 iy
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PASO 2
(m+1/2) (m+1/2) {(m+1/2) (m+1) (m+1) (m+1)
U, .- 22U, + U, . u, | -2u, | + U,
1-1,7 1,7 itl, . i,j-1 1,7 i,j+1 ‘
(ox) ? (oy)?
(m+1) (m+1/2)
T O !

Los a son PARAMETROS DE ITERACION. Su cmpleo acefera La conven--

gencla del phroceso. Normalmente se utilizan de 4 a 8§ pandmetros de -
Ltenacddn en foama clclica, Pon cjemplo, 8.0 s¢ scleccdlonan cuatho pa-

ndmednos ay= 4, a,s 2, ay = I, a = 0.5 se usarnia a, para La primera

Ltenacdidn, a, para La /sagunda,a3 para La tercena, a, para La cuanta,

a, para ta quinia, o, para ta sexta, e¢tce. EL método convenge para --

cualquder valorn posltive de a.

En todos Los métodos {teratives hay que {nvestdigan s4 ya se alcan

zd La convengencia despulés de cada {Ltenacdidn, pon efemplo

(m+1) (m)
u, |

& Max u, ., - < g ?
) 1,73 1,7
METODOS ITERATIVOS PARA FLUJO TRANSITORIO
9,- METODO DE JACOBI
nt+i n+1l n+i
(m+1) i n (m) (m) ; P(m)
- . - 4
"1 o L s P T e T
n+i 1o
(m)
H

i,] Pi,j+1 ]]

Este método es muy Lento y por Lo tainto no es necomendable utdildizanlo
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10.- METODO DE GAUSS-SEIDEL

n+1 n+l n+l n+1
(m+1) : n (m+1) (m+1) (m)
.. —— - " R + D. P, , 4+ . LP, .+
pl,n [ ( iy Bl,Jpl,]-l 1,Jpl—1,3 Flajpl+1,3
n+1 1]
(m)

)

LSS

I1.- PSOR (SOBRERELAJACION PUNTUAL SUCESTVA)

n+i n+1
(m+1) (m)
P. . = {1~ w) P, .+
147 1,
n+1 n+1l n+l
i n (m+1) (m+1) (m)
— e - 2 )
o Uy B e Py 0y Py Py Pyt
1,3
n+l
(m)
pi,j+1 )}

12. LSRR (RELAJACION LINEAL SUCESTVA) :tw = 1

En este método se tienen dos opcdones, consddenarn La dircccidn "x"
Amplledita, o considernan £a dineceddn "y" impllcita. Para La paimera -

Lteracddn se Elene Lo sigulente:

n+1 n+1 n+1 n+1
(m+1) 1 n (m) (m+1) (m+1)
P, . = — A - TP LI + DD .+ . P, .
1.7 r ( ql,} ’1,7 i,7-1 i,j i-1,3 1,j 1+1,7
n+i 1)
(m)
! ”1,3 i,i+l)

despe fando:

n+1 n+1 n+1
(m+1) (m+1) (m+1)

. WP L+ L. P, + .. P . =
DJ,171~1,) I,0 1, rl,] 1+1,7]

Lnclgnitas
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n+i
(m)

- —_— - + .o
- q iy

.o B. .
i 1,7 1,7

tehminos conocidos

Pon Lo tanto se¢ tlene que para:

§= 1 se generan Nx ccuacdones
j= 2 n " " "
j = 3 " " " n
j= 4 " " " n
§= Ny sc genenan Nx ecuacdiones

+

-1

n+1
(m)
His PiLgen ]

Estos sistemas de ecuaciones se deben nesolven M veces hasta gque-

se obtiene convergencia,

13.- LSOR (SOBRERELAJACION LINEAL SUCESIVA)

Nuevamente, para este método se tienen Las deos opclones del LSR.

ILustrando ahora La goama de Las ccuaciones al conddderan £a direccdién

"y" dmpllcedla.
n+l n+i
(m+1) (m)
P. . = [ l-w) P, , +
«L,j 143
n+i1
’ n (m+1)
o R L IE L I IR
i,3
(i)
m+
iy P )

Despefando:
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n+1l nt+1
(m) {(m)
- L. . .+
Pi-i,j ! Pl,] P1+1,]




nt+1l n+1 n+1
Bi,j (m+1) (m+1) (m+1)

P, + b, P, + ., P, =
1 1,j-1 S T i, 1,3+1

tEnminos desconocidos o {ncdgnitas

n+1l nt+1 n+1
(m) ] n Cm) (m)
(l=w) P, 4 = - g, .+ D, P, Lt PP, .
1,] r 1y 1,7 1-1,7 1,7 i+l
1,7

~t&aminos conocddos

En este caso, de tiene que panra:

(=] se generan Ny ccuaclones
= 2 s¢ generan Ny eccuaciones

42: 3 n 1" "

{- Nx sce generan Ny ccuacdloncs

Eatos sistemas de ccuacdones so deben nesofven M veces hasta obte-

e convexrgencLa,

Para obtener w optima en LSOR se¢ procede cn foama similarn al caso-
de PSOR, pon efemplo 3¢ efectdan vanias {teracdlones con w - | (LSOR) -
obtendéndose el nadde espectral {(p). Con este valoxa se caleula wopt.
ADIP (Lterativo) PROCEDIMIENTO TMPLICITO DE DIRECCION ALTERNANTE
Peaceman-Rachgord, Douglas-Rachford {no usarlo ni en problemas en tres

dimensdones nd en fLujo multifdsico)

PRIMER PASO

Considenando (mplleditas Las (nelgnetas en La dineceddn "x" y ex--

plleitas Las Lnedgnitas en La dineceiln "y'":
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D P(*) : ¢ ) (m)
io1.3 + {Ex+Et - hhyT) pi,j + F pi+1,j S A - [B pi,j—i ¢ (Ey ¢
(m) (m)
hkeT) P . ¢ HP. . ]
1,7 1,j+1

SEGUNDO PASO

Cons.idenando ahona impllcitas Las incdgnitas en La dineccidn "y" y

explleditas Las L{nclgnitas en la direccidn "x":

. (m+1) (m+1) (m+1) [ (%)
- . ) = g - - )
B i1 t (Ey+EL- hkiT) Il,j + i Pi.j+1 qj‘j D Pi—1,j + (Ex+ hhkriT)
(%) (%)
A ] PEACEHAN -RACHF ORD
1,7 1+1 9
[ () )( )
cag (DR B
(m) (%) ]
hbyTP | + F P . DOUGLAS-RACHFORD
14 1+1,7

Nétese que La dndca diferencda entre Los dos esquemas (Lenativos -
(m+1) (%)

es que P-R Le suma al LDE: pkzT (P, . - P,
(m+1) {m) R 1ol ‘

ma al LDE: hksT (P, | P, . ) en el segundo paso de La iteracidn.

l’] 19—]
EL procedimiento D-R en 3 ddlmensiones e 5(7g€an usando ndveles de
(f) (o) (m41) ok (m)

{ternacddn, , U y sumando hpyT (me+2)— 4 } al LDE -

) mientras que D-R le su-

respectivamende.,

5.9 CONSISTENCIA, CONVERGENCTA, Y ESTABILIDAD.

En esta secedbn se verndn foamas de analizan Las expansionesd cn ddi-

fenencias ginitas y deteaminar que tan nepresceptativas son para Las
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ceuacdones difenencidales parciales ondginales, asl como baje que con-

dicdones el esquema propucsto es cstable.

Se ddce que una ecuacidn en diferencias finitas es CONSISTENTE 0O-
COMPATIBLE 54 tdende a sexn (déntico a La ccuacidn diferencial pancial

ornigiinal a medida que ax- 0 y At~ 0,

Se dice que una ecuacidn en difenencias findtas ecs CONVERGENTE 84
La scfucdldn exacta a Las ccuacdlones en diferencias {u} tiende a La &0
Lucddn exacta a Las ccuacloncs diferenciates [ u } para todo valos de

Aoa medida que ax- 0 y at- 0.

Se dice que un sistema de ccuacdones en diferencdas finditas ey -
ESTABLE s( un ernon en La solueddn ((ntroducido pen cualquieh formal-
tiende a desvanccerse a meddda que avanza Ca solucdidn y 84 Loy caro--
res de truncamiente en Las operacdones aritméticas ne se acumulan con

el tlempe,

CONSTSTENCTIA O COMPATIBILIDAD

EL andfiss de consdstencsa de un esquema en difenencdas findtas-
se LLeva a cabo en una foama similax a La desarrnollada para analizan -
ed téamino del crnon, es deedin, se expanden Los £éamines en funcddn -
de sendes de Taylon y se analiza el compontamiente de fa expresdidn ne-

sultante a medida que a oy ot tlenden a ceno.

Ciemplo: Analizan la consdsztencia del esquema de Dufont-Frankel,

ceuacddn diferencdal parcdal:

2 ! o,
Y a ot
6 d’ﬁ s 6. tas , n ntl 1 n n+1
ecnactOn en ddferencias finitas: o f([ ) ]:
-‘“"‘“"'_s—“‘) “ i‘*] “ i “ l. + “ i 1 “
(nx)




expandiendo en sendes de Taylon:

lant [Un v (bx) du (/fax)? 3%u (Ax)3 330 (6x) " 37w ovenes
2 i "2 "3 i
(ax) ax 5 2! Jx~ 3! dx 4! dx
n . " 2 P 3 .3 L 1
- U. - (At) du {ag]) 3 u (at) 3 u (at) A
. ; e
* ot 2! 2’ 3! at? 4! gt
n 2 ;
U, + (at) b (at) %ﬂzu , {nt) 33u {at) Aty R
. ot 2! ag? 3! at? 4! at"
DU - (ax) -4 y (ax)® o%u (ax)” 33 (ax) " 3% ],
k ax 2! ax? 3! ax3 4! ax "
n
. Uil s (at) au N (o) 07 . {az) 3y , (at)  8'u .
EA 2! ate 3! a3 4! At
n
o) q {
~ un s (ag) 3u (6t) " 3%u . (at) "~ _33u (At)i 3ty . o
. ¥ 2! at! 3! at’® 4! ath
simplidicando términos, La ccuacidn de neduce a:
n in n !n
L 2 " 4 Y
:4 - 2 o aq-¢ [ a ]
“QO/LCQ [ (ax) > YU ' - (0t 3 u) . 37U (ax) U
(ax) ax 2 ; R at? 12 act
n Ii > v
4 3 n
(at) atu | ] - 7 (at) au , (at) 33
12 ath at 3 sttt
1 i1

divediendo por 2obt
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s )
32u _ (A,t)2 % . (Ax)z 3% (At)k 54U ) du , {at)]©
ax?  (ox)° og? 17 axd 12(ax)” aeh « ot 6o
33u
a3
12w I { (ax]° a* (06)® 23 : (a,t)2)2 2%u
ax? a ot 12 axh 6« at 3 {ax) at?
L (A,t)?)Q 3%y ] 0

12 ( Ax) ath

Ahona £La pregunta a contestar para anallzar La consistencia de es-
ta @ltima ecuacddn e &4 tiende a la ecuacddn difenencial parcial a me
da que Ax-+ 0 y que st~ 0.

Como Ae puede comproban el primeno, segundo y cuanto téamino def -

(A,t)2

Ax
que aparece en -

paréntes s tilenden a cero a medida que ax- 0 y 4t+ 0 (el téamino

3

probablemente se acerca a ceno) pero el coclente
AX

el tencen téamino puede sern un ndmeno findto, digamos B pon Lo tanto -

el esquema Dufort-Frankel nepresenta mas bLEn una ecuacddn del tipo de

La eccuacddn de onda, por efemplo:

02 2 .
34U 52 deu 1 B
ax 7 at? 0 3.t

Una vez asegurada £a consistencia de un esquema {terativo y para -
podern tener una aproximacdbn vdlida, €sta debe arnojan nesultados que-
esten mds o menos cerca de La solucdbn del wproblema ondginal, Esta con
sdidenacddn se puede anallzan en dos foamas diferentes:

Primeno se puede consdderan un punto §Ljo x: iy pheguntan acerca de

n

n
La difenencda entre w .y U, a medida que La malla {espacio-tiempel se -
1 1
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hace cada vez mds fina. Se espera que en el L&mite, a medida que dx> 0

y at+ 0, el ennon tienda también a ceno. (CONVERGENCIA)

EL segundo aspecto del comporntamiento de La aproximacién en dife-
rencdas gindtas puede estudianse mantendendo fijas bx y At y examinan
do que pasa a medida que fLa solucdbn se avanza en tiempo. Se espera -
en este caso que Los enrores no se ampligdiquen a tal grado que Los re

sultadeos obtenidos no scan vdfidos (ESTABILIDAD).

CONVERGENCTA - ERROR DE TRUNCAMITENTO

En genenal, entre menon seca e error de thuncamdiento, £a convehr--
gencdla de La ecuacdidn en diferencdas a la ecuacdibn diferencial es mds
ndpida, Ponr esto, una foama de analdlzar La convergencia de un esquema

en ddferencdas findtas es anallzando su ennon de truncamiento.

Exnon de tauncamdiento es el enron ineurnido al nreemplazar La ecua
cidn difenencial por una ccuacddn en diferencias ginitas. Debido a ey
te ennon, La solucdbn cxacta a La ecuacibn en diferencdias (sin ennon-
de nedondeo) es difenente a La sofucidn de La eccuacidn diferencial --

parcial connespondiente.

EL t&nmino "ennon de truncamiento” viene del hecho de que af reem
plazan denivadas pon cocientes de difenencias es cquivalente a utdild-

zah sendies de Taylon "truncadas".

EL ennon de tauncamiento Local de una aproximacidn en digenencias

finitas se define como: n n

LL = LD Ui - (Lu)].

en donde:

™~
n"

ennon de Truncamiento Local

—
]

forma en diferencias finitas

157




Lu - forma diferencdlal

Porn ejemplo: Para el csquema en diferencias proghesivas:

Ly - 3% 1Tt
ax 2 At

3! n n n+l n

. un ) { L 7 Ui + U 1 U1 - UL
1 2

b {ax)” a2
{ Ax) ? 3w st 32y ?
ry - - g Foos olax}” + olat)
12 ax " 2 a2 ?

SL se tuvdesen Las sofuclones cexactas se podrla defindin cl ERROR-

DE TRUNCAMIENTO GLOBAL mediante:

En La mayondfa de Los casos, no se tiene fa solucdidn exacta u(xi, zn)
pon Lo tante el problema consiste en tratar de encontran Los LLmites-
al ernon global, Para ecuacioncs difenenciales simples nonmalmente se
pueden encontrar pero, a medida que fas ccuacdones se hacen mds comple
fas, La estdmacidn de cstos Limites s¢ hace bastante mds digledl,
Afjontunadamente se ha cencontrado que Los ennores globales muestran el-
misme onden de dependencia con nespecto a Los tamaios de malla (eapa--
cig-tiempo) que Los ernnohes Locales. De aqui que €os ERRORES LOCALES -
DE TRUNCAMIENTO que son mucho mds fdciles de estiman se puedan usar -
pen Lo menos como gula para el onden de CONVERGENCIA de La solucibn a-

La ecuacibn en difenencdas ginitas a La solucddn de La ecuacddn dife--

nencial a medida que el tamajo de La malla ticnde a cenro,
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En La padetica, para problemas que tengan algin grade de dificul-
tad La estimacidn del ennor se obtiene resolviendo La ecuacidn en di-
ferencias utilizando difenentes tamaijos de malla variando tanto Lods -
Ancrementos cspacdales (ax, ay, sz} come el Lncremento temponal {4t)

para encontrar sus efectos en La sofucddn,

En muchas ocasiones, valores prdeticos de ox y ot {para Los cua--
Les el tdempo de computaciédn no se hace excesdvol, son tan grandes --
que ef ernror no parece disminudr tan adpldamente como Lo predicen Las
f6amublas para el eanon Local de truncamiento. La razén de esto es que
Las expresdiones que se obtienen para el orden del erron descradlben el-
comportamiento asimpidtico a medida que ax y st tlenden a cero y no -
dicen mucho acenrca del comportamiento del errnor para tamaios de malla

refativamente grandes.

Porn estas nazoned, nowmalmente se tienen que consdiderar come edtd
maciones emplricas del ernon obtenidas conniendo c€ mismo problema --
con diferentes tamaios de mallas. Una vez encontrado el tamaio de ma-
Lla que equilibra el coste de usar up tamaie pequeiio, contra el aies-
go asccdado al utilizarn una malla grande y aumentan el error, se co--

nnen Lob sigudentes casos con dicho tamaito.

ESTABILIDAD

Un esquema cn diferencias finitas es ESTABLE 8¢ el efecto de un -
enron o pertunbacidn) hecha en alguna de Cas etapas de cémputo no se
propaga en earores a medida que La solucddn se¢ avanza en etapas posfe

niones de cdleulo,

Pana el andlisis de estabilidad no imponta cual c¢s La fuente del-

ennon pon ejemplo, errnon de truncamiento, earon de nedondeo o alguna-

159




_—

otrha causa.

En genenal hay tnes métodos para analizarn La estabilidad de wn es

quema en diferencias finitas:

L) Método de Kanplus

L) AndLisis Anménico (crdterdo de Vonlleumann)

{44) Método Matnicial,

Los dos primenos métodos toman en consdideracddn La ceuacidn en di
fernencias soLamente sin inclulr ni Las condiclones indiclafes y de - -

grontena nd Los L&aminoes fuente.

EL método matnicial es el mds general ya que consddera La ecuacidn

Las conddiciones (niclales y de frnonterna, y también Los tEaminosd fuente.
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CAPITULO 6 CONSTIDERACIONES GENERALES
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CAPITULO 6

CONSTDERACTONES GENERALLS

1.-

La simulacdén de yacimientos una herramienta dtie, que au-
nada a otrnos procesos de predicedbén peamite obtenenr mejones
resultados en el estudio de yacimientos petrolenos,

La efectividad de una simulacidn estd en funcidn de La ne-
presentatividad ¢ de La calidad de La .(nfoamacibn que se
propoieione.,

Los modelos matemdticos penmiten simulaxr el comportamiento
de un yacimiente, bajo diferentes alternativas de produc-
cdbn, a gin de selecclonan La forma Gptima de desarroflar
y explotar un yacimiento de acedlte u/o gas.

En ocasdones es convendente desarnollan un modelo matemdtd
co, de acueado a Las caracternlsticas del yacimiento pon es
tudian,

La predicedlén mediante una Asdmulacién, s0lo puede sex con-
fLable cuande se cuente con La caractendizacidn phecisa del
yacimiento y, ademds cuando el modelo peamita simular Los
nueves mecandsmod de desplazamiento asf como sus fendmenos
asoclados que postendonmente se presentandn.

Ningtn modelo simula Los fenémenos de convenedldn, supersa-
turacidn de acedte y ol de {nveasidn de pre—sibn asocda-
dos al mecanisme de La segregacdbn gravitacional.

Ut medelo matemdiico, una vez ajustado, es el mejon hecun

s0 para phedecdn el comporntamiente de un yacimiento.
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§.- Tendendo en cuenta Las consideraciones antenfored se infie

ne que La aplicacidn de un modelo simplificado, con un buen

ernditendo ingendenil, puede tener ventaja sobre un modelo s¢

fisticado de simubfacidn,




NOMENCLATURA
STMBOLOS UNTDADES FACTIBLES
DE USARSE
2
A Anca { pies )
: . N , 3
Bg Facton de voldmen del gas {Bg<1] ples, @c.y
R
p.cc»sg @c.d
Bo Facten de voldmen del acedlte (Bo>1T) pies o @c.y + gd.@c.y
3
pLes o @c.
Bw Facton de voldmen del agua, pc’esi @c.y + gd.@c.y
A
pees o weLs
c Compres (bilidad (th./pg”)~
. . ) 2, -
¢, Compresibilidad de la gonmacidén (L. /pg”]
¢y Compresibilidad del gas (L. /pg")
. 2. -
e, Compresibilidad del acedte (. /pg’)
. ' 2, -1
e, Comprescbclidad del agua (. /pg™)
D Prefundidad (pies)
EG Ernon de tauncamiento global
EI Ennon de Lruncamiento fLocal
¢, Ténmine del ennon
6(xi) Funcidn cvaluada en cada punto
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g : Acelenacddn de La ghavedad. (pica/éeg?)

9. : Constante gravitacional @ condiclones.
noamales y es Lgual a 32.1 piaé/éeg? (pLeA/éeg?)
h : Altunra. (pies)
I : Potencial de un gas neal.
K : Penmeabifidad absolua. {(Pancy)
hg i Penmeab.ilidad efectiva al gas. (Danrcy)
R : Penmeabifidad efectiva al acedte. (Pancy)
k., : Peameabilidad efectiva al agua. (Danrcy)
hvg : Penmeabilidad nelativa al gas. (Parcy)
hro ¢ Peameabilidad nefativa al acedte. {Darcy)
ke ¢ Peameabilidad nelativa al agua. (Darcy)
L : Longditud. (ples]
M : Peso molecuban (eb/moLe- i)
m : Masa, (Lb .
N x : Ndmero de bLoques en La diénecedldn "x"
Ny : Nameno de bloques en La dineceddn "y"
Nz : Ndmeno de blLoques en la ddéneccedldn "z"
" : Ndmeno de moles { n = m/N )
i : Vecetorn peapendicular a todas Las supenr-

ficies equipotenciales,

0 : Ennon de tauncamiento.
p : Presidn. (eb./pg )
pec : Presddn capilan. (eb./pg”?)
Peg_y : Presddn capdlan entre Las Lntenfases

gas-acedte. (ﬁb./pQQ)

+ En algunos capitulos se hace, M = masa, solamenie para fines de and-

Lisis dimensional,
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Sgr
Sor
Swur

Swi

u
Vned ,
/b
v

W

. .
++ En algunos capliulos se hace, T = Liempo,

PresiGn capilar entre Las {nterfases

agua-acedlte.

Ritmo de <nyeccidn y/o producedldn.

Gasto.

Constante universal de Los gases.

Razdn gas disuelto-acedte.
Saturacidn de fLucdo en general,
Saturacidn de gas.

Satunracidn de acedte.

Saturac.idn de agua.

Saturacidn de gas nesidual,

iSatunackdn de acedlte resdidual,
¢ Saturacdidn de agua nesidual.

Saturacidn de agua intensticial.

+4
Tempenratura

Ak
n Bax

Transmidlvidad T =
T.iempo.

Velocdidad apanente.
Veloeddad medda,
Volidmen bruto de noea.
Voldmen,

Ténmine fuente o sumideno,

Facton de desviacdidn de Los gases

Ponosidad.
Ponosidad efectiva,
Viscosdidad.,

Viscosidad del gas,

andlisis dimensional,
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(ﬁb./pgg)

(be.@c.s/dCa.pies®)

(be./d&a)
{ H-pg?®/°R-mole- 1)

(pies/pies’)
g Q

.3 .3
(pies @c.g/pLaapopos)

Ipiesd )
@c.y p&eéporos
3
poros
3 )
poros

(pies

W Wy

(pies @c.y/pies

(picég@c.g/pieé
. 3

@c.y/p&cépopos)

@c.y/pies® )

poros

{pies

O Wik w

{pies

s

k 03

7
w@c,y/p&gspopos)
S e
poros

{pies
(pLeAé@c.g/pCcs

{°R)

(pies® m/ep pies)
{dlas)

{ples/aseg.)
(pies/scg.)
(pies®)

(barnites)

{Masa/voldmen de roca)

(picéaponob/pieéanoca)
(ptebapOAOA/chésnoca)
(poises)

{poiscs)

solamente paxra gines de




Wy ¢ Viscosddad del acedite. (polses)
b, ¢ Viscosidad del agua. (poises)

o i Dens.idad. (Cb/pteéa)
Py : Densdidad del gas. (Rb/pieaa}
o, i Densddad del acedte, (Cb/pieaa)
o, : Densdidad del agua. (eb/pies)
& ¢ Potencial de glujo. (Cb/pg2)

w i Razdn de cénuengencia.

0 : Radio espectrnal de ta matniz.

e

@c.s ¢ Medide a condicdiones cstandarn o supergiciales.

@c,y : Medido a condiciones de yacimdento,

SUBTNDICES

¢ ¢ Taneductible,

q 2 Gas,

7 : Acedte, infecal,

w ¢ Agua,
X,y,2 Dineccdiones ortogenales en Los cfes x,y,2

iL,{,k Dinecciones ortogonales er Los ejes x,y,z

TERMINOS USADOS EN TABLAS

A . Coegicientes dados en La tabla.

m . Ndmeno de puntos usados en La aproximacidn menoes une.
no . Nimero del punto en el gque se evalua La derdvada,

L . Foama en diferencias §finditas.

Ly . Foama difernencial,
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FACTORES DE CONVERSION

Longd{tud
T pg = 2.54 cm,
I pie = 30.48 cm,

Voldmen
I BL = 159 £t = 42 gal

I BL = 5.615 pics”

3

L

I m® - 6.29 BL = 35.314 pies”

Presdidn
I atm = 760 mm. Hg

1 atm = 14,7 ﬁb/pgﬂabé.

CONSTANTES

Condiciones supenficiales (e.s); 1 atm y 20°C ¢ 14.7 th/pg® y 60°F

TEMPERATURA ABSOLUTA °K °C + 273

°R °F o+ 460

Al

Peso moleculan medice del adne scce = 28.97

VoLdmen de 1 mole-gn de gas @c¢. 22.40 CLitnos

u

) .3
Voldmen de 1 mole-Lb de gas @c.s 379.40 pies

. . 3 , N
Peso especifico defd aguawe,s = 1 gafem” = 62.4 Lb/pie
Peso especdfdico del gas @c.s. = 0.0764 (fb/piﬂa

R

§2.05 (atm-cm ) / [°K- mole-gn)

R 10,73 (Kb/pg?- pied) / [°R-mote Ib)

"
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