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PROLOGO 

La evolución y de,sattoCZo de La industhia petholeha, ha ttaído 

como consecuencia la aplicación de tUnicas cada vez mas depuhadas 

y sogisticadas, onientadcus a maximiza/ la phoduccan de hidhocahbu 

hi93, pepo al mismo tiempo, llevando a cabo una explotación nacio—

nal de los mismos; enthe dichas tIcnicas, se encuent/a la simula—

ción numlnica de yacimientos, La cual, "es una hehhamienta" 

mente útil, paha p/edecih el compontamiento de 104 yacimientos. 

Debe tenme en cuenta, que si ea inlotmación phoviene de buen 

tu 6idedignas, los teáuttadva que se obtendnán sehan conliables. 

Si pot et conttatío no se cuenta con buena in6ohmaci6n, Los /te.sul-

tado.5 obtenído,s ‹setdn un elemento indicativo paha detehminak que - 

pahamethos deben obtenehse con pnecisión. 

Dada la impohtancia que tíene La ingeniehia de yacimíeilto,5 en-

la . explotación de tos hidhoca/buhos y teniendo en cuenta las nece-

sidades de £.0.6 estudiantes de ingenienia petnoleha, se elabonaton-

estos apuntes con La intención de bhindah una luente de inlohma- -

can esc/ita en castellano, ya que en La mayo/La de los casos dí--

cha inlohmación esta e'scnita en o.th.o idioma. A thavls de lob mis--

mos se p/etende despe/tah el intenb del alumnado, motívdndolo pa-

na s u mejon pnepatacíón. 
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CAPITULO 	1 

1.1 INTRODUCCION  

El objetivo pnimondial at hacen U30 de Ca simulación numl,tica, 

es .pnedecin el compontamiento de un yacimiento en cuestión y en--

contnan la mane/La de optimizan cientas condiciones pana aumentan-

la necupenación. 

En la inpenienía de yacimientos tkadicional se tnata at yaci-

miento en Onma bu/da, couaídenandoto como un .tanque con pnopieda 

des pnomedío, mientnas que la simutación de yacimientos pon medío 

de computadonas, penmíte un estudio más detatlado, al poden d.ivi- 

din 	a dicho yacimiento en un ndmeno ginito de celdas 

o bloques y aplican las ecuaciones lundamentales de lítujo de Itui 

dos en medíoa potrosos pana cada cetda con jugadas a la ecuación de 

batanee de mate/tia. 

Ea impontante seffalan. que Ca utílídad de Co. nesultados obte-

nidos de una simulación, estala en 6unción de /a destneza y expe-

niencia que et ingeníeko tenga pana intenpnetantos, dependiendo -

de las condiciones de explotación de, un yacimíento, ya. sea en su-

etapa inicial o en. una etapa de ajuste a tnav/3 de la híatonía -

del yacimiento. 

1.2 DEFINICION 

La simulación num/nica de yacimientos, es un pnoceso mediante 

et cuál el íngeníeno, con ta ayuda de un modelo matemático, inte- 



-gna un conjunto de lacto/Lee pana deecnibin con cienta pnecieicin-

el compottamiento de p&oceAo,s 6Leicoe que ocunnen en un yacimien-

to. 

1.3 OBJETIVO 

LO que ee pnetende al hacen u,so de la aimulación ee pnedecin-

el compontamiento de loe yacaientoe sujetos a di6enentea políti-

cae de explotación y en baee a neeultadoe obtenidoa de dicha 'sima 

lacián, poden -seleccionan /a manena máa adecuada de explotaneoe.-

Dependiendo de la política de La empne6a, la manena mde adecuada-

de explotan un yacimiento puede nequenin; maximizan el gasto, ma-

ximizan la necupenación, maximizan Ca ganancia, etc. 

Tambiln en. muchas ocaeionee, con ayuda de la eimulaci6n, ee -

puede /levan a cabo el deeannotlo de un campo en base a una iqot 

macan limitada, pudandoóe detenminan donde penlonan nuevos po--

zo's o eetablecen un esquema pana companan el agotamiento pon necu 

penacián pnimania y la que ee tendnla con una necupenaeión eecun-

datia o tecupetacieín mejokada. 

La enonme ventaja que ee tiene al hacen uso de /a eimulación-

ee que penmite "pnoducin" un yacimiento vaniae veces y en muy di-

6etentee manenae, con Lo cuál se pueden analizanfdilenentee alten 

nativae y seleccionan una de ellas; en La que 3e obtenga pon ejem 

plo, la máxima &ecupe&ación, m.Len-tna5 que 1.¿síeamente et yacímien 

.to puede pnoducinee una cola vez, y lo más pnobable ee que no sea 

en la 6o&ma mde adecuada, dado que un eitiL0,1. cometido en el pnoce-

eo alectaná cualquien cambio eubeecuente. 
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1.4 DEFINICION DE UN MODELO MATEMÁTICO DE SIMULACION  

Bdsicamente un modelo matemático de simulacian de yacimientos, 

consiste en un nameno detenminado de ecuaciones di“kenciates paA-

cialeó, que expnesan el pníncipio de consenvacian de masa y/o enen 

gta acopladas con ecuaciones nepnesentativas de álujo de 6-luidos,-

tempenatuka 1//o la concentkacian de dichos Iluidos a tnavés de me-

dios poLosos. 

Las ecuaciones kesuttantes, son ecuaciones dilenenciaCes pan--

cales "no lineates" y su sotucian es posibte anicamente de una ma 

nena discteta, es decín, en un ;lamen() de puntos pkeóeleccionados -

en tiempo y espacio y no de una manena contínua; pon lo cual es in 

dispensable el uso de un pkopiama de c(mputo. 

1.5 INFORMACION REQUERIDA  

Pana llevan a cabo una simu¿aci6n se nequiete /a ín6onmación 

s,iguiente: 

a) Pflopiedades petno“sicas. 

Ponosidad ( 4) 

- Penmeabilidad (k ) 

- Satutaciones de agua, aceite y gas (Sw  So, SI  

Pnesan capitan entne dilenenteó intenlases 

(Pc 	Pc 	, Pe 	) 14-0' 	0-17,- 	g-w 

- Pekmeabitidades netativas; aL agua, al aceite 

( I,', VO, krg ) 

b) Ptopiedades pVT de los Iluidoó del. yacimiento 

4 
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-Faetones de vo/umen ( B, Bo, 6g  

-Relación de 3olubílida4 ( R5 ) 

-Viscosidade (u ,t> 	) w o g 

-Compke3ibí1idade3 (cf, cw, co' c 

c) Límites del yacimiento. 

d) Caxacterdsticas del acutgeno que nodea al yacimiento 

e) Cuando se tnata de hacen un ajuste de Ca histortía det yacimien-

to, se nequieten; nitmos de pnoducción, declinación de Ca pne--

san, etc. 

Tanto las pnopiedades petnolísicas como las pnopiedades PVT, -

se determinan en el labortatorlio a tnavh de muestnas del yacimien-

to, que se prtocurta sean nepusentativas. Registrlos etéetticos obte 

nidos (flotante Ca pen6onación prtopokcionan inlormación complementa-

nia, necesania en Ca contecta evaluación de eacs propiedades pethm-

1.(3ica3. 

Los /ímites del yacimiento y las canacterdsticas del acuíleno, 

se detenminan con estudios geológicas ayudados de métodos indihec-

tos corno "son los kegistkos geo6Lsicos, etc. 

De suma importtancia en un estudio de yacimientos pon medio de-

3imulaci6n, u la detenminación de. eas penmeabilidades nelativas y 

las pnesiones capilanes. Las penmeabilidades netativas detenminan-

el Ilujo Inaccional de las Oses y pon ende los nesultados del si-

mutadon. Obviamente las curvas obtenidas en el tabonatonio en pe—

queños nucleos, cuyas dimensiones 3e. miden en centímetnos, deben 

ser ajustadas antes de poden usanse en un símuladon cuyas celdas - 

se miden nonmalmente en centenanes de metnos. La evaluación opontu-

na y sistemótica de un conjunto de "pseudo penmeabilidades nelati- 
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-vas" es un Imoceao indiapen,sabte y a menudo olvidado en la simula 

ci6n matemática de yacimientos, 

Las cukvas de pnesiGn capilak aon nece3atía,s pana poden descni 

bik /a distnibución de. satunaciones y ce tamaño de ta zona de tkan 

sición, 	tos contactos agua-aceite y gas-aceite. 

1.6 RESULTADOS 

Loa nesultados típicos que se obtienen. de un pnognama de 'sima-

tación, consisten en la distn¿bución de pnesiones, satukaciones en 

cada una de las celdas en taa que se ha dividido al yacimiento, 

así como kelaciones agua-aceite y gas-aceite pata tos pozos pnodue 

tones. 

Si hay inyccciún de leuidos, se obtiene; o el /'Amo de inyee-- 

ci6n de to.a pozos inyectokes, o Las pnesiones neccsanias pana in--

yectak los volumenes estabeccidos. 

1./ UTILIDAD DE LA SIMULAC1ON  

Un modelo matemtftico de simulacinl catibAado adecuadamente, es 

la heknamienta más podmaa con La que cuenta un ingenien° pana Po 

den pnedecin con ciento finado de pnecisión e£ compoAtamiento de un 

yacimiento sujeto a dqenentes pottticaa de explotación. 

Aún cuando en ocasiones no se conozcan las canactenísticas pe- 

tko6ísieas de un yacimiento ea 6imutaci6n puede sen útil en obte--

nen La sensibilidad de 10..5 nesuttados a van.i.ac.i.onee en La dese/141p- 

can en el yacimiento. Pon ejempto 

6 

se tiene una pkopiedad "x" y 



se sabe que dicha propiedad puede vakiak en un nango de x a x , - 
2 

es decir , x 1 	x 5 x 2  y 3C electdan 2 6 3 covtidas de simulación,-

si los resultados no vanían mucho ,se puede: 

1) Toman coma buena una de /as pnedicciones. 

2) Relegan a segundo té4mino esluekzos especiales pana medih con 

pkecisión dicha pnopiedad. 

Si pon el contkakio tos resultados de simulan. el yacimiento --

con di6enentes valones de La pkopiedad "x" varían considenabtemen-

te, entonces se debe .tener especial cuidado en fa obtención de la-

distnibucan de la propiedad "x" en di6ekentes dneas det yacimien-

to pana mejoran la descnipción del mismo, ya que su distnibuciún - 

a6ectand considenablemente 	recuperación. 

Aún si hay dilenencia en tos nesuttados al vanian fas pnopieda 

de,s, se puede tnatan de bus can. ciettas invaniantes en la tecupeka- 

ci6n pon medio de d¿lenentes lokmas de explotaci6n dee. yacimiento. 

Ejemplo: 

Si el vaton asignado a una pilopiedad, digamos poAosidad es 

K1 ), y los huuttado.s de una simutaci(In indican tas siguientes /Le 

cupekaciones: 

Pon agotamíento. natunat 20% 

un método de inyección A 30% 

Pon un método de .inyección 13 40% 

EL. inenemento en la hecupenación a.f. aptic(n af. m is-todo de ínyee 

cíón A es de 50% y eL inchemento al aplican et método de inyección-

B es 100 % 

Ahorra, 	el vaton asignado a fa porosidad es ,p 2  y los nuutta 

(W5 indícan que la kecupenación es: 

7 



- Poa agotamiento natuaal. 23% 

- Pon, un método de inyección A 35% 

- Pon un mJtodo de inyección 6 47% 

En este caso el incremento en la aecupenacan al apticaa el ml 

todo de inyección A es de 52% y e/ incremento covtesponde at méto-

do de inyección G es de 104%. 

De .Co anteaioa se observa, que adn habiendo vaniaciones en las 

propiedades de 	, los incaementos catculados para ambos méto 

doá de inyección son paacticamente los mismos por lo que se deduce 

en este caso no es necesario conocer toda la inloAmación en lokma-

pxecisa. En una ilokma más leatista, La precisión de la inloamaciGn 

debe set paopoacional a la sensibitidad de los nesuttados a vaaia-

ciones de dicha in6okmaci6n. 

1.8 CONSECUENCIA DE UNA INFORMACION DEFICIENTE  

Lo antenioa no signi6ica que la simulación de yacimientos deba 

aplica/tse en cualquica ocasión. Dada ta comptejaad y solistica- 

ción de la simulación numénica de yacimientos, carece de sentido 

su utilización sino 3C tnata paeviamente de obtenea buena inloa 

mación, debido a que la conliabilídad de los fl.e.sultados de una si-

mulación, está en lunción de ea in6onmaci6n proporcionada. 

Pana usan la simulación awtopiadamente, se citan a continua- - 

can cieatas consideaaciones lundamentates. 

- Se debe hacen un muestneo adecuado y suliciente, pana aseguran -

que la in0Amación sea aepaesentativa del yacimiento. 
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A. determinan las propiedades petkolisicas y pVT de las muestkas 

se debe tnatan de apnoximan al máximo las condiciones que keal--

mente pkevalecekán en el yacimiento. 

- E3 impoktante, tnatan. de kepnodueik en el labonatona, .Co3 meca-

ni,smo,5 de desplazamiento que openakán en el yacimiento pana de--

tenminot las penmeabilidadez kelativas que tanta tkascendencia 

tienen en Ca kecupenación. Además, en et caso de simulaciones --

akeales o tkidimensionales, es indispensable electuan pnímeko es 

tudios en. secciones tkansvensales que pckmitan determinan /a3 --

cuneas de pseudo penmeabieídad kelativa que penmitan calibkak --

los kesultados de un modelo burdo con celdas keeativamente gran-

des a Cos Co kesuttados obtenidos al utilizan. una mejok delinición-

del námeno de capas y con celdas más pequeñas. 

Sí pon. el contlanio Ca iqonmaci6n disponible C3 insuliciente-

y además no nepnesentativa, Ca utilización de un modeto ¿imptilica. 

do tal como las ecuaciones de batanee de matekia, aplicadas con 

buen e/Lite/tío ingenientl pueden utilizanse con ventaja ,sobre un mo 

deto de. simulación. 

Indiscutiblemente., un modelo matemático adecuadamente ajustado 

que ha penmitido kepnoducin Ca histokia de un yacimiento, es el --

instkumento más poderoso pana predecir, con el mayon grado de con-

6íanza, el comportamiento de dicho yacimiento. 

1.9 TIPOS VE SIMULADORES  

1.9.1 MODELO DE  CERO DIMENSIONES O MODELO VE TANQUE  

(Pon. considenak al yacimiento como un tanque) 

9 



Eate modelo, ,supone que el yacimiento se compohta como un .tan-

que con phopiedadeá phomedio, ademas «supone que las phopiedades - 

PVT son 6unci6n de la phes.ión media ►y que /a petmeabilidad helati-

va es únicamente lunciún de la áatuhaciún media. 

A eáte modelo comunmente se le llama balance de matehia (Fig. 1). 

1.9,2. MODELOS VE UNA DIMES1ON 

Dicho modelo lue genehado pon BUCKLEV-LEVERETT, pana dan una - 

áolucan analítica ae compohtamiento poh hecupehaci6n zecundahia. 

En áimu/acan de yacimientoz dicho modelo se puede aplicah, si se-

tiene un yacimiento en el que e/ ltujo en una dihección e5 pkedo--

minante. Pon ejemplo en los ca,so.s de inyeccan de gas en ea ches-ta 

de un yacimiento o en la ínyeccan de agua (o enthada natuhae de 

agua) pon el blanco de otho yacimiento (Fig. 2). 

En una dimenái6n también áe puede utiliza& un modelo en 6ohma-

hadíal. Eáte modelo es útil pana phuebas de lo/macan y phuebaá de 

inchemento o dechemento de pheáión. En cada celda se pueden vahíah. 

phopiedadeá talus como peAoaidad y pekmeabi.tidad (Fig. 2a). 

1,9,3, MODELOS VE POS DIMENSIONES 

1.9,3.1, MODELO AREAL  

Se tiene vahiacionus de las phopiedadeá en dos diheccioneá, pu 

diéndo6e conaídenan además, los electos ghavitacionateá al asignan 

di6ehente4 pko llundidade4 a ¿as celdas deC modelo, el cual puede -- 
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set teptesentado pon una malla. Este modeeo se aplica a yacimien—

tos donde genena/mente .Los espesores 5011. pequeños con nespecto a -

su atea y no existe electo muy mancado de estnatilicación o se ha-

genetado un conjunto adecuado de pseudo penmeabilidades telatívas-

(Fig. 3a), 

1.9.3.2 MODELO DE SECCION TRANSVERSAL 

Otho tipo de modeto de dos dimensiones se tiene en /a neptesen 

tación de secciones ttansvetsales en donde las phopiedade3 de las-

capas vanian. La utilidad de estos modelos esttiba en su vensatiti 

dad en la descnipción de la dístnibuciA5n vetticat de satunaciones-

de avance de un ltente (gas y/o agua) ademh de ser los instimmen-

tos pana la obtención de las mencionadas cunvas de pseudo penmeabi 

.¿dad netativa (Fig, 3b). 

1.9,3.3 MODELO AREAL DE  DOS DIMENSIONES EN FORMA RADIAL  

Incluyen algunas de tras con.sídehacione¿ del modelo antenion --

ademh de la ventaja de poden analizan con mayor detalee los cam--

bios bruscos de pnesiGn y satunación que ocutten en la cencania de 

los pozos (Fig. 3c). 

1,9,4 MODELOS TRIDIMENSIONALES  

Existen yacimientos con espesotes muy grandes, pon lo que es - 

necuahio con,sidehah va' aciones tanto honizontates como vetticales 



(Fíg. 4). Otho típo de modelo de thes dimenaionea, se puede hephe-

aentah en 6ohma hadiat (Fíg. 4 ). 

1.10 TIPOS VE FLUJO 

Hasta aqui se han moathado anamente vahiaciones en ta geome--

thia o aea las dimensiones; sín embango, en el yacimiento se pue-

den conaidehah tamban vatios tipoa de (lujo, como son el monogsí 

co, bigsico y thígsico. 

1.10.1 FLUJO MONOFAS1C0 

E/ 6lujo monogáico está dado pon et “ujo de un sólo Iluido -

en pahticueak. l'oh ejemplo en toa acuilehoa el agua; aceite en un-

yacimiento bajo satunado o gas en un yacimiento de gas volum/thico. 

1.10.2 FLUJO 131FAS1C0  

Se phesenta cuando dos Iluídos dilehentea 6Cuyen a/ Mí41710 tiem 

po pon ejemplo: 

Ga,s y Aceite: 	En un yacimiento que phoduce pon empuje de 

gas disuelto tachado. 

Agua y Aceite: 	En un yacimíento bajo satuhado con entAada 

de agua, cuya pheaión se mantiene athíba de-

la phesión de buhbujeo. 

Agua y Grus: 	En un yacimiento de gas con entkada de agua-

o cuya satuhación de agua eongbtíta e.6 mayok 
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que la satunación ckitica. 

1,10.3 FLUJO TUFASICO 

Se pnesenta cuando hay 6tujo de .tnes Iluidos a la vez: agua, -

aceite y gas. Este caso se contempla en yacimientos que producen -

pon empuje combínado, en los que La entkada de agua, eC empuje de-

gas disuelto y/o el empuje de un casquete oniginal o secundakio --

tiene inItuencia en la pkoduccí6n. 

Pon -todo lo antenion se puede .cenen combinaciones entke mode--

los y tipos de Ilujo; e5 decía, se puede .tener un modeCo de una di 

mensión con 3 bases o bíkg.n uno en 2 dimensiones con 2 Oses o gene 

kalizando un modelo de 3 dimensimnes con 1, 2 6 3 lases. 

1.11 MODELOS COMPOSICTONALES  

Exísten otkos tipos de modelos, donde no sólo se toma en cuen-

ta Ca vaniacan de la geomePtta y el tipo de Itnjo, sino tambiln -

la vakiación de la composiciÓn de los Ituidos del yacimiento al ex 

plotanlos.En esta categonia se incluyen los yacimientos de aceite-

volátil y los yacimientos de gas y condensado con condensación ne-

tkógnada, pana los cuales 3e debe toman en cuenta ea composición -

de los 6luídos okigínates. Consecuentemente, este tipo de simulado 

nes pekmite pnedecík vaniaciones en ea composíci6n de toa Iluidos-

pnoducidos, así como vaniaciones en los gatos y pkesiones del ya-

címíento. 
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1.12 MODELOS TERMTCOS  

Cuando se somete un yacimiento a un pnocuo de necupenaciJn me-

jonada pon medio de un rrItodo ttmieo, como pon ejemplo La inyec- -

can de vapora o la combustan in-situ, independientemente de exis-- 

tik (lujo de huidos en et medio poroso a causa 	de gkadientes de 

pkesión, se geneta un intekcambio de enekgla en c.0 yacimiento, va—

/Line-iones de tempenatuna y oio.sidad de. Co.5 IlUíd05, electos de --

destilación y/o cnaqueo, etc. Estos genekam una senie de modi6ica--

cionu en las pkopiedades de los ltuidos. 

Teniendo en cuenta Co antekion se pueden etabokak modelos que - 

involuenen tanto las vaniaciones de ltujo, como las variaciones en-

/as propiedades de los IlUíd03 det yacimiento en 6unción de Cos 

electos compo,sicionatu y/o vaniacione3 en las tempenatukas. 

la 



" Diagrama Indicativo para la selección 

de un Simulador " 

Tipo de Yacimiento 
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Petróleo Negro 
	

Petróleo Volátil Gas Condensado 

Dimensiones 

0-D 
	

1-D 
	

2-D 
	

3-D 

Geometría 

	

X 
	

X-Y 
	

X-Z 
	

R-Z 
	

X-Y-Z 

Flujo de Fluidos 

Monofásico Bifásico 
	

TrifásicoilComposicionall 
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FIG. 1 MODELO DE CERO DIMENSIONES 

  

./ 

      

       

       

  

HORIZONTAL 

   

VERTIC A L 

FIG. 2 MODELO DE UNA DIMENSION 
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FIG 2o MODELO DE UNA DIMENSION 
FORMA RADIAL 

FIG. 3a MODELO AREAL DE DOS DIMENSIONES 
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POZO 
INYECTOR 

} POZO 
PRODUCTOR 

FIG. 3b DE SECCION TRANSVERSAL 

ESTRATOS 

FIG. 3c 
FORMA RADIAL 

MODELOS DE DOS DIMENSIONES 
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FIG. 4 

'< 	I 
- --111  

I 
FIG. 4a 

FORMA RADIAL 

FRACTURAS 

ESTRATOS 

I 41-1-11 
I
_ 

1
: I 

MODELOS DE TRES DIMENSIONES 
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CAPITULO 	2 

PRINCIPIOS BÁSICOS Y ECUACIONES FUNDAMENTALES 

2.1 INTRODUCCION  

Et /lujo de /Luidos en medíoa po&D,10.5 es un lenámeno muy comple 

jo y como tal no puede seh deschito explícitamente. 

En leujo a tnavU de tubehías o conductos, es posible medík la-

longitud y el didmetho y caecutan la capacidad de ltujo como /un- -

can de la calda de phesiU; sin embahgo, ce /lujo en medío.s poto--

éo.s es dilenente, ya que se tienen que considenah ecuaciones que --

deschiban el /lujo de .Coa /luidos en una, dos o tke.s Oses, a tka--

vés de "canalez de leujo" que phesentan vaniaciones de uno o vanios 

ohdenes de magnitud en donde to,s-leuído,5 pueden se& thatados como 

incomphesibles, ligehamente incomptesibles o comphesibles. Además 

paha nepnesentat el sistema de /.lujo pueden considehahse una, dos o 

.traes dimensiones, inctuyendo, 3i 3C desea, hetehogeneidad en las --

phopledades pethollsicas, electos ghavitacionales, electos captla-- 

heó y thanslehencia de oraba entke 	6cse,s. 

2.2 POTENCIAL DE FLUJO (  

 

El potenciat de /.lujo combina los electos de pke,sión con to,s 

electos ghavitacionales y se deline pon: 

- 	P g 
	

(2 .1 ) 

en donde: 
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= 	(P,P) 

Pq 	es el peso eapecilíco 

V r es ta pkolundidad (po,sitiva hacia abajo) medida a 

paktik de un piano conveniente de kelekencia. 

De atuendo a taz unidades comunmente usadas en ingenie/da petko 

tena, el potencial puede aek expkeaado como: 

p + 	1 	—I— Ph 	 (2.2) 
144 ge  

	

1 	
op 	

(2.3) p 

144 ga  

en donde 

p = pkeaí6n (tb/pg 2) 

p 	densidad (tb/píe.3 3 ) 

1: = altura medida hacia ankíba de un piano dado (pies) 

P = pkolundidad medida hacía abajo de un piano dado 

(pies) 

g = aceleración de /a gravedad en et Zugan que se eate-

tkabajando. 

9c = constante gnavitacionat condiciones no/males y es - 

igual. a 32.2 pies/seg. 

La vaniación dei potencial en una dikeccan honizontal ea equi-

valente a/ cambio de pkeaión en eaa dikeccan. 

dp 

dx 	dx 
0 	 (2.4) 

Sin embahgo, la vaniación del potenciat en la dikección vekti--

cal incluye tambiU et electo gkavítacionat: 

da, 	dp 	1 	q 	 (2.5) 

dz 	dz 	144 ge  
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2.3 LEY DE DAUS/  

La ley de Dancy establece la pkoponcionalidad de ta veloCídad -

de ltujo de un Iluido homogéneo en medio poroso con el gkadiente de 

pnesan. 

en donde 

—gnadiente de pnesián 
A 

(2.6) 

q = vA 	 (2.7) 

Pata cambian el signo de pkopokcionalidad pon e£ signo igual es 

necesatio toman en cuenta tanto tas canactenisticas det medio poleo-

so (penmeabitidad) como las del ltuido (viscosidad); así pana (t tujo 

hokizontal la ecuacián de Dance ,se expnesa como: 

   

dp 

dC 
(2.8) 

A 

  

La validez de la ecuacián antenion pnesupone tas siguientes con 

diciones: 

a) Fluido homogéneo (una sota Ose) 

b) No existen neacciones químíca3 entne el lluido y el me-

dio poroso. 

c) La pekmeabitidad es independiente del Ituido, de la tem 

penatuna, de ta pnesián y de ta tocalizacián. 

d) Régimen Caminan. 

e) No existe electo de. K-tinIzenbekg, 

1) T'('.0fo penmanente e incompnesibte. 

g) Et lluido satuna 100% at medio pokoso. 
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E/ signo (-) de la ecuación anteniot, surge at consideran que - 

la presión disminuye cuando La longitud aumente. y 3e nequieke pana-

compensan e/ signo negativo del gkadiente. 

Pana llujo inclinado ea necesario consideran tanto la variación 

en ea presión como la variación en la carga gkavitacional. 

d p 
P 9 ) 

A 	u 	de 

(2.91 

La naz6n del signo (+) 3e keeaciona con ea dirección que .se £e-

de a ulP, la cual puede set positiva hacia arriba o vicevek3a. 

Abona bien, ea velocidad a la que 3e kelieke la ecuación de - - 

Dakcy e3 la velocidad apakente, pot lo que 3i 3e desea evaluar ea -

velocidad /Leal Habrá que dividir. Ca velocidad apanente pon la poro-

sidad electiva del medio, o sea: 

u 

   

(2.10 )  
med. 

donde 

  

med. = velocidad keal o medía. 

u = velocidad apanen-te. 

. pokosidad electiva. 
e 

La ecuación de Dakcy en 6onma vectokial 3e expresa como: 

_ 
u 	h 

v = 
= 	u4, 

(2.11) 

Haciendo un análisis de cada una de las vakiable3 que intekvíe-

nen en la ecuación (2.11) : 
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- La v.Ucosidad (u ) es un escalan. 

- La ponosídad l fi ) es un escalan. 

- La velocidad (v ▪ ) pon tenen magnitud, dinecciU y sentido es un 

vecton. 

- El potencial ( d  ) tambiln es vecton. 

- La penmeabilidad ( h ) es un tenson, capaz de inl/uin en la dinec-

can de Ilujo, la cual no siempne es gobennada exclusivamente pon 

el gnadiente de pnesiU. 

Dados tos ejes x, y, z no necesaniamente ontogonales, las compo 

nentu de la velocidad v (71 

Ca ley de Vancy, como: 

) se explesan, de acuendo a - 

(2.12) 

(2.13) 

(2. 14) 

x = - XXdX 	+ 	 + h 
VI ay 	Z 

Y
= - 

1 
( fz 	231— +fz 	h 

YY 'ay 	" 

u  z - 

    

 

- 3 X 

 

La matniz tensoil de penmeabilidad tiene, nueve componentes: 
,-- 	.. 
h 	k 	h 
zx 	xy 	xz 

ki , i .__. 	k 	h 
YY 	VZ 

k 	1,1 
zy 	zz 

mientna,s que Ca velocidad y et potencial, siendo vectones 

theis componentes .solamente: 

tienen -- 

V = ( , 
1)4,  

:1 .5 	"I 	;) 
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Y
. - 

ZZ U y _ 
11 

k 
Y Y 

3 y 

3 

z 

Debido a Ca labohiosídad de thabajan con tensotes, se hacen co- 

munmente /as siguientes suposícíones, pana simpti.6ícan las ecuacio-

nes : 

1) La matniz tensotial es simIttica, o sea: 

k xy :kyx/ k xz 'laz>1 12-yz'llzy 

12 xx 	12 1.:y 	12—Az 

xY 	YY 	Yz 

2  xv. 	zz 

2) Al notan tos ejes de una matníz sim/tnica se obtiene una matníz 

diagonat. 

la xx 

O yy 

O 	O 	h. zz 

En donde los ejes son ontogonates y están atineados con tas dí-

necciones pnincípates de Itujo. Pan Co que las componentes de ta ve 

locidad se neducen a 
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4 
o x 

4 

En genekat las di/Lecciones p/Lincipates de ltujo son: 

S; La dikeccíún maxíma, pa/Laleta a los planos de 	dímentaclán. 

s; La dineccíón minina pe/LpendicalaiL a los planos de sedlmenta-

ciGn. 

Sí el medio C3 isot)1(5.pico (k1,1,-k, I, cntoncu la díteccint- 
- 

del 	ttju es .igual a 1.a dine.cci_611 de.0 g/Lad¿ente aplicado. 

Si et medio C3 aniotn4íco ¿Co emba/lgo ( 	), Ca dikec-- 

ción del “ujo es dile/Lente a Ca dikeccicin de/ vtadiente apticado. 

EJEMPLO; 

Se,c, 00 medio p0k0,50 bidimewsional donde. k x .4ky  , 541 5e aplica 

un gtadlente con un cíngulo de 45°(o .sea 	) encontkaA la di-- 
d y 

keccián del “ujo. 

SOLUCION 

di/Lecciún del gRadiente de pnesiún 

di/Lección de 6lujo 

Y 

X 
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112 

9X 

1J 

La magnitud deL vec.ton no/mal está dada pon: 

1 u 1 - 	1  
1.1  

1 

La dí/Leeeint deL uec.ton unitanio esta dada pon.: 

	

kx 	k« e 
u 	X 	 í)y 

	

wV11-77 	o \A-9 

o .óea la aplicación de un gnadiente a 45° a e,ste medio, neauZta en 

-1 
un vectot velocidad cuya dinección pnincipal tiene un cíngulo O = tan 

1/4, D = 14 ° 02 

2.4 ECUACION VE CONTINUIDAD Y DIFUSIVIDAD  

La duchipción matemática deC Lujo de Iluido.s en medios poho--

SO3 uta basada en La Ley de La con4etvacan de la masa. 

2.4.1 ECUACION DE CONTINUIDAD PARA UN SOLO FLUIDO  

La ecuacan de continuidad et, consecuencia de La aplicación deL 

phincipio de conenvación de La ma,sa, el cual establece que /a masa 

dentho de un 5,Utema permanece eon.stante con e/ tiempo, et, decílt, - 

dm/dt = O, La ecuación de contínuidad pana un ciento elemento de me 
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-dio poroso establece que Ca napídez de cnecímiento de Ca masa den-

tno del elemento es exactamente igual aC Ilujo neto de masa hacia - 

el mismo elemento. 	W(x,y,z) 

	
(uP)z+Lz 

(up )y 

(uP) x 	 u 	 (uP)xufAx 

)-1-777(  Y 
(uP)y.4." 	(uP)z  

• Con.siden.ue un pequeño panalelepipedo de un medio poroso de di-

menzionet, Ax, Ay, Az; a tnavls del cual existe 6Cujo en todas las 

canas. 

Haciendo un batanee de matenia (tunante un intenvalo pequeño de-

tiempo lát. 

Se puede considenan que: 

Et Itujo de masa pon. unidad de supetlicie cs igual a la veloci-

dad muttipticada pon la densidad 

Dimensionalmente 

L 

U 

   

(2:18) 

       

L 3 
TL- 

9 

Ahona bien sí et tItujo de masa se multiplica pon eh área thans- 

vensal aC “ujo, se obtiene como 	!..suttade, el Itajo aulsíco. 
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donde 

A. dkea 

M. masa 

T. tíempo 

u. velocídad 

P. den.sídad 

upA (2.19) 

Pon otna pante 3C puede con,sidmak que la entkada de masa al -

elemento con.sídekado es posítíva (ínyección), míentnas que /a salí 

da de masa ,se cowsidena negatíva (p/toducci6n). El ténmino 6uente -

(o .sumídeno) se nepnuenta pon W ( x,y,z), el cual tiene unidades-

de masa pon unidad de votamen de noca. 

W (x,y,z) 

unidad de vol. de noca 

W (x,y,z) ( 	) lnyeccí6n 

w (x,y,z) ( - ) Phoducci6n 

Masa 

Pon atta pahte: 

Masa de 6luido en el elemento, 

en el tiempo t: Ax Ay ¿z ( 4,r) ) t 	(inícial) 

en el tiempo t + At: AX Ay Az ( r1q) ) t4 A t 
	

(línal) 

Del phincipio de consehvación de masa: 

(Masa que entha) - (Masa que sale) = Acumulación, 

Acumulacíni = (Masa linal) - (Masa inícial) 

La cana Av, tez e3 pehpendícu/ah al pujo en la díneecíón x, con -

lo cual la cantídad de masa neta que entha en La dínecciónvse ex- - 

phe4a 
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Gt. [(pu) 	- (pu) 	Ply Az 
xi.Ax 

, 	u 

	

Pana 1(13 dineccione's "1/, y z 	 C. obtienen expne,sione3 

Altoita la acumulación ,se cácnibe como: 

Acumulación = Ax Ay Az(p) 	- Ax Ay Azko) 
t + A t 

(2.20) 

(2 . 21 ) 

tomando en cuenta ta,s expnusione,s antenionu 

(ou) 	- (ou) +Ax ] 
Ay tez 4.  At 	(pU)Y 

	y+u 
- (pu) 	,

y 	
Ax Az 

x  

+ At [ (pu) 	- (pu)z+liz  ] Ay Ax + (0(x,y,z) r AxAyAz 	(())p) t+15-1»,,p)r. t  

dividiendo entke Ax Ay Az At 3e obtiene: 

(pu) 
x+Ax-  (")x 	

(pu) 
y+Ay 	z 

(otd 	(pu)
z+A

- (pu) 

A X 
	

A Z 

(0(x,y,z) 	
(dp ) 

t A t 
	(p) t 

(2.23) 
AX Ay AZ At 	At 

tomando ltmite3 cuando Ax —0, Ay 0, Az4 0 y At-,0y necotdando Ca 

deAinici6n de deilivada de una Onción: 

-j511L - Lim 
	q( x + Ax ) - q( x ) 

dx 	x-›0 
	

AX 

3C tiene que: 

j(pUx)  

ax 

'3(pu,,) 	,")(puz) P I 
W(x,11,z)  

ay 

(2.24) 

Eta ecuación e.s Ca 6onma genenat de ta ecuación de continui--

dad en (111 medio poltu60. 
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2.4.2 ECUAC1ON DE VIFUSIVIDAD 

Substituyendo la3 componente3 de la vetocidad pon la ley de 

Datey en /a ecuacil'in de continuidad he tiene: 

9 	kx al, 	a (pL.,, Pi, 	a 	Izz a ,:, 	p(l,P) 	(2.25) 
(P-- ---) + -- 	 L --) + -- (P-- L---) + W(x,y,z) = 

	

ax II ax ay p ay az w az 	at 

Esta e3 la ecuaci(5n genekal de d.qusiuidad que kepke,senta ee - 

“ujo de un „soto Iluido a tkavU de un medio poroso. 

Pana et (Mujo de varios “.uído3, es nece.sakio eolbsidetan tam--

biln que et medio panoso estará sujeto a ualiacione3 en ta 3atuta-

cilin pon lo tanto, de,sputr.3 cíe pkocedek en okma similan a la ante--

kiot, la ceuaei6n de di0,5ividad pana Ilujo multibf.sico en donde - 

kf nepne.senta la pelmeabilidad e6eetiva aC gajo en cuestan, 3c - 

tiene: 

a (  kfx 	1 
-5"71 	

'1) 	
JzI

( '3 	kfz 

	

Kif u pul 	°1, 	W(X.11 	`3(SF(3)  (2.26) 

Pana la so.Cuc.ián de nta ecuacCin e.b nece6akio utilizak una --

ecuaci5n de estado que neeactone ta densidad con la pne,sión. 

2.4.3, TIPOS VE FLUIDOS  

Lob Iluido,5 de un yacimiento son cea3i6icado,s dentno de tke. 

gkupoh, dependiendo de .su compke,sibieídad. 

a) Fluído,s incompke3ibte.s. 

b) Fluído's ligekamente eompne.sibteis. 

c) FCu.ido.s compke,sibte5. 
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compresible 

ligeramente compresible 

incompresible 

p 

En un Ituido incompke.sible, Ca dewsidad de Coa i tuidos 3e con-si 

deka coutante. 

Un Iluido ‘se denomina ligenamente comphe'sibte ai ,su den3idad - 

,se puede cowsidetak como una lunción CineaZ de phe.sic5n (pon ejem--

plo compneíbilidad conátante). 

FinaPmente un Iluido compke3ible es aquel que pke3enta un cam- 

bio .signilicante de densidad con la pke3i6n. 

GnalLeamente 4e. tiene .Co .siguiente: 

2.4.4 ECUACIONES DE ESTADO  

Dependiendo del 6luido que. 3e este manejando, exi.sten vakia.s --

ecuaciones de estado. 

a) Si et 6luido es incompne3ible quieke deeik que Ca densidad - 

sekd con.3tante. 

p = ette. (2.27) 

b) Si e£ Ituido e3 ligenamente compAe4ible (tíquido) Ca ecua-

can de utado Iká: 

c 
	1 	

Tr-ette. 
	 (2.28) 
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c) Pata un gas .ideal 

pV = nRT (2,29) 

vol. @ c—y. 

vol. @ e.s. 
So = 	Factot de voldmen en 

9 vol. voe. @ c.s./dLa 

píe3  de 'toca 

Rítmo de ínyeccidn en 

(2.32) 3i p = ct.te. , 

d) Pata un gas teal 

pV = ZnRT 

(2.30) 

Antes de ínttodueit las ecuacíones de estado a la ecuaeídn de - 

dílusividad, se delinen algunos tékminoe. 

pot F.o que 

W(x,y,z) - Ritmo de .inyección de maea pot unidad de vo-

Idmen. 

W(x,y,z)- So quol.  p 	 (2.31) 

w(x,y,z) r[vol. (k.q.][vol.@ c.s.][ masa  

VOI. rát.3. d.t.a' píe- 	vol. Ptl.y 

2.5 DESARROLLO DE ECUACIONES PARA LOS DIFERENTES TIPOS VE FLUIDOS  

2.5.1 ECUACION PARA FLUJO INCOMPRESIBLE  
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Y además la vi..sco'sídad es constante. Ve r.a ccoaciáll de dilu,sividad 

D (pkx D ,!) 	aloky. 	
+ 3(P" )+ (0(X,y,z) 	1)(")  

9x u 9x 	Dy' u DI/ 	 Dt 

Dp 
.subatituyendo el valot de (U, 3abieudo que —571- - 0, multiplicando - 

pon w y dividiendo pon p (ambas constantes): 

D 	a4) 
—(12-x—) + 	(kv; ) + 
5X DX ay ,au 3z Dz 

0 
(2.33) 

En Ca ecuación antetion lcus petmeabilidades pueden vatiat en x,y,z; 

es decin 

kx = kx(x,y,z) 

ky = ky(x,y,z) 

kz 	kz(x,y,z) 

Si el medio es ísotkeipico y homogInce 

kx = ky = kz k 

Dividiendo Ca ecuación (2.33) pok Iz 

wq (8  

DX 
__ (21

9X 	311 011

1 	—(7— ) 	az
( 
 Dz 	Iz 

) 	0 
 

2 	2 	2 
18  D 	D 	4) 

--r + 	+ 	+
°gUO 	

- O 
9X. 	DY

2 	
az' 

la cual .se puede expresan como 
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2 
V 	g13 VOL.  

- o 	Ecuación de Poisson 	(2.35) 

Si no existe inyección la ecuación ante/tío/t. 3e simptilica a: 

2 
V 	= o Ecuación de Laplace 	(2.36) 

Las unidades que comunmente se usan en ingenic“.a petto/e/La son Zas-

siguientes: 

r 	 
L 

qv01' la  Tl
stb

• pteJ 

x,y,z ( píes ) 

poh lo que 

cp 

ap  
ax 

4 	1 	q 	)h 
144P ge 	ax 

(2,31) 

ax 

ap  
ax 

ah 

_ 	1 	2 	'31) 
TTP gc  ax 

1 

'ay TTT Pge  

-11  ay 

ay 

	

1 	1_ a0 

	

144 	Pgc 	ay 
(2.38) 
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Di TTT íge  
Z1,  f 
7)-z-  1. 

ap ... 	1 
az 	144 P ge  

(2.39) 

2.5.2 ECUACHN PARA UN FLUIDO LIGERAMENTE COMPRESIBLE VE COMPRESIBI- 

LIDAD CONSTANTE. 

Recondando Ca ecuaciAln gene.lat de compke.sibieídad dada pon: 

1 1  aV , 

V ap T 
(2.40) 

a pan.tiic de elta a e podn(f obtenen una ecuacíún que u.eacionc la den 

,sídad de£ Iluído con .su compneíbíUdad, con ayuda de fa sigui.ente - 

ecuación: 

= den3idad, m. masa y V. votómen. Duspejando ce voetImen de ea-

ecuación anteflion, 

V -  
m

(2.41) 

dnivando ea ecuaci.ún (2.41) con n.especto a La p,tusión (p) .se tiene: 

(2.42) 

o' 

3; 



sustítuyendo en la ecuaci6n (2.40) las exphesiones (2.41) y (2.42). 

c = -1 	—mDp 	) 

, 
m/P 	P -? c)p 

c.- 1 	Dp 
(2.43) 

   

í-)p 

La ecuación antehíoh nos hephesenta ta ketacan de ta densidad-

de un líquido con su comphesíbilídad. Paha obteneh la vahiaci6n de- 

£a 'mesan en las di/lecciones " x,y, z ", bastahtf con despejan " dp " 

de ta ecuaci6n (2.43) y detivak hespecto a cada una de tas dikeccio 

nes cokhespondientes. 

despejando "dp": 

dp - 

dehivando hespecto a "x,y,z" 

dp  _  1  dp 

dx 	cp 	dx 

dp  _  1  da 

dy 	en 	dy 

dp 	1 	dp  
dz 	cp 	dz 

(2.44) 

( 2 . 4 5) 

(2.46) 

Sí el espesoh det yacimíento C..3 pequeño y de bajo hetieve esthuc 

tuhat, es decík pana 6tujo hokizontat, se puede hacen 	consídeha-- 

38 



p (2.47) 

X 

/ 	12- x  

	

u 	9x 

kz 	al? (,) 	 a 	t p 
gil 	P 	ay 	Dz 	u 	Dz 

D ( k, 	1 J u  

ax 

9(0)  
gt 

4 	( 

e 	Díj 	az u c Dz 

(2.48) 

-ci6n de que el potencial de. Itujo es aphoximadamente íguaC a Ca --

phesión. 

Ahoha bien, Sí no se tiene inyección en ningún pozo (W(x,y,z)=0),  

tomando en cuenta La considehaci6n antehioh y hecondando la ecuación 

de di6usividad dada pon la siguiente exphesidn: 

W (x,y,z) 

sustituyendo en la ecuaeíU anteniWL Las ecuaciones (2.44) , (2.45) , 

(2.46), y (2.47) he tiene: 

j X 	u 	CP 'JX 	9y 	u 	cp 	 p 	cc 	9Z, 

_ al n)  

at 

simpli icando ta ecuacilin antehioh: 

Coínídenando un 'medí° isoth6pico (kx.kyrkz5A), la viscosidad -

constante (p.cHe), multipticando poh PC y dividiendo entite k, se - 
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obtiene: 

) = 	"e  
a ( 	 ap 	 ap 

	

— 	 ) + — ( aP 

DX 	DX 	ay 	ay 	az 	1)z 	12 

 

o sea: 

     

2 	2 	2 

117 	1 P 	3  P 	aP 

DX 	ay
2  
	3z'i2 	3t 

 

siendo equivatente a : 

  

   

ap 

 

(2.49) 

 

la 	at 

 

La ecuación obtenida antetiotmente es Ca teptesentativa pata et-

Itujo de un iltuido lige/Lamente comptesibLe de comptesibilidad cons—

tante, Ca cual. puede Zek apticada pata tfquidos y pata gases en in--

tekvato)s pequeños. 

La ecuacidn (2.49) no es muy pnóctica pata su utilización en la-

lotma obtenida, debido a la di6icuttad que ptesenta Ca evaluación de 

las densidades, pon. Co que e3 conveniente exptesat Ca ecuación (2.49) 

en Onción de Ca ptesión. 

Ve Ca ecuación (2.45) 

c= 
	1 	ao 	1 	do  

P 

despejando "cdp" 3C .tiene: 
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cdp - 
 1 

 do 

integnando de po  a p 

P 
j cdp 

Po 	 Po 

ae obtiene: 

e lp-pl r In 

despejando " p"  

c( 	p -p 	) 
o = o e 	o 

o 
(2.50) 

o 
o 

= derusídad ínieial del 6euido valuada a una pneai6n inicial 

( p
o 

) 

p = pne4ii5n medida a cualquien tiempo. 

Recordando que. la Onmuta de expan.síón de una Onción "1(z) ", 

en laa eencantaa del va Con conocido de Ca 6unci6n pon medio de Ca se- 

/Líe de Taylon, .iLendo "a" et punto conocido: 

(z) (a)  

 

1"(a)—a12  L  , 

1! 	2: 

 

+ In (a)(z-al n  

    

     

pon. .Co tanto 4e puede expandir la gunean Oxalnededon del punto x=0, 

entoneea: 

1! 	2! 	3! 

(x) = 1 + X + x`  x 3  + 	  4. 	X 11 

H. 
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(2.51) 
cp 	 2 2 	3 3 	 n 

i. 
e -- 1 + c J 	+ c p 	+ c p 	+ 	 + 	p 

2! 	3. 

cp 
1 	+ 	c.  p (2.52) 

sustituyendo la ecuación (2.52) en ¿a ecuaeídn (2.50) se tiene: 

P =P 	( 1 + ep ) (2.53) 

1 

(2.54) 

[4'W+ cpd  3  [3[P 0(1+Cp)]  

Dx 	Dx 

40( 1 +e-P)}  

Dt 

[D  [P0( 1 +cp)]  
Dz 	 Dz 

pon lo tanto: 

En /a mayoka de lo4 casos en ingenie/1U petkoevia (pana Itqui- 

dos), se cumple que: 

cp < 0,01 

c2p2  < 0.0001 

pon_ lo que la expkesiein (2.51) se puede simptilicat a: 

teniendo La denaídad como punción de la plesión, se podnd obtenek la-

ecuación de Ilujo Aepesentatíva. 

Sustituyendo la ecuación (2.53) en La ecuación (2,49) 

,esiendo "Po" la densidad inicial del Ituido(constante), entonces: 

300 
	o 
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pon to que, en £a dixección "x" se tiene: 

D 

neduciUdose 

o 

X 	D X 

la 	ecuacidn 

2 	2 
a id 	p 	4  

(2.54) 

_141 

a: 

r  ,4,11 C C 0
O  

ap 
L 
ax 	a fin  a z 	J  fz at 

dívídielldo cut/Le cc, 
o 

2 	2 	2 
) 	+ 	 +  D 	4.11c 	Dp  

gx 	ay 	az' 	iL 	a. 

o sea: 

, 

P - 
t 

(2.55) 

que e.s la eeuacicin de díltbsan pana un Iluido ligenamente compnuible 

habiendo hecho las siguientes consídenacione.s: 

medio ¿sotkópico 

medía homogéneo 

.viácoáidad constante 

compnuibilídad constante 

La ímpontancia que neviete dicha ecuaci6n 	tnascendente, debído 

a su md/típft utilídad. Entle otuus aplicacíones se tienen: 

pnueba's de pnesi(5n Iíne.temento, decnemento, inteenencia, etc.) 

pnuebas de límite de yacimientoz 

«simulaci6n de yacímíentos. 
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2,5.3 ECUAC1ON DE FLUJO PARA UN GAS REAL  

Paha podeh obteneh la •ecuación hepheaentatíva de (lujo de gas,-

ea neceaahio inthoducík la ecuación genehal de loa gases. 

Recondando la ecuación genehal de loa gases dada pon: 

p V= Z u R T 	 (2.56) 

n = 11 2  de motea . m = masa 

 

(2.57) 

 

M 	peso molecueah 

 

auatituyendo la ecuación (2.57) en la ecuación (2.56). 

 

p V= Z m R T 

M 

  

(2.58) 

de la ecuación (2.40) p = M 

V 

     

auatituyendo la ecuación (2.40) en la ecuación (2.58) y despejando--

" P "  ae tiene: 

P = 171 ' _PM 

V 	ZRT 
(2.59) 

involucnando el valon. de Ca den,saad de un gas dada poh la ecuación- 

(2.59), en Ca eettacián de d.qus¿vaad. 

a (  pm  kx  ap 
 ) 4-  	

pM Iz 	9  
) + - 	

pM 	kz 	+ 

ZRT 	1.1 	ax 	)/f 	ZRT 	 ZRT 	u 	"az 

pM q. vol. (x,Y,z) 	_O ) (2.60) 
ZRT 	 t 	ZRT 
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Sí áe ¿Cama 1 a .1chs condicioneá de yacímiento y 2 a Cae coudício-

né,a de áupeqícíe 

p1  V1  = 192  V2  

Z 1 T1 	Z 2  T2  

como V I  = q vot. (x,y,z) 

pl   q veC. (x,q,2) =  p q vol. (5c1)/d 

Z 1 T1 

.abiendo que Cae condicionez eátandan son: 

T2  = 60°F = 60+460 = 520 °R 

Z 2  = 1 

p2  = 14.7 lb/pg2  

d . día 

(2.61) 

despejando q vol. (x,y,z) de la ecuacíón (2.61) y áuátituyendo e0.5 

valones de Cae eondicíoneá cátandan: 

q vol. (x,y,z) . 14.7 	q vot. (scl/d) Z1T1  

520 	Pi 

áuátítuyendo tu ecuacílin (2.62) en la ecuacíni (2.60) 

( _pM 	kx 	) , 	a (  pM 	ap 
) 

ax ZRT u  ax 	(')y ZRT ta ay 

 

pM 	kz 

ZRT 	'az 

 

N (14.7) q vol.  (.5e(/dl 
T.p x 520 

_121_ ) 

ZRT 
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(2.63) 
14.7 q yo/. (sc6/d) .  1  

520 x 5.615 	5.615 a.t 	Z 

1 
q. vol. 

,Scl/d  
p <1e 3 	"LO Ca 

d H p lt 

como M, R y T son constantes; multiplicando pon. R T u dividiendo 

entke M kesulta ¡Lo siguiente: 

" 	 kx  3P ) 	( 	 ) 	 (  p  kz 	) 

ax 	Z 	ax 	ay 	Z 	a y 	D z 	u 	Z 	Dz 

que es la ecuaciÓn de dilusiGn pana un gas teat, en donde: 

T ['R.] 

h/pg21 

5.615 6actok de conveksíón ( 1 bt . 5.615 pie3  ) 

La ecuación antenion es una ecuación no .Lineal., 

Parlakeducín ta no tineatidad de la ecuaciÓn se utiliza/id un attilí- 

cío. 

Delina,se al potencial de un gas teat como (p*): 

P 	1( ) Z (r) 

la integtal anteniok se puede zalcutait a tilavló det mItodo de Simp--

on pana lunciones discnetas. E.C. mItodo consiste en eCabolat una ta-

bla de valones y una gvflíca de "p" VS "ph,z", donde a paktík de la-

unión de lob puntos se obtencbtd una canoa, pon_ medio de la cual se - 
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podka obtenek el - valo4 de la íntegnal en un intekvalo, que nepne- 

3enta 	e/ anea bajo la cueva. 

La luncíón antekíok penmíte tnan3lonman Ca ecuación no líneal - 

de Ca 3iguiente mano ta: 

3i 

D.21 _  p 	 Di) * 	ap"  •  ap  
Y 

ap 	uZ 	-dx 	ap 	a x 

3e tendka que: 

" 	 ap  

X 	gx 	1,z 	dx 

IP 

(2.64) 

3u3títuyendo el vaton de ta ecuación (2.64) en Ca ecuación pana un-

ga3 keal 3e .tendrá: 

	

) 	ky  jp*  ) 	9  ( kz 	) 

ax 	./ 	 i)z 

14.7 q. vot. (/Se6/d) 	1 	( 	) 	
(2.65) 

	

520 x 5.615 	5.615 *,)t 

adema3 de .ea expne3ión antekíok 3e pueden obtenen otA(1.6 2 expesio- 
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-ne,s; de la Ley de los 	healez: 

 

V 	Zm  R T 

 

(2.66) 

     

.dekvando hezpecto a "p" /a ecuación antehioh 

3V  _ mRT  1 	1 	az 

	

p 	h1 	Zp-9 
 

p 

	

21) 	mRT  1 	-az  
(2.67) 

.sutituyendo la ecuación (2.66) y la (2.67) en la ecuación de compite 

3ibilidad ecuación (2.40). 

c = - 	1 	:3 V  

V 	p 

c 	p M 	mRT 	( 	1 	z - 	Z 

	

Zm RT 	M 	p 	ap 	r2 

s impU -i can do 

	

- _E_ ( 	1 	:az 

P 	ap 

11 
	

Cr 	1 	1 	-az 	
(2.68) 

ap 

que nephesenta ta ecuación de compAe.sibitaad pana gcuses. 
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De/ tInmino 	D ( 	4).  ) de la ecuacícIn (2,65), sí se consíde- 

at 

	

ka ea p0/1.03idad 	como una constante, ,se tíene: 

) 

Z 	 C313 	Z 	á.t 	Z 2 	p 

Z 	Dp 

COMO C = 1 

  

     

13 	Z 	ap 

entonces: 

ft 	 ) 	211  Dr)*  
Dt 	Z 	Z 	a p' ;4. 

Sí se tiene una dilenenciat total, es decin que "p*" es Oneíón-

de "p" entonces: 

DP 	1  

Dp* 	;)p 

o lea: 

dp_ 	1  

dp* 	dp*/dp 	P/pZ 

pon lo que: 
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_a_ ) = PC 	3p"  
cw 

ap"  

.at 

quedando línalmente la ecuací6n pana un gua neat en tnea Okmas díjle 

la) 	a ( lzx 	ap" 	DP*  ) + 	.1)  ( faz 	 21a— ) 
ax 	ax 	ay 	ay 	az 	az 

14.7 q. vol. (3c6/d) = 	( 	) 
	

(2.70) 

	

520 x 5.615 	5.615 

14.7 q. uol. (acl/d) = _111. ( _11.1" )  

	

520 x 5.615 	5.615 	zit. 
	 (2.71) 

3a) 	
D ( fax  ap" ) 	( ky 	 "ap! ) 	 faz  ;1p"  

3 x 	3x 	3y 	3z 	3z 

14.7 a. vol. (4e6/d) - 	y 	a ( _p_ ) 

	

520 x 5.615 	5.615 3f 	Z 
	

(2.72) 

NOTA: La con6idenaci6n de que la pohosidad ea conatante, ea acepta—

ble debido a que la compleaíbílidad de la noca ea mucho menon que La 

compkesíbílídad del gas. 
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) (2.74) 

Agua: 

Orw A  
v ( 'w 

u w  13w 

b 	a 	, S.. ri l,¿ 	tb /d 
5 . 6 1 5 	a t 	13,,; 

v 	lalpoA 

no  13o 
1/ I) I 	t. 	4.  q(,  As .11 Id 	- 

5.615 	",lt 
(2.73) 

o ) 	+ 	tb / d - 
5.615 	t 

(2.75) Vb 

2.6 FORMULACION INTEGRAL VE UN PROBLEMA TRIFASICO  

Pana tIonmulan Lab ecuaciones de leujo 	 .tomaron en-

cuenta la's pnopledade6 de. cada Iluido en pantículan. Pxocediendo en 

6ohma ‘slnitan a ea utielzada pana deducir la ecuación de ISlajo mono 

la,Sico, 3C Itega a taa ..siguientu ecuaciune.23 de Itujo de .tres has es. 

áy 
Aceite: 

Gas: 

	

( 1.121£ A v: 	13 KkroA 

u g 	13g 	g 	u o  13o 

( 	S g 	4,  So Rs  ) 

Bg 	B0 

donde 

A zAxAz, 	V ..^IxAtiAz 

Ademb de£ «ufo de cada lae Se tíenen ea,s 	ecuacío-

ne5 auxít¿ane,5 que eoAkuponden a ea pne,5ión capiean, ccuaci6n de - 
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Pc g. 

Pc0-W 

En algunas toca3 p 
Co-;r 

3e vuelve negativa, impeicando un cam--

(Lío de mojabaídad. 

3atuhaci6n y ta's ecuaciones del potencial. 

Pr  

Pr  

1 = So + Sw + Sg 

* Medio mojado poh agua, donde genehalmente p > p > p g o w 

(2,76) 

(2.77) 

(2.78) 

Como 3e menciono antehioh.mente e.0 compoktamíento de ea pke,sión-

capilat, 3e obtiene pon. medio del andei3i3 petholí.sico llevado a ca 

bo en el labmatmío. 

Relaciones de. potenciae. 
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= Po  - 1  	q 	P o0  

144 	gc  
(2.79) 

tr 
	 - 	1 	

(2.80) 
144 	gc  

P 

	
P 	1 	q 	V 

144 	gc 	 (2.81) 

Con Lo cual se tendnón 6 ecuacioncs con 6 incógnitas y pon lo-

tanto el sistema send compatible. Los patcímetnos que se deben de- - 

tenminan son: po, 	, p , So, Sw  y Sg. 

2.7 CONDICIONES INICIALES Y CONDICIONES VE FRONTERA  

a).- Condícíone3 iniciales. 

Cuando una de Las vaniabtes independientes en una ecuación dile 

nencial pancial as el tiempo, se necesita conocen entne otnas cosas, 

la vaniable dependiente a un .tiempo to  pala obtenen la solución de-

la ecuación a otko,s tiempos. A hta se le llama condición inicial. 

En simulación de yací..míento,s, genenalmente la vakíabte depen- - 

diente es La pnesión. 

Las pnesiones y satunaciones deben „sek conocidas al tiempo tr-tn . 

Pana detenminan las condiciones antenioncs, ntas se determinan 

a través de un ejemplo itu,stkativo. Dadas las pAe.6ionea del aceite, 

la 2,atukaci6n de agua y .1(1 ,sattotací6u de gas . 

Sr 	1 - 	S w 
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p w  r po - p co _ w  (Sw) 

P g 	P - Pc 	(Sg) 
o 	g-o 

En la pnáctica se debe pnoceden de la siguiente manera: 

I.- Conocen el plano estnuctunal y estnatignalico 

2.- Conocen las pnolundidades de toa contactos ( g-o,w-o 

3.- Exiztencía y tamaño del acwqcno (si es que existe) 

4,- Pnopiedades pVT de Pos lluido.s en 6uncíón de la ptesan 

5.- Cunvas de pnesión capilan (p e 	, pe 	) 
g-° 

6.- Cunvas de penmabitidadea nelativas. 

hrg  = krg 

krw = krw (Sw) 

r o 	= << ro (S w, Sg 

kro 
k rw kro krg 

Sw 	 Sg 

agua — aceite 	 aceite - gas 

En ea actualidad no existe_ un equipo electivo pana detenminan. --

las penmeabilídades nelativas de 3 has es, lo que ,se hace es elaboran 

2 gnálicas utilizando 2 lluidos pana cada una (g-o y w-o). 
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7.- Como último dato se nequiene de ínin /a pnesión en un plano de 

teiíetencía. 

Antes de entnan at andtísis de Inontenas, dqinase algunos tétmi 

nos necesatios pana ¿U entendimiento. 

+ Tnansmisivídad (T) 

La tnansmisividad se deline como la capacidad de tnansmitin, da-

da pon la siguiente ecuación: 

= T p, 

de la ecuación de Oakcy 

= 	A p 

entonces 

   

T = K 	A 

b).- Condíciones de plontena. 

Sí se conoce la phe4an, y/o tas pnimenas denivadas espaciales 

de la misma, en detenmínada.6 regiones de un yacimiento pana todo va-

Ion del tiempo, a listas se les conoce como condícíonu de 6hontena. 

Las Inontetas <son limites det yacimiento, que pueden estan abien 

tas o cennadas al 61ujo. De acuendo a to's pnoblema3 que se pnesentan 

en simulación de yacimientos, se consídenan tInontenas centradas . 

Fhonteha centrada. Fhontena canactenizada pon /a inexistencia de 

6lujo. Su cualidad lundamental esta dada pon: 
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Condícione6 de Inontena de pncsión y/o gastos cona 

tantes. 

Vectok penpendiculan a todas Zas supettlicies equi- 

potenciates. 

2 Cómo centran Las pionteka4 

Bdsicamente existen 2 honoras de cennan las 6nontenas cuando se 

utiliza una malla de bloque,s, y éstas ,son La.s siguientes: 

1).- Evitan et 'Lujo a tnavls de toda la penilenia, haciendo /as - 

tnansmisividades en dicha penienia igual a ceno. 

:o  

//_///////// 	 / 

/  	/ 
/ 	 / 
/ Tx 

lj:0 / T x N x f lj:  

donde: 

/ 

/ 
/ 

Tv 
1, Ny 4 1 1°  

Nx = Númeno de bloques en La dinección "x" 

Ny = Isicímeno de bloques en la dinecci6n "y" 

2),- La segunda lonma se puede hacen a tnavés de extenden /a malta - 

avtegando bloques vintuales extennos a dicha 6nontena y haciendo tos- 

potenciales, penmeabitidades, pnesiones, etc. de cada ()toque agkega -

do iguales a los de/ Hoque. íntekiok inmediato adyacente. De tal 6on-

ma que no haya cambio de beoque a bloque adyacente y el Itujo sea ce- 

no. 
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r 

1 

L 

o) 
2 

1 - 	 11  

al 1 	00, 

I 

, 

3 

4 

3 

0.1 

1 y 1' tienen las mismas canactehlsiticas del bloque adyacente, es - 

decín: 

41  	 1- 

k 	
k1" 

poh lo tanto el (lujo de. 1 a 1' es .igual a ceno. 

La de6iciencia de creta segunda onma es que 3e geneta una nueva-

hed o sea: 

de (Nx) (Ny) a (Nx + 2) (Ny + 2) - 4 

.*. 	(Nx 	2) (Ny + 	2) - 4 = 2(Ny + Nx) + 15,1x Ny - NO4 

pan to que se agneganía un númeho con.sidenabte de. ecuaciones. 

POZOS INYECTORES O PRODUCTORES (.téhmino luente)  

+ Paha un modelo aneat 

Sí el kítmo de inyeccan es dato, 4e ínctuye como tInmíno blente 

(.!)umídeko) en /a ecuaci6n y se detenm¿nan La.s phesiones y 4atunacío--

ne,s como en cualquíen ot)to ()toque. 

Sí ,se quíene detenmínan et gasto en guncí6n de lonmacíone8 le - - 

tendnd que ketaeíonan Ca pnesan en et hondo con la pnesan de 6ondo- 
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Iluyendo. 

+ Paha un modelo ventica/ o thidimensional. 

Se debe dívídih e/ gasto entice /a3 capas "dí.spahadaó". Hay va---

'Las gonma4 de hacenlo, la más simple es divídin el kitmo tota/ de - 

acuendo a/ ptoducto kit de cada bloque. 

POh ejemplo.- Paha 3 noques (capas y un ritmo de inyección dado) 

 

,T  
K

1  h1 
 + K h

2 
+ K

3 
h
3 

K 2 	h 2 C 
2 

K 11
1 
 + 

  

  

K 3 h 3 	O —r 
-1 K

2 
h
2 

+ K
3 

h
3 

3e puede pne3entah et caso de que Kx / Kg / Kz (altiz,othópía 

Paha phop64íto de dividih 	gasto3, 'solo se toma Kx y Kg. 

Pah lo que 3e puede catculak "K" de cUlehentes lohmas. 

1.- Phomedio ahítmétíco 
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K = 1/2 (Kx + Ky 1 	 1 	1 

2.- Phomedio geomIthieo 

y ..r "Kx.1  
'1 

2.a 

2 

3.- Phomedio ahmóltico 

1 	1 	1  
+ 

K 2Kx 2Ky 
1 	1 	1 

Ejempto: 

Dada K( 150, 180, 10 ), calculaA Ki  

Snución: 

1.- K = 1/2 (150 + 180) = 165 

2.- K = 1150 x 180'  . 164.32 

2.a.- 	K1  = (150)2  + (180)2   = 165.68 

2 

3,- 	 1 	. 163.64 

1 	 1 
2 x 150 	2 x 180 

Ejemplo No. 2: K ( 150,15,10) 

Soluean: 
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1,- K = 1/2 (150 + 	15) 	= 	82.5 

2.- 150 x 15 	= 	47.43 

2.a.- K1 	.1(150)2  + 	(15)2\ = 106.6 
2 

3.- K = 1 

300 	30 

De loó ejemploó anteniones se puede concluín: 

a).- Se puede utitizan cualquien lokma cuando se tiene anisotnopía. 

61.- A tnavls de expeníencias ze ha detenminado que en anizothopas-

conzidenables, es kecomendable el pkomedío geom¿tnico pana la - 

penmeabilidad hokízontal del bloque. 

2.8 REQUERIMIENTOS, DATOS GENERALES Y PREPARAC/ON VE UN SIMULADOR  

I).- Mapas bdóícoó kequekídoó: 

1.a.- Mapa eztnuctunat.- Sin ve pana detenminan a tndvez de Las - 

cutvas de nivel, taz pnolundidadeó de £.03 pozos, elSectos geoldgicos-

de subsuelo como lateas, así como ta vista en planta de/ yacimiento, 

límites de/ mismo, contactos agua-aceíte, gas-aceite y/o gas-agua. 

1.6.- Mapa de íóopacaó.- Líneaó que, unen puntos en e./ yacímiento 

de igual espezon. Entke (dilas cosas, sinve pana cuanti6ican volume--

tnicamente ya sea el voldmen okigínal de aceltc y/o voldmen otígínal 

de gaz etc. 

1.c.- Mapa de íóopokoóidadeó,- Pon medio de ndcleoó y de keoíó--

tao.s geofísicos .5c detekmína la ponoó¿dad en ciektoá puntoh, los cua 
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-les son kelekidos a un plano. Postekimmente se intekpola entke di-

chos valones pana asignan un t'atún de ponemidad a cada celda. 

1.d.- Mapa de isopekmeabilidades.- Igual al de isopono,sidade, - 

ta dqekencia entke ettos es que en bte dttimo 3e utilizan pckmeabi 

2).- Sistema de cuadkicuta de Ca malta. 

Un sistema de cuadkicula o .3istema de celdas es sobrepuesto al --

plano estkuctukat del yactmiento, siendo cada cada una unidad bdsi-

ca usada en el simutadon de (C Cujo de Itutdos y catcuto,s de batanee -

de mate/Lía pana cada celda. 

Algunos puntos básicos a con‘sidenan. en Ca setecci6n del sistema-

de celdas es el siguiente: 

a).- El sistema de La matta en toda su horma será tectangutak. 

b).- La malta contendkd ta mcnok cantidad de bloques como sea posi—

ble, dependiendo de ta hetenogeneidad del yacimiento. 

c).- La malla será cokkectamente orientada, ctasilicada según SU ta-

mallo y <su óonma pana pekmitlk una buena apkoximaciU de tos li-

mites del yacimiento. 

d).- Si existe pekmeabitidad dikcccionat u onientada, un eje de ta -

malta estakd en La dlkeeciún de máxima pekmeabilidad. Picha pek 

meabitidad podnf sek detekminada pon medio de pkuebas de pkesiGn 

pruebas de pulso, etc. 

e).- Tkatat de colocan un pozo pon. btoque y en ct centko del mismo. 

Sí la existencia de un acu.Wko e.,5 conocida o 3i et Lujo de --

agua es 3opechado, el sistema de malla incluínd ti erras extkas 

de celdas a cub4i4 el acuqeko pana simutak el lujo del agua. 
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CAPITULO 3 

3.1 1NTRODUCCION 

Las ecuacíone's que hephesentan el 6tujo de 6tuidos en medios po-

h0ó0,S son en genehal ecuaciones di6ehenciales pahciales no lineales, 

las cuales kelacionan cambios de phesan y satuhación con e/ tiempo-

a thavés del medio. Esas ecuaciones 4011 exthemadamente complejas, y-

la obtención de una solución se complica poh ta phesencia de condi—

ciones de /tmite (de lhonteha) especia/izadas. 

La solución de esas ecuaciones poh medíos analíticos, es genehal 

mente imposible, excepto paha casos thiviales. La solución numéhica-

de esas ecuaciones es genenalmente eC anico camino paha que una solu 

can pueda seh obtenida en ta mayotZa de las aplicaciones. Paha he--

solveh numéhicamente estas ecuaciones se ptocede a usah algunos de -

los métodos de solución, enthe los cuales se encuenthan los siguien-

tes: 

a).- Métodos de. dilehencias 6initas. 

La solución numéhica de Cae ecuaciones phesenta hespuestas a pun 

.tos dischetos dentho del sistema. La thanslohmación de una ecuación-

dilehencial (continua) a una lotma discheta se hace poh el uso de di 

ISehencias 6initas. 

b).- Métodos vakiacionales. 

Estos métodos no tan solo hesuelven las ecuaciones en puntos dís 

chetos, sino además aphoximan las soluciones poh medio de un conjun-

to de polinomios de divensos ghados. Ventho de estos métodos se en--

cuentan el método de Gatehlein. 
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Estos mItodo.s SOR muy utilizados en ta solución de pnoblemas que 

coniside)Lan.,e.ujo de catok, esueitzos generados pon cambios de tempe- 

ratona, etc. 

3.2 SERIE DE TAVLOR 

  

    

La senie de Taylo/L es el pkincipio básico usado en ta deitivación 

de tas WImulas de apkoximacidn en dilenencias 

Sea una luncidn 1(x), el vato.t de esta t{unción expandida alitede-

dok de un punto A cuatquieut, está dado poi': 

1(X) .a, + a (x-a) 	a 2  (x-a) + a  (x-a) 3  
1 	 3 

en donde l.cls incognitas son fas constantes ao, a 1 , a2 , 	 a
n
. La - 

obtencidn de estos vatoke,s ,se tolvta denivando sucesivamente Ea lun--

cián okiginat: 

1 1 (x).-al -f2a,(x-a) 1 
 + 3a3  (x-a) + 4au  (x-a)

3 
 + 

(x) 
	

+ 3.2a, (x-a) 1 + 4.3au  (x-a) + 5.4a, (x-a) 3  + 

1 1 " 	3.2.1a3  4 4 	2au 	a ) 1 + 5 4 	5 ( x-a) 2  + 

(X) 	= n ! an  + ( n - 1) 	! a -1 
 (x-a) 

Ahoka,evatuando las dehivadas en el punto x-a y despejando se ob 

tendrán 	vatone3 de Eos eoe l jíeíente.s a l  : 
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a
o 

= 1(x) 

a
1  =  6 1 (a)  

1! 

a, 	1" (a) 

2: 

a3  - _.1.1 " (a)  

3.2,1 

a
ll 

In (a)  

 

n 

Suátítuyendo en la ecuaci6n (3-1) el vaZon de Cos eoelicientes-

encontnados, se tendna: 

1(x) r 1(a) +  1' (a)  (x-a) + 1" (a)  (x-a)2  + d'" (a)  (x-a1 3  

1: 	 2: 	3: 

6n (a) 	(x-a)n 

n 

Pana obtenen una apnoximaeián adecuada evaluando et menot.ndme-

h0 posible de ténmino.s de £a seníe e.e nece.sanio que, pana el en/sí-

mo ténmíno (x-a)n  < n: (11/o que ta en/síma denivada sea pequeña). 

POk Lo tanto si se quienen consídenan un nameno neducído de t/n 

miraos es necesanío que (x-a) .sea pequeña. 

3.3 SERIES DE MC, LAURIN 

La senie de Me. Latina de una lunean se genena expandiendo U-2  

misma alnededon del punto a . O. 
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3: 

(3.3) 

" (0) 	x 2  + 	" (0) 

2! 

(x) - 6 (o) + 	(o) X f 

6n 
(0) 

X n  

II! 

10 
6 ( n/10) = O + + o - 	1 	( r/10)3  + O + 	1 	r/10)5+ 

6 	120 

Ejemplo: 

Y ' 6 (x) = sen 18°  

Evaluando Ca luncicln y sus dekívadas en et punto a=0, y tomando 

en con.síde/tación que 18°,son 	1/10 uldianes: 

• sem x = 0 

▪ cos x = 1 

• - sen x = 0 

= - CO6 X . - 1 

= sen X = O 

= CO'S X = I 

= 	Sen x = 0 

= - coa x . -1 

= san x = 0 

Entoncez 

0 — 1 	( 410)7  

7! 

66 

y' 

y' 

II , 

Y
115 / 1 1 1 I 



( Tr/10) = 0.314159265 

6 	( wo) = 0.309016994 

- 0.005167713 + 0.00002502 

3.4. APLICACION VE LA SERIE DE TAVLOR EN LA EVALUACION DE DERIVADAS 

Con.side,tue el intekvato 0,1 dívídiendo en R subinte4valos de 

longitud x. 

x= 	1 

R 

En un punto cualquieka x i  

x. = 	tsx, y obviamente 

+1 
= X i  + AX 

= i-1 	X 	- A X 

La distancia entle dos punto,s consecutivos es Ca "Dilekencia lí 

nita X. 

En et mItodo de. "Dilnencias Finitas" la evaluación de Las lun- 

ciones, y ,5l1,5 denivadas se qecttía solamente en los puntos x., 

i = 0,1,2, 	 R. 

1 
•. R:: 
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x- a x ti 1 - 1 

xfáx 

3.4.1 SERIES VE TAVLOR EN UNA PIMENSION  

Utílizando Ca notación anteníok tas expanaione,s en ,seitie de Tay- 

Ukrututuna~n1W,en10.51~x i.11 yx..sc e•scitiben co 
-1 

mo 

      

6 i+1 = 	Ax 	 
DX. 

( GX) 2  

2: 

   

	

+ (Ax)3  	 

3! 	Dx Dx2 

  

      

(Ax)n Dn1  

11! 	3xn  
(3.4) 

9 
( AX ) 	a 1  

61-1 = 6 	- Ax 	91 	 

i 	2! 	Z1 X 2  

- 

"i! 	a)  3 

 3 

3i 	 x 3  

 

  

	

n 	n/ 
+ ` 	 

Y') 	3X 

   

(3.5) 

     

3.4.1.1 PRIMERA DERIVADA 

La exwle,sión de Ca pkimeka deitivada, ,se obtiene dezspejando Ca - 

ecuacíán (3.4) en thyllino,s de dícha dek.ivada: 

     

  

bi+1-li 	6x 	'd  
i 	AX 	2: 

( AX ) 2 	3  

i 	3: 	.,)x 3 
4- 	 (3.6) 
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en donde el t/nmino del .Lado denecho de /a ecuación u una aproxima 

can en díIenencia's linítcus a la pnimena deAivada de Ca Iunción. La 

pteci3i6n de dicha apkoximación depende dee ndmeko de t/kminot, que-

,se utilizen en et lado derecho de ta expnbsión. 

Lob tInmino.s no utitizado)s (tnuncado3) conztituyen el eknon de-

tnuncamiento. En genenal como cada t/kmino .suce,sívo u menor at an-

Union, el eknoil de tnuncamiento ,se detenmina pon et orden, o expo-

nente de la dillekencia Iinita Ax, del pnimek tInmino .truncado. 

La ecuación (3.6) considerando al concepto del ekkok de Ptunca-

miento queda de ta siguien-te manera: 

  

►X 

 

   

la cual tiene un cAnoit de tnuncamiento de 1J/timen. orden. 

Ve .igual horma, la expneáión pana ea pnimena denivada obtenida-

a paktin de la ecuación (3.5) ,se e3cnibc: 

_ 	tix 	D26 
(3.8) 

AX 	2! 	3x 2 	i 

ab  

px 
Ii-l— li  # o( Ax ) 

1 	AX 

(3.9) 

 

Combinando expanaionea diIekentet, pana una lunción, eb po,sibee-

obtenek 156/tmu/cu md3 pteci.sa3 o de mayor orden, pon ejemplo, hutan 

do (3.5) de. (3.4) )se tiene: 

 

i 
Ii+i—Ii-1 	(Axl2  D3 I  I 

2Ax 	3! 	Dx 3 	i 

  

D  
J x 

 

(3.10) 

 

  

69 

'ab  



11. 4- 2 -= 
3  

(2Ax) 3  	3 3 1 
3! 

+ 	(2 Ax ) 	.¿)ti 

;) x 
(2Ax)2  

2! 	gx 2  

(20.) 2 	32 1 	(2AX) 3 	33 1 	( 2 /15X) 4  

2! 	
9 

3! 	3x3  i 
3x 

- (21,x)  31  

la cua/ tiene un ennon de t/Luncamiento de ,segundo 

36  

7)x 

  

1 - 6i-1 	0(AX2) 
2Ax 

(3.11) 

  

     

P/Locediendo en lo/Lma an4loga ,se pueden obteneh 16/Lmulae de maym 

pteci3ión pana ea pnimeka dekívada, expandiendo /a luncan en otko3-

punto3 cekcano3 al punto x, pon ejemplo: 

(20:) 4 	3'4 1 

  

(3.12) 

  

     

4! dx 4  

13 46 

Dx 4  

  

(3.13) 

3.4.1.2 SEGUNDA DERIVADA  

 

    

Una expken de Ca ,segunda den¿vada :se obtiene ,sumando Cae ecua 

eione,5 (3.4) y (3,5) : 

   

+ (Ax)' 	346  

12 	3x 4 	Ii 

  

6 
i+1 	6 	= 21 	AY.) 

9  

i-  1 

   

(3.14) 

   

   

      

en donde e.1 tbumino det mon es de segundo onden 
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a'l  
d X 

11,41 -211 +1i-1 

(Ax)' 

(3.15) 

6 -. i+1 2 	6 1-1 	(Ax) 2  
(1,x)2 	

12 

Ckell dos dímensiones, se puede utilizan. ta expansión 

Tayloh, en dos dimenáione3: 

de La sehie de- 

Jy 

+ (+Ax)  96  6i±i,j±1  
VC. 

2.6  ,26 

axDy 

D 2 6  

ay 2  
(4Ay) (+ Ax) 

+ 
—Aal

2 
 

2: 2 1. 	Dx2  

i,j+1 
isx  ) 2 	

X26 
 

2! 	DX 2  
(3) 

	

6 1,j+1 	" ax 

	

(11 	 (2) 

(3.171 ( Ax l_3 	9  36 

3; 	9X 3  

( 4 ) 
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3.4.2 SERIE DE TAVLOR EN DOS DIMENSIONES 

Pana la obtención de 16kmulas en d.qehencias linítas que invotu- 

4-  	 (3.16) 

Otea altehnatíva, genenalmente mds sencilla se Covta utilizando-

las Ohmulas de una dimensión, haciendo vaniah ta Onción en una di-

hección y manteniendo los subLndices de Ca's oteas dihecciones cons—

tantes, poh ejempto; la expansión de la lunción 1(x,y) en el punto - 

(1+1,j+1 ) se puede obteneh pon ejemplo expandiendo phimeho en la 

en la dihección "x", manteniendo constantes los (ndice3 de La dínec-

ean "y", ejemplo: 



D26 
9 

(Au)'  

2! 
(3.18) (7 ) 

 
6 1,j+1 	61,3 

.a6  (2)  

3 9x1,1+1 1 	 a X 
a'6 	 

3! 	axay 2  

J'6  (3)  
:iX 2  .1,j+1 3 X 

3 1 	Au ) 	2 14 1 
# Ay 

j 	 3x 2 jy ax 2  ay 2  

N6tue que La Oncidu y la3 de/Livada3 están evacuadas en (i+1, 

j) e3 decik en et punto (x,y+Ay ), pon .Co ta,nto e3 necuaitio ex-- 

pandik nuevamente cada uno de lo,s tbmino,5 numekado,s, manteniendo - 

akona con,stante3 U-6 índice-6 en La dineccí6n "x" y va.tia& i- 

ces en la dineecan "y"; 

La expne,si6n 6.CnaC. be  obtiene cuando lo-s indicus de la $une¿ón-

y ,sus denivada.5 :son wLec.isamente (i,1), en este. caso: 

( a 	P,,,(j)  	Ax) 2  9 2 1  
x) (3 .21 ) i± 	

+ 	

- r-  ) x 

3,4,3 SERIE DE TAYLOR EN TRES DIMENSIONES 

La expainiún de una 6unci(5n en enes dímewsionus be logka en una 

6onma análoga a ta antenion o mediante Ca expansión de la 3enie de- 
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Taylox en theá díneccíones 

. 	+ (+ Ax 	a + ny 	a 	nz 	a  ) I. . i±1.±1k±1. 	,k 	 7k 
aX ay 	az 

1  
(+ r,x 	a  + AY 	a  4.  Az 

2. 	
— 

DX. 	 91/ 

a ) 
" 	, 3 ,k 

az 

( nx 	a 	+ ny 	a  	+ Az 	a  ) 31 
k 

ax D.11 	 az 

(3.22) 

3.5 METODO DE GREENSPAN 

Este método e..s atíz pana encontnat expnesíones de cualquien de/ti-

vada en tékmino3 de valohes de ta lunción, en Cos puntos cencanos en-

cuestí6n. El método consiste en asocian a cada uno de .Coa puntos 4e--

leccionado,5 una constante, la cual se valaa postenionmente. 

A contínuacián se phesentan vano ejemplos pana itustnan la apli 

cacíón del método. 
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3.5.1 INTERVALOS IGUALES  

x-dx 	x 	x+dx 

1-1 

Ejemplo No. 1 

Encontkak la expnesiGn pana ea pkímeita den.41vada de ta luncícin u 

en tbmino,5 de los valones de la lunciéln en .Co.5 puntos í,c, 	+ 1. 

C1 	cz 

i+1 

Ax - 

PROCEDIMIENTO. 

1) kóignah las eowstante3 a Cos puntos i,e, í + 1. 

.., C 1  ui + C 2  uj+1  + e t  

2) Pana va Cuan C l  y C,,expandímos pon hChiC.5 de Tayloh— 

   

C 2  [ui + Ax 4- 	
Ax) 2 	2  U 3U 

ax 	2! 	x 1 

  

     

  

Ci Ui 

 

et  

   

ax 

   

     

       

     

+ Cg (")2 + 'u  

I 
+ e

t 
2! 	aX 2  

  

_ (C1 + C2 ) u .i  + C2 AX 
U 

 

3x 

 

nx 

 

     

     

3) Igualan eoqíeíentu pana obtenen los valones de las cow6tante3-

y del mon de thuucamíento. (Lado izquíehdo y lado denecho de la 

ecuaeídu), 
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a 2u  

9X2  2 	Dx 2  

Ax 	)2(t e t = tbmino dee e t 	
_ 	1 	(AX)2 

AX 	2! 

i-1,. j+1 
C1 e 

1. 4 	1 4  1 

4) Substítuik los valonu obtentdos en la ecuaean en donde apa,tez- 

can 	la,5 

au 

constantes. 

U U. 1+1 

a x 

au 

AX 

U 
1+1 - 

u . 

AX 2 ax 2  

( A X ) 
a X AX 

+ 

EJEMPLO 	No, 	2 

ExpAcsvt 	ta .segunda 	denivada mixta de. 	una 	Lincit5n. en thoínos 

de los valones de ta lunca'n en 	los puntos í + 	1 )  

1; í 	+ 	1, 	 j 1; 	- 	1, Í 	- 	1; - 	1, j + 	1, 

C 
'2 

• • 

í-1, í+1, j-1 
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C + C
2 

=0 AxC
2 

= 1 1  = - C2  - 

f e 	o 	e 

, C 2  = 

(AX)2  D 2U 

2! 	j X 2  

1  
AX 

C2 

1  

Ax 

C2  (Ax 12  

2 

a 2u 

px. 7  



(ç)2 	a 2u  

1,1 	2! 	gx 2  li,j 

( Ay) 
ay 

+11.5X) (Ay) 1)21t. 
DX.Dy 

3(Ax)2 (Ay) 

3! 

	

+ C 	[u , 	Ax.) 2 	1,3 

'  

	

( 	(Ay) 	
-2U 

ax ay 

3 ( Ax) 	( !V) 	a3 3u 
3! 	1)x_ 2 9u 

a 3u  

ax /7 

au 

ax 

1,1 

, 
(Au) - 

2! 

9 2u 

au2 

i,j i , j 
— ( Ay) 

i,j 

( 	3 2u 
2! 	71x 2  

2u  

9/7 2  

3 	3  
( AX ) 	-1) u 

9 
3( Ax) 	( Aq)' 	73 3u  

3! 	:Jx3y2 
1 1 j ,1 

3! 	" 

( 	2  
2 

au 

ay 

1,i i,j 

a lU 
ZIX. 3  

( Ax) 

3! 

au  
+ C 	[ t1 

11 
- ( Ax) (Ay) 

311 	
y) 

ay 

- (Ax) (Ay) 
axay 

(Au) 2  a 2-u 

2! 	Dy2 
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23x2!  ,*1 

13 2u  ( Ax ) 

9 2 u  

1 en pa.so. Expke,saiL lo antetíok matemáticamente: 

9 2u - 	Cl [ U. 
1 

• 
9 1 

+ 	( AX. ) a u 

 ,j axay ax 

(Ax) 3 	) 3u 

3(Ax) (I1U) 2 33U 

3! 	Dxay 2  ay3i1 	
1 ,j  

( 	3  

3! 

3! 	ax 3  

i 1 j 

311 

       

( AX )  2  

2! 

   

 

au 

  

DU 

  

a 2 U 

  

+ C 3  [ ui,i - (Ax) 

 

(Ay) 

i,j 

    

D X 

 

ay 

 

1,1 DX 

 

1,1 

       

   

( Aq ) 2 	32q  

  

3 
(Ax) 	D 3u 

 

 

9 2u  

ax ay 

    

- (Ax) (Ay) 

    

    

1,j  
2! 	ay 2  

  

3! 	ax3 

 

           

           

3(Ax)2  (ij) 	3 3t1 

  

3(A x) 	D 3u 

 

(AU) 3 	3 3u  
3! 	M3 . .1 

1 ,i 	1,9 

   

   

       

3! 	ax ay 

 

i , j 
3! 	axay2 

 

      



C1 + - C3- C4= 0 	(2) 

2u 

aray 
±,i 

D 2-11  
u„ (C 4C

2
4-C

3
+C

4
) 4 

w

acl  

ay 	
1,3 a x  

(2) 

{Ax (C 1 +C 2-C3-Cj}  
1 , j 

(3) 	 (1) 

DU 	
2 3 4 

	2u 
(AX)  tly 1  c c 4 c )). 	(C14 C + +C4)} 

Dx 	 ax2 	2! 

( 4 ) 	 (1) 

(a) ( Ay) (Ci  C 4 C 3  C,4)} 
2u 	

(Ci+C2+C3+C4)} 
ay2 { 

(Ati 

2  

(2) 	 (3) 

3  U 

DX
3 

3X 
2ay 

g 3 u 

(2) 

(11 x) 	(Ay) 2  ( C1+  c2_ C3- CL4  )} 	+ 	a3u 

2; 	 ay 3 

1.1 3u 	f (Ax) 2  (Ay)  (C1_ 

ax2h./ l  2! 

(AX) J  
( C14 C2- C3-Cc;)} 

3! 

(3) 

(C1- C2- C3+ C14 ) } 	4 

Iguatando to,s coelícíentu de Lo t/Amincus andtogo,s en ambas Lados 

de /a ecuación, se tíene: 

CI + C2 + C3 	. 0 	(1) 
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3u 3(Ax) (Ay) 

3! 	V(Dy2  

3(áK)2  (Ay) 

3! 	Dx2ay 

(Ay)3 	D 3u 1  

3! 	91/
3 

i'j 



C1 - C2 - C3 + C4 = O 
	

(3) 

14x Ay(C i  -C 2  +C 3  -C 4) = 1 	(4) 

Sumando (1) y (2) 

	

2 C
1 	

2 C
2 

= 

donde C+ C = O poil lo que C 	- C 

	

1 	 2 

Sumando (2) + (3) 

2 C - 2 C
3 

= O 
1 

poh lo que C i  . C 3  

- Sumando 	(1) + (3) 

2 C 1  + 2 C 1. = O 

pon lo que C 1  = - C 4  

- Sustituyendo en (4) 

C 1  + C1  + C1  + C = 

4 C - 
1  

1 
AXAy 

pon /o que C1  - 	
1 

1 
	

1  
' C 3 = 	y C 4  . 

4AxAtj 	4Ax[sy 

 

1 

4AxAy 

Suatituyendo en la ecuacícin íniciat y heducíendo tlAmínos: 

32u  _ 

Dx3y 

ui+1,j+1 _ ui+1,j-1 	ui-1,1-1 _ ui-1,j+1 
0(Auy) 

4 Ax Al! 
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AxAu 
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+ 	1 II , 	 1 /I 
U.kmino5 de to5 valoke5 de /a lunción en to5 punto5 

(n6te5 e que Ax 	sx) 

Expne5ando eC pkoblema en lokma matemdtica 

au 

3X. 

(Ax 
JX 

3 	3 
a  

Dx 3  2! 	dX 

üll  = C 1 
	i 
[ u 	- /IX 

I 

DX 	2. 

3.5.2 INTERVALOS DESIGUALES  

Ax 

i-1 	i 	i+4 

Otka aplicación de la5 5enie5 cíe Tayton e5 pana interivato.s 

EJEMPLO No. 3 

Expte5an la ptimena denivada de ta Onción "u" en el punto"i"en- 

=C 	u . + C 	u 	4- e t - 1 	2 	i 	3 	i+1 

expandiendo La OnWn "u" pon medio de Las ,senie,s de. Taylok, va/ua- 

da en 105 punto "i 	1" , "i - 1" 

+ C
2 
 u . 

+ C 	[ U , + ÓXI 	DU 
3 3X 

( SX) 
2 	

3-U 

2! :•)x 2  

( 1SX ) 3 	a 3u 

3! 	ax 3  

e 
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2 
'att 	

I 	+ (cl 	
2 

+ C 3 (") ) (C 	4 	+ C ) 	+ 	C  3 5x-C A x y 	3 	 .. 	2  
2 

3 
92(" 	+ (C

3 
(")3 
	

C
1 

("1—  ) 	13u  ÷ e, 
• 3! 	3! 	DX 3 

Igualando 10,5 coqielente,s de CO3 tJtmíno3 ancflogo3 en amlum la-

dos de la ecuación: 

C 1  + C- + C 3  = 0 	 (1) 
-2 

C 3  (Sx - C 1  1.1x = 1 	 (2) 

C
1 	

2 	+ 
(tx) 	C 3 	(¿x) 2  = O (3) 

2 	2 

Du. 

DX 

De Ca ecuación (1) 

) 

De la. ecuación (3) 

- c - 

=-C 3 ( ,'x)'  
(1,; x) 2 

(4) 

(5)  

(6)  

(7)  

Sustituyendo (5) en (4) 

9 
C 2 = C 3 ((Sx) ` 

(Ax) ` 

Sustituyendo (5) en (2) 

C 3 (5X 	C 3 (J)Y.) 2  Ax = 1 

AX) " 

Despejando C 3  
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C 3 = 	A  

(5,x Ax + (5x)' 

Consecuentemente 

C 	- 5x  - Ax  

(Ax) (5x) 
C 1 

- 

 

Ax 	+ (AX) 2  

nótese que pana et c(M) en que Ax 	Cas con3tante3 3e 3implílican 

a: 

1 	 1 C 	 C - 
1 	-2Ax 	

3 	2Ax 

y la 1Gnmuta pana Ca pnímeka denívada pana ut caso de intenvato3 uní-

lonme3 3e c3cnibe como: 

3 tL 
DX 

- 	+ 	. 
1+1 	1 	1-1 

2 Ax 

pon Co tanto Ca Onmuta bu„seada 3e. expne:sa como: 

X ) 	t i +1  
2( 	- (6x)

2 
 u i..1 	(15x ) 

2
- (Ax) - )u. 

(6x + AX)AX65X 	 el  

3.6 RESOLUCHN POR TABLA (F(Inmuta.s de Bíekteg) 

En &u ecuaciones (3.4.1.1) í (3.4.1.2) ,se obtuuienon trus apnoxi-

macíonu de ta pnímena y segunda dení.vada. En aqueUo.5 casos en que-

3e desee inenementan el finado de apnox¿maci(5n (d.c"..smínui'L ct ténmíno-

del ennon) se deben asan su s puntos. Et manejo de un mayo& nUmeno de 
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tInmino,s y expansiones em 3enie3 de Tm/Ion, incnementa la posíbít-aad 

de ennone3 algebnaieos. 

Pana obvian cae po-sibilidades de ekkOh, Bickeey compitó una tabla 

con um coqiciente3 de la lámula siguíente: 

d k  

dx
k  

  

Al 10'91 	(3.23) 
).0 

 

Aj = coeliciente3 dados en la tabla siguiente 

h 	Ax 

k = anden de La denivada 

m 	númeno de puntos que. 3e desea tusan en la apnoximación, meno3 uno 

n = númeno det punto en ce que evatua la denivada 

(x I = Onción evacuada en cada punto. 

EJEMPLO No. 4 

Obtenen una ap,toximac.iAl en ta pnimena denivada, en ee punto i, 

usando 3 punto pon. med.i.o de Ca tabta de Bickley. 

dx 	:, 	x _ 

11- 1 	 i 2 

o 1 	 2 

Nóte6e que Loe puntos en cuutión ,se numenan de izquienda a dete-

cha comenzando con ceno. A,si,et punto "i" le conne.sponde el ceno, at-

punto "i + 1" et nómeno U110 N at punto "i + 2" et nítmeno dos. 

Pon lo tanto en este ea.so et onden de Ca deníYada et pnimeno k.l. 
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El valora de "m" es "2" ya que es igual a/ ndmeko de puntos a --

usan (3) menos uno. Finalmente, ya que 3C desea evacuan Ca detivada 

en el punto ".L" "n" es ceno. 

Aplicando la {1 G/anula : 

1 ! 

x =x.2!(Ax)1 
[ A

0
1
0 
 + A

1
1
1 
 + A212 + e

t  

de la tabla I 

Con los datos de pnimena de/livada (lz = 1) , m = 2 y n = O se ob- 

tienen los valones de Los coelicientesAA1'  A 2  get ténmino del- 

- 3, A
1 
 = 4 	A 	- 1 	et = 

1 
(AX) 3 	d 31-3  

d x 

 

3 r, 

   

Sustituyendo estos valones en la eeuacan se tiene: 

d6 

dx 

[ 	310  + 411  
3 

(x)3  d  
3 	dx 3  

   

1  

dx 

 

 

1 
1 

y en la notación oníginat Ca Onmula pana la p/time/La denivada se ex 

pkesa como: 

d1 	- 3 	
4,1 

it1 - 6 
 it2 	1 	

/3/ 

(AX) 	1.  
dx ix = x. 	2b.x 	6 	dx - 

Nota: 

la d31  del té:kmíno del evtok se evacua en el ímtenuato í, 	+ 2,-

dx 
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e.4 	decin. 	x . < 1 < x 
1.1-2

,  no 3e. eva eua en í . 

EJEMPLO No. 5 

Obtenen una expkesión pana ta segunda deAivada de evaluada en- 

el punto x = x i  utilizando 6 puntos. ( x. = 2 ) 

Asignando ptimeto el okden a los puntos 

0 	1 	2 	3 	4 	5 

(;) 

i-2 	i-1 	i+1 	i+2 	i+3 

evaluando .tos panline tkos fz , m y n 

Iz = 2 

in = 6 - 1 = 5 

n = 2 

De la tabla de Biehley se obtiene: 

A
0 

= -5
, 

A l  = 80, 	-150, A 3  = 80, A l,  = -5, A 5  = O 

Expandiendo ta 615,1Auta pana este caso en pakticutak: 

2! 	
. 	[A i; +A 6 +A 6 +A 6 +A 6 +A 6 5+ e 

5! (bx) 2  
001 ] 2 2 3 3 4 4 5 	t  

et - 1 	6  d
6
6  I 

(Ax) 	
J 6  1 180 	u x 

Sustituyendo tos coe ¿eientes: 

d1  - 	2! 	
[- 56 0  + 806 1  - 1506,  + 8063  - 56 4  + O + 	/ 	(Ax) 6  

dx 	5! (Ax).- 	 180 
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a 6  

Símpli6icando: 

D 2 A  

ax2  

-1 1-2 	16 1  1-1 - 30 i. 
+ 16 h i+2  + 	1 	4 36 6  

(AX1 
12 (LIN:1 2 	 10800 	9x6 

Obsérvese que puede dance el caso que uno mda de ¿Oh eoelíicientea 

sea ceno. Esto quícte decik que parca expresan la detivada en cueati6n, 

no es necuakio eC valm de la luneión en. .todos tos puntos del ínte4-

valo. Ademda observe que la suma de Coa coelícientea de la 16kmuta de 

Bickley es ce/Lo. 
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N I 	11:11 1 C.,11. A N A L't 	- 

.10 

c(1Li•FicrENT.s 	11111 	1)11 11:111.N 1 1 11 II I\ 

erentiation Formula: illf( ' ) 	-Í  j:. 	::: .1..ftrd 

	

Diff 	 / 1 	
,,..i

.,.' , 

I'lltsT 	111:111N'ATIVE 	(k. 	1) 	 T111111) 	DERIVATIVE 	(1 ^ 3 ) 

.11 	.-12 	:1,1 	.14 	.4 :, 	h' Error 	j 	.1 	.1, 	:17 	:I I 	Al 	..1:, 	h' 	Error 
- 

	

Three Point (el - 2) 	
;17.1" 	

Four Point (m-3) 	
ki. 

 

0 	-3 4 	-1 1 / 3 0 -1 3 	-) 	1 -1/4 
1 	-1 0 	1 -1/6 6 5 5 ().,  1 ..1 3 	-3 	1 -1/12,4 ,5+) 
2 	1 -4 	3 1/3 1 -1 3 	-3 	1 1/1? 

3 -1 3 	-3 	1 1/4 

Four Point (51,--3) 
O 	-11 18 	-9 	2 -1/4 

Five 	Point (lb- 4) 

1 	-2 -3 	6 	-1 1/1? 	, 	(,) 0 -10 ,. 	-48 	23 	-5 7;24 
? 	1 -6 	3 	2 -1 /1 2 " 	1  1 -6 í 0 	-24 	1? 	-2 1/24 
3 	-2 9 	-18 	II 1 / 4  2 -2 0 	-4 	2 

-1/24  h  s t (s) 

3 2 -12 	74 	-20 	6 1/24 

-  Five Poini (,o 	4) 4 5 -75. 	48 	-36 	10 7/24 

o 	-50 96 	-72 	32 -6 1/5 Si). Point (10-5) 1 	-6 -20 	36 	-12 ? -1/20 	, 	„ 
7 	2 -lb 	. 	0 	15 -2 1 / 30b-'1" 0 -8!. 365 	-590 	490 	-205 35 	-5/16 
3 	-2 12 	-36 	20 6 -1/70 1 -35 125 	-170 	110 	-35 5 	-1/48 
4 	6 -32 	71 	-96 50 1/5 2 -S -5 	SO 	-70 	35 -5 	1/48 1,,,,(t) 

1 -35 	70 	-50 	5 S 	-1/46 
4 31 	-110 	170 	-175 35 	1/48 51 Six Point. 1•15,  -35 201 	-490 	590 	-355 85 	5/16 

O 	-274 600 	-600 	400 -150 74 -1 / 6  
1 	-24 -130 	740 	-120 40 -6 1/30 
2 	5 -60 	-40 	170 -30 4 -1/60 	5 	(5) 
3 	-4 30 	-120 	40 50 -6 1/60"  
4 	6 -40 	120 	-240 130 24 -1/30 
S 	-24 150 	-400 	600 -600 274 1/6 1 (4I11111 	11F.H15AT1 1. 1-: 	ík 1t 

S1:(:ON1) 1/EltIVATIVE (0-2) 	 J 	.k 	A: 	Aj 	AL 	Al 	h' Error 

• i 	.1,, 	.11 	..1/ 	.1, 	.1, 	.1 ., 	., hi  Error 	 Five Point (m-4) 
k! 	 o 	1 	-4 	6 	-4 	1 	 -1/12 h s(s) 

Three Point (1„  -.2) 	 , 

0 

1 

2 

1 

1 

1 

-2 	1 

-2 	1 

-7 	1 

Four Point (01,  -3) 

0 6 -15 	17 -3 
1 3 -6 	3 0 
? 0-I/746  
3 -3 12 	-15 6 

Five Point 
0 35 -104 	114 -56 II 
1 11 -20 	6 4 -1 
2 -1 16 	-30 16 -1 
3 -1 4 	6 -20 II 
4 11 -56 	114 -104 35 

Six Puilll ( u'  5) 
0 225 -770 	1070 -780 305 -50 
1 50 -75 	-20 70 -.30 5 
2 80 	-150 80 -5 0 
3 0 -S 	80 -160 80 -6 
4 S 	-30 	70 -20 -15 SO 

-56 	305 	-780 1070 -770 225 

2) 	 I 	1 	-4 	6 	-4 	1 	-1/24 ,', 
-1/2 01( " 	p 	1 	-4 	6 	-4 	1 	-1/144 6' t"' 

, 	3 	I 	-4 	6 	-4 	1 	 1/74 ,, 9 s) 
-1/246 ' (4 ' 1 	4 	1 	-4 	6 	-4 	1 	 1/12 - 

Six Point (e1-5) 
0 15 -70 130 -120 55 -10 17/144 

	

11/74 . 	-70 	30 	:2 	
30 
	-1 	-1/5¡144 

lao 
0) 

1 	10 	-45 	80 

-1/24 4 (4) 	
2 

	0 	,, 	-20 	30 	-20 	5 	-1/144 h 1  
5 	4 	-5 	)0 	-70 	60 	-45 	lo 	6/144 

11/?4 	5 -10 55 -120 130 -10 15 17/144 

Six Point (," 5) 

137/360 	0 	-1 	5 	-10 	10 	-5 
-13/350 	1 	-1 	5 	-10 	10 	-5 

1,180 , «.) 	1 	-1 	5 	-10 	10 	-S 
1/180 6  g 	3 	-1 	5 	-10 	10 	-5 

-13.360 	4 	--1 	5 	-10 	10 	-S 
137,-360 	5 	-I 	5 	-10 	10 	-S 

1/2 	f (.9  

-5/ 1 2 th(s) 
1/24 
1/1805Y°  

-1/24 hy5) 
5/12 

1 11 -1 11 111:111VATI11: (6  5) 

.1, 	.1, 	.1, 	.1, 	— Error 
k! 

-1 / 48 
-1/80 
-1/240 I. to 
11240 1  
1/60 
1/48 

CoMptled from 11'. G. Richley, Fortnolae for numbribo1 differentiation, :Maitu 	23, 19-27, 1911 (with plruisljon). 

TABLA I.  

86 



CONTENIDO 

CAPITULO 4 	SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES POR EL  

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 

4.1 	Intnoduccan. 

4.2 	Cta.si6icacau de lcus eeudeíone's dilekeneíale3 

4.3 	Esquemas de solueínt de ,eus ecuacíoues de 

61ujo. 

4.3.1 	Esquema exptIcito. 

Esquema míxto. 

4.3.3 	Esquema ímplícito. 

87 



CAPITULO 4 

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES  EN DERIVADAS PARCIALES POR EL METOPO DE DIFERENCIAS 

FINITAS. 

4.1 INTRODUCCION 

Lao ecuaciones obtenidas pana ta áimutacan de yacimíentoá son ge-

nenatmente ecuaciones dilenenciates en dekivadaá panciates no lineales 

pana las cuales, salvo en algunas excepciones, no se han encontnado 'so 

luciones analíticas. 	Pon. esta 'tazón es necesario utilizan mItodoá nu-

MehíC0á pana llegan a una solución. 

Antenionmente 3C pnesentanon las bases del. Ml todo de Dgetencias 

Fínítaá que es ta técnica máá comunmen.te utilizada pana este tipo de 

ptoblemaL. 'Abona 3C pnesentantl una ()neve clasilicación de las ecuacio 

nes dileáenciales en denivadas parciales, algunas consídekacíoneá ,so-

b/Le Ca lokma de expandin el Lado deáecho de las ecuaciones de Mujo 

tlkmíno de acumulaci6n) y Zos divensos pkocedím¿entoá pnopuestos 

pana nesolven las ecuaciones de Mujo de IU.uídoá a tkaulá de medios 

PIL O a C303 . 

4.2 CLASWICACION VE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES EN  DERIVADAS PARCIALES  

En general las ecuaciones diAenenciales en denivadas paáciales pue-

den 3Ch claáílíeadaá como elípticas, pakab6tieaá, hipenbólicas o mixtas. 

Cada una de estas clases pueden ¿en lineal o no lineal. La mayonía de 

las ecuaciones áesultantes de páoblemas pkáctícaá de simulación san cena 

CiOlIC5 no lineales, C3 decir, toá coe“cientes de .las dekivadaá pan- 
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-ciales son gunciones .tanto de las vatiables dependientes como de -

las vakiables independientes. 

Pon esta nazón, y en especial laa ecuaciones nesultantes en pko-

b/emaa de Ilujo en doa o tkes Oses pueden sek muy diltciles de cla-

siáican, ya que ademas de las no linealidades de las ecuaciones, es-

tas apanecen como sistemas de ecuaciones y no como una soca ecuación. 

Una ecuación di6enencial panca/ de segundo okden es una ecua- - 

ción que contiene de/Livada.s hasta de segundo okden y mas de una va--

/dable independiente. La loiima mas genekal de una ecuación di6entn--

cial pakcial de segundo okden con doa vaniables independientes - C3: 

(x,Y,u 3 2(1 	 ;3 2U  
+ 8 (x,y) 	+ C (x,y( 

Dx3q 	ay2  

du 	du  ) 

dx 	dr' 

A (x,y) 22u 
 

3)( 2 

(4.1) 

en donde "x" e "y" son taa vakiables independientes y "u" ea ta va--

niab/e dependiente. Nokmalmente "x" e "y" se kelienen a posición pe-

k0 en pnoblemaz en toa que una de las vakiables sea el tiempo "y", - 

se puede kCIChih a tiempo. Sí los coelicientes A, 8 y C son luncio--

nes Cínicamente de las vakiables independientes, 30H constantes o ,son 

ceno, la ecuación es lineal. Cata ecuación es no tinca/ a.i cualquie-

na A, 13 o C es Olición de la vakiabte dependiente. Pon ejemplo la -

ecuación (4.2) es línea/. 

( 	I X 	31) 	) 
- — ) 	(gstb) x,1121  _ 	1,0.211_ 

3x 	DX 	D.! 	 AX átf 

(4.2) 
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y la ecuación (4.3) e.6 no lineal. 

a  , kx 	p 	,
-1

( kg 	P ale ) + ( p 1 

ax 	Z 9x 	ay 	Z ay 	
/c.s. 

(gstb ) 	-   ( 	) 

Ax Ay 
(4.3) 

La ecuación (4.1)3e ala:sil-lea/uf como eliptica, pakabólica o hi--

pekb6líca dependiendo del ualok del disckiminante 82  - 4AC, pana un- 

punto 	dado 	(x,y) 

3i 8 2 - 	4AC < O Eltptica (4 .4) 

ái 8 2 - 	4AC . O Pakabólica (4.5) 

3i 13 	2 - 	4AC > O HipeAbótica (4.6) 

Esta delimitación .involucra que Ca ecuación pueda cambian. de - 

dependiendo de Coy valones de "x" e "y" bajo con.aideka 

ción (valoke3 de los coqiciente3 A y 6). 

A3í pon ejemplo la ecuaciÓn 

32u 	a  2 u 	
e3 siempre hipekbólica; 

9x2 	ay2  

la ecuación .d 2 u  

DX2  
+ 

1 2" 
" 

a y2  
ea 3iempte elíptica, (ecuación 

de Laplace) 

	

y /a ecuación 1 	"Jit  = 

x2 	a 

90 

ziempke pakabdlica, (ecua-

can de onda) 



Sin embatgo, la ecuación 

1-y 
2u  
	 4- 2x 
aX 2  

a2u 	+ 	D2u  ( 1+y ) 	 - 
9xDy 	Dy 2  

cuyo discniminante es: 

D = (2x) 2  - 4 (1 - Y) (1 f 

o = 4x 2  - 4 (1 - Y 2) 

D = 4x 2  - 4 4- 411 2  

x 2 .1. y2 	/ 

es elíptica dentto del cíncuto x 2  + y' 2 = 1 (ejemplo: 	di3ctiminan-

te negatívo),hipekbólica luena del cínculo(ejempto discniminante po-

sitivo) y panabólica en ta lkontena. (ejemplo: disckiminante ceto). 

Lo.s pnobeemas en los que el eigito det discniminante depende de -

la solución pueden pkesentak dilSicultades especiales ya que el .tipo-

de ecuación gobiekna el ndmeno y £a natunateza de las condiciones 

iniciales y/o de lkontena. 

Es decik, un ptoblema complejo puede tenek en un ciento nango -

una solución Cínica y bien detetminada mientnas que en ot,to tango /as 

soluciones pueden ,SCA mdltipfts y no detekminadas o aún no eXi,Stík. 

Sin embatgo las ecuaciones netamente elípticas, pakab6licas o hi 

pekbólieas se mantienen como tales, independientemente de bus dimen-

siones y del sistema de cootdenadrus que se cowsidete. A.SZ, pon ejem-

plo, las ecuaciones 

p2p 	g2 p  32p  _ 1 Dp  

Y 2 	a 	2 	n 	-t 
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1 
9 2p  + 1 Dp  = 1 Dp 

ara 2 n 	Dra 	n 

son tambiln patabólicas. 

4.3 ESQUEMAS DE SOLUCION DE LAS ECUACIONES VE FLUJO  

La 6onmulación de un esquema adecuado de solución a las ecuacio- 

ne.s dilenenciates panciales e3 de suma impontancía ya que de 	de-- 

penden la estabilidad y pnecisión de las soluciones. En general se 

puede decín que enttc mas impeícito sea el esquema de solución, se 

lognand una mayo& esta—bítidad, y se podrán utilizan intenvalos de-

tiempos mayones. Desa6ontunadamente, entne más impUcito sea un es--

quema mayor será el grado de di6icultad pana nesotvenlo (o avanzan -

la solución del tiempo .t al tiempo t+At). 

Pon esta razón es necesanío encontnan un equilibnío entre un es-

quema simple que penmita intenvatos de tiempo pequeño3 y nequiena 

poco tiempo de cómputo pana avanzan La solución y un esquema muy corra 

plicado que sea estable aún pana intetvalos de tiempo grandes peno 

que tequícna un tiempo de cómputo considenablemente mayor. 

Detenmínante en la 6onmulaci6n de estos esquemas es el nívet de-

tiempo a/ cual los tIhminos de Itujo, o sea Las denivadas espaciales, 

se evalúan. Traes de los esquemas más comunmente utitízados son el es 

quema explícito, et esquema mixto y e/ esquema impticito. Su itustna 

ción se hand mediante La ecuación simpti«cada de 6lujo monoOsico: 

9 ( k 	) =  31) 
	

(4.7) 

a x 	4 	9x 	3.t 
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/a cual se apkoxima en diletencias tíinitas como: 

Tx1.1.1/2  (pi+1  -p i  ) - rxi_1/2  (pi  -pi-1 
Vbi 	(p:!+1 

át 

(4 • 8) 

en donde, Tx es la ttansmisividad entte las celdas y Vbi  es el vota-

men total de/ bloque 

4.3.1 ESQUEMA EXPLICITO. 

En este esquema, las pteáiones y ttansmisividades de Coy tItmi--

nos de Lujo se evaluan al nivel de tiempo conocido "n". 

Po11 esta tazón es el esquema mas sencillo. Su exptesión en dile-

tencias 6initas se esctibe como; 

n 
V
bi  i -p? n  ) 	- Txi~1/2  (p 	) 	

(p 
-Pi  ) Tx

i+1/2 "
n
- i+1 

át 	

ri 

(4.9) 

Como en este esquema la única incógnita e.6 p
i 

, pata avanzan.- 

la solución de "n" a "u + 1" lo que se tequiete es aplícat la ecua—

ción (4.9) a cada uno de los puntos de ta malla. Pon su sencillez es 

te esquema ptesenta limitaciones luettes de estabilidad lo que implí 

ca -tener que usan intetvaUs pequeños de tiempo at avanza& ea solu—

ción. Esta limitación hace que su aplicación sea imptactica en la ma 

yak-U de los problemas de ,simutación. 

4.3.2 ESQUEMA MIXTO. 
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Este ea e/ esquema que ae utiliza con mayon. Inecuencia y conais-

te en evaluat /as pneaionea al nivel nuevo de tiempo un + 1", mien--

ttaa que laa tnanamiaividades ae evaluan a/ nivel de tiempo conocido 

un". Aaí, la ecuación en diletenciaa linitaa se expnesa como: 

Txn 	( 

i+1/2 Pi+1 

nt1) _ Txn 	
V 

) 	bi  -pi  
i-1/2 pi -P1-1 

(4.10) 

Pana cada celda pana la que se eacnibe ta ecuación (4.10) ae tie 

„ nen abona ttea í 	í nc6gnta's pn+1 
' " i 

n+ 1 	
p , 	
n+1 

i-1 	
pon lo tanto pata avan-

zan la aolución de/ tiempo un" al tiempo un + 1" ae tequiete escnibin 

laa ecuacionea pata .todas taa celdas y postexionmente nesoevet un --

aiatema de ecuaciones atgebtaicas eineates. 

Este tipo de esquema ae utitíza con crxito en aimuladones aneales 

y tnidimenaionatea en loa cuatea, en general, no ae dan cambioa bnus 

coa de pneaiones y/o aatutaciones de un intetvato de tiempo ae otno. 

Sin embargo pueden pnesentat senias tímítacíone,5 de estabitidad y 

consecuentemente nequetin intetvatoa de tíempo muy pequeños en aimu- 

tadonea de Ilujo convetgente .tales como aimueadones de 

y algunos simuladotes de seccionen tnansvetaatea. 

conilicación- 

E3 de mucha impontancia la loma en que se manejan loa thminoa-

luente en eate eaquema, eapecialmente en modeltm tnidimenaionates y-

de aeccionea tnanavensalea en donde exiaten pozos te/minados en va--

nias capaa. Una lotmulación inadecuada de loa th.minoa luente puede-

disminuin la estabilidad del modelo y neducit un mucho el mdxímo in-

cnemento de tiempo (At) petmiaibee pata obtenen teauttadoa acepta- - 

ble.ó, 
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4,3.3 ESQUEMA IMPLICITO.  

Este esquema consiste en evaluak tanto tas pkesiones como /as --

tkansmisívídades al nuevo nivel de tiempo "n + 1" quedando ta ecua—

ción en dílekencias initas como: 

V
bi  (on+1 _,n+1 ) 	Txn+1 	

n+1 n+1 1 

	
AZ 
	 (P 	-P ) 

n+1 
Tx"1 	i 	i-1/2 1+1/2 l i+1 	 'Pi -Pi-1 I  

(4,11) 

Nuevamente, al esckibin ta ecuacián pana cada celda las inc6gni-

tas kesultantes ,son p
n+1  
i _ i  , p i

n+1 
 , p

n+1  
iii  , pon /o tanto pana avanzan 

la solución hay que eisenaín Cus ecuaclones pana todas /as celdas. 

El sistema kesuttante no puede evaluakse dikectamente ya que los coe. 

6icit enes Tx +1 1/2dependen de pne...siones a/ nive1 "n + 1", o sea que. -

se tiene un sistema de ecuaciones no-lineales. La solución se logka-

mediante tftnicas itekatívas tales como la de Newton-Raphson extendí 

da al caso de vaklables múltiples. 

Pon esta tazón el esquema implícito es el que ínvolucna mayok es 

Oekzo de cámputo pana avanzan Ca solución de un nivel a ot4o (tkus-

o cuatno veces mayor que el esquema mixto) sín embakgo esta lokmula-

cílin pekmíte utilizan incnementos de tiempo mucho mayores que el es-

quema mixto y aún pekmenecek estable. 

Pana Lujo multíldsico, las tcnícas de solución utilizadas nok-

ma/mente combinan Co3 dos últimos esquemas pkesentados. 

La liguka adjunta pkesenta una compa/tación esquemática de los --

.tres esquemas en la cual los clkeutos kepnesentan los puntos en tos-

cuales se evacuan ta.s pne3íone6 y /o:5 tkidngulms tos puntos en donde 
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ESQUEMA EXPLICITO. 

ESQUEMA MIXTO. 

4e eva/Lian 	than,smaividadu. 

n*1 	 n4I 	 n+I 
-1 	 P1+1 

- 
1 

!Pi  
- 	- 	- 	A - - 

n 	; 	n 
T^1-|/o 	i 	Txj+112 

I 
	1+ 1 

ESQUEMA IMPLICITO. 

n+-1 	 n+ 
P 

-8- ; 
Tli+1/2 

p  

i+ I 
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n -1 I 

n 

n+ I 

n 

n + I 



Ve acuerdo a /a discusí6n antenion, /as ecuaciones en dile-

kencías línitas pkesentadas en las secciones pkevias pueden set 

resueltas utí/ízando dos pnocedímientos dítlekentes pata ptob/e-

mas multíldsícas: 

El pnímek ptocedimíento es implícíto en pite...san y explícito 

en satutací6n (IMPES) y el segundo es implícito en ptesien y 3a 

tutacíón (IMPIS), 

En la mayonta de los estudíos de yacimientos se puede utítí 

zar ventajosamente el páocedimíento IMPES, sin embargo, en pro-

()temas ta/es como conUicación en donde se utilizan celdas muy-

pequeñas cerca det pozo es necesatío usan un ptocedimiento 

1MPIS o una de ,5(£3 vatíaciones. 

En problemas monoOsicos La ptesión en Líquidos, o el poten 

cíal tea/ del gas para gases son las anicas vatíabtes dependien 

tes y es conveniente calcula/t./as imptícítamente. Pon esto pata-

problemas monoOsícos no hay eimitaclones en el tamaño del ín--

tetvalo de tíempo a utiliza/1., en cuanto a estabítidad se fuelle-

re. 
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CAPITULO 5 

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES ALGEBRAICAS.  

5.1 INTRODUCCION,  

El objetivo de esta seccan es pnesentan manekas de nesotven las 

ecuaciones de pnesidn, las cuates Ionman un sistema Lineal de ecua--

canes simultaneas. Dichas ecuaciones pueden sera escnitas con /a si-

guiente notacan matniciat: 

A p = b 	 (5.1) 

La ecuación (5.1) puede sera llamada ecuación vectonial o ecua- -

can matnicial y nepnesenta un ¡lamen(' de ecuaciones lineales simutta 

neas, debido a que tas ecuaciones son lineales, pon. que Ca matniz A 

contiene solo coelicientes que son constantes. Et vecton "p" nepne.--

senta taz incógnitas de pnesión en todos los puntos dei. sistema con-

sidenado. 

La solución de Ca ecuación de pnesión puede .s en en todo caso muy 

simple o muy compleja, dependiendo del pnob.Cema Iisico. Cuando Ca so 

lazan es nelativamente Idcil, como en el caso de pnobtemas de una 

dimensión y muchos pnoblemas de dos dimensiones, la solución de /a 

ecuación de pkesión constituye soto una Inacción del tiempo total --

computación y del costo de la simulación del yacimiento. En pnoble--

mas diliciles como algunos de dos y la mayonia de .traes dimensiones,-

el esluenzo nequenido pana kesolvek la ecuación de pnesión tiene un- 

99 



mayor aignilicado en helaci6n al kesto de/ pkobtema de la simulación 

del yacimiento. 

Existe un ndmeto de técnicas pana resolver la ecuación (5.1), ta 

mayor pante de éstas es.tan o/dentadas hacia pnoblemas de dos dimen—

siones puesto que estos ocurren mas Inecuentemente en simutación de-

yacimientos. A continuación se explica un ndmeko de Ucnicas de aotu 

ción comunmente usadas pana la aimutaca'n de yacimientos. 

5.2 PROBLEMAS EN UNA VIMENSION. 

Pana el polytema de una dimensión, se puede sek más espectlíco 

acerca de la intenpnetación de La ecuación vectonial A p = b. Pana 

pkincipiak conaidéneac el siguiente diagtama esquemático (Fig. 5) 

usando un llamen() de ce/das Nx tas cuales ae encuentkan numeradas de-

izquiekda a derecha. Cualquier celda puede ser kerenida a la cetda 

".L" con cl pkopósito de eacnibin usa ecuación genenat. De ta ecua-

ción de simutación de yacimientos, 3c sabe que una ecuaciU escnita-

paka la celda "i" ínvolucna también toa valones de /as dos celdas --

continuas pnóximas, desde las cuates puede ocuitnin et (lujo de Itui-

dos. Una ecuación pana la celda "i" pnesenta et siguiente aspecto: 

al pi-1 + b
i  pi  + 

el 
 1)41_ 1  . di 	(5.2) 

Pata la celda 1c 1, solamente una cetda cata phncíma, y esto ne-

pkesenta la condición tímite de no Itujo en el línat de ta celda. 

Sus ecuaciones es-tan dadas poit: 

b p 4 	 (11 11 	1 
I 5 . 3 ) 
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d 
2 

r 	d
3 

= 	d 1; 

= 

(5.3a) 

(5.3b) 

(5.3c) 

(5.3d) 

(5.3e) 

b
i1 

p
1 

+ e, 
.1. 

a 	p + b ,p + c
i 

p 
i2 1 i2 2 	2 3  

23.3  p2  + b i3 3 	ci  

ap + b 
in 3 	i4 P4 	ci4 Ps 

a' p 	515 P5 15 	4 
d

5 

P2 

d
3 P 3 

P4  

P5  

P 1  
d 1 

a. p 	b; 	p 	= d 
11 N:.-1 -Nx Nx Nx 

A contínuacíón 	pke.sentan laá ecuaciones covie3pondienteá a -

un p/Loblema de cinco celda,l, e3ta3 celdas ,se encuenthan esquematiza 

das e.n la (Fíg. 5.2). Pana este ptoblema de cinco celdas 3e tienen-

cínco ince5gníta,s,tícnen una ,soilucíón dnica. 

Las ecuaciones (5.3), pueden <sem. e3cil.ítaá en 6okma matilícial, -

Ca cual c.5 la siguiente: 

bit 	gil 	
O 	O 	O 

b
i2 	

O 	O ai2  
-i2 

O 5
1
.,
3 	

O 
a i3 	ci3 

O 	O 	a . 
in 	

cit4 

O 	 O 	 O 	 a.. 
15 	

bis 

(5.4) 
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siempke sekd et caso si se ordenan las celdas de izquiekda a debe--

cha como se muestka en las 6igukas (5.1) y (5.2). 

La matkiz A es una matkiz tkidiagonal y es cakactekística de 

pkoblemas de una dimensión. Mese que las .tres diagonales son ce--

kkadas, sin actos intekmedios. Este tipo de ecuaciones vectokiates-

Son muy Ociles de tesolvek. 

5.2.1 TECNICAS DE SOLUCION. 

Como efemplo de aegunas de tas técnicas de solución de ecuacio-

nes, considékese la ecuación pa/la el Ilujo monoldsico, incompkesi--

ble, (elíptica). 

lz A  Y/1.A +q 
tb  

( 
3.t 

En la dirección "x" Ca ecuación antekiok queda de Ca siguiente- 

mancha: 
DEL ) 	q 	0  

102 

El akkeglo de los coelicientes es una matkiz, designada pok A. 

Los akkeglos de /as incógnitasury de tos tékminos independientes "d" 
4 	4- 

son vectokes, denotados como p y d kespectivamente. La ecuación - 

vectokial de/ akkeglo es ea 'siguiente: 

4 	4 

	

A p = d 
	

(5.5 )  

Al inspeccionak ta matriz mosttada en la ecuación (5.4) , se ve-

que los coelicientes estan alineados en una lokma diagonal. Esto - 



Nota: En la pkdetica es piteleitibte no hacen este tipo de simpZilica 

clones ya que C3 conveníente COH3Citliak Las unidades de cada tbimino 

en unidades de gasto. 

En el sistema p4dctico de unidades de campo, 

hx 	peitm ( 1,127 x da&eíes) 

p = pkesión 	lb/pg'
9

) 

gasto de (inyección (1) (stb/d 	"Loca) 

= ditancia (píes) 

u = viscosidad (cp) 

L.schíbíendo La ecuacjAín (5.5), CU dileftencias “nitas 

-2 p + p , 
1-1 	11-1 

+ 	
8 q  q 

 stb/d  
- o 

Izx 	vat. ce¿da í AX) 2  

EJEMPLO No. 1 

Calculan e.e gasto y La d6t4ibución de pkesíones pana 	siguiente-

sistema. 
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3i el medio es homogéneo, entonces-no babkd vaniación en la penmea-

bilidad y Izx es constante además si el medio es incompnesible, e& 

lactan de volOmen 8 y la viscosidad ti se pueden conside&at como 

constantes. Lo que nesutta: .  

)9  	_ o 
	

(5.5) 
Dx 2 	Izx 



k 

 

420' - • 

 

I 
e• • 2  

3 
• 

4 
• 

5 
• 

6 • 7 

i" 60' -k 

FIG. 5.1y5.2 

fzx . 200 ml) 

= 1 cp 

A . 200 pies ?' 

pi  = 600 lb/pg2  

P 7 
= 100 lb/pg

2 

Se tiene un sistema lineal, medía homogéneo, hay un pozo inyec-

toh en la ce/da 1 y un pozo pkoductok en la celda 1. 

SOLUCION: 

Loe gastos se pueden calculan con la ecuación de Dahcy 

q =  kA 	ip  _  (0.2) (1.121) (200)  x 	(600-100)  

AX 	(1.0) 	(360) 

q . 62.61 b13/dta. 

En este caso pahticulah las pnesiones se pueden calculan en una-

lohma muy sencilla. Con,sÚenando que se .tna.ta de un sistema lineal,- 

la phe6i6n vania en 6ohma Lineal pana cada celda y el gnadiente 

pehmanece constante en el sistema, se puede hacen una gndlica de. x 

V3 p tomando en cuenta los datos pkopokeíonado6, de tal maneka que 

pana cada distancia se pueda tenen un valon de pnesión. 
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N 

-0 

600 

500 

400 

300 

200 

100 

(1.0) (1.0) (q atb/d)i  r 0  

600 

516.6 

p: 433.3 

350 

p r. 266.6 
5 

p . 18 3 3 
- • - 6 

1 p: 	100 
1 	1 7  
1 

_i 	1 1 i 	1 	i  1 u, 
60 120 1130 240 300 360 420 

x(pws) 

OtAa loma de ftesolveft et pkobtema es utilizando la 6o/tmutacidn 

en di tlekencias 6initas. Lsenibiendo ta ecuación genekal palta cada - 

nodo en el cual no 3e conoce ta pkesión, se tiene lo siguiente: 

1.) 	. 	+ D . 
1-1 2 	I 	.1 +1 II 80 
	  q tbi O 
kx (Vol. dee nodo ¿I 	' 

 

411íttlyeild0 £.0.5 valones covtespondientes en la ecuación antehiot: 

Pi -1 - 2  pi t  

(60) 2 	(0.2) (1.121) (200x60) 

donde palt a (q ,stb/d) 1  . 62.61, (q ,stb/d) 7  .-62.61. Los grusto5 'son -

iguales en valora absoluto debido a que el Flujo es incompnesible --

pm /o que se dice que el gasto que se inyecta (+) e3 igual al gas-

to que se pkoduce (-). En las celdas 2,3,4,5,6 existe Flujo peno no 

hay Fuentes ni sumide/tos po t. lo tanto: 
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£.3 0 	 P2 - 2P3 • o 	o 	O 	=- 	O P4 

.i=5 	O 	 O 	 O P4 P6 2p5  + • o 	= 	O 

i=6 	O 	 O 	 O 	 O P7 - 2p6  • O • P5 

O 	O 	O 	= - 600 - 2p2  + P3 

P2 2p3  4 p 4 

O 	+ p3  4 P 5 - 	2/34  O 	= 	O 

0 	 O P4 - 2p5  P6 r  

O 	 O 	 O P5 - 2p6  = - 100 

(q 6tb/d) 	 = 0; las incógnita6 son las pi =2,3,`x,5,6' i=2,3,4,5,6 =2,3,4,5,6' 

pana lo cual 6e tiene que uckibik /a ecuacan en dilekencia6 pana - 

cada uno de los nodos en donde no 6e conoce, la pke6i6n. Pana esto 6e 

tiene lo siguiente: 

Nodo 

i=2 	p1 	2p2 	P3 	O 	• 	O 	O 	0 	= 	O 

i=4 0 	 0 	 p 3  - 21)4  + p5 	O • O • O 

pasando las p/LezLones conocidas al lado de/Lecho de las ecuaciones 

Este ,S.Ltema de ecuaciones lineales 6e puede escnibik en nota- - 

ción matkicial como: 
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- 	2 

I 

0 

0 

0 

1 

-2 

1 

0 

0 

0 

1 

-2 

1 

0 

0 

0 

1 

-2 

1 

0 

0 

0 

1 

-2 

P2 

P 1  

P 5  

-600 

-100 

Et akkeglo de tos coqiciente3 puede áet llamado matkiz de (loe-

licíentu (A) , el akkeglo de las pkesíones p (,$) como vectok de ín-

c6gnitcu6 (p) y el akkegto de coe3íciente3 del lado de/Lecho de ta - 

ígualdad como fado dekecho (D). La ecuacan vectokial del akkeglo -

e4 la ,síguiente: 

A la' 

pkemultípticando a ta ecuaciún vectokiat pok ta invek4a de A, con - 

et objeto de ,testen et vector de íncógníta.s en lunci6n de (A-1) y (D) 

A  -1 A  p 	 A  -1 p. A -1 v  

Ezte 4i6tema podrá ke4olvme pok ínven.sión matkícíat ,solamente 

3i C3 po,síble obtenen la ínveui6n de A (A -1) en otka,s patabkas 66-

.tm „sí de .t0. 

Pana 	6tema.5 pequenoá e‹s. ketativamente ,sencíllo obtenek ta in-

veksa de la matkíz de coelícíente6, peno puna áí.stemas gkande,s pue-

de 3CA ventajo,So utílizan en ta ,soluci6n mttodo3 itekatívo,s. 

Una ilu5tkacan de 106 mci:todos ma3 comunes ó e pkusenta a continua--

cí6n. 

5,3.1 METOVO DIRECTO. 
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Antes de pkesentak e/ método ditecto 3e kecokdakd el teokema ilun-

damenta/ de equívalencía, et cua/ es /a base pana el desakkotto de la 

eliminación de Gauss. Este teokema se expheáa de la áíguíente 6ohma: 

Sí en un áíátema de ecuacíoneá se áustítuye una de ellas pon una com-

binacidn lineal de las ecuacíoneá det áíátema, se.obtíene un nuevo -- 

sistema que es equiva/ente al antetioh. 

5.3.1.1 METODO DE ELIMINACION DE GAUSS.  

Este método es un mltodo exacto pana kesolvek sistemas 

el cual básicamente consiste en áíátematízak et teonema gandamental - 

de equívalencía. 

El me:todo conáíste en aplícak a una matkíz ampliada (la cual se 

lohma con la matkiz de caelicientu y el lado dekecho de /a ecuacídn-

vectokíal (5.4 ), un ndmeko detekminado de opeaacionea, 1(15 cuales 

'son ltamadu opeitacionu elementaZu aobhe Cos nenglonu de una ma-

tniz, con el lin de obtenea un áíátema equívatente al antekíon en don 

de se pueden obtenek lacílmente tas .incógnitas. 

Tomando el ,sistema aniginaZ, el objetivo u t/tan3lmmak a la ma--

t4iz de coelícíenteá A, en una mathlz tkídíagonal supekíok. 

-2 

0 

O 

O 

0 

1 

-2 

1 

O 

0 

0 

1 

-2 

1 

0 

0 

0 

1 

-2 

1 

0 

0 

0 

1 

-2 

P 2 

P 3  

► 

P 5  

-600 

O 

-100 
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6otmando la mattii amp/íada, )se obtíene: 

-2 1 0 0 0 -600 

0 2 1 0 0 0 

0 1 -2 1 0 0 

0 0 1 -2 1 0 

0 0 0 1 -2 -100 

-2 1 0 0 0 -600 

0 -3/2 1 0 0 -300 

0 1 -2 1 0 1 2  muttíplique et ptímet 

O 0 1 -2 1 tengldn pon 	1/2 	y súmese 

al segunda tengl6n. 
O 0 0 1 2 -100 

-2 1 0 0 0 -600 

0 

O 

-3/2 

0 

1 

- 4 / 3  

0 

1 

0 

0 

-300 

-200 

22  multiplíque el segundo 

tengtón pon 2/3 	y súmese 

a/ tetceto. 
O 0 1 2 1 

O 0 0 1 2 -100 

-2 1 0 0 0 -600 

0 -3/2 1 0 0 -300 32 	multíplique el .tercera 

O 0 - 4 /3  1 0 -200 nengldn pm 3/4 y súmese 

nC 	cuan.to 	tengLdn. 
O O 0 -5/4 1 -150 

O 0 0 1 -2 I -100_ 
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Pon 

el 

	

-2 	1 	0 

	

0 	-3/2 	1 

	

0 	0 	-4/3 

	

0 	0 	0 

	

0 	0 	0 

- 
lo 

0 

0 

1 

-5/4 

0 

(220) 

0 

0 

0 

1 

-6/5 

(5) 
= 

-600 

-300 

-200 

-150 

-220 

183.331u 

4 2  mu/tip/ique el cuanto 

kengtGn pon 4/5 	y same,se 

al quinto. 

2 
/P9,suatituyendo 	este 	t'ato/t. 	en que p6 

cuanto kenglón 
- 	6 

- 5/ 4  p 5  + p 6 	- 150 

p 
5 	-5 

(-150 	183.33) (4)  
- 266.67 Zb/PG

2 

y a .Ca vez suatituyendo p 5  en el 3ek kenglán 

- 4/3 ru  = - 200 - 266.67 

p4  = 350 lb/02  

ahon.a p 4  en et 2do keng/ón 

- 3/2 p 3  = - 300 -350 

p 3  = 433.33 lb/pg2  

y pon dltímo, zu.stituyendo p 3  en el len. nengl6n 

- 2 p 2  = - 600 - 433.33 

p 2  = 516.67 /b/pg2  
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obteniendose /a siguiente distkibucan de pkesiones: 

pi  = 600 psi, pg  = 516.67 psi, p3  = 433.33 psi, p4  = 350 psi, ps  = 

266.67 p6  = 183.33 pa.( y p7  . 100 pzi. 

q:62.6 q:0 q:0 q:0 q:0 ci:0 q=-62:6 
• -• —• • - -e 

1 2 3 4 5 6 7 
p:600 p: 516.6 p: 433 3 p:350 p: 266 6 p:183.3 p: 100 

q(bl/dial , 	pf lb/pg2 ) 

5,3.2 METODOS ITERATIVOS. 

5.3,2.1 METODO VE JACOBI. (PE PUNTO JACOB?)  

Esckibanse las ecuaciones de, tal mancha que cada ecuacícin conten-

ga una .incógnita en linci.6n de las otkas cantidades, la incágnita co-

vteapondexd con et orden de la ecuación. Pon el okdenamíento de estas 

ecuaciones la inc6gníta tiene genekalmente el coaiciente mds grande. 

Este m“odo convekge siempke que pon Lo menos un elemento diagonal -

sea, en valor ab,soluto, mayok que la suma del &esto de los elementos-

del mismo nengl6n. Aplicando el inO-todo cl ejemplo antenion. 

ti = 2 pi  - 2p2  + p3  = O 

-2p 2  = - p 1  - p 3  

2p 2  = p i  + p 3  
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m+1 

p 
. 2 = 1/2 ( pm  + p 

3 	1 
) = 1/2 ( prr31  + 600 ) 

P 2 	1/2  ( p1 	P3 

Haciendo lo míamo pana los siguientes nodos se tiene: 

ti = 3 	p
3+1 

= 1/2 ( p
m  
2  + p 4  ) 

i = 4 

= 5 

m+1 
p 4 	= 1/2 ( p 3  4 p s  ) 

m+1 
p
5 	= 1/2 ( p

m 
+ p

6 
 ) 

4  

m ti 	6 	
+1 	

5 
= 1/2 ( p 	+ p

7 
 ) = 1/2 ( p s + 100 

6  

En tas ecuaciones antekiones ta incógnita está en el lado izquiek 

do de la iguatdad y se te asigna e/ nivel de itelación "m+1", ta pan-

te conocida se encuentna en et lado derecho y ,se te asigna el nivel -

de. itetación "m". 

El pnoceso itenatívo consiste en suponen valores pana cada una de 

las incógnitas, neaolviendo das ecuaciones de/ método y mediante 6s-te 

pnoceao mejoran loa valones supuestos pon medio de itenaciones. 

El proceso se contínua hasta que dos valones consecutivos de .todas 

las vaniab/es pnesentan una vaniacián a una tolenancía pkedetenminada. 

EJEMPLO: 

lena Itenación 

suponen: 

entonces: 

	

o 	o 	o 	o 

	

P 2 	P 3 	1" 4 	P 5 	P 6 	° 

771 = 0 

m+ 1 = 0 -+ 1 = 1 
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.^' 	1/2(p 01 	+ 	13°3 	) 	= P2 

	

P3
1 	1/2(1) 1°, 	+ 	141 ) 	= 

	

1 	1/2(19 03 	+ 	11?„ 

	

P 4 	= 	
) 	= 

1/249 (,31 	+ 	1) (35  

	

p 5
1 	

- 	) 	= 

1 

	

1) 5 	= 	1/2(p,°5 	+ 	p97 	) 	= 

2da Itekación 

2 

	

P2 	1/2 	(0 	+ 	600) 	. 

2 

	

P 3 	
1/2 	(300 	+ 	0) 	. 

2 = 	1/2 	(0 	+ 	o) 	. 	o  
1 4  

2 

	

P 6 	
= 	1/2 	(0 	+ 	100) 	= 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

300 

150 

50 

(600 	+ 	0) 

(o 	+ 	0) 	= 

(0 	+ 	0) 	= 

(0 	+ 	0) 	. 

(0 	+ 	100) 

= 

O 

o 

0 

= 

300 

50 

Pana .Cae denlas itvtacionc3 et pnocedimiento 3ekd el mismo, hasta 

el número de itenacione3 nequenída.s. Pana /ste ejempto el ndmno de-

iteilacione3 pedidas es de nueve. Los /Lesuttado3 'son pYte3entado3 en -

.Ca tabla (5.1). 

5.3.2.2 METODO VE GAUSS SEIDEL,  

E3te m/todo e3 similvt al de Jacobí, peno penmite acetenan. la --

coveitgencia del nn.todo iteitativo, al toman ventaja del hecho de que-

cuando 3e calculan vatiabtes po¿teníones a la .segunda, la3 incógni--

taá de menor 3ubíndice se conocen a un nivel de itekaci6n ma„s avanza 

do. E3te e3 el m!todo de Gau33-Seidet tambíU llamado de itekaciones 

pakciale3 o de3plazamiento3 sucesivos. 
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Pana e/ ejempto antekion 	ecuacione's se 	ucniben como: 

+1 
P2 	

. 	1/2 	(pu:13 	+ 	p1) 

m+1 
P3 	. 	1 / 2 	(pU12+1 	1 	PT;) 

m+1 
PLI 	.. 	1/2 	(prl 	+ 	PD 

P5+1 
Ps 	

1/2 
	(pri 	P6 ) 

m+1 
P6 	1 / 2 	(p .1.1  P) 

lena Ite/tación 

'suponiendo nuevamente que 
o 

P2 = P3 = P4 = P5 = PG 
0  

2da 

pi
1  

1 
p7  

P2 

P
1 
3 

1 
P4  

1 
P s  

1 
P 6  

Itekacidn 

1 
= 	600, 	p

2 
 

- 	100 	p6.1 

2 

P2 

2 
p3  

p4
2  

p
5 

2 
P6 

= 

= 

. 

. 

= 

. 

l 11y 2 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

300, 

1/2 

1/2 

1/2 

1/2 

	

m 	+ 	1 	. 	1 

0 	+ 	600 	) 	= 	300.00 

	

300 	4 	0 	) 	= 	150.00 

	

150 	+ 	O 	) 	. 	75.00 

	

75 	+ 	O 	) 	37,50 

	

37.5+ 	100) 	= 	68,75 

1 
/ 	= 1.4 	75, 	pl 	. p

3 	
. 	150, .)  

	

(150.00 	+ 	600) 	= 	375.00 

(375 	+ 	75) 	= 	225 

(225 	+37.5) 	= 	131.25 

	

(131.25 	+68.75) 	= 	100 

(100 	+ 	100) 	= 	100 

37.5, p16  . 	68,75 
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3ta Itetacián 

	

1 
2 

- 	
2 	 2 	 2 

600 ' 	
2  

p 	= 375 	p 	. 225, p, 2 = 131.25, p 5  = 100, p 6  = 100 

	

- 	2 	 3  

2 
P 7 = 100 p3i 

p 23  
= 1/2 (225 4- 600) . 412.5 

p 3 = 1/2 (412.5+ 131.25) = 271.87 

3 
p4  = 1/2 (271.87 + 100.00) = 185.93 

p
3 
- 1/2 (185.94 4  100.00) = 142.97 

5 

3 p = 1/2 (142.97 + 100.00) = 121.48 

Itenando sucuivamente 3e obtienen Zo.s valones pnesentado.s en ta ta-

Uta (5.2). 

5.3.2.3 METODO DE SOBRERELAJAC1ON PUNTUAL SUCESIVA (PSOR)  

El concepto de soblenelajación e3 un método de acelenamiento en 

Ca conveitgeneía de Coz ante/tío/tu pnocuos itenativos. En este caso 

el nuevo vatot de .itenación-  p "1 .5e obtiene con pante del nuevo y pan 

te de la itenaci6n antenion p 

Pana el ejemplo antenion, tas ecuaciones del ni toda PSOR 3e escni 

beis de la :siguiente manena: 

w(1/2 	(pT3 	+ 	600) 

w(1/2 	(p"1 	P ra ) 9 

w( 1 / 2 	(prl 	P 1 ) 

w(1/2 	(731 	
+1 

6  

) 	+ 	(1-w) 

(1-w) 

)+ 	( 1 - 

) 	( 

1.1 

P M  3 

p nt: 

13 111 
5 

m+1 
P2 

m+1 
P 3 

P
11+1 ,14   

m+1 
P 5 
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O suponiendo 
0 	0 	0 	0 	0 

P2 = P3 = P4 = P5 = P6 = 

m+1 
w(1/2 (pm+1 	100) 	(1-w) 1) 11  

6 	5 	 6 

1 < m < 2 

dutante £a 3obtetelajaci6n, 3e amptilica ta magnitud del cambio de - 

pte3iGn dunante cada itetación multiplicando éste cambio de pte3ión-

pot un pattlmetto de teeajacíón, w > 1.0. 

Sí W estuvie3e compnendido entte cato y uno, se tendtía bajohelaja--

ción. Este pkocedimiento no e3 egeetivo pana et tipo de ptoblema3 de 
tjacímiento. 

Si w = 1, et PSOR 3e reduce at método de Gauss-Seidet. Abona u-- 

Bando un valoh de 1.334 pata W se tiene: 

leta Itetación 

= 1.334 (1/2 (0 + 6001)+ ( 1-1.334) (0) = 400.2 

= 1,334 (1/2 (400.2 4  OH+ ( 1-1.334) (0) . 266.93 

1,334 ( 1 / 2 (266.9 	OH+ ( 1-1.334) (01 = 178.04 

= 1,334 (1/2 (178.0 4  0))+ 1 1-1.334) (0) = 118.75 

1,334 (1/2 (118.7 + 100)1+ ( 1-1.3341 (0) = 145.91 

2da itetacan 

1 
' 145.91 P2 	

400.2, p3  = 266.9, 1 178, pis  . 118.7, P 6 

= 1,334 (1/2 (266.9 + 600) + (1-1.334) (400.2) . 444.57 

2 
= 1.334 (1/2 (444.5 4  118.0) + (1-1 334) (266.93) = 326.13 

2 
= 1,334 ( 1 / 2  (326.13 + 118.7) + (1-1.334) (178.00) = 231.21 
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P t} 

1 
p7  100 

2 

P2 

1 
P2 

1 
P3 

1 
P4 

1 
P5 

1 
P5 



p2  = 1.334 (1/2 (237.27 + 145.9) + (1-1.334) (118.7) = 215.91 
5 

p2  = 1.334 (1/2 (215.91 + 100) + (1-1.334) (145.91) . 161.98 

itehando 6ucuivamente 6e obtienen 106 	pneaentadoz en Za ta-

bla (5.3). 
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p2  = 1.334 (1/2 (237.21 + 145.9) 	(1-1.334) (118.7) = 215.91 
5 

p2
6 
 = 1.334 (1/2 (215.91 + 100) + (1-1.334) (145.91) . 161.98 

ite/Lando 	e.e.sivamente se obtienen .loe va/ole3 /me.sentado4 en ta ta-

bla ( 5.3). 
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t 	a e ('  é  u 

12a 	1 3 a 	14a 	15 a 	1 6 a 	17a 	15 a 	1 9 a 

	

4 75 .09 	4 85 .5 1 	4 85 .5 1 	49 3 .3 04 	4 93 .30 	4 9 9 .14 	4 9 9 .1 4 	5 0 3 .52  

3 7  1  . O  2 	3 71 .02 	3 86 .61 	3 8 6 .61 0 	395 .29 	39 8 .29 	4 07 ,05 	4 07 .05  

	

2 66 .94 	2 8 7 ,7 0 	2 87 .7 0 	303 .2 80 	3 03 .26 	31 4 .9 6 	31 4 .9 6 	32 3 .72  

	

204 .39 	2 04 ,39 	21 9 .95 	2 1 9 .950 	2 31 .63 	2 31 .6 3 	24 0 .3 8 	240 ,38  

	

141 .84 	1 52 .19 	1 52 .19 	15 9 .9 8 0 	1 59 .98 	1 65 .51 	1 65 .81 	170 ,19  

• 

t 	e  

12a 	13a 	 15a 	1 6 a 	¡l a 	1 5 a 	 1 9 a 

	

508 .45 	5 1 0 .5 0 	5 12 .0 4 	51 3 .2 00 	51 4 ,0 6 	5 1 4 ,71 	515 .2 0 	51 5 .57  

	

42 1 .01 	42 4 .04 	426 .4 0 	425 .1 3 6 	429 .4 3 	4 30 .4 1 	431 .1 4 	431 .68  

	

337 .6 8 	34 0 .76 	343 .0 7 	3 44 .5 00 	34 6 .1 0 	34 7 .07 	3 47 .5 0 	34 5 ,35  

	

25 7 .4 3 	2 59 .73 	2 51 .4 7 	2 62 .7 66 	2 63 .74 	2 64 .,17 	26 5 .02 	2 65 .4 3 

	

1 78 .71 	1 79 .8 6 	1 80 .7 3 	1 51 .3 50 	1 51 .87 	1 62 .22 	15 2 .2 0 	162 .72  
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Comentahios y conclusiones 

En las tablas antehiohes se obsehva la eliciencia de cada uno de 

los métodos. Obteniendose los hesultados siguientes: 

a).- Paha el método de Jacobi debido a que e método pon. esthuctuha-

ción es lento, akkoja un total de 74 itelaciones paha convehgít, 

con una toLehancia de 0.001 de phesión, etegandose a la siguiente -- 

dísthibucicin de phesiones: 

p i  . 600.000 £b/pg2  

p2  . 516.666 " 

p3  = 433.324 " 

p 4  = 349.999 " 

p s  . 266.659 " 

p 6  = 183.329 " 

p 7  = 100.000 " 

b).- Paha el mItodo de Gauss-Seidel como se planteó antehíohmente es 

mucho más eliciente, avío fiando un totat de 36 itehaciones paha con--

vehgih, con una totehancia de 0.001 de pneó.b5n, obteniendo3e ta si— 

guiente dist/caución de 	phesiones: 

p l  = 	600.000 	Zb/pg- 

p 2  = 516.666 " 

p 3  = 433.320 " 

p 4  = 349.990 " 

p 5  = 266.659 " 
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iog 	j  'mox 

CONVERGENCIA 
ASINTOTICA 

de los otno(s coqicientes pana a/gdn nodo. Físicamente en simulación 

de yacimientos, esta condición es síempke satiqactonia si se tiene-

lokmulado un sistema 6taico pnopío. Lo4 nequekimientos pana que e.sto 

ocunka es que la compnuibilidad del sistema Iísico sea positiva, e/ 

tkanscukso del tiempo poaitívo,-  y /a tkansmisividad positiva. S.L e/-

PSOR no converge, es posible que haya un ennon en e/ sistema 6./sico, 

pkobab/emente ocukka una compkesibilidad negativa en atgdn nodo. 

 

m + 1 	 max 

max 

 

  

  

d ni+1 	p m 
P i  P 

  

  

La pkoposicián de convergencia puede sek analizada pon el tlkmi-

no llamado 6actok de neducci6n, p , pkimeko se delinikl una medida-

de convekgencia ke6ekida a una vakiabte a cada mdximo residual. Si - 

se observa et máximo nuiduat a cacle itekacián y se .traza este valora 

us el número de itekaciones se tendkd ta Fig. (50 ) 

k iteraciones 
FIG. 5a 

Dukante Uta convekgencia asintáníca, el máximo residual y .todos 

loa otkoa kesíduales en las celdas estan gobernadas pon la kelación-

siguiente: 
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donde p 	es llamado el lactm 

tutl de La mat4iz 	honorada 

Con de w y La velocidad 

EJEMPLO: 

Calcule 	d 

de keduccidn y et, igual 

da/tante el wtoceso 	PSOR,P 

y /tazón 	de convergencia. 

donde 	o- 

d 

al &adío 	e,spee-

depende del va-- 

in+ 1 

max 
y 	P, 	en 

d 
max 

pon e1 m(Itodo de. Gauss-Seídel 

Solucíán 

la 

	

Ue la 	tabla 	5.2 	„se tiene Co 	„siguLente: 

	

itenaci6n 	8a itekacián 	9a iteAación 

p = 482.0800781 490.7165527 497.2015381 

p 381.4331055 394.4030762 404.1343689 
3 

= 298.0959960 311.0671997 320.8003998 

p = 227.7313232 237.4664307 244.7668076 
5 

p = 163.8656616 168.7332153 172.3834038 
6 

dilletencia máxima entite La 7a y 8a itenaci6n 

12.9712037 

máxima entne La 8a y 9a iteitación 

9.7332001 

P 

de La 16nmula 

d 
max 

125 



entonce's 

P - 9.7332001 

 

- 0.7503698442 

  

12.9712037 

COMPORTAMIENTO VE w 

En genenal, se puede obtenek un valon de w que optimize el pkoce- 

,so ítexatívo. Una. maneka p,;:letíea de ob.tenen wOpt 	con,sí'Ate en elec 

tuan unas 10 itekaciones conw = 1. Entke la 7a, 8a, 9a, y 10a .se ob--

tíene p. Pon ejemplo pana el pkobtema de Gauss-Seldet P = 0.75037 

w 	- opt. 

 

2 

 

= 1.334 

   

1 -1,\/11 - 0.7507 

  

El panlmetko de netajamiento w es mayok pana pnobtemas mas com.-

pticado,s, pon ejemplo; gkandes eontnastes en pekmeabilidad y ,Stt com--

poAtamlento esquemático es s.imilan al pkesentanlo en la slgulente 

guaca. 

No. de itekaeíán 

pa/La alcanzan ta 

conveAgencía. 

10 
	

1.5 
	

2.0 w 

5.4 EJEMPLO VE FLUJO MONOFASICO  BIVIMENSIONAL INCOMPRESIBLE. 

De la ecuaeíón pana 1.tujo monolfiíeo 4"ncomp,te,sate en 2 dímenío- 
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x  

B o 
4 

Bo 	 ( 41t )  

ku 	P i,i-1 	2P i,j 	pi,1+1  
2 

p 	- 2 p 

loo' 

o 
1 

o 
2 

o 
3 

4 
oo 

5 
o 

6 

o 
7 

o 
8 

o 
9 

.71 
Dato3 

k x  = 200 

Iz a  = 50 

= 1.5 

B o  = 1.2 

h = 20 

= 100 

1 2 0 

-1- 

120' 

q500 Wda 
1 

q g  = -500 

pie-5 

-11C,5, 3C tíCHC: 

	

3 	( 	Izx 	3p 	, )I 3̂ ( 	 111 ) 

	

DX 	11080 	7i X 	a y 	U 080 	Z)If 
q = 0 

Expandiendo en di 	encías lyníta,s, .suponiendo k.:, k y , y So C 0 111 O C O 113 

tante,s 

q ,stb 	o 

(va/. dee_ nodu) i  

p
o 
 = 1000 11)/pg2  

E6 impwitante nota/1 que ce ILstema C3 ceitlado, C3 decik, que no-

hay “ujo en ea plantvia extenna. Pana hacen esto, tteco4dando (la - - 

ecuaciGn de. Vakcy, en donde e..0 fla3to e.s pkopoitciona£ a ta caaa de. - 
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pke6ión: 

q = ette. p 

Sí e/ Illujo e6 ceno en la lkonteha p tiene que 6ek ceno. POk lo-

tanto hay que aumentah nodo lícticíoa alitededm de/ 6i.stema cuyas - 

pte6ioneá .son identica6 a Cae de lo's nodoá inmediatamente contiguo6-

dentiLo del sistema. 

E6exibiendo Cae ecuacione6 conhe6pondientez a cada uno de Co6 no 

do6 6e tiene .Co siguiente: 

Nodo 

1) 
0.2 	x 	1.127 

p
1  

- 	
21'1  

	p
2 0.05 	x 	1.127 P1 	- 	2P1 	+ 	P4 

(1.5 ) 	(1.2) (100)
2 

 (1.5) 	(1.2) (120) 2  

500 
- 

(100 x 	120 	x 20) 

2) 
0.2 x 	1.127 x  Pi - 	2p2 	P3 0.05 	x 	1.127 P2 	- 	21  2 	P5 

1.8 (100) 2  1.8 (120) 2  

O 
= 	0 

3) 0.2 x 	1.127 x 
p
2  

- 	2p
3 	

.1 	p
3 + 	0.05 	x 	1.127 

p3 	- 	2p3  + 	p6  
x  

1.8 (100) 2  1.8 (120) 2  

0 = 	0 

4) 0.2 x 	1.127 - 	2194 	+ 	P., 0.05 	x 	1.127 Pi 	2P4 	P7 

1.8 
x 

(100) 2  1.8 z  (120) 2  
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5 

o 

0.2 

=o 

x 	1,127 
- 	2p5 	p5  

0.05 x 	1,127 P2 	- 2p5 + 	p 8 

1.8 (ion' 1.8 
X 

(120) 2  

O 

6) 0.2 x 	1.127
X 

1) 5  2p6 	+ 	R 6  
0.05 x 	1.127 

p3  - 	2p6 	4  1000 

1.8 (100) 2  1.8 (120) 2  
4 

O =o 

7) 0.2 x 	1.127 	
x 

137 
- 	

21'7 
	+ 	p

8 0.05 x 	1.127 x 
p
4 

- 	2p
7 	

+ p
7 

1.8 (100) 2  1.8 (120)
2 

 

O = 	O 

8) 0.2 x 	1,127
p7 

X 
- 	2p

8 	
+ 	1000 + 

0.05 x 	1.127 p 5 
2p 	+ 

8 
p 
8 

1.8 (loo) 2  1.8 (120) 2  

O = 	O 

a
11 

a
31 

a 81 

+ 

+ 

+ 

a
12 

a32 

a 82 

4" 

+ 

a 

a35 

a 88  

1 

P3  

p4 

P s 
P6 

P7  

p 8 

qi  
q 2 

q 3 

q 4 

411 

q 6 

q
7 

q8 
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Resolviendo et 3,¿stema de ecuaciones pon etimínacan de Gau‹s's 

(mItodo dítecto), ,se obtíene La ,siguiente d¿sttaución de pte,síone3: 

p i  . 1303.6270 lb/pg` 

p 2  = 1216.6606 

p
3 
 = 1174.1270 

= 1189.2844 

p
5 
. 1151.8139 " 

p6  = 1114.3426 

p7  . 1128.9000 " 

p 8  = 1086.9664 - 
q=500 

o 
I 

q=0 

o 
2 

(1 =0 

o 
3 

p=1303.6 p = 12116 p= I174.7 

q = 0 q = 0 q =0 

o o o 
4 5 6 

p= 1189.2 p= 	1151.8 p= I 114.3 

q= 0 q= 0 q=--- 500 

o o o 
7 8 9 

p= 1128.9 p = 1086.9 p =1000 

q(bl/d(a), p(lb/pg2 ) 

5.5 ARREGLOS CARACTERIST1COS RESULTANTES OE FLUJO MONOFAS1CO. 

a).- Una díment5an 

Ecuacan: 

1 Pi - PI 
n+1 	n+ 	n+1 

Pi-1 - 2 P
1  

i, # Pi + 1  

AX A t 
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1 2 3 4 5 6 7 8 

• ® • 
¡ - 1 i i+1 

•-• 

XX 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

Pi  

P2 

1p
3  

4 

P5 

6 

P
7 

Pe 

— P9 — 

XXX 

XXX 

XX 

42 

43 

44  

45 

46  

4
7 

qa 

9 

Obteníendo.se una matAiz tnidíagonal 

6).- Dos dímenáiones 

Ecuación 

pn+1 _ 2pn+1 	pn+1 

i-1  

( /1x) 2  

 

pr.111 	2'an+1 	pn+1 

1,1-1 	i,1 	i,i+1 

2 

 

  

n.1-1 	n 
P.. 	P. . 

4,1  
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2 3 

2 

3 

4 

5 

e 

U -1 

e 

1-1,j 
(14)  

i, 	j i+1,j 

1, jt I 

Suponiendo que se tiene una mateo_ de cuatno pon cinco, se obtendild 

una wat/Liz pentadiagonat, diagonatmente dominante, en donde Ja pa/de - 

centtal de £a matkiz, uta lonmada pok cínco mat/Lice,s de 4 x 4, que co 

ithe.spondeiLd at Ilujo en ta dineccián " X " . 

Las díagonatu adyacentes a Ca paute. centtal coAkespondehdn at 61u 

jo en ta diAeccan "y". 

133 



I 

01 

rX 

02 

X 

03 04 05 

X 

06 07 

2 XXX X 

3 X X X X 

4 X X 

5 X X X 

6 X X X X 

7 X X X 

8 X 

9 X 

10 X 

11 X 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

X 

1 X 

X 

X 	 X 

XI  

rX X 

IX X X 

X 

X 

X X X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X Xi 

X )( X 

X X 

X X X 

X X 

X- 

X Flujo en 

la cli/tec-

cini "y" 

X 

X 
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c) Tke3 dímenione.s (pujo monolUíco) 

Ecuaei6n 

tbmíno en 	tlitmíno en 

X 	 4 

n+1 	n+1 	n+1 	n+1 	n 

13 	- 2p . 	+ p. • 	
P i ,1 ,k - P i 5i ,k i,i ,k-1 	 1 

+ 	3....,k 	1,3 ,k+1 	_ 

( P.z) 2 	n. 	A t 
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FLUJO EN L A DIRECCION " X D, E y F 

FLUJO EN LA DIRECCION " Y " By H 

FLUJO EN LA DIRECCION " Z " Z y S - 
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5.6 ALGORITMO DE THOMAS PARA UN SISTEMA VE ECUACIONES TRIOIAGONAL. 

El algokitmo de Thoma3 e3 e3encia1mente una vaniacidn de la eti-

minacián Gau33iana y con el cual 3C evita el c.tecimiento del enkok - 

a.socíado con la .solución de las ecuaciones y 3e d¿sminuyen los 

blema3 en cuanto a capacidad de computadona. 

Suponyue que 3e tiene un sistema de n ecuacione3 con ea3 incóg- 

nitas x l  , x 2  , 	 x en donde: 

b 1 
 

c
1 	

O 	O 	O 	O 

a 2 
	

b 	c 7 	O 	O 	O 

	

O O 	O l3 
	3 	e 3 

O 	O 	a /1 
	O 

a 	b 	e 
n-1 n-1 n-1 

a 
TI 

  

1 

x 2 

d 1 
 

d 9  

d 3  

d 1} 

d 

11 

bx
1 
+ c 	+ 	 d 

1 2 	 1 

a 
2  X 1 

+b
2
x

2 
+ e x 

3  + 
	 «., d 2  

2  

	

+ a. X + b x + c x 	 = d 
3 2 	3 3 	3 II 	 3 

+ a x 	+bx 	+cx 	= d ,1  
ii 	3 	II 	1.1 	45 

a 	+ 	X 	+ 	x 	d 
n-1

x 
n-2 	n•- 1 n-1 	n-1 n 	11-1  

	

a x + 	x 	= d n 	n-1 	n 	n 
137 



Y 1 

Y 
2 	

r 

d
2 

- a
2
y
1  
,' 	

2 
2  

B
2 

Pon de6inición 
d 

1 

(2) 

b l 

despejando x 1  de £a pkimeka ecuacián y sustituyendo /as exptesiones 

ante/tío/Les se tiene Co siguiente: 

	

d1 	
el 

	1 	1  
x 	X 
1 	

b  

	

1 	b1 	
2 

 

entonces 

X l  r yl  -w 1 X 2 	 (3) 

sustituyendo £a ecuación (3) en /a segunda ecuación deC sistema se - 

tiene 

a 2  (•¡1 	X 2) + b 2x 2  4  e , 3 = d 2  

lactonizando x 

(6
2 
 -a

2
w)x

2 
 +ex

3 
 =d

2 
 - a 

2
y 

3 	1 

deliniendo a 

139 = 62 - a 2w 1  

d2 a2Y1 	
C X

3 

abona 

x =y -w • X 
2 	2 	2 	3 

continuando e.( »Luces() hasta n-1, ya que hasta 

pon Co tanto 
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(4) 

n-1 habtdn 3 ecuaciones 



b - a w 1 	.1 1-1 

d. - a.Y. 
1 	1 1-1 

w - 
C. 
1 

 

1 

X
n-1 

= y 	- 
n-1 	n-1

X
n 

sustítuyendo /a4 exptesíones antekiok.(,,s en £a dttíma ecuación dei 

sístema 3C tíene, 

a ( y 	-u) 	X ) 	b x = d 

	

n 	n-1 n-1 n 	n n 

	

(b 	- a w 	) x = d -a y 
n n-1 	n 	n 	n n-1 

x 

como ya „se conoce el valok de x
n
, altota :se conocekan £.04 valokes de- 

xn-1 , Xn-2' Xn-3' etc. 
E. at9onitmo de Thomas consiste en dos sccuen 

cías: 

1) . 	Pkímena secuencia pkogkesiva: 

= b 

	

1 	1 

w. _ 

	

1 

	C. 	
í = 1, 2, 3, 	n-1 

B. 1. 

	

B
i 	

b
i

- 
 ai

w
1-1 	

í = 2, 3, 4, 

Y 1 = 

d
1 	1 	1 1-1 	í = 

fl1 	

i 
	d. - a,v. 

3 

	 2, 	3, 	 11 
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2).- Segunda secuencia teghesiva 

n 	n 

	

x
i 
= y. 	

1 

	

x. 	, ¿ = n-1, n-2, n-3, 	 1 

	

1 	1 	+1 

5.7 FLUJO POCO COMPRESIBLE, HORIZONTAL, EN DOS DIMENSIONES.  

La ecuación pana este tipo de Ilujo es la siguiente: 

a 
 ( 	

Ax Kx 	ap  ) Ax 	a 	Ay Kv 	ap  

ax 	P 0  So 	ax 	 ay 	11 0130 	ay ) 
" 	stb/d 

c V
b 	ap 

5.615 	'at 

En donde: 

A 	Anea thansvehsa¿ total 	[piel] 

K 	Pehmeabitidad absoluta (1.127 x Dahcy) 	[Vahey] 

Po 	Vi.seo.6ídad del Ilnido 	[cp] 

Bo 	Factoit de voldmen 	 [vol. cy./vol.Pc.,s1 

[Wpg 2 1 p 	Phesión 

x,y Vistancia 	 [pie] 

Ax,Ay'Longitudes de la3 celdas 	[pise] 

Pohosidad 	 [inacción] 

c 	ComphesibiZidad del «uido 	[vot./vol.lb/pg2] 

t 	Tiempo 	 Paál 

V b 	Voldmen total de la celda 	.i,e 3] 
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A = h 19 

A = h ax 

V = 

La expansíón en d.¿Iekencias liníta 

p 	 2p 	-#• p 
11 2P 	r 	i- 4j 	1,] 	1+1,i  

ax 2 	( Ax) 2  

- 2p 	+ p,  . 2p 
- - i 	1,1+1 

( "J11 2 	Ay)2  

* 1,127 ctte. de tkangokmaci(In pata que et gasto de dikectamente en 

b1/día 

Fcmmulando 	expkeilíón en La diitece¿án "x" se tiene: 

( 	A >:  K. 	) ( 

uo 60 

1-1,i 	3,3 

( áx) 2  

P 11-1 A, K, 
) 	( 

D o  BoLlx 

 

( p 	- 2p 	4  P 
i-1,11 	i,j 	1+1,-) 

Ax Kx  
(P 

1-1 ,j 	
P . 	. 	P . 	.  

v olpx 	1,1 	1,] 	1+1,j 

A X 	K)  

  

Ax 	) ( pn+1 	pn+1 ) 

P013 o Ax 	1,7 	1-1,j 

 

p111- 1 	p ni-1) 
i+1 , j PoBoAx 

 

    

.sinj 

en la dinección "y" 

Ay 	Ku n+1 
( 	p 

i,ii-1 

id+1/2 

n+1 
P 
ilj 

) - 	1 
A q 	K y ( 	pn+1 	- 

i,j 

1,r1/2 

pn+1 

i,j-1  11 080A y W oBoAy 
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n+1 

Pi -1,j -1,j  

Ax Kx  

1J oBoAx 

A  
I 	( 	x K x  

W oBoAx 

n+1 	n+1 

(
i+1,i 

p. . 

,1-1/2j 

4 

Tx
i-1/2,j 

+ Tx. 
1+1/2,j 

Tx
i±1/2,j 

n+1 

- P
1  
. . 
,7 

w oBoAx 

Kty 	11+1 

( P. 
uuBo 	

1,j+1. 
ilY 

ij+1/2 

Ax Kx 

n 

	

A u  Ku 	+1 	nt1

(  

	

Aq 	
P 	P 	) 1 ,7 -1  

1 

Ax 

i-1/2,j 
Po BoAX 

A q 	Ky  

l i,j-1/2 14 0  Bo Ay 

c 
E. 

1 ,7 
5.615 

A fl 	Ky  
Hi,i 	( 	

1 1,i+1/2 
Wo BoAq 

r. 11 

P 	, 
I,j 14 080AX 

Ax Kx 
E . 	r
1,1 4i,7 	

_. (^tb/dai,i 

obteniendo.se .ta ,siguíente expite,san: 

+ Ty 	TU.
1 
 . 

i,j+1/2 	 ,7-1/2 

c 4. 	V
bi  _ 	1 	( pn+1 _ pr.1 . ) 

5.615 	;,.t 1,7 	1 ,7 

e_ta ecuación 'se puede escnibík en Ca notacan SIP: 

13, 	P. • 
4 9. .p. 	. 	P.

+ H .  . p. 	r q .  
1,1 	1,]-1 	1,] 1-1,] 	,7 1 ,7 + 1'1 ,i P1 + 1 ,-7 	1,] 1,]+1 	1 ,7 

en donde: 

q,, ..stb/día 
1,] 
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E. 	•-•-• 
A x  Kx 

Izo Bo A X 

+ Et 	+ Ey .  ¡Ex 
1,i 	I,¡ 	1 ,7 	1' j 	1 41 

Ax Kx 

4+10 4 1 un BGAX, 
1-1/21 



ri, j 
nt 

Et.. - 
1,3 ) 1,j+1/2 Ey i,i 	- ( 	

Aq Ky  

uo Bony 

o 	
nt.+  a 	nt 	

5 1/2 
(u ) 2 	(ny ) 2  

-Condicionalmente utane: 

el LIE - Nivel de. tiempo ( n+1 ) en 

- Incondicionalmente utable 

) en el LIE 

- Ekkon 	nx 
2 
 + 0( nt) + 	Nj) 2 

3.- CRANK 	NICHOLSON 

- Nivel de tiempo 1/2 ( n+1 ) N 1 / 2  ( n 

- IncondícíonaZmente e6table 

EkkUn e( /5X) 2 4-  0( nt) 2 4-  o( Ay) 

- Nivel de tíempo a( 	Y ( 	fi 1 I n 1 en el LIE 

Ay Ky  
1 

110,Bony 	i,j-1/2 

E 	-x E. 	= 	(D +F ) 	 - ( 8 + 	) 
1,3 

5.8 ESQUEMAS DE SOLUCiON. 

1.- DIFERENCIAS PROGRESIVAS 

- Nivel de tiempo ( n ) en el LIE' 

22 
- E iti1.0 h. 	o ( AX) 	4-  0( tst) + 	ny) 

2.- DIFERENCIAS REGRESIVAS 

4,- PROMEDIOS PONDERADOS 

- Incondícionatmente estable hí 1 / 2 <o‹./ 

* LIE LADO IZQUIERDO VE LA ECUACION 
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- Condicionalmente utable 	0 5. 1/2 

5.- DUFORT - FRANKEL 

- The4 nívelu de tiempo ( n-1 I, ( n 

- Explícito en ( n+ 1 ) 

- Puede „sek incona.bstente . . no ea /Lecomendable 

6.- AVEP (PROCEDIMIENTO EXPLICITO VE VIRECCION ALTERNANTE) 

veiusi6n de BARAKAT - CLARK 

Explícito 

- Incondicionalmente e3table 

- E/L/Loit 	o( t'A ) 2 
+ 	Aid - 

9 	
o( 	" 

9 

PRIMER PASO 

n+1 	n+1 	n 	n 	n+1 	n+1 

U . 	,j  - U . 	. - U . 	• + U .
+1,•.j 	U - 	 U 

, 	1 	1,j-1 
113 	

1,1 	i,j+1 

C,X) 2 	 ( Ay ) 2  

n+1 

U- tI „ 1 	, 	
lyj  

tyt 

,5,(1 a _ 	bt  

(Ax)` 
b 	nAt  

(Ay ) 2  

n+1 	n+1 	fi 	 n 	 n+1 	n+1 

(di 	- al! • 	. 4 a „ 	 - bt1 	- bll „ - 
11,j 	 1+1,3 	 iyi-1 	1,3 

n+1 

I/ tl „= tl -  U 	, 
t,j+1 	

, 
g 	1  11 

de4pejando 

n+1 	tt 	n+1 	11 

U 	 , + 
n+1 	 a U 	+ atl 	bll 	+ b U 

	

1 -a- b 	 .1 -1 ,1 	 , 	1 , - 	, -1+ 1 

1 + a 4  b 1 4' a b 

144 



) 2 ¿x) 

1 
n+1 

U ± ,i - U 

despejando 

n+1 	1-a-b 	n 
U 	. --- 	 U 	+ 
i,j 	1+a+b 	i,j 

n+1 	n 	n+1 

+ 	+ 	+ bUi,j+ 1 

1+a+b 

Anoka, .se baiLke /a malla en e/ síguiente okden: 

j 	. 1 	; í=1,2,3, 	 Nx 

j 	= 2 	; i=1,2,3, 	 Nx 

j 	= 3 	; í=1,2,3, 	 Nx 

j 	= Ny ; 	í=1,2,3, Nx 

SEGUNDO PASO 

n 	n 	n+1 	n+1 	n 	n 	n+1 	n+1 
U. 	U. 	- U. . - U. 	, 	- U 	- U 	- U 1-1,3 	1 ] 	1 93 	1+1,j 	1 2]-1 	1 91 	i,1 	i,i+1 

a 	A t 

n+1 n+1 	 n+1 n+1 
atl 	- aL! 	aU 	+ 	+ bU 	- bU 	- bU 	4- 

i-1,j 	1 11 	1 91 	i+1,j 	1,j-1 	1 91 	i,j 	1,j+1 

n+1 
11 	- U 
i,j 	i,j 

abona, se bothe Za malla en el ,siguiente okden: 

j= Ny ; í= Nx, Nx-1, Nx-2,...., 1 

j= Ny-1; L= Nx, Nx-1, Nx-2,..., 1 

j= Ny-2; i= Nx, Nx-1, Nx-2,..., 1 
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ir 1 	i= Nx, Nx-1, Nx-2 	1 

TERCER PASO 

 

(2) 

+ (1 17.1-1, 
1  

2 

 

n+1 

tl . 	. = 
1, J 

J 7.1 

4 

41 	 

4 

Jr Ny 

ir I 1=NR 

Jr Ny 

1:1 Ir Nx 

7.- ADIP (No ítehativo) 

(PROCEDIMIENTO IMPLICITO VE DIRECCION ALTERNANTE) 

Peaceman y Rach6ond, Dtans,AIME 1959. 

PROPOSITO: Avanzan ea solucián det tiempo "n" al tiempo "n+1" 

PRIMER PASO 

Se con,lídman implícitas las incágn¿tas en ta dikeccián "x" y ex-

plícitas las inedgnitas en la dikeecián "y". Además en los tbmimos 

q. 	, E t , 3C. usa un intehvalo de tíempo de At/2. (pon. ejemplo 
1,3 

r 	/At/2). En el ptimeA paso se avanza la solucián del nivel "n" 
1,7 

al nivet "*". 

y P! 	(Ex+Et)P!, + F 17! 	= - (8 P 	+ Ey 	+ H P 
1-1,j 	1,] 	1+1,j 	i,j-1 	1,j 	i,j+1 

Pan.a cada (i, j) se tiene una ecuacíón con tices incágnitas, poft - 
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lo tanto pana poden kesolvek et sistema es necesanío ese/caín Nx ecua-

ciones pana toda "i" y una "j" dada. Las Nx ecuaciones con Nx incógni-

tas nesultan en un sistema tilidiagonal que se puede kesoEven elicíente 

mente con el algonitmo de Thomas. 

ADIP 

valor intermedio 

f/2 	 /14/2 

n 	n 4- I 

SEGUNDO PASO  

Ahora se considekan implícitas las incógnitas en la dikecci6n 

y explícitas las incógnitas en la dineccidn "x": 

n+1 	n+1 	n+1 

B pi,j-1 + (Ey+Et) P 1,3 	i,j+1 P 	= - (1) Pi* 1,1 	+ Ex 	+ F TI*4.1  

. 	. 
1 9 3 

Simila/Lmente se analizan simultaneamente Ny ecuaciones con Ny in- 

cógnitas esekibiendo las ecuaciones pana toda "j" y una dada. La 

solución  se obtiene pon medio del algokitmo de Thomas. 

ler, paso 2o puso 

Companatívamente, pana una malla de 10 x 20 el esquema negnesivo - 

geneka 200 ecuaciones con 200 incógnitas, dando lugar a una estnuctuna 

pentadiagonal. Pon lo tanto, pana avanzan la solución de "n" a "n+/" 

se necesita kesolvet este sistema. El esquema AD1P kequiene nesolvek 

10 ecuaciones veinte veces luís 20 eettacione.5 diez veces, todas ettas 
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(m+1) 	(m) 
P 	- P. , 

,7 
, itekando hasta 

1,7 
<E  Vi,j. En genenae, toa métodos - 

1  
E.
1, 
 , 

P. . = 
1 ,3 

	

. 	
1 

P. . 	
i,j i-1,j 	1 

+ V 	P 	+ F. , P. 
1 	

+ q 1,1 	1,3 	,3-1 	 ,3 	1-1,j 

J211. 

áX 

La ecuación 
3 211.  
	 + q = O C.3 un caño límite de V 2U 	q 

con estkuctlota tkidiagonal. 

METO VOS ITERATIVOS  

n 	n+1 
OBJETIVO: Avanzan la solución de Pa P. 	pon. medio de itehaciones P. 

1 ,7 

itenatívos kequivien mena) capacidad de almacenamiento que lo,s mito--

dos dín.ectos. 

La ecuacan base pana Coa métodos iteitativoñ se obtiene despejan-

do P. 1,3 

i,j 
P
i,j+1 

S.- AVIP ITERATIVO PARA FLUJO PERMANENTE (Peaceman-Rach(r ohd) 

pana tiempos muy gkandea pa/La los cuaCeó cae¿se tiene que Du 

PASO 1  

(m+1/2) 	(m+1 / 2 ) 	(m41/2) 	(m) 	(m) 	(m) 
U 	- 2 U, . 	+ U 	

+ 
U 	- 2U..+U 

i-1,i 	1,1 	I+1 2 i 	i-21-1 	11 -1 	i,i+1 

( X) 	 1 y) 

(m+1/2) 	(m) 
a(U.. 	- U. . ) 

1,3 
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(m+1) 
P,
1,

. 	= - 
3 

n+1 

(m) 
U. 

	
P
1,1+1 

l] 

E. 
1,3 

PASO 2 

(m+1/2) 	(m+1/2) 	(m+1 /2 ) 
U
i-1,j 

- 2 U.
1 
	+ U. 

,3 	1+1,j  

(m+1) 	(m+1) 	(m+1) 
U. 	- 2 U. 	+ U. . 
1,3-1 	1,7 	,3+1 

(Ax) 2 	 ( Ay) 2  

(m+1) 	(m+1/2) 
s a (U. 	- U. . 

L 	1,j 	1 13 

Loe aL  áon PARÁMETROS PE ITERACION. Su empleo acelera la convek--

gencía del phoceáo. Nokmatmente 3e utítizan de 4 a 8 pakdmettoz de 

itekacan en Imma cíclica. Pon ejemplo, 5.(1 se áeteccLonan cuatko pa-

kdmetkos a1 = 4, a2= 2, a3  = 1, a 4  s 0.5 áe u3akía al  pana la pkimeka 

ítekacan, a2  pan.a la 3egunda,n3  pana La tekceka, n4  pana la cuanta, 

al  pana la quinta, a2  pana La óexta, etc. EL m(5:todo convekge pana --

cuatquiek valor poáitivo de a. 

En todoó loa mlf_todoó itenatívo3 hay que investigan á.i ya áe alean 

zá ta convergencia deápuU de cada itekacián, pon ejemplo 

¿ Max. . 
1,3 

(m+1) 	(m) 
U. . - U. 

1 ,3 	1,7 
< c ? 

   

METODOS ITERATIVOS PARA FLUJO TRANSITORIO 

9,- MÉTODO DE JACHI 

n+1 	n+1 	n+1 

	

n 	(m) 	(m) 	(m) 
[ ( 	- g 1  	1  B

1 ] 
P
1 
	
-1

1- V 	P 
i-11+ F ii

P  
ii1j

4.  
) 	 , 	 , 	, 	 > 

 

Eáte mItodo eá muy lento y pon lo tanto no 0.3 necomendable utllízakto 
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E. 
n+1 	1,3 

(m) 
+ H

1
. 
,3  
. 	

1  
P. 

,3 
.
+1 

) 

despejando: 

10.- METODO VE GAUSS-SEIDEL 

n+1 	n+1 	n+1 

(m+1) 	(mt1) 	(m) 

( 	qi,j * Bi,3P i,j-1 * V i,jP i-1,j 	Fi,jP i+1,j * 

H 	.P 
1,3 

11.-  

n+1 

(m+1) 

P.. 1,] 

w{ 

.
1 	

. 
,3+1 

( 	1- 

- 

PSOR 	(SOBRERELAJACION 

	

PUNTUAL 	SUCESIVA) 

n+1 

(m) 

	

w) 	P. 	+ 
1,i 

n+1 

(m+1) 

	

(- 	g. 	+ 	G. 	.P.. 	+ 	D. 
1,3 	1,3-1 	1,] 

n+1 

(m+1) 

P. 	.+ 
1-1,3 

n+1 

(m) 

F. 	.P. 	.4 
1,3 	1+1,3 

H. 
117 E. 

1 ,3 
n+1 
(m) 

Pi,  3+1 
)} 

12.- LSR (RELAJAC/ON LINEAL SUCESIVA) :w . 1 

En este t1n 	se tienen dos opciones, eonsidenan la dikecci6n "x" 

implfcita, o cowsídeak Ca diAeceión "y" impUeita. Pana la pkimeut 

itekaci6n se tiene Co siguiente: 

n+1 

(m) 

n+1 	n+1 	n+1 

(m) 	(m+1) 	(m+1) 

( 	qi,j * Ll 1 ,7  Pi,j-1  + 0 1,j P i-1,j * F. 	Pi+1,j 

n+1 	n+1 

(m+1) 	(m+1) 

y. 	.P . 	. + E . 	• P P. 
1,1 	1-1,3 	1 ,'.1 	1  

n+1 
(m+1) 

F i,] P  
1+1,3 

incógnitas 
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n+1 	n+1 

(m) 	(M) 

( 	qi,i 	Bi,j P i,i-1 	P1,j+1  ) 

tcf.hmino6 conocidas 

POk lo tanto 6e tiene que paha: 

	

l= 1 
	

6e gene/tan Nx ecuaciones 

j= 2 

i= 3  

	

4 
	

ft 

j. Ny 6e genehan Nx ecuaeione6 

Estos 6i6-temas de ecuaciones 6e deben he6olveh M veces hasta que-

6e obtiene convekgencia. 

13,- LSOR •(SOBRERELAJACION LINEAL SUCESIVA) 

Nuevamente, paha este mItodo 6e tienen .Las das opciones del LSR. 

11u6thando aho/La £.a lo/Lma de la6 ecuaciones at con6idehah la dihección 

"y" implícita. 

n+1 
(in+1) 

P 	= 	( 1- (1) 

n+1 

1  (m+1) 	(1 1  [) 

+B. .P. . +D. .P. 
1,] 	1,1-1 	1,j 	i-1 

n+1 

(m) 

1,3 	1+1,] 
1  

E . 	. 
	q  

1 ) 
n+1 
(m+1) 

U 
1 ,j  P  1 ,j+1   

I} 

Despejando: 
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1  

E. 

n1-1 

(m) 

(1 -u)) 	P. 	. 
1 ,3 

n+1 	n+1 

n 	(m) 	(m) 

g 	
P. 	. P 	+ F

i ,j 	 1+1 
. P. 	

ij , 1,1 	i-1,j 

n+1 	n+1 	n+1 

(m+1) 	(m+1) 	(m+1) 

	

+ E. 	P, 	+ H. . P. . 	•-• 	 P. 
	E. 	1,] 	1,J 	1,]+1 

tInmino6 deóconocaoó o incúgnita3 

conocidos 

En este. cabo, )se tiene que paica: 

1 .se genenan Ny ecuaciones 

í- 2 ,se genekan Ny ecuaciones 

3 

Nx ,se genc/Lan Nq ecuaciones 

Estos ,si,stema,s de ecuaciom 3C deben ke.solvek M veces ha-sta obte- 

nen conveAgencia. 

Pana obtenen w optima en LSOR se procede en lotma similan al caso-

de PSOR, pon ejemplo .se electtían vaAia3 íteAacione¿ con w = 1 (LSOR) - 

obteniUdo.se el Aadio espectnal (p). Con uste valon. 6(1 calcula wopt, 

AOIP (itenativo) PROCEV1M1ENTO IMPLICITO PE V1RECCION ALTERNANTE 

Peaceman-Racqond, Vouglaó-Raehlo/Id (no usarlo ní en pnoblemaó en .tres 

dimen3ione3 ni en Y.ujo multilds.lco) 

PRIMER PASO 

Conóídeilando .implícitas las incógnitas en la dínecci6n "x" y ex--

pltcitcs las incágnitaó en la diAeccíGn "q": 
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(*) 	 (*) 	(*) 	(m) 
O P

i-1,j 
+ (Ex+E.t - hkET) P. 	+ F P. 	q 	- [B P, 	+ (Ey + 

1 ,]-1  

(m) 	( m ) 
hkz7") P. 	+ HP.  

1,] 

SEGUNDO PASO 

Considnando ahotta ímplícitaa fas incógnitas en ta dikección "y" y 

explícíta.a JLas incógnitas en la dinecci6n "x": 

(m+1) 	(m+1) 	(mi-1) 	(*) 

, j -1 	
,j + H P i,j+1 	q i,i 	V P. 	+ (Ex+ hkET) 

1-1,j 
B P 	+ (Ey+Et- hky,T) P 

(*) 	(*) 

P. -1- 	
1

F P. 
1,j 	4-1,j J PEACEMAN-RACHFORV 

(*) 	(*) 
- V 

Pi-1,j 
+ Ex P 	+ q

i,j 
 

	

(m) 	(*) 

	

, 	
+ F E 3.+1,j 
	DOUGLAS-RACHFORD 

Nótese que. La aníca di6e.7encia ent.ke toa das caquemaa itekatívoa 

(*) 
es que P-R fe .suma at LOE: w:r 	. - P. . 1 míent.ta,s que D-R te su- 

(m+1) 	(m) 	1 ,i 	1,3  
ma aL LOE: 1112.5^.T (P. . 	- P. . 	en et aegundo Laso de ta iteitacíón. 

1 ,1 	1 ,3 

El pnoced‹:miento V-R en 3 dímenaionea es siNatt uaando nívetea 

(*) (") 	(m+1) 	 * ) 	
(m) itmacíón„ 	sumando hkET (P(m+1)-  P 	) at LDE - 

(*  

iteapectivamente. 

5.9 CONSISTENCIA CONVERGENCIA, Y ESTABILIDAD. 

En uta aección se vendn tlo/Ima‘s de anati_zn't fas expanaionea en dí-

lekencia3 línítaa y detekinínvt que tan hel.MeSCHtatiVa.5 hen paha ta,5 
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ecuaciones dilenenciales panciaCes oniginates, así como bajo que con-

diciones el esquema pnopuesto es estable. 

Se dice que una ecuación en di6enencias linitas es CONSISTENTE ()- 

COMPATIBLE si tiende a set idUtico a Ca ecuación dilenencial pancíal 

oníginat a medida que AX.- O y At-> O. 

Se dice que una ecuación en dilenencias linítas es CONVERGENTE sí 

Ca :solución exacta a tas ecuaciones en dilenencias (u) tiende a la 30 

Zución exacta a Cas ecuaciones dilenenciates ( u ) pana todo valoA de 

x a medida que. Ax, 0 y At- O. 

Se dice que un sistema de ecuacione.s en dilenencias “nitas es - 

ESTABLE sí un ennon en la solución (intnoducido pon cualquien t onma)-

tiende a desvanecen:se a medida que avanza Ca solución y si Ces CA40-- 

tu de tnuncamiento en las ope/taciones anítmMcas no 	acumulan con 

el tiempo. 

CONSISTENCIA O COMPATIBILIDAD 

El análisis de consistencia de un esquema en dienencías linitas-

se eleva a cabo en una lonma simítan a Ca desannollada pana analizan -

el' tbmíno del ennon, es decin, se expanden Cos thimínos en Onción -

de senies de Taylon y 3C analiza et compontamiento de Ca expnesan ne-

sultante a medida que áx y it tienden a ceno. 

Ejemplo: Analizan Ca consistencia del esquema de Vulont-Fnanket. 

ecuación di6e4encía1 pakeial: 
1.1 7u 1 	',)(1 

at 

  

ecuación en di6eACHCia3 6.inita3; 
u 	0i1 	o 	n 	o+ 1 

1 (12:4) [ 	4- - 
(Axi' 

- 	• 
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a 4 u  (At)  

4: 
( t) au 

4- 

at 4  3! 	ata 
(At) 	g 2U 

2! 	gt. 2  
- U 	+ 	At ) 

4! 	gX 3! 	gx 3  

gu 
gt 

Il 
(- U. + At) 

, 	3 	4 ( At)  	3"tt 	( At ) 	3 3 11 	(tt)-  	g u 
2! 	gt.) 	3! 	3t2 	4: 

expandíendo en wiíe.6 de Taytok: 

) gu 
- U. - (At) 	 

1 
gt 

(At) 2  

2! 

(At) 3 	7.3 3u 	(At) 4 	a'a 

3! 	3.t3 

n 
(AX)

2 
  a?u 
	

(AX)
3  33 

2! 	3x2  3! 	g x 3  

4 ! 	at's 

14 
(AX) 	d  u 

4: 	gx 4  

2uAt  gu  
2 [tii 4-  (") (Ax.) 	 3x 

a 2 u. 

at 2  

+ U. - (DI) 
1 

+ 	

, 2 	, 
(Ax) 	g'u 

2! 	gx 2  

(AX) 3 
	

a 3 u 	(Ax)4 
	

g
4 
 u gu 

gx 

,n 

2  
+ 	At) 	au 	(At) 	gu 	() 	13a 	(At.) 

2! 	gt 2 	3! 	ata 	4! 

,s~eilícando tbmino.ó, Ca ecuacíán .se 'reduce a: 

3 4u 

í).t" 

9 
ZIX 

2aAt  

Ax) 2  

(tt) 4  

12 
2 (At) 

I n 

14  
*a "U 	( AX) 	3u 

gt2
iá 

( At) 3  

gt 	3 	'1.t 3  
1 	

! 

divídíendo pon 2nt,t 

2 3 2u 

gt' 12 	gx 14  

3U 	I 

155 

at + 



I At)  ( Ax) 2 	914u. 14 u C A t ) 	1 	pu  D 2u 	( Id) 2 	D 2 tt '  
Dx 2 	( (5x) 2 	It. 2 	12 	ax 4 	12 ( Ax. ) 	at o 	a 	at 	6ct 

a 3 u. 

at 3  

x 211 	1 	.c.) u 	r 	Ax) 2 	 

ax 2 	 a.t 	L 	12 	Dx 4  

2 
(t'A) 	",) 'u 

( 
( át)  2

) 
 2 

( Ax) 

a  2u  

6(1 	"3.t. 

 

1  
( 

(Ati
2
,2  D 4u  

- 0 

12 	(Ax) 	Dt' 

Abona /a pnegunta a contestan pata analizan Ca consistencia de u-

ta dltima ecuación e.6 Si tiende a ea ecuación dilenencial pancial a me 

da que AX-1- O y que át4•0. 

Como se puede compAobaA ee pAimeko, „segundo u cuanto tlAmíno del - 

patInteaia tienden a cena a medida que. AX-Y 0 y át4 O (e/ ténmino 
(át)

2 

á 
A t 	

x 
 

pnobablemente se acensa a ceno) peno el cociente 	que aparece en 
A X 

el tencet tInmino puede ser un número linito, digamos o pon Co tanto - 

el esquema Dulott-Ftankel nepneaenta mas (Jan una ecuación deC tipo de 

Ca ecuación de onda, pon ejempeo: 

fl2  a 2u 

3,t, 2 	a 

Una vez asegurada la conaiatencia de un esquema itekativo y pana -

poden Cenen una apAoximación vdtida, /ata debe auno jan, Aesuttados que-

eaten más o menos censa de la aotucián del ptoblema otiginal, Esta con 

aidenación ae puede analizan en dos hormas dilenentea: 

Ptímeto se puede consideAaA un punto 6.í jo x y pfle.gunta,1 acerca de 

n 	n 
La Cii~lia ClItte Ohy (1, a medida que la malta (espacio-tiempo) se. - 
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hace cada vez más lina. Se eapena que en el límite, a medida que AX4  O 

y At-,. O, el ehhoh tienda tambiln a ceno. (CONVERGENCIA) 

El segundo aspecto dee compohtamiento de la aphoximacan en di6e-

tenciaa 6inita,s puede utudian<se manteniendo lija,s AX y A.t y examinan 

do que pasa a medida que /a <solución <se avanza en tiempo. Se e<spena -

en e<ste caso que toa ennonea no z,e ampli6iquen a .tal ghado que tos te 

<sultado,s obtenidos no <sean vdtidos (ESTAWILIVAV). 

CONVERGENCIA - ERROR VE TRUNCAMIENTO 

En genetal, entne menon 'sea el ennon de ttuncamiento, ta conveh--

gencia de ta ecuación en di(lenenciat) a ta ecuación dilenencial es más 

nápida. Pon esto, una lonma de analizan ta convengencia de un esquema 

en digenencicu 	e3 anal-izando su ChiLOA de thuncamiento. 

Ehnoh de tnuncamiento e.5 et CAkOk incunnido al neemplazan la cena 

can di6enenciat pon una ecuación en di6enencia,s 6initaz. Vebido a es 

.te ehhot, la solucan exacta a la ecuación en di6enencía3 (.sin ehhoh-

de hedondeo) e3 dile/Lente a la <solución de ta ecuación dílenenciae --

pancial connbspondiente. 

El tIhmino "ehhOk de ttuncamiento" viene det hecho de que al neem 

plazan dehivadas pon. cociente3 de dilenencia4 e4 equivalente a utili-

zan zsenie,s de Tayloh utnuncadas". 

El ekhOlt de tnuncamiento tocal de una apnoximación en diletencia,s 

linita's se de lline como: 
E L = L

D 	
- ( Lu) . 

en donde: 

E 
1 

= evton. de tnuncamiento local 

L 
1) 	

loima en dilenencia)s 6in,ítaS 
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L u = 6onma dqenencía1 

Pon. ejemplo: Paha el esquema en ditfehencías phoghesivas: 

L u = 
a 2u 	au 

3x 2 	a.t 

n 	n 	n 	 n+1 	n 
n 	U - . 	2 U 	U.-U. 

L 
1-1 	i 

4 U
1. -11 	 1 	1 

D 
U i  .  ) 	 A t 

2 
E 	

(AX) 	9
1
4u  

1 2L  
	3;('' 

 

a  zu  

at  2 6 	E 	r o( Ax)
2 
	0( t%t) 

2 

Sí se tuviesen las soluciones exactas se poda de6inih el ERROR-

VE TRUNCAMIENTO GLOBAL mediante: 

E
G 
= Max U. - u (x. 	) 1,n .1 

En la mayokia de to3 ca,so,s, no se tiene ta solución exacta u(x., t ) 
1 	n 

pon .Co tanto el phoblema consiste en thatah de enconthah los límites-

al ekkoh gtobat. Paha ecuaciones dilenenciatu ,simptu noftmatmente se 

pueden enconthah pepa, a medida que las ecuaciones se hacen mas comple 

jas, ta estimación de estos límites se hace bastante más dilícil. 

Mottunadamente se ha encontkado que los ethone,s gto6a/es muesthan e/-

MídM0 ohden de dependencia con hespecto a los tamaños de malla (espa--

cío-tiempo) que los ehhohes locales. Ve aquí que 10,5 ERRORES LOCALES -

VE TRUNCAMIENTO que son mucho mas Ociles de estimah 3C puedan uáah - 

pon lo menos como guía paha et okden de CONVERGENCIA de la solución a-

ta ecuación en dilehencias 6.inita.5 a ta solución de /a ecuación dile--

hencial a medida que el tamaño de la malta tiende a ceho, 
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En /a pnáctica, pata pkobtemas que tengan algdn g&ado de dilicu/-

tad la estimación del enkok se obtiene nesolviendo la ecuación en di-

lekenciaJs otí/ízando dilenentes .tamaños de malta vakiando tanto tos,  - 

inckementos espaciales (Ax, Ay, Az) como el inckemento temponat (At) 

pana encont/tak huh electos en la solución. 

En muchas ocasiones, valones pnácticos de Ax y At (pana los cua-- 

les 	tiempo de computactón no se hace excesivo) , son tan gkandes --

que e/ ChkOk no pvtece disminuin tan kápidamente como lo pkedicen /as 

16kmulas pana el eknok local de tkuncamiento. La 'tazón de esto es que 

las expkesíones que se obtienen pala el onden del ennon desckiben et-

compontamiento asimptdtico a medida que 01 y At tienden a ceno y no - 

dícen mucho acenca del compontámiento del CtkOk pana tamaños de malla 

kelativamente gkandes. 

Pon estas kazones, nokmatmente se tienen que considekak como e:sti 

macionu emptnicas del enton obtenidas conkíendo el mismo pkoblema --

con diletantes tamaño4 de mallas. Una vez encontrado e/ tamaño de ma-

lta que equilibna el costo de usan un tamaño pequeño , contna el kies-

go asociado al utilízak una malla grande y aumentak el en/ton, se co--

nken los siguientes casos con dicho tamaño. 

ESTABILIDAD 

Un esquema en dilekencias linitas es ESTABLE sí el electo de un - 

ekkon Co peAtukbacíni) hecha en alguna de lcus etapas de cómputo no se 

propaga en ennokes a medida que la ‹sobtei(5n ,se avanza en etapa6 poste 

)1.íoke3 de cálculo. 

Pana el análisis de estabilidad no ímpokta cual es la luente del- 

ekkon pon ejemplo, Chit011 de tkuncamiento, eknok de nedondeo o alguna- 
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y 

otka causa. 

En genekal hay tkes mO:todos pana anatizak ea estabilidad de un es 

quema en dilekencias linitas: 

í) MItodo de Kanplus 

ii) Andlisis Akmónico (ckitekio de Voneleumann) 

ííí) MItodo Matkiciae. 

Loa dos p4imeitoa mItodoa toman en considekación ea ecuación en di 

/ekencias solamente 3in incCuik ni taa condiciones iniciales y de - - 

/kontcka ni los tbiminos luente. 

El mItodo matkicial es el. más genenal ya que cowsideka Ca ecuación 

Zas condiciones iniciaees y de Inonteka, y tambiU los -ffkminos luente. 
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CONTENIDO 

CAPITULO 6 	 CONSIDERACIONES GENERALES 



CAPITUL06 

CONSIDERACIONES GENERALES  

1.- La 6imulacii5n de yacimientos una hekkamienta áti/, que au-

nada a otkos procesos de predicción permite obtenek mejores 

resultados en el estudio de yacimientos pettolenos. 

2.- La e6ectividad de una aimutación está en 6unci6n de la ne-

pneaentatividad y de la entidad de la .i.►r6onmac-L6n que 3e. 

proporcione. 

3.- Los modelos matemdticoa pekmiten simueak el compontamiento 

de un yacimiento, bajo dilekentea altcnnativaa de pnoduc-

can, a 6in de aeleccionak la goma óptima de desakkollan 

y explotan un yacimiento de aceite y/o gas. 

4.- En ocaaionea ea conveniente desannollan un moder_o matemdti 

co, de acuekdo a las cakacteniaticas del yacimiento pon es 

tudiak, 

5.- La pnedicei6n mediante una aimulación, solo puede ser con-

liable cuando se cuente con la canactenización pkecisa dee 

yacimiento y, además cuando et moda(' permita simulan loa 

nuevas mecanismos de desplazamiento aaí como sus 6en6menos 

asociados que poatenionmente ae pkeaentandn. 

6.- Ningan modeto aimuta toa lenÓmenos de convención, aupekaa-

tunación de aceite y el de ínveksión de pne—aiÓn asocia-

dos al mecanismo de la aegtegación gnavitacional. 

7.- Un modeto matemático, una vez ajustado, ea el mejor kecuk-

so pana pkedecik el comportamiento de un yacimiento. 
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8.- 	Teniendo en cuenta las considekaciones antvliokes s e inlie 

ne que la aplicacíGn de un modero símplilicado, con un buen 

cní;teitío íngenieníl, puede .tener. ventaja ,sobhe un modero so 

6ísticado de símulacíón. 



vr 

NOMENCLATURA 

SIMBOLOS UNIDADES FACTIBLES 

VE USARSE 

A 	: Anca 
2  

( 	) 

Bg 	: Factok de yolUmen 	gas (Eig<l) 

3 
rue,s g   @c.,s 

So 	: Factok dc yolcímen del ace.L.tc (8,3>1) :3  p,lea 0  @c.ti + gd.@coy 

pies 3  
' 

, 
Ew 	Facton de l valdmeH de agua. 	pLcsw 

3 
(Pc.if 4-  gd.Pc.y 

3 
píes 	Pc...s 

e : Cumpne,saítidad 	 (£b dpg2 ) -1 

2 -1 
• : Compke3ibilidad de ta tSokmación 	(íb. pg 

9  --1 
e Compkuailídad del qa—s 	 . / Pg' 

C c 
	

: Compnbilidad deL aceite 	(a./pg
2 -1 

9 -1  
e : Compnc,sibilídad del agua 	 ( 	/13 } " 

V 	: Pkolundídad 	 (ftle,$) 

E 
G 	

Eítkon de tnancanlento g.tobaL. 

E 	: EMWA de tnuncanlelito local 

e
t 	

Tbl.nbio de£ CA.40 ,1 

1(X .) 	FUHCall evaluada cn cada punto 
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9 	: AceZekación de la gnavedad. 
	( pies /s eg .2) 

: Constante gnavitacional @ condiciones. 

nonmales y c3 igual a 32.2 pies/seg
2 	

( pie.s /seg.2 ) 

It 	: Altuha. 	 (pies) 

I 	: Potencia/ de un gas neal. 

K 	: Penmeabilidad absoluta. 	(Vatcy) 

la 	: Penmeabilidad electiva al gas. 	(Vancy) 
g 

la o 
	

: PeAmeabilidad electiva al aceite. 	(Dakcy) 

la ta 
	

: •Pehmeabilidad electiva al agua. 	(Vancy) 

lar 	: Penmeabitidad nelativa al gas. 	(Vatcy) 
g 

la r 	: Penmeabilidad nelativa al aceite. 	(Vancy) 
o 

la r 	: Penmeabilidad netativa al agua. 	(Vancy) 

L 	: Longitud. 	 (pies) 

M 	: Peso moleculan 4 	 (£b/mole-'Lb) 

m 	: Masa. 	 (tb 1 
TII 

N x 	: Nameko de bloques en La dinección "x" 

Ny 	: Número de bloques en La dinección 

Nz 	: Ndmexo de bloques en la di/lección "z" 

n 	: Nameno de mole..5 ( n - m/M ) 

--, 
n 	: vectok penpendiculan a todae las supen- 

licies equipotenciates. 

o : EhnOk de tnuncamiento. 

P 	: Pnesión. 	 llb./pg 2I 

Pc 	: Phesión capilah. 	 (1b./pg 2) 

p c
o-g 

: Phesión capitax enthe las intehlases 

gas-aceite. 	 (lb./pg 2) 

4- En algunos capítulos se hace, M = masa, solamente pana lines de and- 

lisis d¿menzíonal. 
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pc 	: Pkesión capita& entne las ínteklases 
w-o 

agua-aceite. 	 (lb./pg2 )  

q ol : Ritmo de inyeccidn 	pn_oducción. 	(bl.pc.s/da.pies3 ) 

(b1./dta) : Gasto. 

P.  : Constante univensat de. Zo,s gases. 	(1-pg2 /°R-mole-t) 

Rs 	: Razón gas disuelto-ace,¿te. 	(pies3 /pies3 ) 
o 

Sf 	: Satunaci6n de Iluido ea genenal. 	(pies
3
Pc.y/pies 	I 

f• 	poros 

Sg 	: Sattotucíón de gas . 	 (pies3pc.y/pies3 	) 
g 	poros 

So 	: SattuLacíán de aceite. 	 (píes3pc.y/pies3
p 	) 

o oros 

Su 	: Satuhación de agua. 	 (pies 3pc.y/píes
p
3 	) w 	oros 

Sgr 	: SatuAnción de gas nesidual. 	(ptes39c.y/pies3 	) 
g 	. poros 

Sor 	:Satukación de aceite n.esidual. 	(pies3pc.y/pies3
p 	) 
oros 

Sur 	: Satu.nacián de agua nesiduat. 	(pies3Pc./f/pies3 	) 
vi 	poros 

Swi 	: Sativtación de agua ínte.,usticíat. 	(pie,s3pc.y/p¿es3 	) 
w . 	poros 

T . 	: Tempe.nt auna 44 	 ( o R) 

T 	 A 
: Tkansmisívi 	

k
dad T - 	 (pies?' mV/cp pies) 

x 
: Tiempo. 	 (dLas) 

u 	: Velocidad apanente. 	 (pies/seg.) 

(pies/seg.) : Velocidad media. vmed . 

: Voldmen b/Luto de Moca. pie,53  ) 

V 	: Vcddmen. 	 (batkiles) 

Ar 	: Tbmíno luente o ,sumídeAo. 	(Masa/volamen de 'toca) 

Z 	: Facton de desviacián de los gases /Leales 

q. 	: Pohtmidad. 	 (pies3 ponos/pieskocal 

4 e 	
: Po no3idad electiva 	 (pies3  poito.5 / píeá3  noca ) 

po,(1.1. 	) VL,6co4idad. 

(pois es ) : Vi4cozídad da ga,s. 

4-1 En aeguno.5 cap.ttulos se hace, T . tiempo, solamente imita 6ines de 
anItiaí3 dimensional. 
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o 
: Viscosidad del aceite. 	 (poí,ses) 

p
W 	

: Viscosidad del agua. 

(tb/pieá 3 ) Dewsidad. 

: Densidad del gas. 	 (tb/pie,s3 )  

P O 	
: Densidad de.1 aceite. 	 (tb/pies3 ) 

P 	: Densidad del agua. 	 (Wpíe33 ) 

: Potenciat de 6Cujo. 	 (tb/pg2 ) 

: Razón de convngencia. 

Pe 	
: Radio e.specthat de ta matitiz. 

@c. s 	Medido a condiciones utandan o ,supekliciale,s 

@c.y : Medido a condiciones de yacimiento. 

SUBINVICES 

InAeductate. 

9 Gas. 

o : Aceite, imiciat. 

iu 	: Agua. 

x,y,z Di&ecciones ohtogonates en 103 ejez x, y, z 

Di/Lecciones óhtogonaCes en los ejes x,y,z 

TERMINOS USADOS EN TABLAS  

A 	. Coeliciente,s dados en ¿a .tabla. 

. Ndmeno de punto.s usadas en ta aphoximación menos uno. 

Nameho del punto en ce que 4e evatua ta deitivada. 

L
D 
. FoAma en di6ekencia 

L u  FoAma 
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FACTORES DE CONVERSION 

Longitud 

1 pg = 2.54 cm. 

1 píe = 30.48 cm. 

V otilm en 

1 81.. = 159 Ct . 42 gat 

1 BL = 5.615 p¿e6 
3 

1 m
3 

= 6.29 131 = 35.314 p¿e6 
3 

PAe6í6n 

1 atm = 760 mm. Hg 

1 	atm . 14.7 tb /pg a b6 

CONSTANTES 

Condiciones 6 upettliciatu 	( c .6) ; 1 atm y 20°C 6 14.7 	/pg2  y 60 °F 

TEMPERATURA ABSOLUTA °K = °C + 273 

°R = °F + 460 

Peso motecutan medi.o det ain e seco = 28.9/ 

Voldmen de 1 mo te- gt_ de gas 	s . 22 . 40 l¿tko6 

Voldmen de 1 mole- tb de gas 	. 379 . 40 pie,5 3  

3 
Peso e6pecí6ico del agua e.s = 1 gil./cm . 62.4 e /pie 

Pulo espectlíco det ga6 P c .3 	O . 0764 ( / pie 3) 

R = 82.05 (atm- cm ) / 	mole-gk) 

R = 	10.73 (th / pg 2  pie 3) / ( ° R-mo te- £6) 
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