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X. XNTRODUCCXON 

El conocimiento de la respuesta de estructuras ante un siamo en 

las regiones sísmicas del país es ahora más que nunca una 

necesidad imperiosa. La construcción de estructuras antistsmicas 

que haga más segura la vida de los habitantes de una ciudad exige 

un pleno conocimiento de la respuesta de las estructuras ante un 

sismo para su adecuado diseho. Este trabajo de tesis cuenta con 

un resumen de la teoría de dinámica estructural y una serie de 

ejemplos de aplicación, que tienen .el fin de ser ilustrativos y 

brindar una visión didáctica para los que se inician en esta 

rama, especialmente dirigido a estudiantes de la materia de 

Ingeniería Sísmica que se imparte en la Facultad de Ingeniería, 

de la UNAM. 

Es importante sehalar que las propiedades geométricas y 

mecánicas (masa, rigidez y amortiguamiento> determinan las 

propiedades dinámicas de la estructura (frecuencia natural, 

periodo y amplitud) y éstas a su vez, al presentarse una 

excitación, determinan la respuesta dinámica. 

Para cumplir con el objetivo de este trabajo, se ha dividido 

en dos grandes grupos: sistemas discretos de un grado de libertad 

y de varios grados de libertad. 

El capítulo II se refiere a los sistemas discretos de un 

grado de libertad donde se analiza la respuesta dinámica de 

estructuras, que por sus características pueden ser estudiadas 

con una sola coordenada para describir su movimiento. Contiene 

vibraciones libres sin y con amortiguamiento; vibraciones 
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forzadas sin y con amortiguamiento; el caso en que se presenta 

una fuerza excitadora cualquiera (integral de Duhamell; y al 

final se hace referencia a la obtención de espectros de respuesta 

y de diseho. 

En el capítulo III se analiza la respuesta dinámica de los 

sistemas discretos de varios grados de libertad. Su contenido es 

el siguiente: vibraciones libres sin amortiguamiento donde se 

incluya la solución por medio de la ecuación caracteristica y por 

medio de la aplicación de métodos iterativos para la obtención de 

las frecuencias naturales y las configuraciones modales 

naturales; vibraciones libres con amortiguamiento, donde entre 

otros aspectos, 

amortiguamientos¡ 

se analiza la obtención de la matriz de 

vibraciones forzadas con amortiguamiento y es 

aquí donde se analiza la respuesta de estructuras elásticas a una 

excitación sismica. Se presenta también el método del análisis 

sísmico modal espectral y el análisis sísmico estático. 

El procedimiento usual para determinar la respuesta de un 

sistema de varios grados de libertad es el de la superposición de 

respuestas modales y por tanto se aplica en cada subtema del 

capítulo III. 

En el capítulo IV se presentan los ejemplos de aplicación. 

No se analiza comportamiento inelástico de estructuras, ni 

sistemas continuos, ya que son objeto de estudio de otros 

trabajos, que complementan lo que aquí se presenta. 
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11. - SIBTEf'IAS DISCRETOS DE UN Gr~ADO DE LIBERTAD 

A.- ECUACION GENERAL DE EQUILIBRIO DINA'11CO 

Po11rtiendo del esquema de la Fig. 1 tenemo11 el diagrama de cuerpo 

libre correspondiente, donde se muestran las fuerzas, dependientes 

del tiempo, t, que actúan sobre la masas 

dr lt) 
donde: 

f,<t> ~Fuerza de inercia 

fr<t> a Fuerza restauradora 

fa<t> =Fuerza disipadora 

p<t> Fuerza externa 

Siste•a gener•l de un grado de libertad 

Modelo matemático: 

De la segunda ley de Newton: 

f, <t> = ma<t> 

Considerando el sistema de referencia: 

Deacomponianda: dT(t) m mdct> + md.ct>, &e tienes 

f, Ctl = md(t) + ind.<t> 

.,. 



Variación de la Fuerza Restauradora. 

f.-Ctl1 

., k .~: / 
1 . 

_: ________ ~----------------> d(t) 

f .. Ct) 
k .. f.-Ct> = kd(t) 

d(t) 

Variación de la Fuerza Disipadora. 

fd(tl1 
1 
1 ,,-/ 

1 • : ~e 
1 i 

-~--------------------~> dct> 

e: = f., Ctl cd(t) 

Finalmente del equilibrio de fuerzas, aplicando el principio de 

D'Alambert: Íf"· = o, 

Sustituyendo: 

md<t> + md.<t> + c:dCt> + kd<t> = p<tl 

Acomodando términos: 

md<t> + c:d<t> + kd<t> = p(t) - mda<t> ( 1) 

Que representa la ecuación de equilibrio general de un 

sistema, de un grado de libertad, c:omportamtento elástico lineal. 

Es una ecuación diferencial de 2•Q orden, 1• .. grado y no homogénea • 

• 



B.- VIBRACIONES LIBRES BIN AMORTIGUAMIENTO 

Se trata de un movimiento simplificado de un sistema simple como el 

de la Fig. 2, donde c = de(t) = p(t) = o, de ah! que la ecuación 

de equilibrio as: 

md <t> + kd(t) = O (2) 

Representa un movimiento oscilatorio. Sus 

hipótesis s;on: 

1.- No existen fuerzas de fricción que 

tiendan a frenar el movimiento. 

.... 
.;.~:)y;·;,~,-:: 

dr(I) 

2.- No éxisten fuerzas de excitación 

que aceleren el Tovimiento • 

La Fig. 2 muestra el sistema de un grado de libertad sin 

amortiguamiento, en vibración libre. 

Solución para la ecuación (2): 

En general la solución se puede expresar como1 

d <t> aeª" (3) 

dct> = asem" (4) 

d(t) = as"e'"" (5) 

donde se requieren conocer a y s. Para ello sustituyendo (3) y 

(5) en (2), se tiene: 

mas2 eª" + kae•t = O 

s"eªt + (k/m)e•t =O 

Haciendo un cambio de variable: w" = k/m se obtiene la llamada 

ecuación característica: 

s" + w2 = O, cuyas soluciones son: &1-2 = %Wi 

De ahí que 

a 



entoncss: 

Obtención d11 los pará•etros a~ y a,.. 

= {
d(t=Ol 

Condiciones Iniciales: C.I. 
d(t=Ol 

Sustituyendo las C.I. en 1as ecuaciones (3al y (4a): 

d(Ol 

De (6): 

ª' = da - a.:a 

Sustituyendo en <7>: 

De donde se obtiene: 

iwd,. - d .. 
ª" = 

2iw 

De <8> 

-d .. + iwd., 
a1 = do - ----------

2iw 

Simplificando: 

d.,iw + d .. 
ª• 

2iw 

Entonces: 

d.,iw + ci .. iwd.,. - d .. 
d(t) = --------- sw•- + --------- e-w•-

2iw 2iw 

d (t) 
d,.iw + d.. iwd.,. - d .. 
--------- 9w&C - --------- e-wi~ 

2 2 

10 
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<4a) 

(6) 

(7) 

(8) 

(3b) 
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d(t) = --------- wi.-•• + --------- wie-w•• 
2 2 

Forma trigonométrica: 

Como et'" = cos x ~ isen x, la ecuación (3a) queda: 

d(tl = a,(cos wt + isen wt> + a 2 (cos wt - isen wt> 

Realizando operaciones y simplificando: 

d<t> = (a, + a2l cos wt + (a,i - a 2 i) sen wt 

Haciendo: 

Ca, + aal '" b1 

Resulta: 

d(tl = b, coa wt + ba sen wt 

Obtención de los pará•etros b, y b~ 

d(t) = b, ces wt + ba sen wt 

Derivando la ecuación (8l con respecto a t: 

d(t) = - b,w sen wt + b2w ces wt 

ld<t=O> 
Condiciones Iniciales: . 

d(t=Ol = 

De <8>: 

d .. 

ci .. 

d(t=O> = b1(1) + bz(O) =do ===> b, "' d., 

De (9): 

d(t=O> = - b1W(O) + b2w(1) = J .. ===> ba = 
J .. 

·W 

Por lo que la ecuación <B> queda: . 
d .. 

d(t) d.. ces wt + 11en wt 
w 

(5b) 

(8) 

(9) 



Ordenande1 

d(t) .. sen wt + da ces wt C3c) 
w 

Asir 

d(t) d. ces wt - wda sen wt (4c> 

d(t) = - daw sen wt - w2 da ces wt (5c) 

libertad que •irve d• ba•• para la mavarfa de la• eJerciciaa que •• 

pr...,,tan. 

l /~ ..,:._ _____ _ 
' ,,-; 

/: dm 
•···-· 

-t 
J~o 

f- .. 
30 "' 

C,11. 

'[l _ _{ 
... . . ---~. - ~-· -·-·---... 

a.110 ... 

VER EJEMPLOS 1, 2 Y 3, 
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C.- VIBRACIONES LIBRES CON Al'IORTIOUAl'IIENTO 

1.- Ecuación de equJJibrio din~•ico 

La ecuación del movimiento esr 

md(t) + cd<tl + kd<t> o 

Si sa supone una solución de la formar 

d(t) = aeª" 

la velocidad y la aceleración son: 

dct> ase•"-

dCtl = as2 e•" 

Sustituyendo <2>, C3l y <4> en Hl y liimplHicandc qued• 

c 
s29Ut + o 

m 

De dende lie obtiene la ecuación caracterflitica: 

sª + clm + wª 

Cuya solución es 

s,,:z = c/2m % Jtc/2mlª - k/m 

Dependiendo del signe del radical, ..,..-., se tienen 3 casos1 

a.- ..r-' = O , Vibración con amortiguamiento critico 

b.- .¡--o< O , Vibración subamcrtiguada 

e,- V--> O , Vibración sobre amortiguada 

2.- Vibración con a•ortiqua•iento crltico 

Partiendo de 

.¡ <cc,.12mT"-- w" = o 

Efectuando cperacicnes algebr•icas1 

ce,. = 2mw 

Se define: 
c 

(100%> <pcrcent•je de amortiguamiento) 
ce .. 

13 
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(2) 

(3) 

(4) 

<:5) 
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EKpra•anda la ecuación !61 en términos de t, quedas 

c 2mw 
------- = t (w (7) 

2m 2m 2m 

La ecuación !61 queda: 

Les tres cases identificados arriba, dapandan da si ~ as mayar 

qua, manar qua, o igual a 1. 

Solución para amortiguamiento critico, ( = 1. 

De las acuacicnes (6) y !71, 

Sustituyenda en la ecuación Cll 

d(t) = a.a••• + .... 2~ 

CBl 

Obt•nción de los par.~aetros •• y •• de Ja •cuación (8) utilizando 

las condiciones inicial•s: 

c.r. ={~ft=OJ = 
dft=O) = 

d., 

d(t) = e-wc ra. + amtl 

Derivando !91 con respecte a t se tienes 

d(tl = e-w- r-a.w - amWt + a2l 

Agrupando: 

d(tl = e-wc Caa - Caa + aatlwJ 

Sustituyendo C.I. en C9l: 

a, 1111 da 

,. 

(9) 

( 10) 



de <10) 

ª" d .. + wd .. 

Sustituyendo a, y ª" en (9) ten•mos1 

d<t> = e-wk Cd0 + cJ. + wd 0 t)J 

Derivando: 

d(t) ~ e-wk c-cci .. + wdatlwJ 

d Ctl 

En este c:a;;o se tiene ~ < O 

De la soluc:ión de la ec:uac:ión caracteriatica (6>, s• ti•ner 

ª'•" = -<Cw> ~ w JC" - 1 

comor 

entonces: 

1) (-1) (-1)' < o 

y 

... ../1 - t" Fí' < o 
'----v·----> '----<"' 

w' 

De ah! que la ecuación (14) queda: 

Sustituyendo en la ecuación <2>r 

factorizando: 

,. 

(11) 

<12) 

(13> 

(14) 

(15) 



Empleando la forma trigonométrica, se tiane1 

d(tl = e-fw•cb, sen w't + ba ces w'tJ 

a. Obtención de los pará•etros a, y •• 

Derivando, la velocidad es1 

d(tl = a-rw•e•w·•ca,iw' - aa(w - a 2 iw' - aa{Wl 

Sustituyendo an la ecuación (17l d<t=Ol = da se tiane1 

da= a1iw' + aa<-~wl + a2<-iw') + aa<-tw> 

Agrupando: 

J.= a,(iw' - twl + a2<-iw' - Cw> 

Sustituyendo d<t~O> = da an <15l se tiane1 

Sustituyendo <19l an (10) simplificando y despejando, se 

obtiana: . 
-do + iw'da - twdo 

2iw' 

Suatituyendo (20) y en (19> y simplificando queda: 

•• = 
2iw' 

b. Obtención de Jos coeficientes b, y ba 

d<t> = e-rw•cb, sen w't + b2 cos w'tJ 

Sustituyendo d(t=O) = do en (16l se obtiene: 

ba = do 

Derivando la ecuación <16) se tiene• 

(16) 

(17) 

(10) 

<19) 

(20) 

(21> 

(16) 

(22) 

d<tl = e-~w~[(b,w' - batwlcos w't - (b,tw + b 2 w')san w't (23) 

,. 



Sustituyendo d<t=O) = J .. en (23) •• tienes 

J .. = b1w' + ba(-~W) 

Susti tuyando <22) en (24): 

d .. "' b iW' - 'Cwd,. 

J .. + 't'wd,. 
b1 = -----------w' 

Finalmente, la ecuación (16) quada1 

d<t> = e-r"'"t~:-~";':~~:'.- san w't +d. ca• w•t] 
VER EJEMPLO 4 

'1'7 

(241 
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Un modo conveniente de determin•r l• c•ntidad da amortigu•miento 

presente en un sistema, consiste en medir la amplitud da c•ída de 

las oscilaciones. A mayor amortiguamiento, mayor caída de la 

amplitud. 

Ó(i)l Util i z•ndo 1 a ecuación general para 

una vibr•ción amort i gu11du 

1.1 
', mdCtl + cd<t> + kdCtl .. o (1) 

cuy• solución, como Y• se vio, viana 

dada por1 

d(t) = e-~'""[b,senw't + b:acosw'tJ (2) 

Tenemos que1 

T' = 2tt/w' a 2tt/wC1/~- ' 2 ) > T (3) 

Entonces; 

d, 5 d(t,) • a-~'""ªtba san w•t, + ba ces w'taJ (4) 

d• 5 d(tal • .-~'"'"' • T'•[b,sanw'(ta + T'l + b:.cosw'Ct, + T'> (5) 

El decremento logarítmico sa defina: 

d, 
li .. ln----

-------------------------------------------------- (6) d• e-{"w• .. • • T·•tb 1 senw'<ta + T'l + b,..cosw'(t, + T'l 

ya que las v•loras da l• función trigonométrica san la• 

mismas par tr•tarsa da una función periódica, la ecuación C61 &a 

reduce a1 

li = ln --------------- = ln e~wT' = ~wT' (7) 
e-tw(t.I. + Tº> 

Sustituyendo (3) an <7>, sa tiene: 

a = --------- (solución exacta) (8) 

,. 



cuando 'e es puquelio: .¡-¡--=-~"' 1, la ecuación <BI 5e puede 

1Z1scrit:ir: 

!l .,. 2n( 

\ lF; EJEMPLO :5 

O.- VIBRACIONES FORZADAS SIN AMORTIGUAMIENTO 

1.- Ecuacl~n de equilibrio din~mico 

Lil ecL•ac1óri de eqL1ilibrio dinámico es la e.iguiente: (ver ecuación 

l!l cr.p!tulo II.A.) 

f, itl + f~ Ctl 

md(t) + kd(t) 

p(t) 

p (ti 

2.- Caso con excitación armónica 

p(t) = p .. sen lit 

L.a ecuaci[on (2) queda: 

md (tl + kd Ct>. = p .. sen lit 
. . J•::. : .. ·.· ·:: 

La solución t:Cpic_a:de'la ecuación C3l es: 

d Ct l = A s~~· 1lt';t B co5ut 
.. ···::.,;.'_ ,· 

Obtención de los par~m~t~~~ A ~ F 
d et> = A séri ·1Ít. +:.~::~~s ut 

d <t > Au ces lit; .:. Bll sen lit 
. ..'; ~·. . " . ~ . ' 

(9) 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

d(tl -Ali"' sen;llt - BIÍ"''cos lit" (6) . .. 
' '' 

Sustituyendo <6> ·y <4> ;_en. <3>' y "$¡;i;plificando, se tiene: 
.·t. 

<-All 2 + w"'A> sen Ílt .+ <w"'B"·~··ai12 > ces lit·= p~/m·sen ut 

Igualando coeficientes: 

-AU 2 + w2 A = p.,/m ("1) 

(w2 B - ·BU.2 ) = O (8) 

De la ecuación (8) 

B = (1 (9) 
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De la ecuación (7)1 

p .. 
A= ( 10) 

m (w"' - 11 2 > 

Multiplicando y dividiendo por w2 y reagrupando, la ecuación 

ClOl se puede escribir: 

p .. 
A (10') 

k U"' 
1 -

Pero: 

p,./k desplazamiento estático 

FAD Factor de Amplificación Dinámica 
- <11lw> 2 

Por lo que la ecuación (10') queda1 

A = d •• ., FAD ( 10") 

Finalmente, sustituyendo (10") an (4): 

d(t) = d •• ., FAD sen 11t ( 11) 

Derivando: 

ci (t) d •• ., FAD 11 cos ut <12) .. 
d(t) -d •• ., FAD 11 2 sen ut (13) 

VER EJEMPLO 6. 

3.- Caso con excitación arbitraria. <Integral de Duhaael) 

En este caso, al variar ld fuerza pCt) sin uniformidad respecto al 

tiompo, pCtl se descompone en una serie de pulsos, lo que genera la 

respuesta para un pulso, luego superponiendo los pL1lsos, lo que es 

igual a una sumatoria <I>, se llega a la integral <[> para tomar en 

cuenta todos los pulsos existentes. 

110 



De la 2d• Ley de Newtonr 

p Ct) = md Ct) 

que ~e puede expresar comer 
d 

pCt) = m d(t) 
d (t) 

y 
A dCt) 

p (t) = m 
At 

de dondes 

AdCt> p<t>At 
m 

que es el principio del impulso y la cantidad de movimiento. 

"'''] 

~~Wf~~v;~---i', 
1 
¡ 

-L~~~~~~-L.J_~~~~~~~~~~~~~t 

-t ,,_A~ 

81 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 



Del capítulo IJ.B., la solución g&neral para vibracione• 

libres sin amortiguamiento es: 

d .. 
dCtl = sen wt + d,. ces wt C5l 

La respuesta para un pulso en t, se obtiene aplicando el 

principio del impulso y la cantidad de movimiento transformando el 

pulso en una "velocidad inicial" equivalente C.I •• f ~- = ~ ; l d., = d ( t='t) 

entonces, el incremento del desplazamiento en la masa por el pulso 

es: 

Ad Ctl [-~- p('t)A't] sen w(t - 't) (6) 
w 

Ad<tl p<t> sen w<t - 'tlA't 
mw 

Integrando: 

d (t) (Ad<t> = ( p('tl sen w<t - 't)d't 
mw 

.. 
mw 

[ p<t> sen w<t - tldt (7) d(t) = 

La ecuación (7) es conocida como la Integral de Duhamel para 

vibraciones sin amortiguamiento. 

VER EJEMPLOS 7 Y 8. 

•• 



"TABLA DE INTEGRALES DE DUHAMEL PARA CASOS pCt>" 

Caso 

no. 

6 

Función de fuerza p<t> 

·. \ ·~:-

. '1'-· 
: ~.·. i .. . 

'o ------_---~---

'.;: 

, 
• 

•• 

" l senCwCt - t)p(t)dt 

!'.!(1-~GJI) .. . 

:.ª(' ..... ¡.,¡ ..... ')· ... _, __ . 

· ~ _-:cu:· ."r; 

. •,.· 

!!. (1-~) .. , .. 
.,,, .. ,. l<lo 

P, [ tsln.;,¡1-1.) _,,_ 
wt, m 

- ''".,"''] l>t, 

!: (1 - COI Gii) .. 
+~ (-rl'' .. •+p• 

PsinGJI) +co1w1--.,-

Pi» ( -- r. ~1 -COSGJI "''+fl' 
+~) ... 



"TABLA DE INTEGRALES DE DUHAMEL PARA CASOS p<t>" <Continuacionl 

Caso 
Función de fuer~a p<t> 

no. 

P0 cos 2rt/t0 

'º 

114 

" t senC11 il 

P,1, ( 1 
-¡-r--:¡-¡ "''• 1ln 2• -wt, - .. • 1, 

-2wslnw1) 

,..,,,. 
~ 

X (cos2r~ -cosw1) 

!! (1 - cos w1) 1 < t1 w 

!! (coa <u(t - 1,) w 
..:e0soi11 l>t, 

Sce ~ase 4 for t < 11: ta - 1, 

~· [wl1 + sin w(I - 1J 
'"'• 
- sin w11- -~-'­

w'(11 - 1J 
X [<u{I -1,) - sin <u{I - 1JJ 

11<1<11 

!![~-~ 
"' "''• "''• 

sinrv(l-t1) 

- o;¡¡;::;;;-
+ 1lnw(1-1,)] I> 11 111(1,-1,) 



"TABLA DE INTEGRALES DE DUHAMEL PARA CASOS P<t>" CCont1nuac:i6nJ 

Caso 
Función de fuerza p<t> 

rio. 

P, ( tlnai1)) 1<1, - 1---
°''• QI 

"L1 !.!. [1,cos cu(I -1,) 
11 

ui1, 

+ tlncu(1-1,) 

·'º J tln:,] ---¡;- l>lo 

'··( I - l -cosui1--
., 1, 

+ tln•ll) 1<1, 

Po~ 
Ollt ,, 

12 '·[ -;;; -coawt 

'o -~ 
..,1, 

+ slnOJI] 
(IJ·'· 

l>I, 

P, ( slnOJI) 1<1, - 1---c.ut, (IJ 

p, [ 

--~ 
- 21,-1 
cul, 

2 sin 0>(1 - 1,) sin wr] 
13 + --.. .. 

t. 
1,<1<%1, 

'• 2'c, • 
~· (2tlncu(1-11) 

wl, 

-tlnw(I -2r1) - slnM) 
1 >211 

811 



"TABLA DE INTEl3RALES DE DUHAMEL PARA CASOS Plt>" IContinuaciónl 

Caso 
Función de fuerza p(tl 

~ . . l senCwlt - ~lp<~ld~ 
no. 

-----··------------------------------------------------------.--------

... 

'• 

16 

". 

•• 

P.i, ( r ¡;.¡;a=-;¡ wt, dn " l. 

- wlinmr) I< r, 

_,.,.,,,, . 
;,;;¡;;-=;¡ [sin tu(r - r,) 

+ 1lnw1J I> 10 

4p..,,,. ( ., 
~ cosz¡; 

-COIOJI) I <lo 

-~P.t,• [" ~ 21, sin tu(r - 1,J 

+mcosw1] 1>11 

!! (i - cos wl) .. . 
1'1tUfa

1 
( 2wl - ¡;;;¡;;:::-¡;;; COI -;; 

- coswr) 1 <to 

~ (coul(r- 1,)-cosa11 

a>1/ 1 

- Wle' ~ 4,.. (COI w(I - IOJ 

- cosw11} 1>10 



"TABL.A DE INTEGRAL.ES DE DUHAMEL. PARA CASOS P(t)" (Continuación) 

--------------------------------------------------------------------
Caso 

Función de fuer7.a plt) 
ne. 

--~------------------------------------------------~--·--------------

17 

11 

•'.7 

~{air0sln~ ... ,,. -4.. '• 
- 2,.1Jncu1) t < r, 

2•1',!, • 
.,.,,, _

4 
... 111nOJ(1-r,) 

- sinwrl t > 11 

!'! (I - COIOI/) /<lo .. 
!'!"(lCOSOJ(I -10}°- COICllt .. 

- 1) lo < I < lt, 

!'! (2 COI Ol(I - /J - COUlt 

'" - r.os OJ(t - 21,)J r > 211 



VIBRACIONES FORZADAS CON AMORTIBUAl11ENTO 

1.- écuación de equilibrio dfo.i•ico 
,_;:l(t¡p 

rr 
La ecuación de equilibrio dinámico es Cver 

cap!tulo ll.A.)1 

f, <t> + f .. Ct> + f .. <t> 

md<t> + cdCt> + kdCtl • 

2.- Caso con excitación ar•Onica 

pCt> =p. sen ttt 

md<t> + cdct> + kd(t) = Po sen ttt 

La solución consta de dos partes: 

p(t) 

pCtl 

t•r• parte.- Solución homogénea, que es la vibración libre 

con amortiguamiento, cuya solución ya se analizó: 

donde: 

d., + ~ ... d .. 

b. -----------... 
b:a = d,. 

:za• parte.- Solución particular. Se puede suponer como: 

(1) 

(2) 

(3) 

d<t>,. = A sen <ut - ,,, C4> 

don da: 

A Amplitud de la oscilación 

" Fase del desplazamiento. 

Suatituyando (4) en <2> sa obtiener 

p .. 

A ª --------------------./7 k - rlUI"')"' + CcU>"' 
(5) 

cu 
,, • tan-• --------- (6) 

k - mu" 

•• 



Expresando en forma adimansional (dividiendo numerador y 

denominador de las ecuaciones (5) y <6l por kl1 

p .. 

k 
A = (7) 

Cli/k 

tan ' (8) 

1 - (mll"'/l:l 

dond&?: 

Las expresiones no dimensionales d• amplitud y fase quedan: 

Ak 
= -----------------------------p.. .¡[;,-::-w¡·;¡;j-z+ i:áCili;> ];' 

(9) 

tan' = ------------ (10) 

1 - <ll/w)"' 

Por lo tanto, la solución particular d<t> .. quada: 

Pa san <ut - ,) 
d(t),. ... ----------------------------I:" m-=!1/.1w) "'J 2 + 1:21: (11/w) J"' 

( 111 

La solución general sari: 

d(t) = d(t)H + d(t),. 

p. aen (lit - 'l 
d<t> = a-twctb1senw't + bacoaw'tl + 

k 

• • • ( 121 

•• 



El primer término de la ecuación (12) ea un estado 

tr•nsitorio inicial que se diluye conforme pasa al tiempo. 

Derivando, la velocidad y aceleración qL1edan1 

Po 11 CDS llt 

k 
----------------------------/r 1 - (11/wlªlª + c2~<11lw>J~ 

(13) + 

d(t) e-t:w"[-san w't(oc\:w + tiw'l + cos w't(ocw' - 11'ew>J + 

p .. -11 2 sen ut 

k -¡;;-=-~~;:~~;;-:-;;~~~;:;~ 
(14) + 

donde a 

ce .. -<'Cwb, + w'b:z) 
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' 
3.- Caso con excitación arbitraria (Integral de Duha•el) 

Nuevamante, al tratarue p(t) de una fuerza variable respecto al 

tiempo, se descompone en una serie de pulsos; se evalúa la 

respuesta para el pulso y aplicando la superposición por medio de 

la sumatoria, esto es, la int&1gral1 se toman en cuanta todos los; 

pulsos existentes. 

De la 2ªª Ley da Newton: 

p(t) = md<t> ( 1) 

que puede ser expresado como: 

d . 
p(tl = m d(t) (2) 

dt 

y 
Ad(t) 

p (t) = m ------- (3) 

At 

de donde: 

Ad(t) p<tlAt (4) 
m 

que es el principio del impulso y la cantidad de movimiento. 

PM 

j_ 
t----~-~--ot'lt--~d,,--~-~---~-.. l 

-------__.¡ 
-~ 
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Del capitulo II.c., la solución general para vibraciones 

libras con amortiguamiento e&t 

[
dD + twdD 

d(t) = e-~w .. ---------
w' 

san w't + d., ces w·t] (5) 

La respuesta para un pulao en t, se obtiene aplicando el 

principio del impulse y la cantidad da movimiento, transformando el 

pulso en un• ""velocidad inicial" equival1mte con condiciones 

iniciales ., C. l. = ¡ ~ .. = O , dende el incremento d&l l d .. = d d: = t) 
despl•zamivntc en l• masa por el pulso es1 

Ad <t> • _:__[:__ p <t>Atle><p. c-~w<t - tl J sen w· <t - tl <6> 
w' L- m J 

Ad<t> p('t) e><p.C-tw<t - t)J sen w'<t - t)dt 
mw' 

Integrando; 

"' . d(tl = l Ad<tl 
.. 1 

= J p('t) e><p.C-tw<t - 'tll sen w'(t - t)dt 
ca mw' 

1 .. 
d(t) = J .. p('t) eKp.C-~w<t - t)J sen w'(t - tldt 

mw' 
(7) 

La ecuación <7> es conocida como Integral de Ouhamel para 

vioraciones con amortiguamiento. 

VER EJEMPLO 9 



4. Superposición 

Hasta el momento, se han presentado casos aislados de excitaciones 

\

d.!t) = do 
con y sin Condiciones Iniciales . . 

d.(t) = da 
en el caso de que se 

presenten excitaciones combinadas, como una fuerza p<t> y sismo 

da!t) actuando simultáneamente, con condiciones iniciales, se puede 

proceder de la siguiente forma1 

1.- Sustituir las condiciones iniciales en los coeficientes a, 

y a 2 , si se van a utilizar ~as fórmulas exponenciales de 

desplazamiento, velocidad y aceleración; si se usa la 

forma trigonométrica, sustituir dichas condiciones en b1 y 

2.- Encontrar la respuesta de la estructura en términos del 

desplazamiento, velocidad y aceleración, actuando 

solamente la fuerza p(tl. 

3.- Encontrar la respuesta de la estructura Cd(tl, d(t) y d(t)l 

cuando actúa únicamente sismo. 

4.- Finalmente, haciendo uso del "principio de superposición", 

que establece que los efectos de las acciones individuales, 

sobre una estructura, pueden superponerse Cesto es, 

sumarse), se determinan los efectos totales de excitaciones 

p!tl y ci.<t> actuando simultáneamente bajo Condiciones 

{

d.<tl = d. 
Iniciales: • 

d.(t) = ci •• 



Considerando exclusivamente sismo, la ecuación de equilibrio 

dinámico se expresa: (ver seci;ión II,A.) 

mdCt) + cd<t> + kd<t> ., md.<t> 

Para avaluar la re&pueata de estructuras amortiguadas de un 

grado de libertad a un movimiento sismico, se hace uso de la 

( 1> 

Integral da Duhamel para sistema• amortiguado•, escrita en términos 

de la aceleración del suelo ii.ct> ya que el sismo actua como carga 

arbitraria, cuyo caso se analizó en la sección II.E.3. La 

&olución ser~ entonces: 

d Ct) 
.. f .. ii.ct) exp.C-~w<t - t)J sen w' Ct - t)dt 

w' 

Si hacemos: .... 
VCt> = l de(t) exp.C-~wct - t)J sen w'Ct - t)dt 

donde: 

V<tl es una Función de respuesta que depende de CdeCt), 

~. w, tJ 

Sustituyendo (3) en (2): 

d(t) = V<t> 
w' 

El cortante en la base ('V'.,) de la estructura e51 

'V' .. = m<w')'" dCtl 

(2) 

(3) 

(4) 

(3) 



Sustituyendo (4) en CSl1 

'V., = mw'VCtl (b) 

Como pueda observarse, el cortante se encuentra en términos de 

la masa de la estructura, de su frecuencia natural y de la función 

da respuaata V<tl que se expresa en la ecuación <31. Las ecuaciones 

(4) y C6l describen la respuesta sísmica para cualquier tiempo t 

para una estructura de un grado da libertad; las soluciones a esas 

ecuaciones dependen de la evaluación de la ecuación (31. 

6.- E$pectro de re$puesta 

La obtención de la historia completa de esfuerzos y desplazamientos 

durante un sismo utilizando las ecuaciones (3), C4l y (6) de la 

sección anterior CII.E.4l es un procedimiento largo y costoso. Para 

muchas estructura será suficiente evaluar solamente las respuestas 

máximas; esto es, encontrar el valor máximo de la Función de 

Respuesta VCtl de las ecuaciones C3l y (6). Este valor má>:imo se 

conoce como seudo-velocidad espectral que se define como: 

Sv e { J\:i.ci:> exp. c-'('wct - i:> J sen w'Ct - i:ld'l: l <1> 
~ 5 máx 

Por tanto, el desplazamiento espectral es: 

(2) 
w' 

y la aceleración espectral as: 

(3) 

La fuerza máxima en el resorte: 

(4) 

Recordando que: 

(W') 3 : k/m ~==> k • m(w'lª (5) 
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Sustituyendo (5) en (4), se tien•t 

(6) 

Por otro lado se tiene: 

(7) 

La fuerza de inercia se pueda escribir como: 

(8) 

De la observación de las ecuaciones (6) y (8), se aprecia que 

la fuerza restauradora es igual a la fuerza de inercia; esto es: 

(9) 

Por otra parte, la fuerza de inercia máxima se puede expresar1 

donde a 

..r = mg = Peso 

mg ªª 
g 

c = Sa/g = Coeficiente sísmico u ordenada eapectral 

máxima da aceleración. 

Esto ea: 

(f, Ctl lmax = mSa = ..r c 

Reaolviendc la ecuación Cll para estructuras da un grade de 

lib•rtad de periodos natural&• dif•rentaa, porcentajes de 

(10) 

( 11) 

amortiguamiento iguales y masas iguales, puada graficarse una curva 

de respuesta de velocidad máxima llamada espectro da respuesta. 

Usualm•nte se calcula una familia de curvas para cualquier 

excitación dada, qua muestra el afecto d• las variaciones en la 

cantidad d• amortiguaMi•nto. <Ver Fig. 1>. Asimismo se puede obtener 

espectro• de desplazamiento y aceleración. 

:1• 



~· .. 

~~~'~r-r, 
J/'. : · , · ·t-,.__~ r~) r. 

• / 1 . . • 1 -..........__! ---,..... l 

~¿_.t._ 
' 1 1 i r., > ]~ 

-r--.---.---r----r---..--·----a------1---··i---···--··-·----·-
I 1 1 ; ., 

! / 1 1 

1 • ' 1 1 1 . 1 

1 t t rr .( W r..,.:c 
L.-:ry---· --:_:_n:- .. __ --~ -o=-... __ ---:?2 
~ ---...-..,. '•" or'•r' •---.,---... ~~,.,. 

7.- éspectro de dise~o 

Para obt•nar un espectro de diseNo, sa superponen lo& espectros de 

respuestas correspondientes a los sismos ocurridos en el lugar en 

cuestión; la envolvente de todos estos espectros de respuesta, es 

decir un espectro ampliado por un Factor de Seguridad, constituye el 

espectro de diseNo. Ver F'ig. 2. 

Para poder superponer los espectros de respuesta de un mismo 

sitio, se debe normalizar para hacerlos comparables y obtener un 

valor promedio de los espectros normalizados. Al construir el 

espectro con los sismos qua ya han ocurrido, e:dste una probabilidad 

d•terminada por los estudios de riesgo s1smico, de que después de 

un cierto lapso de tiempo se presente un sismo que provoque 

desplazamientos mayores que los obtenidos a partir del espectro da 
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Espectro ampl i adc ./ 
con un Factor de 
Seguridad <F.S.> 

_... Espectro da di sefro 

+-~~----------------------~----------~ T 
<Periodo> 

Fig. 2.- Espectro de diseNo 
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IU. SISTEftAS DISCRETOS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD 

Primeramente consideraremos la& siguientes hipótesis de una 

estructura de varios grados de libertadJ con sistemas de pisos 

rígidos en su plano: 

1.- Es muy r1gido en su plano 

2.- Las columna& no se deforman significativamente en forma 

axial. 

Con estas hipótesis podemo& reducir de 6 a 3 grados de 

libertad por cada nivel: dos de&plazamientos (dx y dy) y un giro 

(dtt). 

m, 

·--·--- X 

~ 
Id••l haci6n 

Por razones de reducción de procesos y operacion••• no •• analizan 

estructuras reales, sino id•alas. La idealización consiste en la 

discretización de masas. 

Asimismo, se aNade que al analizar estructuras ideales, los 

resultados del análisis difieren poco de los obtenidos considerando 

las estructuras reales. Esta discretización lleva a tener un solo 

grado de libertad por cada nivel: d,(t), d 2 (t>, ••• , d"(t) como se 

indica en la Fig. 1. 
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----l==============t 
""· (i) 

-.'L 

Fig. 1 •. 

A.- ECUACION GENERAL DE EQUILIBRIO DINAl'IICO 

La ecuac:i6n del movimiento del ¡¡¡istema de la Fig. 2 puada ser 

formulada a partir del equilibrio de las fuerzas afectivas asociadas 

con cada grado da libertad. En general son cuatro los tipos da 

fuerzas1 la carga externa P<t>, fuerzas da inercia F. (t), fuerzas 

disipadoras Fa<tl y fuerzas restauradoras F~<tl. Por lo tanto, la 

ecuación de equilibrio dinamice sa expresa1 

e, _, 
1'<{0 

'" 
. ' 

P(t) 

dondes 

dT,j (t) .. d.1 <t> + d.(t) 

f .. (t) =m .. [ci .. <t> + éi.<t>] 

En este caso; con do• grados de 1ibartad 1 

f • = mad, + m1.'d. 

En forma matricial: 

F, <t>'Jf• t (t)} Jm,da <t1 t fm,d.<t>} 

lf u <t > {m2 éi2 <t>J lm:ad• <t > 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 



Descompcniendc <Sl 

F, ltl ºJíci.ct>L 
m,.. LCi .. ct>J ....... .. 1.._._,.-- l 

" '\ [ J r 1 ( .. ·~ m1du(tl m1 O . ' 1 1 m,d.Ctl 

j, + Ci.<t>~ =Ym_c::.c:t .. >\ (61 m .. Ci.ct> O mm ·. fl l "" ) 
\...-... V"'-• • ··-· r ~· •• ~ I 

x' D<tl M X J 

Sustituyendo (6) an (1) .. 
+ d.!tlMJ MDCt> + CDCt) + KDCt> = P!t) (7) 

MD<t> + CD(t) + KD<t> = PCt) - d.,11J (8) 

J. - Hatriz de lli1$ilS: 

m,, m1:z m,,,. ·mu ffi1N 

mm a m,..., m,..,. m:u m,.N 

11 .. (9) 

m, • ma m ffit:s maa maN 

La matriz de masas, en el caso de un sistema discretizado 

!ideali:adc), se transforma en una matriz diagonal. 

Por lo tanto, las fuer=as de inercia se pueden expresar: 

f11 mu m12 m,,,. mu maN ii. (t) 

f 1 m m, .. m,.,. mz,. m,., ffi:zN i:i,.ct> 

( 10) 

frt m,, m, :z m,,,. m,, ffitN Cl, (t) 

ffi&J sen los coeficientes de influencia de masa, definidas como: 

ffitJ .. fuerza ccrrespcndiante 11 la cccrdenada i debida a 

una aceleración unitari.a en la coordenada j 

Simbólicamente la ecuación (101 se puede escribir: 

Fr = MO(t) ( 11) 

•• .,. 



2.- Hatriz de rigideces 

En forma genarill la matriz de rigidece11 11e expre&a: 

ka& ku1 k ... . ku kaN l 
k:u ka:a ka:s • . k, .. 

'."~J K = '12> 

ka& k ... k ... ku kaN 

. . 
E& importante indicar que la matriz de rigideces de sistemas 

discretos tiene forma Bimétrica, 

Los coeficiente• kaJ se definen: 

ka• =fuerza correspondiene a la coordenada i debida a un 

desplazamiento unitario de la coordenada J 

Por tanto, en forma matricial, las fuerzas restauradoras se 

eNpresan: 

f,... ku k ... "'"" . k .. k&N da (t) 

f,..,. ka& k,.,. k .... ka& k::oN d,.(t) 

·= (13) 

f,... k,, ka2 k&::s k •• k&N d& (t) 

Simbólicamente: F,.. = KD<t> (14> 

3.- Hatriz d• a•ortiguaaientos 

La matriz de amortiguamientos se expresa: 

Cu C&a Ca:s c .. . c .... 

Cza C22 CaOI c ... C2N 

e .. ( 15) 

c •• C&a e,,. c .. . . . C&N 



Esta matriz de amortiguamientos en el caso de sistemas discretos es 

simétrica, como se verá más adelante. 

Los coeficientes c,~ se definen: 

c,~ = Fuerza correspondiente a la coordenada i debida a 

a una velocidad unitaria de la coordenada j, 

Por tanto, las fuerzas disipadoras se pueden eHpresar: 

f ... c • • C:1z C¡;:s C:u C: 1N ci, (t) 

f .. ,. e:,.. C:2z C23 C2t C2N' d,.Ct) 

. ' . <16) 

f.,. e:, • Ctz c.,, c,, . CtN ci, (t) 

Simbólicamente: 

Fa = ci:Ht> ( 171 

B.- VIBRACIONES ~IBREB SIN AMORTIGUAMIENTO 

1.- Ecuación d• equilibrio diná~ico. 

HDCtl + KD<tl = O ( 1) 

. -- . ~ 
~-~-· ._.... d,(~j 
1 d. (f) -· -¡,_(ij" .. 
~---~d...,..-1,-(-,-J~~~ ¡····- ·-···------.. 

d1~/f; Del equilibrio: 

Nivel 2 k:..._...,o 
---..... I(.¿ 

Nivel 1 1 ~ • ......__ 

k,+N•~o 

~ . ..,__. 



11 = [m• º] 
() m~ 

Sustituyendo <2>, C3) y:'(4) en (1) 

[:· .:J{~::::H";~:.'"' -::J{:::::H:I 
m,d, Ct> + !ka + k2 )d, !t) - Í~2d:ait) 

mada(t) - kzda!t) + k~daiti =O 

o 

-k~J ,,,,. , 

Debido a que en las ecuaciones (5) y (6) eHiste un término 

adicional con respecto a la ecuación de equilibrio en el caso de 

sistemas de un grado de libertad, las ecuaciones (5) y (6) están 

acopladas. 

Se planteará la e~presión del desplazamiento en términos 

de una función de forma y una constante que representa el tama~o 

de la amplitud del desplazamiento: 

D<t> =fo' q(t) 

donde: 

' funci~n de amplitudes 

q(t) constante de la amplitud d4l dasplazamiento.' 

Se propone como solución: 

o ~ sen wt 

... 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 



jj ,, <-w'" sen wtl = - wZ(¡ll sen wtl 
'-· -,- - -·-' 

o 

o = -w2 0 

Sustituyendo (7) y (9) en (1): 

MI' <-w"' sen wtl + KI' sen wt = o 

t(,, - W2 MI' (l Problema de valores y 

KI' w"M" 
} 

vectores característicos 

1.- Solución •ediante la ecuación caracterlsti~a!· 

Desarrollando ( 10): 

-·~1i-:; r~· :.]!::] 
.. ~· l' ... l .o 

1-w" =\ 
-lc:z k:z.J "'") (l i, o 

Las incógnitas son: ,,,, 1'2 y w"'. La ecuación (12) se puede 

e:{ presar: 

[ K - w2 M J " = O 

Para encontrar una solución distinta de la trivial: 

Det [ K - w2 M J = O 

K - w2 M 
[

k, + k,. - w2 m, 

- k:z 

Para simplificar se considerará que las rigideces de los 

resortes son iguales así como las masas, esto es: 

k, = k:z k 

m, m:z m 

12k - w2 m _,, J 
K - w2 M 

L -k k ·- w2 m 

Det [ K - w2 M 1 = (21: - w2 m) ( k - w2 m) - lc 2 = O · 

2k 2 - w2 mk - 2kw 2 m + w4 m2 - k2 = O 

411 
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(10) 

(!i) 

( 12) 

( 1 . ). 

( 13) 



k2 - 3w2m~: + w'"rn"' o 

f\eordenc1noo: 

w4 - C3k/m) w2 + Ck/mlª = O 

Cw"'>'" - (3k/m) wª + Ck/ml 2 O 

w2
1,2· = - Ck/m) 2 

2 

Simplificando tenemos: 

w2, k/m· [ 3/2 - &:: ] ( 14) 

w:z., = l:/m r 312 + &2 ] (15) 

Los valores de (14) y (15) hacen que el detefminante sea cero. 

Sustituyendo (141 en <1'> obtenemos'ª = <'••• 'ªª> llamado vector 

característico asociado al valor característico w2 a. De la misma 

forma, sustituyendo (15) en <1') obtenemos'"'= <'ª•ª• ,2,2> que es 

el vector característico asociado al valor característico wª:z· 

Primer modo de vibrar: 

Sustituyendo (14) 

j21: - klm [(3 

L ·-k 

en Cl 'l: 

- /5>12J m 

Simplificando y multiplicando 

-k 

k - k/m [(3-,/!!i)/21 

por 21 

[' +IS 
-2 .. J{::l í o·: 

·= (oj -2 2 - (3 

De donde: 

(1 + ./S>fi - 2,a = o 

-2r. + (,/5 - 11,a o 

47 

J::1 · \ :1 

( 16) 

(17) 



Si '• = 

da < 16) '"' (1 + ./5>12 = 1.618 

de <17) 'ª = 2/(./'S - 1) = 1,618 

,, = { 1.0001 
1.618 

Segundo modo da vibrar: 

Suatituyando 

Í21< - k/m 

<15> en (I ') 

l(3+./5)121m 

L -k 

Primer mcdc de vibrar. 

Simplificando y multiplicando pcr 2 

De donde: 

(1 - .¡s,,. - 2,., = o 

2,, + Cl + ./5) '"'=O 

Si '' = 

De <18) '"' = (1 - ,/5)/2 = -0.618 

Da 119) '"' = -2/(1 + ./5) = -0,618 

{ 
1.000) 

'"' = -0.618 
Segunde modo de vibrar. 

Finalmente encontramos: 

r. = 2n1w. 

T., 2tt/w., 

VER EJEMPLO 10 

La sclución para la ecuación de vibraciones libres sin 

amortiguamiento <Ecuación 11)) se expresa come ya se indicó, en 

(18) 

(19) 

términos de una función de forma y una constante que representa la 

4• 



amplitud del desplazamiento; velocidad y aceleración 

o, <t> 

ó, (t) 

o, ( t) 

,, q, (t) 

,, q, (t) 

"' q, (t) 

Sustituyendo (20) y (22) en la ecuación (1) <MD + KD C1) 

obtenemo•r 

M,..,i:¡, <t> + K,,,q, <t> = O 

Prern•..1ltiplicando <23) por:,ola tr'an11pU&ata de 1'1: 

,.., TM,,i:j, (t) + ,, TK,,q¡, (t)/ "' o 

Pero: ~ 

"' +M,, = m•, 

Por lo qu& la ecuación (24) resulta: 

m•,q,(tl + k•,q,(t) =O 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

La ecuación <25) es semejante a la ecuación general para 

vibraciones librea sin amortiguamiento para un grade de libertad, 

por lo que la solución de la ecuación (25) es: 

q, (t) = Qa•/w, sen w,t + Qn• ces w,t 

Donde qª' y q0 , se encuentran a partir de laa condiciones 

iniciales, come se indica a continuación: 

Condiciones iniciales: Da y Dn 

La solución viene dada por: 

Entonces: 

,..T,MDa ¡11T,Mj11&Qa• 

¡11T1Mj11,q.,, 

... 

(26) 

(27> 

(28) 



De la ecuación (27): 

,T,110., 
q.,, -------- <29) 

,T,M,,, 

,T,MÓ., 
qCll -------- <30l 

,T,M,,, 

El lfto4a d1 11111rpo1icldn d1 mput1t11 llOddH lf vtrA NI dthnt1. 

J.- Propiedades de ortogonalidad de los aodos 

En un sistema de N grados de libertad tenemos como definición las 

frecuencias y configuraciones modales siguientes: 

w, 
W1., W:at •••t W,.., w., •••t WN 

fl. 
f't.t ,2, •••t ,,,.., '•t •••t ,N 

Para el modo r la·fuerza restauradora es (ver ecuación (1) l 

Para el modo s: 

Del Teorema de Maxwell-Betti 

(1) 

Enunciado como: "el efecto que produce la fuerza PT,.. en el 

punto B es igual al efecto qua produce la fuerza PT• en el punto A". 

Aplicando a los modos r y s: 

110 
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Restando miembro ~:miembros 

(21 

Por lo tanto, las. condi\:iones de ortogonoalidad se rssumen en1 

r = s Condición de ortogonoalidad 

de los modos con respecto a 

r io! s la matriz de masas 

Condición de ortogonalidad 

de los modos con respecto a 

r 14 s la matriz de rigidez 

Los métodos iterativos qua se utilizarAn en el presente trabajo 

son: Stod9la-Vianello-Newmark, Holzer y Joacobi para calcular las 

frecuencias y configuraciones modales. 

a.- Método de Stodola-Vianello-Newmarl: 

Este método que en adelante denominaremos simplemente como método 

de Newmark, converge al primer modo de vibrar. 

Procedimiento: 

1.- Suponer una configuración deformada da la estructura: 'ª•• 

2.- Valuar las fuerzas de inercia asociadas a 'ª• dejando w2 

como factor común ya qua no se conoce: 



3.- Valuar la fuerza cortante en la estructura 

' V,= f~ F,," <función de w"'l -... 

4.- Calcular Íir. correspondientaa1 

J,n= 'V'1nlkn "'¡ m"'.'" (función de w"'l 

5.- Obtener la configuración calculada 'ª como la suma 

acumulativa de los incramantos da deformación de abajo 

hacia arriba: 

6.- Normalizar: 

= ------

7.- Comparar: 

con un error de: 

= [-~=~-=-~=~J ,., ] é Tolerancia -V-, 

si no sa cumple, repetir el proceso desde el paso 1
1 

haciendo: 

/\ ,. = , .. 

VER EJEMPLO 11 

.'J Aplicación del método da Newmark al cálculo da los modos 

superiores 

Para calcular el segundo modo de vibrar con este método, se tiene 

que quitar a la configuración supuesta la participación del primer 

modo: ª'''''para lo cual es necesario conocer,,, y a,, ~ •• se 

ªª 



calcula cen el procedi mi ente ya c:onoci do; para e onecer a, se recurre 

~ la prep1edad de ortegenal1dad de los modes. 

/5UpUe6tO 

'ºª = ª''l + ªz~z + ••• + ª'-' + ••• +a,.., ... +ª•'•+ ... + 

Premultiplic:ande per 'TrMI 

pT,..M' 8• = a,,T..,Mf1 + a,,,·rrM,,2 + , •• + a,,T,..Mfa + ••, + 

Aplicando la condición de ertegonalidad1 

+ a. >( Ú + • • • + ;¡¡N 11 0 

Desconoceme& a.-: 

a.-

Per ejemplo, para el 2do mode: 

conocidos ,,, w, 

r = 1 s = 2 

,.,. = fª2 - ª'"' 

Para el torcer medo: 

conocidos: '•• w, 

r = 1 6 = 3 

153 



r = 2 s .. 3 

VER EJEMPLO 12 

b.- Método de Holzer 

En este método se supone l il frecuencia y a partir de e,11 a se 

calcula la configuración relativa de abajo hacia arriba de la' 

estructura. Por ser una configuración relativa, se puede suponer 

también la deformación de la primera. masa. Los datos son las masas 

y las rigideces. 

Etapas del método: 

1.- Suponer un valor de w2 • 

2.- Obtener los valores de mw2 .up para cada masa. 

3.- Suponer la deformación del primer nivel: X11 conviene· 

suponer un valor unitario. Equivale a suponer AX&·. 

4.- Calcular la fuerza cortante en la base de la estr~ctura 

pero como 4X, = 1, V1 

5.- Calcular la fuerza de inercia ;;isociadil a la mas•'del ·primer 

nivel: 

6.- Por la definición de fuerza cortante, calcular el 'cortante 

del segundo entrepiso1 

Vz = V1 - F, 

114 



7,- Conocfda la fuerza cortante en el entrepiso 2, calcular el 

incremento de deformación en ese entrepiso: 

e.- Sumando AX2 a la deformación del primer nivel, se obtiene 

la deformación del segundo nivel: 

X2 = X, + AX2 

9.- Repetir los pasos 6 a 8 para todas 1 as masas hasta llegar 

al e:<tremo superior de ia estructura. 

Si la frecL1encia supL1esta corresponde al modr¡i de vibrar, se 

obtiene que la fuerza de inercia del ~!timo nivel es igual a la 

fuerza cortante del entrepiso correspondiente. Si la frecuencia 

supuesta no es la correspondiente a un modo de vibrar, se obtendrá 

una diferencia entre el valor de la fuerza de inercia y el de la 

fuerza cortante en el extremo de 1 a estructura. Hay que tener en 

cuenta que el método no es convergente y lo que se debe de efectuar 

es otro ciclo con un valor supuesto de w" cercano al anterior, con 

lo que se encontrará otra diferencia; a continuación trazar una 

gráfica que relacione frecuDnciRs supuestas en las abscisas con las 

diferencias entre fuerza de invercia y fuerza cortante en el extremo 

superior de la estructura, en las ordenadas. Con las dos 

itaraciones, se obtienen 2 puntes de esta gráfica que se unen con 

una recta y se prolonga hasta cortar al eje de las abscisas; 

encontrándose un nuevo valor de wª supuesto. Con este nuevo valor 

de w2 realizar una tercera iteración, donde se encentará otra 

diferencia menor que las 2 anteriores, que define un tercer-punto en 

la gráfica. Así se puede trazar una curva entre los tres puntos y 

11• 



definir un nuevo valor de w2 que estará muy pró:dmo a la 

frecuencia correcta da une de 1 es modos de vibrar· de 1 a eatr::uctur a. 

Estando ya cerca del valor correcto de w2 <cuando el residuo es 

peque~ol, se puede mejorar el valer supuesto de w2 empleando el 

cociente de Grandall: 

V * AX 
w2 w2 -----------

FX 

Este método se puede emplear para calcular cualquier modo 

natural de vibración. Como orientación, si se conoce el primer 

modo de vibrar (por ejemple utilizando Newmarkl, se puede estimar a 

grosso modo el valor de las frecuencias de les modos superiores 

utilizando la relación: 

VER EJEMPLO 13 

c.- Método de Jacobi 

Para calcular las frecuencias y sus respectivos modos de vibrar, el 

método de Jacobi considera la aplicación del concepto de rotación 

da ajes. <Consultar la. referencia 7. l 

Las ecuaciones lineales tienen la siguiente forma: 

CASO A.-

CAJCXJ = ACIJCXJ ( 1) 

Donde CAJ es una matriz simétrica real, CXJ es una matriz de 

columna de variables independientes, y A es un parámetro escalar. 

En nuestro caso A representa la frecuencia natural da vibración del 

sistema. 

11• 



El problema, como e~ lp5,.anteriore¡¡ métodos anali:zados, 

c:ons1 ste en enc:ontr'ar 1\, (frecuencia natural) y su correspondiente 

CXJ <vector caractE1r:C5tic~'·b:';nodo de vibración>. 

El objetivo :~el inét~~~:'cie'Ja~obi es transformar la.E!cuación 

<1> en la siguitimtEI id~ritt~L¡¡d: 

[
. . . º º. ] ·rx .] [". º ºJ [)( .j 
(J a'a:z 0 X::z 0 1\2 0 X:a 

O O a ':s'!. Lx:s_ O O l\:s ><:s 

Donde Ca'J y Ci\J ¡¡on m¿;trices diagonales. Una vez que la 

transformación de coordenadas se completa, los valores y vectores 

característicos son encontrados. 

Un procedimiento práctico para aplicar el método de Jacobi 

consiste en: 

(2) 

1.- Seleccionar el valor mas grande en valor absoluto fuera de 

la diagonal de la matriz rAJ; la posición de este elemento, el cual 

va a ser eliminado, fija el término -sen~ en la matriz de 

transformación CTJ. A continuación &e ubica el término sen ~ 

simétricamente opuesto al término -sE!n ~; en segudia se ubican los 

términos cos ~ formando un cuadrado con los términos de -sen & v 

sen ~. Finalmente, en la diagonal donde se ubicaron los términos 

ces~. se completa l~ diagonal con 1 y los dem~s términos 

re¡¡tantes se completan con cero. 

Ejemplo: 

sea CAJ 2 º] -1 

2 

(3) 

-2 

-1 



Si escogemos el términoª•·~ y~ que es.el mayor en valor 

absoluto fuera de la diagonal, la·matriz de transformación para 

eliminar este término queda: 

[~ 
ti -sin ti 

:J 
', .. ,, 

CT ,J = si'n ti cos ti 

o.· o 

2.- Se calcula el ángulo ti aplicando: 

2a, .. 
tan :Ztl ----------

ª•• - a_._. 

En el ejemplo: 

2 (-2) -4 
tan 2tl -------- = = - 00 

2 - 2 o· 

ti = -45 .. 

Sustituyendo ti en C4l tenemos: 

[ "" ..f212 

:J CT, J = -.[2~2 ..fil2 

o 

3.- Calcular la matriz CA, J aplicando: 

CA, J = CT,JTCAHT,J 

(4) 

(5) 

(6) 

4.- Repetir el procedimiento desde el paso 1 asumiendo que CA1l 

es ahora CAJ, y continuar hasta obtener la matriz CAml tal que, 

todos sus elementos fuera de la diagonal sean cero. Los términos de 

la diagonal de la matriz CAml serán entonces igual a los valores 

característicos o frecuencias naturales del movimiento. 

5.- Los vectores característicos o modos de vibración 

asociados a los valores característicos o frecuencias naturales, se 

obtienen de la siguiente relación: 

.,. 



CVJ CT1HT2J (7) 

CASO B.-

CAJCXJ·= ACBifXJ (8) 
. . .... 

Es importante n~tar que en el:_cciso A, CBJ es una matriz 

unitaria. En este caso;.·'cBJ ·es una matriz diagonal. 
·. ,¡., 

Para la solución de la·~-~:~adón (8), se asume que1 

CBJ • rGJT[GJ'' (9) 

donde CGJ es también una matriz diagonal. Tenemos entonces: 

CBJ "' rGHGJ (10> 

De <10) tenemos que cada elemento g., en [Gl,es igual a la raiz 

cuadrada del correspondiente elemento b,, en CBJ, y este elemento 

tiene que ser positivo. 

9•• = .¡¡;:: 
Sustituyendo C10) en (8) tenemos: 

CAJCXJ = ACGJCGJCXJ 

Premultiplicando (11) por _CGJ-•, tenemos: 

CGJ-•CAJCXJ ~.ACGJCXJ 

o 

CGJ-•[AJCGJ~•CGJCXJ = A[GJCXJ 

Si se define: 

CYJ CGJCXJ y CQJ = CQJ-•CAJCGJ~•, 

la ecuación (13) se convierte en: 

CQHYJ = ACYJ 

( 11) 

( 12) 

( 13) 

( 141 

Al realizar estas operaciones, la ecuación (141 tiene la misma 

forma que la ecuación (11 del caso A. Por lo tanto, los valoes 

característicos (frecuencias naturales) se obtienen de la 

diagonalización de Q aplicando el procedimiento indicado en el caso 

11• 



A. Los vectores característicos verdaderos se obtienen solamente 

después de posmultiplicar por CGJ-• el resultado de los vectores. 

Cvectores caracter!sticos verdaderosJ = CGJ~• [resultado de 

los' vectciresJ , 

Cada elemento de la diagonal de la· matriz CGJ-• es .igual al 

reciproco de la raii: cuadrada de cada elemento de la' diagonal de 

[BJ. 

VER EJEMPLO 14 

d.- Otros métodos 

* Método de iteración inversa. 

Consultar la referencia 

* Método Stodola Rigideces 

* Método Stodola Flexibilidades 

* Método de Holi:er - Rayleigh 

* Método de Holzer Invertido 

Consultar la referencia 6 

* Método de Rayleigh 

* Método de Rayleigh - Ritz 

Consultar las referencias 2 y 3 

•a 



5.- Sup~rposicidn de respuesta~ ~Qdales 

lm !« o;c.L1.a"1ón tfol iiqL11 li1.Jr10 dinámico para vibraciones 1 ibres &in 

an1orti gua.mi en to: 

MD ( t ) + KD ( t ) = o 

La. expresión del desplazamiento viene dada. por: 

La velocidad y aceleración se expresan: 

:;" .·· ' o, (t) = ,¡e¡, (t) 
'}·-

El subíndice i ~e refiere al modo de vibración. 

Sustituyendo (2) y (4) en (1l tenemos: 

Mj11,q, <t> + K,,q,<t> =O 

Premultiplicando (5) por jllT,: 

Haciendo: 

Sustituyendo (7) y (8) en (6): 

m•,i:j, <tl + k",q.' <t> = O 

Condiciones iniciales: O.,, O., 

===> 

En forma similar tenemos: . . o .. = ,,q.,, 

., 

. q.,, 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

( 11) 



Por lo tanto, la solución de la ecuación (91 viene dada por: 

q• Ctl = ( 12) 

Por ~ltimo, la expresión del desplazamiento final se expresa 

como la superposición de respuestas modales1 

DCt> = ¡o. Ctl (13) 

donde: 

O, Ctl = l'•q, Ct) ( 14) 
¡ 

Por lo que la ecuación (13) queda: 

(15) 

i = modo de vibración 

VER EJEMPLO 15 

C.- VIBRACIONES LIBRES CON AMORTIGUAMIENTO 

1.- Ecuación de equilibrio dint.•ico 

MDCtl + CDCt) + KDCt> = o 

2.- Obtención de Ja •atriz de a•ortigua•iento 

Las condiciones da ortogonalidad para la matriz de masas y de 

ri gidec:es1 

m 'F n ( 1) 

causan que todos los componentes eHceptuando el enésimo término en 

la matriz da masas y da rigideces sean caro. Una similar reducción 

se aplicará también a la expresión del amortiguamiento, si se 

asuma que las correspondientes condicionas de ortogonalidad se 

aplican a la matriz de amortiguamiento; ei;to es, se a&um11 que: 

m '6 n (2) 

•• 



*Condiciones de ortogonalidad para la matriz de amortiguamiento,-

Hayie1gh mostró qu~ la matriz de amortiguamiento es de la forma: 

e = o:M. + f:IK (3) 

donde o: y f:I son factores arbitrarios proporcionales, que satisfacen 

las condiciones de ortoganalidad de la ecuación (2). La ecuación 

(3) que es proporcional a la matriz de masas y/o a la matriz de 

rigideces permite el desacoplamiento de las ecuaciones del 

movimiento. 

~ y f:I se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones que se 

forman a partir de razones de amortiguamiento dados. Por ejemplo 

dados r. y ~3 tenemos: 

[i::,] = 1/2[-:~- "·][ ª] 
t':s ---- W:s f:j 

W3 

(4) 

En general se expresa: 

(5) 

Donde: 

~. razón de amortiguamiento para el modo i 

w, frecuencia de vibración para el modo i 

Es interesante notar en la ecuación <4> o (5) que cuando la 

matriz de amortiguamiento es proporcional a la matriz de masas (C 

o:M>, la razón de amortiguamiento es inversamente proporcional a la 

frecuencia de vibración; así, los modos de vibración altos de una 

estructura tendrán muy pequeNo amortiguamiento. En forma similar, 

cuando el amortiguamiento es proporcional a la matriz de rigideces 

(C = 111<), la razón de amortiguamiento es directamente proporcional 

·=-



.1 l .:i frr.cuencia; por tanto, 105 modos altos de la estructura 

tendrán fuerte amortiguamiento. 

VER EJEMPLO 16 

J.- Superposición de respuestas modales 

Ecuacíon matricial de equilibrio dinamice para vibraciones libres 

con amortiguamiento: 

MD(t) + CÓ<t> KD(t) = o 

La expresión del desplazamiento se expresa: 

º• (t) = ,,.q, (t) 
La velocidad y aceleración se expresan: 

Ó,<t> .. ""!¡.<t) 

i:i, (t) "' ,,,¡¡, (t) 

Donde i es el modo de vibrac!on 

Sustituyendo (2) (3) y <4> en (1) tenemos: 

M,,q,<tl + c,,,q,(t) + K,,,q,(tl =O 

Premultiplicando (5) por ,,T,1 

( l) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

,,T,M,,,q,(t) + fT,Cf,q,(t)+ ,T,Kf,q,(t) = ,T,O e 0 (6) 

Haciendo: 

(7) 

(8) 

(9) 

Sustituyendo <71, (8) y (9) en (6): 

(10) 

Condiciones inicialesr 00 , o .. 

,T,MDa 
===> ( 11) 

... 



Si mil armen te: 

===> qal = --------

Por lo tanto, la solución de la ecuación (10) se expresa: 

[
q .. , + t'.w,q,., 

q,(tl = exp.t-~.w,tJ -------------­
w •• 

<121 

( 13) 

Por último, la expresión del desplazamiento final se eKpresa 

como la superposición de respuestas modales: 

D<tl = lo, <t> (14) 

donde: 

115) 

Por lo que la ecuación (14) queda: 

D<tl = I ,,q,(t) (16) 

i = modo de vibración 

VER EJEMPLO 17 

D.- VIBRACIONES FORZADAS CON AMORTIGUAMIENTO 

1.- Ecuación de equilibrio din~•ico 

La ecuación de equilibrio dinámico para una estructua idealizada 

como la que se indica en la figura, referida a un sistema absoluto 

se expresa: 

MO(t) + CDlt) + KO(t) = P(t) - da(t)MJ (1) 

2.- Superposición de respuestas •oda1es -llCtJ '• La expresión del despl azami en to: 

1 
1 1 o, (t) .. ,,q, (t) (2) 

' 
J.(;, 1 -- .. 
'"'' •• 



La velccidad y aceleración1 

o, (t) .. ,,,q, (t) 

l:i, (t) = ,,,e¡, (t) 

Su•tituyendc (2), (3) y (4) en (1): 

M,,,q,(tl + C,,.ii,<t).+ K,,,q,(tl = p,(t) - da(t)MJ 

Premultiplicandc (5) pcr ,,T,: 

,,T,M,,,q, (t) + ,,T,C,,,q, (t')+ ,,T,K,,,q, (t) = ,,T,p, (t) "". 

(3) 

(4) 

(5) 

-da(t)¡.tT,MJ (6) 

Haciendc1 

Sustituyendc <7l, (8), (9), <10) ·Y (11) an (6): 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

<11) 

m•,q,(tl + c•,é¡,(t) + k•,q,(tl_.= p~,<t> .. ,7-i:l.<t>L, (12) 

Ccnsiderandc sclamenta fuarza externa:· 

<13) 

dende: i = mcdc de vibración. 

La •clución de la ecuación (13) se expresa en términc5 de la 

integral de Ouhamel para cada mcdc: 

" 
m•,w' a 

t P,<t>exp.C-~,w. <t - t)J sen w·, <t - tldt ( 14) q, (t) .. 

Pcr última la expresión del de5plazamientc final se expresa 

ccmc la superpcsición de respuestas mcdaleli: 

1><t> = I º• <t> (15) 

•• 



Donde: 

D, (tl "' ""'l• Ct) 

Por lo que la ec~1ación C15) se efrpresa: 

~et> = I ,,q,ct> 

i = modo de vibración 

La ecuación (17) puede escribirse también• 

J.- Respuesta de estructuras elásticas a una excitación sis•ica 

\i6) 

(17) 

., 
' 1 
' .. r' 

Considerando exclusivamente sismo, la ecuación 

1 , 
•' 

de equilibrio dinámico se expresa: .. .1, 
' 1 

' .. r' 
MD<t> + CÓCtl + kD(t) = -d.(t)MJ (1) 

k.. ) 
/ 

..1, 
e, ¡:_{rn, r ) , ·r 

Siguiendo el proceso ya analizado en el 

anterior inciso, la ecuación (1) se puede 

escribir: 
'r lt, .,,,", , ; , m•.q, Ctl + c•,q, Ctl + k",q, Ctl = - da<t>./, <2l 

,,,..,,,....,,""'.,., 
··--·- ~._:.. ____ ,.!((,(,;~ : 

l. ds l~! f""J~ . 
~)-Pi 

donde: 

= modo de vibración 

La solución de la ecuación (2) 'se expresa en términos de la 

integral de Duhamel: 

l. t 
q, (t) 

m•,w' ... 

t l ~.<tleHp.c-~,w.ct - tlJ sen w·,ct - t)dt 

Si hacemos: 

VC•J r-·· y = t d.Ctlexp.c-~,w,(t - tll sen w·,ct - t)dt 

Donde: 

VC•J es función de: ci.Ctl, r•• w,, testo es: 
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V= Vt•l ~V Cde<t>, ~·• w,, tl 

Sustituyendc (4) en (3) 

t. 
q.<t> =--------V 

m•,.w', 

El desplazamiento en el modo i se expresar 

Sustituyendo (5) en (6l 

º• (t) ,.--------V 

(5) 

(6) 

(7) 

Por Ultimo, tenemos que la expresión final del desplazamiento 

viene dada por la superposición de respuestas modales; esto as: 

ll)(t) = ¡ º• (t) (8) 

Sustituyendo <7> en (8) tenemos: 

D<t> = ~l--~-~--- v} m•,w', 
(8.) 

donde: 

~~matriz de configuraciones·modalaa. 

Las fuerzas elásticas se obtienen multiplicando el vector 

desplazamiento por la matriz de rigideces: 

f.-Ct) = K l>Ctl (9) 

Expresando estas fuerzas en términos de fuerzas de inercia 

equivalentes, mediante la relación: 

( 10) 

donde Uª es una matriz diagonal que contiene a las frecuencias 

al cuadrado wª•· La ecuación (9) se puede escribir: 

f .. Ct) = M~uz D (t) M~ {-~~-- w. v} 
m•. 

(11) 

ea 



a.- Análisis S1smico Mod&l Espectral 

La evaluación del efecto s1smico en estructuras de varios grados 

de libertad usando la ecuación ca·>, exige cálculos laboriosos 

durante toda la historia del sismo para cada modo de vibrar 

significativo. Por tanto, el análisis modal e&pectral surge como 

una alternativa atractiva. 

Nos interesa conocer la respuesta máKima de la estructura para 

cada modo. 

De la ecuación de equilibrio dinámico: 

MDCt> + CD(t) + KD = ci.MJ 

donde: 

D, Ct> ,,,q, Ct> 

Ó,Ctl = ,,,q,Ct> 

O,(t) ,,,q,Ct> 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Sustituyendo <2>, (3) y C4> en (1) y premultiplicando por 'T• 
tenemos: 

(5) 

De CS> obtenemos: 

m•,q, Ct> + c•,q,(t) + k•,q,<t> = ci.L, (6) 

De donde: 

t. 
q,. .... ' (7) 

donde Sa, es la aceleración espectral para el modo i en 

función da ~. y r •. 
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El desplazamiento máximo es: 

¿. 

Las fuerzas da inercia máximas se obtienen: 

F ,máx, = K Dmáx, 
J .. Sa, 

Los cortantes máximos para cada modo ~ máx, > se obtienen a 

'V' máx, = S Fmáx, 

donde: 

S = matri~ de sumas 

o 

s .. 

o o o 1 

o o o .• o 

Por lo tanto, la ecuación ClOl la podemos escribir: 

o 

o o o 

o o o o 

'V' máx, 

'V' máx., 

V máxN 

Finalmente, los momentos de volteo máximos para cada modo 

~ máx,l se obtienen: 

(8) 

(9) 

(1(1) 

J'1. máx, = H '\/ máx, i Ih" <11) 

r· 
h .. 

""] lt:: H = : 
h:z hn siendo1 

1) hn 
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Por lo tanto, la ecuación (11) la podemos expresar: 

hJ\°" máH ·1 •ti." 'lf m
0
áK:z 

hn <\/ máxn 

* Superposición de Respuestas Modales 

Existen varias fórmulas con el propósito de obtener una razonable 

estimación de las respuestas máximas espectrales. La más simple y 

usual de estas fórmulas es la raiz cuadrada de la suma de los 

cuadrados de las resuestas modales, qua en forma general la podemos 

expresar: 

Sea R, la respuesta <D., Fi,, 'V',, J'\,,, ••• , v,, H., N., etc.> 

en el modo i. 

Para sistemas remotamente acoplados1 es decir, w, ~ WJ "'t"¡J 

Por ejemplo, el desplazamiento máximo modal espectral se 

expresa: 

DmAx .!o j (0, > 2 .,.,.,. + <D:zl 2 .,.,.,. + <13) 

Similarmente, la fuerza de inercia máxima modal se obtiene: 

(14) 

Otro criterio da superposición modal espectral es el 

siguiente: 

R t.I R, 1 
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En chim•neaa •• utiliz•1 

Ra = t, 1 R, 1 

R:,, = ---------
2 

• Ccmo resumen de la auperpoaición de afecte• mcd•l•• aapmctralea 

tenemos: 

1.- R•iz cuadrada de la suma de cuadrados: 

R =l/RT. I R,
1 =F ,, '· . ....._ 

11,11 <l,NI <N,NI <N,11 

2.- SuMa da valores absolutos: 

R RT, tsignoJ = ¡ 1 R, 1 
(1,ll <1,NI <N,11 

t 
(matriz unitaria 
con elementos cuyo 
signo as el d•l 
elemento R,I 

3.- Combinación de cuadr,ticas completas: 

u, 1> <1,NI IN,NI <N,11 

dcnd•1 

e,~ =coeficiente de correlación cruzada entra el modo i 

y el modo j 

7• 

....... , .. 



c,J = --------------------------

r .. 

'( = amortiguamiento del espectro u&ado, 

VER EJEMPLOS 10 Y 19 

Ariálisis Hodal fspectral Tridi•ensional 

El análi&is dinámico tridimensional de un edificio pueda 

afectuar&a tomando en cuanta todo& los grado• da libert•d estáticos 

y dinámicos que resulten relevantes. 

Los siguientes ejemplo& qua &e plantean, tienen la finalidad da 

ilu&trar conceptos cuando &e con•ideran grados d• libertad da 

torsión en pisos y cabeceo en paraguas. 

VER EJEMPLOS 20 V 21 



b.- Análi&is S!smico E•táttco 

Partiendo de la ecuación de equilibrio dinámico, considerando 

sólo sismo: 

MD(t) + CÓ(t) + KDlt) = dn(t)MJ ( 1) 

En este tipo de análi&is simplifica.do, la &olución viene dada 

por: 

(2) 

Sustituyendo 12> en (1) y premultiplicando por 'Tl se obtiene: 

Ha.ciando: 

La ecuación (3) resultar 

m• 1i:j 1 (ti + c•1q 1 (t) + k*1q1 (t) = delt>/1 

Q,._'="''"""'' ·-El valor máwimo se e1{·pr•s;~.S. 

l.1 ªª1 

El desplazamiento máximo viene dado por: 

Las fuerzas de inercia máximas: 
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(5) 

(6) 

(7) 

(9) 

(9) 

( 10) 

(11) 



Sustituyendo <9> en (11) 1 se tiene1 

/i. ªª1 ( 12) 

El c:orta.nte máximo.en la·base·reeulta; 

"V" o1 m.t.x = S K f'1 (13) 

donde1 S = JT 

Paro: 

(14) 

Sustituyendo (14) en ( 12) y ( 13): . 
L1 Í1·Sa1 

F ,. Ml' 1 Sa1 Fi .. ------- ~i,, 1i 
m•1 m*1 

( 15) 

/.1 
(ló) 

( 17) 

Da la ecuación (17)1 

V' o 11 Sa1 
'V' o ªª1 g-Í""1 

<18> -,:-- = -------- 1 = ----·------ = e 'W1 
m*1 g m"1 

Las fuerzas de inercia la podamos expresar1 

mif' 1i 

--------- (19) 

Im1" u 

pero; 

(20) 



s~stituyendo <201 en 119>, se tiene: 

cW 
C2i ¡ 

donde: 

e = Coeficlente sismico 

e: es la ordenada méxima del espectro de disel'lo L1ti li::acJo: 

VER EJEMF'LO 22. 

?B 



J:V.- EJEMPLOS DE 

APLJ:CACJ:ON 
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IV.- EJEMPLOS DE APLICACION 

EJEMPLO l.- Para la estructura planteada, que sirve de base para los 

ejemplos, calcular a. la masa y b. la rigidez de la estructura 

utili~ando: 

l.- El método da las rigideces 

2.- Las fórmulas de Willbur 

3,- La rigidez de la& columnas, consideradas fijas angularmente 

en sus e¡: tramos. 

Suponer: 

f'. = 200 kgf/cm2 

Se resolverá a base de: trabes, vigas, losa y columnas. 

Columnas: 35 x 35 cm 

Trabes: 25 x 60 cm 

Viga (trabe secundaria) peralte al eje y de 30 x 40 cm. 
)J/ 

d{•' ---· ..... 

-. ---.!:~-----

a. Cálculo de la masa (ver corte tipo)1 

.. ···.:_ 

...... ------···-·· -- . . "" 

7• 

',.,/a:,,, . .l.f a.!/,., 
mor-/""'" 

e 

I' .... 



Análisis por mª: 

Enladrillador 0.02 X 2000 = 40 kgf/m" 

( 1l ConcrG!to: 0,03 X 2200 .. 66 

Relleno: o.os N 1600 = 128 

(:2) Losa: 0.15 X 2400 .. 360 

Por reglamento <1> = 40 

Por reglamento (2) 40 

634 kgf/m2 

Peso de trabes y viga1 

2 [0,25 K 0.45(8,4 + 7.2) X 2400J 8424 kgf 

1). 30 X 0. 25 X 7, 2 l< 2400 1296 

0.30 X 0,30 X 3/2 X 4 X 2400 1296 11 

11016 kgf 

Carga Muerta Total1 

634 X 7,2 X 8.4 = 38344 kgf 

+ 11016 
------------

Carga Muerta: 49360 kgf 

Carga Viva: 70 X 7,2 X 8.4 4234 

------------
Carga Muerta + Carga Viva: 53594 kgf 

w 
m ,. 

g 

53594 kgf 
m = -------------- 54.63 kgf-seg 2 /cm 

981 cm/seg2 

Para fines prácticos se tomiirá: m = 55 kgf-seg 2 /cm 
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b. Obtención de la rigidez de la estructura kM <dirección x> 

1.- Por •l ...:.todo d• rigideces 

porque se consideran deformaciones axiales peque~a• en column~s 

y trab•s. 

La •cu<1cién de equilibrio es_tÁtico ea: 

KD = P 

donde ordenando en submatrices queda: 

K.o. .. K ... o .. P,. 

k •• k1a k.,,, 

{-;~-l 1-:-1 
k, .. k:aa k,,,. 

---------1-----
k:sa k:s:a 1 k:s:s 

º• 
La• operaciones matriciales son1 

y 

De l.a primer.a: 

Sustituyendo en la segund.a: 

Factorizando1 

ªª 



De ah!: 

P. P 
( 1) 

P. d 

Solución numérica: 

,. ¡·---·.-:;-----
! 
1 

IEr, .Uc 

1 
.n~- ':"$':. 

11,i¡,,.-- , 

r ~., tErc. 

_J_ .. ,J.,,. 

'A 

~·º'" 

. ,,. .... 
.l:. 

x .. "' bh 3 /12 .. 25 M 603 /12 = 450000 cm"' 

z .. .. bh"'/12 = 35 M 35"'112 125052 cm"' 

I.,/Ia = 450000/125052 .. 3.6 

z., = 3.6 I., 
kgf 

E• 10000.¡f'a = 10000\1:200 • 141421 

K,..... ª [4E<I.lh + I.,/~I 
2EI.,IL 

2EI., l 
4E<Ialh + I.,/L~ 

7.2EI., 

K.o. .. 
• 4E<;~~- + -;;~-) 1 '· 3.61. 

040 j 
7.2EI., -------

L 840 

l538844719 
K.,. .. ,. 

151522500 

1 .. 
4E<----

300 

1515225001 

538844719J 

+ ~:~~: 
840_ 

K.o.. '" [-6EI.,lh"']., [-1.179 M 10•] 

-6EI.,lh"' -1.179 M 106 

K ... " [=~::: 
h'" 

-1.1791<10•] 

K•• = 24EI.,/h 3 = 15.720 x 103 
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Aplicando la expresión Cl>1 

[

2.015 1 10·• 
t,. • U.720 1 101 • C·l.179 1 10' ·1.179 1 IO'l 

·566.663 1 10·11 

Realizando operaciones1 

-566,663 • 10·111'=1.m1 wl 
2,015 x 10"' .; :1,179 X JO'J 

kMM = 11.693 x 103 kgf/cm Rigidez del marco 

Finalmente, la rigidez de la estructura en dirección x será: 

kM = 2 x 11693 = 23386 kgf/cm 

2,- Obtención de kM por medio de las fórmulas de Willbur: 

Columnas empotradas en la cfmentación: 

48E 

kas a Ia/h = 125052/300 = 416.84 

kt 1 = I-/L = 450000/840 m 535.71 

48 >< 141421.36 
k,..,.. = ------------------------------------

300 [~;;;~~; + ;;;~;;~:-;;;~;~~~~ 
kMM ª 11566.27 kgf/cm Rigidez del marco 

La rigidez de la estructura k" <sentido x> es: 

kM = 2 x 11566.27 = 23133 kgf/cm 

:.- Rigidez de columnas, considerando fijas angularmante an sus 

e:<tremos, 

Rigidez de la columna kM"I 

kMM = 12EI.,/h 3 

•• 



S1.1sti l:~1yendo. va.lores: ' 

k,.,. "' (12 X 141421.36. X 125052)/(300):S 

k,.,. = 7860 .l:gf/cm';Rigidez .de ci;>lumna 

La rigidez de la '~&t:ructGra i;;e;:c\: 
'. ;' · .. '.·" . ? "-: 

k,. = 4 x 7860 =. 31440/l<gf/cm 

,,·< 
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EJEMPLO 2.- Est•blecer un• funci6n que rel•cione la rigidez de 

entrepiso de un marco, en término de sua propiedades de momentos de 

inercia y longitudes de trabes y columnas. 

Aplicando el principio de superposición del método directo de 

rigidac:es1 

1 p -·,---,. ~ 

! 
1 ~ = 
1 l 
l .... lfJO O 

~'-$~--,, -----··· .. 1 

1\ ,. tu. 
1 V 
1 + 1 

"''W$ ·.·•· 
RIJC) 

rno • 

Superponiendo, las ecuaciones de equilibrio son: 

[

k1 l 

k:z1 

k.,, 

k:za 

k::sa 

... 



dondes 

K,.., = 24EI.,/h 3 

[

4E<I.,/h + J,.,/L) 
K .... = 

2EI ,,11., 

2EI .,/L. J 
4E(I,./h + I,,/L.l 

K,. .. = C ~6Eia/h2 -6EI,./hlll J 

~ oo( -----> para sismo P .. = l J 

Pa = Cp} 

Realizando el siguiente cambie de variables: 

M I.,/h + I,,/L,· 

N = EI ... IL. 

La matriz KAA queda: 

Í4EM 

L 2N 

2Nl 

4EMj 

La inversa de KAA se expresa: 

4EM 

<4EM>'"' - <2N)ª 
K,.,.-• = 

-2N 

(4EHl 12 - (2N) :a 

•• 

-2N 

(4EM) ª - <2N) :z 

4EM 

<4El1l !" - <2Nl a 



La rigidez del marco viene dada por la expresión: 

Sustituyendo las matrices y realizando operaciones se obtiene1 

, ·{-~~~- - 2f7;;H;;=~-;;~;; ;~~:~. -;;;H;;~~-;;;;;; \~~~:~) 
Siguiendo el proceso da aimpli?icación: 

k. l-=~~~: -2~~:~ [""7.~;-:-~;J} 
24EI,. 1 óEI.,1 2 [ 1 . J 

k .. h" - 2 :,--~;~). -;~~-:-;~ 
Sustituyendo: 

M = l,./h + I,JL 

N = EJ.,/L 

2

::'· - ·(-~~r t.;;;:;;;~~;-:-;;;~ J 
,· .. ,·. 

k .. 

Dividiendo ambos términos por 24EI.lh,. ·y aimplifi.candor 

;;~;:- = 1 -

3~~ .. (-;~;:-:~~.~~=7J·~ 
---- + ---- ' 

h:s h L. 

Sustituyendo: 

<El,./L) 
ex • -------- ----> EI.IL. a «EI,./h 

<Eic/h) 

Finalmente: 

k 3 
------- = 1 - -------

24EI., 4 + ÓOC 

h., 

La grafica correspondiente esr 

•• 
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EJEMPLO 3.- Para la eatructura de un grado de libertad del ejemplo 

1, calculan 

a. Frecuencia natural w, la frecuencia f y el periodo natural T 

b. !Cuánto debe valer k para que T = 0.25 seg? 

c. Calcular y graficar el desplazamiento, velocidad y 

aceleración en vibración libre no amortiguada para el 

intervalo o ~ t ~ 3T 

Condiciones Iniciales: C.I. =J ~ .. = 
ld .. = º 

cm 

Datos: 

m = 55 kgf-seg 2 /cm 

k 31440 kgf/cm 

a. w = ./klm' 

w = ./31440/55 = 23.91 rad/seg, 

f = w/2n = 1/271' ./kirñ' 

f = 1/2n 431440/55
1 = 3.81 Hz 

T = 1/f = 1/3.81 = 0.26 seg. 

b. T = 1/f = 271'/w = 271'/(Jk/m) 

Despajando k: 

k = (2n'/Tl 2 :< m 

Sustituyendo T = 0.25 seg 

k (271'/0,25) 2 :< 55 

k = 34741 kgf /cm w = .fi<llit = ../34741/55 
rad 

25.13 
seg 

f = 1/T = 1/0.25 = 4 

'BB 



e:. 

Por facilidad se utilizará en adelante1 

m = 55 kgf-seg 2 /cm 

k = 34741 kgf/cm 

T = 0,25 seg 

w = 25,13 rad/seg 

d .. 
d(t) = sen wt + d., ces wt 

w 

dctl =d., ces wt - wd., sen wt 

d(t) • -d.,w sen wt - w2 d., coswt 

Sustituyendo w 23,91 rad/seg 

={d ... = 1 cm C. I. 
d., = o 

dCt) = ces 25.13 t 

dct> = -23,91 sen 25.13 t 

dCt> = -631.65 ces 25.13 t 

•. 

Las respectivas gráficas en el intervalo O ¿ t ¿ 3T son: 

•• 



cl(I) 
(cm) 

'·º 

-u 

Inc/so Q, 



~~~---------------------.............. ... 
30 

10 

• "' 

-10 

•ZO 
./ 

·!O 

º··; o.i 

/ 
1 

{
J.• 1 cm 

C.l. • 
d.-= o 

0.1 t(st~) 



"ºº 

ioo 

1 
• o 

{

cÍo• 1 Cnf 
c.r • 

,Jo-~ o 

0.1 /(at¡) 



EJEMPLO 4,- Para la ostructura del Ejemplo 3 cuyos datos son: m = 55 

kqf-seg 2 /cm, k • 34741 kgf/cm y empleando ( = 0.05: 

~. Calcular y graficar el desplazamiento y la velocidad para el 

intervalo O' t ' 4T. C.I.: < d.= lcm 

/.>, Graficar el desplazamiento y la velocidad con la c.1, .{d., 

= 10 cm/seg. 

c. Graficar el desplazamiento y la velocidad con las siguientes 

r d,. = 1 cm 
c. I.: i 

l da 10 cm/&eg. 

Solución: 

a. d<t> = e-r-~cb, sen w't + b~ c:os w'tl 

Derivando la ecuación (1) 1 simplificando y agrupando, se 

tiene1 . 
d(t) 

donde: . 
d., + 'Cwd .. 

b, = -----------
w' 

Sustituyendo (3) y (4) en (1) se obtiene: 

d ltl = e-r•• [c~~~;;~t=- ••~ w•t + d. 'º• w·tl 
_J 

Sustituyendo (3) y (4).•e~··c2>y simplificando, se tiene: 
' .. , ... ,_.,· .. -.- -·· .- ... 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

dlt> .-r·• {t~· ~~~;~;~~~+~ •''•] •eo w'.t + cd;.i 'º• •"} <•> 

.. ' ' . . .. ' 

w = fii.im' =· {34741/55° '= 25.13 rad/seg 

w' = wli---:::-fii'= 25.13~0.05>2= 25.1013 rad/seg 
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Considerando que w• ~ w, las 

r d .. + ~wd., 
d(t) = e-fw•L----:-----

Gráficas 

a. Para. 

ld., 
C. I. , 

d.,= o 

cm 

~ 0.05 

k 34741 kgf /cm 

m = 55 kgf-seg3/cm 

w 25.13 rad/sag 

ecuaciones (5) y (6) quadan1 

sen wt + d., cos wt] (7). 

Sustituyendo valores en (7) y (8) y realizando operaciones, se 

tiene: 

d(t) e-•· 2•7~co.os san 25.13t +ces 25.13tl (9) 

d<t> = e-•.2•'>'~(-25.07 san 25.13t) (10) 

b. Para: 

C. I. ~
d .. = o 

d., = 10 cm/seg 

Sustituyendo valoras en (7) y (8) y realizando operaciones: 

d(t) a-•.2•'>'~(0.40 san 25.13t> ( 11) . 
d(t) .. 1r•· 29'>'~ <-0.5 san 25.13t + 10 ces 25.13tl (12> 

c. Para: 

(d .. 
C. I. ~ • 

~d .. 

1 cm 

os 10 cm/11eg 

•• 



Igualmente, sustituyendo valores en <7> y (8) y realizandb 

operaciones, se obtiene: 

d<t> = e-•.~s7t(0,45 sen 25.13t +ces 25.13t> (13> 

dCt> e-1. 2 e 7 t(-25.57 sen 25.13t + 10 ces 25.13t) (1~) 

A continuación, se presentan las gráficas de las ecuaciones 

para cada inciso en el intervalo: 

O ~ t ~ 4T 

donde: 

T = 0.25 seg. 

•• 



d(n 
(cm) f 

l.O 

o.s 

. --• o 

•'15 

• ~.o 

\ 

\ 
\ 

\ 

Inci;jo a, 

-r-r.-r·ef ..• ·.. . ¡ ... , .. T.,-~-"¡ .. 

t
r J.· 1 con 

c. I. d. 
•" o 



Jnci'$o a. 

.30 ¡do' J cm 
c.I. . 

d ... o 

zo 

10 ~ 

•~~o~~-.-....... ....-...+--,,......,..-,--.....,.....n-,,......,..-.-...-..,.....r-flr-r""T"'-r-.,....~r-r....,...~...-.-..,..,....,.....-.,.....,......,+..-.-............. -.. ....... ...--.-.............. ..+-...... .. 



O.JO 

o.u 

ro • 

·0.25 

. º·'º 

in e is o b. 

lJ.:O 
c. r. d . .,. JO S.!!?. . ,,~~ 



. 
Jm 

( cm 
~ 

10 

5 

• o 

-10 

,fnclso b. 

ldo •O· 
C.1. • 

d = /O .f.!!!. 
o ~~3. 



Inciso c. 

¡d.= 1 cm 
c.1. • 

d.º = í o -'.!!l r,c;J 



lO 

O.l 

-10 

·zo 

- 30 

~----------......... 
Inciso c. 

f.
J• • i CfT'/ 

c.1. el = 'o E!!!.. 
o '.:Y 



EJEMPLO 5.- Calcular 'para la estructura de un grado de. libertad: a. 

rigidez, b. frecuencia natural amortiguada, c. decremento 

logarítmico, d • . Porcentaje de amortiguamiento, e, frecuenci.a 

natural, f, masa, g. peso, h. periodo, i •. frecuencfa 1 ·.~· 

amortiguamiento' y k. desplazamiento para) =,6T,·, si el registro de 

vibraciones libres es co~o,ef.;que·s~tnu~~tr::a· en la·Fig. y en 

condiciones estáticas pCd ~>o:ci;~ c~J }:~on l<gf 

a.-

b.-

c.-

d.-

e.-

f.-

g.-

"(Ú o' 

{(m) 

o.so 

T • = 1. 4 seg 

p 9072 

º·'""" 

k --- = 17.858 T/cm 
A O.SOS 

w' = 2n/T' =.2n/1.4 = 4.488 rad/seg 

8 = ln CO.SOB/0.4064> = 0.223 

'C = ---.= 
.0.223 

= 0.03549 = 3.549r. 
2w 2ii 

rad 
w = 4.488/.¡¡-=--(0:0-3549)i' = 4.491 

seg 

w"' k/m ===> m k/w 2 17. 858/C 4. 491) 2 0.8854 T-¡¡eg 2 /cm 

W = mg = 0.8854 X 981 868.59 T 
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.......... 

h.- T = 2W/W = 2tt/4.491 • 1.399 seg 

i .-

j.-

le,-

f = 1/T = 1/1,399 = 0.715 c.p.s. 

~ = e/ce" = c/2mw ===> e = 2~mw 
e= 2(0,03549) (0,8854)(4,491) = 0.2822 T-sag/cm 

d,. 0.508 cm 
C. I ... 

d.. o 

t = óT = 6 x 1.399 = 8.394 seg 

Sustituyendo valorss: . [º + IO.OlSffl!f,4'11 ~ 
dlt•6TI • r"·º""'"'º"' 11•19•• ·····-··-····-- .. 14 •• llt.JHI + o.50I CDI 14.49111.lNI .... 

d<t=óTl = 0.133 ca 

••• 



EJEMPLO 6.- Para la estructura mostrada en la Fig. calcular1 a. la 

rigidez y b. el desplazamiento máximo. 

-- -··._fil·-·--··-·---::" 
·:..;4 

u 

Datos: 

.,,. = 7257.48 kgf 

I = 21. • 2 x 2672.21 • 5344.41 cm4 

Motor a 300 R.P.M.; Pa a 18,14 kgf 

Eaa•~• = 2 X 10• kgf /cm2 

a.- Por el principio del trabajo virtual: 

JP 
A·-=--=-----·-T¡--~ 

L<pL/4) !L/4) 
AEI 

3 

M 

.· _ ... ..--~-._......__ 
------'-·-~.:...-·-··~ 

pL'" 
A = 

48EI 

Sustituyendo valores: 

b.-

'. 
6-------t.~ ----·---r,,. 7257. 48 >: (366) :s 

A 

-----~ m ~------L-----A 
p 7257.48 

k 

r·. ···-·-.. _L __ -.¡ A 0.6935 

m = ..rlg = 7257.48/981 = 7.398 kgf-seg 2 /cm 

..r'" ./k lm' = ./fo465/7:398' = 37. 611 rad/seg 2 

p .. 
d(tl .. ----------- i¡en ut 

k 1 - W/wl 2 

dond11: 

u = 300 rev/min • 31.416 rad/seg 

d!t>J as llláximo cuando sen ut = 1 

104 

0.6935 cm 

10465 kgf/cm 



despejando t: 

sen ut .. 1 

t = (ang sen 1)/31.416 = O.OS seg 

entonces: 

d<t=0,05) J.., .. N 

19.14 
aan(3t.416) (0.05) 

10465 - (31,416/37.611)ª 

d(t=0.05)]..,.,w = Q,005734 cm 



EJEMPLO 7.- Obtanar la raapuasta d• un sistema no amortiguado con la 

fuerza qua se indica en la Figura. 
l'(l) 

!'. >----~ 

-+-----'----1 

"'· 
" 

r p .. 
p <t>= ~ 

o 

d(t) f pCt) san wCt - t)dt a ----
mw 

p .. 
d(t) • 

p .. e 
dCtl .. J san wCt - tl <-wldt 

mw -w .. 
p .. t d(t) .. Ceas wCt - t) 

mw"' 

p .. 
d(t) = (1 - CCSI wt) 

mw• 

1a• 

o " t ¿ t., 

t > t .. 

... 



EJEMPLO e.- Obtener la respuesta del sistema no amortiguado cuya 

fuerza p(t) se indica en la Figura. 

.. 
l 't 

"f(I) ~ 

! 
,• p 

\--~-r· p (t)• o 

mw 
" l p(tl sen w<t - tldt d!tl = 

p.. " 
d!tl = ------ j t sen w<t tldt 

mwt .. • 

Integrando por partes1 

J udv m uv - J vdu 

t 

t > 

se.u u .. t V • r Sen w(t - 't)dt 

du = dt 
V '" COS W(t - t) 

w 

o ~ t 

t .. 

't 1 " . 
coa w<t - t) - --- / ces w<t - tldt 

w w .. 
'--····--···-------J 

" I ,. f coa w<t - 'tldt • - sen w<t "- t> 
w w=-

Suati tuyendo (2) en (1)1 

t-: coa w<t - t>] t 
sen w<t - t>dt .. w<t - 't) + sen 

w"' o 

.. 

1Q7 

¿ 1:.,. 

( 1) 

<2> 



Finalmente: 

p., 

f ---~=- ~ ••n •j d(t) = 't sen w<t - t) 
mwt., t .. mw"' w 

pero: 

p., 
= a 

t., 

a ~ 

a ~ sen w~ d(t) .. l 't sen w<t - 't) = --~:; t -mw w 

. ' 
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EJEMPLO 9.- Para el sistema amortiguado de l grado de libartad, 

cuyos datos se indican, obtener: a. amortiguamiento, I:>. 

desplazamiento para t 

siendo T el ·periodo. 

T/5 y c. fuerza restauradora para t = T/5, 

a.-

b.-

JI!} .......... 

Dates: 

m = 55 kgf-seg"'l,cm 

k = 34741 kg/cm 

0,05 

p.,, = 1000. kgf' ' 

w = Jklm' ="~34741/55 = 25,13 rad/seg 

e = 2~mw = 2.x 0.05 x 55 x 25. 13 = 138.23 kgf-seg/cm 

mw' 

.. ¡ p<'tl e><p •. t-'CwCt - 't)J 1>en w'.<t - tld't .. d(t) = 

come w ~ w' se tomará w por w' 

d(t) 
p.. .. 

---- j exp.C-~w<t - t)l sen w<t - 'tld't 
mw ~ --------1 

<Al 

Integrando (Al por partes: J udv = uv - j vdu 

donde1 

u = exp.C-~w<t - t>J du = ~wexp.C-tw<t - tlldt 

v 1/w ces w<t - t) dv = sen w<t - tldt 

'ªª 
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Entonces1 

A .. ei<p. C-'(w<t - ti J \ 1/w cos w(t - t~ -

- 'CJ exp.C-tw<t - 't)J cos w<t - tldt 
' -. . . --·--·· -v· ··- ---- ·--· ........ ..J 

ia) 

Integrando <Bl por partes1 J udv • uv - J vdu 

dondes 

u m exp.t-'Cw<t - 't)J du a ~wexp.c-tw<t - 't)Jd't 

v = -1/w sen w<t - ti dv m cos wct - tldt 

Entonces1 

B = exp.C-~w<t - 't)l{-1/w san w<t - ti} + 

.+ t:J axp. r-"Cw<t - ti J san w<t - tldt 

Sustituyendo (31 en (2)1 

<21 

(3) 

A = e1<p. C-'Cw<t - 't) l<l/wcos w<t - tl + 'C(l.;w) san w<t - ti> - 'C'"A 

Despajando A: 

A --------- axp.C-~w<t - tll<cos w<t - ti +~san w<t - tl>l
0
t 

w(l + '( 2 ) 

Sustituyendo ltmitas1 

A e 1 - e-~wc<t: san wt + ces wtlJ (4) 

Sustituyendo (4) en (111 

d(t) = ------------ C1 - e-~wc<'C sen wt + cos wt)l ( 1.) 
mw"' <1 + '!: "') 

donde: 

m = 55 kg~-seg21cm 

'C = 0.05 
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T .. 0.25 seg t .. r110 .. -o.2s110 .. 0.025 seg 

Su&tituy&mdo valores sn la ecuación (1') y realizando 

operacionas, se tiene: 

d(t) = 0.0053943 cm 

Derivando la ecuación (1') con resp•cto a t1 

ci (t) 

Nuevamente, sustituyendo valores en la ecuación 16) y 

realizando operaciones, se tiene: . 
d(t) = 0.4121 cm/seg 

Para cada valor d• t > T/10, la ••tructura t>•n• un 

d••plazami•nto d<t> de acuerdo a la ecuación para vibraciones 

libres con amortiguamiento <ver ecuación 16 1 ••cción II.C.3) 1 con 

las condlcicna• inicial•• d .. y da encontrada• en <~> y 17). 

En este problema se pide d(t = T/Sl 

{

d.,. 
C.I. • 

d., 

0.0053843 cm 

0.4121 cm/seg 

Ecuación para vibraciones libres con amortiguamiento: 

<ecuación 16 de la sección II.C.3) 

.,,, •• -<·• [~=-~~~~: ··" .. , + ·- "º" ···] 
donde: 

w' w41 - ~2 = 25.1311 - <0.05) 2 '= 25.1013 rad/seg 

t = T/S = 0.25/S = 0,05 seg 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

Sustituyando valores en (8) y realizando operaciones, se tiene: 

d<t=O.OS> = 0.01647 cm 

c.- f,..(t T/5 = 0.05) = kd<t = T/5 a O.OS> 

f.-<t O.OS) = 34741 x 0.01647 = 572.18 kgf 
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EJEMPLO 10.- Para la estructura mostrada en la figura, calcular les 

medos de vibración por el método de valeres y vectores 

caract&!ri sti ces. 

====('(\='=::::.-._-_-.-. 

Ecuación general en forma matricial: 

MD + KD = o 
-Obtención de la matriz K 

Del equilibrio: 

Ni val 3 o 

Nivel 2 R.z.-4=Q 
....--lt¡, 

,.__ i.., 
11,·~~ =t-0 L 

4-=-- ~. 

Nivel 1 

118 

iz-o 
--...\..~ 

~ .. ·~o "J 
.. ~ 
-~ 4=-~Ü ¿ 

~i 

"~ 

-, 
' 1 ., .. 

1 
I ,, 

I ,-, 
1 • 
'r' 1 

1 
1 

....... º lta-
-i.., 

~o 

e 

(1) 



[" ' .. -k:a 

_:_ J 1( = -k:z k:a + k::s 

o -k::s k:s . 

r· o o 

M = o m,.. o 

o O. m::s 
l-

r '""] º"' i'·''.' .. 
d.,.<Ú 

Sustituyendo '<2>:, <3> y'(4) en (1) 1 

r:· 
o 

o r· .. ~ r + k,. '"'.k:a 

mz º l~ .. Ct)r .· .:k .. 

o m:s d:sCt) o 

Proponiendo como solución1 

D = r sen wt 

b = rw ces wt 

k,. + k::s 

-k .. 

(2) 

(3) 

(4) 

•.' 

· ºJ r· .. ) n -:-k7 d,.(t) \ ... o 
k::s d:s<t) o 

(5) 

(6) 

o = , c-w"' sen wt> = -w2 <, sen wtl = -w2 D (7) 

Sustituyendo C5> y C7> en <1>: 

La ecuación caracterf stica: 

(8) 

(9) 

Para encontrar una solución distinta de la trivial1 

Dat [K - w2 MJ = O 
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r· ... -.... -ka o 

CK - w2 MJ = -ka ka + k:s - w2 mz -·· ] <10) 

o -k .. k .. - w2 m,. 

Por simplicidad se considerará: 

k. ka k., k 

m. m,. m::s = m 

[2k - w•m -k o 

J (K - w2 M] -k 2k - w"'m -k (10') 

o -k k -

Realizando el cambio d11 vari'able: 

wª =. z l' -·· -k o 

J ~K - zm] = -k 2k - zm -k 

o -k k -

Det [K - zm] <2k - zm) (2k -zml <k-zml - k2 <2k - zml -

- kª(k - zml =O 

Realizando operacion11s y simplificando tenemos: 

Dividiendo entre -m"' 

z"' - 5z 2 (k/ml + 6z(k 2 /mªl - <k"'lm"'l =O 

Si k/m = oc 

<11) 

La ecuación (11) es conocida como "ecuación caracteristica 

de la matriz". El problema consiste en encontrar los valores de z 

que la satisfagan. 
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El grade da la ecuación caractartstica coincide cen el 

ni:1mere de grades de 1 i bertad qua determina el nt.'.lmaro de masas que 

compene la estructura. 

Solución de la ecuación C11) 

Aplicando el método de Newton Raphson para reducir el grado 

del polinomio; 

z = z .. - f(z)/f'Cz> 

donde: 

zª = solución propuesta para la ecuación 

z solución corregida 

Primara iteración: 

Proponemos z = 0.25« 

f(z) = (0.25a)3 - 5(0,25a) 2a + 6(0,25a)a2 - a 3 = 0.203125« 3 

f' (z) = 3(0.25a) 2 - 10(0.25a)a + 6a 2 = 3.6875«2 

z = 0.25« - C0.203125a3 /3.6875a2 > = 0.1949« 

Segunda iteración: 

Proponemos z = 0.1949« 

f(z) = C0.1949a) 3 - 5(0.1949«) 2 « + 6(0.1949a)a2 - a 3 

-0.0131«3 

f'(z) = 3(0.1949«) 2 - '10(0,1949«)« + 6a2 = 4.1648« 2 

z = 0.1949a - <-0.0131a3 /4.1648a 2> = 0.1981« 

Tercera iteración: 

Proponemos z = 0.1981« 

fCz) = (0.1981a) 3 - 5(0.1981al 2 a + 6(0.1981«)« 2 - a 2 = -
- 43.405 X 10-•a3 

f' <z> = 3(0.1981«>ª - 10(0.1981a>a + 6a2 = 4.137a2 

z = 0,1981a - <-43.405 x 10-•a3 /4.137a 2 ) = 0.1981a 
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Come z = prcpuestc 1 .tenemcs una ra!z 

z = o. 19910: 

Aplicando la división sintética: 

-5oc +6ac2 0.1991cx 

0.1981« -0.9513crª 

-4.B019oc 5.0487cr"' o 

La nueva ecuación característica será: 

z:a - 4.8019zoc + 5.0487a'" = O 

Las soluciones de esta nueva ecuación sen: 

Z2 "' 1. 5549<X 

Z:s 3. 2470<X 

Come w2 = ;;: 
OI = k/m 

Tenemos: 

w'"a 0.1981 k/m 

w'" 2 = 1.5549 k/m 

Que constituyen las frecuencias naturales de vibración para 

cada modo de vibrar. 

Obtención del primer modo de vibrar: 

Sustituyendo w2 , = 0.1981 k/m en (9) 

w. 1981k/m)m k 

-k 2k - <0.1981k/mlm 

o -k. 

,,. 



Simpl i fic:ando 

-1 

1.8019 

-1 

Da donde obtenemos: 

1. 80191'. = o <12) 

<13) 

(14) 

Si f1 = 

De la ec:uac:i6n 112): fa= l.8019 

De la ec:uac:i6n (14>1 f3 = 1.8019/0.801~ • 2.2470 a f~ 

, • = { : : ::~: \ 
2.2470 J 

Obtención del segundo modo de vibrar: 

Sustituyendo w2
2 = 1.5549 k/m en (9) 

[

2k - <1.5549k/mlm k O Jf' l JO) 

-: 
2
k - ''·::••kl•l• ,-: <1.5549k/ml• 1::i ·1:1 

Si mpli fi e: ando 

-1 

0.4451 

-1 

De donde obtenemos: 

_: ] i ::1 J :1 
-0.5549 l,~ ~ lo J 

=o 
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Si fa = 

Da la ecuación <15)1 fa= 0,4451 

Da la ecuación <17lr '"' = -0~4451/0,5549 = -0.8021 = ,3 

\ 

1.00001 

,.,,, = 0.4451} 

-0.0021 l 
Obtención del tercer modo de vibrar: 

Sustituyendo W2 3 = 3.2470 k/m en (9) 

[

2k - (3.2470k/mlm - k 

-k 2k - (3,2470k/mlm 

o -k 

_:. •·.·]fr·} ~ºl 
k - •C3.2470k/mlm 1::J = 1: ~ 

Simplificando 

-1 _: ] ) ::1 J :1 
-2. 247 ( ,3 1 o } ' 

-1.247 

-1 

De donde obtenemos: 

-1.247,, - ,2 = o 
_,. - 1.247f2 - ,,,. = o 

Si ,. = 

0&1 la ecuación (18): 
'"' = 

-1.247'. 

De la ecuación 120): 
'"' = 

1.247/2.247 

{ 1.0001 
'"' = -1.247 

0.555 

118 

= 0.555 

( 18) 

( 19) 

(20) 



Por lo t,;into, la matrh de configuraciones modales sera: 

[·ºººº 1.0000 1.000] 
L = i.0019 0.4451 -1.247 

2.2470 -0.8021 0.555 

Esquemáticamente, la configuración para cada modo de vibrar 

as; 

,. J ::::::1 
12.2470 1

1.0000 l 
,,. ~. o. 4451 . 

. -0.8021 t 
1.000) 

,,,. .. -1 •. 247 ~ 
. 0,555J 

T,.. = 2rc/w,. · 

,,. 



EJEMPLO 11,- Calcular la frecuencia y configuración modal del 

primer modo da vibrar de.la.astructu~a representada por el modelo 

matemático siguiente1 

'" 1 

Solución: 

3~ 1 

3~ i 
1 

* 3m 1 

1 

~ '" SC. ICI T/cm . 

Antas de proceder a realizar la tabulación para seguir los 

pasos del método, conviene uniformizar a un mismo valor las masas y 

las rigideces, 

En este caso se uniformará a: 

m = 178.39 x 10-3 <T-seg 2 )/cm 
"'""t a.s" k 

m . 
k 

m 
k = 64.995 T/cm k 

m 
El modelo matemático simplificado ~ 

resulta: m 
/. Z.l/ k 

m 

_L.o.H5 l.. 
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Cálculo del primer modo de vibrar 

1..-• i teraci 6n 

1-----------------·-·--··--------·---------------········-----------------1 
1 H 1 E 1 1 1 k l ,,& 11 lf1/11 1 Vfw1 1 ¡ /11 1 ~·/... 1 ;., 1 
l······----·-·-···-··------·-·--······-····--··-----·-·· I 
1 6 1 1 0.3341 1 1 J.V40 1 1,3161 1 1 1 54.5771/k 1 J,349 1 
l ··· l ••• l •••••••• l •••••••· l-~·-· 1-:-······ l ·•••••·• l ··--····· l-····-···· l ·-·-·· I 
1 1 6 1 1 0,566k 1 1 1 1.3161 12.3251/t 1 1 1 
l ·•• l-··l ··-··-l ·-··--l-··-· l--·-·· l----· l ··-·----· 1---------1·······1 
1 5 1 1 1 1 1 3.824 1 3.8241 1 1 1 52.2521/k 1 3.207 1 
l ·•· l ••• l ··-··-1 ·······~1-······ l •••·••·• l ·-····· l ····-···· l·-········· l ·--·· I 
1 1 5 1 1 k 1 1 1 5,140. 1 5.1491/k 1 1 1 
l···l···l··-····l·····-~l-···-1-······l·-··-·l······--l···········l·-··-I 
1 4 1 1 1 1 1 J.412 l 3.4121 1 1 1 47.1121/k 1 2.891 1 
l···l·-·l-·····-l····--··l-··-·1--·····l·--···l·-----1------1---1 
1 1 • 1 1 k ' 1 1 1 8.5521 1 8,5521/k 1 1 1 
1···1···1··-····l·····"'."·l-··-·l--····l········l--······l-··--1·-··I 
1 l 1 1 1 1 1 2.7651 2,7651 1 · 1 1 JB,5~1/i 1 2,3'6 1 
l •·• l ···l ····--l ······-· l-··~-1---~·-· l ···-··· l ········-l ··-········ l ·---1 
1 1 J 1 1 k . 1 1 lll.3171 111.3171/k 1 1 1 
l···l···l--~---l···-···l-··-·l--~~---1··--·-··l········-l·····-··-l·---I 
1 2 1 1 1 1 1 1.941 1 1.9411 1 1 1 27.2431/t 1 1.672 1 
l···l···l---·-l········l-·--1--··-l·····-·l-··-····l·-··--··l-···-I 
1 1 2 1 1 1,21JH. . 1 . 113.2581 llo.9481/k 1 1 1 
l···l···l····--l·-~~~~1~,-·-·l-······l·····-·l····-··-l·······--l·-··I 
1 1 1 1 1 1 i 1 1.000 1 1 1 1 1 16.m./t 1 1.000 1 
l···l···l······-l·-··-~·l"'."··"'."·l---··l···-···l··-··--l·-··-··l·---1 
1 1 1 1 1 0.8751 1 . ·. 1 ' 114.2581 116.2951/t 1 1 1 
1---l·-·l····--l···~·"-·l~~---1---··l---··l-····-l--·--··l-----1 
1 1 1 1 .. 1 .. · 1 1 1 1 o 1 1 
1------·-·····-···-······-"·····---·-------------·---------· 

k = 64.995 T/cm 

m = 178.39 x 10-~ T-seg2 /cm 
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:----------------------------·---------------1 
1 N 1 E 1 1 1 k 1 rj1 1 111/11 1 ~1• 1 //11 1 r/•t.. 1 p•1 1 
1------------------------------------·-····-----1 
1 6 1 1 0.3341 1 1 J,319 1 1.1191 1 1 1 46.4031/k 1 J,JIJ 1 
1--1--1----1----1---1---··l--l-·--l--·-·--l··---1 
1 161 I0,566kl 1 11.llhll.9771/kl 1 1 
1--1--1--:--1--~-1---1---··l--·1----l·-----··l·--··-1 
1 5 1 1 1 1 • .. 1 3.207 1 J,2071 1 1 44.4261/t 1 J.172 1 
l···l···l··---l--··""·l-·····-l--·-l---1-----1-------1----1 
1 1 5 1 1 k 1 1 1 4.3261 1 4,3261/k 1 1 
1--l···l··--l--·--·1---···l-·-··l----·l··--·--l--·--·--1------1 
1 4 1 1 1 1 1 2.891 1 2.89111 1 40.1001/t 1 2.863 1 
1---l··-l··-·--l--····-l----l·-·-----1---·····l·--··--l··----1-----1 
1 1 4 1 1 t 1 1 1 7.2171 1 7.2171/t 1 1 
l-·l--· l ··--l-----·l-····· l-----1-----1--------1-------·-··l-----1 
1 J 1 1 1 1 1 2.366 1 2.J6ó1 1 1 l 32,8831/t 1 2.348 1 
l-l ··-1--1-.----1---·-l-··----1-----1-----1--------l ·----1 
1 1 3 1 1 t 1 1 1 9.5831 1 9.5831/t 1 1 1 
l··-l···l·-·-l-···-l--·l--··l---1··--·-·-l--------1-------1 
1 2 1 1 1 1 1 1.672 1 1.6721 1 1 1 23.JOOt/t 1 J,664 1 
1-1--1---1-----1----1-----1--1-----1------1------1 
1 1 2 1 1 1.211t 1 1 111.:ma 1 9,2941/t 1 1 1 
l-+-l·--l·----1-----1---1----1---1---l··--I 
1 1 1 1 1 1 1 1.000 1 1 1 1 1 14.00Wt 1 1. 000 1 
l·-1-1---1----1---1----1--1----1-----1----1 
1 1 1 1 1 o.875t 1 . 1 112.ma 114.0061/t 1 :' 1 
1-1-1---1---1-·-·l-·-1--1-----1--1----1 
1 1 1 1 r 1 1 1 o 1 1 
1--··-----·---·---··-·----------····-----

188 



3 ..... Iterac:i6n 

1 ··-·--·--·--·---·····-·-----·----·----··------··------------·I 
11 1 E 1 1 1 k 1 ,,, 1 11/11 1 V'/11 1 Jt1• 1 r¡•11• 1 ¡t•, 1 
: ............................................ - .... --------------.................................................................... : 
1 6 1 I 0,3341 1 1 J,313 1 1.1071 1 1 45,96al/I 1 J,309 1 
l·--l··-l··---l--·····l-··-1----·l··--·-·l··---··-l·---··--l·---·I 
1 161 1 0.566k 1 1 1.1071 1 1.9561/k 1 l 1 
I ••• 1-· 1 ·---··· l--··--1---· l-·----· l----·--· l---·--·-- l ·-··-·-·· I ···---· 1 
1 5 1 1 1 I l J, 172 1 J, J721 1 1 44, 0!21/I 1 J.169 1 
1···1-··I ······-· 1--····· 1 ····--· l ·--··-·· l ··-···-· 1-·····-··-l ··-·-······ I ·---· 1 
1 1 5 1 1 k 1 1 1 4.2791 1 4,2791/k 1 1 
l ··· l ···I ···-···· 1 ·••····• l ·······l ········l-·--·---l···-----l ··-----·-1-----··I 
1 1 1 1 1 1 1 2,863 1 2.8631 1 1 1 39, 7331/k 1 2.8'1 1 
1···1--l---·---1--·····l--·---l--·····l····-·-·l--·--··-l·----··l·-···I 
1 1 4 1 1 k 1 1 1 7.1421 1 7.142111 1 1 1 
l ·•• l ···I •••••••• 1·-·····1····-·1-·-···· 1··--···1--------1·-----·····1--···· 1 
1 J 1 1 1 1 1 2.348 1 2,3481 1 1 : 32.5911/1 1 2.346 1 
l···l···l······-l········l····-·l-·····l·····-·l--·--1·-·-··-I·.:-•• ¡ 
: 1 J 1 1 • 1 1 1 9.490. 1 9.f90lll 1 1 1 
l···l···l····--1·-·····l··--·l--··-l········l········-l·-·--··l-····I 
1 2 1 1 1 1 1 1.664 1 1.6611 1 1 : 23.1011/1 1 1.663 1 
l···l···l······-l·-·····l····-l-······l········l---1-----l-··I 
1 1 2 1 1 l.211k 1 1 111.1541 1 9.2111/I 1 1 1 
1···1···1········1·-·····l-·-·l-··-··l·--···l---:·---··l·--1 

• 1 11 1 1 ,I .,1 1.000 1 • 1 1 l IJ.890i/t 11.000 1 
l···l···l··---1~--···l-·-l-··l--··l----1·-----l·-'--I 
1 1 1 1 1 0.8751 1 1 112.1511 113.890111 1 1 ' 1 
1-·l···l······-l·..;.·-·l-.... 1---1-----1----1----1--~1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 1 
1-·-··-·······-·-··-··------·······---------·~--

1•• 



4~· I ter•ci on 

1-------------------------------------------1 
1 N 1 E 1 1 1 t 1 ~'• 1 f1/11 1 Y11• 1 l/1ª 1 ,.,.,.. 1 ~·, 1 
I··---- -·····-··------········I 
1 6 1 1 º·™' 1 1 J,J09 1 1.m. 1 1 f5.92311t 1 3,309 : 
1-1--1-----1----1-----1---1----1------1-----·--l·····-1 
1 1 • 1 1 0,5'6t 1 1 1 1.10511 1 1.9521/t 1 1 
1-1--1-----1--1----1--1----1----···-l·---··l·····-1 
1 5 1 1 • 1 1 3.169 1 3.1691 1 1 1 43.9711/t 1 J,168 1 
1--1-1---1--·-1----1--1------1-------1-----1----1 
1 1 5 1 1 t 1 1 1 4.27411 1 4.2741/t 1 1 1 
l-·l-l-··-1--·l---·l-·--l··--·l··-······l-·--··l·······I 
1 4 1 1 1 1 1 2.861 1 2.8611 1 1 1 39.6971/k 1 2.8'0 1 
1-1--1----1----1----1-----1---1------1-----1---1 
1 1 4 1 · 1 t 1 1 1 7.IJ5t 1 7.1351/t 1 1 1 
1--1--1--1---1----1----1-------1-----1-----1----1 
1 l 1 1 1 · 1 1 2.JU 1 2.J4ú 1 1 32.:1621/t 1 2.l-46 1 
1--1-1---1---1----1---··l--··l··-----1---1------1 
1 1 3 1 1 . t 1 1 1 9.4811 1 9.4911/t 1 1 1 
1-1-1--1-1---1---1------1----1-----1----1 
1 2 1 1 1 1 1 l,"'3 1 l."31 l 1 1 2J,Olll/t 1 1.663 1 
1-1-1--1--1---1---1------1-----1----1----1 
1 1 z 1 1 1.211t 1 1 m. m1 1 9,2021/t 1 1 1 
1-1--1----1--,1--1---:----1----1----1-----1 
1 1 1 1 1 1 1 1.000 1 1 1 1 1 ll.1791/t 1 1.000 1 
1-1---1--1---1---1---1---1-----1---1---1 
1 1 1 1 1 0.175t 1 1 112. 144• 113.8791/t 1 1 
1--1--1---1--1--1---1--1-----1-----1---1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 1 1--------------------------

1.000 

l."'3 P, • 10.tJfüllt/11 • o.on r 64.9951178.39 r 10·• • 

2.34' • 2U51 r14/ut1 

, 1. 

2.1160 

'· • 5.163 """' J.161 

J.309 f, • 2 /1, • 2 /5,UJ • 1.m ut 

, ... 



EJEMPLO 12.- Para la estructura representada por el modelo 

matemático del Ejemplo 11, calcular la configuración modal del 

segundo y tercer modo y sus respectivas frecuencias naturales y 

periodos asociados al segundo y tercer modo de vibrar. 

Cálculo del segundo modo de vibrar: 

1----------------·-----------------------------------------------------1 
1 M 1 E 1 1 1 t 1 ¡J , 1 ~·, 1 1,'/. I¡, - 14, 1 fl•' 1 VI•' 1 111• 1 Jl.1.. 1 fl• 
:-----------------------------------------------·------------------------: 
1 6 1 10.m1: 1 3.l09 1 -1.m 1 0.0109 1 -1,3119 1 -o.46361 1 1 -2.59tot/t 1 -1.1J87 1 
1---1--1-----1-----1----1-----1-----1------1----1-----1------1-----1-------1 
1 1 6 1 10.560: 1 1 1 1 · 1 -o.WM 1 -o.1rn11t 1 1 1 
l·-·l--l-·---·l--·---l-·-·--l·------l-----1---·---l---·--·l-·-----1---·-l·----·------1-------·I 
1 5 1 : 1 1 1 3.168 1 -1.093 1 0.0104 1 -1.1034 1 -1.10341 1 1 1 -1.ne91/t : -o.9151 1 
l·--l-l·---1----1---1------1----1-·-··l·-----1----1--'---1--··-·--·--l--·-·-··I 
1 1 5 1 1 t 1 1 1 1 1 1 -1.5470. 1 -1.5670./t 1 1 1 
1--1--1----1---1----1---1---1---1-------1----1----1-----1-----1 
1 4 1 1 1 1 1 2.160 1 -0.127 1 0.0094 1 -0.1364 1 -0.13641 1 1 -0.2110./t 1 -0.1173 1 
1--r--1---1---1-----1------1----1---------1------1----1------1-------1-----: 
: : 4 1 1 t 1 1 1 1 1 1 -1. 70349 1 -1. 75341/t 1 1 
1---1-1----1---1--1-----1-----:------1-----:------1----1-----1--------1 
1 3 1 1 1 1 1 2.m 1 o.m 1 0.0011 1 o,9073 1 o.to7Ja 1 1 : 1.491!11/t 1 o.mt 1 
1-1---1-----1----1---1----1----1------1-------:----:----:-------1-------1 
1 1 3 1 1 - t 1 1 1 -0.7"11 1 -0.79'11/t 1 1 
1---:--1----1---1----1---1----1------1-----1---:---:--------1------1 
1 2 : : • 1 1 1.w 1 1.~ 1 o.ooss 1 1.3795 1 1,37951 1 1 : 2.2116111 : 1.2ua 1 
1--1--:----1---1---1-----:----1------1----1----1-----1--------1-----1 
1 1 2 1 ll.211tl 1 1 1 0.:11134• 1 0.111•/t 1 
:--1--1----1----1---1------1-----1------1-------1-------1-----:---·--1-------1 1 1 1 1 1 1 1 1.000 1 1.000 1 0.0033 1 O.H67 1 O,H'71 1 1 1.10511/t : 1. 0000 1 
l---1---i-----1---:---:----1----:------:--------r------1------1---·----1-------: 
1 : 1 1 10.875111 1 1.5"1• 1 l.M5111/t 1 : : 
1--1--:----1----1--:---1----1-----1-----1------1------1--------1--------: 

1 1 1 1 1 1 o 1 1 1-------------------------------------------------------1 
I m,,,,,,., 

ªª = -----------I m· <, .. > .. 

0.102 
ª• = -------- • 0.0033 

31.142 

, .. 



2'"• iteración 

l·-·--·-·-··-·-······-········-------·-··-···----······-----··-····--··-····-1 
1 M 1 E 1 1 1 k 1 ~, 1 fl•, 1 ••r/. lh • 1,;,1 f/•1 1 V/11 1 ¡/11 1 felw' 1 fl. 1 
1--···-----····-·----.. ··-··--··-·····---------·---·-·--·--··-·-----·--------·-·--·--·· i 
1 6 1 10.33411 1 J,JOf H.4317 l-O.ot02 1 ·l,4385 1 -0.48051 1 1 1 ·2.505lt/t 1 •l,45U 1 
: ...... '·-· l--·--l ·-···· l ·-··· .. -1---........... : ................ ¡ ................... : .. .................. : ................... l ........... -----1 ·-·-----····, .......... -1 
1 1 6 1 10,:IWI 1 1 1 1 1 ·0,4ma 1 ·0.14ffa/t 1 1 
l···l·-l·-·l······l·-····l·-·····l---··l•-····-l···-·····l-···-···l·······--·l··•···---1·-······I 
1 5 1 1 1 1 1 J.1'8 l-4,'1851 1-0,0002 t -0.9849 1 -0.914911 1 ·l,/&41/t 1 -0,9595 1 
l···l···l·-·l··-··l·-····l·-·····l-······l·--··-l·--··-··l---··l·--··--1············1·--····I 
1 1 5 1 1 t 1 1 1 1 1 1 ·l."54• : ·1.46541/t : 1 
l···l·-1--1---1----1-----1--·-1----1----·--1------:---------1---------1----·---1 
1 4 1 1 • 1 1 2.160 1-0.1173 1-0.0002 1 -0.1111 1 -t.111111 1 -0.1910./t : -0.1106 1 
1---1--1---1-----1-----1-------1----··l···--··l·-~---1---·· l ···------l-···----···l·------1 
1 1 4 1 1 t 1 1 1 1 1 1 -1.51251 : ·1.582:11/t : 1 
1--1--1-----1--1------1------1----·l······-··l··--··-··l-·-··--:----·-·····l-···--·--l----·-: 
1 J l 1 1 1.. l 2.346 1 0.8259 1-0,0002 1 0.8241 1 0.82611 1 1 1.39151/t 1 O.'°'I 1 
l•••l·-l·-l--1 ·---1·-····· l-,;_-·· l ···-·,.;.· l ·----·l·-····· l ••·•·••••••• I •••••••••••• 1 ·····-·· I 
1 : 3 1 1 t 1 1 1 1 1 1 -o. mea 1 -o. 751141/t : 1 
l·-l ···l·--·1--1 ~-···· l ·-··-· l ··-·-l •····--1--··· l-··-··· l·······--··l -·········· l •••••·••• I 
1 2 1 1 1 1 1 Ull 1 1.2661 i-o.0001 1 1.2669 1 1.2u91 1 1 2.11191/t 1 1.m2 : 
l·-l·-l-·l--1·······1·--·-·l---·l•--·-l·······-·l-·····-·l·····--····l······-····l···-····I 
1 1 2 1 U.211kl 1 1 1 1 1 MIO:la 1 0.42161/t 1 1 
1--1---1--1--1--····l·-----1---1-----1-----1------1------·l··-··----1-------1 
1 1 1 1 • 1 1 1.000 1 1.0000 1-0.0001 1 1.0001 1 1.00011 1 1 1 1.72631/t 1 l.ooot 1 
1--1-1----1--1---··l----1----1---1----1---1----1------1------1 
1 1 1 1 lo.B75kl 1 1 1 1 1 1.51°'8 1 1.72631/t 1 1 1 
1--1-1·--·1---1----1------1--1---·-····l·----1---+---1---1-----1 
1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 1------------·----·--·--·----- ----------------··--1 

; 1. 

I m.,,,,,., 
ª' ~ -----------I m, <, .. >,. 

-0.0021 
•• = --------- • -0.0001 

1.eoo 

1.m 

º·'°' 
-0.111 

·0,940 

-1.'51 

:H.1422 

Pa • 13.S457/61k/t • 0,5910 a H.995/(178 1 10·•1 • 215.308 rd/lftª 

ia • 14.673 rd/1t9 

f. • 2 ''• • 2 1!4.673 • o.m '" 

, .. 



C~lculc del tercer mcdc de vibrar 

1----------------------------------·------------------------------------------1 
1 N 1 E 1 1 1 t 1 ; 1 1 ~, 1 ~'• 1 11/. 1 .J, 1 IJ'• 1 f/•1 1 V/11 1 11•1 1 /.111 1 J1. 1 
1------·------------------------------·--------·····-------------------------·--------------1 
1 6 1 10.m11 IJ,3091-1.4511 1.m110.016Bl·O.ol92 : 1.21m 0.4260.1 1 1 l.ff07a/tl l.4713 : 
1--1---1------1----1-----1-----1---·--l-····l··-·····l·------1------1------1------1--·----1--------1 
1 1 6 1 . I0.'66tl 1 1 1 1 1 1 0.4260ll 0.75271/kl 1 
1---1---1------1--1-----1-----·: ---·--1-----1--------1-------1------1----1-------1---------1-------1 
1 5 1 1 a 1 ll,1681·0,9601 0,689310,01601·0,0123 1 0.68'61 0,6856al 1 O,JJ80tl/tl 0.4503 1 
:--- l ••• l ··----1-----1-----l--·---1----·--l-----1--------1------1------1-----1---·----1--··-----1----·----1 
1· 1 5 1 1 t 1 1 1 1 1 1.111611 1.111611/kl 1 
l-·- l ••• l ·-··· l-·-1-··l •••••• l -···-l •••••• l········ I-----1-----1--···-·I ··-····-1 ·······-·· l ··-······I 
1 4 1 1 1 1 12,8601·0.1111·1.118010,01451·0,0015 l-1.20101·1.2010tl l·O.nJ61/U ·l,0436 1 
l ••• l ·-1 •••••• l---1-----1-· 1----1----1-----·-· l ·-----1---·---1--------1-------1---·------1---------1 
1 1 4 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1·0,0l941l-0.08'41/kl 1 1 
1--1---1-----1----1----1---1---1-----1-------1-----1------1-----:------:---------1------1 
l l 1 1 a 1 12.3461 O.ll06H,Oll510,01191 0.0107 l·l.06111·1.061111 l·0.68421/kl -0.'230 1 
1---1--1-----1--1--··· l--·-··l------1-----1-------1----1------1-----1-----1-------1---·---1 
1 1 l 1 1 t 1 1 1 1 l-l,1505IÍl-l.1505a/kl 1 1 
1--1---l··----1---1----1-----1------1---1-----1----1-----1----1------1----·----1-------1 
1 2 1 1 a 1 11.w1 1.2111 o.am10.00941 0.0165 1 o.11m 0.117511 1 o.wJ11t1 o.62'0 1 
l ···l ••• l ···--1-·-l-·· l ···-· l-·-··-l-···· l •··-- l ·•--·l-····--· l ·······-l-··-··· I ···-···--1·········1 
1 1 2 1 11.2m1 1 1 1 1 1 1 1-0.Jll011-o.mo.1t1 1 1 
1--1-1-----1----1-----1-----1----: ------1-----·--1-----1----1------1---·-··· l ·---------1-------· 1 
1 1 1 1 1 1 11.0001 1.0001 l.000010,00511 O,OJJJ 1 G.98161 0.911611 1 1 0.74131/kl 1.0000 1 
1--1--1-·----1----1·-··l······l·-····-l-··l·-·····l·---1--------1-----1---·-··l····----1------1 
1 1 l 1 :o.mu 1 1 1 1 1 1 o.6416111 0.11131/kl 1 1 
l·-l·-·l···-·l··-l-··l···-·l-··--1--1·--·--l--·l--·-l·---·l--··-l···-··---l-······--I 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 1 
I·--·--··-·-----·-··----·--·-----· ------·--------·-··-···········---···I 

I m., ... , .... 0.1577 

•• = ------------ .. --------- .. 0.0051 
¿m,<,ulª 31.1422 

I m,,,..,,,.., 0.0641 
•:a = ------------ .. -------- • 0.0133 I m, ,, •• >"' 4.8343 

187 

• 



2"• iterac:ión 

1 .. --.. ------···--------------···-------------·--------------................... - ............................................................. ; 
1 N 1 E 1 1 1 k 1 ¡, 1 f 1 1 ! 11 1 ••t/a 1 1,;, 1 p'1 1 fl•' 1 VI•' 1 11•' 1 ¡i,I•' 1 ji. 1 

l ·······-····-··-······-··-··-··-··-···········-························································· I 
: 6 1 10.m11 13,3091-1,m1 1,47131-o.oos51-o.00211 1.419s1 o.494211 1 1 1.12131/kl 1.5873 1 
1 ••• l ••• l ···-· l •••••• l ·-·· I ~-·-· l ••••••• l ••••••• 1---: -··-· l •••••••• l ·---· 1-········ 1 ··········1-·······: 
1 1 6 1 I0.566tl 1 1 1 1 1 1 0,494211 0.87311/kl . 1 1 
l ••• l ••• l ···-· l •••••• l ····-1 ···-· l -··-· l-··-· I ··-: --··· l ··---··· l •••••••• l •••••••••• l •••••••••• l ••••••••• I 
1 s 1 1 1 1 13.1681•0,9601 o.45031-0.0052:-0,0018: G.45731 0.457311 1 1 0.25421/kl 0,3579 : 
l ••• l ••• l •••••• l-··-1--··l ···-· l ····-· l--·-· I ····-: -··--1--···· l ·-····· l ········- l •••••••••• l ••••••••• I 
1 1 s 1 1 • 1 1 1 1 1 1 1 o.951511 o.ms.111 1 1 
l ••• l ••• l ···-· l ····-l ·-·· l ···-· l-····· l ·······l ···--1-··-· l ··---·· l ········l •••••••••• I •••••••••• :----····· 1 
1 4 1 1 1 1 12.BAOl·O.llll·l,04J61-0.00471-0.00021·1.0J871-f,OJ871I 1 1·0,69731/kl ·0,9818 1 
l··· I ••• I •••••• 1 ····--l ·-·· l--·--1-·-· l-·····l---:--·-- l •••••••• l--·:-•• • l ··-······ I·· •••••••• I ••••••••• 1 
1 1 4 1 1 k 1 1 1 1 1 1 1·0,087211·0.08721/kl 
1··· 1···1······1---1 ·--l ·--···l.;.. ..... l ••••••• I ··-. -1----: -·-----1-······· l •••••••••• l •••••••••• l -······· I 
1 3 1 1 1 1 12.3461 O.B061-0.92301-i,OOJ91 0.00151-0.92061-0,920611 1 l·0,61011/tl ·0.8591 1 
1···1···1 ·---·l---l ·-·· l ·--· l ····-·l--····-1----·: --···: •••••••• 1-·-·· ••• :---······· 1 •••••••••• l ·-------1 
1 1 3 1 1 • 1' 1 1 ·1 1 1 l-J.007811-l.00781/kl 1 1 
l···l···l··---l··-·-l·--l·--·l----·l00

-
00·l0000-l-···l········l········l··········l·······-·l······-·I 

1 2 1 1 1 1 11.6631 1,2441 0.62901·0.00271 0.00231 0.62941 G.629411 1 1 0.39771/tl 0.5600 1 
1···1·-l···-·1---1--·--l~·-···l·······l··--·l····-1--l-··--··l····-···l·········-l···--·····I·······-·: 
1 1 2 1 11.211kl 1 1 1 1 l-0,J7841l·O,Jl25a/kl 1 1 
l···l···l···-·l--··l--··l--·-·l----l-······l---·l-···l----1--·-···l-·-····-l·--··--··I··-·--··: 
1 1 1 1 1 1 11.0001 1.0001 1.00001-0.00111 0,00191 0.99981 o.999811 1 1 0,71021/kl 1.0000 : 
l··-l··-l···-·l---l-·--l-·-·l---·--l-··-·-l-·-·-1--1-----1--------1---------1----------1---------: 
1 1 1 1 10.87511 1 1 1 1 1 1 1 0.621411 0.71021/tl 1 
1·-l···l···--·l·--·l···-·l·-··l----·l·······l-·-·-:---1-·-l·····-·l--··--l······--·l-·---·-··I 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 
:------------·--------------.. ·-------------------·-------·--------------------1 

I m,,,,,,,,.. .;.0,0514 

ª' .. ------------ = -------- = -0.0017 

I m, (jll¡. )"' 31.1422 

I m,,,.,,,,., 0.0090 

ª"' = ------------ .. ------ = 0.0019 ¡ m, c,,, .. >2 4.8343 

1118 



3.-. iterac:ión 

l····························------··········-·····------------------------------------------------1 
1 N 1 E 1 1 1 k 1 p. 1 P• 1 9°. 1 •• ¡. 1 • .¡. 1 ;. 1 f/•1 1 V/•1 1 /11• 1 ;.,.. 1 '~ 
l-·-------------------------... -----··--------------------------------·-------------------------------------1 
1 6 1 IO.JJ41I IJ,309 1·1,45111.58731·0,00041·0,000ll 1,58781 0,5J031I 1 J,15341/tl J,6586 1 
1---1---1------1-----1---••• 1 •••••• l •••••• l ·····--l-···---1-------1--------1-------· 1---------l •••••••••• I ·······--1 
1 1 6 1 . 10.56611 1 1 1 1 1 0,5JOJ1I 0.93691/tl 1 1 
l ••• l ••• l •••••• l ····-1······1 ··-·-1 ······1·······1 ·······1 --·-· I •••••••• l •••••••• l ····----1 ···-····· l ••••••••• I 
1 5 1 1 1 1 IJ.168 l·0,96010,J5791·0,00041·0,00011 0.35841 0.358111 1 l 0.21651/tl O.JllJ 1 
l ••• l ••• l •••••• l •••••• l--·--1 ·---: ------1-······ I -------1-------1-------· 1--------1---------1----·-··· l ·········I 
1 1 5 1 1 • 1 1 1 1 1 1 1 1 0.888711 0.88871/tl 1 1 
1---1---1------1------1---1---1----1-------1-----.. 1-... --.. -: ................... 1--·----1------1----------1-------1 
1 4 1 1 1 I 12.860 l·0.11110.98181·0.00041 O.OOOOl·0.98141·0.981411 1 l·0.67221/kl ·0,9666 1 
l ••• l ••• I •••••• 1 ····-1 ·-···I ··-·· 1······1-····· l ••••••• l ••••••• I •••••••• l ···-··· l ······--1·-····-·1-·······I 
1 1 4 1 1 k 1 1 1 1 l·0.092711-0.09271/kl 1 1 
l ••• l··· I •••••• 1-···· I •••••• 1--·· l ···-· 1-····· l ····-· I ••••••• I •••••••• l ·--··· 1-----1 ···--···l ••••••••• I 
1 3 I 1 1 1 12.346 I 0.806:0.85911·0,00031 0.00011·0,85891·0,858911 1·0,57951/kl ·0,SJJl 1 
1 --1 ---1-----1-----1-----1-----1------1------1-------1------1-------1--------1-------1--------1 -------1 
1 l l 1 1 • 1 1 1 1 1 1 l·0.9516ál-0.95161/tl 1 1 
l ••• l ••• I • ·····l ····-1 ·-··· l •••••• l-····· l ••••••• l-····· l ··-·-·l··-···· l •••••••• I--·--- l ·-·····-1 -······· I 
1 2 1 1 1 1 11.663 1 1.2mo.56001-0.00021 0.00011 o.56011 o.560111 1 1 o.m111t1 o.mi 1 
l ••• l ••• l ··--1-··-l ·-··· l ··-·· I-···· I ••••••• l ····-· I ·-·-· 1--1 ·····-· I --·-l·······-· l ••••••••• I 
1 1 2 1 ll.21lkl 1 1 1 1 1 1 l·0.391511·0,J2Jll/tl 1 
l···l···l···-·l······l·-··l··-··l---·l-····l····..:.-1 •• -·-l-··-··l·--l-··---:---····l·········I 
1 1 1 1 1 1 11.000 1 1.00011.00001-0.00011 0.00011 1.00001 1 1 : 0.69541/tl 1.0000 1 

. l ••• l ••• l ···-·l •••••• l·-··· l ··,··· 1---~ l ····-·l ·-···· l ·-···· l--·-l·······-1--····-1 ···-··-· l ••••••••• I 
1 1 1 1 10,875kl I' 1 1 1 . 1 1 1 0,60SS1J 0,69541/kl 1 1 
l···l···l···-·t····-l······t··-··l-·-·l-:--····l--·l--·-l··--·l·--··-1··-··--:--········l····--·I 
1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 ' 1 '. 1 1 1 1 o 1 1 
I··········--------~---······-----. -· ______ ;..;._~"-:----····--····-·----.:.-.. ·-··-··-·-·········I 

~···.-. 

I m,,, •• ~... .:..o;oo.~8'· 
ª• = ------------ = --------- = -0.0001 I m, <"··>ª. 31.1422 

I m,,,ª."'"ª 0.0003 
a2 = ------------ = -------- ~ 0.00007 I m. (f:u >2 4,8343 

1.0000 

0.5J51 a•, • 18.9154/6Jt/1 • 1.4859 1 64.995/1178 1 10-•1 • 541.376 r1d/119• 

~ .. ·0.8Jll 

-o. 9666 

.. • 2J.267 rid/119 

T, • 2 '•• • 2 123.267 • 0.210 ug 

O.JllJ 

1.6586 
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EJEMPLO 13.- Utilizando el método de Holzer, calcular el segundo y 

tercer modo de vibrar de la estructura representada por el modelo 

matemático del Ejemplo 11. 

* Calculo del segundo modo de vibrar 

Uti l i zando1 

De la solución del Ejemplo 111 w2
1 ~ 2ó.ó58 rad/seg2 

w2 2 •up = 9 x 2ó.ó58 = 240 rad/seg 2 

l ········-····-·········-----·········-----··-·-··--------··---·--··-1 
1 M 1 E 1 1 1 t 1 ••'••••· 1 AX 1 11 1 F • 1w• .. 01 1 V 1 Dif, 1 
l ·•• 1-1 •••••••• I :······· l-··-··-1.·····-· 1·······1 ······---·--1 ••••.••••• I ··-·-··· I 
1 6 1 1 0,0595 1 1 14.287 1 1-1.126 1 -16.087 1 1 -14.661 1 
1-· I ···l ·----1·····-l-··-···· l ·--"·· l ··-··~l---······-· l ••••••••• l ••••••••• I 
1 1 6 1 1 36,795 1 1 -0.039 1 1 . 1 ·1.426 1 
l···l···l··-··-l·---·l-··-··-1·---·l-··l··-·""··-·l-·······I 
1 s 1 1 o.1m 1 1 u.su .1 · 1-1.097 1 -u.m 1 1 
l···l···l··-··-1·-··-·l--·-··-l·-~---·l-·~-l··-·---·l-····-·I 
1 1 5 1 1 64.995 1 1 -0.738 1 1 1 ·47.963 1 
l·--l···l---··l········l-··-··-l--···l-·····1------1-·······I 
1 4 1 1 0.1784 1 1 42.8J4 1 . 1-0.349 1 .14,923 1 1 
l-·l···l·---·-·l·--·-·l·····~--..:1----1---1-------1----...;.-1 
1 1 4 1 1 64, m r · r :i· 968 1 r . .. 1 -62,8116 1. 
l···I ·-l·····-l··--·-·l--··-1·--·l--···l ······--···~·l-··-::·I 
1 3 r 1 0.1194 r 1 42.814 1 1 0.619 1 26,502. r .•.•... 1 
l···l···l··--·-l·-··-··l------1------1~---1'.'"--~-----~-1~~-~-~1 
r r 3 r 164,9951 1-o.5601 1 1-;¡¿,402_1 
l···l···l··-··l·--····l-··--~-l-'-····-1--"'."·l-··-·:·:·'·l~--~...;.._;,,~I 
1 2 1 1 0.1784 1 1 42.814• 1 . 1 1!17H '50,45/i. ) . ,> 1 
l···l···l·-····l·--···l"'.""","::~-1-··--·l---·:1··-. -. ---17~~~-~~1 ·. 
1 r 2 1 1 78.732 1 · . · 1 o.m 1 1 ··. . .• 1>1t.os4· 1 . 
l-·l··-l···----1---·l·~""-·-1-----1--l"·:--; • .....:.1.;.;_---~1: 
r 1 r 10.11841 · 1 42.814 1 11.000 1 .42.814 '1\' :·" 1 ·· · 
1·-·1---1-·---l·--·-··l~---··-l···-···l··...;.._;,,.l .. ""··---:l~~~~;:·~~I 
1 1 1 1 1 5&.868 1 1 1.000 1 1 1 5.\,é68 I' 
1--·l·--1----·-l-····~-1-...;.-•• -1-------1--.....:.1---··---.~~1-~-~--~~-1 
1 1 1 1 1 1 1 1 ,, r · 1 · 

1--······-··-··-······-··-------···-······-····--·-··--····-·-··· I 
I•'• - • 2401 
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2ª" i ter aci 6n 

1----------------------------------·--··-··--·-·····-·--·---:.. .. ~ ...... ~--,--·· I 
1 M 1 E 1 1 1 k 1 11181.u,, 1 A X 1 l, 1 F • ••• •• ,l 1 V 1 Dlf." 1 
l ··-1--· I--····-l ·--····-l-··-~·-·-1---····· l •••··•• l ······---···· I ········~ 1------·· I 
1 6 1 1 0.0595 1 1 13,394 1 H.326 1 ·17.763 1 1 ·6,423 1 
1 ••• I ~--l •••••••• l ········l ·······--· l ·--··· l ••••••• l ···----··-· 1·········1------·· I 
1 1 6 1 1 36.1'5 1 1 -0.308 1 1 1 -11.340 1 
l ·•· l···l·--·····l ········l·········-1·-·····l ····-··l ······--·····l ·········I 
1 5 1 1 0.1784 1 1 40.llB 1 H,018 1 ·40.875 1 1 
1 ···1-·l········l ········l ·-·····--1········1 ·······1······-······l······-I 
: : 5 1 1 64.995 1 ¡ ·0.803 1 1 1 ·52.215 1 
1--·: ···l····-···l········l··········l········l ·······l······-·····l·· .. ··7··1 
1 4 : : 0.1784 l 1 40, 139 1 l·0.215 1 ·8.646 1 1 
l··-l···l········l·-·····l-··-····l·-·····l---1·, .. ·-····-·l··-····I 
: 1 4 : 1 64,995 1 1 -o.m 1 1 1 ·60.861 1 
l···l ···l ···••••• l········l-··-··-1···-···l·······l········--·t---···I 
1 l 1 : o.11e4 t 1 40.138 1 r o.m 1 29,924 1 '" 
l···l···l··--·-l·-·····l-··-··-t·-·····l····-t--····-··~17"-··---1 
1 1 3 1 1 64.995 : 1 ·0,491 1 1 . 1 ·31.937 1 
1···1···1··-··-1········1---····l·-···l·······l·····.···-~·~l-··7" ... I 
1 2 1 1 0.1784 1 1 40.138 1 1 1.212 1 48.667 1 1 
l ···l·-·l········ l ········l-·······-1········1 ·······1~;.;. •• ,.;, ••• ,~ ........ ¡ 
1 1 2 1 1 78.732 1 1 0,212 1 1 ':,:: .. L 16;730 1 
1···1···1··-····l·-·····l-········l········l·-~·l··~-~-··17"-..... ¡ 
111 : G.1784 1 1 40.138 1 . 1_1.0001 '('°.138. (:i .. L 

¡3j3~:¡:_ ~¡}:~1~~~r\ 
l•'• ...... 2251 

" Dif. 1 
1 

25 1 
1 

20 1 
1 

15 1 
1 

. 10 l .---····· 
J .·+' 

5 1 . 
t . _,,,.,· 

o !-----------------~--------·----------------> 
200 203 210 215 220 225 230 235 240 245 

,', w"',. supuesta sera: 213 rad/seg"' 

1:111 



3r• i teraci 6n 

W2 2 wup = 213 rad/seg 2 

1------·---------------------------------------------------------------------1 
1 • 1 E 1 • 1 t 1 .... _. 1 ti r 1 r, 1 F • 11•-r 1 v 1 n 1 v.u 1 
1---1-1----1--·---1-------1----1---1-------1-----1----1----1 
1 6 1 1 0.05'5 1 1 12.680 1 H."5 1 ·ll,582 1 0.531 1 27,223 1 1 
l-l-··l-··--1------1------·-l·-----:-----1---------1-------:----1---1 
1 1 6: 1 36.795 1 : -0.519 1 1 1 -19.lll 1 1 9.920 1 
1--1--1-----1------1---------1--------1-------1----------1-----1----1---1 
1 s 1 1 o.1m 1 1 37.997 1 1-0.946 1 -35.9'6 1 1 :u.m 1 1 
1--l-·l·-----1---·-·l--------1-----1----1--·---·--1-------1-------1-------1 
1 1 5 1 1 64.99S 1 1 -o.m 1 1 1 -55.069 1 1 46.643 1 
1--1--1--------1------1-------1------1----·-l ··---------1-------1-----1-------1 
1 4 1 1 o.1784 1 1 37.997 : 1-0.099 1 . -l.775 1 1 o.m 1 1 
1---1--1------1-------1---------: --------1------1----------1---------1------1--------1 

1 4 1 1 61.995 1 : -0.'65 1 1 1 -:18.884 1 1 53.254 1 
1--1---1----1-------1------1----1----1-------1----1-----1-----1 
1 3 1 1 o.me 1 1 37,997 1 1 o.w: J0.611 1 1 2u12 1 1 
:---1--1---1------1-------1-----1-----1-----1-----1-----1-:---1 

1 l 1 1 64.995 1 1 -o.Ut 1 1 1 -28.233 1 1 12.253 1 
1---1---1-----1-------1--------1----1-----1--------1------:---1----1 
1 2 1 1 0.1781 1 1 37.997 1 1 1,240 1 47.I04 1 1 :18.409 1 1 
1---1---1------1-----:-------1----1----1-------1---1------1-----1 

1 2 1 1 11.m 1 1 0.2.a 1 1 1 11.111 1 1 1.529 1 
l-·l···l··--·l·-··-·l----·-l---1---·l··-------1---·-l··--·-·l-·····I 
1 1 1 : 0.11111 : 37,997 1 1 1.000 1 37.997 1 1 37.997 1 
1---1-1------1-----1--------1------:------1-------1------1-----1-------1 
1 1 1 1 1 5U'8 1 1 1.000 1 1 1 56.1'8 1 1 '6.168 1 
:-1---1-----1---·--:--------1------1-----1--------1----:----1----1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1--------------------------------------------1 

I•'• - • 2131 i : llUlt 1 113.467 1 --------- :-----------: 
Empleando el cociente de Grandall1 

V * 6X 183,467 
w2 = wz --------- = 213 * --------- a 213.907 rad/segª 

FX 182.689 

Por lo tanto, para la siguient• iteración, se considerara: 

w2
2 •up a 213.907 rad/seg3 



4"• ltaraciOn 

'----------------------------------··---·-··--·-·I 
1 M 1 E 1 1 1 k 1 •ª-· 1 ,U 1 11 1 F • •'-1 1 V 1 Dlf, 1 
1-1---1------1----1-------:---1-----1---------1-----1----1 
1 • 1 1 o.osts 1 1 12. m : 1-1.456 1 -11.m 1 1 -o.045 1 
1-1-1------1-----1--------1------1---1------1----1---1 
1 1 6 1 : 36.1'5 1 1 -4.503 1 1 1 ·ll.4'111 1 
1---1-1----1------1-------1------1----1-------:-----1 
151 111.1m 1 1 JS.m 1 1-M53 1 -36.3" 1 1 
1---1-1-------1------1-------1-----1-----1--------1-------1 

1 s 1 1 44,m 1 1 -o.8" 1 1 : -sus• 1 
1--1---1----1-----··l-··-----:------1----1-------1-----1 
: • 1 10.17141 : 38.159 1 1-0.109 1 -4.160 1 1 
1---1---1----1-----1---------1------1-------1-----------1-------1 
1 1 4 1 l 44."5 : 1 -0.908 1 . 1 1 -S'l.015 1 
1--1--1---1------1--------1-----1------1-----------1-------1 
1 l 1 1 0.1714 1, 1 38.159 1 : 0.799 1 lo.498 1 1 
1-1-1---1------:--------1----1-----1---------1-----1 
1 1 1 1 1 w.m : 1 -o.m 1 1 1 -21.m 1 
1-1--:---1-----1------1------1-----1-----1----1 
1 z 1 1 0.1714 : 1 31."9 1 1 1.231 1 47.227 1 1 
1-1--1----1------:------1---·-·l--·-l--------1---·I 

: 2 1 1 11.m 1 1 o.m 1 1 1 11.109 1 
1-1--:-----1--------1----1-----1----1-------1------1 
: 1 : l 0.1714 1 1 31.159 : 1 1.000 1 38.159 1 1 
1-1--1----:--·---1---1---1---1-----:---1 

: 1 11 : "·"' 1 1 1.oeo 1 1 1 "·"' 1 
1-1---1----1--1---1---1----1-----1---1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1----------- -------1 
1 .. , _. Ztl.0'71 

Como pu•d• observar••• la diferencia final da asta ultima 

iteración •• d•spraciabl•, por lo qua1 

w. • 14.626 rad/attg 

Ta • 2W/w2 • 2~/14.626 • 0.43 seg. 

1:11:11 



* C~lculo del tercer modo de vibrar 

Uti lizando1 

De la solución del Ejemplo 111 w~, = 26.658 rad/seg 2 

w23 •UP = 25 H 26.658 = 666.45 rad/segz 

Por facilidad, se supondrá para la primera iteración: 

1---------------------------------------------------1 
1 M 1 E 1 1 1 k 1 11121 •• ,. 1 t. l 1 11 1 f • ,.• .. ,1 1 V 1 Dlf, 1 
1-+-1--1---1-----·-l ·-··--l----·l--··-----·l------1---··· I 
1 6 1 1 o.om 1 1 35.718 1 1 1.161 1 41.454 : 1 26.420 1 
1--1---1----1-----1------1------1----1--------·l··------1-~------1 

1 1 6 1 1 ·34,795 1 i 0,409 1 1 1 15.034 1 
1---1-1------1-----1-----1-----···l---1----·-··-··l·-------1 
: s 1 1 o.11H 1 1 101.034 1 1 0.152 1 ao.~39 1 1 
1--1---1------1----1------1-------1----1--------1-----1 

1 5 1 1 U.995 1 1 1.470 1 1 1 95.573 1 
1--1--1---1------1-------1-------1----1--------1-----1 
1 4 1 1 0.178' 1 1 107.034 1 1-0.718 1 ·76.861 1 1 
1---1---1----1---··l--·---1------1---1----····l-·------1 

1 4 : 1 64.995 1 1 0.288 1 1 1 18.712 1 
1--l·-l---·-l·-·-···l·-----l--·-l---1---;...-·l----·-·I 
1 3 1 1 o.1m 1 : 101.034 1 1-1.001i 1 -101.m 1 1 
1--1---:----:------:------1------1---1---~---l-·.·----1 

1 J 1 1 64.995 1 1 -1.m 1 1 · 1 ·89.0011 
1-1--1---l·-··-··l--·--l--···--l---l-·----l-·-···I 
1 2 1 1 o.1m 1 1 101,034 1 1 o.363 1 JS.m 1 1 
i--1-... -:---1-----i-----1------1----r-------1------1 

1 2 1 1 78.732 1 1 ·0.637 1 1 1 ·50.166 1 
1--l-··l-----l··-··--l---1-------1--1------1-----1 
: 1 : 1 o.1m 1 1 101,034 1 1 1.000 1 101,034 1 1 
1--1-1----1-----1------1-----1--1--------1----1 

l 1 1 1 56.868 1 1 1.000 1 1 1 5",868 1 
1--l-··l·---1-----1---1----1··-1---·--·l----··I 

1 1 1 1 1 1 1 
1-----. ----------. -- --------·-1 

134 



2d" iterac:i6n 

l-··---·-·-··- 00·-----------------··----·------·--··-------------1 
1 H 1 E 1 1 1 k 1 1M21owo. 1 Al l 11 1 F • n• •• ,X 1 Y 1 Dlf, 1 
1···1···1··-····l·--·-··l··--·--1-····-·l-···l----·l···-····~l-·-···I 
1 6 1 1 0.0595 1 1 . 35.123 f 1 1.278 1 44.873 1 1 23.436 1 
l-··l·-·l······-l-·-··-··l--·-·-l·-···-·l·······l----·-·l----·1--1 
1 1 ' t 1 J6. 795 1 1 o.583 1 1 1 21.m 1 
l-·-l···l·-····--l·----·--l····-··--f-·---·--l··-···l·-----···-l-----1 
1 s 1 1 0.1784 l l 105.250 1 1 o.695 1 73.103 1 ¡ 
l···l·-·l······-l·--···-l-·····-··l·-----1------1-----1------1 
1 1 s 1 1 64.995 1 1 1.455 1 1 . 1 94.540 1 
l-·-l··-l-------1--~-----1------1----··-·l--·-·l·-------1-----~1 

1 4 1 1 0.1784 ¡ 1 105.250 1 1•0,760 1 -79.967 ' 1 .1 
1--l···l-------1---·----l-···----1--------1-----.:..1----1----1 
1 : 4 1 1 64.995 1 1 o.m 1 1 1 14.573 1 
l··-l···l····---1-------·l-·····---1-----1----1-------1--· --1 
1 3 1 1 o.1784 1 1 105,m 1 1-0,994 1 -103.521·.1 r· 
1---1---1------1--------1-------1------1-----1-..;.-·-· -1-;__._. 1 
1 1 3 1 1 64.995 1 1 -1.369 1 1 '. . 1 ~88.954 1 
1--·l···l··----l··-·····l···-----··l-·····l-----1~---:..:.~1--..;.-:--I 
1 2 1 1 0.1784 1 1 105.250 1 1 0,385 l. 4o.572 1 1 
l·-l-·l-·-··-l------1----------1~---~--1--..:.-1.:..--· ·---1------1 
1 1 2 1 1 78.732 1 . . 1 .. -0.615 1 1 1 ·48.382 1 
1---1--1------1------1---~·--:-l-·l--~-1---1----1 

111 10.1m1 · 1.ios:2so .. 1, ... 11~0001 t05.250 1 1 
l··-1---1---·····l····-~--1~-~~--~.;.;1~-~~--1----1------1-----1 
: 1 l 1 1 56;Ílhá;I ';t¡-{;>. 1 1,000 1 1 1 56.868 1 

i~~1=1====~-~==~ú)~; .. '.~:--__ l=~=:-====l===~¡ 
I•ª• - ~·5901'' .· · . ........... -.... --... -. 

Oif.'r··· 
30 1 

.1· . 
25 1. 

1 
20 1 

1 
15 1 

1 
10 1 

1 
5 1 

/ 
,/ 

.+ 
+ 

1 . ,,..,.. 

O 1--------'-------------------------------------> w2~ 
510 520 530 540 550 560 570 580 590 600 610 

. .. 
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3'""' iter-ac:ión 

l ··--··-----·--·----------·---------------------------------1 
1 H 1 E 1 1 1 k 1 .. _. 1 .td 1 X, 1 F • •'-1 1 V 1 FI 1 YU. 1 
1···1-t--·l-·····l-··-··-l···--·l-··-I 1-1---1---·I 
1 6 1 1 0.05'5 1 1 31.075 1 1 l.IOI 1 5"974 1 ·l,'40 1 100.&0t 1 1 
1--1--1~---·-l·---·--l--·--l··----1-·-l-··---·l---1---1-----1 

1 6 1 1 36.795 1 1 J,571 1 1 57.814 1 1 90.I~ 1 
l ••• l ··-1-----1---·----1 ·-----·-1-------1 ·------1----------:--------1-------- :--------1 
1 s 1 1 o.1m 1 : 91,120 : 1 0.230 1 21.401 : : 4.924 1 1 
1---1--1------1--------1-------1--------1-----:------1-----:-------: --------1 
1 1 5 : : 64.995 1 1 1.219 1 1 1 19.221 1 : 96.570 1 
, ........ , ...... :-·---:-.............. 1-------r-------1---1---1-------1---1-.. -----1 
1 4 : 1 0.1114 : : 93,120 : 1-0.989 1 . -92.on 1 1 91.oH 1 
1---1--1------1--------:----·---1-----1---1-------1------:------1-----: 
1 1 4 1 1 64.995 : 1 -0.198 1 1 1 ·12.856 : 2.545 1 
1--1--1-------1--------:-----1----~-1---1------1------:·----1-----1 
1 3 : ' 0.1184: : 93.120 : 1-0.791 1 -73.639 1 1 58.248: 1 
1---l·--1----1------1-------1------1--1------1----1---1-----1 

1 l 1 1 64,9'15 1 1 -1.m 1 1 1 -86.49' 1 1 m.1zs 1 
1---1--1-----1-------1------1---1----1------1-------1----1------1 
1 2 1 1 o.1m 1 1 93,120 1 1 o.540 1 so.m 1 1 21.m 1 1 
:---1---1----1------1-----1------1--1-----:-----:------1---------1 
1 : 2 1 1 78. 732 1 1 -0.460 1 1 ·36.252 : : 16.676 1 
1--1---1----1-------1------1-----1-----1------1-----1-----1-----1 
: 1 : 1 0,1784 1 1 93.120 : 1 1.000 1 93.120 1 : 93.120 : 
:--:---1---1------1-----1----1---1------1----:-----1-----1 

: 1 1 1 5ó.B6B 1 1 1.000 1 1 : 56.868 : : 56.968 : 
:---1---1-----1------1-------1-------1-----1-----1----:------1-----1 

1 1 
:--------.. -------------------------------------------: 

1 ....... 5221 i 1 315,297 1 378.610 1 .. ----- 1------------.. 1 
Empleando el c:oc:iente de Gr-andall: 

V * AX 378,610 
w"' = w"' ---·------ 522 * = 526.609 r-ad/segª 

FX 375.297 

Por lo tanto, par-a la siguiente iter-ac:ión, se considerar-~= 

w="s •up = 526.609 rad/segª 

1:1• 



4"• iteración 

1-----------------------1 
1 N 1 E : 1 : t : •'-· 1 Al 1 la 1 F • _._, 1 V 1 Dif. 1 
1--i-r---·:----1----:-----1---t-----1-----1---·-1 
1 6 1 : º·°"' : : Jl.3C9 1 : 1.181 1 55.827 1 1 0.053 : 
1---1-1------1--:-1---1----: -1-------1----1 
1 1 6 : l 3'.795 : : 1.516 l 1 55.774 1 
1-1--:---1---1-----1-----1--1------1--------1 
1 s : : o.1m : : 93.942 : : 0.265 1 24.863 1 
1--1---1---:------1------:------1--1------1-------1 

1 5 : : 64.995 1 : 1.241 : : 90.637 1. 
1--1---:---:----1---:·-:-·---1----1-------i---r 
1 4 1 : 0.1784 : : 93.942 : 1-0.976 1 ·91.683 : 
1-1-1---1-----1--------:------1------1------:-------1 

1 4 : 1 64.995 \ : -0.170 1 1 -11.046 1 
1-1---1---1-------1---------:--------:------1-------1------1 
: 3 1 1 0.1784 1 . 1 93.942 1 1-0,806 1 ·75.734 1 1 
1-1-1--1-----1------:-----:----1------:------1 

131 16M951 l·l,JJSI 1 1-116.7801 
1---1--1---1------1----1-----1---1-----1--1 
1 2 1 1 0.1784 1 : 9J.942 1 1 O.S29 1 49.706 1 1 
:-1---1---1-----:----1---1-----1-----1------1 

: 2 : : 78.732 : 1 -0.471 1 1 1 -37.074 1 
:--1--1----1-----:-----1----1----1-----1--1 
: 1 : 1 o.rm : 1 93.942 1 1 1.000 1 93,942 1 . 1 
:---:--1---1-----1----1------1------1------1-----1 
1 1 1 : l Só.Bba 1 1 1.000 1 1 56.868 I 
:--1-.. -1 .. -----l·--·l--·---1-------1------1----------1----1 

l : 
1--·-----·--·-------------------...:--------r 

:.• ..... 526.6091 

Como puede observarse, la diferencia final de esta última 

iteraci6n es despreciable, por lo que: 

W3 22.948 rad/seg 

T~ 2n/w3 = 2n/22.948 = 0.274 seg. 



EJEMPLO 14.- De la estructura que se indica en el Ejemplo 10 1 

calcular las frecuencias y modos de vibración aplicando el método 

de Jacobi, 

Solución 

Las ecuaciones del movimiento vienen dadas por: 

(1) 

Utilizando los datos y desarrollando (1) tenemos: 

(2) 

-k 

Dividiendo por k y haciendo A = mw2 /k la ecuación <21 resulta: 

-1 

2 (3) 

-1 

La ecuación (3) ea del tipo: 

CAlCXJ = ACIJCXJ analizado en el caso A 

A continuación, siguiendo el proceso ya indicado para aplicar 

el método de Jacobi <caso Al, obtenemos loa resultados qua se 

indican en la siguiente tabla. 

1:1• 



CAoJ = 
' ' ' 

1-------------------------·--------~--·;._.;...;,_~---1 1 • 1 [A,,J IEl1111t11 1 t.,, 2& I' 1111 &. 1 CDI& 1 IT •. ,!' 1 
1 1 l11r 1l11hldol 1 1 1 .. · · · 1 
1---1-------~------1----·-· -· +·--1·-~-1-::-~1-...:..:. ........ __ I 
1 1 2 -1 .'o.,, t ·. · 1 , 1 . , ;;.:·· 1 ·• ;:.:•· i"coit ·m• o 1 
1 1 r.. 1 :> , 1 ;:/i;r;;r\•;::,:<r- ; · 1 
1O1 ·I ·I 1 · 112 · 1 · l-0.1071 l)0,7071'111ne case O 1 

: : º ·I 1 : . .. · :: .;,:F·r:ft'Y.'>, 1 º º 1: 
l--1-----··-··--l··-·-l-"··-~l--~1--~-1-----···--I 
1 1 3 O o.70711 I · '.,•;¡ '.:~ i/z.I · 1 m• o ·u11tl 
1 1 1 1 .' ·¡q· !S•'' 1 1 1 
1 1 1 -o. 70711 113 1 o; 70711 0:302f 1 M530 1 o o : 
1 1 1 1 · • I:'.' \>J> 1 
1 1 0.1011 -0.1011 1 1 1 f'. " :<1 1 1111• o ca~I 
1--1-----------------:-------1-----1---;-1~---1-----·---1 

: 1 l.2246 -0.2142 o 1 1 1 1 l 1 o o : 
l 1 1 l 1 1 l 1 
f 2 f-0,2142 ·0,67391 21J M,9"6 1 -0,6463 1 0.7631 l O CDS& -11n1ti 

1 : 1 1 l 1 1 
l 1 o -o.6739 o.m2: l 1 1 l o une cos&I 
:-1---------------1---------1----l·---1-:----1---·-·-------1 
: 1 3.2246 -0.1635 ·0.13841 1 1 1 l colf ·me o 1 
1 1 l 1 l l 1 
l l 1-0.11135 1.5708 o l, 112 1-0.1977 1 -0.0974 l o.9952 l slftlt cose o l 
1 l 1 1 l 1 1 
: l-0.1384 0.20441 l 1 l o o 1 l 
1--1-----------:-------1---1---1---1---------1 
1 : 3.2403 o ·0.13771 l 1 l e~ O -11nel 

1 l 1 l 
l 4 : 1.5546 -0.01351 1,3 f-0,0907 l ·0,0452 l 0.9990 l o o l 
1 1 l 1 1 1 
1 1-o.1m -o.om 0.20441 1 l 1 san& o carel 
1-1----------:-----1---1---1-----1------1 
1 : J.2467 0.0004 -0.00011 l l 1 l 
l : 1 l 1 
1 5 : º·*' 1.5546 -0.01351 l l l 
l 1 l 1 l l 
l H>.0001 ·0.0135 0.1'1821 l l l 1 
1---------------------·--·-··----·---------------1 

' En CA..J vemcs que ya prácticamente hemos obtenida la 

diagonalización de la matriz CAol por lo que tenemos: 

A1 • w2
1 0.1982 k/m 
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Finalmente la matriz de configuraciones modales $ se obtiene a 

partir de: 

t
0.7071 0,7071 ~ r.9530 o ·o.mJ t0.6739 

cr,m,s ~ 0.1011 0.1011 ~ 1 o 1 o • o.6m 
o L J.l029 o o. 9530 o.3029 

o. 7071 -o. 214j 

o. 7071 0.2142 

o o.mo 

t
.6739 0.7071 

1r.itr,m,1 • o.6739 0.1011 

0,3029 

·0.214J t o. 2142 o o. )óJl M:JC::::: :::::: 
0,1,J [o.Jo29 -o.6159 

0.6205 
o.m~ 

M'l30 O -0,64.\3 o. 7272 

t
o 6739 o 6790 o.m~ t·"'s2 o.om 

11,m.m.m.1 • o:6m 0:4012 o.62os o.om o.9952 

0.1029 ·0.6159 0.7272 o 

:J.C::::: :::::: :::::~ 
1 [~.:im -o.se1t o.mtl 

""."l. ~::: ::: ::: l 
0.999J lJ.3282 ·0.5834 0.71~J 

r5~7 0.7404 0.320~ 
11> = -0,7370 0.3336 0.5878 

0.3282 -0.5834 0.7428 

Normalizando 

[1,0000 
1.0000 

1.000 J 
11> .. 1.2477 0.4506 1.8340 

0.5556 -0.7880 2.3176 

modo 3 modo 2 modo 1 
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EJEMPLO 15.- Encontrar la solución general a la vibración del 

sistema del Ejemplo 10, cuyos datos se indican a continuación, 

le:, ,' 
1 

toP', 
\ , 
'( 

1 . , 
,,_, .. ,, 

·'· 1 1 
\.r' 

1 
I 

,--'1 
.l , \ . , .,. 

.... ', 
1· 

1 

Datos: 

013 = 

\ 

1.00001 

,,, = 1.8019 

2.2470 

34741 kgf/cm 

55 kgf-seg°'/cm 

t
1.ooo \ 

"ª = 0.4451 

0.8021 

. { 1.000) 
'"" = -1.247 

.0.555 

w, = ./0.1981k/m' Wz = ./1.5549k/m "'" = ./:s.2470k/m 
1 

..,..... ~~ ~--·' 1 
' 1 1 
1 1 

.-.--.. d, (O 1 
d,(f) -d .. (i) 1 ____ .¡ 

da(I) 

Condiciones iniciales: . . ¡ 1 l 
O,. .. : cm ,_ ·{ :1 

Solución: 

Modo 1: 

o (1) 

donde: 

Tenemos que: 

M = [:' : : ] 

O O m,. [

k, + k.. -k:z 

K = -k:z k:z + k,,. 

o 7k,. 
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Sustituyendo v;alore&1 

[55 1) 

:] M = O . 55 Ckgf-seg"'/c:ml 

o o 55 

[ ··~' -34741 

_,.:.~ K = -34741 69482 Ckgf/cml 

o -34741 34741 

Por lo tanto: 

.... (1 1.8019 wmr : l·~·j ......... ~,. 
" 2.2470 

121 

[~ 
•14741 •. :.J~·j· -ü '""' 

k"t • (1 1.8019 2.24701 14:41 69482 

·34741 347'1 2.2470 

l3l 

Su&tituyendo (2) y (3) en (1): 

511.272 e¡. (t) + 63963.66 q,(t) = o (4) 

La &olución de la er.:u&ción (4) viene dada por: . 
q ... 

q.(t) = ----- sen w,t + q .. , CC& w.t (5) 

w. 

Dondu 

qas. .a --------

, .. 



[
55 o º]\ ll 

u 1.8019 2.24701 : ~ ~ : 

""ª • -----------~-;~- º]-~--j- . 1.2204 

11 1.8019 2.24701 O 55 O l,SOJ9 

o 55 2.2470 

161 

q .. , = -------- (1 porque o .. = CO> (7) 

W& = J0.1981k/m = J0.1981 X 34741/55'= 11.186 rad/seg (8) 

6u11tituyando (6), <7> y (8) ·en <5> 

q,<t> = 1.2204 ces 11.186t Modo 

Modo 21 

Siguiendo un proceso an4logo al modo 1 tenemos: 

m•,.q.,(t) + k•,.q,.(t) = O 

dondar 

Realizando oparacionas1 

'°• • C1 o.4451 -o.eome ~ : l o.:45l • 101.281 tg/·119•/ca 

~ 551-0.902 

t-,. u 

f 
&9482 -mu 

O.HSI -O,I02U 347

0

41, 69482 

-34741 
-~:J o.:15l• 99171.138 t1f/c1 

m1Jo.eo21 
Sustituyendo (11> y (121 en <10) 

101.281 q,.<tl + 99478.138 q,.(t) =o 

14:1 

(9) 

(10) 

uu 

1121 

(13) 



L.a ilOhlc:ión dm 1&1 OC:llAIC:ión (13) 1 

( 14) 

Donde: 

r"" .. MD .. 

U5l 

q~:JI' = -------- e:. (1 porQL1e D~ ( 16) 
f'"",.Nfl'., 

1'12 = ./t.55491(/m'"' ,/1.5549 N 34741/55 31.339 rad/seQ (17l 

Sustituyerido (15),· (16l y (17) en <14) 
-.1'· 

Q2(tl = -0.2803 ces 31.339t Modo 2 (18) 

Mooo 3: 

El procedimiento e•· el mismo: 

donde; 

•••• (1 ·0.24i 

(~'l. 
5S o ·-1.247 \· 157.%7 kgi-uc¡ª/11 

~ M55, 

120l 
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t·. • 11 -1.m o.555 ,¡::::: ·:::: -~~J-1'.m]· mm.m t1f1ca 

o -mo lmJl o. sss 
Sustituyendo (20) y (211 en (19> 

157.467 q3(t) + 322959.736 q::s(t) 

La solución de la ecuación (22l; 

sen w.,,t + qa::s ces w.,,t 
W::s 

Donde: 

q .. .,, 

. 
-------- = o porque Da = {0) 

o <22) 

(23) 

124) 

(25) 

W::s = J3.2470k/m 1= J3.2470 x 34741155° = 45.288 rad/seg (26) 

Sustituyendo (24>, C25l y (261 en (23): 

q::slt) = 0.0597 coa 45.28Bt Modo 3 (27) 

Finalmente la solución general del sistema no amortiguado en 

vibración libre es: 

1.0000] ¡1.0000] i'·ººº.j 
D(t) • J.8019 U.2204 COI ll.186tl t o.mi (·0.280l tos ll.339tl t i·l.247 10.om CDS 4~.288\1 

2.mo -0.8021 lo.sss 
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EJEMPLO ló.- Para la eatructura ideali%ada del Ejemplo 15 calcular 

la matri% de ~mortiguamiento de la cual se proporciona un SY. de 

porcentaje de amortiguamiento para el primer y tercer modos de 

vibración. Se supone que la estructura tiene un amortiguamiento 

Rayleigh. lQué razón de amortiguamiento tendrá el segundo modo de 

vibr-ar? 

Datos: w1 11. 18b rad/seg 

31. 339 rad/seg 

45.288 rad/seg 

[ 

69482 

1< = -34:41 

-34741 

69482;, 

. -34741 ·. 

Solucicn: 

. ·.r CI 

Utilizando "~, .= 1 /21 _;~";.:. 
.•.· · 'L·w~ 

·:' 

r 
··: 
·1 -11. lSb 

1/21 

l. 45. 288 

... . 
jlw, : tenemos: . _, 

11.1~ l[ Q(.] 

45. 288 1 11 
..J 

r. • r •. º·ºs 
Resolviendo <Ii tenemos: 

[o:]= [0.89704] 

11 0.00177 

Por lo tanto, la matriz C se obtiene1 

e = aM + 11K 
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(A) 

<I) 

(lI) 
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IA): 

Suatituyando <IIl en <Itll tenamaa: 

e • o.a•10• [:• :• 

[172.'7 -61.52 . 
e = -61~ 52 · 172.37 

-61.52 

:].+ 0.00177 
[ 

ó94B2 -34741 

-340741 69482 

55 -34741 

-·~-·~] en Ckgf aeg/c:mJ 

110. 85 

o ~ -34741 

34741 

Para obtener ~z utilizamos la relación dada por la ec:uaci6n 

[

. 1 

~2 = 1/2 ------
31. 339 - 31.339 J [:] 

Sustituyendo a= 0~89704 y 1:1.= 0.00177 en <IV> tenemos: 

~ .. = 0,0421 4.21/. 

<IV> 



EJEMPLO 17.- Encentrar la solución,general para el sistema. 

amortiguado que se mue'iltra en la figu~a y cuyos datos (que •e 
' ' 

•' 
obtuvieron en Ejemplos 15 y 16) 11e indic~n a continuación. 

Datos:·' 

C~ndicionsio·irí'iciale~: 

º" _'¡ : )· '"' ·~ · l :1 . l 3 ;' .. '. ' o 
> ... \: ;, : 

m. = .m:. ..:;,m~· =.5S)gf..:sag'"lcní 

k • = kz ., , k:io ;,,;\34741 kgf /cm · 

[

55 o 6]' 
M = O 55 O 

o o 55 

[ 69492 
-34741 

o J K = -34:41 69482 -34741 ' 

-34741 34741 . 

[172.37 -61'52 

ºJ e -61. 52 '172.37. -6L52 .· 1W~85 ·. o -61.52 

~-'°ºº 1. 0000 ··:r ,1' .· . ,, 'c. 

!¡) = 1.8019' 0.4451 ' -1.247 >' 

2. 247(1 -0.8021 ' 0.555 ' 

~. 0.05 Wt 1i.181:. rad/seg 

~2 0.0421 W:z = 31.339 rad/seg 

't:s = o.os W:s 45.289 rad/seg 
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Solución: 

Modo 1: 

( l ) 

donde: 

Sustituyendo valoras: 

r· T l 1•1 • CI 1,8019 2.2470> O 55 o l,8019 • 511.272 kgl·119•/c1 

o 55 2.2470 

m 

["" ·61.52 

... :~¡,.:.,'.}. "'·'" ,,, "''" e•, • (1 t.8019 2.2470) 61.:2 172.17 

-61.52 110.as 2.2110 

l"m 
-34741 

... :.l:·J "'"·" ''"" t•, • (1 1.8019 2.2410) l4:fl 69482 

-34741 34741 2.2410 

141 

Sustituyendo <!2>, !3) y <4> en (1): 

511.272 q,(t) + 571.932 q,(t) + 63963.66 q, =o (5) 

La solución de la ecuación (5) viene dada por: 

q,Ctl = exp.c-'t',w,tl [-~'.:~-~-:~~~~~~sen .w' 1 t + q,,, 1 ces w' 1 tl 
w'1 J 

••• (6) 

Donde: 

148 



171 

. 
l¡ ... = -------- o porque 0 0 = <O> (8) 

w, = 11.186 rad/seg (9) 

w·, w,./l - '( 2
1

1 = 11.186v'i - <0.05>"",. 11.172 r«ad/sag (10) 

Sustituyendo <7>, <S>, (9) y (10) en (6)1 

lo + 10.os1111.1s6> 11.220411 J 
q.<U • 11-o.os1111.1s611t1 ······-·-·····--··-···· un 11.112t + 1.2204 ~º' u.mt 

11.112 

Reiliundo oper¡tiones: 

q,!H • &0,5593t¡o,Obll sen !1.172t + 1.2204 m 11.l12tl !lado 1 

Modo ~: 

Siguiendo un proceso análogo al modo (1) tenemos: 

donde: 

m-2 101.281 kgf-seg 2 /cm 

c*2 266.998 kgf-seg/cm 

k•2 99478.139 kgf/cm 

La solución de la ecuación (12l se expresa: 

[

Q .. 2 + ,,.wzq.,,. 
Q:z(t) = exp.C-t2w2tl --------------sen w':zt + qa2 cos 

W':a 

190 

(11) 

(12) 



Donde1 

q.,.,. ... o 

Wa = 31. 339 · rad/seg, 

w'2 = 31.339J1. ~ C0.0421>'""= 31.311 rad/seg 

Sust~tuyendo <14l, (15), <16> y (.17) en (13); 

to + (0.0421Hll.3l91 C-0.2B03ll ~ 
112 1t>. ,1-o.om1m.m1<t1 ----------------------111·31.Jllt - o.280J ca1 Jl,lllt 

31.311 

Ruliundo aper1cionm 

qa(tl • e·l,l194t C-0.0118 Hn 31.lllt - 0;2803 cas·Jt.llltl ftoda 2 

Modo 2: 

Nuevamente siguiendo el proceso ya. conocido, tenemos: 

donde: 

m•,,. 157.463 kgf-seg 2 /cm 

k*:s.= 322959.736 kgf:lcm 

La solución de la· ecuación-." (111> se· q11presa:. 

( 14) 

(15) 

( 16) 

(17> 

1181 

( 19) 

w':st + q.,.:s ces w·~t] 
••• (20) 

Donde:. 

q.,,. = · 0; O:ii97° C21> 

C22> 

W:s =.45.288.rad/seg. (23) 

w'.:s = 45~2BB./t.-· co.os¡;z'= 44.231 rad/s;;eg (24) 

1·11:1 



Su~tituyendo C21l, (221, 123> y C24> en C20l1 

t[O + I0.051!45,288110,059711 J 
q,ftl • 1<·0,0Sl<4S.288lltl ············-··-······-··- lfl «.2llt + 0.0591 m ",2Jlt 

44.231 

Rulizllldo 1111tro1eia11111 

qsltl • ,·2,2644t 10.003056 Hft 44,231! + 0,0597 COI 44.231!1 

Finalmente la solución general del sistema amortiguado en 

vibración libre es: 

Donde: 

q,<t> viene dada por la ecuación <11> 
•. 

q 3 (t) viene dada por la ecuación 118) 

q 3 (tl viene dada por la ecuación 125> 

.... 

1251 

(26> 



EJEMPLO 18.- Para la estructura mostrada en el Ejemplo 10, realizar 

el análisis sísmico modal espectral. Utilizar el espectro de 

diseho de la zona III. Alturas da entrepiso 3 metros, 

Datos: 

ka k.,, k3 34741 kgf/cm 

ma = m::1 = m:s = 55 kgf-seg"'/cm 

r-00001 t 1.000~ t'"ooº1 ,, = '1.8019 , .. .. 0.4451 ,,. .. -1.247 

2.2470 -0.8021 0.555 

w1 11.186 rad/sag w.,, = 32.339 rad/seg 

W:s = 45.288 rad/seg 

0.139 seg 

Solución: 

-34741 

-··~··]·· 
34741 

69482 

-34741 

Nodo 1: 

1.- Primeramente necesitamos obtener: 

1 = (al 

donde: 

t, = fJT ,MJ 

.t " 11 
..... '·""'t : l l · "'·" .,, . ..,., .. lb) 



m•, ,T,M,1 

t "] '·~''.'. '"·"' ........ ,. •••• 11 1.8019 2.2470) 55 o (e) 

.o 55 2.2470 

Para obtener Sa,: 

Entrando con Ta 0.562 seg al espectro de diseho zona III: 

Intt1rpolando: 

Sa,/g = 0.06 + <0.18 X 0.562) /O.e = 0.1865 

Sa, = o. 1865 >: g = o. 1965 1< 981 = 182. 907 cm/seg 2 (d l 

Sustituyendo (b), (e) y (d) y w2 , = 125.131 rad/seg"' en (a) 1 

277.69 192.907 
Qm•H • =--------X---------= 0.7939 cm 

511.272 125.131 

2.- Desplazamiento máximo: 

Dmáx, = {1.:019} 0,7939 
2.2470 

¡º .. 7939] 
1.4305 

1.7939 

3.- Fuerzas máximas: 

Fmáx, = K Dmáx1 

r69482 

Fmáx 1 = [34~41 

4.- Cortantes má>:imos: 

-34741 

b9492 

-34741 

V máH , = S Fmáx, 

o ~ \º" 7939] -34741 1.4305 

34741 1.7839 

, ... 

Cc:mJ 

{ 

5464.76~ 
... 9939.65 tkgfl 

12277.47 

(f) 

(g) 



donde1 

o 

1Jl 54ó4. 7ó} '¡27580.881 
1 9838.65 = 2~116 •. 12 

o 12277.47 ' 12277.47 

Ckgfl 

5.- Momentos de volteo: 

cJ'fe má>:, = H V máx • 

donde: 

[: 

3 

:J 
H = 3 

o 

. [: 
3 

J1. máH 1 3 

o 

3] '{ 27580. ªª1 ¡11·.· .. ª:5~6·····.·.: .. 9:28.3:. ' :11 
3 :' 

0

22116·,·1···.2, .·=' " 
3 ' 1:2277.47 

10"'!' 10"'.: . tkgf-ml 

10"' ' 

Nodo 2: Siguiendo un prOC:EIElc:J .. ~i~i 1 ar al modo 1 tenemos: 

1. -
j,. \';, .... : 

Sa~: 
qtn•M .. 

m•,. 

donde: 

. 

J,,. = 35. 365 kgf-seg 2 /c:m 

m*z = 101.281 kgf-seg 2 /cm 

Saz 103.005 cm/seg"' 

wz:z 982.160 rad/seg2 

35.365 103.005 
q"'." 2 --------- ---------101.281 992.160 

188 

= 0.0366 cm 



2. - Da&plazamiento mái:imor Dmá><., • ,.., q ..... a 

{ 

0.03661 

Omá><2 = 0.0163 

-0.0294 

Cc:mJ 

3.- Fuerzas máximas: Fmá1<2 = K Dmá1<2 

{ 

1976. 761 
Fmáx2 = 892.42 

-l::lEií". t>b 

Ckgfl 

4. - Cortantes m•btimos: 'V' m.b .. S Fmá1<2 

{ 

1271.52] 

f\/má>12 = -705.24 

-1597.66 

Ckgfl 

5. - Momanto!i de Volteo: J'\. m.i>< z = H 'V max,. 

1.-

~ máx 2 = f ~::::: : :::1 l-4. 763 X 103 

Ckgf-ml 

Hodo 3: Siguiando un proceso similar al modo 1 tenemos: 

Sa:s 

donde: 

. .. 

rÍ:s = 16.94 kgf-seg2/c:m 

m•:s = 157.467 kgf-seg2/c:m 

Sa"' 89.541 cm/seg"" 

w2 s 2050.982 rad/seg"' 

16.94 89.541 

157.467 2050.982 

1•• 

0.0047 cm 



{ 

0.00470) 

Dmáxs = -0.00586 

0.00261 

CcmJ 

3.- Fuer:z:•s máxim••• Fmá>:"" = K Dmáx::s 

{ 

530.151 

Fmá::,,. "' -661.12 

294.26 

[kgfl 

4.- Cort•ntes máximos: 'V'máx"' S FmáM.,, 

{ 

163.29} 

V' máxos = -366.86 

294.26 

[kgf J 

5. - Momento& de Volteo: J'\, máx"' H <\! máx,,. 

~~ máx"" = L:~: ~ ::1 l 882.78 

Ckgf-ml 

Superposición de respuestas modales 

.¡ (0. 7939)" + (O. 0366) :z + <0.0047).,, 

r-794· 1 = 1.4306 Dmáx ,¡ ( 1 • 4305) :z + (0,0163) :z + (-0. 00586") i:i1 [cmJ 

,¡ (1. 7839) :z + <-o. 0294>" ·-:.,--(o. 00261>-,;,' 1.7841 

Siguiendo el mismo criterio de superposición, se obtienen las 

&iguiente& respue&toils;: 

Fmáx l 5835.43] 

9900.24 

12383.20 

[kgf J 

197 



V máx = 

\

27610.661 
22130.40 

12383:20 .. 

Ckgfl 

Ckgf-ml 

, .. 



EJEMPLO 19.- Para la aatructura de acero mostrada, realizar el 

Análisis Siamico Dinamice Modal Espectral en dirección x. 

Considerar el espectro de diseNo zona III y un factor de ductilidad 

o = 4. La descripción general de la estructura es la siguiente: 

1.- Estructuración: 

© @ © 
(l) 

f.~· 
_,,, Trabes secundarias 

·(l) 
~ Trabes principales 

1.w 



.., -

[; 

Trabes: 

Trabes principales: IPR 18" K 7 1/2" x 105.6 

Trabes secundaria1;;: IPR 16" K 7'.' 1( 67.1 

Columnas: 

h 
8 

1------~---------71 
1 o 1 a 1 t4 ; t~ 1 

1.---1---1 -'--1----1----1 
1c. 1 351 351 2.51 1.31 
1-~-1---1---1----1----1 
IC:z 1 351 351. 1.61 0.81 
1---------------------1 

La rigidez de la estructura en el sentido x: 

k 1 18. 956 >1 3 = 56.868 T/cm 

k:z 26.244 x 3 = 78.732 T/cm 

k::s 21.665 x ~ • 64.995 T/cm 

k~ = 21.665 x 3 = 64.995 T/cm 

ke 21. 665 K 3 = 64. 995 T /cm 

k ... 12.265 )( 3 36. 795 T /cm 

Del análisis de las cargas se .tiene: 

m.., = 59,63 T-seg 2 /cm 

· 4.- Las frecuencias y configuraciones modales obtenidas en los 

~·Ejemplos 11 y 12 son: 

1.663 1.244 0.5351 
2.346 0.806 -0.8333 "1 = 1"2 f:s 2.860 -0.111 -0.9666 
3.168 -0.960 0.3113 
3.309 -1.451 1.6586 

'""• = 26.658 w2 2 = 215.308 w"'::s 541.376 trad/seg 2 J 
T1 = 1.217 SRg T:a = 0.428 seg T:.. = 0.270 seg 

,.a 



Solución: 

A.- Matriz ds rigidsces1 

11,+k,. -k:a o o o o 

-k .. k:a+k .. -k .. o o .o 

o -k .. k:s+k .. -k .. o o 
K 

o o -k .. k,.+k .. -k., ., o 

o o o -k .. k .. +k. -k .. 
·,,. 

o o o o -k. I<;., 

Su!it i tuyendo yal oree 1 ·. 

135.600 -78.732 o o o o 

-78. 732. 143. 727 -64.995 o o o 

o -64.995 129.990 -64~995 o o 
f( .. 

o o -64.995 129.990 -64.995 o 

o o o -64.995 101.790 -36.795 

o o o o -36.:795 36.795 

B.- Matriz de masas: 

m, o o o o o ~ 

o m,. o o o o 

o o m"' o o o 
M = 

o o o m,. o o 

o o o o m,. o 

o o o o o m. 

18'1 



Sustituyendo valores: 

178.39 o o (j o o 

o 178.39 o o o o 

o o 178.39 o o f) 

M 10-::s 
o o o 178.39 o o 

o o o o 178.39 o 

o o o o o 36.795 

Hodr> 1: Siguiendo el proceso ya visto en el Ejemplo 18 tenemo111 

1.-

donds: 

.f., rT1 MJ = 2.166 T-sag2 /cm 

-· . 
sa. = 235.44 cm/se~z 

2.166 235.44 
= 3.444 cm 

5.555 26.656 

2.- Desplazamiento máximo: 

Dm<b: 1 r. -------

donde: 3.444 cm 

Q = 4 

, .. 



,.:a 



48.962 

44,955 

38,216 .. V máxa = CTJ 
28. 727 

17.288 

4.452 

5.- Momentos de voltee: 

.M. m.lx • = H 'V máx • 

donde: 

4 3 3 3 .3 3 

o 3 3 3 3 3 

o o 3 3 3 3 
H = CmJ 

o ,, o 3 3 3 

o o o. O. 3 3 

o o o o o 3 

.596.762 

400.914 

266.049 
.M. máx. CT-ml 

151. 401 

65.220 

13.356 

tlodo 2: Siguiendo al procese tenemos: 

l~ . Sa:z 
1.- q.., ..... .. 

m•,. w'"a 

donde: 

La ,T,.MJ a 266,66 x 10-::s T-seg'"/cm 

, ... 



266.66 X l0-3 
q,.. .. ,,. :z = ---------------862. 28 )( 10-:s 

2.- Desplazamiento máximo: 

153.330 
--------
215.308 

= 0.22023 cm 

Dmáx., -------
donde: 

0.22023 .cm 

Q = 4 

0.0551 

0.0685 

0.0444 
Dm.ix,. 

CcmJ 
-0.0061 

-0.0529 

-0.0799 
3.- Fuerzas m<lximas: 

Fmáx,. = K Dm4x,. 

2.078 

2.621 

1. 716 
Fmáx,. 

CTJ 
-0.240 

-2.841 

-0.993 
4.- Cartante11 m.iMimos: 

'V m.ix., ., S Fmb,. 

.... 



Vmáx• = 

2.341 

0 • .263 

-2~359 

-4.074 

-3.934 

-0.993 

5.- Momentos de volteo: 

-23.624 

-32.999 

-33.777 

-26.7.03 

-14.491 

-2.979 

CTJ 

CT-mJ 

llodo 3: Sigui ende nuevamente el proceso ya c:onoctdo: 

/,. Sa,. 

donde: 

r:/,. ,~,.MJ = 107.03 x 10-3 T-sagª/cm 

Sa,. z 118.456 cm/saga 

q ....... 3 = 
---------------

107.03 X 10-::11 

701.07 X 10-::11. 541.376 -------- = 3.3404 x 10-2 cm 

q ....... "' 
Dmáx,. = '"' -------

Q 

, .. 



dand•• 

3.- Fuerzas máximas: 

Q • 4 

0.0084 

0.0045 

-0.0070 

-0.0081 

0.0026 

0.0139 

0.785 

0.440 

-0.676 

-0.767 

-0.773 

0.416 

4.- Cortantes máximos: 

V máK::s = S Fm•x., 

-0.575 

-1.360 

V111áx::s = 
-1.800 

-1. 124 

-0.357 

0.416 

5.- Momento• da volteo1 

rcml 

[TJ 

CTJ 

,., 



-14.975 

-12.675 

-B,595 

-3.195 

. 0.177 

1;249 

tT-mJ 

SuporposiciOn de respuestas mbdales 
' ~' ' 

Aplicando el criterio, de la raiz cuadrada de la suma de cu..Vadaa, 

tenemo5: 

Dmáx 

Fmá>: 

0,863 

1.434 

2.021 

2.462 

2.729 

2.850 

4.58:2 

7.244 

9.667 

11. 467 

13.169 

'4.580 

tc:mJ 

[TJ 



49.021 

44.976 . 
38.331 -.:. 

"'J' máK "' CTJ 
29.036 

17.712 

4.580 

597.417 j' 

402.469 

268.322 
J1. máK CT-mJ 

153.771 

66.809 

13.356 

..... 
-. 

, .. 



EJEl1PLO 20.- Para la estructura mostrada a ~ontinuación, realizar 

el an~lisis modal espectral tridimensional. Usar el espectro par& 

la zona III del D.F. 

, ... 

c.11 

./~· 

/ 

"..........-..­
'Sismo 

4• •. ~ ... 

Datcis: 

m = 55 kgf-segª/cm 

Rigidez del marco = 
~ km = 34741 kgf /cm 

Solución: 

N = 3 

2 desplazamientos: dK y dy 

gira: dtl 

1 



1.- Matriz de masas: 

donde: 

r.. momento de inercia··polar de la masa con respecto a su 

centro: 

I .. = m (a2 /12 + b 2 /12l 

·,. .. 
mH o o 

o m,.· o .. M 
~ a::a bZ 

o o m -- + --
12 12 

2.- Obtención de la rigid~z del· m~rc: 

kzM = Rigidez del muro 

MmdK 
d = ¡ __ ".'_.,.;_ + 

" ·.' El 
¡ ., 

GA,., 
( 1) 

' Ph" Ph 
d = (2) 

3EI GA., 

dende: 
tl :s 

= ----- (3) 
12 

tl 
Ac:· = (4) 

1.2 

E 
13 = -------- (5i 

2(1 + U) 

171 



Sustituyendo (3) 1 14) y <5> an <2l a 

[ 

h"' 
d ~ p -----;;;-- + 

3E -----
12 

--;~----. --;;--] 
-------- ---- 1·;: 
2(1 + U) 1.2 ~ 

d = -~~Ji(-=~j~ + 2.4c11+ u>] 
Etl~ 1 7 · 

Pasando a dividir P e invirtiendo tanamos1 

p Etl 1 
k = 

d 

Sustituyendo: 

E 4500 kg/c:m" para tabique recocido 

t = 20 c:m 

= 840 cm 

h 300 cm 

t) 0.3 

k2M = 69418 kgf/cm 

Finalmente: 

donde: 

kam = Rigidez dal marco = 34741 kgf/cm 

k.., Rigidez del Mura = 69418 kgf/cm 

.. k2M = 34741 + 69418 = 104159 kg/cm 

1 ... 

(6) 



~-- Cbtancictn de la Matriz de Rigida~ 

a.- Desplazamiento unitario en dirección x: 
d,~d ... +j 

1--'f 
I Fx = o 

f.,, - k,,. - k,.., ••• 

;; f~1•0 
ft,. "·· + k&~ 

' 1 
1 ------.,... ______ , 

. i.1. 
----------- ... a. 

f.,, 

I M 

m. -

= o 
= k, .. + k,.,. 

centro gravedad 

b b 
k ... --- + k,.., 

2 2. 

b 
ma = l 2 Cka,. - k::a,.) 

,· 
~' 

b.- Desplazamiento unitario en dirección y: 

r - - - - 7- - - - - -, 

-+ )mi.•O 
fti.• ".·f: k~1 

fi.i= k.~tka, 
- -- - -7- -

~-----=a.~---·-.1 

e,- Giro unitario d~ 
~Á 

---
1 
1 _, 

I Fy .. (J 

f,,,. - ka,,. - k,.,, .. o 
.11.i•dr•J. f,,.,. = k,,, + k:z,.. 

Í Mcm = o 

como k,,.. = k,.,.. 

m,. = o 

Í Fx = O 
b 

f,.3 = Ck,., - kz.,)---
2 

"' ÍMom 

= o 

= o 



Por tanta, la matriz de rigideces se conforma• 

b 
k'" + lea .. · o (k.., - ka .. > • 

2 

o k.,.. + k:zv o 
K" 

b 
ka .. >(-;; <k.,.. + k3y) ~;7· ka., - k3., o <k ... + + 

2 

4.- Transformaciones en la matriz da Masas y en la de Rigideces 

En ambas matrices se realizará la siguiente transformaciOn: 

a.- Intercambio del rengló!'l 3 por el 2 y viceversa. 

b.- Intercambio de la columna 3 por la 2 y viceversa. 

Por lo que ambas matrices resultan: 

r·· 
o 

:J M = o m Ca'"/12 + b'"/12) (7) 

o o 

b 
et,. t t •• 1 tt,. - t .. 1-- o 

2 

b. ¡ .. 

K• <t,. • ka.>··- lk,. + t .. { ~1 t (k,, t •• ,>(-;; 111 
2 

<k,, t ... , 

De la observación de las matrices 171 Y. (8) se concluye que- el 

Movimiento está desacoplado con respecto al eje y. 



• 

5,- Cálculo de w,, T., p,, i = 1,2 

Como el movimiento e•tá de1Hcopl;ado en direccidn y··tenemos: 

I« - w"fll • 

Sustituyendo: 

mw = m = 5.5 T-seg2 /m 

kaw = 3474.1 T/m 

kaw = 10415.9 T/m 

kav ~ 3474.1 T/m 

k:av = 3474,1 T/m 

a = 8.4 m 

b = 7.2 m 

[

13890 - 5.5w2 

CK - w2MJ = 
-24990.48 

-24990.48 J 
302580.65 - 5ó.10w2 

Ost CK - w2 MJ = o 

Realizando operaciones la ecuación caracter!stica resulta: 

(wªlª - 7919.049w2 + 11,597 x 10• =O 

cuyas soluciones son: 

1939.471 rad/segª 

w2
2 = 5979.578 rad/seg 2 

w, = 44.039 rad/seg 

W2 = 77.328 rad/seg 

17• 

f 
Ta = 0 • .143 aeg 

Ta ,. 0.0183 seg 



Sustituyendo ..a, • 1939.471 rad/a119• en1 

CK - w'"MJ" "' O 

tenemos: 

[ 

3222.912 

-24990.480 

-24990. 480 ] 1 "" ·1 J º} 
193776.349 l,.,, lo 

3222.912 ,Hl - 24990.48 ,~l O 

haci aneo ;>,. & = 1 obt.,,emos el pr i•er 

modo da vibrara 

Sustituyendo w2 2 = 5979.578 rad/seg 2 en (10): 

[

-18997.681 

-24990.480 
-24990.480] í "H2} J ~º:'} 
-32873.701 l "~2 l 

-18997.681 "H2 - 24990,48 f&2. 0 

hacienco ~ .. 2 = 1 ae obtiene el segu•do 

El tercer modo d8I vibr.ar viene dado por: 

.. fl 

·-

(10) 



~.- Determinación de raspuastas modales 

11odo 1 

l .. 

pero: 

w, = 44.039 rad/seg ' T, = 0.143 seg 

---> con las transformaciones: J =ls:n ªJ 
cos a 

El ángulo a se mide como se indica 11n la figura: 

~--~~-----> 
En nuestro caso a ·{] 
Entone .. : 

l. = {1 0.129 0) r:· 5 ~:. 1 : ] : ¡. 
o o s~] o 

177 



Saa = C0.06 + (0.18 X 0.1431/0.Sl H 9.81 = 0.9042 m/seq• 

12.7369 0.9042 
q,.. ... 1 = -------- • 0.00~23 m 

6.4336 1939.421 

b.- Desplazamiento m4ximo1 DmAx, • ,, q.,.." 1 

__ .. { .. ·:· J .. 000923 • r .~~:~:· 1 .. ::. 

[ 

13890.00 -24990.48 

FlllÁHa m -24990.48 302580.65 

o o 

Hod<> 2 

O ]{0.0009231 ' 9,846b, <TI o 0.000119 • 12,9409 cr ... , 

6948.2 o o 

'ª +~7·~1 Wa = 77.328 rad/&tlCJ 1 Ta = 0.0813 984J 

r--,,. .. - q ....... . .. 
m•. .... 

--= 
~· ... 

l .. C1 -0.7602 O> -37. 1472 T-999•/m. " 

, 78 



m•z a (1 -0.7602 O> ~.S 5:.1 :]¡-0~76021= 37.9204 T-s•Q2 /M 

~ o 5.5 o J 

Saz= C0.06 + (0.19 x 0.0913l/0.8J x 9.91 = 0.768 m/segz 

-37.1472 0.768 
q,.. ..... = -0.0001259 m 

37.9204 5979.578 

b.- Oaspl•zamiento máximo• 

• { ""· :•021 e-o. 00012S11J 

c.- Fuerzas máximas1 Fmáx2 • K Dmáx 2 

[ 

13990.00 

-24990.48 

o 

-24990.48 

302580.65 

o 

: ]{-:: :::::::} a f ::~ ::::: 1 
6948.2 o l o ~ 

Hodo 3: Siguiendo el mismo proceso y en vista de que está 

desacoplado se tiene: 

c.- Fmáx3 = <O> 

7.- Superposición de respuestas modales 

Empleando el criterio de l• raiz cuadrad• de la suma de 

cuadrados, se obtiene1 

..... l::~~:::1 Cradl 

(mi f. 10.68071 

FmAx ª l34.:967 \ 

(111) 

<T-m> 

(Tl 

CT-ml 



E~Efl'l.O 21.- Para la ••tructura indic4ld4l, proporcionar los elementos 

de la columna. 

•I 

.------ ··--1 

: :: 1 
1 :1 1 
1 ... - - -~- -- 1 - - - .ig.. - - - .i: 

, ¡ 1 
1 & • 1 1 A I ~ 

'~ 
•I 1 - - - - ,.- - -. ---· 

Espesor da losa; 10 cm 

Para las vigas: 

Corte A-A 

'º'"" I 
¿r··1 ... ~ 

Corte B-B 

n I,t't .... 
lioc..,~ 

.,., 

' \ 
\ 

' \ 
1.-·Matriz de Masas: 

Datou 

CV = 100 kg/m'" 

""' = 2.4 Tlm"' 

(1) 

I. = Momento de inercia polar da la 

masa con respecto a su cantroa 

m 
I .. = (2) 

12 

Cálculo del peso: w 

Loaa1 10xlOx0.1x2.4x1.033 = 24.79 T 

Trabas: 10x6x0.50x0.20x2.4 = 14.40 T 

Carga muerta: Wm 

Carga viva: Wv = 0,1x10x10 = 10.00 T 

W = Wm + Wv "' 49.19 T 

1•a 



m = 
. ~ . ' 
' ( 

g 

Sustituyendo valore& en (3) 

m = 49.19/9.81 = 5.0143 T-aeg"'/m 

Su&tituyendo valore& en (2) 

lo= 5.0143/12 X 10ª e 41.786 T-&egª/m 

Finalmente, &u&tituyando valore&, la matriz da masas queda• 

CT-seg"'/ml 

2.- Obtención de la Matriz de Rigideces: 

La matriz da rigideces se obtiene invirtiendo la matriz de 

flexibilidades; esto esr 

~ 
.. 

K = 
k:u [

f •• 
F-• = 

fza 

f ... 1-· 
f,...J 

a.- Matriz da flexibilidades: 

fI:::::::::.. L"' 
fs. t. = 

EI., LI::::::::::... 3EI., 
L 

L 
f,.,. ¡·c:::=i 

Ele •c::=::J EI., 
L 

L"' 

EI., 2EI., 

Por lo tanto, la matriz de flexibilidades rasulta1 

L"' L"' 

3EI,. 2Ela 
F = 

L" L 

2EI,. El., 

,., 



La inver&a de la matriz F es1 

[
_::::: 

L'" 
F-• = 

-6EI., 

L:z 

=~=~:] L'" 

4Eic 

L 

;¡ K 

b.- Sustitución de valore& en la matriz K 

Suponiendo una sección de columna de 50 x 50 cm 

E = 1.5 x 10• T/m 2 

I., = (0,5)4/12 - C~ (0.1)4J/64 ~ 0.00521 m4 

La matriz K resulta: 

= [ 434.17 
K 

-1302.50 

-1302.5] 

5210.0 

3.- C~lculo de; w., T1 , "•• i • 1,2 

CT/mJ 

= [
434.17 - 5.0143w2 

CK - W2 MJ 
-1302.5 

Det CK - w2 MJ = O 

-1302.5 J 
5210 - 41.786w"' 

Realizando operaciones, la ecuación característica resulta; 

<w"'l'" - 211.2693w'" + 2699.022 =O 

Cuyas soluciones son: 

w'"• = 13.6583 rad/seg2 w, = 3.6957 rad/&eg ; T1 = 1.7 seg 

(4) 

197.611 rad/seg'" 14.0574 rad/sag ; T2 = 0.447 seg 

Sustituyendo w2
1 13.6583 rad/sag'" en1 

CK - w2 MJ '1 = O 

t&tnemos: 

r 365.6834 

l:-1302.500 
-1302.5000] { "••] =l 

0
ol 

4639.2761 ,,,.. 

365.6834 l'aa - 1302.5 l':za a O 

, .. 

(5) 



'2• ~ 0.28076 ,,, 

haciende'•• ~ 1, cbtenamcs el primare medo de vibrar 

Sustituyendo w"'z 

1-536. 7101 

L:-1302.5000 

197.611 rad/seg 2 en (5) tenemos: 

-130.2.50000] ¡:ª'ªal= loº] 
-3047.37383 ... 

'ªª = -0.42742 ''ª 

haciende''ª= 1, se obtiene el segundo mcdc de vibrar1 

{ 

'1 .. l 
~ -0.42742 

4,- Determinación de las respuestas modales: 

¡, 

m", 

Hodo t: 

a.-

donde1 

,w, = 3.6957 rad/seg r ... 1.7 seg 

Sa, 

m•, w2 , 

[

5.0143 
0.28076) o 

[

5.0143 
0.28076) ~ 

O J{ 1
} = 16.74614 T-seg 2 /m 

41.786 l 

- 8.30813 O J{ l J T-seg"' 

41. 79 0.28076 - m 

S.a, O • .24 11 9. 81 • 2. 3544 m/segª 

16.74614 2.3544 
0.34745 m 

8.308Í3 13.6583 



b.- Desplazamiento m•ximo: DmAK, .. ,, q ..... l 

( 
1 Jo. 34745 

l 0.347451 <m> 
Dmáx, = 

0.20076 0.09755 <rad) 

c.- Fuerzas máximas: Fmáx, = K Dmáx 1 

[ 434.17 -1302.~] l 0.34745)= { 23.793491 (T) 

Fmá><1 = 
-1302.5 5210.0 0.09755 55.68188 <T-m> 

d.- Momento m.iximo en la base: 

.M. máx, = {6 1} 
{ 23. 79349}= 

<198.44282) <T-ml 
55.68188 

Diagramas de elementos mecánicos •. 

Cortante: Momento: 

B" h 
/U. Y<¡ T·m 

~lodo 21 

,.,. 
= l-o. 4:7421 

W2 = 14.0574 rad/seg ¡ T2 e 0.447 seg 

.a.-

donde: 

L,. = ,T ,.MJ = e 1 

/2 
qmaM 2 e 

r5.0143 
-o. 42742) L 

0 

[

5.0143 
C1 -0.42742) O 

O ][
1

] = -12.84587 T-seg 2 /m 
41.786 1 

T-sag2 

12.64809 
m 

Sa2 = 0.16058 K 9.81 1. 57524 ni/ .. g2 

, ... 



-12.84587 1.57524 
-------- • -0.008096 m 

12.64809 197.611 

b.- Desplazamiento m.iximo: DmAxz = 'z q,..." z 

Dmáx,.. • { 1 l(-1).008096) f-o.0080961 
-0.42742 l 0.003460 

<m> 

<rad) 

c.- Fuerzas m.iximas: Fm~x,.. a K DmAxa 

[ 

434.17 

-1302.5 

-1302. 51{-o.0000961= 

5210.oJ 0.003460 l-8.02169} <T> 

28.57164 <T-ml 

d.- Momento máximo en la base: 

'"- ••• • • (6 1) ( ::: :::::l• <-19. 5585) <T-ml 

Diagramas de elementos mecánicos 

Cortante: 

-a.o¿ T 

5.- Superposición de respuestas modales: 

Momento1 

u.n r-m 

·19,5' T•,,., · 

Empleando el criterio de la raiz cuadrada de la suma de 

cuadrados, se tiene• l 0.347541 <ml Los elementos de disel'lo 
Dmáx = 

0.09761 (radl N = 49.19 T 

t 25.11} 
<Tl V 25.11 T 

Fmáx = 
62.58 <T-ml Msup = 62.58 T 

J1.m.ix = <199.40> <T-m> ,.base "' 199.40 T-m 

, .. 

son1 



. ' 
EJEMPLO 22.- Para la estructura de acero de 6 nivelas, ·planteada en 

el ejemple 19 1 realizar el Análisis Sísmico Estático. 

Dates: 

Zona III del D.F. 

c = 0.24 

Q = 4 

Solución: 

Como primer· páso ·se verifica qu'e c/Cl :. a0 

c/Q = o. 24./4 = o.·06 > a0 = o. 03 . . 
'' .. 

Partiendo de la.d~Únición1 

"'i hi -------
Ivri hi 

Los resultados obtenidos por este método se presentan en la 

siguiente tabla: 

1•• 



1---------------------------------------------------------1 
1 Nivel 1 wi (mi 1 Aht Cml I h1 Cml I w1hi 1 F CTI I V CT), 1 
1-------1-------1--------1-------1--------1-------1-------1 
1 6 58.4 1 1 19 1 1109.6 l 6,3031 1 
1-------1-------1--------1-------1--------1-------1-------1 
1 1 1 3 1 1 1 1 6. 3031 
1-------1-------1--------1-------1--------1-------1-------1 
1 s 1 175 1 1 16 1 2800 1 15. 9041 1 
1-------1-------1--------1-------1----..;.---1-------1-------1 
1 1 1 3 1 . 1 . ·: . 1 1 22. 2071 
1-------1-------1--------1-----'-- l -;_--·----1-------1------- 1 
1 4 1 175 1 . 1 ·''Ú ·:1/'2275 . 1 12.9221 1 
1-------1-------1----.---"."' 1-'."''."''."'_·.,."."' 1 ·;;;_·-.'--"."'--·1---'----1-------1 
1 1 1 3 ; 1 .. 1 .·: ' 1 .· 1 35.1291 

1===:== 1 ==~1:;1=ir~~~f :~~~~~=:==:~= 1 =~:~i: 
1 2 1 175'1· .. ,•;'' .1 ·/;:<:'7~·.·1'. 1225 1 .6.9591 : 

:------- :·-----"."'.; 1-~-i--i~;_: --~~-.:..;_: _"."'_.; ____ :------- :-;;~~;;: 

¡~~~~~=~i=~~~~~=i=~~scsiil:~=~~~=:~~~~~~~=l=~~~~~~¡~~~~~~~¡ 
1 1 . ' • ; 1 ; . . 1 1 1 56. 003 1 

: -------1-------' 1--_,..:...:.· ___ 1.:.;.. _____ 1--,.------1-------1-------1 
I 933,4 · 9859.6 · 

W"thi -
0.06 X 933,4 ------- = 5,680 X 10-~ l('ihi 

9859~6 

187 



V. CDNCLUSXONES 

La realización de e&te trabajo estuvo encaminada a elaborar 

ejemplos representativo& y didáctico& que contribuyan a aclarar 

la teoria que se presenta en varios libros de dinámica 

estructural con énfasis al problema de excitación sísmica. 

El camino seguido fué el de ordenar lo mejor posible el 

proceso que se sigue en el cálculo de la respuesta de una 

estructura ante una excitación arbitraria. La respuesta de la 

estructura en términos del de5plazamiento, velocidad y 

aceleración, no se limitó a una representación matemática, sino 

que se ilustró esquemáticamente y con gráficas, que se presentan 

al final de este trabajo, con el objetivo de realizar una serie 

de ejemplos abarquen los principales tópicos 

comportamiento elástico de estructuras. 

La adecuada determinación de las propiedades geométricas y 

mecánicas, es fundamental para una adecuada respuesta dinámica de 

estructuras, ya que éstas determinan sus propiedades dinámicas y 

por ende su comportamiento ante la excitación que se presente. 

Se integró este trabajo en lenguaje sencillo, incorporando 

conceptos importantes para su comprensión, de manera que sirva 

como un elemento más de consulta para la clase de ingeniarta 

sísmica, qua se imparte en la Facultad de Ingeniería de la UNAM. 

, .. 
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