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I . INTRODUCCION

El conocimiento de la respuegta de estructuras ante un‘siamu en
las regiones sismicas del pals es ahora mas que nunca  una
necesidad imperiosa. La construccidn de estructuras antisismicqs
que haga mds segura la vida de los habitantes de una ciudad exige
un pleno conocimiento de la respuesta de las estructuras ante un
sismo  para su adecuado diseflg. Este trabajo de tesis cuenta con
un resumen de la teoria de dinadmica estructural y una serie de
ejemplos de aplicacidn, que tienen el fin de ser ilustrativos y
brindar wuna visidn didactica para los que se inician en esta
rama, especialmente dirigido a estudiantes devla materia de
lngenieria Sismica que se imparte en la Facultad de Ingenieria,

de la UNAM.

Es importante sefalar que las propiedades geométricas vy
mecdnicas (masa, rigidez y amortiguamiento) determinan las
propiedades dindmiceas de la estructura (frecuencia natural,
periodo y amplitud) y éstas a su ves, al presentarse una

excitacidn, determinan la respuesta dindmica.

Fara cumplir con el objetivo de este trabajo, se ha dividido
en dos grandes grupos: sistemas discretos de un grado de libertad

y de varios grados de libertad.

El capitulo Il se refiere a los sistemas discretos de Qn
grado de libertad donde se analiza la respuesta dindmica de
estructuras, que por sus caracteristicas pueden ser estudiadas
con  una sola coordenada para describir su movimiento. Contiene

vibraciones libres sin y con amortiguamiento; vibraciones

q



faorzadas sin y con amortiguamiento; el caso en gue se presenta
una fuerza excitadara cualquiera (integral de Duhamel);. y al
final se hace referencia a la obtenciodn de espectros de respuesta

y de diseho.

En el capitulo IIl se analiza la respuesta dindmica de los
sistemas discretos de varios grados de libertad. Su contenido es
el siguiente: wvibraciones 1libres sin amortiguamiento donde se
incluye la solucidn por medioco de la ecuacion caracteristica y por
medio de la aplicacion de métodos iterativos para la obtencién de
las fraecuencias naturales y las configuraciones modal es
naturales; vibraciones libres con amortiguamiento, donde entre
otros aspectos, se analiza la obtencidn de la matriz de
amortiguamientos; vibraciones forzadas con amortiguamiento y es
aqul donde se analiza la respuesta de estructuras eldsticas a una
excitacidn sismica. Se presenta también el método del andlisis

sismico modal espectral y el andlisis sismico estatico.

El procedimiento usual para determinar la respuesta de un
sistema de varios grados de libertad es el de la superposicién de
respuestas modales y por tanto se aplica em cada subtema del

capltulo III.
En el capitulo IV se presentan los ejemplos de aplicacion..

No se analiza comportamiento ineldstico de estructuras, ni
sistemas continuos, ya Qque son objeto de estudio de otraos

trabajos, que caomplementan lo que aqui se presenta.



IX. SISTEMAS ELASTICOS
DE UN GRADO DE
LLIBERTAD



II.- SIBTEMAS DISCRETOS DE UN GRADO DE LIBERTAD

A.- ECUACION GENERAL DE EQUILIBRIOQ DINAMICO
Partiendo del esquema de la Fig. 1 tenemos el diagrama de cuerpo
libre correspondiente, donde se muestran las fuerzas, dependientes

del tiempo, t, que actuan sobre la masa:
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donde:

fy(t) = Fuerza de inercia
f-(t) = Fuerza restauradora
falt) = Fuerza disipadora

p(t) = Fugrza externa

Sistema general de un grado de libertad
Modelo matemdtico:
De la segunda ley de Newton:
falt) = malt)
Considerando el sistema de referencia:
Fo(E) = mde(t)
Descomponiendo: dv(t) = mgtt) + m;.(t), se tiene:

folt) = md(t) + mdaelt)



Variacidn de la Fuerza Restauradora.
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Variacidn de la Fuerza Disipadora.
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Finalmente dei equilibrio de fuerzas, aplicando el principio de
D'Alambert: jf. = 0,
falt) + fa(t) + f.(t) = p(t)
Susti tuyendos
mi (k) + mdw(t) + cd(t) + kd(t) = p(t)
Acomodando términos:
md(t) + cd(t) + kd(t) = p(t) - mde(t) (1)
Que representa la ecuacidn de equilibrio general de un
sistema, de un grado de libertad, comportamiento elastico lineal.

Es una ecuacidn diferencial de 29= orden, 1*" grado y no homogénea.



B.~ VIBRACIONES LIBRES S8IN AMDRTIGUAMIENTO

Se trata de un movimiento simplificado de un sistema simple como el
de la Fig. 2, donde ¢ = da(t) = p(ty = 0, de ahi quella ecuacidn
de equilibrio es:

md(t) + kd(t) = O (2)

A4y
s Representa un movimiento oscilatorio. Sus

=
C? .S;Z__ Rd(¢) hipétesis son:
1.~ No existen fuerzas de fricciédn gue

tiendan a frenar el movimiento.

,
.
R
.

2.~ No eéxisten fuerzas de excitacidén

Y gsie) T dey™ que aceleren el mavimiento.
-

:‘ dr(t) 1:‘3’?"

La Fig. 2 muestra el sistema de un grado de libertad sin
amortiguamiento, en vibracién libre.
Selucidn para la ecuacidén (2):

En general la solucidn se puede expresar como:

d(t) = ag®t 1)
d(t) = asemt (a)
E(t).= as2e®. CA5)

donde se requieren conocer a y s. Para ello sustituyendo (3) y
(5) en (2), se tienes v '
mas2eBt + kae®t = 0
s2e8t + (k/m)e®* = O
Haciendo un cambio de variable: w® = k/m e obtiene la llamada
ecuacion caracteristicas )
s2 + w2 = 0, cuyas soluciones son: S;-= = *twi
De aht que

d(t) = a;e®tt + azeu2t



entonces:
d(t) = asewtt + aza-wit
dit) = ajiwe~it — agiwe=wit

Obtencidén de los parametros a, y az

d{t=0) de
Condiciones Iniciales: C.I. = .
d{t=0) (= %

Sustituyendo las C.1. en las ecuaciones (3a) y (4a):

d{(0) = a, + az = do

d(0) = ajiw ~ amiw = de
De (&6):

Ay = o = aa
Sustituyendo en (7):

&, = (da = azxliw - aaiw

De donde se obtiene:

inde - de

10

(3a)

(4a)

(6)

(73

8)

(4b)



. daiw + da iwda = de
g{t) = mrmem—m—ccan WIS 4 mccmeeeae pigTwis {5b)
2 2
Faorma trigonométrica:
Como et~ = cos % * isen %, la ecuacion (3a) queda:
di{t) = a,{cos wt + isan wt) + az(cos wt - isen wk)
Realizando operaciones y simplificando:
d{t) = fa, + az) cos wt + (a;i ~ azi) sen wt
Haciendas:
{as + az) = b
{ayi =~ azi) = by
Resul ta:
d(t) = by, cos wt + ba sen wt
Qbtencidn de los paradmetros by, y ba
d(t) = b, cos wt + b sen wt @)
Derivando la ecuacion (B! con respecto a t:
d{t) = ~ baw sen wt + baw cos wt ] : {?)
g{t=0) = do

Condiciones Iniciales: { | .
d{t=0) = dg

De ()
d(t=0) = by (1} + bal0d) = da ===> by = da
De ()3 .
. . dﬂ
d{t=0) = = byw(0) + baw(l) = do ==3) be = ——--
W

Por lo que la ecuacidén (8) guada:
do
d(t) = do cos wt + ~-—-= gen wt
w

9



Drdenandos:

d(E) =~ gen Wk + du cos wt | (3¢)
W
Asl:
d'(t) = do cO Wt - wde sen wt {4c)
dit) = - dow s8N Wt - wZd, cos wt (5c)

Plantsamiento de los parématros de la estructura de un grado de

libertad que sirve de base para la mayoria de los ejercicios que se

presentan.
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VER EJEMPLOS 1, 2 Y 3.
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C.~ VIBRACIONES LIBRES CON AMORTIGUAMIENTQ
1.~ Ecuacién de equilibrio dinamico
La ecuacidn del movimiento es:
mdtk) + cd(t) + kd(t) = 0O
8i se supone una solucidn de la formas
d({t) = ae®t
la velocidad y la aceleracidn son:
dit) = ase%e
d(t) = as?e®t
Sustituyendo (2), (32 y (4) en (1) y simplificando gqueda
c
6269t + —~— ge®t + w2e®t = 0
m
De donde se obtiene la ecuacion caracteristicas
s + c/m + w2
Cuya solucidn es
Sa,2 = — C/2m 2 VGE7§ET;~:~§7;:
Dependiendo del signo del radical, v, se tienen 3 casos:
a=~ v = 0 , Vibracidon con amortiguamiento critico
b.- ¥y < ¢ , Vibracion subamortiguada
c.~ Vv '> 0 , Vibracién sobre amortiguada
2.- Vibracién con amortiguamiento critico

Partiendo de

V(Ecn/2Zm3 - w2 2 0
Efectuando operaciones algebraicas:
Con = 2mw
S5e define:
c

X = - (1007%) (porcentaje de amortiguamiento’
Com

13

(1)

2)

(3

4)

(€.7]

(&)



Expresando la ecuacidn (&) en términos de ¢, queda:

c ¥ ccm 2mw
moom @ mmoemes m U emees = W 7
2m 2m 2m

La ecuacidn (6) queda:
S81,2 = —{w ¥ ViZwE = w2
S1.2=w (¢ I T 1
Los tres casos identificados arriba, dependen de si ¥ es mayor
que, menor que, o igual a 1.
Solucidén para amortiguamiente critico, ¥ = 1.
De las pcuaciones (&) y (7),
8 = 8z = ~{w = -w
Sustituyendo en la ecuacion (1)
dit) = a,a%i® + aze®3e
d(t) = a,e™"e + axte-ws
d(t) = @=v® [a, + antld E “ (8)
Obtencién de los pardmetros a, y a2 de la ecuacién (8) utilizando

las condiciones iniclales:

d(t=0) de

C.I. =

d(t=0) = da

di{t) = e="* fas + aatl (9)
Derivando (9) con respecto a t se tiene: '

d(t) = e=wt [-a,w ~ azwt + aal
Agrupandos:

d(t) = e~ [az - (a, + aat)wl (10)
Sustituyendo C.I. en (9):

ay = do

19



de (10)
C;u B fg ™ W
aa = de + wde
Sustituyendo a, y a=z @n (?) tenemos:
d(t) = @™t [da + (da + Wdat)] an
Derivanda: ‘ )
d(t) = e=ws [~(de + wdat)wWl (12)

det) = a=wef{uz (da + datwt ~ 1)1} (13)

J.~ Sistemas subamortiquadous
En este caso se tiene V(% = 1 < 0
De la solucidn de la ecumcidn caracteristica (4), se tiene:
Br.2 = —(Xw) t w vEE =1 (14)
como?
51T < o,

entonces:

wVIE -1 (-D -1 <0

wvl - €3 y=1 <0
M e
W’ i

De ahf que la ecuacidén (14) queda:
S1.a2 B —tw T iw’

Sustituyendo en la ecuacisén (2):

dit) = ase ™~ « w2t 4 gopgt—fw - swoe

factorizando:
d(t) = (as + agz)e~I{wt + a,at" 't + aza—sw'e

finalmente: ' : <
dit) = e-f{wtla,@iw’'t + aza=-tw-e] . (15)

18



Empleando 1a forma trigonométrica, se tienes
d(t) = e~f~e[h, sen w't + ba cos w't]
a. Obtencidon de los pardmetros as, y a=z
dit) = @ f{wtlaetw't + aze-iw’t]
Derivando, la velocidad es:
dit) = e=lweatw'e(a,iw’' ~ afw — aziWw' - aztw)
Sustituyendo en la ecuacidn (17) d(t=0) = d. se tiane:
o = ariw’ + ag(~¥w) + aaz(-iw') + ax(~fw)
Agrupanda:
e = @azliw’ — Cw) + azl~iw’' = Lw)
Sustituyendo d(t=0)k= de @n (15) se tiene:
o = as + aaz
dy = do = az
Sustituyendo (19) en (18) simplificandb y despejanda, se
obtiena:

~de + iw'de = Lwda

2iw’

Sustituyendo (20) y en (19) y simplificando queda:

de + Cwda

b. Obtencién de los coeficientes b y ba
d(t) = e~fwelb, gen w't + ba cos w't]
Sustituyendo d(t=0) = d, en (16) se obtiene:
ba = da
Derivando la ecuacidn (14) se tiene:

d(t) = e~¥wel(b,w’ ~ halwlcas w't — (hafw + baw’'}sen w't

10

(16)

(17)

(e

(1)

(20)

&r

(21)

(16)

(22)

(23)



Susti tuyenda d(t=0) = &, en (23) se tiene:
da = baw' + ba(~Cw)
Sustituyands (22) en (24)3
de = biw' = Cwda
de + thg
By = ~mm—— e
“l
Finalmente, la ncua:id6 (16) quedatz
d.n + Cwdea
d(t) = g=iwt e ~ gon W't + da cON W't
wl

VER EJEMPLOD 4

"7

|

(24}

(16a)



4.~ Decremento logaritmico
Un modo conveniante de determinar la cantidad de amortiguamiento
presente en un sistema, consiste en medir la amplitud de calda de

las oscilaciones. A mayor amortiguamiento, mayor caida de la

amplitud.
) Utiljizando la ecuacidn general para
una vibracion amortiguada:
md(t) + ed(t) + kd(t) = 0 (1)
o cuya solucidn, como ya se vio, viene
dada pors
; d(t) = e-Uwt[b,senw’'t + batosw'tl (2
*“1"1 Tenemas que:
¢, ‘“
Lsd, ot T m 20/w' = 2w (I/NT TR > T (3
Entonces:
ds & dit,) = @ ¥wsilh, gen w'ty + ba cos w'tzl (4)
du 8 d{ta) = @-Cwits + Ta[h, gonw’' (t, + T') + bacosw (t, + T') (5
El decremento logaritmico se define:
dy e~ C=%i[b, sen w'ts + bz cos W tal
& = In = (6)
da e-lwitt = THOh, genw’' (ty + T') + bacosw' (t, + T*)

ya que los valores de la funcidn trigonométrica son los
mismos por tratarse de una funcion periddica, la ecuacion (6) se

reduce a:

e—~flwes -
4 = Ip =—m—mmmeee e = 1n @fwT’ = CwT' (7)

g fwtesr + v

Sustituyendo (3) en (7), se tiene:

§ = memm———ee (solucidn exacta) (8)

bl J



cuando ¥ es pequeflo: Y1 - €2 > [, la ecuacidan (8) se puede
escritirs
g = ¢ 9

LER EJEMPLO O

D.- VIBRACIONES FORZADAS SIN QEDRTIGUAMIENTD

1.~ Ecuacion de equilibrio dindmico

La ecuacion de equilibrio dindmico es la aiguiente:_(var‘e;uacién
(1Y cepitulo II.A.)

Foit) + f-0€) = p(t) ‘ , (0

md(t) + kd(t) = p(t? _ ()

2.~ Caso con excitacibn armdnfca
pl{t) = po aen‘ut o
L.a ecuacilon (2) quedaf

md(t) + Ld(t) = pn sen ut o ) (3)

La solueidn tiplca de’l ecuacxén ( ) es:.

det) = B cosut

Obtencidn de st,paréﬁefkos

dit) =

SN S BRRS t4)

dte) = A cos it -~g”iﬁ‘  ut (S)

ate) = Tv‘ Esiz cos ut )
Sustituyenda (&) y (4) en‘f‘ 1mplificando, se t;ene- 

(-AR= + w"A) sen ut + (w-B —-'Em-a) cos m; ' ‘
Igual ando cuef1clentes. . ‘ h

-AlZ + W2A = po/m - v‘;vff”": ' o

(W2B ~ B = 0 '  > ' (8)
De la ecuacion (8) -

B =0 ’ | BT

19



(1)

De la ecuacidn (7)1
A = e mmm e : (10)
mo (W2 - §®)
Multiplicando»y’dividiendo par W2 y reagrupando, la ecuacidan

se puede escribir:

Pa 1
A & mm—— eme—e—— . : . (10°)
k n=2 : .
1 - -
wz
Feras
Pa’k = duwet = desplazamiento estatico
1 s e
—————————— = FAD = Factor de Amplificacidn Dindmica
1 - (/W)= Calh :

Por lo que la ecuacidn (10°) gueda:
A = dueax FAD i R (10")

Finalmente, sustituyendo (10") an (4):

di{t) = dewe FAD sen it » o {11)
Derivando: ‘ ’

G(t) = duewe FAD & cos it ) (12)

d(t) = ~dewe FAD %2 s&n st (13)

VER EJEMPLO 6.

3.- Caso con excitacidn arbitraria. (Integrél de Duhanel)

En este casn, al variar la fuarza plt) sin uniformidad respecto al

tiempo, p(t) se descompone en una serie de pulsos, lo que gengra la

respuesta para un pulso, luego superponiendo los pulsos, 1o que &s

igual a una sumatoria (2), 8 llega a la integral (!) para tomar en

cuenta todos los pulsas existentes.



Da la 292 Lay de Newtont
p(t) = md(t)

que se puede expresar comos

d +
p(t) =@ ~——~ d(t)
d(t)
y .
. A d(t)
plt) = m ~—=m——n
at
de donde:
. 1
aAd(t) = =—=—- p(ti)gt
m

r ('t'. 3

ree)]

)
]
]
'
1

.

ey - AT

29

que es el principio del impulso y la cantidad de movimiento.

(2)

(3)

(4)



Del capitulo II.B., la solucidn general para vibraciones
libres sin amortigquamiento es:
da
d(t) = —=~~ sen wt + dg cos wt 5)
w

La respuesta para un pulso en 1, se obtiene aplicando el

principio del impulso y la cantidad de movimiento transformando el

de = 0
pulso en una "velocidad inicial" equivalente C.I. = .
de = d(t=1)

entonces, el incremento del desplazamiento en la masa por el pulso

es:
. 1 1
Ad(t) = === |=== p(TIAT| sen wit - %) (&)
] m
. 1
ad(t) = -—-- p(x) sen wit — TIAT
mw
Integrando:
e , . 1 .
dit) = [ adtt) = J - pt®) sen wit - widx
1 .
d(t) = - [ p(v) sen w(t - )dv (7
mw bt

La ecuacidn (7) es conocida como la Integral de Duhamel para
vibraciones sin amartiguamiento.

VER EJEMPLOS 7 Y B.



"TABLA DE INTEGRALES DE DUHAMEL PARA CAS0E plc)"

Caso . :
Funcidn de fuerza p(t) senfw(t - T)p(Eidy
no. . : .
1
2
3
P [ sin u‘u(l-l.v),.,
4 -wT.[".‘-‘——‘.ﬁ = :
o sinml]' e
- — >4,
w
%(l—cosml)
Py ) .
s +m("”
+coswl—£M)
. .
P
°,+ﬂ,(g-"—mm
6 ﬂllnml)
+ ————
w




“TABLA DE INTEGRALES DE DUHAMEL PARA CASOS p(t)" (Continuacion)

Caso «
Funcidn de fuerza p(t) f senluil - Wipiesdn
no. & .
A A sin 21179, ) Pty (m’ in2ed
—_—tt e (wt, i
, ,/ . N WYt — dat s
e - 20t )
LR/ Pty
; TN T
X (cos:--' —~COImI)
hh
. P
'y ‘ ;(l —cosawr) 1<ty
9 Py
.- ;ﬂlt‘?‘iw({-'o) )
T 4 cosat] 1>y
Scepasc4forl<l.;l.-l,
" Py N
;.T‘[‘”'x'l'ﬂnﬂt(l—'x)
" Py
—smwll—m
X [t — 15} — sin w{f — 1))
10

249

h<t<iy
Ii sino(t — 1) - sin wt
w wly wly
_Sinat ~t5)
Wty ~ 1) -
sin et — 1)
+ oty 1y) ] ,'_>"



“TABLA DE INTEGRALES DE DUHAMEL PARA CAS0S P(L)"

(Continuacién)

<«
senlw(t - T)p(x)dy

Caso

(=1

Funcidn de fuerza pit)

r
o

1

B A

«-‘:'-(r—“-l—n")) <y

wh\: @

B
w—,.[l.cmw(l-—l.)
j_sinm(ﬂ:—r.)

_tn ul] (>
(]

ﬁ'(l —cotet -+
o 1

sin m) r<t
wly
P, [ i
- | —cotast
(]
_tina(i ~ 1))
Dyl
sin ot
ne ] 1> 1

—_—
ly

L o

2sino{t =) sin wt
© w

<t <y

2o asinate = 0
wy

—sinw(t — 21,) — sine!)
1>



“TABLA DE INTEBRALES DE DUHAMEL PARA CABOS P(t}" (Continuacion)

Caso - L .
Funcidn de fuerza p(t) J sentw(t ~ w)pridr
no. & j
Puts [
m (wl. sin l;-'
o Ay sin wi/ty - .:lnmn) 1<ty
o - 4 Pyt '
% o ': :’. [sin eolt — #,)
+sinwt] 1>
4Pt wt
4‘""0‘ - (w’i;; .
Py Py cos w1/ 21, —cosmt)] 1<
15
[d ~4Pytt [
+ w cos Wi 1>
] (1 — cos )
w .
Pyt 2nt
Wiyt — 41 I
F Foli-cos 2r#/fy) )
. ) - cos w! 1<t
16 ,

o

f—'-{cosm(v ~ 1) = cos wr
w

m‘l.'
- [cos wir — 1)

~ CDs wl]} 1>t



"TABLA DE INTEGRALES DE DUHAMEL PARA CABOS P(t)" (Continuaciotn)

L]

-

Caso

Funcién de fuerza pi(t)
no.

-y ———

<« . . .
J sentw(t - wptrrde

POV\PO sin 21/1,
I
R

2, 2mt
T (°’"“" 72'

~ 2wiin wl) 1<

nPuty N
T Gsin ofr — 4}

—sinwr]  £>14,

2/, ’

-P-'(I—oolmr) <
]

: %(Icosm(r -y) =~ cos
-1l <1<,
%[lwlm{l—l.) -~ c0s 0f

=rosoft = 24)) 1>

14



VIBRACIONES FORIADAS CON AMORTIGUAMIENTO

1.~ Ecuacidn de equilibrio dindmico
. KON

N ‘I .
" T !
I

capitulo Il.A.): )
Folt) + falt) + f,.(t) = p(t)

md(t) + cd(t) + kd(t) =.pit)

2.~ Caso con excitacion armdénica
plt) = po sen Ht
md(t) + cd(t) + kd(t) = p, sen ut
lLLa solucion consta de dos partes:
lore pnarte.~ Soluciéon haomogenea, que es la vibracidn liﬁ;é
con amortiguamiento, cuya solucion ya se analizé: 7 7

d(t)y = e~C%sfh, sen w't + bz cos w'tl

donde:
d'a + Kud- =
by = —=mm——e———w——
L]
ba = dn

29+ parte.- Solucidn particular. Se puede suponer como:
di{t)m = A sen (Kt - »)

donda:
A = Amplitud de la ogscilaciodn
# = Fase del desplazamiento.

Sustituyendo (4) en (2) sa obtiene:

Po
A=
ik = mia) =+ (ea)d
cit
# = tan=t ——omeem—a
k -~ =

La ecuacitn de equilibrio dindmico es (ver

(1)

(23

(3}

(4)

(S5)

(6)



Expresando en forma adimensional (dividiendo numerador y

denominador de las ecuaciones (3) y (&) por k)i

Pa
[
A= hoaieg (7,
mi=\= cit
1 = === LA badaiel
k K
cii/k o
tan # = cemmecee——— (8)
1 - {(mi=/k)
donde:
w = Jk/m
Can = 2mW ' .

¥ = c/cem
Cit/k = c/Com * Com/k = 28 /W

Las expresiones no dimensionales de amplitud y fase quedan:

Ak 1
-~ = Pttt et et (9)
Pa VLI — (R/W)Z1% + [2C (/W) 1=
2001/w)
tang = ~—-m—mm—eae (10)
1 = (/W)=
Por lo tanto, la solucidn particular d{(t)e gueda:
Pa sen (it - #) .
dit)m = . (11)

ko V1 = Ge/wiRI1E 4+ [28 (u/w) 13
La solucidn general sera:

dit) = dit)y + dlt)pm

Po sen{itt ~ ¢)

d(t) = e C~t[bigenw’'t + bacosw’'tl +

k VBT = /W E1E v C2€ /w37

s €12)



El primer término de la ecuacidn (12) es un estado

transitorio inicial que se diluye conforme pasa &l tiempo.

Derivando,

la velacidad y aceleracion quedan:

d(t) = e=Cwelgen w't(~Cwb, ~ w'ba) + cos w't(W'hs — Cwba)J +

Po it cos it
+ ]
Kk VOl = (/w1212 + [2¢ Gi/w) 12
dit) = a~Ewel-gen w't(alw + Bw') + cos w't(ow’' — BTWID +
Po =it gan 4t
*

dondeat

kK VI1 - /w12 4+ 020 (u/w) 12

&« = =({why + w'bz)

-]

(W'hy = Cwba)

(13)

(14)



3.-~ Caso con excitacidn arbitraria (Integral de Duhamel)
Nuevamente, al tratarse p(t) de una fuerza variable respecto al
tiempo, se descompone en una serie de pulsos; se evalua la
respuesta para el pulso y aplicando la superposicidon por medio de

la sumatoria, esto es, la integral, se toman en cuanta todos los

pulsos existentes.

De la 24~
pit)

que puede

pit)
Y

pit)
de donde:

tey de Newton:
= md(t)

ser expresado como:

d .
= m === dgit)
dt
[
ad(t)
2 M e
at

1

ad(t) = -~— pitiat

que es el principio del impulsa y la cantidad de movimiento.

P} 4

LIGR

m

© 3

29

(2)

(3

(4)



Del capitule II.C.,‘la solucidn general para vibraciones
libres con amartiguamiento es:
do + CwWda
d(t) = g lwt | ccmccccae gan W't + d, COB W'E (5)
w '

l.a respuesta para un pulso en T, se obtiene aplicando el
principio del impulso y la cantidad de movimiento, transformando el
pulso en una "“velocidad inicial" equivalente con condiciones

da = 0
iniciales = C.I. = | . y donde el incremento del
e = d(t = %)

desplazamiento en la masa por el pulso es:
Ad(t) = === fomm pEIAT |@xp. [~¢w(t = ©)] sen w' (t — T} (&)

. 1
Ad(t) = ~~== p(T) exp.[-Cw(t ~ %) sen w'(t - T)dy
mw i

Integrando: : : w,-' R

« « 1 1l . ) ' -
dit) = [ adte) = [ ~—== p(r) exp.f-¥wit ~ ©)] sen w'(t - B)d%

o -3 mw'

1 «
d(t) = ———- [ p(v) exp.[-¥wlt ~ ©)1 sen w’'(t ~ T)dr 7

mw' =
La ecuacidn (7) es conocida como Integral de Duhamel para

vioraciones con amortiguamiento.

VER EJEMPLO 9



4. Superposicion

Hasta @l momento, se han presentado casos aislados de excitaciones
' {d.,(t) = deo
con y sin Condiciones Iniciales § .| . 3 en el caso de que se
dalt) = do
presenten excitaciones combinadas, como una fuerza p(t) y sismo
E-(t) actuando simul tdneamente, con condiciones iniciales, se puede
proceder de la siguiente forma:
1,~ Sustituir las condiciones iniciales en los coeficientes a,
Yy az, si s@ van a utilizar las fdormulas exponenciales de
desplazamiento, velocidad y aceleracidn; si se usa la
forma trigonométrica, sustituir dichas c;ndi:iones en bs y
ba.
2.~ Encontrar la respuesta de la estructura en términos del
desplazamientn, velocidad y aceleracidn, actuando
golamente la fuerza ptlt).
3.~ Encontrar la respuesta de la estructura [d(t), dity y diera
cuando actua unicamente sismo.
4.~ Finalmente, haciendo uso del “principio de superposicion”,
que @stablece gque los efectos de las acciones individuales,
sobre una estructura, pueden superponerse (esto es,
sumarse), se determinan los efectos totales de excitationes
pit) y de(t) actuando simultdneamente bajo Condiciones
de(t) = do

Iniciales: R .
de(t) = da.



5.~ Respuesta sismica

Considerando exclusivamente sismoa,

dindmico se expresa: (ver seccion
md(£) + cd(t) + kd(t) =

Para evaluar la respuesta de
grado de libertad a un movimiento

Integral de Duhamel para sistemas

de la aceleracion del suelo E.(t)

arbitraria, cuyo caso se analizd en la seccidn II.E.3.

solucidn sera entonces:

1

L] .
J datt) exp.[-Cw(t - )1 sen w'(t - %)dv

la ecuacidn de equilibrio
I1.A.)
mdm(t)
@structuras amortiguadas de un
slsmico, se hace uso de la
amaortiguados, escrita en teérminos
ya que el sismo actua como carga

La

d(t) = - t2)
w' 5
8i hacemas:
vit) = f&'.(‘c) exp. [-Cw(t ~ T)) sen w'(t - T)dv 3)
dande:
V(t) es una Funcion de respuesta que depende de fa.(t),

¥, w, t3
Sustituyendo (3) en (2):
1

dit) = —~ V(t)
w'

(4)

El cortante en 1a base ( Vo) de la estructura es:

Vo = mw’ )2 d(t)

(3)



Sustituyenda (4) en (5):
Vo = aw'V(t) (&)
. Como puede observarse, el cortante se encuentra en términos de
la masa de la estructura, de su frecuencia natural y de la funciodn
de respuesta V(t) gque se expresa en Ia ecuacion (3). Las ecuaciones
(4) y (&) describen la respuesta sismica para cualquier tiempo ¢

para una estructura de un grado de libertad; las soluciones a esas

ecuaciones dependen de la evaluacidn de la ecuacidn (3).

6.~ Espectro de respuesta
La obtencidn de la historia completa de esfuerzos y desplazamiantos
durante un sismo utilizando las ecuacianes (I), (4) y (6) de la
seccion anterior (IIL.E.4) es un procedimiento largo y costoso. Para
nuchas estructura serd suficiente evaluar solamente las respuestas
mdximas; esto es, encontrar el valor maximo de la Funcidn de
Respuesta V(t) de las ecuaciones (3) y (4). Este valor maximo se
conace como seudo-velocidad espectral que se define como:

s, e{ j‘&.(r) exp. [={w(t = 1)1 sen wit - t)dr } (1)

© max .
Por tanto, el desplazamiento espectral es:

Sy )

y la aceleracion espectral es:
Sa = N'Sv (3)
La fuerza maxima en el resorte:

L6 (8) Iy, = KSy : (4)

Recordando que:

(W')2 = k/m m==3 k= miw')2 <'(5)
a8



Susti tuyendo (5) en (4), se tiene:

CFr(t) Ipgy = MW’ )28, (&)

Por otro lado se tiene:
Sy = -~= 8, = ===~ S5 . (7)

La fuerza de inercia se puede ascribir como:
Cf () T4, = M5y = mw’'S, = m(w’ )35y (8)
De la observacion de las ecuaciones (6) y (8), se aprecia que
la fuerza restauradora es igual a la fuerza de inercia; aesto es:

CFr(E) Jnap = EFa (6) Dpay ()

FPor otra parte, la fuerza de inercia maxima se pusde expresar:

Sa
Lfe (£)Jpaye = M@ ~-——— =W e (10)
9

donde:
W= mg = Peso
c = §,;/g = Coeficiente sismico u orqenada repectral
maxima de aceleraciodn.

Esto es:
[Fu(E)Tpgy = MS, = We (1
Resolviendo la ecuacion (1) para estructuras de un grado de

libertad de periodos naturales diferentes, porcentajes de

amortiguamiento iguales y masas iguales, puede graficarse una curva
de respuesta de velocidad médxima llamada espectro de respuesta.

Usualmente se calcula una familia de curvas para cualquier

excitacidn dada, que muestra el efecto de las variaciones en la

cantidad de amortiguamiento. (Ver Fig. {). Asimismo se puede obtener
espectros de desplazamiento y aceleracion.



Sed

e U{._ - ._m_ Bttt o ettt 'DJ
_ Fig 4

7.- Eszpectro de disefyo

Para abtener un espectro de diseMo, se superponen los espectros de
respuestas correspondientes a los sismos ocurridos en el lugar en
cuestion; la envolvente de todos estos espectros de respuesta, es
dacir un espactro ampliado por un Factor de Seguridad, constituye el
espectro de disefin. Ver Fig. 2.

Para poder superponer los espectros de respuesta de un mismo
sitio, s@ debe normalizar para hacerlos comparables y obtener un
valor promedio de los espectros normalizados. Al construir el
@spaectro con los sismos que ya han ocurrido, existe una probabilidad
determinada por los estudios de riesgo sismico, de que después de
un cierto lapso de tiempo se presente un sismo que pravoque
desplazamientos mayores que los obtenidos a partir del espectro de

diseNo. Esta probabilidad de falla es pequefra.

a7



Espectro ampliado .’
con uwn Factor de
Seguridad (F.§5.)

- Espectro de disefio

Valor promedio de los
_~+"" espectros normalizados

> T
(Periodo)

Fig. 2.~ Espactro de disefo



IXI.o— SISTEMAS ELASTICOS
DE VARIOS GRADOS

DE L. IBERTAD



I11. SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD
Primeramente considaeraremos las siguientes hipdtesis de una
estructura de varios grados de libartadj con sistemas de pisos
rigidos en su planot

1.~ Es muy rigido en su plano

2.~ Las columnas no se deforman significativamente en forma

axial.
Con estas hipdtesis podemos reducir de 6 a 3 gradas de

libertad por cada nivel: dos desplazamientos (dx y dy) y un giro

(de) . I‘
m,
Jh
w5
4 m
3
NGar /
- B+ v SRR
, ;1/ 47
x

Idealizacian

Por razones de reduccidn de procesos y operaciones, no sa analizan
estructuras reales, sino ideales. La idealizacidn consiste en la
discretizacidn de masas.

Asimismo, se afMade gque al analizar estructuras ideales, los
raesultados del andlisis difieren poco de los . cbtenidos considerando
las estructuras reales. Eesta discretizacidn lleva a tener un solo
grado de libertad por cada nivel: d,(t), da(t),..., dalt) como se

indica en la Fig. .

40
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Fig. 1.
A.~ ECUACION GENERAL DE EQUILIBRIO DINAMICO

.

La ecuacidn del mavimiento del sistema de la Fig. 2 puede ser

formulada a partir del equilibrio de las fuerzas efectivas asociadas
con cada grado de libertad. En general son cuatro los tipos de
fuerzas: la carga externa P(t), fuerzas de inercia F, (t), fuwrzas
disipadoras Fg(t) y fuerzas restauradoras F.-(t). Por lo tanto, la

ecuacidn de equilibrio dindmico se expresat

Fa(t) + Fg(t) + F..(t) = P(t) (1)
dondez
Falt) = mydyy(t) (2
dyy(t) = ds(t) + de(t) (3) -
£a08) = my[datt) + Hattr] @)
En este caso; con dos grados de libertad,
fa = m;t.:l.‘ + made

fz2 = m:az + mz'&-

En forma matricials:

. Foa(t)) {mudactd . mide(t)
T Fu (£) z (5)

fomlt) mzaz(t) m-..a.-(t)

<1



Descampaniendo (5)

me 0 I'H.(t) mdet) [m 07, - (1 (m.'&.q;.f)\,
Fo(t) = PR . vk de(E)y b= 30 o e Y (s)
0 mal ldatt)) (madatt)) [0 ma 1 madm(t)
R o Apam g1 \,__._.,r....“._ [ \’;_";‘, PR .‘ .
4] w D) M ® J.
Sustituyenda (&) en (1) '
MD(t) + de(tIMJ + CD(t) + KD(t) = P(t)- (7)
MB(t) + CD(E) + KD(E) = P(t) = daMd (@
1.=- Natriz de masas: ' :
—;hx Maz Max-e o o Mat o o o maN—l
Mzy Mzx Mas « o o Mae o o« » Mz
M 31 . o o o o o s o « o 8 4 5.5 8 s o (?)
Mg 3 Mazm Mix « o o Megg o« o & m‘g
I R R
La matriz de masas, en el caso de un sistema discretizado
(idealizado), se transfarma en una matriz diagonal.
Por lo tanto, las fuerzas de inercia se pueden expresar:
r - — =1 o T
fxa My Miz Mis ¢ o o« My o o« MinN ds (B
fra M=y Moz Mz ¢ o« o Mzp o o « Man .d‘z(t)
. =1, . . e et e e s s e . (10)
frse Ms 4 Mezz Mis « « « Mia o o +» My '&‘ (t)
L] R . R R RN I B AL
mey s0n los coeficientes de influencia de masa, definidas como:

my 4 = fuerza correspondiente a la

coordenada 1 debida a

una aceleracidn unitaria en la coordenada Jj

Simbdlicamente la ecuacioén (10) se puede escribir:

= MD(t)

Fr

a8
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2.~ Matriz de rigideces

En forma general la matriz de rigideces

kit kia kiz oo+ o« Ku
ket kaz kam o o o ka
K= (e « o « o s « o s o« »°»
RKes Kuz Kess-o o o Kao

s s ®w s & s & & 8 & s
oo

Es importante indicar que la matri:z

discretos tiene forma simétrica.
l.os coeficientes k,s &8 definen:
kes = fuerza correspondiene a
desplazamiento unitario
Por tanto, en forma matricial, las

expresans

(607 Tkas Kem kas « o o kas
fra Kas kaaz kas « « + Ka

] = [ ] - - - - L] - .‘ - ] - .
fra ke Kim kes o« o kad
L L] J l..: - L] L] . . [ ] . " L] . L]

Simbdlicamente:

3.~ Hatriz de amortiguamientos

se expresa

Kan |

Kean

de rigideces de

(127

sistemas

la coordenada [ debida a un

de la coordenada

i

fuerzas restauradoras se

La matriz de amortiguamientos se expresa:

€11 Caa C13 « « « Cay

Kamn

Kz

Keme

%‘(tﬂ

da(t)

L

(13

(14)

(13)



Esta matriz de amortiguamientos en el caso de sistemas discretos es

simétrica, como se verd mds adelante,
Los coeficientes c.s se definen:
Ciy = Fuerza correspondiente a la coordenada [ debida a
a una velocidad unitéria de la coordenada j.

FPor tanto, las fuerzas disipadoras se pueden expresar:

rfaa— B Cam o o o Cag o o :l;- _5.(t;1
faz Czx s o o Cza o+ + Caw| |da(t)
o] o= (16}
far Cia Cam Cas « o o« et = oo Gam | |dett) ‘
-] R S § R
Simhdlicamente:
Fa = CD(t) s - an

B.- VIBRACIDNES LIBRES SIN AMORTIGUAMIENTO

- 1.~ Ecuacidén dé equilibrio dindmico.
] B ) . ‘ :
Rl . MD(E) + KD(E) = O S e
-0btencitn de la matriz K- ,
: divil . dyz+d
___"'r- '.' \' .
R0, o -*’L'& :
t
I
l Py Ry RS .
: dy
e e el
e lt) e e
! = (6 e
[ d7l(‘)
} - J;:(j.f“"* 'Del equilibrio:
Nivel 2 ks «) e
= Ry, - R
Nivel 1 Rl —_—
K B
R ®) re 4=
Ry



sy - KHym- Ky + ka ~kig

k2 Kam | ] k= ¢ bz

D(t) = (4)

gz (6]
Sustituyenda (2), (3) y (4) en
My (4] Hx (t)

0 ma | [dz(t)

mlla (t) * (ky + kadda (6) - (s
Matiz(t) = kedy(t) + kuda(t) =0 (6)
Debido a que en las ecuaciones (5) y (6) existe un término
adicional con respecto a la ecuacidn de equilibrio en el caso de
sistemas de un grado de libertad, las ecuaciones (5) y (&) estdn
acopl adas.
Se planteard la expresion del desplazamiento en términaos
de una funcidn de forma y una constante que representa el tamafio
de la amplitud del desplazamiento:
D(t) = p g(t)
donde:
P = funcién de amplitudes
q(t) = constante de la amplitud ds1 desplazamiento.’
Se propone como solucidn:
D = ¢ sen wt (7)

D= Pw cos wt (8)

48



- We(p

D = ¢ (-w® sen wt) = sen Wti
. I
B = -w=D (9
Sustituyendo,(7) y (?) en (1):
Mp (~w2 éeﬁ:wt) + Kp sen wt =-0
K¢ — w@Mp = b } Problema de valores y (i
Ko = wappy vectores cara:terigffCQS‘ (ii) .
2.~ Solucidén mediante la ecuaciédn car;cter!st}ééij A
Desarrallandao (10): L ,> ‘ ca
Ky + ka ~ka P,7 Jma ' o fp.} f;di:v
} ’1 P -w= ] i t =t Z (12)
Ko '\zJ ’,J 0 M= h} (0
Las incdgnitas son: #,, #a y W2, La ecuacién (12) se puede
expresar: '
[k-wm] p=o (1
FPara encontrar una solucidn distinta de la trivial:
Det [ K ~wam] =0
ki + ka = wem, ~Ka
K = w2M =
= k= ka ~ wim=
Para simplificar se considerara que las rigideces de los
resortes son iguales asl{ como las masas, esto es:
ks = ka = k
My = M2 =M
[2k - w2m ~k
K = w2M = {13)
L -~k k = w2m
Det [ K —= waM ] = (2k - w3m) (k - w3m) — k= = 0"

2k=2 - w2Zmk -~ 2kw¥Im + wAm2 ~ k2 = @

a8



k2 -~ Jw2mk + wem= = 0

Reardenanaos
wam= - Iw=mk + k% = Q
W~ (Th/m) w2+ (/)R =0

(W)= = (3k/m) W2+ (k/m)2 = 0

Coomkem o KER M S '
W2y @ & mmmme 3 mm—————— = (k/m) =
R T R B

Sxmple::andn tenemus.

W2, = ):/m"[' 372 - J‘?-‘"] (14)
wia = k/m [372 +VBI2] (15)

Los valores de (14),9 ﬁl%) hacen que el detefminante sea cero.
Sustituyendo (14) en (;})Aobtenemosvw. = {#11, Par} llamado vector
carécter!sticn asociado alvvalur caracteristico w2;. De la misma
forma, sustituyendo (15) en (1‘) abtenemos #z = {(#i1,2, P=2,2Y quUe es
el vector caracteristico asociado al valor caracteristico w®a.

Primer modo de vibrar:

Sustituyendo (i4) en (1°):

2k - k/m [(3 - V3721 m ~k #if |0
g —k N k = k/m L(3-VE)1/2] milr= . o
Simplificando y multiplicando pcr 2
1+ 45 -2 lo:, o
| -2 2-(3—#5 z&=(°j' |
De donde: ) -
(14 fBr0s - 20m =0 - | T G
~204 + (V5 - 1)#2 = 0 ‘ S w417

47



Si gy =1 ‘

da (16) pa = (1 + {5)/2 = 1.618

de (17) pa = 2/(y5 - §) = 1,618

{1.0«)0}
Py = frimer modo de vibrar.
1.618

Segundo modo de vibrar:
Sustituyendo (15) en (1°) o
2 = k/m (3 + ¥B)1/21 m -k 1w o

-k k = kim 13+ ¥5/2i n| |p=] |0

-

Simplificando y multiplicanqq pbrrz.

1 - 45 -2 P 0
| -2 -1 - v8|lea) |0
De donda: ‘
(1 ~VSips - 292 =0 ; ey
204 + (1 +V5) pa=0 ' (19)
Si P2 = 4

Da (18) #a = (1 - V5)/2 = -0.418

De (19) Pa = =2/(1 + ¥3) = -0.618
1.000

Pa = Segundo modo de vibrar.
-0.618 :
Finalmente encontramaos:
Tas = 20 /Wy
Tz = 2"/“3
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La solucién para la ecuacion de vibraciones libres sin

amortiguamiento (Ecuacidn (1)) se expresa como ya se indicd, en

términos de una funcicon de forma y una constante que representa la

a8



amplitud del desplazamiento; velocidad y aceleracion

Datt) =@y quit) _ 20)
Datt) = po Gult) ‘ ) P 21)
De (t) = py Hatt) o R (22)

Sustituyendo (20) y (22)'en‘la acuacién (l)k}NB +kKD = Q)

obtenemos:

MPHl (8) o+ KPigo(t) = 0 e @

Fremultiplicando (23) par aﬂt;éhsﬁgééga_de ﬁ;:,j

PTG (E) + PLTKP (24)
Fero: o

‘P.T.MP. Bm®y

K*y

L)

PuTEE _
For lo que la ecuacidn (24) resul ta:
m* Qe (t) + k®eqo(t) = 0 (25)
La ecuacion (25) es semejante a la ecuacion general para
vibraciones libres sin amartiguamiento para un grado de libertad,
por lo que la solucidn de la ecuacidn (25) es:
Qs (t) = Qou/We 58N Wit + Qou COB Wet (26)
DONde Qi Y Qe: Se encuentran a partir de las condiciones
iniciales, como se indica a continuacion:
Condiciones iniciales: Do Y Da

La solucidn viene dada por:

D = pq

Entonces:
PTMDe = AT MP, Gou i (27>
PTMDe = PTMPLGae (28)



De la ecuaciédn (27):

'TQNDQ
Qa1 = —ommemmes
PTMP
’Ttnbu
s = e
PTuMR.

El sttoda de superposicidn de respuestas sodales se verd sds adelante.

3.~ Propiedades de ortogonalidad de los modos

En un sistema de N grados de libertad tenemos como
frecuencias y configuraciones modales siguientes:
Wy
Way Wy sevy Wey Way cesy W

i

Pay Pay sssy Pry Puy ssey Pn

Para el modo r la-fuerza restauradora es (ver
Frr = KPr = W3- MP. = Fz.

Para @1 modo s:
Fra = KPu = WEMPW = Fra

Del Teorema de Maxwell -Betti

P¥aDp = PTula

definicidén las

ecuacion (1) )

Enunciado como: "el efecto que produce la fuerza FTea en el

punto B es igual al efecto que produce la fuarza PTy en el punto A".

Aplicando a los modos r y s@
PTaFnre = PTAKP- = W2 2T MP .-

PV Fra = AT Kta = ~w2apT -MPu

o



(2)
For lo tanto, lésgccddic bééé.de ortogonalidad se resumen en:
Pyt i Condicidn de artogonalidad

de los modos con respecto a

la matriz de masas

0 , ro=s Condicidn de ortogonalidad
P KPw ., : de los modos con respecto a
= 0",‘ r#s la matriz de rigidez

4.~ Métodos iterativoes

Los métodos iterativos que se utilizardn en el presente trabajo
son: Stodola-Vianello-Newmark, Hol:zer y Jacobi para calcular las

frecuencias y configuraciones modales.
a.- Método de Stodola-Vianell o-Newmari:

Este método que en adelante denominaremos simplemente como método
de Newmark, converge al primer modo de vibrar.
Frocedimiento:
1.~ Suponer una configuracidn deformada de la estructura: g8,
%%,
2.~ Valuar las fuerzas de inercia asociadas a ¢%, dejando w®
como factor comin va que no se cConoce:

Fo = mw=e®,,

u 9



s

S e

3.~ Valuar la fuarza cortante en la estructura
4
Vi = ¥ Fium  (funcien de w=)
-ry

4.~ Calcular Jn correspondientes:
£n= Vin/k, = z Mnf®in  (funcidn de w?)

S.~ Obtener la configuracidn calculada #° como la suma

acumul ativa de los incrementos de deformacién de abajo

hacia arriba:
4
'=I¢ = Z [‘n
-ry

b.- Narmalizar:

7.~ Comparar:
~ 3
PEn = P8,

con un error de:
Cm = |——————e —===} & Tolerancia

si no se cumple, repetir el proceso desde el paso i,
haciendo:
'-=¢=

VER EJEMPLO 1t

» Aplicacidn del método de Newmark al cdlculo de los modos
superiores

Para calcular el segundo mado de vibrar con este metodo, se tiene

Que quitar a la configuracien supuesta la participacion del primer

mado: a.f. ., para lo cual es necesario conocer P,y y a,. Py s




calcula con el procedimiento ya conocido; para conocer a, se recurre
a la propiedad de urtugnnalidad do los mados. .
supuestd
PRy = a1y + Aoz t e * APyt ses T Apfr t AmlPa t .. t
+ anfu
Premul tiplicando por ¢7.M:
PT.MPpBg = 2T, MPy + 32" MP2 + ... + AT M. + ... +
+ A PTMP . + antT-MPe * ... + anpTMPw
Aplicando la condicion de ortogonalidad:
AT -MPSy = a, ¥ O + ag ¥ 0 ; see * ag X O+ L0 * arpT Mp,- +
+ ag ® O+ .. + A O ’

Dasconocemos a,:

Por ejemplo, para el 2do modo:

conocidos Piy Wi

Para el tercer mwdo:
conocidos: P, Wy
P2y Wa

r=1 3 s5=3



Py = POy = Ay - anfa .’

VER EJEMPLO 12

b.~ Método de Holzer

En este método se supnneyla frecuencia y a partir - 'de é}lé~éa_

calcula la canfiguracidn relativa de abajo hacia arriﬁa de léLf

estructura. For ser una configuracion relativa, se puede suponer

también la deformacidn de la primera masa. Los datos son Iasvmasas

y las rigideces.

Etapas del método:

4.~

Suponer un valor de w2,
Obtener los valores de mw2..u, para cada masa.

Suponer la deformacidn del primer nivel: X.i conviene“

suponer un valor unitario. Eguivale a suponer Ax;,-
Calcular la fuerza cortante en la base de la ésiraéguka

Vi = ki Xa pero como AX, =1, VY, = k,.f"'ﬁ o
Calcular la fuerza de inercia asociada a la mésd}déf?ériﬁer
nivels - ’

Fa = MW2eupnXs
Por la definicidn de fuerza cortante, calcu}ér e}fcd?tqhte
dal segundo entrapisar o

Ve =V, = F,4

LT}



7.~ Conocida la fuerza corﬁante en el eptrepiso 2, calcular el

incremenﬁc4de deformacidn en ese entrepiso:
N
LKz =
B “s’g‘
8, -~ Sumando AX= a la defarmacien del primér nivel, se obtiene
la deformacion del segundo nivel:
Xz = X3 + 04Xz
9.~ Repetir los pasos 6 a 8 para todas Las'mésas hasta 1llegar

al extremo superior de la estructura.

Si la frecuencia éupuesta corresponde al modo de vibrar, se
obtiene quella fuerza de inercia del dltimo nivel es igual a la
fuerza cortante del entrepisc correspondiente. Si la frecuencia
stpuesta no es la correspondiente a un modo de vibrar, se aobtendra
una diferencia entre el valor de la fuerza de inercia y el de la
fuerza cortante en el extremo de la estructura. Hay que tener en
cuenta que el método no es convergente y lo que se debe de efectuar
es otro ciclo con un valor supuesto de w#® cercanoval anterior, con
lo que se encontrard otra diferencia; a continuacién trazar una
ardfica que relacione frecuencias supuestas en las abscisas con las
diferencias entre fuerza de invercia y fuerza cortante en el extremo
superior de la estructura, en las ordenadas. Con las dos
itaeraciones, se obtienen 2 puntos de esta grafica que se unen con
una recta y se prolonga hasta cortar el eje de las abscisas;
encontrandose un nuevo valor de w2 supuesto. Con este nuevo valor
de wZ realizar una tercera iteracitdn, donde se encontard otra
difarencia menor que las 2 anteriores, que define un tercer-punto en
la grafica. Asl se puede trazar una curva entre los tres puntos vy



definir un nuevo valor de w2 que estard muy proximo-a la

frecuencia correcta de uno de los modos de vibrar de-la estructura.

Estando ya cerca del valor caorrecto de w® (cuando el residuo es
pequafo) , se puede mejorar el valor supuesto de w2 empleandq:el

cociente de Grandall:

Este método se puede emplear para calcular cualquier medo
natural de vibracidn., Como orientacién, si se conoce el primer
modo de vibrar (por ejemplo utilizando Newmark), se pue&e estimar a
grasso modo el valor de las frecuencias de los modos superiores
utilizando la relacidn:
W2z = Qw3
way = 285w2,, etc.
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c.—- Método de Jacabi
Para calcular las frecuencias y sus respectivos modos de vibrar, el
metodo de Jacobi considera la aplicacidn del concepto de rotacidn
de ajes. (Consultar la raeferencia 7.)

Las ecuaciones lineales tienen la siguiente forma:
CASO A.-

CAILX] = ALIICX] (1)

Donde [A] es una matric simétrica real, [X] es una matriz de
columna de variables indepandientes, y A es un pardmetro escalar.
En nuestro caso A representa la frecuencia natural de vibracién del

sistema.



El praoblema, camu‘én lps. anteriares metodos analizados,
consiste en encont?ar A (fkécuencia natural) y su correspondiente

[X1 (vector caraﬁ?a?iééic ‘0-moda. de vibracian).

3 0 0 a0 6]
6 a‘as 0 |lxa| =] 0 Az of|xal , t2)
(v 0 a'xs| KM 0 0 Axz||x>
Donde La’]l vy [A] son matrices diagonales. Una‘vez que la
transformacion de coordenadas se comﬁlata, los valores y vectores

v

caracteristicos son encontrados.

Un procedimiento practico para aplicar el método de Jacobi
consiste en:

1.- Seleccionar e! valor mAs grande en valor absoluto fuera de
la diagonal de la matriz [Al; la pesicion de este elemento, el cual
va a ser eliminado, fija @l término ~sen & en la matriz de
transformacidn [(Tl. A continuacion se ubica el término sen &
simétricamente opuesto al término -sen ¢; en sequdia se ubican los
términos cos ¢ formando uh cuadrado con los términos de —-sen & v
sen ¢. Finalmente, en la diagonal donde se ubicaron los términaos
cos ¢, se completa la diagonal con 1 y los demas términos

restantes se campletan con cero.

Ejemplo:
2 =2 0
sea Al =} -2 2 -1 (2
Lo -t 2

s



Si escogemos @l término a,,= ya dQé_as;el mayor en valor
absoluto fuera de la diagonal, la matriz de transformacién para

eliminar este término quedas

cas. ¢ - -sin.e 0

(T:2 ={sine.  cose o] : (4

2.- Se calcula el énﬁq;o;&uaplidandbg
- 5 2af;‘
tan 20 = Soememsse—e

e - a_,j

En el ejempla:

2 (~2) -4
tan 2¢ = = = ~ 0
2-2 - 0
¢ = -459 - ' o .

Sustituyendo ¢ en (45 tenemoss

V22 V22 1 o
(T3 = |~vE/2 Y32 0 - )
0 s 1

3.— Calcular la matriz [A.] aplicando:
LA1 = [T,ITLAILT,] (8)

4.~ Repetir el procedimiento desde el paso 1| asumiendo que [As]
e@s ahora [Al, y continuar hasta obtener la matri:z [An) tal que,
todos sus elementos fuera de la diagonal sean cerc. Los términos de
la diagonal de la matriz [A.] seran entonces igual a los valores
caracteristicos o frecuencias naturales del movimiento.

5.~ Los vectores caracteristicos o modos de vibracidn
asociados a4 los valores caracteristicos o frecuencias naturales, se

obtienen de la siguiente relacidn:



EVY = [Ta3072) voo [Tad ' A7

CAS0 B. - S
”1thnrij?=_At"”E° 8
Es importénte?ﬁgtgﬁ.%ﬂ;;gp gi;;éso'AéthJ esrﬁna ﬁatriz
unitaria. En éste'cééa;;téjygévﬁaé‘hatriz diégonal.
Para 1; snluc;ﬁh:aéﬂfaf dﬁs;ibﬁ‘(ﬁl,;sé asume quet
(B = [6ITLGIT ' (9
donde [G] es también'unavmatriz diagonal. Tenemos entonces:
(Bl = [GILG] : ‘ (10)

De (10) tenemos que cada elemento g.. en [GJ'es igual a la raiz
cuadrada del correspondiente elemento by, en [(Bl, y este elemento
tiene que ser positiva.

G1e = JE::

Sustituyendo (10) en (B8) tenemos:

[AICX] = ALBILGILNI Loan

Premultiplicando (11) bar_EGJ‘;, tenemos:

[GI-*CAILXI. (12)
£6I-*CAILBI~*[GILX] = ALGICX] o am
Si se define:
LYl = [BICXD y o1 = :o:—*:a:ién43§rft,
la ecuacién (13) se conviarte en:
CQRICYI = ALY] ' 4

Al realizar estas operaciones, la ecuacidn (14) tiene la misma
forma que la ecuacion (1) del caso A. Por lo tanta, los valoes
caracteristicos (frecuencias naturales) se obtienen de la

diagonalizacidn de L aplicando el procedimiento indicado en el caso



A. Los vectores caracteristicos verdaderos se obtienen solamente
despuds de posmultiplicar por [G1-% el resultado de los vectafés.
[vectores caracteristicos verdaderos] = E(Ei]"'l Eresultadc de

lus ve:tores]

Cada elemento de la diagonal de la matriz EGJ*“es 1gua1 al

raciproco de la raiz cuadrada de cada elemento de la diagonal de

CED.
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d.- DOtros métodos
# Método de iteracidén inversa,
Congsultar la referencia |
* Método Stodola Rigideces
* Método Stodola Flexibilidades
*+ Método de Holzer - Rayleigh
* Método de Holzer Invertido
Consultar la referencia‘6
% Método de Rayleigh
* Metodo de Rayleigh -~ Ritz ‘ ":: ’

Consultar las referencias 2 y 3



S.- Superposicidn de respuestas modales
De la ecuacidn del equxliur1a dindmico para vibraéiones libres sin
amortiguamienta:
MD(E) + KD(t) = @ ' S
La expresidn del desplazamiento viene dada por:
Dy(t) = ﬁ.q.(t’l _ - 2)

La velocidad y aceleracitdn se expresan:

Do (£) =pydu(t) (3)

Byct) = piboct) (&)

El subfndi;é"ifﬁé refiere al modo de vibracion.
Sustituyenda (2) y (4) en (1) tenemos: v
MPcHa (t) + KPaqu(t) = O (5

Fremultiplicando (S) por #7:

PTMP L H(CE) + PT KR Qu (L) = #T0 5 O ) (6)
Haciendo: ‘

ne = T Mp. | - L 7)

ke = #T KL : o ‘ 8
Sustituyendo (7) y (8) en (6):' . .

A% G (k) + k®oqa(t) =0 _ : ()

Condiciones iniciales: Do, Do

Du = 'AQQ!
P74MDg

PTeMDs = PV MPQon BE2} Qoi = eemm—e—— (10)
P Mey

En forma similar tenemos:
. .
Da = f1Qo1 .
Y . . PV MDo

PYcMDy = PT(MPLQoa RIW) Quy = —m—mm——— (11)

PT MR,

S1



Por lo tanto, la solucidn de la ecuacion (9) viene dada por:
Qur ;
Qg (t) = o——ee sen Wit + Qea COs wt (12)
W

Por dltimo, la expresion del desplazamiento final se expresa

camo la superpaesicidn de respuestas modal es:

D(t) = JDy (k) (13)
dondes
Dy (t) = poqeft) - (14)
J

Por lo que la ecuacidn (13) queda:
D(t) = Jraqs (k) R $1-7)
I = modo de vibracion
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C.- VIBRACIONES LIBRES CON AMORTIGUAMIENTO

l.- Ecuacién de equilibrio dindmico
MB(t) + CO(E) + KD{t) = ©
2.- Gbtencidn de la matriz de amortiguamiento
Las condiciones de ortogonalidad para la matriz de masas y de

rigideces:

P TeMP e}
m #n (1)

(e}

P TmKP
causan que todos los componentes axceptuando el endésimo término en
la matriz de masas y de rigideces sean cero. Una similar reduccidén
s@ aplicara también a la expresion del amortiguamiento, si se
asume que las correspondientes condiciones de ortogonalidad se
aplican a la matriz de amortiguamiento; esto es, se asume gque:

P Tl = 0 m ¥ n (2)



* Condiciones de ortogonalidad para la matriz de amortiguamiento,.-

Rayleigh mastrd que“la matriz de amdntngamiento es de la forma:s

C = aM + 8K
donde « y B son factores,arbitfé;iqg”bruparcionales; que satisfacen
las condiciones de nrtdgahalid;d'dé la ecuacidn (2). La ecuacion
(Z) que es proporcicnal a la matriz de masas y/0 a la matriz de
rigideces permite el desacoplamiento de las ecuaciones del
movimiento.

o y # se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones que se

forman & partir de razones de amortiguamiento dados. Par ejemplo

dados ¥, y ¥> tenemos: -

1

g, ——— Wa &«
Wa . .

= 1/2 ' (4)

1

Cs ———— W3 8
W

&
€ = 1/2 | === By . (5
Wy
Dande:
¥:. = razan de amortiguamiento para el modo J

wy = frecuencia de vibracidn para el modo [

Es interesante notar en la ecuacidn (4) o (5) que cuando la
matriz de amaortiguamiento es proporcional a la matriz de masas (C =
aM), la razon de amortiguamiento es inversamente proporcional a la
fracuencia de vibracion; asi, los modos de vibracion altos de una
egtructura tendrdn muy pequefio amortiguamiento. En forma similar,
cuando el amortiguamiento es proporcional a la matriz de rigideces

(C = ¢gK)y la razdn de amortiguamiento es directamente proparcional
[ T ]



a la frocuenciag por'fanfu, los modos'altds de la estructura
tendran fuértg ém¢rfigugﬁientn. ‘ |
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3. Juperpasiéiéﬁ defréséuestas ﬁudeles
Ecuaclion matricial dakéquiigskio difamico para vibraciones libres
con amortiguamiento? ‘
MB(t) + CD(t) KD(t) = O (1
La expresion del desplazamiento s expresas
Do (t) = Paqa(t) . (2)
La velocidad y aceleracidn se expresan:
Boct) = puda(t) : (3)
Boct) = ot 4)
Donde i &s el modo de vibracf{on
Sustituyendg (2) (3) y (4) en (l)‘tenemas:
MP Ga(t) + CPigu(t) + Kpogelt) ‘--‘o (5)

Pramul tiplicanda (5) por #7,.:

) PTMPLGL(t) + PTICPLQa (E)+ AT KPLQa (L) = P70 E O W
Haciendo: o 7’« T . v .

me = PT Mp, ' , , | o 7}

c*, = pT . Cp, . | v (8)

ke, = pT Kp, @

Sustituyendo (7), (8) y (9) en (&):

M= G (t) + €% qu(t) + k®equtt) =0 €10)
Condiciones iniciales: Do, Do

Do = P4qQas

PTMD, = PTaMPiQee E=m) Qot B —=——————-— (11)

L L}



Similarmente:
6: 2 P,0as

PTMDs = AT MR Qe sE=)  fQoq 5 mm=me—s (12)

Por lo tanto, la solucidn de la ecuacidn (10) se expresa:
C'Inl + CaWe (Y
Qs (t) = @xpeb~Yawetl | ———mmmmm e sen Wt + Qou COS W'yt (13)
For dltimo, la expresion del desplazamiento final se expresa

como la superposicidn de respuestas modales:

D(t) = }:D.m : (14}
donde:
Dalt) = p,q.(t) (15)

Por lo que la ecuacidn (14) queda:
DY) = 3 peg, (e RERETY
I = mada de vibracidén
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D.- VIBRACIONES FORZADAS CON AMORT IGUAMIENTC

1.~ Ecuacién de equilibrio dindmico

La ectuacitn de equilibrio dindmico para una estructua idealizada
como la que se indica en la figura, referida a un sistema ahsoluto
Se expresa:?

MB(t) + CD(E) + KD(t) = P(t) - dattiMd (1)

2.~ Superposicion de respuestas modales
La expresidn del desplazamiento:

Do(t) = #oq.(t) (2)




La velocidad y aceleracidn: ’
Di(t) = puda(t) - o R 7]
Boct) = piffuct) o ,»,' TR T}
Sustituyendo (2), (3) y (4) an (1)' .
MPaG(t) + Credu ). + K».q.(t) = Puoit) - Hattima
Fremultiplicanda (5) por fT‘s | k
PTUMP G () + ﬁ"CP:qt(f)+'pT‘KP‘q1(t) = ’Tlpt(t)‘fi

~da(t)pTMI - (6)

Haciendo:
mee = PTMp, e 7)
c*¢ = PT(Cr. | - SRR 1}
k=y = PTLKP, 7 L @
P = PTLF, e
PSRN L A ; “ (11)

Sustituyendo (7), @), (9), (10) oy (11) an (6)f
dattsde (1D

Mo e (£) + c®Gu(t) + k*aqu (t). = p‘.(t)‘
Considerando solamente fuerza extarna- »
m gy (£) + € §u(t) + k=iga(t) ='p .(t) (13)
donde: i = modo de vibracidn. -
La solucion de la ecuacién (13) se expresa en términos de la

integral de Duhamel para tcada modo:

€
qu(t) = ——-mee f Palt)exp. [-Cowa (t = T)] sen w'y (t ~ T)dT  (14)

Por tGltimo la expresidn del desplazamiento final se expresa
camo la superposicidn de respuestas modales:

Dty = Z D, (t) (15)



Donde:
Dott) = goyatt) g (18)
Por lo que la eCuacién (15 se‘expresa:
Dty = ¥ pigoct) ‘ (17)
{ = modo de vibracidn
La ecuacidn (17) puede escribirse tambieéni

D) = 2. (t) + pagalt) + pxgx(t) + ...

3.~ Respuesta de estructuras eldsticas a una excitacién sismica

| f;:~@ﬁ\ % Considerando exclusivamente sismo, la ecuacidn
l e - AN
} R H de equilibrio dindmico se expresa:

2} ~
i L A MOty + CD(t) + kD(t) = —dm(t)MI (1)
; Cajr—im 19,
. k f Siguiendo el procesoc ya analizado en el
H + ’/ f
% - IJ: . anterior inciso, la ecuacidn (1) se puede
| Co T T'\_)v |
! I ' escribir:
E &, 4'/! : 1 o . . J(
‘ o m®e Qe (t) + C®qe(t) + k*eqa(t) = ~ da(t)f. (2)

1
' |
” L-—‘ vl donde:
.....g...('..}--~'idl“ﬂ i :
; . e
l : Lii?%;rﬁ i = modo de vibracién
H

La solucidn de la ecuacion (2) se expresa en términos de la

integral de Duhamel:

11 € .
Qe (E) = —mmemmm j de(tlexp. E-¥iwe(t ~ ©)1 520 W et ~ T)dr ()

m.‘W" ie]
Si hacemas:

A3

Vel = [ de(tienp. [-¥awe (£ = T)1 sen w'((t = T)dY (4)

Donde:

Yi+]1 es funcion de: dm(t), Por Wiy t Esto es:

[ x4



V=Vl 2V [dalt), Yo, Wi, b
Sustituyendo (4) en (3)
i

Qa {t) = ~——mmmem (S5)
m*.w'y N
El dasplazamiento en @l modo I se expresa:
Da(t) = piqu (&)

Sustituyendo (5) en (&)

A
Dy (k) = py==m—=rm= VU (7)
m*ew’ g
Por ultimo, tenemos que la exprésién final del desplazamiento

viene dada por la superposicidn de respuestas modales; esto es:

D(t) = 2 Do (E) 8)

Sustituyendo (7) en (8) tenemos:

donda:
? = matriz de configuraciones modales.
L.as fuerzas eldaticas se obtienen multiplicando el vector
desplazamiento por la matriz de rigldeces:
fr(t) = K D) (7)
Expresando estas fuerzas en términos de fuerzas de inercia
equivalentes, mediante la relacidn:
Ko = Moi= (10)
donde 4{® es una matriz diagonal que contiene a las frecuencias

al cuadrado w2,. La ecuacidn (9) se puede escribir:

4 '
fo-(t) = MOU= D(t) = MOP{————— Wy V} (11)
.



a.— Andlisis Sismico Modal Espectral
La evaluacidn del efecto sismico en estructuras de varios grados
de libertad usando la ecuacion (8°), exige cdlculos laboriosos
durante toda la historia del sismo para cada modo de vibrar
significativo. Por tanto, el andlisis modal espectral surge como
una alternativa atractiva.

Nos interesa conocer la raespuesta midxima de la estructura para
cada modo.

De la ecuacion de equilibrio dindmico:

MB(t) + CD(t) + KD = deMJ NS
dondez

Do(t) = poqu(t) (2

Dy (k) = p.da(t) (3

Batt) = p i) (4)

Sustituyendo (2), (3) y (4) en (1) y premultiplicando par #7,

tenemos:
T Qe (£) + #TCP.qa(t)+ PT K (t) dm(t)PT MJ (
1MP Qe PTalPaqu PTakKPs1qs = dm PT M ; 5
m=y c*®y k*®s .(l

De (5) obtenemos:
Mo G (£) + C%8a(E) + k*iqu (£) = dufs (&)

De donde:
Qman 4 = ==—== ===== (7)

donde Sa, es la aceleracidn espectral para el modo I en

funcion de €4 y Ta.




El desplazamiento maximo es:

Dmdxe = Py Qman ¢« = Pq —m=m==  m—me )

Fimdx, = K Dmdx, = Mgy ——~-——-- (9)

Los cortantes ma&ximos para cada modo V' mdx.) se obtienen:
AP mdx, = S Fmax, . (10)
donde:

5 = matriz de sumas

oo 0 ... 11

|0 00 .. 0 1
Por lo tanto, la ecuacidn (10) la podemos escribir:
(1 1t o 1T}V max,
© 1 1 .. 1 1]l ndxa

VMhaxe =]e o o ¢ ¢ v 0 « 2 s .

0 0 O . ..« 1 1V mdxm-a

(o0 00 ... 0 ]|V médxn

4

Finalmente, los momentos de volteo mdximos para cada modo

G, max,) wme obtienen: l}
n
M omax, = HV max, (11
hs ha « « « bhn H
H=]0 ha . ..« bhn siendo:
h,
o 0 e v hg
hy
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Por lo tanto, la ecuacidn (11) la podemos expresar:
hs ha « « « ha{lV max,
Jumdks = |0 bz . o . ha[{V max=

.
(W] voe o BRIV m&ka

-
-

* Superposicidn de Respuestas Modales
Existen varias fdormulas con el praopasito de obtener una razonable
egtimacidn de las respuestas maximas espectrales. La mds simple y
usual de estas formulas es la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de las resuastas modales, que en forma general la podemos
expresar: 3

Saa Ry la respuesta (Dey Figy V iy dbty eve o Vi, Mgy Nuy ete)

en el modo .

Para sistemas remotamente acoplados: es decir, w., # wy; %5,

R = ¥ R= 1z2)
fan !
Por ejemplo, e! desplazamiento maximo modal espectral se
exprosal
Dmax % \/(D.)=..... + (D2 Zmar + aeo (13)

Similarmente, la fuerza de inercia maxima modal se obtiene:

Fomdy & \/<F.)=,..... + (Fa) Zman + o0s (14)

Dtro criterio de superposicidn modal espectral es el

siguiente:

K =§-:l R I

1



En chimensas se utiliza:

(A

Ry = z R2,
-1

Rz = 2_" Ry !

y la respuessta para diseNo:

+ Como resuman de la superposicion de efectos modales espectrales
tenamos:
1.~ Raiz cuadrada de la suma de cuadrados:
R =VRT. I R, =\f§ R=(

LR
(1,1) (LN} (NN (N, D)

2.~ Suma de valores absolutos:

R = RY, tsignod = J | Re |

(1,1 (L1,N) (N,D)
(matriz unitaria
con elementos cuyo
signo es &l del
alamento Ry)

3.~ Combinacidn de cuadréticas completas:

R = R ERS
(1,1) C1,N) (NGN) (N, 1)
dandm:
Cus = coeficiente de correlacidn cruzada entre el modo

y el maodo j

k4



8= (1 + p) reo=

Coa =
(U =rn2+ a4lr (1 + )=

We
r R e———
Wy
¥ = amortiguamiento del espectro usado.

VER EJEMPLOS 18 Y 19

Analisis Modal £spectral Tridimensional
El andlisis dindmico tridimensional de un edificio puede
efectuarse tomando en cuenta todos lbs grados de lihertad estaticos
y dindmicos que resulten relevantes. 4

Los siguientes sjemplos que se plantean, tienen la finalidad de
ilustrar conceptos cuando se consideran grados de libertad de
torsitn en pisos y cabeceo en paraguas.

VER EJEMPLOS 20 Y 21
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b.~ Andlisis Sismico Estatico
Fartiendo de la ecuacidn de sguilibrio dindmico, consideranda
stlo sismo:
MD(£) + COCE) + KD(E) = Halt)M] )
En este tipo de analisis simplificada, la snlucidn‘vigne dada
pors ' .
Dy(t) = pygq (t) TR 2

Sustituyendo (2) en (1) y premultiplicando ﬁprfﬁ'l se obtiena:

PTIMP () + PV, CP A ()¢ T K a, (L) = Helt)#T,MJ (3
1748y 1Pyt 1%P193 1

Haciaendo:
Camg o= T Mpy , t4)
vy = #T0ry - )
k*y = p¥iKpy ‘ (6
&{1 =pvyma ‘ L ' 7

La ecuacidn (3) resultas

]

Mo H () + C¥ Ay (E) + k" (k) = dalt)l; ®
1fy 141 191 1

g;"im:-w -
El valor maximo égﬁgﬁirnaag

cfx Say

Q) max = TTTT TTomT - : %)
m*y W=y

El desplazamiento maximo viene dado por:s
Dy max = #1931 max - aoe
lLas fuerzas de inercia maximas:

Fr 1 mdx = 59194, 1 (11}
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Sustituyenda (9) en (11), se tiene:

El cortante méximo en i%?baééfreégltai

ap . o agt.ri_Séi_g
pt may = 8 Ky omer o mmmen

vy wWE
donde: € = J¥
Paro: ' '
Klﬁl = Wle’I
Sustituyendo (14) en (12) y (13): ‘ v
1 Jisay
FoeMpy ——=—Bag § Fyw-omeems mifyy
mﬁ ‘ mQ N
3 1 .
1 2y Sa,
ev,oi max = SMey -——— Say Vo' Tomeem 2 mifyi
mhl ) mdx demi)

AL = (WOTMPG) (P MI) === m S

m* m*
l& f 1 1
De la ecuacidn (17)¢
Vo le Say 8a; 9.[%
- = : VQ::——-—- ~~~~~~ =cw1
jl mwi q '".1
Las fuarzas de inercia la podemos exprasar:
4 myP miP
i¥1i iFi14
Fy = ~—- mipyy =V g ——mmme Vg mgmmmmmm—
0[1 pTMI Inieyy
¥
peraos;
hy
H
)
by

(12)

(14)

(19)
(1&)

(17)

(18)

(19)

(20)



Sustituyendo (20) en (19), se tiene:

(W'i /a2 (hi /) ) win;
R =V e
' ~ Seri
3 Clwy s thy s Tviny
cW ) i )
F]. adiatiebhaiaden * w’lhl . (24
zw-ihl
donde: :
© = Coeficiente sismico
=Y ’
12 LW

¢ es la ordenada mixima del especiro de disefo utilizado:’

VER EJEMFLO 22.
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IV.- EJEMPLOS DE APLICACION

EJEMPLD 1.~ Para la estruttura planteada, que sirve de base para los
ejemplos, calcular a. la masa y b, la rigidez da la estructura
utilizando:
1.- El método de las rigideces
2.~ Las fdrmulas de Willbur
3.~ La rigidez de las columnas, considaradas fijas angularmente
en sus extremos.
Suponer:
f'e = 200 kgf/cm=
Se resolverd a base de: trabes, vigas, losa y columnas.
Columnas: 35 x 35 cm
Trabes: 25 x 60 cm
Losa: 15 em

Viga (trabe secundaria) peralte al eje vy de 30 x 40 cm.

4
! ; dtg)
! ; dé: -
! ' S 3.0m i
i ! (X ¢ [+
| : -

?

o’ /

V20m ) k
i e BYO0 .

ma ¢

a. Calculo de la masa (ver corte tipo)s

. N ’
vain  Endanellato
e EENELI AN N mordeis '
fem relean

iSen fisa.
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Andlisis por m%;

Enladrillado: 0.02 % 2000

[
&
<
=
]
-+
~
3

[']

(1) Concreto: 0.03 x 2200 = 46 "
Relleno: 0.08 x 1600 = 125 "
(2) Losa: 0.15 x 2400 = 360 "
Por reglamento (1) = 40 "

Por reglamento (2) = 40

&34 kgf/m=

Feso de trabes y viga:

2 [0.25 « 0.45(8.4 + 7.2) » 24001 = 84?4 kgf

0.30 x 0.25 % 7.2 x 2400 = 1294 "

0.30 % 0,30 ® 3/2 x 4 x 2400 = 1296 "
11016 kgt

Carga Musrta Total:
634 » 7.2 % 8.4 = 38344 kgt
+ 11016 "

Carga Muerta: 49340 kgf

Carga Viva: 70 x 7.2 x B.4 = 4234 "

Carga Muerta + Carga Viva: 53594 kgf
w
m =" ——-
g
53594 kgt
m & =e=——m— mmmee——— = 54,63 kgf-seg3/cm

781 cm/seg®

Para fines practicos se tomard: m = 55 kgf-seg3/cm

k4



b. Obtencidn de la rig;dez de la estructura k. (direccion x)
1.~ Por el método de rigideces
. Introduccidns
Nil/ To'.v. dy, T
— | e

-ty

porque se consideran deformaciones arxiales pequeflas en columnas
y trabes.
La ecuacion de equilibrio estatico es:
KD = P

donde ordenando &n submatrices queda:

Kaa Kam Da Pa
kas Kam | kaz| [ da 0
Kas kaz l Kas da [ = {0 ’
| kss  ksa : k,,l ds P J

Kma Kes  Dm Pe

Las operaciones matriciales sons

KanDa + KawDs = Pa = 0

KwaDa + KenDs = Pa
De la primera:

Da = =~ Kan"*KasDs
Sustituyendo en la segunda:

Kea(-Kan~'KanDp} + KpuDa = Pm
Factorizando:

Hon - KeaKaa™*Kas)Ds = Pu



De ahi:

Pe P
{(Kew ~ KpaKan"'Kamp)} = ==== = —== & § (1)
P d

Solucidn numérica:
I« = DA™/12 = 25 x 60F/12 = 450000 cm™

LA ) le = bh®*/12 = 35 »x 35%/12 = 125052 cm™=
——p e T s L]

Ie/la = 450000/125052 = 3.4

Ie =2 3.6 o
30m ) kgt
£7Te Y 3 : E = 10000vf‘'q = 10000v200 = 141421 -—-
- . N :ml

AE(Ig/h + 1e/L) 2Ele

- T U Kam =
" ! 2Ele/L RE(la/h + I4/7L)

1

Ie 3.6la 7.2€10

QE (mmme ¢ mom——) e e i

300 840 840

3.‘ =Te . Kgg .
' 7.2El e I 3.6l
_______ 4 (===~ + ==

23 -2 X

5386844719 151522800
Kam =
151522800 538844719

Kaa=t =

2.015% 10~ ~566. 66310~ |
-S66, 663K 10~12 2.015%10~"

~6E1o/h2 ~1.179 x 10®
Kam = =

~4EI./h3 -1.179 x 10e

~eEl.  -~eEla| [ . )
Kma = |==mmm  mmmme | = | =1i179x108  -1.179x10%

Kem = 24Ela/h™ = 18.720 « 103

a1



Aplicando la exprasidn (1)1
kunw = (Kmm = KwaKaa~!Kam)

20058 107 ~566,663 x 10 T1,179 10“]
Ko 2 13,720 x 107 = (=1.479 2 104 -L.179 x §08)

-568,663 x 10747 2,015 x 1977  ~1,07% x 10¢

Realizando operaciones:

Kuw = 11,693 x 103 kgf/cm Rigidez del marco

Finalmente, la rigidez de la estructura en direccidn x sera:

ke = 2 » 11693 = 23386 kgf/cm

2.~ Obtencidn de k., por medio de las fdrmulas de Willbur:

Columnas empotradas en la cimentacidn:

48E
Kogse = i
4h| hl + h2
hs +
Zk‘l ltera
Jrea + S5
12

Kes = la/h = 125052/300 = 416.84
kty, = le«/L = 450000/840 = 535.71

48 » 141421.36

4 x 300 300
300 +

833.48 S$35.71 + 535.71/12

kuse = 11566.27 kgf/cm Rigidez del marco
La rigidez de la estructura k, (sentido x) es:

ku = 2 ® 11566.27 = 23133 kgf/cm

J.~ Rigidez de columnas, considerando fijas angularmente an sus

axtremos,

Rigidez de la columna kKu.:

Kuw = 12EIa/h™



Sustxtuyenda valores. g _
knu = (1 ‘5 141421 36 R 125052)/(300)3

knn 7960 ng/cm?Rzgxdez~de calumna

La rigxde~ de la‘estructura ﬁer :

K = 4% 7860 =‘31440 kgwcm




EJEMPLO 2.- Establecer una funcidn que relacione la rigidez de
entrepiso de un marco, en término de sus propiedades de momentes de
inercia y longitudes de trabes y columnas.

Aplicando el principio de superposicidn del método directo de

rigideces:

ravke

; T 3 lJ«".'J . : .
Superponiendo, las ecuaciqpes'dé equilibrio son:

.k:.x bkgz‘ k:a : d; ]{pa

kas Kaa kas |- dé = “pﬁ

| k3 ksa ksa |, lda')  {pa)

Esto es: .

[4ETarh + 1oL 2ETe/L | ~6Ela/h=|lda | p_;\
2EL./L AE(lash # 1e/l). + ~6ELa/h® |{ dat=dpa
~bE1q /h2 ~6Ela/h® 0 20Ela/h® | |da ) (s

- . -

Kaa Kas Da {Faf

=4}
LK-A © Kes Dm {Pn !

(Knm =~ KnaKan~tKan)Da = Py



donde:

]

Ko = 20EIa/hS
E(Ia/h + Tesl) 2EIo/L
Kaa = [ CRRA Co

| 2ETesl: . 4E(Ia/h + Te/L)

Kmm = [ =6EIa/h® " " -4Ela/h® 1
~bEla/h=|

Kam =

-4 ha |
Sl
da

] et

Pa = mm——eD para sismo Pe =
p= 0

Fa = (p}
Obtencion de Kaa™t

Realizando el sigu{ente:cambin'de variables:

M= Le/h o T

N =<EI;(L?v L
La mafriz ﬁaﬁiqdeda=
aEM 2N
Ko = |0

2N 4EM

La inversa de Kaa @ expresa:

4EM ©o=2N
(4EMIZ - (2N) = (4EM) 2 .~ (2N) 2
Kan~3% = ‘ ' .
~-2N ‘ 4EM ‘
(4EM) = ~ (2N) @ (REM)Z = (2N)=



La rigidez del marco viene dada por la expresidn:
kK = Pa/Dm 5 (Kmw = Kaa"*Kan)

Sustituyendo las matrices y realizando operaciones se obtiene:

24E1 -2N [6El. \= 4EM ‘eexg‘én?
T - 2 |- -+ . ‘
h= (AEM= - (2= | h2 ) (4EM 2 - (202 \ h= | I
Siguiendo @l proceso de simplificacidns
20E1. / e.t-:r.,\= 4EM - 2N
k = {—~--- -2
h= \ ha / (4EM)= ~ (2N) =
24E1, ;! GELG 2 I
T - 2|
h™ WL 4EM + 2N
Sustituyenda:

M= Io/h + le/L

N = Ele/L
24E1. ! 4EI.\=2 S T

P R— -2 ' S
ha toha AE(Ta/h + Te/L) + 2E1e/L

Dividiendo ambos términos por 24EI,/H; Biﬁﬁlificahdo:

Kk 3EI. 1
______ - - ooy i
24E1. h 4EYg - GELd
_____ ————— e
hs R &
Sustituyendo:
(Ele/L)
« = > Ele/L = aEla/h
(El./R)
Finalmente:
k 3
——————— = 1 -— o o o oy 2 e e
20E] .. 4 + &x
has

La grafica correspondiente es:
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EJEMPLD 3.~ Para la estructura de un grado de libertad del ejemplo
1, calcular:

a. Frecuencia natural w, la frecuencia f vy el periodo natural T

b. lCudnto debe valer k para que T = 0.25 seq?

c. Calcular y graficar el desplazamiento, velocidad y
aceleracion en vibracidn libre no amortiguada para el
intervalﬁ 0 &t 2 3T

{d, =1 em

Condiciones lnicialas: C.ol. =9 |

de = 0
Datos:
m = 85 kgf-seg=/cm

k = 31440 kgf/cm

a. w = vk/m
w = Y31440/55 = 23.91 rad/seg.

§ = w/2n = 1/2n JVik/m
+ = 1/2n Yy31340/55 = 3.81 Hz

T=1/%4 = 1/3.81 = 0.26 seg.

b. T = 1/f = 2n/w = 20/ Wk/m
Despaejando k=

k = {(2r/T)2% x m o

Sustituyendo T = 0.25 seg

k = (2n/0.25)= x S5

‘;' ] . rad
k = 34741 kgf/cm w = Jk/m = y33741/55 = 25,13 ===
. AT seqg

f = 1/7 = 4/0.25 = 4



Par facilidad se utilizard en adelante:
m = G5 kgf-seg2/cm
k.= 34741 kgf/cm
T = 0,25 seg

w = 25,13 rad/sag

.

d(t) = ~==— sen wt + d, cos wt
w

dig) = éa cos wt - wde sen wt

d(t) = ~dow sen wt ~ w2d, coswt
Sustituyendo w = 23.91 rad/seg
do = 1 cm
C.l. =, N
do = 0O :
d(t) = cog 25.13 ¢
d(t) = -23.91 sen 25.13 t
dit) = -4631.65 cos 25.13 t

Las respectivas graficas en el intervalo O 2t s 3T son:



die), Inciso a,
(cm)

do' fcm




(T}

die)

30~

204

1

N

dn'dcm
do=0

~30

' Ty

|
e8]

tzeg)



|

du'ﬂCm

do"'o

l]l‘ljl

+

0t é o)



EJEMFLO 4.,- Para la estructura del Ejemplo 3 cuyos datos son: m = 55
kgf-seg2/cm, k = 34741 kgf/cm y empleando ¢ = O,05;
5. Calcular y graficar el desplaéé@ienta y la velocidad para el
intervalo 0 ¢ t & 4T, C.l.: ( do = lem
b. Graficar el dE$plazamient§ Y lajvglucidad can ‘la C.I. . { da
= 10 ch/seg.
¢. Braficar él deshla?gmiahto y lélvelbcidad‘coﬁ Ias‘siguientes

‘ de = 1 €m

C.I. . B L J
L do = 10 ;m/seg. W
Solucidng
a. dit) = e ’“‘cbz sen w't + bz cas w M % (1)
Derivando la ecuacidn (1), simplifz:ando y agrupando, se
tiene: K ’:‘ o uf" o ”'7

L

d(t) = e-Ywe[(—Cubs = baw'dsen W't + (byw' - bafwicos w't  (2)

donde: .
do + Ywde
By B e—mm———aa— - (3
W'
by = do T (4)
Sustituyendo (3) Y- (4) en!(ii seioﬁtiene=,
B da + twd, i e o
dit) = e~?~= i iatedtad sen W't + deo cos w't (S)
SustituyendD k3)‘y 4):en. (2 ‘Yfgghhrificahdb,‘sé”tieneé
.wfd;“séﬁ:Wft,+ltégj cos W't (&)

d(t) = e~fwe {|-lu

W= Jh/m

W' = le,

,434741/55 ='25.13 rad/seg
”t= = 24.1&J1 (0.05) % = 25.1013 rad/sea



Considerando que w’' ¥ w, las ecuaciones (35) y (4) quadan:

da + CTwde
dit) = @ fwe|cmcamae e sen wt + do cos wt (7)"
“ =
d(t) = e-bwe [-Cde + €Pwde - wdal sen wt + [dol cos wt (8)
Grdficas
a. Para
de = 1 cm
C.1.{ |
de = 0
¥ = 0.05

k = 34741 kgf/cm
m = 55 kgf-seg=/cm
w = 25.13 rad/sag

Sustituyendo valores en (7) y (B) y realizando operaciones, se

tiene:
d(t) = @~t-387¢[(, 05 sen 25.13t + cos 25, 13t] (?)
dit) = e=s-387¢(=25,07 sen 25.13t) (10)
b. Para:

do = 0
C.,I. .
de = 10 em/seqg

Sustituyendo valores en (7) y (B) y realizando operaciones:

d(t) = @ *+367¢ (0,40 gsan 25.13t) (11)
J(t) n @-1.207¢ (0.5 gen 25.13t + 10 cos 25.13t) (12)
c. Paras

do = 1 €m
C.I. .
{%e = 10 cm/seq

| L



Iguaimente, sustit#yendo valores en (7) y (B)'y reali;andu
operaciones, se obtiene:
d(t) = @-1-397%((,45 sen 23.13t + cos 25.13t) (13)
d(t) = et-2m7e(-25,57 sen 25.13t + 10 cos 25.13t) (14)
A continuacidn, se presentan las graficas de las ecuaciones
para cada inciso en el intervalo:
05t 2 4T
dondea:

T = 0.25 seq.



d)
(em)

[
o
i
>

<y _r.sfr..r..‘ g

I

o ¢
{st9)



r1 J

de

&7

30

20 4

Jnciso aQ,

c.I.

dot fem
d.® 0

“20

«30—




die)e
(em)

Inciso b,

(us)



)

(%V;_" Inciso 6.
b .
] do= 0
10 €14 .
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EJEMPLO §,~ Calecular para la estructura de un grado de libertad: a.

rigidez, b. frecuencia natural amaortiguada, c¢. decremente

logaritmico, d;;poréentaje de amortiguami;htu; é.'ftECan:ia,
natursl, ¥. maéa; g. peso, k. perioda,. o a »
amortiguémienfb'y k. desplazamlento para
vibraciones lxbres es’ € o el g

condiciones estét:cas“p[d =0

o : G)"'?
IN i ‘i"ﬂ ;
m

r 7 ,v 050

e,
Lo “i
T' = 1.4 seq
- p Q072
K = =—= & ~=mee— = 17,858 T/cm
A 0.508
b.- o _
w' = 2n/T'=-20/1.4 = 4.488 rad/seg
c.- : i'f; )
8 = 1n5(0.508/0.9064) = 0.223
do- © 0,225 :
¢ = 1f-—ff?fi= Q;03549 = 3.549Z
e.~ S
w' o= wfl = (= ===5 w= w1 - (’
: S rad
w = 4,488/41 - 0 03549)2 = 4,491 ==—
. seg
-~
f.- w2 = k/m =s=>m = k/w2 = 17.858/(4.491)% = 0.8854 T-geg=/cm
9.~

w = mg = 0.8854 x 981 = 846B.59 T
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T = 200/w = 2n/4,491 = 1.399 seg
§F 2 1/T = 1/1.399 = 0.715 c.p.s.

¢ = c/can = C/2mw  s=a) & = 20mw

cs 2(0.03549) (0.8834) (4.491) = 0.2822 T-seg/cm

do + Cwde
d(t) = @Cws | cmmcmcee g@n W't + do COS W'E
v

a
]
[

= 0.308 cm
da = 0
t = &T = 6 x 1.399 = 8.394 sag
Sustituyendo valores:
’ 0+ (003349 (4,471}

d{tebl} 2 g~ 10 0TEMH (6. Q001 (0.390) | cocnanenacncnncsancce gon (4, 000H (0, 390) ¢ 0.508 cos (4,000)(0.3N)
40

d(t=6T) = 0.133 cm
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EJEMFLD 6.~ Para la estructura mostrada en la Fig. calecular: a. la

rigidez y b. el desplazamiento maximo.

AUUROOUN (s N T
yAN ZAY Io = 2672.21 ca®

Datos:
w = 7257.48 kof
I = 2Ig = 2 ¥ 2672.21 = 9344.41 cm+
Motor a 300 R.P.M.; po = 18.14 kgf
Eacwres = 2 % 10* kgf/cm?
a.~ Por el principio del trabajo virtual:

L(pL/4) (L/4&)

A-f::,t‘""“ 2A '_"A R4

1P

Sustituyendo valores:

I L 7257.48 » (3660
a A A= = 0.493% em
4Bx2x104x5344. 41
T e p 7257. 48
AT A ko= == = e = 10465 kgf/cm
O S— a 0.6935 »

m = W/g = 7257.48/981 = 7.398 kgf-sag2/cm
w = Jk7m = V10465/7.398 = 37.611 rad/seg®
Pe 1

d(t) = sen it
k 1 =~ (/W)=

dondae: -

# = 300 rev/min = 31.416 rad/seg

d{t)] es mdximo cuando sen it = |
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despe jando t:
sen it = 1
t = (ang sen 1)/31.416 = 0.05 seg
entonces:
18.14 1

d(£20.05) Iman = gen(31.416) (0. 05)
104468 1 - (31.416/37.611)2 .

d(t=0.035) Inanw = 0.003734 cm
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EJEMPLO 7.~ Obtener la respuesta de un sistema no amortiqguado con la

fuerza que se indica en la Figura.

Pee)

Fo

d{t)

d(t)

dit)

d{t)

d(t)

%

Po
plt)
Lo
- ¢
1 «
——— f p(%t) sen wit - %idy
mw =
Pes -
—=== [ sen wit - ©yax
nw S
Pa 1 «
________ j gen wit - %) (~w)dT
oW —W °
Pa e
—~=== {cos wit - ©)
mw=
Pa
m—m—— (] ~ cos wWt)
mw®
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EJEMPLO B.- Obtener la raspuesta del sistema no amortiguado :dya
fuerza pft) s&e indica en la Figura.

Pl s
)

| (P=
H ‘\—"—“ t H 02 t s te
b .o ta
! P pitr:
_L/.._ et 0 i tD>ta
H < .
1 .
die) = === I p(¥) sen wit ~ v)de
mw had
Pa . .
dit) = ——=m—~ f' 1 gen wit - Tidy
mwte <
Integrando por partess
f udv = uv ~ I vdu
sea: u =% v = [ sen wit ~ %ide
du = d¥ 1
v B2 —-~= cos Wit - %)
w
« T 1 «
I t sen wit ~ T)dt = ~~— cos wit - t) - ——= f cos wit - v)dy . (1)

U
I

1
[ = - j cos wit - t)dt = = - sen wit = %) (2}
w © w2

Sustituyendo (2) en {(1):

« T 1 ¢
[ T sen wit - T)dt = [~== cog Wit = T) + === gen wit - ¥

w w2 -]
t 1 1

2 ~~=lt - ~-== san wt
w w
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Finalmente:

Po « ) Pe .1
d(t) = —cmmee J % osen wit - % = ——— t - -—-— gen wt
mwty = tomw= w
pero:
Pa
—— = a
ta
a 'S } R a 1
dit) = === I'% 500 Wit = T) = mmm-=|p = o sen wt
mw e o nwa2 . w
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EJEMPLO ?.~ Para ml sistema amortiguado de 1 grade de libartéd,

cuyos datos se indican, obtener: a. amortjguamiéntogib;

desplazamiento paré_t-= T/8 y c¢. fuerza rastaurédaf& paha t = T1/48,

siendo T el periodo.

»iﬁi f"> it}
Ped)
P
e o f
m = 55 kgfesegﬁlvm f S K
k= :

34741 kg/cm

(21
i

0.05 "
Po = 1000, kgt

£
L}

= Yik/m = V34741755 = 25.13 rad/seg

Zenw = 2.x 0.05 x 55 x 25. 13 = 138,23 kgf-seg/cm

a
it

1 Y . ' o
dit) = ———= F nix) exp.f~Cuwlt - ¥)J sen w!(t - w)dy
mw' = ' ' .

camo w ¥ w' se tomard w por w’

Po © e .
d(t) = == [ exp.[-¥ult ~ %1 sen wit ~ %)dv
2 S

mi s

V
(A)

Integrando (A) por partes: : udv = uv - J vdu

dandes
u = exp.C-Buwit ~ T du = Ywexp.L~Cwit - %)3lde
v = 1/w cos wit - 1) dv = sen w(t - T)dxy

108
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Entonces:
A = axp.[-Cw(t -~ ©11{ 1/w cos wit - %) -

- tI exp C-!w(t - %)) cos wit - v)dx {2)

- .__._V F R |

B

Integrando (B) por partes: [ udv = uv ~ [ vau

donde:
u= exp.[~fwlt - %) du = Ywexp. [~Ew(t ~ T)lde
v = ={/w sen wit - T) dv = cos w(t - %)de -
Entonces:

B = axp.(~fwlt - TII{~1/w san wit ~ ) +

+ tf anp.[-Cwit - )] sen wit - t)dxy (3

Sustituyendo (3) en (2):
A = exp.[~Cwit - T)I{1/wcos wit - %) + Lll/w sen wit — %)) ~ ¢=2A
Despejando A:
1 t
A= ———em——ee gep. [-Cw(t - T)1{cos wit — T) + ¥ sen wit - T}
w(l + =) o
Sustituyendo limites:
1
R L1~ e-¥“e(l sen wt + cos wt)l 4y
wii + {=
Sustituyendo (4) en (1)

e . . <
d(t) = mmmmam————e— (] -~ @~{%t (¥ sen wt + cos wt)l ' (1)
mwE (L + ¢2) -

donde:
Pe = 1000 kgf
m = 55 kgf-seg=/cm
w = 25,13 rad/seg h

£ = 0.05
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T = 0.25 seq t a-r/;q‘.'s-o.z'suo’s 0.025 seg
Sustituyendo valores en la ecuacidn;k;fS»y Feaiizaﬁdo‘
operaciones, se tiene: ' el , '

d(t) = 0.0053843 cm - (%)
Derivando la ecuacidn t1'$ con respeéta a t:
. Pa
d{t) = ==—m————— == La=lwe (]l - {Mw sen wt) - (&)
mw2 (1 + T2
Nuevamante, sustituyendo valores en la ecuacidn (&) vy
realizando operaciones, se tiene:
dit) = 0.4121 cm/seg (73
Para cada valor de t > 7/10, la estructura ttene un
desplazamiento d(t) de acuerdoc a la mcuacidn para vibraciones
libres con amortiguamiento (ver scuacidn 14, seccidn II.C.3), con
lag condiciaones iniciales do y d. encontradas an (5 y (7).
En este problema se pide d(t = T/8)
{a, = 0.0053843 cm
£.1. 4,
do = 0.4121 cm/seg
Ecuacidn para vibraciones libres con amortiguamiento:
(ecuacidn 16 de la seccion I11.C.3)
do + Cwde ,
dit) = a~fwt sm-====== cen w't + do cos w't] 7 ) 8
donde: ! L
w' = wfl = €= = 25.13/1 - (0.05)% = 25.1013 rad/seg
t =T/5 = 0.25/5 = 0.05 seg
Sustituyendo valores en (8) y realizando operaciones, se tiena:

d(£=0.05) = 0.01647 cm

Co- flt = T/5 = 0.05) = kd(t = T/5 = 0.05)

fr(t = 0.03) = 34741 x 0.01647 = §72.18 kgf
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EJEMPLO 10.- Para la estructura mostrada en la figura, calcular los

modos de vibracidn por el método de valores y vectores

caracteristicos. ;

M3 | DY) b
—r g

e Pyldrops
—
Jul ! >
TR . . ——

Ecuacion beneral en forma matricial}
MD + KD = 0

-Obtencidn de la matriz K

Del equilibrio:

Nival 3 0 - RNy
s )z Jh] k.'I _—.’k-’
Nivel 2 R, == Yy =
=0, *»0" <0
Nivel 1 -k =~ 'R,'
blbh'.‘, == &=z
O, «O :

(1)



(ky + ka ~ka 0

Kel ~ka  ka+ ks ks _ (2)
(m 0 o

M=lo “me o | - 3
00 ma
fdat))

Dit) = dz( 3 4
datt)) T |
Sustituyendo (2), () y (4) en (17 T
m 0 O gmm] kit ka | ka0 ‘q'}‘(g)],, {o
o mx 0 [{Ga(o)+ ] ka | Kka + ks -k d.(t)\= 0
6 0 ms 13;(1:)} o ~ks datt) o
Proponiende como solucidns
D = ¢ sen wt » | (5)
D = pw cos wt ' . (4)
D =¢ (~w2 sen wt) = ~w2 (p sen wt) = -w=2D (7}
Sustituyendo (5) y (7) en (1):
Mp (~w2 sen.wt) + kﬁ sen Wt = 0
La ecuacién caracteristica:
Ke — waMp = 0 : (8
[K ~ waM]p = 0 - (2

Para encontrar una solucidn distinta de la trivial: .

Det [K - w2M] = 0



ks + ka = wZm, ~ka .0
K ~ w2M] = k= kz + ks — W2na —kay (10)
(s} -k ke w2my
Por simplicidad se considerard:
ks = ka = ks = k

My = Ma = Mx =2 M

2k = w¥m =k o
[k ~ w2M] = -k 2k - wan -ki (10"
0 -k ko= wem . 8
Realizando el cambio de variable: N
WwZ = 2 - f”: . : .

2k -am. -k 0
K -zal =| -k 2k-an -k
0 . -k ’.k-~ zm
Det [K - zm) = (2k - zm) (2k =zm) (k=zm) = kZ(2k = zm) =
- k2(k - zm) = O
Realizando operaciones y simplificando tenemos:
-z¥n= + S5z¥m2k -~ bzmk2 + k= = 0
Dividienda entre -m>
z3 - S5z2(k/m) + b6z (k2/mA) ~ (k3/m) = 0
Si k/m = «
z¥ - 8z%« + bzo=< - &% = O (11
La ecuacion (11) es conocida como "ecuacion caracteristica
de la matriz". El problema consiste en encontrar los valores de z

que la satisfagan.
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El grado de la ecuacitdn caracteristica coincide con el
nUimerg de grados de libertad que determina el numero de masas que

compone la estructura.

Solucidn de la ecuacidn (11)
Aplicando el método de Newton Raphson para reducir el grado
del polinomio:
z = 2q ~ flz)/F'(2)
donde:
' zo = splucidn propuesta para la ecuacién
z = golucidn corregida
Primara iteracidn:
Proponemns z = 0.25«
f(z) = (0.25x)% =~ 5(0.25x)2x + 6(0,.25a) a? ~ «3 = 0.203125«=
f'(2) = 3(0;25«)5 = 10€0.25ax)x + é6x2 = 3.6875a2
z = 0.25& =~ (0.203125«™/3. 6875¢2) = 0.194%9«
Segunda iteracidn:
Proponemos z = 0.1949&
f(z2? = (0.1949x)= ~ §(0.1949x)=2a + 6(0.194%x) = - «F = -
=0.0131a™
F'(2) = 3(0.19490)2 =~ 10(0. 194900« + ba= = 4, 164843
zZ = 0.194%« —- (=0.0131x™>/4.16480=) = 00,1981«
Tercera iteracidn:
Proponemos z = 0.1981«
f(z2) = (0,19810)% ~ 5(0.198la)3x + 6£(0.1981a)x® ~ 2 = -
= 43,405 % 10~ex™
F'(2) = 3(0.1981a)2 ~ 10(0.19Bjlx)ax + bxZ = 4,137x=

z = 0.1981a ~ (-47.405 x 10~-%x>/4.137«%) = 0.19681a
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Como z = propuesto, tenemos una raiz

z = 0.1981« !
Aplicando la divisidn sintética:

1 ~Su +ba® -3 | 0.198ta

{
0.1981x -0.954 3= o |

1 -4.801%« 5.04B7a= o

La nueva ecuacidn taracteristica serd:
23 - 4.8019zx + 5.04870= = 0O

Las soluciones de esta nueva ecuacidn son:
z2z = 1.5%4%a

3 = J3.2470ax

Como w2 = ¢
& = k/m
Tenemos:
w2, = 0.1981 k/m
woay = 1.5549 k/m

wly = 3.2470 k/m
Que constituyen las frecuencias naturales de vibracidon para

cada moda de vibrar.

Obtencidn del primer modo de vibrar:

Sustituyendo w®;, = 0.1981 k/m en (?)

2k - (0.198L1k/m)m - k ] ‘ (& Y]

-K 2k - (0.1981k/mim -~k . pal'={0
0 -k k = (0.1981k/mimj{ps| |0

18



Simplificanda

1.8019 =1 0 Py (00
-1 1.8019 =1 pal={0
0 -1 0.8019] { ps 0

Ne donde obtenemns:
1.8019¢,  -pa =0 B , a2

~ Py + 1.801992 - ps = O ‘ B (13

o
o
&
bl

~#=2 + 0.8019p5 =
Si ¢, =1
De la ecuacidn (12): P2 ='l.9019
De la ecuacidn (14): ¢z = 1,8019/0.801% = 2.2470 = g,
1.0000
f. =4 1.8019
2.2470

Obtencidn del sequndo modo de vibrar:
Sustituyendo w2y = 1.5549 k/m en (9)

2k - (1.5949K/m)m - & 0 Al e

~k 2k - (1.554%k/mim -k et =
o & k- (1.5549k/mm| e
Simplificando
0.4451 -1 o #r] 1O
-1 0. 4451 -1 P2y =40
0 -1 -0.5549| | »s 0

De donde obtenemos:

0.44519, ~ Pa =0 =]

~ P+ 0.4451pa - #3 = O R 3 V-1

¥z - 0.554995 = O ' TYZ
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Si #1 =1
De la ecuacidn ({5)z #5 = O, 445l
De la ecuacitin (17): Ny = —O 4451/0.5549 = -0.8021 = ’;
1.0000\
P = Q.44%51

-0.8021

Dbtencidn del tercer modo de vibrar: '

Sustituyendo wis = 3,2470 k/m en (9)

2% - (3.2470k/m)m -k e ey (o
-k 2k - (3.2476k/¢>hf€5-k ﬂf,' “: | Pa)=q0
. —k:.k: S % - Ry lo
Simplificanda ‘ '
-1.247 -1 0
-1 ~1.247 -t
0 -1 ~2.247

De donde obtenemos:

~1.2479, - #= =0 SRR NG

Py~ 1.207P2 ~ @3 = 0 (19
—#a - 2.247p5 = 0 (20)

Si py =1
De la ecuacidn (18): pa = -}, 247
De la ecuacidn (20): p; = 1, 247/2 247 = 0.585
1.000

~1.247

£
0.555
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For lo tanto, la matriz de configuraciones modales sera:
1.0000  1.0000 1.0600
£ =11.8019 0.a451 -1.247
2.2470  ~0.BOZL 0,535

Esquemdticamente, la configuracidn para cada modo de vibrar

as:
m
R
m
R |
LA
Ym <)
] r

1.0000 4 1.0000 | 1.0001
P 01,8019} g2 =do.sast} o ps ad-1.247
2.2470) . {o.mms
Wi = fBUTIBIRIR - wa = VTV
CTam 20/wa niws

119



EJEMFLO 11.,- Calcular la frecuencia y configuracidn modal del

primer modo de vibrar de,lévestru‘cltUra _repr‘asent_ada' por el modelo
matemdtico siguientéx : v
F e 5180007 O T

‘.k“ J(,??S.‘Tém'

4m |
b mge /n,:n_'-:'o"f?:

am

Ckgv 60995 Them

Am

m ; :
' .3
] Ins 17837410 °

4m Wiz 5C 868 T

Solucidn:
Antes de proceder a realizar la tabulacidn para seguir las

pasos del método, conviene uniformizar a un mismo valor las masas y

las rigideces, 0.334m
0.5¢¢k
En este caso se uniformard a: m
R
m = 178.3%9 % 103 (T-seg?)/cm m
k = 44.995 T/cm , k .
m t
El modelo matemdtico simplificado ' &
resulta: m ray k
m

1R0



Calculo del primer modo de vibrar

Ire iteracioén

= S = -~ 1 g
= b= = >3 =
> s A A 2 .
” " o8 - BN —— —
e . <
2 ES 2 S S 2
- - - - u
= b = = <
3 o - L ] o~ =4
H ] d H . :
- Ll ™~ = L] ~0
2] w - »” o™~ -—
-~ - = - e -
- 3 2 IS Ey 2
v S S < - P
2 - R = - -4
= = = = s =
2 S I = 2 ]
=
= = 3 E Q <
H s H H H 2
— ws o - > -
= = =
- : - -
= A S 3 3
= o . .
L) = - S~ e -
H 2 A A . :
o - N n —_
- o~ — -3 -
o -] - ~ -
L 2 . s s
””> »” M ~ o~ l,
3 : - =
: . =
< . —
3
C -
[
> - - - - -
H
-
T ST T AT TISYT TR T YT
-
1] 1] t 1] 1] L] N » []
R B I T R T
@ ’ i i i H 4 8 i ] i

K = 44,995 T/cm

m = 178.39 ¥ 10~= T-seg?/cm
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20 Jtaracién

»y o~ ~” [--] -
- >y — -y -3
o | - - 3 P - -
-
i3 2 g 3 3 3
2= = 3 = = 2 -
- - <> ] ~ -
- - - o~ —
B Bndl URIR Mol SO it NN N SO AR Rhadt A
: - = = - - -
« 3 3 3 5 3 3
= E 8 5 =] £ 3
[ = (2] ~ v & Ma
— - -~ o [ -
= £ & 5 2 g §
$=3 = H = : 3 3
- - [ o Ll o~
- -t wm e mm wa wE en = e e el = e L e B e el S8 e e s v ——
- - - -
L] o "~ — -a
2= s £ 3 5 -
S " o~ ] =
-, — o - —— mp me —. e ww m= Wy TR ww = * == "= e = ae *m e =m e =n e
-1 2 . b~ = 2 =2 m .
- ” (] - » -2
B R BRI ] PO = 3.
: VR IO . e
3! = &
< - o
- [ s se s WS S S w— - '4"I llllllllll - — el W ——
-
- ml - - - - -
>
U N S NOE SRS VRN IS AU SRS AT U I L4
- L) — e L s, -~ L R I
ShLLzi_ini Tl 23Tt
= | = R fmi fej j-i |
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Jre Iteraciaon

3 s 3 3 2 -3
- .
» =3 - =2 M. o
. - -
& - -~ L -3 -
= = = = = 2
=
[ m ] = K] =
= = - P =
- - b o S m
. 1+ o~ b=y -~ wa = o
B v - o ] - -
- - L] Lc] o4 -—
2 2 - - = -
= = < =
- o (5] - - g >
4 ~ ~ o o [
<
- - - -
% S £ 3 g 3 &
s = o~ = -~ - -
— - -~ o - I
= _T2 e e
- - - -
L]
i 5 s 2 S s
~ - - ) - -
- . < 2 H =
- - - o~ s -
L] ™~
-1z P 3 2 3 g
- ”> — L] -3 -~
H ] > H - -
Ry " o~ ~ - -
B L . R
oy 3 -
=3 = .
e n e e - o~ L
. - .
L ! - -
-
- m: - - - - -
L2
ol e ittt e T T e s e T e R
s - fn [ I ] " ~ —
— ] e Y e e e A
f  imt el ToT 72777277
= 6. -SC 1 . . ¢ 13 1 v "

e me me e Be TR me Th e me Sm BE sa e = S6 AL e hu S e S me =R e S e ——

=



4= Iteracian

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!! .l..
-iz S 3 2 3
S 3 = s 3
- N - pc i ]

= s 3 & 5
X m - = -
3 5 g 3 3
o i= = 3 d 2
< 1~ = = =
= = - =
” - - d -
= b = =2 =
(= L d ~ = =
= = = =
i AZE i Th JDgs S S A |
~ 2 2 - =
F 3 o e ] -]
& = < = =
- - ~~ o~
b LT AT AT LT L
- - a
i) (51 131 18 i3
=i = : 3 = .
- — ” ™~ o4 el
ull ED S T SO Rl S N S Rt
o o - -
i = E 3 3
e} 3 - - s =
- M -~ - o~
b
P DS Ml SIS RS AR AU S I A
E: 4
- - - - -
s {
SR St SO S SRt SN TSt A AU AU §
bl U Rl SN R AU M U R R A
= § o " ] 1 e~ |

||..|..l.|
-
-
=
-
-
~
=]
-y
=

=

=

-

=

H

o~

-r

=

-

=

R X
-

- oo o o
m-
-

R R Y

-

=

=

&

]

-
-

e f

t =

l.-ns

UL,
-]

PR Sy

3

o

=

=

>

-y

=

-

-

-

=

o

=

e ov -

m

]

<

-
*

. wo o

W = (0.439/8) (k)0 = 0,072 x &4, H5/178.39 x 102 =

L]
g z
T3
3 =z
q]b
. 0w
-

_ —
£ 332 3 3
“llz{u“w
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segundo y tercer modo y sus respectivas frecuencias naturales y
Calculo del segundo modo de vibrar:

EJEMPLO 12.- Para la estructura representada por el modelo
matematico del Ejemplo 11, calcular la configuracion modal del
periodos asociados al segundo y tercer modo de vibrar.

e me mm e m* mm mm = —= m= = m= == mm S mm A= = == —= =~ = e = =h e e = =

- u o o
NIRRT IR IO
AN ¢ ¥ s = =
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Cdlculo del tercer modo de vibrar
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EJEMPLO 13.- Utilizando el método de Holzer, calcular el segundo y

tercer modo de vibrar de la estructura representada por el modela

matemdtico del Ejemplo 11,

* Cdlculo del segundo modo de vibrar

Utilizando:

wo, = w2,

De la solucidn del Ejemplo 11t w2

1 2 26,4658 rad/seg®

240 rad/seg?

658 =

W2 mup = 9 X 26

—
[y
21 s &
=12 n
=i ¥
[] * [ :
[TS . . o
uv ) Ly
- @
bl - <
—_ -_
LAl
S8
R < "~
s $ s
||||||| - S
.
iis =
a4 «
“ ‘l A"
» = -
-
=
E £
e - .
2 -
. -
o -3
[Te ] ~
- =1 -
< £
lltclﬂ.‘vutllul lllllllllllllllllll
et -b- -5
i S N - — -
== i

9%y oup = 2404

cenmmerarvnnsnen

130



2da jteracién
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Jre {teracitn

W22 gup = 213 rad/seg=
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Paor lo tanto, para la siguiante iteracién, se considerara:

W22 wue = 213.907 rad/seg?



4t~ jtaracién

W22 aup = 213.907 rad/seg?
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tltima

la diferencia final de esta

Como puede observarsae,

iteracién es despreciable, por lo que:

wiy = 213,097 rad/seg®

wa = 13.424 rad/seug

Ta = 20/w3 = 210/14.626 = 0.43 seg.
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# Cdlculo del tercer modo de vibrar

Utilizandos

W3y = 28w3,

24.4658 rad/seg®

De la solucidn del Ejemplo 11: w=,
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Por facilidad, se supondrd para la primera iteracioén:
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2¢= jteracidn

W?a mup = 590 rad/seg”
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Jra jteracian

W3 wup = 522 rad/seg?
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Por lo tanto, para la siguiente iteracidén, se considerara:



4%e jteracion

W2 wum = 526,609 rad/seg®
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Como puede observarse, la diferencia final de esta ultima

iteracion as despreciable, por lo que:

W2y = 526.609 rad/seq=

.748 rad/seg

22

Wy

Tx = 20/w> = 2n/22.948 = 0.274 seg.
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EJEMPLO 14.~ De la estru:turé ﬁue se indica en el Ejemplo 10,
calcular las frecuencias y modos de vibracidn aplicando el método
de Jacobi.
Solucian
Las ecuaciones del mavimiento vienen dadas por:
CK ~ w2Mlp = O (1)

Utilizando los datos y desarrollando (1) tenemos:

2k - w2m -k 0 P )
-l 2k~w3m -k pal=]0 (2)
o -k k - w2m| [P 0

Dividiende por k y haciendo A = mw#®/k la ecuaciédn (2) resulta:

2 -1 ol{ #s 1t o  olfes
-1 2 -t1f{eal = ado 1 oflira , (3
0 ~1 i [ £ [¢] ] 1]i(rs

La ecuacidn (3) es del tipos
CAILXY = ALIILX3 analizado en el caso A
A continuacidn, siguiendo el proceso ya indicado para aplicar
el método de Jacobi (caso A), obtenemos los resultados que se

indican en la siguiente tabla.
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Aaadl] 1 | fone | ! |
Vo224 0,212 0 ! EE ! [} 0 0!
[ ! ! 1 - } !
{210-0.212 | -0.473% 2,3 1-5,99%6 | -0.4483 | 07831 ! 0 cose -sene!
P . H o) [ < } |
00 -0.87% 0.7752! { ! ! ! 0 send cosel
f=i i H ! [ | |
41 3.2246 -0,1835 -0. 1384} ! { { | cov® sen@ O |
[ H i i { { |
300635 LS8 0 ! 1,2 10,1977 ¢ -0.0974 | 0.9932 | send cose O |
Pt H 1 ! { ! {
t 01384 0 0.2044) H H { 10 [
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L2403 0 0.1 ! ! ! | eosd 0 -sendl
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! {

En [Aas) vemos que ya pricticamente hemos obtenido 'la
diagonalizacion de la matriz (Aol por lo gque tenemos:
Az = W2y = 3,2467 k/m
Aa = W2y = 1,3546 k/m

0.1982 k/m

As & W2,
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Finalmente la matriz de configuraciones modales & se abtiene a
partir de:

B 5 [T2ilT2l[TallTallTml

0, 7074 0,707 01109530 0 -0.3029¢ | 0.473% 0.2071 -0.2142
(T8 o[-0, 7001 0.7070 O 0 1 0 1=1-0.4730 0.707F 0.2182

(1 0 110:3029 0 093300 (03029 0 09500

0.4739 0.7074 -0.20421 (1 0 0 0.4739 0,6786 0.293%
T TR ) = 1=0.8739 0.7073 02142110 07831 0.4483{=1-0.6739 0,8012 0.5205
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0.3029 ~0.6159 0,7272§| ¢ 0 1 0.3614 -0.583¢ 0.7272

0.4006 0,7404 0.2015 || 09990 0 0,0A52( 10,3907 O.7404 0,323
[T UTT5)Y,1{Ta) ={-0.7097 0,3336 0.4208 [ 0 {=p0.7370 0.333 0.5878

0.3614 ~0.5830 07272 |[-0.0452 0 0.99%0 LO.!ZBZ ~0.583 0.7428
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® ={~0,7370 0.3334 0.5878

| 0.3282 -0.5834 0. 7423_‘
Normal izando '
71,0000 1.0000. 1.000 |

@ =[-1.2477 0.4506 1.8340

| 0.5556 -0.78BB0 2Z.3174]

modo 3 modo 2 modo §
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EJEMPLO 15.~ Encontrar la solucidén general a la vibracién del -

sistema del Ejemplo 10, cuyos datos se@ indican a continuacidn,

Cy0 (r?_ Datos:
',}f'i ky = ka = ks = 34741 kgf/cm
”
Cye0 A) m = mz = ms = 35 kgf-seg*/cm ,
: ! 10000 1.000 | { 1.000
: : £y =4 1.8019 P2 =130.4451) px ={-1.247
o ot 2.2470 0.8021 © {o.588
;! ' .
- o Wi = VO T58TR/m we = VI.5549K/m we = ¥3.2470k/n
0 :ifi,i E Cnngi;iones iniciales: : -
e ) °
e Do ={2} cm S De ={0
3 0
Solucidn:
Modo 1: .
m*8s () + k% qu(t) = O (1)
dondes
m*y = AT Me, .
K™y = PTKp
Tenamos que;
me 0 0 ks * ka  —ka 0
M=[0 @ o 5 K=| =ka  ka* ks ks
0 0 ms ' o ks ks
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Sustituyendo valores:

S5 (] Q

M=10 "85 [+] Lkgf-sag®/cml
o o 88
[~ 49482 -34741 o

W o= | ~34741 69482 -34741 Lkgf/eml

| o ~34741 34741

Par lo tanto:
55 0 0} 1t

= {1 18019 2.2470M40 55 0§ 1.8013) = $11.272 kgi-seqt/ca in
0 ¢ Ss§jL22um
49482 ~3474L ] !

ko= {1 LBUT 220001 [-T4741 49482 -JA74E[{1. 0019} 63963.46 Ygf/ca (£

0 M M2

Sustituyendo (2) y (3) en (1):
S511.272 Ha(t) + &39863.66 qu(t) = 0 t4)

La solucidn de la ecuacidn (4) viene dada por:

g ft) =& ——eww 820 Wit + Qo coe Wit (5)

1am Co



(1 LBoIY 2.u4701j0 35 Of 2

0 o ssf{3
fo - . * 12204 W
s o0 4l ,

(1 1.B01% 2.2470} {0 355 OT.BON

0 0 s5|(2.2m
pviMD, .
flay = =—m————— = 0 porque D, = (O} (7)
2T MP, :

wy = v¥0.1981k/m = V0.1981 % 34741/55 = 11.186 rad/seg (&)
Sustituyendo (&8), (7) y (B) 'en (5)

qQait) = 1.2204 cos 11.186t Modo 1 (?)

Modo 23
Siguiendo un proceso andlogo al modo 1 tenemos: ‘
M*2qz (t) + k%a2qalt) = O (10)
dondet
Mz = #ToMpo
k*z = pTakea
Raalizando operaciones:
55 0 o]
g e {1 0,51 -0.002E)10 55 O ff 0,443y = 101,281 kgf-seq2/ca S
0 0 §5.4-0.802
U

kg = {1 04451 -0. 0020} {-34741 49482 -34T41K 0.4451) 79470, 130 kgf/ca 12)

L. 0 =304 J24f){-0.802,
Sustituyendo (11) y (12) en (10)

101.281 Ga(t) + 99478.138 galt) = O . (13)
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La solucian de la ecuacion (13)¢

e | | |
Gaft) = -===- gen wWat + gm= cos w2t - oa)
! 7 . :Vfa
Donde:
f""»PtDa )
Quz &= =T
_‘9*5(’,"’: ‘
_ Tes oo g 10
U oMt -] o B ¢ z{
Lo 8 5(3)

Qur © : = <0, 2803 s

{5 0.4451 -0,8021| 0 .55 0%0.“515

(¢ ¢ -0,802(
ﬁ"‘ﬁ"bn - N
Gump = =—=—m———— = O porque D, = {0 o (16}
FTaMP o ’ V

wz = V1.5549k/m = JI.5949 % 34741/55 = 31.339 rad/seq (17)
Sustituyenda (15), (16) y (17) en’¢14)
Qalt) = -0.2803 cos I1.339t Mode 2 o as

Mooo I

El pr'ocedi ;ﬁienta ‘e‘s: elj”mi’émoé

gt P L +.';sq,‘ A L s ) P
donde: ' |

M~ = @ TuxMfx

k*w = @‘-skfs

Realirando operaciones:

e Qo ,
o (D27 OSSO S5 OK-L2T }e 1T 487 kgt segtin B 20
o o 5| oss)

1Ma



sugz s o Y

I3 {1 LT o.sm-im: 89482 ~JATAL[\-1.247)= 312959,736 Kqbica 2n
0 34741 34Ta{ 0,555,

Sustituyende (20) y (21) en (19)

157.467 Galt) + 322959.734 gait) = O : (22)

La solucidn de la ecuacidn (22);

E‘as “ - N
gslt) = —=——- sen wst + oz COS Wat . ) (23)
W ‘ ‘
Donde:
'TGMDQ
Qos & —==semoms-
PTsME
55 0 6f 1

{1 -1,247 0.555) |0 55 0K 2

0 0 S5i{3
Yoy * = 0,0597 . {24)
55 0 df 1o

{1 -5.247 0358110 S5 oOpf-1.207

o o ss){ o5
pT:Mba .

oy = ——==—=—= = 0 porgue Do = {02 (25)
PTaMes

ws = VI.2470k/m = J3.2470G x 34741/55 = 45,288 rad/seg (2b)
Sustituyenda (28), (29) y (26) en (23):
gs(t} = 0.0597 cos 45.28Bt Modo 3 (27)
Finalmente la solucidn general del sistema no amortiguado en
vibracidn libre es:
1.0000 1.0000 1,000
DIt} = {18019 }(1.2204 cos 11.586%) #]0.0051 | (~0.2803 cos 31,339} + {-1.247 }(0.0597 cos 45.266t)

.10 0.8021 {0,555
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EJEMPLO 16.- Para la sstructura idealizada del Ejempla 138 calcular
la matriz de Emurtiguamientc de la cual se proporciona un 54 de '
porcentaje de amortiguamiento para el primer y tercer modas de
vibraci¢n. Se supane que la estructura tiene un amortiguamiento

Rayleigh., {Qué razon de amortiguamiento tendrd el segundo modo de

vibrar?
Datos: w, = 11.184 rad/seqg 53 O 2]
wa = 31.339 rad/seg M=j0 &5 Q
wy * 45,288 rad/seg o 0 55
&?482 -34741 0
K =1{-34741 '
o
Solucian: ¢ . ‘
A -
ﬂw.! tenemas: ' (A)
4
. =
—- 11.186 1| «a
111,184 H
= 1/2} i (1)
| o
s | omee——— 35,288 18
L. 45,288 -

,V: . ‘{lro,OS
Resolvienda (1) tenemas:

[ 0.89704 S
= ) . AL
4} Q.00177 :
For lo tanto, la matriz C se abtiene:s
C = aM + 8K o (1n
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Sustituyendo (II} en (II11). tenemas:
55 0 O eeaéz,—sgnx o
C=0.89708 |0 55 0|+ 0.00177 |-34741 69482 34741
| 0. o =5 0 ~3a741 34741
172.37  -61.82 0 7
C = |-61.852° 172,37 -61.52 en Ckgf seg/cm)
0 ~61.52 110.85 |

Para obtener ¥z utilizamons la relacidn dada por Lé acuacidn

: 1 -1 o
¥a = 1/2 | ————m 31,339 ) (34"
31.339 8

Sustituyando ¢ = 0.89704 y g.= 0.00177 en (IV) tanemos:

(Ayr -

Yz = 0.0421 = 4,21%
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EJEMPLO 17.~ Encontrar la solucian.ganersx”pafa el sistema
anartiguado que se mueatra en 1a figura y cuyas datos (que se

abtuvieron en EJEmplDS 15 y 16) EE indican a :ontinuacibn.

"‘Datnss

! 69482 -34741 o

K =)~34741 67482 —34741

0 ‘,_-34741\4 14741

172.37 —61 5” «,'1

C = |-s1.52 “172 37};‘+¢f;52i5¢
o . -a1.52 . toies| .
1.0000  '1.0000
@ ={1.8019°  0.4451 -]
2,2470  -0.8021.7% 0,
¥, = 0.05 Wy = 11,186 rad/seg
€z = 0.0421 wz = 31.339 rad/seg
¥ = 0.05 wa = 45,288 rad/seg
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Solucidn:

Modo 1z

MY Ha )+ Ctidilt) + k*agalt) = 0 ' (1)

donde:

]

m*y. = P MPy

v Cpy

a
&

-
]

]

k=4 PV LKP

Sustituyendo valares:

[55 6 o 1

2y = (U LEOIT 2247000 35 0 [1.80197 = 515,272 kgb-seg*in - ]
0 0 55 j{2.2470

1z -2 o} 1

ey = {0 LAOIY 2.4700{-81,52 172,37 -81.52181.8019 } = 571,882 kat seglcs o
L0 -sn32 1n0.85){2.2

Cavez e o0} o

ke, s {1 1.BOIT 2.24703{-3474% 49482 -JAT4IN 180192 41963.46 kgtica lkll)

| 0 -won i
Sustituyende (2}, (3) y (4) en {11:
511,272 qa(t) + S71.832 Go(t) + 63963.66 g, = 0 (5)

La solucitn de la ecuacion (5) viene dada por:

Aes + LiwiGas . o C o .
Gi(t) = erkp.L-Ciwst] | ~———m—m——meme == sen W1t + goi cOs Wt
W A '
‘ cea (B
Donde:
'TI”DD
Qo1 = —ome—m—e—
T MP,
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fis o 6]t
1 oLEy 2 o s eftz
o o syl

o - 2 L2 m
55 0 61 :

O 18009 2.24700 {0 55 oO{l.e019

[0 o s3j{z.20m0

?Tgubn - -
dar = ~~w=—=== = O porgue Dg = {0} : . o (8

PTMpy . [
Wi = 11.186 rad/seg . : : (9

W's = Wil = €2, = 11,186vI = (0.0812 = 11.472 rad/sag (10)
Sustituyenda (7)), (8), (?) y (1Q) en (4):

0 + {0,05)411,184) (1, 2208))

i
Rt = c"°'°5”“-‘“““[ sen L0728 + 1,2204 cos u.mt]

1172
Realizango operaciongs:

quit) = e 05950 0001 sen 11,172t # 1.2208 cos 11T Modo ! Toun

Modo 2:

Siguiendo un proceso andlogo al modo (1) tenemos:

meal=(t) + c%2q2(t) + k*2g=(t) = 0 (12)
donde:

m*z = 101.381 kgf-seg®/cm . s

c*2 = 266.998 kgf-sag/cm

k*z = 99478.13B kgé/cm

La solucidn de la ecuacidn (12) se axpresa:

Quz= + Lotz
Qe i{t) = pxp.[-Yawatl] | ——~r——mm—m s8N Wiat + Qoa COS W' at
W'a
.o {13}
Ty



Donde;

Qo = -0.2803

Gaz = O

wz = 31.339 rad/seq.

Wz = 31,3301 = (0.04211% = 31.311 rad/seg
Sustxtuyesdn (14), (18), (1&) y (17 en (13):

0 ¢ (0.0420) {31, 339) (~0.2003))

t
Qit) = ¢("0ORIN3LIT m[

sea-3L,300E - 0,280 cos n.m{]
3.3

Realizando operaciones:

qaltd = el 10,0178 sen 3L3UIL - 0.2808 cos 3LFLI  Modo 2

Moda 2@
Nuevamente siguiendo el proceso ya conocido, tenemos:

m*sds(t) + c xfsit) + K*xqs(t) = 0

donde:
m®s = 157.443 kgf-seg2/cm
c*5 = 713.136 kgf-seg/cm.
k*y = 322959.73& kgf/cm

La solucidn de la ecuacidn, {(19) se’ expresas.

: Gan + Cawshas
g=(t). = exp.[~Cswatl.

Wim R :

Donde:
Jos = 0. 0597
c';;,:.,--‘ o
Wy =.45.288 rad/seq:

W'x = 45.288V1; - (0.05)” = 44,231 rad/seqg

59

C(14)
{15)
(16)

un

(58)

(17)

S —————— g an W st F ﬁéa cos w st

Caea (20)

(22)

(24)



Sustituyendo (21), (22), (23) y (24) en (20):
10 + 10,05) (45,2881 10,059711

Bit) s o (~0.05) {45, 288) (t)[

s 4231 ¢ 00597 cos ML
Wt

fRealizando operaciones:

gstt) = 02 25M 10003050 sen 44,231t + 0,0597 cos H.231)  Modo 2 (5

Finalmente la solucidn general del sistema amortiguado en.
vibracidn libre es:
Rt) = Pagalt) + Paqalt) + P3gsit) (28)
Donde:
ga{t) viene dada por la ecuacion (11)
ga{t) viene dada por la ecuacioén (18)

ga(t) viene dada por la ecuacidn (25)
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EJEMPLO 18.~ Para la estructura mostrada en el Ejemplo 10, realizar
el andlisis sismico modal espectral. Utilizar el espectro de

diseho de la zona III. Alturas de entrepisc I metros,

o~

0 ) Datos:
} ky = ko = ks = 34741 kgf/cm
{; my = m=z = mx = S5 kgf-seg2/cm
/ 1.0000 11,000 .'}f  1.000
i #Pu={1.8019 <? =, @.44sii:~j¢a ={-1.247
l 2;2476_ -~ |~o.m021 0.555

W, = 11,186 rad/seg. w= = 32.339 rad/seg

dste) dale)

ws = 45,288 rad/seg

dy(e)
T, = 0.562 seg Tz = 0.20 seg Ts = 0.139 seg
Solucidn: . )
55 0 O 49482 -34741 o |
M=lo 85 o] ; ' K =|-34741 49482 -3474;’.v‘
0 0 O : o -34741 34741}
Hodo I:z ‘ S

i.~ Primeramente necesitamos obtener:

Hman 1 = ===== == g (a)
m*, w2,
donde:
L= pm M0
50 ot
.(',- {1 18019 2,2470010 53 Ofg 1} = 217,69 kef-seg*/ca . b
0
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m*y = P My
800 1
8% {1 16019 2,2470310 55 O JA1.B019} = 511,272 yqf-seq*/ca {c)

0 S5_j{a.2u70

Para obtener Sas:
Entrando con Ti: = (.542 seg al espectro de diselo zona III:
Intarpolando:

Sai/g = 0.06 + (0.18 x 0.562) /0.8 = 0.1845

Ga, = 0.1865 % g = 0.1845 x 981 = 182.507 cn/sey? (d)
Sustituyendo th), (c} ¥y (d; y w®; = 125,131 rad/seq® en (a):
277.49 182.907
Aman 1 = X = 0.7939 cm f)
S511.272 125.131
2.~ Desplazamienta maximo:
DMaxs = #1 Gman 1 T
1 0.7939
Dmdx, = 41.8019} 0.7939 = {1.4305 Leml
2.2470 1.7839
J.~ Fuerzas maximas:
Fmaxs = K Dmax, )
69482 ~34741 0 6,7939 ) 5464.76

Fmax, = |~34741 69482 ~34741 »1;4305 a4, 9938.65) Lkgfl
[} ~-34741 34744 1.7839 12277 .47
4.,- Cortantes maximos:

MV max. = 8 Fmax,

0



donde:

11
s= {0 1 -1
0 0 1

1 1 17( 5464.78) - (27580.88
Vman, = [0 1 1 [ e838.65} = {22116.12} Ckafl
o o oll1zz77.47) 12277.47

8.~ Momentos de volten:

Jamédx, = HV méx, he : ;‘» : :
donde:
3 3 3
R=]0 3 3
¢ 03 : R
3 3.3 ;L?759°-59 R '155,9é[g_19é o

Mombiy = |0 3 3{{22116:12} = {103.18 1 105} [kgf-m]

O 36,83 % 10%)

Hodo 2: Siguiendo un f f.ai5qu6f1f€en§mus=‘7

= = 35.365 kg¢-seq=/cn R
M= = 101.281 kgf-seg2/cm
8az = 103,005 &m/ség=
w2n = 982,160 rad/seg?
35.365  103.005

' Oman z = = 0.0364.cm
101.281  982.160




2.~ Dasplazamiento maximo: Dmdxz = P2 Qren =
Q. 0366
Dmadn.. = 0.0163 Lemd
-0,0294
3.~ Fuerzas maximast Fmaxa = K Dmixs
[ 1974,76
Fmdna = 882.42 Lkgfl
~10567. 66
4.~ Cortantes maximos: V' maxz = S Fmaxa
1271.52
V omade = -705.24 Ckgtl
-1587. &6
5.~ Momentos de Volteo: | méxz = HOV maxa
~-3.064 »x 10% _
M omaxz = { -4,879 x 103 Ckgf~m3
-4,.763 x 10%

Hodo 3: Siguiendo un proceso similar al modo 1 tenemos:

Js = 16.94 kgf-seg?/cm

3
¢

)
[}

157.467 kgf-seg?/cm

f

Sas 87.541 cm/seg®

]

Wy 2050.982 rad/seg?

. 16,94 a%.3414

' Oman gy = - - = Q,0047 cm
187.447 2050.982
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2.~ Dasplazamiento mdximo: Dmixs = Py Qmen =
0.00470
Dméxs = 4 -0.00586 Leml
0.00261
3.~ Fuerzas maximas: Fmixs = K Déax;
§30.15
Fmdis = { —~641.12 Lkgfl
294,26
4.~ Cortantes maximos: VP méxs = 5 Fmaxsy
163,29
WV mdns = { ~366.86 [kgfl
. 294.26
5.~ Momantos de Volteo: Jb mdxs = H Y maxws
272.07
M mans = {-217.80 [kgf~m)
882.78

Superposicidn de respuestas modales

¥ (0.7939)2 + (0.0366)2 + (0.0047)2! {o.7948
Dmdx =  (1.4305)2 + (0.0163)2 + (-0.008846)2 = (1.4306 } Cem]
J (1.7839)2 + (=0.0294)3 + (0.00261) = 1,7841

Siguiando @l mismo criterio de superposicion, se obtienen las

siguientes respuestas:

5835.43
Fodx = ?900.24 Lkgfl

12383. 20

13?7



{ 27610, 66
4 max = { 22130.40 }°  Ckgfl
12383.20 )

185.95 K103
Semin = 4103.41 K 103} . Ckgf-m3

37.15 %1108
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EJEMPLO 19.- Para la estructura de acern mostrada, realizar el
Andlisis Sismico Dindmico Madal Espectral en direccidn x.
Considerar el mspectro de diseMo zona III y un factor de ductilidad

Q0 = 4. La descripcidn general de la estructura es la siguiente:

1.~ Estructuracidn:

®, & O @ .
[10R atma = I S — >
EE T R R
| ! f Trabes secundarias
1.20 H i 1 I 1 1 : e
! 1 -
@ :_ 1 1 : XL 1'_ T
i ! ! t ! N .~ Trabes principales
! i i |
10 Pl v I -N;’,/17/
J ro) [ [
@ ! ¥ - ! £ . !
FX REEY MEY S Mtrn harn dawryaus vy + Il G4
- o -+ (m)
8.4 B.¥ B.v
. A%
T
3m
v <} 3m
y fcoLunas T
¢2
am
+3m
columnas 3m
[}
{ ! Ym
}' ‘w&v /th rlJn b —_————

e



Trabes:

Columnas:

————

D

L

- 40

K
5P
Kk
ka
ke

ke

f

2.~ La rigidez

1 | S ——— #éf

de la estructura en

18.956 x 3
26.244 % 3
21,665 %3
21.665 % 3
21, 465 x';

12,265 .5 3

% Ejemplos 11 y 12 son:

oy =

r 1 }

1,483
2,346
2.860

3.168

| 3.309

w2, = 24,4658
Ty = 1.217 seg

Trabes principales:

Trabes secundarias:

W

IPR 16" x 7 y-

IPR 184 « 7 1/2" ¥ 105,64
67,1

DI Bt ty | tL

ICat 351 351 2.5 1.3

el Lt [y P P

© iCa 1 351 350.1.61 0.81
;

56.868 T/cm
-75.732 T/cm
64,995 T/em
'64;995 T/em -

64,995 T/cm
.36.795 T/cm

-~ Del andlimis de las cargas se tiene:

Me = 59,43 T-seg=/cm

I

8l sentido x:

M = Mz = Mx = My = Mes =.178.39 % 10~ T-seg2/cm

(i 1 [ 1)
1.244 0.5351
0.806] ~0.8333
’z-"‘“ fx =
-0.111 ~0. 9666
-0, 960 0.3113
—1.451]  1-6586 )
2x = 215,308 Wy = 541.376 [rad/seg2]

Ta = 0.428 sag

160
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Sclucidn:
A,~ Matriz de rigideces:
[tk ~ka o o o o]
ka  katks ks 0 o o
ks kstke ka0 .. O
6 ke  katkm - ~km. O

o 0 ke katke ke

o0 ¢ ©

ST R T ke o ke
Sustituyando valores:™ o
135.600 ~ -78.732 0O o 0
~78.732° 143.727 -64.995° 0 0

O ~44.995 129.990 -64.995 0 .
K = : ‘ ‘

o o,0 o

0 o -64.995 129.990 -64.995 :
0 o Do -64,995'f1§i3790w ~36.795
, .

o 0. 0 =36:795 36.795

[

L.

B.~ Matriz de masas:

m, O 0’ 0 .

ee e o

oo ¢ o ¢

G o o ©
(=]
(e
@
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Sustituyendo valores:

178,39 .0 - 0. O o o ]
o 17839 0 0. o o
: 0 0 178.39 . 0 0 0
M= 10~ A
0 0 0 178,39 - 0 0
0 0 0 0 178.39 0
o 0 0 0 o  36.795

Mode 1: Siguiendo el proceso ya visto en el Ejemplo 18 tenemos:

1.- Qman 1 & =——== —e———
w*y W=, '
dondat
4!1 = T M) = 2.166 T-seg3/cm
m*y = pTMpy = 5,555 T-seg?/em  *
Sa, = 235.44 cm/seg”
w2, = 26.658 rad/seq=

2.166 235.44
5.585 26. 458

2.~ Desplazamienta maximo:
Dmds, = Py —————m—-

donde: Omarn 1t = 3.444 cm

&=4
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(0. 861]
1.432
2.020
Dmdx, = Leml
2.462

2,728

LZ. 849 |
3.~ Fuerzas maximas:

Fmaxs = K Dmax,
4. 007]
6,739
?.489
Fmaxa = [T3
11,439

12.836

4,452
L. -
4.- Cortantes maximos:

%fmAX. = 8§ Fmax,

donde:
TR SR SR U SR o
o 1 1 .t 1.1
o o f .t t.1
S = B “: o :

0o 0.0 1

0 0. 0o 1]

[0 0 o 0o 0t}

%2



48,962 ]
44,955
) 38,216
oo R max, = €Tl

28.727 .

17.288

L 4.452 ]
S.~ Momentos de volteo:

M maxy = HV max,

donde:
a3 3 03
0 3 3 3
6 0 .3, 3
H = sen
0O 0 0.3
0o 0 0. 0.
o o0 0.0
(596,762
400.914
244,049 =
M mdx s = CT~m) .
151.401
65.220
[_13.355
-

Hodo 2: Siguiendo al proceso tenemos:

= saa

1.~ Qman 3 = ===t ————-

n*z (™

donde:
,{z = PT4MI = 266.66 ¥ 10~ T-geg2/cm
m*a = #TaMpy = B62.28 % 10-F T-seg=/can

14



Sax = §53, 33 cm/ﬁlg;

W = 215 308 rad/seg=
206,46 x Jo-s 153.330
862.28 x 10-s 215.308

2.~ Desplazamiento max imog

donde: Qman 2 = 0.22023.cm

Q=24

F0.0SSI
0. 04685
0.0444
Dmdng = Lemd
=0.00461 ’

=0.0529

|~0. 0799
3«- Fuerzag mdximas:

Fmadxg = g Dméx
[ 2.078
S 2.621

1.716
£Ta

Fmdx 5
-0.240

~2.841

[-0. 993
4.~ Cortantaes maximos;

Vo mixe = g Fmaxx

= 0.22023 cm



'V M‘Hg L

Hodo 3,

Siguiendg Nuevamente el Proceso Ya conocidg;

x Sﬂs

q»..u z =

ms g2
donde;

L= = PTSMI = 107,03 , 10

¢
L

- T-segzlcm
; mty = PTsMpy = 701.07 l10~s T-seg2/cn
: Sas = 118.45, cm/seg=

W

Zy = S41.374 rad/seg=z

STV R e

Qman X T .

107,03 4 10-= 118. 454

S meeeee o 3.3404 10-2 o
701.07 x jo-= - 541,376

v

i e - Dqlplazamiento maximg:

Qmax 3
Dmdxy = (£ ]

e

Q

T

i%a




donde: Qmaw = = 0,0338 cm

Q=4
F 0.0084 |
0.0045
-0. 0070
Dmdxy =
-0. 0081

0. 0026

| 0.013?J
3.~ Fuerzas méximag:
Fmaxs = K Dmaxs

( 0.785 |
0.440
-0.674
FMK; =
-0.767

-0.773

| 0.416 ]
4.~ Cortantes maximos:

V' maxs = 8 Fmaxs
[-0. 575]
~1.360
~1.800
V méxy =
~1.124
~0.357

_0.416_‘
S.- Momentos de volteo:

Homixs = H A maxg

Leml

T

[Tl
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[~14.975 |
~12.675 |
|-sises|
ol rTema

JL many = :
X TR 34 T B

o7y

L otizes]

Superposicidn de ré’s:bcf‘g%‘tas in(;da‘les

Aplicando sl criter.i‘t.:vai dela Eaiz cuadrada de la suma de cuﬂradus,

tenamos: ; ‘
L -'0.86‘3— -

1.434

2.021

Dmax = Leml

2.462

2,729

2. 850 |

-

4,582 ' .

7.243

9. 667 , : .
Fmax = LTl '
11,467

13.169

4,580



[49.021]

44.976

a4

28.331
 pax = (Tl
29.0346

17.7142

| 4.580

(597,417 ] g
302,469
268,322
M mdx = £T-ml
153,771

66.809

R 13.356 |

oé

P—
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EJEMPLO 20.~ Para la estructura mostrada a continuacidn, realizar
el andlisis modal espectral tridimensional. Usar el espectro para
la zona III del D.F.

Datos:
$x ' . m = 99 kgf-seg®/cm

Rigidez del marco =

= km = 34741 kgf/cm

p = - ——
n
X

M Solucidn:
uro
- - No= 3
///’g, 2 desplazamientos: dx y dy
aen A ;::7 i gira: de
/
y /W 2 Lo
Sismo
L Zj; » L
b + X 3
| X720
i
Muro.
x
’F 2 % '
BTifem |1y 2y #
+ -1
ix x
": ol
Q= bim L



1.~ Matriz de masas:

donde:

)

i

momento

centro:

Ie

L
T T

¥

de inercia ‘polar .de la masa con respecto a su

n (a3/12 + b2/12)-

171

.
.

RN
Ay = ————

1.2

E
G = mn=m—am———

2(1 + .v)

"

(1)

(3)

(4)



Sustituyendo (3), (4) y (3) an (2)3

hs h

£l E t1 :
3E )i
12 201 + v} 1.2 J°

Realizando operacionest v
Ph 2h\# '
d = meme || memm] U 2,4 (154:0)
Etl 1 -

Pasando a dividir P e invirtiendo tenemost

P Etl 1
k E - = (6)
d h 2h \* :
(—--9 + 2.4 (1 + vﬂ
1 . .
Sustituyendo:

E = 4500 kg/cm® para tabique recocido

t = 20 em

1 = B40 cm £
h = 300 cm
v = 0.3

kam = 69418 kgf/cm
Finalmente:

kaw = kam + Kam
donde:

kam = Rigidez del marco = 34741 kgf/cm

K Rigidez del Mura = 49418 kgf/cm

A

34741 + &9418 = 104159 kg/cm
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Obtencign de la Mat

- Despl azamiantg
diZclr 44

:ﬂ F,'= 0
’cir' k-u h;,

I

t m,=0

'—*——wh——- -_
| -

key f«,?;-{, k ¥

Cum Giro unitario de
bh

\1 —=-
t:;' bex-i ‘l
|

i

«%.-4
My

- -
-

be- Danplazamienta unitariao an direc

riz de Regidez

unitario agn direccion X

ZFx=O

. ;f
Fur - Kk e = Kk = Q
-E-(ku - ‘u) ! ) .

fur = Kiw + K

P z M centro gravedad = ZM.:. =0
b b
My = Ky 4 kan === = [e]
2 2.
b
My = e (kln - ka-q)
cion ys

szao

foz - klv -

ld“df”l fvz =
2 Moo

k=,=0

klv + k?v

como kg, = ka,

Mz 0
ZFH=0

fug = (K

fV.HO
I oo =

My = (kln + k:n)
1@

- kzu)—--

2

b\ &
(-—) t lkiy + k) (—--
2

2

]



*

Par tanto, la matriz de rigideces se conforma:

: b
Kiw + Kaw' 0 (Kaw = Kau) === o
2
0 Kay + kay [+
K = '
b b a
Kis = Kan == o (kaw + k:n)(“ej + (Kay + kay) [~—
2 2 2
b

4.~ Transformaciones en la matriz de Masas v en la de Rigideces

;

En ambas matrices se realizara )a siguiente transformacién:
a.~ Intercambio del renglén 3 por el 2 y viceversa.
b.- Intercambio de la columna 3 por la 2 y viceversa.

For lo que ambas matrices resultan:

Mie ) s}
M =]0 m (a2/12 + bR/I) (o] (7)
Q o] my,
— b -
(kll + klu’ “In - ll‘"" 0
2
b by at
K=lik, ~ kg == (kgu + k..i(-—-) +(kyy ¢ k.,)(-—-) 0 (']
2 2 . 2 .
0 0 Ky + kayt

De la chservacion de las matrices (7) y (8

s@ concluye que el

movimiento estd desacoplado con respecto al eje y.




S.~ Calculo de wey Ty, Poy 4 = 1,2

Como 21 movimiento aestd desacoplado en direccisn y tenemos:

&
‘kll * it-) - ey uu - tnl“‘
1

b ] ] a? b?
(kuiw = B!~ hyu + k..)('-- ¢ lkyy t lg,)('- R L e R
2 1 2 2 12

Sustituyendo:

K~ i) =

Me = m = 5.5 T—gag?/m
Kaiw = 3474.1 T/m

Kaw = 10815.92 T/m

Kay = 3474.1 T/m
Kay = 3474,1 T/m
a =8.4m
b = 7.2 m .
13890 ~ 5.5w2 -24990, 48
LK ~ w2M) =
-24990. 48 302580. 65 - S4.10w=

Det (K - wWBM) = O

Realizando operacianes la ecuacldn caracteristica resulta:

(W22~ 7919,04%w= + 11,597 % 104 = O

cuyas soluciones san: p

‘

Ll

w2, = 1939.471 rad/seg® ; w, = 44,039 rad/seg ; Tx = 0.143 seg

w2a = 99792.578 rad/seg® ; wz = 77.328 rad/seg § Tz = 0.0183 seg



Susti tuyendo w?, = 1939.471 rad/seg® en:

LK ~ waMIp = 0 (1o
tenemos: ]
3222.912 ~24990. 480 ] r..] (o
[ -24990.480 193776.349 x ro. ) o}

3222.912 #yy =~ 24990.48 99, = 0

PYr = 0.1290 P,

hacienca Pux = 1 obtenemos el primer 1
modo da vibrars : f1 =C0.,129
[s]

Sustituyendo w2z = 5979.578 rad/seg=® en (10):
[ -18997. 481 -24990. 480 ] Pz ¢
—-249%90. 480 ~-32873.701 [ LY '

-1B997.481 p,.= ~ 24990.48 otz = O

&

PO = -0.7602 Pz

hacienco #.= = | se obtiene el seguado 1
modo de vibrar: Pa -0.7602
[a]

El tercer modo de vibrar viene dado pore:




we =~ Determinacidn de raspuestas modales

Hodo ¢

P =40, 129 i Wie = 44.039 rad/seg § T, = (.143 seg
. 0

g 3 Sa,

. de ™ Qmawx 31 B === ceaao

" m*y w3y

+

donde:

-Z’l = PV MJ

peros

L‘ sen « sen o«
} J ={cos « ~==> con las transformaciones: J = 1
é.

1 cos o

El dngulo « se mide como se indica &n la figura:

3 A

2 !

: |

. ! oot
%? A ’

3 1
En nuestro caso o« = 9Qe - Jd =it
: o

Entoncas:
9.9 0 (o] 1

‘ﬁ = (1 0.129 o} jo S6.1 0 i ]= 12.7349 T-seg=2/m

"] 0 55 (] : -
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5.5 0 0 1
&=y = pT M, = {1 0,129 0}|0 S6.1 0 [£0.129)= 4.43346 T-seg=/n

0 0 5.5 O

Sas = [0.06 + (0.18 % 0.143)/0.8] x 9.81 = 0.9042 m/saqg®

12,7369 0.9042
Goaw 1 = = 0.000923 m
b.433565 1939.421

b.~ Desplazamiento maximo: Dmidx, = P; Qmaw 1
1 0, 000922 (m)
Dndxay = § 0.129 | 0,000923 =1 0,000119 (rad? ‘ -

(o} (o]

c.— Fuerzas mdximas: Fmdxs = K Dmax.

13890.00 =-24990.48 0 0. 000923 9.8464 (82
Fmdx, = =-24990,48 302580,65 0 0.000119 } = {12,9407% (T~m)
o] o 4&948.2 0 o]
Hodo 2

1

P2 ={-0.7602) ; wa = 77.328 rad/seg ; Ta = 0.0813 seg

5.5 0o olf1 ' -

Vo

!.-u -0.7602 03 [0 se.1 of{ 1 }= -37.1472 T-ewg®/m
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2.5 @ (] 1
m®z = {1 -0.7402 0) [0 S56.1 0 $-0.7602¢= 37.9204 T-seg4/m
0 o 8.5 Q

Saz = [0.06 + (0.18 x 0.0813)/0.8] x 9.81 = 0.748 m/seg®

=37.1472 0.768B
Qman = = = =0.0001258 m
37.9204 3979.578

b.~ Degplazamiento maximot Dmédxa = Px Qmax =
1 ~0. 0001258 (m)
Dmdxz =4 -0.7402 } (-0.0001258) =4 0.0000954 } (rad)
/] 0
c.~ Fuarzas md&imas: Fmaxz = K Dmdxa

13890.00 -24990.48 (o] -0, 0001258 -4.137881}) (T)

Frmdxa = ~249%0,48 302580, 65 o} 0, 0000954 32,08522 % (T-m)

0 ¢ 6948.2 0 la]

Hodoe 3: Siguiendo el mismo proceso y an vista de que asté

desacoplado se tiene:

a.~ Gman s = 0
be~ Dmaxx = {02
Ce~ Fmédxs = {0}

7.~ Superpasicidn de respuestac modales
Empleando el criterio de la raiz cuadrada de la suma de
cuadrados, se obtiene:
0. 0009315 {m) 10.4807 (m)
Dmax = {0.0001526 (rad) 3 Fmax = {34.5967 (T~m)
Q [

"M



EJEMPLO 21.- Para la estructura indicada, proporcionar los slementos

de diseho para la columna.

/‘\3
[rs
fm
Ne 2 Gt
2
R [
i ]
t ) i
' [Nl
t :) §
! [
JOm ;1‘.:.‘@‘::.‘.’.‘.
I S S T il &
I s
' il '
(U X BSPR

Espesor de losa: 10 cm

Fara las vigas:

Corte A-A
A w-30em
¢0crn
Ncﬂ?I
Corte B-B
20em
—t
em .
Jocm '

Datos:
CV = 100 kg/m=

Y = 2.4 T/m™

w
—— 0
9
M= (1
0 Ia

Ie = Mamento de inaercia polar da la

Vmiﬂi con respecto a su centraos
-3

Y la m m———a® (2
] e

Célc#io del peso: w

Losa: 10x10x0.1x2.4x1.033 = 24.79 T
Trabes: 10x6x0.50x0.20x2fﬁ ?'19.40 T
Carga muerta: wm - = 39.19 T

Carga viva: wy = 0.1x10x10 = 0,00 T

WE W W = 49.19 T
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w . . Sl
m = === o PR .1

g
Susti tuyendo valores en (3)
m= 49.19/9.81 = 5.0143 T-seqg2/m
Sustituyendo valores en (2)
In = 5.0143/12 x 102 = 41,784 T-seg=/m
Finalmente, sustituyendo valores, la matriz de masas queda:

5.0143 Q
M= (T-seg2/ml
0 41.7864

2.~ Obtencidn de la Matriz de Rigideces:
La matriz de ﬁigideces 5@ obtiene invirtiendo la matriz de
flaexibilidades; esto es:

kay k:z] fas foa|—?
K = = F-i o=

Kza kaz fza faa

@, - Matriz de flexibilidades:

1 Lok

NP — J’tb [
3 S P 3Ele

1 . L

fag = ~——— [:Z: = ememan—
Elc ‘['F:a-_l Ela

1 L=

fiz = fa1 = I‘h\ =

Ele "#—  2€1.

Por lo tanto, la matriz de flexibilidades resulta:

L L=

JEl. 26l
F =

L= L

2Ela Ele

1801



La inversa de la matriz F es:

12El ~bEl
L= L=
F-1 = g K
~6Ele 4El
L= L

b.~ Sustitucidn de valores en la matriz K
Suponiendo una seccidn de columna de S50 x 50 cm
E=1.5 % 10~ T/m=2
Ie = (0.5)%/12 - [t (0.1)41/64 = 0.00521 m* -
La matriz K resulta:
434.17 -1302.8 | v

K= LT/m]
~1302.50 5210.0

J.~ Cdlculo des wey, Toy Py i = 1,2

K ~ w3Ml =

434.17 ~ 5.0143w3 -1302.5 ]
(4)

-1302.5 5210 - 41.786w=
Det [K - w2Ml = O
Realizando operaciones, la ecuacidn caracteristica resulta:
(W2)2 — 211.2693w2 + 2699.022 = O
Cuyas soluciones son:
w2, = 13.6583 rad/seg® ; w, = 3.6957 rad/seqg ; Ty = 1.7 seg
w2, = 197.611 rad/seg® ; w2 = 14,0574 rad/sag ; Tz = 0.447 seq

Sustituyendo w2, = 13.4583 rad/seg?® eny

K -~ w2M)l @ = O (3)
tenemos:
J65. 6834 -1302. 5000 P (e}
~1302. 500 4639.2761 (£ ) (o] *

365.46834 #.4 ~ 1302.5 Pa, = 0
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P2 = 0.28076 #4a
haciendo #.,, = {, aobtenemos @l primero modo de vibrar
1
P =
0.28076
Sustituyendo w2z = 197.4611 rad/seg?® en (5) tenemos:
-5%6.7101 ~-1302.50000 Pz o]
~-1302. 5000 ~-3047.37383 Paz ]
~556.7101 Pz ~ 1302.5 Paa
P2z = ~0.42742 Paz
haciendo #:= = 1, se obtiene el segundo modo de vibrar:
\
1

Fa =

~Q.42742

4,~ Determinacidn de las respuestas modalas:

Modo I:
1
#y = 3 Wi = 3.6957 rad/seg 3 Ta = 1.7 sag
0. 280764
1 Sa.
[ Tt Qmaw 1 & —=== mess=
m*s [YE
donde:
5.0143 o] 1
J(g = PpTMJ = {1 0.280763 = 16.74614 T-seg=/m
] 41.784)1 1
5.0143 o] 1 ) T-seg2
m*y = T Mp, = (1 0.280763 : = §,30813 ———-e-—
0 41.78 0.28074 m

Sas = 0.24 x 9.81 = 2.3544 m/seg=

16.74614  2.3544
Qmax 1 = N = 0.34745 m
8.308{3 13.4583
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b.~ Desplazamiento mé&ximo: DméXs = P31 Qmaw 1

1 : 0.34745 (m)
Dmax, = 0.34745 =
0.28076 0,09755 (rad)
€.~ Fuarzas mdximas: Fmax, = K Dmdx,
434.17 ~1302.5 0.34745 23.79349 | (T)
Fméx; = =
-1302.5 5210.0 0. 09735 §5.48188 1) (T-m)
d.~ Momento maximo en la base:
23.79349
JLmax,y = (& 1> 1= (198.44282) (T-m)
55.468188
Diagramas de elementos mecdnicos v,
Cortante: Momanto:
2393 T 5568 T=-m
Q)]
1932.%¢ T-m
Hode 23
1
P = $ Wz = 14.0574 rad/seq ; Ta = 0.447 geg
~0.42742
2 Saz
|a." OQmaw a2 = —==7 ====—
m*z w23z
donde:
5.0143 (¢} b
,{z = pTaMI = {1 -0.42742) = -12.84587 T-seg2/m
0 41.784( 1
5.0143 0 1 T-seg?
m*z = pTaMp, = {1 -0,42742) = 12,6480 ——e—e-m
0 41.786]| -0. 42742 ) m

Saz = 0.16058 % 9.81 = 1,57524 m/meg=
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~12.845687 1.57824
Oman 2 = = ~0,00B0%94 m
12,64809 197. 4611

b.~ Desplazamiento mdximo: Dméxz = P2 Qmaw =
1 =0.00B09& (m)

Dmdsy = (=0.008096) = '
~0.42742 0. 003440 (rad)

C.—~ Fuerzas mdximas: Fmaxa = K Dméx=

434,17 —-1302,5]1 -0.008094 ~8.02169 | (T)
Fmaxa =

-1302.9 5210.0 0. 003460 28.5?164 (T—m)

d.- Momento maximo en la base:
~8.02169

JLmax: = {4 1} = {~19.5985} (T-m)
' 28.57164

Di agramas de elementos mecdnicos

Cortantes: . Momento:
-802 7T 28.5¢ rem
Q'

=)

(o]
~19,5¢ T-m -

S.~ Superposicidn de respuestas modales:
Empleando el criterio de la raiz cuadrada de la suma de

cuadrados, se tiene:

0.347541 (m) Los elemaentos de disefo sont
Dmdx =

0.09761) (rad) N= 49,19 T

25.11 (T) v= 25,11t T
Fmdx =

62,58 (T-m) Mgup = 62.58 T
JLmdx = (199.40) (T-m) Mhage = 199.40 T-m
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46'
EJEMPLO 22.- Paré-la‘éstruCtura Be acara de b nivela:,'piantaada en

el ejemplb 19, realizar el Analisis Sismico Eﬁtéticp.

Datos:
Zaona III del D.F.
c = 0.24

-

ag = 0.03

Comp. primer pase se verifica que /@ & ag

06 > ag = 0,03 .

£/Q = 0.24/4 =

1
2vihy
LLos resultadas uﬁtanidos por este método se presentan en la

siguiente tabla:
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9859

&4
480 % 10-3

4 m——m—ee = 5,

hy

“i

6

Fi = 0,06 x 933

-9@59,

hl-rd



V. CONCLUSIONES

La rwalizacion de este trabajo estuvo encaminada a elaborar
ejemplos representativos y diddcticos que contribuyan a aclarar
la teoria que se presenta en wvarios libros de dindmica

estructural can énfasis al problema de excitacidn sismica.

El camino seguidg fué el de ordenar lo mejor posible el
procesg que se sigue en el cdlculo de la respuesta de una
astructura ante una excitacion arbitraria. La respuesta de 1la
egtructura en teérminos del desplazamiento, velocidad y
aceleracion, no se limitd a una representacidn matematica, sino
que se ilustrd esquematicamente y con graficas, que se presentan
al final de este trabajo, con el objetivo de realizar una serie
de ejemplos que abarquen los principales tdpicos del

comportamiento eldstico de estructuras.

LLa adecuada determinacidn de las propiedades geométricas vy
mecdnicas, es fundamental para una adecuada respuesta dindmica de
estructuras, vya que éstas determinan sus propiedades dindmicas y

por ende su compartamiento ante la excitacidn que se presente.

Se integrd este trabajo en lenguaje sencillo, incorporando
conceptos importantes para su comprensidn, de manera que sirva
como un elemento més de consulta para la clase de ingenieria

sigmica, que se imparte en la Facultad de Ingenieria de la UNAM,

iee
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