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CAPITULO I

PRINCIPIOS DEL ANALISIS RSTRUCTURAL

I.1.- BREVE WISTORIA DEL ANALISIS ESTRUCTURAL

Mucho antes de -la era antihua de los
Eripcios, Romanos y Griegos, ya habia relacién entre el hombre y
el anilisis estructural. Por ejemplo, Arquimides (212-287 a. de J.
C. ) introdujo el concepto de centro de gravedad y llevé a su méa
simple exoresién los principios fundamentales de la estética y el
eruilibrio,

Después del renacimiento (1452~1642)
versonns como Leonardo da Vinei, Galileo Galilei, Pontana y Mimar
Sinen de Estambul tuvieron gran sentido acerca de las estructuras
debido. a sus talentos innatos, son dignos de mencibn: La Cdpula
de San Pedro, de Leonardo (hombre oue también introdujo los concep
tos de fuerzn y momento); el libro de galileo "Dos nuevas ciencias"
acerca de 1la teoris de la viga en cantiliver y los esbeltos minare-
tes de Sin=n, de gran flexibilidad para resistir terremotos.

Del afio 1635 a 1813 surgen grandes
hombres, tales como Hooke, Johann Bernouli, Daniel bernouli, Euler
¥y Lagrange nue contribuyerén sin duda a la teorf{a de las estructu-
ras por medio de las matemAticas. En este lapso se establecierén
los orincipios fund=mentales de los conceptos de energia, la rela-
cién entre esfuerzos y deformaciones ( Ley de Hooke ), 1las ecuacio-
nes diferenciales de deformaciones ¥ sus saluciones, la ecuacidn de
lad barras vibrantes de Bernouli, el pandeo de columnas de Euler.
as{ como las ecuaciones de flexién de placas de Lagrange.

’ Se considera edad de oro de la inge-
nierfr a los afios comprendidos entre 1785 a 1925, ya nue surgen '
hombres como Navier, Saint-vénant, Clapeyron, Airy, Kaxwell, Cas -

tiglieno, Mohr y Nuller-Breslau, rue utilizan las férmulns matema- .



ticns desarrolladas en la época anterior para dar solucién a los
problemas estructurales, Sus descubrimientos y teoremas fuerén la
base para el desarrollo de la teorfa de las estructuras en la edad
moderia, Finnlmente se desmarrollan métodos mds practicos para ana-
lizar la complegidnd de l=s estructuras tales como la deflexién de
1» pendiente, distribucién de momentos, ¥ reiajacién y distribuci-
én de esfuervo cortante.

En la era contemporanea a mediados
de e:te siglo, se desarrollan los poderosos eouipos de cdlculo ta-
les como computadores anslogos y digitales; De anuf{ oue los ingeni
eros fueron impulsados a establecer métodos nue reouieran menos su
posiciones en el planteamiento de los problemas, logrando ain me jo
res resultndos. As{, se introduce el llamado METODO NATRICIAL de a
nélicis de estructuras, éste método estd ligado a los principios

establecidos por Castigliano, Maxwell y kuller-Breslau.



I.?2.~ EL AYALISIS RSTRUCTURAL Y SU USO

Una estructura en general, cumple
"con un fin utilitsrio para el hombre. Su objetivo puede ser limiw
t=r un erp=cio, como es el cnso de los distintos tipos de edifi -
cios ~ue existen, la union o camunicacién de los puntos por medio
de un puente, eté. Ahora bien para la realizacién de un proyecto
eatructural se hace uso de ia ingenieria estructural oue trata 80
bre tres temas bﬁsicoé: Bl AnAlisis Estructural, El Anilisis de
esfuerzos y El Disefio Estructural. Todos a pesar de ester interre
lecionnsdos, son ten distintos rue se estudian independientemente
Mientrns ~ue el andlisis estructural se baéa sobre los principios
de 1a estitica, el andlisis de esfuerzos se apoya en matériés ta-
les como 1la resistencia y la mecénica de materiales y la teoria
de 1= elasticidad; el diseflo de estructuras asegura que en ningun
lugrr del cuerpo se presenten esfuerzos nue excedan sus limites
permitidos. Para lograr esto, 8i es necesario, ase modifica el pro
vecto heciendo -ue el ciclo se repita nuevamente hasta rue no se

reruiers modificacién alguna (ver figura I.2.1).

Modificacion

AnAlisis } AnAlisia de Diseiio
Estructural Esfuerzos ™l 2structursl

Pig. I.2.1 Ciclo de un proyecto estructural
\ 3



Bn este trabajo solo se verd la nar-
te del ANATISID ESTRUCTURAL, ya rue por medio de &ste se obtendrd

la form~ de dar solucion a2 las anurdurss tridisensionales.

Definicién

El Andlisis Bstructural es parte de
1la Inrenierfa Estructural y tiene nue ver con el comportamiento de
lss estructuras, su objetivo es determinar las fuerzas intemus y
l=e deflexiones en un punto cualeruiera de 11 estructura (ver figu-
r- 1.2,2).

Las estructurzs se definen como sis-
tem=s ~ue soportan cargss y resisten estuerzos que se originan por
el uso ~ue orestan. 2n cuanto al comportamiento, se entiende como
su tendencia a2 deformarse, pandearse o fluir denendiendo de lns
condiciones = rue esten sometidas. ‘

En el anAlisis de una estructura se
suopone rue l»es cnracteristices peométricsas v eldsticss, lzs condi-
ciones de npovo v los efectos externos rue actu:n sobre ella estzn
definidos de antem=-no en forma precisa (ver fig. 1.2.2), por lo
t-nto, los resultados del andlisis se usan para determinar la for=-
m~ de l-s estructuras y verificar si son adecuadas para soportér '

les errgas p ra las cuales se han diseflado (ver f;g; I.2.1.).

' Proviedzdes

~\\\\\‘ Fisicas
Eememm] <
t
.} Efectos
Figura I. 2. 2. Externos

lan4lisis Estructursl]

linerl, A w / \ _w» axial, F
' lnefiexi;nénl Fuerzas | —e cortante, V

anmler, 8 - {Internus §{ —emomento, i
torsidn, T




I.3. CLASIFICACION DE B3TRUCTURAS

Una eatmctura, en general, asté
formeda por elementos interconectados, los cuanles independientemen
te de su formna se consideran en una, dos o tres dimensiones. BEn’
realidad un elemento tiene siempre tres dimensionea: lLongitud, An-
churs y Espesor; sin embargo, si la anchura ¥ el e8pesor son peoug
iios en comparacién con su longitud, como en el caso de una viga o
columna, tales elementos pueden considerarse .como unidimensionales
2n el c2so de placas y Gdscaras, el espesor es normalmente mAs pe-
~ueflos ~ue 1= longitud y le anchura del elemento; de ahf{ rue las
- pl-crs y chscarns se consideren bidimensionales, Como para las re-
lrcionee entre longitud, anchura y espesor no hay una delimitacién
cler2, de acuerdo con la cual los elementos puedan clasificarse co
mo unidimensionales, bidimensionales o tridimensionales, esto nue-
da enteramente a juicio del ingeniero y a la examctitud esperada de
los resultados. Por ejemplo, la viga continua, mostrada ren la fig.
I.3.1, se considera unidimensic;nal, en cambio la de la fig. I.3.2.
es bidimensional, va rue las reacciones en A y C son diferentes de
cero., Las magnitudes de estas reacciones no dependen inicamente de
la relacidén Tongitud-pltura, sino también de las propiedades de
los mqterialés y del momento de inercia de la viga.

'P'

| N
R T

Ry=0 Rp=p Re=0 Ry Re<P  Rero

Pigura I.3.1 Pigura 1.3.2



Las estructuras pueden dividirse en
lrs tres caterorias siguientes considerando sus elementos como de

una, dos,0 tres dimensiones:

1 Bstructuras de esnueleto
2 -Estructuras laminares
3 Sélidos

Este trabejo trata el andlisis de n-
~uellas rue caen dentro de la primera cutegoria donde los elemén -
tos se considernn como unidimensionales.

La clasificacién anterior es el re -
sultrdo de le ideslizacién de las estructuras reales con ciertas a
proxim~ciones e hipbtesis, Por ejemplo, un edificio se idealiza
normelmente de tal form» rue su entremado, es decir, el conjunto
de 1rs vigzs y columnns de los pisos se considera como estructura
de esrueleto y las placas son de tipo leminar, aunque el sistema
completo es realmente la combinacién de los tres tipos meqcionados
enteriomente,

Adn cuendo es posible analizar 1= eg
trutur> completa como un sistema integrado de cimientos, pisos y
entremedos, 12s dificultades nue se encontrardn no justifican el
esfuerzo. Considerando otras incertidumbres tales como las propie=
dades de los materiales, cargas y técnicas de construccion, hay al

.gunﬁs justificaciones pura hacer la idealizacién de las estructu -
rag seperando 1l=2s diferentes partes en diferentes grupos (descompo
sicién), y anrlizéndosas luego independientemente.

Bl tipo de estructuras de esrueleto

pueden = nu ver dividirse en los siguientec grupos:

A) Cerchas o Armaduras
B) Sistemas planos




C) Reticulados

D) lknarcos rigidos tridimensionales

En las cerchas, los elementos se u-
nen entre s{ por articulaciones sin rozamiento, y las cargas se B-
plicen en los nudos. En consecuencia, los elementos estén someti ~
dhs Uinicemente a fuerzans axinles (tensién o compresién). En la
prictien, por supuesto, los elementos estn unidos entre s{ por
pernor, tornillos o soldaduras; en luger de estar unidoes por un pa
s=dor sin rovemiento y sujetos a cierta flexion y fuerza cortante.
Sin embnrfo, como las rigideces a flexién de los elementos de la
cerchs son en general muy pequefias, los errores introducidos por
tal idealizacién son también peouefios, Si se desearan conocer, por
ejemplo, los esfuerzos de flexién, normalmente considerados como
esfuerzos secundzrios en las cerchas, las uniones piirfan conside-
rarse como uniones rigidas, y el andlisis ueoceria desarrollarse de
acuerdo con esto.

En los sistemas planos, los elemen =
tos estén unidos entre s{ por nudos riridos, lo mismo oue por artji
culaciones sin rizamiento:; y las cargas se aplican tanto en los nu
dos como en los elementos. Las ripideses a flexién de estos elemen
toe normalmente son grandes, comp=rrdas con l=s de las cerchas,
Los elementos no estan sujetos a torsién pues 1= estructura y las
carg-: ertén en el mismo pleno.

Los reticulados, son los sistemay
planos rue estan‘sujetos a cargas en diferntes planos. Br otras
prlebras, l= estructura y las cérgas estdn en el mismo plano; y co
mo consecuencia de esto 1os elementos estdn sujetos tanto a torsi-
on como a flexion. Corresponden a esta categoria los cobertizos,
los sistemes de tableros de puentes, los sistemas de pisos en ed:-
ficios, ete,

Los marcos rigidos tridimensionales

son el tipo mns general de estructuras de esnueleto. Las cargas es



tén =plicadas en curl~uier punto y en cualeruier direccién y los
elementos pueden ester unidos entre s{ en cualruier forma.

Como la finalidad de este trabajo es
el de des=rrollar un programa aue analice una armadura tridimensio

nal, entonces 80lo se .verd el caso de cerchas o armmaduras.,

e r

Armadura plana

Armadura
tridimensional

Armmadura
simple
Pig. I.3.3. Tipos de armadura

I.4.~ TIPOS DE APOYOS

Los apoyos, son elemeétos encargados
de transmitir al suelo las solicitacibnes aplicadas a la estructu-
ra, BEsta transmisién de cargas se realiza limitando de alguna mane
ra los posibles desplezamientos de la estructura en estos puntos
(rpoyos). ’ ‘

El extremo libre de una barra puede
tener tres o seis componentes de desplazamiento seglin sea el siste
ma plano o espacial con el cual se este trabajando. Para el siste-
ma pleno, le éorrespoqden dos coﬁponentea de desplazamiento lineal
sefdn un sistem= de ejes coplanares y un giro contenido en el mis-
mo plsno. Para el sistemas espacial son tres las componentes de des
plrzamiento lineal, segin el sistema de ejes y tres giros conteni-

8



dos en cada plano X, Y o Z. Un apoyo, en estructuras bidimensional
es o tridimensionrles, limitard en algunos casos uno o varios de
estos dexolrzrmientos. A continuacién se presentan algunos apoyos

mAs usunles,
Apoyo Libre

El apoyo libre é deslizante, permite
rue el aﬁoyo de 1la estructura gire y al mismo tiempo se desplaze
en uns o varias direcciones segin ¢l sistema. Debe tenerse en cuen
ta ~ue =1 impedir un desplazamiento, se presenta una fuerza o reag
¢ién rue impide ese desplazamiento. Por lo tanto, podemos escribir
las siguientes caracterfsticas de deformacién y de fuerzas del apo

yo libre, indicadas en las siguientes figuras:

En un plano

DESPLAZAMIENTOS  FUERZAS

i | Px=0
=0 . Py#£0
@70 @ #0 h'..Y;:O ,

superficie

articulncidh - lisa

.8in friceién

En el espsacio

. DESPLAZAMIENTOS FUERZAS
‘ 40 Px=0
#0 - By=0
7 =0 Pz£0
¥x 70 ¥x=0
y #0 NyYy=0
¥, #0 Mg=0




El sistemn de reacciones, eutd for-
n-do por las fuerzas ~ue ge desurroll.n en los apoyos de unz es-
tructur , Para su determinacién, deben conuiderarse las condicio-

‘nes de compntibilidad, enuilibrio y de defonnaciéﬁ de la estructu
r=, Rl =povo liore, presentm un~ incégnita en el momento de deter

min- r el sicstemn de reacciones.,
Apovo fijo del tipo de articulscién o rétula

Este tipo de apoyo tiene la caracte
rirtice de nresentar dos o tres restricciones al movimiento del
~a0vo, ~ewin re- el sictema bidimensional o tridimensionnl, en e-
fecto: 1- =rticul-scién impide los desplazemientos lineales, permi
tiendo exclusivsmente piros, uno para el pl-no y tres para el es-
nacio en dicho =2noyo. A continu=cién se presentan lns propiedades

de 1= articulacién mediante las figuras siguientes:

En un plano

Y ' desplazamientos fuerzas
£ =0 P, #0
n =0 Fy#0
=0 P #0 ¥ =0
=0
R .
&0
-
RX#O A -x

Ry#0
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Bn el espacio

desplazamientos fuerzas
£ =0 PxFo
7 =0 PyA0
¥ =0 P2#0
¢ 0 Hix=0
¢ 10 ¥y=0
4 zfo . Mzﬂo

Como se observa, la articulacidén pre
senta dos y tres incéenitas segin los casos plano o espacial.

Apoyo guiado

Este tipo de apoye tiene un solo gra
do de libertod. vermite el desplazamiento del extremo de la barra
en un- solz direccién, impidiendo al mismo tiempo su gira. Las ca

racterfsticas se indican en la figura siguiente;

i
3

i

. t
)

]

I

|

|
N

ok

\"\

|

'

[}

 /
»~

) = -y * En un p),ano
s - =0 i
2 Q=0 desplazamientos . fuerzas
En el espacio § =0 Pyf0
, pA . Ry
desplazamientos fuerzas - 6 =0 . ¥ %0
4§ =0 P10 '
-} fo Fy=0
7 #o . Fz=0
@ x40 My=0
@ Y=0 ¥yFo

@ ;=0 _ L)



Empotramiento -
Este apoyo se caracteriza poroue im-
vide cunlruier tipo de desplazamiénto del nudo en un empotramiento
dependiendo del sistema bidimensional o tridimensional, tendri

tres o seis incégnitas respectivamente. Ver figuras siguientes:

En un plano
T ‘ desplazamientos fuerzas
$=0 Px#0
@ =0 l’2=o 40 " =0 FyA0
o ' . ¢=0 . ¥ ;‘O
RyfO\ 77 ' "X
rho 4
tRw‘O
. En el espacio '
Y
Iyl_o desplnvamientoa fuerzsas
; =0 : Fyk0
¥ =0 PyA0
. ”:O ) F";‘O
"‘“"E &=0 ¥y #0
X ﬁ=0- M,fo
-5- #A=0 Ma#0

L_~J=0
Q:O

Nudo o apoyo elistico

Este se presenta cuando se unen dos
0 mes bnrraa entre s{, sin estar ligndas en este punto al suelo.
L2 carncter{stica del pudo, es rue cualruier degplazamiento o giro
~ue tenpa el mismo, es comin a todos los éxtremos de la barra nue
concurren a é1, por éstar ligadas todas ellas r{gidemente en este
punto. En consecuencia en el nudo no se tiene desplaznmientou o gl

ToSs relqtivos entre las distintas barras. concurrentes.

12



r\
g

IN (6n)a=(&n)b=(€n)ck0
N (7n)a=(7n)b=(?n)cx0
(¢n)a=(gn)b=(fn)cx0

3 (a)\--&r:-u---"(b)
|
W
\
(c) 1

777
Nudo eléstico

Bl nudo tendrd un desplazamjento liw
neal en cualruier direccion, y un giro, siendo comunes a les barras
concurrentes en el nudo. Estos désplhzamientoa no son ilimitados co
mo ocurre, por ejemplo, en una articulacién, ya oue estén limitados
por la rigidez de cada una de las barras. En efecto, al.desplazarse
el nudo, en cada una de las barras ge desarrollan fuerzes; propor-
cion~les a la rigidez de las mismas, nue ne une momento dado manten
" drén en eruilibrio al nudo; pero después rue se ha realizado el ‘des
plezamiento. Al llegar a esta posicién de ecuilibrio, en el nudo de
ben verificarse las ecuaciones de la siguiente figura.

Te

Me \‘,‘
Ne

Condiciones de eruilibrio en el nudo eléstico.

1



Como en este trabajo también se trae
ta de determinar las incognitas de una estructura cualesquiera, u-
ne forms facil seria oue el nimero de ecuaciones, sea igual al nu-
mero de reacciones mess el nimero de barras, o sea, r+b. Esto es
tanto para el sistema bidimensional como para el tridimensional

(estructura isostética),
I.5.- CARGAS

' Recordando lo dicho en’'el inciso an-
terior, de rue a les armadurss sélo se les aplica cargns concentra
d=3 en los nudos, = continu~cidn veremos una estructura completa,
formeda por sus elementos; terles como: barras, apoyos, nudos y ,

por -supuesto las cargas para el caso bidimensional y tridimensional

1 ton.
0 ton. - 1 21 g
3 1
4m M ——=5 ton. 1 ton. 4m
? 1 -+ " J‘
" 3m Sm ' 3w
i~
3m 3m
Pig, I.5.1 Amm~durss plsnas (bidimensionales) .B/ton.
10, to i
Iim 4m - l m
1 ton.
——
: , ém
m ; . /—z—m——-f -
A -+

3m x

Pig. I.5.2 Amindurns espaciales (tridimensionmles)

14



Por ejemplo, la figura siguiente nos
muestra una estructura en el espacio sujeta a fuerzas estermas y
rue ademas esta en enuilibrio. Si separamos parte de ella, por
.ejemplo, un nudo; observemos aue este se entuentra tambien en eaui
librio. '

Y

P, \ Pi

Fig. Estructura en ecuilibrio estdtico

"rly

-Pig

=
f‘l

N\

n
Pig. Nudo en enuilibrio

En resumen el principio del ecuiliw

brio establece rue:
l.- La estructura esta en equilibrio
2.~ Los nudos estan en eouilibrio

3.~ Los elementos estan en.enuilibrio

15



I.6.- FUNCIONES Y GONSTANTES

Hay cuatro tipos de cantidades b&si-

¢As rue son esencinles para el andlisis, a saber:

A).- Centidrdes geométricas {coordenadas, segmentos, angulos

¥ caracter{sticas de las secciones transversales).
b).~ Cantidades Estaticas (cargas, reacciones y esfuerzos).

¢).~ Deformaciones (desplazamientos lineales y angulares del

eje centroidal y los apoyos).
d).~ Constantes de los materiales (m6édulo de elasticidad y de

la rigidez del material estructural y coeficientes de

.cambio volumétrico).

16



I.7.~ PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Los métodos para la solucion de arma
dur~s presentados en este tr=besjo se aplican a anuellas estructu-

ras cuyos principios son vAlides o se suponen como tales

l.,- Bruilibrio entre fuerzas internas y externas en todos los ele=

mentos de la estructura..

?e= Comontibilid=d de deformacién (principio de continuidad) de to

dos los elementos estructurales.
I.7.1. EBENUILIBRIO SNTRE PUERZAS INTEHRNAS Y EXTERNAS

Una estructura, sujeta a un sistema
de fuerz=s externas y a un sistema de reacciones, estard en enuili
brio ’

‘Si curple con lrs condiciones de eruilibrio siguientes:

En el espacio: En un plano:
EP =0 iMx = 0. ] EPx =0
7 =0 xrayl=o Efy = 0
IP, =0 Sy =0 EM =0

Bl decir nue una estructura esté en
e~uilibrio, implica rue cualeruier punto de ella también lo estéd,
Por ejemvlo, los nudos, entrepisos, vigas, columnas, etc; estos

miembros al separarlos individualmente deberfn estar en enuilibrio

17



I.7.2.~ COMPATIBILIDAD DE DEPORMACIONES

Bate principio supone nue la deforma
ci6n ¥ consecuentemente el deaplaramlento de cualnuier punto parti
culsr de 1a estructura, es “continuo® y tiene un solo valor. Nor-
malmente ésta condicidn se emplea al igual que las condiciones de
eruilibrioc, para satisfacer que los desplazamientos son Unicos en
los extremos de los elementios oue concurren a un nudo.

) Supongamos que unos pocos elementos
egtén rigidamente unidos entre sf, en el nudo i, como se muestra
en la figura. Después de aplicar las )
carges sobre el sistema, suponganos
nue el nudo i se desplaza una canti=
dad i. La condicién de compatibili-

dad renruiere rue

Alj =ADia =A4ib = Be. I.7.1

donde ij representa el desplazamien.
%o del extremo i del elemento ij. la
ecuncidn (X.7.1) ea vélida,-aiempre
¥ cunndo los elemsntos esten unidos
entre s{ r{gidamente, y no se produg
ca fluencis ni falla en el nudo,

Si los elementos estén unidos en

tre 8{ por uniones semir{gidas o por
articulaciones sin rogamiento, enton
ces algunas de las componentes de la
condicién de conpntibilidad‘dakap en
1» ecuncion (I.7.1) no se cumplirin,
Por e jemplo, =i suﬁonenoa rue la union en e} nudo i egtﬁ construi-

da de tal mcnera nue el elemento ib esté unido a los otros por una
articulacién ein rozamiento, mientras oue los elementos 1jeia, per
manecen ri8idemente unidos, la compatibilidad rotacional del ele -

18
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mento ib no se cumole; eato es

i= ij= i&f ib
sin emb=rgo la ecuacion (I.7.1) se mantiene ain para todas las o-

tras componentes de los desplazamientos.
RELACION PURRZA DESPLAZANMIENTO

De acuerdo con los objetivos mencio-
nados del anAlisis estructural, es necesario conocer para una es-
tructurn de geomeir{a definida, la relacién nue existe entre las

fuerzss y los desplazamientos.

Si se observa la siguiente gréfica,
se deduce r~ue la relacién entre fuerzas y desplrzamientos puede
ser lineal o no serlo.

o

Relacién lineal Relacién no lineal

En general, se plantea la hinétesia
de rue 1e relncién entre fuerzas y desplazamientos es lineal, por
1o rue se puede aplicar a las estructuras el pplnc;plo de superpo-

sicidn

Dicho principio establece gue los e~
fectos rue produce un sistemn de fuerzas aplicado a un= estructura
son e~uivalentes a 1la suma de los efectos producidos por cada una

19



de les fuerzas del sistema actuado independientemente.

Las condiciones que debe cumplir una

estructurs para rue se aplirue el orincinio de superposicién son:

a) oue exista proporcionalidad entre esfuerzo y deformaciones,

es decir, ~ue se cumpla ln ley de Hooke.

b) fue no haya interaccién entre efectos debidos s fuerzas a -

. ximles y momentos flexionantes (efectos de esbeltez).

¢) Que las deformaciones en la estructura sean relativamente
veruefins, evitando 981 rue se afecten en forma importante el

sistema de fuerzas internas y de raacciones

Si la estructura en estudio cumple
con las {res condiciones mencionadas, se trata de una estructura

con comportamiento eldstico y lineal,



I.8.- CONDICIONES DE ESTABILIDAD Y DETERMINACION ESTATICA Y
CINEMATICA EN ESTRUCTURAS

Estructuras oue se conaideran en su
conjuntoe como cuerpos rigidos, con relaci6n 8 8us apoyos y compo-

nentes;:

Estructura geométricemente estable. Una estructura es geométrica~
mente estable, si para cualruier movimiento incipiente se desarro
11la un~ resistencin a este movimiento; esto reouiere la presencia
de por lo menos tres elementos de reacciénes no paralelas, no con

currentes y no colineales, por e jemplo:

f P P o r’ -lp

L i o

Pig. I.8.1 Estructuras geométricamente estables

Estructura geométmcamente inestable. Es anuella cue tiene un mi-s
mero suficiente de reacciones ubicrdes de tal foma rue resultan

parslelns, concurrentea y colineales, ejemplo: -

otk
Fig, 1.81 Estructuras ge'ométricément‘e-,inéstablea
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Estructura estAticamente determinedé.- Bs anuella estructura en 1la
cu~l re pueden calculrr sus reascciones a partir de 178 ecumciones

de eruilibrio estAtico

gstructura estéticamente indeterminada.~ A estas estructuras, sus

reacciones no se pueden calcular a partir de las ecuaciones de e-

~uilibrio solamente, sino se debe considerar las condiciones de de
formrcién

Una forma de determinar cuando una
estructura es estable, inesfable, isostética o hiperestdtica no ge
neralizadn es 1» siguiente
Criterio numérico -
ai r+b { ’N Estructura inestable
si r+b = °N  Estructura estable e isostética
si  T+b ) 2N Estructura estable e hiperestitica

Si no hey inestabilidad geométrica externa o interma
A continuacion se presenta un ejemplo para visﬁali-
zar l» relancion nue existe entre los princinios de: '
- Comprtibilidsd de deformeciones

« Relrcion fuerza - desplazemiento

~ Bruilibrio

22



Bjemplo I.1 en 1~ fif. 1 cue se muestra 2 continuacion detemminar

lns fras Pa vy Pc en los mrterinles acero y cobre. Al aolicarles u

na carg~ P, P o
o 1Placa rigida £e" JZ?I §
acern
(e_rJJ ) . :
Fig, 1 Pig. ?
conre W
rrrrrr?

‘tiiii)Ac

De la fisurn se tiene nue:

r=1
be?
n=1 entonces r+b=3 y 2N=2

GeHe= 3=2 =1

De lo anterior, la estructura resul-
tr =er estable e hiperest=tica ~ue no solo se resuelve por estati-
ca (eruilibrio), si no ~ue deben tomarse en cuenta las deformacio-

nes y la ley de Hooke.

Asi, mediante la compatibilidad de
deform~ciones se tiene nue la deformacion nue sufre el cobre es i~

gual n 1- deformacion del acero (fig. 2), por lo tanto.

?3



De 1n ’ley de Hooke tenemos ~ye

=8 ___ ~ - Ir
6'EA ' 1

¥ del eruilibrig resulta

B

S1 sustituinos IT en T ge tiene -

Pal Pey
RaAa -B'cA_e

Despejando a pa

Sustituyendo en IT

Penila, p. _»p
. Ac

Tenemos B | N A P
pa=p.~..¢__=p(1-
+ E

Asi Pa=p(l-__1

I



Como se vié, primero se determind sai
1ls estructura era esostética o hiperstitica la cual resultd ser de
esta ultima, para luego resolverla utilizendo los prinqipioe antes

mensionados,

‘.725’
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CAPITULO 1II

SOVACIONES D% COMTINUIDAD, LEY D3 VOOKE Y EOUILIRRIO

Estns ecunciones se aplicarin en la
v-rte tres de este tracajo para la solucién de am .duras tridimen-

sion~les, vor medio de un orograma vara comvoutadora, nor lo tanto,

en este cnp{tulo se verid 1lr forma de ootener cada una de ellas y
~lrun=s congsidernciones.

Para aplic=r est2s ecuaciones se su-
vone rue:

1.~ 71 medio es.continuo

%2,« E1 materinal de 15 estructura es:
- El%stico linenl ‘
- Homoeéﬁeo

-~ Isotréoico

.- Lo estructura estA en eruiliorio antes y después de aplicar
las ¢argns

+ Convencidn local de signos
Deformociones (e) en las barras:

108 alarg=mientos serdn (+)

Los acortamientos seran (-)

*uerr~g (v) en l=zs barras;

Ine tensiones serin (+)

I a comuresiones seran (=)
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II.I  TBCUACION D& CONTINUIDAD

Aprovechendo lo expuesto en el capi-
*tulo anterior (ver I.7.2), se observa nue la continuidad de un con
Jjunto nos proporciona un sistema de ecuaciones aue nos relaciona
los elrrgemientos o acortamientos de las barras con los desplaza -

mientos nosibles de los nudos.

Alj = &bj = Aaj = &1 Ee. 1.7.1

Por ejemnlo, la figura siguiente -~ -
muestra una estructura formada por barras y nudos, sujeta a un’ sig
tema de fuerzas externas; si separamos une barra cualnuiera, en es
te caso 1r» barra 5, como se muestra en la figura adjunta, se obser

va rue los nudos ? y 3 se desplazan una cierta distancia d2 y d3

desplazamiento
LLLLLLLLLLLLLL ‘ [==1 del nudo 3
- -t
1 2 3! barras 'I’I Id~3z
3 HD nudos |
’ desplazamiento
47y 51F -ty del nudo 2.3
’ -t - o
o [ ¥ +— [ea
Ly

Estructura unidimensionsl Barra sujeta a sus extremos por nudos

regsvectivamente, vor lo tanto, de acuerdo a la compatibilidad de

deformaciones nos resulta:

o5 = d2,~ d3,

0 sen rue 1» deformacibén de la barra es igual al desplazmienfo re

1ativo de los nudos 2 y 3.

b



Ahorn bien, prro tod's 1 s barras de

1~ entructur- (form'n un sistemn de ecu:cioncs) se tienes

el = dyg
en = d')y
ey = dy,
24 =-dlz+d2:-,
85 = d?Z-d37
o en 1- forma
el] = 1 00
e?d= 10 1 O dle
el)= {0 O 1| (d2»
edl= |« 1 O 3z
eSf= |0 1 -1

ruedrndo renrerent-dn en forms generel como:

o = [] {9 Ecuacién de continuidad

Donde
EJ lkatriz de continuida

{e] Vector columna %ue en forma ordenada representa la de -~
formacién de csda una de las barras.

k} Vector column= Mue en form= ordenrda representa las com~
' oonentes de despla~smiento parsalelas a
los ejes de referencia correspondientes a

cada uno de los nudos de la barra.

Ahor~ bien nara el siastema unidimensional tenemon:

[ = [ )

NbXl = HMbXhkn NnXl1,
»8



sistema bidimensional

{e = [a] fal

NoXl = NbX2Nn 2NnX1 y

siatemn tridimensionsl

oo =[] fa

NoX1 = NBX3¥n  3NnK)

donde : Nb = No. de barras
Nn = No. de nudos

4 Una forma de obtener la matriz [a]
de continuidad es la siguiente:

1.- Se orientan las barras en cualnruier sentido a fin de definir
vare ceda una, su extremo inicial denominndo (A) y su final de
nominndo (8).

2.= Se define un vector Ui, unitario
en direccién de la barra i. Por
supuesto, cada vector unitario
podrid descomponerse en una, dos
o tres componentes paralelas al

sistema de refer cia usado en ca

da caso.
3.~ Se fomma la matriz [a] por renglones como sigue:

31 renglén "iv, correspondiente a la "iésima" barra, 1la cual
tendré todoé aus elementos nulos excepto los localizados en
ins coldﬁnas de los extremos (A) y (B) de 1s misma, #n la co-
lumnz del nudo (A) avarecerén las componentes del vector
-{ui] v en 1 del nudo (B) las de {ﬁﬂ



Ejemolo. Veamos la ectructurn unidimensional de la figura
(II.1). Si orientamos las barras en direccién al eje de refe-

rencia "Z" entonces los vectores unitarios de cada barra son:

{ﬂl] =[u2} = {33},. --[34} ={\T5} = {1} ya oue se trata de un
sistema unidimensional

-Ahora bien para formar 1z matriz [a]

se procede de in. siguiente maneras
~ El mimero de renglones es igual al nimero de barras (Nb)
~ El ndmero de columnas es igual al nimero de nudos (Nn)

por ser unidimensional,

Por lo tanto

observando la 3 o 0 i

figura (II.1) se 1 0

tiene como 0 1| = [a] (Nb X Nn)
matriz a , el 4 -1 >1 0 ’ -
siguiente arreglo i o 1 -lj

Resultado igual a la obtenida median -
te 1a ecuncién de continuidad nue nos relaciona las deformaciones '

con los desplazé.mientos.
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II.? 1,5Y DE HOOKE
{ Relacién carga~deformacién )
Concepto de esfuerzo

Supongamos un material a tensién.
figura I1I.2.1 ' o

p.-——[ . . J—-.P iy G‘
} 4 Pe— o
L 4
barra de longitud, - V£
L y Area, A

Si cortamos la barra a una cierta
distnncia L/2 se observa aque la fuerza p se distribuye en toda el
dres, ¥ por lo tanto nos produce un esfuerzo igual a:

N Z I1.2.1.

Concento de deformacidén unitaria

Si apnlicamos una fuerza p a uha barra
de longitud L, ésta se deforma una cierta distanciam e, As{,1a defor
macién unitaria resulta ser el cociente de la deformacidn entre 1a
loneitud L.. ' ‘

P | —]"" ] —>p

f e i
¥ Y

, c‘:-%-—--—_-'— 11.2.2

k)



Ahora hien, wv=ra yn m2terinl elfati-
€o linenl resultn rue:

v,

C U=pé- - - II.2.3.

—£

Donde

& = Kédulo de elzsticidad o de young (depende del tipo de TaT

ri-1)

Por 1o tanto 1a ecuacién de la ley
de Hooke resyulta de; : ' ’

Despeinndo g p de (I1.2.1)

P eVA eeees (11.2.4)

Sustituvendo (I1.2.3) en (II.2.4)

P = E€A - o II.2.5

Sustituvendo (I1.2.2) en (I1.2.5)

P=Ble-a-.. (I1.2.6)
- .
Donde
k= BA Rigidez de h
L “-barra
As{ ‘Puke Ley de Hook.
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Donde . p=carga

‘e= deformacién

. En forma matriciel generalizada para
armeduras ya ses unidimensionales, bidimensionales o tridimensio -
nales resulta '

ol = [d f]

Donde
{P} a Vector de fuerzas axiales:

[k] = Matriz de rigidez de las barras

siendo kj= EiAi rigidez de cada
ILi barra -

{e] = Vector de deformnciones

donde e3 = deformacién de cada ba-
rra

Para el ejemplo anterior de 5 barras
(¥b = 5) avlicamos la ley de Hooke, ¥y nos resulta un sistema como
el aiguipntu

Py =k e
By = Xy €5
P3 - .kJ L
Py = ki ey
P5 = k5 .5

Donde vector ‘ ] resulta de (Nb &1)

Y el vector {e} es de (Nb X 1), por lo tanto la matrie [k] resultu
- de (Nb J( Nb ) y en diagonal:
33



Pl‘ B kl 01‘
F, ky 2
P3 — k3 e3
Py ky 7
s Lo s e

(NbX1) = (Nb X Nb) ( NbX 1)

Donde Nb = No. de barras

7]



[I1.3. . ECUACION DE BQUILIBRIO

le uacuerdo al principio de eouilibrio
(visto en el canitulo I) nue artablece: La estructura y elementos
{oarr~=s , apovos y nudos) deben de estur en enuilibrio, entonces,
de 1a firsur~ II.1 8i seprrrmos el nudo (1), este debe de estar en

e~uilidbrio, veamos:

Las fuerzas internas en

las barras se suvonen a

tensién
Pz = 0 Poroue se trat=a de un sistem= unidimen
sion=l
F1+P4-P1=0 Py =P - Py

0 sen ~ue el nudo (1) estA en eruili-

brio, =hor- bien, v~ra todos los nudos de 1l- estructurn se tienes
Nudo ?

P, = Py “+ P4 + Ps

‘udo 3

§3=p3 - Py

Orden=ndo estas ecusciones como sigue nos nueda

P =P - Py
Pp= . P» pg + Pg
Py = Py - Pg
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] = 1 0 0-1 0 Pl
wl=lo 10 1 1]{%
A PJ
- P4
P3} = 0 01 0 -1 PS5
ue en forma general nueda como:
{ = [v] {0 Ecuacién de enuilibrio

Nonde

[b] kFatriz de eruilibrio nue relaciona las fuerzas externas con

1ns intern=s,
(] vector de fuerzns "in los nudos",
(p} Vector de fuerzas axiales en las barras,

Obsérvese aue

CRECH

Y una forma de demostrarlo es 1= si -

~uiente
De la continuidad de la estructura y

de lr condicidén de eruilibrio en forma matricial condensnda se tie-

nen 1~= dos ecuaciones sipuientes.

;)
{e] {9

continuidad i
eruiliorio i {1

Y tomundo en cuenta nue el travnjo
afectundo vor las fuerzas externas nuede ser externas nuede ner ex-

nressdo coro:
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[ = wve [

v el tr«bsjo realizado por las fuerzas internas, c¢alculado median-

e 1~ a¥nresidn de 1= energfa de detormicién, se expresa como:

r

S RVt T

savemos, tambien, nue el trﬁbajo externo ¥ 1n energf{a de deforma-
cién, son imurles, Por lo tantos ' '

0 @ -6

sulrtituvendo l=e ecuaciones de continuid~d y eouilibrio en ésta ’
ultima ecu~cidn, =e tiens:

T .
o 151" ek = 6 (=) b
v como se cumple para toda d , se tiene finaimente: )

NOR G
o bien | ] -
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11.4  S0MCION DE ARCADURAS TAI OIMSNSIONAL:S ~0R sL hsTODO Us

RIGIDECES O 9% LOS DAPLAZLA I-¥0-

De l~8 ecunciones de continuidnd y

ley de Hooke sustituyendo le primerz en la segunda se obtiene:

o = [ [s] W------ 11.4.1

Surtituvendo 1o ecurcion IX.4.1 en la ecuacidén de ecuilibrio nos

o 6 - [T )] - - - - e
o bien (g} = [x] |a} ===----- I1.4.3
donde - [k] 2 [a]’[k][a] Latriz de rigi;iez de la eg

”,

tructura {(EC. de Wuvier),

Por 1o tanto, 8l problemd se reduce =a
resolver un sistem= de ecuaciones simulténeas de (3Nn X JNn). (tén
Fase en cuent= nue también se utiliza éste método para ammndurac u

nidimensionales o bidimensionales).

Para &ste metodo tenemos como datoc

= 3

{f} Vector de fuerzas en 108’ nudos
[¥] watriz de rizidez de 1n estructura

¢

Yy como incéanitas a

(d] Desplszrmiento en los nudos
{e] vormaciones en las barras

fp] Fuerzas axiales en. las barras
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La ecuacin II.4.3 se puede resdlver
de dos mrnerra:

1)  Desvejando " {a}

- [t

Nétese rue se debe de invertir la ma
tri» K de rigideces para luego muitiplicarla por el vector 72
de los fuerzas exterﬁns. ¥ asi, obtener como primer resultedo a los
despl-zamientos de los nudos.

) Resolviéndola como sistema de ecunciones linerles. (Metodos
de Gauss Jord-n y Seidez) .

{4 = [x] {d

Una vez obtenido el.vector de los
desplozamientos 4 , se procede a obtener el vector de las deforw
mrciones e mediente:

f) - G

, Por dltimo, se obtiene el vector de
fuerzas axiales de tensién y compresién p en las barras.

f - B

v Como para todo troabajo se debe com-
" probar rue esté bien ejecutndo, una formn de checar éste, es la si
‘Fuiente :-

{4 - [t
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Este método no toma en cuenta si la
estructura es isostAtica o hiperestdtica, ya nue funciona tanto

para un~ como pura la otra,
.

11.5 ISOSTATICIDAD, HIPERESTATICIDAD, ESTABILIDAD E INESTABILI-
DAD D& LAS ESTRUCTURAS '

Para cue la estructura sea estable
se reruiere rue el rango de la matriz de enuilibrio b sea igual
a 9Nn (Rb=2¥n) o sea nue para cualauier valor de P existen valo-

res de P nrue satisfacen las ecunciones de enuilibrio.

- COROLARIO
I.- 5i Nb = 2Nn [b] es cuadrada {no singular)
y Rb = 2Nn . ‘

IL» estructura es "Isostitica" estable

II.- Si Nb > 2Nn [51 es rectangular
Yy Rb = 2Nn

La estructura es "Hiperest&tica™ estable

NOTA

Cunndo Rb ¢ °Nn 1la estructur= es

inestable
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II.6 APOY03S COMPLST0S E INCONPLETOS

Cuando un apoyo estA incompleto, (vor
lo menor tiene un rr-do de libert~d), se ouede sustituir por un sis
tem~ de b-rr-r de rigidez infinitr (flexibilidnd nula), unidas a a-

voyvos completos

£ jemplo

1l

S$1i el apoyo es completo, no es nece-

srrio, ni se debe hacer éstr sustitucién.

a



II.7 NETODO DE ILAS PUERZAS O PLEXIBILIDAD

Este método también tomo en cuenta
"las ecunciones de continuidad, ley de Hook y eauilibrio, con un en

forue distinto al de rigideces.
I1.7.1 EOUILIBRIO

De 1» ecumcién de enuilibrio la ma-
triz [b] se puede dividir en :

o]

Donde
bo Matriz no singuler de la estructura primaria igostética
y estable (no toma en-cuenta las redundantes).
bp ¥atriz oue sélo toma en cuenta las redundantes.

Luego entonces

R ‘=[bo::b'] ggt - -I1.7.1

Decpe jando a ’P}

{8} = [vo]fH} + o) lBl- - - - 1.7.2
Nos ~ueda
I1.7.7 LEY DE HOOK
Teniendo en cuenth la relacién line-

nl existente entre fuerza y deformrcién, se puede olantear la ecuu-

cién de Hooke en la forma siguiente,
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dgonde - [¢] = [k] ¥atriz de flexibilidad.

IX1.7.3 - CONTINUIDAD

También de 1n ecuacién de continui-

derd y por 1a contragradiencia se puede revresentar como.

—— I[-E— T 1‘- - - - - - 1107140

Donde
‘u] Son los desplazamientos relativos en cada uno de

los cortes imaginarios de las barras redundantes.

Como los cortes de les barras redun-
dentes en la préctica no son ciertos entonces

fu} = {o}- - - - - - 11.7.5.

Por lo tanto

[o] {o} = fob- - = - - - 176

. Tomando en cuenta las tres condicio-
nes anterioree, se procede como sigue:

sustituyendo (II.7.2) en (11;7.3)>

o - [ - [l - - s
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sustitu.vandb (11.7.7) en (II.7.6)
Ib,}’ [f] [bo] {r]f[bﬁ]' ['f] [b;]{a] 20 mmmm—- = I1.7.8.
b (040 = -bo] [Ifo]ft = a0 momsirsarces

Donde 1
T
[bo] = %\j[ Y
8 !Po} = [bp] [F‘ se puede obtener directamente como vec-

tor de fuersas axiales en las barrgs'de
la estructura isostética, (eatructuras

sin barras y/o apoyos redundantes).
: [ba Tamblién-ae obtiene directamente como una matriz de fuerczas

internas, provocadas por fuerzas unitarias aplicadas en ca

da una de las redundantes.
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CAPITUL O III

DESARROLLO DE UN PROGRANA DE'CONPUTADORA PARA
ANALIZAR ARMADURAS TRIDINENSIONALES

Desde el final dé 1a séguhda;guerra
- mundial el andlisis estnuctufaluhﬁ estado eﬁ un proceso de iﬁpidoa
cambies, debido especinlmente Al espectacular desarrollo de -las
comput=doras y » Te introduccién del 4lgebra matricial y el célcu-~
lo vectorinal como'lenguajéa géqernles,del raéionnmiento aimbdlrico.
En bree n esto, en este libro se desarrolla un progr=ma nsra resol
ver arm=durrs tridimensionales, relacionandolo con el flgebra ma-
tricinl y por supuesto el anAlisis estructural avanzado (materia
rue se imparte en la Pacultad de Ingenieria como aplicaci6n.de las
computndoras al andlisis estructural). De este dltimo se hace uso
del método de lrs rigideces o de lo8 desnlazamientos viato en el
canftulo II. Este método relaciona 1l-s ecurciones de continuidad,
ley de Hooke y eruilibrio, oue psara dar solucién debe pasar vor u-

na serie de operaciones matriciales como song

Multiplicacién de matrices

Multiplicaci6ﬁ de una matriz por un vector”

Inversién de un~ matriz

Netodos de solucidén a sistemns linesnles :

Gauss Seidel

Gauss Jordan

Ahora bien para la crencién del pro-
grome, primero se desarrollé indevendientemente cnda unn de las
onernciones antes mensionsdas e inmediatnmente se procedié a inte-

ararlas junto con un programa principal el cual ordenn ln ejecu -
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cidn de las overaciones en secuencia segun el método de las rigide

ces. Las overaciones matriciales (multiolicacién, inversion. etc.)

método de Gmuss Jordan y Seidel, dentro del programa general for-

mAn parte como sub-rutinas ( subprogramas ) los cuales son llama-

dos por el prog.x:ama principal.

Bl programa cuva codificacién se pre

rentard m=s ndel=nte consta de un programé principal y seis sub-ru

tinas las cunles son:

-~ Sub-rutina lLeer

Sub-rutina ¥ult
Suberutina Inv
Subfmtlha Su-v’
Suberutina GS

Sub~-rutinas GJ

Su funcidn es leer los arreglos ma~-
triciales. '

" Su funcidn es el de multiplicar ma-

trices o matriz vor vector.

Cuya funcidn es el de invertir matri

ces.

Cuya funcidn es sumar matrices.
Método de Gauss Seidel oars solucién
de sistemas lineales.

¥étodo de Gauss .fordan para solucién

~ de sistemas lineales,

46



Como se observa el orograma prineci-
v-1 puede modific-rse a conveniencina del ususrio o ses nue se pue-
de tr-nsfoimar de tal forma a oue se utilice como el método de 1las
f1eoxioilidndes o de 1.8 fuerzas, Y2 cue contiene las operaciones
nescesnrins para cnda uno de ellos., Para el método de rigideces
utilizado en este vrograma se hace uso de l=2s subrutinas Fult y GJ
o~r~ d=r solucién a un oroblems dado, obuervando rue el sistemn

=l 1

P=ax

cuvo siztemn gse resuelve con los métodos de Grugs Jordan o Seidel.
Otra form~ seria el de utilizar 1= subrutina INV, venmos

De 1= ecuncion anterior.
W6 - K )
(6 - )

Por lo tento

i

(4 ¢}

Observese nue surge la inversa de

{4

Kaona ( matriz de rifides de 1a estructura ).

0

3.7 'CODIPICACION DEL PROGRAMA
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.3 APLICACION

En el ejemplo siguiente 1las matrices
1, K9 At se formarén como se indicn en el capftulo ITI, se presen-
ta tosmbien el vector de fuerzas externas aolicadas a la estructura.
3¢ considers a BA = CTE = 3 ton.o sea rue las barras tienen las
mismrs condictonu'.

APLICACION DE 1,43 COMPUPADORAS AL A. ESTHUCTURAL
Prof.: Ing. Damy Wfos S
Alusno 1 Rfos Vilchis Gregorio

De 1a amadura nue se
muestrs en firur-,detemi-
ne por el método de ricide
ces:

A)e= D Desolazamientos
B).~ ® Defomnciones
€Y.~ P Pzas. de teusidn

y conpresién

donde BA - 3 fon A ‘-2.\
: 0

: 5

) ﬂ - B - oo

() - ,
' - 1-5

B . o

0

’ o
1!1'.110 '11 . 0)

57



Bn las paginns siguientes se obtubie-.
rén 1e8 matrices de: »
~ Continuidead
- Rigidés
- Eruilibrio
Como resultado final al c&lculo por
el método de 1as rigideces, tambien se obtienen los desplasamientos,

deformaciones y las fuerzas nomales de tensién y compresién.
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La siguiente figura nos muestra los
resultados finnles de 1as fuerzas internas
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