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El presente trabajo muestra los casos más utilizados en la so 

lución de problemas mediante el uso del Método del Elemento Finito. 

El capítulo II trata los medios homogéneos. En este capítulo 

se desglosan los 8 pasos básicos para la solución de problemas estáticos, 

se dan las demostraciones de las fórmulas más empleadas y una explicación 

de algunas consideraciones teóricas de importancia, tales como el concep­

to de trabajo virtual, el de trabajo específico de deformación, entre o-­

tros. Así mismo se analiza el caso dinámico, en el cual se emplean méto-­

dos de aproximación para conocer los desplazamientos nodales, se estudian 

los tres elementos de un sistema vibratorio, para la obtención de la rna--

triz de masa consistente se recurre a el principio de D'alambert. 

El capítulo III trata el caso de medios heterogcineos y anisó-­

tropos, aquí se siguen los mismos pasos básicos que en el capítulo II en 

el caso estático, solo se presenta un cambio en el cuarto paso. Se lleva a 

cabo L1 dernostrución de 1-:i matriz de tr¿rnsfcnmación. 

El capítulo IV pre~;cnta las dJl] j cacione~; d0 los dos capítulos 

anteriores ma<JL:rnt:e la solución de ejemplo'' sencillos, en los cuales se 

observa primordialmente el manejo r1e las ccuac.iones involucrudus y el corn 

portarniento físico de Jcrn materiales cnsalL1doc;. 

En el capítulo V se hacen al9uno~> coment<:lrios sobre el Método 

del Elemento Finito, y de los resultados de los ejemplos planteados. 

El apéndice uno, utiliza un enfoque tensorial notaciór, sub-

índice ) en la demostración de lu matriz de transformación de coordenadas. 

El apéndice dos proporciona el listado de] programa para la !IP 

41C. El programa es Gnicamente para el caso estático. 

Dentro del apéndice tres se resumen las fórmulas más empleadas 

en la solución de problemas mediante el uso del Método del Elemento Fini-

to. 
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1.1. Conceptos Básicos. 

Los conceptos básicos del Método del Elemento Finito, no son 

nuevos; el principio de discretización ha sido muy utilizado en muchas y 

diversas formas por la humanidad através del tiempo. 

Es posible que el primer intento del hombre de discretización 

fue el de dividir la materia del universo en cinco partes básicas o fun­

damentales, las cuales son: El aire, el agua, la tierra, el fuego y el 

cielo; otro ejemplo de discretización, lo constituye el llamado sistema 

coordenado de localización, dado por una subdivisión del globo terráqueo. 

1.2. Proceso de Discretización. 

La discretización implica la aproximación del sistema continuo 

real. En el proceso de discretización se emplean subdivisiones. La sub-­

división, es el dividir Ullil figura cualquiera en otras ( de geometría co­

nocida ) más pequeñas. con el fin de acercarnos a la solución real; por !!_ 

jemplo, si tenemos una circunferencia y conocemos su área, podemos colo-­

car polígonos circunscritos, y sabemos que, mi entras más lados tenga el p_::i_ 

lígono, el área de este se acerca cada vez rná;3 al área real, en otras pa­

labras, existe convergencia. Por otro lado podemos decir que el error co­

metido disminuye cuanto mayor es el número de subdivisio:1es. 
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II. MEDIOS HOMOGENEOS. 
********************** 

2.1. Pasos básicos para el Método del Elemento Finito en me-­

dios homogéneos. 

Las formulaciones y aplicaciones del Método del Elemento Fin..:!: 

t0 están contenidos en 8 pasos básicos. La Ingeniería se interesa por v~ 

luar efectos tales cmno: Deformaciones, esfuerzos, fluidos a presión etc, 

causados por fuerzas tales como: Presiones, aplicación de carga~ etc. 

La forma de la distribución de los diferentes efectos en un 

cuerpo, depende de las características del sistema de fuerzas, as! como 

también de las caracter!stica.s de1 cuerpo mismo. 

Podemos afirmar que la obtención de Lis deformaciones es en 

ffiUChos casos, bastante problem~tica si utilizamos métodos convencionales; 

para solucionar esto hacernos uso del Método del Elemento Finito, que di­

vide al cuerpo en un número determinacto de pequeños componentes, llama-­

dos elen1entos finitos. Estos pequeños elementos, son mur;ho más fáciles 

de estudiar que al cuerpo entero. 

2.1.1. Primer paso. Discretización y configuración de los e­

lementos elegidos. 

Dividirnos a el cuerpo en un número conveniente de pequeños 

segmentos llamados elementos finitos. I.as intersecciones de los lados de 

los elementos, son los puntos nodales, el espacio entre los nodos le 

.llamaremos líneas nodales ( figura 1-a ) . Algunas veces requerimos intr~ 

ducir un punto a lo largo de las l Íneas nodalef;, llamado punto nodal ad_:!: 

cional ( figura 1-b ) . El nGmero y el tamaño de los elementos a elegir 

depende del tipo de elemento a utilizar, y esto a su vez depende de si 

trabajamos en una, dos o tres dimensiones; ¿¡sÍ p.:ira una dimensión usamos 

una línea recta, para dos dimensiones tendremos triángulos o cuadriláte­

ros y para tres dimensiones tenemos, polígonos en el espacio ( figura 2 ) . 
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Debemos sin embargo tener cuidado en los casos de límites 

irregulares, para que la aproximación sea satisfactoria ( figura 3 ) . 

'[ 

z 

Línea nodal. 
Punto 

Elemento finito. 

Elemento lineal. 

Figura 1 

Elemento 
cuadrilátero. 

Figura 2 

X 

Elemento 
triangular. 

Punto nodal 
adicional. 

Punto nodal 
principal. 

Elemento 
hexaédrico. 
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Cuerpo original. Cuerpo discretizado. 

Figura 3 

2.1.2. Segundo paso. Selección de el método de la función de 

aproximación. 

Una vez seleccionada la figura a utilizar, podemos conocer 

los desplazamientos y/o deformaciones de el cuerpo. in punto nodal del 

elemento nos permite escribir la funci6n matcm~tica más adecuada para 

describir el fenómeno. La función m5.s utilizada es una función polino--­

mial, por lo sencillo de esta, adem:Í.s de simplificar las formulaciones 

del Método del Elemento Finito. Por ejemplo una función de interpolación 

polinomial está expresada por: 

en donde: 

,N 
m 

son los valores desconocidos. 

es la función de interpolación. 

El grado de libertad se puede definir como un desplazamiento 

independiente que ocurre en el punto notlal. Para una dimensión, solo te­

nemos una forma libre de desplazamiento para cada punto; esto es en cada 
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punto tenemos un grado de libertad. Para dos dimensiones, los desplaza-­

mientas o deformaciones, pueden ocurrir solo dentro de el plano de el 

cuerpo, por esto el punto nodal solo tiene dos formas independientes o 

libres de desplazamiento1 esto es en cada punto tenemos dos grados de li 

bertad. 

2.1.3. Tercer paso. Definición de las relaciones de Deforma-­

ción Unitaria - Desplazamiento, y Esfuerzo - Deformación Unitaria. 

Para saber qué principio utilizar al derivar las ecuaciones 

del elemento debemos definir ciertas cantiáades, tales que estas canti 

dades se parescan en un principio. 

Para problemas de Esfuerzo - Deformación; la deformación uni­

taria es la cantidad parecida. En el caso de que la deformación ocurra 

solo en una dirección, podemos decir que la deformación unitaria es pe-­

qu~ña, y esta dada por: 

E: 
y 

d 
___JL_ 

dy 

Frecuentemente requerimos agregar una cantidad adicional al 

problema de deformación unitaria; esta cantidad es el esfuerzo. Con lo 

cual obtenemos la ley Esfuerzo - Dformación Unitaria, esta es una ley 

constitutiva que describe las respuestas de un sistema, debido a la apll_ 

cación de una fuerza; adem5s esta ley es una parte escencial en el anali 

sis de Elemento Finito. 

2.1.4. Cuarto paso. Derivación de las ecuaciones de el elemen 

to. 

Para el uso de los principios y de las leyes, obtendremos 

ecuaciones que gobiernen el comportamiento de el elemento. La ecuación 

así obtenida, en términos generales se puede utilizar para todos los ele 

mentas de 1 cuerpo discretizado. 

El número de alternativas es posible por la derivación de las 
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ecuaciones de los elementos. Dos de los métodos más comurunente utiliza-­

dos son el Método de la Energía y los Métodos Residuales. 

El Método de los Residuos Cargados, está basado en la minimi-

zación de 1 residual, que antes de tener una aproximación o una solu---

ción tentativa es sustituido dentro de la ecuación diferencial que rige 

el problema. 

El Método de la Energía es una de las mejores alternativas en 

la formulación del Método del Elemento Finito; este procedimiento re 

4uiere muy buenos conocimientos del Cálculo variacional, y está basado 

en hallar condiciones concecuentes de los cuerpos con V<:ilores estaciona-

rios de cantidades escalares para cuerpos cargados. 

El uso de cualquiera de los dos métodos nos lleva a ecuacio--

nes que describen el comportamiento del elemento; nosotros haremos uso 

del Método de la Energía, con el cual obtendremos la siguiente expre-·· 

sión. 

Y. o = f ... II.1. 

donde: 

K: Matriz propia del elemento, esto es de las características del 

elemento. 

6: Vector de los valores nodales desconocidos. 

f: Vector de los parámetros de fuerza en el elemento. 

Para establecer el equilibrio entre las fuerzas nodales y los 

esfuerzos actuantes, lo hacemos imponic!ndo un desplazamiento virtual a 

los nodos, e igualando el trabajo exterior realizado por las fuerzas no­

dales al que se efectGa interiormente por los esfuerzos distribuidos du­

rante el desplazamiento. 

Los desplazamientos y las deformaciones dentro del 

son respectivamente: 

donde: 

ó = N oae 
-µ 

oae: Es un desplazamiento virtualr en los nodos. 

elemento 

El trabajo efectuado por las fuerzas nodales aplicadas gra--· 
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dualmente es igual a la mitad de la suma de los productos de los compo-­

nentes de cada una de las fuerzas por sus correspondientes desplazamien-

tos,esto es: 

!iaeT ~e .•• 11,2. 

Así mismo el trabajo interno por unidad de volúmen efectuado 

por las fuerzas y los esfuerzos es: 

!O T :; - !ó T h 
-€ - --µ -

Nf h , • , II, 3. 

donde: 

Vector de esfuerzos iniciales. 

h Vector de fuerzas másicas. 

Trabajo de d(~formación; es el trabajo almacenado en un cuerpo 

elástico, en el cual los puntos de aplicación de las fuerzas se despla--

zan; este sistema de fuerzas se aplica en forma gradual ( en incrementos 

) . Al desaparecer este sistema de fuerzas el cuerpo se recupera utilizan 

do la energía almacenadil. 

Ahora bien si le aplicamos a un cuerpo una carga P instantá-­

nernnente, el trabajo efectuado será: 

w pf;. 

donde: 

P: Carga. 

t;.: Deformación. 

Si ia carga es ahora aplicada gradualmente, desde cero hasta 

P , y suponiendo válida la ley de Hooke, tendremos que la deformación es 

directamente proporcional a la carga, luego entonces el trabajo desarro-

1 lado por un incremento de carga es: 

óW = P.M. 
l l. 

y por la ley de Hooke tenemos: 

L 

AE 

Si de aquí hacemos la hipótesis de que A,E y L son constantes, 

sustituyendo e integrando tenemos que: 
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L p2 w = 
AE 2 

y como: 
PL 
AE 

(ley de Clapeyron). 

Por la ley de Clapeyron vemos que la energía de deformación 

cuando la carga se aplica paulatinamente vale la mitad de la energía que 

cuando la carga se aplica instantáneamente. 

zos: 

Reemplazando valores obtenemos: 

P = EA 

Expresando el trabajo de deformación en función de los esfuer 

W = ;;A EL 
- 2 

y considerando un volúmen unitario resulta: 

w :'.E 
2 

expresión que define el trabajo específico de deforma-­

ción ) . 

Si considerarnos ahora un estado triaxial de esfuerzos; apli-­

cando el esfuerzo :'.x aparecerá una deformación ex, y por la ley de Cla-­

peyron, el trab.:ijo específico de deformación es: 

Wx = !:.'.xEx 

análogamente para ::.y, y, -z tenemos respectivamente: 

De aquí tenemos que el trabajo específico de deformación to-­

tal resulta ser: 

w = ( :.'.xEx + '.'.yEy + ::ZEZ ) = h:T'.-: 

Esta última expresión es la que se emplea en la ecuación II.3. 

Ahora bien igualando el trabajo interno total con el trabajo 

externo, nos queda: 

eT e = /laeT [Sv !la g_i dvo~ 
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y siendo válida para cualquier desplazamiento: 

donde: 

S.~ = (' BT!: dvol - ( NTh dvol ... Jv - - Jv - -

e g_.: Fuerza nodal en el nudo i debido a la fuerza r en el elemento e. 
l. 

Para una relación Esfuerzo - Deformación y siguiendo una ley 

lineal la expresión nos resulta: 

donde: 

y 

::.: = -Sv !iT~ dvol - Sv ~TQ ~o dvol + Ív ~TE.o dvol 

dende los términos de el mienmbro derecho de la última expresión son res 

pectivamente: 1) Las fuerzas másicas, 2) las deformaciones iniciales y 

3) los esfuerzos inicialc~. 

La ecuación II.l estií en forma general; para problemas espec_! 

ficos de análisis de esfuerzos, ser!a: 

K: Matriz <le rir;idez del elemento. 

3.: Vector de los de~3plazamientos nodales. 

f: Vector de las fuerzas externélS nodales. 

La matriz de ri9idez del elemento está dada por la siguien-

te fórmula: 

K = JJ~T.!?_ ~ t dx dy 

donde t es el espesor de] elemento, dado que trabajamos con una subdi-

visión de elemento, podernos considerar a t como constante y dado que ni!:_ 

guna de las matrices contienen a x o y, el resultado de la integración 

queda así: 

K 

donde: 

~: Es el área de el triángulo o elemento. 

B: Es la matriz de función de forma de deformaciones. 
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D: Matriz de rigidez elástica. 

Desarrollo para la obtención de la matriz de función de forma 

de deformaciones. 

Sabemos que: 

B = LN 

en donde: 

y así: 

L: Operador de deformaciones. 

N: Función de forma de desplazamientos. 

Por otro lado tenemos a: 

u: Vector de desplazamientos en cualquier punto del 

ª· 1 

a. 
J ... II.4. 

elemento. 

La función de forma N es una función de posición, mientras 
e 

que ~ esta en función de los desplazamientos nodales. 

Así el vector desplazamiento viene dado por: 

= [Jli ( x,y )] 
~i V. ( X,y ) 

1 

... II.5. 

y el desplazamiento es: 

... II. 6. 

con lo que las deformaciones en cualquier punto estan dadas 

por: 

E = Lu •.. II.7. 

y en concesuencia el vector deformación sera: 

E B a .•. II .8. 
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Por lo tanto lo siguiente queda demostrado: 

B = L N 

Ahora bien desarrollando la ecuación II.7. obtenemos: 

o o.o E óx X [ ~ l e:= E Lu = o.o 6 .•. II.9, y oy 
Yxy 

o o 
Ty 6x 

De la ecuación II.1. tenemos: 

N a e 
u = 

de aquí: 

u = I [ N., N., N ] ae 
- - l J m 

I: Matriz unidad de 2x2. 

y: 

u = [ :] 
Los desplazamientos horizontales y verticales estan dados por 

las siguientes fórmulas respectivamente. 

1 
r( + b.x + e.y } ( + b.x + e.y ) ···l .!:!.. ª· µi + ª· lJ. + 

2ti 1 1 1 J J ) ) 

1 

[( + ··] 
y_ 2/j a. + b.x + e.y ) v. + (a.+ b.x +e.y} V. 

l l l l ) J J J 

donde a, b y e, están en función de la posición de 1 elemento, definido 

así: 

a. = X .Y - X Y. 
-1 J m m J 

b. Y. - Y 
-i J m 

c. X - X. 
-1 m J 

De manera análoga se definen los valores para j y m. 



ma: 

Con lo cual resulta: 

!!i .. ( 

N I = -i -

N I = -i -

ª1 + 

[

1.0 

o.o 

1 b,K + e.y ) 
l l 

º·º] N. 
1.0 l 

r N. O ol 
L0 ·~ ~iJ 
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••• II.10. 

Haciendo el desarrollo completo tenemos: 

[N o.o N. o.o N o~:J !! = o.~ J m 
N, o.o N. o.o . . . 

1 J 

II.11 . 

De las ecuaciones II.9. y II. 7. obtenemos el siguiente siste-

6 o.o 
6x 

o~:J 6 [N o.o N. o.o N 
B = o.o o.~ J m 

óy N. o.o N. o.o 
1 J 

6 6 
6y óx 

realizando el producto matricial: 

6N. 0N. 6N 
1 o.o ___J_ o.o m o.o (Sx <lX ~ 

6N. 6N, 6N 
B = o.o 1 o.o _l o.o m 

6y óy ºY 
6N. óN. 6N. ÓN. 6N 6N 

1 1 _]_ -1. m m 
6y 6x óy <lX 6y 6x 

y finalmente de la ecuación 11 .10. obtenemos: 

Y.-Y o.o y -Y. o.o Y,-Y. o.o 
J rn m 1 1 J 

1 
X -X. o.o x.-x o.o B =- o.o x.-x. 

2/\ m J 1 m J 1 

X -X. y .-Y X -X y -Y. X.-X. Y.-Y. 
m J J m i m m l J 1 1 J 
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Desarrollo para la obtención de la matriz de rigidez elástica. 

Basándonos en la teoría de la elasticidad: 

y en 

Ee: 
y 

Ee: 
y 

La deformación en y dado 

e: =J.. 
y E 

el otro sentido dado el mismo 

e: = -v í o e: 
xy E xy 

Visto de esta forma, las 

= J.. -\) -X 
E E 

... II.12. 
y E 

- -X _:¡_ II.13. e: ... 
X E E 

T = f;y 
xy xy 

un esfuerzo - está 
y 

esfuerzo: 

-ve: 
y 

deformaciones están 

En función de esfuerzos efectivos resulta: 

* II .14. 

* = .•. II .15. 

Escritas de otra forma: 

* - EE vEc 
X X y 

* - Ec vEc 
y y X 

despejamos de la ecuación II.14. a 
X 

X 

sustituyendo este Gltimo valor en la ecuación II.12. 

E :.X - \l _![E +:!::JE 
y E E x E y 

E :.X [1-vz] - \!E 
y E X 

dada por: 

dadas por: 
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E[cy+vcx] -y [1-v 2J 
-y= l:V2 [vtx + EYJ .•. II.16. 

análogamente en el sentido x tenemos: 

E [ v E 
V€ + E J - t + - --2 

X X E 1-v X y 

E 
[EX + VCY J ... II.17. - 1-v2 

X 

y para el caso de el cortante: 

~ = E 
2 (l+v) 

E 
T = 2 (l+v) yxy xy 

T = E [1-VJ II .18. 
xy l-V 2 

2 

En las expresiones II.16. y II.17. tenemos que las deformad.~ 

nes son unitarias, y por lo tanto la matriz de elasticidad estará dada 

por: 

l. o \) o.o 

D 
E 

= --2 
1-v V 1.0 o.o 

o.o o.o 1-v 
2 

Nota: Los ceros dentro de la matriz son debidos a que trabaj~ 

mos en un estado de esfuerzo plano donde: 

= o.o 
1 o .o 
xz 

T 0.0 
yz 
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2.1.5. Quinto paso. Acoplamiento de las ecuaciones del 

mento para obtener la ecuación global. 

ele-

Lo que aquí se busca es obtener al final ecuaciones para todo 

el elemento o cuerpo, que definan con la suficiente aproximdción el com-

portamiento de 1 mismo. El elemento matricial dado en la ecuación II. l. 

es genérico, por tanto, podemos generar ecuaciones recursivas para otros 

elementos diferenciales. De esta forma podemos obtener und matriz global 

de el elemento en su totalidad, haciendo un acoplamiento de las matrices 

de los diversos elP.mentos diferenciales. 

Dependiendo del típo y naturaleza del problema, debemos 

tratar de cumplir con las condiciones de continuidad, en la forma más 

precisa posible. Así por ejemplo, para problemas en el plano, debemos 

cwnplir con las condiciones de continuidad solo para desplazamientos. Fi 

nalmente obtenemos la matriz acoplada dada por la siguiente expresión: 

K 6 f 

donde: 

K Matriz acoplada, de las propiedades de 1 elemento. 

o Vector acoplado, de los valores nodales desconocidos. 

f Vector acoplado, de los parámetros de las fuerzas nodales. 

Las condiciones de frontera, están dadas por condiciones físi 

cas tales corno los o.poyos. LdS co11dicione,; de frontera, est5n comunmcnte 

especificads en términos de v,i.lores conocidos, de los vo.lores desconoci­

dos sobre una parte de la superficie de la frontera S¡. o los valores co 

nocidos derivados s 2 , como podemos observar en la figura 4. 

p 

(b) 

Figura 4 
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En el caso de una viga simplemente apoyada, la frontera s 1 

tiene dos puntos finales donde se puede presentar el desplazamiento, fi­

gura 4-a. Este típo de expresión está dada en términos de los desplaza-­

mientos, y es comunmente llamada ,condiciones de frontera forzada, geomé­

trica o esencial. En la barra simplemente apoyada el momento es cero; es 

to es la segunda derivada desaparece, y es conocida como condición de 

frontera natural. 

2.1.6. Sexto paso. Solución para los valores primarios deseo-

nacidos. 

La siguiente matriz: 

K 6 = f 

pouemos decir que está colocada en forma lineal o no lineal; son ecuacio 

nes algebraicas simultáneas, las cuales se pueden escribir en forma es-­

tandar así: 

K1161 + K12Ó2 + 

K2161 + K_22 62 + 

Estas ecuaciones se pueden resolver usando el método de elimi 

nación de Gauss, o bien por métodos iterativos. Al final de este paso 

tendremos resueltos los desplazamientos 61, 62, ••• , ón. 

A estos resultados se les nombra valores desconocidos prima--­

rios, dado que aparecen las primeras c<:mt iclades básicas buscadas. 

2.1.7. séptimo paso. Solución por derivación o por cantidades 

secundarias. 

Al adjcionar cantidades secundarias, debemos de computarlas 
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con las cantidades primarias. En el caso de problemas de Esfuerzo-Defor­

mación, cantidades parecidas pueden ser; deformación unitaria, esfuerzo, 

momentos y fuerzas cortantes. De esta forma la obtención de las cantida­

des secundarias es relativamente fácil; ya conocemos una de las cantida­

des primarias, esto es desde que hacemos uso de las relaciones entre De­

formación Unitaria-Desplazamiento y Esfuerzo-Deformación Unitaria, esta 

cantidad es conocida. 

2.1.8. Octavo paso. Interpretación de resultados. 

Al final el punto importante es deducir los resultados para 

el uso de el procedimiento del Elemento Finito, para poderlo emplear 

en realidad en el <.malisis y el diseño, ya que los resultados son los g.!_ 

ros, desplazamientos, etc. de 1 cuerpo en estudio. 

2.2. Método de el Elemento Finito dinámico. 

Para el caso dinámico debemos hacer algunas consideraciones ~ 

dicionales, dado que. las condiciones del elemento varían con el tiempo; 

por tal razon para la solución dinámica emplearemos métodos de aproxima­

ción. 

2.2.1. Conceptos fundamentales. 

Dado que en los problemas dinámicos, tanto las cargas como 

las respuestas varían con el tiempo, la solución de problemas por este 

conducto no presentan una solución única, sino más bien tiene distintas 

soluciones para cada instante de tiempo. 

supongilmos que a una viga le mélndamns una Céirqa dinámica, las 

deformaciones que varían con el tiempo producen ilceleraciones, y las ace 

leraciones, de acuerdo al principio de D'alambert, inducen fuerzas de 

inercia que resisten al movimiento. Así la viga está sujeta ¡¡ dos car-

gas; la fuerza externa, que causa el movimiento, y las fuerzils de iner--
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cia, que resisten la aceración inducida. Si las ~argas dinámicas se apli 

can lentamente, las fuerzas de inercia serán pequeñas, por tal razón el 

problema se podría atacar estáticamente, pero si ld carga dinámica se a-­

plica súbitamente, las fuerzas de inercia toman mayor importancia en el 

análisis. Las fuerzas de inercia se toman en cuenta en la matriz de masa 

concentrada, que para un elemento es ~,y para el conjunto se escribe .!'.!; 
por otra parte si el amortiguamiento es significativo, tendremos análog~ 

mente L1s matrices de amortiguamiento c y ~ respectivamente p<:tri1 un ele­

mento y para el conjunto. 

lin sistema se mueve con un grado de libertad cuando en un ins 

tante cualquiera, su configuración defonnada está determinada por un so-

lo par5metro que es funci.Gn del tiempo. En general un sistem,-1 se mueve 

con infinitos grados cfo libertad, cuando un punto en un ir1stimte cual--­

quiera, rmede tener un desplazi1miento independiente de cualquier otro 

punto. En el <>isteraa de un qrado de libertad es posible un modo de vi--­

brar, en el de du;; qra<los de libertad sun posib1cE-; dus modol; <le vibrar, 

en el ele n gr,1llc1;; de libertc1d ;;on posibles n mo<lo;; ele vibrilr. Cuando una 

estructura vjbra Ju hace c11 una combinación de flexión, extensión, tor-­

sión, etc., pero aquí solo nos referiremos a 1:1 flexión. Tnc>3 son los 

element-os inte9ranb~s de los :d.stemas vibratorios: a) Los elementos iner 

tes o m¡¡sas, b) los elem0rlto;-; restitutivns, y e) los elementos amortigu~ 

dores. 

Hipótesis de comportamiento de las masas. 

En las masa actfian fuerzas efectivas y de inercia exclusiva-­

mente. Corno problema de dinámica clásica se aceptarán las leyes de New-­

ton: 

La tercera ley dice que a toda acción corresponrle una reacción 

y en conjunto integran un sistema de fuerzas en equilibrio, es decir: 

F'-ma = O.O 

esta ecuación nos dice que la fuerza efectiva de una partícula y la fuer 

za de inercia de la misma están en equilibrio, que no es más que la se--
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gunda ley de Newton, tambien conocida como principio de D'alambert, y 

sirve para solucionar problemas de dinámica como si fueran estáticos. 

Hipótesis de comportamiento de los elementos restitutivos. 

Los elemntos restitutivos son de características l!ookeanas, ~ 

demas de considerarse despreciables sus masas. Por otra parte estos ele­

mentos solo transforman energía de deformación en energía cinética y la 

fuerza que se genera en uno de esos elementos es función lineal de el de 

salojamiento relativo de sus extremos, esto es: 

fR = -K ó 

K se llama constante del resorte y puede ser llamada rigi--

dez a la torsión, esta constante es una propiedad intrínseca del 

mento restitutivo. 

ele--

llipóte ~;is de comportamiento de los e] emen t.os amortiguadores. 

Estos elementos son disipadores de enery!a del sistema y 

provocan en la partícula una fuerza directamente proporcional a la velo­

cidad relativa de la masa y en sentido contrario a eila, si llamamos C a 

esta constante tendremos: 

F -C ó 
-D 

esto es lo que constituye el amortiguamiento viscoso o de Newton. 

LLamemos R a Ja fuerza de exitación del sistema, es decir a 

la fuerza externa que le cause movimiento, fuerza que es función del 

tiempo. 

Sistema de un grado de libertad amortiguado: 

Pongamos en equilibrio a el sistema mostrado en la figura. 

e 
~ X{t) 

m ~f(t) 



R + F + F + F = O.O 
- -I -D -R 

R = Mo + Ca + Ka 

en donde: 
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M: Matriz de masa concentrada. 

C: Matriz de amortiguamiento. 

K: Matriz de rigidez. 

6: Vector de desplazamientos nodales. 

Tenemos sin embargo que la aceleración provocada por la fuer­

za de inercia será la componente de la aceleración sísmica, la acelera--

ción propia de la base del sistema o del terreno, esto es: 

y finalmente tenemos: 

Mo + MXo+ C6 + K6 o.o 

M6 + CÓ + Ko -MXo 

2.2.2. Métodos de aproximación numérica. 

Método de Diferencias Finitas: 

La importancia de] estudio de las ecuaciones en diferencias, 

se debe a que en muchas de las aplicaciones matem5ticas las ecuaciones 

involucradas no dependen de Ja rapidez ele cambio de las variables, sino 

de la variación finita de las mismas. De aquI que dichas ecuaciones en 

vez de derivadas contienen diferencias. 

Las funciones continuas f ( X ) , que trabaj.:unos con frecuencia 

se caracter.izan porque su va1·iablu independiente X es continua dentro de 

un cierto i nterv.1lo. Otro típo dt: funciones g ( X ) , que aunque no son 

continuas son importantes, SC'll L1:; llarn;:idas funciones discretas, y se ca 

racterizan porque su variable independiente solamente toma determinados 
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valores dentro de un intervalo. A diferencia del cálculo infinitesimal 

que solamente considera funciones contínuas, las diferencias finitas nos 

permiten trabajar con funciones contínuas y discretas. 

Diferencia de una función; veamos el concepto de diferencia de 

una función, considerando una función contínua. 

Sea la función contínua Y( X ) de la figura: 

Y(X) 

Y(X+h) 

L'IY(X) 

Y(X) 

X X+h 
X 

Partiendo de 1 punto X de 1 dominio de la función, lo incre-

mentamos una cantidad finita h, de tal manera que para X+h la función 

correspondiente es Y( X+h ) . Entonces, el incremento que experimenta la 

función es: 

/W( X ) = Y( X+h ) - Y( X ) 

que se le conoce como primera diferencia de la función. 

El cambio de una función Y ( X ) debido a un incremento h de 

su argumento X, se llo.ma primera diferencia de la función y se represen-

ta por; AY ( X ) . 

Así si estamos en el punto X+2h del dominio de la función, 

lo incrementamos en h, la primera diferencia de la función esta dada por: 

ÍIY ( X+2h ) = Y ( X+3h ) - Y ( X+2h ) 

!\hora si en luqctr de una función continua, lo que tenemos es 

una función discreta Y( X ) , definida solilmente para Xo,X1,X2, ••• XK, •.. 

entonces, en el nunto X del 
" K 

domi ni.o, le incremento.mas una cantidad 

X 
1
-x , la primera diferencia de la función queda: 

K+ K 
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Si todos los puntos del dominio de la función son equidis--

tantes, cualquiera de ello se puede incrementar en una misma cantidad h, 

siendo la primera diferencia; si h=l : 

/W =Y -Y 
K K+l K 

la segunda diferencia es: 

ti( f1YK ) 

( YK+2 - YK+l ) - ( YK+l - YK .> 

YK+2 - 2YK+l + YK 

y así sucesivamente: 

Para la solución de problemas de dinámica por medio del Ele 

mento Finito; además del método de diferencias centrales, utilizamos 

el método de Newmark en forma alternativa. 

2.2.3. Algunas consideraciones teóricas para el Método del 

Elemento Finito Dinámico. 

Los problemas de dinámica estructural están dentro de dos am­

plias clases, en la primera se pregunta por la frecuencia natural de vi-

bración y de sus correspondientes modos; en la seguncfa nos preguntarnos 

cómo se mueve la estructura atravez de el tiempo bajo una exitación de 

el terreno. 

Los métodos para el aniíl.isi~; estructural dinámico se encuen--

tran rezagados en reL-.ción a el an51isis pur elerni:~nto firiitu, ya que los 

métodos estructurales suponen L:i rJíspon.ibi 1 iclacl de las matrices ele rigi-

clez, de masa conccntrrtda y de amortiguamiento, pero no exigen que las ma 

trices provengan de 1 elemento discretiz~du. 
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El principio de D'alambert nos dirige a la definición de la 

matriz de masa concentrada llevando en sí su significado físico. En la. 

notación usual, y asumiendo el campo de los desplazamientos de 1 

to X = ( u,v,w ) , así como sus dos primeras derivadas. 

. . 
X N o X = N ó X = N o II.19. 

elemen 

donde i y i son respectivamente la velocidad nodal y la aceleración no-­

dal. El campo de las aceleraciones de D'alambert, produce fuerzas de 

cuerpo !'_ en dirección opuesta, así !'_ = -p ~, donde p es la densidad de 

la masa; los nodos cargados asociados con las fuerzas de cuerpo nos dan: 

f -p 

f 
-p 

f -p 

= ]!:!T ~ 
V 

=-5 P!:!T 
V 

=-m 6 

dv 

N dv o 

donde m está definida por: ~ = s P,!:!T !!, dv 
V 

La estructura de la matriz de masa concentrada M está constru 

ida para el concepto de expansi6n de los elementos matriciales m hasta 

el total de 1 cuer~1 en estudio, esto es 1~ mat1·i~ glob~l ~se obtiene 

acoplando las m¿¡trices 11e CitcL1 •cdemcnto m ; el acopliunient'l se hace de la 

misma forma que en el cJ.su de la matriz de riqi.de:: K. 

De acuerdo con el principio ele L;'alaml.ie.~·t, la posición de los 

nodos estií en equilibrio, bajo todas las can;as aplicadas, incluyendo las 

cargas dinámicas, estas Gltimas incluyen las fuerzas de inercia Z f y 
-¡'.J 

las fuerzas de amortiguamiento C6. Así para el movimiento la ecuaci~n 

que rige la discretizaci6n del si:::tema es: 

.. 
R Ko +Có+M6 II. 20. 

En la formulaci6n del métoclo directo, la masa a lo largo de 

el &rea o volumen tributario, en un nodo en particular, se considera con 

centrada en el nodo; pc•r ellr1 decimos que la distribución de la masa de 

el elemnto finito es coloc;.icla ('fl n masa equivalentes según los nodos que 

se tenyan, con lo cual la matriz de masa concentrada resulta ser diago-­

nal. Las concentraciones no tienen inercia de rotación. 
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La matriz de masa concentrada es seudo-positiva si aparecen 

ceros en su diagonal principal, los ceros pueden provocar que algunas o­

peraciones se dificulten, dependiendo de el tipo de algoritmo; esta ma-­

triz requiere de un pequeño espacio para su almacenamiento. 

Respuesta dinámica, para su obtención utilizaremos dos proce­

dimientof:: 1) El método de las diferencias centrales y 2) el método de 

Newmark;ambos son métodos nwnéricos de integración directa. 

La integración dircct<:i de la ecuación puede ser explícita o 

implícita, usualmente los métoclos explÍcjtos requieren de pequeños incr~ 

mentas de tiempo y producen ecuaciones fiíciles de resolver, mientra que 

al pasar el tiempo los métodoé; irn¡i1 Ícitos permiten ampliar el incremento 

de tiempo, 9enerando ecuacioues m5s c:omp1 eja'.; en cm f3oluc ión. Métodos 

mcis (!Xplíc.ito~> ;;cm por nece~3iddd lo~>t<1bJe¡;¡ r;i e] inc.~crncmto de tiempo ex 

cede cierta fracción del período ele la estructura, los c::Ílculos no ten 

drán fín, pero f;i el incrementu es cleriusiado <1ranclc y el amortign.:uniento 

es apreciable, el proceso puede SL'guir c;;tubl0mcntH, pero es faci.1 que ten 

ga errores de siLJnif:i.cancL1. 

L(1s c1r~mentos Li.nitu~; e~:;t ructurale~º c¡eneran las llamadas ecua­

ciones de rigidez, que caracterizun a estructuras cuya vibraciGn niltural 

es grande, su frecue11cii1 es más bien grande ( W >>\·l . ) , nor esta ra-
. max m1n ,. 

zon e11 las estructuras rígidas se incluyen con estas ecuaciones una red 

muy fina. 

Para la construcci6n del algoritmo de diferencias centrales 

iniciamos con expresiones de diferencias finitas con el tiempo, para ve­

locidades y aceleraciones nodales en el tiempo t. 

1 [º 2 (l\t) -t+6t 6 J -t-1\t 
... II.21. 

(~t) 2 [-~t+i\t - 2~ + it-1\t] ... II.22. 

Sustituyemdo las ecuaciones anteriores en la II.20., escrita 

en el tiempo t, por lo que el métoclo es explícito: 
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[
(llt)C + M] t5 = 
2 - - t+ t 

(l\t) 2~ - [ (l\t) 
2K - 2MJ 6 -[M - J.fil e] t5 - - ""'t - 2 - -"-1:- t 

••• II.23. 

Las ecuaciones II.21. y II.22. provienen de las series de Tay 

lor, que nos permiten obtener las fórmulas de interpolación, derivación 

e integración nwnérica, además de faciliLctrla determinación de la magni-

tu del error en que se incurre al emplearlas. 

Así tenemos por series de Taylor las siguientes funciones de 

derivación numérica: 

f(t+llt) = f(t) + _f_.'~J_(llt) + f"(t) (Llt) 2 + f'"(t) (llt) 3+ 
11 2! 3 ! 

f'(t) f"(t) f'"(t) 3 
f (t-llt) = f (t) - -1 ,-(tit) + -2-!-(Llt) 2 

- 31 (lit) + 

Restando las funciones anteriores, para la primera derivada 

resulta: 

f(t+llt) - f(t-Llt) = 2~(llt) 
11 

f' (t) = f(t+tlt) - f(t-llt) 
2(!.lt) 

+ ••• 

esta expresión es lo. misma dada por la ecuación II.21.; el error que se 

tiene es del incremento de tiempo elevado a el cubo, a la quinta pote~ 

cia, etc., error que es poco significativo si el incremento de tiempo es 

tal que la influencia de el error sea pequefia con relación a Lit. 

Ahora bien sumando la.s funciones dadas por las series de Tey-

lor, para la segunda derivo.da obtenemos: 

f(t+llt) + f(t-Clt) "'2f(t} + f"(t) (LltJ 2 + ... 

f" (t) = f (t+t.t) -2f (t) +f (t-1\t) 

(t.t) 2 

que es ia misma expresión dada por la ecuación II. 22.; el error que se 

tiene es de 1 incremento de tiempo elevado a la cuarta, a la sexta po--

tencioi, etc., error que es poco significativo si el incremento de tiempo 
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es tal que la influencia de este sea pequeña con relación a (l::.t)~ 

Para seguir el algoritmo de el operador, iniciamos con t=O.O, 

las condiciones iniciales 60 y !o se conocen, con ellas y con la ecua--­

ción II.20. obtenemos !o; de aquí la ecuación II.24. nos da el valor de 

el desplazamiento 6 , necesario para iniciar los cálculos. - -ut 

(t::.t) 2 .• 
i -t::.t = io - t::.t!o +~!o ..• II.24. 

Las ecuaciones II.21., II.22. y II.23. se emplean repetitiva­

mente.La ecuación II.23. nos da 6[\ , y las ecuaciones II.21. y II.22. 
.. - t 

~lit y ó lit, de la ecuación II. 23. obtenemos ahora ~2 ót y así sucesivamen-

te. La solución de la ecuación II.23. es trivial si Mes diagonal y~ es 

diagonal o cero. El método de diferencias centrales es condicionalmente 

estable. 

El método de Newmark está basado en lo siguiente: 

6 
-t+tit 

ó 
-t+tit 

6 + (Atl ó + Cl\tl 2 ~!-Bl _;¡_t + s6 J 
-t -t L --t + tit 

II.25. 

~ +(l::.t) El-y) it + y~+ t J ... II.26. 

donde f3 y y son par5rnetros que durante el análisis pueden cambiar, estos 

parámetros aceleraran la cunven¡c;icia de el método. L,1 ecuación II.25. 

se resuelve para 6 /\ , sustituyendo este valor en la ecuación II.26. ob 
-t+ t -

tenemos o , . Sustituyendo los valores de la vel0cidad y de la acclera-
-t+ut 

ción obtenidos anteriormcnt~ en la ecuación II.27. ohtenos los desplaza-

mientos correspondientes. Sustituyendo las ecuaciones II.2S. y II.2G. 

en la II.20., escrita pari1 t+/\t, tenemos que el métod<J es implícito y: 

K+---C+--M u 

[ 
y l ~ ~ 

- BCllt) - f3(i'ltl 2- -t+tit 

+ 
y 

lit(- -
28 

= H + 
-t+l\t 

1 + --- 6 
i3(6t) -t 

1 
+ (26 

1) i.J 
... II.27. 

Muchos procedimientos son obtenidos por la integración numéri 

ca de la ecuación II.20. 
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La técnica empleada es simple, pero se pueden obtener muy bue 

nos resultados con relativamente un pequeño trabajo d~ cálculo. 

La solución básica del proceso es que la aceleración varía 

1 inealmente durante cada incremento de tiempo, mientras que las propiedE_ 

des de el sistenid permanecen constantes. El movimiento de la masa duran­

te el intervalo de tiempo se ilustra en la figura, con ecuaciones que t~ 

man la variación lineal de la aceleración y de la correspondiente varia­

ción cuadrática y cÚbica de la velocidad y el desplazamiento respectiva-

mente. Evaluando estas Últimas expresiones en el final de] intervalo, 

nos dirigimos a las ecuaciones para los incrementos de velocidad y des-­

plazamiento. 

V = V + [;,.; + -,; (lit:_)] ... II. 28 
-t+i\t -t -t -t+flt ;! 

V = V + -tV (lit) 
-t+t.t -t 

+ V 
-t 

(6t) 'l •• (lit) 2 

3 +~+lit 6 
... II.29. 

Las ecuaciones II.25. y II.2G. son equivalentes a las ecuacio 

nes II.28. y II.29. respectivumente, (li:\do que v=6. 

La demostrac~6n de las ecuaciones II.28. y II.29., se realiza 

rá considerando lo siguiente: 

1~V = V - V 
- -t+At -t 

T lit su origen en t ) . 

aceleración 

1-ineal ) 

velocidad 

(cuadrática) 

t:.v 
v<TJ=v + -= r 
- -t Lit 

Para obtener la velocidad, in 

tegramos la aceleración. 

~ li" J v<TJ=v +Jr v + ·~ r aT 
- --t o-t M 

• • • fl°j_ T 2 

V('f)=V +V (T)+ 
- -t -t 6t 2 

II. 30. 

Para obtener ahoril los despl~ J~ 
zarnientos integramos la velocidad. 

it I---T------- V tT)=V + (T rv +v (T) + Aj_ .r.21 dT 
- -t J 0 [t-t llt2j 

t t+/\t 



desplazamiento 

( cúbico ) 
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, ,, T2 !J.! '1'3 
v(T)=v + v (T)+v - + ~..:.. 
- -'-t. -t -t 2 lit 6 

••• II.31. 

Reemplazando Ay_ y T en las ecuaciones II.30. y II.31.; obtene 

mas las mismas ecuaciones II.28. y II.29 .. 

Nota: Los parámetros 0 y y para que satisfagan las ecuaciones 

II.28. y II.29., deben de ser; 8=0.5 y y=l/6. 

Para sequir el algoritmo de el operador, iniciamos con t=O.O, 

las condiciones iniciales i.o y j_o son co11ocid0.s, con las condiciones ini 

ci:'lles y la ecuación JJ .20. encontramos -~~o. f:>i -~º no es conocido enton-­

ces la ecuación rr.:n. se resuelve parLl _,s't' la ecu.::ición II.2S. para o, 
L\ --11 t 

y la ecuación II.2C para j,t; ahora la ecuación II.77. nos dará 6 y 
-·u -21'.t 

asI sucesivamente; en otras palabras, de la ecuación II.20. y las condi-

ci:::-1ies iniciales obtenemos -~-º, zthora sust i.tuy<"11clo e;;t.rn; tn.''; Vdlore!> en 

la ecuJcii)n Il. :.17. tenernos 1\ \ , i:·eemplazando los valore,_; de ]o'.'. dc~?pla--
-, l 

Z.1":".iento'.> en L1!-; Ecuaciones II.2:>. y II.2Ci. encontrarnos ó v ': respe::_ 
-1\t. . -;\t 

ti\•:;mentc, con LJs v,1lores dP la iic:elcración, la velocidad y el despL:iz.<_: 

mie~to en At, de 11 ccuaci6n II.27. resul.ta ~7 , , y así sucesivamente . 
.. ut. 

La solución de l~ ecuación II.:.17. no es trivial, por otro lJdo solo se 

re~uiere de invertir una sola vez a la matriz, si el incremento de tiem­

po no varía. 

El método de Newmark es incondicionalmente esti1ble si yt::;0.5 y 

8~(2~+1) 2 /16. Si introducimos un amortiguamiento artificial, entonces y> 

0.5; si ahora el aI'1ortiguamiento es negativo tendremos y<0.5. Si y=0.5 y 

S=O. •J el método de Newrnark se reduce a el de di fe rene ias centrales. La 

mejer combinación de parámetros para que un método implícito pueda ser 

incondicionalmente estable paríl problemas 1 ineales es cuando, ·(=0. 5 y 

f= O. 25, por consiguiente ser,~ un método de aceleración promedio consta!2_ 

te. Finalmente podernos decir que los métodos implícitos 

rn5s exactos que los explícitos ( Diferencias Centrales ) . 

Newrnark ) son 
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III. MEDIOS HETEROGENEOS Y ANISOTROPOS. 
*************************************** 

3.1. Pasos básicos para el Método del 

rli::;s heterogéneos y anisótropos. 

Elemento Finito en me 

Los pasos básicos para el análisis de medios heterogéneos y ~ 

nisótropos, corresponden a los vistos en medios homogéneos, con la única 

variante en el cuarto paso. 

Dado que la matriz de función de forma sólo depende de la po-

sic ión de 1 elemento, esta no varia. La matriz de elasticidad, se ve mo 

dif icada y está dada por la siguiente expresión: 

D 

donde: 

T Matriz de transformación de deformaciones. 

D': Matriz de elasticidad en los ejes segun la estratigrafía ( x', 

y 1 ) • 

Para la obtención de la matriz de transformaci6n, utilizare--

mos un método algebráico y vectorial. Lil demostración de 1 a matriz D' no 

se llevará a cabo por quedar fuera del alcance de] trabajo presente, 

la última referencia trata el temu con bastante arnr.1 itud. 

Obtención de L1 matriz de transformación; siguiendo la nota-­

ción vectorial tenemos que: Si c1; un estadr1 de defonnación plana sus corr. 

ponente:s son perpendiculares a uno de los ejes ortoqonalcs el tensor de­

formación no tendr5 componentes en lct ti~recci6n de este eje; para el pl~ 

no ( x,y ) el tensor deformaci6n queda: 

E y y 
X X'} xz 

E f 
X xy 

E Yxy E y 
E y yz y 

Yxy l 

Yxz yyz ( y z 

Para la obtenci6n del estado de def'orm.1ción en un plano 
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cualquiera perpendicular al plano ( x,y ), su vector unitario es: 

e 

En el plano (x,y ) a+B=90° y en consecuencia: 

cos f3 = sen a 

quedando así el vector unitario: 

e= cosa. + sen o:. 
l. J 

Ahora bien el vector deformación se obtiene de multiplicar el 

tensor deformación por el vector unitario. 

E = [(X y xy] [ COS O:] 
- y E sen o: 

xy Y 

en forma general para un estado de deformación plana resulta: 

E: Yxy o.o cos o: -sen a o.o 
X 

E yxy E o.o sen o: CDS a o.o 
y 

o.o o.o o.o o.o o.o 1.0 

Para obtener la deformación lineal, realizamos el producto m~ 

tricial entre la matriz de deformación y la matriz de vectores unitarios. 

Procediendo as1 tenemos: 

sen 2o: + 2y sen o: cos o: 
xy 

E f. sen 2 o: + E cos 2o: - 2y sen o: cos o: 
-y X y Xy 

= e: sen o: cos o: - e: sen o: cos a + y 
X y xy 

Ahora bien si a el angulo o: le cambiamos el signo: 
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€: cos2a sen2a -2sen a cos a E --x X 

E: = sen2a cos2a 2sen a cos a €: -y y 

'lx_y sen a coa a -sen a cos a cos Cl - sen a 'f.xy 

Finalmente de este último sistema expresado en forma más com-

pacta: 

E 1 = T €: -o -~ 

que tambien se puede escribir: 

TT ' E 
~ 

La demostrción de la matriz de transformación por medio de la 

notación sub-índice, esto es un método tensorial, se ve en el apéndice I. 
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IV. APLICACIONES 
**************** 

En este capítulo realizaremos para cada uno de los tres casos 

expuestos con anterioridad ( caso estático en medios homogéneos, caso e~ 

tático en medios heterogéneos y anisotrópicos y finalmente el caso diná­

mico para medios homogéneos), algunos ejemplos, con el fin de mostrar 

con más claridad la aplicación de el Método de el Elemento Finito. 

4.1. Ejemplos para el caso estático en medios homogéneos. 

Ejemplo # l. Obtener la deformación en una placa de acero ( 

homogénea e isótropa ), sometida a una carga W, tal como se muestra en 

la figura 5. 

y 

w 

1 1 Is,o cm 

30.0 cm " .... 30.0 cm ~ 

~--30_._o _cm---"!~ 
Figura 5 

Datos: 

E = 2x10 6 k/cm 2 \) = 0.30 W = 1000.0 k/cm2 

Dividiremos en este caso a la placa metálica en dos elementos 

finitos, como se muestra en la figura 6., la numeración de los nodos se 

hará de izquierda a derecha. 

.. 
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y 

1000.0 K/cm2 

Figura 6 

Analicemos el primer elemento ( 1,3,4 ) = ( i,j,m ) • 

Determinemos el área del triángulo, con la fórmula (A.III. 

l.). 

1.0 xi yi 

26 = 1.0 X. Y. 
J J 

1.0 X y 
m m 

1.0 o.o 30.0 

26 1.0 30.0 o.o 26 900.0 cm 2 6 = 450.0 cm 2 

1.0 30.0 30.0 

Nota: El sentido del análisis siempre deberá de ser en sen-

tido antiorario. 

Obtenci6n de los coeficientes a , b y c , que son funci6n de 
n n n 

de los desplazamientos nodales, para ello ocuparemos las ecuaciones ( /\. 

III. 2.). 

a,=(X.Y )-(X Y.) 
i J m m J 

b.= Y.-Y 
i J m 

(30.0x30.0)-(30.0x0.0) 900.0 

0.0-30.0 -30.0 



E.1 

a. 
-J 

b. 
-J 

c. 
-J 

a -m 

b -m 

c -m 
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=X -X. 30.0-30.0 .. o.o 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

m J 

(X.Y )-(X Y.) 
im mi 

(0.0x30.0)-(30.0x30.0) .. -900.0 

y -Y = 30.0-30.0 a: o.o 
m i 

X -X = 0.0-30.0 .. -30.0 
i m 

(X. Y.) - (X. Y.) (O.Ox0.0)-(30.0x30.0) = -900.0 
l.J Jl. 

Y.-Y. 30.0-0.0 = 30.0 
l. J 

x.-x. 30.0-0.0 = 30.0 
J l. 

Para conocer la función de forma de deformaciones ( B ), uti 
n 

lizaremos la ecuación ( A.III.3. 

aN. o.o b. o.o -i 

ax l. 

élN. 
1 

L I N. o.o -1 o.o B. = c. 
-i - -1 av 2/':, 1 

aN. tlN, 
-i -1 

b. ;:¡y ax c. 
l. 1 

en donde: 

L: Operador de deformaciones. 

I: Matriz unidad. 

N: Matriz de función de forma de desplazamientos. 

['º o º·º] lo.o º·º] 1 o.o o.o ~j = 9~0 o.o -30.0 B. 900 -i 

o.o -30.0 30.0 o.o 

['º·º º·º] 1 o.o 30.0 B 900 -m 
30.0 30.0 



-36-

Para obtener la función de forma del elemento, solo debemos 

acoplar las matrices de cada nodo. 

élX1 ClY¡ CJX3 ClY3 élX1¡ ClY1¡ 

-30.0 o.o o.o o.o 30.0 o.o 

Be 1 o.o o.o o.o -30.0 o.o 30.0 _l 900 

o.o -30.0 -30.0 o.o 30.0 30.0 

Obtengamos ahora la transpuesta de esta matriz. 

-30.0 o.o o.o ax1 

o.o o.o -30.0 3Y1 

~r 1 
o.o o.o -30.0 3X3 

900 o.o -30.0 o.o 3Y3 

30.0 o.o 30.0 3X4 

o.o 30.0 30.0 ClY4 

El cálculo de la matriz de rigidez elástica será empleando la 

ecuación ( A.III.4.). 

l. o \) o.o 
E 

D = --2 
- 1-v 

\) 1.0 o.o 

o.o o.o (1-v) /2 

1.0 0.30 o.o 

D 2197802.198 0.30 1.0 o.o 

o.o o.o 0.350 

Finalmente el cálculo de la matriz de rigidez global lo hace­

mos, utilizando la ecuación ( A.III · 5.) · 
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Ke = BT D Be tll - --

-30.0 o.o o.o 

o.o o.o -30.0 
1.0 0.30 o.o 

o.o o.o -30.0 e 
~l 0.30 1.0 o.o (6105.01) 

o.o -30.0 o.o 
o.o o.o 0.350 

30.0 o.o 30.0 

o.o 30.0 30.0 

-30.0 o.o o.o o.o 30.0 o.o 

o.o o.o o.o -30.0 o.o 30.0 

o.o -30.0 -30.0 o.o 30.0 30.0 

donde 6105.010 
2197802.1980xl.Ox5.0x450.0 

900.0x9DO.O 

Efectuando operaciones, la matriz de rigidez para el primer ~ 

lemento, quedará solo para los nodos 1 y 4, ya que los nodos 2 y 3 se 

consideran empotrados: 

()X1 dY1 óX4 ()Y4 

5494505.490 o.o -5494505.490 -1648351.650 

o.o 1923076.920 -1923076.920 -1923076.920 e 
~l 

-5494505.490 -1923076.920 7417582.420 3571428.570 

-1648351. 650 -1923076.920 3571428.570 7417582.420 

Análisis de 1 segundo elemento ( 1, 2, 3 ) : 

2ó 900.0 cm 2 t:, = 450.0 cm 2 

Los coeficientes a, b, y e son: 

o.o b, o.o 
]. 

º1 = 30.0 

ax1 

óY1 

élX4 

;,W4 



a. = -900.0 
) 

a = 
m 

La 

o.o 

matriz 

ax1 

o.o 

de función 

ílY1 
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bj - -30,0 

b == 30.0 m 

de forma de 

ax2 3Y2 

o.o -30.0 o.o 
e 1 o.o 30.0 o.o -30.0 ~2 =--

900 

30.0 o.o -30.0 -30.0 

su transpuesta está dada por: 

o.o o.o 30.0 ClX1 

o.o 30.0 o.o 3Y1 

T 1 
-30.0 o.o -30.0 ax2 

~2 900 o.o -30.0 -30.0 3Y2 

30.0 o.o o.o ClX3 

o.o o.o 30.0 ÜY3 

deformaciones 

axs 3Y3 

30.0 o.o 

o.o ().o 

o.o 30.0 

e. "" -30.0 
J 

o.o 

es: 

La matriz de rigidez global para el elemento dos, estará dada 

unicamente por el nodo uno, ya que los nodos 2 y 3 estan empotrados: 

ax 1 

11923076. 920 

L º·º 

(lyl 

O.O l óX1 

5494505.490~ óY1 

Para obtener ahora la matriz de rigidez de todo el sistema, ~ 

coplamos las matrices de rigidez de los dos elementos finitos. La acopl~ 

ción de matrices se realiza de la siguiente forma: Las matrices de rigi-

dez de ambos elementos son cuadrc<das, al realizar el acoplamiento, se su 

man únic,Jmente los eleme!1t.us comunes en ambas matrices ( los nodos 1 y 3 

son cnmune~; ) , obteniendo ,1sí otra matriz cuadradu, pero como en este Ci"I 

~;u eliminamos los nudos 2 y 3 nos resulta una matriz rectangular. 
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ax4 aY4 ax1 aY1 

7417582.420 3571428. 570 -5494505.490 -1923076.920 ax" 

3571428. 570 7417582.420 -1648351.650 -1923076.920 aY1¡ 
K = 

-5494505.490 -1648351.650 7417582.420 o.o ílX1 

-1923076.920 -1923076.920 o.o 7417582.420 ílY1 

Para la obtención de la matriz de fuerzas externas, tenemos 

en este caso en particular que; la carga W solo actúa en un solo sentido 

( Y ) , y dado que su distribución es uniforme, podemos decir que a cada 

nudo le corresponde la mitad de la carga; pero como la placa de acero 

tiene de espesor 5.0 cm, en realidad tendremos en cada nudo la mitad de 

la crga W por el espesor. 

f = 

o.o 

5W 
2 

o.o 

sw 
2 

Para obtener la deformación en cada nudo, lo hacemos resol--­

viendo el siguiente sistema matricial. 

K ó = f 

en donde ó son los desplazamientos por determinar. 

Al resolver el sistema obtenemos: 

óX1¡ = 0.00310 cm -0.01530 cm 

óX1 =-0.00110 cm -0.01330 cm 

Comparemos estos resultados con los que obtendremos al utili­

zar la teoria de la elasticidad. 

La deformación uní tar ia está dada por la siguiente expresión: 
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Pero por tratarse de un problema en el plano, la deformación 

unitaria queda como: 

donde 
p 

31 = -A 

Por lo que la deformación estará dada por: 

- !:'.¡l 
tS - E 

(-1000.0) (30.0) ó =-~~~~~~~~ 

2xl06 
o = -0.015 cm 

Luego entonces podemos concluir que las deformaciones obteni­

das con ambos procedimientos son comparativamente las mismas. 

I 
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Ejemplo # 2. Obtener la deformación en una probeta de arcilla 

homogénea e isótropa, sometida a una carga W como se muestra en la figu­

ra, consideremos a la probeta empotrada en la base. 

y 

w 

~ 2 .O cm 'i 

Datos: 

CJii.o cm 

,, "! 
2.0 cm 

V = 0.0350 

m = 0.0020 
V 

1 
E=­

m 
V 

W 2.0 K/cm2 

E 500.0 K/cm 2 

Obtengamos el área, los coeficientes a,b y c, así como la ma­

triz de función de forma de deformaciones, para cada uno de los elemen-­

tos en estudio. 

Por tratarse de una figura regular y por la construcción de 

la red, tenemos que todas las áreas de los elementos son las mismas: 

2/J = 6.0 cm 2 t. = 3.0 cm 2 

Para el primer elemento ( 1,2,3 ) tenemos: 

ª· o.o ª· =-12.0 a = -6.0 
l. J m 

bi =-3.0 b. o.o b = 3.0 
J m 

ci = 1.0 c. = -2.0 c e 1.0 
J m 
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-o.so o.o o.o o.o o.so o.o 

.!?.¡ = o.o 0.16670 o.o -0.33330 o.o 0.16670 

0.16670 -o.so -0.33330 o.o 0.16670 o. 50 

Para el segundo elemento ( 1,4,2 ) resulta: 

ª1 
.. o.o ªj =-6.0 a • o.o 

m 

b. =-3.0 b. •-3.0 b "' 6.0 
1 J m 

c1 = 1.0 c. =-1.0 e • o.o 
J m 

-o.so o.o -o.so o.o 1.0 o.o 

B 
-II 

o.o 0.16670 o.o -0.16670 o.o o.o 

0.16670 -o. 50 -0.16670 -o. so o.o 1.0 

De el tercer elemento ( 2,S,3 ) vemos: 

ª· = 12.0 ª· o.o a =-6.0 
1 J m 

b, =-6.0 b. 3.0 b = 3.0 
1 J m 

c. = o.o c. =-1.0 e = 1.0 
1 J m 

-1.0 o.o 0.50 o.o 0.50 o.o 

B 
-III = o.o o.o o.o -0.16670 o.o 0.16670 

o.o -1.0 -0.16670 0.50 0.16670 o.so 

Por último el cuarto elemento( 2,4,5 ) nos resulta: 

a. o.o ª· =-6.0 a = o.o 
1 J m 

b. o.o b. =-3.0 b 3.0 
1 J m 

c. 2.0 c. =-1.0 e =-1.0 
1 J m 



H --r TJ 

K 
-I 
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o.o o.o -o.so o.o o.so o.o 

o.o 0.33330 o.o -0.16670 o.o -0.16670 

0.33330 o.o -0.16670 -o.so -0.16670 o.o 

Obtención de la matriz de rigidez elástica. 

569.80060 199.43020 o.o 

D = 199.43020 569.B0060 O.O 

o.o o.o 185.1B520 

Cálculo de las matrices de rigidez de cada elemento: 

()X¡ aY1 ClX2 aY2 ÓX3 ílY3 

442.7887 -96.1731 -30.8673 99. 7051 -411.9122 -3.5620 

-96.1731 186. 3913 92.5833 -94.9763 3.5620 -91.3865 

-30.8673 92. 5833 Gl. 7161 o.o -30.8673 -92.5B33 

99.7051 -94.9763 o.o 189.8955 -99. ·¡051 -94.9763 

-411.9122 3.5G20 -30.8673 -99.7051 442.7887 96.1731 ()X3 

L-3.5G20 -91.3865 -92.5832 -94.9763 96.1131 1136.3913 :w 3 

()X¡ 

442.7887 

-96.1731 

411.'H22 

3.5620 

-854. 7009 

ÜY1 

-96.1731 

186. 3913 

-3. 5620 

91. 3865 

99. 7350 

CJX4 

411.9122 3.5620 -854.7009 92 .6111 ax1 

-3.5620 91.3865 99.7350 -277.7778 óY1 

442.7887 96.1731 -854.7009 -92.6111 3X4 

96.1731 186.3913 -99.7350 -277.7778 3Y4 

-854.7009 -99. 7350 1709.4018 o.o 

92.6111 -277.7778 -92.6111 -277.7778 o.o 555.5556 ClY2 
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ax2 í}Y2 í}X3 Í}'{ 3 

1709.40180 o.o -854.70090 -99.7350 <lX2 

o.o 555.55560 -92.61110 -277. 77780 0Y2 

!III = 
-854.7009 -92.61110 442.78870 96.17310 <lX3 

-99.7350 -277. 77780 96.17310 186.39130 <lY3 

3X2 élY2 [l. 71610 o.o J élX2 
K = 
-IV o.o 189.89550 élY2 

Acoplando las matrices de cada uno de los elementos, obtene-­

mos la matriz de rigidez global, por condiciones de apoyo los desplaza-­

mientes en los nudos 4 y 5 son nulos, quedando la matriz de rigidez glo­

bal así: 

ÜX1 ::w1 3X2 3Y2 élX3 ;w 3 

885.5774 -192.3462 -885.5682 192.3162 -411.9122 -3.5620 ÜX1 

-192.3462 372. 7826 192.3183 -372. 7541 3. 5620 -91.3865 3Y1 

-885.5682 192.3183 3542.2358 o.o -885.5682 -192.3183 ax2 
K= 

192. 3162 -372. 7541 o.o 1490.9022 -192.3162 -372.7541 ~W2 

-411. 9122 3.5620 -885.5682 -192.3162 885. 5774 192.3462 dX3 

-3.5620 -91. 3865 -192. 3183 -372. 7541 192.3462 372.7826 3Y3 

Con lo cual las deformaciones en los nudos son; 

6X1= -0.0018 cm 6Y1= -0.0230 cm 

6X2= -1. 72xl0 11 cm 6Y2= -o .0110 cm 

ÓX3= 0.0018 cm 0Y3= -0.0230 cm 

Comparando los resultados obtenidos con los que resultarán de 

!l análisis elástico vemos que: 



6= -0.0240 cm 
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6 (2.0) (6.0) 
sao.o 

Observamos que los reultados de las deformaciones en los nu-­

dos 1 y 3 son practicamente los mismos que se obtuvieron utilizando la 

teoría de la elasticidad. 
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4.2. Ejemplos para el caso estático, en medios heterogéneos y 

.111isótropos. 

Ejemplo # 3. Obtener la deformación de una placa de acero, cu 

'N. estratigrafía se presenta a continuación. 

"_J_o.o cm 

Datos: 

E1= 2.0xlO K/cm 

E2= l. 6x10 K/cm 

1 

s.ol_I __ __.] 
1 o "I:::--::--- h .. , 

30.0 cm 

Ei = l.OxlO K/cm 

Ei = 8.0xlO K/cm 

E E' 
2 

Debiio a la anisotropía, para la obtención de las deformacio­

nes en el sistema coordenado principal ( X,Y ) es necesario el empleo de 

la matriz de transformación ( T ) . Fórmula ( A.III.6. ) . 

-2senBcosB 

T = sen 2 13 cos 2 B 2senl3cosG 

senBcosB -senecosG 

La matriz de transformación nos refiere las características 

del material a 1 sistemzi principal ( X, Y ) , logrando con esto el po--
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der trabajar como si se tratara de un material isótropo. 

Análisis de 1 primer elemento ( 2, 4, l ) . 

El área del elemento es: 

2ó = 900.0 cm 2 6 = 450.0 cm2 

El valor de los coeficientes a, b, Y e sonz 

a. = 900.0 a. = -900.0 a ... -900.0 
l. J m 

bi = -30.0 b. = o.o b .. 30.0 
J m 

c. = o.o e, = -30.0 e • JO.O 
l. J m 

con lo cual obtenemos la matriz B. 

ax 2 ;)Y2 ax 4 3Y1¡ ax1 aY1 
-30.0 o.o o.o o.o 30.0 o.o 

Be 1 o.o o.o o.o -30.0 o.o 30.0 _l =--
900 

o.o -30.0 -30.0 o.o 30.0 30.0 

y su transpuesta será: 

-30.0 o.o o.o ax 2 

o.o o.o -30.0 3Y2 

T 1 
o.o o.o -30.0 3X4 

~l =--
900 o.o -30.0 o.o ay 4 

30.0 o.o 30.0 élX1 

o.o 30.0 30.0 aY1 

cálculo de la matriz de rigidez elástica. Por tratarse de un 

análisis bidimensional y dado que las propiedades de el material son si-

métricas; tendremos como r::.áximo seis constantes independientes. 

Tomando el eje Y perpendicular a los estratos, las relaciones 

entre esfuerzos y deformaciones son: 
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= -

Yxz = ( 2 (l+v1) /E¡ T xz 

1 
Yxy = - T 

G! xy 

1 
yyz = - T G! yz 

Utilizando las relaciones anteriores, podemos obtener la ma-­

triz de rigidez elástica ( O' ) segun la estratigrafía; fórmula ( A.III. 
7.) . 

donde: 

= E! Q! 
[1-n (Vi) 2J 

E¡ 
n = -E{ 

E 
G = 2 (l+vi) 

n 

nví 

o.o 

nví o.o 

1.0 o.o 

o.o m[l-n(v:[) 2 1 

Gi m =-Ei 

Ef 
G{ = 2 (l+v!) 

2439024.390 731707.317 
o.o l 

731707.317 1219512.195 o.o 

o.o o.o 384615. 384:J 

Para obtener la matriz de rigidez elástica en los ejes princ_i. 
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pales, recurrimos a la fórmula ( A.III.B. ), 

D = T D'TT 

de aquí la matriz de transformación para ~=10º resulta: 

0.96985 0.03015 -0.34202 

T = 0.03015 o. 96985 0.34202 

o .17101 -0.17101 0.93969 

su transpuesta es: 

0.96985 0.03015 0.17101 

0.03015 o .96985 -0.17101 

-0.34202 0.34202 0.93969 

con lo cual podemos obtener la matriz de rigidez el¡stica en los ejes 

principales: 

23B3048.780 750975.60970 156951. 21950 

D = 750853.65B50 1237073 .1710 51585.36590 

156951.21950 51585.36590 403902.4390 

Ahora calculemos la matriz de rigidez global para el primer e 

lemento en los ejes principales, madiante la fórmula ( A.III.5. ) . 
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Para el segundo elemento ( 2,3,4 ) tenemos: 
o.o o.o -Jo.o o.o 30.0 o.o ~~ 1 
o.o 30.0 o.o -Jo.o 

=-

o.o o.o 
900 

JO.O o.o -Jo.o -30.0 o.o JO.O 

o.o o.o 30.0 

o.o 30.0 o.o 

BT l -30.0 o.o -Jo.o _2 =-
900 

o.o -30.0 -30.0 

30.0 o.o o.o 
o.o o.o 30.0 

1951219.5120 
585365.85370 o.o 

D~ 
585365.85370 975609.75610 

o.o 

307707. 31710 
o.o o.o 

con S:;20º, la matriz de transformación será: 

0.8830 0.1170 -0.64280 

T "' O .1170 0.8830 0.64280 

0.32140 -0.32140 
0.7660 

o. 8830 0.1170 
0.32140 

0.1170 0.8830 -0.32140 

-0.64280 0.64280 o. 7660 

con estas matrices podemos obtener la matriz de rigidez elástica en los 
ejes principales. 



1782731.7070 

D 639707. 31710 

221463.41460 

3X2 

= 
[

904959. 48690 
!S.i 

230264.62420 
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639707.31710 

1035414.6340 

92097.610 

óY2 

230264.624201 

2588769. 5510 J 

221463 .41460 

92097.610 

361951. 21950 

Acoplando las matrices de ambos elementos, obtenernos la ma--­

triz de rigidez global de el conjunto. 

::ix1 élY1 élX2 óY2 

7752285.4G80 3408603.120 -6350123.9520 -1402161.5160 ax 1 

3408298.2360 4360450.9680 -2269556.4960 -1138741. 740 élY1 
K 

-6350123.9520 -2269861.380 1862697. 730 622650.3320 ::ix2 

-1402161.5160 -1138741. 740 622650.3320 3598545. 3590 8Y2 

Con lo cual las deformaciones en los nudos 1 y 2 seran: 

óX1 = 0.0090 cm óX2 = 0.00130 cm 

óY1 =-0.03140 cm óY2 =-0.02710 cm 

Comparando los resultados anteriores con los obtenidos al uti 

lizar la teoria de la elasticidad: 

ó = :'.¡l 
E 

El módulo de elasticidad para cada uno de los nudos será, de­

pendiendo de la influencia de un elemento sobre el otro. 

Así para el nudo 1, tenemos que la influencia del segundo !::. 

lemento es prácticamente despreciable, por tal razón tenemos E=E!. 
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óY = (-1000.0) (30.0) 
1 lxlO 0Y1 =-0.030 cm 

En el caso del nudo 2 el primer elemento contribuye con un 

60.0% y el cuerpo dos con el restante 40.0%, eotos porcentajes se estima 

ron en forma culitativa. 

E= (1.0x10 6
) (0.60)+(8.0x10 5

) (0.40) 

E = 9.20xl0 5 K/cm 2 

(-1000.0) (30.0) 
9.20xl0 5 óY2 =-0.03260 cm 

Como se observa las deformaciones en ambos casos son muy par.!:_ 

cidas, por otro lado verr~s que el nudo dos se desplaza un poco más, esto 

es debido a que la estratigrafía favorece este movimiento. 
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Ejemplo # 4. Resolvamos el ejemplo # 3, considerando en este 

c~so que el material del 

dr~ l segundo elemento: 

primer elemento es más rígido que el material 

dos 

e 
~1 =:. 

Datos: 

V1=V2=0.30 

E1= 2.0x106 K/crn2 

Ez= l.90x105 K/cm2 

E! = l.60x106 K/cnf 

E! = 7 .Oxl04 K/cm2 

Los ángulos de la estratigrafía no varian en n:ingu no de 

elementos. 

Análisis del primer elemento 2,4,1 ) . 

-0.0333 o.o o.o o.o 0.0333 o.o 

o.o o.o o.o -0.0333 0.0333 0.0333 

o.o -0.0333 -0.0333 o.o 0.0333 0.0333 

2253521.1260 676056.3380 o.o 

Qi 676056.3380 1802816.90 o.o 

o.o o.o 615384.6150 

0.969850 0.030150 -0.342020 

~= 0.030150 0.969850 0.342020 

o .171010 -0.171010 0.939690 

2232844.4590 683144.26560 58039.22920 

683144.06640 1809317.6980 19035.66420 

58039.26550 19035.70050 622478. 76720 

los 
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ax2 dY2 ax1 aY1 

5575971.38 144938.48 -5720909.86 -1850920.67 ax2 

144938.48 1554485.26 -1699423.83 -1602022.17 aY2 
!1 = 

-5720909.95 -1699423.74 7420333.69 34 52942. 83 élX1 

-1850920.26 -1602022.07 3452942.34 6617878.03 aY1 

Análisis de el segundo elemento ( 2, 3, 4 ) . 

o.o o.o -0.0333 o.o 0.0333 o.o 

Be _2 o.o o. 0333 o.o -0.0333 o.o o.o 

0.0333 o.o -0.0333 -0.0333 o.o 0.0333 

251417.76940 75425.33080 o.o 

75425.33080 92627.59930 o.o 

o.o o.o 26923.0769 

0.8830 0.1170 -0.64280 

,!2= 0.1170 0.8830 0.61280 

0.32140 -0.32140 0.7660 

224004.57690 84260.07350 36042.60080 

Q2 84260.07350 102371.30650 14992.55990 

36042.60080 14992.55990 35753.8960 

ax2 

= [ 89206. o 5990 
!2 

37406. 4 7450 

<lY2 

37406. 47450] 

255414. 56770 
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La matriz de rigidez global del conjunto es: 

ax 1 ClY1 ax 2 aY2 

7420333.690 3452942.830 -5720909.950 -1699423.740 élX1 

34 52942. 340 6167878.030 -1850920.260 -1602022.070 ClY1 
K 

- 5 720909. 860 -1850920.670 5665177.440 182344.9545 ax2 

-1699423.830 -1602022.170 182344.9545 1809899.8280 élY2 

Ahora bien las deformaciones en los nudos son: 

0X2= -0.15540 cm 

óY 1 = -0.02240 cm 

Realizando una comparación con los resultados de la teoría e­

lástica resulta: 

ó= '.:11 
E 

Pero el módulo de elasticidad para cada uno de los nudos se 

ve influenciado por el elemento restante. 

Para el primer nudo tenemos: 

-30000.0 
6Y1= 6 l. GOxlO 

Para el nudo 2 tenemos una influencia de el 10% por el elemen 

to uno. 

-30000.0 
óY2= 2.23xl0 5 

Observamos que en ambos casos las deformaciones son poco va-­

riables, además como es evidente el nudo 2 se desplaza más que el nudo 1 

cuestion que es lógica. 



este ca.so 

ter ial de 1 

E1= 

Ei= 

varían. 

e 
~l 

-56-

Ejemplo # 5. Ahora resolvamos el ejemplo # 3, considerando en 

que el material del segundo elemento es más rígido que el m~ 

primer elemento. 

Datos: 

3.0xl0 5 K/cm2 

l. OxlO 5 K/cm2 

Además los ángulos de la estratigrafía de ambos elementos no 

Análisis del primer elemento ( 2,4,1 ) . 

-0.0333 o.o o.o o.o 0.0333 o.o 

o.o o.o o.o -0.0333 o.o 0.0333 

o.o -0.0333 -0.0333 o.o 0.0333 0.0333 

410958.90420 123287.67130 o.o 

123287 .67130 136986.30140 o.o 

o.o o.o 38461. 53850 

0.969850 0.030150 -0.342020 

T = 0.030150 0.969850 0.342020 

0.171010 -0.171010 0.939690 

398357.0386 127615.5643 35274.7773 

D = 127615.5644 140932.3890 11574.5377 

35274.7773 11574.5377 42775.2827 
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ax2. élY2. élX1 élY1 

993901.8076 88010.6575 -1081912.4650 -406411.8095 ax2. 

e 88010.6575 106724.4373 -194735.0948 -135602.9378 élY2 
~l 

-1081912.4650 -194735.0948 12 7664 7. 560 542014.7472 élX1 

-406411. 8097 -135602.9378 542014.7476 516108 .1011 élY1 

Análisis del segundo elemento ( 2,3,4 ) • 

o.o o.o -0.0333 o.o 0.0333 o.o 
e 

~2 = o.o 0.0333 o.o -0.0333 o.o o.o 

0.0333 o.o -0.0333 -0.0333 o.o 0.0333 

2439024.390 731707. 3170 o.o 

731707.3170 1219512.1950 o.o 

o.o o.o 38461.5.3846 

0.8830 0.1170 -0.6428 

!2= 0.1170 0.8830 0.6428 

0.3214 -0.3214 0.7660 

2228481.1570 799567 .62240 276808. 01110 

Ez 799567.62240 1294334.8160 115143 .0830 

276808.01120 115143. 20820 452427.00410 

8X2 <lY2 

" L"ªªº". 5070 

287282. 5923J :!X2 

~~ 
287282.29480 3229368.6010 ílY2 
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Acoplando las matrices de rigidez de ambos elementos, obtene-

mos la matriz de rigidez global en los nudos 1 y 2, dado a las condicio-

nes de apoyo. 

ax 1 <lY1 ax2 <lY2 

1276647.560 542014. 74 72 -1081912.4650 -194735.1948 ax1 

542014. 7475 516108 .1011 -406411. 8097 -135602.9378 3Y1 
K = 

-1081912.4650 -406411.8095 2122708.3150 375293.2498 ax2 

-194735.0948 -135602.9378 375292.9523 3336093.0380 3Y2 

En consecuencia las deformaciones en estos nudos son: 

0X1= 0.12480 cm óX 2= 0.01680 cm 

óY1= -0.27050 cm ÓYz= -0.02810 cm 

Obtengamos ahora las deformaciones utilizando la teoría elas-

tica y comparemos los resutados: 

El módulo de elstici.dad para cada uno de los nudos, se ve a--

fectado por la influencia de un elemento sobre el restante: 

Para el nudo 1 tenemos: 

-30000.0 
6Y1 = l.Oxl05 6Y 1= -0.30 cm 

Para el nudo 2 tomaremos un 10% de influencia del 

-30000.0 
oYz= 9.10xl0 5 oY 2 = -0.032970 cm 

primer elemento. 

Observamos que en ambos casos las deformaciones son del or­

den de magnitud; además como es evidente el nudo 2 se desplaza menos que 

el nudo l. 
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4.3. Ejemplo para el caso dinámico en medios homogéneos. 

Ejemplo # 6. Para el caso dinámico veamos lo que ocurre en 

una masa de suelo homogénea e isótropa, sometida a una fuerza horizontal 

cuya velocidad es de quince centésimas de la gravedad, tal como se mues­

tra en la figura. 

10.0 m 

20.0 m 

• 

~o=O .lSg .... 

Datos: 

m = 0.02 m2/T E so.o T/m
2 

V 

\1 = o. 30 y 1.60 T/m 3 

=r .. 
p X = 0.15g 

g -o 

Para t o.o io = o.o 

io = o.o 



y 

2 
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·xo=o .15g - ~ 

Analicemos el primer elemento, ( 1,2,4 ) C.+. 

2ll1 = 200.0 m2 f:i¡ == 100.0 m2 

ª· = -200.0 ª· -200.0 a = 200.0 
1 J m 

b. -200.0 b. -20.0 b = o.o 
1 J m 

c. 10.0 e o.o e = -10.0 
1 rn m 

[ 0.10 
o.o -0.10 o.o o.o 

Be o.o 0.05 o.o o.o o.o _l 

0.05 0.10 o.o -0.10 -o.os 

[54.9451 16.4835 o.o 
D = 16.,1835 54.9451 o.o ] 

o.o o.o 19.2308 

X 

o.o J 
-0.05 

o.o 
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Ke = BT D Be t6 

0X1 óY1 0X2 0Y2 oXa cSY3 

59. 7528 17.8572 -54.9451 -9.6154 -4 .8077 -8.2418 ÓX1 

17.8572 32. 9671 -8.2418 -19.2308 -9.6154 -13.7363 0Y1 

-54. 9451 -8.2418 54.9451 o.o o.o 8.2418 óX2 
Ke 
_l -9.6154 -19.2308 o.o 19.2308 9.6154 o.o 6Y2 

-4.8077 -9.6154 o.o 9. 6154 4.8077 o.o 6X3 

-8.2418 -13.7363 8.2418 o.o o.o 13.7363 6Y3 

Analicemos el segundo elemento 2,3,4 <:. +. 
2ll2 = 200. O m2 

ll 2 = 100.0 m2 

ª· o.o a. "' -200.0 a = o.o 
l J m 

b. o:o b. = -20.0 b = 20.0 
l J m 

c. = 10.0 c. = -10.0 e ::: o.o 
l J m 

[º·º 
o.o -0.10 o.o 0.10 

o.o J e o.o o.os o.o -0.05 o.o o.o ~2 

0.05 o.o -o.os -0.10 o.o 0.10 

6X2 6Y 2 ÓX3 ÓY 3 ÓX4 o Y t+ 

4.8077 o.o -4 .8077 -9.6154 o.o 9.6154 óX2 

o.o 13.7363 -8.2418 -13. 7363 8.2418 o.o ÓY2 

-4.8077 -8.2418 59.7528 17.8572 -54.9451 -9.6154 ÓX3 e 
K 2 -9.6154 -13. 7363 17.8572 32.9671 -8.2418 -1.9.2308 ÓY3 

o.o 8.2418 -54. 9451 -8.2418 54.9451 o.o 6X1, 

9.6154 o.o -9.(,154 -19.2308 o.o 1.9.2308 ÓY4 

Acoplando las matrices de rigidez de los elementos 1 y 2, úni 

camente para los desplazamientos horizontales, esto es en el sentido x, 

dado que para este problema en particular despreciaremos los desplaza--­

mientos verticales por ser poco significativos, con lo cual la matriz de 

rigidez global que obtenemos es: 
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o l o 2 o 3 cS ~ 

59.7528 -54.9451 -4.8077 o.o c5X1 

-54.9451 59. 7528 -4.8077 o.o cSX2 
K 

-4. 8077 -4 .8077 64.5605 -54 .9451 cSX3 

o.o o.o -54.9451 54.9451 0X4 

Hasta este paso tenemos lo mismo que en el caso estático, ah~ 

ra aplicando la ecuación II.20. y despreciando el amortiguamiento tene-­

mos lo siguiente: 

K o + M 6 = R ... II .20'. 

De esta ecuación solo conocemos la matriz de rigidez del e-

lemento. 

Una forma similar de obtener la ecuación anterir es la si----

guiente; tenemos una masa como la que se muestra en la figura, a 1 te-­

rreno le aplicamos una fuerza ~R' en el diagrama de cuerpo libre de la 

figura observamos las fuerzas que en ella actúan . 

nentes: 

... --, 
m : : 

1 
I 
1 

L-r ...t 
I 

/ 
I 

I 

I 
I 

~o -~o 

FR 

D.C.L. 

X -
,¿___ F = mX 

I -

""----- F = K(X-Xo) 
R - - -

En el diagrama de cuerpo libre tenemos las siguientes compo--

La fuerza F aplicada que es igual a la constante K de 1 
-R 

re--

sorte por el desplazamiento de la masa. 
" La respuesta X de la masa, dada por una aceleración de la mis 

ma y en sentido opuesto a la fuerza aplicada. 

Por último aparece una fuerza F de inercia, dada por la mul­
-I 
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t:plicación de la masa por la aceleración del cuerpo. 

Ahora bien por equilibrio de fuerzas nos resulta: 

p + p 
-R -I 

!_( ~-~o 

o.o 

+ m X = O.O 

Por otro lado vemos que: 

X =!o + y si llamamos; 

obtenemos: 

X ~o + o 

donde; X: Vector de desplazamientos totales. 

~o: Vector de desplzamientos virtuales. 

finalmente tenemos: 

K o + m o = O.O 

Esto Último está dado en forma teórica, pero en realidad tene 

mos otra fuerza aplicada en el cuerpo, debida a la masa por la acelera--

ción de 1 terreno y en sentido opuesto, por tal razon la expresión fi--

nal resultante es: 

K o + m o 

la expresión para todo el conjunto será: 

K o + M o -~~o ... III.1. 

en donde; K: Matriz de rigidez global del elemento. 

6: Vector de desplazamientos nodales. 

M: Matriz de masa concentrada. 

~ 0 : Vector de aceración del terreno. 

De las ecuaciones II.20'. y III.1. tenemos que los segundos 

miembros de ambas expresiones son equivalentes, y por tal razón decimos 

que las expresiones son similares; la ecuación III.1. es para el primer 

modo de vibrar, mientra que la ecuación II.20'. está dada en forma gene-
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ral , esto es inclu~1e a los modos superiores de vibrar. 

En la diagonal principal de la matriz de masa concentrada da­

da por los nodos <lel elemento finito, tenemos repartida en forma equi­

tativa, la masa del elemento finito en estudio. La masa de el elemento 

que en este caso se trata de un triángulo la obtenemos con la siguiente 

expresión: 

m Axyxl 

donde; A: Area de 1 triángulo. 

y; Peso volumétrico del material. 

m = 100.0 x 1.6 m = 160.0 T 

Nota: La matriz de masa concentrada es una matriz diagonal, 

por lo cual sns elementos restantes son ceros. 

Por equilibrio sabemos que a cadu nodo le corresponde un t~r­

cio de la masa, esto es, nuestra matriz será de 3x3. 

Obtengamos ahora lil matriz de musu concentrada para ambos ele 

mentos: 

ni 112 n3 

[/3 o.o º·] [3.333 o.o o.o n1 

e o.o m/3 o.o e o.o 53.333 o.o J ~l .!'.!1 nz 

o.o o.o !:l/3 o.o o.o 53.333 n3 

nz n3 n4 

[53.333 o.o o.o n2 

!:!~ o.o 53.333 o.o J n3 

o.o o.o 53.333 ni, 

Observarnos que las matrices para ambos elementos son iguales, 

esto es debido a que el material es homogéneo e isótropo. 

Para la obtención de la matriz de masa concentrada global, lo 

hacemos acoplando las matrices de los elementos, esto se hace de la mis-

ma forma que en la matriz de rigidez del elemento. 
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n1 n2 n3 ni+ 

53. 333 o.o o.o o.o n1 

M 
o.o 106.667 o.o o.o n2 

o.o o.o 106.667 o.o n3 

o.o o.o o.o 53.333 ni. 

Dado que suponemos la base del bloque empotrada en el terr~ 

no, esto es, en esta zona ocurre un movimiento de cuerpo rígido, por tal 

razón solo tendremos dos desplazamientos virtuales, y en consecuencia so 

lo tendremos desplazamientos nodales en los puntos 1 y 2, que por ser de 

sentido contrario a los virtuale~; son neqat:lvos. Por tal razón las matri 

ces M y K se veriín reducidas a un sistema de 2x:2. 

Ahora solo nos n:stcJ conocer el valor de los desplazamientos 

nodales, y para ello emplearemos dos métodos: 

1. - Método de Newmark; formulado con las siguientes expresio-

nes: 

..• II.25. 

¿ • = ¿ +6t [11-y)~ +y~ . J -t+ut -t -t -·t+:it 
... II.26. 

K+ --- M o =-M Xo+M ----- 6 + --·-- 6 +( - -1 e 1 ~ .. [1 ] . 1 
- S 16tl 2- -t+llt - - -- fl (lit) 2-t B (6t) -t 26 

••• II.27. 

Para conocer los desplazamientos nodales, resolvemos el siste 

ma anterir, considerando un t=O.O inicialmente, donde llt=O.ls , g=l0.0m/s2 

B=0.25 y y=0.5 ; por condiciones iniciales tenemos que tanto la velaci-­

dad como el desplazamiento par t=O.O son cero. 

Sustituyendo las condiciones iniciales en la ecuación II.20'. 

obtenemos la acelerución para t=O.O. 

.. .. 
~ io + ~ io = -~ ~o • .. II.20'. 

o.o 0.1875 

J 
(l. 5) 

0.009375 

o.o 

106.667 o.o 02=-l. 50 
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Sustituyendo valores en la ecuación II.27. resulta: 

[

4.6745xl0 5 6.0113xl0~ 

6.0113x10 8 2.3405x10~ [ _::::: + 

53.333 

o.o 

o.o l 
106.007J 

[400.0ii: + 40 ·º~ +~} 
Para el primer tit. 

[::] • [4.6745x16' -J[ J ólit,1=-0.00750 6.0113xl0 -80.0-80.0 

6 .0113xlCÍ 8 2.3405xl0 5 -160.0-160.0 óllt,2=-0.00750 

Sustituyendo los valores de 1 desplazamiento en las ecuacio-

ne s I I . 2 5. y I I. 2 C. : 

" 
-0.00750 = 0.01((0.25) (-1.5) + (0.25)6 '] 

-t+ut 

5 = O.l[(0.5)(-1.5) + (0.5)(-1.5)] 
6.t 

Para 26t. 

o lit =-1. 50 

óilt=-0.15 

[::] [ 

-5 
= 4.67·15xl0 

6.0113xÚi 9 -J [ l 6.0113xl0 -80.0-160.0-32.0 -80.0 

2.3405xl0 5 -160.0-320.0-64.0-160.0 

éi =-O. 0~999 
21'.\t, l 

de las ecuaciones II.25. y II.26.: 
.. 

-0.02999 = -0.00750 +{-0.015) + (0.01) {(0.25) (-1.5) + (0.25)ót+t'.lt] 

.. 
62llt =-1.4960 

ó
2
llt = -0.15 + (0.1) ((O. 5) (-1. 5-1.4960)] º2llt=-0.29980 

[::] 
Para 3tit. 

= [4.6745xÚi
5 

6.0113xiCjª 

6.0113x1Ü~ !-so.o -639. 78267 -639. 56934 -79. 78617] 

2.3405xlo
5J ~160.0-1279.57733-1279.15066-159.57383 
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l.) A 
1

=-0.06745 
3ut, 

,fo las ecuaciones II. 25. y II. 26. 1 

-O.OG745 = -0.02999 + (-0.02998) + (0.01)((0.25) (-1.49) + (0.25).6t+t.t] 

.. 
1531'.t =-1.4960 

ºJllt=-0.29980 + (0.1) ((0.5) (-1.5-1.4960)] 

Para 41'.t. 

6.0113x1.0~ [-80.0-1438. 92434 -959.14067 -79. 786171 

2.34osx10
5J -1Go.o-2817.8486B-1918.29933-l59.5723~ 
º4• . ..,=-0.1198') 

Ll t, ... 

de II.25. y II.26. para los nodos 1 y 2 tenemos respectivamente: 

.. 
º4llt,l--l.4880 

ó 4llt, l =-O. 59880 

[::} 
Para Sllt. 

[

4.6745xl0 5 

-9 
6.0ll3xl0 

.. 
ó 41'.t, 2=-1. 4960 

6.0113xl0~ 
2. 3405xl0~ 

1 -80.0-2557.21068-1277.43202 -79.35950] 

~160.0-5115.32265-2556.59466-159.57383 

o5llt, 2=-o.1s12s 

de II.25. y II.26. tenemos: 

.. 
º5llt,1=-l.4840 

o5llt,l=-o. 74740 o5 • ..,=-0.7486 
Llt,.c. 
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Para 6l!t. 

[

4.6745x10 5 

6.0113x10ª 
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6.0113x1oªJ [-00.o-3993.14030-1s94.44337 -19.1461 l 
2.3405x10 5 -160.0-7990.63830-3194.03665-159.1471~ 

ºGtit, 2=-0. 26959 

2.- Método de diferencias centrales; dado por las siguientes 

expresiones: 

1 
6 =--
-t 2(lit) 

1 
4 

=--

6 
-i\t 

( i\t) 2 

r4+tit 

"6 
l-t+lit 

- 6 ] 
-t+lit 

II. 21. 

26 + 6 t] II. 22. - ... 
-t -t-ll 

••• II.23. 

... II.24. 

Resolvemos el sistema anterior, considerando un t=-L'it inicial 

mente, donde lit= 0.1 s , g= 10.0 m/s 2 
, ~o= O.O y ~o= O.O • 

Sustituyendo las condiciones iniciales en la ecuaci6n II.20'. 

resulta: 

6 • 1=-1. 50 -ot, º-L'it,2=-1. 50 

Reemplazando el valor de la aceleraci6n en la ecuaci6n II.24. 

[ º .... lJ --[-1. 50] 

62 -1. 50 
-M 

(0.0050) 

.. 
ó • =-0.00750 
-ut 

ó =-0.00750 
-L'it 

Con estos valores iniciamos los cálculos, empleando la ecua--

ci6n II.23. 

Dado que solo nos interesan los desplazamientos de la masa de 

suelo, no calcularemos las velocidades y aceleraciones del mismo. 
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[: L"' -lf :.-:
1875 

:.-:09375 J ][C :~~:ª] {:.-:::::; -:.-:::::: 
+ [106.667 

o.o 21:.-:3.1 D:Jt r:.-:
33 

10:.-:6,J D1J 
Para el primer Lit, t=O.O . 

= rº·ºlB75 

Lo.o 
O.O J r-0.Bü+0.401 

0.009375 L-1.60+0.aoj 

Para 2Llt, t=Llt. 

ó át, 1=-o. 00150 

o át, 2=-0. 00750 

[
º1/ = fº .01875 

o~ Lo.o 
o.o ~ r-o.so+o.00035_0.so J 
º·ºº937~ L-l.60+º·ººº36-1.6ººº1 

o 26t, 1=-o.02999 

ó,, 2=-0.030 ~ut, 

[::] 

= ,0.01875 

Lo.o 
O.O J[-0.B0+0.00144-3.19894+0.4J 

0.009375 -1.60+0.00l45-6.40002+0.80 

Para 4Llt. 

= [0.01975 

Lo.o 
o. o J fo. ao+o .00322 -7.19469+1. 599461 

º·ºº9375 L-'-•º+º·ºº'''-l•.39791+3.2ººº'~ 

ó 4llt, 2=-0.11995 

.. _____ _ 
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Para SL'it. 

[
ó1J= ,0.01875 

62 L?·º 
o.o J [0.80+0.00571-12.78404+3.5973il 

0.009375 -l.60+0.00582-25.58941+7.19896~ 

65llt,2=-0.18736 

Para 6L'it. 

[
61]= jo.orn1s 
02 Lo.o 

o.o --i [0.80+0.00888-19.96166 +6.3919~ 

0.00937~ -l.60+0.00913-39.97026+12.7947~ 

cS =-O 26969 Mt,2 . 

Hesolvamos este mismo ejemplo pero ahora consideremos a el 

bloque de suelo como si fuera una masa concentrada y tornemos una rigidez 

equivalente, tal corno se muestra en lil figura; comparemos el resultado 

aquí obtenido con el logrado utilizando la discretizaciÓ11 del bloque. 

m 

K 

L--FR 

Para obtener 6 y K hacemos lo siguiente: 

o ,.... ..... f= l. O K/cm 2 

r--.--~~~-.---.---. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 1 
1 
1 

\ 
' 1 

' 1 
1 

\ h 
1 

G 
E 

2(l+n) 

G -
500.0 

2 (1+0. 3) 

G =192.30769 K/cm 2 



1 y = - r 
G 

ó = hh 

F = I'A 

F 
K=Ó 
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1.0 y "' 
192.37769 

c5 = i co.oos20) c20.o) 

F .. 
(l. 0) (20. 0) (LO) 

20.0 
I< = O:os20 

Tornaremos la mitad de la masa del bloque, 

Por el método de Newmark tenemos: .. 
óo = (-53.333) {0.01875) (l.50) 

Para el primer lit. 

º.1t =-0.00750 
ºtit =-0.150 

Para 2llt. 

Para 3M. 

63/lt =-0.06750 . 
'53llt =-0.450 

Para 4llt. 

ó 4!1t =-o .120 
º4.1t =-0.60 

Para S!lt. 

ºsM =-o.1a7so 
c5 5L'lt =-O. 750 

Para 6!1t. 

o6.1t =-o. 270 

y = o.oos20 

c5 = o.os20 rn 

F = 20.0 k 

K = 0.38462 k/rn 

60 =-1. so 

.. 
63llt =-l. so 

.. 
c5 4llt =-1. so 



-72-

Por el método de diferencias centrales resulta: 

ºº = (-53.333) (0.01875) (1.50) 

Para el primer t=-ót resulta: 

º-ót = º;º1(1.50) 

Para el primer lit: 

Para 2ót: 

Para 3ót: 

Para 4ót: 

Para 5ót: 

Para 6ót: 

60 =-1. 50 

ó-llt =-0.00750 

ºlit =-0.00750 

Qllt =-0.030 

ºlit =-0.06750 

ºlit =-0.120 

ºót =-0.18750 

ºót =-0.270 

Comparando para ambos casos, y para los dos métodos empleados, 

los resultados obtenidos son practicamente los mismos; solo podemos men­

cionarque al considerar la masa concentrada, los dos métodos utilizados 

no varían en absoluto. 
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La finalidad de este trabajo es, el presentar los fundamentos 

teóricos del Método del Elemento Finito, para su mejor comprensión 

en la solución de problemas prácticos. 

Aquí tratamos con tres casos; 1.- Caso estático en medios ho­

mogéneos, 2. - Caso estático en medios heterogéneos y anisótropos, y 3 .­

Caso dinámico en medios homogéneos: En cada uno de ellos, presentamos 

las bases te6ricas y el desarrollo de las ecuaciones que son empleadas, 

de la misma forma se realizan ejemplos sencillos, que permiten el manejo 

de las expresione!3, logrdnc1o con ollo una mejor visualización del fenó 

meno en estud.io. 

Así hacemos uso de 1 concepto de trabajo virtual, que consis 

te en dar un despl i1Zamiento virtual .:i un nodo, con lo cual. obtenemos 

las relaciones o fuerzas externas que en este nodo actGan, Jogr.:indo de 

esta form.:i e,;tab]c,cer t~l equil .ihrio, una ve?. realizado esto, podemo!? de~ 

preciar el deó;plazc-imicnto virtual inducido, en L1 i11iciaciún de los cál-

cu.los de 1i1S deformaciones de] elementn. 

Por medio de la teoría de la elasticidad, llegarrDs al con--

cepto de trabajo especÍ.fico de deformación cua11do .li1 cartJil es aplicada 

gr¿¡dualmente: así como tambi en llegar.1os ¿¡ la demostración ele la matriz 

de rigidez elástica para un estado de esfuerzo plano. 

El vector de los parámetros de las fuerzas nodales, se obtie­

ne por equilibrio estático de las diferentes acciones que intervienen, 

si el sistema es hipercstático, hJcemos uso del concepto de trabajo 

virtual. 

La mJtriz de transformación se requiere para medios l~terog~­

neos y anisótropos, esta matriz nos transfiere las propiedades de cada e 

lemento finito a un eje comGn, con lo cual podemos determinar Ja matriz 

de rigidez el~stica de cada elemento y referirla a los ejes principales. 

Cabe uclar.trque para el caso estático, despreciamos las defor 

rnaciones pnr cambios de temperatura 
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Para la solución de problemas dinámicos, hacemos uso de méto­

dos numéricos de aproximación; la fuerza dinámica es incorporada como si 

~;e tratara de una fuerza másica, esto es se incorpora dentro de la ma--­

tr iz de masa consistente. Uno de los métodos numéricos utilizados es el 

método de las diferencias centrales, el cual se basa en las series de a­

proximación de Taylor. El método de Newmark se basa en considerar una va 

riación lineal de la aceleración, manteniendo invariables las propieda-­

des del sistema; para determinar la variación de la velocidad simplemen­

te integramos la función de la aceleración, con lo cual obtenemos una VE_ 

riación cuadrática de la velocidad; para los desplazamientos realizamos 

la integración de la relación de velad.dad ya obtenida, resultándonos 

una variación cúbica de los desplazamientos. Pi:lra acelerar la convergen­

cia del método, Newrnark utiliza los pcu:5metros ¡ y !.\, estos pL!rámetros 

realizan la labor de un catalizador en Jos procesos quimicoH, por otro 

lado los parámetros pueden Ci1rnb.iar su valor dependiendo de 1 tipo de pro­

bfiema en estudio. 

El tr¿;bajo manual en 1a. soluci_Ón de problema!.> por medil1 de e­

lemento f j ni L" e~:; exo rliJ.t¡¡nte, JAd Ld rd7.Ón :>e rcrru i.ere de la uti 1 iza-­

ción de una curnputarlora qut; real ice todos los cálculos, qued,uHlole única 

mente al Ingeniero la interpretación do los resultados arrojados. 

En los ejemplos realizados, vernos claramL~nte qur: los resulta­

dos obtenidos sí represe¡¡ tan el comportonücnto del cuerpo en estudio bo­

jo las condiciones de carga a las curtlcs se sometieron. 

En los los ejemplos para medios heterogéneos y anisótropos, 

se observa claramente como varÍi1n los resultados al cambiar las propied.'.2_ 

des del material. 

Para el ejemplo del caso dinámico, se simuló una fuerza unid_!, 

reccionaJ, además de despreciarse el amortiguamiento y considerar un gr~ 

do de libertad; la extensión a trabajar con un sismo real, incluir el a­

mortiguamiento y agregar los grados superiores de vibración, no implica 

mayor problema, dado que ya se tiene comprendido el fenómeno físico y so 

lo restaría la adición de nuevas cosideraciones. 
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Finalmente podemos decir que el Método del Elemento Finito es 

un instrumento muy eficaz, dada su buena aproximación, ya que comparan~ 

lo con los métodos tradicionales, tiene la ventaja de poder trabajar en 

medios de estrtigrafía irregular. 
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A.I. APENDICE UNO: NOTACION SUBINDICE. 
************************************** 

Por medio del enfoque tensorial tenemos las siguientes con-

sioeraciones; 

1) Si en cualquier término de una expresión aparece repetido 

dos veces un sub-índice, entonces existe suma sobre dicho sub-Ír,dice. 

2) Nin9un sub-Índice debe aparecer más de dos veces en el mis 

mu término. 

3) Toda ecuación debe de estar balanceada, esto es, todo sub­

índice que aparece una sola vez en uno de los miembros ( sub-Índice li-­

bre ) debe aparecer en el otro miembro. Se llama sub-índice mudo a aquel 

que aparece repetido dos veces en el mismo término. 

De ello: 

3 

a= a e+ a e+ a é E a.e. 
l 1 2 2 3 3 i= l l l 

o lo que es lo mismo en notilción sub-Índice: 

a.e. 
l l 

Considcrece un sistema coordenado cartesiano rectangular dere 

cho y vectores~ , ~ y~ formando una nueva base. 
1 2 3 

~1 
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El nuevo sistema se define a partir de una rotación de cuerpo 

rigido alrrededor de el punto O. 

Sea _a un vector con componentes a. respecto de la base (e. ], 
1 1 

y componentes ~i respecto de la nueva base [ ~i ]; en consecuencia: 

a 
.•. A. I.1. 

Ahora construyamos una matriz M = M .. de tal modo que1 
- 1J 

M. . = co s t= ( e . , e . l 
-1] ~1 J 

donde: 

~( ~i'ªj ) es el ángulo entre los vectores ~i y ej. 

por lo tanto: 

Mij ~i·ej = 1~illªj' cos JI ~i'ªj > 

Podemos entonces decir que la matriz M es la matriz de los co 

senos directores de los vectores de la base. 

Nota: Todos los :mb-índices representan números naturales me-

nares o iguales a tres. 

Así pues: 

M .. e .... A.I.2. 
1) J 

por otra parte: 

o.. . .. A.I.3. 
1] 

y tambien: 

donde: 

e.-e. 
1 J 

o.. . .. A.I.4. 
1] 

={1.0 ' i=j 
o.. o o •.J.. 
1] • , 1rJ 
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de A.I.2., A.I.3. y A.I.4. resulta: 

~i -~j = M ª . M. ª M. M. ª ·e ip p iq q ip iq p q 

dado que: 

M. ' M. pertenecen a los números reales. ip iq 
pero: 

e ·e = o 
p q pq 

luego entonces: 

pero: 

~i"~J· = M. M. o ip ]q pq 

M. o M. 
Jq qp JP 

por lo cual: 

así: 

M, M. o,. 
ip JP lJ 

pero tambinn: 

T 
M, M . .S .. 
ip PJ lJ 

dado que ~ es ortogonal. 

M. M. o 
lp ]q qp 

En notación vectorial esto puede escribirse como: 

•.. A.I.5. 

Dado que~ es una matriz ortogonal; el determinante de M re-­

sulta ser uno, y por lo tanto, M es una matriz propia, de la ecuación A. 
I.2.: 

pero: 

T A 

Mk.M .. e. 
1 l] J 



así: 

por esto: 

o tambien: 

e.= M.i~' 
1 J 'VJ 

.... A. I.6. 

por lo que se concluye que: 

T 
M.. M .. 

1 J J l. 

de las ecuaciones A.I.l. y A.I.6.: 

por lo tanto: 

a = 

a.M .. é. 
1 J1'V] 

•.. A.I.7. 
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Como las componentes de un vector a con respecto a una base 

son únicas, se tiene: 

~· = M .. a. J ]1 1 

así mismo: 

A.I.8. 

Para el caso particular de una rotación alrrededor de el eje 
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x, 1 ~3 

ª3 ~3 ~2 

de aquí obtenemos lo siguiente: 

M. . = cos ): ( f'.. , e. ) 
l.J "Ci J 

haciendolo extensivo a cada elemento: 

M11 cos 13 

M12 cos [ ~ -
2 s] sen f3 

7f = o.o M13 = cos 2 

M21 = cos [~ + s] - sen 8 

M 
22 

cos 8 

M23 = 7f 
cos 2 = o.o 

7f 
M31 cos 2 = o.o 

Ma2 = 7f 
cos 2 o.o 

M3 a = cos o.o = 1.0 

con estos valores construimos la matriz: 
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cos 13 -sen f3 o.o 

M sen 13 cos 13 o.o 

o.o o.o 1.0 

El producto diádico de dos vectores .!: y ~' denotado por .!: a ~ 

tiene las siguientes propiedades: 

1) ( a~ ) aa ~ = ~ a ( a~ 

2) ~ M ( ~ + E. ) = ( a l!I b 

donde a es un escalar. 

= a 

+ 

a a b 

a a E. 

En términos de las componentes de a y ~' ~ a E_ puede escribir 

se como: 

a a b =a.e. a b.e. 
l l J J 

a.h.e, a e. . .. A.I.9. 
l J l J 

en general: 

A los productos diádicos e. aa e. se le llama diadas unitarias. 
l J 

se define un tensor cartesiano de segundo orden con una combi 

naci6n lineal de las diadas unitarias, por consiguiente: 

A = A .. e. Qll e . ... l\.I.10. 
lJ l J 

donde A es un tensor cartesiano de segundo orden, y A. . son sus componen 
lJ -

tes. De la ecuación A.I.10. se observa que las componentes de un tensor 

dependen de las diadas unitarias, y en consecuencia de los vectores de 

la base. 

Supóngase que el tensor l\ tiene componentes A .. en el sistema 
l] 

e y componentes A en el sistema e con lo que: 
i' ~ij ~i 

... A.I.11. 

pero: 

e. M .A 
l p1"Cp 

e. M .e. 
J q]l\q 
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luego entonces: 

A .. M .~ m M .~ l) pi p qJ q ~ij~i 111 ~j 

M .M .A .. e 111~ = A .. e. la ~j p1 qJ lJ"-P "-lJ"-l 

cambiando i por p y j por q en el segundo miembro: 

M .M .A .. e ~ e 
p1 qJ lJ"-P "q 

uado que las coprnpnentes de un tensor con respecto a una base son únicas: 

de 

A = M .M .A .. 
"-pq pl q] l) 

A.I.12. 

Sea E un tensor cartesiano de segundo orden, tal que: 

E = i:: •. e. 1a e . 
l.J l J 

modo que: 

['" E .. = E21 
l) 

E3¡ 

Siendo E 

E12 

E22 

E32 

el tensor deformación; para el caso de deformación 

plana tenemos: 

si 

E,. = 0.0 
l) 

si i=3 o j=3 

Aplicando la trasformación definida por: 

cos a -sen (3 o.o 

M = sen a cos (3 o.o 

o.o o.o 1.0 

aplicarnos esto Último al tensor E resulta: 

E M .M .E .. 
"'PCJ pl q) l.) 

E M .e .. M 
qj "-·pq pl l.) 

M 
T 

E: .e .. M. 
"'Pq pi 1] Jq 
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lo que en notación matricial equivale a: 

es decir: 

cos B 

~ = sen B 

o.o 

desarrollando: 

-sen a 

coa a 

o.o 

o.o coa a 
o.o E21 E22 0.0 -sen f3 

1.0 o.o o.o o.o o.o 

sen a 

cos B 

o.o 

c11co§B+E22seft8+2sen8cos8 -E1
1

sen8cosf3+ 

o.o 

o.o 

1.0 

~ = -e11sen8cosS+c22senBcosB+c12(coS8-sen8) c11sen8+E22cosf3-

o.o o.o 

-E122sen8cosB O.O 

o.o 
por otro lado sabemos que: 

y cambiando: 

e por e¡¡, e por c22 y y por c12 resulta: 
X y xy 

R,x cos2 B sen2 8 2senl3cos8 l e 
X 

~y sen2B cos2 8 -2sen8cos8 J e 
y 

:txy -senBcosi3 senScosrj cos 2 8-sen 2 (3 Yxy 

Ahora bien si a¡ ángulo considerado se le cambia el signo 

el sistema se verá afectado, esto es girará en sentido opuesto f.i;\.. 

Y finalmente obtendremos: 

e' = T e ..:.o - -'-{) que tambien se escribe: 
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A.II. APENDICE DOS. PROGRAMA PARJl. EL CASO ESTATICO. 
*************************************************** 

El siguiente programa para la HP 41 CV, se encuentra dividido 

en dos paquetes: Aste programa es una ayuda en la solución de problemas 

sencillos, en los cuales se utiliza el Método del Elemento Finito. 

El primer paquete contiene los siguientes sub-programas. 

LBL MTX-BN Matriz de función de forma de deformaciones. 

LBL MTX-D Matriz de rigidez elástica. 

I.BL MTX-TNF Miltriz de transformación. 

LBL MTX-dN Matriz de rigidez elásticil, caso no homogéneo. 

LBL MTX-DN Matriz de ri.gidt~Z el5sti.ca en los ejes principales. 

El sequndo pu que t.e nos pro¡x>rciond la matriz de rig i.dez para 

cada elemento ( LUL MTX-K ) ; el dcoplamicnto de las matrices de cadu ele 

mento, nos lleva a la obtención de la matriz de riqidez glob.11, el aco-­

plamiento se hará en forma manual, así como tambien la solución de 1 

sistema matricial KÓ=f ), del cual obtenemos 1 as deformaciones en ca 

da nudo de la red. 

Para el lJ amado de cualquier sub-programa, rmló ba~;ta ejecu--

tar lo siguiente en el teclado de la calculadora: 

XEQ ALFA ( sub-programa deseado ) . 

Nota: Para el grabacto de cualquiera de los dos paquetes, se re 

quieren de 11 tarjetas maqnéticas de program¿¡ción. 

A continuación proporcionaremos los listados de 9mbos paquetes, 

el primer paquete que contiene 5 sub-program-:is se encuentra condensado. 

Listado de el primer paquete: 

001 LBL MTX-13N 007 STO 01 013 STO 03 

002 XI==? 008 XJ=? 014 XM=? 

003 PROMPT 009 PHOMPT 015 PROMPT 

004 STO 00 010 STO 02 016 STO 04 

005 YI==? 011 YJ=? 017 UM=? 

006 PROMPT 012 PROMPT 018 PROMPT 



019 STO 05 

020 RCL 04 

021 RCL 01 

022 * 
023 RCL 05 

024 RCL 02 

025 * 
026 + 

027 RCL 00 

028 RCL 03 

029 * 
030 + 

031 STO 06 

032 RCL 03 

033 RCL 04 

034 * 
035 RCL 01 

036 RCL 02 

037 * 
038 + 

039 RCL 00 

040 RCL 05 

041 * 
042 + 

043 CI-IS 

044 RCL 06 

045 + 

046 2 AREA= 

04 7 ARCI, X 

048 AVIEW 

049 STOP 

050 ST007 

051 RCL 02 

052 RCL 05 

053 * 
054 RCL 04 

055 RCL 03 

056 * 
057 -

058 aI= 

059 ARCL X 

060 AVIEW 

061 STOP 

062 RCL 03 

063 RCL 05 

064 

065 bI= 

066 ARCL X 

067 AVIEW 

068 STOP 

069 S'l'O 08 

070 RCL 04 

071 RCL 02 

072 

073 el= 

074 ARCL X 

075 AVIEW 

076 STOP 

077 S'l'O 09 

078 RCL 00 

079 RCL 05 

080 * 
081 RCL 04 

082 RCL 01 

083 * 
084 -
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085 aJ= 

086 ARCL X 

087 AVIEW 

088 STOP 

089 RCL 05 

090 RCL 01 

091 -

092 bJ= 

093 ARCL X 

094 AVIEW 

095 STOP 

096 STO 10 

097 RCL 00 

098 RCL 04 

099 -

100 cJ= 

101 ARCL X 

102 AVIEW 

103 STOP 

104 S'l'O 11 

105 RCL 00 

106 RCL 03 

107 * 
108 RCL 02 

109 RCL 01 

110 Ir 

111 

112 aM= 

113 ARCL X 

114 AVIEW 

115 S'l'OP 

116 RCL 01 

117 RCL 03 

118 -

119 bM= 

120 ARCL X 

121 AVIEW 

122 STOP 

123 STO 12 

124 RCL 02 

125 RCL 00 

126 

127 cM= 

128 ARCL X 

129 AVIEW 

130 STOP 

131 STO 13 

132 RCL 08 

133 RCL 07 

134 / 

135 BNll=BN32= 

136 ARCL X 

137 AVIEW 

138 STOP 

139 RCL 09 

140 RCL 07 

141 / 

142 BN22=BN31= 

143 ARCL X 

144 AVIEW 

145 STOP 

146 RCL 10 

147 RCL 07 

148 / 

149 BN13=BN34= 

150 ARCL X 



151 AVUEW 

152 STOP 

153 RCL 11 

154 RCL 07 

155 / 

156 BN24=BN33= 

157 ARCL X 

158 AVIEW 

159 STOP 

160 RCL 12 

161 HCL 07 

ooa x2 

009 CHS 

010 1 

011 + 

012 RCL 00 

013 X<>Y 

014 / 

015 STO 02 

016 1 

017 RCL 02 

018 * 
162 / 019 011=022= 

163 BN15=BN36= 020 ARCL X 

164 ARCL X 

165 AVIEW 

166 STOP 

J.67 RCL 13 

168 RCL 07 

169 / 

021 AVIEW 

022 STOP 

023 RCL 01 

024 RCL 02 

025 * 
026 012=021:: 

170 BN26=BN35= 027 ARCL X 

171 ARCL X 

172 AVIEW 

173 s·roP 
174 END 

001 LBL MTX-0 

002 E=? 

003 PROMPT 

004 STO 00 

005 v=? 

006 PROMPT 

007 STO 01 

028 AVIEW 

029 STOP 

030 1 

031 RCL 01 

032 

033 2 

034 / 

035 RCL 02 

036 * 
037 033= 

038 ARCL X 

039 AVIEW 

040 STOP 
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041 END 

001 LBL MTX-TNF 

002 b=? 

003 PROMPT 

004 STO 00 

005 cos 
006 x2 

007 Tll= 

008 ARCI, X 

009 AVIEW 

010 STOP 

011 RCL 00 

012 SIN 

013 x2 

014 T12= 

015 ARCL X 

016 AVIEW 

017 STOP 

018 RCL 00 

019 cos 
020 RCL 00 

021 SIN 

022 2 

023 * 
024 * 
025 Cl-IS 

026 Tl3= 

027 ARCL X 

028 AVIEW 

029 STOP 

030 RCL 00 

031 SIN 

032 x2 

033 T21= 

034 ARCL X 

035 AVIEW 

036 STOP 

037 RCL 00 

038 cos 
039 x2 

040 T22= 

041 ARCL X 

042 AVIEW 

043 STOP 

044 RCL 00 

045 cos 
046 RCL 00 

047 SIN 

048 2 

049 * 
050 * 
051 T23= 

052 ARCL X 

053 AVIEW 

054 STOP 

055 RCL 00 

056 cos 
057 RCL 00 

058 SIN 

059 * 
060 T31= 

061 ARCL X 

062 AVIEW 

063 STOP 



064 RCL 00 

065 cos 

066 RCL 00 

067 SIN 

068 * 
069 CHS 

070 T32= 

071 ARCL X 

072 AVIEW 

073 STOP 

074 RCI, 00 

075 SIN 

076 x2 

077 CHS 

078 RCL 00 

079 cos 

080 x2 

081 + 

082 T33= 

083 l\RCL X 

084 AVIEW 

085 STOP 

086 END 

010 STO 02 

011 RCL 01 

012 RCL 02 

013 / 

014 N= 

015 ARCL X 

016 AVIEJA 

017 STOP 

018 r;•ro 03 

019 RCL 00 

020 1 

021 + 

022 2 

023 * 
024 RCL 02 

025 X<>Y 

026 / 

027 GN= 

028 ARCL X 

029 l\VIEW 

030 STOP 

031 STO 04 

032 RCL 02 

033 / 

034 M=: 

001 LBL M'l'X-dN 035 ARCL X 

002 vN=? 036 AVIEW 

003 PROMPT 037 S'l'OP 

004 STO 00 038 STO 05 

005 EN=? 

006 PROMPT 

007 STO 01 

008 eN""? 

009 PROMPT 

039 RCL 00 

040 Y. 2 

041 RCL 03 

042 * 

043 CHS 
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044 1 

045 + 

046 RCL 03 

047 X<>Y 

048 / 

049 STO 06 

050 RCI, 03 

051 RCL 06 

052 * 
053 dll= 

054 ARCL X 

055 AVIEW 

056 STOP 

057 RCL 00 

058 HCL 03 

059 * 
060 RCL 06 

061 * 
062 dl2= 

063 ARCL X 

064 AVIEW 

065 STOP 

066 o 
067 dl3= 

068 ARCL X 

069 AVIEW 

070 STOP 

071 RCL 00 

072 RCL 03 

073 * 

074 RCL 06 

075 * 

076 d2l= 

077 ARCL X 

078 AVIEW 

079 STOP 

080 RCL 06 

081 1 

082 * 
083 d22= 

084 ARCL X 

085 AVIEW 

086 STOP 

087 o 
088 d23= 

089 ARCL X 

090 AVIEW 

091 STOP 

092 o 
093 d31= 

094 ARCL X 

095 AVIEW 

096 STOP 

097 o 
098 d32= 

099 ARCL X 

100 IWIEW 

101 STOP 

102 RCI, 00 

103 x2 

104 RCL 03 

105 * 
106 CHS 

107 1 

108 + 

109 RCL 05 

110 * 
111 RCL 06 



112 * 
113 d33= 

114 ARCL X 

115 AVIEW 

116 STOP 

117 END 

026 T33=? 

027 PROMPT 

028 STO 08 

029 dll=? 

030 PROMPT 

031 STO 09 

032 dl2=? 

033 PRPMPT 

001 LBL MTX-DN 034 STO 10 

002 Tll=? 035 dl3=? 

003 PROMPT 03G PROMPT 

004 STO 00 037 STO 11 

005 T12=7 

006 PROMP'l' 

007 STO 01 

008 Tl3=? 

009 PROMPT 

010 S'l'O 02 

011 '1'21=? 

012 PROMP'I' 

013 STO 03 

014 T22=? 

OlS PROMPT 

016 STO 04 

017 T23=? 

018 PROMPT 

019 STO OS 

020 T31=? 

021 PROMPT 

022 STO 06 

023 T32=? 

024 PROMPT 

02S STO 07 

038 d21=7 

039 PROMPT 

040 STO 12 

041 d22=? 

042 PROMP'l' 

043 STO 13 

044 d23=7 

045 PHOMPT 

046 S'l'O 14 

047 d31=? 

048 PROMPT 

049 STO lS 

050 d32=? 

051 PROMPT 

.Q52 STO 16 

OS3 d33=? 

OS4 PROMPT 

055 STO 17 

OS6 RCL 00 

057 RCL 09 

058 * 

-88-

059 RCL 01 

060 RCL 12 

061 * 
062 + 

063 RCL 02 

064 RCL 15 

065 * 
066 + 

067 STO 18 

068 RCL 00 

069 RCL 10 

070 * 
071 RCL 01 

072 RCL 13 

073 * 
074 + 

07S RCL 02 

076 RCL 16 

077 * 
078 + 

079 STO 19 

080 RCL 00 

081 RCI, 11 

082 * 

083 RCL 01 

084 RCL 14 

085 * 
086 + 

087 RCL 02 

088 RCL 17 

089 * 
090 + 

091 STO 20 

092 RCL 03 

093 RCL 09 

094 * 
095 RCL 04 

096 RCL 12 

097 * 
098 + 

099 RCL 05 

100 RCL 15 

101 * 
102 + 

103 STO 21 

104 RCL 03 

1os Rcr, 10 

106 * 
107 RCL 04 

108 RCL 13 

109 * 
110 + 

111 RCL OS 

112 RCL 16 

113 * 
114 + 

115 STO 22 

116 RCL 03 

117 RCL 11 

118 * 
119 RCL 04 

120 RCL 14 

121 * 
122 + 

123 RCL OS 

124 RCL 17 



125 * 
126 + 

127 STO 23 

128 RCL 06 

129 RCL 09 

130 * 
131 RCL 07 

132 RCL 12 

133 * 
134 + 

135 RCL 08 

136 RCL 15 

137 * 
138 + 

139 S'l'O 24 

140 RCL 06 

141 RCL 10 

142 * 
143 RCL 07 

144 RCL 13 

145 * 
146 + 

147 RCL 08 

148 RCL 16 

149 * 
150 + 

151 STO 25 

152 RCL 06 

153 RCL 11 

154 * 
155 RCL 07 

156 RCL 14 

157 * 

158 + 

159 RCL 08 

160 RCL 17 

161 * 
162 + 

163 STO 26 

164 TTll=? 

165 PROMPT 

166 STO 27 

167 TT12=? 

168 PROMPT 

169 s·ro 28 

170 TT13=7 

171 PROMP'I' 

172 STO 29 

173 TT21=? 

174 PROMPT 

175 s·ro #) 

176 TT22=7 

177 PROMP'f 

178 STO 31 

179 TT23=7 

180 PROMPT 

181 STO 32 

182 TT31=? 

183 PROMPT 

184 STO 33 

185 TT32=? 

186 PROMPT 

187 STO 34 

188 T'r33=? 

189 PROMPT 

190 STO 35 
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191 RCL 18 

192 RCL 27 

193 * 
194 RCL 19 

195 RCL 30 

196 * 
197 + 

198 RCL 20 

199 RCL 33 

200 * 
201 + 

202 Dll= 

203 ARCL X 

204 AVIEW 

205 STOP 

206 RCL 18 

207 RCL 28 

208 * 
209 RCL 19 

210 RCL 31 

211 * 
212 + 

213 RCL 20 

214 RCL 34 

215 * 
216 + 

217 D12= 

218 ARCL X 

219 AVIEW 

220 STOP 

221 RCL 18 

222 RCL 29 

223 * 

224 RCL 19 

225 RCL 32 

226 * 
227 + 

228 RCL 20 

229 RCL 35 

230 * 
231 + 

232 Dl3= 

233 ARCL X 

234 AVIEW 

235 STOP 

236 RCL 21 

237 RCL 27 

238 * 
239 RCL 22 

240 RCL 30 

241 * 
242 + 

243 RCL 23 

244 RCL 33 

245 * 
246 + 

247 D21= 

248 ARCL X 

249 AVIEW 

250 STOP 

251 RCL 21 

252 RCL 28 

253 * 
254 RCL 22 

255 RCL 31 

256 * 
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257 + 290 * 323 ARCL X 

258 RCL 23 291 + 324 AVIEW 

259 RCL 34 292 031= 325 STOP 

260 * 293 ARCL X 326 END 

261 + 294 AVIEW 

262 022= 295 STOP 

263 ARCL X 296 RCL 24 

264 AVIEW 297 RCL 28 

265 STOP 298 * 
266 RCL 21 299 RCL 25 

267 RCL 29 300 RCL 31 

268 * 301 * 
269 RCL 22 302 + 

270 RCL 32 303 RCL 26 

271 * 304 RCL 34 

272 + 305 * 
273 RCL 23 306 + 

274 RCL 35 307 032= 

275 * 308 ARCL X 

276 + 309 AVIEW 

277 023= 310 STOP 

278 ARCL X 311 RCL 24 

279 AVIEW 312 RCL 29 

280 STOP 313 * 
281 RCL 24 314 RCL 25 

282 RCI, 27 315 RCL 32 

283 * 316 * 
284 RCL 25 317 + 

285 RCL 30 318 RCL 26 

286 * 319 RCL 35 

287 + 320 * 
288 RCL 26 321 + 
289 RCL 33 322 D33= 
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Listado de el segundo paquete. 

001 LBL MTX-K 033 PROMPT 065 D21=? 

002 BTll=? 034 STO 10 066 PROMPT 

003 PROMPT 

004 STO 00 

005 B'l'l>? 

OOG PROMPT 

007 STO 01 

ooe l3'rl3"-'? 

009 PROMPT 

010 STO 02 

011 BT21=? 

012 PROMPT 

013 STO 03 

014 13T22=? 

015 PROMFT 

016 S'l'O 04 

017 BT23=? 

018 PROHFT 

019 STO 05 

020 BT31=? 

021 PRO!-\PT 

022 STO 06 

023 BT3>? 

024 PROMFT 

025 STO 07 

026 BT33=? 

027 PROMPT 

028 S'l'O 08 

029 BT41=? 

030 PRa.lPT 

031 STO 09 

032 BT4~>=? 

035 BT43=? 

036 PROMPT 

037 S'l'O 11 

038 B'r51=? 

039 PROMP'l' 

040 S'l'O 12 

041 13'1'52=? 

042 PROMPT 

0'13 STO 13 

044 BT53=? 

045 PROMPT 

046 S'l'O 14 

047 BT61=? 

048 PROMPT 

049 S'l'O 15 

050 BT62=? 

051 PROMP'r 

052 STO 16 

053 BT63=? 

054 PROMPT 

055 STO 17 

056 Dll=? 

057 PROMPT 

058 STO 18 

059 012=? 

060 PROMPT 

061 STO 19 

062 013=? 

063 PROMPT 

064 STO 20 

067 STO 21 

068 022=? 

069 PROMPT 

070 STO 22 

071 023=? 

072 PROMPT 

073 STO 23 

074 031=? 

075 PROMPT 

076 STO 24 

077 032=? 

078 PROMP'l' 

079 S'l'O 25 

080 033=? 

081 PROMPT 

082 STO 26 

083 'l'A=? 

084 PROMPT 

085 STO 27 

086 RCL 06 

087 RCL 18 

088 * 
089 RCL 01 

090 RCL 21 

091 * 
092 + 

093 RCL 02 

094 RCL 24 

095 * 
096 + 

097 RCL 27 

098 • 

099 STO 28 

100 RCL 00 

101 RCL 19 

102 * 
1.03 RCL 01 

104 RCL 22 

105 * 
106 + 

107 RCL 02 

108 RCL 25 

109 * 
110 + 

111 RCL 27 

112 * 
113 STO 29 

114 RCL 00 

115 RCL 20 

ll6 * 
117 RCL 01 

118 RCL 23 

119 * 
120 + 

121 RCI, 02 

122 RCL 26 

123 * 
124 + 

125 RCL 27 

126 * 
127 STO 30 

128 RCL 03 



129 RCL 18 

130 * 
131 RCL 04 

132 RCL 21 

133 * 
134 + 

135 RCL 05 

136 RCL 24 

137 * 
138 + 

139 RCL 27 

140 * 
141 STO 31 

142 RCL 03 

143 RCL 19 

144 * 
145 RCL 04 

146 Rcr, 22 

147 * 
148 + 

149 RCL 05 

150 RCL 25 

151 * 
152 + 

153 RCL 27 

154 * 
155 STO 32 

156 RCL 03 

157 RCL 20 

158 * 
159 RCL 04 

160 RCL 23 

161 * 

162 + 

163 RCL 05 

164 RCL 26 

165 * 
166 + 

167 RCL 27 

168 * 
169 STO 33 

170 RCL 06 

111 Rcr, 10 

172 * 
173 ,RCL 07 

1 74 RCL 21 

175 * 
176 + 

177 RCL 08 

178 RCI, 24 

179 * 
180 + 

181 RCL 27 

182 * 
183 STO 34 

184 RCL 06 

185 RCL 19 

186 * 
187 RCL 07 

188 RCL 22 

189 * 
190 + 

191 RCL 08 

192 RCL 25 

193 * 
194 + 
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195 RCL 27 

196 * 
197 STO 35 

198 RCL 06 

199 RCL 20 

200 * 
201 RCL 07 

202 RCL 23 

203 * 
204 + 

205 RCL 08 

206 RCL 26 

207 * 
208 + 

209 RCL 27 

210 * 
211 S'l'O 36 

212 RCI, 09 

213 RCL 18 

214 * 
215 RCL 10 

216 RCL 21 

217 * 
218 + 

219 RCL 11 

220 RCL 24 

221 * 
222 + 

223 RCL 27 

224 * 
225 STO 37 

226 RCL 09 

227 RCL 19 

228 * 
229 RCL 10 

230 RCL 22 

231 * 
232 + 

233 RCL 11 

234 RCL 25 

235 * 
236 + 

237 RCL 27 

238 * 
239 STO 38 

240 RCL 09 

241 RCL 20 

242 * 

243 RCL 10 

244 RCL 23 

245 * 
246 + 

247 RCL 11 

248 RCL 26 

249 * 
250 + 

251 RCL 27 

252 * 
253 STO 39 

254 RCL 12 

255 RCL 18 

256 * 
257 RCL 13 

258 RCL 21 

259 * 
260 + 



· 261 RCL 14 

262 RCL 24 

263 * 
264 + 

265 RCL 27 

266 * 
267 STO 40 

268 RCL 12 

269 HCL 19 

270 * 
271 RCL 13 

272 RCL 22 

273 * 
274 + 

275 RCL 14 

276 RGL 25 

277 * 
278 + 

279 RCL 27 

280 * 
281 STO 41 

282 RCL 12 

283 RCL 20 

284 * 
285 RCL 13 

286 RCL 23 

287 * 
288 + 

289 RCL 14 

290 RCL 26 

291 * 
292 + 

293 RCL 27 

294 * 
295 STO 42 

296 RCL 15 

297 RCL 18 

298 * 
299 RCL 16 

300 RCL 21 

301 * 
302 + 

303 RCL 17 

304 RCL 24 

305 * 
306 + 

307 RCL 27 

308 * 
309 STO 43 

310 RCL 15 

311 RCL 19 

312 * 
313 RCL 16 

314 RCL 22 

315 * 
316 + 

317 RCL 17 

318 RCL 25 

319 * 
320 + 

321 RCL 27 

322 * 
323 STO 44 

324 RCL 15 

325 RCL 20 

326 * 
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32 7 RCL 16 

328 RCL 23 

329 * 
330 + 

331 RCL 17 

332 RCL 26 

333 * 
334 + 

335 RCL 27 

336 * 
337 STO 45 

338 RCL 28 

339 RCL 00 

340 * 
341 RCL 29 

342 RCL 01 

343 * 
344 + 

345 RCL 30 

346 RCL 02 

347 * 
348 + 

349 Kll= 

350 ARCL X 

351 AVIEW 

352 STOP 

353 STO 46 

354 RCL 28 

355 RCL 03 

356 * 
357 RCL 29 

358 RCL 04 

359 * 

360 + 

361 RCL 30 

362 RCL 05 

363 * 
364 + 

365 K12= 

366 ARCL X 

367 AVIEW 

368 S'I'OP 

369 STO 47 

370 RCL 28 

371 RCL 06 

372 * 
373 RCL 29 

374 RCL 07 

375 * 
376 + 
377 RCL 30 

378 RCL 08 

379 * 
380 + 

381 Kl3= 

382 ARCL X 

383 AVIEW 

384 STOP 

385 STO 48 

386 RCI, 28 

387 RCL 09 

388 * 
389 RCL 29 

390 RCL 10 

391 * 
392 + 



393 RCL 30 

394 RCL 11 

395 * 
396 + 

397 K14= 

398 ARCL X 

399 AVIEW 

400 STOP 

401 s·ro 49 

402 RCL 28 

403 RCL 12 

404 * 
405 RCL 29 

406 RCL 13 

407 * 
408 + 

409 RCL 30 

410 RCL 14 

411 * 
412 + 

413 Kl5= 

414 ARCL X 

415 AVIEW 

416 STOP 

417 STO 50 

418 RCL 28 

419 RCL 15 

420 * 
421 RCL 29 

422 RCL 16 

423 * 
424 + 

425 RCL 30 

426 RCL 17 

427 * 
428 + 

429 K16= 

43G ARCL X 

431 AVIEW 

432 STOP 

433 STO 51 

434 RCL 31 

435 RCL 00 

436 * 
437 RCL 32 

438 RCL 01 

439 * 
440 + 

441 RCL 33 

442 RCL 02 

443 * 
444 + 

445 K21= 

446 ARCL X 

447 AVIEW 

448 STOP 

449 STO 52 

450 RCL 31 

451 RCL 03 

452 * 
453 RCL 32 

454 RCL 04 

455 * 
456 + 

457 RCL 33 

458 RCL 05 

-94-

459 * 
460 + 

461 K22= 

462 ARCL X 

463 AVIEW 

464 STOP 

465 STO 53 

466 RCL 31 

467 RCL 06 

468 * 
469 RCL 32 

470 RCL 07 

471 * 
472 + 

473 RCL 33 

474 RCL 08 

475 * 
476 + 

477 K23= 

478 ARCL X 

479 AVIEW 

480 STOP 

481 STO 54 

482 RCL 31 

483 RCL 09 

484 * 
485 RCL 32 

486 RCL 10 

487 * 
488 + 

489 RCL 33 

490 RCI, 11 

491 * 

492 + 

493 K24= 

494 ARCL X 

495 AVIEW 

496 STOP 

497 STO 55 

498 RCL 31 

499 RCL 12 

500 * 
501 RCL 32 

502 RCL 13 

503 * 
504 + 

505 RCL 33 

506 RCL 14 

507 * 
508 + 

509 K25= 

510 ARCL X 

51.1 AVIEW 

512 STOP 

513 STO 56 

514 RCL 31 

515 RCL 15 

516 * 
517 RCL 32 

518 RCL 16 

519 * 
520 + 

521 RCL 33 

522 RCL 17 

523 * 
524 + 



525 K26= 

526 ARCL X 

527 AVIEW 

528 STOP 

529 STO 57 

530 RCL 34 

531 RCL 00 

532 * 
533 RCL 35 

534 RCL 01 

535 * 
536 + 

537 RCL 36 

538 RCL 02 

539 * 
540 + 

541 K31= 

542 ARCL X 

543 AVIEW 

544 STOP 

545 STO 58 

546 RCL 34 

547 RCL 03 

548 * 
549 RCL 35 

550 RCL 04 

551 * 
552 + 

553 RCL 36 

554 RCL 05 

555 * 
556 + 

557 K32= 

558 ARCL X 

559 AVIEW 

560 STOP 

561 STO 59 

562 RCL 34 

563 RCL 06 

564 * 
565 RCL 35 

566 RCL 07 

567 * 
568 + 

569 RCL 36 

570 RCL 08 

571 * 
572 + 

573 K33= 

574 ARCL X 

575 AVJEW 

576 STOP 

577 STO 60 

578 RCL 34 

579 RCL 09 

580 * 
581 RCL 35 

582 RCL 10 

583 * 
584 + 

585 RCL 36 

586 RCL 11 

587 * 
588 + 

589 K34= 

590 ARCL X 
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591 AVIEW 

592 STOP 

593 STO 61 

594 RCL 34 

595 RCL 12 

596 * 
597 RCL 35 

598 RCL 13 

599 * 
600 + 

601 RCL 36 

602 RCL 14 

603 * 
604 + 

605 K35= 

606 ARCL X 

607 AVIEW 

608 STOP 

609 STO 62 

610 RCL 34 

611 HCL 1% 

612 * 
613 RCL 35 

614 RCL 16 

615 * 
616 + 

617 RCL 36 

618 RCL 17 

619 * 
620 + 

621 K36= 

622 ARCL X 

623 AVIEW 

624 STOP 

625 STO 63 

626 RCL 37 

627 RCL 00 

628 * 
629 RCL 38 

630 RCL 01 

631 * 
632 + 

633 RCL 39 

634 RCL 02 

635 * 
636 + 

637 K41= 

638 ARCL X 

639 AVIEW 

640 S'l'OP 

641 S'l'O 64 

642 RCL 37 

643 RCL 03 

644 * 

645 RCL 38 

646 RCL 04 

647 * 
648 + 

649 RCL 39 

650 RCL 05 

651 * 
652 + 

653 K42= 

654 ARCL X 

655 AVIEW 

656 STOP 



G57 STO 65 

658 RCL 37 

659 RCL 06 

660 * 
f,61 RCL 38 

662 RCL 07 

663 * 
G64 + 

665 RCL 39 

666 RCL 08 

667 * 
668 + 

669 K43= 

670 ARCL X 

671 AVIEW 

672 STOP 

673 STO GG 

674 RCL 37 

675 RCL09 

676 * 
677 RCL 38 

678 HCL 10 

679 * 

680 + 

681 RCL 39 

682 RCL 11 

683 * 
684 + 

685 K44= 

686 ARCL X 

687 AVIEW 

688 STOP 

699 STO 67 

690 RCL 37 

691 RCL 12 

692 * 
693 RCL 38 

694 RCL 13 

695 * 
696 + 

697 RCL 39 

698 RCL 14 

699 * 
700 + 

701 K45: 

702 ARCL X 

703 AVIEW 

704 STOP 

705 STO 68 

706 RCL 37 

707 RCL 15 

708 * 
709 HCL 38 

710 RCL 16 

711 * 
712 + 

713 RCL 38 

714 RCL 17 

715 * 
716 + 

717 K46= 

718 ARCL X 

719 AVIEW 

720 STOP 

721 STO 69 

722 RCL 40 
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723 RCL 00 

724 * 
725 RCL 41 

726 RCL 01 

727 * 
728 + 

729 RCL 42 

730 RCL 02 

731 * 
732 + 

733 K 51= 

734 ARCL X 

735 AVIEW 

736 STOP 

737 STO 70 

738 RCL 40 

739 RCL 03 

740 * 
741 RCL 41 

742 RCL 04 

743 * 
744 + 

745 RCL 42 

746 RCL 05 

747 * 
748 + 

749 K52= 

750 ARCL X 

751 AVIEW 

752 STOP 

753 STO 71 

754 RCL 40 

755 RCL 06 

756 * 
757 RCL 41 

758 RCL 07 

759 * 
760 + 

761 RCL 42 

762 RCL 08 

763 * 
764 + 

765 K53= 

766 ARCL x 

767 AVIEW 

768 STOP 

769 STO 72 

770 RCL 40 

771 RCL 09 

772 * 
773 RCL 41 

774 RCL 10 

775 * 
776 + 

777 RCL 42 

778 RCL 11 

779 * 
780 + 

781 K54= 

782 l\RCL X 

783 AVIEW 

784 STOP 

785 STO 73 

786 RCL 40 

787 RCL 12 

788 * 



789 RCL 41 

790 RCL 13 

791 * 
792 + 

7')3 RCL 42 

794 RCL 14 

795 * 
7% + 

797 K55= 

798 ARCL X 

799 l\VIEW 

800 STOP 

801 STO 74 

802 RCL 40 

803 RCL 15 

804 * 
805 RCL 41 

806 RCL 16 

807 * 
808 + 

809 RCL 42 

810 RCL 17 

811 * 
812 + 

813 K56= 

814 ARCL X 

815 AVIEW 

816 STOP 

817 STO 75 

818 RCL 43 

819 RCL 00 

820 * 
821 RCL 44 

822 RCL 01 

823 * 
824 + 

825 RCL 45 

826 RCL 02 

827 * 
828 + 

829 K61= 

830 ARCL X 

831 AVIEW 

832 STOP 

833 STO 76 

834 ECL 43 

835 RCL 03 

836 * 
837 RCL 44 

838 RCI. 04 

839 * 
840 + 

841 RCI, 45 

842 RCI, 05 

843 * 
844 + 

845 K62= 

846 ARCL X 

847 AVIEW 

848 STOP 

849 STO 77 

850 RCL 43 

851 RCL 06 

852 * 
853 RCL 44 

854 RCL 07 
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855 * 
856 + 

857 RCL 45 

858 RCL 08 

859 * 
860 + 

861 K63= 

862 ARCL X 

863 AVIEW 

864 STOP 

865 STO 78 

866 RCL 43 

867 RCL 09 

868 * 
869 RCL 44 

870 RCL 10 

871 * 
872 + 

873 RCL 45 

874 RCL 11 

875 * 
876 + 

877 K64= 

878 ARCL X 

879 AVIEW 

880 STOP 

881 STO 79 

882 RCt. 43 

883 RCL 12 

884 * 
885 RCL 44 

886 RCI, 13 

887 * 

888 + 

889 RCL 45 

890 RCL 14 

891 "' 

892 + 

893 K65= 

894 ARCL X 

895 AVIEW 

896 STOP 

897 S'rO 80 

898 RCL 43 

899 RCL 15 

900 * 
901 RCL 44 

902 RCL 16 

903 * 
904 + 

905 RCL 45 

906 RCL 17 

907 * 
908 + 

909 K66= 

910 ARCL X 

911 AVIEW 

912 S'I'OP 

913 STO 81 

914 END 
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A. III. APENDICE THES. RESUMEN DE FORMULAS. 

****************************************** 

En este apéndice se resumen las fórmulas más utilizadas en la 

solución de problemas mediante el uso del Método del Elemento Finito; se 

dan las fórmulas de los tres casos estudiados. 

Para la obtención del área de un triángulo se emplea: 

l. o X. Y, 
1 1 

2/',. 1.0 X. Y. ..• (A.III.l.) 
J J 

1.0 X y 
m m 

Los coeficientes, que son función de los c!esplazamientos noda 

les están dados por: 

a. (X.Y )-(X y.) b. Y.-Y c. X -X. 
l J m m J l J m l m J 

ª· (X.Y )- (X y.) b. y -Y. c. x.-x ••• (A.III.2.) 
J l m m l J m l J l m 

a (X.Y .)-(X.Y.) b Y.-Y. e x.-x. 
m 1 J J l m l J m J 1 

La matriz de función de forma de deformaciones es: 

Y.-Y o.o y -Y. o.o Y.-Y. o.o 
J m m l. l. J 

1 o.o X -X. o.o x.-x o.o x.-x. ••• (A.III.3.) B= -
- 2ó. m J l. m J l. 

X -x. y -Y x.-x y -Y. x.-x. y. -Y. 
m J j m l. m m l J l. 1 J 

La matriz de rigidez elástica en un material homogéneo es la 

siguiente: 

E 
D = --2 
- 1-v 

1.0 

\) 

o.o 

V 

1.0 

o.o 

o.o 

o.o 

1-v 
2 

..• (A.III.4.) 
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La matriz de rigidez global del elemento está dada por: 

Ke = BTD Betll ••• (A. III. 5.) 

La matriz de transformación de coordenadas viene dada por: 

senBcosB 

sen2 8 

cos 2 8 

-senBcosB 

-2sen8cos8 

2sen8cos8 

cos 2 B-sen 2 B 

.•• (A.III.6.) 

La matriz de rigidez elástica segun la estratigrafía en los 

materiales heterogéneos y .:rnisótropos es: 

n nv! o.o 

Q! 
E' 

nV! l.O o.o ••• (A.III.7.) 
(1-n(\'il 2 1 

m[l-n (vi) 2
] o.o o.o 

Para obtener la matriz de rigides elástica en los ejes prin-­

cipales, se emplea la siguiente fórmula. 

D = T D'TT ... (A.III.8.) 
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