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I. INTRODUCCION.
AAARKARRRAARRNKK

El presente trabajo muestra los casos ma3s utilizados en la 50
lucién de problemas mediante el uso del Método del Elemento Finito.

El capitulo II trata los medios homogéneos. En este capitulo
se desglosan los 8 pasos bdsicos para la solucidn de problemas estdticos,
se dan las demostraciones de las fdrmulas mds empleadas y una explicacidn
de algunas consideraciones tedricas de importancia, tales como el concep-
to de trabajo virtual, el de trabajo especifico de deformacidén, entre o--
tros. Asi mismo se analiza el caso dindmico, en el cual se emplean méto--
dos de aproximacidn para conocer los desplazamientos nodales, se estudian
los tres elementos de un sistema vibratorio, para la obtencién de la ma--
triz de masa consistente se recurre a el principio de D'alambert.

El capitulo IIT trata el caso de medios heterogéneos y anisd--
tropos, aqui se siguen los mismos pasos bdsicos que en el capltulo IT en
el caso estadtico, solo se presenta un cambio en el cuarto paso. Se lleva a
cabo la demostracidn de la matriz de transformacidon.

El capitulo IV presenta las aplicaciones de los dos capltulos
anteriores madiante la solucidén de ejemplos sencillos, en los cuales se
observa primordialmente el manejo de las ecuaciones involucradas y el com
portamiento fisico de los materiales ensallados.

En el capitulo V se hacen algunos comentarios sobre el Método
del Elemento Finito, y de los resultados de los ejemplos planteados.

El1 apéndice uno, utiliza un enfoque tensorial ( notacidn sub-
indice ) en la demostracién de la matriz de transformacién de coordenadas.

El apéndice dos proporciona el listado del programa para la HP
41C. El programa es Gnicamente para el caso estdtico.

Dentro del apéndice tres se resumen las férmulas mis empleadas
en la solucifn de problemas mediante el uso del Método del Elemento Fini-

to.



1.1. Conceptos Bisicos.

Los conceptos basicos del Método del Elemento Finito, no son
nuevos; el principio de discretizacién ha sido muy utilizado en muchas y
diversas formas por la humanidad através del tiempo.

Es posible que el primer intento del hombre de discretizacidn
fue el de dividir la materia del universo en cinco partes bdsicas o fun-
damentales, las cuales son: El aire, el agua, la tierra, el fuego y el
cielo; otro ejemplo de discretizacidn, lo constituye el llamado sistema
coordenado de localizacidn, dado por una subdivisidn del globo terriqueo.

1.2. Proceso de Discretizacién.

La discretizacidn implica la aproximacién del sistema continuo
real. En el proceso de discretizacién se emplean subdivisiones. La sub--
divisidn, es el dividir una figura cualquiera en otras ( de geometria co-
nocida ) mis pequefias. con el fin de acercarnos a la solucidn real; por e
jemplo, si tenemos una circunferencia y conocemos su area, podemos colo--
car poligonos circunscritos, y sabemos que mientras mds lados tenga el po
ligono, ¢l drea de este se acerca cada vez mis al Area real, en otras pa-
labras, existe convergencia. Por otro lado podemos decir que el error co-

metido disminuye cuanto mayor es el niimero de subdivisiones.
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II. MEDIOS HOMOGENEOQS.
khhhhdkhkhkhhhkkhdkdkhhkhhin

2.1, Pasos bisicos para el Método del Elemento Finito en me~-

dios homogéneos.

Las formulaciones y aplicaciones del Método del Elemento Fini
to estdn contenidos en 8 pasos bdsicos. La Ingenieria se interesa por va
luar efectos tales como: Deformaciones, esfuerzes, fluidos a presién etc,
causados por fuerzas tales como: Presiones, aplicacidn de cargas etc.

La forma de la distribucidn de los diferentes efectos en un
cuerpo, depende de las caracteristicas del sistema de fuerzas, asi como
también de las caracteristicas del cuerpo mismo.

Podemos afirmar que la obtencidn de las deformaciones es en
muchos casos, bastante problemitica si utilizamos métodos convencionales;
para solucionar esto hacemos uso del Método del Elemento Finito, que di-
vide al cuerpo en un nimero determinado de pequefios componentes, llama--
dos elementos finitos. Estos pequefios elementos, son mucho mas ficiles

de estudiar gque al cuerpo entero.

2.1.1. Primer paso. Discretizacién y configuracién de los e-

lementos elegidos.

Dividimos a el cuerpo en un niimero conveniente de pequehos
segmentos llamados elementos finitos. Las intersecciones de los lados de
los elementos, son les puntos nodales, el espacio entre los nodos le
llamaremos lineas nodales ( figura l-a ). Algunas veces requerimos intro
ducir un punto a lo largo de las lineas nodales, llamado punto nodal adi
cional { figura 1-b ). El nimero y el tamafio de los elementos a elegir
depende del tipo de elemento a utilizar, y esto a su vez depende de si
trabajamos en una, dos o tres dimensiones; asl para una dimensidn usamos
una linea recta, para dos dimensicnes tendremos tridngulos o cuadrilite-

Yos ara tres dimensiones tenemos, poligonos en el espacio ( figura 2 ).
g P
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Debemocs sin embargo tener cuidado en los casos de limites

irregulares, para que la aproximacidn sea satisfactoria ( figura 3 ).

Punto nodal

adicional.
Punto nodal
principal.
Linea nodal. Punto nodal. X
Elemento finito.
Figura 1
|
N
//
79“ 5 =7
Elemento lineal. q 4 v
Elenento
Elemento Elemento hexaédrico.

cuadrilatero. triangular.

Figura 2



Cuerpo original. Cuerpo discretizado.

Figura 3

2.1.2. Segundo paso. Seleccidn de el método de la funcién de

aproximacién.

Una vez seleccionada la figura a utilizar, podemos conocer
los desplazamientos y/o deformaciones de el cuerpo. El punto nodal del
elemento nos permite escribir la funcidén matemitica m3s adecuada para
describir el fendmeno. La funcidn mis utilizada es una funcidn polino---
mial, por lo sencillo de esta, ademis de simplificar las formulaciones
del Método del Elemento Finito. Por ejemplo una funcidn de interpolacidn

polinomial esta expresada por:

y o= Nlu1 + Nz“z + N3u3 + ... + N 1

m'm
en donde:
My, M2, M3, ... ¥,  son los valores desconocidos.
Nyw Npw Ngv woe /N 65 1a funcibn de interpolacién.

El grado de libertad se puede definir como un desplazamiento
independiente que ocurre en el punto nodal. Para una dimensién, solo te-

nemos una forma libre de desplazamiento para cada punto; esto es en cada
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punto tenemos un grado de libertad. Para dos dimensiones, los desplaza--
mientos o deformaciones, pueden ocurrir solo dentro de el plano de el
cuerpa, por esto el punto nodal solo tiene dos formas independientes o
libres de desplazamiento; esto es en cada punto tenemos dos grados de 1i

bertad.

2.1.3, Tercer paso. Definicidn de las relaciones de Deforma--

¢idn Unitaria - Desplazamiento, y Esfuerzo ~ Deformacidn Unitaria.

Para saber qué principio utilizar al derivar las ecuaciones
del elemento debemos definir ciertas cantidades, tales que estas canti
dades se parescan en un principio.

Para problemas de Esfuerzo - Deformacién; la deformacidn uni-
taria es la cantidad parecida. En el caso de que la deformacidn ocurra
solo en una direccibn, podemos decir que la deformacidn unitaria es pe—-

quz2fia, y estd dada por:

Frecuentemente requerimos agregar una cantidad adicional al
problema de deformacidn unitaria; esta cantidad es el esfuerzo. Con lo
cual obtenemos la ley Esfuerzo - Dformacidn Unitaria, esta es una ley
constitutiva que describe las respuestas de un sistema, debido a la apli
cacidon de una fuerza; ademds esta ley es una parte escencial en el andli

sis de Elemento Finito.

2.1.4. Cuarto paso. Derivacidén de las ecuaciones de el elemen

to.

Para el uso de los principios y de las leyes, obtendremos
ecuaciones que gobiernen el comportamiento de el elemento. La ecuacidn
asi obtenida, en términos generales se puede utilizar para todos los ele
mentos del cuerpo discretizado.

El nimero de alternativas es posible por la derivacidén de las
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ecuaciones de los elementos. Dos de los métodos mis comunmente utiliza--
dos son el Método de la Energia y los Métodos Residuales.

El Mé8todo de los Residuos Cargados, est3 basado en la minimi-
zacion del residual, que antes de tener una aproximacidn o una solu---
cidén tentativa es sustituido dentro de la ecuacidn diferencial que rige
¢l problema.

El M&todo de la Energia es una de las mejores alternativas en
la formulacién del Método del Elemento Finito; este procedimiento re
guiere muy buenos conocimientos del Cdlculo Variacional, y estd basado
en hallar condiciones concecuentes de los cuerpos con valores estaciona-
rios de cantidades escalares para cuerpos cargados.

El uso de cualquiera de los dos métodos nos lleva a ecuacio~--
nes que describen el comportamiento del elemento; nosotros haremos uso

del Método de la Energia, con el cual obtendremos la siguiente expre--

sién.

Ké&=1f ... IIL.1.
donde:

K: Matriz propia del elemento, esto es de las caracteristicas del
elemento.

6: Vector de los valores nodales desconocidos.
£: Vector de los parémetros de fuerza en el elemento,
Para establecer el equilibrio entre las fuerzas nodales y los
esfuerzos actuantes, lo hacemos imponiendo un desplazamiento virtual a
los nodos, e igualando el trabajo exterior realizado por las fuerzas no-
dales al que se efectfia interiormente por los esfuerzos distribuidos du-
rante el desplazamiento.
Los desplazamientos y las deformaciones dentro del elemento

son respectivamente:

o
i
joe]
<
ol}
o

§ = N Sa®
Sy o= 2= 2.5 22047,

donde:
ége: Es un desplazamiento virtualr en los nodos.

Bl trabajo efectuado por las fuerzas nodales aplicadas gra---
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dualmente es igual a la mitad de la suma de los productos de los compo--
nentes de cada una de las fuerzas por sus correspondientes desplazamien-
tos,esto es:
18a8T g ... II,2,
Asi mismo el trabajo interno por unidad de volfimen efectuado

por las fuerzas y los esfuerzos es:

- N' h) ... 113,

(181

8.7 E- 480 h ;o 1saeT (87

donde:

: Vector de esfuerzos iniciales.

(183

h : Vector de fuerzas misicas.

Trabajo de deformacidn; es el trabajo almacenado en un cuerpo
eldstico, en el cual los puntos de aplicacidn de las fuerzas se despla--
zan; este sistema de fuerzas se aplica en forma gradual ( en incrementos
). Al desaparecer este sistema de fuerzas el cuerpo se recupera utilizan
do la energia almacenada.

ahora bien si le aplicamos a un cuerpo una carga P instantd--

neamente, el trabajo efectuado sera:

W = PA
donde:
P: Carxga.

A: Deformacién.

Si la carga es ahora aplicada gradualmente, desde cero hasta
P , y suponiendo vAlida la ley de Hooke, tendremos que la deformacidn es
directamente proporcional a la carga, luego entonces el trabajo desarro-

1lado por un incremento de carga es:
SW = PiéAi

y por la ley de Hooke tenemos:

L

Si de aqui hacemos la hipdtesis de que A,E y L son constantes,

sustituyendo e integrando tenemos que:



2
L L P
— gp = S
¥ ), fiT R 2
y como:
PL PA
A = AE W= > (ley de Clapeyron).

Por la ley de Clapeyron vemos que la energia de deformacidn
cuando la carga se aplica paulatihamente vale la mitad de la energia que
cuando la carga se aplica instantineamente.

Reemplazando valores obtenemos:

P = HA § = €L

Expresando el trabajo de deformaciSn en funcidn de los esfuer
20S:

= = At
W= EA o W= Ao

y considerandc un volmen unitario resulta:

te { expresidén que define el trabajo especifico de deforma--
.
cibdn ).
Si consideramos ahora un estado triaxial de esfuerzos; apli--~
cando el esfuerzo Ty aparecerd una deformacidn tx, y por la ley de Cla-- '

peyron, el trabajo especifico de deformacidn es:

wx = ‘}EXEX

andlogamente para Ey, Yy, I, tenemos respectivamente:

Wy = Eyay i Wz = 1Z,€,
De aqui tenemos que el trabajo especifico de deformacidn to--
tal resulta ser:
. T..
E y o= 4’ E
Esta 1ltima expresién es la que se emplea en la ecuacidn II.3.

W= d [ Ege, + pey o+

Ahora bien igualando el trabajo interno total con el trabajo

externo, nos queda:

AaeTg? = AaeT 5- BTE dvol - S’ NTh dvol
na i og v v
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y siendo vilida para cualquier desplazamiento:

[~}

¢ =, 8"z avor - { N avol
i v — -
donde:
gi: Fuerza nodal en el nudo i debido a la fuerza r en el elemento e,
Para una relacidn Esfuerzo - Deformacibén y siguiendo una ley

lineal la expresidn nos resulta:

e e e e
=Ka + r,
gJ. - - —i
donde:
e T
K = j B'D B dvol
— V—-——-—
Y

~
it
1

© J' ETE dvol - 5; Q?Q €9 dvol + J; E?EO dvol
donde los términos de el mienmbro derecho de la Gltima éxpresién son res
pectivamente: 1) Las fuerzas mésicas, 2) las deformaciones iniciales y
3) los esfuerzos iniciales.
La ecuacién II.l estd en forma general; para problemas especi

ficos de andlisis de esfuerzos, seria:

K: Matriz de rigidez del  elemento.

q: Vector de los desplazamientos nodales.

f: Vector de las fuerzas externas nodales.

La matriz de rigidez del elemento estd dada por la siguien-

te formula:
T

k= J))BDB U ax dy
donde t es el espesor del elemento, dado que trabajamos con una subdi-
visidn de elemento, podemos considerar a t como constante y dade que nin
guna de las matrices contienen a X o y, el resultado de la integracidn
queda asT:

K=2'D3 €
donde:

A: Es el Area de el tridngulo o elemento.

B: Es la matriz de funcidén de forma de deformaciones.
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D: Matriz de rigidez eldstica.

Desarrollo para la obtencidn de la matriz de funcién de forma

de deformaciones.

Sabemos que:

B = 1N
en donde:
L: Operador de deformaciones.
N: Funcidn de forma de desplazamientos.
Por otro lado tenemos a:
u=1INa;
u: Vector de desplazamientos en cualquier punto del elemento.

y asi:

Na® =[N, N, ... ] .. I1.4.

La funcién de forma N es una funcién de posicién, mientras
e . - .
que a estd en funcidn de los desplazamientos nodales.

Asl el vector desplazamiento viene dado por:

My ( x,v )

1
-
]
w

u, =
=i v ( x,y )

y el desplazamiento es:

a, = ... II.6.

con lo que las deformaciones en crualquier punto estan dadas
por:
€ =1lu .o IT.7.

y en concesuencia el vector deformacidn sera:

£E=8Ba ... 11.8.
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Por lo tanto lo siguiente queda demostrado:
B=LN

Ahora bien desarrollando la ecuacidn 1I.7. obtenemos:

- -
§
Ex % 0.0
- , = 8 ... 11.9,
E €y ; Lu 0.0 5 u 11.9
ny v
S8
oy 8x
e -
De la ecuacidén II.1l. tenemos:
us=ya‘

de aqui:

e
u—lINi,Nj,Nm]_a_

I Matriz unidad de 2x2.

u

le

v

Los desplazamientos horizontales y verticales estan dados por

las siguientes férmulas respectivamente.

1
= = + + +h.x + c, S
u -7 [( a; bix + ciy ) pi ( aj bjx cjy ) u] ]

1

Y =% [k a, +b.x+cy)v, +la.+bx+c,y)v, + ...]
i i i i 3 3 i 3

donde a, b y ¢, estdn en funcidn de la posicién del elemento, definido

asi
a, = XY - XY
=i im m j
b, =Y, - ¥
~i b m
c, = - X
-i n i

De manera andloga se definen los valores para j y m.
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Con lo cual resulta:

1
Ei = ( ai + bix + ciy ) Y .es I1.10.
3 T
1.0 0.0
N I= Ny
—-i = 0.0 .
* B a
- -
N,
Ei I= i 0.0
0.0 N,
L i
Haciendo el desarrollo completo tenemos:
Ni 0.0 Nj 0.0 Nm 0.0
¥=loo ~ 0.0 n 0.0 n | v It
i j m
De las ecuaciones II.9. y II.7. obtenemos el siguiente
ma:
[~ 7]
8
—_ 0.0
dx
N 0.0 N. 0.0 N 0.0
B=|o.0 & * ) m
- Sy {{0.0 N 0.0 N, 0.0 N
i 3j m
6 8
8y §x
realizando el producto matricial:
— -~
6N, &N, GNm
~—% 0.0 X 0.0 = o.0
$x Sx Sx
GNi SN, 6Nm
B =10.0 3’)‘/‘“ 0.0 ——1(5 0.0 S‘y—
ON, 8N, SN, SN, SN SN
o L 3 ) . m . m
Lfy dx Sy 8x Sy §x 1
y finalmente de la ecuacidn 1I1.10. obtenemos:
Y. -Y 0.0 Y -Y, 0.0 Y, -Y, 0.0
j om m i i3
B = %~ 0.0 X =X, 0.0 X, =X 0.0 X.-X,
- 2A m 3 1 m ]
X ~-X, Y . -Y X ~X Y -Y, X =X, Y,-Y,
moj i m i'm m i j i i
—

siste~
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Desarrollo para la obtencibén de la matriz de rigidez el&stica.
Basdndonos en la teorfa de la elasticidad:

Ee 3 % = Ee ; T = £-
x y y y xy ~ “Txy

La deformacidn en y dado un esfuerzo Ey esta dada por:

- X
3
Yy E
y en el otro sentido dado el mismo esfuerzo:
e o € = -ve
Xy E Xy
Visto de esta forma, las deformaciones estin dadas por:
=Xy X I1.12.
zy = p .o
By :y
= — - = ... IT.13.
T F E

En funcidn de esfuerzos efectivos resulta:

»

®

Eo=E = VE ... IT.14.
X Yy

*

E o= E = VE .. IT.15.
X

Escritas de otra forma:

{x1

E . 2

= Eg - VEg
X y

»

% = Ee - vEe

<
v
=

~

despejamos de la ecuacidn 1I.14. a g,

% =[a +¥§]E
X X E vy

sustituyendo este Gltimo valor en la ecuacidn II.12.

1 Vo
\ B [fx + B u;] B
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E € + ve = E 1-v?
y X Y
2 = B
5y 1-u2 [\)Ex + Ey] oo 1I.16.

anilogamente en el sentido x tenemos:

11
=
1]
=
1
m
X
+
Hlc
—
13
<
Ny
<
=
x
+
™
=

-

X 1-v

1]
|
[}
o
o
=
+
<
M
L<
—_———
]
[ ]
L]
-
~3

y para el caso de el cortante:

E

= am

E
xy  2(1+v) 'xy

E 1-v
Xy —W[ 3 ] ... 1I.18.

En las expresiones IT.16. y II.17. tenemos que las deformacio

-
|

nes son unitarias, y por lo tanto la matriz de elasticidad estarid dada

por:

B ]
1.0 v 0.0
B
D = 102 v 1.0 0.0
1-v
_P.O 0.0 5

Nota: Los ceros dentro de la matriz son debidos a que trabaja

mos en un estado de esfuerzo plano donde:

= = 0.0
Z

1 = 0.0
Xz

T = 0.0
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2.1.5. Quinto paso. Acoplamiento de las ecuaciones del ele-

nento para obtener la ecuacidén global.

Lo que aqul se busca es obtener al final ecuaciones para todo
el elemento o cuerpo, que definan con la suficiente aproximacién el com-
portamiento del mismo. El elemento matricial dado en la ecuacién II.1.
es genérico, por tanto, podemos generar ecuaciones recursivas para otros
elementos diferenciales. De esta forma podemos obtener una matriz global
de el elemento en su totalidad, haciendo un acoplamiento de las matrices
de los diversos elementos diferenciales.

Dependiendo del tipo y naturaleza del problema, debemos
tratar de cumplir con las condiciones de continuidad, en la forma mis
precisa posible. Asi por ejemplo, para problemas en el plano, debemos
cumplir con las condiciones de continuidad solo para desplazamientos. Fi

nalmente obtenemos la matriz acoplada dada por la siguiente expresidn:

I=

s=f
donde:
: Matriz acoplada, de las propiedades del elemento.

Vector acoplado, de los valores nodales desconocidos.

I o I

: Vector acoplado, de los parimetros de las fuerzas nodales.

Las condiciones de frontera, estan dadas por condiciones fisi
cas tales como los apoyos. Las condiciones de frontera, estan comunmente
especificads en términos de valores conocidos, de los valores desconoci-
dos sobre una parte de la superficie de la frontera S;. o los valores co

nocidos derivados S,, como podemos observar en la figura 4.

o]
Zeera

S

51 L — 5 R

zﬁ}r (a) é;%; {b)

Figura 4

77rd7T77777



b

_17_

En el caso de una viga simplemente apoyada, la frontera S;
tiene dos puntos finales donde se puede presentar el desplazamiento, fi-
gura 4~a. Este tipo de expresidén estd dada en términos de los desplaza--
mientos, y es comunmente llamada,condiciones de frontera forzada, geomé-
trica o esencial. En la barra simplemente apoyada el momento es cero; es
to es la segunda derivada desaparece, y es conocida como condicifn de

frontera natural.

2.1.6. Sexto paso. Solucidn para los valores primarios desco-

nocidos.

La siquiente matriz:
Ks=f£

podemos decir que estd colocada en forma lineal o no lineal; son ecuacio
nes algebriaicas simultaneas, las cuales se pueden escribir en forma es—-

tandar asfi:

K1151 + KIZ‘SZ + ... + K1n5n = f;
Koi16y + K‘2262 + ...t Kznﬁn = f32
Km161 + Km2(52 + .e. t Kmnén = fm

Estas ecuaciones se pueden resolver usando el método de elimi
nacién de Gauss, o bien por métodos iterativos. Al final de este paso
tendremos resueltos los desplazamientos 61,62,...,6n.

A estos resultados se les nombra valores desconocidos prima=---

rios, dado que aparecen las primeras cantidades bésicas buscadas.

2.1.7. Séptimo paso. Solucidén por derivacidén o por cantidades

secundarias.

Al adicionar cantidades secundarias, debemos de computarlas



-18-

con las cantidades primarias. En el caso de problemas de Esfuerzo-Defor-
macidn, cantidades parecidas pueden ser; deformacifn unitaria, esfuerzo,
momentos y fuerzas cortantes. De esta forma la obtencién de las cantida~-
des secundarias es relativamente fAcil; ya conocemos una de las cantida-
des primarias, esto es desde que hacemos uso de las relaciones entre De-
formacidn Unitaria-Desplazamiento y Esfuerzo-Deformacidn Unitaria, esta

cantidad es conocida.
2.1.8. Octavo paso. Interpretacidén de resultados.

Al final el punto importante es deducir los resultados para
el uso de el procedimiento del  Elemento Finito, para poderlo emplear
en realidad en el anilisis y el disefio, va gue los resultados son los gi

ros, desplazamientos, etc. del cuerpo en estudio.

2.2. Método de el Elemento Finito dinamico.

Para el caso dindmico debemos hacer algunas consideraciones a
dicionales, dado que las condiciones del elemento varfan con el tiempo;
por tal razon para la solucidn dinamica emplearemos mé&todos de aproxima-

cidn.
2.2.1. Conceptos fundamentales,

Dado qgue en los problemas dindmicos, tanto las cargas como
las respuestas varian con el tiempo, la solucién de problemas por este
conducto no presentan una solucién {inica, sino mds bien tiene distintas
soluciones para cada instante de tiempo.

Supongamos gue a una viga le mandamosyna carga dindmica, lasg
deformaciones que varian con el tiempo producen aceleraciones, y las ace
leraciones, de acuerdo al principio de D'alambert, inducen fuerzas de
inercia que resisten al movimiento. Asi la viga estd sujeta a dos car-

gas; la fuerza externa, que causa el movimiento, y las fuerzas de iner--
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cia, que resisten la aceracifn inducida. Si las cargas dinfmicas se apli
can lentamente, las fuerzas de inercia seradn pequefias, por tal razdn el
problema se podria atacar estdticamente, pero si la carga dinimica se a--
plica slibitamente, las fuerzas de inercia toman mayor importancia en el
analisis. Las fuerzas de inercia se toman en cuenta en la matriz de masa
concentrada, que para un elemento es m,y para el conjunto se escribe M;
por otra parte si el amortiguamiento es significativo, tendremos andloga
mente las matrices de amortiguamiento ¢ y C respectivamente para un ele-
mento y para el conjunto.

Un sistema se mueve con un grado de libertad cuando en un ins
tante cualquiera, su configuracién deformada esti determinada por un so-
lo parametro que es funcidn del tiempo. In general un sistema s¢ mueve
con infinitos grados de libertad, cuando un punto en un instante cual---
quiera, puede tener un desplazamiento independiente de cualquier otro
punto. En el sistema de un grado de libertad es posible un modo de vi---
brar, en el de dos grados de libertad son posibles dos modos de vibrar,
en el de n grados de libertad son posibles n modos de vibrar. Cuando una
estructura vibra lo hace en una combinacidn de lexidn, extensidn, tor--
sidn, etc., pero agqui solo nas referiremos a la flexidn. Tres son los
elementos integrantes de los sistemas vibratorios: a) Los elementos ineﬁ
tes o masas; b) los elementos restitutivos, y ¢) los elementos amortigua
dores.

Hipbtesis de comportamiento de las masas.

En las masa act@ian fuerzas efectivas y de inercia exclusiva--
mente. Como problema de dinfmica clisica se aceptarin las leyes de New--
ton:

La tercera ley dice que a toda accidn corresponde una reaccién

y en conjunto integran un sistema de fuerzas en equilibrio, es decir:

F-ma = 0.0
esta ecuacidén nos dice que la fuerza efectiva de una particula y la fuer

za de inercia de la misma estdn en eguilibrio, que no es mas que la se--
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gunda ley de Newton, tambien conocida como principio de D'alambert, y
sirve para solucionar problemas de dinimica como si fueran estiticos.
Hipbtesis de comportamiento de los elementos restitutivos.
Los elemntos restitutivos son de caracteristicas Hookeanas, a
demas de considerarse despreciables sus masas. Por otra parte estos ele-
mentos solo transforman energia de deformacidn en energila cinética y la
fuerza que se genera en uno de esos elementos es funcidn lineal de el de

salojamiento relativo de sus extremos, esto es:

K se llama constante del resorte y puede ser llamada rigi--
dez a la torsidn, esta constante es una propiedad intrinseca del ele--
mento restitutivo.

Hipbtesis de comportamiento de los elementos amortiguadores.

Estos elementos son disipadores de energia del sistema y
provocan en la particula una fuerza directamente proporcional a la velo-
cidad relativa de la masa y en sentido contrario a ella, si llamamos C a

esta constante tendremos:
e
esto es lo que constituye el amortiguamiento wiscoso o de Newton.
LLamemos R a la fuerza de exitacidn del sistema, es decir a
la fuerza externa que le cause movimiento, fuerza que es funcién del
tiempo.
Sistema de un grado de libertad amortiguado:

Pongamos en equilibrio a el sistema mostrado en la figura.

. %~__;> X(t)

L m . f(t)

NSRRI,
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+ + .
R + 21 ED ER = 0.0
R=H6+C8 +K8
en donde:
M: Matriz de masa concentrada.
C: Matriz de amortiguamiento.
K: Matriz de rigidez.

§: Vector de desplazamientos nodales.

Tenemos sin embargo que la aceleracidn provocada por la fuer-
za de inercia serd la componente de la aceleracidn sismica, la acelera--

cifén propia de la base del gistema o del terreno, esto es:

X =X+ X
2q = a0

y finalmente tenemos:

y’(‘i+n_4:)éo+_(§+_x_d_=o.0

MS + 5 + 6=-—31_')‘50

2.2.2. M8todos de aproximacién numérica.

Método de Diferencias Finitas:

La importancia del estudio de las ecuaciones en diferencias,
se debe a que en muchas de las aplicaciones matemidticas las ecuaciones
involucradas no dependen de la rapidez de cambio de las variables, sino
de la variacidn finita de las mismas. De aqul que dichas ecuaciones en
vez de derivadas contienen diferencias.

Las funciones continuas £( X ), que trabajamos con frecuencia
se caracterizan porque su variable independiente X es continua dentro de
un cierto intervalo. Otro tipo de funciones g{ X ), que aungue no son
continuas son importantes, son las llamadas funciones discretas, y se ca

racterizan porque su variable independiente solamente toma determinados
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valores dentro de un intervalo. A diferencia del calculo infinitesimal
que solamente considera funciones continuas, las diferencias finitas nos
permiten trabajar con funciones continuas y discretas.

Diferencia de una funcién; veamos el concepto de diferencia de
una funcidén, considerando una funcidn continua.

Sea la funcidén continua Y( X ) de la figura:

Y(X) A
Y(Xx+h) b — e
|
AY (X) }
|
Y(x) |- {
] | N
X

X X+h

Partiendo del punto X del dominio de la funcidn, lo incre-
mentamos una cantidad finita h, de tal manera que para X+h la funcién
correspondiente es Y( X+h ). Entonces, el incremento que experimenta la

funcién es:

AY( X ) = Y( X+h ) = Y( X )
que se le conoce como primera diferencia de la funcidn.

El cambio de una funcidn Y{ X )} debido a un incremento h de
su argumento X, se llama primera diferencia de la funcidn y se represen-
ta por; AY( X ).

Asl si estamos en el punto X+2h del dominio de la funcidn,

lo incrementamos en h, la primera diferencia de la funcién esta dada por:
AY( X+2h ) = Y( X+3h )} - ¥( X+2h )

Ahora si en lugar de una funcidén continua, lo que tenemos es

una funcién discreta ¥( X ), definida solamente para Xo,Xl,Xg,...XK,...

entonces, en el punto XK del dominio, le incrementamos una cantidad

AXK = XK+1-XK' la primera diferencia de la funcidn gueda:

AY ( xK Yy = Y( XK+ AXK ) - Y( XK )
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51 todos los puntos del dominio de la funcifn son equidis--
tantes, cualquiera de ello se puede incrementar en una misma cantidad h,

siendo la primera diferencia; si h=1 :

My = Yp ~ Y

la segunda diferencia es:

2
A YK

A AYK )

(Yger " Yke1 ) = C¥gqq ~ ¥

= -2 +
Ypez © Pre1 Y %

y asi sucesivamente:

3 = - -
A YK YK+3 3YK+2 + 3YK+1 YK

Para la solucién de problemas de dindmica por medio del Ele
mento Finito; ademids del método de diferencias centrales, utilizamos

el método de Newmark en forma alternativa,

2.2.3. Algunas consideraciones tedricas para el Método del

Elemento Finito Dindmico.

Los problemas de dinAmica estructural estin dentro de dos am-
plias clases, en la primera se pregunta por la frecuencia natural de vi-
bracifn y de sus correspondientes modos; en la segunda nos preguntamos
cémo  se mueve la estructura atravez de el tiempo hajo una exitacidn de
el terreno.

Los métodos para el anfilisis estructural dindmico se encuen--
tran rezagados en relacidn a el andlisis por elemento finito, ya que los
métodos estructurales suponen la disponibilidad de las matrices de rigi-
dez, de masa concentrada y de amortiguamiento, pero no exigen que las ma

trices provengan del elemento discretizado.
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El principio de D'alambert nos dirige a la definicidn de la
matriz de masa concentrada llevando en si su significado fisico. En la
notacién usual, y asumiendo el campo de los desplazamientos del elemen

to X = ( u,v,w ), asi como sus dos primeras derivadas.

X=N§ 5 X=N3 ; X=N3 ... ILlo.
donde § vy § son respectivamente la velocidad nodal y la aceleracidn no--
dal. El campo de las aceleraciones de D'alambert, produce fuerzas de

cuerpo F en direccidn opuesta, asi F=-p X, donde p es la densidad de

la masa; los nodos cargados asociados con las fuerzas de cuerpo nos dan:

£ =JNT F dv
o Nz
v

—5 NT N dv &

-
v

-m é donde m estd definida por: m =.fp§? N dv
v

1

f
-

La estructura de la matriz de masa concentrada M estd constru
ida para el concepto de expansidn de los elementos matriciales m hasta
el total del cuerpo en estudio, esto es la matris global M se obtiene
acoplando las matrices de cada elemento m ¢ el acoplamiento se hace de la
misma forma que en el caso de la matriz de rigidez K.

De acuerdo con ¢l principio de D'alambert, la posicidn de los
nodos estd en equilibrio, bhajo todas las cargas aplicadas, incluyendo las
cargas dinimicas, estas Gltimas incluyen las fuerzas de inercia 2 £ﬁ y
las fuerzas de amortiguamiento . gé. Asl para el movimiento la ecuacidn

que rige la discretizacidn del sistema es:

R =K ﬁ + C §,+ M 5 ... IT.20,

En la formulacidn del método directo, la masa a lo largo de
el area o volumen tributario, en un nodo en particular, se considera con
centrada en el nodo; por elle decimos que la distribucidén de la masa de
el elemnto finito es colocada en n masa equivalentes segiln los nodos que
se tengan, con lo cual la matriz de masa concentrada resulta ser diago--

nal. Las concentracinnes no tienen inercia de rotacidn.
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La matriz de masa concentrada es seudo-positiva si aparecen
ceros en su diagonal principal, los ceros pueden provocar que algunas o-
peraciones se dificulten, dependiendo de el tipo de algoritmo; esta ma--
triz requiere de un pequeno espacio para su almacenamiento.

Respuesta dindmica, para su obtencidn utilizaremos dos proce-
dimientos: 1) El método de las diferencias centrales y 2) el método de
Newmark;ambos son métodos numéricos de integracidn directa.

La integracidn directa de la ecuacidn puede ser explicita o
implicita, usualmente los métodos explicitos requieren de pequeios incre
mentos de tiempo y producen ccuaciones faciles de resolver, mientra que
al pasar el tiempo los métodos iuplicitos permiten ampliar el incremento
de tiempo, generando ecuaciones mis complejas en su solucidn., MEtodos
mas explicitos son por necesidad estables; si el incremento de tiempo ex
cede cierta fraccion del  periodo de la estructura, los cilculos no ten
dran fin, pero si el incremento es demasiado grande y el amortiguamiento
es apreciable, el proceso puede seguircestablemente, pero es facil que ten
ga errores de significancia.

Los elementos finitos estructurales generan las llamadas ecua-
ciones de rigidez, que caracterizan a estructuras cuya vibracidén natural
es grande, su frecuencia es mas bien grande ( wmax>>wmin ), por esta ra-
zon en las estructuras rigidas se incluyen con estas ecuaciones una red
muy fina.

Para la construccidn del algoritmo de diferencias centrales
iniciamos con expresiones de diferencias finitas con el tiempo, para ve-

locidades y aceleraciones nodales en el tiempo t.

1

- -5 ... II.21.
Se = 7oy | Serae T Lot Ir.21
§ = e 26, + 8 v .22,
S =t | ferae T %t Seene I1.22

Sustituyemdo las ecuaciones anteriores en la 11.20., escrita

en el tiempo t, por lo que el método es explicito:
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(At)

(at) - 2, 2, - _ {ae)
S C+M 6t+ ¢ = (Bt)°R (At) °K - 2M gt M 5 & S ¢
... II.23.

Las ecuaciones II.21. y II.22, provienen de las series de Tay
lor, que nos permiten obtener las férmulas de interpolacién, derivaciédn
e integracidn numérica, ademds de facilitar la determinacidn de la magni-
tu del error en que se incurre al emplearlas.

Asi tenemos por series de Taylor las siguientes funciones de

derivacidn numérica:

£(L+AE) = £(t) +~—i:§l%At) + f"“’(z\t)2 + §§;151<At)3+ ...
. ~ _ £'(t) f“(t) 2 £ru(t) 3
£(e-ae) = £(e) -~ Sl g+ Bl g2 - I g

Restando las funciones anteriores, para la primera derivada

resulta:

f'l(t)(At) + ..

f(t+At) - £(t-At) = 2 7

_ f(t+At) - f(t-At)

£'(t) 2 (AL)

esta expresidén es la misma dada por la ecuacidn II.21.; el error que se
tiere es del incremento de tiempo elevado a el cubo, a la quinta poten
cia, etc., error que es poco significativo si el incremento de tiempo es
tal que la influencia de el error sea pequefia con relacibn a At.

hhora bien sumando las funciones dadas por las series de Tey-

lor, para la segunda derivada obtenemos:
£(t+At) + £(t-At) = 2£(t) + £"(£) (At)” + ...

- f(t+At) ~-2F (L) +f (£-At)
(At)?

fll (t)

que es 1a misma expresion dada por la ecuacifn I1I1.22.; el error que se
tiene es del incremento de tiempo elevado a la cuarta, a la sexta po--

tencia, etc., error que es poco significative si el incremento de tiempo



-27~-

es tal que la influencia de este sea pequefia con relacidén a (At)2

Para seguir el algoritmo de el operador, iniciamos con t=0.0,
las condiciones iniciales gp Yy éo se conocen, con ellas y con la ecua---
cidn II.20. obtenemos §0; de aqui la ecuacién I1.24. nos da el valor de

el desplazamiento § necesario para iniciar los cdlculos.

-At

2.
(At) §o ... II.24.

o) —
s

E-At = _6_0 - BtSo +

Las ecuaciones II.21., II.22, y II1.23. se emplean repetitiva-
mente.lLa ecuacidén II.23. nos da éAt' y las ecuaciones II.21. y I1.22.
éAt y 6At' de la ecuacidén II1.23. obtenemos ahora £2At y asl sucesivamen-
te. La solucidn de la ecuacidn 11.23. es trivial si M es diagonal y C es

diagonal o cero. El método de diferencias centrales es condicionalmente

estable.
El método de Newmark estd basado en lo siquiente:
=8 4 ¢ aoan? fa-p 8+ e .25,
LR Ei oy B—%«»At] .25
= ) {1 -~ .. I1.26.
Spepe = ¢ HIOY) E1 08t t] I1.26

donde B y Yy son parametros que durante cl andlisis pueden cambiar, estos

pardmetros aceleraran la convergencia de el método. La ecuacidn II.25,

se resuelve para §t+At' sustituyendo este valor en la ecuacidén 1I1.26. ob
tenemos §t+ﬁt' Sustituyendo los valores de la velocidad y de la acelera-

cién obtenidos anteriormente en la ecuacién I1.27. ohtenos los desplaza-
mientos correspondientes. Sustituyendo las ecuaciones I11.25. y II1.26.

en la 11.20., escrita para t+At, tenemos que el método es implicito y:

-Y ‘1 \], Y .

K + C+——M}8& =R . +C d +(==~-138

T pian) prap) [ TEYAE TEHAL gay vt
y . L . 1 .
+ Ml - DS |+ M § 4+ Lo+ 5z -1 6
28 2t s’ Tt eyt 28 “t

el TI.27.

Muchos procedimientos son obtenidos por la integracién numéri

ca de la ecuacibn II,20.
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La t8cnica empleada es simple, pero se pueden obtener muy bue
nos resultados con relativamente un pequeiio trabajo de cilculo.

La solucién bdsica del proceso es que la aceleracidén varia
linealmente durante cada incremento de tiempo, mientras que las propieda
des de el sistemna permanecen constantes. El movimiento de la masa duran-
te el intervalo de tiempo se ilustra en la figura, con ecuaciones que to
man la variacidn lineal de la aceleracidén y de la correspondiente varia-
¢ién cuadritica y cibica de la velocidad y el desplazamiento respectiva-
mente. Evaluando estas Qltimas expresiones en el final del intervalo,

nos dirigimos a las ecuaciones para los incrementos de velocidad y des--

plazamiento,

~ S ETRRTIR (S
= + + —— - .
_ . .. (AE)Q .. (At)z
Vear = Y PY BB vV ST AV e G .o. 11,29,

Las ecuaciones I11.25. y 1I.26. son equivalentes a las ecuacio
nes II.28. y II.29. respectivamente, dado que v=§.
La demostracién de las ecuaciones I1.28. y 1I.29., se realiza

rad considerando lo siguiente:
Av = v - v
- —t +At —t

T = At ( su origen en t ).

Av
i v =y +..._:
aceleracidn v(T) Vet T T
11ine e
( tineal ) bv, Para obtener la velocidad, in

tegramos la aceleracifn.

V. 1

v (T)=V +5T V o+ i\i‘i T lar

- t” ol L A't'

. .o v 2
velocidad . VAM=Y 4V (T4 5o 5= ... I1.30.
(cuadratica) —t Para obtener ahora los despla

zamientos integramos la velocidad.
A
(T)+ =1 ar
At 2

v L

t+At

r
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desplazamiento . oo o2 Y g3
( cubico ) v(M=y,+ Y, 2 v 5t s

, =
“1

Reemplazando Av y T en las ecuaciones II.30. y II.31l.; obtene

mos las mismas ecuaciones I1I.28. y II.29..

Nota: Los parametros f y y para que satisfagan las ecuaciones
I1.28. y 1I.29., deben de ser; B=0.5y y=1/6.

Para sequir el algoritmo de el operador, iniciamos con t=0.0,
las condiciones iniciales ﬁp % ép gson conocidas, con las condiciones ini

ciales y la ecuacidn I1.20. encontramos §y. 81 8¢ no es conocido enton--
ces la ecuacidn 17.27. se resuelve para SAt' la ecuacidén 11.25. para 6‘t
T harane

v la ecuacion I1.26 para éﬂt; ahora la ecuacidn II1.27. nos dard d?At v

asi sucesivamente; en otras palabras, de la ecuacidn IX.20. y las condi-
cicnes iniciales cobteonemos ¢y, ahora sustituyendo estos tres valores en

ia ecuacidn I1.27. tenemos ﬁ\t, reemplazando los valores de los despla--

zamientos en las ecuaciones I1.25. vy IT1.2G. encontramos 6\f
—At.

tivamente, con los valores de la aceleracidn, la velocidad y el desplaza

respec

miento en At, de la ecuacidn II1.27, resulta 69At'

La solucién de la ecuacidn IT.27. no es trivial, por otro lade solo se

y asl sucesivamente,

rejuiere de invertir una sola vez a la matriz, si el incremento de tiem-
po no varia.

El método de Newmark es incondicionalmente estable si y20.5 y
B;{Ey+l)2/16“ Si introducimos un amortiguamiento artificial, entonces y»
0.5; si ahora el amortiguamiento es negativo tendremos y<0.5. 53i y=0.5 vy
f=0.0 el método de Newmark se reduce a el de diferencias centrales. lLa
meicr combinacidn de pardmetros para que un método implicito pueda ser
incendicionalmente estable para problemas lineales es cuando, 7=0.5 y
f= 0.25, por consiguiente serd un método de aceleracidn promedio constan
te. Finalmente podemos decir que los métodos implicitos ( Newmark ) son

mis exactos que los explicitos ( Diferencias Centrales ).



-30~

ITI. MEDIOS HETEROGENEOS Y ANISOTROPOS.
AAKRERAARARKEARARRANA KRR R AR AR R ARk kR

3.1. Pasos bdsicos para el Método del Elemento Finito en me

dics heterogéneos y anisdtropos.

Los pasos bdsicos para el anilisis de medios heterogéneos y a
nisbtropos, corresponden a los vistos en medios homogéneos, con la iumica
variante en el cuarto paso.

Dado que la matriz de funcidon de forma sdlo depende de la po-
sicidn del elemento, esta no varia. La matriz de elasticidad , se ve mo

dificada y estd dada por la siguiente expresién:

p=1D T

donde:

: Matriz de transformacidn de deformaciones.

D': Matriz de elasticidad en los ejes segun la estratigrafia ( x*,
y' ).

Para la obtencidn de la matriz de transformacién, utilizare--
mos un método algebrdico y vectorial. La demostracién de la matriz D' no
se llevard a cabo por guedar fuera del alcance de]l trabajo presente,
la Qltima referencia trata el tema con bastante amplitud.

Obtencidn de la matriz de transformacidn; siguiendo la nota--
cién vectorial tenemos que: Si en un estado de deformacién plana sus Ccon
ponentes son perpendiculares a uno de los ejes ortogonales el tensor de-
formacidn no tendrd componentes en la direccidn de este eje; para el pla

no { x,y ) el tensor deformacidn queda:

_ - - -
£ Y Y
by X2
X Y Ex VX}'
A I I y E-=
E-) =l
Yxz sz 2 xy Y
. —ad b i

Para la obtencidn del  estado de deformacién en un plano
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cualquiera perpendicular a}l plano ( X,y ), su vector unitario es:
e =cos o, +cos B
el i j
En el plano {x,y ) a+B=90° y en consecuencia:

cos 8 = sen a

quedando asi el vector unitario:
e = cos o, + sen Q,
e i j

Ahora bien el vector deformacidn se obtiene de multiplicar el

tensor deformacidn por el vector unitario.

€ Y cos a

E:
- Y € sen a

en forma general para un estado de deformacién plana resulta:

- U —
€ Y 0.0 cos « -sen o 0.0
X Xy
E = Y € 0.0 sen o cos a 0.0
- Xy Y
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0
| J L .

Para obtener la deformacidn lineal, realizamos el producto ma
tricial entre la matriz de deformacidn y la matriz de vectores unitarios.

Procediendo asi tenemos:

[}

€ ¢ cos’a + ¢ sen’a + 2y sen o cos o
- X Y Xy
2

e sen’a + € cos’a - 2y_ sen a cos a
X y Xy

#

Jm

Y., = €y Sen & cos o - € sen o cos a + Yy [}oszu - senzé]
Yy X Y Xy

Ahora bien si a el angulo a le cambiamos el signo:
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S — - -
€ cos?a sen’a -28en o COS o €
£y pls
£ = sen?a cos?a 2sen q cos o €
Y sen a4 Cos 0 =~sen o CoS O cos o ~ sen a Y
Lxy Xy
L ) L J L%
Finalmente de este Giltimo sistema expresado en forma mis com-
pactas
e! =T g
-0 =-0

que tambien se puede escribir:

T
e = T ol
8§72 5
La demostrcidn de la matriz de transformacidn por medio de la

notacién sub-indice, esto es un método tensorial, se ve en el apé&ndice I.
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IV. APLICACIONES
ISEZXE TR EE YRR

En este capitulo realizaremos para cada uno de los trescasos
expuestos con anterioridad ( caso estitico en medios homog€neos, caso es
tatico en medios heterogéneos y anisotrdpicos y finalmente el caso dina-
mico para medios homogéneos ), algunos ejemplos, con el fin de mostrar

con mas claridad la aplicacidén de el Método de el Elemento Finito.
4.1. Ejemplos para el caso estitico en medios homogéneos.

Ejemplo # 1. Obtener la deformacién en una placa de acero (
homogénea e isOtropa ), sometida a una carga W, tal como se muestra en

la fiqura 5.

Y/

[ﬁ AJ ]:5,0 cm

30.0 cm
30.0 cm

7777 \N\\N /777 NN\\N 7777 N\N\\ 7777 N\\\N// /7

| 30.0 cm d
AN 1 Figura 5

Datos:
E = 2x10°% k/cm’ ;v o= 0.30 ; W = 1000.0 k/cm?
Dividiremos en este caso a la placa metdlica en dos elementos
finitos, como se muestra en la figura 6., la numeracidén de los nodos se

hard de izquierda a derecha.



-34~

1000.0 K/cm?

P L bbb

1 4

2 3
L7777 NNNN /777 NNNN /777 NN\
Fiqura 6
Analicemos el primer elemento ( 1,3,4 ) = ( i,j,m ).

Determinemos el irea del  triangulo, con la férmula (A, 1rI.

1.}).

1.0 x, ¥,
20=(1.0 X. Y,
j j
1.0 X Y
m m
1.0 0.0 30.0
20 =|1.0 30.0 0.0 20 = 900.0 cm? A = 450,0 cm?
1.0 30.0 30.0

Nota: El sentido del anilisis siempre deberid de ser en sen-
tido antiorario.

Obtencién de los coeficientes a bn y ¢, que son funcidén de
de los desplazamientcs nodales, para ello ocuparemos las ecuaciones { A,

I1T1.2.).

"

{30.0%x30,0)-(30.0x0.0) 900.0

i}

a, ={X Y )-(XvVY.)
i Tim m i

0.0-30.0

"'30 00

b= Y =Y
i j m
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= X =X = 30.0-30.0 = 0.0
—-i m 3
éj = (xiYm)-(mei) = (0.0%x30.0)=-(30.0x30.0) = ~900,0

=Y ~-Y = 30.,0-30.0 = 0.0
-3 m i

=X - = 0.0-30.0 = =30.0
=5 i 'm .
a = (xin)—(iji) = (0.0x0.0)-(30.0x30.0) = ~900.0
b =Y, -Y, = 30.0~0.0 = 30.0
b 1} 1 ]
¢ = X.-X = 30.0-0.0 = 30.0
-m J 1

Para conocer la funcidén de forma de deformaciones ( Bn ), uti

lizaremos la ecuacién { A.111.3. )

[ ] - -
My 0.0 b, 0.0
X 1
dN,
B, =LIN =]00 ~—=|=110.0 c
=i - =i oY 240 ' i
m, N
5Y X ¢ b,
n . n .
en donde:
L: Operador de deformaciones.
I: Matriz unidad.
N: Matriz de funcidn de forma de desplazamientos.
~30.0 O.dj 0.0 0.0
1 1
= 0 0.0 = 0.0 -30.0
B, =500 | © B = 300
0.0 -30.0 -30.0 0.0

ém
O
[
=
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Para obtener la funcidén de forma del elemento, solo debemos

acoplar las matrices de cada nodo.

%, Ay 3X;  9Ys 8Ky  3Y,

-30.0 0.0 0.0 0.0 30.0 0.0

== 0.0 0.0 0.0 -30.0 0.0 30.0
- 900 .

0.0 ~30.0 -30.0 0.0 30.0 30.0

Obtengamcs ahora la transpuesta de esta matriz.

Flao.o 0.0 0.0 | axy

0.0 0.0 -30.0 | 3Y;

r 1 0.0 0.0 -30.0 | 9x3
Br = S50

0.0 ~30.0 0.0 | 2y,

30.0 0.0  30.0 | ax,

0.0  30.0  30.0 | av,

El cidlculo de la matriz de rigidez eldstica serid empleando la

ecuacidén ( A.III.4.).

1.0 v 0.0
B
D=1 v 1.0 0.0
0.0 0.0 (1-v) /2
1.0 0.30 0.0
D = 2197802.198 | 0.30 1.0 0.0

0.0 0.0 0.350

Finalmente el cilculo de la matriz de rigidez global lo hace-

mos, utilizando la ecuacién ( A.III.5.).
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— -
-30.0 0.0 0.0
0.0 0.0 -30.0 -
1.0 0.30 0.0
o 0.0 0.0 -30.0
K, = 0.30 1.0 0.0 (6105.01)
0.0 =30.0 0.0
0.0 0.0 0.350
30.0 0.0 30.0 -~
0.0 30.0 30.0

(—-30,0 0.0 0.0 0.0 30.0 0.0
0.0 0.0 0.0 =~-30.0 0.0 30.9
0.0 -30.0 -30.0 0.0 30.0 30.0

2197802.1980x1.0x5.0%450.0
900.0x900.0

donde 6105.010 =

Efectuando operaciones, la matriz de rigidez para el primer e
lemento, quedard solo para los nodos 1 y 4, ya gque los nodos 2 y 3 se

consideran empotrados:

— 9X1 Yy 3Xy oYy,
5494505.490 0.0 ~-5494505.490 -1648351.650 X1
0.0 1923076.920 -1923076.920 -1923076.920 aYy

-5494505.490  -1923076.920 7417582.420 3571428.570 Xy

-1648351.650  -1923076.920 3571428.570 7417582.420 Yy

S— p—

Anilisis del segundo elemento { 1,2,3 ):

2

24 = 900.0 cm A = 450.0 cm?
Los coeficientes a, b, y ¢ son:
a, = 0.0 b, = 0.0 c, = 30.0



a, = =-900.0

0.0

La matriz de funcidn de forma de deformaciones es:

-38~

3
b =
m

b, = =30.0

30.0

c,
]

C

m

= =30.0

= 0'0

BX1 3Y1 axl BYz Bxa aYg
0.0 0.0 -30.0 0.0 30.0 0.0
8BS =21 0.0 30.0 0.0 =-30.0 0.0 0.0
B2 500 . . . . . .
30.0 0.0 -30.0 -30.0 0.0 30.0
su transpuesta estd dada por:
0.0 .0 30.0 aX
0.0 30.0 0.0 Y1
BT 1 ~30.0 0.0 ~30.0 ). 9}
=2 7 900
0.0 -30.0 -30.0 AY:
30.0 0.0 0.0 9X3
0.0 0.0 30.0 Y3

La matriz de rigidez global para el elemento dos, estarid dada

unicamente por el nodo uno, ya que los nodos 2 y 3 estan empotrados:
X1 3Y1
1923076.920 0.0 0%y
e
K2 =
0.0 5494505.490 | 3Y,

Para obtener ahora la matriz de rigidez de todo el sistema, a
coplamos las matrices de rigidez de los dos elementos finitos. La acopla
cidén de matrices se realiza de la siquiente forma: Las matrices de rigi-
dez de ambos elementos son cuadradas, al realizar el acoplamiento, se su
man Gnicamente los elementos comunes en ambas matrices ( los nodos 1 y 3
son ¢omunes ), obteniendo asl otra matriz cuadrada, pero como en este ca
3 nos resulta una matriz rectangular.

go eliminamos los nudos 2 ¢



-39~

Xy Yy 9X1 Yy
p— -

7417582.420 3571428.570  ~5494505.490 -1923076.920 | 9Xy
3571428.570 7417582.420 -1648351.650  -1923076.920 aYy

-5494505.490 -1648351.650 7417582 .420 0.0 aXy

L-:1923076.920 -1923076.920 0.0 7417582.420 Yy
Para la obtencidn de la matriz de fuerzas externas, tenemos
en este caso en particular que; la carga W solo act@la en un solo sentido
{ Y ), vy dado que su distribucién es uniforme, podemos decir que a cada
nudo le corresponde la mitad de la carga; pero como la placa de acero
tiene de espesor 5.0 cm, en realidad tendremos en cada nudo la mitad de

la crga W por el espesor.

Para obtener la deformacidn en cada nudo, lo hacemos resol-—-

viendo el siquiente sistema matricial.

K81

en donde § son los desplazamientos por determinar.

Al resolver el sistema obtenemos:

Xy = 0.00310 cm ' -0.01530 cm

i

~0.,01330 cm

i

§X; =-0.00110 cm Y,

Comparemos estos resultados con los que obtendremos al utili-
zar la teoria de la elasticidad.

La deformacibdn unitaria estd dada por la siguiente expresidn:
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(w1}
i
tlﬂ[o—a

[ E3-Vv(E2+E3) 1]

Pero por tratarse de un problema en el plano, la deformacidn

unitaria queda como:

donde

m
n
o] Lf.n
tzl
h#
il
i

Por lo que la deformacidn estari dada por:

_(-1000.0) (30.0)
2x10°

On
|
331
of
(¥

) § = ~0.015 com

Luego entonces podemos concluir que las deformaciones obteni-

das con ambog procedimientos son comparativamente las mismas.
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Ejemplo # 2. Obtener la deformacidén en una probeta de arcilla
homogénea e isGtropa, sometida a una carga W como se muestra en la fiqu-

ra, consideremos a la probeta empotrada en la base,

Y Datos:
W
- 1 Lil 3 ]}.o cm
1 k !
2.0 cm
v = 0.0350
6.0 cm T oY 111 m,= 0.0020
E = ﬁr— E = 500.0 K/cm?
v
v
I W=2.0 K/cm?
X

4 S ~
/777 NNNN /777 NN\ /777
I 2.0 em

Obtengamos el area, los cceficientes a,b y ¢, asi como la ma-
triz de funcidn de forma de deformaciones, para cada uno de los elemen--
tos en estudio.

Por tratarse de una figura regular y por la construccidn de

la red, tenemos que todas las areas de los elementos son las mismas:

2A = 6.0 cm® A = 3.0 cm?
Para el primer elemento {( 1,2,3 ) tenemos:
a. = 0.0 a, ==12.0 a = =6.0
i 3 m
b, =-3.0 b, = 0.0 h = 3.0
i J m
c, = 1.0 c., = =2.0 c = 1.0
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-0.50 0.0 0.0 0.0 0.50 0.0
EI = 0.0 0.16670 0,0 -0.33330 0.0 0.16670
0.16670 -0.50 -0.33330 0.0 0.16670 0.50
Para el segundo elemento ( 1,4,2 ) resulta:
ai = 0.0 aj =-6,0 amv= 0.0
b. ="3-0 b. "‘3.0 b = 6.0
i 3 m
c, =1.0 c, =-1.0 c = 0.0
i | m
~0.50 0.0 ~-0.50 0.0 1.0 0.0
EII = 0.0 0.16670 0.0 -0.16670 0.0 0.0
0.16670 -0.50 ~0.16670 -0.50 0.0 1.0
De el tercer elemento ( 2,5,3 ) vemos:
a, =12.0 a, =0.0 a_ =-6.0
i 3 m
b, ==6.0 b, = 3.0 b = 3.0
i 3 m
c, = 0.0 c, ==1.0 ¢ =1.0
i j m
-1.0 0.0 0.50 0.0 0.50 0.0
Boir = 0.0 0.0 0.0 -0.16670 0.0 0.16670
0.0 -1.0 -0.16670 0.50 0.16670 0.50

pPor filtimo el cuarto elemento( 2,4,5 ) nos resulta:

a, = 0.0 a, ==6.0 a =0.,0
i 3 m
=0 b, ==3.0 b = 3.0
bl 0 5 -
c. = 2.0 c. ==1.0 c =-1.0
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0.0 0.0 ~0.50 0.0 0.50 0.0
0.0 0.33330 0.0 ~0.16670 0.0 ~0.16670
0.33330 0.0 -0.16670 -~0.50 -0.16670 0.0

Obtencidn de la matriz de rigidez elistica.

569.80060 199.43020 0.0
D =1 199.43020 569.80060 0.0
0.0 ¢.0 185.18520

Calculo de las matrices de rigidez de cada elemento:

Xy Yy aXs Y, X3 aYs

442.7887 -96.1731 -30.8673 99.7051 ~411.9122 -3.5620 X1

-96.1731 186.3913 92.5833 -94.9763 3.5620 =-91.3865 Y1
~30.8673 92.5833 61.7161 0.0 ~-30.8673 ~92.5833 X,
99.7051 -94.9763 0.0 189.8955 -99.7051 -94.9763 3Y 2

-411.9122 3.5620 -30.8673 -99.7051 442.7887 96.1731 X3

-3.5620 =-91.3865 =~92.5832 -94.9763 86.1731 186.3913 3Y3

O —

X1 Yy Xy Yy, dX2 Y,

— —
442.7887 -96.1731 411.9122 3.5620 -854.7009 92.6111 |3¥,
~96,1731 186.3913 -3.5620 91.3865 99,7350 ~277.7778{3Y:
411.9122 -3.5620 442.,7887 96.1731 -854.7009 =92.6111{2X%,

K =
11 3.5620 91.3865 96.1731 186.3913 -99.7350 =~277.7778{3Y,
~854.7009 99.7350 ~-854.7009 -99,7350 1709.4018 0.0 oX2
92.6111 -277,77178 -92.6111 =-277.7778 0.0 555.5556 |dY>




Xrir =

=1V

S,

oX2
1709.40180

——

0.0

~B54.7009

-99.7350

Qs

X,

(61.71610

0.0

Acoplando las

mos la matriz de rigidez

mientos en los nudos 4 y

bal asi:

DRy

885.5774
~192.3462
~B885. 5682

192,3162
~411.9122

~-3.5620

Yy
~192.3462

372.7826
192.3183
~372.7541
3.5620

~-91.3865

'y

Y2 X3 Y3
0.0 -854, 70090 *99.7350.— Xz
555.55560 ~92.61110 -277.77780 | 3Y,
-92.61110 442,78870 96.17310 | 93X,
-277.77780 96.17310 186.39130 | 3y3
Yo
0.0 39X
189.89550 Y,

matrices de cada uno de los elementos, obtene~—

global, por condiciones de apoyo los desplaza--

5 son nulos, guedando la matriz de rigidez glo-

3X,
~B885.5682

192.3183
3542.2358
0.0
-885.5682

-192.3183

3Yo
192.3162

-372.7541
0.0
1490.9022
-192.3162

-372.7541

0X3
~411.9122

3.5620
~-885.5682
~192.3162

885.5774

192.3462

3Y3

-3.

-91.

~-192

-372

192,

372

—

5620

3865

.3183

. 7541

3462

. 7826

Con lo cual las deformaciones en los nudos son:

6X3= ~0.0018 cm §Yy=
§Xp= ~-1.72x10' om §Y,=
6X3= 0.0018 cm §Yg=

Comparando los resultados obtenidos con

11 anAlisis eldstico vemos que:

-0.0230 cm

-0.0110 cm

-0.0230 cm

eropand

X1
Yy
IX 2
Y3
X3

Y3

los que resultardn de
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§=

m
f
—

§=(2:0) (6.0)
500.0

= -0.0240 cm

Observamos que los reultados de las deformaciones en los nu--

dos 1 y 3 son practicamente los mismos que se obtuvieron utilizando 1la
teoria de la elasticidad.
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4.2. Ejemplos para el caso estStico, en medios heterogéneos y

anisétropos.

Ejemplo # 3. Obtener la deformacidn de una placa de acero, cu

ya estratigrafia se presenta a continuacifn.

Y /]

E1 SJi[l

1000.0 K/cm? E{
oAb b
E3 30.0 onf P ENCL =T
-~ TG 109~
T 2 T
E; ’:/f/,/: = ~]
w’/ /// N
e e 4 N
12007 /7 NN\AN /777 NNANN 7777 NN\
L 30.0 cm
[ 1
Datos:
E;= 2.0x10 K/cm =1,
E;= 1.6x10 K/cm = 8.
E
=v,=0.30 = —
V1=V, 0.3 P

Debido a la anisotropia, para la obtencidn de las deformacio-

nes en el sistema coordenado principal ( X,Y ) es necesario el empleo de

~

30.0 cm
0x10 X/cm
0x10 X/cm

la matriz de transformacidn ( T ). Férmula ( A.ITI.6. ).

2 2
cos“ B sen“f}
T= sen’B cos®B
senfcosf ~-senfcosh

La matriz de transformacidn nos refiere las caracteristicas

del

material al

sistema principal { X,Y ), logrando con esto el po--

~2senfcosp
2senficosB

coszB—senzB

xoed
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der trabajar como si se tratara de un material isdtropo.
Andlisis del primer elemento ( 2,4,1 ).

El &rea del elemento es:
24 = 900.0 cm? A = 450.0 cm?

El valor de los coeficientes a, b, y ¢ son:

a, = 900.0 a. = ~900.0 a = =-900.0
i 3 m
bi = =30.0 b, = 0.0 b = 30.0
J m
¢, = 0.0 c, = ~30.0 c = 30.0
i j : m
con lo cual obtenemos la matriz B.
X, Y, Xy Yy Xy Yy
-30.0 0.0 0.0 0.0 30.0 0.0
¥ =-L ] o.0 0.0 0.0 -30.0 0.0 30.0
By = 900 . . . . . .
0.0 -30.0 -30.0 0.0 30.0 30.0
y su transpuesta sera:
[~ -
-30.0 0.0 0.0 | 3%,
0.0 0.0  -30.0 | 3y,
T 0.0 0.0  -30.0 | 3x,
21 ann.
9004 5.0 -30.0 0.0 | oy,
30.0 0.0 30.0 | axy
0.0 30.0 30.0 | oy,

Calculo de la matriz de rigidez elastica. Por tratarse de un
andlisis bidimensional y dado que las propiedades de el material son sgi-
métricas; tendremos como miximo seis constantes independientes.

Tomando el eje Y perpendicular a los estratos, las relaciones

entre esfuerzos y deformaciones son:
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g v E
= 2 Y
% Ei Ef
v 8 g vz B
e == =X z
y E{ E{ E{
v;:x Vg2 EZ
e = - SR AP
b2 E1 Ei E1 «
= +
Yz { 2(1+v1)/E; ] ‘l‘x
=1
Yxy TG ‘xy
L
Yyz T G Tyz
Utilizando las relaciones antericres, podemos obtener la ma=--
triz de rigidez eldstica { D' ) sequn la estratigrafia; formula ( A.IIT.
7.},
n nvi 0.0
Di = £l nvi 1.0 0.0
(1-n(v{) %]
0.0 0.0 mil-n{v{)?]
.
donde:
- E = Gl
n= £ m i
. E EL___
¢ = v Gl = 53D
2439024.390 731707.317 0.0
21 = 731707.317 1219512.195 0.0

0.0

Para obtener la matriz de rigidez eldstica en los ejes princi

0.0 384615.384EJ
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pales, recurrimos a la férmula ( A,III.8. )

.

p=1DT

——

de aqul la matriz de transformacidn para B=10° resulta:

0.96985 0.03015 -0.34202
T =1 0.03015 0.96985 0.34202

0.17101 -0.17101 0.93969

su transpuesta es:

0.96985 0.03015 0.17101
T = 0.03015 0.96985 -0.17101

-0.34202 0.34202 0.93969

con lo cual podemos obtener la matriz de rigidez eldstica en los ejes

principales:

2383048.780 750975.60970 156951.21950

D= 750853.65850 1237073.1710 51585.36590

156951,21950 51585.36590 403902.4390

Ahora calculemos la matriz de rigidez global para el primer e

lemento en los ejes principales, madiante la férmula ( A.III.5. ).

¥ =B DB tA
aX» Y, X3
_
5957738.2440 392385.7080 ~6350123.9520
o 392385.7080 1009775.8080 -1402161.5160
K]_ =

-6350123.9520 -1402161.5160 7752285.4680

-2269556.4960 ~1138741.740 3408298.2360

bbbt

Y,

-2269861.

-1138741.

3407993

4360450

380

740

.3520

.9680

89X
Y2
3N

Y



e 1 '
By = 556 0.0 30.0 0.0 -30.0 0.0 0.0
30.0 0.0 -30.0 =30.0 0.0 30.0
[ 0.0 0.0  30.0
0.0 30.0 0.0
m 1 ~30.0 0.0 ~30.0
22 = 555
0.0 -30.0 =30.0
30.0 0.0 0.0
0.0 0.0 30.0
1951219.5120 585365.85370 0.0
Eé = 585365.85370 975609.75610 0.0
0.0 0.0 307707.31710

0.8830 0.1170 ~0.64280
T = 0.1170 0.8830 0.64280

0.32140 ~-0.32140 0.7660

0.8830 0.1170 0.32140
T = 0.1170 0.8830 -0.32140
~0.64280 0.64280 0.7660

con estas matrices podemos Obtener 1 matriz de rigidez eldstica en los

ejes Principales,
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1782731.7070 639707.31710  221463,41460
D = | 639707.31710 1035414.6340 92097.610
221463.41460 92097.610 361951.21950
39X BY,
. 904959.48690  230264.62420 | 39X,
=T 230264.62420 2588769.5510 | 3V,

Acoplando las matrices de ambos elementos, obtenemos la ma---

triz de rigidez global de el conjunto.

0%, Y, IX 5 Y,
[ 7752285.4680  3408603.120  -6350123.9520  ~1402161.5160 | X,
3408298.2360  4360450.9680  -2269556.4960 -1138741.740 | vy
=7 -6350123.9520 =-2269861.380 1862697.730 622650.3320 | 03X,
| -1402161.5160  -1138741.740 622650.3320  3508545.3590 | by

Con lo cual las deformaciones en los nudos 1 y 2 seran:

§Xy = 0.0090 cn §X%; = 0.00130 cm

§Y, =-0.03140 cm 8Y, =-0.02710 cm

Comparando los resultados anteriores con los obtenidos al uti

lizar la teoria de la elasticidad:

El médulo de elasticidad para cada uno de los nudos serd, de-
pendiendo de la influencia de un elemento sobre el otro.
Asi para el nudo 1, tenemos que la influencia del sequndo e

lemento es pricticamente despreciable, por tal razdn tenemos E=E{.
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(-1000.0) (30.0)
§Yy = L §Y; =-0.030 cm

En el caso del nudo 2 el primer elemento contribuye con un
60.0% y el cuerpo dos con el restante 40.0%, estos porcentajes se estima

ron en forma culitativa.

E = (1.0x10°) (0.60)+(8.0x10°) (0.40)
E = 9.20x10° K/cm?
_ (~1000.0) (30.0) N
§¥2 = 9.20x10° 8Y; =-0.03260 cm

Como se observa las deformaciones en ambos casos son muy pare
cidas, por otro lado vemos que el nudo dos se desplaza un poco mis, esto

es debido a que la estratigrafia favorece este movimiento.
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Ejemplo # 4. Resolvamos el ejemplo # 3, considerando en este
caso que el material del  primer elemento es méds rigido que el material

da segundo elemento:

Datos:

v1=vy=0.30 -

E1= 2.0x105 K/cm? E{ = 1.60x10° K/cm?
Ex= 1.90x10° K/cm? E} = 7.0x10% K/cm?

Los dngulos de la estratigrafia no varian en ninquno de los
dos elementos.

Anilisis del primer elemento ( 2,4,1 ).

-0.0333 0.0 0.0 0.0 0.0333 0.0
By =| 0.0 0.0 0.0 -0.0333  0.0333  0.0333
0.0 -0.0333  -0.0333 0.0 0.0333  0.0333
—
2253521.1260  676056.3380 0.0
pj =| ©676056.3380  1802816.90 0.0
0.0 0.0 615384.6150

S

e

0.969850 0.030150 -0.342020
n= 0.030150 0.969850 0.342020

0.171010 ~0.171010 0.939690

e

2232844 .4590 683144.26560 58039.22920
D= 683144 .06640 1809317.6980 19035.66420

58039. 26550 19035, 70050 622478.76720



36042.60080

9%y
89206.

37406.

14992.55990

05990

47450

37406.47450

255414.56770
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Y,

JX2

Y7

35753.8960

9X2 Y2 [:>:41 Yy
r.'..‘5575971.38 144938.48 ~5720909.86 -1850920.6';1 0X2
144938,48 1554485.26 =-1699423.83 ~1602022.17 Y2
Ky =
-5720909.95 -1699423.74 7420333.69 3452942.83 aXi
L:1850920.26 ~1602022.07 3452942.34 6617878.024 3Y1
Anilisisde el sequndo elemento ( 2,3,4 ).
0.0 0.0 ~0.0333 0.0 0.0333 0.0
B =] 0.0 0.0333 0.0 -0.0333 0.0 0.0
0.0333 0.0 -0.0333 -0,0333 ¢.0 0.0333
251417.76940 75425.33080 0.0
2{ = 75425.33080 92627.59930 0.0
0.0 0.0 26923.0769
—
0.8830 0.1170 ~0.64280
Iz= 0.1170 0.8830 0.64280
0.32140 -0.32140 0.7660
224004.57690 84260.07350 36042.60080
Do = 84260.07350 102371.30650 14992.55990
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La matriz de rigidez global del conjunto es:

e ey
7420333.690 3452942.830 -5720909.950 -1699423.740 X1

3452942.340 6167878.030  -1850920.260 © -1602022.070 oY1

I=
]

-5720909.860 -1850920.670 5665177.440 182344.9545 § 3X»

~1699423.830 ~1602022.170 182344.9545 1809899.8280 | dY;

. —

Ahora bien las deformaciones en los nudos son:
§X3= =-0.15260 cm 8Xs= =-0.15540 cm
§Yi= -0.02240 cm 8Y¥,= -0.18890 cm

Realizando una comparacidn con los resultados de la teoria e-

lastica resulta:

[
]
2]
i
—

Pero el mddulo de elasticidad para cada uno de los nudos se
ve influenciado por el elemento restante.

Para el primer nudo tenemos:

-30000.0
§¥,= T 60x10° 8Y;= -0.01880 cm
Para el nudo 2 tenemos una influencia de el 10% por el elemen

to uno.

~30000.0
§Yp= —omr—er— §Y,= ~0.134530 cm
?7 2.23x10° 2 e
Observamos que en ambos casos las deformaciones son poco va-=-

riables, ademids como es evidente el nudo 2 se desplaza mis que el nudo 1

cuestion que es l&gica.
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Ejemplo # 5. Ahora resolvamos el ejemplo # 3, considerando en
este caso que el material del segundo elemento es mds rigido que el ma

terial del primer elemento.

Datos:
E;= 3.0x10° K/cm? Ep= 2.0x10% K/cm?
E{= 1.0x10° K/cm® E4= 1.0x10°% X/cm?
vi=vs= 0,30

Adem3s los 4ngulos de la estratigraffa de ambos elementos no

varian.
Anilisis del primer elemento ( 2,4,1 ).
[ 0.0333 0.0 0.0 0.0 0.0333 0.0
B} =| 0.0 0.0 0.0 -0.0333 0.0 0.0333
0.0 -0.0333  -0.0333 0.0 0.0333  0.0333
—
410958.90420  123287.67130 0.0
DI =1 123287.67130  136986.30140 0.0
0.0 0.0 38461. 53850
—

0.969850 0.030150 -0.342020
T = 10.030150 0.969850 0.342020

0.171010 -0.171010  0.939690

—

398357.0386 127615.5643 35274.7773
D = ]127615.5644 140932.3890 11574.5377

35274.7773 11574.5377 42775.2827

e
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[ 993901.8076
88010.6575
-1081912.4650

-406411.8097
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Y2
88010.657%

106724.4373
-194735.0948

-135602.9378

Xy
-1081912.4650

-194735.0948
1276647.560

542014.7476

Y
-406411.8095 |

-135602.9378

542014.7472

SO

Analisis del

516108.1011
-J

segundo elemento { 2,3,4 ).

[ 0.0 0.0 -0.0333 0.0 0.0333 0.0
B5 =| 0.0 0.0333 0.0 -0.0333 0.0 0.0
0.0333 0.0 -0.0333  -0.0333 0.0 0.0333
2439024.390  731707.3170 0.0
D3 =| 731707.3170 1219512.1950 0.0
0.0 0.0 384615.3846
0.8830  0.1170 -0.6428
T,= [0.1170  0.8830  0.6428
0.3214 -0.3214  0.7660
-
2228481.1570  799567.62240  276808.01110
Dy = 799567.62240 1294334.8160 115143.0830
276808.01120  115143.20820  452427.00410
dXo Y,
—
1128806.5070 287282.59230 AXo
K; =
| 287282.29480  3229366.6010 | ov

9X2
Y2
)8

Y1
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Acoplando las matrices de rigidez de ambos elementos, obtene-
mos la matriz de rigidez global en los nudos 1 y 2, dado a las condicio-

nes de apoyo.

X, aYy X2 ) e)
1276647.560 542014.7472 -1081912.4650 "194735.194é- X1
542014.7475 516108.1011 -406411.8097 ~135602.9378 Y1

-1081912.4650 -406411.8095 2122708.3150 375293.2498 | 9X2

-194735.0948 -135602.9378 375292.9523 3336093.0380 Y2
— o
En consecuencia las deformaciones en estos nudos son:
6X3= 0.12480 cm §X;= 0.01680 cm
§Y;= -0.27050 cm §Yy= ~0.02810 cm

Obtengamos ahora las deformaciones utilizando la teoria elds~

tica y comparemos los resutados:

El mddulo de elsticidad para cada uno de los nudos, se ve a~-

fectado por la influencia de un elemento sobre el restante:

Para el nudo 1 tenemos:

. _ —30000.0 _

Para el nudo 2 tomaremos un 10% de influencia del primer elemento.

_ =30000.0

= = -0,032970
5Y, 5.10x105 §Y, 0 cm

Observamos que en ambos casos las deformaciones son del or-
den de wagnitud; ademds como es evidente el nudo 2 se desplaza menos que

el nudo 1.
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4,3. Ejemplo para el caso dinfmico en medios homogéneos.

Ejemplo # 6. Para el caso dindmico veamos lo que ocurre en
una masa de suelo homogénea e isdtropa, sometida a una fuerza horizontal
cuya velocidad es de quince centésimas de la gravedad, tal como se mues-
tra en la figqura.

10.0m

-
A

20,0 m

7777 N\N\N7777 ~N\N7777 NN\ 7777 NNN\N /777 N\

X,=0.15g
Datos:
m, = 0.02 m’ /T ; E = 50.0 T/m?
v = 0.30 ; Yy = 1.60 T/m?
=X . X =
=3 ; % = 0.159
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lo

Y A

-60~

3
/776 NNAN /7

7 NNNN /777 NNAN Y/

X():O .15qg

4
ANN\Y /4

Analicemos el primer elemento, { 1,2,4 ) G+.

= 200.0 m® , Ay = 100.0 m?
= ~200.0 a = -200.0 a
= =200.0 by = -20.0 b
= 10.0 ¢ = 0.0 c
m
0.10 0.0 -0.10 0.0
=1 0.0 0.05 0.0 0.0
| 0.05  0.10 0.0 -0.10
r- A
54,9451 16.4835 0.0
= | 16.4835 54.9451 0.0
0.0 0.0 19.2308

-0.05

= 200.0

1

0.0

it

-10.0

0.0
0.0

0.0
-G.05
0.0

g
X
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K =3 ps°ea
5%y 8y, 8%, 8Ys 8X3 8Ys
r 59.7528 17.8572 -54.9451 -9.6154 -4.8077 —8.2418~
17.8572 32,9671 -8.2418 -19,2308 ~9.6154 -13.7363
o ~-54.9451 -8.2418 54.9451 0.0 0.0 8.2418
ko= ~-9.6154 ~19,2308 0.0 19.2308 9.6154 0.0
~4.8077 -9.6154 0.0 9.6154 4.8077 0.0
B -8.2418 ~-13,7363 8.2418 0.0 .0 13.7363—J
Analicemos el sequnde elemento ( 2,3,4 ) C+.
28, = 200.0 m? Az = 100.0 m?
ai = 0.0 aj = -200.0 am = 0.0
bi = 0,0 bj = =20.0 = 20.0
ci = 10.0 cj = =-10.0 cm = 0.0
0.0 0.0 ~-0.10 0.0 0.10 0.0
B; = [ 0.0 0.05 0.0 =0.05 0.0 0.0
0.05 0.0 -0.05 -0.10 0.0 0.10
8%, 8Y 2 8X3 8Y3 §Xy 8vy
4.8077 0.0 -4.8077 -9.6154 0.0 9.6154
0.0 13.7363 -8.2418 -13.7363 8,2418 0.0
e -4.8077 ~-8.2418 59.7528 17.8572 -54,9451 -9.6154
Kas= ~9.6154 -13.7363 17.8572 32.9671 -8.2418 ~-19.2308
0.0 8.2418 -54.9451 -8.2418 54.9451 0.0
9.6154 0.0 -9.6154 -19.2308 0.0 19.2308

8%y
8Y3
8%,
8Y,
8% 3
Y3

X2
8Y,
8%
Y3
8%
8%,

Acoplando las matrices de rigidez de los elementos 1 y 2, Gni

camente para los desplazamientos horizontales, esto es en el sentido x,

dado que para este problema en particular despreciaremos los desplaza--—-

mientos verticales por ser poco significativos, con lo cual la matriz de

rigidez global que obtenemos es:
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8 4 § 5 § 3 §4 _

[ 59,7508 -54.9451 -4.8077 0.0 86X,
-54.9451 59.7528 -4.8077 0.0 X2

2= -4.8077 -4.8077 64.5605  ~54.9451 8X3
| 0.0 0.0 54,9451 54.9451 | 68Xy

Hasta este paso tenemos lo mismo que en el caso estdtico, aho
ra aplicando la ecuacidén II.20. y despreciando el amortiguamiento tene--

mos lo siguiente:
kKs+MS&=R ., 1I.20'.
De esta ecuacidn solo conocemos la matriz de rigidez del e-

lemento.

Una forma similar de obtener la ecuacidén anterir es la si----
guiente; tenemos una masa como la que se muestra en la figura, al te--
rreno le aplicamos una fuer:za ER' en el diagrama de cuerpo libre de la

figura observamos las fuerzas que en ella actian.

(!
|ml: ! D.C.L.
L-’_J
|

I/
s X
l’ ———
'
1
! m b p_= mX
I —
PN
F_= K(X-Xo)
/AN I S A NN 4 8 0 B R WA R
—t—ri
Xo X -Xo
[, F

R
En el diagrama de cuerpo libre tenemos las siquientes compo=--

nentes:
La fuerza ER aplicada que es igual a la constante K del re--
sorte por el desplazamiento de la masa.
La respuesta g de la masa, dada por una aceleracidn de la mis
ma y en sentido opuesto a la fuerza aplicada.

Por Giltimo aparece una fuerza FI de inercia, dada por la mul-
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tiplicacién de la masa por la aceleracidén del cuerpo.
Ahora bien por equilibrio de fuerzas nos resulta:
F 4 = 0.

K(X-Xo ) +m X = 0.0

Por otro lado vemos que:

X =Xo+ ( XXo) y si llamamos;  § = ( X-Xp )
cbtenemos:

X=X +3
donde; X: Vector de desplazamientos totales.

Xo: Vector de desplzamientos virtuales.

finalmente tenemos:

Ks+ni-o00

Esto filtimo estd dado en forma tedrica, pero en realidad tene
mos ntra fuerza aplicada en el cuerpo, debida a la masa por la acelera—-
cifén del terreno y en sentido opuesto, por tal razon la expresién fi--

nal resultante es:

KS§+M8=-MXp ... IIL.L.

en donde; Matriz de rigidez global del elemento.

_IS:
§: Vector de desplazamientos nodales.
M: Matriz de masa concentrada.

Xo: Vector de accracidn del  terreno.

De las ecuaciones II.20'. y III.1. tenemos que los segundos
miembros de ambas expresiones son equivalentes, y por tal razdn decimos

que las expresiones son similares; la ecuacidn III.l. es para el primer

modo de vibrar, mientra que la ecuacidn II1.20'. estd dada en forma gene-
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ral , esto es incluye a los modos superiores de vibrar.

En la diagonal principal de la matriz de masa concentrada da-
da por los nodos del elemento finito, tenemos repartida en forma equi~
tativa, la masa del elemento finito en estudic. La masa de el elemento

que en este caso se trata de un tridngulo la obtenemos con la siguiente

expresion:
m = Axyxl
donde; A: Area del tridngulo.
Y: Peso volumétrico del material.
m = 100.0 x 1.6 m= 160.0 T

Nota: La matriz de masa concentrada es una matriz diagonal,
por lo cual sus elementos restantes son ceros.

Por equilibrio sabemos que a cada nodo le corresponde un ter-
cio de la masa, esto es, nuestra matriz serd de 3x3.

Obtengamos ahora la matriz de masa concentrada para ambos ele

mentos:
n, nj nj
m/3 0.0 0.0 53.333 0.0 0.0 ny
Mf = [0.0 m/3 0.0 ; Mj=|o0.0 53333 0.0 na
0.0 0.0 m/3 0.0 0.0 53.333| ns
ny n3 Ny
53.333 0.0 0.0 n,
M; = | 0.0 53.333 0.0 nj
0.0 0.0  53.333 | n,

Observamos que las matrices para ambos elementos son iguales,
esto es debido a que el material es homog€nec e isdtropo.

Para la obtencidn de la matriz de masa concentrada global, lo
hacemos acoplando las matrices de los elementos, esto se hace de la mis-

ma forma que en la matriz de rigidez del elemento.
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ny na njy ny
53,333 0.0 0.0 0.0 n
M = 0.0 106.667 0.0 0.0 ny
0.0 0.0 106.667 0.0 ns
0.0 0.0 6.0 53.333 ny

Dado que suponemos la base del blogue empotrada en el terre
no, esto es, en esta zona ocurre un movimiento de cuerpo rigido, por tal
razén solo tendremos dos desplazamientos virtuales, y en consecuencia so
lo tendremos desplazamientos nodales en los puntos 1 y 2, que por ser de
sentido contraric a los virtuales son negativeos. Por tal razdn las matri
ces M y K se veran reducidas a un sistema de 2x2.

Ahora solo nos resta conocer el valor de los desplazamientos
nodales, y para ello emplearcmos dos métodos:

1.- Método de Newmark; formulado con las siguientes expresio=-

nes:

= & +pt8 + (a0 2 Tisepy s aps e.. II.25.
Spape” BroEs +(a0) E% L)wt”‘ium] 11.25

‘. = : . oy K " N o ] ‘
Sepne™ Stit [‘1 Ve, YEtMt] I1.26

1 . ! 1 : 1 o
K+ -M]38 =~M Xgo+M 8 + § +( =~ -1) 6 ... 1I1.27.
[ g(at) > ]—tmt [B(At)rt B(At) -t 28 —-tJ

Para conocer los desplazamientos nodales, resolvemos el siste

ma anterir, considerando un t=0.0 inicialmente, donde At=0.1ls , g=10.0m/s2
B=0.25 y y=0.5 ; por condiciones iniciales tenemos que tanto la veloci--
dad como el desplazamiento par t=0.0 son cero.

Sustituyendo las condiciones iniciales en la ecuacibén I1.20'.

obtenemos la aceleracidn para t=0.0.

CSp 4+ M 8o =M Xg ... IL.20'.

I=

5 -53.333 0.0 0.1875 0.0 §;=-1.50
- (1.5)

§ 0.0  106.667 0.0 0.009375 §p==1.50
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Sustituyendo valores en la ecuacién II.27. resulta:

4 4.6745x10° 6.0113x10° -80.0 53.333 0.0

H
+

&y 6.0113x10° 2.3405x10° ~160.0 0.0  106.007

t+AE
[}oo.qgt + 40.08,_ + géi}

Para el primer At.

&1 4.6745x10° 6.0113x10°|| -80.0-80.0 8, 1=-0-00750
’

83 6.0113x10°  2.3405x10°| |-160.0-160.0 8, ,==0.00750
14

Sustituyendo los valores del desplazamiento en las ecuacio-

nes II1.25. y I1.26.;

~-0.06750 = 0.01{(0.25) (~1.5) + (0'23)§t+ﬂt] 6At=—1.50

SAtZ 0.10(0.5)(-1.5) + (0.5)(-1.5)] dAt=-0.15

Para 240t.

8 4.6745x10° 6.0113x10%[| -80.0-160.0-32.0 -80.0

3, 6.0113x10° 2.3405x10°] |~160.0-320.0-64.0-160.0

=-0,029¢ =-0.029¢
8,5, 177002999 64t 2="0+02999

de las ecuaciones II.25. y II.26.:

~-0.02999 = -0.00750 +(-0.015) + (0.01)[(0.25)(-1.5) + (0.25)& ]

t+At
8, ="1:4960
Sppe™ ~0-15 4 (0.1) [(0.5) (~1.5-1.4960)] 8., ="0-29980
Para 3At.
81 4.6745%10° 6.0113x10%| | -80.0 -639.78267 -639.56934 -79.78617

= 5
§2 6.0113x10%  2.3405x10 ~160.0-1279.57733-1279.15066-159.57383
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A3At’1=»0.06745 63At'2=-0.06745

de las ecuaciones II.25, y II1.26.:

~0.06745 = -0.02999 + (~0.02998) + (0.01)[(0.25) (~1.49) + (0.25)8, , ]

t+it
84pe==1-4960
éJAt=-0.29980 + (0.1)[(0.5) (~1.5-1.4960)] é3At=-0.44960
Para 4At.
8y 4.6745x10° 6.0113x10° -80.0-1438.92434 -959.14067 -79.78617

62J 6.0113x20° 2.3405x10° -160.0-2877.84868-1918.29933-159,57234

G4At’1=-0.11987 64At,2=~0.11989

de II.25. v II.26. para los nodos 1 y 2 tenemos respectivamente:

§4At,1~-1.4880 8¢, p="1-4960
S4At’1=—0.59880 84At,2=—0.59920

Para S5At.
8, 4,6745x10° 6.0113x10° -80.0-2557,21068-1277.43202 -79.35950
82 i 6.0113x10% 2.3405x10° | {-160.0-5115.32265-2556.59466-159.57383
Sgpe,1=0- 18718 8oy ,="0+18728

de II.25. y 1I.26. tenemos:

5 =-1.48 6 ==1.4920
Sepp,q 7714840 5At,2

65At,12-0°74740 65At,2=-o'7486
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Para 6At.
8y 4.6745x10% 6.0113x10° || -80.0-3993.14838-1594.44337 =79.14617
8, 6.0113x10° 2.3405x10°| | ~160.0-7990,63830-3194,03665-159.14716
Sea, =0+ 26932 Seat, ==0+26959

2.- M&todo de diferencias centrales; dado por las siguientes

expresiones:
§ = —e I8 -8 .1 ...1I.21.
=t 2(At) “t+dt  —t+At

1
§ = —— | - 25 + 8 ] ... II.22,

-At
(At)z —t+At -+t —t-4

M8 e = QEFCMXo) - [atf K -2mM 8 -M8 1 ... IL.23.
5 =8, - at) g + UBZ G 1104
—at =0 =0 2 =

Resolvemos el sistema anterior, considerando un t=-At inicial
mente, donde At= 0.1 s , g= 10.0 m/s? ¢ 8¢= 0.0 ¥y §g= 0.0 .

Sustituyendo las condiciones iniciales en la ecuacidn II.20'.

resulta:
==1.5 § ==1.50
Sope, 17720 -At,2
Reemplazando el valor de la aceleracidn en la ecuacidn II.24.

&) -1.50 §_,,=0-00750

B = (0.0050) .

8, -1.50 ' § . ==0.00750

At At

Con estos valores iniciamos los cilculos, empleando la ecua--
d
cion II.23.
Dado que solo nos interesan los desplazamientos de la masa de

suelo, no calcularemos las velocidades y aceleraciones del  mismo.
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8, 0.01875 0.0 =-0.80 0.597528 =0.549451 8y
P t+at 0.0 0.009375 -1.60 -0.549451 0.597528 §,
t
106.667 0.0 Sy 53.333 0.0 6y
0.0 213.334 0.0 106.667 P
t+At
Para e} Primer At, t=0.0 .
S, 0.01875 0.0 ~0.80+0.40 § ==0,00750
= At,1
§s 0.0 0.009375 -1.60+0.80

6At'2=-0.00750

Para 2At, t=pt.

&y 0 .01875 0.0 ~O.BO+0.00036~O.80 62At 1=—0.02999

§o 0.0 0.009375 -1.60+0.00036—l.60001 67At 2=-O.O30
Para 34At,

84 0.01875 0.0 -0.80+0.00144—3.19894+O.4O

§, 0.0 0.009375

~1.60+0.00145—6.40002+O.80

63At’l=—0.06745 63At’2=-0.06749

Para 44t
§; 0.01875 0.0 -O.80+0.00322 —7.19469+1.59946
P 0.0 0.009375

-1.60+0.00327-14.39791+3.20001

==0, =-0.11995
64At,1 0.11985 64At,2 0.1199
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Para 5At.
51 0.01875 0.0 ~-0.80+0.00571-12.78404+3.59731
8o 0.0 0.009375 ~1.60+0.00582-25.58941+7.19896
65At'l=-0.18714 65At'2=-0.18736
Para 6At.
8, 0.01875 0.0 -0.80+0.00888-19.96166 +6.39196
82 0.0 0.009375
66At,1=-0'26927

§

-1.6040.00913-39.97026+12,79471
0At, 2

=~0,26969
Resolvamos este mismo ejemplo pero ahora consideremos a el

blogue de suelo como si fuera una masa concentrada y tomemos una rigidez

equivalente, tal como se muestra en la figura; comparemos el resultado
aqui obtenido con el logrado utilizando la discretizacidn del

blogue.

K
L F
R
Para obtener § y K hacemos lo siguiente:
- 2
tg* T'= 1.g“K/cm
) Nl o _E__
! \‘4 T 2(1+n)
\ ke~ |h
\ . 500.0
- 2(1+40.3)
]
/777 NNNN 7777 NNNN /77 NNNN /7

G =192.30769 K/cm®
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Y=ér “iﬁ%%EE Y = 0.00520
5 = jyh § = $(0.00520) (20,9, § = 0.0520 p
F=Ta F = (1.0)(20.0) (1.0, F =200
K= g K =-20.0 K = 0.38462 x/p
0.0520 ‘
Tomaremos 1, mitad de ja masa de} bloque,
Por el método de Newmark tenemosg.
8o = (-53.333)(0.01875)(1.50) 8o =-1.50
Para e} Primer At.
Spe =~0.00750 éAt =~0,150 ’Sgt =-1.50
Para 24t
8,a¢ ==0.030 éZAt =-0.30 ‘§2At =~1.50
Para 3At,
§3ae ==0.06750 53At =-0.450 &;At =-1.50
Para 4At.
S4pe ==0.120 '4At =-0,60 E;At =-1.50
Para 5A¢t,
Scar ==0.18750 ésAt =-0,750 Ssdt =-1.50

Para 6At,

66At =~0.270




-2

Por el método de diferencias centrales resulta:
30 = (=~53,333) (0.01875) {1.50) bo =1, 50

Para el primer t=-At resulta:

0.01

S =77 130 8_pp =0-00750
Para el primer At: - GAt =~0,00750
Para 2At: GAt =-0.030
Para 3At: o | §,, =-0.06750
g Para 4At: ) GAt ==0.120
: Para S5At: GAt =-0.18750
Para 6At: ” 6,, ==0.270

Comparando para ambos casos, y para los dos métodos empleados,
los resultados obtenidos son practicamente los mismos; solo pedemos men-
cionarque al considerar la masa concentrada, los dos métodos utilizados

no varian en absoluto.
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V. CONCLUSIONES.
Rkkdhhhhhhdhkkhk

La finalidad de este trabajo es, el presentar los fundamentos
tedricos del Método del Elemento Finito, para su mejor comprensidn
en la solucidn de problemas pricticos.

Aquil tratamos con tres casos; 1.- Caso estitico en medios ho-~
mogéneos, 2.- Caso estdtico en medios heterogéneos y anisétropos, y 3.-
Caso dindmico en medios homogéneos: En cada uno de ellos, presentamos
las bases tedricas y el desarrollo de las ecuaciones que son empleadas,
de la misma forma se realizan ejemplos sencillos, que permiten el maneijo
de las expresiones, logrando con ello una mejor visualizacidn del fené
meno en estudio.

Asi hacemos uso del concepto de trabajo virtual, que consis
te en dar un desplazamiento virtual a un nodo, con lo cual obtenemos
las relaciones o fuerzas externas gue en este nodo actiian, logrando de
esta forma establecer cl equilibrio, una vez realizado esto, podemos des
preciar el desplazahicnto virtual inducido, en la iniciacidn de los c&l-
culos de las deformaciones del elemento.

Por medio de la teoria de la elasticidad, llegamos al con--
cepto de trabajo especifico de deformacién cuando la carga es aplicada
gradualmente: asi como tambien lleganos a la demostracidn de la matriz
de rigiaez elistica para un estado de esfuerzo plano.

El vector de los parametros de las fuerzas nodales, se obtie-
ne por equilibrio estdtico de las diferentes acciones que intervienen,
si el sistema es hiperestitico, hacemos uso del concepto de trabajo
virtual.

La matriz de transformacidn se requiere para medios heterogé-
neos y anisbtropos, esta matriz nos transfiere las propiedades de cada e
lemento finite a un eje comiin, con lo cual podemos determinar la matriz
de rigidez eldstica de cada elemento y referirla a los ejes principales.

Cabe aclararque para el caso estdtico, despreciamos las defor

maciones por cambios de temperatura
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Para la solucidn de problemas dindmicos, hacemos usc de méto-
dos numéricos de aproximacién; la fuerza dindmica es incorporada como si
se tratara de una fuerza masica, esto es se incorpora dentro de la ma---
triz de masa consistente. Uno de los métodos numéricos utilizados es el
método de las diferencias centrales, el cual se basa en las series de a-
proximacién de Taylor. El métodc de Newmark se basa en considerar una va
riacién lineal de la aceleracidn, manteniendo invariables las propieda--
des del sistema; para determinar la variacidén de la velocidad simplemen-
te integramos la funcidn de la aceleracidn, con lo cual obtenemos una va
riacidn cuadridtica de la velocidad; para los desplazamientos realizamos
la integracidn de la relacidén de velocidad ya obtenida, resultdndonos
una variacién cilibica de los desplazamientos. Para acelerar la convergen-
cia del método, Newmark utiliza los pardmetros y y £, cestos parimetros
realizan la labor de un catalizador en los procesos quimicos, por otro
lado los parametros pueden cambiar su valor dependiendo del tipo de pro-
biiema en estudio.

E1l trabajo manual en la solucidn de problemas por medio de e-
lemento finitoe es excrbitante, pur tal razdn se requiere de la utiliza--
cidn de una computadora que realice todos los cdleulos, quedandole ﬁnicg
mente al Ingeniero la interpretacidn de los resultados arrojados.

En los ejemplos realizados, vemns claramente que los resulta-
dos obtenidos si representan el comportamiento del cuerpo en estudio ba-
jo las condiciones de carga a las cuales se sometieron.

En los los ejemplos para medios heterogéneos y anisdtropos,
se observa claramente como varian los resultados al cambiar las propieda
des del material.

pPara el ejemplo del caso dindmico, se simuld una fuerza unidi
reccional, ademis de despreciarse el amortiguamiento y considerar un gra
do de libertad; la extensidn a trabajar con un sismo real, incluir el a-
mortiguamiento y agregar los grados superiores de vibracidn, no implica
mayor problema, dado que ya se tiene comprendido el fenémeno fisico y s0

lo restaria la adicidn de nuevas cosideraciones.
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Finalmente podemos decir gue el Método del Elemento Finito es
un instrumento muy eficaz, dada su buena aproximacidn, ya que comparando
lo con los métodos tradicionales, tiene la ventaja de poder trabajar en

medios de estrtigrafia irregular.
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A.I. APENDICE UNO: NOTACION SUBINDICE.
KRR AR A hk ok kh bk kA Rk ke R A

Por medio del enfoque tensorial tenemos las siguientes con-
sideraciones;

1) Si en cualquier t&rmino de una expresidn aparece repetido
dos veces un sub-indice, entonces existe suma sobre dicho sub-irdice.

2) Ningun sub-Indice debe aparecer mas de dos veces en el mis
mo término.

3) Toda ecuacidon debe de estar balanceada, esto es, todo sub-
indice que aparece una sola vez en uno de los miembros ( sub-indice li--
bre ) debe aparecer en el otro miembro. Se llama sub-indice mudo a aquel
que aparece repetido dos veces en el mismo término.

De ello:

o lo que es lo mismo en notacidn sub-indice:

a=a.é,
- i1
Considerece un sistema coordenado cartesiano rectangulay dere

cho y vectores % ' % Y % formando una nueva base.
1 2 3

%3 A X;

X1
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El nuevo sistema se define a partir de una rotacifén de cuerpo
rigido alrrededor de el punto 0.
Sea a un vector con componentes a, respecto de la base [ éi 1,

y componentes 2 respecto de la nueva Lase { %i ]; en consecuencia:
= é » = &
=45 27 Rk ... a..l.

Ahora construyamos una matriz M = Mij de tal modo que:

Eij = cas ¥( %i'éj )

donde:

F( %i'ej ) es el angulo entre los vectores gi y éj.
por lo tanto:

cos ¥{ ,%i,ej )

Podemos entonces decir que la matriz M es la matriz de los co
senos directores de los vectores de la base.
Nota: Todos los sub-indices representan niimeros naturales me-
nores o iguales a tres.
Asi pues:
%- =M, .86, ...A.I.2.

1 11 ]

por otra parte:

%in%j = Gij ... A.I.3.
y tambien:

é, & =26, ... A.I.4.

%5 7Y0.0 ., it
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de A.I.2., A.I.3. Y A.I.4. resulta;

88 =M 8 .M & =M M a.a
Ry = Mipfpe M8, ipiq p g

M, + M, pertenecen a los niimeros reales.
ip ig

pero:

& §

é - =
P q Pq
luego entonces:

Ri'By=M M. 8§ =mu M 4§
1% 1p J9 pg 1p 3Jq gqp
pero:
.8 =M
J9 gp ip
por 1o cual:

A..I\I=M M_
i %J ip jp

asi:
L Moo= 5
ip 1p 1]

pero tambien:
M, MT. =4, .
1p pJ 1)

dado que M es ortogonal.

En notacién vectorial esto puede escribirse como:

I=

M =1 ...aA.I.s.

Dado que M es una matrigz ortogonal; el determinante de M re--
sulta ser uno, Y por lo tanto, M es una matriz bropia, de la ecuacidn A.
I.2.:
T T ~
M

Mei & = kiM%

pero:
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T
= 6
“eiiy T %k
asi:
Miki = %ky8y
Mk = &
por esto:
85 = Mgt
o tambien:
ei = Mji%j ees A.T.6.

por lo que se concluye que:

M, = M,
ij ji

de las ecuaciones A.I.l. y A.I.6.:

8. =a 8 =aM @&,
RiRi T 2151 T ®174iR5

por lo tanto:

8
%J'\JJ

H

a
a a.M,.%. ... A.I.7.
- i73i%]

Como las componentes de un vector a con respecto a una base

-~ 3
son Unicas, se tiene:

Para el caso particular de una rotacidn alrrededor de el eje
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/
X3 X3
834 ¢, X2
&2
0 N, N
8, X2
é
£
B
£1

de aqui obtenemos lo siguiente:

M, .
1]

cos ¥ ( %i'éj )

haciendolo extensivo a cada elemento:

Mz3

VETY

Ms3»

M3s

con estos

cos

cos

cos

Cos

B

iz ol

o

0.

valores

sen B

o=
I

o L=y
i

-+ B] = - sen B

construimos la matrig:
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cos B -sen B 0.0
M= | senB cos B 0.0
0.0 0.0 1.0

El producto diddico de dos vectores a y b, denotado por a m b
tiene las siguientes propiedades:

1) (aa)ab=am (ab) =0

o

#b)
2) am (b+c)=(amb)+(aac)

[

donde o es un escalar.
En términos de las componentes de ayb, aa b puede escribir

S5e como:

en general:

amb#baa

A los productos diddicos éi ] éj se le llama diadas unitarias.
Se define un tensor cartesiano de segundo orden con una combi

nacién lineal de las diadas unitarias, por consiguiente:

A=A, & ué, ... ALTL10.
- 1] 1 ]

donde A es un tensor cartesiano de segundo orden, y Aij son susg componen
tes. De la ecuacidn A.I.10. se observa que las componentes de un tensor
dependen de las diadas unitarias, y en consecuencia de los vectores de
la base.

supdngase que el tensor A tiene componentes Aij en el sistema

é., y componentes A, . en el sistema &, con lo que:
i vij Vi
A=A & mé,=A & mé, ... A.I.11.
- ij’i 3 %13%1 j
pero;

é:'L ) Mpi%p

, =M .8
J qi™q

>
]
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luego entonces:
A, M, M & = B .
iJMPl%P = qj%q Risky ® R
M M A & m6
Pt qj i3%p g
cambiando i por py J por q en el segundo miembro:
M M A & ®mBE& = & m
P1 gj 13%P g PQEP ﬁq
dado que las copmpnentes de un tensor con respecto a una base son {inicas:

A M M A . A.I.12.
“pq p1 4l 13

Sea E un tensor cartesiano de segundo orden, tal que:

E=¢, & uwé,

- 1] 1 J

de modo que:
€11 €12 €13

E,. = | € € €
ij 21 22 23
€31 €32 €33

Siendo E el tensor deformacidn; para el caso de deformacidn

plana tenemos:

e,. = 0.0 si i=3 o j=3
ij
Aplicando la trasformacién definida por:
cos B -sen 8 0.0
M= sen B cos B 0.0
0.0 0.0 1.0
L -

si aplicamos esto dltimo al tensor E resulta:

£ =M M e, .
“pq Pl 9] 1]

£ =M € .M
“pq P1L 1] d)
£ M ,e,.M?
‘pq Pl 1] ]Jq
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lo que en notacién matricial equivale a:

E=uEn
es decir:
Féos B -sen B 0.0 €11 €12 0.0y] cos B sen B 0.0
E =tsen 8 cos B 0.0(|ez1 €32 0.0(|-sen B cos B 0.0
B 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0
desarrolla;do:
rgl1coﬁ8+522se38+23en8c058 -€11senBcosf+
E= —511senBcosB+£zzsenBcosB+e1g(co%B-seﬁB) £118enB+ezc08B-
B 0.0 0.0
+ezzsen8cosﬂ+elz(cogﬁ-seﬁﬁ) 0.0
-€122senfcosp 0.0
0.0

por otro lado sabemos que:
€12 = €23
Yy cambiando:

por €11, ey por €32 v ny Por £12 resulta:

2 2
Ky cos“8 sen“B 2senfcosf €y
2 2
=| sen“R cos“B -2senfcosf €
Ry J v | @
_ - \ 2, 2
xxy senficos i senfPcosf cos®f-sen”f ny

Ahora bien si al  &ngulo considerado se le cambia el signo
el sistema se vera afectado, esto es girara en sentido opuesto A&y,

Y finalmente obtendremos:

= E'
Te =0

ue tambien se escribe: € T
[ aq ribe &

L
£
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A.II. APENDICE DOS. PROGRAMA PARA EI, CASO ESTATICO.
A T S s s R L L

El siguiente programa para la HP 41 CV, se encuentra dividido
en dos paquetes; aste programa es una ayuda en la solucidn de problemas
sencillos, en los cuales se utiliza el Método del Elemento Finito.

El primer paquete contiene los siguientes sub-programas.

LBL MTX-BN Matriz de funcidén de forma de deformaciones.
LBL MTX-D Matriz de rigidez elastica.
LBL MTX-TNF Matriz de transformacién.
LBL MTX-dN Matriz de rigidez eldstica, caso no homogéneo.
LBL MTX-DN Matriz de rigidez elastica en los ejes principales.
El segundo pagquete nos proporciona la matriz de rigidez para
cada elementc { LBL MIX~K ); el acoplamiento de las matrices de cada ele
mento, nos lleva a la obtencidén de la matriz de rigidez global, el aco--
plamiento se hari en forma manual, asi como tambien la solucidn de 1
sistema matricial ( Ké=f ), del cual obtenemos las deformaciones en ca
da nudo de la red.
Para el 1llamado de cualquier sub-progranma, s0lo basta ejecu--
tar lo siguiente en el teclado de la calculadoras:
XEQ ALPA ( sub-programa deseado ).

Nota: Para el grabado de cualquiera de los dos paquetes, se re

gquieren de 11 tarjetas magnéticas de programacidn.
A continuacidn proporcionaremos los listados de ambos pagquetes,

el primer paquete que contiene 5 sub-programas se encuentra condensado.

Listado de el primer paquete:

001 LBL MTX-BN 007 STO 01 013 STO 03
002 XI=? 008 XJ=? 014 XM=?
003 PROMPT 009 PROMPT 015 PROMPT
004 STO 00 010 ST0 02 016 STO 04
005 YI=? 011 YJ=? 017 UM=?

006 PROMPT 012 PROMPT 018 PROMPT



019
020
021
022
023
024
025
026
027
028
029
030
031
032
033
034
035
036
037
038
039
040
041
042
043
044
045
046
047
048
049
050
051

STO 05
RCL 04
RCL 01

RCL 05
RCL 02

RCL 00
RCL 03

STO 06
RCL 03
RCL 04

FCL 01
RCL 02

RCL 00
RCL 05
*

+

CHS
RCL 06
+

2 AREA=
ARCL X
AVIEW
STOP
ST007
RCIL, 02

052
053
054
055
056
057
058
059
060
061
062
063
064
065
066
067
068
069
070
071
072
073
074

076
077
078
079
080
081
082
083
084

RCL 05

RCL 04
RCL 03

ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 03
RCL 05

ARCL X
AVIEW
sTOoP
STO 08
RCL 04
RCL 02
clI=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 09
RCL 00
RCI, 05
*

RCL 04
RCL 01

-85-

085
086
087
088
089
090
091
092
093
094
095
096
097
098
099
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
1
112
113
114
115
116
117

ad=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 05
RCL 01
bJ=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 10
RCL 00
RCL 04
cJ=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 11
RCL 00
RCL 03
*

RCL 02
RCL 01

aM=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 01
RCL 03

118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
125
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

bM=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 12
RCL 02
RCL 00

cM=

ARCL X
AVIEW

STOP

STO 13

RCL 08

RCL 07

/
BN11=BN32=
ARCL X
AVIEW

STOP

RCL 09

RCL 07

/
BN22=BN31=
ARCL X
AVIEW
STOP

RCL 10

RCL 07

/
BN13=BN34=
ARCL X



001
002
003
004
005
006
007

AVUEW

STOP

RCL 11

RCL 07

/
BN24=BN33=
ARCL X
AVIEW

STOP

RCL 12

RCL 07

/
BN15=BN36=
ARCL X
AVIEW

STOP

RCL, 13

RCL 07

/
BN26=BN3 5=
ARCL X
AVIEW

STOP

END

LBL MTX-D
E=?
PROMPT
STO 00
v=?
PROMPT
STO 01

008
009
010
011
012
013
014
015
016
017
018
019
020
021
022
023
024
025
026
027
028
029
030
031
032
033
034
035
036
037
038
039
040

RCL 02

*
D11=D22=
ARCL X
AVIEW
STOP

RCL 01
RCL 02

*
D12=D21=
ARCL X
AVIEW
STOP

1

RCL 01

RCL 02

D33=
ARCL X
AVIEW
STOP

-86~-

041

001
002
003
004
0os
006
007
008
009
010
011
012
013
014
015
016
017
018
019
020
021
022
023
024
025
026
027
028
029
030

END

LBL MTX-TNF
b=?

PROMPT

STO 00

COS

XZ

Tll=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
SIN

X2
T12=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
Cos
RCL 00
SIN

CHS
T13=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 0O

031
032
033
034
035
036
037
038
039
040
041
042
043
044
045
046
047
048
049

051
052
053
054
055

057
058
059
060
061
062
063

SIN

T21=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
Cos

T22=
ARCL X
AVIEW
5TOP
RCL Q0
Ccos
RCL 00
SIN

T23=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
Cos
RCL 00
SIN

T31=
ARCL X
AVIEW
STOP



064
065
066
067
068
069
070
071
072
073
074
075
076
077
078
079
080
081
082
083
084
085
086

001
002
003
004
005
006
007
oos
009

RCL 00
cos
RCL 00
SIN

*

CHS
T32=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
SIN

X 2

CHS
RCL 00

Cos

T33=
ARCL X
AVIEW
sTOoP
END

LBL MTX~dN
yN=?
PROMPT

STO 00
EN=?
PROMPT

STO 01
eN=?7

PROMPT

010
011
012
013
014
015
016
017
018
019
020
021
022
023
024
025
026
027
028
029
030
031
032
033
034
035
036
037
038
039
040
041
042
043

STO 02
RCL 01
RCL 02
/

N=
ARCL X
AVIEW
STOP
$10 03
RCL 00
1

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 05
RCL 00

1

+

RCL 03
X<>Y

/

STO 06
RCL 03
RCL 06
*

da1l=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
RCL 03
*

RCL 06
*

di2=
ARCL X
AVIEW
S5TOP

0

dl3=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
RCL 03
*

RCL 06
*

dzl=
ARCL X

078
079
080
o8l
082
083
084
085
086
087
088
089
090
091
092
093
094
095
0%6
097
098
099
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111

AVIEW
STOP
RCL 06

d22=
ARCL X
AVIEW
sTOP

d23=
ARCL X
AVIEW
STOP

d3l=
ARCL X
AVIEW
STOP

0

d32=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 00
XZ

RCL 03

CHS

RCL 05

RCL 06



112
113
114
115
116
117

001
002
003
004
005
006
007
008
009
010
011
012
013
014
015
016
017
018
019
020
021
022
023
024
025

* 026
d33= 027
ARCL X 028
AVIEW 029
STOP 030
END 031

032

033

LBL MTX~DN 034

T1l1l=? 035
PROMPT 036
STO 00 037
T12=7 038
PROMPT 039
STO 01 040
T13=? 041
PROMPT 042
ST0 02 043
T21=? 044
PROMPT 045
STO 03 046
T22=? 047
PROMPT 048
STO 04 049
T23=7? 050
PROMPT 051
STQ 05 «052
T31=7? 053
PROMPT 054
8TO 06 055
T32=7? 056
PROMPT 057
STO 07 058

T33=7?
PROMPT
STO 08
dll=?
PROMPT
STO 09
dl2=?
PRPMPT
STO 10
d13=?
PROMET
5T0 11
d21=7?
PROMPT
STO 12
d22=?
PROMPT
STO 13
d23=7?
PROMPT
STO 14
d31=?
PROMPT
STO 15
d32=?
PROMPT
STO 16
dli3=?
PROMPT
STO 17
RCL 00
RCL 09

*

-88-

059
060
061
062
063
064
065
066
067
oes
069
070
071
072
073
074
075
076
077
078
079
080
081
082
083
084
085
086
087
088
089
090
091

RCL
RCL

RCL
RCL

STO
RCL
RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

STO
RCL
RCL

RCL
RCL

RCL
RCL

STO

01
12

02
15

18
00
10

01
13

02
16

19
00
11

14

02
17

20

092
093
094
095
096
097
098
099
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124

RCL
RCL

RCL
RCL

RCL
RCL

STO
RCL
RCL

RCL
RCL

RCL
RCL

STO
RCL
RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

03

04
12

05
15

21
03
10

04
13

05
16

22
03
11

04

14

05
17



125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157

STO
RCL
RCL

RCL
RCL

RCL
RCL

sTO
RCL
RCL

RCL
RCL

RCL
RCL

STO
RCL
RCL

RCL
RCL

23
06
09

07
12

08
15

24
06
10

07
13

08
16

25
06
11

07
14

158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
i71
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190

+
RCL 08
RCL 17
*

+

STO 26
TT11=7?
PROMPT
STO 27
TT12=?
PROMPT
STO 28
TT13=?
PROMPT
STO 29
TT21=7
PROMPT
STO #)
TT22=?
PROMPT
STO 31
TT23=?
PROMPT
STO 32
TT31=?
PROMPT
STO 33
TT32=2
PROMPT
STO 34
TT33=?
PROMPT
STO 35

-89~

191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223

RCL
RCL

RCL
RCL

RCL
RCL

*

+

Dll=

i8
27

19

30

20
33

ARCL X

AVIEW

STOP

RCL
RCL
*

RCL
RCL

RCL
RCL

*

+

Dl2=

i8
28

19

31

20
34

ARCL X

AVIEW

STOP

RCL
RCL

*

18
29

224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256

RCL 19
RCL 32

RCL 20
RCL 35

D13=
ARCL X
AVIEW
STOP

RCL 21

RCL 27

RCL 22
RCL 30

RCL 23
RCL 33

D21=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 21
RCL 28

RCL 22
RCL 31



RCL 23
RCL 34

D22=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 21
RCL 29

RCL 22
RCL 32

RCL 23
RCL 35
*

+

D23=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 24
RCL 27
*

RCL 25
RCL 30

RCL 26
RCL 33

290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322

D31=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 24
RCL 28

RCL 25
RCL 31

RCL 26
RCL 34
*

+

D32=
ARCL X
AVIEW
STOP
RCL 24
RCL 29
*

RCL 25
RCL 32

RCL 26
RCL 35

D33=

~90-

323
324
325
326

ARCL X
AVIEW
STOP
END
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Listado de el segundo paquete.

001 LBL MTX-K 033 PROMPT 065 D21=7? 097 RCL 27
002 BT11=? 034 STO 10 066 PROMPT 098 *
003 PROMPT 035 BT43=? 067 8TO 21 099 STO 28
004 sTO 00 036 PROMPT 068 D22=7? 100 RCL 00
005 BT12=2? 037 STO 11 069 PROMPT 101 RCL 19
006  PROMPT 038 BTLH1=7? 070 STO 22 102 =
007 STO {1 039 PROMPT 071 D23=? 103 RCL 01
008 BT13=7? 040 &70 12 072 PROMPT 104 RCL 22
009 PROMPT 041 DBT52=? 073 STO 23 105 *
010 STO €2 042 PROMPT 074 D31=? 106 +
0l1 BT21=? 043 5TO 13 075 PROMPT 107 RCL 02
012 PROMPT 044 BT53=? 076 STO 24 108 RCL 25
013 STO 03 045 PROMPT 077 D32=? 109 *
014 BT22=? 046 S5TO 14 078 PROMPT ©110 +
015 PROMPT 047 BT61=? 079 STO 25 111 RCL 27
016 STO 24 048 PROMPT 080 D33=7 112 #
017 BT23=? 049 5STO 15 081 PROMPT 113 STO 29
018 PROMPT 050 BT62=7 082 STO 26 114 RCL 00
019 STO 95 051 PROMPT 083 TA=? 115 RCL 20
020 BT31=? 052 STO 16 084 PROMPT 116 *
021 PROMPT 053 BT63=? 085 STO 27 117 RCL 01
022 STO 06 054 PROMPT 086 RCL 06 118 RCL 23
023 BT3Z2=? 055 STO 17 087 RCL 18 119 *
024 PROMP 056 D11l=? os8g * 120 +
025 STO 07 057 PROMPT 089 RCL 01 121 RCL 02
026 BT3i3=? 058 STO 18 090 RCL 21 122 RCL 25
027 PROMPT 059 DIl12=? 091 * 123 *
028 STO 08 060 PROMPT 092 + 124 +
029 BT41=? 061 STO 19 093 RCL 02 125 RCL 27
030 PROMPT 062 D13=? 094 RCL 24 126 *
031 sTO 09 063 PROMPT 025 * 127 8TO 30

032 BT42=? 064 ©STO 20 096 + 128 RCL 03



129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161

RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

RCL

STO

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

RCL

STO

RCL

RCL

RCL
RCL

18

04

21

05
24

27

31

03

19

04

22

05
25

27

32

03

20

04
23

162
163
164
165
166
167
le8
169
170
i7n
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194

RCL
RCL

RCL

STO

RCL
RCL

,RCL

RCL

RCL

RCL

RCL

STO

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

05
26

27

33

06

18

07

21

08
24

27

34

06

19

07

22

08
25

-2

195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227

RCL

STO
RCL
RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

RCL

8T0

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

RCL

STO

RCL
RCL

27

35
06
20

07

23

08
26

27

36

09

18

10

21

11
24

27

37

09
19

228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260

RCL
RCL

RCL
RCL

RCL

5TO

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

RCL

STO

RCL

RCL

RCL
RCL

10
22

11
25

277

38

09

20

10

23

11
26

27

39

12

18

13
21



RCL

RCL

RCL

STO

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL

STO

RCL

RCL

RCL

RCL

RCL
RCL

RCL

24

27

40

12

19

13

22

14

25

27

41

12

20

13

23

14
26

27

294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326

42
15
18

16

21

17
24

27

43

15

19

16

22

17
25

27

44

15
20

-03-

327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359

RCL 16
RCL 23

RCL 17
RCL 26

RCL 27

STO 45
RCL 28
RCL 00

RCL 29
RCL 01

RCL 30
RCL 02

Kll=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 46
RCL 28
RCL 03

RCL 29
RCL 04

360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392

RCL 30
RCL 05

K12=

ARCL X
AVIEW
STOoP

STO 47
RCL 28
RCL 06

RCL 29
RCL 07

RCL 30
RCL 08
*

+
K13=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 48
RCL 28
RCL 09
*

RCL 29
RCL 10



393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422
423
424
425

RCL 30
RCL 11

Kl4=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 49
RCIL 28
RCL 12

RCL 29
RCL 13

RCL 30
RCL 14

K15=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 50
RCL 28
RCL 15

RCL 29
RCL 16

RCL 30

426
427
428
429
430
431
432
433
434
435
436
437
438
439
440
441
442
443
444
445
446
447
448
449
450

452
453
454
455
456
457
458

RCL 17

Kl6=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 51
RCL 31
RCL 00

RCL 32
RCL 01

RCL 33
RCL 02

K21=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 52
RCL 31

RCL 03

RCL 32

RCL 04

RCL 33
RCL 05

-94-

459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470
471
472
473
474
475
476
477
478
479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490
491

+
K22=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 53
RCL 31
RCL 06

RCL 32
RCL 07

RCL 33
RCL 08
*

+

K23=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 54
RCL 31
RCL 09
*

RCL 32
RCL 10

RCL 33
RCL 11

K24=

ARCL X
AVIEW
STOP
STO 55
RCL 31
RCL 12

RCL 32
RCL 13

RCL 33
RCL 14

K25=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 56
RCL 31
RCL 15

RCL 32

RCL 16
B

RCL 33
RCL 17



550
551

K26=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 57
RCL 34
RCL 00

RCL 35
RCL 01

RCL 36
RCL 02
L]

+

K31=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 58
RCL 34
RCL 03
*

RCL 35

RCL 04
*

+
RCL 36
RCL 05

K32=

558
559
560
561
562
563
564
565
566
567
568
569
570
571
572
573
574

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 59
RCL 34
RCL 06

RCL 35
RCL 07

RCL 36
RCL 08

K33=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 60
RCL 34
RCL 09

RCL 35

RCL 10

RCL 36
RCL 11

K34=
ARCL X

-95-

591
592
593
594
595
596
597
598
599
600
601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623

AVIEW
STOP

STO 61
RCL 34
RCL 12

RCL 35
RCL 13

RCL 36
RCL 14

K35=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 62
RCL 34
RCL 1%

RCL 35
RCL 16

RCL 36
RCL 17
*

+

K36=
ARCL X
AVIEW

624
625
626
627
628
629
630
631
632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648
649
650
651
652
653
654
655
656

STOP

STO 63
RCL 37
RCL 00

RCL 38
RCL 01

RCL 39
RCL 02

K41=
ARCL X
AVIEW
STOP

RCL 37
RCL 03

RCL 38
RCL 04

RCL 39
RCL 05

K42=
ARCL X
AVIEW
STOP



STO 65
RCL 37
RCL 06

RCL 38
RCL 07

RCL 39
RCL 08
*

+

K43=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 06
RCL 37
RCIOO
*

RCL 38
RCL 10
*

+

RCL 392
RCL 11
*

+

K4d=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 67

690
691
692
693
694
695
696
697
698
699
700
701
702
703
704
705
706
707
708
709
710
711
712
713
714
715
716
717
718
719
720
721
722

RCL 37
RCL 12

RCL 38
RCL 13

RCL 39
RCL 14

ARCL X
AVIEW
STOP
STO 68
RCL 37
RCL 15
*

RCL 38
RCL 16
*

+

RCL 38
RCL 17
*

N

K46=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 69
RCL 40

-96~

723
124
725
726
727
728
729
730
731
732
733
734
735
736
737
738
739
740
741
742
743
744
745
746
747
748
749
750
751
752
753
754
755

RCL 00

RCL 41
RCL 01

RCL 42
RCL 02
*

+

K 51=
ARCL X
AVIEW
STOP
ST0 70
RCL 40
RCL 03
*

RCL 41
RCL 04

RCL 42
RCL 05
*

+
K52=
ARCL X
AVIEW
STOP
STO 71
RCL, 40
RCL 06

756
757
758
759
760
761
762
763
764
765
766
767
768
769
770
771
772
773
774
775
776
777
778
779
780
781
782
783
784
785
786
787
788



789
790
791
792
793
794
795
796

797

798
799
B0OO
801
802
803
804
805
8006
807
808
809
810
811
812
813
814
815
8l6
817
818
819
820
821

ARCL X
AVIEW
STOP
STO 74
RCL 40
RCL 15
*

RCL 41
RCL 16

RCL 42
RCL 17

K56=

ARCL X
AVIEW
STOP

STO 75
RCL 43
RCL 00

RCL 44

822
823
824
825
826
8217
828
829
830
831
832
833
834
835
836
837
838
839
B840
841
842
843
844
845
846
847
848
849
850
851
852
853
854

RCL 01

RCL 45
RCL 02
*

+

K6l=
ARCL X
AVIEW
5TOP
8TO 76
RCL 43
RCL 03
*

RCL 44
RCL 04

RCL 45
RCL 05

*
+

K62=
ARCL X
AVIEW
5TOP
STO 77
RCL 43
RCL 06
*

RCL 44
RCL 07

-Q7 -

855
856
857
858
859
860
861
862
863
864
865
866
867
868
B6Y
870
871
872
873
874
875
876
877
878
879
880
881
882
883
B84
885
886
887

+
RCL 45
RCL 08

K63=

ARCYL X
AVIEW
STOP

STO 78
RCL 43
RCL 09

RCL 44
RCL 10

RCL 45
RCL 11
*

+

K64=
ARCL X
AVIEW
sSTOP
STO 79
RCL 43
RCL 12
*

RCL 44
RCL 13

888
889
890
891
892
893
894
895
896
897
898
899
900
901
902
903
204
905
906
907
908
909
910
911
912
213
914

+
RCL
RCL

K65=
ARCL
AVIE
STOP
STO
RCL
RCL

RCL
RCL

RCL
RCL

K66=

45
14

X
W

80
43
15

44

16

45
17

ARCL X

AVIEW

STOP
sTO
END

81
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A.III. APENDICE TRES. RESUMEN DE FORMULAS.
AhArkhhhhk kb hh kb kb kkhkbhhkdhhkAh kb hhkk

En este apéndice se resumen las fdrmulas mis utilizadas en la
solucidn de problemas mediante el uso del M&todo del Elemento Finito; se
dan las férmulas de los tres casos estudiados.

Para la obtencidn del 3rea de un tridngulo se emplea:

i i
2A =1 1.0 . Y ...(A.II1.1.)
] ]
1.0 X Y
m m

Los coeficientes, que son funcién de los desplazamientos noda

les estdn dados por:

a, = (X, Yy )-(XY.) b, = Y,-Y c, = X =X,
i i'm m i i m i m 3
a, = (XY )-{xXv,) b, =Y -y, c, = X =X .. (AITI.2.)
j i'm m i j moi 3 m
a = (X, ¥.)-(X,Y)) b =Y -Y. c = X.-X,
m i'j i i m i g m j i
La matriz de funcidn de forma de deformacicnes es:
Y.-Y 0.0 Y ~Y 0.0 Y.-Y
n m i j
B= l— 0.0 X -X 0.0 X, -X 0.0 ...{A.III.3.)
—~ 24 m
X -X Y -Y X, -X Y -Y X, =-X
m 3 3 Tm i'm i j i
La matriz de rigidez eldstica en un material homogéneoc es la
siguiente:
e -
1.0 v 0.0
E
D = ——) v 1.0 0.0 ...(A-III-4-)
= 1-v
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La matriz de rigidez global del elemento estd dada por:

K = 87D B%a .. (A.II1I.5.)

La matriz de transformacidn de coordenadas viene dada por:

cos?B sen?B ~2senficosfB
T = sen’p cosZS 2senBcosfh ...{A.III.6.)
senfcosf -senficosB coszs—senzﬂ

La matriz de rigidez eldstica segun la estratigrafia en los

materiales heterogéneos y anisOtropos es:

n nvi 0.0
D{ = B nv{ 1.0 0.0 oo (AVITIVT.)
(1-n(v{)?]
0.0 0.0 mll-n(v{)?]

Para obtener la matriz de rigides elistica en los ejes prin-~

cipales, se emplea la siguiente f&rmula.

T
D=TD'T ...{A.III.8.)
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