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PROLOGO 

Dentro del actual panorama que vive la economía mun--
dial, a los paises en vías de desarrollo como fl!éxico, les es ne
cesario contar con una infraestructura social, política y econ6-
•ica s&lida. Dentro de la rama econ6mica, es de fundamental im-
portancia QUe se cuente con una industria que sea autosuf iciente 
en el abastecimiento de materia prima, además de tener un siste
~a agrícola-ganadero productivo y actualizado que sztisfaga las 
necesidades alimentarias del pa!s. 

La Exploración Geofísica. en las Últimas décadas ha t.!! 
nido un desarrollo ext~aordinario, pues juega un papel importan
te en la localización y cuantificación de los recursos naturales, 
en apoyo a estudios geotécnicos·y como parte de estudios geohi-
drol6gicos, en beneficio de la agricultura, de la ganaderia, de 
la industria y de los asentamientos humanos. 

Los •étodos de exploración geof!sica se dividen en dos 
grupos, denominados mayores y menores. Dentro de los métodos el!, 
sificados como mayores se tienen los siguientes: 

~étodo gravimétrico. 
~étodo magnético. 
M¡todo s!s•ico. 
Método el¡ctrico, 

Dentro de los ~étados menores se tienen: 

~étodo radiométrico. 
Método termométrico. 

De los métodos -nt~riores, el ~étodo eléctrico o geo

eléctrico es el de interés para lo~ fine~ dü e~tJ tesis. Este -

método tiene sus principnles o~licncicne~ en la~ 5i~uicntcs 

~reas: 



li 

- En la b~squeda y cuantificación de energéticos, co~o ear

b6n, minerales radiactivos e hidrocarburos. 

- En la localizaci6n y cuatificación de yaci•ientos minera

les. 

Como apoyo a las investigaciones geotécnicas, enfocadas e 

la construcci6n de presas, carreteras, t6neles, complejos 

industriales, oleoductos, gasoductos, etc. 

- Como parte de estudios geohidrolbgicos, para definir las 

caracterlsticas y la geometr!a de las zonas acuíferas. 
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l. INTRDDUCCION 

A contlnuaci6n se presenta uha clasificaci6n de los di
ferentes •étodos geoeléctricos, as! mismo se definen los objeti-
vos de la presente tesis y se hacen algun~s consideraci~nes te6r! 
cas que s2rvir'n en los desarrollos posteriores. 

1.1 ANTECEDENTES 

Los métodos el&ctricos de exploraci6n, estudian a tra
vés de medidas realizadas en la superficie del terreno, la distr,! 

buci6n a profundidad de alguna propiedad electromagnética de las 
rocas. Dentro de las propiedades electromagnéticas disponibles a 

emplearse péra este ~in, están: 

- 1-a conductividad eléctrica (V). 
- La resistividad (f). 

La per•itividad o constante dlel~ctrica (€). 
la per•eabilidad magnética (.u.~. 

Entre las anteriores. la de empleo •~s generalizado en 

trabajo~ de campo •• la resistividad ce,. 

Con la geof !sica eléctrica •s posible medir ca•pos 
electrom3gnáticos y corrientes1 que ocurren en forma natural o -
que son producidas artificialAente. Acorde a ésto,se puede clasi
ficar a los m&todos el~ctricos como: 

Oe campo natural 

De campo artificial 

Dentro de los ~étodos de carn~o natural se tienen: 

Potencial nntural 
- Corrientes telúricas 
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- ~agneto - telúrico 
- ~agnético de audio - frecuencia (AF~AG) 

Los m~todos de campo artificial, se pueden dividir en

aquellos que utilizan un campo constante en el tiempo y aquellos 
que emplean un campo que varía coi\ el tiempo. Dentro de los mét2 
dos de campo constante tenemos: 

cu entran: 

- L!neas equipotenciales 
- Cuerpo cargado 

Sondeos el~ctricos verticales (SEV) . 

- Perfiles el&ctricos 

Entre los m&todos que emplean.un campo variable se an-

Sondeos de frecuencias 
Sondeos eléctricos verticales 
Sondeos por estableci~iento da ca~po 

- Perfiles electromagnéticos· (Incl1naci6n de caia

Pº• Tura•, Slingra•) 
?~lar!zae!6n indtJcid•= 

En la presenta tesis se tratar' unica•ente los son- -
deos eléctricos en corriente continua. 

En la geof !sica eléctrica es fundamental, el conoc1-
Miento de la soluci6n, tanto del probleMa directo con10 del pro
ble~a inverso (Interpretaci6n). La soluci6n al proble•a inverso 
en los sondeos el¡ctricos verticales en corriente continua, CO!l 
sista en conocer la distribuci6n de la resistividad con respecto 
a la profundidad, partiendo de ~a curva de resistividad aparenta 
, la cual se f or•a con los datos que se obtienen en el trabajo -
de ea~po. En el proble~a directo, por el contrario, lo que se 
busca es obtener los efectos que produce an la superficie d•l t.t 
rreno, una distribuci6n d• •aterialas en el subsuelo. 



La solución, del problema directo y del problema inver
so, generalmente se llevan a cabo en dos etapas. 

tes: 

Para el problema directo, estas dos etapas son: 

Obtener la función Kernel a partir de los espesores -
y resistividades de un modelo. 

- Obtener la curva de resistividad aparente partiendo -
de la funci6n kernel. 

Para el problema inverso, se tienen las dos etapas slguien-

Conocer la funci6n kernel partiendo de la curva de r~ 
sistividad aparente. 

Conocer los espesores y resistividades a partir de -
la funci6n kernel. 

Tomando como base lo anterio~ se ve qua la funcilm ker
nel se eaplea como un paso intermedio en la soluci6n del problema 
directo y del problema inverso, de aqu{ el interés por conocer 
sus caracter!sticas. 

1.2. OBJETIVOS. 

Los objetivos que se plantean para esta tesis son tres 
y se listan a continuaci6n: 

Conocer la función kernel a trsv&s de sus propiedades. 

Encontrar la relaci6n que existe entre la función ke~ 

nel y el corte geoel,ctrico. 

- Encontrar la relaci6n existente entre la cur~a de re
sistividad aparente y la ~unción kernel. 



1.3 CONSIDERACIONES TEORICAS 

Para facilitar el desarrollo de los modelas teóricos, -
se considera que el terreno está conjuntado por dos semiespacios: 

Uno compuesto por la atmósfera, a la cual se le da una resistivi

dad infinita. El otro, formado por una secuencia de capas distifr 
tas, p3rcialmente homogéneas e is6tropas, con espesor finito y e~ 

tensión lateral indefinida, las cuales están separadas por super
ficies planas horizontales. A cada uno de estos estratos se les 

denomina capa geoel~ctrica y queda especificada, cuando se da su 

espesor (hi) y su resistividad <e1). Al conjunto de espesares y 

resistividades de un medio estratificado, se le conoce como corte 
geoel~ctrico. Para un ~edio de n capas se requiere que existan n 

resistividades y n-1 espesores, ya que la Gltima capa o sustrato 

se considera can un espesor infinito. 

Q. = co 

T TfT Q, ; h\ r, 
1 2:. ~ 

l ~· 1 Q., " h?. ~ ,_ l ~~-· ~3 . h3 1 

t 
l 

Corte Geoeléctrico 

Figura 1.1 
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Existe una clasificación de los cortes geoel~ctr!cos 9!:., 
neralizada por los soviéticos, la cual est~ en función del nGmero 
de capas que contenga y de la relaci6n que exista entre las resi!. 
tividades de capas sucesivas. 

Para cortes de dos capas, solo existen dos tipos de re
laci6n entre las resistividades 

Los cortes de tres capas forman cuatro grupos 

H: ~' > ~~"' ~, 
K: ~, < ~~>e, 
A: ~, <- ~"¿,,.{.e~ 

Q: e, ,, e 'l. ..,. ~?. 
los cortes de cuatro capas forman ocho grupos 

HK = p, > ~1."' e?> -> ~1 
HA: ~.,.~,_<e1.¿,e" 
KH: ~,~ e,>~3<.e4 

KQ: ~\<e~ >~3'>~4' 
AK: Q\< ~,_<.~~>e~ 

AA: ~ 1 .¿, r'2. < f '3 <. f '\ 
QH '= ~ \ > ~ 7. 7 ~:a ~ ~~ 
QQ: ~, > f, > ~3 >e1 

Cuando se tienen cortes de cinco capas o más, se for•an 
grupo~ con la combinación de H,K,A y Q, da tal fcrma que solo son 
posibles 2°-1 tipos da relaciones entre resistividades (donde n -

es el nGmero de capas). 
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RESU~:~ Y CONCLUSIONES. 

Como se planteó en la secci6n 1.1, la función kernel se 

emplea cc~o un paso intermedio en el proceso de solución del pro

blema directo y del problema inversot por lo ~ue resulte im~orta~ 
te COnQ~Er Oicha func16n. 

l f •' r 1 t::' •"" t I t• 1 a uncion <erne o .unci~~ car~c er1s ica, surge en a 

soluci6n je la ecuaci6n de Po!sso~ p~r~ un medio estr~tif!cado 

º"rci~l~:--r·t.E> h-:mogérieo e isótro~;,, él !a que zi: le d~ el no.,bre de 

J~te~r:l ~e Stef~nesco {secci6n ~.~). Este ~unción depende en 

r.1-=-·w P.xr::lush,:· de los espesi,rer. l rs:isi.stivi':"=?~es dP ur> corte gc.2. 

~!.~et~ ir J Cede. 

~n~ vez qu~ se ident!fi~2 10 furci5~ c~ract~r{~li~a, s~ 

r?.::.f::1t!.:.?r· s.u:: ;H'O;Jiec!"'ces {secct.15'1 3 • .:r), ¿::.cle·r~~;: se def"inen !Bs f5¡, 
::;el;>:; '/ ;:i::~c .. ~sCJs r;ui:! la relncior..'1r. ccC'I los ,'.)·~=~-r.el;.ro~ de un corte 

~~33l~c.trico (secciones 3.3 y 3.5}. ~5s tarde se tr~tc, l~ r~!a

c!~n ~uu ~~:~te ~ntre 13 curva de resfstivid~~ aparente p8ra dis

tintas ~rreol~s electró1icos y 1: fu~ción c~racter!stic~ c~~cción 
4.?); t.~rct ién se dan les procese!; ~-:.:e rfotcr'nin~n t:ll relt•ción 

r~ecc!ane~ 6.3 y 4.4). 

~os: 

P~ra obt~ner ln distrituci5n da lM rc~istividod con res -
se puc~en ti~?lc~r l~s si;uientes proce-

- Pr ceso 9irecto. 

1.- Se calc~!a ln funci6~ kernel q~e corres?cnde ~ la -
curv~ ~e rcsistlvid~~ o~~rcnte dn crm~a (par c~a!

cuicr m~tj~~ dnzcrit~ ~n ln ~~cci6~ &.3). 

2.- Se calcul2n lo5 o~~Ec~:ag y r~~~~~i~id~d~~ ~el cor
te geüel6ctrico, portf c,do da 18 funci6~ kernel 



(?or cualquier procedimiento de los descritos en la 
sección 3.5) 

Proceso iterativo de compar~ci6n• verificando en el domi
nio de la función kernel. 

1.- Se calcul3 la función kernel a pertir d~ la curva de 
resistividad aparente de campo (por cualquier méto
d~ descrito en la sección 4.3). 

2.- $~ obtiene le función kern~l partiendo de los espe
sores y resistividades de un modelo i~icial de in
terpretaci6n {por alguna de las relaciones de recu
rrencia dadas en la secci6n 3.3). 

3.- Se comparan l~s des funciones kernel. 

4.- En el caso de que exista una discrepancia entre las 

dos funciones, que esté fuera de una tolerancia pr_!. 
viamente establecida, se hacen cambios en ljS par!
~etros del mcdelo inicial de intsrp:etaci6n y se r~ 
piten les pasos 2 y 3. 

Procese iterativD de com~araci5n, verificEndo en el domi
n~o du la funci6n de resistiviéad aparente. 

1.- ~e obtiene lG funci6n car2cterística =~rtiendo de -
les espesores y resistivid~des de un G~delo inicial 
ds int~rpret~ci6n (por cu3lquier f6r~~la recursiva 
d~d~ en la sección 3.3}. 

2.- ~e calcula la curvo de r~sistividcd apn~cnte, corre.!. 
pü~diente a l~ función car3ct~rística del modelo -
i~icial de lnterpretaci6n (por cual~uie:- ~étodo de.!, 
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crito en la sección 4.4). 

3.- Se compara la curva de resistividad aparente obten!. 
da para el modelo, con la curva de resistividad ap~ 

rente de campo. 

4.- En el caso en que exista una diferencia entre las 
dos curvas, que esté fuera de una tolerancia previ~ 

mente establecida~ se hacen cambios en los paráme

tros del modelo inicial de interpretación y se rep,i 
ten los pasos 1, 2 y 3. 

Para obtener la curva de resistividad aparente, que prE_ 

duce una distribuci&n de capaa en el subsuelo, se siguen los si
guientes pasos: 

1 .- Se calcula la funci6n kernel correspondiente a los 
espesores y resistividades de las cap~s del modelo 

(se emplea cual~uiera de las f6rmulas de recurren
cia dadas en la sección 3.3). 

2.~ Ss cbti~ne la curva de resistividad apa~ente par-

tiendo de la función kernel (empleando cualquier 
todo descrito en la sección 4~4). 

El método GUe result~ más adecuado pare obtener la fun
ción kernel a partir de la curva de resistividad aparente 6 de 
ror~a inversa, para obtener la curva de resistivid~d aparente co

rrespondiente a un:< función kernel, es el c!e rtltraóo lineal. 
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2. INTEGRAL DE STEFANESCO. 

En el presente cap{tulo se desarrollar& una solución a 

la ecuaci6n de Poisson {Integral de Stefanesco), para un medio -
estratificado parcialmente homogéneo e isótropo. 

2.1 INTRODUCCION. 

El comportamiento de los fenómenos electromagnéticos -
en el subsuelo es muy complejo, lo que ha ocasionado el desarro

llo de modelos relativamente sencillos, como sen los medios es-

tratificados parcialmente homogéneos e is6tropos. 

A pesar de las consideraciones teóricas bajo las cua

les se desarrollan los modelos, éstos se oplican en la práctica 

con muy buenos resultados. 

la distribución del potencial en un medio estratifica

do considerando que la fuente GUe lo produce se encuentra dentro 

del medio, está representada por la Ecuación de Poisson. Una so

lución de esta ecuación para medios parcialmente homogéneos e -

isótropos, es la denominada Inte~l de Stef'anesco; en la cual -..... 
se encuentra la función kernel, a la ~ue sa l~ dedicará ~tención 

especial en los próxi•os cap{tulos. 

2.2 ECUAC:ON OE POISSON. __ .~ 

Para obtener el comportamiento del f en6meno electro~a.,¡ 

nético en el subsuelo, es necesario conocer los vectores E, B, H 
y o, los cuales definen un cam?o electromagnético. Estos vecto

res están rel~cionado5 con las fuentes que los producen, por me

dio de las ecuaciones de Maxwell 



ó \) 
'VXH=at +J 

'\l·B=O 

V·o=R 

E Intensidad del c~mpo eléctrico 
B Inducción magn~tica 
H Intensidaci del campo magn~tico 
O Desplazamiento 
J Densidad de corriente eléctrica 
R Densidad de ca~ga eléctrica 

{2.2.2) 

Cuando se presenta un problema en el que intervienen 
campos electromagnéticos, es costwabre expresar su solución en 
términos de una función potencial. Siguiendo lo anterior, para -
obtener el aodelo matemático del comportamiento del fenó~eno ele~ 
tromagnético dentro de la prospección geoeléctrica en corriente -
continua expresado en términos de un potencial, se partir& de las 

ecuaciones d~ ~ax~ell· ya mencionadas y de la ecuaci6n de continu! 
dad dada por 

o 

Como se tratará únicamente con un campo estacionario, -
las derivadas temporales se anulan. quedando 

\lXE =O 

'\]X H = J 

'l . J = o 

(2.2.4) 

(2.2.s) 
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A continuación solo se hace uso óe las ecuaciones 2.2.4 
, 2.2.6. la primera nos indica que el campo el~ctrico es conser
vativo e irrotacional, por lo que proviene de un campo potencial 

escalar U, es decir 

E= - \lU (2.2.7) 

La segunda ecuaci6n indica que, en el medio conductor -
no puede existir aparici6n ni desaparición de cargas, salvo en el 
electrodo fuente. 

Se sabe que la ley de Ohm, en forma diferencial para me 
dios isótropos está expresada por 

J=- VE= 'El~ (2.2.e) 

'íf Conductividad 

~ Resistividad 

La combinaci6o de las ecuaciones 2.2.a y 2.2.6 produce 

V· lé/~\ =o 
desarrollando 

tv·E+E·~t=o, 
pero tomando en cuenta que en cada zona de resistividad constante 

\/. l /e = o, y sustituyendo la ecuaci6n 2.2.7 en la anterior se 
tiene 

'{"? v· 
,. _.... __ '\. 

\-V \J) - Í"\. -v 

Esta expresi6n representa la distribución del campo po• 
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tencial, en un semiespacio conductor en el que no existan fuentes 
de energ!a y no es v~lida en las superficies de discontinuidad en 
tre capas. 

Cuando se considera una fuente puntual dentro del medio, 
el laplaciano del potencial es igual a la corriente total que va 
de la fuente al medio, ésto es 

(2.2.10) 

donde S (~) es la Delta de Dirac y su valor es 

La expresión anterior se conoce como Ecuaci6n de Poi-
sscn y representa la distribución del potencial en un medio con
ductor, considerando una fuente puntual. Al i9ual que la Ecua-
ci6n de Laplace, no es v~lida en las superficies de discontinui

dad entre capas. 

La expresi6n 2.2.10 es una ecuacibn diferen~ial parcial 
no homogénea, cuya soluci6n ·general es una ca.bi~~~..ión lineal de 
la solución complementaria {soluci6n a la ecuaci6n de taplace) 
con una solución particular (Soyca 1977, pag. 122). 

Se considera la soluci6n particular, igual a la solución 
•ás sencilla de la ecuaci6n de laplace, la cual resulta de consid~ 

rar un semiespacio ho•ogéneo • is6tropo. 

Suponiendo el electrodo puntual de corriente A, y den-
tro del semiespacio una superficie semiesf6rica como se ilustra -
en la figura 2.1. 
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Figura 2.1 

Por la simetría esfética que se observa en la figura, -
la densidad de corriente tendrá una direcci6n radial y ser~ igua~ 

en cada uno de los puntos sobre la semiesfera. Por lo tanto la -
corriente I ser~ la integral de J sobre la superficie, lo que pr.2 
duce 

de la ecuaci6n 2.2.a y de la anterior se llega a 

t 

ahora bien, integrando 2sta ecuación sobre dos puntos cualquiera 
~ y N se obtendrá, la diferencia de potencial entre esos dos ?U!!. 
tos. 

au JM :il.., 
- E· cH== 1T 

N 't 

{2.2.11) 

Si se quiere conocer el potencial absoluto, se tendr¡ 

que uno de los puntos en considerac!6n es al infinito, por lo -
que 

U= I~ \ 
'2.1T (' 
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2.3 CnNOICIONES OE FRONTERA. 

Para resolver la ecuación de Poisson para un medio es-
tratificado• es necesario contar con algunas restricciones que se 
deben cumplir en las superficies de discontinuidad entre capas. -

Estas condiciones se denominan de frontera, (Mining Geophysics 

1977, pag. 24) y se listan a continuaci6n: 

1) En cada una de las superficies de separación entre -

capas, el potencial eléctrico debe ser continuo. 

2) La COl1lponente vertical de la densidad de corriente -
debe ser cont!nua, al pasar de una capa a otra. 

3) Por ser la densidad. de cor.riente del aire igual a C!. 
ro, la ca.ponente vertical de corriente en la super
ficie aire-tierra, será cero excepto en una vecindad 
infinitesiaal de la fuente de corriente. 

4} El potencial tiende a cero, cuando la profundidad 

tiende a infinito. 

2.4 SOLUCION A LA ECUACION OE ?OISSON ~ARA UN SUBSUF.LO ES--
TRATIFICAOO. 

Una integral que satisfece la ecuaci6n de Poisson cons! 
derando las especificaciones dadas en el capitulo 1, fue obtenida 
por primera vez por s. Stefanesco y colaboradores en 1930. Para 

llegar a esa soluci6n es necesario resolver la ecuaci6n de Lapla-

ce. 

Para la siguiente deducción se considera un ca~po poten 
clal producido por una fuente puntual de corriente, colocada en -
la superficie de un terreno estratificado. Coaao se •encionó en la 
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secci6n 1.3, las capas que componen el subsuelo tienen una exten
si6n lateral inderinida y como en cada una de ellas la resistivi
dad es constante, la distribución del potencial presenta slmetr!a 
con respecto al eje vertical que pasa por la fuente. Para aprov~ 
char esta simetr1a cil!ndrica, se pone la ecuación de Laplace en 
coordenadas cil!ndricas. 

d21J ..\- .1. ó1l J'Z.U ' ~~\l 
~ ~z ~ d 'I('" """ d::C.'Z. -T ~ d e 't.= 

0 (2.4.1) 

Z Representa el eje vertical (se considera positivo 
hacia abajo). 

r Distancia de algún punto P al eje vertical. 

~ - Angulo formado entre la l!nea que une al punto P 
y una l!nea horizontal fija. 

Esto se ilustra en la figura 2.2. 

Figura 2.2. 

Debido a la simetría existente, el campo potencial es -
independiente de a, por lo que la ecuaci6n 2.4.1 se reduce a 

di1J \ cd 1J ~ 't\J --o - +---+~ d (9:. \ d \'" ~ ~ 
(2.4.2) 

Esta es una ecu~ción diferencial parcicl y se resuelve 

siguiendo el camino de separación de variables. Suponiendo una -
soluci6n de la tor•a 

u t ~,-t.) :: ~ <~) R (-.: l ( 2. 4. 3 > 
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y si se sustituye en la ecuaci6n 2.4.2, produce 
I 

~ C:c) Rn('t"") -t ~ ~e~) R' \" '\ + Z,'\ tl) R l~\ =-O 

R\l e'"'' + J.. R ('t''\ z u ( ~l 
R tr) ~ R {'("\ - -1, (~) 

igualando los dos miembros a una constante ).. 2 se tiene 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

Las ecuaciones 2.4.4 y 2.4.S son ecuaciones diferencia
les ordinarias. La primer ecuaci6n tiene una soluci6n de la for-
ma 

La segunda ecuación, es una ecu~ci6n diferencial de Be
ssel de primera clase y de orden cero, cuya soluci6n se da en el 
apéndice I y es de la forma siguiente 

donde Jo ()...r) es la funci6n de Bessel de primera clase y orden 
cero, Y o (Ar) es la función de Bessel de segunda clase y orden 

ce:'.!. Hay que hacer notar que Y o { A.r) tiene una singularidad 
en r= o, y como se quiere una soluci6n finita en el origen, se -
descarta dicha funci6n quedando 

De la ecuGción 2.4.3 se ve, que una combinDción lineal 

de las ecu2ciones 2.4.6 y 2.4.8 nos dan la solución 
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[ A~ ->-~ J U t '(", 1: 1 = A <l. + S Q. J 0 (A~ ) 

Una combinaci6n más general, se obtiene haciendo que los 
coeficientes A y B sean funci6n del par~metro )... y como la lamh::la 

ser~ relacionada con parámetros f!sicos, se hace variar de cero a 

infinito 

Esta expresi6n es la soluci6n general a la ecuaci6n de 

laplace (soluci6n complementaria). Para encontrar la soluci6n ge
neral a la ecuación de Poisson. se introduce una soluci6n partic~ 

lar (se~iespacio homog~neo e isótropo con una resistividad ~1 ) d~ 
da por la ecuaci6n 2.2.12, la cual poniendo en coordenadas cilín
dricas queda como 

\ 
(2.4.11) 

Para poder integrar esta ecuación a la 2.4.10 se emplea 
la integral de Lipschitz de la teor{a de las funciones de Bessel 
(Watson 1966 pa9. 384}, asta integ~al es 

\ (2.4.12) 

después de aplicar la identidad, la ecuaci6n 2.4.11 queda como 

{2.4.13) 

combinando esta ecuaci6n con la 2.4.10 se obtiene 
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Esta expresi6n es la· soluci6n general a la ecuaci6n de 
Poisson. 

2.4.1 !NTROOUCCION DE LAS CONDICIONES OE FRONTERA. 

Para encontrar el vaior que toman las funciones A {Á.) 

y B ().), es necesario introducir las condiciones de frontera da
das en la sección 2.3, a la ecuación 2.4.14. Para ésto se calcu
la el potencial para las capas i e i t 1 

(2.4.15} 

(2.4.16) 

Al aplicar la primera condición de frontera que dice~ -
que el potencial al pasar de la capa i a la capa i + 1, debe ser 

el mismo para z = z1 

11~l~=ei = \J_¡~,J~=~ 

la ecu3ci6n anterior se cumple, solo si las integrandas son i;u~ 

les, por lo que resulta 
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12.4.17) 

La segunda condici6n indica, que la componente normal de 
la densidad de corriente es continua al pasar de un medio a otro. 
Recordando las ecuaciones 2.2.7 y 2.2.8, se observa que esta com

ponente se obtiene al derivar el potencial respecto ~ Z y divldié,!l 
dolo por la resistividad correspondiente, ésto es 

la cual queda satisfecha si los integranóos son iguales 
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La tercera condici6n·establece que la c=~ponente v~rti

=al de la intensidad de c~rriente en la frontera aire-tierra es 

cero 

(2.4.~9) 

c~~o ln SLJ1u:i6n particclar ins~rtada cum~le est~ ~0ndici6n~ no 

tiere co~~~nente normal de dens!d~d ~e corrient&~ p~r lo que la 

c~~tribuc:ón de esta ~ la inlegr~l es c~ro y e~~~ ~~ra 

la integra! :.4.13 se cuM~le s~lo si 

:Je aquí se puede v:r que t:] """Ote:ici.ü.! ~:.:.e se otiti:;w;e en 

1~ supcrfiGic del terrg,o, tiene 1? fe=~~ siguie~te 

u 

le c~n~ce coma !n~egral de ~ter~n~sc~. 

t.a cuart<:1 c::..•nd5.ción ;nopcne ~"~e cu, 1r:T .. 2.-j profunc:c:"-:.!d -

~!~nde al lnfin!t0, Pl ~~te~clal tl~~-e a cer~. ~e ve qu~ c~:nda 

~ tiEn~e in~in~t~ 1 ~ exnonenc~~l5c t!endL~ ~ ~er~, excc?t~ 

:..' ~ ~~l) :, ~ "A) ri:ir l.:> c;u~, "J,"'r~ t;clla ::l ;:;ot•:ndE: s,,_.a cer<:' se d_! 

(2.1;.22) 
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Oe los resultados de incluir las condiciones de fronte
ra* se concluye que las ecuaciones 2.4.17~ 2,4.18, 2.4.20 y 

2.4.22 forman un sistema de 2 {n-1) ecuaciones con 2 (n-1)incógni 
tas i\ (A) y B {),,}. Sustituyendo la ecuación 2 .4.20 en las ecu~ 

cienes 2.4.17 y en la 2.4.18 para el caso en que i = 1, reemplaza~ 

do la ecuaci5n 2.4.22 en las mismas ecuaciones para el caso en que 

i = n y haciendo 

. , . , P-
e;. - (2.4.23} 

..c. 

el sistema queda como 

l U¡\ U"\l 8, - U" l At. - U., S2. 
t \1,- u,\ ce\ - f\ \J, fJ..?.. -\- P\\1\ ce~ 

\J'z. A.z. t \l"t ~' - \T"l.A3- u~s3' :O 

\T1 A..,_ - U. i. St - ~~ \!~ /l.; -t P4 U2 B3 

. . . . . . - .. . " : 

\J"3 >..?> + U3 ~3- -03A.1 - U 3 B'\ 

\l"?> A.3 - U3 e~ -?~ü3 A1 + ~3 u3 ~ 

... . .. . . . . . . ... . . .. . . . . . . . - . 

O'n., A.n., - Un-\ ~n-' -T PY\ U'tl-t B(\ -:. (\-Pn.,)Un-t 

(2.4.24) 

El sistema anterior se re5uelve para encentrar las fun
cion~s inc~;nitcs. Si se emplea la re)la de Crcmer para lle~~r a 

13 eoluci~n, se tiene que las fúnciones A (A) y 8 (~) se obtienen 

c=~o el coci~nce de dos determinantes. El detorminante do! n~~e

=ador Ñ, ne forMa con los cocf icientes de la matr!z del ~1~~~ro -
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izquierdo del sistema; cambiando los c0cficientes de la función -

GUe se desea obtener, por los coeficientes del ~lc~bro derecho -
del sistema. El den~minador D, es el determinante de la matriz 

~ue se forma con los coeficientes de la parte iz~uierda del sist~ 
r:?a. 

:·'<.iI":.1 encontrar la funci6n B :A), que a;¡arece en la in-
tegr. · dr3 St9fanesco se tiene que: 

El dctcrmin~nto del numerad~r es 

el cu~) puede s~r sim?llfic~do si se s~-an t~das l~s colu~nas - -

!r.1;v;t:t:$ (·i p•~rtir d~ 1'1 tercera) 3 1:- ;.;=:r.:crt:, 

c~Q~!a el v,lur ~el determin~nte. 

-IJ.\ -is, -U1 o o o o o 
u\ -?,u; P,u.\ o o o o o 
o Út u, - U" 2. - 0.2. o o o 

o U'"-¿ -Ui Pilfz f~Ui. 
. o o o 

- . . - . . . • .... ... . ; . 
N:: ¡, 

... 
l " D \!''('¡. \ Un., -U.o-\ ' o o o o 

i o o o o o \$"('\.\ - \.l..11- \ P'O-\ Un-i 

! .. 

'~.4.;:6J 
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El denominad~r se expresa como 

{ u.¡lU',) -U", -u.\ o o o 
" 

o o 
l tr1- u\) -\>,u; ~u., o o () o o • 

o \J" 1. u~ - tri. -U.i. • o o o o \1 f. - l.\t. ... f1 u-, PotUt. : o o o - '2 .4. 27) o,::. •• • • • • • • • .... . .. . .. . ... • • • 
• 

o o o o o . 
\J''t\--\ u.,.., ... U..n .. , 

o o o o o • \T-n .. \ .. u.'1\-\ P"."u."'°\ 
• 

Donde se tiene que 

(2.4.28) 

A partir del sistema de ecuaciones dado por la expresión 
2.4.24, se puede notar que las funciones A (A) y B (>J dependen -
exclusivamente de los parámetros del corte geoel&ctrico. 



• FUNCION KER:·:EL • 

En este ca?!tulo se. mencion3r!n las propled2des y los 
ti~os de funci6~ kernel. Adem~s se trat~r~n algun~s f6rmulas re
cursivas para obtener esta funci6n a pArtir del corte gGoel6ctrí

cc y s~ d?r'n algunos procesos pAra cbt~ner el corte geoel6ctric~ 

~?r~itndo de la funci6n kernel. 

3.~ I~TRQOUCCIO~. 

~omo se observ6 en el cap!tu!~ anterior, l~ expresión -
2.6.~1 represD~ta el cnmpo pjtenc~al chtenico en 18 supe=ficie -
d3! terreno, 2 le cual se la conoce co~o !nte;rPl de·stefansscc. 
~! ce h~ce en dich~ ecuación 

k ( >. \ =- \ + 2 B, l A\ 

\J 

Esta expresi6n representa una transfor~~d~ inteoral, -

;n cuyo crso !~ funci6n K {A) s2 considera corno k&rnel o nucleo. 
·1;unQ~ ~~t~~8S cncar9Rdos del tem3, t3mbi~n denQ~in~n a la K(~) 

cu~~ funciú~ c~t~cter!stica. 

[n e! C?pf tulo anterior SC def!ni6 ~U~ 105 detcrminEn-

clusivF de los 6S?0ccras y ro~istivida~eD dal terre~o. Si consi
t:c:r<:i"'IDS l;¡ ..:!Ct:"ci6n 3.1.1 ,;e.rclflos q1Je l& funci6n K (.A) contiene 

tam~i~n e~t~ c~r~c~~r!stica. Sabicnéo ~uc existe una rel~ctón -
entre l~ K ()\.) y lon p~rflmctro~ d~ un co~te, se é~b~n tr~tBr oho· 

r~ los procecoo quo d0torminon tcl rcl~ci6n. 
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3.2 TIPOS DE FUNCION KERNEL 

la función s1 (A), que en adelante se llamará simple- -
mente 8 {A.), fué utilizada por Stefanesco y solo incluye la solu

ción al problema homogéneo. Esta función se c~noce conQ Función -

Carncte~ística de Stefanesco. A la K (Á), se le conoce como Fun-

ción c~racter!stica de King-Slichter, por ser estos los primeros 
aut~res en abordarla. La función K (A), s! abarca la soluci6n g~ 

neral para el problEma no honogéneo. 

~unque la diferencia entre esta$ dos funciones aparen-
~ _ ... 

ta ser insignificante, Orellana (1q65) demuestra que la función -

característica de King-Slichter tiene propiedades interesantes 
que se asemejan a las propiedades de la curva de resistividad ap~ 
rente y que B (A} no j:)Osee. 

Existen dos variantes de la función caracter!stica, la 
función kernel modificada G (A,) introducida por Pekeris {1S40) y 

la función kernel aumentada H ~A) definida por Koefoed (1~68). Es 
tas funciones se definen como: 

(3.2.1) 

{3.2.2) 

Ya en su artículo Orellana (1965), ~encijna 13 ventaja 

de considerar dentro de la integral de la ecuaci6n 3.1.2 a pa

ra ?Od~rla asociar con la K !X), pero es Koefoed (1~70) ~uien de
fine a 

ca~o l~ funci6n de transfor~oci6n du resintiurdados. En !3 actuo-



lid~é se ha generalizado el e~pleo de la T {A). 

En adelante, al mencionar la fun=ión kernel se hará re
ferencia a la K ~A). 

3.3 FJR~U~15 RECURSIVAS PARA PASAR OEL CJRTE GEQELECTRICO 
A LA FU~CION KERNEL. 

Como se ~encionó al principio de este capítulo, la fun
ci Ón característica depende solo de los parámetros del corte geo

eléctrico; por lo GUe K (~) s~ puede cQlcular a partir de ellos -
pór~ u~ corte cual~uiera, por medio de f6r~ulas Tecurrentes. 

Entre los autores que se han encargado de este probleca 
se encuentran: Stefcinesco (1~30)°, Slichter !1~33), Pekcris (1340), 

Sunde :í~40), rlathe (1~55}, 9aranov y Ta~sencourt (1~50), Onode
ra (1'"$0), Vanian (1362) y lima (1~79). Aqu! solo se des~rrolla-
din !.as f6rmulas recursivas de Flathe (1?$5) y la de ?ekeris 
(1~:'iG). 

3.3.1 F0~~ULA RECURSIVA DE FLAT~E. 

La relación de recurre~cia de flcthe, consiste en aña
dir una capa en el fondo de la secuencia de estratos original. Si 
se rr.cJErda la f6:::.~_,Jla 2.4.2B de la sección :::.4 1 en la que 8 (A) 

se ooticne ccmo el cociente de dos dete=ninantes y considerando -

la ecu~c!~n 3.1.1 se ~btiene la siguiente expresión 

\ 
-Z. N K l>~ = \-\- D + Z.N -D o 

(3.3.1) 

quednr5 

--o '3.3.2) 



Para continuar el desarrollo, deben recordarse dos pro
piedades de los determinantes. La primera, nos dice que un deter

minante puede ser multiplicado por una c~nstante, si se multipli
ca una columna o un renglón por esa constante. La segunda expone• 

que la suma de dos determinantes que tienen cc•o Única di~erencia 
una columna o un renglón, es otro determinante cuya colu•na o re!l 

glón en consideración. es la suma de las coluanas o renglones di
ferentes. Se toman estas dos pro;:iiedades para formar el nuevo ny_ 

merador Pi, el cual será igual al determinante i dado por la expr.!. 

sión 2.4.26 excepto en los dos pri~eros coericientes de la colum-
na uno. 

l\J"t-U,\ -Oí -u\ o o o o o 
{U,+O",\ -~\\1\ ~\u, o o o o o 

o \]" 'Z. U.z -U"'Z. - U.z - • o o o 
M, ::. o \Ti. -u'Z. -t>1JJi -t ?4 U't. • o o o {3.3.3) ... .. .. . ... . .. .. . • ' .. . .. 

o o o o o U"n-\ U"_' -~-t 
o o o o o \fn-1 -t\q.\ ~~-\~ 

Si se considera 1if
0 

y ~n , como nu•erador y den:a1ninador 

respectivamente de la función kernel de Slichter para un caso de 

n capas, al sum?r una nueva capa e~ el fondo se tendra 'i
0
+1 y 

l!n+1 • 

la fjrma de crea~ ~n+1 y O'n+1 es agregar en el fondo 
de las respectiv~s matrices dos nuevos renglones, dos nuevas co
lumnas y c~nsider~r los términos ~ue faltan. tomando ern cuenta -
la ecuaci6n 2.4.22 p2ra cuando el potencial es cero. H~c!endo 

tal ca~bio queda que 
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t 

1 
Mri 

-\j'(\-\ o 
... -P"_, lfY\-\ o 

M{\'t\ o u.'(\ V-n - u"' (3.3.4a) 

o -Un U" Y'\ ?nu"' 

-V-'0-\ o 
t) l\ - Pn-\ U"n-\ o 

- 1 
. . . o -, (3.3.4b' '\\..\- \ - ¡ e u."' U-n - ~"' ! 

Q -u.\'\ V-o PnUY\ 

Para simplificar la expresión anterior se efectuan ope

raciones elementales, las cuales no afectan el valor de los de- -
terminantes. Primero se suma la cuarta columna a la segunda co--

l\1r:ina, en seguida se multiplica la cuarta colu:ina por \f; ; por -

Gltimo se multiplica el tercer ren~l6n por p
0 

y se le su~a al 
cuarto rengl6n, pcr lo que queda 

- - \F '1•\ o 
l Mn n ''"' " j 

- t"~·\ V"O-\ V l . . . . . ¡ 

MnH - o o ! (3.3.Sa) - o -Un 

o - (l ... Pn )U..n ( H Pn)\J'"' o 

Oe forma ;.imilar se realiza para 00 ~1 

l.!:"' ~ 

D n 
-"'n-, u 

:-Pn., Vn·\ o . . . 
O<c'\t\ o o o -U.n 

o -(1-?,,}u n ( HPn}lf0 o 
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Recordando que un determinante puede ser desarrollado 
en funci6n de subdeterminantes, dunde éstos son det~rminantes de 
grado dos y aplic,ndolo a las ecuaciones anteriores, se tiene 

'1.3.6a} 

-
D"i\\\ 

;:•-:Jnde Yft~ y o: , son los determinantes l'ln y On respec

tivamente; cambiando su Gltima colu~na por los dos primeros coef.!. 

cientes de la tercera columna de los determinantes dados en la -

ecuaci6n 3.3.S a y b 

-M*-n-

-D* -n -

l"í-U.\) -\J\ -ü.~ o 
tu\~ u.\) - ~\\f\ e\u., o 

o 
o 

o 
o 

V"''Z. u 1. - U'"z -Llz. 

U"~ - U.i - ~~\!4 ?-¡U.e. • . . -
o 
o 

. . . 
o 

o 

t \,),.\-U.\) -lI, 
(U", ... u.,) -Rl.f, 

o lÍ?.. 

.. . . 
o 
o 

. . " 
o 

o 

. . . . ... 
o o 

o o 

..... 
o 
o . 

o 
o 

U A - \)., - U.t : 
4: "" 

. . .. . ... 
o o 

o 

.. . . . 
• 

o . 

o 

o 
o 
o 
o .. . . 

o 
o 
o 
o 

o 
iJ 

o 
o . . .. . . " 

\f '0-1 ul\·\ -U'~-' 
\.f '<\-\ -UV\-\ -?1'.-\ U-1'-, 

(3.3.7a) 

o 
o 
o 
o . . . 

o 

o 

o 

o 
o 
o 

o . . . . .. 

l 
~ 

\Jn .. \ U. fl·\ -U-n-1 

\f n- \ - Un-\ - Pn-1 Vñ-t~ 

(3.3.7b} 
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Con objeto de poner 'fii: y o: en función de Pin y ~n se 
hacen lns siguientes operaciones. Comenzando con la ecuación 

3.3.7 a, primero se cambian todas las columnas pares por las no
nes inmedi~tas a la derecha, con excepción de la Última. ~ conti
nuación se multiplican todos los renglones pares por (-1). Por ú.!, 
timo se cambia el signo a la primera columna. 

En la segunda operación antes realizada, el cambio de -

s~gno se re~liza un número imp~r de veces, quedando el determinan -
te en este paso can signa negativo. En la tercera operación se -
~uelve a camb!sr el signo, por lo que nos queda positivo. 

o 
o 

o 

o 

-U\ -\f\ O O 

-'t\U., \>\IJ\ o o 
u z. \Si. - u'Z. - \Sz. 

u'l. -u-i. -?-z.U?. P,\J"i. · 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

. . . 
o 
o 

r 

o e o 
o o o 
o o o 
o o o 1:3.3.Ba) 

U-n-\ \Si\-\ -lTn-\ 

ll'1-l -1.Tn-\ Pt\_ 1lfn-\ 

Para el caso de fj:, se ef ectuan las dos primeras oper!. 

=i~nes qye se aplicaron a 1~ ecuación 3.3.?a, el signo que resul
~:, es negativo. 

{\Sr\U,) -U, -IJ" l O O 

t~\T\-\u\) -P,U.\ ~\IJ\ O O 

o u.z. cr, - u?. -lft : 
o U,. c. - IJt - ~iUi. ~,üi: 

o 
o 

.. • • • * • 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o. 
o· 

o o o 
o o o 
Q o o 
o o o 
. . . -.. 
~rt-\ \J\'\-\ ·\In-\ 

\l.n-\ -\fn ... 1 - ?o-\\J"1\-\ 

f"'l "% ,,._, 
.'lf J • .J. cu J 

~ 
ifoc:a:ckH1do c:¡ue u.~ ~ y comparando las ecuaciones anteri.:?, 

res con las ecuac:ones 3.J.3 y 2.4.27, vere~os Gue tienen cambia
d~s sus coeficientes, por lo que se pueden rel~cionnr de la si---
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_.;lente forma -- ..... M ~ l u, u-) : Mn l \fu.., '/..r) 

Por lo que las relaciones 3.3.6 a y b quedan 

MnH-::. l \-T?n) M'l(u..u-) ~ ( \-P"(\.) u~ M"' ('/u, \fir) 

D n+t-::. l \-\- Pn) º"' lu.~\S') - (\-\)"'\U..~ ti"' l'lu. 1 \Ju-) 

Si se daf inen las funciones 
- '(\-\ 
O"' lu.., u-\ : On lu.,U") TI' .(\lrP.L) 

.,Í':\ 

V\-\ ) 
7A 1 u. \T) -::. M'(\ ( u,a) TI l \-\ P ..i. 
\·\~~ , ...i,:\ 

(3.3.9a) 

(3.3.9b) 

(3.3.10a) 

(3.3.10b) 

Luego se sustituyen an las ecuaciones 3.3.10 ademas se introduce 
el coef'icienta 

queda qua 

t-\ 1\.\-\ lu., U"\ :: M~ t u;\T) -T '2."' u1."' Mn ('/u., \l"') 

ti(\~\ t \Á,\T)-=- º"'tu. ,\.T) - ""' u~ º"' t'fu., \f\J') 

(3ct3.11} 

(3.3.12a) 

Desarrollando estas ecuaciones para el caso de dos capas. se 11.-

ga a qua 
(3.3.12c) 
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Siguiendo la notaci6n inicial de Flath•• se denominan 

?lu.\-:. [MlU,.U'\ - t\(U..,U")) / Z. 

Q.\U..\ ~ \.l'-\tu.,.u-\ + \llU.,\1\ 11 t 
por lo que la expresión 3.3.12 queda ca.o 

P'C\·H l u.) ~ ?n tu.\ ""' R4'\ \J..~ Q.'C\ l \fu.) 

QnH tu.\= G.'i\t'-k\ - Rn U.~ \'-n \'lu.) 
donde ~"tu.\':. o : Q.\tu.\ ~t 

y 

. 
Las ecuaciones 3.3.12 a,b.c y las ecuaciones 3.3.13 a,b 

.e son conocidas como relación de racurrencia de Flathe. 

3.l.2 FORMULA RECURSIVA DE PEKERIS. 
la rórmula de recurrencia da P~eris, se forMa al afta• 

dir una nueva capa en la parte superior de la secuencia original 
de estratos y a la vez mover la conf iguraci6n electr6dica, a la 
parte superior da ia capa agregada. 

Para obtener esta f 6rmula se parte da la ecuaci6n ---
2 .4.17, que resulta de considerar el potencial continuo al pa-
sar de una capa a otra, si se ª"ade exp{-X?4) en a•bos miembros 
y dividiandola entre la ecuaci6n 2.4.18, resuitant• de t01Rar ca.o . 
continua la contponenta vertical de la densidad da co~riente al P!. 
sar entre dos capas. Con lo anterior se tiene ,~ , 

}..! .. ,... • ""~ 
~-'-~) t~-'-~ S.A.(~\ ti>.l_¡_ ~ <l.-X~.,¡:, _ A;.+\ l~) CZ.: '\. ~;.~\ t~\ t. :.c.+ ri. 

cf-:..._ \.A..:_ l~ \. <}e;. __ '!\: lA.\, 0_- }.e_¡_ 
3

- }\i_¿_ l - .L r A l'-'\ 11.>..?:;. _ t\. \ _:)l!;. ..:>.l:..i:.1 
"- - -~ - - --- - ..l \>¡.\\ \!"M'"" \ "- - ~,..:\\V'• ((. - "' ..l 
factor izando 
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Introduciendo una funci6n K (A) dada coao 

\ + S.4..{..\\ +A:,,_ {A\ CA':li..-l 

\-\ B..c. t>i. \ - A.;,. {>i. \ q_ V..~.i-\ (3.3.15) 

cuando i.-:. 1, se tiene que exp ('2..A~.c:-\) -:. 1, tontando en cuenta la 
ecuación 2.4.20 del capitulo anterior. queda 

QUe es la función característica de Slichtar. 

Metiendo la ecuaci6n 3.3.15 en el miPbro derecho de -
la expresión 3.3.14, produce 

(3.3.16) 

Si se divide el numerador y denominador d• la ecuación 

3.3.15, entre A~(A) queda 

despejando 

se obtiene 

\~ S;.{.\\ 
AJ..lA) 

K¡LÁ\= --------
' ..\-§,.dX\ _ Q..?..A=l.j__, 

A;. l>-.\ 

(3.3.17) 
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Dividiend~ el numera~or y denominador del miembro iz
quierdo de la ecuación 3.3.16 entre A;. (A) y sustituyend:i la e~ 
presión 3.3.17, queda que 

?.~~.4 
[ ~..:(>i\- \] Q_ 

l\(.;. (,) .. \-\l Q..zA~.i. 

Oividienc~ nuevamente el numeradjr y denominedor del mie~bra iz -
quierdo e;fltre exp (z}..~.i.-t) y además haciendo h,¡: z,;. - ~-\., QU,!. 

da 

introduciendo la tangente hiperb6lica dada por 

e_z.A\\_¡__ l 
To.-n ~ (Ah;.)-:.---

<l."~" l. + \. 
obtenemos 

despejand~ K ,¡_ (.A) 

K.tt\ l)... \ + ~4 \e.V\ 'n v. ni'\ 
\'¡. -T K.L\o\l~\ \o.V\\\ t).,,\\¡,,) 

(3 .• 3.18) 

(3.3.19) 

de la cc:'1l:::ición de fr ·mtera, que establece c;ue An (Aj en la últ!, 

ma ca~a es cero y sustituyendola en la ecuaci6n 3.3.15 produce 

Kn: 1 
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La ecuación 3.3.19 es la relaci6n de recurrencia de Pe -keris, algunos autores la refieren también como algoritmo de Sun -de. 

La transfor~cda de resistividades dada por la ecuación 
3.2.3 puede obtenerse a ~~rtir de la relaci6n dada anteriormente 
quedand~ 

~ \;.-'e\ (A' + e.4 \ °""' \\ t >..'ni.' 
\,4 e.A\-=- --------------

\-\- \i~1 lh \\a.~ 'n \).. h..c.) 

\..i.1\ \}...\:. \l.\~\ - ~ ... \a-.'ft \\ t>..~ ... , 
1. - \4 l). \ \a.'C\" l~"'.:. \J te. (3.3.21) 

~as dos fórmulas de recurrencia desarrolladas anterior-
mente tienen sus ~~licaciones, pero se utiliza más la relación de 
Pekeris ~ar su estruct~ra m~s simple. 

3.4 PROPIE~ADES DE LA FUNC!ON KERNEL 

La funci5n característica es adimensional, no as{ la -
transform2da de res~~tividades que posee dimensiones de resi~tivi -dad. En cuanto a l~ variable A tiene dimensiones de longitud a la 
men~s uno (L-1} • 

Si consideramos la K {A) en función de l/A, podremos -
apreciar las pro)iedades de esta runci6n y observar la semejanza 
que existe con la curva de resi~tividad aparente, en función de 
s (CRA}. 

Antes de ~encianar l¿s pro~iedades de la fqnción se in
troduce~ dos conce~tos. la resistencia transversal unitaria y la 

cJnd~ctarci~ l~n9it~dinnl unitaria, deno~inados parámetros de Oa!. 

Zarrouk. 
La resistencia transversal unitaria esta definida por 
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para n capas la resistencia total (T) es la suma de todas las 

T.,t. 

la conductancia longitudinal unitario queda dada por 

S .-
:_c. -

la conductancia longitudinal total (s) p~ra n capas es la suma -
de las s;.. 

las propiedades de la función kernel son las siguientes: 

- Relaci6n numerador, denominador 

- ~s!ntotas. 

- Principio de equivalencia y supresi6n 
- Ley de simetría de cortes recíprocos 

- Continuidad 

" a continuaci6n se describen cada una de éllas. 

a) los términos del numerador son los mismos del denominador, 
pero cün signo cunt~ario. 

b) As!ntotas 

Se observa en la rel~ción de rec~rrenciLJ de Pekeris dada 

por lo expresión 3 .. 3.1'3 que ctE.:ndo l/~ tiende a O, la tan h (hhl,) 
tiende a l por le ~ue la funciSn car2cteristica k :1) ~1ende a 1 -

y la transf orm ·da de resistividndes T (A} tiende a f, . 

Cuando \ />.. _,.. ro ; To.~\) ().'<u) _,.o 

l< t>.. \-+ ~V\Jr, ; \{> .. , _.. eV\ 

Ahora se c~nsidera el ca~~ en ~ue la r~~istivid~d ce la 
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Última capa tienda e cero o a infinito. Para analizar estos casos 
es necesario normalizar el corta respecto a p1 • 

1/ A; 
Cuando Pn tiende a infinito, para valores grandes de 

Tan h (A'n.1..\ ~ 

Lira k(A \ - j_ 
'/>.. ~(Z:j - As 

en coordenadas logarítmicas, representa una recta can pendiente 

una positiva y que corta al eje de las absciscs en el punto A-'=. S 

Cuando e Y\ tiende a cero, para valores grandes de l/A, 

en coordenadas logaritMicas, representa la ecuación de una recta 
con pendiente uno negativa y que corta al eje de las abscisas en 

el punto X'-: T. 

Como se normaliz6 el corte con respecto a Pt , el com
portamiento de la transformada de resistividades en estos casos 

es igual a la funci6n característica. 

e) Principio de equivalencia y supresi6n. 

Diferentes distribuciones de capas pueden producir fu!!, 
clones caracter!sticas o transform~dQs de resistividad estricta
mente diferentes, pero con una disparidad ligera, la cual no sa 

observa en una gráfica y no pueda ser separada con la exactitud 

de las Mediciones. 
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Lo anterior ocurre cuando una capa tiene una conductan
cia longitudinal unitaria o una resistencia transversal unitaria 
pequeña, y puede modificarse su es~esor y resistividad (mantenien -do un parámetro de Dar Zarrouk constante} sin que experioente un 

cambio a~reciable en la función característica o en la transform~ 
da de resistividades. 

Se habla de equivalencia en los cortes t< ( e ,4 ~?. ::> e1 ) 

y H ( ~\ ::io ~l. ~ ~ !. )y de supresión en los cortes A(~\" ~z .e. ~~ ) 

y a {~'>~l. >P3 ). La equivalencia y supresión no pueden pre-
sentarse en la primera o en la última capa, ya que estas dan las 

asíntotas a la función K (A) y T (A} como vimos anterior~ente. 

d) Ley de simetr1a de cortes recíprocos. 

De la relación ~e recurrencia de flathe 7 se puede ob-

servar que la función característica de Slichter para un c~rte da 

n capas puede expresarse como 

donde H y ? representan sumas de términos 

exp (-2Ah) y se obtienen e partir de las 

de la forma k. k· .;:. J 
ecuaciones 3.3.13. 

••• 

El número de coeficientes k de P es impar, mientras pa

ra H el nómero es pa~. Ahora bien, al sustituir cada resistividad 

por su invgrsa, cada coeficiente k cambia de signo y les ex~onen

cialas se mantienen iguales. ~omo H tiene un n6mero par de k su -

signo no se altera, pero P por tener un número impar de k cambia 

su signo. 

Si llamamo K' CX) al~eciproco de K (A) tendremos 
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representando K (A-') y K'(Aw\) en coordenadas logarítmicas~ am

bas funciones serán simétricas' respecto al eje de abscisas y: 1. 

Esta propiedad es válida tambien para T (A) . 
. 

e) Continuidad. 

Cuando ~,;.. tiende a infinito, la función característica 
crece indefinidamente cuando l/A tiende a infinito, fuera de este 

caso esta función es continua y acotada, pues el denominador no 
puede anul2rse nunca y tanto numerador como deno~inador permane-

cen acotados, manteniendo siempre la funci6n finita. De forma aná -
loga se demuestra la continuidad para la primera derivada de K -
(..\). 

la grlf ica de K (~\) en coordenadas logarítmicas repre

sen ta una curva suave, que depende en diferentes grados de todas 

y cade unD de las capas del corte. 

Como se mencion6 al principio de este cap!tulo, la fun
ción característica salo depende de las resistividades y espeso~
res del terreno, siendo independiente del tipo de aTreglo electr.2, 

dico utilizado. 

3.5 PRGCEDI~IE~TOS P~RA OSTE~ER EL CORTE GEDELECTRICD ~ 

PARTIR DE LA FUnC!JN KERNEL. 

Los proces~s para obtener el corte geoeléctricJ par-

tiendo de la funci6n kernel o de alguna de sus variantes, se pu~ 

don clasificar en: 

- ~~todo de reducción 
- Método de c~rn~aración 

3.S.l PROCES3 OE REOUCCI~~ 

El primer camino para obte~er el c~rte a part~r de la 
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función kernel fue dado por Pekeris (1940). quien e•plea la fun
ci6n kernel modificada G (X), que para valores pequeños de 1/),. 
se aproxi•a de forma asintótica a la función 

(3.S.1) , 
la cual es la misma función G (Á} para el caso de dos capas, en 
donde k.,t es el coeficiente de ref'lexión y 'n¡ es el espesor de la 
capa;,,. 

El m~todo consiste en aproximar la primera·parte de la 
función kernel modificada de n capas, por la función G k exp ••• 
{-2 l 'n, ) para obtener los valores de k 1 y h¡. Se considera que 
la resistividad de la primera capa se conoce, por lo que a partir 
de k¡ se puede obtener la resistividad de la segunda capa. Una -
vez que se cuenta con los yalores de k 1 y hl' la funci6n kernel -
Modificada de n capas se reduce al caso de n-1 cap,;.1s, para lo 
cual se eli1nina el estrato superior y se pasa la configuración 
electr6dica a la superficie de la siguiente capa. A continuación 
se vuelve a efectuar la aproxi•ación de la primera parte de la -
función kernel modificada para n-1 capas, por la funcicSo dada en 
la ecuaci6n 3.5 .l con .-':2 con el objeto de obtener los valores -
de k 2 y h 2 • Para cuando se llevan .A. reducciones conocemos k_¡ , h;. 

P..a:i\ y la función kernel modificada para la transfor~aci6n 
asta dada por · 

T-c:\.\ (A\- p.i_,,\ 
\.C.o\ol (¡\ '\ + f.4J,\ 

(3.5.2) 

donde se obtien• da la ecuación 3.3.21 

El proceso anterior s~ repite hasta obtener n rasistiv!. 
dadas y n-1 espesores. 

~ás tarde Kaefoad (1968) hace la observaci6n de qua un 

cambio de cierta •~gnitud en la curva de resistividad aparente, -



3 .. 18 

prcduce un cambio de menor m3gnitud en la funci6n kernel aumenta -da s~bre todo para resistividades mucho m{s grandes o mucho m~s 

pe:E;iteñ~s ~ue la de la primera ca;>a, lo que j)roduce >1Ue se puedan 
enmascarar dichos cambios perdiendose detalle, por lo que resul

ta ~ue en algunos casos no es conveniente obtener el corte em-

ple3ndo esta funci6n. Para superar lo anterior pade~os tomar la 

funci6n kernel aumentada H {A), en la cual se pr~ducen cambios 

de! mis~o orden de magnitud GUe en la curva de resistividad apa
rente. 

Para val::ires grandes de. /..la función kernel aumentada 

tiende a la misma funci6n H ~A}· p~ra el caso de d~s czpas. Si -
g~iendo el camino de Pekeris ajustamos la primera ~~r~e de la -

fr . .mci6n kernel aumenta.da para n capas, poT la íunci5n H (~) p~ 

ra el ca:3::> de des capas de d.inde obtendre•n 's k 1 y n1 .. A conti

nuación reducimos la función H ().) de n cap~s al cas~ de n-1 

ca~as, su~riníendo el estrato superior y poniendo el ~rreglo de 

electrod~s en l~ su~erf icie de la siguiente capa. ~~~~ués de h~ 

bisr efectu;::;d.J .L trBnsform8ciones, fo f'unción H(,\} ;:-.::-..; ~~ redus_ 

ción .l.-\-\ esta dad,3 por 

{3.S.3) 

d:n~e T~~\(.A) se da en la ecuación 3.3.21 

Koefoed (1~70) s~guc los ?(S~s anteriores, ~~r~ ah~ra 

e~~!ea l. tr~n~for~~de de :esistivlda1es. El ajusce ~e la prim~ 

!'.? p ·::::ti'? ::e 1-, T ~.\.) rc,id•...ic: ~a l. vi;:>ces, se ef ect!Ja :: ::.::- •m~ fwi-

::: ~n T .. A) _1r::-a i?l cas ·: c!e <±! ·.s C•"i'JciS .. La trDn-:;f .r.T:ción .L-T\ de 
L 1 

P.!". -d 

L "JZ -:ét'1d'JS cl-. «!:')s ~nteriorm-:;nte se reeli z3n de for:na 

~r~fi~3, el cr-cE~~ de ~!u~te de la ~rimvra p~rte ~e la funci6n 
ko:nci e"1:ilt:Dd"', ::r~ ef¡:;ctr~3 rnt:di:-nte C'.lrv;:,~ :Jrcex:stc;btes pera 

ca::;:Jz ::e c·!:i c<·"'>2s, 1.:-s c_ Jl.85 ti~nt;?n eor.io l!1Jzcisa l/1"h y co'7lo 

crocn:~3 G (~), H (~), T ~X) sEgGn el ca§o. Lns CJCYJS se graf! 

:a~ c2:a v~ria~ u0l~ree -el c:cfic!ln~e de retlexi~n. 
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Con el desarrollo de.los procesadores electrónicos, 

los métodos gráficos de reducci6n se han tratado de sustituir 
por métodos numéricos. As! Koefoed {1976) emplea el ca~ino dado 
por Pekeris, el cual realiza de forma numérica poniendo atenci6n 
especial en el error que se genera y en su posible a~pliricaci6n. 

Sacando logaritmo natural a la ecuación 3.5.l ~edará 
como 

(l.S.4) 

la anterior es la ecuación de una l!nea recta, con pendiente 

-2hl y con ordenada al origen de 1.n k~ • Como se vi6 para valo

rEs pequeños de l/A • la función G (X) de n ca~~s ti~nde asint,2. 
ticamente a la funci6n G (A) p~ra el CLS~ de d~s capas. d~nde -
hÁ y k4 son iguales en las dos "funciones. 

Si se graflcan los valores del lo~aritmo natur~l de la 

función kernel modificada de n capas, para valores peque~os de -

l/A se conoce k1 y h1 • Al reducir G (~) para n-1 capas y vol-
viendo o gr~ficar su l~garitmo para velores pe~uenos de l./~ ~ se 

obtendra k 2 y h2 i Se puede cóntinuar la reducci5n hasta obte-
ner kn. El problema que se presenta para efectuar los cálculos, 

es el de determinar cu~le$ punt~s se emple~n y cuales no pera d!, 

finir los par~metros k_¿ y h¡ • 

Con el objetj de tener un control s;Jbre el error que 

se pr~dcce y de su a•plificación9 as! co•o para poder deter•inar 

los punt~s que se em?lean en los cálculos, se introducen dos 11-
mites de confianza uno superior y otro inferior. Estos se for•an 
s~mando y restando respectivamente, el 2~ dal valor de T {A) sin 

reducir, a la T (A}. El proceso de reducci6n se lleva a cabo ta!!. 

to pare T (~} como para sus lÍ•itas de confianza. en las reduc-
ciones y para valores pequefios de las abscisas los lí•ites d• 

confianza pueden rasult~r negativos. 

La reducci6n se lleva a cabo, a partir de la Últt .. -
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auestra que se tenga y se realizara de derecha a izquierda• la -
ÚltiMa abscisa para la cual ambos valores de los l!•ites de con
fianza resulten positivos, será la pri•era que se empleará en el 
cálculo de los par~metros de la siguiente capa. 

Para generalizar el proceso de ajuste, se considera 
qua después de vari~s transformaciones nos encontra~os en la re
ducci6n .i. , y que se comienza en el primer punto en el cual los 
limites de confianza son positivos. Pri•ero se comprueba, si el 
valor ~e ek encontrado en el ajuste anterior, corresponde con -
el valor obtenido para el Mismo par6metro con los límites de co!l 
fianza, el pri1ner punto Que no cumple lo anterior y los siguien
tes, se emplean para calcular el logaritmo natural de la función 
kernel modificada. junto con estos cálculos se checa si los val~ 
res del Ln G (A) coinciden (considerando la amplitud del error -
admitido) con una recta de coordenadas ~ ,Ln T (1\J. El penúlti•o 
punto GUe cumple el chequeo anterior. es el ÚltiMo que se emplea 
para el cálculo de k_¿ y h ~ , los cuales se obtienen al hacer p~ 
sar una recta ajustada por m!nimos cuadrados por los puntos de
terMinados anteriormente. 

3.5.2 PROCESO DE C~~PARACION. 

Otra forma para determinar los espesores y resistivid.!. 
des de un cjrte geoeléctrico, consista en co~párar la función -
kernel para un subsuelo estratificada de n capas, con una fun-
ción kernel de .i.. capas d"mde las prb1eras .L-l capas pertenecen a 
la estratificación original y a la capa L con resistividad f ..i.. se 
le c~nsidera con espesor infinito. la comparación se basa, •n 
que la funci6n kernel p~ra n capas coincide en un intervalo co~ 
la función kernel pera las primeras k capas. En el caso de au~~!!. 

tar un nuevo estrato en al ~onde de la secuencia de ..t capas. ~
poniendo su espesor infinito y dando a la capa ..C. un espesor h~ ~ 
al intervalo de coincidencia entre las funciones sera mayor. 

Para encontrar una for•a expilcita qua de los par'•.-
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tras h4 y k¡ , se toman las exP.resi~nes 3.3.2 y 3.3.12, las que 
producen qua 

~.i.·H L~\ ::. ~kt\ l u.,u-\ _ t·\¡ lu.,u-) ·\-\2.i.. u.\ ~:.. l 'l u. t q"') 
t>..&.·H ~u,1.r' 0_¡_ lu.,u-)-'v.¡u1, \);. tqv.,\fu-) 

al despejar k;. ur se tiene 

\....u~ -
~ .... ~ -

'li .. \\ t>.) O.,¡ l'lu., \hr \ +l'"\.i.( \fu., 1(U") 
en el miembro derecho de esta ecuación al que se le denominara -

s (A), el único parámetro que no se conoce es K .i.~\ ( ).) , pero se -
supondrá que toma el valor de la función kernel para n capas, en 
el intervalo que se considera. La ecuación anterior puede expre-
sarse como 

sacando el logaritmo natural a la ecuación anterior 

De igual forma que la expresión 3.5.4, esta ecuación representa 
una linea recta con pendiente -2Z~ y con ordenada al origen de -
Ln k_¿ ,. 

Si se consideran dos valores sucesivos Aj , Aj-T\ y se 
sustituyen en la ecuación 3.5.5 se obtiene 

\.."' \¿4 -i>-J l..i:: l-n slA,i) 

\.V\ ~;. _ '2. ~llt' :e_.¿ ~ L '{\ s U"'l-\\) 

restando l~s dos ecuaciones anteriores y desoej;ndo Z;, 

(3.5.Sa) 

(3.S.6!1} 

el valor da k_¡. se obtiene al sustituir Z en c:ualauiera de las 
expresiones 3.5.6. 
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El proceso anterior se contin~a con pares de valores

de lambda para j+1 y j + 2, j;- 2 y j + 3, ••• lo que producira 

nuevos valores de z.,,t y kL • El cálculo se suspende, cuando los 

nuevos valores de z~ y ki son muy distintos de los anteriores, 

esas nuevos valores se descartan y su ajscisa se emplea como 

primer punto para el cálculo de z~t\ y k 4 +t • Esta forma fue 

descrita por Szaraniec (1979). 

1 
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4. LA FUNCION CE RESISTIVIDAD APA~E~TE Y SU RELACIO~ CON 

LA FUNCION KERNEL. 

En el presente capítulo se trata la relación que exis
te entre la curva de resistividad aparente y la función Kernel, 
y la relación de la función kernel con la curva de resistividad 
aparente. 

4.1 INTROOUCCION 

Para poder entender la importancia de la función ca-
racteristica dentro de la interpretación de los sondeos eléctri
cos verticales, se deduce la relación ~ue existe entre la curva 
de resistividad aparente y la función característica. Se descri
ben también algunas de las formas que se han desarrollado para 
cuando es conocida una de las ~unciones encontrar la segunda. 

4.2 RELACiaN ENTRE LA FUNCION CARACTERISTICA Y LA CURVA 
DE RESISTIVIDAD APARENTE. 

Para encontrar la relación que existe entre las dos 
funciones, se parte de la solución ~ la ecuación de Laplace para 
un semimedio· is6tro;:>o y hC>ftogéneo dada por la ecuaci 5n 2. 2.11, 
de la cual se obtiene que la resistividad esta expresada como 

. . b..TJ \ -\ 
n = 2.lT - {.l. - - ) r "l '(' t"~ 

Suponiend~ un dispositivo de cuatro electrodos, de los 
cuales dos son d~stinados a crear el ca•JO potencial, y los otros 
dos eirven para que entr• ellos se erectda ia medida de una dif~ 
rencia e~ el campo producido, se tiene 

\ \ \ .1.. )-\ (-----+ 
~ \ '(" '1 '(' ª ''°' 

el dispositivo sa ~uestra en la figura 4.1. 



~ electrodos de corriente 

• electrodos de potencial 

4.2 

DISPOSITIVO TETRAELECTR~OICO 
FICtfiA 4.1 

Tratand:ise de un dis:>ositivo lineal 

si se considera que 

se tendrá 

r
" -

Esta ecuaci6n, da 12 resistividad para un terreno ho

mogéneo e isótropo. Si sustitui~os los valores de las di~eren-
cias de campo poteéc!al y de c~rriente, obtenidos en un terreno 
hetero~éneo y anisótropo en l~ ecuaci6n antes citada, resultará 
una resistividad ~:cticia derinida como resistividad a~arente -

(~o.). 
A\J -1: 
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Considerando que el arreglo sea simétrico y lineal f i

gura 4.2.2, haciendo AB/2: S, ~N/2:. b, la expresión 4.2.l queda
rá 

C: TI 

Sustituyendo en la fórmula de resistividad aparente, -
la ex~resi6n que nos da el potencial para un terreno estratific!. 
do medidj en la superficie dado por la ecuaci6n 3.¡2, y teniendo 
en cuenta que 

se obtiene 

Ex;:>resión representativa de la resistividad aparente -

para un dispositivo simétrico, lineal y tetraelectr6dico. Ahora 
bién, en la práctica hay dos arreglos de este tipo, que son: 

- La configuración Wenner 
- La configuración Schlumberger. 

En el arreglo Wenner se consideran las distancias de -
separaciSn ent~e electrodos iguales entre si e igual a un valor 

!.• lo que hace que s : 3/ ¿a. y b :0./2 sustituyendo en la ecue--
ción 4.t:.4 queda 

~ara el Gasg de que s~lo s~ utilice un electrodo para 

suministrar corriente eléctrica ~l terreno, la expreai6n ante-
rior solo se multiplicara por d~s. 

El dispositivo Schlumberger cunsidera GUe la distancia 

de separación entra los electrod~s, donde se ob~erva la medida -
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del campo potencial es infinitesimal, por lo que tomando el 11-! 
te cuando b tiende a cera 

l\m Q _ \.\vn sz-'oz. 6U 
'o ... o o.. - b-\> o" 2. 'o '!. 

sZ 
\\-

1: -
donde ~~~ AU/2b es el doble de la intensidad del campo eléctr! 

co E. Por lo que queda. 

E -
El desarrollo teórico establece, que lo que se mide 

con el dispositivo Schlumberger, es la intensidad del campo elé~ 
trico, la cual en la pr~ctlca se toma igual a AU/2b. Derivando 
la expresión 3.1.2 obtendreMos la intensidad E. Al efectuar esta 
diferenciaci6n bajo el signo de integraci6n, observaremos que -
solo se afecta el término Jo (\r) y sabiendo que 

- --
se tendrá 

quedando que 

Qo..~ = s,_ ~\ ~~\<(A.\ J\ t~s' A ciA: (4.2.5) 
.,, Q 

Cuand~ $Jlo se em~lea.un electrodo para suministr3r e~ 

rriente ·eléctrica al terreno, la expresión anterior s~lo se aul
tiplica por d~s, al igual que en al arreglo ~enner. También en -

¡a práctica se utilizan los dispositivos denominados dipolares. 

Las medidas que se hacen en este tipo de arr•glos. son efectua-
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OISPOSITIVO WENNER 
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~ISPOSITIVO SCHLUMBERGER 

FIGURA 4.2 
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das considerando que la dista~cia de separación entre los elec
trodos de corriente y entre les electrodos de potencial, es de~ 
preciable en comparación can la distancia que separa el dipolo 
de corriente y el dipolo de potencial. 

Dentro de estos dispositivos se encuentran: 

- azimutal 
- radial 

- paralelo 

- perpendicular 
- ecuat~rial (combinación del paralelo y 

azimutal~ con e:so•) 
axil o dipolo dipolo (cumbinación del ra
dial y paralela, con e:o•} (Figura 2.3). 

Hay expresiones que ponen estas c~nf iguraciones en fun -ción de la resistividad apurea~e para un arreglo Schlumberger; ~ 
las expresiones se mue~tran a c~ntinuación; 

(4.2.7} 

donde es un factor que depende de la conf iguraci6n y puede tener 

los siguientes valores: 

- Dispositivo azimutal, p =O 
- Dispositivo radial, p :1/2 

Dispositivo paralelo, t=J: cos 2e (3 cos2e -1) 

- ~isposi tiv.=; perpendiculC!r, p-:: 1/3 

4.3 DílJCEDI~rE;TJS PAR~ =~s-R DE LA C~RUA DE RE5I3TIUIOAD 
APARENTE A L~ FUNCIJN KE~NEL. 

Para abte~cr la funci5n Kernel a ~ortir de ln curva d• 

resiDtividad a~are~~e, se han ~en3rrallcd~ varios Dr~cedl~ientos9 

1 
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entre los que se encuentran: 

- ~étodo de filtrado lineal 

- ~étodo de descomposición en funciones. 

- ~étodo de integraci6n a~roximada. 

A continuaci6n se describe cada uno de ellos. 

4.3.l ~ETOOO DE FILTRADO LINEAL 

La aplicación de los filtros digitales lineales dentro 
de los métodos geoeléctricos, fu& sugerido por Kunetz (1966) y -

posteriormente trabajada por Ghosh (1970}. 

Este método de fil~rado, consiste en obtener muestras 
de valores de una función, como una coabinaci6n lineal de valo

res muestreados de otras ~unciones. A los filtros que se utili

zan para pasar de la curva de resistividad aparenta a la función 

Kernel, se les denominan filtros directjs. 

Empleando la ecuación 4.2.5 ~ue nos da la resistividad 

aparente para un arreglo Schlumberger9 se tiene 

(4.2.5) 

si se cambia de miembro a s 2 y se introduce la transformada da -
resistividades, quedará 

aplicando la Transformada ce Hankel ~~e nos dice que: 
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se tiene {4.3.2) 

Ahora bié~, la teoría de filtros digitales lineales se 

cumple de forma satisfactoria. si las funciones que intervienen 

en los cálculos san razonablemente regulares. Cuando las curvas 

de resistividad aparente_y la transform~da de resistividades, -

se empleen en escal:s lineales. no son muy regulares. Esto im-

plica que el in~ervalo de muestreo para las funciones, tendría -

que ser muy peque~o para obtener buenos resultados. Pero si se -

considera la curva de resistividad aparente y la transformada de 

resistividades en coordenadas logar!tmicas~ se observar! que su 

comportamiento es de forma m6s regular. Lo que nos permite am-

pliar el intervalo de muestreo de las funciones. 

Introduciendo variables logarítmicas, definidas como: 

:c. -:::. l '('\ s ; $ = tL X. 

1:.\ =-LV\\ \l>.' ; ~ =- e'\ • t 

ds = e.='á x. 
d. >-.-= ·- <lq d 'j 

y sustituyend~ en la ecuaci6n 4.3.l quedará 

(4.3.3) 

La expresión anterior es una integral de convol~ción, 

que relaciona linealmente la transformada de resistividades con 
la curva de resistividad ap~rente, obtenldá con un arreglo 

Schlul'lberger. 

Para el c2s~ Wenner, de la ecuación 4.2.5 se tiene 

hecienco 

y definiendo 

X. -:. \.. l\ o. .. , ; do.. = cz.~ Jx. 
\.\'= \....,. l 'lh\ ; Ól::-~d'i • I 
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se tendrá que la expresi5n 4.2~5, se convertirá en 

i: cual, es una integral de conv3lución, que relaciona linealme~ 

:. 16 t:ansf~rm~da de resistividades con la curva de resistivi--
c .. "id aparentt!! .. 

Los arreglos dipolares cumnlgn te~bién la relación de 

linealidad, si se consió~s, .. ;;;.-~a-e~~;~i6n 4.2.7 que da la resisti-
__._.. ----

vidad ~e erruñ-dispositivo dipolar, como una combinación -

la resistividad aparente para una conf iguraci6n Schlu~ 

Una vez que scbemos la· existencia de linealidad ente -

-~ transformada de resistividades y la curva de resistividad ªP!. 

rente, debemos encontrar la función que da la rel~ción lineal. 

Curv3 rfo 

1 J 
rul"!ción de 

resf~,t.iúid:: t-rarsf or·raci Ón de 
_:;;1~rnrte-

rcsi~tividc:fes 

i F" il trtJ ,,. ) ,r 
' .... p '~i ~' {T} -··- .. 

t d . i d e; " n r 3 1 s a H .. 

e~~~ la función d~ entrodo y i~ función de salida se 
c2~ ~e~ vo:~rcs ~ucstread~s, el filtr; ~entr5 ~ue sar definido 

to""'tiién oor r.:uont.r¿¡s de v¿lorez. lo rc:c.cci6n que existe entre .la 
. •" • • . ... . t . ~~ ' c:nv;~uc1an cant1nua y ~a c~nu~~uc1sn ~~scre a e~ cau2 ~cr ¿oo -

~=i~cip0l~a ;eore~as s~b:c ~ue~~rcu, ~~e dicen: 



4.12 

tras tomadas a intervalos constantes 4x. cuando su espectro de -
amplitud de la Tr~nsformada de Fourier es cero para valores may~ 

res que la frecuencia de Nyquist (1/2.Ax). 

b) Una función puede ser reconstruida a partir de sus valo
res muestreados, si cada muestra se sustituye por el producto 

del valor de la muestra con una función del tipo sen x/x con pe

riodo 2Ax. 

Los espectros de ~mplitud de la curva de resistividad 

aparente y la función de transformación de resistividades, no 

son nulos para frecuencias mayores a una frecuencia de c~rte, P.! 

ro si tienden asintóticamente ~ cero. 

Ghosh (1970), basado en sus trabajos, menciona que so

lo la curva de resistividad aparente y la transformada de resis

tividades, determinan el intervalo de muestreo que se debe ele

gir. 

Se han desarroll.-ado distintas formas p'3ra poder obte

ner los filtros directos, éstas son! 

Transformada de Fourier 
~Ínimos cuadrados 

- Transformada Z 
- Integración aproximada 

Est~s procedimientos se describen en el apendice I!. 

Se ~uenta con el desarrollo ée los siguientes operad~

res de filtrado: 

- Da nueve y doce puntas para la c~nf iguraci6n Schlumberge: 

y de nueve ~untos ~ara la conf~~~raci~n ~enner, todos ~a

ra un intervolo de tres valores por cicl~ logar!tmico 

(Ghosh 1971 a). 
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SCHLU1'18ERGER lt/ENNER 

- .0060 -0.723 0.0212 
-.;.0783 0.3999 -0.11 gg 

n.3~39 0.3492 0.4226 
0.3tt92 0.1675 0.3553 
0.1675 o.oasa 0.1554 
0.0&59 o.o3sa 0.0873 
0.0358 0.0198 o.0345 

0.0196 0.0067 0.0208 
0.0057 0.0076 000118 

0.0051 

0.0007 
0.0018 

Para un intervalo de muestreo de tres valores por ciclo lo
garítmico Ghosh {1971a). 

SCHLUMBERGER 

0.0119 0.0073 
-o.1oqs 0.0044 
o.2sag 0.0022 
o.3224 0.0032 
o. 2152 
0.1309 
o.013s 
0.0425 

0.0233 
0.0136 

Para un intervalo de muestreo 
de cuatro valores por ciclo 
!ogarít~ico Koefoed (1979). 

SCHlUfllBERGER 

-0.0002766 0.09804 0.002194 
0.001418 0.06802 0.001483 

-0.008794 0.04671 r.001022 

o.04so1 0.03198 0.0006846 

-0.1235 0.02104 0.001481 
0.03267 0.01488 
0.1961 0.01015 
0.2206 0.006307 

0.1853 0.¡)04718 
0.1379 0.003203 

Para un intervalo de muestreo 
de seis valores por ciclo lo
gar{ tmico D'~e!ll (1975). 
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RADIAL PARALEt.0 (30e) t:?ERP.'E.NnTCULAR 
0.0093 a.oaa3 .:o~oosB 

O.D418 0 .. 0142 0.;37'3B 

0.3575 a.0144 o.3255 
0.3050 0.3537 0.;1"584 
0.1488 0.2836 o.oaa3 
0.8752 0.1384 0;0341 
0.0321 0.0591 o.:ota"3 
0.0171 0.0301 0.006"6 

o.oos2 o.01s1 o.onas 
0.0070 o.oosa 

0.0063 

Para un intervalo de muestreo de tres valores por ciclo lo~ 
gar!tmico Das (1974). 

RADIAL PARALELO (30•) PERPENDICULAR 
C.0146 0.0051 o.m:Ja1 o.01s4 0.0051 0.0110 

s .. mn1 o.oosg o.012s 0.0044 -0.0352 0.0001 
n.1tQ:J1 -0.0001 0.0239 o.cosa 0.1322 o.oosg 

- . -· ll.li00-1 . · · -• D. 0034 0.1526 -0.0001 0.3322 

o.~ 0.2976 0.0032 0.2217 

0-..14tr'I 0.1933 0.1542 

O.ü71~ 0.1358 0.0786 

n.-oz.77 -o.osss 0.0503 

o.n21~ o.o4ss 0.0264 

-0.0165 0.0191 0.0135 

Para un intervalo de mu.est~eo .de cuatro valores pcr~ciélo lo
gar!tmico Koerced (1979). 
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-De catorce coeficientes para el dispositivo Schlurnberger. 
para una distancia de muestreo ce cuatro valores por década 
logarítmica (Koefoed 1979). 

-De veinticinco puntos para el arreglo Schlumberger y para 
un intervalo de muestreo de seis valores por ciclo 109aríl. 
mico (O'Ueill 1975). 

-Para dispositivos dipolares; De diez puntos (radi3l), de 
doce puntos (paralelo 30•) y de nueve puntos (perpendicu

lar). Todos para un intervalo ce tres muestras.por ciclo 
logar!tmi~o (Das 1974). 

-Para dispositivos dipolares; De catorce coeficientes {ra

dial), de ~ulnce coeficientes (paralelo 30•) y de trece -
puntos (perpendicular). Todos para un intervalo de mues- -

treo de seis valores por décad~ logarítmica (Koefoed 1979}. 

Como se trabaja con muestras de valores. para obtener 
la transformada de resistividades a partir de la curva de resis

tividad aparente por medio de filtros. es necesario aplicar una 

convol1Jci6n discreta entre las muestras de la curva de resistivi
dad aparente y el filtro asignado, para obtener la transformada 

de resistividades muestreada de igual forma que el filtro y la -

curva de resistividad aparente. 
Y\ . 

\m:: ¡_ f j Rm-j 
J:1 

n - n6mero de puntos del filtro. 

f j coeficientes del ril~ro. 
R velares nuestreadws de la curva de 

re~istividad· apar~nte. 

Tm - valoras de la trons.~c:::-,Gda de rezintlvidaóes ... 



4.3.2 ~ETOOO DE OESCO~POS!CION EN FUNCIONES. 

Este m~todo consiste en aproximar la informaci6n de -
campo de la resistividad aparente utilizando una combinaci6n de 
funciones simples, para poder llegar a la transformada de resi~ 
tivldades o a la función kernel. 

El método consiste en dos pasos: 

- En el primero, se ajusta la curva de resistividad aparen
te por una combinaci6n de funciones. 

- En el segundo, se obtiene la funci6n kernel por un camino 
analítico. 

Existen dos caminos para llevar a cabo este método. 

- Proceso Gr~fico. 
- Proceso Anal!t!co. 

a} Proceso Gr&fieo. 

Fu~ propuesto por Koefoed (1968) y se basa en que la -
curva de resistividad aparente se puede descomponer en una suma 
de funciones parciales, de la forma 

donde A;. ~o.s se denomina función parcial de resistividad 

aparente (FPRA). 

Oe la ecuación 4.2.6 se tiene que 

considerand~ la funci6n kornel de Stefanesco, la ecuaci6n anterior 
quedará 
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~o..s-=- ~\ L v~ 2. c;,t ~:s(,\) J, \As\ Ad A 1 

~o.s.- ~' = s~ ~eoSlA.\..\,tAs1>..á~ 
'2.~\ Jo 

ahora ~plicando la transformada de Hankel dada por la ecuación -
4.3.1 se obtiene 

(4.3.B) 

recordando de la teor!a de las funciones de Bessel (Watson 1966 
pag. 386} que 

se tiel"le que 

sustituyendo la ecuaci6n 4.3.6 en la expresión anterior 

- I '-) r a) \ 

\:> \r. -:: j o -z-f-, 5--

como la integraci6n es una opcraci6n lineal tenemos 

Definiendo A 8 (.,\) corno la función Kernel parcial ce 

Stefanesco (FKPS) se tiene que 

b.¡ et>.): b;. \.\l~ '\-± 
~¡Vr(>..\:. fto~s ~;,.fas j,(As) ds ~4.3.3) 

JoG.n 



B \).\-:. ~ A¡_~(>.) 
.C.-:: l 

Esta variante, consiste en efectuar un~ ~?roximación 
de la primera parte de la curva de resistividüd é~~rente de cam

po, por una func!5n parcial de resistivicRd apar~~te adecuada, a 

continu~ción se resta la F~P.A a la e~~. Con la curva obtenida 

en el proceso anterior, se vuelve a npr3ximEr la ~ri~era parte -
por otra fun~ión ~arci~l y as! sucesiva~ente. La f~~~a de llevar 
a cabo este prac;so, es gr~fica. 

Las FP~~ d~ben cu~plir varias condiciones; deben hacer 

que la integral de la ccu~ci6n 4.3.9 puadB efectu~rse por un ca

nino ~nal!tico y adem5s deben dar una eproxim~ci!n adecuada de -

la curva de resistivid~d ª?ª~ente. Koefoed (19E~) da ejemplos -
de cuatro tipos de funciones parciales que cum?len los requisi
tos anteriores y deduce sus funciones ke~nel parciales de Stcfa
nesco correspondientes. Estas funciones parciales de resistivi
dad aparente son: 

1.- Funciones exponenciales que se aproximan a 
la abscisa se aproxima a cero o infinito • • 

{ s/N )J 

cero, cuando 

2.- Funcicnes ~xponenclales que se acerc30 a un valor finito 

cuando la abscisa es cero. • 
(s/~) J - s/" 

--.- (l_ 
J~ 

3.- Funcic:nes algebraico<>, c;ue se ;:;¡JroxiMGn a cero cunndo la 
ab~cis3 se aproxi~3 a cero o infinito. 

(s/N) 
"I\ 



4.- Funciones algebraicas, que se aproximan a un valor fin!. 
to para abscisas que ·tienden a infinito. 

En las cuatro expresiones anteriores 

C - Constante Que sirva da factor de escala. 
N - Constante con dimensiones de longitud. 
n,m - Números enteros positivos. 

A partir de la expresión 4.2.7 se pueden obtener las -
FPRA para los dispositivos dlpolares. 

b) Proceso Analítico. 

El segundo camino, fue propuesto por Santinl y Zambra
no {1981} para el arreglo Schlumberger. Se parte de la ecuaci6n 
4.3.B y se hace 

~ts\ = 

la funci6n y(s), se aproxima por un3 combinaci5n de 
funciones que dan una buena ap~oximaci6n y son integrablEs anall 

ticamente. Suponiendo que la funci6n y(s) apr3ximada, es y'(s) 
y está dada"por la funci6n 

-2 r- ) ~\ls\::. ¿:_Q.;_ -t(s;ci 
;.::t 
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'fV\ ~ 00 
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haciendo 

y como f(s;di) es una funci6n integr2ble anal1tica~ente, se tie
ne que 

Una ecuación que cumple eficientemente los requisitos 

es 

recordando la integral de lipchitz generalizada por Hankel (~at
son 1966, pag. 386) dada por la ecuación 

s 

y aplicando la transformada de Hankel dada por la ecuaci6n 4.3.1 
se tiene 

por lo que 

~<"'; ~.L \-=- ~~-~df:.,nái .. J,(>.s) ds ~ 
y 

lo serie convcr~e lenta~G~~at pero si ~e o~coge da ~~~ 

ma apropiedn l3s cooficicntes (di), hci oasibi!icGci de ~ua ce 
utilicen pcc~s t6rmincs on el ajuste, ~~ra cGnscGJir alta ~re~~-



ción. Para obtener el menor error p~sible, al no:""ento de é:prox.! 

~ar la funci6n y(s) 1 se e~plea "el criterio del e=ror cuodr6tico 
~edio minimizado. Definiendo el error cuadrática medio como 

~ {Valor verdadero - Valor calculaco) 2 \/~-\\~ECM , 
en el caso en estudio, 

~le\ ~ i. 

~\ ?- ~ f.: O.~ ~ l S; d¡) - '-;\ { Sj \1 -;: E C. \J\ 
J:\ ~- \ 

La ecuación anterior, concuc~ a un sistema de ecua- -
cienes ne lineal con 2m variables ai y di siendo su solución -

~uy dif 1cil. Pero si se fijan los val~res de di y se considera 

cc~o variable solo a las ai se obtiens un sist€~a lineal de m 

ecu~cione~ con m inc5gnitas. 

Para encontrar el menor error cuadr¡t!co se 2mplea la 
teor!a de m~ximos y mínimos. Derivando parcial~ent~ el sistema 

de c=uaciones con respecto a ai e igualando e cero se obtiene 

·-·-. a.\ :t. ,, \ -\- ~1. :-.:.\, 1. ~. .... -T O.n\~\,m --
o.., :t\t'l. -T °'2. ~z.,2. -\r • t ,. -+ a.W\ ~i..~ 

.. . . • • • • • • • • . 
. . ~ ·~ 

.. . . ü\ 'X.\,tt'i. ~ ~t ~i,m + 
\1_;\ 

¿_ ~l~jj~~)~t~l;d'l 
l~\ 

"/9a ~ ~ H.,,1;ó'l)":it"'l) 

y\ 
y 1.. 

(4.3.12) 
••• 

·--Cu~ndo di o~ tc~a en pr~;:cs!6n ;c~~~t~!c~, h3cc -

~u~ la funci!n f (s;di) se~ c~u~eG~2c!~~a, lcg:[n~a~~ un bu~n -
nju~to de y(s). Para asto ~~t~1c ~e ru~uiaro, ~~e ~e utilice~ -

cunt:o func~gnoo de Ejusto f(o;di? ~~r d~co~~ lcJoi!~~ic~ y se 



reco~ienda una ex~~apolació~ ce la CRA a 13 izquierda y a la de

recha, hasta alc2n::ar los val.J1res asintóticos de p 1 y en . Se 

considera que d.1 ~ s1 , dm = o.ssk dQnde s1 y Sk sen el primer 

y 6lti~o valor de la abscis~ de la CRA. k es el número de puntos 
de la CRA y m ¿ K + 1 • 

El rn¡t~~~ permite introducir pesos {P.} para cada V3--
J 

lor ée la curva =e resistividad aparente, ya que en ocasiones pu~ 

den estar fuera ce la forma regular de la curva. Dichos peses se 

intrc~ucen en l3s dos 6ltines ecuaciones. 

~~\ 

x.,,,..-::. ~ ~l ~ts1;d<;\-) ~\5~;á~) 
l':.\ 

t.>r\ 

L. ~\ t tsi; á<\) ~t~n 
l-:..l 

Para el caso del dispositivo ~enner, se partir~ de la 
ecuaci6n 4.2.S 

en dende si se considera la función Kernel de Stefanesco, qued?--
11 ra 

Hnciendo 

muH .. !¡;:;J,!IF,:Jndo lci 1:::ci.nci6n 4.3.13 por Jci:.:n~~ a iotr::gr,Jr;::Jo se o'.::.·~~:. 

ne 



donde x es un n6mero real, con dimensiones de longitud a la me-
no.s t"''1D (L - 1 ). 

Aplicando la integral de Fourier-Bessel (hlatson 1966, 
pag. 153) 

al miembro deiecho de la ecueción 4.3.14 se tendrá que 

' 
{4.3.15). 

donde, y(a) se ajusta por una combinación de funciones f(a;di), 
las cuales deben cumplir las oismas condiciones de las funciones 
empleadas en el caso Schlumberger. 

Rakesh y Ramanain (1902) probaron varias funciones de 
ojusto y resultó que la función m~s eficiente es 

-
Sustit~ycndo la expresi5n 4.3.16 En la 4.3.15 y 6sta a 

su vez en la 4.3.14 ne tiune 



t 

donde B' es una aproximación de B. Recordando la integral de 
lipchitz 9 dada en la ecuación 2.4.12 y aplicando la transformada 
de Hankel dada por la expresi6n 4.3.1 se tiene 

-1Ó.L. r¿_ 
t 

con ayuda de la expresi6n anterior la expresión 4.3.18 queda 

~ 't>;. \_ <i "i.¿.c'.. -
..C::.\ 

-d.i..X/'L 
e_ J ~ Z B' l:t..) - ~\ { ~/ <..) 

z. 

Sustituyendo .X por x en la ecuaci6n anterior se obser
va la forma de B' (A). 

VI\ 

B1 tA \-:.. L 'o~ 
.i.~ \ 

haciendo 

'W\ 

B't>..)-:. L. 'e;. gto.;c\~) 
.i. :q 

ta función f( a;di} para el caso ~enner tiene un compa~ 

ta~iento ~uy similar a la funciqn f(s;di) p~ra el caso Sc~lumter 

oer. Pora al aju$te d8 y(n) se emplea el criterio del error cua 
dr~tico ~edia minimiz0do. El error euadr~tico nedio cstG dado -
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derivando parcialGente con respecto a bi. igualando a cero y des~ 

rrolando la ecuación obtenida, se llega a un sistema de ecuaciones 

similar al dado p~r la expresión 4.3.12, dende las ai se r~empl~ 
zan ~ -: las bi y 

12.\-\ 

X\ 1~ ¿ ~ (Q.i j d'l-} .f (~j; dt) 
1-:. \ 

{4.3.19) 

12.'f \ 

'l c+ ~ 
j:\ 

~ (~i; ~ ~ \ ~ ( n.1 \ (4.3.20) 

Lo mismo ~ue para el caso Schlumberger, se sugiere ut! 

liz~r cuatro funciones de ajuste por ciclo 109ar!tmico. Adem~s 

mLI<-\" 1 ; d1 :: a1 y dm :: O.Sam donde a 1 y am son los valores 

de la ~rimera y Última abscisa de la CBA. También existe la po
sibilidad de introducir pesos en las ecuaci~nes 4.3.19 y 4.3.20. 

En el m6todo en cuestión, se puede introducir algún 
error cuando la CR~ se ajusta por medio de funciones, pero este 
error no se amplifica al obtener la función kernel. 

las funciones de ajuste qu~ se dan túnto para el ceso 
Wenner co~o para el Schlumberger, no incluyen los c?sos extremos 
en que so tenga o~ sustrato totalmente aislante o totalmente co~ 

ductor. Para lo$ cis~ositivos dipolares, no sG cuenta ccn un de
sarrollo por este ~&todo, pare obtcnor la funci6n kernel a par-
tir de lo curva d~ r~sistivid~d aparente. 



Otr~ atternattva para dater~inar la funci5n kernel o -
la txansform~ca de resistividades a partir de la curva de resisti 
~idad aparente para un dispositivo Schlurnberger, es propuesta, -
por Patella (1º75). Este método se basa en la evaluación aproxi
~ada de una integral. 

De la ecuación 4.3.2 tenernos 

\ CA\ -=:. t co ~o..s ~\ \}..$\ do$ 
Jo s 

Si se reemplaza la CRA por una funci6n constante en un 

intervalo de d~s muestras sucesivas, usando para ésto la media -
aritmética entre los dos puntos extremos del intervalo. Se consi 

dera que el primero y el último valor de la CRA son asintóticos 

a la resistividad de la primera y 6ltima capa respectivamente •• 

Con lo anterior se tiene que 

donde rj es la abscisa te la muestra. Siguiendo la notaci6n de 
Patella tenemos 

donde J¡ 1 (Xrj) son funciones estudi~das de la teor!a de Bcssel 

y publlcadGs on las t~bl~s de Chlstova (1959). 

Sabiendo que la integral J: t .\, tA~ \ d~ - t - ~ 
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oe tiene 

Este m~todo tiene la ventaja de que no re~uiere mues-
tras equiespaciadas y s6lo necesita una extrapolaci6n de la CRA 
p.Jr;, ,- .. uos lados. la desventaja que tiene es la de ocupar dife
rente~ coeficientes para cada valor de la transform~da lo cual -
incluye un mayor n6mcro de operaciones y tiempo de c¡lculo. 

4.4 PROCEDIMIENTO PARA PASAR DE LA FUNCION KERNEL A LA 
CURVA DE RESISTIVIDAD APARENTE. 

Para obtener la curva ~e resistividad aparente a partir 
de la funci6n característica, se han desarrollado varios procedi 
mi~ntos. Koefoed (1979) los clasifica como: 

- M6todo de descomposición en fracciones parciales. 

- Método de imágenes. 
- Método de filtrado lineal. 

4e4e1 ~ETODO DE OESCO~POSICIO~ EN FRACCIONES PARCIA-
LES. 

Por este camino se utiliza la función kernel de Stefa
nesco, aprovechando que ae puede descomponer como un cociento ce 
dos polinomios (ccuaci6n 2.4.28) y dicho cociente se puede descc2 

poner como una su~a de fracciones parciales. 

donde 

N 
D 

~ - exp ( .. 2. A 'no) 

• ! w 

w?2. 

t'k- s~,~, !. is rniccs del poHnc;;:;-ii o 

Ck- Coeficientes cGnscontcs. 



Las ra{ces pueden resultar reales o complejas, en el -

caso ~ue las ra!c~s sean reales, la función kernel de Stef~nezco 

si pu2je desco11¡:::i"lerse en fracciones p;irciales. Si por el cor.':r·.

rio !~s ralees so~ co~plejas, no existe f~r~a de represG~tar la 

funcién kernel D~r ~edio de fr2cciones parciales. 

Flathe {1355),encontr6 que CUGndo se considera un sus

trato =2~ductor, el denominador de la ecuací5n 4.4.1 se reduce y 

queda 

t 
., 

compar:ndo es a ecu~cion, con la ~unci6n B (1) para un c~:te de 

tre ca;:ias, se enc:J~ntra que cada f -:acción parcial cor; or;~·:><icie a 

un Mo~e:o de tres capes, en el cua. k2 = -1 1 a cada una d~ las 

fracc!c~as parc!Bles se le denomina ~le~ento primo. En ~~ artí

culo ~a un m~to~o pr~ctico para u~~en2r los coeficicnt~s ck y 
las r<dces úlk. 

Una solución aproxirnoda p~ra lá C?.~ ~e puedG obtGnor -

como en~ c?~blnaci5~ lineal de ele~entos primbs. En este prccc
dimfent~ se to~a un e~pesor h0 coco base y le~ dem~~ ~s~~~ores -

deben s':?t" :':iÚlti;;il:Js enteros de nsa base. L.::is desvcnt·3~e:3 ';'JI.? 

prese"'i!~3 C?l m~tocfo, es i:;ue no G?S f~cil clt~ter-:1?.n.'.>r el fJr~r~: '::; 

ex<:lctrt;~ ;ót(:'iid'll y rcquiore dnl c~lculo cfo ra!cr- ·' · ~<~Ji:::: .. 
de alt':J t;r0d~l. Estt:: cc~ino fut? f::~;!le:~do pQr !~ Cr1~~;1.:..~7E,,~ ::;,:¡¡;~ci:2i 

da Gecrf~ic8 (11SS) y por Flat~e (1~55). 

J~ lgural f~rma GUO en bl prOCDdini~nta ~nteri~r SO t~-~ 

un es;c~or h 0 ca~o ~¿oe y !ns da~~s 0~peso=os SG to1~n cG-~ m61-
tlplos c~teros de coG b~~e. Por Psto D~t~d~ ~o ~~~0ndc 13 func~t-



~erne: de Stefanesco, efectuando el cccie~te de los polinomios -

~ y 3 / 

co _2,}.v¡.\\o 

~ o \\J\\ (]_ 
'(!>¡,'':.\ 

SustitufEndo la ecu~ci6n enter!~r, en !a e~~=esi5n 

4.3.7, t~nE~os ~Je ~era el c~so Schlu-h~~;er 

'2!. ('() r = ... 2. >.. "'ho l 
~a.~ ::.\?\l\.\- 25 1: Olv~l \\ Q_ j\l).."=>\d~ j 

'f\":.\ "'º 
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.. , -7 .;i,c;i 

. , 
ecuacion Se -

VP. que o ('O} se puede obtener como una funci6n da Q {u.) y P (u). 

Para el caso de los arreglos dip4lares se puede encon

trar un desarrollo similar al de las dos configuraciones anterio 

res si se aplica la ecuaci6n 4.2,7 9 que relaciona los dlspositl~ 

vos dipolares con el dispositivo Schlumber9er. 

En las ecuaciones 4.4.3 y 4.4.4, los t~r~lnos que se -

expanden puaden considerarse como contribuciones causadas por 

puntos ficticios verticales, por debajo de los el~ctródos de co

rriente a profundidades, que son m6ltiplos enteros de h~. Oe 

aquí el nonbre de método de imágenes dado por Koefoed (1979}. 

tas series de las ecuaciones mencionadas anteriornente, son de -

convergencia lenta, por lo que cuando la separaci6n de los elec
trodos de corriente es grande, origina que se haga necesario el 

c6lculo de miles de t~rminos, aumentando con ello al tie~po de -

c~lculo. 

Orellana y Mooney ( 1966), Van Oam (1965), ílijks ~ater~ 

taat (1969) c~plearon este m~todo, difiriendo solo en el prGced! 

•lento para determinar el grado de exactitud para las funciones 

obtenidas. 

4.4.3 METOOO DE FILTRADO LINEAL. 

En la secc16n 4~3.1 9 tratamos los filtros digitales -

lineales para obtener la función kernel a partir de la curva de 

resistivid3d aporente {filtros directos), en la presente sección 
se tratan los filtros para pasar de la funci6n Kgrnel a la curva 

de resistivid~d aparente. A este tipo de filtros se les cenomina 
filtros inversos. 

En ln ~cucción 4.2.B, se introduce la tr8nsfornada de 
re$ist!vid3cc~ teniendo 



sustituyendo las variables logarítmicas defi~idas en la expresión 
4.3.3 se obtiene 

{4.4.6) 

la expresión anterior es una inte~ral de convolución -

similar a la ecuación 4.3.4t la cual relacio~3 en forma lineal -
la curva de resistividad aparente con la tr~¡;¡¡sformnda de resist.!, 
vidades. El dispositivo Wenner y los dispositivos dipol~res ta~ 

bién cu~plen con la relación de linealidad• cc~o se vió en la 

sección 4.3.1. 

De la ecueci6n 4.3.5, que nos da la canvoluci6, discr~ 
ta entre la curva de resistividad aparente y un filtro, para ob

tener la transformada de resistividades¡ y rcccrdando de la teo

ría de Fourier que una operaci6n de convoluci~n en el do~inio del 

tiempo o del espaciot es una simple multiplicaci6n en el dominio 

de las frecuencias 

~ 

'L t,· Rm--i 
l":.' l 

{~.3.5) 

Sacando la transformeda de Fourier a cada térm:.no de -

ln ecuaci6n ante~ior queda 

donde 

T (f) 

FD(f) 

R ( f) 

Transformada de Fourier de l~ f~nció~ de tranz

forrnnda de resh:.tiv!da~:kz T {A}. 

Transformado de Fcu:i~r dvl f!:t~o dlrect~ 

t1 .• J 
Trcmsforílwda cfo F'cnnrioE" ele l.:-· C0Jrv¿1 ÓP rc~isti-

vidad aparente. 



Si en la ecuaci6n 4.4.7 ponemos a R{f) en runci6n de -
T{f) 

haciendo 

R \~' = \ {~) l ~~l~' 
\:'. l\~\: \ t \:\)(~' 
~ l~\-:. ~1:l\\ \{~\ 

Como se mencion6 anterior~ente, una IA'llltipllcaci6n •n 
el dominio de las frecuencias equivale a una convoluci6n en el -
dominio del espacio, por lo que se tiene 

donde 

n 

1\ 

RW\ ~ 2:. ~11 \ ~-·1 
., .;:.1 

nú~ero de coeficientes del filtro. 

coeficientes del filtro inverso. 

R - valores de la curva de resistividad aparente. 

· T valores de la transfor-111ada de resistividades. 

la ecuaci6n de convoluci6n discreta dada en la ecuaci6n
•nterior, nos da la curva de resistividad aparenta COllO una ca.b!. 
naci6n lineal de los coeficiente• del filtr~ inverso y los valo
res de la transformada de resistividades.· 

Entra los operadores de filtrado inverso que se han P!!. 
blicado se tienen: 

Para un intervalo de tres •uestras por ciclo logar!taico, 
con nueve coef lcientes para el arreglo Sehluaberger y diez 
coeficientes para el arreglo Wenner {Ghosh 1971 b). 

- Par• un intervalo de cua~ro auestras por ciclo logar!taico. 
con quince puntos para el caso Schlumberger y catorce para 
•l caso Wenner (Koaf oad y Dirks 1979). 
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-Para un intervalo de muestreo de sels valores por d&cada 
logar!tmica, con veinte puntos (O'Neill 1975) y catorce 
-puntos (Das· 198?)• Ambos para el arreg.lo Schlumberger. -
Para arreglos dipolares, se tiene con veintiun puntos 
(perpendicular) y veintitr~s puntos {radial) (Das y Ghosh .... 
1974). 

•Para una distancia de muestreo de diez valores por déca-
· da logar{tmica y con ciento cuarenta y un coeficientes -
(Johansen 1975, Seara 1979). 
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SCHLUP'iBERGER WENNER 
o.022s 0.0284 

-0.0499 0.4582 

0.1064 1.5662 

0.1854 -1.3341 
1.9720 0.3473 

-1.5716 -0.0935 
0.4018 0.0416 

-0.0814 -0.0253 
0.0148 0.0179 

-0.0067 

Para un intervalo de muestreo de tres valores por ciclo 
logar!tmico Ghosh (1971b). 

SCHt.UMBERGER WEHICER 

0.0098 o.oJa7 a.oooe -0.1029 
o.01sa -0.0225 ~0.003·, 0.0193 
0.1686 0.0136 0.0091 -0.0042 
o.s44s -0.0086 -o.ooas 0.0006 

1.8371 o.ooss 0.0589 
-2.4820 0.1380 
1.0570 0.8415 

-0.3470 1.2348 

0.1402 -1.7514 
-0.0100 0.5670 

Para un intervalo de muestreo de cuatro valores por ciclo lo
gar!tmico Koefoed y Oirks (1979). 
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SCHt.UfltBERGER . 
0.003042 2.7044 

-fr.001198 -1.1324 
0.01264 0.3930 
0.02350 

o.oasaa 
0.2374 
0.6194 

1.1817 
0.4246 

-3.4507 

-0.1436 
0.05812 

-0.02521 
0.01125 

-0.004978 
0.002012 

-0.000318 

SCHLUl'lBERGER 
0.0160 0.4595 
0.0282 -0.1975 
o.as3a 
0.2427 
0.6217 
1.18?7 
0.3354 

-3.4531 

2.7568 
-1.2075 

0.1042 
-0.0359 

Para un intervalo de auestreo de seis valores por ciclo loga
r! tmico O'Neill {1975) y Das (1982). 

PERPENDICULAR RADIAL 
-0.0039 -0.2924 -0.0670 -0.3551 

0.0225 0.2127 0.0375 0.2512 

a.02sa -0.1646 -0.2274 -0.1896 

o.3955 0.1329 0.2887 0.1499 
1.3439 -0.1106 1.3257 -0.1221 
3.1104 0.0942 5.3842 0.1020 

-7 .9613 -0.0816 -11.3323 -0.0871 
6.1843 0.0110 B.4438 0.0757 

-3.0641 -0.0325 -4.1097 -0.0666 

1. 4121 1.ss1s 0.0594 

-0.7324 -0.'3429 -0.0270 
o.4373 0.5471 

Para un intervalo de seis muestras por cicla lc~er!tmico 
Das y Ghosh (1974). 



SCHLUPlBERGER 
6174. 14930. 18577. 23779. 31496. 43666. 

-12484. -15244. -19815. -24416. -32467. -45259. 

12726. 15567. 19469. 25079. 33484. 46940. 

-12975. -1sqo1. -19941 ~· -25768. -34549. -48717. 

13231. 16246. 20429. 26487. '35666. 50596. 

-13494. -16602. -20136. -27235. -36838. -52587 .. 

13765. 161371. 21463. 28016. 3806~. 54697. 
-14043. -17352. -22009. -28830. -39363. -56936. 

14330. 17746. 22577. 29680. 40724. 5q314. 

-14625. -10154. -23166. -30569. -42156. -61845. 

64540. 104775. 1 ~'-3155. 2442523. -242172543. 6226174. 
-67414. -110741. -2oq4sg. 3250077. 20052460. -4353505. 

70484. 117248. 23~052. 7:J2667S. 444506381. 31 q9475. 
-73767. -124303. -234543. 13023345. -48934BºOB. -2441493. 

77284. 132085. 304916. 25610307. 2n4S993'3a. 1'.120840. 
-81057. -140461. -?34124. 41150741. -1377131072. -1548505. 

85111. 1499S9#:· 453'390. s4231aoq. 51285163. 12735°5. 
-s947§.• ·- ·· ..:1s1Ja2s. -106745. 72803908. -29362551. -1065148. 

94183. 171117. 8'39282. 36118538. 15817356. <303512. 
-99267. -182!146. 550573. -100406442. -~504597. -~ns1so. 

67307S • -372478. 2355'34. -162176 .. 60r:tOS. 

-58'1375. 336'151. -217394. 151657. 

52!J26''· -306251. 201216. -142126. 

-462558. 279543. -186773. 133453. 

4138~1 • -256158. 173826. -125568 

onrn un iiiiltE'rval~ ée ,...~estrco de cit:z valor0s 
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APENDICE I 

SOLUC~ON A LA ECUACION DE BESSEL DE ORDEN CERO. 

En algunos tipos de problemas físicos; en los que exi!_ 
te simetr!a cil!ndrica, surge la ecuación de Bessel dada por 

(I) 

'l - constante. 

esta expresión es una ecuaci6n diferencial lineal ordinaria de -
segundo orden, cuyos coeficientes son polinomios. La solución -
de este tipo de ecuación es por medio de series (Boyce 1977, pag. 
152). 

li ecuaci6n de Bessel, presenta una singularidad regu

lar en el punto ~O; por lo que una soluci6n es de la forma 
co 

t:\:. "[_ 0.J.~\ ~T'ef\ (II) 
n:o 

cuando~~ o, se tiene la ecuaci6n de Bessel de orden cero la 
cual se resuelve a continuación 

(III) 

Sacando la primera y segunda derivada con respecto a x, 
en la ecuaci6n II 

~\: Í: ('<"le\'\'\ 0.-n 'X. 't'·\t\•\ ; ~'' :: f l<'·h'\-\) l ~~n) a.'C\ ~ ~"~-1.. 
"(\':o '(\":0 

sustituyéndolas en la ecua~i6n !II produce 

~ ~ ~ 

L. t~-\Y\-\,t("'n' °'"' x"("""' ;- z: t,-1irn)o.~ :<.'t'-\1\-\' I o...-:, ~"('"!tY\.\'G.:: o 
~=o n:c 



~aciendo uñ cambio en el Índice mudo n dei tercer t~rmino y sim
plificando se tiene 

co r ~ '(" -\"' c:o ~ 1t ..... L L l'-\ '(\- \) ( t"-\ '(\) -T t~ -\'(\ \ .l o.'i\ ::t -\- L Ü't\-'?. X. '::. o 
~~º . ~~~ 

d~sarrollanda el primer t~rmino para n=O, n=1 

ce 

~7.1 l l\.>r~-\' t'(".\'4\\ -T l~-t'n\1 a.'(\\- Q.1\·'¿~ 'X.'\"-\-V\-t \5t\\\)\-\"<".1r-\\}O.,'lt\\ 

~ \.. t ~-\' ~ ~ "1 <Xo y_-<: : 0 (IV) 

Del tercer t~rrnino se obtiene la ecuaci6n indicia!, 
cuyas ra{ces son 

• 
• 

Ce.no las ra!ces de la ecuaci6n indicia! son iguales, -
las dos soluciones linealmente independientes v,Cx) y Y2(x) ti!, 
nen la siguiente forma {Soyce 1977, pag. 191). 

Para encontrar la primera soluci6n se har& lo 
te: Primero se sustituye '(" 1 = O en el segundo t&rmino 
expresión IV y se iguala a cero' para que esto se cumpla 

• 
t 

!a relació~ ~o recurrencia para obt~ncr los coeficientes 
se forma del prim~r t~r~ino de l~ ecu~ci6n IV 

· a.~\~\~ t'(~'l\-'I.) l'(lcn\ ole \'tlr'(\\1 ~ O.l\ .. ~'t' 
;ior lo que 

:O 

(V) 

(VI) 

sigui en

de la -
.<a)_ o , -

{VII} 



sustituyendo en esta expresi6n r 1 : Ot y sabiendo que a 1 {0)~ O, 
todos los v~lores de a para n impares serán cero también. P~ra 

valores pares de n ~ 2. se tiene 

O.i<o)=-~ z'Z. 

0.-t e.o\:. _ a.z. to\ : 
4i 

de aqu! que 

0.' (O\ ~ - 0.g (.O' 
6ª 

... 
• 
• 

.. 

O.o (.O) 

2?.l24'} 

O.o (.o) 

= - 'Z.' t ?.~~'z. 

•~>O J 

a la ~unci6n encerrada en el par~ntesls rectangular se le conoce 
como ~unci6n de Bessel de primera clase y de orden cero, se den2 
ta como Jo(x). As! se tiene que la primera soluci6n es 

Ahora se encontrará la segunda soluci6n. Anteriormen
te se vió que las a 0 (O) para valores impares de n, son cero, lo 
mismo ocurre para al (O) cuando n es impar. De la expresi6n n 
VII se tiene que 

• .. 

--

o.'1.~-i-~' 
( ?.~-\,\?. 

• 
" • 

; m :. ~, z, 3, º". 

(vtn:~ 
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el cálculo de ª~m(r) se lleva a cabo mis fácilmente si se n.!? 
ta que 

~ (.)...\ '= { ~- ~\ \ ~' ('~ ... Ói \ ~i • •• t X- e\""\ \'f\ 
~\l-i.\ = t\ t~.-~,\.\,-\ \. v;$.'t-~1.\'Ct. ~-x.,-J-s)~• ... tx.-d~\~~1-\ 

-T ~'& l~-di.\~" .. \t t";S .. rd\\~" l~l.-cl-.,\l~ .... (:X.-dn\ t~}-'t-· 

para valores de x distintos a d1 , d2 , ••• dn 

••• 

por lo que la ecuaci6n VIII se puede expresar como 

haciendo r ~ O 

definiendo 

se obtiene 

; '('t\ = \, "* ~ ..... 
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la soluci6n Y2 (x) se obtiene poniendo en l~ expresi6n VI, la sg 
lución Y1 (x) con a 0 : 1 y sustituyendo a~m (O) por b2m(O} 

En lugar de la segunda soluci6n, se acos~uT-bra a to~a~ 
una ~ombinaci6n lineal de ~o(x) con Y2 (x}. Esta ca~binaci6n es 

siendo 

't : \.~M \l.~ - \.n Y\ =: o- Sll-2 
'(\ ... a!> 

dende Y
0

(x) se conoce CO'flllO funci6n de Bessel de segunda clase y 

de orden cero. 

la soluci6n general a la ecuación de Bessel de orde~ -
cero es 
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APENDICE iI 

FORMAS DE CALCULAR LOS FILTROS. 

En resistividad, los procesos que se han desarrollado 
para ootener los filtros son: 

- Transformada de Fourier. 
- Mínimos cuadrados. 
- Transformada z. 
- Integración numérica. 

A c~ntinuaci6n se describen cada uno de ellos. 

a) CALCULO DE LOS FILTROS POR MEDIO DE TRANSFORMADA W::E FOU

RIER. 

ta teoría de los f iltrJS lineales se basa en la inte-
gral de convolución y en la transformada de Fourier, por lo que 

resulta conveniente calcular los coeficientes de los riltros por 
este camino. 

Partiend~ de las ecuaciones 4.3.S y 4.4.9 

"" T"IY\ -::.. ~ ~\j R m-j 
l-=~ 

donde er. !a primer~ ex~resián, se considera a R (curva ce resis
tividad a~oronte) e=~~ la funció~ de entradG y a T (tra~sformada 
de renist:vid3éas) ~~~~ lo funció~ de solido, y de for~3 c=ntro
rio para lo BGgunca ec~ocián. Recordnncio tQ~~ién el te~~e;n de 

la tearla de FoutiGr ~ue nos di=c, auc si u~o funci6n g(x; es el 
producto de la ccnu~:uci6n de ~n~ funci6n h(x) con une f~~=i6n -
k(x)~ el espectrn ~e frecuencies de ~[x), ser6 el produ~:o de los 
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espectros de frecuenc!as de h{x) 

Aplicando a las ecuaciones anteriores 
de Fourier dada por (Bracewell 1965, pag. 7) 

la transformada 

F en= J.:.f cx.l i'"t~,.. ... d:x. 

t t '%.) = J eo F \~) 
.. Cll) 

se obtiene que 

dende 

queda 

T \~) ~ f tl ~~\ ~ \~) 

R~~\~ F! \~\ \ lt) 

T(f) es la transformada de Fourier de la funci6n de -
transformación de resistividades. 

R(f) transformada de Fourier de la CRA. 

FD(f) y FI(f) transformada de Fourier del filtro direc-
to e inverso respectivamente. 

Despejando en las ecuaciones 2 y 3 a FO{f) y FI(f) 

Con lo anterior se ve que si conocemos las funciones -
de entrada y de salida se puede obtener la función de trasferen
cia o espectro de frecuencias del filtro y aplicando la transfo~ 
mada inversa de Fourier (dada en la ecuación 1b) se obtiene el -
filtro. Pero recordando de la sección 4.3.1, donde se vió que 
tanto para la curva de resistividad aparente como para la trans
formado de resistividades el espectro de amplitud no es cero pa
ra frecuencias mayores a unn fr~cuencia de corte, pero si tien-
de~ a cero. P~r 1~ que resulta necesario eliminar las frecuen-
cia~ ~ovores a la frecuencia crítica del filtro, obtenido con 
csns funcicncs. El procedi~iento a seguir es aplicar un filtro 
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pasa bajas, lo cual en el dominio de las frecuencias equivale a 
multiplicar el espectro de amplitud del filtro por una funci6n -
rect5ngulo con una amplitud igual al intervalo de muestreo y una 
longitud igual a dos veces la frecuencia cr!tica. En el dominio 
del espacio equivale a efectuar una convoluci6n entre el filtro 
y ona función de la f orMa sen x/x~ con un periodo de dos veces -
el intervalo de muestreo de filtra. Al resultado de esta opera

ci6n se le denomina respuesta del filtro e la función sen x/x y 

las muestras de este resultado forman los coeficientes del fil-
tro, el cual tiene un contenido de frecuencias menor a la fre--
cuencia de Nyquist. 

El filtro que se obtuvo en el proceso anterior, está 
~ormado por la sobreposici6n de dos funciones: Una función suav! 

zada con una amplitud que tiende a cero para a~bos lados del eje 

de las abscisas; y una funci6n oscilante producto del corte de -
frecuencias efectuRdo, que tiene un periodo de dos veces el in-
terva lo de muestreo y ~resenta sus ceros sucesivos a una distan

cia igual al intervalo de muestree. La amplitud de la funci6n -
oscilante tiende m~s lentamente a cero hacia ambos lados del eje 

de abscisas, que la función suavizada. 

Lo anterior sugiere escoger los CQeficientes del fil-

tra de tal f3rma que las muestras pasen por los valores cero de 

la funci6o oscilante1' l:> que ocasiona que la longitud del fi 1 tro 

se reduzca y sea controlada 6nicamente por el decaimiento de la 

función suavizada. 

Koefoed (1972), da un procedimiento para calcular el -

~ovimientc que hay que efectuar entre la funcién de salida y la 

función de Entrada pera la obtención de los filtr~s. 

ta transfor~~oa numérica de FouriGr puede efectuarse -

por medi :i dol olr.;or i trv:::ti n'.11rmal ".) por el a!g.;.1ri tr.10 de transforr-~

da r~pida d2 Fourier, el primera fue usada o~r Ghosh (1971) y e1 
~egundo por Seora ( 19?9). 
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ta ventaja de este método es que se ~uede aplicar en -
la obtención de filtr~s de resistividad para el c~so en ~UE la -
función de salida• no se pueda abtsner de una formn explrci~a. -

la desvent~ja que tiene, es el gr~n espacio de ns~oria que réqui~ 
re para ~!macenar las funciones ~ua ~ntran en l~s c~l~ulos y ade-

- 3s e r DS = t~ un gr?n tiempo de proces~do. 

b) c;LGULO DE LOS COEFICIENTSS :E L~S F!~TR~S POR EL ~ET:Jo 
DE ~I~T~QS cu=~RADOS. 

r-.+1 ), el 

Dste ~~todo se obti~ne un filtre (f., j 0,1,2, ••• , 
J 

transfor~a una funci6n ~e entr~da {b1 , i J,~,~. 

••• ,~+ 4 ) en un~ funci6n de sali~n (e,, i o,1,2, ••• ,m+n+1), t~ 

c~~l es la m6s parscid~ a une funci~n desc~d; {d., i 0,1,2, ••• ,-
" 

~+n+1), ~s decir qua el error cu6dr,tic3 rnedf3 entre la fu~ci6n 
~~ sali~c ~btenids y la funci6n desead3 r • 

~s m1n.:.-:4~. 

la funci6n ~e salida, cst~ dada por la convoluci6n del 

'!l~ro (fj) con la func16n de ontr3da c~i) 

.i.:c 

+j· \_ . . 
ºA--J 

error cuoCrático medio entre lB s~:!ca obtcnid? 1 

I= r '(\Jt.W\ 

¿ ' 1 
L. 

,¡:e 

o 
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haciendo 

lf'Vt'('I\ 

L b;.-R d_¡ :: ~'R. 
l:o 

donde ªi-k es la runci6n de autoccrrelación de la entrada y gk es 

la funcién de croscorrelación entre la entrada y la salida dese!!, 
da. la funci5n de eutocorrelación es una funci6n par, por lo 

que ªj-k = ªk-r 

Poniendo las ecuaciones 7 y 8 en la 6 se obtiene un 

sistema den ecuaci~nes con n incognit~s Fj• 
'(\ 

2:: tj<l.i-~ _gk R'::; o,\,i.., ... ,'('\ 
.\ :(} 

desarrollando 

O.o to + 0.1. t\ ~ O.i. ti. ~ • • · -\-- O.'t\ tV\ -::: ~a 
o. \ ~o + a... -t \ -t (\ \ t z. ;. • • • -T a.'(\-\ .\ 1\ : ~ \ . .. . ... . . . . . . . . . . . . 

' 

Este sistema de ecunciones presenta simetría can res-

pecto a la di~gonal principal, aprovechandQ esta propiedad, el -

sistema se puede resolver empleando el algoritmo dado por levi-

son. 

los coeficientes fj del filtro, n:;ue se obtienen por 

una e;ecución del algoritmo de Levinson puede contener errores 

producidos por el redondeo de cifras. pero si se aplica un proc~ 
so iterativo de refin~miento (~urnkami y Uchida 1982) la exacti

tud de los coeficiontes se puede incrementar. 

El método tiene la ventaja de que ocupa una menar can

tidad ce espacio de memoria y un menor tiempo de c!lculo, que el 



mlt3do de transformada de Fourier. Ade~ás proporci=na mayor exac
titud en los coeficientes de los filtros y puede aplicarse en la 
obtenci6n de cualquier tipo de filtro de resistividad. 

e) CALCULO DE LOS CGEFICIENTES OE tos FILTR~~ POR mEDID 
DE TR~~SFJR~ADA Z. 

El ~uestreo equi~istante en una funci6n s2 puede repre

sentar par ~odio de la tran~for~ada Z, dada por 

(3) 

t~~nsformada 2~ es con~ider~nda ~ue l~~ exponentes d3 z indican 

la posición de los puntos muestreados. 

Otra forma de int~rpretar l~ tran~formad~ z, es hacien
do que Z ~ exp{-?nfAyi), en donde f es la f~ecuer:c~a y Ay el 
inter11~lo de r-:uestreo. Con l"':! eonsiéeraci6n anti:?rior la expre- -

si6n {sr es igual al espectro de frecuencias de la funci6n de la 

cual se obtuv!eron las muestras, por lo que de far-a similar al 
~~todo de transformado de rourier, pod~MOS obtener la transfor~a

da l del filtro haciendo el cociente dP la tr~nsfc~~~da Z de la 
fu~ci6n de salida entre la transfar~R1~ Z de l~ f~~=i6n d8 entra-
da .. 

'.:::d'.st¡; 011,;i di f icul taci p,ira a;:il icer este -Ét::>do y ccn:.:1!_ 

te en €lnc.:.in~r-ac: u:·:a fm:-ma ce efectuar !:a división, e;-1 la cunl el 

residuo ti~n~; ? cn~verger a un ual~r ~~e se cons~~ere des~recia

ble. Koefcei c·-7;) d~ una for~a de efectuEr dic~2 d'visl6n, ~2rO 
no es aplic~t:Jlu ;'!·JI'<• la obtención de to:.ios los fi:"":-cs. Sol<.; so -

e~~lem par~ ~~~~0~u~r filtras directcs y filtros ~:~a p~sar de ~a 
curva de resfs~lvi~3~ ~pGrento ~unner a la Sch!u~~:~;er. 



El procedimiento es el siguiente: en el primer paso se 
s~cuentra el t~rmino del n~~erador que tenga el mayor valor abs~ 

!~to y se divide entre el término del denominador de mayor valor, 

el cociente entre ese par ce vGlores se consice=~ como un térni

~~ de la división entre les dos polin~~ios y se almacena aditiv2, 

-ente en un lugar apropiadc del arreglo; A continuaci6n ese co

c ~ente se rnulti~lica por caca uno de los ter~inos del denomina-

~~r y se resta D su tér~inc corresponc~ente en el nu~erador, ccn 

l~ anterior el V3ior m~s gr3nde del nc-er~dor se reduce a cero; 

1=:!. residuo de !; división se sustituye en el numer-3.:for ;:;or el ª!! 
~er ior y se rep5. te la oper~ción hasta r~ue el valor del residuo -

sea menor a un error previa~ente establecido. 

Cuando se aplic~ ~n ~ovi~i~nto adecuado entre la fun-

ci 5, de entrada y la funci~~ de salida, los c~eficicntes del fil, 
tro r~sultan !igeranente d!Ferentes a los ~ue se ~~tienen con 

t~~~srornada ce Fourier, e~ el caso de na hocer e: ~ovimiento 

s~ecuado entre :a funcién ~e entrada y s3lide, les coeficientes 

del filtro obteflidos por 1 J;S dos m~todcs resu 1 t . .:.n oif erent<.::>, É!, 

t~ es debido a GUe la trensf~r~ada Z su~rime las cscilGciones ~e 

la función sen x/x .. 

~enor espacio de Me~oria y ~enor tiempo dG c~lcuto ~ue el m&ta~~ 
;:r;: ~ !nimos cuodr3d.,s. la ".)T."~n des ven~.~.: ·'3 que oc~!':eC?, E:S que sG!.o 

se ?,?lic7 en la ~btcnci5n =.- los filtr~E direc~~~ y d9 los fil-

d) 

Otro ca~~nc p2ro ~~tonar lcg filtrca d:;tt~l~o lineG:~= 
, ec of8ctu0r •.;"'::o int,:•.:r:oc::.::n null'!Úrica .. 
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De la ecuación 4.3.4 se tiene 

definiendo J~ {ta.): J 1 (expU..) y recor~ontlo el te:irt:·:e b) sobre 

~~,_,:,t._ '~~3d~ ~"i la sección 4.3.1 que dice que un::: funci.1Sn se -

=~~ -~:tru:r ~ ~artir de sus ~Ue$tras, si cad~ ~uestra se -

3'..!ist: ':.u¡·: · rir <a:: p:-·~'":ucto ce; su valor ::::l< una función sen x/x 

:sens x ) co:c ;;;er!odo de 2Ax • 

.s.:. -;;¡;; .:1.'.'rna h l("1
0
-;.) A.x1 a lé' ir1 teg.:-::o! 'ínter!or se tc!"ldrá 

eo 

1 l~\ 2: ~ ~ ~ t -m ~:c.\ 'n e\ '"t'\º -Yf\. \ h:x.1 

::;:i:~-::" y l:::k$n':'l:Jn?n (11?6} -uestron -::.Jo $8[u~ (ltt.:/Ax) 
· · r· ... ' ' · f. ·t 1 · ·-1 ·;.:

1 ::.:r·:_;s r~-;~~ \J .. ""J-.'::!'~·E Ce ~!.?OIOS 10 l.O!v~ y t'e '~8$ l.:1 l.'"l!. a, ·O L.11~ -, ....... ';;) ~;ar:J J'1 (#'·Ji---:) ~x). 

Scr~J~in~ v Co:dorclli (1~?s; t~~b16n e~~lcon aste ~6-
t:~o, y en !o o~Ll2ci6n Q.3.2 en lug3: =a ~ustltui: vorio~las e~~ 
ic:Jrit~co naeuralvs, loo e~~lean co~ :~~nrit~os dccin~lc~. 



. , ds 

empleando la ecuación 10, con otro argumento y haciendo Y:n~x se 
tendr~ 

Definiendo como función de Bessel filtrada a 

la cual prácticamente se obtiene como 

~Q..'I\ \i.~ ~ ('. t 11\- '!<. \ ~~ 

\\ ('<\-~) ~~ 

donde6.a es el intervalo de muestreo de las dos funciones y 

~,m,Aa, fe, n, se obtienen mediante pruebas. 

~a ventaja de este ITTét~do es que requiere poco espacio 

de memoria, pero posee la desventaja de que requiere la existen

cia de funciones explícitas para el cálculo de los coeficientes 

de los filtros y además necesita que la integración numérica 

tenga convergencia. 

Los filtros que se obtienen por cualquiera de los m6-
tod~s anteriores, deben de transformar una funci6n de entrada -

en una función de snlida y también deben tr~nsformar una consta~ 

te en la misma constnnte, para ésto la suma de los coeficientes 

ciebe de ser ln unidnd. 

Para aprovechar toda la potencialidad del filtrado li
naal se deben elegir filtros que tengan una longitud relativameu 
te pequ8ílo, pera que pr~porcionen gran exactitud. El intervalo 
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de muestreo y el desplazamiento que hay que efectuar entre la 
función de entrada y la funci6n de salida, son dos parámetros 
que influyen en la exactitud de los coeficientes de los filtros. 
Co~o se vi6 en las secciones 4.3.1 y 4.4.3, los coeficientes de 
los filtros que se obtienen empleando el dominio de las frecuen

cias, son el resultado de muestrear con un intervalo de 1/2 fe. 
la cunr;6n que resulta de aplicar un filtro pasa-bajas, al fil-
tr~ úw iido mediante la transformada inversa de Fcurier del co

ciente de los espectros de frecuencias de las funcione~ de sali

da y entrada, Ghosh (1971) menciona que si se efectóa un movi-
miento apropiado en el muestreo, los coeficientes del filtro de

caen de forma más r~pida en ambas direcciones del eje de las ab

scisas, ocasionando que el número de coeficientes se reduzca. 
Kcefoed ( 1972), estudia la funci6n filtro y da una expresi6n para 

calcular el movimiento que se debe de realizar entre la función 

de entrada y la de salida, para·reducir las oscilaciones del 

filtro; m~s tarde Nyman y Landisman (1977}, estudian los efectos 

del ~ovimiento que se realiza y de la importancia de escoger un 

intervalo de muestreo 6ptima. ta desventaja de los procesos que 

se realizan en el dominio de las frecuencias, es la de no consi
de=ar al inicio de los c~lculos un número finito de puntos para 

el filtro, lo que ocasiona que se pueda aumentar o disminuir el 
número de coeficientes sin que ocurra un cambio significativo en 

la exactitud del filtro. 

Un camino mediante el cual podemos tener un n6mero de

terminado de puntos para los filtros al inicio de su cálculo, nos 

los da el mét~do de m!nimos cuadrados. 

Gup~asarma (1982), da un mét~do num~rico ~ue utiliza -

ol criterio del mínimo errox relativo, para encontrBb el Vwlor -

6pt.:.Mo del intervalo de "'íluestroo y del movimiento c;:;.;e debo aplf.

carso entre la entrada y la solido, poro un filtro dado can un -
n~mero finito de puntos. El mét~do ~ansiste en for~ar una ~upe!. 

ficie con variables AX, Ao y E', d:u1de AX C!; el int.e:-vnlo de 

~uestreo, A~ es el movi~ionto a reoliz~r entre e~trada y sali~a 
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y E' es la magnitud del máximo error relativo producido por un -
filtro calculado por mínimos cuadrados. 

(Valor teórico - Valor calculado) 
E:~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

Valor te6rico 

E' 

SUPE~FICIE DE ERROR 
FIGURA I!-1 

La superficis ~ue resulta es muy com~leja~y el punto -

~ue contiene el menor E' en la superricie, será la solución para 
encontrar los valores de ax y A

0
• En su trabajo Guptasarma da -

ejemplos de operadores de filtrado calculados con un movimiento -
y un intervalo de mucst=eo 6ptimos, los cuales dGn mejores resul
t~dos que los operadcr~s obtenidos en el doDinio de las frecuen

cias. 
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