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PROLGG O

Dentro del actuzl panorama que vive la economia>mun-——
disl, a los paises en vias de desarrollo como México, les es ne-
cesario contar con una infraestructura social, politica y econod-
mica sblida. Dentro de la rama econbmica, es de fundamental im--~
portancia que se cuente con una industria que sea autosuficiente
en el abastecimiento de materia prima, ademis de tener un siste-
ma agricola-ganadero productivo y actualizado gue satisfaga las
necesidades alimentarias del pais.,

La Exploracidon Geofisica, en las (ltimas décadas ha te
nido un desarrollo extrzordinario, pues juega un papel importan-
te en la localizecidn y cuantificacidn de los recursos naturales,
en apoyo a estudios geotécnicos'y como parte de estudios gechi--
drolbgicos, en beneficioc de la agricultura, de la ganaderia, de
1a industria y de los asentamientos humanos,

Los métodos de exploracidn geofisica se dividen en dos
grupos, denominados mayores y menores. Dentro de los métodos cla
sificados como mayores se tienen los siguientes:

- Método gravimétrico.
- Mmetodo magnético.
- Método sismico.
- Método eléctrico,

Dentro de los métodos menores se tienen:

~ Método radiométrico.
- Métode termométrico.

De los métodos -~teriores, el metodo eléctrico o geo™
eléctrico es el ce interés para los fines de esta tesis. Este -
meétodo tiene sus principoles aplicacicnes en las siguientes -~

Areas:



En la bisqueda y cuantificacifn de energéticos, como car=-
bon, minerales radiactivos e hidrocarburos.

En la localizacidn y cuatificacidn de yacimientos minera-
les.

Como apoyo a las investigaciones geotéenicas, enfocadas a
la construccidn de presas, carreteras, tineles, complejos
industriales, oleoductos, gasoductos, etc.

Como parte de estudios gechidroldgicos, para definir las
caracteristicas y la geometrfa de las zonas acuiferas,



1. INTRZDUCCION

A continuacidon se presenta una clasificacibn de los di-~
ferentes métodos geoeléctricos, asi misrmo se definen los objeti--
vos de la presente tesis y se hacen algunss cansideracicnes teéré
cas cue s2rvirdn en los desarrolles posteriores.

1.1 ANTECEDENTES

Los métodos eléctricos de exploracidn, estudian a tra-
ves de medidas realizadas en la superficie del terrena, la distri
bucidn a profundidad de alguna propiedad electromagnética de las
rocas. ODentro de las propiedades electromagnéticas disponibles a
emplearse para este fin, estén:

ta conductividad eléctrica (V).

ta resistividad ({).

La permitividad o constante dieléctrica {£).
- La permeabilidad magnética (u}.

Entre las anteriores, la de empleo mls generalizado en
trabajos de campo es la resistividad (@,.

Con la geofisica eléctrica es posible medir campos ==
electromagnéticos y corrientes, que ocurren en forma naturasl o -
que soft producidas artificislmente., Acorde a esto, se puede clasi-
ficar a los métodos eléctricos como:

= Je campo natural
- De campo artificial

Dentro de los metodos de cempo natural se tienen:

- Potencial natural
- Corrientes tellricas
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~ Magneto - telirico
- Magnético de audio - frecuencia (AFMAG)

Los métodos de campo artificial, se pueden dividir en~-
aquellos que utilizan un campo constante en el tiempo y aguelles
que emplean un campo que varfa cos el tiempo. Dentro de los méﬁg
dos de campo constante tenemos:

- tineas equipotenciales

- Cuerpo cargado

- Sondeos eléctricos verticales (SEV) .
- Perfiles eléciricos

Entre los métodos gue emplean un campo variabls se en-
cuentran:

- Sondeos de frecuenclas

- Sondeos eléctricos verticales

-~ Sondeos por establecimiento de campo

- Perfiles electromagnéticos (Inclinacibn de cam-
po, Turam, Slingram)

= Pglarizacifn inducida.

En la presente tesis se tratard unicamente los son- -
deos eléctricos en corriente continua.

En la geofisica sléctrica es fundamental, el conocci-=
miento de la solucibn, tanto del problema directo comoc del pro=-
blema inverso {Interpretacidn). La solucibén al problems inverso
sen los sondeos eléctricos verticales en corriente continua, con
siste sn conocer la distribucién de la resistividad con respecto
a la profundidad, partiendo de la curva de resistividad aparente
s 1a cual se forma con los datos que se obtienen en el trabajo -
de campo, En el problema directo, por el contrario, lo que s -~
buscs es cbtener los efectos que produce en la superficie dsl tg
rreno, una distribucibn de materialas en sl subsuelo.



ta solucidn, del problema directo y del problema inver-
so, generalmente se llevan a cabo en dos etapas,.

Para el problema directo, estas dos etapas son:

~ Obtener la funcibn Kernel a partir de los espesores -
y resistividades de uyn modelao,

- Obtener la curva de resistividad aparente partiendo -
de la funcidn kernel,

Para el problema inverso, se tienen las dos etapas siguien-
tes: '

~ Conocer la funcibn kernel partiendoc de la curva de Te
sistividad aparente,

~ Conocer los espespres y resistividades & partir de -
la funcidn kernel.

Tomando como base lo anterior, se ve'qua 1a funcibn ker-
nel se emplea como un paso intermedic en la solucién del problema
directo y del problema inversa, de aqui el interés por conccer =
sus caracteristicas.,

1.2. OBJETIVOS.

Los objetivos que se plantean para esta tdsis son tres
y se listan a continuacidn:

- Conocer la funcidn kernel a través de sus propiedades.

- Encontrar la relacibn gue existe entre la funcibn ker
nel y el corte geceléctrico.

- Encontrar la relacibn existente entre la curva de re-
sistividad aparente y la funcidon kernel.



1.3 CONSIDERACIONES TECRICAS

Para facilitar el desarrollo de los modelos tebricos, -
se considera que el terreno estd conjuntado por dos semiespacios:
Unc compuesto por la atmdsfera, a la cual se le da una resistivi-
dad inflinita. El otro, formado por una secuencia de capas distin
tas, parcialmente homogéneas e isbdtropas, con espesor finito y ex
tensidn lateral indefinida, las cuales estin separadas por super-
ficies planas horizontales. A cada uno de estos estratos se les
denomina capa geoeléctrica y gueda especificada, cuando se da su
espesor (hi) y su resistividad (Pi). Al conjunto de espesores y
resistividades de un medio estratificado, se le conoce como corte
geceléctrice. Para un medioc de n capas se requiere que existan n
resistividades y n-1 espesores, ya que la dltima capa o sustrato
se considera con un espesor infinito.

0 co
T T T T
Qs ;\'\\ T 22
. 2y
“;?r % i h, ;ffﬁr
Qa ? \"3 1 -

a

£
:

- a

7
i? R

Corte Geoslectrico

Figurs 1.1
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Existe una clasificacién de los cortes geoeléctricos ge
neralizada por los soviéticos, la cual estd en funcidn del nlmerc
de capas que contenga y de la relacibn que exista entre las resis
tividades de capas sucesivas,

-

Para cortes de dos capas, solo existen dos tipos de re-
lacibdn entre las resistividades

Q|>?,_
< &2

f.os cortes de tres capas forman cuatro grupos

H: €, >0, <05
K: Q\( Q> ?z
a: ¢ <G
a: &> Q7-7Q3

lLos cortes de cuatra capas forman ocho grupos

He: 0> €<y >0,

Ha: Q> 0, <0 <0y

ki: Qe Q2> 0 <y

kQ: 0, < P, > 03> 0

AK: Q< Qz‘i?a)?‘%

ARz Q<& P. < €348

a: Q> 2, > 4540

aa: Q> ez??a)?‘{

Cuando se tienen cortes de cinco capas o mis, se forman
grupaos con la combinacibn de H,K,A ¥y 3, ds tal fcrma gue solo son
posibles 21 tipos de relaciones entre resistividades {donde n -
es el nimero de capas).
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RESU™ZN Y CONCLUSIONES.

Como se planted en la seccibn 1,1, 1z funcidn kernel se
emplea csmo un paso intermedio en =21 proceso de solucibn del pro-
blema directs y del problemz inverso, por le gque results importzan

te conorcer dicha funcibn,

La funcidn kernel o funci’bn caracteristica, surge on la
salucidén Je la ecuacidn de Ponissors parz un medio estretificada --
oarcial-=rte homongéres e isdirosa, 2 !a que s=2 le dz el nonbre de
Tatecr:) C= Stefonesco (sebc1on T.%). Este funcidn depends en --

farwa exniusiv: de logs espescores y rosistividades de un cozie gep

uUn2 vez que se identifics 15 furcifa caracteristicz, se
astuadler cuz propledsdes {seccif~ 3.4), ademic ss definen las f5r
mules y pzozusas cue la relacionan con les pscizneiros de un corte
seszléctrico [scceiones 2.3 y 3.5). Mis tardec se traie, lo zele-
clfn zuz ex*cie entre 13 curva de resistivided zperente parz dis-
tintos zrreglas electrddicocs y 1z funcidn caracteristics ({seccidn
5.7)s temtién ce dan les procescs guo determinan tal relacidn --
fececcicnes L.2 ¥ &.4).

Para obtener la distribucidn de ls resistivided con res
peocts & Lo profundidad, psrtiendeo de 1a curva de resistividzd 2pa
ronte {prcilemn inverse), se pueden zaplear 12z sigulentes proce-
€08

- Pr ceso Directz.

1.~ Se calcula 1a funcidn %ernel gue corresponde o la -
curva do resistividud opovente do crmgo (por cual-

)
.
!
[ #1
e}
n
[
(=]
o
= 03
I
r
=2
[
[«
A
[ 9]
6]
L5



foor cualquier procedimiento de los descritos en la

seccibn 3.5)

~ Procesoc iterativec de comparacidn, verificandc en el domi-

nio de 12 funcion kernel.

Te

2.""

3«‘

4.“

Se calculas la funcidn kernel a pertir de la curvs de
resistividad zparente de2 campo (por cuzlguier méto-
dc descrito en la seccidn 4,3),

So obtiene Iz funcidn kernel partiende de los espe-
soraes y resistividades de un modela inicizl de in-

terpretacifn {por alguna de las relaciones de recu~
rrencis dadas en la seccidn 3,.3).

»

Ze comparan las dos funcionnes kernel,

£n el caso de que existz una discrepsnciz entre las
c¢os funciones, nue esté fuera de unz talerancia pre
viamente estzblecida, se hacen cambioss en los paré-
metros del mcdelo inicial de interpretzcibn y se re
piten lcs pasos 2 y 3.

- Procesz iterativo de comparacibn, verificendo en el domi-
nin de la funcibn de resistividad aparente.

Te

¢z obtiene lz funcidn carscteristica z=2rtiendo de =~

n oodalo inicizl

et

cs espesores y resistividades de

- L

de interpretecidn {por cuwzlguier flr-ula recursiva
dzda en la seccién 3.3},

Ze salcula le curva de resistivided aparente, corres
sandiente a lz2 funcidn caracterf{stica del modelo -~
inicial de interpretacifn {por cuzlquier método des
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by

crito en la seccidn 4,4),

Se compara la curva de resistividad aparente obteni
da para el modelo, con la curva de resistividad apa
rente de campo.

£n el caso en que exista una diferencia entre las -
dos curvas, que esté fuera de una tolerancia previa
mente establecida, se hacen cambios en les parime=
tros del modelo inicial de interpretacién y se repi
tenn los pasos 1, 2 y 3.

Para obtener la curva de resistividad aparente, gue pro
duce una distribucidn de capas, en el subsuvelo, se siguen los si-
guientes pasos:

1e-

Se calcule la funcidn kernel correspondiente a los
espesores y resistividades de las capzs del modelg
fse emplea cualquiera de las fbrmulas de recurren-
cia dadas en la seccidn 3.3}.

ne 1z curvy

d

v}
4
(1]
in
1™
n
(s 4
[
[
Jusn.
o'l
]
i
)
13
»
g )
Is)
e}
+
1)

2
»
0

tiendo de la funcidn kernel {empleando cualguier =&
todo descrito en la seccidn 4.4),

€1 método gue resulia mis adecuads para cobtener la fun-
ci’n kernel a partir de la curva de resistividad aparenie & de -
forma inversa, para obtener la curva de resistividoad aparente co-
rrespondiente 2 unz funcidn kernel, es el cde filtrado linecol.
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2. INTEGRAL DE STEFANESCO.

En el presente cap{tulo se desarrollari una solucidn a
la ecuacidn de Poisson {Integral de Stefanesco), para un medio -
estratificado parcialmente homogéneo e isitropso.

2.1 INTRODUCCION,

El comportamiento de los fenbmenos electromagnéticos -
en el subsuelo es muy complejo, lo que ha ocasionado el desarro-
1lo de modelos relativamente sencillos, como scn los medios es—-
tratificados parcialmente homogéneos e isbtropos.

A pesar de las consideraciones tedricass bajo las cua-
les se desarrollan los modelos, éstos se zcplican en la practica
con muy buenos resultades. )

La distribuecidn del potencizl en un medio estratifica-
do considerando que la fuente que lo produce se encuentra dentro
del mediog, estd representads por la Ecuacidn de Poisson. Una so-
lucidn de esta ecuacidn para medios parcialments homogéneos e --
isbtropos, es la denominada Inteq;al de Stefanesco; en la cual -
se encuentra la funcion kerneL, a ia gue s le dedicari atencion
especial en los priximos capitulos.

2,2 ECUACION DE PDISSON... -

Para obtener el comportamiento del fendmeno electromag
netico en el subsuelo, es necesario conocer los vectores E, B, H
y D, los cuales definen un campe slectromagnético. Estos vecto~-
res estfn relacionados eon las fuentes que los producen, por me-
dio de las ecuaciones de Maxwell



}
N
»
N

|

o/

D
VXH=—TF +J {2.2.2)

v-B
V'D=

it
© O o

- Intensidad del campo eléctrico
- Induccidn magnitica

- Intensidad del campo magnético
Desplazamiento

- Densidad de corriente eléctrica
- Densidad de carga eléctrica

D & O X oom
i

Cuando se presenta un problema en el que intervienen -~
campos electromagnéticos, es costumbre expresar su solucidn en -
términos de una funcibn potencial. Siguiendo lo anterior, para =
obtener el modelo matemé&tico del comportamiento del fendmeno elec
tromagnético dentro de la prospeccidn geoeléctrica en corriente -

continua expresado en términos de un potencial, se partirid de las
"""" iones de Maxwell ya mencionadas v de la ecuacidn de continui

TClUSLiuric W rius =

dad dada por

V- J +%%' =0 (2,2.3)

Como se tratara Gnicamente con un campo estacionario, -
las derivadas temporales se anulan, quedando

VXE =0 (2.2.4)
VX H=J (2.2.5)
V b J - O (20246)
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A continuacidn solo se hace uso de las ecuaciones 2.2.4
; 2.2.6. Lla primera nos indica que el campo eléctrico es conser-~
vativo e irrotacional, por lo que proviene de un campo potencial

escalar U, es decir

E=-NY\U (2.2.7)

La segunda ecuacibn indica que, en el medio conductor -
no puede existir aparicibn ni desaparicidn de cargas, salvo en el

electradn fuente.

Se sabe que la ley de Ohm, en forma diferencial para mg

dios isftropos estid expresada por

J=VE = B/¢ (2.2.8)

v - Conductividad
@ - Resistividad

La combinacifn de las ecuaciones 2.2.8 y 2.2.5 produce
v-(e/e) =0 ,
desarrollando

+V-E -\-E.v%-:o ,

pero tomando en cuenta que &n cada zona de resistividad constante
J.1/Q =0, y sustituyendo la ecuacidn 2.2.7 en la anterior se

tiene
\ ?’ 1—¢~

A Y
T - * ):

Y1 =0 (2.2,9)

Esta expresiln representa la distribucidn del campo po-



tencial, en un semiespzacic conductor en 21 que no existan fuentes
de energfa vy no es valida en las superficies de discontinuidad en
tre capas.

Cuando se considera una fuente puntual dentro del medio,
el Laplaciano del potencial es igual a la corriente total que va
de la fuente al medio, 8sto es

VU =180 (2.2.10)

donde & (¥) es la Delta de Dirac y sy valor es

Y=o 1\
‘Y(ﬂ:{ X0 : 0

La expresion anterior se conoce como Ecuacibn de Poi--

sscn y representa la distribucibn del potencial en un medio con-
ductor, considerando una fuente puntual. Al igual que la Ecua--
cibn de Laplace, no es valida en las superficies de discontinui-
dad entre capas.

La expresidn 2.2.10 es una ecuacidn diferencial parcial
no homogénea, cuya solucibn general es una combin2zibn lineal de
la solucidn complementaris {solucifn a la ecuacibn de Laplace) -
con una solucidn particular (Boyce 1977, pag. 122).

Se considara la solucibn particular, igual 2 la solucidn
mis sencilla de la ecuacidn de Laplace, la cual resulta de consids
rar un semiespacio homogéneo e isétropo.

Suponiendo el electrodo puntual de corriente A, y den-=
tro del semiespacio una superficie semiesférica como se ilustra -
en la figura 2.1.
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1A

NN SIT EXN W T NN

Figura 2.1

Por la simetria esfética que se observa en la figura, ~
la densidad de corriente tendrad una direccibn radial y serf igual
en cada uno de los puntos sobre la semiesfera. Por 1o tanto la -

corriente I serd la integqral de J sobre la superficie, lo que pro
duce

I=‘-LJ dA = 2wYedg

de la ecuacidén 2.2.8 y de la anterior se llega a

- IR _
2N

L 4

ahora bien, integrando 2sta ecuacidn sobres dos puntos cualquiera
My N se obtendra, la diferencia de potencial entre esos dos pun
tos.

M (\‘ A
AU = Uy = - E Al-zvj L
Yz
A
alry— ("c'\ ~ ;.—z-) {2.2.%1)

Si se quiere conocer el potencial absoluto, se tendrd
que uno de los puntos en consideracibfn es =1 infinite, por lo =
que

— le ‘ /.f‘ %
U"-é_ﬁ- < T2e2e127
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2.3 LCONDICIONES DE FRONTERA.

A Para resolver la ecuacidn de Poisson para un medio es--
tratificado, es necesario contar con algunas restricciones que se
deben cumplir en las superficies de discontinuidad entre capas. -
Estas condiciones se denominan de frontera, (Mining Geophysics -
1977, pag. 24) y se listan a continuacidn:

1) En cada una de las superficies de separacifn entre =«
capas, el potencial eléctrico debe ser continuo.

2} La componente vertical de la densidad de corriente -
debe ser continua, 21 pasar de una capa.a otra.

3) Por ser la densidad de corriente del aire igual a ce
ro, la componente vertical de corriente en la super-
ficie aire-tierra, serd cero excepto en una vecindad
infinitesimal de la fuente de corriente.

4) El potencial tiende a cero, cuando la profundidad --
tiende a infinito.

2.4 SODLUCION A LA ECUACION OE PUISSUN PARA UN SUBSUFELO ES--
TRATIFICADO.

Una integral que satisface la ecuzacidn de Poisson consi
dersndoc las especificaciones dadas en el cepitulo 1, fue obtenida
por primerz vez por S. Stefanesco y colaboradores e¢n 1330, Para
llegar a esa solucibn es necesario resolver la ecuacibn de Lapla-

ce.

Para la siguiente deduccidn se considera un cango poten
cial producido por una fuente puntuel de corriente, colocada en -
la syperficie de un terrenoc estratificado. Como se menciond en la
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seccidn 1.3, las capas que componen el subsuelo tienen una exten-
s8idn lateral indefinida y como en cada una de ellas la resistivi-
dad es constante, la distribucibn del potencial presenta simetria
con respecto al eje vertical que pasa por la fuente., Para aprove
char esta simetrf{a cilindrica, se pone la ecuacifn de Laplace en
coordenadas cilindricas.

32U 130 LU L Y
S YT 8% " aze T FerT O (2.4.1)

Z - Representa el eje vertical (se considera positivo
hacia abajo).

r - Distancia de algin punto P al eje vertical,

© - Angulo formado entre la linea que une al punto P
y una linea horizontal fija.

Esto se ilustra sn la figura 2.2.

Figura 2.2.

Debido a 1a simetrfa existente, el campo potencial es -
independiente de 8, por lo que 1la ecuacibn 2.4.1 se reduce a

AL ¢ 1T, 8%y _

Esta es una ecuacion diferencial parcicl y se resuelve
siguiendo el camino de separacidn de variables, Suponiendo una -
solucibn de la forama

V2 =Z &) R(x) (2.4.3)
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y si se sustituye en la ecuacibn 2.4.2, produce
’

ZE) RO Y 2@ R x 2 (@ R =0

Ry , v Rx) - _ FATES
R (M) T R (%) Z ()

igualando los dos miembros a una constante )\2 se tiene

2 -2 (3N =0 (2.4.8)
RU () + ¢ R + ¥ Ris\=0 -  (2.5.5)

Las ecuaciones 2.4.4 y 2.4.5 son ecuaciones diferencia-
les ordinarias. La primer ecuacibn tiene una solucibn de la for-

Y
Z@=ae®r (2.6.5)

ma

La segunda ecuacidn, es una ecuicibn diferencial de Be-
ssel de primera clase y de orden cero, cuya solucifn se da en el
apéndice I y es de la forma siguiente

R(xY = G J (A¢) & ¢ ¥, (o) (2.4.7)
donde Jo (A r) es la funcibn de Bessel de primera clase y orden
cern, }?o (Ar) es la funcibn de Bessel de segunda clase y orden
cer:. Hay gue hacer notar que Yo {Ar) tiene una singularidad
en r= 0, y como se quliere una solucidn finita en el origen, se -
descarta dicha funcibn gquedando

Ri{x1= G Jerv) (2.6.83

De le ecuccidn 2.4.3 se ve, que una combinzcidn lineal
de las ecucciones 2,4,6 y Z.4.8 nos dan la solucidn
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U('Cr%): \:_A Q)‘i"\’ BQ‘.Aal JQ(AT} (20&'9)

Una combinacibn més general, se cbtiene haciendo que las
coeficientes A y B sean funcidn del pardmetro A y como la lamhia
serd relacionada con parimetros fisicos, se hace variar de cero a
infinito

U (r,z) = S[A(A\@asre(,\m"‘zjjow)ék (2.4.10)

Esta expresidn es la solucibn general a la ecuacibn de
Laplace (solucibdn complementaria), Para encontrar la solucibn ge-
neral a la ecuacifn de Poisson, se introduce una solucidn particu
lar (semiespacioc homogéneo e isdtropo con una resistividad ?1) da
da por la ecuacidn 2.2.12, la cual poniendo en coordenadas cilin-
dricas queda como

T & \
2w {2 a? \\lz
Para poder integrar esta ecuacidn a la 2,4.10 se emplea

la integral de Lipschitz de la teorf{a de las funciones de Bessel
(Watson 1966 peg. 384), esta integral es

~ A
joq FILOeY AN = (t’--\-‘az o (2.4.12)

U2y = (2.6.11)

después de aplicar la identidad, la ecuacibn 2.4,11 queda como

I?x X Az

ULt s == Jo 7)) A (2.4.13)

combinando esta ecuzcidn con la 2.4,10 se chtiene

T IQ‘SQ'A(A\(Z—’;B{MCL 3 q_n} Joac1dh (2.4.14)
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Esta expresibn es la solucifn general a la ecuacibn de

Poisson.,

2.4.1 INTRODUCCION DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA,

Pars encontrar el vator que toman las funciones A { )
y 8 (M), es necesario introducir las condiciones de frontera da-
das en la seccidn 2.3, a la ecuacibn 2.4.,14, Para ésto se calcu-
lz2 el potencial pars las capas i e i + 1

’{-L% Yfa;m@ﬁ BN Q.hl Jo (A¢) Al (2.4.15)

At 21

. =\
o

Al aplicar la primera condicidn de frontera que dice, -
que el potencial al passr de la capa 1 & 1la capa i + 1, debe ser

el mismo para z = 23

U IE =2 .M\!z FYS
'Ié'f‘?" Xj[i\;ﬂ‘a@}'ii- 8 0% ]V AN =
M SALL 2R
I "l % g 0 % CH]I0N

la ecuzcibn anterior se cumple, solo si los integrandos son igua
les, por loc gque resulta



- 2.11 hd

\Z; “Ad:  =AZ. ) S A3, -AE.y
(A BN % 1= Ay au T v ]

. - AR AT -AZ
A LAY Ay B NET L N R, G
£2.4.,17)

La segunda condicidn indica, gque la componente normal de
la densidad de corriente es continua al pasar de un medio a otro,
Recordando las ecguaciones 2,2,.7 ¥y 2.2.8, se observa que esta com-
ponente se obtiene al derivar el potencial respecto a Z y dividién
dolo por la resistividad correspondiente, ésto es

| AUA - \ é U,L-“

—t———

0 2% lz=z QG 3%

T2

. U
z—-——-—-—fr‘;t r[ M CE e, A ] T\ =

X (}\ A% -)t'zj. o Y
I8 AN amaN % 3] 0,00)

la cual gqueda satisfecha si los integrandos son lguales

L a2 e T EA ST and % BN ]
"

0oy -kz‘
— (NG
Az (XW. - ;.D‘\Q - '9‘“ }*&\U‘\f{- '\'S:MB &X}Q. "(\ Brsa

T2.5,18)
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Lz tercera condicidn establece que la cimponente wzrii-
zal de la intensidad de corriente en la fronterz zire-~tierrz es

cE2ero - i é-U :

Bty te————.

1 d=2 |2ro

ST =B M- A] JUn dh= 0 e)

cumo la sulrciln particular inscrizds cumple estiz candicifn, no
tiere componente naormal de densidad de corrienie, por lo que la

contribucibdn de esta 2 laz integral =5 g2ro y cuoo para
Jo LAv) + 0
Z=01.

1z integr=al 2.4.13 se cumple solo si

AN =B Y (2.£.20)

Je aguil se puede vir wuue el ~otencisl gue se obtizae en
1- superficic del terrenn, tiene lz forme siguiente
5
U= 2h BT gL (e d) (s

conoce comn Integral de 3iefanesco.

bory
=2
1)
0
ot
0

ta condicldn propone gue cus gl 1a profundicdad -

SR @ CEr2. LB ve Gue cwInda

Fore

Ber

I
tiepde al Infinita, rl 3otencicl t
nfinite 1 s exponencinles tlenden 3 c2roy, excerty ==

s

i
7y an ’X} par 13 que, 3°ra cuz ol potenc
1

AsNYzo0 (2.5.22)
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De los resultados de incluir las condicicnes de fronte-
ra, se concluye gue las ecuaciones 2.4,17, 2,4.,18, 2.4.20 y =
2.4.,22 forman un sistema de 2 (n-1) ecuaciones con 2 {n-1)incdgni
tas A (A) y 8 {)\). Sustituyendo la ecuacibn 2.4.23 en las ecus
cicnes 2,4.17 y en la 2.4,18 para el caso en 'que i =1, reemplazan
do 1la ecuacidn 2.4.22 en las mismas ecuaciones para el caso en gue
i =n y haciendo

~AZ: AZ L P
L= o UL= ; P.= Q" (2.4.23}
FL !
el sistema queda como
o ,
(Wi} B, - vA,; -y, 8, =

(U‘- W\ B, - AU A2 FP\ B ' = (1-RYW

Jr Az “'\L‘LSZ“' \TZAB"' uzea ‘ . e
U, A~ W2 B, PG ALY B U By = (-R Yy,

Uy Ay Y U3 B3 ~U3A4- u,,g‘ =0

Uy Ay -Uz 55”93\53 Aqt P3u; By =(\- P U3

* » o # 2 & ®w Ww ® T g x o = & & & B & W®» B & & 9 & > g B v 4 w4 & & o o

‘S‘\-t A!\-\"_ U"ﬂ-l BY\-\ = Yna Ba =0

Un-\ An-\ - U.ﬁ-\ Bn-\ * P’ﬂ u'ﬂﬂ Bn = ("?n-g)un.i
(2.4.24)

-2 b

SiSeena a

)

ter

e

2

Ly ]

se resuelve para encentrar las fun-

» M
o
.

.

ciones lnchOznitas, Si se emplea 1o rejla de Cramer para lleger a
1z salucifn, se tiene que las funcliones A (X) y B8 {)\) se obticnen
como el cocicnte de dos determinantes. El determinante del nume-
rador N, se forma con los cooficientes de la matriz del niembro -
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izguierdo del sistema; cambiando los coeficientes de la funcidn ~
gue se desesa obtener, por los coeficientes del miembro derechs -~
del sistema. El denominador D, es el determinante de la matriz -~
gue se forma con los coeficlentes de 1z parte izguierda del siste

0O -U, -~u, 0 O T 0 o o
(-Rlw,-Ry, PU, © © 0 o o
0 \rz ‘-L?_ "Uz “uz . o) o o
- ““Eﬂuz U-z ~u2 -PZUZL ??_U.z o) o o
N:- « o @ "o & es o - s @ e x » Y ete . e s - e e ’2.6;.25)

mpntes (9 partir de lz tereera) 2 1: oolocera, operaciin que no -
: 1

v=lour del determinzntie,

“Wy -V, w0 O : o s} o) g
i W, -y Ru, o o i O & © ﬂ
0 Uz Up-Up -\, o O o g
0 V, -U, B0 RUa | o o o \l
E}: e mee  ame ssa  ess e ase . PP % ‘n.4.76)

' o o o] o) &) * Ta-1 Yay ~Waay 1;!

© 0 © © o© Saa = a-t Pao Una |
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El denominador se expresa como

{ypr) -,n -wy o0 o

0 0 o
(r-w) -0, S4v 0 o [ o o o
¢ Va U, ~Uy-Ug ! 0 o o
o Uz -U-Bty Bz 0 0 o0 o
—D.‘: > a s ° s "9 ¢ e P ese ™ oae . v « s e ’2.[.].27)
o O o6 o © ° Vam  Una ~Waa
O © # 0 o : Un.s ~Wna Pﬂ.\“‘.‘

Donde se tiene que

8,00 = ,_E:\__t. | (2.4,28)

o

A partir del sistema de ecuaciones dado por la expresidn
2.4.26, se puede naotar que las funciones A {\) y B {)) dependen -
exclusivamente de los parédmetros del corte geoesléctrico,
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+» FUNCION KEZRNEL.

En este capfitulo se mencionzrfn las propicdedes y los
tizos de funciin kernel. Ademis se trzt=rén algunas fdrmulas re-
cursivas para obiener estz funcibn 2 partir dzl corte geoelbctri-
zc y se daridn zlqunos procescs para cbiauner el corte geosléctrica

nariicnds de la funcidn kernel,

b

3.1 INTRZZUCCION.

1]
it
[w))
b

i

¥

m

v
¥
oo
0 o
[

como se observd en el capitulo antoerior, la

Zafs71 reopresonta el campo potencial chitenice an 12 supecf

m
[y )
[&]
[

L
dzl terrenn, 2 13 cual se lc conoce coma Integral de Stefs

3% cc hace en dicha ecuacidn

KA = V4 2 B LAY {3.1.1)

g = }":f: KON Js (Y d A {3.1.2)

Ests expresifin repressnta una trapsforszds integral, -
sn cuy9 erso 1z Funcidn ¥ {A) s2 considera coms kernel o nucleo,
~lzurns sublsces encargedos del tema, también dencrinan a la K{A)

[4

s

cons funcidn czracteristica.

[
LD
ot
Q
W
ja 8
[ 8]
r
v}
b
3
=
3
iy
2
[

£ mnb

Zn gl czpiiulo anterior se definid ¢
P

e se emzleen parz caleoular 8, {A}, dependen en forms =x=
r

o

(2]

=
oo
(5]

Jrin =
<

e

& de les cspescres y resistividedes del terreno. 5i consi-
deramos la ccurcidn 3.1.1 veremos que & funcidn X {)\) contiene
tambifn esta caractoristica. Zabiendo cue existe una relacibn -

entre la K {A\} vy los perémetrss de un cotte, se deben tratar sho-

ra los processs gue determimen tol relzcibn.
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3.2 TIPOS DE FUNCION KERNEL

La funcibn 8, (A}, que en adelante se llamarZ simple- =~
mente 8 {A), fué uvtilizada por Stefanesco y salo incluye lz solu-
cion 21 problema homogfneo. Esta funcidn se csnoce comw Funcidn -

Caracteristica de Stefanesco. A la K (L), se le conoce como Fun-

cidn Ceracteristica de King-Siichter, por ser estos los primeros
autores en abordarle. La funcidn K {}), s{ zbarca la solucifn ge
neral para el problema no honaogéneo.

funque lz2 diferencia entre estas dos funciones aparen-
ta ser insignificante, drellana (1955)'éemuestra que la funcidn -
caracteristica de Xing-Slichter tiene propiedades interesantes -~
gque se asemejan 2@ las propiedades de la curva de resistividad apg
rente y gue B8 (A) no posee,

Existen dos variantes de la funcidn caracteristica, la
- funcibn kernel modificada 6 {A) introducida por Pekeris {1340) y
la funcidn kernel aumentada H ‘A) definida por Koefoced {1768). Es
tas funciones se deflnen como:

G\ = ....B_Q}_)._. - ‘k(‘“"‘ {3.2.1)
BOOL L

gl = B+ "‘i‘ = “l%b)“ £3.2.2)

Ya en su artfcule Orellena (13965), mencisna lz ventaja
de considerar dentro de la integral de la ecuacidn 3.1.2 a pa-

ra padsrla asociar con la K {)\), pero es Koefoed {1770) guien de-
fine a

Ty = P RN '3.2.3)

ccmo la funcidn de iransfeormacidn de resistividodes. En la actuso-
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lided se ha generzlizado el exmpleo de la T {A).

En adelante, al mencionar la funcibn kernel se hard re-

ferencia a la K 7A).

FOR™ULAS RECURSIVAS PARA PASAR JEY CIRTE GEJELECTRICO
A LA FUNCION KERNEL.

tal

. W

Comc se ~enciond al principio ge este capftuls, la fun-
cidn czracteristicz depende solo de los parfmestros del corte gea-
eléctrico; por lo gue K {\) se¢ puede c3alecular a partir de ellos -
parz un corte cualguiera, por medioc de farnulas recurrentes.

Entre leos autores que se han encergado de este problema

se encuentran: Stefznesco {1339), Slichter £1233), Pekeris (1340},
sunde 71340}, Flathe (1955), Baranov y Tassencourt {1353), Onode-
715G}, Vanian {1362) y Lima {1672), Agui sonlo se desarrolla--
n lasz formulas recursivas de Flathe {1355} y la de Pekeris —--

2493,

T

Ss Q

by

Ll
b
L}*]

34¢3.1 FORMPULA RECURSIVA DE FLATHE.

La relacidn de recurrencia de Flzthe, consiste en afie-
dir una capa en el fando de ls secuencia de estratos original. 5%
se rozuerds la férrula 2,4.28 de la seccidn Z.4, en la gque B8 (A)
se obtiene zemn el cociente de dos determinantes y considerando -

la ecuzcifn 3,1,% se obtiene la siguiente expresidn

KX= v — = —_—
D D
hacig=zs .
W= T 4+ZN 13.3.1)
guedars

™
KN = = '3.3.2)
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Para continuar el desarrollo, deben recordarse dos pro-
piedades de los determinantes. La primera, nos dice que un deter-
minante puede ser multiplicado por una canstante, si se meltipli-
ca una columna o un renglon por ese constante. La segunda expone,
que la suma de dos determinantes que tienen ccmo Gnica diferencia
una columna o un rengldn, es otro determinante cuya columna o ren
glén en consideracibn, es la suma de las columnas o renglones di-
feremtes. Se toman estas dos propiedades para formar el nuevo ny
merador'ﬁ, el cual serid igual al determinante N dado por ia expreg
sifn 2.4.26 excepto en los dos primercs coeficientes de la colume
na uno.

(UQ“lﬁ -0y~ 0 o } c 0) O
(u*\""u't] “?{U‘ ?\u\ O o _ O 0 o
_ 0 Uz Wz -Uy =W, . o o o
M=l o VT -Y-BRp Rl o o q [(3.3.3)
o 0 ac o 0 . Uni MUnet ~Una
O o e 0 0 . Vn.r ~Una By ey

Si se considera ﬁ; y ﬁh , camo numerador y denominador
respectivaemente de la funcidn kernel de Slichter para um caso de
n capas, al sum=r una nueva capa er. el fondo se tendra ®

Nkl y
b} . ¥
n*ﬂ

——cy

n n
agt Y 56+1 es agregar en el fondo
de las respectives matrices dos nuevos renglones, dos nuevas co-

La farmz de crear

lumnas y considerzr los términos cque faltan, tomando en cuenta -
la ecuacibn 2.4.22 pera cuandas el potencizl es cero. Hazcienda -
tal cambio queda cue



M “Va-v O
— N S S S
Mam T 0 Y Uq  -Ug (3.3.48)
g -Un Ua  Palw
—_— A { T o)
— i -..D“.. oo -Paalpa O
G - wn Un Pnu“

Para simplificar la expresiin anterior se efectusn ope-
racinnes slementales, las cuales no afectan el valor de los de- -
terminantes, Primero se suma la cuarta columna a la segunda CO~—-
rpmna, en seguida se mulbiplica Ia cuarte columna por \)’;‘ $ por -
3ltimo se multiplica el tercer renzibn por P, ¥ SE le sumz al -
cuarte renglfn, pcr lo gue queda

’ — © =Uqa O
L Ma s o ©

Mas = 0 o 0 -Un !3.3.52)
H 0 ~{1-Pa)un (WPa)vn ©

De forma cimilar se rezliza para Bna-‘}

v
s
o
C
]
2
O

"3e3.58)

R "




Recordando gue un determinante puede ser desarrocllado
en funcidn de subdeterminantes, dunde éstos son determinantes de
grado dos y aplicindolo a las ecuaciones anteriores, se tiene

Mars = M * Ua
T Rl o | Y MWal ey o
Maxt = (13 Pq) Ma & (A= Pa) 0o "3\"’;\ 7%.3.6a)

0 Un N ES%. o] U
~-(WP)U, © o -l-fal0n O

—

Dasv = Bn

—_ — =%
Dast = (¥ Pa) Dn + “‘Pﬂ\\ﬁﬂ Dw {3.3.6b}

SJsnde 'ﬁn* y ﬁ: s son los determinantes M_y D respec-
tivamente; cambiando su Gltima columna por los dos primeros coefi
clentes de la tercera columna de los determinantes dados en la --
ecuacidon 3.3.5 ay b

[ ]

LU'K’ u\) - \T\ . 2N (®) O 0 0 fs)
(irud) -y, P, © © . 0 o o
M¥z| © V2 uz-%-dke ;O o O
o Uy - Wz -8, Bl - G o) 0
O Q O O : U“_‘ u“_‘ __U‘n_\
O o (o] o) a - Ua-1 =Wy = Baa U
{3,3.7a)
(it -0y, =B o  © | 6 o o
(U. [ A Uﬂ\ "P\W\ Pgu.g C o : () o o
il ] Q WZ U-z - U'z - th . O e O
Dn - @ U-z_ -LLz-P?}):,. ‘quz: o o O
o) o O o - Un-y YUna ~Une
C o o O o Un-1 ~Ua- ~Fo-i U?H_

{3.3.70)



3.7

Con cbjeto de poner Tﬁ: ¥ 5: en funcién de M_ vy §n se

hacen las siguientes operaciones. Comenzando con la ecuacidn
2.3.7 a, primero se cambian todas las columnas pares por las ne-

nes inmediztas a la derecha,
nuacién se multiplican tados
*imo s cambiz el signo a la

con excepcidn de la Gltima. 2 conti-
los renglones pares por (-1). Por 41
primera columna.

En la segunda operacifn antes realizads, el cambic de =

signo se rezliza un nimers impar de veces, quedando el determinan

te en este pasc con signo negativo. £n la tercers operacidn se ==
wuzeive a cambizr el signo, por lo que naos nueda positivo.

r

(Wi=0) _u, -0, & O . o o o -
(U, o) -4, v, o O - 0 0 0
o Wy Uy -U, -2 0 o O
. o} Uy Uz -BU, RV ¢ o o o] (3.3.8a)
Z\'ﬂ : « o s + = 3 . T . L s s » PR LR
| O 9] (o) o 0 . UWa-tv Vg =Una
0 o o6 0 ' Ma- "Ya, Py U

Para el caso de '5:,

se efgctuan las dos primeras operg

ziones gue se aplicarcn & ie¢ ecuscion 3.3.7a, el signo que resul-

-
-

es negativo,

(Tau) -y -0 © o0 : o 0 o
EUsu) ~Pw, WGy O 0 O o o
o} Wy Uz -Uz-Up . © o a
E:: (o} Y. "U’z."?zu?. PZLT,.: o G o £3,3.85)
) © Q O : uﬂ-\ 0-‘-\-\ "ﬁr -t
o ) o © O Ma= “Un-1 = Pa-tna

. 4 . ;
fecsrdendo que U=+ y comparande las ecuaciones anterig

res con las ecuac:ones 3.3.3 y 2,4,27, veremos cue tienen cambiae-

das

sus coeficientes, por 1o que sg pueden relocionar de la Siews



.ilente forma
M% (0,0r) = My UV, V) (3.3.82)
DY (w,r) = -Dn (Mu M) (3.3.96)

Por 1o que las relaciones 3.3.6 a y b guedan

Muan = L1Pa) Mo (u,0) & (1B ) W M (Yu, Y} (3:3-102)

S = LPa) Dalew o (-0 Wi D My} (303.100)

51 se definen las funclones

- -
Daluw, vl = O lu,o) TE L\x®e)
A=

T LR
M“(u;\r} = Mq (uru\j’_:‘ L

Luego se sustituyen sn las ecuacicnes 3.3.10 ademas se introduce
el cosficiente

N o
wn - \J‘?n (3,3,11)
queda que
Mg o= Mu (U,.\ﬂ £ Ry W My (Y, Vo) (3.3.123)
Dan (1,012 Dals, o) - Ra W Daltu, o) r3.3.1253

Desarrollando estas ecuaciones para el caso de dos capas, se lle-

ga a gue
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Siguiendo la notacifin inicial de Flathe, se denominan
Play = L Mtu,vy ~nluw,w)]/ 2

Qi) = [Mie,ry #0007 12

por lo que la expresidn 3.3.12 queda coma

Pazi {u) = Paivd x Ra UE Gl (MW (3.3.13s)

Qars (W) = Qe - Rn Wa P Clu) (3.3.13b)
donde Plwyzo @ Q =} (3.3.13¢)
Y KiN = [awy+ Py Lawy -2\

Las ecuacliones 3.3.12 a,b,c y las ecuaciones 3.3.13 2,b
+C son conocidas como relacidn de recurrencia de Flaths.

3.3.2 FORMULAR RECURSIVA DE PEKERIS.

La fdrmula de recurrencia de Pekeris, se forma al affaw
dir una nueva capa en la parte superior de la secuencia original
de estratos y a la vez mover la configuracién electrddics, a la
parte superior de la capa sgresgada,

Para cbtener esta firmula se parte de la scuaclén e
2.4,17, que resulta de considerar sl potencisl continuo al pa=-
sar de una capa a otra, si se affade exp{=)\%;) en ambos miembros
y dividiéndola entre la ecuacifin 2.4.18, resultante de tomar como
continua la componente vertical de la densidad de corrients al pg_-
sar entre dos capas. Con lo anterior se tiens A

H =AT; X ¥ 21 -ATL
e %y ™ AN C RNy &

~ NI SAY ELY
B 'L -e A

. 2g; Ra TR Yo RN WAL IR\ T
t LA g ] e TN

factorizando
L S SN
A (W) ZZR-\- Bi(AY *1 Ai.u(k\(f - FIN A E

pe 5 - Ty ‘ -
- A O\ sz.&"’f L xL . ST\ QAE’“-\- Bia ¥y
{(3.3.1%)
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Introduciendo una funcidn K (A\) dada como

14+ 2.0 + A N E.")“%*‘-“
1 BN = AL (W) @2 3in

k{nz= (3.3.15)

cuando L= 1, se tiene que exp (2)2.,) = 1,tomando en cuenta la
scuecidn 2.4.20 del capftulo antsrior, queda

K ay= W 2840 (A

que es la funcidn caracteristica de Slichter.

Metiendo 1la ecuacidn 3.3.15 en el miembro derecho ds -
la expresidn 3.3.54, produce

. A ) >

* ANy g () ¥

Si se divide el numerador y denominador de la scuacibn
3.3,15, entre A (A) queda

L8 1A zhz ;.
Aoy T
KiD\=
J:ESL&L&&.._ Q?}zip\
AN
despejando
V4B (M
A LA
se cbhtisne
V(N Q‘_’-)\ZI» Ko (>l

Az (N va(a -t £3.3.17)
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Dividiendo el numeréﬁnr y denominador del miembro iz~
guierdo de la ecuacisn 3.3.16 entre A; (A) y sustituyenda la ex
presidn 3.3.17, queda que

(w1 O CraiOnN-] ¢
[KJ. PP \-& Q’Z)x%_;_“\‘ LKJ- O\- \1 Q_z)‘ii

Dividienc> nuevamente el numerador y denominzdor del miermbro iz

A2}

- (2*\¥<z+\‘A\

guierdo entre exp \ZX. ﬂ) y ademas haciendo h; = 2. - z. , qug

L =
da
A T A 2 1l
LM - e ™o

introduciendo la tangente hiperbdlica dada por

zXM

.u,\ *}‘\ ?

TQ.“ \f'\ ()\%ﬂ;_\ —
obtenenos

O\ — Mz
KinlN\\= ©& ki M T&“\\L ) (3.3.18)
L= K20 Tonh ()

despeiang> Ki‘(k)

Kig O+ PLTanh (W)
PL 4 Kia N Ton'n (Vg

(3.3.19)

SR -

de la ccmdicibn de frintera, que establece gue An (\} en la {1t%
ma cepa eo cero y sustituyendslz en la ecuscibn 3.3.15 produce

Kn=1
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La ecuacidn 3.3.129 es la relacibn de recurrencia de Ps
keris, algunos autores la refieren también como algoritmo de Sun
de.

La transformzda de resistividades dada por lz ecuacion
3.2.3 pusde obtenerse 2 portir de la relacidn dada anteriormente
quedanda

Tin ) + ?.i. TVan ' () \\4.\
1 Tiyi W) Tam ' (AN

T2 O = 02 Tan 'l (i)
W\ =
Vi W\ L= TLON Tank Wa:)/0;

tas dns firmulas de recurrencia desarrolladas anterior-

TXN=

(3.3.20)

(3.3.21)

mente tienen sus apzlicaciones, pero se utiliza més la relacibn de
Pekeris por su estructura mis simple.

3.4 PROPIEDAJES DE LA FUNCINN KERNEL

La funcifn caracteristics es adimensional, no asi la -
transformzda de resictividades que posee dimensiones de resictivi
dad. En cuant? a 1- variable X tiene dimensiones de longitud a 1la
meno2s uno ti."ll .

5i consideramos la K {A) en funcibn de l/), podremos -
apreciar las propsiedades de esta funcidn y observar lz semejanza

que existe con la curva de resistividad zpzrente, en funcidn de
s (CRA)}.

Antes de mencioner lzs progicdades de la funcidn se in-
troducen dos conce.tos, La recsistencia transversal unitaria y la
cinductarcia longitudinal unitaria, denoninados parémetros de Oar
Zarrouk.

La resistencia transversal unitaria esta definida pox
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.ri = \‘i-ei ?
para n capas la resistencia tetal {T) es 1z suma de todas las =
E ’c -
La conductancia longitudinal uvnitaris queda dada por

3

1a conductancia longitudinzl total (s} p=ra n capas es la suma -

S: =

de las S_.
Las propiedades de la funcibn kernel san las siguientes:

- Relacidn numerédor, denominador

~ asintotas.

- Principio de equivalencia y supresidn
- Ley de simetria de cortes reciprocos
- Continuyldad

‘ »~
a continuacibn se describen cada una de #llas.

a) Los términos del numerador son los mlsmos del denominador,

pero con signo countxyario,
b) Asintotas

Se gbservaz en la relzcidn de recurrenciz de Pekeris dada
por la expresidn 3.3.13 gue cuzndo 1/} tiende a 0, la tan h (i)
tiende a 1 por 1s gue iz funcifn corccteristica k ‘A) tiende a 1 -
y la transform-da de resistividades T {A} tiende a e‘ .

Cuando t/y —» oo 3 Toa it (Ahzy =0
K(k\»&?ﬂ]ﬂ v Ty — {0,

Ahora se considera el casa en cue 1o resistividad de la
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{tltima capa tienda a cero o a infinito. Para anazlizar estos casos

es necesario normalizar el corte respecto a Pl'

Cuando Qﬂ tiende a infinito, para valores grandes de -

/A

Tan h (An — Ahns
);..\

Lim -\ A
A= A5 = 3

en coordenadas logaritmicas, representa una recta con pendiente
uno positiva y que corta al eje de las abscises en el punto‘Afg;S

Cuando ?v‘tiende a cero, para valores grandes de 1/)\

Tanh ()u‘n,‘g\ —5 )\‘h.o.

!{if-vao K= T‘(—l"\

en coordenadas logaritmicas, representa la ecuacidn de una recta
con pendiente uno negativa y que corta al eje de las abscisas en
el punto X\‘: T.

Como se normalizd el corte con respecto a P‘, el com-
portamiento de la transformada de resistividades en estos casos

es igual a la funcidn caracteristica.

c) Principio de equivalencia y supresibn,

BDiferentes distribuciones de capas pueden producir fun
ciones caracteristicas o transformcdas de resistividad estricta-
mente diferentes, pero con una disparidad ligera, la cual no s=
cbserva an una grifica y no puede ser separada con la exactitud

de las mediciones,



1o gnteTisr ocurre cuando una capa tiene una conductan~
cia longitudinal unitaria o una resistencia transversal unitaria
pequefia, y puede modificarse su espesor y resistividad {mantenien
do un parametro de Dar Zarrouk constante) sin que experimente un
cambio apreciable en la funcidn caracteristica o en la transforma
da de resistividades.

Se habla de equivalencia en los cortes K (f2 ¢, > 6
vy H{ %> e, < 0. )y de supresibén en los cortes AR, <% 2 € )
vy (0 >0, >P; ). Le equivalencia y supresién no pueden pre-=
sentarse en la primera o en la Gltima capa, ya que estas dan las
asintotas a la funcidn K (A) y T (A\) como vimos anteriormente.

d) Ley de simetria de cortes reciprocos.

Oe la relzcion de recurrencia de Flathe, se puede ob-~
servar que la funcidn caracterfstica de Slichter para un corte de
n capas puede expresarsa2 como

_ WxP
KON= g

donde H y P representan sumas de términos de la forma ki kj e
exp (=2Ah)} vy se obtienen a partir dg las ecuzciones 3.3.13.

£1 ndmero de coeficientes k de P es impar, mientras pa=
ra H el ndmero es par. Ahora bien, al sustituir cada resistividad
por su inversa, cada coeficisnte & cambia de signo y las exponen-
ciales se mantienen iguales. Como H tiene un ndmero par de k su -
signo no se altera, pero P por tener un nimero impar de k cambia
sy signo.

3i llamamo X' ()\) al .reciproco de K {)\) tendremas
H-P
HelP

Ky =
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representando K { X') v K'()Ci) en coordenadas logaritmicas, am-
bas funciones serén simétricas'respecta al eje de absclisas y= 1.

Esta propiedad es vilida tambien para T (\).
e) Continuidad.

cuando ¥; tiende a infinitc, la funcidn caracterfstica
crece indefinidamente cuando 1/) tiende a infinito, fuera de este
caso esta funcibn es continua y acotada, pues el denominador no
puede anulzsrse nunca y tanto numerader como dengminador permang—=-
cen acotados, manteniendo siempre la funcibn finita. De forma and
loga se demuestra la continuidad para la primera derivada de K -

{A).

La grifica de K (XJ) en coordenadas logaritmicas repre-
sentd una curva suave, que depende en diferentes grados de todas

y cade una de las capas del corte.

Como se menciond al principio de este capitulo, la fun-
cidn caracteristica salo depende de las resistividades y espeso--
res del terreno, siendo independiente del tipo de arreglo electqé

dico utilizads.

3.5 PROCEDIMIENTOS PARA OBTENER EL CORTE GEDELECTRICC A
PARTIR DE LA FUNCI 3N KERNEL.

Los procesas para obtener el corte geceléctrics par--
tiendo de la funcidn kernel o de alguna de sus wvarientes, se pue
don clasificar en:

- Método de reduccidn
- Método de cimparacidn

2.5.1 PROCE3D 0E REJUCCICH

€l primer camino para obtener el corte a partir de la
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funcidn kernel fue dado por Pekeris (1940), quien emplea la fun-

cidn kernel modificada G {(\), que para valores pegueiios de 1/)
se aproxima de forma asintdtica a la funcidn

~2h\hny
azk: ¢

(3.5.1)
P
la cual es la misma funcion G ()\) para el caso de dos copas, en
donde ki es el coeficiente de reflexidn y hﬁ_es el espesor de la
capa £ .

€1 métado consiste en aproximar la primers -parte de la
funcidn kernel modificada de n capas, por la funcidon 6 &k exp ...
(-2)“1\. ) para obtener los valares de k, ¥ hy. Se considera que
la resistividad de la primera capa se conoce, por lo que a partir
de k1 se puede obtener la resistividad de la segunda capa. Una -~
vez que se cuenta con los wvalores de kl Y hy, la funcibn kernel -
modificada de n capas se reduce a2l caso de n-l cap:s, para lo0 ==
cual se elimina el estratso superior y se pasa la configuracibén -
glectrédica a la superficie de la siguiente capa. A continuacién
se vuelve 2 efectuar la aproximacion de la primers parte de la =
funcidn kernel modificada para n-l capzs, por la funcidn dada en
la ecuacién 3,5.1 con L=2 con el objeto de obtener los valores -
de k2 y hZ' Para cuando se llevan .i reduccicnes conocemos kj; , 0}

a&*\ y la funcibn kernel modificada para la transformacibn

esta dada por

't£¥\(h\"92+‘
VTR AT JP

Giwy (N = (3.5.2)

donde T (AN se cbtiens de ls ecuscida 3.3.21

El proceso anterior se repite hasta obtener n resistivi
dades ¥y n-1 aspesores.

Mas tarde Koefoad {1368) hace la cbservacifn de que un
cambio de cierta mzgnitud en la curva de resistividad aparente, -
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produce un cambio de menor mzagnitud en la funcidn kernel aumenta
da ssbre todo para resistividades mucho mfs qrandes o mucho mis
pequedics que la de la primera capa, lo que produce gue se puedan
enmascarar dichos cambios perdiendose detalle, por lo cque resul-
ta Zue en zlgunos casos na es conveniente obtener el corte em--
pleando esta funcidn. Para superar lo anterior podewas tomar la
funcidn kernel aumentada H (X}, en la cual se producen cambios
del mismo orden de magnitud que en la curve de resistividad apa-
rente,

Para valores grandes de A la funcidn kernes! aumentada
tiende a la misma funcifn H ‘)\) para el caso de d.s capzs. si
guiendo 21 camino de Pekeris ajustamos 1z primera p-rie de la -
funcibdn kernel aumentada para n capas, por la funciln H (A) pa
ra el cas» de dos capas de dande obtendremds k1 ¥ ht' A conti-

=

nuacidn reducimos la funcidn H (A) de n capzs 2l c2e> de n-l

casas, suariniendo el estrato superior y poniends el =zrreqglo de
electrodss en lc sunerficie de la siguiente capz. Szz-u#s de ha

ber efectuzdo 4 transformaciones, la funcidn HIA) ¢.Ts 12 redug
cidn 1%\ esta dada por

T}.u {.X\ .
28w

e:nde Tz, A) se d2 en la ecuncidn 3.3.21

B i

Koefoed (17°78) sigue los pisos antericres, oot ahare
ensles 1 trencsform-de de resistividades. El ajuste =e la prime

T ‘A) raducida &L veces, se efectla -z una fun-e

[ ]
3\
(4}
%
(3]
r
B
L
[¥]
i
oI

el gast de &5 cadas. La tronsfaon:cidn L%\ de

a
A) ectd dida mor la ecuacidn 3.3.21.

Las =etndas d-dos znteriormente se reclizan de forma
5 de #iuste de la orimera psrie Jde lz funcidn
efeci?a medisrnte curTvos areexislentes pera
28, 175 c. les ticnen como zhscisa I/\h y como
IN), H IN}, T 7A) segdn el eass. Las cizuons se grafi
1

=2~ pora vorien vaelsres el oeficicnte de reflexi®na,
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Con el desarrollo de_ los procesadores electr&nicos, -
los métodos gréficos de reduccidn se han tratado de sustituir -
por métodos numéricos. Asi Koefoed (1876) emplea el camino dado
por Pekeris, el cual realiza de forma numérica poniendc atencion
especizl en el error que se genera y en su posible amplificacibn.

Sacando logaritmeo natural a la ecuacibn 3.5.1 cuedard

como

La & = La kp-2ho ) (3.5.4)

lez anterior es lz ecuacidn de unz line2 recta, con pendiente
-zh; y con ordenada al origen de Ln k; . Como se vid para valo-
res pequeiios de 1/ , 1a Funcidn G (A} de n capzs tiende asintd
ticamente a la funcidn G (A) pars el casc de dos capas, donde -
h; v k; son iguales en las dos funciones.

Si se grafican los valores del logaritimo natur-1 de la
funcibn kernel modificada de n capas, para valores peque©os de -
1/\ se conoce ky ¥ hy. Al reducir 6 (\) parz n-1 capas y vol--
viends = graficar su logaritmo parz valores pecuefios de 1/} , se
obtendra k, y h, § Se puede continuar la reducciin hasta obte--
ner kn. E1 problema que se presenta para efectuar los cilculos,
es el de determinar cusles puntss se empleen y cusles @ic pefs UE

finir los pardmetros k;y h; .

Con gl objet> de tener un control sobre el error que
se praduce y de su amplificacion, as{ como para poder determinar
los puntos que se emplean en los célculos, se introducen dos 1li-~
mites de confianza uno superior y otro inferior. Estos se forman
semando y restando respectivamente, el 2¥ del wvalor de T (A} sin
reducir, a la T {)\). Ei proceso de reduccibn se llevz =z caba tan
to pars T {N) como pare sus limites de confianze, en las reduc—
ciones y para valores pesqueiios de las abscisas los limites de
canfianza pueden resultar negativos.

La reduccidn se lleva a caba, a partir de la Gltims —~
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muestra que se tenga y se realizara de derecha a izguierda, la -
Gltima abscisa para la cual ambos valores de los limites de con-
fianza resulten positivos, serfd la primera gue se empleard en el
cdlculo de los parfmetros de la siguiente capa.

Para generalizar el procesc de ajusts, se considera =
que después de variass transformaciones nos encontramos en lz re-
duccibn [ , ¥ cgue se comienza en el primer punto en sl cual los
limites de confianza son positiveos. Primero se comprueba, si el
valor de BL encontrado en el ajuste anterior, corresponde con =
el valor obtenido para el mismo parfmetrc con las limites de con
fianza, el primer punto que no éumple lo anterior y los siguien-
tes, se emplean pars calcular el logaritmo natural de la funcidn
kernel modificada, junto con estos cdleculos se checa si los valg
res del Ln G () coinciden (considerando la amplitud del error -
admitido) con una rectz de coordenadas )\ ,tn T (A\). ELl penlltimo
punto que cumple el chequeo anterior, es 2l Gltimo que se emplea
para el cadlculo de k. ¥y h ;: , los cuzales se obtienen al hacer pa
sar una recta ajustada por minimos cuadrados por los puntos de-
terminados anteriormente.

3.5.2 PROCEST DE CIMPARACIOK,

Jtra formaz pare determinar los espesores y resistivida
des de un corte geoeléctrico, consiste en comparar la funcidn -
kernel para un subsuelo estratificada de n capas, con una fufie-
cidn kernel de ; capas donde las primeras i-l capas pertenscen a
la estratificacidn original y a la capa i con resistividad F: se
le considera con espesor infinito. La comparacidn se basz, en -
gue l1a funcidn kernel pcra n capas coincide en ua intervalo ccn
la funcidn kernel pera las primeras . capas. En el caso de auwen
tar un nuevo estrato en =l fondo de la secuencia de L capas, Su-
ponigndo su espesor infinito y dando 2 la capa & un espescr h_ ,
2l intervalo de coincidenciz sntre las funciones sera mayor.

Para sncontrar una forma expiicita que de los paréms—
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tros h; y k; , se toman las expresicnes 3.3.2 y 3.3.12, las que
producen que
LT oA S CP AR AT N L WAL )
Div (oY Oz (Y -2 u% O Blu, M)

al despejer k ; U.z-'_

h; u = Eive Y D2 (90) - M (w0
T Y D 0uy M) (s M)

en el miembro derecho de esta ecuaci&n al que se le denominara -

s (A, el {inico parémetro que no se conoce es K ;3 (\), peroc se -

supondrd que toma el valor de la funcidn kernel para n capas, en

el intervalo que se considera. La ecuacibn anterior puede expre-

se tiene

sarse comg

>N - )
biud = b €2 25

sacando el logaritmo natural a2 la ecuacibn anterior
\_“h_;_ - 2223 =Llw s(A) (3.5.5)

De igual forma que la expresion 3.5.4, esta ecuacidn representa
una linea recta con pendiente ~2Z; y con ordenada al origen de -

Ln k; -

Si se coansideran dos valores sucesivos kj ,X3+\ y s8
sustituyen en la ecuacidn 3.5.5 se obtiene

L R -23 2z = La s (3.5.6a)

. )t .
L lp-2dads =bn s Dan) (3.5.55)

restando lzos dos ecuaciones anteriores y despej:ndo 2

A s )
2; = Lan ’;’(’;"i\'\-k / ?.()\-\i\“)\j)

el valor de k; se obtiene al sustituir Z en cuziquiera de las -
expresiones 3.5.6.



'El proceso anterior se continda con pares de valores-
de lambda para j+1 vy J+ 2, i+ 2y j+ 3,... 1o que producira
nuevas valores de z; y k; . El cdlculc se suspende, cuando los
nuevos valores de z; y k; sca muy distintos de los anteriores,
esos nuevos valores se descartan y su azscisa se emplea como -~
primer punto para el cllculo de Zigy Y kL&x . Esta forma fue =
descrita por Szarzniec (1975}.
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4, LA FUNCION DOE RESISTIVIDAD APARENTE Y SU RELACIGN CON
LA FUNCION KERNEL.

En el presente capitulo se trata la relacidn que exis-
te entre la curva de resistividad aparente y la funcidn Kernel,
y la relacidn de la funcidn kernel con la curva de resistividad

aparente.
4.1 INTRODUCCION

Para poder entender la importancia de la funcidn ca--
racteristica dentrs de la interpretacidn de los sondeos eléctri-
cos verticales, se deduce la relacidn nue existe entre la curva
de resistividad aparente y la funcibn caracteristica. Se descri-
ben también algunas de las formés que se han desarrollado para
cuando es conocida uné de las funciones encontrar la segunda.

4,2 RELACION ENTRE LA FUNCIJN CARACTERISTICA Y LA CURVA
DE RESISTIVIDAD APARENTE.

Para encontrar la relacibn gue existe entre las dos =
funciones, se parte de la solucidn a la ecuacidn de Laplace para
un semimedio isStropo y homogéneo dada por la ecuacidn 2.2.11, -
de la cual se obtiene que la resistividad esta expresada como

ﬂﬂ? ( }“

<z

P =2 —

Suponiends un dispositivo de cuatro electrodos, de los
cuales cdos son destinados a crear el camso potencial, y los otros
dos sirven pars que entre sllos se efectde .a medida de una difs
rencia en el campo producido, se tiene

- _L...... .L
? ( G ¢ ¥ )

el dispositivo se muestra en la figura 4.1l.
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\
% G C—

J¢ electrodas de corriente
» electrodos de potencial

SISPOSITIVO TETRAELECTRIDICO
FIGURA &,1

Tratandose de un disasositive lineal

?=T‘ (Aﬂ AN+Bﬁ Bmx
si se considera gue
L UL NP S T
c=nlm mYea-am) (4.241)
se tendri ' - AT
R=C 5

Esta ecuacibn, da lz resistividad para un terreno ho-
mogéneo e isdtropc. Si sustituimos los valores de las difersn--
cies de campo potencial y de carriente, aobtenidos en un terrenco
heterogénec y anisdtropo en lo ecuacibn antes citada, resultarad
una resistividad ficticiz defimida como resistividad 2pzrente -

(Ra).
o AT
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Considerando que el arregqlo sea simétrico y lineal fi-
gura 4.2.2, haciendo AB/2=S, MN/2=b, la expresidn 4.2.1 queda-

rh
g% - %
N_‘-
z%

Sustituyendo en la formulz de resistividad aparente, =

C=T (6:2:3)

la exgresibén que nos da el potencial pzre un terreno estratifica
do medids en la superficie dado por la ecuacibn 3.2, y teniendo

en cuents que
A= 2 [U(s-v) - ulsvay])

se obtiene

Q&: S:\;\.’z p\ YZ‘((X\ ‘:jot )\5" X\:\-Jo(ks-‘:lb\le\l (4.2.4)

Expresidn representativa de la resistividad aparente =

para un dispositivo simétrico, lineal y tetraelectrbddico. Ahora
bién, en la practica hay dos arreglos de este tipo, que soan:

- La gonfiguraci&n Wenner
- La configuracibn Schlumberger.

En el arreglo lWenner se consideran las distancias de =
separaciin entre elecirodos iguzles entre si e igual a un valor
2, lo gque hace que s = 3/2a. y b=®/2 sustituyendo en la ecus--

cidn &.Z.4 queda

Qo.w = 2af :D\(U\\ [35“&\" J.(ZX&\]A A, £6,2,5)

3

suministrar corriente eléctrica z:1 terreno, la expres

oy

e

sala

£

Sara el gaso de qu e

{

L

lige un electrns
i

rior socloc se multiplicara por dos.

£1 dispositivo Schlumberger considera que la cdistancia
de separacidn entre los electrodss, donde se cbserva lz medida =
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del campo potencial es infinitesimal, por lo que tomando el 1imi
te cusndo b tiende a cera

Lim QQ - Lien s2.\¢ AU

Lb+0 b‘°C3t‘ 2o o
Lim Q - i Lien AU
bvo ‘& 7 I bY»o0 2%

donde tig AU/2b es el doble de la intensidad del campo eléctri

ca E. Por lo que queda, .
e T 2 E
Qas = 2ITS

B

£l desarrollo tedrico establece, que lo que se mide =
con el dispositivo Schlumberger, es la intensidad del campo eléc
trico, la cual en la préctica se toma igual a AU/2b. Derivando
1a expresion 3.1.2 obtendremos la intensidad E. Al efectuar esta
diferenciacidn bajo el signo de integracibn, observaremos que -
solo se afecta el término Jo {\r) y sabiendo que

d Jo s} - )&.j‘(h"\
Q¥

se tendra

£ -8 _ 38 Wm.}‘w\xax
QY v Jo

quedando guse

Poe = S0 S KOY Jo(As) AdX (4.2.6)

g

Cuandz suic se emplea un electredo para suministrar co
rriente -eléctrica al terreno, la expresidn anterior solo se mul-
tiplica por dos, al igual gue en sl arreglo Yenner. También en -
ia practica se utilizan los dispositivos denominados dipolares.
Las medidas que se hacen en este tipo de arreglos, son efectua-
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DISPOSITIVO SIMETRICO Y LINEAL

SENESH

DISPOSITIVO WENNER
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A% ml

-DISPOSITIVO SCHULUMBERGER
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das econsiderando cue la distancia de separacidn entre los elec-
trecdus de corriente y entre ics electrodos de potencial, es deg
preciable en comparacidn con la distancia que separa el dipolo

de corriente y el dipolo de potencial.

Dentro de estos dispositivos se encuentran:

- azimutal

- radial

- paralelos

- perpendicular

-~ ecuatorial (combinacidn del paraleloy -
azimutal, con §=90")

- axil o dipolo dipole {combinacidn dsl ra-
dial y paralelo, con®=0*) (Figura 2.3).

Hay expresiones que ponen estas caonfiguraciones en fun
¢idn de la resistividad aparente para un arreglo Schlumbergerj =
las expresiones se muestran a continuacibdng

Cad = Oos - P s é 9” (4.2.7)

donde es un factor gue depende de la configuracién y puede tener

los siguientes valores:

~ Dispositivo azimutal, p=0

-~ Dispusitivo radial, p =1/2

- Oispositivo paralelo, p— coszg {3 cosze -1)
Dispositivc perpendiculcr, p=1/3

4.% PR3ICEQIMIENT3S PARA ~<3+R DE LA CURVA DE RESISTIVIODRD
APARENTE A L2 FUNCISN KERNEL.

Para obterncr la funcifn Kernel a sordir de lo curva de
resistividad aparente, se han Zesarrolloads vorios procedimientos,
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entre los que se encuentran:

- Método de filtrado lineazl
~ Método de descomposicion en funcicnes.

~ Método de integracién aproximada.
A centinuacibn se describe cada uno de sllos.

4,3.1 METODO DE FILTRADO LINEAL

La eplicacidn de los filtras digitales iineales dentro
de los métodos geoeléctricss, fué sugerido por Kunetz (19868) y ~
posteriormente trabajzda por Ghash (1270),

Este métodc de filtrado, consiste en obtener muestras
de valores de una funcidn, como una combinacidn linesl de valo-
res muestreados de otrss funciones. & los filtros que se utili-
zan para pasar de la curve de resistividad aparente a la funcidn
Kernel, se les denominan filtros directos,

Empleands la ecuacidn 4.2.8 que nos da la resistividad
aparente para un arreglo Schlumberger, se tiene

QQ,S: g? gm?‘ KU\\ J\U\S\ Xd X {4.2.5)

2

si se cambia de miembro 2 s“ y se Introduce la transformada de =

resistividades, guedars
z--)
2 = A JhsYAd
?qs /5 3° TN S
aplicando la Transformadz ce Hankel gue nos dice gue:
0
Fs\= L kY (AsY AdA

o
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se tiene @ Qo.s A
TN = L*-—g- Jilrs\os {4.3,2)

Ahara bién, ia teoris de filtros digitales lineales se
cumple de forma sztisfactoria, si las funciones que intervienen
en los cilculos son razonablemente regqulares. Cuando las curvas
de resistividad apesrente y la transform-de de resistividades, --
se emcliean en escal-s lineales, no son muy regulares. Esto im--
plica que el intervalo de muestreo para las funciones, tendria -
que s=T muy pequelc para obtensr buenos resultados, Pero si se -
considera la curvz de resistividad aparente y la transformada de
resistividades en coordenadas logaritmicas, se observard gue su
comportamiento es de forma més regular. Lo gque nos permite am=--
pliar el intervalo de muestrec de las funciones,

Introduciendo variables logaritmicas, definidas como:

z=lag 3 5= & ds = &dx

H
- {6.,3,3)
gzlalby; A= g® 5 di=-dy
y sustituyenda en 1a ecuacibn 4.3.1 quedaréd
20
Ty = | fost 3,0 du (8.3.0)

La expresidn anterior es una integral de convolucidn,
que relzciona linezlmente la transformada de resistividades con
la curva de resistividad apzrente, gbtenids con un arreglo -

Schlusberger.

Para el cazsa Wenner, de la ecuacidn 4,2.5 se tiene

Qc."-:: 20 S?;\.L(M EX o) -d of2h0) ] A\

hacienco

Ado D) = Jo Wal = do (20a)
y definiendso
r=\lae 3 a=¢" 3 doz= @®dx

0= Ll =@ ; dA=-@dy
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se tendrd gque la expresién 4.2.5, se convertird en
o=

lowb )= -2 | Tea) Ade (™Y ¢ % dy

[22]
1)

val, es una integral de convalucién, gue relsciona linealmen
ls transformada de resistividades con la curva de resistivi—-

33
4

=ad aparents,

Los arregios digolares cumnlen tembién la relacidn de
inealidad, si qe cons;éef ~ 18" ecuac10n 4.2.7 que da la resisti-
vidad ap e en—uA dlsgcsztlva dipolar, como unz combinacidn -
12 resistividad aparente para una configuracibn Sehlum

Una vez que scbemos 13 existeaciz de linealidad ente -
-z transformada de resistividades Y la curve de resistividad apa
rente, debemos encontrar 1la funcibn que da la relzeidn lineal.

Fumcibn de

Curva d=
resictivids trzr~sforracidn de
saererte resistividedes
— Filtra [F) —
ropn? 113
o np bt ada s 3 1ids

Comz la funcifnm de entrado v la fuacibn de salida se

€% POL woLlTES Puestresdss, ol filtrs tencrd cue ser definidoe -
tommién por muostiras de vixores. Lo re.ccidn gue existe entre la
cznvslueién sontinue v ls convslueisn giscreta ec dada por log -
o es teorenas gibre myestreu, que dicen:

Una fuencidn cueda =efinica cangebbonente DIC SUS MUES=-
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tras tomadas a intervalos constantes Ax, cuando su espectro de -
amplitud de la 7raznsformada de Faurier es cero para valores mayo
res que la frecuencia de Nyguist (1/2Ax).

b) Una funcidn puede ser reconstruida a partir de sus valo-
res muestreados, si cada muestra se sustituye por el producto -
del valor de lz muestra con una funcidn del tipo sen x/x con pe-
riodo 24Ax.

Los espectros de zmplitud de la curva de resistividad
aparente y la funcidn de transformacidn de resistividades, no -
san nulos para frecuencias mayofes a una frecuenciz de corte, pe
ro si tienden asintdticamente 2 cero.

Ghosh {1370), baszdo en sus trabajos, menciona que so-
12 la curva de resistividad aparente y la transformada de resis-
tividades, determinan el intervalo de muestrec gque se debe ele-
gir,

Se han desarrollzdo distintas formas para poder obte-
ner los filtras directos, éstas soni

- Transfzrmada de Fourier
- minimos cuadrados
Transformada Z

Integracidn aproximada

Estos procedimientos se describen en el apendice I1I,

Se zuenta con el desarrolls de los siguientes cgperads-
res de filtrado:

- Do nueve y doce puntss para la canfiguracidn Schlumberger
y de nueve puntos cara la configuracibn tenner, todos ca-
ra un intervolo de tres valores por ciclo legaritmico =~=

{Ghosh 1371 a).
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i 40783
{1,323
0.3432
0.1673
0.023538
0.0358
0.0188
0.0087
0.0051
0.0007
0.0018

- 4,13

SCHLUMBERGER

-0.723
0.3999
0.3492
0.1675
0.0858
0.0358
0.0198
0.0087
0.0076

WENNER

0.8212
-0.1139
0.42286
0,3553
0.155¢4
c.0873
0.8345
0.0238
0.0118

Para un intervaloc de muestreo de tres valores por ciclo lo-
garitmico Ghosh {1971a).

SCHLUMB

0.0118
-0,108¢
0.,2589
0,322&
0.2152
0.1303
0,0735
80,0425
0,0233

30,0138

Para un intervalo de nuestreo

ERGER

0.0073
0.0044
0.0022
0.,0032

" de cuatzo valores por ciclo
Koefoed (1973),

logaritmico

SCHLUMBERGER

-0.0002766 0£.09804
£.001418 8.06802
~0,008734 0.04677
0.04501 8.03198

-0,1235 2.02184
0.03287 0.01488
3.1361 8.31015
0.2206 3.606397
8.1853 £.304718
8,1373 5.383203

0.002124
0.201483
¢.001022
0.0008846
0.0014381

FPara un intervalo de muestreo

de seis valores por

ciclo lo-

garitmico ©°relll {197s].
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RADIAL PARALELTD (30°) PERFENDICULAR
§.0083 0.2383 <0.005%
0,0418 0.01742 0.,3738
0.3575 - 0.0744 0.3255
8.3050 0.3537 .1584
20,1488 0.2336 0,8803
0.03752 0.1384 0,034
0.0321 0.0631 0.0183
8.0171 0.8301 0.00686
0.0082 0.0151 0.0083
0.0070 0.0068

0.0083

Para un intervalo de muestreo de tres wvalores por ciclo le-
gaeritmico Das {1974).

RADIAL ‘ PARALELO (30°) PERPEKDICULAR

£.0146  0.0951 0.0931 0,0164  0,0051 0.0118

&, 3031 0.0069 0.8125  0,0048 -0,0352 0.0001

8.1801  ~0,0001 0.0233 0.0068  0.1322 0.0068
- BJ¥E81 " -~ D,0034 0.1626 -0,0001 0.3322
- Q208N 0.2576 0.0032 0.2217
T.3407 - 0,1933 0.1542
0.0713 0.1358 0.0786
8.0477 0,0556 0.0503
0.0213 0.0456 0.0264
-0,0168 0.0131 0.0135

Para un 3intervalo de mugstreo de cuatro valores pc;: ticlo lo-
garitmico Koefced (1879).
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-De catorce coeficientes para el dispositivo Schlumberger,
para una distancia de muestreo de cuatro valores por década
logarftmica {Koefoed 1373).

-De veinticinco puntos para el arreglo Schlumberger y para
un intervalo de muestreo de seis wvaleres por ciclo lugatfz
mico {0°Neill 1975).

~Para dispositivos dipolares; De diez puntos {radial), de
doce puntos {paralelo 30°) y de nueve puntos (perpendicu-
lar)}., Todos para un intervalo ¢e tres muestras por ciclo
logaritmico {Das 13874).

-Para dispositivos dipolares; De catorce coeficientes {ra-
dial), de cuince coeficientes {paralelo 30°) y de trece -
puntos {perpendicular). Todos para un intarvale de mues~ -
treo de seis valores por década logar{tmica (Koefoed 1378},

Como s2 trabaja con muestras de valores, para obtener
1a transformada de resistividades a partir de la curva de resis-
tividad aparente por medie de filtros, es necesario aplicar una
convolucibn discreta entre las muestras de la curva de resistivi-
dad aparente y el filtro asignado, para obtener la transformada
de resistividades muesireada de igual forma que el filtro y la -
curva de resistividad aparente.

n .
Tm = ?_:‘ 'FJ Rm-j vz 1,2,3%,... {4,3.5%

n - rdmero de puntos del Filtro,
fj ~ coeficlentes del filiro.
valores nuestreados &2 la curva de

b }
1

resistividad- aparente.
Tm -~ valorps de la transf®or~ada de resistlividadses.
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4,3.2 METODO DE DESCOMBOSICION EN FUNCIONES.

Este método consiste en aproximar la informacién de -
campo de la resistividad apzrente utilizando una combinacibn de
funciones simples, para poder llegar a la transformada de resis
tividades o a la funcibn kernel.

El método consiste en dos pasos:

- En el primero, se ajusta la curva de resistividad aparen-
te por una combinacidn de funciones,

- En el segundo, se obtiene la funcibn kernel por un camino
analitico, ‘

Existen dos caminos para llevar a cabo este método. .

- Proceso Gréifico.
- Proceso Analftico.

a) Proceso Gréfico,

Fué propuesto por Koefoed (1968) y se basa en que la -
curva de resistividad aparente se puede descomponer en una suma
de funciones parciales, de la forma

n
Qc.s == A 90-5 , (4.3.6)

[

A=l

-
£

dande‘A;QLS se denomina funcidn parcial de resistividad
aparente {FPRA),

De la ecuacidn 4.2.8 se tiene que

20 (%
- vy oty
Was = S g‘ ¥{A}~h\ﬁ

o
considerands la funcifn kernel de Stefanesco, la ecuacin anterior
quedard
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os ‘-’-9\ E\%Z st Sje,'(.)\\ Ji (As) )\A{l {4.3.7)
g.-‘-’ii-& = s? X BLx\J\(xsué)L
ZQ\ o

ahora aplicando la transformada de Hankel dada por la ecuacidn -
4,3.1 se obtiene

20,5

recordando de la teorfa de las funciones de Bessel (Watson 1866
pag. 386) que '

L + 3, (s\ds =)

| B\\= X PO‘S R j (As\ dg {(4,3.8)

se tieme que

8 = S°2§°S 308 ds-

sustituyendo la ecuacidn 4.3.56 en la expresidm anterior

P 2 ]
mx’ﬂo'é?g :ZZ;AiFas Jilxsids -12..

como la integracidn es una operacidn lineal tenemos

BL}\\ 2 X 2?‘5 A‘f. POS J ()\5\ AS - Z

‘(.-

Definiendo A 8 (}k} come la funcidn Kernel parcial ce

Stefanesco (FKPS) se tiene gue

Ar BOY= A WM~

AN = X Nifos hlIs) ds f6,3,9)

20s



- 5,18 -

B = S A; BOY
L=l

Esta variante, consiste en efectuar una zproximacidn -
de la primera pzxite de la curva de resistividaod zparente de cem-
po, por una funciin parcizl de resistividad aparemte adecuada, a
continuacibn se resta la FFRA a la CR2, Con lz cyrva obtenida
en el proceso anterior, se vuelve a aproximar la prinere parte -
por otra funcibn parcizl y asi sucesiva—ente, La forma de llevar
a cabo este pracass, es grifica,

Las FPRA deben cunplir varias condicionesj deben hacer
que la integral de la ecuacibn 4.3.9 pueda efectusrse por un ca-
nine cnalitico y adenfs deben dar una zproximzcién adecuada de -
la cuzva de resistividad aparente. Koefoed {(13€2) da ejemplos -
de cuatro tipes de funcicnes parciales gue cumplen los requisi-
tos anteriores y deduce sus funciones kernel parciales de Stefa-~
nesce correspondientes., Estas funciones parciales de resistivie-
dzd aparente son:

1.~ Funcicres exponenciales que se aproximan a cero, cuando
la abscisa se aproxima a cero o infinite.

(s/nY’  -sh
A?o.szcgt "T VA

2.~ Funcicnes esxponenciales que se acercaen = un valor finito
cuzndo la abscisz es cero.

- n-1i (5;/pq\ d -5/W
A?QS:CQ; z "\ Q‘
Y J.
tcnes algebraicas, gue se aproaximen a cero cuando la
abscisa se aproxima a cero o infinito.

_ (SXN\“
A Qo.s = C ?‘ \:\_’c tﬁlmzlf,n&m\lz.

3,~- Func
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4.~ Funciones algebraicas, que se apreoximan a un valor fini
to para abscisas que tienden a infinito.

(sip)®
Cis (s

En las cuatro expresiones anteriores

Aos= c®\

€ - Constante que sirve dz factor de escala.
N - Constante con dimensiones de longitud.
n,m - Nimeros enteros positivos.

A partir de la expresidn 4.2.7 se pueden obtener las -
FPRA para los dispositivos dipolarss.

b) Proceso Analftico.

£l segunda camino, fue propuesto por Santini y Zambra~
no (1981) para el arreglo Schlumberger, Se parte de la ecuacibn
4,3.8 y se hace

Pos O

y(s) =
2 b\

(o=
B = So 5-;-?—\— JiisVds {4.3.10)

La funcidn y(s), se sproxima por una combinacifn de =
funciohes que dan uns buena aproximacidn y son integrablies anall
ticamente. Suponiendc que la funcidn y(s) aproximada, es y'(s)
y esta dada por la funcién

E1]}

W(s\= = QL £i=:4)

+=1

sustituyfndole en la ecvaciba 4.3.°2 se obticne
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v cn
AN Z-._:-\ 2:_.‘“ s3d;y 3\&2‘:‘:\ ds
haciendo
61(}\5\ C!

gtsrdi= |” $6s:di)

y como f{s;di)} es una funcifn integrable analiticamente, se tie~

ne gue
\ m
&'z = aze(s;di)
A=
Una ecuacidn que cumple eficientemente los requisitos
es 53

sdi) = :
{es ) (Az*szsq&

recordando la integral de Lipchitz generalizada por Hankel {(Vat-

son 1968, pag. 3386) dada por la ecuacidn
s 4.3, ‘M)

@ _o)
er. Jiasyadh = ezl

y aplicando la transformada de Hankel dada por la ecuacion 4,.3.1

se tiene

-0

AN j s 2\3/2‘3(};5‘35&5
por lo gue

-] I _ |—ALX

ats;d) = So LAE‘-{-Sz)ahJ!(AS\AS = £

4
m -Ai)&
= =g
L=

~ La serie converge lentamente, pero si co
ma apropisda las cooficicntes (di), %oy posibilica
za2ra cenccouis

Ne:

vtilicen pocos Lérminos con el ajuste,



cidn., Para obtener el menor error posible, al momento de eproxi
mar la funcién y{(s), se emplea el criterio del er-ror cuadrditico
medio minimizado., Definiendo el error cuadritico medio como

> {valor verdadero - Valor calculado)z VVesn=ECH
en el caso en estudio,

R\ "

A
'tzl;\ 2 (Z:‘O-lHS;A:,_).-\ags:’fX = ECW
3=t -

La ecuacidn anterior, conducs 2 un sistema Jde ecuz- -
ciones nc lineal con 2m variables zi y di siends su solucidn -
ruy dificil. Pero si se fijan los valzres de di y se considera
ccmo varizble solo a las ail se obtiens un sistema lineal de m

gcuaciones con m incbeonitas.

Para encontrar el menor error cuadritico se =mplea la
teoriz de miximos y minimss. Derivands parcialeoents ¢l sistema
de ccuaciones con respecto 2 al e iguclando 2 cero se obtiene

x-....Q\'-(“\ ":0.11;,3_ "F see X me\,m - Y\
A Xy, F A Xzy2 & <0 F G Xz = Yy

¢ » = Au ® ww e .. "

o &\X\,m-‘g &zy.g’m*‘ ses X Cm Xm,m:‘ \!M

T
Lg,x = Z Lis;539) flayy dr)

3=
X\
t-é 5'
Vo = 3 Geiida)uiss
szl
Cucnds di gce toma en projresidn goz-firien, haco -
cue 1a funcifin f{s;dl} ses equiecuecinida, logoln<oss un Sucn -
1 ier

ojuste de y7s). Para estz nébade co cugy gy nue e utilicen -
b - I 4
) 2

cuntro funcionos do ajuste F{oidl) 2oganibalien y se
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reconienda una exitapolacid®n de la CRA a lz2 izgquierda ¥ a la de-

recha, hasta alcznzar los valores asintbticos de 91 ¥ ?n . Se
consicdera que dﬁ = 51, dm = D.SSk dande S1 y Sk scn el primer

y &itina valor dc 1a abscisa de la CRA, k es el nfimero de puntos
de la CRA y meX ¢+ 1.

£1 métzdo permite introducir pesos (Pj) parz cada va--
lor de la curva de resistividad aparente, ya que en ocasiones pug
den estar fuerz <e la forma regular de 1z curva, Uiches pescs se
intrcducen en lzs dos Ultimzs ecuaciones,

72X\

Lg,r = = e QQ%E;A%\ Q(s;;é-:\

X AY

=X

Yo = > 9 Q(&;;Aq\ WIsiy
3=1

Para el caso del dispositivo Yenner, se partird de la
ecuacidn 4,2.5

R = 208 Somm LleQa) - ) XY d ), (4,2.5)

en dende si se considera la funcibn Kermel de Stefanesco, queda-

»
ra
©
Pzt [ix 40 8030«.\(!@ (hod-Jef2haY] AN} tau3zaez)
Haciendo
¢ - 9.
bl T ¥
multicliconda lo 2cuneibn 4.3.13 por Jolox) o integraondo cc oon.l

ne



e dotont dovz 2 |0 o vt [ag0m - 3o (eded] o (o8] do.dx
(4.3.14)

donde x es un ndmerc real, con dimensiones de longitud a la me--

nos vno (L-1).

Aiplicando la integral de Fourier-Bessel (Watson 1966,

pag. 153)

gw Xw.c)\ ‘:()\\ 30 ()\Y\ &ol‘(x_\ A‘, é-)\ - F(.x}

{+]

al miembro derechoc de la ecuzcidn 4,.3.14 se tendrd que

ruu\ Sy ax s 288 sxl (4.3.18).
o ~ -

donde, y{a) se zjusta por una combinacidn de funciones f({a;di),
las cuales deben cumplir las mismas condiciones de las funciones

empleadas en el caso Schlumberger.

¥ ! 14,3,16)

Yoo

M
Y= > ob; g{a;gi\,

A erasd®
L=\

Rekesh y Ramanain {1382) probaron varias funciones de

ajustoc y resultd gue la funcidn més eficiente es

.
‘C(O.;A'\ﬂ = — (4,2,17)
ST Cered2 Ve gacteaiYe

Sustituyondo la expresiln 4,3.16 en la 4.3.15 y ésta 2

sy vez en la 4,.3.14 se tlene
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{£,.3,18)

donde B' es una aproximacibn de B. Recordande lz integral de -
Lipchitz, dada en la ecuacidn 2.4.12 y aplicando la transformada
de Hankel dads por la expresifn 4,3.1 se tiene

con ayuda de la expresifn anterior la expresidn 4.3.18 gqueds

hiat

> 5 EQ:-IAL -

42\

~A.L¥./z
@ 1 = et -8 (x/2)

Sustituyendo A por x en la ecuacidn anterior se obser-
va la forma de B' (A).

g = 2 bp
22\ 2
haciendo AL
/4
g(a;diy = —

By T obs 2 (o d; )
FER

La funcibn f{ a;di) para el caso Yenner tiene un compor
tamiento muy similar s la funcidn f{s;di) para el csso Schilumber
ger. Para 2l ajuste de yi{a) se emplen el criterio del error cua
drftico maedieo minimizado. El error suadriiico medio esta daodo -

o
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A FA
h_&.yb ?"\ \:z=‘ ﬁi— g (.Q-.r&l\ - %(Q&_\—l = ECM

derivando parcialmente con respecto 3 bi, igualando a cero y desg
rrolando la ecuacidn obtenids, se llega a un sistema de ecuaciones
similar al dado por la expresidn 4,3.12, doende las al se reempla
zan 27 las bi vy

|23

Ag,¢ = Z flogydg) £(°~§;A‘\ (4.3.18)
iz

Yq = Z'Q(&Hé%\ Y (03 . (443.20)
3

{0 misma gque para el caso Schlumberger, se sugiere uti
lizar custro funciones de ajuste por ciclo logaritmico. Adem3s
mek £+ 1 3 c% = 3, ¥ dm = 0O.5am donde 2, ¥ em son los valores
de la primera y Gitima abscisa de 1a CRA. También existe la po-
sibilidad de introducir pesos en l=s ecusacianes 4,3.,13 vy 4.3.20.

En el mbBtodo en cuestibn, se puede introducir algin -
error cuando la CR: se ajusta por medis de funciones, pero este
error no se amplifica al obtener la funcidn kernel.

Las funcicnes de a2juste quz se dan tanto para el ceso
Wennar como pera el Schlumberger, no incluyen lcs cascs extremos
en gque se tenga un sustrato totalmente aislante o totzlimente con
ductor, Pars los dispositivos dipolares, no sz cuenta ccn un de-
sarrollo por este método, pars obtener iz funcidn kernel a par--

- . =

tir de 1o curva do resistividnd aparcnie.

G.3.3 DETOO0 DE INTEGRACICH ARROXIMADA.
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Otrz 2iternativa para determinar la funcibn kernel o -

0

ia transform=da de resistividades a partir de la curva de resisti
vidad aperenie para un dispositivo Schlumberger, es propuesta, -
por Patella (1275). Este método se basz en la evaluacidn aproxi-

mada de una integral.

De la ecuacidn 4,3.2 tenemos

T = r%g_s__ 3 A=) As (4.3.2)
& S

Si se reemplaza la CRA por una funcibn censtante en un
intervalo de dss muestras sucesivas, usando para ésto la media -
aritmética entre los dos puntns extremos del intervalo. Se consi
dera que el primero y el 4ltimo valor de la CRA son asintdticos
a3 la resistividad de la primera y il1tima capa respectivamente..

Cort 1o anterior se tiene que
(Y by \ k-t
T '—'-e-, Xb 3"\‘% ds ¥ Z Y,%_’ ?o.ui\"“ La U‘-}-\:\\]
A=)

g @
XS C’r_\é\ J.sYds & E’“ Xv _ls. AT G\ ds
v

A\

donde rj es la abscisa fe la muestra., Sigquiendo 1la notacidn de
Patella tenemcs

LT%J‘O‘S\ ds = Jz, V5
4

dende‘311 {hr3) son funciones estudicdas de la teorfa de Bessel
y publicadas en las tebles de Chistova (1858).

Sabiends gue 1z integral

g:-é- 3, sy ds = L
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e tiene
<2 v .
T = Q\ ¥ :Z_:\ 2 [ ?0. ('(S*\\ - 90\ (< \] :‘JA {":\.\’

Este método tiene la ventaja de que no recuiere mues--

tras equiespaciadas y sblo necesita una extrapolacibn de la CRA

pars - .00s lados., La desventaja que tigne es la de ccupar dife-
rentes coeficientes para cada valor de la tiransformzda lo cual -

incluye un mayor ndimero de operaciones y tiempo de célculo.

PROCEDIMIENTO PARA PASAR DE LA FUNCIDN KERNEL A LA -~

4,4
CURVA DE RESISTIVIDAD APARENTE.

Para obtener la curva de resistividad aparente a partir

de la funcibn caracteri{stica, se han desarrollado varios procedi

mientos. Koefoed (1979) los clasifica como:

~ Método de descomposicidn en fracciones parcizles,

- Método de imdgenes.
- Método de filtrade lineal,

4.4.1 METODO DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIA--

LES.

Por este camino se utiliza la funcibn kernel de Stefa-
nesco, aprovechsands que se puede descomgponer comao un cociente de
dos polinomios {ecuzcifn 2.4.28) y dicho cociente se puede descza

poner como una suma de fraccicnes parciales.

\ — N - % w g& n -
BNz -2 T c s
© k=1 W

donde W~ exp {( « 2Ahe)

ik~ S-n l.as ralces del polincaio
C- Coeficientes constantes.



Las rafices pueden resultar reales o complejas, en el -
case cu2 las rafess seen reales, la funcibn kernel de Stefanesce
si puzde descompznerse en fracclones pargiales. 51 por el contri-
rio lzs ralces scon cmnplegas, o existe furra de representar la
funciln kernel por medio de fracciones parciales,

Flathe {1355),encontrd que cuando sz considera un sus—
trate conductor, el denominador de la ecuacilén 4.4.1 se reduce y
queds
h T
3 Wew

: ™
= C o
BN z_;.\ R o hiw s

-~
e

comparzndo esta ecuzcidn, con la “uncidén 3 () para un corte de
tre capes, se encuzntra gue cada fraccidn parcial corresponde 2
un moielo de tres capss, en el cua Rz = ~1, 8 cada wuna de las

agccicnes parciales se le 2 mente primo. En oo -
fr parcinles se le denomina <lementec primo. En cuw artd
culo g2 vn meétods prfictico para .uwenzr los coeficientes € ¥y

k
ar

las reices U

[ 4

BYna eolucion aproximada pare 13 CRN

Y se puedz cbiencr -
como una c2mbinacidn lineal de elsmentos primss. £n este procao-
dimignt> se ftomz un eSpesor hﬁ ceme bagse y loo demis woesovres -
deben s=r adltiploss enteros de ese base, Las desventaias que -
presents ol miinde, es que no es ffcil delerainar el grocts 3z =
exactfiuod abtenids y rcquiera g2} cflculo de rvafce- 4 =2lfnzrl o

4,4,2 TITIDO DE TMAGENES.

D2 iguzl forma que en 2l precedinionte anberinn se b2
’ . ) - - PN LA
un esrczor b cono base y los dends ecpesores so oo oo mUi-

o
tiplos ¢nterss ¢e osa bBase. Por este notodo ce exmonde 12 funci
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ternzl de Stefanssco, efeciuvando el ecciente de los polinomiecs -
oy 2
o -.kn%o :
BLAY = — z O (4.4.2)

ndo lz ecwaclbn enterior, en 1z exgiesilin --

v
[
"
r’-
(=1
rf-
ta ’
(" |

Gu.3.7, tenenos gs2 para el caso Schlu-bﬁr“ar

- Z)\‘n\r\e

:,f_—,;:),

J e\ d ):\

b

oS
ae =5 [ \¥25" 2 Ol

=\ ““3

2plfcnndo la ecuzzibn de Lipchitz, dadz =n 12 expresidén 4.3,11 2
1

B L.
a2 ~ntzrior se Llene

w=i
Para el caso Wenner se empler lz ecuzciln 4.5.13; sus-
titeso-do en ellr la ecuaci®n 4.4.2 ze oriiene
o ® L 2hvn
(’ p - sMLELD
< g 3 k) ~ \ ;
RTINS K_%ﬁ‘?“"& Z Cny Léo ()A\*éaux& é)\ \
n=\ ©
Tomsrdomdsg la eoursifn 2.4.12 v emnielntols en 15 aworesifn oreo
Tinr 1 ey

-
»\‘2. % ¢

~ = 2
L=t waz OL\:\\MF&Af(m%’u 17 (46T 4 (2nE

ey -




A b.3g -

tomandn en cuenta la ecouacibn 4.4

P

ve que g {N) se puede obtener como una fun

Para el caso de los arregles dipalares se puede encon-
trar un desarrollo similar al de las dos configuraciones anterig
res si se aplica la ecuacibn 4,2,7, que rTelaciona los dispositi-
vos dipolares con el dispositivo Schlumberger.

En las ecuaciones 4.4,3 y &,4,4, los términos que se -
expanden pueden considerarse como contribuciones causadas por -
puntos ficticios verticales, por debajo de lns electrodos de co-
rriente a profundidades, que son miltiplos enteros de hs, De -
aqui el nombre de método de imigenes dado por Koefoed {1979)}. -
Las series de las ecuaciones menclonadas anteriornente, son de -
convergencia lenta, por lo que cuando la separacifn de los elec~
trodos de corriente es grande, origina que se haga necesario el
cllculo de miles de términos, aumentando con ello al tiempo de -
céleulo,

Orellana y Mooney ( 1966), Van Dam (1965), Rijks :aters
taat (1869) emplearon este métodos, difiriendo solo en el procedi
miento para determinar el grado de exactitud para las funciones
obtenidas,

4.4,3 NMITCD3 DE FILTRADO LINEAL.

En la seccibn 443.1, tratamos los filtros digitales -
lineales para obtener la funcién kernel a partir de la curva de
resistividad aparente (filtros directos), en la presente scccidn
se tratan los filtros para pasar de la funcidn Koernel a la curva
de resistividod aparente, A este tipo de filtros se les denemina
filtros inversos.

- Em la ecuceibn 4,2.8, se introduce la transformada de
resistividades teniendeo



had (1.3? bl

Pae = o L‘\‘U\\ LAsY A AX {4.4.5)

sustituyendo las variables logarftmicas definidas en lz expresidn
4.3.3 se obtiene

w

fas (XY =- S T L 25 Y e 2 (o)

Ay {6.4.6)

f.a expresidn anterior es una integ al de convolucibn -
similar a la ecuacibn 4,3.4, la cual relacienz en forma lineal -
la curva de resistividad aparente con la trensformads de resisti
vidades. El dispositivo Wenner y los disposit

bién cumplen con la relacibn de linealidad, ccmo se vid en la -

fo
A
ivos dipel=ares tam

seccibn 4.3.1.

De la ecuzcibn 4,3.5, que nos da la convoluciéa discre
ta entre la curva de resistividad aparente y un filtro, psra ob-
tener la transformade de resistividades; y reccrdandn de la teo-
ria de Fourier que una operacién de convoluciln en el donminio del
tiempo o del espacio, es una simple multiplicacidn en el dominio

de las frecuencias

N
’Z '(:‘3 Rm—3 (4.32.5)
=1

Sacando la transformada de Fourier a cada térm’noc de -

1n eecuacifn anterior queda
T(§) = E0(F) /(&) 16.4.7)
donde

T {f} =~ Transformada de Faurier de 1n
o

FO(F) =~ Transformada de Fourier del §f7lito directs -—-
50
{f} - Tronsformada de Fourier de 1o curva de rooiski-
vidad apearente.
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Si en la scuaciln 4.4.7 ponemos a R(f) en funcibn de -
T{r)

R = TR/ g0 (s)
FIE)= V] FOLRY

faclendo

(8 = FI(5) T {4.4.8)

Como se menciond anteriormente, una nultiplicabiﬁn sn
el dominio de las frecuencias equivale a una convolucifn en el -
dominio del espacio, por lo gque se tiene

a |
Rw = S.: 5,'23 Ym-'; M= Ay2Zp8ypeee . (4e8.3)

i

n = nimerg de coeficientes del filtro.

f25- coeficientes del filtro inverso,

R -~ valores de la curva de resistividad aparsnte.

T - valores de la transformada de resistividades.

La ecuacidn de convolucibn discreta dada en la ecuscibn
anterior, nos da la curva de resistividad aparente como una comb}
nacifn lineal de los coeficientes del filttu_in&nrsa y los valo-
Tes de la transformada de ressistividades.

Entre los operadores de filtrado inverso que se han py
blicado se tienen:

- Pira un intervalo de tres'muestras_por ciclo logaritmice,
con nueve coeficientes para el arreglo Schlumberger y diez
coeficientes para el arreglo Wenner {Ghosh 1371 b).

~ Para un intervalo de cuatro muestras por ciclo logaritmico,

con quince puntos parta el caso Schlumberger y catorce para
el caso Wennar {Koefoed y Dirks 1979).
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-Para un intervalo de muestreo de seis valores por década
logarf{tmica, con veinte puntos {(0°Neill 1375) y catorce
puntos {Das 1982). Ambos para el arreglo Schlumberger. =
Para arreglos dipoiares, se tiene con veintiun puntos
{perpendicular) y veintitrés puntos {radial) (Das y Ghosh

1874). :

~Para una distancia de muestreo de diez valores por déca-
‘da logarftmica y con ciento cuarenta y un coeficientes -
{Johansen 1975, Seara 1973).



- #.3&

SCHLUMBERGER
0.8225
~-0.0498
0.10864
0.1854
1.9720
~1.5716
0.4018
-0.0814
0.0148

Para un intervalc de muestreo de tres valores por ciclo

logarftmico Ghash {1971b).

SCHLUMBERGER
0.00698 0.0387
0.0168 -0,0225
0.1686 0.0136
0.5448 -0.0088
1.8371 0.0055

-2,4820
1,0570

-0.3470
0.1402

-0,0700

Para un intervalo de muestreo de cuatro

0,0008
:fﬂ 0031
0.0091
-0.0086
0.0589
0.1380
0.8415
1.2348
-1.7514
0.5670

garitmico Koefoed y Dirks {1379).

WENNER
a.0284
0.4582
1.56862
=-1,3341
0.3473
-3,0935
0.0416
-0,0253
0.0179
-0.00887

WENNER

-0,1029
0.0183
-0.0042
0.0006

valores por ciclo low-
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SCHLUMBERGER SCHLUMBERGER
0.003042 2.,7044 0.0140 8.4595
~0,001198 -1.1324 0.0282 -0,1975
0.01284 0.3330 0.0838 0.1042
0.02350 -0.1436 '0.2427 -0,0359
0.08688 0.05812 0.6217
0.2374 ~0.02521 1.,1877
0.6194 0.01125 0.3354
1.1817 -0,004978 ~3,4531
0.4248 0.002072 2.7568
~3.4507 -0,000318 -1.2075

Para un intervalo de muestreo de seis valores por ciclo leoga-
ritmico 0O7Neill (1975) y Das (1982).

PERPENDICULAR RADIAL
-0,0033 -0,2924 -0,0670 ~0,.3551
0.0225 0.2127 0.0376 3.2512
0,0258 -0,1646 -0,2274 -0.1836
00,3955 0,1329 a.2887 0.,1499
13439 -0,1106 1.3257 ~8.,1221
3.1104 0.0342 5.3842 0.1020
~7.9613 -0,0816 -11.3323 -0,0871
6,.,1843 0.0718 8,.,4438 0.0757
-3,0641 -0.0325 ~4.1037 -0,.0666
1.4121 1.8615 0.0584
~0.7324 ~0.73428 -0,0270
0.4373 0.5471

Para un intervalo de seis muestras por ciclo leogaritmico

Das y Ghosh (1874).



6174,
-12484.
12726,
-12978.
13231,
-13494,
13765,
-14043,
14330,
-14625,

64540,
-87414,
70484,
~73767.
77284,
-81057,
85111,

-83475, .

94183,
-39267,

€73075,
-587375.
529264,
~462558,
4138721,

14930,
-15244,
15567.
-15901.
16245,
~16602.,
16371.
-1735%2,
17746,

104775,
~110741,
1172438,
-124303,
132085,
-140461,

1439597
" =151826,

171317,
-182946,

-372473,
336751,
~-306251.
273543,
-256168.

- 4,38

SCHLUMBERGER
18577, 237749,
-19815. -24416,
13469, 25072,
~19341, -25768.
20429, 26487,
-20336. -27235.
21463, 28016,
-22003, ~-28830.
22577, 29680,
~23166, -30558,
1392358, 2442523,
~-209489, 3250077,
232052, 7326675.
-234543, 13023345,
304216, 25610307,
-234124, 41150741,
453390, 642318049,
-106745. 72803288,
839282, 36118538,
550573. ~100406442,
235514, -162176.
-217384, 151857,
2012186, -142126,
-186773, 133453,
173826, ~125568

314986,
-32467.
33484,
~34548,
35666,
-36838.
380649,
-39363.
40724,
~42156.

~242172543,
20052460,
444506331 .
-489348908,
294899398,
-137791072,
61285163,
~-29362551.
15817358,
-9504597.,

B50N0S

43666,
-45258.
46340,
-48717.
50536,
-52587.
54637,
-56936.
59314,
-61845,

6226174,
~-4353505.
3198475,
-2441493,
1320840,
-1548505,
1273595,
-1065148.
903512,
-375750,

Para un intervals de ~uestrco de cdlez valores zor ciclo logaritmie

co Johensen [1275), los coeficientes estan rultiplicades

.-
X107,
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APENDICE I
SOLUCION A LA ECUACION DE BESSEL OE ORDEN CERO.

En algunos tipos de problemas fisicos; en los que exis
te simetria cilindricas, surge la ecuacidn de Bessel dada por

iyt o oxu' x (x?-vi)y=zo (1)

Y - ponstante,

esta expresibn es una ecuacibn fiferencial linesl ordinaria de -
segundo orden, cuyos coeficientes son polinomios, L3 solucidn -
de este tipo de scuacibn es por medio de series (Boyce 1977, pag.

152).

La ecuacién de Bessel, presenta una singularidad regu-~
lar en el punto x=0; por lo que una solucibn es de Ia forma

©
TN
Y= L X (11)
zo
cuando X = 0, se tiene la ecuacibn de Bessel de orden cero la

cual se resuelue a continuacion

LETLINUE L AR AL e (II1)

Sacando la primera y segunda derivada con respecto a x,

en la ecuacidén II

Wz ‘E (cxv) O X Yt ‘2 (exna)(Tin) Xq

n=e \nso

TAN-L 1?’:‘(\-7.

sustituyéndolas en la ecuagifn II1T produce

w’c—%ﬂ’c‘?. #

[~ o o
T (sanay (o) Qa LT o > (om0 X T O X = 0

n=e n=o Gz




had “-2 -

fraciendo un cambio en el indice mudo n del tercer término y sime
mlificando se tiene

-c-’m o TxN
+ Z Q.2 X =0

0n=2

E; Y_Lv-\n V{taay & Lﬁ“\l&“

desarrollanda el primer término para n=0, n=1
z T (rna) (rany « trva] Q. ¥ Qn-2g x " Leten) x exif]a x™

az2

{_L\-\\rkw'koﬁ, x¥ =0 {1v)

Del tercer término se obtiene la ecuacibn indicxal, -
cuyas rafces son '

{<-\vxyv =0 Ty, =0

Como las rafces de la ecuacidn indicial son iguales, =-
las dos scluciones linealmente independientes ?1(x) Yy Yz(x) tig
nen la siguiente forma {8oyce 1377, pag. 191).

Y {x\2 \1\ [\J« q,,\m\ :L“} (V)

Yo\ = L’Sxkﬁ-\‘\.v\\l\"‘\x\ }‘_‘u e (un)

Para encontrar la primera solucibn se hard lo siguien-
te: Primero se sustituye ‘(1 = 0 en el segundo término de 1a -

expresidn IV y se iguale a cero, para que esto se cumpla 3153‘ 0

{*{(t:\-\\-\r (=x\yla,=0 = O=0

la relacidn <e recurrencia para obtener los coeficientes a{;)
se forme del primer término de la ecuacidn IV

A L5 K_ (Cran-iy (Ten) o kv%w\\] X0 gt\ =
Qg (0
Leray

oer lo gue

Q. b)Y = ~

paz2 (v12)



sustituyendo en esta expresibn r, = 0, y sabiendo
todes los valores de a pera n Impares sersm
valores pares de n2 2, se tiene
O, (o) = - Qo
22
o]
Q4 o\ z - Q2 (o) = Qo L0
4% 22 (2%)
62 25 (2%3Y”
: .
wm
~ -1}
a (o ‘ 2 Oolo)
m Zzw‘tmn\\
de agui que
0"

o
Lxy = Qoo
Q) = Y_%c

=)

* %>0

- a la funcibn encerrada en el paréntesls rectangular se le conoce
como Tuncibn de Bessel de primera clase y de orden cers, se deng

ta como Jo(x).

\%xﬁi\ = Qo Ao{

)

Ahora se encontrari la segunda solucibn.

st se tiene que la primera solucibn es

Anteriormen-

te se vid que las an (0) para valores impares de n, son cero, le

mismo OoCUrre para
VII s=2 tiene que

aé {0) cuando n es impar.

De la expresidn

s malys g

Q) = - Gem.g Azm. 4 )
Em (2wmatl®  (2m-4 iy (2miar)
- sz-—éﬁ-‘\ — -
(2eaye) (zm-z 358 lomety
l‘ *
Qamt®Y =

- ,
(e e d {am-2veV oo {2yt

(vIzII}
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el célculeo de a%m(r) se lleva a cabo m8s fécilmente si se ng
ta que

fony= (x- A~.\*‘ (- éa\g‘-‘- (%-dnt §
ez § e-d bt U We- 3 \x,-;,{“..- (x-A“\*ﬂ*

£ 5, - ant P L G ad® et (eed a4

para valores de x distintos a d

92 92s ... dg
A
§(1l_ § x o) X ee- £
gy %-dy x-d, x-3dn

por lo que la ecuacidn VIII se puede expresar cComo

1
Az (TY [ALL Y M LR 25%

haciendo r = 0

se obtiene

¥y
oliot = oM 0T L o mElz e
: 28 (ml1}
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ia solucidn Yz(x) se obtiene poniendoc en la expresisn VI, la sg
lucidn Y1(x) con e, =1 y sustituyende a;m {0) per me(U}

o m
. ‘-3;(1\:,30(1.\\.“!.-’;2 (-1 \Amfm;x::o

wal 23 (et

En lugar de la segunda solucibn, se acostutbra a tc-ar

unz combinacidn lineal de Jo{x) con Y, {x). Esta combinacibn es

Yo 3= £ T, a (8- La2) Jo )

siendo

¥z Hm Hm-lan = 0. 5192
n-» oo

donde Yo(x} se conoce camo funcién de Bessel de segunda clase ¥y

de orden cero.

La solucidén general a la ecuacidn de Bessel de ordes -

ceros es

\ﬁ: C\ Jo (3-\ + CZ YD ﬁl\
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FORMAS DE CALCULAR L3S FILTROS.

En resistividad, los procesos que se han desarrcllado

para obtener los filtros son:

Trensformada de Fourier,

minimos cuadrados,

Transformada 2Z,

Integracién numérica.

A continuacibn se describen cada uno de ellos,

a) CALCULDO DE LGS FILTROS POR MEDIO DE TRANSFORMADA CE FOU-
HIER.

La teoria de los filtrss lineales se basa en la inte--
gral de ccnvolucidn y en la transformada de Fourier, por 1s que
resulta conveniente calcular los coeficientes de los filtros por

este caminn.

Partiendz de las ecuaciones 4,3.5 vy 4.4,9

Tm: z Q&JRm-J Wz \,ZL,43,...

donde en l2 primerz expresidn, se considerz a R (curva de resis-
tividad acaorente) c=-2 la funcifn de entrada y & T {trens®ormada
de resistividades) z2=7m3 la funcidn de scalica, y de formz contra-
rio pore la seqgunda ecuocifin., Recordaondo tompién el teorena de
la tecriz e Fouricr gue nos dize, que si uno funciln gix; es el
producte ce 1o cenusluecidn de wmy funcibn kix) con unc fumsibn -
k(x), el espectrs ce frecuencizs de gi{x)}, serd el productoc de los



- Aq7 -

1
esoectros de frecuencias ds h{x) y kix),

Aplicando a las ecuaciones anteriores la transformada
de Fourier dada por (Bracewell 1365, pag. 7)

F{f\= rj(x) Gfmh'i' dx

0o 2w &= i
fla:| R @ A
se obtiene que *

-

T) = £ (6 RN
R{5\= FT N T

donde
T(f) - es la transformada de Fourier de la funcibn de -
transformacidn de resistividades.

R(f) - transformada de Fourier de la CRA.

FD(f) y FI{(f) - transformada de Fourier del filtro direc-
to e inverso respectivamente.

Despejando en las ecuaciones 2 y 3 a FD(f) y FI(f) --

FOUl= RIE)/ T

1N = TR/ R

queda

Con 1o anterior se ve que si conocemos las funciones =
de entrada y de salida se puede obtener la funcibn de trasferen-
cia o espectro de frecuencias del filtrs y aplicando la transfar
mada inversa de Fourler {dada en la ecuacibn 1b) se obtiene el -
filtro. Pero recordando de la seccidn 4.3.1, donde se vid que
tanto para la curva de resistividad aparente como para la trans-
formado de resistividades el espectro de amplitud no es cero pa=-
ra frecuencics mayores a unz frecuencia de corte, peroc si tien—-
den a cero., Por lo gue resulta necesario eliminar las frecuen-—-
ciac moyores a2 la frecuencia critica del filtro, aobtenido con -
osos funcicnes. El procedimiento a segulir es aplicar un filtro
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gasa bajas, lo cual en el dominio de las frecuenclas equivale a
myltiplicar el espectro de amplitud del fiitro por una funciin -
recténgulo con una amplitud igual al Intervalo de muestreo y una
longitud igual a dos veces la frecuencia critica. En el dominio
del espacic equivale a efectuar una convoluclbn entre el filtro
¥ una funcidn de la forma sen x/x, con un periodo de dos veces -
el intervalec de muestreos de filtro. Al resultado de esta opera-
cibn se le denomina respuesta del filtro a la funcidn sen x/x y
las muestras de este resultado forman los coeficientes del file-
tro, el cual tiene un centenido de frecuencias menor a la fre---
cuencia de Nyquist.

El filtro que se obtuvo en el proceso anterior, ests -
formado por la sobreposicidn de dos funciones: Una funeibn suavi
zada con una amplitud que tiende a cero para ambos lados del eje
de las abscisas; y una funcidn oscilante praducto del corte de =-
frecuencias efectuado, gue tiene un perfodo de dos veces el in--
tervalo de muestreo y presenta sus ceros sucesivos a una distan-
cia igual a3l intervalo de muestrec. L3 amplitud de la funcibn -
oscilante tiende mis lentamente a cero hacia ambos lados del eje
de abscisas, que la funcidn svavizada.

Lo anterior sugiere escoger los cneficientes del fil--
trg de tal forma gque las muestras pasen por los valores cero de
la funcibn ascilante, 1o gue ocasiona gue la longitud del filiro
se Teduzca y sea controleda Unicamente por el deczimiento de la
funcibn suavizada.

Koefoed (1372), da un procedimients para calcular el -
~ovimientc gue hay gue efectuar entre la funciZn de salida y la
funcidn de entrada para la obtencién de los filtras.

m=da numer;ca de Fouyricr puede eofectuarse -
tmz normal o por el algaritmo de transfor—a-
L primereo fue usodo por Ghosh {1871} v el

ga tépida de Fourier,
18793),

sfo
por mediz del lgor
ie
sequndo por Scara (
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La ventaja de este método es que se puede aplicar
lz2 obtencidn de filtras de resistividad pars el caso en gue

2N -

1a -

funcidn de sa2lida, no se pueda obtener de unz Forma explicita, -
Lz desventaja que tiene, es el gran =spacio de memoria que requie
re para almacenar las funciones guz entran en los célrulos y ade~
%3 n rasita un gran tiempo de procesado.
b) CALTULD DE LOS COCFICIENTIS 2 LI5S FILTHDS POR EL MEITID
SE FINIMTJS CUSORADOS.
~ar este método se obiione un filtre (fj, 3 031525 uney
r41)}, el cusl transforma una funcifn de entrada {bi, i 3,%,2, -~
seeymtt) 2n unz funcidn s 1 031,200 n4041}, Lz -

de salica (¢
. #

cual es la s parecids 2 una funcidn leseadr {d., 1 0,1,2,c00~
24n%1), es dacir que o) error cuadritico medis entre la fumcibn
= salids mhtenids y la funcidn deseads os minizc,
Lz funcidn de salida, estd dadz por lz convolucidén del
£iltro (fj} con la funcidn de entrada [%)
n
L= X fibig .
izo
"2 error cuacritico medic entre 1z s-13ids abionids 3 -
12 gelidc dcemzads se docnomina como
- W 2 \
IT=1 % (CG-d&:) \=m,
. ¢ e e 2125 2 AT
WA =~
parz ohtcnos 21 valcr »inino se derive zarciczlrente con respesto
z cada coeficlente f, y se iguala @ ccra
adwm Y oan
- 2" r =" 2
E h ") { 1‘ \0 3 - j ?“1‘ - Q
- b : P : A
iz ﬁ‘;-!;'ff““ﬁ“_ . "T’“;g % 3 Je--':\; i @,t, A tko.u
w
A1) Newm oo
’ r., = % § - :
-2 s . . s 4
. Ty £ Si-l Tilw 2 Opeb Sk
iz=o LZ0O ALZO
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haciendo

\33.‘3 \D;_-lz = Qj.n

WMy

H
3

Sivdi = gy

[+

i
donde ask es la funcifn de autocorrelacidn de la entrada y 9, es

la funcifn de croscorrelscidn entre la entrada y la salida desea

da. La funcibn de autocorrelacidn es una funcidn par, por lo -

que a; 4 T Ay

Poniendo las ecuaciones 7 y 8 en 1la 6§ se obtiens un -
sistemaz de n ecuaciznes con n incognitas Fj.

2\
Z 'gj&i'h - gh R=o0,1,2,...,n
i=o

desarroilando

a. fo ¥ o, Q\J"QZ%Z'{' et X Qata = Q.
Q\Qo Y+ Qa¥\'\‘ B*\QZ.* A &“-\Qﬂzg\

G.ngo * Qﬁ-\g\kﬁn.zi\}z-k Lo ¥ QAo ‘Fn - gq

Este sistema de ecusciones presenta simetrie con res--

[

Los cocficientes fj del filtro, cue se obtienen por =
una efecucidn del clgoritmo de levinson puede contener errores -
producidos por el redondeo de cifras, perc si se aplica un procg
so iterativo de refinamiento {Murokami y Uchida 1982) la exacti-
tud de los coeficicontes se puede incrementar.

El método tiecne lo ventaja de gue ocupa una menor can-
tidad cde espocic de memoria y un menor tiempo de cllculo, que el
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método de transformada de Fourier, Ademis proporcicznz mayor exace—
titud en los coeficlientes de los filtros y puede 2plicarse en 1a
obtencidn de cualquier tionc de filtro de resistividad,

’H

c) CALCULO DE LOS COSFICIENTES D€ LOS FILTETS POR MEDIOD

DE TRANSFIRMADA Z.

.

El muestree equidistante en una funcidn =z puede ropre-

sentar par medis de lz transformads I, dada por

Oo % A ZE § 0, T4 ¢+ = & A E" (3)

zrge a_ representa las muesirss, Una forma de irnterpretar im -

“

rznsformade I, es considerzndo gque los exponentes de 7 indizan
la posicidn de los puntos muestreados.

Otrs forams de interpretsr la transformads Z, es hacien-
do gue Z = exp{-?WfAyi}, en donde f es la frecuercio y Ay el -~
intervelo de ruestreo. Con 1a consideracidn anterisr la expre- -
sib6n {9) es igusl al especiro de frecuencias de 1= funcidn de 1=
cuzl se obtuviersn las muesirss, por 1o que de for-a similar 21
todo de iransformada de Foerier, podsmeos obtener lz transformae

LAY

™
ga Z el filtrs haciendo el gcociente de 1z transforneda 72 de la
funcidn de salidza entre la transformads Z de la f:a2iln de entra-
13

i1

xisti yne dificultad para zplicar este —~%tode y conzlis

te 2 enconirar une forme de efectuar la divisidn, en la cuzl el
esiduyo tirnd: » conawerger a un valor Tue se consivere de

ble. Koefoed {“772) ds una forma dz efoctuar dichs Jfvig

no es aplicable nara la obtencidn de todos los £

enplea parae conceguir filiros directss y fillikros onrc

'1 h=
[
4]
Ot
L]
‘—‘)_i
80}
y3
5]

gurva de ragistivida” aporente enner a la Schlurrirger.
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El procedimients es el siguiente: en el primer paso seg
gncuentra el término del nunerador que tenga el mayor valor abso
Zuto y se divide entre el if&rmino del Jdenominador de mayor valer,

1 cociente entre ese par 2o valores sz considerz como un térmi-~
m> de la divisiln entre los dos polincmios y se almacena aditiva
-znte en un lugar spropiads del arreglo; A continuacidn ese co-
ciente se multizlica por cadz uno de los termines del denomina——
d>r y se resta z su términc correspondiente en el numerador, coo
1o anterior el valor m8s grznde del nu-erador se reduce 8 ceroj;
Z1 residuo de 1z divisidn se sustituye =n el numer=zder gor el an
ierior y se repite la operzcién hasta Zue el velor del residuo -
ses menoTrT a2 yn grraor previznente establecido,

Cuondo se aplicz un movimisnts asdecuado catre la fun--

(=]

3n de entraeda y la funciin de salida, los cneficientes del fil
2

o 0
*

resulten ligerarmente Ziferentes a ios que se ~htienen con =

o

reastormadz de Fourier, e 21 caso de no hacer el novimiento =

Zgcuado entre 1z funcilén de entrada y sa2lide, leos coeficientes

a o

el filtro obtenidos por l3s dos métodcs resultsn diferentes, &s
t2 esc debido 2 gue 18 transformada I suprime las recilaciones &
1z

la funcidn sen x/x.

c entz, @3 gue odups

~encr espaclo de memorie y renor tiempo dz cflcule zue el métadc

de ~inimos guadradas, L2 oran desven®t:’a que porec, es gue solo
&

se anlics en lz obtencibn 7~ los filtros direckzs v de los fil- -

tros garz pasar de unn eonfiguracidn Urener o was Cchlumboerger,

d) CILCULEC 8BS LBS COTFICIENTES T2 FILTRIS &77 INTEGRACIOY

-

'“IW“’,"P’D b iad :‘
R B

b
::
€
L]

Ctro caning para <Hhtener los filtreg digitales limeclcec
s 5 =festuar o inbogrociln numirica.
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De la ecuacibn &.3. 4 se tiens
T ? (x) J (M dx
s

definiendo J., )= 3y {expu) y recordsndo el teurez b) sobre
z=3h. 3 Fads 20 1o seccion 4.3.1 que dice que unz funcidn se -
oSN ~aibpelr a2 partir de sus wmuestras, si cadas muestta se -
zustiiuy- ~ar el products de su valor =37 una funcién sen x/x =
» ceriodo de T8 x,

Z QO.(W\ Al‘v SQN\S{ TT(.X. W\A:L)}

wme
'

W X-wmbX r Qo= wi, &%

Ty = 'Z Qo\s(mﬁx}) a.mv\?»{%\ J[{mo-m\ﬁx-wj dw

1]
0]
o
4]
.4
|-
[¢]
[8)
b

[}
113
rad
i
=
c
H
ALY

[543

£l g llemz b ‘if{"fs -] .b.xl a le integr=1 anterior se tendrs

1 (ay = E Cous L 82\ W { ona-w ATy

Mo ~co

¢onde b .
\{\Y (vi.~my Ax S es el Filtre.
| 9=
2izt-z. y Lezkshmanan {1276 ~uestran cue sens (P u/Ax)
SThewriL oo unisres ce menos infianltoc y de mfs infinits, lo mis
e
3 e T, (_=m) Bx)e

" 2 Y % I i 4 L+ g, i .
zlon gasa oneT s r 499 eaefleciontes oz <104 A w  pazc

P i ) - 2 s . - »
gior y do 20 =% "t hx pore el superlor,

Zernavind y Corcarelli 71773 fombiln emcleon cske mé-
tcPo, y en lo czuceidn 4.3.2 en lugar zo sustitulir voricbles eon
lezaritmes natureles, los emplecn eon Logaritnos desinales.



empleando la ecuacidn 10, con otro argumento y haciendes Y=nl\x se
tendrd

T(nax) = La 10 i Qo.s(“\ D) } se0s | X- max) J\(\/\Om-m]&x) dx

2 -2 o

Definiendo como funcidn de Bessel filtrada a

J‘{ = 2.3026 j

@K

seas (t) Jl (\\/ \Q(n-m\&x\ A

-

la cual pricticamente se obtiene como

- s aon 2% ke (a-R) Asl
J‘g(‘ﬂ AD..\ = 2.3026 Ao kz‘ldx i\d’ &3 ’“ (- ‘Q_\ Now

donde Aa es el intervalo de muestreo de las dos funcicnes y -
lym, A2, fc, n, sz obtienen mediante pruebas,

{a ventaja de este método es gue requiere poco espacio
de memoria, pero posee la desventaja de que recuiere la existen-
cia de funciones explicitas parzs el cdlculo de los coeficientes
de los filtras y =demfis necesitz que lz integracidn numérica --

tenga convergencia,

Los filtros que se obtienen por cualquiera de los mé-
todss anteriores, deben de transformar una funcidn de entrada --
en una funcidn de salida y también deben transformar una constan
te en la misma constante, para ésto la suma de los coeficientes
debe de ser la unidad.

Para aprovechar toda la potencizlidad del filtrade 1li-
neal se deben elegir filtros que tengan una longitud relativamen
te peguefia, pero que proporcionen gran exactitud., EL1 intervaloe
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de muestreo y el desplazamiento que hay que efectuar entre la =
funcifn de entrada y la funcidn de salida, son dos parémetros -
que influyen en la exactitud de los coeficientes de los filtros.
Como se vib en las secciones 4,3.1 y 4,4,3, los coeficientes de
los filtros que se obtienen empleandoc el dominio de las frecuen-
cias, son el resultado de muestrear con un intervale de 1/2 fc.
la “unridn que resylta de aplicar un filtro pasa-bajas, al fil--
trJ «. 1ido mediante la transformada inversa de Fourier del co-
ciente de los espectros de frecuencias de las funcicnes de sali-
da y entrada, Ghosh (1971) menciona que si se efectda un movi--
miento apropiade en el muestreo, los coeficientes del filtro de-
caen de forma mas répida en ambas direcciones del eie de las ab-
scisas, ocasionando que el nimero de coeficientes sz reduzca. =~
Koefoed (1372), estudia la funcibn filtro y da una expresién para
calcular el movimiento que se debe de realizar entre la funcidn
de entrada y laz de salida, para ‘reducir las oscilacisnes del -
Filtro; més tarde Nyman y Landisman (1877), estudian los efectcs
del movimiento que se realiza y de la importancia de sscoger un
intervalo de muestreo bptima, La desventaja de los procesos gue
se realizan en el dominio de las frecuencias, es ia de no consi-
derar al inicio de los cadlculos un ndmero finite de puntos para
el filtro, lo que ocasiona que se pueda aumentar o Jdisminuir el
ndmero de coeficientes sin que ocurra un cambio significativo en

iz exactitud del filtro.

Un camino mediante el cual podemos tener vn nimero de-
terminado de puntos para los filtros al inicio de su cilculo, ncs
los da el métsda de minimos cuadrados.

Guptasarma (1882}, da un método numérico que utiliza -
n

i
el criterio del minimo error relstive, para encon
Sptimo del intervalo de nuestreo y del movimiento cue debe apli-
carse entre la entrade y la salida, pora un filtre Jdado con un -
ndmero finite de puntos. EL métsdo comsiste en formar unc super

cie con varisblesAX, Ao y E£', dinde 8X es el intervalo de -~
muestreo, Ao es el moviwmienta a reclizar entre entrada y salica

Erar el valor -

&H
v i
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y EY es la magnitud del mé&ximo error relativo producide por un -
filtro calculado por minimos cuadrados,

{valor tedrico - Valor calculado)

-
-

Yalor tebrice

E\

‘-——.—..
!

>

K

Ao

SUPERFICIE DE ERROR
FIGURA TII-1

La superficiz gue resulta es muy compleje”y el punto =
cue contiere el menor £E7 en la superficie, serd la soluciin parz
encontrar los valores de AX y Ao' En su trabzjo Guptasarmz da -
eienmplos de speraderes <@g filtrado calculados con un movimiento =
y un intervalo de muestreo Optimos, los cuzles dzn mejores resul-
tados que los coperaderes obtenidos en el dominioc de las frecuen-

cias.
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