
g ~ 
"'· e;-/ 

.... , ) , 1 
t::;'-. ~·J 

UNIUHSIDAD NACIOHL AUTONOMA DE MEXICO 

FACULTAD DE QUIMICA 

T E s 1 s 

"EFECTOS VISCOELASTICOS EN FLUJOS 

ROTACIONALES EN GEO~ETRIAS 
NO - SIMETRICAS" 

FERMIN PEREZ GUEVARA 

1NGE.N1 E RO QUI MICO 

1 9 8 5 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

I, IN'l'RODUCCION 
II. 

III. 

MATERIALES NO•NEWTONIANOS 
Generalidades 
Ecuaciones constitutivas 
Clases de fluidos 

Clasificaci6n 
Pseud'oplásticos 
Dilatantes 
ViscopUsticos 
.Tixotr6picos 
Reópl!cticos 

MATERIALES VISCOELASTICOS 
Generalidades 
Fen6menos en flujo 
Comparación de comportamientos 
Consecuencias de la elasticidad en 
los l.!quidos 

Modelos diferenciales 
Modelo de Maxwell 
Comportamiento del fluido de Maxwell 
Modelo de Voigt 
Comportamiento del s6lido de Voigt 
Extensi6n de los modelos 
Modelo de Maxwell generalizado 
Modelo de Voigt generalizado 

Funciones materiales 
Funciones de Relajaci6n y Memoria 
Espectro de Relajaci6n 

. Interrelaciones entre las funciones 
materiales 

Restricciones de la linearidad 
Efecto de los esfuerzos normales 
Funciones materiales para esfuerzos 

normales 

•.. 1 

••• 4 

••• 5 

••• 6 

... s 
••• 9 

.. 10 

.. 15 

.. 15 

.. 17 

.. 19 

.. 20 

.. 21 

•• 22 

.. 22 

.. 25 

.. 28 

.. 31 

.. 34 

•• 39 

•• 41. 

•• 44 

.. 44 

.. 46 

.. 47 

.. 60 

.. 62 

.. 65 

.. 66 

.. 68 

.. 72 



IV. PARTE EXPERIMENTAL •• 75 
Definiciones fundamentales •• 76 
Técnicas de visualización •• 78 
Descripci~n del sistema experimental •• 83 

V. ANALISIS DE RESULTADOS •• 95 
Tipos de flujos observados 

(Fotografías obtenidas 
VI. CONCLUSIONES 
VII. BIBLIOGRAFIA 
Ap~ndices: 

.100 

.125 

.128 

A. Aspectos elementales sobre algebra tensorial .131 
B. Glosario de términos .137 
c. Notación .139 

' " 



C A P I T U L O I 

IN T Ro D u·c e I o N 



2 

La determinaci6n de patrones de flujo de pol!meros fundi.dos en 
geometr.tas donde oc_urren flujos no-viscométricos, como es el caso 

del flujo de un pol!mero en un extrusor, en boquillas, en el proce­
so de moldeo por soplado, etc. ha constituído en tiempos recientes 
uno de los problemas más importantes a modelar, ya que, en adición 
a la importancia in1ustrial inherente, el que el.material fluya en 

una geometr.ta no-simétrica ó que presente discontinuidades en la sg 
perficie que lo acota (no es una superficie regular), v.gr. flujo 
alrededor de esquinas, en un pozo de presión, etc. dá lugar a la 

presencia de flujo.s secundarios (tamblen ocurre esto para materia­
les newtonianos) cuyas caracter!sticas están determinadas,en gene­

ral, no solo por las propiedades viscosas del material sino también 

por sus contribuciones elásticas. Esto implica a su vez que en la 
integración de la ecuaci6n de movimiento se haga uso de una ecua­
ción constitutiva que contemple ambas contribuciones del material. 

La amplia gama del comportamiento no-newtoniano ha dado lugar 

a la formulaci6n de una gran variedad de modelos, algunos meramente 
emp!ricos, otros formulados por lo menos de acuerdo al· principio de 
indiferencia material y otros desde el pu~to de vista estad!stico, 
los que en conjunción con las ecuaciones de continuidad y movimien-

to,,,daber!an t·epresentar el patr6n de flujo con exactitud. En los 
cap!tulos II y III se discuten algunos de éstos, los que son de a­

ceptaci6n m!s general; Sin embargo su uso en la práctica se ha vis­
to restringido en su validez a flujos unidireccionales y simétricos 

habiendo &allado en su aplicaci6n a flujos más complejos. 
La técnica ·general de soluci6n de este tipo de problemas con­

lleva dos aspectos. Uno donde se determine el patr6n de· flujo de m~ 
nera experimental mediante una visualizaci6n del mismo y el otro la 

resoluci6n de las ecuaciones de cambio, la que dada la complejidad 
del problema puede ser anal.ttica o numérica, restanao·solamente la 
cornparaci6n de los resultados experimentales y te6ricos. 

En este trabajo se aborda sólo el primer aspecto en la solución 
del problema que se discute a continuaci6n y en donde como una pri­
mera aproximación al análisis del flujo de un pol!mero fundido e~ 
una geometr!a no-simétrica y con discontinuidades en la superficie 

que lo acota se usaron dos soluciones de distintas concentraciones 
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poliacrilamida (Separan .AP-30). 

La visualización se efectud en un recipiente semicircular que 
conten!a el material, donde el flujo fue generado por un cili~ 
dro que rota a distintos valores de rapidez angular, colocado 
a la mitad del di4metro de dicho recipiente. 

Se tomaron fotograf!as del patr6n de flujo de estos materiales 
y se compararon con los patrones de flujo producidos en flu!dos 
n~w'i:onianot1 uo= al·i:.a y uaj a vi1:1cot>idad. 

El patr6n de flujo general consistid en dos region~s perfecta­
mente distinguibles. Una primaria situada en la .vecindad del c! 
lindro rotatorio y otra alejada de este y que constituye el 
flujo secundario. 

Para las distintas relaciones de di!metro de cilindro a di!m! 
tro de recipiente analizadas, se observ6 que los patrones de 
flujo secundario no dependen fundamentalmente de la contribucidn 
el~stica del material sino esencialmente de la contribucidn vi! 
cosa, tanto para los fluidos viscoel!sticos como para el newtoni! 
no de alta viscosijad. 

Mientras que para los materiales de baja viscosidad el patrOn de 
flujo secundario resultd inestable. 

Este comportamiento contrata con aquel que ocurre para materia­
les viscoel!sticos y newtonianos en otras geomatr~as, en donde 
tainbi~n aparecen flujos secundarios. 



CAPITULO II. 

MATERIALES NO. NEWTO~IANOS. 



Generalidades. 
Al aplicar una fuerza o una carga a cualquier 

material - sea líquido, s6lido, gas ·u otro estado intermediow este 
sufre una deformaci6n. Se pueden considerar 2 tipos de deformaci6n 
al deformaci6n espontáneamente reversible, llamáda elasticidad, ·y 

b) deformaci6n irreversible llamada flujo. 
Una ecuaci6n constitutiva describe el comportamiento de_l material, 
lo que se logra expresando el tensor de esfuerzos como una función 
del movimiento relativo de partículas materiales, esto es, del 
tensor de deformaci6n (sólidos) o del tensor de rapidez de defor­
maci6n (fluidos). 
Para que esta descripción sea adecuada, la ecuac±on debe satisfa­
cer dos principios básicos (ref. 11) : 

- Principio de determinismo. 81.comportamiento de un elemen­
to del material depende solamente de su historia previa, y 
no del estado de sus alrededores. 

- Principio de Indiferencia material. El comportamiento de 
un elemento dado, .no depende del movimiento del material 
como un todo en el espacio, es decir, para considerar el 
comportamiento de un elemento basta C?nsiderar un pequeño 
entorno, ignorando el movimiento del material como un todo. 

Adem~s, la descripción dada por la ecuación· constitutiva debe 
ser invariante a cambios del marco de referencia, de aquí la 
necesidaU del uso de tensores. 
Se acostumbra definir al tensor de esfuerzo total como: 

T = - p ó t S 2.1 
= = 

en donde el primer termino constituye una parte isotrdpica de­
finida como un campo escalar, en donde se incluye la presión, y 
el segundo una parte deviatorica donde se consideran los dem!s 
esfuerzos existentes. 
El escalar p se asocia, para fluidos compresibles con la pre­
si~n termodin~ica. Para fluidos incompresibles la pr;fotica com~n 
consiste en definirlo como una variable din~ica adicional,deter­
minable experimentalmente , denotada como la presidn media: 
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P = - -t- tr T 2.2 

El tensor § , el tensor de esfuerzos adicionales, resulta de eli­
minar todo esfuerzo isotr6pico, y se define formalmente como: 

g=~ + pg 

este tensor tiene gran importancia ya que con él se define la 
ecuac:i:On reoldgica de estado o ecuaci6n constitutiva, ta que, c~ 
mo se mencionó define la manera corno un material responde a la 
accidn de un esfuerzo. 

. ,·. 

Se puede demostrar (ref. 8,11) que la respuesta del material es 
función de las propiedades locales del material y del tensor de 
rapidez de deformaci6n Q , el que, en coordenadas cartesianas 
se define como1 

2 avx av ~ av avz 
~+ ~+ ax íly ax ílz :ax 

D = 'V u(s) = J.:i ~ avx 2 ~ ílv avz 
_:J.+ - 2.3 .. ax + ay- ay az ay 

ílv avx avz av. 2 avz 
~+ rz- --+ :_:¡_ az-ax íly az 

Ecuacion~s constitutivas. 
La ecuaci6n constitutiva mas simple, es la correspondiente al 
Modelo Newtoniano, la que es adecuada para fluidos estructural­
mente simples, donde la disipación de energía por efectos vis­
cosos se debe a la colisi6n de especies moleculares relativame!l 
te pequeñas, como es el caso de todos los gases, l!quidos y de 
soluciones de bajo peso molecular. 
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Esta posee la forma general: 

u 
-= 

2.4 

el coeficiente de viscosidad, µ es funci6n estrictame~ 
te de la presi6n, la temperatura y la composici6n. Para un 
fluido incompresible, es decir, cualquier l!quido a temperat~ 
ra constante, el segundo termino desaparece, ya que V·~ )=O; 

por lo que lu ecuaci6n 24) se reduce a: 

2.s 

A los l!quidos no-newtonianos puramente viscosos se les asocia 
una ecuaci6n constitutiva lineal en ~ por analog!a con el mo­
delo newtoniano, pero conteniendo un coeficiente de viscosidad 
variable, llamado viscosidad aparente, como: 

2.6 

se ha encontrado experimentalmente, que n , en flujos de corte 
simple, es una funci6n de una combinación de varios componen­
tes de 2• además de depender de las variables termodinámicas. 
Esta funcionalidad se expresa (ref.3,8,9,10,11) en términos de 
los invariantes del tensor ~· llamados as! porque no cambian 
bajo transformación de coordenadas. Estos invariantes son: 

ID = tr !J 2.7 

IID = tr 02 2.a 
"' 

IIID = det. D 2.9 
= 

Ahora bien, siendo TJ un escalar, deberá, en consecuencia, ser 
una función escalar de las componentes de g. Para esto se defi 
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ne la rapidez de corte y, como1 

1 .,,.,12 tr g ' Q 2.10 

Bajo una argumentacidn similar, se define el escalar esfuerzo 
cortante como: 

•••• 2 .11 

Pa~a definir la viscosidad aparente como: 

r¡ ( y ) T =,-
•••• 2 ,12 

Esta ecuacidn no solo es una definicidn, sino que' expresa la 
manera como ha de calcularse r¡. y y t se determinan experime~ 
talmente.en viscosimetl:os .lref.1,9,10) y la gr4fica de t Vs· y 
se denota como" curva de flujo". 

Clases de Fluidos. 

Para los fluidos newtonianos, l:a curva de flujo es una l!nea 
recta, que pasa por el origen y cuya pendiente es la viscosi­
dad 11 . 

. Para los fluidos no-newtonianos, la curva de flujo no es lineal; 
y la viscosidad no es constante a una temperatura y presidn da­
das, sino que depende de otros factores como pueden ser: 

- que la rapidez de corte en un punto del fluido dependa 
del esfuerzo cortante en ese punto. 

- que la relacidn entre el esfuerzo cortante y la rapidez 
de corte dependa de ia historia de deformacior.es PteVias 
a las que se ha sometido el fluido (dependencia del 
tiempo). 

- que se tengan presentes caracter!sticas correspondientes 
tanto a l!quidos como a sdlidos, y exhibicidn de recupe­
racidn el4stica parcial despues de la deformacidn (mate­
riales viscoelásticos) • 
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Los fluidos no-newtonianos, cuyas propiedades son independientes 
del tiempo son 9eneralrnente descritos por ecuaciones simples, de 
la forma 

y= f (·rl 2 .13 

de manera que la rapidez de corte en cualquier punto depende so­
lo del esfuerzo en ese p:into, y 

rJ ......!... 
y 

2 .14 

pudiendo expresarse la funcionalidad de n corno: 

r¡ = n ('Y 2 .15. 

6 

11 ::: ... ~ ,(,. T ) 
2 .16 

-' . 
Clasificacidn. Segdn el comportamiento de la viscosidad aparen­
te (ecuaciores 2.15 y 2.1_5) El<! tienen los siguientes grupos: 

- Pseudoplásticos. Aquellos en que la viscosidad dismi­
nuye al aumentar la rapidez de corte. 

- Dilatante. Aquellos en que,· por el· contrario, la vis­

cosidad aumenta al aumentar la rapidez de corte 
- Viscoplásticos. Fluidos en los que se requiere de un 

esfuerzo finito to para iniciar el. flujo. 

El comportamiento se representa en las Fig,2.1 y 2.2 

t viscop14stico 

Fig.2.1 
· Curvas de flujo 

---1'-t-+----. ewtoni ano 
ilatante · 

._ ___ .._....__~---
Fig 2.2 

curvas n-r 

t 

scopl!st1co 
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Pseudoolásticos. El comportamiento pseudopUstico es t!pico de 
su·spensiones de pol!meros, y se puede explicar segt1n 2 teor!al 
(ref.9)1 Las moléculas de esta clase de fluidos están arregla­
das en una distribucidn compleja cuando se encuentran en repo­
so; bajo la influencia de un esfuerzo cortante se .produce un 
reacomodo y las part!culas tienden a orientarse en la direcci6n 
del deslizamiento.Esta orientación es proporcional a la rela -
ci6n de deslizamiento y se opone a los efectos del movimiento 
browniano,·cuya influencia está determinada por la temperatura. 
As! la viscosidad aparente va disminuyendo al incrementarse la 
rapidez de deformación, hasta un punto tal donde no.es posible 

· un mayor alineamiento con las l!neas de corriente y la curva de 
flujo se vuelve lineal; por otra parte, este alineamiento debe 
ser muy rápido (instant4neo) 6 al menos indetectable por las té.!:. 
nicas viscosirnétricas ordinarias, . por lo que se considera inde­
pendiente del tiempo. 

En las dispersiones existen moléculas o particulas solvatadas. 
'Al aumentar al deslizamiento éste separa las capas solvatadas r! 
sultando una menor interacci6n entre.las part!culas, y consecue~ 
temente, una reducci6n de la viscosidad aparente. La linealidad 
de la curva de flujo a valores altos de la rapidez de corte pue­
de corresponder a la completa destrucci6n de las capas solvatadas 
y a que la interacci6n entre las moléculas o partículas es cons­
tante. 
Entre estos fluidos contamos los hules, adhesivos soluciones de 
pol!meros o pol!meros fundidos, grasas, suspensiones de almidón, 
acetato de celulosa, etc. 

Pa.ra evaluar n (ec.2.14) es conveniente tener una representaci6n 
· anal!tica, ~unque sea aproximada de. ".( Y ) · ó. e; ( t ) , la que se 
obtiene de la curva de flujo de los datos obtenidos de viscosim!; 

tr!a. 
El comportamiento reol6gico de un fluido pseudo-pl5stico t!pico 
tiene la forma mostrada en la Figura 2.3. 



log n B .... 
' 

11 

log t 

Fig.2.3 curva t!pica de n-t para fluidos pseudopl~sticos 

Es posible usar varias expresiones dependiendo del rango de y 6 t 

investigando,ya sea de n !rl 6 ~(t) 

El modelo más simple y rnlis usado es el de oswald-de Walle 6 "ley 
de la pótencia", que propone (ref. 8,9) 

6 
n =k (Y ln-1 

n = k l/n 
2 -(1-nl/2n 

t l 

para que 

1=! k 1 Y ¡n-l ¡9 

•• 2 .17 

.. .2 .lB 

•• 2.19 

Si n=l y k= u, el modelo se reduce a la ley de Newton, de aqu! 
que n se define como una medida de desviaci6n del comportamie~ 
to newtoniano, y es llamado !ndice de comportamiento de flujo,y 
en el caso pseudopl4stico ~e 'tienen< l. 

NOTA: Las referencias se marcan con* 
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Claramente, el modelo de la potencia no ajusta toda la curva mo! 
trada en la fig.2.3.En la particular ajusta solo uno de las lineas 

punteadas. 
Las l !neas marcadas ~ y Q dan n=l en ambos casos, y k=!')

0 
para A 

y k = nm para f J para la línea ~ n <1 y corresponde la regi6n pr~ 
pía para la ley de la potencia. En la práctica tref:8), el rango 
en que el modelo ~justa seria de 1 a 4 drdenes de magnitud, lo que 
significa que en muchos casos, el modelo dar4 una excelente repre­
sentacidn de los ~atos, aunque falla tanto a valores bajos y muy 
altos, ya sea de ry a •· 

si los esfuerzos encontrados en.la pr4ctica son muy pequeños, se 
puede usar el modelo de Ellis ( réf.8): 

.•• ¡20 

que consta de 3 par4metros positivos ajustables (n
0

, m, n).Si 
n<l el modelo tiende a la Ley de Newton para valores pequeños de 
t, se ha encontrado este modelo muy adecuado para soluciones pal! 
mdricas hasta esfuerzos bastante grandes. 

Si los esfuerzos encontrados en la pr4ctica son m4s bien grandes, 
se ·puede usar el modelo de Sisko (-S): 

l/n 2 ·(1-n)/2n 
n =~('ti =n,.+ 111 (t l ... 221 

. 2 
que predicen+ n,. si t .... ,.; pero a bajos esfuerzos n ... " con 
t 2 + o, Siseo encontrc:5 que este model<;> da una excelente repre­
sentacidn para el comportamiento de varias grasas no-newtonianas. 

A manera de mantener la simplicidad de la le~· de la potencia y 

superar la objeci~n de que el tiempo caracter!stico no está in­
cl u!do entre los par41l\etros, Se puede US'!-r el modelo de potencia 
truncado de Spriggs (*10). 

n ~ 110 t ~ 10 

• n-1 
n • "l!o tf ) Y ~ Yo 

o .. 2.22 
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deme n
0 

es la viscosidad a rapidez de corte ce:i:p ,( l/y
0

) es un 
tiempo caracter!stico y n el !ndice de la ley de potencia (adi­

mensional). 

El modelo da una as!ntota horizontal para y pequeños y la adnt2 

ta de la ley da potencia para· 'Y. grandes. 

El modelo de Carreau mantiene las propiedades dtiles de la ley de 
potencia tI'unca:la pero no tiene discontinuidade~· en su primera de­

rivada, mediante 4 par~etros: 

n- no n-1 -- "' r l + p. y) 2¡ T 2:.23 no-n .. 
donde J.. .• es una constante de tiempo, y n el indice de la ley po-

tencia. 

El modelo de Reiñer-Philippoff (*8) 

n ~ n + <"º - n .. ¡ 
., l +·TfG 

y el de estabilidad estructural de Reiner: 

2..24 

l l l l . ,2 
.,.,. = - - (- - ) 1 n n"' n., ño eL-? 

2.25 

est4n basados en ciertas suposiciones acerca del comportamiento 
nonewtoniano. Aunque predicen correctamente la forma' •s• de la . 
curva n' vs Y usualmente no son cuantitativamente correctas. 

logn 

logno ley potencia 

1ogno ley de potencia 
logno truncada 

log no 
Ellis 

logn,,, -- Meter ,Cross 
Wil11ams 

logn.., Refner·Philippof ------ logy 
.Fig.24.Caracterist!cas de ·los modelos para fluidos no-newtoni!_ 

nos. 
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Basado en la teor!a cin~tica de lo~ l!quidos,Eyring propone el 
modelo (*11) 

1 • 
t = A are senh ( - ¡ Y 

2.26 

que predice el 
comportamiento pseudoplástico para valores finitos de t y 

tiende asint6ticamente a la ley de Newton si t ~o, en cuyo 
caso µ = ~ 

B 

Por medio de modelos moleculares (f!sico-qu!micos) Ree, Ree y 

Eyring proponen (*8): 

N 

k=Ns+l 2.27 

en donde 
N5 y (N-N81 representan el nt1mero de "unidades newtonianas y 

no newtonianas respectivamente¡ Xx la fraccidn de ~rea de fl~ 
jo ocupada por el K~simo tipo de unidad de flujo y 1\ Y ~ sori 
constantes determinadas emp!ricamente. 

Otros modelos propuestos son ·(*9) 

Kreiger Dougherty 
'e 

= ------

2. 28 

t + t c 

Casson: 2. 29 

a~ 
• 2 

( l+ 'J. 2) n = no l+ a' y 

2. JO Oldroyd: 

Harris: • 2 

·n = no [1"" a2[l- exp(- :i.; ·Y ) ) ] 
. 2. 31 

n .. no [1- a2 exp[-(}.v y 
2. 32 

) 2 J] 



Estos modelos resultan ser mucho mfis complicados, y no parecen 
presentar ventajas adicionales lo que explica su poco uso.Debe 
tenerse en cuenta además, que estas expresiones son emp!ricas, 
y por tanto, no se puede asegurar que los parámetros sean los 
mism:is si se determinan en distintos dispositivo~ geométricos,y 
que es sumame·nte aventurado usar estos modelos fuera del rango 
en que se han evaluado las constantes del fluido. 

Dilatantes. En los fluidos dilatantes se presenta una "dilata::. 
ción" volumétrica bajo deformaci6n, lo que resulta en un aumento 
de la viscosidad aparente a medida que aumenta la rapidez de 
corte. Aunque el termino dilatante se usa para todos los flui­
dos que exhiben un incremento en la viscosidad con el increme~ 
to en la rapidez del corte; este comportamiento fue original­
mente encontrado por Reynolds en suspensiones con alta concen­
traci6n de s6lidos y quien sugiri6, que cuando estas suspensio-
nes estan en reposo, las part!culas estan orientacasen tal forma 
que las espacios vacios son mínimos, y el líquido de .la suspensi6n 
es suficiente para llevarlos. 

Cuando el material es puesto en movimiento a bajas velocidades el 
l!qu1do lubrica el mov, de las partículas y el esfuerzo es pequ~ 
ño. Al aumentar la rapidez de corte hay un aumento de espacios 
vacios, con la consiguiente dilataci6n volumétrica. En estas co~ 
diciones la lubricaci6n es inadecuada y la superficie de las par­
tículas adyacentes llega a estar en contacto directo causando un 
aumento de la viscosidad aparente. 

Algunas suspensiones acuosas de dióxido de titanio, soluciones de 
bórax y goma ar!bica, almidón, silicato de Potasio o goma arábic~ 

en agua, lodo,arena mojada y polvo de tierra en l!quido de baja 
viscosidad presentan este comportamiento. 

El modelo de Ostwald-de Waele se aplica en este caso, con n ) 1 (' 

ya que n < l corresponde al comportamiento pseudo p14stico) • 

Viscoplasticos. El modelo ae pl!stico.de Bingham consiste en uná 
n con·stante arriba del valor del esfuerzo cr!tico •o, el cu~l d!!, 

be ser excedido para que se inicie el flujo • . 
-Y • 0 T:¡ To· .. 

't - To • íl·Y T > To 
2.33 
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lo que corresponde a una curva de flujo del tipo de la fig.2.5. 

To 

. 
y 

~ste comportamiento se explica considerando que este plástico de 
Bingham, en reposo contiene una estructura tridimensional con 
rigidez suficiente para vesistir cualquier esfuerzo menor que <o 

Cuando este valor es superado la estructura se desintegra por 
completo y el flujo es el correspondiente a un fluido newto­
niano bajo el efecto de un esfuerzo cortante 1-10, Los lodos, . 
pinturas de aceite, p11atas de dientes, etc. muestran este tipo 
de comportamiento. 
El modelo generalizado de Bingham. ~34 

, - 'º = k lrln-1 r 
· incluye además, las características correspondientes al modelo 
de Ostwald-de Waele. 

Fluidos no newtonianos dependientes del tiempo. 
Para muchos fluidos reales, no es posible aplicar una ecuaci6n 
reol6gica simple como 

y =f ( ' ) 

. 
2.13) 

ya 

que la relación entre rapidez de cor.te ( Y ) y esfuerzo cortan, 
te ( 1) varia con el tiempo, es decir, el valor de la viscosidad 
aparente no solo depende de la rapidez de. corte, sino adem5s del 
tiempo durante el· cual se ha sometido a esfu_erzo el material.U! 
blemos entonce·"' de fluidos tixotr6picos y reopéctico&. 
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Tixotr6picos. Los fluidos tixotr6picos. son aquellos que, al ser 
sometidos a un esfuerzo cortante, presentan cambios en su estru.!:_ 
tura interna; como pueden ser flogulaci6n o deflogulaci6n de una 
fase dispersa en un sistema multifásico, o po~ ruptura de melée~ 
las de cadena larga, 9 por otros factores, como puede ser una 
reacci6n qu!mica. 
La tixotrop!a frecuentemente es confundida con el comportamiento 
pseudopl~stico, ya que amL~s se refierl!l'l.a una disminuci6n en la 
viscosidad aparente. Sin embargo, ls tixotrop!a es m4s un efecto 

. . 
de¡:endiente del tiempo que de la rapidez de corte y se refiere a 
un decremento de la viscosidad aparente no instant~eo, si la 
rapidez de corte es constante. Este decrecimiento, tiene sin 
embargo un valor de viscosidad limit~nte al que tiende el mate­
rial. 
El re.sultado es una serie de· curvas de histéresis .de T vs y cua!l 
do Y se somete a repetid?s rec:iclajes. La altura de las curvas 
se incrementa aplicando el esfuerzo a intervalos mayores de tiempo 
antes de hacer la trayectoria de regreso. 

T 

. 
--~~~~~~~~ ....... y 

Fig.2.6 Comportamiento tixotrópico 

l::l criterio de .reversibilidad· (es decir que la 'estructura se r!!_ ·. 
cupera al reposo) es condici6n necesaria para la existencia del 
c.:omportamiento tixot~pioo. En el caso de una cUsminuaci6n irre­
versible ele la viscosidad se habla de de9radaci6n al corte.Si: 
la estructura no se recobra completamente al cesar el esfuerzo, 
es posible que algdn factor adeln&s del tiempo, influya en su· 
comportamiento lej •. la deformaci6~ total <acumulada). 
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Muy pocas investigaciones, tedricas o experimentales se han desa­
rrollado sobre fluidos tixotrdpicos 'y no es f4cil obtener result! 
~os experiméntales consistentes para este tipo de fluidos. 
El caso más simple es el de tixotrop!a sim~trica, en el cual la -
estructura del fluido al cesar el esfuerzo se rehace con la misma 
rapidez que la del proceso de ruptura, siendo simétrica en este -
sentido. 

• T 

Fig. 2. 7. 

Tixotrop!a· Sim~trica 

Estos fluidos se distinguen de los llamados viscoel4sticos, que -
ser~n tratados en el siguiente cap!tulo, en que un fluido tixotr~ 
pico (simétrico) tiene, en esencia, memoria perfecta y por tanto. 
recobra todas sus propiedades con el reposo • 

. Bajo el principio de que debe existir un cambio isotr6pico en las 
propiedades materiales debido al movimiento cortante, se ha auge·· 
rido una forma similar a la ecuaci6n del esfuerzo en viscoel4sti­
cos para el cambio de la viscosidad con el tiempo (*3): 

TI (t ) '" llo -

donde: 

t J X tt - t'> o 'l' 

d f( ·Y-J 
d t' dt' 

t!Xp [ - (tii')] dII 

2.34 
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II es el t;i.empo de relajaci6n tixotrdpico y R(II) es la fun­
cidn de distribuci6n de los ti~mpos de relajacidn. no es la 
viscosidad inicial (sin pertubar) y f( y2 ) una funcicSn sim~­
trica de la rapidez de corte. 

Reop~cticos. El tipo de comportamiento opuesto a la tixotrop!a 
es el de los fluidos reopécticos, en los que la estructura se 
forma bajo el efecto del. movimiento al corte estacionario, 'pre­
sentándose un incremento en la viscosidad con el tiempo, si.la 
rapidez de corte es constante. Las curvas de hist~resis tambien 
pueden observarse al someter a ciclos la rapidez de corte, pero 
en este caso tienen la direcci6n opuesta al del comportamiento 
tixotr6pico (fig. 2.6 ) • 
Existe por lo general un valor cr!tico del esfuerzo, arriba del 
c~al la e~tructura no solo no se .forma,sino que .sufre ruptura • 

. Las soluciones diluidas de pent6xido.de Vanadio y bentonita, 
suspenciones de oleato de .unoniorpastas, exhiben este tipo de 
comportamiento, y es frecuente asociarlo con un sistema metaes­
table que tiende a una gel bajo el efecto del flujo cortante. 



• 
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CAPITULO III 
FLUIDOS VISCOELASTICOS. 

Gereralidades. 

Como indica el nombre, un material viscoelástico es aquel que 
. ' ' 

posee simultáneamente propiedades elásticas y viscosas en di-
ferentes y variables grados. 
Estos van desde s6lidos viscosos, como lo es el hule, mucho. 

más elástico que viscoso, hasta líquidos elásticos,como los 
polímeros fundidos y las soluciones poliméricas, que son más 
viscosos que elásticos. Los fluidos compresibles pueden ser 
viscosos al corte, y elásticos en deformaciones volum~tricas, 
pero el término viscoelástico· está reservado para .los materi~ 
les que exhiben ambas propiedades, elásticas y viscosas, en 
cualquier deformaci6n, al corte y/o volum~trica. 
Estos materiales, entonces, constituyen una categoría interme­
dia entre s6lidos y l~quida~.vaie la pena, por tanto, estable­
cer la diferencia entre éstos, la cual puede ser que: "un fluido 
es capaz de sostener una deformación continua a una rapidez fi­
nita cuando es sujeto a un esfuerzo constante no-isotrópico, 
mientras que un s61ido no". C ref .10) . 

El sólido.~ respuesta a un esfuerzo anisotrópico alcanza un 
estado deformado de equilibrio, mientras que no hay tal estado 
de equilibrio para el líquido. 

Por su comportamiento al esfuerzo los materiales se pueden cla­

sificar dentro de un esquema como el mostrado en la fig.3.1 
(ref.13). 

fluido ideal fluido viscos 

(Pascal) (Newton) 

fluido viscoelástic sólido elástico 
viscoso 

(Maxwell) . (Kelvin) 

Plástico CBingham)1------1Sólido elástico 

Fig.3.1 Clasificaci6n general 

CH obke) 

Sólido rígido 
(Euclides) 
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Fenómenos en flujo 
Como se menciono en el capítulo anterior, en los materiales 
pura.mente viscosos, los esfuerzos internos son funci6n sola­
mente de la rapidez de corte instantánea;· así ta.mbi~n, en los 
materiales pura.mente elástica; los esfuerzos desarDollados son 
función unicamente de la deformaci6n instantánea. . . 
Para los materiales viscoelásticos los esfuerzos internos no 
son solo función de la deformaci?n.instant~nea (corte, rapidez 
de corte, etc .. ), sino que depeOOen tambieñ de la historia de sus 
deformaciones. Por esta razón,estos materiales son frecuenteme~ 
te llamados materiales con memoria, dado que las def~rmaciones 
previas influyen en el estado de esfuerzos presente. 

Para los materiales reales, la historia del pasado reciente es 
más importante que la historia distante, as~ que pueden descri­
birse éon una función de memoria desvaneciente. 

Como se ver~, la influencia del tiempo sobre· la relación entre 
esfuerzo y deformación puede ·ser _descrita ya sea por una ecua­
ción diferencial que involucre derivadas del esfuerzo y/o de 
la deformación con respecto al tiempo, o por una ecuación inte 
gral con el tiempo como variable. 

No es pues, sorprendente que las diferencias en el comportamie~ 
to mecánico de los materiales viscosos, elásticos y viscoelásti 
ces sea más evidente en situaciones no estacionarias o dependi~ 
tes del tiempo. Para fluidos, esto incluye flujos no estaciona~ 

rios en el sentid º· Lagrangiano o Euleriano. 

Comparación de comportamientos. 
Uno de los métodos de comparar las propiedades de un material es 
estableciendo la curva de respuesta de dicho material a algún 
esfuerzo o deformación espec~ficos. En principio cualquier fun­
ci6n temporal del esfuerzo o de la deformaci6n ser~a suficiente, 
pero, corno en el caso de la teor!a de control autom~tico, son las 

entradas escalonada y sinusoidal las más fáciles de manejar ma­
temáticamente, y las.preferidas. 
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Al comparar las características de respuesta de materiales 
idealmente viscosos (Newtonianos), idealmente elásticos 
CHookeanos) y materiales típicamente· viscoelásticos, obser­
vamos (fig,3.2): 

A: Experimentos en transiente. Respuesta a distintas funcio­
nes esca16n: 
1-Experimentc de deslizamiento y recuperaci6n. 

Un esfuerzo constante es aplicado al tiempo co y removí 
do al tiempo t 

-el fluido newtoniano responde con una rapidez de corte 
constante entre to y t 1 , con una deformaci6n constante 
(desplazamiento) después de t 1 Cno hay recuperaci6n) 

-el sólido de Hooke responde con una deformación constante · 
entre to yºt

1
, con una recuperación completa e instantánea 

en ti 
-el fluido viscoelástico responde con una deformación no 
lineal, que se aproxima a una rapidez de corte constante. 

2-Relajaci?n a un esfuerzo: una deformaci~n instantánea (de~ 
plazamiento)se mantiene constante en la prueba para sóli­
dos, mientras que en la de líquidos se mantiene.una rapidez 
de corte constante hasta el tiempo t 1. Para el primer caso: 

- el fluido newtoniano responde instantáneamente con un esfueE 
zo infinito, que corresponde a una rapidez de corte instan­
t~nea infinita (ya que se requiere un ~sfuerzo infinito para 

. producir una rapidez de corte infinita, en fluido newtoniano1 
- el sólido de Hooke responde instantáneamente con un esfuerzo 

constante. 
el fl~ido viscoelástico responde con un esfuerzo instantáneo, 
infinito y se rela.ja a una rapidez finita. La relajación es 
total. 

B: E"Xpérimentos dinámicos - respuesta a una frecuencia. 

3 .• Oscilatorio: una deformación sinusoidal es aplicada al 
mate:i:iial: 

- en el fluido newtoniano se desarrolla un esfuerzo oscilato 



Cond1c1ones 
Impuestas 

Respuesta 
del fluido 
newtonlano 

Respuesta 
del. s61ldo 
Hookeano 

Respuesta 
de materiales 
lineales 
vhcoeUst1cos 

l.Oesl 1zamiento 
y Recuperacion 

II.Relajac16n de esfuerzo . 
11 I .Respuesta 

Oscilatoria 

tp_, [r=-,U, ~-
º 1 o 1 LL. L h. ~~·: .. ~i® 
tt t t t t t t 

~ t ~ h: ~~~·~·~· 
tat1 ¡to t.t1 ~ ido ~olido defasado de 

"' ' Y·· por. 
'... . < 90º 

ido· flui .... 
t t t 

to t1 to t 1 

Fig. 3.2 Respuesta comparativa de materiales viscosoe,eUeticos 
y viscoel&sticos. 
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rio, desfasado de la deformaci6n 90° (el esfuerzo est~ en fa­
se con la r~pidez de corte). 

-en el s61ido de Hool<e el esfuerz·o oscilatorio está en fase 
con la deformaci6n • 

. -en el fluido viscoelástlco el esfuerzo se desfasa de la 
deformación menos de 90°, dando componentes del esfuerzo 
"en fase" y "fuera de fase". 

Es importante mencionar que los efectos descritos anteriormente­
son consecuencia solo de las propiedades reológicas de los mate­
riales, y se han despreciado los efectos inerciales. Por ejemplo; 
una deformaci~n (desplazamiento) instantanea requerirá una fuerza 
infinita para cualquier ·cuerpo de masa finita, dado que correspo.!! 
de a una acelaración infinita.· Sin embdrgo, si la masa del sis~ 
tema o sus acelaraciones son lo suficientemente pequeñas para --

. que 1 as fuerzas ·inerciales sean mucho menores que las fuerzas -
elásticas y viscosas, la respuesta será muy parecida a la descri 
ta en la fig. 3.2 

Consecuencias de la elasticidad en Jos líquidos 

Algunas consecuencias adicionales de la elasticidad en líquidos 
se pueden encontrar en varias situaciones de flujo, que contrastan 
con el comportamiento de los líquidos puramente viscosos. 

En la fig. 3.3 se dibuja urla linea dentro del fluido aI inyectar 
carbón en supensión (a) y se inicia el flujo al aplicar un grad!6!l 

te de presi6n (b). 

P1 P1 P1 !2 
a) .. o J ... -o ) ... 
b) -o 11 } -o !I ) arranque 

e) .~ ~ ; e')~ poro 
d) d') 

P1 P1 
pl 

P1 recuperaci"n 

Fig. 3.3 
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Al remover el gradiente de Presión, (e) , ·ºel: l!quido inel4stico. · 
se detiene inmediatamente (d) (si las fuer:i:as inerciales son P! 

queñas). Pero en el caso de un l!quido el4stico, el l!quido se 
detiene (e') pero retrocede a una posicidn corriente arriba de 
la posici6n que ocupaba al tiempo de remover el gradiente de 
presi<Sn (d') • 

La fiq.3.4 muestra a un flu!do contenido entre las superficies 
de. un cono y un plato. Atando una pesa de manera que al caer 
aplique un torque al conv superior, y retirando esta pesa 
tiempo t¡ despu~s, se obtiene un torque que es una funcidn cu! 
ddtica pulsante como se observa en la qdfica de la fiq.3.4. 
Para un l!quido ine14sti.co,. el torque en el cono se estabilizad 
gradualmente, pero si el flu!do es el~stico, se observar4n una o 
m4s oscilaciones. 

< 

Fiq.3.4 
ta fig. 3.5 ilustra el efecto de reducci6n del arrastre observ! 
do en flujo turbulento cuando un pequeño porcentaje (algÍlnas 
partes por mill6n) de ciertos pol!meros solubles en agua de alto 
peso molecular se qisuelven en agua. El resultado puede ser un~ 
d.t!stica reducci6n en las pfSrdidas por fricci~n (ca~da de presi~n) 
a una rapidez de flujo dada, an reqimen turbulento a albas tasas 
de flujo. 
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Q 

ficj. 3.5 

.La fig. 3.6 representa al patr6n, de fiujo en los alrededores -
de una contr.:rx:i.cSn :;dbita, al fluir desde un.tubo de diametro -
mayor a otro significativamente ~ás pequeño. El·l~quido inelá! 
tico fluye en linea recta directamente· hacia ~a entrada del t~ 
bo pequeño, aproximándose desde todas direcciones.·El fluido~ 
viscoelástico, sin embargo, fluye hacia la entr.ada del tubo p~ 
queño s6lo a partir de una pequeña regicSn c6nica·alrededor de 
la línea del centro. Una porción significativa d~l fluido es -
atrapada en grandes regiones de recirculacicSn y·no entra. al t~ 
bo pequeño. 

.~ ~- ~\~J:ie1 
(.\ 1 \ •,)' 

"'· ' 
, \ 

1 

·viscoso eU.stico ,· ' 

fig 3.6 

El 11ltimo efecto fig. 3.7, puede ser observado al transferir• 
sol~ciones diluidas de pol!rneros con un sif~n. Si ~l sifonear 
un liquido p•lramente viscoso la punta del sif~n se e;i.eva sobre 
el nivel del l~quido el flujo, por supuesto, se detiene. sin -
~mbargo, en el caso de una soluci6n de ·un pol¿mero .,i&si:.tcc. la 
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punta del sifón puede ser elevada (hasta .. a m.is de una pulgada) sobre 
a superficie sin que se interrumpa el flujo . 

• 
no háyt.11 
flujo LJ 

viscoso 

fig. 3. 7 

' 
-- - J_ 
eUstico 

Por otra parte los fluidos yiscoelásticos exhiben otros comportamie~ 
tos de flujo no usuales en estado estacionario, como consecuencia d~ 
la presencia de esfuerzos normales extra, los que se desarrollan en 
direcciones normales a la de flujo y que se analizaran p~steriorme~ 
te. 

Modelos diferenciales 

· Dadas las características de los fluidos viscoelásticos encontramos 
que no es posible caracterizarlos con un ecuaci6n simple como: 

y : f(T) 

La dif~rencia esencial será, en q~e para estos materiales se requi~ 
re hacer uso de. derivadas de T y Y con respecto al tiempo en.general 
por tanto: 
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Ecu.aci& general que sujeta a las cmliciones de fronteras a:m:ect:as dad la 

respuesta del material a los esfuerzos o deformaciones impuestos. 
Sin embargo, para los fluidos reales las ecuaciones son muy dif! 
ciles de resolver, adn suponiendo que los valores de los par.!me­
tros relevantes pueden ser derivados a partir de la experimenta­
ci6n. En este sentido se tiene que una gran cantidad de informa­
ción cualitativa puede ser obtenida del estudio de modelos mec4-
nicos idealizados o analog!as, las que son diseñadas para explicar 
aproximadamente la dependencia temporal de un fluido real. Por 
otra parte, desde el punto de vista fenomenol6gico la postulaci6n 
de un modelo tiene relevancia siempre y cuando los par.!metros del 
modelo a ajustar tengan un sentido f!sico. 

La aproximaci6n cl4sica a la descripci6n de la respueta de materi! 
les que exhiben propiedades viscosas y el4sticas combinadas esta 
basada en una analog!a con la respuesta de ciertos elementos mee!, 
nicos. 
Esto involucra la :onstrucci6n de modelos viscoel&sticos por com­
binaci6n de elementos mecánicos que representan propiedades pura­
mente viscosas y puramente el!sticas: Estos modelos son, por supue.!!_ 
to, ideales, y son dtiles para representar el comportamiento de ma­
teriales reales solo en la extensi6n en que la respuesta observada 
por el material real puede ser aproximada a la del modelo. 
Los modelos analógicos construidos a partir de elementos viscosos 
Henales (Newtonianos) ·y elásticos lineales (Hookeanos) represen­
tan el comportamiento viscoel4stico lineal. Dado que los materiales 
reales generalmente exhiben comportamiento no lineal a grandes de­
formaciones, estos· modelos son apropiados solo para desplazamientos 
de pequeña amplitud, y por lo tanto no son adecuados para predecir 
las deformaciones continuas, o comportamiento de flujo de los mate­
riales reales. 
Un material lineal es aquel que obedece el Principio de Superposi­
ci6n, por ej: si y1 (t) es la deformaci6n al tiempo t cuando el 
material esta sujeto al esfuerzo Ti y y2 (t) es la deformaci6n 
al mismo tiempo t si est~ sujeto al esfuerzo T2 entonces, si 
~ste es lineal la deformaci6n al tiempo t , cuando est~ suje-
to al esfuerzo T l + 1 2 sed y ;(t) + yi(t). 
Los elementos mecánicos convencionalmente usados para representar 
el comportamiento lineal eUstico y visooso son el resorte y ei aimti~ 



dor (fig, 3 .8). 

K,G 

~-F,T 
. ~ x, y 
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F=Kx 

T = G y. 

Fig 3.8 Elementos mec~nicos 

La fuerza aplicada a un resorte lineal es directamente proporcional 
a su deformaci6n, y la constante del resorte es la constante de pr~ 
porcionalidad. Si la fuerza se asume an~loga al esfuerzo cortante -
y la deformaci6n del resorte análoga a la deformaci~n al corte, el 
resorte resulta ser análogo a un material elástic0 al corte de Hooke 
con la constante del resorte representando el modulo de deslizamie~· 
to (al corte) G. En forma similar la fuerza que actua sobre un amo_!: 
tiguador lineal es proporcional a su rápidez de extensi6n estable­
ciendose la analogía con el esfuerzo cortantey larápidez de corte -
para un fluido newtoniano sujeto a un corte simple, respectivamente. 
El factor de proporcionalidad representa en este caso la viscosidad 
newtoniana. Se supone que el amortiguador es infinito y no está re~ 
tringido en exteniñón para que sea posible el desplazamiento conti­
nuo, es decir el flujo. 

El comportamiento lineal viscoelástico, es entonces representado por 
varias combinaciones de resortes y amortiguadores y éstos sirven pa-



ra formular las ecuaciones reol6gicas de estos materiales •. 

Modelo de Maxwell. 
Uno de los modelos m~s simples puede construirse con un resorte y un 

·amortiguador en serie y es conocido como Modelo de ~axwell; el que 
corresponde a un fluido, dado que la aplicaci~n de un esfuerzo cons­
tante ocasiona una deformaci6n continua debido a la extensión no res 
tringida del amortiguador. 

La tensi?n total (despla;;amiento del modelo) es la suma de la ten~. 
si6n elástica del resorte, Yr, y la tensi6n fluida del amoctiguador 
'á; 

· ~ = 1r ·+ 1a 

G 
µ 

"[ 

fig. 3.9 Modelo de Maxwell 
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donde: 

Yr = 
t 

T 

. 
Ya : _!_ 

µ 

diferenciando y~ con respecto al tiempo: 

y . :y + y : .LG + t 
r a µ 

o 

donde: 

. 3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

>- = 1h- 3.8 

El parametro A1 representa una constante de tiempo y su significado 

f~sico se establece considerando que si el movimiento cesa en un ins·.;. 

tante dado, el esfuerzo decae exponencialmente y alcanza un valor de 

r./e ~fl ,µn tiemp t = A (lo que se demostrará posteriormente} .• 

Se puede observar que si G +.OO (A+ 0) el resorte se vuelve una co­

necci6n ríiida y el modelo se reduce a un fluido de Newton. As! tam­

bi~n si ¡¡ + oo CA + oo) el amortiguador se vuelve .rígido y el modelo 

corresponde a un sólido Hookeano. 

Multiplicando l~.ecuaci6n3~7por el factor integrante 
l.!. dt 

e >. , rea-

rreglando e 

a t = -ºº 
integrando (con la condicional adicional de i finita 

se obtiene la forma generalizada, frecuentemente usa-

da en la mecanica de fluidos no newtonianos. 
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t 

' = - f { T- exp[- (t-~') J 
. 
y dt' 3.9 

- 00 

o en la forma equivalente: 

i: = f t { .Jh. exp [ - (t-t•) 1 } y dt' -"' ¡._ -¡._- 3.10 

La funci6n incluida dentro de las llaves en la ecuaci6n 3.9 es 
llamada m6dulo o funci6n de relajaci6n ~(t) y se define como el 
esfu~rzo por unidad de deformaci6n inicial, expresada como una 
funci6n del tiempo t cuando el material ha sido sujeto a una 
deformaci6n inicial instantánea Yo al tiempo cero. 

~{t) .. ...!.ID. 
Yo 

3.11 

JL t-t' ,. ¡._ exp(--¡._-] 3.12 

De esta forma el Modelo de Maxw~ll dice que el esfuerzo en el 
tiempo actual t depende la rapidez de corte al tiempo t y de 
la rapidez de corte de todos los tiempos anteriores t', con un 
factor de peso (la función de relajaci6n) que decae exponencial­
mente al tomar tiempos anteriores. As! el modelo de Maxwell uti­
liza la noción de memoria desvaneciente: el fluido recuerda muy 
bien lo experimentado en tiempos muy recientes, pero solo tiene 
un lejano recuerdo de los eventos en el pasado distante. 

La ecuación 3 .10 se obti~ne integrando por partes la ecuación 3. 9 
y usando: 

t' 
y(t,t') = J y (t") dt" 

t 
3.13 
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debe notarse que el estado de referencia para ~ es el que corre~ 
ponde a t = t'; es decir, la deformación es medida con referencia 
a la configuración al tiempo presente t. Esta ecuación muestra 
tar.ibién el. concepto de memoria desvanecirraento y la cantidad con­
tenida entre llaves en la ecuación3.l0 es llamada función memoria. 

Comportamiento del Fluido de Maxwell 
- Relajación de esfuerzo: A fin de conocer el comportamiento del 

fluido d~ Maxwell en una prueba de relajación del esfuerzo en 
corte simple analizaremos su respuesta al imponer sdbitamente 
una tensión y

0 
al tiempo cero y mantenerla constante~ Si la ex-

tensión inicial fuese infinitamente rápida el amortiguador perina­
necer!a r!gido, dado que una rapidez de corte infinita requerir!a 
un esfuerzo infito para extenderlo. Por lo tanto, solo el resor­
te se extender! inicialmente. Si esta extensión se mantiene cons­
ta.nte, la fuerza de contracción del resorte hara reaccionar el 
amortiguador causando que la extensión del resorte disminuya. 

La función de imposición de la tensión se puede representar como: 

y ( t ) = y
0 

U
0 

(t) 

donde u
0 

(t) es la función escalón definida como: 

ºº (t) = { 

y 

Yo 

Fig, 3.10 

o si t ~o 

1 si t >0 

y(t) = Yo Uo(t) 

3.14 

Tensi6n aplicada en la prueba de relajación de esfuerzo 
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El esfuerzo resultante como funci6n·del tiempo se obtiene resol­
viendo las ecuaciones 7 y 13, lo que es posible utilizando la 
transformada de Laplace, entonces: 

1(S) [ l +AS] - At (O) =µ[S y(S) - )'(0)] 3.15 

Considerando corno valor inicial, a t=O, como el correspondiente al 
estado de referencia de material no deformado •(t+ O): 

t (0) m y (O) = O 

.Y considerando la transformada de la tensi6n: 

resolvemos para t 

y(s) = ~ s 

- . ~. G 'Yq 
1 (s)- lHs "' l+ l/'I.. 

Aplicando la transformada inversa: 

3.16 

3.17 

3.18 

De manera que la respuesta inicial del esfuerzo ( t;'G y
0 

si.t+ o•¡ 
es puramente el&stica y decae_ expQnencialmente'con el tiempo, 
alcanzado 'U 37% (l/e) de su valor inicial en un tiempo igual 
a >.. 

Si el material fuera puramente viscoso, G=O y ). = O, el esfuerzo 
se relaja infinitamente rápido. En realidad los efectos j,rm-ciables 
impiden la aplicaci6n de desplazamientos verdaderamente instantá­
neos. Si el material fuera puramente el&stico, µ = O y ). = « el 

·esfuerzo no se relaja. 
Las respuestas conparadas se muestran en la fig. 3.11· 
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y Fluido newtoniano 

YoG -· _..._....._ ____ S61ido de Hooke 

.37 YaG Fluido de Maxwell 

;>. 
Fig.3.11 

Respuesta a la prueba de relajaci6n 

El efecto de la rapidez finita al imponer la deformaci6n se mues­
tra en la Fig,3.12 

ili(t 

defonnación instantánea 
Yo (t) 

¡defomac i ón a 

1 
rapidez finita 

t 

Fig.3,12 
Efecto de la rapidez finita en la imposicidn de la 
deformaci6n. 

EPte efecto frecuentemente puede generar soluciones espureas. 

Todos los materiales reales exhiben propiedades viscosas y el4! 
ticas en diferentes grados. La naturaleza viacosa o elástica i;! 
lativa de un material espec~fico esta déterminada por la mag-
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nitud de la constante de tiempo caracter!stica del material 
equivalente al tiempo de relajaci6n ) relativa al tiempo de ob• 
servacidn. 
Por ejemplo: la formaci6n de granito tiene un tiempo caracter!! 
.tico de algunos años. As! que si es sujeto a una prueba de rel! 
jaci6n de esfuerzo por algunas horas o d!as,·o incluso semanas 
aparentara ser un s6lido el!stico. Sin embargo, si fuera obser­
vado por varias decadas, el esfuerzo probablemente se relajar!a 
completamente, y parecer!a tratarse de un fluido. As! tambi~n 
una prueba de relajacidn de agua en la cual el tiempo de obser­
vaci6n fuera medido con una precisidn, digamos de O.l seg nos 
indicar!a un fluido puramente viscoso. Pero si las observacio­
nes fueran limitadas a io-12 seg , la prueba probablemente 
indicar!a un comportamiento s6lido. Obviamente, los efectos 
inerciales deber!an ser considerados en esta prueba. 

La razdn del tiempo caracter!stico de relajación de un material 
al tiempo de observacidn caracter!stico ha sido llamada Ndmero 
de Deborah: 

De=_>._· -
te 

3.20 

En la escala f!sica, t
8 

representa la escala de tiempo en la 
que ocurren cambios significativos, y puede ser desde el tiem­
po de residencia en una tuber!a o tanque hasta el tiempo (es­
tad!stico l de las fluctuaciones turbulentas. As! De<<l repr~ 
.santa un comportamiento predominantemente viscoso (fluido) , 
De>>l . un comportamiento predominantemente el!stico (s6lido) y 

De•l un comportamiento viscoel4stico. 

- Deslizamien~o: La prueba de deslizamiento tambidn nos permite 
distinguir entre un comportamiento relativamente viscoso o e­
l!stico. En este caso se aplica instantaneamente un esfuerzo 
constante de magnitud ~o , y se mantiene indefinidamente, 
observa.ndose la deformaci6n resultante como funci6n del tiempo. 
Se observa tambidn 
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respuesta de la deformacidn al retirar el esfuerzo despues de un 
tiempo finit.o, lo que constituye la prueba de recuperaci6n. 

Las condiciones impuestas .corresponden a: 

T 

t = to Go(t) 

to tl 

Fiq.3.13 
Esfuerzo aplicado a la prueba de deslizamiento 

t (t) =t
0 

[U (ti - U 3.21 

en donde la funci5n Go (t) representa un pulso rectangular de mag_ 
nitud unitaria que inicia a t =O y termina a t=t 1 

Aplicando la transformada de Laplace, y resolviendo con condiciones 
de referencia en el estado no deformado, se obtiene para la ec.3.21 

T' 1 s > = -t2- < 1 - exp e -t , s 1 > 
3.22 

Resolviendo para la ecuaci6n 15 obtenemos para y 

Y = ....!.9.. l+Jts ] [ 1 _ e -t ,s ] 
S ]JS 

3.23 

.._.ü !._ ~ ! 1 [ 1 - e -t,s ] 
]J s s 

3.24 

que al aplicar transformada inversa nos lleva a: 

. y(t) • ~ { t + '--[ (t-t,)+>.] U(t-t 1 ) } 3.25 
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en que la funci6n escalón es cero si t< t 1 • Para t > t, ll!,s va­
riables de tiempo se concelan y la deforrnaci~n al corte es cons~· 
tante y de un valor de To t 1 I µ 

La respuesta completa se da en la fiq.3.14 

y 

to. /G0 
...._..,....,,,_~ ...... ~~ ..... ~..,. 

Fig.3.14 
Deslizamiento y recuperacidn en la prueba de deslizamiento 
para un fluido de Maxwell 

Se ouserva que la respuesta inicial es el4stica, sequida de una 
respuesta del fluido puramente viscosa. Cuando el esfuerzo es r~ 
tirado, la respuesta es nuevamente el4stica, mostrando una recu­
peraci6n al corte o efecto de memoria. Este tipo de comportamien, 
to se representa cualitativamente para fluidos el!sticos1 sin em 
bargo, ning~nfluido real se ha encontrado, que corresponda cual! 
tativamente al Modelo de Maxwell. 

Modelo de Voigt. Un resorte y un amortiguador en paralelo repre-· 
sentan el modelo más simple posible para un sdlido viscoel4stico 
el cual es llamado cuerpo de Voigt. Dado que una respuastá de d! 
formacidn continua a esfuerzo constante es imposibie, debido al 
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resorte, el modelo representa un s6lido viscoel4stico. 

G 

T 

µ 

Fig.3.15 Analogía mec4nica del Modelo 
de Voigt 

En este caso, el esfuerzo totai es la suma de esfuerzos el4st! 
co (s6lido) y viscoso (fluido). 

. 
T = Tr + 'a = Gy + µ y 3.26 

-L. >.' 
. 

G 
y + y 3.27 

donde: 

A' ;:..J!.... 
G 

3.28 

representa el ti~mpo de retardaci6n, as! que si el esfuerzo es 
removido, la tensi6n decae exponencialmente, con una constante 
temporal de ).' (es decir, la tensi6n decae al 37% (l/e) de su 

valor.inicial en un tiempo A1 
) • 

. . 
El. modelo se reduce al del l!quido newtoniano si G • O 6 
}.''+ m y al s6lido'de Hooke si µ=O 6 ).• =O 
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Co!llportamiento del s61ido de Voigt. 

-Deslizamiento reptante y recuperaci~n. En este caso, al aplicar 

la transformada de Laplace a la ec. 3.27 se obtiene: 

l(S) = G >.' [s y(s) - y(O) J + G :;-(s) 3.29 

y el estado no de~·ormado - de referencia - corr·~sponde a 
y (0) = o • 
Resolviendo con la ecuaci6n 3.22 

y(s) = ~ 1 [ 
). 'G S(S+ 1/.\ 1 ) 

- e-t,s 1 3. 30 

Que al aplicar la transformada inversa nos lleva a: 

y(t)= -2.2.. ((1 - e-tlA'¡ - (1 - e-(t-t,)/A' ) CJ(t-t,) 
G 

Como se ilustra en la fig. 3.16 

,,,,' '-- ---- - --~~--
º·" 'º'' /-zC\_ 

t=O >.' t 1 
.. t 

Fig 3.16 Deslizamiento y recuperaci6n 

de un s6lido de Voigt 

3.31 

Si el esfuerzo no es removido a t=t, sino que se mantiene 
constante, la respuesta se simplifica, y: 

r (t) = -t2- ( 1- e -t/A' · ) 3 .32 
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Es E!\"jdente que: la deformaci6n inicialmente se incrementa exponen­
cialm~nte, aproximandose finalmente al valor asint6tico de tQ/G 
Si el material fuera un s6lido de Hooke ( µ=O) se desplazaría 
instant4neamente a esta cantidad. 
La viscosidad, por tanto 1retarda la rapidez en la que se alcC!!! 
za el estado de equilibrio. 
La cantidad ). • representa al tiempo caracte:l'!stico del mate­
rial, y el tiempo requerido para que la deformación aumente a un 

63% de su valor final de equilibrio, razón por la que es llamada 
tiempo de retardación del sólido viscoel4stico. 
Al igual que en el Modelo de Maxwell, en el modelo de Voigt se 

define la función de deslizamiento como: 

<P ( t) = .r.ill.. 
To 

3.33 

Se observa que si De <<l, te>> ).' la ecuaci6n 32 se reduce 
a:. 

3.34 

y el comportamiento corresponde al de un sólido puramente el&s 
tico. 
Derivando la ecuación 32 con respecto al tiempo se obtiene: 

• _!J. -t/). 1 

Y = µ e 3. 35 

y si De » l , t « ). • se tiene: 

y 3.36 

y el material parece· un fluido puramente vi~coso 

- Relajación de esfuerzo: en este caso la ecuacidn transformada 
es: 

y por tanto: 

donde ¡¡ ~t) 

t(s) = G Yo [ l + ).. ' s 

't(t)• Yo(G+µO(t)) 

es la funci6n delta de Dirac:· 

o(t) • {~·si t •o 
O si t'"' O 

3.37 

. 3,38 
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La eliminacidn de rl y r¿ en estas ecuaciones nos da la ecua 
ci6n que relaciona r y Y . Esto es más f~c~sando la tran~ 
formada de Laplace, dado que las ecuaciones son lineales. El 
resultado es: 

l¡l2 T +( l¡+~z) i + T = 
= A¡A 2 (G¡+G2)Y +( \¡G¡+ lzG) i 3,42 

Se observa que en flujo cortante estacionario, todos los térm! 
nos se anulan, excepto los que involucran r y ·i. As! que es 
evidente que el material se comporta como fluido newtoniano en 
estado estacionario, con una viscosisdad de: 

3.43 

Considerando la extensi6n de un conjunto de N elementos en P! 

ralelo; para cada elemento el esfuerzo es relacionado con la 
deformaci6n por la ecuaci6n: 

'• ., 
3.44 

El esfuerzo total será la suma de los esfuerzos individuales: 

T .. 3.45 

Considerando una prueba de relajaci6n de esfuerzo, en donde 
sujetamos el conjunto de N elementos a una deformaci6l\ Yo que 
se mantiene constante, el esfuerzo estará dado por: 

r(t) 
N -t 

y
0 

E Gn exp(-1-n=l n 
3.46 



Los resultados anteriores se pueden resumir en una tabla: 

prueba: !Fluido de Maxwell +S6lido de Voigt. 

Relajaci6n ---r:;-elajaci6n completa relajaci6n instantánea 

de esfuerz~on rapidez exponenci~ncompleta 

Deslizamiento Deformaci6n elástica 1 aproximaci6n a equili-

inicial instantánea brio constante de la 
seguida de flujo esta- deformaci6n con rapidez 

1 cionario J exponencial 

recuperaci6-;;T;ecuperaci6n --i--:.ecuperaci6n total con 

(a desliza- instantánea incomple rapidez exponencial 
miento) -

Nllmero de 
Oeborah 

J~ª 
~luido 

s6lido 

>. o· ,\' De= -t- · --
e te 

vi•co•o •i De.~Olido 
el~sÜco si De »l fluido 

eUstico si De« 1 
viscoso si O&;>> 1 

Extensi6n de los modelos. Los modelos de Maxwell y Voi9t. 

Los modelos simples de Maxwell y Voigt no son suficientemente 

generales para describir adecuadamente el comportamiento de ma­
teriales reales, as! que, a fin de extender estos modelos a si! 

temas realistas, capaces de describir fluidos reales, es .conve-. 
niente considerar un conjunto de elementos de Voigt conectados 
en serie o un grupo de cuerpos de Maxweli en paralelo. 

tDctelo de Max<nell Generalizado. 

Hay un gran ntlmero de modelos que pueden ser formulados uniendo 
varios amortiguadores y resortes de diferentes maneras, tal que 
simule una respues·ta y pueda ser usado para aproximar el compo!. 

tamiento de un material. viscoel~sti.co especifico. Uno de los 
más Otiles para fluidos viscoeUsticos es el modelo qeneraliz! 
do de Maxwell que, en esencia, . supone que en lugar de un solo 
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tiempo de relajaci~n el fluido tiene una respuesta caracter!sti 
ca en toda una gama 6 distribución de tiempos de relajaci6n. 

Este modelo puede usarse para ajustar datos de muchos f1uidos 

reales si se tiene disponible la distribución de tiempos de 

relajación. 

El modelo f!sico es simplemente un arreglo en paralelo de varios 
elementos de Maxwell, cada uno con diferente tiempo de relajaci6n. 
Esto implica también una distribuci.dn de viscosidades y/o módulos 

de elasticidad. 

·--- .. -­.· 

T 

Fig.3.17 

Analog!a mecánica del Modelo de Maxwell Generalizado. 
Consideremos inicialmente solo 2 elementos en paralelo, las 
ecuaciones para estos serán: 

Tl + :\ 1 r1 Vt y 3.39 

Tz + >-2 t2 = llz y 3.40 

con 
'-1 = -1:!..L '-2 = ~ G1 

E:l esfuerzo total es la suma de los esfuerzos: 

T T¡ + 
3.41 

Tz 
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Cuando N ... .. las constantes {Gn y¡.. n) se reemplazan por la 
funci6n de distribuci6n G (A) que está dada por el valor del 
rn6dulo el~stico asociado con el tiempo de relajaci6n y la 
ecuaci6n 3.46 se convierte en: 

(" 
• (t) =y o l 

o 
G(A ) exp( -t/Á ! dA 3.47 

De manera que usando la definición de funci6n de relajaci6n 
.¡. (t) {ecuaci6n 3.11) 

tji(t) = !J.ll= f"' G(;\,) e-t/A d>. 
Yo o 3.48 

Que resulta ser una manera adecuada de caracterizar un mate­
rial como explicaremos al analizar las funciones de relajación 
y memoria. 

Modelo de VOigt Generalizado. 

De igual forma podemos considerar N elementos de Voigt en se-· 
rie. Para cada elemento: 

3.49 

Gn 

Fig.3,18 
Analog!a Mecánica del Modelo de Voigt Generalizado 
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Considerando una prueba de deslizamiento, aplicando repentin! 
mente un es fuerzo t o a t= O y man teniendolo constante, pa­
ra cada elemento tendremos: 

TO y i (t) = ¡;:- ( 1 - exp ( - t/>.i ) ) 
l. 

3.50 

La deformaci6n total será la suma de las deformaciones indi­
viduales de todos los elementos, asi que: 

y(t) TO 

N 
l: 

i=l 
l/Gi ( 1 - exp(- t/>. 1 ) ) 3.51 

El termino l/Gi se acostumbra escribir como Ji' extensi6n no 
recuperable, de tal forma que: 

N 
y(t) = T

0 
f~i J1 ( 1-exp(- t/>. 1 ) 3.52 

De nuevo considerando que N .,. .. , reemplazamos los elementos 

Ji y >.i por una funci6n de distribucicSn J ( >. ) , que considera 
la extensi6n no recuperable elástica asociada a cada tiempo de 

retardaci6n >. , llamada distribuci6n de tiempos de retardaci6n, 
obtenemos: 

y(t) = TO J"' J( >.) ( 1- esp(-t/>.) ) d>. 
o 

3 .53 

Definimos entonces la funci6n de deslizamiento~(t) como la de­
formaci6n por unidad de esfuerzo (ec.3.JJ) 

9 (t) = '( (t) = 
TO 

J(>.) ( 1- exp(-t/>.)) d>. 3.54 

Que analizaremos a continuacicSn. 
Funciones materiales. Los modelos especificados anteriormente 
(basados en analogías mec&nicas) parecen describir adecuadame!! 
te las caracter!sticas generales de los materiales viscoelást! 
cos lineales. Sin embargo, cano ya anotamos anteriormente, los 
modelos simples (ele Maxwell }' Voigt) no representan adecuadáme!! 
te, el comportamiento observado para materiales reales bajo de-
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formaciónes finitas, adem~s de que normalmente es imposible, at, 
la práctica, postular el modelo apropiado a un material d~scon~ 
cido a priori. 
Es mucho mas satisfactorio el describir un material dado por 
alguna funci6n de respuesta definida en términos de cantidades 
medibles experimentalmente bajo ciertas condiciones impuestas, 
independientemente del modelo propuesto; de tal suerte que es~ 
tas funciones materiales sean evaluables experimentalmente, y 

sus resultados puedan ser modelados para determinar el modelo 
o la funci6n que mejor ajuste a los datos. 

Esto es lo que' hizo para proponer los modelos no-newtonianos 
del cap!tulo anterior y obtener la funci6n material "viscosi­
dad aparente", para la que se obtiene un "modelo" que ajuste 
a los datos obtenidos. 
En el caso de los materiales viscoelásticos, hemos visto que 
una de sus caracter!sticas m~s significativas es la dependen­
cia temporal para responder a ciertas condiciones impuestas; 
as! que, la inclusi6n del tiempo como una variable ·independien 
te es indispensable para definir adecuadamente las· propiedades 
viscoel~sticas. De hecho, las funciones materiales que caract~ 
rizan el comportamiento viscoelástico lineal son funciones solo 
"d~l tiempo. 
Estas funci\lnes . materiales pueden ser definidas con respecto a 
una condición de prueba especifica. Estas pruebas, como lo son 
la de relajacidn de esfuerzo, de deslizamiento y recuperación 
o de tespuesta oscilatoria, tendrán corno variable independiente, 
en los primeros casos al tiempo, y en el tilt imo a la fercuencia. 
Pero, aunque estas funciones sean diferentes mediciones de las 
mismas propiedades, no son independientes, sino que estan int~ 
rrelacionadas como se mostrará adelante. 
En principio, por tanto, cualesquiera de estas funciones descr~ 
bP. completamente las caracter!sticas de re~puesta temporal (o 
memoria) de cualquier material viscoelástico lineal, aunque en 
la pr~ctica frecuentemente se usan cornbinacione~ de ~stas,deb!, 
do a las limitaciones experimentales de una prueba dada. 



Dado que las funciones materiales son suficientes para definir 

las propiedades de un material viscoelástico linear, podernos 
redefinir: un material viscoel~stico linear es aquel definido 
por una funci6n material que depende ~nicamente del tiempo, y 
no de la magnitud del esfuerzo o deformaci6n impuestas. La re_!!. 
puesta de un material verdaderamente linear será la misma fun­
ción del tiempo para todas las magnitudes del esfuerzo o defoE 

mación. 
En relación con las ecuaciones diferenciales 3.44 y 3.49, que 
definen los modelos generalizados de Maxwell y Voigt, respect! 

vamente estos se pueden reescribir en términos de operadores 
·lineales P y R corno: 

p 'T R y .3.55 

con: 

3.56 

y 

d d2 
R :: µo ( 1 +rl dt +r2 ~ + ••• ' 3.57 

como M = N-l 
3.58 

De tal forma que lo::> parámetros Pi y r i son propiedades ma­
teriales relacionadas Gni.camente con ).i y ui (o Gi) 
En general, será posible establecer una ecuaci6n de la forma: 

p T "' Q y 3.59 

donde N ai p ¡; pi -;;r j=O 

3.60 
,N di 

Q = i: qi 
dt1 j=O 
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en donde una o más de las constantes pueden ser cero, scgan 
el caso. En particular si el material es un fluido, q

0 
debe 

ser cero. 
As!, una consecuencia de la linealidad es que las ecuaciones 
diferencial o integral que representan el modelo son lineales 
matemáticamente. En consecuencia tonos los parámetros elásti-
cos y viscosos 
teriales son 
hookeanos bajo 

del modelo serán constantes, as! que tales ma-
fluidos newtonianos en flujo, y 

deformaci6n en equilibrio, 
s6 lidos 

En general los materiales reales que exhiben propiedades visco­
elásticas son tambien no lineales. Esto es, son no-newtonianos 
en flujo cortante, estacionario 6 no-hookeanos en deformaci6n 
en equilibrio, si se considera un rango amplio.de deformaciones 
o de valores de la rapidez de deformaci6n. Esto podría negar el 
uso de funciones lineales para tales materiales, sin embargo, 
aan los no lineales exhiben un comportamiento esencialmente li­

neal al sujetarse a deformaciones suficientemente pequeñas.As! 
que estas funciones materiales.lineales pueden considerarse ca­
racter!sticas para todo material si la deformación es restring! 
da a una magnitud lo suficientemente pequeña. 
Las funciones materiales para viscoel§sticos linealmente depen-

•1 d"ientes del tiempo, evaluables por métqdos ecperimentales son, 
principalmente: 
A.-Extensi6n no recuperable al deslizamiento. 
Para la prueba de deslizamiento, señalamos que un esfuer~o con~ 
tantá es aplicado al material a t = O, y la deformaci6n resul­
tante se determina en funci6n del tiempo. El esfuerzo aplicado 
r

0 
se representa como: 

T (t). = t
0 

U (t) 3.61 

La deformaci6n resultante, como funci6n de tiempo, se expresa 
e.orno: 

y(t) =t(t) J(t) = 1
0 

U(t) J(t) . 3 .62 
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donde J(t) es llamada extensidn no recuperable, y es definida 
como: 

J(t)= _r:ill 
'o 

3.63 

donde se entiende que la deformacidn es medida respecto al e! 
tado no deformado a t=O y t 

0 
es la magnitud del esfuerzo im­

puesto. 
Esta funcidn es caracter!stica solo de las propiedades visco­
elásticas del material bajo prueba, siendo por lo tanto una -
funcidn material. 
Debe ponerse ~nfasis en que J (t) representa una fucidn temp~ 
ral medible, y por tanto, puramente empírica; por lo que puede 
o no representarse por medio de una funci6n analítica o "mode­
lon matemático. Por ejemplo; si esta funcidn puede.representa! 
se por una funcidn lineal del tiempo, que no intercepta a cero 
indicada que el fluído es un fluido· de Maxwell (ecuacidn 3 .25) • 
Si la respuesta es exponencialmente asintdtica a ,un "alor con! 
tante y puede ser representada por la ecuacidn 3.31, entonces: se 
tratar!a de un sólido de Voigt •. 
En cualquier caso, si el material es lineal la magnitud de la de­
formación será proporcional a la magnitud delesfuerzo aplicado y 

la extensión no recuperable al deslizamiento será independiente -
de ambos. 

B.- Mddulo de relajacidn· 
En la prueba de relajacidn de esfuerzo, se aplica una deformacidn 
constante y b instantáneamente a t=O y se mide el esfuerzo resul­
tante como funcidn del tiempo, la relacidn. entre ambos se expr!!, 
sa como: 

t(t) = y
0 

O(t) G(t) 3.64 

lo que sirve para definir el .mddulo de relajacidn 

G(t) : r(t) 
Yo 

3.65 

Como en el caso anterior, el esfuerzo observado se entiende re­
lativo al estado no deformado a t=O, 'I y

0 
es la mag:nitud de la 

deformacidn impuesta. Esta tambi~n caracteriza las propieda­
des viscoelásticas del material, y por lo tanto es una furicidn 
material. 
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Un material que se comporta·como fluido de Maxwell exhibirá una 
relajaoi6n de esfuerzo que decrece exponencialmente con el. tiem 
po, representada por la ecuaci6n 3,19, siendo el módulo de rela 
jaci6n caracterizado por G exp (- t/A ), Si el material se -
comporta como un' s6lido de Voigt, la relajaci6n de esfuerzo es­
tará dada por la ecuaci6n 3.38 y la funci6n de relajaci6n será 
G + µ &{í) , 

Debe notarse que las ·pr.opiedades elásticas causan un término 
. de equilibrio constante en el rn6dulo de relajaci6n para el s6-

lido de Voi9t y en la extensi6n no recuperable para ambos mod~ 
los (Maxwell y Voigt). Por esta raz6n, el módulo de relajaci6n 
es algunas veces separado en 2 partes: 

G (t) = Ge + G1 (t) 3.66 

donde el m6dulo de equilibrio Ge·ªª cero para los fluidos vis­
coelásticos, ya que el esfuerzo se relaja completamente.para 
estos materiales. De manera similar la extensi6n no recupera: 
ble puede separarse en dos partes: 

3.67 

donde Je representa una extensi6n no· recuperable de equilibrio 
para un s6lido y una extensi6n a estado estacionario (respuesta 
el!stica instant~nea) para fluidos viscoelásticos, Notese que 
para un fluido viscoelástico Ge debe ser .cero aunque Je puede o 
M ~r~. . 

Sin embargo, para un s6lido viscoel4stico ni.Je ni Ge son cero. 
Específicamente Je Ge = l para un s~lido. Adem&s, para materia­
le~ reales, G (t) es una funci6n decreciente en el tiempo,mien­
tras, que J(t) es una funcidn creciente en el tiempo. 

C~ dinámicos. Ya hemos considerado experimentos de 
funci6n escalonada y establecido que su mayor limitaci6n est! 
en caracterizar el comportamiento a tiempos cortos (ya que rea!, 
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mente no es posib~e aplicar una condici~n instantaneamente),Las 
características din~micas pueden ser, en general, determinadas 
con más exactitud por medio de una señal sinusoidal forzada, 
t~cnica que constituye el método de respuesta en frecuencia,y 

.que es tambi~n usada en el estudio del comportamientó a corto 
tiempo de materiales viscoel~sticos. 

Si un esfuerzo sinusoidal es aplicado a un material viscoelásti 
co linear, la deformaci6n variará también sinusoidalmente c~n 
el tiempo, pero estará defasada con respecto al esfuerzo aplic! 
do .• 

Fig.J.19 
Comportamiento en experimentos sinusoidales. 

A una frecuencia dada el comportamiento del material estar4 es 
pecificado por 2 cantidades determinadas experimentalmente. E! 
tas pueden tomarse de varias maneras, por ejemplo, es posible 
especificar la razdn de las amplitudes del esfuerzo y la defoE 
maci6n resultante,t

0 
/y

0
y la diferencia de fase entre ellos, 

' , cantidades que ser4n dependientes, por supuesto, de la 
frecuencia. 
La aplicacidn de una deformación cortante sinusoidal a un mat! 
rial puede representarse con una funcidn seno 

ej: 

y• y( w) • y
0 

cos( wt) 

o coseno, p:>r 

3.68 
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Si el material es linealmente el~stico (de Hooke) , el esfuerzo 
cortante estar4 en fase con la deformaci6n: 

r(w) = y(w) = Gy
0 

cos(wt) (Hooke) 3.69 

Si, por otro lado, el material es viscoso lineal (Newtoniano) 
el esfuerzo se defasará de la deformaci6n por 90°, dado que el 
esfuerzo es proporcional (y est~ en fase con) la rapidez de cor 
te1 

t(w) = µ y(w) 

= µ w y
0 

sen (wt) 

= µ wy
0 

cos (wt + Y/2 ) 3!70 

Para un material viscoel!stico, es de esperarse que haya una· 
diferencia.de fase entre el esfuerzo y la deformacidn entre 
Oº y 90°. 
La manera mas conveniente de manipular las cantidades oscilat.2_. 
rios es en funci6n de ndmeros complejos, que pueden representaE_ 
se ~n tdrminos de sus partes real e imaginaria, o en su forma 
exponencial o en el plano complejo.(Fig.3.20) 

~~ 
1 
1 
1 

---------·-----.Pe X( W) 

Fig.3.20 Representaci~n en el plano complejo 

' . ;~ .. ' ;~ .. ·.;. , 
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• 
Asi que: 

Y (wt) =y eiwt = 
o Yo cos(wt)+i senwt ) 

y'(w)+i y•(w) 3. 71 

y 

== t' (w} + i r" (w) 3.72 

donde T·0 y Y 0 son las amplitudes del esfuerzo y la deformacit'.5n 
(fig.3.18), € es el Sngulo de defasamiento entre ambos; las 
primadas (') representan la parte real y las doqlemente prima­
das ( 1 ~) representan la parte imaginaria de la cantidad compl~ 
ja. 
Nos interesa la relacidn entre el esfuerzo y la deformación, es 
decir, la posicidn relativa de los "fasores• t y y en el pl! 
no complejo en cualquier instante. 
Consideremos el instante en que el fasor de deformacidn coinci­
de con el eje real (fig. 3.20) 

Im 

T 1 (w) Y 

#ig.J,21 Componentes del esfuerzo y la deforma­
cidn en la prueba oscilatoria, 



En este caso, T' ( t 0 cos 0) representa el componente del .esfueE_ 
zo en fase con la deforrnaci6n (componente ell!stico) y T' (= t o'sen 
~) la componente defasada 90° (componente viscoso) • 

Las relaciones entre el esfuerzo oscilatorio y la deformaci6n 
se basan en la definici6n de las diferentes funciones materia­
les, entonces definimos el módulo complejo co~o: 

T (wt} _ 
G*(w) =y (wt} -

de tal forma que: 

G' 

cos $ + i sen ifi 

1 G" 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

Fig.3.22 Definici6n del M6dulo complejo 

3. 73 

y 

El m6dulo "en fase", G' , representa las caracter!sticas eUst.!_ 
cas del material y se denomina Módulo de Almacenamiento (rela­
cionado con energ!a elástica, que se almacena y que puede ser 
recuperada) • el componente defasado, G", representa el carac­
ter viscoso, y se llamado.M6dulo de perdida (dado que se pier­
de energ!a por-disipaci6n viscosa). La tangente del 4ngulo.de, 
fase ~ 3S llamada algunas veces tangente de perdida y est! d! 
da por: 
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tg <j> = = G" 
G' 

·3. 74 

Para un fluido viscoso linear, newtoniano tenemos entonces que: 

G*(w) 
t1wt) __ 'o 
-:-r-;:i:- - cos <l> + i sen ~ Y\Wt) y0 

y: 

G' = O, G" = wµ , ~ = 900 

Para el s6lido el3sticolinear, hookeano 

G* = t(wt) _ §!.... = G 
Y'(i;itf - "( 

y 
G' = G G"=O 

3.75 

Para los materiales viscoeUsticos G' y G" serán diferentes 
de cero, y en general funciones de la frecuencia. Por ejemplo, 
para el fluido de Maxwell1 

T i <j> i (¡) G ;., o e G* = ·- l+ i ¡¡¡). 
"'o 

3.76 

d w2 >.' G G' = l+ w2.\2 
3. 77 

G" G 
l+w2;1,2 

3.78 

1 
tg~=¡;r 3.73 

de manera que, tanto G" como G 1 y cp son funciones de la 
frecuenc+a (o el tiempo) • 
Para el s6lido de Voigt tendr!amos: 

J 
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G* ( iw ) G(l+iw>.') 

G' = G 

G" = w >.' G = w ~ 

Alternativamente se puede descomponer la deformaci6n, consideran . -
do que el esfuerzo coincide con el eje real, uno de los compone~ 
tes de la deformaci6n en fase, y el otro defasado 90º. del esfuer 
zo 

... 

Fig.3.23 Definici6n de la extensi6n no recuperable 
compleja 

En este esquema definimos la función J* (w ) , extensidn no re­
cuperable compleja y: 

componente de la def.en fase con el esfuerzo 
J'(w) = esfuerzo 

y 

J • componente de la def.defasado 90° 
( w ) = esfuerzo 

de tal forma que: 

J* ( w) = J'(w) +iJ" (w) 3.80 

y 
J.81 
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tanto Los esquemas son por supuesto, equivalentQs y 
como G* (w) definen las propiedades reol6gicas 
J*(w) es el reciproco del m6dulo complejo: 

del material,as! 

J* (w) 
1 

G*(w) 

)' :w) 

t(w) 

y sus componentes real e imaginario se expresan como: 

J' (w) = G' 
G'<-+ G112 

J"(w) := -

Para el s6lido de Voigt tendremos 

J' (w) = 

J" (w) = 

con J* "' y/ t 

J* 
1 + 11)2 ~ 2 

w >. J* 
l + w->.-

3.82 

3.83 

3.84 

3.85 

3.86 

Dado que tanto G* come J* están definidos en tdrminos de com­
ponentes del esfuerzo y la deformaci6n son muy usados para ca­
racterizar materiales viscoelásticos, esencialmenté "sdlidos". 
Un par&netro equivalente, pero mucho más apropiado para caract~ 
rizar fluidos está definido en funcl6n de la rapidez de deform!!_ 
ci6n y no de la deformación, y es llamada viscosidad compleja: 

ri* (w) 
T (wt) 
y (wt) = -t-= n'(w) - i""{ w) w>. ., 3.87 
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Debe notarse que la parte imaginaria de la viscosidad complejaes 
definida con -i en oposici6n a las definiciones usuales. 

Los componentes de esta función material están relacionados con 
los del m6dulo complejo como: 

G* 1 G" • G' 
11• = - 1'l - 11 w 3.88 

w w 

donde n.'representa la componente viscosa o •en fase• con el es­

fuerzo y n" en cambio, representa la componente "defasada • o elli!_ 
tica. 
Las funciones materiales complejas G*, J• y 11* proveen la mis­
ma informaci6n acerca de un material dado, y por lo tanto solo 

se usan como referencia para el material sujeto a consideraci6n; 
Es usual caracterizar a las propiedades viscosas con n*y las pr2_ 
piedades elásticas con G'. Debe notarse, sin embargo, que los 
componentes real e imaginario de estas cantidade,s son, en gene­
ral, funciones de la frecuencia, as! que, la naturaleza de la 
dependencia de la frecuencia sirve para distinguir la naturale­
za viscoelástica del material. 
Funciones de Relajación y memoria. 
Al tomar ·1 (t:') la deforrnaci~n al corte, como "causa" y 1 (t) 
el esfuerzo cortante como "efecto", se puede definir una funci6n 
de influencia, propiedad del sistema y gu~ -~lacióna causa y 
efec':o, como la funci6n de relajaci6n; 1~(t- t'), si: 

y (t) 
¡: (t) = f 

. y(-oo) 

1j>(t-t 1 ) dy(t') = 

~(t-t')y(t') dt' 
3.89 

Es.ta ecuaci6n implica que el es.fuerzo en cualquier tiempo t d!! 
pende de la historia pasada de la deformación. Por esta raz6n, 
esta expresi6n se identifica como una integral de herencia. 
La ecuaci6n 3.~9 puede escribirse en una forma alternativa,in­
tegrando por partes como: 

J
t 

t(t) = ljl(O},;r(t) + .¡, (t-t')y(t') dt' 3.90 
_.., 



donde: 
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f(t-t') = - d$(t-t') 
dt' 

~(t) "' d~~t) 

dwft-t'l 
d(t-t') 3.91 

3.92 

que es llamada funci6n de memoria. Ahora bien, por la memoria 
la deformaci6n ocurrida al tiempo t'= -~ no tiene influencia 
en el esfuerzo en el momento presente t, y la función '~ ( oo) 

debe ser cero. As! que el primer t~rmino de la integración 
por partes se reduce a~( O) y( t). Posteriormente, si la 
configuración en el tiempo presente t es tornada como estado 
de referencia ( no deformado), entonces: y(t) =O por defi­
nición, y el termino i¡.(O) y(t) se vuelve cero. 
Al tomar la ecuación 3 _. 90, con referencia en el tiempo de tal for 

maque y=O para t~O, por integracidn por partes obtenemos: 

t 
t(t) = y(O)ij¡(t) + f ij¡(t-t')y(t 1 ) dt' 

o 

Función de deslizamiento. 

3.93 

Si consideramos como "causa" el esfuerzo cortante y como "efe~ 
to" la deformacidn al corte, un proceso an.Uogo que relaciona 
la deformación al tiempo presente· t con la historia de esfuer 
zo en todos los 

t(t) 
y(t) = J 

r(-•) 

tiempos pasados será: 
t: 

J(t-t')d<(t') = J J(t-t')t(t 1 )dt' --
= J(t)t(O) + ft 

o 
J(t-t") t(t') dt' 

3.94 

3.95 

donde la funci6n de influencia J(t) es llamada función de deel! 
zamiento. 
Es evidente, que la especificacidn, ya sea de la funcidn de des 

· lizamiento o de relajacidn (memorial define la dependencia de 
las propiedades reoldgicas de material con el tiempo, y por 
tanto son funciones materiales .. •. 
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Espectro de relajaci6n. 

Considerando el modelo generalizado de Maxwell (3.44 y 3.45 

la función de relajaci6n apropiada corresponde a una serie i~ 

finita de tiempos de relajaci6n como: 

G(t) =ljl(t) = t:l Gi e-t/Ai 
J.96 

As! que usando el principio de superposición de Boltz:mr::;an obt~ 

nemos: 

n 
T (t) "' t Gi 

i=l 

ya que, si 

para N .~ "", continuo: 

r
:y (t) 

T (t) "' 
y(-oo) 

rt exp[-¡t.:.t.')/Ai] y(t') dt' 
"" 

3.97 

3.98 

ljl(t-t') dy(t') 

ljl(t-t') y(t) dt' 3.99 

As! que si el espectro de tiempos de relajación es continuo tea 

dremos que (J.96) se puede escribir como: 

ljl (t)• r F(A) exp[-t/A) dA 
o 

3.100 

y 3.97 se convierte en: 

T(t) ~t 
"'"" 
r F(>.) 

e-{t-t')./A (t') d>-dt 3.101 
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donde F (A )dA puede interpretarse como el mddulo al corte 

correspondiente a un tiempo de relajaci6n entre A· y A+ dA , 

de manera que F (A ) es el espectro de distribuci6n del mddulo 

al corte. En general un material dado exhibir4 una distribúci6n 

de tiempos de relajacidn (o espectro) que a su vez permite obt~ 

ner una distrihuci6n (o espectro) del mddulo al corte, funciones 

de distribuci6n que ser4n marcadamente diferentes (diferencia · 

que puede deberse, por ejemplo a la distribucidn del mddulo vi! 

coso y a la del m6dulo al corte, ya que Ti .. >.G l . 

....; 

Cl.I 
"1:1 

6 
u 
:s 
.Q 

·¡: ... 
"' ~ 

F(A) 

Fiq.3.24 Espectro de tiempos de relajacidn y 

distrihucidn del Ml5dulo al corte. 

Algunas veces se define una funci6n de distribucidn alternat.!_ 

va H ( >. ) en lugar de F ( >. ) amJ: 

B(>.I "' F (>.) ~ 3.102 



Es evidente, entonces, que como F(A) representa la funci6n de dis­
tribuci6n del m6dulo al corte, H(A) es la funcidn de distribuci6n 
o espectro correspondiente al m6dulo viscoso o viscosidad. 

Esto se puede explicar considerando que una distribuci6n en el pesQ 
molecular o la longitud de cadena o los tamaños· de part.!cula ori!Ji­
nan una distribucidn en los tiempos de relajación y por tanto una -
diatribuci6n en la viscosidad y el m6dulo al corte. 

Como puede observarse solo 2 de estas 3 funciones de dist=ibuci6n -
pueden ser independientes. Entonces, otra expresi6n para la funci6n 
de relajaci6n, en t~rminos de H(A.) ser~: 

= f "' H(A) e-t/A d lnA -· y aambiarilo el orden de integraci6n en 3 .10'1 

"' ,~ 1(t)=Í F(A) 
" o 

et e-(t-t')/A • 
~... y(t') dt'' d). 

en flujo estac±onario (y constante) 

r ["' ft 
't' = y F (A.) o _.,, 

• y ¡~ F(A) 

• y [ F(AH ~>. 
o 

3.103 

3.104 

3.105 

3,106 
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As! que. la viscosidad del flu!do ser4:. 

't no=-.-= 
y 

f ~ 
o 

). F().) d.l. 

H().) d ln). 

3.107 

3;108 

El procedimiento an!logo, usando la función de deslizamiento J().) 

en lugar de la función de relajación, usando el modelo generaliza­
do del Voigt, nos lleva a definir una distribución del módulo de 
deslizamiento al corte, definido en función de una distribución de 
modules L(A) an4loga a F(A). 

Las expresiones emp!ricas para µ(t) basadas en la analog!a con el 
_modelo de Maxwell generalizado, son utiles debido a su versatili-· 
dad (3.96). La serie como está escrita involucra un n(Únero infini­
to de termines, sin embargo, la teor!a molecular de soluciones po­
lim~ricas, desarrollada por Zfm y Rouse (ref. 10) sugiere una for­
ma para la distribuci6n de tiempo de relajación, que reduce el nrt­
mero de par~etros de la serie. 

Interrelaciones entre las funciones materiales. 

cualquiera de lAs funciones materiales lineales para vicoel4sticos 
descritos anteriorirente caracterizan la dependencia de la rela-.. 
ci6n esfuerzo-qeformacidn con el tiempo para un material dado, pa­
ra deformaciones al corte de pequeña magnitúd. Por lo tanto, repr~ 
sentan diferentes mediciones de las mismas propiedades del material, 
y estan interrelacionadas. Alfrey ha descritó totalmente estas re­
laciones ( ref. 1, 10 ) y son ilustradas como1 
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~ (t) de Volterra 
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Restricciones de la Linearidad. 

La suposición de una respuesta lineal por parte del material ha e!." 
tado impl!cita en todos los modelos anteriormente descritos as! co­
mo en·las funciones materiales y en los modulos, ya que han sido -
desarrollados a partir de combinaciones de elementos el&sticos lá_ 
neales _(de Hooke) y viscosos lineales (newtonianos). 
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Una de las consecuencias de la lincaridad de un fluido es el' com­
portamiento newtoniano en estado estacionario. Sin embargo, todos 
los fluidos que exhiben elasticidad son tambi~n no-newtonianos en 
estado estacionario, si se a:>nsidera un rango suficiente grande de 
condiciones de .flujo. 

Por lo tanto, las funciones materiales presentadas anteriormente 
no son completamente adecuadas para materiales bajo deformaciones 
grandes o continuas (flujo), de manera que la validez de las fun­
ciones materiales'dependientes del tiempo estan restringidas a de­
formaciones pequeñas y/o valores de r~pidez de deformcci6npequeños 
aunque la extensi6n de esta restricción depender~ del grado de no­
linearidad del material. 

Sin embargo, adn los materiales no lineales responden en una forma 
lineal si las magnitudes de la deformaci6n y/o r~pidez de deform~ 
ci6n son suficientemente pequeñas; de manera que pueden considerar 
se validas:_las funciones para cualquier material viscoelástico, ba­
jo ciertas condiciones. 

•l 
La ''funci6n material de viscosidad no est.:i sujeta a estas restric-
ciones, dado que está definida en tér~inos de un sistema de rápi­
dez de corte constante, y es, por tanto una medida.de las propied~ 
des viscosas del fluido 1 exclusivamente. 

Las funciones materiales discutidas hasta aquí para las distintas 
condiciones temporales impuestas, han sido definidas en términos 
de un solo componente del esfuerzo y de la rápidez de corte, aso­
.ciados con la r4pidez de deformación en un flujo cortante simple. 
Ast mismo, se.pueden definir funciones similares en términos de 
cual~squiera componentes del tensor de esfuerzos extra y/o el ten­
sor de r!pidez de deformacidn siempre y cuando estén definidos en 
funci6n de variables observables - que puedan ser; esfuerzo y de­
·formaci6n isotr6pica o volumetrica, o componentes normales anisó­
trdpicos relacionados con los componentes en flujos cortantes sim~ 
ples, etc. - de manera qoe se satisfagan los postulados inheren­

t.es a una ecuación X\eolOgica de estado. 
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Efectos de los esfuerzos normales. 

Hay varios, poco usuales, pero extraordinarios efectos que exhiben 

los fluidos viscoel~sticos en estado estacionario, q.ie nq pueden -
ser atribuidos a los efectos viscosos (esfuerzos cortantes) . Entre 
ellos podemos citar los siguientes: 

a) Efecto de Weissenberg: 

La forma de la superficie libre de un líquido cambia cuando es 
sujeto a una deformación angular por medio de una barra o cilin­
dro rotatorio. 

viscoso eUstico 

Fig. 3. 26 Efecto 1'1eissenberg. 
Para fluidos viscosos ( sin elasticidad la fuerza centrí­

fuga crea un vórtice c6ncavo en el líquido. En contraste, los l!­
quidos elásticos se mueven en la direcci6n opuesta y trepan por 
la barra (fig. 3.26 l, es decir, el líquido elástico desarrolla 
esfueroos opuestos a la. fuerza centr!fuga y causa que el fluido 
suba por la barra; si medimos la diferencia de presi6n en dos 
puntos A y B localizados a la misma altura (fig. 3.27 ) para el 
liquido newtoniano la presi6n en B excede a la de A, como resul­
tado de la fuerza centr!fuga; pero en el l!quido el4stico la 

presi6n en A excede a la de B. 

1 'lt J , R 1 11 , ?, 

LiJ.~· 
v1,co•o ela'st•co 

Fig. 3.27 Mediciones de Presion en el 
experimento del efecto de Weissenberg 
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viscoso el&stico 

Fig. 3.28 Hinchamiento a la salida de unsurtidor 
(jet) 

b) La fiq. 3.28 ilustra la forma de la corriente l!quida a la sa~ 
lidad de un chorro surtidor (jet). El jet de un l!quido no el~st! 
co se contrae ligeramente y resulta por tanto mas pequeño que el 
tubo, mientras que para un ~!quido elástico se presenta una dila· 
taci6n hasta' .un dHmetro (De) mayor que el correspondiente al tu ... 
bo (O) • 

c) Si se deja caer, por gravedad un fuido inel4stico a trav~s de 
un canal inclinado y obsevamos su superficie libre, data es una -
recta horizontal. Para un fluido el&stico, observaremos una supe~ 
ficie ligeramente convexa. (fig. 3.29) 

98P ~ 
viscoso el.istico 

Fiq. ~.29 Superficie libre en un canal inclinado. 

d) En la fig. 3.30 se muestran dos discos paralelos sumergidos en 
un fluido, uno de ellos tiene un hoyo'-en el centro y rota. Para un 
fluido inel.1stico, las fuerzas centr!fuqas causan que e~ flujo 
sea ~ travds de hoyo y hacia fuera de eje, mientras que para un 
fluido el4stico el flujo se desarrolla desde la periferia y sa-. 
liendo a travds de hoyo en el centro. 
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=~,.... .. :::... ....... --
- --. 
~ ri _ 

= , ,::: 
- ---

Fig, 3.30 Circulaci~n invertida 

e) Para el flujo estacionario axial en un anulo, de un fluido no~ 
lSstico, la presi6n en las paredes interior y exterior de anulo -
son las mismas, mientras que el liquido elástico causa una menor 
presi6n en la pared interna que en la externa. 

Elástico 

Fiq. 3.31 Flujo axial estacionario en un 
anulo. 

Todos los fendmenos anteriores pueden ser atribuidos a los esfuer­
zos extra los que son desarrollados por los fluidos el!sticos ~a­
jo esfue~zo cortante, en direcciones normales al plano de flujo. 
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Los tres componentes del tensor de esfuerzos.normales anisotrdpi­

cos, son designados con 111 , tzz y r 33 • Donde la convención est.e_ 
blece la dirección 1 coincidente con la dirección.de flujo¡ la di 

' . ; -
recci6n 2 como la que coincide con el gradiente de-deformación y 

la dirección 3 comC' la direcci6n "neutral" en la c;ue el flujo no 

varia. 

~~- .. 
/ 

f - -f-_ _,..__-< 
t11~ 

\ 
\ 
\ 

tu· 

Fig. 3.32 Esfuerzos normales anisotrópicos en mo 
vimiento cortante simple. 

Las formas generalizadas de las ecuaé±ones de estado para viscoe~ 
lásticos, predicen la existencia de estas efectos debidos a es­
fuerzos normales a1üsatrópicos, adn ¡iara fluidos con viscosidades 
newtonianas. Por lo tanto, estos efectos son, generalmente, cons! 
derados como una manifestaci6n de las propiedades elásticas del 
fluido en movimiento cortante estacionario. 

Deba señalarse que los esfuerzos normales anisotrópicos pueden 
ser predichos por ecuaciones de estado generalizadas para fluidos 
puramente viscosos (fluidos stokesianos o de Reiner-Rivlin (ref. 
10)). Sin embargo, el carácter de estos esfuerzos predichos no es 
consistente con las observaciones hechas a fluidos reales, y por 
tanto estos fluidos se consideran como puramente hipot~tioos. 
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Funciones materiales para esfuerzos normales. 

Los componentes anisotr6picos normales del esfuerzo, considerados 
en la fig. 3.30 no pueden ser medidos directamente en un sistema 
fluido. Solo pueden medirse los componentes totales del esfuerzo. 
Como el tensor de esfuerzos totales (cap. 1 y apóndice Al incluye 
tanto esfuerzos isotr6picos (presión) como ios ·esfuerzos al corte 
(anisotr6picos) se tiene: 

-p+ 111 

1 z l 3.109 

-p+ !33 

M&s adn, dado que para un fluido incomprensible, la presi6n está­
tica y los elementos de la diagonal principal en el tensor de es­
fuerzos son id~nticos: 

Po p ··1/3 ¡; ºu 3.110 

es posible eliminar la contribución de la presi6n estática del -­
tensor de esfuerzos totales, resultando el tensor de esfuerzos C! 
racter!sticos unicamente del fluido (tensor de esfuerzos "extra") • 

Si consideramos la diferencia.entrelos esfuerzos normales se tie­
ne: 

3 .111 

De manera qué los esfuerzos normales pueden ser completamente ca­
racterizados por 2 diferencias de esfuerzos normales, que son fu~ 
ci6n de la deformación (p.e la r&pidez de deformación) y la defi­
nici6n de presi6n: 

Primera diferencia de esfuerzos normales 
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3.112 

Segunda diferencia de·esfuerzos normales: 

3.113 

Definición de presi6n: 

o 3.114 

Las diferencias de esfuerzos normales son independientes del sig­

no (direcci6n) del mov. cortante, y se suponen proporcionales al 
cuadrado de la rápidez de col'te. Entonces, se pueden definir dos 
funciones materiales de los esfuerzos normales (0s) 'en forma sim! 
lar a la definici6n de la función de viscosidad aparente. 

0i(y) = .E.i._ 3.115 
y2 

¡ 
=_.!.t._ 02 (y) , 3.116 .. 

y 

El grado de dependencia de estas funciones con la · r~pidez de defor 
mación es también un !ndice del carácter no lineal del fluido vis 
co:iUstico. 

Los datos de N1 para fluidos polim~ricos son ~undantes y son ob­
tenidos b4sicamente de mediciones con el Reogonómetro de .Weissen­
berg. Uússenberg, alrededor de 1946-49 dedujo por considerac.i'.o-

. nes puramente teóricas que N2 era igual a cero para una ciase ge­

neral de fluidos. Esto fue una aproximaci6n satisfac~oria para --
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varias sustancias, sin embargo,el rango de aplicación de esta hi­
pdtesis está sujeto a discusi6n. Las mediciones de N2 son pocas -
pero se han determinado valores de N2 /N 1 ~o (ref. 10). 

su análisis cualitativo nos muestra que t!picamente la función 
n es 1 6 2 ordenes de magnitud mayor que 61 , mientras que 02 
es negativa y alrededor del 10% al 20% de e 1 • Esta razdn var!a 
con la rapidez del movimiento cortante, sin embargo, normalmen­
te es decreciente al incrementarse la rapidez de deformacidn. 
La magnitud relativa de las propiedades elásticas generalmente 
se incrementa con la viscosidad del solvente, para soluciones 
polimdricas. Para polímeros fnndidós las magnitudes relativas 
de las funciones de esfuerzos normales son considerablemente 
mayores y no es poco comdn que la magnitud de los esfuerzos 
normales exceda la del esfuerzo cortante. Tambien es posible 
que la magnitud de N2 exceda a la de N1 para pol.fineros fundidos, 
especialmente a valores de la rapidez de deformación bajos. 

Combinación de comportamientos. 

Cada una de las funciones materiales defini-Oas anteriormente 
puede ser medida para cualquier material, mediante los diferentes 

métodos anteriormente descritos. 
Sin embargo, aunque cada funci6n material emp!rica represente e­
xactamente las características de la respuesta reológica del ma­
terial, en una deformación similar a la que corresponde a la 

prueba, no será suficiente para determinar las propiedades o de­
formaciones en situaciones más complejas. Esto solo será verdad 
si se conoce una verdadera ecuaci6n reológica de estado ( o e­
cuación constitutiva ) • 
Tal ecuación, formulada en termines de los tensotes de esfuer­
zo y deformacidn o rapidez de deformación es capaz de predecir, 
en principio, las propiedades de esfuerzo-deformación del ma­
terial en cualquier sistema sin importar su complejidad. Por lo 
tanto, todas las funciones materiales medibles deben "estar 
contenidas" o ser predichas por una ecuacidn reol~gi~a. 



CAPITULO IV 

PARTE EXPERIMENTAL 
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Definiciones Fundamentales. 

Probablemente no hay instrumento·experirrental conceptualmente 
más simple que la visualizacidn de flujo, para elucidar este fendmenc 
f!sic? para distintas geomctr!as y materiales. En ndmerosos art!culoa 
y conferencias y particul~ente en el s imposium de V isualizaci6n de 
flujo (A.S.M.E. 1960) se han descrito un gran n!llnero de técnicas de 
visualizacidn,. 

Su uso cotidiano es tal que no hay libro de mec~nica de fluicos 
o temas afines que· no muestre los resultados de alguna 6 algunás de 
estas técnicas. a distintas situaciones de flujo, 

Uno de los conceptos necesarios, y sobre todo ~tiles al tratar 
con fluidos en movimiento es el de l!nea de corriente, Esta se define 
como aquella curva ouya dirección en cada punto coincide con el vec­
tor velocidad del fluido en ese punto. 

A fin de establecer matemáticamente este concepto consideremos 
un campo de velocidades: 

! = f (E, 1 t) ... 4.1 

de tal forma que el vector velocidad está difinido para todo punto 
con posición ! de la regidn considerada, en adición este campo de ve~ 
locidades se modifica con el tiempo. 

As!, al mismo tiempo t=t 1 podemos graficar curvas de tal forma 
que la tangente en todo punto coincida con la velocidad en ese punto. 
Tendremos entonces una familia de curvas, dependientes del par.!metro 
t, tangentes en todo.punto al campo de velocidades cuyas ecuaciones 
parametricas son soluciones de, las ecuaciones diferenciales • 

d~ ... 4.2 

da 
~ 

6 

dz -=-x ! = o da 
• •.• 4. 3 

en las cuales a es un par!metro arbitrario medido a lo largo de las 
curvas, al tiempo .ti constante. 
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En este contexto, vale la pena hacer mencidn a otras dos "l!neas• 
frecuentemente encontradas en la literatura; las lineas de trayectoria 
y las l!neas de trazo. 

La curva a través de la cual una partícula material dada viaja, 
se denomina l!nca de trayectoria, de manera que puede ser determinada 
(para una part!cula dada) considerandoque la velocidad es la derivada 
de la posición con respecto al tiempo siguiendo una partícula mate-. 
rial. Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de 
la part!cula son las soluciones al sistema diferencial: 

"'V 4.4 

Las l!neas de trazo son de interés experimental, suponiendo que 
queremos saber cuáles part!culas .de fluido pasaron po~ un punto dado 
_;:1 . De manera que la Hnea de trazo a través del pun.to !l, al tiempo 
t 1 , representa las posiciones al tiempo t, de las partículas materia­
les que en cualquier tiempo anterior, t~t, han ocupado el punto !l• 

·Experimentalmente, ~ste ser!a el caso en el que se i1:yecta conti 
nuamente un colorante a una corriente en una posici6n fija !i• de ma­
nera que la l!nea de colorante representa la l!nea de trazo correspo!}_ 
diente al punto !i. 

Matemáticamente, se tiene entonces que: 

f ( E , t l = ~l = cte. 4.5 

ecuaci6n que deber4 resolverse primero en el tiempo t 1 , y posterior-· 
mente ·en tiempos anteriores a t, a fin de obtener las posiciones de las 
part!culas E a los tiempos apropiados. 

se' dice, por esto, que las l!neas de trazo son forzad~s desde los . 
puntos finales • 

Un caso especial de movimiento del. fluido es aquel en el cual, en 
cualquier punto del espacio, la velocldad. presi6n, densidad, etc. se 
mantienen constantes con el tiempo. Esto hace que las gr4ficas de las 
l!neas de corriente a diferentes tient>os sean iguales· (es decir, inva-
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riantes), y es entonces que· el flujo es llamado "estacionario". En 
estos condiciones, las l!neas de trayectorias y las l!neas de trazo 
coinciden con las l!neas de corriente. 

En este sentido, las investigaciones experimentales usando l!neas 
de trazo han sido hechas, generalmente e uando el flujo es estaciona­
rio, y por lo tanto las l!neas de trazo dan informaci6n ac.erca de las 
l!neas de corriente y las de trayectoria de las part!culas. 

Técnicas de visualizaci~n. 

Puesto que los l!quidos o gases estudiados son siempre homogd- · 
neos, y puesto que consecuentemente las part!culás individuales no 
pueden ser distinguibles unas de otr~s, es fundamentalmente imposible 
observar el movimiento en un l!quido o gas sin hacer uso de medios es 
peciales. 

Una manera de aproximarse al problema es la medici6n de la pre­
s i6n y la velocidad en muchos puntos del flujo, por ejemplo, por me­
dio de un tu~o pitot o aparatos similares. Esto, sin embargo, da solo 
un valor promedio de .la velocidad, tanto en el espacio, como en el 
tiempo, y, en general, el m~tcdo es demasiado burdo para dar una ima­
gen del flujo. 

Se ~áh descrito, sin embargo, en numeroso~ art!culos y conferen­
cias diferentes técnicas de visualizacidn de flujo, sobre todo desde 
el simposium de la A.S.M.E.(1960) anteriormente mencionado. De manera 
que se dispone de técnicas usando trazadores por reaci6n química o e­
lectroqu!mica 'inducida, métodos 6pticos que incluyen colorantes fosf2 
recentes excitados por laser, m~todos trazadores - inyectores, y 
otros; y muchas de esta técnicas han sido sucesivamente aplicadas en~ 
tudics experimentales, incluso de turbulencia (Kline, 1978). 

B3sicamente, sin embargo, la ~nica manera en que el fen6meno de 
flujo puede ser hecho visible es insertando part!culas muy pequeñas 
en el fluido, las cuales dist.in9an los elementos (unos de otros) sin 
c~nbiar sensiblemente la densidad u otras propiedades del fluido. 

Entonces, para un l!quido es usual mezclar en ciertas partes d~ 
él un colorante, teniendo cuidado de que su densidad·no sea diferente 
de la del ~~quido no colorante •. 

Aa!, loa distintos m~~odospara visualizar el flujo en agua pueden 
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dividirse en 2 grupos, dependiendo si se desea el estud.i.odel flujo en 
el interior del fluido, o solo en su superficie. 

En el caso de un movimiento tridimensional del fluido, es necea_! 
rio el estudio del flujo no solo en su superficie, sino también en el 
interior del fluido. 

El flujo puede ser mostrado en algunos casos por insercidn de lf 
quido coloreado de la misma gravedad espec!fica a través de numerosas 
boquillas en el flujo. En Gste caso debe cuidarse que l~ velocidad de 
salida del fluido coloreado de la boquilla sea la misma que la del 
fluido del medio estudiado. 

Para agua, se dispone de colorantes como el permanganato de pot_! 
sio, o ciertos tipos de anilinas disueltas en pequeñas cantidades de 
alcohol que son entonces distribuidas en un gran voltímen de agua. Si 
se·intenta tomar· fotograf!as del flujo y no solo observaciones visua• 
les, la elección del color se determinar~ segan la tGcnica fotográfi­
ca que se va a usar, de manera que es deseable elegir un color que no 
haga d!ficil la impresión en la placa fotográfica. En los casos en 
que. hay un fondo obscuro la leche diluida es un buen ag~nte facilmen 
te disponible. 

Otro método de mostrar elf lujo es usando una suspensión de partf 
culas.,de aluminio extremadamente pequeñas en el líquido. Estas, de a­
cuerdo con su tamaño permaneceran flotando por mucho tiempo. 

Esta suspensi6n se puede hacer humedeciendo primero el polvo de 
aluminio con alcohol para esparcirlo posteriormente en una botella a­
gitada .violeuo::.amente. 

Una ventaja de este método sobre el de colorante es que la sus­
pens i6n de aluminio es capaz de mostrar detalles del flujo en una re­
gi6n turbulenta mientras que un chorro coloreado se mezcla completa­
mente. 

Si se necesita mostrar elrnovimiEllt·o en la capa l!mite, cerca de 
un cuerpo sumergido, es posible cubrir el cuerpo con un colorante (c~ 

mo la leche condeneada) que se disuelva facilmente. 

E• t~nbi~n posible mezclar todo elfluido con una suspensi6n d~ 
parUculaa muy pequeñas. La concentraci6n de las part!C:ulas debe ser 
m!s bien pequefta, a manera de hacer posible el observarlas con clari-
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dad dentro del fluido. En el caso de que solo se busquen ciertas li­
neas de trayectoria es práctico tomar un pequeño nllmero de partículas 
de mayor tamaño. 

En el caso en el que el flujo es bidimensional, ~ste puede ser V! 
sualizado de manera mucho más simple, ya que normalmente solo es nec~ 
sario observar el movimiento en la superficie del !!quid9, ya que el 
flujo (por ser bidimensional) será el mismo en todos los planos para­
lelos a la superficie. Ha de tenerse cuidado de que no se presenten 
efectos capilares, manteniendo la superficie del l!quido meticulosa­
mente limpia, ya que, hasta la inmersi6n de una mano limpia o el con­
tacto de la superficie del l!quido con la atmósfera durante algunas 
horas, hace inutil la superficie para este prop6sito. 

Para asegurar que la condici6n de la superficie es satisfactoria 
se hace la siguiente prueba; se roc!a la superficie con un poco de 
polvo de aluminio y se sopla verticalm7nte hacia abajo, extendiendo 
las part!culas de aluminio en todas direcciones. Si despdes de soplar, 
las part!culas permanecen en el lugar que ocupaban, la superficie 
esta l!mpia; pero. si el c!rculo formado por las partículas se cierra 
sobre si mismo, la superficie esta contaminada y debe ser renovada. 

Al estudiar el flujo alrededor de cuerpos sumergidos, si la su­
perfiq~e• está l!mpia,se puede prevenir el que las part!culas de alu­
minio se alejen de la zona de interés, bajo la influencia de la capi­
laridad entre la interfase del l!quido y ~i objeto, cubriendo el mod~ 
lo usado con una capa delgada de parafina. ne ésta forma la superfi­
cie del fluid11 permanece completamente horizontal a la del modelo. 

otro m~todo de.visualizaci6n del movimiento en un l!quido, con­
siste en suspender pequeñas escarnas de mica en el l!quido. De esta 
forma, ciertos movimientos regulares, especialmente v6rtices, pueden 
ser vistos claramente, debido a que gran n1lmero de estas escamas 
tienen en estas condiciones la misma orientaci6n. 

En todos· los casos anteriores y en otras técnicas descritas en 
la literatura - mencionadas anteriormente - se hace uso de técnicas 
'fotogr!ficas. 
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Aparte del hecho de que las f otograf !as son mucho mas convenien­
tes y did~cticas que una mera descripción de las observaciones de un 
experimentador, el uso del registro fotogr4fico permite identificar -
y/o establecer muchos hechos que no podr!an ser obtenidos a partir -
de observaciones visuales. 

Además, el elemento "tiempo" es muy importante. Mientras una fo­
tograf!a puede estudiarse comodamente y con holgura, permitiendo en­
contrar muchos detalles, el observador visual tiene que digerir toda 
la información en unos pocos segundos. L a s fotograf!as tienen 
la ventaja de que pueden observarse y/o mostrarse repetidamente, lo -
que las hace muy instructivas. 

Las fotograf !as que se obtienen no dan las l!neas de corriente -
con exactitud; .. ya que, en general, consisten en pequeñas exténsiones 
de curva de varias longitudes, debidas al movimiento de part!culas -­
(individuales) de aluminio durante el tiempo de exposici~n. Por lo -­
tanto, esas pequeñas extensiones son parte de l!neas de trayectoria. 

Por otro lado, durante u~ corto intervalo de tiempo las l!neas -
de trayectoria y las líneas de corriente tienen la misma trayectoria, 
as! que la fotograf!a formada por varias extenciones de l!nea de tra­
yectoria puestas juntas, dan la apariencia de un campo de l!neas de -
corriente. Por lo tanto, las l!neas de corriente aparecen con mayor~ 
xactitud conforme al tiempo de exposici6n es menor. 

Si el campo de velocidad es independiente del tiempo (flujo est! 
cionario), las l!neas de trayectoria y de corriente son id~nticas. En 
este caso las l!neas de corriente pueden ser obtenidas también con e~ 
po3iciones largas. Para movimientos no estacionarios, las fotograf!as 
de líneas de corriente cambian con el tiempo, de manera que solo exp2 
siciones cortas muestran (aproximadamente) la geometi!a instantánea -
de la corriente; mientras que exposiciones largas dan líneas de tra­
yectoria, las que en general, dan fotograf!as muy irregulares y poco 
dtiles. 

Si el fenómeno ocurre velozmente, es dtil tomar un gran nl!mero -
de exposiciones durante corto tiempo y reproducirlas a una menor vel2 
cidad, con lo cual se logra un efecto de desaceleracidn del movimien­
to. 
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Por ejemplo, si un fendmeno puede-ser fotografiado 320 veces por se­
gundo y es reproducido a 16 fotos por segundo, el movimiento paracerá 
20 veces m~s lento que en la realidad. 

El procedimiento opuesto, de tomar un pequeño n<imero de fotos 
qrie son reproducidas m!s t:ude a una mayor dpidez es útil para re­
producir movimientos muy lentos. 

Puesto que, en una fotograf!a tomada con una c&nara con motor 
a velocidad normal la expocisidn es de alrededor de 1/140 seg, una s2 

la fotograf~a no muestra las caracter!sticas del flujo. Por ejemplo; 
una foto tomada de un tanque de agua con polvo de aluminio mostrar! 
varias part!culas de aluminio solo como puntos aislados. Pero si el 
manejo de la c4mara se lleva a cabo más lentamente, de ~al forma que 
solo se ·tomen 2 exposiciones por segundo, la iluminaci~n es de alred~ 
dor de 1/4 seg para cada foto, entonces, las part!culas muestran l!~ 
neas cortas, de tal forma que una sola fotograf!a da, en s! misma, el.e_ 
ra idea del flujo. 

Si la impresión se hace en papel transparente y se sobreponen v.e. 
rias fotos oonse~'Utivas, las diferentes im!gen~s de la misma part!cula 
de aluminio formaran una l!nea punteada. Estos puntos muestran las d! 
ferentes posiciones, mientras que los espacios entre los puntos estan 
dados por el cierre de los lentes durante el transporte de la pelicu­
la de una toma a otra. La longitud de los puntos, así comq Ia de los 
espacios son una medida de la velocidad instant4nea de la part!cula 
considerada. 

Dado que es deseable obtener el mayor contraste posible en las -
fotograf~as del flujo• es importante hacer el fondo tan negro como sea 
posible. Para este propósito el negro mate es el m!s t1til, ya que re.: 
fleja menos del 1% de la luz incidente. 

En el sentido de obtener el m~imo contraste es tambi~n mejor u­
sar una eliminación ·intensa y buenos lentes que placas o peltculas 
sensibles, ya q\.l& at1n las mejores placas o pel!culas disponibles re­
sultan relativamente lnservibles ya que la relacidn de obscurecimien• 
to aumenta abruptamente con la intensidad de iluminación, adn para p~ 
l!culas hipersensibles. Por otra parte, las placas menos sensitivas 

-'iienen el grano mas fino, lo que permite·hecer mejores amplificacio• 

DH~ 
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La elecci6n de los lentes no es de particular importancia P.uesto 
que se requiere muy poca profundidad. De hecho, cualquier lente pote~ 
te de distancia focal corta sirve para este prop6sito. 

Tocante a la iluminación, debe tenerse en01enta que se desea la 
m~xima :potencia disponible. 

)Ja elecci6n de los baños revela.dor y fijador debe hacerse consi­
derando la necesidad de tener el m~imo contraste posible. 

Descripcidn del sistema experimental. 

A fin de obtener un sistema de flujo no simétrico, en el cual se 
pudiesen obtener efectos observables de estas irregularidades (asimé­
trias) se 6pto por realizar la visualizacidn en un flujo rotacional 
inducido por un cilindro en un recipiente con forma de media circunf~ 
rencia. 

El sistema generado, y en el que se realizd la experimentacidn 
se muestra en la figura 4.1. El eje central (que consiste en una ba­
rra torneada de 2 cm. de diámetro) esta conectada en su extremo supe­
rior a un motor de velocidad variable Cole-Parmer Mod. 4555-30 con 
controlador de velocidad, y permite el uso de cilindros de diferentes 
di~e~F<t.S que SE acoplan en su extremo infer6r. Este eje está sosten! 
do por un soporte, que a la vez permite colocar el ~je en posicidn 
vertical mediante 2 posicionadores y el uso de un nivel torpedo Level 
Stanley (364) y un plomada. 

La técnica descrita anteriormente fué la elegida, principalmente 
por su bajo costa, debiendo resolverse en el proceso varios problemas 
como fueron1 la ilumincidn, tamaño de part!culas, dimensiones relati~ 
vas del equipo y técnica fotogr4fica. 

se usaron como part!culas trazadoras,polvo·de aluminio lavado, 
con tamaño de 200 a 100 µ, tratado con alcohol. En todos los casos 
se comFrobd la limpieza de la superficie del fluido por el método an­

' teriormente descrito. 

Como fuente de iluminaci6n se usaron 2 "spots" fotograficos de 
400 w. Dado que se esperaba tenár tiempos de expos~cidn grande~ se ~r! 
bajo inicial.mente peHcula lenta, pero su disponibilidad en el merca­
do era muy limitada. Tambidn se consider6 la posibilidad de usar pal!_ 
cula pancrom4tica ·pero eú ccisto resultaba prohibitivo. Finalmente .se 
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--recipiente 

FIG. 4.1 Equipo experimental 
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opt6 por trabajar con pel!cula Kodak-Tri-X-Pan ASA400/27DIN. 
La camara utilizada fuE! Níkkormat-Nikon, J'apan, FT2, 

5134593 , la cu41 posee exposímetro integrado. Inicialmente la 
iluminaci6n se estableci6 haciendo uso del exposímetro integrado 
considerando el mayor tiempo posible. Esta se modific6 posterio~ 
mente dependiendo ae las fotograf!as obtenidas en cada experimen-­
to. 

'Inicialmente se trabajo con agitadores delgados (á < 2 cm), 
pero en estas condiciones la velocidad del flujo es extremadame~ 
te pequeña, y adn con tiempos de exposici6n muy grandes (te>> 
30 seg), el movimiento del fluido era imperceptible en las foto­
graf!as.Por esta raz6n se decidi6 usar barras de diametros mayo­
res. 

Finalmente las dimensiones del equipo, definidas segtln la 
fig. 4.2 fueron: 

recipientes: 
º+ = 22.3 cm 

D ~ 1'7.3 cm -
agitadores: 

d+ = 7.59 cm 

do = 5.05 cm 

d = 3.83 cm -
Los agitadores pequeños fueron torneados en bronce, y el 

mayor en hierro "cold rolled• • 

Fig 4.2 Dimensiones del equipo 
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En la experimentación, se coloca el recipiente bajo observa­
ción de tal forma que el cilindro agitador este colocado al "centro" 
del medio circulo, corno muestra la fig. 4.3 . 

O/ 

Fig. 4.3 Posiciones relativas en el sistema. 

La base del recipiente se coloca antes cprnpletamente horizon­
tal, comprobando esta condici6n mediante el nivel de burbuja. 

El eje se alinea inmediatamente después, por medio de su so­
porte. 

La sustentaci6n del motor, el soporte del eje y el de la ca­
mara son independientes, a fin de que las posibles vibraciones 
del motor no afecten los demás elementos del conjunto. 

La camara se coloca después directamente sobre la zona suj~ 
ta a observaci6n, perfectamente horizontal ( lo que se verifica 
con el nivel ) y a la menor distancia posible, lo que depende 
del lente de la carnara, y en nuestro caso fué de 48 cm a partir de 
la superficie del fluido. 

Las lámparas se colocaron en un plano superiar a la camara, 
alrededor de 60 cm sobre la zona de observaci6n. 

Para poder realizar la visualizaci6n, se efectuaron inicial­
mente pruebas con agua pura, como fluido newtoniano de referencia, 
y se establecieron de esta forma las condiciones básicas para efec­
tuar la visualización. 

Corno fluidos viscoel!sticos se usaron soluciones a~uosas de 
SEPARAN AP-30 al 0.6% y 1% • Este es un pol!mero ani~nico sint~t! 
co de elevado peso molecular con f6rmula sernidesarrollada: 

( CH2-CHCONH2 )X 

Es un sdlido blanco, soluble en agua1 usado corno agente espe­
sante y en $USpenciones. 

El Separan AP-30 ha sido ampliamente estudiado en varios pai­
ses y en Mdxíco, como partei de un proyecto del I.I.M. 
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Tabla 4.1 
Resultados para la solución acuosa de Separan AP-30 al 0.6% 

en el Reogoniometro cie Weissenberg 

w (rpm) 11 (rad/s) y (rad/s) n (poi ses) r(d:fn~s) 
cm 

3.5B E-2 3.749 E-3 1.002 E-1 7.257 0.785 

7.15 E-2 7. 487 E-3 2.16 E-1 7,2"67 1 •. 57 

l. 42 E-1 1.487 E-2 4 .291 E-1 6.888 2. 955 

2. 84 E-1 2.974 E-2 9.581 E-1 6 .188 5.310 

5.68 E-1 5.948 E-2 1. 716 5 .112 8.773 

1.13 .l .183 E-1 3.414 4 .125 14.08 

2.26 2. 367 E-1 6.829 3.922 26.782 

4.5 4.712 E-1 13.597 2. 7 85 37. 86 

B.99 9.414 E-1 27.164 1.955 53 .11 

10 l. 885 54.3889 1. 401 76.19 

Tabla 4.2 
Resultados para la solución acuosa de Separan AP-30 al 1% 

en el Reogoniometro de Weissenberg 

w (rpm) íl (rad/s) .Y1rad/s) ri(poises) 1
d,7nas

1 T cmr 
3 .58 E-2 3.749 E-3 1.0817 E-1 l. 32 33 E2 1.4315 El 
7.15 E-2 7.487 E-3 2.16 E-1 9. 832 El 2.124 El .. 
1.42 E-1 1.487 E-2 4.291 E-1 .7 .318 r:1 3.14 El 

2.84 E-1 2.974 E-2 8.581 E-1 4.951 El 4.248 El 

5.68 E-1 5.948 E-2 1.716 3.269 El 5.61 El 

1.13 1.183 E-1 3.414 2.164 El 7.388 El 

2.26 2.367 E-1 6. 829 1.352 El 9 .235 El 

4.5 4 .712 E-1 13.597 B.49 1.154 E2 

8.99 9.414 E-1 27,164 5.673 1.541 E2 

10 1.885 54.3889 3.545 l. 928 E2 

35.8 3.749 1.08 E2 2.433 2. ti32 E2 

71.5 7.487 2.16 E2 1.539 3 .325 E2 

142 l.487 .El 4.29 E2 0.9255 3 .971 E2 
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Curva de flujo. 

Separan AP-30 en agua al 0.6%. 
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Fig 4.8 

Evaluaci6n de la· viscosidad n0 para la so1uci6n 

de Separan AP·30 al lX en agua. 
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Las propiedades reol6gicas de ambas soluciones fueron de­
terminadas en el Reogoniometro de Weissenberg modelo R-19 de 
Sangamo weston Controla, G.B. situado en el Laboratorio de 
Fluidos de la Facultad de Ingenier!a (U.N.A.M.); con un sis­
tema de M cono y plato • de 0oª 1.9857 • Los resultados apare- ,., 
tabulados en las tablas 4.1 y 4.2, y se muestran en las fig. 
4.4,4.5,4.6,4.7 y 4.8 que corresponden a las curvas de flujo 
y de viscosidad vs rapidez de corte para ambas soluciones. 

Haciendo uso de estos valores, se determinaron las visco­
sidades a esfuerzo cero ('o rapidez de corte cero) no como 
no = 227 poises para la solucidn al n y na• 7.6 poises para 
la solucidn al 0.61. 

A fin de medir la desviacic'.Sn cel comportamiento newtoniano 
se aplicd el modelo de la ley de la potencia a los datos anteri2 
res obteniendose un indice de 0.502 y 0.368, y ~iscosidades a 
w = 1 rad/seg (n1) de 10,188 y 45.056 poises para las solucio­
nes al 0.6% y 11 de Separan , respectivamente; como se resume en 
la Tabla 4.3. 

clave 

Ml 
N2 
Vl 

V2. 

Tabla 4.3 
Propiedades de los fluidos sometidos 

a prueba. 

fluido Ley de la Potencia 
nolpoises) n n1 (poises) r2 

agua 0.01 l 0.01 
glicedna 14.9 l U.9 

sol. acuosa 
Separan 0.61 7.6 0.502 10.188 l.OOOQ 

sol. acuosa 
Separan 11 227 0,368 45.056 0.9995 

Debe hacerse notar que la ley de la potencia aplica en el rango 
reportado para y > 5 en en el caso del Separan al o .• 61, y para 
y > 0.3 para el Separan al lt 1 que aon la• regiones en que las 
gr~ficas log. n vs log y presentan una tendencia lineal. 
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Como fluido de comparaci6n, de comportamiento newtoniano, se 
uso glicerina pura, de µ= 14.9 poises . Este es un l!quido inodoro 
de peso molecular 92.l g/gmol y fótmula desarrollada 
CH2-oH - CH-OH - CH2-oa , miscible en agua y alcohol, llamado tam­
bi~n glicerol, alcohol glic!lico o 1,2,3 propanotriol, 

tas visualizaciones fueron realizadas para estos 4 fluidos en 
las 6 posibles combinaciones de recipiente-agitador. 

Como se señalo ante~iorrnente, se requieren tiempos de exposi­
ción relativamente largos para obtener las lineas de corriente de­
seadas, en las fotograf!as. Los tiempos de exposición usados va­
riaron desde 4 seg para agua, hasta 40 seg para la soluci6n de Se­
paran m4s concentrada, 

La rapidez de rotacidn del cilindro agitador varid en el in­
tervalo acotado por la menor velocidad de operacidn ~el motor 
( :: 40 r.p.m. ) hasta aquella en q'ue se empezaba a generar turb_!! 
lencia o aparecian efectos ind~seables ( inerciales) ( alrededor 
de 100 a 120 r.p.m. 'para los viscoel~sticos ), 

La abertura del obturador bajo la condicidn de tiempos de 
exposición muy largos, se fijo en el valor m!nimo posible, corre! 
pondiente a f = 16 , de tal suerte que se ten!a no solo la menor 
abertura del obturador , sino tambien una mayor profundidad de 
campo, evitando de esta forma, en la mayoria de los casos, que las 
fotografías fueran demasiado obscuras o fuera de foco. 



CAPITULO V 

ANALISIS. DE RESULTADOS 

''.i! 
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Como se mencion6 en el capitulo anterior, el trabajo se 
inició efectuando la visualizaci6n con agua pura, en este caso 
se observaron flujos secundarios de naturaleza inestable.Es de­
cir, las fotos son obtenidas a tiempos de exposici6n pegueños,y 
no determinan un estado estacionario, como en el caso de los 

otros fluidos trabajados. 

A partir de las primeras fotograf !as de los fluidos Visco~ 
el~sticos se observ~ que se presentaban varios tipos de vórtices 
segun el tamaño y la forma de los flujos secundarios, por lo 
que se les clasific6 seg~n se muestra en los esquemas de la fig. 

5.1 

~,, 

Fig. 5.1 . Clasificaci6n de los vdrices observados. 

Dado que el flujo tipo~ se presenta un.gran numero de ve­
ces se decidid caracterizarlo mediante dos variables adimensio­
nales A1 y A2 definidas con respecto al sistema éomo se.mue! 
tra en la fig. 5.2 

De tal manera que: 
X 

d 

+ 
·., 
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Fig. 5.2 Oefinici6n de las variables geom~tricas. 

Donde x y y representan la localizaci6n del centro del 

v6rtice principal del flujo .secundario. Este tratamiento es apli­

cable a los tipos n y a2 , pero no al a3 en el cual la localiza­

ción del centro del vórtice es poco confiable. 

Para cada sistema (combinación de recipiente-agitador) es 

posible obtener estos datos, excepto en aquellos en que se tienen 

flujos inestables o del tipo a • 

La relación del diametro del agitador a radio del recipie~ 

be puede constituir una manera de caracterizar cada una de estas 

combinaciones. La tabla 5 .1 presenta esta relaci6n. 

Tabla 5.1 

Geometrj'.a razón d/R 

º- d+ 0.875 

o_ do 0.582 

o d 0,440 - -
º+ d+ 0.707 

º+ do 0.453 

º+ d_ 0.3435 
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Este parllmetro se ha usado en la representaci6n de los tipos 
de flujo encontrados para cada fluido en la tabla 5.2 , en la 
cual Nl representa al agua, N2 a la glicerina, y Vl y V2 a las 
soluciones acuosas de Separan al 0.6% y 1% respectivamente. 

Tabla 5.2 

Tipo de flujo: 
Geometr!a inestable CI a2 ci3. B 
0.875 Nl,Vl.V2 
0.582 Nl N2,Vl,V2 V2 
0.44 Nl N2 ,Vl ,V2 V2 
0.707 Nl N2,Vl Nl Nl 
0.453 Nl N2,Vl,V2 
0.3435 Nl,V2 N2 ,Vl ,V2 Vl Nl 

De donde se observa que el agua, en los rangos de experi­
rnentaci6n trabajados presenta unicamentc flujos inestables. 

Para la relaci6n d/R mayor (0.875) el claro entre el reci­
piente y el cilindro es muy pequeño (0.54 cm) y para ambas so­
luciones de Separan se encontrd que en uno de los lados se pre­
senta el fen6meno de inundaci6n, por .lo que no se alcanza un ré­
girnén estacionario de flujo y en consecuencia no se reporta. 

Por esta raz6n, y dado que el sentido de rotacidn del cj.­

' lindro hace diferentes los fendmenos de flujo en ambos lados 
del recipiente, se decidi6 diferenciarlos, marcandolos con las 
letras o y u , como se muestra en la fig. 5.3•. 

En el lado o es en donde se presenta el fendmeno de inlJ!!. 
dacidn mencionado anteriormente. 

Posteriormente se procedi6 a graf icar el valor de las vari.! 
bles A1 .y A2 , como son definidas en la fiq. 5.2 , en funcidn 
de la rapidez de rotaci6n ( w ) del cilindro consid~rando el · 
lado a que corresponden ( o O U ) • Las gr~ficas asociadas 
es tan en las fig. 5. 3 a 5 .12, en donde se usa la siguiente 
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simbolog!a para cada fluido: 

N2 

Vl 
V2 

Glicerina 
Sol. acuosa de Separan al 0.6% 
Sol. acuosa de Separan al l\ 

o 
6 
o 

Identica nomenclatura se usa en las fotografias.que ilustran 
los resultados obtenidos de la visualizacidn. En total se obtu­
vieron m4s de 350 fotografias , siendo las que acompañan este re­
porte representativas de los diferentes flujos observ.ados. 

Como se puede ver en las grificas de A1 y A2 vs. w ( fiq.S.3 
a 5.12 ) no. se presenta una tendencia definida de estas variables 
excepto que todos los puntos tienden a mantenerse dentro de un 

rango, relativamente estrecho, siendo en la generalidad de los 
casos, los valores correspondientes a 'Y' ligeramente menores a 
los correspondientes a •x• , pero siempre en un rango semejante. 

Posteriormente se defini6, como una medida indirecta del tam! 
ño del vdrtice la longitud L , del v~rtice del recipiente al 
centro del v6rtice; y se adimensionalizd con respecto a R , el 
radio del recipiente, definiendo A3 como: 

A "'...&_ 
3 R ••• 5.3 

Los resultados se presentan graficados en las fig. 5,13 a 
5.17. 

De nuevo se observa que la variable A3 se m~tiene en un 
estrecho intervalo ( alrededor de 0.5 ) , y que l~ tendencia 
de las curvas de Separan al 1% y de Glicerina es muy semejante 
·y parece constituir una funcionalidad constante con respecto a 
la rapidez de rotaci6n del cilindro { w ) , siendo la solución 
de Separan al 0.6% la l111ica que presenta variaciones notables, 
y que en la generalidad de los casos corresponde. a una disminu-

· ci~n del tamaño del v~rtice al aumentar w • 

Consideranqo que es el cilindro rotatorio el que causa los · 
flujos secundarios; se. adimensionalizd tambien L con respecto 
a d · , definiendose la variable geomdtrica: 

A ,._k 
4 d 
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u o 

Fig. 5. 3 Definici&l de los lados 

Foto l Foto 2 Foto 3 

Foto l • tipo a. V2. d/R.JJ.585. Lado o. 100 rpm. te•ZS s. 
Foto 2 • tipo a. Nl. d/R.JJ,44 • Lado o. 80 rpm. te-e s. 
Foto 3 , tipo a2 • inestable. N1 , [,a.do U. 100 rpm. te• 2 s. 

d/R ,., 0.44 

Foto 4 Foto 5 Foto 6 

Foto 4. tipoa2. V2. d/ll:.:0.3435. Lado O, 80 iopm. te•10 s. 
Foto s. tipoa2. vz. d/R=0.44 • Lado O, 100 rpm. te• 8 11,. 

Foto 6, tipoas. V1. d/R-0.44 • Lado tJ. 120 rpm. te• 8 á. 
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Foto ? Foto 8 Foto 9 

Foto '1. tipoa 3 • Vl • d/R::O. 44 • Lado U. 40 :rpm. te:: 10 a. 
Foto B. tipo a. N1. d/R=0,582 • Lado U. 80 :rpm. te= 8 s. 
Foto 9. tipo a. Nl. d/R=0.582 • Lado U. 60.:rpm. te= 4 a, 

Flujos t!piaos. ( a ) 

Foto 10 Foto 11 

Foto 10. V2. Lado U. 60 :rpm. te= 10 s. d/R=0.'107. 
Foto 11. V2. Leido U. 120 rpm. te= 8 s. d/R=0.707. 
Foto 12. N2. Lado o. 120 rpm. te= 5 a. d/R= 0.453 

Foto 12 
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Foto 13 Foto 14 

Foto 13. N2. d/R= 0,582 , Lado O. 60 rpm. te• 12 s. 
Foto 14. N2. d/R• 0.44 , Lado O. 60 rpm. te• 12 s. 

Foto 15 Foto 16 

Foto 25. N2. d/R== 0.582 • Lado U. 60 l'pl!'l. tes 10 8. 
Foto 26. V1. d/R= 0,44 • Lada U. 60 l'pl!'l. tes 16 s. 

Nota: La medici~n de Zas variables geomdtrioas se 
reaZiaó proyectando los negativos de Zas fotograf!as , 
de manera que Za imagen obt6nida, y en Za ouaZ se ZooaZiaó 

eZ vórtice , tenla un tamaño apro=imado do J = 1 m • 
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Que se encuentra graficada en las fig. 5.18 a 5.22. 

En este caso los valores de A4 asociados a cada· fluido aume~ 
tan con respecto a los obtenidos al manejar A3J , separando 
las curvas, pero sin cambiar su tendencia lineal. 

Por lo tanto, la tendencia regular de estas gráficas, así CQ 

mo el hecho de que en todos los casos el intervalo en que se lo­
calizan los resultados es muy estrecho, parece indicar que el ti 
po de fluido que se maneja no influye de manera notable en el t! 
maño de los vórtices. 

Es importante hacer notar que la tendencia constante tanto 
de la solución de Separan al 1% como de la glicerina, nos i1eva 
a pensar que el comportamiento esperado de la soluci'1n de Sepa­
ran al 0,6% no solo tendría que ser similar, sino adem~s debie­
ra representar un punto intermedio entre ambas soluciones, de 
~er el efecto elástico importante en este experimento, lo que 

no ocurri6. 

Observamos, por otro lado; que la viscosidad apaFente de es­
ta soluci6n ( Vl) es menor [ no = 7.26 p) que la viscosidad de 
la glicerina ( µ = 14.9 p ) , y por supuesto que la de la solución 
con~entrada (V2) [ no= 227 p ] ; por lo que es posible pensar que 
l~ viscosidad representa un factor determinante en la estabilidad 
de los flujos secundarios, y que la tendencia algunas veces err~­
tica de la solución diluida (Vl) corresponde a aquellos casos en 
que el esfuerzo viscoso no es lo suficientemente fuerte para es-

" tabilizar los flujos secundarios. 
Como se mencion6 en el capitulolII, sin embargo, la experie~ 

cia respecto a la comparaci6n de los flujos secundarios, genera­
dos en sistemas con singularidades (asimetr!as), indica que los 
flujos secundarios para éstos ~ltimos son de mayor tamaño y ex­
tensi6n que los correspondientes a fluidos puramente viscosos. 

Es decir, el .efecto de la parte eUstica de un fluido, en 
presencia de asimetrías genera, comúnmente, flujos secundarios 
mayores que los que se tendr!an si el fluido fuera puramente 
viscoso. 

Esto nos lleva.a concluir, que la asimetr!a de nuestro sis­
tema no tiene ningQn efeoto notable en el patrón de ~lujo ge­
nerado; posiblemente porque se encuentra demasiado alejada del 
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cilindro generador del flujo para producir una alteración apre­
ciable, y por lo tanto su presencia no tiene consecuencias. 

Es posible entonces pensar, en la existencia de asimetrías 
"débiles" o "fuertes", clasificables según la alteración en el 
patron de flujo que producen, y que pueden constituir un tema 
de estudio posterior. 

En este sentido, existe evidencia experimental (ref. 13) 
de un resultado similar al presente y en el que se consider6 el 
flujo de un fluido viscoeUstico alrededor de objetos sumergidos .• 
En ese estudio se analiz6 el flujo alrededor de cilindros en un 
canal rectangular, con una condici6n de frontera al infinito, y 

corno en nuestro caso no se encontr6 diferencia entre las lineas 
de flujo observadas para los fluidos newtonianos y para los vis­
coel~sticos, es decir, ese sistema tambien present6 un tipo de 
singularidad "debil" en este sentido. 

Las singularidades "fuertes" parecen ocurrir preferencial­
mente en geornetr!as rectangulares y con condiciones de frontera 
finitas, tales como las que se repnr.tau en las ref. 14. y 15. 

Finalmente, al comparar los valores de AJ a distintas ra­
zones de d/R {que caracteriza las dimensiones relativas del 
sistema) se observa que inicialmente esta variable aumenta al 
incrementarse d/R entre 0.3 y 0.45 aproximadamente, pero des­
pues, al seguir aumentando el valor de d/R, AJ disminuye. Ide~ 
tica situación se presenta con la variable A4 , pero ésta man! 
fiesta su m4xirno valor a d/R = 0.44 y disminuye bruscamente par.a 
d/R = 0.453 
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La visualizaci6n efectuada en es;::• sistema nos permite con­
cluir que: 

1.- La viscosidad es un factor determinante de la existencia 
o no de un patr6n estacionario de flujo secundario, ya que un flui­
do de baja viscosidad no presenta este fenómeno. 

2.- Para este sistema en particular, en los casos en que se 
alcanzan los patrones estacionarios mencionados en el p4rrafo ante­
rior, el tamaño de los v6rtices generados no depende visiblemente 
de la rap1dez de rotaci6n del agitador, como se hubiera esperado. 

3.- ~ll! tambi~n no existe una dep•mdencia observable entr1:1 el 
tamaño del v6rtice generado y el tipo de fluido que se somete a ex-

' perimentaci6n ( viscoso o el4stico ) • De manera que las caracter!s-
ticas elasticas de los fluidos trabajados no tienen ninguna influe!! 
cia notable en las variables consideradas. 

4,- El tamaño del v6rtice generado depende ligeramente de la 
relaci6n geométrica del sistema ( dimensión del cilindro rotatorio 
a dimensi6n del recipiente ) presentando un máximo para algttn valor 
particul.ar de esta relacidn adimensional. 

~. - L as asimetr!as en esta geometr!a no ocasionan alteraciones 
notables en los flujos secundarios, por lo que puede decirse que 
son asimetr!as "dflbiles" en el sentido de que su presencia no oca­
siona alteraciones notables en el patrón de flujo secundario obser 
vado. 

6.- Las observaciones arriba mencionadas claramente contra­
dicen las reportadas por la literatura y que han sido discutidas a~ 
teriormente. Esto lleva a considerar la posible presencia de alguna 
fuerza adicional que aft1cte el patrón de flujo. Dado que la visua­
lizaci6n se hi.zo sobre la superficie libre del fluido se puede afi!: 
mar que dicha fuerza sea la tensidn superficial, la que de alguna 
manera equilibre ~a contrihuci6n el!stica en la superficie. 

En este sentido y antes de abordar el'problema de la inte­
graci6n de las ecuaciones·de movimiento y continuidad, discriminan­
do impl!cita111ente una ecuacidn constitutiva, es necesario determi- · 
nar al efecto de la tensi6n superficial. Para esto ser!a necesario 
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determinar el patr6n de flujo en el seno del fluido, ( al interior) 
del recipiente, ·mediante la aplicaci6n de otras tdcnicas de visual! 
zación ( interferometr!a , etc. ) y/o cuantificar el efecto de la 
tensión superficial y modelar el flujo de la superficie libre tomaE 
do en cuenta su presencia, incluyendola el las ecuaciones de cambio, 
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Apéndice ~ • ASpectos elementales de Alqebra tensorial. 

A. l Fundamentos. 
A fin de obtener una visidn de las características de los 

•tensores• consideramos un sistema cartesiano de referencia. 
En este sistema, se puede asociar un vector unitario a cada 

eje en su dirreccidn positiva, seq'Gn se muestra en la fi9 A.l. 

3(x,) 

Fig A.l. Vectores base · 
,_..,..__ __ .,2(xzl 

De manera que cada ·uno de estos. vectores !.¡, f!2 , . y !.J cons­
tituyen los vect..,res base del siStema. 

Cualquier vector ( ~ por ejemplo ) se puede expresar como una 
combinaci6n lineal de los vectores 'base: 

A.l 

En donde precisamente los coeficiente's de !.¡, ~2 y !.J son 
los componentes de ! . 

Por lo tanto, un vector sugiere la asociacidn de un valor ( 
escalar) a cada direccidn particular del sistema cartesiano de re­
ferencia tal que: 

A1 ea el valor de ! en la direcci6n del eje 1 
A2 es el valor de ~ en la direcci6n del eje 2 A.2 

A3 es el valor de ! en la direcci6n del eje 3 

Una visidn de lo que es un tensor, se puede obtener extendien­
do este concepto1 se dice entonces que un tensor de orden 2 asocia 
un vector a cada direcci6n del siste111a cartesiano. De manera que 
si el tensor 1 asocia al vector !i a la direcci6n del eje 1, el 
vector !2 a la direcci6n del eje 2 ·y el vector !J a la direccid~ 
del eje. l tendremos: 
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!h = ( Bll ,Bl2 ,B¡3) es el Valor de § en la di.recci6n c?el eje l 

~2 = .( B2l 'B22 ,B23> es el valor de ª en la direcci~ del eje 2 A.3 

~3 = B31 •832 ,B33> es el valor de ~ en la di.recci6n del eje 3 
y: 

n-l!~l t •11 
Bl?. .,, ] 

B21 B22 B23 == [ B .• ] A.4 
l.J· 

B31 B32 833 

donde [ Bij ] representa entonces la matriz con elementos 
Bij definidos seqtin las relaciones A.3. 

En general, un tensor de orden n asocia un tensor de orden 
n-1 a cada direcci~n del espacio sistema coordenado de referen­
cia ) • 

A.2 Ecuaciones de cambio. 
Para obtener la soluci6n al problema del flujo de un flui­

do, debemos considerar que éste de.be cumplir las condiciones im­
puestas por las leyes f!sicas de conservaci6n de la masa y del' mo­
rnentum (y en el caso de flujo no isotérmico, de energ!a ), · 

La ecuacidn de continuidad expresa la ley de conservacidn de 
masa como: 

v· t pv ¡ + ...Le.=o 
- ílt 

A.5 

o, en su forma equivalente: 
a P 3 ¡¡ 
at: = - i=1 axi ( P vi > A.6 

La ecuaci6n de movilÍliento expresa la ley de conservaci6n del 
momentum, com9: 

a ' 3 s 3 a p ( at vj + l:; vi axi vj ) i:: axi ij + p g. A. 7 1 l ;¡ 

En las cuales p representa la densidad, t el tiempo, xi las 
coordenadas cartesianas (segdn la fig A.l) y vi los componetes de 
velocidad en las direcciones respectivas: g. es el componente de 

J 
la aceleracidn gravitatoria en la direccidn j y ªij el componente 
correspondiente del tensor de esfuerzos ( su definici~n se encuen­
tra m!s adelante). 
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A.3 Tensor de rapidez de deformaci6n. 
Como se menciona en el cap 2, la descripción total del 

flujo se podr~ obtener a partir de una ecuación reológica de est! 
do o ecuaci6n constitutiva, que sea capaz de expresar el tensor 
de esfuerzos en función del tensor de rapidez de deformación ( 
para l!quidos ) • 

Para definir a éste dltimo, consideremos el tensor gradiente 
de velocidades ~ definido: 

av1 avl av1 
axl ax2 oXJ 

~ 
av2 av2 av2 avi 

] A.8 = aiéi ax2 0X3 = 3xj 

av3 ílVJ av3 
axl ax2 ax3 

Una de las propiedades de los tensores, se basa en los.conceE, 
tos de tensor simétrico. y antisimétrico1 se dice que un tensor es 
siml!trico si: 

Bij = Bji 

y antisimétrico si: 

Bij = - Bji 

A.9 

A.10 

De manera que esta propiedad establece que todo tensor se 
puede descomponer en una parte simt!trica y una antisim~trica: 

Bij "' Is ( Bij + Bji ) + 1'J ( Bij - Bji ) . A.11 
De donde 
Is (Bij + Bji ) es la parte simétrica 
y 

1:! ( Bij ~ Bjil es la parte antisimétrica 

En base a esto, el tensor de rapidez de deformación R se 
define como la parte simétrica del tensor gradientes de velocida­
des ( segGn la ecuaci6n 2.3 ) , es decir: 

"' A .12. 
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av. ~ 
1 af- + a x. > 

j .1 
A.13 

A.4 Tensor de deformaci6n. 
El estado de deformaci6n de un cuerpo en un punto dado es-· 

ta especificado por el tensor de deformaci6n. Este representa los 
cambios relativos en dimensiones y ~ngulos de un pequeño elemento 
cabico. As!, si u1 = xi - xi , donde el super!ndice 0 se refiere 
a un estado no deformado, el tensor de deformaciGn se define ( en 
concordancia con la definici6n del tensor de rapidez de deforma-
ci6n ) como: 

~ =J.¡ ( A.14 

A.5 Tensor de esfuerzos 
Representamos el tensor de esfuerzos ¡ como: 

~ "' ( ºij ) A.15 

donde ªij es el componente paralelo. a la dirección j, de 
la fuerza por unidad de area actuando en la cara - de un elemento 
cabico - que es perpendicular a la dirección i • 

Los esfuerzos normales ºii son, en general posi.tivos para te!! 
sit'.Sn y negativos para compresi6n. 

Los componentes del tensor de esfuerzos se muestran graficame!! 
te en la fig A.2. 

Fig A.2 Identificacidn de los ·~s del tensor de esfuerzos • . . 
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Como se observa; 011 , 022 y 013 son componentes normales, 
mientras que los demás son cortantes. Suele representarse con a 

el esfuerzo normal promedio : 

A.16. 

El esfuerzo normal promedio, a, tiene e 1 si13nificado f!sico 
de una presi6n hidrostática ( negativa ) • As! que si se sustrae 
el termino "hidrostático" del tensor de esfuerzos ( restando o 
a cada uno de loa 3 componentes normales del esfuerzo) , el tennor 
residual es el denominado tensor deviatorico de esfuerzos o ten­
sor de esfuerzos adicionales § : 

§ = [ tij 1 = { ºij - o ºij J A.17 

= A.18 

De idlntica manera se puede resolver el tensor de deformacidn 
eij) definido por la ec. A.14 en una deformaci6n normal promedio 

e , m!s un tensor deviat6rico de deformacidn [ eij ] con: 

. En donde, la deformacidn normal promedio, significa fisica­
mente, la medida de la dilatacidn volumétrica del material defor­
mado. El tensor deviatorico de deformacidn [ eij ], mide, por otro 
lado, la distorsi6n en la forma del material deformado. 

A.6 Tensor de vorticidad 
Es importante en este panorama, mencionar al tensor de 

verticidad, el cual est! definido como la parte antisimétrica del 
tensor gradiente de velocidad, aegtin: 

H = ~ [. !i + ~T A.21 
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Los componentes del tensor de vorticidad representan la direé­
ci6n del vector vorticidad como aquella que corresponde al eje lo­
cal del sp!n, y es caracter!stica de la presencia de vdrtices en 
el flujo, condición en la que el flujo se denomina rotacional. 

Una condición necesaria y suficiente para que el flujo sea 
irrotacional es que la velocidad sea representable en tdrminos de 
un potencial escalar P 

! = - VP A.22 



Ap~ndice B • Glosario. 

Termino usado 

viscosidad aparente 
coeficiente de viscosidad 

o viscosidad 
rnOdulo complejo 
extensi6n no recuperable 
mddulo de pérdida 
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rnddulo de almacenamiento 
ecuaci~n reoldgica de estado 
o ecuacie5n constitutiva 
deslizamiento 
funci6n de deslizamiento 
amortiguador 
deformacie5n 
dilatancia 
flujo 
fluido 
s6lido de Hooke o 
se5lido Hookeano 
histé:resis 
f;luido de ~iaxwell 

sd~ido de Voigt 
flujo laminar 
l!quido 
4ngulorde p~rdida 
funciOn de memoria 
mddulo de elasticidad 
fluido newtoniano 
esfuerzo normal 
pseudopllst,ico 
rapidez 
recuperaci6n 
cortante puro 
relajacii6n 
funcie5r. de relajaci6n · 

n 

\J 

G* 
.J• 

G" 
G' 

cjl(t) 

~(t) 

G 

'u 
d 
dt 

"'(t) 

Termino en Inglés 

apparent viscosity 
viscosity (coefficient) 

complex m~dulus 
compliance 
loss modulus 
storage modulus 
constitutive(rheological) 
equation 
creep (cold flowl 
creep function 
dashpot 
deformation 
dilatancy 
flow 
fluid 
Hooke body(solid) or 
Hookean solid 
hysteresis 
Maxwell body. ( liquid) 
Voigt (or Kelvin) body 

laminar flow 
liquid 
loss angle 
inemory function 
elastic modulus 
newtonian fluid 
normal stress 
pseudoplastic 
rate 
recovery 
pure shear 
relaxation 
relaxation function· 
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tiempo de relajacidn A relaxat~on time 
tiempo de retardaci6n A' retardation time 
reómetro rheometer 
reopéctico rheopexy 
deformación shear 
lÍnea de corriente stream line 
rapidez de corte y shear rate 
esfuerzo normal tension 
tixotrop.!a thixotropy 
efecto de weissenberg weissenberg efect 
esfuerzo cr!tico To yield stress 
viscopl4stico o pl4stico viscoplastic or 

de Bin9ham Bingham body 

esfuerzo cortante T shear stress 
deformaci6n (tensor) strain· 
rapidez de deformación(tensor) ~ rate of strain 
esfuerzo (tensor) I stress 
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Ap~ndice c. Notaci6n. 

Entre [ ) se especifican las dimensiones correspondientes; 
M (masa), L (longitud), T(tiempo) • Entre ( ) las unidades 
~orrespondientes. 

Ai variable geom~trica adirnensional - cap. V -
d di4rnetro del a~itador ( cm ) 
D di4rnetro del recipiente ( cm 1 
De nlimero de Deborah [ l 
F(~)funci6n de distribuci6n'del rn6dulo al corte 
G rn~dulo el~stico 

.G(t) rnddulo de relajaci6n [ M/LT2 

G' rn6dulo de almacenamiento 
G" rnddulo de pdrdida 
G* rn6dulo complejo 
H(}.) funci6n de dis~ribucidn de viscosidad 

. J(t) extens.i.6n no recuperable 
J* extensi6n no recuperable compleja 
L(>.) funci6n de distribuci6n del mddulo de deslizamiento al corte 
Ni diferencia· de esfuerzos 
NyV tipo de fluido - cap. IV y V -
n 

p 

R 

t 

i;ndice de. comportamiento del fluido (!<bdelo de ostwald-de Waele) 
presi6n [ M/LT2 ] 
radio del recipiente ( cm ) 
tiempo 

te tiempo de observaci6n (seg) 
!)'~·vector de posici6n [ L ] · 
y vector velocidad [ L I T ] 
D tensor de rapidez de deformacidn [ T-l ] 
= 

§ tensor de esfuerzos adicionales [ M/LT2 

¡ tensor de· esfuerzos totales [ M/LT2 ] 
& tensor identidad 

Cl tipo de flujo - cap V -

ªi tipo de flujo - V -

6 tipo de flujo - V -. 
rapidez de -1 y corte [ T ] . 
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& 4ngulo de defasamiento ( 0 ) - IV -
n coeficiente de viscosidad aparente (poisea) (M/LT J 
no viscosidad apar~nte si O 
n= viscosidad aparente si 

n* viscosidad compleja 
ei funciones materiales para esfuerzos normales 
0o angulo del cono del Reogoniometro -IV-
A tiempo caracteListico -II- o de relajacidn ~III- [TJ 

to 

tiempo de .retardación 
coeficiente de viscosidad (poises}. { .M/LT 1 
densidad [ M/L3 ] 
componentes del tensor de esfuerzos totales 

' 2 
esfuerzo cortante l M/LT ] 

esfuerzo crítico ( 0) 
~ diferencia de fase -III­
<b (t} función de deslizamiento 
~(t) función de memoria· 
~(t) funcidn de relajación 
w rapidez de rotaci6n del cilindro. (r.p!l\l!) { T:..1) 
<b(<)viscosidad aparente 
E sumatoria 

derivada con respecto al tiempo 
subíndices 

+ mayor tamaño 
menor tamaño 

o tamaño intermedio 
i contador en las sumatorias 
i, j direcciones i ,j = · 1,2 ,3 
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