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CAPITULO I

INTRODUCCION



La determinacién de patrones de flujo de polimeros fundidos en
geometrfas donde ocurren flujos no-viscométricos, como es ellcaso
del flujo de un pelfmero en un extrusor, en boguillas, en el proce-
so de moldeo por soplado, etc, ha constitufdo en tiempos recientes
uno de los problemas mis importantes a modelar, ya que, en adicidn
a la importancia industrial inherente, el que el material fluya en
una geometrfa no-simétrica ¢ que presente discontinuvidades en la su
perficie que lo acota (no es una superficie reqular), v.gr, flujo
alrededor de esquinas, en un pozo de presién, etc. di lugar a la
presencia de flujos secundarios (tambien ocurre esto para materia-
les newtonianos) chyas caracteristicas estdn determinadas,en gene-
‘ral, no solo por las propiedades viscosas del material sino también.
por sus contribuciones elésticas. Esto implica a su vez que en la
integracidn de la ecuacién de movimiento se haga uso de una ecua-
cifn constitutiva gue cohtemple ambas contribuciones del material.

La amplia gama del comportamiento no-newtoniano ha dado lugar
a la formulacién de una gran variedad de modelos, algunos meramente
empfricos, otros formulados por lo menos de acuerdo al principio de ‘
indiferencia material y otros desde el punto de vista estadfstico,
los que en conjuncidn con las ecuaciones de continuidad y movimien-
to,,deberfan representar-el patrdn de flujo con exactitud. En los
capftulos II y III se discuten alqunos de éétos, los que son de a-
ceptaciSn m&s general. Sin embargo su uso en la prictica se ha vis-
to restringido en su validez a flujos unidireccionales y simétricos
habiendo fallado en su aplicacién a flujos mds complejos.

La técnica ‘general de solucidn de este tipo de problemas con-
lleva dos aspectos. Uno donde se determine el patrSn de flujo de ma
nera experimental mediante una visualizacién del mismo y el otro la
resolucién de las ecuaciones de cambio, la que dada la complejidad
del problema pﬁede ser analftica o numérica,'restando'solamente la
_ comparacifn de los resultados experimentales y tedricos.

En este trabajo se aborda sdlo el primer aspecto en la solucién
del problema que se discute a continuacién y en donde como una pri-
mera aproximacién al an&lisis del flujo de un polimero fundido en
uha gedmetria no-simétriéa y con discontinuidades en la superficie

gue lo acota se usaron dos soluciones de distintas concentraciones



poliacrilamida (Separan ApP~-30).

La visuallizacién se efectud en un recipiente semicircunlar que
contenfa el material, donde el flujo fue generado por un cilin
dro que rota a distintos valores de rapidez angular, colocado
a la mitad del didmetro de dicho recipiente.

Se tomaron fotograffas del patrén de flujo de estos materiales
y Se compararcn con los patrones de flujo producidos en flufdos
newtonianos de alta y baja viscosidad.

El patrén de fiujo general consistid en dos regiones perfecta-
mente distinguibles. Una primaria situada en la vecindad del ci
iindro rotatorio y otra alejada de este y que constituye el
flujo secundario.

Para las distintas relaciones de difmetro de cilindro a difme

tro ge recipiente analizadas, se observé que los patrones de .

- flujo secundario no éependen fundamentalmente de la contribucién
elistica del material sino esencialmente de la contribucibn vis
cosa, tanto para los fluidos viscoelfsticos como para el newtonia
no de alta viscosidlad.

Mientras que para los materiales de baja viscosidad el patxfn de
flujo secundario result8 inestable.

Este comportamiento contrata con aquel gque ocurre para materia-
les viscoeldsticos y newtonianos en otras geometrfas, en donde
tambi€n aparecen flujos secundarios.



CAPITULO II.

MATERIALES NO NEWTONIANOS.



Generalidades,

Al aplicar una fuerza o una carga a cualquier
material - sea lfquido, sélido, gas u otro estado intermedio- este
sufre una deformacidn. Se pueden considerar 2 tipos de deformacién
a) deformacifn espontineamente reversible, llamada elasticidad, 'y
b) deformacibn irreversible llamada flujo.

Una ecuacidn constitutiva describe el comportamiento del material,
lo gue se logra expresando el tensor de esfuerzos como una funcién
del movimiento relativo de partfculas materiales, esto es, del
tensor de deformacién (s6lidos) o del tensor de rapidez de defor~-
macién’ {fluidos).
Para que esta descripeidn sea adecuada, la ecuacion debe satisfa-
cer dos principios bésicos (ref. 11) :

- Principic de determinismo. El, comportamiento de un elemen~

to del material depende solamente de su historia previa, y

no del estado de sus alrededores.

- Principio de Indiferencia material. El comportamiento de

un elemento dado, .no depende del movimiento del material

como un todo en el espacic, es decir, para considerar el

comportamiento de un elemento basta considerar un pequeifio

entoxrno, ignorando el movimiento del material como un todo.
Ademig, la descripeidn dada por la ecuaciSn constitutiva debe
ser invariante a cambios del marco de referenc1a, de aqui la
necesidall del uso de tensores, .
Se acostumbra definir al tensor de esfuerzo total como:

T = -p 6 + 8 2.1
= = =

en donde el primer termino constituye una parte isotr@pica de-
finida como un campo escalar, en donde se incluye lav i)resiQn, y
el segundo una parte deviatorica donde se consideran los demis
esfuerzos existentes, ) '
El escalar p se asocia, para fluidos compresibles con la pfe-
516n termodinamxca. Para fluidos incompre51b1es la practica comdn
con51ste en definirlo como una variable dindmica adicional, deter—
minable experimentalmente , denotada como la presin media:



p=~ = tr T 2.2

El tensor § , el tensor de esfuerzos adicionales, resulta de eli-~
minar todo esfuerzo isotrdpico, y se define formalmente como:
' §=T + p¢g

= -

este tensor tiene gran importancia ya que con €1 se define la
ecuaciSn reoldgica de estado v ecuacién constitutiva, la que, co
mo se menciond define la manera como un material responde a la
accitn de un esfuerzo. ’ o A

Se puede demostrar (ref, 8,11) que la respuesta del material es’
funciSn de las propiedades locales del material y del tensor de -
rapidez de deformacién D , el que, en coordenadas cartesianas
se define como:

i ‘ | )
P hy by By
X 3y 3K az ax
. v v v v v
D= Vug =k | v, _x 2 ¥ X2
i (a) X + 3y dy 3z +vay_ 2.3
L Yy ) 3y 32 3z

Ecuaciones constitutivas,
La ecuacifn constitutiva mfs simple, es la correspondiente al

Modelo Newtoniano, la que es adecvada para fluidos estructural-
mente gimples, donde la disipacién de energfa por efectos vis-
cosos se debe a la colisién de especies moleculares relativamen
te pequefias, como es el caso de todos los gases, llquidos y de
soluciones de bajo peso molecular,



Esta posee la forma general:

R s=2uD-5Fp(Vv - u)sj 2.4

el coeficiente de viscosidad, ¥ es funcifn estrictamen

te de la presién, la temperatura vy la composicién. Para un

fluido incompresible, es decir, cualquier liquido a temperatuy

ra constante, el seqgundo termino desaparece, ya que | V'g)=0;
por lo que la ecuacién 24) se reduce a:

§=2up 2.5

A los liguidos no-newtonianos puramente viscosos se les asocia
una ecuacién constitutiva lineal en D por analogia con el mo-~
delo newtoniano, pero conteniendo un coeficiente de viscosidad
variable, llamado viscosidad aparente, como:
S=2n0p 2.6
2 1
Se ha encontrado experimentalmente, que n , en flujos de corte
simple, es una funcién de una combinacidn de varios componen-
tes de D, ademds de depender de las variables termodihamicas.
Bsta funcionalidad se expresa (ref.3,8,9,10,11) en términos de
los invariantes del tensor D, llamados as{ porque no cambian
bajo transformacién de coordenadas. Estos invariantes son:

i

I, =tr D 2.9

2 ‘ 2.
IIy = tr D 8
111, = det. D -2

Ahora bien,siendon un escalar, deheri, en consecuencia, ser o
una funcifn escalar de las componentes de D. Para esto se defi



ne la rapidez de corte y, como:
12TED D ... 2,10

Bajo una argumentacifn similar, se define el escalar esfuerzo
cortante como:

T tr §° 8 se002.11

Para definir la viscosidad aparente como;

eee2,12
Ny ) =5 |
Esta ecuacién no solo es una definicién, sino que'exﬁresa la
manera como ha de calcularse y. Yy 1t se determinan experimen '
talmente en viscosimetkros (ref 1,9,10) y la grdfica de ¢ vs y
‘se denota como” curva de fluio".

Clases de Fluidos,

Para los fluidos newtonianos, la curva de flujo es una linea

recta, que pasa por el origen y cuya pendiente es la viscosi-
dad u,

Para los fluidos no-newtonianos, la curva de flujo no es lineal,
y la viscosidad no es constante a una temperatura y presi§n da-
das, sino que depende de otros factores como pueden ser.
‘ -« gue la fapidez de corte en un punto del f£luido dependa
del esfuerzo cortante en ese punto.

- que la relacifén entre el esfuerzo cortante y la rapidez
de coxte dependa de la historia de deformaciores previas
a las que se ha sometido el fluido {dependencia del
tiempo)

- que se tengan presentes caracteristxcas correspondientes
tanto a 1fquidos como a s8lidos, y exhibicién de recupe-
racifn eldstica parcial déspues de la deformacitn (mate-
riales viscoeldsticos). '



Los fluidos no-newtonianos, cuyas propiedade§ son independientes
del tiempo son generalmente descritos por ecuaciones simples, de
la forma o

y=1£f (1) 2.13

de manera que la rapidez de corte en cualquler punto depende so-
lo del esfuerzo en ese punto, y

n =—— 2.14

Y .

pudiendo expresarse la funcionalidad de N como: ‘
- . : : 15,
n=n{y) 2.
6
2.16
¢ L T)

Clasificacién. Segdn el comportamiento de la viscosidad aparen-
te (ecuaciones 2.15 y 2.15) se tienen los siguientes grupos:

- Pseudopldsticos. Aquellos en que la viscosidad dismi-
" nuye al aumentar la rapidez de corte.
- Dilatante. Aquellos en que, por el contrario, la vis-
cosidad aumenta al aumentar la rapidez de corte
- VlscoplAStlcos. Fluidos en los que se requiere de un
" esfuerzo finito 10 para 1nlczar el flujo,.

El comportamiento se representa en las Flg,2.1 y 2.2

T4 Viscoplastico _ Y
oniano AL newtoniano
ilatante’
dilatante pseudopldstico
. = scopldstico
- 5 : ~ 3
Fig.2.1 , Fig 2.2

‘Curvas de flujo Curvas n-t
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pseudoplisticos. El comportamiento pseudopldstico es tfpico de

suspensiones de polfmeros, y se puede explicar segfn 2 teorfac
(ref.9); Las molé&culas de esta clase de fluidos estén arregla~
das en una distribucidén compleja cuando se encuentran en repo-
so; bajo la influencia de un esfuerzo cortante se produce un
reacomodo y las partfculas tienden a orientarse en la direccidn
del deslizamiento.Esta orientacidn es proporcional a la rela -
cibn de deslizamiento y se opone a los efectos del movimiento
browniano, -cuya influencia estd determinada por la temperatura.
Asf la viscosidad aparente va disminuyendo al incrementarse la
rapidez de deformacifn, hasta un punto tal donde no es posible
un mayor'alineamiento con las lfneas de corriente y la curva de
flujo se vuelve lineal; por otra parte, este alineémiento debe
ser muy r&pido (instanténeo} & al menos indetectable por las téc
nicas viscosim&tricas ordinarias, por lo que se considera inde-
pendiente del tiempo.

En las dispersiones existen moléculas o particulas solvatadas.
‘Al aumentar el deslizamiento €ste separa las capas solvatadas re
sultando una menor interaccién entre las partfculas, y consecuen
temente, una reduccién de la viscosidad aparente. La linealidad
‘de la curva de flujo a valores altos de la rapidez de corte pue-
de corresponder a la completa destruccibn de las capas solvatadas °
y & que la interaccién entre las moldculas o partfculas es cons-
tante. |
Entre estos fluidos contamos los hules, adhesivos soluciones de
polimeros o polimeros fundides, grasas, suspensiones de almidén;
acetato de celulosa, ete.- '

Para evaluar 0 (ec.2. 14) es conveniente tener una representac16n
‘analftica, aungue sea aproximada de ™ Y) ¢ (T ) , 1la que se
obtiene de la curva de flujo de los datos obtenidos de viscosime
tria. '

El comportamiento reclfgico de un fluido pseudo-pl&stico tipxco
tiene la forma mostrada en la Figura 2.3.
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logn %

T

log
Fig.2.3 curva tfpica de n~t1 para fluidos pseudoplésticos

Es posible usar varias expresicnes dependiendo del rango de ¥ § T
investigando,ya sea de nl(y} & #(7)

El modelo mds simple y mis usado es el de Oswald-de Walle 6 "ley
de la potencia", que propone (ref. 8,9)

: =k (vl - ‘
X n =k (¥)  -(l-n)/2n 217
n=kt/n 1) ..2.18
para que
1=| k 1y n_ll

L.2.19

si n=1 y k= 1, el modelo se reduce a la ley de Newton, de aqui
‘ que 1 se define como una medida de desviaci6n del comportamien
to newtoniano, y es llamado Indice de compartamiento de flujo,y
.en el caso pseudopl&stzco se ‘tiene n< 1.

'NOTA: Las referencias se marcan con¥
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Claramente, el modelo de la potencia no ajusta toda la curva mos
trada en la £ig.2.3.En la particular ajusta solo unc de las lineas
punteadas. ‘

Las lfneas marcadas A y C dan n=l en ambos casos, y k=n° para A
y k = n, para C; para la linea B n <1 y corresponde la regién pro
~pia para la ley de la potencia. En la prSctica tref:8}, el rango
en que el modelo ajusta serfa de 1 a 4 Ordenes de magnitud, lo que
significa que en muchos casos, el modelo darf una excelente repre~
sentacién de los datos, aunque falla tanto a valores bajos y muy
altos, ya sea de ¥ a 1.

Si los esfuerzos encontrados en la prdctica son muy pequefios, se
puede usar el modelo de Ellis ( ref.8):

1 1 1 -l/n ,_ 2, {l-n)/2n '

n’m)” n°+m {t%) . vee220
Que consﬁa de 3 parametfos positivos ajustables (no, m, n).Si
n<l el modelo tiende a la Ley de Newton para valores pequefios de

7, se ha encontrado este modelo muy adecuado para soluciones poli
. méricas hasta esfuerzos bastante grandes.

Si los esfuerzos encontrados en la prictica son m&s bien grandes,
se-puede usar el modelo de Sisko ("):

n 2 -{l-n)/2n

n=9 (1) =n_+n (%) : vr 221

que predice n + Ne si t + « ; pero a bajos esfuerzos n - « con
12 + Q, 8isco encontrS que este modelo da una excelente repre-

sentacién para el comportamiento de varias grasas no-newtonianas.

A manera de mantener la simplicidad de la ley de la potencia y
superar la objecién de que el tiempo caracterfstico no ‘estd in-
cluido entre los pardmetros, se puede usar el modelo de potencia
truncado de SP:iggs (*10),

o . a2
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donde n, es la v;scosidad a rapidez de corte cerp,( 1/Y°) €8 un
tiempo caracterfstico y n el fndice de la ley de potencxa {adi-
mensional) .

El modelo da una asfntota horizontal para ¥ pequefios y la asintg
ta de la ley de potencia para ygrandes.

El modelo de Carreau mantiene las propiedades ﬁtiles de la ley de
potencia truncada pero no tiene discontinuidades en su primera de-
rivada, mediante 4 parametros.

n= nNo n=1

Fomns " [1+ a3 2123

donde A £8 una constante de tlempo, y ® el indice de la ley po-
" tencia.

El modelo de'Reiﬁer-Philippoff‘(*8)

nwn, + (f;___'___"_;)_ : ‘ 224
+. TG -

y el de establlidad estructural de Reiner:

.1.'.=.1—' -.(-1-'. - ..]L) '._TZ] ! 2'25
R-n,” 'n, " Mol e'” XF

e5tin basados en clertas suposiciones acerca del comportamiento
nonewtoniano. Aunque predicen correctamente la forma "S" de 1a-
‘curva W vs Y usualmente no son cuantitativamente correctas.

Togn 4

: Fogﬂo F'f---———"“-~.~,---....~__-~]ey potencia
Tog"s T ley de potencia

. logna truncada
Tog ne ' A
Ellis
’ Meter,Cross
ogn, [~ Wi11iams
ogn, e o Reiner-Philippof
JTogy

Fig.24. Cazacteristicas de los modelas para fluidos no—newtonia
nos.
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Basado en la teorfa cinética de los lfquidos,Eyring propone el
modelo {*11) ‘

t = A arc senh ( - % v)
2.26
que predice el
comportamiento pseudoplistico para valores finitos de T y
tiende asint&ticamente a la ley de Newton si T * 0, en cuyo
caso § = % '

Por medio de modelos moleculares (fIsico-quimicos) Ree, Ree y
Eyring proponen (*8}:

no=z 8 o % senpt (BT )
A o e
k=1 Tk a, k=Ns+1 k ak Bklr 2.27
en donde

Ng ¥ (N-Ng) representan el ndmero de "unidades newtonianas y

no newtonianas respectivamente; X, la fraceidén de &rea de flu
jo ocupada por el K-esimo tipo de unidad de flujo y B ¥ a son
constantes determinadas empfricamente. ‘

Otros modelos. propuestos san {*9)
Kreiger Dougherty ‘ ’ : . 2.28

n =N, T

ng-ﬂm Tc + T

Casson: , : _y2;29

A= T+ ng Y

. oldroyd: o .t 2.30
‘ n = Mo (~%{}%T~%~T)
, 3 ,
Harris: 2 2,31
‘ n = ng [1+ ap[1- exp(~ Aé'Y )13
' 2.32

no=ne [1- az expl-(a, vy ) * 11 -
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Estos modelos resultan ser mucho méis complicados, y no pareéen
presentar ventajas adicionales lo que explica su poco uso.Debe
tenerse en cuenta ademis, gue estas expresiones son empfricas,
Yy por tanto, no se puede asegurar que los pardmetros sean los

rismos Si se determinan en distintos dispositivos geométricos,y
gue €S sumamente aventurado usar estos modelos fuera del rango
en ¢ue Se han evaluado las constantes del fluido.

Dilatantes, En los fluidos dilatantes se presenta una "dilata-
cidn" volumétrica bajo deformacién, lo que resulta en un aumento
de la viscosidad aparente a medida que aumenta la rapidez de
corte. Aungue el termino dilatante Se usa para todos los flui-
dos qgue exhiben un incremento en la viscosidad con el incremen
to en la rapidez del corte; este comportamiento fue original=
mente encontrado por Reynolds en suspensiones con alta concen-
tracidn de s6lidos y quien sugiri8, que cuando estas suspensio-
nes estan en repaso, las partfculas estan orientadasen tal forma
que las espacios vacios son minimos, y el l1fquido de .la suspensidn
es suficiente para llevarlos. "

Cuando el material es puesto en movimiento a bajas velocidades el
1fyuido lubrica el mov, de las partfculas y el esfuerzo es peque
fio. Al aumentar la rapidez de corte hay un aumento de espacios
vacios, con la consiguiente dilatacidén volumétrica. En estas con
diciones la lubricacidn es inadecuada y la superficie de las par-
ticulas ‘adyacentes llega a estar en contacto directo causando un
aunento de la viscosidad aparénte.

Algunas suspensiones acuosas de didxido de titanio, soluciones de
bdrax y goma ar8bica, almidén, silicato de Potasio o goma ardbica

en agua, lodo, arena mojada y polvo de tierra en lfquido de baja
visposidad presentan este compartamiento.

El modelo de Ostwald~de Waele se aplica en este caso, con n > 1 (
¥a que n < 1 corresponde al comportamiento pseudo pldstico).

Viscoplasticos. El modelo de plistico, de Bingham consiste.en una
n congtante arriba del valor del esfuerzc critico Te, el cudl de
‘be ser excedido para que se inicie el flujo.
' Y =0 ‘ T To-
T~ Tomny T T 2.33
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lo que corresponde a una curva de flujo del tipo de la £ig.2.5.

T4

To

Y .

Este comportamiento se explica considerando que este plistico de
" Bingham, en reposo contiene una estructura tridimensionél con
rigldez suficiente para resistir cualquier esfuerzo menor que T°
Cuando este valor es superado la estructura se desintegra por
completo y el flujo es el correspondiente a un fluido newto-
niano bajo el efecto de un esfuerzo cortante T'f°. Los lodos,
pinturas de aceite, pastas de dientes, etc. muestran este tipo
de comportamiento. ‘

El modelo generalizado de Bingham. 2.34

A T -t =k 3P4

“incluye ademds, las caracter{sticas correspondientes al modeleo
de CQstwald-de Waele.

Fluidos no newtonianos dependientes del tiempo.
pPara muchos fluidos reales, no es posible aplicar una ecuacién
reoldgica simple como

y=E(1) ' 2.13)
ya
que la relacién entre rapidez de cofte { & } y esfuexzo cortan
te { T varia con el tiempo, es decir,el valor de la viscosidad
aparente no solo dependé de la rapidez de corte, sino ademis del
tiempo durante’ el cual se ha sometido a esfuerzo el mater1a1 Ha
blemos entonces de fluidos tlxotrﬁplcos y reopébticos.
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TixotrSpicos. Los fluidos tixotrdpicos. son aquellos que, al sexr
sometidos a un esfuerzo cortante, presentan cambics en su estruc '
tura interna; como pueden ser flogulacifn o deflogulacidn de una
fase dispersa en un sistema multifasico, o pox ruptura de molécu
las de cadena larga, o por otros factores, como puede sSer una
reaccifn quimica.

La tixotropfa frecuentemente es confundida con el comportamiento
pseudoplistico, ya que amins se refierena una disminucidn en la
viscosidad aparente. Sin embargo, ld4 tixotropfa es m&s un efecto
dependiente del tiempo que de la rapidez de coite y sé refiere a

- un decremento de la viscosidad aparente no instant&neo, si la
rapidez de corte es constante. Este dec:ecimiento,.tiene sin
‘embargo un valor de viscesidad limztante al que tiende el mate-

" rial.

El resultado es una serie de curvas de histére51s.de T vs Y cuan
do Y se somete a repetidos recxﬂaaes. La altura de las curvas

se incrementa aplicando el esfuerzo a intervalos mayores de tiempo
antes de hacer la trayectoria de regreso,

9

Vedl
pend = viscosidad 1fmite

-y
Fig.2.6 Comportamiento tixotrdpico

. El criterio de.reversibilidad (es decir que la ‘estructura se rg'-
‘cupera al reposo) es condicifn necesaria para la existencia del
comportamiento tixotrfpico. En el caso de una disminuacién irre-
versible de la viscosidad se habla de degradaciSn al corte.Si

la estructura no se recobra completamente al cesar el esfuerzo,
es posible que algﬁn factor adeMIs del tiempo, influya en su’
comportamiento(ej la deformac16n total acumuladal.-
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Muy pocas investigaciones, tefricas o experimentales se han desa-
rrollado sobre fluidos tixotrdpicos'y no es ficil obtener resulta
dos experiméntales consistentes para este tipo de fluidos.
El caso m4s simple es el de tixotropfa simétrica, en el cual la -
estructura del fluido al cesar el esfuerzo se rehace con la misma
rapidez que la del proceso de ruptura, siendo simétrica en este -
sentido.

P T

cortante _
estacionario | recuperacidn

Fig. 2.7,
Tixotrop{a Simétrica

vt
Estos fluidos se distinguen de los llamados viscoel&sticos, que -
serdn tratados en el siguiente capftulo, en que un fluido tixotrd

pico (simétrico) tiene, en esencia, memoria perfecta y por tanto
recobra todas sus propledades con el reposo,

Bajo el principio de gque debe existir un cambio isdtrépico en las
propiedades materiales debido al movimiento cortante, se ha suge-
rido una forma similar a la ecuacién del esfuerzo en viscoeldsti-
cos para el cambio de la viscosidad con el tiempo (*3)='

t W
n(t )= no - g Ay (&=t SELYL aer

dbnde: . 2.34
. o N

H'r {t-t') = 5 3—‘1——%5—3- exp [ -—(-t'%—'-’-] d1r
. a - ’
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II es el tiempo de relajacifn tixotrdpico y R(II) es la fun-
cifn de distribucifn de los tiempos de relajacidn. np es la
viscosidad inicial (sin pertubar) y f£{ ¥2) una funcién simé-
 trica de la rapldez de corte. ‘

. Reopécticos. El tipo de comportamiento opuesto a la tixotrdpra
" es el de los fluidos reop&cticos, en los que la estructura se
forma bajo el efecto del movimiento al corte estacionario,lpre~
sentindose un incremento en la viscosidad con el tiempo, si'la
rapidez de corte es constante. Las curvag de histéresis tambien
" pueden obsetvafse al someter a ciclos la rapidez de corte, pero

en este caso tiepen la direccifn opuesta al del comportamiento
tixotrépico (fig. 2.6 ).

Existe por lo general un valor critico del esfuerzo, arriba del
cual la estructura no solo no se .forma,sino que sufre ruptura.

Las solucliones diluidss de pentSxido de Vanadio y bentonita,

suspenciones de oleato de amoniéypaatas, exhiben este tipo de
comportamiento, y es frecuente asociarlo con un sistema metaes-
table que tiende a una gel bajo el efecto del f£lujo cortante.



CAPITULO III.

FLUIDOS VISCOELASTICOS.
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CAPITULQ III
" FLUIDOS VISCOELASTICOS,

Gereralidades.

Como indica el nombre, un material viscoeldstico es aquel qua
posee simulténeamente propiedades eldsticas y viscosas en di-
ferentes vy variables grados.

Estos van desde sélidos viscosos, como lo es el hule, mucho-
mds eldstico que viscoso, hasta liquidos eldsticos,como los
polimeros fundidos y las soluciones poliméricas, que son mis
viscosas que elésticos. Los fluidos compresibles pueden ser
viscosos al corte, y eldsticos en deformaciones volumétricas,
pero el término viscoeldstico estd reservado para‘los materia
les que exhiben ambas propiedades, eldsticas y viscosas, en
cualquier deformacién, al corte y/o volumétrica.

Estos materiales, entonces, constituyen una categoria interme~
dia entre sélidos y lﬁquidos.Vaie la pena,. por tanto, estable-
cer la diferencia entre &stos, la cual puede ser que:"un fluido
es capaz de sostener una deformacién continua a una rapidez fi-
nita cuando es sujeto a un esfuerzo constante no-isotrépiéo,
mientras que un séiido no". (ref.10).

El sélido.en respuesta. a un esfuerzo anisotrépico alcanza un
estado deformado de equilibrio, mientras gque no hay tal estado
de equilibrio para el 1liquido.

Por su comportamiento al esfuerzo los materiales se pueden cla-
sificar dentro de un esquema como el mostrado en la fig.3.1
(ref.13).

fluido ideal] {fluido viscoso] |fluido viscoeldsticq |slido eldstico

. _ o | | viscoso
(Pascal) ~ (ewton) (Maxwell) ' Kelvin)

. l S l

{Pldstico (Bingham)pm————{S61ido eldstico
: (H ooke)
!
Sélido rigido
{Euclidés)

" Fig,3.1 Clasificacidn general
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Fendmenos en flujo

Como se menciono en el capftulo anterior, en los materiales
puramente viscosos, los esfuerzos internos son funcién sola~
mente de la rapidez de corte instantdnea; asf también, en los
materiales puramente elésticcs los esfuerzos desarpollados son
funeidn unicamente de la deformacién instantdnea.

Para los materiales viscoeldsticos los esfuerzos internes no
son solo funcidn de la deformaci§n'instant§nea (corte, rapidez
de corte, etc.), sino que dependen tambiefl de la historia de sus
deformaciones: Por esta razén,estos materiales son frecuentemen
te llamados materiales con memoria, dade que las deformaciones
previas influyen en el estado de esfuerzos presente.

Para los materiales reales, la historia del pasado reciente es
mids importante que la historia distante, as{ que pueden descri-
birse con una funcidn de memoria desvaneciente.

Como se verd, la influencia del tiempo sobre la relacién entre
esfuerzo y deformacidn buédé éer,descrita ya Sea. por una ecua-
cidn diferencial qué involucre derivadas del esfuerzo y/o de

la deformacién con respecto al tiempo, o por una ecuacién inte .
gral con el tiempo como variable.

No es pues, sorprendente gue las diferencias en el comportamien
to mecdnico de los materiales viscosos, elésticos y viScoelééti
cos sea mids evidente en situaciones no estacionarias o dependien
tes del tiempo. Para fluidos, esto incluye flujos no estaciona-
rios en el sentid o lagrangiano o Euleriano.

Comparacién de comportamientos.

Uno de los métodes de comparar las propiedades de un material es
estableciendo la curva de respuesta de dicho material a algﬁn

esfuerzo o deformaci§n espec{ficos. En principioc cualquier fun-
cidn temporal del esfuerzo o de la deformacidn serfa suficiente,
pero,vcomo en el caso de la teorfa de control automético, son las

entradas escalonada y sinusoidal las mds fdciles de manejar ma-
temiticamente, y las preferidas.



23

Al comparar las caracteristicas de respuesta de materiales
idealmente viscosos (Newtonlianos), idealmente el&sticos
(Hockeanos) y materiales tIpicamente'viscoeléstiéos, obser-
vamos (fig.3.2)!:

A: Experimentos en transiente. Respuesta a distintas funcio-

.nes escalén:

1-Experimentc de deslizamiento y recuperacién.
Un esfuerzo constante es aplicado al tiempo co y removi
do al tiempo t _

~el fluido newtoniano responde con una rapidez de corte
constante entre to y tl’ con -una deformacién constante

" (deésplazamiento) después de t,(no hay recuperacidn)

-el 561ido de Hooke responde con una deformacién constante
entre to y'tl, con una recuperacién completa e instanténea
en ti

el fluido viscoeldstico responde con una deformacién no
lineal, que se aproxima a una rapidez de corte constante.

" 2-Relajacién a un esfuerzo: una deformacibn instantdnea (des
plazamiento)se mantiene constante en la prueba para sc_Sli-

dos, mientras que en la de liquidos se mantiene. una rapidez
‘de corte constante hasta el tiempo tl' Para el primer caso:

- el fluido newtoniano responde instantdneamente con un esfuer
2o infinito, que corresponde a una rapidez de corte instan-
ténea infinita (ya que se requiere un esfuerzo infinito para

. producir una rapidez de corte infinita, en fluido newtoniano’

- el s6lido de Hooke responde instanténeamente con un esfuerzo
constante. ‘ '

- el fluido viscoeldstico responde con un esfuerzo instantdneo,
infinito y se relaja a una rapidez finita. La relajacidn es
total, :

B: Experimentos dindmicos - respuesta a una frecuencia.
3~ Oscilatorio: una deformacidn sinusoidal es aplicada al
mateprial: '

.- en el fluido newtoniano se desarrolla un esfuerzo oscilato



'Condiciohes
Impuestas

Respuasta
del fluido
newtoniano

Respuesta
del.s6i1do
Hookeano

Respuesta

de materiales

~ 1ineales
viscoeldsticos

I.Deslizamienfo 111 .Respuesta
y Recuperacion 11.Relajacién de esfuerzo. Oscilatoria
1 Y q
rt : » t -1
KR! o 2!

defasado de
Y 90°

defasado de

¥<opor.

< 90°

Fig. 3.2 Respuesta comparativa de materiales viscosos, ellsticos
Yy viscoel&sticos,

LT
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rio, desfasado de la deformacién 90° (el esfuerzo estd ep fa-
se con la rdpidez de corte).

-en el sélido de HookKe el esfuerzo oscilatorio estd en fase
con la deformacidn.

.-en el flufdo viscoeldstico el esfuerzo se desfasa de la
deformacidn menos de 90°, dando componentes del esfuerzo --
"en fase" y "fuera de fase".

Es importvante mencionar que los efectos descritos anteriormente-
son consecuencia sole de las propiedades reoldgicas de los mate-
riales, y se han despreciado los efectos inerciales. Por ejemplo;
una deformacién (desplazamiento) instantanea requeriri una fuerza
~ infinita para cualquier ‘cuerpe de masa finita, dado que correspon

de a una acelaracién infinita.  Sin embargo, si la masa del sis-

tema o sus acelaraciones son 10 suficientemente pequefias para --
‘que las fuerzas‘inerciales sean mucho menores que las fuerzas -

eldsticas y viscosas , la respuesta serd muy parecida a la descri
‘ta en la fig. 3.2

. Consecuencias de la elasticidad en Jos lfquidos

Algunas consecuencias adicionales deé la elasticidad en 1fquidos
ge pueden encontrar en varias situaciones de flujo, que contrastan
con el comportamiento de los lfquidos puramente viscosos.

En la fig. 3.3 se dibuja urha 1fnea dentro del flufdo al inyectar
carb6n en supensién (a) y se inicia el flujo al aplicar un gradiep
te - de presién (b). '

P: P2 Py 22

a ~C I~ ~C IO~
R |- S— ~CE ) e
c) PR - paro

a a') E:i::] R
. P P, P, ‘hrecupgracidn

Fig. 3.3
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Al remover el gradiente de Presién, (c), el lfquido inel&stico 
se detiene inmediatamente (d) (si las fuerzas inerciales son pe
quefias) . Pero en el caso de un lfquido eldstico, el lfquido se
detiene (c¢') pero retrocede a una posicidn corriente arriba de
la posiciéh que ocupaba Sl tiempo de remover el gradiente de
presifn {(d').

La £ig.3.4 muestra a un flufdo contenido entre las superficies
de un cono y un plato. Atando una pesa de manera que al ¢aer
aplique un torque al conc superior, y retirando esta pem

tiempo t; después, se obtiene un torgue que es una funcidn cua
drética pulsante como se observa en la gr&fica de la fig.3.4.
Para un lfquido ineldstico, el torque en el cono se estabilizarg
gradualmente, pero si el fluIdo es elastico, se. observar&n una ¢
mis oscxlaciones.

: : : - viscoso
. tl . o . . ‘
. E/\”}%“m

.
Fig.3.4

La fig. 3.5 ilustra el efecto de reduccidn del arrastre observa
do en flujo turbulento cuando un pequefio porcentaje (algunas
partes por’mxlldn) de ciertos polimeros solubles en agua de alto
’ peso molecular se disuelven en agua. EL resultado puede ser una
drsstica reduccxdn en las pérdidas por friccidn (carda de presidn)
a una rapxdez de tluyo dada, an regxmen turbulento a altaa tasas
de flujo.. : :
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vi' oelastvim

‘b c .-'.: l; C E
\ét ’j—fi — R _s=Viscoso

fig. 3.5

La fig. 3.6 representa al patfdh;de flujo en los alrededores -
deEuna contreodidn s@bita, al fluir desde un.tubo de diametro -
. mayor a otro significativamente rids pequefio, Elvlfquido inelds
tico fluye en linea recta directamente  hacia la entrada del tu
bo pequeifio, aproxlmandose desde todas d;rechOnes. El fluido =
viscoeldstico, sin embargo, fluye hacia la entrada del tubo pe
quefio sélo a partir de una pequefia regién cénica alrededor de
.la 1fnea del centro. Una porcién significativa del fluido es -
atrapada en grandes regiones de recirculacién y no entra al tu .
bo pequefio. - ' '

"viscoso . el8stico

-£fig 3.6

£1 dltlmo efecto flg. 3.7, puede ser observado al transferlr -
soluclones diluidas de polimeros con un- 31f6n. 5i al. sifonear
_ un 1fquido puramente viscoso la punta del s;fén se eleva sobre
'  el nivel del liquldo el flujo, por supuesto, se detlene. Sln -
embargo en el caso de una solucﬂﬁ,de un polimero aléstmco la
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punta del sifén puede ser elevada (hasta.a mds de una pulgada) sobre
a superficie sin que se interrumpa el flujo. -

}
. 1
no hay .
flujo f ; oy
viscoso S eldstico

fig. 3.7

Por otra parte los fluidos viscoeldsticos exhiben otros comportamien

tos de flujo no usuales en estado estacionario, como consecuencia de

la presencia de esfuerzos normales extra, los que se desarrollan en

direcciones normales a la de flujo y que se analizaran‘stteriormeg
te.

Modelos diferenciales

‘ Dadas ‘las caracteristicas de los fluidos viscoelisticos encontramos
que no es posible caracterizarlos con un ecuacién simple como:

y= £(T) . ' o _
La diferencia esencial serd, en que para estos matgriales se requig
re hacer uso de derivadas de T y Y con respecto al tiempo en general
por tanto: : o ‘ o S
Cf, D)7 o= f

1

, (i
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Ecuacién general que sujeta a las condiciones de fronteras ocorrectas darg la
respuesta del material a los esfuerzos o deformaciones impuestos.

Sin embargo, para los fluidos reales las ecuaciones son muy diff
ciles de resolver, adn suponiendo que los valores de los parfme-
tros relevantes pueden ser derivados a partir de la experimenta-~
ci6n. En este sentido se tiene que una gran cantidad de informa-
ci6n cualitativa puede ser obtenida del estudio de modelos mecs-
nicos idealizados o analogfas, las que son disefiadas para explicar
aproximadamente la dependencia temporal de un fluido real. Por
otra parte, desde el punto de vista fenomenolégico la postulacién
de un modelo tiene relevancia siempre y cuando los parimetros del
modelo a ajustar tengan un sentido ffsico.

La aproximacidn cldsica a la descripcifn de la respueta de materia
les que exhiben propiedades viscosas y eldsticas combinadas esta
basada en una analogfa con la respuesta de ciertos elementos mecsd
nicos. ) ’

Esto involucra la construccién de modelos viscoeldsticos por com=
binacidn de elementos mecdnicos que representan propiedades pura-
mente viscosas y puramente elisticas. Estos modelos son, por supues
to, ideales, y son dtiles para representar el comportamiento de ma~
teriales reales solo en la extensidn en que la respuesta observada
por el material real puede Ser aproximada a la del modelo.

Los modelos analdgicoé construidos a partir de elementos viscosos
liehales (Newtonianos) 'y eldsticos lineales (Hookeanos) represen-
tan el comportaﬁiento viscoeldstico lineal. Dado que los materiales
reales generalmente exhiben comportamiento no lineal a grandes de=
formaciones, estos modelos son apropiados solo para desplazamientos
de pequena amplitud, y por lo tanto no son adecuados para predecir
las deformaciones continuas, o comportamiento de flujo de‘lqs mate-
riales reales, .

Un material lineal eé aquel que obedece el Principio de Superposi-
cibén, por ej: si vy, (t) es la deformacién al tiempo t cuando el
material esta sujeto al esfuerzo 1, y 7vz2(t} es la deformacifn
al mismo tiempo t si est8 sujeto al esfuerzo Tz entonces, si
éste ‘ea lineal la deformacién al tiempo t , cuando esté suje-
to al esfuerzo 1,+ 1, serd vit) + . yAt).

Los elementos mec&nicos convencionalmente usados para representar
el comportamiento lineal eldstico y viscoso son el resorte y el amortigua
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dor (fig. 3.8).

K,G h
}—J'T'\-—ﬂ F,T F=Kx
" . L'xl'f : T=Gvy.
dx : D
F=D i
T=pdy” . x'?
dt

Fig 3.8 Elementos mecdnicos

La fuerza aplicada a un resorte lineal es directamente proporcional
a su deformaci6n, y la constante del resorte es la constante de pro
porcionalidad. Si la fuerza se asume anéloga al esfuerzo cortanté -
y la deformacidn del resorte andloga a la deformacidn al corte, el
resorte resulta sér andlogo a un material eldstice al corte de Hooke
con la constante del resorte representando el modulo de deslizamien’
to (al corte) G. En forma similar la fuerza que actua sobre un amor
tiguador lineal es proporcional a su rdpidez de extensién estable-
ciendose la analogia con el esfuerzo cortantey larépidez de corte -
para un fluido newtoniano sujeto a un corte simple, respectivamente.
El factor de proporcionalidad representa en este caso la viscosidad
newtoniana. Se supone que el amortiguador es infinito y no estd res
tringido en exten®idn para que sea posible el desplazamiento conti-
nuo, es decir el flujo.

El comportamiento lineal viscoeldstico, es entonces representade por.
varias combinaciones de resortes y amortiguadores y €stos & irven pa-
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ra formular las ecuaciones reol6gicas de estos materiales..

Modelo de Maxwell. -
Uno de los modelos més simples puede construirse con un resorte y un.
lamortiguador en serie y es conocido como Modelo de Maxwell; el gue
corresponde a un fluido, dado que la aplicaci§n de un esfuerzo consge~
tante ocasiona una deformacin continua debido a la extensidn no res
tringida del amortiguador. ' '

La tensién total (desplanamiento del modeld) es la suma de la ten-.
si§n eléstica del resorte, Y, y la tensidn fluida del amortiguador
B; L o

¥ = ¥+ fa

fig. 3.9 Modelo de Maxwellv’
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donde:

& '?
L 3.4

e

- T '
a i 3.5

diferenciandoyé,con respecto al tiempo:

-'=o +| =L -}'__— :
Y e T Y ¢ ¥ n 3.6
T+ ANTE Py o 3.7

dende:

R : 3.8

LIl parametro ), representa una constante de tiempo y su $ignificado
ffsico se establececomsiderando que si el movimiento cesaen un ins=.
tante dado, el esfuerzo decae exponencialmente y alcanza un valor de
z/e en.un tiemgo t = A (lo que se demostrari posteriormente).,

Se puede observar que si 6 +.©0 () + 0) el resorte se vuelve una co-

neccién rfgida y el modelo se reduce aun fluido de Newton. Asf tam-
bién si p+ ©° (A + o0l el amortiguador se vuelve rfgido y el modelo

correspondé a un sélido Hookeano.

s . \ 1L gt
Multiplicando la ecuacidn3.7por el factor integrante e 1 =, rea-
rreglando e  integrando (con la condicional adicional det finita
.at = -00) se obtiene la forma generalizada, frecuentemente usa-

da en la mecanica de fluidos no newtonianos.
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t
m=-j{3i—exq>l ‘””1)? at 3.9

o en la forma equivalente:

t ¥
T = J. { Yy exp [ = dect?) 1} y at 3.10
4 A A

* La funcién incluida dentro de las 1llaves en la ecuacifn 3.9 es
llamada m&duleo o funcidn de relajacién Y(t) y se define como el
esfuarzo por unidad de deformacién inicial, expresada como una
funci8n del tiempo t cuando el material ha sido sujeto a una
deformacién inicial instanténea vo al tiempo cero.

b = S o 3.11
-t ‘ :
z:-E-— exp [ -.t-.t.:— ) 3.12

De esta forma el Modelo de Maxwell dice que el esfuerzo en el
tiempo actual t depende la rapidez de corte al tiempo ¢t y de
la rapidez de corte de todos los tiempos anteriores t', con un
factor de peso (la funcidn de relajacidn) que decae exponencial-
mente al tomar tiempos anteriores. Asf el modelo de Maxwell uti-
liza la nocidn de memoria desvaneciente: el fluido recuerda muy
bien lo experimentado en tiempos muy recientes, pero solo tiene
un lejano recuerdo de los eventos en el pasado distante.

La ecuacifn 3.10 se obtiene integrando por partes la ecuacidn 3.9
y usando: ‘

tl S .
ey = 4 em e 3.13
t .
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debe notarse que el astade de referencia para y es el que corres
ponde a t = t'; es decir, la deformacidn es medida con referencia
a la configuracién al tiempo presente t. Esta ecuacifn muestra

también el concepto de memoria desvanecimiento y la cantidad con-
tenida entre llaves en la ecuacién3.l0es llamada funcién memcri&.

Comportamiento del Fluido de Maxwell

. = Relajacién de esfuerzo: A fin de conocer el comportamiento del
‘fluido de Maxwell en una prueba de relajacidn del esfuerzo en
corte simple analizaremos su respuesta al imponer sdbitamente
una tensidn Yo al tiempo cero y mantenerla constante. Si la ex-

tensidn inicial fuese infinitamente rdpida el amortiguador perma-

necerfa rfgido, dadoc que una rapidez de corte infinita requerirfa

- uh esfuerzo infito para extenderlo, Por lo tanto, solo el resor-

te se extender8 inicialmente. Si esta extensidn se mantiene cons-

tante, la fuerza de contraccidn del resorte hara reaccionar el
amortiguador causando que la extensidn del resorte disminuya.

La funcidn de imposicién de la tensidn se puede representar como:
yie)= v, U, (&) 3.14

donde U, {t} es la funcidn escaldn definida como:

0 sit 30
Uo x = 1 sit >0

¥(t) = vo dolt)

w|

v

Fig, 3.10 .
Tensi6n aplicada en la prueba de relajaciln de esfuerzo
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El esfuerzo resultante como funcién del tiempo se obtiene resol-
viendo las ecuaciones 7 y 13, lo que es posible utilizando la
transformada de Laplace, entonces:

TUS) {1 #2381 - AT (0) =u(S Y(S) - v(O)] 315

Considerando come valor inicial, a t=0, como el correspondiente. al
estado de referencia de material no deformado *(t+ 0):

T (0) =y (O =0 " 3,18

y considerando la transformada de la tensifn:

Yis) = -2 ' 3.17

resolvemos para T @

- U Yo . R . .
ARk Ty vl s vy 3.18

Aplicando la transformada inversa:

(t) = Gqu-t/)\. = T(Je--t/k

" De manera que la respuesta inicial del esfuerzo | rgﬁG Yo si t+ 0+)
es puramente eldstica y decae . expanencialmente con el tiempo,
alcanzado x 37% (l/e) de su valor inicial en un tiempo igual

a a.

Si el material fuera puramente viscoso, G=0 y 1 = 0, el esfuerzo
se relaja infinitamente rdpido. En realidad los efectos imerciables
‘impiden la aplicaci®n de desplazamientos verdaderamente instant§-
neos. Si el material fuera puramente el&stico, y =0y A s« el
-esfuerzo no se relaja.’ ‘ - N

Las respuestas conparadas se muestran en la £ig. 3.}1- '
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Fluido newtoniano

vol |-+ $61ido de Hooke

.37 vqG .._....-:
'
1

Fig.3.11
Respuesta a la prueba de relajacifin

Ei efecto de la rapidez finita al imponer la deformacifn se mues-~
tra en la Fig,.3.12 ’

vit)

deformacidn 1hstant5nea

Yo (t) |
/defomacién a
/ rapidez finita
t Y
Fig.3.12
Efecto de la rapidez finita en la imposicién de la
deformacién.

Este efecto frecuentemente puede generar soluciones espureas.

Todos los materiales reales exhiben propiedades v;scosas s élﬁg
ticas en diferentes grados. La naturaleza viscosa o eléstica re
lativa de un material especffico esta déterminada por la mag~
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nitud de la constante de tiempo caracterfstica del material
equivalente al tiempo de relajacifn ) relativa al tiempo de ob-
servacidn.

Por ejemplo: la formacién de granito tiene un tiempo caracterfis
tico de algunos aios. AQI que si es sujeto a una prueba de reig
jacibn de esfuerzo por algunas horas o dfas, o incluso semanas
~ aparentara ser un S6lido eldstico. Sin embargo, si fuera obsex-
vade por varias decadas, el esfuerzo probablemente se relajarta
completamente, y pareceria tratarse de un fluido. Ast tamblén
una prueba de relajacidn de agua en la cual el tiempo de obser~
vacipn fuera medido con una precisidn, digamos de 0.1 2zeg nos
indicarfa un fluido puramente viscoso. Pero si las observacio-
nas fueran limitadas a 10712 seqg , la prueba probablemente
indicarfa un comportamiento sélido. Obviamente, los efectos
inerciales deberfan ser consiﬂerados en esta prueba.

La razén del tiempo caracterfstico de relajacién de un materlal
al tiempo de observacifn caracteristico ha sido llamada Nimero
de Deborah:

pe = — C 3.20

te

Ep la escala irsica, te representa la escala de tiempo en la
. gue ocurren cambios significativos, y puede ser desde el tiem-
po de residencla en una tuberfa o tangue hasta el tiempo (es-
tadistico ) de las fluctuaciones turbulentas. Asf De<<] repre
senta un comportamiento predominantemente viscoso {£1luido) ,
De>>1 . un compoertamiento predominantemente elfstico (sélido) y
Dexl un comportamiento viscoel&stico. ‘

- Deglizamiento: La prueba de deslizamiento también nos permite
distinguir entre un comportamiento relativamente viscoso o e~
listico. En este caso se aplica instantaneamente un esfuerzo
constante de magnitud 7T, , Yy se mantiene indefinidamente,
observandose la deformacién resultante como funcibn del tiempo.
Se observa también
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respuesta de la deformacién al retirar el esfuerzo despues de un
tiempo finito, lo gue constituye la prueba de recuperacién, .

Las condiciones impuestas corresponden a:

»
T
T2 7o Go(t)
To ==
T -t
0 Y4
Fig.3.13

Esfuerzo aplicado a la prueba de deslizamiento

T(E) =Ty (U (t) = U (t=£,)] =T G, {t 3.21

1!
en donde la funci§n Go {t) representa un pulso rectanéular de mag

nitud unitaria que inicia a t =0 y termina a t=t,

Aplicando la transformada de Laplace, y resolviendo con condiciones
de referencia en el estado no deformado, se obtiene para la ec.3.2l

- 3.22
T(s) = - (1-exp[=-t,s])
Resolviendo para la ecuacién 15 obtenemos para ¥ :
- Ty 1+As - ates ".2
Y =3 .[ s 1{l-~e ] 3.23
- 3.24 -

T 1 A ' ~t,s
=fﬁl [5-+351(1~-e "]

que al aplicar transformada inversa nos lleva a:

Yit) = %& { t + A=[{t=t,)+A] Ult-t,} } 3.25
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en que la funcién escalon es cero si t«< tl. Para ¢t > t,‘las va-
riables de tiempo se concelan y la deformacidn al corte es cons=
tante y de un valor de To ty / u

La respuesta completa se da en la fig.3.14

. Fig.3.14 .
Deélizamiento y recuperacién en la prueba de deslizamiento
para un fluido de Maxwell ‘ ‘

Se observa que la respuesta inicial es eldstica, seguida de una
respuesta del fluido puramente viscosa. Cuando el esfuerzo es re
tirado, la respuesta es nuevamente el&stica, mostrando una recu-
peracifn al corte o efecto de memoria; Este tipo de comportamieg
to se fepresenta cualitativamente para fluidos elfsticos; sin em
bargo, ningdnfluido real se ha encontrado, que coiresponda cuali
‘tativamente al Modelo de Maxwell,

Modelo de Voigt. Un resorte y un amortiguador en paralelo repre-
sentan el modelo m&s simple posible para un s&lido viscoeldstico
el cual es llamado‘cuerpp de Voigt. Dado que una respudaté‘de 63
formacién continua a esfuerzo constante es impoéible, debido al
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resorte, el modelo representa un sSlido viscoeldstico.

Fig.3.15 Analogfa mecdnica del Modelo
de Voigt '

En este caso, el esfuerzo total es la suma de esfuerzos eldsti
co (86lido) y viscoso (fluido).

T =T, + T, = Gy + p Y -~ 3.26
6

-é-= Ay Y - 327
donde:

representa el tiempo de retardacién, asf que si el esfuerzo es
removido, la tensidn decae exponencialmente, con una constante
temporal de X' (es decir, la tensién decae al 37% (1/e) de su
valor inicial en un tiempo At

Ei,modelo se reduce al del lfguido newtoniapovsi G=0 6
A"+ @y al s8lido’de Hooke si =0 & A® =0 .
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Comportamiento del s6lido de Voigt.

~-Deslizamiento reptante y recuperacidn. En este caso, al aplicar
la transformada de Laplace a la ec. 3.27 se obtiene:

T(s) =G M [s Y{(s} = y(0) ] + G T(s) 3.29

y el estado no derormado - de referencia - corrusponde a
Yy(0) =0 .
Resolviendo con la ecuacién 3.22

b S & R S
{8} =75 STev I/

Que al aplicar la transformada inversa nos lleva a:

(1-e7t5

—t/A') - - e-(t—t,)/A'v) Ult-t,) )
3.31

v(t)= 2L (1 - e

Como se ilustra en la fig. 3.16

14/6 it ol

— {

Fig 3.16 Deslizamiento y recuperacién
de un s6lido de Voigt

5i el esfuerzo no es removido a t=t, sino que se mantiene
constante, la respuesta se simplifica, y:

tt) = L (1. VA o332
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Es evidente que:la deformacidén inicialmente se inc¢rementa exponen-
cialmente, aproximandose finalmente al valor asintstico de /G
.81 el material fuera un s&lido de Hooke ( y= 0) se desplazarfa
instant&neamente a esta cantidad.

La viscosidad, por tanto,retarda la rapidez en la que se alcan
za el estado de equilibrio.

La cantidad }' representa al tiempo caracteristico del mate-
‘rial, y el tiempo requerido para que la de formacidn aumente a un
63% de su valor final de equilibrie, razén por la.que es llamada
tiempo de retardacidn del s6lido viscoeldstico.

Al igual que en el Modelo de Maxwell, en el modelo de Voigt se
define la funcifn de deslizamiento como:
‘ 3.33

| ¢(e)= LEL 3
Se observa que si De <<}, te »> )' la ecuacién 32 se reduce
a:. '
v 3.34

y el comportamiento corresponde al de un s6lido puramente elds
tico.

Derivando la ecuacién 32 con respecto al tlempo se obtiene:

. - )
¥ o= ot/ s

y a1 be s>y 1, tcc ! se tiene:

- L To ‘ 3.36
Y m } :

y el material parece un fluido puramente viscoso

- Relajacién de esfuerzo: en este caso la ecuacién transformada
es: :

?(a)=Gvyo[é+x'] S 3.37

-y por tanto:
‘ Lootlt) = yol G+ u 6(t) ) © . 3.38
donde sqt) es la funcifn delta de Dirac:

S(t) = w ‘8i t =0
L0 sitimo
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La eliminacidn de T; y 72 en estas ecuaciones nos da la ecua
ci6n que relaciona T y ¥ . Esto es més fiacy ysando la transg
_ formada de Laplace, dado que las ecuaciones son lineales. El
resultado es:

AIAZ 1 +( Al'f').z) T+ =

= XA (G#G)y +( A1Gy+ A6 ) 3.42

"Se observa que en flujo cortante estacionario, todos los térmi
nos se anulan, excepto los que involucran T y 7. Asf que es
evidente que el material se comporta como fluido newtoniano en

estado estacionario, con una viscosisdad de:

po = —e— =] Gy + Ay Gy = mt up 3.43
Q Y

Considerando la extensifn de un conjunto de N elementos en pa
ralelo; para cada elemento el esfuerzo es relacionade con la
deformacién por la ecuacién:

i
r,'

T, o+ ALt = ouLy - : 3.44

El esfuerzo total ser§ la suma de los esfuerzos individuales:

[

T o ¥ Ty 3.45
i=1

Considerando una piueba de relajacién de esfuerzo, en donde

sujetamos el conjunto de N elementos a una defo;macién’o que

se mantiene constante, el esfuerzo estard dado por:

i N -t ‘
{t) = v, I 1Gn exp(—— ) 3.46
n= n .
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Los resultados anteriores se pueden resumir en una tabla:

prueba:

Relajacidén
de esfuerzo

Deslizamiento

B )

recuperacién

(a,desliia-
miento)

—r—

J.

Ndmero de
Deborah

Fluido de Maxwell

relajacién completa
con rapidez exponencial

ewmmp——

§6lido de Voigt.

relajacidn instantéinea
incompleta

pre—

DeformaciSn eldstica
inicial instant&nea
seguida de flujo esta-
cionario

recuperacidn
instantdnea incomple
ta

aproximacién a equili~
brio constante de la
deformacifn con rapidez
exponencial

recuperacién total con
rapidez exponencial

fluido viscoso si De <<}l
sélido elastico si De>>l

s61ido eldstico si Dece 1
fluido viscoso si Dey> ]

Extensifn de los modelos. Los modelos de Maxwell y Voigt,

Los modelos simples de Maxwell y Voigt no son suficientementa
generales para describir adecuadamente el comportamiento de ma=-
teriales reales, asf que, a fin de extender estos modelos a sig
temas realistas, capaces de describir fiuidos :eales, es conve=
niente considerar un conjunto de elementos de Voigt conectados

en serie o un grupo de cuerpcs de Maxwell en paralelo. ‘

Modelo de Maxwell Generalizado.

Hay un gran nimero de modelos que pueden ser formulados uniendo
varios amortiguadores y resortes de diferentes maneras, tal que
simule upa respuesta y pueda ser usado para aproximar el compoxr
‘tamiento de un material. viscoeldstico especifico. Uno de los

. m&s Gtiles para flu{i.dyos‘ Giséoelésticos es el modelo generaliza
do de Maxwell que, en esencia, _supone que en ldgar de un solo’
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tiempo de relajacién el fluido tiene una respuesta caracterfsti
ca en toda una gama 6 distribucifn de tiempos de relajacién.

Este modelo puede usarse para ajustar datos de muchos fluidos
reales si se tiene disponible la distribucidn de tiempos de
relajacién.

El modelo ffsico es simplemente un arreglo &n paralelo de varios
elementos de Maxwell, cada uno con diferente tiempo de relajacién.
Esto implica también una distribucifén de viscosidades y/o mddulos
de elasticidad. '

[ o]

G "7

¥y b2 TTrTTt T ¥

-

Fig.3.17
Analogfa mecénica del Modelo de Maxwell Generalizado.
Consideremos inicialmente solo 2 elementos en paralelo, las'
ecuaciones para estos serdn: ' ‘

Tyt Myt = oup oy 3.39
T + Ay Bp = ua ¥ 3.40
con
= ML = X
A 6 Ay = -—&2—

El esfuerzo total es la suma de los esfuerzos:

T = T+ T3
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Cuando N + « las constantes (Gn ygn) gse reemplazan por la
funcidn de distribucién G ()} que estd dada por el valor del
mdédulo eldstico asociado con el tiempo de relajacifn y la
ecuacifn 3.46 se convierte en:

t{t) =y, G(A ) expl -t/2 ) 4 3.47
0 4y !

De manera que usando la definicidn de funcién de relajacién
b {t) (ecuacién 3.11)

ey f° ~t/A
p(t) Yo —of G{a ) e dx 3,48

Que resulta ser una manera adecuada de caracterizar un mate-~

rial como explicaremos al analizar las funciones de relajacién
-y memoria.

Modelo de'V¢1gt Generalizado.

De igual forma podemos censiderar N elementos de Voigt en se-
rie. Para cada elemento: . ‘

T = Gi Yi +u ?i 3.49

Gn

- mm .. T

Fig.3.18 o
Analogfa Mecinica del Modelo de Voigt Generalizado
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Considerando una prueba de deslizamiento, aplicando repentina
mente un esfuerzo Toa t= 0 y manteniendoloc constante, pa-
ra cada elemento tendremos:

YilE) =g (1 -exp ( -t/A; ) ) 3.50
1
La deformacién total ser& la suma de las deformaciones indi-
viduales de todos los elementos, asi que:
N

i 1/Gi {1 = exp(~ t/xi ) ) 3.51

y(t) = o =k,

El terminovllsi se acostumbra esc;ibir como Ji, extensién no
recuperable, de tal forma que:
‘ N ) .
vie) =1 ) F.y J; (l-exp(-t/A; ) ) 3.52
De nuevo considerando que N + = , reemplazamos los elementos
J; ¥ A por una funcién de distribucién J (1), que considera
la extensiSn no recuperable elfstica asociada a cada tiempo de

retardacién ) , llamada distribucién de tiempos de retardacin,
obtenemos: '

ve) =, f 300 (1-espl-t/) ) ax 3.53
) _

Definimos entonces la funcidn de deslizamiento $(t) como la de=-
formacién por unidad de esfuerze (ec.3.33)

T

_alt) _ ” ’
$(0) = LEL - Of JO) (1= exp(-£/)) dh .54

Que analizaremos a continuacién.
Funciones materiales. Los modelos especificados anterzormente

(basados en analogias mecdnicas) parecen desc;xbir adecuadamen
te las caracterfsticas generales de los materialeg viscoeldsti
cos lineales. Sin'embargo, como ya anotamos anteriormente, los
modelos simples (de Maxwell y Voigt) no representan adecuadamen
te, el comportamiento observado para materiales reales bajo de-
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formaciones finitas, ademds de que normalmente es imposible, ep,
la préctica, postular el modelo apropiado a un material descons
cido a priori.

Es muwho mas satisfactorio el describir un material dado por
alguna funcidén de respuesta definida en t€rminos de cantidades
medibles experimentalmente bajo ciertas condiciones impuestas,
independientemente del modelo propuesto; de tal suerte que ess
tas funciones materiales sean evaluables experimentalmente, y
sus resultados puedan ser modelados para determinar el modelo

o la funcién que mejor ajuste a los datos.

Esto es lo que hizo para proponer los modelos no~newtonianos
del capftulo anterior y obtener la funcién material "viscosi-
" dad aparente", para la que se obtiene un "modelo" que ajuste
a los datos obtenidos,
En el caso de los materiales viscoeldsticos, hemos visto que
una de sus caracterfsticas mis significativas es la dependéen-
cia temporal para responder a ciertas condiciones impuestas;
asf que, la inclusidén del tiempo como una variable independien
te es indispensable para definir adecuadamente las'propiedades
viscoel&sticas. De hecho, las funciones materiales que caracte
rizan el comportamiento viscoeldstico lineal son funciones solo
“del tiempo, .
Estas funciones materiales pueden ser definidas con respecto a
una condicién de prueba especifica. Estas pruebas, como lo son
la de relajacidn de esfuerzo, de deslizamiento y recuperacién
o de respuesta oscilatoria, tendrn como variable independiente,
en los primeros casos al tiempo, y en el Gltimo a la fercuencia.
Pero, aungue estas funciones sean diferenfes mediciones de las
mismas propiedades, no son independientes, zino que estan inte
rrelacionadas como se mostrard adelante.
En principio, por tanta, cualesquiera de estas funciones descri
be completamente las caracterfsticas de respuesta temporal (o
memoria) de cualquier material viscoel&stico lineal, aungue en
la prictica frecuentemente se usan combinaciones de dstas,debi
do a las limitaciones experimentales de una prueba dada.



Dado que las funciones materiales son suficientes para definir
las propiedades d¢ un material viscoeldstico linear, podemos
redefinir: un material viscoelfstico linear es agquel definido
por una funcifn material que depende Gnicamente del tiempo, y
no de la magnitud del esfuerzo o deformacifn impuestas. La res
puesta de un material verdaderamente linear ser8 la misma fun-
cién del tiempc para todas las magnitudes del esfuerzo o defor
macibn.

En relacién con las ecuaciones diferenciales 3.44 y 3.49, que
definen los modelos generalizados de Maxwell y Voigt, respecti
vamente estos se pueden reescribir en términos de operadores
‘lineales P y R como:

Pt1=RY . 3.55
cont -
. 2
] d d al
Pzl + pl EE + p2 a-Ez+ cras e + PN a‘?' ) 3.56
v ‘ .
2 . M
} 4 d da 5
R 3 uo {1 +r1 3t +52 -——zdt Feoonn + rM d“"Ht ) 3.57
como M = N-1
3.58

De tal forma que los parSmetros Py y T; son propiedades ma-
teriales relacionadas finicamente con Xi Y Yi (o Gi)

En general, serd posible establecer una ecuacién de la forma:

P11 =Qy 3.59
dondé N di
p=i Py TOF
j=0 dt
3.60
=N i :
Q=1 q g 1
j=0 at



en donde una o mAs de las constantes pueden ser cero, segtn
el caso. En particular si el material es un fluido, 9, debe
ser cero.

Asf, una consecuencia de la linealidad es que las ecuaciones
diferencial o integral que representan el modelo son lineales
matemiticamente. En consecuencia todos los parfmetros eldsti-
cos y viscosos del modelo serén constantes, ast que tales ma-
teriales son fluidos newtonianos en flujo, ¥y 86 1idos
hookeanos bajo deformacién en equilibrio,

En general los materiales reales que exhiben propiedades visco-
eldsticas son tambien no lineales. Esto es, son no-newtonianos
en flujo cortante, estacionario 6 no-hookeanos en deformaci®n
en equilibrio, si se considera un rango amplio'de deformaciones
o de valores de la rapidez de deformacidén. Esto podrfa negar el
uso de funciones lineales para tales materiales, sin embargo,
aln los no lineales exhiben un comportamiento esencialmente 1li-
neal al sujetarse a deformaciones suficientemente pequenas.As{
que estas funciones materiales.lineales pueden considerarse ca-
racteristicas para todo material si la deformaci6n es restringi
da a una magnitud lo suficientemente pequefa.

Las funciones materiales para viscoeldsticos linealmente depen-
ndientes del tiempo, evaluables por métodos sxperimentales son,
principalmentes

A.-Extensidn no recuperable al deslizamiento.
Para la prueba de deslizamiento, seflalamos que un esfuerzo cons
tante' es aplicado al material a t = O, y la deformacién resul-
tante se determina en funcién del tiempo. El esfuerzo aplicado
T se representa cComo:

o
T (t) = L U(t) _ 3.61

La deformaéién resultante, como funcidn de tiempo, se expresa
como:
yit) =c(t) J(t) = T u{ty Jtt) . - 3.62
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donde J{t) es llamada extensién no recuperable, y es definida

CONG:

J(t)= th’ 3.63
0

donde se entiende que la deformacidn es medida respecto al es
tado no deformado a t=0 y rt_es la magnitud del esfuerzo im-
puesto. : .

Esta funcidn es caracterfstica solo de las propiedades visco-
el8sticas del material bajo prueba, siendo por lo tanto una -
funcibn material.

Debe ponerse énfasis en que J{t) representa una fucifdn tempo
ral medible, y por tanto, puramente empfrica; por lo que puede

© no representarse por medio de una fun¢ién analftica o "mode-~
lo" matem&tico. Por ejemplo; si esta funcién puede representar

se por una funcidn lineal del tiempo, qgue no intercepta a cero
indicarfa que el fluido es un fluido de Maxwell (ecuacidn 3.25).
5i la respuesta es exponencialmente asintStica a,un wvalor cong
tante y puede ser representada por la ecuécidn 3.31, entonces:se
tratarfa de un sélido de V01qt. .

En cualquier caso, si el material es lineal 1la magnitud de la de-
formacién serd proporcional a la magnitud delesfuerzo aplicado y
la extensifén no recuperable al deslizamiento serd independiente -
de ambos.

B.- M6dulo de relajacién: .

En la prueba de relajacién de esfuerzo, se aplica una deformacién
constante vy 6instant&neamente a t=0 y se mide el esfuerzo resul-
tante como funcién del tiempo, la relacidn  entre ambos se expre

sa como:
T(k) =y, O(t) G(t) 3.64
lo gque sirve para definir el mddule de relajacidn
6ty = L& ‘ 3.65
Yo

Como en el caso anterior, el esfuerzo observado se entiende re-‘
létivo al estado no deformado a t=0, 77, es la magnitud de la
deformacidn impuesta. Esta también caracteriza las propieda-
des viscoeldsticas del material, y por lo tanto es una furicidn
-material. ‘
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Un material que se comporta como fluido de Maxwell exhibird una

relajacifn de esfuerzo que decrece exponencialmente con elltiem
po, representada por la ecuacién 3,19, siendo el médule de relz
jacibn caracterizado por G ©XP (- t/a ). Si el material se -
comporta como un' s6lido de Voigt, la relajacién de esfuerzo es-

tard dada por la ecuaci6n 3.38 y la funcifn de relajacidn serd
G + u"s(ﬁ).

Dehe notarse que las -propiedades eldsticas causan un término
~de equilibrio constante en el médulo de relajacién para el sé-
‘1ido de Voigt y en la extensidn no recuperable para ambos mode
los (Maxwell y Voigt) . Por esta razdén, el mSdulo de relajacidn
es algunas veces separado en ! partes: ‘

G (¢) =G, + Gy {t) . 3.66

donde el mddulo de equilibrio Ge_es cero para los fluidos vig-
coelisticos, ya que el esfuerzo se relaja completamente .para
estos materiales. De manera similar la extensién no recupera;
ble puede separafse en dos partes:

alt) = 3d +3 (8) . 3.67

donde J, representa una extensién no: recuperable de equilibrio
para un s381ido y una extensifn a estado estacionario (respuesta
eldstica instantdnea) para fluidos viscoeldsticos. Notese que

para un fluido viscoelédstico Ge debe ser cero aunque Je puede o

- no serlo.

Sin embargo, para un s6lido viscoeldstico ni J, ni G, son cero,

Especificamente Je'Ge = 1 para un s@lido. Ademﬁs, para materia-

les reales, G (t) es una funcién decreciente en el tiempo,mien-
tras que J(t) es una funcién creciente en el tiempo.

C45¢e:hﬁamns‘dih5micos. Ya hemos considerado experimentos de
funcibn escalonada y establecido que su mayor limitacién esti
en caracterizar el comportamiento a tiempos cortos (ya que real
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mente no es posible aplicar una condicion instantaneamente) ,Las
caracterist;cas dinémlcas pueden ser, en general, determinadas
con mas exactitud por medio de una sefial sinusoidal forzada,
técnxca que constituye el método de respuesta en frecuencia,y
.que es también usada en el estudio del comportamiento a corto
tiempo de materiales viscoeldsticos.

Si un esfuerzo sinusoidal es aplicado a un material viscoeldsti
co linear, la deformacién variar4 también sinusoidalmente con
el tiempo, pero estar§ defasada con respecto al esfuerzo aplica
do .

= M )

v

Fig.3.19

‘Comportamiento en experimentos sinusoidales.
A una frecuencia dada el comportamiento del material estari es
pecificado por 2 cantidades determinadas experimentalmente: Es
tas pueden tomarse de varias maneras, por ejgmplo,ies posgible
especificar la razdn de las amplitudes del esfuerzo y la defor
macidn resuitante LR /7 y la diferencia de fase entre ellos,
¢ , cantidades que ser&n dependientes, por supuesto, de la
frecuencia,
La aplicacxdn de una deformacién cortante sinusoidal a un mate
rial puede representarse con una funcién seno o coseno, por
ejs: ‘

v =v({w =y, cos( wt) 3.68



Si

5i el material es linealmente eldstico (de Hooke), el esfuerzo
cortante estard en fase con la deformacidn:

T(w) = y{s) = Gy cos(ut) {Hooke) - 3.68

81, por otro lado, el material es viscoso lineal (Newtoniano)
el esfuerzo se defasard de la deformacidn por 90°, dado que el
esfuerzo es proporcional (y estd en fase con) la rapidez de cor
tas

t{w) = u ¥(w)

=y Y, sen {ut)

=y “fo cos (ut + 1/2 ) 3170

Para un material viscoélastico, es de esperarse que haya una
diferenclia de fase entre'el esfuerzo y la deformacign entre

0° y 90°,

La manera mas conveniente de manipular las cantidades oscilato
rios es en funcién de ndmeros complejos, gue pueden representar
se an términos de sus partes real e imaginaria, o en su forma
exponencial o en el plano complejo‘(Fié.B.zo)

Fig.3.20 Representacién en el pl&nc‘cbmplejo
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.
Asi que:
iwt ’
v (wt) =y e = v, § coslut)+i senut )
=y {w) + 1 Y , 3.71
y -
o - iwt _
t{wt) = L T cis  wt + ¢
=t {w) +1i t"{w) ‘ 3.72

donde Tq y Yo son las amplitudes del esfuerzo y la deformacidn
(fig.3.18) , es el &ngulo de defasamiento entre ambos; las '

primadas {') representan la parte real y las dohlemente prima-
das {'') representan la parte imaginaria de la cantidad comple
ja.

Nos interesa la relacién entre el esfuerzo y la deformacidn, es
decir, la posicién relativa de los "fasores® ¢ ¥ vy en el pla
no complejo en cualquier instante.

Consideremos el instante en que el fasor de deformacidn coinci~
de con el eje real (fig. 3.20) '

Imh

= mm— = ——— r(wt).

i
THw ¥

!-*ig..‘!_.Zl Componentes del esfuerzo y la deforma- - '
cién en la prueba oscilatoria.
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En este caso, T' (r§ cos @) representa el componente del esfuer
zo en fase con la deformacién {componente el&stico) y { (= TySen
@) la componente defasada 90° (componente viscoso).

Las relaciones entre el esfuerzo oscilatorio y la deformacisn
se basan en la definicién de las diferentes funciones materia-
les, entonces definimos el médulo complejo como:

otlut) o |
G* (w) =t o cos ¢ + 1 sen ¢ kP k|
de tal forma que:
}
i
G“
|
|
G* ,
|
|
|
] 1 -
g . Y

Fig. 3 22 Definicxdn del MGdulo complejo : _
El médulo "en fase", G', representa las caractertstxcas el&stx
cas del material y se denomina M8dulo de.Almacenamlento (rela-
clonado con energfa elistica, que se almacena y que puéde ser
recuperada) . el cémponénte defasado, G", representa el carac-
ter viscoso, y se llamado Mddulo de perdida (dado que se pier-
de energta por dislpacxﬁn viscosa) . La tangente del &nqulo de
fase 9 2s llamada algunas veces tanqente de perdlda 14 ests da
da por:
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u L .
tgp = L = _gT 3.74

Para un fluido viscoso linear, newtoniano tenemos entonces que:

- Ilwt) _ ___T_p_ . :
G*{w) = Tyl T, cos ¢ + i sen ¢ 3.75

Gt =0 , G" = uy b =90°

para el s8lido eldsticolinear, hookeano

G* = T{ut) Gy, .
¥ (uwt) Y
Y
G'=6 , G"=0 , .= 0°

Para los materiales viscoel&sticos G' y G" serin diferentes
de cero, y en general funcicnes de la frecuencia. Por ejemplo,
para el fluido de Maxwell;

T 1¢
R A 3.76
Yo | wl
6 2 42 :
g = G972 3.77
1+ 2,2
g = -8 3.78.
o lry2y2 .
tg ¢ = e ' 373

de manera que, tanto G" como G' ¥y 4 son funciocnes de la
frecuencia (o el tiempo). '
Para el s6lido de Voigt tendrfamos:
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G¥ (1w ) =G ( 1+ 1w A")
G' =G

G" = uw X' G =uwuy

Alternativamente se puede descomponer la deformacién, considéraﬁ
do que el esfuerzo coincide con el eje real, une de los componen

tes de la deformacién en fase, y el otro defasado 90° del esfuer
z0 ‘

¥

)‘ 1
$ |
. * |
o |

- et e v

Pig.3.23 Definicién de la extensién no recuperable
compleja
En este esquema definimos la funcidn J* {e ), extensién no re-

cuperable compleja y:
Je ) = compenente de la def.en fase con el esfuerzo

esfuerzo
Y
" componante de 1a def.defasado 90°
(w)=
esfuerzo-
de tal forma que:
J* (w) o= 3 (a) +10" (@) : . 3.80
Yy

. " )
tg o= _ 3.8
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Los esquemas gon pOr supuesto, equivalentes y tanto J*({(w)
como G* {») definen las propiedades reolSgicas del material,as{
J*{w) es el reciproco del mSdulo complejo:

J*(Q) = G e (o) 3.82

y sus componentes real e imaginario se expresan como:

G|

J'{w) = ~GTIr e . 1 3.83
I = - | 3.

Para el sélido de Voigt tendremos

* B -

)= | | 3.85
* .

) = A0 x 3.86

con ; J* =v/ T

‘Dado gue tanto G* comc J* estin definidos en términos de com-
ponentes del esfuerzo y la deformacién son muy usados para ca~
racterizar materiales vigcoelfsticos, esencialmente "sdlidos",
Un pardmetro equivalente, pero mucho m&s apropiado para caracte
 rizar fluidos estd definido en funcién de la rapidez de deforma
cifn y no de la deformacién, y es llamada viscosidad complejas

At (w) = tlut) ¢

Ylt) - Ter © nfle) - ing"( w) 3.87
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Debe notarse que la parte imaginaria de la viscosidad complejaes
definida con -i en oposicidn a las definiciones usuales.

Los componentes de esta funci6n material estdn relacionados con
los del médulo complejo como:

G* fl G" L .G._'-

* =
n [} W

3.88
donde n'representa la componente viscosa o "en fase" con el es-
fuerzo y n"en camblo, representa la compbnente "defasada” o elds -
tica. )
Las funciones materiales complejas G*, J* y n* proveen la mis=-
ma informacidn acerca de un material dado, y por lo tanto solo
se usan como referencia para el material sujeto a consideracifn:
Es usual caracterizar a las propiedades viscosas con n*y las brg
piedades eldsticas con G'. Debe notarse, sin embargo, que los
componentes real e imaginario de estas cantidades son, en gene~
ral, funciones de la frecuencia, asf que, la naturaleza de la
dependencia de la frecuencia sirve para distinguir la naturale-
2a viscoeldstica del material.

Funciones de Relajacién y memoria.

Al tomar y{t') la deformacisn al corte, como "causa" y t{t}
el esfuerzo cortante como "efecto", se puede definir una funcidn
de influencia, propiedad del sistema y que -~lacidna causa y
efecto, como la funcién de relajacifn; y(t- t'), si:
y(t)
() = ple=t’) dyit') =
Y{==) £
=f pit-t')y(t") dt'

-

3.89

Esta ecuacidn implica gque el esfuerzo en cualguier tiempo t de
pende de la historia pasada de la deformacidn. Por esta razén,
‘esta expresidn se identifica como una integral de herencia. ,
La ecuacifn 3.B9 puede escribirse en. una forma alternativa,in-
tégrando por partes como:

. t .
e = ot + [ 4 e-enyien) ae 3.90
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donde:
; dp(t-t*) dw(t=t")
b N - =
, (et = at’ dit-t") 3.91
_ duit) 3.92
te) = dt

que es llamada funcién de memoria. Ahora bien, por la memoria
1la deformacidn ccurrida al tiempo t'= -» no tiene influencia
en el esfuerzo en el momento presente t, y la funcidn ¢ { =)
debe ser cero. Asf que elvprimer término de la integracién
por partes se reduce a ¢( O } y( t). Posteriormente, si 1la
configuracifn en el tiempo presente t es tomada como estédo
de referencia { no deformado ), entonces: y(t) = 0 por defi-
nicidn, y el termino y{0) vy{t) se vuelve cero.

Al tomar la ecuacidn 3,90, conreferenciaen el tiempo de tal for
ma que yéo para £s30, por integracidn por partes obtenemos:

t
T(E) = vyl + [ pie-ty(en) at 3.93
g

Funcién de deslizamiento.

81 consideramos como “causa” el esfuerzo cortante y como “efeg
to" la deformacidn al corte, un proceso andlogo que relaciona
la deformacidn al tiempo presenter t con la historia de esfuer
20 en todos los tiempos pasados serd:

at) t

yit) = { , Jleenacien) = [ o-tniena
| 4 S/ -
t .

= J(t)1(0) + of Jit=t")T(t’) dt' . 3.95

donde la funcidn de influencia y{t} es llamada funcién de desli
zamiento.

Es evidente, que la especificacidn, ya sea de la funcidn de des
‘lizamiento o de relajacidn (memoria) define la dependencia de
las propiedades - reol8gicas de material con el tiempo, y por
tanﬁo son funciopes materiales.» '

¢
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Egpectro de relajacifn.

Considerando el modelo generalizado de Maxwell (3.44 y 3.45
la funcién de relajaciSn apropiada corresponde a una serie in
finita de tiempos de relajaci6én como:

- - 3.96
Glt) =p(t) = §o 6, e /M

Asi que usando el principio de superposicifn de Boltzmman obte

’hémOB:

t
n
t{t) =X 6 § exp{~{t2t!) /2] y(t') de'  3.97
i=] o
va que, si
w 3.98
T(t) = I ¥{tet') Ay(th)
=} , L
para N * ®, continuo:
Y ()
t(t) = bik=t?) ay(t!)
Y (==)
t ‘ o .
= 5 Ple=t') y(e) at’ 3.99

Asf que si el espectro de tiempos de relajacifn es continuo ten

dremos que (3.96) se puede escribir como:
- .
b o(t)= 5 F{\) exp[-t/A] dX 3,100
0 ’ o

Yy 3.97‘se-convierte en:

n

L t © . - ' )
) = % Fia e ETEN /Ay et ©3.101
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donde F () }dx puede interpretarse como el médulo al corte
correspondiente a un tiempo de relajacidn entre A y A+ d) ,

de manera que F {A )} es el espectro de distribucién del m&dulo -
al corte. Envgeneral un material dado exhibir& una distribucién
de tiempos de relajaciSn (o espectro)l que a su vez permite obte
ner una distribuecién (o espectro) del m6§ulo al corte, funciones
de distribucifn qgue ser&n marcadamente diferentes (diferepcia :
que puede deberse, por ejemplo a la distribucifn del médulo vis

coso y a la del médulo al corte, ya Que n=)\g).

distribucién de A

Fiq.§;24 Espectroc de'tiempoé de relajacién y
distribucifn del M8dulo al corte.

Algqunas veces se define una funcibn de distzibhci@n alternati

va H (»3) en lugar de F ( 2) como:

v

B(A) = F(A) A 302
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fs evidente, entonces, que como F(A) representa la funcidn de dis-
tribucibn del médule al corte, H{}) es la funcidn de distribucidn
o espectro correspondiente al médulo viscoso o wiscosidad.

Esto se puede explicar considerando que una distribucidn en el pesq
molecular o la longitud de cadena o los tamafios de partfcula oriyi-~
nan una distribucidn en los tiempos de relajacién y por tanto una -
distribucifn en la viscosidad y el médulc al corte.

Como puede observarse solo 2 de estas 3 funciones de distribucién -
pueden ser independientes. Entonces, otra expresién para la funcién
de relajacién, en té&rminos de H{)\) serZ:

vie) -{ BQ) ot ay -

@« . -
=f #(a) et g 1 3.103

e

y cambiando el orden de integracién en 3,101

[}

_ . ;
. T(t)ag F(\) J' o (EENA Sy atray 3,104

en Flajo estactbnario (Y congtante)

-
[}

-

v © t : .
i [ ron T eI gu g 3.105
0

-] -] " |
Y ! F()) f et ag ar =
. 0

y‘»'rw.)xgu - . 3.106.
0 ! -

.
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Asf que.la viscosidad del flufdo ser4:

o

) ,
nos L= J' A F(A) dA 3.107
Y 0

© o '
n°=‘£ H{A) dA = f H{A} d 1ln) 3,108

-

El procedimiento andloge, usando la funcidn de deslizamiento J{A)
en lugar de la funcidén de'ralajacidn, usando el modelo generaliza-
do del Voigt, nos lleva a definir una distribucidn del médulo de
deslizamiento al corte, definido en funcidn de una distribucidn de
modulos L{A) anfloga a F{}).

Las expresiones empfricas para p{t) basadas en la analogfa con el
modelo de Maxwell generalizado, son utiles debido a su versatili--
dad (3.96). La serie como @std ascrita involucra un nGmero infini-
to de terminos, sin embargo, la teorfa molecular de soluciones po-
1iméricaa, desarrollada por 2im y Rouse (ref. 10) sugiere una for-

ma para la distribucidn de tiempo de relajaci®n, que reduce el nd-
mero de parSmetros de la serie.

Interrelacionas entre las funciones materiales.

Cualquiera de 14s funciones materiales lineales para vicoeldsticos
' ‘descritos anteriorMente caracterizan la dependencia de la rela=. -
cién esfuerzo-deformacisdn con el tiempo para un material dado, pa~
ra deformaciones al corte de pequefia magnitud. Por lo tanto, repre
sentan diferentes mediciones de las mismas propiedades del material,
'y estan intérrelacicnadas. Alfrey ha descritd totalmente estas re-
lacidﬁes { ref. 1, 10 ) y son ilustradas como: ‘
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Restricciones de la Linearidad.

La suposicidn de una respuesta lineal por‘ parte del material ha es
tado implIcita en todos los modlos anteriormente descritos as{ co-
mo en-las funciones materiales y en los modules, ya que han sido -
desarrollados a partir de combinaciones de elementos eldsticos 1i
~ neales (de Hooke) y viscosos lineales {newtonianos).
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. Una de las consecuencias de la linearidad de un fluido es el com-
portamiento newtoniano en estado estacionario, Sin embargo, todos
los fluidos que exhiben clasticidad son también no-newtonianos en
estado estacionario, si se @Wrsidera un rango suficiente grande de
condicicnes de flujo.

Por lo tanto, las funciones materiales presentadas anteriormente
no son completamente adecuadas para materiales bajo deformaciones
grandes o continuas (flujo}, de manera que la validez de las fun-
ciones materiales dependientes del tiempo estan restringidas a de-
formaciones pequefas y/o valores de rdpidez de deformecidnpequefios
aunque la extensidn de esta restriccidn dependerd del grado de no-
linearidad del material.

. 8in embargo, adn los materiales no lineales responden en una forma
lineal si las magnitudes de la deformacién y/o rdpidez de deforma
‘cifn son suficientemente pequefas; de manera que pueden considerar

se validas:las funciones para cualquier material viscoeldstico, ba-
jo eciertas condiciones. '

La'f&;cidn material de viscosidad no esti sujeta a estas restric-

ciones, dado que esta d®finida en términos de un sistema de rdpi-
dez de corte constante, y es, por tanto una medida de las propieda
"des viscgsas del fluido, exclusivamente.

Las funciones materiales discutidas hasta aqu{ para las distintas
condiciones temporales impuestas, han sido definidas en términos
de un solo componente del esfuerzo y de la rdpidez de corte, aso-
" ciados con la répidez de deformacidn en un flujo cortante simple.
As? mismo, se pueden definir funciones similares en términos de
6halesquiera componentes del tensor de esfuerzos extra y/o el ten-
sor de rfpidez de deformacién siempre y cuando estén definidos en
funcidn de variables observables - que puedan ser; esfuerzo y de-
formacién isotrdpica o volumetrica, o componentes normales anisg-
trépicos relacionados con los componentes en flujos cortantes sim-
. ples, ete. -  de manera gue se satisfagan los postulados inheren-
" tes a una ecuacisn recldgica de estado.

.
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Bfectos de los esfuerzos nnrmales.

Hay varies, poco usuales, pero extraovrdinarios efectos que exhiben
los fluidos viscoeldsticos en estado estacionario, que no pueden -
ser atribuidos a los efectos viscosos (esfuerzos cortantes). Entre
ellos podemos citar los siquientes:

a) Efecto de Weissenberg:

La forma dé la superficie libre de un lfquide cambia cuando es
sujeto a una deformacidn angular por medio de una barra o cilin-
dro rotatoerio.

viscoso. eldstico

Fig. 3.26 Efecto Weissenberg.

Para fluidos viscosos ( sin elasticidad ) la fuerza centrf-
fuga crea un vértice c¢dncavo en el lfquido. En contraste, los lf~
quidos eldsticos se mueven en la direccién opuesta y trepan por
la barra (fig. 3.26 ), es decir, el lfiquido eldstico desarrolla
esfuerzos opuestos a la. fuerza centrifuga y causa que el fluido
suba por la barra; si medimos la diferencia de presién en dos
puntos A y B localizados a la misma altura (fig. 3.27 ) para el
liguido newtoniano la presién en B excede a la de A, como resul~
tado de la fuerza centrffuga: pero en el lfguido elistico la
presién en A excede a la de B. o

, B>?
Pyifa AT
I A

Vviscoso - shistico

Fig. 3.27 Mediciones de Presion en al
experimento del efecto de Weissenberg

-
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viscoso eldstico

Fig. 3.28 ginchamiento a la salida de unsurtidor
(jet)

b) La fig. 3.28 ilustra la forma de la corriente lfquida a la sa~
lidad de un chorre surtidor (jet) . El jet de un lréuido no elisti
co se contrae ligeramente y resulta por tanto mas'pequeﬁo que'el
tubo, mientras que para un lfguido eldstico se éréaenta una dila-~
tacién hasta un didmetro (De) mayor que el correspondiente al tu~
bo (D).

¢) Si se deja caef, por gravedad un fuido ineldstico a travds de
un canal inclinado y obsevamos su superficie libre, &sta es una -
recta horizontal. Para un fluido el&ético, obse:vaxeﬁos una super
ficie ligeramente convexa. (fig. 3.29)

O CRo

viscoso eldstico

Fig. 3.29 Superficie libre en un canal inclinado.

d) En la fig. 3.30 se muestran dos discos paralelos sumergidos en
un flnidd, uno de ‘ellos tiene un hﬁyohenel centro y rota, Para un
- -£luido inelastico,'las fuerzas eentrifugas'causanvque el flujo .-
sea a travds de hoyo y hacia;fuera dé eje, mientras gque para un:

_fluido el;ético el flujo se desarrclla desde la periferia y sa-~ -
liendc a través de hoyo en el centro. :



vt et et it
T e
S ——
— - — ———— —
A - JE—— -~
—
— — - —
~
1 A
-~ — ﬁ —
—— i
4 — -—
— o —
—— e,
——
——— Ny ANy ———— ~————

Fig, 3.30 Circulacidn invertida
e) Para el flujo estacionario axial en un anulo, de un fluido no g
l8stico, la presidn en las parades interior y exterior de anulo -

son las mismas, mientras que el lféuido eldstico causa una menor
presidn en la pared interna que en la externa.

E]ﬁstico

Viscoso

Fig. 3.31 Flujo axial estacionario en un
anulo.

Todos 1gs'fen6menos anternnas‘pueden ser atribuiéos a los esfuer-
zos extra las que son desarrollados por los fluidos_el;sticos ba-
jo esfuerzo cortante, en direccioneS'normales‘al plano de flujo.
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Los tres componentes del tensor de esfuerzos normales anisotrdpi-
cos, son designados con ti:1 ., T2: ¥ T33. Donde la convencidn esta
blece la direccién 1 coincidente con la direccidn. de flujo; la di
reccidn 2 como la que coincide con el gradientev dé- deformacidn y

la direccifén 3 comc la direccidn "neutral® en la que el flujo no
varia. ' '

T22 B
33
Pl N
’ /ot
/ T
{_ a
el e
\ BN

Fig. 3.32 Esfuerzos normales anisotrfpicos en mo
vimiento cortante simple. '

Las formas generalizadas de las ecuaciones de estado para viscoe-
l4sticos, predicen la existencia de estos efectos debidos a es~
fuerzos normales anisotrépicos, adn para fluidos con viscosidades
newtonianas. Por lo tanto, estos efectos son, generalmente, consi
derados como una manifestacién de las propiedades eldsticas del
fluido en movimiento cortante estaciﬁnario.f

Debe sefialarse que los esfuerzos normales anisotrdpicos pueden
ser predichos por ecuaciones de estado generalizadas para fluidos
puramente viscosos (fluidos stokesianos o de Reiner-Rivlin (ref.
10)). Sin embargo, el cardcter de estos esfuerzos predichos no es
censistente con las observaciones hechas a fluidos reales, y por
tanto estos fluidos se consideran como puramente hipotéticos.
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Funciones materiales para esfuerzos normales.

Los componentes anisotrépicos normales del esfuerzo, considerados
en la fig. 3.30 no puedén ser medidos directamente en un sistema
fluido. Solo pueden medirse los componentes totales del esfuerzo.
_ Como el tensor de esfuerzos totales (cap. 1 y apéndice A) incluye
tanto esfuerzos isotrépicos (presidén) como los .esfuerzos al corte
{anisotrépicos) se tiene:

-p¥ 111 Ty2 Ty
va B - Lt . = -
013 9513 le T2 P+1a:2 T13 3.109
Tyy Ty =P+ T3y

M&s adn, dado que para un fluido incomprensible, la presidn esti-
tica y los elementos de la diagonal principal en el tensor de es-
fuerzos son idénticos:

P =p= =-1/3 L o,, 3.110

es posible‘eliminar la contribucién de la presién estdtica del --
tensor de esfuerzos totales, resultando el tensor de esfuerzos ca
racterfsticos unicamente del fluido (tensor de esfuerzos "extra"}

'S8i consideramds la diferencia entrelos esfuerzos normales se tie-
ne:

012-022 = {~p#111) = (-p + T22)= T 1~T2; . 3.1

De manera qué los esfuerzos normales pueden ser completamente ca-
racterizados por 2 diferencias de esfuerzos normales, que son fun
cién de la deformaci 8n (p.e la rdpidez de deformacién} y la defi-
nicibn de presidn: ’

Primera diferencia de esfuerzos normales
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Nl =T33 = Ta22 3.112

Sequnda diferencia de'esfuerzos normales:

N, = T2z = Tay -3.113

Definicién de presién:

Ty1 + T2z + T33 =0 ‘ 3.114

Las diferencias de esfuerzos normales son independientes del sig-
no (direcei6n) del mov. cortante, y se suponen proporcionales al
cuadrade de la rdpidez de corte. Entonces, se pueden definir dos
funciones materiales de los esfuerzos normales (0s} en forma simi
lar a la definicién de la funcién de viscosidad aparente.

01 (y)

3.115
YZ
$
0z (y) = -Fa 3.116
Y

Elrgfado de dependencia de estas funciones con la rdpidez de defor
macibn es témbién un Indice del cardcter no lineal del fluido vis
coalastico. |

Los datoé de N, para fluidos poliméricos son abundantes y son ob-
tenidos bdsicamente de mediciones con el Reogonémetro de Weissen-
_ berg. teissenberg, alrededor de 1946-49 dedujo por consideracio-

_nes puramente tedricas que N, era igual a cero para una clase ge-
" neral de fluidqs;'Esto fue una aproximacién satisfactoria para =~
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varias sustancias,‘sin embargo,el rango de aplicacién de esta hi-
pdtesis estd sujeto a discusidn. Las mediciones de N, son pocas ~
pero se han determinado valores de M,/N; =0 (ref. 10).

Su andlisis cualitativo nos muestra que tfpicamente la funcién
n es 1 6 2 ordenes de magnitud mayor que 6, , mientras que éz
es negativa y alrededor del 10% al 20% de 6,. Esta razfn varfa
con la rapidez del movimiento cortante, sin embargo, normalmen-
te es decreciente al incrementarse la rapidez de deformacidn.
La magnitud relativa de las propiedades eldsticas generalmente
se incrementa con la viscosidad del solvente, para soluciones
poliméricas. Para polfmeros fandidés las magnitudes relativas
de las funciones de esfuerzos normales son considerablemente
mayores y no es poco comdn que la magnitud de los esfuerzos
normales exceda la del esfuerzo cortante. Tambien es posible
que la magnitud de N, exceda a la de N, para polfmeros fundidos,
aspecialmente a valores de la rapidez de deformacién bajos.

Combinaci8n de comportamientos.

Cada una de las funciones materiales definidas anteriormente
puede ser medida para cualquier material, mediante los diferentes
métodos anteriormente descritos.

Sin embargo, aunque cada funcidn material empfrica represente e-
xactamente las caracterfsticas de la respuesta reoldgica del ma-
terial, en una deformacifn similar a la que corresponde a la
prueba, no seri suficiente para determinar las propiedades o de-
formaciones en situaciones m&s complejas. Esto solo ser8 verdad
si se conoce una verdadera ecuaciSn reolSgica de estade ( o e~
cuacién constitutiva ).

Tal ecuacibén, formulada en terminos de los tensores de esfuer-
zo y deformacidn o rapidez de deformacién es capaz de predecir,
en principio, las propiedades de esfuerzo-deformacién del ma-
terial en cualquier sistema sin importar su complejidad. Por lo
tanto, todas las .funciones materiales medibles deben "estar
contenidas” o ser predichas por una ecuacifn reolSgica.



CAPITULO IV

PARTE EXPERIMENTAL



76

Definiciones Pundamentales.

Probablemente no hay instrumento experimental conceptualmente
m&s simple que la visualizacidn de flujo, para elucidar este fenSmenc
fisico para distintas geometrfas y materiales. En ndnerosos artfculos
y conferencias y particularmente en el Simposium de Visualizacién de
flujo (A.S.M.E. 1960) se hah descrito un gran nfimero de té&cnicas de
visualizacién, '

Su uso cotidiano es tal que no hay libro de mecZnica de fluicdes
o temas afines que no muestre los resultados de alguna & algunas de
estas técnicas. a distintas situaciones de Flujo,

Uno de los conceptos necesarlos, y sobre todo dtiles al tratar
con fluidos en movimiento es el de lfnea de corriente. Esta se define
como aquella curva cuya direccién en cada punto coincide con el vec-
tor velocidad del fluido en ese punto.

A fin de establecer matemiticamente este concepto consideremos
un campo de velocidades:

v=£(r,t) eeedld

de tal forma que el vector velocidad estd difinido para todo punto
con posicién r de la regiSn considerada, en adicidn este campo de ve=
locidades se modifica con el tiempo.

Asf, al mismo tiempo t=t; podemos graficar curvas de tal forma
que la tangente en todo punto coincida con la velocidad en ese punto.
Tendremos entonces una familia de curvas, dependientes del pardmetro
t, tangentes en todo punto al campo de velocidades cuyas ecuaciones
parametricas son soluciones de, las ecuaciones diferenciales. .

dz Ceeedl2
do

6
az ‘ - RE
T X v =0 S . .

en las cuales o es un pardmetro arbitrario medido a lo largo de las
'curvas, al tiempo .t; constante, ‘ '



En este contexto, vale la pena hacer mencién a otras dos "lfneas”
frecuentemente encontradas en la literatura; las lineas de trayectoria
vy las lfneas de trazo,

La curva a través de la cual una partfcula material dada viaja,
se denomina 1fnca de trayectoria, de manera que puede ser determinada
{para una partfcula dada) considerandoque la velocidad es la derivada
de la posicibn con respecto al tiempe siguiendo una partfcula mate-~.
rial. Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de
" la partfcula son las soluciones al sistema diferencial:

~E—'t = ! 4.4

Las lfneas de trazo son de interés experimental, suponiendo gque
queremos saber cudles partfculas de fluido pasaron por un punto dado
ri1. De manera que la linea de trazo a través del punto r;, al tiempo
ty, representa‘las posicicnes al tiempo t, de las partfculas materia-
les que en cualguier tiempo anterior, ts<t, han ocupado el punto r;.

Experimentalmente, éste serfa el caso en el que se inyecta conti
nuamente Un colorante a una corriente en una posici6n fija z,, de ma-
néra gue la lfnea de colorante representa la lfnea de trazo correspon
diente al punto z:.

Matemiticamente, se tiene entonces gque:

Pl ,t)=¢

1 = cte, 4.5

ecuacién que deberd resolverse primero en el tiempe t,;, y posterior~
- mente en tiempos anteriores a t, a fin de obtener las posiciones de las
partfculas r a los tiempos apropiados.

Sé'dice, por asto, que las lfneas de trazo son forzadas desde los
puntos finales,

Un caso especial de movimiento del fluido es aquel en el cual, en
cualgquier punto del espacio, la velocidad, presifin, densidad, etc. se
mantienen constantes con el tiempo. Esto hace éue las gr&ficas de las

' 1fneas de corriente a diferentes tien?cssean iguales- (es decir, inva-



riantes), y ea entonces que el flujo es llamado "estacionario™. En
estos condiciones, las lineas de trayectorias y las lineas de trazo
coinciden con las lineas de corriente.

En este sentido, las investigaciones experimentales usando lfneas
de trazo han sido hechas, generalmente. cuando el flujo es estaciona-
rio, y por lo tanto las lfneas de trazo dan informacién acerca de las
1fneas de corriente y las de trayectoria de las partfculas.

Té€cnicas de visualizacisdn.

Puesto que los lfquidos o gases estudiados son siempre homogé-
neos, y puesto gue consecuentemente las partfculas individuales no
pueden ser distinguibles unas de otras, es fundamentalmente imposible
observar el movimiento en un quuido‘o gas sin hacer uso de medios es
peciales. o ‘

Una manera de aproximérse al problema es la medicién de la pre-
sibn y la velocidad en muchos puntos del flujo, por ejemplo, por me=-

© dio de un tubo pitot o aparatos similares. Esto, sin embargo, da solo

un valor promedio de la velocidad, tanto en el espacio, como en el
tiempo, y, en general, el método es demasiado burde para dar una ima-
gen del flujo.

Se hah descrito, sin embarge, en numercsos artfculos y confefen-
cias diferentes técnicas de visualizacidn de flujd,‘sobre todo desde
el simposium de la A.S5.M.E.{1960} anteriormente mencionado. De manera
que se dlspone de técnicas usando trazadores por reac16n quimica o e~
lectroquimica inducida, métodos Spticos que 1ncluyen colorantes fosfo

,recentes excitados por laser, métodos trazadores - inyectores, y

otros; y muchas de esta técnicas han gido sucesxvamente aplicadas en es
tudios experimentales, incluso de turbulencia (Kline, 1978).

Bisicamente, sin embargo, la finica manera en que el fenfmenc de
flujo puede ser hecho visible es insertando partfculas muy pequeiias ‘
en el fluido, las cuales distingan los elementos (unos de otres) sin
canbiar sensiblemente la densidad u otras propiedades del fluido.-

Entonces, para un liguido es usual mezclar en ciertas partes de

. 81 un colorante, ‘teniendo cuidado de que su densidad no sea dlferente
" de ‘la del liquido no colorante. .

‘Asf, los distintos métodos;ara v1sualizar el flujo en agua pueden
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dividirse en 2 grupos, dependiendo si se desea el estudip del £lujo en-
el interior del fluido, o solo en su superficie.

En el caso de un movimiento tridimensional del fluido, es nécesg
ric el estudio del flujo no solo en su superficie, sino también en el
interior del fluido.

El flujo puede ser mostrado en algunog casos por insercidn de 1f
guido coloreado de la misma gravedad especifica a ﬁfavés de nﬁmerosas
boquillas en el flujo. En &ste caso debe cuidarse que la velocidad de
. salida del fluido coloreado de la boquilla sea la misma que la del
fluido del medio estudiado.

Para agua, se disyone de colorantes comoe el permanganato de pota
sio, o ciertos tipos de anilinas disueltas en pequeiias cantidades de
alcohol que son entonces distribuidas en un gran volfimen de agua. Si
se intenta tomar’ fotograffas del flujo y no solo observaciones visua<
les, la eleccidn del color se determinard segdn la t€cnica fotografi-
ca que se va a usar, de manera que es deseable elegir un color que no
haga dfficil la impresién en la placa fotogrdfica. En los casos en
que hay un fondo obscuro la leche diluida es un buen agente facilmen
te disponible,

Otro m&todo de mostrar elflujo es usando una suspensm&n de parti
culas.de aluminlo extremadamente pequefias en el ltquido. Estas, de a-
cuerdo con su tamafio permaneceran flotandoe por mucho tiempo.

Esta suspensifn se puede hacer humedecienda primero el polvo de
aluminio con alcohol para esparcirlo posteriormente en una botella a-

* . gitada violencamente,

Una ventaja de este método sobre el de colorante es que la sus-
pensidn de aluminlc es capaz de mostrar detalles del £lujé en una re-
gldn turbulenta mientras que un chorro coloreado se mezcla completa-
mente.

Si se necasita mostrar elmovimigito en la capé 1fmite, cerca de
un cuerpo sumergido, es posible cubrir el cuerpo con un colorante (eg
mo la leche condensada) que se disuelva facilmente.

Es también posible mezclar todo elfluido con una suspensiln de
. parttculns muy pequenas La concentracldn de las parttculas debe sar
m&s bien paqueﬂa, a manera de hacer p051ble el observarlas con clari~
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dad dentro del fluido. En el caso de que solo se busquen ciertas li-
neas de trayectoria es prictico tomar un pequefio ndmero de partfculas
de mayor tamafio.

En el caso en el que el flujo es hidimensional, &ste puede ser vi
sualizado de manera mucho mds simple, ya que normalmente solo es nece
sario observar el movimiento en la superficie del Ifguidg, ya que el
flujo {por ser bidimensional) ser& el mismo en todos los planos para-
lelos a la superficie. Ha de tenerse cuidado de que no se presenten
efectos capilares, manteniendo la superficie del lfquido meticulosa-
mente limpia, ya que, hasta la inmersién de una mano limpia o el con=-
tacto de la superficie del lfquido con la atmésfera durante algunas
horas, hace inutil la superficie para este propdsito.

Para asegurar que la condicién de la superficie es satisfactoria
se hace la sigulente prueba; se rocfa la superficie con un poco de
polvo de aluminio y se sopla verticalmente hacia abajo, extendiendo
las partfculas de aluminio en todas direcciones, Si despdes de soplar,
las partfculas permanecen en el lugar que ocupaban, la superficie
esta limpia; pero. si el cfrculo formado por las partfculas se cierra
sobre sl mismo, la superficie esta contaminada y debe ser renovada.

Al estudiar el flujo alrededor de cuerpos sumergidps, si la su-

" perfigie: estd limpia, se puede prevenir el que las partfculas de alu-
minio se alejen de la zona de interés, bajo lé influencia de la capi-
laridad entre la interfase del lfquido y el objeto, cubriendo el mode
1o usado con una capa delgada de parafina. De &sta forma la superfi-
cie del fluidr permanece completamente horizontal a la del modelo.

' Otro método de visualizaci6n del movimiento en un lfguido, con-
siste en suspender pequefias escamas de mica en el lfguido. De eSta
forma, ciertos movimientos regulares, especialmente vSrtices, pueden
ser vistos claramente, debido a que gran nfmero de estas escamas
tienen en estas condiciones la misma orientacién,

 En todos' los casos anteriores y en otras técnicas descritas en -
la literatura - mencionadas anteriormente - se hace uso de técnicas
Totqgr?ficas. '
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Aparte del hecho de que las fotograffas son mucho m&s convenien-
tes y diddcticas que una mera descripciﬁnAde las observaciones de un
experimentador, el uso del registro fotogrdfico permite identificar =-
y/o establecer muchos hechos que no podrian ser obtenidos a partir -
de observaciones visuales.

Ademds, el elemento "tiempo™ es muy importante. Mientras una fo-
tograffia puede estudiarse comodamente y con holgura, permitiendo en-
contrar muchos detalles, el observador visual tiene gue digerir'toda
la informacién en unos pocos sequndos. L as fotograf?as tienen
la ventaja de gque puéden observarse y/o mosﬁrarse repetidamente, lo -
gue las hace muy instructivas.

Las fotograffas que se obtienen no dan las lfneas de corriente -
con exactitud;.ya que, en general, consisten en pequefias exténsiones
de curva de varias longitudes, debidas al movimiento de partfculas --
{individuales) de aluminio Qurante el tiempo de exposicidn. Por lo ~-
tanto, esas peguefias extensiones son parte de lfneas de trayectoria.

Por otro lado, durante un corto intervalo de tiempo las lIneas =
de trayectoria y las lineas de corriente tienen la misma trayectoria,
as!f que la fotograffa formada por varias extenciones de lf{nea de tra-
yectoria puestas juntas, dan la apariencia de un campo de lfneas de =~
carriente, Por lo-tantd, las lineas de corriente aparecen con mayor €
xactitud conforme al tiempo de exposicidn es menor.

S8i el campo de velocidad es independiente del tiempo (flujo esta
cionario), las lineas de trayectoria y de corriente son 1dénticas. En
este caso las lfneas de corriente pueden ser obtenidas también con ex
posiciones largas. Para movimientos no estacionarios, las fotograffas
de lfneas de corriente cambian con el tiempe, de manera que Solo expo
giciones cortas muestran (aproximadamente) la geometrffa instant&nea -
de la corriente; mientras que exposiciones largas dan lineas de tra-
yectoria, las que en general, dan fotograffas muy irregqulares y poco
Gtiles,

Si el fenSmeno ocurre velozmente, es (til tomar un gran nimero =
de exposiciones durante corto tiempo y reproducirlas a una menor velo
cidad, con lo cual se logra un efecto de desaceleracifin del movimien-
to. ‘
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Por ejemplo, si un fendmeno puede ser fotografiado 320 veces por sge-
gundo y es reproducido a 16 fotos por segundo, el movimiento paracera
20 veces mds lento que en la realidad,

El procedimiento opuesto, de tomar un pequefio nGmero de fotos
que son reproducidas m&s tarde a una mayor ripidez es Gtil para re-
producir movimientos muy lentos.

Puasto gue, en una fotograffa tomada con una cdmara con motor

a velocidad normal la expocisidn es de alrededor de 1/140 seg, una sg
la fotogratfa no muestra las caracterfsticas del flujo. Por ejemplo;
una foto tohadd de un tanque de agua con polvo de aluminio mostrara
varias particulas de daluminio solo como puntos aislados. Pero si el
manejc de la cdmara se lleva a cabo mis lentamente, de tal forma que’
solo se ‘tomen é exposiciones por sequndo, la iluminacidn es de alrede
dor de 1/4 seg para cada foto, entonces, las particulas-muestran 11~
neas cortas, de tal forma que una sola fotograffa da, en sf misma, cla
ra idéa del flujo. ' '

81 la impresidn se hace en papel transparente y se sobreponen va
rias fotos consecutivas, las diferentas imagenes de la misma particula
de aluminio formaran una lfnea punteada. Estos puntos muestran las di
ferentes posiciones, mientras que los espacios entre los puntos estan
dados por el cierre de los lentes durante el transporte de la pelicu-
la de una toma a otra. La longitud de los puntos, asi como Ia de los

espacios son una medida de la velocidad instant&nea de la partfcula
considerada.

Dado que es deseable obtener el mayor contraste posible en las -
fotograffas del flujo, es importante hacer el fondo tan negro como sea
posible».Para'este propfsito el negro mate es el mds dtil, ya que res

‘ fleja mencs del 1% de la luz incidente.

En el sentido de obtener el méxlmo contraste es también mejor u-
sar una eliminacién ‘intensa y buenos lentes gue placas o pellculas
'sensibles, ya que aﬂn las mejores placas o pelfculas disponibles re~
sultan relativamente inservibles ya que la relacién de obscurecimien~
to aumenta abruptamente con la intensidad de iluminacidn an para pé

‘liculAn hipersensibles, Por otra parte las placas menos sensitivas

“£ienen el grano m&s fino, lo que permite hecer mejores amp&ificacio*
nes.
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La eleccibn de los lentes no es de particular importancia puesto
que se requiere muy poca profundidad. De hecho, cualquier lente poten
te de distancia focal corta sirve para este propdsito.

Tocante a la iluminacibn, debe tenerse enai@enta que se desea la
m&xima potencia disponible.

La eleccién de los bafios revelador y fijador debe hacerse consi-
derando la necesidad de tener el m&ximo contraste posible.

Descripcidn del sistema experimental.

A fin de obtener un sistema de flujo no simétrice, en el cual se
pudiesen obtener efectos observahles de estas irrégularidades {asimé-
trias) seldpto por realizar la visualizacidn en un flujo rotacional
inducido por n cilindro en un recipiente con forma de media circunfe
rencia,

El sistema generado, y en el que Se realizé la experimentaéidn
se muestra en la figura 4.1. El eje central (qué congiste en una ba-
rra torneada de 2 cm, de difmetro) esta conectada en su extremo supe~
rior a un motor de velocidad variable Cole-Parmer Mod. 4555~30 con
controlador de velocidad, y permite el uso de cilindros de diferentes
didmetres que se acoplan en su extremo inferér. Este eje estd sosteni
do por un soporte, que a la vez permite colocar el eje en posicidn
vertical mediante 2 posicionadores y el uso de un nivel torpedo Level
Stanley ({364) y un plomada.

La téchica descrita anteriormente fu€ la elegida, principalmente
por su béjo costa, debiendo resolverse en el proceso varios problemas
como fueron: la ilumincidn; tamafio de partfculas, dimensiones relati-
vas del equipo y técnica fotografica. '

Se usaron como particulas trazadoras,pOIVO‘dé aluminio lavado,
con tamafio de 200 a 100 y, tratado con alcohol. En todos los casos
ge comprobd la limpieza de la superficie del fluido por el método an-

: teriormente descrito.

Como fuente de iluminacifén se usaron 2 "spots” fotogrdficos de
400 W. Dado que se esperaba terer tiempos de expos;cidn grahdea se fra -
bajo inicialmente pelfcula lénta, pero su disponibilidad_en el merca=-
do era muy limitada. También se consider$ la bosibilidad de usar pell
cula pancrom&tié;'pero 8y éqsto resultaba prohibitivo. Finalmente Se
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FIG. 4.1 Equipo experimental
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opt8 por trabajar con pelfcula Kodak~Tri-X-Pan ASA400/27DIN.

' La camara utilizada fué Nikkormat-Nikon, Japan, FT2,

5134593 , la cudl pogee exposimetro integrado. Inicialmente la
iluminacién se estableci$ haciendo uso del exposimetro integrado
considerando el mayor tiempo posible. Esta se modificS posterior
mente dependiendo ae las fotograffas obtenidas en cada experimen~-
‘to. ,

‘Inicialmente se trabajo con agitadores delgados (d <2 cm),
pero en estas condiciones la velocidad del flujo es extremadamen
te pequeiia, y adn con tiempos de exposicién muy grandes te>>
30 seg ), el movimiento del fluido era imperceptible en las foto-
graffas.Por esta razén se decidif usar barras de diametros mayo-
res.

Finalmente las dimensiones del equipo, definidas segfn la -
fig. 4.2 fueron:

recipientes: D, = 22.3 em
D_=17.3 cm
agitadores: d, =17.59 em
d, = 5.05 cm
d_= 3.83.em

Los agitadores pequefios fueron torneados en bronce, y el
mayor en hierro "cold roiled” .

F\

"Fig 4.2 Dimensiones del equipo

-—-—a.—dk
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En la experimentacién, se coloca el recipiente bajo observa-
cifén de tal forma que el cilindro agitador este colocado al "centro*
‘del medio circulo, como muestra la fig. 4.3 .

o
.

F—-—D/B—-—-I

Fig. 4.3 Posiciones relativas en el sistema.

La base del recipiente se coloca antes cpmpletamente horizon-
tal, comprobando esta condicifn mediante el nivel de burbuja.

El eje se alinea inmediaﬁamente después, por medio de su so-
porte, ' ‘

La sustentacién del motor, el soporte del eje y el de la ca-
mara son independiéntes, a fin de que las posibles vibraciones
del motor no afecten los demds elementos del conjunto.

La camara se coloca después directamente sobre la zona suje
ta a observacifn, perfectamente horizontal ( lo que se verifica
con el nivel ).y a la menor distancia posible, lo que depende
del lente de la camara, y en nuestro caso fu€ de 48 cm a partir de
la superficie del fluido.

Las l&mparas se colocaron en un plano superior a la camara,
alrededor de 60 cm sobre la zona de observaciﬁn.

Para poder realizar la v1sualizacidn, se efectuaron inic1al—
mente pruebas con agua pura, como fluido newtoniano de referencia,
y se establecieron de esta forma las condiciones bisicas para efec-
tuar la visualizacién,

Como fluidos viscoeldsticos se usaron soluciones acuosas de
SEPARAN AP-30 al 0.68 y 1% . Este es un polfmero aniénico sintéti
co de elevado peso molecular con férmula seﬁidesarrollada:

| CHZ-CHCONH2 )x
Es un 38lido blanco, soluble en agua; usado como agente espe-
sante y en suspenciones.

. E1 Separan AP-30 ha sido ampliamente estudiado en varlos pai-
ses y en M8xico, como parte de un proyecto del I,I.M.
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. Tabla 4.1 : ‘
Resultados para la solucién acuosa de Separan AP-30 al 0.6%
en el Reogoniometro de Weissenberg ‘

w (rpm) 9 {rad/s) v (rad/s)  n{poises) v (24033
3.58 B~2  3.749 E-3  1.082 E-1 7.257 0.785
7.15 E=2  7.487 E=3  2.16 E-l 7,287 1.57
1.42 E-1  1.487 E-2  4.291 E-1 6.888 2.955
2.84 E-1  2.974 E-2  8.581 E-1 6.188 5.310
5.68 E-1  5.948 E-2 1.716 5.112 8.773
1.13 1,183 E-1  3.414 4.125 14.08
2.26 2.367 E-1  6.829 3.922 26.782
4.5 4.712 E-1  13.597 2.785  37.86
8.99 9.414 B-1  27.164 1.955 53.11
10 1.885 54.3889 1.401 76.19
Tabla 4.2

Resultados para la solucidn acuosa de Separan AP-30 al 1%
en el Reogoniometro de Weissenberg

w {rpm) Q2 (rad/s) {(rad/s) n{poises) T(dZ;as)

3.58 E-2 3.749 B3 1,0817 B-1 1.3233 B2 1.4315 E1
7.15 E-2 7.487 E~3  2.16 E-1 9.832 El 2,124 Bl
1.42 E-1  1.487 E-2 4,291 E-1 7,318 I1 3.14 E1
2,84 B~1 2.974 E-2 8.581 E-1{ 4,951 E1 4.248 E1
5.68 B-1 5.948 B-2 1.716 3.268 E1 5:61 El
1.13 1.183 E-1  3.414 2,164 E1 7.388 El
2.26 2,367 E-1  6.829 1.352 E1 9.235  El
4.5 4,712 E-1 13.597 8.49 1.154 E2
8.99 9.414 E-1 27,164 5.673 1.541 E2
10 1,885 54.3889 3.545 1.928 E2
35.8 3.749 1,08 E2 2,433 2.632 E2
71.5 7.487 2.16 E2 1.539 3.325 E2

142 1.487 Bl 4.29 E2  0.9255 3.971 E2
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‘Las propiedades reolégicas de ambas soluciones fueron de-
terminadas en el Reogoniometro de Weissenberg modelo R-19 de
Sangamd Weston Controls, G.B. situado en el Laboratorio de
Fluidos de la Pacultad de Ingenierfa (U.N.A.M.); con un sis-
tema de " cono y plato " de 8¢= 1.9857 . Los resultados apare- .
tabulados en las tablas 4.1 y 4.2, y se muestran en las £fig.
4.4,4.5,4.6,4.7 y 4.8 que corresponden a las curvas de f£flujo
y de viscosidad vs rapidez de corte para ambia soluciones.

Haciendo uso de estos valores, se determinaron las visco-
sidades a e#fuérzo cero (‘o rapidei de corte cero ) ng como
no =.227 poises para la solucifn al 1% y no= 7.6 poises para
la solucidn al 0.6%. !

- A fin de medir la desviaciSn del comportamiento newtoniano
se aplicd el modelo de la ley de la potencia a los datos anterig»
res obteniendose un indice de 0,502 y 0.368, y Jiscosidades a’

w = 1 rad/seg (n1) de 10,188 y 45.056 poises para las solucio-
. nes al 0.6% y 1% de Separan , respectivamente; como se resume en
-la Tabla 4.3. :

Tabla 4.3
Propiedades de los fluidos sometidos
‘a prueba.
2 Ley de la Potencia
clave fluido : .

, no (poises) n n1 (poises) r?
’NIA agua ' 0.01 ’ 1 0.01 - -
N2 glicerina 14.9 1 . 14.9 e
Vi " sol. acuosa , ’

Separan 0.6% 7.6 . 0.502 ;0;188 1.0000
V2 - sol. acuosa ' . ' _' : .
Separan 1% 227 0.368 45.056 0.9995

‘ \'Debe>hacarse notar que la ley de la potencia aplica en el raﬁgo
: repoftado para ; > 5 en en el caso del Separan al O,Gt} y para

? > 0.3 para el Separan al 1% ; que gon las ragioﬂcn an que las
qzaficas loq'n vs log ? presentan una tcndendia lineal,



Sh

Como fluido de comparacién, de comportamiento newtoniano, se
uso glicerina pura, de p= 14.9 poises . Este es un lfquido inodoro
de peso molecular 92.1 g/gmol y f6fmula desarrollada
CHZ-OH - CH-0H - CHZ-OH , miscible en agua y alcohol, llamado tam-
bién glicerol, alcohol glicflico o 1,2,3 propanotriol,

Las visualizaciones fueron realizadas para estos 4 fluidos en
las 6 posibles combinaciones de recipiente-agitador.

Como se sefialo anteriormente, se requieren tiempos de exposi«
cién relativamente largos para nbtener las lineas de corriente de-
.seadas, en las fotograffas., Los tiempos de exposic16n usados va-~
riaron desde 4 seq para agua, hasta 40 seg para la solucidn de Se-
paran mds concentrada,

La rapidez de rotacidén del cilindro agitador varié en el in-
tervalo acoctado por la menor velocidad de operacidn del motor
( 2 40 r.p.m, ) hasta aquella en gue se empezaba a generar turbu
lencia o aparecian efectos indgéeables { inerciales) ( alrededor
de 100 a 120 r.p.m. ‘para los viascoeldsticos ).

La abertura del obturador bajo la condicidn de tiempos de
exposicifn muy largos, se fijo en el valor mInimo posible, corres
pondiente a £ = 16 , de tal suerte gqus se tenfa no solo la menor
abertura del obturador , sino tambien una mayor profundidad de
.campo, evitando de esta forma, en la mayoria de los casos, que las
: fotograffas fueran demasiado obscuras o fuera de'foco,



‘CAPITULO V¥

ANALISIS. DE RESULTADOS




96

Como se menciond en el capitulo anterior, el trabajo se
inici6 efectuando la visualizacién con agua pura, en este caso
se observaron flujos secundarios de naturaleza inestable.Es de-
cir, las fotos son obtenidas a tiempos de exposicifn pegquefios,y
no determinan un estado estacionario, como en el caso de los
otros fluidos trabajados.

A partir de las primeras fotograffas de los fluidos visco-
eldsticos se observd que se presentabah varios tipos de vértices
segun el tamafio y la forma de los flujos secundarios, porllo'
que se les clasificd segﬁn se muestfa en los esquemas de la fig,
5,1

" Fig. 5.1 . Clasificacitn de los vSrices observados.

Dado gue el flujo tipo o se presenta un:gran numero de ve-
ces se decidid caracterizarlo mediante dos variables adimensio-
nales A; y Az definidas con respecto al sistema como éélmugg
tra en la fig. 5.2

De tal manera que:
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14
s

Fig. 5.2 Definicidn de las variables geomdtricas.

Donde x y Yy representan la loCalizaciQn del centro del
vértice principal del flujo secundario. Bste tratamiento es apli-
cable a los tipos o y &2 , pero no al al en el cual la localiza-

¢i6h del centro del vértice es poco confiable.

Para cada sistema (combinacidn de recipiente-agitador) es
posible obtener estos datos, exceptn en aquellos en que se tienen

flujos inestables o del tipo B .

La relacién del diametro del agitador a radio del recipien
te puede constituir una manera de caracterizar cada una de estas

combinaciones, La tabla 5.1 presenta esta relacidn.

Tabla 5.1

Geometrfa razén d/R
b_d, - 0.875
o_d, ' 0.582
D_d_ 0.440

D, 4, ' 0.707

D, & _ 0.453

"D, a S 0.3435
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Este pardmetro se ha usado en la representacién de los tipos
de flujo encontrados para cada fluido en la tabla 5.2 , en la
cual N1 representa al agua, N2 a la glicerina, y V1 y V2 a las '
soluclones acuosas de Separan al 0.6% y 13 respectivamente.

Tabla 5.2
Tipo de flujo:

Geometrfa inestable o a2 3. B
0.875 N1,V1.V2

0.582 N1 wz,vi,v2 | v2

0.44 Nl N2,V1,v2 2
1 0.707 N1 N2,V1 N1 N1
0.453 N1 © | N2,v1,v2

0.3435 n1,v2 N2,vi,v2 | vi N1

De donde se observa que el agua, en las rangos de experi-
mentacién trabajados presenta unicamente flujos inestables.

Para la relacién 4/R mayor {0.875) el claro entre el reci~
piente y el cilindro es muy pequefio (0.54 cm )} y para ambas so-
~ luciones de Separan se encentrd que en uno de 105 lados se pre-
genta el fenfmeno de inundacifn, por lo que no se alcanza un ré-
gimen estacionario de flujo y en consecuencia no se reporta.

Por esta razdn, y dado que el sentido de rotacidn del ¢i-
"lindro hace diferentes los fendmenos de flujo en ambos lados
‘delvrecipiénte, se decidid diferenciarlos, marcandolos con las.
letras O y U, como se muestra en la fig. 5.3°. '

En el lado O es en donde se presenta el fendmeno de inun
‘dacién mencionado anteriormente. ,

Posteriormente se procedié a graficar el valor de las varia
‘bles A; .y A, ,.como son definidas en la fig. 5.2 , en funcibén
-de la rapidez de rocacién { w) del cilxndro considerando el
lado a que corresponden (0 &8 U) . Las grdficas asociadas
estan en laa fig. 5.3 a 5. 12, en dorde se usa la siguiente .
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simbologfa para cada £luido:

N2 Glicerina o
Vi Sol. acuosa de Separan al 0.6% A
V2 Sol. acuosa de Separan al 1% )

v Identica nomenclatura se usa en las fotografias que -ilustran
los resultados obtenidos de la visualizacisn. En total se obtu~
vieron mis de 350 fotografias , siendo las que acompafian este re=~
porte representativas de los diferentes £lujos observados.

Como se puede ver en las grdficas de Al y‘Az vs. w { fig.5.3
a 5.12 ) no se presenta una tendencia definida de estas variables
excepto que todos los puntos tienden a mantenerse dentro de un
rango, relativamente estrecho, siendo en la generalidad de los
casos, los valores correspondientes a '‘y' ligeramente menores a
los correspondientes a 'x' , pero siempre en un rango'semejante.

Posteriormente se definié, como una medida indirecta del tama
fio del vértice la longitud L , del vértice del recipiente al
centro del vértice; y se adimensionalizd con respecto a R , el
radio del recipiente, definiende A3 como:

L

A, T

3 R ...5.3
Los resultados se presentan graficados en las fig. 5.13 a
5.17. '

De nuevo se observa que la variable A3 se maqtiene en un
estrecho intervale | alrededor de 0.5.) , y que la tendencia
de las curvas de Separan al 1% y de Glicerina es mhy semejante
'y parece constituir una funcionalidad constante con respecto a
la rapidez de rotacisn del cilindro ( v ), siendo la solucién
de Separan al 0.6% la dnica gue presenta variaciones notables,
y que en la generalidad de los casos cofresponde,a una disminu-
‘ci8n del tamafio del vértice al aumentar o .

Considerando gque es el cilindro rotatorio el que causa los:
flujos secundarios, se- adimensionaliz6 tambien L con respecto
a 4, definiendose la variable geométrica:

At ST
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Fig. 5.3 Definicién de los lados

"TIPDS DE FLUJOS OBSERVADOS

Foto 1 " Foto 2 Foto &

Foto 2 . tipo a. V2. d/R=0.585, Lado 0. 100 rpm. te=1$ a.

Foto 2 . tipo a. N1. d/R=0.44 , Lado €. &0 rpm, te=6 a.

Foto 3 . tipe az. inestable. §1 . Lado U. 100 rpm. te= 2 s.
d/R =0.44

Foto 4 . Foto & . Foto €

Foto 4. tipowy V2, d/R=0.3435. Lado 0, 80 rpm. te=10 8.
Foto §, tipouz V1. d/R=0.44 . Lado 0. 100 rpm. te= € &.
-Fote 6, tipeas V1, d/R=0,4¢ , Lado U. 120 rpm, te= 8 8. .
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Foto 7 " Foto 8 . Foto 9 -
Foto 7., tipony. V1. d/R=0.4¢ . Lado U. 40 rpm. te=108.

Foto 8. tipo B. W1. d/R=0.582 . Lade U. 80 rpm. te= 8 8.
Foto 9. tipo B. N1, d/R=0.582 . Lado U. 60 rpm. te=4 a,

Flujos ttpioos ( o )

Foto 10 . Foto 11 ' Foto 12

Foto 10. V2. Lado U. B0 rpm. te= 10 8. d/R=0.707.
Foto 11, V2, Lado U, 180 rpm. te= 8 8. d/R=0.707.
Foto 18, N2, Lado O. 120 vpm. te= 58. d/R= 0.453
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- Foto 13 Foto 14

Foto 13. N2. d/R=.0.562 . Lado 0. 60 rpm. tes 12 a.
_ Foto 14. N2. d/R= 0.44 . Lado O. 60 rpm. te= 12 6.

Foto 15 , Foto 16

Fote 15. N2. d/R= 0.582 . Lado U. 60 rpm. te= 10 8.
Foto 16. V1, d/R= 0.44 . Iado U. 60 rpm. te= 15 a.

Nota: La medioidén de las variables geométricas se
realiad proyectando los negativos de las fotograffas ,
de manera que la imagen obténida, y en la ocual se localiazd
el vértice';bién£a>un tamafto aprozimado de I = 1 m-.
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Que se encuentra graficada en las fig. 5.18 a 5,22,

En este caso los valores de A, asociados a cada' fluido aumen
tan |{ con respecto a los obtenidos al manejar Aa), separando
las curvas, pero sin cambiar su tendencia lineal.

Por lo tanto, la tendencia regular de estas grédficas, as{ co
mo el hecho de que en todos los casos el intexrvalo en que se lo-
" calizan los resultados es muy estrecho, parece indicar que el ti
po de fluido que se maneja no influye de manera notable en el ta
maho de log vdrtices.

Es importanté hacer notar que la tendencia constante tanto
-de la solucifn de Separan al 1% como de la glicerina, nos ileva
a pensar que el comportamiente esperado de la solucidn de Sepa-
ran al 0.6% no solo tendrfa que ser similar, sino ademds debie~-
ra representar un punto intermedio entre ambas soluciones, de
ser el efecto eldstico importante en este experimento, lo que
‘no ocurrid.

Observamos, por otro lado; que la viscosidad aparente de es-
ta solucidén ( V1) es menoxr [ no = 7.26 p ] que la viscosidad de
la glicerina ( u = 14,9 p ), y por supuesto que la de la solucién
conqghtrada {v2) [ ng= 227 p }; por lo que es posible pensar que
la viscosidad representa un factor determinante en la estabilidad
de los flujos secundarios, y que la tendencia alqunas veces errd-
tica de la solucién diluida (V1) corresponde a aquellos casos en
que el esfuerzo viscoso no es lo suficientemente fuerte para es~
tabilizar los flujos secundarios.

Como se menciond en el capitulolll, sin embargo, la experien
cia respecto a la comparacién de los flujos secundarios, genera-
dos en sistemas con singularidades (asimetrlas), indica que los
flujos secundarios para dstos 6ltimos son de mayor tamafio y ex-
tensibdn que los correspondientes a fluildos puramente viscosos.

Es decir, el efecto de la parte eldstica de un fluido, en
presencia de asimetrfas genera, cominmente, flujos secundarios
mayores que los que se tendrfan si el fluido fuera puramente
viscoso, ' ‘

Esto nos lleva a concluix, que la asimetrfa de nuestro sis-
tema no tiene ningdn efecto notable en el patrdn de flujo ge-
narado; pqsiblementé porgue se encuentra demasiado alejagda del
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cilindro generador del flujo para'producir una alteracidn apre-
ciable, y por lo tanto su presencia no tiene consecuencias.

Es posible entonces pensar, en la existencia de asimetrias
"débiles" o "fuertes", clasificahles segfin la alteracifn en el
patron de flujo que producen, y que pueden constituir un tema
de estudio posterior. )

En este sentido, existe evidencia experimental (ref. 13}
de un resultado similar al presente y en el que se considerd el
flujo de un fluido viscoeldstico alrededor de objetos sumergidos,:
En ese estudio se analizé el flujo alrededor de cilindros en'un
canal rectangular, con una condicién de frontera al infinito, y
como en nuestro caso no se encontrd diferencia entre las lineas
de flujo observadas para los fluidos newtonianos y para los vis-
coelisticos, es decir, ese sistema tambien presentd un tipo de
singularidad "debil" en este sentido.

Las singularidades "fuertes" parecen ocurrir preferencial=-
mente en geometrfas rectangulares y con condiciones de frontera
finitas, tales como las que se reportau en las ref, l4.y 15.

+ Finalmente, al comparaxr los valores de A, a distintas ra-
zones de d/R {que caracteriza las dimensiones relativas del
sistema) se observa que inicialmente esta variable aumenta al
incrementarse d/R entre 0.3 y 0.45 aproximadamente, pero des-
pues, al seguir aumentando el valor de d4/R, A3 disminuye. Iden
tica sxtuacldn Se presenta con la variable A4 , pero €sta mani
fiesta su maxlmo valor a d/R = 0.44 y dzsmlnuye bruscamente para
d/R = 0,453



 CAPITULO VI

CONCLUSIONES
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La visualizacibén efectuada en ests sistema nos permite con-
cluir que:

1.- La viscosidad es un factor determinante de la existencia
o no de un patrén estacionario de flujo secundario, ya que un fiui-
do de baja viscosidad no presenta este fendmeno.

2.~ Para este sistema en particular, en los casos en gque sge
alcanzan los patrones estacionarios mencionados en el pdrrafo ante-
rior, el tamafio de los v8rtices generados no depende visiblemente
de la rapidez de rotacifn del agithdor, como se hubiera esperado.

3.= as! también no existe una dependencia observable entre el
tamafio del vértice generado y el tipo de fluido que se somete a ex-
parihentacidn'( viscoso o eldstico ). De manera que las caracterfs-
ticas eldsticas de los fluidos trabajados no tienen ninguna influen
cia notable en las variables consideradas.

4,- El tamafio del vértice geﬂerado depende ligeramente de la
relacifn geométrica del sistema ( dimensién del cilindro rotatorio
a dimension del recipiente ) presentando un miximo para algdn valor

particular de esta relacidn adimensional.

5 -1, as asimetrfas en esta geometrfa no ocasionan alteraciones
notables en los flujos secundarios, por lo gque puede decirse gque
son asimetrfas "d&biles" en el sentido de que su presencia no oca~
siona alteraciones notables en el patrén de flujo secundario obser
vado.

6.~ Las observaciones arriba mencionadas claramente contra-
‘dicen las reportadas por la literatura f gque han sido discutidas an
teriormente. Esto Lleva'a considerar la posible presencia de alguna
fuerza adicional que afecte el patrdn de flujo. Dado que la visua~-
lizacién se hizo sobre la guperficie libre del fluido se puede afig
mar que dicha fuerza sea la tensidn superficial, la que de alguna
manera equilibre la contribucién el&stica en la superficie.

En este sentido y antes de abordar el‘problema de la inte-
graciﬁn de las ecuaciones de movimlento y continuidad, discrxminan-
do implrcitamente una ecuacisn constitutiva, es necesario determi-
nar ul efecto de la tensién superficial. Para esto serfa necgsarlo



127

determinar el patrén de £lujo en el seno del fluido, { al interior)
del recipiente, medianta la aplicaci6n de otras tdcnicas de visuwall
zacidn { interferometrfa , etc. ) y/o cuantificar el efecto de la

tensidn superficial y modelar el flujo de la superficie libre toman
do en cuenta su presencia, inclﬁyendola el las scuaciones de cambio,
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Apéndice B . Aspectos elementales de Algebra tensorial.
A.1 Fundamentos. | :

A fin de obtener una visiSn de las caracteristicas de los
"tensores" consideramos un sistema cartesiano de referencia.

En este gistema, se puede asocliar un vector unitaric a cada
eje en su dirreccidn positiva, segfn se muestra en la fig A.l.

Fig A.l Vectores base '
2(x,)

1) .
De manera que cada uno de eatos. vectores.gl, & ¥ 33 cons-
tituyen los vectores base del siatema.

Cualquier vector { A por ejemplo ) se puede expresar como una
combinacién lineal de los vectores base,

A= Apg + Aye, +RAyey A.l

En donde precisamente los coeficientes de e 32‘ Yy e3 son
log componentes de A . -

Por lo tanto, un vector sugiere la asociacidn de un valor {
escalar) a cada direccidn particular del sistema cartesiano de re-
ferencia tal qua:

Ay es el valor de A en la direccifn del eje 1 -

A, es el valor de A en la direccién del eje 2 A.2

A; es el valor de A en la direccifn del eje 3

Una visidn de lo que es un tensor, se puede obtener extendien-
do esta concepto; se dice entonces gue un tensor de orden 2 asocia
un vector a cada direccidn del sistema cartesiano. De manera que
si el tensor § asocia el vector B1 a la direcci&n del aje 1, al’

vector B, a la direccién del eje 2 'y 1 vector Byala direccidn
del eJe 3 tandremoa:
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By = ( By;,B;,,B);) esel valor de B en la direccién cel eje 1
B, = { By 1By, ,823) es el valor de B en la direccién del eje 2 A3
By = { Byy,By,sBy,) e el valor de B en la direccibn del eje 3

B By By Bys ,
BE=|8| = Byr Bay Bpa| = DByl A4
B Bjy B3 By

donde { Bi' 1 representa entonces la matriz con elementos

‘Bij definidos segfin las relaciones A.3.

’ En general, un tensor de orden n asccia un tensor de orden
n~l a cada direcci?n del espacio { sistema coordenado de referen~
cia } . '

A.2 Ecuaciones de cambio.

Para obtener la solucifn al problema del flujo de un flui~

do, debemos considerar que &ste debe cumplir las condiciones im-
puestas por las leyes ffsicas de conservacifn de la masa y del mo-
mentum { y en el caso de flujo no isotérmico, de energfa ).

La ecuacifn de continuidad expresa la ley de conservacitn de
masa como: '

C e a - -
Vi itlexl ¥ ,“"‘Eat 0 A5
o, en su forma equivalente:
| 86 a3 i (pv) A6
3t {=1 3%y i ‘

' La ecuaci6n de movimiento expresa la ley de conservacién del
momentum, como:

3 3 3 ot 3 o
Py v Loy vyl = T +pg

€3 a%; i3 j A

~ En las cuales p representa la densidad, t el tiempo, x5 las
coordenadas cartesianas (segfin la fig A.l) vy v; los componetes de
valocidad en las direcciones respectivas; g. es el componente de
la aceleracién gravitatoria en la direccidn j y °ij el componente
correspondiente del tensor de esfuerzos ( su definicidn se encuen-
tra mis adelante ). ‘ '
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'A.3 Tensor de rapidez de deformacidn. :
Como se menciona en el cap 2, la descripcidn total del
flujo se podrd obtener a partir de una ecuacidn reoldgica de esta
do o ecuacién constitutiva, que sea capaz de expresar el tensor
de esfuerzos en funcidn del tensor de rapidez de deformacidn (
para lfquidos }. A
' Para definir a éste dltimo, consideremos el tensor gradiente
de velocidades I definido:

]
axl ax2 ax3
L = 332 323 EZE = EXE "1 a.8
axy Iy X4 axj o
le 3x2 ax3
L . ’ -

Una de las propiedades de los tensores, se basa en 1os'conbe2

tos de tensor simétrico y ant;sxmétrlco; se dice que un tensor ‘es
simétrico si:

Bij = Bji \ ) A-g
y antisimétrico si: _ .
Bij = - Bji ‘ A.l0

De manera que esta propiedad aestablece que tode tensor se
puede descomponer en una parte simétrica y una antisimétrica:

Ji
De donde :
¥ (Bij *.Bji )7 es la parte simétrica
y .
X ('Bij - aji) es la parte antisimétrica

En base a esto, el tensor de rapidez de deformacidn;= se

‘_define come la parte simétrica del tensor gradlentes de velocida-b
des ( seqgfin la ecuacién 2.3 ) , es decir:

D=k [L+k 1 = Dy a2
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oV, 3 v
= e _-~1~
Dij = ;5 ( axj + 3 xi ) A.13

A.4 Tensor de deformacién.

El estado de deformacidsn de un cuerpo eén un punto dado es-
ta especificado por el tensor de deformacidén. Este representa los
cambios relatives en dimensiones y dngulos de un pequefic elemento
cdbico. 2asf, si u, =X - x; , donde el superfndice °® se refiere
‘a un estado no deformado, el tensor de deformacidn se define ( en
concordancia con la definicién del tensor de rapidez de deforma-
cidn ) como:

. u,
E=%{ 55+ =2 ) = leg ] A.14

A.5 Tensor de esfuerzos

Representamos el tensor de esfuerzos T como:

T=1005;]1 A.15

donde ?ij es el componente paralelo a la direccién j, de
la fuerza por unidad de area actuando en la cara - de un elemento
clbico - que es perpendicular a la direccidn i .

Los esfuerzos normales 9;; son, en general positives para ten
sidn y negativos para compresifdn.

Los componentes del tensor de esfuerzos se muestran graficamen
te en la fig A.2.

]
gy 1

U321

&
Ty:

Fig A.2 Identificacifn de los cowonentes del tensor de eafuerzos.
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Como se observa; 0p1 , U022 Y J33 Son componentes normales,
mientras que los demds son cortantes. Suele representarse con @
el esfuerzo normal promedic :

o = L1r92atlan A.16

El esfuerzo normal promedio, o, tiene el significade f£isico
de una presién hidrostitica ( negativa ). Asf{ que si se sustrae
el termino "hidrostStico" del tensor de esfuerzos ( restando ¢
a cada uno de los 3 componentes normales del esfuerzo), el tensor
residual es el denominado tensor deviatorico de esfuerzos o ten-
sor de esfuerzos adicionales §

g ={ Tij ] =1 oij - o4 6lj ] A.17
dix= 0 U112 013
= da1y G22~ O 213 A.18
11 32 G33~ ©

De idéntica manera se puede resolver el tensor de deformacidn
{ eij] definido por la ec. A.14 en una deformacifn normal promedio
¢ , m&s un tensor deviatérico de deformacidn [ eij 1 con:

£ S

E3a¥ €724 €44 A.18
3 .

{ ) 1 =1 €14 1 ~¢ aij A.20

.. En donde, la deformacifn normal promedio, significa fisica-
mente, la medida de la dilatacifn volumétrica del material defor-
mado. El tensor deviatorico de deformacidn [481' 1, mide, por otro

‘ J
lado, la distorsién en la forma del material deformado.

~ A,6 Tensor de vorticidad
Es importante an este panorama, mencionar al tensor de
vorticidad, el cual estX definido como la parte antisimétrica del
tensor gradiente de velocidad, segﬁn:

Hes oLy o+ 17 . am
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Los componentes del tensor de vorticidad representan la direc-
cién del vector vorticidad como aquella que corresponde al eje lo-
cal del spIn, y es caracteristica de la presencia de vértices en
el flujo, condicidn en la que el flujo se denomina rotacional.

Una condicién necesaria y suficiente para que el flujo sea
irrotacional es que la velocidad sea representahle en términos de
un potencial escalar P :

v ==7Vp A.22
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Ap8ndice B . Glosario.

Termino usado

viscosidad aparente

coeficiente de viscosidad
o viscosidad ‘

médulo complejo
extensidn no recuperable
mBdulo de pérdida
médulo de almacenamiento

ecuacisn reolSgica de estadoe
o ecuacién constitutiva

deslizamiento

fuﬁcién de deslizamiento
amortiguador
deformacidn

dilatancia

flujo

£luido

s8lido de Hooke o
s6lido Hookeano

histédresis

fluido de daxwell
s6lido de Voigt

flujo laminar

1igquido

Zngulor de p&rdida
funcién de memoria
médulo de elasticidad
fluido newtoniano
esfuerzo normal
pseudoplistice
répidez »
recuperacién

cortante puro
relajacién

funﬁiﬁn de relajacién’

Termino en Inglés

1 apparent viscosity
viscosity {coefficient)

G* conplex quulus

IR conpliance

G" loss modulus
G* storage modulus

constitutive (rheological)

equation

creep {cold flow)
creep function
dashpot

$it)

de formation
dilatancy
flow

fluid

Hooke body({solid) or
Hookean solid

hysteresis
Maxwell body. (liquid)
Voigt (or Kelvin) body
laminar flow
liguid '
loss angle
¢ (t) memory function
G elastic modulus
- newtonian fluid

1;; Dormal stress
- pseudoplastic
d .
o« rate
recovery

pure shear
~relaxation )
¥{t) relaxation function



tiempo de relajacién
tiempo de retardacifin

redmetro
reopéctico
deformacidn

1inea de corriente
rapidez de corte
esfuerzo normal
tixotropfa

efecto de Weissenberg

esfuerzo crftico

138

viscopldstico o pldstico

de Bingham
esfuerzo cortante

deformacifn (tensor)
rapidez de deformacién (tensor)

esfuerzo (tensor)

Te

a3 ¥

relaxation time
retardation time
rheometer
rheopexy

shear

stream line
shear rate -
tensgion
thixctropy
WeiShenherg efect
yield stress

viscoplastic or
Bingham body

shear stress
strain

rate of strain -
stress
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Apéndice C. Notacién.

Entre { ] se especifican las dimensiones correspondienteé;
M (masa), L (longitud), T(tiempo) . Entre ( ) las unidades

correspondientes,
Ay variable geométrica adimensional - cap. V -
d didmetro del agitador { cm )

D didmetro del recipiente ( cm )

De nfimero de Deborah { }

F{A) funcién de distribucitn‘'del mddulo al corte
"6 ' mfdulo eldstico

G{t) m6dulo de relajacidn| M/LT2 1

G' médulo de almacenamiento

G" m&dulo de pdrdida

G* médulo complejo

H()) funcibn de distribucidn de viscosidad

J(t) extensién no recuperable

J* extensifn no recuperahle compleja

L{}) funcidn de distribucifn del m8dulo de deslizamiento al corte

Ny diferencia de esfuerzos

Ny tipo-de fluido - cap, IV yv-

n indice de comportamiento del fluido (Modelo de Ostwald-de Waele)

p presifn { M/LTZ 1

R - radio del recipiente { cm )
t tiempo

te tiempo de observacién (seg)
ryz vector de posicién { L )

v vector velocidad (L / T ]

D tensor de rapidez de deformacién [ 771 |
§ tensor de esfuerzos adicionales | M/LT }
T tensor de esfuerzos totales [ M/LT ]

§ tensor iqentidad

« tipo de flujo = cap V ~ -

ay tipo de flujo -~ V - .

8  tipo-de flujo -V -

1

'Y rapidez de corte [ T~ 1.
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T
Te

)
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»Snjulo de defasamiento ( ° ) - IV -

coeficiente de viscosidad aparente {(pcises) [M/LT ]
viscosidad aparente si 0
viscosidad aparente si

viscosidad compleja

funciones materiales para esfuerzcs normales
dngulo del cono del Reogoniometro ~IV-
tiempo caracteristico ~II- o de relajacién -III~- [T)
tiempo de retardacidn

coeficiente de v1ac051dad {poises). { M/LT ]
densidad | M/L ]

componentes del tensor de esfuerzos totales
esfuerzo cortante { M/LT2 - .
esfuerzo critico ( ' 0)

diferencia de fase -III~ ‘

$(t) funcibn de deslizamiento
¢ (t) funcién de memoria-

${t) funcidn de relajacién ‘ ,
" rapidez de rotacién del cilindro {r.plm!} [ T

u

-1

¢ ({t)viscosidad aparente

L

i,]

sumatoria
derivada cen respecfo al tiempo
subindices

mayor tamano

menor tamaio

tamanio intermedio

contador en las sumatorias
direcciones i,j ='1,2,3
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