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INTRODUCC I ON

En la presente tesis se prueba la equivajencia entre e! lema de Sperner
(de naturaleza combinatoria) y el teorema del punto fijo de Brouwer (de natu-
raleza topoldgica). Se analiza ademés el lema de Fan y su relacidn al mismo -
tecrema, probandose en particular, que el lema de Fan lo implica. Finalmente,
mediante el lema de Spernei' w¢ da una tawstracidén  del teorema fundamental del -
dlgebra.

El primer capitulo presenta las definiciones de los principales concep-
tos que serdn utilizados. En particular establece lo que se entenderd por una
subdivisién y etiquetamiento, de acuerde a Sperner, de una poligoral. As{ -
pues, diremos que la subdivisidén mostrada en la figura l.a es de Sperner, -

mientras que las mostradas en las ftiguras l.b y 1l.c no lo son.

b)

Figura # 1.

Intuitivamente una subdivisién seré de Sperner cuando dado dos triangu-
los distintos de la subdivisidén se satisface alguna de las tres condiciones -
siguientes:

l.- Son ajenos ’
2.- Tienen un lado en comin,

3.~ Tienen sélo un vértice comun.

Ahora bien, la regla para etiquetar los vértices consiste en: A los vér
tices del tridngulo original se le asignan cualesquiera de las etiquetas 0,1
y 2, A aquellos vértices de los tridngulos de la subdivisién., que caen sobre
el lado cuyos vértices fueron etiquetados con 0 y 1, podrén ser etiquetados -
con 0 o 1, procediendose en forma andloga en los dos casos restantes. Por il-
timo los vértices interiores de la subdivisidn se les podrd asignar cuales--=

quiera de las etiquetas 0,1 ¢ 2. El lema de Sperner asevera que eviste al nme-
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nos un tridngulo de la subdivisidn con vértices etiquetados con 0,1 y 2.

En el segundo capitulo se recuerda lo que es un n-simplejo v un conjunto
primitivo. En la seccién 2.1 se prueba que en todo n-simplejo existe un con--
Junto primitivo en donde todos sus vértices tienen Indices difterentes. En la
seccibn 2.2 mapeos de vértices cibicos, se dan las definiciones que se usaran
y el significado de cada uno de ellos a través de ejemplos. Los cubos de n di
mensiones se denotaran con A" y por ;n al n-cubo que ha sido dividido en sus
caras de todas dimensiones. Un mapeo de vértices cibicos es una funcién -
$s A 7 que satisface, dado d;é vértices adyacentes u,ve A, $(u) y &(v) -
coinciden o son vértices adyacentes. El resultado central es que si ¢ es un -
mapeo de vértices cibico . entonces el nimero de n-cubos cuyos vértices son -
llevados bajo ¢ en forma inyectiva a los vérrices de una n dimensional F, es -
congruente modulo 2 al nimero de (n-1)-cubos cuyos vértices son enviados bajo
¢ en forma inyectiva a los vértices de la cara (n-l)-dimensional que corres-
ponde a F. En particular se prueba que el nimoro de n-cubos completamente eti-
quetados es congruente modulo 2 al nidmero de (n-1)-cubos cuyos vértices son -
llevados bajo & a una cara de A".

Esto nos lleva a establecer el lema de Fan [3]. Este establece gue: En un
cuadrado con vértices etiquetados (0,0),(1,0),(1,1),¢0,1) se divide en cua--
drados cuyos vértices son etiquetados con las etiquetas antes mencionadas, -
con las siguientes restricciones, los vértices que caen sobre el segmento cu-
yos extremos fueron etiquetados con (0,0) y (1,0) serdn etiquetados con (0,0)
o (1,0), en los tres casos restantes se procede en la misma forma. Los vérti-
ces Iinteriores se etiquetaran teniendo en cuenta que los vértices vecinos de-
ben tener etiquetas vecinas o la misma etiqueta (no son etiquetas vecinas
(0,0)y (1,13, (0,1) y (1,0) ). Lo que afirma el lema de Fan es, en la cuadri-
cula existe un cuadrade cuyos vértices tienen un conjunto completo de etique-
tas.

En el capitulo III, se estudia el teorema del punto fijo de Brouwer y su
equivalencia con el lema de Sperner. Primero se establece el teorema del pun-
to fijo, el cual, en palabras sencillas afirma; Una funcién continua de la -
esfera (de n dimensiones) en si misma tiene al menos un punto fijo. La prueba
esta basada en €l hecho de que_no existe un retracto continuo de la esfera en
su frontera. puesto que si se supone la existencia de una funcién continua de
la esfera en si misma sin puntos fijos, se puede generar un retracto continuo

de la esfera en su frontera. Posteriormente, en la seccién 3.2, se prueba el
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teorema de punto tijo usando el lema de Sperner. Para ello se asume la exis--
tencia de una funcidn sin puntos fijos del tridngulo eon el tridngulo y se -
muestra que induce una subdivisidn y etiquetamiento, respetando la regla de -
Sperner, sin un tridngulo de la subdivisidén completamente etiquetado.

Para finalizar el capitulo se prueba que, el teorema del punto fijo impli
ca el lema de Sperner, y por loc tanto son equivalentes.

En el capitulo IV, se prueba nuevamente el lema de Sperner. pero ahora -
siguiendo las ldeas que nos ayudaran a establecer y demostrar el lema de Fan
( el cual ya fue establecido para dimensidn 2).

En [3] Kuhn se pregunta si existe una relacidn del teorema de punto fijo
de Brouwer con el lema de Fan. En este capitulo resolvemos la pregunta afir--
mativamente demostrando que el lema de Fan implica el teorema de
de Brouwer.

punte fijo

Finalmente en la seccidén 4.3 se da por medio de una divisidn y etiqueta-
miento del plano complejo, una prueba del teorema fundamental del &lgebra
utilizando el lema de Sperner.

Este es en resumen el trabajo que se presenta en esta tesis, esperando -

les resulte interesante a los lectores en la misma medida en la que nos inte-
resé.



CAPITULO

PRELIMINARES
1.1 DEFINICION Y NOTACION
1.2 SUBDIVISION Y ETIQUETAMIENTO

1.3 EL LEMA DE SPERNER.



1. PREL IMINARES.

1.1 Definicidén y Notacidn.,
Sea X=(x°..\'x.....xn) un punto en el espacio vectorial real de dimensié}n
ntl, tomemos a H= (X| Zx1=1} un hiperplano y S={ Xl):ksl. v Kk} NH, -
= {x] *,20 }InH dos subconjuntos de H.
Veremos mediante algunas gréficas los conjuntos H+S y T

Para n=1 tenemos que:
H= {(x02x1) | x0 + x1 =1} Es una recta con pendiente igual a
-1 y pasa por el punto (0,1).
S={ (»oux) | xooxy s} 0 H

T={ (xo.x1)| x0.xa20tn H

AN Xy
Q) = { (N X )| Neeny20}
L(x onm )l vaixfsd ]
: : : NN,
] - 1.0) 7
-




.’:n este caso ( dimensidn 2 ) S = T = {X |X = t(0e1) + (I-c)(1.0)ste (0.1])
son un segmento de la recta xo +x,=1, S tiene como extremos a los puntos (1,0)
y {0,1). )

Para el caso n=2. tenemos que H = {X |x +x+ % =1} es un plano con vec-

tor normal N=(1,1,1) y S ={ X| x0.%, ,x251 Y01H es un cridngulo con puntos extre-
mos (-1, 1u1)i(1y=141) y (114-1)..

Por diltimo, T ={ X | xgsx1:%2 20 }1H es un tridngulo congruente a $ (fi--
wura #2). ’

r ‘
A A
oy SN & “""")-\'x
: ! 2 t
dotante & Te 0 p L eNpeNg i
.
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-
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:
1
t
._'j_ll..
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Figura #2



Como hemos visto para el case n=l, los extremos de S sen:
=001 v = cr.0).
v para el caso n=2, los cvxtremos de S son:
A= (~1lel)e F=01-041) ¥ &%= (1als-1).
En general,cntendemos por un extremo x de un conjunto A cualesquiera cuando
no existen elementos z, v €4 tales que
a= LN H(I-t) ¥ 0« <!
Siempre S es un conjunto convexe ¥ sus puntos extremos a los que denotare-

-J

-mos por x7, cstdn dados por

. ) j 1 - n, sik=j
=gy =
)1 . si k#j

Probaremos primero que S ecs. convexo. Sean xeyeS v Ae(0.1)
Sea

z= Ax + (I-Ny~
€ Axot (1-Nyos woe s dx 4 (1-Ny )

tenemos entonces

L~

) ,vi=>\ + (d-A) =1

n n
3 - D= T x 1=
iPn“z‘*“ Ny, Aiébal. +( A)l

asi z2€5, y por lo tanto S es convexo.

Demostraremos ahora que los xt son puntos extremos, jormando la expresidn
xd=tx + (1-1) ¥ Xy ES.
obtenemos cn el caso jf=o:

(1-nslsdy ooo SD)=(txg+ (1-t)ygs .o rbx 4 (l-c)yn)

esto es 1 -n=tx; + (I-t)y,
tx, + (I-t)y,

1 = tN (I-t)_vn

Sumando estas c¢cuaciones, sin considerar la primera, tenemos:
= “an 2 - ', 2F e 3
n c(xl tx, + + t") + (1 l:)(_\1 +y, +}n)

stn + (I-t)n=n (porque.\‘iﬁlp)'nSI& 0<t<l)

La desigualdad enterior serd estricta, Y por tanto obtendremos una contra

dicciéns si alguna de las xj'_.s ] yl'.s es menor que uno.




Concluimos por tanto que _\,0 es extremo. Es claro que este mismo argu--
mento se puede usar para cualquier coordenada.

Por iiltimo necesitamos demostrar que cualquier extremo es de la forma ,\-J

Sea x € Sex = (NosX1s oo oX ). Si existen x,,x, i # J v x.<1, x.<1 .,
n 1'% R § J
hagamos € = min{l—xi. 1-xj } y definamos x' = (X§eXie ouee s x'n) B -
afh = (xltexltseiex!! ) de la siguiente manera
n
Xy v SI k # iy kK # j
o . s
Xy o= xj+5 s 851k =j
x,~& , si k=1
i

X, v Sik A i, k# 3
xI;'= xj—E,sik=j
xi+5.sik=i.

de torma que X no e€s un punto extremo de S.
Asi pues si x €5 es un punto extremo.,a lo mds una de sus componentes es
" menor que uno., De forma que si

X = (13ls eee 3X.3 oee sl)

i
coino
n
T x,= 1 por lo tanto x,= I-n /B
n+l = k j x s
Seanx® 4, ... s X puntos arbitrarios de T, un conjunto Gedoaed, oL, 29n)
de P ={x'u. eee xMx™L L, A"N] lo llamaremos conjunto primitivo $i no -
existe un vector xjeP tal que xi > min { x"}'. aee xg").
2 3
Daremos un ejemplo para el caso n = 1, sean x = (3/4,1/4), x = (1/8,7/8)

N = (5/6,1/6), X5= (1/3,2/3) puntos de T, entonces P = {x% x% <o sx°}y €l

conjunto { (3/4,1/4),(1/3,2/3)} forma el conjunto primitivo por que si xJep

J=142:3.4,5.




xE 1, xi= 0, x3= 3/4, x}= 1/8, xi= 5/6, 3= 1/3
y uﬁ. xﬂﬁ = {3/441/3) se ve que xf >1/3 para j = 1, analogamente para el
caso xi . Graficamente estamos tomando los puntos "mds lejanos" a los extre-

mos (figura #3)

x

— X
(odn)

Figura #3

Denotemos por I=( igedy» «.. »ip) al vector cuyas coordenadas son todas
en:efas y por i = (isis ... 1i) al vector cuyas coordenadas son todas igualesy
‘Usaremos la siguiente convgncién. diremos que Is I' si cada coordenada de I es
menor o igual a cada componente de I' sin ser todas iguales.
Ejemplo:
Sean I = (1,4,5,2), I' = (1;6,5,3) como 4 <6 y 2 <3, escribimos I sI'
Cabe observar que existen vectores que ne pueden ser relacionados como (2.4)

y (3.1).




1.2 . SUBDIVISION Y ETIQUETAMIENTO.

Supongamos que S representa un tridngulo y queremos descomponerlc en -
- ~en tridngulos mds pequeiios ¢:;on un orden, para entender este orden empezarenios
con una figura muy simple, con la recta. Consideremos un segmento de recta y
denotemosia con la letra L . Dividesmos este segmento en un nfimero finito N de
segmentos cerrados LisLas wee 'LN de modo tal que tienen un punto comin o ~-

ninguno como se muestra en la figura #4 (en donde hemos hecho N = 7)

Figura # 4

Etiquetemos a los extremos de L con 0 y 1 respectivamente, y a cada -

punto de la divisidén lo etiquetaremos arbitrariamente con 0 y 1 (figura # 5)

T

Figura # 5

Entonces existe necesariamente un segmento en la divisién, uno cuyos -
extremos se llaman 0 y el otro I. En efecto, recorramos L del extremo 0 al I
punto a punto de la divisién. Si el primer punte se llama 1 ya tenemos el seg

mento que buscamos. Supongamos que se llama 0. Si el siguiente se llama I, ya
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tenemos el segmento que buscamos. Supongamos nuevamente que se llama 0. En---
tonces seguimos. Asis como el Gltimo se llama 1, necesariamente hemos de en--
contrar el segmento que buscamos.

Lo que se ha mostrado es el lema de Sperner para la recta y tiene su andlo
go en el plano (ver seccidn siguiente).

Consideremos ahora una regién del plano delimitada por una linea poligonal
cerrada y llamemosla P de un nidmero arbitrario de lados de manera tal que -
ninguna linea tenga puntos multiples. Es decir, la regidn considerada es como
la que se indica en ia figura # 6, y se excluye una regidn como la que se -
muestra en la figura # 7 porque el punto O seria un punto miltiple de la -

poligonal P (més exactamente, un punto doble, porque P contiene dos veces a -

Figura 7 0 . Figura # 7

Una triangulacién T de la regién R es simplemente una divisidn de R por -
medio de un nimero finito de tridngulos, de manera tal que cada dos triéngu-
los T,, T, sucede que T, y T, no tienen ningdn punto comin, o tienen un punto
comtn solamente, o Eienen todo un lado comiin., No se aceptan triangulaciones

como las que se muestran en la figura #8.

AN L8/

Figura # 8
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Un ejemplo se muestra en la figura # 9 donde se ha hecho una triangulacidn

de la regidn Rs y la divisidén R efectuada en la figura # 10 no es una triangu

lacidn.

Figura # 9

Figura # 10

Observemos en efecto, que los tridngulos A, y Ayde la figura # 10 no satis=-
facen la regla prescrita para que tal divisién se pueda llamar una triangula-
cién.

En la regidn R que venimos considerando, etiquetemos tres vértices de los
tridngulos de T que esten en P, la poligonal exterior, y etiquetemosla con 0,

1y 2. En la figura # 9 se han sedalado los tres vértices escogidos para R.

Figura # 11

Posteriormente sefialemos también cada vértice de la trisngulacién con una
de las tres etiquetas 0,1,2. Diremos que la triangulacién T se ha etiquetado
segin la regla de Sperner, cuando cada vértice de los tridngulos de T ha reci

8
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bido una etiqueta 0,1 v 2, de manera tal que los vértices de los tridngulos
de T que estdn sobre el trozo de la Iinea poligonal P entre 0 y 1 que no con-
tiene 2 se llamen 0 o I, entre | y 2 se llamen 1 o 2, que entre 2 y 0 se lla-
men 2 o0 0. Los vértices que no estdn sobre P se pueden llamar 0.1 o 2 sin -
restriccién alguna. En la figura # !!1 se ha dado a la triangulacién T etique-
tas seglin la regla de Sperner.

Consideremos el siguiente tridngulo y etiquetemoslo con 0,1 y 2 en sus -

vértices

Figura § 12

Después subdividamoslo en tridngulos mas pequeios. etiquetandolos segin

la regla de Sperner.

Figura 4 13




Observemos que uno de los tridngulos de la subdivisidn tiene las etique-
tas 0,1 y 2. Esto siempre sucede y a este resultado se le conoce como: E1 le-

ma de Sperner.




1.3 LEMA DE SPERNER.

Hemos visto en la seccidn anterior los antecedentes necesarios para -

establecer el

LEMA DE SPERNER.
Sea R una regidén limitada por una linea poligonal P-sinpuntos milti
ples. Sea T una subdivisién de R etiquetada segin la regla de Sperner. Enton-

ces existe un tridngulo de T cuyos tres vértices estdn etiquetados 0,1 y 2 res

pectivamente.

La demostracién la haremos utilizando el principio de induccién sobre
el ndmero de tridngulos de la subdivisidén. La idea consiste en que siempre po
demos eliminar un tridngulo (excepto claro esta cuando nuestra subdivisién -
consiste de uno solo) de forma tal que obtenemos una nueva regidén triangulada
segin la regla de Sperner.

En el ejemplo que hemos venido desarrollande podriamos. por ejemplo, -~
eliminar uno de los tridngulos del extremo izquierdo, obteniendo como se ilus

tra en la figura # 14 una nueva regidn, pero con una subdivisidn teniendo un

tridngulo menos, pero que sigue obedeciendo la regla de Sperner

Figura # 14
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Procedamos shora a la demostracidn:

Llamemos h al nGmero de tridngulos de la subdivisidn. Observemos que:

a) La afirmacién del lema de Sperner es clara si h=1. Ya que la regién R es,
ella misma s+ . un tridngulo que coincide con el dnico tridngulo de T. Los -
tres vértices de este tridngulo se 1llaman 0,1 y 2 respectivemente.

b) Consideremos a R y P. Sea T una subdivisidn con h+l tridngulos (Suponemos
que la afirmacién del lema de Sperner vale con una subdivisién T con h —-

tridngulos).,

Recorremos el trozo (.2 que no contiene 1 de la linea poligonal P vérti-
ce a vértice de la subdivisidén, de 0 a 2. Si el primer vértice se llama 0,
seguimost si el segundo se llama 0, seguimos, asi hasta encontrar el pri--
mer lado 0,2 de la subdivisidén sobre dicho trozo 0.2‘ de la linea poligonal
P. Consideremos entonces al tercer vértice del tridngulo correspondiente -
a dicho lado 0,2, Si tiene etiqueta I, ya tenemos la afirmacién del lema.
Si no serd O ﬁ 1. Observemos gue este tercer vdrtice puede estar dentro de
la regién R (como en nuestro ejemplo) o bien sobre da poligonal P.(ver la fi
gura # 11). En todo caso, si en T suprimos este tridngulo, resulta una nue
"va regién R'con una linea poligonal P’ y una subdivisién T' de R' con, a ~
. lo sumos h triangulos, que esta etiquetada, como es £3cil de comprobar, se-
gin la reéla de Sperner. Por tanto, come suponemos cierta la afirmacién en
este caso, existe un tridngulo etiquetado 0,1 y 2 en T,

Con esto queda probado por induccidn el lema de Sperner [l

12



CARPITULO 2

MAPEOS DE VERTICES

2.1 MAPEOS DE VERTICES SIMPLICIALES.

2.2 ~ MAPEOS DE VERTICES CUBICOS.



2.1 MAPEOS DE VERTICES SIMPLICIALES.

Recordemos que un simplejo esta dado por T ={ x | f,xi =1, x,20}

i
consideremos ahora un conjunto finito T, de vectores x'yueees X's euas xk
k
n+i k
donde los vectores x' s...,x " pertenecen a T, y x>x%, ... s x" tienen la -

forma
xY = (0My, ..Luty)

X2 (M40, Mz,uuests)

Xo= (Moe cea oM W00,

con M>H2> .., > Mn>1. Estos vectores claramente no pertenecen a T.
Definicidn 1:
Diremos que, un conjunto de n vectores A2 .., nenT es
k
un conjunto primitivo si no existen vectores xj en Tk tales que:
J

. i1 f
X1 > min (xf Y ese an)

xﬁ> min (xgl.... .x’_"jn)
Definicidn 2:
Sean xj‘. , xjn un conjunto de n vectores en Tk » definimos a
R como el conjunto de vectores x tales que:
1) x; % min (xi.-‘. x]‘:jZ. ces ,x]:_jn)
2) Lx; =1
Ahora bien si R no tiene vectores de Tk en su interior, entonces los
vectores xJ1, ... . xIfforman un conjunto primitivo y a8 R lo llamaremos sub,
simplejo primitivo.
Antes de proseguir ilustraremos en forma geométrica las anteriores de-
finiciones.

13



Sean n=2, x%= (3/4,1/4),x"%= (1/8,7/8), x°=(5/6,1/6) y x°=(1/3,2/3) vec
tores de T (en este ejemplo T es una recta), claramente
donde x'=(0,M,). x*=(M;,0), con My>M,>! como se

Te= { xtax?,x3,x% x%,x% }

muestra en la figura # 1.

Hife
1
7/
2/34
1/4 4
1/8 A !
T o
3 - 1 X AY
0 I/8 173 3/% 576 1 My 4

Figura # 1.

Definamos ahbra a R, como hemos observado los vectores xl.xz no pueden
pertenecer al conjunto [xﬁ, . ,xj”} pues la condicidn 2) no se cuﬁpliria
en la definicién 2. Asi pues tomando al conjunto de vectores { x3,x6} =
={ (3/4,1/4),(1/3,2/3) } = R vemos que:.

' min(x3.x§) = min (3/4,1/3) = 1/3
d min(x3,x%) = min (1/4,2/3) = 1/4

en 7} no hay vectores x’ que al mismo tiempo su primera y segunda coordenada

sean mayores que 1/3 y 1/4 respectivamente. Por lo tanto R resulta ser un -

conjunto primitivo. Observe como se muestra en la figura # 1, que no hay

puntos de T, en el segmento x3x%
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Consideremos ahora el caso n=3, y los vectores de T , x't (1/3,2/3,0),
x°= (1/4+3/441/4), x6=(2/5,2/5.1/5). x7=(1/8.6/8.1/8), x%=(1/5,2/5,2/5),
x°=(2/7,3/7,2/7) , T, serd por lo tanto T, =l x*,x%*, ... ,x"} donde
x'= (0,M 1,M1)y x%= (M2:0,82)+ x°= (M3,M3,0) con M1>M2>M3>1. T y Te se mues-

tran en la figura # 2. ’IZ

L t
P ©os puntos forman T9
Figura # 2.

Tomemos a R = { x5,x%,x%} y observemos que:

min (x$ ,x§ »x? ) = min(1/4,2/5,2/7)="2/7
min (%) x5 .x, ) = min(2/4,2/5,3/7)= 2/5
min (x5 ,x3 'x; ) = min(1/4,1/5,2/7)= 1/5.

Claramente las coordenadas de x“,x7y x® no son mayores a la vez a
(2/7,2/5,1/5) por 1o que R es un conjunto primitivo. Observemos nuevamente
que no existen vectores de T, en el interior del tridngulo formado por los
vectores x5,x8,x9, .

En esta seccidn probaremos que en todo simplejo existe un conjunto pri

mitivo en donde todos sus vértices tienen indices diferentes. Este teorema
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necesita de un resultado preiiminar, el cual asevera que en todo conjunto -
primitiveo (excepto un caso) se puede reemplazar un vector arbitrario, en -
forma (nica, de tal manera que el nuevo conjunto siga siendo primitivo.

Haremos una suposicién a la que llamaremos la suposicidn de no degene-

racién, Ia cual ocnsiste que dos vectores de T, no tienen la m isma i-ésima

coordenada para cualquier i.

Establezcamos pues el siguiente lema.

Lema:

} ] . R [+ .-
SEBH XJI, .. qXJn un COﬂJUntO primitivo y sea XT un vector ES‘DEC_];

fico de ellos, entonces, excepto un caso, existe un Unico vector xJ de Tk -

diferente de XJ“

7

» con la propiedad de que el nuevo conjunto, al ser reempia
xj“ . . . N
zado por x° sigue siendo un conjunto primitivo.

La excepcidn ocurre cuando los n-1 vectores xTi, con 1i# a, se selec-

cionan de los primeros n vectores de Tk y sélo en este caso el cambio no es

posible.

Prueba:

Se procederd a la demostracién por medio de una construccidn geomé
trica. Supongamos que xii =‘min (x{l, “er .xzn), es decir xjiesté sobre la
cara del subsimplejo primitivo en el cual la i-ésima coordenada es cons£ante
(figura # 3). Supongamos también que xliserd cambiado.

Figura # 3.
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Denotaremos por xJi' al vector en el conjunto primitivo con su segunda

coordenada menor que la primera . ji' serd mayor que n hasta que el caso

de excepcidén surja. Ahora movamos la cara que contiene a xji'paralelamente
(esto se hace con el fin de encontrar al vector que reemplace a xji ) hasta
""la interseccién con un vector xjs Tk con las siguientes propiedades:
1) x} >xJi, para i # 1, i*
2) x> sJix
1 1
o con la cara del simplejo P donde X;» = 0. La regla se aplica excepto cuan
do los vectores xji con i # 1 son escogidos todos de los primeros n vecto-
res de Tk s y claramente produce un nuevo conjunto primitivo.
S6lo nos resta establecer la'ﬁhicidad, para esto hagamos las siguientes
observaciones:
. 1)_Si (xl.xj,, cee .xj“) forman un conjunto primitivo, entonces para
i # 1, i* , debemos tener xji sobre la frontera del nuevo subsimplejo
- cuya i=ésima coordenada es constante. Ya que Si esto no ocurriera -
para alguna i. entonces xJ1 no podria estar en ninguna de las caras
_frqntera del nuevo subsimplejo y esto es imposible, por lo tanto xji
estéd sobre la frontera del nueVo subsimplejo.
Como una consecuencia de esta observacién tenemos que el nuevo conjunto
'ﬁrimitivo satisface
7 .xf = min (x&,xg. P .xin) para i £ 1, i*.
Existen dos alternativas que deben ser. consideradas para las dos coor-—
dgna&as restantes. Una x estd sobre tal cara con primera coordenada constan
:cé y-xji'con su i*-ésima coordenada constante o viceversa.
2) 51 (xl,sz, ve. wxJn) forma un conjunto primitivo y x% # xJi,
entonces x% debe estar sobre la cara del nuevo subsimplejo primitivo

F s

cuya i-ésima coordenada es constante, y xJi* estd sobre la cara con -

primera coordenada constante.

17



De no ser cierto, el nuevq subsimplejo podria tener a xji sobre tal ca~
ra, en la cual la i-ésima coordenada es constante para i=2,....0. Pero, si
x{l < x% y entonces el viejo subsimplejo contiene a x% en su interior. mien-
tras que si x{1> x% el nuevo subsimplejo contiene a .xj1 en su interior. De -

esto tenemos ue x{1= x%y ya que no hay dos coordenadas diferentes que ten--~

gan la misma primer coordenada debemos tener L= ji' y hemos regresado a don-

de comenzamos.

Unicidad.

Si (xn.szy w.e »xJn) forman un conjunto primitivo y o # i, en-

tonces x ' debe ser el vector xj descrito anteriormente.,
Se ha probado que xji estd sobre la cara del nuevo subsimplejo con su
-ésima coordenada constante para i # 1,i* y que xji*esté en la cara con su

primera coordenads constante, la unicidad se sigue por la observacidn 2).

Teorema.

Existe un conjunto primitive en el cual todos sus vértices tienen

todos sus indices diferentes.

Prueba:

Hagamos la convencién. de que el vectar x) estd asociado con el in~

dice j.
Empecemos con un conjunto primitivo cuyos elementos estan indexados en
forma diferente, con la posible excepcién de un par de vectores con el mis~

mo Iindice ( de otra forma ya hubieramos terminado ). Consideremos al conjun-~

+ i :
to de vectores (x%, ... x, &7 J) con x?* tomado después de los primeros n

vectores, con el fin de maximizar la primera coordenada. claramente

; n .
. 2 , .
min (x%*,xi. ses 21X ) estd dada por X{’ para i = 1, y es cero para 131, es-

te conjunte de vectores es primitivo ya que no puede. haber un vector en Tk -

que tenga todas sus coordenadas estrictamente mayor que las de (x)*.0,...0).
E 1
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Si el vector xj" estuviera asociado con el nimero 1, terminamos, pero -
en caso contrario, procedamos de la siguiente manera. Supongamos que tenemos
un conjunto primitivo cuyos indices tienen las siguientes propiedades:

1) El indice 1 no estéd asociado con ningtin vector.

2) Todos los vectores en el conjunto primitiveo son indexados en forma -

distinta, excepto un par de vectores. gque tienen el mismo indice.

Tomemos uno de los dos vectores con el mismo indice y sustituyamoslo
del conjunto primitivo, para obtener otro conjunto primitiveo con las mismas -
propiedades del anterior, para terminar con un conjuntae primitivo en donde -
todos sus elementos tienen indices diferentes, esto es posible por el lema.

Es decir en cada paso de nuestro algoritmeo, hay dos posibilidades en que
tengamos un conjunto primitivos uno con las mismas propiedades y otro como -
lo estgblece el teorema. Hay solamente un vector que puede ser cambiado del

conjunto primitivo original, a saber, el vector 7 (con 2 Sjsn) con el mis~

mo indice de xI* Y/




2.2. MAPEOS DE VERTICES CUBICOS.

En esta seccién definiremos los mapeos sobre los vé.rtices en cubos de
dimensidn n, posteriormente probaremos que en todo cubo de dimensién n com--
pletamente etiquetado con una subdivisién, existe al menos un n cubo dimen--
sional de la subdivisidén completamente etiquetado también. Empezaremos con -
las siguientes definiciones.

Un complejo cdbico es una coleccidén finita A de cubos de varias dimensigo
nes que satisfacen las siguientes dos relaciones:

a) Para cualquier 0 de la coleccidn A+ las caras de 0 de todas las di--

mensiones también son elementos de A.
Esto supone que si tenemos un cubo de dimensidén n, el cubo, las caras -

del cubo, las aristas, los vértices del mismo, también son elementos de A.

]
i
L
1
|
1
!
A .-
PR

-
-

~

bl La interseccidén de cualesquiera dos cubos O, O2€4 as vacio o tie-

nen una carade Oy , Oa .

Pignen una cara en comiin

R

a jenos




los O-cubos de un cubo complejo A son l1lamados vértices de A. Dos vérei-

ces de A son llamados adyacentes, si son los das vértices de un l-cubo de A.
Un complejo cibico A" es llamado una n- seudovariedad ciébica, si se
cumplen las siguientes dos condiciones.
c) Cuslquier cubo de A" ( de cualquier dimensién ) es una cara de al

n
menos un cubo de A .
Tomemos un cubo que ha sido divididos, como se muestra en la figura

S8i tomamos, por ejemplo, cuatro

pequernios cubos, a los que llamare-
mos C1+02+03,04s oObservemos que
cada uno de ellos tiene al menos -

una cara comin, y que cada lado

asi como cada vértice esta en al -

menos un n-cubo.

d) Cualquier

(n-1)-cubo de A" es una cara de a lo més dos n-cubos de

A",

51 tomamos cualquier Ui como un n-cubo, los (n-l)-cubos serian las caras
y resultaria claro que estas caras estan a8 lo mis es dos n-cubos. Por ejemplo
en el caso mostrado en la figura anterior J, yO, tienen una cara ( la exte---
rior ) que solo pertenece a ellos.

Un (n-1)-cubo ¢ de una n- seudovariedad cibica A" es llamada una frontera
(n-1)-cubo de A", si O es una cara de exactamente un n-cubo de A”.

En el ejemplo.mostrado_se han subrayado las fronteras de O, y Oy

Sea C" el m-cubo unitario en el m-espacio Euclideano E”. En otras pala-

bras

C" =t (x1ax1s aee wxp)€ E7 |0 8x 810 i=1:200..0m)

21



€x

una

plo k=3 y un cubo con sus vértices etiquetados como se muestra en la siguien-

Denotemos por Iysizs ... .ik a k distintos enteros entre 1 y mv y Epn€z,

k ndmeros cero o uno. Se usard la notacidn
iysize e od)

€1 ee vE, ={(x .x;.....xm)ECme{’:—- €; para I sjs k)

Para una cara (m-k)-dimensional de C".

Es fécil observar que fodd Jjunto con sus caras de todas dimensiones forman

m- seudovariedad cubica a la cual denotaremos por;m.

A continuacidén daremos una ilustracién geométrica de F, Tomemos por ejem

te figura.

(1.0.1) A (0.0.1)

(1,7.1) €0.1.1)

(1,0.0) * 0.0.0)

(1.1,0) 0.1.0)

Si iy=1, 1;=2, i3=3.y €,=0, €; =0, €3=1 entonces

123
Floo1]= ((xrixzexs) e’ | x1=0. x =0, x3=1} = { (O-Q'J)) )

es un vértice del cubo, en forma anélaga

ff?23Y=1( c1.0.10 ) ete.
101

En cambio si tomamos k=2 y £,=1, €3=0 tendremos
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F‘C §)= {(x1sx2s%3) €C? |x151, %320} = {(1.,0.x3)}

que no es otra cosa que la linea que une los vértices con etiquetas (1.,0,1) y

(1,0,0).

Finalmente tomando k=1 y €,=1 nos conduce a

F (j) = { (xi1exzex3)€ C¥|x1=1 } = {(lexz+x3)}

En la figura de abajo se sedalan los ejemplos que hemos tomado

() —
(13)

(1.075t

N
*(1) (1-1:0) (0,1,0)

Es claro que las diferentes combinaciones de los i's y los €'s nos pro-

123
(0.0,12 F(00,>

(l.1.1) (0.1.7)

(0,0,0)

—_——

porcionan todas las partes del cubo.

S1 o: 47+ ;'" satisface que para cualesquiera dos vértices adyacentes

u,v ga”, ¢Cu) y ¢(v) coinciden o son vértices adyacentes de ;"'.
Entonces ¢ se llama un mapeo de vértices cibico.

Sim>n y i, '1"""Im‘-n son m-n indices distintos entre 1 y m, y Si

€1,€2, ... 'Em—n son m-n nimeros ceros o unos, usaremos el simbolo

I1ed2000esd
- . n .
a ( fm=n para denotar el ndmero de los n-cubos de A cuyos vérti

€
1 E2 em-n
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ces de O son llevados bajo ¢ en uma correspondencia uno a uno sobre los vérti-

. Tyeloseensd o . m
ces de la cara 1*220> " m-n \de dimensidn n de & .

'Exiﬁz'...cEm_n

Daremos una ilustracién geométrica acerca de o para m=3 y n=2.

(1.0,1) (1,0,1) (1,80,1)

(3,1,1) .
(1,1,

(0,1,1) {041,1) (0,0,1) (1,1,0} {0,1,0)

En este caso m-n=1. Si 1y=1,£1=] tenams que F(i) ={ (1.,x2.x3)}. En la
figura anterior aparece esta cara sombreada y sus vértices han sido etiqueca=
dos por (1,0,1)y €1,0,0)4(1,1,0) y (1,1,1). Ahora bien, el nimero de 2-cubos

cuyos vértices tengan las mismas etiquetas {en el cuadradoc de la izquierda )

es cerocs por lo que tenemos

a(i‘)= u(§)= No. de 2-cubos © de A"= 0.
€

En cambio, si hacemos i,=3 y €,=1, obtenemos F (?) ={ (Xyex201 )}

que es la cara con vértices etiquetados con (1,0,1).(1+1,21),(0.1.1) y (0,0.,2),
siendo uno el nidmero de 2-cubos cuyos vértices tienen las mismas etiquetas.

Por lo tanto « (‘j) = 1.

i
Es facil ver en este ejemplo que a(k)= 0

si ik#3yek#1.
Er :
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-
Si m=n, usamos el simbolo a(,) para denotar el niimero de esos n- cubos -
de A" cuyos vértices son llevados en forma inyectiva bajo ¢ » sobre los vér--

»
tices de C". En otras palabras, u(,) son los n-cubos completamente etiquetados.

Simgnzl y iisd; ""'im—nfl son m-n+l indices distintos entre 1 y m,

Yy Sl €1+€E2 1000 Y€ el SOT m-n+l ndmercs cero o uno,denotemos por

8(11112- sre 'im—n+1

E13E€29 +e0 1E

) el ndmero de aquelles (n-1)-cubos frontera de A" cuyos
‘m-n+1

vértices son llevados bajo ¢ en forma inyectiva sobre los vértices de las

(n-1)-caras de F(il'i2' s ol el )de .

E19E29 s vEm_n+1

Nuevamente .twmemos m=3 y n=2 (m>n>1), aqui m-n+l =2, hagamos i, =1 .

1222, €,=1 y €2=0, tenemos entonces que F (‘; g) = {¢1,0,x3)} que es una -

éris.ta del 3-cubo .

. (1,0, v (0,0,1)
(1,0,1) (1,0,1) (1,0,1)
(1.1,1) (0,7,M)
12
(1101 (a1 WA Y r<1 i S
{(1,0,0 (07hQ)
(0,11 (8,1, (0,0.14{

(1,1,0) (9,1,0)

Ahora bien., 8 G (2)) = No. de (n-1)-cubos frontera cuyos vértices son lle-

vados uno a uno a la cara de'F (’1 2

1 0) s+ como se ve en este ejemplo, no hay nin-
guno y asi B (‘; ¢2;) = 0.

Pero si tomamos ii=0, iz =3, €1=1 y €2 =1 tenemos gue F(‘é §)=[ (1ex2,1)}

En el cuadrado de la izquierda hay 3 segmentos (en ls figu}a se han remar
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cado esos segmentos) cuyos vértices son llevados uno a uno a la cara de

F G ‘;) s por lo que tenemos en este caso B (5 ;) = 3.
Teorema:

Sea A" una seudovariedad cdbicas y e A% Cm un mapeo de vértices

citbicos, donde mzn 2!. Para cualquiera m~-n+l {ndices distintos iisizsy eee

im-n+1 entre 1 y my, y para n=0 o 1, se cumple lo siguiente

Tivd2s eea 21
(0) Za(s;,-e;n RS yEm n)

m

i1 .a i i
I B(;"éz’ mee ém-n' m-n+l Y mod 2
1¢E€23 21359 » -0 1)

En particular. si m=n, entonces para cualquier indice i entre 1 y m,» y

« (:)s B (,1,) mod 2.

Observemos primero que el caso m=n del teorema puede ser reducido al ca-

para n=0 o 1, se cumple

. n n ,
so m >n. En efecto, si b A’ £, entonces consideremos ¢" como la cara

Xnsl™ 0 de Cn“ s ¢ puede ser considerada como un mapeo de vértices cubicos

6's A7 = I;nu. Si denotamos a o', B' los niimeros de ¢’, entonces 15 isn y

n=0 o 1, tenemos

« (2) - () ~ e ()

€=ps1

1 i, n+l o [ 1, ntl
) firw)- ()
n n, ¢ €=0+1 n, g
Asi, para probar el teorema, es suficiente considerar el caso m>n 1.
Por otro lado es fécil ver que la congruencia (0) es aditiva para seudo-
variedades cubicas, por lo que el teorema se puede reducir al siguiente lema.

Lema
n m PR .
¢: T g es un mapeo de vértices .cubicos, en-

Sim>nzl y si

tonces



: ) ntlsnt2, vee Wm ) (n.nfl. ves o
(1) V] = B » mod 2
) €n41'€nant""" &, v € premetEy
Prueba

. . 1 X
Para el caso n=1 1la l1- seudovariedad cibica & es una linea. Conside

remos m»1 e ilustremos los casos m=2 y m=3

m=2

¢
/—N

cl

'Calculémos el lado izquierdo de (1) al cual denotaremos con I, y para es

te ejemplo I = Z a (2> . Observemos que F(g) = {(x;.0)}) y F <§)=

€z
) : €2=0 n
={ (x1:+1)} no son otra cosa que dos lineas, seialadas en la figura anterior
Si ¢ l1leva - los vértices de ¢! a los vértices de F (g) o F (5) enton-

ces I s 1, pero si los vértices de ' fueran digamos (0,0) y (0,1) enton--

ces I = 0.

Ahora calculemos el lada derecho de (1) y denotemoslo con la letra D. Te

nemos entonces que D =18 (é éz) + Ahora bien F (é g) = (0,0) y
. €2z0,2
F ({J f) = (0,1) son dos vértices de r? , siendo uno de la cara F ((2)) y -
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otra de la cara F (f ) - Resulta entonces claro que si I =1, D = 1. Sin em-
bargo en el caso I = 0, puede ocurrir que D = 0 o bien D = 2, ( por que
oet) = £ (3)o ety = (1)),

Pasemos al caso m=3.

b .
2 (0,0,1) (0,1,1)
F (2 3 /
a1 ;
a.0.h
gt g}
23
F(u n),/f (0,0,0) (0.1,0)
(1,0,03 (1,1.0) F(f 2)

Nuevamente calculemos primero F z 3 Se presentan aqui 4 casos:
€2 €3

F (g g) = {(x1:0.0)} , F(f g)= ((x1+1,00} , F ((2) f) = ((x1:0.D ) y
F (3 f) = {(xy,1,1)} , todos ellos l-cubos de £} y solamente uno,o ninguno,

puede ser imagen de ! bajo ¢ y se tiene I =1 o I = 0.

Analicamos ahora el lado derecho de (1), calculemos primero las caras

(é gz ga) que no son sino los vértices del 2-cubo F ({)) que ha sido som-

2 3

breado en la figura anterior. Cabe resaltar que el 2-cubo F (é) sélo tiene
1,
€, €

un vértice de cada l-cubo F'( >. Resulta claro que si I = entonces -
3

D = 1. En cambio si I = 0, ¢ envid a los vértices de ¢' en los vértices de

cualquiera de los lineas restantes. En el caso que la haya enviado a alguna

cara de F (f) tenemos D = 0 ( la cara de enfrente ), pero si la envié a -
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alguna linea de la cara F (‘s)en:onces D = 2, Se cumple nuevamente Que para
I=0setieneD=000D=2, Yque siI=1, entonces D = 1.

En general llamemos u y v a los vértices de g'y supongamos que $ envia

auyva ':s vértices del l-cubo F(z. 3, A ) de ¢" , lo cual forza a
€2 €3 em

a que &(u) # &(v). En otras palabras I = 1 implica que &(u) # &(v).

! L}
O €2 <. €n

tiene uno y solo un vértice de cada l-cubo F(ﬁz Z T Em)' Lo cual obli
E
m

Como se vid en los ejemplos anteriores F(I Z e m)es un 2-cubo que

ga a que sélo un vértice &(u) o ¢(v) este en F(é f‘-z’ o

ET ) y poe lo
. m
tanto D = I. Podemos afirmar entonces que I = 1 implica que D = 1.

Ahora en el casos» I = 0 ¢ envid a v y v a los vértices de cualquier =

l-cubo F 2, sr M Vdistinto de F 2, cer+ TV, por 1o que tendremos D=0
€9 e Em E2 wess Em

o bién D = 2 ( este caso resulta cuando F(Z em)CF(é 2 ceeem ).
! m

Ezeve el ... sn’,

“Concluyendo para n=I
I = 1 implica D = 1
I = 0 implica D = Q o bién D =2

- Comprobandose en amhos ;:asos que I =D mod 2.

. . . n, ,m
Consideremos ahora un mapeo de vértices clbicos ¢ : L + § . donde

m>»n »l. Ejemplificaremos el caso m=3 y n=2,

(01,1
(0,1,E4) (1,1,€3)

(0,0,81) (1,0,€2) (1,0,0) (1,1,0)
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Para calcular I observemos que F (i):— { (x1x2:1)) y F(g)= {Cxy9x24.003

son 2~cubos paralelos def’. Si I = 1 tenemos quar E= Ez=E; =€ = 0

o bien iguel a 1. Para fijar ideas. supongamos que son iguales a cerc y por

tanto estamos en la tapa de abajo. Si I = 0 estamos en cualquiera de los cua

tro 2-cubos laterales.

Ahara F(g ';)={ (x1:0,1)} y F(g g>=( (x140+0)} son dos 1-cubas

de ©? , con F(g '}’>en F(‘j)y F(g g) en F (g) . Bs fécil ver ahora -

que I = 1 implica D = 1., Para el case I = 0 ¢ envia a $%en cualquier cara

lateral y cada una de ellas tiene dos l-cubo en F (‘2

r tanto -
€2 €3 ' PO nto ten

driamos D = 2, o D = O ( por ejemplo si & envia aZ?en FG)). asi conclui-

mos
I =1 implica D=1 . IZED mod 2
I = 0 dmplica D= 2o D=0 . IZD mod 2.
En general si ¢ envia a ¢" sobre una cars de dimensidn n en C" entonces -
I = 1, en caso contrario I = 0, Ahora, si en cada F(" n+l z)esta
n+l m,

)como hemos visto en nuestro ejemplo

en uno solo de las F :“ :"’2 ....Em
: ™l M2 e M

Resulta claro que si I = 1 entonces B = 1, por lo tanto tendremes IZD mod 2.

Para el caso I = D basta probar que DE (0 mod 2. Supongamos que al menos

un término de D no es cero ( en nuestro ejemplo si la linea con vértices

(040, €y » (1,0+€3) fuera enviado por ¢ a F(g '3) J. Supeondremos que cierta

cara G (n-1)dimensional de C” es enviada por ¢ a una cara F (n a4l ... hm)
m

a N *e°

de C". Denotaremos por © la cara (n-1) dimensional de " paralela ao( co-

mo se muestra en lg figura siguiente)
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. (0,943 ? (0.1,1)

Eaamumm SSRGS
23
(1,00 REE F(1 1)
] R
i
1
c ! e
2 379 1
-
23
(0,0,8,) . {1,9,62) (1,0,0} (1,1,0) ¢ o)
o

Entonces cualquier cara (n-1) dimensional we C" distinta de T no puede -

ser enviada por ¢ a una cara (n-1) dimensional de C" de la forma

nntl ... o m .
0 €, € » por que una cara de esta forma es ajena de la cara
ntl ... “m

pfortl o0 v también ¢ no puede enviar a T en una cara de C" de la -
0 TS B P

: n+l . .
forma F(? e rer m) » de otra forma tendriamos

el ... En Ene1™ M0+ E0e2™ Tazy...

. + veese
r-:m = nmy & enviarfa a P en FIT 1 m ». qUe es nuevamente nuestra
Npgg eves Ny
suposicién. Por lo tanto

n otl s ... m _
@ € Ess_(l Entl 4 e s Ern) =0
Tarlv v mo®

n~1l
1

( en nuestro ejemplo seria gy sus dos vértices (0,0,€1) y (1,0,€2) )y A

Ahora, sean A la (n-1) seudovariedad cdbica formada por ¢y sus caras

n-1
2.

la (n-1) seudovariedad cibica formada por todas las caras (n-1) dimensionales
de (" distintas de © , juntos con sus caras, se ilustra en-la siguiente hoja

el caso n=2,
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A 'Ty)

I
]
I
;
:<h_d——”’/
|
I

- n-1
V/,/————-—--\\\ A 4’///,’?
T
I
|
|
|
I
!

t
1
]
!
1
i
1
4

-1
o 4
e i e, SR
AT -1
Hagamos ¢1: AT_I + &y b A;'_l* ™ las restricciones de & sobre Al -1 y

n-1 . . . . .
A2 respectivamente. Por nuestra hipotesis de induccién, el

lema queda pro-

bado para los mapeos cubicos ;n-i ;m » asi el teorema queda probado pa-

ra ¢, y ¢2. Si denotamos por ui.Bilos nimeros para ¢i {i
para i = I s 2 . tenemos
n n+l eree m = -1 a n+l [
Z ay € € . £ = E B €
n n=sl *° m ntl °°°

Ya que An_l y An_l tienen los mismos (n-2)-~cubos frontera

8, (n—lnn” Inn+I ces m
0 Sn En --.E n n+1 oo Em
En consecuencia

é n n+l ... m}=

= 1,2), entonces -

@ .
e )mod 2.
m

y asi

Z Z = 0 mod 2

€n Eptl *°*  Em
pero

' n ntl ... m
& Ent1 v &g & Eatl *°° Eqn
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| sesesnenen

Por consigulente

i n Atl  eee M 0 42
4] = s MO
€, € eos
€0 +0o0Eg =04} n ©ntl Ey
Asi
{ n ntl ... @ 2 n ntl cee @ { n ntl .o B
8 8 + 8
€, €1 " €, o€ g - €. 1 g,y €
- {B 4(1) r:rl sease l:_'m por (2)
nel °T°T T
y
n ntl ave m -
) 0t e =0 mod 2-
ntl m

con lo. cual queda probado el lema M-

33




CAPITULO 3

EL TECREMA DEL PUNTO FI1JO DE BROUMER.

3.1 DEMOSTRACION DEL TEOREMA

3.2 DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE BROUWER
UTILIZANDD EL LEMA DE SPERNER.

3.3 EL TEGREMA DEL PUNTC F1JO DE BROUWER
IMPLICA AL LEMA DE SPERNER.



3. EL TEOREMA DEL PUNTO F1]O DE BROUWER.
3.1) Demostracidén del Teorema.

Supongamos que tenemps un liquido en reposo dentro de un vaso, si lo
agitamos, de forma que no se perturbe el nivel, y tomamos una fotografia, el
teorema del punto fijo de Brouwer asevera que al menos una particula aparecerd
en la misma posicién en que estaba originalmente. Ahora bien podemos interpre-
tar el agitar y tomar la fotografia al liquido como una funcidén del volumen -
que ocupa el liquido en si misma. Lo que el teorema del puntc fijo de Brouwer
asevera es que dada una funcidn continua,f, del disco cerrado E,'n en si mismo -
un punto al menos queda fijo, i.e. existe xo eE" tal que f(xo0) = Xo.

En este trabajo se demostrard en varias formas este teorema. La primera
de ellas se encuentra en muchos libros de texto,involucra algunas propiedades
de topologia algebraica. Las definiciones y propiedades basicas que se utiliza
rén se encuentran en el apéndice. Demostrar el teorema requiere de un lema que
muestra la no existencia de un retracto. La demostracidn del teorema se basard
posteriormente en mostrar que este hecho implica la existencia de un punto -
fijo.

Lema!
SeaE" = { xe®": |xl|s1} ¥ Sl (cer™; =}l =11
si f£: E"> 5" es tal que £|577! = i (idéntidad), entonces f no es conti--
nua. )
Prueba:

"Los respectivos grupos de homologfa (ver apéndice 1) son
Z ., siq=20

H(E") = % (Z grupo ciclico infinito)
9 0,siq#0

Z, 81 qg=00q = n~l
H (s"‘1)=%

a 0 » en los demds casos.

Si f es una funcién continua de un espacio topoldgico X en otro Y se - *
tiene que, en cada dimensidn,.existe un homomorfismo £, ,» entre los correspon
dientes grupos de homologia, llamado el homomorfismo inducido por f y que cum-
ple con las dos propiedades siguientes.

() 8i f:X ~ X es la idéntidad £y Hq(X) > Hq(X) también es 1a idénti-

dad.
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(ii) Si f y g son dos funciones continuas tales que f: X +Y , g: Y + 2
entonces (gof), = g, of,
Entonces el lema estard probado si hacemos ver que en alguna dimensidn -~
no existe el homomorfismo inducido en los correspondientes grupos de homologia

del siguiente diagrama (g es la inclusién).

E Hq(E”)
RN YN
B o sea
71 1 s Hq(s"“l) P ﬁq(s"“l)

Para q = n-1 tenemos que si f es continua. existe f, tal que:

[
g*/;*\f*

zZ ——

1o cual es imposible ya que i,(a) = Fy(gyfal))= £,(0) = 0 para toda a en Z lo

cual es una contradiccidn, por lo tanto f no es continua //.

Teorema:
Si f; E" + E" es una funcién continua. entonces existe x €E" tal
qﬁe £(x) = x. .
Prueba: Supongamos que para toda x en E7 f(x) # x
Hagamos g(x) = x- f(x) claramente g(x) nunca es cero, definamos
(g0 v [Crg)F e (1=l 3 laedl? 179
I g |1®

H(x)= x + a(x)g(x) ,» donde

al x )=

Observe que O(x) estd bien definida puesto que como ||x |I51
[ (xeg)fe ¢ 1= || 2|9 lleCl|Tz (xglx) )?
Ahora bien, si ||x|| = I, renemos. entonces que
wglx) =1 = xfex) 2 1 -1 x I Necollzr -l gl 2o

y por lo tanto o(x) = [ -x-g(x) + lx-g(x)l] Al g(X)"2 = 0
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de forma que H(x) = x si || x II =1. Ademds es claro que H es una funcidén con-

tinua, por otra parte || H(x)|| = 1. En efecto., ya que

/
@ (x) = L= x:8(x) + [(xp(x)) :+ (1= {lxll2 ) )l geelzy )
It gl

¢ aollgoll?+ x-g(x)? = (x-gCx2)?+ 1 - }x}12 ) Hl g0 |2

a?(x) |l gl + 2 a(x) (x-glx) ) + || x||?= 1
e lx + & (x)gex)||? =1.

En otras palabras H(x) es un retracto continuc de la esfera en su fron-

tera, lo cual es una contradiccidéns por lo tanto existe x€E° tal que

£(x) =x M.
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3.2) Demostraci6tn del teorema de Brouwer utilizando el Lema de

Sperner.

En esta seccién se demostrard el teorema de Brouwer en el plano, con -
la ayuda del lema de Sperner. Antes de ello observemos que demostrar el teo
rema de Brouwer para funciones continuas que vayan del disco ceg

rrado en el disco cerrado, es equivalente a hacerlo para funcig

nes continuas que vayan del tridngulo cer.rado en si mismo. Efec
tivamente si 6 D4 T (donde T es el tridngulo cerrado) es -
una biyecciédn continua, entonces si f: T+ T es una funcidn con-
tipnua,la funcidn alofoa es continua con dominio y contradomi--

2 2
nio D% es decir, b lofod: D +D (ver figura siguiente),

Glofod

p? Qw"u (95

P |

. ¢-l

.y por el Teorema de Brouwer existe xie D*tal que ¢_:_>fo.b (xg) = x4,

DZ

5

Ahora bien si y =¢ (x): y eT se cumple que f(yl=f{p(x)) =

- 1
- bod ‘(f(tb(xa) = 0((0 o Fo)(xd ) =d(xd = y por lo tanto T tiene un -

punto fijo. Es claro, ademds, que el mismo argumento puede utilizarse para -



establecer que,=i se demuestra el teorema del punto fijo de Brouwer para -
funciones continuas del tridngulo en el triangulo, este serd vdlido para fun-
ciones coﬁtinuas del disco en el disco.

Teorema:
Sea T la regidn delimitada por un tridngulo equilétero cerrado de -
vértices AyB,C y f una funcidén de T en T . continua. Entonces f tiene -
un punto fijos es decir, existe Q@ de T tal que f(Q)=Q.
Prueba:

Supongamos que f no tiene ningun punto fijo, es decir, para todo P de T
tenemos £(P) # P.

Triangulemos el tridngulo, como se muestra en la figura y llamemos a --

esta triangulacién T,

B=B, Cy c

Sea V un vértice de la triangulacidén. Si la distancia de f(V) a BC es —
menor que la de V a BC, le damos a V el nombre A. Si la distancia de f(V) a
BC es igual o mayor que la de V a BC, entonces examinamos la distancia de -

£(V) a AC. Si ésta es menor que la de V a AC, entonces damos a V. el nombre B.
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En otro caso . es decir, si la distancia de f(V) a BC es igual o mayor que -

la de V a CB y la distancia de f(V) a AC es igual o mayor quo la de V a CA., -

entonces se llamard a este vértice C. Obsérvese que en este caso sucede, que
d(f(V),AB) <d(V;AB).

Obsérvese también que la denominacién de T, sigue la regla de Sperner.
para ver esto, si V estd en BC, entonces d(V,BC) = 0, y si d(f(V).BC)Z0, lo
que implica que V no se llama A. en forma andloga si V estd en CA.V no se --
1lama B, y si V estd en AB,V no se ilama C. Por lo tanto, por el lema de -
Sperner existe un tridngulo de T, con los tres vértices etiquetados A,B,C -
como se mostré en la figura anterior. )

Triangulemos el tridngulo ABC de nuevo, como se indica en la figura de

abajo y llamemosla. triangulacidn Ta.

c

En forma andloga obtenemos un tridngulo Az Bz Cas subdividiendo ABC de
nuevo por medio de 2" 1ineas paralelas a cada lado, equidistantes entre si -

como antes, obtenemos un tridngulo ABC. .

Consideremos la sucesién de puntos (An}. Como es acotada y estd en T, -
existe una subsucesidn { A, } que converge a un punto Q de T ( por ser f con
k
tinua ). Ya que el didmetro de AanCn tiende a cero,» se verifica también que
-+ =S + Q.
B, e. ¢+ & C +Q

k k k
Obsérvemos que
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d(£(4n,),BC) & d(An, ,BC)
d(f(Bnk) yAQ) 2d(B nk.AC)
d(f{Cn/J +1AB) R d(an,AB)
Por otra parte, es claro que si (Rk } es una sucesién de puntos que con-
verge a otro punto L y S es una recta fija, entonces tenemos:
d(R, sS) +d(LiS)
Por lo tanto

d(£(Q)sBC)=1imite d(f(Ank).BC) 2 limite d(Ank.BC) = d(Q,8C)
kK + )

k > ©
del mismo modo
d(F(QMAB) & d(Q,AB)
d(RQ) .AC) & d(Q+AC)

Pero esto es impasible a menas que £(Q) = Q, que contradice la suposicidn , y
por ;lo canto necesariamente para algdn punto Q4f(Q) =Q. Con esto queda proba
do el teorema de Brouwer ///

Supongamos ahora que K es un circulo cerrado y T es un tridngulo equi--
l4tero inscrito en K, sea ¢: K+T definida de la siguiente manera (vea la -

figura que se muestra abajo. ).

As & (A)

Para los vértices A.B.C» ©(A)=A, G(B) =B, o(C) = C, &(0) = 0. 5i un

punto D esté sobre la circunferencia, $(D) serd la interseccién de OD con el
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perimetro del tridngulo. Si un punto es interior al circulo, tal come el E,
entonces ¢ (E) es tal que
QE _ Q. &(E)
oD O &(D)
Es claro que ¢ es biyectiva. En efecto si E y F son dos puntos distintos
de K, pero en la misma linea 0D, tenemos que OF #0E y

OE 4 OF y G o(E) # 0 _&(F)
oD: ) oD 0 (D) 0 o (D)

0 o(E) # 0 o(F)

y &(E) # H(F) por lo tanto ¢ es inyectiva.
Si E y F estan en lineas distintas pero OE = OF, resulta claro q.ue --
&(E) # &(F) pues & manda a E dentro del tridpgulo =i esta afuera o biep -

lo manda afuera si esta adentro.

Por otra parte si E es un punto de T, existe una linea que pasa por O y

toca a la circunferencia en D y en &(D) al tridngulo, hagamos ¢ (E) tal que

0 o(E) = 202 CE

resulta claro que & es suprayectiva,y por lo tanto ¢
oD

es biyectiva

También ¢ es continua. Asi admite una aplicacién ¢t inversa que es biyec

tiva y continua //f.
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3.3 EL TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BROUWWER IMPLICA EL LEMA DE SPERNER.

Esta prueba serd hecha por contraposicién.Para ello supon---
gamos que existe una subdivisidn de T con un etiquetamiento propio,
en donde todos los tridngulos tienen etiquetas repetidas. es decir, no hay un -
tridngulo completamente etiquetado.

Sea T un tridngulo de la subdivisién. Denotaremos por x, con i=20,1,2 a
los vértices de este. Definamos ahora una funcién Fy,,de forma tal que si x es-
td en el tridngulo T ={ x1+ t(x1- x0) + s(x2-x1) | t,se(0,1)} , Foy1 proyecta-
rd a los puntos del tridngulo en las lineas parelelas al segmento x;x; a Su pun
to de interseccidén con el segmento xoxy (figura # 1)

Figura # 1.

Es claro que los vectores x1- Xo y Xz — X1 son linealmente independien-
‘tes ( de lo contrario xg» X1+ X2 serian colineales ). Asi pues, si xeT exis—-
. ten ty s dnicos en {0,1) tales que:
x = x1 + t(x1-x0) + s(x2-X1),
Definamos a Fo, de la siguiente manera:

Fu'l : T -+ T

Foplxyt E(xy =Xg) + S(xa-x1) ) = xy+ t{x,-Xg)
F,,, efectivamente proyecta en la forma deseada pues
FU,L(xﬁ Ax,-xy) ) o= x.

Observemos ademds que F,,, deja fijos a los puntos del segmento X,Xy*
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Efectivamente
Four( xa+ t{x1i- x0) ) = x1+ t(x1-x0).
Una vez definida la funcién F3,; tomemos un triéngulo' de la subdivisidn
 y llamemoslo T; y sean vgsvy, vz los vértices del tridngulo T con etiquetas 0,1,
2 respectivamente (figura # 2).

Figura # 2,

Por hipétesis no existe un tridngulo en la subdivisién completamente eti-
quetado, asi en el tridngulo T, al menos dos de sus vértices tienen etiquetas -

iguales ( figura # 3 ).

Xz *rc1= C2 X1+ C1
T
- Xo* Co
Figura # 3.
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Sin perdida de generalidad supongamos que los vértices xosX1+x2 del tridn
gulo T, tienen etiquetas co+C1ic; respectivamente, con c€1=cz »

Definamos ahora una funciédn, que mande a las aristas de los tridngulos de
la subdivisién a las aristas del triangulo de etiquetamiento. Esto es,

Sea Aij =(x[x=x1. + /\(xj—xi Js xe (0,1 )}

y hagamos .
?"Tl $ay, T
con regla de correspondencia
E‘Tl(xi * _}l(xj—xi)) Sv ot My ~v_ ) AE (0,1} .
i 7 i
Por definicidn ?"Tl tiene la propiedad de que si x estéd en un segmento, con vér-
tices con la misma etiqueta, digamos v, entonces
E‘Tl(x) =v,.

i i = ¥ -. = - = -
Efectivamente si x = x,#A (x3-x,), entonces E'Tl(x) v.t A(vc vc) Ve

Definamos ahora a la funcién GT1 que mande a los puntos de los tridngulos
T\ a la frontera del tridngulo de etiquetamiento, de la siguiente forma

G, :T -+23T
Ty 1 o

" con 2‘
GT1= TIO Fuvl

Por ultimo definamos a G: T » 3T como
G(x) = GTl(x) si xegTh.

Haremos las siguientes observacioness:
1) G estad bien definida,

T 2) S8 GTi es continua para toda Ti' entonces G es continua

" Pruebas:
1) Como los interiores de los tridngulos son ajenos, para
XE int(Tl.) . G(x) estd bien definida.

Consideremos pues & x € BTJ. . Si x es un vértice de Ti’ entonces

tiene una etiqueta c. La definicidn de la funcidén G es tal que -
independientemente del tridngulo del que es vértices si x tiene
etiqueta c, G(x) = Ve . En efectos si los otros dos vértices del

tridngulo Ti tienen la misma etiqueta c, GT_(X) = Ve Ahora bien,
i
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si alguno de los vértices tiene otra etiqueta (recordomos que en el tridngulo Ti
sélo puede haber a lo mds dos etiquetas distintas) observemos que la funcidn
" Foa fue definida de tal forma que lleva vértices a vértices y que los indices

que se escogieron en la definicidn de la funcidn GT fueron tales para que la F

dejara.al vértice fijo o bien lo llevara a otro con la misma etiqueta. Por (lti

mo. observemos que &T lleva a los extremos del segmento a los vértices del
tridngulo con la etiqueta correspondiente. es decir,

é‘;.(x) < Etx vt - x ) )= v,

Ahora bien, si xt—:BTl. y no es un vértice entonces es de la forma
X = Xot Al(x1 -xo) con A€ (0,1) y xp.xy vértices de T,. Como la subdivisidén es
propia, ningin elemento del segmento do1{ (Xo.x1]) es vértice de otro tridngulo
y el segmento Ag: ((xo.xl])puede ser a lo mds un lado de otro tridngulo, al que
denotaremos Ti. Asi pues tenemos dos posibilidadess:

a) ce=cy. Esto es, el punto esta en un segmento cuyos vértices tienen ati-

quetas iguales. Como se observé . ETgx) = aafx) = Vol -

b) co# ¢,. En este caso

GTi(x) = ?,‘Ti(x) = v, FAv, = E‘Tz(x) = Gp ().

Asi pues la funcidn estd bien definida.
2) Esto es inmediato puesto que si

fi(X,0) > (Y ')
y existen ABc X cerrados tales que AUB = X y que flA es continua y le

es continua, entonces f es continua./lf
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CAPITULO 4

EL LEMA DE FAN.

4.1 EL LEMA DE FAN.

4.2 EL LEMA DE FAN Y SU RELACION CON EL
" TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUWER.

4.3 UNA PRUEBA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL
ALGEBRA MEDIANTE EL LEMA DE SPERNER.



4.1 EL LEMA DE FAN

‘Existe un resultado andlogo al lema de Sperner llamado el lema de Fan,
Antes de enunciarlo demostraremos de nuevo el lema de Sperner, uvtilizando 1a
idea que posteriormente se aplicard en la prueba del lema de Fan.

Etiquetemos primero por 0 y 1 & los puncés extremos de un segmentc de

recta (ver figura # 1),

b-l-L

Loy

Figura # 1

Marquemos shora un nlmero arbitrario de puntos sobre el segmento y eti

quetemos con cualquier valor 0 o 1 a dichos puntos (figura # 2)

4
3

Ll 8

;7.
o o o0 1 0 1 0 1

Figura # 2.

El lema de Sperner nos afirma que existe al menos un pequelio segmento
cuyos extremos también estdn etiquetados con 0o 1 (o 1 y 0). Si en el ejem-

plo anterior separamos los pequeiios segmentos ( figura #3) observamos gque:

46



0 6 o010 10 1
T

! B : : ;! i f { Segmentos
i  — ] s |
: 0 0 1 o 1 Q0 1 1 separados
[ 1 : SR H i i H
L T K 1] T r 1 . ]
0 0 o 1 0 1 0 101

Figura # 3.

Hay dos segmentos con doble cero y por tanto contamos 2(2) = 4 vértices

etiquetados con cero. Hay cinco segmentos con uno de los extremos cero y el --

otro uno. asi que hay 5 etiquetas: cero. Asi, el nimero total de etiquetas cero

es de 2(2) + 5 = 9, que es un nimerc impar. En general, supongamos que hay a -

segmentos con doble cero, tendremos entonces 2a vértices con etiqueta cero. Si

hay b segmentos con etiqueta cero en un extremo y uno en el otro, contaremos -
entonces b vértices etiquetados con un cero. Tendremos por tanto 2a + b vérti-

ces con etiqueta cero.

Ahora bien, todas las etiquetas cero coinciden con dos segmentos de la
subdivisidn. exceptuando la etiqueta cero correspondiente al extremo de la 1i-
nea origfnal. Asi pues.» las etiquetas cero estan contadas dos veces como extre
mo de los segmentos de la subdivisidn. y por tanto.la cantidad total de etique
tas cero debe ser dos veces el nlmero de puntos etiquetados con cero sobre el
interior de la linea mds uno. Como este nimero es impar, 2a + b también lo es
Es claro que esto implica que b es impar. Pero como éor definicidn b es el ni-
meroe de segmentos con etiqueta cero en un cxtremo y uno en el otro, concluimos
por tanto que hay siempre un nimero impar de tales segmentos. En otras pala---

bras, existe al menos un pequeiic segmento cuyos extremos también estdn etique-

tados por 0 y I.

La demostracién del lema de Sperner para el caso de dimensién uno nos -

da la pauta para su demostracidn en mayorecs dimensiones. El punto central en -
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la anterior demostracidn, fue-el hecho de que el nimero de segmentos con ex--

tremos etiquetados cero y uno es impar.

Ya hemos establecido, en la seccién 1.2, bajo que condiciones una sub-
divisién satisface la regla de Sperner en el caso de dimensién n=2. & conti-

nuacién daremos la condicidén en el caso general.

Diremos que una subdivisidén de un n-simplejo S (ver 2.1) satisface la
regla de Sperner, si es un conjunto finito {Si } de n-simplejos, cada uno con=-

tenido en S y tal que:

1) Cada punto de S esta contenido en al menos un simplejo de {Si) .

2) Dos simplejos diferentes S]. ’ Sk de { -Si) no se intersectan en un -

punto ‘Interior de ellos.

3) Si p es un_vértice de cualquier simplejo Sj de [Si} » entonces es

un vértice de cada simplejo Sk de {Si} en los cuales incide.

Ahora estamos en condiciones de cstablecer el lema de Sperner.

lema.

Para cualquier etiquetamiento admisible del conjunto de vértices de
cualquier subdivisidn satisfaciendo la regla de Sperner, de un n-simplejo.
existe al menos un simplejo 57. de la subdivisién, con vérticoes que Lienen un

conjunto completo dec etiquetas.

Demostraremos primero, sin embargo, una afirmacién mas t‘ucrLé:

[l ndmero de simplejos do una subdivisién que satisface la regla de
Sperner, con vértices completamente ctiquetados, os impar.

Es claro que de aqui se concluye el lcma de Sperncr. Para rijar ideas,
daremos primero la demostracidn de la afirmacién {uerte para el caso n=2,

Dibujemos un 2-simplejo cuyos vértices estdn ctiquetados con 0,1y 2

(figura #4).
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Figura # 4

Ahora, hagamos una subdivisién arbitraria, pero que satisfaga la regla

de Sperner ( Figura # 5a)

Tridngulo original

con subdivisidn.

.a)

-
Lo .

1

Figura # 5



Denotemos es este caso por a, al nimero de simplejos que tienen dos etique
tas cero y una etiqueta uno. y por a, al nimero de simplejos con dos etiquetas uno
y una etigueta cero. Asi pues, a = a,+ a, es el nimero de 2-simplejos que tie
nen una eriqueta ceroc y una etiqueta uno y carecen de una etiqueta dos. Defi-

namos por otro lade a b como el nOmero de tridngulos que estan totalmente eti

quetados con 0,1 y 2, Por lo tanto, bay 2a + b lados conteniendo -un cero

y un uno. Algunos de lés lados, los que separan tridngulos coincidentes, es--
tén contados dos veces. Los otros, caen sobre la frontera grande y por tanto,
estan contados solo una vez. dhora bien, como esta etiguetada segin 1la regia
de Sperner. Todos las lados que estdn en la frontera, etiquetados con § y 1 en
sus extremos, caen sobre el lado del simplejo grande que tiene sus vértices -
etiquetados con 0 y 1. Ahora bien, el lema de Sperner en una sola dimensién -
nos indica que el nimero de estos es forzosamente impar, y por tanto, el pd-
mero de segmentos de los triangulos de la subdivisién, etiquetados con cero y
uno, es impar. Como este ndmero coincide con 2a + b, conéluimos que también b
1o es. Asi pues, queda probada la afirmacién fuerte para el caso n=2.

Para la demostracidén en el caso general, supondremos que la afirmacidn
fuerte vale para un k-simplejo. Demostraremos que bajo esa suposicidn, tal -
afirmacidn también es cierta peré un (k + l1)-simplejo. Por lo tanto. por in--
duccién, la afirmacidn quedaré probada para cualquier n-simplejo.

. Sea a el nimero de simplejos de la subdivisién con vértices etiquetados
0+s1+2 so. k, pero no con la etiqueta k+l. Como cualquier (k+1)—$implejo
tiene exactamente k+2 vértices, cada uno de estos simplejos tiene una etique-

ta repetida. Hay., entonces, exactamente duos maneras en cada unc de estos sim-

plejos en que se pueden asociar con un k-simplejo totalmente etiquetado. De
aqui que el nimero de k-caras totalmente etiquetadas en este conjunto de sim-
plejos de la subdivisién es exactamente 2a. Similarmente, si hay b simplejos

de la subdivisidn totalmente etiquetadas, es decir, teniendo sus vértices las
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etiquetas 04142, ... +k+l. entonces cada uno de ellos tiene solo una k-cara -
totalmente etiquetada, y el nidmero de tales k-caras en estos simplejos de la
subdivisiéA es b. Por consiguiente, el nidmero total de k-caras de los simple-
jos de la subdivisidn etiquetadas de 0 hasta k es 2a + b.

Como hemos visto en los dos ejemplos anteriores, algunos de estas caras
estdn dentro del simplejo original y otras sobre la frontera, aquéllos que -
caen dentro deben-&oincidir exactamente con dos simplejos de la subdivisién .,
Aquellos que estan sobre la frontera sélo coinciden con un simplejo de la sub
divisién. Todos ellos estdn sobre el k-simplejo asociado naturalmente con el
(k+1)-simplejo original totalmente etiquetado (ya que cualquier otra k-cara -
del (ktl)-simplejo excluye una de c¢sas etiquetas). A

La hipotesis de induccidn es que la afirmacién fuerte es cierta para -~
simplejos de dimensidén ki por lo tanto el nimero de k-caras de la subdivisién
contadas una vez es impar. La cantidad total, como en los ejemplos anteriores,
es este ndmero impar mds dos veces el nimero de k-caras contadas dos veces, y
este es nuevamente un ndmero impar, y esto implica que b es impar. Como b es -
el numero de simplejos de la subdivisidn totalmente etiquetados, queda probada

la afirmacidn fuerte /[f/.

Ahora, con esta idea daremos la prueba del lema de Fan para el caso de -
2 dimensiones. Primero aclararemos la notacién que se usard.

Sea T ={ 1] 0 sIzpldonde p es un entero positivo. Por ejemplo en el ca
M L

so de dimensién dosT) ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} . A un cuadrado cuyos vérti--
ces sean etiquetados con estos vectores, lo llamaremos un cuadrado completamen

te etiquetado (figura # 6).
0,1) (1.1)

. 1,0
€0.0) Figura # 6. ¢ )
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Tomemos un cuadrado compleramente eLiquetadb y hagamos una divisidn de -
el en cuadrados peyueiios. Etiquetemos los nuevos vértices de la malla con las
siguientes restricciones:

1) Los vértices que esten sobre la ]linea cuyos extrem&s hayan sido =~
etiquetados (0,0) v (1,0) serdn etiquetados con (0,0) o (1.,0) los -
que esten sobre la linea con extremos etiquetados (0,0) v (0,1) lo. -
seran unicamencé con (0,0) o (0,1}, en los demds casos se precede de
manera andloga.

‘2) Los vértices interiores se etiquetaran con la {nica condicién de
que los vértices vecinos tienen la misma etiqueta o etiquetas vecinas

en la figura # 7 se muestra un ejemplo

(1.1) (0,1) (0.1)

0.1) (i
(0,0) (1,0)
(1,p) c1.0) (.12
(0,1) (1.0)
(G.) (130) .a)

€0,0)
oy ooy ¢
(0.0) ‘

(1,0) (6+0) (1.0) (1,0)
Figura # 7.

Lo que af%rma el lema de Fan es que existe un nimero impar y por lo tanto .
no cero de cuadrados de la divisién completamente etiquetados. En el ejemplo -
anterior existe sélo un cuadro, el cual aparece sombreado.

Una vez hechas estas observaciones, esLamos en condicion de establecer -
el lema de Fan: -

Lema. Sea E ={1]|0sI=sp) para p un entcro positivo. Sea F una fun--
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cién definida de Fp en Ty tal que

1) 08I - 2F(I) + 1l sp para IEFP.

2) Si I e I' son vértices adyacentes de Fp. entonces F(I) y F(I') son

vértices adyvacentes de 'y o coinciden.

Entonces existe un nimero impar de pequeiios "cubos” de Fp que son envia-

dos sobre .

En cualquier dimensidn Y‘p consiste de los vértices de una'subdivisién -
del cubo de dimensién n en cubos mas pequefios. La funcidén F asigna a cada vér-
tice I de rp una etiqueta F(I) = (fi1sf2s ... .fn) con componentes 0 o 1 pues-
to que F toma valores enyp, . Ahora bien, la condicién 1) sdlo establece la res
tricc;én en la forma de etiquetar los vértices en las caras. Asi, si
I = (0sizge one .in). tenemos 0s0 -~ 2f,+ 1sp

de aqui que 2f,s1
y por lo tanto £y = 0.

Se puede proceder de manera analoga para cualquier componente cero, es -
decir si ij = 0, entonces fj = 0, para j=1+2+ ... » n. Por otra parte, si
I = (pyiz‘yiaq .en .in), entonces

Osp - 2fy + 1sp

as{ -2f, + 150
de donde 2fy 21
y -por lo tanto £y =1.

De forma andloga si ij = p, entonces fj= 1 para j = 142y «vw » 0. Ahora,
s I = (qviaedas ‘e .1'") con 0<q<p, tenemos
0sqg -2 + 13p
de agui gque - 26y s g+l
por lo que [, puede tomar cualguier valor cero o uno. Ahora bien, observando -

que g<p entonces q+lsp ycomo p - (g + 1)z0 o =2fysp-(qtl), por lo que
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f1 puede ser cero o uno. Es claro que se puede proceder en forma similar parz -
cualquier componente q con 0 <q <p-.
Demostraremos ahora el lema de Fan para el caso n=2, tomemos afb etiquetada
de forma tal que cumpla con las hipdtesis del lema de Fan (figura ¢ 7).
Consideremos ahora un pequefo cuadrado de Pp. Es obvio que si esta comple-
tamente etiquetado sdélo hay un seagmento, (0,0)-(1,0), en el cuadrado. Por otro
lado supongamos que este cuadrc - no esta completamente etiquetado y contiene al

menos un segmento de la forma (0,0)-(1,0) (figura # 8).

(0,0) (1,0)

Figura # 8.

Por hipdtesis esta etiquetado con las restricciones de Fan, la etiqueta A
debe ser vecina de (0,0) o (0,0) mismo. Esto es A=(0.,0) o (0,1) o (1,8) pero
no puede ser (i.1). Anélogamente B= (1,0) o (i+1) o {(0,0) pero no (0,1). Por --
otro lado, las etiquetas A y B deben corresponder a vecinos, de esta forma que-
dan excluidos los casos A = (0.1) y B = (1,0) as{f como A = (0,0} ¥ B = ([,1}) .
FEsto es, las etiguetas validas son:

i) 4 = (0.0) ¥ B = (1,0),

1

o

=N
H

(0,0) y B = (G,0),

3) A =(0.,1) y B = (1.,0),
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(0,00,
(1.0).
(1,1),

4) A = (0,1) y B

n

5) 4 =(1,0)yB

3

6) A= (1,0) y B
7) A= (1.0) ¥y B = (0.0).

Ahoré bien. estamos suponiendo que el cuadrado no esta totalmente etigueta
do, por lo que el tercer caso no es vilido.

Procedamos ahora a contar el nimero de segmentos de la forma (0.,0)-(1.0)
gue contienen estos cuadros. Es fdcil ver gue el séptimo caso, el cuadrado con-
tiene cuatro segmentos de esta forma y los casos restantes sdélo contienen dos.

Si denotamos por N a la suma sobre todos los pequefios cuadros del niimero -
de segmentos (0,0)-(1,0), obtenemos que

N =4C + 2D + E,
donde C es el numero de cuadros etiguetados deforma.equivalente al séptimo caso,
D es el nimero de cuadros etiquetados en forma equivalente a los casos 1,2,4:5
y 6, finalmente £ es el nimero de cuadrados completamente etiquetados.

Por otro lado, observemos que podemos calcular N sumando primero a los éeg_
mentos. (0,0)-(1,0) que corresponden a un lado interior en pr posteriormente -
ailadir a los que corresponden a un lado exterior. Esto es

N=1+6e,
donde i es la suma de los segmentos (0,0)~(1,0) correspondientes a lados inte-~-
riores y e a los correspondientes a exteriores.

Observese gue por hipdtesis del lema los segmentos (0,0)-(1,0) sélo pueden
darse en la cara inferior de Tp, y que por tanto, por el lema de Sperner para -
n=1, el nimero serd impar. Por otro lado, es claro que los segmentos interiores
.serén contados dos veces, y por tanto i serd par.

Asi pues concluimos que N es impar y por consiguiente también lo seré ¥ .

Para demostrar el lema de Fan para dimensién nse utiliza el resultadp que
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demostrammos sobre mapeos de vértices cudbicos en la seccidn 2.2. La idea de
demostracidén del lema es axactamente la misma que acabamos de utilizar. En

efecto en la seccidén 2.2 demostramos que

(hell) e

En partfcular en el caso i=2, =0 la igualdad nos dira que el nimero

de cubos totalmente etiquetados coincide mddulo 2 con el ndmero de caras -
etiquetadas en la misma forma que la cara X, = 0 de C" (i.e: el numero de‘
caras con etiquetas (X X s .. ’Xn-l’o) con x .= 0o 1),

Ahora bien es claro, que el nimero de caras interiores se ha contado

dos veces y por consiguiente es par. Por otro lado el niimero de los de la

frontera, por induccién, es impar. Asi pues 8 es un nimero impar y por tan

to asi lo serd o .
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4.2 . EL LEMA DE FAN Y SU RELACION CON EL TEOREMA
DEL PUNTO F1JO DE BROUWER.

En esta seccidn se demostrard que el lema de Fan implica-el teorema del -
punto fijo de Brouwer.

La demostracién la haremos por contraposicidén. Para ello primeramente -
hagamos la siguien te observacién.

Sea Iy un cuadrado con centro en el origen y de longitud 1, definamos pa
ra A=(aysaz)e Iy {lA})= max{ laih laz21)}. Supongamos que existe una funcidén con
tinua f: I+ I, sin puntos fijos, es decir ¥ x €11, f£(x) # x. Vemos claramente’
que la funcidén g(x) = Hx - f(x) l] tiene por dominio a I, , como Ii es compacto
g alcanza un minimo, digamos m. Ahora, tomemos S >1/m y definamos la siguiente
funcién continua: .

h{x) = f(x)} + S(x - £(x))
tomando en cuenta que ] lf(x)” i1y 5 lx—f(x)l |> 1, resulta que:

[frcxail= Hreo + sex - oz ) Neeoll - sl x-ceoll >0

Definamos la funcién F: 1;+8N por F(x) = h(x)/ |lh(x)ll . Esta funcidn
es continua y ademis tiene la propiedad de que:

F(X)Iafx = lah

Asi pues, suponer que existe una funcidén continua f: § + I, sin puntos -
fijos » nos conduce a la existencia de un retracto, estc es, una funcidn conti
nua F: Li+3l, tal que Fl, = 1_.

1 1 q DIy I,

Es claro que este resultado es v4lido independientemente de las dimen---

siones del cuadrado y su posicidén en el plano. Para demostrar el lema supondre

mos por tanto la existencia de un retracto F: I *3I, donde I es el cuadrado -
unitario.

Ahora, dividamos a 9l en cuatro subconjuntos ajenos, los cuales se defi-
nen a continuacién:

Beo.0) {(xsy) | x=0, 05y <1/2Y Ul (x,y) | y=0, 0Sx <1/2} ,
Bij,0y = Wxey) | y=0,- 1725 x21} UL (xvy) ) x=1, 02y <1/2},
B g *Lexw) | y=1, 1/2sxs1YU { (x,y) | x=1. 1/25ys1} ,

B = {(x.y)|x=0, 1/2 Sy s1} U {(x,y) |-y=1, €8x <1/2} .
(0,1)
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Por ser F continua en I, resulta ser uniformente continuas, por lo que
38 >0 tal que | F(X)-F(Y)|<1/2 sicmpre y cuando | X - <&, con X,Yel
( aqui i'l es la norma usual ).

lagamos una subdivisidén cuadriculada de I de manera que los vértices co-

rrespondan a puntos de la forma (j/n.k/n) con j y k nimeros naturales menores

o iguales a n y de lados paralelos a los ejes (fig. # 1).
>y
n/n=1l
Jin (’i}- y.?
AN X
va
0/n i/n k/n

Figura # 1

Escojamos a n de ferma que se satisfaga la condicidn 1/n < §/VZ . Etique
temos a los vértices de esta subdivisidn de la siguiente manera:

Si F'(xj,yk)e B(D.O)’ entonces l(xj.yk) = (0,0)

Si FlxjayJ® B(J,I) s entonces l(xka) = (1,1)

i F . € Y =
Si I‘(xJ.yk) B(].O) , entonces 1();‘] ) (1,0)

Si F(xj.yk)e B(O,])' entonces l(xj.yk) = (0,1).
Veremos que este etiquetamiento cumple con las condiciones del lema de
Fan

1) Si un vértice estd en el segmento cuyos extremos estdn etiquetados --
con (0,0) y (1,0) , entonces resulta claro que Flaz. = Iar v i.e. tO-
dos los t i J € i :

puntos son fijos y que F(O.yk) B(O.O) o bien F(O.}k)EB(

1,0)°
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En otras palabras,este vértice sélo puede tener la etiqueta (0,0) o (1,0).En
los otros tres casos la situacibén es andloga.

2) Vértices vecinos son etiquetadas con etiquetas vecinas o iguales.

Analicemos las etiquetas que pueden ser asignadas a los vértices de
un cuadro de la subdivisién. Empecemos con el vértice inferior izquierdo
(figura # 2). Supondremos que este vértice ha sido etiquetado con la
etiqueta (0+0), es decir,

el vértice (xj.yk) tiene su imagen en B(O.O)

(¢ F(xj.yk)e B(o.o) P

(0.0)

Figura # 2.

El vértice inferior derecho (xj+ 1/n, yk)- dista de (xj.yk) por
| (xj-yk) - (xj+ 1/n.yk)l = l¢1/nio) | =1/n <8225,
y por la condicidn de continuidad uniforme
- <
| Fx 0y, F(xj+1/n,yk)| 1/2

por lo que solo puede suceder

a) F(xj+1/n-yk) € B(O,O)
b) F(xj+]/n.yk)e B(O,I)
c) F(xj+1/n.yk)€ B(I.O)

y por lo tanto
(0,0)
l(xj+1/n,yk) B (0,1)
(1,0)




Resulta claro que se presenta ésta misma situacidn para todos los vértices
De esta forma, hemos visto que dicho etiquetamiento cumple con las condi--
ciones del lema de Fan. Ahora bien, esta subdivisidén no tiene cuadrados comple-

tamente etiquetados, en efecto, tomemos un vértice X con etiqueta (c "Ck)
{ cj= 0,1 , Ck=0'1 )» ¥ el vértice Y opuesto por la diagonal, con etiqueta -
(C}’CL) (c}:O.l - CL=0-J ) . la distancia entre los vértices es de ﬁvﬁ_. pero
hemos tomado la condicidn '—11'<'2' , por lo que | X - Y | <8y por lo tanto

I F(X) - F(Y)l < 1/2 . As{ pues, (Cj'ck) y (c}.c’:) son vecinas. Claramente -

las otras dos etiquetas también son vecinas y el cuadro no puede estar totalmen
te etiquetado. Concluimos por tanto que no se cumple la conclusién del lema de
Fan, y por tanto f no puede dejar de tener puntos fijos /[/f

Este resultado puede ser generalizado a dimensiones mayores. Claramente
la demostracibén de la primera aseveracidén s i.,e. de que la existencia de una -
funcién continua del cubo unitario al cubo unitario,sin puntos fijos, implicarg
la existencia de un retracto, también es vélida para 17,

Por otro lado, la segunda parte de la demostracién podria llevarse a cabo
definiendo una adecuada subdivisién de 91" para definir el etiquetamicnto. La

subdivisién por esquinas es la que nos dard la demostracidn:

Ble,veny .. e ) ={xuaxasens x ) | xa=00eeesx =0 , 08 x <1/2 YU ..U

UL (xisx20 eenrx )] xa=lyeenyx (=1, 1/25x <1},

y el etiquetamiento

I(X) = (E1+€E2y onn yEn) si F(X)EB(el’ez,' L 'En)

la demostracién se seguira en forma totalmente similar, pidiendo al nimero de -
subdivisiones n que satisfaga L<6 .
n vn
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4.3 UNA PRUEBA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

MEDIANTE EL. LEviA DE SPERNER.

En esta seccidn daremos una demostracidn del teorema fundamental-del Alge--
bra debida a Harold W. Kuhn, nace esta prueba de la ideadada en el lema de Sper-
ner y el teorema del punto fijo de Brouwer, esta basada en un procedimiento de
etiquetamiento del plano que resulta natural.

La demostracidén se divide en cuatro lemas y un teorema. el teorema fundamen
tal del 4lgebra es una consecuencia inmediata de ellos.

Como sabemos si f(z) es un polinomio de grado n en z sobre los niimeros com

plejoss entonces:

n n-
f(z) = 2'+ arz l ces + anEI* a, con-ai, 8z .-.» a constantes complejas

Si zjes tal que f(z,) = 0, z1 recibe el nombre de r;fz de f. E1 teorema -
fundamental del Algebra afirma que para todo polinomio f existe al menos una -
raiz z,.

Ahora bien el polinomio induce un etiquetamiento del plano complejo. Efec-
tivamente si definimos el argumento de f(z) (arg f(z)) para f(z) # 0 como el -~
dnico angulo a tal que -T<Q S T y cosa = u/V u%F v2, sena= v/ U** v2, donde
f(z) = u + iv conu y v reales, el arg f(z) determina la etiqueta ( 1(z) ) -
mediante la siguiente regla:

0 si - w/35 arg f(z)su/36 £(z) =0
1(z)={ 1 si T/3s arg f(z)s 7
2 si -m £ arg f(z)s -n/3

Ejemplos
1) f(z) = a + ib con a y b constantes positivas
4

I b~

bt - - -4

Figura'# i
6i '




2) f(z) = z con z= x+ iy donde x.,y son reales

1(-1+i)=1., / 1¢1+i)=0

———— e e f— X

1(-3-21i)=2

Figura # 2

En este ejmplo tenemos que:

si z =14+ i entonces 1(z) = 0
z = -1+i entonces 1(z) = 1
z = -3 -2i entonces 1(z) = 2.
3)  Sea f(z) =r2e:"16 con z = reie
Y
. / ’
/ .
7
7
/
7
U4
_______ ——
AY
Y .
\4
\ .
\\
\‘
Figura # 3
8= n/12 entonces 1(z) = 0
Para r=1 'y 6= w/4 entonces 1(z) = 1
6=-n/4 entonces 1(z) = 2 .
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Una vez vistos nuestros preliminares pasemos a nuestro primer lema.

Lema 1

5i zowzis z2 Son tales que I(z,) = k y lf(zj) - f(z,) |se
para j.k = 0,1.2 entonces jf(zk)[ 52 e/V3

Prueba:

En la figura # 4 se dibujan los valores de f(z) en el plano complejo.
Las regiones que induce I(z) = 0,1,2 estdn etigquetados de acuerdo a la de-
finicién. De las hipStesis del lema 1, el conjunto sombreado A muestra to-
dos los w = f(z) con 1(z) = 0 que estdn a una distancia € de las regiones
1 y 2. Con ayuda de la figura 4.a y tomando sen 60° = £ /|f(zy)|se conciu-
ye que |f(zo)|s € / sen 60°=2 e/V3 .

Figura # 4

Los casos restantes se prueban de manera anéloga.

Restrin jamonos en nuestra busqueda de una raiz a un conjunto acotado fijo
en el plano complejo, la coentinuidad uniforme de f(z) aseguraré que los triéngu-
los pequefios {zy,2,,2,) en este conjunto son mapeados en tridngulos pequeiios

{£(zg)s£C2,)0f(z,)} . Si el tridngulo pequefio { zg1z,+z,} conduce a un conjun-
. to de etiquetas completo 0,1,2 a través de l(zk) entonces el lema 1 nos asegura
que f(zk) es pequeiio. Como deseamos encontrar una ralz este resultado nos Ileva

a buscar, en los tridngulos pequeiios en el plano complejo., a uno con un conjuntoe
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completo de etiquetas. Para obtener un gran nimero de tridngulos en el plano,con
sideremos la malla cuadrada con lado h >0 dividida en cada cuadrado a lo largo

de la diagonal. como se muestra en la figura # 5.
v

A
!;/‘ ' d - - / 4 i
! - —
% ya .

/
11

<
TN

N

S i g ’ %h

=

J

Figura 4

Consideremos ahora el cuadracdo Om,h centrado en el origen y de lado r =mh
esto es Q, , = {ze€:i z = x + iy Ix] sry lylsr o+ conr =mnl.

La existencia de tridngulos pequeiios completamente etiquetados es positiva,
Efectivamente tenemos:

Teorema 1 :

Existe un r fijo tal que.para toda m bastante grande, cualquier Om h
’

contiene un tridngulo completamente etiquetado.
Demostraremos el teorema 1 a través de tres lemas. A cada uno de los tridn
gulos A del cuadrado tridngulado Om h orientemoslos con la orientacién positi
’

va usual ( figura #6). Esto nos induce una orientacién de la frontera BOm h del

cuadrado, el cual es subdividido en 8m lados (zor21) de longitud h como se mues-
tra en la figura # 5. Cada lado nos conduce a un par de niveles ordenados (lg.I1y)

Lema 1.1 Si existe al menos un lado etiquetado (0.1) y no hay lados eti-
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quetados (1.,0) mBOm h * entonces Qm p contiene un tridngulo completamente eti-
. »

qﬁecado.

Prueba:

Construyamos una sucesidn de tridngulos distintos Ay.... 'As ... den-
tro de Om h de la siguiente manera. El primer tridngulo A, se obtiene ' toman-
’

do el lado etiquetado (0,1) en 3 om.h y se completa con el dnico tercer -

vértice del tridngulo dentro de Q,,n - Supongamos que hemos construido s tridn--
’
gulos distintos Aps82+ .-As dentro de Om h cada uno con un lado etiquetado --
1

(0,1) sobre su frontera ( orientada). Si el tercer vértice de 4, esté etiquetado
con un 2, entonces Asesté completamente etiquetado y la construccién termina. -
8i no. el tercer nivel duplica exactamente uno de los otros dos niveles { es 0
o es 1). Eliminemos el vértice original que se repite y sea As+191 dnico tridn-
gulo adyacente a Asy que contenga a los dos vértices restantes. Los dos casos -

se muestran en la figura # 6 y prueban que estos vértices generan un lado etique
tado (0.1) sobre la frontera de As+1 .

(Dentro si {=0), 1

] (Eliminado si
. (1 = 1).
si

£1 o

i1 0 .
(eliminado si {1=0)

(Dentro si{l=1)

Figura # 6

Debemos verificar que As+lesté dentro de Om n Y es distinto de 814D25..48,
.
Como As estd dentro de Om A si As”estuviera fuera, el lado comin nos conduciria
’
a1 par ordenado de niveles (1,0) en la orientacién de la frontera de Om’h contra,
. PO . . -
rio a la hipotesis. Silg,fF A Lt entonces A 5 esta fuera de Qm.h 1o cual no puede

ser. Si Agyp= B3 para 2 $iss » entonces Dg =Aj.jque no puede ser ya que por
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hipotesis los triangulos son distintos. Ahora bien como hay solagente un némero -
finito de tridngulos dentro de Q,.nla construccién debe terminar con un tridngu
lo completamente etiquetado.
Lema 1,2
Para r grande, 1(r) = 0.
Prueba
Sea f(z) = z"( 1 + g(z) ) donde g(z) = ay/z + ... + an/ 2"

Entonces gt | s lal/r + ... +lan|/ ! s méx |ak|( 1/r + eus # 1/F7)

n- n-1
|(1+r+...+rzr )

Sméx|ak =

r

M -1, méx|a

kl para r>1.

méx |a "
r(r-1) r-1

|
. . . v3
De aqui que, si r> 2max 'ak[/wﬂ + 1, entonces |g(r)|s =5 - De forma que,

como puede observarse en la figura # 7

larg £(r)| = | arg ( 1+ g(r)) |sw/3
1o que implica que 1(r) = 0 para r>2 mix |ak|/¢3 + 1.

AY

+~ lig(r
g(r)

Figura # 7
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Lema 1.3 Para-r suficientemente grande

T . arg f(z1) < 20
12m FCzo) 3

_para toda (zesz1) E BOm p Y para toda m suficientemente grande.
?

Prucba:
n .
. ] . ] z (1+g(=})
S5i f(z) z (1 + g(z)) consideremos al arg—"z’g y arg CTig(a))

por separado. Sea (zo.z,)E,BOm,h y 8= arg '—2— » es claro de la figura #8

que o S 6 = B, donde tanR = :1 y usando la ley de los senos

AY
f
aH
Y,
~~Lhv/in®+ (m-1)2
a
Z >" X
iz -
Zg Z1
Figura # 8.
seao seny - V2 /2 . senq = v2 /2
h h/m%+ (m=1)% 6 vme+(m=1)2 nZ+lm=-1)2
De aqui —~L<q =0 ,‘.B<-L ' -—'l<arg-£?—<——n- para m> 2 (1)
2m m Tt 2m ] m ki
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(Note que la condicién m >n/T es una consecuencia de la elecidn -m< arg w1 )

Para obtener una cota similar para ( l+g(z,))/(14g(ze)). primero notemos -

que:
1+ plzy) _ glzy) - plzq) fy . _mdxla | .
T g(red " 1+ 555 2070) y leczis — k para |zlzr>1 (2.
mientras que g{(zi) = %ii' e * _él v glz ) =="+ ... + _‘:"_n_ -
P =%
. - i _ 4L i _ 1
S lgtz1) - g(zad} = lax(’z1 zu) Foaee + an( n Y )
z1 Zo
_{ ha ha ( zn']+ zru"zzﬂ .+ z{l_l)
o ST -—
Z120 zo zi

h méx ‘ak|+ 2h méx ]akl P nh méx |a
—r—E
rz r3

\[r°+ P .. ¢ "2 01
K l A+l J

"

h max l2

. n h méx| a
=hmax|ak‘[r—l]s lzkl
n+l r-1 J (r-1)
r .
n

=1 1 ;
ya q.ue- r"” < para r» 2

© . por lo tanto
h mdx | a, !
(r - 1)*

alz1) - aCzol

para (zps21JE BQm.h (r>2)

2
Notemos que r z 4 implica que 1/(r-1) s 2/r2

.y rz2 méx|ak| + 17 implica que |g(z4) | 51/2, por lo que tenemos } .
glz1) - 8(zg) s &{zi) - g(z) . 2 méx|%k| . 4h méx|¥k]
1+ g(zo) i —Ig(zu)l (r-1)* r?
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» a 2 a
4 (r/mzzmaxl k| - 4 mix "k £ (2

r mr

( (1 -gCz0) )" 52 para lgczo)| s1/2 ).

Para r z4 méx]akl + 4 ymzl, refiriendonos a la figura # 9, si le s1,

entonces - m/3 £ arg(l+w) sn/2 y sen arg(l+@)s |w]

(4)

Y

Figura ¥ 9.

‘Por lo tanto ]w] & 1 implica Iarg(1+w)| 52|w| yy por (2) y (3)

arg s 2

g(z3) - g(zo) | . 8 mdx|%]
1+ g(z0) h

mr )

1+ z ar i+ Z - z
+ glzo) | |=}778 | T+ g(zo)

Para rz4 méx|%|+ 4 y toda mz 1.

n
Combinando (1) y (4), tenemos flzy) _ _zy (1+g(z)) .

£zo) 20 (1tglze))

£(zo) 20(1+g(z0)) n Itg(z;)

PR T:] n V n .
- # _ 8 m;j—(l K 5 arg f£(z3) - arg [z;(lig(z]))] < arg _z_é + arg l 1+ggzxL]
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1
sla

mr

8 max{%| 1 8 mx[%x]) .
+ = = n+ = A

m £(zg) r

. [_n_ i méx]ak|]< arg Xz oL [n .8 max |7k |}
S 7 - s g = J
)

para toda (zo,2z1)E 30m A siempre que rz 4 mé.vlak|+ 4, mza/m . y la cota infe-
*

rioe no exceda a . Si escogemos mz (n+2)/2 . entonces m>(3/Zn)(n + 8 mix|%k| /r)

y de aqui

flzy) . 2
878 Fzq) ~ 3"

Si hacemos re 48 méx|Pk|+ 4, entonces r>8 méx|%k|/ (n/2 - w/12)
para toda n 21, esto implica que

£(zy) . L [.I_)__ 8 méxlali>'_Tr__ :
r

318 Frze) m {2 12m

con lo gue queda demostrado el lema.

Solamente nos falts poner las piezas juntas en el orden correcto. Escojamos
a rz 48 ma’xla}cl + 4y my (nt2)/2 . E1 lema 1.2 afirma que 1(r) = 0 , y el lema
1.3 que atravezamos 8m lados sobre la frontera de Om.h sucesivamente y nunca -

regresamos en su orden ciclico propio y debemos al menos tener un cambio de -
nivel de 0 g 1. ya que:

f(zy), W no_2:m
W TF(zy) 1om ¥ S"Im 3

Esto nos da la hipotesis del teorema 1 y asegura la existencia de un tridn
gula.completamente etiguetado en Om.h para r fijo y toda msuficientemente gran-
de. Que es exactamente la afirmacidn del teorema I.

El teorema fundamental del &lgebra se sigue directamente del teorema 1.
Para m grande hagamos {zo(m)ez {m)sz3(m}} un tridngulo completamente etiqueta- .
do en el cuadrado origingi; ya que es un conjunto compacto, la sucesibn zy(m) -
contiene una subsucesién convergente zo(mk) con limite z%, y éomo mh = r fijo »
h —0 cuando m — y el lema 1 Implica:

f(z') = limite f(zu(mk)) =0

k —— =

con 1o cual queda probado el teorema.
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