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1.- INTRODUCCION. 

Rn el análiais de oietemae linoalea dieoretoe, ea 

utiliza un m~todo operacional análogo al de la traneformada -

de Laplo.oe, oonooido ooino trunoform!l\da Z, ouyoe orígenes oc .. 

remonten haota. DoMoivro y Lo.place en el cwnpo de la toor!u. de 

probabilidtlde111 oon ol omploo de f'unoionea generadoras (9). A,9. 

tualmento, estal'.I trrmoformacionee :tunoionalee encuentran u.pl! 

caoioneo on muchos campos ooruo oons cálculo do diferanoias f! 

ni ta.a, combinatoria., pr'lbubilidad y trntndíetioa ( 16); ademáa 1 

con el incremento del uso de lue compute.dor!:l.s digitales en -

operucionea industrio.los, se aplican amplia.monte en ingeniería 

el~ctrioe. y electr6nica, aistemue de comunicaoionee, am1lis1e 

y proceawnionto de señales y aiatomna de control (10, 28, 29, 

30). 

Por todo lo anterior, ea mi objetivo proporcionar -

una revis16n general del m~todo de la transforma.da Z, no como 

algo novedoso ni ilimitado, puea no lo es, sino como medio de 

análisis y soluci6n de algunos problemas de ingeniería qu!mi-

ca. 

Por otro lado, durante las primeras etapas del des! 

rrollo de este trabajo y conforme avanzaba en la básqueda, 

aeleccidn y claeificaoi6n de la informaci6n, comprendí que 

para lograr que el lector entendiera loe conceptos y termino-
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logia relacionados con osta t~cnioa, era necesario incluir, de 

manera euointa y con fines proped6uticoa, un cap!tulo en el -

ouul aa mencionaran temas tratados superficialmente o exolui

doe de los ouraos normales de matemáticas de la licenciatura. 

De eBte modo, la oatructttra final del escrito, quedíS 

integrada de manera. que los capítulos I I y III sirvan como 

fuente do información y de consulta para la oomprene16n de los 

ejemplos que se dan en ol capítulo de aplicaciones. 



II .- AN'l'ECEDENTES MATEMATICOS. 

Ecuaciones en Diferencias. 

Al analizar ulgunos problemas que ae presentan con 

frecuencia. o.!n el campo de la ingeniada. q~uímica, ae encuentran 

ecuaciones corno las :Jiguientes: 

i} ( 2.1) 

que representa el balance del componente Y en una extraccidn 

liquido-líquido a contrucorriente (26). 

ii) Lu ecuaci6n de Riccati (32), genera.da en problemas de 

destilación: 

~X\.\~ X, tQ~~l,-.\ \- b~ ;t \- ('_ ~ 0 ( 2. 2) 

iii) La ecuación de rapidez, para la concentración de reactivo, 

en ouulquier tanque de un sistema de reactores de t1:1.t1que agi-

tacfo, para. unfl. reanción del tipo A..--.-+ B, ( 23). 

( 2. 3) 

Todas ellas reciben el nombre de ecuaciones en dife 

rencias (la última es unu ecuación diferencial y en diferen-

cias), porque se refieren a situaciones representadas por -

mod.eloa de variables discretas. 

Lae diferencias de una funci6n y=y(x), es decir, el 

cwnbio que ésta sufre debido a un incremento de su argumento 
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x, r:on: X.~-=X.a-\-~~'f--, ~::.()1 i:\"t2.., ... ; !l)(-::\\, \-1,">o 

~'R ~~ (~~\ 

a) Diferencias hucia adelante: 

( ~ .4) 

''('""~,'!), ... 

- .... l .• (2.5) 

Una ecuaci6n en ctiferencius, relacionu una. funci6n 

desconocidu con sus diferencies y su(s) variabl~(s) indepen--

dtt:nte(s) (25). Su fonnu peneral es: 

f ( R 1.1 Ll u \ o ( :' • 6) )-.\'11., -.\~\\' ... ) .¡.'P-\-'(" ~ 

1·:1 orden de um1 ecuac16n en diferenoiaf1 1 eei ).u ui--

ferencia entre el mayor y el menor argumento de y, 

la que a con t. inuu.c i.6n SC' muestra: 

( 2 ,7) 

A su vez, este tipo de ecuaciones pueden dividircr 

de una función y=y(x), y purciales Hi relacionan valores 

~;. \ ••• -: ~ ( xb-\- .i. ll.)( I ~o t-\ b. ~ I .. .J; A., -\' . .. -=. e I t \ I ! 2. 1 • • • • 

de una función~" r/>(x,y, •.• ), (19). 
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Ejemplos: 

a) Ecuaciones lineales (25): 

~ ~ \\ T l{ ~ ~ t Z. ~ \\ -:: ~~ - 2. \\ ·\: L\ 

t t X~ 2.) - ~ \ ( /\ + \) \- 2. ~ lX) -: 2.t-
b) Ecuaciones no lineales ( 32): 

s y.. 

~in~1'2.~J1.~1-11+~:i.=X.. -\-i 
~X\l~)I. t ().._~;:..\-\"\-\)~X\.. C '= 0 

c) Orden de la ecuaci6n: 

/'(\':. ·~1-4 - "-::: l.\ 
IV\"::. ~\.2-\\+2. "::'.~ 

Resolver una ecuación en diferencias, significa en-

centrar una funci6n qut' al UU!Jtituil·lu en dicha ecuación, lo. 

tnmsforme en una identidhú ( 25): adr>111ás, la solución generul 

tendrá tantas con~·;tantes :.irb1 trarias como sea el orden de la 

ecuación. 

Tomando en considerhción la ecuaci6n (2.7), hacemos 

las siguientes observaciones: 

u) Si f(k}fO, la ecuaci6n es no homogéneu. 

b) Si f(k)=O, la ecuacicSn es homogénea. 

e) Si los coeficientes de la variable dependiente son const~ 

tes, se trata de una ecuación OOII ooetioientee constantes. 

Lu soluci6n completa de (2.1), consiste de la suma 

de la. Boluci6n de lLt ecuación homog6neu llamadu complementa--

(c.) 
ria f!' y la soluci6n de l~ ecuaci6n no homogénea llamada --
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particular fk, entonces: 
~ t (c.) ~ ... ( ./(,\ 

t\i.. = "'\'«- \- \ .... 

6 

..... e 2.a 
l'l \l.\ lrt\\ 

I,as n funciones fk, fk' ••• ,fk' son linealmente in-

Uttpunctientea, si y s6lo si el determirwnte llamado C!isorati, 

de ¡as n funciones es diferente de cero. 

El Casorati queda definido de la mWlera aiguiente: 

!..•\ 

~"' ~~\ 
1, ... \ 

\.\\l. 
l 1\ {.'l..\ ~ ... , 

'i-....\1 ~\\,~\ ~ ... \\ 
e ':: ..... ( 2 ,9) 

l 1\ (i.\ t"'\ 
1\-...~H\~I ') ... \h\"\ • ~ \\~r..-1 

Lti r.o1~1ci6n propul!::;ta pare;. una ecuaoi6n lineal hom,2_ 

súneu y de couflci.entfla conatu.nt.ou, e~ unu funo16n del tipo: 
\¡,_ 

~~-:: \~ ( 2 .10) 

p1:1r1;1 que esta propoaici6n sec;. verdadera, aebl:l satisfacer la -

ecuación: 

( 2 .11).. 

sustituyendo (2.10) en la última ecuación: 

< '(-\ ~ 
(o..\~-\-Cv,~ \- ... ~ Q'\'~1 ~-\- Q~ ') ~ =. 

como \) 'FO (solución tri vial), debe cumplirse 

o .... (2.12) 

la condici6n que 

sigue: 

..... (2.13) 
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A estu ecuación se le llama (~cuaci6n cara.cterístiou., 

df6 ella se obtienl'n "r" soluciones linl:lalmente indep1:11diontus, 

la solución general de ( ;' .11), es una combinaci6n lineal de -

( 2 .14) 

Léis constantes que aparecen quedan determ.inadat-; por 

condiciones inicia.lea o de vulores a lu fronter1:1., dependiendo 

de l!:i naturt1.lez1:1. e8pccíficn del nrobl ema. 

Si la eCll.<tC ión característica. tiene "m" raíces igu!!: 

le:s,~1"'~:1.-= ... -=-~...,.-::~, lu solución tome.. la forma: 

t<-) ~ """"''') \1, 
~\\:((,\(,_\<,\C:,\:\~ ... -\-C""\\ ~ ( 2 .15) 

y para ru.ícee complc:jus, en el cuso de unu ecuaci6n de segun-

••••• ( 2.16) 

donde "r", es la norma de l¡,9 raíces comple jliS y e t el illlgu-

lo formado oor loo componentes real e imaginario oel mSmero 

comnlejo. 

L1;1 soluciÓll purt u:u l ur, en el caso de ecuuc ion ca no 

homogéneas, puede obtenerse mediant~ los m~todos de coeficie~ 

tes inuet11rn11 n&dos o por el de va.ri1:1ci6n de parámetros. F.sto~-

métod1rn de soluci6n son similtJ.res a :::us hom6logos empleados -

E::n ecuacioneü diferencialeH ( 25, 26). 
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Variable Compleja. 

a) Generalidades sobre ndmeros complejoa1 

Def1nici6nt Seu ~- el conjunto de los m1meroe comple 

jos y z uno de sufl elementoo. z os un par ordenado (x,y), con 

x, yl\R, y siendo éstos los componentes real e imaginario ree 

pectivwnente, con las operaciones aiguientes1 

l.- zl+z2= (xl,yl) + (x2,y2)= (xl+x2,yl+y2) 

2.- zlz2= (~,yl)(x2,y2)= (l)_x2-Y1Y21~Y2+x2yl) 

y la igualdad definida como: 

3.- (x1 ,y1 )~(x2 ,y 2 ) si y s6lo si xl~x2 , y
1

=y2 

Considerando estas operaciones, puede demoetrc.rae que 

el conjunto de los números complejos tiene estructuro de Cblll

po: bajo las operaciones de sum8 y producto (exceptuando el -

elemento zxO, en lt< oegundu), fornm un grupo ubelia.no y existe 

la diatributividúd del producto sobre la primera operüci6n (12). 

Algunas propiedb.des t>on: 

4.- (x,O)= x, esta pareja oc identifica con el ndmero real x. 

5.- (O,l)= i, unidad imaginaria. 

6.- (O,y), nmnero imaginario puro. 

7.- z= (x,y)= O ~i y s6lo si x=y~o. 

8.- (x,O) + (O,y)= (x,y) 

9.- (O,y)~ (y,O)(O,l) 

10.- z: (x,y)s X + yi 
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11.- i = -1 

xlx2+yly2 

? 2 
X2+y? 

+ 

14.- \zl::: 1 x+yil =P- valor absoluto. 

Geométricamente, los números comp1ejos SP. represen-

ta.n en e1 l1umudo plano complejo, cu.vo origen representa al -

punto z=O, del cuul parten dos ejes ortogonLlles, el de las 

absci~1as corres¡;onde o. los V!:l.lores de x (eje re<.il) .Y el de lao 

ordenudaa a los de y (eje imaginurio). 

15.-I z
1
-z.)=Jr(-x_

1 
___ x_

2
_)_2 ._+_(_y_

1 
___ y_

2
_)_2_, distancia entre dos ---

puotoa. 

lf1 .-

17.-

?O.- ~~ (x,-.v)= x-y1, número complejo conjugado. 

22.- zl z2= zl. z¿ 

23.- .. 2 2\zl2 ZZ=- X. t y = 

24.- \zl= \ z 1 
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La forma polar de un ndmero complejo Z• x + iy, ees 

z• r( 000 e + isene) 

oon xa roo e a, yra reenf,. entone ea i 

25.- I• r(ooaS - ioene), ru\z\, Q.., ang ton (y/x). 

26.- z1 z2= r1 r
2
[co::iU\+e

2
) ·~ isen(8

1
+o

2
)J 

27.-

28.-

n 
z = rn(cos (n~) + iaen (n0)) 

De la ecuaci6n zn"" z: 
o 

z ,., r1/n (e os e'?..~\<. 
O- ('(\ 

e~i.""~) 
+ isen --

M 

1/n k=O,l,2 1 ••• ,(n-1), es decir, existen n valores de z • 

b) l"unoionea Anu1 {tica:;: 

8cu w unu funci6n de z tal que 

W= f(z)= u(x,y) + iv(x,y), con z= x+iy, 

s1 existe una correspondencia uno a uno entre los elementos -

del dominio .v loa elementos úe] rango de lu función, w es una 

función 1inívoca de z. ::i1 rn{;'.:; de un valor de w corresponde a -

cuda z, la funci6n tomu el nombre de multívoca o multiformr::. 

Una función multívoca puede munejarse como unívoca, 

seleccionundo una rama particular a la que se le llama ¡irinc_i 

pal y su valor correspondiente valor principal (41). 

La definici6n de 1 fmite p11ra funciones du vurü1.\JI e 

compleja es igual a la esttlblecida para funciones de variable 
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r~ul: lo que significa que si lím f(z)~ w , el valor de la z- z. o 
o 

diferenciu de f( 1.) menos wJ, puede hucerae arbitruriami>nte P!i. 

quena cuando se escogen loi1 puntos z nuficicntemente pr6xi~os 

a z o' 
excepto posiblemente en z= z • Se establecen además los 

o 

siguientes teoremas (7): 

Teorema 2.1: :Sean f(z)== H(x,y)+iv(x;y), z=x+iy, --

z =X +iy • Ent0nces 1 la condici6n pura que el límite de f(z) 
o o o 

exista en z
0

, lím f(7.)~ u
0

+iv
0

, se satisface si y R6lo si 
z- 'l o 

J{m u(x,y)= u
0

, 
x- X o 
Y-P yo 

lím v(x,y)= v 
X- X O 

o y-, Yo 

Teorema 2.t': Seun 1' y J! funciones cuyos límites 

existen en z o. 

lím f( z) =- w
0

, 
z-z o 

entonces: 

lím [r(z) 1 11(z)] 
z-z o 

lím f(z)F(z) 
z-z o 

f(z) 
lím F'( z) 

:= 
z~z o 

l!m P(z)= W 
z-z o o 

w + w 
o o 

w w 
o o 

w o w / o w o 
o 

Todo lo anterior, conduce directamente a lac candi-

c1ones que debe reunir unu función f(z) paru ser continua en 

un punto z , e. se.bar: 
o 



l.- f(z ) existo. 
o 

2.- l!m f(z) existe 
z-z o 

3.- lím f(z)= f(z ) 
Z-+ Z O 

o 

como consecuencia de lo anterior y del teorema 2.1, f(z)=u+iv 

es continua si y s6lo si las funciones u y v lo son. 

Ln funci6n derivuda. en un punto z, se define como: 

r•(z):::: lím 
t.z- o 

f(züz)-f(z) 
t 'l. 

siempre que el límite exiAta. 

Las fórmulus de dcrivac16n de sumas, productos, co-

cientes, potcnciuu y cornposici6n de funciones corresponden li 

les mismas empleadus en Cálculo uo variable real. 

r,0~1 siguionteG teoremua nresentan las condiciones -

necesarias (teorema 2.3) y suficientes (teorema 2.4), que as~ 

gunm la existencia de la der1 vada f' ( z) ( 7): 

Teorema 2.Ji Si la derivada f•(z) de una función 

f• u+iv existe en un punto z, entonces las derivadas parciales 

de primer orden, con respeoto a "x" .v "Y", de cada uno de loe 

00111nonentes "u" y "v", existen en dicho punto y satiefucen lae 

condiciones de Cauoby-Riemann: 

..... ( 2.17) 

y la derivada de f(z) eetá dada en t4rminoe de lue siguientes 

derivadae paroialees 
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' .... ( 2 .18) 

Teorema 2.41 Setm u y v funciones realoe de "x. 11 y 

"y": ademáB ~stas y Bus derivadas "Puroialea de primer orden -

son continuas un el punto (x ,y ), Si las derivadas parciales o o 

satisfacen las condiciones de Cuuchy-Riemv.nn en ese punto, e~ 

tonces la. derivada í'' ( z ) de la. funci6n f,., u+iv t.ixiete, donde 
o 

Se dice que una. función "f" de una variu.ble comple-

ja "z" es 1me.lític1t en un punto z , si RU derivt.da f' ( z) exis 
o -

te en z y en todo punto z de una vecindad de z • Una función 
o o 

entert:1. eo ti.quollu que ci1i analítica en cuda. punto del plano -

complejo. lle le.. mimna nH1111!ru, una funci6n f!Ue es lu suma, -

producto o cociente (pura denominadores no nulos), de dos 

funciones amüíticaa, es tl.U1lbié.n a.nalíticct, 

e) Funciones Elementales: 

Si z= x+iy, la funci6n exponencial está dada por: 

"l. (~"~~\ 11.. 

e-.: e :: e ( (()~ '\""" j..~e\f\~) ••••• (2.19) 

de dondet 
>.\ e :. C..O'::::, ~ -\- A .$~';\ ".\ ..... (2.20) 

- i-'\ e "'::::e.os ~ - :.... -:::.e'/\ ~ ••••• (2.21) 

sumando y reete.ndo las doH dl timas eoua.oiones, y 1:1.rreglando -

la exprosi6n resultante para ambos oaeoa: 
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(2.221:1) 

(2.22b) 

de los resuJ tados anteriores: 
.... ¡<. " e :: U t A. \J \J -= e <:.o s.<.\ \J -:. e. $€.. '/\ u 

) - ) ~ 
(2.23) 

11:1r. funciones sPno y co~;, no y t'eno y coseno hiperbólicos, se 

(2.24) 

( 2. 25) 

tod&s ellaB son funciones entPr1:1.s, M:limismo, se pi.10den definir 

otras funciones (tur. z, cot z, coth z, etc.), y encontrar p1·.2 

pi.edad(:S similare[' a sus antHogan realca. 

Otn,s fnncioue,1 irrport.untei:3 ~10n las logarítmicw=i, -

e 
hu~ t.rigonom6tr·ü-u:: inver:.:us y anuellaf' de 1a forma z , <.!onde 

e es complejo. 

Lu primera de ellas, se definP puru la variable CO!!! 

ple ja zo: r exp( i0!.. 2~), con e medido en radianes, med:!.ante-

la ecu1:1c1ón: 

\J-:.}""'--~~M('\le)-= ~w-'\ \-,;Je~ 'J.\\~) ( 2. 2ti) 

'R.·· o," i., .. 

es declr, w es unu función multívoco., p1:1ro. co.d~ z. existe un -

número infinito de w. 

El valor principal de ln z,. se o_btiene p<cra k==O: 

W= ln z= ln r + i e 

Par!i cualquier intervalo de longitud ?.~, puede utili 
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u.:.rae. También v1.1.len las :.iiguiente~1 iguuldudes: 

ln( :z.1 z) - lni.
1 

+ ln7.? 

:z.l 
ln~=- lnz1 - J.m.? 

'· 

1 ( n/m) n 1 n Z = - . TI?. 
m 

Adomáa, lns fórmulw1 de d1:rivaci6n de todas estue -

funciones son iguales a aquel] as cuyos argumentos no pose.,ó·, 

componnnteH imug1nur10R. 

d) Jntegraci6n GompleJu y ~·eoremus Helucionados: 

Hecibe el nombre uo lisa un& curva, ~i puede repre-

senturr:-.e purttmétricnment"¡ :z.= 'f(t.), u!.l~b, con f(t) derivable 

.v f'{t) continua y nuncu nula (4?). 

Pan1 unu función comrle ,ia f{ 7), continua en todos -

loB µuntos dP una cu1'Vu 1 i su A , 1 a intee;rul dci l ínrHt 

\ A ~ (:t.\ cL~. ( 2 • 27) 

se define mediante una partición clcl intervalo [a~ b) y a par-

tir del lími. t.(~, cuando tiende u cero la normu de. la partición, 

de lu sum1;1 de Riem11nn fol'fnuda, con lHn siguientes propiedudcr.: 

1.- )).\A~ (z.) + ~ \Czl\ ~7- =A) Jt:z_) c}.:z_'" ~ ~;i.~ C.Z.) J-z 
con A y B constantes. - ~ 

) ~ l ~ \ ~ 'Z.. '=- - ~ ~ L:;z. \ d._ z.. 

... \ b °rit11UJ \tl.)~:z.\- ... +) ~l:{'\~i. 
\, h. \-;l.z. ...... + )."' )i, l.,., 

\ ~{~)d.'Z..= )N'c.\t:%.\ cb,\-(~<\t~.) ck.~ / 0v1\ll\ E). 
A.. ... )"" 

2.-

).-

4.-
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Empleando los componentes u(x,y) y v(x,y) de la fun 

ci6n f( z), sf' puede e>•cribiI' la integrt1.l de línea en términos 

de int~gr~les reales d& línea sobre¡: 

) ~(1.) cb,::) (1J~1'-'Jd.'!i)tl ( (Vil':\ \-'Í !k)'-) 
i Á )~ 

'l'eore:nu de Cauchy-Goursat (?. 5): Si una función f, 

es nnrüítica en todos los punt.os en el interior y sobre la -

frontera C de una regi~n H, entonces 

( 2. ;;8) 

•reoremu lle Moren.i. ( 2. 6): Si una funci6n f es conti-

nuu en una región H simplPmrmte conexa, y si p1:1ra ca.da curva 

simnle cerl'Uda C en H, se cumple: 

~e ~ \:z_) ~ 2- = o 
ent.oncei:; f es o.nalíticu en H. 

11 lgun:.n connrrucn<' l 11:: d t!l 

siguientes ( 41): _ _, > ~-:,\' 

Paru f( z) l:inulítica. en una~~c~iJ~,.~ ~i~~;emcntc co-

ncxu: 
.· • / . > ' 

df. 1 cr; independiente .de.1 camino 4ue -
b 

1.- La integral ~ .. re z) 

une los puntos o., y 'o • 

2.- Si o.., y 'o son dos punton en H y F' (z)"" f(~);f¡ entonces se 
~':"-'.=--i:::O-, •J. : . -

cumple: b . ;. : 

) \ (:i_) aA-:: F ( ~) - Ff-~{/ . ,_ 
~ .· -

).- Para una región limitada por dos curvas simples cerradas 
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e y c
1 

(o
1

-ee una regi6n limitada por C); sea f(z) &n~l!tica 

en dicha reg16n y sobre lae ourvaa, entonoess 

~ -~ {_2-) d,i :. L ; (-z \ ~:z_ 
e ')e, 

lo anterior pue>de generali7.an;e para n curvaH simples cerri:t-

das disjunta~ interiorlf u C: 

~e\ l" )r~Z ~ í. t \ (>.) rh ..... (2.30) 

Para ilustrar lo anterior, se presentun los sir,uie~ 

tea ejemplos (41)1 

EJerunlo ?..A. La int.er,r&.l de 1'(z)= (z-o..)- 1 , !:l.lrede-

dor de C, unt-. curva simple cerradb. 1 y con Q... fueri:.. de ellu. 

o 
• o.., 

la única discontinuidad de f(z) está en z=~ éntonce::: por el 

Ejumplo 2.B. r,1:1:· intepr¡,.¡le:: de l<..i.B funcionen 

-1 n 
r(z)- (z-11.) y p.(z)= (z-o...) , n=2, 1,1\, ••. ¡ con O...tlentro de 

e on umbos cusoa. 
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Se con~1truye un círeulo \' UP r<.i.dio e dentro de e, dto 

tal munern que: 

\ z.-o..\-:.: €.. 
:..e 

z-o...-=-fe 
/ 

Y hhcicndo las sustituciones pertinentes en lo. integral unte-

rior: 

la inturral de e(z) se verificu: 

,\., Ó,.Z -::. 0 
1 (z -a--\''' 

Teorem<• ';'. 7: Seo. b funci6n f analíticli dei1fro y sobrEJ 

unu curva ~·imple cerrudu C. ::ii z es cuEJ.lf1l1icr punto interior 
o 

u e' entonrer; 

r ('Z.o\ ": -' ~,. J (":z..\ 
\ J 2.~~ l .. "Z..-:Zr, 

(2.jl) 

donde la inte:·ral se recorre en el sentido positivo ulreúcdor 

de e. 

LL. cxpreni6n (;'.jl), recibe el nombre de f6rrnula i!_! 

tq>,J'ul <lr C:1t•chy; lu primera y !ll'F,1ltlda dr:Tivadtts de• el lu. Ron 

rc·~nec t.ivamc·nte: 

(?. 32) 

( 2 •. nl 
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por inducción mhtem<Hici:i pul'Ci0 establecerse (7) la f6rroulu --

general: tM\ ~ ~ 
~ . _, - ~ ' ~.:z-) o:i. 
\ C-.o) -1.q1;·" e (z-:z.. )"'..,., ,M.-.\~, ... ; ••••• ( 2. 34) 

.Y el teoremú que sigue: 

'l'eon:ma ?.8: :..ii um1 funci6n es !inalíticEt en un pun_ 

t.o, er;ton<"ell su:: dt!I'i Vl:Hl'-1~ Lli: tollos los 6rdenes, !'', f'' 1 1' 1 ' 1 
1 

• • • t lé:imbién son f1111cione¡_· amüític"1s en e) punto crmsiderE<.do • 

111.t importuncJu (\e l!:1too últimos r•·:1ultudoL1 r1:1dicu _ 

fundt:1rnent<ümentP en qui: :1oncn de ml:inifier to que si los val o--

res di~ una función tie i;:onoePn r'obre la front~ru dt:> um, n·gi6n, 

ent onc er. lor: vulores de lü func i6n y los de tod<is sus deriva-

de1:· pueden r·nr ontrhrse en todos 1 os punto o º'' dich1:1 r1:gi6n. 

e) ~jine;uluridttdes. !::ierie:s u.~ 'l'uylor y de Laurent: 

Hecibe el r.ombn: de punto si.ng11lar o r.inguluridad úE: 

un" función, l11 punto en el cua1 t)stu no eE analític&. Sf.! dis 

1.- ::3inp;uluridaden «islu.du!;: z es un minto flin,o:ular aislado-
0 

de f(z), si existe alguna vecindad de z en la cual la fun-
o 

ci•~n sea. anul ft ica, except ') en el punto mismo z ( ?) • 
o 

? • - Polos: 1\p1:tl'ecen al com;idcrar funciones rnciomües 



dadas como el cociente de dos polinomios sin factores comunes. 

Loe polos de la funci6n R(z) son los ceros del denominador. Se 

define el orden de un polo como el orden del correspondiente-

cero do C'(z.). 

3.- Puntos de rlimificaci6n: Son t1.quellos puntos, comul"·:., <• to 

das ltrn ramas de una funci 6n mul tívoca.. 

4.- Singularidades removibles: Un punto sinp:ular es removible 

si puede hacerse unulítica lu función en el punto en cuesti6n, 

aaigntindolr ;; 1 va1 or o.decuw.lo. 

5 .- Singularidad en el infinito: Una función tiene un nunto -

-1 
1:1inE'.1Ilar en lJl infinito, ~n ul hurl:r Ja trnnc'fonnaci6n z= '\, , 

t(~-l) en ~ ~o, no aa analítica. 

6.- Singulnt·ida.dec~ esenciules: Son aquellus que no pertenecen 

u. ningunu tlo lus a.ntor i uru:". 

Iiu uxpmrni6n t!P unll función f( z) por unu serie de -

Taylor, alrededor del punto z , qued~ establecida mediante el 
o 

siguiente teorernf.1: 

1'eorema 2.9: Sea l<i función f(z) amüítica en todos 

los puntos dentro de un círculo C con centro en z y radio -
o o 

r • o 



(2.35) 

"'~ 1 
Cuando se sabe de la anuliticidad de f(z

0
) en todoa 

loe puntos dentro del círculo O , l<t convergencia de la serie 
o 

queda. aaegurudc1.. El radio mó.ximo do e , eo la di.atnncül dc.il -
o 

punto z al punto singular de f más próximo. 
o 

Lu misma forma utilizada pura presentar la serie de 

Taylor, se emplea pura introducir la llamada serie de Laurent. 

Teorema 2.lOt Seu f(z) uno. función una.lítica sobre-

Cl y C
2 

(Cl y C? BOn dos CÍI'CUlOS concéntricos de rmi.iOB r
1 

y 

r
2 

respectivamente, tal que r{r
1

, y centro 2".
0
), y a través -

de la regi6n comprendida entre loa dos círculos, entonces en-

cada punto z entre ellos, f(z) está representada por una serie 

convergente de potencias positivas y negativas de (z-z ): o 

..... (2.36) 

donde: 

..... ( 2 .37) 

..... ( 2. 18) 

c
1 

y c
2 

se recorren en sentido contrario al de lae manecillas 

del reloj. 
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Considerando que los integrundos de las últimas 

expresiones son funciones unalítice.s en la regi6n anula.r, cual 

quier contorno cerrado C alrededor del anillo puede usarse·cE.. 

mo trayectoria de integraci6rL 1 en ve~ de c
1 

y c
2

; ~a!, la se-

rie (2.36) puede earribiroe como: 
ó!> 

~(:z.\:¿ °'-"' (7--1..o\t<\ 
1
(<i_<\ L-.Zo\< '(,) 

-tt> 

y los coeficientes "'"': 

a.1'1\-:.-'- ( \ l:Z..\ Ó,,1.. N\-..O,,t1,t'l.., ... 
A'\\A. J (, 1. -:zo\"''°1 1 

e 

..... ( 2. 39) 

..... ( ;>. 40) 

Las partee oorrespondientea a loe exponentes poait! 

vos y negativos de una serie de J,a.urent, rt~ciben respectiva--

mente los nombres de parte analítica y parte principal de la 

serie. 

f) Residuos, Teorema de los Residuos, Cálculo de Integrales 

por Residuos: 

Tomando en cuenta la expanei6n de una funci6n en una 

serie de Laurent: 

?. 

~\"l..)-:: 0...0 +0..1 (-i..-i.,H-0..i. (-i..-.i") + 
NI 

· · t o_ .... (z -.i º) + ... 

\i, b 'l. 't>N\ ..\---+ "<'"' ,.. ... 
(:Z.~'2.o) (1.-2,\i.. t7...-7...."í" 

. .... ( 2 .41) 

y la ecuaci6n (2.3b) para b1 : 



2) 

( 2. 42) 

funci6n. De acuerdo oon esto, el residuo de una funci6n f(z), 

en el punto z
0

, es el valor de la integral de la func16n con-

oideruda dividida. entre la constante 2"i, en sentido positivo 

alrededor de cualquier contorno cerrudo C, que contenga a z , 
o 

~i C es tal que f( z) Geu unulíticu dentro y sobre e 1 contorno 

cerrado, exceptuando on z ('7). Cada funci6n tiene un :reoiduo 
o 

en cada uno de eus puntos singula.rea aislados. 

Los residuos Be Cülcultill utilizundo las expresiones 

siguientes: 

Pare. un polo de orden k 

~-1 \\ 

\,,: ~'.:',_, <~-•)\ fz.., l ( :z.-Z,) t ( z.) } (2.43) 

para un polo simple, la expresión se reduce a: 

b1:: \\w. (2.-7._o) \ \1..} ..... (2.44) 
z. .... i.o 

Teorema di l9s Hcsiduos (2.ll)t Sea C un contorno -

oerrado, dentro y sobre el c1u.1, unu. funoi6n f es 1:1nal:l'.tica -

excepto en un m1mero finito de puntos singulares z1 ,z2, ••• ,zn' 

interiores a c. Si K
1

, K2, ••• ,Kn' denotan loe residuos de la 

~i6n en esos puntos, entonces: 



(2.45) 

donde La integral se efectúa en sentido contrario al de las -

manecillas del reloj, alrededor del contorno U, 

El teorernu do los residuos se aplica para evaluar -

ciertas cla::ea de intecnüefl (.12), dentro de las cuales apar.!:_ 

cen las del tipo: 
00 

) \\(X) d\A 
- OC) 

con R( x) unH fun~iSn racio:wl. Lus intep:rales de esta forma, 

pueden eacribir~e como a contimlaci6n AP indica: 
Co "5 

\w \\\~) "-~ ~ ~"' \_~ \.t) ~~ ( 2. 46) 

la expresi6n ct., l ludo derecho recibe el nombre de valor prin-

cipul de Cauchy y puede exu•ti r uún en él caso de ciue no exis 

tan los o 1.pu ientPA límites: 
ro ~ P 

\ ~(X)J.-t-::\\'M \\\\f\)M\-\\w_ \~\>\)~ l 0..-1"0) ) \,~ co 
-o:> •• .,._ CI 

( 2.47) 

ei oe verific::.i que cada una do luu integrales de ( 2.47) con--

vergen, se cumple l cJ iguuldad ( ('. 4 b) • 
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Transformuda de Lupl~ce. 

Unu trnnaformn~16n integral se reprenenta modlunte 

lu expree16n (8) 
l. 

T\rn)j= l r(t) V- (t). )ll. h ~ 01 
-.. 

(2.48) 

en la cual, K(t,J.) os una funci6n de t y del parámetro ;l,y so 

llama el kernel de lli trunsformaci6:1; F'(t) en la funoi6n obj~ 

to y la funci6n resultunte es la trunsformuda de F(t). 

Además, la trunsforma.c16n integral (2,48) ea lineal, 

si paru cada par de funciones 1"( t) y G( t) y para cada par do 

constantes A y B, ~•e cumple la siguiente reluci6n: 

(2.49) 

Para el caso en el que la funci6n objeto está defi-

nida para todos los vulores positivos de la variable indepen-

-et \.. diente, el kernel de lú transformaci6n sea e YfA..=0 y ¡¡=o:> , 

ne tiene una funci6n l(s) llamada la transformada de Laplace 

quo defini'ila negún loa t6rrninou imteriores, es 
00 

1 \ f(t'l-'= \ rmli1-t ~ ~ ( .. ) ..... 
o 

(2.50) 

Paru que una función P(t), pueda ser transform~da -

mediante lH aplicación de (~.50), debe Ser S8CCionalmente CO~ 

tinua en un intervalo finito cerrado, y de orden exponencial 

(8,35). 
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a) 'l're.n:-it"ol"lllacionee de Funciones. Tablas y Propiedades: 

Tomando como b!i9e la expresi6n de definici6n de la 

trunsformada. de Lapluce, e" posible y muy útil, obtener las--

tnmsformaci0nef", de algunas funciones .Y construir a partir de 

ellas tablas en léi:. cu:ile:·; [i\.' encuentren la!J funcionas y tlll:tl 

respectivas transformacione~. 

Ejemplo :),G. La~·, transfox·madas de las funcionos 

F(t),.. l y r.(t)=ek\ Aon: 

i} ll(t): 1 

() -!ót r -!ít 
1 \'\-::)\·e o.t-=) e &t 

o "' 

\ 
s. 

Las transformadas de Laplace de las funciones que -

se utilizarán en este trabajo, se mueet,ran en la tabla núme--

ro I. 

Algunas propiedu.dl·:1 de lu transfonnada de Laplace -

:.e establecen a continuuci6n. 1·ara. todos loe casos, lu funci6n 

objeto reúne toda.a las condiciones para que su transformada -

existn (8): 

l.- La transformada de la derivada enésima de una funci6n F(t), 

tiene la expreei6n algebrliica siguiente en t~rminos de cada -

una de sus derivadas. 



No. 

l 

? 

4 

5 

6 

F( t.) 

TARLA No, I 

TR/\NSP'OHrMDAS DE LJ\l'LAC.b: 

t>O 

l 

1 sen at 
a 

coa nt 

t 
n-1 

(n - lH 

l n-1 at 
(n - 1) !. t e 

?7 

f( s) 

1 
2 2 

s + a 

s 

l -en 
(n.: 1,2, ... ) 

1 

( s - a) 
n 

(n= 1,2; ..• ) 



28 

M-:!> \\ l,M•I\ 
- 5 F to) - . . . - f l D) ..... {2.51) 

Eatu eo un1:1. de l~,i;1 propiedurlea más importantes d.e -

lu trant1formudo, porque e nll vierte unu ecuac i6n di fel'enc iuJ.. .li 

neal en un problema ulgcbraico, incorporando simultáneamente 

lua condiciones iniciaies d~l problemu. 

2 .- La divisi6n de la trHfülfonnada de una funci6n entl'e s, --

oorrespondi; u la integración de la funci6n entre loe l:ín:itee 

o y t: 

..... (2.52) 

( ;:>. 53) 

~.- Lu diferenoiuci6n de 11:.1. trn.nsformada de una funoi6n, 

correepondo a la mul tipl tcr1c16n do la función por -t: 

4.- La división dl' lu función F(t) entre t, con:esponde a. la 

integración de lu trrmsfornrndu f( s): 
();i 

1 \ J_~\ ~ :: \ ~ \X\ ~/( 
.s 

( 2. 55) 

5.- Teorema del Valor Final: Para f{s) tx·a.nsforma.da de F(t), 

se verifica: 

2lM\ 'Ó \\~) = ti#\ ~ lt-') 
~-~o t-4°' 

..... ( 2. 56) 

6.- Teoremu del Valor Inioialt Para f(e) tranaformad1:1 de F(t}, 
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se cumple' 

~ ~\(s\ ~ ~ ~U:) .,._tn -t_-.('.) ..... ( 2.57) 

·1.- La aueti tuoidn por (a- o.), de la. variable e en la tra.nafor 

mada, oorroaponde a la multiplicaoi6n de la tunoi6n objeto -
c.,t 

por la :f'unci6n e , ºª d~cir: 

..... (2.58) 

8.- Si t(e)a1[F(t)1, y o ee urrn. oonata.nt& positiva, entonooes 

~ (~~): {- 1 i \- ( ~ ~ } ••••• ( 2. 59) 

9.- Si F(t) os una funci6n peri6dica, oon período b cuando --

t)O, ontonoee1 ~'De st f l C l 6_ t 
\ t e,,, 1 : ---~ .... -- .... -- -\;~ -

\ - e ••••• (2.60) 

Laa transformadas de Laplace de algunas :funciones 

de frecuente ocurrencia eonr 

10.- Funci6n esca16n unitario: 

_ \t!ao 

1 ~ s 'R l t 11 : -~ 

11.-

o <t<~ 
t>~ 

••••• 

..... 

( 2.61) 

(2.62) 
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Lh gráficu de Ja funci6n J?h(t), se obtiene trasla.--

dundo 1H de ht. func16n l<'(t) 1mu diatuncil1 b a lu derechtt. Ea-

tH propiedad de l1b(t), en combinaci6n con la función esu1lón 

unitario, puede usuree para describir lu traslación de cual--

quier función 1"(t) escribiéndola de la manen .. siguiente: 

f 'o ( t \ ::: s 'o l t) t l t - b J I t > 0 ( 2. 63} 

cuyo oignificucto t'~1 el de dcspluzar la func16n P'(t), b uni--

dader a la aerechu y hacnr cAro todos loR valores a la iz--

q•i iunia de b. 

l? .- Funci6r1 deltu de lJir&c o impulso unitario, b. Con las -

niguientee prop1cductoa: 

co 

} b (t- to) <f-.t :: \ 
ce ., 

) b(t-to)F~t\~t:::f(to\ 
o 1 l -~to 

( b (t-to) 1= e 

( ?..ü4) 

( 2. 65) 

(?. 66) 

b) La Tram1formada Invorsu: 

liu correnpondenci<t entn· funciones f(s) y F{t), se-

lluma tr&nsfonnada invers& ae Laplace, se denota por 

'!! tambUn se verifica que sea un operador lineal, es decir: 



Jl 

Para efectuar unn inversi6n, lu funci6n f(a) debe -

provenir de una función Jf( t), para la cual la integral de defi 

nici6n de la transformada converja: además, esta funci6n debe 

ser continua para tod¡:¡ t / O pe.ra asegurar que la tra.nnt'ormada 

in ver::a sew ún tea ( :, S) . 

Exicten varias fonnus de tnvertir unü transformada, 

de lue cuales, la más directn es mediante el empleo de tablas, 

~imilttres u la presentada en páginas previas. En ellas, ílA -

localie;a. la funci6n en d e~;paci o de la tr8.l'lsformada y se lee 

la. funci6n en t adjuntu a la nrimr.ra. 

Con frecuencia es necesario modificar o arreglar -

las fUncioneH por invertir, mediante procedimientos algebrai

cos, para obtener las expreGiones incluida::> en las tablas. En 

el cuso de cocientes de polinomios en los que el grado del nu 

merado1· sea menor ul del denominador, un método muy utiliz.ado 

eB el de fraccionHo parcialeo nue 1 en general, consiste en e! 

pre sur una función raci.onal como unü suma de términos 1 llama

dos fruccioneo parciale~1, c .. ¡yos denominudores están formados

por cada uno de los factore~ del polinomio divisor de la fun

ci6n original: 
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(V-, 

~(X) ¡-, AJ. \-\ \~) --
Q. ()<. ') _ _, (X.-\Á.) 

J.. -.:. 1 

"" 
tal que Q \)\ l :_'\\ ( X - t ;_) 

..\,"::...\ 

los factores de Q(x) pueden ser line~les o cuadráticos, en tal 

caso, la expresi6n ant(ffior sufriría una ligera modificación, 

como se ilustrará posteriormente. 

Lfa tnm<1formudu inversa de l¡,_ función racional con-

LiidF:rudu sei·á iféH<.l u J" ~.:urnh de la~' t 1·unsformadas invr:rs1:ts de 

cada uno de los sumando~·. 

Otro método para encontrá.r trancfonnadas inversas de 

cocientnn dr pol 1nomiof.l Pn ''• muy BP!1ilar al anterior, y ha--

c1' ndo 11:1s mism1:tfl c:omnder:tc iones: 

~ ($) 
----
\\~) 

(?. 67) 

( S-Q.,;._) ..... (2.68) 

Tomando en cuenL1 cuulriuier t~rmino de (2.&8)'-, la -

ecuaci6n ( 2.b7) puede CBcrib:i.rse como: 

e 
+ 

donde rp (s) e: un cociente de polinomios y h(s) X~preaenta la 

suma de la¡:¡ fracciones parcia.les que corresponden aloe otros 

factores lineales de q(s). 



3.3 

( 2.71) 

(2.72) 

Lo anterior u1dica. que, el proc1 dimiento parn obtc-

ner las transfornw.daH inversw; de cada 1.:no dl! lofl términos 

-1 
e( A- Cv) , conn1 flt.e l~n lu f'VU l.unc16n clt>l polinomio 'f ( .1) un cu 

da raíz de q( s), para calcular el Vt•lor d11 los coeficientes e 
1 

"t 
y m1i1t1pli'.~ur ést i:-:; por ~, que es lu funci6n inv~Tsa Je --

) -1 ( s- o.,_, • 

De lu ecuación (2.60): 

( 2. 73) 

pan1 obtf'ner el :·ep,und0 1 í111í.to 1 se c:mplea la regl¡¡ dt: L'líopitul 

( 2 .74) 

J\L;Í p11es, la t.1 unsfoncada inversc1 de f( s), puede es 

cr1birse en la forma de Heavisidc: 

(?. 75) 

Existen expresiones semejantes para los casos en los 

que q(e) tiene factores lineales repetidos y cuadráticos (8). 
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Ejemplo 2.D. Utili~undo la expansi6n de Heaviaide,-

obtener la inversa de la función (~): 

6.. 

\t~\ :.~~--~~s __ _ 
c_').~\-'H~::?'t-\) 

descomponiendo en factores el numerador y el 
d(·nominador 

~(.~): ~~~--~----: ~-~~~-~---
l"-~ \ ) c.. s ~ \- 1 \ ( ::lo-\ ¡) ( ~ -.'- ) c. ~ ~ :.. '> 
de lu ecuuci6n (~.67) 

f<~)':: $<..!::.·.:1.\ '\\s)-::..(~lr~\<..~-;:)l~'tA.); Q.;,-=.-\
1 

a.~-:::.A. ... c:i..~:::r.-J... 

aplicando la ocuaci6n (2.75) 

-a ·:i. -+--~ -l~ ~~ 

1··1~l~-):_s.(.<:..-.l.)e t_!!:-~·;\)e t f:,~~~~) e 
J l ':l-l )<.~t¡) ( ~ 'l )(~·;..) ( ~ +\,)(~·H) 
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Un tercer m•' todo pm·a encontrar tran:Jforma.duo in--

Vt;rsas, e13 el oue aprovecha lu repre~rnntl:ici6n de f( s) por se-

ries i.nfini tas de tranofonnadas conoc idus. Si f( r-.) es un ... se-

-1 
rie infinitu de potencias positivaL~ de s ·, absolutamente CO!! 

ve1·gpntc, e:: decir: 

1•ntonC('L1, Ju no1·iu dH pot.Pnoi1ir1 en t obtenl<la. al aplicar el··· 
-1 

ope ntdor 1 u la fH!r 1 e anterior, término a Lérmino, conv.!rge u 

lu función F(t), cu.vu tnin:·1form .• dn es f{s): 

Ht) = I 11~. -r,- = r· 1 ~l~,1 
Lu opc;:~~ión dt• .~onvol•.ición de lus funcionen F(t) .Y 

G(t), proporcionfi J1rer't.1.mcntc lo. trun:t'ormuda inversa del --

producto el·? ·!~:ti.i:-. funcione~', en t~~rmino~ d(! lan funciones or.:!_ 

e.u1ulr~. ],;, convoluc16n üe d;1~> funciones F(t¡ y G(t) se defi.-

t 

r (f) ~ G\tl :: Iº f (-G) G ( l-1 \ O.. "b 

~(~)~Le:.)-::~ t t=\t):1t G(-t) \ ( 2. T{) 

V•! ·~sta forma, la trcmsformadu inversa del producto 

de doa funciones, entá duda por: 

t 

\=lt)•C::ilt'>~ t'\+~)~t~)~::. \ t=cb'l<J (t--1;\ lb ·· · ·· ( 2. 78) 

o 
Cab0 hacer mención, qua la operhci6n de convoluci6n 



e:l conmutativa, asociativa y distributiva. con reapecto u la -

adicl6n. 

La forma m:is gon<•n.ü de invertir unu. tra.nnforrnudo.,-

0::5 mediante el empleo do una integrul en el plano cowp1ejo --

llumada la integral de i1.ven:~ión: en ella, el parámetro s es-

complejo y la integraci6n Re efectúa ~ lo largo de u11a l!nea.-

vertical a la derecha de todus las singuluridndes de f( a) ( 36). 

r:n concorda.nc1 u con el teoremu (?. 7), unu func1~n -

f(~) puede conocerse a. partir de aua valorea sobre la fronte-

rl:l de unu. región. Si t<n•a e<; ln rogi6n limitada por la líne1:i 

...... (2.79) 

y :.;e aplica la. transformada inver-

na intercambiundo el orden lle esta operuci6n y el de la intc-



huciendo la sustituci6n: z=~ 1 iy, dz~ idy 

r \~t~\\: ~i~- (::te'\t" ~ (\!>1-'\)A.~~ 

..... (?.80) 

l::Hta inte11.nü irupropiu existe ni y s6lo si la i.n-

t,op:r11l de elytr<? + iy), desde -Cb u o y desde o aro existe. 

Si lu integral existe, su valor prLncipal existe, ecuaci6n --

(2.46), y es llamado la int1~1~ral compleja de inversi6n purú-

( 2. 81) 

p11r1:1. ttvtüuu.rlu, no 1ltilizu ul teoram:.1 dP loa i·eRiduoe. 

e) Soluci6n de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Parciales, 

Integrales y en Diferencias: 

Habiendo expuesto la<J propiedadLls de la transformu-

da de I.aplace y sus método,; de inversi6n, es posible ahoru, -

ilu3trar la resolucihn de problemas como los em1nciados en el 

titulo de esta secci6n. 
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Ejem~lo 2.E. Soluci6n de una ecuuci6n diferencial -

lineal, no homogáneu de coeficientoH con:Jtantoe (8): 

Y'''(t)+Y'(t)= 10 e 2t, Y(O)~Y'(O)=Y''(ú) 

aplicando la transfonnarla de I.uplace a runbos ludos de la Ec. 

1\~"'(t)+'{'tf)~:: 1 li'"(t)~-\-1\'<'(t-)~= \oi.1eAt\ 
utilizando la Ec. (2.51), y la tubla No. I: 

'j) \o 
s~c.;..) + ~ ~ c_;:i) = --

~-~ 

desarrollando en fra.ccioneo 

~<.~\ - ~ -\- -~-
- S S-.:\. 

narc ia.les: 
e~"°? 

t 

hi aoluc 16n del :Jistemu. que reoultu pura encontrar los valo1·es 

de A, B, e y D es: A= -5, B= 1, C= 4 y D= -2, entonces 

de lu tabla No. l, trunsformudas 1, 2, 3 y 4: 

Las ecuaciones diferenciales ordinarias con coefi--

cientes variables, también pueden resolverse con la trnnsfor-

mada de Lupluce, siempre y cuando la ecuaci6n resultante se -

~implifique. Si los coeficientes de la ecuaci6n original son 

polinomios de primer grado en a, la ecuaci6n transformada es-

una ecuaci6n diferencial lineal de primer orden. 
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E,jemplo 2.F. 3oluci6n de una ecuaci6n diferencial 

line1:1l, ordinaria, homogifoeH, r.on coeficientes variables (8): 

tY''(t)~(t-l)Y 1 (t)1Y(t)=O, Y(O) O 

tY''(t)+tY'(t)-Y'(t)tY(t)=O 

aplicando la tr1msformudu ele Laplace: 

de las propiedades 1 y ]: 

-:~{s '!.l•l-5 'i (o)-'!\~-~ r').<;,)-'¡¡oJE .. ,·l-~(,~ .¡. '!. ,~). º 

~ '<~) [$g.,+j + 2l !:::.~ \~) -=a 

IA't~)"° ~5:, l>.l~)-;:O 
~ ~;..+::. <.'.\ 

1u cxp:ren l l~:1 nntorior ''° u1111 l~c. ct i fu·unciul linaa1 dt• 11r1mor 

orden, cuya solución es: 

A es una constante de 
integraci6n 

la transformada No. 6 de la tabla I, indica que: 

(\ - A 
'-- - -¡i--~. 

La transformada de Laplace, hace posible la solución 

de algunas ecuaciomni diferenciales parciales y ecuuciones di 

ferencialen y en diferencias. A continuaci6n dos ejemplos de 
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ollas. 

Ejemplo 2.n. Solución de la siguiente ecuac16n di--

ferenciul parciul (8): 

aplicando lu tranaformadu rl e faiplac e y conaiderundo 1 t ~ lt,I\:; ~ t~) 

X~'(~ 1-\- $~l~~ -·~ \xlo) .\- '\ l~) ::. x \L~) 

X~'<i:.) 1-~lS) (S.\-1) ~ X\<..~') 

la soluci6n de estu ecuación diferencial ordinaria es: 

~ - \t~> -:!>·'e 1\( ) -~ X -\- X , e es una constante de integraci6nj 

paru x= O, y= n, C= O, de esta manera: 

X 

utilizando la integral de convolución y haciendo 

\ 



finalmP.nte, la soluc16n de ln ecua.ci6n diferencial purcial eti: 

\t l"\•)e .. °' b 
o 

Ejemplo 2.H. Soluci6n de una ecuación diferencial y 

en diferencias.(8). 

Y'(t)-o...Y(t-1)= F(t), Y(t)::: O cuando t~ ü 

cuando t> O 

CuW1dO t( Ü 

Antes de proceder u encontrar la reapueata a este -

problema, se introducirá un concepto de fundamental importan-

cia en el desarrollo de este trabajo. 

Vn~ serie geométrica con primer término igual a uno 

'1f razón x ( 12, '11), tiene lu forma: 
00 

\ -t x + x°' + ... -\. xM + ... -: L X.M ( 2 .82) 

' lu cual converge 8. - si 1 xl<l, y diverge ai 1 xl~l. En re~ 
\-X 

men, 2e cumplen las siguientes igualdades: 
al M 

Para 1zI'<1 : l :Z: : \ _ z 

Para l z1l<l: ~-=oiM = _z. __ 
L z.-' 
N'\"O 

(2.83) 

..... ( 2 .84) 
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Y'(t)- o..Y(t-1)-= P(t) 

aplicando la transformada de Laplace ~ la Ec. anterior: 

lu Última oxpresi6n, puede escribirse en términos de lú Ec. (2.83) 

. + -CC.-\··· 0:- -fo\~ ) 

s."" 

para invert 1 ~· y( s), de la propiedad 11 y la transfonnada nú--

mero 5 (tablar), se tiene: 

~ :S .i¡ MH 

~tt)-:b[i:tctlt-1) t lttt~)..) +°':\tt'-5) '\-· .. +~tt-M) +·"] 
ll ~~ ~\ lM\~\ . 
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Una ecuaci6n integral, es decir, una ecuaci6n cuya 

fu.nci6n desconocida ee hulla dentro de unu integral, si ésta-

es del tipo convoluci6n tiene la forma generul: 
t 

~ltl= flt\-\-\ 6 lt-b J'{ t1) n ..... 
C) 

Y(t) es lu func16n inc6gnitu y P(t) y G(t) 

e idas. 

( 2. 85) 

son con,2_ 

La aplir:aci.ón de la trrm~;formada convierte (2.85)--

en 11n problema algebraico con '.lolución: 

..... ( 2 .86) 

Ejemplo 2.I. Ilefloluci6n de la siguiente eouuci6n --

inte~rl:f.l. ( 8) : 
t 

'ilt) = Q. ""~-\: - ~ \ '< (-q ~oS. (t--c ')J. b 
o 

la integrul nue aparece en nl segundo sumando, e:; una integr~.1. 

de convoluci6n, Ec. (2.7~): 

t 

'{ l t)-H: G l t) ~ \ '< n;) G ( t-?;) o\.. --e; 
/') 

'\ l1. \-=- '{ l~) 6 (t-c;) =- eos (t-c;) 
1 

~ L~') \l~> ~ i l 'i lt) 1'.- G(t)} 

aplicando la transformada de Lapla.ce a la Ec• integral: 

t ·. ~ . e•. i . 

i \ ~ lt) \ ~ 1 l ~ se(\-l- "\ '\ L'b) ~o~ lt-c;\"~~ 1 
o 
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~\'Ht11~o..1\~~-t\-~ 1\ \t~l't)to$lt-'t)tr,\ 
o 

la transformuda No. 6 1 de la tablar, es la que corresponde -

en eete c11:.o; 

Siguiendo proced.i.mientoa similares, pueden .reool---

verse ecuaoioneo integrodtfrrenciule~ (8)1 
t 

0v '{Lt)-\-'o "{ \t)~ 'r~-t)\.~ G o.~'t)'Xl1) O. "b 
o 

( 2.87). 

y ecuucioneo integrales no lineales (8): 
t 

oJlt) + ~ ~ t~)'t\\-b) 6-b-:. t-\- 0v. 
6 

( 2 .88) 



SiatemHR Linoalos. 

Al hacor referencia a la trunsfornmda de Laplace, -

se mencionó la condici6n riue debe cumplir w1a transformaci6n 

para ser lineul; a continuu.ci6n se empleará ente mismo conceE_ 

to en C!l desa.rr1Jllo de otro no menos importante: el de aiote-

roa lineal. 

1"í<>ice.n1ente, un sistema es un conjunto de elementos 

intercoucctudos (10), quu si eon lineales, obedecen relacio--

ncs del tipo: 

..... ( 2 .89) 

dondo H es una transfonnn.ci6n lince.l, es decir, cumple con --

las propjodudeo de homogeneidad: 

\-\ [0-.. X\\\)]:: ~ \1[)<.l~\] 

y Fnperposici6n: 

r;n realidad, muchos de los si!Jtemas f!sicos renler. 

no oon completamente lineules, pero pueden ser representados-

satisfactoriamente mediunte este tipo de modelos que facilitan 

en gran medida su estudio. 

a) Siatemas Continuos y Discretos: 

La definici6n de sistemas linealeo, permite aubdi--



45 

vidir a éstos en continuos y discretos, según sea el tipo de 

varit1bJ a que manejen. 

Si en ol eiutenin qu" no comlldoru 1:10 umnejt.m aaouer.i. 

cu:1.A de números f(n), re&.les o complejos, tb.l que sean trana-

fonuHdoe en otra secuenc1o g(n): 

..... ( 2 ,90) 

ne trata dP un sietema diecreto o digital, al índice n ue le

llamL1 tiempo discreto. En gcmerul, lou intervalos discretos de 

tiempo pueuvn no sf.!r constantes, pueden variar de un j ntervalo 

ul siguiente, o pueden ser conatantoi:; ent.!'e períodos. 

Los modc!loe riue n:mütan dt::l tmáli sis de este tipo-

ctc ~nstemas, E•e forman utilizando ecuuciones en dife1·encius. 

De í'ormu nemejante, si en el sistema se trwisforma-

una funci6n f(t) real e compleja, definida para cada real t, 

en otra :función g{t): 

...... (2.91) 

ae trr1ta de wi siE1tema lineal continuo o anal6gico, cuyo mo--

delo puede repreeentar~e mediante ecuaciones diferenciales. 

b) Concepto de Funci6n de Transferencia: 

Un oistema lineal se simboliza esquemátic~ento con 

w1 r·ecté.ngul o que representa al sistema¡ una nech"- que llega, 

la variable dr entra.da. (funct6n de entrada, función de QXoi .. -
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tuci6n); y con otra que ~ule, la variable de respuestu (vn--

rinble o función de salida, función de respuesta). 

Si la relación entre lti función dü excitación y la-

de rrRpueetu, es una ecuaci6n diferencial lineal con coefici!~ 

tee connti-.illt.e~~. el siRtema queda representado por: 

Si se denota (d/dt) por el operador "p", tal que 

~ I<\ ~ lt): ó. ~ ~ ~t\ 

notaci6n c:onocida como de Heaviside (40),lu ecuaci6n anterior 

puede escribirse como: 
~ ""' 2 Q,,,_~"'~.lt)~¿ \,~f~~.lt~ ..... (2.93) 

M.'Q,O 1'H.1:.0 

o de lu forma: 

...... (?..94) 

en ln cual: 

..... (2.9Ba) 

..... (2.98b) 
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Arreglando ln ecuuci6n (2. g4) en otra forma: 

(2.99) 

Gt\)}:: ..... (2.100) 

G(p) reciLe el nombre do n1nri6n operacional del eiatem~ y --

act~a sobre lu función de entrada para producir la funci6n de 

salida. 

~l concepto de función operacional de un sistema. -

eu d•. particular importancia cuando se trabaja en el dominio 

de L&rl 1lcu. 

ConsidtSre1w una ecuuci6n diferenciul l.l.neal, no ho-

mogén~a, con condiciones iniciuleu nulas, de la forma: 

..... (2.101) 

en lu. que 1; eR unu com1t1;1nt~ cfü·a.cterú~tica del sistema de --

]nter~r.. 

11plice.ndo la tra.nt.:fonnada de Lupla.ce y arregll:illdo--

la ecuuci6n: 

1 \ ?, ~ ~ t1:) ~ ~ (:\;) 1 : 1 \ )\ l 1:) \ 

~l~): 
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finalmente: 

..... (2.102) 

Lu oxpreni6n ¡Jt-l ludo dori:>cho de e!".ta eeuac.l6n, at:i-

conoce como funci6n de trunsreruncia df'l sintema. x(a) ea lu-

trun'.;fonn¡1dH de la función de oxci tación y ~ ( s) eR la truns-

formatH• de la función dP re opuesta, 

A l <i fwición J, tru.n:::ferenciu ae le simboliza. por -

G(l•), .Y po:wr la propiedad di' describir completamento las cu-

racterístJ.c;m; dinúH~ica'.· oc·l sistemt~ del que pro.viene ( 6). il -

cada función de Pntruda que se releccione, le corresponde 

sj mplemunte unu respuesta dadct por: 

( 2.103) 

ltt que ~1 ser invertida, proporcinu la respuesta y(t) del --

si e temu. 

Es importHnte mencion~r, nue los sistemas físicos -

con funciones de transferenciu como la de la ecuación ( ?.101), 

se l lwnan sistemas de primer orden o de fase exponencial 

~Jimple (1,), 

La función de traneferenc11:1 1:1.sociuda a un eiatoma di:: 

acguncJo or·den, o nea, qui: s" obtiene de uria ecuaci6n diferen-

cinl line~l ne se~Jndo orden es: 

~ ~~ ~-: 6 ''): ?\;'+~ ~ ;~ t \ 
..... (2.104) 

~ y ~ denotu.n c1:1racterísticus del sistema. 



Cuando se presentan varios sistemas conoctados en--

cudenfl o en serie, puede ohteneree una funci6n de transferen-

c1 a rlobo.1 que ubarri11t, hrn de r1\dU uno do loo eíotomni1 tomado a 

ind1viduu1mente. 

A n funciones de transferencia en serie, lea corres 

ponde la siguiente rcpresent.a.c16n: 

... ~X..,<•) 

G - ~ ...... ,(b) 

"" - ~,,,./.~) 
ff'. 

haciendo el µroductu~ G.(s) y simplificando, se obtiene: 
\ 

.l.:\ 

"'""''<~) 
X""l~) 

..... (2.105) 

que ~• ignifica, que la func i 6n de transferencia total ( equiva-

lente), es el producto dP todas las funciones de traneferenci~ 

inu1viduale~:, y const;ituyP. una relaci6n simple e importante. 

e) Diagrwnus de Bloques: 

Ya se indic6 en la secci6n anterior, la representa-

ci.6n ¡z;ráficu de un sisten:a lineal, cuya extensi6n y el empleo 

n1multáneo de la notacinn de Heavieide, hace posible la upre-

oiaoi6n esquemática de sistemas y ecuucionee por medio de di~ 



gramas de bloques. 

LoH diRgrrunu11 tic bloqueH, fucilit.un en gran medidn 

la comprens16n del sistema que se ;Jnaliza, u.n6.J.oga:nente al o_E 

Jetivo que pf:rsiguen loe d1agnunar; de fluJo en 1)rogra.maci6n: 

ayudan tl d(,tP.rrninu.r rcluciones entre var1abl8s y fr;1.cilitan lci. 

scJ.Luci6n de lüG ecuaciones involucradas, porquo determinan el 

OrliRn y 1 a secuencia del proceso en formu. 16gica y concreto. 

( 40). 

!36sicamente e•~ utilizan don a:!mbol os en lH conatru~ 

ción (\P esto., dia.gr!:lmH.a. I,u ::iumn rügebrnicn, ee indicu mediu:! 

te una poquAna circunferencia a la cuu.l confluyen loo sumunci.oss 

.Y la. muLtiplícaci6n, simbol bu.da -por un rectángulo, como ---

J,o untel'ior tnw como vuntuju. adicional que, de 

a.cuerdo u la conveniencia, pueden formarse diagramas equiva--

lentes para un mismo sistema. 

gjempl.o 2.<T. Para el proceso y= Ax -b, son diagra--

mas equivalentes (40): 



X-----{ 

)\ ---IMl :i.----------r=- _f\___ =1¡.....· _ ... ~ 

p 
T'uru la rnultiplicaci.6n, si el término dentro dol --

rectángulo 0 "' func i6n del operador diferencial p, la represen 

to.ción en blonues indica la diferenciación o integrli\ci6n de la 

•ta.riubla du cntr&(ta. 

8Jemplo ;::.K. Llna ecuación de la fo1'01u: 

oueuo ropreaentarAe üe lll.s rliguiont00 doe mMeraa ( 40): 

ü) Derivación 

u) Inteeraci6n 



III.- LA TRANSFORMADA z. 

La Tra.neforumda Z, 

a) Suoesionee, soaalee y 11\moionea Gene:rrulorasr 

Uru;. ft\Ctsidn ea une. tunoi6n ouyo dominio oe ol con

junto de los ent*roo poaitivoe, y cuyo rango está formado por 

números roalaa o oomplejoo. 

Una oofüü diacretu, eo una suoeai6n que lleva infO!: 

maoi6n acerca del eatado o comporte.miento da un siotema t!oi

oo ( 29). 

Entre un número infinito de au1Jeaionea que pueden -

fonnaras, existen algunas oue se oonRideran oapooiales por su 

importancia y co.ro.ctcr!oticae pa.rtioularees 

l.- Impulso unitario,~ i 

·'.!I ·').. _, o ~ !i 

eR i~portante, porque cualquier otra, puedo expresarse como -



11•w :;urnu de irnpulno,i, 
IP 

~ l.i>\l : 2 ~ l~ \ b t ti\- \\j 
v.., •(j) 

Ejemplo 3.A. fal auceai6n dada por: 

...... 

f ln} ·· 4,3,2,0,o,.!-_,?, \,O,-;', l; 0on t'(u]"' 1 

2.- Eecal6n unitario: 

Ul"')') 
0 

---·-,.·-· ---,.-----·-,-·-·--
·J .,_ ., o 

54 

(3.1) 

Ademáe, ~uede h~ber sucesiones exponenciales, pori6 

Clioa.s, de tipo p;eom6t1•ico o ar1tm6tioo; pueden ser finitaa --

(ejemplo l.lllterior), o infinitas según el nW!lero de t'rminoa -

que contengan, ate. 

Si entre unu suc(Jaj.6n dad.e. y una aer:le de funciones, 

de la !orma (A(e) pUede eer f'unc16n de variau variablee)s 

( 3. 2) 

tal nu~ lo~ coeficientes de los tdrminoR de lb serie, corres-

pouuu,1 a loe t 6rminofl de lu primera, existe una corresponden-



cia biun!vooa, ontoncea a la serie anterior, en oaao de que -

aea convergente, ee le llama tunci6n ~eneradora de la auoeaidn 

o...~. 

b) Detin1oi6n de la Tr~~6formttdu Zt 

Como oo eata.bloci6 prev1EIJ11ente, exiate una oorroep~n 

dcnoia auoaD16n-·funci6n generadora, ni &ata ea de lo. formiu 
l(J;J 

~ (' (¡ J ";: 2~ ~ l ('(\ J 7_ N\ ••••• ( 3.3) 

a lli función F( z) qu<'.l Naulta, ea le llama transformo.da Z de 

l~ euceaidn coneidcrtida y eu indica port 

lJ¡;.do QU\~ la ecuuc dn ( 3.2) no indica ninguna forma 

exnlíc1ti.. parn la funci,Sn ¡, (s), existen nlgunas variantes de 
l 

la de finiciiín de 1u traw~r': rmudu. 

Hd, se t,ien•' lci tran~~formada 7. nep:ativu.: 
~ 

f,._l-z.) = ¿ \ ~tt-1 z..~"' ..... ' 

y lt;. trar:nformuua Z cxpon,,nc iu.l: 
oO "" 

re(z\:. L ~LM1 :T 
M.1.0 

(3.4) 

( 3. 5) 

amhas definidan solamente, po.ru. aquellos valores de z, reales 

o complejos paru J 0~1 cuH.les las series converjan. 

Las series (3.J) y ( 3.4), están en forma bilateral, 

ptiro pueden et.parecer como :>erics unilaterules: 



00 

f~ ("l.):: ¿ ~ \_t(\J 7._ M 
(3.6) 

tr.> 

f,,_(;z\~l ~Lrt-1z.~"" 
..... 

En loa dos caRos, si f(n)"' O, para toda n( O, enton 

ooo lnn ~erlos unilnteraLeH y bilateralea eon equivalantea. 

De ln miSlllil. forma, quedan eatablocidu:~ las axpral!li.2_ 

nea para 19.a t:ran~fonMAdue z d1J funoiont.1111 d.~ dos vruriabloa 

( 29): 

.. .l ••• (3.8) 

'"' to 

f~ lJ.\: ~. L t \_r<~I M1 i:~ z :M 
• .;,,\.,...(f; M,':;...·•ó 

( 3. 9) 

en términos de una t nuw:fonnadn z positiva, tomaría la forma 

siguiente: 

lln tirob1ema que se nrenent.i a menudo. es el de la -

en z, lliuna.don dt: forrrl!.1 cerrudi;. (10), tienen la misma. forma. 

Eisttt. nitun.ción ambigua. oe co1'rigti eopecifioando, paru cada --

funci6n, la ree,i.ón de converr.enoia de la serie considerada. 
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Ejemplo 3.c. L~ euceaidn esoaldn unitario, dotini·-

du con nnhrioridwl: 

~ 
M ~O 

\ tw-1 ~ U 1 rt-1 :: 
o M<..O 

su transformada Z os: 
00 

f .... (1.)-:,Z}U["'~-:: \ it<\: 
·•· t 1 L \ - 2~' A. -

11\lC.t,) 

z. 

lr¿ aerio geomót.ricu conver1n~ para \ z-1 \ < 1, uu regi<Sn 1lc con-

vPrp:nncili ··:1 t:1 t!Xlerior del círculo unitario para el 0ue 

1~\)1, mient>:'llA!!l qutl ai se trC:1tara. de la euoeei6n definida 

por: 

M~O 

con trBnsform1:1(1u Z: 

_, co to (1) 

G.\-,.\<1\·ul-"'··>H. i~-¿ z"':.-l z·"~ -z.l z.''": ; :z.: ;_, 
1'\,,...ti::. H\:.I .,...,.o M;e .. o 

la serie convPrge pura \ z \ .Z l, lu regi6n de convergencia es -

el interior \z\ <. l del círculo unitario. 

Sin embargo, es rooible prescindir de la especific~ 

ci6n de la regi6n de conv"r('.enc1a cua1,J.o se tiene conocimien-

to del tipo de sei•ie que :;e maneju. Considérese una serie de-

r.uurent, con l:t,.... consttillte0 complejus y z en el origen: 
o 

..... 
-Cb 

(3.3) 

que conAtituye la ecuaci6n de definici6n de la tranefonnada z 
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oona.rt\ .. f [n] , y converge u f( z) an todoe lo~ puntoo de una --

reg16n Mular, alrededor de t. "' O ( eorie bilateral). 
o 

Si la serio de Iiauront oetú fonnada •Íi'l.iorunento por 

eu parte analítiou. ( aErie unilatorul de rocha)_ fo rogidn 

de oonvorgenciu 08 un círculo alrodedor del or-:tgon. Y ea el 

exterior de o ate círculo, pnru ol ca.so do aatar compuesta por 

tJU pnrte ontoru ( eorio unilateral izquiordc1). 

-1 
La tranofornw.ci6n 1·1=-= z , convierte la expresión d~ 

da por ( 3. 1) , en lma tré1.nafo1'mada Z nogat i va, e intercambia -

lao rogionee do convergenoi.a do sus partllle 11nal!tioa y entera. 

o) ~ormae de Obhn\ilr !eranefonn11.daa do l'unoioness 

El m6todo máo directo para obtener expreaionea de -

transformadas z, a partir de sucesiones, oonaiete en la suati 

tuci6n de ést11a en lti ocuaci6n de dafinici6n de la tranaform! 

da. 

!Sjomplo 3.D. Se dan algunaa aucesionea y ae calculan 

aua transformadas: 

l.- f [n]:.:o l, n•O,l, 2,3, ••• 

eo 

r~(~\:: 1.. ~\~aj\: r ( \1 Z:: 
"'"º 2.-

\ - z. 

r.t..:: r" b 
"'I/ I • • • 



11 oo ro 

~ ~ \-:i. \-= l \ \ LM) \:: l ZM:: l ZM - ¿ 

\ - z. 

"'""º 

5 
- z 

- 2. 

3 .- r l n1 =- o..,
0

, a. CL• um• conutunte. 
et) 00 

\ - z~ 

- :z. 

L \~\:: l ~ ~l.M1\:: \ O::i.'"\:. \- (Ov1..b'f'-=- -2.__ { L. L z.-a._, 
l1 ... ~1J M-:::.o 
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Para otro tipo de sucosiones, puoda derivarse la --

exp:rae16n de le. ·t;runafo1•mt1du: 

l·:,¡emplo J.~. Si f(n1"' kn, k conntm1t~ y n=O,l,;'l, ••• 

tO ctJ 

r-~ ci_) ~ .t l \í:.M1 \::. I K N\z'"::: \<. z.. ¿ ~z M·I 

~~~ M~O 

w 

:: \<. z o.~ [ºz.''\: K z. t ~-( \ ~ 7. ) 

llnn tninsformad 1 dn mucha ut.ilidad, porque permit<.:-· 

ohtc:rnr tr:...ncfonnadus d« funcioneo trigonométricas, es la pr~ 

vcn1Pnt.c de un decu.i.micnto e.hponencütl: 

-kn fln1= \~ ' k constante. 
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( 3 .10) 

Otra euoeaión do importei.noia eas 

f\n1~ co:o nk, k constante y n= 0,1,2,3, .... 

que puede er.cribirs;, 1:n t.énn1nos de una suma de exporit'n~ialen: 

utHizu.ndo ( 3.10): 

( 3.11) 



6í. 

Todos loa procedimientos nnteriormento iluatradoa,-

hacen posible la construcción de tablas de trmisformadas, si-

milares o. las obtenidas 1w1 el capítulo precedente para. la 

t ra.nsformada de Luplfac o. 

A partir de e~·te punto, se dese.rrollo.rán lus propi~ 

dades de la traneformudu Z negativa, porque será ésta la que-

se utiliza.di. posteriormente. fais propiodo.des de la.a otras tr~ 

forrnudaa son SC'mejnnteo a las que oe presentarán a continuaci~n, 

ein embargo, pueden oonoul tarso lae referencia.a números 10 y 

16 de lo. Última e0r;ció:n de <11ato trubn,jo. 

Anteo fü, proeeguir, ee 'twni un pequeño par~ntesis -

para introducir un conc<>pto muy importante y útil, cuyas im-

plicaciones son fundamentales en el unálisis de problemas mo-

dianta el método que nos ocupa, y ae es'tablcicarú la relaci6n 

e:r.iatento entre éota trv.neformada y la de La.place. 

d) Concepto de Muestreo: 

Siempre, en todo fen6meno que ee anali~a, ea necee! 

rio obtener dat~s que, al ser procesados, proporcionan infor-

ma.cidn del comporta.miento físico o de la naturaleza del eis-

tema estudiado. 

r~ algunas ocasiones, no es posible o no ea conva--

niento manejar infonnaci6n continua, por lo que surge la nec! 
1 

eidad de tr~tar seffales discretaa o conjuntos de datos. 



No. 

l 

2 

3 

4 

L• 

7 

8 

9 

il.O 

11 

f'( t) 

l 

t 

( n+l) an+ 1 

-ut e 

sen wt 

.;;os wt 

senh at 

couh a.t 

-at e sen wt 

-at 
e cor; wt 

No. II 

THANSJ?OlWA.DAS 7,. 

Jl{ z) 

1 

( -1 1-z ) 

-1 
'!'z 

( -1 2 1-z ) 

a 
-TI ( 1-az ) 

1 

~-e-aTz-! 

-1 
7. sen wT 

-1 1-z COB wT 
-1 -~ l-2z e oe wT-+?: 

-1 
z s1mh aT 
-1 -2 l-2z · cosh uT+z 

-1 1-z cosh aT 
-1 ~ l-2z cosh a'r+z 

-1 -a'l 
z e Stjn wT 

-1 -aT 2 T l-2z e cos wT+e- ª z-2 

-1 -a.'l' 1-z e cos wT 

l -1 -alf 2a'1' 2 -2z e cos wT+e- z-

62 
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0uando unn sefü,l continua :·e transform[J. en di::icreta, 

'.le cUc0 11ue se llevó u cabo un proceso de mu(.:streo o "digita-· 

l i?u"i6n" (;?¿), por e ,je!l'plo, una compuiadoru dip;ital utili7.a 

númeroc, rt'preSt'ntudos iJPtll.ro d•· un circu:l.to nlectr6nico, por 

fluctuuciones en BUb vo1 t.u.jes ( 31). 

i\1 instante de tiempo durante el cuul una :Jei1al es

convertidu en un número se le llama ''punto de muestra" y ul -

número obtenido una "muestra" ( )6), 

;;¡_n ambu1·¡(0, el mut·::;treo duhe conl.cmplar ulp:unun -·· 

coniiiderac j onc•f". .import unte o, (~omn ~·on: la dc:tenni m .. ci 6n del -

rspll.cio ~ptírno l't~~ re puntol~ de muestru, e:c~ doctr, la frecuen

e iu e oP 1ul' éstos deben mT tomado:::; para que, ni se caip;a. en

lu n;dunoun<;iu, ni huya p~rdidt1 de infonnuci6n. 

Conniderando que en todo proceso dr: muestreo, indc

f"rt 1blemcnte ut: p.u:ird1· 1nC01mw~i6n, ruríi gunintiza.r lu reco!!.a 

trucci6n dt• la senal que se recibe, r,c estublece el t1.:oremu -

dr Nynuist o del Muestreo (15,??): 

de muestreo debe ser al meno. , del doble de la frecuenciu -

más <:1.lta de la señal muestreado.", 

En otras p(;.labras ~;ignifica c¡ue 1 el comportwniento

dP una funci6n pvede rc:cor.R1:ruirse utilizando alguna técnicu

de ínterpolaci6n, con ta1 que l'l' conozcan los va.lores de la -

función en un gran número de muestras. 
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r.uando el estudio df' un p1·oceso se efectúu mucstre<in 

do seilalet; y éstua son cuptadas u intervalos iguales de ticm-

po (el períudo rJe muestrt~u), :·1.· dice que se traLu. de si stemus 

u.e datoG mues treudo~:. Lo~:· sisten,as continuos pued•'n conflider&t 

se como un caso •·:c;pecial de los a.nter iores, en los que el pe-

r:íodo do ni1H·:~treo T, fl0 uµ1·uxir1111 H coro. 

lln sistema de dato~· mues treudos, pueae repre:>cntar-

se miodiante el siguient~' rliuf'rama: 

f'\t:) irn lu ¡;,·11Hl continlll1, 

f"(t.) C!S la BC11¡1l QlfJC'.l'OtU. 

T es el período de n~estreo. 

el 1111;r·streador produce :::;efü.1les a lapsos regulurea, sin em\.Jar-

ro, lH dur~ci6n del pulGo tiene un ticmno do contacto h, de -

modo qne ln '.".alida r•(t} de un muestrea.dar real, estur!n re--

\'lt) 
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Aquí debo reoordaroo que, utm sucesión puede rop1•0 .. 

aentaree por una au.ma de impulsos, lo cual ae emplea para in-

traducir el coitc3µto de rrn:uiotr!rn.dor ideal, cuya oalidu eetd. -

repreoonta.du. por SORnJontoB de flechas, con mug:nitud proporci2_ 

ruü ul valor de lu soffal recibida: 

l' ( t) 

l 1 
i 

tiempo 

Un muestreador ideal debe C\lmplir las condiciones -

que en seguida ee enumeran (15)1 

1.- Rl mueetreador hace e interrumpe el contacto inatantánoa-

monte. 

2.- Su operación ea peri6d1ca. 

3.- La información muestreada se alimenta u un sistema lineal. 

La eouaoi6n básica que describe la salida de un --

muffetresdor ideal ~et 

••••• ( 3.12) 

M...: .. OU 

donde bT(t) repreoentu u: 
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b'\" ( f\ ~ ):, ( t - M \ l ..... ( 3.13) 

s, (t\' t ~ ••••• (3.14) 

euet1tuyendo (3.13) en (3.12)1 
CD 

\ .. (t \ : l ~ (N\\l b ( t - ~\) ••••• (l.15) 

N\-::.-«> 

la dlti~.D. relación proporciona loa valores de la !u.nc16n mue! 

tread~ en t~ nT (obtl~TVaee la similitud de aeta eouao16n oon 

la No. 3.l). Pru'o. Ha:t•iaa unilateraloa, que son laa que se -

trro.tar&l. doeput1E;, M tilmo s 
Cb 

~"lt)=I ~CM\)<b Ct-MT) • • • • • · Ool6) 

M.:.o 
Ah.ore., aplioando la transformada. de Laplace a. le. --

oouaoi6n antcriora 
ti:> 

t \ \"(t\1= 1 ¡ I ~ (Mil b (t -M--n ¡ 
""'o 

d.) co 

1 \ ~~(1)1: l ) ~ (M-Í) <;, ("t-Ni\) ¿~\ t 
N-•I'> o 

recurriendo a la expresi6n (2.65) para evaluar la dltima int.2, 

gral y he.oiendo: 
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..... (J.17) 

i i 'llC'"' l "' d b1 u'l' s oe • V e. cam..,10 e varia e: z== e , >.!On s-:: o...+ib, 

.vr iVP i!vT 
y ·:."'e e , \z\..- o , ontonoirn 0.17) ~rn trcmeformu en: 

<:!) M o.., ... C 

fl>l~):¿ tlMT) ( ~J .J \:Z.\ >e (3.18) 

,.._LO 

que conetU uye la ecuu.ci6n 1ie definici6n ti· la trunsforrrada z 

nega\.1 vu. 

EJ. reaul tudo unterior, ind i ~a w1e la transfonnu.•i..l Z 

et1 l:i tro.nsformade. de Lap1 acP. de unu función muentreadt• ( 20): 

pnr tanto, las propiedades de umbfls transformadas serán muy -
') 

~1:1mejantea. 

e) Pl'opiedn.dea Jp 1a ~'rans!'ormada Z: 

l.- Linealidad.- J.,a trunsformada Z es una trli1lsformaci6n --

lineal. 

l \ q. \tt) ~b "6l"t) \ ~ °' i ~ ~lt)'-\- b l. ~~(t\} 

l \A. \tt) \- ~ ~tt\~ -.: Cl.J \= l-:z.) \-b () l-Z.) {3.19) 

2.- Desplazu.miento hacia adelante (avance).- El desplazumien-

to, d13be ser un m~mero ent. ero de periodos de muestra. 
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(!) 

2 ) ~ ( ~ ~\) ~ ~ l \ D M '"') \ J i""" 
sea k-= n+l, entonces: 

(t> 

.z \ ~ (-\: .\¡ \ l ~ :: I ~ ( ~ T) i ( \\- 1 

\ 

... ,, rlO \\ 

i ~ \ \r\-\\\:: z r ~ ( \(\) z-
~"'' 

esta !'luma. serín. zl1(z) si empe:-.are. en k-=(), así, sumando y res-

tando zf(O~)~ 
w 

Z \ \ ( tf\\ \ = z. [ ~ ( \\ \ ) z-" * :z. \ (o -1r ) - z. ~ \ b +) 
\\. "'' C1> 

:2 \ \ (\:W\ \ ~ 2 t \ l \1.;1) :z._.,_ _ :z. ~ (oi") 

Z1 ·\lt·f\\\-:: z [í=c:i:1 - \ lo-t~ 
o;..-tendicndo e9te resu1tB.do ¡mra mayores desplazamientos: 

l \ \ (t -\""'\ \\: iMr l-:t\ -z"'A \ (o")- z 1M-I { lt) -

z ~--.. t ( f\)- ... - z ~ t 1'M ·y ' (3 • 20} 

3 .- Teorema de T ra.slac i 6n itea.l ( Het rnsoe) • -
(1'J 

l \~(t-~\)!:: l ~ (MT- ~<\) :7..- M 

"""'"º 

•• ª m~ H (t-v_,,t = r ~ [t .. -wrJ i""- ?-
,.,,. .. ,,..\1.. 

~ l \ lt -~T)\:: I \ (rvA\) i~-" 
tM-::~~ 

como se manejan eerioe unilaterales, f'(rdl)=O para toda m( O 



00 

Z\~(t-\\_'1\= z-"¿ ~Cw-\'\z-~ 
"" .. o 

••••• 

4.- Multiplicaoi6n por t: tf(t) 

CD 

1. \ t ·\ t t) \: l. t M \ ~ { l M \) { M 

:¿ 1 t ~ l t) \ ~ -T :<_ k [ t ~ (M\ ) :Z. _.,] 

i \t ~tt-¡\: -T 7.. ~~ [f l~~ 
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(3.21) 

la inultiplicación por t en ~1 dominio del tiempo, corresponde 

a la der1vaci6n con r!'~•pecto a z, en el dominio de la trane--

formada. En general~ 

••••• ( 3.22) 

5.- Teorema del Valor Inicial.- Este teorema, permite calcu--

lar el valor inicial de una funci6n, dada su transformada z. 

La expresi6n de la transfornu¡,da Z ea: 

F ('",() = t ~ (M\) z.-M. 
l'fl.,_O 



70 

expandiendo la serie y tomando l:!mi tes cuando z-+oo : 

o •••• ( 3. 23) 

6.- 'l'eorem" del Valor Final.- Considérese lb. siguiente trans-

formada.: tP 

l \ ~ ( t f\ )-\· ( t) \ = I [ ~ l ( ~ ~ \ ') T ) - ~ t ~\ )] i..""' 
~-:.ti 

y utilizando la propiedud número ?: . ~ 

z.ft-;t..\-z \to)-fl2-\-:. l[\\(,,..1r\\T)-~\..-.\)J z.-"' 

tomund0 límites. cuando z-t· 1: 

~ 

~\Ul7.)(·i.-\)-~lt))~ ~ I[\ (\M'r\)\)-\\,..:-r)] 
z...,1 ~--oo 11\":.~ -

:: ~.wJ {t1)-\lo)t ~l~:\}-~C\")-\- ~ l~\)-\t~1) 
',.-fto { t 

,. ... -\- ~ ( \\~\)\ - \ li\') \ 

: ~ [- ~ l()) ~ \ l'i~\)\J 
X\ 4> ttl 

~ F l-t..) l~-\) :: ~ l ce) (J. 24) 

'%. ... ' 
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Debe observarse, que la expresión (3.24), puede es-

cribirne de otrl:i forma ( }FI): 

..... (3.25) 
z ..... 1 

en vista de que: 

~ fr.z)(\-Z.-
1

\-::: ~ T=-<:x .. )l"2..-\):z:' 
~~\ ~~\ 

~ rt-:z..\ ( \--:z.-') - ~ ~C":t.~(."2.-\j ~ _, 
::z:. 

-i..-1 
~_., '%..-\ 

~ \-("":..\ (\-:¡-') = ~-"' \r ("-;:...) ( "A - 1 ) 

;.r.. .... \ :;l.,~\ 

7 .- Teorema de 'fra.elti.ci6n ComTJluja.- Es muy dtil pan;. obtener 

trwtsformao;.1;' de funciones qne contengan términos exponencia.-

~,t -'"t SeHn z1= ze , y F(t)~ e f(t): 

l) et\ lt') l : Í e•,.\~ (MI) -,__·"' 
f/\'1:0 

-:t ~ ~ ~ o.TJ·M ~ \ e.. r l t '\ \ :: L t lt1-\ \ ( z.. e 
tf\:::.o 

(J;i 

~ \ e---t tt•t) ~: [ \(M\} z: M ) t..,-: 1.. e~T 
"':. ~ 

..... (3.26) 



8.- Teorema de Ditorono1aoión Paroial.
o:i 

z 1 ~"-{ (t,a.)\ : ¿ t_ { (M\, ú_) iM 

ro 

z \~ \ lt,a_) ( = ;~I ~ t"1, o.-i e 

••••• 

r) InveruilSn de ltt 'l'rCi'XUllformada z' 
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Bl p;;;·oble::ia funda.mon1;al dt j.nvertir tUU\ lraneformada, 

oe el de encontr;.;.r una euoaaidn tlll.l, que de 'eta so obtenga -

dicha traneformt\da. 

Si ll'(z) está representada por lo. oxparw1dn de la -

oerie: 
e:, 

\=°(;z\-.:. ~ ~ tÑ\1 -"" z. 
M::.ó 

ontonooa f(n~ ea dnioa y ea igual as 
ttl 

\ L ~J : L ~ ( ~ ~ 'b ( N\ - \\) .... ~ (3.28) 

R~O -k 
de modo <1UC los ooe!'icientee de z , eon loe valonu' de la El!! 

oesi6n f(k) y el exponante n, al vulor para el cual. b lN\-R ):. \. 
Cuando F(z) está eepocificada por una er:vreei6n al-

gebraica y no se indica de que tipo de auceaionea ae obtuvo, 

ni eu región do convergencia, au inversa en general no ea --
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Únicu (10,30). 

Por lo que respecta a la inversa de la trtll'leformada 

de unu funci.6n mueatn~ud~,, de\Jido a que F( z) s6lo contiene in 

formttci6n on los puntos de muestra, no es posible encontr1:1r -

la. funci6n continua; para uné1 tn1noformudu Z dada en forma -

numérica, lo más que puPde obtenerse es una funci6n continua 

que c0incJ.d:1 con lu funcJ.6n muestreada en los puntos de mues

tru, aún mifr., es imposible cletenninar el pnríodo de muestra T 

( 4) • 

~xisten cuatro m6todos para µusar del dominio de la 

z al dominio dPl tiumpo, elloa son: 

i) UtJ.l izHndo tub18.8 de tra!d~formudtts. Est1:t técnica. es Útil -

cu:.mJo se t iencn l~Xpresionr·~:; dl' funciones conocidas (reporta

duu), qu•.' ::ion t• l resultado d l' 11rreglur o modifiCi.ir forma~ al-

17,e\: ru ic11s ··n 1., p".lr lo que se usa como et upa final del mátodo 

siguiente. 

ii) 1\xpan.cJi6n t:n J!racciones Par·ciales. Se trata de un m~todo

iu.<nt ico ul clesarrol 1udo puru la invers16n de transforrnudus -

de Luplace. Consiste r.n det.erninar la inversu de cc,da uno de 

los tiínninoo más simples que se obtienen al hacer la expansi6n, 

en r.rimer lugar, deben obtenerse los poloc de la funci6n y ul 

cxJ.J:::Hlirlu, considerar en los t~rminos si se trata de ra:!ces 

sinpl1•n o múltiples. 

Ejemplo 3.i-·. Determinar la trans!ormadtt. inversa de 

la aig·üentP funci6n mue:3treada, T-= 1 ( 38): 



~ 
\=l.~'\: ( -·\i.·-----_,) 1-z. > (\-o.S~ 

desarrollando en fracciones parciales: 

del sistema de ecuaciones resultu...>tte! A..., -6, lb 6, C::: 3. 

de la tab1o. TI, lus trunnformadas 4,1 Y 5· reapectiva.7,cnte: 

f111almente, 11.t trnnsforn11:1.dc.l inversa de la funci6n es: 

74 
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Para alguno e valorea de n, f(n) ea1 

n t(n) 

o 3.0 

1 7.5 

2 12.75 

3 18.38 

4 24.19 

5 30.09 

6 36.05 

7 42.02 

8 48.0l 

9 54.0l 

10 60.00 

iii) Inverai6n por Di viei6n Dil•eota. llasdndooe en ol beoho de 

-n quo loe coeficientes de z , corresponden dirootE1J11ente a loe-

valoree de la suceoi6n f(n} ; ai ae tiene una expreeidn raoio-

nal, dividiendo el numerador entre al denominador, se genera 

una serie en z de la cual, so obtienen loe val.oros de loa 

ooeficientea nue se identifican como ee ind1c6 arriba, 

Sea 

... ~ . (3.29) 

y el cociente: 



f<nl>= 3C2n• <112>º >, T=1 1 

4 o 

1 D 

20 
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t=<~)-:: <'.,+c., i'+c~ i1.;- ... + cM 1·"'+ ... ..... Oo30) 

Co::: \c111,c,;\(\) 1 ... Jc.M-: ~l"")J ... ••••• (3.31) 

Y para un.a funcicSn muestreada: 

..... (3.32) 

iv) La Integral de Inversi6n. Partiendo de la eouaoi6n de daf1 

nici6n de la transformada Z, puede demoatrareo que existe una 

integral de inversi6n (20). De ella, ae obtienen par~ valores 

enteros den, tnlOliJL'Jionee f(n'l'), por lo que las funciones f(t) 

no quedan determinadas de mRnera única. 

La expr~sidn de la intepral de inverai6n es la ai--

guieute: 

~(,,., \) : ~ \ r <.z) :z.tt--' O.. -z. 
¡}.~>. \ 

'º 
(3.33) 

C designa. un contorno de integración circular que encierra -
o 

todns lhB singul:.tridudPs de F( z). 

EjempJ o 3 .G. Obtener lu tra.nsformudn inversa. do: 

(z.-o....)')., 

que correspondo a lo. transformuda número 4 de la tabl.a II. 

Sustituyendo F( z.) en la integr¡}l de inversicSn: 

1 1- z ~7-. _Q..¿_ ---- ~ z.. ~(M\\ -.!_~ Z,a,GV .,._, ~ ) 2. ,._._,, J 

a.W.'-o('"J...~')" ~ll~>- c.,(z.-o..)~ 

' esta inte~re.l puede evaluurse mediante el m6todo de los resi-

duoa. Obn6rvese que el integrundo biene un polo de segundo --



orden entonces, el residuo b1 e~tá dado por: 

\, ~ 'iJ./vlrl - ~ t -z.- o.. \_l.._ n 1 \ 1 ' i. ,.,.; ' l 
• - :t,-v«t. \\ ~1. (t.-<t-.)'),. 

por tanto: 

\(.M\) ~ "-'\\'[1~• (•V.·\~ <C] 
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Ltc '11ram1formacia Z Mocti:l'iceda. 

El m\!todo de :ta transformttdfi Z mod ificudu surge, d.!; 

nido ul inconveniente que ue pr('scnta ul munejar sistemus de-

duto<> mue&trc~.dos mediante 111. trannforn1Hda Z, pon:ue éi.,tu uni 

cwnentc proporciona informHci6n en los puntos dn nmentn~. 

:·:n la deducci6n de \u expresi6n de la tro.nsfonnuda-

modif:icudu, o·'.C ut1) iz.a el artificio de incorporar en ol siete 

nw. mtF•~1tn~udor, un elemento retardador que puede retranar una 

8Pi\al CQntirnw múltrnlo!; 1-cri-turo:' y fru.ccionurios de T. 

fin~ficwnentn, e1 .·.istemu puede qut:dar repre~·entudo 

T 

f( t) E; em-;:~~ --¡ f{ t- 9)--..,,{ _r• ( t-G) 

lict.e.rdador ___ r-/ "'----

t'?1 l'l CUC!l: 

9 -~ (Ntfl.)T 

,, . - número entero de muest-r·an !1oa nlaze.dur .• 

b. .- r;1!m·· ro fn.te(·; onarfo de muy otras .üesplazarlu:'l, 

.Al introducir el. térmi.no!?f se presenta ln dificul-

tt>d udic lO!ltd lle oue los valores muestreados de la. funci6n --. 
oripn~] no 1!01-respontltm u. los de 11:1. f1..nci6n retra.slida; del -
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miam,1 :11odo, lu tr1,nnforrr1;,d.i Z df' lH primflri1 no contienu ln -

misma informaci6n que lu ae lu segunda, pues el período du 

mueat. ru permünecu const.mit.E, corno ~-''" ilustra en el 'esquema que 

T 

1 

1 
/ 1 

it 1 
// 1 1 

" ' __ L_.__,'--_ _._ _ _._ ___ ...__ ..... .,. t ,, ,,. 

00 

~ g et -e ) 1 :: ~ ~ E M - e ) \) z~ ~ 

~ 

=2. ~[(M-~-A)TJz-"' 
,.,.,.~o 

: ¿ ~[tv-\-~\-t-.T]x-M 
,,..:.o 

ro 

: ¿ ~ ( ""\ -~ T - ~ T + "\ -1"') 2-M 
~":.f) 

~ 

- I. \ [ ( M ~ ~- \j \ + (\-A'¡ T1 ~-"" 
/{\~o 



Soa m- 1-t:. y lJ:,. n-N-1, entoncoss 
(O 

1\\(-t-e)1:: L ~ ('fr-t-Nit) i\\-~·\ 
\\t .. \1.,\ .. , 

y pa.r~ 1rn1~i.~e uuilater.alcsa dex'aC:hO.l'H 
~ 

\~ l -ti-1\t -'-\ 
1 t \ l \-e)\= I l_ 1 (\\\ -\-f\'-"~) 1. 

\\;:. tJ 
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..... (3.34) 

En lo. eour.\Oi6n do d.t'1:finioión dei la t:cana:f'o:rniado. z modifica.da, 

no ne incluye el ndu11n·o de muestras deaplru~a.dae N, 
ro 

~(~,f{~J~l~\-(t)1:: i'l: ~(M\lr~i\) i~ 
/{\, º' !) 

Y GG (4)s 

( 3.35) 

C001uo fuo irn'.i.l .. Ot4do t la t:cans:í:'or111ada Z modificada pr,2_ 

om,1.lciuior V> .. üo:r iHiií::;:':u o 11Ji•o y lt.\ unidí!l.d; de modo quo puede .. _ 

reoorror complfftamontG d:l.oho intervalo. La rola.oi6n que e:lda-

ta entl«t1 las tn1nafo:<:i1&.do.e modifioo.da. y ord:l.nnx•ia (negativa) 

t (-z.): ~ 7.. t: (~1 M\. J (3o36) 
N,¡.. -;;.- c:i 

ol miembro dereoho de la dltimn igualdad, da informaoidn del 

0iotema en loa puntoe de mu6utra, por tanto, puode afirmarse-

que la\ tran0forrn11.du Z ea un ca.oo eepeoial do la transforNUia.-

z modifioada, cuh.ndo se verifica la 00uao:l.ón (3.36), (15). 

a) Obtención de ~ranefo:nnadas de F'tulcionoos 

El m6todo para obtener expresiones cerradas de trona 



formadt.s Z modificudas, consiste en la sustitución directa de 

lae funciones en (3.35), y en la evaluaci6n de lu serie reaul 

tunte. 

r:jr.mplo 3 .H. Obtener hi. tratrnforma.du Z modificada 

de la f\lnci6n f(t)= t. 

00 l_, \éf)1 ~ i 1 L ~ lM T-Trw-T) z-M 

C!) C1' 

z~ t \ tt}\:. Ti"' L_ N\ i~ + tMT z: 1¿ z. .. M 

tl'-':.tí """'"º 

La transformado. 7. del primer sumando, se calcula siguiendo el 

procedimiento util1iado en el ejemnlo 3.E. 

·-.:i:t ·~ d-. ( \ ) ~ ( z ) '- fV., - -z.- --- - -z.-- ----
. - ~ i. \ - z-' • ó._ "Z z. - 1 

1u transformada del aegundo sumando, corresponde a la de lu -

función f(t)~ 1, entonces: 

1. ~ ~ (-t)1 = \i' (~-~ )-t,.......T z'(----~--- ) 
NI' l \ \ (:Z.-\) :z.- \ 

finulmente: 
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Ejemplo ~.!.Transformada Z modificada de un decai-

miento exponen<t:ial. 

f(t)= 
-O..t 

e 

_""".,T 
e z.-·-.::.- .. e .. o.-F 

.. ] 
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b) Propiedu.dl:S de la Transformada Z Modificada ( 15, 39): 

l.- Linelilidad.-

l-l o..\ l t) + \,~ l t) 1:. a, Fm <.~1 "") °''o 6r...~ t~,~)· .... (3. 37) 

,.., 
Teorema del Valor Inicial.-' . -
~ ... \ ( t) :: ~"'"" z. FN\'. l z I M"- ) 

" .... (J.3b) t -H> N/-1!.0 .,._t'C 
3 .- Teorema del Vulor Pinal.-

~ \[t""',.""' 1Jr -.: ~ tz..-\ 1 ~ l ~, """) .. ·-· .. _ - ( 3. 39) 
'"-" co 'Z. -· \ 

.1,- Difcrenciaci6n con ~eenecto u m.-

Z~ 1 :rM \~M¡M\)\ 1-: l t:~ ~7-,rM) ..... ( 3. ''º) 

5.- Tcoremu de Trasl1~16n Compleja.-l -Q,t~ . 1 ...,-Y(\-f.u.) J 
~tM e tl)~:;e ~IM(:z...e/M") ..... ( 3. 41) 

6.- Multiri1icnct6n por t.-

INV\ \ t tttJ1 ::T(trw--1) FNll (~,r«. )-z. "d\"=~ ~·~) J ( 3. 42) 

e) Invc rsi6n de l<i 1'ra..n sro rmadn Z Modl. f1cuda: 

El mt'itodo más directo narú invertir transformadus efl 

medüint.P. el uno de tuli1Hs. l·:xüite tarr.biénunu inteprul df' in-

v•1rsi6n, pttrccida u la pre~•entada en pápinas anteriores para-

la transformuda Z n<:gativti (15), sin embargo, como el objetivo 

principal al me.ne jar 1 o. transformadu modifici:.da ea el de obtP. 

ner el compoi·tamiento de la funci6n entre puntoo de roueetl'a, 



Nr. 

1 

2 

3 

4 

6 

7 

8 

9 

10 

TABIA No. 111 

'l'Hf\NS1"0R:.:JU.J;;J :¿ MOJJIF'ICADAS. 

f( t) 

1 

t 

-at e 

sen wt 

coa wT-_c __ 

aenh at 

cosh ut 

·-at 
e sP.n wt 

-~.t 
e cofi wt 

F( z,m) 

-1 z 
-~ ( 1-z- ) 

lim (-l)n~ e z ...,. n ¡ -umT -1 1 
a-to O Oa.n 1-e -aifz-1 

-am'l' -1 e z 

1 
-u'r -1 --e z 

z-11 mm mv•'l'+z -lcun(l-m)wT l 
-í -2 1-?.z cos wT+z 

-1 -2 
~ senh amT+z senh(l-m)aT 

1 -1 -2 -2z cosh aT+z 

-1 -2 
z cooh umT-z cosh(l-m)aT 

-1 -2 
l-2z co::ih a'l'+z 

1 T~ -1 -aT 1 z- e-a.m sen mw'I'tz e sr•n(l-m)wT 

l 2 
-1 -aT -2aT _.., 

- · z e cos wT+e - z '-

1 'l' 1 -1 -a'r 1 z- e-am cos mwT-z e cos(l-m)wT 
-1 -aT ?.aT 2 l-2z e cos w'l'+e-· 2 -



(ll procedimiento más utilizado es el de di visión directa, que 

proporcionu unu expreai6n numórica para cada. intervalo 

nT f. t ~~ ( n+1) 1l', 

correspondiendo cada uno de ellos a cada coeftciante de ln --

~rnrie. 

Ejemplo 3.J. Calcular la inverna. de la niguiento --

tra.nsfor:nuda Z mo~ificada, por divisi6n directa ( 4): 

~IM/•\ ').. • Mo\/41 
~ ( -- ;(' ( \- e ) -z- ( o:'.y~i ~ e ) 

z.,tM-) - (, - -;_:') ( \- 0:-n '!11. z:') 

efectu!il'ldo las dos divisiones: 

_, '). -~ ~'I -5" 
i= ~2.1 rw.\: l ~ i" .Ir;( \- Z. ~ :Z. -\-. •• -\-

_,,,..¡~ 

e (:(\. ()."'\\aa i'\-o.<.oG.s i~-\-o.411.~ :z.4 + o:i~ 1 ~ :f~t ... ) 

agru pund o t Á nnino s comunes : 



( ) -m/4 c
1 

m = 1-c· 

c
2

(m)= l-C 1 .7788e-m/4 

c
3

(m)= l-{l,6065e-m/4 

c
4

(m)= l-0.4723e-m/4 

( -m/4 c5 m)= l-0.3678e 
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O~ t~ T 

T-:'. t 0::: 2T 

2T :!:- t ~ 3T 

3T ~ t ~ 4T 

41r~ t ~ 5T 

Para diferentes valor•' a de m, la inversa de F( z,m), 

se comporta de la manera siguiente: 

m º1 ª2 e· 
3 G4 05 

o.oo 
. J ·ºººº o. 2212 o. 3935 0.5277 0.6322 

0.25 0.0606 0.2684 0.4302 0.5563 o.6545 

0.50 0.1175 o .}1;·7 o .4648 0.5832 0.6754 

0.75 o .1110 o. 351, 4 '). 4972 o.6084 0.6951 

1.00 0.2212 0.39:5 º· 5277 0.6322 0.7136 



o 1 

o.~ 

o .4 

o .1 

0,2 

o., 

----------.. -·------·-------·----
COMPORTAMIENTO OE LA FUNCION Fb:,ml EN EL 

DOMINIO DEL TIEMPO. 

c1 lrnl 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
1 -

1 



89 

Apl1oaoi6n al Aruf.lisis de Diaeramas 

de Bloques. 

aruilieie do diagI"am~G do bloqu0a, ut111~ando ooMo oonoeptoe 

primarios loo de f'unc.16n da trunaforonoi&. y do d1a.gramae do 

bloqueat u 6stoa liltimos, se lea ufta.dil·á el símbolo de un mu.!_s 

treador y .1unto con los do suma y mul tiplicaoi6np conoti tuirtbi 

loa 6lemontos b~.sicoti para la rep:reoonts.oi6n do aiotemae. 

El aiguienta eonu.cma. ruueetra un siat1::ma lineals 

T T 

_M(_s)_~'/__cf_<_s_> 

en el que se h9.0 incluido dos lll\J.oatreadores aincr6nicos, el -

asterisco denota una f'unoi6n mucstroacla, 

La. sal ida do un tren de ünpul sos puede ser represe!! 

tada, en el dominio del tiempo ( 5), mediante una va.rianto de 

la eouaoi6n (3.1): 
(!) 

c(t1~I N-A(~··n«\(t-~\) ..... (3.43) 

~ .. o 
la seBal de salida ee la suma de las respuestae de cada pulso. 

Por la eouaci&n (3.18), la transfol"Jl1ada Z de la se-

Bal de salida es: 



00 

C. l1..): I e ( M \ 1 z · ""' 
J.J,,.t:, 

sustituyendo (3.43) on (J.44): 
w ¡:!;¡ 

((;t'): l l 11'/\(\\T)'\(M-\ .. \\\) -i°M 
l~':.O \'.:;,fJ 

y haciendo el cambio do variable i= n-k 
00 ~ 
\\ -U.1,.\'l.') 

C ti.\: LL_ cwJ~\) ~ (:._T) z_ 
A'!·'f\ \~~o 

oi se manejan serios unilaternles: 
¡:o e;o ... 
r-- ->.. r- - "" e c..-z. ~ :: 2-. '\u."-¡ z. L.. /WI ( ~ 1 ) ::z. 

>..·;i.o \!..:.o 
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.... ' ( 3. 44) 

..... ( 3.45) 

.. ,_. •,., (3.46) 

..... ( 3.47) 

cndu una de las su;uae de la oxpresi6n anterior, representan -

l!:!.s tn1nsforrnn.dtw üe lus funcion0s g(t) y m(t), entonces: 

por tanto: 

G(-i..): 
c. c. -z. \ 
t-.\ l;z. \ 

..... (3,48) 

••••• ( 3 .49) 

G( z) es la f'unci6n de transferencia de un sistema de 

da.tos muestreados o la funci6n de transferencia de impulsos; 

relaciona lu transformada Z de lu señal de salida con 1t:t tru.rw 

formunn Z de la senal dí! entrada, como corresponde a una 

trunsfo.nnaci6n de esta ~luse. 

Da,Jas funciones de transferencia, pueden desarroll~r 

se expresiones correspondientes a funciones de transferencia 

de sistemas muestreados. 

Ejemplo 3.K. Si G(e)= 1/s, entonces: 
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-M \ 
L -= --\ - z.- 1 

l·;jemplo J.I,. Pura un sistema 1ineal de primer orden, 

lu funci6n de transferanciu es: 

~ _,;~~ 

G~1: Z ~\\t>\: t ¿ e -M 

z 
"f',':.tJ 

en concorda.ncb con la ecuncl6n (3.10) 

t'inu: men~ ,, ~ 

.... 

Obuérvefle que si se cuenta con tablas; CJU<: contPngün 

tant.o trunnfonnu(las de I.apluce como •Zl'.el"~:~r~~e,Jimi:ento ur-i -

directo, sin embargo, ctrbe tenerse enme~i~,~~~,:~Ke realmente 
' .; ,;_·- .. ;;~<:~>~~:: :2.~_::~·:~:,-·~::~:~~ . . : 

se está ha~iendo, ~ato es: 

..... ( 3 •90) 



Ejemplo 3.M. Obtener la transformada z des 

-sT P(s)= (1-e ) G(s) 

1 \ ~ <. '::> ¡ \ : I l '"\:' \ 6 <.~ 'l - e;T G <. $.) \ \ 

1:~F<.c:.)~ ~ :z:·t \(f) - \lt-T) \ 
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omµleando lus propiedades de linealidad y de tr8:8iaci6n real· 

A partir de la ru1 aci6n ( 3.49), P.S factible encontrur 

lu3 funcione~ dr traneferenciu de cuulq~ier siatemu lineal --

(15). !'.:xistcn ci•~rtuo conf1 1~ruciones que por su frecuencu•. -

de aparici6n y ou rcpreRentutividnd, son considerados báeicoc, 

Pllur; son ] u~• ou~ a continuu'_'i6n '-le pre:-;entan. 

1.-

..... (3.51) 

que cor-responde al sistemu. an:üi7'ado pl.lra obten.rr la rl~laci6n 
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(3.49), 

2.-

la funci6n de transfercnc ia p¡;¡ra M• ( s J es: 

..... ( 3. 52) 

y la Bal1rla del tren de impulsos: 

'>::~.:;.> ."'. 

sustituyendo (3.'J2) en esto. óltima, se llep;a o.l·r~~ti~tado --

deaeado. 

( 3. 54) 

3.-

en '1(Jtc cu:.;o, 3e trata dt> un aistemu con n funcioner ,1e t.ran~ 

fcruncia concct.ad::i.s en r;<'rie, :~in ning\in tipo de i.nt.,rucci6n-

entre ellar··; ya "3e ha. dPmoc:'.rurio c¡ue lu funci6n de tru'.lnl'vren 

cia total e:o- ~1 prod11-::to d·} todas l'llas, entonces 1~ respucs-

ta del sist~mu queda simboliz~da por: 

c.t-z.>~ I 1 ~ G~ l~)\ ~ lz) 
, A"-1 

..... ( 3.55) 
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si se simboliza 

G \ (7-\ -:. ""f. ~ % G A ( ~) \ 
":: 1 

lu ecuaci6n (3.55), puede escribirse como: 

4.-

t 

..... 

í 

1--~~--~--~) 
((~') 

como primen' ,~tupa, ~.•e htlce un an~lis i.s en el punto (o...), con-

siderundo la entrada H( s) y d circuito cerrado formado por -

arob:1s fUncioncs ae transferencia (en serie). En el punto (O.-), 

se verifica la relnci6n: 

..... (3.57) 

despcjundo M( z) 

~ (:2..') . ·• ... (3. 58) ---
\ + (J\(.';t..) 

C(z) está duda por: 

(3. 59) 

combinando ( ~.58) y (3.59), se obtiene la salida del sistem~: 

..... (3 .60) 

\ t G, \_'2..') 

de igual manera, existen rclacinnes para la trl:l?lsformada Z --



modifiaada de estas configuraciones (15). 

Yu se ha hablado de la necesidad de obtener señales 

continuae a partir de conjuntos discretos de datoa; cuando no 

se maneje. transformada Z modificada, eY.isten otros procedimi~n 

toa que pe.rmi ten tul conversi6n. !U prop6si to general de esta 

operacicSn, eo suminiotrar 1:1 un diopositivo uneJ.6gico, por -

ejemplo un sistema de control, una saf'ial reconatrui.:la a partir 

de otra que ha sido prevü.mente muestreadtt. 

Se tratb pue~1, de extrapolar el Último valor recib! 

do para obtener el com'1'lrtamiento de una funci.6n entre iSste y 

e1 ronaecuti.vo, que scrii recibido al siguiente período de mu~s 

treo. 

Físicamente, P.stos extrapo1udores se forman, yu sea 

mediante combinaciones udecuudas de elementos electr6nicos en 

loe circuitos de una computadora, conocidos como generadores

de funcione!; ( 6), o simulando lo.o características de las fun

ciones de trunsferencia del extra-polador (15). 

Como la ~al.ida de un extrapolador es una señal con

tinua, se emplean funciones de transferencia df'pendientes de

s, las que deben incluir:.;•J Pn el desarrollo de l<is funciones 

de transferencia de impul,.03 para sistemas comnJctos. 

Los dos mátodos n~ extrapoluci6n más utilizadoA, son 

el extrapolador de orden cero (o de escalera), y el de primer 

orden (o trup&z.oidtil}, (36). t.a clasificaci6n por 6rdcnes, se 
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basa en lo complejo del procedimiento p~a reproducir las --

funciones, lo que significa que existen m6todos de órdenes m~ 

yores (15,38)¡ sin embargo, para. loe objetivos que se perei--

guen ea suficiente ilustrar y manejar el referido en primer -

lugar. 

El extrapola.dor de orden cero, simplemente mantiene 

el valor de la señal de salida hasta el siguiente pulso, for-

mando una sucesión de eocalones de base igual a T. 

i t 

La forma de genera!· t.lscu.lones es mediante la dife--

rencia de l~s funciones f(t)~ 1 y escal6n unitario Sk(t). Si 

el período d..i muestreo eu 'l', lu transformuda de Laplúce del -

c:xtrapolador de orden cero tiene la siguiente expresión: 
-\~ -'" 

\-\<.~¡: ~ - es : \ - s. e (3.61) 

Paru ilustrar la inclusi6n de la fUnci6n de trEms--

ferencia del extrapolador, en la correspondiente función de -

un sistema completo, se obtendrá la función de tran!%erencia de 



pulsos de un proceso, representado por un sistema de primer--

orden con un extrapolador de orden cero (5). 

T 

~~"<.~ \\ <•) 

para el extrapolador de orden cero; 'r-\ \~) ': 

para el proceso: 
b ~ + 

la reopuesta de lu comllinuci6n de H( s) y G( s) (configura.ci6n-

en serie) 1 es; 

e ( t) : 1·' l - e 
~ 1 
-~ 

n6tese que la ISnica diferencia entre las dos funciones, está 

en el factor exponencial de la segunda. 
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Desarrollando en fra.ccioneo parcia.les: 

\ b -----
~ ?; ~\- \ 

untoncco: 

utilizando la tabla No. I y las propiedades de la transforma-

da. de Laphi.ce. 

-V 15 - <..t..::Il. ?; 

c. l t) ~ \= t f) - e - \="\e F\ -\"-- e ) F l ~ > ~ ' 
• _t/~ \"/~ 

clt\'= ~U:\- ~lt-\) - e ( \ - e ) 
a'Plicnndo transformada Z a lu funci6n anterior: 

empleando la tru.nsformadn mim8rO 1 de la tabla II, y las eCU,!! 

ciones ( 3,rn) y ( ~.21;, se tiene: 

• I G (7..\- l _:z. __ 
\' >- \-z:' - \-:z:' 

r_ ( ., .)·[· \ \.;\¡ti.\:. \·t. . \ ;.;;¡:' -



\ - z. 
_, 

finalmente: 

( 
-l"G ) -\ 

' - e z. G .... \~): -i-r::. - , , ' - e :z:.. 
••••• (3.62) 
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Solucidn de Ecu~cioneo en Diferencias. 

Los sistema.e que se modelan empleando ecuaciones en 

dif~rencias, e~ decir, sistemus cuyus funcionus de excituci6n 

y de respuer:.ta no son continuas, pueden munojurse utilizando-· 

trunsformudu z, lo ciue permite obtener lu solución en el domi 

nio del tiempo mediant~ cualquiera de los mdtodoa de inversión 

ya desbrrollados. 

Tomando nna ecuuci6n lineal en diferencias de coefi 

cientes constantes, no homog6neu, de ] ;., forma: 

( ).63) 

en lu cual el t1~rmino dP l" t1erecha es lu p<,,rte no homogénea, 

y umbas vnriab)es (x,y), son funciones de un parámetro t def.!_ 

nido tiolé!Jn•,nte para t-=n ( n es un entero positivo), además to-

dus las cor.diciones iniciale:::; se suponen m;lan. 

Apli.cando trunsf111nudu Za (3.6~.): 

CI) 00 ('t¡ «> 

~l ~~z:~ + ... +a.~~ ~"'-\\i~ \~I ~iM+ ... ~ \,~L )\M:~ z.-M 

por el teorPma de tn1.slaci6n rea)! 
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agrupando términos: 

..... (3.64) 

en forma abreviada, puede escribirse como: 

..... ( 3.65) 

D{z) es el cociente de polinomios, y por definición es una --

función de transferencia. 

..... (3. 66) 

De lus iíltinu.ts C'<:uaciones :3e derivan dos resultados 

importantes: el primero, que Proporciono.n una expresi6n paru-

lu funci6n de trunsfeI'cnci a de un sj stcm<.l discreto y lu Hogun 

dH, que indican Ju fornw. dt• resolver una ecuttci6n en diferen-

cius Jo L~s característ.1c:.,:: de~:cr.i tus antes. Lu linica aclara-

~i6n udicional 1ue d~be ~acorsc es que, en el cuno de exictir 

cond.iciones inicütlcs difen•nte::: d•· cero, de1)eri incluirse en-

el rrocnso de transformaci6n, lo nue modificu un poco las ex-

p1·~siones deEarroll~uas. 

F.jemplo 3.N. Resolver lu siguiente ecuación en dif! 

rencias: 



aplicando transformada Z1 se tienei 

l\ \M~\ +?.\M\ ~ l 1}\ 
i l {Mlr1 \ ~ ¡ ~ \ 'M \ ~ ;: \ \\ 

de la ecuación (3.20), y la tabla II: 

M ': o I \, -¡/ ... 

+----

descomponiendo en factores el primer sumundo, del miembro de-

recho, y desarrollando en fracciones parciales: 

F (Z \ : _'/_'.!> __ 
( \-Z:') 

'/~ 

( \ + d. ~C') 

la transform~da inversa de esta función es~ 

y f'uctorizundo: 
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IV.- APLICACIONES-

4.u.. Destiliao16n r1inn1·ia ~n una Columna.. de Platos. 

Conaid~rase la secci6n enriquecea.o:n.i. do nna columnó\. 

de platos, en aonae se efectúa una aestilaci-ón binaria de unn 

~B7'Cla 1deal (26). 

I.os puntos cte ebullición de lo:; r~omponontiaa purosf 

ae encuentran en un intervalo pequeifo de tempera.tu1·as, por .Lo 

que 11'- volatilid:id rc!.atlva puede sunon':r:o1e consta'1te ( 3). 

Además, los flujos di? líquido y vapor son constante:i, lua pé_:: 

didas energéticas son mínimas y ln eficienciu por p1u~o es 

del lOQj .• 

0on bu!le on todaa l.a~1 u.claracionea antcrioreo, W. ., 

i.~ccr Wl balance de muteriu, se llegará a W1a ccuaoi6n en di-

t'<'rencias no lineal L~ ':11.al, mcdia.nt0 una Dusti.tuc16n uci;icuadu 

(.32), puede reducirs.:· u urn; :ormu linN:l, cuyu soluci6n pro-

porcionu. la CM1posici6n rt~l co!npon(·nte má!" volátil en la fase 

l:!q11i da en func i6n del r..úmero de pla+.0. 

11ai:.:icndo un bu.lance para Pl componente más volátil, 

en la zon;l encerru·i.a de la figura anexa: 

····· (4.1) 

..... (4.2) 



ACUMUlADOR 

11-------1n•1 

I_ - .... _-._---- " 
~----------------

i-------1 n -1 

T 
F 

D 

ALIMENTACION DESTILADO 

SECCION ENRIQUECEDORA. COLUMNA DE PLATOS. 

--·--------·--·········-----··---- -o 
~ 
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Lu volatilidad nlat.iva de un componente con respeE_ 

to a.l otro es: 

pi..- presi6n parcial dd componente í. 

P .- presi6n total del ci:·tema. 

..... ( 4.3) 

x.. .• - fr¡_¡,cci6n mol del componente más volátil en el destilad;i. 
,¡.) 

x .- fracción mol del componente más volátil, en la fase 1.íq~i 
n 

da, rli·l plnto n. 

y .- fracción mol del ::omponertc ''.\:.:· volátil, en la fase vap,,r, 
n 

dP1 nn~simo pln.to. 

Rajo la :.>uposi.c; i'ir1 .~e id"~'l idud, puede util i ·~ar se -

la ley de 1».il<.on, U.e 1·.;s .,resioner; ¡:1arcíules: p '' yAT'. ¿nton-
11 

c~s, lu ~cuaci6n (4.3) se ~rJnsforma en: 

Para. e} ::ompon<m~e más vohhLl, en el enésimo pL.to: 

c:o< : 

,1c·:·1pcjando y : 
n 

~"' : ___ c.l __ x_,..,.. _____ _ 
l -t- o\ Xrv... - Y.., M-

( 4. tl) 

..... ( 4. 5) 



'.ius ti tl.yendo ( 4. ~) <"1 ( 4. :·) : 

\Jo< XM-1 - \..X,., (\-\-~X~-· -XM·\\- S)X.S,)\ \-\- xX"'-1 ... X"'~,) 
\+ ~ XM-1 -><.M-\ 
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:. o 

\J"'-'fw..-, -\...xM. -\..o\ Xlt\)\M.,""'"l 'l..M 'A"'-' -s:i'f.~ '"\)ct.')(~XM-\ '!>'X~xl\l._~o 

\\-tl\\..'f..M ')(,..._.,-\.. xl'v\""" \\Jc.(.-~o<.)(.,l>~\)~~ \X.M-\ - ~X))::. e 

:iividiendo •!ntre (1-clJL: 

~)\p¡.,-1 - X"' °'i"[ D X.\? ( ,_ ~1 J,;~ \) J XM-1 - ~ Xt> -:.. o 
\\-tX.\ L(\-eot\ L(\-.i.) 

~ Xf>l\-1-\- ><.M "'" CD y,_l:l (ol-i) -ol.. \J] Xrv..- \ ~ ~ ~p ':. C> 
\pl,.- \ '\ [ L l oi.- '1 L (ol-\} 

:~igue: 

T,o.:i co<:::ficien ·.es del :;P.gund,,, tercer y cuar+.o numa.!'.!, 

'o : s:> X. to (ol- - \) - °' \J 
L lo<.-·') 

L~ ecuación ( ;,?) sustitu,da ~tede escribirse como 



10'7 

..... (4.6) 

E~ta ecuaci6n es unu ecuaci6n en diferencias no --

lineal, l.lnmada de Riccati. Pitede reducirse ¡_¡.l tipo lineal, 

mediante la tni.nnformaci6n: 

\J ___ ,_ 
"" - X·-V 

>. l'N\ 

( 4. 7) 

ci endo X;.., la alrncisa. del punto correspondiente a le. inter--

secc16n de 1.as lfoeas de equiljbrio y operaci6n en un uiagr1;1-

mu y-vs-x; y raíz del polinomio: 

pero 

;, rnglando ( 4. 7) : 

X _\ +X~'4M 
""- \J"' 

.• uutHuyundo (1.1') vn (l.6): 

::ul. ti p licfmdo pe: lf V 
1

: 
n r:-

~ 

..... 

"/.A \JM \JM•\ -\-X;_ lo...+\,') \JM \jM•\ .\-\lM \JM-\ e_-:: b 

(4.8) 
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entonces: 

..... (4.10) 

si re desie;nun nor la.~ li tt-rb.lé':; A y B los coeficientes de V , n 

y V respectivamente .. ,, obtiene en forna más compuct;;. una 
n-1 ' 

ecuación lineal, que pu<·c0 resolve:se pol' tra::1sformadu Z. 

Apli.cnndo tn.n forill<.H1a Z: 

i ~ p._~"- ~ \?:i \\M_, 1 ~ -¡_ \ - \ 1 
Ait\JM\ +ló1't\JM-\1:: -2\ '\ 
A\JV;r,)-\-~i\J(:z..)=- \ -1 

\ - 1. 

\J t"'-)( ~ + ~.z.- 1 ) :: - _\ --;;-¡ 
\ -z.. 

- \ \J(-:z.."):. l \ -z.-
\ - \ 

~ + ~:z.-\ ... \ -.z.-\ 

..... 

Jt''.'tH'l 01 lan.:o (·n r~·i.ccione~· parciales: 

( t\ .11.) 

( ¡\. 12) 



d0 lR tnb~u N0. lT y <lel e:~mplc 3.ll. inciso 3: 

lu:; tr¡uivu;r:wia~ de A, :J :¡V nen:" . r. 

\ 
\jlf,.':. ---

XM. - x.:. 

109 
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fin ..... lmente, se dC'spe ja X • O'.. y 'o son constantes definidas tln 
n 

párrafns anterioree. 
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4.b. Destilaoión Multioomponenta en una Oolumna de Platos. 

Este segundo ejemplo~ es una axtenai6n directa del 

precedente. Se obtendrán expresiones para las oompoeicionoe -

de laa fase e líquida. y vapor, en ounlquier pla.to de la aoca i6n 

onriqueoedora de la columna ( 28). Adamás do lee ooneideraoion&e 

heoht1s on 4.n, se haoan lHs siguientea eola:raoionas adiciona

les. 

a} La relación de equiHbrio líquido-vapor (K), os f'unci6n -

do la tempera.tura y do lu presión, ou decir, se trata de eo-

lucionae idealon a presionos raodora.daa (43). 

b) La composición del destilado e8 fiju. 

o) Se utilizu un condont:iéldor total. 

d) Loe platos ae numeran do arriba hacia abajo, el plato su

perior se designa con el subíndico cero. 

N omenc la turu: 

L, V, D.- Flujos molares dn líquido, vapor y destilado. 

R.- llelnci6n de reflujo. R-L/V==l-D/V 

°'i, -Relaci6n de volatUidud. q_~ =- K/Kb 

K
1
.- Relación de equilibrio líquido-vapor, ctel componente i. 

e,- Ndmero totul de componentes. 

b.- Se refiere al componente patr6n, en el que "-.y K estW!. -

basa.dos. 

n.- Número de plato de la aecci6n enriquecedora. 
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~n ,- K del componente que tiene ol.. el, en el plato n. 

Nota: Al escribir los símbolos de las oompoeioionee {y,x), se 

omite el eub!ndioe 1, aunque se trato de oualquior componente. 

Haciendo un balance de la aeooi6n oonaiaeradas 

..... ( 4.13) 

••••• (4.14) 

••••• (4.15) 

••••• (4.16) 

(4.17) 

••••• ( 4.18) 

..... (4.19) 

en cada plato, debe oumuliree lo siguiente: .. 
... ¿ 1-.;.:: \ ..... (4.20) 

de la ecuaci6n (4.15): 

..... ( 4. 21) 
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l'JU&ti tuyendo ( 4 ~ 21) en ( 4. 20) y desarrollando para un plat;o--

determinado: 

m~ltiplioando por ~1 
c. 

••••• 

\ t~. '-"ti:: ~1\\'li t ~(\,~\) + ... t ~c.\J...'o - \\b 
l \\~ K, \.\~ ~~ 

••••• 

;. "'1 

( 4. 22) 

( 4.23) 

empleando (4.16), eeta ecuaci6n se cambia por la siguiente: 
e 

\\.~¿ :~ 
.);:. 1 

para el en~eimo plato: 

Definición: 

••••• 

f 1/\:: "TT ~\,;_':\'\._,o \\to1'" \\1,oM. •••• • 
..i..":: (!l . 

Definicidn: 

eN\ :_ ~ M~\ ~
o{;... 

••••• 

(4.24) 

(4.25) 

( 4.26) 
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••••• ( 4,27) 

Multiplicando (4,14) por ~n' 

••••• (4.28) 

deapojW'.l.do x de l~ Eo. (4.19) y sustituyendo en (4.28): 
n 

-1 multiplicando por p 
1
cl... : n- J... 

de lu ecuac16n (4.25): p - p K n- n-1 bn 

e - c\ -1 de la ocuac16n (4.26)1 {p y ) n+l- n n-11 i 

pa.ra el primer plato: 

de la eouaci6n (4.25), para.n~o: 

multiplicando por ot._ 1 : 

••••• (4.29) 

••••• (4.30) 

, entonceet 

••• 1 • (4.31) 

..... • (4.32) 

••••• (4.33) 

••••• (4.34) 
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•• o •• ( 4.35) 

si ee hace n~o en (4.29) y ee compara con (4.35), se obtiene 

lo siguiente: 

••••• ( 4. 36} 

Aplicando transformada Za la ecuaci6n (4.31): 

l.\ G •• ~: l \~ (').,'" ( 1-1\ J x~ R;, j 

t:\e .... ~,\= 5~ ~\t>,,.\+C\-:~xo l~RM\ 

ooatituyendo (4.36) en esta última: 

••••• (4.37) 
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la transforma.da Z de la ecuaoi6n (4.27), se obtiene en eeguida1 

e. 

~\? e,y\\: :it~~~~ 
.... "::.\ 

i::.. 

f (:z.) ; l e (:z.) ••••• (4.38) 
¡. "" \ 

eumando todos los coniponontea, en la. eouaoi6n (4.37): 

e ~ 

l @('-)-;:(:i.·Hl-\>-)~é"-)) ¿ ~"..'(~~;.) ••••• (4.39) 

h~\ A~\ ~ 

para abreviar la notaoi6n, se hace Se:. L ( X1>/ d~ '> 

)..• \ 

:z.. .. ( ~/ ""-i.) 

entonces, lu ecuación (4.39), se reduce a: 

~ (i.,) :: __ z._S_c. __ _ 
1 - (\-~'>~c. 

.... ·-
sustituyendo (4.40) en (4.37): 

@(z.'): (Xo)x~'¡Z. lr- \-(\-~)Se. ~l\-~)Sc.J 
z.. - (R./ ()Í. ~ l \ - ( \ - ~ '\ s c. 

<8)C"-¡: (Xri/J. ">-)Z. [ l J 
1.- (\\,/~.:.~ \- ( \ - R ~ '::>c.. 

••••• 

(4.40) 

(4.41) 
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Notas Obe~rvoee la oouaoi6n (4.26) y n6teso que~ d 6 (y ). n n n 

Por lo oual, la tranaforma.da z de é puede aaoribiree como -n 

(E)il~), ya que ae refiere a cualquier componente en el en~eimo 

ple.to. 

Volviendo a la definioi6n de S : e 

S: (Xt/,.J.,') +·~Xti/ol~) + _(X1>/p{0 +· .. + '(X1>/~,) 
c. ¡,-(\\/,¿,,) A. - (~/"'-a) :z..-(~/~3} Z- (~/"'-c.) 

e e c-1 
(~~/..l.)°TI" Cz.- í"/..u}).1r (/\\l/.J'.:i.)(j\\\7:-- (~/~¡);. ... +('f..p/~')\\ (-¡._-(~/"'-~) 

e - ;.. .. ~ ¡:f:.')., A•1 . 
.::,e- <:. . 

C\\- (z - (\\/c).,;_)\ 
~::: 1 

c. c. 

¡_g-1../,l.;) Jt ( :z_ - (\\/o'.~)) J 
••• t • (4.42) 

c. 

\\ (z.-(\1\/~Á)) 

\ -
;. ::.1 



multiplicando numerador y denominador por: 

(4.4.l) 

En el miembro derecho de la dltim.a. oxpresidn, ae d!e 

tinguen dos factoroa, el primero formado por la z y el aegun-

do por un cooienta; para óate, su denominador eet' compuesto 

por un polinomio do grado o y el numerador por un polinomio de 

grado ( c-1). 

Para el polinomio de grado o, eu forma !aotoriza.da 

eas 
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desarrollando en fracciones parcialeo el segundo fa.otor de --

( 4.44): 

}.-=- \ 

e ~ C. C.-\ 

¿_ (xo/¡J,~ \\~ \ (z- l ~/&>(1-1~ == ~,D:t i~ -z i) ~ ... "'"a../S\ (7.-:z~1 
;.:. ' ~,¡. L J,.;I 

para zmz
1

, desaparecen desde el segundo haata el último BUD16(! 

don, lo que permito deapejara..1 : 

c. L. l ('f.$)/e>{~ )t(Cz.~(~/~)} 
a..,::_J0• ¡,. 

c. 1í (Z,-ZA-) 
Á~~ 

(4.45) 
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para invertir eata expresi6n, ae utiliza. el resultado obteni-

do en el inciso 3 del ejemplo J.D1 
c. 

~,....-=-1-\ Cl. z~ \-RL >- ,. 
j..-::: \ 

••••• (4.46) 

Mult1pl1oa.ndo numerador y denominador de la eouaoi6n 

(4.41), por: 

••••• \4.47) 
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lo q\l.Al_ a.oontinuaoidn se escribe, es an4l.ogo a.lo heoho en la 

deduooidn de la. expresi6n da las a.le, ol razonamiento ee eimi-

lar. 

'oc.. ... 9'----
(:t.-:Z~) 

e: R e ., 
'r( (~- 7-): 'o,1\ ("1.- ,ZA.~ t ... + 
, ... ,, ·'r ,.,,.~ 
41'-l. 

pu-a r.•z~t 

._. .... (4.48) 

.. 
sumtitu,v.flndo en (4,47)1 

' . . 

invirtie.ndo oota ecua.o16n: 



e: 

eM ~ = ;:~ I 'oA z ! "' 
¡.~. 

Despe~andp y de la ecuao16n (4.26)s 
1'l 

••••• 

suetit~o on 4atu $4.46) y (4.49)1 

••••• (4.51) 

6n las eouaoionaa siguiontea, pueden auetituirae (4,46) y (4. 

51), para obtener la etJ:preai6n oorrespond1ente a xni' 



1~3 

c. 

¿ 
.... , 

e 

\ -· R k 
\ - (:\ 

•.• ... ( 4. 52) 

Las eounoionee (4.51) y (.+.52), dl? . .n las f'1•accionos 

mol en el liquido y en el vupor pare. cualquier componente en 

oualquier plato de la zona enriquecedora de la torre. 
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4.c. Roaooionea de Polimerir.aci61t. 

La importancia de oonooer la diatribuoidn de peaos

molooularee en un polímero, rndioH fundamentalmente en que -

~etoe están oonstituidoa por mezclas de macromol~oulaa d0 igual 

naturaleza nuímicu poro de longitud do ci;viena diferente, lo -

que trae oomo oonae(fü\~noin que hu3 propiedadoa f:íeioo.a de uno. 

miama suatanoia var!en considerablemente. 

Debido a. que lso niacoionao de polimox•ie:ao16n aon ... 

prooeaoa muy complejos nor la prooenciu simultánea do diversos 

fencSmenoa como son: aUJ.nento de viacosidad del modio de reaooi6n, 

probleinas de dioipao:tón de energía y de mezclado, ato., se -

han desurx-ollado uJ.gunoa métodos para obtanor modelos mu.tcmá

tiooe que predican h'\.B distribuciones do peoos molooulQI'ea do 

compuestos oolim6ricoo, fm general, ninguno da ellos tiene ~ 

premaofo. abooluta sobra loti denufo, aino que el empleo de oadu 

uno depende de l&. infonnt1ci6n diuponible, de la aitua.oidn pe,¡: 

ticular, o dado el caso, pueden combinuraa varias t6cn1cas ~ 

(18), que faciliten el tratwniento m!:itemátlco del probleaw.. 

La utilizaoi6n de la transformada Z en la soluo16n 

de este tipo de problemas, proporoiona soluciones directas y 

eenoillas en algunos oasoo. En t6rminoa globales, el procedi

miento consiste en incorporar lha ooncentraoionea da todas -

las eapooiea proeentea en la reaco16n, en la expreei6n de la 



trens!o:nnada y hecho eato, encontrar ocuacionos que muoetren 

oomo ownbian 'atas oon el tiempo. Además, ea poDiblo obtener-

informaoi6n roepeoto n loa momentoe de la d1stribuo16n de pe-

eoe moleculares. 

Asimismo, existe una variante de la tra.naformf:l.da z, 

llamada. normalizada., que resulta de la. normalizaoi<·1\ di'! h• 

primera, puedo considerarse como une. :f'unoi6n ganeI"v.dora de -

momentos (17), lo que le du ciertas propieda.dee muy dtilee, 

pud16ndoae obtener oxpreaionos deducidas por razonamientos 8! 

to.d!atiooe; se lo he. uso.do en ln invostigaci6n de distribuci,2_ 

nea de posos moleculares en reactores continuos de tanque 88'! 

tado y on :roactoroa intormi tente3 1 efectos de reoiroulaoiones 

en reaotoree de fl\\jo tap6n y diatribucionos de tiempos de -

residencia en policondensuoionee irrevereiblee (17,18). 

Si se denomina por PN a la concentraai6n de la es-

peoie n {de cadena lineal de N unidades de longitud), en moles 

por unidad de volumen, la composición de la me~cla queda de--

termine.da en cuHlquh1r imrtante, indicimdo las concentr~cio--

nea individuales de cada uno de los componentes de igual lon-

gitud de cadenn: 

mon6mero 

dímero 

polímero de longitud N 
"$# 
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la fUnoi6n generadora da esta aocuanoia, puede oeoribiree en 

t~rminoe de una aerio de Laurent unilateral a.J.rededor del --

origen: 

..... (4.53) 

oomo no exinten mol~culaa cuya. longitud sea cero, la serie ee 

transforma enr 

..... (4.54) 

(t> 

?l-Z¡t}:: I t'M(·t)iM (4.55) 

"'"' y ae verifica que: 
00 

~ ~(z,t): l 
~ ..... , ""'~' 

••••• (4.56) 

es la oonoentr~oi6n total de molloulae al tiempo t. 

Del mismo modo, P(z,t) a t•O es la ooncentraoidn del 

mondmero: 

..... ( 4.57) 

Las derivadae de (4.55) oon respooto a 11', vienen a-

ser los mo~entoe de la dietribucidn de peeoo moleoularear 

(4.58) 

que u 
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..... { 4.59) 

Las longitudes de cadena promedio en nd.inero y en P.2. 

ao, ee obtionon on forma diroota a partir de las relacioneB~ 

e.nterioreet 

...... ~ 4.60) 

Cll ¿ M~ ~ M 
.,.. .. , 

-,.--------

L M '?M 
••••• (4.61) 

A oontinuaoi6n ae define la tlZ&nsformada z normali-

zada.: 

••••• ( 4,62) 

en la oual se tienes 
d> 

e (:t
1
t)-; [CM z-"' 

M.~1 

A manera de ejemplo, so considerará un homopolíme--

ro lineal en un rea.otor intermitente isot~rmioo, dentro del -

cual hay un gran exceso de wpn6mero R, que reacciona irrever-

siblemente con pequaijus oe.denna presentes a.l inloiarae la --

reaooi6n (1). Puede euponereo que todas laa reacciones poseen 
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la misma ooneta.nte de rapidez ( 34·, 44) 1 oa decir, la ro.pidAz·~ 

de reaco16n ea independiente del grado de polimeriza.ci6n; po,.... 

rl.\ un l'.liatoNe de l'oaoo:.l.onoa rin1.l tiplaa del tipo Baria paralelo 

( 21) 1 

••••• (4.63) 

R.- conoentraoión de monómero constante (moles/unidad de vo~ 

lumen). 

Para una oindticu de segundo orden, las úOuaoionoa 

do rapidez del aiatema (4.63), son: 

..... (4.64) 

Derivando (4.54) con respecto al tiempos 

d~ (7.lt) : ~ ~I z·~ Ó\~:_ 7~\ ... t1'~ iM 
at ~t ó..t"" cH ..... (4.65) 

sustituyendo en (4.65) lan ecuaciones de rapidez: 

••••• (4.66) 

agru.pa.ndo t~rminosi 
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d~ -1 -~ -'/\ -1.. -; -lM\-1) 

~t :- ~~(~,1 t-~i'L. -\- ... t ~\-\l.\- ... )+ 'Q..~(tz. t ~~:z. \-·""" \t-\ 7., y ... ) 

d ~ -1 -i • fA • 1 ( • I - ~ -1\,\ \ 

~: -'R~(~,I 1-~~L \-· · · t ~~l. "\-···);.\~"L. ~.l t-~~¡ "° .. ·lr ~t-\ It·· · 1 

que puedo escribirse comot 

••••• ( 4. 67) 

hastu aquí, lu única variable independiente que se ha manejado 

ha sido el tiempo (z ha permanecido constante), ontonooa pua-

de OélJllbiarae el símbolo tle la difeX'encial, aepare.r vuriableo 

a integrar. 

J~V : ~ \\ (- \ * i' ) 6- t 
~(t) t 

( O. x . ~ ·· ( -· \ .1 ~ 
) \'- - K \\ - \ +l \ ) "' l 

~to) o 
r\t'' . 

"'~ (-\ 1i.-'Yt 
?(~,f¡-:: ~(~1 0') e ••••• ( 4.68) 



eustituyendo la eouaci6n (4.57): 

'¡\ t\ (- \ ~·t) t 

~ (i_I t):: ~1 ~tyi' e 
que puede eacrtbiroe como sigue: 

-\\\\t \\~ti' 
? ( ~ I t 1 :: ?. ( ó 1 i · e e 

••••• 

expandiendo el dltimo factor en serios de potencias: 

finalmontet 
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( 4.69) 

- ~~t ?._ i"(\•I 

?t2-, f): ~.(o) e [i\ \\Y\ti\- ( ~~f) i\ ... + ( \\~t) i'"+ .. ·J 
;l.~ (N'--\) \. 

••••• (4.71) 

comparando e ata expreui6n 0011 ( 4. 5 3) , se ha encontrado lo. _ ... 

forma funcional de o a.da uno de loa coeficionteo de la aerie. 

r:ntoncea, (4.71) proporciono. la concentro.ci6n de la especie-

de longitud de cadena n en f'unci6n del tiempo, siendo ~ata: 

J ( \\X\ t \ N\- 1 - ~ \\ t 
?. lt):. \ (c.;)- ----- J __ e 

M 1 (N\-\) \ 
..... (4.72) 
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4.d. Sistemas de Control. 

Lu transformada Z puedo utilizarse te.mbi6n en el -

aná.Ueia de aiotemtui de cont:i.·ol, aplicando los ooncaptoo do-·~ 

aarrolladoa en loe capítulos anteriores. 

Antes do deacribir el método de análisi.s '9' proocdo1· 

u proaentu.r un ca.t10 pa.rtioulu.r, M iruportEmto introduoil· al~ 

nae nociones referentes u lu teoría de control de proaosoa. 

Do fínooa un 111.!:itomH { 31) ~ como un conjunto de ole-

mantos OI'ganizados u intorconoctndoe de tal manera quo forman 

una unidad comple1.u pura realizar una f'unci6n u operaci611 de

termine.da .. En particular, un uiatornu de control deoernp1:1rl.a trou 

funciones básit"l!A(lt 

l 
0 

Medida: Se ro fiera a lu estimac16n do la va.l'iEi.ble da prOC.9_ 

so ciue está. siendo controla.da pür el sistema. 

2° Comparación: rndicu el erudo en que difieren loa valorea -

deseado y medido de la variable. 

3° Gorrecci6n: Conaiate on lu modificación de los valores de-· 

operación, para que el proceso alcance el nivel de operaci6n 

adecut1.do. 

Otros t6rminos que aparecen frecuentemente en 11:1. l! 

teraturé1 Lle e:Jté1 área. son: 

a) Vari1:1.ble controlada (e).- Ea la varia.ble que se desea rnotl

tener en un valor fijo, puode oer función del tiempo, dla otrun 
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variables o de todas ellas. 

b) Punto fijo (r).- Ea el valor que la variable controlada d!, 

be poseer. 

e) Brror (o).- Diferencia entre la variable controlada y el -

punto fijo. 

d) Perturbaoidn o carga (g}.- Indicn algJn oambio de cualquier 

VL>.riablo que pueda producir \Uln alterao16n de la variable oo~ 

trola.da. 

e) Sel.ida del elemento de control (m).- Su magnitud y tipo 

dependen del error y do la olaao de control que ae use. 

En genernl, loa Dietoruus de control pu~don divldir

ae en doa granda a grupos ( 31, 32). m. primez·o rooibe al nombro 

de oietomau de oiroui to ~bie1·to 1 pol•quo@ r10 ~o utiliza in:for-

me.ci6n do la variablo controlada para ajuato.r lau otraa vo.ri~ 

blGa d$ proooDo; ol nombre d~l·aegundo grupo es el da eiota~ 

maa de oirouito cerrado porque on dati:ns~ al valor do la vuri! 

ble controle.da ae emplea para modificar oirüs. 

Oon un diagrama. de bloquee, un eiotema de oontrel de 

la segunda olaee puede representarae mediante el siguiente -

diagrama: 

Control m + + Proceso 
t--~--1 to--~~----

o 



El pUl'lto fijo se comparo. oon ol valor do la vuriable 

oontroladav para genorar un error, el que a su ve~ es utiliz! 

do pn1.~a. qv.o al control produzca um1 r0apueota que oombina.da 

con lae ciaJ:'gas 1, oe apllce. o.l prooo:.10 para corregir o!il valor do 

lo. vario.blo oont1·olade .• 

Aunque exiaten vm·ioo tipoa do control.ea, ea sufi-

ciento emplear aquí el llamada oont:rol proporcional (6), qUe 

debe ou nombre .u- que p:roduco una eefia.l do salida pi."oporcional 

nl orror, irapidj.endo un aumento dtHltrHHlUl"údo do la vuriablc y 

obligándola u. pex111m10c ar en un valor fijo. 

rio, ning<ma. dt1 la.o variable a quu intor.vionen oc.mbian con ol 

tiompo ( eiot.:ima balcmc1;ado) nin embargo, al analizúr aiotemaa 

do control, la magnitud del error ea lo. medida. dol grndo de -

dooviucióu con respecto f.-\ loa v1:üorea que tond:c:!a el sistema 

ai e atuviera bal1mceudo, por tunto, es co1weniante traba.jo.r -

relaciones que r;c oncuontren on tárminos do sua desviaciones 

b¡.¡aadau en loo v1:i.lorü~> dol astado oatuoionario. Así, so dofi~ 

nen la.e "variabloi!i tle darwiaci6n", como la diferencia del ~-

lor real monos el vi:ü1Jr al cotado oataoi.ona.rio de la variable 

conBidernda.1 

xa X - X 
f!I 

X.- valor real de la variable 

••••• 

x .- valor de la varif1ble en el aiste<ma bal8Jlceado a 

(4.73) 
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x.- vari~bla de deevinoi6n. 

Otros tdrminoa relevantes son aquellos que apareoen 

t:ln la. 1n1.¡ir{wióu do la fu.noidn da tra.na:fe:renoia de un eiatema 

de primer ordenr 

\~(':::.) - \'\ 
°X(5)- ?;S + • & ••• ( 2.102) 

al Mnnit10 K ae llama ganancia al estado aataoions.rio ( 6), ee 

simplonumh el f'o.otor de convorai6n quo i~olaoiona y( t) oon 

x( t) cuando el oü1te111u está ba.lunoeacto. Al tó:nnino e; ae lo C!l 

nooe como constante dt: t:iempo del oiatenm. 

El m.Stodo í.lf.l uniil:lais da aiat1;rnus de control consta 

de lea eiguiontee etapas: 

l. - lioaarrollur ln::i euuucionee p!ira ca.da. componente del oiro~i 

to de cont;cr)l. 

2.- Trtmufor1m.ir luR ecuaciones obtenidus en el punto anterior 

al dominio do L:...place, lo que permite manejar ecuacionos al!g!!_ 

bra.icac. 

3.- Combinar las ecuaciones ctel sistema origitIBl, para repre-

sentar el proceso por medio de diaeramas de bloques. 

4.- A partir del diaerama, obtener las ecuaciones que deeori-

ban ln reopuesta del nif1tema. 

En wíntesis, se representan los sistemas por dia--

gramas de bloquea en los cualoa eatán contenidas las .t'unoio-

nas de transferencia ie cada elemento; de la oombinaci6n de 

~atas se olJtiene Wla ·~xpresi6n global que permite hacer el 



135 

uná.lia1e. 

AplicaoicSn a. tm Siatemu de Control de Nivel. 

Coneid&reae el diagrama, en la página aiguient0, de 

un sietoma de control de nivel (39), donde la variable oontr~ 

la.da ea el nivel del líquido en el tanque (H). 

Nomenolatura (todo en un:l.dadea oonsiatentea) t 

Q.- flujo volum6trico 

Q .- flujo de aalida 
o 

º1 .- flujo de entrada 

H.- nivel del lío u ido 

PB.- preai6n de descarga 

p .- presi6n u la entrada 
\V 

de la 

B.- oeií.:il del indicador de niwl 

válvula V1 

Mo .- aalida del el~monto de control 

D.- düimetro del tanque 

ca.- coeficiente de la válvula 

A.- área de la abertura de la válvula 

~·-densidad del líquido 



f 

, ____ ...,. _ __.._. ___ ....... __ ...._j ________________ _ 

CO llTROL 
PROP()ftCIUtlAl 
OlúlTAl 

o 

E.llot{/2 f'úLl\0011 DE 
O~IHN CltllO 

,., 

" 

SISTEMA DE CONTROL DE NIVEL. 

Y1 

-----·-----$---·------'"3C:&:•~~:n ... -~>~·~-----------------------
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Etapa. No. l. 

Deearrollo de l~o oouaoionee del 01rouito 4o oontrol. 

a) B1 ~lujo haoia el interior del tanque está dado por !32)s 

L .,9-
Q, : e~ i.Ti?'- l ~.., - ~.1 J . .. .. (4. 74) 

b) D~ntro del i:atiorvlillo U.e oporuoión, le. roleiloi6n entre la --

abertura de la v!!lvu.la y la a0fial puede auponeree lineal (39)1 

..... (4.75) 

K1 .- conata.nte de proporcionalidad. 

Suatituyondo (4.75) en (4.74)1 

r 
..,.,~ 

Q,: C.~ ~.M ~6tc:._ (?~ -~1)J 
L ~ . 

Q,: \\~ jv\ ••••• (4.76) 
l/'J,. 

\\,= Ci-'<'-·["(' (~"'-~.)] con 

la última ocuaci6n numara.da, en términos de le. variable de -

desviaoi6n correspondiente esi 

..... (4.77) 

e) Flujo de ea.lid~ de la válvula de descargas 
y 

Q.,c~ />, [ lr (\-\ ~-t -f~) r ..... (4.78) 

osta rolaci6n entre el flujo y la altura del liquido dentro -

del ta.nquo no es lino$]., ain embargo, puede haoerao lino~ en 

el punto do operación (H,0 0 ), euponiendo que la. va:C'iaoi6n de 
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nivel es muy pequeflu~ lo quo ee justifi.on recurriendo a. la. ~~ 

turaleza del control Gmpl~ndo 1 pues si dste os bueno, las do! 

viaoionoo on el nlvol dol líquido debon aar pequeH.~o. 

Doeurrollt11"1do en oorieo do Taylor Q (H) alrededor de 
o 

'l. 

QQ<. 'r\ )-:. Q;, ( \,.)-\. Q't> ( \.::.) \ ~\-\ ~') 4- ( \\~-:~ Q~ <.~\t ... 
~ 

O ti ( \~ \: Q o ( \\s)-\- (;¿ ~ ("'c¡,l ( \\ -\¡\":,) + G' ( \\ -\..s,l 

cortando la aeria después do los doü prima.roa tárininoa (a.pro-

ximación lineal)t 

a.º U\) = O ,, c.\\~) \- G 
1

u ( \\~\ ( \\ -\15) 

o,, e\\~ ·- a , (.\. ~ \ -= a : e. ~ ';;, \ ( \\ - 'vt !, ) 
y on ttSroinoe do le.a Vliria.blea de deavia..oi6nt 

! \\ 
l 
1 'v..~ 

••••• ( 4.79) 

que puede abreviarse, si a la dorivada se le simboliza del --

modo siguientes 

••••• (4.80) 

d) Balance de materia pur~ el tanque completo~ 



oon varia.bloa de desvinci&n oe trwi.afoma ent 

'"" ~ ~\ ~\-e+º :: L\-· D ¡-f- ••••• (4.81) 

suatituyendo lua ecuaoionee (4.77) y (4.80) en eeta 

Última s@ tiene: 

••••• ( 4.82) 

que es une. ecua.ci6n diforenoial lineru de p1·imer orden. 

e) Otrau relaoionea: 

Ln :rele.ción que existe entre l~ eel'ítü del indicador 

d& nivsl y la altura del líquido es (39)1 

b"' K h t 

~ 
Sei'ial de salida del control proporcional Mo 

Ko es la ganW'lci& del control; para desviaciones ooroanas a la 

oondioi6n balanceadut 

..... ( 4.84) 

la. sei'i 111 m: ae alimenta a un extrapolador de orden cero paro. 

obtener la salida continua de m, la variable controlada. 
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Etapa No. 2. 

Obtenoión do las trwisformadas da Laplaoe de laa --

aouu.oionoa da la aacoi611 anterior. 
_, 

Ecuación (4.82): 

1 ~~-'\)~ ó-\, \-* 1\~ 1 :. 1 ~_h N\A1 l i \\ 3 ~ t \ l \.\ 3 ) 

6\f ~~ 1 ~ !~ 1 \· 1 \ ~ l : \\ 1. 1 ) f\M l 
~:, 1 J, t > \ \\3 l ) 

~y_:_ [s \\ \<S \ - ~\("e) l .1r \-\ \ ~) : \\ ~ \'..\ ( ~ 1 
~ ~~ J y,_~ 

al inioio, ol nivel do referencia. y el del líquido coinciden, 

lo que signif:lcu que a t:o:O, H:::O, 

<\\- ~').. - + \-\ (.-;,,,) - Y-."' ~(~) ---- s\-\1..~'i 
L\ K~ ~~ 

\\ (5) rt>~ ,;_ .. , J - \<.~ N\~~") 
-L\ \'\ ~ "''!> 

•• * •• - (4.85) 
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oompara.ndo (4.85) oon (2.102), se encuentra lu oonetante de 

tiempo y la ganancia del eatndo eetaoionnrios 

óntonceec 

Ecuaci6n (4.83)t 

(i\t l ~ l\\\t~\ 
f(:) (~') -:. \\t· 't-\ <.. ~) 

Ecuación (4.84)t 

1tl#\¿ \:: ~(. lt ~" -'cJt ~ 

M: e s.¡ :: \\c.. [ ~,. ( <;;;.) - Z:>,. ( ~ \] 

Bt~pli No. 3. 

••••• (4.86) 

••• ., o ( 4.87) 

••••• (4.88) 

A partir de (4.86), (4.87) y (4.88), ea forma el --

diagrama de bloquea que represente el sistema de control oom-

pleto. 



------·---------------· 

+ 

811\ Kt ltl~) 

DIAGRAMA DE BLOQUES. SISTEMA DE CON TROL DE NIVEL. 

/ e(,\ ,- --/ ___ ..., 
1 
1 
1 
1 
1 

1 C I•) 



Etapu No. 4. 

Obtención de las ecuaciones que describen la reepu!e 

ta del aiste1ou. 

a) Reepuoeta mueetreada (c•(t)). 

Del diagrama de bloqueei 

el primor factor proviene del extrapolador de orden cero, 

ecuao i6n ( 3. 61). Sustituyendo ( 4. 88): 

(4.89) 

huciendo la misma auetituci6n que en (4.89): 

(4.90) 

Utilizando las propiedades de lo~ die.gramas de blo

:'f ques y teniendo en mente que P(z)= F (e), lae transformadas Z 

de (4.89) y (4.90), son respectivamentet 

(4.91) 

(4.92} 



eliminando B(z) de las dos Últimas eouaoionea: 

••••• (4e93) 

en la que 

GC-i.1=l~(\··e~') G,(s.¡\ •.• .. -.. ' {4o94) 

G,ls): -' /V..~/~)\ 
S ~~S-\-\ ( 4.95) 

del ejemplo 3.M., se tiene: 

••••• (4.96) 

en lu deducción do (3.6?.), se demostr6 lo siguientes 

z 
-·-·--Vc 

i - e 

sustituyendo en (4.96): 

••••• (4.97) 



auatituyendo (4,97) en (4.93): 

('(z. \: 

-T/r; 
~\~)\\e\\._(\ -e ·) .. 

""'~ l z. - e ·'?-r ¡ + \((.-\(~-,<\;l. e\ -e ~1r. ) 
(4.98) 

Esta ee lit exproni6n de la respuesta del sistema. 

Si ae supone que la. conatunto de tioropo tiene una equivu.loncia 

de 5 (en la~ unidadea correapondientaa), quo el periodo do 

waetreo vale lu. unidltd y un valor adecuil.do pura. la ganancia 

del control Kc.-: .} • O• ( 3'7). Adem1fo, tJe lea avie,na un valor ar-

bitr·1:J.rio de uno a Kt' K
2 

y K
3

, oi! faotihle obtl3nar un11 rela -

ción numéri':a do lo. funci6n de ·transforenc:ie.s 

G (:z. \ = .s:__~_-z \_ 
\\ \ 7, l 

euetituyendo loa valores eupueetoat 

( (~} -
(\lZ\ 

0.:Sl\'~"¡$ 

z.- O.:l-1.l.\'\ 

..... ( 4.99) 

..... ( 4.100) 

Si ee abre de mlilllera repentina la válvula Vl, medi,!ll 

te un cambio manutil del nunto fijo, se logra para R(z) un im-

pulso tipo eaca:I.6n unitario, entonces: 

~l7-) :-3 __ 
7.... - \ 



sustituyendo en {4.lOO)t 

z 
C(:z \: o. S<-\ ~'?,--- ------- ••••• 

( Z - \ ') (Z. - O. A""\ -L\ '\) 

l46 

(4.101) 

• debe invertirse (4.101), para conseguir la respuesta e (t), del 

aiotema. 

-\ 

(('Z.\: ó.s-.... :ii _______ ;__ ______ ---------
( \-7.,"')( \- C:1 )._\.!\l\i-') 

Desurrollancto en fracciones µarciales: 

b 
-·····---·--·---

l \ -- o. ?-1.l.\ l\ '1. ~i l 

del sistema do ecuaciones que resulta: Ac 1.3791, Bm -1.3791 

( (1.. \ : (') .1 s (- ~ - - --- - ~ \ \ 
\ \-7...-' \-0 .... 1.1.\.'\z:') 

la tabla No. II, ea la forma más sencilla de enoontrbr ambas 

funcionec invereaet 

••••• (4.102) 
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loe valores para diferentes n aons 

n o(nT), T=l 

o o 

l 005438 

2 0.6933 

0.7344 

0.7457 

0.7488 

6 0.7497 

Por simple inspección, se aeciuce que o(oo) ea 0.75 

ain embargo, por medio del teorema del valor final puedo vo--

rifioa.raet · 

-1 
r _ ó.S 1\':.,'6 A: 
'-. (ZJ - ---····----·-·-- ... -----

( \ --z:') ( \ - {'), ').\'-\ '\ 7..•I) 

( <.~): 0.1 s 

ea este el nuevo valor que adquiere la variable controlada, al 

alcanzarse la condicidn de sistema balanceado. 



Lo. respuesta del eiatema para valorea intermedioe -

entre n'I' y (n+l)'1', eo log1·tt con la utilizaci6n de la trwrnfor. 

mada Z modificutlri.. Nuevamentot lo.a relo.cionea neoooa.r·l.aa ee -

obtienen del diagrUllla de bloqU111s, Remitiéndooe a 14ete, puada-

vorificaree lo aiguionte: 

{--\,\ (_$ .. )":. ~c.[\\\ S) - \{) 1; (S\] ..... ( 4.88) 

oomo la aalida M"c proviene do un dispositivo digital, ver --

esquema de controlt se trabaja oon la transformada Z ordinaria, 

••••• (4.103) 

Lu relacidn entre M•c(a) y G{e} aes 

/ -~í" \ / 11 J ) 
,, ! ' -· r? \ ( Í\ :.., "'-' ( l.S\:: ¡v\ (S\\ -- --- -·-- ;!--- ·-
c.'\ s '\c.;:'So.\-\ 

••••• ( 4.104) 

y eu transforma.da Z modi fic lida: 

f..~ \L í\-e 1 ~.._/Vv!. 
\

1 -ir·\, )1 
e {z ""''= l'\.("Z..1 !--- -----)1----

• '" 
1 c. (<',\ (\ s \ (;~ t \ ~ 

••••• (4.105) 

además 
-~\ . ( \ 

~(S.): IV\,.(~\ ~t (J.-:.-:.<? ·---· ') \ _V-i_: !~~ - l 
e. s /\'"G$.1-\ J ••••• ( 4.106) 

tomundo en cuenta que le. sei'i.1.ü del error s6lo ee oa-p1;a en loe 

instuntea de mueotreo, de la ecuaoi6n anterior l!le obtiene lu 

..... ( 4.107) 

sustituyendo ~n (4.103) la Ec. (4.107), y la resultante en~ 

(4.105), se obtienei 
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••••• (4.108) 

•• 1 •• (4,109) 

..... (4.97) 

Not~t En el último µaso, ae hizo una expansión en fraccionas 

parcia.loa. 

--'I~ 

t~, \ r· t-·S \-y.G \ \ : Z ~ e·-riT 



pnra. ~ (. 7, '):. -3:.._ __ 
--,¿_ -- 1 

-T/r. [ -Tfr; - ,;.r/r; J 
"'~ z. ~~ \\~ (.z. - e ) ( -z..- e ) -( -z - ') e . 

CC-A. ""l:. -- _:._ --- ----
' [ \\, (1. -E?"')'\\, V..1 \\ J \- ft' )) "'., -z._ (Z - 1) ( :Z: - é"') 

_ \\, \\, [(:z.-é"') - (z- 1) é~'1• ] 
c. ( -z, """\ --· ···-·-- --- ·-- ..... -- ·- -- -· --- • . ( 4 .111) 

Í •\7~ ~\¡ ] ¡_Y\~(re )"\\c.\\t\¡_(\-e r;) (-¡__-\\ 

l.JU3tituyendo lof::l vtüorns dados a 'l', °" y demás constantes: 
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la 1nverae. de e ata. funci6n ae caJ.oula por ui viai6n direotai 

agrupando tárminos comunes: 



c
1

(m)m 3(1 - e-0, 2m) 

C
2

(m)= 1.3683(1 .. 0.6025e-0 •2m) 

c
3

(ru):11 0.9198(1 -· 0.2462e ... O,?m) 

G (m)"" 0.7968(1 -· 0,0Tf9e-0. 2in) 
4 

( ) ~.~ c
5 

m ~ 0.7629(1 - 0,0224e } 
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O-!:t::T 

T!:-t~2T 

JT ~ t "!. 4T 

4T~t~ 5T 

Para diferentes valoree do m, la raopueata del oia-

toma (le invara;t de C( z ,in.)), se comporta de la manera a1guio-

te: 

m º1 º2 ª3 º4 ºs 
o.oo º·ºººº 0.5439 0.6933 º· 7347 0.7458 

0.25 0.1'163 0.5841 0.7044 0.7378 0.7466 

0.50 º· 2855 0.6224 0.'1149 0.7406 0.7474 

0.75 0.4179 o.6587 0.7249 D.7434 0.7482 

1.00 o. 5438 0.693J 0.7344 0.7460 0.7489 

En seguida ao preaentun gráficamente las respuestas 

del eietema cte control, obtenidas con ambas tranafonnudas. 



RESPUESTA DEL SISTEMA DE CONTRO'L 

e lnT) 

0.7 

o.a 

º·' 
º·' 

º·' 1 
0.2 1 

o .1 

o T nT 

(TRANSFORMADA Z> 
e l!n•mlTI 

0,7 

O.b 

o.~ 

O.• 

I 
O. l 

/ 0.2 

D. 1 

o 2T 4T 
..; 

~1' ln+m)T 

<TRANSFORMADA Z MODIFíCADA) 
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V.- CONCLUSIONES. 

I1a mayoría de lao publicucionaa a 111!'1 que eo hace re 

ferenoia a. lo largo de todo el de,;urroJ.lo anterior que tratan 

sobro la trunaformuda z, dan por heoho quo ol lactor maneja -

tdrminoa oomo son' mueatreador, extrapolador 1 tren de impul-

aoe, etc.; y que se conocen las propiedadoo báaioaa do la 

transformada clf1 Laplnco. Lo que moti v6 lu inclusi6n de lae -

cuatro aeccionos del ou.pítulo or1 ol que ae roiriaru.·01¡ algunos 

taml:ia de matemó.tic1rn do fundnmental importRnoia para la oom-

prena16n de hw prop:i.odudoa y mano,10 d(l la t1·ru1uforma.d1:t Z. La 

primera aecci6n de dste (ecuacionoa on diferencias), tuvo como 

objetivo inforlllar de lu forma de ürn ecuuoiones que se ibun a 

presonta.r y resolver pooter.i.ormente. En lfl. segunda secci6n, -

se hizo un reau.men do lrw idu!.'4s p:nncipales concernientes a -

11:1 teoría de funcione:1 de variable compleja, pueo aunque los 

conceptos que Be mcme ,iuron fueron muy pocos, fue necesario -

mencioni:Lr los deniáE1 para que aquellos no aparecieran aislados; 

por ejP.mplo, al evuluar una integral de invers16n se requiere 

el método de loa residuos, pero para entender ~ate se necesi

ta saber sobre singuluridudes, las que a su vez exigen el co

nocimiento de otros antecedentes; lo mismo puede decirae de -

las series de L!mrent (relacionadas directa.mente oon la tran!!_ 

formada Z) y do las furicionos complejas. 

Aquí, es oportuno hacer una aclaraci6n: los libroa-



y art!ouloe en los que se aplica directamente el ¡¡¡~todo drJ la 

transformada Z, indican que lH integral de invorai1fo ae util! 

za ra.rru1H1nto, Hin fl!Ilbargo; OH llÜ Opinión que lu ucti Viélad CO!!B 

tanto on unu áreu determinada debe impulsar a las personas n 

ampliar sus ~~onooimiont.os pura uumentlir on competencia y evi

tar defioionoiae produoifüu1 por rígidas mecrud~ucioneeJ oe -

err6noo ancerrarmi an formas ú11icu1;J de trabajo (manejo de ta

ble.e), ya r¡uo puude:n preoentan.rn ai·tuecionos, aunque oean po

co frecue1'.!tes, que obJ ie;uen a buscar otro tipo de soluciones, 

y la ful te. de inform1w i6n impedirá llegar a reaul ta.do a con-

cretoa. 

La parte cor-respondiente a la tra1wfomado. de Lapla.ce 

.'f el oap!tulo III, oxhibon unu clara eimili tud en cuanto ae -

rofiere a propiedudea, formas de inversi6i1 y aplicaciones, -

que culminan al demostra:ree la ::colación entre ambas transforma 

dau, 

La dl tima secci6n, titulada "Siatemaa I,inoalea", es 

el antecedente directo ptira la uplicaci6n de la Tranefol'll\ada 

en ol análiuis de procesos, sirvi6 para introducir oonceptoa 

como loe de diagramas de blo~ues y ~1noionea de tr~nsferencia, 

Adem1fo 1 el análisis ele aistemaa lineales es importo.nte por au 

utilidad, pues en muchus situaciones ea posible sustituir -

ecuaciones no lineales por lineu.lea que las aproxim~~n do ma

nera adecuada en la obtención de resultados dtiles, Si.n emba! 
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go, f:le debe tener conocimiento de lue limitaciones de loa m4-

todoa analitiooe, para que dado ol oaeo, opt&r por soluoioneo 

numóricaa qu¡; en algu.ruui ocusi.o:o.aa non las únioe.o pooiblea. 

Finalmento, un fon<Smono reul eo caracteriza por lo 

complejo de lae relacioneo entro loti mtritiploa factores que -

influyen de manorn indi vtduu1 y oomhil'mda en GU desarrollo. 

Con frecuencia lun va.riablos son muchua y de difícil 1dent11'! 

caci6n y medición. Por· fortunn, ol análirJie y oomproneicSn de 

aitueoiorws eencillaa pt<rni:J.te entanéi.or otro.e mó.s dit'!oilee d! 

bido a que loa principios físicos oon loa miemoa. 

Lo lllltel'ior viene a considerc.ciori porque todaa lus 

auposioione~ hcchaa en los ejempl.of:l p:rt:sentudoa, impiden que 

tSfltoe puedan tomun:rn como problemas rtie.1~8 de iU.geniería. Sin 

embargo, la fo:n1111 dü tn1bajar con la trannfonnada Z e:iu 

1.- Ecuacionea en diferencias 

2.- Siatemtts oue involucran un número muy grande de variables 

discretas 

3.- Análisis dinámico y control de procesos, 

es general, y proporciona elamentoe b~sicos y suficientes para 

el planteamiento y soluci6n de problemas más oomplioadoe. 
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