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P R E F A C 1 O 

El presente trabajo tiene dos objetivos principales. 

El primero es mostrar la derivación teórica de los diferentes 

modelos de gas de electrones que existen para estudiar la es

tructura electrónica de átomos, tratando de presentar estos -

modelos de una manera uniforme y accesible y presentando los 

aspectos más importantes €n la deducción de cada uno de ellos. 

En el Capítulo 1, se empieza desde el formalismo g~ 

neral y el modelo más simple (Thomas-Fermi) del cual analiza

mos algunas de sus características, predicciones y limitacio

nes, hasta ll€gar a los modelos más complicados que incluyen 

correcciones en gradientes para la densidad. Al final de es

te capitulo se presentan los diferentes métodos posibles para 

obtener resultados prácticos de estos modelos y las diferen-

tes complicaciones que cada una de estas alternativas presen

ta. 

El Capítulo 11, tiene por objeto real izar cálculos 

con los modelos mediante un procedimiento variacional restrirr 

gido que pueda ser comparado directamente con un cálculo- -

Hartree-Fock base mínima y as! probar la calidad del funcio-

nal y poder concluir si estos modelos que se derivan en la--



aproximación de un gas de electrones, pueden ser aplicables 

a átomos y moléculas, donde esta aproximación es cuestiona

ble. 
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1. FUNCIONALES DE LA DENSIDAD, 

1 • 1 1 n t roducc i ón. 

El objetivo fundamental que se persigue en la teo

ria de funcionales de la densidad, aplicados a átomos, molé

culas y sólidos, es el de relacionar directamente la energra 

con la densidad electrónica, sin necesidad de calcular pre-

via~ente la función de onda. De esta forma~ para un sistema 

con n-electrones, el problema 3n-dimensional se reduce a un 

problema tridimensional que, supuestamente es más faci( de

resolve.r. 

Los modelos de gas de electrones corresponden, pr~ 

cisamente a este tipo de filosofia, En estos modelos se in

troduce una simplificación adicional suponiendo que ~n cual

quier punto de la distribución, el sistema se comporta de m~ 

nera local, al igual que un gas de electrones uniforme, con 

una densidad igual a la del sistema en ese punto, De esta

forma, el problema de muchos cuerpos se reduce considerable

mente. 

1 .2 
1 Teoremas de Hohenberg y Kohn 

La teoria de funcionales de la densidad esta fu~d~ 

mentada en dos teoremas propuestos por Hohenberg y Kohn. 
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Teorema 1. El estado basal. 

Consideremos un sistema con n-electrones moviéndQ 

se bajo la acción de un potencial ~(r) (en el caso de un 

átomo, el potencial creado por el núcleo) y la mutua repul

sión coulómbica. El hamiltoniano tiene la forma 

H-=- T+V+ u 

donde: 

1 =- i ~ \7 ·t"< v-¡ . 'V "f t n J3y 

u~ i n 1,\Y-) rt"'t Y') "\' (Y) "\' t '\"') 

\ 'r - '(' \ 

La densi~ad electrónica del estado basal 

( 1- 1 ) 

( 1-2) 

{ 1-3) 

( 1-4) 

está 

dada por los elementos diagonales de la matriz de densidad 

de primer orden: 

~ d3 ~ 'f"L.... '("" ( 1- 5) 

donde Y representa las coordenadas de los n-electrones 

r= (x¡, Y¡• z¡, ..... .Xn, Yn,Zn).Como"\1 esta determinada por 

'\] (V') , entonces p('(,j es un funciona 1 de 1./(r) 
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Deseamos mostrar que '\J{r) es un funcional único 

de p<r) , excepto por una constante aditiva, La demostra

ción se hace por reducción al absurdo. Supongamos que otro 

potencial v'tn tiene un estado basal "jj1
l() que da l u--

gar a la misma densidad ~ lY') A menos que v'¡ n _ \)"{ r) 

sea igual a una constante,"\''tv) no puede ser igual a"fl1) ya 

que satisfacen ecuaciones de Schr~dinger diferentes. Por-

'lo tanto si H, Ha., E y E' son los hamiltonianos y energías 

correspondientes a 1 y 1'' , tendremos, por el principio -

variacional que 

( 1-6) 

puede reescribirse en la forma 

( 1-7) 

de la misma forma 

( 1-8) 

sumando las ecuaciones ( 1-7) y (1-8) llegamos al absurdo 

( 1- 9) 

lo que significa que '\J(n y no pueden dar lu--

gar a la misma f (Y) si son diferentes. O sea, Litn es 

un funcional único de ptn Ya que l.Hn determina a 
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H, podemos ver que el estado basal de un sistema es un fun-

cional único de e ln . 

Teorema 1 l. El principio variacional. 

Ya que "f es un funcional de p l Y) , también lo 

serán la energía cinética y la de interaccfón. Por lo tanto 

podemos definir 

( 1-1 O) 

donde F [ rJ es un funcional universal, válido para cual-

quier número de partículas y cualquier potencial externo. 

Así, la energía total la podemos expresar como, 

( 1-12) 

Para la densidad de carga correcta p!r), E.."'\.f1 
es igual a la energía del estado fundamental E. Deseamos d~ 

mostrar que cualquier otra densidad 

la restricción; 

1 p t '( ) que satisface -

( 1- l 1) 

da lugar a una energía (v(f'1 

igualdad solo se cumple cuando 

mayor que E. Es decir la 

Sabemos que : 
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( 1- 13) 

tiene un valor minimo para el estado basal correcto· ~ , r~ 

lativo a variaciones arbitrarias de ~· en las que el número 

de partfculas se mantiene constante. En particular, si ,. 

es el e.stado basal asociado a otro potencial externo '\t'(Y), 

entonces, usando las ecuaciones (1-11) y (1-13) tenemos que 

E'\)" [ "f1 J =- ~ \) (Y) f t '() d~Y -\- F l f' 1 

) E.""t"V1-=\vtr) ~ln daY" + Ftf1 
( 1-14) 

por lo tanto 

( 1- 15) 

Con base en estos dos teoremas, es posible descri-

bir un sistema den partrculas utilizando a la densidad como 

variable básica. La dificultad estriba en que el primer teQ 

rema afirma la existencia del funcional universal, pero no-

nos dice la forma explicita de éste. Si logramos conocerlo, 

el segundo teorema nos garantiza que los resultados que se -

obtengan serán idénticos a los que proporciona la ecuación -

de Schr8dinger. 

Es conveniente separar la energra coulómbica clás! 

ca de F [ f 1 y ese r i b ir 
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~ tn r l\"') 
1 r- r' \ 

( 1-16) 

donde G L () es un funcional. universal al igual que F[f] 
Podemos escribir C., Lf) como: 

(1-17)· 

donde T [f) es el funcional de energía cinética y LJI.c:Lf] 
es ei funcional de energía de intercambio y correlación. 

Tanto T[p] como Exc: [p] pueden ser expre-

sados en términos de las energías cinética y de intercambio 

correlación por electrón, y respe.f. 

tivamente, si la densidad varia lentamente, es decir 

( 1- 18) 

( 1-19) 

Utilizando las ecuaciones anteriores podemos expr~ 

sar la energía total de un sistema de n-electrones como: 

Llf1::. \ ~{Y)ttf} d\ -\-1 ~l~)'\J\Y) d\- ~ 

I H ptr) e (r') d\ d~· {- { r flY) Ux<.l~} d\ ( 1-20) 

1 t - r'l "' j 
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Si conociéramos la forma explícita de HrJ Y de 

podríamos hacer la variación sujeta a la res- -

tricción (1-12) y determinar así la ecuación que debe satis-

fac-er p . 

Como podemos ver de la ecuación (1-20), es necesa-

rio modelar tanto t[f1 como UxcLf] para trabajar con 

un funcional cuya variable básica sea la densidad. En las -

siguientes secciones se describirán algunos modelos que exi~ 

ten para y a lo largo de estas se mo~ 

trarán las diferencias que existen entre estos modelos y los 

alcances de cada uno de ellos para explicar principalmente-

propiedades de átomos y moléculas. 
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1 1 • MODELO DE THOMAS-H RM 1 • 

Thomas y Fermi 2 (T-F) propusieron independientemen 

te, en 1927 y 1928, lo que podemos considerar actualmente CQ 

mo el funcional de la denoidad más simple, ya que la energía 

cinética se aproxima por la de un gas de electrones libres 

(sistema homogéneo) y la energía de intercambio y correla- -

ción se desprecia, incluyéndose únicamente la interacción -

coulómbica entre los electrones y la de estos con el núcleo. 

11. l Funcional de Thomas-Fermi 3, 4 

Para desarrollar el funcional de la energfa cinétl 

ca consideremos que Px, Py y Pz son los componentes del -

momento de un electrón en la posición Y , el elemento de -

volumen en el espacio de fase estará dado por: 

( 1 1-l) 

De acuerdo con las reglas de la mecánica estadístl 

ca, una celda de volumen h3 en el espacio de fase es equiva

lente a un estado cuántico. Cuando el spin es tomado en 

cuenta, cada celda puede acomodar dos electrones, por lo que 

el número de estados cuánticos que llenan el elemento de vo

lumen d.fi. es (2dJL/h3). Si suponemos que dentro de cada 

dfi el potencial creado por el núcleo y los electrones va--



9 

ría lentamente, y alrededor del punto r, el espacio de mo--

mentas esté ocupado hasta un momento máximo ?f (Y) que ll§. 

maremos momento de Fermi, entonces, el número de electrones 

en un elemento de volumen dr alrededor del 

punto r esta dado por: 

( 1 1-2) 

integrando obtenemos que: 

( 1 1-3) 

la energía promedio por partfcula (energía cinética) es 

( 1 r-4) 

substituyendo la ecuación (1 1-3) en la ecuación (1 1-4) obte-

nemos: 

-- ( 1 1- 5) 

\o rt\ 
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De esta forma utilizando la ecuación (1-20) con 

Uxc:[p) =O obtenemos el funcional de TF (en unidades

atómicas ~=m=e=l). 

f t -r) f ec') 
\ '!- r'\ 

11.2 La ecuación diferencial de Thomas-Fermi. 

( 1 1-6) 

Para obtener la densidad de carga correspondiente 

a la mínima energía, hacemos la variación de Elf] sujeta 

a la restricción : 

( 1 1-7) 

siendo n el número de electrones. Asi, obtenemos: 

( 1 1-8) 

donde r es un multiplicador de Lagrange no determinado y 

Vln es el potencial electrostático dado por : 

'\J (Y) -;:: 
z + \ flY') t'f' 
'( \V- y'\ ( 1 1-9) 
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por lo tanto, 

( 1 1- lo) 

Cuando (r--V<vl) es cero, la densidad vale cero. 

Esta, también debe ser cero en regiones donde (f-\1) es n~ 

gativo, porque la energfa cinética no puede ser negativa. -

Por lo tanto, la ecuación (¡.t-V) =O 

tera del átomo. 

determina la fron-

Para un átomo neutro, no existe campo externo fue

ra de su radio, por lo tanto ¡;.=-O. 

Como el potencial \/(v) y la nube electrónica de 

carga _ p l Y) están relacionados por la ecuación de Poisson: 

(11-ll) 

tendremos, substituyendo la ecuación (1 1-10) en ésta, que 

(11-12) 
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cuya solución nos permite conocer el potencial electrostátl 

coy la densidad de cargas del átomo, Si definimos: 

(ll-13.a) 

donde y 

(ll-13.b) 

la ecuación (1 1-12) se convierte (suponiendo que X es esferl 

camente simétrica) en: 

( 1 1- 14) 

que es la ecuación diferencial de TF. Podemos ver que se-

trata de una ecuación de segundo orden no lineal y, lo que 

es muy importante, independiente _de Z, por lo que su sol u- -

ción es la misma para cualquier átomo, 

Para valores pequeños de r, el potencial debido al 

núcleo debe ser dominante, por lo tanto 

( 1 1- 15) 
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De la ecuación (1 1-13) se tendrá entonces que X d~ 

be satisfacer la condici~n a la frontera 

X {O) -:. t ( 1 1- 16) 

AsT, las posibles soluciones de la ecuación (11~14) 

tienen la forma mostrada en la fig.(l 1-1). Sin embargo, fi-

sicamente esta ecuación es válida para X positiva; 

X 

X 

para X negativa la densidad electrónica desaparece debido a 

que no hay ningún estado con pz pf. Por lo tanto la ecua- -

ción diferencial para X negativa es: 

( X L.. o) (11-17) 
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Si Xo es el punto donde X cruza al eje X, tendre

mos X(x)= A(X-Xo), por continuidad A=X1(Xo). Así, la solución 

quedará completamente determinada si encontramos X> O . En 

Xo, X(Xo):O y X'(Xo) debe ser diferente de cero ya que si -

fuera cero la ecuación ( 11-14) indicaría que X" y todas las 

derivadas superiores desaparec~rfan dando lugar a la solución 

tri vi a 1 X=O. 

Las condiciones adicionales para la solución de la 

ecuación diferencial las podemos determinar considerando al 

átomo neutral o al ión confinados a una esfera de radio r0 • -

El número total de electrones será 

(11-18) 

Usando la condición en x
0

, la ecuación anterior se reduce a 

( 1 1-19) 
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donde q es la carga neta del sistema. En el caso de áto--

mos o iones 1 ibres, en , lo que implica que: 

~ :---
1 (11-20) 

pa·ra átomos neutros q.=o y la ecuación ( 11-20) tiene como -

consecuencia 

( 1 1-21) 

Si x0 es un número finito, de la ecuación anterior 

se obtiene que X(x
0

)= O y X'(X0 )= O, no existiendo en este

caso una solución no trivial. Para obtener la solución no 

trivial suponemos que la superficie del átomo se encuentra en 

el infinito e interpretamos la ecuación (1 1-21) como 

X(X)P=-0 1 
X X (.l<:): o ( 11-22) 

Estas ecuaciones determinan por si solas una solu--

ción única que es asintótica al eje x. Como la función X de-

saparece solo en el infinito, el átomo neutro no tiene front~ 

ras en el modelo de Thomas-Fermi. 

Para iones libres (q*O) , la condición (1 1-20) -

indica que como la pendiente de X debe ser negativa en x=x0 , 

los iones negativos no existen en esta teoría mientras que -

los iones positivos son de tamano finito con radio igual a ro. 
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Una vez establecidas las condiciones, a la fronte

ra, la ecuación (1 1-14) puede resolverse numéricamente 5. 

Expresiones analíticas para esta solución han sido dadas por 

numerosos autores 1 Latter6 encontró que la función 

x. (x.) o::. [ \ +- o.olHT x'lt + \. ~Li3 x - o. t"ftro x!Jz. + 

s,, 3 J-1 
o.t3oz. x2. + o.Oo7 z 98 x ... o.00~>9'1'í x (11-23) 

se aproxima a la solución de la ecuaci6n de TF dentro de un 

error del 3%. La figura (1 1-2) muestra una comparación en--

tre las funciones de distribución radial para el átomo de Ne 

calculadas por el método de TF y por el de H-F. Podemos ver 

que el modelo de TF, reproduce la forma general, aunque los 

detalles no son exhibidos correctamente. 

Si substituimos la ecuación (1 1-13) en la ecuación 

(1 1-10) encontramos que 

r (X) - (11-24) 

lo que indica que la densidad de carga en todos los átomos

está gobernada por la misma función de distribución con 

jugando el papel de una longitud característica y por lo tan-

to no presentará estructura de capas. De las ecuaciones 
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(11-23) y (11-24) se observa que cuando Y---? O , la densi-

dad diverge como 

que cuando 

-"-'h 
y en lugar de permanecer finita y-

' la densidad decrece como r-6 en lu-

gar de hacerlo exponencialmente. 

11.3 Energía Total. 

Antes de considerar las energías que se obtienen-

con el modelo de TF, tratemos el caso de Z electrones que no 

interactúan entre ellos mismos y que se mueven en un poten--

cial de Coulomb Z/r. Esto nos ayudará a entender las carac-

teristicas generales de la energía de enlace de los electro-

nes en los átomos, así como las limitaciones de la aproxima-

e ión de TF. 

Para el campo de Coulomb la solución cuántica es -

por supuesto conocida. Si tenemos N capas llenas, la ener-

gía total Ec. (solamente la suma de los eigen-valores) está 

dada por: 

{11-25) 

2. habiendo 2n electrones en la capa de número cuántico princi-

pal n y siendo la relación entre N y Z 



19 

6 

N(N+t)(ZN+l) = 3t ( 11-26) 

En principio las ecuaciones ( 11-25) y ( 11-26) dan 

la energia total como una función de Z. Sin embargo, trate

mos el caso de Z grande y desarrollemos una expresión asint~ 

tica para N. De (1 1-26) fácilmente se obtiene que 

( 11-27) 

y entonces de las ecuaciones ( 11-25) y ( 11-27) obtenemos 

( 11-28) 

Ahora, apliquemos la aproximación de TF al mismo 

problema con la densidad, p, dada por la ecuación (1 1-10) con 

in-VtY) =-I/r y r escogida de tal manera que la densidad 

tegre a Z electrones. Substituyendo esta expresión en la 

ecuación (11-6) y recordando que los electrones no interactúan 

obtenemos integrando que: 

(11-29) 
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comparando las ecuaciones (1 1-28) y (1 1-29) vemos que la aprQ 

x imac i ón de TF dá e 1 res u 1 tado correcto en e 1 1 imite L ~ CU 

Podemos obtener la energía de un átomo en la apro

ximación de TF, substituyendo la solución X de la ecuación -

diferencial de TF en las ecuaciones (11-13), (11-10) y (11-6) 

llegando a la expresión siguiente: 

E"= i''(';:)'' t~l [&:·f~·J, -~Jl~;·f: dx 

+.E.. J f ~ [ )Ux)J~t. f X<~'>]
3

'\.tx't dx c/x' \ 
.3Tf ) 1 X- X 1 X l 'X ) 

(11-30) 

con la cual, integrando numéricamente se obtiene: 

E.-n:::. -O. 7fo ~7 l 
1/g 

( 1 1-31) 

Esta energía es por supue~to mucho mayor que la de 

los electrones moviéndose en un campo coulombiano puro, ecu~ 

ción (1 1-29), ya que los electrones exteriores en un átomo-

son apantallados por los electrones de las capas internas. 

Las energías calculadas por medio de la relación -

(11-31) difieren de los valores experimentales en un 20-30%, 

pero es claro que esta ecuación no nos puede dar más que el 

primer término de una expansión de la energía en potencias-

l
'IJ 

de 
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11.4 Teorema Virial y relaciones entre las componentes 

de la energía total. 

La energía total de un átomo es el resultado de su

mar la energía cinética y la energía potencial, por lo tanto, 

puede ocurrir que para un cierto modelo, al efectuar la suma 

haya cancelación de errores y el resultado sea un valor precl 

so de la energia. Sin embargo, las componentes individuales 

pueden estar mal descritas. En mecánica cuántica se sabe, a 

partir de la ecuación de Schr8dinger, que un sistema atómico 

satisface el llamado Teorema Virial que establece 

T 

V 

-E 
2E 

(ll-32!a) 

(ll-32.b) 

donde T, V y E son los valores esperados de las energías cin~ 

tica, potencial y total respectivamente. Es importante saber 

si el modelo de TF satisface también esta relación. 

Supongamos que la f(r} correspondiente a la mínima 

energía del funcional de TF es conocida y definamos una densl 

dad escalada 

( 11-33) 

donde 

( 11-34) 
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siendo ~ el factor de escalamiento. De esta última ecua-

ción obtenemos que 

(11-35) 

El número de electrones en función de la densidad 

escalada debe ser el mismo que para la función sin escalas,-

es decir, 

La energía cinética para la densidad escalada es 

(11-37) 

y la energía potencial para la densidad esc~lada es: 

(11-38) 

Por lo tanto, la energía total para la densidad e2_ 

calada es: 

(11-39) 
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Como la energía total es minima para ~ =1, ten--

dremos: 

p,~T+v)j ~zT"-~-V-;0 
7~ 1 

( 1 1-40) 

y por lo tanto, como E = T + V, se obtiene que T = - E 1 que 

V= 2E. Que demuestra que el modelo de TF satisface el teor~ 

ma virial. fs decir que el balance de energía cinética y PQ 

tencial es correcto, sin embargo, como ya vimos los valores 

obtenidos para la energía total son bastante imprecisos. E§ 

to significa que las modificaciones al modelo de TF deben dl 

rigirse tanto a la energía cinética como la energía poten---

cial. Si el teorema virial no se hubiera satisfecho, nos--

podría haber servido de guia para mejorar el modelo. 

Además del teorema virial, el modelo de TF satisfª 

ce otras relaciones entre las componentes de la energía to--

tal. Si escribimos la energía potencial como 

(11-41) 

donde Vne represente la energía de interacción núcleo elec-

trón y Vee se presenta a la energía de interacción electrón

electrón, obtenemos a partí r de la ecuación (1 1-40), que 

( 1 1-42) 
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Por otro lado, substituyendo la ecuación (1 1-10) -

en la expresión para la energía cinética, encontramos que: 

= - t Vl'\v. - ~ V u. - ~ r- n (11-43) 

Combinando esta ecuación con la ecuación (1 1-43) y 

recordando que para un átomo neutro r=o se obtiene que 

( 1 1-44) 

y haciendo uso de la ecuación (1 1-32) se encuentra que 

\ - E (ll-45.a) 

Y e 'l.. - 1 E ( ll-45.b) 
3 

'l'r\e.. 1 E (ll-45.c) - 3 

Así, el modelo de TF no solo satisface el Teorema 

virial, sino que además predice cuánto de la energía total -

corresponde a la interacción electrón-electrón y cuánto a la 

electrón-núcleo. Fraga8 demostró que las ecuaciones (1 1-45) 

se satisfacen con bastante precisión cuando se calculan los 

valores esperados de T, Vee y Vne, utilizando los orbita--

les de H-F. 
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11.5 Principio de Maximización. 

Regresando a la ecuación de TF, ecuación (1 1-6), -

una manera de obtener información a partir de ella sin resol 

ver la ecuación diferencial, es hacer un cálculo variacional 

restringido, tal como, proponer una función de prueba y obt~ 

ner una cota superior al valor de la energía. En 1957, O.B. 

Firsov
9

, obtuvo un funcional de una cierta función de las--

coordenadas tal que su valor máximo de la misma energra ele~ 

trónica que el valor mrnimo del modelo .de TF, es decir, nos 

dá una cota inferior a este valor. Aunque en el modelo de -

TF el resultado es conocido, este tipo de estudio nos dá in-

formación acerca de qué tan cerca está un cálculo variacional 

--rest-;in~-ide-Ele-1 valor--exacto., _si_pode1TIQ5_cle_1:e_r-rn_in_a_r las co-

tas superior e inferior. 

En esta sección presentaremos el caso general de -

un sistema de átomos que interactúan en el modelo de TF y--

del funcional de maximización,que permite encontrar una pro-

piedad importante en la descripción de moléculas homonuclea-

reas diátomicas dentro del modelo de TF. 

La energía electrónica total de un sistema de va--

rios electrones es una generalización directa de la ecuación 

( 1 1-6) . 



( 1 1-46) 

De la variación de E con respecto a f se obt i~ 

ne 

(11-47) 

El potencial electrostático está dado por 

~(r) ~- d'\' 
\Y- v'\ { 11-48) 

De la ecuación de Poisson y de la ecuación (1 1-47) 

obtenemos 

(11-49) 

la cual es la ecuación de TF para un número arbitrario de ng 

cleos. 
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Si se encuentra la solución de la ecuación (1 1-47), 

puede ser usada para simplificar E=Eo, 

( 1 1-50) 

S j f=- {Jo+ Jp, Jf (<. fo , de la ecuación (11-47) obten~ 

mos 

8 p{r) ó e lr') d.\ d\.· 
1 \'- -é'\ 

(11-51) 

de la ecuación (1 1-51) observamos que lo que es agregado a-

Eo, es esencialmente positivo, por lo que Eo, es el mínimo-

valor de E. 

Ahora consideremos otro funcional de alguna fun- -

ción f: 

( 1 1-52) 

con las siguientes restricciones para la función f: a)~(tl~~.l 
(si f=[ Z1jlr-rd entonces H =-CO, b) Que f, tienda a cero 

; t 

cuando 

ti vas 

r tiende a infinito, y e) Tomaremos las raíces posl 

5/2 de ( ..... ) . Claramente H,(o y puede tomar cual- -

quier valor negativo dependiendo de f. 
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El máximo valor de H1 está dado por la condición 

la cual nos dá la siguiente ecuación para f=fo (ver ecuación 

V 1-16). 

( 1 1-54) 

si hacemos f=fo + d f con f (<. fo, entonces 

(11-55) 

dado que 

la primera integral puede ser reemplazada por una integr~l 

de superficie, la cual desaparece en vista de las condicio--

nes impuestas en f y cff. Por lo que el segundo término 

en la ecuación (1 1-55) se convierte en: 
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el cual vale cero en vista de la ecuación {1 1-54). Entonces 

lo que se agrega a H\o (ie el dlt1mo término de la ecua- -

ción 1 1-55) es esencialmente negativo, por lo que cuando - -

f=fo, el valor de E
1 

es máximo. 

La función ~ (Zillr-r.¡ 1) - fo, satisface, por la-
' 

ecuación ( 11-54), que: 

z. _3¡,_ ( '"'\ 1..~ ~ fh 
'\t"l\ \'f-Ar.;\-~") = -4\í ~l~ Stv·'f.;' + 4\\A \~ \1"-'t;\- •J 

( 1 1-56) 

que es idéntica a la ecuación"( 11-49) para cJ>otr) • Como las 

condiciones a la frontera para fo(Y) (tienda a cero en irr 

finito) son las mismas que para (2: l,llr-ri 1 - fo), tenemos 
¡ 

entonces que: 

~o ( 1 1- 57l 

de las ecuaciones ( 1 1-47 y 48) se sigue entonces que: 

fo = J ~1. l't' -1 z~ ~ '!>!?..,. - - - Po ( ll-58.a) 
\r--~·\ " Ir-ni 

\J'"fo ;:;. - '!Tf fo ( 1 1- 58. b) 
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de la ecuación (1 1-52), H1 puede ser escrito en la forma 

(11-59) 

usando las ecuaciones (1 1-58) para f=fo, tenemos 

( 1 1-60) 

que es igual a Eo dado por la ecuación (1 1-50). Por lo tan-

to Eo, es el minimo absoluto para E y el máximo absoluto de 

E1 .Si ftfo, entonces E(. Eo. 

El proceso de minimización para átomos fue aplica

do por'Jensen 10 • La función de prueba que uso para la densl 

dad fue: 

(IJ-61) 

donde A es un factor de normalización, X=( o. Z 113 r) donde 

O( es un parámetro variacional y P(x)= l+Cx, donde C es 

otro parámetro variacional. Usando esta densidad obtuvo una 

cota superior, la cual se muestra en la Tabla 1, R. Roberts", 
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una cota inferior de la energía usando como densidad de pru~ 

ba 

(11-62) 

y generando f a partir de la ecuación (11-58-a), es decir 

L/¡ -x 

r-=- f j<:r') cPr' ::. ol t. ~ (,_e ,.,cx.o~- ') J 
\ t"- y'\ -x: 

obteniendo el resultado que se muestra en la Tabla 1. 

TABLA 1. CALCULOS PARA ATOMOS 

Método 

Jensen (Cota Superior) 

Exacto 

Roberts (Cota Inferior) 

Energía ( Z= 1 
a. u. 

- o. 76776 

- 0.76873 

- 0.76920 

(11-63) 

Lo que se desearía seria poder generalizar, el ---

principio de maximización a funcionales mas complejos, como 

los que se describirán en las siguientes secciones. En gen~ 

ral una cota superior es fácil de conocer ya que la energía 

es mínima con respecto a variaciones de la densidad. El prQ 

blema es encontrar funcionales del tipo de la ecuación -

( 11-52) quienes proporcionen cotas in¡feriores para la ener--

gia en los otros modelos. 
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Un resultado importante de este principio de maxi

mización es que le permitió a Roberts calcular cotas inferiQ 

res y superiores de la energía de TF para moléculas diétomi

cas homonucleares a diferentes distancias internucleares que 

diferían cuando mas en un 5% y anal izar el comportamiento a 

grandes distancias para concluir que dentro de este modelo

este tipo de. moléculas no son estables. 
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11 l. MODELO DE THOMAS-FERMI-DIRAC (TFD). 

El modelo de Thomas-Fermi ignora ciertos efectos -

fisicos tales como la interacción de intercambio y la corre

lación. Si queremos obtener un funcional mas exácto estos -

efectos deben ser incluidos dentro de la teoria. La primera 

corrección al modelo de TF consiste en incluir en el funcio

nal la energia de intercambio. Para ésto, primero desarro-

llaremos las ecuaciones de H2rtree-Foc-k en términos de la m-ª. 

triz de densidad, ya que por medio de este formalismo pode-

mos entender mejor qué efectos no han sido incluidos. 

11 l. 1 La ecuación para 1a Matriz de Densidad 12 • 

El método de Hartree-Fock (HF) está basado en el -

hecho de que la integral 

( 11 1- 1 ) 

sea estacionaria para todos los eigen valores del hamiltoni-ª. 

no átomico (que denota el conjunto de coordenadas de espacio 

y de spin del átomo). La función de onda está sujeta a la

condición 

(111-2) 
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En la aproximación de HF esta función se escribe -

como el producto de funciones monoelectrónicas, ~ , de tal 

manera que la función ~ sea antisimétrica con respecto a --

las permutaciones de los electrones individuales, por lo que 

la función f'i}l para un átomo neutro es 

( 1 1 1-3) 

donde P denota las permutaciones de las coordenadas de los -

electrones individuales. 

Si la función de onda ~ es seleccionada en la--

forma (1 1 1-3), es posible, sin pérdida de generalidad, intrQ 

ducir como una condición adicional: 

( 1 1 1-4) 

en lugar de la condición ( 11 t .2). 

Antes de hacer la variación de la integral de la -

energTa, la pondremos en una forma especial haciendo uso de 

que el hamiltoniano contiene sólamente términos que se refi~ 

ren a los electrones individuales y a sus interacciones por 

pares. 

( 1 1 1-5) 
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donde la función V es simétrica con respecto a las variables 

que entran en ella. En el átomo U es la suma de la energía. 

cinética y potencial del electrón en el campo del núcleo, y 

V es la energía de interacción electrostática de Jos electrQ 

nes. Substituyendo las ecuaciones (1 IJ.3 y 5) en la expre-

sión (111.1) y haciendo uso de la ecuación (111.4), obtene--

mos 

o\rt~ 1 ~ ~1 ~ ~) ,~ ( ~) v t q_. ~·) r "",¡ ( ~·) "~'~ ( '\) 

-1~t~)~lt.t<\')] d~ d~· 
La variación de (1 11 .6) está dada por: 

I s~'H"Yd~ ~~ 1 s,:{~)Jq_ \ ut'l)"\lft<q) + 

(111-6) 

¡_ ~~ l ~') \j ~'\~~·) [ "\>~ (~) "V ~lq) - i ~ 1.. <\) i\t.l ~)J el~ 1 
k<1 

( 1 1 1-7) 

donde hemos definido: 
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(111-8) 

y 

( 1 1 1-9) 

Multiplicando la condición (1 1 1.4), por el parám~ 

tro variacional a~~ y añadiendo la variación de (1 11 .4) 

a la variación de la integral de la energía, obtenemos un -

sistema de ecuaciones para las funciones ~,: 

( 1 1 1-1 o) 

Es fáci 1 expresar los parámetros O...a. en térmi --

nos de las integrales para V, B y B.¡l< , haciendo uso de la 

condición ( 111.4), esto es: 

{ 1 1 1-11) 

Haciendo uso de las definiciones puede demostrarse 

• que la matriz a,~._ es hermitíana Cl,¡-ll"' aAt.i 
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La ecuación (1 1 1-40) puede ser escrita en forma--

compacta si introducimos la matriz de densidad flq,q') que 

se define como 

( 1 1 1-12) 

Para llegar a una ecuación para la matriz de densl 

dad p(q,q'),.junto con (111.10) escribimos la ecuación para 
.¡¡. 

la función conjugada ,,;.IC\) 

(111-10*) 

* Ahora multiplicamos la ecuación (111.10) por ~.¡l'l'l 

y la ecuación ( 111.10*) por ~,;.t~) sumamos sobre '1. y re2_ 

tamos (111.10*) de (111.10). Los términos que contienen 

* O..Jvi. son iguales por ser (Qi..\) hermitiana. 

Los términos con U y B contienen a la matriz p1q,~) 

1 a expresión que contiene a B~ )t también puede ser ese rita -

con la ayuda de V . De ( 11 l. 10) obtenemos; 
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con una transformación análoga para (1 1 l. 10*). 

,;~ 1'~ tcp 1~ (cr) J "\'"- t ~") V Uf,~') ~: t q.") d q_'' 

= ~ ~tq,~") de\' f<-~",'\-') V <C\' ,o_.') 

si introducimos el operador 

1 a ecuación ( 1 1 1 • 13) puede ser reesc r i ta como 

(111-13) 

(111-13*) 

( 1 1 1-14) 

( 1 1 1- l 5) 
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mientras que ( 111.13*) toma la forma 

(111-15*) 

don~e hemos hecho uso de la propiedad de simetría del oper~ 

dor V. 

Los términos que derivan de B también pueden ser -

expresados en términos de la matriz de ~ensidad 

B~ 1;,l0,.)~:{.'\')-= \ \fl<V\c\') \Jt~.o..,") e\~) 'H~·<\') 
" 

( 1 1 1-16) 

e introduciendo los operadores 

{ 11 1-17) 

y 

( j 1 1- 18) 

obtenemos una ecuación para la matriz de densidad en la for-

ma: 
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1d ~· (tu tq, ,q;') k-~l~~~')- A t~~~·)) \'< <\' ,q) 

- rl~.<\') \ Vl~'.'\') + B(.:\'.C\)- A.l~·~~> ]""o 

(111-19) 

Esta última ecuación representa el paréntesis de-

Poisson entre la matriz de energía 

(111-20) 

y la matriz de densidad: 

( 1 1 t- 21) 

En la matriz H, el término B corresponde al campo 

auto consistente que está asociado con la densidad electrónl 

ca, mientras que el término A corresponde a la-energía de in 

tercambio. 

Ahora elfminaremos la variable de spin, haciendo -

uso -del hecho de que el hamiltoniano inicial no depende del 

spin. Podemos escribir cada una de las funciones 1~~~ 

como el producto de una función especial ~i y una función -

de spin X 

( lll-22) 
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donde r denota ~as coordenadas espaciales, s la coordenada -

de spin y X es alguna de las funciones de spin ~o fi• estau 

do éstas definidas por 

(lll-23.a) 

y 

p (S) "' ( 1 1 1-23 .b) 

sif+ y f- son las componentes de la matriz de densidad aso

ciadas con spin positivo y negativo respectivamente, podemos 

escribir la matriz de densidad como 

( 1 1 1-24) 

Ahora la matriz B(q,q') comprende a diferencia de 

las matrices A(q,q') y V(q,q') una integración sobre la va--

riable de spin, por Jo tanto tenemos 

u 1 
5"¡ 

I 
,, 1 

S::-¡ 
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donde 

( 1 1 r- 26) 

y a f(r,r') le llamaremos matriz de densidad* 

(111-27) 

donde p" es el número de ocupación del orbital ~n • Por 

último para la matriz A(q,q') tenemos 

Ahora en el caso particular de un sistema donde --

f+(r,r') = f-(r,r') tenemos 

* 

(111-28) 

De aqui en adelante trabajaremos con f(r,r') y cabe hacer 

notar que esta matriz de densidad es diferente a la defi-

ni da en 1 a ecuación ( 1 1 1 . 12) . 
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Con esto no tenemos que describir todas las canti-

dades por el conjunto total de variables q,sino solamente-

por las variables esp·aciales r, porque todas las expresiones 

son diagonales con respecto a la variable de spin, 

fl'<',v') =I p" 
~ (111-29) 

lf~ (Y) ~r. l Y1
) 

" 
" 

U lv.'f') 0::: u('«") d (Y"- Y') (111-30) 

\)t'f,r') :::. d'u·-y') 1 p<t'\Y") \Jt'«','f") d.,. •• (111-31) 

y 

{\ ( t, ~·) '::. 
1 y (y ,t') f (Y, 'f') (" 1-32) 
t 

Para desarroJios posteriores es importante encon-

trar el operador cuyos elementos de matriz corresponden a la 

matriz de densidad. La transic1ón de un operador a la forma 

matricial se consigue con ayuda de las siguientes relaciones 

equivalentes 

(lll-33.a) 

y 

(lll-33.b) 
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El operador p• contenido en la última ecuación, -

actua sobre la función J y sobre la coordenada r' que pue-

"' da contener el operador Q. Por lo tanto puede ser escrito 

en la forma 

(lll-33~c) 

donde el subindice J A 
indica el objeto de operación de pg 

Con este fin introduzcamos el operador de ocupa--

" ción •f• cuyo espectro son los números de ocupación 

(111-34) 

entonces la ecuación (1 1 t.29) toma la forma 

(111-35) 

Esto último se sigue del teorema de completitud y 

" por lo tanto r es precisamente el operador cuyos elementos 

de matriz son la matriz de densidad. 

111.2 Modelo de Thomas-Fermi-Dirac (TFD). 
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La primera corrección al modelo de TF consiste en 

incluir en el funcional la energía de intercambio. En 1928 

Dirac 13 aproximó el funcional de intercambio por el corres--

pondiente a un gas de electrones libres; en esta sección in

troduciremos el intercambio de una manera ~uasiclásica, lle

gando a la misma expresión final que la obtenida por Dirac. 

El principio de correspondencia 14 , establece que -

los elementos de matriz de un operador dentro de la aproximª 

ción cuasiclásica corre~ponden a la transformada de Fourier 

de la función a la que se reduce el o~erador en el caso clá-

s ico. Si A U, p) corresponde a esta función para el operª 

dor !\,haciendo el análisis de Fourier de Atr,p) tene--

mos 

(111-36) 

de donde por el principio de correspondencia 

(111-37) 

por lo que obtenemos 

(111-38) 
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Los elementos de matriz H(r,r') de la matriz de--

energía son los que representan al hamiltoniano H con respe~ 

1 /y \ y \ "''} • p 1 toa os estados ' • ara una transición e ;:jsica 

esta representación de los elementos de matriz no es conve--

niente porque en mecánica estadística, la función de distri

bución está siempre definida en términos de las variables r 

y p. Por lo tanto vamos a obtener a los elementos de matriz 

de H en una representación en la cual los kets y bras básicos 

estén denotados por (Y\ y \p). 

La transición de una representación pura a una mi~ 

ta de cualquier operaoor f puede ser conseguida por medio -

de la ley de,transformación. 

( lll-39.a) 

s imi la rmente 

(lll-39.b) 

para las funciones de onda, escogemos ondas planas dadas por· 

(t'lf)-:: ( 1 1 1-40) 
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Si f(r,p) es el operador a que se reduce el opera-

" dor de ocupación f , en la aproximación cuasiclásica, ie, 

r<r,p) nos dá la ocupación de los estados on el espacio de

fas~, entonces por la ecuación (1 11 .38), flr,p) está dada-

por 

(111-41) 

Por el teorema inverso de Fourier, los elementos -

de matriz .están dado-s por : 

( 11 1-42) 

haciendo ; = O obtenemos 

(111-43) 

lo que muestra que ptY,p) denota al número de electrones por 

volumen h3 del espacio de fase. 

Ahora expresaremos los elementos de la matriz H en 

la representación mixta tratando a r y p como variables 

que conmutan (aproximación cuasiclásica), tenemos entonces-

que: 
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( 1 1 1-44) 

donde las transformaciones para E(r,p) y B(r,p) son 

simples y están dadas por: 

(111-45) 

y 

-.:: 
eh-\ -l r- y'\ 

( 1 11-46) 

Consideremos ahora la matriz de intercambio, usan~ 

do la ecuación (1 11 .32) para~~ elemento de matriz 

obtenemos 

que con la ecuación (1 11 .43) se obtiene 

~ <p- y'){Y'-y) 

'h 

(111-47) 
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La integral sobre r 1 en la ecuación anterior es el 

potencial en el punto r debido a la distribución de carga 

exp t.;_ l ~- p') 1 n ) y de la ecuación de Poisson este po-

tencial es igual a 

\ p - p' \1. (111-48) 

con lo que la ecuación (~ 11 .47) se convierte en 

( 1 1 1- 49) 

por lo que obtenemos finalmente 

( J 1 1- 50) 

Supongamos ahora que el espacio de fase está ocupª 

do hasta un momento máximo Pt• mientras que los estados con 

momento mayor que Pf están vacios 1por lo que flY,p) 

dada por 

para 

' :: () para 

está 

( 1 1 1-51) 
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Usando (1 11 .51} encontramos que 

(111-52) 

y para la matriz de intercambio 

( 1 1 1-53) 

como puede verse haciendo el cambio de variable 

( 1 1 1-54) 

Esta última integral puede evaiuarse por partes y 

el resultado final está dado por: 

+ 2 ~f] (111-55) 

Esta última ecuación representa a la energra de in 

tercambio para un electrón con momento p. Para encontrar la 

energia de intercambio promedio por electrón, promediamos SQ 

bre todos los edos. ocupados: 



obteniéndose~ 
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-~ Lf 1\l'",?" ~\í p?. d ~ 

rf 4\\ rl ¿~ 
() 

~ 
3Q. -'n 

(111-56) 

podemos dejar esta última expresión en función de la densi--

dad, utilizando la ecuación (111.53) con lo que llegamos fi-

nalmente a 

( 1 1 1-57) 

donde Aprom. está expresada en unidades atómicas. 

La energTa total en el modelo de TFD se obtiene -

reemplazando la ecuación ( 111.5) por Ull[ p] en la ecuación 

( 1 .20) y aproximando t l f] de la misma forma que en TF, -

con lo que obtenemos 

( 1 1 1-58) 

donde 
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., J p513
(-r) d'r ( 1 1 1-59) 

To l~J ::.¿__ (3111.) l 

10 

Vntlf] -:.. - z \ ~ d3t" ( 1 1 1-60) 

t' 

J \. ~ 1 ':. ~ \\ ft"') f("t') J\- ó\' (111-61) 

2. \ y- y'\ 
y 

k t rl ~ ( ~)'~ ~ r'i/3(\') d~r ( 1 1 1-62) 
-::. 

en esta última ecuación hemos introducido el factor de l/2 

para evitar contar la interacción electrónica dos veces. 
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IV. CORRECCIONES CUANTICAS AL MODELO DE TF. 

El modelo de Thomas-Fermi es uno de Jos métodos -

que existen para describir estadisticamenté un sistema que

contiene un gran número de partfculas idénticas. La base del 

método está en la idea de que los electrones se mueven clasl 

camente con la condición adicional de que en cada celda del 

espacio de fase no habrá más de dos partículas. La interac

ción entre las partículas es considerada aquf, el campo autQ 

consistente (con o s~n intercambio). 

El modelo de TF es aproximado, por lo que ha habi

do diferentes intentos para hacerlo más preciso, introducien 

do correcciones al modelo. En esta tesis desarrollaremos-

las correcciones de tipo cuántico (o In que es lo mismo co-

rrecciones por inhomogeneidad) que reflejan el hecho de que 

la densidad de un átomo varía mucho .de una región a otra a -

medida que nos alejamos del núcleo. La primera modificación 

fue encontrada por \'leizsacker por .un método variacional, que 

discutiremos en la siguiente sección. 

IV. 1 Modelo de Thomas-Fermi-Weizsacker (TFW) 15. 

En el modelo de TF, se supone que ningún Jugar en 

el sistema se distingue energéticamente de otra y que la den 
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stdad es constante. Este modelo en el fondo solo es canse--

cuente para sistemas ~on un número infinito de partículas. -

En los sistemas reales, que solo tienen un número finito de 

partículas deberfa suponerse que la densidad decrece hasta -

un valor de cero en la superficie. Por lo tanto el cálculo 

de la energía potencial es incorrecto para partículas que se 

encuentran demasiado cerca de la superficie, las partículas 

se encuentran bajo un potencial de atracción más bajo que en 

el interior.· 

Además una reducción infinitamente abrupta de la -

densidad en la orilla del sistema es imposible por la rela-

ción de incertidumbre. Porque una disminución infinitamente 

abrupta, de las funciones propias en este punto daría según 

la fÓrmula 

( 1 V- 1) 

una energía cinética infinitamente grande como consecuencia. 

En el método TF este efecto puede ser tomado en 

cuenta si a la expresión de energía usual se le agrega un 

miembro que indique la variación de la energía cinética por 

la reducción de la densidad. Si se determina en este modelo 

ampliado, la densidad por el requisito de que la energía to-

tal deba ser un mínimo, la densidad decrecerá suavemente ha-

cia cero. 
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La dependencia de la energia cinética en la reduc

ción espacial de la densidad se debe tomar en cuenta de la -

siguiente manera: el método de TF se basa en plantear deter

minadas funciones propias muy sencillas, que pertenecen a-

una densidad dada, normalmente se toma la densidad como con.3_ 

tanteen un volumen pequeño cte.y se plantean las funcione5 

~ropias como ondas planas, los distintos puntos espaciales -

se diferencian soio porque en ellos distintos ndmeros de paL 

tfculas aportan carga a la densidad total. Ahora también se 

debe plantear una dependencia de la amp_litud de la función

de onda en cada punto del volumen para tomar en cuenta el -

hecho de que no solo la cantidad de particulas, sino también 

la derivada de la función propia de cada partfcula en espe-

cial es importante para la energia total y~ que derivaciones 

mayores de la función propia no entran en la expresión de la 

energia, hasta tomar una dependencia lineal del punto. -

Weizsacker propone que en la vecindad de un punto tomado como 

r~o, las funciones de onda de las partículas están dadas -

aproximadamente por: 

( 1 V- 2) 

donde V es el volumen parcial pequeño observado, el vector -

a su supone que es pequeño y puede depender de p. 

Si es el ndmero de estados cuánticos 

en V y con momento entre~ y p+dp, entonces la probabilidad-
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de encontrar un electrón, con momento entre O y el momento -

de Fermi pf, en V está dado por 

( 1 V- 3) 

donde ~ \Y'I es la densidad, estando dada entonces por: 

(IV-4) 

por lo que la densidad alrededor de r=o está dada aproximad~ 

mente por 

( 1 V- 5) 

en cambio el agradiente de la densidad en V está dado por 

( 1 V-6) 

la energTa cinética por unidad de volúmen entonces está dada 

por 
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( 1 V-7) 

donde 

( 1 V- 8) 

que es la energfa cinética que se obtiene en el modelo de TF 

y 

(IV-9) 

el cual es debido a la inhomogeneidad del sistema, 

La dependencia de a en p, se obtiene haciendo que 

Ew sea mFnimo y tal que se satisfaga la ecuación (IV.6) para 

una densidad,suponiendo además que a(p) solo depende de la 

magnitud de p. Este es un problema típico de cálculo de va-

riaciones con una restricción y la ecuación que debe de sa-

tisfacer a(p) es 16: 

(IV-lO.a ) 

donde 

X -=- ( IV-lO.b) 
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't =- 0..(. ~) 

~lx,~.~·)-=--'- Lctt,n}z 
l1TI1. h M 

Gh.,'/.~') ~ 

( IV-lO.c) 

(IV-lO.d) 

(IV-lO.e) 

y ). es una constante.De la ecuación ( IV.lO) se obtiene en-

tonces que a(p) es independiente de p, con lo que obtenemos 

de la ecuación (IV.6) que 

( 1 V- 11) 

y Ew puede ser expresado como 

( IV-12) 

La energra total del sistema (en unidades atómicas) 

queda finalmente como 

-zJ 

-~- ..L \ \ \lr)t d\ 
s r 

p ( v) e (. \" 1) 

\ '( - y'\ 

( IV-13) 
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Aquí, en el modelo de TFW no hemos incluido la 

energía de intercambio, que resulta en el modelo de TFD. 

Cuando la ecuación (IV.l3) es minimizada para un-

número fijo de partículas (véase sec. VI. ) , 1 a corres pon 

diente ecuación para la densidad está da~a _por 

Z íl;e ] > V t•l = Yo (IV-14) 

donde 

V <-v-) z 
:::----\- (IV-15) 

'( 

y Vo es un multiplicador de Lagrange relacionado con el núm~ 

ro total de partículas. 

La ecuación (IV.l4) ha s~d6 aplicada al cálculo de 

algunos átomos 17, l8 y la energía obtenida es mayor en un 20 

a 30% que el valor experi.mental. Sin embargo, el comporta-

miento de la densidad de carga mejora mucho respecto de las 

teorías anteriores, tiene un valor finito en el origen y de-

cae exponencialmente a distancias muy grandes. 

La corrección de Weizsacker ha sido sujeta a crítl 

cas tanto en su derivación como en la comparación con los va-

lores experimentalesl9. Hay varios puntos en la derivación 
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que pueden ser criticados, pero probablemente el más serio -

es el uso de funciones de onda oscilantes (energía cinética 

positiva) para todas las partTculas en regiones donde el po

tencial varia. Cuando el potencial aumenta, la densidad asQ 

ciada con partículas de energía cinética positiva aumenta, -

mientras que la densidad asociada con partículas de energía 

cinética negativa disminuye debido al decaimiento de las fun 

ciones de onda no oscilantes. La densidad total decrece y

esta disminución es debida al decaimiento de las funciones -

de onda de energfa negativa. Por lo que la aproximación ~-

(IV.2) no es válida para las partículas que contribuyen mayaL 

mente al cambio a la densidad. Se ha establecido que el téL 

mino de Weizsacker es cuantitativamente muy grande, por lo -

que ha sido mejorado por varios investigadores (referencia -

T6), introduciendo empíricamente un coeficrente menor que la 

unidad. 

Es posible introducir correcciones cuánticas al mQ 

delo de TF, donde se obtiene el término de Weizsacker multi

plicado por (1/1) y también correcciones de mayor orden en 

gradientes para la densidad. Este método es discutido en la 

siguiente sección. 

IV.2 Método de Kirzhnits. 20,21 

El formali-smo de Hohenberg y Kohn {HK) introduce un 

funcional G[~ de la densidad electrónica 
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( 1-17) 

donde TCy1 es, a orden cero, la energfa cinétic~ de un 

gas de electrones que no interaccionan de densidad f y 

es la energía de intercamb~o y correlación 

del gas. Hay dos tipos de expansiones que han sido usadas -

en la literatura. La primera consiste en expander Exc. en -

una serie en gradientes, y considerar a Tl.f1 en la forma 

convencional que comprende funciones de· onda monoelectrónicas: 

(IV-16) 

Sí los términos en gradientes en Exclfl son pequeños, es"" 

ta aproximación nos lleva a ecuaciones de tipo Schr~dinger-

para las funciones ~i con un potencial efectivo de íntercam 

bio y correlación de la forma propuesta por Kohn y Sham. En 

el segundo tipo de expansión en gradientes, se trata de ex--

así como Exc (y]· en una serie en gradíen 

tes con objeto de evitar resolver la ecuación de Schr~dinger 

para las funciones monoelectrónicas ~,¡ del problema. Abor

daremos el problema de ésta última manera en esta sección y 

adem~s en el método de Kirzhnits, que aquí seguiremos, los 

términos en gradientes de Exc l f1 se supone que son peque-

ños para concentrarse únicamente en T [~1 
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En 1957, Kirzhnitz desarrolla un método para encorr 

trar correcciones cuánticas a la aproximación de Thomas-Fer

mi y encuentra las correcciones de segundo, J 2 f , y cuarto 

orden, d 4 r , para la densidad , y partiendo de las ecu2 

clones de Hartree-Fock, encuentra las correcciones de segun-

do y cuarto orden para la energía cinética, 

respectivamente; pero en 1973 Hodges, en su articulo, hace -

notar que las integrales 

y (IV-l?.a,b) 

en general no son cero, lo que significa que si f• el poten 

cial químico, permanece constante, el número total de partí~ 

culas cambia, cuando correcciones cuánticas a la densidad--

son agregadas, por lo que para calcular el cambio en la eneL 

gia total, conservando el número total de partículas fijo, -

en lugar de partir de las ecuaciones de Hartree-Fock consid~ 

ra correcciones cuánticas, a la energía libre del sistema y 

encuentra que la corrección de segundo orden, J¡T , es la 

misma que la obtenida por Kirzhnits, pero la nueva expresión 

para la corrección de cuarto orden es diferente. 

En este trabajo seguiré la exposición del método -

de Kirzhnits que hace Hodges en su artículo, porque conside-

ró que lo presenta de una manera mas sencilla y ~irecta y poL 

que nos·permite así, encontrar la expresión correcta para la 

corrección de cuarto orden. 
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En principio, el método de Kirzhnits para calcular 

correcciones a la aproximación de Thomas-Fermi es muy senci-

llo. Uno trabaja con la matriz de densidad para un sistema 

de fermiones, la cual puede ser escrita en forma de opera-

dor como 

(IV-18) 

donde f es la función de distribución de Fermi-Dirac; 
.... - i 

Jt::t~(('r\-r)/\<\1 (IV-19) 

y H es el Hami ltoniano para un fermión ~n un potencial V, 

(IV-20) 

Donde V es considerado como un potencial local. Pª 

ra un gas de electrones que interacciona V será el poten-

cial autoconsistente que incl~ye las contribuciones de Har-

tree y Jos potenciales locales de intercambio y correlación 

del tipo Slater. El trabajo de otros investigadores22 , su--

giere que las correcciones cuánticas a los potenciales de irr 

tercambio y correlación son pequeñas, por lo que no serán 

consideradas;las correcciones cuánticas a la energía cinéti

ca de Thomas-Fermi surgen porque la matriz de densidad, ecuª 

ción (IV. 18), es una función de operadores que no conmutan-
A A " p y V. Uno puede imaginar una expansión de Taylor de f en 

potencias ascendentes de ( -± p¡+ V ) y conmutar los operad.Q 
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res de tal manera que todos los operadores p esten a la der~ 

cha de los operadores Q. Un producto expresado de esta man~ 

ra será llamado un producto normal. Si la expansión de 

f(_lp2 +V) ha sido reducido a la forma normal, los operado-
2. 

res P y V pueden ser tratados como variables clásicas en 

la determinación de valores esperados. Por ejemplo si g y 

h son dos funciones cualesquiera, entonces 

(IV-21) 

y similarmente 

<. V\ ~G) 'nt\') \ f) -=- ( ~n) 'nt ~) ! '\C. Y) d~Y ( 1 V- 22) 

Esto significa que la expresión de p en forma normal, es exa~ 

tamente equivalente a la distribuciun clásica del espacio de 

fase p(r,p). 

En lugar de llevar a cabo una expansión de Taylor 

para reducir f a la forma normal, la función de Fermi es

expresada como una integral de Fourier: 

( 1 V- 23) 

La exponencial exp( ~& H) es ahora reducida a la forma nor--

mal escribiéndola como: 

(IV-24) 

y determinando el operador K que está dqdo por: 

(IV-25) 
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De aquí en adelante i 7. será denotado por A por 

conveniencia notacional. De la ecuación ( IV.25) podemos ob-

tener una ecuación diferencial para K: 
A ( f , \( J 1- [ e-w .AV J A ól<. "'t ( 1 V-26) -:.: r e k 

ó;\. 2. 

donde los paréntesis cuadrados denotan conmutadores. Una e!S 

pansión de K en potencias ascendentes de A es obtenida usan 

do las relaciones: 

[ p, f ] -= - t\ \] F ( 1 V- 27 • a) 

[t\Fj ::_ -~\IF·p-I~F (IV-27.bl 

>..V ~ W ,... " ( ). t ) " )1.. é (-t ,e J:: ~ (-~~V·p _l/:,.V)- 2: (\JV (IV-27.c) 

y resolviendo la ecuación ( IV.26) iterativamente, es decir -
A. 

expandemos K como: 
A 

K "' K o "'" \<., + \<.l..\- •... 
(IV-28) 

donde el primer término es Ko=l, que se obtiene haciendo 

" & =o en (IV.25). Debemos de tener cuidado porque K ya está 

expresado en forma normal, por lo que los operadores a en 
¡.. 

(IV.26) deben ser conmutados a la derecha de K. Habiendo h~ 

cho ésto todos los operadores pueden ser reemplazados por 

sus contrapartes clásicas como en las ecuaciones (IV.21) y -

(IV,22). Con lo que la ecuación (IV.26) se convierte en: 

Sustituyendo el primer término K=l en las ecuaciones (IV.23) 

y (IV.24), se obtiene la distribución clásica de Thomas-Fermi. 
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-1 

Pn-:: nE) -;_ [t + ex P ttE-r )/kl)1 (IV-30) 

donde E, es la contraparte clélsica de H y es igual aJ.p2+V. 
2. 

Iterando la ecuación (IV.29) obtendremos correcciones cuélntl 

casa la distribución de TF, ecuación ( IV.30). Para las it~ 

raciones la transformada de Fourier es fácilmente llevada a 

cabo, observando que cada potencia de A en 1 a expansión de K 

introduce un. factor de d/oE que actua sobre f(E) en la expr~ 

sión para 23 ptr,p) . 

IV.3 La Expansión en Gradientes. 

En esta sección, la iteración de la ecuación 

(IV.29) serél llevada a cabo para obtener una expansión de K 

y por Jo tanto de la función de distribución ~(r,p) en poten 

cias ascendentes del operador V. Esto nos permitirá determl 

nar la densidad y la energía total en potencias ascendentes 

del gradiente del potencial, y finalmente la energía cinéti

ca en términos de gradientes de la densidad p<r). Para ex-

pander K en potencias ascendentes de V, podemos reescribir-

la ecuación (IV.29) como: 

(IV-31) 

donde 0 1 es de primer orden en V, 

(IV-32) 
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y 0 2 es de segundo orden en V, 

(IV-33) 

Podemos iterar ahora la ecuación (IV.31), recogiendo sólameu 

te términos del mismo orden en V. En el cálculo de densid~ 

des de carga y energías promediaremos la función de distri

bución ~(r,p) sobre p, y como resultado todas las potencias 

impares de p y por lo tanto de V, no aparecerán, Sólamente 

es necesario calcular potencias pares de V. El término de 

segundo orden está dado por: 

(IV-34) 

y el de cuarto orden por: 

S'iK= jo,fo.}o,1o,Kn ~~o~~o.\o,Ko ~jo,lo'lOzKo 

+ fot.fo,_Ko (IV-35) 

substituyendo las ecuaciones (IV.32) y (IV.33), en estas dos 

dltimas ecuaciones y aplicando la transformada inversa de 

Fourier obtenemos las correcciones cuánticas a la función de 

distribución de Fermi-Dirac, estando ésta dada,hasta correc

ciones de segundo orden por: 

(IV-36) 
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y una expresión más complicada para el término de cuarto or

den. 

La densidad electrónica la podemos obtener a par--

ti r: 

{IV-37) 

Las correcciones de segundo y cuarto orden para la 

densidad, se obtienen para una temperatura de T=O, donde Jos 

estados cuánticos están ocupados hasta un nivel máximo, Ef -

que se conoce como energra de Fermi, y por Jo que la primera 

derivada de la función de distribución f(r,p) está dada por 

{IV-38) 

mediante esta ecuación podemos obtener las derivadas de OL 

den mayor. Integrando la ecuación ( IV.37) se encuentra que 

las correcciones de segundo y cuarto orden para la densidad 

están dadas por: 

(IV-39.a) 
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( IV-39.b) 

donde kf es el momento local de TF, dado por: 

( 1 V-40) 

Como ya se hizo notar, las ecuaciones (IV.l7-a-b), 

en general no son cero, por lo que para calcular el cambio -

en la energía total manteniendo el número total de partícu--

las constante, es necesario considerar correcciones cuánti--

casa la energía libre total 

(IV-41) 

Estas son determinadas de la misma manera que para f(r). 

corrección de segundo orden está dada por: 

La 

(IV-42) 

y la corrección de cuarto orden por: 

( IV-43) 
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Ahora con estas ecuaciones obtendremos una expre--

sión para la energía cinética en términos de los gradientes 

dé la densidad ~(r). La energra cinética total TCp1 puede

ser escrita como: 

( 1 V-44) 

donde To[~] esta energía cinética del modelo de TF: 

7.¡3 \ ,.,'!J \3 

ToL ~ 1 ~ \30 l31f') l f (v) a f" 

y queremos encontrar expresiones para Tz[f] y T4frJ. La den 

sidad puede ser escrita como 

donde ro es la densidad de TF. 

,~,'L 

fo: ~~n~ \ ll r--\J(r)1) 

( IV-45) 

( 1 1- lo) 

Esta ecuación es substituida en la ecuación (IV.44), la cual 

es expandida en potencias de Sf 
{s Tol.r1\ -= f- VtY) 

\ ~ f l'f) } f:: fo 

Notando que: 

( IV-46) 

obtenemos la relación: 

T + Í l\1:1'-) ¡;f .i'r ~ T. ty.) + ~ \ l J;}) ( ,l;'?)'tH ... + 

~ T 1_ t ~o 1 + ~ ( ~ ~~) S f d \ ~ ... 4 

( IV-47) 
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Escribiendo d~= J 2 ~+J4f+ .... e igualando términos en-

(IV.47) de segundo orden obtenemos: 

(IV-48) 

e igualando términos de cuarto orden en V.se obtiene 

(IV-49) 

Substituyendo las expresiones para J2.(<H)-fN), JLI((\-\)-r-N) 

y dzf , podemos determinar las formas funcionales de T2 Lfl -
Y T!M1. El resultado final es: 

y 

T (o)-=-\ f ~)t rl'( 
l l 1t l ~ 

(lV-50) 

El primer término de T2 [y1 coincide en forma funcional con -

la corrección de Weizsacker para la densidad, pero es numérl 

camente menor por un factor de 9. El segundo término no es 

importante si en la ecuación (IV.52) usamos la densidad de-

Hartree-Fock o una densidad con un comportamiento correcto -

en r=o. 
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IV.4 Corrección de 2ndo Orden para la Energía de lnter-

cambio. 

El lógico pensar que así como es necesario incluir 

correcciones a la energía cinética de un gas de electrones -

libres en términos de los gradientes de la densidad, también 

será necesario incluir este tipo de correcciones a la ener--

gia de intercambio de un gas de electrones libres. En 1979 

J.L. Gdzquez et a1., 24 proponen un modelo para el agujero de 

Fermi, en donde suponen que la densidad dentro de este no es 

homogénea y encuentran una corrección de segundo orden para 

el intercambio, el resultado final es: 

donde: 

S(n)::: 
V\t S~ Y\t) + n~ s tn~) 

\'\t +- V\\ 

(IV-52) 

(IV-53) 

siendo Ylt el número de electrones en el sistema con un--

cierto spin y S\.Y'I~) está dado por: 

( IV-:54) 

IV.5 Funcional Completo de la Energía. 

Conjuntando todos los modelos anteriores se propo-
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ne un funcional de la energía E(f1. para un sistema átomico 

que contenga todos los términos expuestos, 

E(p) = To[~1 + T2[q1 + T4Lf1 + Vne[~] + J[~1 

-Ko(f} - K2[pl 

donde: 

"~t.[~ 1 -=- - l \ P- (Y) lr 
r 

JCe1 ~ ± l~ e(Y) f(Y') lt iy' 
l \' - \'' \ 

Ko L~1 -;; 
\{~ ~ Ll/3 g 

~ ( ~) ~ (Y) y 

\(7..(~1 -:::: ~ \ \'1f\~ b 
f'3 ~'i13 

(IV-SS) 

( 1 1-6) 

( 1 1-6) 

( 1 1 1-61) 

( 1 V- 52) 

La precisión y los resultados de este modelo se discuti ran-

ampliamente en la parte 2. 
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V. MODELO DE BADER. 2 5 

Hasta ahora, se han presentado las derivaciones de 

diferentes modelos para un gas de electrones y sólo en los -

modelos de TF y TFD hemos discutido algunas propiedades de -

estos modelos. Antes de analizar Jos valores de las ener--

gfas que se 9btienen con estos modelos, sustituyendo densid~ 

des de Hartree Fock (Jo cual se discutirá en la siguiente-

sección) o mediante un cálculo variacional restringido, que 

constituye el tema de la segunda parte, se presentará un mo-

deJo propuesto por Bader, el cual se basa en un estudio del 

comportamiento local de la densidad de energía cinética para 

los modelos anteriores. 

V. l Comportamiento Local de la Densidad de Energía Ci

nética. 

La densidad de energía cinética para un sistema --

cuántico puede ser expresada en términos de la matriz de den 

sidad de primer orden re r,r'") en dos formas posibles: 

(V- 1) 
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ó 

(V- 2) 

Mientras que ambas integran al valor correcto de la energía 

cinética total, difieren localmente y están relacionadas por 

la expresión: 

(V-3) 

2 
Como~ p< r) es un término de divergencia, no contribuirá a-

la ecuación de Euler que se obtiene de .la variación total de 

la energía (ver siguiente sección). Ambas densidades han sl 

do estudiadas anteriormente, mientras que ~._ muestra todas 

las peculiaridades de una energia cinética cuántica (valores 

infinitos, positivos y negativos), qt se comporta bien en el 

sentido clásico, es finita y siempre mayor que cero. 

Las figuras V-1-a,b,c, muestran el comportamiento 

local típico de la densidad de ener-gia cinética, ilustrando 

su dependencia en la coordenada r. 



76 

No X 'S 
log y 

3~~~~~~~~~~~~ o .00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 

( a 

Figura l. Gráficas del logaritmo de la densidad de energfa 

cinética contra la coordenada radial r para el estado basal 

deH-F para el neón. (-)y= qt(y1. ec.(V.l), (-.-) y=qtf[r1· 

ecuación (V. lO); (---) y=gw[~], ec.(V.Il); (- ••• -)y= qp[r], 

ec.(V.24). En (a) la gráfica de 9p[f} es indistinguible del 

resultado cuánt leo qt[~1. En (e), ambas, qplp1 y qw[f1 son 

indistinguibles de qt[rl. 
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Observamos que 9t tyl es monotonicamente decreciente desde 

un valor inicial, en r=o hasta cero en el infinito. De la

condición de cusp en el núcleo2D 

(~) ~-ll ~(o) 
b=o 

(V-4) 

fácilmente se obtiene que el valor de 9t\:.~tr))para r=o está 

dado por: 

(V- 5) 

donde f(o) es el valor de la densidad de carga en la posi- -

ción del núcleo. 

El comportamiento para r grande, puede ser discutl 

do si escribimos gt en términos de las densidades orbitales .. 
fJ¡, (r) V>~ {Y) , con lo que se obtiene: P-' t ~' -=

qtCp]-= ~~Á~ \Jf;.·\/f;¡ff~ ( V-6) 

donde A· '1. es el número de ocupación del orbital • Ha 

sido demostrado27 que todos los orbitales de un sistema exhl 

ben un comportamiento típico cuando r ti ende a infinito y 

que el comportaníient? de ~l.: r) puede ser expresada como28 • 
,. _e(\'" 

p ( 'r-t oo) ':: 'r e (V-7) 

donde o< y ft son constantes cuya forma no es importante en 

la presente discusión. 

Denotando el comportamiento radial a largo alcance 

por ftY) obtenemos que 
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(V- 8) 

por lo que el valor límite corr~spondiente de gt se convier

te en: 

( V-9) 

En resumen tenemos entonces, que gt[~1 varía monotonicamente 

entre sus dos valores mínimos, los cuales son determinados -

por el correspondiente valor limite de y(r). 

A. Comportamiento Local del Término de rF. 

En la teoría de Thomas-Fermi el funcional de la --

densidad de energía cinética está dado aproximadamente por: 

(V-iO) 

donde 

(. = l.!\ ( 31\"J.)'l./3 
\; \0} 

Comparando qtf con. qt como funciones de r (figs.V. 1) observ~ 

mas que el comportamiento local de qtf• e~hibe porcentajes -

de error aún mayores que su valor integrado, hay cancelación 

de errores entre los valores de qtf para r peque~a y los co

rrespondientes valores para radios grandes en comparación -

con qt. En general, qtf sobre estima el valor de qt 1:.~(0)1 -
por un factor de 4-5 y para r grande gtf decrece como 

- 5<At/3 e mientras que gt lo hace como e _oe.r. La adi- -
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ción del término de Weizsacker, o un múltiplo de él, aunque 

disminuye el error en la estimación de la energía cinética, 

no mejora el comportamiento local para radios pequeños, ya 

que la adición de este término sirve para aumentar todavra 

más los valores de qtf en esta región. 

B. Comportamiento Local del Término de Weizsacker. 

1 

Como ya se hizo notar con anterioridad, el compor-

tamie_nto 1 ími te de gt en r=o y r= oo está determinado sola

mente por los correspondientes valores de la densidad, por -

lo tanto el funcional de Weizsacker escrito como: 

Q (P1 o:: l. ~e·Vf 
JW \ ~ f (V- 11 ) 

exhibirá automáticamente el mismo comportamiento lfmite que 

qt. Aún más, qw es exacto en un sistema monoelectrónico, dá 

el mismo resultado que se obtiene con Hartree-Fock en un si~ 

tema de dos electrones, y se aproxima al valor de qt para 

aquellos sistemas que pueden ser descritos por orbitales fueL 

temente localizados en regiones separadas del espacio. Este 

resultado es evidente de la siguiente expresión: 

(V- 12) 

Y qt = qw en r=o y cuando r ~ oo , para un sistema de mu- -

chos electrones. Por lo que en general, qw coincide con 9t 

en los limites pero lo sobreestima para valores intermedios. 
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V,2 Expansión en Gradientes. 

Consideremos ahora la expansión en gradientes del 

funcional universal G[~1. ec.(l.16) (ref, l) , y analizémo~ 

la desde el punto de vista de su comportamiento local. Ha--

ciendo un desarrollo en términos de los gradientes de la de~ 

sidad tanto pata T\:.~1 como Exc[~1 se obtiene que: 

~ ),. {2.\-R ,_t 'l R 
'3J.pJ o:. Uf] f = 1 L a(~) (~r-\1~) ('1 ~) 

'- it=-o q:o -· 
(V-13) 

(V- 14) 

donde Jos coeficientes tlf) y vl~). que son funciones de r· 
serán determinados excepto por una constante. 

La energia cinética es una función hqmogenea de -

grado dos, con respecto al escalamiento de las coordenadas -

electrónicas: 

(V-15) 

Esta relación debe cumplirse para cada término del desarro-

llo qt[fl. Por lo tanto, dados los valores de k y 1, el re

quisito de homogeneidad determina la potencia de r que debe 

aparecer en el coeficiente. Asi, se encuentra que: 

(V- 16) 
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donde las ak~ son coeficientes númericos indeterminados. Sl 
mi larmente, como la energia potencial es una función homogé

nea de grado uno, 

(V-17) 

se encuentra que los coeficientes deben tener la forma, 

Utilizando las ecs, (V. 17) y (V. 18) podemos 

cribi r los desarrollos (V.13) y (V.l4) en la forma: 

<.S-dt)/!1 ~ l l. R. 

~[o) -=-L L Q-\i. f ('Vf·~f)- \ ~ f) 
t l ~ .A f1. ~ 

(V- 18) 

rees--

(V- 19) 

(V- 20) 

Escribiendo explícitamente los términos hasta k=2 en el des.2, 

rrollo de qt[~l· se obtiene que 

(V- 21) 

De esta forma podemos ver que se han recuperado el 

término de TF y las correcciones de Weizsacker y de Hodges. 
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Procediendo en forma similar se encuentra que el término do

minante en la expansión de gv[~1 corresponde al intercambio 

de Dirac y el siguiente término corresponde a la ecuación--

( 1 V. 52) • 

A. Condición de Cusp y Comportamiento a Largo Al-

canee. 

Ahora investiguemos las condiciones que deben de -

satisfacer los coeficientes en la expansión en gradientes, -

para que la expresión resultante satisfaga la condición de -

cusp ec. (V.5). Considerando la doble suma en la ec.(V. 19) 

como una suma de términos, cada uno suma sobre k para un va-

lor fijo de 1, se encuentra que cada término se comporta co

mo r -1 cuando r tiende a cero. Para que se satisfaga la -

condición de cusp, cada término para 1>0 debe hacerse cero -

separadamente. 

En contraste a la condición de cusp para ~· el com 

portamiento a largo alcance de ~{r), reduce significativamen 

te el número de términos en la expansión en gradientes para 

gtlf] que tengan un comportamiento aceptable. Como cuando -

r tiende a infinito, f\r) se comporta como yf> e-"'Y todos-

los términos en la ec.{V. 19) que tengan potencias negativas 

de f ( i e, k> 2) diverger~n. Y considerando la parte de la 

ecuación de Euler (ver sección VI) que resulta de la varia--

ción de qt[~l con respecto a f• se encuentra que todos los-
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términos con k >1, contribuirán con términos con potencias

negativas de f• lo que impartirá propiedades físicas inacep

tables a la ec. de Euler. Por lo tanto se concluye que Jos 

Qnicos términos con comportamiento aceptable en la expansión 

en gradientes para qt(~) son aquellos con k=o y 1, 

los términos de TF y de Weizsacker. 

i e, --

Considero que es importante aclarar que todo este 

razonamiento"está basado printipalmente en la ec. (V.7), por 

lo que la validez de este razonamiento, se basa en las dife

rentes aproximaciones que se hayan hecho para deducir esta -

relación. 

V.3 Modelo de Descomposición de la Densidad. 

Los resultados de las secciones previas, muestran 

que ninguno de los modelos para qt propuestos, exhiben un 

comportamiento local aceptable sobre el rango completo de v~ 

lores de r. En particular, el hecho de que solo dos térmi-

nos en la expansión en gradientes tengan comportamiento aceQ 

table desde este punto de vista, hace parecer que qtt~1 no

pueda ser escrita como un funcional local de la densidad de 

cargo total • 

Podría parecer que uno se encuentra antes dos al--

ternativas: una expresión que es un funcional no local de ~ 

ó uno que empleé una participación de la densidad de carga, 
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como en el modelo de Kohn y Sham29 donde se obtienen ec. an~ 

logas a la de Hartree=Fock. Sin embargo, no es necesario --

proceder a una expansión en orbitales para f• para obtener -

un modelo aceptable para el funcional de la densidad de eneL 

gía cinética. Junto con ésto sabemos que qw puede modelar -

adecuadamente qt en la región donde f varía rápidamente y -

que el otro término en la expansión describe bien la densi-

dad de energía cinética donde la densidad varía lentamente. 

Basados en estos razonamientos Bader y Tal propo-

nen la siguiente partición de ~lr). 

donde p,(r) es la componente que varía rápidamente: 

-2.1r y, ~y) -:: r (o) e 
Y p2{r) es la que varía lentamente. 

(V- 22) 

(V-23) 

Esta descomposición de p<r) es completamente gene

ral y siempre es posible. El modelo ocurre cuando uno trata 

de obtener una expresión para la densidad de energía cinéti

ca como un funciona 1 de f•• y ~ 2 • Bade r y Ta 1 proponen el mQ 

de lo: 

(V-24) 
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La comparación del comportamiento local general de 

este funcional, con la expresión cu~ntica gt se muestra en

la fig.(V. 1). 

El valor de la energfa atómica total que se obtie

ne con este modelo, será discutido conjuntamente con los - -

otros modelos en la siguiente sección. 
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VI. ASPECTOS VARIACIONALES. 

En las secciones anteriores hemos obtenido las di-

ferentes correcciones que se pueden añadir al modelo de TF, 

para considerar ciertos efectos físicos que por las aproximª 

ciones del modelo no se han considerado. Esta sección trata 

sobre las diferentes formas, en que podemos usar el funcional 

dado por la ecuación (IV.55) para obtener densidades y ener

gías atómicas y comparar estos resultados con los que se ob

tienen con el modelo de Hartree-Fock. 

La aplicabilidad en ~tomos, de la expresión para-

la energía de un gas de electrones ha sido probada utilizan

do en el funcional de la energía, densidades de carga obtenl 

das por el método de HF o por el método de interacción de -

configuraciones (CI) y comparando los resultados con el mod~ 

lo de HF y con Cl. 

Primeramente, Kim y Gordon30 calcularon energías -

atómicas usando un funcional de la densidad que no incluía -

términos en gradientes Las energías atómicas obtenidas 

así, tienen un error del 5 al 10%. Posteriormente C.C.Shih3l 

incluyó la primera corrección en gradientes para la energía -

cinética, T2 [y1, y encontró que el valor esperado de la ener

gía para átomos con z =2 a Z :36 difería del valor - --
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obtenido por HF con un error del 1 al 1.6%. Finalmente W.P. 

Wang y el al3 2 , incluyen la corrección de cuarto orden a la 

energía cinética y encuentran que el error está dentro de un 

0.3% del valor exacto de HF para la energía cinética. 

El paso siguiente consiste en analizar la preci-

sión del funcional para predecir energías y densidades de-

carga cuando no se toman previamente resultados de otro métQ 

do. Para ello debemos encontrar la ecuación de Euler que r~ 

sulta de la variación del funcional, sujeta a la restricción 

( 1 • 12) • 

VI .1 Derivación de la Ecuación de Euler. 

Mediante el cálculo de variaciones encontraremos -

la ecuación diferencial que debe satisfacer la densidad de-

carga para que la energía sea mínima. Por simplicidad encon 

traremos la ecuación diferencial que corresponde a E(f) de

la ec.(IV.55), sin incluir el término de cuarto orden y que 

satisfagan que la densidad integre al número de electrones, 

ec.(l. 12). 

Supongamos que f (x!y,Z) es la densidad que mini

miza a EL?1. Cualquier otra densidad la podemos escribir CQ 

mo: 

(V 1- 1) . 
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en donde é. es un parámetro y "'\.. (x,y,t:) es una función arbl 

traria salvo por ec.(l. 12). 

La condición de que E[rJ sea estacionaria es: 

6 en forma equivalente: 

()\-\(f]\ -==0 
0 ~ E :o 

Es decir, queremos que: 

donde 

h ( r l r)t 1 p'i l f~) = ~ { ~' ~~ l ~'-\ 1 ~e) - f ~ 
o - a~ \ '\( - .:a; 

similarmente para y y z. ~ es tal que: 

A partir de las definiciones anteriores se tiene que: 

)\,: '"()~~+~ ~ 't' ~ ~-~- ~ ~ -f~~ 
oE. <3p ~~ '0~11 oE or'l (1!. cf~ ~f.. op 'i3E. 

y con ayuda de la ec.(VI .1) obtenemos que: 

como 

(VI-2) 

(VI-3) 

(VI-4) 

(VI-5) 

(VI-6) 

(VI-7) 

(VI-8) 

(VI-9) 

(VI-10) 
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y similarmente para y yz. La ec.(VI.9) se transforma en: 

substituyendo en la ec.(V1.4) y rearreglando obtenemos que: 

la cual podemos escribir como: 

donde 

Utilizando el Teorema de Green, tenemos que: 

l t[!~- 'iJ·'ii¡~-~"N\.:11 

+''\.t"Jt~·'h) dS =O 
S 

(Vl-12) 

(Vl-13) 

(VI-14) 

(VI-15) 
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donde n es el rector normal a la superficie. Cuando la su-

perficie está en el infinito la segunda integral vale cero y 

para que la primera integral valga cero para alguna varia- -

e i ón a rb i t ra r i a yt , se neces i ta que: 

{V¡-10) 

que es la ecuación de Euler-Lagrange. 

y 

Para el funcional dado por la ecuación (IV.55), 

sin considerar el término de cuarto orden, ~ , está dado 

por: 

(VI.-17) 

donde las constantes están dadas por la ec.(IV.55). Para oQ 

tener la ec. de Euler-Lagrange tene~os que: 

(VI-18) 
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si además: 

\Jtv) (VI-20) 

y Vo= - f se obtiene de la ec. (VI,l6) que: 

\j (Y)-V -:: ..?. e_~ fz¡3 + Cw \ ~\t- Z slf J "- ~ C:x o''3 
o 3 \_ (' ~ 3 \ 

+ el(, r :t \ v ~\t - t 1f 1 
l3 f'3 ~'lh 

(VI-21) 

La ec. (VI .21) es una ecuación diferencial de se--

gundo orden no lineal. En general este tipo de ecuaciones

son difíciles de resolver. No obstante la inclusión de gra-

dientes mejora mucho el comportamiento de la densidad con --

respecto al modelo de Thomas-Fermi. Sin considerar la co-

rrección de segundo orden al intercambio en la ec. (VI.21), 

haciendo Cx
1
= O se encuentra que la densidad obtenida median 

te este funcional es finita en el origen y decae exponencial 

mente a distancias muy grandes33. Sin embargo, los valores 

de la energía son bastante imprecisos. 

Si incluimos el término de cuarto grado, es decir, 

si trabajamos con el funcional de la ec. (IV.55), la ecua---

ción de Euler es de cuarto orden y no lineal, aumentando no-

toriamente las dificultades para encontrar sus soluciones. 

Debido a esto, se han buscado otras alternativas -

que permitan analizar la calidad de estos funcionales. 



93 

Una alternativa posible seria tener un principio

de maximización como en el modelo de TF, pero no se ha encoD 

trado el análogo para los otros modelos. 

Otra alternativa consiste en efectuar un desarro--

llo de la densidad en términos de un conjunto completo de-

funciones conocidas 1~1, es decir: 

(VI-22) 

Para determinar los coeficientes Cn, se podría substituir e~ 

ta ecuación en el funcional E[pl y hacer la variación de la 

energía con respecto a los coeficientes. Así se llegaría a 

un sistema de ecuaciones simultáneas, alg~braicas, cuya soly 

ción nos proporcionaría el conjunto (cn1 óptimo. En princl 

pio, este procedimiento es análogo al de resolver la ecua- -

ción de Euler, si el número de funciones es muy grande. Pe

ro podemos hacer un cálculo variacional restringido, es de-

cir, utilizar un número limitado de funciones f", y asl o~ 

tener un resultado aproximado. 

Como ya se indicó uno de los objetivos de esta te

sis es el de probar la calidad del funcional E[f1 dado por

la ec. ( IV.55) y el del modelo de Bader ec. ( V-24 ) , por lo 

que esta alternativa nos proporciona una manera de hacerlo. 

El cálculo variacional restringido, así como el -

análisis de los resultados obtenidos constituye la parte

principal del capítulo dos, donde serán expuestos ampliamen

te. 
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1 l. CALCULOS VARIACIONALES. 

1. INTRODUCCION. 

Como ya lo hicimos notar (sección 1-Vl), se ha de

mostrado que, para ~tomos, funcionales de la energía que in

cluyen términos en gradientes por inhomogeneidad del sistema 

o correcciones cu~nticas han resultado sorprendentemente 

exactos, cuando densidades de carga obtenidas del modelo de 

Hartree-Fock son utilizadas. 

El siguiente paso a desear, es proceder variacio-

nalmente a partir del funcional total de la energía para de

terminar la densidad de carga y el valor de la energía que -

se obtiene con éste, sin recurrir a ningún otro método. Una 

variación total es complicada por el carácter no lineal de

la ecuación que se obtiene (ec. 1-VI .21). Un acercamiento 

más simple es usar funciones de prueba, para la densidad, 

que dependan de algunos parámetros, los cuales son determinª 

dos requiriendo que la energía sea un mínimo con respecto a 

ellos. 

Uno de los objetivos principales de esta tesis, es 

el de desarrollar esta última idea, probando diferentes fun

ciones de prueba para la densidad y poder comparar las ener-
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gías y densidades que se obtengan con el modelo de Hartree-

Fock. 

Cabe aclarar desde un principio que todos los cálcg 

los realizados fueron hechos para gases nobles, ya que estos 

son esféricamente simétricos lo que simplifica enormemente-

los cálculos de las integrales que aparecen en los diferentes 

modelos. 

En la dltima sección de este caprtulo, se presenta 

una aplicación de estos modelos a moléculas, haciendo uso de 

la aproximación de un solo centro, los casos analizados son: 
+ 

CH4, S¡H4, GeH4, BeH4, NH4. 
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11, Modelo de Wang y Parr34, 

Las densidades electrónicas para los estados basa

les de los átomos He, Ne, Ar, y Kr se muestran en las figu-

ras 1-4, 

¡-
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~ 
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Observando las fig~ras podemos hacer la siguiente 

generalización: La densidad electrónica del estado basal de 

un átomo es una función monotonicamente decreciente de r~5 

puede ser bien representada por una función exponencial por 

zonas, continua, con tantas regiones exponenciales diferen--

tes como números cuánticos principales haya. 

En un átomo real o de Hartree-Fock, la transición 

de una exponencial a otra ocurre sobre un cierto intérvalo y 

no puede ser asociada a un solo punto. Sin embargo, los mi-

nimos en la densidad radial están bien definidos y podemos -

asociarles un significado ffsico que nos permita separar el 

átomo en diferentes regiones exponenciales. Este hecho aceL 

ca de la densidad es el punto de partida del modelo, un minl 

mo en la distribución radial define un buen radio para divi-

dir el átomo en zonas. 

La medida de la validez de esta aproximación será 

establecido por comparación con las energías obtenidas en el 

modelo de HF. 

Estas consideraciones anteriores hacen postular la 

siguiente densidad electrónica. 

r~ 
exp (- a 1 r) o {, r ~ R1 (capa K) 

p (r )= A2 (- a2 r) Rl!f r!; Rz (capa L) 
(11-l) 

exp 

A3 exp (- a3 r) Rz;;: r < oo (capa M) 
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con O< R¡ < R2 y a 1 7 a2 > a3 • Además suponemos que f es 

continua pero no df/dr ya que esto nos llevaría a una sola

exponencial. 

Otra suposición de la densidad electrónica alternª 

tiva a la ec. (11.1), s.ugerida por consideraciones de mamen-

to angular es: 

A1r o exp (- a 1 r) o ~ r :E R¡ (capa K) 

f (r)= A2r 2 (- a 2 r) exp R1 ~ r ~ R2 (capa L) ( 1 1-2) 

A r4 
3 exp (- a

3 
r) R2 ~ r <.c:o (capa M) 

Cálculos. 

Nombraremos como sigue los diferentes modelos estª 

dísticos, la definición de cada una de los términos está da-

da por la ec. (IV.55) y siguientes: 

\F: t. t.~1 ~ To [~1 +VY\eLfl + )Lf1 

TfD: E\:.~1:\o\.~1~\/Y\~Lf] \- H.f]-\<.ol~f1 

\fOl'W ·.E. '\..~1 ~ T .. te1 +"Ta.tfl +\lne.\.~1 
') 

+ JL~1-~ol~1 

( 1 1-3) 

( 1 1-4) 

( 1 1-5) 

En todos los casos, la expresión de la energía es 

minimizada con respecto a los par~metros en la densidad, su-

jeto a las restricciones de continuidad y normalización. Por 

ejemplo para el átomo de Neón, tenemos dos capas, por lo que 
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los par~metros que determinan la densidad son A1 , Az, a 1 , a 2 , 

y R1 • Dado el número total de electrones, n, la condición

de continuidad y la de normalización dejan tres par~metros -

independientes. Similarmente trabajamos con los ~tomos de-

He y Ar. 

En la tabla 1 se muestran los valores de las ener-

gías obtenidas 

TABLA 1. Energías (a.u.) 

============================================================ 
FUNCIONAL He N e Ar 

HF (Exacto) 2.86 128.54 526.81 

TF (Exacto)a 3.87 165.6 652.7 

TFDb 2.94 143.30 583.81 
l 

TFD§Wc 2.62 128.18 540.63 
l 

TF~Wd 123.60 

============================================================= 

7/3 
a ETF es calculado a partir de Etf=- 0.7687 

b,c 
C~lculos para la densidad, definida por la ec. 1 1.1. 

d C~lculo para la densidad definida por la ec. 1 1.2. 



TABLA 1 1. PARAMETROS 

============================================================================================================== 

ATOMO MODELO 

N e 

N ea 

N e 

Neb 

Nec 

Ar 

Ar 

TFD 

TFD 

TFD~W 

TFD~W 

TFo§w 

TFD 

TFD~W 

a¡ a2 a3 

43. Lf31 43.012 

49.413 9.102 2.749 

25. 103 3.866 

34.1786 9.2863 2.831 

20.120 6.174 

55.928 10.749 3.272 

67.5985 16.854 3.761 

A¡ A2 A3 R1 R2 

2.538.18 29.922 o. 1134 

2.993.732 125.483 6.1063 0,0786 0.475 

878.572 21,049 o. 1757 

1.368.519 1Ú.870 6.965 0.0968 0.444 

625.552 252.306 0.2588 

8.610.49 353.46 18.946 0.0706 0.39132 

9.403.332 909.454 31.798 

============================================~=~=============================================================== 

a,b C~1cu1o hecho para tres exponenciales. Referirse al texto. 

e C~lculo hecho para la densidad definida por la ec,(l 1 .2), todos los dem~s para la 
definida por la ec.(l 1.1) 
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Analizando los resultados obtenidos para el átomo

de Neón, observamos que la energía del modelo modificado de 

TFD es -143.303, que es menor que el valor obtenido por Hf, 

128.54. Sin embargo es mucho mejor que el valor de TFD ori-

g i na 1 de - 178.36. 

Cuando son inclurdas las correcciones por inhomogg 

neidad, las energías se acercan mas al modelo de HF, en el -

átomo de Neón casi son iguales, estando la energía para este 

arriba del valor de HF, pero para el átomo de Ar la energla 

ya se encuentra por debajo. Sin embargo, esto indica que el 

funcional (bajo ciertas restricciones), empieza a ser una r~ 

zonable aproximación al verdadero funcional de la energía p~ 

ra e 1 sistema. 

Las figs. 5 y 6 muestran la función de distribución 

radial para Jos átomos de Ne y Ar respectivamente, obtenidas 
1 

con el modelo de TFD9W* comparadas_con la densidad de HF**· 

Es importante hacer notar que el modelo ya dá una estructura 

de capas, aunque Jos mfnimos de la distribución radial no es-

tán bien predichos, lo cual no sucedía en el modelo de TF. 

* 
** 

Con la ec.l l. 1 como modelo para la densidad. 

En la fig. 8 similarmente se muestra la distribución
radial del átomo de Neón obtenida con la ec. 11 .2. 
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Uno podría preguntarse si el funcional completo de 

TFD~W sin restricciones no seria mas deseable, pero no exi~ 
ten aún c~lculos hechos de esta forma. Sin embargo, podemos 

hacer un c~lculo con esta técnica de 

par Jos resultados que se obtendrían 

multizonas para anti~i

con el modelo de rrolw. 
9 

Calculando el ~tomo de Neón con dos y tres zonas obtenemos -

energías de -128.18 y -134.69. Cuando tendieramos a un núm~ 

ro infinito de zonas, el limite del modelo de rro§w restrin-
.. l 

gida seria el modelo de TFD-W libre. Aunque este resultado 
9 

seria mejor que los obtenidos con Jos modelos de TF y TFD --

exactos, todavía estaría por debajo de la energía exacta de 

Hartre-Fock. 

Esta deficiencia est~ asociada en parte con la con 

dición nuclear de cusp. Un c~lculo TFDW sin restricciones -

produciría la condición de cusp correcta; pero el factor de 

1/9 en la corrección de Weizsacker arruina esto. 

Cabe hacer notar que esta deficiencia en la candi-

l ción de cusp es general para el modelo de TFo9w, por lo que 

también se presentar~ en los modelos que se describir~n en-

las siguientes secciones. 
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11 l. MODELO DE COMBINACION LINEAL. 

Uno de los logros principales del modelo anterior, 

es que presenta ya una estructura de capas. Pero debido a -

que la primera derivada de la densidad, dy/dr, no es conti-

nua, ésto nos impide utilizar la corrección de cuarto orden 

para la energJa cinética, ya que ésto involucra derivadas de 

segundo orden. Una manera de solucionar ésto y adem~s de s~ 

guir las ideas del modelo anterior es proponer como modelo-

para la densidad una función con primera derivada continua, 

pero en donde aparezca un número de exponenciales igual al -

número de número cu~nticos principales que aparezcan en el 

~tomo. 

Siguiend() esto, y por consideraciones de momento -

angular se propone como modelo para la densidad la función 

f\· -ct.¡r p vr! -= L ~ .. 'f '\ e. <, 1 1-n 
" 

donde t corre sobre el número de números cu~nticos principª 

les y n¡ puede tomar los valores O, 2,4, •.• 

Siguiendo la notación del modelo anterior el fun--

cional que contiene la corrección de cuarto orden comprende: 

E.[f} "- Taly1 +\t(f} .,_¡~ lf] + VY\e Lf] 

4- J l ~ 1 - ~o \. ~ l (111-2) 



108 

al cual denotaremos como TF~w4to 9 

Ahora solo tenemos como condición para la densidad 

que ésta integre al número de electrones. Escogiéndose para 

el cálculo que esta condición determine a A¡, quedan como p~ 

rámetros libres A2, A3 , a¡, a2, a3 . 

En la tabla 1 11 se muestran Jos valores de la eneL 

gía que con este modelo para la densidad se obtienen para 

los átomos de Ne y Ar. El cálculo para el átomo de He es 

igual al del modelo anterior. Para el funcional de TF~w4to 

sin restricciones tampoco existen cálculos reportados. En -

la tabla IV se muestran Jos valores de los parámetros obtenl 

dos. 

TABLA 111 

============================================================ 
A TOMO 

N e 

N e 

N e 

N e 

N e 

Ar 

FUNCIONAL 

TDF 

TDF§w 

TFD~W 
TFoJ.w4to 

9 
TFoJ.w4to 

9 
TFolw4to 

9 

Energía (a.u.)b 

o - 146.276 

o - 131.459 

2 - 126.807 

o - 128.705 

2 - 124.35 

o o - 538.290 

Ar TFoJ.w4to 2 2 - 530.281 
=============~=============================================== 
a Para todos los cálculos n 1 = O 

b Las energías de HF para los átómos de Ne y Ar son -128.54 
y -526.81 a. u., respectivamente. 



TABLA IV. PARAMETROS PARA EL MODELO DE COMBINACION LINEAL 

============================================================================================================== 

A TOMO FUNC 1 ONAL ha 113 a¡ a2 a3 A¡ Az A3 

N e TFD o 49.099 4.353 2 901.951 30.816 

N e TFD~W o 30.370 3.864 1 080,843 20.741 

N e TFD§-w 2 20.416 6.053 627.038 219.681 

N e 1 TFD§"W4to o 25.306 3.613 794.953 16.454 

N e TF~W4to 2 19.094 5.279 573.769 10.786 

Ar 
1 

TFD9W4to o o 68.409 13.506 2.994 7 493.30 475.940 13.419 

Ar TFD~W4to 2 2 45.553 19.650 5.141 5 123.25 48 938.07 138.235 

============================================================================================================== 

a 
Para todos los c~lculos n¡=O. 



(JO 

De la Tabla 111 se observa que las energías para el 

funcional de TF~~'/4to. se encuentran por a rr i.ba de las del 

funcional de 1 la dependencia en r 2 aumenta la ener-TFIJ9W, que 

gía y que en general se presenta un error del ± 5% con respe~ 

to al modelo de HF. Y además se mejora el valor de la ener--

gfa para el átomo de Ar con respecto al modelo anterior. 

En las figs. 8, 9, lO, 11, 12 se muestran las dis-

tribuciones radiales que se obtienen con este modelo. 

De las figuras 8, 9 y 10, se observa que para el -

átomo de Neón se obtienen mejores distribuciones radiales que 

en el modelo anterior. Además que ~on la dependencia en r 2 -

se obtienen una mejor descripción de la posición de los máxi

mos y de los mínimos. Además que la incorporación del térmi

no de cuarto orden mejora el comportamiento de la densidad tQ 

mando como base la que se obtiene en el modelo de HF. 

De la fig. 10 para el átomo de Ar puede observarse 

que el funcional de TF~W4to sin dependencia en r no presenta 

estructura de capas, mientras que el mismo funcional con de-

pendencia en r 2 que si bien no predice exactamente los máxi-

mos y mínimos si presenta la forma general de la distribución 

radial, a diferencia de la del modelo por zonas (fig.6). 
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cribir un orbital atómico el cual fue estudiado por primera 

vez por J.C. Slater en 193037 • 

El método de Slater consiste en tomar simplemente 

como la parte radial de la función monoelectrónica en el mo-

delo de HF a la función; 

i'\-\ l-~r) 
t ex\' "' ( IV-1) 

que es la forma asintótica de la función de onda para un átQ 

mo de tipo hidrogenoide con número cuántico principal n y 

~nl es un parámetro, por lo que el or~ltal completo toma la 

forma: 

( 1 V-2) 

donde An es un factor de normalización y YT(e,~) corresponde 

a un esférico armónico de números cuánticos de momento angu-

lar y magnético 1 y m respectivamente y a partir de este-

conjunto, por consideraciones de simetría se construye un --

conjunto ortonormal 

En un principio Slater ~ió un conjunto de reglas -

empfricas para calcular el parámetro~ nl en términos de la 

constante de apantallamiento electrónica. Actualmente se-

puede obtener variacionalmente el parámetro ~nl, de talma

nera que se obtenga la mínima energía átomica. A este tipo 

de cálculo se le conoce como HF base mínima (MBS). 

Construcción de la Densidad. 
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A semejanza del modelo de HF-MBS, podemos proponer 

como modelo para la densidad: 

f vn-=- ~ Y'\" ~it,. 'P1 ( 1 V- 3) 

donde ni es el número de ocupación del orbital y los orbita-

les ~ son construrdos de la siguiente manera: como los e~ 

féricos armónicos satisfacen la relación 

solo tenemos que ortonormalizar la parte radial de los orbi-

tales con el mismo número cuántico l, y esto se hizo median 

te el procedimiento de ortogonalización de Gram-Schmidt3 8 • 

Cálculos. 

Se realizaron dos tipos de cálculos (en cuanto a la 

forma de la densidad), uno donde los parámetros ~ nl eran v~ 

riados libremente y otro donde seguimos una de las reglas de 

Slater que consiste en dividir los electrones en los siguien 

tes grupos, cada uno teniendo diferente constante de apanta

llamiento: ls; 2s, p; 3s, p; 3d; 4s, p; pero también hacien 

do variar los parámetros ~ nl con esta restricción. Con es

to se logra además restringir el número de parámetros libres. 

En cuanto a la notación seguiremos la notación da

da anteriormente para los otros funcionales. 
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Trabajaremos además con un funcional que incluye -

la corrección de segundo orden a la energía de intercambio -

39 en la forma que se introduce en el método X ~~ 

\<.'t. o 1 ~ 3 A ll. ~13 ~ lif.\
2

ir-
t ' / ,~) l ~~! 

( IV-5) 

donde /-=- 0.003 Este funcional comprende los términos 

TFP~Wtttop llf1::. io(fl \-i~[f1..-T"ttf} +VV\et.f1 

~ J [f1 .. Kalf]- K~ \.~1 ( 1 V- 6) 

También se trabajo con un funcional que toma en -

cuenta que el número de electrones es finito 26 . 

donde 

n~ es el número de electrones con. spin positivio, y 

o{ :::. Y"lt olt .\- "'+o\~ 

'f\t + 'n,t. 

(IV-7.a) 

(IV-7.b) 

( 1 V- 8) 

este funcional también incluye la corrección de segundo or--

den al intercambio, dada por la ec. (1-IV-52) por lo que es-

te funcional comprende: 
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TfD~w~tu. P.p: 

E[f]-:: To[~] +T1-tf] +T'-\tf1 +VV\o.\.".~1 

(1 V-9) 

1 
Denotaremos por TFDgWotfo al funcional que no comprende al --

término de 4~o. orden en la ec. (rV.9). 

Y por último también con el funcional de la·ener-

gía cinética propuesto por Bader, ec.(l.V.24). 

el cual contiene a la energía de intercambio ot.f3. 

Resultados. 

Tqdos los cálculos siguientes fueron realizados sl 

guiendo la regla de Slater ya mencionada a excepción de aqu~ 

llos que se marcan explícitamente y todos corresponden a ga

ses nobles, que por tener capas llenas es aplicable al teor~ 

ma de adición de esféricos armónicos, lo que simplifica los 

cálculos. 
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TABLA Va - He 

--~-===================================== 

FUNCIONAL E (a. u.) 

HF 2,8616 

HF-MBSa 2. 8476 

TF~Wt:t..f 2.8858 
1 

2.8005 TF 0§~14 to ..: j3 
======================================== 

Los valores de las energías y de los parámetros en los 
cálculos HF-MBS que se muestran en esta tabla y en las si 
guientes se encuentran reportados en la ref.40. 

TABLA Vb Ne 

========================================= 
FUNC 1 ONAL - E (a.u.) 

Ht 128.547 

HF-MBS 127.8121 

TFo.!.w 126,1539 
9 

TFolwa 
9 

129.2299 

TFD~W4to 124.1670 

TFDl/9W4toa 127.4480 

TfDl /9W4top 125.6061 

TFDl /9W ~:~._;B 127.3531 

TFDl /9W4to c~..ft 12 5. 3 52 1 
a 

TFDl /9W4to o<p 128.5773 

M. Bader 125.3116 
========================================= 
a Parámetros libres. 
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TABLA V e - Ar 

==================================== 

FUNC 1 ONAL - E (a,u.) 

HF 526.8174 

HF-t'IBS 525.7652 

TFD1/9W4to fo 521.538 

TFD1 /9W4to fta 527.9926 

TFD1/9W o~,p 527.5616 

TF D 1 /9W4 to 01 f3 521.2956 

M.Bader 525.3590 
===================================~= 

' a 
Par~metros libres. 

TABLA V d - Kr 

FUNC 1 ONAL - E (a.u.) 

HF 2 752.056 

HF-MBS 2 744.5196 

TFD1 /9W4to j3 2 766.0618 

TFD1 /9W t><( 2 793.1147 

TFD1 /9W4to u.{J 2 737.9328 

M.Bader 2 857.8384 

=================================~==== 
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TABLA VI a PARAMETROS HELIO 

=~======================================== 

FUNCIONAL 

HF~MBS 

TFDl /9W tXfi 

TFD1 /9W4to o<f 

ORBITAL (15) 

1.6875 

1.6747 

1 .6252 

========================================== 

TABLA V1 b PARAMETROS NEON 

======================================~===================== 

FUNCIONAL 1 S 2s 2p 

HF-MBS 9.6421 2.8792 2.8792 

TFDl /9W 9.4350 2.9418 2.9418 

TFDl /9'vf 9.7916 0.9201 3.5693 

TFD1/9W4to 9.2126 2.9451 2.9451 

TFD1/9W4toa 9.5961 0.9416 3.5759 

TFDl /9W4to ft 9.2774 2.9548 2.9548 

TFD1/9W ti..p 9.4684 2.9634 2.9634 

TF O 1/9W4to o! p 9.2449 2.9668 2.9668 

TFD 1 /9W4to o<. f3 a 9.6313 0.9540 3. 5977 

M. Bader 9.6662 2.8559 2.8559 

=========================================================== 

a Parámetros libres. 



TABLA VI e PARAMETROS Ar 

===================================================================================== 
FUNCIONAL 1 S 2s 2p 3s 3p 

HF-MBS 17 o 5075 6. 1152 7.0041 2.5856 2.2547 

TFD1/9W4to 16.8106 6.7156 6. 7156 2.7800 2.7800 

TFD1 /9W4tol 17.9582 3.2600 7.4807 1 .3700 3.4700 

TFD1 /9Wo<p 17.2049 6.6965 6.6965 2.8018 2.8018 

TFD1 /9W4to d.fo 16.7808 6.7145 6.7145 2.8009 2.8009 

M.Bader 16.8731 7.1419 7.1419 3.0391 3. 0391 

===================================================================================== 
a 

Parámetros 1 ibres. 

TABLA VI d PARAMETROS Kr 

======================================================================================================= 
FUNC 1 ONAL 1 S 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 

HF-MBS 35.2316 13.1990 16.0235 7.0109 6.8114 2.8289 6.8753 2.4423 

TFD1/9W4toj 29.9345 9.0881 9.0881 12.1523 12. 1523 12.8201 2.9281 12.8201 

TFD1 /9W 11. f 30.8603 9.7397 9. 7397 12.8800 12.8800 13.4287 3. 1148 13.4287 

TFD1 /9W4to "-f 33.8603 7.3183 7.3183 12.5204 12.5204 12.9476 2. 2577 12.9476 

M. Bader 31.3685 20.2288 20,2288 3.5668 3.5668 2.8807 9.4217 2.8807 

======================================================================================================= 
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En las figs. 13 a 22 se muestran las diferentes -

densidades obtenidas para los ~tomos de He, Ne, Ar y Kr con 

los diferentes funcionales. 

De las tablas anteriores observamos que los valores 

de las energfas difieren e~ un 5% a menos del valor de HF, a 

excepción del ~tomo de Kr donde los errores son mayores. Sin 

embargo, podemos hacer-notar que el funcional de TF·~W4to 

es el que presenta un mejor comportamiento, es decir, las 

energfas cuando agrupamos Jos par~metros según la regla de -

STater se encuentran por arriba de la energra de HF y cuando 

variamos libremente los par~metros la energra se encuentra 

muy cerca del valor de HF (~tomo de Ne y de Ar aunque este úl 

timo con el funcional de TFo§W4to~p). Con esto podemos con-

cluir que el lrmite exacto de este funcional se encuentra ya 

muy cerca del valor de HF. 

De las figs. 13-22 podemos sacar las siguientes con 

clusiones: 

a) Para el caso m~s·crftico en el que podemos aplicar 

el modelo, ~tomo de Helio, se obtiene una distribu-

ción radial semejante a la de HF. 

b) Comparando las distribuciones radiales de densidad 

cuando variamos libremente los par~metros y cuando 

seguimos la regla de Slater mencionada 1 fig. 14 y 15 

se observa que se obtienen mejores resultados si- -
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guiendo esta última restricción, por lo que la ma

yorra de los cálculos se realizaron asi. 

e) Para el átomo de Ne la distribución radial obteni-
1 l 

da con los funcionales de TFD"§Wct.ft, TFD9W4to e;~.p y 

de Bader, coincide casi exactamente con la de HF-MBS 

fig. 15 y para el átomo de Ar esta se encuentra -

bastant€ cerca, fig. 18 y 19, mejorando notablemen 

te las distribuciones radiales de los modelos ant~ 

riores para este átomo. 

d) No se obtienen para el átomo de Kr, distribuciones 

radiales que representen una estructura de capa -

adecuada para los funcionales de TDF~W4to~J y de 

Bader figs. 21 y 22, a diferencia del modelo de -

HF-MBS, fig. 20. Esto puede ser debido a que ios 

electrones 3d del Kr, no estén bien representados 

dentro del modelo. 
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V. APLICACION A MOLECULAS, 

Como última aplicación de los funcionales de la--

densidad estudiados en esta tesis, presentaremos el cálculo 

de energías y longitudes de enlace en la aproximación de un 

solo centro para las moléculas de CH4, SiH4, GeH4, NH4+ y --
-

BH4 que pres~ntan una gran simetría esférica. 

La aproximación de un solo centro41, se basa en 

el hecho de que cualquier función de onda molecular puede 

ser expandida en términos de funciones con origen en un pun-

to previamente escogido. 

Para el cálculo de la energía y de la longitud de 

enlace debemos de incluir dentro del funcional la energía de 

interacción de los protones con el centro y entre la de -

ellos mismos, Epp, y la de la densidad de carga con los pro-

tones. Epp. 

La energfa de interacción Epp, para cuatro protones 

colocados en los vértices de un tetraedro regular en cuyo -

centro se encuentra un núcleo de carga Z está dada por ~ - -

(en a.u.) 

(V- 1) 
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donde Res la distancia de enlace. 

Para el cálculo de la interacción de la densiuad -

de carga electrónica con los protones, usaremos la aproxima

ción de promediar la carga de los cuatro protones sobre una 

esfera de radio R con centro en el nucleo central. La expr~ 

sión para Epp está dada entonces por: 

E -= - 4 f f <:r) d3r 
\'f J \\"'-Y'\ 

{V- 2) 

Los cálculos fueron realizados sustituyendo estas dos últi-

mas expresiones en los funcionales y tomando a R también ca-

mo parámetro libre, y los resultados obtenidos se muestran

en las siguientes tablas: 
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TABLA VIl - CH4 

=========================================================== 

FUNC 1 ONAL MODELO -E(a.u.) R(a.u.) 

Experimental 40.53 2.07 

Ha rt ree-Fock 40.23 2.07 

HF-53BS-OCA 40.07 2.08 

HF-MBS-OCA 39.05 2. 19 

TF Exp.Zonas. r o a 38.21 1.90 

TFD Exp.Zonas, ro 44.15 

TFo§w Exp.Zonas, rO 39.02 l. 83 

TFD~W Exp.Zonas, r2 37.45 1.62 

TFD}J4to Com.Lin, ro 39.05 l. 73 
l TFD9W4to Com.Lin, R2 37.88 1.86 

TFD~W !JI./ Com.Lin, (MBS) 38.37 1.86 

TFD~W4to ¡¡1.f3 Com. Li n, (MBS) 39.06 1.86 

M. Bader 38.55 2.09 

=========================================================== 
a) 

Los c~lculos fueron hechos tomando la misma forma funciQ 

nal para la densidad que en el caso del Ne. 
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TABLA VIII 

=====~===================================================== 

MOLECULA FUNCIONAL - E (a. u.) R (a. u.) 

SiH4 Exp. 292.141 2.78 

HF 

TFDl /9W r~..p 289.48 2.49 

TFDl /9VJ4to ""/ 285.70 2.49 

M. Bader 286.55 2. 19 

GeH4 Exp. 2.91 

HF 

TFD1/9W r:;,p 2 093.53 3.63 

TF O 1 /9W4·to 2 071.68 3.50 

M. Bader 2 119.29 2.82 

NH+ 
4 Exp. 56.84 l. 96 

HF-OCAb 56.30 l. 91 

TFD1/9W D<J 55.38 l. 76 

TFD 1 /9W4to .x f3 54.42 l. 76 

M. Bader 511.62 1. 91 

BH-
4 Exp. 27.20 2.37 

HF-OCA 26.615 2.24 

TFDl /9W «f 25.85 2.14 

TFDl /9W4to «f 25.38 2.14 

H. Bader 25.53 2.38 

a Cálculos para el M. de Comb.Lineal (MBS), tomando para la 
densidad la misma forma funcional que para los átomos de 
Ar, Kr y Ne. 

b Albany & Cooper (1963). 
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CONCLUS 1 ONES. 

La pregunta básica que se quería contestar en esta 

tésis era qué tan buena era la teoría de gas electrones des

crita comparada con métodos más exactos de la mecánica cuán

tica, como lo es el modelo de Hartree-Fock en el cálculo de 

propiedad atómicas y su posible uso en el cálculo de propiedª 

des mo 1 ecu 1 a· res. 

La ventaja indiscutible que presenta esta teoría -

es que reduce el problema al estudia~ un sistema de n elec-

trones a un problema de 3 coordenadas, en donde por ejemplo 

el modelo de Hartree-Fock resultaría en un problema de 3n -

coordenas. Esto último es una ventaja práctica bastante - -

fuerte para cuando se quieran estudiar sistemas polielectró

nicos. 

Considerémos la pregunta en dos aspectos, uno teó

rico y uno práctico. 

Desde el punto de vista teórico a mi juicio, uno -

de los puntos mas cuestionables, no en la obtención teórica 

de los funcionales los cuales se basan en propiedades de un 

gas de electrones libres, sino en la aplicación a átomos y 

moleculas donde la aproximación de un gas de electrones li-

bres deja de ser válida. Por eso el trabajo de Tal y Bader 
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es interesante ya que trata de corregir aunque sea de una m~ 

nera parcial, estudiando propiedades de la densidad electró

nica atómica, para proponer después un modelo. 

Podrfan seguirse obteniendo correcciones cuanticas 

de orden mayor para la energía cinética y posiblemente co- -

~recciones cuanticas por el método de Kirzhnits a la energia 

de intercambio y aunque la magnitud relativa de estas corre~ 

cciones con respecto a la energfa total son pequeñas podrían 

mejorar en algo el comportamiento de la densidad electr6nica. 

Como defecto principal de esto último, es que las

ecuaciones diferenciales que resultan (como ya lo es en la -

corrección de cuarto orden) son_muy complicadas de resolver, 

con lo que se esta perdiendo la simplicidad del modelo. 

Por tanto pienso que un camino mas realista para la 

obtención de funci~nales de la densidad, seria partir de - -

aproximaciones que ya tomarán en cuenta propiedades de la den 

si dad electrónica en átomos como ~u comportamund.o cerca y 1~ 

jos del núcleo, como podría ser obteniendo teoricamente o mQ 

deJando alguna forma para las matrices de densidad de prime

ro y segundo orden. 

Desde el punto de vista práctico, a partir de los 

resultados obtenidos aqur, parece ser que los funcionales em 

piezan a ser predictivos, pero a mi juicio no es posible ex-
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traer de ellos un método de aplicación, el cual seguir, para 

problemas mas complicados que resultan en el estudio de mol~ 

culas. 

Por todo ésto, considero que seguir ampliando este 

trabajo no es adecuado en este momento.porque su capacidad

predictiva no es competitiva con otros modelos que se usan -

actualmente para estudiar propiedades atómicas y moleculares 

y que todavrá deben mejorarse les funcionales para que lle-

guen a lograr ésto. 
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