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PREFACIO

El presente trabajo tiene dos objetivos principales.
E1 primero es mostrar la derivacién tedrica de los diferentes
modelos de gas de electrones que existen para estudiar la es-
tructura electrénica de &tomos, tratando de presentar estos -
modelos de una manera uniforme y accesible y presentando los

aspectos mds importantes en la deduccién de cada uno de ellos,

En el Capitulo 1, se empieza desde el formalismo ge
neral y el modelo més simple (Thomas-Fermi) del cual analiza-
mos algunas de sus caracterfisticas, predicciones y limitacio=
nes, hasta llegar a los modelos més complicados que incluyen
correcciones en gradientes para la densidad. Al final de es-
te'capitulo se presentan los diferentes métodos posibles para
obtener resultados practicos de estos modelos y las diferen--
tes complicaciones que cada una de éstas alternativas presen-

ta.

E1 Capitulo ll, tiene por objeto realizar célculos
con los modelos mediante un procedimiento variacional restrin
gido que pueda ser comparado directamente con un cdlculo - --
Hartree-Fock base minima y asi probar la calidad del funcio--

nal y poder -concluir si estos modelos que se derivan en la --



aproximacién de un gas de electrones, pueden ser aplicables
a dtomos y moléculas, donde esta aproximacién es cuestiona-

ble.
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I FUNCJONALES DE LA DENS{DAD.

.1 Introduccioén,

El objetivo fundamental que se persigue en la teo-
ria de funcionales de la densidad, aplicados a a&tomos, molé-
culas y sélidos, es el de relacionar directamente la energla
con la densidad electrénica, sin necesidad de calcular pre--
viamente la funcién de onda. De esta forma, para un sistema
con n-electrones, el problema 3n-dimenéional se reduce a un
problema tridimensional que, supuestamente es mds facil de -

resolver.

Los modelos de gas de electrones corresponden, pre
cisamente a este tipo de filosoffa. En estos modelos se in-
troduce una simplificacién adicional suponiendo que en cual-
quier punto de la distribucién, el sistema se comporta de ma
nera local, al igual que un gas de é]ectrones uniforme, con
una densidad igua[ a la del sistema en ese punto, De esta -
forma, el probfema de muchos cuefpos se reduce considerable~-

mente,

1.2 Teoremas de Hohenberg y Kohn

La teoria de funcionales de la densidad esta funda

mentada en dos teofemas propuestos por Hohenberg y Kohn.



Teorema |, E1l estado basal.

Consideremos un sistema con n-electrones moviéndg
se bajo la accién de un potencial I () (en el caso de un

dtomo, el potencial creado por el nicleo) y la mutua repul-

sién couldémbica, E1 hamiltoniano tiene la forma

H: T-&-\[‘VU (1-1)

donde:

T-=

.\ég\‘?«\:*wmvwr) & (1-2)

N = \ V(YY) «\;"(r) ﬂy(ﬂ v {(1-3)

Uey || o dlont® ppe oo
2 Y-

La densidad electronica del estado basal ¥) esté
dada por los elementos diagonales de la matriz de densidad

de primer orden:

® A3
r(‘ﬁ) = "N "\p*(?) (\?(?) A AT n (1-5)

donde ¥ representa las coordenadas de los n-electrones

r= (xy, Vs Zyseenn. Xn: Yn,Zmh Como W esta determinada por

A (v) , entonces ?(“\ es un funciconal de r(r)



Deseamos mostrar que \J{r} es un funcional Gnico
de P(Y) , exXcepto por una constante aditiva, La demostra-
cidén se hace por reduccién al absurdo., Supongamos que otio
potencial 4y'(r) tiene un estado basal ’\S{‘(T) que da lu--
gar a la misma densidad ?(V) . A menos que ijY)‘UKY)
sea igual a una constante,Y\Y\ no puede ser igual a’w(ﬂ ya
que satisfacen ecuaciones de Schrddinger diferentes. Por -
lo tanto si H, H", E y E' son los hamiltonianos y energfas
correspondieﬁtes a ’V y 1y‘ , tendremos, por el principio -
variacional que

Era R < <Ry = CqiiaVivip (1-6)

puede reescribirse en la forma
\ -
E<E~ Swm—vwﬂ p oo d’v (1-7)
de la misma forma

! _-\)'(x)] ) &3\" -
L <& &\ [V it (1-8)

sumando las ecuaciones (1-7) y {1-8) llegamos al absurdo
E+E'<E*’E (1-9)

lo que significa que AJ(N y V'(r) no pueden dar lu==
gar a la misma P (Y) si son diferentes. 0 sea, VIY)  es

un funcional Unico de P (Y) . Ya que () determina a



H, podemos ver que el estado basal de un sistema es un fun-

cional dnico de ?(Y)_

Teorema 1. EIl principio variacional,

Ya que Y es un funcional de P (¥) , también lo
serdn la energia cinética y la de interaccién. Por lo tanto

podemos definir
H,?(ﬂ—- <\){\'T+U\'\y) (1-10)

donde F.[f] es un funcional universal, valido para cual=-
quier ndmero de particulas y cualquier potencial externo. -

Asi, la energia total la podemos expresar como,
t 3
E Lol = Svm p dr + Fupy (1-12)

Para la densidad de carga correcta P(Y), Ew,{VX
es igual a la energla del estado fundamental E, Deseamos de
mostrar que cualquier otra densidad F|(Y )} que satisface =

la restriccitn;

n-= g ?(\'1 ASY (1-11)

da lugar a una energfa [ {?fl mayor que E, Es decir la
v

tgualdad soloc se cumple cuando ((y): f(v)a

Sabemos que :



ExlyT= <y ivigy + <y 1TrUY? (1-13)

tiene un valor minimo para el eétado basal correcto- q’ , Te
lativo a variaciones arbitrarias de ﬂf en }as que el numero
de partfculas se mantiene constante. En particular, si Nﬂ

es el estado basal asociado a otro potencial externo V'),

entonces, usando las ecuaciones (1-11) y (1-13) tenemos que

Eoly] = &vm p'en v « FleY

7 BEulyl= \vm P dr 4+ Flel
(1-14)

por lo tanto
EoLe) > Eotfd | o (-15)

Con .base en estos dos teoremas, es posible descri-
bir un sistema de n partfculas utilizando a la densidad como
variable bésica, La dificultad estriba en que el primer teo
rema afirma la existencia del funcional universal, pero no -
nos dice la forma explicita de éste, Si logramos conocerlo,
el segundo teorema nos garantiza que los resultados que se -
obtengan serdn idénticos a los que proporciona la ecuacidén -

de Schrédinger.

Es conveniente separar la energla coulémbica clés]i

ca de F{?} y escribir



(1-16)

F[{J]:la-’ f PV _pev) A3y P (ﬂ_?]

| - vl

donde C\{F] es un Funcional.universal al iqual que F[(?]

Podemos escribir C\ [E] como:

GUpl = TUeY + Exc(pl (1-17)-

donde Tf_?} es el funcional de energfa cinética y Exc{ﬂ

es el funcional de energia de intercambio y correlacién.

Tanto T[F] como Exc[f’] pueden ser expre-

sados en términos de las energias cinética y de intercambio
correlacién por electrén, t[?] Y ch[ﬂ respec

tivamente, si la densidad varfia lentamente, es decir

Tlel = %Qm teed & (1-18)

(1-19)

Eclfls g | pen Ueelgl &

Utilizando las ecuaciones anteriores podemos expre

sar la energfa total de un sistema de n-electrones como :

Uf] = X (xn ’ng] dzv ¥ S ?m LVARS) dgr +

%H P PN By sk g pto Unelp) & (1-20)

vy 3



Si conociéramos la forma explicita de t[f] y de
ch[?] podriamos hacer la variacién sujeta a la res- -
triccién (1-12) y determinar asi la ecuacién que debe satis-

facer P-

Como podemos ver de la ecuacion (1-20), es necesa-
rio modelar tanto t(?] como ch[f} para trabajar con
un funcional cuya variable b&sica sea la densidad. En las -
siguientes secciones se describiran algunos modefos que exis
ten para t{el y ch[?] y a lo largo de estas se mos
trarén las diferencias que existen entre estos modelos y los
alcances de cada uno de ellos para explicar principalmente -

propiedades de &tomos y moléculas,



1t., MODELO DE THOMAS-FERMI.

Thomas vy FermiZ (T-F) propusieron independientemen
te, en 1927 y 1928, lo que podemos considerar actualmente co
mo el funcional de la denoidad m&s simple, ya que la energfa
cinética se aproxima por la de un gas de electrones libres -
(sistema homogéneo) y la energia de intercambio y correla- -
ci6én se desprecia, incluyéndose dUnicamente la interaccién --
coulémbica entre los electrones y la de estos con el nicleo,

11,1 Funcional de Thomas-=Fermi 3,b

Para desarrollar el funcional de la energfa cinéti
ca consideremos que p_ Py y Pz SOP los componentes del -
momento de un electrén en la posicion Y , el elemento de -

volumen en el espacio de fase estaré dado por:

cm:am\,azc\exé?yé?z (11-1)

De acuerdo con las reglas de la mecénica estadisti
ca, una celda de volumen h3 en el espacio de fase es equiva-
lente a un estado cuédntico. Cuando el spin es tomado en - -
cuenta, cada celda puede acomodar dos electrones, por lo que
el nomero de estados cudnticos que llenan el elemento de vo-
lumen dft es (2d n. /h3). Si suponemos que dentro de cada

dfl el potencial creado por el nidcleo y los electrones va--



ria lentamente, y alrededor del punto r, el espacio de mo--

mentos estd ocupado hasta un momento mdximo Ve (¥) que lla

maremos momento de Fermi, entonces, el nimero de electrones

en un elemento de volumen dT alrededor del

p 0y dr

punto .r esta dado por:

s 2.63" ?F'“ i LJP SQ“Q ded(? (11-2)
?(r)c\“ P P

]

integrando obtenemos que:

(11-3)

A
Y = -3 ?Y
f \3 W
ta energia promedio por particula (energla cinética) es

(" 2 &

T‘mm;W:% i%h)

substituyendo la ecuacién (11-3) en la ecuacién (il-4) obte-

(1r=-4)

nemos :

% 2/,
h ( o (11-5)
3T "

ttgl



De esta forma utilizando la ecuacion (1-20) con -~

ch[?} = O obtenemos el funcional de TF (en unidades -

atémicas H=m=e=1).

Elpl=3 (31) &?%m & - ZX ?_%Q &

3 33 £ R P e (11-6)

A Ve-ry
1.2 La ecuacién diferencial de Thomas-Fermi.,

Para obtener la densidad de carga correspondiente
a la minima energia, hacemos la variacién de EL?] sujeta

a la restriccién :

dv
y\=\ pL (11-7)
siendo n el nimero de electrones, Asi, obtenemos:

2 B, A
S 8[% (3“2) 3 Fla(ﬂ*_\/(\.) e(v) -}r& P(’n] ds\’ :O (11-8)

donde Ju es un multiplicador de Lagrange no determinado y

Vi es el potencial electrostatico dado por:

Z & ey 2
- - = X N -
N0y v 3———\'_‘{‘\ d'v (11-9)
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por lo tanto,

3
?(ﬂ:g‘-“aﬂ_?g(r;—\!(ﬂ)] b (11-10)

Cuando (rk—\hvﬂ es cero, la densidad vale cero.
Eséa, también debe ser cero en regiones donde ()1-\13 es ne
gativo, porque la energfa cinética no puede ser negativa. -
Por lo tanto, la ecuacién ()L-”V): 0 determina la fron-

tera del &tomo.

Para un &tomo neutro, no existe campo externo fue-

ra de su radio, por lo tanto f‘:o.

Como el potencial Vin y la nube electrénica de

carga _ P(v) estdn relacionados por la ecuacidén de Poisson;
7 - - #{T p
TVw = -4 g (H-11)
tendremos, substituyendo la ecuacidén (11-10) en ésta, que

Vz(};—v) = (’";%) U‘P‘“\”\% (11-12)



cuya solucién nos permite conocer el potencial electrostati

co y la densidad de cargas del &tomo, Si definimos :

(/’A—\lm) = ..Z... X (0

Y . ('l']B.a)

‘donde X =%Y

d = 2,(,9_»%2"3 (11-13.b)
3T .

la ecuacidn {11-12) se convierte (suponiendo que X es esferi

camente simétrica) en:

2

Xl’«-%.l. . )8"* (1 1-18)
x!.

que es la ecuacidén diferencial de TF. Podemos ver que se =~=
trata de una ecuaci6n de segundo orden no lineal y, lo que
es muy importante, independiente de Z, por lo que su solu=- -

cién es la misma para cualquier &tomo.

Para valores pequefios de r, el potencial debido al

nicleo debe ser dominante, por lo tanto

lim vNey = 2 (11-15)

20
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De la ecuacién (11-13) se tendrd entonces que X de

be satisfacer la condicién a la frontera

szs, (11-16)

AsT, las posibles soluciones de la ecuacién (i1=-14)
tienen la forma mostrada en la fig.(11-1), Sin embargo, fi-

sicamente esta ecuacién es vélida para X positiva]

X

X
para X negativa la densidad electrénica desaparece debido a

que no hay ningdn estado con pz; Pf. Por lo tanto la ecua- -

cién diferencial para X negativa es:

%%to ( X 20) (11-17)



Si Xo es el punto donde X cruza al eje X, tendre-
mos X{x)= A(X-Xo), por continuidad A=X{Xo). Asi, la solucién
quedard completamente determinada si encontramos X » 0 . En
Xo, X{Xo0)=0 y X'(Xo) debe ser diferente de cero ya que si =-
fuera cero la ecuacién (11-14) indicaria que X" y todas las
derivadas superiores desaparecerfan dando ltugar a la solucitn

trivial X=0,

Las condiciones adicionales para la solucién de la
ecuacién diferencial las podemos determinar considerando al
atomo neutral o al ién confinados a una esfera de radio rg. -

El ndmero total de electrones seréd

Yo 2
h= zm\ emv‘ér = SOY %;LUV) dr

a

Xe )\
= 7 \ x X () X (11-18)
0

Usando la condicién en x la ecuacién anterior se reduce a

0’

1 -
° "Xb (Xo) = u—- = -l
X (%) X 7 7 (11-19)



donde q es la carga neta del sistema. En el caso de &to--

mos o iones libres, P(y):O en Y=V, , lo que imptica que:

t %
X (X =0 , XQX(XO="? (11-20)

para Adtomos neutros g=o0 Yy la ecuacién (i11-20) tiene como ~

consecuencia

X (X = O Xo XICXJ = 0 (11-21)

81 X5 es un nimero finito, de la ecuacién anterior
se obtiene que X(xo)= 0 y X'(X5)= 0, no existiendo en este -
caso una solucién no trivial, Para obtener la solucién no --

trivial suponemos que la superficie del &tomo se encuentra en

el infinito e interpretamos la ecuacidén (11-21) como
’ 1]
W X )= 0 W xXw=0  (11-22)
%y o X-700

Estas ecuaciones determinan por si solas una solu--
cidén Unica que es asintdtica al ejex. Comoe la funcion X de-

saparece solo en el infinito, el d&tomo neutro no tiene fronte

ras en el modelo de Thomas=Fermi.

Para jones libres (q#0) , la condicién ([1-20) -
indica que como la pendiente de X debe ser negativa en x=Xg,
los iones negativos no existen en esta teoria mientras que -

los iones positivos son de tamafio finito con radio igual a ro,



Una vez establecidas las condiciones, a la fronte=
ra, la ecuacién (!1-14) puede resolverse numéricamente >, -
Expresiones analiticas para esta solucién han sido dadas por

6

numerosos autores,Latter® encontré que la funcioén

Yo =1+ 0.0274T k"™ £ 1243 X - 0.1406 X%+

5/ 31!
0.2302 X* « 0.007298 X '+ 0.006944% ] (11-23)

se aproxima a la solucién de la ecuaci6én de TF dentro de un
error del 3%. La figura (11-2) muestra una comparacién en--
tre las funciones de distribucién radial para el &tomo de Ne
calculadas por el método de TF y por el de H-F. Podemos ver
que el modelo de TF, reproduce la forma general, aunque los

detalles no son exhibidos correctamente,

Si substituimos la ecuacién (I1-13) en la ecuacién

(11-10) encontramos que

3/
(x) — jéfijé? ;£;> “
P77 T \x

(r1-24)
lo que indica que la densidad de carga en todos los &tomos -
estd gobernada por 1a misma funcién de distribucién con
jugando el papel de una longitud caracteristica y por lo tan-

to no presentaréd estructura de capas. De las ecuaciones - =--
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(11-23) y (11-24) se observa que cuando Y — 0 , la densi-~

.32,
dad diverge como Y en lugar de permanecer finita y --

que cuando r—3 R , la densidad decrece como r'6 en lu-

gar de hacerlo exponencialmente.
11.3 Energia Total.

Antes de considerar las energias que se obtienen -
con el modelo de TF, tratemos el caso de Z electronos que no
interactdan entre ellos mismos y que se mueven en un poten--
cial de Coulomb Z/r. Esto nos ayudard a entender las carac-
terfsticas generales de la energfa de enlace de los electro-
nes en los &tomos, asi como las limitaciones de la aproxima-

cion de TF,

Para el campo de Coulomb la solucién cuéntica es =
por supuesto conocida., Si tenemos N capas llenas, la ener--
gfa total Ec. (solamente la suma de los eigen-valores) esté

dada por:

2
Ee= —_g;_z 2ve N (11-25)
W

. 2 . . . .
habiendo 2n" electrones en la capa de nidmero cuéntico princi-

pal n y siendo la relacién entre Ny Z
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}M_ Lk = f

N{N+H)(2N+1) =32 (11-26)

En principio las ecuaciones (I1-25) y (11-26) dan
la energia total como una funcién de Z. Sin embargo, trate-
mos el caso de Z grande y desarrollemos una expresion asinté

tica para N. De (11-26) facilmente se obtiene que

M= (%—)\'52"5 _—‘2: +—%(§£\;—/az:‘/3+ O(Z—%> (11-27)

y entonces de las ecuaciones (11-25) y (11-27) obtenemos
E - 3 7/3 1 2.- { 3213 5/3 l/5
=~(%)Z +3 F ‘rg(‘;;) 27+ 0(27) (11-28)

Ahora, apliquemos la aproximaci6n de T# al mismo --
problema con la densidad, P, dada por la ecuacién {11-10) con
V(v) =-Z./\' y F escogida de tal manera que la densidad in-
tegre a Z electrones, Substituyendo esta expresi6on en la - -
ecuacion (11-6) y recordando que los electrones no interactdan

obtenemos integrando que:

V3 77
Ce,re =~ (%_) z® (11-29)
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comparando las ecuaciones (11-28) y (11-29) vemos que la apro

ximacidén de TF d& el resultado correcto en el 1imite ‘Z—+Oo_

Podemos obtener la enérgfa de un dtomo en la apro-
ximacién de TF, substituyendo la solucién X de la ecuacién -
diferencial de TF en las ecuaciones (I11-13), (11-10) y (11-6)

llegando a la expresién siguiente:

Ere = 7°(30)" 8 [M‘-’]%’L"’ ds "E%rj[x&dri ‘1"

T X

¥, 3, '
+.9.“ 1 [X(x)] [X(va] /LXZ‘X'L dx dx'lj (11-30)
aT

Ix-x'{L X X

con la cual, integrando numéricamente se obtiene:

Y
Ere= -0.76%1 Z° (11-31)

Esta energia es por supuesto mucho mayor que la de
los electrones moviéndose en un campo coulombiano puro, ecua
cién (11-29), ya que los electrones exteriores en un &tomo -

son apantallados por los electrones de las capas internas.

Las energias calculadas por medio de la relacidn -
(11-31) difieren de los valores experimentales en un 20-30%,
pero es claro que esta ecuacidén no nos puede dar més que el

primer término de una expansidén de la energia en potencias -

/3
de Z
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11.b Teorema Virial y relaciones entre las componentes

de la energfa total,

La energia total de un &tomo es el resultado de su-
mar la energia cinética y la energlia potencial, por lo tanto,
puede ocurrir que para un cierto modelo, al efectuar la sumae
haya cancelacién de errores y el resultado sea un valor precj
so de la energfa. Sin embargo, las componentes individuales
pueden estar mal descritas. En mecdnica cudntica se sabe, a
partir de la ecuacién de Schrddinger, que un sistema atémico

satisface el llamado Teorema Virial que establece

-E (11-32.a)
V= 2E (11-32.b)

donde T, V y E son los valores esperados de las energias cing
tica, potencial y total respectivamente. Es importante saber

si el modelo de TF satisface también esta relacién,

Supongamos que la f(r) correspondiente a la minima
energia del funcional de TF es conocida y definamos una densi

dad escalada
3 .
B2 (N = 4 P (11-33)

donde

S:Z X (11-34)
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siendo ; el factor de escalamiento. De esta Gltima ecua--

cién obtenemos que

Pr=L, & | (11-35)
3

El nidmero de electrones en funcién de la densidad

escalada debe ser el mismo que para la funcidn sin escalas,-
es decir,

n= S P, tn dv = ﬂ pLs> 33“& proy &5 (11-36)

La energia cinética para la densidad escalada es

2/3{ 51 3 213y [ 33 d's
T:%(a'ﬂl) SP'% mdr =74 Lo(m)gf = (11-37)
y la energia potencial para la densidad escalada es:

v=-z_j AL\ ,,.‘_,“M dvdv (11-38)
Y 2 fr—v')

4 ["ZX 'P'_(é?' s +‘7, n_ﬁl(is):%_?‘_)_ &sds‘]

Por lo tanto, la energia total para la densidad eg
calada es:

A
E%“; T3V (11-39)
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Como la energia total es minima para =1, ten--
g p

dremos :

%%l = (23T+V)| =2Tx\V=0 (11-40)

3= 7

y por lo tanto, como E = T + V, se obtiene que T = - E y que
V= 2E. Que demuestra que el modelo de TF satisface el teore
ma virial, £s decir que el balance de energfa cinética y po
tencial es correcto, sin embargo, como ya vimos los valores

obtenidos para la energia total son bastante imprecisos. Es
to significa que las modificaciones al modelo de TF deben di
rigirse tanto @ la energia cinética como larenergTa poten=---
cial. Si el teorema virial no se hubiera satisfecho, nos --

podria haber servido de gufa para mejorar el modelo.

Ademés del teorema virial, el modelo de TF satisfa
ce otras relaciones entre las componentes de la energlfa to--
tal, Si escribimos la energia potencial como

V=Vae +Vee (11-k1)

donde Vne represente la energfa de interaccién nucleo elec--
trén y Vee se presenta a la energla de interaccion electrén-

electrén, obtenemos a partir de la ecuacién (11-40), que

2,T+th+\/ea:0 (11-42)
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Por otro lado, substituyendo la ecuacién (11-10) -

en la expresion para la energia cinética, encontramos que:
3 3
== ~\{¥) L ¢
T=7% E[lu N ] pn d

=-3 - e 3
i 5V"“ sv“‘gl‘”‘ (11-43)
Combinando esta ecuacién con la ecuacidn (11-43) vy

recordando que para un &tomo neutro p=0 se obtiene que

\Ine':. —7 Vee (11-4b)

y haciendo uso de la ecuacién {11-32) se encuentra que

1I=-45,
T =-F ( 5.a)
(11-45.b)

(11-45,¢c)

Asi, el modelo de TF no solo satisface el Teorema
virial, sino que ademds predice cudnto de la energia total -

corresponde a la interaccion electrén-electrdén y cudnto a la

electrén-nicleo, Fraga8 demostré que las ecuaciones (!1-45)

se satisfacen con bastante precisién cuando se calculan los
valores esperados de T, Vee y Vne, utilizando los orbita-~
les de H-F,
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11.5 Principio de Maximizacién,

Regresando a la ecuacién de TF, ecuacion (11-6), -
una manera de obtener informacién a partir de ella sin resol
ver la ecuacién diferencial, es hacer un c&lculo variacional
restringido, tal como, proponer una funcién de prueba y obte
ner una cota superior al valor de la energfa. En 1957, 0.B,
Firsovg, obtuvo un funcional de una cierta funcién de las ~-
coordenadas tal que .su valor méximo de la misma energfa elec
trénica que el valor minimo del modelo de TF, es decir, nos
d& una cota inferior a este valor. Aunque en el modelo de -
TF el resultado es conocido, este tipo de estudio nos da in-
formacién acerca de qué tan cerca estd un célculo variacional

—Testringido-del -valor_exacto, si_podemos determinar las co--

tas superior e inferior.

En esta seccidn presentaremos el caso general de -
un sistema de &tomos que interactdan en el modelo de TF y --
del funcional de maximizacion,que permite encontrar una pro-
piedad importante en la descripcion de moléculas homonuclea-

reas didtomicas dentro del modelo de TF.

La energia electrénica total de un sistema de va--

rios electrones es una generalizacién directa de la ecuacion

(11-6).
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E=%kgp€l§cﬂ -Sz g4 f&r

A \v-v)

+ 1 “Q——e-«) S &y (11-16)

2 leev

1./3
donde = i(3“z>

De la variacidén de E con respecto a ? se obtie

ne

. ’ R
X ﬁf: Z*gr - S £ JP (11-47)

{v-vi

El potencial electrostdtico estsd dado por

$n = LU S Lo ! (11-48)

bv-v|

De la ecuacién de Poisson y de la ecuacidn (11-47)

obtenemos

_ .
V7.(;)0(0 =z -~ 4T 2 Zi8¢r-e) + 4T A Lt ¢o:}) (11-49)

la cual es la ecuacit6n de TF para un namero arbitrario de ni

cleos.
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Si se encuentra la solucién de la ecuacién (11=47),

puede ser usada para simplificar E=Eo,

D N - L >
EO— 10 j f)o A\" Jilj‘z éL.\ ?o Aa‘( ) (11-50)

Y-v

si P= o+ A‘? , J? & Po de 1a ecuacién (11-47) obtene

mos

E=Eo+i) f;”a(rfp)lclar +L“ o Spw) g P (11-51y

R I

de la ecuacién (1i-51) observamos que lo que es agregado a -
Eo, es esencialmente positivo, por lo que Eo, es el minimo -

valor de E.

Ahora consideremos otro funcional de alguna fun- -

cién f:
3
IS[I(V 1. 81 7. /2, 3
Eo=-pz\l 5 t— S d (11-52)
' z \V 3 (Z ~ {:> J v 5
w 5 X*A\G l“"h\
con las siguientes restricciones para la funcién f: a)PU);—\;Z;_im
(si f=Z_ Z;/IY—\’,-I entonces H =-w , b) Que f, tienda a cero

cuando r tiende a infinito, y ¢) Tomaremos las rafces posi

tivas de { )5/2. Claramente H {0 y puede tomar cual- -

quier valor negativo dependiendo de f.
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El médximo valor de H, esté dado por la condicién

SW,=0 (11-53)

la cual nos d& la siguiente ecuacién para f=fo (ver ecuacién
Vi-16).
3y,

Theanxt(Z 2 1) 2o (1-58)
, * t-r

si hacemos f=fo + & f con f & fo, entonces
E.\ = E\o.
_ L : AT 2 < P
WHWQ,, V 8F) - 4mx ();mi‘_po) 3p]dr

‘LT‘“H{(VSF)’“ P (% _2.%_‘ - Fo)h( Jﬂl} B (11-55)

A br-v;

dado que

J\9E950) & <[ v- (1R & - [, B &

la primera integral puede ser reemplazada por una integral -
de superficie, la cual desaparece en vista de las condicio-~
nes impuestas en f y & f. Por lo que el segundo término

en la ecuacién (11-55) se convierte en:
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j[vg i (Z“ - Fo)’h] o

el cual vale cero en vista de la ecuacién {{11-54), Entonces
lo que se agrega a2 Hio (je , el Gltimo término de la ecua- -
cién 11-55) es esencialmente negativo, por lo que cuando - ~-

f=fo, el valor de E, es méximo.

La funcién 2 (Z;/1r-r; 1) - fo, satisface, por la -

ecuacion (11-54), que:

3 ; o
\a (2 E f) e -am DL St ¢ an X (s -6

(11-56)

que es idéntica a la ecuacién (11-49) para O,0v) ., Como las

condiciones a la frontera para P, (" {(tienda a cero en in

finito) son las mismas que para (2 Z;/lr-r;1 - fo), tenemos
1

entonces que:

V-2 T ;
Bt b= ¢ . (11-57)

de las ecuaciones (11-47 y 48) se sigue entonces que:

fo= | e g -y 2

v

372,
Iv “l X Po (11-58.a)

‘71?“ = - 4T p, (11-58.b)



30

de la ecuacién (11-52), H, puede ser escrito en la forma

A b A A LU

usando las ecuaciones (!1-58) para f=fo, tenemos

E—\o

- T E A e") e dr -2 e

i
— ‘V
P Y
P
v
b
<
]
l.-
P g d
> M
ped
>

i e, By = €, (11-60)

que es iqual a Eo dado por la ecuacién (11-50) Por lo tan-
to Eo, es el minimo absoluto para E y el méximo absoluto de
£E,.S1 f#fo, entonces E ¢ Eo.

El proceso de minimizacidn para &tomos fue aplica-
do por Jensen]O

La funci6n de prueba que uso para la densi
dad fue:

F:—%— -%; [chﬂ (11-61)

donde A es un factor de normalizacién, X=(a Z"r) donde

¢ es un pardmetro variacional y P(x)= 1+Cx, donde C es - -

otro pardmetro variacional

Usando esta densidad obtuvo una
cota superior,

la cual se muestra en la Tabla I, R, Roberts"
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una cota inferior de la energia usando como densidad de prue

ba
-z
p--L_ & (11-62)
A
y generando F a partir de la ecuacién (11-58-a), es decir

¥‘Y BUY 3y - dquﬁ[_‘_;é;}_i_‘l] (11-63)

br-v'l x

obteniendo el resultado que se muestra en la Tabla I.

TABLA 1, CALCULOS PARA ATOMOS

Mé todo Energfa ( Z=1)
a, u.
Jensen (Cota Superior) - 0.76776
Exacto - 0.76873
Roberts (Cota Inferior) - 0.76920

Lo quelse desearfia seria poder generalizar, el ---
principio de maximizacién a funcionales mas complejos, como
tos que se describirdn en las siguientes secciones. En gene
ral una cota superior es féacil de conocer ya que la energfia
es minima con respecto a variaciones de la densidad. El pro
blema es encontrar funcionales del tipo de la ecuacié6n - - -

(11-52) quienes proporcionen cotas inferiores para la ener--

gia en los otros modelos,
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Un resultado importante de este principio de maxi-
mizacién es que le permitié a Roberts calcular cotas inferig
res y superiores de la energia de TF para moléculas dfétomi-
cas homonucleares a diferentes distancias internucleares que
diferfan cuando mas en un 5% y analizar el comportamiento a
grandes distancias para concluir que dentro de este modelo -

este tipo de moléculas no son estables,
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f1t, MODELO DE THOMAS-FERMI=-DIRAC (TFD).

El modelo de Thomas-Fermi ignora‘ciertos efectos -
fisicos talés como la interaccién de intercambio y la corre-
lacién, Si queremos obtener un funcional mas exécto estos -
efectos deben ser inclufdos dentro de la teorfa. La primera
correccién al modelo de TF consiste en incluir en el funcio-
nal la energfa de intercambio. Para ésto, primero desarro--
1laremos las ecuaciones de Hartree-Fock en términos de la ma
triz de densidad, ya que por medio de este formalismo pode--

mos entender mejor qué efectos no han sido inclufdos.
. ; : . 12
It1.1 La ecuacién para la Matriz de Densidad ™.

El método de Hartree-Fock (HF) estd basado en el -

hecho de que la integral

|YHY &g

sea estacionaria para todos los eigen valores del hamiltonia
no &tomico {que denota el conjunto de coordenadas de espacio
y de spin del &tomo). La funcién de onda esté sujeta a la -

condicién

g\ﬂ{\l é%;& (111-2)
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En la aproximacién de HF esta funcién se escribe -
como el producto de funciones monoelectrénicas, 'W , de tal
manera que la funcidén NP sea antisimétrica con respecto a --
las permutaciones de los electrones individuales, por lo que

la funcién Y para un &tomo neutro es
-i ?
2.2 - ” . ? -
?:(Z‘) P(“ «'\’\\"(q‘\ (1-3)

donde P denota las permutaciones de las coordenadas de los -

electrones individuaies.

Si la funcién de onda qy es seleccionada en la --
forma (i111-3), es posible, sin pérdida de generalidad, intro

ducir como una condicidén adicional:

S "}’:(‘D V(9 A‘F din (111-14)

en lugar de la condicién (111.2).

Antes de hacer la variacién de la integral de la -
energfa, la pondremos en una forma especial haciendo uso de
que el hamiltoniano contiene sélamente términos que se refie
ren a los electrones individuales y a sus interacciones por

pares, i s

H=2 Ulgd “il N (g, 9

TS , (111-5)
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donde la funcidén V es simétrica con respecto a las variables
que entran en ella. En el &tomo U es la suma de la energisa,
cinética y potencial del electrén en el campo del nidcleo, y

V es la energia de interaccion electrostatica de los electro
nes, Substituyendo las ecuaciones (11!,3 y 5) en la expre--
sién (111.1) y haciendo uso de la ecuacién (111.4), obtene--

mos

S'\?C‘Y a’:i:‘ZX'\Pa(ﬁ)U(q\‘\J;(cp éq A

L H Wi L e Vg, q) [«y.-m UIRCY

iR T2

= Fly “h(“%})] dq dq (111-6)

La variacion de (111.6) estd dada por:

[ 3“?“"\1‘?4‘1 =Z X Syl dq \U(cp N a) +

L Vaeq) V@] il @y - Yol Yl Acg}
k<a

b

= i S4iia dq [U«p il + Blop Yl »% Bin@ “\’Q"O]

(rie-7)
donde hemos definido:
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Bin(@ = | Yn ) Vg9 s () da'  (11-s)

Big = );; By (111-9)

Multiplicando Ta condicién (1ti.4), por el parame

tro variacional Q y anadiendo ia variacién de (111.4)

ix
a la variacién de la integral de la energia, obtenemos un -

sistema de ecuaciones para las funciones qh;
U9 4itq + By pitq) - é_ﬁak(‘%) PP + T QN = 0
(111-10)

Es fécil expresar los pardmetros Oik en térmi--
nos de las integrales para V, B y B&h , haciendo uso de 1a

condicién (111.4), esto es: ‘
Qip = X'\?L\)ﬂﬁ Aqr *X‘\\F: %wiéq;zgg“\’i %U{\\)‘Aqf

(-1

Haciendo uso de las definiciones puede demostrarse

que la matriz ;3 es hermitiana A= aii
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La ecuacién (l11-40) puede ser escrita en forma --
compacta si introducimos la matriz de densidad egq,q’) que

se define como

P Lo qY = Z ¥ la) 4l (111-12)

Para llegar & una ecuacién para la matriz de densji

dad P(q,q'),.junto con {111,10) escribimos la ecuacién para

1a funcién conjugada q@&q)
¥
Uty 9ieq) « B (o) i ta)

Yoy o Tx Wh (g =0
"é 641\‘“%) ‘\Y"\ch +-§; %o P (4D (111-10%)

%
Ahora multiplicamos la ecuacién (111,10) por “ﬁ(q)

y la ecuacién (111,10%) por M;(q)  sumamos sobre 4 vy res

tamos (111,10%) de (f11,10). Los términos que contienen

*
Qg y CkAi son iguales por ser (Cl;x) hermitiana,

Los términos con U y B contienen a la matriz {(q,9)
la expresién que contiene a Binx también puede ser escrita -

con la ayuda de ?, De (111,.10) obtenemos:
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zh Bis (O Py vieq)
-7 [ VR e 9 gu i
= XV(q,q“) P La.ah dc{ an(‘“'qf‘) (111-13)
con una transformacién andloga para (111.10%),
g( Vi "’f: (9 x Ve (9™ V(q"q') '\Y:(q“) dq'“

) 5?(%%“") do e(q".q) V9"

(111=13%)

si introducimos el operador:

Atg.gqn = plo,qh) N oy, o) (11-14)

la ecuacioén (111,13) puede ser reescrita como

_Z“ b ¥ Al = [ A dat peqan

(L1i-15)
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mientras que (111,.13*%) toma la forma

z Bra 1) i o) = \ At o) 49" pia.d

(111-15%)

donde hemos hecho uso de la propiedad de simetria del operag

dor V,

Los términos que derivan de B también pueden ser -

expresados en términos de la matriz de -densidad

BZ Wty =( \ekﬂ“»ﬂ“) Viaa'y dq ) £49.99)

(111-16)

e introduciendo los operadores
B(a,q") = SLC\-C;“)S 249" a") Viq,q dq"

(111-17)

Uq,q") =-G(‘P $(q-9" (111-18)

obtenemos una ecuacidén para la matriz de densidad en ta for-

ma:



Lo

Xd c‘" [k Ulg,9) +Dlg,q) "A(%v‘\‘\)) ol q',9)
P (U + B ) - Al ] =0

(111-19)

Esta Gltima ecuacién representa el paréntesis de -

Poisson entre la matriz de energia
Riq.q) = Utq.q7) +B(q,q")l-A(q,c§‘) (1t1-20)

y ta matriz de densidad;:

H?_S,Ha_»_o (111-21)

En la matriz H, el término B corresponde al campo
auto consistente que estd asociado con la densidad electrdnj
ca, mientras que el término A corresponde a la energia de in

tercambio.

Ahora eliminaremos la variable de spin, haciendo -
uso del hecho de que el hamiltoniano inicial no depende del
spin. Podemos escribir cada una de las funciones ~;(q)
como el producto de una funcidén especial Wi y una funcién =

de spin X

P () = Qi) X () (L11-22)
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donde r denota las coordenadas éspaciales, s la coordenada -
de spin y X es alguna de las funciones de spin « o B, estan

do éstas definidas por

o(s) = 85’"“5, (111-23,a)

)6(‘.0 = é‘s -

b =234
- (111-23.b)

si? + Y p- son las componentes de la matriz de densidad aso-

ciadas con spin positivo y negativo respectivamente, podemos

escribir 1a matriz de densidad como

f’(f‘\f{) SRS AL A 18 ) & Q-L\'\"‘B ﬁcs) P“‘)

(111-24)

Ahora la matriz B(q,q') comprende a diferencia de
las matrices A(q,q') y V(q,q') una integracion sobre ta va--

riable de spin, por lo tanto tenemos

Bla) = Sa-a) | peq, i Veq @ dg

st

e
Sts-sy Ste-v) 7
sl\:

i

[Cpernm fanp

a1~

3“
b ) [ psnff) Ve dy

a\\
= §$(s-a Slx-¢) g pLx,v") Ve x"y dv

" (111-25)
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donde

2
w - @
V(Y‘*) - (111=26)

=S

y a f(r,r') le 1lamaremos matriz de densidad¥

F(T.Y‘) S ARSI ?_U,\") z Z\‘ fa Qat? u‘:(v\) (111-27)

donde F" es el ndmero de ocupacién del orbital W“ . Por

Gltimo para la matriz A{q,q') tenemos

A(4.9) = V(4,9) ptg. )

Ahora en el caso particular de un sistema donde --

?+(r,r') = F,(r,r’) tenemos

A H,.T)‘ Ss'g' -!iV(Y,Y‘) ?‘Yn\(‘) ) (111-28)

* De aqui en adelante trabajaremos con F(r,r') y cabe hacer
notar que esta matriz de densidad es diferente a la defi=

nida en la ecuacién (111.12),
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Con esto no tenemos que describir todas las canti-
dades por el conjunto total de variables q,sino solamente --
por las variables espaciales r, porque todas las expresiones

son diagonales con respecto a la variable de spin,

U :z Pn Gu¥) vg:u')' (111-29)
U(v,r‘) = Uy dre-vy (t11-30)

Blawy = dorrn 3 peetey NVivy vt (111-31)
Atery = %V(Y\t') A (111-32)

Para desarrollos posteriores es importante encon--
trar el operador cuyos elementos de matriz corresponden a. la
matriz de densidad. La transicién de un operador a la forma
matricial se consigue con ayuda de las siguientes relaciones

equivalentes

~ :
QF(r) = X Q v, v") Y,u“) de (111-33.2)

Qe = /(\Q(Y\f)‘) 8 (x-vY) (111-33.b)
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E1 operador ﬁ' contenido en la dltima ecuacién, -

actua sobre la funcién & y sobre la coordenada r' que pue-
~

da contener el operador Q. Por lo tanto puede ser escrito

en la forma

B2 ah 2 4B (111-33-¢)
P 2r Ps

donde el subindice d indica el objeto de operacidn de 63

Con este fin introduzcamos el operador de ocupa~-

. " . . 2
cién ’F’ cuyo espectro son los nameros de ocupaciodn

?(Y,?} Pal¥) = P Qaiv) (111-34)

entonces la ecuacién (111.29) toma la forma
I~ *
()U‘Y‘) - f(v\'@ z LQ“(\-) @ oY)
n

Pugy e (111-35)

Esto Gltimo se sigue del teorema de completitud y
por lo tanto ? es precisamente el operador cuyos elementos

de matriz son la matriz de densidad,

11,2 Modelo de Thomas-Fermi-Dirac (TFD).
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La primera correccién al modelo de TF consiste en
incluir en el funcional la energia de intercambio. En 1928

Dirac]3

aproximé el funcional de intercambio por el corres--
pondiente a un gas de electroneé libres; en esta seccién in=
troduciremos el intercambio de una manera tpasiclésica, 1le-
gando a la misma expresién final que la obtenida por Dirac.

]4, establece gue -

El principio de correspondencia
los elementos de matriz de un operador dentro de la aproxima
cién cuasicldsica corresponden a la transformada de Fourier
de la funcidn a la que se reduce el operador en el caso cla-
sico., Si X(r,p) corresponde a esta funcidn para él opera

dor A , haciendo el an&lisis de Fourier de A(Y,P) tene--

mos

ipE R :
. A(YIP\:XXV% Q{T d'g (111-36)

de donde por el principio de correspondencia
k\'; - /\(()Y"‘%»
<¥\/\l“€> (111-37)

T

por lo que obtenemos

ie% 3
l(\’\?): (\f\l\\v+§) o* c\§ (111-38)
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Los elementos de matriz H(r,r') de la matriz de --
energfa son los que representan al hamiltoniano H con respec
to a los estados <Yl y ‘V} . Para una transicidén clédsica
esta representacidén de los elementos de matriz no es conve--
niente porque en mecdnica estadistica, la funcidn de distri-
bucién estd siempre definida en términos de las variables r
y p. Por lo tanto vamos a obtener 2 los elementos de matriz
de H en una representacién en la cual los kets y bras bdsicos

estén denotados por <Y} y lpy.

La transicién de una representacién pura 3a una mix
ta de cualquier operador f puede ser conseguida por medio -

de Ta ley de transformacion.

F o = <vifiy') = Su\g\?‘; A’SP <pled (111-39.a)
similarmente

(Hf\p) = X(vmr‘) dsr‘(\f‘”,) (111-39.b)
para las funciones de onda, escogemos ondas planas dadas por -

ap-Y

(*‘IF) = @ & (111-40)
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Si P(r,p) es el operador a que se reduce el opera-
dor de ocupacidn ? , en la aproximacién cuasiclésica, ie,
?(r,p) nos d& la ocupacidén de los estados on el espacio de -
fase, entonces por la ecuacién (II1.38), f(r,p) estd dada --
por ’

ag-%
e(r\‘)) -;_X (ﬂ’é\n%) QL 6337' (111-41)

Por el teorema inverso de Fourier, los elementos -

de matriz (v} ?\ r+€5 estén dados por :

x Lies
Crplez) = "\“;X pepy e * &% (111-42)
haciendo E: 0 obtenemos
<l '(3\\'> —.'-\‘:3 % el ) 43\, (111-43)

1o que muestra que e(np) denota al nimero de electrones por

volumen h3 del espacio de fase.

Ahora expresaremos los elementos de la matriz H en
la representacién mixta tratandoa r y p como variables
que conmutan {aproximacién cuasiclésica), tenemos entonces -

que:
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Hirp = Etap + B - AP (111-44)

donde las transformaciones para E{r,p) y Bl(r,p) son

simples y estédn dadas por .

Evepy = &£ .V
= + Vir -
1P Py ) (111-45)
Y
B = .gfg dv’ ‘ ?L\" ') 63?‘ (111-16
R ey ‘ o)
Consideremos ahora la matriz de intercambio, usan-
do la ecuacién {111,32) para el elemento de matriz
obtenemos
2 Av s 4 g-(f—r)
Aovp = 2 S"‘-—-—f———'\ \> o TR P
ra \v- v
que con la ecuacién (111.43) se obtiene
- e-t. r ?‘) 2 (p- P MY-Y)
= 1 3
Atp = -—H £ ¢ R de d'yp
YR feay|

(iH1-k7)
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La integral sobre r! en la ecuacién anterior es el

potencial en el punto r debido a la distribucién de carga --

exp (1 (?-F) /) y de la ecuacién de Poisson este po-

tencial es igual a

S
L \p-pl*

con lo que la ecuacidon (111,47) se convierte en

Atep) = X%;:—\ Ag

por lo que obtenemos finalmente

K4
Hoenp =B F B - 2

2% X \p- ?\2‘

k 141-48)

(111-49)

& P

(111-50)

Supongamos ahora que el espacio de fase estd ocupa

do hasta un momento mdximo p., mientras que los estados con

momento mayor que pg estdn vacios,por lo que FLY,P)

dada por

?(Y\?W = 2 para P =%+

= 0O para F)?F

estd

(1hi-51)
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Usando (!1!1.51) encontramos que
g o3
P = — X p L, dp = e I (111-52)

y para la matriz de intercambio

o & S
A("‘\?) T_Y—\;\ \?3_?\?_

Al

h o Yo (Fi*r\a"“—lpp‘wsb)
- _zi_gi S?YIO% \f—*—f—‘-
ph Yo P- ¢

como puede verse haciendo el cambio de variable

F\A?\ (111-53)

2, 12

pet p

= 2pp' eos B = 1 p'—p]2 (111-54)

Esta dltima integral puede evaliuarse por partes y

el resultado final esté dado por;

: 2 2 2 :
A(\‘,p) :__%[.EF_P:E 103 ZF*: *Z?F] (111-55)
! [

Esta dltima ecuacidn representa a la energfa de in

tercambio para un electrén con momento p. Para encontrar la

energia de intercambic promedio por electrén, promediamos so

bre todos los edos. ocupados:
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P
i Acepd AT Pz A\D

VF‘N ¢ dp

A Yvoﬁ\ jed

theniéndoser

30"
A?\'om = —-\—: ?; (111=56)

podemos dejar esta Gltima expresién en .Funcién de la densi--
dad, utilizando la ecuacién (111.53) con lo que llegamos fi-

nalmente a
A - V3
prowm = 2 [é ()(yfl (111-57)
L LT .
doﬁde Aprom. est8 expresada en unidades atdmicas.

La energfa total en el modelo de TFD se obtiene --
reemplazando la ecuacién (111.5) por U)‘[P] en la ecuacion
(1.20) y aproximando tf_?] de la misma forma que en TF, --

con lo que obtenemos

ELeY = Tolpl # VioTel s+ Jie) SKLp]  (11i-58)

donde



Te Lﬂ

thf] =

Jinl

klel

)]

"
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(31‘\‘) J o2 & (111-59)
i gtv) d’\' (111-60)

r .
\ \\ P o) 3 & (111-61)
2 \v-¢')

1(9_)"5 S f’%(“ 83r (111-62)
4 A

en esta Gltima ecuacién hemos introducido el factor de 1/2

para evitar contar la interaccién electrénica dos veces.
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IV, CORRECCIONES CUANTICAS AL MODELO DE TF,

El modelo de Thomas-Fermi es uno de los métodos --
que existen para describir estadisticamente un sistema que -
contiene un gran nimero de particulas idénticas, La base de)
método estd en la idea de que los electrones se mueven clasi
camente con la condicién adicional de que en cada celda del
espacio de fase no habra més de dos particulas, La interac-
cién entre las particulas es considerada aqui, el campo autg

consistente (con o sin intercambio),

El modelo de TF es aproximado, por lo que ha habi-
do diferentes intentos para hacerio m&s preciso, introducien
do correcciones al modelo, En esta tesis desarrollaremos --
las correcciones de tipo cudntico (o lo que es lo mismo co--
rrecciones por inhomogeneidad) que reflejan el hecho de que
la densidad de un &tomo varia mucho de una regién a otra a -
medida que nos alejamos del niucleo. La primera modificacion
fue encontrada por Weizsacker por un método variacional, que

discutiremos en la sigquiente seccién.

V.1l Modelo de Thomas-Fermi-Weizsacker (TFW)IS.

En el modelo de TF, se supone que ningan lugar en

el sistema se distingue energéticamente de otra y que la den
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sidad es constante. Este modelo en el fondo solo es conse--
cuente para sistemas .con un ndmero infinito de particulas. -
En los sistemas reales, que solo tienen un nidmero finito de
particulas deberfa suponerse que la densidad decrece hasta -
un valor de cero en la superficie. Por lo tanto el cédlculo
de la energia botencial es incorrecto para particulas que se
encuentran demasiado cerca de la superficie, las particulas
se encuentran bajo un potencial de atraccién mds bajo que en

el interior.’

Ademés una reduccidén infinitamente abrupta de la -
densidad en la orilla del sistema es imposible por 1a rela-~
cién de incertidumbre. Porque una disminucién infinitamente
abrupta, de las funciones propias en este punto daria segin

la formula

E _.__,"‘iW«\»} (1v-1)

una energia cinética infinitamente grande como consecuencia,

En el método TF este efecto puede ser tomado en --
cuenta si a la expresidn de energia usual se le agrega un =--
miembro que indique la variacién de la energfa cinética por
la reduccidén de la densidad, Si se determina en este modelo
ampliado, la densidad por el requisito de que la energfa to-
tal deba ser un minimo, la densidad decrecer& suavemente ha-

cia cero.



55

La dependencia de la energfa cinética en la reduc-
cidn espacial de la densidad se debe tomar en cuenta de la -
siguiente manera: el método de TF se basa en plantear deter-
minadas funciones propias muy sénci]]as, que pertenecen a --
una densidad dada, normalmente se toma la densidad como cons
tante en un volumen pequefio cte.y se plantean las funciones
'bropias como ondas planas, los distintos puntos espaciales -
se diferencian solo porque en ellos distintos ndmeros de par
tféulas aportan carga a la densidad total. Ahora también se
debe plantear uma dependencia de Ta amplitud de la funcié6n -
de onda en cada punto del volumen para tomar en cuenta el --
“hecho de que no solo la cantidad de particulas, sino también
la derivada de la funcién propia de cada particula en espe--
cial es importante para la energia total ya que derivaciones
mayores de la funcién propia no entran en la expresién de la
energfa, hasta tomar una dependencia lineal del punto., - - -
Weizsacker propone que en la vecindad de un punto tomado como
Y=0, las funciones de onda de las particulas estén dadas --

aproximadamente por:
| npoy
z e— oY 2X (1v-2)
Y= b (1ven) eapCEr)
donde V es el volumen parcial pequefio observado, el vector -

a su supone que es pequefio y puede depender de p.

3 3
Si (l\//V\) d P es el nimero de estados cuénticos

en V y con momento entre p y p+dp, entonces la probabilidad -
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de encontrar un electrén, con momento entre 0 y el momento =~

de Fermi pf, en V estd dado por
Pe
iV 2 g 42 3
— Y - X ('V'B)
SO B 9P Py pLeddr
donde ?(v\ es la densidad, estando dada entonces por:

A
pueY = _3\? & Lre o;vf' o (1v-4)
)

por lo que la densidad alrededor de r=o0 estd dada aproximada

mente por

8 3 oy
PN = .3_% Pe (1V-5)

en cambio el agradiente de la densidad en V esté& dado por

?
vf’ = "E’j X;a(\ﬂ c\a? ('V"f’_)

la energia cinética por unidad de voldmen entonces estd dada

por

?F 3 a3 (2
d .LS _\iﬁvge\r—ﬁ\_ Yot
b Vo, W \l AM K n*
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= B+ £, (1v-7)
donde
5 UYa 2L LY}
F,oo= ANPe 3 /3V2 3 0B > 1v-8
b EM I 40(“'17\? = X @ (1v=8)

que es la energla cinética que se obtiene en el modelo de TF

Y

Ew - ! X (_Q(P’)]Z cla{) . (1v-9)
4T h M

el cual es debido a la inhomogeneidad del sistema,

La dependencia de a en p, se obtiene haciendo que
Ey, sea minimo y tal que se satisfaga la ecuacion (IV.6) para
una densidad _suponiendo ademés que a(p) solo depende de la
magnitud de p. Este es un problema tipico de cdlculo de va-
riaciones con una restriccién y la ecuacién que debe de sa--

tisfacer a(p) es 16,

F\( - é_c_l_ FY‘ .;_k QY - S_X Q?‘ = 0 (tv-10.2 )

¥’

donde

X = P (1v-10.b)
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\,’ T QL) (tv-10.c)

FOoay tf{;?ﬂM Lap]? (1V-10.4)

Q(y'\"’\li) = 2 o.(p) (1v-10.e)
W

y ) es una constante.De la ecuacién (I1V,10) se obtiene en--
tonces que a(p) es independiente de p, con lo que obtenemos

de la ecuacién (1V.6) que

Vf’= 168,3::2‘?0_ (Iv-11)
W _ |

E uede ser expresado como
Y Bw

E ’5\2’ W?\L (V (’32‘ (1v=12)

W S e :Kw

M p ¢

La energfa total del sistema (en unidades atdémicas)

queda finalmente como

- ) Srg | 3 &\f 3
E—%(au) K,F o 4 ng ; ¢

2 w0 ey || £ g de
Y z \r-¢)\

(1v=-13)
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Aquf, en el modelo de TFW no hemos incluido la --

energlfa de intercambio, que resulta en el modelo de TFD.

Cuando la ecuacién (1V,13) es minimizada para un -
nimero fijo de particulas {véase sec. VI’ ), la correspon

diente ecuacion para la densidad estd dada por

2 () pV 2

donde

{r- ¢\

y Vo es un multiplicador de Lagrange relacionado con el nime

ro total de particulas,

La ecuacion (1V.14) ha sido aplicada al céiculo de
algunos étomosl7’]8 y la energia obtenida es mayor en un 20
a 30% que el valor experih@ntal.‘ Sin embargo, el comporta--
miento de la densidad de carga mejora mucho respecto de las
teorfas anteriores, tiene un vaior finito en el origen y de-

cae exponencialmente a distancias muy grandes.

La correccién de Weizsacker ha sido sujeta a criti

cas tanto en su derivacién como en la comparacién con los va-

lores experimenta]es]9. Hay varios puntos en la derivacién
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que pueden ser criticados, pero probablemente el més serio ~-
es el uso de funciones de onda oscilantes (energfa cinética
positiva) para todas las particulas en regiones donde el po-
tencial varfa. Cuando el potencial aumenta, la densidad aso
ciada con particulas de energia cinética positiva aumenta, -
mientras que la densidad asociada con partfculas de energia
cinética negativa disminuye debido al decaimiento de las fun
ciones de onda n; oscilantes, La densidad total decrece y -
esta disminucién es debida al decaimiento de las funciones -
de onda de energfa negativa, Por lo que la aproximacién ---
(1V.2) no es valida para las particulas que contribuyen mayor
mente al cambio a la densidad. Se ha establecido que el tér
mino de Weizsacker es cuantitativamente muy grande, por lo -
que ha sido mejorado por varios investigadores (referencia -
16), introduciendo empiricamente un coeficiente menor que la
unidad,

Es posible introducir correcciones cuédnticas al mo
delo de TF, donde se obtiene el término de Weizsacker multi-
plicado por (!/9) y también correcciones de mayor orden en
gradientes para la densidad. Este método es discutido en la

siguiente seccién,

IV.2 Método de Kirzhnits,20:21

El formalismo de Hohenberg y Kohn (HK) introduce un

funcional G(?] de la densidad electrdnica
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qte] :-T[e]+ EXC&?\ : (1-17)

donde T‘[?] es, a orden cero, la eﬁergia cinética de un
gas de electrones que no interaccionan de densidad P y --
_ EGC Eg’l es la energfa de intercambio y correlacién --
del gas. Hay dos tipos de expansiones que han sido usadas -
en la literatura, La primera consiste en expander Exc, en -
una serie en gradientes, y considerar a 'Tlel en la forma

convencional que comprende funciones de onda monoelectrénicas:

e -7 {9 & (16

Si los términos en gradientes en Exc[fl son pequefios, es-
ta aproximacién nos lleva a ecuaciones de tipo Schr8dinger -
para las funciones Na con un potencial efectivo de intercam
bio y correlacién de la forma propuésta por Kohn y Sham. En
el segundo tipo de expansién en gradientes, se trata de ex--
pander T [?] , asi como Exc [?] ' en una serie en gradien
tes con objeto de evitar resolver la ecuacién de Schrddinger
para las funciones monoelectrénicas V; del problema. Abor-
daremos el problema de ésta Gltima manera en esta seccidn y

ademés en el método de Kirzhnits, que aqul seguiremos,los -~
términos en gradientes de Exc {g] se supone que son peque--

fios para concentrarse Unicamente en T [?]
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En 1957, Kirzhnitz desarrolla un método para encon
trar correcciones cudnticas a la aproximacién de Thomas-Fer-
mi y encuentra las correcciones de segundo, S 2? , Yy cuarto
orden, é‘h ? , para la densidad , y partiendo de las ecua
ciones de Hartree-Fock, encuentra las correcciones de segun-
do y cuarto orden para la energia cinética, JzT y SQT' ,
respectivamente; pero en 1973 Hodges, en su articulo, hace -

notar que las integrales
- )
X 8,_? dy y $4 0 iEN (1V-17.a,b)

en general no son cero, lo que significa que si ﬂ’ el poten
cial quimico, permanece constante, el nuimero total de partfi-
culas cambia, cuando correcciones cuédnticas a la densidad =--
son agregadas, por lc que para calcular el cambio en la ener
gfa total, conservando el ndmero total de particulas fijo, -
en lugar de partir de las ecuaciones de Hartree-Fock conside
ra correcciones cudnticas, a la energia libre del sistema y

encuentra que la correccién de segundo orden, JzT' , es la

misma que la obtenida por Kirzhnits, pero la nueva expresién

para la correccién de cuarto orden es diferente.

En este trabajo seguiré la exposicidén del método -
de Kirzhnits que hace Hodges en su articulo, porque conside-
ré que lo presenta de una manera mas sencilla y directa y por
que nos permite asf, encontrar la expresién correcta para Jla

correccion de cuarto orden.
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En principio, el método de Kirzhnits para calcular
correcciones a la aproximacién de Thomas-Fermi es muy senci-
Ilo. Uno trabaja con la matriz de densidad para un sistema
de fermiones, la cual puede ser escrita en forma de opera--

dor como

A A {v-18
donde f es la funcién de distribucién de Fermi-Dirac;

H\Tﬂ = \._ Lv axp ((ﬁ—}u)/\;(]—& (1V-19)

y H es el Hamiltoniano para un fermién en un potencial V,

g__ ‘;, rél N (1v-20)

Donde V es considerado como un potencial local. Pa
ra un gas de electrones que interacciona V serd el poten- --
cial autoconsistente que incluye las contribuciones de Har-
tree y los potenciales locales de intercambio y correlacioén
del tipo Slater. El trabajo de otros investigadoreszz, su--
giere que las correcciones cuéanticas a los potenciales de in
tercambio y correlacidén son pequeiias, por lo que no serd&n --
consideradas;las correcciones cuénticas a la energia cinéti-
ca de Thomas-Fermi surgen porque la matriz de densidad, ecua
cién (1V,18), es una funcién de operadores que no conmutan -

~

6 y V, Uno puede imaginar una expansién de Taylor de ? en

potencias ascendentes de ( _2‘_ Pz.+ V ) y conmutar los operado



6L

res de tal manera que todos los operadores p esten a la dere
A

cha de los operadores V. Un producto expresado de esta mange

ra serd llamado un producto normal, Si la expansién de - ==

~

f(,%ﬁz + V) ha sido reducido a la forma normal, los operado-
res ﬁ y v pueden ser tratados como variables clésicas en
la determinacién de valores esperados. Por ejemplo si g vy

h son dos funciones cualesquiera, entonces

21 g h(Piry = ) el = (_%S gmgmma’? (1v-21)
y similarmente

<pla®rplpy = (-é-“\i \n(p)ggm de (1v-22)
Esto significa que la expresién de "S en forma normal, es exac

tamente equivalente a la distribuciun clésica del espacio de

fase P(r,p).

En Tugar de llevar a cabo una expansién de Taylor
para reducir ? a la forma normal, la funcién de Fermi es -

expresada como una integral de Fourier:

PR =§ Q) exviﬂa) do (1v-23)

La exponencial exp(4i% H) es ahora reducida a la forma nor--
mal escribiéndola como:
A

QXP(A?,?\) = exp(iaV) K exp LA'&.;i";”) (1v-24)

y determinando el operador K que estd dado por:

\2= exp (-ABY) exp [’33("‘;1’(5%\7)] ex?(hi%?t) (1V-25)
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De aqui en adelante 16 sera denotado por A por
conveniencia notacional. De la ecuacidén {I1V,25) podemos ob-
tener una ecuacién diferencial para K:
donde los paréntesis cuadrados denotan conmutadores. Una ex
pansidén de R en potencias ascendentes de ) es obtenida usan

do las relaciones:

[ﬁ‘ﬁ] - -+ VF (1v-27.2)

{%z,ﬁJ - —&Vﬁ"ﬁ—LA’\; : (1V-27.b)

S\ Al V\A/L
) ~1 4 1y=-27.
¢ [£.e7] - a(-iTVp iA)(z)( ) (iv-27.0)
y resolviendo la ecuacién (1V.26) iterativamente, es decir -

expandemos K como:
~

K= Kok Kgr. . (1v-28)

donde el primer término es Ko=1l, que se obtiene haciendo -
% =0 en (1V,25), Debemos. de tener cuidado porque 3 ya esté

expresado en forma normal, por lo que los operadores P en --
(IV.26) deben ser conmutados a la derecha de R. Habiendo he
cho ésto todos los operadores pueaen ser reemplazados por --
sus contrapartes cldsicas como en las ecuaciones (1V,21) y -
(1v.22). Con lo que la ecuaci6n (1V.26) se convierte en:

% :i(_n'?.v-lzm FAL-R TV UYL ) (X (YN)S\( (1V-29)

Sustituyendo el primer término K=1 en las ecuaciones (1V,23)

y (I1V,24), se obtiene la distribucién clésica de Thomas-Fermi,
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Poos HE) = [A 4 expUEp ) (1v-30)

donde E, es la contraparte clédsica de H y es iqual a%:p2+v.
Iterando la ecuacién (1V,29) obtendremos correcciones cudnti
cas a la distribucién de TF, ecuacién (1V.30). Para las ite
raciones la transformada de Fourier es féciimente llevada a
cabo, observando que cada potencia de ).en la expansién de K
introduce un. factor de 3/9E que actua sobre f(E) en la expre

sién para P(r,p)zB.

1V.3 La Expansién en Gradientes.

En esta seccién, la iteracidén de la ecuacidn - - =
(1V.29) serad llevada a cabo para obtener una expansidn de K
y por lo tanto de la funcidén de distribucién q(r,p),en poten
cias ascendentes del operador V. Esto nos permitird determj
nar la densidad y la energia total en potencias ascendentes
del gradiente del potencial, y finalmente la energia cinéti-
ca en términos de gradientes de la densidad F(r). Para ex--
pander K en potencias ascendentes de V, podemos reescribir -

la ecuacioén (1V.29) como:

%—i = {00+ 0) K | | (1V-31)

donde 0, es de primer orden en V

5

O‘Z ~AP-(V+1VV) (1V-32)
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y 0, es de segundo orden en v,
- - AV |, gv. X 1] (1v-33
0p= - |4+ MAY L v9) + (£)(TV) )

Podemos iterar ahora la ecuaciéﬁ (1V.31), recogiendo sé6lamen
te términos del mismo orden en V. En el célculo de densida
des de carga y energias promediaremos la funcién de distri-
bucidn ?(r,p) sobre p, y como resultado todas las potencias
impares de p y por lo tanto de V, no apareceran, Sélamente
es necesario calcular potencias pares de V. El término de

segundo orden est& dado por: 4
3ZK=§01K0 *SO,SO.KO (1v-34)
y el de cuarto orden por:
| qu:]o,[o.So,So.Ko +goz‘xo.go.\<o +SO‘KO'&°ZK°
3 {OLKOLKO (1v-35)

substituyendo las ecuaciones (1V.32) y (IV,33), en estas dos
dltimas ecuaciones y aplicando la transformada inversa de =~
Fourier obtenemos las correcciones cudnticas a la funcidn de
distribucién de Fermi-Dirac, estando ésta dada, hasta correc-

ciones de segundo orden por:

?(?’@ = P - {‘Z %%3 (p0)(p-VV) +—2|§— %Eeq ( ?.VV)K

(o993
™

AV

+ 1 L
4 JE 6

3 2
%”gs (VV) k (1v-36)
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y una expresidén més complicada para el término de cuarto or-

den.

La densidad electrénica la podemos obtener a par--

tir:

2 3
T e— (Y) ) d -
g)m (2)_]_03& ppap (1v=37)

Las correcciones de segundo y cuarto orden para la
densidad, se obtienen para una temperatura de T=0, donde los
estados cudnticos estdn ocupados hasta un nivel méximo, Ef -
que se conoce como energfa de Fermi, y por lo que la primera
derivada de la funcién de distribucisn f}(f,p) ests dada por

dp._§(E-Ee)
dE (1v-38)
mediante esta ecuacién podemos obtener las derivadas de of
den mayor. |Integrando la ecuacién (1V,37) se encuentra que
las correcciones de segundo y cuarto orden para la densidad

estdn dadas por:

A -3
SLY\:) = —2-'-1;“1&2 k‘: AV + ke (VV)Z} (1v-39.a)
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\k'\f A\/ u;zf Nuz\/) WE VA\/]
40
1S LAV + V- (V)
(2 (VWYAV » -YTY) \
AR CEC N | (19-33.0)

donde kF es el momento local de TF, dado por:

= 2] p-V) (1v-50)

Como ya se hizo notar, las ecuaciones (IV,17-a-b),
en general no son cero, por lo que baré calcular el cambio -
en la energfa total manteniendo el nimero total de partfcﬁ--
las constante, es necesario considerar correcciones cudnti--

cas a la energia libre total
CH7=-pN =% S(L V- ) furp)dréy (1v-41)

Estas son determinadas de la misma manera que para F(r). La

correccién de segundo orden estd dada por:
§LHy-pN) = MU AV -G (VT8 aves)
y la correccidén de cuarto orden por:
R (YW, % (VT AV
S‘{KH>_FN) i “‘&K\g 40 vke L')—(T_
+ \[7 (VV) l dr (|v-.L+3)

3%4
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Ahora con estas ecuaciones obtendremos una expre--
sion para la energia cinética en términos de los gradientes
de la densidad ?(r), La energfa cinética total T(pl puede -

TUg] = To Ll + Tulg) + T, 161 (1V-bs)

donde To[g] esta energfa cinética del modelo de TF:

T o o

y queremos encontrar expresiones para Tofpl v hi?] . La den

sidad puede ser escrita como

pin = §°+3? \(w-hs)

donde ?° es la densidad de TF,

go = (3 (2L Vel

Esta ecuacién es substitufda en la ecuacién (I1V.4k), la cual
es expandida en potencias de S? . Notando que:
ks TO[P]) = /L - V(\!‘) {1V-46)
8 ?Lﬁ ?:go .

obtenemos la relacién:

“'+ &(V—VJ 8? As\’ = Ta{?‘,) 4

T4 ?"-l (1v-47)
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Escribiendo §?= ‘82? + 54?+.... e igualando términos en --

(1V,47) de segundo orden obtenemos:
IACAERACORAOR (-1

e igualando términos de cuarto orden en V.se obtiene

gL - L0 4[5 (g

- H%-Tg—z\)? .0 & (1V-49)

Substituyendo las expresiones para Sz(<H>—}lN), Jq(“")‘HN)
y sz) , podemos determinar las formas funcionales de Ty {?] -
y Tdpl.  E1 resultado final es:
4 . o
A (G, X E’J’.ﬁl e
T.0p) “ng P v -3 Kar o (1v-50)

Y

il <GP 4800 3 s

El primer término de Tz[sﬂ coincide en forma funcional con -
la correccién de Weizsacker para la densidad, pero es numeri
camente menor por un factor de 9, El seqgundo término no es
importante si en la ecuacidén (1V,52) usamos la del:\sidad de -
Hartree-Fock o una densidad con un comportamiento correcto -

en r=o.
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IV.k  Correccién de 2"99 Orden para la Energfa de Inter-

cambio.

El 16gico pensar que asi como es necesario incluir
correcciones a la energia cinética de un gas de electrones -
libres en términos de los gradientes de la densidad, también
serd necesario incluir este tipo de correcciones a la ener--
gia de intercambio de un gas de electrones libres., En 1979
J.L. Gazquez.et al.,zl+ proponen un modeio para el agujero de
Fermi, en donde suponen que la densidad dentro de este no es
homogénea y encuentran una correccién de segundo orden para

el intercambio, el resultado final es:

K Lpl = - 2% j 19el* g0 (1V-52)

22/3 473
donde:
g S Me) + 1y 50y
S(n = (1v-53)
Ng + Y

siendo q¥ el nimero de electrones en el sistema con un ==

cierto spin y SN estd dado por:

Vg [ - —
5N =3(3%)" 0.00206 __ 11 (1v-5)
(\ ) 40436 4/
Ny

IV.5 Funcional Completo de la Energfa.

Conjuntando todos los modelos anteriores se propo-
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ne un funcional de la energia E[?], para un sistema d&tomico

que contenga todos los términos expuestos,

E(p) = Tolpl + To[el + Thifl'+ Vne[?] + el
-KoUpl - Ky[p] (1v-55)

donde:

Tolfl = 5 1| P &

o (11-6)
T.lel = ’T\E'K%QL & . (1V=50)
SCL g P (ke e TN
Vnel§) = - zg e ' (11-6)
Jigl = % “P_tfvl_gl & dar‘_ (11-6)
Kol = %(%\”38 g;”s(\’" & | (111-61)
KaUg) = %% \\%;S-B\—L &S (1v-52)

La precisién y los resultados de este modelo se discutiran -

ampliamente en la parte 2.
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V. MODELO DE BADER.2 °

Hasta ahora, se han presentado las derivaciones de
diferentes modelos para un gas de electrones y s6lo en los -
modelos de TF y TFD hemos discutido algunas propiedades de -
estos modelos. Antes de analizar los valores de las ener- -
glas que se obtienen con estos modelos, sustituyendo densida
des de Hartree Fock (lo cual se discutird en la siguiente =--
seccién) o mediante un calculo variacional restringido, que
constituye el tema de la segunda parte, se presentara un mo-
delo propuesto por Bader, el cual se basa en un estudio del
comportamiento local de la densidad de energfa cinética para

los modelos anteriores.

V.1 Comportamiento Locai de la Densidad de Energia Ci-
nética.
ks

La densidad de energia cinética para un sistema =--

cudntico puede ser expresada en términos de la matriz de den

sidad de primer orden ?(r,r“) en dos formas posibles:

3,171 =-!2:V'V‘§>(m‘)\ (v-1)

Yey!
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O

il =3 P,

y=x!

Mientras que ambas integran al valor correcto de la energia
cinética total, difieren localmente y estdn relacionadas por

la expresidn:
9 L] = 9q.l¢) - iV’”e (v-3)

Como sz(r) es un término de divergencia, no contribuira a -
la ecuacién de Euler que se obtiene de.la variacion total de
la energia (ver siguiente seccién). Ambas densidades han si
do estudiadas anteriormente, mientras que %k muestra todas
las peculiaridades de una energia cinética cudntica (valores
Infinitos, positivos y negativos), q4 se comporta bien en el

sentido cldsico, es finita y siempre mayor que cero.

Las figuras V-l-a,b,c, muestran el comportamiento
focal tipico de la densidad de energia cinética, ilustrando

su dependencia en la coordenada r,
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Na X'S
logy

| IS N WU SOV EUV SR § A
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Figura 1. Gréaficas del logaritmo de la densidad de energla
cinética contra la coordenada rad%al r para el estado basal
de H-F para el nedn. (-)y= qt[?], ec.(V.1), (-.-) Y=qtf[P]’
ecuacidén {V.10); {(-==) y=gw[?], ec. (V. 11); (-...-)y= Qp{P]:
ec.(v.24)., En (a) la gréfica de gp[e] es indistinguible del

resultado cuantico qelpl. En (c), ambas, qplpl y awlp] son
indistinguibles de Qt[f]-
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Observamos que gy [?1 es monotonicamente decreciente desde
un valor inicial, en r=o hasta cero en el infinito. De la -

condicién de cusp en el micleo26 .

(59), 2250 o

facilmente se obtiene que el valor de gtiy(r)}para r=o0 estd
dado por:

%8 (0)] =4 2 ¢ (v-5)

onde p(o) es el valor de la densidad de carga en la posi- -
dond ?( ) 1 i de la d idad d g 1 i

cién del nicleo.

El comportamiento para r grande, puede ser discut]i
do si escribimos g£ en términos de las densidades orbitales

*
P* vy = ¢4(Y) ¢4(Y) , con lo que se obtiene:

Yelp] = %Z‘.lév?é‘wﬁ/?a (v-6)
donde Aﬁ es el nuimero de ocupacién del orbital ¢a . Ha
sido demostrado?’ que todos los orbitales de un sistema exhi
ben un comportamiento tipico cuando r tiende a infinito y -~

que el comportamiento de g&r) puede ser expresada comozs.

: —dv
?(\r—-—;uo) = yP @ (v-7)

donde o y‘ﬂ son constantes cuya forma no es importante en

la presente discusién.

Denotando el comportamiento radial a largo alcance

por f(ﬂ obtenemos que
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\
=
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= 2N

AT

UL

e f

! : A
F(r\ = (~N~3 gm wvr

RS

-,

(v-8)

por lo que el valor }imite correspondiente de g, se convier-

te en:

alpe) =3 WL € g

En resumen tenemos entonces, que gt[gl varia monotonicamente
entre sus dos valores minimos, los cuales son determinados -

por el correspondiente valor limite de ?(r).

A, Comportamiento Local del Término de TF,

En la teoria de Thomas~Fermi el funcional de la =--

densidad de energfabcinética estd dado aproximadamente por:

N R O N | (v-10)
donde

' ' ay3

¢ = (3) W)

Comparando q¢ con. q; como funciones de r (figs.V.1) observa
mos que el comportamiento local de q¢f, exhibe porcentajes -
de error atn mayores que su valor integradb, hay cancelacion
de errores entre los valores de q¢f para r pequefia y los co-
rrespondientes valores para radios grandes en comparacion --
con qt. En general, q,¢ sobre estima el valor de qt[?(0§] -
por un factor de 4-5 y para r grande g¢f decrece como - - -

— 5a¥/3
mientras que g lo hace como ¢-%", La adi- -
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cién del término de Weizsacker, o un mdltiplo de é1, aunque
disminuye el error en la estimacidén de la energia cinetica,
no mejora el comportamiento local para radios pequefios, ya -
que la adicidén de este término sirve para aumentar todavia -

més los valores de qi¢f en esta region,

B. Comportamiento Local del Término de Weizsacker,
] !
Como ya se hizo notar con anterioridad, el compor-
tamiento limite de g¢ en r=o y r= o0 estd determinado sola-
mente por los correspondientes valores de la densidad, por -

lo tanto el funcional de Weizsacker escrito como:

9., Lpl =—;—V_P.§;l€. - (v-11)
exhibiréd automdticamente el mismo comportamiento limite que
qt. Adn més, q, es exacto en un sistema monoelectronico, dé
el mismo resultado que se obtiene con Hartree-Fock en un sis
tema de dos electrones, y se aproxima al valor de q, = para
aquellos sistemas que pueden ser descritos por orbitales fuer
temente localizados en regiones separadas del espacio., Este

resultado es evidente de la siguiente expresion:
q o (L A s
Y w= (?9) z 2 -»——?‘“ L?&VQ;— QN?A (v-12)
)

Y 4, = G, en r=o0y cuando r = 00 , para un sistema de mu- -
chos electrones. Por lo que en general, q, coincide con gt

en los limites pero lo sobreestima para valores intermedios.
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V.2 Expansidén en Gradientes.

Consideremos ahora la expansidén en gradientes del
funcional universal G[pl, ec.(1.16) (ref. 1) , y analizémos
la desde el punto de vista de su comportamiento local. Ha--
ciendo un desarrollo en términos de los gradientes de la den
sidad tanto pata T(Q] como Exc[?] se obtiene que: )

a,lpl=tlelp = f f tz:;(e) (VP-VQ)M(V%)Q (v-13)
“ fzofze
Y

[, & k_l 9‘~ ‘
W) -G L L Vo @ (9 (T e

donde los coeficientes t(?) y v(?), que son funciones de ?,

serdn determinados excepto por una constante,

La energfa cinética es una funcién homogenea de --
grado dos, con respecto al escalamiento de las coordenadas -

electrénicas:
TLega) =7 TLew) e

Esta relacién debe cumplirse para cada término del desarro--
o qt[?}. Por lo tanto, dados los valores de ky 1, el re-
quisito de homogeneidad determina la potencia de ? que debe

aparecer en el coeficiente, Asl, se encuentra que:

txk—a \-a (5430-8%) /3 )
(o) = (v-16)



82

donde las ajpy son coeficientes nimericos indeterminados, Si
milarmente, como la energia potencial es una funcién homogée-

nea de grado uno,
\I(e(‘m} =7,VY_PW_\1 | (v-17)

se encuentra que los coeficientes deben tener la forma,

th (a+38- 2X)/3 A
(v-18)
Vew ()= by 0 f

Utilizando las ecs, (V.17) y (V.18) podemos rees--

cribir los desarrollos (V,13) y (V. T4) en la forma:

22(1 (5-250/s 9o R4 V
3;;[?:1?&1 xe § ( = ) ) (v-19)

b4

-2/ ket g2\%
4ulpl= z— ; by ?H 3 Wﬁ(ﬂ&) (\%g) (v-20)

Escribiendo explicitamente los términos hasta k=2 en el desa

rrollo de qt[?l, se obtiene que
9elp] = Qoo 04 Qo (‘!1(';5’_9)' +anVipt
P‘lstalo &Y_EE.—WT«\- [+ O L\-,’.?_gﬂ) (Y‘;PSX + .. (v-21)

De esta forma podemos ver que se han recuperado el

término de TF y las correcciones de Weizsacker y de Hodges.
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Procediendo en forma similar se encuentra que el término do-
minante en la expansidén de gv[q] corresponde al intercambio
de Dirac y el siguiente término corresponde a la ecuaci6én --

(1v.52).

A, Condicién de Cusp y Comportamiento a Largo Al-

cance,

Ahora investiguemos las condiciones que deben de -
satisfacer los coeficientes en la expansién en gradientes, -
para que la expresidén resultante satisfaga la condicion de -
cusp ec, (V.5), Considerando la doble suma en la ec,(V.19)
como una suma de términos, cada uno suma sobre k para un va-
lor fijo de 1, se encuentra que cada término se comporta co-
mo r -1 cuando r tiende a cero. Para que se satisfaga la --
condicidén de cusp, cada término para 1>0 debe hacerse cero -

separadamente,

En contraste a la condicién de cusp para ?, el com
portamiento a largo alcance de ?(r), reduce significativamen
te el namero de términos en la expansién en gradientes para
gt[?] que tengan un comportamiento aceptable. Como cuando -

Y  todos --

" r tiende a infinito, ?(r) se comporta como yA ¢"
los términos en la ec.{V.19) que tengan potencias negativas
de ¢ (1e, ky2) divergerén. Y considerando la parte de la

ecuacion de Euler {ver seccioéon Vi) que resulta de la varia--

cién de qt[?] con respecto a ?, se encuentra que todos los -
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términos con k >1, contribuirdn con términos con potencias -
negativas de ?’ lo que impartird propiedades flsicas inacep-
tables a la ec. de Euler, Por lo tanto se concluye que los
Gnicos términos con comportamiento aceptable en la expansidn
en gradientes para qt(?] son aquellos con k=o y 1, e, --

los términos de TF y de Weizsacker.

Considero que es importante aclarar que todo este
razonamiento estéd basado principalmente en la ec. (V.7), por
lo que la validez de este razonamiento, se basa en las dife-
rentes aproximaciones que se hayan hecho para deducir esta -

relacion,

V.3 Modelo de Descomposicién de la Densidad.

Los resultados de las secciones previas, muestran
que ninguno de los modelos para gy Propuestos, exhiben un --
comportamiento local aceptable sobre el rango completo de va
lores de r. En particular, el hecho de que solo dos térmi--
nos en la expansién en gradientes tengan comportamiento acep
table desde este punto de vista, hace parecer que qt[Ql no =
pueda ser escrita como un funcional local de la densidad de

cargo total.

Podrfa parecer que uno se encuentra antes dos al--

ternativas: una expresién que es un funcional no local de Q

6 uno que empleé una participacion de la densidad de carga,
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como en el modelo de Kohn y Sham29 donde se obtienen ec. ana
logas a la de Hartree=Fock. Sin embargo, no es necesario --
proceder a una expansién en orbitales para F, para obtener -
un modelo aceptable para el funcional de la densidad de ener
gia cinética. Junto con ésto sabemos que ¢, puede modelar -
adecuadamente q,. en la regidén donde P varfa répidamente y -~
que el otro término en la expansién describe bien la densi=--

dad de energfa cinética donde la densidad varfa lentamente.

Basados en estos razonamientos Bader y Tal propo--
nen la siguiente particién de ?(r).

PUY = PN+ (1) ©(v-22)
donde ?‘(r) es la componente que varfa répidamente:

-2%
A = PO e (v-23)

y Pz(r) es la que varfa. lentamente.

Esta descomposicién de ?(f) es completamente gene-
ral y siempre es posible. El modelo ocurre cuando uno trata
de obtener una expresién para la densidad de energia cinéti-
ca como un funcional de P YPo- Bader y Tal proponen el mo

delo:

. Ve, 53
%m:_;_q.&%@\ ey B G e
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La comparacién del comportamiento local general de
este funcional, con la expresi6n cudntica g; se muestra en -

Ta fig.(v.1).

El valor de la energfa atémica total que se obtie-
ne con este modelo, serd discutido conjuntamente con los =« -

otros modelos en la siguiente seccién.
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VI. ASPECTOS VARIACIONALES.

En las secciones anteriores hemos obtenido las di-
ferentes correcciones que se pueden afiadir al modelo de TF,
para considerar ciertos efectos fisicos que por las aproxima
ciones del modelo no se han considerado. Esta seccidn trata
sobre las diferentes formas, en que podemos usar el funcional
dado por la ecuacién (1V.55) para obtener densidades y ener-
gfas atémicas y comparar estos resultados con los que se ob-

tienen con el modelo de Hartree-Fock,

La aplicabilidad en &tomos, de la expresién para -
la energfa de un gas de electrones ha sido probada utilizan-
do en el funcional de la energia, densidades de carga obteni
das por el método de HF o por el método de interaccién de ~--
configuraciones (Cl) y comparando los resultados con el mode

lo de HF y con CI.

Primeramente, Kim y Gordon30 caicularon energfas -
atémicas usando un funcional de la densidad que no inclufa -
términos en gradientes . Las energias atdmicas obtenidas
asf, tienen un error del 5 al 10%. Posteriormente C.C.Shih3]
incluyé la primera correccién en gradientes para la energfa -
cinética, Tz[?l, y encontré que el valor esperado de la ener-

gia para &tomos con Z2=2 a Z =36 diferia del valor - --
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obtenido por HF con un error del 1 al 1.6%, Finalmente W.P,
Wang y el a]32, incluyen la correccién de cuarto orden a la
energfa cinética y encuentran que el error estd dentro de un

0.3% del valor exacto de HF para la energfa cinética.

E1 paso siguiente consiste en analizar la preci- -
sién del funcional para predecir energias y densidades de --
cargé cuando no se toman previamente resultados de otro métgo
do. Para ello debemos encontrar la ecuacién de Euler que re

sulta de la variacién del funcional, sujeta a la restriccidn

(1.12).
Vi.1! Derivacién de la Ecuacién de Euler,

Mediante el cédlculo de variaciones encontraremos =
la ecuacién diferencial que debe satisfacer la densidad de -
carga para que la energia sea minima, Por simplicidad encon
traremos la ecuacién diferencial que corresponde a E(?] de -
la ec.(IV.55), sin incluir el término de cuarto orden y que
satisfagan que la densidad integre al ndmerc de electrones,

ec.(1.12),

Supongamos que P (x,y,2) es la densidad que mini-
miza a EYQ]. Cualquier otra densidad la podemos escribir co

mo:

?m = ?qu.z) = POy + e Y E) (Vi-1)
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en donde & es un pardmetro y 1 (x,y,Z) es una funcién arbj

traria salvo por ec.(1.12),

La condicién de que E[p] sea estacionaria es:

S(ETL- pN] = SWLg1-0 (vi-2)
6 en forma equivalente:
Cp
3:.&]\5::0 (vi-3)

Es decir, queremos gue:

SLGANMATEE AN LSS
- donde ©e '
h(?, ?"'?‘i P2 = 5; é‘l--‘;";n@a" )“é (vi-5)

(%,
Px = "—5‘ (Vi-6)

similarmente para y y z .% es tal que:

Elel= X{,&ﬂ. -y

A partir de las definiciones anteriores se tiene que:

oh. ?§B+2g‘iﬁ* ag?;:i-pa_g,aﬁz ﬁa;e’a

28 2P ¢ 20, 2E PPy 23&  3f, 2¢ 2P 26 vi-8)
y con ayuda de la ec.(VI.1) obtenemos que:
Bk §E§'1+'§§§ x % Eﬁg gg

+ -
2¢ - 2p ??y'l o k¥ ,a?zf\z 1 (vi-9)

como

@_g,l - z g% ) {.’ax "'P')l (vi-10)
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y similarmente para y yz. La ec.(V1.9) se transforma en:

—ib :;2:? *::x '\) [3x %)]fl+?%(2?‘3v\\)

[7’3(35:3“'1 “) ‘,%?_ }‘1 i (Vl-ll)r

substituyendo en ia ec.(Vl.4) y rearreglando obtenemos que:

f{[ﬁ-?_—?j,a % 2 o ]"1

5,? 22X 20 °Y ae Y a? ’ﬁ

ax 3? ) k‘a{’ 22 ‘a?) ‘ df =0 (vi-12)

la cual podemos escribir como:
H[%% —V.V(;g‘yk]vlﬁ.rlf[ﬂﬂ:iho (Vi-13)

donde

V=2 + 52 %2 - (VI-1k)
? 1op v R 3z
? 20y 20

ot

Utilizando el Teorema de Green, tenemos que:

{13599y 40

+§ W(V?{l';‘) dS =0 (Vi-15)
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donde n es el rector normal a la superficie. Cuando la su--
perficie esté en el infinito la segunda integral vale cero y
para que la primera integral valgs cero para alguna varia- -

cién arbitraria V\ , se necesita que:

2% _V.V-eg-lk\ér;o (vi-10)

°p
que es la ecuacién de Euler-Lagrange.

Para el funcional dado por la ecuacién (I1V.55), --
sin considerar el término de cuarto orden, 2 y estd dado --
por:

%: ¢ (’m* Cuy \,_Slﬂz _z - \ ?mx?m
¢ Y 2 \r-v'}
}_V;Ef

i (vi-17)

4/
+ CK ? + (x\
donde las constantes estén dadas por la ec.(IV,55), Para ob

tener la ec. de Euler-lLagrange tenemos que:

2 _ g ¥s \Nel* 2 & ) de 4 4 ¢, o3
Se 3R R RN e
-4 \Ve\ (VI-18)

e i3

V-VQ€~ Cw V-V .Li_?l:b— v Cxtvve Ex_?_y_L

P
‘—ZCWI%?— ‘_.v_i‘ 1*2@«[4 [Vl _ 2T

q41%
2
e

?W5 P ) (Vi-19)
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si ademds:

\l(v\ = ..%. - g e_ﬂ (\Sr

Tr-ri (vi-20)
y Vo= - poose obtiene de la ec. (VI,16) que:
- %3 \V \Z 2 4 v}
Vin-V, = 5 Ce @+ C"“‘—*é—g 'Z%ﬁ] +3Gp”
+ Gy %E{L"tzﬂfe ] (Vi-21)

@q ?ms
La ec. (V1.21) es una ecuacidn diferencial de se--
gundo orden no lineal. En general este tipo de ecuaciones -
son dificiles de resolver. No obstante la inclusién de gra-
dientes mejora mucho el comportamiento de la densidad con -=
respecto al modelo de Thomas-Fermi. Sin considerar la co- -
rreccién de segundo orden al intercambio en la ec., (VI.21),
haciendo Cy,= 0 se encuentra que la densidad obtenida median
te este funcional es finita en el origen y decae exponencial
mente a distancias muy grande533. Sin embargo, los valores

de la energfia son bastante imprecisos.

Si incluimos el término de cuarto grado, es decir,
si trabajamos con el funcional de la ec. (1V.55), la ecua---
cién de Euler es de cuarto orden y no lineal, aumentando no-

toriamente las dificultades para encontrar sus soluciones,

Debido a esto, se han buscado otras alternativas -

que permitan analizar la calidad de estos funcionales.
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Una alternativa posible seria tener un principio -
de maximizacién como en el modelo de TF, pero no se ha encon

trado el andlogo para los otros modelos.

Otra alternativa consiste en efectuar un desarro--
1lo de la densidad en términos de un conjunto completo de -~

funciones conocidas {¢} , es decir:

p= zﬁ_ Cn o (Vi-22)

Para determinar los coeficientes Cn, se podria substituir es
ta ecuacioén en el funcional E[Pl y hacer la variacién de la

energia con respecto a los coeficientes. Asi se llegarfia a

un sistema de ecuaciones simultdneas, algebraicas, cuya soly
cién nos proporcionarfa el conjunto {Cn} 6ptimo., En princi
pio, este procedimiento es andlogo al de resolver la ecua- -
cién de Euler, si el ndmero de funciones es muy grande., Pe~
ro podémos hacer un célculo variacional restringido, es de--
cir, utilizar un ndmero limitado de funciones @, , y asfi ob

tener un resultado aproximado.

Como ya se indicd uno de los objetivos de esta te-
sis es el de probar la calidad del funcional E[f] dado por -
la ec. {1V.55) y el del modelo de Bader ec. ( V-24 )}, por lo

que esta alternativa nos proporciona una manera de hacerlo.

El cédlculo variacional restringido, asl como el --
andlisis de los resultados obtenidos constituye la parte - -
principal del capitulo dos, donde serdn expuestos ampliamen-

te.
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I1, CALCULOS VAR!IACIONALES.

. INTRODUCCION,

Como ya lo hicimos notar (seccién 1-V1), se ha de-
" mostrado que, para &tomos, funcionales de la energfa que in-
cluyen términos en gradientes por }nhomogeneidad del sistema
0 correcciones cudnticas han resultado sorprendentemente - -
exactos, cuando densidades de carga obtenidas del modelo de

Hartree-Fock son utilizadas,

El siguiente paso a desear, es proceder variacio--
nalmente a partir del funcional total de la energia para de-
terminar la densidad de carga y el valor de la energia que -
se obtiene con éste, sin recurrir a ningin otro método., Una
variacidn total es complicada por el carécter no lineal de -
la ecuacién que se obtiene (ec.1-Vi1.21). Un acercamiento --
més simple es usar funciones de prueba, para la densidad, --
que dependan de algunos pardmetros, los cuales son determina
dos requiriendo que la energfa sea un minimo con respecto a

ellos,

Uno de los objetivos principales de esta tesis, es
el de desarrollar esta ultima idea, probando diferentes fun-

ciones de prueba para la densidad y poder comparar las ener-
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gias y densidades que se obtengan con el modelo de Hartree-

Fock.

Cabe aclarar desde un'principio que todos los célcu
Jos realizados fueron hechos para gases nobles, ya que estos
son esféricamente simétricos lo que simplifica enormemente -
los célculos de las integrales que aparecen en los diferentes

modelos.

En ta dltima seccién de este capitulo, se presenta
una aplicacidén de estos modelos a moléculas, haciendo uso de
la aproximacién de un solo centro, los casos analizados son:

+
CHy, SiHy, GeHy, BeHy, NHy.
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34

Modelo de Wang y Parr

Las densidades electrénicas para los estados basa-

les de los &tomos He, Ne, Ar, y'Kr se muestran en las figu-=-

ras 1-4,
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Observando las figuras podemos hacer la siguiente
generalizacidn: La densidad electrénica del estado basal de
un dtomo es una funcidén monotonicamente decreciente de f%s
puede ser bien representada por una funcién exponencial por

zonas, continua, con tantas regiones exponenciales diferen--

tes como numeros cudnticos principales haya.

‘En un &tomo real o de Hartree-Fock, la transicién
de una exponencial a otra ocurre sobre un cierto intérvalo y
no puede ser asociada a un solo punto, Sin embargo, los mi-
nimos en la densidad radial estén bien definidos y podemos -
asociarles un significado fisico que nos permita separar el
atomo en diferentes regiones exponenciales. Este hecho acer
ca de la densidad es el punto de partida del modelo, un mini
mo en la distribucién radial define un buen radio para divi-

dir el &tomo en zonas.

La medida de la validez de esta aproximacién serd
establecido por comparacién con las energias obtenidas en el

modelo de HF,

Estas consideraciones anteriores hacen postular la

siguiente densidad electrénica,

Ay exp (- apr) o<r ¢ Ry (capa K)

pirl=¢ Ay exp (- ayr) Ry$r€Ry (capa L) (11-1)

A3 exp (- azr) Rp€r <o (capa M)
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con O<CRy<Ry, y ayyap> as. Ademés suponemos que F es
continua pero no ds)/dr ya que esto nos llevarfia a una sola -

exponencial,

Otra suposicién de la densidad electrénica alterna
" tiva a la ec. (l1.1), sugerida por consideraciones de momen-

to angular es:

A]rO exp {- ayr) o ¢r £ Ry (capa K)
f(r)= Azrz exp (- apr) Ri¢r <Ry (capa L) (11-2)
: AE,’rbf exp (- a3r) R2 £€r < oo (capa M)
Calculos.

Nombraremos como sigue los diferentes modelos esta
disticos, la definicién de cada una de los términos esté da-

da por la ec. (1V.55) y siguientes:
TE: Bl = To el +Vnelpl + }Te] (11-3)
Tep: B0 = To Ll +VneLel ¢ §[p]-K, Tp] (11-4)

TEOIW E£1p) = Tolel «Talpl +Vnelel
+ 11g) - Ka el (H-5)

En todos los casos, la expresién de la energia es
minimizada con respecto a los parametros en la densidad, su-
jeto a las restricciones de continuidad y normalizacién, Por

ejemplo para el &tomo de Nedn, tenemos dos capas, por lo que
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los pardmetros que determinaq la densidad son A\, A,, ay, a,,
y R,. Dado el nidmero total de electrones, n, la condicién =
de continuidad y la de normalizacidn dejan tres pardmetros -
independientes. Similarmente trabajamos con los &tomos de -

He y Ar,

En la tabla | se muestran los valores de las ener-

glfas obtenidas

TABLA 1. Energfas (a.u.)

FUNCIONAL He Ne Ar

HF (Exacto) 2.86 128,54 526.81

TF (Exacto)® 3.87 165.6 652.7

TFDP 2.94 143.30 583.81
1

TFDOW® 2.62 128.18 540.63
]

TFD§Wd 123.60

a

7/3
ETF es calculado a partir de Etf= - 0.7687

b,c Calculos para la densidad, definida por la ec. 1.1,

d Cslculo para la densidad definida por la ec. 11.2.



TABLA 11, PARAME TROS
ATOMO MODELO a a, ay A, A, Ay R, R,
Ne TFD L3, 431 43,012 2,538.18 29.922 L1134
Ne? TFD 49,413 9.102 2.749 2,993.732 125,483 6.1063 L0786 0.475
Ne TFD—;—W 25,103 3.866 878.572 21,049 L1757
NeP TFD—;—W 34,1786 9.2863 2.831 1.368.519 122,870 6.965 .0968 0. bbk
NeC TFD-;-W 20.120 6,174 625.552  252.306 .2588
Ar TFD 55.928 10.749 3,272 8.610.49 353,46 18.946 .0706 0.39132
Ar TFD-;-W 67.5985 16.854  3.761  9.403.332  909.454 31,798
a,b Célculo hecho para tres exponenciales, Referirse al texto.

Célculo hecho para
definida por la ec

la densidad definida por la ec,(11.2), todos los demds para la

L



102

Analizando los resultados obtenidos para el &tomo -
de Nedn, observamos que la energia del modelo modificado de
TFD es -143,303, que es menor que el valor obtenido por HF,
128.54, Sin embargo es mucho méjor que el valor de TFD ori-

ginal de - 178.36.

Cuando son inclufdas las correcciones por inhomoge
neidad, las energias se acercan mas al modelo de HF, en el -
dtomo de Neén casi son iguales, estando la energia para este
arriba del valor de HF, pero para el dtomo de Ar la energia
va se encuentra por debajo. Sin embargo, esto indica que el
funcional (bajo ciertas restricciones), empieza a ser una ra
zonable aproximacidén al verdadero funcional de la energia pa

ra el sistema.

Las figs. 5 y 6 muestran la Funqién de distribucién
radial para los &tomos de Ne y Ar respectivamente, obtenidas
con el modelo de TFD%W* comparadas con la densidad de HF**,
Es importante hacer notar que el modelo ya dé& una estructura

de capas, aunque los minimos de la distribucién radial no es-

tén bien prediches, lo cual no sucedia en el modelo de TF,

x Con la ec.ll.l como modelo para la densidad,

& En la fig, 8 similarmente se muestra la distribucidén -
radial del 4tomo de Nédén obtenida con la ec.ll1.2,
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fig. 5
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Uno podria preguntarse si el funcional completo de
} . . o .
TFD§W sin restricciones no serfa mas deseable, pero no exis

ten adn cédlculos hechos de esta forma. Sin embargo, podemos

hacer un célculo con esta técnica de multizonas para antici-
par los resultados que se obtendrfan con el modelo de TFD%W.
Calculando el &tomo de Neén con dos y tres zonas obtenemos -
energfas de -128.18 y -134.69. Cuando tendieramos a un ndme
ro infinito de zonas, el limite del modelo de TFD%W restrin-
gida serfa el modelo de TFD%W tibre. Aunque este resultado

serla mejor que los obtenidos con los modelos de TF y TFD --
exactos, todavia estarfa por debajo de la energia exacta de

Hartre-Fock.

Esta deficiencia estd asociada en parte con la con
dicién nuclear de cusp. Un cdlculo TFDW sin restricciones -
produciria la condicién de cusp correcta; pero el factor de

1/9 en la correccidn de Weizsacker arruina esto.

Cabe hacer notar que esta deficiencia en la condi--
ci6n de cusp es general para el modelo de TFD%W, por lo que

también se presentard en los modelos que se describirén en -

las siguientes secciones,
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I1t. MODELO DE COMBINACION LINEAL.

Uno de los logros principales del modelo anterior,
es que presenta ya una estructura de capas. Pero debido a -
que la primera derivada de la densidad, d?/dr, no es conti--
nua, ésto nos impide utilizar la correccién de cuarto orden
para }a energia cinética, ya que ésto involucra derivadas de
segundo orden. Una manera de solucionar ésto y ademds de se
guir las ideas del modelo anterior es proponer como modelo -
para la densidad una funcién con primefa derivada continua,
pero en donde aparezca un numero de exponenciales igual al -
nimero de ndmero cudnticos principales que aparezcan en el -

dtomo,

Siguiendo esto, y por consideraciones de momento -

angular se propone como modelo para la densidad la funcién
-auY
ﬂ-
P(ﬂ:Z_l\:\‘f‘Q - Q-1
3 .

donde 41 corre sobre el ndimero de nuimeros cudnticos principa

les y n; puede tomar los valores 0, 2,4, ...

Siguiendo la notacién del modelo anterior el fun--

cional que contiene la correccién de cuarto orden comprende:
ELpl = Talgl + Talpl +Ta o] + Vne L)
+ JTel - ko Tgl (111-2)
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al cual denotaremos como TFD%WhtO.

Ahora solo tenemos como condicién para la densidad
que ésta integre al nidmero de electrones. Escogiéndose para
el cdlculo que esta condicién determine a Ay, quedan como pa

rémetros libres Aj, A3, ay, ap, as.

En la tabla 11l se muestran los valores de la ener
gia que con este modelo para la densidad se obtienen para --
los dtomos de Ne y Ar. El célculo para el atomo de He es --
igual al del modelo anterior. Para el funcional de TFD%WhtO
sin restricciones tampoco existen cdliculos reportados. En -

la tabla IV se muestran los valores de los parémetros obtenl

dos.
TABLA 111

ATOMO 2 i b

FUNCIONAL ny n3 Energia (a.u.)
Ne TDF 0 - 146,276
Ne TDF% 0 - 131.459
Ne TFD%W 2 - 126.807
Ne TFD%whto 0 - 128.705
Ne TFD%wl*to 2 - 124,35
Ar TFD%wl*to 0 0 - 538,290
Ar TFD%W'“:O 2 2 - 530,281
a Para todos los célculos n, = 0
b Las energias de HF para los &tomos de Ne y Ar son -128,54

y -526.81 a.u., respectivamente.



TABLA IV, PARAMETROS PARA EL MODELO DE COMBINACION LINEAL

ATOMO FUNCIONAL @ n 2y ay C a3 A Ay Ag
Ne TFD 0 49.099 4,353 2 901.951 30.816

Ne TF g 0 ' 30.370 3.86L | 080.843 20.741

Ne TFD-;-W 2 20.416  6.053 627.038 219,681

Ne TF Wi to 0 25.306 3.613 794.953 16. 454

Ne TFoghito 2 19.09k4 5.279 573.769 10.786

Ar TFOgWhto O 0 68.409 13,506  2.99% 7 493.30  475.940 13.419
Ar TFD%WLLto 2 2 45,553  19.650  5.141 5 123,25 A48 938,07 138.235

Para todos los cdlculos ny=0.
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De la Tabla 11l se observa que las energias para el
funcional de TFD%Whto. se encuentran por arriba de las del -~
funcional de TFD%W, que la dependencia en r2 aumenta la ener-
gla y que en general se presentaﬁun error del ¥ 5% con respec
to al modelo de HF. Y ademés se mejora el valor de la ener--

gfa para el &tomo de Ar con respecto al modelo anterior.

En las figs. 8, 9, 10, 11, 12 se muestran las dis--

tribuciones radiales que se obtienen con este modelo,

De las figuras 8, 9 y 10, se observa que para el -
dtomo de Nedn se obtienen mejores distribuciones radiales que
en el modelo anterior. Adem&s que Eon la dependencia en r2 -
se obtienen una mejor descripcién de la posicidén de los méxi-
mos y de los minimos. Ademés que la incorporacién del térmi-

no de cuarto orden mejora el comportamiento de la densidad to

mando como base la que.se obtiene en el modelo de HF,

De la fig. 10 para el &tomo de Ar puede observarse
que el funcional de TFD%Whto sin dependencia en r no presenta
estructura de capas, mientras que el mismo funcional con de--
pendencia en r2 que si bien no predice exactamente los méxi--
mos y minimos si presenta la forma general de la distribucidn

radial, a diferencia de 1a del modelo por zonas (fig.6).
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cribir un orbital atémico el cual fue estudiado por primera

vez por J.C. Slater en ]93037.

El método de Slater consiste en tomar simplemente
como la parte radial de la funcién monoelectrénica en el mo-
delo de HF a la funcidn:

n—\ ( 5_.! r) (1v=1)

exp

qgue es la forma asintética de la funcidén de onda para un ato
mo de tipo hidrogenoide con numero cudntico principal n vy

z;nl es un pardmetro, por lo que el orbital completo toma la
forma: (5._‘4) "
-\
XMM'*A“Y e Yx(eté) (1v=-2)

donde An es un factor de normalizacién vy YT(G)G) corresponde
a un esférico arménico de nimeros cudnticos de momento angu-
lar y magnético 1 y m respectivamente y a partir de este -
conjunto, por consideraciones de simetria se construye un --

conjunto. ortonormal { ¢4t

En un prihcipio Siater di6é un conjunto de reglas -
empliricas para calcular el. pardmetro ; nl en términos de la
constante de apantallamiento electrénica. Actualmente se --
puede obtener variacionalmente el pardmetro 2;n], de tal ma-
nera que se obtenga la minima energfa &tomica. A este tipo

de célculo se le conoce como HF base minima (MBS).

Construccidn de la Densidad,
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A semejanza del modelo de HF-MBS, podemos proponer

como modelo para la densidad:
. A?
pror= VAR AT AN (1V-3)
1
donde n; es el ndmero de ocupacién del orbital y los orbita-

les @ son construfdos de la siguiente manera: como los es

féricos arménicos satisfacen la relacién

S \(f“(m;?'(m df) = &y y S (et

solo tenemos que ortonormalizar la parte radial de los orbi-
tales con el mismo ndmero cuéntico 1, y esto se hizo median

te el procedimiento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt38.

Célculos.

Se realizaron dos tipos de célculos (en cuanto a la
forma de la densidad), uno donde los parémetros % ni eran va
riados libremente y otro donde seguimos una de las reglas de
Slater que consiste en dividir los electrones en los siguien
tes grupos, cada uno teniendo diferente constante de apanta-
Ilamiento: 1s; 2s, p; 3s, p; 3d; bks, p; pero también hacien
do variar los parémetrosl%fﬂ con esta restriccién. Con es-

to se logra ademés restringir el nimero de pardmetros libres,

En cuanto a la notacién seguiremos la notacién da-

da anteriormente para los otros funcionales.
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Trabajaremos ademés con un funcional que incluye -
la correccién de segundo orden a la energia de intercambio -

en la forma que se introduce en el método X «/g 39,
\ us | \Vpl®
apeap G SR o
donde /6 =0.003 | Este funcional comprende los términos
TFD;‘;W qto/g : E_[?] = TJ.?] *Tg[f] +Talpl +\/ne[(’]
+30p1 ~Kolpl-K5 10 Civ-6)

También se trabajo con un funcional que toma en --

26

cuenta que el ndmero de electrones es finito

KJLpl = o K, g (1v-7.2)

dohde l 2.6957
+ "WNa
= 0.689%3 x (1v-7.b)
Ay (‘ 4_0436)2’3
N
n, es el nimero de electrones con_spin positivio, y
0‘ - nj:d‘r *n&&; (1v-8)

Y\l(-{* V\.L
este funcional también incluye la correccién de seqgundo or--
den al intercambio, dada por la ec, (1-1V-52) por lo que es-

te funcional comprende:
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TFD%W*HU.AP: .
Efp) = Tolgl+Talel +TaLpl + Ve (el

v ITe) - Kolpd - KaTed (1v-9)

1
Denotaremos por TFD§wqﬂ al funcional que no comprende al =-

término de 4to. orden en la ec, (1V.9).

Y por Gltimo también con el funcional de la-ener--
gfa cinética propuesto por Bader, ec.(1.V,24),

/ ' YoV Ve,
Ttﬂ'—‘c\‘& Yia S+ .‘3-& A Py + _;:S Vg,_?zg Ly

3

el cual contiene a la energia de intercambio «P.

Resultados.

Todos los calculos siguientes fueron realizados si
guiendo la regla de Slater ya mencionada a excepcién de aque
1los que se marcan explicitamente y todos corresponden a ga-
ses nobles, que por tener capas llenas es aplicable al teorg
ma de adicién de esféricos arménices, lo que simplifica los

cdlculos,
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TABLA Va - He

FUNCIONAL - £ (a.u.)
HF 2.8616
HF-MBS? 2.8476
TFD%Wo(/B 2.8858

]
TFD§W4to‘5ﬂ 2.8005

Los valores de las energias y de los parémetros en los =~
cédlculos HF-MBS que se muestran en esta tabla y en las sji
guientes se encuentran reportados en la ref.h0,

TABLA Vb - Ne
FUNCIONAL - £ (a.u.)
HE 128,547
HF - MBS 127.8121
TFD% 126.1539
TFD%wa 129.2299
TF DGl to 1241670
TFD1/9Whto? 127.4480
TFD1/9Whto g 125.6061
TFD1/9W o B 127.3531
TFD1/9Whto = . 125.3521
TFD1/9Whto =B 128.5773

M.Bader 125.3116

& Parametros libres.
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TABLA V ¢ - Ar
FUNCIONAL - E (a.,u.)
HF 526.8174
HF -MBS 525,7652
TFD1/9Whto B 521,538
TFD1/9Whkto R 527.9926
TFD1/9W dﬁ 527.5616
TFDI/9Whto«ﬁ 521,2956
M.Bader 525.3590

Parédmetros libres.

TABLA V d - Kr
FUNCIONAL - E (a.u.)
HF 2 752,056
HF - MBS 2 744,5196
TFD1/9Whto B 2 766.0618
TFDI/9WG</‘3 2 793.1147
TFD1/9Whto af 2 737.9328

M.Bader 2 857.8384
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TABLA VI a PARAMETROS HEL1IOQ
FUNC IONAL ORBITAL (1s)
HF -MBS 1.6875
TFD1/9W o 1.6747
TFD1/9Whto o« 1.6252

TABLA VI b PARAMETROS NEON
FUNCIONAL Is 2s 2p
HF -MBS 9.6L21 2.8792 2.8792
TFD1/9W ‘9.4350 2.9418 2,9418
| TFD1/9W? 9.7916 0.9201 3.5693
TFD1/9Whto 9.2126 2.9451 2.9451
TFD1/9Whto? 9.5961 0.9416 3.5759
TFDI/9WLH:0'8 9.2774 2.9548 2.9548
TFDI/9W0\/3 9.468L 2.9634 2,9634
TFD1/9Whto o(ﬂ 9.2449 2.9668 2,9668
TED1/9Whto ot B2 9.6313 0.9540 3.5977
M. Bader 9.6662 2.8559 2.8559

Parémetros libres.



TABLA Vi ¢ PARAME TROS Ar

FUNCIONAL s 2s 2p 3s 3p

HF -MBS 17.5075 6.1152 7.0041 2.5856 2.2547
TFD1/9Whto 16.8106 6.7156 6.,7156 2.7800 2.7800
TFD1/9Whtoﬁa 17.9582 3.2600 7.4807 1.3700 3.4700
TFDT/Mx B 17.2049 6.6965 6.6965 2.8018 2.8018
TFD1/9Whto & B 16.7808 6.7145 6.7145 2.8009 2.8009
M.Bader 16.8731 7.1419 7.1419 3.0391 3.0391

TABLA VI d PARAMETROS  Kr
FUNCIONAL Is 2s 2p 3s © 3p hs 3d Lp
HF - MBS 35.2316 13.1990 16.0235 7.0109 6.8114 2.8289 6.8753 2.4423
TFD]/9Whtoﬁ 29.9345 9,088 9.0881. 12,1523 12.1523 12,8201 2.9281 12,8201
TFD1/9Wa B 30.8603 9.7397 9.7397 12.8800 12,8800 13.4287 3.1148 13.4287
TFD1/9Whto Aﬁ 33.8603 7.3183 7.3183 12.5204 12.5204 12,9476 2.2577 12,9476

M. Bader 31.3685 20.2288 20,2288 3.5668 3.5668 2.,8807 9.4k217 2,8807
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En las figs. 13 a 22 se muestran las diferentes --
densidades obtenidas para los &tomos de He, Ne, Ar y Kr con

los diferentes funcionales.

De las tablas anteriores observamos que los valores
de las energias difieren en un 5% a menos del valor de HF, a
excepcién del &tomo de Kr donde los errores son mayores. Sin
embargo, podemos hacer'notér que el funcional de TFD%Wkto
es el que presenta un mejor comportamiento, es decir, las - -
energfas cuando agrupamos los parémetros segun la regla de --
Stater se encuentran por arriba de la energla de HF y'cuando
variamos libremente los pardmetros la energfa se encuentra ==
muy cerca del valor de HF (&tomo de Ne y de Ar aunque este dl
timo con el funcional de TFD%WHto&P). Con esto podemos con--=
cluir que el IImite exacto de este funcional se encuentra ya

muy cerca del valor de HF,

De las figs. 13-22 podemos sacar las siguientes con

clusiones:

a) Para el caso mds critico en el que podemos aplicar
el modelo, &tomo de Helio, se obtiene una distribu-

cién radial semejante a la de HF,

b) Comparando las distribuciones radiales de densidad
cuando variamos libremente los parémetros y cuando

seguimos la regla de Slater mencionada,fig, 14 y Is

se observa que se obtienen mejores resultados si- -



c)

d)
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guiendo esta Gltima restriccidén, por lo que la ma-

yorfa de los célculos se realizaron asi.

Para el atomo de Ne la distribucién radial obteni-
da con los funcionales de TFD%WA/B s TFD';'WL;to a{ﬁ y
de Bader, coincide casi exactamente con la de HF-MBS
fig. 15 y para el &tomo de Ar esta se encuentra -
bastante cerca, fig. 18 y 19, mejorando notablemen

te las distribuciones radiales de los modelos ante -

riores para este &atomo.

No se obtienen para el &tomo de Kr, distribuciones
radiales que representen una estructura de capa --
adecuada para los funcionales de TDF%Whto «£p y de
Bader figs. 21 y 22, a diferencia del modelo de --
HF-MBS, fig. 20. Esto puede ser debido a que los
electrones 3d del Kr, no estén bien representados

dentro del modelo,
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fig. 13
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fig. 14
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tig. 16
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fig. 18
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fig. 21
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fig. 22
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V. APLICACION A MOLECULAS,

Como Glitima aplicacién de los funcionales de la =--
densidad estudiados en esta tesis, presentaremos el cdlculo
de energfas y longitudes de enlace en la aproximacién de un
solo centro para las moléculas de CHy, SijH;, GeHy, NH;++ y ==
BH; que presentan una gran simetria esférica.

La aproximacién de un solo centrohl, se basa en -=-
el hecho de que cualquier funcién de onda molecular puede --
ser expandida en términos de funciones con origen en un pun-

to previamente escogido.

Para el célculo de la energia y de 1a longitud de
enlace debemos de inciuir dentro del funcional la energia de
interaccién de los protones con el centro y entre la de - -=
ellos mismos, Epp, y la de la densidad de carga con los pro-

tones, EpP.

La energfa de interaccién Epp, para cuatro protones
colocados en los vértices de un tetraedro regular en cuyo =-
centro se encuentra un nicleo de carga Z estéd dada por = - -

{en a.u.)

Lo %\-(g +‘1§§) (v-1)
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donde R es la distancia de enlace.

Para el célculo de la interaccién de la densidad -
de carga electrénica con los prdtones, usaremos la aproxima-
ciéﬁ de promediar la carga de los cuatro protones sobre una
esfera de radio R con centro en el nucleo central. La expre
sién para Epp esta dada entonces por:

Epg =~ S £ §%e (v-2)
r-v'|

Los célculos fueron realizados sustituyendo estas dos dalti--

mas expresiones en los funcionales y tomando a R también co-

mo parédmetro libre, y los resultados obtenidos se muestran -

en las siguientes tablas:



TABLA
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VII - CHy

FUNC1ONAL MODE LO -E(a.u.) R(a.u.)
Experimental 40.53 2.07
Hartree-Fock 40,23 2.07
HF =53B5-0CA 40,07 2.08
HF -MBS-0CA 39.05 2,19
TF Exp.Zonas, ro° 38.21 1.90
TFD Exp.Zonas, ro L4 15

TF DgW Exp.Zonas, rO 39.02 1.83
TFD%W Exp.Zonas, r2 37.45 1.62
TFD%Whto Com.Lin, © 39.05 1.73
TFD%Whto Com.Lin, R2 37,88 1.86
TFD%W op Com.Lin, (MBS) 38,37 1.86
TFDgWbto o Com.Lin, (MBS) 39,06 1.86
M. Bader 38.55 2.09
a)

Los céalculos fueron hechos tomendo la misma forma funcig

nal para la densidad que en el caso del Ne.
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TABLA VIl sity,, GeH,, NHy, BH,®
MOLECULA FUNCIONAL . - E (a.u.) R (a.u.)
S iH, Exp. 292,141 2.78

HF
TEDY/9W & B 289.48 2.49
TFD1/9Whto =B 285.70 2.49
M. Bader 286.55 2.19
GeHy, Exp. ’ 2.91
HF
TFD1/9W Mﬁ 2 093.53 3.63
TFD1/9Whkto 2 071.68 3.50
M. Bader 2 119.29 2.82
NHj; Exp. 56. 8L 1.96
HF - 0CAP 56.30 1.91
TFD1/9W o p . 55.38 1.76
TFD1/9Wkto « § S, 42 1.76
M. Bader . 54,62 1.91
BH], Exp. 27.20 2.37
HF - 0CA 26,615 2,24
TFD1/9W «p 25.85 2,14
TFD1/9Whto «p 25.38 2.1k
M. Bader 25.53 2.38

Célculos para el M, de Comb,Lineal (MBS), tomando para la
densidad la misma forma funcional que para los &tomos de
Ar, Kr y Ne.

Albany & Cooper (1963).
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CONCLUS IONES .,

La pregunta bésica que se queria contestar en esta
tésis era qué tan buena era la teorfa de gas electrones des-
crita comparada con métodos mds exactos de la mecénica cuan-
tica, como lo es el modelo de Hartree-Fock en el cédlculo de
propiedad atémicas y su posible uso en el c&lculo de propieda

des moleculares.

La ventaje indiscutible que presenta esta teorfa -
es que reduce el problemé al estudiar un sistema de n elec--
trones a un problema de 3 coordenadas, en donde por ejemplo
el modelo de Hartree-Fock resultarfa en un problema de 3n --
coordenas. Esto Gltimo es una ventaja préctica bastante - -
fuerte para cuando se quieran estudiar sistemas polielectrod-

nicos.

Considerémos la pregunta en dos aspectos, uno ted-

rico y uno préctico,

Desde el punto de vista teérico a mi juicio, uno -
de los puntos mas cuestionables, no en la obtencién tedrica
de los funcionales los cuales se basan en propiedades de un
gas de electrones libres, sino en la aplicacién a atomos y
moleculas donde la aproximacién de un gas de electrones li--

bres deja de ser valida. Por eso el trabajo de Tal y Bader
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es interesante ya que trata de corregir aunque sea de una ma
nera parcial, estudiando propiedades de la densidad electro-

nica atdémica, para proponer después un modelo.

Podrfan seguirse obteniendo correcciones cudnticas
de orden mayor para la energla cinética y posiblemente co- -
rrecciones cudnticas por el método de Kirzhnits a 1a energla
de intercambio y aunque la magnitud relativa de estas correc
cciones con respecto a la energfa total son pequefias podrfian

mejorar en algo el comportamiento de la densidad electrfnica.

Como defecto principal de esto tltimo, es que las-
ecuaciones diferenciales que resultan {como va lo es en la -
correccién de cuarto orden) son muy complicadas de resolver,

con lo que se estéd perdiendo la simplicidad del modelo.

Por tanto pienso que un camino mas realista para la
obtencidn de funcionalés de la densidad, serfa partir de - -
aproximaciones que ya tomardn en cuenta propiedades de la den
sidad electrdénica en &tomos como su comportamundo cerca y le
jos del ndcleo, como podria ser obteniendo teoricamente o mgo
delando alguna forma para las matrices de densidad de prime-

ro y segundo orden.

Desde el punto de vista préctico, a partir de los

resultados obtenidos aqui, parece ser que los funcionales em

piezan a ser predictivos, pero a mi juicio no es posible ex-
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traer de ellos un método de aplicacién, el cual seguir, para
problemas mas complicados que resultan en el estudio de molé

culas,

Por todo ésto, considero que sequir ampliando este
trabajo no es adecuado en este momento. porque su capacidad -
predictiva no es competitiva con otros modelos que se usan -
actualmente para estudiar propiedades atémicas y moleculares
y que todavia deben mejorarse los funcionales para que lle--

guen a lograr ésto.
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