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T wivedveccich
El p~e PJsIT;: del Pqesen're Tvq.Lq,\So cs hacey

Une éescvipcio’n Seom,éT;:cu del QSFq.cl'o de los
povemas cébicas 4 codvlicas en dos wvaviables,
EsTos ost-ac.cios son  wrcelovia fes de dioneusiones
5'465 \IGSPec-ﬂva.oncn_,-e pe /o?oe vna  fovema inomediaTa
de wvisvelizados no es chiLle . Sin eméa?&o obsevvando
?qe una foqu f 467345. e ‘\/fuaa.,/ de .Pofmm.s 2.}‘) con,

o

Ae R Tienen [lao omisova eslvoelo~va  eu sos \\vqfces”/
JcScwc’Fc.\'c;n baslave l\q.cg.v'/a. en /qs esf'cfa.s 533 s¥
. Yesi’aer__rf_va. Mq_»\'i_é, Es q,q,vu' c‘ov‘dc sc 7;4 Ea_éa vc: -
a,uv'\?pe Todea v a eslos ne sou de fafci/ fo*rma_ de

ve Pve senlav se.

Lea .Povmc: de asTodiav los es laa.\“e la sf&vien'@ '

velacicn de e,t{u"'v‘a lencia ¢ dos .fovm—va.s £, 3 Fa
feuTor st axi
son c?uivc‘_ eules sl exisle vn caonbio de cooydenadas

/:'ne-a.’ en ”Pt 7;-, _?UQ -F‘= ‘Pl°3 .

‘Bq,\"o esla e_rr,uiva./cnc.o'c‘. 5 las poveras cdbicas s

dividan en 5 SvhiTeas o eslvados J wvne de ellss cong o

de oy solo elqrvne.n7; /a_. _Fo-fm'AT;:vt.a., -F'-'_-‘O quq an
la esfcva. 33 ne Tn:e he hfn&tfn vcf{c aen7;.~7-c P /q_,s
elvas ¥ ovbilas sou las gue se desevi beu

qeo ome Tvicaomenle en el Ca.r.‘n/o I.



2

E. ‘el Ca lan'Tqu I se havae /lo coVY¢sFéhéiau'T;
pove le.s .Fovn-rxc..s covdavlicas y sclo ?"é a d:’fevemciq.
de | caso cedblco , a.? ol Ixa.x vua 1 frurde d de o/vL."lZs_

Al div::!{v en e/ caso c’e&euevac’o (dos o onmc’s

vaur cas caz’uc:é_euT;s) 3 c[ no clcseucva,clo s

Tiene g ve eue' "avn'mc.vo L'Qﬂ sols va BSemeve

piniTo de SvbiTs gve

sevaein las gve se

descyibiramn 5 esT:; se FOd‘fC: hacer de omamevea
S . ., .
visval “ sva.r_n'c..s a gue sv diomcusicn ” es

manoy gue Y.

Lq, FY!‘ @y Pa.-v're 957; EG-SCL Ja_ (X2 3vc«.vl

Fa.w-?; éel nabﬂio Ac ‘ZGCM&M EZJ J /a,

.sesu.v\c_‘c. lbn.y-r; del libyo de [sTow Y SYEW&\'T[P.SJ-

Al ft'na.l se han laues—[; 3 L':Pekc!l'ces en
dou de se ve:m.'fl-eu qlﬁunos clenllcs '722.4.';05

(a[,q’ncl,.'ce —233) asi coomo A-s[aec.z;s comoeidos

de e

Teowiea a.lse’ova.n'ca de ecvaciones (Q,ﬁe’“d:&
1)1 Se l'la.u 5<¢,Joa.va.<1o Paqa hecewy Ma.’s

?lu{da Mee . decTove. del T;a_‘:a.d'o

§ Mo se hea n
o emilids paxe gue el fwes<-.u7; sea

G\.UT) con 7;“; 40 .



I.LA GEOMETRIA DE LAS FORMAS CUBICAS
§17,E' a’.’%ebva de ’a. osTwaﬂpica.clo’n

Sea Hs(Z,i)={?(*,‘a)=c~.x3+3L Xty +3c x4¥+d 43 &, blcldel}zj
ol espacie weelovial veal de dianension cvalve de las fovemas
cubicas hom‘oae‘neas en dos wvaviables . Lea vepve senlacion de
la fovoma cdbica goue hewmos Toomado se <onoce ey

co egic?enTcs Line M‘II.QIGS .

De omaneva ndaloval cada ta,be,d Ve RY -reresenTa_
una fgovena c<dbica lzon—noﬁe'neo.s de H3(2,1) a sabev
axP+3b xPy r3cxy+dy® o ve c’procamenle,

Con su.‘c-«emos a G=GL(z2,R) el qvupe lineal 3cneva.’
es deciv GlLiz,r)=}g: ®* 2 R*: 9 as lineal ¢ inverlible i
quuTo con la opevacioh de composicicn.

La. accion f!g"f‘?"&a Ae G sobve mz 9’: G x R*—+ R*
’ y, v) > §tv)

écffn,@ una aecciom devee “l& c‘e G sobvye Hs(z,')/

y: G x H3(z1) —> H3(2,1)
(a,$) —> fo§=1¥%3

La accidn ¢ indoce le Si'sul'venﬁ velacidn dé eguivalencia
en H¥(zp) ¢ 1, 'P £ “3(“ 1} son equnvalenTes si, 4 sle st
extsle a2 G Ta,l%ue 'Pz 9. A fa c[n.se de o%ulva,’enqclﬁ.
de §, gque dewnolavenmos po ?G) le lla oma~vemos el ‘
ciTvado goe conliene o * o la G- ovbiTa de ¥, Cada

esTwaéo quc-ch ;c..-rc..cTéﬁ zade 'Pov le esTvuc_Tvva.‘ de



las ~vavees de cucxlquiewq J,'e dus quchehﬁ_nTes,
’De.i'!ina;tmos peve cade .Az(a,b,c,é)&.ﬁ?.?

Rp:=f YR ; ax®r3bxie +3cxy® +d w3=0f. NoTemos

gque si Ae R s (x,8)eR, cnTonces a(x,b\ERAJ loego A,

con 5T¢., Ae ls’neas que pesan [l el on'&en.

Pq,-va. ehconT-va.v e, cur-reslo c!.g_ GST;S l:'neas)

enecomlvavernros sos inTer seceiones con la lrmea x=1
(Si vna de las linecas es x=o , os deciv el eje Y ,
d‘i-«emo.-? gue se tnTevsecTa cen x=i , en <l punT;’q.I
,in‘Fi";To b} Heciendo x=1 obTencoros wvna céhica en Y,

PA(‘-S)= q,+31>3+3c57+433 ) la coal Tiene a lo ore’s

. * -
Tves SO,UF—\O-VzCs ‘SIJ‘.{.‘ ‘33 a onen os #ue A—(Olc/a/p)

s
peov lo %ue Llc‘3 T-ves ll'neq.s Ae vYaileces coando cnzucka

Pawa (?l cas o en ?vc Tv&.éa\icmos con CI ed'e I)

Teneanos gue la. cecbica Tiene Pe~ SDIUC_I'O’H e X=0,
Io c«.-a.l sélo se Sc;ﬂ's_}’a_cc c.va.hé_o d =0 , en Ta.l
Cls O PA(5) se wvedoce e una cvadydTica con o

fo oma’s dos ~varees.

Ew lo svecesivo esTave onos Lablando
in,é-‘.pewen_rc menle de RY o Hz(i’,l), coomo el es':a_cio
de las foveias edbicas .

La,:. Pos(hill'cl-aées Peve 'RA son.;‘

€y Todo el P(av\o s A:(o,o,ol'o')'_.



) Tves linces co-"nc.iéenTés,

A\ ~
4.31.: .35 /FA(%\
€cé) Tves linecas dos de las covales coinmcidenles.
A L ‘F Fats)
~ o /—\/ \'
— 7 —
\1\

6v) Tves lincas de ~varces disTinTas.

A

Gt |
L,
/ NS

'-"vu.ea. veeal (,3 2 comple\;as)

~) Unea

/]"\/ PA )

/ !
2T > |
.
t

Lema. ’.'."EI nJomevyo Je I.'n_eas Je vyai'ces

es ovn

invavianle de la evbiTa.

De mosvna_cio'u: Seq_,‘_ .r(?gl:s)zvgqlxi-b.s) {Qex+be 5)(&.3!-#‘;-3 5)
cow (A..',, !:_;,) € ¢.zJ L=12,3 vuna fovona edbice Homoae’néas
4 YE GL(2,R) avbiTvavcas. EN Plxy)= (-44.(8,'5), vix,y) )-"—'

(.AL.x-tVa'a,Ax"*"‘":S) sevTiene %,uﬁ'

(£ PYMxy) = flu,») =la, s bv) (“'1.5“;",*'-51-—9")'(“:“ thyv) =



=[(a,u.+!>\Mz)x+(‘H"l""°"".t\"$)’
[tasau,+ bttt (aryv 4 bavy Yy
[(&3"‘1‘?53"“1))‘!‘(&3\’]-} L,y,)ﬂ
i v
ohove bien S asxtbiyg =0 4 Gixtbjy=o0 som
disﬁnns si :350’10 si c‘_e_T as bs #O.
a\-‘ L&
Fo~ olve lade [(a-i"h*'v-&'“*t)x*‘(“4"1*‘54”’1\5] a
C (a5, +bjaa) X+ (a v+ 551"1)5] Sow - <L:=,T:’.‘7Z=, si 3 solo st
. (-5 ba FRt “ ¢ U
o DA SRS JT“* ko
Qg A4 '*’5"“7. ag vy 'Pé"‘rz o Vo

Teoveara L 1.- Ho.ﬂ cinco esTvados en RY cavacTen'ea.c'.os

oY c’l T. o ée yaices comto siguve 2
P P §

E 5Tva Jos Re pye se hTo.uTés Ti!:o Je vasces
) o - Ov-’sen o in AcTcYminqéas
(c¢y X-E xc.er:r.io nel %3 Tyves wveales iaua les

(éce) P - Urm Ls I.’ca P« Ya Lé‘ica Kz‘:{ dos wea ‘es l'%uc\.les
o6v) E- Uem bili ca E,"PT" ca x(xtx?) Tves veales disTinls
v) H-Um bilica Hipevbo’lica x(x*+4%) dos copmple jas

Domos-rva.c ion @

(<) Sl sucec!e cu'anéo (a,GJch)::S
<) Se c‘ebev&{ Ten.ev quc. lc..s Tres l.’nec\.a secan
<guales pov lo gue a,x4bay=0 y azxtbzy=0 sown

MJITIP!oa de a,xtbiy F;’* lo TanTo .f(x;n: R(q,nb,sf



ava al U’V\‘ AE rR\{oj . :MRP—— MR? de da Do v
P & ’ (f (x4) > (e, v) !

x4y = 2)3(“' "*L'S.) es un caombio de
v (xy) = ~b ¥+ay

coovdenadas
adeonds si f,l(w,v)=4w® Teueconos g o< fieyp =F po~
le TanTo 'P3 P, eslatn en el omisomo cslvedo .

ety Se Ae’:eva’ Te nev {.‘(x,:s).-.- R(Q,xi—b,u)z(q.‘x-féls)
C.lonC!e /as ;lg‘ncqs q,x+5.3=o 5 a1x+lo7_-5 =0 Sou

A, by

linealmenTe inclc,acnc’.‘en‘rcs es deciv deT (2 5 )#o/

ZelR\{on sea ¢ R IRF donde | «lxy) =6, x+b:y
(X $) > (4,v) v(xy) = A(Gzx+baY),

es un caombio de c_oo-téena.cla.sj adeonds si

£ () = 5 Tcnemos gove fop=f pov lo TenTo

5, 3{3 son e_?u;ve‘/cu—/:s.

Gv) Pave gve sveeda se debe~vad Tener § o< ,
foxy)= (a,x+5,8Y (G xt by y) (a3 Xtb348) =didz dy dounde V
las lrneas sew livealomeuTe inde pondienTes por
pavejes ; es deciy k,:deT(Z: L—‘:) #o,

= deTfas 53 Ka = deT q, "’l Sea. tRi» R?
( b, *° 3 e )‘*o ‘f(x,:\)l—b(*sv)

égy\_éc "“kxl$)= kldl+k1dl = (Q. kl *at Kt\x + (Bl k['l'___b‘_k!»}%
2 DA . .

1’“1‘3): Kldl"k-..ét —-(Qk a K‘)x-}( kl_b! 1)3
2

s un cemibio de coov éc.t:l'a dea s g gve Tencoros



deT("‘;(“nk. ta, Kt) )’;(5|K|+ b'zkt)

=k Ktk :;E_o/
Y, (i ~a Ka) X (b k- by K,)

G.L:ova EI'CH Si -P.(M,'I"):: e (g T -u'?,) csomto Tenemas

K, dit ky d¢ +k3 day =0 enlon ces
fo @ (x,8)= w(w™ ) s () (a-v) = (9 dit kg da) (K, dy) (K, de)
Z-Llw ik kg dudeady

Iueso I, " f sou equivqlch'rcs
(V) Teneoros

gue  Pox,8) = (amtbig) (Bx4Be%) (agxtbs 3) =

d,.d.d3 alonc‘e (a3, ba) & R® 4 (a, b)E€ ctz,'a.cleona.'s
K, = deT o ky=aeT[4s b3 es clave gue
‘ Qa Ls)‘# : a, 5\ ;eo ’ ?
— b — - -
Kz =- I b k:s = deT a.‘ .E: ): a, 5|—Q;L[ = 2« IM(AIZI)

= -‘:T donde T

2Im (a,81), Sea ¢ s R*—> R*
() =5 (=, V)

K. & K &, - fa,Kk,-a, K T
donde {"“" 3= B mfss o (Rl ) xor (b B FPE
\v(xlg)z 1Syt Ay L fa, i taii)x + (bak, s g
2 2 z

es5 uwn caombio P P cooYAthda.t.

a v .
1eT -Q bik, -b K
© (a.”“——= .lK. 1 Ky 1

— 3z .
= 22 - I;L.. K, K ra.—;}l-i I,1% < T*o/
a, Kk, rouk b\Kli'bn K, -~ )
-6 K Ton (a,8,) Te(tyX,
y es Vea,' Pue5 a, Ku "- T, Ko by K‘.?-:' 1 ; Y {bak,)
b K Q—E Lt

Cu K a K

Re (4, %) Ee(b.l:,).
vixy)= Re(k.d\) 3 haciend o
£ (e, v)z w(autt v?) Tenconos goe Foplng) = wafwv?)

= (-_1; ds) lklag‘z$_¥ lkglzdli'éz' POY ‘lb TQ.HTO

Obsevvando gque {44(:,‘6)—1'...1:.&.-——:;: 4y



‘Pn LY 'Yz so;ﬂ equ?-\ra’euTes--

Los woembres guve sele dan « los esTiados se debe
o le conezicu gue exisle con las singrlavidades vonbilice Jos
(hipevbslica Dy, elipTica Dy, pavabélica Dg)y excepeional
E. (en la noTacicu de Avnold).

De.{?u'nivemos el diseviaminanTe pev D= PU.XUO) s

deciv. la unich de los esTvados no abiesTos .
L a Je,?inicia’n cla’sica de D ( wvev aPc;'v\A‘\ce 1)

nos lleva a gue D esTa dado pov lee ecvacion :
Y(acd¢b3dY + a?d®-a3bc?- Gabed.

Lerma 1.2 Dadas fe H3z1)  ReR\40} se Tiene goe
. ad son equivalanTes . Es deciv la oslvaTijicacion

©s conica con wevlice [a fovorta O.

‘D@MOQT*IC-C'IG’V\‘ : Si Cf'.mz-—? R? esTd dada i:o-v (,P(x,':s\ =

= (M(x,~5)lv(x,5) ) = (zy-"x} 2"—'3)) se liene gve es vn caambio

\E z, :
de cgovéenacin.s linca l Yo ?ue c‘c'r? = deT ( aaazia): 2/‘;«:0.
A deaotds Foy(x,n) = <F (23"3’(/ Ryaﬁ) = 2-{'(;}'3\ PDY le ?uQ f

4 A+ som equivm‘enrcs. a

L o itm?ov Gne la c‘e Ssle wedica en %ue pavo. des evibiv
la esTﬁaTii:icacu‘o'n de H3(2,‘) P (R" es su.yicn'che describiv
. 4 ’
esla en la espPeva unilavia PR pves al Tooma~x el

"‘j"‘”"j,“"cqr\o Yecopevave oS lq_ esTvq,Ti _Fica.é'so'n . Se Pkox’cx.



haces mq'.sl como pov e\icm‘alo .ldeKTF.fl.(‘_qy en 52 los
pvnTos on .’Pédos 5 descyibiv la csTvc.T.',a.'c,c..cio'q en el
es pacie ,awagd?v—o peTo no loe haveorzos pev dos vawones
Pv?mero, cvandoe se a‘ahcan ean; vesollados a /Q_ Teovia
de Cq,chsT-fa.fesJ lo t'c!en—l?)m'cacfo'n anT?Focfa.l conFunc!e los
ond xilartos " los aminianos los cvales es FmrpovTa:nn

disTl'nsufY) 4 €n aeauuda Tc'vrmi'no éescumaa visvali zavy

la GSTVG-E'.FIC“C'-‘;"‘J 4 aun ?'ue el lensua\;c Fve%ecf?va s

qATva.cﬁvo esle es oo’ alsebva;.‘co gue To-Fan'arco @

en consecuvencia Isuede pevderse a.lso de Seomc—l‘w'q..
LUQSO TVQ EQ‘S&_VQMGS en 53 ?UQ s PVCAQ FEHSQ_Y

qomo fRa} cvandeo se feT.’-rc.. uUn Pon'T;

Ven ol l‘nfl'n.‘f,#
a 53,



$2- Lea t{eome’i:('q. de la esTvc.T.',F.'c_qcFo’-—.,

Pove esTediav la 3'eo omely e de H3(2,|)/ cdhovya con

N ——
$3 es c.ov\-u—en'ucule vsaw ela«u,’:o de volacioues o

civevilav f =

50O(2) =) 30 t:0se<2T{ donde ¢ @5 la
del qu_v\o en senlideo PosiT}—uo de oun du&ulo

volac iown

So ~e pye senlacicu omalviciel eni fas bases

. Cos ©® ~Demnd
ca nonicas S
sen @ ces & .

e.

La [-8v6iTe de § esTd en la G-6+biTa de T,
Tede, G-ovbiTa es omicnw de I'- SvbiTas.

G al acTeav eun S® no da propiaomenle vna acecidu,
sin e Layso) poc!emzos hablav de vua accion del en 53,

avngue se Ten dv& ovna l'n_Piniclacl' de [-6.biTas en s°

se Poéva'v\ ‘:c!ev\’ff'fcav cvando &sTas PevT_enecen a

deTexominado G- eceslvado.

Como ahova es—[;z_mos mlevesades en ’a, ‘Seor'ﬂeT;:’a_

guve Tendva la es-’:aTn'.ficae_io'n y no Pyonq_men'i—é es
“la esTva-r-’.Fl’co.r_io:« ( sabeconos ye gue ka.% 5 eslvados)

. : 3
nes councenlvaveomos en la accionw ['x 3% 35,

El Tva.bz..\'\av séle con volaciones

Qe (E )= e"'eé, con T= X+LYy .

39 so%u’eve USQ_V
[a. \.ao acion comPled‘a
—

El lemta 5.‘3u¢'enTe,da olvee. omanevea, de vepvcsenlc\.f

LG una .Fovon-za. c&L-‘ca,,



Co . . 2
Leme 2.7 Sca fexy) ze x? +3b x*ﬁ +3cxy*4d 43 en H3(z,1)

'F Pucéc.cscviéivse de e ne re u’vu'cq coomo ¢
f2) = Re (x23+3¥%F) donde x=opt< Ay B PRt PBr

esTZ’n ecn a -

.Deon_osﬂa_c l'o'n : Com’su‘de Yo Oonos €= x«i—-a:s /veso Téuemo_}

2= (x+ig) = xsuaxﬁz-f--i(;xzn-—:s’),

2T =z 121°= Cx+ 2 Y (xTe4%) = xTp xS (g +8°), a.s:')
= Lo (- 3x°g?)- wz(3 xty - 53] +< [xp (-3 x97) + XR(ax"5-33) ] 4
33‘?!?-= [FR(X3+ xq®)-Prxfs +53) 1+ < [’31— (x +x4?)+4 FR(”‘ZS'* 3]
Coemo Plxs)= Re(dz"_")-r Re(p*zg) > Pe~ lo TawTs

PCruY= (A +BRY X3+ (-3 -Br) 7y + (3K xBR) %37 + (ex ~Br ) 7

a oLg 1 o 10O
Lvego b} Ml 4x )dohcle M=[ o1 ok ; gve es
e e T \te % o0
a Px o | o !
inve~vlible ;'scon ‘nuversSa - Y¢ © -y o

asi, Ap = %y -Hc , Ag=-3b+kd

Br

%C"+3/‘/c—j 131:—-}95-'3/7&.

e Poas ’9 TanwTe 'P("/'5) gwiéa escvila coomo

§2) = Re (a(is-g-,a %% ) de orzanera u?u‘ca.n

N

NoTacich & De noTave onos pov A a] x-planc -}(-(,o),'«'ed:J P



po~ BAel F-Pla.no {(o,p); peal . G’ RYes isoo')IOV.fols
. AAB.,
Ao sevd el eivecdo vniluvio enw A o5 deeiv
} («,00eAy Ixi=1} .
Bo aseva’ o] civevlo vniTavio en B es daciw
i Co,p)eB 5 jpl=t]).
Lema.. 2.2 - EI §vv po de 107;-&;05'1@5 P q.c.T;r:.. oﬂ;‘fhalm«zn‘g

enn AXDB "\'OTO.V\AO @ A Tves veces 3 a B ona
solo. wer aombas en senlido Posiﬂvo,

- Id
'Dermos_rvac'lon ~ Dada (=, 3) en AXB , esTa Tiene su

C—b-&‘IQSPDHAI‘enE .fo-mza cdbica fy= VRG (ot 23 +p %) 3

ahovae bien si 395[1 evx_l-c,ncc;- (F3)(=V= f (3o (2))
'?(c.io_z) = Re [x(eiez)s*. F(e.ie )zce.:e,e)]

= Re[ﬂ( G‘ata{ +’3e a-z] ast g v

(0(, ,‘3) 36 = ‘(o( 83":9’ [3@"9), Fo-f ‘oTa,v\To A cs voTc.,dp v

B 1.9 vo-,;c!o -50‘,0 Uria, -u*c?l &.m[:a.a <

S vCce@s 3

senlido PosiTu'vo, -

Lemu 2.37 () La [ -dvbile. de (\,o) es Ao 5 la
e b+biTa de (o) os Bo. :
() Aec c E sB,,CH ( donde Eg H como el Teovemea

1.4) .

D@mosTv_a.c.,,l'o’h: (6} Denclcanos Po oyl a la




[-6vbiTe. de (1,0) € Ao es deciy C,0) ['= § (x,p) € AxB

(P(, P )7- (llo)‘SQ 5 Seefj cooe (‘10)39 = (GQJGI O) x5
:!.iel=’

le se T:'ene ?ue (1,0),{' € Ao . Ade onas coomo

e valguiev (x,0)gAo sc puede escvibic en la povona
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