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INTRODUCCIOM

Cuando un principiante, interesado en la dindmica pobla-
cional, se ve obligado a leer articulos escritos por profesiona-
les en el tema, se enfrenta con el problema de descifrar expre-
siones como: " los eigen-valores de la matriz de la comunidad
deben tener partes reales negativas para asequrar la estabilidad"
o tambien, " el sistema exhibe la neutralidad patoldgica del pen-

dulo simple" y como un ultimo ejemplo " el sistema admite una
aproximacion lineal mediante una matriz jacobiana".

‘De manera que, generalmente, los articulos resultan con
muchas partes oscuras que los hacen inentendibles.Basandose en
que la situacion planteada existe, este trabajo de tesis estd es
tructurado desde un punto de vista docente,con-las caragteristi-
cas de un curso introductorio sobre dindmica de poblacidn.Con-
gruente con este punto de vista, el objetivo principal de esta
tesis es proporcionar el herramental matematico necesario para
aclarar algunos de los puntos diffeiles ,tratandoe de mostrar, a la
vez, la manera en que los conoc}mientos de fisica pueden guiar

y ayudar en el tratamiento de problemas ajenos a ella, como

son
los de la egologia cuantitativa o de la dinamica poblacional.
Como puede verse en el contenido se abordaron temas fi-
sicos como: el’pendulo simple, el movimiento armonico amortigua—-
doy la conservacion de la energia para sustentar el desarrollo de

las ideas centrales sobre ‘la teoria de la estabilidad, que cons-

. ’
tituyve el tema medular de la parte teorica y en el dque se esta-



blece el problema de encontrar, mediante un analisis matematico,
las caracteristicas de las soluciones de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales sin resolverlas por integracion.

Por idltimo, para ilustrar el tipo de problemas.:que
deberenfrentar.run investigaaor cuando trata de aplicar los mo-
delos ae dindmica poblacional a una situacion practica, se esco
gio la pesqueria del atidn.

Para no desviar demasiado la atencion sobre los te-
mas principales, muchas de las matematicas complementarias pa-
ra la mejor compresion del texto, se adjuntd en forma de apen-
dices en las hojas finales.

Dentro del objetivo principal mencionado al principio
de esta introduccion, existe la esperanza de que, tomando como
guia la forma en que se trataron los diferentes temas, un pro-
fesor lograra hacerse entender por estudiantes cuyoc unico acer-
bo matematico sean los conecimientos adquiridos en un curso de

Calculo Diferencial e Integral, a nivel medio superior.



SECCION 1

LA FISICA Y LOS MODELOS MATEMATICOS. GENERALIDADES SOBRE EL MO-

DELAJE Y LAS CLASES DE MODELOS.

A partir de 1940, y mds notoriamente después de la 2a.
éuerra mundial, ha ocurrido un cambio profundo en los métodos
de investigacidén de las ciencias no fisicas; la psicoloéia,tla
sociologia y principalmente la biologia, han'revolugionado su
modo tradicional de investigacidn para dar mayor importahéia al
valor de las teorias y en particular al de las teorias formula-
das con la ayuda de las matemdticas. Siguiendo las normas marca
das por la fisica, ahora se comprende que el fin de la investi-
gacidén no es la acumulacidn de datos sind su comprensidn y que
ésta sSlo se obtiene arriesgando y desarrollando hipdtesis pre-
cisas, aunando a la observacidén y a la clasificacién la cons-
truccidn de sisfemas hipotético deductivos que puedan ser <on-
trastados con la eXxXperiencia.

Antes parecia que la’naturaleza tan compleja de 1los
seres vivos impedia su estudio con los mismos métodos rigurosos
que tan buen éxito han tenido en las ciencias fisicas. Este apa
rente abismo se ha reducido en gran parte; si a principios de
este siglo se'ccnsideraba que el cardcter del conocimiento en
‘las éreas de la vida tenia que ser mds primitivo y cualitativo,
en la actua;idad los fendmenos que atafien a los seres wvivientes

se han convertido en problemas suceptibles de ser estudiados



con la misma metodologia que antes era privativa de la fisica.

Desde los tiempos de AristSteles, los bidlogos han

estructurado su ciencia basdndose en lo que podriamos llamar el

método analitico-ordenador. Haciendo uso de este método, han

comparado, entre si y con restos fdsiles, los organismos y es-
tructuras exXistentes con el fin de hacer notorias las diferen-

cias y similaridades para establecer alguna clase de orden sis-
temdtico; de manera que el trabajo de investigacidn se reduce a

observar, describir y clasificar. Esta manera de proceder es

fundamental para la taxonomia y para la fisiologia comparada.
Ahora, dentro del campo de la biologia, se estd utili

zando cada vez mds el método analitico-causal de los fisicos,el

cual permite, a través de observaciones y experimentos, estruc-

turar modelos conceptuales que permitan establecer conecciones
causales (relaciones de causa-efecto) entre las diferentes par-

tes de un sistema viviente que puedan ayudar en la bisgueda de

un orden mds profundo.

En consecuencia, la idea muy difundida de que la dGni-

ca“rama de las matemdticas necesaria para el bidlogo (o el psi-

célogo o el socidlogo) es la est ica, estd pérdiéndo terre-

no. Antes la estadistica, cuyo aparato podia encubrir la pobre-

za conceptual de una investigacidn, se usaba al final para com-

primir y analizar los resultados de observaciones empiricas,

que muchas veces,por la falta de un marco tedrico adecuado, no

pasaban de ser s&lo una acumulacidén ciega de datos,Anora, sin

restarle utilidad al tratamiento e :stadistico, ‘se le da mds im-



portancia a las teorias generales y a los modelos tedricos es-
pecificos; se enfatiza la necesidad de una especulacidn exacta
sometida al control de la l6gica impuesta por modelos matem&ti-
cos.

En resumen, esta revolucidn en la metodologia de las
ciencias bioldgicas no es otra cosa mds que la adopcién del mé-
todo cientifico monopdlizado en otro tiempo por 1la fisica; 1la
tendencia actual es hacer ciencia tal como los f£isicos la han
hecho desde que Galileo introdujo el metodo experimental, o sea,
planteando cuestienes claras, imaginando modelos conceptuales
de las cosas, desarrollando hipdtesis con base en resultados ex~
perimentales limitados, proponiendo teorias e intentando siempre
justificar lo que se hace y lo que se piensa por medio de la 16~
gica, por medio de otras teorias o por medio de experiencias su-
geridas por las teorias.

La coincidencia en la metodalogia entre la fisica y
la biologia ha propiciado el interés de los fisicos por los
problemas bioldgicos, interés que se ha ido acentuando con la
aparicidén de un mayor nimero de punios de centacto entre las
dos ciencias. Los mismos éxitos obtenidos por la ffsica ( y 1a
quimica) hah permitido que la bioclogia pueda plantear ahora los
problemas dominantes de la ciencia natural en su conjunto, re-

.
tdndonos a comprender mejor el mundo en cque Vivimos y exigien-
do esfuerzos interdisciplinarios bien coordinados dentro de la
actividad cientfifica. Ademds, la formacidn académica y la larga

experiencia acumulada por la fisica, habilitan al fisico para



elaborar, discutir o aplicar modelos matemdticos destinados a
describir y comprender algiin fendmeno bioldgico.

Nadie mejor que el fisico conoce la importancia de
los modelos como representaciones ideales de la vasta comple-
jidad de los fendmenos naturales. Sin dnimo de ofender, se po-—
drfa decir que, al enfrentar un mismo problema, es casi inevi-
table una confrontacidén entre el fisico y el bidlogo, porque,
mientras que éste probablemente empezard por tomar en cuenta
todo el conjunto complejo de hechos observados, sin querer de-—
sechar nada, agqudél estard mds inclinzde a tomar sdlc unos cuan-
tos hechos, relevantes de acuerdo con su criterio, para buscar
un modelo idealizado suceptible de ser investigado teéricamente.
Claro que la actitud del bidlogo no es criticable, puesto que pa
rece natural para un cientifico observacional enlistar una gran
coleccién de datos pertinentes a cualquier formulacién tedrica
gue pretenda ser completa. Sin embargo,nadie sabe mejor que el
fisico que la conguista conceptual de la realidad, aunque.parez—
ca paraddjico, comienza por idealizaciones; sabe que para apre-
sar la realidad se comienza por escoger sdélo cierta intormacidn,
agregando después eleméntos hipotéticos con una intencién realis
ta para contruir un modelo gue permita ser insertado dentro de
una teoriay asqy obtener resultados que puedan ser confrontados
con hechos experimentales que provengan de la observacidn direc-
ta‘de la naturaleza o del laboratorio.

En el estudio del estado sdlido, por ejemplo, un cuer-

po cristalino( objeto real ) se visualiza como una red de centros



fijos (&tomos modelo) y un conjunto de esferitas rigidas (elec-
trones modelo) de carga negativa pasedndose entre los centros
fijos. Si se quiere insertar este objeto modelo en una teoria
es necesario atribuirle propiedades suceptibles de ser tratadas
por teorias: se supone que los centros fijos forman una red ri-
gida, que entre los electrones no existe ninguna clase de inter
accién y que la interaccidn electrones-red estd descrita por un
potencial periddico en el espacio y constante en el tiempo. De
esta manera el objeto modelo de un cristal puede ser tratado
tebéricamente por medio de la mecinica cudntica.Tendremos enton-
ces un modelo tedrico o modelo matemdtico de un cristal.

Naturalmente que, procediendo de esta manera, siempre
existe el riesgo de inventar propiedades falsas y de despreciar
muéhos de los rasgos del objeto real que pueden ser importantes;
sin embargo, no se puede proceder 'de otra manera, la mayoria de
las caracteristicas de las cosas estdn ocultas a nuestros senti-
dos y solamente los modelos nos dardn una imagen, aungue imper-
fecta, de lo real y si el modelo no incluye © no proporciona to-
dos los detalles que interesan ‘siempre existird, en principio,
la ﬁosibilidad de complicarlo. Por otro lado, sucede con mucha
frecuencia que ain los modelos mds simples posibles presentan
espantosas complicaciones matemi&ticas que conducen a la imposi-
bilidad de obteneg aproximaciones mds realistas.

En las cﬁgz}o dltimas secciones de este trabajo de te-
sis se abord?ré,un‘problema de suma importancia, tanto desde el
punto de vista ecoldgico como desde el punto de vista econémico,

®
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la explotaciédn racional de una poblacién de peces, especifica-
mente, la del atun aleta amarilla y la del barrilete en las a-
gﬁas tropicales del oceanc pacifico oriental. Ahi se veri que
del objeto real ( la poblacién de peces) se desprecian casi to-
das sus caracteristicas, tales como las edades y tamafios de los
individuos,para lograr un modelo muy simple e insertarlo en la
teoria de la dindmica poblacional. En lo que resta de esta sec-
cidn y en las que siguen hasta la nudmero 8, se bésquejaré par—
te del mérco tedrico necesario en el cual pueda introducirse un
problema particular como el mencionado arriba. Para comenzar se
>pondréh de manifiesto algunas caracteristicas de los modelos en
general.

La complejidad de los modelos puede ir desde la sim-
ple caja negra con terminales de entrada y salida, hasta la ca-
ja llena de mecanismos internos que tratan de explicar el com~
portamiento externo de la caja. En este udltimo caso hablamos de
una caja translﬁqida que solamente deja vislumbrar los mecanis-
mos ( una caja transparente dejaria ver los mecanismos con todo
detalle).

Como yé se menciond, la forma mds l6gica de proceder
en el modelaje seri empezar por el objeto modelo mds simple, a-
gregarle después una estructura sencilla y proseéuir con el pro-
ceso de complicaéién hasta llegar a explicar todo 1o que se quig
ra.

En los modelos de ‘caja negra ( algunas'vecesvse les

llama modelos empiricos) se tiene el propésito de describir, con



mayor o menor precisidn, las caracteristicas esenciales de la

relacidén existente entre los datos colectados de dos o més va-

riables, sin atender a los posibles mecanismos internos; son

una representacidn global del funcionamiento del sistema, mds
o menos como la idea que un nifio pusde tener de un aparato de

televisidén. En esta clase de modelos, se eliminan todos los fac

tores que influyen sobre la caja ( el sistema) excepto uno, al

cual se denomina "la entrada E", y se considera como importan-

te una itUnica propiedad influida por E y a la cual se denomina

" la salida s" (fig. 1).

Fig. 1. Caja negra.

La representacidn mds sencilla de un modelo de caja
negra es una tabla que muestre ‘las parejas de valores correspon
dientes de E y de S. Claro que esta manera de describir es muy
primitiva y poco econdmica, se logra una mejora definitiva si
uno es capaz de reemplazar la tabla por una férmula general que
enlace los dos conjuntos de valores {E} y is} .La férmula expre
sard de modo compacto la manera de comportarse del modelo, sin
expresar nada sobre los procesos internos que sucedieron en el

sistema real. Esta es una manera muy simple de representacidn
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que puede satisfacer temporalmente las necesidades del investi-

gador, sobre todo si son de orden priactico

Resulta entonces que la construccidn de modelos empi-

ricos se reduce a un problema de ajuste de curvas y, dentro del

rango para el cual se dispone de datos, su precisidn puede ser

incrementada tanto como se quiera con sdédlo aumentar el nidmero de

pardmetros arbitrarios gue deben ajustarse. Sin embargo, esto

no economiza esfuerzo y, como caracteristica de estos modelos,

los pardmetros para ajustar no son interpretables, dificilmen-
te se pueden identificar con cualesquiera de las propiedades

tangibles del sistema real. Por lo tanto, debido a su arbitra-

riedad y a la ausencia de una estructura intcrna, cualquier pre

diccidn del modelo,hecha fuera del rango de valores de las va-

riables que se utilizaron para el ajuste, resulta irreal o muy

riesgosa. Esta debilidad debe tomarse muy en serio cuando se

trata de modelos aplicables a problemas ecoldgicos, en especial
cuando deban hacerse predicciones relacionadas con administra-

cidén de recursos naturales o influencias ambientales ya que, con

frecuencia, involucran extrapolaciones fuera del rango de la ex-

periencia previa.
Si se piensa en la ley de radiacidn del

de Wien 0 en la que Planck dié a conocer inicialmente en Octu-

bre de 1900, deberdn considerarse como modelos de caja negra.

Tanto la de Wien,

b 1
1
U

alby/ AT)



como la de Planck,

by 1

R =
[ S
o (b /AT)_

(en las cuales 1la entrada E estd representada por la temperatu-—
ra absoluta T y la salida S, por la radiancia espectral RA Yy
por la longitud de onda X ) fueron estructuradas para que los
datos experimentales se ajustaran a ellas a través de los pard-
metros bl b bz. i
La actitud de Planck con respecto a su fdrmula ilustra
de una manera inmejorable la manera de proceder de un verdadero
investigador de la naturaleza. Aunque su férmula resultd ser muy
precisa en relacidn con los datos experimentales, este logro
de ninguna manera lo satisfizo; sabia queaqen la fisica,la ob-
tencidén de una fdérmula empirica que concuerde con los datos no
constituye un fin en si,pero que la mayoria de los problemas ma-
temiticamente dificiles se resuelven sélo cuando.se ha adivinado
la solucidn (claro que el método de Planck para encontra su fér-
mula no fue una completa adivinanza, existfan modelos tedéricos
que, aunque fallidos, lo guiaron en su trabajo). De manera gue,
para Planck, el problema de la radiacidn del cuerpo negro ain
subsistivia mientras no encontrara un mecanismo{ © mecanismos )
responsable del espectro de radiacién observado para todas las
temperaturas, o sea, mientras no pudiera sustituir el modelo de
caja negra ppr un modelo racional ( explicativ03 del cual, de
una manera natural, pudiera deducirse su fdérmula. De no conse-

guirlo, ésta no pasaria de ser una oscura curiosidad.
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Como es bien sabido, Planck tuvo éxito en la empresa.

Para hacer un objeto modelo de la cavidad radiante, considerd

que los dtomos de las paredes se compor taban como osciladores

drmonicos emitiendo y absorbiendo energia electromagnética. In-

sertd este objeto modelo en las teorias de la termodindmica, me

cdnica estadistica y electromagnetismo cldsicas y aventurando

la hipétesis adicional de que los osciladores sdlo podian absor

ber o emitir pagquetes o cuantos de energia, logrdé deducir la si

guiente expresién de la radiancia Ry, para la longitud de onda A

y cuando las paredes de la cavidad estdn a una temperatura T,

Ry = alihc? A
A= s CUrT - A

siendo ¢, la velocidad de la luz, k, la constante de Boltzman y

h, la constante que desde entonces se llama constante de Planck.

De esta manera los pdrametros b1 v b2 dejan de ser simples ajus-

tadores y su valor se deduce en forma natural de la teoria, en

funcidén de constantes universales,

2
b].= 27 he™ H by= hc/K

Con esto nos damos cuenta de que, en contraste con los

modelos de caja negra, los modelos de caja translicida o modelos

racionales tienen mayor nivel de estructuracidn y resultan menos
arbitrarios; estdn basados no solamente sobre datos experimenta-

les u observacionales sindé gue, ademds, consideran diversos mo-

dos con los que las diferentes componenetes del sistema real pue

den operar. En la caja negra se tienen variables de entrada y de

salida solamente, en la caja translhicida se tendrdn un tercer ti
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po de variables I que especifican el estado interno del sistema.
Y es asi como, aventurando hipdtesis razonables sobre las varia-
bles internas I de mayor significacidn que deben ser escogidas,
se construyen modelos racionales en los que dichas variables se
prestan para interpretarse o identificarse con caracteristicas
del sistema real.
Sin embargo. puede suceder que el funcionamiento de

una caja negra pueda ser explicado por diferentes hipdtesis re-
lativas a los mecanismos internos, por ejemplo, sabemos que en

la época de Newton los fendmenos de la reflexidén y la refraccddn
de la luz podian ser explicados tanto por un modelo corpuscular

como por un modelo ondulatorio de la luz. Y sabemos que esta am-
bigiiedad, que a primera vista podria considerarse como un defec-
to, en realidad constituye una virtud puesto que de ella se ge-
nera una mayor riqueza conceptual que a la larga puede llevar a
la creacidn de teorias generales y al descubrimiento de leyes na
turales.

Adem&s, existen ciertas exigencias que reducen el ni-
mero de modelos que puedan existir para explicar un mismo siste-
ma real. Si surgen varios modelos explicativos cuando se trata
de ir mds alld de la conducta externa del sistema, bacados en di-
ferentes hipdtesis sobre los mecanismos ccultos, sélo se conside-
rard confirmado aquél que llene ciertos requisistos : en primer
lugar, que de él1 pueda derivarse cl funcionamiento observado, es
decir, la conducta exterior del sistema; después, que prediga

hechos nuevos, o sea, que su poder predictivo se proyecte més
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alld del rango establecido por la caja negra; Yy, como tercer re-
guisito, que no entre en contradiccidn con otras teorias y leyes
bien establecidas.( .Este dltimo requisito solamente se les dis-
pensa a los genios revoiucionadores de la ciencia, por ejemplo,

Einstein).

For dltimo, para terminar esta seccidn sobre las genge
ralidades del modelaje, cabe mencionar los tipos de probtemas
que enfrentan los modeladores o los usuarios de los modelos. En

forma simbélica, para cualquier modelo, puede escribirse

S =M E
en donde E eos la entrada, S la salida y M compendia las propie-
dades internas o mecanismos del sistema.

En el modelo de caja negra la M se deja sin especificar; consti
tuye solamente un operadorlfuncional que convierte las E en S.
Por otro lado, en los modelos de caja transldcida o racionales
o explieativos, la M se refigre a la estructura interna y compo
sicidn de la caja; repreceontard el engranaje responsable de la
conducta externa observable.

Con esta sencilla notacidn simbdlica pueden apreciar-
se claramente los tipos de problema con los que puzde enfrentgr—
se un investigador:

a) el problema de la prediccidn: dadas.E y M encontrar S,

b} el problema de las causas: dadas M y S encontrar E, y

c) el problema de la explicacidn: dadas E y S encontrar M.
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Los investigadores gue unicamente son usuarios de los
modelos ya estructurados o que tratan de valorarlos, se enfren-

tan a los problemas del tipo a) y/c b). En cambio, los modelado
res, los hacedores de teorias,se enfrentan con el problema c),

mucho mas dificil, puesto que el mecanismo de enlace <ntre E vy

S requiere de mucha mds imaginacién. Ninguna tabla de datos de

doble columna E-S sefiala, sin ambigliedades, el mecanismo simbo-

lizado por M, estd oculto a nuestros sentidos y, por consiguien

te es necesario inventarlo.

En resumen, dado un sistema para su estudio, se pue-

den propowne v varios tipos de modelo: modelos de caja negra,ca-

jas transldcidas con diferentes mecanismos internos, cajas de-~

terministicas o cajas estocisticas, cajas de un sé&lo nivel(por
ejemplo, fisiceo) o cajas de varios niveles ( por ejemplo, fisi-

co y bioldgico ) etc. Para elegir alguno de ellos,

1

el investiga:
dor debe plantear claramente sus objetivos;

para obtener prove-
cho prédctico del sistema puede bastar con un modelo de caja ne-
gra, pero si el interés recde en la comprensidén del funciona--
miemto para tratar de dominarlé o modificarlo, ent
dr&n que escoger modelos con mucha mds profundidad tedrica. Al
investigador le toca decidir entre el conocimiento superficial
gue describe, o incluso predice la conducta del sistema,o el co-=
nocimiento explicativo con capacidad para prever efectos nuevos

y, muchas veces, insospechados.
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SECCION 2

MODELOS DE POBLACION PARA UNA ESPECIE. EL COEFICIENTE DE EXPAN-

SION CUBICA Y LA TASA INTRINSECA DE CRECIMIENTO. CRECIMIENTO Y

DECAIMIENTO EXPONENCIAL.

El estudio de las interacciones de los organismos vi-
vientes con su ambiente natural o experimental ha logrado avan-

ces notorios durante el presente siglo. En la actualidad, el es

tudio de un organismo animal o vegetal ya no se limita a las

descripciones morfoldgicas, anatdémicas y fisioldgicas aunadas

a cierta cantidad de datos referentes a sus hdbitos; ahora se
ambiciona comprender aspectos mds complejos y dindmicos de la

vida del organismo. Se trata de encontrar y cuantificar las in-
fluencias externas emanadas de sus condiciones de vida y sus re
acciones ante ellas; uh problema ques resulta ser sumamente Aifi
cil porgiue es un hecho gue, ademds de los factores fisicos del

ambiente, un organismo se ve afectado per una multitud de otros
organismos, en una convivencia caracterizada por una gran canti
dad de relaciones mituas de extrema complejidad.

Este estudio de las estructuras complejas de organis-—
mos intérrelacionados constituyve el campo de investigacion de 1la
écologia ¥ en el gue queda incluido la dinamica de poblaciones.
El antiguo concepto de " la lucha por la existencia " estd sien-

do sustituido por el de " dindmica de poblaciones " dentro de la:

cual se estudian las condiciones de equilibrio para especies in-
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teractuantes, basdndose en el hecho de que ninguna especie pue-
de crecer, ni mucho menos desaparecér, sin afectar a todas las
demds; en su medio natural, las especies alcanzan, generalmente,
cierto grado de equilibrio, ya que seria de muy escaso valor pa
ra un individuo o para una especie lograr su florecimiento a cgs
ta del exterminio de los demds.

Este tipo de estudios ha contribuido significativamen
te a introducir, cada vez mds, las metemdticas y la fisica en
las investigaciones biolégicas destinadas a la btsqueda de mo-
delos matemdticos que sean capaces de capturar las caracteristi-
cas esenciales de la dindmica de las poblaciones animales y ve-
getales influenciadas por los fendmenos fisicos gue gue ocurren
en su ambiente. Algunos de estos modelos describen sistemas es-
pecificos de una manera muy detallada, mientras que otros se in-
teresan por cuestiones generales gque tratan de una maneré mds o
menos abstracta. Sin embargo, todos comparten el propdsito comin
de ayudar a construir un amplio marco de referencia tedrico gque
sirva para ordenar todo el ciimulo de observaciones hechas en el
campo y en el laboratorio, pueéto que, como se anotd en la pri-
ra seccidn de este trabajo de tesis, no basta con la observacién
y la clasificacién, hay que agregar la construccién de modelo hi
potético deductivos gue puedan ser contrastados con la experien-
cia.

Al abordar esta empresa hay gue comenzar por-lo més
sencillo; auhque sabemos que los individuos de una poblacidn de-

ben interaccionar entre ellos mismos por sus fuentes de alimen-
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tacibén, con otras poblaciones que compiten por las mismas fuen-

tes de alimentacidn,y con sus depfedadores, de manera gque resul-
ta dificil que existan especies aisladas en la naturaleza, el
tratamiento matemdtico de la dindmica de poblaciones se empie-—
za con modelos para una sdla eppecie.

Muchas poblaciones aisladas en el laboratorio y cuida
dosamente mantenidas en condiciones ambientales controladas, se
comportan de acuerdo con el tipo de modelos para una sdéla espe-
cie, sin embargo, es claro que se encuentran en una situacién
idealizada con respecto al ambiente natural del que proceden.

El problema, planteado en términos generales, consis-
te en describir el comportamiento de una funcidn ‘del tiempo, N,
que representa el nimero de individuos de una poblacidén o su
biomasa. Para introducirnos en el problema vamos a considerar
ja définicidn de una cantidad tomada de la fisica.

En el estudio de las propiedades termodindmicas de la
materia, uno de los pardmetros importantes involucrado en el
comportamiento macroscdpico de las sustancias, es el llamado
"coeficiente de expansidn cidbica"”. La mayorfia de los materiales
sufren un aumento de volumen cuando se les aumenta la temperatu
ra a presidn constante.Para un aumento AT en la temperatura, el
aumento AV del volumen serd mayor mientras mayor sea el volumen
V de la sustancia con el gue se inicia la dilatacién. Por ejem—
ple, para un AT = 10 K, se obtendrid un AV mayor si se comienza

. < 3
con un V = 1 m” que si se comienza con un V = 1 cm”~. Por lo tan

to, para caracterizar la expansividad de una sustancia, se busca
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una cantidad que sea independiente del volumen inicial, por lo
tanto, se toma la fraccion AV/V, es decir, la fraccidén de V que
representa AV. Si, por ejemplo, V= 5 m3 y AV= 0.2 m3, resulta
AV/V = 1/25, o sea qQue AV es 1/25 de V. Por dltimo, como la
fraccidn AV/V corresponde a un aumento de temperatﬁra AT, se de
fine el coeficiente de eXpansidn cilbica medio, como dicha frac-
cidén por unidad de aumento en la temperatura. En simbolos, si

B representa el coeficiente de expansidn ciibica medio, entonces

por definicidn,

= _ av/v

B = =47

- 1l AV s =

B = 5 4% ( a presidn constante)

Y como se trata de variables continuas, se puede tomar el 1li-
- mite cuando T tiende a cero para definir el coeficiente de ex-

pansidén cibica “verdadero" o "instantdneo"

av
aT

w
it
&=

(a presidén constante)
(Con estricto apego a la notacidén matemdtica, la derivada %%
se debe escribir %%, para indicar que se trata de una deriva-
da parcial).

‘ Entonces, haciendo una comparacién un tanto simplista
se puede decir que el crecimiento de una poblacion de organis-
vivos constituye una especie de expansidn y que para caracteri-

zar el grado de expansividad de una poblacidén se hace necesario
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definir un coeficiente similar al coeficiente de expansidn ciibi-
ca de los materiales.

Si N representa el numero de individuos de una pobla-
cidén en cierto instante t y si al final de cierto intervalo de
tiempo At (iniciado en t), el numero de individuos ha aumentado
cierta cantidad AN, parece razonable suponer que mientras mayor
sea aquel nimero N de individuos presentes al inicio del inter-
valo de tiempo, mayor serd el aumento AN gue se alcance al final
del intervalo. Entonces, procediendo en una forma similar a co-
mo se hizo para el coeficiente de expansidén cubica, se calcula
la fraccidn AN/N, es decir, se busca la fraccion de N que repre
senta AN, y se define la " tasa intrinseca de crecimiento " pro
medio; como dicha fraccidn por unidad de tiempo. En simbolos, si
;'representa la tasa de crecimiento promedio, entonces, por de-

£inicidn,

a1}
1

L]
it
2=
|

En situaciones en las gue existe un completo traslapamiento de
generaciones (en la poblacidén humana, por ejemplo), el crecimieﬂ
to puede ser considerado como un proceso continuo que puede ser
descrito, matemdticamente,con el uso de funciones continuas, lo
cual permite la introduccidn de ecuaciones diferenciales. En es-

te caso, la tasa intrinseca de crecimiento queda definida por



"
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2=
|

gt (en ambiente constante)

El modelo para una especie mids sencillo surge, entonces, al con
siderar que la tasa intrinseca de crecimiento es una constante,
sin hacer ninguna consideracidén sobre los mecanismos internos

que puedan existir en la poblacidn. Resulta asi que

ﬂﬂ
2

= rN (r, constante)

con la condicién inicial de que en t =0, N = N representa,co-

o
mo ya se dijo, el modelo matemdtico mds sencillo de la dind&mica
de poblacién. La solucidn de la ecuacidn diferencial, o sea, la
la expresién para N en funcidn de t, es muy fdcil de éncontrar
(véase el apéndice I). La solucidn es

- rt
N = N_e ceseacecnsserasas (1)

siendo No la poblacion inicial, es decir, el numero de indivi-
duos que existian en el instante en el que se comenzdé a contar
‘el tiempo (t = 0).

Si en una poblacidén ocurren nacimientos y muertes, con
una tasa de patalidad n (constante) y una tasa de mortalidad m
(constante), entonces la tasa intrfnseca de crecimiento r, o me-

jor dicho para este caso, la tasa intrinseca de cambio de la po-



- m, y se tendria que

r>0 sin>m; r=0 si n=m; r<0 si n<mn
v el comportamiento de la solucidn (1) dependerd del signo de r.
Si r es positiva, N es una funcion de crecimiento continuo e ili

mitado en el transcurso del tiempo ( en adelante a este tipo de

crecimiento lo llamaremos " crecimiento exponencial puro " ).

Si r es cero, N se mantiene constante en el valor N° en todo

instante (e© = 1).

Si r es negativa se tiene una N que decrece continuamente, acer

cAndose asintdticamente a cero a medida que el tiempo crece

( llamaremos a este proceso un " decaimiento exponencial puro ").
Los tres comportamientos seflalados se muestran gréfi—

camente en la figura 2.

2

N r>0
r«?

[¢]

3 t
Fig.2. Comportamiento de  la funcidn

N=N T et
o

Si se considerara constante el coeficiente de expan-
sién cidbica de una sustancia y se empezara la dilatacidn con un

.
volumen Vo a una temeperatura To' entonces, a presion constante



-23-

el volumen variaria con la temperatura siguiendo una férmula si

milar a la (1), o sea,

vV = VoeB(T—To) (a presidén constante)

Y tendriamos, con una B constante positiva, un volumen que au-

mentaria indefinidamente al incrementarse la temperatura. Este

compor tamiento, a todas luces irreal, es una consecuencia de la

sencillez del modelo al no tomar en cuenta la estructura interna
de la materia; un sdlido se fundird antes de gue logre expandix
se una cantidad considerable y un liguido se evaporarda. Y, como
se sabe, ni siquiera con los gases ideales funciona el modelo,
puesto que la relacidn entre el volumen y' la temperatura, a pre
sidn constante, estid dada por 1la ecuacidn lineal

\'4

=]
V=T
To

Lo que sucede, a fin de cuentas, es que el coeficien-
te de expansidén cidbica debe considerarse como una funcion de 1la
presién y de la temperatura, B=f(p,T), vy, en principio, se po~
drian buscar ecuaciones de estado para diferentes materiales a
Presidn constante proponiendo diferentes funciones para B y re-
solviendo la ecuacidn diferencia

%% = VE£(p,T) (con p constante)
Algo similar sucede con el problema de la poblacidn N;
también resulta irreal una tasa intrinseca de crecimiento cons-
tante para poblaciones en ambientes naturales. Para que se diera

un crec¢imiento exponencial puro tendriamos gque imaginar una po-



blacién en la que:

a) todos los individuos fueran idénticos en todos los aspectos,

b) todos los individuos vivieran para siempre,

c) los organismos no interfirieran entre si,

4a)

Yy
en la que el ambiente fuera tal que proporcionara espacio y
recursos suficientes para mantener a todos los individuos.

Las condiciones mencionadas pueden establecerse en el
laboratorio para el caso de poblaciones de microorganismos re-
prodgciéndose en cultivos adecuados, pero, parece ser gque, ni
aiin asi resultan completamente ajustables al modelo de crecimien
to exponencial puro.

Sin embargo, las criticas al modelo son validas cuando
se considera que el dominio de la variable independiente va desde
el instante t=0 hasta t=00 ( y en el caso del coeficiente de ex-
pansion cidbica, desde la temperatura T=T, hasta T=o0), y debe
puntualizarse que, antes de condenar al modelo por inexXacto e
irreal, el crecimiento exponencial puro describe con buena apro-
ximacidn el comportamiento de ciertas poblaciones dentro de in-
tervalos de tiempo relativamente cortos. Por ejemplo, la pobla-
cidén de los Estados Unidos desde el afio 1790 hasta el afio 1860.
(véase el apendice II).

En forma similar, el coeficiente de expansidén cdbica,
dentro de rangos pequeiios de temperatura, permanece précticamen—
te con un valor constante y, dentro de dichos rangos,el modelo
deséribiré,con bastante buena aproximacidén, los aumentos de vo-

lumen del material en estudio.



SECCION 3

EL MODELO LOGISTICO.DETERMINACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION

DIFERENCIAL LOGISTICA SIN RECURRIR A METODOS DE INTEGRACION.

Entre las suposiones,referentes a las caracteristicas
de la poblacidn y del ambiente,que hace el modelo de crecimien-
to exponencial puro, se encuentran la de no interferencia entre
los individuos de la poblacidn y la de recursos ilimitados en
el ambiente para sostener cualquier tamafio de poblacidn.

Como las suposiciones mencionadas no son muy realis-
tas, un modelo mejorado debe tomar en cuenta que cada especie
habita ambientes restfingidos,con un espacio limitado y con una
cantidad finita de recursos para sostener solamente a cierto nd
meroc mdximo de individuos. Es decir, un modelo mejoradoc debe in
cluir en su estructura cierta " capacidad de sostén " del medio
que constituya una cota superior para el ndimero de individuos
que puedan existir o sostenerse con los recursos a su alcance.

Para logar lo anterior, se debe considerar que la ta-
sa intrinseca de crecimiento debe ser una funcion del numeroc de

individuos de la poblacidn, es decir,

1 aN _
NGt = £(N)

[ad

y que dicha tasa debe ir disminuyendo a medida que numero N se
vaya acercando a la capacidad de sostén'ddl medio. En otras pa-

labras debe pedirse que la funcidn £(N) .sea decragiente,-
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Haciédndole caso a la mdxima: "primero linealiza y des-
pués averigiias”, el modelo que seguiria en complicacidn, con
respecto al del crecimiento exponencial puro, serd aguel en el
cual se considere que £(N) es la funcidn decreciente mds senci-
lla, o sea, una recta de pendiente negativa. Por lo tanto, se

propone
£(N) = a - DN

dando lugar a la ecuacion diferencial

1 dN _
§ge =" PN
que también se puede escribir
anN
4t = N(a-bN) P -3

La ecuacion diferencial (2) constituye lo que se lla-
ma el "modelo logistico” de crecimiento.

Para poner de manifiesto que el modelo logistico in-
cluye en su estructura una capacidad de sosten del medio, para
establecer la ecuacion (2) se puede razonar de la siguiente ma-
nera:

En un principio, como enelcaso del crecimiento exponencial puro,
mientras mayor sea N, mayor serd el crecimiento de la poblacién
( habrd mds hijos mientras mayor sea el numeroc de padres). Sin
embargo, en un ambiente restringido gque solamente puede soste-
ner un numero limitado de individuos, la poblacion crecerd mis
ridpido cuando el nimero de individuos presentes esté lejos del

£ . : : : . g N
limite permitido por el ambiente, es decir, cuando todavia exis-
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ta mucho espacio vital por ocupar: pero, a medida que la pobla-
cidn aumenta de tamafio dicho espacio se va reduciendo, propi-
cidndose una mayor competencia entre los individuos por los re-
cursos limitados del medio; esto hara mds dura " la lucha por
la existencia" y en consecuencia,la rapidez de crecimiento de
la poblacidn se verd disminuida.

Por lo tanto, el modelo_}ogistico propone gque la ra-—
pidez de crecimiento (g%) de la poblacidn sea proporcional tan-
to al ndmero de individuos presentes, como al porcentaje de es-
pacio vital que todavia cctdéd disponible para ser ocupado.

Si K representa el numero mdximo de‘individuos que
pueden ser sostenidos por el medio y si, en cierto momento, el
tamafio de la poblacién es N, la fraccidn de espacio todavia por
ocupar serd

K- N
K

por ejemplo, si el ambiente solamente puede sostener 1000 indi-

viduos y, en cierto momento, existen 300, se tendra

X ; N _ 1000 -~ 300 . 0.7

lo cual significa gue existe todavia el 70% de espacio vital por

‘ocupar.
daN .
Entonces, el modelo propone gue dt sea proporcional
‘a Ny = k-n, Llamando~-a : a la constante de proporcionali-

K
dad, se obtiene,

aN _ (KN
a-E_aN(K)
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gue también se puede escribir como

aN _ - 2
at = N(a K N)
que es lo mismo que
dN _ _ =2
at = N(a bN) (con K = 5 )

La ecuacidn diferencial logistica puede ser integra-
da recurriendo al método de fracciones parciales, sin embargo,
su solucidn puede ser encontrada por medio de un andlisis mate-
matico de la propia ecuacidn diferencial.

En primer lugar, la solucion N(t) la consideraremos
como una funcidn continua y, por lo que representa,univalente,
o sea, que a cada instante t le debe corresponder uno y sdélo
uno valor de N. Aceptando estas condiciones, existird la funcién

inversa t(N) que debera cumplir con la ecuacién

1

- e B R & 3

%m
Z|et

gue no es otra cosa que la inversa de la ecuacidn logistica (2).

Examinando la ecuacidén (3) en la forma

1
Nb(% - N

ac _
an

puede verse que se cumplen los siguienties limites

Lim(At/AN) = 4+ @ seveneen..(i)
N=» OF

Lim(dt/dN)
N—(a/b)”

ceveecaaaaid)

0
+
8
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Lim(dt/dAN) = - ® ~ .ecaocaa..{iii)
N> (a/B)7F

Lim(dt/dN) = O ceecaneaa(iv)
N =+ 00

En el limite (i) ,N se aproxima a cero por la derecha, es decir,
con valores en los que N se mantiene siempre mayor que cero y,en
consecuencia, (dt/dN) aumenta indefinidamente .............. [

En el limite (ii), N se aproxima al valor (a/b) por la izquier-

da, es decir, con valores que mantienen a N<(a/b), lo cual hace
que (dt/dAN) crezca sin limite......veaeeeae Cececeare e e ne e "
En el limite (iii), N se acerca al valor (a/b) por la derecha,

es decir, manteniéndose N> (a/b). En este casoc (dt/dN) disminu~
yve sin limite; (dt/dN)< 0 y su valor absoluto aumenta sin limite.
En el limite (iv), N se hace, positivamente, cada vez mds grande
vy, en consecuencia, (dt/dN) se hace cada vez mds proxima a cero

manteniéndose siempre negativa.

Por dltimo, derivando la expresidén para dt/dN dada por

(3), con respecto a N, se obtiene 1la 2a. derivada
a?c 2N - a

an?  [w(a-bn)]?
Esta segunda derivada es igual a cero, cuando el numerador es cg

ro, o sea, cuando

N = %(a/b)

para este valor, y tomando en cuenta los limites (i) y (ii), 1a

funcién dt/dN debe tener un minimo en el intervalo (0, %), de N.
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El valor de dicho minimo es

t

gle

= 4
22

R 3 ]
que se obtiene sustituyendo el valor correspondiente de N en la
ecuacidn (3).

Con toda esta informacidn obtenida analizando la ecua
cion diferencial (3},

se puede hacer un bosquejo de la grdfica
dt/dN contra N, que se muestra en la fig.

at

dn

3.

at _
dN = N(a - bN)

Fig. 3.~ Bosggejo.de-1avgréfica,de la _funcidén
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Si se toma en cuenta la parte de la grdfica correspondiente a
valores negativos de N, resulta ser simétrica con respecto a la
linea vertical N = %(a/b).

Con la informacidén contenida en la grdfica de la fig.

3, se puede, ahora, encontrar las caracteristicas de la funcidén
dt

t(N). De acuerdo con el comportamiento de N Se Ve que:

a)
t(N) es creciente para valores de N en el intervalo (0,%)
.porque %§>0, en dicho intervalo.Y debe ser mondtonamente
creciente, ya que,en todo el intervalo g% # 0.

b)
t(N) tiene un punto de inflexidn en N = %(a/b), porque para
ese valor g% tiene un punto critico ( un minimo) en el gue
dzt Y.
— = 0.
danN

c)
t(N) es cdncava hacia abajo para valores de N eﬂ el interva-
lo (O,% %), porque g% es decreciente en ese intervalo.Y es
céncava hacia arriba para ;alores de N en el intervalo
(% %, %), porque %ﬁ es creciente en dicho intervalo.

d)
t(N) es mondtonamente decreciente para N en el intervalo
(%, o0), porque %£<() en ese intervalo.

e)

t(N) debe tender hacia una tangente vertical, a medida que

N se acerque al valor % , tanto por la derecha como por la
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izquierda,ya que, en ambos casos, el valor absoluto de gﬁ
crece sin limite.
£)
Por su significado fisico, el tiempo, t{(N) siempre es positi
va.

Tomando en cuenta toda esta informacidén, la grdfica

t(N) contra N debe ser del tipo mostrado en la fig. 4.

\

§
i
At(N) i
° ]
|
|
i
i
1
i
[
§
(|
f 3
i ’
i i
L]
i ! \
//( L [) N
9 ] - a7b O ’
o 1 N
S Z(asp) °© “%\‘
. Seea
: (Las puntas de flecha indican el sentido de 1la
a variacidn de los valores de N a Tedida gque t
L
. crece).
-
4
Fig. 4.- Comportamiento de la funcidén t{(N) due cumple con

. o s . dt 1 .
la ecuacion diferencial an = N(a - o)
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Para valores de N en el intervalo (o, 5 %), la forma

de t(N) sugiere el uso de la funcidén
T(N) = Ln(N/No)

2
due siempre es concava hacia abajo (g—%
anN

- L) (ver fig. s).
N

Para valores de N comprendidos en (

N
ol

a
R b)' la forma
de t(N) sugiere el uso de la funcidn

T'(N) = Ln T;-—I—ASN_)_

que siempre es concava hacia arriba porque su segunda derivada
a?rr _ __ p?
a n°

siempre es positiva. Ademds,

. 1 .
Lim Ln TEEN T = ™ (Ver fig. 5{.

Nata/p)t

AT (N A

/

T'(N)

— o ——

u[z
-4

/"

A o

FPig.5.~ Grafica de la funcidp
T(N) = Ln (N/N_}

Fig.6.~ Grdfica de la funcidn

T*'{N)= Ln TE“%—EE)
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Para formar una curva suave con T y T',se deben unir
en un punto en donde ambas funciones tengan tangentes de igual

pendiente, es decir una N en la cual,

ar _ 4t
dN anN
igualdad que es egquivalente a,
1i_ _ b
N = (a-bN)

y que, resolviendo para N, da como resultado,

N = %(a/b) (punto de inflexidn)
Como para este valor de N, T y T' no son iguales, habrd que a-
gregar una constante C,a cualquiera de las dos funciones, cuyo
valor haga que T y T' coincidan en N = %(a/b).Escogiendo aT'

para agregar la constante, se tendr4,
T(N) = Ln(N/N_) ... .......(5)

TUN)= Lo 3 gy * € .....(6)

Por lo tanto, 1la unidn de T y T tendra todas las caracteristi-

v
i

cas cualitativas de t(N) mostradas en la grafic o la fig.4.

Por ultimo, para encontrar la expresidn algebrdica
para t(N), se tomard en cuenta una propiedad de las funciones
componentés:: T y T'. Si se iguala a cero la suma de las segun-
das derivadas de T y T' con respecto a N, se obtiene la misma
relacidn gue cuando se igualan las primeras derivadas, es decir,
d—z (T'+T') =0

an?
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y la igualdad,

dr _ 4T’
dN ~ 4N

son equivalentes para valores positivos de N. Lo cual se puede

comprobar derivando las expresiones (5) y (6):

T

ar _ 1 ar'__b______
dN = N Y dn =~ Ta - BNM)
igualdndolas se obtiene
i___b
N (a - DbN)
que se satisface para N = %(a/b).Por otro lado, se tiene que
2 2
L tmrr) = - & 4 b 5 =0
daN N . (a - bN)

relacidén que es equivalente tambien a,

i_ __ b
N ~ (a - bN)

Lo anterior tiene como consecuencia gue la funcidn

F(N) = T + T'
tiene un punto de inflexidn en el sitio exacto en donde se nece-
sita, ademds de que conserva todas las demas caracteristicas cua
litativas gue debe tener t(N).
Ahora sélo falta un 1iltimo ajuste para identificar
t{(N) con F(N). En la fig. 3 se observa que, en N = %(a/b), el
4aT

-valor de N - ©s igual a 4b/a2 , mientras que

gF _gT &t _ 1, __b
dN ~ AN dN N {(a - bN)

tiene el valor,
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4F _ 4b

1
aN = & cuando N = E(a/b)

Entonces, para que las derivadas sean iguales, lo dnico que hay
que hacer es multiplicar F(N) por la constante l/a.

En conclusidn, la funcion t(N) buscada como solucidn
de la ecuacidn diferencial

at _ __ 1
dN - N{(a - bN)

debe ser 1la funciéh,
t(N)=

[0

(T + 7))

t(N)=

[0

1
[Ln(N/N°)+ an) + C]

lo cual se puede comprobar haciendo la derivada

|

at _ 111 _ b _ 1 a-bN+bN
~ a |N (a—bN) |~ @ N(a-bN)

t 2

g o

1
N(a - bN)

Escribiendo la constante C como Ln C, y usando la propiedad de
qgue la suma de logaritmos es igual al producto de los ntmeros
correspondientes, resulta

t{N) = —i—(-Ln ﬁ:%%my)
Yy para gue t(Né) = 0, la constante C de la expresion anterior
debe ser, C = (a - bNo).

La expresién final para“-la funcidn buscada- t{N) sera entonces:

€(N) = L(nn Nla-bNg

a Nola—pr
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La solucidn N(t) de la ecuacidn logistica serd,enton-

N(t) = —a/b [ (7)

a —at
1+ ('};ﬁ; - l)e

que se obtiene despejando la N de la expresidn para t(N).

La grdfica de la funcion N(t) se obtiene de la grafi-

ca mostrada en la fig. 4, haciendo que el eje t sea horizontal

y el eje N vertical,( fig. 7).

N\N

(ed o

No

) " - > ¢
Fig. 7.- Grdfica de la solucidn de la ecuacion logistica

dada por la ecuacidn (7).
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En la grdfica de la fig. 7 se observa que 1la solucidn
dada por la ecuacidén {7) incluye 3 casos. Para una poblacion
inicial Né:>a/b, la solucidn es monotonamente decreciente, con-
cava hacia arriba (no hay puntos de inflexidn) y que se aproxi
ma asintdticamente al valor N = a/b, a medida gue t aumenta....
Para una poblacidn inicial No= a/b, la solucion es la recta ho-
rizontal N = a/b.La poblacidén se mantiene constante todo el
- = 1}
Para una poblacidn inicial Non:a/b, la solucion es la curva en
forma de S, con un punto de infiexidn en N = %(a/b), que se
acerca asintdéticamente al valor N = a/b. Si la poblacidn inicial
estuviera entre %(a/b) y a/b, no habria punto de inflexidn; la
solucidn seria la parte concava hacia abajo de la curva en for-
de S.

En conclusidn, el modelo logistico resulta ser el mo-
delo de poblacidn més sencillo que toma en cuenta efectos de
competencia, postulando una poblacidn denso-dependiente. Su es—
tructura bdsica es una tasa intrinseca de crecimiento con una
retroalimentacidn dependiente de la densidad que representa la
competencia por una cantidad fija de recursos del medio.

Algunas especies de microorganismos, estudiadas bajo
las condiciones controladas de un laboratorio, colocadas en un
medio limitado se ajustan bastante bien a un crecimiento pobla-
cional logistico. Tambien la poblaci&h humana de los Estados
Unidos, entre los afios de 1790 a 1950, siguié un crecimiento
que se ajusta a una curva 1ogi5tica en forma de S.{(Vease el

apendice III).
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Los principales defectos ( suposiciones irreales) del
.~ modelo logistico y que dan lugar a las criticas que se le hacen
son, principalmente :
a) El efecto de afiadir un individuo més a la poblacioﬁ es el mis
mo ,independientemente de la densidad, es decir, sin importar si
son pocos o muchos los individuos ya presentes.Cada individuo
afiadido hace decrecer la tasa intrinseca de crecimiento en la

misma cantidad. Si ila ecuacidn diferencial logistica se escribe

1 4N
Wag - @~ B
se nota que a - bN es una recta de pendicnte negativa -b, por

lo tanto, por cada individuo afiadido a 1ld N, la tasa de cre-

cimiento % %% decrece b unidades, como se muestra en la si-

guiente figura, (fig. 8)

AL dH
N4 En términos de la capaci-
o dad de sosten K = a/b, la
recta tiene como ecuacidn
w—Tecta, a - DbN : (a - % N),con pendiente ne-
! gativa -~ %, de manera que
por cada individuo anadi-
A do, 1la disminucich es - %
o Fig. 8. - a/b N

b) La tasa de crecimiento mdximo, representada por la letra a, y
la capacidad de sostén del medio K = a/b, son constantes.,.,...
Esta consideracidn falla sobre todo con la K. La capacidad de

sostén es un paridmetro extremadamente complicado en la realidad;
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es una cantidad gue incluye recursos del medio, renovables y no
renovables, asi como efectos atribuibles a otras especies compe
tidoras y/o depredadoras. Todos estos factores inducen una gran
variabilidad en la K, tanto de lugar en lugar, como de tiempo
€N LieMPO. ce i omanecincssosocsvasoanaossscssasasnnsessssasssansisca
¢) La tasa de crecimiento responde instdntaneamente a las varia
ciones de la poblacidn, es decir, no hay retrasos. En la reali-
dad los retrasos entre causa y efecto son inevitables.Por ejem-
plo, si una especie se reproduce sélo en intervalos de tiempo
discretos, los efectos de la competencia se dejaran sentir so-
bre la natalidad hasta la siguiente época de apareamiento; si
una poblacién explota un recurso que se va agotando, en subse-
cuentes poblaciones aparecerd un retraso de acuerdo con el lap-
so de recuperacidn del recurso. Estos retrasos afectan la esta-
bilidad de las poblaciones y deben ser incluidos en los modelos.
d) El aumento en la densidad de la poblacidén afecta por igual a
todos los individuos sin importar edades. En la mayoria de los

A e
la densidad p

o
Toaw

casos se ha observado que las variaciones e
cen diferentes respuestas en los grupos de diferente edad. Por
ejemplo, en algunas especies, una mayor densidad poblacional
puede afectar mds a las larvas que a los adultos o viceve;sa.
Existen casos en los gue un incremento en la densidad inhibe el
desarfollo de las larvas y existen otros en los que afecta la ca
pacidad reproductiva de los adultos.

Todas estas fallas pueden ser subsanadas en modelos

mids realistas; un modelo que las corrigiera todas se volveria
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matemdticamente muy complicado y quizd, hasta inmanejable. Por
esto, algunos modelos corrigen algunas de las fallas y otros
otras, de acuerdo con los intereses del modelador. Por ejemplo,
para incluir implfcitamente los retrasos, los modelos pueden es
tructurarse con base en ecuaciones de diferencias finitas dejan
do de lade las ecuaciones diferenciales. Un modelo de este tipo
es el representado por la ecuacion,

rN

t
- a
(1 + bN)

Nep1 =

que supone generaciones discretas, es decir, el tiempo (varia-
ble independiente) varia a saltos y no en forma continua. De es-
ta manera, lo gue pasa en la generacion al tiempo t, se manifies
ta s8lo hasta la generacidn al tiempo t+1.

Tambien hay modelos estocdsticos que toman en cuenta la
variabilidad de la capacidad de sosten causada por los cambios
aleatorios de las condiciones ambientales y modelos que inclu-
yven la competencia y la depredacion entre especies, 1lo0s cuales
son descritos por sistemas de écuaciones diferenciales o de di-

ferencias finitas.
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SECCION 4

INTERACCION ENTRE ESPECIES.MODELOS DE POBLACION PARA 2 ESPECIES.
COMPETENCIA Y DEPREDACION.MODELO- DE LOTKA Y VOLTERRA .MODELO DE

SCHAEFER.

En la naturaleza no existen poblaciones aisladas de
organismos; es un hecho gue cada poblacidn sufre interacciones
internas con los individuos de la misma especi® e interacciones
externas con individuos de otras especies.

Los modelos matemdticos mds simples que involucran la
interaccion entre especies, son aquellos que se restringen a sé
lo 2 poblaciones.

Los ecdlogos han clasificado los diferentes tipos de
interaccidén basandose en los efectos que acusan cada una de las
2.espécies. El efecto puede ser: benéfico o positiveo (+), adver
s0 o negativo {(~),c nulo (0).Los nombres que los ecdlogos han

dado a las interacciones de acuerdo c<¢on sus efectos son:

Efecto en 1la
especie:

A B
COMPEYTENCIA - - A y B compiten por el mismo recur-
so y se inhiben mutuamente.
MUTUALISMO + + A y B se benefician mutuamente y no
pueden vivir una sin la otra.

- COOPERACION + + Interaccidén no obligatoria gque be-
: neficia a ambas especies.
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DEPREDACION + - A caza a B para alimentarse. A es
el depredador y B la presa.

PARASITISMO + - En esencia, es lo mismo que la de-
predacidn,sdlo que la presa no mue-
re violentamente.

COMENSALISMO + 0o A, el comensal, se beneficia de B

sin afectarlo.

Las dos interacciones que mds interesan a la dindmica
de las poblaciones son: la competencia y la depredacidn.

En la competencia existen 2 poklaciones interactuantes
que tienen una fuente de 2limentacidén comdin. Cada una afectard
negativamente a la otra al disminuir la cantidad disponible del
recurso que, de otra manera, estimularfa el crecimiento de cada
una de ellas.

El modelo mis sencillo para 2 especies A y B en com-
petencia, se basa en las siguientes suposiciones:

a) La ausencia de A permite a B un crecimiento proporcional a
su tamafio, o sea, un crecimiento exponencial puro y, reciprgo
camente, la ausencia de B pfépicia un crecimienio iponencial
puro para A.

b) La cantidad del recurso por el que compiten es suficiente pa-
ra mantener cualgquier tamafio de poblacién de A o de B.

c) El efecto de la competencia es proporcional al producto de
los tamafios de poblacion de A y de B.

Utilizando las mismas letras A y B para distinguir los
tamafios de poblacion de las dos especies, respectivamente, las

poblaciones tienen que cumplir con las dos ecuaciones diferen-
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ciales siguientes:

da ’
—_— = A -~ AB
at = Ty P
R €3
- r,B - qAB

siendo t el tiempo y r,,r,,P, 9, constantes positivas.Se ve cla
ramente que, si B = 0, la ecuacion resultante para A es del tipo
de crecimiento exponencial puro. Lo mismo sucede para B en el
caso de que A = 0. Los términos negativos,proporcionales al pro
ducto AB, son los gue inhiben el crecimiento.
En estas circunstancias cabe la pregunta, <llegard
un momento en el que las dos poblaciones se hayan extinguido?
O también, ¢ alcanzardn las poblaciones algun punto de equili-

brio?

Naturalmente que las dos preguntas anteriores podran ser
contestadas si uno es capaz de resolver el sistema (8), es de-
cir, encontrar expresiones para A y B que muestren su dependen—
cia con el tiempo. Sin embargo, en el caso de que él sistema

-~ < - Y o 2 - - Y e - —— o m oD o & o~ e .‘»—al.-_.‘
o imposible Qe resclver ¢ se podria,sdn resclver

el sistema, encontrar respuesta a las preguntas? Este problema
serd tratado en las siguientes secciones en las que se hard un
esbozo de la teoria de la estabilidad.

Continuando con el tema de la interaccidn de poblacio-
nes, para el caso de la depredacidn las suposiciones para el mo-
delaje son similares a las de la competencia. Llamando D a la
poblacion de depredadores y P a la de las presas, se tiene que:

a) En ausencia de D, la poblacidn P experimentarfa un crecimien-
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to exponencial puro y, en ausencia de P, la poblacién D su-
frirfa un decaimiento exponencial puro.

b) El ambiente es capaz de suministrar recursos suficientes pa-
ra sostener cualquier nivel de la poblacidén P de presas: el
dnico recurso para el mantenimiento de la poblacién D de de-—
predadores, es la poblacidn P de presas.

c) El efecto de la depredacidn, muertes de P debidas a D, es
proporcional al producto de las poblaciones.

Con las suposiciones anteriores, las ecuaciones dife-

renciales que deben satisfacer las poblaciones P y D son:

ap
at = aP - £DP
A
dap _
ac = —bD + cDP

en donde a,b,c.y f son constantes positivas y t es el tiempo.

El sistema (9) es conocido como el modelo de Lotka
y Volterra, por ser estos investigadores, el primero austriaco
de padres estadounidenses, y el segundo italiano, los que por
primera vez estudiaron las int;racciones depredador-presa, por
el afio de 1920.y plantearon el sistema de ecuaciones (9).

Es evidente que, de acuerdo con el sistema (9),en el
caso en el que D = 0, la poblacion P se regiria por una ecua-
cion diferencial de crecimiento exponencial puro, en cambio,
si P = 0, la poblacion D seguirfa un decaimiento exponencial pu-
ro debido al signo negativo de la constante b.

Tambien en este caso depredador-presa pueden plantear-

se preguntas sobre la extincidn o equilibrio de las especies.



Un ejemplo de importancia practica del tipo depreda-
dor-presa y en el que interviene el hombre como depredador, lo
constituyen las pesquerias. En este caso interviene la pobla-.
cion de alguna especie de pez de importancia comercial y la po—
blacidn de pescadores. Por regla general, la poblacion de pre-
sas se restringe a la existente en cierta zona de explotacidén,
por ejemplo, el golfo de Guayaquil en aguas ecuatorianas del
oceano pacifico y 1la poblacién de depredadores se representa
por el esfuerzo pesquero que realizan los pescadores en la zo;
na en cuestidn.

En este caso, los modelos mds simples son los llama-
dos "modelos de produccidn", los cuales ignoran toda estructura
interna de la poblacidh de peces y solamente se interesan por
la biomasa o tonelaje total de los individuos capturados y en
la de aquellos suceptibles de capturarse.

Un ejemplo de este tipo de modelo, que se discutird
con mayor detalle en la seccidnl10, es el modelo de produccién
de Schaefer (1954). El sistema de ecuaciones diferenciales de

este modelo son:

ap

3t = klP(L - P) - kZPF
ar

el k3E‘(P - N)

en donde P es la biomasa de la pobiacidén de paces suceptible de
ser capturada, F es elesfuerzo pesquero medido en alguna unidad

adecuada, t es el tiempo y kl.kz.k3,L,N,'s<m'-éo‘n’stantes positivas .
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Todos los ejemplos de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales que representan la interaccion entre dos especies, pue-~

den considerarse como casos particulares de sistemas del tipo,

ax
3t = £f(x,y)
dy
at — glx,y)

A este tipo de sistemas en los que las funciones f y
g no dependen explicitamente del tiempo, se les llama sistemas
“zuténomos®.

Los sistemas autdnomos (y tambi€n los no autdnomos)
han sido estudiados con mucho detalle para enconérér métodos
que saguen a la luz las propiedades cualitativas de las solucio-
nes, sin tener que encontrarlas explicitamente resolviendo las
ecuaciones, pueéto que solamente existen unos cuantos tipos de
ecuaciones. diferenciales y sistemas d= ecuaciones diferenciales

cuya solucion general pueda encontrarse por integracién.
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SECCION S

ESTABILIDAD. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE SISTEMAS DE ECUA-

CIONES DIFERENCIALZS. EL PENDULO SIMPLE.

En las secciones anteriores se ha empezado el esbozo
de un marco tedrico neceésario para comprender, aunque sea en
una forma elemental, los problemas de la dinamica de poblacio-
nes.Continuando con ese objetivo en mente, en esta seccion se
comenzard a desarrollar algunos tdpicos sobre la teoria de la
estabilidad encaminados a contestar preguntas sobre la existencia
dé puntos de equilibrio en los que puedan caexistir dos pobla-
ciones interactuantes sin peligro de extincidn.

A grandes rasgos, la teorfa de la estabilidad se en-

frenta con el siguiente tipo de problemas:

Si Y = Y(x) es la soluciédn iunica de la ecuacion diferencial
dy
ax = £(x,Y)

y si dicha solucidn cumple con la condicidn Y(xo) = Y, surge

la pregunta, <qué sucede cuando se hacen cambios pequefios en Yo?
ise préducirén cambios pequefios en Y{(xX) en una vecindad de x,?
&écudl es el comportamiente,a largo plazo, de las soluciones per-
turbadas cuando la variable independiente x representa_ié tiem—
po?

Lo gue interesa saber, en relacidén con la dltima pre-

gunta, es lo siguiente}

Suponiendo que Y'{x) es una solucidn perturbada cuyo valor en
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en X estd cerca de Y,, es decir Y'(xo)ﬂzYo , entonces, dI{perma-
necerdn los valores de Y'(x) cercanos a los valores de Y(x),o
se alejaran sin importar lo cerca de Yo que estuvieron en algun
momento?

Para ilustrar el problema y sus posiﬁles respuestas
a las preguntas formuladas, se puede escoger como ejemplo la

ecuacion diferencial del crecimiento exponencial puro, es decir,

QP
2

= rN (r>» 0)

. ¥ .
cuya solucion lnica es la funcidn,

que cumple con la condicidn de que en t,= 0, N= N, , o sea,

N(t°)= N{0)= No
Si una perturbacién,por ejemplo, un error de medicién,hace que
el valor de No cambie una pequefia cantidad w, se tendrd la solu-
cidn perturbada,

N*'(t) = (No + we t
que cumple la condicién N'(t°)= N{(Q )= Ny F w ,lc cual indica gque

.
N (to)zN(to)

para w pequefia. Para valores de t # t la cercania de la solu-

o
cion pertubada N' con respecto a la no perturbada N, estard dada

por AN = N' - N
AN = (No + wle - N_e

4aN

]
I+
£
o
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De manera gue, como se puede observar de la expresién para AN,

a medida que el tiempo aumenta de valor, el factor ert crece vy,

como consecuencia, N' se aleja de N independientemente de la pe
quefiez de w.
Por otro lado, si en lugar de tener una perturbacidn en No se

la tuviera en r, sucederia que

NU(t) = N elF ® Wit
o
seria la solucidn perturbada y, en este caso, N" no sélo estd
cerca de N en el instante t°= 0, sind que coincide con ella.

La diferencia entre N" y N, para valores de t#0, seria ahora

+
_ rt_—wt rt
AN = Noe e Noe

AN = Noert( eEwt_ 1)

en el caso de que w>» 0, tanto ert como eWt, aumentan a medida

que el valor de t aumenta y AN crece sin limite, y en el caso en

que w< 0, la diferencia AN se puede escribir,

rt 1
AN = - N_e” (1 - ;;?)

Yy sSe ve que, a medida que t aumenta, los términos entre perente-
sis se acercan a 1, y debido al factor ert, la difereﬁcia AN ’
decrecé sin limite, es decir, se hace infinita negativamente.
En conclusidn, cualquier perturbacidn en N, o en r,tiene como

consecuencia un alejamiento de la solucidn perturbada con res-—

pecto a la no perturbada. Se dice, por ello, que la solucidén
_ rt
N = Noe

es inestable.
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Considerando, ahora, el decaimiento exponencial puro,

an
gt -~ %N (r>0)
cuya solucidén dnica es
B -rt
N = Noe

se encuentra que, para una perturbacidn en No y una perturba-~
cién en r, las diferencias respectivas entre las soluciones per

turbadas y la no perturbada son,

N = * we TE

W

- +
N = Ne THe T VE -

las cuales se acercan asintdticamente a cero a medida que el

tiempo crece. Por lo tanto, se dice gue la solucidn

es asintdéticamente estable.

Se entiende entonces, de acuerdo con lo que se acaba

de discutir, que determinar el cardcter estable o inestable de

las soluciones de un modelo matemdtico raviste mucha importancia

porgue, si pequefios errores no tienen un efecto pequefio en las

soluciones correspondientes del modelo, éste serd incapaz de

predecir correctamente el futuro del sistema fisico Que repre-

senta. Ademds, como se verd a continuacidén para ecuaciones di-

ferenciales simultdneas, es importante determinar la naturaleza

estable o inestable de los puntos de equilibrio del sistema de
ecuaciones para saber, en el caso poblacional, si tras una per—

turbacion gque las saque del punto de egquilibrio, las pobklacio-
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nes tienen la tendencia a regresar e a alejarse del punto de
equilibrio.

De aqui en adelante, para tratar sistemas fisicos cu-
yo modelaje da lugar a sistemas de ecuaciones diferenciales si-
multdneas, se utilizari algo de la notacidn y algunos elementos
pertenecientes al andlisis vectorial.

Un sistema de ecuaciones diferenciales simultdneas
de -primer orden, del tipo que aparecen en los problemas de di-
ndmica poblacional, puede representarse por la siguiente ecua-

cidn vectorial,

dR _ =,=
d—t_V(R) ceesereacansasa(10)
en donde R = R(t) es un vector de n dimensiones cuyas componen-—

tes dependen de la variable t, es decir, R es una funcion vec-
torial de variable real; y V es una funcidén, tambien de n di-

mensiones, cuyas componentes dependen de R, es decir, V es una

funcidn vectorial de variable vectorial.(Véase el apéndice IV,

inciso ta)). Puesto que se supone que V(R) no depende explicita-

mente del tiempo, el sistema (10) resulta ser "autdnomo"(o esta-
cionario, como se diria en fisica).

Desde el punto de vista fisico, un sistema de esta
clase representa un campo vectorial V(R) en uniespacio de n di-
mensiones, tal como el campo de velocidades asociado con el flg'
jo de un fluido, de manera que una solucion R(t) del sistema de
ecuaciones diferenciales, describe el camino o trayectoria de
una particula que se mueve en el espacio n-dimensional bajo 1la

influencia del campo y bajo ciertas condiciones iniciales (por
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ejemplo, que en t = 0, la particula se encontraba en el punto
Eo del espacio n-dimensional).

En particular, los puntos en donde la V se anula son
de importancia especial porque representan puntos de equilibrio
del proceso fisico representado por el sistema (10). Volviendo
a pensar en el campo de velocidades de un fluido, y tomando n
igual a 3 (espacio comin tridimensional),si §°=(x°,y°,zo)es un
punto en el que V se anula, es decir,

V(Eo) =0
lo que significarid que una particula en reposo en §°, permanece-—

rd enreposoen el transcurso del tiempo y la funcion constante

R(t)= R,

serd una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales, : pa-
ra la cual, la trayectoria asociada se reduce a un punto.Se di-
ce, entonces, gue ﬁo es un punto critico © de equilibrio para
el sistema auténomo dado por la ecuacidn (10).

Al llegar a este punto del trabajo,resulta convenien-
te jilustrar la aparicidn de puntos de equilibrio en un sistema
mediante un ejemplo sencillo tomado de la fisica: el péndulo
simple. Como se sabe, se trata de una particula de masa m suje-
ta a un extremo de una varilla,%igida y sin peso,que puade osci-
.lar al rededor del otro extremo que permanece fijo, sin ningﬁn
tipo de friccidén.

La fuerza neta resultante a la que estd sometida la

particula resulta ser. de magnitud:
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F = mgsen ©

en donde g es la intensidad del campo gravitacional terrestre

y ©, el dngulo que la varilla forma con respecto a la vertical,

(fig. 9)

punto fijo

fuerzas:

F = mg sen®

Fig. 9.~ El péndulo simple.

Aplicando la 2a. ley de Newton se obtiene, para el

e -
pendulo simple, la siguiente ecvuacidn diferencial (V&ase ol a-

pendice V (al)).

mL g—% = - mg Sen® .........(11)
dat
5 .
dividiendo {(11) entre mL, haciendo %‘= k“ e igualando a cero,
se obtiene,
2
29 L kZ%5en® = 0 .evnnron..(12)
dt

La ecuacidén diferencial (12) puede ser escrita como

: - . ’ ’ .
un sistema de 2 ecuaciones simultaneas, en terminos de la velo-
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cidad angular w y del angulo ©, de la siguiente manera:

= W
B & 3 )

QP‘ ﬂm
[ B ()

= - kzsens

Usando la notacion vectorial, se tiene un espacio de fase de
2 dimensiones, en el gue la "posicidn" de la particula estd da-

da por el vector -
R = (0,w) ceesereaeea..(13a)

v el campo de "velocidades" por el vector,
V= (w,~ k%seno) cereaceaay{13b)

53e sabe muy bien que 1la ecuacidn diferencial (12) no
tiene solucidn exacta y, por lo tanto, tampoco la tendrd el sis-
tema (13), sin embargo, sin resolverlo, se pueden encontrar
ciertas caracteristicas del sistema fisico que representa (el
péndulo simple) atendiendo a los puntos de eguilibrio del sis-
temna.

Por consideraciones puramente fisicas,se puede estable
cer que los puntos de equilibrio serdn aquellos en los que la

fuerza neta valga cero, es decir, en dnnde
F = mg sen@ = 0

De manera que si la particula esti en reposoc en esos puntos, o
sea, ‘si su w=0, permanecerd en reposo en todo instante. Resul-
ta entonces que los puntos de equilibrio serdn aquellos en los

que
sen® = 0 (para que F = 0)

w =0
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condiciones gue coinciden con la anulacion del campo de veloci-

dades en el espacio de fase:

Vo= (w, —kzseno)

se anula precisamente cuando w = 0 y sen® = 0.
De acuerdo con lo anterior, los puntos de eguilibrio estardn

localizados en el espacio de fase en 1los puntos determinados

por el conjuﬂto de vectores

§n= (nTr ,0)
paran =0, 1, 2,* 3 ..., etc. O sea que, desde el punto de
vista matemdtico, el sistema tiene una infinidad de puntos de
equilibrio.
Desde el punto de vista fisico, la infinidad de pun-
tos de equilibrio corresponden a solamente 2 posiciones del péﬂ
dulo: 1la partfcula de masa m colocada verticalmente debajo,o en

cima,del punto de suspensidén, (fig.10)

. . "

m m

Fig. 10 .- Puntos de equilibrio del péndulo simple.
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Resulta obvio, entonces. que existirdn puntos de equi
librio cstable e inestable. Los primeros serdn aquellos para
los cuales

Q = 2nW

vy los idltimos aquellos en los que,

© = (2n+1)7C
con n en el conjunto de los nimeros enteros. )

Lo gue resulta evidente desde el punto de vista fisi-
co debe poder demostrarse desde el punto de vista matematico.
Para lograr esto dltimo, se pueden utilizar las trayectorias
en el plano de fase © - w, obtenidas a partir del sistema (13).

Utilizando la relacion, dada por la regla de la cade-

na, dw _ dw do dw
3t = a6 at - ‘@8’
la ecuacion diferencial
aw
el ~k“seno
se puede escribir,
w %¥ = -k "sen®
de la cual se obtiene,
wdw = —kzsenG 4o
e integrando,
w? = 2k%c080 + € .inenn....(14)

Esta relacidn (14) no cambia cuando se sustituye la w por -w,
tampoco cambia si se sustituye la © por -©, y tampoco cambia si,

simulténeamente, se sustituye la w por -w y la © por -O.Esto
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significa que las trayectorias definidas por (14) deben ser si-
metricas con respecto al eje w, al eje @ y al origen,en el pla-
no de fase O-~-w.

Para analizar la naturaleza de los puntos de equili-
brio, con respecto a su estabilidad o inestabilidad, se deben
considerar 2 casos: (a) cuando la constante de integracidn, en
la relacidén (14), es C = —2k2, y (b), cuando dicha constante es
C = 2k2.

Caso (a).

En este caso,la ecuacidén de la trayectoria queda

w2= 2k2cosO - 2k

w2= 2k%(coso - 1) RN & 131

2

Los unicos valores que satisfacen (15), en el conjunto de 1los
mimeros reales, son (6=0,w=0), (©=21,w=0),(0=4W,w=0),6 (0=6¥, w=0),
etc, Es decir, parejas de valores de la forma (2n%,0) del pla-
no ©-w.Cualquier otro valor de © gue no sea de la forma 2nw ,
causa que cos@ <1 y que w no tenga valor real.Por lo tanto,

la trayectoria dada por (15) se reduce a los puntos aislados de
equilibrio de la forma (2nW,0), para n en el conjunto de los en-
teros. )

Ahora vamos a considerar trayectorias cercanas a dichos puntos -
de equilibrio. Para ello, se puede modificar la rezslacion (15),

. . < = . 2
agracando a la constante Ge integracidn una pequefia cantidad e®.

Es decir, hacemos C = —2k2 + ez, en la fdrmula general (14).Re-

sulta

2

wo = 2k2(cosO - 1) + e2
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w2 = —2k2(l - cos@) + e2
w2+2k2(l-coso) = ez
ﬁ + tL o coso) _
o2 se2/,2',‘2 )
y usando la identidad trigonométrica 1 - cos® = 2 senz(o/z)
queda 2 2
woo4zen (872) e (16)
e (e/2k)

La ecuacidén (16) representa trayectorias elipsoidales, centra-
das en los puntos de equilibrio de la forma (2n¥,0), con sus

ejes paralelos a los ejes coordenados € y w, Yy que se extienden
desde 9. =-2 ang sen(e/2k) hasta ©= 2 ang sen{e/2k) en el eje ho-

rizontal y desde w = -e hasta w = e, en el eje vertical,(fig.1l1l)

aAv

e
ot 5 g
_vo\\—//eo— 2 ang sen(e/2k)

-e

Fig. 1l.- Trayectoria en el plano de fase &-w,
para el péndulo simple, centrada en
punto de eguilibrio (0,0). e2<4k2.
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En la fig. 11, se hace patente la manera en la que el valor de

e determina la cercanfa de la trayectoria con respecto al punto

de equilibrio; si una trayectoria se inicia en un punto cercano

al punto de equilibrio, permanecerd simpre cerca de éste.Dicho
comportamiento tiene lugar entodos los puntos de equilibrio de
la forma (2nW,0).
Las puntas de flecha sobre la trayectoria dibujada en la fig.1ll
indican su desarrollo en el transcurso del tiempo.Cada cuarto
de elipse corresponde a un cuarto de oscilacion del péndulo:

Comenzandeo en el cuadrante IV con Q=Ooy w=0

ler. cuarto de oscilacidn, O°>, >0 ; -e<wgO

Se pasa al cuadrante III,

20. cuarto de oscilacién, —Oo<9$0 i O>wp-e

Se pasa al cuadrante II,

3er. cuarto de oscilacidn, 0> 03 -0_: 0gw<ie

Se pasa al cuadrante I

ERY

. .

40. cuarto de oscilacidn |, 0$O<0° ; exw>0

Este tipo de trayectoria estd restringido por el valor de e;ya

que para que exista S, = 2 ang senf{e/2k}), se tiepne que cumplir
e €2k
esta condicidn se expresa mejor con la siguiente desigualdad
2 2 ’
e’ < 4k

recordando gue empezamcs esta discusidén haciendo que la constan-

te de integracidn de la ecuacién (14) fuera

o] =-2k2 + ez



Caso _(b).
Para este caso hacemos C = 2k2 en la ecuacidén (14). Resulta
wi= 2k2c050 + 2k2
2 2
w'= 2k"(cos0 + 1) ............ (17)
En este caso para valores de © de la forma © = (2n+1)7 obtene-

mos w = 0. S61o que ahora las trayectorias no se reducen a un

punto porgque para © # (2n+1)¥ existen valores reales de w.

La forma Ae la trayectoria se vislumbra mejor, si la ecuacidn
(17) se pasa a la forma elipsoidal. Esto se logra quitando y
afladiendo 2k2, es decir,

= 2k2(cosO + 1) - 2k2 + 2k2

o2
wl= —2k2(1 - coso) + 4k2
2
w2

wo 2k2(1—c050) = 4k2
_2.+.1'__"_2.Q_§£=1
4k

y usando la misma identidad trigonometrica para 1 - cos@ que

se utilizé en el caso (a), resulta

2 2
wo_o.sen’lo/2) _ 5 . ..., (18)
E3Y 3

La ecuacion (18) no es otra cosa mds que la ecuacion (17) pa-

ra el caso e2 = 4k2, © sea, e = X'12k.
Para la trayectoria dada por (18), la w varia desde -2k2 hasta

2k? vy el angulo © desde -oo hasta +o0 .,en forma continua.
En la fig. 12 se muestra parte de la trayectoria para el inter-

valo de valores de © comprendido entre -7y T. Se puede notar

que la>pendiente de la tangente en los puntos de eguilibrio no
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es infinita, es decir, 1la tangente no es vertical en esos pun-

tos en los que w = 0.{(Véase el apéndice v (B)).

P\l

2k

Fig. 12. Trayectoria en el plano de fase
o-w, para el pendulo simple, en
el caso e = 4k2.

Se observa en la fig. 12 que la trayectoria se aleja del punto

de equilibrio (I7,0) del plano de fase. Si el péndulo se encuen-
tra en reposo en dicho punto, cualquier perturbacidn lo aleja
girando en el mismo sentido de las manecillas del reloj (tra-
yectoria que se aleja dewr por encima del eje ©) o en sentido con-
trario (trayectoria que se aleja de 77 por debajo del eje ©)

En resumen, como consecuencia del andlisis de las tra-—
yectorias que acaba de hacerse, se ha demostrado matemiticamente
que los puntos de equilibrio de la forma (2n7 ,0) son de equili-
brio estable, mientras que los de la forma ((2n+1)W ,0) son de
equilibrio inestable.

Para terminar de analizar el caso del péndulo simple

hay que considerar la situacidn en la que w nunca se anula.
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Si la constante de integracidn en la ecuacion (14) se hace

C=2k2+d2

resulta la trayectoria
w? = 2k2coso + 2k%2 + @2 ..........(19)
Procediendo en forma similar a lo que se hizo para pasar de 1la

ecuacion (17) a la (18), la ecuacidn (19) se puede escribir,

wiog? sen?(8/2)
7l +

4K 1

1 ceeeeeaaaat20)

La ccuacidédn (20) representa trayectorias abiertas (fig.13) que
correspondel al caso fisico en el cual el péndulo tiene suficien
te energia para girar continuamente en. un sdlo sentido.

AW

‘"_f7274#2+d2

Fig. 13.~ Trayectorias en el plano de fase

©-w, para el pendulo simple en mo-
vimiento circular,

En este caso, la d mide la cercania de la trayectoria a los pun

tos de equilibrio inestable ((2n+lfﬂ,0).La figura 14 $e& muestran

todos los tipos de trayectorias discutidos.En esta figura se ob-
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serva como,alrededor de cada punto de la forma (2nW ,0) existe
una regidén (drea sombreada) con la propiedad de gue cualguier

trayectoria que empiece dentro de ella, permanece dentro de

Fig. l4.- Caracteristicas de los puntos de
equilibrio estable e inestables
con relacion a las trayectorias

en el espacio de fase o-w,

ella.Esta propiedad es la que califica a los puntos de la for-

ma (2nTW,0) como puntos de equilibrio estable.Fisicamente signi-

fica que el péndulo oscila a uno y otro lado en esos puntos.

Jd& eguilibrio Qe la for—

Cy

Poxr otre lads, alrededor de 105 punios
ma ({2n+1)W,0) no existe ninguna regidén que cumpla con la pro-
piedad mencionadaj;cualquier regidn alrededor de ellos contendri
trayectorias que irremediablemente se saldran de ella.En conse-
cuencia, los puntos de la forma ({2n+1)W, 0), son puntos de
equilibrio inestable.

Ademds, es fdcil darse cuenta que, la presencia de
fuerzas de amortiguamiento,no alteran en nada la localizacidn

de los puntos de equilibrio, ni su estabilidad o inestabilidad,



—EE ~

Y Que, aundgue las matematicas involucradas sean mas complicadas,
se puede asegurar gue las trayectorias cercanas a los puntos de
equilibrio estable deberdn ser espirales que reflejen el amorti-
guamiento de las oscilaciones,(fig. 15).

Aw

()
N

Fig. 15.- Trayectoria en el plano
de fase ©-w, de un pen-
dulo amortiguado.

En este caso se dice que el punto, por ejemplo, el origen, es
un punto de equilibrio asintdticamente estable.

En las siguientes secciones se estudiaran otros meto-
dos para discriminar entre puntos de eguilibrio de estabilidad

. /.. .
neutra, asintoticamente estables e inestables.

e
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SECCION 6

LA ENERGIA MECANICA EN EL PENDULO SIMPLE. LA ESTABILIDAD Y LA
FUNCION DE LIAPUNOV. FUNCION DE LIAPUNOV PARA CASOS REDUCIBLES

A UN CAMPO DE FIJERZA CONSERVATIVO.

Muchas de las caracteristicas del movimiento del pen-
dulo simple, asi como para muchos otros sistemas fisicos, se
pueden estudiar a través de la energia mecanica,

Resulta importante mencionar lo anterior, porque, como
se 'verd mads adelante, sugiere un método para determinar el com-

portamiento de las trayectorias del sistema autdnomo,

x|

d ——
gt = V(R)
en una vecindad del origen, cuando éste es un punto de equili-

brio, es decir,cuando se cumple: V(0) = 0.

La energfa mecinica del péndulo simple esta dada por

E = % mv2 + mgL(l - cos®)

(véase apéndice V (C)). O también por

E = inw’r? + mgL(1 - cos@) .......(21)

En donde,como se dijo en la seccion anterior, L es la longitud
de la varilla; ©,el éngulo gue la varilla forma con la vertical;
w, la velocidad angular; m, la masa de la partficula que oscila

sujeta al extremo de la varilla; y g, la intensidad del campo
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gravitacional terrestre.
La energia E,llamada la energia total del sistema, es-
ta compuesta por la energia cinética,
2.2

mwL
Ee =~

y por la energia potencial gravitacional,

u

mgL (1 - cos®)

de manera que
E = Ec + U
¥ se& sabe gue E es una constante del movimiento.
Atendiendo a la grafica de U vs. O, Sé pueden- hacer -

algunas consideraciones sobre la naturaleza del movimiento del

del péndulo, (fig. 16).

>
]
1

m

/\ TmgL /5"\ E,

t
X
1
)
B8 A ¢ E
) '’ A
- P\\»AAf’Q . ! N >
-3 - ~W -8, |© g, & w 3 27 e
z z 2

Fig. 16.- Energia potencial del pendulo
simple.
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En la fig. 16 se puede ver que los puﬁtos de equilibrio estable
son aquellos para los cuales la energia potencial U tiene un mi
nimo.La energia‘total del péndulo, siendo constante, se puede
representar en la misma gridfica mediante lineas horizontales.

"En los puntos en donde la linea horizontal de la ener
gia total corta a la linea ondulada de la energia potencial, es
decir, los puntos en donde E = U, la energia cinética de la par
ticula es cero y debe quedar en reposolinstantdaneamente) .Dichos
puntos son puntos de retorno. Por ejmplo, si la energia total
del sistema pendular es El (El< 2mgL),los puntos A y B mostra-
dos en la fig. 16, son puntos de retorno; con esa energia total
el péhdulo estard oscilando a uno y otro lado del punto de equi-
librio, en este caso el origen,con el dngulo © variando desde
Oo hasta —Oo.

De acuerdo con lo anterior, si la particula se encon-
trara en reposo en el origen y una pequefia perturbacidén lo ale-
jara de é1, quedaria oscilando en el fondo del valle de poten—
cial centrado en el origen, o sea, que habrd tendencia a regre-
sar al puntec dc’equilihrio. Es evidente que lo mismo sucederd
en los otros puntos que corresponden-a los valles de la curva de ener-
gia potencial. Son puntos de equilibrio estable.

Por otro lado, si la particula quedara en reposo en
una cresta de energia potencial, por ejemplo en el punto C (ver
fig. 16), es decir si la energia total de la particula fuera 32
(E2 = 2mgL), cualquier pequefia perturbacién 1a harfa caer cues-
ta abajo, ya seé hacia la derecha o hacia la izquierda del pun-—

to de eqguilibrio en el gue © =Tr, alejdndose de &1.
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Por Gltimo, si la energia total de la particula de ma
sa m es mayor que 2mgL, como la E3 en la fig. 16,no existen pun
tos en los que la energia cinetica pueda ser cero.Esto signifi-
ca que el pendulo girard en un sélo sentido con movimiento cir-
cular. .

De manera gue, haciendo el analisis energético ante-
rior, se pudo obtener la misma informacidn que en la dltima seg
cidén con relacidn a los puntos de equilibrio.del péndulo.Ha-
ciendo un poco de trabajo matemdtico se puede ver la relacidn
entre las Srbitas encontradas en el espacio de fase ©-w vy la
energia mecdnica E.

Considerando a la energia E como una funcion de @ y
de w, es decir,
E = E(Q,w)

su diferencial se escribe,(véase el apendice IV(B)),

AE AE
dE-—-'d—é'dQ-i-'d—wdw

Y si ©@ y w son funciones de la variable t, entonces

daE AE 4o SE dw

at = 3 at * 8w gt

Utilizando notacidn vectorial la derivada %% se puede expresar

como
48 _ op. (92, dw
at =VE- (5% t!
daE d
EE:=VB' azlo,w)
g8 _gp. 9E
qt =VE t

QP

et
]
<
t
<
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de acuerdo con las expresiones (13),(13a) y (13b) de la seccidn

5 de este trabajo.

2
Para la funcion E(Q,w)= EEELL + mgL{1l- cos@) ,resulta
%g = mglL seno
3E 2
% = mwL,

por lo que, VE = (mgL senO,mez)

y, de .acverdo con ia expresidn (13b},

v 2

1

(w,-k“seno)

<
[

(w,—% sen®)

de 1lo cual se obtiene que,

%% = VE-V =(mgLsene,me2)-(w,—%sen@)
%% =mgLw sen® -mglLw sen®

aE __

at = °

(Este es un resultado esperado puesto que, como se sabe, la E

es una constante),

El resultado obtenido nos dice gue los vectores VE y

V son perpendiculares entre si.(vdase apéndice IVI(C)).

Por otro lado, la expresidn para la energia se puede

escribir,

—EE%; = w2 + 29 (1- cose)
mgL

L
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2 _ 2 2E 2q
w" = 2k“cos © + 3 - 5

mgls

2 2

w 2kTcos©e + C

il

en donde k2 =g/Ly C= (ZE/mng)— (2g/L), resultando ser la
misma ecuacion que la (14) encontrada en la seccion S5.°
- De manera que la funcion E{(O©,w) para el péndulé
define las mismas trayectorias cuando
E(©,w)= constante
y representan curvas de nivel en la superficie tridimensional
E = E(Q,w)

Ademés, puesto que el vector V = g% es tangente a
las trayectorias{ si se piensa en el espacio real fisico, con
R representando la posicidén de una particula,entonces V , la
velocidad, siempre es tangente a la trayectoria de la part&mla)
el resultado

VE-V = 0
indica que VE es perpendicular a las trayectorias. (Fig. 17)

\ W

)

(
>~

Fig. 17.~ Direcci@g de los vectores VE y v
con respeéto a las trayectorias
del pendulo simple en el plano de
fase O~w.
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En la fig. 17, los vectores VE y V estan bosquejados de acuerdo

con el signo gque sus componentes tienen en el cuadrante en don-

de se dibujaron, sin embargo, su magnitud o longitud de la fle-

cha no estd a escala.

Supongamos, ahora, gque un sistema autonomo plano

at =V(R) ; R = (x,y)

(diferente al péndulo),que satisface la condicién,

TO) =0

o sea, gue el origen es un punto de equilibrio,tiene:trayecto~

rias definidas por una funcién,

£(R) = £(x,y) = C (constante)
y due, ademds existe para este sistema otra funcion E(R), que

define trayectorias

E(R)= k (constante)
alrededor del origen, diferentes a las definidas por £(R); en-

tonces, si los vectores YVE y V, forman un anguloc obtuso en los

lugares en donde se cruzan los dos tipos de trayectorias, se
tendra que

4ag _ 53

at = QE-VLO

Y si pensamos en E como una funcion de energia, fisicamente si-

: . s A
nificard, que cuando una particula moviéndose a lo largo de la

— -
trayectoria £(R) = C, penetra en la region interior de la curva

E(R) = k, estd disipando energia (%%(0) y no podrd escapar de

. d < . .
dicha region y, en consecuencia, el origen sera& un punto de

equilibrio estable.
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Con un ejemplo matematico sencillo se pueden ilus-
trar las ideas anteriores. Considerando el sistema autonomo li-

neal en €l que V(R) =- (ax,by), o sea,
S (x,y) = -(ax,by) (a>0,b»0)
ac Xyl = -lax,by a>lb,b>»
que es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales

a
=-ax, 'a%'—’—by

QP
i

vemos gque las travectorias estan definidas por la condicidn

ay _ = by
—d—‘é_(dy/at)/(dx/dt) o
ay dx

a v = b el

integrando se obtiene

Ln ya - Ln X = C*
¥2
Ln = C*
xb
v C! —~
= e~ = C
P )

Tenemos, en este ejemplo, que las trayeéctorias del sistema es-

tan definidas por la funcion

£(R) = C N
siendo la funcion
a
R)= Y_
£(R)= 5
x
Por otro iado consideremos la funcidén ‘“energia”

E(R) = (x2/a) + (y2/b)
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De manera gque la ecuacion,

ER)= k
define las trayectorias,

x? X

P ta Tk

que son elipses centradas en el origen (punto de equilibrio).

Definidas asi las funciones involucradas en el probiema, resul

ta que,
- (9E, 9B, (2x 2y
9E= (éx'dy)— (a ’ b)
Vo= (&2
VE-V = = B -ax,-ay)
= —2(x? & yz)

cantidad que siempre es negativa (cuando x#0, y# 0)y, por lo

tanto

y se concluye que el origen e€s un punto de equilibrio estable.

/rY \ AlY [
\LVE / /

Fig. 18.— Trayectorias (y2/x™)=C; ((x2/b)+(yZ/a))=k

para a=b=1 (rectas y circunferencia) y para

a=1,b=2 (parabolas y elipse), respectivamente.
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En la figura 18 se muestran las trayectorias correspondientes

a los casos en los que a=b= 1y a=1, b=2 en las ecuaciones
a 2 2
Y - ¢ . Y . _
= Yy + = k (k>0)
xb * a b

En el primer caso resultan las ecuaciones

oy %P eyt =k

que representan una familia de rectas y una familia de circun-

ferencias, respectivamente. En el segundo caso, resultan,
2 2

y = cxz, Y %« + T%7ET = 1
que representan una familia de pardbolas y una familia de elip-
ses (C>0,k>»0, en la fig. 18), respectivamente).
En el caso de las rectas y circunferencias , los vectores NE y
V, forman un dngulo Qe 180° Yy en el caso de las parabolas y las
‘elipses puede verse que el angulo es obtuso.

La existencia de funciones E(R) para determinar la es-
4taﬁilidad o inestabilidad de los puntos de equilibrio de un sis
tama autonomo constituye el tema central de la teoria de la esta-
bilidad desarrollada por el matematico ruso A.A.Liapunov. En el

ejemplo discutido, se dice que la funcion

_ 2 2
E(R) = - + —%—

es una funcidn de Liapunov para para el sietma autonomo,
a
ac (x,y) = -{ax,by)

En general, para un sistema autonomo, de cualquier nu

mero de dimensiones,
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%

ac = V(R) ; V(0)=0
se busca una funcion, positivamente definida, E(R), es decir que

cumpla con —
E(R)2 0

en una reqgidn D del espacio definido por V gue contenga al ori-

gen, Y que —
E(R)= 0

sélo si R = 0, entonces, si
vE-V = $E%0

en todos los puntos de la regidn D, se dice que E(R) es una fun-
cidn de T.iapunov para el sistema autcncmo.{ Se reguiere tambien
que E y V tengan primeras derivadas parciales continuas en D).

Como consecuencia de lo anterior, se tiene el impor-
tante,
TEOREMA: El origen es un punto de equilibrio estable para el

sistema autonomo,

%

3% = WR) ; V(@) =70
si existe una funcion de Liapunov para el sistema.

En las siguiente seccion se verd la manera de cons-
truir una funcion de Liapunov para un sistema lineal dado para
despues aplicarla a sistemas no lineales, sin embargo, resulta
conveniente saber gue si el sistema autdnomo se puede reducir a un
sistema fisico conservativo, la funcidn de Liapunov es mucho més
£f4cil de construir.

Interpretando la R como el vector de posicién de una
particula y V como la velocidad en un espacio de 2 dimencsiones

el sistema,
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drR_ _ o
atc -V
se puede completar, derivando otra vez con respecto al tiempo,
para que aparezca un campo de fuerza, es decir,
R o _
g—% = m %% =mA =F
dt
siendo m, la masa de la particula, A, la aceleracion y F, la
fuerza, o mejor dicho, el campo de fuerza.
Si la funcién V(R) tiene como funciones componentes (fl(ﬁ),fz(ﬁ))

las componentes delcampo de fuerza serdn

dfl
E‘x =m Ax= ('dT')m
ceeeenaa.(22)
dfz
E‘Y = m Ay: (-at—)m

Para que ed campo sea conservativo, el trabajo para desplazar
a la particula debe ser independiente de la trayectoria, es de-
cir EZ
W o= SF-dE= Sdu = Uy~ Uy ......(23)

ﬁl
debe existir una funcién»U(ﬁ). tal que, al desplazar a la partf
cula desde la poscion ﬁl hasta 'la posicion R,, el trabajo reali-
zado solamente dependa del valor de U en 31 y del valor de U en
EZ' de manera que
W = U(R,)- U(R)=u, - U;

En la expresion (23) se observa que para que esto suceda debe cuﬁ

plirse.:que

F-dR = QU [ -2 2

y, tomando en cuenta (22)
.
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dfl df2
m(Ax,Ay)-(dx‘,dy)= m(a— ! E—)-(dx,dy) = éU

at daf

1 -2 =
- dax + a3zt dy = du (O 843 ]

en donde (dx,dy)= @R y u = U/m.

Por otra lado, para una funcibdn u(R)= ulx,y) la di-
ferencial es
dd du
adX-&-Ti;dyz:du ceveeeenseeal(26)

de donde resulta, comparando (25) con (26),

du _ df, . Su df,
3x = aT ¢ oy~ ac ceessanansal27)

puesto que (x,y) son variables independientes.

La pareja de ecuaciones (27), da lugar a
Qe ae = £as, () e ae = £ af (28)
dx’F19F T F1FFartgy’ T2 T 2Rtz cmeeme

pero, de acuerdo con el sistema del cual se partid,

ar _ g
dt ~
dix,yl = )
a ={£,.%,
de donde
ax
s = f ; dx = £.dt
at 1 1 Y & 131
dy _ . =
Fc = £, ; dy = f,dt

la pareja (28) puede escribirse, (tomando en cuenta (29)),

3 gy = £ oaf, ; g—‘1dy=f

3% 19£, 3y af, ceeresaeeas(30)

2



_80-

Entonces, sumando las expresiones dadas por (30), resulta

du du
3% dx + Jy dy = fldfl + fzdfz

de donde, de acuerdo con (26),

du = fldfl + f2<if2

5du - Sfldfl + szdfz

1.2 2
u E(fl + fz) P < 2 I

I

Habiendo encontrado la expresidn (3l), se pueden reescribir las

ecuaciones de la pareja (27) como,

df df, .3f, af,
£, 55+ £ B =(§§_)f1 + (3;—)£2
Af df £ df
1 2 2 . 2
fl 37 + f2 v = (sx—)fl + (B_F)fz

respectivamente, y de donde se encuentra la igualdad

3, ¢
&—=-OT P < 33
Esta es la condicidn gque debe cumplir el campo de velocidades
vV = (£,,£,) para que exista la funcion U.
Por ultimo, realizando el producto escalar
vu.-v

se obtiene

_ a, af, 3£, £, .
vyu.v = (fl 3% * fz 3% ¢ fl 3y + f2 -é'y—")'(fl,fz)
of Af of of
2 1 2 1 2 2

=f) 3%~ * B850 Y 5y ) * £33y
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expresion que, de acuerdo con (32), gueda

df df o
= g2 1 2 2 %52
Vu-V = £7 I35 +2£,f, 35+ £5 3y

de aqui resulta que, si se cumple.

éfl . dfz

Sf
. 2
3;..60 ,fle&—SO, a;—so creeea(33)
el producto escalar

vu-V=1‘%iO

< . 2 s :
y la func15n u es una funcion de Liapunov para el sistema auto-
nomo.

El sistema autondmo del tltimo ejemplo

d
ai*.¥v) = -(ax,by)
para el que
fl = —-ax ; £, = ~by

cumple con las condiciones (32) y (33) y, por lo tanto, la fun-’

cion
1,..2,2 2,2,

u = Z{a“x® =+ b x°)
2

es una funcidén de Liapunov para dicho sistema.
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SECCION 7

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES.ESTABILIDAD EN
EL ORIGEN.CONSTRUCCION DE LA FUNCION DE LTAPUNOV PARA SISTEMAS

LINEALES. MOVIMIENTO ARMONICO AMORTIGUADO.

Un sistema de n'.ecuaciones diferenciales lineales de
coeficientes constantes, con n variables, se escribe en forma

matricial,

'
/"1\ /311 a2 al13""'*"5‘1n\ /"1\
e # - -
*2 821 S22 Bp3eccece- *®on *2
'
X3 § -3 331 333 333e-e-----830 x5 L. (32)
, : : N : :
xn anl anz an3........am Xn
en donde xi, xé,xé,.......,xé son las derivadas con respecto al

tiempo de las variables x HoysXg,seenene,X

1° respectivamente.

n*
Si se denota por R el vector de n dimensiones cuyas componentes
son jag x, y por R', el vector cuyas componentes son las deriva-

das x', s

1]

pucde escridbir en forma compacta,

R' = A
Se nota qgque R Y R son vectores cuyas componentes se escribie-

’
ron en forma de columna y no en forma de renglon como usualmen-

te se hace: Y que A es el arreglo de coeficientes aij' siendo i
el nimero de renglon y 3, el niimero de columna.La expresidn (34)

explicitamente quiere decir:
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X

%
N
[l

allxl+alz 2+al3x3+......+alnxn

321xl+322X2+323X3+....-.+32nxn

I
hf
I

X
w
i

a3lx1+a32x2+a33x3+......+a3nxn

saseen
X

IQ

x = anlx1+an2x2+an3x3+......+a

2%
ot
3

La solucidn general de este sistema de ecuaciones diferenciales

lineales en el que las aij son coeficientes constantes, es de la

forma

R(t)= clxl + c2X2 + C3Xg teeeeaniot chn (35)

en donde las funciones vectoriales X son soluciones particulares
que cumplen con la igualdagd

= o= rin)t
Xiem™ Britmy® cericeene...(36)

Yy que se obtienen buscando los valores propios r(n) de la matriz

A .de los coeficientes y las vectores propios :(n).dmxespondhmﬂes

Yy que, por su parte, deben cumplir con

AEr(n) = r(n)Er(n)
(VEASE EL APENDICE VI). E1l nlimero n, en r(n) indica el orden en el
que, arbitrariamente se colocan los valores r, es decir, r(l) es
la primera rafz encontrada, r(2) la segunda, etc. Y Ep(;) sSigni-

fica el vectpr propio correspondiente a r(l), Er(z) es el vector
propio correspondiente a r(2), etc.

Si un valor propio -0 yaf{z caracteristica tiene una multiplicidad
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m, es decir, que se considera repetida m veces, entonces, supo-
niendo que se trata‘'de la raiz nidmero k, la expresicn correspon
diente a (36) serd

— = . 2 m=1, r(k)t
Xo(k)= Er(k)(ck + Cp ot oo 42t Hee 4 t e

k+m— 1

por lo gque cuenta por m érminos en la solucidn general (35).

Escrita en una forma mids explicita, la solucion general (35) que

da
*3 *11 *12 *1in
X2 *21 X22 X2n
X3 =C1f *n *32 Foeeeeeoeen - Y S| ®3n
xn xnl xn2 xnn

Y I I ad ”» f s
Y si u;.,u,,ug, ... .. ,u, SOB los vectores unitarios ortogonales

- .’ - Py
del espacio vectorial n-dimensional, tambien se puede escribir

— ~ ~
R(t) = (c xy +c2x12+.....+cnxln)ul+(c1x21+c2x22+....+cnx2n)u2

+"'"""'""”""'"‘;"'+(cl*nl+c2xn2 <--etC X )<}

La parte temporal de cada xij de la dltima expresién es de la
forma er(j)t

o si la rafiz tiene multiplicidad diferente de 1, de la forma

tmer(j)t

de manera que en el instante t = 0,

dicha parte temporal es igual
a l é.a 0, resultando que
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— ~N
R(0)= (b11c1+b12c2+.....+blncn)ul+(b21c1+b22c2+.._.+b2ncn)ﬁ2

~
+.................+(bn1c1+bn2c2+......+bnncn)un ..(38)

eh donde los nimeros representados por las b, estan determina-
dos por las componentes de los vectores propios y las c, son
conétantes por determinar.

Por lo tanto, de (38) se posién construir soluciones ﬁ(t;ﬁi) que

satisfagan la condicidn inicial
R(o:4,) =G, I o 1 3

con sélo obligar al coeficiente de la Gi correspondiente a.:que
tome:el 'valor 1 y xtodos los demss coeficientes de los restan-
tes vectores unitarios a gue tomen el valor cero, lo Que dard
lugar a un sistema de ecuaciones simultaneas que servirdn para
determinar el valor de las constantes Cy,Cp,e-2+,Cny que hagan
que se cumpla (39).Es decir, para construir la solucion i(t;ﬁz)

se debe determinar el valor de las constantes ¢, de manera que

»
el coeficiente de u, en (38) sea igual a 1,

+b,,c +......+b2ncn = 1

by1€1+b35¢;

y todos los demas sean cero,

b11c1+b12c2+......+blncn =0
b31cl+b32c2+......+b3ncn =0
bjlcl+bj2c2+......+bjncn =0

para toda j # 2, siendo j un nimeroc natural menor o igual que n.
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Luego se repite este proceso para cada uno de los vectores uni-
tarios y se van contruyendo las funciones: E(t:sl),i(tzsé),...
...,Elt;ﬁn) sustituyendo en la ecuacion general (35), los va-
res correspondientes de las constantes c, determinadas para
cada caso.

; : . —_ -~
Una vez que se tienen contruidas las funciones R(t;ui), para

; . . - RN o ~ E P o
cualquier vector n-dimensional H,_ hlur+h2u2+"f'+hnun' la fun-
cidn

= - — A~ = ~ - ”~
R{t;H)= hyR{e;U I +h R0, 0+, . oh ROE50 ) (40)
cumplird con la condicion inicial
R(0;H) = §
Ahora se puede dar una receta para contruir una
funcidn de Liapunov para un sistema lineal de ecuaciones dife-

renciales. La receta es el contenido del siguiente,

TEOREMA .
‘pada la solucidn
R(t:H)= hlﬁ(t:ul)+h2(§;u2)+....+hn(§:un),
del sistema lineal de ecuacionés diferenciales
R'= AR
que cumple Eon la condicion inicial

R(0 ;ﬁ) =H

para cualquier vector H = hlu1+h2u2+....+hnun , contriyase la
‘funcidn .
() = I‘E(c;m‘z at AP B

©
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La funcion E(H) resulta ser una funcion de Liapunov del siste-
ma de ecuaciones diferenciales lineales, en una region alrede-
dor del origen (R =0) Yy Su existencia asegura la estabilidad
de dicho punto de equilibrio, siempre y cuando los valores pro-
pios de la matriz de los coeficientes, tengan partes reales nega
tivas. (Ver el final del apendice VI).
Con un ejemplo se podrd comprender mejor el procedi-

miento para construir una funcidn de Liapunov para un sistema

lineal. Considérese el sistema

=Y

2 &g

at = -2x -3y

. - - A
que tambien se puede escribir

dx
&t = o0x + 1ly
donde se puede ver inmediatamente que la matriz de los coefi-
cientes es
£o 1%
-2 -3

rd : . .

v que las raices caracterf{sticas o valores propios del sistema
se obtienen resolviendo el determinante,

O-r 1

=0
-2 -3-
.‘ .' ’ s

obteniendose la ecuacion caracteristica,

rz 4+ 3r + 2 =0
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cuyas raices son:

r{l1) =-1 y r(2) =-2

a las que deben corresponder los vectores propios Er(l) \' Er(Z)

que se determinan por las condiciones,

AEr(l) = r(l)Er(l) vy ABr(2)= r(2)E

r(2)
o sea,
(0 1)(a1)=_1(a1) Y(0 l)(ai)=—2 aj
2 -3 a, a2 -2 -3. a.'z aé
de donde se obtiene;
a, = -2, a,= 1 asy= --Za:'L ) aj= 1
-2a;-3a,= ~a, ay,=- 1 Y -2aj-3ay= -2a} aj=-2

Por lo tanto, los vectores propios son:

1 {1

Er (1= -1 Y Ep(gy= \_2
entonces las funciones
1
= _ = _ = r{l)t _ -t
X1 = ¥ ()= Ery© = _1) €
1
T _ % _ = r{2)t _ -2t
X2 = Xp(2)= Ex(2y® = _2) e

son soluciones del sistema, y la solucion general serd

R(t) = clxl + czx2

o sea,
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t -2t
c,e + cye
-t -2t
CC1® 2c2e
Que, en términos de los vectores unitarios or togonales del espa-

cio de dos dimensiones
~ _f1 ~ fo
Y1 '(o) ¥ “2‘(1)

R(t) = (cle-t+ cze_Zt)?x1 + (—cle—t—Zcze_Zt)Gz...(42)

puede escribirse,

de donde ~ A
R(0) = (c1 + cz)u1 + (—c1 —2c2)u2

Yy para gue el vector E(O;ﬁl) = Gl , debe cumplirse que el coe-
ficiente de ﬁl en R(0) sea igual a1, y el coeficiente de 32
sea igual a cero, es decir,

Cy + Cy= 1 cl 2
-1

—-c —2c2= ¢}

[}

2
Sustituyendo,los valores de c, v de <5y encontrados,en la ecua-
cion (42), se obtiene,

Rees¥)) =(2e7 ¢ e 25T, 4 (-2 " +2e’2t)ﬁ‘2 e (23}

Procediendo en forma similar, haciendo que en R(0), el coefi-

. ”~ ~ . .
ciente de u, sea cero y el de u, igual a 1, se obtiene

t 12e7 257 e (48)

Rt =" ™25, + (e ;

Las soluciones (43) y (44) evidentemente cumplen con las condi-

ciones iniciales,
- > ~
R(O;ul) = u

1

- *»
R(O;uz) = u,
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Ahora, dado cualquier vector H = (hl,hz), la solucion

R(t:®)= n,R(£;8)) + hR(e;0,) cae-...@5)
satisfarAd, obviamente, la condicion inicial
R(0,H) = H

En particular si H = ﬁo = {x_,y,).(en realidad tanto H como ﬁo

deben escribirse como vectores columna para ser consistente con

la notacion seguida),se tendrd, de acuerdo <on (45) , (44) y(43),

YR _ -t -2t,n -t —-2t.A
R(t,Ro) = x°(2e -e )ul+ xo(—2¢ + 2e )u2
+ yo(e_t-e_Zt)Gl + yo(—e"t+ 2~ 2% ﬁz

[ cas
Reagrupando terminos se puede escribir

= = 5 —t, A ~
R(t,Ro) =(2xo + yo)e (u1 - uz)
_2¢t,~ A
—(x° + yo)e (ul- Zuz)

realizando las restas de vectores indicadas, queda
=T Y -t 1yt -2t _
R(t,Ro)-(2x°+y°)e (1,-1) .x°+y°)e (1,-2)..(46)
Ahora se tiene gque encontrar la magnitud de la funcion vectorial
R(t:Ro) Para esto, se puede recurrir al producto escalar.Conside

rando que la funciodn i(t:io) esta expresada como la diferencia

L4
de la funcion

L]

= (2% + yo)e—t(l,-l)
la funcio == (x_ + yem2t(1,-2)
y un n 3= o * Yo .

es decir,

|
1
=]}

R(t:Ro)

Entonces se tendria,
2 r R R R =(P - O)- -
'ﬁ‘”io)l = (&R )-R(L5R) =(F - W-(F - O

- F.F -25-T +8.0
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Y resulta,

—_ 2 -2t 2 -2t
P.P = (2x°+y°) e (1,-1)-(1,-1) = 2(2x°+yo) e
250 = 2(2x_+y ) (x_+y de S5(1,-1)-(1,-2)=6(2x _+y ) (x +y le >t
- oY/ X Y, ’ ’ o¥Yo otYo
= 2 -4t 2 -4t
Q-Q = (x°+y°) e (1,-2)-(1,-2) = 5(x°+y°) e -

=3t 4t

2t 2 -
-6(2x +y ) (x +y e T +5(x +y ) e

= 2 _
free® )| 2 —2(2x ey ) %e

Por lo tanto, la funcidn de Liapunov buscada es, de acuerdo con-:

(41},

L2 00 3

- 2 ~2t -3t

E(R°)= 2(2x°+y°) S e dt —6(2x°+y°) (xo+yo) (e dt +
S %
2 (®-4¢
+ 5(xo+y°) e At cieiee e (SR ceeea(47)

©

El valor de las integrales8 es

Sed L]

-2t,, _ _ 1 -zc] 1 B _a
se dt = - S e = > (o 1) = 5
° a
®_3¢t 1 -3t]_ i 1
Se dt = - F e .——3(0—-1)=3
° oo 1 4] 2 =1
S’e‘“‘dt =-3Ze ]_‘ -z 0 -1 =3

°©
sus tituyéndolos en (47), finalmente se obtiene,

- 2,1 1 2,1
E(Ro) 2(2x°+y°) (-2—)-6(2x°+y°)(xo+y°)(3-)+5(x°+y°) (7)

it

2 5 2
(2x°+yo) -2(2x°+yo)(x°+y°)+ 'y (xo+y°)
2

2 2 1
(2x°+y°) —2(2x°+y°)(x0+yo)+(xo+yo) + 4(xoé-yo)

2 1 2
[(2x°+yo)—(xo+yo)] + z(xo+y°)

1 2
=(2x°+y°— X~ yo) + Z(xo-f-yo)
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2
o

= 1 2

E(Ro)- X" 4+ 4(x°+y°)

Como x vy v, pueden tomar cualquier valor valor real, la fun~
cion encontrada es valida para cualquier pareja (x,y), por lo
tanto, la funcidén de Liapunov se escribe,

E(R)= x?

+hx e % A
que cumple con el requisito de ser positivamente definida.

Falta probar que, para el sitema dado y la funcidn de Liapunov

dada por (47), se cumple .

(4]

VE-V = -‘iggo

El sistema tomado como ejemplo para ilustrar la contruccidn de

una funcidn de Liapunov, se puede escribir

dlx,y)_ dR _ V(R)=(y,-2x-3y)

Por otro lado,

_(SE SE Sx+y X+y
VE =5k ¢ o) T - )
Resulta, entonces,

VE-V = (3ZEY « X (y - 2x-3y)=(35EY) (y)+ (FY) (- 2%-3y)

5xyty2—2xz—2xy-3xy—3y2 _ -2x2-2y2
2 - 2
= - (x%+y%)
"Por lo tanto,
vE.VgO

y se comprueba que (47) es una funcion de Liapunov para el sis-
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tema dado por la ecuacién (48).

En realidad, cuando se trata de sistemas lineales, la funcidn

de Liapunov no aporta nada nuevo, puesto que, desde gque se encon

traron las raices de la ecuacioh caracteristica
r(l)= -1 y r{(2) = -2
por tener parte real negativa ( aunque es este caso la parte

imaginaria es cero), se supo que el origen es un punto de equi-

. s : = 7
librio estable, caracterf{stica que se comprueba con la solucion

general (42) encontrada. Se ve que a medida que el tiempo aumen-

ta, R(t) se va acercande a (0,0). La importancia dec la funcidn
de Liapunov radica en el hecho de que se puede aplicar a siste-
mas de ecuaciones diferenciales que no son lineales. Esto se ve
ra en la proxima seccidn.

Para terminar ésta, vamos a poner de manifiesto que el sistema

escogido como ejemplo para la construccidén de la funcién de Lia

puUnov es un caso particular del movimiento armonico amortiguado,

- . 7
en el que una particula de masa m esta sujeta a una fuerza elas-
tica restauradora —kx y a una fuerza de rozamiento proporcional

Il ., PR »
a la rapidez de la particula, -c¢v.La ecuacion diferencial pa
éste caso es, de acuerdo con la 2a. ley de Newton,
2
m Q—% =.-kKX - cv
dt

s . - o .
siendo x, el desplazamiento de la particula con respecto al ori-

gen.Si hacemos v = vy, % =2 vy % = 3, resulta



nica total 2 2
E=E_, + U=

3 s 2 . . N
es tambien una funcion de Liapunov para el sistema. En efecto,

haciando v = y, se tiene

. - m 2 2
E(x,y) = E(R) = 5% +

of

dividiendo entre m y multiplicando por 2,

2E(R) 2

k 2
™ =y +;n-x

y recordando que para el sistema escogido de ejemplo % = 2, Vv

llamando E'(R) a EELE), se obtiene,
E(R) = 2x2 + y?
de donde dE"' — 2
at = ¥e' -V =(4x%,2y) - (y,-2x-3y)= -6y
y como y = v { rapidez), el sistema fisico disipa energia con

una rapidez proporcional al cuadrado de la rapidez de la parti-
cula.

Con esto se comprueba que la funcion de Liapunov para un siste- -
ma no es dnica, y que la idea qﬁe guid al matematico Liapunov en
la contruccion de su funcidn fué la de la energia en un 5istema

fisico.
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SECCION 8

APROXIMACION LINEAL PARA SISTEMAS DE ECUACIOMES DIFERENCIALES
NO LINEALES.APROXIMACION LINEAL PARA EL PENDULO SIMPLE.ESTABI-
LIDAD DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO DEL SISTEMA DE LOTKA Y VOLTE-

RRA.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales, expresa-

do en forma compacta por

=V(R)

&5

(VEASE EL APENDICE IV (A)), en el que V(R) es no lineal, se pue

de dnvestigar la naturaleza estable o inestable de los puntos
de equilibrio del sistema mediante lo gue se llama "una aproxi-
macion lineal™.

Supongamos que V{(R) es una funcidn diferenciable en
una vecindad de uno de los puntos de equilibrio del sistema, por
ejemplo, en una vecindad del punto a que cumple la condicidn

Via) =0 R - B

en ese caso, se puede escribir

(VEASE EL APENDICE VII, ecuacion (xviii)).
Y por la condicidn dada en (49),
V(@ + 1) = J(a)hn + o(a;m)h

y para b suficientemente pequefio, de manera que Q(a;h)x 0 (mg—



triz) resulta
V(@ +h) = 3(a)F .oieiiiiiinneae..(50)
de manera que , en el caso de Que R = a sea un punto de equili-
brio, el valor de ia funcidn se puede aproXimar por su diferen-
cial en una cercania de 3.
Dentro del rango de valores de R en el que V(R) es

diferenciable, se puede escribir,

R=a +h
de donde " =R- a

y la expresion (50) se puede escribir
V(R) = J(a)(R - 3) B §-3 B
Yy a esto es a lo que se llama la aproximacion lineal de VI(R)

en una vecindad del punto de equilibrio R = @ . Y de esta mane-

ra el sistema original no lineal

AR _ @GR - T cenne P (52)

en el cual ‘es rélativamente facil investigar la natuyraleza esta
ble o inestable del punto de equilibrio R = a.

Para ilustrar la forma de hacer una aproxim?cién 1i~
‘neal escogeremos otra vez el ejemplo del péndulo simplé, cuyo

sistema de ecuaciones es, como ya se Vig,




(w,—kzseno), resulta de la for-

ma —
d _ — —
at = V(R)
con V(R) = (£,.£,) se tiene,
fl(R)= w

£,(R)= -kZseno

y la matriz jacobiana de aproximacidn sers, entonces

af 3f d a
1 1 (w) ——(w)
BT I /33 ow
J = =1
as At a 2 3 2 /
2 2 2=({-k“seno) “—(-k“sené
%  Fw -\"" ow
0 1
J =
_—k2c039 Q

En el punto de equilibrio R = a = 0, la matriz J(a) es

0 1

veeee.. (53)
-k? o

J(A)=3(0) =

y la aproximacidn lineal dada por (52) gqueda,

SR

atc = J(0)(R - 0)

poniendo en evidencia las componentes

[$\ f0  1\/e)\
&g—:) (-kz 0)«»«')

El sistema lineal de ecuaciones que resulta es,



dt
Este sistema es equivalente a la ecuacion diferencial de 20. or-

den dzé 2

que, como es bien sabido en fisica, da lugar a un movimiento ar
monico simple para oscilaciones pequefias del péndulo.

Aungque ya se sabe que el origen es un punto de equili-
brio estable, es interesante mostrar que dicha informacidn estd
contenida en la matriz jacobiana de aproximacion dada por (53)
Las raices caracteri{sticas del sistema se obtienen del determi-

nante

que da lugar a la ecuacidn caracterfstica

2+ k¥ =0

cuyas raices son
r(l) - ik

]
I
™
>

. r(2)

Puesto que estas raices son imaginarias puras, el origen tiene

estabilidad neutra .No es asintdticamente estable.La consecuen-

N o s : . . s . N
‘cia fisica de esto es que, si al pendulo simple sin friccion,
que se encuentra ya oscilando,se le perturba dandole un impulso,
por ejemplo, no regresa a la oscilacion original (ofbita origi-

nal) sind_que gueda oscilando con una nueva amplitud (nueva JSr-
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bita. Esto ya se discutidé en la seccion 5, en donde se determi-
naron las orbitas cerradas alrededor del origen.

Con todo el conocimiento previo,«:se puede pasar ahora
a los problemas de la dindmica poblacional y, como ejemplo, se
discutird la estabilidad del sistema depredador-presa de Lotka

y Volterra,cuyas ecuaciones son no lineales,

-g—i)- = -bD + cDP

[ 8- D]
dapP
3t = arP - fDP

tal como se establecid en la seccion 4.
El sistema (9) tiene 2 puntos de equilibrio (D = O0,P = 0), el
cual es evidente y que desde el punto de vista ecologico no tie
ne ningﬁn 'intere's, Y aque'l para el cual

-bD + ¢cDP = 0

aP — fDP = 0
o sea, (D = a/f ,P = b/c). En este caso tenemos R = (D,P) y
V(R) = (£,,£,) = (-bD+cDP , aP-£DP) y la matriz jacobiana para

hacer una zproximacidn lineal es,

/g——(—bm-cnp) a 35¢- bD+cDP)\ -b+cP cD\
: \ /
\ (ap—fDP) E—P-(aP—fDP)} a-£D
calculada en el punto de egquilibrio Eo = (a/f,b/c), resulta
,—b+c(b/c) é(a/f)\ ,0 ac/f

J(Eé)= =
~£({b/c) a-f(a/f) -£5/¢ (o]
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Y la aproximacién lineal en la vecindad del punto ﬁo es

dR - .
at = J(Ro)(R- Ro)
con componentes,
ap
gt 0 ac/f D - a/f )
ap = ceiesasesa(54)
ac ~-fb/c O P - b/c’

.
La ecuacion caracteristica del sistema se obtiene de
0-~-r ac/f
l—fb/c 6-r1

y resulta ser

r2+ab=0

cuyas raices son

r{l) = iV ab
r(2) =-i { ab

Por lo tanto, el punto de equilibrio R, = (a/f,b/c) es de esta—

bilidad neutra, porque las raices son imaginarias puras.

Las ecuaciones de las orbitas en el plano de fase D-P son rela-

tivamente faciles de encentrar a partir del sistema de ecuacio-

nes original, que se puede escribir,

4abdb
ac ={{-b/P) + c)DP
ar .
at ={(a/D) - f£)DP
de doyde db - Dpdt
-(b/Pl+c
apP = DPdt

R (a/D)-£
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Igualando los lados izqQuierdos, se obtiene

dap - 4p
-(b/P)+c (a/D)~ £
a I
(D - £)db = (-P + c)ap
dap ae -
a 57 + b 5 -fdD- cdP = 0

Integrando se obtiene
aLnb + bLnP ~-fD —-cP = K {(constante)

cpP

D in e = K'

Ln D* +Ln PP+ Ln & "
Ln{p3e™ £0) (Pbe_cp) = K*
(Dae—fD)(Pbe—cP) - K'

La familia de Orbitas estd dada, entonces, por la ecuacion

(2™ TP) (pPe"P)= Kk ( constante)...(55)

Las orbitas dadas por (55) son diffciles de graficar, sin embargo,
cerca del punto de equilibrio R°=(a/f , b/c), se puede usar el

sistema lineal aproximado dado por (54),

.gg = e _f....(D_E}
t c £

Eliminando al tiempo, este sistema de ecuaciones diferenciales

. . .
se convierte en la ecuacion

L

£bp a agp_ kb -
c(D—f)dD+f(P_c)d =0

Integrando se obtiene

Q(D i)2 + 9——c-(P—-i%)?' = C (constante)

c - F £
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E inmediatemente se ve que se trata de elipses centradas en el
AD punto de equilibrio R =(a/f,b/c).
Volterra ideén una t€cnica de ma~
peo para dibujar las orbitas da-
das por la ecuacidn (55). El ti-
po de drbitas se muestra en la
fig. 19. En ella se nota que cer-—
ca del punto de equilibrio, las
orbitas se aproximan a elipses.

$/ Se nota, también, que el compor-
% -

tamiento del sistema de Lotka y

[}
\’_\1—_// terra, comparte con el péndulo

simple sin friccidn la caracte -

o éﬁ 442? ristica de tenmer puntos de equi-

Fig. 19.-Orbitas del sis- librio con estabilidad neutra.
tema de Lotka y Si una perturbaciéh sacara a las
Volterra.

poblaciones de una de las drbitas
no regresarian a ella sindé que
quedar fan oscilando en una nueva.

Debido a que para muchos ecdlogos la estabilidad neu-
tra es aiffeil que se dé en la naturaleza, se han propuesto al-
gunas variantes del modelo de Lotka y Volterra écn el fin de
proporcionar una descripcion mids realista de la interaccidn en-

tre poblaciones, por ejemplo,

daD
gt = mDP -nD
dpP 2

aP- bP” ~ cDP

]

at
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en donde el término en P2 incluye la competencia interespecie de
de las presas.
Otro ejemplo en el que, ademas de la competencia inter-
especie de las dos poblaciones, se toma en cuenta que el depre-
dador puede tener otras fuentes de alimentacidn, de manera que

la ausencia de sus presas naturales no afecta negativamente su
crecimiento poblacional, es el siguiente,

mDP 4+ nD - qu

a olg

as Gl

ap —-bP2 -cDP

]
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SECCION 9

MODELOS CUADRATICOS DE POBLACION. EL TEOREMA DE NO CICLOS.INES-

TABILIDAD ESTRUCTURAL DE LAS ECUACIONES DE LOTKA Y VOLTERRA.

Los dos {iltimos sistemas de ecuaciones diferenciales
puestos como ejemplos de interacciones depredador- presa, asi
come el modelo de Lotka y Volterra y el de competencia dado por

la ecuséion (8) de la seccidn 4, pertenecen a la clase de los

llamados modelos cuadraticos de goblacidh.

. L
La expresidn mas general de los modelos cuadraticos

para 2 especies A y B interactuantes entre si, es

o)
»

T =(ao+ a A+ a,B)A

&

ceseanena ....(56)

ﬂ&
i

=(b°+ b1A+ sz)B

A cada coeficiente se le puede dar una interpretacién ecoldgica:
a, v bo son las tasas intrinsecas de crecimiento de A en ausen—
cia de B y de B en ausencia de A, respectivamente.

al 2' bzlrepresentan, entre miembros de la misma especie, la com
petencia, en el caso de sSer negativos, o la autosimbiosis, si
son positivos.

a, vy bl' representan simbiosis de una especie con la otra, si
ambos son positivos; depredacibn, en el caso de que tengan sig-
nos contrarios; y depredaciéﬁ mutua o competencia, si ambos son

negativos.

El dnico punto de equilibrio para el que A ¥ 0 y B#0
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es aquél para el cual se cumple

a+ alA+ azB = 0

b°+ blA+ sz

i
[=]

resolviendo para A y para B, resulta

ayb~a b,

Ae= a,b,~a,b
172 727 (57)
aobl—alb°

Be= 3,5,-a,b

€ a39maxe;

Para descubrir la naturaleza estable o inestable de este punto
de equilibrio se podrian aplicar las técnicas aprendidas en las
seccioneé anteriores, sin embargo,hay otro aspecto mds intere-
sante que puede tratarse con una técnica matematica diferente:
demostrar que, excepto en casos muy especiales, un modelo cua-

[ R . .
dratico de poblacion no puede tener Srbitas cerradas o ciclos.

La demostracidén se basa en teorema de Green para el

plano.Se definen- fl(A,B), fz(A,B) y H{(A,B), de 1la siguientg ma

nera,
£.{(A,B)= (a _ + a,A+ a,B)Aa
1 o 71 2 N 413
fZ(A,B)z (bo+ b, A+ bZB)B
H(A,B) = aAMg" B 413

siendo, en 1la definicidn de la funcidn H,
b,(b, - a,)
m = —fo ]
atb, - a,b
172 271 P £ 1 )]
ayla, = bz)

aby — aghy

En_el apéndice VIII, se demuestra gque se cumple la condicidn
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OHE Oy 4w S1 .....(eD)
At 3B T U,

siendo, _
c,= albéaz- bz)— aobz(al— bl)

tesesaaa.. (62)
C

2= 1Py - 3P
befinidas asi las @iferentes funciones y constantes que van a
intervenir, se tiene el

TEOREMA DE NO CICLOS para modelos cuadraticos de poblaciéh:

Si el modelo cuadrdtico de poblacidn

qA
gt = fl(A,B)
dB
4t = fZ(A,B)
con £, y £, dadas por (58), satisface las condiciones

Ci£0 y Cy%0
en donde Cl Yy C2 son los de la expresidn (62), entonces, el sis
tema no tiene Srbitas cerradas ( o cicles) en el cuadrante de

poblacion A>0, BS0.

emostracidn del tcoorema

35 5 COmo sigue:s

Supongamos gue el sistema tiene un cicloc o una drbita cerrada
alrededor Ae un punto de equilibrio; llamaremos D a la regidn
del primer cuadrante del plano A-B encerrada por el ciclo, in-
cluyendo los puntos de éste,

‘Utilizando la relacion (61) resulta

QHE, OHE c,
(32~ * 35— )dA dB = &~ H dA a8 e ieeosseaas(63)
2 .



-7~

De acuerdo con la definicioh de la funcion H(A,B) dada por (59)

para el cuadrante de poblacion A>0,B>»0, la funcidn H siempre

es una cantidad positiva y como, de acuerdo con las condiciones

del teorema de no ciclos, Cl Y C2 son constantes que no se anu

lan, 1la funcién
€1
T H(A,B)
2
tiene signo fijo en el cuadrante considerado y que estaré deter

minado por el signo del cociente Cl/C2 .Vamos a suponer gque

C1 .
E‘H(A,B))O ceesesscsasrss (64)
2
!
(el caso o HC 0, puede ser tratado en forma similar)
2

Tomando en cuenta (64),1la expresién (63) da lugar a

5 3HE ) duf,
(-O_A—- + 38 JdA @B > 0 ........ (65)
D

Per otro lado, el teorema de Green para el plano asegura gue,

para dos funciones Q(x,y) y P(x,y) con primeras derivadas par-

ciales contfinuas en una regidén D, se cumple

¥4 . /

fe)
)3(3%—%3) ax dy:@(Qdy-{-de) reaea.(66)
D c

en donde C es la curva (érbita o ciclo) que encierra a la regién'
D, es decir, la integral doble de superficie puede sustituirse
por una integral de linea.

Aplicéhdole (66), 1a expresidn (65) queda

aﬂfl 6Hf2
(EA—— + d—B———-)dA dB = (HfldB —Hfsz)>0 ..(67)
D [
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Pero, de acuerdo con el sistema de ecuaciones definido en (56)

y las definiciones de f1 y f2 dadas en (58), resulta que,
dA = £at

dB = fzdt

setcesecssccsracess(68)

Y, por lo tanto, la integral de linea

é(ﬂflda - Hfzd}\) = §(Hfl(fzdt) - Hfz(fldt)) =0 .....(69)
[ [4
Entonces,bajo la hipétesis de que existfa una érbita cerrada pa
ra el sistema cuadrético de poblaci6n, se llega a una contradic
cidn puesto que las expresiones (67) y (69) no pueden cumplir-
se simultdneamente. Esta contradiccién indica que 1la hipé}esis
de partida es equivocada y el teorema gqueda demostrado.
Una consecuencia del teorema de no ciclos es que,

cuando se cumplen las condiciones

C1 = alho(az - bz)— aobz(al— bl) £#0

C, = a;b, - a,b; #0, .
el uUnico posible estadc dc cguilibric del modelo cuadrdtico

g% w{a_ + alA + aZB)A

aB

ac =(b° + blA + bZB)B

es aquel en el que las poblaciones permanecen constantes con va-
lores iguales a las coordenadas del punto de equilibrio
azbo- aobz aobl— albo

=202 0 < ; B =

A L= BSOS - I
e albz- azb1 e alb2~ azbl



-109~

Dado que las expresiones del puntor.de equilibrio contienen a C

2
en el denominador, es claro que debe cumplirse C ¥ 0.Ademds,el
cociente Cl/C2 , puede escribirse

El _ al(azbo- a b,) + bz(aobl— albo)
C2 albz— a2b1
—a ayb,- a b, + b agby - a;b,
lalbz— azb1 2 ale_ azb1

alAe + sze

De aqui gue, C,= 0, sdlo se daria en el caso de que

a; =0 v b2 =0 ceteacsaas(70 a)
o en el caso de que

Re B2 ceteerieeees (70 D)

Be 21

La condicfon (70 b) exige una relacidn muy improbable entre los
coeficientes ao,al,az,bo,bl 3 bz, sobre todo si se piensa que
dichas constantes, en una situacidn real, se deben estimar ex-
perimentalmente haciendo iﬁvestigacign de campo. Entonces pedir
que C1= 0, atendiendo a esta condicioh es casi imposible.

La condicidn (70 a) pide gue no haya competencia entre los miem-
bros de la misma poblacién.Tambien, en los casos reales, consti-
tuve una situacion idealizada pedir su cumplimiento.

En conclusidén, dado que las condiciones (70 a) y (70 b)
son muy improbables, se tendra Cl # 0, v el teorema de no ciclos
sers valido para los modelos cuadréticos de poblacion.

En el caso del sistema de Lotka y Volterra para inte—

. ’ .
racciones depredador-presa, que es un sistema cuadratico,
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se puede escribir

ap

3t ={-b + 0D + cP)D
ap _

at =( a - fD + OP)P

haciendo patente que los términos de competencia entre indivi-
duos de la misma especie, D2 0% Pz, tienen coeficiente cero.Por
lo tanto, para este sistema Cy = 0, debido a que se llena la
condicion (70 a),y en consecuencia el sistema tiene orbitas ce-
rradas, come ya se ha visto.v

Los sistemas que presentan estabilidad neutra en sus
puntos de equilibrio, como en el caso de Lotka y Volterra,y que
se caracterizan por poseer una familia continua de ciclos :en el

- 7 . .
cuadrante de poblacion, se dice que no son ecologicamente esta-

bles. Los sistemas ecologicamente estables son aquellos que pre-
sentan ciclos aislados, es decir, un sistema es ecologicamente
estable si presenta un s&lo ciclo con la propiedad de que, si
una perturbacién aleja a las poblaciones del ciclo hasta un §un—
toscercano a medida que el tiempo transcurre, las poblaciones si-
guen una érbita que regresa haéia el ciclo inicial.Se comprende
entonces, que dicho ciclo debe estar aislado, o sea que no de -
ben existir otros ciclos cercanos para que las poblaciones no
puedan caer en ellos y regresar al ciclo original.

: Parece probable, segun los ecéloqos, que los dnicos -
iciclos que pueden tener los modelos matematicos que pretendan

. s .
representar sistemas reales, son los ecologicamente estgbles.

: Y ’ N
Otra exXigencia que se hace a los modelos matematicos
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¢
de la dinamica poblacional es que sean estructuralmente estables.

En una forma no muy rigurosa, se puede decir que un modelo es
estructuralmente estable si al introducir "pequefios cambios' en
la estructura del modelo, el (inico efecto gque se obtiene es un
ligero desplazamiento en la localizacidn de los puntos de equi-
librio sin cambiar ni el nimero de ellos ni su naturaleza esta-
ble o inestable.

Para poner un ejemplo de la estabilidad estructural
se puede analizar bajo ese punto de vista el modelo de Lotka y
Volterra.

Se pueden introducir pequeiios cambios en el modelo me
diante némqpos e* 'y’d*itiales que: sus valores absolutos se puedan
hacer arbitrariamente pequefios y que su efecto'sea hacer desa-
parecer los ciclos del cuadrante de poblacién.Es decir, el mo-

delo "ligeramente alterado"”

dp _

4t = (-b + cP + e*D)D
ar -

gt = ( a + d*P -fD)P

debe cumplir las condiciones
C1= —d*b(-f-e*)- ae*(d* -c) # 0

C2= d*e* 4+ fc ¥ O

como lo exige el teorema de no ciclos.
Ya se vio gue el modelo original tiene su punto de equilibrio,

ademéé del origen, en
D=a/f ; P = b/c

Con la alteracidn introducida al sistema, el punto de eqguilibrio
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Se mueve a

D*= .?_‘f.d_:b.; ; pw= b -—aex
c + d*e fc +d*e*

Este nuevo punto se puede escribir

-1
x- AC +d*b d*e*
D tc (1 + Fo ) (71
-1
fb- ae* d*e*
Pr= T (1 + e )

Como ya se dijo, los nuimeros d* y e* pueden hacerse tan peque-

fios como se quiera, de manera gque puede lograrse la condicion

!gzrj<l

fc |

con la cual
arex "1 d*e* arer 2 arex 3
+ 80 = 1 - ( P ¢

(1 s o +5%c fc)+..........

Los términos del desarrollo, excepto el primer 1, son de 20. or-
den o de orden superior, por lo tanto, reteniendo solo el 1 del

’ N
factor entre parentesis que aparece en (71), resulta

xadc +d*b _a  d*b
D* a=%2 =fF ¥ Tic
pr_ fb= ae* b _ aex*
- fc Y fc
2 2

Por otro lado, los términos e*D” y d*P“ de perturbacién pueden
hacerse tar; pequefics como se quiera. Dado que las poblaciones son
finitas, deben estar .acotadas, es decir, deben existir numeros
M y N, tales que DM y PN para cualquier instante. Entonces
'si, por ejemplo, se regquiere que

le*Dzl < 107 10 vy ld*pzl < 10~ 10

lo dnico que hay que hacer es escoger e* y d* tales que
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le*] <1071% 2y |ax] <2078 2

En resumen, el sistema perturbado tiene el mismo nimero de pun-

tos de equilibrio, el origen (0,0) y el punto (D*, P*)

a bd+ b aex
e = = *= =
b £t fc o c fc

ligeramente desplazado con respecto al punto de equilibrio

D=% i P ==
del sistema original, sin embargo, el sistema perturbado carece
completamente de ciclos; de manera que el sistema "ligeramente
alterado" se comporta de una manera completamente diferente con
respecto al original. Es por esto que se dice que el modelo de

Lotka y Volterra es "estructuralmente inestable".
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SECCION 10

LA EXPLOTACION PESQUERA.MODELO DE SCHAEFER PARA PESQUERIAS NO
REGULADAS , ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DEL MODELO DE SCHAE-

FER.APLICACION DEL TEOREMA DE NO CICLOS.

Todo lo escrito hasta este momento no debe considerar
se como una mera resefia de problemas~mateméticos mas o menos in-
teresantes, sind como una pequefia parte de los miltiples esfuer-
zo0s realizados durante muchos afios por bidlogos, matemiticos Y.,
ultimamente, por fisicos, para estructurar una sdélida base ted-
rica gue sustente la comprensién de diversos procésos ecologi-
cos de vital importancia para preservar nuestro ambiente y apro
vechar sus recursos de manera racional.

La explotacién y €l dominio del ambiente vivo siempre
ha sido una de las tareas fundamentales del hombre, desde las
primeras epocas en que se llevaba a cabo mediante précticas tra~
dicionales, cada una con su iquuaje y reglas propias esencial-
mente cualitativas, hasta nuesﬁros dias en los que se realiza
por métodos cient{ficos cuantitativos tanto en la teoria como en
la préctica ¥y con un fuerte trasfondo econdmico.

Sabemos que desde los tiempos paleolfticos, el hombre
se las ha arreglado para matar presas tan poderosas como el bi-
‘sonte y el mamut y que su capacidad para inventar dispositivés
de caza,.como armas y trampas, ha sido el factor de mayor impac-
to sobre las poblaciones de las demas especies animales, a tal

grado que muchas de ellas desaparecieron desde aquellos remotos
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tiempos. Sin embargo, esa misma habilidad pronto se volvié con-
traproducente para la propia "especie'" de cazadores porque, co-
mo dir {amos ahora, su imperfecta comprensién de los fenomenos
ecologicos, los condujo a quedarse Sin presas que cazar para a-
limentarse y, como consecuencia, su cultura desaparecid dando
lugar al surgimiento de otros pueblos gue dependieron mds de la
agricultura que de la caza Yy Que fuefon capaces de aprovechar
las presas que ain quedaban sin llevarlas a la extincidn. Des-
graciadamente en los siglos recientes, el avance tecnolééico en
las artes de caza y pesca, aunado al problema de la explosién
demogréfica de la especie humana, han hecho renacer el peligro;
mds especies han desaparecido y otras se encuentran en vias de
ser exterminadas.

Bajo este peligro se encuentran las especies marinas,
peces, crustaceos, moluscos, de los cuales procede gran parte
de la alimentacidn mundial, sobre todo de los peces por el gran
volumen de captura al que estan sometidos.

Aunque la exterminacidn de peces debida a la pesca pue-
de considerarse com un suceso raro, muchas de las poblaciones
de varias especies se han visto reducidas en grado sumo de mane-
ra que algunas se consideran extintas desde el punto de vista co
ﬁe;cial-

Afortunadamente, hay signos alentadores que indican que,
cuando menos a este respecto, el hombre ha adquirido niveles su-
periores de conocimiento y responsabilidad social en comparacién
con los del hombre de la edad de piedra.En los \dltimos afios han

aparecido instituciones nacionales e internacionales que regla-
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mentan el funcionamiento de las pesquerfias. Y es en estas reqgla
mentaciones, que pretenden una administracién inteligente de
los recursos pesqueros, en donde se hacen necesarios todo el ci
mulo de conocimientos tedricos y practicos sobre la dindmica de
las poblaciones en general y de las poblaciones de peces de im-
portancia comercial, en particular, para comprender los mecanis
mos mediante los cuales se generan los recursos aprovechables y
la manera de regular el nimero de individuos en ellos, asi como
el impacto que la intensidad de pesca ejerce sobre las poblacio-
nes y la forma de optimizar las capturzas sin peligro para las
especies.

Los modelos matematicos que abordan los problemas de
la dindmica de 1las pobalciones de peces puden ser clasificados
en ods grandes categorias: los modelos de produccién y los mo-
delos analfticos.

En los modelos de produccicdn se considera a la pobla-
cion de peces como formando un todé,sin caracteristicas internas,
tales como la distribucion de edades o de tamafios, de manera que
puede ser descrita por un sélo ;arametro»: el numerc dc indivi-
duos o su biomasa. Se trata de modelos sencillos que no presen—
tan dificultades para entenderlos y qQue funcionan a traves de
una demanda moderada de datos; generalmente, datos estadisticos
sobre las captutras y la intensidad del esfuerzo pésquero.

Por otro 1aao; los modelos analiticos son mucho més
estructurados; son modelos que tratan de ser racionales con me-
canismos internos.Esto trde como consecuencia que su demanda de

.
datos sea mayor que en los modelos de produccion.Los modelos a-
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naliticos consideran a la poblacidn como la suma de sus indivi-
duos y explican su dindmica a travds del andlisis de los even—
tos gue conforman la eXistencia de dichos individuos. En las
formas ﬁas detallistas se involucra varios pardmetros como el
crecimiento, 1la distribucidn de edades, la mortalidad, etc.,co-
mo funciones de la densidad pobiacional.

En la prdctica, los dos tipos de modelos no son mutua
mente excluyentes. Al principio de una investigacidn, cuando los
datos a la mano son pocos, los modelos de produccidn son gene-
ralmente empleados para analizar los eventos de la pesqueria,
pero, a medida que la investigacion avanza, van siendo sustitui-
dos por modelos analiticos conforme los datos adicionales nece-
sarios se van obteniendo.

Entre las poblaciones de peces, el grupo de los atunes
comprehde varias especies de importancia comercial-entre las que
que se encuentran : el atdn aleta amarilla (Thunus albacares) b

el barrilete (Katsuwonus pelamis),que estdn incluidas entre las

cinco especies cuya captura representa el 80% de la captura mun-

Para llevar a cabo investigaciones sobre diversos as-
pectos ecoldbicos de las dos especies mencionadas en el parrafo
anterior, se cred el organismo internacional llamado: "“COMISION
INTERAMARICANA DEL ATUN TROPICAL". Una de las principales tareas
gque intenta llevar a cabot!esta asociacidn es la de recoger e in-
terpretar la informacichn pertinente para mantener las poblacio-
nes de los atunes tropicales y de los barcos pesqueros, en los

niveles adecuados gue permitan las maximas capturas afio tfas afid.
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La mayorfa de los estudios bisicos sobre la dinamica de
la poblacion de los tiunidos se ha realizado a través de modelos
de produccién debido, en parte, dado que la edad de estas espe-
cies es dificil de determinar, a que este tipo de modelos no de-
pende de 1la distribucidn de edades. Entre los principales mode-
los de este tipo se encuentran el de Schaefer y el de Pella y
Tomlinson. En esta seccidn se discutird el primero de ellos.

I.a linea de razonamientos que sigue Schaefer(1954) al
proponer su modelo es la que sigue:

Si P es la poblacidn de peces suceptible de ser capturada ( el
stock), los cambios de 1la poblacidn en el tiempo estaran regula-
dos por una ecuacion del tipo

ap
8t = £(P) - P@(F) cearessesasa(72)

en donde la funcidn f(P) representa la razon de crecimiento de

la poblacién en condiciones naturales, es decir, sin pesca, y
P@(F) representa la "tasa de captura" considerada proporcional
tanto al tamafio de la poblacion P, como a una funcion @ del es-
fuerzo pesquero F. Ambas funciones, f(P) y #(F) se consideran con-
tfnuas vy univalentes.

Es evidente en (72) que mientras la tasa de captura per-
manezca en un valor menor a la razoh de crecimiento natural de
la poblacion (P@(F) ¢ £(P)})}, ésta aumentard y, viceversa, cuando
la tasa de captura sobrepase al crecimiento natural (P@(F) >f(P)5
ia poblacién disminuird. Por Ultimo cuando la tasa de captura per-
manezca igual a la razdn de crecimiento natural (P@(F)=£f(P)), en-

tonces %% =0 y la poblacign se mantendra estable.Si este es el
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se dice que la pesgueria esta en equilibrio, para ese valor de

la poblacidn y para esa intensidad de pesca. La captura anual
realizada bajo esta condicion la llama Schaefer "captura de e-
quilibrio".

Por otro lado, tomando en cuenta el sistema econdmico
en el que vivimos, una pesqueria debe constituir un negocio ren
table; de manera que si en determinado momento el costo por uni
dad de esfuerzo pesquero resulta mayor que el beneficio en dine
ro obtenido por los peces capturados por unidad de esfuerzo pes
quero, la inversidn econdmica en 1la pesqueria se verd desalenta-
da. Suponiendo estable el precio del producto, 1la rentabilidad
de la pesqueria dependerd solamente del volumen de captura por
unidad de esfuerzo; entonces, mientras la pezsgqueria deje bene-
ficios serid un negocio rentable que atraerd mds barcos y el es
fuerzo pesquero iri en aumento, esto se indica matematicamente
con la expresidn -g—i)o.sin embargo, esto traerid como consecuen-
cia lolgica un decremento. en 1la poblacién de peces (g—i(O) lo
cual, a su vez, causard una baja en las capturas por unidad de
esfuerzo y la pesqueria ira, paulatinamente, perdiendo su ca—
racter de buena inversidn.Debido a esto cabe suponer la existen-
cia de un tamafio de poblaci6n 1imite N debajo del cual el bene-
ficio econdmico obtenido por unidad de esfuerzo serd tan bajo
gue el costo de la siguiente unidad de esfuerzo excederd al be-
neficio correspondiente; la inversidn se verd desalentada y el
esfuerzo pesquero se verd obligado a disminuir, es decir, gg'<0.

at
Matemidticamente, lo anterior puede formularse de la si-
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guiente manera,
L = GF,P-N) .einnirinnn..(72)

exigiendo gque
G>0 si P>N

GO0 si P<N

En resumen , un modelo muy general para una pesqueria
estard representado, segun Schaefer, por la pareja de ecuaciones

formada por (71) y (72),

ar _

gt = £f(P) -~ PB(F)
dar

at - G(F,P~ N)

faltando por determinar la forma de las funciones involucradas.
Como lo mé&s indicado en el modelaje es empezar por lo

mds sencillo , Schaefer escoge un crecimiento natural logistico

para la poblacidn de peces, una funcion ¢ (F) directamente pro-

porcional a F y una funcidén G(F,P-N) directamente proporcional a

F y a la diferencia P~-N. Resulta entonces,

£(P) = klP(L— P)
siendo L la capacidad de carga del medio y kl una contante posi-

tiva,

@(F) = k,F

2
Y G(F,P-N)= kyF(P-N)
siendo kz vy k3 constantes positivas.

Escogidas de esta manera las funciones, la interaccion peces-

pescadores, queda descrita por la pareja de ecuaciones,

gar _ _ dF _ -
SE=K,P(L-P)— k,PF vy  Fp = kaF(P-N) .......(73)
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La naturaleza cuadrdtica del sistema dado por (73) se puede po-

ner de manifiesto escribiéndolo en la forma,

dp
ac = (le— klP— kzF)P
dF _
gt = (~k3¥+ k3P +OF)F

Comparando con el sistema cuadrdtico general dado en las ecua-

ciones (56), resulta

a, = le bo = - k3N
a; =- kl bl = k3
a, =- k, b, = 0

Y el sistema,ademds del origen del plano de fase P-F, tendrd co-
mo punto de equilibrio K
P =N ; F= —=(L- N) cieereseansl(74)

k
2
que se obtiene aplicando las férmulas dadas en (57).Ademds, de
forma casi inmediata, podemos ver que el sistema (73) no puede
tener ciclos en el cuadrante P> 0, F >0, porgue, de acuerdo con

el teorema de no ciclos, al ser

C1= albo(az—bz)—aobz(al—bl)= —k1k2k3 # 0

C2= albz— azbl == k2k3 # 0
se cumplen las condiciones requeridas y el sistema no puede te-
ner ciclos ni ecolégicamente estables ni de estabilidad neutra
(como los del modelo de Lotka y Volterral.

Por otro lado, utilizando la aproXimacion lineal dis-
cutida en la seccidn 8, se puede demostrar la estabilidad del
punto de equilibrio dado por (74).

Llamando R al vector R =(P,F) y V(R) al vector

V(R) =({k L=~ k;P- k,FIP , (~kyN+kyP)F)
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de manera que las funciones componentes de V(R) son
£,(P,F) = (k;L- k;P~ k,F)P

£,(P,F) = (-kyN+K,PIF

de manera que la matriz jacobiana de aproximacion sera

3£, of kyL= 2k P~ k,F -k,P
oP OF

J = =
3, 9f, K F ~kgN+ k3P
¥ S

en el punto de equilibrio EO = (N, (k;/k,)(L-N)) dado en (74)

la matriz queda

~k N kN
J(Ko) =
k ok
3 Lo o
2

La ecuacion caracteristica del sistema lineal aproximado serad

obtenida de

—klN— r —kZN
=0
k.k
3 l-m -r
2 )

quedando
2 -
r” + kyNr + k3kl(L— NIN = q
cuyas raices seran los valores propios o raices caracteristicas

del sistema . Estas raices son

r =

2
_ kN \/(klm ~ 4k k3 (L= NN
5 X 7

para L >N.
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Lo primero que se nota es que las partes reales ‘de las raices

caracteristicas son negativas. Esto implica que el punto de

equilibrio ﬁo es asintdticamente estable. Para que hubiera ci-

clos (Srbitas cerradas) seria necesario cue la parte real fuera
nula, es decir, klN = 0, Como no es este el caso, se corrobora
lo que ya se sabia aplicando el teorema de no ciclos. El siste~
ma no tiene ciclos.

Por otro lado, si el radical es igual a cero o es po-
sitivo, las trayectorias se acercan al punto equilibrio sin os-
cilar.Y si el radical es imaginario, entonces habrd oscilacio-
nes y las trayectorias seran espirales alrededor del punto de
equilibrio y acercandose a él.Poirtloztanto, el punto de eqguili-
brio es asintoticamente estable,
sin oscilaciones si (klN)2 ~ 4k;k3(L- NIN>O
con oscilaciones si (klN)2 - 4klk3(L— N)N< O

La primera desigualdad es equivalente a

i L-N . ) )
kl > 4k3 7 (sin oscilaciones)
y la segunda es equivalente a
k, £ 4k L-n (con oscilaciones)
1 3 N

Schaefer en su articulo llega a las mismas conclusiones sélo que
de una manera un tanto diferente y algo mas complicada, por no
usar la matriz de aproximacion.Tambien aplica su modelo a la pes-
queria del mero de Pacifico y a la de la sardina de California
y sus resultados no parecen alentadores. Lo predicho por el mo-

delo no concuerda con lo observado. La causa principal de que
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esto suceda lo atribuye el autor a la pobreza de datos sobre las
tasas de mortalidad por pesca, el esfuerzo pesguero y el tamaiio
de la poblacion en el periodo temprano de desarrollo de la pes-
queria. Ademds aclara gue para que lo observado concordara con
el modelo, las pesquerias deben funcionar de acuerdo con las su-
posiciones hechas en él; la mds fundamental de todas es 1la éue
considera que el crecimiento de la poblacion de peces depende
solamente del tamafio de dicha poblacidn sin estar sujeta a varig
ciones importantes debidas a otras causas. De manera que,si exis-
ten otras causas influyentes en el crecimiento de la poblacion
tales como variaciones en las condiciones ambientales, es natu-

ral esperar que el modelo falle.
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SECCION 11

MODELO GENERALIZADO DE PRODUCCION DE PELLA Y TOMLINSON,REDUC-
CION AL MODELO LOGISTICO.SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL.
APLICACION A LA PESQUERIA DEL ATUN ALETA AMARILLA + BARRILETE
EN CUATRO ZONAS DEL PACIFICO ORIENTAL.

Se vid en la seccion anterior que el modelo de Schae-
fer propone un crecimiento natural logistico para la poblacion
de peces, o sea,

£(P} = klP(L - P}
que, como se ve en la fig. 20, su representacion es una pardbo-

la con maximo en L/2.

$£(P)4

5‘4 7y \l.. > P

Fig. 20.- Grafica de la funcidn
£(P) = klP(L - P)

Sin embargo, el propio Schaefer (19 ) aclara gque hay razones
para creer que en algunas poblaciones de peces, la curva, en

realidad, es asimétrica sesgada hacia la izquierda, es decir,

con el valor maximo en P¢ L/2.
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Esta forma parabolica se refleja en la grafica de la captura de

equilibrio contra la poblacion. De acuerdo con el modelo

dap _
ac - klP(L— P) - kzPF caevareaal73-1)
en donde kZPF, como se vid, es la tasa de captura.

En condiciones de equilibrio entre el crecimiento natural y 1la
mortalidad por pesca, es decir, cuande (dP/dt) = 0, la tasa de

captura (dC/dt) resulta ser una constante

dac
(%) = k,P F
at eq. 2" eq. eq.
en donde Feq es el esfuerzo (esfuerzo de equilibrio) pesquero

‘constante que mantiene a la poblacion en el valor constante Peq
Suceder& entonces que el incremento de la captura C en un in-
tervalo de tiempo At, serda, en condiciones de equilibrio,
C = P F t
4 eq. k2 eq qu
Comenzando con una Ci( captura inicial) igual a cero al princi-

pio de cada afio, la captura de equilibrio al final del ajio (cap-

q

tura anual) serd,( con At = 1 afio),
Ceq(anqal) = kzPequq

pero, de acuerdo con (73-1) escrita arriba, cuando (dpP/dt) = 0,
resulta e n o i (L~

RaFagfeq KlPeq(L Peq)
o sea .
. Ceq(anual) = klPeq(L- Peq) sea-s(74)
y como hay muchos valores de Peq correspondientes a diferentes
valores de Feq' se puede considerar que Ceq es una funcion de Pe
al graficar Ceq contra Peq de acuerdo con (74), se obtiene una
parabola, con maximo en el valor Peq = L/2 .
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Es necesario aclarar que bajo condiciones de equilibrio, la segun-

da de las ecuaciones (73) escritas en la seccion 10, ya no es Vvé&-

lida. Es decir

daF _
at = ksFiP-M) N & & 593\

sdlo es valida en pesquerias no reguladas.Para que se dé la con-

dicion de equilibrio (dP/dt)= 0, el esfuerzo pesquero debe man-
tenerse constante y para esto es necesario que los barcos pes-
queros acepten tal condicion, lo cual significa regular o regla-
mentar la pesqueria.De manera que (73-2) funciona cuando el es-
fuerzo pesquero es dejado al libre albedrio de los pescadores

y la unica razon para aumentarlo o dismipuirlo es la rentabili-
dad de la pesquerfa.

Continuando con la relacion entre la captura de equi-
librio y la poblacion de equilibrio, Pella y Tomlinson (19 ),
para permitir que la:curva. que reiaciona:dichaszcantidades sea-
sesgada, tanto a la izquierda como a la derecha, proponen una fun-
cidén de crecimiento natural dada por

m

£(P) = HP - KP ; (m»0)

’

que da lugar a la ecuacion diferencial

S2 _ yp™ _KP -qfP ; (mP0) .euc.n..(75)
dt . .
bajo esfuerzo de pesca.

Se puede notar que con m = 2, la ecuacion (75) reproduce el mo-
delo de Schaefer ( ecuacion 73-1), si H = -k,;,K = -kK,L y g =k,.
(E1 esfuerzo F de las ecuaciones de Schaefer ahora se denota
por la letra £ y a la constante g se le llama el coeficiente de

captura).
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La ecuacidn diferencial (75) se puede reducir a la forma de la
ecuacion logistica dada en (2) de la seccion 3. Para ello sSlo
es necesario hacer el cambio de variable

z =01 ... R & 13

Derivando (76) con respecto al tiempo se obtiene

az m-2 4P
ge = (M- DEPTT g%
m- 1
az _ P 4ap
at = M- D% — 5%
az 1l dap
ac = (m=- 1)2 (-ls—d—t) I A D |

Por otro lado, la ecuacion (75) puede escribirse

ap m- 1
E=HP - (K+ qgf) cescancansaa{(78)

L1

sustituyendo (78) en (77) resulta

m-1_

az _

at ={m- 1) Z2(HP (K+qgf))
az

3t =(m- 1)Z(HZ2- (K+ qgf))

rearreglando terminos, se tiene, finalmente

dz N
22 -z [a-mitk+qe) - (1-mimz] ... (79)
Si en (79) se hace (1- m)(K+Qgf) = a,f{cuando f es constante)
’ (1-m)H = b
resulta
daz -
E=Z(a_b") crtescnreceans ..(80)

que es de la forma de la ecuacion diferencial logistica dada por
(2).

Para que la poblacion tienda hacia la capacidad de sosten del
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medic , dada por

(X- m)(K+gf) _ K+gf
(1- m)H = H esees..(B1)

ol

las constantes a y b deben ser positivas. Es decir,

I

a (- m){(K+gf)>0
b= (1-m)H >0

Las desigualdades anteriores se cumplen si,
(K+g£)>0 vy H)IO cuando m<L1l

(K+qgf) €0 y H&LO0 cuando myl

La solucion de la ecuacion diferencial (80) serd, de acuerdo con

la formula (7) de la seccion 3,

a/b
z(t) = cenceea...(82)

a -at
1+ (—tﬁo- l)e

Regresando a la variable P original, resulta,

p™1 _ (K+qgf)/H ...(83)
K+ gqf -{(l-m)(X+qgflt
1 + (Hpm'l e
)

tomando reciprocos en (83),

K+ gf _ -{l1-m)(K+Qqf)t
Pl— m 1 + (HPm'l 1l)e

(K+qgf)/H

multiplicando el numerador y el denominador de la idltima expre-
sidn por H/(K+ gf), resulta

pI™™  _u b (i H__y~(l-m)(K+aqf)t
K+ gf Pm-l" K+ aqf

[=]

Por ultimo, extrayendo raiz (l-m) y rearreglando algunos termi-
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nos se obtiene, para f constante, . 1
' I-m :
_ H H l1-m, —~(l-m)(K+ gflt
P"[——K+qf (———-K+qf— Po Je ...(84)
que es la solucidn que Pella y Tomlinson(1l9 ) proporcionan en

su articulo.

Se puede ver en (84) que si Cy
P = (ge) &
la poblacion se mantiene constante en ese valor, es decir,
P = P = (H/Kegf)) P/ Uimm)
en todo instante. Tambien, si
P # (H/ (Kegg)) 1/ (2-m)

la poblacion se extingue, teoricamente cuando menos, si el coefi-

ciente de la variable t en el exponente del numero e, resulta
negativo, es decir,si

(1-m) (K+qf)< 0
En el caso de que m» 1, la desigualdad anterior se cumple cuan-

do K
£> - a P € -1

Que la poblacion tiende a cero’'a medida que el tiempo crece,se
puede ver mejor en la ecuacion (83).Si el coeficiente de la t
en el exporiente del numero e, es negativo, este numero queda e—
levado a una potencia positiva gque aumenta de valor a medida que
el tiémpo crece, y dado que esta En el denominador de (83), la

.fraccion se va haciendo cada vez mas peqguefia.

Utilizando la expresion (84) el modelo es capaz

de predecir capturas. Ya se habia mencionado que la. tasa de cap-



tura serd
. ac _
g = 3fP cecriaceasess.a(B6)

y si se tienen como datos una serie de esfuerzos anuales £i.£,
'

f3,......,fn para n afios, esfuerzos que se consideran constan-
tes dentro del intervalo anual correspondiente,se tendrd que la

captura para el i~-ésimo afio, serd, usando (86),

acy :
(E). = qui ............. (87)
i
en donde las Pi estaran dadas por
1
lomy _(1-m)¢ e T
H : H —~ (1-m) {K+gf. )t
P () = - (i - r) ) i ce...(88)
i {K+qfi K -4-:;!:'i i-1
l-m l1-m
para 0g£ tgf1l, v en donde P(1l) significa P(t) calculada en
i-1 i-1
el instante t = 1 (afio), mediante la fdérmula correspondiente da-

da por (88).De la misma manera, para calcular valores de P.

1+l(t)

se necesitaré Pi(l) que se calculard con (88) para t = 1.

La formula (88), obtenida de (84), sirve para calcular valores
de la poblacion de peces para instantes comprendidos dentro del
afio 1 a lo largo del cual, el esfuerzo pesquero se mantuvo cons-
tante en el valor fi' es decir, con t = 0.5 , dard el valor de
la poblacion a la mitad del afiec i; con t = 1, dard la poblacion
al final del afio i, que serd al dato necesario para poder apli-~
car la formula para el afio i+l, usando el esfuerzo f,

i+l*
Regresando con (87), se tiene

(dC)i = qf P, dt

1]
<, —‘S gf;P; dt
hd 1
= qfigpi at P & : 1B
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Como la integral en (89) es difigcil, las capturas se calculan

N : : 7 r O]
mediante integracion numérica

Las capturas seran iguales al area bajo la curva g% contra ¢t,

o sea, el drea bajo qfP contra t. Aunque la curva de la funcidn
Pi(t) es continua, la curva de capturas Ci = qfiPi es escalona-

debido al factor cambiante £ (fig. 21)
A

I,

-~ — U

1aRre
Fig. 21.- Grafica de la tasa de captura. El drea de cada
barra representa la captura correspondiente al
intervalo de tiempc considerado.

Para utilizar la fdrmula (89) cada LIt seria cero y cada t; se-

ria 1, en la fig. 21.

Para realizar la integracidn numérica cada intervalo At; de un

aflic ze cukdivide en cierto nimero de partes iguales para que el
drea gue da la captura pueda considerarse como una serie de tra-
pecios. Subdividiendo en N partes iguales, la altura geometrica

(distancia entre las bases) de cada trapecio seria Ati/N y las

base serian qfiPij—l v qfiPij , para j variando desde 1 hasta

N(j=1,2,3,....,N).De manera gque cada uno de los N trapecios ten-

dria un afea dada por:
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-1 Af
Aj— 2(qfiP. + qfipij—i) ceeaesa(90)

ij

como se muestra en la fig.22

A

\
rr

footie, £ £ tet

3-1 N

Fig. 22.- Area del j-ésimo trapecio dentro del intervalo
Ati(desde ti_1 hasta ti) para la integracion
numerica de las capturas.

Entonces, la captura para el i-€simo afio estard dada por la suma

de las areas de los N trapecios formados dentro del intervalo

Ati, es decir,

sustituyendo la expresidn (90) en la sumatoria anterior, se tie-
ne Jj=N
c 1 At,
i= 2 2(af Pig + af;Py50)
J=1

Como la q y %:son constantes y la Ati y la fi no dependen de Jj
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pueden colocarse como factores antes del signo de suma,

af; at, &
© G T 2 Pi5 % Pyjo1)
j=1

Aungue los intervalos t; no tienen que ser, forzosamente, de
un afio, los tomaremos asi ( ty = 1) y dividiendo entr~ el es—
fuerzo fi' obtenemos la captura por unidad de esfuerzo que deno-

taremos por Ui‘

u.= % (P,. + P ) eee... (91)

i 2N ij ij-1
Por Jltimo, al dividir el intervalo éti en N partes iguales
cada una de una anchura Ati/N, los instantes correspondientes a
la subdivisidn serén
‘=t LIPS . L < t= . “e e t=3 S, L ) =t
El=t, 4, t]= Bt /N, t5=2 Bt /N, ty BAtl/N,  EY JAtl/!, L=ty
en resumen, el j-ésimo instante esta dado por

ty = 3 Bt /N et (92)

Como puede verse en (89) cada captura anual se integra desde

t =0 hasta t = 1, de manera que la j en la expresidn (92) debe
variar desde j = 0 hasta j = N, y como estamos tomando cada Ati
iquél a 1 (afios), los limites de inteqracidn son los mismos en

. . v
la inteqracion numerica. Entonces

1
. l~-m . l1-m
_{_H H - (1-m) (K+qf ) t!
Pij = K+qfi_(K+qfi - Pi}; )e i° 73
¥ sustituyendo la expresidh (92) con Ati = 1, resulta
-1 .
H TN Y om (1-m) (keag D G/ 2™ oo

.
Pij = x'+'qfi‘(x+qfi‘P§_li e
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En resumen el modelo de Pella y Tomlinson predice capturas por
unidad de esfuerzo mediante la fdrmula (91) con las poblaciones
dadas por la férﬁula (93), sin embargo, para poder usar esta ﬁl
tima formula es necesario conocer los valores de los parémetros
H,K,q,P° y m., Para valorarlos, los autores proponen la técnica
de ajuste de minimos cuadrados entre la capturas por unidad de
esfuerzo observadas {(datos de las pesquerias) y las capturas
por unidad de esfuerzo esperadas (predichas por el modelo). Si
las lg: . observadas se denotan como U(o)i Y las esperadas por

.
U(e)i, se define la funcion

i=n 2
S(HIK'qIPOIm)= E [U(o)i - U(e))’J ...(94)
l=c]

Y, por definiciéh, la mejor estimacidn del valor de los paréﬁe—
tros serd aquella para la cual la funcidn S sea minima. RN
En=todoile.desarrollado del modelo se ha supuesto siempre que
los esfuerzos anuales se mantienen constantes, lo gue a.su vez

significa que se esta tratando con pesqguerias reguladas y siendo
este caso puede pensarse en obtener, mediante esfuerzo regulado,
una situacidén de equilibrio en la que dP/dt sea nula.Bajo esta

condicion, la ecuacidn diferencial del modelo dada por (75), da

lugar a
HP’;‘q - KPq = Af Py =0

y llamando é qfequq,la captura anual Ceq de equilibrio, resulta
ceq=m=2q.. KP g teseaecass (95)

y cabe la pregunta, é{que tamafio de poblacidn de peces haria que

la captura anual fuera mdxima?
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La respuesta, para condiciones de equilibrio, se obtiene derivan-~

do (95) con respecto a Peq’

igualando a cero la derivada anterior y resolviendo para Peq'

se obtiene m-1
P = (=5
opt mH ceeessasas(96)

§
Entonces, la expresion (96) da la poblacidn optima Popt con la

cual se logra la mdxima captura anual Cmax en condiciones de e-

quilibrio. El1 valor de cmax se obtiene sustituyendo la expresidn

para Popt en (95), resulta

Cpax = (HP:;NI__ - KB,

1
Crax = (H ag - K) (k/m) ™1
1

Craxe = ( 2 - wx/m)™t L. 0
Por otro lado, también debe cumplirse que,

Cmax = qf“optpopt ceee-.(98)

siendo £__, el esfuerzo para mantener lza pcblacidn en el nivel

on
St

Popt. Igualando (98) con (97) y usando (96),se obtiene
1 1

qfopt(x/mm"“l = X xy(x/mn™?t

de donde K
. fopt = (E ~ K)/qg

_ K(l-m)
fopt = “hg earesecncnsesa(99)
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Ademds, sin pesca, la capacidad de sostén del medio permite una

e - : .
poblacidén maxXima tal que, en la ecuacidn

ae
at

la derivada se anula, y resulta

= up™ ~Kkp

m
HPrax = ¥Ppax = ©

_ 1/(m-1)
Pmax~(K/H) cerarees...{(100)

Ahora, si r se define como la razdn entre el tamafic de la pobla-

cidn cuando la pesqueria se observa por primera vez(Po) y el ta-

mafié maximo de dicha poblacidn (P .y} se tiene que
p

-

P nax

r

It

p (k)Mo

Por Jltimo, si Umax es la captura por unidad de esfuerzo corres-
pondiente a la Pmax' es decir, si se dejara que 1la poblacién al-
canzara la Pmax dada por la capacidad de sostén del medio y lue-.
go se empezara la pesca con un esfuerzo f que permitiera que la

poblaci&h se mantuviera en equilibrio en F

sc tendria

max’ o
5 _ GEPray i , : ;
max £ . !
B 1/(m 1) G eeeireen...(102)
Umax = g(K/H)

y con esto se tendrian 3 cantidades, fopt, ry Umax que dependen

del valor de los parametros del modelo H,K,gq,m y Po' dadas por

las . expresiones (99),(101) y.{(102). De dichas expresiones se
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obtiene
m- 1

H =(m/(l—m))(q/Umax) (qf y oo K = (m/(L—m))(qfopt)

P = (rUma

° Y/q .......f......-f103)

x
De manera que el tamafic de la poblacidn dado por la ecuacidn

utilizando

max’

(93) puede ponerse en funcidn de fopt,q,r y u

el conjunto de ecuaciones (103).
Resulta entonces que la funcion S(H,K,q,m,?o) puede cambiarse

: - P .
a una funcion S(fopt,q,r,m,umax), y como ya se dijo, la mejor

estimacidn del valor de los parémetros fopt,q,r,m y U serd

max’
aquella para la cual S sea minima.

La bdéqueda del minimo se realiza mediante métodgé numéricos

y a través de un programa de computacidén que lod mismo autores,
Pella y Tomlinson, (1964),proporcionan en su articulo y al cual
llaman GEMPROD. Como dicho programa requiere de una estimacion

inicial de los parSmetros del modelc, es mucho mds ficil para
o

un investigador de pesquerias estimar f ry u gue H,K y

opt’ max

Po. Esta es la razon para el cambio de parémetros dado por las
ecuaciones (103).

A grandes rasqgos el programa GENPROD trabaja de la siguiente
manera: Dada una m que se mantiene fija, se le debe proporcio—
nar una estimacion inicial de los valores de fopt,q,r b Umax'

Luego, dejando fijos 3:de los valores iniciales, por ejemplo

‘q,r y U empieza a explorar la cuarta varaiable £ dando

max’ opt’
valores un poco mayores © un poco menores al inicial, y calcu-

s ® Py
lando cada vez el valor de la funcion S; estos ensayos conti -
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nian hasta lograr un valor de S tal que, cualquier nueva varia

cidn del valor de fopt produzca un aumento en S. Logrado lo an

terior, la exploracidn continua con cada una de las 3 variables
restantes. Asi se ilega a una cuarteta de valores fgpt,q*,r* Y
UEax' tales gque cualguier ulterior variacidn en el valor de al-
quno de ellos produce un aumento en el valor de S. De esta manera
se sabe que la S es minima y que los valores fépt,q*,r* y Ok »
proporcionan la mejor estimacidn de los pardmetros A&l modelo.
Lueqo con el conjunto de expresiones (103) se encuentran los va-
lores correspondientes de H,K y Po' es decir, H*,K*,Pg.
Cabe hacer notar que los dnicos datos de campo que necesita el
modelo son los esfuerzos fi y las capturas por unidad de esfuer-
zo U%o)i observadas.Y también que, para este modelo no se anali-
28 el caracter estable de las soluciones mediante las técnicas
mateméiicas resefiadas en las secciones anteriores, porque desde

s - N z s + L4 a3
un principio se demostrd que podia reducirse al caso logilstico

yva estudiado en la seccion 3.

Para haéer una aplicacién prictica del modelo de Pella
y Tomlinson que se ha discutido, se obtuvieron datos de capturas
v esfuerzos anuales para 4 zonas del Pacifico oriental que his-
toricamente se caracterizan por una gran produccién de atun ale-
ta amarilla y de barrilete. Los 1imites geogréficos de las zonas
son los siguientes (figs. 23 y 24):
ZONA'A.— Corresponde a la pen{nsula de Baja California; limitada

al norte por el paralelo 30°, al sur por el paralclo 20?

al oeste por el meridiano 115° y al este por la costa
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de la Repdblica Mexicana. -

ZONA B.- Corresponde la golfo de Tehuantepec incluyendéﬁaguas
centroamericanas; limitada al norte por el paralelo
15°, al sur por el paralelo lOo, al oeste por el meri-
dianon 95° y al este por la costa de. Mexico,Guatemala
el Salvador ,Honduras,Nicaragua y parte de Costa Rica.

ZONA C,- Corresponde a Costa Rica, golfo de Panam; ¥ aguas de
Colombia; limitada al norte y al este por la costa de
Costa Rica, Panamd y Colombia, al sur por el ecuador y
al ceste por el meridiano 85°.

ZONA D.- Corresponde al golfo de Guayaguil; limitada al norte
por el ecuador,al sur por el paralelo 5° latitud sur,
al oceste por el meridiano 85° y al este por la costa
del Ecuador y parte del Perid.

Los datos fueron recabados de los boletines de la Comision Intexr

americana del atin tropical desde el afio 1963 hasta el afio de

1978.

En realidad, los datos vienen dados por cada trimestre

Yy para zonas cuyas dreas son muého mds pequefias gue las de las

zonas arriba dcccritas.La Comisidn del atdn proporciona datos de

esfuerzos y'capturas para areas de 1b de latitud por 1° de lon-
gitud y para areas de 5% de latitud por 5° de longitud.Lo que se
hizo para esta aplicacisn del modelo de Pella y Tomlinson fue
sSumar los datos de todas la pequeiias freas que quedaran inciui-

das dentro de las zonas de estudio.
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Fiq. 23. Localizacion geocqrafica de las zonas de ostudio
A y B,
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En la tabla I se muestran los datos de esfuerzos |,
capturas C y capturas por unidad de esfuerzo U; todos estos
datos estan dados por trimestres, numerados 1,2,3, 4, en or-
den cronoldgico dentro de cada periodo anual. Se indica tam-
bien la zona y el afio ailos gque pertencecen los datos, por cjem-
plo C-66, significa datos de la zona C para el afio de 1966.

La unidad de esfuerzo es el "dia de barco".,Se trata de
una unidad estandarizada que se basa en el costo de operacion
diario de un barco pesquero, en este caso para barcos con red
de cerco.La éapturas estan medidas en toneladas y por considguien-
te, la U estara medida en toneladas por dia de barco.

En el reglon que dice ANUAL se encuentran : el esfuer-
zo0 anual, o sea, la suma de los 4 esfuerzos trimestrales; la
captura anual, tambien igual a la suma de las 4 capturas trimes-
trales; y la captura por unidad de esfuerzo anual, es este caso
no es la suma de los trimestres, sind el cociente de dividir la

captura anual entre el esfuerzo anual.Estos datos anuales fueron

los utilizados para aplicar el modelo.

La tabla I comprende 4 paginas, de la paqg. 3§ hasta la
pag. 182. .

El1 modelo de produccidn generalizado fue aplicado a las
4 zonas A,B,C y D fijada la m en el valor 2 (m = 2) con lo cual,
en realidad se aplico el modelo de Schaefer. EI1 proérama GENPROD
se corrio para intervalos de tiempo de un afio para el perioda,

1963,1978 .
En la tabla II y III, se muestran los valores de la me-

jor estimacion de los parametros del modelo,(pag.i183).
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L.a tabla IV, muestra la captura mixima definida en

la f£drmula (97), la poblacion optima definida en (96) y la po-

blacicn maxima definida en (100).

Con los valores encontrados para los paréﬁetros se

puede escribir la férmula para calcular los tamafios de la pobla-
cidn en cada una de las zonas consideradas. Para la Zona A (BAJA
CALIFORNIA), la ecuacidn

P = (K+qfn) /B veee.-.(104)
1+ (K+gfn _l)e(K+qfn)
HP )

que se obtiené de la ecuacidén (83) para m = 2 y t = 1, gueda.
p o {=1x1073 ¢ 1.4782%107 Sep) /- 1.311%10719)
o -3 -6 -3 -6
-1X10 + 1.4782X10 " fn (-1%X107 "41.4782X10 £ )
1+ ( —30 - e . n
-1.311X107 R o

para n=1,2,3,.....,15,16.

Usando los esfuerzos anuales fl'fZ'fB"""fIG' se pueden calcu-
lar las poblaciones anuales comenzando con el dato de la pobla- .
cidh inicial Po para calcular P., luego con Pl se calcula P2, con
Pé se calcula P3 y asi sucesivamente.

En la tabla Vv, de la pag.\?q, se muestran los tamafios de poblacidn
calculadas con la f£érmula (104) y el valor de los pardmetros co-

rrespondientes a cada una de las zonas dados en la tabla III.

P . R .
Las graficas de las poblaciones estan contenidas eri las figuras

25,26,27 y 28.
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En esta misma seccidh, en la paq. 130, se dijo que

en el caso de que

m>»1 y £>-

= oalR

(desigualdades dadas en (85)), la poblacidn tiende a la extin-
cidn. Y precisamente este es el caso gque se presenta en las zo-
nas A y D (CALIFORNIA Y GUAYAQUIL). Para dichas zonas, el mode—~

lo suministra los valores:(ver tablas II y III):

ZONA A .- K = -1.00 X 10°° y g = 1.48 x 10™°

de donde K
q

y puede verse en la tabla I que los esfuerzos anua-

= 675.7 dias de barco/afio

les siempre son mayores que 675.7; es por esto que
en la grifica de la fig. 25, cada ségmento de linea
quebrada es un pedazo de curva que asintdticamen-
te debe tender a P = 0.

ZONA D.- K = -1.00 X 1073 y q = 1.40 X 10°9

e de donde

-
-g = 714.3 dias de barco/aiio
y tal como sucede para la zona A, los valores de
los esfuerzos anuales siempre son mayores gque 714.3
y puede verse en la fig 28, que la grdfica de 1la
zona D es similar a la de la zona A.
‘En ambas zonas los esfuerzo y capturas son mayores que los valo-

res C de manera que, de acuerdo con el modelo, parece

max Y fopt‘
que existe una sobreexplotacidn del recurso.Sin embargo, como pue-
de verse en las figs. 25 y 28, hasta 1978, las poblaciones son

mayores que 15 P correspondiente, (3814831.9 toneladas para

opt
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la zona A y 5744823.9 toneladas para la zona D, valores éue apa
recen en la tabla IV),lo que significa que las zonas en cuestidn
soportan la sobreexplotacidn. Por otro lado, con las rectas de
ajuste (ver fiqgs. 25 y 28) puede p;edecirse el momento,si la
sobreexplotacidn persiste, en el qﬁe las zonas alcazaran el ni-

vel de poblacién dado por las respectivas Popt
En la zona A, el descenso de pobiacich se ajusta muy
bien a la recta
Pn = 4347967~ 18896 n
¥ si1 los esfuerzos y las capturas siguieran haciendo descender

la poblacidn al ritmo marcado por la recta, se puede calcular

el valor de n para el cual Pn alcanza el valor de la Py de

pt
la zona; entonces, sustituyendo Pn por el valor 3814831.9 y des

pejando n, resulta

4347967 - 3814832 _ ~
18896 = 28 afos

Como el valor n=1 corresponde a 1963, entonces para el afio
1963 + 27 = 1990
el nivel de la poblacidn de la zona A (BAJA CALIFORNIA) alcanza

ria el valor Popt

Procediendo en forma similar para la zona D (GUAYAQUIL)
se encuenfra que 1la Popt se alcancaria en dicha zona para el
"afio de 1999.

Se podria, entonces, recomendar a las pesquerias que

l32gado el momento, se ajustaran a los valores de Cmax y de

opt
curso pesdquero.

£ de la zona correspondiente para no poner en peligro al re-



En general, la forma de las grdficas de la poblacidn

mostradas en las figs. 25,26,27 y 28 se puede explicar anali-

s 7 .
zando la ecuacion log{stlca,

K+qf
Pn = H
K+qf
n (K+qf )t
14 (-——-HP - le n’

n-1

que genera el tamafio de la pobiacidén dentro de los intervalos

de tiempo de 1 afio, para lo cual el valor de t' debe cumplir

D€ ' g1

En las zonas A y D se pasa de la poblacidn Pn—l para
t'= 0, a la poblacidn Pn para t'= 1, por medio de una funcidn

estrichamente decreciente puesto que, para todos los valores

de los esfuerzos observados fn' el exponente del ndmero e es

positivo. De manera que las graficas de las figs. 25 y 28 se

componen de pedacitos de funciones decrecientes. Si en cada uno

de estos pedacitos se dejara que t'-» oo , cada uno se conver-

tirfia en una curva que asintdticamente se acercaria a P = 0.
Por otro lado, en las zonas B y C, el exponente del

nimero @, o sea K+qf , siempre es negativc para cualquier va-

lor de los esfuerzos observados fn, de manera que, manteniendo

el esfuerzo constante, la poblacidén tenderia al valor limite

K+qfn

vessesenena-.(105)
H

cuando t'~% 00 . Debido a que el esfuerzo anual tiene valores di

ferentes en diferentes afios, dentro de cada uno de estos inter-

valos de un afio, la poblacidn tendrd la tendencia a alcanzar el
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valor limite correspondiente dada por (l05). Esto trde como

consecuencia que

. K+qfn
si P 5 —~—{ — resulta Pn<Pn—1
Kra £, ce....(106)
si P —
n-1 H resulta Pn> Pn— 1

por lo tanto, las qraficas de las figs. 26 y 27, tienen partes

crecientes y decrecientes de acuerdo con el cumplimiento de una
o de otra de las condiciones dadas en (106).Las partes crecien-

tes serdn cdncavas hacia arriba si

K+qf
Pn—l < —=n (poblacion en el punto de in--
. flexidn)
y concavas hacia abajo si
K+qfn

Poo1 277

Las partes decrecientes siempre son concavas hacia arriba.

Todo lo anterior se basa en las caracteristicas de la

curva logistica discutida en la seccidn 3. (Ver fig. 7).

En la tabla VI se muestran los valores de las poblacio-
nes limites,en cada uno de los. afos involucrados en este estu-
dio, para las zonas B y C. Y en ias graficas correspondientes
(figs. 26 y 27) estdn representadas por lineas rectas horizonta
les. Solamente que, en la zona C, unicamente dos valores de las
poeblacionen 1imite cayeron dentro del rango de valores usados
.en la escala del eje veftical,{}.46,4.67] miliones de toneladas.

Por éltimo, en las figs. 29,30,31 y 32. Se puede obser-
var el ajuste logrado entre las capturas observadas y las cap-

turas esperadas generadas por el modelo.
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predicha por el modelo de Pella y Tomlinson, para 1a Zona A.

4.36
4.34 A CURVA DADA ECR LA FUNCION:
RX+of )M
3 2 (e, nl=
.32 . y K+t e
"y . 1+ {[(K-htn)/fwn_’]-l}e n
_34.30 QUE TTENDE ASINTOTICANENTE AL VALCR P = O PARA .
g‘_u CUALQUIER VAILR IE £, , A MEDIDA QUE £ CRECE.
NER
=]
R4.2¢
3
4.22
g%
4.20°
=
=
= 4.18
o
e
54.;5
Sa.14
4.12 LA ECUACION DE LA MEJOR RECTA DE AJUSTE ES:
4.10 P, = 4347967 ~ 168896 n
4.08 :
4.08
4.04 ) "
s 1 2 3 4 5 £ 2 8 3. 10 11 12 13 24 15 15
1963 64 65 66 67 68 69 70 7n .72 73 74 75 76 77
ARoS
Fig. 2§5. Tamalio de la poblacién de peces(atin zleta amarilla + barrilete)
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POBACION EN MILES DE TONELADAS
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POBLACION EN MILLONES DE TONELADAS
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~4.58

4.54

4.52
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|
L
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L CADA SEGMENTO DE.LA-LINEA (XRZERADA
ES UN PEDAZO DE CURVA LOGISTICA QUE
TIENDE ASINTCTICAMENTE HACIA .
p oKt
. - .
s BAS DOS UNICAS LINEAS HORIZONTALES, *
. DIBUJADAS SON LAS QUE REPRESENTAN
i POBLACIONES LIMITE QUE CREN DENTRO
DEL RANGO DE VALORES DE ESTR GRAPICA.
[ ]
L
I .
- . [T ! )
3 H
nw 1 5 6 A
465 67 68 . N IL 72 713 14 15 16 7] 18

Pig. 2%. Tamalio de la poblacién de peces (atin aleta amarilla
+ barrilete)},predicha por el modelo de Pella y Tomlin-
son, para la Zona C.
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PORLACION BH KILLONES DE TONELADAS

e 1)
30 CADA SEGMENTO DE LA LINEA QUEERADA ES N
PEDAZO D CURVA DECRECIENTE QUE TIENDE -
ASINTOTICAMENTE HACTA EL VALOR P = O
38 (VER LA LEYENDA DE LA FIG. 23)
1o
(¥X]
]
(18
iy
¢ IA ECUMCTON I8 IA MSXR KECTA IE AJUSTE ES
(£33 . .
g P, = 6016392 - 28759 n '
(AS[-
A0 N
“‘n=|' 2 s a I ¢« 3 3 L) " "2
ey 64 €S XY [%] [X] [X} io n Iz i3 WM
. Pig. 28. Tamafio de 1a poblacién de poces(atin alets amarilla + barrilete)

predicha por el modelo de Pella y Tomlinson, para la Zona D,
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Capturas en miles de toneladas

50,

40

30

Zona A ( California )

© Modelo de Pella y Tomllnson

bt Modelo de Wallls

V\ Captura observado

Fig.29. Comparacidn entre las capturas observadas y las qgeneradas

por el modelo de Pella y Tomlinson y por el de Wallis, pa-
ra la %ona A.
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Capturas en miles de toneladas

Zona B ( Tehuantepec )
s g
808 o hModelo do Pelie y Tomiinson -
—=  Modato de Wallis
\/\ Captura obaervada —
40K
— o
304 .
)
e
ro ) 4 — Ny
L] L]
2
—o— ° ——
10l - A
o3 L2 ) .8 [ [ ] o7 (1] (1] rT0 T T2 s 78 78 T® rr ;‘

Fig. 30. Comparacidén entre las capturas observadas y las qenera-
das por el modelo de Pella y Tomlinson y por el de

Wallis para la zona B.
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Copturas en miles de foneladas

70

80

s0 |

Zona C ( Panamd)

@ Modeio de Pelia y Tomlinson
Modelo de Wallls

\/\ Captura  observada

-

P - N N N

A " 5 " t

€4 65 66 6 68 6 7O Tt 72 73 T4 T 76 77 78

Fig. 37. Comparacidn entre las capturas observadas y las qeneradas
por el modelo de Pella y Tomlinson y por el de Wallis pa-
ra la zona C.
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Capturas en miles de toneladas

S0y -

L1

404,

30

Zona D ( Guayagquil).

-

-
- -
’ [
- T .
® Modalo de Paella y Tomtiason
A4

== Modelo do Wallls

\/\ Captura observade

Fig. 32. Comparacidn entre las capturas observadas y las qenc-
radas por el modelo de Pella y Tomlinson y por el de
Wallis para la zona D.
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SECCION 12

APLICACION DE UN MODELO ESTOCASTICO SEMNCILLO (MODELO DE WALLIS)
PARA GENERAR NUEVOS TAMANOS DE POBLACION EN LAS ZONAS DE ESTU-

DIO CONSIDERANDO UM AMBIENTE VARIABLE.

En esta Gltima parte del trabajo de tesis se aplicard
un modelo estocdstico sencillo para tratar de encontrar el efec-
to gue un ambiente aleatorio puede tener sobre la poblacidn de
peces. El1 modelo de Pella y Tomlinson, aplicado en la seccidn
anterior, es un modelo determinista que considera un ambiente
estable.

La suposcidn bdsica del modelo estocdstico que se va
a aplicar,con respecto a la poblacidn, es la existencia de un
valor de equilibrio, es decir, se supone que la poblacidn varia
con respecto a un nivel de equilibrio sin apartarse mucho de é1l.
Parece ser que muchas especies de peces siguen tal comporta-
miento y en consecuencia, tenemos que suponer que las especies
de los tinidos lo siguen. '

El autor del modelo, Wallis (1975), lo utiliza para de
terminar el efecto que la descarga de desechos en sistemas acud
ticos produce en las poblaciones de peces; empieza por proponer
gue el cambio anual de la poblacidn puede ser representado por
‘un proceso markoviano de primer orden, es decir, un proceso es—
tocdstico en el que la posibilidad de la ocurrencia de un resul-
tado en un experimento, depende solamente del resultado de un

experimento inmediato anterior.
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Wallis, basado en lo anterior, escribe:

P_.1= £(P_,b,E,G ,G)

diendo Pn el tamaho de la poblacién en el afio n; P el tama-

n+l’
fio de la poblacidn en el afio n+l;b, un pardmetro relacionado con
la estabilidad de la poblacidn; E, es el valor de equilibrio de
la poblacidn; G, es una funcidn que representa la distribucidn
de las variaciones de las condiciones ambientales por causas na
turales; y Gw es otra funcidn relacionada con la distribucidn
de las variaciones del ambiente debidas a las descargas de dese
chos.

Considerando que las zonas de estudio A,B,C y D no su-

fren contaminacidn,puede ignorarse la funcidn Gw Yy en ese caso,

LS f(Pn,b,E,Gn)

Para determinar la forma de la funcidn £, el autor del
‘modelo considera que al cambio total anual, estd compuesto por
un cambio determini'stico y un cambio estocastico, es decir

Py~ Pph = APd_+APe ceeen..-(107)

Después, suponiendo que-la poblacidn E de equilibric cxiste,

-3

4]
)
|2

sidera l1ldgico que

si Pn>E resultard Pn+1< Pn e-.-..0108)

O sea, en una situacidn de sobrepoblacidn habrd mayor competen-
cia entre los individuos jdvenes y los de mayor edad, se esti-

mulard la depredacidén y el parasitismo, se incrementard la pro-
bagilidad de aparicidn de epidemias y se presentard una disminu-

cidh de recursos alimenticios. I'n consecuencia la poblacidh dis-
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minuird de tamafio, tendiendo a regresar al valor de equilibrio,

en un ambiente estable.En forma similar,

si Pn<E resultard Pn+l>Pn ceeve.-.(109)

apareciendo, otra vez, la tendencia a regresar al valor E.

La forma mds simple de cumplir con (108) y (109) es
proponiendo gue el cambio deterministico (ambiente estable) sea
directamente proporcional a la diferencié entre el wvalor actual

de la poblacidn y el valor de equilibrio. o sea,

APd = b(E- Pn)
de manera qQue, en ambiente estable, el cambio anual de la pobla
cidén estaria regido por

P i1 P = b(E - Pn) cereeeee....(110)

Ahora, una vez mds, se presenta el problema de la esta-
bilidad del modelo dado en (110). El andlisis que se hard a con -
tinuacidn, no lo considera Wallis; é1, sin dar razones, restrin
ge el valor de el parémetro b al intervalo [0,11

Como se trata de establecer la estabilidad de las solu-
ciones del modelo determinista (110), se deberd buscar
dichas soluciones.

De (110) se obtiene

Pyl = bE + Pn(l— b) [P O 1 I 1 |
"y de aqui
: P, = bE + P (L-b)  ..... ve.-.(11la)
(=]
P2 = bE + Pl(l— b) ‘..........(lllb)

sustituyendo (1ll1la) en (111b), resulta

P2 = bE + bE(l1- b} + Po(l- b)2 teeae-(111lc)
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Aplicando otra vez (111) para obtener P3, se tiene

P, =bE + PZ(1~ b) saessaa.(111d)

sustituyendo (1lllc) en (111d4), resulta

Py = BE + bE(1-b) + bE(1- b)2 + P_(1~D)>
Procediendo en forma similar se obtiene
Py = bE + BE(1- b) + bE(1- )% 4+ bE(L- B> + p_(1- 1) %

Por lo tanto,es fiacil generalizar y escribir

P =bE + BE(1- b) + BE(1- )%+ ........ + BE(1- B)™ Y4 (1- )"

2 3 ' n-17% n
P = bE [1+ (1-B)+ (1- B2 4 (1- D) 3+....4(1- ) J+ra-m

Los términos dentro del paréntesis cuadrado constituyen una pro

gresidn geométrica y pueden compactarse en una sumatoria
i n o ]
poler 2 GowmIller o L1
n j=1 o

y en cualquier libro de algebra elemental se puede encontrar
el valor de la suma de términos que forman una progresidn geo-

métrica. La fdrmula es

Z' -1 _at - 1

a - a 1

Jj=1

Apl¢cando esta idltima £4rmula en la ecuacidn (112), resulta,

n
P = pg t=_ftl-Db)

n
n 5 + Po(l— b)

y finalmente

P
n

It

E -{E- P_)(1- py"? teerreeneaaa(113)

. . -
Entonces, en ambiente estable, la poblacidn varia de acuerdo con

la solucicn dada por (113).
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Analizando la solucidn (113) se puede ver lo siguiente :

a) si b = 0, la solucidn es P, = P, para toda n. La poblacich
permanece constante. ’
b) si 0 b <1, entonces, 0 <(1l- b)n<1 Yy, en consecuencia
Lim (1--b)™ = 0
n—% 0o
resultando que
Lim Pn = E
n-yoo
manteni€ndose p <E si P'°< E; lo que significa que P se
acerca asintéticament‘? a E por debajo. En cambio,si POL E,’
e mantiene P > E, acercandose a E por arriba. (Fig. 338)
4\
P

/'/t
{ ]
./
/s
Po 1
Fig. 33. Comportamiento de la solucidn de la
parte deterministica del modelo de
Wallis para 0< b<1l..
'.c) si b = 1,1='n = E para cualquier P, . es decir, la poblacidn

da un brinco, en un afo, del valor Py al valor E y ahi se
mantiene.

‘d) si 1< b <2 entonces ‘(1—- b)nx<l, y se puede escribir,
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(1-p)" =(-1)(b- 1)
En este caso la solucidn se puede dividir en 2 partes, una pa-
ra n par y otra para n impar, n = 2j y n =2j~1, respectivamen-

te, con j = 1,2,3,....,00, entonces,

_ 2j-1
P2j—l_E + (E- Po)(b— 1)

Py = E- (B~ B) (b= 1) I
En ambos casos puede verse que,

Lim Py o = Lim P,y = E

j—» oo 33— oo
En el caso de gque P°<E, las poblaciones impares (n = 2j-1)
seran mayores gque E y las poblaciones pares (n = 23j) seran me-

nores que E. E1 resultado es que la poblacidn- oscila arriba

y abajo del valor E, acercdndose asintdticamente a él.(Fig. 34)

7N/ s ol

"

Fig. 34. .Comportamient_o de la solucidn de la
parte deterministica del modelo de
Wallis para 0< b< 2.

El caso en que PO>E es similar, con las P pares arriba de E y
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las impares debajo.

e) si b = 2, las férmulas para n impar y n par, se convierten
en,

sz_1= E + (E- Po) = 2E

sz = E - (E- Po) = Po

Es decir, la poblacidn oscila entre 2 niveles constantes.

£f) si b»2, entonces (b- 1)?»1 y tanto las poblaciones pares
como las imparés iran tomando valores aksolutos cada vez mayores a
medida que el tiempo crece, alejdndose cada vez mds del valor de

equilibrio E. En este caso

Lim iP25_1[= Lim {P, )= o
J—» oo i—> oo
En resumen, con respecto a la estabilidad de las so-
.luciones de la parte deterministica del modelo de Wallis, resul
ta que:

1) solo en el case tf)I, la solucidn resulta inestable.

2) en los casos (b) y (d) la solucidn resulta asintdtica-
mente estable; sin osc¢ilaciones en el caso (b) y con
oscilaciones en el caso (d). .

3) el caso (e) hay estabilidad neutral, la poblacidn osci-
la sin amortiguarse; tenemos otra vez un caso similar'
al de; péndulo simple sin friccidn. A este tipo de os;
cilacidn no amortiguada y por lo tanto, mantenida pa-
ra siempre, Robert M. May (1973) los bautiza como
"patolégicamente estables". Que es el mismo caso de

el modelo depredador-presa de Lotka y Volterra.
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4) los casos restantes son de poblacidn cosntante.

Wallis, al restringir el valor de b al intervalo entre
0 vy 1, impide que la poblaciéh oscile en ambiente estable y por
consiguiente, cualguier oscilacidn resultante en una poblacidn
va a ser causada uUnicamente por la parte estocdstica del mode-
lo. Con respecto es esta parte, propone, que el cambio estocas-

tico sea

con una funcidn Gn dada por,

- s N . £ ~ PR
que resulta ser una distribucion sesgada con una variable alea-

toria k, normalmente distribuida con media igual a cero vy sin

ninguna correlacidn entre el numero kn y el ndmero kn+rn para
m;,l. Se tiene entonces el modelo completo
Pn+l.Pn = Pd + Pe
P__.-P_ = bE(E-P_) + (ef-.1)P
n+l "n n n
el cual, rearregalndo términos puede esscribirse”’
k
P,1= bE +le" - b)Pn cereeess.(124)
Deke ‘gquedar clare gue con {114) hay una k para cadza n, es decir,
estrictamente se debid escribir
kn N
{ -b]Pn

y para no hacer la notacidn engorrosa llamaremos Bn a dicho tér-
mino y A al término bE. Entonces

P A + BnPn cereeeeeaaaa(115)

n+1~

Aplicando (115), se obtiene,
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= B
Pl A+ opo

p2=A+BlP1=A+Bl(A+B°P°) . .
P2=A+ABl+PO(B°B£)§ ....._.;.(115a)

P3=A+BZP ="A +B_ (A+AB +P_B B

2 1 1

2=
P3=A+ABZ+AB1B2+P°B°B1B2

Procediendo en forma similar se encuentra que, por ejemplo,

P7=A+ABIEZBBB4BSB6+ABZB3B4B5BG+A83B BB +ABAB

4B584 B_+AB_.B

5Bg+ABgBgthB+

+POBOBIBZB3B4BSB6

Lo anterior se puede generalizar, escribiendo
n—2

n- 1 n-1
P = A + A 2 ! ‘ Bi + PO ( ( B, cee.-C(116)
n J=0  i=7j+1 i=0  *

De manera que (116) es la solucidn de la ecuacidn (115).Wallis
en su articulo demuestra la estabilidad de esta solucidn(wallis,

1975).

Tomando como valor de Po el encontrado por el nodelo de

Pella y Tomlinson y usando

Pn+1 K
b o

= b +le ® - b)

mhm

k

n
P11 = b +le - blp, P & B R B |

se generaran los tamafios ?e poblacidn para cada zona de estudio
haciendo que el valor de equilibfio E sea igual a la media arit
‘mética de las péblaciones generadas por el modelo de—Pella‘y
Tomlinson, mostradas en la tabla V. Como se usara (117} en la
que las poblaciones estan normalizadas (divididas entre E) vy

. . . o) . 4
E va ser iqual a la media aritmética, entonces la media arltmé



-166-

tica normalizada sera E/E, es decir, igual a 1, y por consi-

guiente el valor de 1la poblaéién de equilibrioc normalizada tam-
bieh serd igual a 1.
Para qgeneral fios valores de la variable aleatoria k
se utilizard el método propuesto por Marsaglia y Bray (1964).
La receta es éomo sique:
Cada conjunto de 100 valores de k debe ser generado utilizando
k=2(U1+ U2+ U3 -1.5) 86 veces, y
kal.S(Ul+ Uz—l) 14 veces,
siendo U;.U,y Ug ndmeros al azar uniformemente distribufdos en-
tre 0 y 1, tales como los que genera una computadora. De esta
manera k resulta ser una variable normalmente distribuida con
media igual a cero y varianza igual a 1. Si gqueremos una varia-
ble con media igual a cero peroc con una varianza o desviacidn
estandar diferente, multimplicamos cada k por la desviacidn es-

tdndar d* requerida, y (117) resulta,

d¥kp

P b +(e

n+l™ -blp,
Entonces, se le va pedir a una computadora gue aplique
(118), ddndole como datos la poblacidn inicial po(normalizada)
y loé valores de b y d*, procediendo de la siguiente manera:
Va a calcular los valores de P;:P,,P3, etc. variando el valor
de b de 0.1 en 0.1 comenzando en b=0.l, es decir, b tomara los
valores 0.1,0.2,0.3,....., hasta 1. Ademds, para cada uno de
los valores que tome b, la d* debe cambiar tambien desde d*=.1

hasta d*=1, en saltos de 0.1 cada vez.Y se le pedird calcular
. .

30 poblaciones, para cada pareja de b y dx*.
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Por ejemplo, con b = 0.1l y d*=0.1, para valores de n =1,2,3,

4,.....,30 y usando 1la £8rmula

0.1k

= n .
P 0.1 + (e _ C\.l)pn__l
B
calculari, Py /PyiP3s-cs-2,P3g, escogiendo al azar 30 nudmeros k

generados de acuerdo con 1la parcja de fSrmulas (117 a) .Luego
se obtendrd la media aritmetica de 1las primeras 16 poblaciones
(para compararla despuéé con la media de las 16 poblaciones da-
das por el modelo de Pella y Tomlinson) y la desviacidn estandar
correspondiente. Luego calculard la media de todo el canjunto de
las 31 poblaciones y la desviacidn estandar correspondiente (con
propdsitos de prediccio’n), (31 poblaciones incluyendo po)

El siguiente paso serd cambiar el valor de la d* a0.2 dejando el
mismo valor de 0.1 para la b y repetir las cdlculos de medias vy
desviaciones estdndar y asi sucesivamente hasta gue d* alcance
el valor 1. Luego se cambiard el valor de b a 0.2 y se repetird -
todo el procedimiento empezando, otra vez, con d* = 0.1 hasta
que se alcance el valor d* = 1.El proceso se:sequiri repitiendo
hasta que b tenga el valor 1.

Por irecomendaciones de Wallis, este procedimiento se
sz correrd en la computadora por lo menos 20 veces.Esto equiva-
le a calcuiar para el conjunto de poblaciones (31 incluyendo po)
2000 medias y 2000 desviaciones estdndar a 16 ados y 2000 medias
y 2000 desviaciones gsténdar a 31 afios, para cada una de las 4 zo
‘nas de estudio A,B,C y D.Y el proceso se alarga todavia mds si
se incluye el modelo que Wallis en su articulo (1975) llama el

modelo XII, dado por
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k
EP n
P = e— e + (e - 1)P eras(119)
nl B . b(E - P) n

para el cual,si Pn = 0 resulta Pn = 0; que es una caracteristi-

+1
ca légica que no tiene el modelo original, (al cual, de ahora en
adeiante llamaremos:modelo I).

El. programa de computacidﬁ para realizar los célculos
utiliza el lenguaje BASIC y se muestra en la P03 kX'
y en él se inéluyen tanto el modelo I como el II.

Una vez terminado el cdlculo de las 2000 medias y 2000
desviacicnes estzndar para cada zona de pesca, se deben seleccio
nar los valores de b y de d* gque proporcionan la media y 1la
desviacidn estdndar de las poblaciones cuyos valores se ajustan
mejor a la media y a la desviacidn estahda; de las poblaciones
qgue constituyen los datos de comparacidn,es decir, en este caso,
las generadas por el modelo de Pella y Tomlinson.

Como ya se advirtid, las poblaciones estdh normalizadas
con respecto al valor de 1la pcblaciéh de equilibrio E y como és;
ta se tomo igual a la media en cada una de las zonas, la media
normalizada sera igual a l.lomando como poblacidn inicial Po, al
valor correspondiente a 1963, la poblacidn inicial normalizada

Py serd, en la zona A,

L]

_ 4332371

o —— e————
Po = 3 T 4187351 - 1-034633

: . 7 R . -
y la desviacion estdndar normalizada para la misma zona serd

d.e. =2-E- - 90314.193/4187351.077

P
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. d.e. = 0.021568
Yy la media normalizada serd
£ -1

P
(Ver los datos en la tabla V).
De maneraque, despues <de correr el programa para la zona A, se
debe buscar, entre las 2000 medias y las 2000 desviaciones estadn
dar aquello valores de b y de d* que hayan producido los valores
de F, la media, y de d.e.,la desviacibn estdndar, que mis se acer
a los valores 1 y 0,.021568, respectivamente,

Después de correr el programa tal como se ha
mencionado se encontrd que la d* tiene mucha influencia sobre la
la d.e. de las poblaciones y se tuvo gue modificar el rango de
variacicn de la d* para que cambiara desde 0.01 hasta 0.1 con
saltos de 0.0l cada vez para gque los valores de la d.e. fueran
del orden adecuado. Esta modificacidn solamente se hizo para las
zonas A,C y D.

Poniendo como niveles de referencia una me-
dia poblacional normalizada iqual a 1 y una d,e. poblacional i-
qual al valor de d* de fia variable aleatoria k, los resultados
de las 20 corridas del programa, para la d* y la b fijas,fluctian
arriba y abajo devlos niveles de referencia, es decir, las 20 me
dias poblacionales a veces son mayores gue 1 y a veces menores,
y las d.e. é veces son mayores gque el valor de d* y aveces meno-
res.(Fig. 35).De manera que para escoger los mejores valores de
la d* y de la b, debemos basarnos en el tamafno de las fluctuacio

nes. Los mejores valores serdn aguellos para los cuales, los re-
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sultados de las 20 corridas queden lo mds cerca posible de

los niveles de referencia.

~—~

d*= 0.2; b=0.1 0.6
l.“‘ Q X
‘e
l-%‘ X f-“ : o.s
-0 P ? X
[y . \{
l’z N .K' ll‘ Y o'
o . o x e Y . Q i
' Q0 I L 03
LY * v’ LA . M ] Q\ 2 =/ A Q ¢
T Lol e d v’
‘ v, % " . " X e XN D g Q.2
2’ s 4 5.6 T 8 9 wp 2o ‘é 1e 13 Y18 20
. % & > . x [Y) \ i
4 -] ' P * © y 19
'q x I. ‘\ N x é
" ¢ 4 . {oo
Ndmero de la corrida
19 Medias normalizadas
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Fig. 38. Fluctuaciones de los valores de las medias
y las desviaciones estdndar poblacionales
con respecto a los niveles P = 1 y d* =0.2,
en 20 corridas de computadora.

Procediendo como se indicd en los pdrrafos anteriores

los valores de d* y de b gue s estimaron come los mejores en

=3

da una de las zonas de estudio fueron los siguientes:

a+ b
ZONA A 0.02 0.6
ZONA B 0.19 0.3
zona ¢ 0,01 0.2
ZONA D 0.02 0.1

En la Tabla VII se muestran los tamafios de poblacidn generados

por el modelo I de Wallis en una de las corridas de la computa-
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dora.Con estas poblaciones y utilizando la formula

C = gfPp
Ael modelo de Pella y Tomlihson, se calcularon las capturas co-
f
rrespondientes.

En la Tabla VIII se comparan las capturas observadas
C con las generadas por el modelo de Pella y Tomlinson,C{PyT),

y por el modelo-de Wallis,C(W-I). En las figs. 29,30 ,31 y 32
se muestran las gréficas de comparacidn de las capturas observa-
das con las esperadas.

Por dltimo, en las figs. 36,3%,38 y 29, se comparan los
comportamientos de las_poblaciones de acuerdo con el modelo Qde
Pella y Tomlinson y de acuerdo con el modelo I de Wallis.

En la seccidn. 11 y en esta seccidn 12, se nan trata-
do de ilustrar los problemas gue se afrontan cuando se le da a-
plicacidn practica a los modelos de dindmica de poblaciJn.Se pue-
ver que una cosa en es estudiar tedricamente las propiedades de
un modelo, por ejemplo, la localizacidn de sus puntos de equili-
brio, el cardcter estable o inestable de ellos, la existencia de
valores propios con partes realés négativas, etc. y otra muy di-

' ferente es la aplicacidﬁ prdctica. Un investigador puede tener
la habilidad suficiente para discutir matematicamente un modelo
Yy no tenerla para su aplicaciéﬁ practica, o viceversa.

Con reépecto a los resultados obtenidos, puede verse en
las qr&ficas correspondientes.(figs. 29,80,31 y 32) que ‘el mode-
lo de Wallis, que supuestamente responde a las variaciones am-

bientales, no mejord los valores esperados; sus predicciones son
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parecidas a las de Pella y Tomlinson.En todas las zonas y en la

mayoria de los afios graficados, los valores predichos por los

2 modelos casi coinciden; las mayores discrepancias se notan en

la zona B.

Por otro lado, puesto que las desviaciones estdndar d* de la

variable aleatoria k, resultaron tan pequefias, pareciera que

las fluctuciones ambientales son minimas y por lo tanto, no tie-
nen mayor efecto.
Ademds hay due tomar en cuenta que los datos poblacionales da-

dos por el modelo de Pella y Tomlinson, son los due se tomaron

como datos para alimentar al modelo de Wallis,de manera que, si

dichos datos no son confiables, tampoco lo serdn las prediccio-

nes del modelo de Wallis.

Sin embargo, hay varias opciones que se pueden ensa—

yar para obtener mayor provecho préctico de los modelos utili-
zados. Una de ellas es la aplicacidn de mejores métodos numéri-
cos' para el ajuste de las capturas observadas con las capturas
esperadas del modelo de Pella y Tomlinson para lograr una mejor

estimacidn de 1los pardmetros del modelo.Otra serfa la utiliza-

cion de los datus trimecstrales de capturas y esfuerzos eXisten-

tes en lugar de los anuales, para que la integracidn numérica
realizada para calcular las capturas tedricas sea mucho mis exac-

ta.También se podria intentar combinar el modelo de Pella y Tom-

linson, como parte deterministica, con la parte estocistica del

modelo de Wallis. Otra opcidn, y dquizd la que rendiria mejores

resultados es, olvidarse de las poblaciones y trabajar con el
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modeio de Wallis pero considerando a las capturas observadas
como si fueran los tamafios de la poblacidn.y'luego utilizar el
modelo de Pella y Tomlinson para predecirlos.
En conclusidn, lo presentado en las dos udltimas sec-
ciones debe considerarse:como una ilustracién de la manera en

que se hace la aplicacidn de los modelos a un problema practi-

co para, como se dijo antes, familiarizarse con el tipo de di-

ficultades con las gque se topa el investigador en su trabajo,

y como un remate ldgico para la teoria desarrollada en las o-

tras partes de esta tesis.
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P ( en millones de toneladas )

Zona A ( California)

/W Modelo de Pella y

Tomlinson

M/ Modelo da Wallls

402

o
3 o4

65 63 67

Ficy.

°
36.

A NAA
\ |

1 2 < T 9 80 () 4 & (]
Comportamiento de la: pob)_acjo'n.de peces de acuerdo
con el modelo de Pella y Tomlinson y con el modelo I
de Wallis.
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140,

120

Zona B ( Tehuantepec )

P (en millones de toneladas )

80,

60,

VAN

\/\/\ Modelo de Pella y Tomlinson

VV\ Modelo de Wallis

1963 64 65 66 67 €83 689 70 TI T2 3 74 T8 768 7 78 ® 8 8l 82 8 B4 B 8
Fig. 37. Comportamiento.)de la poblacidn de peces (atun aleta amarilla

+ barrilete) de acuerdo con el modelo I de Wallis y con el de
. Pella y Tomlinson.




P ( en millones de foneladas )
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Zona C ( Panamd )

4.850

v/

WAV

\/\/\/ Modela da
AV Modeto de walis

63 64 €6 €3 &7

Fig.

70 7 6 (]

38. Comportamiento de la poblacidn de peces(atin aleta
amarilla + barrilete) de acuerdo con el modelo I de
Wallis y con el de Pella y Tomlinson.
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P ( en milones de toneladas )

Zona D ( Guayacuil )

MV Modeto de Peite y
Tomitnsen
NN Rodeo de wallis

Fig. 39. Comportamiento de la poblacidn de peces (atin aleta amarilla
+ barrilete) de acuerdo con el modelo I de Wallis y con el de
Pella y Tomlinson.



PROGRAEA D7 CNF2ITATION PARA 3L PCHTLC D3 VADLIS - 178~

3@ ¢=9g: DE=g: DIl P(31),G5(31),K(31),%(2),Y(2):G0 SUB 48Z
4% C=C+10:IF INT(C/1ZZ)=C/LPBP THEN B=0/1748

42 DE=DZ+,1

45 IF DE> 1.1 THEN DE=Z:IF DE=F THEN 42

5¢ IF C=11g@g THEY END

6% POR T=1 TO 31:G0 SUB AZF

7% P(T)=3+((EXP(X(T)))~-B)¥ PF(T-1)

88 G(T)=((1/(1-3% (1~ G(T-1))))+(EXP(R(T))~1)) ¥ G{T-1)

9% IF T< 17 THEN X=X+F(T-1):IP T< 17 THEN Y=Y+G(T-1)

198 X1=X1+F(T~1):¥1=YL+G(T~1) : NEXT
117 X(L)wX/16:X(2)=X1/31:¥(1)=Y/16:Y(2)=Y1/31
128 X=F:Y=F: X1=F:Y1=F:G0 BUB 2g%
137 LPRINT:LPRINTTAB(25) ,"MODILO I”;:LPRINTTAB(43),"MCIZLO II™
147 LPRINTTAB(L),"RP(Z)=";R(#); " B=rB; DE="DE

15% LPRINTTAB(1),"P16=";:LPRINTTAB(8),X(1);:LPRINTTAZ(25),Y(21)
167 LPRINTTAB(1),"Dl6=";:LPINTTAB(3), Al: :LPRINTTA3(25),D01
174 LPRANTTAB(L),"P31="3 :LPRINTTAB(S), X(2) ; :LPRINTTAB(25), Y(2)
187 LPRINTTAB(1),"D31=";:LPRINTTAB(8),A2;:LPRINTTAB(25),D2

185 LPRINTTAS(1),"
19% GO TO 4%

234 * DESVIACION ESTANDAR
217 FOR P=1 TO 16

227 ¥=M+((P(P-1)=X(1))12) : N=N+{(G{P-1)-Y¥(1))42) :NEXT
237 AL=SQR(IY/15) :DL=SQR({N/15)

248 M=g:N=§:FOR P=1 TO 21

252 M=M+{ (P{P-1)-Z(2))42): N=N+((3(P-1)~Y(2))2) : NEXTD
26@ A2=SQR(M/30):D2=SQR(N/30) : ¥=F: N=ff: RETURN

3728 ' VARTABLE ALEATORI A

317 ClL=RND(1P%) :UL=RND(Z) : U2=RND(#) : U3=R¥ND(Z)

324 IP C1> 86 THEN 344

337 K(T)= 2% (IN1+U24U3-1.5):GC TO 35¢
347 R(T)=1.5= (UL+U2--1)
350 K(T)=K(T)% DE:ETURN
A& PRINMM:INMIUT "ECBLACION INICIAL="3;P(Z):F(Z)=G(Z)
417 RETURN

% MNULTIPLIZACION
$2 ZLEVACIOM AL, ZI'ADRADO

L4 DIIVIAST W ETTAYDAR DE LOS “IU 5R0S5 ALBATORICS k ES “DE". PARA JUS
CAIF3IE DE .01 EX L0l COKINZANDO EN .21 Y TSREITARDC EV .1, LA LINEA
42 ¥ LA LINEA 45 DE3EN DECIR

42 DE= DE+ .01

45 IF DE>0.11 THEW DE=Z: IF DE=f THEN 42



Tabla r .-

Zona -afio
A-63

E

©
1

PWNHO AW
w -

ANUAL
c-63

ANUAL
0-63
1

4
ANVAL
A-64

ANUAL
B-64
1

ANUAL
c-64

- ANUAL

D-64

ANUAL

179 -

DATOS DE LA PESQUERIA DE ATUN-ALETA MARILLA + BARRILETE.

Esfuerzo
E

677.2
670.2
674.7
847.3
2869 .4

1323.2
663.5

49.5
632.8
2669 .0

1027.1
762.4
71.0
459.6
2320.1

3905.2

639.1
1263.9
1224.5

331.1
3458.6

308.6

Captura
c

3204 .00
3363.00
5600.30
4088.30
16255 .60

8543.0
5274.0
10.0
2011.3
15838.3

5284.0
8664.0
68.0
1866.5
15872.5

7162.0
14222.0
10178.0

7887.0
39449.0

2948.0

16889.1
1969 .8

3584 .5
15287.6

218.0
3150.5
502.2

7.0
3877.7

13119.0
5660.0
7141.0
8809.0

34729.0

|m

14.16

A-65

DW=

ANUAL

5130.9

392.5
507.0

499.6
1829.0

411.6
442.8
377.9
221.4
1453.7

708.4

c

470.0
4653.7
6272.1
3583.5

14979.3

1815.5
1494.5

90.0
1023.8
4423.8

9715.0
11911.0
18012.0

6998.0
46636 .0

8871.9

1345.8

12613.0
22931.0
15118.0

8992.1
59654.1



A-67

Bawn

ANUAL
B-67

ANUAL
C-67

ANUAL
D-67

ANUAL
A-68

ANUAL
B-68

ANUAL
Cc-68

ANUAL
D-68
1

2
3

4
ANUAL

3443.0

1100.1
1719.2

2647 .4

107.9
119.3
485.1
225.6
937.9

606.5
665.3
889.6
288.1
2449 .5

3554.1
22131.1
16634.5

7336 .6
49656 .3

4096 .5
5253.0
6.0
0.0
9355.5

2222..0
2540.8
1097.0

512.0
6371.8

23554.0
18730.7
10785.1

3641.0
56710.8

8989.7
12129.5
1954.7

24792.3

6048.5
27043, 9
4156 .5
1287.3

18536.2

13891.8
7638.0
4440.2

850.0

26820.0

11.07

12.69

10.00
13.22

8.49

16 .56
17 74

1456

HWN

ANUAL
B-69

ANUAL
C-69

ANUAL
c-69

ANUAL
A-70

ANUAL
B-70

ANUAL
c-70

ANUAL
D-70

ANUAL

€

772.2
1005 .6
968.8
1248.8
3995.4

415.6
454 .6
165.1

1.7
1037.0

819.1
1400.6
576.1
144.4
1940.2

1839.4

613.9

1042.%
502.2
299.3

70.2

1914.2

c

3592.5
11089.6
5668.0
3841.6
24191.7

8919.4
920.0

o

6451.0
12564.7
1881.0
1635.0
22531.7

16399.4
10723.3
8073.6
5341.0
40537.3

770.5
274.0
0.0
445.1
1489.6

17777.4

8.57

8.23

83288

NN

[ony

Omonn

bhon>
:D;-Eg~qra

9.29
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ANUAL
B8-71

ANUAL
Cc-71

ANUAL
D-71

ANUAL
A-72

ANUAL
B~72

ANUAL
C-72

ANUAL
D-72

ANUAL

E

1658.9
1170.4

3629.4

338.8
1093.1
179.7

2923.3

c

11882.1
9050.2
1927.6

302.9

23162.8

2022.0
11558.4
283.8

201.0
14065.2

5148.4
4647.6
331.8
167.0
10294.8

44193.2
1889.1
889.0
5623.0
52574.3

1620.2

12649.4

6632.8
627.1
1490.0
5679.0
14428.9

~-181-
_ E
U= ¢

7.16
7.73
4.12
0.91
6.38

5.97
10.57
1.58
4.44
8.49

368.1
592.7
321.2
116.2
1398.2

478.4
223.2

70.5
110.5
892.6

1829.9
4890.2
573.6
525.2
7818.9

1172.9
275.1
448.5
108.4

1004.9

790.4
1029.1
566.9
262.1
2648.5

1209.7
3508.7
304.8
159.7
5182.9

1683.6
2216.1
530.1
486.0
4915.8

948.3
242.3
150.1
962.5
2303.2

6787.5

14379.7
58400.9
1698.0
1508.1
75986.7

10244.6

7808.3
6291.8
2086.2

13481.3
38677.5
1790.3
881.8
54830.9

10681.9
16463.9
703.4
1467.8
29317.2

5685.1
371.1
153.9

10552.0
16762:1

6.02

5.11



A-75

P W

ANUAL
B-75

4
ANUAL
c-75

4

ANUAL

D-75
1

ANUAL
A-76

1

2

3

3
ANUAL
B8-76

1

2

a
3

4

ANUAL

Cc-76
1

2
3

4

ANUAL

D-76
1

2
3

4
ANUAL

4171.5

1645 .4
806 .6
250.4
\2071.1
47735

1928.4
2526.3

5.7

1190.3
4627.5

4638.0

c

8118.8
12019.3
5938.5

167.9
26244 .5

9890.4
3857.3
402.2
2473.1
16623.0

9916.6
9874.4

1166.7

1769.7
22727 .4

24332.5
6510.2
1650.9

30432.0

62880.6

391.5
9472.4
3853.6
3467.2

17184.7

21364.6
20798.4
1021.7

1381.2
44565.9

3726.0
11633.4
2688.2
5363,2
23410.8

29217.7
1961.7
1541.0
4488.0

37208.4

-132 -

4.87

8.02

A-77

1517.3
5222.2
1749.9
1161.6
9651.0

1108.0
420.2

8258.0
16723.0
3087.0
1109.0
29187.0

8770.0

3406.0
28318.5

26877.0
8285.0

2102 .0

264.0
38918.0

9232.0
48340.0

8914.0
76465 .9

4122.0
1903.0
156.0
6026.0
12207.0

9.91

6.08

7.92
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TABLA II.- VALORES DE LA MEJOR ESTIMACION DE

LOS PARAMETROS £, ..,d,r,Up ..

et a* r* Uax
ZONA A 338.2 1.48 x 107 ° 0.570 11.28
ZONA B 4300.6 9.07 x 1073 0.350 13.82
ZONA C  5680.8 1.63 x 10”6 0.875 8.65
ZONA D 355.9 1.40 x 10”8 0.595 16.14

TABLA III.- VALORES DE LA MEJOR ESTIMACION DE

LOS PARAMETROS H,K y P

n=2 ey K %

zona A -1.31 x 20°1%  _1.00 x 1073  4348908.3

ZONA B ~5.11 x 10”° -0.78 x 10° 53360.0

ZONA C -3.48 x 107° -1.85 x 1072 4648535.5

ZONA D -8.70 X 10”2 -1.00 x 103  6836340.5
"I‘ABLA IV.— VALORES DE Cmax N Popt Y Pmax

m=2 cmax Popt Pmax

ZONA A 1907.41 3814831.9 7629663.7

ZONA B 29729.17 . 76228.6 152457.3

ZONA C 24570.80 2656306.0 5312612.0

ZONA D  2872.41 5744823.9 11489648.0

En todas las tablas, las capturas y las poblaciones estan en

toneladas y los esfuerzos en dias de barco.
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Tabla.- ¥

TAMARO DE LAS POBLACIONES EN CADA UNA
DE LAS ZONAS DE ESTUDIO, PREDICHAS POR EL
MODELO (PELLA Y TOMLINSON)

n Z0NA A ZONA B ZONA_ C ZONA_ D
0 4348908.3 53360.0 4648535 .5 6836340.5

1963- 1 4332371.107 67107.872 4641784.716 6801692.532
1964- 2 4312144.759 82877.918 4645524 .816 6781064.825
1965- 3 4291865.624 95138.004 4647841.363 6735131.561
1966- 4 4282147 .044 107915.973 4648086 .896 6680682.009
1967- 5 4255687.973 120234.040 4653128.442 6651236 .597
1968- 6 4235542.861 113624.881 4656680 .096 6631179.800
1069~ 7 4212483, 927 122011.987 4659424 .649 6606646 .682
1970- 8 4180410.047 134723.078 4665327 .913 6591710.351
1971~ 9 4159930.601 129023.585 4663175 .717 6549862.090
1972-10 4152257.289 132687.042 4657627 .564 6525831.720
1973-11 4145576 .264 134649.445 4609600.770 6510291.689
1974-12 4131271.087 101553.107 4584261.628 6492079 .633
1975-13 4105837.321 105885.902 4564942.839 6451508.588
1976-14 4087490.242 89341.875 4542668.037 6411078.577
1977-15 4069048.492 98195.873 4517760.682 6380265 .031
1978-16 4043552.590 92276.871 4460098.335 6353968.074
MEDIA P =  4187351.077 107952.965 4619245 .904 6572138.735

D.E.= 90314.193 20099.066 61438.781 137548.642
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TABLA VI. VALOR DPE LA POBLACION LIMITE
K+ qf
H

EN LAS ZONAS B Y C.

ANO n ZONA B ZONA C

1963-~1 105121.18 4227455.5 tons.
64 -2 116477.71 4873635.8 "
65 ~3 116301.80 4790350.3
66 -4 126583,27 4663986.2 "
67 -5 135691.94 4962665.1 v
68 -6 105551.21 4873635.8 "
69 -7 132114.93 4827685.2 "
70 -8 148319.00 5025847.2 "
71 -9 123084.44 4531878.2 "
72 =10 136512.90 4319356.7 "
73 ~-11 136649.72 1657093.6 "
74 -12 '60574.66 3012636.4 "
75 ~-13 112060 .20 3363009.7 "
76 ~14 63487.09 3147616.3
77 - 15 112509.77 2952326.2 "

78 -16 82818.60 801263.6 "
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Tabla.- VII TAMARO,DE LAS POBLACIONES GENERADAS EN COMPUTADORA
—_— EN UNA DE LA CORRIDAS DEL MODELO I DE WALLIS.
Z0NA A ZONA B Z0NA C - ZONA D
6=0.02;b=0.6  &=.13b=.3 5=.013b=.2 §=.02;b% 1
1963-~- 4332371.107 67107.872 4641784.716 6801692.532 '
1964~ 4381811.661 77033.425 4680774.259 6617749.378
1965 -- 4298064 .639 86728.576 4678372.252 6729278.572
1966--~ 4219216 .819 79054.413 4622386 .991 6500029229
1967~~~ 4237431.796 88671.946 4599221.473 6508533.576
1968--- 4196856 .364 85811.839 4530676 .483 6635691.317
1969--- 4311177.105 83257.132 4542520.230 6741371.307
1970--- 4130746 .465 99298.084 4520158.460 6745774.640
1971--- 4130181.173 98028.556 4546381.919 6592183.758
1972--- 4022834.241 97822906 4628299 .626 6675321.313
1973-—- 4104064.664  123365.450 4671073.843 6743474.392
1974--- 4208790.315  115157.783 4653061.454 £552290.876
1976--- 4247523.312  138818.921 4665946 .480 6388316.015
1966~~~ 4117610.745  113728.485 4665207 .401 6332150.517
1977-- 4104458.275  111300.622 4640679 .205 6453945 392
1978--- 4145582.250  121510.817 4563339.171 6687282.606
1979--- 4227507.774  118365.067 4517386.913 6548761.638
1980--- 4242163.503  103414.332 4588712.690 6444580.094
1981--- . 4183431.716 99475.990 4627191.007 6201272.946
1982--- 4194762.688 100259 .297 4676478.361 6156746.706
1983--- 4247104577 92620.003 4669641 .877 6231958.262
1984--- - 4058514.659 94210.151 4723178.937 6314464 .892
1985---" 4152328.073 99485.498 - 4761755.833 £297512.928
1986--- 4070431.364  122361.487 4697126 .390 6367863.519
1087--- 4153052.484  122488.871 4646776 .610 6291199.520

1988--- 4150146.463 118638.187 4569755.303 6316890.001
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TABLA VIII. COMPARACION DE LAS CAPTURAS
ESPERADAS: C (W-I) DEL MODELO I DE WALLIS Y
T (PyT) DE PELLA Y TOMLINSON CON LAS C OBSERVADAS.

T (W-1) T(PyT) T (OBSERVADA)
63-- 18373.394 18373.394 16255 .6
68~ 22404.614 22100.014 16889 .1
65-- 22135.242 22155 .440 14979 .3
66-- 11413.428 11596.774 8871.9
67-- 28130.598 28339.455 49656 .3
68-- 21775.313 22028.202 24792 .3
69-- 24868.723 24944401 24191.7
70-- 33430.730 33962.199 40537.3
71-- 22155.893 22370.309 23162.8
72-- 9258.784 9565 .466 7213.6
73-- 8481.146 . 8573.812 7033.0
74-- 16474.356 16198.867 16883.5
75-- 28185.034 27329.085 26244 .5
76-- 20347.678  20244.082 17184.7
77-- 20470.767 20340.066. 14764 .8
78-- 27998.830 27395.671 28318.5
| ZONA A
T (W-1) Ty T T (OBSERVADA) '
63-- 14606.349 14606 .349 15838.3 /
64-- 14181.125 13847.383 15287 .6
65-- 16044.561 16526 .314 12190.3
66-- 10466.812 13497.677 7417 .1
67-- 7606.989 9828.116 9355 .5
68--~ 20606.329 27992.867 38536.2
69-~ 8667.598 12304.226 9841.4
70-- 2098.129 2724.810 1489 .6
71-- 14730.650 19765.212 14065 .2
72-- 7975.092 10683.953 °©  9766.5
73-- 9979.157 10821.346 6787.5
74— 54136.945 54395.432 54830.9
75—~ 34984.258 24472.190 16623.0

76-- 51763.294 44013.579 44565 .9
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77-- 22740.197 19216.281 12201.0
78-- 43294.469 33836.901 38918.0

ZONA B

T (W-1) Ty T (OBSERVADA)
63-- 17647 .4 17647.4 15872.5
64-- 7133.9 7077.2 2877.7
65-- 8516.7 8458.8 4423.8
66-- 10454 .5 10612.1 6121.8
67-- 5616.7 5679.3 6371.8
68-- 5532.9 7109.5 3615.4
69-- 7677.6 7872.7 8890.5
70-~ 4511.8 4653.6 3086.7
71-~ 12362.8 12683.0 10294.8
72-- 16022.1 15132.8 12649.4
73-- 59463.0 68983.5 75986.7
74-- 37566 .6 36796.0 29317.2
75— 31697.0 31075 .6 22721.4
76-- 35148.4 34308.0 23410.8
77-- 38159.9 37250.4 29187.0
78-- . 71711.9 70538.7 76475 .9

ZO0MA C

T (W-1) T(py T) T(OBSERVADA)
63-~ - 37419.9 37419.9 39449.0
64-~ 22807.84 33404.8 34729.0
65-~ 48511.7 48716.3 46636.0
66-- 55471.0 57241.2 59654.1
67-~ 31484.4 32243.9 56710.8
68-- 22841.7 22859.3 26820.0
69-- 27846.6 27339.0 22531.7
70-- 18140.5 17745 .2 17777.4
7)l-~ 44809.6 44651.3 52574.3
72-- 27414.3 26848.0 14428.9
73-- 18996 .5 18360.4 10244.6
74-- 21201.3 21034 .6 16762.1
75~ 42840.4 43397.4 62880.6
76-- 42597.2 43261.4 37208.4
77-- 33967.9 33659.1 18086 .0
78-- 30592.1 29126.6 12207.0

ZONA D
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APENDICE I

La ecuacidén diferencial

&

-]
dt

es de variables separables y es equivalente a

rN

%? = r dt
por lo tanto, N t
an
S w -5 r dt
N t
o o

En cualquier libro de Cdalculo Diferencial e Integral de nivel

elemental ( el de Grandville,por ejemplo)se encuentra que

N
dN i
N = Ln N - Ln N°
N
o
y que
t
(' r dt = r(t - tO) . para r constante.
J
t
de donde, puesto que las dos integrales deben ser iquales, se
obfiene
La N - Ln N, = r{t - to)
N .
Ln % = r(t - t_)
NO . o
N r(t-t_)
N e ()
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en donde se ha hecho uso de la regla,

" para cualgquier pareja A,B de mimeros reales positivos

logcA - loch = logc %

siendo c, la base de los logaritmos .

Ademas, usando la definicién elemental de los logaritmos,

i
2

logcA
significa

A = C
Finalmente, la expresidn

=

N r(t-t_)
T\I- e o
Q

para t = 0, se puede escribir

rt
N = Noe
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APENDICE II

De acuerdo con los datos proporcionadospor los censos, la pobla-
cidén de los Estados Unidos experimentd un crecimiento exponen-
cial puro entre los afios - de 1790 a 1860,

2. :
Para trazar la curva tedrica correspondiente, dada por

se debe calcular el valor de la tasa intrinseca de crecimiento,
o sea, el valor de la r.

Usando logaritmos naturales, el despeje de r gueda

=LnN—thN°

Colocando el origen del tiempo (t=0) en el afio 1790 y sabiendo
que 1la poblacién correspondiente a ese afio fue de 3.929 millones
de habitantes, tenemos Qque N° = 3.929 millones.Luego, tomando el
dato de la poblacidn para el afio de 1830 (t = 40 afios) que fue
do 12;956 millones de habitantes segdn el censo, 1a r queda ex-

presada por 6 6
! - Ln(l12.866 X 10 )-Ln(3.929 X 10 ")

40

lo gue da una

r

0.029655

y la poblacidn queda expresada por

0.029655 t millones de

N = 3.929%e habitantes.

El ajuste entre los datos observados (proporcionados por los cen-
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sos) y las poblaciones esperadas ( predichas por la f£drmula) se

puede ver en la siguiente figura.

195. 06 {

10s. 3 .

50.2 .

3.924

© 20 4o b&o 8o oo 20

1390 1210 1930
La linea continua es la prediccidn tedrica y los puntos aisla-
dos son los datos censales.
Como puede observarse, el ajuste es bueno dentro del intervalo
comprendido entre t =0 (1790) y t = 70 (1860). Puesto que los
datos censales estuvieron sujetos a mucChos erroras &n aguclles
afios, este buen ajuste debe tomarse con reserva.Y dado gque el mo
delce no toma en cuenta factores importantes, tales como guefras,
inmigracién, variacidn en las tasas de nacimientos y muertes,y

cambios en la distribucidn de edades de la poblacidn,sus pre-

dicciones a largo plazo fallan.
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APENDICE III

La solucicn de la ecuacidn logistica dada por la ecuacién (7},

puede escribirse en forma mds compacta, si eIl factor %ﬁ - 1,se
hace igual a ed, es decir si d = Ln(ﬁ% ~ 1). Con este ca:bio, la
soluciéh queda °
N = —2asb
1+ ed 3t

En cualquiera de sus formas, la solucidn de la ecuacidn logiz-
tica involucra 3 parametros por determinar; a, b y d, en la
forma escrita arriba. Usando como datos tres poblaciones, No'
Nl y N, para los instantes (afios) to oty ¥ oty respectivamente,

se encuentra que la poblacidn de los Estados Unidos crecid de

acuerdo con una curva legistica en la que

a/b = 197.274 ; 4 = 3.896 ; a = 0.031

es decir,
N = 197.274 millones

1+ e(3.896 -0.031 t)

La comparacidn entre las predicciones de este modelo y las po-
blaciones reales dadas por los censos, se puede ver en la gra-
-fica de la p&gina siguiente, en la que t = 0, corresponde al
anno de 1790. Se nota que el ajuste es bueno para el intervalo
comprendido entre 1790 y 1950 y que falla para los afios de la
segunda mitad del siglo XX, en donde la poblacidn crecid més ré:

pidamente gue lo previsto por el modelo.
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Como se vio, el punto de inflexidén de la curva esta situado en
N = %(a/b). Como a/b es el numerador de la solucidn dada en la
pdgina anterior, para que quede divido entre 2, sélo se necesita
que la exponecial sea igual a 1, o sea, gue su exponente sea
igual a cero. Por 1lo tanto, el punto de inflexidn estard coloca-
do en aquella t para la cual,

3.896 — 0.031 t =0
De la ecuacidn anterior se obtiene,

t = 125.67 afios

b P (willoues)
03 | .
’
22.3 L )/
6'3 o
3929 e S
© 30 @av g0 ¥O 100120 +*
1342 1910 i85

Por lo tanto, para el afio de 1790 + 125 = 1915, debid haber ce-
sado el crecimiento rdpido ( parte cdncava hacia arriba de la -
curva) para haber dado lugar a una disminucidn paulatina de la
tasa de crecimiento. Asi sucedid, aproximadamente, sélo que 1la
disminucidn se mantuvo hasta 1950, de ahi en adelante el creci-

miemto fué mucho més rapido que el previsto por el modelo.
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APENDICE IV

(a)

Si llamamos X 1Ky Xg,eeeeae,X a las componentes del vector

n ‘'

R(t) y Vi,V5,V3.,......, v, a las componentes del vector V(R),

podremos escribir,

R(t)

"

(xl(t),xz(t),x3(t), ..... X (£))

V(R)

(vl(ﬁ),vz(i),VB(ﬁ),.....,vn(ﬁ))

y resulta. que cada una de las Xx's es una funcidn real de la va
riable t, y cada una de las v's es una funcidn real de la varia
ble vectorial R. Esto dltimo significa:

v

1(R)= vl(xl,xz,x3,.......,x )

vz(R)= vz(xl,xz,x3,.......,xn)

v

n R)= vn(xl,xz,xs,.......,xn)

. dr - ) . .
Luego, la derivada 3t Sera una funcion vectorial cuyas compo-
nentes serdn cada una de las derivadas de las X's con respecto

a la variable t, es decir,

dR d _ 4 a d

at =% g€ *1/§€ ¥2atf ¥z ‘JE *a!
‘Por lo tanto, la ecuacidn diferencial

d_lz-_.V(E) e ceeeee..(120)

3 . N 7 .
quedara expresada, escribiendo explicitamente las componentes

de los vectores involucrados, como:
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d d d a
(EE X3t X2/dE X3+ /3T xn)— (vl,vz,v3,......,vn)

y puesto que una igualdad vectorial implica que las componentes

respectivas deben ser iguales, resulta el sistema,

e % (t)= v e (8), 3, (8], x5 (), oenn,x, (£))
St %, (t)= vyl (8), 3, (8], %308, o un,x (£))
St % (8)= vy (8) (8] X3 (), unns,x (1))
a

3t xn(t)= vn(xl(t),xz(t),x3(t),....,xn(t)0

Vemos, entonces, como el sistema (10) se expresa en forma expli

cita.
(B)
Si R = (x,y) es un vector de 2 dimensiones, la funcidn
E = x2 - 8xy + 3y2

" por ejemplo, puede considerarse como una funcidn del vector'ﬁ,
E = E(R)
vy resulta una funcidn real de variable vectorial, cuando la x
y lal son numeros reales.
. Vamos a suponeir que queremos saber cudnto cambia el valor de E
cuando el valor de la x,y de la y se increméntan a X + dx,y a

y + dy
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e . s s
En términos vectoriales, queremos saber cudnto se incrementa

E(R)cuando el vector R se incrementa a R + dR, siendo

dR =(dx,dy)
El incremento de la funcidn E buscado serd,
E(R + dR) - E(R)
Tenemos entonces que, de acuerdo con la regla de corresponden—
cia entre E y '§,

E(F+dR) = (x+dx) 2= 8 (x+dx) (y+dy)+3 (y+dy)?

Desarrollando los binomios al cuadrado y wearreglando términos
resulta,
E@®dR) = (x% -8xy + 3y2)

+(2x - 8y)ax + (-8x + 6y)dy

+a@x)? —saxay + 3(dy)?
Es evidente que el primer rengldh del desarrollo de E(R+dR) es, por
definicio’n, la funcién E(R). En el 2o. rengldn, los términos en
paréntesis multiplicados por dx, representan la derivada de la
funcidn ¥ con respecto a X, considerando a la Y como constante

es decir, es la derivada parcial de E con respecto a X,

3E
9x

i
i

Similarmente, los términos en .par€ntesis multiplicados por dy
representan la derivada parcial de E con respecto a y,

33
oy

7 N . - . /

Por ultimo si llamamos @ a todos los terminos restantes del 3er.

renglén, la expresidn para E(R+dR) se puede escribir,

E(R+dR) = E(R) + %‘}3—( dx + %% dy + @
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Entonces cuando sucede, como en este ejemplo, que

Lim ¢ = O

drR-» 0
se dice que la suma de términos que contienen a las derivadas
parciales representan a la diferencial dE de la funcidn. De ma-

nera que, por definicidn,

' dE=-g—§dx+g—§-dy
es, en 2 dimensiones, la diferencial de una funcidn real de
variable vectorial.
Como el producto escalar de 2 vectores cualesquiera a =(al,a2)
y b =(b1,b2) de dos dimensiones, se define

a-b = albl + azb2
la diferencial dE se puede considerar como el producto escalar

de los vectores,

(gf"-‘,%%) 'y (ax,dy)
es decir,
' aE = (2E, 2B) . (ax,ay)

Ax ' Ay

dE

]

VE.dR
en donde
ve = (32, 38,
e; el ”géadieﬁted dé E y viene a representar la derivada de una
funcidn real de variable vectorial en 2 dimensiones.

Finalmente, el incremento de la funcidn seria:

E(R+dR)- E(R) = VE-dR + &
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(c) A

Si un vector a tieme una magnitud a, y una direccién dada por
el a’mg:.xlo d y un vector b tiene magnitud b y una direccidn da-
[
da por el dngulo . sus com
ponentes rectangulares son:
a;= a cosd

a,= a sens

R bl= b cosg

b2= b sengp

respectivamente, rela-
;:iones que puedgn_ encontrarse en _los tz_'ia’nqulos recténgulos que
se forman en la figura de arriba.Uno de ellos tiene hipotenusa
igual a 1a magnitud del vector a, cateto adyacente a & igual a
a; vy cateto opuestoa e igual a a,. El otro tiene hipotenusa b,
cateto adyacente a B igual a bl‘ ¥ catetc opuesto a @ igual a b,

ios
De acuerdo con la definicion del producto escalar, tenemos,

a«b = alb1+ a2b2= ab cosd cosp + ab send senﬁ
= abl(cosd cosp .+ senukseng )

= ab cos(d- e )

y en la figura de arriba podemos ver que (d-@) es el dngulo 6

que los vectores forman entre si.pPor lo tanto,

a.b =a b cos®
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de donde, —_—
a-b

cose = ab

Entonces, de acuerdo con este resultado, si

a-B>0 ; 0<o0<9° (dngulo agudo)
a-b=0 ; © = 90° (angulo recto)
a-b»0 ; 90°¢ ©<180°(dngulo obtuso)
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APENDICE V

(a)
Para encontrar la ecuacidn diferencial del movimiento del pén-
dulo simple, tomaremos como origen del sistema de coordenadas
el punto fijo de la barra rigida. El vector de posicidn,de 1la
particula de masa m, tendrd asi una magnitud constante e igual
a la longitud L de la barra. Utilizando coordenadas polares,de—
finiremos un vector‘unitario Gr en la misma direccidn y sentido
que el vector de posicidén R y un vector unitario ﬁ; perpendicu—
lar al anterior, y éue apunte en el sentido en el gue el angulo
© crece, como se muestra en la figura (a). Resulta, entonces,
¥ R-o%
. . . r

=L

P ¥-%

Derivando la expresidn anterior

con respecto al tiempo, obtene-

mos
v = -g—f = L %ﬁr )
Y como U_ = (-send®,-cos®)
G; = (-cos©, sen®)

(véase la'fig.(b))résulta que

Fig. (a)
d » do
v “r=(’°°se'se“9)3€

' De manera que la expfesién (b) de la velocidad de la particula

puede escribirse

53 ‘e ~»
V="23c %
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y llamando w a la velocidad angular g% , escribimos,

o~
u

V=Lwe -

T =3

Derivando (c) con respecto al tiempo, obtenemos la aceleracidn
‘de la particula,
— _d4v _ d A A~ dw
a =3t~ LO w at Yo t Y dt2
en donde la derivada de G; con respecto al tiempo se puede sus-
tituir por - QQ,G = -wi_, obteniéndose finalmente
dt r r
- 2 aw ~
a = ~Lw u. + L 3¢ Yo N -
Por otro lado, la particula esta su-
jeta a la fuerza de tensidn T de la
. Y
varilla o barra y a la. fuerza de gra ¢
vedad, o sea, a su propio peso. La —cos0
fuerza neta resultante., solamente ' 4
' ©
. : ;- (2}
tiene componente en la direcciontdel sen | x
- L —e >
vector unitario u_ , como puede ver- '
se en la fig.(c). La fuerza neta es '
-coso
~ )
F = mg sen® (-u,}
~
F. =-mg sen® u ... ()
©
Aplicando la 2a. ley de Newton, . . .
P Y Flg-(k)- Vectores unitarios
A v
ma = F r o

vy sustituyendo (d) en el lado izguierdo y (e) en el derecho,

obtiene, después de igualar componentes,

mL, Q% = —-mg sene

se
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Dividiendo entre mL y llamndo k2 al co-

ciente g/L, resulta

‘o
! g% = -k%sene
, )
: Finalmente, puesto que w= g% , la ecua-
: cidn diferencial del movimiento del pén
: dulo simple es,
b
2
g—% = -k“sene
at
o tambien,
Fig. (c).-La F neta 2
- ) L8, x%sen0 = 0 .......(12)
en el pendulo simple. dtz

(B)

La ecunacidén (14) se obtuvo integrando la expresidn,

wdw = ~kzseno do

de la que se obtiene
dw _ _ kzseng (e)
deo — w o STttt

ecuacidn que representa las pendientes del las tangentes a las
trayectorias definidas por (14).

.Para el casd de las trayectorias cerradas dadas por la ecuacidn

2 2
E.2.+§e_"(°—/§’_=1 ...... ceee..(16)
e (e/2k)
2 2
cuando e” < 4k”, resulta que en los puntos en donde w = 0, el va-

lor de sen® # 0' lo que hace que.la pendiente de la tangente
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tangente a la trayectoria sea infinita en dichos puntos.
Sin embargo, en la trayectoria definida por la ecuacidn

2 2

wo,sen(0/2) ;... .18

4k 1
en los puntos en los que w = 0, o sea, cuando 6=(2n+1NW la deriva
da,dada por la expresidn (e) de este apéndice, no estd definida
quedando la indeterminacidn 0/0.Puesto que el comportamiento es
el mismo en todos los puntos en cuestidn,el valor de la deriva-

da se puede definir como,

2
dw _ .. k" sen®
§6 = Lim(- =220 )
w->TT

Para encontrar el valor del limite, la w del denominador puede

sustituirse por la expresidn
+ kV2(1 + coso)

de acuerdo con la ecuacidn (17). Entonces,

kzsenQ - _ k“sen®
w

multiplicando numerador y denominador del lado derecho por

V1 - cose
resulta, 2
N —
_ kzseno " k°sen® V1 coso

w T kv 2(1 - cos?e;
kzsene V1 - cos®

kV 2sen E@

simplificando se obtiene,
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2
k”sen® _ 4 1l —- cos®
- =Xk > (& #T717)

Por lo tanto, el valor buscado para la derivada dw/d® en © =77,

podrd definirse como,

aw _ 4 ; l - cos @
at = = k Lim 3
w -
aw _ +
at = — ¥

En general, lo anterior serd cierto en todos los puntos en los

que w =0 y © = (2n+1)¥7 .

(c)

Se puede ver en la fig. (d) que cuando la masa pendular m se
aparta de la vertical un dngulo ©, sube cierta disfancia a ia
que se denotado con la letra y. En el tridngulo rectdngulo que
O : : se forma, cuya hipotenusa es L,y
tE:;> ‘cuyec cateto adyacenie a © es

L-y, se tiene que,

[y —

Ef—x = coso

de donde,
y = L~ Lcos®

le=cma
L4

m y = L(1- cos®)
Fig. (d).
Y puesto que la energia potencial

gravitacional es U = mgy, resulta, para el péndulo,



-206 ~

U = mgL(l- cos®)

La energia mecanica total para el péndulo serd, entonces

E = % mv2 + mgL(1l- cose)

Utilizando la ecuacidén (c) de este mismo apéndice,

V = WL u,

resulta que el cuadrado de la magnitud de la velocidad es

v2= w2L2

puesto que la magnitud del vector T es igual a uno.

Por lo tanto, la energia total del pénduloc se puede escribir,

2.2
E = MWL mgL(l - cosO)



Dado el sistema de

cientes constantes;

dxl/dt
dxz/dt

dx3/dt

dxn/dﬁ/

+los valores propios

coeficientes se obt
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APENDICE VI

ecuaciones diferenciales lineales con coefi-

-

11 ®12 213°---31, Xy

) az1 Bpp B33----85, X2
*3 f=1 %31 2332 233----23, X3
\xn/ \anl Bh2 an3""ann/ \xn

o raices caracteristicas de la matriz de los

iene resolviendo el determinante

all- r alz al3 ...... .- aln
221 Bz T Apy seeeees A
231 #832 2337 T --cccc B3 17 (:)
“n1 "nz  Bqp3cccccroc@nnTT

: /., .
que da lugar a una ecuacidn algebraica de grado n en r. A esta

: s ..
ecuacion resultante

a los valores de r que son solucidn de dicha ecuacidn, se les

. .
se le llama " la ecuacion caracteristica" vy

»” . N )
_llama las raices caracteristicas o los valores propios del sis-

tema.

5i las n rajces caracteristicas son r(1),r(2),r(3),....,r(n),

todas reales y distintas,

vector Er(k)

a cada una de ella le corresponde un

que debe cumplir con la condicidh,
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AE (k)™ r(k)Er(k) I &Y

siendo A, la matriz de los coeficientes.

Resulta entonces que, para cada valor real distinto r(k), 1la

funcidn vectorial

53 _ = rix)t
Xr(k) = Br(x)® vereesenib)

es una solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales. En

efecto, derivando (b) con respecto al tiempo se obtieéne

= r(k)t
k) = TURIE (e

pero, de acuerdo con (a), lo anterior se puede escribir,

R — AR r{k)t
Xr()™ AEr(iy®

y.de acuerdo con (b), resulta

Xe )= Bk

lo cual indica que la funcidn dada por (b), satisface la ecua-

cicon _ _ _ columna
R' = AR i R =(x1,x2,x3,....,xn)

que representa al sistemz de ecuwaciones diferenciales lineales.

Entonces volviendo a recordar que las r(k) son todas reales y

distintas, la solucidn general del sistema es
[1
R{t) = S cer(k)
€=y
en forma desarrollada
= _ = r(l)t = r(2)t - rin)t
R(t) = < E (1ye + CLE ()@ oo B

en donde las constantes c se determinan de acuerdo a las condi-
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ciones iniciales que deba cumplir el sistema.

En el casoc de que existan raices repetidas, por ejemplo si r(k)
es una rafz de la ecuacidn caracteristica que tiene multiplici-
dad m, o sea gue (r - r(k))™ es un factor de dicha ecuacidn, en-
tonces a esta raiz le corresponderdn m soluciones linealmente

independientes,

rik)t = r{k)t m-1 r{k)t
'br(k)te t e

Eriky® R Btk

Por ejemplo, supongamos que en un sistema de 5 ecuaciones linea

les, la ecuacidn caracteristica es

(r—r(l))(r—r(z)) (r—r(3)](r—r(3)) {r-r(3)) =0
de manera que la raiz, que arbitrariamente se le asigno el ter-
cer lugar, resultd con multiplicidad 3, entonces la solucidn

general del sistema seria

= = ril)t = r{2)t = ri{3)t = r{3rt
R(t) = c1E. (13 +C,EL ()@ +C3E (33¢@ +c ,E

= 2 r(3)t
+ CSEr(B)t e

En 21 caso de que existan raices complejas de la ecuacidn carac

terfstica, éstas aparecen por parejas, de manera que, si

r(k) = a + ib (i =V -1, a y b, reales)

.

I'd . : <
es una .ralz, tambien su complejo conjugado lo es

r*{k)= a- ib
y existirdn dos vectores propios correspendientes

Er(x) Y B'ra
siendo uno de ellos el conjugado del otro. ER este caso

rik)t

— - rx{k)t
Er(x)® Y BX(x)®
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serdn soluciones del sistema.
Usando la £drmula de Euler

ea+ib=
las dos soluciones complejas anteriores,
las soluciones reales

1= r{k)t
Pl R +

o]

if= r(klt
E(Er(k)e ) -

]

quedando en la forma

X ate

Xr(k)= © rik)

en donde, - _
5 _Eroot Broo
r{k)"

Si existen raices caracteristicas complejas que se repitan,

T (k)

(k)

3 Y o Ho o=

e®(cos b +isen b)

se pueden sustituir por

er*(k)t)

er*(k)t)

cos bt + Hr(k)sen bt)

..o le)

' _ _at = _ G
xr(k)_ e (Hr(k)cos bt Gr(k)sen bt)

LE 0" Bf!
2

las

soluciones linealmente independientes correspondientes a cada

rafz compleja repetida,

lores reales repetidos.

Como puede_verse,
cir si en las soluciones (c) de arriba,
maginaria) resulta r(k) =
la misma solucidn.
Ahora es
Para que

la parte

el caso complejo incluye al caso real,

se hace b =0

son andlogas a las mencionadas para va-

es ‘de-

(parte i-

a ( parte real) y Xe(k) ¥ x;(k) son

el momento de observar una cosa importante:
las soluciones tiendan a cero a medida que la t crece,

real de las raices caracteristicas debe ser negativa
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para que la exponencial eat,cuando la a es la parte real de la

r(k)t

raiz compleja o e ,cuando la r(k) es real, decrezca con el

aumento del tiempo.En este caso resulta que el origen es asintd

ticamente estable.(Con oscilaciones amortiguadas si b # 0).

Si la parte real es cero, las soluciones dadas por (c) constan
solamente de la combinacidn de senos y cosenos que dan lugar a
oscilaciones no amortiguadas. En este caso, el origen resulta

tener estabilidad neutra.

Y, evidentemente, si la parte real de las raices caracteristicas

es positiva, el origen es_inestable.
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APENDICE VII

Para una funcidn £(t) real de variable real, la derivada y la di
ferencial se pueden definir de la siguiente manera:
si £(t + h) = £(t) + £'(t)h + g(t,h)h .......... (i)
y se cumple la condiciédn,
Lim @g{(t,h) =0 ceseeeasa{il)
h-» 0 ’
entonées, la funcidn £'(t) es la derivada de f(t) con respec .

to a t, v £f'(tlh es la diferencial df de f{t),
daf = £'(t)h

como h es el incremento de la variable independiente t, se

acostumbra llamarlo dt, y se escribe
df = f£'(t)dt e eeenn ce.iii)

El incremento de la funcidn £(t) cuando el valor de t aumenta de
t = a hasta t = a+h, resulta ser, de acunerdo con (i)

fla+h)-f(a) = £'(a)h + ®(la,h)h ......(iv)

y considerando la condicidn (ii), habrd valores de h peqguefios pa
ra los cuales el incremento de la funcidén pueda aproxXimarse por
su diferencial, es decir,

flat+h)-f(alef*(adh  ...... Lo (v)

cuando h es suficientemente pequefio para que @(a,h)h s O.

Para una funcidén vectorial de variable real £(t), la derivada y

la diferencial se encuentran aplicando (i) y (ii) a cada una de
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de las funciones componentes, por ejemplo, en dos dimensiones,

£lt) = (fl(t),fz(t))
de manera gue,

f(t+h)= (fl(t+h),f2(t+h))

Y si cada una dé las funciones componentes, reales de variable

real, cumplen con (i) y (ii),
£f(t+h) = (fl(t)+fi(t)h+¢l(t,h)n, ’.fz(t)+fé(t)h+’¢2(t,h)h)

, s 1] 1 :
(0. 5,00)+ (g0, e50)n + (B,(£, ), 2,(¢,0))n

= F(t) + £'(t)h + & (t hd)h

Yy, .por lo tanto, - -
Lim & = Lin(ﬁl,ﬁz) = 0

h-» 0 h-» 0

y la funcidén £'(t) = (£3,£5) serd la derivada de £(t) y el tér-
mino f£'(t)h serd la diferencial.O sea que para derivar una fun-

cion vectorial de variable rezl hay que derivar:a cada una de

.
sus componentes. Y se tendrd tambien

Flash) - FAIRE T €a)h  cuereeaveraneoolvi)

para h suficientemente pequefiv para que

Bt, =T

Para una funcion real de varisble vectorial f£(R), la derivada
.y la diferencial se pueden definir de la siguiente manera:

Si £(R + h) = £(R) + £ (R)-h + B(R;M.F .........(vii)
2 en donde, para 2 dimensiones, por ejemplo, R =(x,y) vy

h = (hl,hz), la funcidn vectorial de variable vectorial
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IS )

es la derivada de la funcién £(R) con respecto a R, y el térmi-

no
= 5y T Af Af
£'(R)-h "-—-('—oxt E—y)'(hl,hz) ceecesnevasolviii)

es la diferencial df, siempre y cuando se cumpla que,

Lim @(R;h) =0 PP & 3
[}

Al vector i que es el incremento de la variable vectorial in-
dependiente, se le acostumbra llamar dR = (dx,dy), o sea, h,=dx
Y h2=dy, de manera que la diferencial queda

(3f 3t

af = 3% ' w)-(dx,dy)
of . df
=—6;dx+-5§-dy I $73

(VEASE EL APENDICE IV B).

Por costumbre a la funcidn £'(R) = ( %}f_c' . %—g) no se le llama la

Y -
derivada de f sindé "el gradiente de f".Y se escribe <ot

Y -F S -
VE = 3% * Oy)
en dos dimensiones. Por lo que la expresidén para la diferencial

queda —
daf = 9£-dR tecacecsenannnea Lxi)

En resumen, £(R) es derivable en cierto dominio de valores de
R, si se puede escribir: )
£f(R + dR) = £(R) + V¥£-dR + @(R;dR).dR
y se cumple la condicidn
Lim @(R;dR) =0

dR-» 0
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Entonces, el incremento de la funcidn £(R) cuando R se incrementa

desde R = a hasta R = a + h, serd
£(a + h)- £(3) = v£(A)-h + B(E:h)h .......ii)

y para h suficientemente pequefio,

£(a + h) - £(A)VE-F  ..cvicrnenoo.. bkiii)

Por idltimo,para una funcidn vectorial de variable vectorial E(R)
que en dos dimensiones serifia f(R) = (fl(ﬁ), fz(ﬁ)), cuyas compo-
nentes son funciones reales de variable vectorial,kla derivada
y la diferencial se definen aplicando (viil} y (ix) a cada una

de las funciones componentes, es decir,

(R + )= (£,(R + B),£,(R + W)

tiene, B
o 3, af, Of af,
(fl(R)-h B fé(R)-h)=( -d_)?_hl-'--tf/—hZ' R éThl+Wh2)

df df
= =y lh +5—2h
fJ‘_(R)-h\ 3x Pt ay P2
FLR) -H/ 3f OF
2 2 2
ox h1+oy h2

el vector de la derecha puede ponerse como un producto de una

matriz por un vector columna, de la siguiente manera,
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df, - g, " ?fl af, .
3x 1" 3y 2 ax (3% 1
dfzh +af2h 3£, 3, "
Ax 17 dy 2 J ax ay 2
= Jh R 13 212

De la misma forma, el tercer término de la derecha de la expre-

sién para £(R+h), usando vectores columna se puede escribir,

El(i;ﬁ) b _ ¢11(§:E)hl + @, ,(R:h)nh,
B,(R:h) -1 #,,(R;®)n, + &,,(R;hn,
B Z11 Z12 hy
%21 P22 by
= @h R P '8

Con esta nueva notacidn de matrices y usando vectores columna,

la expresién para £(R + h) queda,

E(R + h) = £(R) + Jh + o(R;h)h  ....(xvi)

en donde J es la matriz que aparece en (xiv),

of 3,

g =1 9% dy ceeee. o (xvid)
de df2
Ix dy

Y Q@ es la matriz que aparece en (xv) y que tiene @'s como ele-

mentos.
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¥ si se cumple gue
Lim Q = O (matriz)
h» 0
la matriz J es la derivada de la funcidn £(R) y el término Jh
es la diferencial df. A la matriz J-se 1e'acost;m§ra'llamar la
méériz “Jacobiana". ’ '
S8i la funcidn f(R) se incrementa cuando R

se incrementa desde

R =a hasta R = a + h , dicho incremento de la funcién sera

o]

(@ + W) - (@) = J(AWR + Qa;F)F  ...(xviii)

y para h suficientemente pequefio tendremos la aproximacién,
F(@+ 1) - F@RIGEIT cieriiianisaeea(xix)
J(a) significa que los elementos de la matriz, o sea , las de~

rivadas parciales

3£ (R) afl(ﬁ) 3£, (R) dfz(ﬁ)
ax ady X oy

se tienen que calcular en R=a.

Generalizado a un espacio de n dimensiones, es decir, si

_R =(xl,x2,x3,........,xn)

y T(R) = (fl(ﬁ),fz(E),fB(E),....;....fnﬁi)), entonces,

/ s
3, éfl af, N éfl
Exl 3x2 0x3"" "9x

n

9, 9of, 3, __““afz
J = < —_— e
dxl Exz Ox3 axn
‘?fn af[‘l .éfn dfn

Oxl 6x2 6x3" : éxn
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APE

NDICE VIII

Con relacidn al sistema cuadr

Fl(A,B)

F,(a,B)

£

B)

con lo cual, las funciones
£,(a,
£,(a,B)

y resulta que

afl _

el
ar, 5
3B ~

de acuerdo con (I),

A

pero,

entonces (III) se puede escri
of
1 - F
A 1
6f2
OB

Fa

de esto ultimo se obtiene,
alA + bZB
o tambieén, utilizando (II)

B

alA + b2

dtico dado por(56), haremos

gt aA+ayB . (D)
b°+blA+sz
y £, definidas por (58) quedan
= AFl(A,B)
P & & |
= BPZ(A,B)
oF, ’
+ F .
3A 1 e eeees . (ITII)
dFZ + F2
3B
65‘2 s
B ~ T2
bir
= alA
= b28
_6f1+'3f2_ o
- dB 1 2
_ of, . dfz £, £,
:7: 3 " X " B eee (IV)
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Por otro lado, de las ecuaciones (I), resulta

alA + azB = Fl - ay

blA + bZB = F

considerdndolo como un sistema algebriico de ecuaciones simul-

” . s - :
tanes con :l.nco'gnz.tas A y B, resolvi€éndolo se obtiene,

b2(,E‘l—ao)— az(Fz—bo)

B a)byazhb;
. a,(Fy~b )-b,(F -a_)
a;by-azhby
clle donde
ajh + byB = alszl‘albzao'3132:2:‘—1:2::&”231?2‘bzalbo‘bzblf'l*bzblaov
1P2-35P
B albo(az—bz)—aobz(al—bl) _ bZ(bl_al)Fl +al(a2—b2)F2
- albz—azbl albz—azbl
€y
= 5 - mEraE B N €2

en donde
c, = albo(az—bz)—aqbz(al—bl) PR 675 &

C2=a]b]— 32b2 crecrnvnencess (VII)
e _bz(bl_al)
._—--————-—c2
B 5 5 &
e = 218227Bp)
€2

Hemos obtenido, entonces, dos expresiones para alA + sz,
la (IV) 'y la (V), y de acuerdo con éllas,(junto con(II)),
o, %, 5, 5 _ S 8L P2
oA 3B ~ A B T C A B
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Af df £ £ c
I, 2,1 2 = X
o5t @B ‘Y% (m'- 1)+ 5 (n'-1) = 02
y haciendo m'-1 =m v n'-1l= n, queda
Af of £ £ c
'(—’—A—-l--i--;g-z--i--mj:;- +n-B—2= 'Ei PR ¢ 9

Ahora introducimos la funcidn H(A,B) exigiendo que cumpla las

condiciones

o

H H 3H

@ TM™R Y aB-Py  cceec (XD

wix

Multiplicando por H, 1la ecuacidn (X) se obtiene
df Af c
1 2 H H 1
H_OA +Ha—-—B +fl(m K) +f2(n —B-) =HE;
ahora, usando las condiciones dadas en (XI) y reordenando tér-
minos, resulta
of, H I,
(Ha-l\_+flai)+(ﬂ—5§—+f2—)=H—
y como los términos entre parentesis son las derivadas del pro-
ducto Hfl y Hf, con respecto a A y con respecto a B, respectiva-
mente, se puede escribir, finalmente
SHE QHE c
1 2 _ 1
I Ot I —H-C—' tieeeeeas e (XTII)
2
con esto queda demostrada la ecuacidn {(61) del trabajo.
fﬁta.completar la demostracidn vamos a encontrar 1la
expresidn de la funcion H(A,B) dada por (59).
Partiendo de las condiciones impuestas sobre H y que estan da-

das en (XI), tenemos

dH

H R
oA = ™a =NE
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Tendremos, entonces, la integrales parciales

aH _ da aH  _ 4B
SH =m SA Y )H = "S B

A

gue dan como resultado

Ln H = Ln A™ + Ln g(B)

Ln H = Ln B" + Ln h(A)
respectivamente, en donde g(B) y h{A) son funciones por -determi-
nar. }
Prosiguiendo, podemos escribir,

H = A" g(B)

7 h(a)

H =B
y es fdcil ver que si g(B) = B” y h(a)= A™ , 1a funcidn buscada

queda

m

H(A,B) =A™ B? .. ........... ceeee.{XIIT)

Este resultado demuestra la ecuacidn (5%) y la definicidn de m

y de n dada por (60).
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