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PRESENTACION 

Nuestro trabajo está ubicado entre los múltiples intentos 
de abordar ~spectos de la Biología por medio de modelos rnatemlti 
cos. 

El Alg~br~ Matrici~l y el Cllculo Diferencial, son ramas de 
las matemáticas con una gran cantidad de aplicaciones en la Físi 
ca, Biología, Medicina, etc. Sin embargo, lo usual ha sido tan-
to en las escuelas de enseñanza media-superior, corno en las escue 
las profesionales que aplicaciones tan interesantes como la matriz 
de Lesli_e (que data de 1945) sean desconocidas. Actualmente, cuaE_ 

do en algunas pllticas a profesores de matemáticas del C.C.H. y~ 
facultad- se expone este terna, resulta ser toda una sorpresa para 
ellos la posibilidad de expresar historias de vida de poblaciones 

mediante un arreglo matricial. Y aún más, resulta ser una inte~~ 

sante novedad que propiedades matriciales como son el valor propio 
de una matriz y sus vectores propios, coincidan con característi­

cas poblacionales fundamentales. 
Todos estos ternas desconocidos por la mayoría de profesores 

y estudiantes de rnatemlticas, también lo son para la mayoría de -

estudiantes de Biología y áreas afines. En carreras con aplica -

cienes de ciencias biológicas corno es Ingeniería Agrícola, los -­
programas de estudio actuales cubren corno temas totalmente ajenos 

la Ecología de Poblaciones y el Algebra Matricial. 
En los últimos años, se han llevado a cabo intentos importa_!! 

tes de ir abriendo el terreno entre la Biología y las Matemáticas. 

Estos proyectos han tenido buenos resultados en la Escuela de CieE_ 
cias del Mar de la Universidad de Sinaloa, la Unidad de Ciencias -

Marinas de la Universidad Autónoma de Baja California y en cursos 

de Maternlticas Generales I, II y III para biólogos en la Facultad 

de Ciencias de la UNAM. 
En todos estos intentos, también se ha ido estableciendo que 

el estudio de los modelos matemáticos en Biología es fundamental, 

aún sabiendo que estos se sustentan en supuestos muy fuertes que 
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pueden -alejarlos de las características reales.de una población -

dada_ Ya que, el estudio de estos modelos permit~ formular hipó­
tesis e ideas de culles pueden ser l~s variables determinantes p~ 

ra explicar un fenómeno o proceso, y que este tipo de ideas en t~ 
do caso establece muchas mejores bases para entender una situación 

real y poder construir modelos específicos para casos concretos. 
En los dos aspectos mencionados anteriormente tratamos de -­

avanzar en nuestra tesis. 

Consideramos que gran parte de este trabajo consiste en la -
revisión y anllisis de las propiedades de modelos para el estudio 
de dinlmica de poblaciones ·estructuradas.* Retomamos parte impo~ 

tante de la teoría ya elaborada por varios autores_ Sin embargo, 
en esta parte de la tesis también desglosamos lo mis posible el -
desarrollo matemltico tratando de hacer mis accesible este mate-­

rial. Ademls, intentamos analizar los conceptos matemlticos qye 
surgen a lo largo del desarrollo buscando y discutiendo su inter­
pretación Biológica. 

Finalmente, damos nuevos elementos que permiten llegar a una 
evaluación de la confiabilidad de los resultados que pueden obte­

nerse con la metodología revisada anteriormente. 
Por supuesto, nuestro anllisis no logra darle una interpre­

tación Biológica a todos los conceptos matemlticos que aparecen 
en él, e incluso varias de las interpretaciones que se mencionan 

tan sólo se relacionan con conceptos ecológicos, evolutivos o en 

el terreno de las aplicaciones prlcticas, sin poder concluir o -
profundizar mucho sobre ellos. Existen múltiples estudios de e~ 

tos aspectos, algunos de ellos ya desarrollados y otros en disc~ 

sión abierta actualmente. Trabajos como el nuestro no pretenden 

entrar a discutirlos, aunque nos parece que, si bien deben reco­

nocerse claramente las limitaciones que tiene la teoría matemlti 
ca para poder contemplar la basta problemática Biológica, es ne-

* Son poblaciones divididas en clases de edad, estadios, clases 

de talla, etc. 
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cesario seguir en futuros ~rabajos profundizando la relación de 
las matemáticas con la teoría biqlógica en su conjunto. 

Nuestro trabajo está organizad¿ de la siguiente manera: 

En la introducción partimoi de los modelos clásicos sobre la 
dinámica de poblaciones haciendo un seguimiento conceptual y cro­
nológico del desarrollo teórico y matemático de dichos modelos. 
Esto, con el fin de ubicar nuestro trabajo dentro de la extensa -

variedad de enfoques que tienen los estudios en este campo. 

En el primer capítulo se describen con detalle los principa­
les modelos para el estudio de la dinámica de poblaciones estruc­

turadas (matriz de Leslie y de Lefkovitch), analizando paralela-­
mente las propiedades matemáticas de la herramienta utilizada y 

su interpretación biológica. 
En el capítulo segundo desarrollamos, a partir de la metodo 

logía establecida en el capítulo anterior, un análisis matemático 
(Análisis de Sensibilidad) que determina la repercusión global -

aue tienen uerturbaciones de los parámetros uoblacionales para la 
interpretación de urocesos a los aue están suietas las uoblacio-­
nes en la naturaleza. así como tambiln vara su uosible uso en el 

maneio de las Poblaciones uor el hombre. 
En el tercer capítulo se estudian las repercusiones que pu~ 

den tener los errores o imprecisiones introducidos al utilizar -

la h~rramienta desarrollada en el primer capítulo en el resultado 
global. Este estudio se hace empleando una metodología desarro-­
llada a partir del Análisis de Sensibilidad, lo que puede ser útil 

para evaluar la confiabilidad de los resultados obtenidos. Esto 

se ilustra con algunos ejemplos extraídos de trabajos que han uti 

lizado esta clase de modelos. 

Abril, 1986. 
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INTRODUCCION 

Las poblaciones estln compuest~s por organismos que compar­
ten un mismo espacio en un tiempo determinado. Los componentes 

del ciclo de vida de estos organismos individuales .~ la edad en 

que maduran, el númeró· de veces que se repl:-.Óci1.1sén, el número de 
hijos que tienen, la edad en que mueren,<etC:~ - que conforman su 

historia de vida, determinan las cáract.e.r/s,1):.c~s.demogrlficas de 
las poblaciones de las que son miembros:~~t.i:~:~~\rt~Ctura en un mo­

mento dado y su dinámica, es decir, cóinoccii.'ñibta esta estructura 
con el tiempo. 

Sin embargo, las característica~ de 1~ historia de vida de 

los individuos - como todos los atrib~tos indiyiduales - tienen 
una cierta variación intraespecífica e intrapoblacional. Y son 

_precisamente las medidas estadísticas o promedios de tales cara~ 

terísticas los parámetros demográficos que caracterizan a las p~ 
blaciones. 

Por lo tanto, el estudio de las poblaciones, desde un punto 

de vista demográfico, t~ene que ser en gran parte numérico y cuan 
titativo y utiliza diferentes tipos de elementos de la herramie~ 
ta matemática. En particular, los modelos matemáticos han jugado 

un papel muy importante en el dc~o.rrollo teórico J.e la U.lnám.ica 

de poblaciones ayudando a describir y comprender más profundame~ 

te muchos fenómenos y procesos relacionados con los tamaños de -
las poblaciones, los cambios de estos tamaños y los·procesos invo 

lucrados en estos cambios. 
Sin embargo, para poder llegar a la expresión formal de di­

chos procesoi, ha sido necesario un desarrollo que tiene que ver 

con la maduración de ciertos conceptos ecológicos proponiendo -­

cuáles son las variables relevantes, así como también contar con 

una herramienta matemática adecuada. 
A continuación hacemos un esbozo de algunos de los avances 

relevantes en el desarrollo conceptual del estudio de la dinámi­

ca de poblaciones, y de cómo estos se formalizan en modelos mat~ 

máticos. 
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Los primeros intentos para dar una explicación racional al 

cambio_ de números en las poblacio_nes data: del siglo IV a.c., en 
el que Aristóteles trata de explica~ las plagas de ratones y de 
~angostas en su_"Historia Animalium". Señala que las plagas de 

ratones se deben.~ que~su ~lta tasa reproductiva produce mis ani 
males de los que sus ~nemigos naturales y e~ hombre pueden matar 
(Krebs, 1978). 

Los primeros estudios numéricos en pobl~~ibnes se realizan -

también antes de núestra era; pues al paiecer egipcios, babilonios 
y griegos realizan censos poblacionalea en sus ciudades. Poste-­
riormente, ya después de nuestra era, los romanos, preocupados -

por producir mis soldados para sus ejércitos de conquis~a, además 
. de realizar censos, pretenden estimular el crecimiento poblacio-­

nal en sus ciudades (Cole, ]958 ). Podemos decir que estos son 
los primeros estudios demográficos, los cuales comienzan a reali~ 

zarse en poblaciones humanas. 
Los estudios demográficos cobran un auge en el siglo XVII, 

época de explosiva actividad de la ciencia, con trabajos mis an~ 
líticos y cuantitativos, y donde puede ubicarse el surgimiento -

del estudio de la dinámica de poblaciones. John Graunt en 1662, 
considerado por Cole (1958) como el padre de la demografía, real! 
za censos en Londres registrando la mortalidad y natalidad,y es­

timando un tiempo de duplicación de la población de esa ciudad.­
de 64 años. En 1669, Christiaan Huygens aplica elementos relat! 

vamente sofisticados de la teoría de probabilidades a estos datos 

de Graunt, estimando el tiempo probable de vida de una persona -
de edad conocida (Cole, 1958). Posteriormente de Witt (1672 en 

Bernal, 1981 ) calcula tasas de mortalidad para hacer lucrati­
vas las pensiones vitalicias, de donde surge el negocio de los 

seguros de vida. 
En esta época hay pocos estudios sobre la dinámica de pobl~ 

ciones animales. Leeuwenhoek en 1687 (Egerton, 1968) estudia e~ 

potencial reproductivo de la mosca carroñera y hace estimaciones 

de tasas de crecimiento de algunos insectos; por lo que Egerton 

(op. cit.) lo califica como uno de los fundadores de la demogra­

fía animal. 
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Estos trabajos de demografía,_ realizados en el siglo XVIII, 
llegan a conclusiones generales importantes como que la poblaci6n 
humana no puede crecer sin restricciones, aunque ésta sea su ten­

dencia general. Sin embargo, estos trabajos no profundizan acer­

ca de las causas en la limitaci6n de este crecimiento. A pesar -
de esto y de la parcialidad de ~os datos de que disponían, de las 

fechas basadas en textos religiosos que usaban de referencia y del 
desarrollo parcial de las matemática;, estos trabajos sientan ba­
ses para el estudio cuantit~tivo de la~ poblaciones, en particular 
de la demografía. 

En los siglos XVII y XVIII continúan r:ealizándose trabajos -
sobre la poblaci6n humana con un enfoque económico y político. A 

finales del siglo XVIII el clérigo y econom~sta inglés Robert - -
Malthus (1798) realiza un trabajo basándose en observaciones de -

la poblaci6n de Estados Unidos con la que calcula que ésta se ha­
bía duplicado en 25 años. Generalizando, afirma que "la poblaci6n 

(humana), cuando no le impide ningún obstáculo, se va duplicando 
cada 25 años, creciendo en progresi6n geométrica"; mientras que -

hace la hipótesis de que "los alimentos s6lo aumentan en progre--

sión aritmética". Aunque ideas similares acerca de las restricci~ 
nes en el crecimiento de las poblaciones no eran nuevas, ya que -

otros autores del mismo siglo y aún anteriormente se habían antici 
pado a Malthus (Cole, 1958 ) , es este trabajo el que atrae la ate_!! 

ción sobre tales ideas. Probablemente el gran impacto que tiene 

la teoría de Malthus en esta época de desarrollo capitalista, pa~ 

ticularmente después de la Revoluci6n Francesa, es que forma par­
te de las disertaciones filosóficas, qu~ prosperan en esta epoca, 
acerca del futuro de la humanidad. Además, este trabajo alcanza 

una amplia difusi6n~ujtstifica el capitalismo y niega la posibili 

dad de mejorar la existencia humana al plantear que es la explo-­

si6n demográfica y la escasez de alimentos las causantes de la mi 

seria de las grandes masas, de los paros forzosos y de las gue -

rras (Valentei, 1978 ) . 
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En lo que concierne a la dinámica de poblaciones, este tra­
bajo es importante porque basándose e~ sus formulaciones, se de­

sarrolla un modelo de crecimiento poblacional conocido ahora co­
mo modelo de Malthus o malthusiano, que describe el crecimiento 
exponencial de una poblaci6n cuando estl libre de restricciones. 

Este modelo supon~ que la~i~~ de crecimiento por individuo 
es constante, por lo que la raz6~ de c~mbio del tamafio de la poc 
blaci6n con respecto al tiempo- és:'-_ 

dN 
Cit rN 

donde r simboliza la tasa individual de crecimiento-instantáneo 

- y por lo tanto de crecimiento contínuo - conocida también como 

tasa intrínseca de crecimiento o parámetro malthusiano. N ;s el .1Q_ 
mero de individuos de la poblaci6n. Esta ecuaci6n nos indica que 

el crecimiento de la poblaci6n en un instante es proporcional al 

tamafio de la poblaci6n en ese instante, y el resultado es la prQ 
gresi6n geométrica del tamafio de la poblaci6n al transcurrir el 
tiempo. 

El carácter exponencial del crecimiento de la poblaci6n al 
pasar el tiempo se muestra m~s clRramente al integrar lR ecuaci6n 

anterior: 

N = N ert 
t o 

donde N
0 

es el tamafio inicial de la poblaci6n, Nt el tamafio al -

tiempo t, y e la base de los logaritmos naturales. 

Algunas de las hip6tesis implícitas en este modelo son (mo-
dif. de Pielou, 1977 ) : 

I. El hecho de tener una tasa individual constante de cre­

cimiento implica que: a) No hay restricciones de espacio ni de -
alimento, o sea, la poblaci6n vive en un ambiente ilimitado. b) 

El ambiente es homogéneo y con condiciones constantes. c) Es -

una poblaci6n homogénea, o sea, todos los individuos son equiva­

lentes en cuanto a la probabilidad de sobrevivir, crecer, repro-
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<lucirse, etc. O que existe una estructura estable de edades. 
d) La población es cerrada, o sea, no hay emigración ni inmigra-

ción, o hay tasas de emigración e inmigración constantes. e) No 

hay interacción con otras poblaciones que ~lteren el sistema. 

Este modelo también supone que la respUesta de-Ja-,población 
es inmediata, o sea, sin retraso en la respÍ.lestá>'.'.-;< 

Y, corno también descarta los efectos_ estc;icástif;Ci''s;. es un mo 
de lo deterrninís tico. Además, es un modelo:<cj_Ue .. des_C,'T,j_b_e~ un crecí 
miento contínuo en la población, lo que i~pli°c:a ~tfci-h.iy un tras­

lape de generaciones, o sea, la presencia de los individuos de to 
das las edades en un momento dado. 

A partir de este modelo, el más sencil~o sobre el crecimien 
to de una población, podemos establecer cómo el desarrollo con-­

ceptual de la Ecología y el desarrollo de la herramienta matemá­
tica y otras técnicas han permitido elaborax otros modelos mate­

máticos que contemplan diferentes aspectos de la realidad, pres­

cindiendo de algunos de los supuestos del modelo de Malthus. 
El interés en los aspectos matemáticos de la demografía au­

mentó después de Malthus (Krebs, 1978 ). Queletet, estadista -­

belga, en 1835 también estudiando poblaciones humanas, propone -

que su tasa de crecimiento va disminuyendo al aumentar la pobla­
ción; sugiere que la resistencia al crecimiento varía como el -­

cuadrado de la tasa de aumento, conclusión probablemente extrap~ 

lada del principio físico sobr: la resistencia de un cuerpo al -
moverse en un fluído (Hutchinson, 1981 ) . El matemático Pierre­

Fran~ois Verhulst (1838), su discípulo, formaliza la proposición 

del crecimiento de una población en que la tasa de crecimiento -
va disminuyendo al aumentar la población, con el modelo m'atemáti_ 

co más simple de una población en crecimiento con un límite sup~ 

rior, incorporando el término "logística" para la ecuación que -

propone. 
Este modelo contempla un aspecto ya observado y tocado rep~ 

tidas veces por su antecesores pero no descrito matemáticamente: 

el de la regulación de una población. 
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Esta restricción en el crecimiento de la población causada 
por el aumento en la densidad incorpora el concepto de competen­

cia intraespecífica a la expresión formal, descartando la hipót~ 
sis de un ambiente sin restricciones en espacio y alimento. Sin 

embargo, la densodependencia implícita en este modelo es conside 
rada como una función lineal. 

El crecimiento de la població}l,con una disminución progresi 
va en la tasa de crecimiento con:forme aumenta la población hasta 
alcanzar un límite superior, es··e'X'p-resado por Verhulst con la -­
ecuación: _.// ,___,_ 

- sN) N 

donde s es una coristante, que si es definida como s = ~ , da co­

mo resultado la forma más común de expresar este modelo: 

donde K es el tamaño al que tiende asintóticamente la población, 

que es conocido como la capacidad de carga del ambiente donde é~ 
ta crece y corresponde al número máximo de individuos de cierta 

especie que ese ambiente determinado puede soportar. Numerosos 
investigadores la han utilizado-para describir poblaciones de ani 

males creciendo en condiciones experimentales en laboratorio y -
para poblaciones naturales. Este modelo ha sido la base para el 

desarrollo posterior de otros modelos de crecimiento con limita­
ciones en particular o modelos que no suponen una densodependen­

cia lineal (May, 1976). 
El trabajo de Darwin de finales del siglo XIX acerca de la 

evolución de la especies a través de la selección natural y la -

adaptación, en el que señala a las poblaciones como las entidades 

en que se manifiestañ los efectos que estos mecanismos. tienen s~ 
bre los individuos, es fundamental para dar otro enfoque a los -

estudios de la dinámica de poblaciones. Modelos que hasta ento~ 

ces se habían desarrollado para el estudio de la dinámica de po-
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blaciones humanas (por ejemplo, el Malthusiano) son introducidos 
a los estudios ecológicos. 

Un trabajo que toca una problemática más amplia es el de 

Lotka (1925), ya que pretende dar bases teóricas y formalizar a~ 
gunas partes de la Biología experimental "poniendo énfasis en los 

métodos deductivos de análisis matemático aplicados a datos obsc~ 
vados o a variables desconocidas" (Lotka, op. cit. p ). Prop~ 

ne un modelo general para el crecimiento de poblaciones donde fun 

damentalmente expresa que éste depende de alguna manera del núme­
ro de sus miembros: 

M = f (N) 

por lo que abarca, en particular, tanto el modelo de crecimiento 

de tipo_exponencial, como el de crecimiento con un límite supe-­
rior (logística). 

Además, propone una ecuaci6n -.desarrollada anteriormente -
por el matemático Euler - para obtener la tasa intrínseca de cr~ 

cimiento (r) a partir de los datos de una tabla de vida: fecundi 

dad (mx) y sobrevivencia (lx) : 

m 1 e -rt = 1 
X X 

Esta ecuación supone un crecimiento exponencial de la pobla­
ci6n y una estructura estable de edades. 

Otra aportación del trabajo de Lotka a la dinámica de pobla­

ciones es que propone un modelo para el crecimiento de 2 poblaci~ 

nes que interactúan entre sí. De manera independiente, el matem! 
tico italiano Vito Volterra (1926) formula un modelo matemático -

sobre la interacción depredador-presa, para resolver un problema 

que enfrentaba su amigo biólogo Umberto d'Ancona, que estudiaba -

las variaciones poblacionales de varias especies interactuantes. 
Estos son los modelos matemáticos clásicos que des·cribef\ lo que 

sucede cuando dos especies viven juntas y comparten el alimento 

o el espacio, o cuando una se alimenta de o parasita a la otra, Y 

se conocen como las ecuaciones de Lotka-Volterra. 
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F~e tambiln a partir del trabajo de Darwin y de la importaª 
cia que le da.a la interacción entre especies en· los cambios ev~ 

lutivos que cobra interls el analizar formalmente estos mecanis­
mos como factores reguladores de las poblaciones desarrollándose 
este tipo de modelos. Estos modelos descartan la hipótesis de -­

que una población está aislada, aunque suponen que las 2 poblaci~ 
nes interactuantes están aisladas del resto. 

Desarrollan dos series de ecuaciones, una que se aplica al­
crecimicnto poblacional de dos especies que compiten por espacio 
y/o alimento, y otra a relaciones depre<lador-pr~sa o parásito-ha~ 

pedero .• 
Las ecuaciones que describen el comportamiento de poblacio-­

nes cuando hay competencia son modificación del modelo de Verhulst, 

al que se le añade, además del factor que incorpora la competen-­

cia intraespecífica, otro que añade la competencia interespecíxi­

ca: 

dN 1 r 1N
1 

K1 - Nl - O('N2 

crt e y 
K1 

dNz K - Nz - .(IN1 
crt rzNz e z 

Kz 

donde o( y ¡?> representan, respectivamente, la intensidad de la 

competencia de la población 2 sobre la 1 y viceversa. 
La segunda serie de ecuaciones se basan en el modelo expo-­

nencial, por lo que no suprimen la hipótesis de limitación en los 
recursos, sino que la población de depredadores estará limitada -

únicamente por la de presas y viceversa. 
criben esta situación son las siguientes: 

Las ecuaciones que des-

dN 1 crt = (r 1 - p 1N2) N1 para el .crecimiento de presas 
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donde p 1 Y p 2 expresan la probabilidad de encuentro entre un de­

pr~dador y una presa, suponiendo que en cada encuentro un depre­
dador se come a una presa. 

Los anteriores modelos son los clásicos que han incorporado 
algunos conceptos ecológicos al tratamiento cuantitativo y que han 

servido de base elaborando modelos para aplicarlos a diferentes -
condiciones. Por ejemplo, los modelos mencionados son todos de -

tipo contínuo, para los cuales existe su versión para poblaciones 
con crecimiento en unidades discretas de tiempo; existe también -

la incorporación de retardos en las respuestas, procesos estocás~ 
tices, etc. 

Todos los modelos mencionados anteriormente consideran a las 

poblaciones como hornogénea.s, esto es, formadas por individuos que 
tienen una capacidad equivalente de reproducirse y una misma pro­

babilidad de morir. Pero, desde que se hac!a~ estudios demográficos 
para poblaciones humanas, ya se sabía que tanto la mortalidad ·co­

rno la natalidad variaban con la edad y se tenían registros de rno~ 

talidad específicas por edades, se trazaban curvas de mortalidad 

y se hacían cilculos de la esperanza de vida de determinada edad 

para los seguros de vida. 
La introducción de técnicas demográficas a la ecología para 

la descripción detallada de las poblaciones, como lo son las ta-­
blas de vida - introducidas por Pearl en 1921 (Krebs,1978) - y de 

fecundidad fue determinante para llegar al estudio de la dinámica 
de poblaciones estructuradas por edades. · Los primeros intentos -

en esta dirección corresponden· a Leslie ( 1945) y Lewis (1942), -
que desarrollaron el modelo de crecirni~nto para poblaciones con -

individuos diferenciados por su capacidad de influir en el creci-

miento global de la población de acuerdo a su edad. Con éste se 

puede predecir no solamente el número total de individuos existe~ 

te en cada intervalo temporal al transcurso del tiempo, sino tam­

bién la estructura de edades. Este modelo, que utiliza como he­

rramienta el álgebra matricial, puede verse como la expresión di­

námica de una tabla de vida instantánea (Caswell,1978). 
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El modelo de Leslie y Lewis descarta la hipótesis acerca de 
la homogeneidad de la población, al clasificar a la pobiación en 

diferentes clases de edad con parámetros específicos; sin ernbar-­
go, los demás supuestos del modelo rnalthusiano se mantienen. 

Este tipo de modelos es además de tipo discreto, utilizando 
ecuaciones en diferencias y no diferenciales corno lo ,haéel1' los aE_ 

teriores modelos contínuos. Esto supone que los orga:rii';rnos tie-­

nen períodos específicos de crecimiento, reproducción, .. :e:i:c;., rnar­
cadDs por las unidades de tiempo discretas. 

Además sigue siendo un modelodeterrninistico a pesar de presen­

tar variación.en los parámetros de acuerdo a la edad, ya que, au!l 
que existen diferencias en los parámetros poblacionales de acuer­
do a la edad,-estos no son cambios estocásticos, sino probabilid~ 

des en el tiempo para cada categoría. 
A partir de estos trabajos, pioneros en el estudio de pobla­

ciones estructuradas, se han abierto múltiples campos de estudio. 
Se han incorporado clasificaciones diferentes a este modelo, ade­

cuadas para el tipo de población y de estudio, corno sexo, tamaño, 
estado fisiológico, estado de desarrollo, localización espacial, 

etc., utilizándolo para distintos organismos y con diferentes eE_ 

foques. Pare mencionar algunos ejemplos, Lefkovith (1965) aplica 
esta metodología a ciclos de vida complejos de insectos; Ushcr -

(1969) la utiliza para manejo de recursos forestales y para flujo 

de energía a través de cadenas alimenticias (1972); Sarukhán y -
Gadgil (1974) y WerneT y Caswell (1977) lo aplican al estudio de 

plantas herbáceas; Horst (1977) pera determinar el impacto arnbie~ 

tal utilizando peces como ejemplo; Piñeiro, Martínez y Sarukhán -
(1984) la aplican a una palma dominante de selvas mexicanas, etc. 

Existen también trabajos que incorporan a estos modelos aspectos 
corno dependencia de la densidad y respuestas retardadas (Leslie, 

1959); dependencia del tiempo (Darwin, ) ; tratamiento estocá.:!_ 

tico (Pollard, 1966, en Usher 1972). 

Por otro lado, otros estudios aplican algunas propiedades -

matemáticas de las matrices de proyección, como el uso de gráfi-

• 
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cas para ilustrar ciclos de vida y obtener parámetros ecológicos 
(Caswell y Werner .1977, Hubbell y Werner, 1979 , etc:); y como el 

análisis de sensibilidad que evalúa las repercusiones que pertur­

baciones en los elementos de las matrices tienen sobre su compor­
tamiento global (Caswell, 1978). 

Sin embargo, quedan muchos problemas abiertos a la investig~ 

ción con el uso de esta clase de modelos para el estudio de pobl~ 
cienes estructuradas. Algunos ejemplos son el desarrollo de mod~ 
los para estudio de poblaciones con distribución geográfica hete­

rogénea; la profundización en el estudio del análisis de sensibi­

lidad para su aplicación a problemas prácticos, como el criterio 
de captura para poblaciones con estructura anisócrona en la expl~ 
tación racional de recursos y criterios de ataque para el máximo 

abatimiento de la tasa de crecimiento en poblaciones de plagas -

(Miramontes, com. pers.). En lo referente a la aplicación de es­
ta metodología hay pocos trabajos sobre la repercusión que tienen 

errores o desviaciones introducidos en los datos sobre los resul­

tados globales, lo que serviría para poder evaluar su grado de -­

confiabilidad. 
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CAPITULO .I 

MATRICES DE PROYECCION PARA POBLACIONES ESTRUCTURADAS. 

1. Poblaciones estructuradas por edades (Matriz de Leslie), 

En los estudios de dinilmica· de"poblacionesmuchas veces no 
es suficiente conocer el nümero global de los nacimientos y las 

. . 

muertes que ocurren una una población, uues aunaue estas entra--

das y salidas de indiViduos son las que fundamentalmente ~etermi 
nan la abundancia de individuos dentro de la población (si ésta 

se considera aislada), es evidente que una cierta mortalidad en­
tre los adultos de-mayor edad afectará de muy distinta manera a 
la población que esa misma mortalidad sobre los juveniles. Tam-

poco es lo mismo, para propósitos demográficos, que en cierta e~ 

pecie de planta uncrs individuos se encuentren en un lugar som-­
breado, mientras que otros reciben directamente la luz y el ca­

lor del sol, pues puede suceder que para los i¿dividuos que es-­
tan en la sombra la mortalidad sea mayor, que crezcan más lenta­

mente, se reproduzcan más tardíamente, produzcan menos semillas, 

ó que la proporción de semillas que germinen sea menor, etc. 

Por eso, a veces es útil diferenciar a los miembros de una 

población en cuanto a su capacidad de reproducción y/o a su pro­

babilidad de sobrevivencia. Dependiendo de la población y del -

tipo de estudio de que se trate, la variable clasificatoria pue­

de ser la edad, el sexo, el tamaño, el estadio fisiológico, la -
localización espacial, u otra. 

Con este enfoque abordan el_ estudio de la dinámica de pobl~ 

cienes Leslie (1945) y Lewis (1942), quienes desarrollan indepe!1:. 
dientemente un modelo para poblaciones estructuradas por edades. 

Mediante este modelo determinístico se consigue conocer, a 
diferentes intervalos de tiempo, la estructura de edades de una 

población de organismos a partir de una estructura inicial de -­
edades y dadas las tasas de sobrevivencia y fecundidad específi­

cas de cada clase de edad que se encuentran en un arreglo matri-



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

13 

cial conocido como la matriz de Leslie. 

Para simplificar el modelo, Leslie considera que las tasas 
especificas de cada edad permanecen constantes ai transcurrir el 

tiempo, lo que significa que sigue siendo un modelo Malthusiano, 

pues estos parámetros específicos de las diferentes edades, pero 
constantes en el tiempo, dan cómo resultado una fertiÍidad y so­

brevivencia global para toda la población, lo que se traduce en 
una tasa constante de crecimiento de ésta. 

Por otro lado, también considera unicamente a la poblaci6n­
femenina, suposición llamada dominancia demográfica de las hem-­

bras, que es común en los estudios demográficos y que equivale -. 
a considerar la sobrevivencia de la noblaci6n como reflejo de lo 
que sucede en la femenina, siemnre y cuando la razón entre hem--_ 
bras y machos permanezca constante y que en todas las clases de 

edad las tasas de mortandád sean las mismas ~ara ambos sexos. 
Para construir el modelo, primero se considera una pobla--­

ción cualesquiera N(t) individuos en el tiempo t, dividida en n 
clases de edad, cada una de ellas de la misma duración: 

N(t)=x1,t + xz,t + ••• + xn,t 

donde x 1 t representa el número de hembras de la clase de edad -
i (i = 1 '. 2, , n) en el tiempo t. 

Luego se incorporan los procesos de natalidad, mortalidad -

y envejecimiento, para lo cual se definen los siguientes paráme­

tros específicos de cada clase de edad: 

Fi (fecundidad efectiva), es el número promedio de hijas de 
cada hembra de clase de edad i que vive por lo menos una unidad 

de tiempo. Puede haber clases Eértiles (Fi O) ó no fértiles 

(Fi=O), pero no valores negativos, pues no tienen sentido canti­
dades negativas de individuos. 

Pi (probabilidad de sobrevivencia) , nuede verse como la 
probabilidad de un individuo de pasar de la clase de edad i a la 

siguiente (i+1) (prediciendo el crecimiento); ó como la propor-­
ción de sobrevivientes de la clase de edad i, que pasan a la si­

guiente (describiendo el crecimiento instantáneo). Como es una -
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probabilidad, puede tener valores entre cero y uno. 

En este modelo se consideran unidades discretas de tiempo -

de la misma duración que las clases de edad, pues de esta manera 
al terminar cada unidad de tiempo, todas las integrantes de cual 

quier clase de edad coambian a la siguiente ó mueren. 
Ahora, si consideramos qué sucede con la composición de la 

población N(t) al transcurrir el tiempo, ó sea, cuál es la comp~ 

sición de N(t+l), vemos que su primera clase de edad, x 1 t+l• la 
de las recien nacidas, está compuesta necesariamente de'las hi­
jas de las hembras de todas las clases de edad, esto es: 

x1 t+1=x1 tF1 + xz tFz + · · · + Xn tFn=xi tf'i 
Cada una de las de~ás clases de edad en ~l tiemno t+I, será 

el número de sobrevivientes de la clase de edad anterior en el -
tiempo anterior: 

xz,t+1=x1,tP1 

x3,t+1=xz,tPz 

xn,t+1=xn-1,tPn-t 

Estas ecuaciones lineales se expresan en el lenguaje matri­

cial de la siguiente manera: 

x1,t+1 F1 Fz F 

Xz,t+l P1 o o 

x3,t+1 o Pz o 
::. 

xn,t+l o o 
ó de manera compacta: 

x(t+1) = A x(t) ( 1) 

donde x (t) y x (t+1), son los vectores de distribución de eda-
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des de la población en los tiempos t y t+l, vectores que tienen 
como elementos el número de hembras de cada una de las clases de 

edad, en las qu-e está dividida la población N. Por otro lado, A 
es la matriz de proyección considerada por Leslie, que no es más 

que un arreglo de las fecundidades y probabilidades de sobrevi-­

vencia específicas de las diferentes clases de edad, y caracte-­

rísticas de una especie y de un ambiente y momento particulares 

(aún en la misma especie, las probabilidades de sobrevivir y re­
producción pueden diferir en distintos ambientes o épocas). 

Cuendo las primeras clases de edad no son clases reproduc-­
tivas, los primeros elementos del primer renglón valen cero 

CF 1=F 2= ... =Fn=O). Sl.n embargo, estas hembras en edad pre-repro-­
ductiva al sobrevivir contribuyen a las subsecuentes clases de -

edad de la población, las cuales si son reproductivas, y contri­
buyen a la población. También algunos de los últimos elementos -

del primer renglón pueden ser ceros, a menos que las hembras -­
sean reproductivas hasta al final de sus ~idas. Como estas hem-­

bras no hacen ninguna contribución a la población, la parte de -
la matriz que contiene a las hembras en edades postreproductivas 

no se considera en la matriz de Leslie, por lo que ésta solamen­

te contiene las hembras hasta la última edad reproductiva. Ade­
m&s, de esta manera, desde el punto de vista matemático, también 

se evita que sea una matriz singular, es decir que det.Afü. Con­

dición que debe cumplir la matriz A (vease el teorema de Perron-

Frobenius, páginas ). 

Ahora, aplicando la fórmula (1) para tiempos sucesivos a -­

partir de un tiempo inicia! t=O, y considerando los parámetros -

Pi y Fi constantes al transformar el tiempo, tenemos que: 
x(l)=A x-coJ 
x(2) =A x( 1) =A( A x(O)) = A2 x(O) 

x(3)=A x(Z)=A( A2x(O))= A3 x(O) 
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de donde se deduce que: 
x(k) = Ak x(o) 

para cualquier tiempo k. 
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c.z) 

Esto nos indica que no sólo se puede obtener la distribu--­

ción de edades después de pasada una unidad de tiempo, sino que 
también se puede conocer ésta pasado· un tiempo cualquiera C.ó va­

rias unidades de tiempo) como función de la distribución inicial 

(que puede ser arbitraria) por medio de la matriz de proyección 
de Leslie. 

Es interesante analizar el significado biológico que tiene 

este arreglo de parámetros poblacionales en la matriz de proyec­
ción de Leslie, paralelamente al significado matricial: 

a .. 
l., J 

Si consideramos una matriz generalizada de n X n elementos 

ª 1 , 2 ª 1, 3 

ªz, z ªz, 3 

vemos que todos los elementos del primer renglón ªi,j de lama-­
triz de Leslie son las fecundidades de cada clase de edad j esto 

es, el número de individuos con que contribuye cada clase de 

edad j, esto es, el número de individuos con que contribuye cada 

clase de edad j a la clase de edad 1, las recién nacidas. Por -

otro lado, los elementos Pi de la matriz, elementos de la subdi~ 

gonal principal ªj+l,j• nos indican la proporción de individuos 
que pasan de la clase j a la siguiente j+1, ósea el crecimiento, 

y esto es la contribución de la clase j+1. Esto se puede genera­

lizar diciendo que cada elemento ªi,j de una matriz de proyec---
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ción A nos indica la intensidad. de la contribución de la clase j 

a la clase i en una unidad de tiempo. 
En la matriz de Leslie, los demás elementos son ceros, lo -

que significa que ésta no considera contribuciones de otro tipo 
(como el permanecer en la misma clase de edad, re~resar a un es­
tadio más joven- como sucede ~on plantas que se reproducen vege­
tativamen te-, ó saltar a 2 ó 3 categorías adelante en un inter-­

valo de tiempo determinado). 

De igual manera, para una población proyectada k unidades -
de tiempo, la matriz de proyección involucrada Ak se puede anal~ 
zar de manera similar . 

Tomemos como ejemplo una población dividida en tres clases 

de edad, pasadas dos unidades de tiempo- a 
inicial t;Q, para lo cual obtenemos A2 : 

partir de un tiempo --

Az FiP1 FzP1 ~3p1 
P1Pz O O (F~ + FzP1 FJFZ + F3Pz F1Fi 

En cada una de las columnas j de esta matriz podremos iden-

tificar la contribución que la clase de edad j del tiempo ini--­
cial aporta a cada una de las clases de edad, pasadas dos unida­
<les <le tiempo. Mientras que cada rengl6n i significa el origen -

de los individuos de cada clase de edad i con resuecto a los in­
dividuos del vector inicial de edades. 

Esto puede verse de manera más clara y en concreto aplican­
do a esta matriz el vector inicial de edades x(O), y obteniendo 

x(ZJ, cuyos elementos representan los descendientes y sobrevi--­

vientés de los integrantes de la población inicial, pasadas dos 
unidades de tiempo: 

F1 xl,0 + FzP1 xl,O + F1Fz xz,o + F3Pz 
+ F1F3 

F1P1 xl,O + FzP1 xz,o + F3Pl x3,0 

P1Pz Xj ,O 

xz,o ] 
x3,0 . 
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Las integrantes de la primera clase de edad son: 

-F~ x 1 0 (las nietas de la clase de edad inicial), 
P1 Fz ~ 1 , 0 Clas hijas de la clase de edad inicial que primero enve 

jecieron y luego se reprodujeron) + 

F 1 Fz xz, 0 (las nietas de la clase_ .de edad dos + 

PzF3 Xz ollas hijas de la clá.se dos que envejééier.on y luego 
' se reprodujeron) .. < .'.•. · ._ '·• ;lti'..~ <(( + 

::: 
1 i::~~~~::e:i::a:a d:l::e é~:s~:11~;-\f~;;1;Ij!*~t'•,:iJ~~;:- ;;~ , 

F1P1 x1,0Llas hijas de la clase de_ecÍad.in::iC:iaLque envejecieron 
una clase de edad) + 

F2 P 1 x 2 , 0 Clas hijas de la clase de edad dos que envejecieron una 
clase de edad) + 

F3 P 1 x3, 0 (Las hijas de la clase de edad tres que envejeci~ron 
una clase de edad). 

Y, finalmente, la tervera clase de edad estará inte~rada nor: 

P 1Pz x 1 ollas de la clase inicial que sobrevivieron las dos uni­
, dades de tiempo) .. 

Valor propio. Tasa de reemplazo. 

Lotka (1922) prnhó que cuando las nrobabilidades de sobre-­

vivencia Pi y las fecundidades Fi específicas de cada edad son -
invariables en el tiempo, llega un momento en el que se alcanza 
la estabilidad, esto es, que los porcentajes de los organismos -

de las diferentes clases de edad se mantienen constantes al - -­

transcurrir el tiempo. Esto no significa que el tamafio de la po­

blación no cambia, pues ésta puede estar creciendo ó decreciendo, 

sino que es la distribución de edades la que permanece constante. 

Cuando esto sucede, los elementos de la misma clase de edad 

de vectores de distribución de edades consecutivos son proporci~ 

nales: 

Xz, s+1 ...... e 3J 
xz,s 
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donde s es el tiempo en el que la población ha alcanzado la esta 
bilidad* - y A es la constante de proporcionalidad de esta re 
lación, cuya forma general es: 

ó ...... e 4) 

x. 
l. ,s 

con i= 1,2,3, .... ,n 
de donde se interpreta facilmente· que -A- es· un factor de creci­
miento, pues es la razón· con que cambia: una clas-e de edad cual-­

quiera i al transcurrir una unidad de .tiempo. 
Pero como esto es válido para cada:·una.··de.las clases de 

edad, entonces lo es también para los vecto'res_:_de edades que las 

contienen: 
, --,;_, 

. xcs+1J = 'A xCsJ ......•.•. ;-.•;. (SJ 

Por otro lado la ecuación 

por lo que, para t=s: 

(1) indi>c~ _que·x(t+l)= A x(t), 

A x(sJ = A x(sJ •••••••• ; ., ~. (6) 

Ademis ésto puede hacerse extensi~o para cualquier tiemno -
k. Pues premultiplicando esta ecuación por A tenemos: 

es: 
A A x 
A,2 X 

'.A. A :X , que usando la ecuación (6) 

, que facilmente se generaliza en: 

A. k x ............ C 7) 

La ecuación (7) contiene conceptos matemáticos importantes, 

pues nos asegura que el factor de proporcionalidad entre dos ve~ 
tores de distribución de edades una vez alcanzada la estabilidad 

* NOTA: 

Hay que aclarar que la estabilidad se va alcanzando de manera 

asintótica, por lo que es dificil fijar el tiempo exacto en -

que se llega a ella. Se puede estimar este momento cuando ya 
las proporciones entre las clases de edad en tiempos sucesi­

vos cambien poco. (pro ejemplo porcentualmente con un cierto 

grado de confiabilidad). 
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(~),tiene que ser un valor propio de la matriz de Leslie (A), 
y que el correspondiente vector de distrihución estable de eda-­

des x(s) , será el vector propio de este sistema. 

Por otro lado, también el significado biológico de~ es fu~ 
dnmental en la dinlmica de poblaciones,pues como lo mencionamos 
anteriormente, represente un factor de crecimiento de la pobla-­
ción al que se llama ~asa de reemplazo ó tasa finita de creci--­
miento porque precisamente estl indicando el número promedio de 
individuos por lo qu-e cada uno de los individuos de la población 

serl reemplazado cada unidad de tiempo. 

La relación de este parámetro con otros modelos para oobla­
ciones no estru-cturadas y de crecimiento continuo, err particu-­

lar el modelo de Nalthus - modelo subyacente al modelo de Leslie, 

pues, como dijimos anteriormente, las tasas de sobrevivencia y -

las fecundidades so-n constantes- es la siguiente: 
La ecuación (8) nos indica, que una vez alcanzada la estru~ 

tura estable de edades: Ak x = A,k x. Por otro lado, como sabe­

mos de la ecuación (2) que x(k)= Ak x(O), entonces: 

xCkJ = A.k -xcoJ ........... csJ 

Para poblaciones no estructuradas u homogéneas basta con -­
sustituir el vector x por el número total Je individuos de la -

población (N), por lo que la ecuación (8) se convierte en: 
N (k) = ). kN (O) , que es la ecuación que exnresa el crecimiento 

exponencial ó Modelo de Malthus, para t = k y si er =A 

N(k) = erk N(O) .........•.. (9) 

Así, tenemos que la relación entre la tasa de reemplazo (A) 

y la tasa intrínseca de crecimiento ó parlmetro malthusiano (r) 

es: 
') = er o lo que es lo mismo: 1n ~ = r 

En una población sin estructura de edades, es lo mismo que Ro 

(tasa neta de reproducción). 
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La tasa de reemplazo (A) se puede obtener, conociendo la matriz 
de Leslie, - como valor propio que es - a partir del polinomio -
característico: 

det• ~::~"'.ºA:~' ·~~~}~ltr}¡~~~~¡,~·if~!i'.::~:_, . 
F np 1 Pz ... Pn-1 .. O - .·_ ' >c.·!/.-,,·:·~ 

- ,,. __ ., 

- - '. ·-~ _•.e .;- .• -,~·::".:·· ' :_-

Como el polinomio caracter-ís-tico de tina matriz de nXn es --

normalmente de n-ésimo grado., se espera que tenga n soluciones 

para A ; entonces el problema es saber cual de estas· representa 
el parámetro de crecimiento que nos interesa. 

Para averiguarlo, primero dividiremos el polinomio caracte­
rístico entre A. n : 

P(°A) 

;i..n 

Si, a 
nemas que: 

1 - p ()..) = 

). n 

Ahora, 

R('A) 

F1 Fz P 1 F3P1Pz 
-"A Az ~3 

esta ecuación le restamos 1 ' 

F1 + FzP1 + F3P1Pz 
--;:¡:- ~ A3 

definimos la función R e A) 

y 

+ 

FnP1Pz •.. Pn-1 

_An 

cambiamos signos, te-

• + FnP1Pz .•. Pn-1 

)..n 

1- P(;i\) entonces: 
An 

+ FnP1Pz·· .Pn-1 
)t.n 

Analizando esta ecuación se puede observar que, como todos 

los elementos o numeradores son no negativos - ya que Fi y pi -­
son siempre O , entonces, cuando "A tiende a cero R(A) tiende a 

infinito, y para valores crecientes positivos de?.., R( ?.) va -­
disminuyendo hasta que, cuando).. tiende a infinito, P.(/\.) tiende 

a cero. Por lo tanto el comportamiento de la función R(A.) es el 

de una función monótona decreciente (ver fig. 1). Pero como ha-­
bíamos definido a R( /..) = 1 -~ , y nos interesa que -
P().) O - por la definición d? ;olinomio característico 

=º 
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entonces R( A.) , valor para el cual existe unicamente un -

valor positivo para :A, el cual llamaremos A m; 

R.(;\) 

)., Fig. Anton-Rorres, 

De esta manera demostramos que existe un sólo valor propio 
positivo para la matriz de Leslie, el cual ya vimos que corres-­
pande a la tasa de reemplazo de la poblaci6n cuyos parámetros---
contiene esta matriz. Además, el teorema de Perron- Frobenius -
(G· ~ndmatcher, 1959) demuestra que una matriz no negativa e -­

irreducible tiene al menos un valor propio real y positivo (aue 
en el caso de la matriz de Leslie vimos que es uno solo), de los 

cuales el mayor (en este caso el único, al que llamamos m), es 

simple (esto es, de multiplicidad 1), y su valor es al menos tan 
grande como el módulo (ó norma) de cualquiera de los otros valo­

res propios complejos de la matriz (A 1 :;:::l:>..J para toda i ;l. 1) 

ósea, que es el valor propio dominante (Pielou, 1977). 

Sykes (1969, en Pielou, op. cit.) demuestra ariemls que 
es estrictamente dominante (esto es,")_ >l>...\ para toda i ;l. Yn) m 1 
a menos que los elementos del primer renglón de A, ó sea el arre 

glo de las fecundidades, tenga una composición particulai. En -

concreto, ?.. m = ).i para alguna i solamente que algunas de -­
Fecundidades sean cero, y si el máximo común divisor del subíndi 

ce j para el cual· Fj = O excede 1, ó sea, si algunas de las el~ 
ses de edad no se reproducen, y el máximo común divisor de las -

clases fértiles excede 1. Las matrices de proyección que no tie­
nen estos patrones de fertilidad son conocidas como primitivas. 

El teorema de Perron-Frobenius ad~mls establece que el vec­

tor propio de A correspondiente a .Am es de unicamente entradas -

positivas y es el único vector propio con tal propiedad: es de-
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cir si x~O y A x = A x para alguna A entera 

Vectores Propios. Distribución estable de edades. 
Valorés Reproductivos. _ 

~::::::º~~:º:::~:;:~rt!~f i~t~tI~~i~~!~i~t~~~ti~:~;:!:;!::: :· _ 
-'"' --- - '" -- ':·:,·x:-::,, _,_ º·' m 

tal que : ·='-="--·;.'~~,,~_;:_,_,-_ --, ~~·-;?-_,_:--·· ,- . ~·r·:c' 

A um =Amum, y que e~ el qu~ repres~n~~-:la'estructura estable 
de edades de la población cuyos párlimetros-son los elementos ele 
la matriz de Les 1 ie - A . •-- ___ '_-,,_ 

Una pos~ble composición de este vector estable de edades 
puede obtenerse a partir del sistema de ecuaciones implicito_en 
la ecuación: 

A u = /l. u. m m m· 

u, 1~1/ Uz 'A m 2 
U3 P1 Pz/).. m 

u 
lll 

lP1P2 u Pn-1 I A n-
n m 

Cuyos elementos se pueden interpretar biologicamente como -
sigue: 

u 1 , la primera clase de edad, está compuesta por las recién 
nacidas, que por definición estarán vivas todas, por lo que su -

valor proporcional con respecto a las que nacen será uno, 

u 2 = P1 I).. m' significa que las de la segunda clase de edad 
será la proporción de sobrevivientes de la primera clase de edad 

* NOTA: 
Salvo múltiplos de él también positivos ya_que cada uno de 

sus componentes deben guardar la misma proporción (Ver ec. 3 
y 4). 
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P 1 con respecto al total de contribución promedio dejada por in­
dividuo en una unidad de tiempo cí\.m) (_recuérdese quei\.·m· la ta­
sa de reemplazo, es el número de individuos, descendientes ó so­
brevivientes, por el que se. reemplaza cada individuo por unidad 

de tiempo). . . . . 
u3 P 1P 2 /~.m' ser!í. líi pr6porc:i.6n de iridi\riduos que 

sobreviven pasando primérO a la ciase-ele edad.:Uno y luego a las 

dos, con respecto al tbtal de i.lldi.vi·ciuo~ dej1:i.dps por individuo -

durante dos unidades de tiemp~; .- CA.~l;,:t,isf,;il!cesivamente, ha~ 
ta llegar a los individuos que logran·s6brev_iyir·t = n - 1 uni­
dades de tiempo y que llegan a la clas~hié/{~dad n. 

matri:0~, 0 ::~r~:::~d~:~:!é: ~'<:~te;~~~~~¡:itEf;r:pi~:~~~~~~~~~. ~~ 2 ) 

que es un vector traspuesto (horizontal):-. 
. '._. - ,, '-·,, ~ ·.~.~:··' :.,. ; 

[ v1 vz ·. Y'.3 vn] 

cuyos elementos son los valores ~··i.~]?:r:odu'é::tivos específicos 

da clase de edad. 

de ca-

El concepto de valor reproductivo es introducido por Fisher 

e 195~ como parámetro poblaciones ' y es definido nor él mismo -
como el valor actual que tienen, en términos de su descendencia 
futura, las hembras de determinada edad, y puede medirse como el 

número promedio de hijas que todavía le quedan por dejar a cada 

una de las hembras de cada clase de edad, lo cual es expresado -
por Wilson y Bossert (1971) en la relación: 

V 

número de progenie hembra producida en 
este momento por hembras de i o más edad 
número de hembras que en este momento 

tienen edad i. 
El valor reproductivo es máximo en la edad precisa cuando -

comienza la reproducción porque todavía está intacto el potencial 

reproductivo. Los valores reproductivos de las hembras jóvenes -

en edad prereproductiva son menores que este valor máximo debido 
a la posibilidad de morir antes de llegar a la edad reproductiva; 

por lo tanto sólo una proporción de éstas se reproducirá, y cada 
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una de éstas tiene un valor promedio menor. Como es de esperarse 
el valor reproductivo de las hembras en edad postreproductiva es 
cero. 

El valor reproductivo de la primera clase de edad es consi­

derado como la un~ci~cl,,J{~, 1 ; :: ~~ 1) \ y \i~s ~~m,ás valores, en fUn- -
ción de éste. . ...... •:·.·· · ·: ,_ ..... · ·· 

clase:ª~: :~:~n%!~~;~~~!~~~~i.§~~~~~~i~º~~~~gt~~r}k~ª: :~:~::~e~º-: 
que da como res\ll°tifd??l2\veí:):ore,s:'hor1z-O.nta,les (Leslie, 1945), -­

que si consideramos :Jriál·-~§~0~i}~~n,·;~~1}}~~atro:clases de edad son: 

01 F1 +VzP~ ·· ·. ·,:,1F~t~_ir>~i' us~~-~f_:{.¡_·~4P3 v1 F4] 
:-,;-·~"- -;:_s,:.c;:.;;,·. ;·'· \:1~2;> 

para los 
tomando v 

1 

:¡¡t 
m 

[v 1 .. ;v.z;c;•,'.· -.•'.... ,:Y:LV3 v 4] 
si igu'a:í:aqicí¿'tJ!6~<~i~Jlientos de ambos vectores y 

+ 

cuyo significado biológico es el siguiente: 

El primer elemento Cv1), en función del que se consideran 
los demás valores es 1. 

El valor reproductivo de la segunda clase de edad (v 2) es 

la suma de la proporción de hijas que tenga en esa edad con res 
pecto a la contribución total en esa unidad de tiempo (A), más 

la proporción de los hijos que tenga cuando haya pasado a la si­

guiente clase de edad (P 2F 3) con·respecto a lo dejado totalmente 
por toda la población al haber pasado las dos unidades de tiempo 

que eso requiere e/...~). más la proporción de hijas que tenga - -

cuando hayan pasado las tres unidades de tiempo que se requieren 
para pasar a la clase de edad 3, después a la cuarta y reprodu-­

cirse P2 P 3F4 
( /\ 3 ) 
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El valor reproductivo de la clase de ~dad 3 seri similar al 
anterior, pero cuando sólo le quedan por vivir dos unidades de 

tiempo más, y la clase de edad cuatro tendrá comó valor reprodu~ 
tivo, solamente la contribu-ci6n que puede hacer estando en esa 
edad, con respecto al total dejado en esa unidad de tiemno F4. 

~ 
Un aspecto interesante es que, si hacemos extensivo esta --

formula para e1·-valor reproductivo de la primera clase de edad, 

vemos que obtenemos una fórmula análogoa a la ecuaci6n de Lotka: 

+ + +. 

Como veremos.más adelante, el con~epto de valor reproducti­
vo tiene implicac1:ones importantes-_tanto én la ecología de pobl~ 

cienes como en el análisis de las e)st:rategias adaptativas de las 
especies, así como desde el punto._ de vista práctico ( i, e. mane­

jo de recursos y control de plagas),. 

Estabilidad de edades. 

Anteriormente hemos analizado el significado bioló_g;ico y las 

características matemáticas de las ecuaciones (11) y (12) ·así co 

mo el significado biológico y algunas propiedades de cada uno de 

sus elementos (A , "-'\. u, v,). En estos elementos está basado -
el modelo de Leslie para el estudio de la dinámica de noblacio-­

nes estru-cturadas, Estas ecuaciones tienen el supuesto de que 
existe una distribución estable de edades. Ahora demostraremos 
que esta estabilidad, incambiable en sus proporciones al pasar -

el tiempo tiende a alcanzarse a la larga, independientemente de 

la cbmposición inicial de edades de la población (siempre y cua!!. 

do sea una matriz primitiva). 

Para esto primero definamos un vector inicial de edades - -

cualquiera con n clases de edad al qu-e llamenos z, éste será 

un vector con n componentes, o sea, definido en un espacio den 

dimensiones. 

* donde A 
1 

es la Am manejada en el capítulo hasta aquí. 
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Si este vector z se expresa como combinación lineal de los 

vectores propios de la matriz de Leslie (uj) correspondientes a 

cada valor propio j, tenemos: 

+ + 

donde e. son :constan tes .; · ·· · · 
J . .. •¡:~:·'> , . •:L:· 

Si mu.l tipfiéamo s: esta •ectlacÍ.6rÍ\.pÓr.; {a: matriz .. de•' Leslie pro­
yectada al tie~po Jé 'cA~), _reacomo-dá.iicÍo térn:iino~ tenemos': 

A kz: . ;;; .~c.1!}~~;1f~;~~é~~:icc:. zZo~~\á2·:~k~:~~1~;~2¡J~~~::;~.i·:7 :;i~i'.~ti: A~- un 

Y com:k;kJ, rf~~lfi~~~~~~~~t·~c~~~C~!; ·•· .. • c,A~ u, 
que al dividirla; erit;e el dn:i.C:o. valor propio positivo, que ade- -

más es dominante elevado a la k-és~ma potencia c),k) ob'tenemos: 

A~ Akz = c 1 u1 + c 2 (~z1 ~k u2 + c 3 (~~)k u 3 + .•. + cn~A.:)kun 

Pero como sabemos que el valor propio positivo y dominante 
siempre es mayor que los demás valores propios, los cocientes -
del lado derecho de la ecuaci6n son meno~es que uno, y elevados 

a la k-ésima potencia, si k es suficientemente grande (o sea, si 

pasa el suficiente tiempo), serán números muy pequefios que pode­
mos considerar cercanos a cero, quedando solamente: 

y como tanto "A k 
1 

to k, tenemos que 

que sea el vector 

o sea, 
k­A z ..... k -

= c 1 /\. 1 u 1 

como c son co-nstantes, llamando a su produ~ 

Akz::::::; Ku 1 , lo que significa que, cualquiera -
de distribución de edades inicial de la pobla-

cion cuyo comportamiento describe la matriz de Leslie, a la lar­

ga (k >> 1), ésta termina estabili'zándose. pues Ku 1 , es un múl­

tiplo del vector estable de edades, del que en realidad nos in­
teresan sólo las proporciones entre sus elementos, o sea es un 

vector propio también. 
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Las matrices poblaciones (en particular la matriz de Leslie) 
pueden representarse por medio de gráficas llamadas gráficas de 

Coates (Coates 1959), Chen 1976, en Caswell 1978, op. cit.). Es­
tas gráficas de cilco de. vida se construyen por medio de nodos y 

arcos que unen Tos: _dis~intos nodos.: Este método ilustra clarame~ 
te la relación entre';las Inatrfces poblaciónales y SUS ciclos de 
vida. 

Los nOdós éÍi'.'~''i'~i;:g:¡;áfica representan clases demográficamen te 

distintas (de>ei:Í.~'d";' ·~~'tadi.ós', etc.)· .. en la población. Y un arco -

directo del nodo j al nodo i representa una contribución al e~ 
tadío i en el tiempo t+1. por ·individuos del estadía j en el tie!!!_ 

po t. Por ejemplo, para construir la matriz de Leslie que repre­

senta el ciclo de vida de. una especie de snouters (ser imaginario) (eje!!!_ 
plo tomado de Vandermeer, 1981), tomaremos en cuenta los siguie~ 

tes datos: Los snouters sólo se reproducen a determinadas edades; 
entre 2 y 3 años de edad, producen 3 crías por año. Asimismo, nos 
encon,tramos con los siguientes datos de número de snouters aue -
existen en dos años consecutivos en diferentes edades: 
rango de 191 8 919 edad 

0-1 so. 1,6, 

1 - 2 ió - ··. --·¡;~ .ce- '' 1 5 

2-3 5 5 

3-4 2 2 

Con estos datos podemos decir, que las fecundidades son: 

F0 = O F 1 = O , F 2 = 2 , F3 = 3 , y que las probabilidades de 

sobrevivivir de los individuos de la clase de edad x y alcanzar 
la clase de edad x+1 en un año se puede extraer de la tabla de 
datos mediante la siguiente relación: px = N (x+l,t+l) 

N ( x,t) 
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Así tenemos que P0 = .3 , P1 .5 , Pz . 4 

Y, la matriz resultante es: 

[l o 2 

:J o o 
A= . 5 o 

o . 4. o 

La cual ·puede ser representada mediante la gráfica: 

~~-?~ Q)~~~~ 
P 0 =.3 P 1= .-5 

En general, cualquier matriz de Leslie, con todas las fecu~ 

di<lades Fi y probabilidades de sobrevivencia Pi puede ser repre­
sentada por medio de una gráfica de este tipo: 

FO Fl Fz F3 

A r, o o o 

o Pz o o 

o o P3 o 

FO 
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2. Poblaciones estructuradas po-r estadíos (Matriz de Lefkovitch). 

El modelo desarrollado por Leslie y Lewis se basa en pobl~ 
ciones estructuradas por edades, cuya duraci6n es la misma y equi 

valente a las unidades de tiempo discretas que se usan al proyec-
tar la matriz hacia el futuro. Esta forma de agrupar por edades 
a los organismos es bastante adetuada para especies en las cuales 

se puede determinar fácilmente la edad y lograr buenas tablas de 
vida. Por ejemplo, en el hombre, en algunos moluscos cuyas con--
chas presentan línea·s de crecimiento estationB.les, en carneros o 
borregos con cuernos de crecimiento con la edad·, en árboles con -

anillos de crecimiento anuales; etc. (Lefkovitch, 1965) (Vandermeer 
1981) 

Sin embargo, también exis.ten muchas".poblaciones de organis­

mos en las cuales la agrupaci6n por edades no es la más afortuna­

da (por razones de tipo práctico,matemático 5 de tipo biol6gico), 
pues por un lado, en muchas especies es difícil determinar la - -

edad a primera vista, y por otro lado, la agrupación por edades -

puede resultar una forma inadecuada de dividir a la población. 
Por ejemplo, muchos organismos longevos o con ciclos de vida muy 

largos como son los robles (sp) (Vandermeer, 1981) que viven - -

aproximadamente 300 años y la mortalidad más significativa ocurre 
en el primer año de vida, pero se reproducen prácticamente toda 
su vida. Entonces, para plasmar su biología en un modelo como -­

los que hasta ahora hemos visto, tendríamos que dividir la pobla­

ción en clases de edad de un año y necesitaríamos una matriz de 

proyección de 300 X 300, la cual resultaría muy compleja de man~ 

jar. 
Otro ejemplo son las especies que presentan estadios con -

características fisiológicas bien definidas que determinan su bi~ 

logia, como los insectos, y que por lo general no tienen la misma 

duración ni tampoco se presentan en la misma edad; ~xiste una - -

gran variabilidad individual. 
En estos tipos de poblaciones resulta difícil e inadecuado 

agrupar a los individuos por edades, y sin embargo sería útil te 
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ner una matriz de proyección que permitiera predecir la distrib~ 

ción de las clases de la población al transcurrir el tiempo. 

Un modelo alternativo que prescinde de la hipótesis que su­

pone clases de edad isócronas y de la misma duración que las uni­
dades de tiempo, es el modelo desarrollado. por Lefkovitch (1965). 
Este utiliza un .agrupamiento por estadíos "(independientemente de 

su duración) en vez del agrupamiento poi edades como lo hace el -
modelo de Leslie. 

De esta manera, Lefkov:Ltch séfiaia que el tamaño de una po - -
blación en el tiempo t N(t) dividida en n estadíos reconocibles 

es: N(t) = Yi,t + Yz,t + y 3 ,t + • • + Yn,t , donde Yi,t es el 
número de individuos del estadío i_en el tiempo t. El tiempo es­
tá dado también en unidades discretas de tiempo e iguales, aunque 

no de la misma duración que los estadios, pues estos por lo gene­
ral tienen una duración distinta entre sí. 

Este modelo considera un rango más amplio de situaciones -

biológicas, pues contempla todos los posibles factores de depde~ 
dencia entre los estadíos, o dicho de otra manera, todas las po­
sibles contribuciones de cada estadío hacia todos los demás. Así, 

los individuos de cada clase de edad i dependerán de los demás es 

tadíos del tiempo anterior de la siguiente manera: 

= Y1,t ªi,1,t + Yz,t ªi 2,t + · + Yn,t ªi,n,t. 

donde ªi,j,t será el factor de dependencia biológica (que puede -
tener que ver con fecundidad, sobrevivencia, competencia o cual-­
quier relación intraespecífica de la población en cuestión) del -

estadío i del tiempo t + 1 con respecto a cada uno de los indivi­

duos del estadío j en el tiempo t (Lefkovitch, op. cit.) Sin sa­
ber con precisión cual de estos parámetros y relaciones depende -

cada ªi,j,t puede verse como la contribución que los individuos -
del estadio j del tiempo t aportan al estadío i, cuando pasa una 

unidad de tiempo. Algunos de estos valores ªi,j,t pueden ser ce 
ros, cuando no hay influencia de algGn tipo entre un par de est~ 

<líos; por otro lado, teóricamente, ninguno de estos valores puede 

ser negativo, pues esto implicaría un número negativo de individuos. 
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Con ecuaciones semejantes a la anterior para cada uno de -
los estadios, se ·obtienen una serie de ecuaciones que puede expr~ 
sarse en lenguaje matricial como: 

a(1,1,t). 
a(2,1,t) 

a(n,1,t) 

a e 1., 2 't) (1,t+1) 

(2,t+1) 

odeotramanera: M(t) y(t) =y(t+1) .•.......•.. ( 13 
donde análogamente al modelo anterior, y(t) y y(t+1}, serán -

los vectores de distribución de estadios y M, será la matriz de­
proyección en la que Lefkovitch generali~a el modelo de Leslie, 
pues contempla a todos los elementos de la matriz con la posibili 

dad de expresar situaciones biológicas relacionadas con la ~ontri 
bución entre estadías. 

Este modelo general contiene al modelo de Leslie-Lewis, 
pues si los estadios se consideran de la misma duración e iguales 

a la unidad de tiempo utilizada, sin más contribución que la dada 

por las fecundidades Fi y sobrevivencia Pi' la matriz de Leslie -
A podria tomarse como un caso particular de la de Lefkovitch - -
(Lefkovitch, 1965). Además, independientemente de la estructura 

de una población, o sea de como se le clasifique, ésta sigue sie~ 

do la misma, al igual que el valor propio. 
Desde el punto de vista matemático, se puede ver que este -

valor propio es también positivo y dominante, pues a la matriz de 

Lefkovitch también puede aplicársele el teorema de Perron Frobe­
nius, pues es una matriz no negativa, irreducible y, a menos que 

muestre un patrón en las fecundidades como el señalado por Sykes 

(op. cit.), será primitiva. 
Sin embargo, tanto en la matriz de Lefkovitch como en la 

de Leslie, es necesario considerar los casos concretos a los que 

se quiere aplicar estos modelos, porque frecuentemente algunos 
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valores de las fecundidades sori ceros (en particular en el caso 
de muchos insectos que se reproducen ~n una época pequefia de su 

vida), y dependiendo de este patrón la matriz podría no ser pri­

mitiva y, por lo tanto, podría no existir un valor propio estri~ 
tamente dominante, El crecimiento en las poblaciones con esta -
característica es tal que la estructura de edades no alcanza nu~ 

ca la estabilidad, sino que las proporciones de su distribución 
se repiten cíclicamente. (Pielou, op. cit. ). 

Del mismo modo que la matriz de Leslie, la de Lefkovitch -

puede ser representada mediante grlficas de ciclo de vida y la -
gráfica presenta nuevos arcos 9ue representan.aquellos elementos 

ªi,j ,t que en la matriz de Leslie no aparecen. Por ejemplo, una 
matriz como la siguiente: 

F­.:. 
. o .. 
P:f 
G:) .··.· 

: .. · •. 4.¡-.• .•. ·. •·.·•··.· .. ·º"··' 
~4 .· 

describe una poblaci6n estructurada por talla, en la cual un indi:_ 

vltluo en un estadía dado x ]clase de talla) puede sobrevivir y -­

crecer al siguiente tamafio x ·+ 1 y la probabilidad de hacerlo se 

.representa como Gx, o puede sobrevivir y permanecer en el mismo -
tamafio Px a través de una unidad de tiempo. Este tipo de modelos 
han sido ya usados en casos concretos de poblaciones distintas de 

árboles por Hartshorn (1975) y otros autores Bullock, 1982, Pifie! 

ro et al, 1984 y Enright y Ogden (1979), Pifieiro ~ ~ (1985), -

etc. 
Y la gráfica que representa este tipo de matrices es: 
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CAPITULO Il 

ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

Con los modelos anteriores·logramos describir el crecimien 
to de una población estructl.lracla·:y predecir .en. un tieinpo futuro­
s u tamaño, su distribució~·deeclad~5·,,·o·~stadíos y su tasa de ree!!! 

plazo' basándonos en su estructura,~y. com~o~ición iniciales, así -

como en los parámetros pobTacionales de fecund;idad y sobreviven-­
cia específicos de cada clase. 

Todo este precedent7 abre la posibilidad de evaluar qué ca!!! 
bios obtendremos en estos resultados ·si se modifican los paráme-­

tros poblacionales. 
Para esto, puede ser de utilidad la herramienta del álgebra 

matricial llamada análisis de sensibilidad, que evalúa cómo pequ~ 
ños cambios en los elementos dB una matriz repercuten en el valor 

propio de ésta (Caswell, 1978). De esta manera, el análisis de -
sensibilidad, aplicado a la~ matrices de Leslie o Lefkovitch nos 

permite analizar el comportamiento de la tasa de crecimiento de -

la población ante perturbaciones en los parámetros poblacionales. 
Y también, en particular, evaluar cuáles de estos parámetros, al 

ser alterados, producen un mayor o menor efecto ea su tasa de ere 

cimiento. 
Esto tiene que ver con la problemática abierta por Cole -

(1954) y tocada y enriquecida posteriormente por otros autores 
(Stearns, 1976) acerca de las consecuencias poblacionales que -

pueden provocar alteraciones en las historias de la vida. Hn pa~ 

ticular utilizando el modelo de matrices de proyección para la -
dinámica de poblaciones, algunos autores (Sarukhán y Gadgil,1974, 

Pennymick, 1969, etc.) tratan de medir la relevancia de algunos 
parámetros (tipos de reproducción, fecundidad y sobreviVencia, -

respectivamente) en el crecimiento de las poblaciones. Estos es 

tudios son realizados antes de que fuera accesible una fórmula -
general para usarse· en el análisis de sensibilidad para estudios 

ecológicos. 
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Sin embargo, Demetrius (1969) y Goodman (1971) ya habían -
desarrollado una fórmula para estudiar los efectos de las varia­

ciones en fecundidades y probabilidades de sobrevivencia, como -
elementos de la matriz de Leslie, en la tasa de crecimiento de la 

población, aunque este análisis es solamente aplicable apoblaci~ 
nes estructuradas por edades. _ 

Posteriormente Caswell (1978) prop~~e una- generalizaC:ión de 

este tipo de análisis que puede -ser utiiizado .cpri_ cualquier tipo 
de clasificación, por lo que puede-se; apÜcad~ también a lama-­

triz de Lefkovi tch y utilizado c~n gran rianie~O de organismos. Es 

te análisis permite evaluar, con una· sola formulación, los cambios 
en /... ante cualquier alteración de los parámetros a .. de la matriz . - - - - l.J 
de proyección. 

A continuación desarrollaremos la fórmula que Caswell pro-

pone: 
Partamos de la hipótesis de que um, vm 1. 

Esta normalización puede ser supuesta alterando solamente las maK 
nitudes de los vectores, sin que sea afectada la dirección, o sea, 

sin que se pierda la proporción entre ellos. 
Como habíamos explicado, el objetivo de este análisis es -­

percibir la repercusión de pequeños cambios en los elementos ªij 

de la matri~ A en la tasa de reemplazo A m· Entonces represent~ 
mos como A a la matriz de transición original y como dA a la ma 
triz de perturbaciones cuyos elementos son las perturbaciones di 

fercnciales de los elementos de la matriz A (daij). 

Entonces: 
A' = A + d A. (3) 

donde A' es la matriz perturbada. 
Utilizando la herramienta que el Cálculo Diferencial ha d~ 

sarrollado con respecto a pequeños incrementos en funciones, cal 

culemos la diferencial de la fórmula (1): 

(d A) um + A ( d u m 
) = (4) 
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De la fórmula (4) lo que nos interesa conocer es d Am que 
es precisamente el cambio que sufre la tasa de reemplazo, para -

expresarlo en función de d A, o sea, en función de los cambios s~ 

fridos por la matriz original A. 

Utilizando el producto punto y mUltipl~fªJ1do de esta forma 
por v~ en ambos lados de la ectiaci6rF (~)'.'~.t~eh~inBftiC ·· · 

,; ~·' . '.'.>;;.:~:.~ ·:··.;·' ;:,!: ;,:;/-·:.· <, 

<(d A)um' vm) +i 
(5) 

d.· ~~~;~~lr~~~f &;1,tw,v~~{l~~<!r?"m > 

(e d A ) um, ~'¡+f d um '-' :X;~:ci; tl~~/y~''/j/J ).m• 

y como: Ad um = ).. d um, e~tonc~;A d um ).m d um O 

y por tanto: <!- d A ) um , vm) = {A m • (6) 

Logrando así expresar d ).m en términos de dA .1 

Sin embargo, si en este análisis lo que se desea conocer -

es el efecto en )\ m debido a cambios en cada parámetro pobla­

cional ªij' es necesaria más bien una expresión de d /\ m en fun 
ción de los d ªij" Por lo tanto conviene suponer que la matriz 
dA tiene un sólo elemento diferente de cero. Consideremos: 

o o .. 
d A o o 

o o 
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Donde d ªij puede ser cualquier elemento de la matriz d A 
y por ello no se pierde generalidad. 

Ahora, bajo este nuevo supuesto, efectuemos el producto in­
dicado en (6) el cual se simplificará. Para es,to primero multi-­
pliquemos d A por um : 

o 

o . d 

o 

a .. 
l.J' 

Y después, por v~ 

o 

o 
o 

O bién, 

d .\ m 

d ªij 

d 
m 

(7) 

En esta expresión queda sintetizado el resultado de la ra­

zón de cambio de A m al cambiar un elemento particular de la ma­

triz A (aij); es decir, la razón de cambio de nuestra tasa de -­
reemplazo con respecto a pequeñas perturbaciones en los parámetros 

poblacionales (perturbaciones diferenciales) de la matriz de tra~ 

sición: es igual al producto del valor reproductivo de la clase -
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de edad i (vi) por el número de individuos de edad j correspondie~ 

te al vector de distribución estable de edades (uj). 

Como d ªij puede ser cualquiera de los elementos de la ma 
triz dA, se puede construir la matri·z de los elementos d Am , o -

···=· .. ·· ..... ··~:; ... ··.. ~ 
sea, de los cambios sufridos por::i);·.·•\::,c_on.}especto a las pequeñas 

.. · ..•. :•.,:-.;·:.c·;7 .. m :.-. :.•: ••.·••.•• • .. 
perturbaciones de cada uno de· los· e1·e1ileritós ·de la matriz de tran-

sición original A. A esta Ínatri~· ~~·'ie
1

5:()~oce como matriz de sen 
. ~·· -:;,;;_";·:-·--_-·, 

sibilidad S:· ···~ 

s 

d /1 m 

d ª11 

-- !;.~;:~\:·_; 

d 
m 

era-:-. 
J.J 

cada uno de cuyos elementos corresponde, según la ecuación 

(7), a los diversos productos ui vj, por lo que la matriz S pue­

de expresarse también como: 

s 
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Esta matriz es la que se construye a partir de los valores 
conocidos - obtenidos como los elementos de los v~ctores de valo­

res reproductivos y de distribuci6n estable de edades - multipli­
cados en todas sus posibilidades. * 

Ahora analicemos lo que significa d;>- . en. términos de nues-.. m . 
tra matriz original A: cr-aij 

d>-
m 

"Ciafj 
significa la razón de cambio de ).m con respecto a cada 

pequeña perturbación de cada elemento de la matriz A (aii), 
donde ªij como habíamos mencionado, representa la contribución de 
individuos de la clase j en el tiempo t a ·individuos de la clase 

i en el tiempo t+1. Y si este resultado es igual al producto del 

ndmero de individuos de la clase j (uj) por el valor reproductivo 

de la clase i (vj), podemos interpretar si recordamos el concepto 
de valor reproductivo visto en el capítulo anterior, que las per­
turbaciones de la tasa .de crecimiento de poblaciones con respecto 

a cualquier elemento a .. tiene que ver no sólo con la cantidad de 
l.J 

individuos, sino también con la calidad de los organismos en lo -

que se refiere al valor que estos tienen en términos de la proge-

nier futura. 
Así, por ejemplo, para los parámetros que contiene una po-­

blación cuyo crecimiento es regido por una matriz de Leslie; la -

sensibilidad de ). m con respecto a cambios en sus únicos tipos -

de elementos Fi'sy Pi' s será: 

u. 
l. 

y, u. 
l. 

o sea que la sensibilidad de /\. m a cambios en las fecundidades -
(Fi se obtiene al multiplicar el valor reproductivo de la pri-
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mera clase de edad por el número de individuos de cada clase i, 

mientras que la sensibilidad a cambios en las probabilidades de 

sobrevivencia (Pi) será igual al producto de la proporci6n de i~ 
dividuos de la clase i por el valor reproductivo de la clase de 
edad siguiente (i + 1 ). 

Por otro lado, si nosotr~s qu~re!llbs·: "emcontrar la máxima r~ 
zón de cambio de ;\ m, con respecto ¡(~áinbiós en algún parám\'.t ro, 
buscaremos en los elementos conociclos :de-'10·5 _vectores· u y v , -

· .·.-···>· -.- . m m 
cuándo es máximo el producto v.u., 

J. J 
·para conocer cuál parámetro d~ 

be afectarse para obtener esta razón de cambio máxima. 

El máximo producto v.u. se obtiene al multiplicar el elemen 
J. J -

to o componente más grande del vector de valor:_s reproductivos -­
t" 

(vm)por el número de individuos de la clase de edad más numerosa 

del vector de distribuci6n estable de edades e um). 
Si a estos valores máximos les llamamos vt y us respectiva­

mente, para obtener el cambio máximo de ~ m debe afectarse al pa­

rlmetro ªts que es el elemento que describe la contribuci6n de la 
clase de edad s (la clase de edad más numerosa) sobre la clase de 

edad t (la que tiene un valor reproductivo mayor). 

Por ejemplo: 
Supongamos que la clase de edad más numerosa en una cierta 

poblaci6n fuera la Za. Cuz), y que la clase que tuviera el valor 

reproductivo máximo fuera la 3a. (v 3), entonces el producto máximo 

vt us es en este caso v 3 uz, por lo que el elemento que produce 

un mayor cambio en ,). m' al alterarse será a 3z, _que corresponde 
en la matriz de proyecci6n utilizada al elemento Pz el cual es la 
probabilidad de pasar de la clase de edad Z (la más numerosa) a -

la clase de edad 3, (la que tiene individuos con un mayor valor 

reproductivo) . 
Esto mismo podemos verlo en las matrices: 
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[ v,u, 
v,uz v1u3 

v

1

u

4 l VzUl vzuz VzU3 V2U4 

s V3U1 V3Uz V3U3 V3U4 

V 4U1 V"4U2 V4U3 V4U4 

A 

Entonces, el parámetro P 2 , la probabilidad de que indivi -
duos de la clase 2 pasen a la siguiente, será el más sensible a 

cambio en cuanto a que produce un mayor cambio en ).m. 

Este resultado admite una explicación biológica adecuada, -
ya que, por un lado, las clases de edad abundante~ serán las que 

afecten en mayor grado al crecimiento global de la población, al 

afectar a los individuos de las clases de edad con valores repr~ 
ductivos mayores. 

Este resultado coincide con la opinion de diversos investi­
gadores como.Cole (1954) y Krebs (1978) de que el cambio de la -­

edad de la primera reproducción es uno de los factores que más -­

afectan a la tasa de crecimiento de la población, pues como habi~ 

mos mencionado anteriormente, la edad en la que comienza la repr~ 
ducción es la que tiene el máximo valor reproductivo y, segOn el 

resultado anterior, el parámetro más sensible a cambios es el que 

describe la aportación, por parte de la clase de edad más numero­

sa precisamente hacia la clase con el valor reproductivo mayor. 
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Este análisis de sensibilidad ha sido utilizado por diver­

sos p.utores (Caswell y Werner, 1978; Piñeiro et. al., 1984; 
Hartshorn, 1972) mostrando su utilidad para evaluar cuáles son -

los estadios más sensibles y los parámetros relevantes, y establ~ 
cicndo un orden a la sensibilidad de cada uno de los parámetros -
poblacionales. Sin embargo, este análisis propuesto por Caswell 
tiene la desventaja de que supone que las perturb.aciones introdu­

cidas en los elementos de la matriz son de la misma magnitud, sie~ 

do que en los parámetros poblacioriales existen valores cuyo orden 

de magnitud es muy distinto (las probabilidades de sobrevivencia 
entre cero y uno, mientras que las fecundidades pueden ser del or 
den de 10% o mayores). 

Estos autores señalan que, por lo tanto, los valores de sen 

sibilidad obtenidos no pueden ser comparables, pues la contribu -
ción relativa de los parámetros hacia A es muy distinta dependie~ 
do del orden de magnitud de 'stos. Proponen entonces que sean -­

equilibrados normalizándolos con el factor a ii que indica precis~ 

~ 
mente la contribución relativa de un·parámetro cualquiera con re~ 

pecto a la contribución total por individuo. De esta manera oh-­

tienen un parámetro al que llaman la "contribución relativa a la 

adecuación": 

(~ 
;.. 

) d In /\ 

Este parámetro sí refleja un cambio proporcional en 1' como 

resultado de un cambio proporcional en ªij' y de esta manera los-
valores de sensibilidad son comparables entre sí. 

Es interesante además hacer notar que este valor equivale -
a d r donde r es la tasa intrínseca de crecimiento. 

d /ti ªij 

Sería interesante analizar más profundamente las implicaci~ 

nes de este resultado. 
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Regresando otra vez al análisis de sensibilidad en general, 

la identificaci6n de~ con una medida de adecuación (Fisher,1958), 

ha permitido dar una interpretación en el terreno de la ecología 

evolutiva a resultados obtenidos con este análisis (Caswell, 1978; 

Demetrius, 1969, de Kroon, 1985, etc.). 

Con respecto a la discusión acerca de la teoría de las tác­

ticas del ciclo de vida, este tipo de análisis permitiría evaluar 

cuáles son los parámetros más sensibles a la selección natural y, 

usando la propuesta de de Kroom et. al., la contribución relativa 

a la adecuación de los diferentes parámetros poblacionales. 

Esta metodología tiene también interés desde un punto de vis 

ta práctico, en aspectos tanto de explotación de recursos como de 

control de plagas, pues conociendo las repercusiones que tienen -

sobre la tasa de crecimiento, alteraciones en los parámetros po-­

blacionales de los diferentes estadías, - y considerando que la -

población llegó evolutivamente a la máxima adecuación para ese -­

ambiente - se puede, en el caso de explotación de recursos, extraer 

aquellos miembros de la población que alteren menos el crecimiento 

actual de ésta. En el caso de poblaciones de plagas por el contr~ 

rio, atacar el estadío cuyas alteraciones produzcan un máximo ca~ 

bio en la tasa de crecimiento, para de esta manera desestabilizar 

y abatir su crecimiento. 

Esto.s.e discute de manera más amplia en el último apartado. 
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CAPITULO III 

EVALUACION DE LA CONFIABILIDA.D DE '). 

El estudio de poblaciones estructuradas requiere de una me­
todología adecuada para construir tablas de vida que reflejen 

los datos de las historias de vida de las poblaciones. 

Y, como en el estudio de cualquier población, algunas de 
sus características como son: densidad, fecundidad, migración o 

sobrevivencia son estimadas a través de muestras. Casi siempre -
en estos muestreos surgen errores. La media o promedio de la po­

blación es estimada por una media de las muestras. La diferencia 

entre el valor promedio o media real y la estimada es el error -

muestral introducido por la medición de uno o varios parámetros 
poblacionales. Además, el error humano al medir,la heterogenei-­

dad del medio ambiente y otros factores, hacen crecer el prome-­

dio de la desviación de una media estimada con respecto al verd~ 

clero parámetro poblacional. 
Un problema que necesariamente se plantea es cómo medir de 

qué forma alteran estos errores particulares a resultados demo-­

gráficos más generales como es la tasa de reemplazo /\ 
En los modelos de poblaciones estructura<las, en los 4u~ se 

utilizan matrices, necesariamente, además de la matriz de pro-­
yección A, existe, para cada uno de los elementos el error co-­

rrespondiente. Algunos autores, entre los cuales están Enright 

y Ogden (1979) muestran que a veces es difícil diferenciar en-­

tre la variabilidad real de las poblaciones y la que es conse-­

cuencia de los errores de muestreo. Sin embargo, es importante, 

tener un método para evaluar la propagación de las desviaciones 

de cada elemento de la matriz a )... . 

A continuación proponemos un método mediante el cual, a pa~ 

tir de las premisas del análisis de Caswell (1978), llegamos a -

una expresión que delimita el error de A 
Partiendo de la ecuación (6) del capítulo II, podemos eva­

luar las repercusiones que tienen los errores, perturbaciones o 
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desviaciones globales de la matriz A ( f.A)* sobre la tas-a de -­
reemplazo ).. 

Simplificando la notaci6n usada. en el análisis de sensibi:­
lidad que desarrollamos en el capitulo anterior, expresaremos la 
ecuación (6): 

d ,A = (cdA) Ü, v) 
Definimos, además A (€.), A CÓ, u (e_) y v (e) como el valor 

de estos parámetros en funci6n de un error , y suponemos que --
A (O) = A, A(O) = ::>- ' ü (O) = u y vt(O) = :¡f"I:, y como nos in-
teresa obtener (la desviaci6n o perturbaci6n de A), y en to­
do caso lo que -esperamos es conocer la magnitud de dicha pertur­
baci6n, _manejaremos las normas: 

/~).\ =IACE:J - A coJ\ 
que haciendo una ~proximaci6n lineal nos queda: 

\~).\ = l!i Ce) - :;{coJ\= jd.AcoJé\ +&ct.h .. es) 

Aplicando normas también la ecuaci6n (6) nos queda: 

Y este mismo evaluado en cero: 

l d A (O)\ = 1 y-t dA (O) u\ 
Y si la sustituimos en la ecuaci6n (8): 

\S~\=\vt dA co) u\é + E:rc~1 (9) 

A su vez, una aproximaci6n lineal de b A~ dA (O)€. , que -

sustituyendo en la ecuaci6n (9) queda: 

* Los errores Ó a .. de b A pueden ser calculados para cada dato 
de la matriz potómedio de f6rmulas estadísticas adecuadas'º -
incluso pueden ser errores evaluados. oara cada dato, depend·i~_n 
do del orden de sus cifras significativas. 
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"" \ -t ~ -1 ~voAu 

donde ÓA es la matriz cuyos elementos son los errores o perturb~ 
cienes de cada elemento de la matriz A: 

E) A.= A (e) ~ Á (O) 

Si normas 

\~A\ ~ J vtl l~A\ l u.} 
y, considera~doque <u. v-> = lull"'I cose* 
normalizado como< u , v) = 1 **, entonces: 

vector y matriz: 

,, -··"·- .. /. 

y~ademii:s está 

que nos indica que el error o perturbación de). en magnitud está 

acotado *** por los errores que traen consigo los parámetros de 

la matriz A Ch A), que pueden ser amplificados por caracteristi­
cas intrinsecas de la población. Estas caracteristicas en este -

caso están representadas por el ángulo$ que forman el vector de 

distribución estable de edades y el vector de valores reproducti 

vos. 
Si consideramos el caso extremo en que el ángulo & sea O y 

por lo tanto el ces e = 1 , entonces la cota de la perturbación 

en ?.. no será amplificada, sino que será menor o igual que la -­

magnitud de la perturbación de A; y si por el contrario, en el -
otro caso extremo, el ángulo S- fuera muy cercano a 90°, el cose­

no de~ será muy cercano a cero, y entonces la cota del error en 

). se verá amplificada . 
Si bien, conocer la magnitud deó?I es importante, es mucho 

más significativo conocerla con respecto a la magnitud de A 

* donde O ~leos ~I~ 1 
**supuesto que retomamos del análisis de Caswell (1978). 

*** es decir, a lo más puede tomar el valor del miembro derecho 
de la desigualdad. 
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esto es, conocer cómo está acotado el valor porcentual o relati 
vo del error en ).. , o sea, 

1 Ali CU'S 6 1 

Si lo queremos evaluar también con respecto al error relati_ 
VO O porcentual de la matriz A, t:enemos que: 

*9--- ~ 
} A\ I~ A\ 

( 1 O) 
11\ \ lc.osG 1 1 A\ 

En esre caso, el factor de amplificación de la cota del e­

rror relativo de la matriz A,también depende exclusivamente de -

característ·~cas prop_ias de la población e IA\ ' ) y cos ~ ) . 
Para que na° se amplifiquen las posibilidades de error de A, se­

ria necesario o ideal que este factor de amplificación fuera m~ 

nor Ó igual que 1 . 
Esto es útil para evaluar cuano el error~). se encuentra -

dentro de un rango de confiabilidad aceptable. Por ejemplo, si 

los VA] ores de l A~ lll y cos & de determinada población al mul 

tiplicar al error relativo en A, ~ lo agrandaran, nos resu~ 
taria que 1 ~>.\ presenta un rango .. ·mayor de error. Entonces, -­
nuestro cálculo de~ incluso podría no ser un valor confiable. 

Este error relativo en'X puede ser expresado en función de 
la matriz de sensibilidad S que vimos en el capítulo anterior. 

Tomando la definición de norma Frobenius de la matriz S: 

Js\"'=Vzi 2j 
\s\r=\v\\ul 

-2 -2 
\ 

Uj V i 

Retomando la normalización~u , v). 
<u.> v) = 

1 ' por lo que \ s\¡:-
1 , y sabiendo que 

1 

cose cos 19 

Sustituyendo en (10), obtenemos: 
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De una manera semejante, Caswell (1978), a partir de la --­

ecuación (6), obtiene un"índice se s_en~Íblidad" s = lü\ \v\que -

"relaciona el ·cambio absoluto eti ''con 'ia magnitud del cambio -­

global en los parámetros de historia de vida". 

donde S, -no es más que la norma Frobenius de la matriz de sensi­

bilidad CJslF) que utilizarnos arriba. Caswell concluye que deb!­

do a la h-ormalización (u , v)= 1 y considerando valores posi t! 

vos de cos &, S siempre es mayor ó igual que uno y, valores de S 

considerablemente más grandes que 1 indican que la historia de -­

vida puede ser muy inestable en el sentido de que/\ es altamen­

te sensible a alteraciones en historia de vida. 

Por otro lado también Usher (1975), considera que los ele -

mentas que componen la matriz de proyección son valores constan­

tes evaluados en el campo ó en el laboratorio y son sólo estima­

ciones de los parámetros de la población. Asímismo, Usher plan -

téa el problema de encontrar los efectos de estos errores en las 

soluciones de la matriz y propone la siguiente forma de acotar -
el error S). 

y' X 

donde n es el orden de la matriz y E es el error máximo de todos 

los errores que se presentan en los elementos de la matriz. x y 

y' son sus vectores propios derecho e izquierdo respectivamente. 

Y, la normalización usada es equivalente a' la usada por Caswell. 
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El mismo Usher evalúa que esta forma de acotar el errorde 

lo sobre- evalúa, ya que, toma a todos los errores como el 

error máximo, cuando incluso hay matrices como la de Leslie con 
varios de sus elementos que valen cero. 

Las posibilidades de error ó inexactitud en los datos que -

contiene una matriz, asi como las modificaciones en su historia 

de vida (~A), que pudieran tener repercusiones globales en la -

población, pueden ser amplificados dependiendo de la población ~ 
riginal. Pues, como vimos en el análisis desarrollado arriba, el 
factor de amplificación depende de características intrínsecas -. 

de la población:-A,/ly cose. Como se vé, 0, el ángulo que for­

man el vector de la distribución estable de edades y el de los -­

valores reproductivos, modula estas posibilidades de error de u­

na manera importante; cuando cos $ < 1 tiende a aumentar enorme­
mente este factor, ésto no ocurriría si, por lo contrario cos$=1 

(ó muy cercano a 1), lo que implicaria que el ángulo entre los -
vectores u y v es cero, ó sea, que éstos son colineales. 

El significado biológico de esta condición resulta muy inte 

resante, pues el hecho de que estos vectores sean colineales --­
quiere decir que sus elementos mantienen las mismas proporciones. 

Es decir, la abundancia de las diferentes clases de edad es pro­

porcional con respecto a las magnitud~s de sus valores reproduc­
tivos. Esto significa que las clases de edad más numerosas con-­

tienen a los individuos con los más altos valores reproductivos. 
Y, en cambio, en las clases de edad con menor número de indivi-­

duos, éstos tienen los valores.reproductivos más bajos . 

Cabria preguntarse si,ser las clases más abundantes las que 
producen más descendencia a lo largo de toda su vida podría ser 

una condición en la que la adecuación de la población sea ópti-­

ma. Por otro lado, retomando la interpretación de Caswell, si -­
clasificamos a las poblaciones en robustas e inestables, depen-­

diendo de lo sensibles que sean a perturbaciones, las poblacio-­

nes cuyos·vectores u y~ son proporcionales, son robustas pues las 
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perturbaciones no son amplificadas al repercutir sobre la tasa 

de crecimiento de la poblaci6n. 

Para ilustrar el posible uso de los índices que obtuvimos, 

utilizamos los trabajos de: Piñeiro et.al. (1984) con la palma 

Astrocaryum mexicanum, Hax:sthorn (1972) con Stryphnodendron ~­

celsum y datos para una población de mujeres y otra de ovejas -

tomadas de Anton-Rorres (1979), Con los datos dados en estos tr~ 

bajos y utilizando un programa de computación, encontramos los -

índices de amplificación correspondientes. Para estos ejemplos -

tomamos como error o desviación en los datos de la matriz a un -

valor que es la mitad del orden que la cifra siguiente a la últi 

ma cifra significativa de cada dato. 

a) En el primer ejemplo, utilizamos el punto A de muestreo pa­

ra Astrocaryum mexicanum, y obtuvilimos que el error global para -

la matriz A Q~ ~) es de 0.00144, y este error en relación al va­

lor de la matriz es aún más pequeño ( ,~AA\= 0.0000337 ). 

Sin embargo, el error l ~ A\, al repercutir sobre )1 es am­

plificad9: \~~\ ~\ ¡:; 6~\ = 0.0468; que sería el valor máximo po 
ces \ , -

sible para el valor absoluío ~l~ , y que equivale a 4.66% con --
áll 

respecto a A (1.0042): = 0.0466. Este ¡rro1 con respe~ 
to al error relativo de A : \ 6{\ :::: 1326. 1886 &AA . 

h} En el ejemplo de la matriz de Strvnhnodendron excelsum hay 

elementos con dos cifras decimales significativas a lo más y el 

valor del coseno de(:¡es muy pequeño (ces&= 0.0014). Por lo tan 

to el valor de las desviaciones '( J:; Aj = O. 0866 y 1~AA~ = 

= 0.0000239 ) repercute sobre con una amplificación notable: 

l~I ~ \cgs~\= 61.154, lo que significa que la norma de). puede 
llegar a tener u~e ror de casi 6000% con respecto al valor de A 

~>. . 
(1.00471): ~ 58.403. 

El error relativo d.e la matriz global es muy amplificado -

al convertirse en error máximo posible del error relativo de A : 

~~ 2,471 ,917.1 ~ . Es decir, el error relativo de 

·A puede llegar a ser dos millones de veces mayor que el error 

relativo de A. 
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c) Para una población de ovejas domésticas de Nueva Zelanda; 
Caughley (1967, en Anton-Rorres, 1979): ISA\= 2.3979 x 10- 4 y 
~1--ª-Al = 7.7081 x 10- 5 . A su vez, lS>-\~1 ~-A\ = 2.7901 x 10- 4 
.__TAi TCOSef 
Como se ve, el error lb A\ no se ve amplificado considerablemente 

tiplicarlo por el factor 1 Y el error relativo 
< 2 3 -4 cos t:. 

}I " . 734 X 10 . 
Es decir, puede llegar a ser,a lo más, api:oxi1nadain~~te del 

.024% con respecto a A que vale 1.1756. ' . <:·:_::~-..:-:-, ·.··_~:-:.''';~ 
,.-7 __ ::_ . .,:::O<-.~-: - -

Y, evaluando este error relativo con respect'cíJ)í'l :efrór re la 

tivo en A: 

wt--~ 3.0791 

O sea, el error-máximo que puede tomar el error relativo de 

bA , es tres veces el error relativo en A. Y siendo tan pequeño 

este último, el error relativo de í\ queda adecuadamente acotado. 

d) Para la población de mujeres canadienses a partir de 1965, 

(Anton-Rorres, 1979) : . 

j~A\ = 2.1794 x 10 - 6 , y con respecto a A: M 7.1111 

x 10- 7 • Y si cos 9 = 0.9063, el error de A queda acotado de la 

manera siguiente: 

lb;q ~ ~- = 2 4047 X 10- 6 . ¡cossl · 
Análogamente al ejemplo anterior, el error de/SA\no se ve al_l!_ 

plificado en forma considerable al multiplicarse por c~se. Asi, 
el error \b;>.l no puede ser mayor que un valor muy cercano a /6 At. 
Y el error relativo con respecto a). es~\-$ 2.2336 x 10 -

6
, 

lo que significa que el error máximo es aproximadamente el ----

0.00022% con respecto a A:(l.0766). Y, evaluando este error con 

respecto al error relativo de ~A:. 

\~).\ ~ 3.1410 M-
Resultado del que podemos concluir lo mismo que el ejemplo ante­

rior. 
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Astrocaryum 
mexíCanum 

Stryphnoden-~ 
dron exc·efsun 

Ovejas do­
méstjcas 

Caractristicas intrinsecas 
de la poblaci6n. 

Factores de am- ! 
pl.if.icaci6n .. 

Errores o desviaciones. 

Errores de la rn~ Cota de los erro-
.triz .. -A . .- res en ).. . 

<¡' - • 

Tabla comparativa de datos p~ra la eval~ación ~e las desviaciones ~~ ia oBfenci6n de ~ . 
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Este tipo de ejmplos muestran que muchas veces se pueden ob 

tener valores cercanos a los de~ esperad9s, y sin embargo lle-~ 
gar a la conclusión de que estos valores no son de ninguna mane­

ra resultados confiables, si~ no está acotada por un valor 
lo suficientemente pequeño. 

. . 
En el trabajo de Piñeiro et al. po_demos afirmar que el error 

no pasa del 4. 7 % con respecto a?. , error que por su magnitud p~ 
dría considerarse aceptable, y si a~í lo. fuera, el valor obteni­

do de A podría considerarse un valor confiable. 
Sin embargo, debemos de considerar también aunque una cota 

en el error sea pequeña, puede implicar un cambio en la evalua-­

ción cualitativa de la evaluación si~ es cercana a 1, de tal m~ 
nera que una población cuya A indique que está creciendo, al co~ 

siderar el rango de error, ya no se podría afirmar lo mismo. 

Esto sucede en el mismo ejemplo de A. mexicanum, donde el -
valor de ~ = 1.0042, y el errorl~í\I= o.o46B. Esto puede alte-­

rar a~ pudiendo tomar ésta valores entre 0.9574 y 1.0510. 

En el caso de ~- excelsum , se muestra que, a pesar de que 
el error relativo de A es muy pequeño, crece muchísimo al multi­
plicarse por los fa~tores de amplificación. En particular en es­

te caso cos e es muy cercano a cero y co~ 19 agranda mucho las -

posibilidades de error máximo. ~ 

Podemos decir-que, como la cota de~ es muy amplia, n~ 
da nos permite asegurar que el valor de;\ sea el obtenido. 

Todo lo contrario sucede con los otros dos ejemplos, en los 

cuales el error máximo posible para -ji>}/ es muy pequeño, lo que 
nos permite tener un amplio rango de confianza en los valores o~ 

tenidos para A , por lo tanto es posible pensar que estas pobl~ 
cienes son poco perturbables. Aunque el valor de ~ es también 
cercano a 1, si tomamos en cuenta el error~ ~A , no se altera 

la interpretación del tipo de crecimiento que tienen las poblaci~ 

nes. En este tipo de poblaciones que ejemplifica Anton-Rorres y -
los resultados obtenidos en ello~ hacen pensar que posiblemente 

poblaciones con este tipo de características tienden a la esta­

bilidad. 
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DISCUSION 

Nos parece importate discutir algunos elementos con res­

pecto a las ventajas y restricciones del uso del tipo de mode 

los que desarrollamos anteriormente. 

Esta clase de modelos se han. utilizado de diversas far-­

mas: se han relacionado ~on r~sultados biol6gicos importantes, 
se han tratado de _usar para aplic.aciones prácticas y también -

ha sido recnnocido por diversos autores que tienen otras posi­
bilidades de uso. Sin embargo,.es claro que modelos como ·éstos 

tienen también fuertes _limitaciones. 

El tipo de modelo desarrollado en este trabajo ha sido 

usado para describir la dinámica de poblaciones· de diversas es 

pecies tanto vegetales como an~males con clasificaciones diver 

sas, principalmente para estudios de tipo demográfico. Aunque -
también, las matrices de proyección se han utilizado con otro -

tipo de enfoque, por ejmplo, Usher (1972) lasutiliza para estu­
diar el flujo de energía a través de cadenas alimenticias. 

Como tratamos de mostrar en el desarrollo de esta tesis, 

es indudable la utilidad de las matrices de proyecci6n en el t~ 

rreno de la dinámica de poblaciones, ya que sirven para conocer 

la composici6n de una poblaci6n al transcurrir el tiempo, tam-­

bién sirven para calcular la tasa de reemplazo. y la distr~ 
buci6n estable de edades. Además, con interpretaciones adecua-­

das es posible evaluar qué tan cerca de la estabilidad se encue~ 
tra una pobla~i6n en un momento dado. 

Por otro lado, el análisis de sensibilidad, como permite la 
evaluaci6n de los cambios globales en la poblaci6n ante perturb~ 

ciones en sus parámetros, tiene una gran potencialidad para ser 
usado en discusiones te6ricas importantes. Estas <liscusiones no 

son el objetivo de este trabajo, sin embargo es importante men-­
cionarlas. Algunas de estas son, por ejemplo, cu9les son los pa­
rámetros o estadios que están esencialmente involucrados en la -

regulación de las poblaciones. También, al identificar a ;\ con 

una medida promedio de la adecuación de las poblaciones (Fisher, 

1958), evaluar cuál es la contribuclón relativa de los distintos 

parámetros poblacionales en la adccuaci6n, 
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Por otro lado,· en el aspecto de las a~licacioncs de las ma 
trices de proyección y del análisis de sensibilidad a problemas 

concretos, ubicamos dos campos importantes: el manejo de recur­

sos y el control de plagas. 

Diversos autores usan la metodologia de ~atrices de proye~ 

cción en distintos estudios para el manejo de recursos: para el 

máximo aprovechamiento de bosques (Usher, 1969), para animales 
de caza (Beddington, ) , para el manejo de pes:¡uerías (Horst, 
1977, en Caswell, 1982). •'+< ... 

El uso del análisis de sensi!:i"liáad es útiil en este tipo de 

problemas ya que permite evalu.~r tu~ies son los parámetros pobl~ 
cionales (reproducción, sobrevivené:ia, crecimiento) y en qué cla 
ses de edad o estadios presentan lps cambios que alteran ma§ el 

crecimiento de una población. Esto ayuda a ubicar en qué aspee-­

tos de la población fijarse al resolver un problema de preserva-

ción de recursos. 

Esta misma metodología es de interés en el control de pla-­
gas. Sobre todo porque en este campo son pocos los trabajos ana­

líticos que.se han realizado. Todnvia muchos métodos de control 

de plagas son aplicados sin estudios detallados, ohteniéndose en 

muchos casos resultados desastrosos. El uso de insecticidas de -
forma irracional como problemas de contaminación, resistencia de 

las plagas que se pretende controlar, aparición de nuevas plagas 
que antes eran mantenidas bajo control en forma nni-ural por pará 

sitos y depredadores, etc .. Para evitar tales problemas, se ha -
propuesto el uso del control natural como parte de progrnmas de 

control natural rle plagas, y la aplicación de este tipo de con­

trol requiere de, estudios detallados del ciclo de vida de las -

plagas, las interacciones con el medi~. etc. 
El análisis de sensibilidad tiene un uso potencial en este 

terreno, ya que poder evaluar cufil es el pnrfimetro y estadio m5s 
sensible n cnmbios, posibilita aplicar prúcticas <le control bio­

lógico especificas para tales estadios. Así se evitci matnr indis 
criminadamente a todos los orgnnismos integrantes de una comuni­

dad, lo que causaría problemas del tipo antes mencionado. Una vez 
_ubicando el estadio de interés pueden aplicarse técnicas como ll 
beración de machos estériles, aplicación de hor~onas que interru~ 

pan el ciclo de vida en ciertaeta~a, liberación de parásitos es-
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pecíficos para cierto esta<lio, etc, 

Es interesante observar que el resultado que se obtien~ en 

el an5lisis de sensibilida<l estfi <lirectamente relacionado con -

consideraciones hechas por autores que estudian problemas de re 

cursos y plagas. O sea, considerar como determinantes para ev~ 
luar los estadio~ de interés (ya sea para abatir o preservar u­

na población), no 5·516 la abundancia de individuos, sino su va­
lor en térliiino's:·c1P::i.alprC:ÍgEini~':".q¿e producirfi durante tod¡i su vi 

da (valOrrepr~d~éti'1-'())··CR~biÜovítch, 1980,1972 Law, 1979). -
-,· ,•: :~-; ,, 

s{ l:d.:~~,-7~0s'"importante haber m'encion:1do varias ventajas del 

uso de'tód? e~ta metodología, creemos fundamental tambi6n tener 
muy en cuenta las limitaciones eri el uso de estos modelos. 

En este sentido, ubicamos dos tipos de limitaciones: las 

que son. intrínsecas al modelo por el tipo de hipótesis en que 

se basa y las repercusiones que tienen sobre los resultados, ~ 

rrores en la estimación de los par5metros. 

Aunque es interesante que este tipo de modelos incorpore 

las diferencias de edad o estadio en las caract~rísticas demo­

grfificas, sigue considerando los parámetros específicos consta~ 

tes de cada uno de las edades o estadios, lo que significa que 

sigue sien<lo un modelo malthusiano con todas las restricciones 

que esto implica. 
El crecimiento de tipo._ exponencial en una población no es 

el que comúnmente se da en la naturaleza, sino sólo bn perío<los 

cortos y en determinadas condiciones. Por ejemplo, en el perío­
<lo d~ infestación <le una población plaga en un cultivo, ocre-­

~iendo en un almacén de granos. En una población en fase de co­
lonización se presenta una situación similar. Estas situaciones 

son las que,cn sentido estricto, se apegan a este tipo de mode-

1 os. 
Además, para utilizar este tipo de modelos en condiciones 

cmuhiantcs, cuan<lo los cambjos son cstncjonaJc,; y <listjngujhJc,;, 

pueden cónstruirse matrices para coda una d~ ias estaciones ri 6-

po-cas con parftmctros diferentes. lle maner¡i similar, para :nnbie~ 

tes heterog6neos bien <lefinidos (por cj6mplo, cuando una plaga 
despu6s de la etapa de inf~staci6n cambia de h5hitnt fuera del 
cultivo, don<lc pasa otra etapa) o para especies migratorias, 

. , 
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pueden también construirse matrtces que describan los par5metros 

para cada uno de los abientes. 

El otroproblema que presentan este tipo de modelos es la difi­

cultad de incorporar las desviaciones ~e lo~-datos o parimetros 

poblacionales y por ello es difícil evaluar la confiabilidad de 

los resultados obtenidos (Arriaga, 1982 ; Piñc. ro et.al., 1985). 

Sería de gran utilidad para resolver este problema poder incor­

porar las desviaciones evaluadas (como desviaci6n standard.u o­
tras medidas de dispersi6n estadísticas) y obtener una solución 

para ver cómo repercuten éstas en el valor obtenido de ;t. 
Usher (1973) meneja una cota de error absoluto de /.. a partir de 

suponer que todos los elementos tienen una misma desviación , i­

gual a la máxima desviación de los elementos de la matriz de pr~ 

yecclón. Sin embargo e·l mismo Usher considera que esta cota re_-­

sulta ser sobrevaluada, y más aún si muchos de los elementos de 

la matjiz son cero (como la matriz de Leslie). 

Nosotros proponemos otra manera de evaluar las desviaciones 
absolutas y relativas de A ante perturbaciones, errores o impr!::._ 

cisiones en los datos. Pensamos que puede ser un análisis más -­

preciso que el de Usher ya que contempla desviacio~es de los el!::_ 

mentes. presentes en ~~ mátriz, y además ~valuadas como medidas -

estadí~ticas adecuadas a los datos. 
Una con-sideración impo·rtant:C' sohi-.:: ·amha:; C'ValuacionC's es 

que la cota de error depende en gran medida de las caracterís­

ticas. intrínsecas de la població'n. Sin embargo, ·este tipo de e­

valuaciones pueden ser Ótiles para medir en qué poblaciones son 

confiables los resultados obtenidos y en cuáles no tenemos ele­

mentos para esta·blecer esta confiabilidnd. 
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