. s
'

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FacuLtap peE CIENCIAS

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS MODELOS DE DINAMICA
DE POBLACIONES ESTRUCTURADAS

RosA Marfa Bavona CELIS
Susana Guzvan GOMEZ

TES1s PARA OBTENER EL
tftuLo DE Bréroso

México., .D, F. ABrIL. 1986



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDTICE
Presentacidn
Introduccidn . . . ... e e et e e e e et e e e

Capitulo I.

Matrices 'de proyeccidn para poblaciones estructu-

radas. . .. oW T 0w 00w e e e .
1. Poblaciones estructuradas por edades.
Matriz de Leslie. . . . . .
Valor Propio. Tasa de Reemplazo . .

Vectores Propios. Distribucidn Estable de

Estabilidad de edades . . . .

2. Poblaciones estructuradas por estadios
Matriz de Lefkovitch., . . . . . . . .

Capitule II
. Andlisis de Sensibilidad. . . . . ..

Capitui&hiIf'

Evaluacidn de la confiabilidad de .
DISCUSEIBN « v v = « = o o o w0 e e
Bibliografia . - . .« + o 4 o4 uu e .. i

. Valores Reproductivos..

edades

12

12
18
23 -
26
30

34
44
53

58



om
‘

R W EE M A W e e

PRESENTACION

Nuestro trabajo estd ubicado entre los mGltiples intentos
Biologia por medio .de modelos matemdti

de abordar aspectos de la

Ccos.

El Algebra Métricial-y“eifCéicﬁl§gDifereﬂ¢ial, son ramas de
las matemdticas con- una gréh cantidad de aplicaciones en la Fisi
ca, Biologia, Medicina,‘étc. Sin embargo, lo usual ha sido tan-
to en las escuelas de ensefianza media-superior, como en las escue
las profesionales que aplicaciones tan interesantes como la matriz
de Leslie (que data de 1945) sean desconocidas. Actualmente, cuan
do en algunas plidticas a profesores de matemiticas del C.C.H. y =
facultad- se expone este tema, resulta ser toda una sorpresa para
ellos la posibilidad de expresar historias de vida de poblaciones
mediante un arreglo matricial. Y aln mids, resulta ser una intere
sante novedad que propiedades matriciales como son el valor propio
de una matriz y sus vectores propios, coincidan con caracteristi-
cas poblacionales fundamentales.

Todos estos temas desconocidos por la mayoria de profesores
y estudiantes de matemdticas, también lo son para la mayoria de -
estudiantes de Biologia y &dreas afines. En carreras con aplica -
ciones de ciencias bioldgicas como es Ingenieria Agricola, los --
programas de estudio actuales cubren como temas totalmente ajenos
la Ecologia de Poblaciones y el Algebra Matricial.

En los Gltimos afios, se han llevado a cabo intentos importan
tes de ir abriendo el terreno entre la Biologia y las Matemdticas.
Estos proyectos han tenido buenos resultados en la Escuela de Cien
cias del Mar de la Universidad de Sinaloa, la Unidad de Ciencias -
Marinas de 1la Universidad Aut8noma de Baja California y en cursos
de Matemdticas Generales I, II y III para bibdlogos en la Facultad
de Ciencias de la UNAM. '

En todos estos intentos, también se ha ido estableciendo que
el estudio de los modelos matemiticos en Biologia es fundamental,
aGn sabiendo que estos se sustentan en supuestos muy fuertes que
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pueden ‘alejarlos de las caracteristicas reales de una poblacidén -

dada. Ya que, el estudio de estos modelos permite formular hipé6-

tesis e ideas de cufiles pueden ser las variables determinantes pa

ra explicar un fendmeno o procesd, y que este tipo de ideas en to

do caso establece muchas mejores bases para entender una situacidn
real y poder construir modelos especificos para casos concretos.

En los dos aspectos mencionados anteriormente tratamos de --
avanzar en nuestra tesis. ’

Consideramos que gran parte de este trabajo consiste en la -
revisién y andlisis de las propiedades de modelos para el estudio
de dindmica de poblaciones ‘estructuradas.® Retomamos parte impor
tante de la teoria ya elaborada por varios autores. Sin embargo,
en esta parte de la tesis también desglosamos lo mds posible el -
desarrollo matemdtico tratando de hacer mids accesible este mate--
rial. Ademds, intentamos analizar los conceptos matemidticos que
surgen a lo largo del desarrollo buscando y discutiendo su inter-
pretacién Bioldgica.

Finalmente, damos nuevos elementos que permiten llegar a una
evaluacién de la confiabilidad de los resultados que pueden obte-
nerse con la metodologia revisada anteriormente.

Por supuesto, nuestro andlisis no logra darle una interpre-
tacidn Bioldgica a todos los conceptos matemdticos que aparecen
en €1, e incluso varias de las interpretaciones que se mencionan
tan sdlo se relacionan con conceptos ecoldgicos, evolutivos o en
el terreno de las aplicaciones pricticas, sin poder concluir o -
profundizar mucho sobre ellos. Existen mGltiples estudios de es
tos aspectos, algunos de ellos ya desarrollados y otros en discu
sidén abierta actualmente. Trabajos como el nuestro no pretenden
entrar a discutirlos, aunque nos parece que, si bien deben reco-
nocerse claramente las limitaciones que tiene la teoria matemdti
ca para poder contemplar la basta problemitica Bioldgica, es ne-

* Son poblaciones divididas en clases de edad, estadios, clases

de talla, etc.
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cesario seguir en futuros trabajos profundizando la relacidén de
las matemiticas con la teoria bioldgica en su conjunto.

Nuestro trabajo esti organizado de la siguiente manera:

En la introduccidn partimos de los modelos cldsicos sobre la
dindmica de poblaciones haciendo un seguimiento conceptual y cro-
nolégico del desarrollo tedrico y matemidtico de dichos modelos.
Esto, con el fin de ubicar nuestro trabajo dentro de la extensa -
variedad de enfoques que tienen los estudios en este campo.

En el primer capitulo se describen con detalle los principa-
les modelos para el estudio de la dindmica de poblaciones estruc-
turadas (matriz de Leslie y de Lefkovitch), analizando paralela--
mente las propiedades matéméticas de la herramienta utilizada y
su interpretacidén biolégica.

En el capitulo segundo desarrollamos, a partir de la metodo
logia establecida en el capitulo anterior, un anilisis matemédtico
(Andlisis de Sensibilidad) que determina la repercusidn global -
que tiénen verturbaciones de los parimetros poblacionales para la
interpretacién de procesos a los aue estdn sujetas las poblacio--
nes en la naturaleza. asi como también para su posible uso en el
maneio de las poblaciones por el hombre.

En el tercer capitulo se estudian las repercusiones que pug
den tener los errores o imprecisiones introducidos al utilizar -
la herramienta desarrollada en el primer capitulo en el resultado
global. Este estudio se hace empleando una metodologia desarro--
llada a partir del Andlisis de Sensibilidad, lo que puede ser Gtil
para evaluar la confiabilidad de los resultados obtenidos. Esto
se ilustra con algunos ejemplos extraidos de trabajos que han uti

lizado esta clase de modelos.

Abril, 1986.



INTRODUCCION

Las poblaciones estdn compuestas por organismos que compar-
ten un mismo espacio en un tiempo determinado. Los componentes
del ciclo de vida .de.estos’ organlsmos 1nd1v1‘u les - 1a edad en

que madurdn, -el nﬁmero de veces que se reproducenv_el ‘nmero de
hijos que tienen, “la edad ‘en: que mueren
historia de vida, determlnan las caracteri
las poblaciones de las que  son. mlembros
mento dado y su dindmica, es dec;r,’como cam la'esta estructura

uctura en un mo-

con el tiempo. -
Sin embargo, las caracterlstlcas de" 1a hlstor1a de vida de
los individuos - como todos los atrlb:tos 1nd1v1dua1es - tienen
una cierta variacidn 1ntraespec1f1ca e: ;ntrapoblac1onal. Y son
precisamente las medidas estadisticas 6‘promedios de tales carac

teristicas los pardmetros demogridficos que caracterizan a las po
blaciones.

Por lo tanto, el estudio de las poblaciones, desde un punto
de vista demogrifico, tiene que ser en gran parte numérico y cuan
titativo y utiliza diferentes tipos de elementos de la herramien
ta matemitica. En particular, los modelos matemdticos han jugado
un papel muy importante en el desarrollo tedrico de la dinidmica
de poblaciones ayudando a describir y comprender mids profundamen
te muchos fendmenos y procesos relacionados con los tamafios de -
las poblaciones, los cambios de estos tamafios y los-procesos invo
lucrados en estos cambios.

Sin embargo, para poder llegar a la expresidn formal de di-
chos procesos, ha sido necesario un desarrollo que tiene que ver
con la maduracién de ciertos conceptos ecoldgicos proponiendo --
cuidles son las variables relevantes, asi como tambi&én contar con
una herramienta matemidtica adecuada.

) A continuacién hacemos un esbozo de algunos de los avances
relevantes en el desarrollo conceptual del estudio de la dindmi-
ca de poblaciones, y de cdmo estos se formalizan en modelos mate

miaticos.



Los primeros intentos para dar una explicacién racional al
cambio de nGmeros en las poblaciones data del siglo IV a.c., en
el que Aristételes trata de explicar las plagas de ratones y de
langostas en -su "Historia ‘Animalium",  Sefiala que las plagas de
ratones se deben h‘ﬁdégsu'alté tasa. reprbducﬁiva produce mias ani

males de los que- sus enemlgos naturales Y e1 hombre pueden matar
(Krebs, 1978).. : ' L

Los prlmeros estudlos numérlcos en poblac1ones se realizan -

también antes deé nhestra era; pues a1l parecer ‘egipcios, babilonios
y griegos realizan censos poblac1ona1es en sus ciudades. Poste--
riormente, ya después de nuestra’ era, ‘los romanos, preocupados -

por producir mds soldados para sus eJérc1tos de conquista, ademds

_de realizar censos, pretenden estimular el crecimiento poblacio--

nal en sus ciudades (Cole, 1958 ). Podemos decir que estos son
los primeros estudios demogrdficos, los cuales comienzan a reali=-
zarse en poblaciones humanas.

Los estudios demogrdficos cobran un auge en el siglo XVII,
época de explosiva actividad de la ciencia, con trabajos mds ana
liticos y cuantitativos, y donde puede ubicarse el surgimiento -
del estudio de la dindmica de poblaciones. John Graunt en 1662,
considerado por Cole (1958) como cl padrc de la demegrafia, reali
za censos en Londres registrando la mortalidad y natalidad,y es-
timando un tiempo de duplicacién de la poblacidén de esa ciudad.-
de 64 afios. En 1669, Christiaan Huygens aplica elementos relati
vamente sofisticados de la teoria de probabilidades a estos datos
de Graunt, estimando el tiempo probable de vida de una persona -
de edad conocida (Cole, 1958). Posteriormente de Witt (1672 en
Bernal, 1987 ) calcula tasas de mortalidad para hacer lucrati-
vas las pensiones vitalicias, de donde surge el negocio de los -
seguros de vida.

En esta &poca hay pocos estudios sobre la dindmica de pobla
ciones animales. Leeuwenhoek en 1687 (Egerton, 1968) estudia el
potencial reproductivo de la mosca carrofiera y hace estimaciones
de tasas de crecimiento de algunos insectos; por lo que Egerton
(op. cit.) lo califica como uno de los fundadores de la demogra-
fia animal.



Estos trabajos de demografia, realizados en el siglo XVIII,
llegan a conclusiones generales iﬁpprtantes como que la poblacién
humana no puede crecer sin restricciones, aunque &sta sea su ten-
dencia general. Sin embargo, estos trabajos no profundizan acer-
ca de las causas en la limitacidn de este creciﬁiento. A pesar -
de esto y de la parcialidad de 1los datos de que disponian, de las
fechas basadas en textos religiosos que usaban de referencia y del
desarrollo parcial de 1las mateméticéé, estos trabajos sientan ba-
ses para el estudio cuantitativo'dé_las:poblaciones, en particular
de la demografia. : » :

En los siglos XVII y XVIII continfian realizfindose trabajos -
sobre la poblacién humana con uﬁ'enfoque econdémico y politico. A
finales del siglo XVIII el clérigo y economista inglé&s Robert - -
Malthus (1798) realiza un trabajo basdndose en observaciones de -
la poblacidén de Estados Unidos con la que calcula que ésta se ha-
bia duplicadc en 25 afios. Generalizando, afirma que '"la poblacidn
(humana) , cuando no le impide ningtGn obstdculo, se va duplicando
cada 25 afios, creciendo en progresidn geomé&trica'; mientras que -
hace la hip&tesis de que '"los alimentos sblc aumentan en progre--

" sifén aritmética'. Aunque ideas similares acerca de las restriccio

nes en el crecimiento de las poblaciones noc eran nuevas, ya que -
otros autores del mismo siglo y afin anteriormente se habian antici
pado a Malthus (Cole, 7958 )}, es este trabajo el que atrae la aten
cidén sobre tales ideas. Probablemente el gran impacto que tiene
la teoria de Malthus en esta época de desarrollo capitalista, par
ticularmente despu&s de la Revolucién Francesa, es que forma par-
te de las disertaciones filoséficas, que prosperan en esta epoca,
acerca del futuro de la humanidad. Adeﬁﬁs, este trabajo alcanza
una amplia difusién%u%istifica el capitalismo y niega la posibili
dad de mejorar la existencia humana al plantear que es la explo--
sién demogrdfica y la escasez de alimentos las causantes de la mi
seria de las grandes masas, de los paros forzosos y de las gue -
rras (Valentei, 1978 ).



En lo que concierne a la dindmica de poblaciones, este tra-
bajo es importante porque basindose en sus formulaciones, se de-
sarrolla un modelo de crecimiento poblacional conocido ahora co-
mo modelc de Malthus o malthusiano, que describe el crecimiento
exponencial de una poblaC1on cuando estd libre de restricciones.

Este modelo supone que . la ta*akde crecimiento por individuo

es constante, por lo que la razon de. -cambio del tamafio de la po-
blacidén con respecto-al” tlempo

donde T simboliza la tasa individual de crecimiento instantdneo
- y por lo tanto de crecimiento continuo - conoccida tambi&n como
tasa intrinseca de crecimiento o pardmetro malthusiano. N s el ag
mero de individuos de la poblacién. Esta ecuacién nos indica que
el crecimiento de la poblacidén en un instante es proporciocnal al
tamafio de la poblacifn en ese instante, y el resultado es la pro
gresidon geométrica del tamafio de la poblacidn al transcurrir el
tiempo.

El cardcter exponencial del crecimiento de la poblacidn al
pasar el tiempo se muestra mids claramente al integrar la ecuacidn
anterior:

L rt
Nt = Noe

donde No es el tamafio inicial de la poblaciédn, Nt el tamafio al -
tiempo t, y e la base de los logaritmos naturales.

Algunas de las hipdtesis implicitas en este modelo son (mo-
dif. de Pielou, 1977 ):

I. El hecho de tener una tasa individual constante de cre-
cimiento implica que: a) No hay restricciones de espacio ni de -
alimento, o sea, la poblacién vive en un ambiente ilimitado. b)
El ambiente es homogé&neo y con condiciones constantes. c¢) Es -
una poblacién homogénea, o sea, todos los individuos son equiva-
lentes en cuanto a la probabilidad de sobrevivir, crecer, repro-



ducirse, etc. O que existe una estructura estable de edades.
d) La poblacidn es cerrada, o sea, no hay emigracién ni inmigra-
cién, o hay tasas de emigracidn e inmigracién constantes. e) No
hay interaccién con otras poblac1ones que’; alteren el 51stema.

Este modelo también supone que la respuesta oblac16n

Y, como también descarta—loslefeqtbéjééi i es-un- mo
delo deterministico. Ademids, es un modeld un_ creci
miento continuo en la poblacién; lo que 1mp11ca que hay un tras-
lape de generaciones, o sea, la presencia . de’los “individuos de to
das las edades en un momento dado.

A partir de este modelo, el mds sencillo sobre el crecimien
to de una poblacidn, podemos establecer cdmo el desarrollo con--
ceptual de la Ecologia y el desarrollo de la herramienta matemi-
tica y otras técnicas han permitido elaborar otros modelos mate-
miticos que contemplan diferentes aspectos de la realidad, pres-
cindiendo de algunos de los supuestos del modelo de Malthus.

El interés en los aspectos matemdticos de la demografia au-
mentd después de Malthus (Krebs, 1978 ). Queletet, estadista --
belga, en 1835 también estudiando poblaciones humanas, propone -
que su tasa de crecimiento va disminuyendo al aumentar la pobla-
cién; sugiere que la resistencia al crecimiento varia como el --
cuadrado de la tasa de aumento, conclusién probablemente extrapo
lada -del principio fisico sobre la resistencia de un cuerpo al -
moverse en un fluido (Hutchins%n, 1981 ). E1 matemdtico Pierre-
Francois Verhulst (1838), su discipulo, formaliza la proposicidn
del crecimiento de una poblacidn en que la tasa de crecimiento -
va disminuyendo al aumentar la poblacidn, con el modelo matemidti
co mis simple de una poblacidén en crecimiento con un limite supe
rior, incorporando el término "logistica" para la ecuacidén que -
propone.

Este modelo contempla un aspecto ya observado y tocado repg
tidas veces por su antecesores pero no descrito matemiticamente:
el de la regulacidén de una poblacidn.



Esta restriccidn en el crecimiento de la poblacién causada
por el aumento en la densidad incorpora el concepto de competen-
cia intraespecifica a la expresidén formal, descartando la hipdte
sis de un ambiente sin restricciones en espacio y alimento. Sin
embargo, la densodependencia implicita en este modelo es conside
rada como una funcién lineal. '

El crecimiento de 1la poblac1on con una disminucién progresi
va en la tasa de creC1m1ento conforme aumenta la poblacién hasta

alcanzar un limlte superlor,
ecuacidbn:

~2 5N) N

donde s es una cornstante, que”si'és definida como s =—§-, da co--
mo resultado la forma mds com@n de expresar este modelo:

%% = r (XN

donde K es el tamafio al que tiende asintdticamente la poblacidn,
que es conocido como la capacidad de carga del ambiente donde &s
ta crece y corresponde al nimero midximo de individuos de cierta
especie que ese ambiente determinado puede soportar. Numerosos
investigadores la han utilizado'para describir poblaciones de ani
males creciendo en condiciones experimentales en laboratorio y -
para poblaciones naturales. Este modelo ha sido la base para el
desarrollo posterior de otros modelos de crecimiente con limita-
ciones en particular o modelos que no suponen una densodependen-
cia lineal (May, 1976).

El1 trabajo de Darwin de finales del siglo XIX acerca de la
evolucidn de la especies a través de la seleccién natural y la -
adaptacién, en el que sefiala a las poblaciones como las entidades
en que se manifiestan los efectos que estos mecanismos tienen so
bre los individuos, es fundamental para dar otro enfoqhe a los -
estudios de la dindmica de poblaciones. Modelos que hasta enton
ces se habian desarrollado para el estudio de la dindmica de po-



blaciones humanas (por ejemplo, el Malthusiano) son introducidos
a los estudios ecolfgicos. .

Un trabajo que toca una problemitica mds amplia es el de --
Lotka (1925), ya que pretende dar bases tedricas y formalizar al
gunas partes de la Biologia experimental "poniendo &nfasis en los
métodos deductivos de an#Zlisis matemdtico aplicados a datos obsecr
vados o a variables desconocidas' (Lotka, op. cit. p ). Propo
ne un modelo general para el crecimiento de p6b1aciones donde fun

damentalmente expresa que &ste depende de alguna manera del nGme-
ro de sus miembros: LA

- )
por lo que abarca, en particular, tanto el modelo de crecimiento
de tipo_exponencial, como el de crecimiento con un limite supe- -
rior (logistica).

Ademds, propone una ecuacién -.desarrollada anteriormente -
por el matemitico Euler - para obtener la tasa intrinseca de cre
cimiento (r) a partir de los datos de una tabla de vida: fecundi
dad (mx) y sobrevivencia (1x):

= mxlxe—rt = 1

_ Esta ecuacidn supone un crecimiento exponencial de la pobla-
cién y una estructura estable de edades.

Otra aportacidn del trabajo de Lotka a la dindmica de pobla-
ciones es que propone un modelo para el crecimiento de 2 poblacio
nes que interactian entre si. De manera independiente, el matemid
tico italiano Vito Volterra (1926) formula un modelo matemdtico -
sobre la interaccidn depredador-presa, para resolver un problema
que enfrentaba su amigo bidlogo Umberto d'Ancona, que estudiaba -
las variaciones poblacionales de varias especies interactuantes.
Estos son los modelos matemdticos clidsicos que describen lo que
sucede cuando dos especies viven juntas y comparten el alimento
o el espacio, o cuando una se alimenta de o parasita a la otra, Yy
se conocen como las ecuaciones de Lotka-Volterra.



Fue también a partir del trabajo de Darwin y de la importan
cia que le da.a la interaccidn entre especies en los cambios evo
lutivos que cobra inter&s el analizar formalmente estos mecanis-
mos como factores reguladores de las poblaciones desarrolléindose
este tipo de modelos. Estos modelos descartan la hipdtesis de --
que una poblacién esti aislada, aunque suponen que las 2 poblacio
nes interactuantes estin aisladas del resto.

Desarrollan dos series de ecuaciones, una que se aplica al-
crecimicnto poblacional de dos especies que compiten por espacio
y/o alimento, y otra a relaciones depredador-presa o parisito-hos
pedero.

Las ecuaciones que describen el comportamiento de poblécio--
nes cuando hay competencia son modificacién del modelo de Verhulst,
al que se le afiade, ademds del factor que incorpora la competen--

cia intraespecifica, otro que afiade la competencia interespecifi-
ca:

dN Ky - N, - «N
1 1 2
T = TN ( ” )y
1
an, K, - N, - 8N,
TT- = TNy ( )
K,

donde « y A representan, respectivamente, la intensidad de la
competencia de la poblacidn 2 sobrc la 1 y viceversa.

La segunda serie de ecuaciones se basan en el modelo expo--
nencial, por lo que no suprimen la hipStesis de limitacidn en los
recursos, sino que la poblacidn de depredadores estard limitada -
finicamente por la de presas.y Viceversa. Las ecuaciones que des-
criben esta situacifn son las siguientes:

dN

H?l = (r1 - p1N2) N1 para ellcrecimiento de presas
sz

I = GTZ + pzNi) N, para el de depredadores
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donde Py ¥ P, expresan la probabilidad de encuentro entre un de-
predador y una presa, suponiendo que en cada encuentro un depfe—
dador se come a una presa. }

Los anteriores modelos son los clidsicos qﬂe han incorporado
algunos conceptos ecolbgicos al tratamiento cuantitativo y que han
servido de base elaborando modeélos para aplicarlos a diferentes -
condiciones. Por ejemplo, los modelos mencionados son todos de -
tipo continuo, para los cuales existe su versién para poblaciones
con crecimiento en unidades discretas de tiempo; existe también -
la incorporacidén de retardos en las respuestas, procesos estocéds-
ticos, etc. -

Todos los modelos mencionados anteriormente consideran a las
poblaciones como homogéneas, esto es, formadas por individuos que
tienen una capacidad equivalente de reproducirse y una misma pro-
babilidad de morir. Pero, desde que se hac®an estudios demogrificos
para poblaciones humanas, ya se sabia que tanto la mortalidad co-
mo la natalidad variaban con la edad y se tenian registros de mor
talidad especificas por edades, se trazaban curvas de mortalidad
¥ se hacian cilculos de la esperanza de vida de determinada edad
para los seguros de vida.

La introduccién de técnicas demogrdficas a la ecologia para
la descripcién detallada de las poblaciones, como lo son las ta--
blas de vida - introducidas por Pearl en 1921 (Krebs,j978) - y de
fecundidad fue determinante para llegar al estudio de la dindmica
de poblaciones estructuradas por edades. - Los primeros intentos -
en esta direccién corresponden-a Leslie (1945) y Lewis (1942), -
que desarrollaron el modelo de crecimiento para poblaciones con -
individuos diferenciados por su capacidad de influir en el creci-
miento global de la poblacidn de acuerdo a su edad. Con éste se
puede predecir no solamente el nfimero total de individuos existen
te en cada intervalo temporal al transcurso del tiempo, sino tam-
bién la estructura de edades. Este modelo, que utiliza como he-
rramienta el dlgebra matricial, puede verse como la expresién di-
nadmica de una tabla de vida instantdnea (Caswell,1978).
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El modelo de Leslie y Lewis descarta la hipdtesis acerca de
la homogeneidad de la poblacién, al clasificar a la poblacidn en
diferentes clases de edad con pardmetros especificos; sin embar--
go, los deméds supuestos. del modelo malthusiano se mantienen.

Este tipo de modelos es ademds de tipo discreto, utilizando

ecuaciones en diferencias y no diferenciales como®. lc

teriores modelos continuos. Esto supone que los:organ

os tie--

nen periodos especificos de crecimiento;jreproducciﬁn éﬁc;,‘mar-
cados por las unidades.de tiempo discretas. L i

Ademds sigue siendo un modelodetenmhﬁstiéo?a;peSaf/de presen-
tar variacién.en los parimetros de acuerdo a 1aaedéd, ya ‘que, aun
que existen diferencias en los parimetros poblacionales de acuer-
do a la edad,-estos no son cambios estocdsticos, sino probabilida
des . en el tiempo para cada categoria.

A partir de estos trabajos, pioneros en el estudio de pobla-
ciones estructuradas, se han abierto mGltiples campos de estudio.
Se han incorporado clasificaciones diferentes a este modelo, ade-
cuadas para el tipo de poblacién y de estudio, como sexo, tamafio,
estado fisicldgico, estado de desarrollo, localizacién espacial,
etc,, utilizdndolo para distintos organismos y con diferentes en
foques. Para mencionar algunos ejemplos, Lefkovith (1965) aplica
esta metodologia a ciclos de vida complejos de insectos; Ushcr -
(1969) la utiliza para manejo de recursos forestales y para flujo
de energia a través de cadenas alimenticias (1972)}; Sarukhédn y -
Gadgil (1974) y Werner vy Caswell (1977) 1lo aplican al estudio de
plantas herbdceas; Horst (1977) para determinar el impacto ambien
tal utilizando peces como ejemplo; Pifieiro, Martinez y Sarukhén -
(1984) la aplican a una palma dominante de selvas mexicanas, etc.
Existen tambi&n trabajos que incorporan a estos modelos aspectos
como dependencia de la densidad y respuestas retardadas (Leslie,
1959) ; dependencia del tiempo (Darwin, )}; tratamiento estocis
tico (Pollard, 1966, en Usher 1972).

Por otro lado, otros estudios aplican alguﬁas propiedades -
matemidticas de las matrices de proyeccién, como el uso de grafi-
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ilustrar ciclos de vida y obtener parimetros ecolbgicos
y Werner .1977, Hubbell y Werner, 1979 , etc.); y como el
de sensibilidad que evaltia las repercusiones que pertur-
en los elementos de las matrices tienen sobre su compor-
global (Caswell, 1978 ).

embargo, quedan muchos problemas abiertos a la investiga

el uso de esta clase de modelos para el estudio de pobla

ciones estructuradas. Algunos ejemplos son el desarrollo de mode

los para

rogénea;

estudio de poblaciones con distribucién geogrdfica hete-
la profundizacién en el estudio del andlisis de sensibi-

lidad para su aplicacidén a problemas préicticoes, como ¢l criterio
de captura para poblaciones con estructura anisdcrona en la explo

tacidn racional de recursos y criterios de ataque para el miximo

abatimiento de la tasa de crecimiento en poblaciones de plagas -
(Miramontes, com. pers.). En lo referente a la aplicacidn de es-

ta metodologia hay pocos trabajos sobre la repercusién que tienen
errores o desviaciones introducidos en los datos sobre los resul-
tados globales, lo que serviria para poder evaluar su grado de --
confiabilidad.
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CAPITULO I
MATRICES DE PROYECCION PARA'PQBLACIONES ESTRUCTURADAS.

1. Poblaciones estructuradas por edades (Matrlz de Leslle)

En los estudios de dlnamlca 'de’ Doblac1ones muchas  ‘veces no
es suficiente conocer el n&mero global de 1os "nacimientos y las
muertes que ocurren una una poblacidn, pues aungue estas entra--
das y salidas de individuos son las que fundamentalmente determi
nan la abundancia de individuos dentro de la poblacidén {si é&sta
se considera aislada), es evidente que una cierta mortalidad en-
tre los adultos de-mayor edad afectari de muy distinta manera a
la poblacidn que esa misma mortalidad sobre los juveniles. Tam-
poco es lo mismo, para propdsitos demogrificos, que en cierta es
pecie de planta unos individuos se encuentren en un lugar som--
breado, mientras que otros reciben directamente la luz Yy el ca-
lor del sol, pues puede suceder que para los individuos que es--
tan en la sombra la mortalidad sea mayor, que crezcan mas lenta-
mente, se reproduzcan mids tardiamente, produzcan menos semillas,
6 que la proporcién de semillas que germinen sea menor, etc.

Por esc, 2 veces es 0itil diferenciar a los miembros de una
poblacidén en cuanto a su capacidad de reproduccién y/o a su pro-
babilidad de sobrevivencia. Dependiendo de la poblacidn y del -
tipo de estudio de que se trate, la variable clasificatoria pue-
de ser la edad, el sexo, el tamafo, el estadio fisioldgico, la -
localizacidén espacial, u otra.

Con este enfoque abordan el estudio de la dindmica de pobla
ciones Leslie (1945) y Lewis (1942), quienes desarrollan indenen
dientemente un modelo para poblaciones estructuradas por edades.

Mediante este modelo deterministico se consigue conocer, a
diferentes intervalos de tiempo, la estructura de edades de una
poblacién de organismos a partir de una estructura inicial de --
edades y dadas las tasas de sobrevivencia y fecundidad especifi-
cas de cada clase de edad que se encuentran en un arreglo matri-



13

cial conoccido como la matriz de Leslie.

Para simplificar el modelo, Leslie considera que las tasas
especificas de cada edad permanecen constantes al transcurrir el
tiempo, lo que significa que sigue siendo un modelo: Malthu51ano,
pues estos parametros especificos de. las dlferentes edades, pero
constantes en el tiempo, dan como resultado una fert lldad y so-
brevivencia global para toda la poblacidn, lo que'se traduce en
una tasa constante de crecimiento de &sta. o

Por otro lado, también considera unicamente a-la poblacién-
femenina, suposicién llamada dominancia demogrédfica de las hem--
bras, que es comGn en los estudios demogrdficos y que equivale -
a considerar la sobrevivencia de la noblacién como reflejo de lo
que sucede en la femenina, siemnre y cuando la razén entre hem--_
bras y machos permanezca constante y que .en todas las clases de
edad las tasas de mortandad sean las mismas ‘para ambos sexos.

Para construir el modelo, primero se considera una pobla---
cidn cualesquiera N(t) individuos en el tiempo t, dividida en n
clases de edad, cada una de ellas de la misma duracién:

N(t)=x1 £ F Xy ¢ F oLl X
> 3 3

donde xl,t representa el nimero de hembras de la clase de edad -
i (i=1,2, ... , n) en el tiempo t.

Luego se incorporan los procesos de natalidad, mortalidad -
y envejecimiento, para lo cual se definen los siguientes parédme-
tros especificos de cada clase de edad:

Fi (fecundidad efectiva), es el nGmero promedio de hijas de
cada hembra de clase de edad i que vive por lo menos una unidad
de tiempo. Puede haber clases fértiles (Fi 0) ® no fértiles - -
(Fi=0), pero no valores negativos, pues no tienen sentido canti-
dades negativas de individuos.

Pi (probabilidad de sobrevivencia), puede verse como la --
probabilidad de un individuo de pasar de la clase de edad i a la
siguiente (i+1) (prediciendo el crecimiento); & como la propor--
cién de sobrevivientes de la clase de edad i, que pasan a la si-
guiente (describiendo el crecimiento instantdneo). Como es una -



probabilidad, puede tener valores entre cero y uno.

En este modelo se consideran unidades discretas de tiempo -
de la misma duracidén que las clases de edad, pues de esta manera
al terminar cada unidad de tiempo, todas las integrantes de cual
quier clase de edad coambian a la siguiente 6 mueren.

Ahora, si consideramos qué sucede con la composicién de la
poblacién N(t) al transcurrir el tiempo, & sea, cudl es la compo
sicidn de N(t+1), vemos que su primera clase de edad, Xq t41s la
de las recien nacidas, estd compuesta necesariamente de las hi-
jas de las hembras de todas las clases de edad, esto es:

Xq,t+1=X1 ¢F1 * Xp Fz2 + ... + Xp Fp=%5 F4

Cada una de las demds clases de edad en el tiemno t+1, seria

el nGmero de sobrevivientes de la clase de edad anterior en el -
tiempo anterior:

X2,t+17%1, £

X3 t+17X2, P2

*n,t+1"%¥n-1,tFn-¢
Estas ecuaciones lineales se expresan en el lenguajc matri-

cial de la siguiente manera:

—

~
X1,e+1 Fy P2 Fz ... Fy 1 *1,t
*2,t+1 Pp 0 o ... 0 X2,7-
*3,t+1 0 P2 0 ... 0 X3¢
xn,t.q-‘l LO 0 PRI Pn__-l 0— {Xn’t
6 de manera compacta: ]
X(t+1) = A X(t) . . . . . . . .. . M

donde X (t)} y X (t+1), son los vectores de distribucién de eda-
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des de la poblacién en los tiempos t y t+1, vectores que tienen

como elementos el numero de hembras de cada una de las clases de

edad, en las qu-e estd dividida la poblacién N, Por otro lado, A
es la matriz de proyeccién considerada por Leslie, que no es més
que un arreglo‘de las fecundidades y..probabilidades de sobrevi--
vencia especificas de- las diferentes clases de edad, y caracte--
risticas de una especie 'y dé un’ambienté y momento particulares
(atn en la misma especie, ias'probabilidades de sobrevivir y re-
produccidn pueden diferir en distintos ambientes o é&pocas).

Cuendo las primeras clases de edad no son clases reproduc--
tivas, los primeros elementos del primer rengldén valen cero .---
(F1=F2=...=Fn=0). Sin embargo, estas hembras en edad pre-repro--
ductiva al sobrevivir contribuyen a las subsecuentes clases de -
edad de la poblacidén, las cuales si son reproductivas, y contri-
buyen a la poblacién. También algunos de los Gltimos elementos -
del primer rengldén pueden ser ceros, a menos que las hembras --
sean reproductivas hasta al final de sus vidas. Como estas hem--
bras no hacen ninguna contribucidén a la poblacién, la parte de -
la matriz que contiene a las hembras en edades postreproductivas
no se considera en la matriz de Leslie, por lo que ésta solamen-
te contiene las hembras hasta la Gltima edad reproductiva. Ade-
més, de esta manera, desde el punto de vista matemdtico, también
se evita que sea una matriz singular, es decir que det.A#0. Con-
dicidén que debe cumplir la matriz A (vease el teorema de Perron-
Frobenius, paginas - ).

Ahora, aplicando la férmula (1) para tiempos sucesivos a --
partir de un tiempo inicial t=0, y considerando los pardmetros -
Pi y Fj constantes al transformar el tiempo, tenemos que:

xX(1)=A X(0)
X(2)=A X(1)=A( A X(0))= A% X(0)
X(3)=A X(2)=A( A%X(0))= A> X(0)



de donde se deduce que:

)= Ak %) . ... L. L@

para cualquier tiempo k.

Esto nos indica que no sdlo se puede obtener la distribu---
cién de edades después de pasada una unidad de tiempo, sino que
tambi&n se puede conocer é€sta pasado un tiempo cualquiera (& va-
rias unidades de tiempo) como funcidn de la distribucién inicial
{que puede ser arbitraria) por medio de la matriz de proyeccidn

de Leslie.

Es interesante analjzar el significado bioldgico que tiene
este arreglo de pardmetros poblacionales en la matriz de proyec-
cidn de Leslie, paralelamente al significado matricial:

Si consideramos una matriz generalizada de n X n elementos

a. . :

o

81,17 21,2 21,3
22,1 az .2 2,3
3,1 az 2 23,3

2n,1 n,2 an,3

vemos que todos los elementos del primer rengldn a;

aynl

>N

22.,n

a
3,n

4n,n
-

. de la ma--
»J

triz de Leslie son las fecundidades de cada clase de edad j esto

es, el ntmero de individuos con que contribuye cada clase de --

edad j, esto es, el nmero de individuos con que contribuye cada
clase de edad j a la clase de edad 1, las reci&n nacidas. Por -

otro lado, los elementos P; de la matriz, elementos de la subdia

gonal principal 2541,5>

nos indican la proporcidén de individuos
que pasan de la clase j a la siguiente j+1,

® sea el crecimiento,

Yy esto es la contribucidén de la clase j+1. Esto se puede genera-

lizar diciendo que cada elemento a; 3 de una matriz de proyec---
b
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cién A nos indica la intensidad. de la contribucidn de la clase 3
a la clase i en una unidad de tiempo. .

En la matriz de Leslie, los demds elementos son ceros, lo -
que significa que ésta no considera contribuciones de otro tipo
(como el permanecer en la misma clase de edad, regresar a un es-
tadio mids joven- como sucede con plantas aue se reproducen vege-
tativamente-, & saltar a 2 6 3 categorias adelante en un inter--
valo de tiempo determinado).

De igual manera, para una poblacién proyectada k unidades -
de tiempo, la matriz de proyeccién involucrada ak se puede anali
zar de manera similar. .

Tomemos como ejemplo una poblacidn dividida en tres clases
de edad, pasadas dos unidades de tiempo-a partir de un tiempo --
inicial t=0, para lo cual obtenemos AZ:

2
F7 + FyPq FiF2 + F3P, F,Fg
2
A% = FiPy . FPq B3Py
PPy 0 0

En cada una de las columnas j de esta matriz podremos iden-
tificar la contribucién que la clase de edad j del tiempo ini---
cial aporta a cada una de las clases de edad, pasadas dos unida-
des de Ltiempo. Mientras que cada rengldn i significa el origen -
de los individuos de cada clase de edad i con Tesvecto a los in-
dividuos del vector inicial de edades, »

Esto puede verse de manera mds clara y en concreto aplican-~
do a esta matriz el vector inicial de edades X(0), y obteniendo
%x(2), cuyos elementos representan los descendientes y sobrevi---

‘vientés de los integrantes de la poblacién inicial, pasadas dos

unidades de tiempo:

2
Fj x7,0 + F2Py xq g + FyFp X3 g + F3Py x3 o *
* FqFz X3 ¢

2z =% -
A“x(0)=x(2)= F1P1 x1’0 + F,Py xz’o + B P1 x3,0

“3
P1P2 X1,0
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Las integrantes de la primera clase de edad son:

VF% x1 g (las nietas de la clase de edad inicial),

PyFy x4 g{las hijas de la clase de edad inicial que primero enve

jecieron.y luego se reprodujeron) KB e +
F1F2 Xz 0(1as nietas de 1la clase,de edad dos).“ Ry +
P,F3 x, 0(1as hijas de 1la clase

se reprodujeron) +

FLF4 xS’O(Las nietas deila
Las integrantes de la clase. de

.‘envejecieron
+

FqPq x4 ,ollas hijas de la clase; '

una clase de edad) s 2 . v .

F,Pyq xz,o(las hijas de la clase de édad'dos que envejecieron una
clase de edad) +

F.P; xs’U(Las hijas de la clase de edad tres que envejecieron --
una clase de edad}. .

Y, finalmente, la tervera clase de edad estard integrada por:

P1P2 x1’0(1as de la clase inicial que sobrevivieron las dos uni-
dades de tiempo).

Valor propio. Tasa de reemplazo.

Lotka (1922) probd que cuando las nrobabilidades de sobre--
vivencia P. y las fecundidades F; especificas de cada edad son -
invariables en el tiempo, llega un momento en el que se alcanza
la estabilidad, esto es, que los porcentajes de los organismos -
de las diferentes clases de edad se mantienen constantes al - --
transcurrir el tiempo. Esto no significa que el tamafic de la po-
blacidn no cambia, pues &sta puede estar creciendo 8 decreciendo,
sino que es la distribucidén de edades la que permanece constante.

Cuando esto sucede, los elementos de la misma clase de edad
de vectores de distribucién de edades consecutivos son proporcig

nales:
®1,s¢1  _ Xa,s+1 _ Tnsel . A (3)
X1,s X2.s Xn,s



.

19

donde s es el tiempo en el que la poblacidn ha alcanzado la esta
bilidad* -~ y A es la constante de proporcionalidad de esta re
lacidn, cuya forma general es:

=2 B ""A:,xi»,s : veee s (B)

Xi,s+1

xi,s

con i= 1,2,3,....,n - i
de donde se interpréta'faéilménteqquéj

sesTun’ factor de creci-
miento, pues es la razdn con qué}tamb' uné?élaéé de.edad .cual--
quiera i al transcurrir una unidad. de . - ‘l

Pero como esto es valido para cada uﬁéfdéflas‘clases de ---
s : 'és;de edades queé las

iempo.

edad, entonces lo es tambi&n para los v @t’
contienen: i :
X(s+1) = A R(s) e eieeeea C

Por otro lado la ecuacidn (]I‘ind c‘_qpefi(t+1)= A X(t),

por 1lo que, para t=s:

A X(s) = A X(s) e
Ademds ésto puede hacerse exténsivb_para cualquier tiempo -
k. Pues premultiplicando esta ecuacidén por A tenemos:

AT =20 A=A AX , que usando la ecuacién (6)
es: A x A2 x , que facilmente se generaliza en:
Ak % = ;\k X teieeeenn e (7)

La ecuacidn (7) contiene conceptos matemdticos importantes,
pues nos asegura que el factor de proporcionalidad entre dos vec
tores de distribucidn de edades una vez alcanzada la estabilidad

* NOTA:
Hay que aclarar que la estabilidad se va alcanzando de manera
asintdtica, por lo que es dificil fijar el tiempo exacto en -
que se llega a ella. Se puede estimar este momento cuando ya
las proporciones entre las clases de edad en tiempos sucesi-
vos cambien poco. (pro ejemplo porcentualmente con un cierto

grado de confiabilidad).
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(A), tiene que ser un valor propio de la matriz de Leslie ( A ),
y que el correspondiente vector de distribucién estable de eda--
des X(s) , serd el vector propio de este sistema.

Por otro lado, también el significado bioldgico de A es fun
damental en la dindmica de poblaciones,pues como lo mencionamos
anteriormente, represente un factor de ‘Ccrecimiento de la pobla--
cidn al que se llama tasa de reemplazo’' 6 tasa finita de creci---
miento porque precisamente estd indicando el nGmero promedio de
individuos por lo qu-e cada uno de los individuos de la poblacién
serd reemplazado cada unidad de tiempo.

La relacidn de este paridmetro con otros modelos para vpobla-
ciones no estru-cturadas y de crecimiento continuo, em particu--
lar el modelo de Malthus - modelo subyacente al modelo de Leslie,
pues, como dijimos anteriormente, las tasas de sobrevivencia y -
las fecundidades so-n constantes- es la siguiente: - '

La ecuacién (8) nos indica, que una vez alcanzada la estruc

tura estable de edades: AKX ¥ = AK X. Por otro lado, como sabe-
mos de la ecuacidn (2} que X(k)= ak x{(0), entonces:
X(k) = Ak x0) ... ceee.(8)

Para poblaciones no estructuradas u homogé&neas basta con --
sustituir el vector X por el nlmero tolal dJde individucs de la -

poblacidén (N), por lo que la ecuacidn (8) se convierte en:

N (k) = ;XkN(O) , que es la ecuacidén que exnresa el crecimiento
exponencial 6 Modelo de Malthus, para t = k y si eT = A
-y = Tk
NCE) = e™% N(0) oo (9D

Asi, tenemos que la relacidn entre la tasa de reemplazo (A)
y la tasa intrinseca de crecimiento & parimetro malthusiano (r)
es:
A= el ., o lo que es lo mismo: InA = r
En una poblacidén sin estructura de edades, es lo mismo que Ro
(tasa neta de reproduccidn).
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La tasa de reemplazo ()J se puede obtener, conociendo 1la matriz
de Leslie, - como valor propio.que es -:-a partir del polinomio -
caracteristico: U e ‘

P(A)
determinante que ‘expandi
P(A) = AR .-

Como el polinomio’ caracteristico - de una -matriz de nXn es --
normalmente de n-&simo grado, se espera que
para A ; entonces el problema es saber cual

el pafimetro de crecimiento que nos interesa.

tenga n soluciones

de estas' representa
Para averiguarlo, primero dividiremos el polinomio caracte-
ristico entre AT

P(A 1 Fy Fg Py F3P4Py FnPiPy...Pp.g

an A e - X3 B B an

Si, a esta ecuacién le' restamos 1, y cambiamos signos, te-
nemos que: g '

1 - PN fl_ + FaPyq + FzPyPy L FuPqPp...Pp.q
> A X2z )} an
Ahora, definimos la funcién R (Aj' = 1= P(A) , entonces:
n
RCA) _ F1 o+ FpP1 o« EgPiPp o & FpPyFp.. Py
B 22 A3 *xn
Analizando esta ecuacidn se puede observar que, como todos
los elementos o numeradores son no negativos - ya que F: vy P; --

son siempre 0 , entonces, cuando A tiende a cero R(A) tiende a

infinito, y para valores crecientes positivos de A, R(7A) va --
disminuyendo hasta que, cuando X tiende a infinito, R{A) tiende
a cero. Por lo tanto el comportamiento de la funcidén R(A) es el
de una funcidén mondétona decreciente (ver fig. 1). Pero como ha--

biamos definido a R(2A) = 1 - 212%1 , ¥ nos interesa que -
P(A) = 0 - por la definicidn de polinomio caracteristico -

=0



entonces R(A) = 1 , valor para el cual existe unicamente un -
valor positivo para A , el cual llamaremos X

RCAY

m*

Fig. 1 Anton-Rorres,

De esta manera demostramos que existe un s6lo valor propio
positivo para la matriz de Leslie, el cual ya vimos que corres--
ponde a la tasa de reemplazo de la poblacidn cuyos pardmetros™--
contiéne esta matriz. Ademids, el teorema de Perron- Frobenius -
(G: andmatcher, 1959) , demuestra que una matriz no negativa e --
irreducible tiene al menos un valor propio real y positivo (aue
en el caso de la matriz de Leslie vimos que es uno solo)}, de los

cuales el mayor (en este caso el Gnico, al que llamamos es

)
simple (esto es, de multiplicidad 1), y su valor es al megos tan
grande como el mdédulo (6 norma) de cualquiera de los otros valo-
res propios complejos de la matriz (:l1 Eﬂlﬂ para toda i # 1) ,
6 sea, que es el valor propio dominante {(Pielou, 1977).

Sykes (1969, en Pielou, op. cit.) demuestra ademds que
es estrictamente dominante (esto es, jknr>lxi\ para toda i # W)
a menos que los elementos del primer rengldén de A, & sea el arre
glo de las fecundidades, tenga una composicidén particular. En -
concreto, Q_m = ;Li - para alguna i solamente que algunas de --
Fecundidades sean cero, y si el mdximo comGn divisor del subindi
ce j para el cual - Fj = 0 excede 1, & sea, si algunas de las cla
ses de edad no se reproducen, y el midximo comGn divisor de las -
clases fértiles excede 1. Las matrices de proyeccién que no tie-
nen estos patrones de fertilidad son conocidas como primitivas.

El teorema de Perron-Frobenius ademds establece que el vec-
tor propio de A correspondiente a;\m es de unicamente entradas -
positivas y es el Gnico vector propio con tal propiedad: es de-
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cir si X20 y AX =AX para alguna A entera A=A

Vectores Propios. D15tr1buc1on estable de edades.
S “Rep oductlvos. 

Al valor prop 'wla matriz de
Leslie, que represen : oblac16n, --

denotaremos u -
tal que

A ﬁm =;Kmum, y que-eé'el’qﬁe.rept e est ructura estable
de edades de la poblacidn .cuyos
la matriz de Leslie- A

son los elementos de

Una posible composicién’™ de ‘este vector estable de edades --

puede obtenerse a partir del slstema de ecuac1ones implicito_en
la ecuacidn:

A U= ;"mum
uy) P
Y2 Pi/ Xn 2
U3 Pi P2/Am
u = =
m
n-
Un \_P1P2 cee Ppor /A

Cuyos elementos se pucden interpretar biologicamente como -
sigue:

U;, la primera clase de edad, estd compuesta por las recién
nacidas, que por definicidén estarin vivas todas, por lo que su -
valor proporcional con respecto a las que nacen seria uno,

u, = Py/A ., significa que las de la segunda clase de edad
serd la proporcidn de sobrevivientes de la primera clase de edad

* NOTA:

Salvo miitiplos de &1 también positivos ya que cada uno de --

sus componentes deben guardar la misma proporcién (Ver ec. 3
y 4).
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P, con respecto al total de contribucién promedio dejada por in-
m’ la ta-
sa de reemplazo, es el nlmero.de individuos, descendientes & so-

dividuo en una unidad de tiempo (2.m) (recudrdese queA’

brevivientes, por el que . se reemplaza cada individuo por unidad

de tiempo).

Sug i vla $4. individuos que
sobreviven pasando,p ime T a’clas “edad uno -y>luego a las
dos, con re5pecto al total de indi- Q o 0T individuo -

ivamente, has

Por otro lado, tamblen exlst
matriz A, correspondiente a 3

Tt =
Vi = [v1 \&

cuyos elementos son los valores

da clase de edad. R .

El concepto de valor repfd&Uctivd es introducido npor Fisher
('1g58 como pardmetro poblacibhes;, y - es definido por €1 mismo -
como el valor actual que tienen, en términos de su descendencia
futura, las hembras de determinada edad, y puede medirse como el
nimero promedio de hijas que todavia le quedan por dejar a cada
una de las hembras de cada clase de edad, lo cual es expresado -
por Wilson y Bossert (1971) en la relacidn:

nmero de progenie hembra producida en

v este momento por hembras de i o mids edad

nimero de hembras que en este momento
tienen edad 1i.

El valor reproductivo es miximo en la edad precisa cuando -
comienza la reproduccidn porque todavia estd intacto el potencial
reproductivo. Los valores reproductivos de las hembras jdvenes -
en edad prereproductiva son menores que este valor miximo debido
a la posibilidad de morir antes de llegar a la edad reproductiva;

por lo tanto sélo una proporcién de éstas se reproducird, y cada
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una de éstas tiene un valor promedio menor. Como es de esperarse
el valor reproductivo de las hembras en edad postreproductiva es
cero.

El valor reproductiv devlé:primetalqléSefde edad es consi-

derado como 1afpnid a: ) de s'Valsres, en fun--

cidn de éste;fk‘ L
Para obtener

clases de edad

tomando v, = 1 obtenemos

V; = [v1 Vs v4]
) [1 Fa o0 PaFs | PaPsTae Fs , PsFa T
X xR ~ X2 )

cuyo significado bioldgico es ¢1VSiguiente:

El primer elemento (v1), en funcién del quc sc consideran
los demds valores es 1. .

El valor reproductivo de la segunda clase de edad (VZ) es
la suma de la proporcidén de hijas que tenga en esa edad con res_
pecto a la contribucidn total en esa unidad de tiempo (A), més
la proporcién de los hijos que tenga cuando haya pasado a la si-
guiente clase de edad (P,F;) con respecto a lo dejado totalmente
por toda la poblacidn al haber pasado las dos unidades de tiempo
que eso requiere (;(l), mis la proporcidn de hijas que tenga - -
cuando hayan pasado las tres unidades de tiempo que se requieren
para pasar a la clase de edad 3, despu&s a la cuarta y reprodu--
cirse P2P3F4

;\3
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El valor reprbductivo de la clase de edad 3 serd similar al
anterior, pero cuando s8lo le quedan por vivir dos unidades de
tiempo mds, y la clase de edad cuatro tendrd comd valor reproduc
tivo, solameﬁte_la contribu-cidn que puede hacer estando en esa
edad, con fe;peéto al to;al_dejado en esa unidad de tiemno fi.

Un‘aspeétO'interesénte es que, si hacemos extensivo esta --
formula para el -valor -reproductivo de la-primera clase de edad,
vemos que.obtenemos una férmula andlogoa 'a la ecuacidn de Lotka:

1 = Eq . P4F, . PP,Fz .

A a2 A3

Como veremos mis adelante, ‘el concepto de valor reproducti-
vo tiene implicaciones importantes ;‘ﬁfd:én la ecologia de pobla
ciones como en el andlisis de las éﬁtfétégias adaptativas de las
especies, asi como desde el punto. de.. ;

~ista prictico (i, €. mane-
jo de recursos y control de plagas)...-
Estabilidad de edades. ' o

Anteriormente hemos analizado el significado bioldgico y las
caracteristicas matemdticas de las ecuaciones (11) y (12) asi co
mo el significado biolégico y algunas propiedades de cada uno de
sus elementos (A ,lﬁ, U, V,). En estos elementos estd basado -
el modelo de Leslie para el estudio de la dinidmica de vpoblacio--
nes estru-cturadas, Estas ecuaciones tienen el supuesto de que
existe una distribucién estable de edades. Ahora demostraremos
que esta estabilidad, incambiable en sus proporciones al pasar -
el tiempo tiende a alcanzarse a la larga, independientemente de
la cbmposicidén inicial de edades de la poblacidén (siempre y cuan
do sea una matriz primitiva).

Para esto primero definamos un vector inicial de edades - -
cualquiera con n clases de edad al qu-e llamenos 2z, éste seri
un vector con n componentes, o sea, definide en un espacio de n
dimensiones.

* donde )‘1 es la )Lm manejada en el capitulo hasta aqui.
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Si este vector z se expresa como combinacién lineal de los
vectores propios de la matriz de Leslie (u ) correspondlentes a
cada valor propio ., tenemos:

z = C1u1 “f' gzpz» +CgUg o ¥ R e i

donde cJ 50n constd

que al dividiriaientrq (-3
mas es dominante’élévédo “aila k gsima potenc1a (}~1k) ob'tenemos :
1 AkE=c1E +C2(?\2f'ﬁz+c )sku3+-..+c )nk_

AF )1 ' -7\1.

Pero como sabemos que el valor propio positivo y dominante

siempre es mayor que los dem@s valores propios, los cocientes -
del lado derecho de la ecuacifén son menores que uno, y elevados
a la k-&sima potencia, si k es suficientemente grande (o sea, si
pasa el suficiente tiempo), serin nGmeros muy pequeifios que pode-
mos -considerar cercanos a cero, quedando solamente:
1+ ANT > ¢l o sea, AT = c, 111‘ T,
EE—
1
y como tanto )~1k como ¢ son co-nstantes, llamando a su produc
to k, tenemos que Akzﬁt Ku1, lo que significa que, cualquiera -
que sea el vector de distribucién de edades inicial de la pobla-
cidn cuyo comportamiento describe la matriz de Leslie, a la lar-
ga (k 2> 1), ésta termina estabilizindose. pues Ku,,
tiplo del vector estable de edades, del que en realidad nos in-

es un mil-

teresan s6lo las proporciones entre sus elementos, o sea es un

vector propio también.
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Las matrices poblaciones (en particular la matriz de Leslie)
pueden representarse por medio de gridficas llamadas gréaficas de
Coates (Coates 1959), Chen 1976, en Caswell 1978, op. cit.). Es-
tas graficas. de cilco de Vlda se construyen por medio de nodos y
arcos que ungn

i tlntos nodos Este método.ilustra claramen
te la relacid : atrlces poblac1ona1es y sus ciclos de
vida. S Lo , .

Los-nodo a gréfiCa~fepf;sehtéﬂ clases demogridficamente
dlstlntas (de edad L .

estadlos;‘étc Yén-la pobiacién; Y un arco -

directo del nodo. - i al” nodo i “representa una -contribucidn al es
tadio i en. el tiempo t+1 por 1nd1v1duos del estadio j en el tiem
po t. Por ejemplo, para constru1r 1a matriz de Leslie que repre-
senta el ciclo de vida de(una espec1e de snouters (ser imaginario) (ejem
plo tomado de Vandermeer, 1981j, tomaremos en cuenta los siguien
tes datos: Los snouters solo se reproducen.a determinadas edades;
entre 2 y 3 afios de edad, producen 3 crias por afio. Asimismo, nos
encontramoes con los 51qu*entes datos de nGmero de snouters aue -
existen en dos afios consecutlvos en diferentes edades:

Con estos datos podemos decir, que las fecundidades son:
Fg =0, F; =0, F, =2, Fg =3, y que las probabiiidades de
sobrevivivir de los individuos de la clase de edad x y alcanzar
la clase de edad x+1 en un afio se puede extraer de la tabla de
N (x+1,t+1)

datos mediante la siguiente relacidn: Po -

N ( x,t)



Asi tenemos que P0= .3, P, = .5, P, = .4

Y, la matriz resultante es:

>
1]

o O w O
.

o unn o O

2o ON

QD —> O O @
Py=.3 P.= 5 P,=.4

En general, cualquier matriz de Leslie, con todas las fecun
didades Fi y probabilidades de sobrevivencia Py puede ser Tenre-
sentada por medio de una grdfica de este tipo:

Fq F2 Fg
A= 0 0 0
P, 0 0
0 Py 0
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2. Poblaciones estructuradas por estadios (Matriz de Lefkovitch).
El modelo desarrollado por Leslie y Lewis se basa en pobla
ciones estructuradas por edades, cuya duracidn es la misma y equi
valente a las unidades de tiempo discretas que se usan al proyec-
tar la matriz hacia el futuro. ”Esta'forma‘de agrupar por edades
a los organismos es bastante adecuada para espec1es en las cuales
se puede determinar féc1lmente la edad y -lograr buenas tablas de
vida. Por ejemplo, enel hombre,‘en algunos moluscos cuyas con--
chas presentan 1inea§ de*Credimiento estac1ona1es,;en carneros o
borregos con cuernos de crec1mlento con-la: edad ‘en"drboles con -

anillos de crec1m1ento anuales,'etc (Lefkov1tch :1965) - (Vandermeer
1981). =

Sin embargo, también'exi§ten,muChééfp¢Biacibhes de organis-
mos en las cuales la.agrupacién por'edades ndkés‘ia mis afortuna-
da (por razones de tipo practlco matemdtico 0 de tipo biolégico),
pues por un lado, en muchas ‘especies es d1f1c11 determinar la - -
edad a priméra vista, y por otro 1ado,'la agrupacién por edades -
puede resultar una forma inadecuada de dividir ‘a la poblacidn.
Por ejemplo, muchos orgaﬁismos longevos o con ciclos de vida muy
largos como son los robles (sp) (Vandermeer, 1981) que viven - -
aproximadamente 300 afios.y la mortalidad mids significativa ocurre
en el primer afio de vida, pero se reprbdﬁcen pridcticamente toda
su vida. Entonces, para piasmar su biologia en un modelo como --
los que hasta ahora hemos visto, tendriamos que dividir la pobla-
cidén en clases de edad de un afio y necesitariamos una matriz de
proyeccidén de 300 X 300, la cual resultaria muy compleja de mang
jar.

Otro ejemplo son las especies que presentan estadios con -
caracteristicas fisioldgicas bien definidas que determinan su big
logia, como los insectos, y que por lo general no tienen la misma
duracidn ni tampoco se presentan en la misma edad; existe una - -
gran variabilidad individual.

En estos tipos de poblaciones resulta dificil e inadecuado
agrupar a los individuos por edades, y sin embargo seria Gtil te
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ner una matriz de proyeccién que permitiera predecir la distribu
cién de las clases de la poblacién al transcurrir el tiempo.

Un modelo alternativo que prescinde de la hipdtesis que su-
pone clases de edad is6cronas y de la misma durac1on que las uni-
dades de tlempo, es el modelo desarrollado por Lefkovitch -(1965).
Este utiliza un-. agrupam1ento por estadlos (1ndepend1entemente ‘de
su duracién) en vez del agrupamlento por. edades como lo hace el -
modelo de Leslle._~‘ : '

De esta- manera, Lefkov1tch senala que el tamafio de una po--
blacién en el tiempo t N(E) - d1v1d1da en. n  estadios reconocibles
es: N(t) = Y1, Y, t + y3 t L Yn,t donde Yi,t ©S el
nGmero de 1nd1v1duos del estadlo i.en. el tlempo t. EI1 t1empo es-
ti dado tambi&n en unidades discretas de tiempo e iguales, aunque
no de la misma duracién que los estadios, pues estos por lo gene-
ral tienen una duracién distinta entre si.

Este modelo considera un rango mds amplio de situaciones -
biol6gicas, pues contempla todos los posibles factores de depden
dencia entre los estadios, o dicho de otra manera, todas las po-
sibles contribuciones de cada estadio hacia todos los demds. Asi,
los individuos de cada clase de edad i dependeran de los demds es
tadibs del tiempo anterior de 1la sigﬁiente manera:

Yijer1 T Y1, Zi,1,t T Y2, ZiLz,e T ococ o Yaot %i,n,t.

donde aj.5,t serd el factor de dependencia bioldgica {que puede -~
tener que ver con fecundidad, sobrevivencia, competencia o cual--
quier relacién intraespecifica de la poblacidn en cuestién) del -
estadio i del tiempo t + 1 con respecto a cada uno de los indivi-
duos del estadio j en el tiempo t (Lefkovitch, oﬁ. cit.) Sin sa-
ber con precisidn cual de estos pardmetros y relaciones depende -
cada aj,j,t puede verse como la contribucidén que los individuos -
del estadio j del tiempo t aportan al estadio i, cuando pasa una

unidad de tiempo. Algunos de estos valores aj.j,

ros, cuando no hay influencia de alglin tipo entre un par de esta

t pueden ser c€

dios; por otro lado, teSricamente, ninguno de estos valores puede
ser negativo, pues esto implicaria un ndmero negativo de individuos.
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Con ecuaciones semejantes a la anterior para cada uno de -
los estadios, se ‘obtienen una serie de ecuaciones que puede expre
sarse en lenguaje matricial como:: :

t;] L (1,t+1)
‘ﬁy(Z,t+1)
a(n,1,t) .o : . - .
o de otra manera: M(t) ‘?{ﬁj =y 'f+TjA' I

donde andlogamente al modelo,aﬁtefiof:  ?(tj y y{t+1), serdn -
los vectores de distribucién de estadios y M, seri la matriz de-
proyeccién en la que Lefkovitch generaliza el modelo de Leslie, -
pues contempla a todos los elementos de la matriz con la posibili
dad de'expresar situaciones bioldgicas relacionadas con la contri
bucién entre estadios.

Este modelo general contiene al modelo de Leslie-Lewis, --
pues si los estadios se consideran de 1la misma duracidn e iguales
a la unidad de tiempo utilizada, sin mds contribucidn que la dada
por las fecundidades Fi y sobrevivencia Pi, la matriz de Leslie -
A podria tomarse como un caso particular de la de Lefkovitch - -
(Lefkovitch, 1965). Ademds, independientemente de la estructura
de una poblacidn, o sea de como se le clasifique, ésta sigue sien
do la misma, al igual que el valor propio.

Desde el punto de vista matemdtico, se puede ver que este -
valor propio es también positivo y dominante, pues a la matriz de
Lefkovitch también puede aplicirsele el teorema de Perron Frobe-
nius, pues es una matriz no negativa, irreducible y, a menos que
muestre un patrdén en las fecundidades comec el sefialado por Sykes
(op. cit.), serd primitiva.

Sin embargo, tanto en la matriz de Lefkovitch como en la -
de Leslie, es necesario considerar los casos concretos a los que

se quiere aplicar estos modelos, porque frecuentemente algunos -
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valores de las fecundidades son ceros (en particular en el caso
de muchos insectos que se reproducen en una &época pequefia de su
vida), y dependiendo de este patrdn la matriz podria no ser pri-
mitiva y, por lo tanto, podria no existir un valor propio estric
tamente dominante. El crecimiento en las pobla;ionés con esta -
caracteristica es tal que. la estructura de edades no'alcanza nun
ca la estabilidad, sino- que-las proporciones de~suvdistribuci6n
se repiten ciclicamente. (Pielou,,op.:éit,,)}fr '

Del mismo modo ‘que la matriz de Leslie; la de Lefkovitch -
puede ser representada mediante grédficas de ciclo.de vida y la -
grifica presenta nuevos arcos que feprééentdn.aquellos elementos
ai,j,t que en la matriz de Leine no apaiep¢p.¥vPor ejemplo, una
matriz como la siguiente: S ‘ )

Pro B
Gy o+ Py
0 Gy
o o

describe una poblacidn estrﬁdturadé por talla, en la cual un indi
viduo en un estadio dado x“(clase .de talla) pucdc sobrevivir y --
crecer al siguiente tamafio 'x + -1y 14 probabilidad de hacerlo se

representa como G, © puede sobrevivir y permanecer en el mismo -

tamafio P, a través de una unidad de tiempo. Este tipo de modelos
han sido ya usados en casos concretos de poblaciones distintas de
drboles por Hartshorn (1975) y otros autores Bullock, 1982, Pifiei
ro et al, 1984 y Enright y Ogden (1979), Pifieiro et al (1985), -
etc.

Y la grdfica que representa este tipo de matrices es:

Y
)

=]
4
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CAPITULO II
ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Con los modelos anterlores 1ogramos descrlblr el crecimien

su tamafio, su d15tr1buc16nf‘"

plazo, basdndonos en su estructu

,p051c1on 1n1c1a1es, asi -
cund dad y ‘sobreviven--

cia especificos de cada clase : e

Todo este precedente abre la p051b111dad de evaluar qué cam
bios obtendremos en estos resultados s;_se qulflcan los parédme--
tros poblacionales. -

Para esto, puede ser de utilidad 1la herramlenta del dlgebra
matricial llamada andlisis de sensibilidad, que evalfia cémo peque
fios cambios en los elementos de una matriz repercuten en el valor
propio de ésta (Caswell, 1978). De esta manera, el anidlisis de -
sensibilidad, aplicado a la’s matrices de Leslie o Lefkovitch nos
permite analizar el comportamiento de la tasa de crecimiento de -
la poblacién ante perturbaciones en los parimetros poblacionales.
Y tambi&n, en particular, evaluar cudles de estos pardametros, al
ser alterados, producen un mayor o menor efecto en su tasa dc cre
cimiento.

Esto tiene que ver con la problemdtica abierta por Cole -
(1954) y tocada y enriquecida posteriormente por otros autores
(Stearns, 1976) acerca de las consecuencias pecblacionales que -
pueden provocar alteraciones en las historias de la vida. En par
ticular utilizando ¢1 modelo de matrices de proyeccidn para la -
dindmica de poblaciones, algunos autores (Sarukhdn y Gadgil,i974,
Pennymick, 1969, etc.) tratan de medir la relevancia de algunos
pardmetros (tipos de reproduccidn, fecundidad y sobrevivencia, -
respectivamente) en el crecimiento de las poblaciones. Estos es
tudios son realizados antes de que fuera accesible una férmula -
general.para usarse en el andlisis de sensibilidad para estudios

ecoldégicos.
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Sin embargo, Demetrius (1969) y Goodman (1971) ya habian -
desarrollado una fdrmula para estudiar los efectos de las varia-
ciones en fecundidades y probabilidades de sobreviventia, como -
elementos de la matriz de Leslie, en la tasa de crecimiento- de’la
poblacidén, aunque este andlisis- es solamente apllcable a poblac1o

nes estructuradas por edades.

Posteriormente Caswell (1978) propone una“ generallzac1on de
este tipo de andlisis que puede. ser utlllzado conicualquler tipo

de clasificacién, por lo que’ puede ser apllcado tamblen a la ma--

triz de Lefkovitch y utilizado' con: gran ~de organismos. Es

te andlisis permite evaluar, con: una sola formulac1on los cambios
en A ante cualquier alteraci®n der;os,parémetros a5 de la matriz
de proyeccidn. -= :

A continuacién desarrollaremos -la férmula que Caswell pro-
pone:

Partamos de la hipdtesis de que. U, Vv, = 1.
Esta normalizacién puede ser supuesta alterando solamente las mag
nitudes de los vectores, sin que sea afectada la direccidn, o sea,
sin que se pierda la proporcién entre ellos.

Como habfiamos explicado, el objetivo de este andlisis es --

percibir la repercusidn de pequefios cambios en los elementos a13

de la matriz A en la tasa de reemplazo )‘m' Entonces represente
mos como A a la matriz de transicién original y como dA a la ma
triz de perturbaciones cuyos elementos son las perturbaciones di
fercnciales de los elementos de la matriz A (daij).
Entonces:
At = A+ d A . .. (3)

donde A' es la matriz perturbada.

Utilizando la herramienta que el Cdlculo Diferencial ha de
sarrollado con respecto a pequefios incrementos en funciones, cal
culemos la diferencial de la férmula (1):

(@A) T o+ A CdT ) = Rpdly + (@ X)) T o v o (D
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De la férmula (4) lo que nos interesa conocer es d X q aue
es precisamente el cambio que sufre la tasa de reemplazo, para -
expresarlo en funcién de d A, o sea, en funcién de los cambios su
fridos por la matriz original A. P

Utilizando el producto:punto

‘multiplicdndo de esta forma

por Vﬁ en ambos lados~de’ la‘ec

v o
um’ m

agrupando términos queda

<( dAa) T, VH}]%é\'&”‘E ,

y como: A d E = A,d'ﬁh
y por tanto: <? d A ) u A> (Gj

Logrando asi expresar d.)ulen termlnos de dA ~

Sin embargo, si en este analisis 10 que “se-desea conocer -
es el efecto en A n debido a cambios 'en cada par@metro pobla-

que,

cional ajjo es necesaria mds bien una expresifén de d } , en fun
cién de los d aij' Por lo tanto conviene suponer que la matriz
dA ticne un sdlo elemento diferente de cero.  Consideremos:




Donde 4 alj puede ser cualquier elemento de la matriz d A
Yy por ello no se pierde generalidad.

Ahora, bajo este nuevo supuesto, efectuemos el producto in-
dicado en (6) el cual se slmpllflcara. Para esto primero multi--

pliquemos d A por u

o . . . .

0. .. d-aii

0 . . . .l
- Sy

Y después, por v.

da., . = L=
a35Y3 (&1 v, vJ L vk] d aiJ uJ Vi d n

0
L 0

O bién,

d

——JE—E— TuL v, .. . . (D

d a.. ;33

13
En esta expresi6n queda sintetizado el resultado de la ra-

z6n de cambio
triz A (aij);
reemplazo con
poblacionales

de )‘m al cambiar un elemento particular de la ma-
es decir, la razdén de cambio de nuestra tasa de --
respecto a pequefias perturbaciones en los pardmetros
(perturbaciones diferenciales) de la matriz de tran

sicidn: es igual al producto del valor reproductivo de la clase -



- -
i

38

de edad i (Vi) por el nGmero de individuos de edad j correspondien
te al vector de distribucién estable de -edades (u.).

Como d alj puede ser cualqulera de: los elementos de la ma --
triz dA, se puede construir la matrlz de 1os elementoscikm , O -

o S ij
sea, de los cambios sufridos pecto‘a las pequeiias

perturbaciones de cada-uno de: 10

entos de la matriz de tran-

sicidn original A. A esta matri

conoce como matriz de sen
sibilidad S: S

d % M & o » o o0
d 24 .
S =1, ..dm —_ )
d a..
1]

cada uno de cuyos elementos corresponde, segin la ecuacidn

(7), a los diversos productos u; VJ, pqr'loique,la matriz S puc-
de expresarse también como: T '

2 . e
VaUgp oo e e e e e .)
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Esta matriz es la que se construye a partir de los valores
conocidos - obtenidos como los elementos de los vectores de valo-
res reproductivos y de distribucifén estable de edades - multipli-
cados en todas sus posibilidades. *-

Ahora analicemos- lo que’significa.d>ﬁé

tra matriz original ‘A: ' d ai&'

en::.términos de nues-

A
m
23j pequefla perturbacidén de cada elemento de la matriz A (aii)’

donde a;; como habiamos mencionado, representa la contribucién de
individuos de la clase j en el tiempo t a individuos de la clase

significa la razdn de cambio 'de “)Ym con respecto a cada

i en el tiempo t+1., Y si este resultado es igual al producto del
nimero de individuos de la clase j (uj) pdf el valor reproductivo
de la clase i (Vj), podemos interpretar si recordamos el concepto
de valor reproductivo visto en el capitulo anterior, que las per-
turbaciones de la tasa .de crecimiento de poblaciones con respecto
a cualquier elemento aij tiene que ver no s6lo con la cantidad de
individuos, sino también con la calidad de los organismos en lo -
que se refiere al valor que estos tienen en términos de la proge-
nier futura.

Asi, por ejemplo, para los paridmetros que contiene una po--
blacidn cuyo crecimiento es regido por una matriz de Leslie; la -
sensibilidad de >’m con respecto a cambios en sus Gnicos tipos -
de elementos F.%sy Pi‘s sera:

d A n : d A

= Ve Y,

= m
d Fy arp

i

o sea que la sensibilidad de A =~ a cambios en las fecundidades -
(I-‘.1 ) se obtiene al multiplicar el valor reproductivo de la pri-

%
Ty v izadas: {0,V =
uL Y v normalizadas me Vi 1
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mera clase de edad por el nfimero deAindividuos de cada clase i,
mienttas que la sensibilidad a cambiocs en las probabilidades de
sobrevivencia (P;) serd igual al producto de la proporcién de in

dividuos de 1la clase i por el valor reproductlvo de la clase de
edad siguiente (i + .1 ). o :

Por otro lado, si nosotroé-quéfe eanntfér,la méxima ra
zén de cambio de )\ m> con respectd“a cambiosien algtn parém%tro,

buscaremos en los elementos conocidos

‘vectores u Yy Vﬁ,

conocer cudl parametro de

cudndo es médximo el producto V; uj,-p
be afectarse para obtener esta razfn de cambio-mixima.
El mdximo producto vius se obtiene al multiplicar el elemen

to o componente mids grande del vector de valores reproductivos --
- o

(Vm)por el nfimero de individuos de la clase de edad mds numerosa
del vector de distribucidn estable de edades ( Um).

51 a estos valores miximos les llamamos v, y ug réspectiva-
mente, para obtener el cambio miximo de A - debe afectarse al pa-
radmetro a.  aue es el elemento que describe la contribucién de 1la
clase de edad s (la clase de edad mids numerosa) sobre la clase de
edad t {la que tiene un valor reproductivo mayor).

Por ejemplo:

Supongamos que la clase de edad md@s numerosa en una cierta
poblacidn fuera la 2a.(u,), y que la clase que tuviera el valor
reproductivo méximo fuera la 3a.(vs), entonces el producto médximo
v, U, es en este caso vg u,, por 1o que el elemento que produce
un mayor cambio en n 2l alterarse seri az,, que corresponde
en la matriz de proyeccidn utilizada al elemento P2 el cual es 1la
probabilidad de pasar de la clase de edad 2 (la més numerosa) a -
la clase de edad 3, (la que tiene individuos con up mayor valor
reproductivo) .

Esto mismo podemos verlo en las matrices:
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g =
Fy Fy Fgoo By
. . P, Q, o o -
. 0 P, QG o©
0 0 Py Q,

Entonces, el parémetro PZ’ la probabilidad de que indivi -
duos de la clase 2 pasen a la siguiente, seri el mids sensible a
cambio en cuanto a que produce un mayor cambio en kxn'

Este resultado admite una explicacién bioldgica adecuada, -
ya que, por un lado, las clases de edad abundantes scrin las que
afecten en mayor grado al crecimiento global de la poblacidn, al
afectar a los individuos de las clases de edad con valores repro
ductivos mayores.

Este resultado coincide con la opinién de diversos investi-
gadores como Cole (1954) y Krebs (1978) de que el cambio de la --
edad de la primera reproduccidn es uno de los factores que mis --
afectan a la tasa de crecimiento de la poblacidén, pues como habia
mos mencionado anteriormente, la edad en la que comienza la repro
duccién es la que tiene el midximo valor reproductivo y, segflin el
resultado anterior, el parametro mis sensible a cambios es el que
describe la aportacidn, por parte de la clase de edad mis numero-
sa precisamente hacia la clase con el valor reproductivo mayor.
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Este anilisis de sensibilidad ha sido utilizado por diver-
sos autores (Caswell y Werner, 1978; Pineiro et. al., 1984; - -
Hartshorn, 1972 ) mostrando su utilidad para evaluar cudles son -
los estadios mds sensibles y los paridmetros relevantes, y estable
ciendo un orden-a 1a‘$§nsibi1idad de. éada'uno de los paridmetros -
poblacionales. Sin embargo, este andlisis propuesto por Caswell
tiene la desventaja de que supone que las perturbaciones introdu-
cidas en los elementos de-la- matriz: son de la misma magnitud, sien
do que en los parametros poblac1onales existen valores cuyo orden
de magnitud es muy distinto (las probabilidades de sobrevivencia
entre cero y uno, mientras que las fecundidades pueden ser del or
den de 10% o mayores ). ' ) o

Estos autores sefialan que, por lo tanto, los valores de sen
sibilidad obtenidos no pueden ser comparables, pues la contribu -
cidn relativa de los parimetros hacia A es muy distinta dependien
do del orden de magnitud de &stos. Proponen entonces que sean --
equilibrados normalizindolos con el factor i_il que indica precisa

: A
mente la contribucidn relativa de un -pardmetro cualquiera con res

pecto a la contribucidén total por individuo. De esta manera ob--
tienen un parametro al que 11aman la "contr1buc1on relativa a la
adecuacidn':

L. d x0Ty . py
G 5 D B ¢ Yy = d
A aiji“' d In ay ij

-
Este pardmetro si refleja un cambio proporcional en /\ como

resultado de un cambio proporcional en a.., y de esta manera los-

valores de sensibilidad son comparabléé entre si.
Es interesante ademds hacer notar que este valor equivale -
a d r donde r es la tasa intrinseca de crecimiento.
dn 235

Seria interesante analizar mds profundamente las implicacio
nes de este resultado.
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Regresando otra vez al andlisis de sensibilidad en general,
la identificaci6én de .\ con una medida de adecuacidn (Fisher,1958),
ha permitido dar una interpretacidén en el terreno de la ecologia
evolutiva a resultados obtenidos con este anidlisis (Caswell, 1978;
Demetrius, 1969, de Kroon, 1985, etc.).

Con respecto a la discusién acerca de la teoria de las tédc-
ticas del ciclo de vida, este tipo de anidlisis permitiria evaluar
cuiles son los pardmetros mis sensibles a la seleccidn natural vy,
usando la propuesta de de Kroom et. al., la contribucidén relativa
a la adecuacidn de los diferentes paridmetros poblacionales.

Esta metodologia tiene también interé&s desde un punto de vis
ta pridctico, en aspectos tanto de explotacién de recursos como de
control de plagas, pues conociendo las repercusiones que tienen -
sobre la tasa de crecimiento, alteraciones en los pardmetros po--
blacionales de los diferentes estadios, - y considerando que la -
poblacidn 1llegdb evolutivamente a la mixima adecuacidn para ese --

~ambiente - se puede, en el caso de explotacidn de recursos, extraer

aquellos miembros de la poblacidn que alteren menos el crecimiento
actual de €sta. En el caso de poblaciones de plagas por el contra
rio, atacar el estadio cuyas alteraciones produzcan un miximo cam
bio en la tasa de crecimiento, para de esta manera desestabilizar
y abatir su crecimiento.

Esto.se discute de manera més amplia en el filtimo apartado.
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CAPITULO III
EVALUACION DE LA CONFIABILIDAD DE A

El estudio de poblaciones estructuradas requiere de una me-
todologia adecuada para construir tablas de vida que reflejen --
los datos de las historias de vida de las poblaciones.

Y, como en el estudio de cualquier poblacidn, algunas de --
sus caracteristicas como son: densidad, fecundidad, migracidn o
sobrevivencia son estimadas a través de muestras. Casi siempre -
en estos muestreos surgen errores. Lo media o promedio de la po-
blacidn es estimada por una media de las muestras. La diferencia
entre el valor promedio o media real y la estimada es el error -
muestral introducido por 1la medicién de uno o varios paridmetros
poblacionales. Ademds, el error humano al medir,la heterogenei--
dad del medio ambiente y otros factores, hacen crecer el prome--
dio de la desviacidn de una media estimada con respecto al verda
dero pardmetro poblacional.

Un problema que necesariamente se plantea es cdmo medir de
qué forma alteran estos errores particulares a resultados demo--
graficos mds generales como es la tasa de reemplazo A

En lcs modclos de poblaciones estructuradas, en los que se
utilizan matrices, necesariamente, ademi@s de la matriz de pro--
yeccidn A, existe, para cada uno de los elementos el error Co--
rrespondiente. Algunos autores, entre los cuales estdn Enright
y Ogden (1979) muestran que a veces es dificil diferenciar en--
tre la variabilidad real de las poblaciones y la que es conse--
cuencia de los errores de muestreo. Sin embargo, es importante,
tener un m&todo para evaluar la propagacidn de las desviaciones
de cada elemento de la matriz a ;\.

A continuacidn proponemos un métedo mediante el cual, a par
tir de las premisas del andlisis de Caswell (1978), llegamos a -
una expresidn que delimita el error de A

Partiendo de la ecuacién (6) del capitulo II, podemos eva-
luar las repercusiones que tienen los errores, perturbaciones o
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desviaciones globales de la matriz A ( SAJ* sobre la tasa de --
reemplazo P »
Simplificando la notacidn usada en el andlisis de sensibi--

lidad que desarrollamos en el capitulo anterior, expresaremos la
ecuacibn (6):

ax =<w@n T, T

Definimos, ademés A (£€), A (&), T .(€) y ¥ (&) comd el valor
de estos pardmetros en funcidn de un error ., Yy suponemos que --
A(0) = A, A(0) =& , T (0) =« y Ft(o) = ¥% y como nos in-
teresa obtener (la desviacidén o perturbacién de A ), y en to-

do caso lo que -esperamos es conocer la magnitud de dicha pertur-
bacidn, manejaremos las normas:

[sa) =1x@ - 2 o) -

que hac{?ndo una aproximacidn liqeal nos queda:
13l =12 @ - = Jarwmel| o . .

Aplicando normas tambi&n l1a ecuacién (6) nos queda:

laXl = {¢en &, v>\ =|7 (an) i]
Y este mismo evaluado en cero: ~
Jax =] 3" an o) @} -
Y si la sustituimos en la ecuacidn (8):

18} =l 5% aa (o) Elé‘ + s«(g}) N -3

A su vez, una aproximacién lineal de § A *dA (0)E£ , que -
sustituyendo en la ecuacidn (9) queda:

Los errores & a.. de $ A pueden ser calculados para cada dato
de 1a matriz pofémedio de £6rmulas estadisticas adecuadas ‘0 -
incluso pueden ser errores evaluados vpara cada dato, dependien’
do del orden de sus cifras significativas. :
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; [$2) ~)vtsa )

donde §A es la matriz cuyos elementos son los errores o perturba
ciones de. cada elemento de la - matriz A.

5A A (&) CA(0)

Si: tomamQS‘las normas 1nd1v1dua1es de.:cads ector yfmatfiz:

1 < 1 vtllsA\ H

Yy, con51derando que <u Y [u l l cose
normalizado comod u , v, = **, entonces:

‘SM vlS A‘ . o -

>~ Jeos 6l

ademdsestd

que nos indica que el error o perturbacién de‘A en magnitud esti
acotado *¥** por los errores que traen consigo los parimetros de
la matriz A (& A), que pueden ser amplificades por caracteristi-
cas intrinsecas de la poblacidn. Estas caracteristicas en este -
caso estdn representadas por el angulo ® que forman el vector de
distribucidn estable de edades y el vector de valores reproducti
vos.

Si consideramos el caso extremo en que el dngulo © sea 0 y
por lo tanto el cos © = 1, entonces la cota de la perturbacidn
en A no serd amplificada, sino que serd menor o igual que la --
magnitud de la perturbacidn de A; y si por el contrario, en el -
otro caso extremo, el angulo & fuera muy cercano a 90°, el cose-
no de ® serd muy cercano a cero, y entonces la cota del error en
A se verd amplificada.

Si bien, conocer la magnitud de&) es importante, es mucho
mas significativo conocerla con respecto a la magnitud de A R

* donde 0 & ,COS 0'(1 .
*#* supuesto que retomamos del andlisis de Caswell (1978).

*** @5 decir, a 1o mids puede tomar el valor del miembro derecho
de la desigualdad.



47

esto es, conocer cbémo estd@ acotado el valor porcentual o relati

vo del error en A, o sea, 151'
A

\5x\ |8 4|
1al . [ Aljces ol

Si lo queremos evaluar también con respecto al érror relatJ.

vo o porcentual de la matriz A, tenemos que:

N L ls a)
Al 7 1Al leoss] [a)

En este caso, el factor de amplificacidn de la cota del e-
rror relativo de la matriz A,también depende exclusivamente de -

N G 1))

caracteristicas propias de la poblacién ( !A\ , A yYycos® ).
Para que nd se amplifiquen las posibilidades de error de A, se-
ria necesario o ideal que este factor de amplificacidn fuera me
nor & igual que 1.

Esto es (Gtil para evaluar cuano el error sA se encuentra -
dentro de un rango de confiabilidad aceptable. Por ejemplo, si
los valores de l A,\' IA| y cos B de determinada poblacidén al mul
tiplicar al error relativo en A, —KA— lo agrandaran, nos resul
taria que = presenta un rango mayor de error. Entonces, --
nuestro calculo de Aincluso podria no ser un valor confiable.

Este error relativo en X puede ser expresado en funcidn de
la matriz de sensibilidad S que vimos en el capitulo anterior.

Tomando la definicidén de norma Frobenius de la matriz S:

|\ -V, SRR ANE - \Izi 55 ‘721\ —@@
tsle - 15l 1al

Retomando la normalizacién(ﬁ , V> = 1, y sabiendo que
<EJ V> = — 1, por lo que \S\F = !
cos B cos ®

Sustituyendo en (10), obtenemos:
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|82 ¢ 1s} lal 18 al
IR Y Ry

De una manera semejante, Caswell (1978), ‘a partir de la ---
1b;;dad" S = u\ \V\que -
con: la’magnltud del cambio --

ecuacidn (6), obtiene un"indlce:
"'relaciona el :cambio absolute: en
global en los parametros de hlstorla de vida'.

laxt ¢ Jaa] | \ollzls s jaul

donde S, -no es mds que la norma Frobenius de la matriz de sensi-
bilidad (lSlF ) que utilizamos arriba. Caswell concluye que debi-
do a la normalizacién <,U , vJ= 1 y considerando valores positi
vos de cos &, S siempre es mayor & igual que uno y, valores de S
considerablemente mds grandes que 1 indican que la historia de -
vida puede ser muy inestable en el sentido de que A es altamen-
te sensible a alteraciones en historia de vida.

Por otro lado también Usher (1975}, considera que los ele -
mentos que componen la matriz de proyeccidén son valores constan-
tes evaluados en el campo & en el laboratorio y son s8lo estima-
ciones de los paridmetros de la poblacidn. Asimismo, Usher plan -
téa el problema de encontrar los efectos de estos errores en las
soluciones de la matriz y propone la siguiente forma de acotar -

el error 82 :

IS/\I \( ng

y' x

donde n es el orden de la matriz y € es el error méximo de todos
los errores que se presentan en los elementos de la matriz. X y
Y' son sus vectores propios derecho e izquierdo respectivamente.
Y, la normalizacién usada es equivalente a la usada por Caswell.
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El mismo Usher evalida que esta forma de acotar el error de
A , lo sobre- evalda, ya que, toma a todos los errores como el
error miximo, cuando incluso hay matrices como la de Leslie con
varios de sus elementos que valen cero.

Las posibilidades de error & inexactitud en los datos que -
contiene una matriz, asi como las modificaciones en su historia
de vida (8A), que pudieran tener repercusiones globales en la -
poblacidn, pueden ser amplificados dependiendo de la poblacidn o
riginal. Pues, como vimos en el andlisis desarrollado arriba, el
factor de amplificacidn depende de caracteristicas intrinsecas -.
de la poblacién:ﬁA,)y'cosS. Como se vé&, & , el dngulo que for-
man el vector de la distribucidn estable de edades y el de los -~
valores reproductivos, modula estas posibilidades de error de u-
na manera importante; cuando cos ® < 1 tiende a aumentar enorme-
mente este factor, €sto no ocurriria si, por lo contrario cos@=1
(6 muy cercano a 1), lo que implicaria que el.éngulo entre los -
vectores U y V es cero, 6 sea, que &stos son colineales.

El significadc bioldgico de esta condicidn resulta muy inte
resante, pues el hecho de que estos vectores sean colineales ---
quiere decir que sus elementos mantienen las mismas proporciones.
Es decir, la abundancia de las diferentes clases de edad es pro-
porcional con respecto a las magnitudes de sus valores reproduc-
tivos. EBsto significa que las clases de edad mAs numerosas con--
tienen a los individuos con los mds altos valores reproductivos.
Y, en cambio, en las clases de edad con menor nfmero de indivi--
duos, &stos tienen los valores reproductivos mas bajos .

Cabria preguntarse si,ser las clases mids abundantes las que
producen mds descendencia a 1o largo de toda su vida podria ser
una condicidn en la que la adecuacidn de la poblacién sea 6pti--
ma. Por otro lado, retomando la interpretacidn de Caswell, si --
clasificamos a las poblaciones en robustas e inestables, depen--
diendo de 1o sensibles que sean a perturbaciones, las poblacio--
nes cuyos-vectores U y V son proporcionales,son robustas pues las
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perturbaciones no son amplificadas al repercutir sobre la tasa
de crecimiento de la poblacidn. ’

Para ilustrar el posible uso de los indices que obtuvimos,
utilizamos los trabajos de: Pifieiro et.al. (1984) con la palma
Astrocaryum mexicanum, Haxrsthorn (1972) con Strxphnodendron ex-

celsum y datos para una poblacidén de mujeres y otra de ovejas -
tomadas de Anton-Rorres (1979), Con los datos dados en estos tra
bajos y utilizando un programa de computacién, encontramos los -
indices de amplificacidn correspondientes. Para estos ejemplos -
tomamos como error o desviacidn en los datos de la matriz a un -
valor que es la mitad del orden que la cifra siguiente a la G1ti
ma cifra significativa de cada dato.

a) En el primer ejemplo, utilizamos el punto A de muestreo pa-
ra Astrocaryum mexicanum, y obtuvdimos que el error global para -
la matriz A dS A) es de 0.00144, y este error en relacidn al va-
lor de la matriz es afin mas pequefio ( SAA = 0.0000337 ).

Sin embargo, el error 18§ aAl, a1 repercutir sobre A es am-
plificadg: \SA\~S EE?B%L = 0.0468; que seria el valor maximo po

sible para el valor absoluto ISA\, y que equivale a/4.66% con -~
respecto a,) (1.0042): = 0.0466. Este erroy con respec
to al error relativo de A : 8 < 1326.1886 %—Kéi

b) En el ejemplo de la matriz de Strvphnodendron excelsum hay

elementos con dos cifras decimales significativas a lo mis y el
valor del coseno de® es muy pequefio (cos ® = 0.0014). Por lo tan
to el valor de las desviaciones f]S A} = 0.0866 y %éﬁé = e=me
= 0.0000239 ) repercute sobre con una amplificacit6n notable:
l%}‘.\ S cosg\= 61.154, lo que significa que la norma de A puede
llegar a tener un error de casi 6000% con respecto al valor de A
(1.00471) : £ 58.403.

El error relativo de la matriz global es muy amplificado -

al convertirse en error maximo posible del error relativo de A

45;34—-< 2,471,917.1 —¥§KA* . Es decir, el error relativo de

~
‘A puede llegar a ser dos millones de veces mayor que el error

relativo de A.
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c) Para una poblacidn de ovejas domésticas de Nueva Zelanda;
Cauéghl.ey (1967, en Anton-Rorres, 1979): léA\ = 2.3979 x 10_4 Yy
2 AL = 7.7081 x 1075 . A su vez, |62 5%@_‘%‘- = 2.7901 x 1074,

1. cos6
Como se ve, el error 18 A\ no se ve amplificado considerablemente

algr&x tiplicarlo por el factor uc%ﬁ . Y el error réi‘a,t-ivo — -
52 € 2.3734 x 1074, _ R e

Es decir, puede llegar a ser;a lo mis, :aprox 3

.024% con respecto a A que vale 1.1756.

tivo en A:

S5A 4
H‘é 3.0791 AA :

0 sea, el error midximo que puede tomar el error relativo de
SA , es tres veces el error relativo en A: Y siendo tan pequefio
este filtimo, el error relativo de } queda adecuadamente acotado.

d) Para la poblac}én de mujeres canadienses a partir de 1965,
(Anton-Rorres, 1979)

ISA\ = 2.1794 x 10 ‘6, y con respecto a A: -I——SA—Al» = 7.1111 -
7

x 107" . Y si cos® = 0.9063, el error de A queda acotado de la
manera siguiente:

]57\\ < A5 A L 4047 x 1070

plificado en forma considerable al multiplicarse por —~osB Asi,
el error \SA‘ no puede ser mayor que un valor muy cercano a (& AL.
Y el error relativo con respecto a 2 es LR —$ 2.2336 x 10
lo que significa que el error midximo es aproximadamente &l ----
0.00022% con respecto a >\:(1.0766). Y, evaluando este error con

Tespecto al error relativo de S A:

SA < s A
‘\——2—\—\ 3.1410 H—\—-

Resultado del que podemos concluir lo mismo que el ejemplo ante-
rior. '



Caractristicas intrinsecas . .
de 1a poblacidn. Erro:es o desviaciones.

Cota ‘de 1los erro-
jressen N..

Factores de am-'! Errores de la ma

plificacidn.. .. Strizo A

1050

Astrocaryum
mexicanum

0.03071 .13 050466

Stryphnoden=
Ton excelsum

Ovejas do-
mésticas

Mujeres ca-
nadienses:

Tabla comparativa de datos para la evaluacién de las desviaciones en la obtencidn de A . 7%
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Este tipo de ejmplos muestran que muchas veces se pueden ob
tener valores cercanos a los deA esperados, y sin embargo lle--
gar a la conclusidn de que estgs valores no son de ninguna mane-
ra resultados confiables, si no estid acotada por un valor
lo suficientemente ‘pequefio. k

En el trabajo de Plnelro et al: podemos aflrmar que el error
no pasa del 4.7% con respecto 3‘2 error que. por su magnitud Po
dria considerarse aceptable, y si- asi 10 fuera, el valor obteni-
do de A podria considerarse un valor confiable.

Sin embargo, ‘debemos de considerar también aunque una cota
en el error sea pequefia, puede implicar un cambio en la evalua--
cidn cualitativa de la evaluacién si A es cercana a 1, de tal ma
nera que una poblacidn cuya .A indique que estd creciendo, al COoR
siderar el rango de error, ya no se podria afirmar lo mismo.

Esto sucede en el mismo ejemplo de A. mexicanum, donde el -
valor de A = 1.0042, y .el errorlSAl= 0.0468. Esto puede alte--
rar a A pudiendo tomar ésta valores entre 0.9574 y 1.0510.

En el caso de S. excelsum se muestra que, a pesar de que

s
el error relativo de A es muy pequefio, crece muchisimo al multi-
plicarse por los factores de amplificacidén. En particular en es-

te caso cos Q e€s muy cercano a cero y agranda mucho las -

cos @©

SA

Podemos decir que, como la cota de es muy amplia, na

posibilidades de error méximo.

da nos permite asegurar que el valor deA ‘sea el obtenido.
Todo 1o contrario sucede con los otros dos ejemplos, en 1los
5A \
nos permite tener un amplio rango de confianza en los valores ob
tenidos para } , por lo tanto es posible pensar que estas pobla
ciones son poco perturbables. Aunque el valor de A es también

cuales el error midximo posible para es muy pequefio, lo que

cercano a 1, si tomamos en cuenta el error MY , no se altera
la interpretacidn del tipo de crecimiento que tienen las poblacio
nes. En este tipo de poblaciones que ejemplifica Anton-Rorres y -
los resultados obtenidos en ellos hacen pensar que posiblemente
poblaciones con este tipo de caracteristicas tienden a la esta-
bilidad.
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NDISCUSION.

Nos parece importate discutir algunos elementos con res-
pecto a.las ventajas y restricciones del uso del tipo de mode
los que desarrollamos anteriormente.

Esta clase de modelos se han uti1izado de diversas for--
mas: se han relacionado con resultados bioldgicos importantes,
se han tratado de_usar paréfap1i§abi6nes practicas y también -
ha sido recenocido por diyersps‘égtbres que tienen otras posi-
bilidades de uso. Sinrembafgo;pes'glaro que modclos como &stos
tienen también fuertes -limitaciones.~

El tipo de modelo desarrollado en este trabajo ha sido --
usado para describir la dinamica de poblaciones de diversas es
pecies tanto vegetales como animales con clasificaciones diver
sas, principalmente para estudios de tipo demografico. Aunque -
también, las matrices de proyeccidn se -han utilizado con otro -
tipo de enfoque, por ejmplo, Usher (1972) lasutiliza para estu-
diar el flujo de encrgia a través de cadenas alimenticias.

Como tratamos de mostrar en el desarrollo de esta tesis, -
es indudable la utilidad de las matrices de proyeccién'en el te
rreno de la dinidmica de poblaciones, ya que sirven para conocer
la composicidn de una poblacidn al transcurrir el tiempo, tam--
bién sirven para calcular la’ tasa de rcemplazo y 1la distri
bucidn estable de edades. Ademas, con interpretaciones adecua--
das es posible evaluar qué tan cerca de 'la estabilidad se encuen
tra una poblaéién en un momento dado.

Por otro lado, el andlisis dec sensibilidad, como permite la
evaluacidn de los cambios globales en la poblacidn ante perturba

. ciones en sus pardmetros, tiene una gran petencialidad para ser

usado en discusiones tcbdricas importantes. Lstas Jdiscusiones no
son el objetivo de este trabajo, sin embargo es importante men--
cionarlas. Algunas de estas son, por cjemplo, cuilecs son los pa-
rametros o estadios que estdn esencialmente involucrados en la -
regulacidn de las poblaciones. También, al identificar a A con
una medida promedio de la adecuacidén de las poblaciones (Fisher,
1958), evaluar cuil cs la contribucidn relativa de los distintos

parimetros poblacionales en la adecuaci®n,
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Por otro lado, en el aspecto de las aplicaciones de las ma
trices de proyeccidn y del andlisis de sensibilidad a problemas

" concretos, ubicamos dos campos importantes- el manejo de recur-

sos y el control de plagas.

Diversos autores usan la metodologia de matrices de proyec
ccidn en distintos estudios para el-manejo de rccursos: para el
midximo aprovechamiento de bosques‘(Usher, 1969), para animales

de caza (Beddington, ), para ‘el maneJo de perjuerias (Horst,
1977, en Caswell, 1982),

El uso del anidlisis de sens bl1dad es dtiil en este tipo de

problemas ya que permite evalus cuéles son los pardmetros pobla

cionales (reproduccidn, sobrev1yenc1a, crecimiento) y en qué cla
ses de edad o estadios presentan ips cambios que alteran mas el
crecimiento de una poblacidn. Esto ayuda a ubicar en qué aspec--
tos de la poblacidn fijarse al resolver un problema de preserva-
cidn de recursos.

" Esta misma metodo]ogia es de inter&s en el control de pla--
gas. Sobre todo porque en este campo son pocos los traba;os ana-
1iticos que.se han realizado. Todavia muchos métodos de control
de plagas son aplicados sin e%tudlos detallados, obteniéndose en
muchos casos resultados desastrosos. El uso de insecticidas de -
forma irracional como problemas de contaminacidén, resistencia de
las plagas que se pretende controlar, aparicién de nuevas plagas
que antes eran mantenidas bajo control-en forma natural por pari
sitos y depredadores, etc.. Para evitar tales problemas, se ha -
propuesto el uso del control natural como parte de programas de
control natural de plagas, y la aplicacidén de este tipo de con-
trol requiere de estudios detallados del ciclo de vida de las -~
plagas, las interacciones con ¢l medio, etc.

El andlisis de sensibilidad tiene un uso potencial en este
terreno, ya que poder evaluar cufl es el parimetro y estadio mas
scensible a cambios, posibilita aplicar pricticas de control bio-
16gico ecspecificas para tales estadios. Asi se evita matar indig
criminadamente a todos los organismos integrantes de una comuni-
dad, lo que causaria problemas del tipo antes mencionado. Una vez
ubicando el estadio de inter&s pueden aplicarse té&cnicas como 1i
beracidn de machos estériles, aplicacidn de hormonas que interrum
pan el ciclo de vida en ciertaetapa, liberacién de paridsitos es-
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i {
pecificos para cierto estadio, etc,

LCs interesantc observar que el resultado que se obtiene en
el andlisis de sensibilidad estd directamentec rclacionado con -
consideraciones hechas por autores que estudian problemas de re
cursos y plagas. O sea,'considerur como determinantes para eva
luar los est1d105 de 1nteres (ya sea para abatir o preservar u-

a abu dancia de- individuos, sino su va-

ue produc1ra durante toda su vi
Rabinovitch; 1980,1972: Law, 1979).

es 1mportante haber menc1onﬂdo varias ventajas del
uso dc toda esta metodologia, crcemos fundqmental también tener
muy en-.cuenta las limitaciones en el uso de estos modelos.

' "En este sentido, ubicamos dos tipos de limitaciones: 1las
que son. intrinsecas al modelo por el tipo de hipbdtesis en que
se basa y 1las repercusiones que tienen sobre los resulitados, e
rrores en la estimacidn de los pardmetros.

Aunque es interesante que este tipo de modelos incorpore
las diferencias de edad o esta adio en las caracteristicas demo-
‘rﬁficas, sigue con51dcrando los pardmetros especificos constan
tes de cada uno de las edades o estadios, lo due significa que
sigue siendo un modelo malthusiano con todas las restricciones
que ecsto implica.

El crecimiento de tipo. exponencial en una poblacidn no es
el que cominmente se da en la naturaleza, sino sdlo én periodos
cortos y en determinadas condiciones. Por ejemplo, en el perio-
do de infestacidén de una poblacidn plaga en un cultivo, o cre--
‘ciendo en un almacén de granos. En una poblacidén en fase de co-
lonizacidn se presecnta una situacidn similar. Estas situaciones
son las que,en sentido estricto, se apegan a este tipo de wmode-
los. T )

Ademds, para utilizar este .tipo de modelos en condiciones
cambiantes, cuando los cambios son cstacionales y distinpuibles,
pueden construirse matrices para cada una de 1as estaciones o &-
pocas con parimetros diferentes. De manera similar, para ambien
tes heterogéneos bien definidos (por cjemplo, cuando una p]aga
después de la ctapa de infestacidn camhia de hibitat fuera del

cultivo, donde pasa otra etapa) o para especics migratorias, --
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pucden también construirse matrilces que describan los parfimetros

para cada uno de los abientes.

El otroproblema que presentan este tipo de modelos es la difi-

.cultad de incorporar las desviaciones de los-datos o parametros

poblacionales y por ello eés dificil evaluar la confiabilidad de
los resultados obtenidos (Arriaga, 1982 ; Pifie. ro et.al., 1985).
Seria de gran utilidad para resolver este problema poder incor-
porar las desviaciones evaluadas (como desviacidn standard u o-
tras medidas de dispersidn estadisticas) y obtener una solucidn
para ver cdmo repercuten &stas en el valor obtenido de A . -
Usher (1973) meneja una cota de error absoluto de fk a partir de
suponer que todos los elementos tienen una misma desviacidén , i-

. gual a la mixima desviacidn de los elementos de la matriz de pro

yeccldn, Sin embargo el mismo Usher considera que esta cota Te--
sulta ser sobrevaluada, y maAs aGin si muchos de los elementos de
la mat?iz son cero (como la matriz de Leslie).

Nosotros proponemos oOotra manera de evaluar las desviaciones .
absolutas y relativas de A ante perturbacioncs, errores o impre
cisiones en los datos. Pensamos que puede ser un andlisis mas --
preciso que el de Usher ya que contempla desviaciones dc los ele
mentos presentes en 1a matriz, y ademés ‘evaluadas como medidas -
estadisticas adecuadas a los datos.

Una consideracién importante sobre :ambas cvaluaciones es
que la cota de error depende cn gron medida de las caracteris-
ticas intrinsecas de 1la poblaciék. Sin embargo, este tipo de e-
valuaciones pueden ser dtiles pafa medir en qué poblaciones son
confiables los resultados obtenidos y en cudles no tenemos ele-

mentos para establecer esta confiabilidad.
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