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PREFACIO. 

El objetivo de este trabajo consiste fundamentalmente en 

mostrar la aplicación que tienen los métodos de cálculo 

para la obtención de los valores característicos o Eigen-

Valores de sistemas vibratorios. 

Mediante la aplicación de dichos métodos obtendremos los 

modos naturales de vibrar de sistemas constituidos por es-

tructuras sometidas a fuerzas de sismo (principalmente). 

Con esta finalidad se hace una descripción somera de los 

principios fundamentales de vibraciones mecánicas: 

Se describen y aplican los métodos de Holzer,de Newmark y 

de Stodolla y Vianello.La aplicación de loa citados métodos 

se lleva a cabo en sistemas relativamente sencillos. 

El trabajo se complementa conumlenA1isis dinlmico de un 

edificio de 9 niveles; el cálculo de los modos de vibrar 

se lleva a cabo mediante el método de Jacobi,y debido prin-

cipalmente al número de grados de libertad de la estructura 

( 9 grados de libertad ) es más conveniente analizarlo con 

el uso de la computadora. 

Finalmente espero con sinceridad que este trabajo tenga 

alguna utilidad,principalmente para los compañeros que es-

tán realizando estudios de Ingeniería Civil. 

Alfonso García Garibay. 
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CAPITULO I 

INTRO)UCCION 

Las '-rangos plr!tdas de viles humanas y materiales lue han causado 

los movimientos sísmicos a través de la historia, ha sido motivo -

de gran preocupación del ser humano en general y del ingeniero ci-

vil en particular, manifestado en el interés por conocer con más - 

profundidad loa fenómenos sísmicos y como consecuencia crear es - 

tructuras que los resistan y proporcionen una mayor seguridad. 

La preocupación del ingeniero civil por los movimientos sísmicos -

se refleja en los reglamentos de construcción, los cuales estable-

cen criterios de análisis y diseño por sismo. 

La finalidad principal de dichos reglamentos en lo referente al di 

seño por sismo es la tendiente a impedir el colapso de la estructu 

ra durante la acción de un movimiento sísmico intenso. 

El comportamiento de una estructura durante un sismo se puede con-

siderar como vibratorio; es decir, se trata principalmente de un -

problema de vibraciones. Los desplazamientos y las fuerzas cortes 

tes que se presentan en las estructuras, debidas a dichas vibracio 

nes se pueden calcular mediante los métodos que posteriormente se-

describirán en este trabajo. 

Los sismos son movimientos ondulatorios del terreno debidos a rup-

turas de rocas sujetas a esfuerzos, así como a deslizamientos a lo 

lago de una o varias fallas, ocurren en cualquier parte del mundo 

pero hay lugares de mayor frecuencia de ocurrencia. 
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Se pueden considerar tres regiones sísmicas más importantes: 

a) La del Himalaya, al norte de la India 

b) La Mediterránea del cercano Oriente 

c) La del Anillo Circumpacifico.- Dentro de esta zona se en - 

cuentra la parte occidental de los Estados Unidos, por lo-

cual ha experimentado sismos de gran intensidad. 

En un movimiento sísmico se denomina "hipocentro" al punto central 

del Area de deslizamiento de una falla; al punto que le correspon-

de sobre la superficie del terreno se le denomina "epicentro". Es 

imposible localizar el epicentro con exactitud, a excepción de sis-

mos muy intensos. Con una buena aproximación se puede tomar el pun 

to llamado epicentro instrumental, el cual me localiza mediante loa 

registros iniciales del sismógrafo, correspondiendo al punto donde-

se inicia el deslizamiento y no al centro del área de deslizamiento. 

Las medidas eismicas tomadas indican que loa sismos se pueden ()riel 

mar a profundidades hasta de 600 km., bajo la superficie; sin embaZ 

gó, los movimientos del terreno que tienen significado para el inu 

alero civil son los producidos para focos de profundidad menores a-

loa 75 km. Debido a que no se poseen instrumentos adecuados que al 

dan con precisión la intensidad de loa movimientos sísmicos se hace 

uso de la escala modificada de Morenillo  para estimarla. Esta esta 

la estima la intensidad de los sismos basAndose en la reacción hule& 

na y en los daños observados, sin embargo no es muy adecuada para -

dar información ingenieril para las fuerzas a usarse en los diseños 

antislamicos. A continuación enumeraremos en forma condensada las-

categoriaa de dicha escala: 
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I. No se percibe 

II. Se ciente dentro de las habitaciones por -locos, especialmente 

en pisos altos 

III. Se percibe dentro de las habitaciones por varios 

IV. Se siente dentro de las habitaciones por muchos, afuera por 

pocos 

V. Percibido en las habitaciones por casi todos, afuera por mu 

chos 

VI. Sentido por todos, daños ligeros en edificios pobremente cone 

truídos 

VII. Daño insignificante en edificios bien diseñados y construidos; 

ligero a moderado en edificios ordinarios bien construidos; -

considerable en edificios pobremente construidos o mal dieeda-

doe 

VIII.Daño ligero en estructuras construidas especialmente para so -

portar eisnoa; considerable en edificios ordinarios. 

IX. Dato considerable en estructuras especialmente construidas pa-

ra resistir sismos. 

X. Destruidas muchas estructuras especialmente diseñadas 

XI. Pocas o ninguna estructura permanece en pie 

XII. Doetrucci8n completa 

La informaci8n ingenieril necesaria'para usarse en el diseño anti -

sísmica de las estructuras, la proponionan los registros de acelera 

ciones del terreno, tomados por los sismógrafos durante loa movi - 

mientoe sísmicos; la gráfica que registra el aparato se le denomina 

"acelerograma". 
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Los aCelerogramas sirven para formar loa espectros de respuesta, -

los cuales pueden ser de desplazamientos, de velocidades y de acole 

raciones. 

A continuación explicaremos someramente como se construyen loe es 

pectros de respuesta, mediante un sistema sencillo. 

Espectros de respuesta. 

Sea el sistema siguiente: 

El cual representa un movimiento vibratorio amortiguado con un gra- 

do de libertad. 

En donde: 

C : Coeficiente de amortiguamiento : 	K : Rigidez 

2 (t) leeleracián del Terreno 
Y (t) : Desplazamiento absoluto del sistema 

Si partimos de la hip6tesie do que el sistema tiene un comportamiqa 

to lineal e invariante con respecto al tiempo; entonces C, K y N -

permanecen constantes. Así la ocuaci6n diferencial de movimiento - 

es: 

Donde: 

M jr (t) t C i (t) + E x (t) a 4 ....(I). 

(t) = Y (t) - 10(t) ...(a). Desplazamiento relativo 

- 4 - 

Y 



. 	. 	. 
X (t) = Y (t) - X0(t) ...(b). Velocidad relativa respecto 

a la base. 

Derivando la ecuación (b) respecto al tiemio (t) y despojando: 

7 (t) = 1 (t) + Ro(t) ...(c). Sustituyendo (c) en (I) : 
H ( 1 (t) + 20(0 ) + C Z (t) + K x (t) = 0 o bien: 

M 2 (t) + C 1 (t) + K x (t) = - M 10(0 ...(2). 

Cuya solución es: t.  

x (t) = -I / s' 	1 (t-T) e-Eix(t-lAn  10 (t-T) dT....(3). 
.1  -oo 

En esta ecuación: 

B = CArifi' 	: Relación de amortiguamiento. 

wi= w I:78 	: Frecuencia angular amortiguada. 

w : Frecuencia angular no amortiguada. 

La ecuación (3) depende de t, w, y B; por lo tanto, para valores die 

tintos de B y vr se podrá hacer una gráfica de desplazamientos en ful 

ción de la variable "t", dicha gráfica constituye una historia de los 

desplazamientos. Por supuesto que para otro par de valores diforen--

tes de,B y w, corresponderá otra historia distinta de desplazamientos; 

3 

Max. I X(Ic )1= 3" 2 

Tiempo t (Seg.) 

;° 	;5  
un sistema simple amortiguado. 
seg. y B = 0.10 (valores hipotáticos). 
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Figura (1). Respuesta de 
Para T = 1.0 
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Si tomamos el máximo valor absoluto de los desplazamientos y grafica 

mos desplazamientos máximos en función de sus períodos T. 

Figura (2). Espectro de desplazamientos 

Periodo Natura l  
' T(seg.) 

Colo se puede apreciar, en vez de la frecuencia angular w se usá el 

período T = 211/ v ; además para periodos T diferentes, se obtienen 

diversas historias de desplazamientos. Por otro lado, para distin-

tos valores de B, se obtienen también diferentes espectros de des - 

plazamiento. Fig. (2). 

Para obtener los espectros do respuesta de velocidad relativa, es -

necesario derivar con respecto a t, calcular el valor do n(t) en la 

ecuación (3) para cada pareja de valores de w y B; posteriormente - 

graficar sus valores máximos en funcián de sus períodos Fig. (3) 

Para obtener el espectro de respuesta de aceleraciones absolutas, -

ea necesario derivar dos veces la ecuación (3) y calcular el valor-

de 1 (t) para cada pareja fija de valores w y B, con lo cual se ob-

tendría la aceleración relativa 1 (t) y posteriormente sumarle la 

aceleracián del terreno x (t), en cada instante (t) y finalmente 

graficar aceleraciones y períodos. Fig. (4f5 

Con la finalidad de evitarse cálculon engorrosos, se usan los copec 

t (Las figuras 3y4 se nauestran en el final del capítulo). 
6 - 

50 
. 	40 
o 30 
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tros de pseudo-velocidades relativas y pseudo-aceleruciones abeolu-

tes. que se definen respectivamente como: 

V = w D y A=w1), las cuales son prácticamente iguales a los 

lores que se obtienen de loa espectros reales, además, presentan la 

ventaja de representarse gráficamente en una hoja tetralogarítmica, 

en la cual los ejes de desplazamiento y aceleraciones se orientan a 

450  con respecto al eje de frecuencias (o períodos) que es el de - 

las abcisas; las velocidades se representan en un eje vertical que- 
11- 

ea el de las ordenadas. Figs. 5 y 6 

Debido a las variaciones bruscas que presentan los acelerogramas, - 

hace que sean poco prácticos para usarse en el diseño, además de que 

se debe tomar en cuenta un margen de seguridad para sismos futuros; 

por esta razón, el Reglamenta de Construcciones del D.F. considera-

una envolvente afectada por un factor de seguridad. En su articulo 

236 especifica la forma como se definen los espectros de aceleracio 

nes para tres tipos principales de zonas. 

Tipos de Zonas: 

I.- Terreno Firme. 

II.- Terreno de Transición. 

III.- Terreno Compresible. 

De acuerdo con las fórmulas siguientes: 

a = ao  * ( -aó)T/T1 	; si T.cciel 

a = c 	; si 	.t5...T2 	(4). 

a = c ( T2/ T 	; si TZ>T2 

.-(Las figuras 5 y 6 se muestran en el final del capitulo). 
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en donde: 

T: periodo de interés; T, Ti, T2  expresados en segundos. 

Valores de 1, Ti, T2  y r 

Zona. 	ao 	T1 	T2 

I 	0.03 	0.3 	0.8 	1 / 2 

II 	0.045 	0.5 	2.0 	2 / 3 

III 	0.060 	0.8 	3.3 	1 

El coeficiente "c" se denomina coeficiente sísmico. El Reglamento 

lo define en su artículo 234 como el cociente de la fuerza horizon 

tal V en la base de la construcción, sin reducirla por ductilidad, 

al peso de la misma, sobre dicho nivel: c= V / W. 

Loe valores de estos coeficientes que intervienen en las formulas-

anteriores son los correspondientes a los de las estructuras del - 

grupo PM• o son: 

Zcnit r 
Zona II, 

Zona /I/ 

= c = 0.16 

; c = 0.20 

; c = 0.24 

• continuacien, graficaremos las fórmulas (4) para los espectros 

de diseno de los tres tipos de zonas. 
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1..5 	2.0 	28 	3.0 0.5 

Espectros de Aceleraciones 

Para T < T1  ( T G 0.3 ). 

a = 0.03 + ( 0.16 - 0.03 ) T / 0.3 ; a = 0.03 + 0.13 T / 0.3 

Si T = 0 ; a = 0.03 

Si a = c = 0.16 ; T = 0.3 

Para T1  L T G TZ  ( 0.3 T 	0.8 ) 

a = 	= 0.16 

Para T>,  T2  ( T > 0.8 ) 

Si T = 0.8 ; a = 0.16 Si TI>com ; a 11>.0 

'Graficando estos valores: 

Zona Z ( Terreno Firme ) 	T(seg,) 
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0.25 

0.20 

0.15 

nona /I Crerretto de Transición) . T(Seg.) 

Para T.40.5 

a = 0.045 f ( 0.20 - 0.045 ) T / 0.5 

Si T = O ; a = 0.045 

Si a =. 0.20 ; T = 0.5 

Para 0.5 1.€T 2.0 
a = 0.20 

Si T:>oo ; 

Grafleandoestoa valores: 



T(Seg.) Zona III (Terreno Compresible) 

0.5 	1.0 1.5. 2.0 2.5 3.0 3.5 	410 

0.30 

0.25 024 

0.20 

Para T.(:048 

a = 0.06 	( 0.24 - 0.06 ) T/0.8 

Si T = O ; a= 0.06 

Si a = 0.24 ; T = 0.8 

Para 0.8:15Ttl.3.3 

a= 0.24 

Si T Imnoo; a r0 

(traficando estos valores: 



Las ordenadas de estos espectros deberán reducirse por ductilidad, 

de acuerdo con loe factores q' correspondientes. 

Q' m Q para T>•Te  

= I + ( Q - I ) T/T para T.C.T1  

Los valores del factor Q' os definen en el artienlo 235 del Regla- 

Rento. 

-12- 
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CAPITULO II 

PRINCIPI9S BASICOS DE DINAMICA DE VI39ACInNES 

Definiciones: 

1).- Grado de libertad 

Al ndmero de coordenadas independientes, necesarias para defi-

nir la posición de un cuerpo en vibración en un momento dado,-

se le denomina grado de libertad. 

2).- Sistema vibratorio 

Se denomina sistema vibratorio al cuerpo o conjunto de cuerpos 

elAsticos que presenten un movimiento de tipo oscilatorio o vl 

bratorio. 

2a).-Sistema vibratorio discreto 

Cuando la masa y las propiedades elAsticas de un cuerpo pueden 

considerarse concentradas en ciertos puntos del mismo, se dice 

que el sistema es un sistema vibratorio discreto. Ver Fig. la 

y lb. • 

Un sistema discreto puede ser de uno o de varios grados de li-

bertad. 

2b).-Sistema vibratorio continuo 

Cuando la masa y las propiedades elAsticas de un cuerpo se en-

cuentran distribuidos en alguna forma dentro del mismo, se di-

ce que el sistema es un sistema continuo. Un sistema continuo 

tiene un infinito ndmero de grados de libertad; pues para defj 

nir la posición del cuerpo en cualquier instante se requieren- 

- 25 - 



M 

tarabita un número infinito de coordenadas independientes. Ver 

Fig. lc, 
m  	 K2 

M3 
a) SISTEMA DE UN GRADO 

DE LIBERTAD 
(SISTEMA SIMPLE) 

KiM 

b) SISTIDU DE 7Arins _DADOS DE LI- 
BERTAD 

(SISTEMA MULTIPLE) 

o) SISTEMA CONTINUO 

FIG. 1.0 SISTEMAS VIBRATORIOS 

SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD 

1).- Vibraci8n libre no amortiguada 

Supongamos el sistema simple mostrado en la Fig. 2, ol cual se 

encuentra en reposo y que al desplazar su masa y posteriormente 

soltarla se genera una fuerza de inercia, que de acuerdo con la 

2a. Ley de Newton es: Fi= -Ni; a su vez para deformar al resor-

te una distancia % a partir del punto do reposo so requiere de-

una fuerza P= 

	 Fi =14Z 
P7-'"4-1"  tvi   	 

X 
Diagrama De Cuerpo Libre 

EIG. 2.0 
Estableciendo el equilibrio del cuerpo: 

Pi • P = O 

MI 4- Ex = O ; Dividiendo entre M: 

- 16 - 



• +61/14)x = 

Si definimos a la relación: 	= w2  (en donde w es la frecuencia - 

circular; cuyas unidades son: radianes por eeg.) tenemos: 

• + w2.x = 0 .... (1) 

La solución de esta ecuación diferencial es: 

x = A Gen. wt + 2 cos. wt 	(2) 

Se trata de un uovimiento de tipo vibratorio, puesto que een. wt y 

cos. wt., son funciones periódicas y A, 3, constantes arbitrarias - 

dependientes de las condiciones iniciales del sistema. 

Si para t = O, X = X0  y Y = Vo. De ecuación (2): 

wACosvvt - wBSenwt 

Así: wA = Vo 	A = Vo/w 

B = xo  
Sustituyendo estos valores en la ecuación (2): 

x =(Vo/w)een.wt. + xo con. wt ....(3) 

De la ecuación (1): 

w2  = 	; w = 	Ademan w = 2 ST ST 
211 tr 2(V/5; f = 11T = 142411#079 Y T = 21117111 

2).- Vibración libre amortiguada 

Un sistema vibratorio sufre amortice/mi/5n; es decir su energía 

va decreciendo paulatinamente, Seto debido a fricciones exter-

nas o a friccionen molecularesinternas de su material el/lati-

no. 

2.1).- Se consideran tres tipos principales de amortiguamiento: 

a). Amortiguación viscosa 

- 17- 



b).- Amortiguación por fricción 

c).- Amortiguación estructural 

Debido al grado de dificultad que representa el valuar el amortigua 

miento en un sistema vibratorio, generalmente dicho amorti?:damiento 

es considerado con bastante aproximación como viscoso; es decir se-

considera proporcional a la velocidad. 

De la figura (3) se obtiene lo siguiente: 

El 	 

x  

M 	1MY, 
Kx 

DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

FIG. (3) 

Estableciendo el equilibrio 

I 4. Cs + ILx = O....(1) 

La solución do esta ecuación diferencial ea 

= ert 	(2') 

de la forma: 

En donde "e" es la base de los logaritmos naturales y "r" una cons- 

tante. 

Sustituyendo en la ecuación (1) 
ert 0/1.2 Cr + K) = 0, lo anal se cumple para: 

1[3.21.  Cr +.K • O, dividiendo entro M: 

r2  +(aM)r • K/11 = 

.Lanoluci8a de esta amación de segundo grado está representada por 

las raleen siguientes: 

-18- 



Por lo que la solución de la ecuación (1) es del tipo de la ecuación 

(4), y tiene doe partes representadas por la existencia do las doe -

raíces. 

X 	Ao  ert t '4.  a er2t 
• • • 	(5) 

 

Donde Lo y Bo son constantes arbitrarias que dependen de las condi 

ciones iniciales del sistema Xo, Vo. 

Si las raíces r1  y r2  son iguales entonces en la ecuación (4) el ra-

dical debe ser = O: 

En donde: 
C:-..21§4\1 	I  • • e —2 	' • • 

- C 	MW (6) 

w.- Frecuencia angular del sistema no amortiguado 

Cc.- Coeficiente de amortiguación crítica 

Si definimos la relación de amortiguamiento como: B= C 
Cc 

En donde: 

Coeficiente de amortiguamiento 

Cc=Coeficiente de amortiguamiento crítico 

Si sustituimos en la ecuación (6): 

3  = 2Mw Sustituyendo en la ecuación (4): 

voz 	(510)t t  ='413tfesi--in Ami 

   

-r•,a = 	ts r 	-(7)   

Saablel radical es nulo y la amortiguación es crítica, con r1= r2.-w 

por lo que ya no ea solución valida para la ecuación original (ecua-

ción 5), pues se reduce a un sólo término coa variable "t5, que no -

satisface simultáneamente las condiciones iniciales de desplazamien-

to y velocidad. 
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Por lo que debemos proponer otra solución: 

Sea x = Ao orlt + Boter2t 	(8) 

Sustituyendo r1  = r2  = -w tenemos: 

-vt + Boto-"t  x Ao (9) 

Eáta función no es oscilatoria y el sistema regresa a su posición 

de equilibrio en un tiempo corto, esta cualidad se utiliza en di - 

aeño do maquinaria de cañones, instalaciones eléctricas, etc. 

Si en la ecuación (7) ei4c1 el radical se vuelve una cantidad imagi 

ilaria y se dice que la amortiguación és subcritica por lo tanto -

la ecuación (7) so transforma en: 

Z z." sl) Q" 	"1- 	) 	• (10)  

Sustituyendo en la ecuación (8) y haciendo algunas consideracio - 
nes y simplificaciones: 

	

X = e 	Uto Cos mult- + e). s., luit) 	.(11) ; 
Dicha ecuación representa un movimiento slnusoidal con frecuencia 

. angular amortiguada in La amplitud máxima de esta ecuación ocu - 

rre cuando wi = 	 1)0. 	zír 	etc. Por lo tanto: 

Xmáx. = X = Ao 

La representación gráfica do la ecuación (II) es la indicada en -

la figura (4). 

31 )1 	ñe 4i413".  

X1 TI  
X+1 

ri 	a 
" 11' 

a  
- 20 - 
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Se observa como la amplitud tiende a cero al tender a infinito el va 

lor de t. De las condiciones iniciales Xo, Vo obtenemos los valores 

Ao y 3o. 

Ao = Xo y Bo - Vo + BwXo  w' 

Finalmente si en la ecuación (7) B;>1 las dos raíces r1  y r2  son rea 

les y se dice que la amortiguacien es hipercrítica. Aquí también el 

sistema regresa a su posición de equilibrio pero en un tiempo nayor-

que para el caso de amortiguación crítica; esta cualidad se aprove -

cha en el diseño de retardadores como los usados en las puertas y en 

los brazos de tocadiscos. Este movimiento está representado por la- 

ecuación siguiente: (-8+fir-r)wt. 	•••b-ftit:11 )‘»t. 
X= Aoe 	i- 60 	. . 	(12) 

Dentro del campo estructural es mas adecuado considerar oscilaciones 

con amortiguamiento subcritico, pero debido a que los coeficientes - 

de amortiguamiento son muy pequeños se pueden despreciar, por lo que 

w' = w y la ecuación (II) resulta de la forma: 

X = e-Bwt  (Ao cos wt + Bo sen wt) 	(13) 

La cual representa un movimiento sinusoidal con frecuencia circular- 

sin amortiguamiento. 

3).- Vibración forzada 

La perdida de energía de un sistema debido al amortiguamiento 

se puedo compensar, mediante la aplicación de fuerzas externas. 

3.1).- Vibración forzada sin amortiguamiento 

Se supone el mismo sistema mostrado en la figura (2), pero la 



cluyendo la fuerza excitadora: P = Pi san v"t, así: 

MI + K a = Pi sen w"t. Dividiendo entre M: 

+ (c/m) x = Pi sen w"t. Como K/M = w2  entonces: 

	

+ w2x =(Pi/M)sen w"t 	(11+) 

El primer termino de esta ecuación representa un movimiento vibrato 

rio libre sin amortiguamiento, por lo que la solución este dada por 

la ecuación (2). Tomando en cipulta la solución particular nos con-

duce a la solución general de la ecuación (14). 

	

X = Ao sen wt + Bo cos wt + epi/(w=?1,42) !hen wnt 	(15) 

Las dos primeras partes del segundo término representan la parte li 

bre de la solución, con un periodo natural T y una frecuencia circo 

lar w; la tercera parte se denomina parte forzada de la solución, - 

ya que representa una vibración que tiene la misma frecuencia w" y-

un periodo que la carga sinusoidal P. 

Para determinar 1,5s valoree de las constantes Ao y Bo suponemos que 

para t = o ; X° =Oyi =0 por lo tanto: 

= w Ao cos wt - w Bo sen wt + wiíri/M (12.7?-102)]cos wt 

X = O = w Ao - O + w" Pi/M (w:2w"2). Por lo tanto Ao =‘,"(Pihri(i2v"2) 

Xo = 0 = 0 + Bo + O. Por lo tanto: Bo = 0 

Sustituyendo en la ecuación (15): 

X= ‘Y.1"N(w= -1-- 

	

(tol—uou) 	 ittko! din 	w 

t 
X 	w

Y 

 (Su„ 	 dad,}) 	.(56) 
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primer Parteteelií 

Vi- 1"1 -21-=)(wrir. 
Haz - 	 k 

Deflexi6n estática producida por la Pi (máximo valor de la carga si 

nusoidal P). Aplicada como carga estática. 

)(:::)keyn Undt-IIDSamtlA  . 

	

1-  (n" 	,  I- 

tint &ton 	yz,T.  fAti.  
W)2  

X.- Representa el desplazamiento dinámico .para un tiempo "t" cual - 

quiera. 

F.A.D.- Representa el factor de amplificación dinámica. 

3.2).- Vibración forzada con amortiguamiento 

De una manera similar a la deducción de la ecuación de vibra 

ci6n forzada sin amortiguamiento, pero tomando en cuenta le- 

te ultimo, tenemos: 

MI+CX + K x = Pi sen wt; dividiendo entre M: 

+ 11/M); + K/M = Pi sen w"t/M 

Recordando que: w2= K/M y B=C/2mw por lo tanto: 

51 	2Bx + w2x = Pi sen u"t/M 	(18) 

La superposición de las soluciones hOmogánea y particular - 

nos conduce a la solución general de la ecuación (18). 

x 	1( vo-4g)sswot-4,  -1G-6,x)-zi•althtlcoaP9+117  
Q,°-:,)11-k- -4 (-y 

La expresión F.A.D. es muy similar a la obtenida anteriormente para 

el caso de vibración forzada sin amortiguamiento; pero aquí se 

observa una parte llamada -parte libre-,:-rePreaentada por el segundo-

paréntesis del numerador y una parte forzada-rápresentada por el 

La.eoluci6n:homogánea de-la áCuaolUn (18) pe:..presenta cuando 

Pi Son w't/M.=0.. que es la:Misna,sOlución dada para la ecuación  de- 

vibración libre con amortigualientO. 



Debe observarse que el efecto del amortigualiento sobre el P.A.D. es 

el de hacerlo disminuir para todo valor de w"/w. 

También cuando B/w crece, F.A.D. decrece; cuando w"/w = 1, se redu-

ce a un valor finito cero muy !prende. 

La parte libre es transitoria y desaparece 7,radual:Aente mientras la 

parte forzada permanece constante. 

Si en la expresión F A D 51~5,-Mt.  , que es la del factor 

de amplificación dinámica para un sistema de un grado de libertad 

sin amortiguamiento, calculamos los puntos máximos o mínimos para 

los tiempos siguientes: 

donde n= entero 1,2,3, 	 

El valor de "n" que dá los valores --

máximos o mínimos se obtiene por tan-

teos. 

Así: 

Graneando los valores 10/w V.S. F.A.D. n&x. tenemos: 

Curva "A".- Se considera simultánea - 

mente parte libre y parte forzada. 

VAO. 
RAIL. 

5.0 
Curva "B".- Se desprecia parte libre. 

4-0 
En ambas curvas se observa que para - 

3.0 - 	X 
el valor w"/w=1. El valor del F.A.D. 

tiende al infinito. A este fenómeno 

10 	N, 	se le denomina "RESONANCIA" y es de.- 

vital importancia en el diseflo de las 
c15 143 1:5 Zo .15 AL 

tYJ 



estructuras. Es decir cuando w".w la estructura entra en "RESOrAN-

CIA" y el V.A.D., crece inflnita:nente llevando como consecuencia 

.,.esplazamientos dinámicos muy grandes que logra el colapso de la 

misma. 



SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE 1.IBERTAD 

1.- Cuando en una estructura los Gnicos desplazami.entos de conside-

ración son los debidos a esfuerzos cortantes, se dice que ésta-

constituye un sistema estrechamente acoplado. Sin embargo, 

prácticamente sólo se presenta en marcos rígidos ea los cuales-

la rigidez de las trabes es muy grande comparada con la de las-

columnas. 

Un sistema remotamente acoplado es el constituido por una estruc 

tura cuyas deformaciones son debidas básicamente a flexión del 

conjunto; es decir, que cada nivel de dicha estructura sufre si 

multáneamente un giro y un desplazamiento. En estos sistemas -

si debe tomarse en cuenta la influencia de una masa alejada a -

diferencia de los sistemas estrechamente acoplados, en los cua-

les sólo afectan las masas adyacentes. 

Una estructura en la cual la rigidez lateral la constituyen mu-

ros en voladizo, o constituida por trabes de rigidez muy baja -

comparada con la de las columnas; constituye un sistema remota-

mente acoplado. Existe una gran dificultad para el análisis de 

un sistema de este tipo. 

VIBRACION LIBRE NO AMORTIGUADA 

Como anteriormente se anotó, en la práctica los coeficientes de amor 

tiguanión son muy pequeños por lo que se puede considerar que 1,=v'". 

Por lo tanto trataremos el caso de un sistema de vibración libre sin 

amortiguamiento. Considerando el siguiente sistema de tres grados-

de libertad. 
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Estableciendo el equilibrio: 

24 51  + 3 K xl 	K x2  + 2 ::. xl  = O 

2 M x2 -2 	+ K x2 = O 

3 	13  + 	- K x2  = O 

1.113.  + 5 K xl  - 2 K x2  . O 

2 M 52  - 2 K xi  + 3 K x2  - K x3  = O 

3 M x3 + O - K x2  -+. 1C x3  = O 

En forma matticlal: 

0 	O 	3t1 

O 261 O X2 

5K -2K 0 xl  

= 

O o 34 

+ -2K 	3K -K 

O -K K 3 

X2 
X3 

Th donde: 

14 	O 	O 

O 2M O 

O 0 3M 

l 

5K -2K 0 

2K 3K -

. 	i

K 

O -K . K 

Matriz de masas (diagonal) 

Matriz de rigideces 

Y 

Rl  

R2 

5t3 

Vector de desplazanientos, y vec- 

tor de aceleraciones, respectiva-

mente 
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Por lo tanto la ecuación matricial de movimiento de un sistema vi - 

bratorio libre sin amortiguamiento es de la forma: 

MI+Kx- 0 	(1) 

Como se vió anteriormente la solución de la ecuación de moviu:iento-

libre sin amortiguamiento es la siguiente: 

X =(Vo/W)Sen wt + Xo Con wt 	 (a). Otra forma de representar es. 

ta solución es la dada por la expresión siguiente: 

X = V Sen (wt + A) 	(b) 

La cual debe satisfacer a la ecuación (1) por lo tanto: 

= - w2  V Sen (wt + A) sustituyendo esta expresión y la (b) en la - 

ecuación (1): 

-Mw2  VSen (wt + A) +KVSen (lot + A) =08 bien » w
2MV+KV= O 

Así: "K V = w2  M V 	Si denominamos A = w2  

Que es la ecuación de valores característicos. 

Para que la solución sea diferente de la trivial su determinante de 

be ser igual a cero. 

tic — hm] v.o ;IK - hm' = o 

La cual representa una ecuación polinómica de grado "N" en "A.", cu 

yac raíces son a la vez una solución de la ecuación de valores ca - 

racteristicos. 

A cada valor característico "X" le corresponde un vector caracterts 

ticotV1 denominado modo natural de vibración o vector modal, cuyas 

compenentes son las amplitudes de los desplazamientos reales de ca-

da masa. Así que para "N" modos de vibración le corresponden "N" - 
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vectores modales que constituyen la matriz modal : 

V =EV JR:1 = 
V11 

V21 

vN  

V12 

V22 

• 
• 

vN2 

	

V13 	 

V 

	

23 	 

• 

	

vN3 	 

V1N  

V2N  

	

V1 	NN 

....(2) 

La primer columna representa el primer modo de vibración,la 

Segunda representa el segundo modo y así sucesivamente hasta 

"N"191 primer modo se le denomina fundamental y al resto se 

les denomina modos superiores. 

Los "N" valores característicos constituyen una matriz diago-

nal denominada "matriz espectral". 

--- 
W2 	O 	O 	O 

O 	w2 	O • O 

o 	O 	O 

Desarrollando la ecuación (b): 

X = V(Sen wt Cos A + Cos wt Sen A) =.V Sen wt 

• = V Sen wt Cos A + V Coa wt Sen A ....(c) 

Por similitud con la ecuación (a) tenemos : 

• = (Vo / w) Sen wt + Xo Cos wt ...(a) 
✓ C013 A = Vo / w 	V = (Vo / w) / Cos A 

- 29- 
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VSEN A = I% ; V Sen A/ V COS A = Xo/Vo/w = w Xo/Vo = Tan A 

Por lo tanto en la solución X = V Sen (wt + A) 

Tan A = w Xo/Vo. A.- ángulo de fase 

)1  V :=(Vo/w os A ; V.- amplitud de vibración 

Propiedades de los modos naturales 

Ortogonalidad 

Esta propiedad de los modos está representada por las expresio 

nes siguientes: 

Vr i11 Va = O 

ol  

Vr K Ve = O 

Si wr / ws 

  

b .-Normalizaci6n 

La norma de un vector se define como: 

1v

21 = vtv  

Así en funcián de peso DM", la norma del vector está dada por: 
t 

II Vi Vr = Lr 

Se dice - que el vector está normalizado ci tiene norma unitaria 

Por lo tanto exprespndo en forma matricial V M V = I 

Expresando simultáneamente laá propiedades de normalidad y or-

togonalidad por medio de la Delta de Kroenecker: 

Vr M Vs = Drs L2 = I si r = a 

= O si r / 6 
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CAPITULO III 

Un DOS NUMERICOS PASA 	CALC= DE LAS ':DDOS DE VIBRA,= 

Se describirán solamente aquellos métodos mas usuales para el cálcu 

lo de modos de vibración, sin embarzo debe mencionarse que son va 

ríos los métodos numéricos encaminados a este fin. 

Dichos métodos están basados en iteracir:nes, partiendo de valores 

supuestos y mejorándoles sucesivamente hasta lorrar finalmente los-

modos y frecuencias de vibración. 

En un ejemplo comdn aplicare!we los métodos de Newmark, de Holzer y 

el Stodola y Vianello.. 

Con la finalidad do no complicar mucho los cálculos y de facilitar-

la aplicación y entendimiento de estos métodos usaremos un ejemplo-

relativamente sencillo. 

Ejemplo: 

En el siguiente marco calcular los modos do vibración, las frecuen-

cías circulares y los periodos. Considérense los valores de masas-

y rigideces indicados en la figura. 

utat 07kbt% 

N 1 tiKSA - 	S`L81.  

tay Drt. - 



Solución por el método de Stodola y Vianello 

Partiendo de la ecuacidn: KV = w2MV 

Premultiplicando 

H 1KV = w2M-1MV; 

ambos 

-1 N KV 

miembros por M-1  tenemos: 

= w2V; SI H = M-1K. ami: 

Esta ecuaci8n.es lá base para las iteraciones. Se parte de un vec 

tor V(1)  y so calcula el vector MV(1), que debe ser proporcional a 

V(1). Después de algunas iteraciones se logra este fin. (este mé-

todo converge a la frecuencia más alta). 

-- — _ --- 
10 0 0 8100 -3600 0 81 -36 0 

hi= 0 10 0 ; R= -3600 5600 -2000 =100-36 56 -20 

0 0 5 0 -2000 2000 0 -.0 23 

La invereF de la matriz M ea: 

Calculando H = M-1K: 

o01
2  

1 0 0 81 -36 0 81 -36 	0 

0 1 0 -36 56 -20 =10 -36 

-I 

56 -20 

o 0 2 0 -20 20 0 -40 	40 
--e 

Se calcula H V(1) 

H =100 
10 

Suponiendo 

- x2  - 



2a. Iteración: 

81 -36 0 

-36 56 -20 (2) KV =10 
0 -40 40 

1 
-0.444 

O 

96."1'11 

=10 -60.?64 

17.76 

1 

-0.628 

0.183 

.10x96.9'4 

••••• 

— 	-_ -_ 	— 

	

81 	-36 	O 	1 	81 	1 	Jo es pro7,orcio 

	

117(1)=10 31 	'56 -20 	O =10 -36 =10x81 -9.1,L1 mala V(1) 

o 	-40 40 I O i 	0 	o 

Después de varias iteraciones tenemos finalmente 

=19 (10 	
[10.7361 

	

-91.556 	=10x110.736 -0.827 

	

51.64 	[1711 0.466 

(11) MY 	=10 

81 

-36 
0 

-36 

56 

-40 

O 

-20 

40 

1.090 

-0.827 

0.466 

= 

110.772 

-91.632 

51.72 

=10x110.772 

1.000 

-0.827 

0.467 
ll 

Aquí prácticamente el vector RV(11) es proporcional al vector V(11) 

M3 
43  

T3  

= 10 x 110.772 = 1107.72 	. 

= 33.38 Rad./seg. 

= gil_ =.0.19 seg. 
73= 0.827 

0.467 [1:-.1 
35.38 
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Ahora por otro lado tenemos que: 

MV = w2V 

Así: 

V22 
V 

12 
= w2 

33 	V33 

V22 

12 V 81 -36 0 

-36 56 -20 

o -4o 40 

Mediante la aplicacL6 de la propiedad de ortogonalidad de los mo-

dos obtendremos el primer y segundo modos: 

10 

1.000 -0.827 0461 0 

O 

Efectuando operaciones: 

0 	O V15 
10 	3 V [ 

l 

=O 

O 	5 
v2S 

3S 

10Vis-8.27 V2s  + 2.335 V35  - O 	(a) 

• Efectuando operaciones: 

810 V12 - 360 V22 	= w2 V12-) 

- 400 V22  + 400 153  = Q2 V32, 

w2 V22 	(b) -360 712 -1 560 V22  - 239 V33  = 

Si en (a) hace,noe S = 2 y despejamos a Y 12: 

10 V12   - R,27 V22  + 2.335 V32 = o ;o7, = 
1(7 

(8.27 V22-2.335 V32) 

Sustituyendo en (b): 

12 (8.27 V22-2.335 152) - 360 V22  =w2V12;309.87V22-189.115V32 ="2V12 
10 
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1 	252.28 -115.94 1 

Suponiendo 17(1)., 	wv(1). 

	

L0 	-430.00 400.9 O 

	

252.28 	1.0 

=262.28 

	

-400.00 	-1.5 

-311 (8.27V22-2.335 V5.2)+ 75015 2-29 772=w272, ; 252.23V22-115. n!,732=w-122  10 a 	 a 
4.31„.4DV32=w-V32;,...m)377,2'4"Vr,,=.3- '42 

Se tosan las dos altiva, ecuaciones que constituyen el cisterna redu 

cado en forma matricial: 

 

:

2.52.28 -115.94 

-400.00 400.00 

 

V2

1

"2V2

i] 
V32 	V32 

obtención del tercer modo tenemos: 

mv(1)= w2V 

  

En forma similar a la 

la. iteraci6n: 

 

2a. Iteracidn: 

L4 

	

262.28 + 11.5.94(1.') 	435.19 
TIMY )= 	 = 	=436.19 

	

-00.0 + 400.0(-1.5) 	-1000.00 

3a. lteracl6a: 

-] 
1.00 

-2.29 
-J 

niv(3)= _1316.00 =527.73 
L 1.00 

-2.49 [-- 

527.78 

4a. iteración: 

 

[
550.97 

-1396.001 

  

IPV(4)= 
1.90 

=550.97 
[I  

-2.534 

 

  

• 
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HIV (6) II 556'71 
-1416.00 

Como HV(6)= V(6) 

= 556.77 	
1.00:1 

[2.54 

5a. iteración' 

 

HIV
m 

	

	7'6.07 
= 
-1413.60 

[1.001 
= 556.07 

2.84 

 

6a. iteración: 

 

V22 = - 1.0 

-2.54 
152 _  
2 we  = 556.77 

V12 se calcula con ecuación (a): 

V12 =1 (8.27x1.0+2.335x2.54)=1 (14.20)= 1.42 
10 	10 

Así finalmente tenemos el vector V2 

1.42 

V2= 	1.00 

-2.54 

Para el cálculo del modo fundamental debemos cumplir simultáneamen 

te con la propiedad de ortogonalidad y con la ecuación matricial. 

De ecuaci8a (a): 

10V11-8.27V2 1̀ 2.335V31=0 =O 
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10 
14.2Vir110V2'1...12.70V31= O ; 711 = -10V21+12.7131 

14.2 

8.27V21-2.335V31  = -10V21+127731  ; 14.2(8.27121)+100V21=14.2(2.335)V + 

10 	14.2 	 + 127 V31 

= 160.157  V31  3 V21 = 0.737 V31 217.434 

= -lo x 0.737 V31+12.7731 ; V11 = 0.375.V31 
14.2 

Finalmente obtenernos el primer moda: 

= 	

1_0.375 

0.737 

1.000 

Commrobscián 

Mediante la propiedad de ortogonalidsd, tenemos: 

ler. y 3er. Modos 

1.00 .827 0.467] 	0 10 O 	0-737 =O 

	

r

O 

 o 0 	0.375 

	

' o 5 	1.000 

-.0  
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10 0 O V11 

	

11.42 1.00 -2.54] 0 10 0 	 r I 
'21 	=0 (ortoronallad) 

0 	5 	731 

Resolviendo estas dos ecuaciones para Vi, y V2I  en tlrinos de 731: 

10V11  -8.27 V21  2.335 V31=  O ; V11=8.27 V21-2.335 V31 



Efectuando operaciones: 

0.375x10x1.42 + 0.737x10x1.0 - 1.0x5x2.54 = O 

Cálculo de las frecuencias w2  y wl  : 
De acuerdo con la ecuación matricial HV = w2V, tenemos: 

Frecuencia wi  : 

810. -360 0 	0.375 	0.375 
-360 560 -200 0.737 = w1 0.737 

0 -400 	400 1.000 	1.000 
Efectuando operaciones: 

810x0 --.375. - 360x0.737 = w1x0.375 ; wl = 102.48 
-360x0.375 + 560x0.737 - 200 = wlx0.737 ; wi = 105.45 

-400x0.737 + 400 = wlx1.00 ; wl = 105.20 
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Efectuando operaciones: 

lx10x0.375 - 0.827x10x0.737 + 0.467x5x1.0 = O 

Primero y segundo modos. 

10 O O 1.420 
O 10 O 1.000 =0 
O O 10 -2.540 

0.375 0.737 1.000] 



1.000 w2
2= 556.80 

0.704 w2  = 	23.60 Rad./Seg. 

-1.789 T2  = 0.'27 Seg. 

1.000 w3  = 1107.7 Rad2/Seg2  

-0.827 w3  = 	33.28 Rad/Seg. 

0.467 T3 = 	0.19 Seg. 

-39- 

1/2= 

Tercer modo: 

V3= 

Frecuencia w2: 

810 -160 

-360 560 

. 0 -40D 

O 1.4;1 1.' 

-2'.-Y0 1.0C w2 1.00 

490 -2.54 -2.54 

Efectuando operaciones: 
2 

810 x 1.42 - 360.0 = 1.42 w2  ; w2  = 556.0 

-360 x 1.42 x 560 + 200 x 2.54 =w22.  w2'=556.80 	w22= 556.80 Pad2/Seg2 

-400. - 400 x 2.54 =-2.54w2
2:7.'22=557.48 
	w2=23.6 Rad/Seg. 

22= 0.27 Seg. 

Resumiendo. 

Primer modo: 

	

0.375 	m12= 105.45 

	

V1= 0.737 	wl  = 10.27 Rad./Seg. 	 4 

	

1.000 	Ti  = 0.61 Seg. 
L- 

Segundo modo: 



Soluci8n por el método de Newmark 

Debido a que este método converge a la frecuencia más baja y que ya 

anteriormente se calcularon todos los modos por el método de Stodo-

la y Vienen°, únicamente calcularemos el pri,ner modo o fundamental. 

Este método iterativo se basa en el equilibrio dinámico que debe 

existir en el movimiento libre estacionario de un sistema; es decir 

que debe haber un equilibrio entre las fuerzas de inercia y las ac-

ciones en los resortes del sistema. 

Fi = Q = kx¿ 
	

Fi= Fuerza de inercia 

K = w2M 
	

Q = Fuerza en los resortes 

Así Fi = w2Mx• 
	

Xi= Desplazam!.entos de las masas 

V= Rigidez 

Procedimiento: 

1.- Se suponen los desplazamientos iniciales de cada masa del siete 

ma. 

2.- Se calculan las fuerzas de inercia Fi en cada masa de acuerdo -

con la f8rmula Fi = w2M Xi; siendo w2  la incógnita. 

3.- Se acumulan de derecha a izquierda los valores Fi para obtener-

se loe reepectivos valores de Qi. 

4.- Se calculan los desplazamientos relativos entre niveles, por 

efecto de las fuerzas Qi en los resortes: 

4x = 

5.- Sumando acumulativamente de izquierda a derecha se obtienen los 

valores finales de loa desplazamientos, tomándose en cuenta las 
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condiciones de fr.zatera. 

Cuando el método converse dichos desplazanientzs deben ser pro-

porcionales a los sumueston, siendo la constante de proporciona 

lidad igual a w2. 

6.- Se efectúa el cociente XI/Xf= w2  

Cuando dicho cociente os el mismo para todas las masas se cone/ 

dere que el sistema está resuelto. 

Solucián del ejemplo 

Para las iteraciones Posteriores a la primera se. tosan como nuevos-

desplazamientos los de las Xf anteriores pero divididos entre la 

primer cantidad, set sucesivamente hasta la convergencia. 



"I41D ADES  : 

kr/0.1. 
0.11. 

Can . 

K 4500 3600 2003 

M 10 	10 5 

X 0.00 1.00 	2.00 3.00 

F1  0.00 	10.00 20.00 15.00 

Q 45.30 35.00 1..00 

Ax 0.0100 0.0097 0.0075 

Xf 0.0100. 	0.0197 0.0272 

Xl/XF 10,0.00 	101.52 110.29 

X2 1.00 	1.97 2.72 

F2 10.0 	19.7 13.60 

R 4130 33.30 13.60 

Ax 0.00962 . 0. 00925 0.00680 

Xf 0.00962 	0.01887 0.02567 

X2/XF 104.0 	104.40 106.00 

1.00 	1.962 2.668 

F3 10.00 	19.62 13.34 

Q3 42.96 	32.96 13.34 

Ax 0.009547 	0.009156 0.006670 

XF 0-009547 	0.01870 0.02537 

x3ixF 104.7 	104.9 105.20 

X4 1.00 	1.959 2.657 

F4 10.00 	19.59 13.285 

Q 42.875 32.875 13.285 

Ax 0.00953 0.00913 9.006643 

Xr 0.00953 	0.01866 0.02530 

X4/XF. 
I 

10.93 	104.98 10';.00 

-y2_ 



.379  

0.738 
Finalmente w12= 105.02 y V1. 

= 1 
2.655 

2.655 

Valores que concuerdan con loa obtenidos 

Vianello. 

1.000 

con el cátodo de Stcdola y 

1.000 

1.960 

Método de Holzer 

Este procedimiento tiene una base similar al procedimiento de New - 

mark, la diferencia principal radica en que los valores supuestos - 

para iniciar la iteración son los valores de las frecuencias w2. 

Procediniento 

Convencionalmente trabajaremos de izquierda a derecha. 

1.- Se supone una frecuencia w02 

2.- Se supone un desplazamiento de la nrimera masa Ml, que puede 

ser x = 1. 

3.- Se obtiene la fuerza en el primer resorte del sistema, mediante: 

fl. 	K (tensión). 

.- Se calcula la faerza de inercia en la primera masa: 

F = 	102X1= -Miwo2  

5.- Se suman algebraicamente fl  y Fi, encontrándose la fuerza en el 

segundo resorte del sistema, la cual puede ser de compresión o-

de tensión. 

6.- El desplazamiento relativo del segundo nivel respecto al primero 

se calcula una vez conociendo f2  y 5, mediante: 

bi.X2 =X2 -Xl= f2/K2  ; X2 =X1+ f2 /K2 



Fig. 
Seo 

400 

3e0 

feo 
:-_-. 105 

10o 

1 

lo 20 30 4o So 00 io ffo 90 100 io no —sebo 
25o 
400 

7.- Se calcula la fuerza de inercia F2 en la segunda masa: 

F2 . M2w0
2x2 

8.- Así sucesivamente se calculan desplazamientos y fuerzas en las 

nasas y resortes del sistema. 

Cuando se cumpla que fn + Fp  0; es decir cuando haya equili-

brio entre las fuerzas de inercia y las fuerzas en los reser -

tos del sistema. 

Se considera que el problema está resuelto. 

Para ayudar a una convergencia más rápida ee puede granear - 

los valores supuestos de w2V.S. 0 = fui+ Fui  A O (diferencia -
de fuerzas para un valor supuesto de w2). 

En dicha gráfica loe diferentes valores de m2  se representan en el 

eje de las abcisas y las correspondientes diferencias de fuerzas, - 

se representan en el eje de las ordenadas. 

Cuando 0 = o; es decir cuando fili= FNI  se tendrá la w
2 deseada. Ver 
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45n 3600 ?Dio 
10 19 - 

-900.0 -1990.0 -1305.0 
4500 3600 1800 
1.00 1.00 0.900 

1.00 2.00 

-1030.00 -1972.22 -1368.04 
4500 3500 1527.78 
1.0 0.9722 0.7639 

1.00 1.9722 2.7361 

-1100.00 -2138.89 -1416.23 
4500 3400 1261.11 
1.39 9.9444 0.6306 

1.00 1.9444 2.5750 

Solucidn del Ejemplo 

E.  

H 

Fi 

fi 

x 

xi 

fi 

xi 

i 

:r/Cm. (dato) 
Ker.seg./cm  (dato) 

O = 495.00 

D = 159.74 

D = -155.12 

Es canveniente aclarar que una vez obtenida una frecuencia pode::.os 
determinar a que modo correscande. Ya que el Arden que le corres - 
pcnde a cada modo en igual al ndmero de 'untos de inflexión que de 

be tener la configuración del mismo. 

Graneando rara estos tres valores de w2  tenemos que el valor aprox/ 
orado de w2  que dá la solución es w2= 105. Ver gráfica w2V.S. /5). 
Como comprobacita haremos una iteración con este valor: 
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-1050.00 -2056.25 -1393.96 

4500 34r0 1393.75 

1.00 9.95e.3 0.169 

1.00 1.9583 2.4552 

Fi 

fi prz -0.2169 

Se observa que la diferencia entre fuerzas es muy pequeña por lo 

cual se considera aceptable el valor do e2. 

De esta manera tenemos que: 

m2 = 105 v= 

1.000 

1.9583 

2.65'2 

= 1 

 

0.3766 

0.7375 

1.300 

   

2.6552 

 

       

Si dibujamoa la forma del modo observamos que tiene un punto de in-

flezi6n por lo tanto corresponde al nodo fundamental o primer modo, 

lo cual está de acuerdo con el obtenido por el método de Stodola. 

L continuacien usaremos el método de Holzer únicamente para compro-

bar los modos segundo y tercero ya obtenidos con anterioridad. 
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D = 9.17 

-47 - 

Segundo 'lodo 

4500 36',J 2000 

10 le 5 

-5568.0 -3916.16 +4979.96 

4500 -1068.00 -4984.16 

1.00 -0.2967 -2.4921 

1.00 0.703!, -1.7858 

Tercer Modo 

ter./cm. (dato) 

E!:r.Seg./Cm. (dato) 

D = -4.2 

4500 3600 2000 

10 10 	5 

-11077.0 +9160.65 	-257'..53 

4500 -6577 +2383.68 

1.00 -1.827 +1.292 

1.00 -0.827 	+0.465 

Kgr./Cm. 

Igr.Seg./Cm. 



CAPITULO IV 

METODO DE JACOBI 

Es uno de los métodos iterativos utilizados para la solución de ----

EIGENPROBLENAS, dicho método surgió hace más de 100 arios y tiene apli 

caci6n actual en el problema general representado por la ecuación: - 

Kí= 	í ;Míl 

Se opera directamente sobre las matrices "n" y "M", las cuales repre-

sentan las matrices de rigideces y de masas respectivamente. Básica-

mente dicho 'Atado constate en realizar una serie de transformaciones 

("rotaciones") a la matriz E = M 1Y. hasta diagonalizarla; es decir - 

hasta lograr que los elementos fuera dala diagonal principal tengan- 

un valor pr6zime a cero. 

Previamente al desarrolla de este método se requiere definir algunos-

conceptos y hacer ciertas consideraciones. 

DEFINICIONES 

a) Matriz ortogonal 

Si para la matriz P se cumple que: 

P-1= PT  ciPTP= 1, entonces a la matriz ce le denomina matriz ortogonal 

En donde: 

PT.- Matriz transmuesta 

P-1.- Matriz inversa 

b) Ortogonornalidad 

La propiedad de ortogonormalidad de los vectores está definida por me- 

dio de la Delta do Kroenecker: 
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T 
 01 ItOj = gij 

= 1 si í = j 

= O ci i / j 

T. 
16i 195.1k Si 

= 1 si 1 = J 

= O si 1 / J 

C0:ISIDERACIO1ES 

a). La matriz ortogonal utilizada para realizar las transformaciones 

a la matriz A es la siguiente: 

P = 

"i ésima" 	"j ésima" 

columna 	columna 

— 

1 

[ 

/ 
COSO 

SLTO 

01 

SENO 

COSO 

—. 

"i éalmo" renglón -" 

- "j 6simo" renglón 

0 	1 

De donde, para que se cumpla que los elementos fuera de la diagonal - 

principal sean cero; se debe cumplir también con expresión siguiente: 

TAN 2 O = 2kiilk) 	Para Kjj y Kil 

'Kii(k)-Kjj(k)  

b).-.Haremos uso dé la siguiente igualdad, la cual representa la tranA 

formación de la matriz A, mediante la Matriz P: 

= P-1  A P 	(1) 

Si en esta ecuación sustituimos P-1 = PT tenemos: 
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= PT  A P 	(2). Relación que sirve de base rara las iteraciones 

del método de Jacobi. 

DESARROLLO 

El Eigenproblema es el siguiente: 

K V . H v 	(3). En donde: 

K.- Matriz de rigideces, simétrica de orden n x n. 

H.- Matriz de masas, diagonal de orden n x n. 

71.- Matriz de valores característicos (8i2) o "Espectral", diagonal- 

de orden n x n. 

V.- Matriz de eingenvectores o "Mddal", ortogonal de árdea n x n 

En la ecuación (3) premultiplicando por M-1  y haciendo H = 14-1r 	- 

H V =AV; premultiplicando por V-1: 
y 1 u y =70,-1 y; ITT u y  _ 71/4 

	,(4) 

Aplicando la amación (2) mediante la matriz de transformacitin "P" - 

sobre la matriz "S" hasta lograr su diagonalización. Suponiendo que 

la matriz llegó a su diagonalizacién con la "emlésima" iteración. Do 

esta manera tenemos: 

B = PTm...PT3 PT2 PT1 H P1 P2 P3.....Pm 	(5) 

Donde la matriz "B" representa la matriz diagonal de los valores ca- 

racterísticos 1721. 

Por similitud con la ecuación (4): A .• 

P1 P2 P3 	Pa = V. Matriz de eingenvectores. 

Mediante la soluclein de un ejemplo sencillo trataremos de aclarar un 

Poco el desarrollo del mencionado método. 
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Ejemplo. 

Sea el sistema siguiente: 

= 80 Ton 	0.082 	0 	0 
K = 20 

= 80 Ton 	M = 	O 	0.082 	0 
K= 50 

= 30 Ton 	O 	0 	0.082 
K = 100To 

Matriz de masas 

= e = 30 = 0.082 Ton-cm2  
981 	Seg 

/2.152 0 	0 

0 12.152 'O 

0 	0 	12.152 

Matriz Inversa 

•2  
K2+83  

-K
3 

-K3 
K3 

K= 

150 

-50 

o 

-50 

70 

-20 

0 

-20 

20 

Matriz de Rigideces 

Ami tenemos R = U-1K: 

14-1 = 

12.152 

IK = O 

O 

0 0 150 -50 0 

12.152 0 -50 70 -20 

O 12.152 0 -20 20 
• , 
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r--1822.8 	O 

H = -607.6 850.64 -245.04 

O -245.C4 243.04 

COS 0 -SEN 0 o 

P = SEY 0 COS 0 O 

O O 1 

Matriz P 

De la matriz II tomaremos el elemento fuera de la diagonal principal 

que tenga el mayor valor absoluto, este elmento ser& el que se eli-

mine; para esto se requiere que el término -Sen 0 tome la posici8n-

de dicho elemento. 

Se observa en lá matriz P que el elemento -Sen 0 coincide con la po 

alción del valor -607.60 que es el tetrmino por eliminar, por lo taa 

to: 

'Tan 2 0 = -2 z 607.60 	- -1.25 
1822.8 -350.64 

2 0 = -51.34° 	0 = -25.670  

Sustituyendo ea la matriz P obtenemos 

COS(-25.67°) -sEr((-25.67°) 

SSi(-25.67°) COS(-25.67°) O P1= 

0 	 0 	1 

0.901 0.433 Q 

= -0.433 0.901 	O 

0 	0 	1 

De esta manera podemos hacer la primera iteración: 
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0.901 -0.433 0 
7 

Hl Pi Pl- = 	0.991 0 

° 

-607.6 0 

850.44 -24i.94 

-2•3.0' 247.94 

243.04 

10 

Tan 2 0 = -2 x 213.97n 

Tan 2 0 = -1.3396 

2 0 = 54.26 y 0 = -27.1296 

0 

P2= 	0 C00 0 -SEZI 0 

o sEN 0 COS 0 

Sustituyendo el valor de 0: 

r O 

2113.327 -0.069 

-9.061 58.219 

105.236 -218.979 

Segunda iteración 

Operando ahora sobre la matriz Hl se escoje el elemento -218.979, 

para eliminarlo en la'matriz P debemos hacer los cambios necesarios 

entre renglones y columnas hasta lograr que él termino -Sen0 tome 

1apasicien de dicho elemento. Así: 

1 0 0 

P2.. 	0 0.890 0.456 

-7.456 9.399 

Y nuevamente nplicando.la 

H2 = P2
TH1152 

transformación: 



1 	O 	0 2113.327 	-0.060 	105.236 

H2= O 	C.29 -0.061 	7.8.219 	-218.979 

0 	0.456 	0.890 105.236 	-219.974 2/.3.04 

2113.327 	-48.041 

H2= -43.092 	670.443 

Tertera iteración 93.632 	-0.337 

De manera similar ahora eliminaremos el término 93.633 

  

0.46 

0 	. 

L 
0."00  

 

P3  = 

COS 0 O -SEN 0 

0 	1 	0 

	

SEN 0 O 	20S 0 

Tan 2 0 =  2x 13.633  
2113.327 - 130.845 

Tan 2 0 = 0.0945 

2 0 = 5.396°; 0 = 2.698°  

  

Sustituyendo el valor de 0 

0.9.19 O -0.047 

O 	1 	O . 

0.047 0 0.999 

Realizando la transformaci6n 
•,•••••• 

0.7g9 O -0.047 

n 1 O 

0.047 O 0.999 

H3= 

0.999 	0 	0.047 

O 	1 	0 

2113.327 

-45.041 

-48.041 

470.44.3 

-0.047 	O 	0.991 93.632 -0.007 

2118.184 0.155 

3 = -47.99h 67•• 43 2.250 

0.154 2.251 126.459 

714 "" 

93.633 

-0.008 

130.845 



Cuarta iteración 

Elimicaremse ahora el tlrmine -47.993 

Tan 2 0 = -2 >: 47.993 - 	1.91,1.;3 
211.134 

2 O = -3.793°  ; 0 - -1.89C6°  

Sustituyendo el valor de 0: 

0.999 	0.1133 	O 

-7.033 0.799 0 

0 	0 

Realizando la transformaci6n 

 

1---  
2117.145 -0.117 

L
-0.118 668.245 

0.010 	2.254 

0.081 

H4 = 154 II 24= 

Como se puede apreciar a medida que el número de iteraciones crece la 

matriz H tiende a diasonalizarse; es decir lor: términos Diera de la -

diagonal principal tienden al valor cero. 

quinta iteración 

Prosiguiendo con el desarrollo del problema eliminaremos ahora el tIr 

Mino 2.253 

Zusttuyeaj.r; valcr ue 0 

1 0 0 2117.845 

P5= 0 1 -0.0742 Y 115= -0.118 

0 0.7"42 1 ":.7°1 

 

0.081 

-0.023 

126.1-52 

668.267 

-9.p22 

  



1 : D.D901 

-0.0DO1 1 0 

0 0 1 

Realizando la transformaci6n 

2117.845 0•028 0.0?1 

0.027 668.267 -0.023 

0..?81 -9.929  136.452 

Podemo-r., considerar que esta nntriz es diaonnl porque 1.os vnlores 

fuera de la diagonal principal son ce-canos nl valor coro. 
•••••••••• 

Así,: 

P6= 

EBIM= 
2117.845 0 	0 

668.267 	0 

126.452 

0.991 0.433 0  1 	0 

-0.433 0.901 0 0 	0.890 0.456 

0 0 1 o -0.471 o.Pno 

V = 
[;;] []_ H 

Sexta iteración 

=in:haremos .'.ora el tgr.nino - 0.117 

Ten20 = 2 z.  0.117 	= - 0.0002 
2117.845-6r:5.267 

Tan2á = - 	; 2 á = 	= -0. Y'.60  

Calculen= la :v 	le Eicen-vectores 

V =[;i1p2IpIp41[pIp] 
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II2 =: 2 

2 =  

Desarrollando el producto tenemos: 

	

9.?,95 	0.416 	0.152 

V= 	-0.439 	0.790 	0.428 

0.057 -0.450 0.391 

0 sea; 

0.152 0.416 3.395 

V1= 0.428 V2= 0.790 V3= -0.439 

0.891 -0.450 n.057 

Normalizando los vectores: 

1.00 1.90 15.70 
V1= 2.82 V2 1.90  v3= -7.70 

5.36 -1.03 1.00 

De la matriz 	A. = B: 

; Ti = 2 	- 0.56 Seg. 
W2 1 

668.267 	; T2 = 0.24 Seg.. 

2117.843 ; T3 = 0.14 Seg. 
3 

Obviamente que la solución del problema se complica al aumentar el 

ndmero de grados de libertad del sistema, por lo que se hace nece-

sario el uso de computadoras electrónicas. 

En el siguiente capitulo se anexa el programa de computadora que -.  

se utiliza para la solución de este tipo de problemas, mediante la 
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aplicaci8n del e6todo de Jacobi. Asimismo se muestra el listado de 

los valores car-ctoristicos y modos patur-iler, que resultaron de apli 

car dicho proaraMa al Problema "práctico" que es el objeto de este -

. trabajo. 
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CAPITULO V 

La estructura propuesta para el análisis dinámico por fuerzas sís-

micas es un edificio para departamentos. Dicha estructura es un -

proyecto hipotético basado en una estructural real, en la cual se - 

hacen algunas modificaciones de manera hacerla más simple vara el -

análisis propuesto, con esta finalidad hacemos las consideraciones-

siguientes: 

1.- Estructura de concreto reforzado 

a).- Módulo elástico'E = 200000 Egr./Cm2. 

2.- La estructuración es a base de marcos rígidos y losas perimetral 

mente apoyadas. 

3.- Las secciones propuestas do las trabes y columnas se basan en 

observaciones hechas a estructuras similares. 

Las rigideces de entrepiso se calcularon con las fórmulas de Wil-

bur. Debido a la aproximación de las secciones propueatas, tam-

bien dichas rigideces son aproximadas y se requiere refinar los-

cálculos, sin embargo por no ser la finalidad de este trabajo 

omitiremos dicho refinamiento. 

5.- Por simplificación se supone que los tres marcos longitudinales-

tienen igual rigidez entre sí y.los seis marcos transversales 

también. 

6.- El método de análisis dinámico utilizado es el Jacobi aplicado 

mediante un programa de computadora, cuyo listado se anexa en es 

te capitulo. 
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CALCULO DE RIGIDECES DE ENTREPISO 

Para calcular dichas rigideces uearemos las fórmulas de Wilbur. 

Para el primer nivel: 

R1  = 48 E 

  

(a) 

  

    

(4111  + h1  + h2 	) 

Keil Ktit Kcl 
12 

Para el segundo nivel: 

R2 = 	
h2  (4h2 	hi+h2 	 h2  t h3  ) 

Kc12 Kt1+ Kc11 	Kt2 

12 

Para cualquier nivel "N" diferente del lo. y 2o.: 

Rn= 48E 

  

(c) 

  

     

ha (4hn + hm + hn + hn + ho) 
Kc1  n 	Ktm 
	Ktn 

En estas ecuaciones 

Rn = rigidez del entrepiso en cuestión 

Kt,n = Rigidez relativa (1/L) de las trabes en el nivel N 

Kc,n = Rigidez relativa (1/L) de las columnas del entrepiso N 

M,11,0 = Indices de niveles consecutivos 

= Nivel inferior a N 

O = Hivelsuperlor a N 

ha = Altura del entrepiso N 
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PROPIEDADES 	DE 	LAS 	SECCIONES. 

Clave 
de 

trabes y 
columnas 

Sección 
bxh 

(cmxcm) 

L(cm) bh3  n-A-= 	=I T¿=  A  z 	x 
(cmg) 

_I hb3 , rr_i_ Y 
I 	,..., z/ I 	, y/a 

H(cm) 1
x/H 

T-1 25x40 500 133333 - 266.7 - 

T-2 20x40 350 106667 - 304.8 - 

Y-3 25x35 500 89323 - 178.6 - 

T-4 20x35 350 71458 - 204.2 - 

Z-5 25x30 500 56250 - 112.5 - 
T1-6 20x30 .350 45000 - 128.6 - 

5--1 45x60 270 810000 455625 3000.0 1687.5 

2 40x50 255 416667 266667 1634.0 1045.8 

3 30x40 255 160000 90000 627.5 352.9 
K-4 30x35 255 107187.5 78750 420.3 308.8 

Trabes:  Columnas.,  

bi  
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PLANTA TIPO  
COTAS : MTS. 



T5 

L 
T 5 T6(tipo) 

T3 

T3 

T3 

1-- 
T4(tipo) T3 

T1 

1—.-- 
T1 T2(tipci 

›"7 	7"7-7 "7-7* -7. 	7-7.2. m 	s..i. 

MARCOS  
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RIGIDECES DE EUTREPISO DE:ZARCOS A, B y C 

Aplicando las ecuaciones a, b y c obtenemos los resultados alguien 

tea: 

R1 = 	48 E 	= 0.536 E 
270 (4r270  + 270 + 255  ) 

10128 1487+10128 
12 

R2  =, 0.284 E 	R6  = 0.125 E 

R3 = 0.247 E 	R7 = 0.104 E 

4 = 0.185 E 	R8  = 0.087 E 

R5 = 0.185 E 	R = 0.087 E 

Sustituyendo el valor del MODULO ELASTICO `E' 
cando por el "Amero do marcos longitudinales tenemos: 

Y multipli 

R1  = 0.536 x 200 x 3 = 321.6 = 322 

R2  - 170 
	

26 =75  

R3  = 148 
	

R7  = - 62 

R4  = 111 
	

R8 = 52 

R5 = 111 
	

R9  = 52  

La matriz de rigideces de entrepiso la formaremos de la siguiente-

muriera: 
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.R1 + R2 	-R2 

-R2 Ra  + R3 	-R- 

R3 	R3 + R 	-R 4  

-R4 

Rn -1+Rn 	-Rn 

-Rn 	Rn 

Sustituyendo valores y denominando la matriz como "k" tenemos: 

490 -170 

-170 320 -150 

-150 260 -110 

-110 220 -110 

-110 185 -75 

-75 140 -60 

-60 115 -50 

-50 105 -50 

-50 50 

RIGIDECES DE ENTREPISO DE MARCOS 1,2,3,4,5 y 6 

De manera similar al caso anterior obtenemos: 
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-80 

160 	-80 0 

150 -76 

-75 130 -55 

-55 100 -45 

-45 90 -45 

-45 45 

575 -160 

-160 255 -90 

-90 170 

-80 

= 

o 

L 

Bl  = 0.346 x 200 x 6 = 415.2 = 415 

R2 = 160 	 R6 = 75 

R7  = 55 

18 = 45  

R9 =45 

Formando la matriz "k" 

R3  = 90 

14 80  

R5  = 80 

Matriz de Masas 

Calculo aproximado de peso por nivel. 

Por facilidad se consideran las mismas cargas para cada nivel. 
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Carga Muerta 

Losa 290 Kg/m2  Muros 310 Kg/ml. 

Loseta Asfáltica 
y Mortero 

40 Kg/m? Herrería 125 K,/ml. 

Yeso 30 Kfim2  Muros 310 Kg/m 7:100m227 EL:2  
136.5m2 	m 

360 Kg/m2  Herrería 125 Kg/m x125m=21147g/m 
136.5m 

Sumando Carga Muerta: 

Wm = 360 + 227 + 114 = 701 Kg/m2. 

Carga Viva reducida para sismo: 

wv= 90 Kg/m2. 

Sumando Carga Muerta y Carga Viva: 

Wt = 701 + 90 = 791 Kg/m2. 

Peso por nivel W = 791 Eg2x 136.5 m2  = 108000 Kg. 

Calculo de masas: 

M = E 	; 	M= 108000 Kg. 	= 110 Kg. Seg.. 2 
. 	981 ps, 	cm. 

Seg.2 

M = 0.110 Ton. Seg.2 
ca 

La matriz es diagonal, ya que el sistema es discreto: 
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' 0.110 0 

0 	9.110 0 

0 	0.110 0 

0.110 0 

	

O 	1.11.0 O 

0 	3.110 O 

0 	0.11-, 0 

O 	0.110 0 

0110 

Con las matrices de nasa y ricideces alimentamos el rrograma de compu 

tadora que soluciona el problema de elaen - valores. A continuaci6n-

Se mitestra el listado de computadora y se Granean los modos natura -

les de los marcos Ax, Bx y Cx. 

. = 
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0001 
	

000075 1316 
0000 
	

0116662F" 
0000 
	

011667.3F 
0000 
	

011774 57F 
UCUO R 000000,A 
uno- / :011647:r: 
0000 I 011652,i 
0000 I 011640 N1 , 
OCOO 1011645 A16 

aFtw,is TFFf.UNC,.LAC 
FOR 	4P1 	E -C4/15/!..:-16 1¿ 44  1,1) 

.9%114 PRuGkAM 

STORAGE USE(, COCE(1) cc.11.1; VATAIG) :11213c; 01Am( commoó(2) nocíwe 

EXTERNAL REFERENGES (hLOCK, %AmE) 

U003 PRIME 
cuca JACUEI 
0005 ExIT 
0006 NiNTPs 
0007 NPDOs 
0010 h103s-
G011 (4029 
C012 hídius 
0013 h1011 
001* XPRR 
0015 	I•:STOP% 

57(mAGE ASSIGNmENT  tbLOCK, TYPE, PELAT1vE LOCATION, %AME, 

if 
1536 
¿TU, 
sF 
7F 
Al2 
111 

N3 
TES 

C11665 
000156 
000322 
011702 
011711 
011661 
011611 
011637 
011642 
(nicht)  

UOLL 	011751 1UF 
0001' 000204 1620 
Locl 	000390 21rc 
0001' 	1C0453 1.51 
CELL. 	011717 6F 
cocí) P 111662 AI3 
L(:.0 1 11054 1L 
LOGG 1 C11c9r 
'LOCO I 011643 1:4 
COCO 4 011625 TIFF  

100C 011765 
COC1 000223 
6001 000407 
C001 000444 
GOOC 011745 
0000 P 011656 
CGCC I 011E53 
0000 I 011657 
0000 1011644 
00CP R 01161C  

11F 
1650 
232G' 
56L 
9F 
Ax 
Im 

%S 
TITULO, 

0001 	000115 -,1406;•  
0001 	000275 2006 
0000 	011672 4F 
0000 	011704 6F 
0000 R'U11660.AI1  

.0000 Ic olibto IJ 
0000 	i¿ss 
0000 '.I''011641'N2 
0000,.•R:011663 IEJ 

COCO 
D5111 
0001 
1.20,2 
JUOC 
Linee 
L006 
zícOr.) 
c(yull 
6000 

1 

R 

00000 
Ouleg 
091u..1 
03101 
00103 
00199 
00107 
00112 
01115.  
00120 
00121 
001::2 
00123 
00124 
UU12:, 
Oul¿u 
CICE,/ 
001:.5 
0013e 
00144 
001 46 

IAGNOsTIC* 
A* 
2* 

4* 
5* 

61:11'"IS m(MHERE 
MATRICES 

THE•VAkIAELE, T1ME, 15 TYPEG ANO/OP REFERENCED IN THIS PROGRAM, 
PPOGRAMA PAPA CALCULAR LOS VECTORES Y VALORES CARACTERISTIcoS DE 
5ImETP1IPS uTILI2iINEC IL METCO)C• LE JACUEI 

GIKEWSION 4.(5000) 
GIFENSION TI1CLCA1Z),T1mE1121 
pEAL(!,1) TiTULO 
pEAL(S,';:) 
4PITtít,3) 1IT0L0 

U1=1 
m2=b1.r. 
/3=1.2.,.*N 

r.5:r.444.*N 
h:G.73.5.1 vu 

1!11 1.1!;,1, 1(A(1)11:'.1,1.01 

sP1TIlt,61 
C.ALL 

• 000000 
000000 
:000000 
000061 
000001. 
000011 

:-.000,1117 
T1100032 
000040 

.A100042 
000045 
7:000047 
000051 
000053 
C03055 
600063 
000100  
000103 
000123 
00012b 
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01:14/ 
00,151 
03152 

21* 
22* 
23* 

h4:11c[t.,71 
CALI 	pgImP.tAt1;21..Q.N) 
00 	5: 	1=1,1. 

00155 .1JY:,  1J=h1,1-1 
00156 25* Ih=N3+1-1 
00157 26* 50 Al1k)=AtIJ)**1-.51,  
00161 .274 00 Sl 	1=1.N 
001414 26* 00 	51.J=1,N 
03167 19* Im=N3+J-1 
0017u 30* IL=N3+1-1 
00171 '31* IJ=N2+I-14.(J-1)*N 
00172 32* IN=444+I-1+4J-1)*N 
00173 :33* 51 AlIK1=AAIL)*A(IJ)*AtIm1 
00176 34* CALL 	JACO6IlAtN49.AlN51,N1 
00177 35* DO 54 J=1,N 
00202 '6* 7A.b+J-1  M 
00203 37* IJ=N4+.1-1.1(J-11*N 
00204 36* A(h)=A/1J1 
00205 39* AX=L.11 
0020e 40* 00 53 	1=1,N 
00211 41* 1J=4.5+1-1+1J-1)*N 
00212 42* 53 Ax=Ax+AtIJ)**2 
'00214 43* AX=AX**4-0.51 
00215 44* 00 54 	1=1,N 
00220 45* IN=N3+I-1  
00221 46* 1J=N5+1-1+4J-1)*N 
00222 47* 54 A(I.1)=AX*Al/14)*AIIJ1 
00225 48* LPITE(L,61 
00227 49* J=0 
00230 50* 141)=N6+).-1 
00231 51* 00 55 	I=N6,14%; 

' 00234 52* J=.1.1 
,00235 53* IF 	4A411 	.LE. 0.) 	GO TO 56 
00237 54* A11=AlI1**1.5) 
00240 55* Al2=A11/6.26316 
00241 56* Al3=1./AI2 
00242 -57* WPITElbt91 	J.AtI).AI1,012,AI3 

' 00251 58* GO 10 55 
:00252 59* 56 WRITEIL,101 	J,A411 	• 
00256 60* 55 COLTINLE 
00260 61* WPITE(6.11) 
00262 62* CALL 	PhImEtAtN51,N.Ni 
00263 63* TEJ=TIMEA21/60. 
00264 64* TE5=TIME(3)/6C. 
002o5 65* WPITLtL,57) 	TEJ,TE5 
03271 bb* LALL Ex1T 
00272 67* 1 F04%141306) 
00273 LE* ¿ FOkmATISIS) 
üu.¿.74 69* 1 FuRb1111H1,2LX,///,1A6 	1 
04:4275 711M 4 40Pm#,T(//25x.'GrISN LE 	LA 	hATPIZ 	CE 	RILIGEZ 	>. 	. 	14 	) 
00176 71* 5 F0prpTI6F1.J.4) 
00277 72* 6 FOI-mAlt//20X.'vECUR DL 	TASAS') 
0030U 73* 7 ruPrIAT(//2..›,•mATRI2 DE 	PIGIDECES*) 
00301 74* c FoimATt//13x,•rOLO 	Ni.•,Ex,•VALCFE5 	CARAlTER151.',5x,•FREC. 	CIRC.' 
00Shl 75* 1 	,'PAL./t.FL'.5›,'FPLL. 	CIRC. 	Eh 	CP5',5x.'PERIGCO.b 	i.9 	566..//) 

131,.! 76* 9 Fu! - A T(1u(,IE,445x.,¡9•5)) 
77* 143 Fet.1:ffiTt//2:)x,•EIGENVALOP 	NC.•,15.5X,'ES 	1,(1,,A11VO,C011 	VALükz*, 

023D3 its» 1 	L:cU.b/i/ 
003(14 79* 11 Fet“,"ATU/Pr!X.*CONFIGLoACIONE5 	NATOPALE51//1 

!39:.1 61:4,  57 1- oPrAlt//ivx.•TIF,1,u 01 	EJECLLIeN 	=•.110.4.5x,•506*/10x. 

000134 
000141, 
000150 
000156 
000163 
000170 
000204, 
000223'-
000226' 
000232 
000234 
000237; 
000246 
000256: 
000267' 
000301, 
000306 
000314,. 
.000316. 
000322-
000122 
000327. 
000336': 
00034b: 
000346 
000352 
00035rH:: 
000371 
000375:: 
000377; 
000401,, 
001:11107: 
000411 
000414 
000423' 
000425 
000430:.,  
00442'. 
000444 
000454 
poodis4: 
000461- -: 
000470» 
000473 
000476, 
000505' 
000511 ' 
000511 
000511 
000511 
000511 
000511 ' 
000511 
000511' 
000511 
000511 
000511 
000511 
U00511 
300511 



•TILITtl bt 1,,i1PtbA Y SALIUA h14 	1 
0330b 	t2* 	LUC 

ENG OF COMP1LATI0N 	1 DIAGNOSTICS. 



0001 --000074 i236 
.0001 	000331 165G 
pool. .000161 6i. 
.0000 R 000013`62'. 
0000: 11000016 - X 
.00004 000001 SA -. 

000032 
000032 
000032 

000047, 
000047 
000051 
000053_:' 
000062' 
000061. 
000066' 
000107' 
000112 -: 
000141 
000144.,. 
000146' 
000151:.  
000153 
000157 
000161 
000163 
000167.  
000203 
000205 
000211 
000213 
000217 
000223 
W00225 
C0023G 
930234 

• 

.....,SUBROU71NE JACOS1 
	

ENTPY :P0InT 003513 

570RAGE 05ED CODE(1) 000533; _ 	. 
uarAm) G00077; BLANK cpmmoNt2) mocee 

ofF04e1.5 TPFS.JACCtI..JACD;:l •- - 
04 - 441 	E -04/15/8C-16.11 52 (.0) 

-:-EATEPNAL REFERENCES (bLeCK. NAME) 

0003 5wRI 
0004 NERP3s 

STORAGE'ASSIGNMENT (BLOCK. TYPE. PELATIVE LOCATION, NAME) 

0001 000356 101 0001 000046 10133 0001 000366 IIL 0001 300E147:1116 
6901 000141 1276 ii0C1 000412 131 3001 000422 141 0001 000451 161 
0001 000342 1736 4201 000376 257G 0001 000433 2233 0001 000066'3L 
U001 000211 71 0000 P 000010 AX 0000 R 000014 SX 0000 R 000007'C 
U000 1 000002 1 0000 000024 1NJP5 0000 000003 J 0000 I 000015 J1 
0000 I 000304 L COCO I 000006 K C000 P 000000 REAL 0000 R 000011 5 
0000 R 000005 SR 0000 P 000012 52 

00101 I* 5061:301ILE JACOSI 	lAsTeN) 
00133 2* VIIIEUSIOfi A(h.N),T(N.N1 
"00104 3* 58=0.0 
00105 4* DO 2 I=1.1. 
30110 5* DO 1 J=1,4 
00113 6* SA=SA•ASStAlI,1)) 
00114 7• 1 TlI....)=0.0 
00116 8• 2 TlI.1)=1.0 
00120 9* L=N-I 
00121 '10* 3 54=0.0 
00122 11* 	. GO la 1=1.L 
00125 .12* P=I+1 
00126 13* 00 16 J=Miii 
00131 14* c=Ati,J)».2.a 
00132 15* IF 	te .10. e) GO Tu 16 
00134 16* AX=AlJ.J1-AtI.I) 
00135 I7* IF 	lAX .NF. U.) 	GO Te 	t 
00137 18* px=C.111.(1.1.:1-C1 
00140 19* CO lu 7 
00141 20* 6 15=-e/AX 
0,-1142 W.1* 1# 	tid.5151 	.lí. 	1.(E-9) 	GO 	TU 	lb 
00144 22* FeAL=1.C.!-.1hbfbeICTI1.23,A>) 
0014'z 23* IF 	(PEAL 	.11. 	C.) 	10 	TI 	16 
00147 24* 
00150 -c o  7 52=zz.«.1 
00151 ib* 
00151 
00153 

27* 
28* 

C=•.1.1.TtLZI 
5=tAxse 

-73 
00154 is* S.1=5,.012 
03155 11.; AX=¿.0*.5*CsAll,J1 
00151 31* 

- 
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00157 	32* 	Al.,..J)=At1.1)*S2-Ax.P1J,J)..c;„ 

	

00161 	33* 	50=5N+AF,SlAlI,1?-6),) 

	

00161 	34* 	AtI,11=1.,X 

	

00162 	35* 	A(I,J)=:J.f, 

	

00163 	36* 	J1=J-1 

	

' 00164 	37* 	CO E v=m,..ii 

	

00167 	38* 	A11,11=A(I,K) 

	

00170 	39* 	b AIJ,K)=A111.J1 

	

,00172 	40* 	11 
':00175 	41* 	11=r 	1=1.j1  . 

	

-100176 	-424, 	IF (K-I) 9,11.10 

	

';00201 	.43* 	9 AX=AlK,I)*C+Ath,J)*5 

	

00202 	44. 	10 Al1.,J1=-AlA,I1m54,A(K,J)*C 

	

' 00203 	45* 	A(k,11=AX 

	

.00204 	46* 	11 CONTINLE 
'1 00206 	47* 	00 14 x=m.h 

	

00211 	4e* 	AX=U. 
.̀00212 	49* 	IF (hT,1 13.14,12 

	

'00215 	50* 	12 AX=-AtI,8)*5.1A1J.10*C 

	

-00216 	51* 	13 AlI,K)=Al1,h1*C*At.),10Y5 

	

'00217 	52* 	A(J,h1=AX 

	

00226 	53* 	14 COWilbUE 

	

00222 	54* 	00 15 K=1.h. 

	

' 00225 	55* 	AX=c*Ttm,114.5*TIK,J) 

	

:00226 	16* 	T(A,J1=-5,11AK.Il..C*T(K,J1 

	

00227 	57* 	15 ItX,II=AX 

	

'00231 	58* 	16 CONTIROE 

	

' 00234 	59* 	IF (SR/541 .07. 1.CE-12) 60 T0.3 

	

00236 	60* 	PEDJRN 

	

00237 	61* 	EJ.(,  

ENO OF COMPILAHOR 	NO DIAGNOSTICS. 

::.1100242 
000251.• 
000255.. 
1100257 -.. 

' 000260. 
000304 
000 331 
000332 
M003427.  
000342,' 
000343 

-M00347'. 
000356' 
000363 • 
000376-  
000376: 
000376 
000377-
000403.•: 
.000412' 
000417 
000433 
000433-: 
000433,. 
000440 - 
00.0446',: 
000417:1.:  
000457'  
ommoi 
000535 

-,i• 



aFGhlIs TeFs.FRImE 
FOR 	4R1 	E -04i15/Au-1t 12 57 i,u) 

SuPhOGII6E PRImE 	ENTt!v F(1M' 00E125 

STORAGE USE() CODE(1) GC01*2; DATt(C) 9ECL43; BEANA CONNON12) 00000L 

EXTERNAL REIEFENEES (BLOC., NAME) 

0003 14100S 
' 0004 	N1015 
GOOS NIO2S 
0006 NERR3i 

STORAGE ASS1GhhENT (BLOCK, TYPE, RELATIVE LOCATION. NAME) 

0001 	000014 1016 
LODO 	000011 3F 
LODO I C0U000 L •  

GOC1 	CCP051 114G 
LOCO I 000003 I 
SCLO I 000001 h  

COG1 	000065 121G 	0001 	000074'1266 	0000 	000005 2F„ 
0000 	000015.INJPs 	0000 / 000004,4 	• 0000 1 00000ZK:..  

	

00101 	1* 	 SUORCuTINE-PRIME dA,NR INC1 	 000014 

	

00103 	2* 	 D1MEA'sION AlNR,Nei 	 000014 ' 

	

`00144 	3* 	 LO 1 1=1,h1C,b 	 000014 

	

00107 	4* 	1.1=1..7 	 000022:  

	

'00110 	5* 	 IFIM.6T.AC1h=AE 	 000025 

	

:00112 	6* 	wRITE(6.2) th,A=L,K1 	 300033:'' 

	

'iO0120 	''7* 	 00 1 I=1,NR 	 000065,, 

	

00123 	6* 	1 .RITE16,3) I,(A(I,J),J=L.h) 	 ''0000,65 

	

00134 	9* 	R1n" 	0 	 00010 6 

	

00135 	10* 	:e FORMAT AileX,I3,7112X.131/3 	 000141 

	

' 00136 	11* 	3 F0RmAT t1X,13,6t1RE15.71) 	 006141 

	

00137 	12* 	EN!) 	 .- 000141, 

[60 01 	COMPILtTlOb 	40 hIAGY40571CS. 
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• 

¡d'uf, 	, 1P.Y.A.,«EJAC0-: 
mtP 29P1 ? 	b 

AG09£55 LImIT5 
	

55:16 	 ÚLCIMAL 
tALL20.1 -55161 

	
7,¿c2 	.wORDS . U£CIMAL . : 

STARTIAIG 

SE9MEuT 

h5wTts/r0q4P1-E 	sil) 

JC1-79 ':13721 

TC1C313 

#)40UL1.1 	156161 

- 27.111.1.-'71: 	17.117 	41' 
M40185/POP-72 	stl) 001231 29 	 13'48 27 
NINTRS/F0P4P:1-¿ 	stl) 001054 9011nn SI21 14c23;. 040016 27 JUL.: 	17 04 50 
NoEFS/F.JR4R1-jr 	 s(11 001131 001336 S(2) 24CJ17 040036 F:3 JAN. 79 	14 '33 58 

'NitiONDS/F0P-E3 	 Sil) 071337 CP1422 St21 040037.040050 2.3 	 10*.07.  02 
ACLOSs/F094R1-E 	 stl) 001423 0.01666 S(2) 04005104C076' JUL27 	17; DO '43 
51.111Ts/FOW,.9 	 St1) CC1C67 CD177.7 St2) 04017.7.C4011(.1 • 12 	,(AY-  71 	15'54' 25 
hrTCHI/FJ:7- 4P1-L 	stl) C2173r CU2¿1,5 S(2) 34 -J11i:049124 27 JUL. 	78' 	17 '03-29' 
NIMPTsit=u0411-E 	ttlY GC2216 CC3642 s(2) 041.125 -t41160 27 JUL 78 	17 04..45 
NINIfi1/POR4p1..z. 	s(l) 303e43 994110 st2) 040161:::940161 .727 Jút._- 7E 	13 59 
ft18)F1iF04-'72 	stlt CC4111 ?04159 5(2) G40162-;140162 29 AP4 74 	13 47 .56 
EXITsP/FOOF1›. 	stl) 07..4151 0011151 -23 JUL. Té 	14 36- 06 
WITINS/FU441,1_¿ 	st11 Od4152 104443 s (2) 04011635 	16b 31 	1tUb 	78 	" ;.'16 03; 	59 
N85eLs/F0P-Z3 	stl) 0714444 C.04500 14:-01-  
NSF 1P:s •$12) ~47.-01 24-19 *24r,-..tow.Ts 	1.6--.12.  
NUPgAsif0,1, 	S 11 ) 
AtTAhliFaR-71_5 

ti)45711 
s(2) 24.15 043.453 

21 	4 j7:á6 	. 
.11 	MAR 	75: 	-15 	i5- •08 

n7, 

Nig8u1s/Fo;J6b. 	 un) 2.., 4535 C.0464a 13 	Jlit.‘,72 	:21 	41:-28 ,  
NPCHNs/FOR4r:1-E 	511) n05735 S(2) :, 10 AUL. 78 	13.:00,.;* 55 

st3) ü057-36 '.9.57?6 S(4) 4`627 0':2700 
FORCOMS/FORFTN st2) 0~2:416 
AtCloas/F024-1-L *.:5737  .117:616:1 S(2) 04Ilaihk.3b13 -27:j& T8 	1y:0i1:55 
NFT4s/F:j‹-E2 Zlo161 ,t1.273 29 APR 74 	54 
mFmTS/FOR-E3 	 x21 ) •C'!62 J4 -;37.2b6 s(2) C:410)34.:,043Z60 APK 75 - 	:13.20; 52 
NEIDCV3/F074.1-E 	SI1) 
MOUTS/FOR4Pl-a- 5(1 ) 

227P67 
027222 

!L7231 
210752 

'4(2) 
s(2) 

94.30,61.10431,37 
r;.14,j:‹1412(42 

::21 JUL- -.78_' 	11,0-26 Mac. 
DiI0EAS/F0P4,-•1-E 	SU) 01C753 911174 s(2) :4320..:'043351 .27..-jUÉ' Y8* 	17 :0;- 
NOBJFsiFuD6f, 	511) 911175 '111235 10 	JUL 	72. 	.. •2*Ü-'-S3.: 08 
NERCes.4/FeR-7F3 	4(11 01123f- (11315 »t2) 04335Z1:-.043365 ' 	11' mAR 	75 	.15j,33 59 
ERUS/5Y574k1 .,20 "DEC. 	3: 56 
al-44s/FGH4P1-F 	S(1) 01131h 311663 st 2) C433c6'.::43541, 50 
FORytCri./=1.44 - 1 
MST3PS/F004'.‹1 	$11) 2li..4 -‘11727 

s(2) 
5(2) 

C43547 . Z4!5'56 
34.3557 	-.435t 

	

:" .24 JUL:71' 	1`4.36 41 

	

28 Jul. 72 	14 38 58 ri 
NEXP64/Fu0-1- 3.. clurs nlizs .1,(2) 043567. C,43641, 17 	 R ,75.' 	C9 51 	41 
AllEéS/FCR4P1-; 	 Stli 
oLA.4.SCUM4J:41C.J,MC"Ai•LUCra 

L'1.1126 stfl 04 3641 	9437u1 27 	Jut.:75,,-  17 03 43 AL ¡V 

P41"_ 	s(l) 212:10 :1124'1 stu) Z41762 L4 41,24 15 APA 83 	16 07 04 
1)1 

512) RL Ams'COM!•Uh 
JAC.",BI 	 tl ) L12452. .7132 77 

9.121 
5J44_25 	f:4-.123 
cLA \htl.Zm401. 

15 APh 	16 07 01 aa 
urA0 	 z l :)  137.n stú) z44124 -56161 15 APR aL 	16 co 56 

st2) 1LitasAm4(..% 
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U.JOODODEL0.0300000 ' 

	

.0.9000000 	0.00eocu0', - 

	

,3',0000000 	U.0000U00 

	

i.octopoto 	0.0000000u 

	

9.0000000 	0.0800000' 
-9.3000000+01.  mcoocion ,:- 
1.1500000t02 
S.120noon,Poi 1; 1.ospooco4.0272  

	

n*0000000 	;'.-5.000001.30+01 

cloc. EN 

.11891901+01 

.23043503+01 

.37675321+01 

.5r144142+21 
• .59928242+01 
'.1.2971316+F1 
.:t2884454+r1 
.9F427495+^1 

.84090844.00 

.43396185+00 

.26542574+00 

.19,942509+00 - 

.16688851+00 

.14498781+130 

.12364989+00 

.10327645+00 

TM 

0.0000001.' 
e.0008000: 
crsoommatU 
:0:01100000•. 
,7:520013001.01,  
1.4900000+02 

-6.0000000+01, 
a.cmocodo: 
0.0900000 

4:40CUC80•02 
2 -1.71W817C1•92 

ANALISIS mouAL mARLo 

URDEN DL La MAT;:li DE 1.11,1tIE2 > 

VECTOP DE MASAS 

401.0 NO. 

t, 

7 

MATRIZ Eh l'IGUWCE5 

-1.723U G884:02 
.3.2.213=3.02 

z.olanoniJ. 

z.c.innory 
a.Quártme 
z.ogacdOti 
11.u-ini7" 

9 

VALOKS CAdALTEP1ST. 

.55e299234-n 

.2C,L3119+'.:3 

.Su; 674x.'3 

.▪ 14174447.:24 

.1571J71',.54 

.771:39b1-1'4 

raec. cipt...kApisEL . 

.7471955,01 

.1447!!6462 

.236720:124.“2 

.31...64,27+C2 

.37646967+02 

.43335919+02 

.52:77794+02 

.f011244.g? 

'0:000VOCO 
0.0000080 

2..150000+82 
1000000+12 

a.ovor000 
o•anaracu 
0.C-JOU380 
U.L0:09800 

9.0000000 
0.0030000' 
0.0800000:-' 
-1.190000002 
16500000+52 
-7.5000000+01. 
r.speonou 
oaoc000n 
1.0000300 



Sr 

./4353341.2 

5 

5.2057052-01 
1.1661001+c6 
1.048m39b•pc 

-1.5219679..01 
-1.2r2157ü+W: 
-9.9187735-01 
9.934C577-91 
1.3C5t402+0a 

-1.1.728794+00 

-4.9186469-01' 
-9.6660212..411 
-4.9989546-01 
4.45a9701-01 
9.9221167-01 
-8.5474869-01 
-1.0134860+00 
1.8551142+00 

-0.7572355-01 

5.1352622-01 
8.561352-012 
6.5356999.-02.  
-1.1357178+00 
-2.0391275-'01 
1:7243932+0C 

-1.6586178+00 
9.6866059-.01 

-;9.9895311-01' 
-1.1262835+00 
9.6943997-01' 
1.19802.90+00-  
-1.8225529+00 
9.9690752..01 
-3.5299923..01 
9.6171399*.02 
-1.9363569...02 

:1.3150697.+00, 
6.409549/701 

. ..1.8627982.+00 
1.'6178140+00 ' 

2.6221456-01 

• 9.395520303.1:,' 
'.1.3153623.133 

SEG 
SEG 

-78- 

.83895042-01 

2 

.-2.4105230-01 
-6.6218295-01 
-1.037633,2+0C 
-1.332r919.+P0 
-1.3973UU5+00 
-9.:2536327-01 
-1.7760631-C1 
h.1932915-C1 
1.5206190+00 

3 

-3.716e1pc-c1 
-9.390092-01 
-1.1924952+OU 
-•8.7257192-J1 
-6.3736127-C2 
1.17449392+-U 
1.614171, 
3.1266171-C1 

-.1.3929944+00 

.a¿Gn 

1 	.8...9193c042..02 
2 '2:53e6626..21 
3 	q.301012s-o1 
4 	6.964096501 
5 	6..2662928-.01- 
h 1.3232649+0C 
7 1.2495967.00 
8 	1.4926737+nU 

.1.7016811+00 

9 
1 	2.32.::,'3466+00 
2 -1.7331.1669+CC 
3 . 8..2-.:2021-21 
4 -2.3960953-01 
5  6.2749915= 2 
6' 1.CG18221-'2 

'1.2092655-23 
-1.1./.11P797t:4 
1."5..:5.ó6Z- E 

•Su,,j:1 

COUFIGUACICiwEb NaIURALPS 

EE LJECUCD.h 	= 
TIF,PC DE l'aFADA Y SALUt = 



'1" 
4-1  

MODAL ~CU Tratsvetsai. 

1 

01.0tr. LE LA mATRIZ LE 	RIGIDEZ 	> 

VECTUR LE MASAS 
t1.1. 

1 1.1000060-0I 
2 1.100CW:0-01 
3 1.100U00001 
4 1.10uewL0-r1 
5 1.16CW:700-C1 
6 1.1000000-01, 
7 1.1060000-01: 

1.1LLG0UC-01 
9 1.100CCOC-b1 

MATRIZ DE rILIOLCES.  

1 2 	, 	3 4 5 6 7 

1 
2 

5.750L00C.v32 
-1.E.000003402 
0.0120E~ 

	

-1.60CuLOC+02 	c.concluue 

	

2.55EGuEL.+02 	-9.1000000+01 

	

-9.100LCCC+01 	1.7100=402 

0.4.-00000 
0.0000000 

-S.LCOODOO-Kil 

0.0000000 
0.0000000 
1.0000000 

0.0000000 
0.0000000 
o.act00000 

0.0000000 	0.0000000 
0.0000000 	:o.oupoóoo.. 
(hormona ., 	0.0000000 

q 0.000LDL0 ci.c1Juucec 	-e.0000000-1c1 1.60CE000432 -8.0GC00004.01 0.0000000 p.ocommo 	....pooponoof„ 
5 Q.00000LD .11.cepuoce 	0.0000000 -8.0000000401 1.5000000+02 -7.0000000+01 '0.0000000- 0.11ópolow -:' 
6 0.00000LO D.00GLCOO 	0.0000000 0.0000000 -7.0000000+01 1.3000000402 -5.50000004011.0000000.;:', 
7 0.0000000 0.0000DOD 	0.0000000' 0.0000000 0.0000000 -5.5000000+01 1.00000004029•500900049k 
8 
9 

Z.DOCGDiAl 
0.000LDOC 

C.COCGCCG 	u.repooca 
C.DOCLGOU 	e-ecce:Jen 

• 

0.0000000 
c.:3000000 

0.0000000 
0.0000000 

0.0000000.  
0.0000000 

	

-6.50000004.01 	9.0000000401 

	

, 	. 
0.00gcup -'-'-;,1450000004 

9 
1 e.óooccric 

,..DLICIVVDC 
3 C.JGOOCUC tt 
4 u.r¿Joillouu 

n.coneun 
6 C.0000LUV Ja 
7 D.OLOGGee 

-4.5DOLDLL4.01 
9 4.5ti(JDOLD4LI 

GG. v;.tülE5 	LAPALIE:¿IST. FhEL. 	CIRL.RADISEL FREC. CIRC. EN CPS PERIODOS EN 'SEG: 	zE 

1 .3f51395E+92 -.68347496+00 .11318940•01.  
2 .162Ut:ttE+Z .12522826+02 .21522267401 .46463506400 
3 .2215C:150+02 .35253088+01 .28366309400' 
4 .é64E54L34t3:. .294064014C2 .46604963+01 

.124tE341.04 .35307706402, .56194007+01 .17795492400 9  
.403754264W. .64259541+01 .15561891400,' 

t .214105E54:4 .4E8Ce744•52 .74498492+01 .13423090+00:'.. 
..174 472754:_4 .5i:391)1 4741:2 . 	.63381579+01 .11.993057400:-.„' 
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.12177808+02 

6 . 
• 

4.7687365-01 
1.1792995+00 
1.4232115-01 
-1.3562531+00 
1.8520049-01 
1.4724342+00 

-1.5560630+00 
9.430444-01  
-3.159780V-01 

-6.6738526-01' 
-1:39309284101E, 
9.5935184-01 
7.450112701 
-1.7138279+80, 
1.3769374.00 

-5.9808841-01 
1.4130567-01 

j.4.#91852102 

. 1.i16.39130401 
1.79913"3400` 
1.6203492+001=. 1.6203492.°W; 

-1;07536.48.!00T 
4.8412706101 

.4:.3606418--YD 
'3.0454032'1'-02:  

'5.3140741703_ 

.5h54tUE4..t.4 	 .7c5153614.C2 

1 

CONFICewACIoNE5 

2 

hA7uRALI5 

3 4 5 

1 4.7875513-02 -1.4336913-0I 2.4041832-01 Z.5014790-111 -3.6462805-01 
2 1.710361ú-01 -4.972L7BE-01 7.52q6834-01 1.0581494.00 -9.978685B-01 
3 3.6e73515-01 -1.h3129V3t00 1.3C68319+0C 1.229226Z.00 -6.5191536-01 
4 6.1989551-01 -1.3795006.GO 1.0211879.00 -2.66368I7-02 6.5927966-01 
5 8.2479094-01 -1.3608452.100 4.6633241-32 -1.2526697+02 8.9706574-01 
o 1.0190196+00 -9.6556003-01 -1.103C9t2+0C -5.11.663836-61 -8.1710049-01 
7 1.2960578+00 -2.1165325-01 -1.5642473*0C 9.9273993-i1 -1.0357968.00 

1.5370369+0c" 6.2860761-01 -2.7230616-01 1.267C398•00 1.8533208+00 
9 1.6622419+00. 1.4986786*W 1.3662144+00 -1.1372689+00 -9.0523865-01 

9 
1 -2.7598717+0G 
2 1.190289e+00 
3 -2.3575371-01 
14 4.0643362-02 
5 .-6.6043485T03, 

9.0726023-D4. 
7 -9.2238799-05 
8 7.5339848-06 
9 -5.6857667-07 

. TIEMPO DE EJECUCION 	= 	.ánuo 
	

SEE 

	

'TIEMPO M'ENTRADA Y SALIDA = 	.0003 
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Fuerzas Cortantes 

Marcos A, B y C 

Eetructura tipo "B" 

Zona II (terreno de transición). 

Coeficiente Sísmico C= 0.20 (Articulo 234 Reglamento D.D.F.) 

De acuerdo con el Artículo 241 del Reglamento D.D.F., se deban tomar 

todos los modos naturales de vibración con periodos o mayores o lgua 

lea a 0.40 Seg., pero en ningón caso deben ser menos de tres. 

Besándonos en los espectros de diseño que establece el Reglamento en 

su Articulo 236 tenemos: 

Primer Modo 

T = 0.841 Seg. como 0.5<T<2.0 	a = c ami a = 0.20 

Segundo Modo 

T = 0.434Seg. coso .T 	0.5 :. a = no + (c-ao) T 
-1 

a = 0.045 + (0.20 - 0.045) 0.434 1  0.180 
0.500 

Tercer Modo 

T = 0.265 Seg. cono 

a = 0.045 + (0.20 - 0.045) 0.265 = 0.127 
0.500 

Cuarto Modo 

T = 0.199 Seg. como T<0.5 

a = 0.045 (0.20 - 0.45) 0.199  = 0.107 
0.500 

-90- 



tfi =azgzenzV, 

 

	 (i) 

 

U0ü...1Cm 

Desplazamiento de la masa "i" en el modo "a" 

Ordenada dél espectro de aceleraciones 

: Gravedad terrestre 

• :!asa "i" • 

Modo "a" de la masa "i" 

liormalizando los cuatro primeros modos: 

lo. 23. 3o. 4o. 

1.033 1.000 1.900 1.000 

2.84? 2.74? 2.'20 2.240 

4.872 4.304 3.207 2.015 

7.248 5.52' 2.34? -0.292 

9.268 5.589 0.171 -2.309 

11.473 3.963 -3.160 -1.195 

14.011 0.738 -4.341 1.908 

16.736 .-3.398 -0.841 2.508 

19.079 -6.307 +3.611 -2.119 

Para Calcular los desplazamientos utilizamos la fórmula: 

Factor de participaci5n de los modos 

1 Mi l'In = 1  	.(2) 
Hi Vi' n 

- 91- 

Ca  = 



Aplicando la ecuaci6n (2) en los modos normalizados: 

ler. Modo: 

C1' 0.110(1.00+2.84714._822+7.214+9.268+11.473+14.011+16.736+19.079)  

0.110((1.0)2+ C2.847)24-(4.822)2+ (7.248)21-(9.26Q)2+(11.473)2+(14.011)2. 

(16.736)2*(19.079)2) 

C1=0.076 	X12= 0.076 	2= 55.83 	Al= 0.20 

2o. Modo 

- 

	

C2  - 0.091 	
g22= 209.63 	A2= 0.180 

3er. Modo 

	

-- 0.041 	W3= 560.37 	A3= 0.127 C3- 

4o. Modo 

	

04= 0.091 	W4 = 992.66 	A4= 0.107 

Sustituyendo los datos obteuldu,a en la ecuaci6n0 obtenemos loa des 

'plazamientos absolutos de cada nasa para cada modo de vibraci6n. 

Primer.Modo 

Ui= 0.076z981x0.201:(1.01  0.267 55.83 

t92= 0.076=981x0.20x(2.847)  - 0.760 55.83 

15,.. 1.288 

= 1.936 

U5= 2.475  

Segundo Modo 

0.0912:981-t0.18x1.00) - 0.077 209.63 

U2. 0.211 

U15= 0.330 

tje  0.424 

U5= 0.428 

- 92 - 



176= 3.014 

II 7= 3.742 7-  
u8- 4.470 - 

5.7;96 u,- - 

Tercer Modo 

6= 9.304 

U7= 0.057 

U8=-C,.260 
U9=-0.433 

Cuarto Modo 

0.127X(1.00)., 1--0.041x981m U1= 0.991x981x0.10741.00)..  0.010 0.009  560.37 
U2= -0' 041x981x0.127x(2.5203 

992.66 

U2= 0.091x981x0.10742.2:12_0.022 560.37 ~-0.023 992.16  

U3= -0.029 u3= 0.019 

- -0.021 4- u4=-0.003 

u5= -0.002 U5=-0.022 

ye  0.029 u6=-0.o18 

IIT 	0.040 U7= 0.018 

0.008 u8= 0.024 

Qº 	0.033 u9=-0.020 

Ahora calcularemos lo‘n desplazamientos relativos: 

Primer Modo Segundo Modo 

Al= (0.267-0.00)= 0.267 A
1= (0.077-0.00)= 0.077 

Ai= (0.760-0.267)- 0.493 . A2= (0.211-0.077)= 0.134 
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A3= 0.528 

A - 0.698 4-  

A5-  - 0.539 

A6-  - 0.539 

17= 0.670 

a8= o 728 ' 

A9= 0.626 

1.3= 0.119 

4 = 0.094 

A= 0.004 

A6=-0.124 

17=-0.247 

. 18--031 - 	7 

d9=-0.223 

Tercer Modo 

Al= (-0.009-0.000). -0.009 

= (-0.023+0.009)= -0.014 

A3=-0.006 

14= 0.008 

15= 0.019 

16= 0.031 

17= 0.011 

Av -0.032 

1,= 0.025 

Cuarto Modo 

Al= (0.010-0.000)= 0.10 

12= (0.022-0.010)= 0.012 

13= -0.003 

A4= -0.022 

15= -0.019 

A6- _ 0.004 

17= 0.036 

A$= 0.006 

A9= -0.044 

Para el cálculo de las fuerzas cortantes aplicaremos la expresión si 

galante: P= k A 	 3 
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P6= 75 x 0.589 = 44 

77... 62 x 0.678 = 42 

78= 52 x 0.728 = 38 

79= 52 x 0.626 = 

Tercer Modo 

Eh donde: 

P: Fuerza cortante 

K: Rigidez de Entrepiso (la calculada con f6rzulaz de lilbur) 

A: Desplazamiento relativo entre dos niveles consecutivos 

Aplicando la expresi6n 3 para cada modo de vibraci6n. 

Primer Modo 	 Secundo Modo 

Fi= 322 x 9.267= 86 	F1= 322 x0.077 = 25 

F2= 170 x 0.493 = 84 	P2= 170 x 0.134 = 23 

73= 148 x 0.528 = 78 	F3= 14e x D.119  = 18 

Fe .111 x 0.648 = 72 	P4= 111 x 9.094 a 10 

5= 111 z 0.539 = 60 	F5= 111 x 0.004 = 0.4 

F6= 75 x (-0.124)= -9.3 

P7= 62 x (-0.247) = -15.3 

118= 52 x (-0.317) = -16.5 

52 x (-0.223) =-11.6 32 9= 

Pi= 322 x (-0.009) = -2.90 

F2= 170 x (-0.014) = 2.38 - 	F2= 170 x (0.012)=.2.04 

113= 148 x (-0.006)= 	F3= 148 x (-0.003) = -0.44 

-95- 

Cuarto Modo 

F1= 322 x (0.010)= 3.22 



Fil= 111 x (0.008) = 0.89 F = 111 x (-0.022)= -2.44 

F5= 111 x (0.019) = 2.11 F5= 111 x (-o.019)= -2.11 

P6= 75 X (0.031)= 2.33 F6= 75 x (0.004)= 0.30 

F7= 62 x (0.011) = 0.68 
F?=. 62.x (0.036) = 2.23 

F8= 52 x (-0.032) = -1.66 F8= 52  x (0.006) = 0.31  

F9= - 52 x (0.025) = 1.30 = 52 x (-0.044) = -2.29 

De acuerdo con el Reglamento del D.D.F. el valor de las ordeaadas-

obtenidas de los espectros de diseño deben dividirse entre un fac-

tor de ductilidad que indica en BU articulo 235. 

El factor de ductilidad que corresponde es V=4. 

Las fuerzas cortantes finales se calculan mediante la expresión si 

guíente F = (51 Fi2PI, dividiendo entre Cr: R= 1 (Zpi2)1/2....  (4) 
sf 

	

	 Z ¡3j 

_ 

	

(3.22)2%2.41 	R5= 15.02 

Aplicando esta expresión con los resultados anteriores: 

Ri= 	‘1(802,(25)2.(_2.9)2*  
4 	  

R2= 

	

	i84)24.(23)2+(-2.38)2+(2.04)21:21.79 	Re 11.26 
4 

R3= 20.01 	 R7= 11.19 

 

R4- - 18.18 	 R8= 10.37 

R
9
= 8.53 

Similarmente para los marcos transversales. 
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Modos Normalizados 

Primer Modo Segundo Modo Tercer Modo Cuarto Modo 

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

3.5726 3.4620 3.P564 3.000 

8.1197 7.1933 5.4357 3.5106 

12.9481 9.6220 4.2475 -0.08z4 

17.2273 9.6314 0.1940 -3.5774 

21.2848 6.8744 -4.5982 -2.7098 

27.0714 1.4763 -6.5895 2.8352 

32.1049 -5.7314 -1.1326 3.6186 

34.7201 -10.4547 5.6827 -3.2480 

Aplicando la ecuación (2h 

Sexuado  Modo 

C2= 0.0521 	 W2- 
2- 182.8? 

Tercer Modo 

C3= 0.0286 	 752= 490;63  

Cuarto Modo 

Cf.= 0.0586 	W 2 = 864.85 

Primer Modo 

C1= 0.2390- 	 T12= 30.81 al= 0.200 

a2= 0.190 

a3= 0.133 

a4= 0.111 
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Cálculo de desplazamientos absolutos 

Primer Modo 	 Segundo ::odo 

0.2x0.039x931(1.00) tj1= 0.19x0.0111111(1.000)_0.0531  
30.81 

U2= o.8873 

LS= 2.0165 

-0.2482 

= 0.1842  U 

US= 0.3320 

U14= 3.2157 U4= 0.5110 ,  

U5= 4.2786 U5= 0.5115 

tic 5.2862 U6= 0.3651 

U.7= 6.7233 k17= 0.0784 

Ule 7.9734 Ue-0.3070 

t9= 8.1229 U5=-0.5552 

Tercer Modo 	 Cuarto Modo 

u1= 0.133r0.0284x981x(1.00)_0.0076  
490.63 

U2= 9.0248 

U- 0.0413 

U14= 0.0323 

es= 0.0015 

U6=-0.0345 

U174-0.0501 

118=-0.0086 

£19= 0.0432 
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U1= 0.111x0.0536x981x(1.000_0.0074  
864.85 

U2= 0.0221 

U3= 0.0259 

U6=-0.0006 

U5=-0.0264 

U6=-0.0200 

Uf. 0.0209 

108= 0.0267 

U9=-0.0240 



Cálculo do las fuerzas cortantes 

Prloer Modo 

Fl- 415x0.2482= 103.00 

- 160x9.6391= 102.26 Pa- 

	

P3= 	90x1.1292= 101.63 

	

- 	80x1.1992= 	95.94 P4-  

	

- 	80x1.0629= 85.03 P5- 

	

F6= 	75x1.0076= 75.57 

	

F7= 	55x1.4371= 79.04 

	

P8= 	4521.2501= 56.25 

	

P9= 	45x0.6495= 29.23 

Segundo Modo 

Fi= 415x0.0531= 22.04 

F2= 160x0.1311= 20.98 

	

3= 	90x0.1978= 17.80 

	

P4= 	80x0.1290= 10.32 

	

F5= 	80x0.005= 	0.04 

	

F6= 	75x(-0.1464)= -10.98 

	

F7= 	55x(-0.2867)= -15.77 

	

P8= 	45x(-0.3854)= -17.34 

	

F.9= 	45x(-0.2482)= -11.17 

Tercer Modo 	Cuarto Modo 

Fi= 3.15 	Fl= 3.07  

F2= 2.75 
	F2= 2.35 

F3= 1.48 
	F3= 0.34 

F4=-0.72 	 F4= -2.12 

F5=-.2.46 
	F= 

F6=-2.73 
	P6= 0.48 

P7=-0.84 
	

P7= 2.25 

F8= 1.87 	 F8= 0.26 

Fg= 2.33 
	P9= -2.28 
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= 26.11 

R
3= 25.80 

R4-  24.13 

R5-  21.27 - 

R6= - 20.16 

R7= - 19.10 

R8= 14.72 

7.87 

El articulo 241 del Reglamento del D.R.F. permite despreciar el efec 

to dinámico torsional, a cambio de esto deberá calcularse la torsi8n 

debida.a las excentricidades estáticas y a las accidentales, calcula 

das seg6n ce reglamenta. en el articulo correspondiente al análisis 

eetítico. 
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'Aplicando la expresión 09: 

R1= 1 
Aplican

-I
do 

— 4 

  

 

= 26.36 



Cálculo de excentricidades torninnales 
Yt 

5 
	6 

n=1 

Al  Al  A á 

E41 

A 1 Al 

7{=1 

A3 

K=1 	K=1 

A3 1 

.G. 
Ç.T. K=1 

E=1 

A3 

.t.'=1 

A
3  

K=1 

3.5 	3.5 	5.o 1. 	.4_,. 3.5 	3.5 
• 19.0 

CENTRO DE GRAVEDAD: 	CENTRO DE TORSION: 

B 

—A 

CART. TIPO AREA Y AxY 

4 Al 12.25 6.75 330.75.  

1 

[ 

A2  17.50 6.75 118.13 

4 A3  17.50 2.50 175.00 

UNA - 13G.5 - 623.38 

CA"T. K Y KxY 

1 1 8.5 8.5 

1 1 5.0 5.0 

1 1 0.0 0.0 

SUMA 3 - 13.5 

C G. (9.5. 4.60) 
	

C.T. (9.5, 4.50) 

Se supUso que la distribuci8n 

'de la carca era uniforne 

- 1:11 - 
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Posici5n de las fuerzan cortantes en cada nivel 

Por simplificacien se consideró que todos los niveles tienen una -

misma geometria y distribucidn de careas, por lo cual tienen 17nal 

centro de gravedad. La posición de las fuerzac cortante?. es preci 

Tramonte la definida por dicho punto o sea: 

x=.11CPiy  
Vy 

y=,áll.l(Fix  Y)  
Vx 

x= 	 .% ri 
Vy 

Vx —
Vx 

Vy= .111y 

Vx= 

x= 

Y= 7  

x,y et-26. en todos 
los niveles 

Asi x= 9.50 e. 

1, Y= 4.6o m. 



EJE Tix Yit "ix"it 
2  E77C79 -E Vx 

'UxYit---bir,,,cto Torsiba 	Total 

Xx 1 -4.50 -4.50 20.75 2.84 -0.039 '..771 

Bx 1 0.50 0.50 0.25 2.34 0.014 2.354 

Cx 1 4.00 4.00 16.00 2.?4 0.113 2.953 

Suma - - - 36.50 

( KixYit2+ K 
	2)= 36.50+265= 301.5 

EJE niy Xit KiyXit XiyXit2 VE E 	C1' 	nE Vy  Directo' Torci8n Total 

ly 1 -9.50 -9:50 90.25 1.31 -0.470 0.840 

2y 1 -6.00 -6.00 36.00 1.31 -0.300 1.010 

3Y 1 -2.50 -2.50 6.25 1.31 -0.124 1.186 

4Y 1 2.50 2.50 6.25 1.31 0.124 1.434 

5Y 1 6.0 6.00 36.00 1.31 3.300 1.410 

1 9.5o 9.50 90.25 1.31 0.470 1.780 

67  sumí. - - - 265.00 

 

ro 

Distribución de las fuerzas cortantes en cada nivel 

Nivel n: 

Ar= 1.5 e 4. 0.10b (excrutricidad torzional accilon'al Reglamento 
D.D.F. art. 240-VII) 

tlyT1= 1'5  (4.6 - 4.5) + 0.10 x 8.50= 1.90 

ey,r2= 1.5 (4.6 - 4.5) - 0.10 x 8.50 = -0.70 

	

2T1= 8.53 z 1.0 = 1.3 	2T2 = 8" C-0.7)= -5.'7 

exTi= 1.5 (9.5 -9.5) + 0.10 x 19.0= 1.90 
exT2= 1.5 (9.5 - 9.5) - 0.10 x 19.0 = -1.90 

	

myTi= 7.'7 x 1.9= 14.95 	myT2= -14.95 
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En forma &Dialoga se calcula para los otros niveles: 

Marcos Longitudinales Ax, Bx y Cx: 

!i- 
CORTANTE CORTANTE 

EJES DIRECTO TORS. TOT. DIR. TORS. TOT. 

Ax 3.46 -0.108 3.352 3.73 -0.117 3.613 

Bx 3.46 0.017 3.477 3.73 0.019 3.749 

Cx 3.46 0.138 3.598 3.78 0.148 3.878 

LrA 	ti- 	 N-5 

CORTANTE . 
CORTANTE 

WES DIRECTO TORS. 	TOT. DIR. TORS. 	1 TOT. 

llix" 3.75 -0.118 3.632 5.00 -0.057 4.843 

Bx 3.75 0.019 3.769 5.00 0.025 5.025 

Cx 3.75 0.149 1  3.90 5.00 0.119 5.20 
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N- 
''.."1:.7 CORTANTE :ORTVIPE 

WES DIRWTO T0?S. TOT. DIR. TORS. TOT. 

Ax 6.06 -0.190 5.?,7 ,.67 -0.209 6.461 

Bx 6.06 0.330 6.09 6.67 0.033 6.703 

Cx 6.36 0.241 5.3C1 6.67 0.265 6.935 

T- 	N-1 
1.‘----------. 'CORTANTE 3ORTATTTE 

EJES DIRECTO TORS. TOT. DIR. TORS. TOT. 

Ax 7.26. -0.228 7.032 7.47 -0.234 7.236 

Bx 7.26 0.036 7.296 7.47 0.037 7.507 

Cx 
... 

7.26 0.289 7.549 7.47 0.297 7.767 

Mtl = 20.01 
	mti= 21.79 	Mti= 22.41 

m t2 
	Mt2=-15.26 	Mt2r-15'69 
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Marcos Transversales ly, 2y, 3Y, 4Y, 5Y Y GY 

CORTANTE CORTAUTE 
EJES DIR. TORS, TOT. DIR. TORS. TOT. 

17 2.45 -0.38 1.57 3.18 -1.14 2.04 

2y 2.45 -0.56 1.89 3.18 -0.72 2.46 

3Y 2.45 -0.23 2.22 3.18 -0.30 2.83 

4y 2.45 0.23 2.68 3.18 0.30 3.43 

5y 2.45 0.56 3.01 3.13 0.72 3.90 

6y 2.45 
_ 

0.88 3.33 3.18 1.14 4.32 

NIVELE w,s.....,.....sj 	CORTANTE coRTívrt 

EJES DIR. TORS. TOT. DIR. TORS. TOP. 

Iy 3.36 -1.21 2.15 3.55 -1.27 2.28 

2y 3.36 -0.76 2.60 3.55 -0.80 2.75 

3y 3.36 -0.32 ' 	3.04 3.55 -0.34 3.21 

47 
,..- 

3.36 0.32 3.68 3.55 0.34 3.89 
57 3.36 0.76 4.12 3.55 0.80 4.35 
6y 3.36 1.21 4.57 3.55 1.71 4.32 
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reLES 	11- 	-3 
..-------.., CORTANTE CORTANTE 

EJES D1R. TOS. TOT. D'IR. TORS. TOT. 

ly 4.02 -1.44 2.58 4.30 -3.54 2.76 

2y 4.02 -0.97 3.11 4.30 -0.9g 3.32 

37 4.02 -0.38 3.64 4.30 -0.41 3.89 

4Y 4.02 0.38 4.40 4.30 0.41 4.71 

57 4.02 0.91 4.93 4.30 0.93 5.28 

6y 4.02 1.44 5.46 4.30 1.54 5.84 

N-2 
	 N-1 ........____,... CORTANTE CORTANTE 

EJES DIE. TORS. TOT. DIE. TORS. TOT. 

ly 4.35 -1.54 2.81 4.39 -1.54 2.81 

2y 4.35 -0.98 3.37 4.39 1.00 3.39 

4.35 -0.41 3.94 4.39 -0.42 3.97 

4y 4.35 0.41 4.76 4.39 0.42 4.81 

57 4.35 9.98 5.33 4.39 1.00 5.39 

6y 4.35 1.54 5.89 4.39 1.58 5.97 
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Comparación entre la Fuerzas Cortantes obtenidas por los Métodos 

de Análisis Dinámico y Estático 

Análisis Estático 

Nivel Entrepiso 
(Ton.) 

'Ni 
(m.) 
Hi 

(T-m) 
"Ti Hi 

(Ton.) 
Fi 

(Ton.) 
Vi 

9 108 23.10 2495 9.67 

9 ',.67 

8 108 20.5:-, 2219 8.60 
8 18.27 

7 103 13.90 1944 7.53 

7 25.80 

6 108 15.45 1669 6.47 

6 32.27 

5 108 12.90 1393 5.40 

5 37.67 

4 106 10.35 1118 4.33 

4 42.00 

3 108 7.80 842 3.26 

3 45.26 

2 108 '.25 X67 2.20 

2 47.46 

1 108 2.70 292 1.13 

1 48.59 

- MIMA 972 - 1.2539.6 - - 

Este analista es valido tanto para el sentido x x cono para el 

sentido y 

Cx-.0.25 
01=4 

- y  

Í  y •tlyi 	2,115173.10   xWi Hi . 
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Fuerza 
Cortante 

An511-.1s 
Estático 

Análisis 
Dinámico X 

Análiris 
Din1.-ic.1 Y 

R9 9.67 8.53 7.?7 

R8 18.27 10.37 14.72 

R
7  25.°J 11.19 19.10 

R6 32.27 11.26 2'9.16 

R5 37.67 15.02 21.27 

R
4  42.90 18.18 24.13 

R3  • 45.26 20.01 25.',0 

R2  47.46 21.79 26.11 

R1  48.69 22.41 26.36 



COMCLUSION 

Como se puede apreciar en la tabla comparativa anterior, las fuerzas 

cortantes obtenidas por el análisis dinámico con menores que las ob-

tenidas por el método estático; esto representa una Tran ventaja - 

pues permite reducir el costo de la estructura al poder reducir las-

secciones de la misma. 

La mayor importancia del análisis dinámico radica en que los resulta 

dos obtenidos se debe básicamente a que los cortantes que reaultan - 

de un análisis dinámico dependen de los modos y frecuencias natura - 

les de la estructura, los cuales a su vez están en función de las ma 

ces y rigideces de la misma. Mientras que lon cortantes obtenidos - 

por un análisis estático dependen exclusivamente de los pesos y altu 

ras de cada nivel de la estructura. 

El Reglamento de Construcciones del D.D.Z. permite usar indistinta 

mente los mátedos estático o dinámico para el análisis- de estructu 

ras con alturas menores a los 60 m. Pero para estructuran mayores 

de 60 m. exige que se haga un análisin dinámico, tomando en cuenta 

quo con este mátodo se pueden predecir fenómenos especiales que con-

un análisis estático no sería posible. 

Por otro lado el volómen de trabajo necesario para realizar un análl 

ale dinámico es mínimo al utilizar programas de computadora, lo cual 

hace que sea mas conveniente realizar análisis de este tipo en contra 

de análisis estáticos. 
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