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[.- INTRODUCCION.

La sociedad genera cada vez mis problemas de magni

tud creciente en forma exponencial, sean &stos: de cardcter -
social, politico 0 econdémico; 1o que hace importante destacar
la trascendencia de encontrar las soluciones relativas, mis--
mas que deben ser adecuadas, factibles y de costo 6ptimo; - -
pués misidon fundamental de las disciplinas del conocimiento,
es plantear alternativas de solucidén al estado de conflicto -
en que 1a sociedad se encuentra.

De lo anterior cabe observar, que la ingenieria por
su propia naturaleza se encuentra en una situacidon inmejora-
ble para satisfacer en la medida de su aplicabilidad, un alto
porcentaje de los problemas generados.

E1 objetivo del presente trabajo, es plantear una -
solucidn a la interrogante de conocer las caracteristicas in-
trinsecas en una muestra de variables aleatorias. y estar en
oportunidad de inferir informacién de la poblacidn relativa;
con una confiabilidad aceptable y un ahorro de tiempo. Este -
modelo digital, liga conceptos de probabilidad, estadistica y
computacidn: la aplicacibn adecuada del mismo, determina con

un grado de confianza el comportamiento de algunos fendmenos
fisicos.



If.-

IDENTIFICACION DEL PROBLEMA Y ALTERNATIVAS DE SOLUCION.

II.1.- Planteamiento.

A 1o largo de su historia, el hombre ha desarro-
1lado la ciencia como parte de un,esfuerzo orientando
a comprender el mundo y mejorar de esta forma sus condi
ciones de vida; para ello, observa los fen6menos que --
ocurren a su alrededor y posteriormente experimenta con
ellos, recogiendo el resultado de sus observaciones me-
diante el uso del lenguaje. De esta manera, elabora una
descripcidén del fendmeno en lenguaje ordinario, 10 que
constituye de hecho un modelo de dicho fenémeno. Se --
puede utilizar mds de un lenguaje para describir el mun
do fisico, algunos con ventajas sobre otros; tal es el
caso de las matemdticas que aportan entre otras venta--
jas la de su precisidon. A objeto de pasar de la concep
cion meramente fenomenolégica en lenguaje ordinario a -
la concepcidn matemdtica del fendémeno, debe existir una
traduccidon que permita asociar un término y una proposi
cion dentro de 1a matemdtica, a cada término y proposi-
cion de la descripcién original; misma que debe tomar -
en cuenta la sintaxis de ambos lenguajes para obtener
una interpretacidn aceptable.

Es frecuente gque en la ingenieria y disciplinas
afines, se trabaje con variables aleatorias de un espa-
cio muestral, mismo que en la mayoria de los casos, no
es representativo de la correspondiente poblacién y la
informacién que de é1 se infiera respecto a la misma, -
es por consecuencia poco confiable; lo que dificulta 1la
interpretacion aceptable del fendédmeno en estudio, asi -
como la aplicacidon de las técnicas existentes encamina-

das a su respectiva solucidn,



La teoria bdsica empleada en el presente trabajo
no es nueva; sin embargo, ensamblar las diversas compo-
nentes y darles una secuencia en su ejecucidn, requiere
seguir un criterio delineado con anterioridad; para lo
cual, el planteamiento general obedece a la 16gica tra-
dicional,itil al resolver problemas de ingenieria.

11.2.- Fundamentos Tebdricos y Practicos vdlidos para la
’ creacidon del modelo.

Es rigurosamente cierto que al enfrentar de una
4 otra forma problemas que involucran variables aleato-
rias, el primer obstidculo es el de recopilar la informa
cidn respectiva, misma que una vez conformada, en un --
buen nimero de casos no es suficientemente confiable. -
Sin embargo, por las razones que se argumenten puede --
creerse que este primer escollo saludablemente se deja
a un lado y asi, como consecuencia propia de la bidsque-~
da de soluciones, surgen una serie de interrogantes re-
lativas a la natyraleza, tamafio y tipo de la muestra --
mas apropiada, etc.. E1 andlisis adecuado en esta etapa
de 1a solucidn es el de muestreo estadistico, de tal -
suerte, que al probar con ajuste a distribuciones de --
probabilidad para diferentes estadisticas muestrales,
exista una correspondencia entre una parte y otra, lo -
que puede conseguirse mediante iteraciones; 11endo de -
1o primero a 1o segundo y viceversa. Cabe aclarar, que
el presente modelo s6loc es Gtil en 1o relativo a la se-
gunda parte mencionada.

Bisicamente, la estadistica puede ser: descripti
va o deductiva ¢ inferencial o inductiva. Cuando una --
muestra de variables aleatorias es representativa de --
una poblacién, se puede inferir informacidén acerca de -
ésta, mediante un cuidadoso andlisis de aquella; lo que
conduce a trabajar en el &mbito de la estadistica infe-
rencial. Pero tales inferencias no son absolutamente --



ciertas, 1o que hace necesario conocer la probabilidad
correspondiente a tales deduccioness; Tuego entonces, la
estadistica descriptiva serd solamente el primer paso -
en la solucion del problema.

Una vez analizados los datos muestrales, se esta
rd en mejor oportunidad de decidir al seleccionar la me
todologia adecuada a un problema determinado; como po--
dria ser el caso de simulacidén hidrolégica, problemas -
que involucren lineas de espera o proyeccidon financie--
ra; asi mismo en 1o que respecta al cdlculo de parame--
tros .estadisticos, éste serd mds confiable, puesto que
se habrdn calculado con las expresiones correctas.

E1 contar con un modelo digital en este tfpo de
problemas es de gran ayuda, pues si el usuario estd fa
miliarizado con el tema, le bastard correr el programa
¢ interpretar y analizar la informacién resultante, 1lo
que traerd un ahorro considerable de tiempo, Siempre y
cuando, como ya se dijo, exista una técnica de muestreo
implementada y'aceptada para el problema especifico.

I1.3.- Alternativas de solucifn.

Existen un buen nimero de técnicas para resolver
problemas de estas caracteristicas, cada cual tiene sus
propias ventajas y limitaciones.

Una alternativa frecuentemente usada, es conside
rar gque al relacionar dos o mds de las variables impli-
cadas en el problema que se trate, se estard en oportu-
nidad de determinar una expresidn analfitica consistente
en tener uyna variable como independiente, funcidén de --
otra (s), segin que se trate de una regresién simple &
mdltiple respectivamentes. Sin embargo, esto serd una =-
parte del problema y tal vez la mds fdcil, pero en rea-
lidad la importancia de este andlisis de rearesién, es-

8.



triba en conocer el grado de confianza que deba tenerse
al respecto; por lo que el complemento de esta tarea es
utilizar una analisis de correlacidn, con el o los coe-
ficientes respectivos, determinando niveles de confian-
za 1o que hace casi imperioso conocer la (s) distribu--
cién (s) de probabilidad, a la que se ajusta las varia-
bles en cuestidn; 1o que permite comparar un resultado-

con otro, y si se quiere, dgenerar entonces una muestra-
sinté.ica.

Cabe aclarar respecto a 1o anterior, que la expresidn -
de regresidn puede ser la de una recta, un polinomio, -
una cénica, etc., dependiendo este del propio fendmeno-

y de la experiencia que sobre el mismo tenga el andlis-
ta.

Otro criterio Gtil es el de utilizar series de tiempo -
que en problemas especificos redituan beneficios, pues-
parte de un conjunto de observaciones hechas en instan-
tes determinados, normalmente a intervalos iguales de -
tiempo, 1o que l1leva a una expresién de la forma :

y=f(t)

donde: t = tiempo

En la figura. ( 1 ) pueden observarae variaciones carac
terfsticas que se presentan en diferentes grados; tales
variaciones o0 movimientos pueden clasificarse en cuatro
tiempos principales:

Movimientos seculares.- que se refiere a la direccién -
general que la serie de tiempo parece seguir y cuya cur
va de tendencia puede ajustarse por minimos cuadrados.

Movimientos Ciclicos.- referentes a las osclaciones de-
larga duracidn alrededor de la curva de tendencia----- -
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mismos que pueden ser periddicos § no.

. Movimientos Estacionales.- relativos a las nor
mas casi idénticas que una serie de tiempo-parece se--=
guir durante los correspondientes meses de 10s sucesi--
vos afios.

« Moviemientos al Azar.- considerados como espo-
rddicos, debidos a sucesos ocasionales, que duran un --
corto tiempo y tan intensos que pueden originar un nue-
vo ciclo.

Cabe observar, que una serie real y una ideal, -
cuando mds difieren es cuando se presenta un movimiento
aleatorio. Si T, C, S € I, representan respectivamen--
te, los cuatro casos anteriores, el resultado seria el
praducto*:

Y = TxCxSxI
Como consecuencia de lo anterior, puede decirse

que el andlisis de series de tiempo consiste bdsicamen-
te en una investigacién de sus componentes.

Puntos importantes en el andlisis de series de -
tiempo:

1.- Colecci6n de datos. (teniendo presente el --
prop6sito que se persigue).

2.~ Representar la serie de tiempo, anotando cua
litativamente 1a presencia de tendencia de larga -dura--

cibn, variaciones ciclicas y estacionales.

3.- Construir las curvas de tendencia de larga -
duracién y obtener los valores de tendencia (T).

4.~ De ser el caso, obtener un indice estacional
y desestacionalizar los datos.

10



5.- Ajustar los datos anteriores a la tendencia,
y teéricamente, los resultados tendrdn variaciones ¢f--
clicas e irregulares,

6.- Representar las variaciones ciclicas, anotan

do su periocidad respectiva.

7.- Combinando los resultados de los pasos ante-
riores, y discutir el resultado final.

Pudiera tambié&n suponerse en forma ideal una va-
riacidén senoidal para un caso particular, pero esto es
mas bien producto de la experiencia.

El criterio aqui expuesto, es el de ajuste a dis
tribuciones tedricas de probabilidad que ya anterior--
mente se comentd; y cabe aclarar al respecto, que dada
la incertidumbre con aportes de panico que frecuente~--
mente se presenta en los comentarios sobre estadistica
inferencial y probabilidad, 1a modesta idea plasmada en
este trabajo, no es inovacidn y si; un intento por cono
cer un poco mds a detalle los fendmenos hidroldégicos; =~
sin que se pretenda establecer, que estas ideas son ~--
{as dnicas para resolver el problema.

* algqunos emplean Y = T+ C %+ S + I
1



I11.- OETERMINACION DE LA METODOLOGIA ADECUADA.
I1I.1.- Elementos y Andlisis,

Cualquier cantidad X es una variable aleatoria, si para
un ndmero real x, existe la probabilidad de que X sea menor o ~-
igual que x; y X puede ser & no, producto de aobservaciones. Esto
es, si la cantidad X satisface la condicién:

0 S P{X= x)=1 I11.1.
entonces, es una variable aleatoria.

Las varjables aleatorias, pueden ser discretas 6 conti-
nuas; para el primer caso, la v.a. toma un ndmero finito 6 infi-
nito contable de valores, mientras que para el sequndo caso, la
v.a. toma un niamero infinito no contable de valores.

Sea X una v.a, continua en el intervalo a s X = b, 0 --
sea que puede tomar cualquier valor real en ese intervalo. Exis-
te un numero infinito de valores que puede adquirir la variable
en el intervalo; por lo que no es posible definir su distribu---
cidon de valores en forma tabular, o 1o que es To mismo, no es po
sible expresar explicitamente el conjunto infinito de parejas or
denadas ﬂ Xi,Pi)} , que se tiene para todo valor de X en el
intervalo. En este caso, deberd definirse la f.d.p., de X en for
ma grafica o analitica. '

Por 1a continuidad de l1os valores de X en el intervalo,
en este caso el poligono de probabilidad se convierte en una cur
va continua de ecuacidn y = f (x), siendo f(x) una funcidn real
de la variable aleatoria X en su intervalo de definicidn, 6 f(x)
serd la f.d.p. de la v.a. X, v su expresidn algebraica constitu-
ye la representacion analitica de 1a f.d.p. de la variable. Esta
expresidn analitica se determina de manera que la probabilidad -
P (X,= X = X;), en donde el intervalo X; = X = X,, estd com-
pletamente contenido en el intervalo a = X = b de defini---

¢ién de la v.a. X; y es igual al drea bajo la curva c¢e la fun---

12



cidn f(x), entre X = X1 y X = xz. é
2
P (X, =X = X,) = f f(x) dx
Xy I1r.2.

La funcidn f(x) debe cumplir con las condicio-
nes siguientes para que sea f.d.p., de una v.a. contf

nua:
L.- f(x) es no negativa para todo valor de X.
f(x) 2 0 0 a <= X = b
'Li.— E1 drea bajo la curva de la funcidn f(x)

en el intervalo a = x < b, vale uno,
b
/, fF(x) dx = 1 I11.3.

Fundamentalmente puede definirse la D.P.A., de
una v.a. continua X, por medio de su f.d.p., que esta
blezca la relacidn entre los valores de la variable -
en un intervalo y la probabilidad de que ella adquie-
ra esos valores.

La D..P.A., se puede representar en forma tabu
lar, grifica o analitica:

L.- En forma tabular por medio de la escritu
ra explicita de todos los valores de la
v.a., y sus correspondientes probabilida
des.

L4.~ En forma grdfica a través del conjunto -
de puntos axi’ PL)} dibujados en un -
sistema de ejes coordenados, uniendo los
puntos sucesivos por segmentos de recta.

{£{.- En forma analitica a través de una fun--
cidn real P(x), tal que el valor de la -
funcidén, cuando la v.a. X toma el valor
X., es igual a la probabilidgd de que --

L
13



ocurra este valor, o sea, de que ocurra el
event E..
ento :

La D.P.A. puede definirse formalmente por medio
de una funcidn:

f{x ) = P (X = x) 111.4.

donde el valor de esta funcidn es la probabilidad del -
evento en donde la v.a., toma cualquier valor igual 6 -
menor a X .

£L.- Caso discreto.

$i la v.a., es discreta, definida en .......

a =< x = b, entonces: .

B 4
Flx.) = Pl(x = %) = z P (x;) III.5.
14-':(1

44.-Caso continuo,

Si 1la v.a., contfnua definida en aX=b
y f(<) es una f.d.p., la funcibn F(x) es:

l‘
F(x) =p(Xx= x) =Pla = X = x.) = [ fx) dx
a

I11.6.
y en estos casos, discreto y contfnuo F(x) es una fun
cidén monoténicamente creciente, asi mismo, en ambos se
debe cumplir quei

Lo- flx) = 0

II1.7.

L3 (x) = 1

14



Debe observarse la diferencia entre distribucidn em-
pfrica de v.a., y distribucidn tedrica de v. a., ---
puesto que l1a primera es producto de observaciones ¢
experimentos registrados y la segunda, corresponde a
una expresién analftica que es la relacifn entre es-
tos.

En hidrologfa se cuenta con v, a. discretas o conti-

nuas, pero esto no es obstdculo en el presente desa-
rrollo, puesto que si es el primer caso, bastard in-
corporar una variacién continua al espacio muestral-
y viceversa si se tiene al segundo y se necesitari -
1o primero.

15



ENTRADA

L_‘

DISTRIBUCION NORMAL

PRUEBA

DISTRIBUCION LOGNORMAL DE AJUSTE

DISTRIBUCION GAMA

DISTRIBUCION GUMBEL

—
SALIDA

e x* JI CUADRADA
e M.V. MAXIMA VEROSIMILITUD

Fig. 2 ESTRUCTURA BASICA DEL PROGRAMA TEST.



PARAMETROS DESCRIPTIVOS DE LA DISTRIBUCION

DE TENDENCIA CENTRAL II1.8
MEDIA

k
X = = _xifilbxi

izl n

Xi = Es el valor representativo de un interva]p de ciase
Fi = Frecuencia correspondiente a Ai

k = Ndmero total de intervalos de clase.

n = Nimero de datos de:la muestra.

MEDIANA.

M =L, +¢C T - (=1), 1
) fm ‘J

M= Aquel valor tal que la mitad de las observaciones son
menores que ese valor y la otra mitad mayores que el mis
mo. Para "n" impar corresponde al elemento situado en -
la posicidn ( n+l )} /2 y para "n" par se toma el prome--
dio de los dos centrales.

Ly, = Limite inferior o intervalo para el que fi mayor --
que ¢©.5..

c = Amplitud del intervalo.

16



(:Eifﬂ = Suma de frecuencias de los intervalos ante-
riores aquel en donde esta alojada la mediana.

fm= Frecuencia del mismo intervalo de clase.

MODA:

M'= Observacidn que se presenta con mayor frecuencia.

d,
M= L, +C

di+ dp

L, = Limite inferior del intervalo de clase con
mayor frecuencia.

o
1]

Amplitud del intervalo modal.
d = Diferencia en valor absoluto de la frecuen-
cia del intervalo modal y la frecuencia del in-

tervalo de clase anterior al modal.

d2= Idem al anterjor solo que con el intervalo-
. de clase que sigue al modal.

Cuando 1a distribucibn es moderadamente asimétrica.

MY =R -3 (%-M)

17



RANGO

RN = X max-Xmin

DE DISPERSION S 111.9

DESVIACION

K . 1/2
_ = {(xi-x) FiAX;—,
Sx [:i=l _J

n-1

Donde las variables con excepcién de S,tienen el mismo
significado que en la descripcifn de 1a media.

VARIANCIA.

2

lLa variancia se denota por Sx

COEFICIENTE DE VARIACION

C.v. = S
X

COEFICIENTE DE ASIMETRIA

C.AS.~= X - M
Sx

Vale cero para distribuciones simétricas y otro valor
para asimétricas .,

18



DE APLANAMIENTO IT1.10.

CURTOSIS

Debe observarse que (04 vale tres en una distribucidn

mesocirtica como la normal, mayor de tres en leptocir

ticas ( mas alta y estrecha que la normal ) y menor -
de tres en platicirticas ( mas ancha y baja que la -
normal ).

OTROS ELEMENTOS UTILES 111.10°
ESPERANZA MATEMATICA.
E (x) =Xj,P (X=X;) +...+ xnP (X=Xn)

n

E (x)= = Xjf(X4i)

i=t

Cuando las probabilidades son todas iguales.

E (x) = xl"hxz + ...x.n

n

Xi= Variable aleatoria.

19



YARIANZA
VAR ( X ) = E [(x-;)z]
VAR (X) = [(x-i)z:lf(x)

Cuando las probabilidades sbn todas iguales.

<1
~
~N
+

52 - [}x"-i 124 (X -

VARIABLE ALEATORIA NORMALIZADA

x* = X - X
Sx

X* Variable aleatoria normalizada con & = 0 y Sx =1,

y tiene como propiedad adyacente el ser una cantidad -
adimensional.

* Las variables normalizadas son Gtiles para comparar-
diferentes distribuciones

COEFICIENTE DE CORRELACION

P = Sxy

SXSy

Sxy= covarianza de (x,y)

e+ xn.,i)"’]/n

20



como |Gxy | < Gx Gf implica aue
-l=sp =

desigualdad de CHEBYSHEY

W
=
]

P (Ix-p1 =€) =

™
N

Si €= K Gx

P (Ix-pl =KG) < ;|<2

este teorema revela una propiedad general de las v.a.
discretas von R y Sg finitas. En la ecuacidn anterior
£ es cualquier nimero positivo y quiere decir lite--
ralmente que la probabilidad de que X difiera de su -
media en mis de K desviaciones es menor que o igual a
1/ k2 Equivalente, es decir que sefiala la probabili-
dad de que X se encuentra dentro de las K desviacio-~.
nes cuando todavia no se ha determinado la distribu--

cion de probabilidad de X.
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LEY DE LOS GRANDES NUMEROS ( EN FORMA DEBIL )

Lim P(lsTn-}llag) =0

N e OO

Este teorema establece que la probabilidad de que la
media aritmética Sn/n difiera de su valor esperado
por mas de £ ,tiende a cero cuando n-=o

Sn= X,+X2+... Xn

Y X, X2...Xn son variables aleatorias mutuamente -
. . - . 2.. .
independientes cada una con media var1anza(T'f1nL
tas.
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Serie de Taylor:

Una serie de la forma: R

Ao + A, (x-b) + A, (x-6)% + ... . ITI.11.
. .

o0 L

Z An (x_b)ﬂ III'IZ-

n=o :

en donde A y b son nameros reales, se 1lama serie de potencias -
de x=-b. '

£s evidente que la serie de potencias III.1ll., converge

a Ao cuando x = b.

Si en Il1.12., el ndmero b se toma igual a cero, enton-

ces queda:

Anx" I11.13.

18

1a cual se 1lama serie de potencias de X .

Para estudiar algunas propiedades de las series de poten
cias, es suficiente utilizar la forma III.13., y cualquier resul .
tado asi enunciado puede también aplicarse a la serie III.12.

Teocrema 1.- Si 1a serie de potencias IIl.12., es conver
gente en Xo » donde Xo # 0 , 1a serie es absolutamente con=-
vergente en cualquier nimero X; , para el cual |X1[ < [Xol .

Teorema 2.- Si la serie [II.12., es divergente en X;,-
entonces es divergente en cualquier nimero Xo tal que . . . ..

lxol >-lx1|
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Teorema 3.- Supdngase que la serie de potencias II[.12.
tiene el intervalo de convergencia R.

Sea F la funcifn definida por II1I.12.,

©o " .
F(x) = An  (x-b)}", x € R.,

luego entonces:

£{.- La funcién F es continua y derivable so--
bre x. ’

£{4L.- La serie:

DxAn (x-b)" = f n An (x-b)""1 111.14.
n=90 n=o0

obtenida al derivar [I11.12., término a término., tiene
el intervalo de convergencia R, Yy:

NAn (x-b)* 7 = F'(x), X € R.
n=1

idi.-La serie:

o 'x
> <{An (t-b)" d§= i A (x-p)""!

£L=0 n=o0

obtenida al integrar 1I1II.12., término a término, tiene
el intervalo de convergencia R, y:

[0 ] X
) N [ F(t)dt; x €R. II1.15.
b
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TYeorema &4.- Considérese I111.12., en la cual el término
general es An (x-p)"

. An+ ]
. 1im = k, entonces:
[.- Si g An
£.- Si k=0 , el intervalo de convergencia es ke.

£4.~ Si k{0 , el intervalo de convergencia es:

{x' 'x—b’ < —é-} es decir;
la serie es absolutamente convergente sobre la -
expresidn inmediata anterior y divergente sobre:

(] b~}

I1.- Si 5-2—}-’—-—{4- 00 cuando n —4 +00

la serie es convergente dnicamente en b.

Si se hace:
£

tn)
sn(x) = }; fil;iﬁl (x-b)" , x €C; 1Il.15.

n=o

de manera que {Sn (x)} es la sucesidon de sumas
parciales de 1a serie [1I.12., entonces:

F(x} = Sn(x) + R ., (x); X € C; 111.17.

en donde Rn+1 (x) es el residuo después de n+1 -
términos y estd dado por la férmula:

n+1 n+1
F Z (X"b)

Rpe1(X) = Troy xfb 3 I11.18.

siendo Z -un nimero para el cual

b= = x si x > b

Xx = Z =< b si X =< b



De III.17., se observa que l1a sucesifn de sumas -
parciales {Sn(x)} converge a F(x) sobre C , si
y s6lo si:

Tim

n-400 Ro+1 (x) =0 x€CcC ITI.19.

de donde se tiene el siguiente:

Teorema 5.- Sea F una funcién con derivada de todos -
los drdenes sobre un intervalo C que contiene al nime
ro b . Entonces una condicidn necesaria y suficiente -
para que la serie de Taylor para F en el punto b , -
represente a F sobre el intervalo C , es que se cum-
ple II1.19. '

Consecuencia de lo anterior, es el siguiente Coro
lario:

“Para demostrar que una serie de Taylor realmente
representa a la funcidén F ; no solamente debe de
mostrarse que la serie es convergente sobre C ,
sino que también debe demostrarse III.19.

Debido al comportamiento aceptable de las series
de potencias, dentro de sus intervalos se pretende aqufi
determinar la serie de potencias que converja a F(x)=e&%
sobre un intervalo. La relacién entre F(x) y la serie
es de Ta forma: '

0o
F= {(xy)/7y= 2  anlx-b)", x € c}; 111.20.

n=0

es decir:

©
F(x) = 2 An(x-b)" , x € C ; III.20'.
n=0

en donde C es un subconjunto de convergencia de la se
rie; entonces decimos que 1a serie representa a la fun-
cién F sobre el intervalo ¢C
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Expresando [II... . en form xtensiva:

F(x) = A.+A,(x-b) ¢ Az(x-b)2 + ... x€EC 3 I11.21.

y por el uso repetido del teorema 3, se concluye que, =~
F debe poseer derivadas de todos los Ordenes sobre C

y por lo tanto:
F'(x) = A,+24,(x=b)+34,(x=b)Z+ah (x-b) 7+ ...,

FU(x) =2A2+2.3A3(x-b)+3.4A4(x-b)2+ s
111.22.
F"'(§)=2.3A3(x-b)+2.3.4A4(x-b) + L

FR(x) = (2.3.4...&)Ah+[2.3.4...k+1]Ah+1(x-b) o

Substituyendo B en Jugar de x y despejando a
en las igualdades anteriores, resulta que para represen
tar a la funcion F mediante la serie I[II.12., sobre -
cualquier intervalo que contenga a b , es necesario --

que:

- F _F" (b L F(b . FRb
A I e L e 2+ R Lo7ssos <
y la serie toma la forma:

i F—:pﬁ (x=b)"=F(b)+F" (b) (x-b)+E1(b) (x=b) .. . +EL(b) (x=b) T+.. .,
) Z1 nt
n=0

[1r.23.

que recibe el nombre de serie de Taylor de F , en el -

punto b
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Para el caso especifico de e se tiene:

II1.24.

F o(x) = &~ F(O) = 1

F' (x) = % Fr(0) = 1

F* (x) = oFf Fr(0) = 1

F* (x) = ef Moy = 1

Sustituyendo estos resultados en [II.23., se - -

tiene: R x
nid
n=o :

6 en forma extensiva:
2 3
x X x
= + +
e 1"‘)("’——]—2. ?r -

Para demostrar que la serie

xn‘
Tt

v.oy I1IL.25.

Xl: <
% T converge a -

i=0
X 1im
e sobre Re debe probarse que n—p o0
donde:
{n+1)
_ F 4 n+!
Rn+l{(x) = ———(n—;-l—r‘—)— x
con 0 < 2 « si x >
é
X « zZ < 0 si x = 0.
S5 0 < z < x, entonces ¢~ = ¥
n+ |
> 0

b 4 X .
Ignﬂ. (")[‘e Tn+iIl*

Rr+1{(x)=0, en

y:
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Si x = z = 0, entonces el <« 1 y:

n+]
X
R“+1(x) <\|{T{n¥I)T x = 0,

. @ x<
Observe que la serie Z T cuyo té&rmino ge-
i=0

n
neral es Gn(x) =“:'(1T es convergente sobre Re, de manera

n
que el n]__i’go—:—r— = 0 para x€Re. Por tanto . . . . .
lim n+l
= (0 para x Re tenemos:
n— co |2 P € Re, vy
Tim R (x) x lim x"” =0, x>0
n—soo | n+l < € nooco(n+l) ’ :
: (n+1)
1im Tim |_x -
n— oo Rn+1(x)l n—soo{ {n+1) 0, x=<20
1o q.q.d.,

II1.2.- Distribuciones de probabilidad

Una F.D.P., es la mds concisa representacidn de una dis
tribucidén empirica de frecuencia; sin embargo, Ta seleccidon de -
upa de ellas no representard exactamente a la distribucién obser
vada, la bondad del ajuste en este propdsito, depende entre - -=
otras cosas del tamafio de la muestra, 1a propia seleccidn de la
funcidén y la mejor manera de estimar los pardmetros respectivos.

Las F.D.P. pueden ser desde el punto de vista estadisti
co: tedricas, semi-tedricas, empiricas 6 las tres. Si es deduci-
da por axiomas y de derivaciones 16gicas de 1a teorfa de la pro-
babilidad, l1a funcidn es tedrica. Si las condiciones particula-
res de una v.a. son acordes a una funcién especifica de distriby
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cién de probabilidad, 6 si presentan indices de que la distribu
cidon de esa v.a. pertenece a la familia de 1la F.D.P.; pero él @
los pardmetros deben estimarse para la muestra de datos, esa --
funcidon puede considerarse semi-tedrica. Si una funcidn es sim-
plemente ajustada a una curva de frecuencias empiricas, la fun-
cidn es empirica; la misma funcidn puede ser tedria 6 semi-ted

rica.

La seleccién de la F.D.P. adecuada a la distribucibn -
empirica de frecuencias, la mejor estimacifén de sus pardmetros,
la mds confiable prueba de ajuste y el consiguiente orden en --
los 1imites de confianza; son aspectos importantes en la aplica
cion de la estadistica, a 1la distribucidn de frecuencias de - -

v.a. en hidrologfia.

Una F.D.P. gue se ajuste a una distribucién de frecuen
c¢ias observadas, define las propiedades de Tocalizacién (tenden
¢ia central, valores frontera), escala (dispersidén, centraliza-
c¢ién), forma, asimetria, apuntamiento, asintotismo y otras pro-
piedades; todas ellas valuadas con sus parametros correspondien
tes. Desde el punto de vista matematico, a miés parametros en --
una funcidén, mayor flexibilidad en el ajuste a la distribucion
empirica, y desde el punto de vista estadistico, la estimacion
de pardmetros requiere, uno por cada momento, en algunos casos;
1o que trae consigo rigidez en el cdlculo, aunque en otros, 1os
parametros pueden estimarse directamente. Algunos de los pardme
tros estimados, serdn menos confiables que otros, de donde sur-
ge 1a necesidad de optimizar; seguridad en los parametros con--
tra flexibilidad en la funcidn.

Es facil convencerse, que en los ajustes de F.D.P. que
toman solamente una distribucién de frecuencias de una muestra,
1levan en la mayoria de los casos a conclusiones equivocadas; y
es aqui, donde juega un papel importante la experiencia del ané

lista.
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. Distribucién normal de probabilidades,
La f.d.p., se expresa como:

glx), _1 e-(x-')?)2/252

H II1I1.26.
sy2m

para -Q0 < x=03 ., La correspondiente D.P.-
A., es:

X —2,,.2
F(x) = P{X= «x) = 1 f e-{x-x)"/2s dx;
s\y21r Zeo
I11.27.

y X es 1la v.a., normalmente distribuida con
2

media X y varianza s°.
S1 se hace:
Z__X-X

donde Z es 1a variable normalizada correspon
diente a X. E1 valor esperado para Z es cero
y la varianza 1; luego entonces, la f.d.p. -
normal tipificada queda:

2
1 -z°/2
f(z) =—— e H I11.28.
Vor
y la correspondiente D.P.A., se expresa:

z -
2
F(z) = P(I=2z) =-l——f e /24y 5 111,29,

Vo1 A

que en forma equivalente es:
z 4

F(z) = P(2= 2) =—%—— +‘ﬂ%f'[ et /zdu;
o

I11.29°',

k)|



Observese en la fig. 3., que la integral an-
terior, representa el 8rea bajo la curva normal
a la derecha de cero.

Como anteriormente se expuso, una expresién
para e , de las series de Taylor, es de la --

forma: .

3 " 1
e = l=x +-2ﬁ'%|+ ﬁ‘ —r— 111.30.

Si x =i%- , desarrollando y simplificando la
soluci6én de la integral de referencia lineas --
arriba, queda:

z

2 .

f e u /24, = Z y(23+1) (-1)7 5 111.30°
o j=o (2J+1).2 J JT

y la expresidn 111.29'., resuTta:

y{2i+l) (-1)d]

1,1
2 o E: TFF. 20

P(Z = z)

I1T1.31.

Algunas prapiedades de la distribucidn normal -
son:

media = X

-varianza = g2

desv. tipica = 8

coef. de sesgo =o<3=du% = 0

coef. de curtois o<y = m4 3
».Ts =

funcidn generatriz de momentos:

m(e) = e-xt + (s%t?r2)



E1 valor de la sumatoria en III.31.; se re--
suelve para valores absolutos menores 6 iguales
que £ previamente establecido.

La curva de densidad de probabilidad normal,
f(x) y su curva de distribucién de probabilidad
acumulada F(x), con« =0 y tres valores de ¢ ,

=0.5 1.0y 2.0 se representa en la fig. 3

La funcidn de distribucién normal standard,
ocupa una posicidn inigualable entre las funcio
nes de distribucién en la teoria de la probabi-
lidad, la matemdtica estadistica y los procesos
estocdsticos.,

Frecuentemente, se usa como patrdén para com-
parar con otra {s) funcién (es) de distribucidn
pués algunas <e estas convergen a la funcidon --
normal en condiciones particulares.

La funcién normal, estd definida y desarro--
1lada prdacticamente para valores reales de x. -
E1 méximo es x =g¢, cada f(u) = 1/gV2T =0.4/0.
Los puntos de inflexidn son para « * (¢ con...
flut ¢ ) = e/ 1am

La x es asintdtica y f(x) es simétrica cerca
de x =4 ; el drea bajo la curva es la unidad, -
la mediau, 1a mediana M , y la moda m; son - -
idénticas. E1 coeficiente de variacidn estd de-
finido solamente parq/u # 0, 6 particularmente

para/u>0.

La medida del error en la desviacién ¢_, es-
td definido como d'p = X;-M4 6 Gb = M -X,, con
X; ¥ X, los valores de x, simétricamente locali
zados alrededor de &, el drea entre ellos de -
la curva de densidad de probabjlidad es 0.5; en
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este caso, con Q—p = +0.6765 = + 2q /3.

El teorema del limite central indica que la
suma 6 el promedio de las variables aleatorias,
tiende a la distribucién normal, como el nimero
de variables se incremente.

La f.d.p. normal, es Gtil particularmente -
en hidrologia en algunos casos:

1.- Para variables hidrolégicas aleatorias -
con distribucidn simétrica empirica de -
frecuencias.

2.- Como una f.d.p. en el andlisis de erro--
res aleatorios.

3.- A manera de comparacidn con otra distri-
bucibh.

4.- Cuando varios pardmetros estadisticos =-
pueden ser ajustados aproximadamente a -
los de una distribucién normal.

5.- Se usa en el método de Monte Carlo (GENE
RACION DE DATOS) para simulacidn, donde
primero se tendrian nimeros aleatorios -
normales, dependientes 6§ independientes,
para después transformar a otro tipo de
distribucidn.

La funcién normal, puede ser relativamente -
adecuada a la distribucidn empfrica de precipi-
tacién anual, de un nimero grande de registro.-
Sin embargo, el propdsito de ajuste, no es bue-
no para lluvia mensual y escurrimiento anual, -
asi como para valores diarios; sin que lo ante-
rior pueda siquiera, generalizarse.



Dos factores fisicos justifican 1a aplicaciédn
de la funcién normal en hidrologia.

?rimero.- varias variables pueden ser cero pa
ra un intervalo grande de tiempo. E1 valor ce
ro, tiene una probabilidad finita y la proba-
bilidad acumulada para x = 0, puede interpre
tarse tedricamente, como la integral de la --
densidad de probabilidad para valores negati-
vos, (- oo a cero) y la cola negativa puede -
interpretarse como una parte imaginaria de la
distribucidn normal.

Segundo.- valores negativos pueden ocurrir en
algunas variables hidroldgicas, tal es el ca-
so de rios largos, con pendiente superficial
pequefia, de tal forma, que un escurrimiento -
rdpido 6 un tributario, ocasionan la forma---
cidon de remansos y entonces existe, aguas ---
arriba, flujo negativo; con lo cual se justi-
fica el uso de c¢colas negativas de la funéién
normal de probabilidad.

La funcidén normal puede ajustarse a datos, --
analitica 6 graficamente; usando una escala de --
probabilidades se tendrd una linea recta en un --
grdfico en el cual el eje horizontal, es de proba
bilidades. Es evidente asi mismo, gque puntos a la
izquierda de F(x) = 0 tienden a -o© y puntos a -
la derecha de F(x) = 1, tienden a +oo.

Usualmente, para estimar pardmetros de funcio
nes de distribucion, se tienen: el método de minj
mos cuadrados, método de los momentos, método de
la mdxima verosimilitud y el método grafico. Los
tres primeros, dan la media y variancia de 1a fun
cién normal, con aproximadamente la misma exacti-
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5 06 07 08 09
F{x)

Fig. 3. Curva norma} de densidad de probabilidad (lado izq. de
lo grdfica), y curva normal de distribucion de probabi-
lidad (i1cdo der. de la grdfica) para =0 y tres valo-
res de ¢, 0.5, 10y 2.0



tud. La media M oes estimada por la media muestral
X , y la desviacidon standard ( es estimada por -
la desviacion muestral, usando T para muestreos
pequefios y S para muestreos grandes,

Adicionalmente, para determinar la bondad de
ajuste, puede auxiliarse de Cs. (coeficiente de
sesgo) y del coeficiente de curtosis.

. F.D.P. Logaritmico - normal.

E1 LnX, donde x estd normalmente distribui-
da, se dice que tiene F.D.P. logaritmico-normal.

Haciendo:

f(x) = y(LnX) |d(LnX)l 3 III.32;

y si: ,d(LnXA = 1: , entonces:
f(x) =f-{L0X) ; 111.32'.

de donde se tiene la F.D.P. logaritmico-normal -
de la variable LnX de la siguiente forma:

- 1 1 LnX -4 n
LnX) = ——0 -
LA Tn Tzw“exP[ 2 ( Tn )

y por consecuencia:

fx) = — L _1<Lnx;/«n)2;
(x2 x T -VZTT-EXP[ 2 an

IT1.33°'.

2

11.33.

vilida para x = 0, y donde ipy g son la -
media y desviacibén standard de LnX.
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La funcidén Lognormal posee como limite infe--
rior Cero y tiene un mdximo Gnico, los puntos de
inflexifn estdn dados por:

a3 C ey oy @, Ve @),

La curva es convexa hacia arriba entre los --
puntos de inflexidn, y convexa hacia abajo en ---
otros lados. La media, la mediana y la moda de es
ta funcidn, son diferentes y frecuentemente se de
nota como:

L (/Acn, Tn)-
lLa relacién entre los parémetros/“-,q_y/%in,
G;, permite obtener unos a partir de otros. Los
momentos de X , alrededor de cero pueden obtener
se de:

Tr = e('"/’*nJ' r? T n

2,2y,  111.38.

donde r es el orden del momento; asi la medii/u
serd con r=1 , y resulta:

2,2) s II1.34°.

A el T

y de igual forma, la variancia de X es:
2 2 n? ‘
T =/A“( e -1) H I1r.sa".

por consecuencia, el coeficiente de variacion re-
sulta: : :

2 S
n - ;%%_.= ( €Eah -1)1/2 . II1.35.

Frecuentemente es uUtil espresar Yy
n n

en términos de sty To6 oy 36 4y N . La
relacidn entre sus respectivas expresiones déd co-
mo resultados:
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1 A 1 A
= —— Ln ( ) Ln 7 :
//ﬂn 2 r\Z*I //41- 2
111.36.
y
2 2 '
o = tn (M%) = tn -~ 111.37.

Los coeficientes de sesgo y curtosis de Xi--
son respectivamente:

&"1 = fl3 + 3N ; I11.38.

Fo= nb+ef + s’ +16n?-3 ;5 111.39.

asi mismo, la moda y la mediana son respectivamen
te:
m = a(fn - Cnl) 5 II1.40.

M = e/” ; 111.41,

Para determinar nyd‘n, dos métodos son confia
bles, estimados M y ¢ para los valores de la varig
ble y usando III.36. y III.37., determinat/an y «h
respectivamente; y estimar n Y G—n directamente
de los Togaritmos de X1 6 por el método de la --
maxima verosimilitud.

La fig. 4., muestra algunas curvas de la fun--
cidn lognormal para varios valares de n Y varian
za q‘nz ( y los correspondientes valores di/u éclx

Si la frortera inferior de la distribucidn log
normal no es cero, es necesario modificar la expre
sion I[I1.33'. introduciendo el tercer pardmetro y

entonces:

k}:]



Fig. 4. Seis Curvas de probabilidad lognormal 4= 0, 0.5 y 1.00,
para 6.;%= 05 Yy 0% 0', 35 Yy 2 para i, 0



f(x) = ' exp{ - [LH(X-XQ)HZ/“J~ ;
(x-yg) G;ﬁﬁ? 2 (n *

111.42.
en la cual /B representa la frontera inferior,

En el presente trabajo, se considera conocida
la frontera inferior y 1a soluciln se aplica para
I11.33'., en igual foema que para la funcidén nor-
mal de probabilidades, de tal suerte, que para --
considerar homogénea la notacion, se tiene:

-(Lnx-;n)Z/ZSf

. .
flx) = ————— s l11.42'.
X Sn VZﬂ‘ 63
o« . F.D.P. Gamma con dos parametros.
La f.d.p. es de l1a forma:
f(x) = —:—1-—— x =T e"‘/e : III43 |
B~ Mie<) UURE R

.para 0 = x = oo , pués f(x) es igual a cero
si x = 0.

Los parametros o< y ’ﬂ » son de forma y esca
1a respectivamente y ambos mayores de cero.

o
La moda es: m = ﬂ (e -1) 1 1I1.44.

para o< = 1, y Ex=/u.=°Cﬁ es la media y
var x = oC'}B 2, donde los coeficientes de sesgo
y curtosis dados respectivamente por & = 2H=
y A“z = 3-6ec , son ambos independientes de 8
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En la fig. 5, tres curvas de II].43., se pre-
sentan para valores deoC = 2 y /8 = 0.5, 1.0y
2.0.

Los pardmetros o< y/8 , son estimados de la -
muestra de datos. Para una distribucidn con sesgo
alto, se recomienda usar el método de la maxima -

verosimilitud.

Anteriormente, para la F.D.P. Gamma se hizo -
que/l.( = a</3y 0‘2 =o<‘/32 de lo que resulta:

8= 0‘2//«. ; I11.45.
o< = /*z/q-z ; II1.46.

Por consecuencia ldgica el coeficiente de va-

riacién C.v. = f‘z = l/oc estimando/b( y @ de

X y B . Esto es satisfactorio si el coeficiente
de sesgo a‘"l‘ = 2A<" es pequefio, § o< es relativa
mente grande, y si Cs y K son aproximadamente
iguales a los valores de d"l y 0“2 respectiva--
mente, enunciados lineas arriba. Debe observarse

por lo anterior expuesto, que el valor de oC pue-
de usarse como un primer tanteo del ajuste, aun--
Gue al final, para valores "grandes" de (Cs>0.5),
gc.)ﬁ y 4 se estiman por el método de la maxi-
ma verosimilitud y la prueba de bondad del ajuste
es la "chi cuadrado" que se enunciard@ en su opor-

tunidad.

La D.P.A. es de 1a forma:

“X/B 4x  ;111.47.

oC
F(x) @« —L x -1
) - r =) [ €
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y su respectiva solucid6n, esto es, la de 1a inte--~
gral de lado derecho de la expresion anterior serd:

o0

<
- ] X402 gy= X(':'c +n) 1)
j:( e X Z (x+n)6nn! ( ) ’

n=0
© 111.48.

y la sumatoria se resuelve para valores de:
E = 0.00001

Sin embargo, para resolver I1I.47. en su tota-
lidad, falta la solucién del té&rmino j7(e<) cono-
cida como la funcidén Gamma matemdtica, misma que -
al término de este punto, se resolvera.

La F.D.P. Gamma, tiene la desventaja de no ser
fdcil su graficacion en papel de probabilidad, de
forma tal, que se tenga una linea recta y checar -
un posible ajuste. Es conveniente hacer notar, que
emplear la F.D.P. Gamma de tres parametros no re--
presenta ventaja alguna sobre la de dos parametros,
pués el tercer pardmetro es la frontera inferior y
ésta funcidn tiene utilidad para valores de X = 0.

. Funcion Gamma Matemdtica.

Funcidn Gamma matemdtica 6 funcidn Gamma incom
pleta son términos equivalentes y la espresién que
la define es:

oo
Fl<) = fX*" e ™ dx 111.49.
°
la cual puede demostrarse que converge para valo--
res de o< > 0. También se le 1lama funcidén gamma

de o ; y para valores de o< => 0 peroc no ente--
ro, " () se calcule por serie e integracién nu

mérica, cuyo resultado es el siguiente:
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Fig. 6. Funcidn de distribucidh gamma de 2 pardmetros.



:oc -1 =X 4 i X(“ +n) ( l)"
e X = —_— - N
h (< +n) nl

Irr.so.

Notese que si hacemos la expresidn [[1.48., -
B= 1 se tiene automdticamente III.50.

D.P.A. De Valores Extremos.

Por Ta utilidad que representa para los propd§
sitos hidroldgicos, se expondrd aqui la F.D.P. de
valores extremos maximos.

La funcidon de distribucidon de probabilidad do
ble exponencial de extremos, esto es, valores ma-
ximos en su forma acumulada es:

' _e-x(x-8)

F(x) = e ; I11.51.
en Ta cual F{(x), es la distribucién de probabili
dad de los mdximos valores de x de las submues~-
tras,oc y B son respectivamente pardmetros de -
escala y localizacidn (valor central).

La media desviacion standard y la mediana son:

0.5772

M=B - == ; IT1.52.

rs —I : 111.53.
o< Y6

m=p- -9:3665 i  IIl.sa.
<

Para //L y @ conocidos, los pardmetros o< yBson:

M - 0.450 T ; I11.55.

Yo

1.281 3 ITL.56.
T

A
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asi mismo, los cuartes F(X,) y F(X,) son 0.25 y
0.75 respectivamente y o< como una fu-cidn de
ellos, seri:

1
o<

= 0.6359 (XZ-X.) I11.57.

La relacidn inmediata anterior, puede em---
plearse como una primera estimacidn analitica deo

Los coeficientes de sesgo y curtosis son --
constantes, asf ' = 1.29857 y ¢, = 5.4.

Para valores grandes de la frecuencia acumu-
Tada, F(x) = 0.99 la expresiéon III.51., se apro-
xima bien por la funcidn ¢ {x) = e'y, la cual -
es una funcién simple exponencial y donde . . ..
Y = o& (x-‘ﬁ ) y puede considerarse de una cola -
asintdtica.

Una frecuente objecidn hecha a la aplicacidn
-de la funcidn doble exponencial a fendmenos con «
una frontera inferior finita, es porque la fun---
cién es ilimitada. Cuando ésta funcidn se aplica

a valores positivos de la variable como en flujos
pico, donde no puede ser cero, la funcidn no es -
estrictamente aplicable. Si una regidn es muy se-
ca durante algunos afios y los rios no tienen escu
rrimiento, la probabilidad acumulada para la des-
carga cero es finita, 1o cual puede justificar el
cero de la funcién doble exponencial truncada.

Conocer ia probabilidad para cada valor mdxi

mo. en el andlisis de flujo es de interés prdcti-
co en la hidrologfa.
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II1.3.- Prueba de ajuste y mdxima verosimilitud.

Pueba de. ajuste.

i se dispone de una muestra hidralégica de
dato:. de tamaio "n", y se desea conocer sus pro-
piedades estadisticas, la manera de lograrlo es
aceptando a priori que dicha muestra tiene una -
cierta distribucion de probabilidades conocida, -
y de ahi inferirlas, por 1o que antes de proce--
der a utilizar y analizar dicha distribucidn, se
requiere conocer qué tan cierto es que Ta distri
bucidén eleaida se puede utilizar como representa
tiva del conjunto de datos, 6 muestra disponible.

Para éste propdsito, se considera convenien
te utilizar la prueba Chi cuadrado (XZ) , cuya

aplicacién adecuada, es a muestras grandes.

La funcidn de distribucidon es de 1a forma:

2 1 X
p(x‘= x) = u(“2)-1 _-us?
I11.58.
.
p(xzs x) = 0 para x< 0, y donde &« es el ni-

mero de grados de libertad.

Al observar III.58. y compararla con I11.47,

se nota que son exactamente iguales, salvo que -
o = 47 y B= 2. Por lo tanto, se dice que
Ta D.P.A. (xz) es un caso especial de la D.P.A

Gamma de 2 pardmetros.

Si se consideran Oé y e, respectivamente
para los g intervalos, las frecuencias observa
das del fendmenc y Tas esperadas tedricamente de
acuerdo con la ley de distribucidn de probabili-
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dades escogida como representativa del fendmeno;

al aplticar la prueba XZ , resulta:

IT1.589.

q = nimero de intervalos.

m nimero de pardmetros que se deben
estimar para determinar las free--
cuencias esperadas.

]

En la expresidn 111.58. los grados de liber--
tad se expresan por: 4 = g-m-1.

Al resolver I11.58. para & y nivel de signi-
ficancia previamente establecido, se tiene un va-
lor al que se denominard: “valor tabular®., Y al =
resolver III.59. para las condiciones anteriores,
se tendrd un valor al que denominaremos “valor -~
calculado".

Si el valor,calculado es mayor que el tabular,
entonces l1a distribucidn elegida como de las fre-
cuencias observadas de los datos analizados, no -
es la correcta y si sucede lo contrario, 1a dis--
tribucién propuesta es aceptable, con un nivel de
confianza.

Al utilizar esta prueba, como recomendacidn -
préctica, debe tenerse cuidado de que en cada in-
tervalo de clase, se tengan por lo menos cinco da
tos observados.

Debe observarse que la correccifn de Yates puede-
emplearse cuando existe duda en los resultados; -
sobre todo en muestras pequefias comparando X2 co-
rregido y X2 no corregido. 45



Maxima verosimilitud

Sea

f(x;cx ’/A? L

una funcibn densidad de probabilidad de x, con oc
A?... , 1los pardmetros a estimarse. F1 producto,

N
L = I1 f (Xi 5 =3...) 111.60
i1
Se Tlama funcién de verosimilitud de una muestra-
de N valores para una poblacién de variables con-
tinuas. X. En el caso de variables discretas con-
probabilidad acumulada, Pi ( X;CEMG... )}, la fun
cién de verosimilitud es

N
L = I Pi ( xi 3,48 ,... ) 111.61
i=

En la cual N es el tamafio de la muestra y o<, &, ...
se sustituyen por los estimados a, b, ... La estima-
ci6n deex, /2, ¥, consiste en determinar a, b, c, ...
para 1a muestra de datos para lo cudl un camino es -
obtener el miximo valor posible de L.

Como In L alcanza el valor midximo al darle los valo-
res a, b, ¢, ... la _ecuacifn de verosimilitud es:

_ n
InL = ln_{& f ( Xi; a, by, ... )== 1n -
iz | izl
f( Xis a3, by oo ) 111.62
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Despues de tomar derivadas parciales en a, b, ...,-
& igualar a cero los resultados, las ecuaciones de

mdxima verosimilitud son:

3l _,. B3%L _ ..
aa - O [ ab - 0 ) oo III-63’

Estas ecuaciones, de namero jgual al ndmero de pa-
rametros, pueden resolverse en forma simultdnea y

calcular a, b, ¢ ..., para una muestra dada, donde
los pardmetros citados son estimadores eficientes-

dec &...; si los estimadoreseficientes existen.

* Cuéndo el andlista considere necesario puede emplear el
estadistico de WMIRNOV-KOLMOBOROV para la bondad del —-
aiuste.
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111.4.- Algoritmos de cdlculo.

a) A efecto de salvar el obstdculo que repre-
senta tener valores menores de 1, en la --
funcidn lognormal, después de ordenarlos -
de menor a mayor, Se incrementan l1o0os valo-
res en el valor menor mds una varijable - -

(RINC), a criterio del andlista.

b) Todas las integrales de las D.P.A. se re--
suelven por series de Taylor y usando el =~
término general de cada serie, donde debe
notarse que se avanza de 0 a n ; aungue
pudiera hacerse de 1 a n, usando un ar-

tificio en el término general.

c) Para evitar cdlculo engorroso, el facto---

rial se resolvid en una funcidén (IFAC).



IV.- ESTRUCTURACION, DESARROLLO Y OPERACION DEL MODELO

IV.1.- Estructura bidsica y diagrama de bloques.

La estructura fundamental del modelo, descansa en tres

puntos bdsicos:

a) Los datos, son el resultado de un andlisis -
de muestreo, mediante el cual se definid ti-
po y magnitud de la muestra por analizar.

b) A priori se asigna una distrubucidn de proba
bilidad a 1o0s datos muestrales, y se calcu--
lan sus correspondientes pardmetros estadfis-

ticos.

c) Se efectiian las pruebas de ajuste (Xz) y mé-

xima verosimilitud.

Observe como el trabajo se resuelve para las "n" dis--
tribuciones implementadas al programa. Para mayor claridad, pue
de verse en la fig. 2, la estructura bdsica y en la fig. 7 el--
correspondiente al diagrama de bloques.

IV.2.- Estructura general y funcionamiento 1dgi
co

A efecto de darle utilidad practica a este tra-
bajo, se ha procurado en la medida de lo posible, la mejor uti-
1izacidon de los cdlculos y no exceder limites de tiempo de pro-
ceso de las corridas del programa. En primera instancia, se en-
cuentran las lecturas de datos, el arreglo de menor a mayor pa-
ra los mismos, el cdlculo de los logaritmos naturales de ellos-
y el cdlculo de pardmetros estadisticos; consecuentemente, la--
asignacion de distribucidn de probabilidades y al final de este

primer proceso, la prueba de ajuste y resultados.
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Lo anterice, se consigue integrando'en el bloque
del programa principal, Los cdlculos particulares y en sub-
- rutinas los comunes,

Asf, el modelo estd constitufdo por el programa-
principal TEST, subrutinas ELEM, GAMMA, TESTI y VEROS.

Lo anterior, se aclara en la figura 8, que mues-
tra un listado del! programa en lenguaje FORTRAN IV,

Una ventaja de este modelo, es que con relativa-
facilidad, podran incluirse en el programa, las distribucio
nes de probabilidad del usuario considere conveniente para-
enfocar su problema particular; aunque esto no implica que-
se modifique su funcionamiento 16gico,

IV.3.- Operacién

IV.3.1.~ Datos de entrada

VARIABLE FORMATO SIGNIFICADO
NM 15 Nimero de muestras.
HPA 15 Nimero de parametros
IHN 15 Afio inicial.
NIN 15 Ensayos dif., intervalos
IN 15 Nimero de intérvalos.
ND 15 Nimero de datos.
RINC F6.1 Incremento al minimo.

_valor muestral.

RNS F6.I Constante de Conversién.
DAT F8.2 Datos muestrales.

IV.3.2,.-RESULTADOS

Estes son los valores de Tos parimetros estadisti
cos y los de la prueba de ajuste. La utilidad practica radi-
ca en 1a buena interpretacidn que de ellos haga el analista-
como ejemplo vease la fiqura 9.
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IN,ND, IZ,NM,NIN
((DAT (K, J),K= 1, ND), J= I, NM)

| L
N

v =
- J= I, NM D

DAT (K,J) S DAT(K+1,J)

DAT (K+i, )= DAT(K,J)

— K= IND >

EAT (K,J) = ALOG (EAT (K,J))
J

{
C CALL ELEM )
_-——__.< LL = lr. IN ' >

N (2Jd+1)
DISN= 2[ £L ] -nv

J=0| (2u+n 2Yy!
L
ND

®O® (D ©©

Fig. 7 DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA TEST



ABCN (LL) = —1 sum)
JS2ir’
|
LM= 1 ND
SI
( CALL TEST I )
»
C CALL ELEM )

m

CALL TEST I

U

@< = (X/c¢)=®
S - =2/X
4
( CALL GAMMA )
——————< LG= 1, I

Z(cc+J) J!

-nv

-
DIGAM = >

J= O

(CC +J) B FUGAT

‘>_____‘

J

C caLL TEST I

D,




e

Lu= 1|, I

N
/

)

GUMB= EXP

P@T = -GULFA(CM(LU)-GUETA)
—Exp ~GULFA(CM(LU)-GUETA)

|

'

C

CALL TESTI

D)

END



IV.3.3.- Limjtaciones.

. La solucidn se plantea para valores pg
-sitivos de las variables.

. La eficiencia del modelo, puede ser en
un momento dado, funcidn de causas externas; co
mo del andlisis de muestreo, correcto enfoque -
del problema que se enfrenta, restricciones par
ticulares del centrg de cOmputo donde se corra,
etc..

. Que en el ndmero de distribuciones ana
lizadas no se encuentre la mads adecuada a la --
distribucidn empirica.

. La estimacidn incorrecta de los pardme
tros estadisticos para un problema en particu--~
lar.
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V. EJEPLO DE APLICACION.
V.I.-. INTRODUCCTION.

En este ejemplo los resultados se muestran en la siguiente hoja
y el fin dnico es verificacidn del funcionamiento del modelo, -
dejando para sus posibles aplicaciones prdcticas las deduccio--
nes que de ellos se originen; al comparar los pardmetros empfri
cos de la muestra, l10s estadisticos muestrales, los resultados
de las pruebas de ajuste y mdxima verosimilitud con los paréme-
tros esperados, para un caso particular.

V.2.- EJEMPLO.

Se tomdé una muestra de 39 afic. (1902-1906) de gastos mdximos --
anuales y cuyos resultados pueden correlacionarse con 1os que -
se encuentran en el libro uno (1) de 1a bibliograffa al final

de este trabajo.

Asi mismo, si se procede a 1a solucidén grdfica del problema uti
lizando papel de probabilidad, debe notarse bastante similitud
con los resultados aqui presentados.
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VI. CONCLUSIONES.

Badsicamente, 1a seleccién de una distribucién conveniente para
representar una variable aleatoria cuando la dnica fuente de -
informacidn son los datos empiricos observados; es un proceso

en tres etapas:

1.- La primera etapa, es una apreciacifn inicial cualita-
tiva de las distribuciones posibles para eliminar las
que no reproducen caracteristicas globales importantes
de los datos. En este caso, la exactitud del ajuste es
el criterio que rige la eleccifn.

2.- La segunda etapa, consiste en emplear un procedimiento
cualitativo de "estimacién del modelo". Al respecto, -
es bastante razonable el método de mdxima verosimili--

tud.

3.- La etapa de eleccién final es aquella en Ta cual se de
ben manifestar capacidad, experiencia relativa de faci
Tidad de cdlculo, exactitud de la representacifn y fa-
Tla de un modelo al reproducir aspectos aparentes de -
los datos.

Debe observarse un proceso iterative que permita una revisién -
también iterativa.

En términos generales, el presente modelo es una herramienta -
itil para resolver problemas que onvolucren de una u otra for-
ma variables aleatorias, iniciando 1a solucién con un concien-
zudo andlisis de muestreo; donde los estadisticos muestrales -
pueden ser medidas de centralizacifn, dispersién o seleccibn -
de valores mdximos o por cierto intervalo de tiempo de ocurren
cia. A continuacifn y en base a lo anterior, asignar las dis--
tribuciones implementadas en el modelo a las muestras obteni--
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das de abservaciones.

Los pardmetros para cada distribuci6bn pueden obtenerse por el
método de mixima verosimilitud; asi por ejemplo; para la dis-
tribuci6n normal los mejores estimadores de centralizacién y

dispersidon son la media y la desviacidn comose sefiala en las

ecuaciones I11.8 y III.9 respect%vamente, obtenidos de la --

funcién de probabilidad respectiva.

Para plantear la regla de descisién deben establecerse; hipd-
tesis nula, alternativa y niveles de confianza, pero sobre to
do; el usuario del presente modelo debe justificar su uso y -
tener la certeza de haber enfocado correctamente el problema
al que se enfrenta.
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