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l.- .INTRODUCCION 

1.1.-Gener~lidades 

Dentro de las d1ve~sas actividad~s ~u~ se desarrollan en
la prospección geofísica, se registra una ~ran:~anJidad -
de información, la cual se debe procesar f!/fr\t~;;~·i¿1:ari-
;iosteriormente. Durante la etapa de procesa~iento a· dicha 
información o señales, se les deben aplicar ciertas oper~ 
cienes con el fin de eliminar efectos no deseados· (ruido), 
y de esta manera lograr una mejor resolución del problema 
considerado. Debido a que cada señal debe tratarse por s~ 

parado, la cantidad de información que se debe procesar -
es lo suficientemente grande, entonces surge la necesidad 
de crear técnicas de análisis que faciliten el manejo de
esa gran cantidad de datos al mismo tiempo; tal tratamien 
to se puede efectuar con el análisis multicanal el cual -
se basa en el álgebra matricial. Debido al gran avance -
aue ha habido de las co~putadoras digitales, el trabajo -
se reduce aun más ya que la información se maneja en fo~

ma digitizada y se puede procesar en la computadora. Por
otro lado, el procesamiento de señales unicanales general 
mente se basa en el álgebra escalar y puesto que en el -
ánal i sis multicanal, como se dijo anteriormente, se man~

ja mucha información entonces debe hacerse un cambio del
álgebra escalar al álgebra matricial en cuyo dominio se -
facilita mas el análisis. 

1.2.-0bjetivo y estructura de la tesis 

Uno de los principales motivos a desarrollar la presente
tesis fue el de introducirnos un ~oco en el análisis mul
ticanal de señales, debido a su aplicación a la sismolQ--
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gfa, por lo cual e] presente trabajo tiene como objettvo
principal el. de. analizar las señales de eventos registrE.
dos en la sis~olog1a de reflexión, con la técnica multic! 
nal debido. a las ventajas que nos da respecto al análisis 
unicanal ~ a~},co,mo,,también que los alumnos cuenten con -
programas referentes al análisis multicanal de señales, -
con el cua 1 puedan.'riia,nejar Hi nformación en 1 os programas y 

de esta forma aprove'cha·r: ias 'v'e.llt'ajas que esto representa. 
Al mismo tiempo despert'ar el interés del alumno por el t! 
ma, el cual parece ser potó conocido en nuestro medio. 

• . • • • . . . l . . 

El desarrollo de·la tesis éstá estructurado de la siguien 
te forma: En primer lugar se presenta el análisis en for_
ma unicanal de las señales, por medio de las operaciones
básicas que se llevan a cabo en el procesado de datos sí2_ 
micos. 

En los siguientes capítulos se exponen las bases del an!-
1 isis multicanal, por medio de las mismas operaciones b!
sicas, considerando ahora el álgebra matricial y en cada
capítulo se presentan programas referentes a las prtncl-
pales operaciones. Posteriormente, en las conclusiones se 
habla de lo más relevante de la tesis. 

Finalmente en el apéndice se presentan las subrutinas em
pleadas en los programas de los capítulos 111 al V las -
cuales fueron tomadas del libro: MULTICHANEL TIME SERIES
ANALVSIS lHTH DIGITAL CO"lPUTER PROGRAMS (ver bib1iograffa). 
Cabe mencionar, que fue necesario elaborar lós"p"rog'riliiíás:· 
principales que hacen uso de las subrutinas del apéndice, 
así como tambien el programa que aparece en el capítulo -
11 y sus subrutinas. 
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Todos los programas presentados en esta tesis están en -
el lenguaje FORTRAN y fueron procesados en la computad.Q.-
ra VAX 11/780 del centro de cálculo de la Facultad de In 
geniería de la U.N.A.M. 
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11. - ELEMENTOS DE PROCESADO BASTCO 

EN FORMA UNICANAL 

2.1.-Convol~~i6h 

Toda sefia1 ·c¡u'e'/~s; registrada en un experimento cie~tffico 
ha sid~ m~-dWi'2;{d~. ~e'.a'l_g,una manera por pro6~.s·o.s'J{s.i~os., 
naturales /poF.los:iristrumentos con_ los.que;::~~~··h~'ce. la -
medición. sé·púede considerar que el erecto que· produce -
el medio físico. en el que se transmite la· señafa~túa co
mo un filtro y se puede describir níatemÚica.me'~~e por·~;-.. -
dio de la convolución. 

. . . : 

Para explicar el concepto de la convolución hay qu~ con s.:!. 
derar, que a un tiempo t=o, se aplica un impulso unitE,
r io como 5eña 1 de entrada a un filtro. Este impulso .. o del 
ta de Dirac se puede representar como un pulso rectang!-
lar con un ancho dt infinitesimal y área unitaria. 

Fuera del interval'o ·· df, la ampl i ti.ic:I del pul so es cero. 

La respuesta-,.der: ~·istenia al impulso unitario se denotará
por h(t), 1'a.cu~l recibe el nombre de "respuesta al i.!!!
pulso unitariO'í.·. 

'' 
, "'~···'º" --·+·,···~~·"·-~" ' .. 

Para uff'''fHtfO".ºcoT'pa'F§met'r'os. e on st~~-te s' la ap 11 cae i·6n ~ 
de un impulio ~~~~a;io en un tiempo t=t producirá una -
respuesta ret,rasada_ el mismo intervalo .de tiempo; es d~-

cir, para unp'ulsp unitario o (t-t) como entrada, el ·fil 
tro dará una salida· h(t-t·). Ftg, 2.1.1. 
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Para ilustrar lo ~ntertor v~ase el. siguiente ejemplo. La
respuesta de un si~tema lineal en el do~intode las (r!-
cuencias está dado pOr' la si guie~·f{ exprest ón. 

\ - . ' : . . .: ; . ·.; . ' ... ·, ' -' ' 

,. '•" . ·~· . 
. ·~' .. 

Donde: Respue~ti del ~i~tema 
, .. _ .· ' 

R{w)= 
H{w}= Funci6n de tra~sferencia 

E{w)= Funci6n de entrada o excitación 

R{t) 
h{t) 
e{t) 

para este caso se considerará que: 
ne al impulso unitario, por lo cual 
como un filtro ideal pa sabaja s: 

e(t)=a(t), que defj
R(w)=lH(w), y actaa. 

{

-iwto 
e ; 1w1 «\lc 

H(w)= 
Q ; 1W1 >Wc 

Por consiguiente, la respuesta al impulso unitario será: 

-1 
r(t)=h(t)=f: [H{ w)) 

Desarrollando e thtegrando tenemos: 

Wc 
.h(t)= .2\ r 

-WC 

h(t) = ~ sen[wT(t-to)] 
11 wc t-to) 

Graficando el filtro ideal pasabajas y su respuesta a.l i.!TI 

pulso unitario se tiene. (ver Fig. 2.1.2). 
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Definase una funci6n de tiempo arbitraria x(t), que va a
actuar como entrada a un filtro. Dicha funci6n· se puede -
considerar que está formada por un gran name~o de pulsos -
rectangulares cada uno con ·un ancho infinitesimal y ampli
tud uniforme. 

Cuando todos los pul sos individuales pasen a través del -
filtro, actuarán como pulsos de entrada individuales prodQ 
ciendo cada uno su propia salida. La respuesta formada -
por las diferentes salidas de los pulsos, respetando la r! 
laci6n de los tiempos entre ellas, está dada por la super
posici6n de éstas. 

Por ejemplo, para un tiempo t=T, el pul so de entrada con -
un ancho dT y amplitud x (i:), tendrá un área x (T) dt, Por 
consiguiente la sal ida será 

dy (t)=x(i:)dth(t-r) 

integrando 
t y(t)=f X(T)h(t-i:)dT 

-"' 

La cual defi.ne la convoluci6n o integral de superpos.1 -- -
ción. 

Por la propiedad de causdlidad 1 se tiene que h(t-T)=O P!

ra t<T, y no habrá contribuci6n al valor de la integral- -
en el intervalo t<T<co por lo tanto, se extiende el 11- -
mite superior de la integral a m sin alterar la resouesta. 

1 En la mayoria de los sistemas, se hace la suposici6n de que la entr,! 
da y la sal ida al sistema están dadas por funciones causales. La pr.Q. 
piedad de causalidad implica que el sistema no dará respuesta antes
cle aplicar la entrada. Señales y Sistemas Lineales. Robert A.Gabel ,
Richard A. Roberts. 1975. 
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X ( t) * h(t )=y(t )=f:«x {t)h(t-T')tfT 2 .1.1 

En la práctica la operact6n de convoluci6n generalmente ~ 

se utiliza en forma digital, este proceso se describe de
la siguiente manera. 

Sean los valores muestreados de las señales a y b 

2. l. 2 

La convoluci6n de estas dos señales será: 

El asterisco representa el operador de convolución y los
coeficientes están dados por: 

t 
dt= i: asbt-s 

s=o 
2 .1.3 

La operación mencionada se puede visualizar si se manti~
ne fija una de las señales y la otra se invierte y despl! 
za sobre la primera. Para mayor facilidad consid€rese -
que n=m=2. 

entonces: 

a=( ª0•ª1 • 'l2) 
b=(b

0
, bp b2 ) 
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ªº 
bo =aobo 
bl bo =ao~1+a1bo 

luego: 
b2 bi> b0 • =(l 0 bifa1.b1 +~2b ó 

b2 : : ·. f:.~.~t~,~;f.2 bi. 
;.,.,._,;.-,~···~'-·'' \'",····.,,·> . 

Las propiedades que se cumplen pára la convolución son' 

a).-Conmutatividad 
a *b = b* a 

b).-Asociatividad 
(a*b)*c=a*(b*c) 

c).-Distributividad con re~pecto a la suma 
ª*(b+c) = (a*b) +(a*c) 

Aplicando la transformada directa de Fourier 3 a la ecu!·· 
ci6n 2.1.1. se obtiene la convolución en el dominio de la
frecuencia 

2. l. 5 . 

Sustituyendo en 2.1.5 el valor de 2.1.1. 

Y (-i.w ) = ¡'" ¡"' X ( 't ) h ( t -T ) dt e...lwtc! t 
-co -oo 

2 En cualquier texto de análisis de seílales se podrá encontrar la de 
mostración de las propiedades que se mencionan. 

3 La transformada de Fourier se analiza en la sección 2.5 de este 
trabajo. 
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La ecuación anterior se puede expresar también como :(PrQ-
piedad de Simetría Ú :ia Transformada) 

2 .1.6 
'" (,¡ .• ·¡·'._ 

·-': ,, :;;·;:., .--.-,, "1• ,..>· 

De acuerdo al~ teof~;'~'a d'~i·a~·s:plaz'amiento en el tiempo 4 , -

la tran5f6r~ada.de Éa'úF:i'é'~'.'d~'h(t-i') es H(.lw)e-.lwT' 

Por consiguiente la :ec.Üación 2.1.6 toma la siguiente forma: 
;!/~'~·~·;: (·;·;~l-·'· .. i'<º.;~_ .. ',. : .. 

-.lwT d e T 

Finalmente tendremos: 

2. l. 7 

La expresión 2.1.7 nos dice que la convolución en el domi
nio de la frecuencia es una simple multiplicación. Cabe -
mencionar que la ec. 2.1.7 es una cantidad compleja, enton 
ces: 

H (.lw)=R 1 +Im 1 = Mi eie 1 =M 1 (cose 1 + .i. sen 01 ) 

X (.lw)=R 2 +Im 2 = M2 e.l 62 =M 2 (cos0 2 + .i. sen 02) 

Por lo cual 

En donde se puede apreciar que la convolución suma las fa
ses (e 1+e 2 ) y multiplica las amplitudes (M1M2) de las dos-

4 Este teorema establece que si una función f(t) se transforma en -
F{.(.~1), entonces la transformada de la función (f(t) despl.a1Jcda en
un tiempo t

0
,[f(t-t 0 )], estará afectada por un factor e--<.w º~La -

comprobación de esta propiedad se puede encontrar en libros de la
bibliografia. 
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señales [x(t),h(t)] para cualquier frecuencia •..i .(Ver 
fig. 2.L3). 

Las secuencias de nDmeros definfdó~ en la ex~resi6n 2.1.t 
pueden tratarse cada una de ellas •. como polinomios en z -
obtenidos al aplicar. la transformada. Z 5 a esa secuencia, 
luego: 

donde 
multiplicando 

··. ' ' ··-·. 

transforma en 
se obtiene: 

A(Z) 

Para mayor clari~~di~~~~~ que se quiere demostrar hágase
n=m=2, multiplicando y asociando.los términos semejantes, 
se tiene: 

Si se comparan los coeficientes de cada uno de los térm.i· 
nos del polinomio anterior con los valores de la secuen--
cia 2.1.4 se observará. ~ue: 

A(Z) B(Z):.ª*b=d 

5 Para aclarar el concepto de transformada Z pasar a la secci6n 2.4 
de este trabajo. 

10 



Entonces se dice que existe una equivalencia entre la - -

transformada Z y la operación de convolución. 

2.2.-Correlación ó crosscorrelación 

La correlación de dos funciones f1 (t) y f2 (t) cuales 
quiera, está definida por la siguiente expresión: 

2. 2 .1 

Así, sí f 1 (t) y f 2(t) son señales incoherentes; es de-
cir que no presentan continuidad y sus características fi 
sicas son aleatorias, entonces la correlación de estas -
funciones en un intervalo de tiempo t 1 , es: 

Por otro lado, para funciones periódicas con periodo T,
la función de crosscorrelación se define como: 

2.2.3 

La función de correlación Y1, 2 (T) de las señales -
f 1 (t) y f 2 (t), es una medida de la similitud entre éstas 
en función de un desplazamiento T 

Existe relación entre las operaciones de convolución y c~ 

rrelación, lo cual es importante en el procesado de datos, 
ya que en el cómputo de alguna de ellas se puede obtener
la otra mediante una modificación sencilla. En el dominio 
del tiempo estas operaciones son idénticas, excepto que
una de las funciones se invierte (convolución), lo cual -
no se hace con la otra (correlación). Analíticamente ésto 

11 



se puede comprobar a partir de la integral de convolución. 

) dr] ·. 

Si en ·1a ecuación anfer.ior (co~vo.lución) se .~ace un inte..r. 
cambio de variables y luego se in'vié~t'e· la fÜ'nción,· resul ' .. -. . '. . ~ ... -. ' - . . ' «:. '· ··. : ·.· ~l . 

ta lo siguiente: 

Y2 1 1(T)=J"'·fi(t} f~(tit)dT· 
-co · .. 

. .. 

que es la ecuación 2.2.1 y con esto se ~omprueba lo me.n.--
- . . ·:· 

cionado anteriormente sobre la relación convolución-corr~ 
lación. (Fig. 2.2.1). 

Aplicando la transformada de Fou~ie~ a la ex~restón que -
··:'.' ,,, .'., 

define a la correlación 

- "' ' "''. ····.··· . -:tw~' 
-¡ fi(t)f fz(t--r) e• "d'tdt 
' - (O . . - co . . .. t ... : 

haciendo X = (t--r) 

,./"• fl. (x;1Yé/~fd{.f"'·f2(X) e.lw)(dx 

. ;i~(j,2,~r~~~13;t~) s~qF, ( -<.) 

La ecuación anterior es compleja, entonces sus términos-

12 



se pueden expresar co~o: 

. . ·... e i .l 
Fi (.lw ) = F 1 e · . · 

. . ·, ': . . -0·' • 
. F2 ( -:.tW) = F2 e . 2 .t 

Por 1 o tantó: 

2.2.4 

Con ésto se demuestra que la correlación en el dominio de 
la frecuencia es idéntica a la convolución en lo que se -
refiere al espectro de amplitudes; mientras que para el -
espectro de fase como se ve no son iguales, ya que en la
convolución se suman las fases y en la cross~orrelación -
se restan. 

De lo anterior es evidente que la crosscorrelación no es
conmutativa; es decir: 

La crosscorrelación de las funciones f 1 y f 2 extraerá - -
aquellas componentes de frecuencia que estén contenidas -
en ambas funciones. La información relativñ a cualesqui~ 
ra otras componentes de frecuencia de la señal, se perd~
rá en la salida. 

Al igual que la convolución, la crosscorrelación o corr~
lación cruzada también es muy útil expresarla en forma -
discreta: 

t 
9t = E a b s=o s s+t 

13 



o 
N-1 

9kt= t f1 (.i.t) f2 [(k+.l)t] Para kt= -N+l, ... ,O, ... ,N-1-
.i.=o ... 

. , ' 
.'. :; .. ' . ~' . ,. 

La a u toco rre 1a~i6n · e s?uri)c·~s'ci";;J~ rtfc \J l a.r. de 1 a cross c orr! 
lación, en la cual la se~a)T:'f"iJt) es correlacionada consi 
go misma, es decir: 

2.3.1 

Con lo que se ha mencionado, se deduce que 1a función de
autocorrelación eleva al cuadrado cada componente del ei
pectro de amplitud y resta las fases, lñ$ cuales siempre
darán la fase de sal ida igual a cero. Por esta razón las 
autocorrelaciones de todas las señales que tengan el mii
mo espectro de amplitud (espectro de potencia) serán -
idénticas en lo que respecta a su contenido de frecuencias. 

Frecuentemente son revelados fenómenos característicos -
asociados con registros sismológicos, cuando el espectro
de fase es eliminado de éstos (en el dominio de frecuen -
cias) por medio de la autocorrelación se tiene bien con-
trolada la información de amplitud. 

Puesto que la autocorrelación obliga a que todas las com
ponentes de frecuencia se encuentren en fase, la autoc~ -
rrelación de una señal con un ancho de banda será un im -
pul so o spi ke, 

El espectro de potencias, es el espectro de amplitud de la se~al-
elevado al cuadrado. 
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Esto resulta cierto, si la señal de entrada es por si mi~ 
ma un impulso, r.uido ale~torio o un registro sísmico de -
banda limitad~.co~-excel~ntes reflexiones. Pero.,a!a~to~Q 
rrelación yel espectro de.potencias no podrán distinguir 

,' .-., •·.<.'· .: .... : ... - - •, ·' . · .. ,., - _-_·'·:»··;i>;.:\-'..·:.·; .. ' :- ·', :: 

entre la señal Y el ruido. f,ormados por· componentes. de fre 
cuencias similá.res. . .. ·. I ·<·: .. y;·;_>·· . -

La ecuación •'e·~··st fofma ·i1•'.~~~:e"fa; s~f~!!.~~:~·e'::!co~c(:·· .. ~:· :: .. ,., .... 
'~;,~·~·¿ ... ,~<- · · ·-;· · · -- "··:i:·,_r::- .. · · 

,',··~)'ú~.:';·<:··:.·.: -:· •;. 

=;~:6:~'.d:Fbj * 
·•.'"':' 

La cual·, dá los·,coefici'érites del~ autocorrelacfón rk p~ 
ra cada valcir•~nte~O ;K;o::','si e~ una··.se-iih d~ longitud fj_-

:~~a (bo,b1,._/:;;.·.b~r·'.}~ •• ~~;u~c~ió.n anteribr se transforma -
.-· -·',"•" 

n~k ·.. ·· · * . 
E bjtkb · J=O . ·.. J 

para. K=O, l, .•. ,n 

para K=-n,n+l, .•.• ,-1 

o para K= < -n y> n 

donde el asterisco indica el complejo· conjugado. 

Si (b
0

,b 1 , •••• ,bn) es una señal finita, entonces 
( * * * bn, ..... ,b 1 ,b

0
) se le conoce como señal invertida de la 

primera. Para efectuar la autocorrelación simplemente con 
vol ve.nías las'"'dos señales antes mencionadas. La·operación-'· ·"'·· 
mencionada aquí (con n=2), al tiempo cero, es igual a -
la suma de la diagonal principal (r0 =b 0 b~+b 1 b~+b'2 b~), CM.-

yo valor es conocido como energía de la onda considerada. 
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Los coeficientis restantes serán los términos .. que se loe! 
lizan arriba y abajo de la diagonal principal 

y 

respectivamente. Por consiguiente, la autocorrelación de -
la señal será: 

Y =(r r r · r·.··r) l , l _ 2 , _ l , "'._O , . l , . · 2 • 

puesto que: b¿bJ = bjb1. Entonces se puede afirmar lo si
guiente: (Ver figura 2.3.1). 

a) La función definida presenta la mayor amplitud al - -
tiempo cero. 

b) Siempre es simétrica. 

2.4.-Transformada Z 

Una señal continua puede tratarse como una secuencia (s1-
rie) de números, Xn=X(atn) discretos, donde n es un ent1-
ro. Los números generados Xn ~stán dados a partir de la -
discretización de la señal continua a intervalos de tie~

po 6t. Esta aproximación es necesaria cuando se consid!
ra un procesodigital de los datos en la comput¡:dori: .. ~.p1J. 
cando la transformada de Fourier a la serie antes menciQ
nada, se tiene: 

Xs(w)=E Xne·i1Vn6t 
n=- "° 
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Haciendo la sustitución de Z=éiwAt es evidente que se-
11 ega a: 

X(Z)= t X z-n 
n 

n=-CD 
2.4.1 

Aquí, mientras Xs(w) es una funci6n de variable real (fr~ 
cuencia angular), X(Z) .es una función de variable com-
pleja Z=e-iwAt=cos(wót)-isen(wAt); cuya magnitud es la
unidad para cualquier frecuencia. la ecuación 2.4.1 defi 
ne lo que se conoce como transformada Z bajo la rei- -
tricci6n de que su variable independiente Z caé sobre
el círculo unitario. Debido a que w varía desde -CD hai 
ta +CD, la variable compleja Z gira a lo largo del -
círculo unitario en el plano complejo Z , produciendo
dupl icación de los valores de X, ésta (duplicación) es 
una consecuencia directa del proceso de digitación. 

Una serie del tiempo discretizada 

X= ( .•..• , X_ 
2 

, X_ 1 , X0 
, X 1 , X 

2 
, ••••• ) 

Se puede representar como un polinomio en Z , cuyos -
coeficientes serán los mismos del muestreo, así de acuer 
do con 2.4.1 se obtiene: 

2.4.2 

= 

La multiplicación de la transformada por un factor de -
z-' físicamente no significa más que un desplazamiento -
de la serie por un período de muestreo en la dirección -
del incremento del tiempo. Algunas veces, el polinomio -
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en la ecuaci6n 2.4.2 se puede expresar en forma finita y
tambi~n puede derivarse en forma a~alítica. 

Se considera que la expresión 2.4.1 es la más común. Otra 
definición de la serie Xn esta basada en la transform2_
da de Laplace 

xcz>= E' x zn 
n=-"' n 

2 .4. 3 

No debe existir confusión entre las ecuaciones 2.4.1 y --

2.4.3, lo que se ha hecho solamente es, una sustitución -
de z por z-' y se deben considerar las dos posibil1-
dades. 

En la mayoría de los casos la serie de pulsos en el tiem
po esta definida solamente para valores no negativos del
tiempo, en este caso la transformada es conocida lateral
( de un sólo lado }, en cambio si la serie tiene valores~ 
tanto positivos como negativos entonces se llama transfor 
mada bilateral. 

Para la definici6n 2.4.3 de transformada Z , es claro-
que no está_limitada al círculo unitario como se hace en
la ecuación 2.4.1, sino que se extiende en todo el plano
complejo. De acuerdo a esto considérese ahora una se~al -
analógica causal X(t). Cuya forma muestreada es: 

X (t}= t X o(t-ntit) 
s n=o n 

2.4.4 

En lugar de utilizar la transformada de Fourier como en -
el caso 2.4.1 ahora se aplicará la transformada de Lapl~

ce en ambos lados de 2.4.4 
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Xs(P)=t X {o(t-nllt)} 
n=o n . 

debido a que tS (t)=l, y aplicando el teorema de desplaz! 
miento 

la funci6n Xs(P) se transforma en 

. X (P)= E X ¡;Pnllt 
·.· s n=o n 

donde P=r+iw y es una variable compleja. Introduciendo
ahora 

2.4.5 

se tiene que X(Z)= 'E x z-n 
n=o n 

2.4.6 

La ecuaci6n 2.4.6 describe una operaci6n matemática la -
cual es también comunmente conocida como la transformada
Z y esta definida en la regi6n del plano complejo (Ver -
figura 2.4.1) en donde ésta es convergente. 

Puesto que la serie converge a lo menos para Z=Z
0

, se -
dice que la serie Xn es transformable. A parte del lfmi 
te inferior en la sumatoria 2.4.6, ésta formalmente CQ- -
rresponde al caso 2.4.1, la diferencia está ~n que el ~~

dulo de 2.4.6 se puede extender para cualquier valor de -
la variable Z 

2.5.-Transformada de Fourier 

Una herramienta principal en el análisis de muchos campos 
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cientfficos hoy en d,a el la transformada de Fourier, é1-
t a es un a té c n i ca un i ver s a l q u e s ~ a p l i ca e~ , el a n á l i sis" 
de sistemas lineales invariantes con.el.tiempo. Su impo.t."". 
tancia está basada en que uno puiciei ~xafu(ri'~r)J·~.a}'e1 .. áción 

.· '' '. :.1 .. : .. :.~". ·.:' .. ·.;; :··;:>,\~·: .. ::'~. /.:· .. :·1~·.::;~:1.,:.:·,.:_:<;J.'?: :: .. ... 
particular desde un punto de vista.diferen:te};.'e's; deci'~, ·~ 
se puede hacer la visual izaci,ón·a/'.~ra::'t,'u~/'{~.~O-,;,,sti t~ani 
forma da. " · · . ., .. ,·\·;¡.,., .•.. " .•,•,<: . .,·:•:/•\;.,:::,,•> .. ., ... 

;· .... ·. 
·.:..;· . ~ ':· · .... , '" 

. . ·' . 

La integral de Fourier está defin{da ,por.la expresión: 

H ( w ) = !"' h ( t) e.; j ~ rrft d t 
"' , 

2. 5. l 

si la integral existe para cada valor del parámetro f, en 
tonces 2.5.1, define la transformada de'Fourier H(w) de -
h(t), la función h(t) es una función del tiempo y H(w) 
es función de la frecuencia w =2 71' f, j=I:¡-

La transformada de Fourier T.F. es entonces una present~ 

ción de la función en el dominio de la frecuencia, ésta -
contiene la misma información que la función original. 

La T.F. indentifica o distingue l .. as diferentes frecue!!.
cias senusoidales (sus amplitudes y fases respectivas) -
las cuales se combinan para formar la seftal considerada. 

En general la T.F. es una cantidad.compleja: 

•,,:· .. ;' 

donde R (w) es la parte .rea]'. de.la' T. F. 
. ., · . . 

1 ( w) es la parte imaginaria 

IJ(w) es el espectro de amplitud de h(t) dado por: 
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1 H ( w ) 1 = V R2 ( w ) < + I 2 ( lll ) 

;; '.: '.: I :: :~iillil!!ll1i!"e" de h ( t), el cual se calcula-
.-~,-~.~ ' •:.-,.,,,..., .. - . ·-· ,_ ~: .. :·:.~ 

Ex i sten'c i a "efe;: i'a:'i nte'g ra 1 de Fou r i er. 

Condici6n integrable en el sentido de: 
>' . · •. · > 

< 00 ' 2. 5. 2, 

entonces, su transformada de Fourier, H(w) existe y. sati.§. 
face a la transformada inversa, definida por: 

00 
j2 nft 

h ( t ) = f H ( w ) e d w· C Vi'l!J 2.5.3 
-"" 

esta condici6n es necesari~ p~ro· no ·süfici•nte para la -
existencia de la T.F. 

Condici6n 2.~si h(t)=B(t) sen (2nft+a), si. B (t+k) es m~'" 

nor que B(t) y además 1 tl».>0, la funci6n h(t)/t, es abs.Q.
lutamente integrabJe, segan la ecuación 2.5.2, entonces -
H (·~ i ·· exrs·t·e··''y .... ~.a-tTsface··-a·"2~'·5;·:r:--,,~·"··~::"-~·-~··--·~,····q .,.,~ .. "· .... ,,.~,-., ....... 

Condici6n 3.-Las condidones' 1 y 2 son consideradas de V-ª. 
riaci6n 1 imitada; esto es .• ,ellas se .pueden representar, -
por una curva de lori~itud firiita en cualquier intervalo -
de tiempo. Esta condi¿i6n se eitieride para incluir funciQ 
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nes singulares ( impulsivas). 

Si h(t) es .un·a fu~cióri periódica o impulsiva•, entonces -
H(w) existe si y s61B·:~tse:Jntroducera •. teorJa_ de aistri. 

:~' 'º "º' P•·ra,>:~f ~};Ji!l~itlli;~~~~~iJ\;1;0:;~ def l . 

donde X(t) es u·ria·•Junc\ió.n:ccfnti.nu·a··arbitraria al tiempo -
' - [, .;.:. -: ;· ~'-~ ~: ':. ·.!: .; .• ·-·- - '· ··,_;,,,. :·;:,. ,: .:: • : .-.:--- ..... . .. >. • - •• - -· • '· •• 

t~t0 • . . · .· • 

2.5.1 Programa SISMICA 

Este programa obtiene la correlación, autoc6rrelación, 
convolución de dos señales A y B (en ese orden); estas 
operaciones se efectaan en el dominio de la transformada
Z. 

Datos de entrada: 

Ll= NQmero de muestras que se desean en los espectros. 

HIM=Intervalo de muestreo de las señales en el tiempo. 

Fl= Intervalo de muestreo en el dominio de las frecuen -
cias. 

NEA=Número de 

NEB=Número de 

NCl y NC2 son 

muestras 

muestras 
'~-""~' ,. .. ·-' ,. . 

claves, 

MB 

A=B 

de 1 a 

de 1 a 

tales 

señal 

señal 

que: 

A. 

B. 
. . ,., .. ~ -~ .... ~ ·'•· . ,-~ , .... r-,-·-" _ .. , -~··"'"" '.~·' ,,, _,, ·•· "~ 

convolución 

correlac.ión 
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Así por ejemplo, si deseamos calcular una autocorrelación, 
entonces hacemos NCl = l y 'Nc2 = .4, y como las señal,es en 

' ~ . . . . . . ' 
este caso son iguales, no es necesario dar los datos de -
la señal B. 

NCORA y NCORB son los corrimientos (con respecto al orj_ -
gen) de las señales A y B, respectivamente. 

Ejemplo: 

_L NCORA=O NCORA= -3 

o 3 6 -3 

Es importante hacer notar que los corrimientos NCORA y -

NCORB, siempre se van a leer como números enteros, múlti 
ples del intervalo de muestreo. 

Ejemplo: 

> 
-5 

el corrimiento que se debe dar como dato es NCORA= -5 y

no NCORA= -1.0. 

A = Muestras de la señal A (leidas en forma vector) 
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1 

B = Muestras de la seflal B. (Leidas en forma de vector) 

El programa SISMICA utiliz~.J~s subrutina~ TRANS y GRF. 

Datos de Salida 

Los resultados del 

e = Señal obtenida de acue~do a la operació~ asignada. 

Gráficas de los espectros de Amplitud y Fase de las .sel\! 
les de entrada y salida. 

2.6 Características de filtros 

2.6.1.-Estabilidad de filtros digitales de retraso 

Uno de los problemas fundamentales en el análisis de tr-ª. 
zas sísmicas es el de mejorar la resolución de eventos -
que se traslapan, empleando filtros digitales "inversos" 
se puede lograr tal mejoramiento. Frecuentemente estos
filtros tienen una característica no deseable, la cual -
consiste en que su función de memoria crece sin límite -
con el incremento del tiempo, por lo cual son llamados -
"inestables". 

Considérese un filtro digital de retraso, de enenisimo -
orden: 

a ( t ) = (a 0 ,a 
1 

, •••••• ,a n) 

donde los elementos ªt• (t=0,1, ...... ,n) son los coefi -
' -

cientes de peso del filtro. Graficando éstos contra la -
variable de tiempo (discreto) "t", se obtiene un resu~t!-
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do conocido como fu~ción de memoria del filtro de retraso 
o respuesta al impulso unitario. 

Las condiciones para el análisis de las trazas mediante -
fi 1 tros son- tres: 

Retraso: Mínimo, Máximo y Mixto 

Esta parte se analiza usando funciones de memoria de lo~

gitud finita lo cual se puede expresar como (a
0
,a

1
,a

2
, .. ,itn) 

f · • · t · d ( • 2 3) ·a* * * *) cuya unc1on inver 1 a segun . es 1 11, ..... ,a 2 ,a1 
,a

0 
-

en do n de 1 o s e 1 eme n tos a.l pueden ser o no c o m p 1 e jo s y 1 os -
asteriscos representan el complejo conjugado de ellos. Al 
par de funciones de memoria anterior se le llama dipolo;
para distinguir entre Tos dos miembros que forman a éste, 
se llamará a uno función de memoria de retraso mínimo y -
el otro funció~ de memoria de retraso máximo. 

Para esclarecer lo anterior, definamos dos funciones de -
memoria de longitud 2; (2,1), (0.5,-i) cuyas funciones -
invertidas serán (1,2), (.l,0.5) respectivamente, los dipQ 
los estarán dados como: 

(2,1) y (1,2) 
y 

(0.5,-i) y (~.0.5) 
La clasificación de las funciones de retraso mínimo y má
ximo se hace en base a: 

Si el primer coeficiente es mayor que el segundo en cua-
1 esquiera de los dos miembros que forman al dipolo, en -
tonces la función de memoria es de retraso mínimo y el -
otro será de retraso máximo y viceversa, así (2,1) y - -
(.l,0.5)son de retraso mínimo, ya que l+-i.I =1>0.5. 
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De i gua 1 forma 

(1,2) y (0,5,.,¿) son de retraso máximo, ya que 1-·ifl>0.5. 

Cualquier combinación en serie de un cierto número de fun 
ciones de memoria de longitud 2 define una función de m!~ 

maria de conjunto, ésta se clasifica de acuerdo al tipo -
de funciones que forman la combinación y se calcula por -
medio de la convolución, por lo cual: 

(2,l)*(i,0.5)*(-i,0.5) = (2,1,0.5,0.25) 

[Convolución de funciones 
de memoria de retraso mi 
nimo] -

[Función de memoria 
de conjunto de re
traso mínimo] 

mientras que, el resultado de la combinación de los otros 
miembros de cada uno de los dipolos dará una función de -
memoria de retraso máximo. 

( 1, 2 ) * (o. 5. - ,¿) * (o. 5 1 ¡) = ( o. 2 5' o. 5 1 1 , 2) 

se observa que una de las funciones de conjunto es la in
vertida de la otra. 

De la combinación de funciones de memoria de retraso m1 -
nimo y máximo se obtiene la función de memoria de retraso 
mixto de conjunto. 

( 1, 2) * ( i, o. 5) *(--l. o. 5) = (1, 2, o .25, o. 5) 

El filtro inverso.-Considérese una serie de muestras - - -
X0 , X1, ..... ,Xm como entrada, se tratará de encontrar un
fil tro digital ªt• tal que transforme a la serie r-t en un 
impulso unitario al tiempo t=O, para ello se debe usar la 
operación de convolución y considerar que el filtro está-
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formado por una función de memoria con un número infinito 
de coeficientes. El filtro digital deseado de la función
de memoria con longitud infinita (a0 ,a 1 ,a 2 , •••• ) es ei in. 
verso 7 de la seri~ de entrada (X0 ,X1 , X2 , •••• ). 

Una función cualquiera se dice que es estable si la ener.
gía de ésta es finita, para el presente caso debe cumpl i.!: 
se: 

2 2 2 
ª0+ª1+ª2+ . ... + = <"' 

Si los coeficientes son complejos, la energía se calcu·l!_
rá como: 

Otra condición para que la función considerada sea est!_-
ble es que las magnitudes de sus coeficientes tiendan a -
cero conforme el tiempo se incremente, es decir !atl + o 
cuando t +ro. 

La salida (convolución del filtro y la serie) en el domi
nio de la transformada Z es: 

Como se sabe, el filtro se puede expresar por la división 
de la sal ida sobre la entrada. 

7 No debe haber confusión entre función inversa y función invertida. 
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Debido a que el resultado que se bu.sea es su irripul so un.1-
tario; entonces Y(Z)=l y la ecuacl6n anterior se transfor 
ma en: 

La serie de potencias del segundo miembro se puede ~xpan~ 
der en una serie de potencias alternada; los coeficiente~ 
de esta última serán los coeficientes del filtro. 

Lo anterior se visualiza mejor si la entrada se forma por 
dos coeficientes, es decir, (X 0 ,X 1 )=(1,k), elJroc.eso de 
filtrado se expresa entonces como: 

o en transformada Z 

2 
(a 0 +a1Z+a2 Z +, •.. ) (l+kZ)=l 

Por lo que el filtro será 

( ªº. ª1 'ª2' .... ) (1, -k,k 2 ,-k 3 
1 •••• ) 

En general esta expresión será estable cuando 1 kl<l, e -
inestable paralkl>l. En otras palabras: 

Si (1,k) es de retraso mínimo, entonces su inverso··-- - --
(1,-k,k 2

, ••• ) es estable, pero si (1,k) es de retraso m!
ximo, entonces su inverso (1,-k,k~ ... ) es inestable. 

El problema de inestabilidad no se puede evitar si se ut1 
lizan sólo funciones de memoria, por lo cual es necesario 
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recurrir a funciones de anticipación las cuales tienen la 
forma siguiente: 

( .... ·ª -4 • a. - 3 ·ª -2 • a. -1 ) 

Donde a..1. es el coeficiente al tiempo -1,ª-i al tiempo -2,
etc., y los coeficientes para t>o tienen valor cero. 

Las condiciones de estabilidad para las funciones de anti 
cipación de longitud infinita son las mismas que las fun
ciones de memoria; es decir: 

- La en erg í a de a - ~ + a.-~ + . . . . . debe ser fin ita • 
-Los coeficientes del filtro deben aproximarse a ce 

ro a medida que el tiempo disminuye. 

La serie, con este tipo de funciones, se le escribirá co
mo: 

y los coeficientes del filtro serán ahora: 

t=-1,,~2,-3, .... 

o t~O 

- '·~~-,» .............. , _,. •-. .•..• ,. - , - ., --;J - ' ' ,. ".-.-· •... ,, -·-·· -. 

o bien 

Por lo tanto, si la función es de retraso máximo, el fil-
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tro inverso encontrado cumple con la condición dee.stabJ.
lidad, y la convolución de éste con la ~ntrada dará ~1 -
pulso deseado. 

Para calcular el filtro inverso de una entrada arbitraria 
(X(),X1 , .••• Xm), se obtiene la transformada Z de ella y se 
descompone en factores; entonces 

2 
X(Z)=Xo ,X1 z+X2 z + .... +xmzm 

Donde cada factor es la transformada Z de una función de
memoria de longitud 2. Debido a que la multiplicación de
polinomios (en Z) equivale a la convolución de sus coefJ.
cientes, se cumple que 

Por lo cual se puede establecer la igualdad antes vista, 

de esta man~ra el inverso será 

Enseguida debe considerarse que la entrada puede ser: 

1) Fas e mini ma 

2) Fase máxima 

3) Fase mixta 
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En el primer caso, el inverso estable es la función de -
memoria (a. 0 ,a. ,a. , ••••• ) de conjunto, cuyos coeficientes-

1 2. • . . 
se obtienen por medio de. la división de polinomios, o ta.!!)_ 
bién calculando eT"iri~er'so. de cada serie de fase mínima
de longitud 2,[(%/~;). ( a,.,,B 1), .... (w

0
,w1)] por separado 

y después efectuar la' convolución de éstos, para así de -
terminar la funciiin d~. memoria de conjunto. 

En el caso 2), el inverso estable es la función de antici 
pación estable, entonces a.-m,a.-m.,.1.a.-m-2, .•..• ), -cuyos,coefj_ 
cientes se calculan por la división. 

--------------1--~------- Ra. z-m+a.- z-m-t+a. z-m-2+ m m-1 m . m- 1 -m-2 · · · · 
XmZ +Xm-i Z + ••••• +X1 Z+X 0 

Este resultado, es el inverso estable de una función de -
anticipación pura, entonces ª- 1 ,ª-2 , .... a-m+1 y a0 ,a.,,a 2 ,. 

.... tienen valor cero. Una forma alternativa de calcular
el inverso para el mismo caso es, encontrar los inversos
estables de las m series de fase máxima de longitud 2 
[(a

0
,a1), (a 0 .a 1 ), .... (w 0 , w1 )] y convolucionar estos in

versos para obtener 

( · • • · • ,a-m-2 •ªm- 1 ,a-m •O• 
+ 

O, .... ,O) 
+ + 

a -m+ 1 a -m+ 2 a - 1 

Caso 3).-Una función .de fase mixta es una mezcla de las -
componentes de funciones con fase mínima y fase máxima de 
longitud dos. El inverso estable de cada componente se -

puede cal_cular: ¡ior separado, de acuerdo a que si la entr-ª 
da es de fase ~-t~ .. T~"~---~·--fa~e máxima, como se dijo arriba. 

La inversa estable de conjunto, es la convolución de las
m componentes inversas estables y tendrá forma de serie -
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bilateral; es decir 

( •.... ,tt-3 ,tt-2, a-1,a.0 , ct 1 ,a. 2 1 a.3•• · •) 
~ ...__,--
Componentes Componentes 

de de 

anticipación memoria 

Ejemplo: 

Consideremos dos series de entrada, de longitud dos, CQ· 
mo lasque a continuación aparecen: 

(X
0

,X 1 )=(1,2) es de fase máxima 1 
{X

0
,X 1 )=(1,0.2) es de fase mínima 2 

{L 1 ,X
0

,X 1)=1,2.2,0.4) es de fase mixta 3 

El inverso estable de 1 es una función de anticip.aci6n 

estable 

( ..... ,tt-4,a.-J,tt-2,a.-1)=( ....• -0.0625, 0.125,-0.25,0.5) 

El inverso estable de 3, es el inverso estable de conjun 
to, dado por, la convolución de los inversos estables de

l y 2. 

( .••.• -0.0625,0.125,-0.25,0.5)*(1,-0.2,0.04,-0.008, ... ) 

=( .... ,-0. 0625,0.138, -O. 278 ,O. 556 ,-0.111, 0.022 ;-O. 004, ..•. ) . 

La serie bilateral como podrá observarse, se extiende -
por un lado hasta -ro, y por otro a +ro, entonces al - -
truncar las series, el resultado se considera sólo como
una aproximación satisfactoria, ya que ambos lados de la

seri e tienden a cero. 
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2.6.2.-Caracter1sticas de amplitud y fase de filtros 
digitales 

Considérese un vector que gira sobre el origen de un si1-
tema coordenado, a un v~locidad constante w, como se mue~
tra en la siguiente gráfica: ¡ 

+> 
3 
e 
QJ 
11) 

cos wt 

el vector de magnitud unitaria, se puede expresar de la -
siguiente manera: 

vector (al tiempo t)=cos w t+üen w t=e.fu.t 

El cual representa un movimiento armónico simple. 

Considerando al vector como entrada a un filtro digital -
e o ns tan te a0 : 

. . . ¡wt -~EJ ··. . . \·· · ... Yt'"o' 

se t 1 ene""ffná· s'affcra·"'yt~;a:~~~·!írt:;·;;;·~-:;:¡~··:~enw t, ésta rep r! 

senta a un vector con longitud ªo que gira a una velocidad 

Si el filtro a0 es una cantidad positiva, entonces el vef
tor de entrada y el de sal ida al tiempo t, formarán el mis 
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mo ángulo w t con el. eje hor.izontal, por lo cual, se d.!
ce que la entrada y·l·~ salid~ están en fase. 

Mientras que 
mos a

0
=-l/2 

guiente: 

·• ... ',,._:·, .:.'< 
,;,., 

si ~1".fi\f/() és un~ cons1:a~f{'negaúva; ·digE_ 
• entonces la sal ida seri'Y'\1er''JfgÜra S.i..; -

.lwt e 

(JJ .t 

un vector que se puede escribir como: 

= ~[cos(wt+n)+lsen(wt+n)] 

Por lo que se observa que, el vector de sal ida, tiene am
plitud de t y fase de n radianes. 

Al dividir la salida y entrada, se obtiene la funci6n de
transferencia del filtro, para el caso propuesto se obti! 
ne: 

sal ida _ 1 e .trr 
entrada-Y 

La magnitud (1/2) de ésta, se conoce como característi--. 
ca de amplitud del filtro, mientras que su ángulo (n) es 
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la caracter'lstica de fase del mismo. Debido a que las 
caracter1sticas mencionadas (para este caso) son indepen
dientes de la velocidad angular w y la fase es constan
te, entonces se dice que la entrada y sal ida del filtro -
estan defasados 11 radianes para toda w .. 

De todo lo anterior, la función de transferencia del fil
tro de orden "n" será: 

Así, vemos que la funci6n de transferencia de cada elemen 
to que forman a ésta, se obtiene por la substitución di-
recta de Z=e-iw en el filtro, cabe mencionar que, en e~ 
te caso las características de amplitud y fase dependen -
de w , excepto a

0
• Estas, se calculan a partir de la 

forma polar de la función de transferencia, entonces: 

A(w)= 1 A(w) 1 e.l~(w) 

Donde: 

Y ¡- -.lw -iwn J 4 • ~ (w)=tan-1 lm[a 1e + ..• • +ane ] es la caracterist1ca 
a0 +Re[a 1 -:lw+ +a e.t'ün] de fase. .. e • • • • n 
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debido a que la parte imaginaria es negativa, entonces l'a 
ecuaci6n anterior se puede expresart 

-~(w)= tan- 1 
I- (tt eiw+ +a eiwn) m 1 .. .. n 

La cual recibe el nombre de retraso de fase y sirve par-a
determinar la fase del filtro, cuando existen varios de é! 
tos con la misma característica de amplitud. 

36 



PROGRAMA "SISHICA" 

C TESIS PROFESIONAL 
C f'ROGR/1111'1 f'Ritlr.IPl'IL. 
e PROGMHl'I auc OflTIENE L/\ CORRELl'ICIIJN, /\Ul'OCORRC::l.l\CIONr 
C CONVOLUCION O /IUTOCONVOLUCION DE [10$ SENAl.ES f\ Y B 
C (EN ESTE OR[IEN.> 
e ESTE PROGRl'IMI\ FUE ELllJ)Ofillr!OR POR LOS ALUMNOS 1 
C /\NGEL f'llRRll BllílRERll 
C f'ECTOR /\. CllLOCI\ 01\LI N[10 

DIHENSION ~!500,500l,A!500>,B<500>,C<500>r0!500) 
60 READ<5r*> L1,HI11rF1 

IF<L1.EO.O) GO TO 61 
FiEADC5,*¡ NEl'l,NEFJ,NC1,NC2,NCORA,NC0R[C 
READ<5r*> <A<I>,I=l,NEA> 
IF<NC1.NE,1> 00 TO 1000 
DO 1050 I=lrNEA 
B< I >=AC Il 

1C50 CONTINUE 
00 10 1100 

1000 REllD<5r*l (fl<I>,I=l,NEB> 
1100 NOT/\~O 

WRITEC6,1001 <A<I>,I=lrNEll) 

37 

100 FORl1/ITC llH r21< I > ,41X,38HLl'IS SENALES ClUE SE V/IN 11 .f'ROCESl'IR 
1SON1r///,4Xr3Hl'l•<,5C5X,F14.S,1H,),//,7X) 

IFCNCl.EO,ll GO TO 120 
WRITE(6,!0l> <B<IJ,I=lrNEB> 

101 FORl11'1TC10(/),4X,3HB=<,5<5X,F14.Br1Hr>rl/,7X) 
120 WRITEC6,J02> 
102 toRl1AH///,33X,53HLI\ GRl\FICI\ DE LI\ SENl'IL 11 EN EL DOMINIO 

llJEL TIEMPO ES: > 
r1t=NEI\ 
H=l.O 
C/\LL GRFCNCORll,DlrNEll,HJH,H,111 
C/ILL TRllNSCNEll,L1,F1,HIH,l\,NCORAl 
IF<NCí .ECl,11 GO TO 121 
WRITEC6,t03> 

103 FOBMl\TC~C/),33X 1 53HLll GRl\FICI\ DE 
lDEt. TIEt<PO ES:> 
D2~tiEP 

C/ILL GRFCNCORB,D2,~ED,HIH,H,B) 
Cf\LL TRANSCNEB,L1 1 Fl,HIH,B 1 NCORD> 

121 IF!NC2.EO,JI GO TO 4 
NBl1=NE'.[rt1 
DO : I~t,NCB 

NB=tWM-I 
llC l >~DrnfJJ 

5 CONT!NUI 
I'iJ 6 l=l ,NCB 
le( Il=G( I) 

6 COtlT:NUE 
4 CONTirlUE 

DO 10 ~" '· ,NEr< 
DO 11 J~ 1 , fJEll 
•'.=H J-1 
DCI,K>=B<I>*llCJ) 

11 CONfHIUE 
1 O CON rI ti U E 

dCHC~F 

rro 12 I"'' ,NC'HC 
CONr~o.? 
rro 13 J .. 1,Nr.r:t 

LI\ SENl'IL [C EN EL Ii011INIO 



CONT~CONl~DIJ,Tl 

1J CONT I Nt;C 
C<Il=CONT 

12 CONTHIUE 
IFCNC~.EQ,3) GO TO 15 
NFf.2'-'llCOl":B+ ( Nl:D·· ·~ l 
NOTAo=NCORA-NF'D2 
IF<NCl,EQ.1) GO 70 16 
WRITEC6,50l 
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50 FORMATC10C/J,31X,57HLOS 
1SENALES A Y B SON:,///) 

GO TO 17 

ELEMENTOS DE LA ~lRRELACION DE LAS 

16 WRITEC6,51) 
51 FORMATC10(/l,32X,54HLOS 

1LA SEN~L A SON:,///) 
GO TO 17 

15 NOTA=NCORAtNCOP.B 
IFCNC1,EQ,1) GO TO 18 
WRITEC6,52) 

52 FORMAT <l. O< I >, 31X,57Hl..DS ELEMENTOS DL~ l .. A C,_()~~(Jl. .. L~CJ:DN DE LAS 
1SENALES A Y B SON:,///,56X,7HA * B ~,//~) 

GO TO 17 . 
18 WRITEC6,53l . . 
53 FORMATC10C/l,32X,55HLOS ELEMENTOS DE LA·RETROCORRELACION DE 

1LA SENAL A SON:,///,56X,7HA *A~,/(/) . 
17 WRITEC6,57lCCCI>,I•1 1 N~MC> 
57 FORMATC//r4X,3HC=C 1 5C5X 1 F14,8lf///) 

WRITEC6,58l , 
58 FDRMATC//,44X,32HLA GRAFICA DE EBT~ FÚ~CI6N CES~) 

BB=,NCMC 
CALL GRFCNOTA,BB,NCMC,HIM,H 1 C) 
CALL TRANSCNCMC,L1,F1,HIM,C 1 NOTA>' 
DO 54 I=,l., NCMC 
CCil=O,O 

54 CONTINUE 
[10 55 I=l,NEil 
DO 56 .J=-1,NEl'I 
K=I+.J-1 
D < I, tO ==O, O 

56 CONTINUE 
55 cmnINUE 

GO TO 60, 
61 STOP 

END 
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SUBROUTIHE TR/\NSCI,~,r,T,FOoNOT/\I 
e ESTA surmUTINfl C/\LCUU\ 1..11 Tl~llrHJFOf<Ml'IM [IE r:ouRlER 
e [IE NUESmll SENr\L Pl\Rll PASl'lí~L.11 fil. DOMINIO DE L.flS 
C FRECUENCIAS. 
C FllNTERVl'ILO t1E FAECUENC.r./1 CN IZL. tlDMT.NIO [1E Lt'IS FRECUl!NCUIS 
C T: INTERVllLO DE MUESTRl~O r:N 1:1. DOMINIO r1EL TIEMF'O 
C L:NUMEAO DE F'UNTOS CllJE TIENE: EL. ESF'ECTRO 
C FFlfRECIJENCifl 111\XIMI\ HllS"íl\ DO:WE St: ClRllr-TCll EL ESPECTRO 
C EDl\t ESPECTRO VE AMPLITUD 
C EDFIESF'ECTRO DE FllSE 
C FNIFRECUENCIA I1E NYfnJIST 

DIHENSION EDI\ C8001 ,FO<BOOl, G <€100), E[IF 1800) rf'UNC800) 
HT•1,0 · ~-
NTA=NOTll 
III=I 
FN=l, / < 2*Tl 
FF•LH 
WRITE<6r500) L,F,T,FN -

500 FORMTC lHl ,6(1) r35X, 'l.OS V/\L.CIRES DE LllS V/\RI/\BLES Pr'IR/\ 
1EStl\ SENAL SON',///,50X,'L•',IJ,5X,'F'"'•F4.::>r5Xr'T='r 
2F·B,3,l//,45X, 'Lll FRECUENCII'\ [1E NYt1UIST ES FN"'rFB,31 

WRITEC6,501) 
501 FDRM/\TUl/,4l.:-:,'ESPI:.CTllO DE l'IMF'LITUU',15Xr'C3PECTRO Dl~ f"r\'JIF.'~ 

IF<NOTf\.GE.01 GO TO 2000 
NOTl\=NOTll-1 

2000 CONTINUE 
DO 5 K,=1 rL+1 
M=K-1 
SUMR•O,O 
SLIHI=O.O 
DO 10 N2=1 rl 
G<N2>=FO<N2l 
!f"<NDTl\,GE.Ol GO TO 300 
NOT/\H=l'IBS<NDT/\l 
HN2=N2-NOTllM 

325 llRG=6.2832*M*F*MN2*T 
DO TO 320 

300 MN2~N2-1HlOTA 
GO TO 325 

320 f'R=G<N2>*CDSC/\F:Gl 
f'ImGCN2l*SINCllRGl 
SUMR=SUMR+PR 
SUHI=SUM!tr"I 

10 CONTlNUE 
FUN<K>mSlJMB+SUHI 
EDii < K > =SílRT ( SUMR**2+SUM :e **2) 
SUMJN=SUMI 
IFCSUMR.EQ,O.OI GO TO 31 
COC=-SUMI/SU11F: 
EDF<Kl=lllllNCCOC) 
TFCSUMIN,EO.O.OI 00 TO 33 
IF<SUMJN.GT.o.ol DO TO 34 
IFCSUHR.GT.O,Ol GO TO 15 
EDF<Kl=-J,1416tl\BS([DF(K)l 
GO TO 15 

34 IF<SUMR.GT.o.o> so TO t5 
EDF(K)•3.t4l6-r\AS(EDFCKll 
l'O TO 15 

33 IFCSUMR.or.0.01 GD TO 15 
E[•F<Kl"J, 14 t6 



00 TO 15 
31 IFCSUHIN.GT.0.0) GO TO 32 

EDFCK>=-3.1416/2,0 
ClO TO 15 

32 EDFCK>=J,1416/2, 
15 IFCK.E0,1> 00 TO 52 

WRITEC6,3) HrEDl\CK>,H,EDFCK> 
GO TO 5 

52 Kll=K-1 
WRITEC6,3) KllrEDll<K>,Kll,EDFCK) 

5 CONTINUE 
I=FF 
NOTl\=0 
WRITEC6,250) 
CllLL GRFCNOTllrFF,I,F,HT,EDI\) 
WRITEC6r255> 
CllLL GRF<NOTllrFF,I,F,HT,EDF> 
I=III 
NOTl\=NTll 

1 FORHllTCI3,F6.2,F6.4rF2·0> 

40 

3 FORHATC/,41Xr'EDll<'rI3r'>=',F10,5,14Xr'EDFC',13 1 ')•',F12,7) 
250 FORHllTC7C/>,15X,'Lll GRAFICA DEL ESPECTRO DE l\HPLITUD ES ') 
255 FORHATC7<1>115X,'LA GRllFICI\ DEL ESPECTRO DE FllSE ES') 

F>ETURN 
ENI• 

SUMOUTINE GRFCNCO, [<,Nr DELTAX,H, '() 
DIHENSION Y(500> ,EX<JOl rL!NE( 120) 

C t'l:Vl\L.llR DE LA l\BSCISI\ [<E l.I\ PRIMERA HUESTBI\ 
C B=N=NIJHEfiO DE MUESTRAS DE Lt'l FUNCION QUE SE VA 11 GF~l\FICl\R 
C H: NUMERO DE HOJl\S EN Ll\S OUE SE QUIERE IMPRIMIR LI\ GRl\FICl'l 
C l<ELTAX: INTERVALO DI:: MUESTREO 
C Y:FUNCION 

DATA IBLllN,IPUN,JA5T/1H r1H,,1H*I 
WRITEC6,995l 

995 FORHAT<5C/ll 
11=1.0 
CLl\VE:O,O 
l•X~C•EL Tl\X 
HN=57,*H-2. 
NNCO=NCO 
HHN=N 
INT=HN/CHHN-1)-1,5 
IF<INT.GT.Ol GO TO 5 
INT;l 

5 J=t'l 
CON=J 
M=J+1 
BMEN=Y<J> 
DO 20 I,.H,N 
IF<Y<I'· ~:~NI 1,20r20 

1 l'MEN=YCI) 
'lO CONTT.NUE 

BMl\Y=Y<J> 
.. r10 21 I=M,N ... ,... ... ,. , ,,. """~" ... ~~--,.,.,., .. , ............... -,.~ ..... , .... "'e·"···.·"--, ........ .._ ... ·· 

IF<YCil-BHl'lY> 21,21,3 
3 BHM='t\l) . 

21 CONrINIJC 
IF CTIMEt•, NE, DMf1Y) GO TO 50 



BHEN=O,O 
IF<BMl\Y,NE.O.O> CO rn 50 
DIFER=l,O 
GO TO 55 

50 DIFER=AB:i<BMl\Y-BHEN> 
55 HlNX=DIFER/110 

l\UM=O. 
DO 22 1=1,11 
EX <I > =BHENMljM 
l\UH=l\UM+11,•HINX 

22 CONTINUE 
WR1TE<6,200> (EX<l>,1=1,11) 

200 FOí<Ml\T!7X,31HLOS VALORES DE L/I Oíi[IENALlll 
1/l,7X,10<1HV,10X>,1HV,/,1X,119(1H+l> 

DO 23 I=l, 111 
LINE <I > =IBLl\N 

23 CONTINUE 
IF<BMEN.LT.o.o.llND.BHl\Y,GT.O.O) c;o ro 7 
GO' TO O 

7 V=l\BS <FMEN l 
K=V*110,/DIFER+1.5 
LlNE'(Kl=IPUN 
FOC=1.0 
GO TO 9 

8 FOC=O.o 
9 CONTINUE 

NEO=O 
IF<NCO> 30,31,32 

30 NEG=l 
NCO=l\BS<NCOH1 
GO TO 31 

32 NE0=2 
31 SEL=o.o 
12 CONTINUE 

FEC=O.o 
X=l.+<11-1.0>*DELTllX 
/\=X 

15 CONTINUE 
IF<FOC,NE.1,) GO TO 13 
LINE<Kl=IPUN 

13 CONTINUE 
IF<SEL,NE.1.> GO TO 14 
IF<FEC,GE.1.) GO To 14 
IFCllF<S<X>.GT,([IELTl\X/2.)) GO TO 14 
DD=/\BS<X>IDELTl\X 
IF<DD.GT,0.5) GO TO 14 
DO 24 1=1,111 
LINE < Jl =lí'UN 
FEC=1.0 

24 CONTINUE 
14 CONTINUE 

IFCDELTl\X,f3E,1.l GO TO 205 
CLl\VE=l,O 
DELTAX=l,O 

205 I=CX-1\)/DELTl\X•J 
III=I 
V=Y<I>-BHEN 
lF <tJEG, NE .1 ) GO ltl J.000 
IFCI.NE,NCO> 00 TO 1QOO 
VD 1100 LN=t,111 
LWE<LN>=IPUtl 

1 J 00 C'+JllT TtlUL' 

41 
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1000 I•V*110./DIFERt1.5 
L. INE < I) ::: .IJIST 
IF<FOC,NE.1.0) GO TO 3000 
IFCI.GT.Kl 00 TO 3500 
IFCI.EQ,K) GO TO 7000 
DO 4100 LMN•I,K-1 

4100 L.INE<LMN>=IAST 
00 TO 7000 

3500 DO 3600 LMN=K+1,I 
3600 L.INECl..MN>~IABT 

GO TO 7000 
3000 IF<BMAY.LE.O.O> GO TO 3050 

DD 3100 1-MN•'-' 1 , :r 
3100 L.INECl..MN>=IABT 

GO TO 7000 
3050 DO 3200 LMN~I,111 
3200 LINE<LMN>=IAST 
7000 xz::,X··-:1.. o 

IFCCL.AVE,NE,110) GO TO ~07 
xz,,XZ*flX 

207 IF<NEG,NE.1) GO TO 1200 
xz:::: < :r. :r. :r ... Neo> *DX 
GO TO 1 :~oo 

1200 IFCNEG1NE12) GO TO 1300 
XZ::=XZ+NCO*DX 

1300 WRITE!6,300) xz,<LINE<:r.>,I=i,111) 
3CO FGRMATC1X,F7,3,111A1,1H+> · 

Y¡() 2~') I:=i,111 
UNE ( I) ::::II:rl..AN 

2~5 CONTTNUE 
X"X+DEl..TAX 
CON,:.CON+ 1 , O 
tF<CON.GT.B> GO TO 16 
GO TO 1~:5 

1.6 Wl'UTE:.<6,400) 
400 FORMATC1X,118C1H+>> 

N:L TAX:=[IX 
NCO,-=NNCO 
m:TLJRN 
END 

42 



X (i::r) 

(a.) 

X(it:t)h[(t+ic.l]i 

_,, ... 
i 

'' 

' 

(e) 

Fig. 2.1.1 

h ( T) ~ 

..... 11-
T 

' 

En los incisos (a) y (b) se presentan las señales discretiiadas a
un intervalo de tiempo T. En (c) tenemos la señal (a) desplazada -
una cantidad i=T . En (d) se presenta la multiplicación de las s~ 
ñales (a) y (b) desplazada; para cada i se multiplica y suman los 
valores de ambas señales. Finalmente en (e) el resultado de la mul 
tiplicación, obsérvese que para !=1 se deberá multiplicar las S!
ñales X(KT), con K=1,2,i,4, y h[(i+K)] con K=2,l,4, ~= respec-
tivamente y sumar éstas. -
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\ l-Hw)\ 

Q(w) i ....... __ _,__ __ 
....... 

Fig. 2.1.2 

(a) Espectro d~ amplitud y fase del filtro ideal pasabajas. 

(b) Transformada inversa del inciso (a), función en el dominio del 
tiempo (respuesta al impulso unitario), función Sampling. 
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Im'P 

3 ws/2 
Il'YI t 

Re91ón -\ 
Complemen a.nd. 

j 

Ws/2 

Re 'P 

-UJs/2 

~ea1~11 
Corn p\e menfQ. tia... -i 

-MJ.l:./.it 

Fig. 2.4.1 

La substituci6n de Z=eP6t, se considera corno una función de rnapeo; del plano Pal plano Z ,para 
cualquier r=constanteten el plano P se rnapea en círculos con centro en Z=O y radio er6t en -
el plano Z [r<o, er6 <¡:.¡z1<1, luego -ws/2<w<ws/2 cae dentro del circulo unitario] 
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--------· -------------
LO UHLU Dut H UN ,, PHCUU SOlt 

U.I .t'QUJDDDt .01•11Gco, .OJl02'DDO, 

---·-------------------·- --·-·-·· - ---
... anuouo, -.anuoao, 

••DIOUD"Dt ...... uuncn, .01111000, 

-----. ---· --·-----·----

•.OUDJDWD1 •.tUHOUI, -.OIDO IODO 1 -.os.snuoo, 
------- - ·----

.DH.IODC.D, .OJJ'\1000, .onuooo, 

.au1•01.o, .LtOUJOOO, .ua11tooa, .01ouooo 1 

eOOU60001 -.oosu oao, 

-.0011101.to, -.01110000. ... 01151000, 

••DOt•SDC01 .oawsoD01 .OO••ooau, 

.oouroc:o, .oo-.JOOa, .DCl•UDOD, 

.ors1111or.o, •"ºª 11000, -.OOCll JODO, -.DGHtooo, 

·.GDllllO&.D, -.co1•10LO, -.0009MUI01 -.oaouooo, 

,ODOHDOD1 .001l11DllG1 .0000000, 

·--···-·-- -------·----------·--··-·-·- -- --------------···· 
•=• eDC.l•tiJC01 -.DD1JOOD0 1 -.oouooro • 

-.uuorc.o, ··.lClHiCOJ, 

... --------------
eCDllDDtO, ·•UUGDOD, 

.... uuocto, •.UUJOUl1 ... ,i'HUGD1 

.11111octo, -.ou1cooo, •elhlCOOO, -·1611t.Dl1Dt 

.w!9lLDD,, .t.JUcoc:i, .crt1¡,c'º• 
------· 

.UJtllllOQD, -.ecua~, -.c1t11.11c.o • 

... wrJ.r..oo:i 1 •'OlJDDOl, .DoltLOli01 

.1.oHc.0001 .t.ooccru, .c.oorLca,, .uc.ococo, •DDCiOl.DOOt 

-·------------
.tL:aco:.o, .tococtco, .... oocc.o"'• .cco04.ca:l, 
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111.-ALGEBRA DE MATRICES POLINOMIALES 

3.1.Notación matricial 

Es conveniente que antes de proceder con nuestro estud1o

de análisis multicanal, se defina la notación que se va a 

emplear: 

Supóngase que a es una matriz. Entonces: 

<t T representa la transpuesta de a 
* a es el complejo conjugado de a 

a*T es la transpuesta del complejo conjugado de a _, 
a representa la inversa de una matriz cuadrada a 

det a es el determinante de una matriz cuadrada a 

adj a es la adjunta de una matriz cuadrada a 

In representa a la matriz identidad de orden NXN 

O= diag[d.,d 2 p ... .,dn] es una matriz diagonal. 

En el presente estudio, se hará uso esencial de arreglos

de datos. Existen dos formas en las cuales se pueden almi 

cenar las series de tiempo multicanal; éstas son, en for

ma de traza y en forma multiplexada. 

Imaginémos una serie de dos canales; 

Canal 1 3 -2 4 5 

Canal 2 1 7 -3 2 
Tiempo 1 2 3 4 

Como matriz; se podría escribir de la siguiente forma: 

3 -2 4 :] 1 7 -3 
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En el almacenamiento en forma de traza, se ordenan los -
valores por canal; es decir, se toman los valores del pri 
mer canal seguidos por los del segundo, etc., o en otras
palabras, se escriben los renglones de la matriz multic!
nal en serie. 

En este caso, el almacenamiento en forma de traza seria: 

X e (3, -2, 4, 5, 1, 7, -3, 2) 

En la forma multiplexada se guardan los valores según el 
tiempo de registro; es decir, los valores de todos los -
canales al tiempo 1 seguidos por los valores de todos -
los canales al tiempo 2, etc., dicho de otro modo, se -
construye la serie (considerando la matriz) por columnas. 

La forma multiplexada seria: 

X = (3, 1, -2, 7, 4, -3, 5, 2) 

Esta última forma de arreglo, es la que se utilizara con 
más frecuencia. 

3.2.-Valores y vectores característicos de una matriz. 

El motivo por el cual se introducirá el concepto de ecu! 
ci6n caracterfstica de una matriz cuadrada a, de CJrden -
n, se puede describir de la siguiente forma: considérese 
que Y=aX es una transfnrmaci6n 1 ineal que convierte al -
vector X en un vector Y. Se quiere investigar la posibl 
lidad, de que ciertos vectores X sean transformados en -
xx, donde X es un escalar. El vector X que cumple con la 
siguiente expresión: 
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3. 2. 1 

Se llama vector invariante, vector característico, o - -
eigenvector bajo la transformación. 

De 3.2.I se obtiene: 

( AI-a)X=O 3.2.2 

La expresión {AI-a) es la matriz característica de a. Él 
sistema homogéneo de ecuaciones 3.2.2 tiene solución no
trivial si y sólo si: 

det P. I-a )=O 3. 2. 3. 

Desarrollando el determinante antes mencionado, da como
resultado un polinomio ~(A) de grado n, donde n es el -
orden de la matriz a. Por lo tanto: 

recibe el nombre de ecuación cc;racteristica de a, y sus
raices :i.1,A.2·; ..... >.n son las raíces características, e.!
genra1ces, o eigenvalores de a. Si ;i. =>-¡es una eigenraiz, 
entonces la ecuación 3.2.2 tiene una s-Olución no trivial 
X¡, el cual es el eigenvector asociado con la eigenraíz
:i.,¿; ésto es: 

(>..¿ I-a)X¡=O 
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3.3.-Matrices polinomiales o polinomios matriciales. 

A continuación se verá qué es un polinomio matricial y -

algunas características importantes de éstos. Definamos -
"z" como un slmbolo abstracto, el cual es conmutativo CO! 

sigo mismo y con las matrices. Así si a es una matriz, -
entonces: 

Ahora supóngase que a 0 , a1, ... ''ªp-v'ªP son matrices CU-ª.

dradas de orden n. Entonces A(z) definido como: 

es un pulinomio matricial o una matriz polinomial. Un P.Q 
linomio matricial A(z) es singular o no singular de -
acuerdo a que si el detA(z) es o no cero. 

Sean A(z) y B(z) dos polinomios matriciales: 

A ( z) = ita+ t2J. t + ••••• +a P - i zP -
1 

+a p zP 

B(z) =b
0
+b1z+ ...•. +bq-1Zq- 1+bqzq 

Se dice que estos dos polinomios matriciales son iguales 
si p=q y ª:t=bj para .i=0,1,2 ... p. 

La suma de dos polinomios matriciales A(z) y B(z) es un 
polinomio matricial C(z)=A(z)+B(z) cuyos coeficientes -
son la suma de los coeficientes correspondientes de - -
A(z) y B(z). El producto de dos polinomios matriciales 
A(z) y B(z) es un polinomio matricial C(z)=A(z)B(z) C!-
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yos coeficientes se obtienen efectuando la .convolución de 

los coeficientes de (Az) con los de B(zJ: p~r .lo tanto, -
en esta operación los polinomios matriciales:,n'f son conm.J:!. 
tativos. El producto A(z) B(z) es uri p<iiffn~~tJ\inúriéial 

ouyo grado má x i mo es p+q • /~·\l\~~~;~!f ti, 
3.3.1.-Programa que efectúa la convolucJ.ó e:i!'dos>polino_. 

mios matricial es. >'.;::~''.!"::.'.f'-.~~'~:'.'~:~;·c·· ·. ··. -
,-'; •.·.. . """<;. ;¡.:· , ., , !.' '> 

El programa MATRIXPOL calcula 1 a ~J1t11l1;1c~~,~-·fin"d~ clo-s P.Q. 

linomios matriciales o la convolución e~tre·if'o~-señales -

multicanales. 

El programa MATRIXPOL hace uso de las subrutfhn·BRAINY•
Y ZERO (ver Apéndice). 

Los datos del programa son los siguientes: 

NRA: Número de renglones de A=P 

NCA: Número de columnas de A=q 

LA: Longitud de la señal mul ticanal A=m+l 

A: Polinomio matricial A (dado en forma multiplexada) 

NRB: Número de renglones de B=q 

NCB: Número de columnas de B=r 

LB: Longitud de la señal multicanal B=n+l 

B: Polinomio matricial B (en forma_mu.l.t;.pJexada), .•.. 

RESULTADOS: 

C: Convolución de los polinomios mairici~les (en forma 

multiplexada). 
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La proposici6n DIMENSION de este programa debe satisfacer 
las siguientes condicio.nes pará cada· ejemplo o corrida: 

DIMENSION A(NRÁ,· NCA't CA),·' B(NCA, NCB. LB.). C(NRA, NCB. -
LC) en donde: LC~LJ\+ 'LB~1 .. · .. · . .. . 

NOTA: Si se quieren correr datos complejos, s6lo es necesario quitar 
los coroontarios de las proposiciones complejas de las subrut..:!.
nas que intervengan. 

3.4.-Inversa de un polinomio matricial 

El determinante, adjunta e inversa de un polinomio matrl 
·· cial se define de la misma manera que para una matriz. -

Por ejemplo, el determinante del polinomio matricial. 

e (Z)= [ J+~ J Z= [+z 1 
6 o 1 1 6+J 

-

es el polinomio: 

det C(z)=(2+z)(6+z)-(1)(z)=12+7Z+z 2 

.~·""~'"' ~' ..... ,,.......~~ ..... ~--·"· .. ~ .... -·.~.~ ·--~---· ... ,,."" ..... ~·,~·-- ~,--~.,,,.."' --~··~"~ .. '"·."' ... 

. Sean A(z) y B(z) polinomios matriciales, entonces: 

det[A(z) B(z)]=[detA(z)][detB(z)]=det[B(z)A(z)] 
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La adjunta de una matriz de elementos a¡¡ es la transpue1 
ta de la matriz de cofactores de la matriz A y se tiene -
que: 

[a¡¡] [adj (a-,¿¡)]= [adj (a,¿¡) ][a.¿¡]= [ det (a¡¡)] 

Esta propiedad también se aplica cuando los elementos - -
a¡¡ son polinomios en z; es decir para los polinomios m-ª.
triciales. 

A(z)[adj A(z)]=[adj A(z)]A(z)=[det A(z)] 

Cabe señalar ~qui que representa a la matriz identl-
dad. Por lo tanto, la inversa de A(z) se puede expresar 
como: 

adj A~z~ det A z 

Dado un polinomio matricial A(z) se pueden presentar -
dos casos: 

El primero es cuando el det A(z) es un polinomio de grado 
mayor que cero, entonces A- 1 (z) no es un polinomio m! -
tricial, sino una matriz cuyos elementos son'funciones r! 
cionales. 

El segundo caso es cuando el det A(z) es una constante
(independiente de ]) diferente de cero, por lo cual la -
inversa A· 1 (z) es un polinomio matrial; en_esje caso . 
A(z) recibe el nombre de polinomio matricial elemental. 

Ahora calculemos el determinante, la matriz adjunta y 

los coeficientes de un polinomio matricial. El determl -
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nante y los coeficientes son polinomios escalares en Z , 
mientras que la matriz adjunta es un polinomio matricial; 
todos estos se calculan en la subroutina POMAIN no impoL 
ta s i e 1 p o 1 in o mi o .m a tri c i a 1 es s i n g u 1 ar p a r a a 1 g un os o -
todos los valores de z. 

El método empleado calcula la inversa como una relación
de polinomios y no efectúa la división debido a que esta 
sería una serie infinita a menos de que el determinante
fuera una constante. Si el determinante es un polinomio
de fase mínima, entonces las funciones racionales deben
ser desarrolladas en una serie infinita de potencias p~
sitivas de z . Cuando el determinante es un polinomio
de fase máxima, entonces las funciones racionales se d~

sarrol lan en una serie infinita de potencias negativas -
de z ; mientras que si el determinante es un polinomio 
de fase mixta, entonces las funciones se desarrollan en
una serie estable, involucrando potencias positivas y n~ 
gativas de z 

Cada elemento de la matriz polinomial es un polinomio en 
z de grado m representado por sus coeficientes. Las -
operaciones de suma, resta y multiplicación de los poli-' 
nomios se desarrollan en base a sus coeficientes y como
un polinomio matricial se pu~de considerar como una m!-
triz cuyos elementos son polinomios o bien un polinomio
cuyos coeficientes son matrices, entonces la multiplic!-
c ión de polinomios matricial es se puede efectuar· por m~:::" ·· 
dio de cualesquiera de los dos algoritmos siguientes: 

1).-Un algor1tmo que efectúa multiplicación de polino- -
mios cuyos coeficientes son matrices. 
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2).-Un algoritmo de multiplicación matricial donde los -
elementos de las matrices son los coeficientes de --
1 os polinomios. 

Así, el producto C(z)=A(z)B(z) estará representado por 
un loop en la siguiente'forma: 

ck+j=ckfj¡:tik bj 
pq pq .. <·Pi iq 

El algorltmo de la subroutina esta basado en un m~todo -
'· 

dado por Gantmachin é y es el siguiente: 

Si A(z) es un polinomio matricial, enfonc~ifsuecua:-
ción característica esta dada por la ex:~ge~,i~'h,A~e' .sigue 
a continuación 

det(µ I-A) =O 

Que se puede escribir como: 

A la ecuación del lado izquierdo se le conoce como poli· 
nomio característico; en este caso Pk son polinomios en
Z • Por el teorema de Cayl ey - Ham11 ton, una matriz S-ª.
ti sface su ecuación característica. 

n n-, n-2 O=A -P 1A -P 2A - ..... -Pn_ 1A-PnI 
" .. , .... ,- ... ~, .... ,.,., .. ~- .,., ... , -'. - " --· .. .. 

Si multiplicamos esta ecuación por 

e Gantmacher, F.R., The Theory of matrices, chelsea, New York, - -
1959 Vol. 1 
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Obtenemos: 

( -1) n - ' ad j A= A n - t - P t A n ...2 - ••••• - P n -2 A- P n - ' I 
. "¡/'· 

Que se puede escribir ébM·a·: L< 
' . ·»·' , .. :·· 

El primer paso en fó~ cálculos es encontrar 

P1=trA 

B1=A-P 1I 

Debido a que P1 esta dada por la traza de A(z)[trA];
entonces P1 y los elementos de 81 son polinomios e~

calares de grado m 

Los cálculos subsiguientes son: 

3.4.1 Programa MATPOLIN 

B =11 -P I 
2 .''?. 2 . 

B ,;A -P I n n n 

Dado un polinomio matricial el programa calcula su dete~ 
minante, su matriz adjunta y los coeficientes de su poli 
nomio característico. 

Datos para el programa: 
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N : Orden del polinomio matricial =n (donde nii:z) 

LA: Grado del polinomio matricial mas uno =rn+I 
A : Coeficientes del polinomio matricial (en formá mu1t1 

plexada) 

Resultados: 

ADJ: Coeficientes de la adjunta de A(z) (e.n. for~kmtiF 
,,¡ · ;, :.._:· .··,...::~,· ,,;" 

tipl exada) · .. tL'?'".~;~~j:;t;f·:·::' . 
DET: Coeficientes del determinante de A(z)'.((eJ~:ofden.én 

- •. -_:: :;: : ;\! ~:'::,;,;.-;.r:.-·7 ... . -: :·:;:·:·j :;::'·:~·-;·~'. .. . ' 
que estan dados estos coeficientes·correspo_nden a -
grados crecientes del polinomio) .. ·· .. ,,,>,,.,_,,,,, .· 

La proposición DIMENSION de este programa debe satisfacer 
las siguientes condiciones: -~ 

DIMENSION A(N,N,LA), ADJ(N,N,LADJ), P(N,LDET), DETÚET}. 

en donde: 

S(N,N,LDET) 

LADJ = (N-l)*(LA-1)+1 

ioET = N*(LA-1)+1 

Nota: Si se quieren procesar datos complejos se deberá -
quitar la letra "C" que aparece en la columna unc

en las proposiciones complejas del programa princl 

pal y de las subroutinas que intervengan en él. El 
programa MATPOLIN requiere de las siguientes suJ?.-
routinas: 

POMAIN, MOVE, BRAINY, ZERO Y SCALE. 
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3.5.-Ecuaci6n ·del determinantje y la adjunta 

Sea A(z) un polinomio matricial de orden PxP 

La ecuación de su determinante es: 

det A(z)=O 

Cuyas raíces son z11 z2' ..... Zni donde n es el grado del 
polinomio del det A(z). Aunque estas raíces pueden rep~
tirse, es conveniente considerarlas como n valores dif_~

rentes. El grado n debe satisfacer que: 

n:; mp 

Y para mayor facilidad, se asumirá que 

n = mp 

por lo tanto, las raíces 

se consideran distintas y diferentes de cero. 

La matriz constante A(zs) obtenida de la sustitución de -
la raíz z5 en el polinomio matricial A(z) es necesariamen 
te singular. Cuando zs es una raíz que no se repite, en -
tonces la matriz A(z 5 ) de orden PxP tiene rango P-1 y la
adjunta evaluada en z=zs· 

·adj A(zsl 

es una matriz del mismo orden, como rango 1 y se pued~ -
expresar como un producto de la forma: 
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don de: 

Cs es un vector columna (constante) y diferente de
cero. 

rs es un vector renglón 
cero. 

apropiados para la raíz zs· 

de-

Hay que hacer notar que Cs y rs no son 'úWicós; ya que pu~ 
den existir varios vectores que de~ ~l mis~o'resultldo. 

3.6.-Eigenvectores y Eigenvalores 9 de un polinomio ma -
trici al. 

Considérese el polinomio matricial de orden PxP y grado -
m. 

3. 6 .1 

Por comodidad hagamos m=l, entonces: 3.6.1 se reduce a: 

3. 6. 2 

se !>abe que 

3. 6. 3 

Por 1 o tanto 

/ 

También conocidos como vectores y valores característicos, rei
pectivamente. 
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. . 
U (z ) . ad j U ( z )=: de t U ( z ) 3 .6 .4 

. ·, - .·,:. ,: ., 

Re~uérdese la e2~ación d~l;d~t~r~tnante 
' \ · .. . . , : . . 

de t · ú ( z ) 79:_ · .) 
/ .. 1'.: : .. ·- .. ' :· <·· .. ¡' - ' . 

3.6.5 
·. , i .. • ~" - '', . 

det U(z,¿')=O p~ra:,z~11_2,_ ••• :. ,P . 3 .6. 6 

Por otra parte 

adj U(z,¿)=c,¿r ,¿ para ,¿ ,,;11 2, ... P 3. 6. 7 

donde c,¿ es un vector colu~ria y r,¿ es un vector renglón-
asociados con la raíz z,¿. 

Por lo cual, la ecuación 3 .• 6Aevaluada en z=z. es 
.{. 

U(z,¿)c,¿r,¿=O 3.6.8 

en donde el cero representa a una matriz cero da orden -
PxP; ésta ecuación se puede escribir como: 

U(Z,¿) C,¿:Q 

(l-U1Z,¿)c,¿=O para .l=h 2, ...• ~ 3.6.9 

en donde el cero representa a una columna de ceros de º! 

den P x 1 , ~ . .t.:S. .. :L.~~.:.;.~.9!_.~J,9,~r.c;qJ,11.mna.'. .. de ... Ja .. mat r i z .. u..,.. ·- -
asociado con la eigenraiz °A.i.=Z,¿-1 • Por lo tanto, dado -
el polinomio matricial 3.6.2 se puede calcular su deter
minante (det U(z))y encontrar sus raíces (z 1 z2 , ... :.,zp) 
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como se muestra en 3.6.6. SustituyeQdo esta~ ri,ces. en -
la adjunta (adj U (z))se obtienen la.'s eigencolumnas (c 

11
_ 

c21 .... ,cp) e.orno se manifiesta en 3.6:7; 
.. '.': 

En resumen,:~aA~·el polinomio 3.6.2·,espC>sfbJe.cal.cular ·.· '' ., ..... . 

sus eigenraíc'es z·.y eigencciluninas c.t para'.(=1,2, .... ,p . 
. . . -.·><'· :.-<- . . .. ·. . . . ' . 

El problema·inve.rso·consiste en que dadas las eigenra1 -
ces y 1 as correspondientes ei gencol umna s, se forme el P.Q. 
linomio matricial U(z). 

El primer paso es formar la matriz PxP de eigencolumnas 

y la matriz diagonal PxP de eigenvalores o eigenraíces. 

Z=diag (z1 ,z2 ,z
3

, ••••• ,zp) 

Tomando esta notaci6n, se tiene de la ecuaci6n 3.6.9 
que: 

Ic.i.-u,c.i.z¡=O para -i.=1,2, •.••• ,P 

C··U 1 CZ=O 

Resolviendo esta ecuación para u1 • 

u, =cz· 1c· 1 

se puede formar el polinomio matricial. 

U ( z ) = I - Ui' z 

3.6.10 

El procedimiento que se acaba de describir para el poli 
nomio 3.6.2 de grado m=l, también se aplica al polin.Q. -
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mio 3.6.1 de grado arbi~rario m. 

Sea el polinomio matrkial 3.6.1, la ecuación. del determ.i 
nante posee n=mp ra.íces z'.i, z1 , ••••• ,zn ·; esto es: 

·.-: .. ·; ~ ,, 

3. 6. 11 

•';- \•)+N:" 

Sustituyendo las raíces en 

adj U(z .)=c.;r. para· .(. .(. .t. 3.6.12 

cuyas eigencolumnas son c 1 ,c2 ,c 3 , ••••• ,en 

Así, del polinomio 3.6.1 se pueden calcular las efgenraj_

ces z~ y sus eigencolumnas Ci para ~=l,2,3, .•.•• ,n -
donde n=mp . Estos valores sati.sfacen la siguiente ecu-ª. 
ción: 

que también es 

3 .6 .13 

Para resolver el problema en forma inversa, imagínese que 
se dan las eigenraíces z,¿ y las eigencolumnas C-i.· .For. 
mando la matriz de orden pxn de eigencolumnas: 

C=(c 1 ,c 2 ,c 3 , ••••• en) 

y la matriz diagonal nxn de eigenraíces 

Z=diag(z 1 ,z 2 ,z 3 , ••••• ,zn) 

En notación matricial expresemos a 3.6.13 como: 
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3 .6.14 

en donde el O representa·• una mat~iz de orden pxn e~ 

yos elementos ·son.ceros. 

Considirese ahora el polin~~io ~atric1a1 de orden PxP 

el cual se puede factorizar como: 

donde. 

'•P·--···•• ,., -·· ,. 

Puesto que a
0 

no es una matriz singular, se ve en la si 
guiente expresión, 

det A(z)=det a det U(z) o 

que A(z) y U(z) tienen las __ ~i~~~-~----~-,1,~ .. ~.rJ:ªl<:es,.~-z-1 .,.z:¡·;;·;· · 
.•• ,zn , donde n=mp. 

Por otro 1 ado 
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y se observa.que A(z) y.U(z) tienen las mismas eigencolum 

nas c1,c2,C3,.:···:•cn, donde ni-mp. 

Por lo tan to' de la '~bAah·f~+ 3 J5 .13 se ti en e 'que: 

.· .. ·Jl.{~1·).~,~1:~;6~\:t"'."'.::,'~:á ra.·.··· ~ ~~:;Z··i·:·;· .. ·.; ./n·· ·.·.3 .·.6 ~·16 
~·' ~ ' ': ';: .; ; "' :C' e> , : • 

donde o es un \fa~i~~~i'i~e orden P_xl formado por ceros. 

En conclusión, se puede decir que, el tratamientodel po 
linomio matricial 3.6.15 se puede efectuar. dela,misrila -
manera que para el polinomio matricial 3.6h. 

' . ' 

3.7.-Factorización de polinomios matriciales en p~d~u~-
tos de binomios 

Sea el polinomio matricial de orden PXP 

3.7.1 

El objetivo es ~ncontiar las matrices bk del mismo orden 
que a.,¿, talesqúe: · 

(A(Z )=b 0 ( I+Zb, )( I+Zb 2 ) ..... ( l+Zbm) 3.7.2 

Por otro lado se sabe que: 

3.7.3 

Postmultiplicando la ecuación 3.7.2 por adj A(Z}, $e lle 
ga a la siguiente expresión: 
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I det A(Z)=b 0 (I+zb 1 )(I+zb2 ) ..... (I+zbm) adj A(z) 3.7.4 

Supóngase que Z¡/ z2 ,.;, •• :,zn (n=mp) son las raíces del
pol inomio del det A(Z)'. .. Además, .. se sabe.que: . 

• ' - ~,_- ';., : • ' r, .• 

< 

adj A(Zk) :.~.·~·~k;f( 
' ;;.:~:-({ ;; . ··J..·· >_: ~; .. · 

Para z=zk:::~.l;!l~'~,,.:~\~k·t e·s··cero,. 
3.7.4 se trarisf6rma~a::· 

._ .. ,, .• ·."'.---,-·: •. _-¿,:; 
'.-' .' :;:'·~ .. --. ,._: ,,, '":· -. -: - :' .. - -·· .. ., .. ' .. -·· , 

b0 (I+Zkb,)({+úb~)'.'.''.<.(I+Zkbm) adj li(Zk) =O 

b0 (I+Zkb1)_(r+zkb 2 ).; ••• p+Zkb~) .. ckrk = o 3. 7. 5 

la ecuació
1

n .3,;,5:~e cp~~~;t.f:.:\t.: 1•1 ,· 

' . .-:..::.-',::·-

3. 7. 6 

Esta expresión establece que Ck es. un eigenvector de bm 
con eigenvalor 

Considerando P ra'ices (Z 1 ,Z2, .... ;Zp) de entre las n 
raíces del det A(Z), entónces lfecúa<:ión 3.7.6 da: 

3. 7. 7 

Para expresarla en notación matricial, se considerará a
C como una matriz Pxp de .e.ig,e.nc.9.lJJ_l!t"ª-5 .. 

C =[c1,C2 , .. ,., ,cp] 

y D como una matriz diagonal con p eigenvalores 
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. . - 1 _, - 1 J 
o= diag[-z, ,-Z 2 , ..... ,.:.zp 

De esta manera la ecuaci6n 3.7.7 es: 

bmC=CD 
- 1 bm=CDC 

considérese ahora que: 

det A(z)='b 0 {I+zb 1 ) •• ;:.(i+zbm:.·,n(r~z·bm)iadfA(z)J 

El factor 
(I+zbm) adj A(z) 

también llega a ser el producto de una columna y un re~ -
gl6n en los últimos ceros del det A(z). Si se toman los 
valores de las últimas m-p ra1ces, ent6nces se puede d~ -
terminar bm-r por el mismo método, así,continuando con el 
proceso, es posible determinar las últimas matrices bm-z, 
b 2' b'. 

Finalmente: 
A(Z=O)=b0 =ao 

Por lo tanto se ha encontrado la facto~iza~i5n requerida 

B(Z )=b 0 (I+b 1Z )(l+b 2Z) .•••. (!.+bmZ) 3. 7 .8 

la cual satisface 

I det A(Z )=B(Z} adj A (z). 

para Z=Zk (k= 1,2, .... .,mp) y para Z=O 
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Por hipótesis se sabe que la siguiente expresión es váli
da: 

det A(z)=A(z) adj A(z) 3. 7. 10 

para toda Z. C~da uno de los elementos de las ec~aciones~ 
3.7.9 y 3.7.10 es un polinomio de grado n. 

De lo anterior se observa que 

A(z)=B(z) 

en la cual B(z) representa la factorización del polin.Q. -
mio matricial A(z) en factores de binomios. 

3.7.1.-Nombre del programa: FACTORIZ 

El programa factoriza el polinomio 3.7.1 sec (3.7) en 
producto de binomios (ec. 3.7.8 de la misma sección). 

Datos para el programa: 

N = Orden de la matriz =p 

LA= Número de coeficientes del polinomio matricial= m+l 
m+l ·o longitud de la señal A 

A Coeficientes del polinc.mio matricial A (Z)=(al'tt 2 ,, 

.... , ..•. ,ªm) multiplexados. 

ADJ=Coeficientes de la adjunta de A(Z) multiplexRdo~. 
"'".":t~.........,'Y•-'•"••.,.... •.. ,,..: ......... ,"'' 

ZEROS=Ceros del det A(Z) = (Z 1 ,Z 2 , ..... ,Zn), donde n=mp 

Los resulta dos del programa son: 
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B = Matrices deseadas = (b
0

,b1, .... ,bm)· (dadas en forma 
multiplexada), las cuales ¿umplen con la iiguiente
expresi6n: 

NOTA: Las variables A, ADJ, ZEROS y B se manejan en forma compleja. 

El programa FACTORIZ utiliza aritmética compleja¡ por -
1 o tanto, todas 1 as subrutinas emplea das deben ser com
plejas. Estas subrutinas son: FACT, MOVE, ZERO, MAINV,
BRAINY, FADDEJ (Ver apéndice). 

La proposici6n DIMENSION debe cumplir las siguientes 
condiciones para diferentes datos. 

DIMENSION A(N,N,LA),ADJ(N,N,LADJ), ZEROS(N,LA~l), 

S(N,N,5+2*LADJ), B(N,N,LA) 

Donde 

LADJ=(N-l)*(lA-1)+1 

- ····~·· ,,. ->--··-·- ·~ ~ ... ~., ....... ., ,. -······- . .,,. '"·~-·- ........ -·· .. ,.,,..•-·-~-;, ---·· .•. , ..... ~ ... ·~-~ -...... _, .. .,, .. ·---' . ''••""·'··· - ~- ... 
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PROGRAMA MATRIXPOL 

C TESIS PROFESIONAL 
C PROGRAMA PRINCIPAL 
C ESTE PROGRAMA OBTIENE LA MULTIPLICl'ICION DE BENALES 
C MULTICANl'ILES CO CONVOLLJCION> 

DIMENSION l'IC2,2,3l,B<2,3,31,C(?,3,5> 
REl'ID(5,*> NRA,NCA 1 LA 1 NRB,NCB 1 LB 
REl'IDC5,*I C<CACI,J,K>,I~1vNRA),Jm1,NCA>,K•1,LA> 
READC5,*> CCCBCI,J,K>,I•lrNRB>,J~1,NCB>rK~1,LB) 
CALL BRl'IINY<NRl'l,NCl'l,LA,A,NRB,NCB,LB,B,C) 
LC"'l-MLB·-1 
WRJ.TE: ( 6 r 4) 
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~JF~ ITE C 6, 5 > Nf~l'I, NCl'l r LA, C ( C l'I < I , .. J, 10 , I == j,, NRA> , .. J""l ; NCA>+K= l. r 1...1'1> 
WFHTEC6,6) 
l>.llUTEC6, ~:.> NRF.t,NCI~, LL~, ( ( CIH I ,,.J, 10, I=•1 rNF~B> ,Jm:1,NCEt> ,t«=1rLB> 
WRITEC6,7) . . . . 
WRITEC6,5) NRl'l,NCl,, LC, ( ( (C( r,.J, K), :r==•l. ,Nf~('I), J=:l ,NCI.~) ,K=l.,LC) 

4 FORMl'IT<1H:L,~·5C/) ,20X,'l.OS Ill'ITOS X:1E LA SENl'IL MUi.:T:Í:CANl'IJ_ 
l.l'I SONt') .... 

5 FORMATC4(/) 1 30X 1 'NUMERO DE RENGLONES DE LA 
l."MATnIZ=='rI2,//,30X,'NUMERO X:tl::. C~DLUMNAS DE U'I MATRIZ==', 
1I2,//,30X,'LONGITUD DE LA SENl'IL MULTICANAL= 'rI2r//,30X, 
1'LOS COEFICIENTES DE LA SENAL SON: ',/1,1x,1oc1x,F6.1)) 

6 FORMATC10C/),20X,'LOS DATOS DE LA SENAL MULTICAN~L B SON:'> 
7 FORMATC10C/),30Xr'SENl'IL MULTICl'INl'IL CCZ>=ACZ~ B(Z)~') 

STOF' 
END 

PROGRAMA MATPOL1N 

C TESIS PROFESIONAL 
C PROGRAMA QUE OBTIENE.LA INVERSA DE UN POLINOMIO MATRICIAL, 

DIMENSION AC2,2,3>rADJC2,2,3),p(2 1 5)rDETC5) 1 SC2 1 ~,5) 
fiEl'IDC5,*> N,LA . . 
READC5,*> CCCl'ICI,J,K>,I=1,N>,J~1,N>rK=1,LA) 
Cl'ILL POMl'IINCN,Ll'l,A,ADJ,P,DETrS> 
WRITEC6,2) N,LA,CCCACI,J1K>,I~1,N>,J~1,N>,K~1,LA> 

WRITECC6,3> CCCADJCI,JrK>,I~1,N) 1 J=1rN>rK=i,LA> 
NEDET=~2*L .. A-1 
WRITEC6,4) CDET<I>,I=1,NEDET> 

2 FDRMATC1H1 1 10(/),30X,'ORDEN DEL POLINOMIO MATRICIAL 
1N•',I1,///,21X,'GRADO DEL POLINOMIO M~TRICIAL MAS UNO 
2LA ~·,I1,///,15Xr'COEFICI~NiEB DEL POLINOMIO MATRICIAL 
3: 1 ,// 1 5X,'A~',20C1XrF4,0)) 

3 FORMATC10C/),20X,'COEFICIENTEB DE LA ADJUNTA DEL POLINOMIO 
1MATRICIALl' 1 // 1 5X,'ADJ~',20C1X,F4.0)) 

4 FORMATC5C/),20X,'COFFlt!ENTEB DEL DETERMINANTE!' 
1r//r3X,'DET='r20C1XrF5,0)) 

r:rror:· 
END 



PROGRAMA FACTORIZ 

C PROGRAMA PRINCIPAL 
COMPLEX AiADJ,ZEROS,S,B 
DIMENSION AC2,2,3) 1 ADJC2,2,3),ZEROSC2,2>,SC2r2r16) 
DIMENBION BC2 1 2,3) 
READC5,*> N,L.A 
NP==LA-1 
READC5,*> CCCACI,J,K>,r~1,N>,J=1,N>,K=1,LA> 
READC5,*> CCCADJCI,J,K>,I=1,N>,J=1rN>,K~1,LA) 
READC5,*> CCZEROBCI,J) 1 I=1,N),J•1 1 N>,K=1,LA> 
CALL FACTCN,LOA,A,ADJ,ZEROS,S,B) . 
WFUTEC6, 1) Nrl.A 
WRITEC6,2) CCCACI,J,K>,I=1,N>,J•1,N) 1 K=1,LA) 
WRITEC6,3) <<<ADJCI,J,K>,I•1,N),J=1rN>rK=1,LA> 
WRITEC6,4) CCZEROSCI,J>,I=1,N>,J==1,NP> 
WRITEC6,5> CCCBCI,J,K>,I=1 1 N),J•1 1 Nl 1 K=1,LA) 

1 FDRMATC1H1,30X,'N=',I2 1 ///,30X 1 'LA•',I2> . 
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2 FORMAT(///,30X,'POLINOMIO MATRICIAL 11:•,;;,2ox,2oc1x,F3.0~) 
3 FORMATC///,5X,'ADJ~·,1oc1x,F5.0)) 
4 FORMATC///,5X,'ZEROS=',10C1X 1 F7.2)) 
5 FORMATC5(/),30X,'FACTORIZACION DEL POLINOMIO MATRICIAL 

1Al',//,10X,10C1X,F8.4>> 
STOF' 
END 
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IV.-FI.LTRADO DIGITAL MULTÍCANAL 
Y ANALISIS ESPECTRAL 

4.1.-0peradores multicanales · 

Muchos sistemas ae interés están formados por entradá y
sal ida mdltiple ; tales sistemas son llamados multic~n!-
1 es, donde cada entrada representa un cana 1. de entrada y 
cada salida representa a un canal de salida. Para el 
análisis de un sistema multicanal se emplean técnicas -
que hacen uso de métodos matriciales, debido a que se f! 
cilita el planteamiento del problema. Esta presentaci6n 
matricial ayuda en el tratamiento conceptual del probl!
ma y da las bases unificadas para la consideración de -
los sistemas lineales y no-lineales. 

Los problemas básicos que aparecen en el análisis de - -
cualquier sistema conforme a su naturaleza, composición
Y complejidad son: 

a).-Identificaci6n de los rasgos relevantes de los obj~
tos que .. componen al sistema. 

b).-La formación de un modelo matemático que relacione
los rasgos del sistema. · 

c).-Las técnicas matemáticas empleadas para la soluci6n
del sistema. 

. . 

Un sistema multicanal genera muchas series de tiempo, co· 
mo éstas se relacionan entre si, se puede ~'ác~~ 'qu'é uri ·: 
operador multicanal actúe sobre todas ellas, al igual -
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que como se hace con una serie unicanal.· Se sabe que exi1 
ten dos fonnas para el .análisis· de las series de tiempo: -
el análisis FUNDAMENTAL y el TECNICO, ést'e úlfimó hace re 
ferencia ai procesamiento de la sede. po~ .. mÚc)dos que uti 
lizan la historia real de los datos mismci~:,,~fentra's qúe-: 
el primero da los fundamentos físiéos y m~·fe~fti¿o~ para-,., .. · ... , '-;·,·.' 

el modelado del problema. · : 
: :, :· ~·¡·: ~ ...... '.\·,;<-~:·:~-·~; ~: ·):-·~·-, '" 

La teoría del operador multicanal disc~eto, conceptualme_!! 
te es la misma que la del operador unicanal; matemátic2_ -
mente ésto se representa por una extensión del álgebra e1 
calar a un álgebra matricial, logrando ésto por medio de
la sustitución de un escalar por una matriz. Cuando se -
requiera que el número de salidas sea igual al número de
entradas trataremos con matrices cuadradas, mientras que
si el número de salidas requeridas es diferente al de la
entrada, las matrices serán rectangulares, asociando el -
orden de la matriz con el número de entradas y salidas -
respectivamente. Así, cada renglón de la matriz represe_!! 
tará a una serie o un canal, y cada columna el tiempo en
que fueron registradas las series. 

Analicemos el caso por el cual el número de canales P a -
la entrada es el mismo que a la salida y definamos a la -
operación de convolución como un operador multicanal, el
cual estará representado por: 

4 .1, 1 

En donde (a0 ,a 1 , ..... ,am) son los coeficientes del oper-ª. 
dor y están representados por matrices ruadradas, Xt es
la señal de entrada para un tiempo t y Yt es la salida -
para ese tiempo t. Por ello, para una t fija se tendrá = 
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que la entrada Xt y salida Yt estarán dados por vectores
columna de P canale~~ 

Aplicando la transfo~~ada Z al o~erador multicanal, resul 
ta: 

' ' 

. A(z)~'rio+~}z+a:2 z 2 + .. ;·~ .. +~nizm 4. l. 2 
··. ·:··. ,:,",-

;, ·~,>,./ ·.'~-:'. 

de lo que seobserva·'que·esigtiat,cómosi~:.se t'ratara de -
un operador unicanaL só10 qu·e ia tr'!{ii's'tor~ada z de1 ope
rador es ahora una matriz pol inom1a·Ícuadracta de orden -
P~P. la cual da la evaluación en cualquier tiempo. 

Como se ha visto: 

donde el determinante juega un papel muy importante en -
la clasificación de los operadores multicanales. Al r! -

. solver el determinante, el cual es un polinomio en z con 
coeficientes escalares, encontraremos las raices del p~

linomio que definirán el tipo de operador; así, si las -
r a i e es de 1 -~et A ( z ) ca en fu era del ci r cu 1 o un ita r i o , e!!. -
tonces A(z) será de fase mínima; si quedan dentro del 
circulo unitario, el operador será de fase máxima; si -
los valores caen sobre el círculo unitario, entonces - -
A(z) será de fase cero, pero cuando los valores de las
raíces caen dentro y fuera del círculo unitario el oper! 
dor A(z) se clasificará como de fase mixta. (Figura -
4 .1.1). '' ' . "' 
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ZI 

lz•l?I OPERADOR DE FASE MINIMA.. 

z 1 

lzd: 1 OPERADOR DE FASE CERO 

lz1j<1 OPERADOR DE FASE MAXIMA 

Fig. 4.1.J 



4.2.-0perador multicanal inverso 

Ahora veamos 1 as .co~di.~:fon~s pa,ra la estabi 1 idad de un -
operador discreto multfcaryal ;inv~~so de( longit~d finita. 

:. > . ,·". 
~ ' .. . '· .. ·.,·'· 

Recordaremos q: :·,::) ~:::~~]i\~llf !}!~~~;; da do.:é•.r: .. 

. . : : ... , : ... · . : .~:.~.~' .'. ~ ·,,- .. :: . ;.'. ._ ·.' .. '._ :; . -: . .' !: : ::.: '·' <: :. . . ," .. 

Si la adj A(z) es una matriz con polinomi_os .'.enteros y si 
representa un operador realizable y discre'to ~ ,entórices ,
cuando se obtiene la matriz inversa vemos que cáda térm.i 
no de la adj A(z) está multiplicado por [1/detA(z)]. Es
por eso que la estabilidad del operador multicanal iriver. 
so A- 1 (z) depende únitamente de la estabilidad del oper! 
dor unicanal [l/detA(z)]. Por otro lado se sabe que el
inverso de un operador unicanal se puede representar por 
una función realizable de fase mínima estable. También
se puede representar por una función puramente estable -
no realizable dada por un operador unicanal de fase m! -
xima. Además, otra forma en que se representa el inver
so es por medio de una función estable, la cual invol.!!. -
era ambas componentes realizables y no realizables, lo -
que da como· resultado un operador de fase mixta de un s! 
lo canal. 

De lo anterior se puede decir que el operador multicanal 
inverso de A(z) se puede representar por: una función m!
tricial realizable de fase mínima si el det A(z) del OP~. 

radar unicanal es también de fase mínima, una función m! 
tricial no realizable de valores estables si el det A(z)
esde fase máxima, y por una función matricial de fase -
mixta si el inverso del det A(z) tiene componentes real.1-
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zables y no realiz~bles. 

De esto se concluye que: 

-Un operador multicanal de fase mfnima y discreto tiene
un operador multicanal inverso que es tambi€n de f~se -
minima (realizable)y estable. 

-Un operador mul ti canal di se reto de fase mixta es e~.~-ª.";-.. 
ble, si su inverso está formado por componentes re~lizA 

bles y no realizables. 

-Mientras que el inverso del operador multicanal de fase 
máxima, es una función estable, si sus componentes son
no realizables. 

Mencionemos ahora la estructura general del operador mul 
ticanal inverso de A(z) de longitud finita. Para ello se 
analizarán las relaciones existentes entre A(z), adj - -
A(z) y el det A(z). Del álgebra matricial se sabe que: 

[adj A(z)] A(z)=I det A(z) 4. 2 .1 

Donde I es la matriz identidad de P canales y orden PxP. 
La ecuación del determinante de la matriz polinomial e~ 

tá definida como: 

det A(z)=O 

Pero el det A(z) es un polinomio de grado n=mp. Por r.ª-
zones de simplicidad, notación yclaridad,··cons-ideremos 
que la ecuación del determinante tiene n raíces distin
tas, las cuales denotaremos por: 
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Entonces el det A(z) se puede escribir en forma factori-
,-... ··:·,' , 

zada de la siguiente manera:. 
'·." ,., 

det A(z)=c. (Z-Z 1 f(z-i2) .•. ·; 4. 2. 2 

donde c es un valor cd~~tanti. 

A partir de la ecuación 4.2.1 se ti~riicqti•: 

[adj A(zl)J A(z,¿)=O 4.2.3 

En donde O es una matriz cuyos elemen.tos son cero. Si se 
recuerda la adj A(zi_) sé puedé es'cr:i.Kfr·c~mo e1<prodúé:to 
de un vector columna y ün vict'of, r:~É!~if.611 :(s~_cción 3. 5). 

-'.-:,.~"'·~::[·.:·''/ ;,.'-';".' .,.,, 1-1.· ' --.,', •. 

""' .. ::.,:~ _;::;_'.,· ·. 

a dj A ( z ,¿) = C ,¿r ,¿ . 

Por ello la ecuaci6n 4.2.3 se transforma en: 

C,¿ r,¿ A( z,¿) =O 

Aquí cero es un vector renglón formado por ceros, a -- -
r,¿ se le llamárá vector renglón característico de la-- -
matriz polinomial A(z), correspondiente al valor caraf -
terístico z,¿, y a c,¿ se le conoc~rá como vector columna
caracterfstico de la matriz polinomial correspondiente a 
la raíz z¿. 

Como se ha visto, A- 1(z)=adj A(z)[l/det A(z)] y utilizaR 
do la ecuación 4.2.2 se encuentra que la transformada z
del operador multicanal discreto es:. 
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A - 1 ( Z ) =. c a dj A ( z ) 
(z-z,}(z-z 2 ) ••••• (z-zn 

En el segundo miembro de la ecuación anterior se puede -
extender por fracciooes parciales de la siguiente forma: 

A-'(z)= z~~.+z:-~:·+z~~3 ·+ •. ;;·;+~~~> 

-. : '. . ·-,, 

donde u,,u2, ... .,un son matrice(de orden PXP. Ahora, --
para determinar ui. niu1tii>1fqU~~os' alllbos miembros de la--:
ecuación por z~z, ~~~aci~~ao~~u~~~ z=z, se encuentra -
que: 

Definiéndo a, como: 

y recordando nuevamente que adj A(z, )=c,r,, entonces se
tiene que 

u,= a, c, r, 

De forma similar se encontrarán ª2•ª3•" .. ªn y, por con. 
secuencia, el operador inverso será: 

a,c, r, 
z-z 1. 

+ a, c; r, 
Z~Z2 

a' 
+ + . nCnro 

• ·.. z-zn 

en donde z~, e~, r~, son valores, vectores columna y vec 
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tores rengl6n característicos, respectivamente, de la ffi! 
triz polinomial A~z). 

Si ¡z,¿l>l, de h fracci6n (1/z-z,¿) se puede extender en
una serie d~ p6te~cias estable negativa y se represent!
rá por: 

·l _, .2. _.3 .. 2 
z-z¡ = .-z,¿ -z,¿ z-z,¿ z - •..• ; 

. ' ' ' 1 

y el sistema inverso A-. (z) se puede extender en una S!-
rie de potencias ~n z estable no negativa como sigue~ 

,»· .. ' ' ",» 

_, ··· n ·.. . _, .2 .3 2 

A { z) = ¡; a,¿ c,¿ U( - z ,¿ - z ,¿ z - z ,¿ z - ..... ) . 
'A.=1 

Debido a que los valores z,¿ son raíces de la ecuación -
característica det A{z)=O, entónces los valores caract~ 
rísticos serán mayores (todos) que la unidad en magnitud, 
sabiendo que det A(z) representa a un operador de un s6-
lo canal de fase mínima. Así, cuando el det A(z) cumple
con la condición anterior A(z) representa a operadores -
de fase mínima cuyo inverso se puede expresar por fun- -
ciones estables y realizables. 

Para el caso cuando las rafees son menores que la unidad 
en magnitud, entonces el operador multícanal será de f!
se max1ma y su inverso estará representado por una fu.n -
ción puramente estable no realizable. . ....... ~ .. -. .. ,..,." ... , ..... , ... 
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4.3.-Autocorrelaci6n del operador multicanal ;'riverso 

En la sección anteriOr: se encontró que el operador inver. 
so de P canal~s deA(z)~ao+a,i+'~z2 + ••••• +a.m~m ~s: 

en donde n=mp. 

n 
A- (z)= E 

.l= 1 

·· . .-.: 
a)c¡rr 

Z -::.Z .(.• 

Ahora expresemos a la autocorrel ación 0t del operador· 
multicanal inverso en trans·formada Z 

4. 3 .1 

1 1 

donde A; (z) es la transpuesta de A- (z) y está dada - -
por: 

n n * *T 'llJ' 1 -,. . 
0(z)= ¡: ¡: (a.¿a,i ) c,¿(r.¿r.1 }cj [.z-z;)(z-1-zj*)..;.. 4.3.2 

.l= 1 j = 1 ~: "" 
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aquí ª-{.Clj* y r,trj*T • son esc.ayares:dado:s_:por el pr.Q. 
dueto de un renglón con ·una columna. Usan:do fra.C:ciones -
parciales, se tiene la sigÜiente exfenstón:;·> · .. 

( z-
2+l.r,-. ·-:i~,i~~l)i,;·it1l~¡~i)\si~~i~íj·] 

e ua ndo e 1 o pera dor•:mfrlfic'ariá 1;~, e s:it:í:Jé,í•f á se niíninia .. 1 a e xpa,n 

, i ón • ·:·r1ó?"~J,'.~i~Dl~í~:~~f"~c(,;-
0

)~~,.. 
4 

• ª . 
3 

(z-z .. )(z- 1 -z.*)z.;.z,*~l[s,;I ij·:*···· /t='o · z:· .J. 
;(.. . J .. :(. J. '· .. : . . . . .(. . 

,-· . 
Sustituyendo la ecua.ción 4.3.3 en la 4.3.2 y compar:a·ndo-
el resultado de 4.3.1 se ve que los coeffci~nt'es. dél OP! 

rador llt estan dados por. 

n 
l: a.a.*c,¿(r.r.*T)c.*T 
j=I ( ·LJ .t} J ){ --t-) 

z ;¿zj -1 z,¡_ 

para cada t=0,1,2, .... , la expresión dentro del corch1-
te cuadrado rripresenta un vector renglón el cua 1 se den.Q.
tará por r/ . por lo tanto: 

*T 
n e J..Y'.l 

ll = l: 
t .l=I Z,i.t 

... ,, ... ~ ........ ,, ...... ,., 

Por otra parte; 

n 
ll = l: 
-s j=1 

*T y.e. 
J -t. 
z s 

j 
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Ahora para s=l,2, ...... ; a partir de lo anterior se --
cumpl·lrá: 

4.3.4 

para 
ción 

s=l,2, ...... , los coeficientes de la autocorrel_!-
11lt en forma matl".i~lal se puede escribir C"omii: 

en donde 

.. ,. ; ~-

.. · ···";;;t' *T . 
l1l =CZ. · r .·· · 
t . 0· ... 

.e= (c, ,c2, •.••• ,en) 

es una matriz de orden PxP formada por vectore~ cdlum 
na 

Z=diag(z, .z2., ..••• ,zn) 

es la diagonal de la matriz nxn formada por las raí-
ces z¿ y finalmente 

'·· . 

· .. r;.(t;·,:;.~·. ~-.. '.. •Yn) 

es una matriz de orden Pxn formada por los ve~tores -
columna Y.¿ •• 

Por otro 1 ado, se -~~-~~-~'"--~~-.: a partir de 4.3.4 tainbién--
. . ....... - ..... ~~- .... _,.,,.: .... _.,,_¡~ . ......,. ......... ,f>. .... ·"• ...... ~' 

se cumple: 

para S=l,2,3, •.••• 
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4.4.-factorización del espectro multicanal de fase mínima 

Dada la matriz multicanal con P canales o autocorrelaci6n 

m 
.¡i ( z )= ¡; 

· s=-m 
r zS s 

,. ' -,.•- .· 

Donde los r¡ son los coeficientes de la autocorrelictón -
representados por matrices de orden PxP. Sd. desea deter
minar el operador de fase mínima con P canales. 

4. 4. 1 

de modo que se cumpla 

4.4.2 

Este problema es la contraparte multicanal de la factorl
zaci6n del espectro de un sólo canal. Recordemos que 
A*(z) se define como: 

entónces según 4.4.l se tiene: 

haciendo la extensión de 1'i(z) a partir de la propiedad -
hermitíana se obtiene: 

104 



m 
1/J ( z) = ¡: 

s=-m 

de lo que se deduce 

Debido a que el objetivo es determinar el operador de f! 
se mínima, la factorización del operador niulticanal en -
su forma general es: 

Dada la ecuaci6n 4.4.1 se desea encontrar un operador -
A(z) (de fase mínima) de tal forma que se cumpla la ecu1 
ción 4.4.2. Si:>qún la sección 3.7, los términos del s~ 

gundo miembro de la ecuación 4.4.2 se pueden expresar -
en productos binomiales, entonces se llega a: 

1/i(z)=(I-u 1z)(l-u 2z) .... (i~umz)aoa0*T(l-um*Tz-') .... 
(l-U2 *Tz-l)(I-u,*Tz- 1) 

De la definición de matriz inversa se sabe que: 

r• (z) det 1/J(z)=adj 1/J(z) 

Lo cual se puede escribir conio ! .. 

det'P(z)=adj 1/J (z) 1'i(z) 

*T =adj 1/J (z)[(I-u 1z)(I-u 2 z) ..... (I-umz)a 0 a0 

·· ..•. ,,., ... ,,,,,."'''""''"'·-··'"·"~··~·tt':::.;.lim~; z.-') ..... ( I-u 1 *T z-
1
}] 

; . - . ,":""'"!':"-. "-""'' _,._..., •... • '-•.•.···r.•; .'";•--.-,..;,,. ., ....... ,,,. ·~·-•· ••. , ·-·'<·/· •"• ~ .. 

4.4.3 

donde el det 1'i(z) se descompone ~n productos binomiales
para conocer los ceros, debido a que éste es un cuasi-P.Q. 
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linomio 10
, se puede reducir a un polinomio cuyo grado es 

la mitad del grado del polinomio original. Esto se logra 
haciendo z+z-'=u . De aquí, que si z¡ es un.cero 

(raíz), entonces l/zi también lo es .. P~r'.'Jo .. t'arif'.o;, Ta: 
ecuación del cuasipol inomio del det 1/iU') .. '/~({~,e~~t?~·;·.- -
raíces, la mitad de éstas pertenecen a:,<,A(z)'.f,.'.':y::J.a/9tra~ 
a A*(z) , así se tendrán 2rnp. factor:fráci-~nés:;t~ú~.t'ic't 

r 1 1 .1,-. i 1 

nales, excluyendo el caso para los ceros·4üe ~st~n sobre 
el circulo unitario y también aquellos~~~ si~~~iten, -
se escogerán sólo las raíces con magnitud mayor que la -
unidad para obtener de esa forma la factorización. de f!
se mínima. Para cada una de estas raíces, corno se sabe,
cumplirán con: 

adj 1/1(1.,¿)=c,¿r,¿ 

entonces es posible formar con los r,¿ una matriz - --
R=[r_¿] 
D= [ 1 / z¡] 

como: 

, y con las raíces encontradas formar otra matriz 
Finalmente con ellas expresar a la matriz U, 

1 

U=R- DR 4.4.4 

Por otro lado, sustituyendo los valores de adj 1/i (z,¿) _en 
4.4.3, se obtiene lo siguiente: 

*T *T - 1 *T - 1 
I det 1/i (z)=c¡r¡(l-u,z,¿) .••.• (I-umz¡}a

0
a

0 
(1-um z,¿ ) ..... I-u 1 z,¿) 

4;4;5 

1º Un cuasipol inomio es un expresión semejante a un polinomio con-
un número infinito de términos, pero diferente a un polinomio -
porque puede involucrar potencias negativas de la variable ind]_
pendiente. 
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Se sabe que para .encontrar las raíces del 
te se iguala·~ ~ero·, .por lo cual el valor 
miembro en ia'·eE~a~i6~iinat~.icial anterior 

formada por. c.er~~\·;,1 :·. 
'.' ~1':' ~ , ·f..,: .. ·,..':.;-.... ·+·. 

polinomio, és
del primer 
es uria matriz-

- •'.' 

Ahora se pued~ esc~ibir, (se~an las ecuaciones 3.R.5 y --
3. 7. 6) 

Usando esta ecuar.ión para.los primeros ceros (i=l,2,. .•. 
. . ,P), se puede conocer u·,~ 
z=z,¿ (i=P+l,P+2, ...•.• ,2P) 

Para los ceros restantes -
el factor adj w(z)(I-u 1z)- -

se transforma en el producto de una columna y un renglón 
(Sec. 3.7), usarido el mismo procedimiento se determinan
u2 ,u31 ...... ,um. Para conocer ªó sólo se sustituye el 
valor z=O en la ecuación 4.4.5, recordando que las mp -
raíces tienen magnitud mayor que la unidad. Una vez CQ
nocidos los valores u,¿,a0 se puede expresar al operador 
de fase mínima de la serie causal como: 

A(z)=(I-u 1z)(l-u2z) ...•. (I-umz)a0 

m =a0 +a 1 z+a2z + .••.. +amz 
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4.5.-Autocorrelación y crosscorrelaci6n de series multi
canales de tiempo 

Un proceso estocástico11 de P canales puede representar
se mediante un vector colurnn~ 

t,,'· 

.. x
1 

· (t j .· 
X~ ( t) 

en donde t representa el índice del tiempo y el eleme.n. -
to X,¿(t) al proceso unicanal para un número de can11les -
.l. Los coeficientes de la autocorrelación multicanal P! 
ra un defasamiento t en tiempo, está dado por una matriz 
de orden PxP; P representa el número de canales. 

~12 (t) ...... 0i_p (T) 

022, (t) ...... ~2P. (t) 

11
Un proceso estocástico está formado por variablc5 cJto~5stica~.· 
éstas nos indican la frecuencia relativa de ocurrencia en las ob 
servaciones repetidas de una magnitud en particular de la fun --= 
ción de probabilidad de distribución formada por un conjunto-de
N muestras (agrupación) y además la ocurrencia tiene cierta pr.Q. 
babilidad debido a que son variables aleatorias. 
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En donde los elementos 0.lj(T)= E{X,¿(t+T)Xj(t)l; para - -
cuando .l=j, esta expresi6n representa a la autocorrel! -
ci6n, mientras que si .i.¡lj entónces se tiene ·la crossc.Q. -
rrelaci6n de la sei'la l unicanal. Aquí E representa a lo
que se conoce como Esperanza Matemática del proceso est1 
cionario (o covariancia), a condici6n de que su m~triz -
de autocorrelaci6n depende s6lo de T y no del tiempo aE_
sol uto t. Debido a ésto se ha representado a 0(T) para
indicar explícitamente que 0T es la autocorrelaci6n de
Xt, p~diendo escribir ahora 0xx en vez de 0T· 

La crosscorrelación para un desplazamiento de tiempoT -
en dos proces~s de P canales mutuamente estacionarios, 

Se define como la matriz de PxP 

y ,(~J 
y'~(t) :: 

' .. 
•' 

!1lx 1 Y ( T) 
: T 

= E { Xt+ T y tJ 

si se hace 

entonces,, é··5·fa··re"prífs'eri ta rá ·los coeficientes de .. 1a · c ro s.§.;- ... 
correlación para la serie del tiempo de un canal X,¿,~j -
y dichos coeficientes son los elementos de la matriz. 

109 



donde cada una de estas obs~r~aciones Xi representan
ª una matriz PxQ ~or otro .lado tomando otra serie -

,: •'_1 •• :· • 

de tiempo. 

y que representa a una matriz de orden rxq .·Luego la 
crosscorrelac16n entre estas dos series, se calcular§ -
mediante l~ s1g~iente expresi6n: 

para 't=0,1,2, .. :·.·.;1<·::··· ,, .\ 

la sumatoria se hace sobre todos y cada unode los ént! 
ros t , considerando estos valores·en los tnte;~~los-
1stsm y 1stsn para xt y Yt respectivamente. 

4.6.-Anál isis espectral de series multicanales de tiempo. 
. "-: . . . 

' .. - _.,.' 

En la secci6n anterior se vi6 que los coeficientes de -
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la autocorr-laci6n multicanal est~n def n~dos por 
4.5.1, como se pÚdo ver ahí, los eíement sde.la diag.Q.
nal principal definen .la autocorreláción de cada· uno de 

los canales como si se tratase de un anSl~~i~ unicanal-
~ .. (t) • Mientras que aquellos e1emento~/tjúe estan fue 

J J ' . . •( >;: ·' ii· ' .· -

ra de la diagonal representan a la cros.s.correlación - -
~jk(t) para cada uno de los canales .. Ah~"ra defi.namos a 

la matriz espectral l)(f) mediante l.a .. ~transformada de
Fourier discreta de la función de auio~orrelación 
4. 5. 1; es to es: 

asi, la matriz espectral estar& definida. como: 

~ 11 ( f) 

*T 
~(f)= ~21 (f) ~22,(f) ..... f2p.(f) =4{f) 

~P':(f) 4·p2:(f) ..... fp¿(f) 

La igualdad ~(f)=t*T(f) , se cumple según la ecuación 

4. 3. 4. 

En la matriz anterior los elementos ~e la diagonal prin 
cipal dan la densidad del auto-espectro ~¡¡(f) y aqu~ 

llos que estan fuera de la diagonal principal represen

tan la densidad del eros-espectro ~jk(f) 

Considérese ahora que la serie del tiempo es real, en.-

tonces la densidad .del auto-espectro es una función P.ar 
de frecuencia f : mientras que la densidad del cro~-
espectro será un valor ~omplejo (parte real y parte im~ 
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ginaria), compuesto de funciones pares e impares: 

' Q) 

+jk (f)',;¡; 

la parte 
tro. 

que también se 
no: 

Q) 

Cjk(f)~ i: 0jkh) C:os 2;ft 
t=-Q) ' 

transformada co.g-

Por otro lado, la parte imaginÚia é.s'.nE!g.ativa·y··!ie con.9_ 
ce como densidad de.l espec,Úo"."ctiadrÜico.y:sele;'~define:. 

· .... · .. ·. ·.> · .. ·:_?·-t:.:-~,é~\ 1~··~i~,<-~:;~·t~-"--' ;;.e·, .. ~ ... '. . ... .• . . .. ·.··. ·. • ·.. · ·. · 
. Qjk(fr)-•:.".''Im[hk(.f-).J .... ;,.""'~·"~';_ .. ,.,, ...... "."··'·········· .,,~-·- "' . 

que también se 1e'.~yf~f l~'.l~~r0~¿~~}t;;1,Ldnsformada ·~-
no: ·<· '·/-,. :::::;:.\ .·:·.::.-, 

-·ro. ·. .. . 
Qjk(f)= • i: . 0jk(t) sen 2nft 
'" ··';"""\'•"'"":"'-""'·""~~t't'<::".,.·"',t''l'~~·'V:"'"Jl•.~1"(_,,..-"+•-~.·1<-~JC.'-l~•I..,..'."''',..._,,.,,,.., .• ~ •~h H",.,,,,.,-.,.~,l"""o··~~·~'·- ,. ,-«~•. ~. ·:•· . ~·'" , 

t=-Q) ' 

= 
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La funci6n de crosscorrelaci6n 0jk(T) se ~btiene median
te la suma de sus partes: par ejk(T) e impart Ojk{T) 

donde 

ej k(T )~l (f?ji{( \)f.0¡¡'j'(TJ];,ejl{(_: T) 
. . - , . ~ - . '. , .... -~ . . . 

. . ~ .. ·.' :'. ,' ' .. : · .. ; ,·" 

··'' , '., 

Como se podrá apreciar, lá den~idad deL,espe~tro 

t ; co Q j k ( ') :: k::; ~~~,'.t~ti~~¡,~¡;;w~~t~J: por ' 

cuadr!-

4. 6 .1 
t=.1· '·' . -.·_.,,::~· 

mientras que la densidad del co-espectrd Cjk(T) es una -
funci6n par de f dada por: 

CD 

Cjk(f)= ejk(o)+2 E ejk(T) cos 2nfT 
T=l 

4.6.2 

Finalmente, el auto-espectro fjj(f) iestará ·dado por la -
expresi6n del co-es~e¿tro para cuando j=k 

Hasta ahora se han encontrado los. elementos que forman la 
matriz multicarial (m,atri'z de ~~Ú;co.rrelac,iÓíl). 

Nuestro interés es encontrar la matriz multicanal empírl 
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ca, cuyos elementos que Ja forman ie calculan segQn las
ecuaciones 4.6.1,4.6~2y 4.6.3, multiplicadas cada una de 
éstas por una.función de peso triangular. 

_ .. 

w-r=l'.'~;ii·-:; ,. para-r=0,1,2;.; •.. ,m 
~>:,,'.::/<: ; '.- ·, ' ., ' 

· . .'::·.~:\><~;:: .... ". '.···,· ;'. -</_,./. ::·.; -~ 
De esta forma .• • lOs. e,l~m~n'tos' de :1 a. rnatffr muYtic~hal emp,i-
ri ca estarán"'dadas por!··\-~).~/ •:•/,.'_ >. 

~' - . 'J. 

Qj~(f) = 2 I: Ojk(t)wt sen 2TTf'l'. 1' 
'l' = 1 

m . 

= ejk(o)+2 F ejk(t)w'l' cos 211ft 
. .- . . T = 1 ., .:. , ' . 

2' 

tj·j(f) = ~j·~(o')+2\/mii;';i%f'.(t)w cos211 f-r 3' 

. ,. /:;~¡~~¡.¡:~ ~ @••······ .. 
Finalmente la.matriz,di!"',~U-~ocorr,elaci6n multicanal del-
auto-espectro, co-espéctfcr y espectro cuadrático, empí
rico es: 

·-· cúJf).). ~.·~-·-:.~/._,p(f)· 
"' .- : ' -~ ·. . ' ' - . '. 

9~J ir .. ~ : . ; · .. ¿·~ P.cn 
·, ··<-.. :::. ·. --:>-: -.. <.:./:::,··>~ ._,.;::':>-'\ ''. 

·, 5;:p ( f) 0 0 0 '. /. :.H.1Jp!(f) " 
M(fj= 

. -
Q,:J(f) 

.- ' '•. . 
" •' •• ,, 

1 ''"4"'"(."""-">'"'_"\-'"•>l<'-?"A<••4-;;o"'f''.\,.,.,..,''fl''~~--r.-'-:•a~,~~~ ... t~-~~\ ,..,.....,,_~ ... "! ..... ' • 

Donde f es una. frecuencfa dis_cretf da'drp~';;-~·-4'""""•~·,"· 
. -

f =o, ld, 26f, 3Af,. .... .,mM 

y Af=l/2 m en ciclos por unidad de tiempo. 
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4.7.- Coherencia y fase 

La media geom~trica de dos espectros ~sta dado por: 

Y sirve como una medida dél límite superior de la poten
cia te6rica, común a .. cualquier.,freé:uenciá f dada en -
dos series unicanále~>.:.f>ara:obtérier este límite, lapo-
tencia a esa fre~L.E!ri~i'~. debe tener una relaci6n de fa;e
fija para las dos series unicanales. Para el caso en que 
el límite superior se logre alcanzar a una misma frecuen 
cia, se dice que las dos series del tiempo son coheren-
tes a esa frecuencia. Sin embargo, si es el caso en el -
que las relaciones de fase a una frecuencia dada son ca~ 
biantes de manera aleatoria; es decir que son complet~-
mente causales, las dos series del tiempo son completameD_ 
te incoherentes y el límite inferior es cero. 

Definamos los coeficientes de la coherencia como: 

La magnitud de la coherencia se calcula me~iante la si-
guiente expresi6n: 

1 1

- I [e j k ( f) ]2 + [ Q j k ( f) )2 ~ 1 1 
Kjk{f)- . Mjk{f) - Kkj(f) 

Mi entras qüe el ·retra·so"de·"fase· de'"l a"·coherencia "es:" .... 
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La magnitud de h c_oherencia estará entre. los límites: -
o que corresponde al caso cón¡pletamente incoherente y -
1 para el caso coherente esto ~·s: 

~ ¡ • 

, . 0 ~.1,~jk (r)·f~L 
··~ ·:·>· /·.':,'. ':.~.:' !:· !,·.~ :.< .. ·.,. 

V al O r~'s'.'.~n·c~ ni~adél1 "5'~;_,f O rma la matriz de coh1--Con los 
' ,'.,"_): :· '¡i {'· . ~. •. '. >; ' .. 

ren ci a de léi ~~.,9,~.2;~~,~~ _manera: 
.·::·:o·~' ".,...,:·. · .. ·¡;(f: ·.:':.;·~~:~;~· ': · 

H(f 

-~1].(fj 

g12( f) 

¡' K i 2 ( f) J •••••••• J K ip ( f )J 

<1i22.(f) ........ JK 2P(n 
.. . . . 

g2p. ( f) "•"" • <li PP:( f) 

Los elementos de la diagonal principal que forman a la ;. 
matriz anterior son los auto-espectros de la serte, .los~ 
elementos arriba de la diagonal principal son las magn1"'. 
tudes de la coherencia mientras que bajo la diagonal son 
los retrasos de fase expresados en grados. 
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V.-FILTRO DIGITAL WIENER MULTICANAL 

5.1.-Introducción 
' ·, - ·,. ,· 

Muchas de l'a's:'teorías que existen acerca de 1 a predicción 
y separaC:ió'n,/(6'e'rifa'tfzación) de señales se basan princi, 
palmente ~,n;i:~J·'~\rab~jo original de Norbert Wiener, el _-:_ 

cual tier\'~'.,t@~!l;9ran. ,importancia, ya que representa Jas -
primeras üc'hi}ás'analíticas para el diseño sistemático-. 
de filtrosq~'e~sepáran la señal deseada del ruido. Un -
filtro que;efectúa la operación de resaltar o enfatizar
una señal dentro del ruido se 11 ama filtro de enfatiz!-
miento o filtro de suvizamiento de datos y se dice que -
es de "suavizamiento", ya que el filtro "suavizaº en,_ -
gran cantidad el ruido que está mezclado con la señal de 
inter·és. Por lo tanto, el enfatizamiento de una señal se 
puede describir como el prohlema de sepa'rar, lo mejor P.Q. 
sible, la señal de una serie de tiempo de ruido (no d~-

seada). Generalmente la serie xt de que se dispone, es 
una serie de tiempo mezclada con ruido; es decir, supon~ 
mos que la serie xt está compuesta de una compon~nte -
pura st 11 amada señal, y una componente impura nt 11! 
mada ruido, es decir: 

.. ,,_,,,:., . ._.,.,.,,,_.:. 

El objetivo es diseñar un filtro que. elimine 1 a comp.Q.-
nente de ruido y de esta manera enfatizar la señal en -- . . -

re 1 ación ~J. .. "r..µi~,o.,...,.,..~~"~-~'""'l~A~ e~o~ .. deb e_sH . .,ta.l., q u e .. 1 a. S-ª.- -
lida real del filtro :sea bastante apr.oximada a .la sali
da deseada St; qÚe es la .señal de interés. 

La operaci6n de enfatizar 'una señal se puede efectuar -
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de varias formas. Por.ejemplo, la sali.da· deseada puede -
ser la misma señá.1;,re.~rasada uncie,rtotiempo constante 

~et;ª::'. e .~;~:~;¡~1~!~f ~~i'J~~~,¡;~~1'l'?l; J;; : : 1 : ;:• 

1 t~'. nd~ 
be s_e r l a..:~:~:J~f;,r;.;~~.P¡1n.9:;~.,t~K~if.é"?.T:~'H~\s al ida des e ada st~·sr, 
que es ·1 a ;•·s·eriá·1~:i>re'fr'fs'a'da}p:o·r'.:'ún ·tiempo positivo · B".·.·"··' .; 

· ,. .. -., ··:,:.~:·'.~J~.~::;~·~,}·~:.:~:i~::f:~..-:~}i:r~.~.,):~>~~·,{~~:r::"' ;"·:>:·! ;, :.·1.t,:'. · -- ·,,- · · · · , : :-.·~· .. ~/·.'.· . 
otro e j enípl ~·:yes:-.eVJ~~a:s:o:we~. él .. cual la sal ida de se ad a·:es-: 

,,_ .. :.·: -{;.~n.;··d<-~~ ·/'..<t:~~<t;(~J:'.:'-~·~:}~:·.· ·· _-_ .· · . _ · . .-~ -.: <·, -.-
1 a seilal adelarita··da·.~úñ)ciérto tiempo constante ci ;;ésto 
quiere deci~ qüe·~~f-f.fftro debe predecir valores fuúlros 
de la señal. Este·~~s~J~ue involucra dos operacione~~ ~l 
de separaci6n y predi~ci6n de la señal, es llamado sep!~ 
raci6n de señal con adelanto. Aqu, se introduce la s~rie 

de tiempo con ruido dentro de un filtro realizab1e; este 
filtro se debe diseñar de modo que la salida real Yt 
sea la mejor aproximaci6n a la sal ida deseada st+ci que 

es la señal adelantada por el tiempo positivo de adelan
to a • 

El trabajo original de Wiener estaba restringido a señ!-
1 es continuas en el tiempo, sin embargo, N. Levinson - '
adapt6 los métodos de Wiener al caso de series· de- tiempo 
discretas y operadores discretos de longitud fin,iÚ,· . 

. ;. ;· 

• '-~·. •¡ • •• ' 

El problema básico en el diseño de filt~os:··di;gitales mul 
'. ·. . ·.- '· ,·., ··.- ..... ·'··--":. '· . ' ; 

ti ca na 1 e s··Wfen e r·~es.,,e·l""de""determ in a'r~tlOS""V a·lore S'''n umé ri _.,,. ·· 

co s de l º s c'oef ic1_en,t.ir~:)e,1 ,f.;1;.1r~~,,~u~/i:[;:;;~[.'giC··<·.:'.,-:;\_.--~ 
Para resolver el problema se'deben{é'onsfdé'ra'r.3'condic1o 

~:: : que de t erm i ·~+~Je !~n¡; tf ~SHf :~?/.{~~; )? ~ r i SO) ti 

(1) Las series de tiempo que representen a la entrada xt 
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y la salida deseada Zt son estacionarias, lo cual signJ-
fica que las propiedades estadfsticas de ástas no cambian 
con el tiempo. 

(2) En el criterio· dé aproximación se considera el error 
·, '":. -.·· ;/\::·~-1,-'.\;:., ~ ·: ,::_-.: .· ' ' '. _: ·,>'. :"". , 

cuadrático medio e'ntré'la :salida deseada y la sal ida - --
.. '•':, ·. (:~ .. i:í·~:::.~1i.:;_f< ... ,;:.;· J <' .. ··.:: ·<· 

real. Esto si.gniJ;fc.~::q,uedeterminamos el operador (f 0 •. -

f 1 ,f2 , .. ; ..• )~c{e;~;~:~j;r:~áner'a que minimicemos la traza de--
e ·,;":',/ •. ~.\ ,:->,:: ': ·. ú.-'··" ... · -. : 

la matriz de error:·~'cüadrático medio entre. la salida dese-ª. 
da Zt y la s~'1i'cl~~:rp~a·1 Yt· La traza está dada por: 

Donde el promedio E es el promedio en conjunto, el cua 1 -
se toma sobre todas las posibles entradas y sal idas dese-ª. 
das, con cada peso de acuerdo a su probabilidad de oc~ -
rrencia. En caso de que las series de tiempo sean ergódi 
cas 12

, el promedio en conjunto se puede reemplazar por -
los correspondientes promedios de tiempos. 

(3) La operación que se utiliza para la separación y pr~ 

dicción, se asume que es una operación lineal, es decir,
que se va a utilizar un filtro lineal invariante con el -
tiempo. La información disponible consiste de los valQ -
res pasados de la señal Xs, donde -a<sst y 11 t 11 es el tiem
po presente. Un filtro físicamente realizable (con fun 

12 Una función ergódica debe ser necesariamente una función estaciQ 
naria, y si un miembro de la agrupación se extiende infinitamen
te con el tiempo, se caracterizará en la misma distribución, de
todo el grupo; es decir, una función es representativa para todo 
e~ grupo; si es ergódico el proceso, la muestra estadística y el 
tiempo estadístico coinciden y las funciones de autocorrelación
obtenidas son equivalentes. 
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c1on de memoria (f 0 ,f 1f 2 , ••••• ), pero sin función de anti 
cipación). efectúa una operación lineal sobre Xs y sólo en 
ese rango. Enl~ práctica se.utilizará un operador de lon 

gitud finit(Jr6.f,, ..fi··· ~} -.frn); . ·•· -
.·::,·~ ... ,;·:· .... ~:;·,...;:_F':~~!·;, ;_~:··.'.º . ":"'·:;···_· ·«:.·. , , . 

' .. ' •. \'-•• .'·:-;~ ~.' ··, ·• » 

La teoría deAÚén'e~·.se··.:apJi}~.só.l.Ocua:rici§ ·~e .·c~m¡).(en ei -

t., , , , , d ihie:311 ,n;2rA~~~l>füi~' r\~}·:(, f t ,:~~:~~,1~·'> 
La teoría de separación''/ 1pre di cciónOli n ealde··mín i mo. s 
e ua drado s s~ basa. ·~·n 'l ~·· r~'rit''(a}iét'á'ci 'e's't ~\díÚi ¿a·. '-):'n gen~ 
ral, la predicción y separact~n·depende'füdamentalmente
e n la con si de rae i ó n de• q ~e l 'as . ~egul ~i;d·~.d~·s' ;'~·ue>k~ n ocu-

rrido en el pasado se rep.~t,f~'~'H/~~n.··,Kf,~·f~~~.&:'~~.,;}.·,EH{ post~ 
lado, matemáticamente sé tr,aC!tré·e::.e·n:;~({1J'.E{,:)aj seffes.de - -

.. / "··<·::., ¡.: .. J-7/fl:V,.:: ·:.::~:~~- ::~\.,~;.-~¡_;:-::.~~?,;';;~1:::~. ·,~--!·.:_,_<:·.~)_:. :>·''.-/~-.,·>: .:; ·: -. 
tiempo se a n es ta e i ona rfa s\y:ies'fó~·-'i riiplfé: a.'~q§e'. ü n va:lbr o!?_-
ten ido como el promedio··~de\}f~W~~·[t~·~:·~~·;·~f·:·pasad~, será el 
mismo que el valor obterircl6eri~·;e1·'f'tl't'~'ró:>En forma más es 
pecífica, se puede de~ir q\.le-'ifpr~'diccTón y separación: 
depende esencialmente en la e~iste~cia d~ correlación en
tre la salida deseada Zt y la entrada Xt. Puesto que las
operaciones son 1 ineales, la_.única correlación que se pu~ 

de utilizar es la corre:.l:,\~1í'.g~~,~;_, 
La función ·de autocorrelación: .. ·de la entrada e.s: 

· ....•.•. · • · · .·. ·"A.~t%~f ,;~:~i·\;M·,, ! . . ... 
0 (-r)=E{•XtXt>:J, > . XX .... ,. , . , T 

y ia función de ~rosscorr~i'~~ión entre la sal ida deseada 
• '''"· < , ••• ,~;J,q"'~'·f~"<'-~l'/"""""'M'""'.""'!?°l!-~;'{"'1'!~~:t.~~~ .. "'?-~c~~.;1'!\-~._:..~~'\"....:~'·:"11':~.'""":".'•''"'!J'~<:'..,,n•.••\ •. 

y la entr.ada se defirie f)or:, .· .... · .. . 

t=o,1,2~···· 

Si esta crosscorrelación .fuera cero, entonces no existl-
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ria ninguna estimación lineal de importancia y por lo -
tanto la mejor estimación de mfnimos cuadrados de la sa~ 

l ida deseada sería su valor medio. 

Considérese el filtro como una matriz de MxN 
> .. '~': 

f u(s'~1;/.;t/.,'/ ·,~,(s) •••.•••• f 1 N( s) 
f s = H s ,~: _: •. ~::.~~'f ~~;?·;z:~.~·~~:i 22: (. s ' . . . . . ... f 2 rt ( s ' 

~~·l¡/f:)·, fM}(s) ..••••.• fM~(~~ 

la serie de tiempo de entrada por una matriz de Nxl 

X 1 ( t ). 
X2 ( t') . 

y la salida deseada esta dada por la matriz de orden Mxl 

e;\~\ 
zt: z(t)= ; . .. 

z~(t) 

Se calculará ahora el operador de longitud finita óptimo 
para predicción y separación de señales. No se p'ferde gi. 
neralidad si se eliminan los valores medios de la entr.!!_
da y la salida deseada y por lo tanto E fxt} =O y - -
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E { zt } = O 

La salida real, que ·es la convolución de la e trada con
el operador, se puede expresar por la siguien e ecuación 
ma t r i c i al : / 

v t. to '.td[,;!;'~~,~j:;(,~:~,r:0f :o/~; . ·'"!; ; ·.· • ·· 
En forma esquE!mátfcá •se.:;puede r'epreserjtar aT proceso de
fi 1 tra do muft;~i~~;· ~Íi.ek~{;comol. ·. • <· · < .. :.·· 

entrada 
xt 

.,_._:--

.• -._ .• _ •.. · · ____ J_ s.a, 1 ; d a d. e_ s e a da . .. . ··'J _. zt 
fo. ,f ~ ~ g~~-·-···. '. ___ .. _:_···._·J_"m' .....,__-_" .. -'-< ... , ... . .. . 

·. ·•;_., ••. c~·a l i d·a. rea 1 

• : ·.· . ·· .. yt . 

Donde la salida real es la matriz de orden Mxl 

El error entre la sali~.a deseada ~Y Ja salida .real es: 
.. ,· ¡ -·, 

·.¡·' >.;« :·.·.· 

et =zt-Y t =zt- (fo xt+<,kt~•f.'.: .•.. ~f~xt-rn) 
En forma matricial, este error s·~. ~Xp_tesa_PJ>.t.."~L.YJ;t,t;_tox ... 

-.-••.,-...... ,, .. ,,~,..,.,:;"•:""'t":-""''~"..":-~!.'·~· ...... ,,, .. ,._ .. ,;,,«1, ..•.. 

de orden Mxl 

122 



La matriz de error cuadrático medio se define entonces por: 

La traza de la matriz de error cuadrático medio es: 

I = trE <"etet}E::f.·e~ ( t) }+E fe~ ( t) }+ ..... +E fe~(t)} 

Ahora se determinarán los valores de los coeficiente5 
f 5 del filtro, de tal manera que la traza I de la matriz 
de error cuadrático medio sea mínima. 

Por otro lado, el error et se puede escribir como: 

desarrollando: 

m 
et=zryt=zt- E fs Xt-s 

s=o 

=z tZI"'Ztl:X f-rf ~- l:f sX t-s zI+ ti::f sXt-sxLr f / 

' ,•" .· 

Tomando el promedio en conjunto se tiene que: 
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E ( et e I ) = E ( ztz I ) -E E ( zpf _~ frT -i: f s E ( Xt- s z I) 

+ i:i: f s E ( x_t ~s:~Ii}Jf~ 

......... ·,·_ .. '':.:i;!.JI~.v:~a~:!,·;~~·:'. :.. . .. · .': 
La matriz de crosscéifre.lac~ión'entre la sal ida deseada y -

l a e n t r a da . s ~.A~::tJ,~t~~~¡~~f:+·F;· . "' ·'·:, . . . . ... 
(Matriz .de, orden MXN) 

La igual dad _apterio~ se ,debe a que las señales son est-ª.. -
cionarias. ·· 

. , .. -

La matriz de crosscorrelación entre la enÚad~ y ,la_sali-
da deseada se define también por: 

~ .. : . 

(Matrii de~orden NXM) 

Se puede observar que estas dos funciones de crosscorr!-
lación están relacionadas por: 

Finalmente, definamos la funci6n de autocorrelación de la 
entrada como: 

E(Xt-sXt-rl = ~xx(r-s) (matriz de orden NXN) 

Por consiguiente, se puede escribir E(etei) en términos -
de las funcione~ de c~rrelaci~n de la siguiente forma: 
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T ... 
Ahora se obtendrá la derivada de I=tr.E(etet) con r~i -
pecto a cada coeficiente del filtro e igualáhdola a cero 
para obtener l.a traza mínima. Realizand~ este procedJ -
miento se llega al siguiente. sistema de ecuaciones. simul 
táneas: 

f0 0xx(o)+f;0~~(~l)+ ••. ." '.''.+fm0~x(-m)=9lzx(o) 

f o0xx ( 1 )+f, ~xx (() ¡· +: •••. : ~:.\~fm0xx( 1-;111) =9lzx ( 1) 

f0 0xx(m)+f 10xx(m-il+ ......•• +fm0xx(o) =flzx (m) 

La soluci6n de este sistema proporciona el óptimo oper~

dor de longitud (m+l}. Estas ecuaciones reciben el nom
bre de ecuaciones normales. Las cantidades conocidas -
son los coeficientes de autocorrelación 0xx(r) de la e~

trada Xt y los coeficientes de crosscorrelación, flzx(r)
de la salida deseada zt con la entrada Xt· Las incógn_i -
tas son los coeficientes del operador (f0 ,f,,f2 , ..... ,fm). 
Debido a que la matriz del sistema de ecuaciones es una
matriz de autocorrelación, la solución se puede obtener
haciendo uso de la recursión dada m~s adelante. 

Investiguemos ahora la estructura de las ecuaciones nor 
males con respecto al problema de la minimización. Si se 
hace lo siguiente: 

term 1 

term 2 

term 3 

term 4 

= E(ztzll = ... 0.z z. (o .l 

= E 0zx(r)ff 

= T E f s 9J X z ( - S ) =E f s 0 z X ( S ) 

T EEfs0xx(r-s)fr 
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Entonces: 

E(eteI) = term l~term 2~term 3 ~ term 4. 
> •.' 

Cuando minimizam.?s {; •. t.~(((ei~IJ. el res.&,l.tádo·es 9ue: 

.;». ,.·,1·-·--· ' .· .. -. . 

· term 4;;·te;yn,;:2·~·t'~f~:· ... r · 
Por lo tanto (como verÚicaci6n· de term .4=term 2) se ti~
ne que: 

¡; ¡; fs 0xx ( r-s) f~ = ¡; 0zx {r)f~ r s r 

cancelando ¡; y f~ queda: 
r 

m 
i: fs 9lxx (r-s) = ~zx{r) para r=o,1,2, .... .,m 

s=o 

y esta expresi6n representa a las ecuaciones normales. 

El mínimo valor de la traza de la matriz de error cuadr!
tico medio es: 

m 
Im1n=tr(term 1-term 2)= tr~zz(o)·tr ¡; ~zx(r)f~ 

r=o 

·· ~ .,ts te ·va fo r .. Cle-p·e·n'Cfe"'éfe1-'Pa'rliñiffro'ñí"'Tfcln9"fiüci-:dei·''''fi1t·;¡;) ~ 
. " "' . . . .;. • . ' ' ""' ';' : . :: ' ..• "¡ . ., •.• ' ",, ... " ;" , ... :· ' . • . 

y entonces los valores de las trazas Imin• disminuyen - -
conforme las londi~u~e~·~e· los fiit~os se incrementan. La 
recursión de n ·a n~l; ~e pueden interrumpir cuando alguna 
de las siguientes precondiciones se cumple primero: 
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(1) El filtro,alcanza alguna longitud máxima
establecida. 

(2). El errof cuadrático medio normal izado, -
lmin/t_r:'~zz (o) alcance algún' valor pr! '." 
se'lecc ioná do. 

(3) La secuencia de errores cuadrático_ medio 
normalizados, muestre poca piobáb~lidad ~ 
de disminución apreciable. 

5.3.-Solución recursiva de las ecuaciones normales multi
canales. 

Se ha visto como se diseñan los filtros multicanales de -
mínimos cuadrados (Wiener),cuyos coeficientes se encuen -
tran resolviendo las ecuaciones normales. 

Debido a que la matriz de este sistema de ecuaciones ti~

ne la forma de una matriz Toeplitz, se puede utilizar una 
técnica recursiva 13 , la cual facilita mucho los c~.lculos. 

: >:,;~.(:_:,; . 
. , .... '\h·.~:~.,.¡¡.-,.~ ...... ·.;.,·.;~ ... ·• ~ .,., 

Para mayor sene i 11 ez designemos como rt a 1 coefict,~n)e de 
autocorrelación multicanal 0xx(t) y con gt,- al coeficien
te de crosscorrelación multicanal 0zx(t)~ Ento~ces ias -
ecuaciones normales se pueden escribir de la siguiente -
forma: 

l 3 The Toeplitz Recursion. Robinson, Enders A. Sven Treitel Geo -
physical Signal Analisys. 
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f 0 r,!f,r 0 + ..••..•••... +fmr-m+1=g 1 . : 
formff,rrn.,.,+· •...•....• +fm~o =grn 

En notación rn~trú:Jal se ti ene:. 
"'.\,,' 

··¡· 

" ~; . . ··~;> . 
, .. , .. ', 

En donde los elementos f 0 ,f 1 , ..... ,fm son los coeficientes 
del filtro y representan las incógnitas. La matriz cuadr~ 
da simétrica, la cual es la matriz de autocorrelación mul
ticanal, tiene la forma de una matriz del grupo Teoplitz;
ésto es, los elementos r,¿j de la matriz de NxN, a lo largo 
de cualquier diagonal (en el sentido de la diagonal princ.i 
pal) son los mismos. Estos elementos r-m• r-m+1 .... ,rm -
son los coeficientes de autocorrelación de la entrada xt y 

satisfacen la siguiente expresión: 

r = r T -t t 

y representan los valores conocidos en las ecuaci~n~~ nor-
mal e·s. ,_ ,, .. ''''""'~.._. .. _,, '""".' ··~ . ...._ .. ,, .... ". ' 

Los elementos de la matriz (de orden MxN) que se encuen -
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tran del lado derecho:g 0 ,g,, ..... ,gm, son los coeficien
tes de crosscorrelación entre la salida deseada zt y la
entrada Xt y también son cantidades conocidas. 

El propósito deseado, es enéontrar un método de cálculo
efi ciente para las. ecuaciones normales. En relaci6n a -
cada matriz de autocorrela¿i6n, existen dos secuencias -
auxiliares, una llamada operador de predicción de error
Y la otra operador Hindsight error por medio de las cu~
les se desarrolla un cálculo recursivo 1 y del cual se o~ 
tiene la sigu)ente f6rmula: 

5.3.1.-Programa gue resuelve las ecuaciones normales mul
ticanales 

El programa ECUANOR resuelve ecuaciones normales multic~ 
nales por el proceso recursivo mencionado anteriormente. 

Datos de entrada: 

N = Número de canales de entrada 

M =Número de canales de salida 

LF= m+l =Longitud del filtro (con la condici6n de -
que LF~ 1). 

' ··/ «-• '""··~- .. < ... ,,,, 

R = Coeficientes de autocorrelación multicanal (~n ~ 
forma multiplexada): (r0 ,r,, ..... ,rm) 

Multichanel Time Series Analisys ... , Enders A. Robinson (ver - -
bib 1 iografía). 
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G = Coeficientes de crosscorre1aci6n multicana1 (mul
tiplex~dos) =(Qo •. 9 1 , •••••• ,gm) 

Los resultados de) p~ogf~ma son:·•·. 

A •. . . 

,; ~·· ,·. l. • ,., - ' • 

· .< \-·:.:~:·<_t/H·:Y~~~{::··. ~· .. ·,:.r \ ·:-,,- -._; ··_:,.:.;::~·'-

coef ic ientº~·~ d~l ·fil·tr'.~::.·m·u·ftic.ana1·· (muHiplexa --

d 
0 

.s .. )·.····=·· • ... ',;h;:,,)_~~;}f:'.fa~:rlr~J~~~.ll1!'..{ f~J;~~~~,~; : :'.1\k·:6;:·'·.,,~;:·.:; .. j,:•,, ...•. ,.; .• ,;.· · · 
Coef i cien tef ·del'; 'opércl'"do'.rl:'aé:'iirediéc'. o.nf de"·érror.; · 

.:);_'..:_•_:\~-. -~¡~:;:'.~ .-1.: r":.,~~-~-;:·::_·'.,~,;:·~~f.;.'.;,\\_:-~-:-F··.'.~~~~·,c .. ¡.•,\::.'.·;··-_. ·~·;'?, yr·_1.t~-;,.~~.ó·.;_··J~:f¡'('. ·.,;:;~·; :.c r ';:~. •. ,·. ': 

(mu 1 tiple xa dofl\PAtª·Jii;JqóJmJ; a:, (111).};/'·'.::;':··;·, qn, ( ril )] 

Coef i c; en tes :~i~'f ~P er;'~d~~.:/8;;::p)~ J~'c"~~r~~~'.".d·~.:·~rror-AP: 

( mu rt i p 1 exa d'os'f ;pa~a m~i j. [ao ( m-'1). ª1 (m':-l) •• ; ...•• 
ªm- 1 (m-1),0] (s6lo si rri i: 1). ~ • 

B: Coeficientes del operador Hfndsight-e.rror (mult..:!. 

plexados) para m; [b
0 

(m),b1(m),. ... .,bm(m)] 

BP: Coeficiente del operador Hingsight-error (mul tl

pl exados) para m-1; [b 0 (m-1),b¡(m-l),. .. .,bm-1 

(m-1),0] (s61o si m i:l) 

VA :: Vi¡ (m) 

VB = vb (m) 

DA = -lli¡ (m-1) (S61o si m n) 

DB =•llb (m-1) (Sólo si mi:1r· 

CA =-eª (m) (S6lo s.i ni i: 1) 

CB :-cb (m) (S6lo· si m i:i) 

CF·· =-cf ·· (m·)··-····"( sóro-sT"-1if'~Tr--····M-·· ...................... -.·· 

GAM=-[r(m)-gmJ (S6lo si mi: 1) 
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La proposici6n DIMENSION debe satisfacer las siguientes
condiciones para cada corrida de datos1 

DIMENSION F ( M , N , L F ) , R ( N ~N,LF), G ( M , N , L F) , A ( N , N , 

LF), AP.(N,'N},tf):; B(N,N,LF), .BP(N,N,LF), 

,{~¿r,¡,~J~~~1~F ), DA(N, N), DB(N, N), -

. CA(N;N)';:;CB.{N,N), CF(M,N), GAM(M,N). -._, .·' .. ' ·, -'~t~ '.... _·· 
.... 

El programa ECUANOR utiliza las subrutinas NORMEQ, ZERO, 
MOVE, SIHEQI y MAINE (Ver Ap~ndice). 

5.3.2.-Programa para el filtro multicanal Wiener 

El programa FILWI calcula, en base a una serie multicanal 
de entrada y a una salida multicanal deseada, el filtro -
digital Wiener multicanal y su correspondiente serie de -
salida real multicanal. 

Datos del programa: 

N = Número de canales de entrada al filtro, donde N ¡:; 1 

LX= Longitud de la serie de tiempo de entrada = v 

X= Serie de tiempo de entrada de N canales =(xpx2 , ... xv) 
en forma multiplexada 

M = flúmero de canales de salida del filtro, donde Mi: 1 

LZ= Longitud de la serie de salida deseada = µ 

Z =Serie de salida deseada de M canales= (z¡,z 2, •••• ,zµ) 

LR= m + 1 =Máxima longitud posible del filtro, en el --
sentido de que la recursi6n a un filtro más largo,se 
suspende una vez que el filtro alcanza esta longitud 
máxima pre-seleccionada. 
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LW= q + 1 = longitud de un lado de la ventana triangular: 

1 - [ill] q Para itl =0,1,2, .. ;,,q 

O P~,ra J.tJ ~ q · 

que se utilizl para dar peso a las-~unciones de ~orrela
cidn (autcicorrelacidn ~ crosscor~elacidn). Hay que h! -
cer notar que si LW s l• no se dan pesos; es decir, si -
LWS 1, entonces el programa hace Wt=l para toda t. 

FLOOR = Número entre cero y uno, que representa un líml
te en el error cuadrático medio normalizado: 

Imin 
tr 0zz(o) 

en el sentido de que la recursión a un. filtro m! 
yor se suspende una vez que el error cuadrático
medio normalizado llega a su tolerancia. 

Datos de Salida: 

LF = Longitud del filtro = K+l, donde K s m 

F Filtro multicanal Wiener calculado, de longitud 
K+l = (f 0 ,f 1 , .... .,fk) en forma multiplexada. 

E= Secuencias de error cuadrático medio normalizado, 
para filtros de lonfitud 1, longitud 2, ..... , longl 
tud K + l. 

LV - Longitud de la salida real =v+ K 
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Y= Salida real = (y 1 ,y 2 , •••••• yv+k) en forma multiplexada. 

La proposición DIHENSION del programa FILWI, debe satist~ 
cer las siguientes condiciones, para diferentes datos: 

DIHENSION X(N,LX), Z(M.LZ), F(M,N,LR), E(LR), Y(~,LY), -

S(NN•(5•LR + 6) + MN•(LR + 2) + 2*M•M) 

Donde: 

MN = M*N 

El programa FILWI hace uso de las subrutinas WIENER, - -
RECUR, ZERO, HOVE, SCALE. BRAINY, HEAT, MAINE, SIMEQI, -
SPUR. Las versiones para éstas deben ser reales. 
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PROGRAMA ECUANOR 
TESIS PROFESIONAL 

C PROGRAMA PRINCIPAL 
e ESTE FROGRt'lMI~ f<E~lUI !'.'\)[ El"l.JACJDNE::!:• NDF~MAu::B MlJL.TJ:CANAl...t::S 

DI MENS ION F ( .l , 2 , 2 ) , ¡:~ ( 2 v :~ , ~?.) , G ( 1 r 2, 2) 
DIMENSION A<2,2,2),APC2,2,2) 
DIMENSION B(2,2,2) ,BP12,2,2>,VA<2,2),VB(2,2>,Dfl(2,2) 
DIMENSION DD<2,2),CAC2,2>,CB<2,2l,CF(1,2),GAMC1,2) 
READC5,*> N,M,LF 
READ(5,*> (((R(I,J,Kl,Im1,N),J•1,N>,K•1,LF> 
READC5,*> <<<G<I,J,K),I•1,M),J•11N>,K~t:LF> 
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CALL NORMEQ<N,M,LF,F,R,G,A,AP,B,BP,VA,VB,DA,DB,CA,CB,CF, 
1Gf\M) 

WRITE<6 ,2) 
WRITEC6,3) N,M,LF 
WRITEC6,4) <<<R<I,J,K>,I=1,N>,J0 1,N),K•1,LF> 
WRITEC6,5) (((GCI,J,K),I~1,M),J•1,N>,K•11LF) 

WRITEC6,6) CCCFCI,J,K>,I~1,M>,J~1,N>,K•1,LFl 

WRITEC6,7J <<<A<I,J,Kl,I~1,NJ,J•1 1 N),K"1,LF) 
WRITEC6,8J <<<BCI,J,K),I~1,N>,J~1,N),K~1,LF) 

WRITEC6,9J <<VACI,J>vI~1,N>,J=1,NJ 
WRITEC6,10) <<VBCI,J>,I•1,Nl,J•1,N) 
IFCLF.LE.1) GO TO 50 
WRITEC6,11l CCCAPCI,J,K>,I~1,N>,J•1,N>,K•1,LF> 
WRITEC6,12) <<<BPCI,J,K),I•1,N>,Js1,Nl,K•1,LF> 
WRITEC6,13> CCDA<I,J>,I•1,Nl,J•1,N> 
WRITEC6,14) <<DBC!,J),I~1,N>,J•i,N) 

WRITEC6,15) <<Cfl<I,J>,I•1,N>,J•1,N> 
WRITEC6,16) <<CB<I,J>,I•1,N),J•1rN> 
WRITE<6,17> <<CF<I,JlvI=1vMl,J•1vN> 
WRITE<6,18) <<GflMII,JlvI•1vM>,J~1,N> 

2 FORMATC1H1,3X,'LOS DATOS DE ENTRADA SON LOS SIGUIENTES:'> 
3 FORMATC5C/),5X,'N=',I2,//,5X,'M•',I2,//,5X,'LF='rI2) 
4 FORMATl//,5X,'R=',16C2X,F5.1)) 
5 FORMATC//,5X,'G=',1612X,F5.1)) 
6 FORMATC5(/),3X,'COEFICIENTES DEL FILTRO Y 

1RESULTADOS:',///,5X,'F=',1512XvF6.2)) 
7 FORMAT(//,5X,'A=',15C2X,F6.2)) 
8 FORMf\TC//,5X,'B=',15(2X,F6+2>> 
9 FORMr\TU /,5X, 'Vfl•::', l.~.H2X,F6.2)) 

10 FORMflT(//,5X,'VB=',15<2X,F6+2>> 
11 FORMATC//,5X,'AP=',15C2X,F6.2)) 
12 FORMATC//,5X,'BP=',15(2X,F6,2)) 
13 FDRMATC//,5X,'DA=',15C2X,F6.2>> 
14 FORMATll/,5X,'DB='•1512X,F6.2)) 
15 FORMATC//,5X,'CA=',t5<2X,F612>> 
16 FORMATC//,5X,'CB=',15C2X,F6.2)) 
l7 FORMAT(//,5X,'CF~·.15c~x,F612)) 
18 FORMATC/l,5X,'GAM=',15C2X,F6~2)) 
50 STOP 

END 



PROGRAMA FILWI 

C TESIS PROFESIONAL 
C PROGRAMA PRINCIPAL 
C ESTE PROGRAMA CALCULA EL FILTRO DIGITAL WIENER 
e HULTICANAL y LA CORRESPONDIENTE SERIE DE snLt~~ 
C REAL MULTICANAL. 

DIMENSION XC5,5l,ZC5,5l,FC5,5,6l,EC6),Y(5,l0) 
DIMENSION SC:L150) ...... . 
READ (5,*l N,LX,M,LZvLR1LW1FLOOR · • 
READ C~),*l CCXCI,.J);l•=1,Nl,.J:::1,LX> ,·,/·· 
READ <5r.*> cczcr,.J),J>j.,M),Ji:::1,LZ>.·,;-.. '.";;··:·:~~· ..•.• · 
CALL WIENERCN,LX,XrMrLZrZrLR,LWrFLODRVLF,FiE~. 

1LY,Y,S> ... 
WRITEC 6, 1) 

WRITEC6,2l N1 LX,CCXCI,J),I:::1,N>,ja1,LX> 
WRITEC6,3) M,LZ,CCZCI,J>,I~1,M>,J=1rLZ) 
WRITEC6,4l LR,LW,FLOOR . . 
WRITEC6,5l LF,<<<FCI,J,K>,I~1,H>,J~1,N),K=1,LR> 
WRITEC6,6) CECJ),Ia1,LR) 
tJRITEC6,7) LY,C<Yc:r,.J),'.[1:::L,M),J1:•:1.,1.Y) 

1 FORMAT<1H1,30X,'LOB DATOS DEL PROGRAMA SON LOS 
1SIGUIENTESl' 1 ////) . 
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2 FORMAT<5Xr'N•',I2,///,5X,'LX~',I3,///1SX,'~~¡,10c1x,F7t2l) 
3 FORMATC5(/),5X,'M=',I2,///,5X,'LZ=~rI3,///,5X,'2:::',10(1X, 

1F7.2>> . 
4 FORMATC//l,5X,'LR•',I2,///,5Xr'LW='rI2,///,~X,'F~OORn' 

1 ,F4,1) . : .· . 
5 FORMATC5C/),30X,'EL FILTRO WIENE~ Y LOS RESULTADOS SONl'r 
1///,5X,'LF=',I2,///,5Xr'F=',8C1XrF12.2)) 

6 FORMATC///,5X,'E~·,1oc1x,Fi0.3)) 
7 FORMATC///,5X,'LY~',I3,///,5Xl'Y•' 1 10C1X,F10,2)) STOP . . , .. 

END 
.· ........... :.: 
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"= 
!.Fa 2 

R= 1,11 -1.1> -1.u ),U. -2.0 1.0 -2.0 1.0 

G:: 1,0 o.o o.o 1.0 
·; .. 
.. 
;) COEFICIENTES llt:L flLTRO y R~SULTAOOS: 
:• 
.. r= 0,40 -u.211 0,25 0,75 

;~ 

~': A: 1,00 o.oo u.oo 1,00 0,40 -0.20 0,80 -0,40 

ll= l ,00 u,oo o·ºº l,OU 0,2S 0,25 •0,2~ •0,25 

V As 4,t>O 0,20 0.20 2.40 

~e= a,25 ·l.75 •1,75 2,25 

AP:: 1.00 º·ºº º·ºº 1,00 º•ºº o.oo º•ºº º•ºº 
SP= l.uo º·ºº º·ºº 1,00 o.oo o,oo u,oo º·ºº 
DA= 2.00 -1,ou 2.00 -1.00 

DB= 2,00 2.00 -1.00 -1.00 

CA= 0,40 -0.20 º·ªº. •0,40 

CB:: 0.25 0,25 -11.25 -0.25 

Cf:: 0,25 0,75 
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VI.- CONCLUSIONES 

El propósito de esta tesis, fue principalmente, mostrar 
las herramientas básicas para el análisis multicanal de. 
señales, por lo cual el presente, quizá no parezca muy.
práctico sino más bien de investigación, aunque el cap.!. 
tulo V de filtro digital Wiener tiene aplicaciones más
visibles a la Geofísica y, en particular, a la sismolQ
gía, en donde se le conoce más comúnmente. 

Por la forma en que se estructuraron los capítulos se -
cree conveniente hablar en forma muy general de algunas 
aplicaciones que tienen las operaciones mencionadas en
ellos. 

La información que se tiene de las señales en general.
tienen que ser procesadas, dependiendo del objetivo que
se busque; aquí se presentaron dos técnicas para el an! 
lisis de las señales: Unicanal y Multicanal. 

En el análisis unicanal se tiene sólo una señal como -
entrada y como salida, las operaciones que se analiz~ -
ron aquí resultan tener mucha aplicación dentro de las
diversas áreas de la Geofísica, por mencionar algunas -
de ellas y ias aplicaciones, se tienen: 

Gravimetria.-Suavizamiento de la señal (anomal,a) obser 
vada de campo (regional), ésto a través de la convoly -
ción de la anomalía con el operador. - ......... '""'~",_.,_,._,".,···--· 

Sismología.-Resaltar señales perdidas en ruido, por m~
dio de la crosscorrelación, ésto se logra gracias~ la~ 

similitud que deberán presentar las señales involucra -
das en la operación a la sal ida (señal deseada y señal-
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mezclada con ruido). Para obten~r dtfe~e tej tipos de -
filtros, para eliminar: reverberaciones m ltiples, ruido 
coherente, fantasmas, etc., en los registros sismol6g! -
cos. 

Mientras que en el análisis multicanal, como existen V!
rios canales de entrada y salida, entonces la aplicación 
deberá ser en áreas tales que se maneje varias señales -
en el tiempo, como lo es la sismología de reflexi6n y el 
área de comunicaciones entre otras, en donde podemos - -
aplicar las operaciones mencionadas (convolución, autoc.Q_ 
rrelación, correlación), con la variante que en este an! 
lisis, debido a la magnitud del tema se trabajó con m~ -
trices en lugar de escalares y se les tomó a las prim~ -
ras como unidad fundamental del tema. 

Para las diferentes áreas, en las que se requiera, el 
uso de este tipo de análisis, es necesario definir la S! 
rie multicanal, ésto es: como un polinomio matricial, en 
donde quedará bien establecido el número de canales y -

la longitud de la serie, posteriormente se podrán apli -
car cualesquiera de las operaciones que han venido men -
cionándose, según sea lo que se requiera y finalmente,
se podrá hacer un análisis en el dominio de la frecue~ -
cia. 

Como última conclusión podemos decir que las bases que
se manejan en la tesis, están abiertas a cualquier campo, 
es decir, no sólo a la Geofísica, sino a otras áreas que 
estén relacionadas con señales de tiempo. 

NOTA: Resulta un poco incómodo cambiar la capacidad de las instruc-
ciones DIMENSION en los programas vistos en este trabajo (como 
se indica en cada caso), sin embargo, es necesario debido a la 
complejidad de los temas. 
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SUBROUTINE BRAINY<NRA 1 NCA,LA,A,NRB,NCB,LB,B,Cl 
DIMENSION ACNRA,NCA,LA>rBCNCA,NCB,LB>,C<NRA,NCBr1l 
ESTE PROGRAMA EFE~TUA LA MULTIPLICACION DE POLINOMIOS 
MATIUCIALES 
PARA UNA VERSION COMPLEJA ELIMINE LA C DE LA COLUMNA 
1 DE LA SIGUIENTE INSTRUCCION. 
CIJMF'LEX A, B, C 
LC"=l .. A+LB-1 
Nf'IH::::NHA*NCB*LC 
CAl..I .• ZERO<NAB,C> 
[l(J 1 !=1,1..,., 
DO 1 J=1,LB 
K::::'[+ . ..t-1 
DO 1 M=1,NRA 
DD 1 N=1,NCB 
110 1 L==1, NCA 

1 CCM,N,K>=CCM,N,K>+ACM,L,I>*B<L,N,j> 
RETIJRN 
END 

. -
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BUBROUTINE ZEROCLX,X> 
DIMENSION XCLX) , . 

e ESTE PROGRAMA ASIGNA EL VALOR o.o ACAOA UNO rn~ LOB 
C ELEMENTOS DE UN t"rRFH:!.GL.D . . 
~ PARA VERSIDN COMPLEJA ELIMINE LA C D~ LA 
C COLUMNA 1 DE LA SIGUIENTE INBTRUCCJON. 
G COMF'L.EX X 

IFCLX,LE.O> RETURN 
DD l. I"~l.,LX 

1 XCI>=o.o 
RETLmN 
END 
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SUBROUTINE POMAIN CN,LA,A,ADJ,P,DET,B> 
DJMENSION A<N,N,LA),ADJCN,Nr1>,PCN,1),DETC1),8(N,N,1l 

C ESTE PROGRAMA CALCULA EL DETERMINANTE, MATRIZ ADJUNTA 
C Y LOS COEFICIENTES DEL POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA 
C MATRIZ POLINOMIAL 
e PARA VERBION COMPLEJA ELIMINE LA e DE LA COLUMNA 1 
C DE LA SIGUIENTE INSTRUCCION, 
C COMPLEX A,ADJ,P,I~T,S 

N21 .. A=N*N*LA 
CALL MOVECN2LA,A,Sl 
,J==LA 
DO 4 L=J.,N 
DO 1 K=1,.J 
PCL,tO=o.o 
DO :J. I==1,N 

1 PCL,K)=P(L,K>+scr,I,Kl/FLOATCL) 
IFCL.EQ,Nl GO TO 5 
NNJ=N*N*.J 
CAl.L MOVECNNJ,S,ADJ) 
DD 3 I•=l. ,N 
DC ~~ K"l ,,J 

3 ADJCI,I,K>=ADJCI,I,K>-PCL,Kl 
CALL BRAINYCN,N,LA,A,N,N,J,ADJ,S) 

4 J::,J+l..A-·l. 
5 CClNTINt.IE 

FF=Fl..OATC2*MDDCN,2l-1l 
NNN=N*N*<J-LAt1l 
CALL SCALECFF,NNN,ADJl 
DO 6 L=1,J 

6 DETCL>=PCN,Ll*FF 
RETURN 
ENf.t 
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SUBROUTINE Ml\INE <N, ti, B > 
DIHENSIUN A<N,Nl,B(N,N> 

146 

C ESTE PROGRAMA INVIERTE UNA MATRIZ SIMETRICA POR UN METODO 
C ESCALAR 

DO 5 I=l,N 
DO 5 J=1,N 

5 D<I,Jl=O.O 
B(l,ll=l,/1\(1,ll 
IF <N,EQ,1) RETURN 
DO 40 M=2,N 
K=M-1 
EK=A<M,M> 
r10 10 1=;1,1\ 
DO 10 J=l,K 

10 EK=EK-1\(H,Il*l•CI,Jl*A<J,Hl 
B<M,Ml=l ,/EK 
[10 30 I=l,I\ 
[10 20 J=l ,K 

20 D< I ,Ml=B<I, Ml-D <I,J>*A<J,11)/EI\ 
30 B(H,Il=B(I,Ml 

[10 40 I=l,K 
I•O 40 J=l ,K 

40 ~<I,Jl=B(I,JltB(l,H>*B<HrJ>*EK 
RETURN 
END 

SUBROUTINE MOVE<LX,X,Yl 
DIMENSlílN X<LX>,Y<LX> 

C E:STE f'ROGR/\MA HUEVE Lirl ARREGLO DE UNA LOCALIDAD DE 
C ALMACENAMIENTO A OTRA 
e PAR/\ VF.R~>lON COMPLEJfl ELil1INE Lfl c 
C DE LA SlOLIIENTE INSTRUCCION 
C COHf"L.EX X, Y 

[10 1 I,.1,LX 
Y<I>~X<I> 
PETURN 
F.Nll 



SUBRGUTINE S8ALECS,LX,X) 
DIMENS:CON X ( L.X > 

C ESTE PROGRAM~ MULTIPLICA CADA ELE~ENTD riE UN ARRRBLO 
e POR UN FACTOR ESCALAR e 
e PARA VE~SION COMPLEJA EL.IMINE LA e DE LA COLUMAN 1 
C DE LA SIGUENTE JNSTRUCCION. 
C COMPLEX X 

DO 1 I=1,LX 
1 X<I>=S*X<I> 

RETURN 
END 

FUNCTION SPUR<N,A> 
DIMENSION ACN,N) 

C ESTE PROGRAMA CALCULA LA TRAZA DE UNA MATRIZ CUADRADA 
SPUR=O,() 
DO 1 !=1,N 

1 SPUR=SPURtACI,I) 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE FACT<N,LA,A,ADJ,ZEROS,S,B> 
C ESTE F~OGRAMA FACTORIZA UN POLINOMIO MATRICIAL EN PRODUCTO 
e rn~ BINOMIOS 

COMPLEX ArADJ,ZEROs,s,B,ZI 
DIMENSION AC2,2,3) 1 ADJC2,2 1 3),ZEROSC2 1 2),SC2 1 2,11>,BC2,2,3> 
NP==LA·-:L 

C CAMBIA LA ADJUNTA A BC1,1,6) 
CALL MOVECN*N*<<N-1>*NP+1>rADJ,SC1,1,6>> 

C DO DE LOS FACTORES <I+Z*Q*D*OINV> 
DO 30 :r.i=·== :L , NP 
L~' < N-:1.) *NP+IP 
CALL ZERO<N*N*5,S) 
DO 20 ICOL•=1 1 N 

C J:N'TROI:IUCE LAS liA ICES< PREVIOS F ACTORES*M•JUNTA > 
C PARA OBTENER LAS EIGENCOLUMNAS. 

e 

e 
e 

e 

c 

e 

e 

:1.0 

20 

CALL. ZEF:O<N*N,B> 
DD 10 I•==lrl. 
zr~ZEROS<ICOL,IP>*•<I-1) 
DíJ :t O K= 1 , N 
DO l.O J~=l. ,N 
BCJ 1 K,1>•B<J,K 1 1)tSCJ,K,I+5>*ZI 
FORMA LA MATRIZ Q DE EIGENCOLUMNAS Y LA ALMACENA EN 8(1,1,3> 
CALL MOVECN,B,SC1,ICOL,3>> . 
FORMA LA MATRIZ DIAGONAL D CON -1/CERO Y LA ALMACENA EN 
sc1,1,4> 
S<ICOL,ICOL,4>=-1,/ZEROS<ICOL,IP> 
FORMA LA MATRIZ IDENTIDAD I y LA ALMACENA EN sc1,1,1> 
sc1crn.,1coL,1>=1.o 
OBTIENE ª**-1 y LA ALMACENA EN sc1,1,5) 
CALL MAINV<N,S<1,1,3>,S<1,1,5)) 
HACE Q*D*ª**-1 Y LO ALMACENA EN 8(1,1,2) 
CALL. BRAINY<N,N,1,sc1,1,3),N,N,1,S(1,1,4),B) 
CALL BRAINYCN,N,1,e,N,N,1,s<1,1,5),SC1,1,2)) 
GUARDA LA MATRIZ Q*D*Q**-1 EN EL ARREGLO B 
l=NP--:CP+2 
CALL MOVE <N•N,sc1,1,2>,BC1,1,I>> 
WRITEC6,40l I,<CB<J,K,I>,J=1,N>,K=1rN> 

40 FORMATC5X,2X,I3,3X,10(1X,F712>> 
C NUEVO FACTOR=CI+Z*íl*D*0**-1>~<I+Z*B> 
C FORMA NUEVO FACTOR*CPREVIOB FACTORES*ADJUNTA) Y LOS ALMACENA 
(" EN S <:t , 1, 6 > 

WílITEC6,50> <<<SCJ,K,MN),J•1,N) 1 K•1,N>,MNa1,2) 
WRITE<6,50l <<CSCJ,K,MN>,J=1 1 N) 1 K=t,N>rMN=6,<5+L>> 

50 FORMAT<~X,10C2X,F7,2>> 
CALL BRAINYCN,N,2,s,N,N,L,sc1,1,6>,sc1,1,~+6)) 

30 C:ALL. MDVECN*N* CL.+1) 'so, 1, L+6). set, 1, 6)) 
CAl..L MOVl:i:CN*tl,A,B) 
RETUl~N 
END 



fJUDROUTINE FllDDEJ(N,11, l\lNV,DET rllO,JUGrP) 
COHPLEX l\,llINV,DET,llDJU01P 

e ESTE PROClRllMI\ IN·JIEíHE UN/\ Ml\TRIZ r•E NHN POR UN HETODO 
C Dl\DO POR Fl\DDEEVV Y SOHINSKI1 

DIHENSION llCN,N>rllINV<N1Nl1llDJUGCNrN>,r<NI 
Cl\LL HOVE<N*N,11,1\INVl 
DO 4 l\=1,N 
P<K>=o.o 
IIO 2 Icl,N 

2 PCK)=P<K>+llINV<Iril 
P(l\)•P<Kl/FLOl\TCK> 
IFCK.EQ,N) GO TO 5 
CflLL HOVE< N*N, 111 NV, l\DJUG > 
!•O 3 I=l rN 

3 llDJUOCI1I>=llINVCI,Il-P<K> 
4 Cl\LL DRl\INYCNrN1l111 1NrNrlrl\DJUOrl\INV> 
5 Cl\LL HOVC:<N*NrllDJUO,l\INVl 

IF<CllDSCPCN>l,LT,1.0E-30) 00 TO 7 
DO 6 I=l,N 
DO 6 J=l,N 

6 i\Hfv<I,Jl=llINV<I,Jl/PCN) 
7 rf!'.'T=P<N> 

IFCHODCN,2l,EQ,1l RETURN 
DET=-DET 
DO B I=l,N 
DO 8 J=l,N 

8 llDJUGCI,J>=-llDJUGCI,J) 
RETURN 
END 

SUBROUTINE HEl\TCNRX,NCX,LX,X,NRY,NCY,LY,Y,LG,0) 
C COHPLEX X,Y,O 
C PfiOGRl\Hll OUE EFECTUI\ CORRELllCION MUL lICllNAL 

DIMENSION XCNRX,NCX,LXlrYCNRY,NCY,l.Ylrl3<NRXrNRY,LGl 
Cl\LL ZERO<NRX*NRY*L.G,13) 
MIN=HINO(LG,LX> 
l•O 1 M=l ,NRX 
DO 1 N.,1,NRY 
DO 1 L=l ,NCX 
DO 1 J=l ,MIN 
LDOT=MINOCLY,LX-J+ll 
DO 1 I=l,LDOT 
K=ItJ-1 

C SI LI\ VEBSION ES COMPLEJI\ ENTONCES EL ULTIMO lEr<MINO 
C DE Lll SIGUIENTE INSTRUCCION DEI•E SER: CONJCYCN,Lrl)) 

G<H,N,Ji=G(M,N,JltXCH,LrKl*YCN,L,Il 
RETIJRN 
END 

SUt<ROUTINE MllINV < N, 11, B > 
C ESTE PROGRllHI\ Cl\LCLiLI'\ LI\ INVEF:Sfl [•E UNf\ Hl\TRIZ 'l'I' 

COHf'LEX 11, B, DET ,(IDJUG, P 
C NHllX=VllLOR HllYOR DE N 1\ PROCESAR 
C [IIHENSION l\[•JllG<NMM*NHl\X) rf'<NHl\X) 

DTHENSION l\[IJUG(41,PC21 
DIHENBION l\CN*Nl,E<<N•N> 
CllLL Fllfü•EJ< N,11, B, C•ET ,lltiJUO rP) 
RETUHN 
END 
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SUBROUTINE NOHMEQCN,H,LF ,F ,r;,G ,f'I ,f'IP,D,DP,Vf'l,VB,Df'l,DB, 
lCA,CB,CF,Gf'IM> 

C ESTE PROGRf'IMf'I HESUEL.VE Ll'IS ECUACIONES NORHl'ILES MUL TICl'l-
C NALES POR UN METODO RECURSIVO 
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DIMENSION FCM,NrLF>,RCN,N,LF)rG<M,N,LF>,A<N1NrLF>,1'1P<N,N,LF) 
DIMENSION BCN,N,LF> 1BPCN,N,LF>,VACN,N>,VBCNrN> 
DIMENSION [lf'l(N,tl> ,narn,N> 
DIMENSION CACN,N),CBCN,N>,CFCH,N>,Gl'IHCH,N> 
CALL ZEROCN*N*LF,f'I> 
CALL ZERO<N*NtLF,B> 
Cf'ILL ZEROCM*N*LF,F> 
IlO 2 I=l ,N 
DO 1 J=l ,N 
Vl\CI,J>=RCI,J,1) 
VB(I,J>~nc1,J,l) 

l\<I,I,1>=1, 
2 D<I,J,1>=1, 

CALL SIHEQ1CM,N,F,R,G) 
ICLf,EQ,J .\ RETURN 
DO 8 L=2,LF 
CALL ZEROCN*N,DA> 
CALL MOVE!H*N 1GC1,1rL>,GAH> 
DO 5 I=l,N 
DO 4 LI=l rL 
LD=L-LI+l. 
DO~ K=t,N 
DO 3 J=l,N 

J Dl'IC I, J) =Dl'IC I ,J>-A<I ,K ,LI>*RCK,JrLD> 
DO 4 J=l,M 

4 GAH C ,J, I > ~GAM< J, I>-F <.J,K,LI> *í;<K, I rLD> 
D!J 5 J=l, N 

5 DBCJ,I)=Df'ICI,J> 
CALL SIMEOICN,N,CA,VB,Df'I> 
CALL SIMEOlCN,N,CB,Vl'lrDD> 
CALL HOVE<N*N*L,A,AP> 
CALL HOVE<N*N*L,B,BP> 
DO 7 J=l,N 
DO 7 l\=1 1 N 
DO 6 LI=l rl 
LD=L--LIH 
no 6 1=1, N 
l\CI,J,LIJ=l\CI,J,LI>tnA<I,K>*BPCK,J,LD> 

6 BCirJ 1LI>=BCJ,J,LI>tCBC1rK>*AP<KrJrLD> 
no 7 I=l,N ·-
VA<I,J>~vAcr,J>-CA<I,1<>*DR<K,J> 

7 VBCJ,J)•VBCI,J>-CB(I,K>*DACK,J) 
CllLL SIHEQ1<H 1N,CF,VB1GllM) 
DO 8 LI=l 1L 
Lfl=L-l.Hl 
DO 8 J=1 1 N 
DO 8 Kal ,N 
DO 8 Icl,M 

8 F<J,J,LI>•FCI 1J,LI>tCF<I,K>*B<K,J,LD> 
RETURN 
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SUBfiüUTINE S!MEíllCM,Hrl'lrUrC> 
C EGTE PROGRl'IMl'I RESUEL•JE UN SXSTEMl'I 111;: l::CUl'ICIOtlES SIMUL TI\- lSl 
C NEllS OUE INVOLLIC:fil\N UNl'I Mll'TRI7. fJIMETRICl'I 

DlMENSIOtl SC25,25) 

e 

DlMENSION l\(M,N>,O<N,N>rCIM,N) 
CllLL MOVE<N*N,D,S) 
CllLL MllINE<N,5,D) 
DO 1 I=l,M 
DO 1 J=l ,N 
l\<l ,J)"º•º 
DO 1 l\=1,N 
1\11,J)=lllI,J>tC(I,K>*BIK,J) 
Cl'ILL MOVE IN*N, S, I< > 
RETURN 
ENI• 

suBRounNr:: w1EHER<N,Lx, x, H,L.z,z ,Lr1, (w, FL.oofi, 
1LF,F,E,LYrYrS> 

FILTRO W!ENER HULTICllNllL 
DlMENSION Xl1),Z(1),F(1),E(1),YC1),S(l) 
NN=N*N . 
NNLR=NN*LR 
HN'=M*N 
IR=1 
Jf\.=HNNL.B 
IB=ll'l+NNLR 
11\P=IB+NNLR 
IBP=ll\PtNNLR 
IVl'l=IBNNNLR 
IVB=IVll+NN 
II<ll=IVEHNN 
It1B=IDl'ltNN 
ICll= IDB+·NN 
ICB=ICll+NN 
IG=ICD+NN 
ICF=IG+MN*LR 
lGllM=ICFtMN 
IH=IGllHtMN 
IFGT.,IH+M*M 
Cl'ILL HEl\TCM,1,LZ,z,M,1,LZ,Z,1,S(IH)) 
IF<LW.LE.1> L=LR 
IGZ=IO+MN*LW 
IRZ= IR+N N*LW 
IF<LW.GT-.1.1\ND,LW,LT.LFO L=LW 
IF<LW,QT,1,1\NI•,LW.Lf,LR> CllLL ZERO(MN*ILR-LWl,S(lGZ>> 
IF<L.W,QT, 1, l'IND ,LW,L T ,L.R) Cl\LL ZEROINN*ILR-Lw 1r:.11kLI1 
IF<LWoGTolollN[l,LW,GE,L.Rl L=LR 
CllLL HEllTCM,1,L.Z,z,N,1,L.X,X,L,S(IG>> 
Cl\LL HEllTCN,1,LX,X,N,1,LXrXrLrS<IR>> 
IF<LW.L.E.1,0R.L.LE·1> GO 10 2 
DO 1 K=2rL 
IGK=IOtMN*<l\-1 > 
rnK=IRtNN*<K--1 > 
WlNI•OW= 1, 0-FLOl'IT C K·-1) /FLOllT < LW-1 > 
Cl\LL SCllLE<WINDOW,MN,SCIGK>> 
Cl\LL SCl\LEIWINDOW,NN,SIIRK>> 

2 CALL RECUR<N,M,LR,s,s<IHl,S(lG),FLOOR,LFr~•E13(1~) 
lrD<ID> 15Cil'IP>,S<lBP),SIIVl'll,S<IVB>,S(1Dl'll,S<IDB),S(lCll>r 
2S(lCB>,SIICflrS<IGllMlrSIIFGTI) 

L Y=LX+LF--1 
Cl\LL BRftIMY<MrN,LfrF1Nrl1LX,XrY> 
Rl::fUfiN 
r:Nt1 



SUBROUTINE RECUR<N,H,LR,R,H,O,FLOOR,LF,F,E, 152 
1A,8 1 APrBPrUA,VB,DA1DB,CA,CB,CF,GAH,FGT> 

DIHENSION F<HrNrLR>rRCN,N,LR),GCH,N,LRl,HCH,H> 
DIHENSION ACN,N,LR>,APCN,N,LR>,B<N,N,LR>,BP(N,N,LR) 
DIHENSION VA(N,N>,VBCN,NJ,[IA(N,N>rDD(N,NI 
DIHENSION CA(N,Nl,CBCN,N>,CF(H,Nl,GAHCH,Nl 
DIHENSION FGTCH,Ml,ECLR> 
CALL ZERO<N*N*LR,A) 
CALL ZEROCN*N*LR,D) 
CALL ZERO<H*N*LR,F) 
DO 2 I=l,N 
DO 1 J•1,N 

VA< I , J) •R ( I, J, 1) 
1 VDCI,Jl•R<I,Jrll 

ACI,I,1)"1• 
2 DCI,Irll=l. 

CALL SIMEQ1(H,N,F,R 1 01 
LF"l 
CALL HEAT<M,N,1,F,H,N,1,G,1,FGT> 
E<1>=1.0-SPUR<H,FGTl/SPURCH,H> 
IF<E<l>.LE,FLOORl RETURN 
IF<LR.EQ,1) RETURN 
[10 9 L=2,LR 
CALL ZERO<N*NrDA> 
CALL MOVE<H*NrG<1,1,L),GAHI 
DO 5 I=l,N 
DO 4 LI=1,L 
LD=L-Litl 
DO 4 K=1 1 N 
[10 3 J=l rN 

3 DA<I,J)•DA(I,J>-ACI,KrLil*R<KrJ,LD> 
DO 4 J=lrH 

4 OAH<J,Il•GAH(J,Il-F(J,KrLil*R<K,I,LD> 
DO 5 J=lrN 

5 DBCJ,Il•DACI,Jl 
CALL SIHED1<NrNrCA,VB,DAl 
CALL SIHEíllCNrNrCB,VA,DBI 
CALL HOVE<N*N*LrArAP> 
CALL HOVECN*N*LrBrBP) 
DO 7 J=lrN 
[10 7 K=l rN 
DO 6 LI=lrL 
LD=L-Litl 
110 6 I=lrN 
A<I,J,Lil•ACI,J,LI>tC~CI,Kl*DPCK,J,LD> 

6 D<IrJrLil•DCirJrLiltCBCirKl*APCK,J,LDl 
DO 7 I=lrN 
VA<I,J>~VA<I,Jl-CACI,Kl*DBCK,JI 

7 VBCI,J>=VB<I,J)-CB(I,Kl*DA<KrJI 
CALL BIHEíl!(HrNrCF,UD,GAHI 
DO 13 LI=l,1. 
l.IJ .. L-LI+l 
[IQ 0 J=l rN 
110 a K•l rN 
[10 B I•l ,H 

O FCI,JrLI>=F<IrJ,LiltCF<I,Kl*D<K,J,LDl 
CALL HEATCHrN,L,F,~,N,L,G,1,FGTl 
E<L>•1,0-SPURCH,FGTl/SPUR<HrH> 
LF"L 
IF CE C Ll .l.E, FLOOR > RETIJRN 

9 CONTINUE 
RETURN 
f:'.Nl• 
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