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COHENTARI0S PREVIOS

Las técnicas de Identiflcacién han tenldo un gran Impacto en el

#rca de contro) y ha Interesado a numeroscs qrupos de Investlga
dores de estecampo,

La posibilidad ve combinar estas técnicas con herramlentas cong
cidas de control, ha abierto nuevos horizontes de Ingenlerfa, &
través de la Implantacién de cstratenlas robustas y eflclentes

en el control de diversos tlpos de sistemas,

€ste trabajo fué motivado por el Interés que existla en varlos
grupos de la UNEN, de utilizar técnicas de identiflcaclén de sls
temas dindmicos discretos.

€l objetivo Inlcial era implementar algunos algaritmos y verl =
ficerlos en experimentos simulados para que estuvieran a dlspa-
siclén de utilizarse sobre datos experimentales.

Crecnns que estos objutivos fueron ampliamente cublertos. Los
pragramas estdn siendo utillzados en el Instituto de (ngenlerla
y en la Divislon de Estudins de Postgrado de la Facultad de in-
genleria de la UNAM. En cuanto al Informe, los caplftulos 5, b
¥ 7 de este trabajo documentan los fundamentos y propledades de
los algoritmos en cuestibn, y en e} apendice D se encuentran los
Ilstados de los programas.

Ocbido & 1a enorme dispersién de la |iteratura sobre este téplco
adn en desarrolla, la comprenyién de las técnicas de fdentlflica
€18n obligd & la decturs de qran cantidad de trabajos. Lectur:
screcentads ademés, por el enorme desconocimianto con que Ini -
<16 este estudlo,

vi

Esto fue 1o que motivé el contenido de este trabajo; servir por una
parte comw Informe de 1o reslfzado, para fines o refurencia perso-
nal, y por otro lado servir a otros compadcros para saber donde re-
currlr en la literatura, al tratar de aprender alqo sobre los pro =
blemas asoclados a Jas técnlces de Identificacidn. Por eso su agre
gan los capltulos 2, 3 y 4 y los apéndices A y B,

Este trabajo, en resumen, no tlene la asplracidn de ser un texto
(coma podria mallnterpretarse por su volumen), slno que cn primer
fugar es un trabajo de Tesls para asplrar al qrado do Ingenlero y
en sequndo Jugar, recoge alqunos resultados dispersos en la litera«
tura sirviendo a los fines de referencla que se menclonan en el pé-
rrafo anterlor,
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CPITULO
. b Antroducclon

1.4 Propdsito de la |dentificaclon

Antes de definir farmilmente qué entendenos por identif{fcar sistomas gie
ninioa, coviene introducir alguros problamas que justdifican la fdentifi-
cacifn.

el mism modd qu e tropieza con la diffcultad do defindr ¢l problam de

omuol, resulta impeible defindr el problam que da Jugar g 1a identifi=
aucibn,.

Podwos, sin ebargo aaracterizar algunas situaciones tfpicas a las quo la
fdatificmcibn beca dar una respuesta:

+ Antes da iniciar el estudio de eatrategias para contyolar una plan
ta es neacsario tener modeloa que describan, en forne me
para el oontrol, su canportamiento y la influencia del modio exte-
rior. Sin ese modelo la sintesis de un algoritro de untrol resul
ta inposible, ’

Muchags veces nos enfrentance a la situacitn en que arribar a wn
modelo adecundo de 1a planta inplica wn esfuerzo my grande, y pro
bablerente fuy Co6toso.

Para obtener ese modelo se recurre a las relaciones ﬂaico-qx!ni-_
cas bisicas que resultan del andlisis de los procesos que ocurren
en la planta. M cuando este andlisis puda dar wna estructura
general del nodelo matendtico, diffeilmente estableoe o cierto
grado de precisitn el valor de sus parfmetrus,

Una situacidn asi pueds ser salvada implantando estratxfas da
oontrol complejas, lo suficientanente “robustas™ camo para ser en
cierto modo insensibles acuales sean los valores exactos de los

parfnetros del modelo,

tn enfoque mis sencillo es el du planificar exerimntos quo entre
qun la informacién faltante o incorporar a las estrategias de con
trol procedimientos que calculen los pardmetros de la planta, am
base en mdiciones sabre el sistema, '

, Existen situsciones donde se descciocen las leyes que rigen la di-
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nénica de procesos de l.ntcxﬁ, por 1o que no es poeible obtenor wn
rodelo por precedimiento analftioos.

« Mxios sistemas poseen dindmicas variables en el tiempo, Si las
variacianes de s parinctroé son lentas, es posible pensar en uti
1izar prooodinicntos de estinaciSn do los valores de los parSmtros
quo edgan sus varfaciones, y oon base en éstas, calcular estrate=
gias variables de control.

. Otra situaci@n simtlar se produce en el control de sistemas po 14=
neales, aproxi rables por una lincalizacin en tormo a su punto de
operacidn.,

Paxicen abtenerse estrategias variables de control de la misma mne=
ra quo antes, s{ con hase en medtciones sabru la operacin actual
del efstem, se estirn W modolo cuyos pardmetios ee actualioen jun
to on las varfaciones del pnto de operacidn,

. Bn cmtrol estocdstico es do suna inportancia poscer rodelos adecus
dos de sistemas con perturbaciones aleatorias, que scparen dichas

pertwbaciones de la dindnica de interés,

Ua sible drenor exm rxiolos & partir de chwervacionee schiv el sis-
tome?

¢n qub condicianes y amn qué precisién?

Hay varias cosas on oon(r es estas situaciones:

4

¥ El modelot se trata de obtener wn rodelo materftico de la planta,

2) log datost ee recwrre a la experimentacin y las obscrvaciones
sabre las variables del sistema., En particular las
entradas y las salidas.

3 El propSeitot el objetivo de ident{ficar el nodelo es el do dise~
far e {nplantar estrategias de control o al muoe
prodecir el oonportandento del sigtem.

Estos trus elementos estfn estrechamente vinculadoss

51 el objetivo final es construlr estrategias de cantrol, los modelos a
1denti ficar deben ser apropiados para propSsitos de comtrol. Las téonicas
de correlacitn, que sirven coo ee verd, para estimar funciones do respues
ta a impulso, son pooo apropiadas para oantrol por asigucifn de polos, o
control de varianza rfnima,

No ¢8 casual la wlocidad y la direecibn de desarrollo del tema de fdentd~
ficacién on las Gltims décadas. Jnto a las cnicas de control clésico
cexisten nurerosas téanicas de detorminacifn de mdelos adecusdos, el and-
1isis en frocuwncia. B el control mxemo la tendoncia cs a utilizar mits
frecuentanente modelos paramétricos de descripeifn en variables de estado.
El desco de determinar dichos modelos con base cn datos experimentales ha
sido m gean impulsor de las técnicas modemas de identificacibn,

Se puwden omstrulr rodelos matemiticos de formus my diferentes. Dos



fonas extrenus podrfan ser a partir exclusivamente do consideracioncs tof
rices, © solamenty e datos experimentales. la identificacién oonafste en
1a (eterminacifn de nodelos matemiticos a partir de datos experimentales.
Core se word, estos pétodos permiten incorporar la informacion ®a priorl®
Gue e tonga & partir de consideraciones todricas. la experiencia en esta
&rca ha anfirmado quz se obticnen resultados nés precisce cuando se incor-

poes esto comociniento apriorfstico.

1.2 Quu' s la ldentiflcaclon paramdtrica

Duuce wn pato de vista nds general podenoe caractexizar la fdentf ficacifn

por taen el en oor dencia oon los que se macionaron on la eec

ciln antervior.

los ditos 0D {conjunto de schales) .

o los nexdeles 8 gl (conjunto de rodelos)

El eriterio €.

El prabless do fdentificacidn puxde resumiree camos

6

Dados low clatos D £ D, encontrar el modelo N cl, que explique mejor los
datoa D en el sontido del criterioC. '

Do esta form el problem de identificacitn se transforms en un problema de
optimizacitn. :

El criterio, El criterio C estd vinculado oon el cbjetivo do la identifica

cién y debe de medir qué tan bueno es wn moxdelo para explicar los datos ob-
scrvados.  En guneral el criterio se pone en ténunos de la minlnizacion de

wa funciGn duo coato.

Lo datos. Son mediciones sobre el sistema. En lo que me trata en este

trabajo san colecciones secuenciales de entradas y salidas del sistera de

interés,

Los modelos,  Restringirenos el espacio de bisqurda de modelos a wn conjun-

toMy quo en nuestro case serd el de sistemus lincales, fnvariantes en el

tiempo, de parSmetros concentrados, en tiempo discreto y de orden finito,

fig 1.2



" Ewte oonjunto M estd pararctrizado en 8,vector de parfmetros. Es decir que
hay una corresjondencia biunfvoca entre los vectores 0 € 6, y los sistemas

LA

Ident [ ficar ol nodelo M oserd entonoey equivalente a encantrar un vectar 0

e pardawtros, que deternine dicho modelo.

Por rzaws que resultin obvias, esta clase de identificacifn sc denomina

dduntificacilan parandtrica.

1.} Observacivnes sobre el enfoque del problema.

I txlo lo que sique no hareros distinciones entre loa sistesns y loe no-

xh.-'lo- mtemitiocos que repruscntan su oamportamiento.

llay wa srie e pivgntas y de inposiciones que debepos hacer a los néto~

dos & {dmtificacifn, plantearenos algunas de ellas.

Log primeios resultabs que se obtuvieron en identdficacién partfan de la
basn que los datos D eran gonerados por un sistema ¥y edb. B virtud de

elio la ldentificaci@n buscaba reconstruir #y.

Euta syposicitn es nuy acstrictiva pus sigone que el elstom real S queo
prajue los datee D es exactarente representable en la clase M o Para efeg
tos &y control suypondreroe wna clase M nuy limitada, mientras que los
sistems roales son por lo general no lincales, de orden no finito, varia-
blus on el tierpo, etc. A Jo suw podrenoe Aspirar & aproximar ¢l compor

tamfento de 8 con wn M € X . Pero si realmente Moo A, los algoritie deben
ser oonsistentes, es decir que su resultado debe ser el propio M,(o un mo~
delo muy proximd.

Sin olvidar que loe sistemas que trabajaremos tienen perturbaciones alca~
torias dubomos respander a dos interrogantes en la identdficacitng

§) ¢Cuil es el nodelo estinndo?

1)) ¢Con qub precisifn se obtuvo?

Para responder a esto ¢s my Gtil poner el problema en un contexto esta= .
distico y poder usar algunos de los poderosos resultadoe de la estadfstica.
Es lo que haranos, Dubcios destacar, sin enbargn, que la mayor parte de
los criterios quo usdremos cn W contexto estadfstico tiemen sentido adn

on wn contexto detemingstico, per se.

Los datos que se usarfn san experinentales, cabe prequntar entances si hay
formas Sptimas de planificar los experimentos:

. dqud sefiales de entrada deben warso en la eeriaentact@n?
. ¢hay ociales 6ptinns, en el sentido de dar resultados mis preciece?
As{ como la {dentificacibn es recurrir a datos experinentales para lleaar

a modelos matemiticoe, tanbién en la blaqueda de respuestas a algunos pro=
bloms tofricos de identificacifn se recurre a la simulacitn.
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Coeo e verd, lamayor parte de los resultados son de caracter asintético,
©s decir qu ean vElidos para un nirero de checrvaciones N —— w, La pri

O pleguta que surjo es:

+ LQub tan vdlicos san esos requltados para un nGmero £in{to N de ob~

serwciones?

Pars responier se han hecho extenafsims simlacionos y experirmentos o
distintos rétmics,

Otras preguntas que ton problemas de identif{cacitn sani

« s posible ickntificar cualquier sistuma?

. ¢Es poeible jdentificur indistintamente cn 1420  ahierto o cerrado?
« OO0 afectan las perturbaciones al proceso de jdentificacién?

1.4 Proposito y desarrollo del presente trabajo

s Lindtarenoo, ouo se ta dicto, o a fdentificacidn do wistens lincales
un denpo dscreto,de orden {inito, invariantes en ol tienpo. las descrip-
cigws e wrerps scn de entrada-salida,

Se cstuliarin alguos de los nftodos nds usados en los Gltimos awe: mini-

now cuadraios, niniwe cuadrados repetidos, mininos cuadrados goneral{zados,
variables instrunentales, rxime verosinmdlitud y sus versiones (o aproxima-~

n

10

cionea en algunos casoe) rocursivas.

nit)

ult) A |y

fig 1.3

En la primera parte tratarunos los resultados de Estadistica imds importan-
tes y oo criterios que se utilizardn lugo, El capftulo 2 euta dedicado

por g0 a la estinacidn parandtrica.

En el capftulo 3 se unifica la notacitn de algunos téminos de prooescs es-
tocisticos. Se generan cefiales que servirdn lucgn oamo entradas y perturba
cloncs de low elstemas eimulados,

Se discuten en ese mismo capftulo, nﬂtodoe cldsicos de {dentificaci@n no
paramftrica de sistemas oontfnuos.,

La clase do datos D) os la do suowaionon {u(1)), {y(t)} do ontradas y suli=
day al sfstama (ver figura 1.3)., Anbas sucesiones; son de clanentos acota=
dos parat =1, 2, ... N, Junto con los métodos, se determina qué tipo de
scfial debe ser {u(t)}. (Se introduce el conoepto de "excitacitn persisten=
te").
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In el capftulo 4 se estudia la clase de modelos M e9 decir de loa slstamas
discretos, linoales, ..., o perturbaciones aditivas de espectro racional,

Los capftulos 5, 6 y 7 estdn dedicados a los métodos de identificacitn, o
mis propianunte a los criterios € y a la discusitn de las propledades de
los moxdeica identificados segln cada criterdio.

n estes capftulos se realizan simulaciones con sistemas dicrotos y se
idcr tiffcan éstos para wrificar las propiedades tefricas de los algorit-
wmos de idontificacin cstudiados.

S0 introducen a travds do ejonplos algunas téonicas de determinacién del
onkn y aspectos de la estructura del modelo.

In Jos apfaliows s jncluyen los programas que se Lnplantaron para llevar
& lu practica los métodos descritos y se discuten algunas consideraciones
do uaracter nunfrico y resultados importantes de la estadfstica.

I resunn, el tratnjo puede considerarse dividido en dos grandes partess
'll  la quo wrreipa'e a los capftulos 5, 6, 7 quu trata do los slgorit-
moe do {dontificacitn, y 2) la de los capftulos 2, 3y 4 quo integra

W serie de resultados y definiciones usadas & 1o largo do la exposicién

do los algoritmos de ldentificacifn,
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1. ALGUNOS ELEMENTOS DE ESTIMACION PARAMETRICA

g1 __Plantgy del problyma

6ra X una varfablo aleatoria (v.a.) de denwsidad de distribu-
c.6n (d.d.d)} conocida en la forma (xlxlﬂl. dependionte del pa
riimotyo 0, Se considera qua 0 ea un parimetro vectorial de

dymensién finita ki

T

8 e 10, wuyy °h’

donde Ot, i« 1,..., k son par&matroe eacalares.

El vector © determina completamente la funcién 6X' es decir

i ®» un elemento de la familia de funciones gxlxlol, paramg-

trizada en ® ¢ 8 (conjunto de valores posibles do 0).

51 el vector & no es conocido, pero la variable aleatoria X
es observable, se puede tratar de estimar 0, es decir de infe
rir su valor a partir de la i{nformaci6n contenida en observa-

ciones X,, Xg4 X’, e )('l de X,

Esto puedo hacorse de muchas maneras y con distintos métodos,

Se distinguen dos clases especiales de estimaciéni

a) Eetimacién puntual = A partir de las observacionus ae

estima un valor del pardmatro desconocide 0.

b) Intervalo de estimaci6n = A partir de las observacioncs
gse tiene como resultado un intervalo de valores posibles

para 0.

Nos concentraremoa cn la eatimacifn puntual. Vercmos dos mé-
todos de estimacin: por mfnimos cuadrados y mixima verosimi
litud. Otros métodos como por ejemplo: métodos de momentos,
mfnima distancia, estimadores bayesianos, minima entropfa,
etc, puoden verse en M.G.Kendall & A, Stuart]33)(1961); A,

Mood, F. Graybill, B. Boes|37|(1974).

Se discuten algunos criterios que permiten juzgar qué tan bug
no es un método y comparar distintos métodos entre 8f en di-

versas situaciones.



Deflniclones bisicas

Notaci6n, Las variables aleatorias se escriben con may@scu=~

las, y sus valores con mindsculas.

Convergencia
a} Sca (XLI £ e 1,2,...) una sucesifn de variables aleato-

b)

c)

rias vectoriales con funciones do distribucién

(F‘ i 4 1,8,.0,}, 6e dice que Xl converge en distribu=
cién (o en loy) a la variable aleatoria X de dfstribu-
ci8n Flx]l st la sucuesidn Fi(llconvmrgu a F{x) en todo x

donde F(x} es contfnua,

Se uscribe: Xc d“;»( (2.1}

Se dice que la sucesifn (Xi P4 1,2,00,) de via, X‘ con
verge en probabilidad a una v.a. X, si dados c,4$>0, exis-

te un natural N tal que para todo 4N se cumple:

"(lll - Xj>cles (2.2}
§e ascribe
X, Bobe, (2.3)

Se dice gque una sucesiln (Xt s 40 1,2,...) da v,a. X‘,

de segundos nomentos finitos, converge en nedia cuadrdti-

a & una v.a. X ei: .

d}
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Sae escribe:
X, Mty {z.5)

Se dice que la sucesién lxi s 40e1,2,...1de v.a.X; con-
verge con probabilidad 1 (o "casi seguramente”, o "excep
to en un conjunto de medida nula™), a una v.a. X si da-

dos ¢,68>0, existe un natural N tal que:
P(lx¢ - Kjce# pN)>1-8 (2.6}

Se escribe:

X, phob ! _ ¢ (2.1

Las anteriores definiciones de convergencia no son indepen-

di{entes entre sf, guardan las sigulentes relaciones:

Convergyencia en
media cuadritica
Convergencia Converyencia
en [::> en
probabilidad distribucién

Convergencia con
probabilidad 1

Obsérvese que no se ha restringide X a ser escalar.



usstra aleatoria

Diromos que X,...X" e8 una muestra aleatoria (m,a, o muestra
sleatoria simple) de largo s de la v.a. X de densidad de dig
tribucién ‘x“|°| st

1) X, dediin es a su voz una v.a, de d.d.d. ‘X“tlm‘

t1) La densidad de distribueién conjunta de XI...X" asy

(x,“_xn lt,-..x"lel <yl lel oo, fglx, 101 (indepen-

dencia estocdstica).

Eutadfstfca, Es cualquier vector cuyos elementos son funcio-

net conocidas de la muestra., Sicndo sus argumentos variables

aleatorias, la estadfstica es a su vez una variable aleatoria.
P. #j1 una estadfstica T de dim. & es un vector de la formai

T
T lT,ll,...x”l, Tzlx,....,l"l,....T‘lx'...x")l

De acuerdo a esto T‘., { e+ l,..4 son también estadfsticas (es-

calares).

Una ostadfstica establece upa correspondencia T 1L+ r* donde

& 0 0} conjunto de valores posibles do X, .. X ¢

X (x,...xn ' ‘Xl"'xn (l'..lnlﬂ) > 0],
Cuando notemos a una estadfstica como T,¢ estarenos diciendo

que se trata de una estadistica de una muestra de laigo a.

Estimador. ODiremos que una estadfstica T es un estimador de
una funcién 1(0) {es vectorial en genecral), si el valor da T

estima el valor de t{8).

La estadfstica T, como funcién se denomina estimador de t(0)},

el valor qua asume T para una muestra particular Kook, Be

depomina estimado de 1{0}

Para indicar que T es cstimador de t(8) escribiremos 71(8) en
lugar de T, Como caso particular, la estad{stica que estima

L)
el pardmetro 6 se escribe B.

Pasemos a ver cudles propiedades serfa deseable que tuvieran

los estimadores.

Un estimador T, como toda estadfstica es una varjoble alcato-
ria, con alguna denstdad de distribucidn 61»“|°'- En la figu
ra 2.1 se han dibujado algunas densidades ‘T arbitrarias. Pa
ra que la estimacién sea muy préxima al valor real de 110) se
podrfa pedir que los estimadores tuvioran sus densidades de .

distribucién m&s concentradas alrededor de t{0). Por ejemplo
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Figura {2.1)

qua su media fuera 1(0} y su varfanza pequefia, En forma in=
tuitiva se ve que una densidad como ‘; es mejor que una como

‘;, y una como ‘; es mejor qgue ambas.
Formalicemos algunod conceptos:

Istimador consistente. Se dice que una sucesibn T (n ce ol
laryo de la muostra) do estimadores de clerta funci6n 1{0}
del parimetro 0 es consjiatente .si para n » = r" converge con

probabilidad 1 a t{8}:

T" prob, 1 118}
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Se dice que la sucesibn T’l es debilmenta consistente sf la

convergencia es en probabilidad

T, BRb: (o) i2.4)

Obsérvese que esta definicibn de consistencia no implica nin
guna condicién para muestras finitas, es una propiedad asin-

tética, para muestras crecientes.

Estimador insesgado. Un estimador T" de 1(8} es insesgado si

au media es t(0) E(T”) « v{0) para todo n y todo & € 0.
El sfmbolo £ se usa para indicar media (valor euperado),

Notemos la diferencia entre ambas propiedades: la primera

implica que el valor esperado tiende al valor real t{0} y la
dispersién se achica arbitrariamente conforme n + =, La se-
gunda no dice nada respecto a la dispersifn puro asegura que

en todo n la esperanza del estimador cs T(0],

La eleccién deo la media E(T”) como medida de la bondad de la
estimacién es arbitraria,se podfa haber elegido la moda, me=

diana, etc.

Esta eleccién tiene sin embargo grandes ventajas en el cdlcu-

lo.
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§1 un estimador no es iusesgado, se dice que es scsgado O que

tiene sesyo,

Ejemplo 2.1. Sea X una v.a. de media p y varianza 02. Sea

X‘...Xn una muostra aleatoria de X. Se quiere estimar p y u!l

.’ . Iu.u'l y se proponen los siguientes estimadoreas:
Ar £y Az
8" e [u, 0°), von

boew ';:‘\

e X e L 3
nia 4

a1

o = T {x, -1l
nL-_,l

- [ I .
entonces: | Elu) » El; I, "4‘.";1' E(lt "l’ s m eh .’ es insesgado
at 1" -8 Nl 2 .
Ela’) = E(2 1'2 llt-xl by -0 '+ es sesgado

Se puede ver (rusultado de la ley fuerte de los grandes ntme-

ros, apéndice B) que ambos estimadores son consistentes, y

por lo tanto el estimador g . (.‘4.3’17 es un estimador consis~

tente y sesyado do 0 ¢ “"02,7_

~ L]
Puede mostrarse fic{lmente que el estimador 8° » {y, S'l [T}

consistents e insesgado, donde st. F%T 41:' lr, - ?l’.
. .
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2.3 Varldnza del sstimador

Para un mismo vector 1{0) pueden haber varios estimadores, in
cluso todos cllos consistentes e insesgados ¢Qué otro crite-.
rio puede permitir la comparaci6n entre estos estimadores?

Si un estimador es insesgado, naturalmente surge la varianza
como una medida de su bondad. 51 el estimador T es real (und

dimensional), es claro (ver figura (2.2)) que cuanto menor

3
't

re J
Figura (2.2)

sea su varlanza, al estar su densidad de distribucifén nds con
centrada alradedor de 1{8), mejor serd la eatimaci6n. Euta
idea me ha usado desde mucho tiempo atrds (Gauss, Laplace),
y resultados m&s modernos (C.R. Rao, Crdmer, Aitken, S{lver-
stone, Bhattacharyya, y otros) han mostrado gue eximsten cotas

minimas para la varianza de un estimador.

81 T es un estimador de t (8] (vector), entonces T es una va-



LX]

riable aleatorin multidimensional.

Sean )
ALk Tixg o)
AL H T« :
1giol Tslx,...x“

.

Supongamos que T as 1ns;sgndo e E{T) e xl0),
Se dofine la matriz de covarianzas de T comoi
cov (T) » (021) donde °2j s cov [T‘, T/] {2.9)
usto es
cov (T} o ELT - 1) (T - 1)) (2.10)

Nitese que los clementos diagonales son law varianzas de TL'

{e1....8
0y * var (T} . (2,11}

Elipsoide de_ concentracifn

Se dofine @l elipsoide de concentracidn de un estimador T in-

sesgado de T(6) como el interior y la frontera dol} clipeoide:

..
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(1 -tte)])" eov (717" [T - v{0)} » S0z 2.2

El elipsoide de concentracibn es una medida de la dispersién
del estimador T en torno a su valor esperado (t(0]). La die-
tribuci6n de un estimador T' cuyo celipsoide estd contenido

dentro del elipsoide correspondiente a otro estimador T", o=

td mds concontrada alrudedor do T{0],

Se dibuja en la fig, (2.3} el elipsoide de concentraciSn de

un estimador arbitrario 7, de dim: S «¢ 2,

v.(0) o)
[

U

-1

T
Figura (2.3)

Se puede interpretar el elipsoide de concentracién como una

genoralizacién del concepto u ¢ Ko en Rl (kK o /%)

Como el determinante de la matriz de covarianzas: cov {T),
o8 proporcional al cuadrado del voltmen de su correspondiente

elipsoide de concentracién, se puede generalizar el concepto
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de variansa:

Varianza gencralizada de Wilks. Sea T « IT,-.-TSIT un esti-

wador insesgado de 1{a) « lT,IOI....,Ts(BIIT, gse dofine la
varjanea gencralizada de Wilks como el doterminante de la ma

tris de covarisnzas de Ti
ol + det [eov (1] = det [ECIT-ri0d)T-rioN Y] (2.13)

Antee de ver cotas minimas de la vari{anza de un estimador in
troduciremos: los conceptos de estadfsticas suficientes y fun

ci6n do verosimllitud,

Funcifp de_verosimilitud de una mucstra

€1 la denstdad de distribucibn de una v.a. X a8 ‘xll|ol, que
cepende de un pardmetro 0 desconocido, llamaremos funcifn do

verosimilitud da una muestra aleatoria X,.. .Xn da X at

L‘:'.-nlnlal . ﬂxlx’|ol 6x(11|01 coee gyl del 12o14)

Esto es la densidad de disdribucifn conjunta de x,,,.xn. Se
’ introduce esta notaci6bn {por R.A, Fisher) cuando pe la consi-
dera como funcibn de 0 dadas las observaciones x,,..x,, dis-
tinguiéndola de la densidad conjunta que es funcifn de las

observaciones posibles, dado el valor del parkmetro 0.

Ax
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Ejemplo 2.2. Sea X una v,a, de distribuci6n normal Ny, o'l.
Coneideremos una muestra aleatoria de Xs X,..Xn, la funcibn

de verosimilitud resulta:

x,ul? (L e, u?
Lixgeox, fo) R P L P
n o/TM o/7l o/l
luego
I )2
- L {x,-qp
o7 ! wf st
le,..lnllu.o 17 e W 2 [2.15)

Teorcma 2.1, (Variables aleatorias en funcién de variables

aleatorias)

Sean X,..X” v.a. contfnuas con densidad conjunta de dietcibu-
ci6n ﬁx,”x”(x,..xnlol. y el conjunto I« ((x,..x")r

{x,.0x [08]>0), (2,16}
,..X" ! nl

Sea la transformaci6n V » Gix}, G: I ¥ € R" (donde

Glxlnxn) . lu,'.ynl.
51 se cumplet

1) G define una transformacién uno a uno entre- I y ¥y .

2) Existe el jacobiano de la traneformacidn inversa G". y )
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o8 contfnuo en ¥

aV, W,
J . : : le.17)
w, W,

3) El jacobiano J de la traneformacidn 0"no se anula en¥.
Entonces:s

La densidad conjunta de las varifables aloatorias V, .'.V" asf

dafinidas e

by oy, e dalo) < [ Gy e (67 Mgy e, )10) 8t lypeny,) oY
[} i (f)e0ey,] ¢Y

l2.18)

Corulario. Sea X una v.a. con d.d.d. §,(x[8], §,°0 en el eje

real. Sea g una funcién g¢ R = R invertible,

-1
Llamemos ¥ » gix}, ¥ es una v.a.; ai se cumple dyg r_._u("l es
contfnua y no nula en el eje real, entonces para Y'..V“ una

nucetra aleatoria de ¥ su funcifn de veroeimilitud esy
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-1 -1
dg iy dgTly )
Llu,...ynle) . -d—,—-u p f
. Yy i

ixls™ 11100 byl bt 1)

(2,19}

Estadfsticas suficientes. (Referencias|37],]33},43],29]}

Al ut{lizar una estadfstica para estimar un pardmetro, decfa=-
mos que Be trataba de extraer informaciOn de la muestra para

obtener el valor del parémetro,

Tomando una estadfstica cualquiera, ¢(estard esa informacién?
festard toda la informacifn que contiene la muestra sobre el

parfmotro?

Esencialmente, la muestra contiene informacifn sobre el pard-

metro puesto que su densidad de distribuciéni

5xj._'xn(x,..x"36) (2.20)

@s una funci6n que depende del pardmetro 0,

Las muestras de variables aleatorias cscalares son vectores
en R"; m&s exactamente son vectores de un conjunto LER",
donde I est& definido por el rango de variacién posible de

X,, .Xn. {ver (2.16)).

Una estadfstica 7. « (T ,...,, T IT es una funcibn
[ n g



29

Tnl A Rs, e declir que toma un valor en Rs para una muestra
cualquiera, Esta estadfatica establece una particidn de X en
clases de equivalencia definidas por la relacifn de equivalen

cla

X'Ce XTI e T, (x7)

cun X', X" ¢X

D emta forna lo que interesa, nds que el valor de la estadfs
t:ca es la estructura de la particién. Es decir,si los ele-

nentos X (ruestras) de una miama clase conticnen todos la mis
me informaci6n sobre el pardmetro, el valor de la estadfatica
para esa clase de equivalencia puade considerarse como repre~

suntante de dicha informacifn.

Nitese quu en el sentido de (2.20), la afirmaci6n de que los

slementos de una misma clase de equivalencia contengan la mis

PEe
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ma informacién sobre 0 quiere decir gue dado el valor de la es
tadfastica {es decir dada la clase de equivalencia), la expre-

8i6n (2.2) es independiente de 0 dentro de la misma clase.

Formalizando este concepto se dan dos definiciones equivalen~

tes:

Definicibén 1. Sca X,...X" una muestra aleatoria do una v.a,
X de d.d.d. {(x]0). Una estadfstica T s (Tp,...., TSII se
dice que es guficiento para el vector de pardmetros 0 si y 86
lo ai la distribuci6n condicional de X,..X” dado el valor de
la estadfstica T = ¢, ItT - [t,,....., tS)), no dependa de 0

para cualquier valor £ de T.

Definicibn 2, Sca )(,...)(’l una m.a, de una v.a, X con d.d.d,
5xlx|0l. Se dice que una estadfstica T « (T,,...., TAIr en
suficiente para el par&metro 0 si la d.d.d. condicional de §

dado T es independiente de 0, para cualquier estadfstica S
S5 X X1 (8 5,7
100Xy preees Sy

Nota: 64 T eas suficiente, se dico que las estadfsticas esca-

lares T,-..T‘ son conjuntamente suficientes para 0;
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Obsérveso que en la definicién 1 se traducen directamente las

iceas discutidas antes:

Ls estadfstica suficiente contiene toda la informacifn de la
muestra sobre el pardmetro puesto que una vez conocido el va
lcr de la estadfstica,la muestra no agrega informacidn sobre
el par&metro. En efecto: ¢qué se puede inferir sobre ‘el pa-
r&netro O de una muestra‘que tiene una distribucibn que es in

dependiente de 6172

La definicién 1, clara como definicifn,no es muy Otil deade
un punto de vista prdctico; en general es diffcultoso dorfvar
* una expresifn pava la densidad de distribucién condicional de

la muvatra, dada la catadfatica.

La definicifn 2 ¢e dtil para encontrar cuando una estad{stica

no es suficients.

Los siguientes teoremas dan herramientras pricticas de traba-

joi

Teorema 2.2. 51 una estadfstica T es suficiente, entonces
cualguicr estadfatica S tal que S sea resultado de una trane-

tornaci6n uno a uno de T, también lo es.

Teoruma 2,3. (Criterio deo factorizaci6n, o criterio de Ney-

man})

Sea X;...X una m.a. de una v.a, X de d.d.d, 6xlx|6). Una es
tadfatica T (T « (T,..Tglrl, es suficiente para el pardnetro
vectorial 0 s{ y 8610 8i la densidad de distribuci6a conjunta

de X,...Xu puede ser factorizada comoi

6,(,”,(” Dryevex, 00« giTlo) hixgoon I2.21}

dondes , 1), h(x’...x"lgo, no depende del par&metro @
14) g(T|8]>0, depende de la muestra Xy sblo a
s través de la estadfstica T

111) el rango de Xt , 4 = 1...n es independiente de &
una vez fijado T,

Observacionea:

1) Los teoremas 2.2 y 2.3 son poderosca para construlr csta
dfsticas suficlentes y para analizar cuando una cstadfs-

tica es suficiente o no.

2) N6tese que la expresién (2,21) es exactamente la funcifn
. de verosimilitud, por lo gue el tcorema 2,3 podfa haber-

se referido expresamente a ella, y cambiar (2.21) pori
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Livgox fo) o giT]e) & xpeen, te.22)

3) ODe acuerdo al teorema de factorizacifn (e incluso a la
propla dofinici6n 1) cualquier m,a. tiena al menos una
estad{stica suficiente: la propia muestra. En eate ca=-

so hixp..x ) = 1, giTjo) » 6x(x,|0l.... ‘x(x"|0l.

Ejemplo 2.3. Siguiendo el mismo caso de los ejemplos 1 y 2,
1a m.a, X, . X de una densidad de distribucibn normal Ny, atl,

tenfa funcidn de verosimilitud (2.,15))

7 1
, tayoon Jluo®)) :"ITMW
12,23)
tuegor
T
n ! ?
- femm e 2T o)
2% n t

.7 1
Ly .
i “llu,o H a1yl

1t,24)
n
?
T I
' ! PRI
donde: T . {2.25)
n
r, A I
nfel

pos el teorema 3, la estadf{stica T es suficiente para el pari

metro 0 ¢ (087,
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Distribucioncs que poscen estadfsticas suficientes

Se vi6 que la muestra es elempre una estadf{stica suficiente
pura el parfmetro 8 de la distribucién que la generé. Esto
es que X,--x" son un conjunto de estadfsticas escalares sufi-
cientes para 6. La primer pregunta que surge es si no hay es
tadfsticas T « lT,,....,TSIT con S < n,suficientes para 6,
La respuesta a esta Interrogante es que hay distribuciones
qu;: 8{ pogeen osta propicdad. Una respucsts cxtensa y {ormal
queda tum:ak del alcance de este trabajo, por lo gue se preseln

tarS un resultado general, de lluzurbazar (1976) que es exten-

gion de un primer resultado de Koopman y Pitman.

pefinicién., Una estadistica suficienta T ¢ (T,... ..,TAIT c8
minima si para cualquier estad{setica suficiente § « ls,,,,.sﬁlr
resulta 4 < A. Esto ed que no hay otra estadfstica suficien

te de dimeneibn menor.
Teorema 2.4 (Huzurbazar (1976, ref (29)).

Sea una familia de distribuciones con d.d.d. 6x(x|0) depen-
diente de un pardmetro vectorial 8 € 0 (intervalo no degenera
do de Rk). Si se asume que el rango de variacién de la v.a.
X (el conjunto I de (2.16))no depende del parimetro 8, y
existen 1as derivadas de 2o orden 274/30f 3% {f = 1,2,.0.,kl,
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Entonces

i) 1a familia fx"'e, admite una estadfatica minima de
dim » v para el parfmetro 6, para cualquier 6 ¢ 6 y toda

muestra aleatoria de largo n > v 8i y aeblo ai:

v
[‘z W00V () ¢ Alx) ¢ B(ol]
flalope e 50T T fa < x < bl

{2,268}
dondex( U, son funciones do 0 linealmente indepcndien~
tes j oo 1.,V
8 es funcibn sdlo de o
V. son funciones sdlo de X, linesalmente {ndopen
dientes § = |,,.,V
A es funcibn sdlo de x

@ <b (finitos o no)

.
14) Si se cumple gue 5x(:|81 cs de la forma (2.26}, entonces
la estadistica T = (T’...T“Ir os suficiente y minima pa~-

ra el par8metro ¢

Donde

n
Tj' 4:l':' Vj“i, P BT I JAAY] {2.21)

Este tsorema sefiala la importancia de la familia exponencial

de distribuciones.
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Debe sin embargo tenerse cuidado, éustas no son las Gnicas fa-
milias que admiten estad{sticay mfnimas con § < n, para sus
pardmetros, Otras distribuciones que no cumplen las hipSte-
8is del teorema (por ejemplo I independiente de 0), admiten
astadisticas m{nimas de dimensalén <n. En la tubla 1 su dan
estadisticas mfnimas suficientes para tres distribuciones im-~
portantes, Otros resultados du caracter mds general yue el

teorema 2,4 se puedon ver en Huzurbazar (1976) |29].

Eatamos en condiciones ahora de proponer un resultado general
sobre la varianza minima de un estimador insesgado. Este re-

sultado es una generalizacibn al caso de varios parimetzos

—
TIPO DE FOIMA DE LA PAINMETRO | LSTADISTICA SU-
DISTRIBUCION |  DENSIDAD D DISTRIBUCION [} FICIENIE AR ©
E" Un{ forme glxl(u,ialrl ’ ~5; {u-asxgpeal [u] nin A":]L'l...n
i a mdx X .
e
Bxponencial | §lx Ha,o) T e (—',- e 7 lacc) [a [ min X firleom
{~oxace) , on
(00} lo FRIR
L™ fa]
"""; . . _(u-u)2 _ ry on
! Normal X e o -~ L X
glxliu, o)) o v N TR
{ -axx<m) "
W o flr
o !
TABLA 2.1
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del conocido resultado de Cramer-Rao, con dos generalizacio~

nes posteriores: una de Rao-Blackwell, y una de Rao.

Teoroma 2.5,

Sea X).e X una moa. de una via, Xde dodids fy[d]0). Soa

L(l, ..l"|0I la funcién de verosimilitud de la muestra, Si se

cumjile gue:

a) Exfste un estimador 1 » (;'-.-.I,‘]T insesgado, de la fun
cibn v [0) « h,(o)....‘,‘(ollr con matriz de covarianzas
N - "

o cow (1) e € (1T - tlol (T - xton) )
b) Existe una estadfstica T « (T'.. . TSIT suficiente para 0,
c) Ge cumple gue (condictones de regularidad):

3 - /~ L(x,..xnle)

K /'l: L‘l,..lnwml,..dl" . Yl: -——ao———dl',.dx" s

iz T i
. -“fm Ui e Lokl
%
Entonces)
. .

1)  Existe un estimador insesgado 1* de 7[6) que depende de

1a mucstrs sblo a través de la estadfstica suficiente T,

tal que:

Genecralizaci6n de la cota de Cramer-Rao.(Ref |43])
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v (t*) < eov {7) {1,280

-
para cualquier estimador v insesgado da 1(6),
(decimos qua dos matrices Ay 8 son A < B <> B - A es

positiva semidefinida).

v,
2) Si se llama D a la matriz (dif) o (£} jiiel..an,
|
b,
entoncasi
2 <1 T
ecov {1*} > D QD {2.29)
Donde la matriz J os la matriz de informaci6n de Fishers
T
9 Log Lity,x [0)' 2 Log Lix;,,x |O)
gee ettt 2 A,
30 20
En caso que J] sea singular, en (2.29) se pone la Inversa
generalizada de J {ver [43]).
Comantarios:
1. El teorema establoce que sl existe un estimador insevga-

do y una estadistica suficiente, existe un estimador in-
sesgado Optimo en el sentido de varianza minima generali
sada, que discutiremos enseguida. Ese eatimador éptimo

es funcibn siempre de la estadfstica suficiente.
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2. El sentido de la "optimalidad” del estimador 1* es como

slgua;

b)

¢)

L]

de {2.28) se deduce que los elementos diagonales de
las matrices cov {1®} y cov {1} que son respectiva-
mente var (12 }, var ('i) cumplen:
van (r:) < var (1L) , deliion {2.31)

luego,cada estimador 'Z de :i(ol {escalar) es de va= f
rianza mfnima respecto a cualquier otro estimador A

de tllel,ai este dltinmo as insensgado,De aquf se des

-
prende que los estimadores 12 son los estimadores in

sesgados de varianza minima para lase funciones Tilo,'

"
Existe una cota minima para las varianias vax (12), Yy

ostd dada a partir de {2.29) por:

~ k v, R
varn (1!} > I . —t— |7 'l tn (2.31)
CT e met a0, 20,

"
Ll elipsolda de concentracibn dol aestimador t° eatd
contenido dentro del elipsoide de cualquier otro es-
timador insesgado T.

Hay un elipsotde mfnimo de concentraciSn qua siem- 3.

~
pre esth contenido en el de 14, y en el mejor de los
a

4o

casos coincide con éste,y es al que corresponde la

matciz 0 3 0T,

e} La varianza generalizada de Wilks: det(cav[:']) dei
aatimador :‘ es menor o igual gue la de cualquier
otro estimador ; insesgado de t(8). Hay una cota mf
nima para esta varianza, quo esi

vy 1T e det (07 0T) (2.33)
1}

m)
En la figura 2.5 se han dibujado elipsoides de concentra
~ oA
cién arbitrarios para los estimadores 1%, 1, y el minimo

elipsoide de concentracisn,
%

el.de t

e ¢ |.de ?*
el minime

'z(ﬂl—————

ol ’"
FPigura (2.5)

El camo que m&s nos interesa e@ cuando se estima el pa-

“ A “ A
réretro 0. En este caso, llamando t* = 0® ; T e 0 y
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t{8) » @, las relaciones (2.28) a (2.33) quedan como

rcou (8% < cov {6} (2.34)
cov (8%) 3 37! 12,351
var (8::) < v‘u. (84'.} 12,36}
var .(32) > I'J" i 12.37)
Vo g, 10+ det] 37 (2.30)

N&tese quoe los elementos diagonales de la matriz de informa-
«ciln resultan en virtud de (2.37) y (2.36) cotas minimas para

lar varianzas do la estimacilén insesgada de lom parSmetros.

"~
Definicibn. Un estimador 1* inscegado de t1(6) se dice de va-
-
rianza minima si para cualquier estimador t insesgado de 1{0)

80 cumple

cov {v') < cov (1} (2.39)
A8fsel teorcma 5 1o que ostablece es que 8i existe un aastima-
dor insesgado de 1(0) y una estadfatica suficienta de 6, el

estimador de varianza minima sfempre os una funci{fn de la es-

tadfstica suficiente.

petinicién. 85i el estimador 1° de variania minima de clerta

b2

funci6n 1{8) alcanza la cota del teorcma 2.5, es decir i
" . N
cov{t®) =0 3' 9% antonces 1* se llama de cota mfnima de va.

rianza.

Obviamente e3 muy importante poder construlr un estimador in-
sasgado de cota m{nima de varianza. ODe }la demostracibn del
teorema 5 se puede deducir el siguientuv tuorcma, gue vegenos

solo para el caso de estimadores del pardmetro 8.

Teorema_2.6. Existencia del estimador de cota minima de va-

rianza, ver ref.|26|

Sujeto a lam condicfones de regularidad del teorema 2.5, exis

te un estimador 6'insesgado de 9, de cota minima de varjanza
2 log L(X,..Xn|0l
81 y solo Bl sa pucde expresar la -——————————— @n la
g

format

3 Log L {x,.0x |0) T ~
T b e at0) fo0 - 6] {2.40)
20

81 (2.40) os cierta, la matriz A(0) as la de informaci&n de

Fisher:
Ale) = 3 {2.41)

Eficiencia de un_estimador. Un estimador es eficiente si es

el da cota minima de varianza. Para grandes muestras, se de

fine la eficiencia de cualquier estimador (respecto del esti
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matdur offciente), como el inverso de la razén dul nGmuro de Ejemplo 43 Ejomplificaremos algunos de los conceptos Gltimos

muustras del estimador en cuestién y del estimador eficiente, aiguiendo el mismo camo de losg ejemplos 1, 2y 2 X,..X" es

necesaria paras que las varianzas de ambos sean iguales, Es ' . : una m.a, de X con d.d.d, normal N hl,ﬂzl-
decir para que sean iqualmente precisos. ’ _7 .'E‘, “i . u,?
- _ U 4
Habfamos visto que L(x,_.xnlol m-m"

Clrputo de la matriz de informaciSn de Fisher " (2. 44}

b xz

ot
La matriz de informacién de Fisher es, seqlin {2,30): L M

1 L x.| es una estadfstica suficiente

noLel ¢

oy L {evyeex 0] dog Lt .ex |o) . para
ar PPon 'T( 1 By "
99 - a0 . 0~ J
a

Jajo condiciones de regularidad gue permiten {ntercambio de

deyfvada respecto 0 e integracibn en el dominio & de las Calculemos la matriz de informaci6n do Fisher J:

mucstras (Xl..X"I, y existencia de derivadas segundas de la _ .
funci6n do varosimilitud respecto los pardmetros ¢r 80 pue- tog Lhyyo “u‘ale’ --ln Log 2 - —'-n tog o 'E “.c'"’
" v ot
de demostrar ques  (llamande L = L (X,..X fo) 2 ! Al
(2.45)
P33l A
e el == =) 4,0 ¢ Lok {2.42)
LI Lo, L aojl oJ derivando (2,45): . 2,
e L,.n leogl.__nl_n"'“’
H 7
3e - (e[t L]y Ltk 12.43) u o Wl v
QOiQOJ . .
g1, n  Z W
alo®) _2_;‘ o

La exprosibn (2.43) sors en muchos casos mis fécil de manipy

lar gue las expresiones anteriores.
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luego

2 2
3t L dlog L n
_._q_. 2 gt 5 [

o wd W) [
LA 3 ‘ . = {2.46)
g L Plog L n
-———57- -——-%—7 ¢
aalo’] 3 1o) 2’

-

& queremos estimar el parimetro 8 con un estimador 8, la co-
. A -

ta para la matri{s de covarianzas de § es J ! segln el teore-

mu 2.5 (ver (2.33)).

- ?
luego cov {0} > 37! .= 0
" , (247}
0 o
n
El estimador 3‘ propuesto en el ejemplo i es:
17 ox -
- L X
. A Le! 4
8% . . {2.48)
n n
Lo -l s?
a1 del ni=l *

£s claro qus esta estimador es insesgado y estf en funcibn de

la estadfstica suficiente., Su matriz de covarianzas es:

?
~ L a

covie®] «| " (2,49}
0 Ia‘
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Se puede demostrar que para cualquier otro estimador Lnsesga-
- “ -

do 0 de & es cov (0°) < cov {0}, luego es el estimador de va-

rianza minima paroc no alcanza la cota de minima varianza del

teorema 5. {comparar (2.49) y (2.47)).

Hablendo visto algunas propiedades de los estimadores puntua-
les de par&metros pasaremos a ver en los doe pirrafos que si-
guen, dos métodos clisicos de estimaci6n: Méxima verosimili-

tud y MInimos Cuadrados.
Como hasta ahora, scqguiremos suponiendo que se hace estima-
ci6n de par&metros 6 funcién de estos poseyendo la informa-

ci6n "a prioristica® del tipo de distribucifn de la muestra.

2,4 Estimaclén por mixima verosimllltud

Suponyamos que X,»‘X" es un conjunto de variables aleatorias,
con funcibn de verosimilitud L(x|..x"|0). Recordemos que la
funcidn de verosim{litud es la densidad de distribucifn con~

junta de X,-.Xn. para cada 0 o 0,
Supongamos por un momento que el par&metro es conocido 0-80.
La probabilidad de que la observacifn resulte en un intervalo

alrededor de un valor particular x;....x; es:

PUXJRGEX#da oo s Xpex, Xoody, | o L Ix}eoo x[0) dipenside,
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En la figura (2.6} se ha dibujado L[x|8), para n s 1, la pro

babilidad mencionads estk ropresentada por el &rea sombreads,

Liniey)

¥ x'edx 1

Figura (2.6}

‘Obviamente ¢l valor mis probable alrededor del cual se encuen
tra la observaciln K,..X" es aguél de mayor densidad, es de-

cii para el cual L [X,,.X |0 ) es mSximo,
LA Lae

Ahora procedoremos al revés, El par&metro 6 es desconocido y
la observaci8n Ky ty de las variables aleatorias x,...x“ eg

conocida. Conociendo la forma de L (x,..tnlol. la funcibn de
verosimilitud es una familia de funcionos parametrizada en 0.
La eleccibn de un valor de 0 en particular determina upa fun-
cifn, Parcce una eleccibn 6 estimacifn razonable de 0, la de
consjderar como su valor aquel 3 que haga que la obaervacibn

LPERLME LU mnis probable en el sentido que de todas las funcio
nes de la familia, L (x,..znlél sea la que tenga el valor més

alto en la observacidn Kpeeky
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Linto)

Ull!ﬂ
-~

Figura (2.7)

Esto, por supuesto,ho ez mds gue una justificacibn heurfstica.
Definiremos en scguida el estimador de méxima verosimilitud y
se mostrardn algunos resultadon generales sobre las propieda-

des de este método de estimacitn.

fifat6ricamente se atribuye el método a Fisher, pero una prime
ra utilizacién del m6todo se puede encontrar en Gauss (1809),
arribando al método de mfnimos cuadrados (M&todo que veremos
en la siguiente seccibén) a partir de mixima vercsimilitud pa-
ra una funcién de verosimilitud de una m.a. de upa distribu-

ci6n normal N {0, —L—-l
. h/?

"pasarrollaremos shora las conclusiones gue (ue derivan) si=
guen de esta ley. Es evidente, que (es necesario) para que

el productot

!
PR n' T LIRS vennl
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Gon un mdximo, quo la sums
vv ¢ u'ut ey vt ete.,

tie vuelva un minimo. Entonces, eso ser8 cl m&s probable sis-~
tema do valores de las cantidades desconocidas p, q, 4, &,
etc, ¢n ol cual 1la suma dP los cuadrados de las diferenciau
entre los valores observados y computadus de las funciones V,
v',v", etc, @8 un minimo, si el mismo grado de precisi6n se

presume un todas las obsurvaciones®  (Causs, (1809)),123] .,

Definicibn. Sea L {0) « “;--‘,,lol la funci6n de verosimi-
Hitud do las v.a. Xy..X,, en la observacidn x;..x , dependien
te da un pardnetgo 0 o (0,..0hlr desconocido; 6 ¢ 8 conjunto

de valores posiblus de 8, oC Rh.

Se define 6 = lO'--Oh) como el estimador de mixima vgrosimilf

tud de 6, si se cumple que
Lix,..x {8) » sup Lix,..t || 11.50)
! [} 8co ! [

- -
NOtase que 0 es una funcifn de las v.a, X,-.Xul [ 3IX,..XnL

y o8 & su ves una variable aleatoria.
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Ecuaciones de mixima verosimilitud

Con esta definicibn no es seguro que el supremo sea alcanzado

en un punto {nterior de 9.

En general va a ser mis sencillo trabajar con el loyarftmu de
la funci6n L [0} que con ella misma. Maximizar L (U} eguiva-
le a maximizar tog L [8) en la suposiclén cierta que L{B) > 0;
suponyamos ahora que 0 es cerrado y log L (0] es difcrencia~
ble respecto 0. La bliequoda de méximos se restringe a la
frontera y el interior de 0. §i el miximo est§ en el inte-
rior , eate debe ser un punto estacienario con matriz lleast_a-
na negativa senmi~definida,

alog L(x'..x"|6|

{condic16n necesaria) Ar 0 gel,2,0k (2,50

30£ 00
32‘09 L(x,..xnlol
(condici6n suficlente ( —mee—ee————en.| ,\} [N SY L IS PN 1
para gser miximo rela- 30,30 808 )
tdvo) ! {2.58)

Incluso 81 se asume gue el supremo se alcanza en un punto in-

torior de 0, las eouac{ioneow_do_mAsima vosrvelmilitud (2.51) y

{2.52) no aseguran que el estimador de mixima verosimilitud
sca ¢l Onfco mdximo relativo en 0. Las ecuaclones (2.51) y
(2,52) son neceaarias; 8 debe cumplirlas, pero pueden haber
otros valores de 0 que las cumplan y que no sean el que co-

rresponda al mfximo absoluto,
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Cusido existon ovtadlmticas suficiontos minimas de dim S <

pusden asegurarse condiclones de suficiencia:

Mixima verosimilitud cuando existen estadfsticas suficientes:

Supondremos que el estimador do mixima verocsimilitud es inte-

rior a 0 y ¢og L (0} es diferenciable.

) Si existe una estadf{stica sufici{ente T entonces ol csti-
sador de mixima verosimilitud es funcifn de la estadfati

ca suficiente.
Ln efectot

Por el criterio de factorizacidn {teorema 2,3),

Lypevglel = giTol & (x, .x )

lusgo

Log Ll‘,--lnlel « tog glT|0) ¢ tog hll,..x”]

como tog Liv,..x [0) es diferenclable respecta 0,
tog g (T}6) también lo es, y la condicibn nacesaria
(3.51) queda:

3 teg g (T]O)) , o0,k (1.53)

26 . -
H ged
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"
+* 0 o8 funcibn de )(,-.)('I wolo a través de la estadfsti

ca suficiente T.

Unicidad

b)  S1 ex{ste para 0 una estadfstica minima suficiente de
dim » v para todo n > v, entonces las condiciones (2.51)
y {2.52) (ccuacionas de mixima verosimilitud) son sufi-
lo}

que ea miximo absoluto y corresponde al estimador miximo

cientes: hay un Gnico mximo relativo de L(X,..Xn

verosfmil,

No veremos la demostracién, pero se basa en que en e:Ju
condiciones, por el teorema 2.4, la funcibn de vorosimi=
l1itud debe ser de la familia exponencial (la X del teore
ma 2.4 o8 multivariadar X -(X,--X“l, lueyo, conocida la
forma es f&cil ver que hay un solo extremo relativo y es

te corresponde a un miximo.
Hay otras propledades que poseen los ostimadores de mixima ve
rosimilitud, en los sigulientes teorcmas se encugntran algunas
de ellas:

Teorema 2.7, Principio de invariancia

- A A .
Sea 0 lB,-—Bth el estimador de méxima verosimilitud de

T
Q. (6'—0‘1) .
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Saa 1(6) una transformacién 116 + K (con 1 1¢S<k), entonces -

"
el estimador de mSxima verosimilitud de v{6) es Tt(0].

Do acuerdo a esata propiedad, para estimar el valor de cual-
quier funcibn conocida de los par&metros alcanza con estimar

e) valor de los parSmetros,

Tcorema 2.8. Optimalidad del estimador de maxima verosgimili~
tid,

Siempre que exivta un estimador insesgado de cota minima de
, varfjanza del parimetro 0, este estimador cs ademis el estima-

dor de mixima verosimilitud.

Este teorema mueistra que para encontrar estimadores insesga-
dos de cota minima de varianza,alcanza con investigar el esti
mador de mixima verosimilitud, El problema es que en general
no hay estimadores insesgados de cota minima de varianza,

Mis aln, el estimador de mixima verosimilitud por lo general

no es insusgado.

Las propiedades ya mencionadas del estimador de mixima verosg
militud son muy importantes, pero quizd sean mids intercsantes
en nuestras aplicaciones posteriores las propiedadce asint6ti
can para s * = g decir cuando el nimero de observaciones cre

cat
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Teorema 2.9. Conaistencia

sea K,..X" una muestra aleatorfa de una v.a. X con d.d.d.

gxixlol.

-
Sea On el estimador de mixima verosimilitud de ¢ para la mues
tra de largo n; consideremos muestras crecientes, es decir

-
1 + », entonces o” converge a § con probabilidad 1, es decir:

a

0 prob ! o

n

{La prueba se puede ver en |43])
Teorema 2.10. . Normalidad asintStica

Supongamos X,..X una m.a. de una v.a. X con d.d.d, dylxlol.
Entonces,para n + = el estimador Sn de mixima verosimilitud
de O.converge en dintrlbucid@ a una variable aleatorfa (mul-
tivariada por supuesto}, de media 0 y matriz de covarianzas

a" donde J es la matriz de informacibn de Fisher. Esto es:

3"&"_"_“_‘-.. nio, 371 (2.541

otra forma Gtil de poner este resultado es que

(8, - o) Lndist g, TOT) (2551
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doide i- ! 3 eu el valor promedio por muestra de la matris

" -
de informacién do Fleher. (luego 3 ' - a 377},

Lstas dos dltimas propledades hacen gue el estimador de mixi-
ma verosimilitud sca muy atractivo. La propiedad de consis-
toncia agegura que para muestras crecientes, para grandes

musstras,el ostimudor converge al pardmetro gque sec estd esti-

mando.

La Gltima propiedad establece en que forma se da esa conver=-
yencia. Asint6ticamente [n + «) el estimador estd normaimen-
to distribuido. Se ascgura que tiende a s;ar insesgado y adn
‘uu.mda para peguelfias muestras no sea de cota minima de varianp
sa. asint8ticamente posce piempre las propiedades Optimas do
ser inseagado y tender a la cota minima de varianza del teore

ma 2.5 (cota de Rao).

En oste sontido es as{ntéticamente tan bueno como pucde lle-
yar & serlo un estimador, por ese se dice que es el mcjor es-

tinador noimalmento diatribuldo,

Ejemplo 5, Siguiendo el caso de los ejemplos anteriores, pa-

ra l'..ll una m.a. da distribucién normal N(u,ozlx

E} logaritmo do la funcidn de vercsimilitud eras

56

0T, L on w2 n bl

Log le,..xn(v,o ') e-=Cgt -=tfogo® - ———

H ? &l

Luego para encontrar el estimador de mixima verosilimitud (co
mo la dist. es normal el teorema de unicidad asegura que la

solucibn es dnica, ver ec.2,5):

Ix - ~ Ix,
?ﬂﬂ..'-l o=t oty 0w et
u e a n L
Boa L, gy o, BN )’ L il
. - 0-————2-—7—-0.'.0 o = L{x, ~-n
L | 257 2(3%) n*
entonces el estimador de midxima verosimilitud de 0 « lu,ule
L.TT]
n
Ly
" [
0.
;] n n

X,
t’(xt- L _‘(..)2

recordando el ejemplo 1 este eatimador no es insesgado, sin
embargo es consistente y .°. :ulnthicamente {nsesgado. En
virtud dul teorema 10, uu matriz co covarianzas para n + = o»

la propta matrin do {nformacidn (quu calculamos en el ejemplo

4) luego
cov (8”)—) o [
" para n 4=
?
0 Lol
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2.5 Estimaclén por minimos cuadrados

"Puro de tudos estos princtlpiou. el nuestro es el mis aimpley
por los otros nos verfamos conducidos a los mds complicados

cdlculoe® K.F. GAUSS (1809).

2.%.2 Minimos cuadrados y el modelo lincal

El método de estimacién por mIinimos cuadrados es uno do los
mds podernsos y utf{lizudou. Este métoda tiene sentido tanto
en un contexto determin{stico como estocdstico., Lo introduci
renos un forma duterminfutica y luego estudfaremos su preci-

ai4n haciendo supusiciones de cardcter estadfstico,

Supongamos que tenemos una magnitud ¥ que depende de las mag~

nitudes X‘ a trav(is de un modelo teSrico:

Y. Dyxp * aer ep xp {2.56)

Supongamos ahora que se desconocen los parimetros 0‘,
L ),...p, pero su conocen loa dutos "1,", y observacionecs

*y" (mediciones) de la variable §, que modelamos en la forma:

Yoo 0% v e e BR e {2.57)

Dontle ¢ represonta un error. S1i para diatintoe datos hacomos
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muchas observaciones Yy 4wl

D I O N PR B R P

PP 4
Llamando:

i r
' ] N Y I T I
Vol LA BN TR A LI UV R IR AR AL R
U.V ﬂp ey lN i

5a puede poner en forma vectorial:
Y oo X0 ¢ ¢ {2.54)

al que llamaremos el modelo lincal (por razones obvias)., La
matriz X es de datos, el vector 0 es de pardmetros, ¢ de errg

res, y Y de observacionea.

Conocidos los datos X y las observaciones Y, se trata de estji
mar el pardmatro 0, Sea § el valor estimado de 0, ndtese que'
de acuerdo a (2.56) el vector predicho por el modelo tedri-

Co a8

¥« X6 {2.59)
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Llawmaremos residucs de la eatimacifn la diferencia entre el va

loz observado de ¥V y el valor estimado:

eV -Tey-xd (2,60}
Dedinimos el estimador [} de mfinimos cuadrados de 0 a aquel es~
tirmdor yuv minimice la suma de los cuadrados de los residucs,
S1 ilamamos S{8} & esa suma para el estimador 6, siendot

[y (:,,..,cN]T

untoncee

. N
stibe 1 oclocle 12,61)
Lo}
~ - ‘r -
S(6) = [y - x8)' (v - x0) 12.62)
Lueyoc ol estimador & de minimos cuadrados ea tal que
${0} » min SIG) 12,63)
G0

-
Supongamos que 6 1 R”. entonces pura encontrar 0 derivamos

$(9) respocto 81

S P U T AL, 2, 44)
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Las ecuactones (2.64) se llaman ecuacioncs normales, mis ade-

lante justiffcaremos su nombre. Siendo S|5| una forma cuadrd

-
tica,el 8 de (2.64) debe ser forzosamente un mfnimo. S5i XTX

es no singular:

(X' X) 14 {2,651}
Luego este es el estimador de mfnimos cuadrados para el mode-
lo lineal (2.50)., E] método ha stdu utilizado duwmle 1795
cuando fue introducido por K.F. Gauss. Ya vimos en la sec-
cién anterior como arriba a este método por consideraciones

probabilfsticaa, pero Gauss va mucho mis alld.

"En conclusién, el principlo de que la suma de cuadrados de
las diferencias entre los valores observados y computados de-
be ser mfnima puede, en la siguiente manera, ser considerado

independientemente del cflculo de probabilidades.

Cuando el ndmero de cantidadeg desconocidas es igual al ndmero
de cantidades cbservadas que dependen de ellas, las anteriorce
puedun ser deterininadas exactamente para satisfacer las glti-
mas., Pero cuando el ndmero de las primeras ea inferior al de
las dltimas, un acuerdo absoluto no puede ser obtenido a mencs
que ias observaciones tengan una exactitud absoluta. En este
caso debe tenerse cuidado para establecer el mejor acuerdo po-

sible, o disminuir las diferencias tanto como sea posibi@...ss -
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+s.. Notando las diferencias entre las observaciones y el cdl
culo como 4, &', A", ete. la primera condicién serd satisfo=
chi no solo el 44+ A'A' + A"8" 4 etc, es un minimo (que es
nuestro principic), sino también si A‘o A"+ A"‘+ etc, o

Aé’ A" * A”6 4 ete, o en general, gi la suma de alguna de
lad potencias de exponentea par se vuelve un minimo, Pero de
tuwlos estos principios el nuestro es ol mis sinmplo; por los
otros nos verfamos envueltos en los cdiculos mds complicados®

K.P. GAUS3 (1809) [23].

2,%,2_ _Interpretacién qeombtrica

T

Coto x'xo » X' ¥, se deduce que:

XT(y - x0) « 0 {5.66)

e e {5.67)

Cs decir que el vector de reaiduos es ortogonal al espacio ge

nerado por las columnas de X (de datos).

llsto se debe a que sfendo V e x6 una combinacifn lineal do
lak columnas de X, al estimador de mfnimos cuadrados es aquel
donde I:Tt. es minimo, es decir que la norma 2 del vector de re

siduos sea minima.
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]

Figura (2.8)

Y
Naturalmente ¥ es de todas las combinaciones lineales de co-
lumnas de X la que mejor aproxima el vector de observaciones
"
¥, entonces ¥V es la proyeccibn ortogonal de ¥ sobre el espa-

.
cio generado por las comumnas de X,

Por eso el vector de residuos ea ortogonal al espacio JM(X)

engendrado por las columnas de X.

El vector ¥ de observaciones sc descowpone asf en dos compo-

nentei:
-
Y eMlX), v :e.AElxl (complemento ortogonal de JI(X)):

Yy«VyV¥rte

A esto deban las ecuaciones {2.64) su nombre de ecuaciones nor
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nales.

2.5.) Enfoque_ eytadfstico

a) Errores independientes

Consfdercmos el modelo lineal (2.58). Formalmente lo manten-
dremos como antes, pero con algunas suposiciones del tipo es-

tadfstico,

Suponemos que las obsurvaciones Y son generadaa por dicho mo-
delo, donde el vector e es un vector de variables aleatorias
‘e e le,--..enlr, la matriz X es de datos y es independiente
de). vector ¢, @l vector 6 es un vector de parimetros descono-

cidos.

Tegrena 2,11, (Bl estimador de mfnimos cuadrados es inscaga-

do).

54 el vector ¢ tiene media cerc [E{e] « 0], el estimador de
minimos cusdrados es inscsgado.
En efecto:

8o T Ty por {2,651

8o (XX 'xTixo ¢ &) por et modelo
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R PR e
do donda:

A - -
E0) o 0 ¢ EiXTx17' kT ¢)u o v (X1 X" Eqe) ¢ 0

oty ElB) =0 (2.68]
Teorema 2.12, {Covarianza del eatimador de minimos cuadrados)

51- el vector de errores tiene media cero y matriz de covarian=

2

zas cov {el « Ele e’} » o 1 (donde 1 es la matriz identi-

dad) entoncest
1) Cov (8] « £ (0-8170-0)7 » a? (xTx)"!

2) Cualquier otro estimador insesgado 6 lineal en las obser-

vaciones ¥ tiene matriz de covarianzas cov (5) tal que

cov (9) > cov 1) (2.69)

En efecto

£ (a-0) (0-017 « £JxT7T kT e T xxTar ")
o Tx ! KT eree”) xixTx !
sk KTt x kT k!

«of ("xy! 1o que muestra la primo-
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ra parte.
bYars la segunda parte:

Su.l; * C ¥ ; para que sca insesgado 5(6; 0, E[CY) e 0.
v (3.70) CX9 o 0 para cualquier 0, luego CX = 1 (2,71}

e fib-or ta-01"] e froy - oricy - 0]

o efiev - exan qev - exolT) pon (2,70}
oot fiv - xonty - :un’]cT
« alcel

»

51 detinimes 0« ¢-1x7x17!, a8 907 > 0
L L AT W AT TT A (R P AF TRt

T LIPS LI PR {por 2,71))

como w0 L‘CTNXTXI" que demuestra la segunda

parte.

Do acuerdo a estos teoremas, cuando el error ¢ tiene mecdia ce
10 y covarianza ozl. el estimador de mf{nimos cuadrados cs, de
todos los eatimadores lineales insesgados aquel que tiene va~

rianza minima (en cl sentido de {2.69)).

50 le denomina entonces el MEJOR ESTIMADOR LINEAL INSESGADO
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{en la literatura inglesa: BLUE),

Debe notarse que no se puede saker si es el estimador de cota
mi{nima de varianza pues no se ha hecho ninguna suposicién aGn

sobre ol tipo de densidad de distribuci6n,

Adn cuando se puede asumir la indupendencia du los errores e
{y .'. 8u matriz de covarianzas es diayonall, diffcilmente se
conoce de antemano su varianza uz. Esta, de acuerdo o (2.68)
¢8 necesaria para saber con gué precisién se estima el par8mg

tro 8.

. 2
Por eata razén es importante conocer un buen estimador de o.,

a eso se dirige el sigulente

Teorema 2.13. {Estimador de 02).

8{ e tiene media cero y matriz de covarianzas u2 T, entonces

un estimador insesgado de o2 es:

R? . S101 (2.72)
-p

=

Tc) N es el no., de observaciones y

-
Donde, como antes S{0) + ¢

p es el nimero de pardmetros.

La demostracién puede verse en |3|, |37], |43{,
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b} Hip8tesis de normalidad

Suponyamos ahora que los residuos e, no 8010 tienen matriz de
covarianzas 02 1 eino que ademds estdn normalmente distribui-
das. Con vuta suposicidn se pueden domostrar algunas prople-

dales de minimos cuadrados.
Teorema 2,14, (Varianza minima)

soy el modelo lineal (2.58), con el vector ¢ normal multiva-
risdo N(0, uz 1), esto es,que la variable aleatoria Y es nor-
mal multivariada N()((),uz 1}). Entonces el estimador ineesga-~

do de varfansa minima es el de m{nimos cuadrados.

En ofectol

Calculemos la cota du varianza minima, para ello debe calcu-
larsc la matriz de informacién de Fishar3 , La funcibn de

verosinilitud es:
oLy v-xe1Tty-xe)

’ 1 o

Livjo,ofl « ttmef1T TN ¢ ‘ {2,13)

Ueg L, .L,(v - x037x (2,74}
a6 o

*+‘° L,. ‘”‘r ' -’_‘ - x0Tty - %) 12,75}
0 to L]
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luego

tog 17 3tog L)(a_c_og 1T atog l) T )
AT o

¢ T T T

0g L' dtoy L) (.JloqL 3lug 1 0 gl loat’ ton L

2ot 8 30 20 30 2a?
lucgo debe ser cov {0} > of TU {2,741

-
como ya vimos que cov {8) « ot (XTXD ', entonces este estima
dor es el de varianza nfnima. M4s adn, de (2.76) ee deduce

que ea de cota mfnima de varianza.

Corolario. En las hipétesis del teorcma anterior, mfniros

cuadrados y mdxima verosimilitud conducen al mismo ¢stimador.

Loto ee pucde demoatrar de dos formaus o bien calculando al
estimador de mdxima verosimilitud y observando gue coincide
con el de m{nimos cuadrados, o tomando en cucnta que en vir-
tud del teorema anterior mf.nilmus cuadrados condude a un esti-
mador eficionte e inscsyado. lor el teorema 2.8 este debe

sor ademfs el estimador de mixima verosimilitud.

Para calcular el estimador de mixima verosimilitud fgualemos

~ L)
a cero las ecuaciones (2.74) y (2.75) en 0 = em, Yy uz . ofw
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luego:
vix e 6;vlrx 6 6NV - ‘XTX)']XTV {s1 X'X ae no singular)
of o S(a, 0 /N (2,17}
v '

en resumen a“‘v. 28 el de minimos cuadrados. Esto no es nada
nuevo, al maximizar la funcién de verosimilitud catamos mini-
mizando el expunente de (2.73),luego el criterio de mixima ve
vosiimilitud es precisamente la minimizacién de la suma de los

cuadrados de Jloe resliduos, en el caso de errores nomales.

Eato ya fue visto en la secci6n anterior, cs el razonamiento
que sigue Gauss para llegar al principio de mfnimos cuadrados

pot consideracionas probabilfsticas.

Dobe notarse ademls que el estimador oﬁv no coincide con el
vatinador Rz de la ccuacifn (2,72). Si bién asintdticamente
ambos coinciden (N » =}, el estimador Gﬂv de mixima veroaimis

litud es scegado.

54 se ha estimado el valor del pardmetro 0, o sea que so tie~
ne ;,le pucden establecer intervalos donde el valor real 0 es

té, con cisrto nivel de confianza.
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Teorema 2.15. Normalidad del estimador de mfnimos cuadrados.

Sea el modelo lineal (2.58), con el error ¢ normal N(O,uzll,
-

entonces ¢l estimador de minimos cuadrados @ » [xrxl" XT 12

estd normalmente distribufdo con media 0 y matriz de covarian

"
zas cov (0}« o?ixTx)7!,
Demostracidng

La -medfa y la varianza ya fueron calculadas antes (teoremas

-
2,11 y 2,12), lo que queda es demostrar normalidad., Como 0
es una funcifn lincal de ¥ que es normal, entonces tambifn es

normal,

Y P
Fklu~4 i
Figura {2.9)
Da acuerdo a este teorema, para el estimador Ol del pardmetzo

8, se nab; que su distribucién es normal con media 0‘ y va-

rianza 0‘ donde
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zl
9y "9 8, {2.1¢4)

Con a . el i1ésimo elemento diagonal de (er)'l. Para una pro
babtlidad P, sabemos que podemos construfr un intervalo

N
ﬁl . Ku‘ donde 9‘ 8O encuentra con probabilidad P. Por ejem

plo a1 P = 688  entonces K « I,

En general:

a

uulentoncel t e A% ag N{o,1},
o/a,

[

§1 ).1' es normal MlOL.,u2

)

Luejo, llamando K al real tal que

-~

9.-0,
Pillc K] = P Plek< 2L cK|»
s o= »

ovagg

-~ ~
o PIB, - Koy <0, €8, 0 Ko /Ayl e P

-
do asta forma se construye el intervalo Ol K 9 donde el va
lor rcal Ot este contenido con una probabilidad P, previamon-
to determinada. Para distintos valores do P se tabularon dig

tintos valores de K.

12

a
TABLA 2. Valores de K y P para 0‘ distribuido normalmente

r K
68% 1

308 | 1,645 ""[64"‘%.‘.“(_5.3""“4;] (2.79)
95% 1.96

99% | 2.576 i,

Ko .~
KoL

Eate resultado obviamente es muy dtil para fijar un intervalo
Y una probabilidad de ocurrencia de 04' dentro de ese {nterva
lo, La dnica dificultad es que en gencral no se conoce el va

lor de uz

y Y también hay que estimarlo, por ejemplo con los’
dos estimadores vistos anteriormenta: R2 Y ":I V. En el caso

que estimemos uz con Rz sa emplea el siguiente
Teorema 2,16

En las mismas condiciones del teorema anterior, la distribu-

0, - 04.)

cibn de la vi.a, & ¢ es ¢t de Student con N - P
o, Si0)
i N-P

grados de libertad.

La demostracién se puede ver en |3| & en |10],

LYY el {8simo elemento de la diagonal de D(TKI"

S(8) - es el valor de la funci6n de costo c¢'c en 0 o ©
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{suma o cuad, de resgiduos)
N = nAnero de observaciones

P = nimero de pardmetros,
Este teorema pertitlo construlr un intorvalo alrodedor dol on-
timador di, dondi el valor real Oi se encontrard con una pro-

babilidad P determinada.

Suponyanos que quercnos el intervalo para Py

" sie}
Llamando ¢, s\, 221
4 oup
%l% Oi ﬁm&' ﬁ

Figura (2.10)

De la distribucidn £ de Student ge puede conocer el valor K

para el cual
3, -0
PS—E <k e

-~
lusgo PO, - Ko, <8 3l * K ull o P {2,80)

Ia

y ol intervalo ha sido hallado.
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En la tabla 11X sa tabulan valores de K, para un nivel de con
fianza P de 708, 90%, 958, 99% y para distintos grados de 1i-
bertad (N - P| de la distribucién.

TABLA  IIT, Valoves de K para distinton pivoles do conf{anza
P, ¥ grados du libertad {N-F') de (2,80).
Tomados de Kendall y Student |JJ|, a su vez de
Sir Roland Fisher & F, Yates),

r 0% 90% 925% 99%
(N-P
20 1.064 1,725 2,086 2,845
40 1,050 1.684 2,021 2.704
- 60 1.046 1.671 2,000 2.660
120 1.041 1.658 1.960 2.617
bt 1.036 1.645 1,960 2,576

Debe observarse que para N + =, la distribucibn & (N-P] tien-
de a la normal N{¢,1), y el resultado es aproximable por el

teorema 2.15. Sustituyendo 02 por ui.

Obnbrvene la coincidencia de la tabla II con la IIl cuando

(N=P)+m,

Pudiera ocurrir que se desconozca la distribucibn de los errg
res e, 4« !,....N, un resultado general para tener un in-
tervalo de estimacién de ai se puede obtener a partir de la

desigualdad de Tchebicheff, si se conoce 02.

En efecto, cualquiera sea la distribucién de 0‘ sabemos que
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su media  oe Oi Yy nu varianza ui . 02 Ly} finita donde 0, e8

@l {- €simo elemento da la diagonal de IXTX"'. Luego por la

dosigualdad de Tchebicheff:

-
Plie, - 0.l <k

1
oi): 1 - E’

llwmando P ¢ | - %T , se tiene quet

L]
P(O‘ - K U <0, <0,

tKal 2P

{2, 81)

!
P (2.42)
' 12

Con los valores de K y P tabulados en la tabla IV so tionen

intecvalous de estimaclén "sobrados" para el pardmetro Di, es

+docir que la probabilidad que Oi sc encuentre en ellos y ma-

yo: 6 igual que F, segln

(2.82)

TABLA IV, Valores de K y P para la desigualdad

(2.82)

r K
708 1.826
90% 3.162
958 4.472
994 10.000

Hasta ahora hemos supucsto que del modelo lineal {2.58) se

buscaba encontrar 0, conocidas X y ¥. En las aplicaciones

del método & problemas de identificacibn vercnos ue es muy

importante tener herramientas para estimar el orden del mode-

16

lo, ee decir p. Para ello utilizaremos principalmente dos re
aultados, uno referido a la distribucién de los vesiduos y el
otro a las funciones de coasto que resultan de la estimacifn

de pardmetros 0 sujetos a restricciones.
Teorema 2.17. (Distribucién de los residuos).

Sea el modelo lineal (2.58), que gencra las observaciones V,

con ¢ normal multivariada N{0, o? 1}, es decir ¥ - N{X0, 021!.

. -
Entonces, 81 0 es el estimador de m{nimos cuadrados y ¢ es el

vector de residucs de dicha estimacién, se cumple:

~

1) €« ¥ - X0 estd normalmente distribuido
L)

2) ¢y 9 son estocasticamente independientes

Demostraciéns

- P
Como ¥ y 0 son v.a. normales, X constante y € » ¥ - X 0 enton

cas ¢ debe ser una v.a. normal,

Para probar independencia versemos su covarianza:
cov (0, & » € (48-0cT e €l (xTxr ! xTv-al[y - 0k Ty
« E [ KTy tv-xixTx X 7] 00 kTeao IXTxinx) X"

o & O I kT .
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o N ot oo ™)) [1-xinTx17 5T
o 007! fofn o XMoo)X L1 - xiTx XT) 0
pues

K r-xu a0
N
luego como cov {9,¢) « 0 y son normales, son independientes,

Mat aduelante, en fdvntificacién, usarcmos ka normalidud da

coro una verificaci6n de la estimacién,
Jecorema 2.18, (Restriccién lineal sobre el pardmetro)

Scu @l modelo lineal ({2,58) con error ¢ tal que covle} « uzl.
£l pardmetro © estd sujoto a la reatriccifn lineal LO » € don
de L es una matriz Sxp de range S. EL rango de X es p, En-

torces:

1) El estigador ingsesgado de varianza mf{nima 8 sujeto a la

restricedbn L0 « ( cstd dado por:

.« A N R R -

R T TR [LIXTXI ! LT] "o o- (2.43)
donde 3 es el estimador de mfnimos cuadrados sin restric-

ciones. El estimador 6 es de mfnimos cuadrados sujeto a

la restriccibn lineal, es decir
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R . min 1V - xe)T (v - x0) con L ec

2) 61 el errvor ¢ es normal N{0, 021), llamando
Rl e (v - x0)T (v - x0)
R e (v - x0T (v - xh)

Yy 8e cumple L0 » C , entoncuss

R- o2 w-»
la variable aleatoria { "‘;I“‘— X -—;—— (2.84)
2

tiene distribucidn
F de Fisher: F (S, N - p}
La demostraci6n puede verse en|10| cap 3, 6 |3| cap 2.

Aplicaciones

Esta teorema serd el sostén de un método que emplearcmos en
tdentificaci6n para determinar el orden correcto de un mode-

lo mediante una prueba de hip&tesis estadfstica.

Supongamos por ejemplo que tenemos un modelo lineal ¥ « X0 ¢ ¢

con €~ N 10, 0 1) 8 0 (00000, B,p,p0eee D).
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La cantidad ¢ on este caso puede verse como una medida del de
crecimiento de la funcién de costo al pasar de un modelo de
ordan n, a uno de orden P si ¢t es mayor que el valor criti-
co wlegido 3@ rechaza el hecho de que ya hayamos superado el
ordan del modelo, es decir se considera que la reduccifn de

la funcibn de costo fue significativa.

TABLA V. Valores criticos de Fy, . in,-ny, N-n,) para la
prueba F del teorema ({2.18) {tomando de Mood et al
|37}, a su vez de M. Merrington & C.M. Thompson,
Blombtyika V.33).

Nivel de
iy o 10% 5% 2.5%

“"'1

'l"ll'
2,97 2,79 2,75 2.71[4.35 4.00 3.92 3.84 |5.87 5.29 5.15
.59 2,39 2,359 2,30 }3.49 315 3.07 3.00 j4.46 3,93 .80
2,38 2.18 2,13 2.00 13.10 2.76 2.68 2,60 (3,80 3.4 3,2)
2,25 2,04 1.99 1.94 (2,87 2.53 2.45 2.37 |3.51 3,01 2.89
2.16 1.95 1,90 1.85)2.71 2.37 2.29 2.21 1329 2.79 2,67
2,09 1,87 1,92 1,77 {2.60 2.25 2.18 2.10}3.13 2.6) 2.52

W e W e e

5.01
3,69
.12

)]

2,57
2,41

i wiguiente teorema o8 Gtil para verificar gue nuevas obeer-
vaclones V‘ se hayan cbtonido del mismo modelo lineal que las

anturiores.

8o

54 queremos probar que el orden verdadero del modelo es e

a8 decir que los Gltimos 0"' ....e" s0n nulos, se supone
+] z
la restriccibn lineals L6 » C
0-eene- 01 0-- 0,
ng - ml |t g O 1omees ) (2.45]
S A AL L
| I ‘ Outer
nymy i
onl

Llamando R; a la funcién de costo calculada imponiendo
] sedb =0, ¥ R2 a la calculada ain restricciones, enton-
LI LP) 7

ceat

Bajo la hipStesis nula Ry > Ry > My (no os @l verdadero orden).
Resulta gue

2 H

Ry - Ry N - "y

te - ' - -~ F ("2 -y, N - ny ) (2.86)
7 -, -
? 1 !
Kuto we puedu usar como cantidad para la prueba Jdu la hipblu-

sis nula.

Por ejemplo para n, - n; ¢ 1, N - ny o 60 Fy g5 {1,60) = 4.
Luego &£ > 4 es suficiente para rechazar la hipbStesis nula
con un nivel de riesgo de 5% (Probabilidad de rechazo de la

hipStesis nula siendo clerta).



Teoruvina 2,19. ({Nusvas observaciones)

Sea 8l modolo lineal (2.58) con ¢ « NI0,0’!J. Sea una parti=

ci6n del vector e observaciones ¥ s (V{ . V;lr y la corres-

T TT
pondiente particin do la matriz do datos X » IX, N xt) 1

Y X Y
.o » ey 8 N a0 lt.‘l,
Yy X L

L.l mnando q - no. de filaa de X, {dim [V,])
n, - rango de X'
n - no, de observaciones (dim [V])

A = rango de X

tatonces la estadfetica
. T
“. ming ¥, - X, 00" (¥, ~ X8}

12.44)
wing 1Y = X017 [¥ = X0)

Q- Ay Regq-ata
tisne distribuciOnifl: & | . ; )
?

(La demostracibn se pucde ver en |43] cap. 3}.

Este teorema lo utilizaremos cuando haya posibilidades de va
riacifn del modelo que genera los datos, para probar la hipd

tesis de que el modelo se mantiene,
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N6étcse que el numerador es la funcién de custo con las obser-
vaciones V, ] (y,....uql y el denominador es la funcién de

costo con las obsarvaciones Y « ly,...yq yq'l"'“n"

Noa va a {nteresar principalimente el caso on fuo X, Y X wvan
de rango p {no, de pardmetros) .. A e Ay osopsose hacen N
observaciones y en la observacién N ¢ | queremos verificar
la hipdtesis nula: "la nueva observacién fue generada por el
mismo modélo". Luego ¢ * N, n = N+J,

Entonces TR YL , 1
. ?

2. Errores dependientes, Eatimaci6n de Markov

Hasta ahora hemos tratado el caso que cov {e} =« uzl. Supon-=
dremos ahora que los errores mantiencn su media cero pero tie
nen otia matriz de covarianzas. Se puede demostrar que el cs-
timador do minimos cuadrados sigue siendo inscsgado pero ya

no es da vartanza minina. .
Teorcma 2.20.
Sea el modelo lineal {2.58) con errores tales que Efe) » 0y

matriz de covarianzae cov (e} « EfeeT) %V con ¥ defintda

positiva.
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N .
Entonces st O es el estimador de minimos cuadrados

oo Tyt AT Y, se cunmple:

) €0) + 8
2) cov (81« o (xTxp !XT v xixTxp"!

Obuérvese que el caso gque hemos estudiado es un caso particu-

lar de este resultado mll' general, cuando V ¢ I,
bDerncstracidn:

(8 - c[txrxr'va] . z[(x’xl"xT(xoou] .o s[(x’xn:’x'e]

e 0etx"x1 " "xTE(e) o 0
can 1o Que se demustra la primera parte,

cov (8) « E(11-0)(0-0)T)s E([(xrxl"xrv-e] [(xrx)"xrv-e]f)

u[(x’xl"x’w-xox][{xfxr’x'rv-xol]')
como Y-X0 s ¢
o X e peeTixixT !

e cov 18) ¢ of (XM IxT o xixTxy! 12.49)

con lo que se denuastra la dltima parte.
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Teorema 2.21., (Estimacifn de Markov).

Sea el modelo lineal (2.58) con Efe) = 0, cov [e} = v, (v det.
positiva), entonces el estimador lineal insesgado de varianza

minima de 6 est
By« KTV (2.90)
cov () « (xTvix! (2,911
Demostraciént

Stendo V definida positiva (y simétrica), se puede encontrar

P tal que
voepe _ (2.92)

Con P no singular, Hagamos la transformacibén V, . P" v,
Xy - P-! X. .Luogo el modelo 1ineal (2.58) puede ponerse comot

vpexp e bl 12.93)

cov (P! e) - Etp e P T w ey T L e e T L g,
.*. para el modelo (2.93) el estimador de minimos cuadrados

da l1a estimacifn lineal Optimai



s

o Ty e T Tty kTR ety kT Tty
ue XTI v ;

8u satriz de covarianzas es:

T IR BT A
cov (J“) X% (x'v'x)

ObLassxvacionuas

El estimador ";“ se llama cutirado de Markov, so puede in
turpretar de acuerdo a la transformacibn V e M‘T , como
el estimador de mfnimos cuadrados que resulta de "fil-
trar® las obanrvacionces y los datos con una matriz P',
que haga que los errores filtrados tengan covarianza

fdentidad.

Para hacer la estimacidn de Markov hay que conocer pro-
viamente la matriz ¢ (mddulo alguna constante multiplica

tiva).

Nétesc que para cualquier matriz A de rango completo, el
estimador
e aTa g ITac Ty (2,94]

es un estimador lineal inscsgado para §, tengan los erro

ros matriz de covarianzas diagonal 8 no, siempre que
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Ele) = 0,

2.5.4 FEl problema de mfnimos cuadrados en general

La definicién del estimador de mfnimos cuadrados dada a través
de las ecuaciones (2.62) y (2.63) podrfa haberse hecho en for-

ma m&e general definiendo:
s'(0) « (v - x0T wiy - X0} (2,95

el estimador de minimos cuadrados es aquel 6 que minimiza la

funcifn costo S (6 )t

- -
S'(0] = min S{9) (2,96}
0c0
Definiendo el eatimador de mfnimos cuadrados a través do esta
IS
nueva funci6n de costo $' {0}, se dlstinguen en la literatura

tres casos principales:

~
1) SiW. ln (matri{z identidad} el estimador 0 su conoce co
mo el estimador de mfnimos cuadrados y es el caso quc so

estudid en la seccibn 2,5.

11} Si W es una forma definida positiva en general, el proce
dimiento @e conoce usualmente como "mfnimos cuadrados

ponderados” o pesados,
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Cuando W es diagonal se reduce al caso estudiado por Gauss,
de distintas precisiones en observaciones indcpendientes,

L)
siendo los elementos de la diagonal proporcionales a las

varianzas de los errores correspondientes,

A veces se exige que W sea ademds simétrica pero esto es
supérfluo ya que siguiendo el razonamiento de Strejc |20|1
W adnite una descomposicién W s Wyt Wg donde W¢ es 8ing-
trica y "A ea antisimétrica:

T

cTwese Wge ¢ cT(&'A ¢ {2.97}

pero cTWA ¢ es siempre nulo, luego el dnico término que
contribuye a la suma es el que corresponde a la parte si-

métrica de la descomposicién,

-
£l eatimador 8 en este caso tiene la expresifn:

o« (xTwxs " xTuy (2.96)

81 X y ¢ son {ndependientes, entoncos:

€6) » th"wi Wuioeer) « o xTux) " KT () (2.99)

84 adendis El¢) * 0, entonces (2,99) quedas

El6) « 0 12,100)

con 1o que el estimador es insesgado, Es inmediato ade-

mds que la matriz de covarianzas del estimador es:

cov (8} « (xTux) " xTwzwxixTuTx) ! {2,101}

donde

L« cov (e} « Efed’)

1) st w!

y es la que se estudib en el pdrrafo 2.5,3.c.

e« L » cov {e), la estimacifn se llama de Markuv,

Puede demostrarse que de todas las posibles elecciones de

1

W, la eleccién w'oer corresponde a la estimacién lineal

'de varianza minima. Ademis por (5.98) y (5.101)
e xTelx IxTely 12.102|

cov (8) « (Xt 10! (2.108]



CAPITULD ).

Ly este capltulo se discuto la sipulacifin de sedales de ruido
bLlaicu, ¥y se exponen brevemente los fundamuntos da métodos
clisicos de tdentificacibn no paramétrica da sistemas contf{~

nuod.

La discusibn sobre la simulacién de ruido blanco cubre dos pro
pOsitos:
1) gencrar las sedales que ser8n ugadas en los capfeulos 5,
' 6 y 7 para aplicar low algoritmos do tduntificacién para-
métrica sobre sistemas simulados

14) introducir la notacibn y algunos conceptos sobre procesos

estocisticos que serdn utilizados en los siguicentes capi~
tulos, tanto en la introduccién como en el estudio de la
convergencia de ion algoritmcs de fdentificacién menciona

dos.
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3.4 Procesos estocisticos

3.1.1 definlclanes sobre la caracterlzacidn de procesos esto-

cistlcas
Veamos algunas definiciones para unificar la notacién:

Consideremos dos procesos estoclsticos x{£], y(«£) donde te T,

T es el conjunto de Indices.

El fndice ¢ estar§ asociado en nuestras aplicacionus, a la me-

dida del tiempo.

S4 T « (R} (reales) o T « {R'} (reales positivos y cero}, dire

mos que se trata de procesos en tiempo continuo.

84 T « {2} (enteros) o T « (N} (naturales), direnos que se tra

ta do procesos en tiempo discreto.
Se defines

Modia © valor esperado ulltl de un procesoc estockstico sl4)
comot

u (el = Elxith) (3.1

donde £{+) denota esperanza matemdtica.
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Funcibn de correlacién
8 eyl ylegh) 15.2)

Funcidn de covarianza

€yt gl » ELRLL i 18 My leg) - L] 13.3)

Do estas definiciones se desprende que:

R,’lt,,tzl . Cwlt,,tzlouxlt,luyllzl 13.4)

St el = ylt) las Gltimas dos funciones definidas se denomi-

nain de autocorrelacifn y autocovarianza respectivamente.

Estacionareidad.- Un proceso estocdstico es estacionario o
geatrictamente estacionario, 8l su caracterizacién probabilfa-
tica ¢s invariante a cualquier dusplazamiento del origen del

conjunto de indices (T].

Un proceso estocdstico se dice estacionario en sentido amplio
6 debiluente estacionario i sus momentos son invariantes a
cuilquier desplazamiento del origen del conjunto de {ndices

[REN

La scgunda definicifn se introduce porque es m&s verificable

v en la prictica.
’

Notess que todo proceso eatacionario es débilmente estaciona-
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rio,

84 x{4) y ylt) son estaclonarios, entonces se definen las fun

ciones anteriores como sigues

ule) . L E{x(£)} (constante) {3.5)

R,yltl « E{xi{tlylter)) 13.6)

nyl'r) . E(x(t)-uxHyltnl-uy)) (3.7)
Observaci6n:

licmos dado las definiciones anteriores para unificar notacién.
Sc eligieron por estar extendidas en el campo de control y

procesamiento de sefales.

§in embargo, en la literatura cstadfstica, los términos utili
zados tienen otra definicién formal, por ejemplo la funcibn

de correlacifn se define como "xy(”'

R 1)
opyltl e {3.8)
/Rulﬂlkﬂlol'—

cumpliéndose

0 < Ip‘y(tll <! 2

Obviamente corresponde a la misma funcién normalizada.
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Procesos erg8dicon

8i a{t), yle) aon estacionarios y ergbdicos, se cumplen las

sigaientes iqualdudes.

tn tiempo continuo

1]

R S /;T'xmu
:-
Ry l0 « 10 4 [;’ xtthyteenide (3.9)

LIRS [;’ [etel-u ] [oeveh-uy | de

.

tn ricmpo discretcs

Ltm G
Vg © New TNWT (onN RH4

Y N
tim 1 0o
Raglt) * hoa qger (E tiélylden) {3.10)
€ 111 - 88 e Ey [ta-u] fuléen
PRIRR TS o RETH L IS

La hipbtesis de ergodicidad cs sumamente poderosa pues escn-
cialmente afirma que toda la caracterizacibén probabiifstica
del proceso puede ser obtenida a partir de cualquiera de sus

rcalizacionas.

En negundo lugar, sugiere una herramienta mids prdctica para

conucer p,R,(1 no se necesitan conocer las densidades de pro-
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babiltdad conjunta sino promediar a lo largo de cualquier

realizacibn.

Las igualdades {3.9) y (3.10) pueden obtenerse a partir de la
hipltesis de ergodicidad y la ley de los grandes nlmeros {ver

.aptndice B).

Extensién.- A veces se exticnden los conceptos de covarian-
za y correlacibn a partir de las ecuaciones (3.9) y (3.10),
aln al caso de procesos x{t}, y{£) que no se sabe Bl son es-

tacionarios.

En este caso, loa lfmites de los lados derechos de {J.9) y

(3.10) se llaman media, correlacién y covarianza empfricas,

3.1.2 €stimacldén de Jas funclones de correlacidn

Aun cuando las ecuaciones (3.9) y (3.10) nos acercan un poco
més al c8lculo de las funciones de correlacién y covarianza,

subsisten dos problemas:

El primero es trivial, s6lo un cambio do notacién, Para com
putar en lineas las funciones Rlylr), Cx"(Tl, conviene teo-
ner las cxpresiones en funcibn de valorcs presentes y pasa-
dos, y no en funcibn de valores presentes y futuros. Cambia
remos los productos de la forma x{£ix(¢+7] por productos de

la forma x(2L-t)x(£), con un cambio trivial de variables.
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E]l scgundo probluma es grave: hay que promediar a lo largo

do un perfodo infinito!

Lo mds que podcmos hacer entonces,serd "estimar" las funcio-

nes R.y y C‘y con promedios en un intervalo finfto.

De ahora en adelarte s6lo consideramos la funcifn de correla
c{bn, el cilculo de la covarianza sdlo exige centrar los pro

cesos restando eu media.

Dutinimon estos estimadores como siguet

s [} 1.1
Ry M) e ""'/a xle-1lylelde (s.n‘)

para procesos on tiempo continuo, con datos en -1 € £ < T-v

- P NEr (@l
Reylt) o gop (B 2 iRl 5.2}

para procesos en tlempo discreto, con datos en -k < & < N-k-{,

Lstas cetimaciones con aproximadas. Cuando los procesos son
pecibdicos, de perfodo To y el intervalo de promediacibn es
”o con t entero y ¢>1, entonces los estimadores coinciden

con las funciones «que queremos estimar.

Cabe preguntarse que tan precisas son las estimaciones. Es-

to depende de las distribuciones de x{¢), ylt),
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§4 se asuma qua x(£), yl4] son gaussianas, con media cero, en
toncus Bendat y Piersol (1966) demuestran una expresi6n para

la varianza de los estimadores en el caso continuo:

VaniRy 1110 = phe [U[R, 00R,, () R LuerR, et ]
o 13013}

para x(t] = ylt)

vantR,, (1)} « yhe [:-Eli‘(ul LIRS LN PILS ) PO TN

ol 10

2 i [= o
VarlR g (01) « pf [7 R fulda (3.15)

Nétese qus en todon los casos la varianza cs inversamente pro

porcional a T-t.

Para procesos discretos, Bartlett (10) demuestra, a partir

de un resultado no publicado de Daniell, que si x{t) es gaua-

atano, con E(let))-l Y ¥,*0, entonces

VR, (k1) s gho T MRE ()R, (a-kIR,, fark]e2RE (kIRE (A}~
33 E A---[?xx X x xx !

-JRu(klR"IIt)R“(IL-H]_ (3,18}

81 existe q, tal que Rlllnl = § ¥ a>q, entonces:
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. ¢
Var(R, (k1) = gl ) 0 4y R af)s vk 2 g (1.17)

3.1.3 pensidad espectral

Se deline como densidad espectral del proceso estacionarfio
x{¢), la transformada de Fourier de su funcién do autocorre-

lacion ll..
Llanando “‘ a la densidad espectral de x(&}:

bchiol o7 Rl e T (.14)

0 sum

O liuh e LE[R T, 0y 15.19)

bonde £ ©e la transformada de Laplace bilateral.

Se define la densidad espectral cruzada do doa procesos con-
juntamente estacionarios x(¢), y(¢) & la transformada de

Yourier de su funci6n de correlacitn Rll(t).

. (] -
bygliol of TRy lule Ity i3.20)

b linn = (e[R 10]n, (3.21)

Para x(¢) estacionarto en tiempo discretos
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s liv) o R (e i (3.22)

bl dol = 2[R tx1]1,, g (5,23

donde 1 es la tranaformac{6n -z bilateral.

Anflogamente 84 x{f), yl£} en tiempo discreto son conjunta-
mente estacionarios, entoncest
jul e frpe™ o7 {3.24)

' ‘uyl 1f-ngy

oglinl » Qe ]y, dw (3.25)

La justificacién de la denominacibn "densidad espectral" es-

t4 vinculada a la propledad (3.74).

Una discusifn mds amplia puede encontrarse en las referencias

(25), (27} y (40).

3.2 Ruido blanco y aproximaciones

3.2.1 Definicién del ruldo blanco

Llamaraemos ruido blanco a cualquior proceso estacionario sn

sentido amplio, tal que su densidad espectral sea constante,

Es decir, si x{t] es un proceso estacionarioc con

Ox‘lju) ec (V) {3.26)
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entonces

xie} » Auido blanco
Cano discreto
St xl¢} es un prcceso estacionario en tiempo discreto (tell,

calculamos la autocorrelacion de x{¢) como la transformada in

vei'sa de Fouriur de la densidad espectral o‘lljul.

R, k) 7’?/: o diolef Ry o o gen b (3.27)
. € 8L keo
SRR WY YT (5.24)
Ryl
c

-3 -2-1 0 1 2 3 k
Figura (3.1)
Esto ca que los valores del proceso x{¢) en distintos tiem=

pos, son variables aleatorias no correlacionadas entre »f.

El inverso también vale. Si x{{) es no correlacionado, es
decir que Rl.(il tiene la forma (3.28), entonces ¢,,(jul es

de la forma (3.26), luego es ruido blanco.
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Ruido blanco en tiempo discreto consiste por lo tanto da un
proceso estacionario formado por una sucesibn de variables

aleatorias no correlacionadas.

Debe observarse que si x{£] es una sucesi6n de variables alea '
torias independientes e idénticamente distribuidas, es un pro

ceso de ruldo blanco. El {nverso no es clerto.
Caso_contfnuo

Calculemos de la misma forma que antes la funcién de autoco-

rrelaci6n de x{t) 8l t € R
Rexltl = ?’7/: bexliule? T v e slt) 13.29)

AnSlogamente al caso discreto, la sefial x[t) no estd correla-
cionada consigo misma para 1 ¢/ 0 (instantes distintos del

tiempo). Aparece un problema: su varianza no es finita, por
lo tanto no s8lo es una seiial de eneryfa no £in{ta sino tan=-

bién de potencia no finita (en analogfa al caso eléctrico).
En efoctor
Van(x{t])} » Rlllol = e 8{tl . {3.30)

Este problema surge de la condicifn exigida de espectro cons-

tante para un ancho de banda no finito,
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0 T
Figura (3.2)
MSs aln, se puede demostrar (ver (42)) que ai se exige que un
pronoso ‘sva contfnuo (en el sontido de modia cuadritica), do
variansta acotada, media cero y de valores no correlacionados

e decir
! E{af{tl-xla)) = 0 vedas,

entonces enlie)) « 0

Es cecir, es un proceso nulo con probabilidad 1 (casi segura-

mnte).

Vercmos ¢bmo lograr buenas aproximaciones al ruido blanco en

tienpa continuo.

1.2.2 Ruido continua de banda !imltada

Una forma de avitar el problema del pirrafo anterior {varian-
34 no acotada) consiste en construir un proceso de espectro

constante ¢, pero en un intervalo finito:

102

i |w| <@

[3.31)
i fuw| >0

[
¥l .
123 0
Calculando la autocorrelacidn:

I ofee jwt 1[0 fur
R“lﬂ-ﬁ/_nce duw --ﬁ-/_ncc du

[3
Reeltl o o5 den @r 13.32)

P jw) .

0 Q0w
Figura (3.))

Se puede observar que

- Eligiendo N lo suficientemente grande puede hacerse que la
correlaci6n entre x{¢) y x{s) , £/ 4 sca arbitrariamente
puguena,

§in embargo, dado |£-4| no existe valor de @ acotado, tal
que dicha correlacifén sea nula.

- S84 Q*=, se puede demostrar en forma sencilla, que la auto-~
correlaci6n tiende a la del ruido blanco:

tim R“(n.r) ¢ &t}

Re=



Voamus otra aproximacién a ruido blanco contfnuo, con banda

limttada.

tUna forma da acotar el intervalo de constancia de ’xx es con~

siderar un proceso con densidad espectral (3,33)

™
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RuxiT)

[

VALV

Ollljul .

La funcibn

figurn (3. 4)

a?
whe i

¢xx(w)

de sutocorrelacifn correspondiente es:

..‘lﬂl‘l 7

0

figura (3.5)

IR

13.33)
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R .[7)
c% XX

0 T
Figura (3.6)

Obviamente para esta aproximacifn al ruido blanco valen las

mismas observaciones que para la aproximacifn anterior.

Aparte de dichas observaciones, esta aproximaci6n tiene sen-

tido ffasico, especialmente en circuitos cléctricos.

Considérese un proceso de ruido blanco ygenerado por una fuen=-
te de voltaje con una f.e.m. elt), y un ctrcuito com; el de
la fig (3.7), donde Ry C podrfan representar resistencias
pardaitas y capacidades parisitas (que influyen en el compor-

tamiento en altas frecuenclas).

(- °
. R +
elt) (== x{t)

0 -~

Figura (3.7)
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llamando x{{) al voltaje de salida,

RCaie) » xlt) » ele)
tomando transformadas da Laplace:

xis) =[] £001 S )

Comu e{t] es ruido blanco. ‘ee‘j“) * k, usando la propiedad
{3.7¢)

. ! I .
¢ tdul e [,——,Mt-r—-—ﬂ,w ]o"uw

t
. . ! L1/ne)
¢,  (jul o ——ry e 3
v rwr'c 11/RC) ow
e lje) e LE? 13,36}
o (178c) Coul

Compfirese con (3.33}). Finalmente, sucede gque por muy buenos
qu& scan los simuladores e¢léctricos de ruido blanco, no se
pucden despreciar los cfectos de res{stencia de conductores
o capacidades pardsitas por proximidad. Las deneidades cspoec
trales pucden considerarse (a primar aproximac{8n} como del

tipo (3.36).

3.2.) Sehal binaria aleatorls a intervalos discretos (5.0.A.)

Consideramos una seiial x{2) que toma valores ¢ V durante in-
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tervalos de duracifn A, tal que en cada punto LYY 2.V L YRUPIN 3 PN

cambia de signo con probabilidad 1/2. Ea obvio ques

E{xltl) =0
?

Rx‘lﬂi vV

So puede demostrar (ver (25}) que su tuncifn de autocorrela-

cibn es:
R, I -{(I-]}llv‘ sd |t] < 13.37)
[) 8 e} 22
At}
° T T 3 1 D . T
Rdr)
-h 0 A T

Figura (3.8}
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Esta soflal tiende a no ser correlacionada en tiempos distin~
tos ¢f A » 0, y snu varianza se conserva finita, siempre es

Vaalx(e)) vt

3.2.0 Sefsles biniarias seudo-sleatorias|($SBS o PRBS)

Con#ideremos una senal que tenga las siguientes propiedades:

1) Toma valores :V, ca&blando de uno a otro en {ntervalos
regulares £+0,1,2),,. en forma determinfstica, es decir,
sigulendo cierta ley, repetible.

i1) La senal es periédica de perfodo NA, con N entero {mpar.

§11) cada perfodo contiene } [N+]] intervalos de un nivel,y

{ (N - !lintervalos del otro con una funcifn de autoco-

rrelaci8n como la que se muestra en la figura.

RN

S|

Figura {3.9)

Sccuencias PRBS de mixima longitud

Son 3ehales p.r.b.s. f&cilmente generables con registros de

corrimiento.
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Haciendo una convencién que asocie una variable binarfa yit)
al valor de x{t], p. ej.1 y=0 + xs-V, yel + xoV, eatas secuen
cias satisfacen una ecuacisn en diferencias lineal (m&dulo

2), como sigue:

Mye o™l e .0 Dyey .y (3.3

donde el simbolo @ implica suma médule 2 (o OR-EXCLUSIVO}, y

Y es una constante binaria: 0 6 1.

Reencribiendo (3.38)
" e ... 0ly ey 13,391

donde | es el operador jdentidad.

S{ Y30, una secuencia de orden m se llama secuencia nula, y
se puede ver que es peri6dica. El nGnero miximo de elcmentos
en una secuencia nula es 2"-1, y en ese caso se 1lama SECUEN-

CIA NULA DE LONGITUD MAXIMA., O sea que N+2"-1, (MLNS).

Una ecuacifén del tipo (3.39) que genere una secuencia nula de
longitud méxima no puede tener un polinomio 1?"a...61) que
ava producto de dos polinomios de orden menor, debe sor frro-
ductible. Tampoco puede ser un factor médule 2 de "1 con

ne2™-1,

Por ejemplos Una sccuencia nula de longitud maxtma'para meb,

puede ser generada por 1060050 Iy 0, o sea:

Yy (D‘Q Dsly, que se implementa como se muestra en la figura.
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—=(0y|0ji0j| oy oj]o}]

Figura (3.10)

Su presenta una tebla de clémo construir estas secuencias para

distintas longltudes,

® (no. do celdas
del registro)

?

D ® & N " v A w

N-im"(longltud de

3

7

15
3
63
127
155
511
102y

1%57

Polinomio
gencrador

(0’00)y L3}
(D’woly Py
(D‘ov’)u iy
108001y 3 4
(v‘ooslu vy
(D'ov‘lu iy
(D'ov‘ov’ovzlyiy
(D’OD5IU iy
Iv'ooD7ly 'y
(D"ovq)y L]

La ventaja de las aecuencias MLNS radica en la facilidad de

su generacifn tanto por Hardware como por Software, pero debe
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sefialarse que no es la finica forma de obtener secuencias bina

rias seudo-aleatorias.

A modo de ejemplo, el cbdigo en PASCAL con el que fue genera-

da la secucencla PRBS de longitud 63 usada para las prucbas ea:

FROGIRAR PRESCINEPU s OUIEUEY

RN R I L R AR R AR R LRI AT KRERR A SRR KRNI I TIR ORI R ¥y 3
OB GEHERA UNN SENNL. PRESONDEA TIE TONLTHL MAXTHACHLNS ) s UE FEKIOIG 64 9
(& DATUSILTMURE KL TOIAL, DE MDESTRAYS A OEHERAK L
(8 KLGULEALDSH TN AKCHIVO PRUS s SECUENE TAL. (2]
(ltl"l"'l""lll!ll"!'!Nllllltlll!ll'ltllllllllll'l"!lll!ll!‘l'v!i

< VAR KEGIARKAYLO, 4 JUF INTEGLRE

-1
-1
-1

-1
-1

ToedsLUINVELEIR)
PRUSIFILE OF INTEGERS
BEGIN K| UKL (MRES) 3
WRITELNC/CHANTAS AUESIRNS P/ YIREADIL)
FUR L3=1 10 6 LU KEGitLdi=gs
FUK 1tmE 10 L
BELIN REGLOJ=(REGI D HREGLATY MUl 04 .
FUR =& IIWRINn ) KEGCIME=KREGLJ-134
PRUSE I atvRELLOD-1¢
i PUT (FRES)
ENDI
LULK (FieHS)
END,

Este programa fue corrido, generando una secuencia de longi-

tud 6) que se lista y se grafica a continuacién:

et -1 -1 -1 1 -1 -1

-1 1 1 -1 -1 -1 i
1 -1 -1 1 i 1 1
' -1 -1 -1 1 1 1

-1 1 -1 -1 1 -1 1
-1 1 1 1 -1+ 1 1
- 1 1 -1 Y -1 1
1 1 1 1 ¢ i

' ([N
. 1L_IHLIHUU I

Figura (3.11)
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Obiervaciones:

Lay ventajas de las sccuencias PRBS son varias:

34 bien son deterministicas, su funcién de autocorrelacién

aproxima muy bien la funcifbn de autocorrelaci6n del ruido
blanco. De todas las sefiales binarias periédicas son las
1jue mejor aproximan al ruido blanco.

Por ser determin{sticas son repetibles lo que nos da faci-

ltdades en la experimentacidn y comparacién de resultados
puceto que podemos repetir estas sefales en distintas prue
haa.

(omo vimos, son dv generacifn muy sencilla y répida, tanto

+ por software cono por hardware.

ln las aplicaciones debe elegirse el poerfodo de repcticitn
#ed".1 con cuidado, de forma que su naturaleza peri6dica

no afecte los resultados.

3.3.5 Schales de excltacidén persistente

Se dice que una sefal u{i}, discreta [¢=1,2,...] es de exci~

taci6n persistente dv orden n, 8f se cumple que:

R N
i) existe el 6§: ﬁ iy utel, y es finteo
in ! N M
0k wltuleen R (1 (3.40)

11) existen los) z

v¢0,...,0n-1 y son finitos

144)1a matris A-(a“-) con au-ﬂwli-jl es positiva

defindda, &,f*1,2,.iyn
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Pueden demostrarse varias propiedades de este tipo de sefales

muy fitiles en los procesos de identificaciéns

. Adelantindonos al capftulo 4, demostraremos que no existe
ningdn filtro de respuesta a impulso finita de orden n-/
tal qua excftado con una sefiul de excitacibn persistente de
orden n su salida sea de varianza nula; en efecto,por
(4.23), 81 ¥ es la salida del filtro:

nel

2 10) nl
Ry = ko oo hIRVILIR (k- 2)

luego por la condicclén 111)+ Ruy(al >0,

Pucde demostrarse también que una sefal de excitacibn persis
tente de orden ", decbe contener en el caso determinfstico,

al menos n frecuencias distintas entre 0 y w,

Ejemplos de seiales de excitacifn persistente

. Es inmediato demoastrar que una sefial de ruido blanco (con
cualquier densidad de dlntfibucldn) es persistentemente ex-

citante de orden n, para cualquier n finito,

También se demuestra que cualquier sucesién binaria seudo-

aleatoria de longitud mdxima nt es de ex01t9c16n persisten~

ta de orden n. Ver por ejemplo {(4).
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3.3 simulacién de ruldo blanco discreto

3.).1 Métodoy de simulaciédn de ruido blanco discreto

Slularemos procesos cstoc&sticos estacionarfos en tiempo dis-
croto x(L), ¢o!,2, ..., con x{<) no correlacionada con x({],
{#f y las vartables x[{] idénticamente distribuidas, con media

cero y varianza finita.

51 simulardn procesos con distribuciédn normal, uniforme y da

deinoulli (PRBS).

Sinulaci®n de distribucién uniforme

liay varios métodos de simulacién de diastribuciones unifcrmes,
anterformente fue muy usado el método de J. Von Newman de "cen
tro de cuadrados®, desplazado hoy en dfa por el método do geng
radores congruenciales, especlalmente aptos para computadoras

digitales.

El 1a6todo consiste en genvrar rocurafvamente una sucesidn do

‘namiros R, de la foina:
Roey * [Aknoﬂmdd P 13.41)
donde 0 £ R" <P, Ro e9 un valor inicial (scmilla), los nGme-

fo8 A, u eon congtantes enteras y el ndmero P es generalmente

«]l miximo entero representable en la miquina., En una computa-
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dora binaria r-z”

La sucesi6n normal{zada R; * R /P

aproxima enormemente una sucesibn de v.a, independientes con
distribuci6n uniforme en (0,1} , con una buena cleccibn de los

par&metros M, A,

Cuando u*0 se dice que es un "gencrador multiplicativo®, si

uf0 el generador es "congruencial combinado".

Es claro que la sucesién R; es seudo aleatorfa y peribdica,
obviamente el perfodo miximo alcanzable ca P, este ae alcanza
8i se cunplen tres condicioneu:

1) El miximo comGn divisor de (y,Pl=!

11) Avi [méd ¢} para todo factor primo g de P.

114)avd (m6d 4} 81 P es divisible por 4

En una computadoxa con rcpresentacién binaria Prib, Y las con-

dicfones (1), (i), (441) se matisfacen 51 A es de la forma:

Ao du ¢ | [3.42]

y ademds y es {mpar.

Para la aimulacién de ruddo blanco con distribucibn uniforme,
humoa aprovechado el hecho de que la computadora utilizada pa-

ra las aimulaciones (Burroughs 6800) tiene un intrfnaeco:
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RANDON (6), que produce una distribucién uniforme con un gene

rador congruencial combinado:

R " Il§2§l7l90725!R"4HH7707”75)m6d 2”

von 13.43)

nel

£l Juto fnicial es S (semilla, © Ra), y en cada llamada al {n
trinseco se produce un nuevo valor de R,“ y se actualiza S:-Rn.,
para la siguiente llamada. Es la forma de generacibn de uni-
fories que se utiliza en el programa ALEATORIO, escrito en

Pascal, y que genera ruide blanco con media cero, uniforme en

(-¢.5,0.5) o normal {0,1}), ver apéndice D.

Rucie verificarse que el gencrador congruencial combinado RAN
DOt verifica la condicibn (3.42), y ¥ impar, por lo que su pe-

riodo es miximo. En la B-6800 es P-Z”.

Simuluacibn de distcibucidn normal

El método que usaremos fue propucsto por Box & Muller (1958)
{11}. Consiste en generar una sucesibn x{¢}, £+1,2,.., de va-
riables aleatorias independientes con distribucién normal
N{0,1) a partir de una sucesifn de variables aleatorias inde-

pendientes con distribucibn uniforme en (0,1},

61 U,V son dos variables aleatorias independientes con distri

bucién uniforme en (0,1}, entonces X,¥ definidas como:

e

Xot-2 b, 0" cos tay :
{3.44)

Ve t-zt w0 gen tnv

Son variables aleatorias independientes con distribucién nor-

mal N{0,1}, En efecto, por (J.44) se cumple que:

e o ixleghii2

(3.,45)
v e(1/2n)(ar tg y/x)

De acuerdo con el teorema 2.1 podemos calcular la distribucifn

conjunta de 'X,V. La distribuci6n conjunta de U,V es:

6u'ulu,v) . lu(uHV(vl
donde

0 &{ uc«

ey § 0

0 i<

yely 0

La densi{dad conjunta de X,¥ es entonces:

bx,yl %9l o D) Tylutx,g)) T, (vingl) « |3] Tx,y) 13.46)

donde
Ilx,y) » 1 ¥ x,y, y ademls

; 2,2 2,1
au au |1 rmadety, ity

JET
v av ] 1
X w| |-y w77
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i 1
1o ~1{t{x"ey") 3.4
LR e y ! )

. 1,1 ? ?
R N TP IR UL Lt A PR B
R n v

v 13.48)

luego las parejas X,¥Y son variables aleatorias independientes

con distribucién normal N(0,1),

£l programa ALEATORIO utiliza una sucesibn de variables alea-
toiias untformes (0,1),e independientes, para generar por el
nétodo de Dox & Huller una sucesibn de variables alcatorias
.notmales [0,1)e independientes, Ademds computa la med{a mues
trel y la desviacién muestral corregida para realfzar las
pruebas sobre la media y la varifanza descritas en la seccibn

siguiente. 5u listado puede encontrarse en el apéndice D.

Simulacifn de sedfales binarias

Una forma de simular sefales binarias, que adoptan valorcs de
o), <1 con probabilidadey 0.5 y 0.5 respactivanente es tomar
una schal con disrribucibn uniforma {0,1), llamémonla yit),

y generar 1{¢} conot

¢l 84 0,25 <y < 15
xiel -l 13.49)
-1 en case contraado

Esta @9 la forma con que el programa RUIDOBINARIO (Apéndice
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D) genera una seial binaria alcatoria a intervalos discretos

como se defini6 en 1a seccibn 3.2.3 con Vel, Asl,

Las sciiales binarias que mis utilizaremos son las Bucesiones

PRBS de largo miximo.

Generaremos sucesiones de perfodo 63 y 127 de acuerdo a las
ecuaciones de la seccifn 3.2.4 con los programas PRHS63 y

PRBS127 réspectlvamente.

El finico dato que nccesitan estos programas es la longitud
{no., de {nstantcs) de la sefial; han sido escritos en Pascal
para la computadora B6000 del C.S.C., y su listado se encuen-

tra en el apéndice D,

3.3.2 Pruebas sobre las sedales simuladas

Para verificar que las sefiales simuladas puedan considerarse
como realizaclones de procesos ustocisticos con clertas carac

terfsticas, se desarrollaron algunas pruebas estadist{cas.

Eatas mismas pruacbas sarfn umadas junto con las téonicas do

identificacibn para determinar la estructura de los modelos.

a) Pruebas de descorrelacién

* Autocorrelacién

El problema consiste en verificar que una realizacifn de un

oo s e eemeseuer = Smens g mime—
v
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proceso en tiempo discreto corresponda & un proceso estaciona

rio caracterizable como ruido blanco.

Sca «fe], ¢1,2,5,...Nek, una realizacibn, Si se computan
lae estimaciones de la funcibn de autocorrelacibn:

. N
R0 e g Iy o), e 12,k (3.50)

8¢ enpura que para ruido blanco con media cero R“(il.T',,-.-,h

sea bastante préxima a cero, ¢qué tan puguefa debe ser?

il siguiente resultado permite construir una respuesta a esta

preguntas
TEORIMA 3, 1.

Sea afdt), ¢1,2,..., una realizacién de ruido blanco con media

cero y varianza o', cs decir R, (7} =« 0 ¥1 40 R [0)w0? ,

Scan lam estimaciones de las autocorrelaciones:

P R
Rodvd o g opvidndin
.'I!.O"C.-lA

: P LAY
an

‘ en leq Jf|0'£' pana Ne= 4y 40 . {3,51)
u '
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Demostraciftng

De acuerdo al teorema B.9 del apéndice B

Py t .
R 1) 2= 010,900 pana Nea Th0

A N
Por otro lado R‘xial . b i;, x[ilz es tal que E(xli) ) entcm

entonces, por al teorema B.4 del apéndice B {(Khinchine, Ley
débil de los grandes nlimeros), sa cumple que:

- Prob,

2
Rx‘lol + 0

Entoncea la variable aleatoria R‘lltl/Rlxlal euts en las con~
diciones del teorcma B.l, parte 2) del apéndice B, 8{ 0f0 y
resul tat

ixx(:t en ley .
—_— Jf(o,ﬁ) para N+o | of0, 140

"
Redth e
XX

que ¢8 precisamente lo que querfamos demostrar.

"
Hemos visto que las variables aleatorias r, {t), «=1,2,.,.,

x
tienden a distribucfones normales para N+». Veremos que Ga-~

tas son ademfs independientes.
TEORCMA 3.2

Sea la sucesién x{t],¢«!,2,,., como en el teorema anterior,

entonces para Ne= se cumple que Efx,, (til.a,, [1al}+0 para
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En ofectot
- vt R Ju)
Le vsriable sleatoria Al‘lrnlh [ta) « --____T_T——-__' es
0
x

cociente de dos variables aleatorias. Supongamos que

R'.|I||-R"|Inl converge a alguna variable aleatoria Y con

- tob.

Jdistribucibn dosconocida f, como R"lﬂl ——s o}, por el tog
rema .2 del apéndice B, Rulﬂ)z + 0% y se cumple por el teo-

remn Bl del apSndice B ques

~ ey
"ll("“llh', - v {3.52}
entonces t" E(a (Inl;ll(rll) . £é¥l [3.53)

s8lo queda demostrar que £{V}+0, esto sc cumple pues recordan

do que ¥ e» la variable aleatoria a la que converga el produc

i &
to & (IR, (nate

ER iR (] )e E(Lg,xl:.)x(unl‘,,xulnl;oul)-

N N
;'i Gt by EOM AT o0 4t Tt

o' .
w 4 TieTa

El Gitimo caso era previsible {(ver teorema anterior), pero

ol que interesa es 1p7;.
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Siendo E(Rl“Tl’Rxx“I’) # 0 81 T441; ,una constante fndepen

diente de N, también E{Y}e 0 para 1412, entonces:

“” E(u (r.ln (Tl e E‘V)- =0 sl Tifta (3.54)

. ;'7 Y4 FRE

-~ .
Corolario.~ Como Axxlll, tsl,2,... tienden a estar normaimen-
te distribuidas, y con covarianza nula, entonces ticnden a

di{stribuciones independientes.

La prucba: Basados en los reaultados anteriores podemos pro-

poner unas pruebas de descorrelacifn:

1) Bajo la hipbtesis nula: x(&),4<1,2,...50n no correlaciona
das (y con media=0), vimos que las estimaciones nl.(tl

ee distribuyen JFIO,%) para N+=, y son independientes.

"
81 se computan ullltl. tel,2,,..k (usaremos normalmente

kel0},
~ 1

Plla, [1}] < 2,8 —} » 99488
ST e

entonces

a ] - 1 10
PURGINL € 208 e g 11011 < 2.8 el 90480)
« 95 “13.55)

de donde se desprende gue con un nivel de confianza de
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~ .
954, todos los IAlltvll.t-l...ld deben ser menores que
A
)

-
Como a“ltl, 1s!...k, son independientes, normales, de

1
varianza g (teSrica), computamos la estimacifn de su va=

rlanza como

k
! ~ .
st byl (3.56)
es evidente que la cantidad X:
& ?
x e & (3.57}

Se distribuye como x! (ji-cuadrada) con k grados de li-
bertad (para N+s},

Probaremos la hipStesis nula de que la varianza de ;xx("
es I/N contra la alternativa vun(nl‘ltl) > 1/N. Enton-
ces, con un nivel de confianza de P§, bajo la hipbtesis

nula, se cumple que:

stk 13.50)
N

Yy para la desviacidn cuadritica medias

VAR W | (3.59)

donde 1a constante hp es:
2

Kp « i-%LE

con l.i,p el punto de probabilidad acumulada Py para la
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distribucibn x: (j{ - cuadrada con k grados de libertadl Se

tabulan valores de la constante hp para distintos niveles de

confianza(P), ¥y kR » 10 {que es lo qye usaremos hormalmente).

TABLA 3.1
P [S -
p p
959 1,8307 | 1.35303
97,54 { 12,0483 | 1.43119
994 2.3209 | 1.52345

Para ejecutar ambas prucbas, se escribi& el programa CORRELA~
CION, en Pascal para la computadora Burroughs-6800 del C.S.C.
Dicho programa toma como datos: un archivo de sefales a pro-
bar, el nGmero N de productos para la estimacibn de las auto-
correlaciones, y el ndmeroc k de estas. Computa y despliega

las cantidades ﬁx‘(T), ill((l. 1« t...h. Saca ademds up ar-
chivo para ser graficado con GRAFO/PASCALERO, donde se dibu-
jan las cantidades ;xx[‘, contra el par&metro 1, trazindose

las 1{neas de desviacibn cuadr&tica media tebrica ¢ I//°W.

La figura {3.12) es un resultado tipico du dicho programa.



125

r, 00

X

v

CRTINALION BT LA FYNCION DL AVTSCOARELACION 81 LA SEOAL LT o

Figura (3,12)

. Cruces por curo, {Se exiqge indepondencia)

soa a{t} ¢ « 1,..., N una observacién de largo N de una sefal
estaclonaria constituida por variables aleatorias independien
tes, con media cero y varlanza finita. En lo gue sfgue des-

prociaremos efectus de cuantizacién numérica de la computado
ra (como lo hemos venido haciendo), que en particular provoca
que en una distribuci6n contfnua P{x(¢) » x} / 0 para x real,

por ejemplo cero.

Considersmos la variable aleatoria yl£), £ « I,.,.,N - | de~

finida como:
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1 st sg[xle]] ¢ sg[xleen)]
y (el - (3.60)
0 si sg[xle)] « sg[xiten)]

como x({¢t] y x{t+!]} son independientes, y(¢} tiene una distri-
bucién de Bernoulli con p » 0.5, cualquiera sea la distribu=

cibn de x(¢].

So desprende entonces que la suma de cambios do siyno;

n-
[i Y{{}l tiene una distribuci6én binomtal §IN-1, 0.5}, Esta
£

distribucién es simétrica respecto la media (N-1)p « (K-1}/12,
entonces bajo la hip6tesis nula: "x[t), £ ¢ 1...N son varia-

bleas aleatorias independientes con media cero".

Kor.s

N -1

<

\WN - 0.5 con probabilidad 0,95 13.61)

Donde ¥, ¢ — y{4) es el promedio de cambfoy de signos

;N
Nel L«
K” ¢ €8 el punto de probabilidad acumulada = 97,5% de la dis
tribucién binomial {N-1, 0.5),

Esto establecea un rango de valores para WN con probabilidad

0.95,

En la tabla 3.II se tabulan los limites inferiores de estos

intervalos para digtintoe valores de N-I,
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TABLA 3.1I

N-) 0.5 - K/N-}
16 .227
20 .258
30 .305
o0 333
60 L3631
100 .396
200 427
400 451
600 460
800 4654
1000 469
1500 4747
2000 .4781

Los valoras correspondientes a N - | « l6,,.,, 200 fueron ox~-
trafdos de "Biometrica Tables for Staticians®, los que corres
ponden a N - | = 400,,.,., 2000 se calcularon aproximando con
1a funcién do probabilidad normal N {0.5, %il' a la que tion-

de la distribucién binomial para N + =,

Para calcular valores intermedios se realiz8 una interpola-
cién polinomial entre los valores tabulados, considerando ab-
ciaas logarftmicas para espaciar uniformemente los datos. la

{ntexrpolacién se hizo con el algor{tmo de Neville-Aitken.
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Los resultados de la interpolacifn gse presentan en la-figura

(3.13}).

243 o

.

]

" S0 100 100 300 ([0 2000
INTERPOLACION BEL FRONZUIO INPERIOA AUMISIALE,

Figura (3.13)

Para efectuar esta prucba se eacribié el programa CRUCES/CE~
RO que toma como datos un archivo da la seial a probaryel af

mexo N de muestras a tomar en cuenta,

Cuenta el ndmero de cambios de 8iyno y compara este nlmero
con el rango admisible para una confiabilidad del 95%. EIl
rango admisible lo calcula interpolando polinomialmentae la ta

bla con el algoritmo de Neville-Aitken.

El programa fue escrito en Pascal para la Borroughs-6800 del

C€.8.C. su listado se encuentra en el apéndice D.

b)  Pruebas sobre la distribucién

. Media y varianza
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sen x(e), t = 1,2,..., una sefal de ruldo blanco con media ce-~
ro, varianza 02 y momentos de cuarto orden finfitos. Enton-
cei, es [4cil demostrar por el tecrema (B.7) central del limi

te (ver apbndice B), que:

N .
. % Il dé8t, 4o(o,0?/N) para N+ =
o
13.62)
~p g N 1 dise ¢ vy - o
o o= Ioald)t EHTe Widf, ) (3.63)
N el

para N + =

‘donde u, * E(l(tl‘) t Se puede calcular y, para distintas
distribuciones, por ejemplor/ para normal (o,o’) by " !a‘
13,64}
para uniforme en (a,b)
ug + tb-al*re0
13,85)

De aquf se desprende que para N + «, conocida la varianza a'.

bajo la hipbtesis nula u « 0, debe ser
IT] < 1.96 0 - 13.66)
N

con un nivel de confiabilidad del 95%. Para el mismo nivel

" de confiabilidad, supuestos u = 0 y u,, para N + = bajo la

H

hipGtesis nula E(xidlf) o of debe cumpliree:
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h
- M 4
jof - of] < a2 - 13.67)

En particular realizaremos estas pruebas sobre la distribu-
cibn normal: N{08, !}, y uniforme en {-0,5, 0.5), y las dosi-

gualdades (3.66) y (3.67) quedan, para estos casos como:

para la dist. normal N{0,1} + |X| < 1.96//K

lo? - 1)< 2772/

para la dist. uniforme en (-0.5,0.5) : [x] < 0.5658//R

Jol - 0.08333|<0, 1461//R

Estas pruebas se incluyen en el programa ALEATORIO, que se
menciona mis adelante, usado para generar seiiales de ruido

blanco con distribucién uniforme o normal.
Observaciones:

En 0 cawo do la distribucién nurmal, la ocuacién (3.62) no
es asint8tica, sa cumple ¥ N > 1, y la (3.61) podria ser
sustituida en forma exacta con una distribucifn x' (j4 = cua-
drada) con N grados de libertad. Para valores grandes de N
1a diferencia es minima, por ejemplo para N = 200,los 1limites
de la prueba (3.67) difieren en aproximadamente 4%, para valo

res de N mayores, la diferencia es menor a@n.



131

Debe observarse adem§s que en la prueba de la media se supone
varianga conocida, y vice-vorsa. Estas pruebas golo han sido
propuestas para confirmar gue las seiiales guneradas son "bue-
nas representantos” del tipo de seidal que se quiere simular.
En un caso gencril hubiera sido mis apropiada una prucba con-
junta, por ojemplo con el estimador de la ecuacién (2.45), y
en el ceso de distribucibn normal, recurrir a la prucba ¢
(por la distribucién t dé Student) para la media, y 12 (f4-
curdrada) para la varianza. Las pruebas propuestas &on senci

1lae y ad-hoc a la aplicacién propuesta.

. Densidad de distribucién - criterio de Pcarson

Supongamos que sc tiene una variable aleatoria Y, que puede
tonar valores discretos Ypeeord, con probabilidadcs Proe Py
respectivamente. Dada una muestra aleatoria eimple de N ob-
servaciones de dicha variable se observan frecuencias de apa-
ricibn Rye “2""‘". para los valores [ ¥ i P leomo podemos
confi{rmar que dicha muestra corresponde a la distribucién mep

chonada?.

So trata puss de detorminar cuando la diferencia entre las
. frecuencias observadas y sus valores esperados Np,, sz,....

Npu es significativa.

Puede demostrarse & partir del teorema de Laplace, que la va-
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riable aleatoria

m (n( - Npllz
xe 4 4 (3,68}
Ll Npl
Se distribuye como una xz (j4-cuadrada) con m-1 grados de 1i
bortad, Es decir

dist

X xz para N + = {3.69)

m-1
Una demostracién a partir de resultados de convergencia para

grandes rwestras puede encontrarse en Rao, u.R. |43],

Sea ahora x{t]), £ = 1,.,,N una observaci6n de rujdo blanco

con varianza finita, si se quiere verificar que x(¢) tienc

una distribucidn determinada puede dividirse el ranyo de va-
riacién de x{¢] en m intervalos (celdas); uf P {*l,,..,m sOR
las probabilidades asociadas a dichos intervalos, determinadas
por la distribuci6n tebrica, y ne {e!,,..,m gon las frecuen~
cias observadas entonces la cantidad X definida en (3.68) pue-
de usarse como criterio pues bajo la hipStesis nula de que las
probabilidades asociadas a los intervalou son p,...pm, enton~
ces x me distribuye como una xz m<l, Para un nivel de confian
za de PY se propone como criterio de aceéptacifn de la hipSte-

sfs nulai

xexkg P (3.70)
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donde x:_,.

la distribucién xz con m-! grados de libertad, En la tabla

p e» el punto de probabilidad acumulada de PV para

3.1II se tabulan ailgunos de estos puntos criticos para valores

de m-1 8, 12, 14,y P « 0.9, 0.95, 0.99.

TA3LA LI1I. Tomado de Pearson & llartley "Biometrika Tables for

Staticians"®
! ? ?
LIRS B SR Xpe1,0,95 X'm-1,0.99
8 313,362 15,507 20,09
12 18.549 21,026 26,217
v 21,064 23,685 29.141

Para efectuar esta prueba se escribié el programa H1STO. E1
programa fue escrito en Pascal para la computadora Borroughs-
6800 del C.5.C, los datos son un archivo con 1a seial tl(¢) a
probar, el ndmero N de observaciones de dicha sciial a tomar

en cuenta, el extremo mfnimo y miximo de los intervalos y el

nfinero do estos.

Bl proyrama cusnta el nfieio de valures observados un cada in
tarvalo, y aquullos gue caun Euers dol rango [MIH,MAX], Crea
un archivo, para graficar con GRAFO/PASCALERO, que contiene

un histograma de la sefial para los intervalos pedidos, y pue~
de incorporar una Curva normal pars comparar visualmente con

e] histograma.
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Un resultado tfpico de este programa se puede ver en la figu~

ra (3.14).

El listado de dicho programa ss encuentra en el apéndico D,

Figura (3.14)

3.3.3 Sefiales simuladas

Con los métodos de simulacién descritos en 3,3.1 se simularon

10 mefales de ruido blanco, para usarse en los capftulos S, 6



y 7, en ejemplos de los algoritmos de identificacibn con da-

tos simulados.

Lar sefalec simuladas pasaron las pruebas de no-correlacifn,

y cdstribucién vistas en 3.3.2,

A continuacién se listan en la tabla J.IV las caracterfsticas

de cstas senales.

PRYIANMA

RO TIPO I DISTRIBUCICN LARD METODO DE GNIRACIN
G20:RADOR

HIIo 1 iomal (0,1) 645 Dax = Miller NLEATORIO
wuo 2 tomal (0,1) 645 Box = Maller NALEATORIO
i 3 tormal (0,1) 645 Bax - huller MNEATORIO
i 4 tiorml (0,3) 645 Box = Muller ALLANTORIO
o $ Normal (0,1} 127 Box = Muller NEATORIO
wno ¢ Hoomal (0,1} 310 Box -~ Muller ALENTORIO
wio 7 | undfome en [-0,5,0.5] 645  [Oomgrucncial cambinado ALEATORIO
INT 1 Binaria aleator{a a interi 310 |A partir de unifome HJIDO/BINARIO

valo disc.
PR 63 Sucvsi&n PIBS, mbuima 325 Ecuacién en diferenclas PRUS/63

: lungfuad wéd,

VRS 327 Sucwsin PIUS, rlxima 1127 [Ecwci8n on diferencias PRIS/127

Toww i tud mid, 2

TABLA 3.1V

En el apéndice C pueden encontrarse gr&fices de las seiiales y

yvesultados de las pruebas estadfsticas.
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3.4 Identiflcaclén no parSmetrica de slstemas contfnuos

En esta seccibn se describen en lfneas generales, algunos mé-
todos cl&aicoa de determinacién de la respuesta a impulso y
la funcibn de transferencia de sistemas dinimicos contfpuos,

con procesoa estocdsticos como sefales de entrada.

3.4.1 Convolucidn y correlacién

Sea un sistema dindmico lineal, contfnuo invariante en el
tiempo, S{ eu respuesta a impulso es h{t) y su funcién de
transferencia es H{s) « [ (h{t]}, se cumple que para una en-

trada ul£), eu salida y(t) es tal quet

= @
yiel / bl uteeride o7 bl wten) ar

by hit) ___..!i'l

Figura (J.15}

Calculemos ahora la correlacién entre la entrada y la salida,

suponiendo ergodicidad del proceso;



137

L8l etin L /' ult-o) ylelde » tin L /Tu(t-OI(/ Rirlule-tida) de
W Tem o7 7, T 21 J; A

[

invirtiendo el oxden de integracifn {se puede hacer puesto que

¢ y t son independientesl

. ' .
. 1

R (0 i v Um — ¢-0luf{t~-tide dtv » [ k{1 R {0-1] d7

W‘ | .’o 1{v) T:’: po /rul lult~1] /"n( I R {0-1]

F“‘Jm  LREWCRT 13,71}

Obwérvese que la relaci6n (3.71) implica qua &i al sistcema se
le aplicara una untrada idéntica & la funcién de sutocorrola-
"c16n de ult), su salida serfa idéntica a la funcidn do corre-

laci6n entre uit] y yit).

Ryyuld) Ryyl®)
uu hig) ‘ vy )

Figura (3.16)

81 shora tomamos transformadas de Laplace a la ecuacidn (3.71}

cesulta;
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Ouyhl . Hla) buum , evaluando en & = fw

’uy {fw) = H {fw) LW {3.72)
é 'yu e T gl LI {iw)

anflogamente se puoda demostrar quo

? fal . .

gy {jw) = H {fw) oy“ [fw} 13.73)
Luego, sustituyendo (3.73) en (3.72):

oyy e i o{fw) oyu SRR VLU O P I

1] .

H
g o || ey, (3.74)

que relaciona las densidades espectrales de la salida y entra

da a un eistema lineal.

Du lam ecuacionas (3.71) a (3.74) se desprenden procedimicentos
triviales para identificar el sistema. Por ejemplo si ult) es
ruido blanco unitario {C « 1}, Ruy“) serf 1la respueeta a im-

pulso hlt), y Ouy(jwl sexd H{jw).

Pero en la préctica no es posible en general hacer eato, asf
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que veremos como identificar sistemas sin sacarlos de su ope-

racibn normal.

3.4.2 Determinacifn de la respuesta a impulso

Supongamos ahora, con mayor generalidad, al sistema anterior,
exitado por una entrada u(t} que es superposicifn de dos en-
tradas: u'(tl que repre;cnta la entrada on operacifn normal
dol eietema, y u2ltl que representa una "seial de prueba',
la quo elegiremes poster iormente para identificar la respues-
ta & impulso. Supondremos que la salida del sistema sa co-

rrompe con ruido aditivo n [t). En resumen:

vy} _ent. normal nlt)
ufth W) g l _'xm
s0lido
uzll) sehal de prueba observado
Figura{l.17)

En general se pueden hacer algunas suposiciones adicionales:

. Como seleccionarcmos uglé), podemos elegiria de forma

que no esté correlacionads con u,(t). pebe sin embar-

1o

go tenerse presente que en la identificacidn en lazo ce-
rrado eato no serX posible en general, puesto que u,(t)
dependerd dindmicamente de y(tl, y por lo tanto también
de u,(tl.

. Elegiremos U, (] independientemente de n(t), y por lo

tanto no correlacionados.

En resumens

1) R (8) =0 Vo
uluz-

2) R“’n (8) = ¢ ¢
Como el sistema es lineal, aplicaremos superposicidn, llaman-

dos

gy (e [ hlel g te o) b
0

g 1) o [ Il te - vh
[

Vole) oy leh ooy le) o nit)

Suponiendo argodicidad calculemos la correlacifn entre i, y

'
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T : T
- .l
yutor” 2 E / W oITieldE - tin o ./r ugl£:0) gy 1810y, L2ionter] de

-~

uy(o! /"“' ’—T/r 1£-8)u [£-1hdtdee

-

.
./ hin) tin L /u [¢-8)u, (£-Thdeds +
, Ty LT

1L

(7]
Toe 2T

zlt-olh(tldt 13,75)

-

ﬂ“~\~

S /c TR, fo-21dt of hITIR, , (011 0}
[
por Hyth

Ru.,!—/(ol -4 hit) Ru‘uz {8-1) dr

fdeatificaci8n con ruido blanco

61-elegimos como entrada uz(t) * bit), ruido blanco, al ser

su funcibn de autocorrelacibni Ry, (0] « k-§(0)

* Rygtol / hiv) ké{o-tidr = h{8]
o

esto es que la funcién de autocorrelacifn coincide con la res

pussta a inpulso. Un esquema de tdentificacién en lfnea para

L'}

obtener N valores de hi{t), podrfa ser el de la figura.{3.18).

Donde los promediadores PROME realizan la operacién;
t
/l'l dt
[]

udhl n(t)

nin ]_—LJL——

]
]

L1{]]

" ﬁfz‘l
:

M"

Figura (3,18}

ldentificacién con PRBS en tiempo finito

En la practica no tendremos accesible para la identificacién
una seial b(f) de ruido blanco, ni tampoco la posibilidad de
observar y promediar durante un tiempo infinito. De hecho no
estaremos entonces calculando las funciones de correlacibn si

no estiméindolas.
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Roescribiremos la ecuacidn (3.11), integrando entre 0 y T.

T -
D[ ug le-e) Fla) de - R =
'0/ t ugy

- E - Ta " -
lueyo R /a RIIR, | 10- 1k ./ MR, (0-101 4 R, 0}
[

dcnde hemos supuesto que el sistema tiene respuesta a impul
so0 de duracidn finita, es decir, existe un tiempo de asenta=
miento T‘ {Settling Tima) tal que las entradas ocurridas en
un tiempo anterior a t-l" no afectan, o no influyen en la sa-
1ida del tiempo £,

T

. ~
Ry, t0- 1) o lr/ ug 12-8) uyle-q) dt
o

- ' T ‘
R le~x} | = f up (€-0) uylt-1) dt
ugly . T/ t !
T o
. !
. = £-0 td
Rypn (01 r{u,( | nte) de

61 olegimos T mdltiplo del perfodo de la sefial p.a.b,s,

-~
[} lo) = 2 u'(OI (ver sc, 3.11), la estimaciln es exacta,
t

“2“'
T T
R ek toeutde o [hioR, | (oendr e R, (0]
. . - Lt -
'u‘V le} /o T ujiy v /a gty AL LI T
{3.76)

T

- 4

B, gie) + all) of wn By () 41 0 BITS)
4

1hy

T
4 "
las cantidades alT,d) -/ hied R, lo-x} de
1
0

BIT0) R, l0)

tienden a cero ei T + =) mée aln, la ccuacidn {3.13) nos da la

N N
varianza de Ruzu, Y Ru,n' en el caso de que fueran sefalea

gauseianas,
. e
van (R, 01 =L [ Rt R, lub du
Uglty T [- gty upuy
+a

. 1
Var Ch (01« 1 / Fugag ) Ryt

T

- 4
Ve RO= 10 I 8- di
“z‘l‘l '/ l(t)Ruzuz( t) de

]

Siendo 4, una secuencia PRBS, cuando el perfodo de transicién
?
A+ 0 R“z“zm - vt oA s (el

14

."+ en eate caso Ruﬂ(e) = VS A ho{8)

y el efecto de la integracién en un perfodo finito, y la ope-
racién normal del sistema aparece como un ruido o perturba-
ci6n que disminuye de amplitud a medida que el perfodo de inte

gracifn tiende a ®



1hs

2 1
Ruzvlel s VoA h (0) 13.717)

o) alt)

11i]

o T (T LT
tvir Jo

Figura (3,19)

Se pueda demostrar ademfs que si u, « 0,y uzltl y nit) son
gaussianas no correlacionadas, ecrg6dicas y con media cero.

siendo uy ruido blanco y R, {11 = R §(r], entonces:
1

xu
~ R, o)
var {k{t}) « B2 (3.1
R

ponde T es ¢l porfodo do integracién,
Hemos visto pues como es posible identificar con ruido blanco
y con secuencias PRBS la respuesta a {mpulso de un sistema di

némico lineal, incluso cuando este opera normalmente.

Solo cabe agregar como consideracién préctica de que el perfo
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do de la sefial PRBS debe ser mayor que el tiempo de asentamien
to (T‘), y para considerar el sistema funcionando en estado es
tacionario (respecto la sefial PRB5), al menos un tiempo T‘ 80

debe dejar pasar luego de aplicar la aefial, antes de comenzar .

la correlacibn.

Los métodos de correlacidn aplicados a sistemas discretos sc

discutirdn en la seccin 4.2.2.

3.4.3 Reupuesta en frecuencia y andlisis espactral.

Reescribiremos la ecuacibn (3.72) para un sistema lineal exci-~
tado por un proceso estacionario:
{fwh « 1L w) ouul;wl

.uy

nth)

ult) | H(S) yit) i

Figura (3.20)

81 1a salida del eistema es perturbada con ruido aditivo qlt)

el espectro cruzado de u, y es:
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043 . 'uv (A 0“3 {iw) o Hifw) & (w) ¢ @ Liw) (3.9
81 ule) y nif) no estdn correlacionadas, entonces Ou"(jw) . 0,

on cuyo caso podrfamos determinar H{jw)

$ - {fw}
Hijw) » 4L 13.40)
Ay LWl

En particular 1 u{£] es ruido blanco con densidad € (constan

te), entonces
H {jw] uy (jw)/e

La detorminacién de la respuesta en frecuencia podrfa hacerse
en forma efictiente con un esquerma de transformada Ripida de

Foucier (TRP).
Esto es porque pucde demostrarse |21| queat

{ - . . .
0uy tjwi ul;wl Y {jw
: .
LI {jw) » uliwl u Liwl

[ - )
Intonces se procederia primero al célculo de Yigw * Flyle))

U * Flule))
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®
luago Hijup * p
4
uu
Usando como excitacifn una sefial de tipo PRBS, lo primero que
debemos tener en cuenta es su espectro de potencias, que dife
rird obviamente del ruido blanco ideal.

Por ejemplot

51 x{t] as binaria aleatoria a intervalos discratos (seccién

3.2,3)

. : H Ty - W'
ouuw-z/vu-;ne du
@

) .
6 (Ju) e vty Sen” lwd/cl (5.81)
xx fwA/1)
Pux
2
v
-ZE m ur
) [N

Figura (3.21)



4 MY4LOS PARA LA LNENTIFICACION

&} Sistemas lincales dlscretos

&t Introducclon

£l pypfaito de este capftulo es encantrar una descripeidn matomitica de
1os aistamas que se identificardn, que incorpore su contexto o modio am-
bienie, el que suypondiomos incide eohre los sistumas a través do perturba
ciunes. De 1o quo se trata entonoes es de caracterizar el sistuma y su
sudin anblants a través de rodeloe de la dinfmica del sistana y las per-
tMldum.

1a peimer oondicidn que deben cunplir estos mokelos e su utilidad, Si ee
peopne una identificacién con propdeitos de control, los modelos deberdn
scr adecundos pars este propdeito.
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Otra 1Mmcxm a 1a cluse du modolos radica on la posibilidad dv oms-
truir para ellou algoritmos robustos de identiffcacién. Por Gltimo quo en
este trabajo no se propane estudiar en forma gencral la identificacién de
modelos sino restringirnos a alguna clase particular do ellos.

Nos limitarenos a descripciones de entrada-salida da sistumas dinfmiocs
lineales en tiampo discroto, causales, de orden finito. Los sistams de

ulk) yik}
—— f e e s

fig 4.1
esta forma puaden describirsa desde el punto de vista de entrada-salida
par una ecuacifn en diferencias de orden finito com la 4.1
y(k)mny(k-t)o...oan yClk-n) = byulk)tly u(k-l)?...obu u(k-n) {u4.1)
prodes k es el fndice de muestroo k=0,%1,%2,...
u(k) es la entrada al sistema en el instanto k
{u{k) €' R ¢ k)
y(k) es la salida del sistuma en el instante k
(y(k) ¢ K ¥ k)
ai, bi son en gencral funclones de k. 6{ eon constantes el

sistana es {nvariante en el ticnpo.

Hay varias ragones que justifican la eleccifin de esta clase de modelos
. Una gran cantidad de situaciones reales pueden ser sproximadas de
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osta forma,

« S punfen desacrollar amm se verd, algoritnos de identificacidn
rabustos om bucias propiedades de oonvergencia e isplowntables
en coputaderas digitales,

« El piopio hedo de trabajar on oomputadoras digitales fnplica
wa discretdzacibn del procoso aln cuudd este sea contfnw.,
muchos casos los cllculos puxden ser realizados entre (nstantes
de mestreo cnsiguicndo wa implemntacidn en lnea,

o En cuwo ur se tngan sistrmas oan partes amtinuan y se quicra la

evolucidn de las variables durante el intervalo de muestreo hay

tbanicay, poc ejuplo la  transformicin-z canpleta (o “extend(=
da*) (1), gue puolen resnlver el problema.

El trabajar om sefiales de ruldo blan en tiongo discreto evita

alguos problemas téonlcos que surgm en tianpo omtinuo.

« Eute tipo do madelos €3 adecusdo para prepésitos de control acam
Pk téancas del antol cldsico y estocistion,

o AN cwndo enta descripeién es del tipo una entrada ~ wia salida,
los alyoritnos do {dentificacién Puodn extondiree a represcnta-
clones del tipo: vorins entradas varias salidas,

. Oom veruns inmdiataonte pueden hacerso extensianes a alquna

clasw do sistumas ro-lineales

Sistemss Intrinsecamente 1lneales (ver ref 1)),

51 hion la wdntificacin se hard sobre sistmas descriptibles por ecua-
Clows en diferencias del tipo (4.1), dube cbeervarse que la propiodad
fdamntal &8 1a linealidad en los par§metras mis que en los dotos, Mis
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alin, cn wa anplia clavo du wistenas no lincales wia trawformcin cen los
datos y en log pardmetros habilita una relacién lincal entre lns. nuevos
datos y parfmetros del tipo (4,1) scbre la que se podrd aplicar wha tfani~
ca de 1dentificacitn.

fig 4.2
Veaos un ejamplo: sea el sistema S descriptible de la forma
azul{k)tu(k-1)
y(k} 3 ——m—————
ayu(k) u(k-1)

can los datos u(k), y(k). Gbviamentn no es lineal, pero si hacams

1 az 1
— = u'({k), -—c By, w——z f; entonoun (4.2) se trarsforma en
ulk) ') y
a; 1 1 1
yik) 2 — + == = 2 By ut(k-1) + Bau'lk) {4.D)

a;  u{k-1) ap  u(k)
e esdel tipo do (4.1) en loa parfmotros B, y loe datos u'(k), y(k).

flg h.3
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8 chtwo untaces ua transformcitn u —> y', ¥ la newva relacidn entre
u' y y es lincal.
Gneralizadd wh pooot  eea \n sistema en genural de la forme

y) = E(alk) o ooy ulk=n), ylk=1) 4000y yik=n), 8)

dada I ¢e i wector e m pardmcetios entonoes:

51 existen transformacios Ty, Tz, Ty tales qu

« Tt B —> Ros y'(k) = Ty(y(k)) es mnfvoca,
o Tit R ——> R s nfwoca y u'(k) = Talu(k))

o o P R fvoca y Ti0) = day ~—y ag, bey bry —b)
Y W cuple o
Y)Yty — ta y'(k-n) = bput(h)t —— ¢ b, u'(k-n)

antinces diteros que ol sistema S' es intrinsocamente lincal. Notese que
la Livertibilidad do T, asegurarfa la reluci@n wo a o entro los aiste-

mw iy los S'.

Do squl ve desprunde qwe las téondcas de fdentificacién para sistanas li=
rrales pusdin utilizarse on wna anplia clasn du sistenms no lincalos cono~
fcnb las t fi 4 spropjadas en 1oe datos y par&mtros.

4,1,2 Respuesta a pulso y funclén de transferencia

No harems aqui una deducci6n rigurosa de las reprusentaciones de los
aistemas discretos ni las propledades de la transfomada 2, se recondardn
algwuas definiciones y se Introducird la notacifn que swgulnums. Un es-
tudio datallado pundn vurwo en las oforencias (1), (14), (34).

Consideraramos sistemis § que siguen una ley del tipo (4.1) weramws alqu-
nug representaciones oquivalentes.

0 sikfo
Dofiniendo la delta do Kronecker 6(k) = {

1 s6ik=0 )
Llamaremos sucesifn de peso o respuesta a pulso a la respuesta del siste-
ke Cuklo U8 oxcltado por wia aitrada & (k).  Bilonous purd Wia anteak

u(k) cualquiera esi

wk) £ & ua) § (k-9) (por definicién du 8k)
53
. yk) = ¥ u(s) h Ckes) (por superposicidn)
2 e
y(k) = E u(a) h (k-a) {por causalidad, suponien-
90 :

do adofs u(k) causal, es

ducle w(h) 20 84 k < 0).

8L u(k) no es causal el linite inferior del Indice de sunacidn es -=,
Haclendo el carbio k-s = n se cbtienen dos expresiones para entradas no
causales en gemeralt )
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ponde u(z) = 2{u(k))}

y(6 =+ Puls) Wkes) gy = Futend iy | (44 H) = 2(n(k))
P neo
Yz} = 2(y(k)}

Esta representacifn se llama de suna de camwolucién ¥ es andloga a la
- Sa pundon introducir las condiciones iniciales oon wna podificocifn de

Intejral de anvoluckin para sistanas cnmtinuos, Su deswentaja prictica
(4.6) pero pe plerde la extremada sencillez algebraica de esta relacidn.

radiza on que en el clloculo hay que almacenar toda la suoesidn h(k), al

menos los mis significativos, y las entradas anteriores. Para entradas 1

4.1.3 interpretaclen operaclonal de z~
causales el cilaulo do ytk) requiere k productos y k-1 sunas.

Cuando el sistwd €3 go) tipo que nosostros tratarenos es declr que se rige
Cuanio a partir de alytn K natural h(k) = 0 ¥ K > H, el sistona se deno- por'una ley cawo (4.1}, se puede ver que su funcibn de transferencia

mina comsTente filtro FIR (de respuesta a impulso finita), "
H(z) =k)?°h(k) 2”7 converge, cuando es estable, a una fuwcifn racional en

. z en el exterfor del cfroulo wnitario.
Cuwrbo las condiciawy iniciales son nulas es Gtil la representacifn dal

sletma en el carpo amplelo & través de la transformada 2, que tiane ade
mis 'ma cfmxla {nterpietacifn operacicnal. '

En efecto, soa el sistema

y(k) + ayyCk-1)¢+ — ¢ an y(k-n) = by u(k} + — + by u(k-n} (4.7)

Recocdvilo Que 1a tranaformada = £ (o de Dirichlet) unilateral da una
88 u(k) = y(k) 3 0 ¥ k<0, se puede gplicar la propiedad del corrimiento

sucesifn hik) es
a la derecha

-k
h(k}} = k)2 4.5 .
z ! x E 2( 2 (4:3) . 2{y(k-1)} = 2z 1 t(z) oon Y(z) = 2{y(k))}

Pumk) wrse Queé para wn sistam 3 on sucesidn de poso h(k), al aplicar
1a popiedad de canvolucifn en el tiopo

Tonando transformada 2 en {4.7)1

V) (1 ¢ aiz™ e — 4 an 2™ = Ule) (by ¢ byzte — » by )

¥(z) = u(z), u(z) ' (4.8) . wa
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MY 2y r oapte— .nz'"

Llamasxio 1 -1 @
B{z ") =by + b2 0—-0bn|
Y(z)
Qmo Hiz)= por (4,6)
u(z}
B2y be tbge e — b
Wz} 3 - s po) n (5
Az 1t emz e — s an 2™
Doz ¢ — ¢ b B'(2)
do otra forma H(z) = L (4.10)
2 v —a At(z)
n
Definiendo A2 23" b aya™t ey a, * 2"z
I N L T

1o estabilidad a0l sistema €8 81 y 56lo 81 los oeros de A'(Z) son inwerio
1wy al efreulo unitario 0 1o g es 1o migmo, low aoros do A(w) son exto=

ricive a 1. Oowidiravenos 8dlo sistomas estables.

Quuvo ¢l ststma ticwe axdicioes tniciales nulas, la aplicecién do la
propledad de arTimionto a la durecha (retraso)

2 (E(k-)} = 2™ 2(£0K))

peraite interpretar ol factor 3™' (ver (4.9)} cam un operador do retraso
unitario, In ests sontido la notaciOn se preuta a que hays w poco de
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confusifn, al mezclar sefiales en el tiompo con transformadas-z que tienen
sentido en el doninto complejo k. Por ejonplo el esquema do la ‘ﬂqura
(4.4) es claro 81 queremos representar un bloque que retrasa la senal x(t)

xit) .4 xit-1)
——] z b—
flg b.4

en una unidad de tiampo, Bi convenimos en utiiizar el sfibolo 21 para re-
presentar el retraso wnitario, Pero no tiene sentido alguno una sefal
2 x(t-1) en el plano corplejo 2.

Para evitar esto se introduoce frecuentemente en la lteratura el operador
q”! de retraso wnitario, diferencifndolo de la variable copleja 27!, La

figura {4.5) representa el mismo sistama que el do la figura (4.4). Awque

x(t)

———————— ]

| xli-li= g utt)

o,

fig 4.5
las expresiones que relacionan las seiiales en el tiemo y sus transforma-
das son andlogas al manipular algebr&icarenta los operadores, su interpre-
tacifn es bién distinta.



=159 -

Y(z) = H(z) U(2)

. (8a1)
yled = Nl ult)

i elocto, toda la deduccibn de (4,9) es vilida sustituyendo 2”1 por q",

aln cuwlo las cadicianes iniciales no s nutas . la relacifn (4.11) es

mis ceneral, y la ascribiromos en forma extendida. Para el sistema (4.1)

st aaple on el tisyo ques

by ¢ h;q" t—tb, "

y{t) » - ult) (u.12)

1 ¢ a;q" t—ta q

&.0.4  Causatidad, Notaclén

Tugs visto que cualquier sietema de la forma (4.1} so pusde representar
e 1a forma (4.9) 6 (4.12). Plantecomoe 1a preguita inversa generalizindo-~
la: ¢0add una funcifn racional f(z) de la forma (4.13), ea poeible rcali-
gar wn sistoma dinfuico del tipo (4.1) tal que su funcifn do transferencia
sea (4.13)?
bled® t—tb'n
litz) = (4,19

M at™ y— v amn

Es trivial datucir que para ello debe ser o € n, puesto que de lo ontra=-
rio el sistoma deberfa ser no causal y por lo tanto no realizable,

La forma (4.9), canfinica para las descripciones de entrada salida de sis-
timas dis de arden n p en la literatura referida a identifi-
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caci6n algunag variantes, Estas variantes proviencn de adecuar los nodelos,

para hacer explicita o incomorar informicion que yi se tenga, a priori, sobre

la estructura dil modelo, Por ejaiplo se pucde saber que existen retrasos
en la respuesta, y se conoce el valor de ese rotraso, o pucde conooerse
que los filtimos ooeficicentes bj o &) de la ecuacién (4.12) son nulos, re-
duciendo el nfinero de pardmetros que se neocsitan para identificar el sis-
toma,

6e uplea muy frecuentonente una forma del tipo:

oy P Bu-l =t fm 2
T {h.14)

)

H(e) =2

1 +a;2 +— +ag 2"

Es facil ver cue la equivalencia entre (4,14) y (4.9) implicas

nemax (@+k,g)
'i'“l lsl.ui-u 1>

bi'o l.<k.|71'13‘_k kslsk-&m.bi-oﬁkfn

Bn 1a relacifn (4,14) destaca un retraso de k unidades do tiamo (k30),
Es oconvenicnte ver que por la propicdad del desplazamicnto a la derecha,

Z 7 ﬂo*p|z"" - tB,2" | Y{z)

Tvazh .. +a,2"

fig k.6
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& 1a transformada—r, en 1a descripeidn del sistoma por funcién do trane-
foaoncia, los retrasos intrahaen factores ractonales en I(Z).

Esta ¢» una wentaja, anparondo los factores trascendentes quo aparecen al

descr ibir sistumas entiongo contfnuo con transformada de Laplace.
L]

82 Audeladu de las prturbaclones

B wsta woci@n me estudlard  1a parte del modslo que corresponde a las
perturbiciones estocdsticas,

bara csto e estudiard primero ofimo responde un sfstam discreto del tipo

{4.1) & wa wntrada u(1) aleatoria.

Tustotiommunte veroms quu sigrpre se punde obteper un prooeso estocdstico
cotacionario due espectio racional dado, cano resultado de exitar un siste~

m (4.]) de parkwtros adocuwbs an ruido blanco discreto.

8.2.1 Respuesta de sistemas lincales discretos a procesos estocasticos

Soa un sistems S asintlticamnte estable, regido por una ley de recurren=
cla Qul tipo (4.1).

Soa hik), k=0, §, 2.., SuU respuesta a pulwo y H(z) su funcidn de transfe-
rncii. '

Conelduramcs dos procesos estocisticoss
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{} ult) proceso estocdstico de segundo orden.
H) v(t) proceso eutocfstico de sequndo orden, dbilmente estacio-

nario,

Qoo resultado de excitar 5 con u(t), v(t), se obticnen las sulidas

Yult)y ¥, (t) respectivamente.

Estas salidia son procesos estocdsticos. Adends y, es estaclonaria.

Rocordando quat
udt) = Bl b, = Ev(t) (1)
Ruu(t ,6) = E{ult)u(s)} Rw(T) = Elv(t) vit + D)}
(.16
Ruy(t,e) = E{u(t) (o)) Rey(T) = E{v(t) y(t + 7))

(t.17)

bt = ] f';., ol Ry (n) (4. 1%)

S pueden demoetrar (ver por ejemplo la refervncia (4)), las relaciones
qua e resuen en la sigulents tabla. :
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4.20)
(s.21)
(8.23)
(8.24)

antrads ewtacionaria, v(t)

DR I e
TSR IN J SRNIS 3 TR TS
orytie) » Hiel®) 1) grvign)

PSSR O Y SRR T
by = v, B

(s.26)
(6.27)

ENTRADAS SALIDAS
ult) yit)
5 Hul1) = ] = iy (1)
E % ' Ryylsut) Rw(s.n
':fa P .
[ o] 3
- "
,:, 3 . fig 4.7
¥ E Debe observarse un hecho importante: la relaci6n entrada-salida {que fi-

nalmente es 1a (4.1), no solo la guardan las scfiales u, Yy, sino también

(s.29)
.22}

casc gwaral, u(t)

mytaed = ¥ 0 1 T o 000 B Ruutek -0

70 e T o) wte-my
by * g T o MO b een)

las nediass ) "y y también las correlacioncs Ruu, Ruy.

“(w.25)

Es decir que ai fijamos la varlable s (cn el caso general, puesto que para
el caso estacionario ¢s innecesario) entonces uy(z) Y Kuy(s,t) son las
salidas que resultan de aplicar al sistema S las entradas uu(t) ¥ Ruuls,t)

respectivamente; ver fiqura (4.7,

Otros resultados de importancia son (4.24) y 4.27),

La ccuacién (4.24) relaciona las densidades espuctrales de potencia de los
procesos de entrada y salida a través de un factor de ganancia que es pre=

cisamente la ganancia de potencia del sistoma:

LT [ FLICE FYCRI IS

fAncitn
tia &0 1a
Salida
Agoourrelacion
e laSalica

Ay = Hee™3%) peel®)
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la sowacidn (4,25 relaciona la densidad espectral de potencia de la en~
trads con la transfonmada de Fourier de la correlacién cruzada de los pro-
oegod de entrada y salida, cuando la entrada es estacionaria,

Vuereans an sequida wn aplicacitn de estos resultados,

4.2.2 Una eplicacidn: identificaciBn no paramétrice de slstemas dlscre~
tos por correlacién

Las acuacicsws (4.24) y (4.27) mustran 1a posibilidad da calcular 1a res-
paesta & pulee y 1a funcitn de transfercncia respectivamente, de un sister

.

liut.a pars ollo excitar el sistemy congiderads con wna sofal Y do rulde

blanx.

ult) UKD y(t)
correlacion
Ru,
fig 4.8

Su funcitn de correlacién es Ruu(T) = c4(T) (o 1a § de Kranecker),

Su densidad espuctral es guu(jw) = ¢

=166 =

5 por (4.24)

Ruy(T) « hif) ¢ 8 (T-1) = ¢ hi+t)
Leo

Ruy(T)
h(+T) =

" c

(4.28)

de esta forma se calcula la sucesi6n de respuesta a pulse. Pama el cilcu-
1o do la funcin de transferencia se sigue du (4.27),

ouytw) = wetY) ¢

(v,29)
1

5oty = - $uy (ju)
¢

10 cual inplica caloular primero la densidad espectral cruzada de uy 7.

4.2.3 E) teorems de factorlzacion espectral

Hasta aquf se han visto algunos resultados sobre la seial de salida que
" resulta de excitar un eistoma dinimioo oon un procese estocdstico, Se

plantoa el problemd {nverso; ¢puede ser representadd un proceso estocis=

tic0 com salida deun sistema lineal, con una excitalctm particular?

Supongamos un sistema asintSticamente estable, excitado con ruido blanm,

entonoes

aryGu) mii(e %) Hel) (%.30)
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Mueitro prablama se plantea ahora en encontrar un sistema asintSticamente
«atible cuya funcifn de transferencia sea tal que sc curpla (4.30), cono~
cidy ¢yy(jw)e Este e3 el preblem de factorizaci6n espectral,

TEORLMA &.1. (Factorizacidn mspectral)

508 W) proaneo estociatico estactomrio de densidad espectral §(ju), racio~’
nal an cos w, entonces existe wa funcin racional H(z) con todos sus polos
intnriores al cfraulo unitario y eus ouros dentro o en el cfrculo unitario
tal ques

05w = ey nedy o el
(4.31)

La pruba pusk encontrarue en la referencia {4).

Corctario, TEOREMA &,2, (De representacion)

Dab wn donsidad espectral ¢(juw), racional en cos w (o e0¥), entonces exis=
to un sistama dintmiod lincal, asintéticamentn estable, tal que su salida

o8 un p i ianario de densidad espectral ¢(jw) si la
entrads e ruido blanmo discreto.

L daostracidn es inmediatas  por el toorana 4.1 exdste H(z) tal qua

N .
Ill(ej“’)l = $(jw). Luego alcanza con tanar un sistama cuya funcidn de trane=-
ferencia soad H(z), la estabilidad estd asegurada por el teorema 4.1,

Este tooruma asequra la representacin de cualquicr procoso estacionario
con dorgidad espectral racional, oo resultado de un sistana dinimico
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ulk) ylk)

rulda bionco

Hiz)

oyytiw) = ticel®) e T4

flg 4.9

lineal excitado con ruido blanoo. Esta representacién es vilida para las
estadfsticas de sequndo orden, ro se puede extonder a la funciGn de distri-
bucifn de los procesos, Dependiendo de la distribucifn de la sefal do en~
trada, 10 ecrd la de la sefal de salida.

Por ejarplos es f£icil demostrar que sl u(k) es un prooeso de ruido blanao
gaussiano, y(k) también ser§ gaussiano, con medias

Wy = H(1) W

y varianza
'} eat h.%], donde o? fut)) yh 11,2
El(y-uy) Y e a izl NE = var{u(t)) ¥ b v 2.

o8 la sucesifn de peso del sistama.
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. 2.4 Procesos AR, IIA y ARHA

in la ltegatura de series de tiompo se ha extendido mucho la notacifn que
distingue algunos onoe particulares de la representaciSn dal pirrafo ante-
rior.

-1
Q%)
Cavilderaos un prooeso estacionario vit)s  v(t) =

- e(t) (4,32)
(g™ ")

dorde «(t) @8 ruido hlanco de pedia ceroy varianza 1, y los polinamios
Cy D sa

catyecor gl —a o g™

: n(q") v 1 v d e —sargT

o ol tiwpo, (4.32) e

v(t) ® ~dyv(t=1)- .. =dr v(t-r) + Co e(t) + C; o{t-1)t...t Or o(t-r)

(4.33)

i d; » ) =...8 dr * 0, so obtiene un procesc de la forma:

v(t) = Co e(t) ¢ C; e(t-1) ¢...t Cr e(t-r)
(4. 34)

arocido oo proceso de pranxdios sdviles o & A (par noving-average).
8 fumrn €y 8 C) "a2 Cp 0, se tanirfs un proceso de la formas

w(t) & <div(t-1) -..,- dr v{t-r) ¢ Co e(t) (v,35)
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conocids cam proceso autorregresivo, o A, R, (por auto-regressiwe).
Este tipo de procesce fue introducido en 1927 por Yule en un trabajo scbre
andlisis de series de manchas solares.

El caso general de la expresibn (4.33) se denomisia autorregresivo de pro-
medios méviles, ARMA,

, Para @l modulo ARMA, Pasando al plano camplejo:

c(z)
Y(e) & —— Wz} {4.35)
D#(z)

u(z) = 2{u(t))}
Y(z) = z{y(t)}

CHz) ¢ Co 2 v 12"t e .

DA(z) = 2° + zhzr-1 toatd,

4.3 Forma canénlca pars el sistema y perturbaclones

4,3.1 E) modelo ARMAX,

Una fonm candnicm para la descripcifn de entrad 1lida de un sistema dis-

creto de orden m, @8
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n q'l) Qoo se explicd al principio, tratarenos de encontrar un modelo para 1a rela-
¥ilk) 2 ———Q (k) (4,37)
A'.(q'l) citn entrada-salida de un sistema con perturbaciones estocisticas aditivas.

For aditividad, la salida del sistema ess

Doexde A., B, san ol inamice dlqr.b-mequerubrq"n retardo uni=

tario y(k) = yy3{k) + v(k) (4.38)

agy et e angt e l'z‘l-; ot a,mq-u ' donde ¥y (k), duscrito por la ecuacifn (4.37) es la parte determinfutica del
,sistama, y v(k) es la perturbacién aditiva, Suponiéndo que v(k) es un prooe-

a,(q“) = blye b-,q'l *b'ag7? 4,0 b.mq-ﬂ 80 estacjonario de espectro racional, puede modelarse, de acverdo al teoruma

para Ja ecuacifin (8,37), tanando transformada z ¢e cbtione la funcitn de
trmsierancis dul sistams

! -1 riurbacio-
o) - (z) . B pe nes vk}
u(z) SaGT)
ulid AL 10
MY 9/ ,‘(" v flg 4,11
rt——————
A,
4,2 canot
k ___c.(q") (k) (4.39)
fig 4.10 e el )



dorsle €y, A;, won polinamics en el operador 4, e(k) oa ruido blance con

sudlia oarv y varianza 1
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) 2 ey vengt v cuqiee c'lq-,'

mah oz e a’.q" + alq it n’lq"'

&4 wik) es gaussiana, e(k) tambifn pusde IWX;W gaussiana.

Ror aditiviiads

Byl
y{k) s

-])

aitgh
u(k) + ofk)

w0 st iegh
¥ .

0

m™)

M heeh
u(k) ¢

TSI

-1
y(k) =

am MY s aeh A.(q'l) 1 et e a
R RN RO R AR R N 'y

C(q") -—M(q" ) Cn(q") zcy ¢ c.q" toat o

neme

)

PRI TWIRY)

-1

ulk) +

a(k)
h
n

(4.40)

(k) (u.41)

(4,42}

(4,43)

-1 -

la misma relacifn que (4.32) en forma explicita de ecuacitn en diferenciass

(4.43)

y(k)z-ayy(kel)=sio= any(k-n)fbo ulk}M,..t bnu(k-n)0c,e(k)oc|e(k-1)o. Vet cne(k-n)

BEn forma de diagrama de bloques, el sistema se representarfa oaw en la

figura (4.12).

“A

y k)

%

(k)

(K} (k)

Hodelado de sistema y perturbaclones

flg 4,12

51 la entrada es nula, se trata visiblancnte de un proceso ARMA,  En la M-
teratura de series de tiempo se denamina usualmente a este modelo oamo
ARMAX, esto es un modelo ARMA excitado ademis con una variable extgend
u(k).

Tomando tranaformada 2 en la ecuacifn (4.42)s
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) e
V(2) 8 ———— U(2} ¢ ————— [(2) 42w (u.44)
) ") .

La eitabilidad deponde de 1a posicitn de los polos da z2"A(z™), pero de
(4.4)) resulta que

Ma) s Pt et (4.45)
el jrimer factor de (4,45) tiene sus ceroe dentro del cfrculo unitario si
ol sistema (4.37) es establé, el sequndo factor los tiene tapbién dentro
del ¢froulo unitario por el Tvworvma 4.1 (de factorizaciln espectral)) se
dohace qua 2"A(z7!) tiene todos sus ceros dentro del cfrculo unitario,

can Jo que se asoqura la cstabilidad asintStica,

Es bueno sefialar auf, que no hay pérdida de generalidad al asunir que loe
graks du los polinamine san iguales, puesto quo en caso contrario pucden
scr ijualados & curo algunos coeficientes.

A pesar de esto en muchiag cirounstancias convendrd incorporar la informa-
cifn quo se tenga sabre la estructura del modelo, proveniente por ejamplo
by ansiderackaws tfufcas, By cutos Canos be pauake "afinac® ol makido
ol varaxr por ojuplo retrame (tiapo marto) entre la entrada y salida,
coficiontes nulos on ¢l nunerador o denominador, etc,

En ese suntido ss puode elogir otra forma general para el moxdulo del sis-
tma y parturbaciones
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-1 o .
BotBiq™ +..0t B q Yoy et vy q7
LR SR, L W) ¢ et T e(t)

yit) e q” <
1emgq™t b u"q'"

1 mlq" LI unq'"

{t40)
Esta forma canfnica {4.46) se relaciona con (4.42) en forma trivial,

4.3.2 Relacién sedal a ruldo

. Supongamos un sistama cano(4.42), donde ult) es un proceso estacionario

con media cero. En este caso, en analogfa oon low sistuas eléetricos,
puede definirse la potencia de u(t) (cualquiera sea su naturaleza) cam

ot {u(t)} = £ {u¥(t)} = var (u(t)} (4.47)
Definimos la relacién sefal a ruido del sistema (4.h2) camos

rot  {yi(t)} E{yi(t))

= {u.n8)
pot { ®t)) E (V)

S§/H =

es docir como la raz6n de la varfanza de la parte detwminfstica y la va~
vianza de la perturbacifn del s{stema,

tota mwynitwd ve nuy Snportante on ls cauntificwelén dol ruitb, auulo qu
casl siapre, mis que el valor exacto de la varianza del ruido, hoa inte-
resa qué tan grande ea ésta respecto a la parte determingstica de la se-
fal de salida,
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Cémputo de verisnza

Para Jeterminar la cantidad §/N hay quo conocer E{y*i(t}) y E{vi(t}],
canx particulares de nalidas de sistemas excitados por prooesos esta-

clamcios,

Qusliorams el caso gencrals

Bq"!
Soa . y(t) = = ot) (4,49)
AMqT)

o eit)s ruldo blanco de variaza 1,

-1

-1 -n
Alg )= 1 s 897 tutang

B(Q'I) zhet !uq'l Toout bnq'"

£l pnolos e caloular  C{y'(t)} = Ryy(0)

Do smrdo & (4.23)4
Ryyto) =, E n00 neey v G- (u.50)

donde hif), 1 51,2, ... ea lasucesifn de peso del sistema {4.49);
oo (k) e ruido blanco con war{e(k)} 2 1, 1a ecuncifin (4.50) quedas

ryy(o) = § biv) (u.51)
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Esta es wna ecuacitn que permite el ciloulo da Ryy(0).

Otra famma de cilculo es recordando que

1
Ryy(T) 5 —0 /qa Gude™ Taw (4 42)
7 vy

por el teorema de factorizacifn espectrals

o ey (o)
jw) & —r— (4,53)
by (Y an(e 1Y)

donde B(z) = 2"(z"1)
AN(z) = 2"(z"h)

Luogo, para T = 0 (4,52) quodas

oy (0) / ey ] I Bi(a19) ] © ()
a8 — .54
v l (el M(e"1)
"] w ! 1
haclendo el cabio z = o dtljcj o = e 27 dz
bl
luego la integral (4,54)
A
B (z) et
Ryy(o) = _I . — -—dx (4.55)
2nj AN(z) M(z” ) .

Colde
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tomads solue la cirountorencia unitaria. resulta que i
1k (b))
Ik [ R ..._1._.

a 170 4

Ewta (ntegral jamde ser evaluada por cflculo de resfduos, Un método al-
temativo myy eficiente y general, bisicanente propucsto por J. Nekolng

oo lo interesa es s6lo el cilculo de I ,.cl algoritro se resue as{;
o 1957 (38), conatste en evaluar (4.55) en forma rocursiva. e L

1)}, Calcular los coeficlentes de A:, Ba, k=n- ..., 0, 3 partir
Deuct ibiyesos el algoritmo, la prusba pusde ser oconsultada en (4), ca-

pitulo 5, . de A"l AN, BA S pA, en forma recursiva, con las ccwciones

(4,57).
Llamaemos

2). Evaluap 1, con (u.59),

h: -.‘.‘ lkOa'f s 0...va: Ka3ngn-1 .0, 0
' (4.56) Puede damostrarse adanis que Bi 4p > 0, entonces el sistema es estable
i bt o nh e enk Jrmned e, 0 ‘ siys6loshaf >0 k= uety..00, Esto haco que el algorito indique

adamds 8i el sistema propuesto es estable,

calcuwalks oon ag "1"“&‘:4 ;ﬂk'a: /l'-‘
Se inplantd este algoritmo con el programa VARIANZA/SALIDA, que puasde en-
{u.57)
: contrarse en el apéndice D,

k X
i 178 %es g ) /-'.‘

Este programa fuo escrito en lenguaje PASCAL para la canputadora
Burroughs~-6800 del C. 5. C. de la UNAM.

o partis do A:' (z) 2 A%(z)

B () & B8(2)

4.3.3 Casos particulares

auxa
1

- 4.5
“ (hes0) tapladas oo casos particulares de la forma canfnica (4.42), Vemos

sy el

1 n;\((z) B;(z'l)l 1 Algunas situaciones especialnente importantes en la prictica, estin oon-
@ —
k FL}] fl

Cule
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dos de ellas.

1) observaciones con ruldo de medicisn en la entrada

Sigun s un sistam § de orden n, donde la mudicin do 1a scial de ontra-
da estd cormungida por el ruido blanco (por ejeiplo, en el inatrumnto de
aslicion) .

ult) B/A yl i)
) olt) Vi)

entrada observada

Sistems con ruido de medicién
en la entrada

flg &1
Buspanos Una relecitn entre las sciales do entrada y I:\,lldl modidas

~

Btah)
y(t) & — ult) (sistena)
A(Q™")

u(t) = ult) ¢+ elt) (medicién ruidosa)
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donde o(t) es una sefial de ruido blanco, media cero, que perturba la medi-
cién de la entrada.

.1)
ylt) = — u'(t) - e(t)
Mg )
™ 1q™h)
yi£) 2 —0= ' {t) - = elt) (4.60)
q) Q™)

(4.60) es una forma candnica para sistemas dondo la observacitn de la en-
trada esta pertwbada con ruido blanco,

uin uin | 84 |y

~-e (1)

SIstema con ruldo en la entrada
flg h.14

Pucde arribavse a la misma ecuacifn svponiéndo que la sefal de entrada al
sistema estd perturbada en forma aditiva com una sefial de ruido blancd =

~eft),
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64 )a porturtacitn a la entrada no es rxuido blanon, pero ticne copectro
racianal, de anmrdo al tecrwms 4.1 existen c(q'l). W) tales que

-‘)
w(t) =

3 elt), e(t) = ruido blanco, media cero, wr z 1,
(9 )

y 1a sofal v(t) tiene el mism espectro que la perturbacién,

ntcaoes ¢l sistam pads ser modelado comoy

Ko™ ™) ey aeh
ylt) » —_—r u'(t) - ——— oft)
Mg ) blg™) D(qg"™") A(g™")

11) sistema con error de medici6n & 1a salida

Supcayance ahoras ¢l miemo sistoma dinfimico discreto que antes, pero ahora
hay srrores en la ahecrvacitn de la salida, Suponace que estos errores

Y1

ult) -l % | v y'in

solido
cbservodo

Sistems con errores de medicibn
o la salida

fig .15
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no estin correlacicnados: son ruido blanco con madia cero.

-1
)
yle) = —= ult) (alstuna)
AMg )
y'(t) = y(t) + delt) (observaciones}
u(q'l) -
y't) = g wlt) ¢ A elt)
CAlg) AMq™")

donde e(t) es ruido blanco de media cero, varfanza 1, y A representa la
deaviacin cuadritica media de los errores.

Conclusiones

Partiendo de 1a base du que los modelos a utilizar en la fdentificacibn
scan Gtiles a los propfsitos de la identificaci6n, se ha podido modelar
en forma de ecuacifn en diferencias un sistuna dindmioco 1ineal en tiemgpo

discreto, con perturbaciones adftivas de espectro racianal,

Esta clasa de modelos es ¢l conjunto M do los nodelos sabre el que se
restringird la blsqueda de uno particular M € M, tal que ajuste en for-
ma éptima lJos datos observados segln algln criterio € que es preciswnonte
el tems do los métodos de identificacién; en resumn la eleccin del crite-
ric de optimalidad y 1a forma particular del modelo (un suboonjunto Ve
A) o8 1o que distinguir$ un método de otro,
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la sposiciOn de quo Jos sistenas son fnvariantes en el tiompo, y que los
prooesos estocdsticos involucrados son estacionarios, cs muchas weees fn~
justa, Sin enbargo, ¢sta pucde ser una bucna aproximacifn en algunos ca-
808) en otroa, cuando las variaciones de los pardmetros scan suficientemen-
te lintas respecto al tiompo de maestreo, podrin modificarse los algoritnoe
e iduntificacitn, para “seguir® las variaciaws de ios pardmetros,

for Gltimo hay que destacar quo en el modelado para la fdentificacién es
impou tante inoorporar todo el amoclmionto quo exista "a priori® sobre la
estnctura del nodelot orden, retrasos, valores de par&metros conocidos.

In gineral se asum una distritucién Gaussiana de las perturbacianes, esto
estd rofrendado porque comanente las perturbaciones son resultado de
ruches amtribaciones simultdnoas de magnitudes alcatorias donde no hay
una (e pese Bis que el oonjunto de todas,

Oo wo,verd la distribucién norml en las perturbaciones tienc sus venta-
jas. Adn cusnio no se) asf, el pramdiar intervalos de medicién y recu-
rrir al tooroma del limite central arroja resultados similarcs.

186



CAMTULO 5
5.1 E) método y propiedades de convergencia
$.1,1 Formulacién del probloema

Se1 un eistema dinfnio lineal e invarfante en tianpo discreto, con per
tustacion:e aditivas de espectro racional. De acuerdo a lo visto en el
capftulo ¢, €ste ee pucde poner en la forma

Ma™) po) £ Ble™) utes v g™ ele) (5.1)
Su,undramos (o ahora que el polinanio C(q.l) = 1, es decir que
Ma™h) yie) = B(g™") ule) + elt) (5.2)

doade cft) es una sucuencia centrada de ruido descorrelacionado, es do-
cir un procoso cstocdstico tal que Llo(t) = 0;  E(e(t) e(ttk))= 0 pa-

rake s 1,42,
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Sa tienen cbservaciones de la entrada y la salidas lu)“ = uli),eue,
u(1-m) (y)" =y (H)... y(1-n) oon N > men, y se quiere obtoner el va
lor de los pardmetros del sistama, es docir de los coeficientes de los

polinumios Ay B's
-1 -t -n
M) = L taq . ta a (5.3)
Bq") = byr ba ey b1y o (5.4}

Do acuerdo a (5.2) las cbservaciones sa pueden arreglar en fnma vecto-

rial, 5i convendmos en llamars

y(1) . 1 e eyl y0ian), uli) g,
Y, s} °* X, =t x,T u(i-m)); i=1,,.¥
N N N B T (TR
R - LA (e(1),,..,201))
yiN) N <] T {ayeeey an,byysasylm)
entonces
YN T XMG + e" (5.6)

Debe notarse que el modelo (5.2) 6 (5,6) es un modelo de error de pre-
diccibn, es decir de la fonma
yied o B0, s ) 10 v e (v

donde e(t) cs el proceso de innovaciones, y

E(y(t)lﬁ/)t_l.(u)t.t.o) sea, y(t-1)-0.oma ylt-n) + bl

+ bmu(t-m) (5.8)
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Cao el sistoma es invariante, las expresiones (5.7) y (5.8} no depen-

dony explfcitamonte de ¢,

Liv linealidad del sistuam penaite poner el vector de observaciones YN
cap en {5.6) en uwn mdolo vectorial lincal. Observando (5.8) y (5.2}

tritaramos de ajustar un modelo de la forma
MYy = BT e (5.0

o oo datoy dbservados.  Un criterio natural do ajuste es minimizar las
dinenganciag entre las salidas del modelo ajustado y las observaciones
o el sontido de minimod cuadrados, Es decir, s8i, cum en el capftulo
2 ilamanog residuos de la estimacibn ax

° T
€, * Y -X0 ;:"-

N N WO (cN(l),.-..cN(N)) {5.10)

&nnhonualuttnubduOcondamsdendot-lh.mtnt-myduﬂ-
niwe la fucibn de costo
T

-
SN(ON) LIV I

Ntz

. leyth®) (5.11)

wracee ol estimudor du ninbios cusdrados 0“, dadas las cbuervaciones

(ulu (y)N o8 aquiil minimiza’ la funcifn do costo SN(O)
cesi0) = T8 s o (5a2)

Bn el capftulo (2) eo derivd la expresifn (2,65) para el estimador;
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6 e x Tty T ]
0, = (x' X7 x ¥y (5.43)

En resumen s¢ ha completado el esquama de identificacién jovr el método
do mininos cuadrados canp siques dadas lag ohsurvacionus (u]” (~,')".

8¢ selocciona dentro de la clase de modelos (5,.9) aquel <ue ajusta mi-
jor los datos seglin el criterio de mininos cuadrados (5.115. pebe o=

tarse «ue el criterio ticne sentido en varios aspectost

1) Minimiza la sum de cusdrados de las difurencias entre lay sali-

dug calculadis y cbuervadss,

1{) Estas diferencias, desde el momento que el modelo es de errores
de pradiccibn, son realmente las diferencias entre vl valor real

observado y el valor predicho a un paso con los diatus anteriores.

144) En aplicaciones de control, en particular en control lincal con
criterio cuadritico,es natural minimizar on media cuadritica el

error de prediceibn,
5.1.2 Convergencla

En la seocibn (2.5) se estudiaron mchas propiodados del estimador do
minimos cuadrados, pero lus rasultados obtanidod no puaden ser genera
lizados directamente. Mis aln, algunocs de €stos {camo por ejamplo el
teoram 20 y la cbservacitn 3 al teorama 21} serdn contradichos,
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15L0 wo dulw & que por 1a forma de construfr Yy, X, g, ¢, oy {ver
(5.9)) se viola la hinStesis fundamental de la seccibn (2,5} de que

{y e son independiontes, I efecto, X, contiene camo elementos,sa-

]
lidas del sfstana  que dependun de ertures que son elanentos e oy

tin anbago pad probacse qua 1a mayor purte de los resultelbos do

la seocifn (2.5) se cunplen asintSticamente, conforme K + =,

tatudiaranos varios resultados importantes referidos a la convergen
cvia asintStica de la estimcitn de minimos cuadrados en este caso.
11 grimero es una extensién de Rstrin, (3), a un tcorom de Mun y
vald pura estimaciSn de parfmetros de procusos autorogresivas. Otrog
1esultados mis generales, aplicables a modeloe de errvor de prodiceifn
‘auwnue no tenga la estructura (5,2)) se derivan de resultados de
Jeorfa de Mart{ngalas, Un tercer enfoque se verd en el Capftulo 7
«on un resultad debido a L. Ljung et al, que damuestra la conver -
wancia do una clase general de algoritmos, uno de los cuales es mi-

nimos cuadrados .

i1 ser los resultados de cardcter asintStico, al final del capftulo
1o ejumplifican simuleaciivs para abservar (ué sucode para mucstras
finitas. lna manera de seguir este capitulo es leer luego de cada
veacitn el pirrafo correspondiente de simulacioncs de la segunda par
ts dal cap{tulo.
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TEOREHA 5.1

503 un sistom caw (5.2) con Ay B coprimos ¢ cbservaciones (“)u
(y)N do las entradas y salidas. Si

1) Los errores e{t) son independientes e iqualmente distribuidos,
L{e(t)} = 0,todos los mamntos de elt) existen y son £{nitos y

cle(t)?) = o?

2) las raices de A'(2) estdn dentro del circulo unitario con

nal
A2y =2 e gy 2"y, ta

N i
. 1 P T
3) 3105 1tmites: Ln g oIy u(e)y txmp T ok e uteer) = R (0

y lamatriz A = (a“) con 4y, = R (i-]) es positiva definida

(es decir u(t) es una excitacibén persistente) entonces:

a) el estimador de minimos cuadrados SN converge en madia cua -
drética al valor real 0 para N + @

b) El estimador 0, tienda en ley a una distribucién normal con

- R
LO) =0 yow (0) =0 R/ (5.14)

con
Re tin 1§ ox xT (5.1%)
= n = X $16
TS IO ?

la danostracibn puode verse en {3}, NStese que la condicibe
2 implica que el sistama no perturbado es agintSticamente es=
table, y 1a condicifn 3 {mnlica que la scfal de entrada en
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“oersistentumente excitanta®.
HOMM §.2
Sea el sistam (5.2). 51 se cutples

1) Ay B son coprims, y A'(z) (cam en el teoramal)tiene sus co=

ros dentro del cfrculo unitario.

11) e(t) 9 una secuencia de variables aleatorias independientes

con madia cero, y varianza o,

154) y(t) es un prmoeso estacionario; entonces bajo débiles condicio
nes & puqularidad { ), se cuaple

Quo:

a) El estimador de minime cusdrades ©, es fuertemente consistente
o docir 0, "S° lostne

b) K (GN - 0) tiende asintSticamenta (N + =) a ostar normal =
nonte distribuido

| enley
N0 -0+ N, P (5.16)
donde
-1

P u'l:(x‘u‘T) L2120

Un estoio de la damstracifn puede verse en {26)

194

En la practica para N + = ge puede aplicar la ley de los grandes nlme -
ros y considerar que el promxdio de ®y x;r converge a su valor espera -
do

-1

' 1 T S | T
Ps ¢’lim = I [x X ] 2 0% lim — :
.. o N OiE1 178 v rl‘_' ] (xu >‘N)

Do aqui s daduco que para grandes muestras ol estimador G se distribu-
ye nomalmente con media @ y matriz de convarianzas

cov {9,) w o (xN'r xN)'l (5.17)

llanog hecho hincapié en que A y B sean ocoprinos., Veraros un enfoque
mis general:

Resultados qenerales de convergencla

Considerarcacs sistomas camo (5.2) ¢

A.G(q-l) ¥(t) = Byla™") ule) + eft) (5.10)

-1 s -
Ae(q Y=1+aq 0...0anqn

-1

Bola” ) = by q LRSTR "

{5.19)

NStese que por (5.19) haws excluido sistemas con témino de transmi=
8i6n directa, Recordando la discusifn del capftulo anterior no es una
limitacién muy importante para nuestras aplicaciones.
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87+ (ayeev a0 bryeees b}y @€ B (5,20
54 ll.amanowt
s torfore B, ;_'f))_'.:_.; ® %Q:—'_—; para casl tods z } (5.21)
o3 gl

»0 decrva que by &8 el conjunto de pardmetros que definen afstoma mue
qgeneran los misnos datos, Desde el punto de vista de la {dentificacibn
nerd entonoes Imposible distinguir entre dos sistamas cuyos parSmetros

Jertonencen a D, Corresponde al caso de cancelacitn de poloa y ceros.

-
Betlriclén

Un s1stums eu ldentificable lajo el criterio de minims -
S  prol
cusli adce si viendo O, el estimubor de minimos cuadradod 0“-——-'9' c

Dt praN e -,
9_¢_r_|_1.lc16n:

Un sistum @ do purdnetros identificables bajo el criterio de minimos

cuairados o es identificable y g cmsta de un solo elannto.
E)englo

St se protonde tdentificar un sistema con grados de Ay n"oy"'o res-
puct ivamente, am parkmetros 0 ¢ B"'" con » > s B > n. ho puede asg
guraress q-'hlyl un s0lo modelo dontro de la clase considerada que pug

da gunerar los datos mexidos.
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TEOREMA 5.3

Sea un sistema camo (5.18), tal ques

1)
2)
1)

4)

Lle(t)) = 0; L{e?(6)) <C <=
ult) es independiente da e(t+k), k = 1,2,,,,

L
1in aup;i‘- L (y'(6)) + u¥(t)? < = con probabilidad 1
”“N t=1
i T x, x Ts 0 con probabilidad 1 {5.22)
CRRIR B

Entonces ol sistama en cuestibn es identificable, es decir

la

A~ prob it

— 0D

0" pura N+ o

damostracitn puode verse en (26) y (35),

Observaciones

Debe notarse lo poderoso de este resultado, So admite quo la entra
da se genere por realimentacién (lineal 6 no), siampre que se cun =
plan 2, 3y 4. La restriccifn 2 no significa problema por lo gene-
ral,micntras se pueda suponer que el proceso que genera e{t) es in=-
dependiente del que genera u(t)

La restriccifn 3 es bastante mmplia. Puede damstrarse que si la

entrada u(t) ea generada cam

cu(t) e ft(y(t) ene y0O)5 ult-1)uus uw(0)l+ uglt) ¢ w(e)
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donde f puede ser no 1ineal y variable en el tiampo, up(t) es indo=

jundicente de las entradas anteriores y

N
lim sup llT L Iul‘(t)|‘< -
Neo t=l

w(t) es una secuencia de ruido blanco filtrado, independiente de
elt) y 4* manentos finitos., Si f, o8 tal que el sistema en lazo
curradd vs expanencialmente estable (ver diferencia en acquida),
entances se cample la restriccifn 3.

Eita observacifn es inyortante por ejunplo en generaciGn de ontra
das & travie do un lazo da control autoadaptivo.

La restriccién 4 es lmportante ya quo do no cutplirse,en general
@l estinador 5“ prob 8y ©on 8, ¢ by donde horos 1iamado D) al

aonjunto
0« (0] Liminf b B ElOAGGa™ ko) (™D ¥(o) - (o (™) -
1 ® (0] diminr gy ElUAG(G™ D4, (a7 D) y(e) - (gt
- no(q")) ul{t))?= o} (5,23)

uite onjunto depende fuertunente do los datos, puede contener el
jardetro 0 del siston que gonera los datos, ast oo do otrus iy
tanas quo para csa entrada en particular,gancra la misma salida.
B tal caso el sistamd no es idantificable para esos datos, pueda
sy [OF ejaplo uu la entrada no contenga un conjunto wificiente

de frecuencias para excitar todod los modos del sistama,
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S1 se {mpone una restricci6n sobre la clase de sefial:s de entrada, pue
do asoqurarse la identificabilidad dol eistam. Por ejawplo:si la en-

trada se gencra pory
we) = Fa™ y(e) ¢ u e

donde ur(t) no dopende de elt) y el sistema en lazo cerrudo es expanen
clalmente cstable, entonces alcanza vue up(t) 603 persistentancnto
excitante de orden suficientemente alto,

Deflnicidn

Sea un sistoma cam {5.18) donde u(t) estd detemminado por realimenta-
eifn (1ineal © no) de la sallda. 51 Llamams y,(t) y ug(t) a la sali-
da y entrada del sistam en t, infcializado en t-# con condiciones ini
ciales nulas; C(Y:-N) ey alguna funcifn escalar de las cordiciones ni
clales en t-N: Yt-N' tal que r.(c(vc_")") < K < w, entonces sl se cum ~

pler
Ite) = mpeal cer ol Juted - upo] ce v " s

para algln A < 1,entonces po dice qua el sistuma on lazo corrado us ex

pononcialinonte ostable,
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Corolario - 1 ST A

o; oy - Xy 00 (Y, - Xy O (9.26)
Cnsiderums el sistama (5.18), con e(t) una sucesifn de variabl 1 o7 5

' e " var o8 S}" a 5 (YN - X" ON) (Y" - X" 0") (p = dim 0) (5,27)
sleatorias con madia curo, varianza y mamentos de 4° ordan finitos. '
-
Ls enteals estd gowrada oo 5e curple qus 5 ¥ u;‘ son estimadores déb{lmonte constantes de o3,
- !
wlt) = Tlq7) y(&) + uplt) 5 prob g2 (5.20)
. ' para N + w

~ 2

donde uR(t) o8 indopendiente de e(t), y es perslstentannte excitan- "; prob (5,29)

ts o ample

N
SEeh Il o) u(em)) G te) o de-0) <}1owwo (5.25)

ty
pars algln .,
r es tal Que al sistoma en 1azo cerrado es exponencialmente estable,

e toncas

a Pprob 1
DN ——40'CDTpuaN0-
[§1% by es ne vacio).

Teontma 5.4

Saa ol sfstuna (5.2) ocon ul(t) y u(t) procesos estacionarios en santi )
N : .
&> aplio con moneitos do 4%orden fin(to. Entonces si ON cs ¢l est!

nador de mininos cuadrados de 0 y llamanco



§.i WInlmos cuadradds y métodos de correlacidn

Qu 1a notacifn de (5.5) el estimador de minimos cuadrados cunple las

ucvacionos numales

do acuenio 8 la expresitn do Ky ¥ da Yy

N=} N-l N-1

Ne1 Hat
&y r,unyu Dn ZMDYU-ne) E vt - Ev(iu) ...“Dv(i)u(l—mn)

(5,30)

p-

-1

v, N-2 1h-2 R-2
SV Epdvdeee) (D) - : vu)u(m)...-x vmuu-«m
: ! '
N-n "
‘El_nv (1) ,-l‘ "yt ation) - 1l:lxl(l)u(hn-l). 5 Y(Hu(l—mn)
...-....-.-......-'-._...._....v.'.;-v..-
1 - N N
YN 4 Ol :
:i£1 Wiy oy uldulin) Eut it len)
. N Het! - :
. . EO u () -..lgou(i)u(l-ml)
L) ' )
, .
' Hem ’ 2
: 151_‘“ ul()
-4
-0 n —— LI ot
eni(5,31)

Se han @xhibido s8l0 alguncs elamentos, la matriz es simétrica,
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r ) 7
- SEO y{i) Y(ifl)
\ .
N-n :
v - -‘iza Y(1) ¥{im) ’
X Yy T (5.32)
Eov(i) ui)
t=1 .
Nem
‘I u(l) yil+m)
2iem
- .
En los mdtodow de ocorrulacién se computan lau cantidades
Hek
R ( ) = "—'?1: u(i) uli+k) R (k) = N m ifl y (i) ul{ivrk)
(5.33)
a 1 H-k . 1 H-k
Rw(k) . nifx y{i) v(i+k) R (k) = ﬂx: ull) y(itk)

De acuerdo a estas definiciones, y desprecfando las difevencias introdu-
cidas por los primeros y Gltimos sumandos .
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§.é mInimos cuadrados y métodos de correlacidn

Qor la notacién do (5.5) el estimador do minimos cuadrados cunplo las

ocvaciaws nuimales
LK 6 = X, (5.,30)

do acuenio a la expre:l&\dan y do Yyt

N-3 - - - H-1 N-1
x’.:.)'““ £y U=D L T VDY) , "T,Iuy(nu((u) = Fortitd) vt G mes)
'
M-t -2 1h-2 R H-2
R ERERTRN 1 (i -ne2) ,}glv(nu(tﬂn‘) - glvq)u(xf:)...-x y(l)u(‘-mi?)
: ! D S R
. ¥-n Ve n Nen e u- :
Ergy @ ' ik, yu) (hn) E v(i)u(h 1)k v(()u(i-mn)
21 en' {31-n
‘)a...—’--.-.-.—-}—-‘v :
VN
Ve
: : & v “,) ‘§1 (i)u(l-n) i
- ] )
. . ;‘gouz({)u'(i-ml)
' A
) ; .
' Nem ' s
: lgl-m uwi(l)
-t
— n " L e . o
eea(9,31)

Se han axhibido s8lo algunce elamentos, la matriz es simStrica.
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[ S

"‘Eov Y(i) Y(Iyl):« i
. ' ,“5‘ " i
N-n

> o -iEO,Y(i)Y(’hn) o
xN " ..N‘, ..'-. -. - . {5.32)

Eooy(d) utd)
f=1 o .
ftem
Loout) ytiam)
{=1em

L. ’ o

En los mitodos de correlacitn se canputan las cantidades

M L Wi R otos 2 L
uy U=k {21 yu H-k (a1 i) uliek)
(5.33)
n (x) w2 zk Y ) R (k) xSl K (i) yli
%, e AL

Do acuerdo a estas definiclones, y despreciando las difevencias intxodu-
cidas por loa primercs y Gltimos sumandos | '
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r o
m -1). - 0) 3R (m=1)]:
K00 gyy(l) Ryt xv; Kyu“) ﬁuy( ) f“ux‘ﬁ 1)

' P
R R0 R 22k () <R (1)
R (1) uy nyyn Ry“( yu( )

eoy {500n)

NiLgse quo los elamntos definidos en (5.33), won las correlaciones eg=

tuifsticas si los procesos son estacionarios y erjddicos.

Si 80 hace un andlisis por correlacifn para estimar la respuesta a im -
ni'so, las cuntuhdfs Koyt h‘yy’ Ryu. Ruy sa pucden utilizar para el il
culo del estimador ¢ de minimos cuadrados.

§.% Errores correlacionados

Lstudiorane qué es lo que sucade s{ se admiten mxiclos cam (5.1}, ©
oo {H.2) oun elt) currclacionukss, Supoivjamwg e{t) correlacionsdoy,
51 los procesos ul(t), ¢{t), y(t) son tales que las cantidades defind -
dau en (5.3) ticnen lfmite para N = @, la couscin (5.34) se cuple
asintSticanente oon los elaientos R {guales a las correlaciones muus =
trales. (Nis aln, sl loe procesos son estacionarios y erg3dioos enton

oes las R son las correlaciones estad{sticas).

“ a P - S al
-1 ~2).4 R C(0) - - -
i”(n )Rn(n ) yy( ).Ry“(n) Ry (n:
T A A
' A
. "R L0 ‘an)
VR0 R (0 . b Y
v o ' " . :
‘. H . . N H ; . H
:xuu(m) Ruu('“'”“'".mm) bmJ “uy('“)_J
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Supondranos que dichos lfmites existen, sin exigir, sin embargo la res
triccién Fuerte do ergodicidad,

Del modelo (5.2)
y(t) = <a;v{t-1)os.~a y{t-n} + bul(t) + ... + b ult-m) + uft)
n o mn

+* maltiplicando sucesivamente por y{t-1)...y(t-n), u(t).,.u(t-m):

TN(EA) o covinethy(tetlonsoavitariiat) ¢ boulthiset)ooe boatvmiviiat) ¢ efedetee1)

Vl!"ll-ﬂ o cqpriteniyitellensena vitadi(t=) ¢ b ult)/ (=200 boult-alr(ee2) o aledyte-)
L ’
vl;)m-n[ ® cappiteddittenlensacaytndileen) ¢ Bouleirieenleo s Doultaly(t-a) ¢ ale)y(ta) 3,33
yithuted o caritsnluft) coveenyitendult) o Boutth utth torce bouttanuit) ¢ eledutt)
e

Voo
s yieiitmd o ea et lultemieossen it nhuft-al o boulthuit-abee, Bufrakii-e) ¢ oftiuic-al

51 repetimos el sistoma de ocuaciones (5.35) para t = 1,2,,,.N y sua=
mog las ecuaciones correspondientes dividiendo cntre Ny definimos

-1

R8s Lm L L vik) wlkel)
Hee A=a

(si lon procesos son eryddicos alcanza con definir RW(C) = £{v(K)

w(k+£)}}) que son laa correlaciones muestrales
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. “-«rAar -
' ]
LU S RE L] ‘l"(n-vy,lol st gleen) o Pyt ¢ 'v'"'

L RSN R N 1y enan
; ' : : o :
) NESIROE ST I I | TR W o

H : (]
22 | TR L] -8 _teded
B_led) I"h 2} l"l ] l" 1]

§oa e i b | Fragter om0

. J Al .
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! -:m uj..n ...M'm ] l._ Lu;“' ..“.‘;,_

La ccwacifn (5.36) es la que cuiplen los pardmetios y la ecuacibn
{5.:4) e8 la que cunplen los estimadores (asintSticamente), oopirensa.

Quasvaos que asintéticamenty (§ + «) los téiminoy R da (S, 34) convaryen
a e R de(5.3§ Nbas fgualdades son equivalentes sis

]
© 1) Ryu(k)=0 kK®1,2,0.04n

A
“ 2) Ruu(“ =0 k20,1,2,,00,m

cs docir, 8f las entradas y salidas no estdn correlacionadag con los
crrures posteriores, considerando adelantos 1,..my 1...n respectiva=

mnta. Cesarrollando Y(t):

“ - -
yit) ‘1_20 ay u(t-1) + (Eg Y1 el-d)
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Jo para quo Ryn(k) = 0 no deben estar correlacionados los ~rrores e(t)

entre sf y adanis Ruu(k) =0, k= 0,1,2,...

for cso es que sl e(t) es un proceso no caracterizable com ruido
blanco, el estimador de minimos cuadrados puode dar lugar a una estima~
ci6n sesgada.

© Es wwa grun diferencia con el caso estudiado en ¢l Capfrulo 2, doide vi

mos que aln en el caso de errores correlacionados el estimador de mini-
mos cuaxdrados era insesgado (perdfa su propiedad de varfanza minima).
Vemos que en la estimaci6n de sistemas dinimicos lincales no se pucden
extonder ¢l Toorama 20 y la observacién 3 del Tecorema 21 del Capftulo 2,

Sesqo de )a estimacién

Camo
Yy = %0t gy
Ton. T T
% x0e %y -l e, {5.97)
o %" X0 = a0 - e %, o) {5.90)

{camo 0 es constantw)
et xTxrosud x vy -ukxTe) (539
[T B "R TR NS R Tt B

Supaniendo ergodicidad, la expresifn (5.39) es la misma que(5.36) y
la {5.34) queda camos
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1, T, 3 1,7
tg X % 10, ¢ Bl X7 V) (5,40}
s 8 0
de 1m 0.
- * NQ‘: N
fotando (5.40) y (5.39)s
1yT [" 1y T 5
ty %, %100 ]: ty %, el (5.41)
uu.tnh.ndo L{ %— X“T XN) no singulars
-1
o b x T 1,7 .
0, - o=ulp % x. b El X el (5.42)

" a {5.42) se puada verificar que si € (fl‘- XNT u") = 0 el estimador ca

nesgado,
Obrigrvacién:

Nitese qui aungque los errores no scan independientes, 8l las entradas
y los errores 81 lou ton, lay Glefmas met oouaciones do (5,36) aiguen

wlendo vilidas.

B la scciln 5.12.0 se mucstran ejonplos de estimicibn sesgada por rui

do correlacionado.

Pasa resolver el priblama de identificacitn de un sistoma, en prusen -
cls de ruido correlacionado,hay que recurrir a otras téenicas de iden-
titicacitn, algunas du las cuales son extensiones del método du mind -
o3 cuxirados. Algunas do las tdcnicas utilizedas sons
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(a) minimos cuadradss repetidos

(b} minimos cuadrados generalizados
{c) mltodo de variables instrumentales
(d) mftodo de mixima verosimilitud

5.4 El esquema recursivo de Plackett

Cuando se camputa ¢l estimudor de mfninos cuadrados de un sistoms di-
nimioo en linca, en cada instante de madicibn se abtiencne solo dos
nuevos datos u(t), y(t). La expresidn analftica del estimador de mi-
nimos cuadrados permite el ofmputo del  estimador en el {nstanto ¢,
actualizando los cilculos ohtenidos con los datos anteriores, con ba-

sC en la nueva observacibn.

Veramos un esquama nuy eficiente du célculo recursivo del estimador,
introducido por Plackett,{41} en 1950,

El ostimador de minimos cuadrados dadas las chservaciones hasta t = I

[t
3 Tyt T .
0" 2 (X" X") XN YN (5.43)
. oA
s 0w P" MN (5.u4)
Qon .
-1
PN ® .(X“ X") (5.'05)
Bt 0y, )
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si se caocen ahora las chservaciones en t = N + 1:

LR YL Y (5.47)
jury
v T x e[k T I (5.48)
Ne1 Nel il HC TN F e '
T
T3

oo i IXTX0x

o1 u (5,49)

T T
et Snet ® Pt R e

El sogunbo mmando en la contribucién da los nuevos datos a la inver-

sa 3¢ la matrisz de cuvarianzas l';:x

El voctor B urbmn pudo ponerse en forma rocursivas

e T
By [ %] N
Y

s B TP Ry Vi (5.50)

burjuos alora uwna forma do poner Oml rocurgivamontes

Fromltiplicardo (5.49) por Play? postmul tiplicando por Py Y postmlti

plicanio jor X!

= P

T oW
Py *ua et *her P Mot “uet"iun
et e

r

notando que ¢ €8 escalar:

T
L T [1 * %ot Ty "nn] (5,51

poutmultiplicando por "In P
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L T
A L LT g T "ml

N

(5.52)

” !
L "0 B M [* W T g "rm ) (5:53)

por {5.49)

T -1
X X
R VLU WIES

entonocay

huaos 1leyado a una expresifn recursiva para P

-1 el T - T
Purt Chaa =P Py = By By [“"Nn Py Ayl M P

.
.

© Pras " R e DOt fnd ™ S Ty

Hel

1gs nucves datos Xypqe [oego, por {5.47)1

Ps T 'l

Orka Py Pihe [“")Mpn‘mx] wer P OBy # %y vttt
por (S.44)1

Oy * UM"N‘tm[" u'u"un] "un " o By e -

A a oA T .'1
Oy ™ O Pty O =Y OiaD) ey mie

(5.54)

(5.55)

en funcibn de r), y

(4.50)

T
ml Wi _]

“"rm W et

(5.57)
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Otservaciones

IS
S¢ ha encontrado una forma recursiva para 0, ,con alqunas ventajas:

Hed

1) No s mwusario repotir tado el cflculo en cadi recursién, toann-
&0 o0 cwenta tokos los datos anterfores {u(t)l , {y(1)},
Toda la informacibn nucesaria sabre los datos anteriores cstd con
tenida en Py y SN. loa nuevos datos entran a través del vector

\ y la observacién v

'No el

2) No es nocesario invertir ninguna matriz, en lugar de esto cn cada

T
recursitia se irrsierte un nneros 1+ Kiet Nitxet

' 3) B cada recursifn se cbtiene la matriz de covarianzas
Py e (x"T )(N)'l necesaria para estimar la varianza de lod cstima =

dores,

4) servardo {5.57) puucde potarse qu el nuevo estimador es el ante-
rior, actualizado con una oorreccidn proporcional al error do pro-

dicci6n: y(Ne1) - x 0., En particular si ol sistemy no tiene

T
Hel R
pertwrbaciones {e(t) = o ¥ t), una vez alcanzado el valor raal do

Qunta Ny da untingion 0w aticow w O,

el
El fuctor de proporcionalidad da )a corrocciSn ess

wl
A T
Kt P S [ B "N;J | (558

El mftodo puale ser consideredo cano un procadimiento multidimen=
sional de optimizacifn por gradiente (Ver (54)). '

212 te

En resunen el algoritmo queda camo sigue:

=~ En la recursién N + 1:

15 ‘r
1) Se caleula Py base a Ky ¥ Ty cons

T -
P -
Pusr * PuPiie (“"un Pu"nm) 1ot

11) Se calcula 0"” en base a Lor y{

PR r o e .
Ouer = O “Piyeg ("xm ou'y‘"”)) [1se werhiies]

lit1), Oy By cons

~
- Valores iniciales PO, 0o {que estudiaremos ensequida).

Inlclalizaclén del alqoritmo

El algoritmo pucde inicializarse de dos formas:

1) En forma exacta, resolviendo las ecuaciones normales para un ND
a partir del cual se sigue con las recurslynes,
tlay que tener en cuenta que si H, < mn + 1 = din 0, entonces la

matriz X;l; L singular y no se puade realizar la fnversién,
(4]

!
Existe mis de una solucibn para los parSmetros que dé residuos ny
los para las "u observaciones consideradas,

Un cawvo particular cs cuando N(J = ntntl, doikle se puude vor qua
‘en general det (x;l;o XNO) # 0 con probabilidad 1, En este caso s@
puade encontrar una solucibn para los parfimetros que dé residuos
nulos. Sa resuclvo cn esta caso un sistum do ndntd ccuacioney
oon nmtl incSgnitas,

si Hy > menel habri una solucibn de minimos cuadrados.
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- m

InicializaciSn arbitraria

Matas woes et implantacibn en 1fnea del algoritmo,se desconocen
cbservaciones pusadas en el mamento de la inicfalizaci6n. Pode =
my asignar un pur de valoges arbitrarfos ‘h’(. Y l“_ a partir du los
cuwiles procestr el algoritao.  jly una anplis gama de valores de

ao Y Po que no afectan la identificacifn, es decir que 8'“ hd 6" y

A 4 P" ripidanente, donde 0'“ y Py son los valores estimados

H
o condiciones indciales arbitrarias, Estudiacamos un caso espe

clalmente Gtil:

b= E- 1 (¢ pequeno) (5.59)

o =0 (5.60)

Lo vorunos primeo on foma detenninfstica y luego darawos una in

terprotacifn estadfstica, Primero observans fque

- T
L}
P ® I‘a T RyXy

-1 -1 T T -4 =1 (s
PN * Pg Xy teeet XNKN 'Po ol'“ (5,61)

n .
RS T A

bre su diayonal, dsta es adonds de clumentos gumas de cuadrados i

. P';" Y l';(' differen solamnte cn € so-

- o
PR sk w )
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donde wy son entradas o salidus del sistam, pero lo que intere-
8a o8 que I'i;(n) e8 creciente con N, .'. el peso de la diferen =
cla € es decreciente, Supongumog ahora el m(ém sistana en dos
situaciones, la primera es la estimicién para las observaciones
dadas

8 - Ty g1, 1
0, = X X)X

la segunda es si hubieramos ohservado entradas y salidas desde
t » -(mtn) hasta t = 0 tales que

i

(5,62)

e
"
-
"
© ..o c

donda x'n. ¥t indican la situacién hipotética, Lusgo el esti-

malor en T s N ou:

A gt T ' ]
o = (X XN) X“ YN

N N

LTS A :mnn (5,63)

[}
.0
Y
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ncaniando que

a

-
yqm ity i'N, untonced 0;‘ * Oy
Para concluir dabe abservarse que la hipStesis de las observaciones
x& Yy v"‘ cs oyuivatente a DU a0, l‘o = L 1, entonces el estimador
IS

€
U'N con estas cundiciones iniciales converye a 6“.

1y las uinulaciones s utilizado valoves de ¢: 107° cr < 10"

an excelontes resultados,  Puaden verse ejaplos en la seccifn 5.12,6.

Vi interpretacidn probabilfstica resulta de considerar P, cao la
mitriz de covarianzas de los estimadores, e inicializar el algoritmo
an un estimdor finito (8°= 9 por ejamplo) y una L :_-I con elanen
s diagunales grardes que fndiquen una gran incertidunbre a prioad
diel estinador 60 a0,

Este algoritmo se implementS con el programa MICU/S, que se encuentra
e ol apéndice D.

Cxtensinnes

En facil ver que e} ocodimiento de minimos cuadrados es Lwodiatamen
t extendible a sistamas con varfas entradas y una salida, aqregando =
e el vuctor de obecrvaciones L dichas entradas, y en O los parfme =

tros correspondiuntos.
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Es inmdiatamente extendible a sistumas nultientradas, multisalidas
ccn modelos de matrices polinominales, Tanbién es extendible a siste-
mas con sesgo en la salida, que puede interpretarse oovo un sistam

con dos entraday, una do las cuales permaneca constante.

Homos implantado el programa MICU/C para cubrir este caso donde se supo

ne un sistem de la forma:
YOt) = ~a7(t-1)ereima y(t=n) + bU(t) +..00bult-m) ¢ eft) ¢ C
n R "n

El procadimiento do minimos cuadradss ticne la misma forra quev antes,

poniondos

){ t (oy(i-D)mgueey-y(i-n), uli)yees ulim), 1)
Y T

o s 2, bo...b‘m.‘c)

formulaclén general
Reoscribamos el a\lgoritmo de una forma general que luego pemmitirs la
canparacién con otros algoritmos’
P N S
Bekea) = O + KD [y = 01 O]
=)

T
KN = P(N)xmx G R P(N)xm‘] (5.64)

T
P(Ht1) = P(N) - k(W) w7 o PON)

B nuestyo caso o * 1 mis adelante discutiramos otrus valores para a.



217

Mimero de operaclones

Una caracterfstica inportante de los algoritmoe recursivos en relacibn
on sy dnplantacitn s el nGnero de operaciones por recursin, Veamos
usto para el algoritmo de Plackett. .

In cada recursi@n {no tamaroms en cuenta la inicializaci6n), el cdlcu=

lo se paxie efectvar de la siguiente mancrat

| No de operaciones

Cslculo I (aproximydo)
T Sumay £rodustos
1) cilculo de YR ("xm'u es 1o mismo ]
. TT 1 2
puosto que “N"rm) ® "tm"n) p p
Ty
2) Cileulo de (g, Py Xupg + 1) P P
T
3) CSlculo de LY ON - vINtE) P P
4) Actualizacifn de OIM con (5.57) . ! p »p
5) Actualizacifn da 7, | con (5,55) el | pper) -
{tomuxo en cusnta que Ty, simdtrica}
Total: l, [Jp' 3 7|‘h nwoesp

Qauady p »> 3 los téaniros de mayor orden son daminantes y ¢l n(mero de

sunas ¥ 1,5 ¢’ y el de productos = 7p’,

El n(mero de praductos es algo mayor que el de sumas, y su nGmero puede
sur determinante en relacifn al tiogo de muestroo para detemminar por
¢jumplo e una {mplantacién con un procesador digital, si es nocesario
tnoorjorar maltiplicadores por hardware, ya que por software el tiamo
do ejecucifn de ww multiplicacifn cs varias veces guperior al tiugpo -

& ejecuciOn de Wia suna.
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5.5 Esquema recursivo SROOT

Veronos un esquama recursivo, numéricamnte robusto, basado en la des-

canposicibn QR.

En el cilculo del estimador de minimos cuadrados, es necesario resol -

ver las ecuaciones nommales:

donde la inoSynita es el vector Oy, para ello hay nuchos néitodos nund~
ricos. Cuando la matriz x: Xy estd maloondicionada, puwlen haber pro =
blumag nunfricos en ol cilculo du

T T
= K)o XY

O
cano se juede ver en el apdndice A,un método para resolver el proble-
m Ax = b que no anpeora el nGnero da condicién de la matriz A, es la
desconposicion QR, que bisicamente consiste en encontrar Q ortonormal
tal quo

A = QRS

oon R triangular superior, y resolver el problama



1) Solucién de las ecuaciones normales ent = N IA solucién do ados, que minndza 5"(6") o o

Sea Q ortonorsal tal qua " )
. MO F M, (5.71)

Ryl de

T

QN XN al.. {5.h5) . = e s
o (}N-p [ 0, = N._."_‘LJ (5.72)
— -
P

La solucin numdrica de 5.71 es sencilla puesto qua R, 3 triangular
superior. La funcifn da costo (suma do los cuadrados de los residuos)

4 .
T oyl e ) minima cs:
LA I (5.06)
N i

1a suna de los cundrados de los residuos es (por (5.10))

oon Ry triapgular superior. Llamaramos adands:

2 T
S0y = My nay

2) Recurs(dn en t = N+l

" AT N (s.57)
. - N
5,00, = (¥ -X.0) 1Y, -%, 8 5 . X R
Se supone conocidos 0 L SH(ON)' ¥y los nuevos datas x4 y(lis1),
T » Py
oo Q @a ortoiormal, Q°Q = I, entoncess . B buscamos una recursién para calcular .. Ry s Sy 4 (8),0)
- - -
. T o.a" (Y.~ ] . T 2
5,08, = {Y,-x.00 T Q0 (¥,-X0) (5‘5,) ) Seq (@) = §,(0) + {v(uary - %y 0)
LI T S S . :
. (QN YN.ONXNQN) Q Yl"'Q“XNON) - .(5-?9) o - ' da (5.70)1
5.65 y 5.66 ) T oo T
por 5.65 y 5.66: RO ; Spep(0) = (n,"—nuo) (n,N-RNo) + 5,000 + [vttied)=gy 0
R iy R" W TR .
a . aT T, . : . My Ry Tl [P “
s, 0, ) s |(ng, i ng )0, (R :0) ......[....o‘ : g e L LN N T -
LA [ w3 nayd O Ry Ny o |- : Syyg(0) = 2o Ll g Y s (s
i . i+ N+ Nl LT3

s a T ~ T D
¢ s - - - (5,70
v 5“(0") (n'ﬂ H'NON) ("'N RNON) * N2y May (§ 70 68 ficil encontrar una transformaciSn VIM ortonopnal tal que

v Pi".]]- Jw] 1P
1+l x;' o tl

.pe
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donde B, . @8 tolangular superior. En efecto, sea w: £ by ) " .
" d) Seactualiza 0, con

donuie
i N - 9., =8
31:1-:__ 2 .- ey (R : : B TS R TR Y
‘l » '—‘_I‘o_ -:fl » i=f.0.p, con S‘ e Nil)ln‘i "
[T 2 ) s ( )d
0 1 0 e 1
Kot 2l e As g "‘nm)x] , Kl e o . ,
' . q 5
S0t : SpetCyag) = 500 + Vi
: veo {5,74)
2) 5o paa a la recursibn sigufente,
9.:” onatruida da esta foom curple con (5.74),  Se pucde ver que Falta discutir loy valores {niciales.
1w mtriocos Al won matrices do rotaciones,  Definamod ahorat
Inlclalizaclén
e | M M1 : P
¥iet .);. ] .-v--- ' (5,75) El algoritmo puede {niclalizarse en forma exacta a partir de wn )
Kl N+l
1 o en forma aproximada,
- .
c ; 2 -
I 16 (5.73) 8o pucde . La inicializacibn exacta es la que se d!.scutﬁ en la parte 1) de es
T te pirrafo, solo falta encontrar la matriz 0;‘ ortonormal, tal que
s, (0) s i RI‘-- of o W |k .RN 4 ",
I3 PO R ™ Ne1 ¥N#1 ST ofe 5,000 T * :
)Nﬂ el .Vuu_, Xei N N ) ON L ; (§ 2> p, nGnero de parinetros)
pwe *ml W:;”:l.lnwtn:m oon R“ trianqular superior. Este problam estd resuuslto on la soc ~
T R c16n A3 del apéndice A, Do acucrdo a los rusultados que alld se ob
n, n R e
et Ry et Het “ . T
S .1(0) . R B i I ik S RO P X S"(ON) ticnun, la matriz o"mmnuuuyu oo
Va1 0 Vied o
T = L}
T “a 9 = Q'p_,...Qo
. R 3 .
Sye 0 & A0y Ry g0y g« Ry 100 ¢y 48,180
las mtrices 0'£ 1=0...p-1 van triangularizando sucesivamncntc la mae
ol satimador de minimce cuxdrados ON 1 minimiza s (0) y es obvio triz XN' columa por columa. Ia matriz Q'i-t"'qloxu tiene la faor

mas
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(ue a8 o) qus anula el primer sunando (103 otros dos son constantes).

e B Qe ®
y (5.76)
~ - )
SupaOuer? ¥ 5000 * Yy,
~ -1
Oyeq * Rivt wea (5,77)
ol kNol es no sinjular,
Ctra vez la solucidn do {5.76) es sencilla puesto quo By 08 trianp- .

lar superior. Podaxe resunir el algoritmo camo sigue:

Algoritmor en t = lirl

"

1) Dados

et R 80 calcu-

~ T
SN(ON) y los nucvos datos Xya1t Y(He1)

ML
lant
T

&) ¥y

2 Ap...h con (5.7)

S|y L
Nl T
0 X

¢) be actualizan Ty ¥ Vy de

n n

{13

P R £ M
v Hel v

Nel Nel

b) Se actualiza RNx
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M Kook TIPS
DD Up SEE 2 IR ‘
q 14" Qo N e

v .
. .
. H
Kevorvsarsa sk

i Keosd®

N-i
Y la matriz Q'1 uY construye a partir do éuty eamo

i Xi Y I

|
Q, = feemalanan oon
'
1
]
!

f = matriz (ixi) fdent{dad

1. .
0 i iy * mariz de Houscholder = [nj 1]

i
I YITLE

106 elanentos da la matriz H, 8 tuscholder son, de acuerdo a (A.12):

: ’X‘L 81 k=1, £s1,2,,,.H-1
ul
e "X"LX'-u. Bl K=l ks2,,.., K-1 (5,79)
X X
. x_,"ﬁ K<ty k32,00, H-d

con A = ] ¢ wfeeaat x o, el sigio de A es fp(A) = <Spln)

el resto de Jos clamentos s constiuyen pur stmetcfa de e
Obsbrvese que este resultado permite que no sdlo el algoritmo sino

su propia inicializaci6n se puade hacer en forma recursiva.
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Otra form de inicializar el algoritmo es una eleccifn arbitraria
de 00. nu. SO(DO). ne -
Wa eloccibn oquivalente a la que hiclmoe en el anterfor algoritmo re

cwsivo oss

k= 61,0 pequeno)

0 =0
2o . (5.79)
$(0)=0

n = 0

W efecto, vearos 1a relacifn entre anbos algoritnos, Recordenos que

habfamos 1lumado

N
om0 X e () (Q ortononnal)
N ] 0

-
N T « T R T -1
[P GV I [.o!'] = fry By

LT (5.80)

El algoritm rocile el nnbre de squire-root debido a que en lugar da
projugar la matria i'" propagaros  la matriz }(N. Euta matriz cs una

"1afz cuairada® de Py

D este hacho proviene adunds la robustez pundrica del algoritma. No
ingorta quf malcondicionado cstd el problam de minimoa cuadrados,

siapre W asojura que I'N es positiva definida porquo
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La eleccifn P = .—1:-1 es equivalenta a R = /€ I, (Llamando ¢ = §2
obtenamos la expresién (5.79)).

Manis por (5.71)

- ~
oo ON 20, + n, = 0. Finalmente so(oo) se asune cero (se ajustan p

observaciones con p pardmetros) .

El algoritmo ha sido implantado con el programy SROOT/S para sistomay
8in sesqo cn la salida, y SROOT/C para sfstunas con sesqo en la sali-
da. Nnbos programas fucron escritos en el lenguaje PASCAL y utiliza-
dos en la canputadora D-6800 del Centro do Servicios de Cayato de la
UNAt (con canpilador PASCAL do SAN DIEGO), Prucbas con datos simula-
dos se presentan al final del capftulo. los proyramas eatdn en el

apéndice D,

Nimero de operaclones

Veamos el nGmero da operaciones elementales necesarias en una rocur -
810 ded alyoritmo SROOT, Consideraranos sumis y productos {o divi =

sionca) camo dos categorfas distintas.

No se tam en cuenta la inicializaci6n del algoritmo. En cada recur-

8ifn se nacesitas
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No de operaciones aproximado:
Sumas Productos
1) cilculo de las matricies
A i=3...p P sp
2) Cdlculo del praducto
b
LRI :“_. plp+s)-p 2piprid)ezp .
Nel .
J) Cilculode A ,..A,
y P ot
i 2p L1 B
wes o
4) iesoluciGn del sistans
N p(p+1) (pt1)
trdongular R, Oy * 7 P By
"Net
1 1
Total 7 Do+ sl 7 b el

S0 ha contabilizado la elevaci6n al cuadrado y la toma de rafz cuadra=

da en el cilculo de las matrices A; como 8i fueran productos.

Puanio veres <uo el plimaro do operaciones do este algoritmo s mayor
qu para el algoritmo de Plackett, cbteniéndosa a cambio mayor rubustez

aandrica,

Cun)y o)uwplo, para alyunos valorus do p ol No.do opuraciones nacusa =

rlas para llevar a cabo una rocursibn con amboa algoritnos cu:

228

Algoritmo de Plackett | Algoritmo SR0OT
P Sumas Productos Sunas | Productos
? 13 18 1 29
3 u 3 k2 o1
L] kL] 52 I 78
B) 85 7% 50 110
G 15 102 69 47

5.6 Cémputo.de la matriz de covarianzas
[ )

P
Homos visto que la matriz de covarianzas del estimador 0" de minuros cua
drados del modelo (5.2) es
1

a Lo " T LT -
cov O 3 T (0”-0)(0"-0) = ol {x %)

cuando se cutplo que los errores de dicho modelo tienen cov {e{t))= u’xu .
Usando los resultados de los teoremas 5.1 y 5,2 estimaremos la matriz de
covarianzas con
Aa g
. ’ 4
cov 0“ =0 ().“ x) (%.08)
a
donde 0! es un estimxlor de 02; de acuerdo al tcorema 5.4 podrfa ser por

ajarplo

o 1 -
% i Sy (ON) (5.62)
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1
," ® W SN (0") (5.00)

S

qae se datostrd son débilmente consistentes. Discutirams oo curpu=

tar el estimador cov 0M en los dos algoritmos recursivos propuestos.

a) Covarlanzas en el algoritmo de Plackett

Para estimar o? utilizanmos S'“. qua posea mejores propiedades que

N
u" resiecto al sexp (ver capftulo 2),

-1
£y este algoritmo Ja matriz (x'T‘ x") s@ caiputa recursivanente para el
cilculo de 0". la lovos 1lamado l'“. Lo Gnico que quoada por calcular es

1y funcifin de costo ::"(0“). buscarans un esquama rocursivo du cdiculo,

Py -~ T ~ - -1
. T, oTT 0 =vTy yTy (x7 T
0 =[x 000 [ X0 0 YoY -0, X X0, =Y v Y x (XX ) XY

WNTNRON e e e
ver - (5.04)
o
" e T T T -
Suet e * T Mot uer®iun ¥
W
tacicndo una particion d”Nn ’ anx me + .".2"...”

y utilizando la actualizacitn de (x; XN) ya vista:

" ~ T 2 Ty e T T T
negOeg) * (VY0 ¢ ¥ T (O = IXavCiiende ] [ %) -,
T, -} [ | -1 '
(%) x, 0 (4 X)
S K S 5 e T
T Hxg Yoy thien) xy ]

oe (5.85)
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I S, S
donde hanos 1lamado A al escalar A *Xyep Ky X") X

& T -4 T .
Recordando que 9" = (x" XN) xN {" entonces

- T STy & L ve) av(un T A Ohey
5 . vlea)? o 2vne 2
Suv Oeg? = My M) = OO+ 57578~ T4 e B 1

ver (5.66)

. "
observande que los dos primercs sunandos son SN(()“). (ver (5.84), ¥

agrupando los Gltimos:

5 (6 a et (1)’ .
Siv1Opy) = 540 ¥ SR (5.67)
donda
T
e het) = yis1) - ey 0 Chatiet)

~
es el orvor de prediccifn en el tiamo Ht1 con el gstimndor 0"

-3
T T
Am g B %)

1

limos cbtenido una f8rmula recursiva para la funcién de costo s“((\n).

Como las cantidades €, 1+A ya han sido canputadas caw parte del al-
" -

gorftmo para la actualizacibn de 0" y (xz X”) ¢ entoncus en el cdloy

lodes } sdlo se agrega un producto, una divisifn y una suma,

-
HM(ONM

T ’ -~
g Dt

+ A
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b) Covarianzas en el algorltmo SQUARE~RO0T

B este algoritmo la funcidn de costo se camputa recursivamonte sogfing

(ON" =5 (0 ) + VNM

de acuerdo a (5,76), 1o que queda por calcular es B, ® (x: XN)". Por
{5.80)

donde la matriz Ry o3 triangular superior y se cumputa recursivamen =
to. Siawo Ry trianjular superior, su inversa tambifn lo es, En el
aptndice A, seccibn A5 hay un algoriomo recursivo para llevar a cato

la tnversiBn. Ilamaws 5 = R

i Siaee Sapf {50

. T S12e04 Szp S1a 833 0
ofe ByISS s . : : . (5.09)
0 . 5 [ e’ S
2 P PP
p * n.do par&etros » dim (0),
Entonccs
4 P p
Poiyg) e I: 8, 50 s §;.00 L SipSyx  (6.90)
N ikokj " 1Kk kensl1,9) ]

(p\mslk=onx>k)
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camo s6lo nos interesan los elanentos de la diagonal para estimar las
varianzas de los estimxlores da los parfimctros:

n i ‘? < 2
I"(i,l) s k"-‘i (a“()

B roswen, dada ®(1,3) §,4 = Lowp SR g (1) £ 21,

kit
=1,
la estimacifn de la matriz de covarianzas fuc incorporada a los pro -

conocida §,(1,i) 1, = 1o..p SHZHMAET gD § (s, ¥

gramas HICU/S, MICU/C que realizan el algoritmo de Plackett:y Skixt/s,
SKOOT/C ue rvalizan el algoritm SOUAKL-RGY,  Los resultacos de lag
prucbas ‘con datos simulados se discuten al £inal dol capftule, y oo’

canparan en la seccibn 5.12.5 con los estimdores que se verdn ense -

. guida.

¢} Otros estimadares de u?

Cuando 8¢ noy presents el problama de estimar 0! dusvonocLanos la vx-
presibn para actualizar ::“(0") por lo que derivamos otras formas para

estimr la cantidad ol.

Du acuerdo a low retultados del capftulo 2 y la extenaifin duostrada

a travbs dol Luorune 5.4, asfhtbticasnibta (N 4 o) sa aaplu e
EGhe o) s o (.
CMiep 471 W

donde |:“(i) gon 1os residuos calculadosam el estimador 6", y la su-
ma do sus cuadrados es 1a funcifn de costo minimizada en la estima =
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cibni

T

e i) = gl -y 0 (5.92)
- N 2

sN(oN) S £,(1) (5.93)

{5.92) so debe a 1a definicifn do residuos (ver (5.10) y (5.93) es
1a definicifn de la funcitn de costo (ver (5.11)). Por (5.91) se
cunplo asintSticannte quet
oo
E(.L ¢ (D) = o’ (N-p) (5.9%)
{=1

Suponiondo quo ¢ (1) 1 * ... estén gualnente distribuidos:
Bt} s of (5B Lt

an particular para i =
Lleh) = of E=0) (5.95)

El clannto c“(N) cs ficil do calcular; es el Gltino residuo de la

estimacisn actual, por (5.32):
= To
CN(N) = y() -"N 0N

luogo

N 1 N .
z c(j)) s Ly e s ot L L (s

o jEpel Ty

3=
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la suna comienza  desdo ptl pues hasta p los residuos son nulos

{el ajuste del modelo es exacto),

. E . €5(3)
e z[iﬁl“_’,i__] =gt (N + @) (5.97)
T ]_'.E‘.)
Jeprd

Coherentanente con el Gltimo resultado proponemos el estimador:

ot le‘: (5,94)

o .
W G 1pe1 1(“’

El estimador § °” es actualizable recursivamente. Si el estimador
S:“ se utiliza con el algoritmo de Plackett infcializado arbitraria=

mente, puode suponerse (ue las observaciones camenzaron en t = -p,

- ¥ el estimador queda:

wo, o s! i (5.99)
C t:j(j)/).=.1 T 5,99

Lste estimador fue implanentado en MICU/C/veruidn 2, los resultados
de prucbas conarativos con los otros estimadores se ven en el fi -

nal del capitulo con datos de,sistemas simalados.

Du la miwm forma que antes puady cnocontrarse otro estimador do u?:

ghil (X160 .\
sy |-1— 1‘9'1 [(4]-—})_—)—] . (5.100)
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oo antes ocn iniclalizacibn arbitraria, el estimador quedas

H ) !

& = L EJ(‘)

N )
tp

(5.101)

5.7 Minlmos cuadrados y flitro de Kalman

Consideranos un sistama dinfinico lineal en tianpo discreto con repre~

sentacifn en variables de estado de la formas

w(t+41) = ¢ x(t) + r(t)
(5.102)

y(t) 5 C xft) + v(t)

donde x(t) € &P es ol vector do estados, {r(t), t=1,2,... Mv(t)

t=1,2,...) 800 sucuenciay de variables aleatorias independientes, fgual

monte distribufdas con madia cero y matrices de covarianzass

(o) o)) = R
(5.103)

pw) v =

El voctor de estados x{0) es una variable aleatoria con nu!in my mi=

triz de covarianzas Ry Entonoces se pucde establecer el siguientes
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TEQREMA 5.5 (Kalman)

" EL mejor eatimdor de x(t) en el sontido do minimos cuadradod o9 ¢l

quo satisface las ecuaciones rocursivasg

" a a
x(t) = x(t-1) + K(t) {y(t) - cp x(e-1)} (5.100)
;(D) = m

donda '

T 0 !

K(t) 3 s(t) € {es(t)c' + Ry} (5.195)
SCe) e d Plt-1) 97 4 1y Ca6s)
P(t) = 8(t) - K(t) € &(¢t) (5,121}
5(0) = R, (5. 100)

" pucde interpretarse la matriz S(t) cam un estimdor a priord de la ma-

triz de ocovarianzas de x(t) dados y{(1) ,., Y(t-1), y la matriz P(2) o~
-
mo la estimacién a posteriond de la matriz da covarianzas de x(t) dmlas

las observaciones v(i)}...v(t).

Considemmos shora la fdentdfleacitn nor minimos cuadrados de un siste=
ma dindmico discreto, linecal,fnvariante en el tiomo cao el (5.2),

Lag ccuacioney rocursivas del estimador san (5.64) cona = 1,

Supongamos ahora un sistoma cano (5.102) donde el vector de estados es

el vegtor de pardmetros del sistema quo estamos identificando, es de =

'cl.r:
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TN IR R L
’ 1
)

T rtt)  wa via. de media cero y matriz de covarisnzas R, = 0 (5.,109)

€ wolt) = (oy(t-1)yuuay=vlt=n), ult), e, ultem))

vit) = e(t) wia aucesién de v.a. igualmente distribuidas, {ndepen-

dientes de media cero y covarienza o ., Ry = ¢! L3 de
cir que e3 un proceso estaclonarlo caracterizabla como vul-

do blanco,
Entonces el sistima (5,102) quada camot

x(t+1) = x(t) ¢ )
$.110

y(t) = c(t) x(t) + elt)

€ estimaior x{t) del voctor do eatados cbtonidos con el filtro de
Kalman se rekce a:

X(8) = xle=1) ¢ K(e) [y(t) = Cled X(e=1))
£(e) = P(e-1) c(t)T (g? + o(e) pleat) <0}

Pr) s #le-1) - K(r) cle) ple-) (5,111)

ll!.'scl‘ﬂll’l;l lag wouactanen {5.64) del eatinudor de ndvbimos cudradoy
con dos ligeras varfantes: lo haramws para la recusifn § en luwjar do
la Ne1, ¥y on sequdo lugar en vez de escribir las ecuciones en fun =
citn do la matriz 7y = (x}; )t“)'l lo harumos con {‘: =0’ P, ya qu es
ol estimalar do la matriz de covarianzas de 6“ cs decir que ticno la
niem interpretacin que P(t) an t = N del filtro de Kalman:
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A ~ [
O ™ Oy * KON [vO) -8y 0y )

T

K(h=1) = By %, 0f 4w B (5.112)

-1
n-1 %

! T
* Puey T KDy

Pf'
H L] -1

Anbag recursiones son ldénticas. En cuanto a les condiciones inf
clales, 8i no hay informaci6n scbre cl estado inictal X(0), muode
suponerse que es una variable aleatoria con media cero y natriz

de covarianzas 8I con # >> 1. Lucgo:

~
x(0) = 0

p(0} = BI (si las condiciones iniciales son
nulas)

Carpdrese con la inicializaci6n arbitrarfa discutida para el algo-
ritmo de minimos cuadrados.

Una discusifn mis detallada sobre las relacianes entre filtro de
Kalman y minimos cuadrados pucde leerse en las refercncias (3),
(4} y (54).

5.8 Extenslones para sistemas variables con el_tiempo

La forma recursiva del estimador de mfnimos cuxlrados swgicre que
e puoden hacer ligeras modiffcaciones para identificar sistumas
cuyos pardimetros no pemmnecen constantes a lo laryo del proceso de
modiciones. Verumos dos formas de atacar el probloma.
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5.8.1 0lvido exjonencial

n ;Ju exposicifn sobre el nétodo de minimos cundradoa, Gauss (23),
popon{a fusar los cuadrados de los regiducs con una mdida de la exag
titud do lag dscrvaciones correspordiontes, Lo que se propone con ey
ta técnica o3 dar mis peso a las Gltimag cbservaciones que a las ante-
riores, prsando en forma exponencial los datos pasados, Consideruws
1a funcifin de costo

N 2z N-1 2
540 (0) 76y vaE,  boral gy (5,114)
que puake ponerse como
T ) ra T oy
Sei 0) =us (0) + Wy ™ *y0) (5,115)

donwdo 0 < @ <1, NStese que para o = 1 se ticne la misa funcifn de
costo que an el procudimicnto do minimos cmdr.xhu ya estudiadoy, El
eat imador anqm minimiza la funcifn de costo (5.114) s0 dice que es
ol de Rininoe cusirados con pese expanencial, y satieface la rocursibn

a n n
. T
Doy 50y 7 Ky GrlMen) =%, 0

\ -}
t"n,m) (5.116)

T
lu “‘Hﬂ

Bon Yt

T T -
Pevy * w nerSies @ Pt ) el

1
W T a0 (Pw - Py

Una dowutracitn por inducciGn puude verse en (20),  Otra forma de ob=
tomr (5.116) es soquir la damostraci@n del algoritmo de Plackett con=

sidorando qus 80 iinimiza una funcie de costo do la farma

"~
T
54€0) = (¥, -x, 0) LA AL NI (5.117)

donde "N es diagonal de la formas

alt=t e
N-1
[}
‘. & .
HN = . adanis H" = I" T"
[ a?
donde
AR 4]
[‘" = .
L 0 » A"
5L Yy = Xy0 ¢ oy TY = IX0 ¢ Tey (5.116)

el estimador da minimos cuadrados con prso wxponencial se puade cbte-

ner de acuerdo a (2.98) camnos

by T -t T, 5,11
0= (xN HN)(") L L ‘(" (5.19)

qua cs oguivalente a cbtuner el estimador du minimoy cualrados para
(5.118),
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Llanando
s rx e ot '
N NN N oW (5,120)
0 oy B. . xaT Y‘
oos MYy b by N N
Notando que
PQ-I a ‘ﬁ" x T
[TI R AR
a L]
ey S0 By g v
- I
Wt * Tk Py

Entonces 8¢ puede seguir todo el razonandonto de la dumostracién del
algoritno de Plackett para llegar finalmento a las ecuaciones (S.116),

Néteso la diferuncia entre Py y l‘;.

Fara la estimcifn de la matriz de avarianzas puede usarse el regule

tab (2,101), que cuands Ele o'} = 0?1 quadas

T

2 1 -1 T T -1
cov (ON) 20! (X, KT X W X (xuu"x") (5.121)

HWN NN N

debe tonerse en cuenta que esta resultado fue derivado bajo hipSte -

sis que no se aseguran en identificaciGn de s{stomas dinfnicos.

El nare de "olvido exponcncial® para el alyoritmo resulta claro de
la dofinicifn de la funcién de costo. El puso que tiene el residuo
corrcsponddente a un tionpo t decreoe exponencialments para N cry =
ciontes. la relacifn entre log pesos do los residuca correspondien=
tos &4 thegos t ¥y t - k e3 constants respecto N, y valen uK.
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La suleccibn do o depende pues, do qud tan rdpido se espere que vurien
los pardmetros, es entonces importante cierta informacibn a paiond, 50
bre dicha varfacién. Lla razén es que no se pude disminuir « sin cos-
to alguno.  Una disminuci@n de ¢ signiffca un velecidid de sepiinden- |
to de los pardmetrus mis grande,pues rdpidarente la tnformacin ante =
rior deja de pesar.  Sin enbargo, esto sc hace a costd do una rayor in
certidunbre en la determminaci6n de los pardnetros: la varianza de la
estimaci6n aumenta, y el algoritmo se vuelve mis sensible a la pertur-

bacibn e(t). Esto se debe a que al hacer "olvidadizo® el algoritmo,

- el efecto es camo 81 8o tomara en cuenta un menor nfmero de dbscrva ~

ciones.

En ¢l caso cstudiado en vl Cupftulo 2 esto se traducfa en que el cutie
mador du minimos cuadrados pesados no era el do varianza minima (ver
seccibn 2.5.4).

Se presenta una grifica de aK para distintos valores de a, K = 0.,.150

para camparar la rapidez de decrecimiento del peso de los residucs.

Este algoritmo ha sido implantado a través del programa KICU/S/OLVEXP
escrito en PASCAL para la B-6800 del CSC de la UNAM, Ejonplos con da-
tos simulados se discuten al final del Capftulo, en la seccifn 5.12.7.
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S1i el factor de olvido & es constante, existe una cota mfnima mara log

"
\ elanentos de la matriz Pys N+ = Un factor de olvido exponencialmen=

AN
a %"Q\ te creclente disminuye esta cota.
¥ ™~
" '\ § : h\‘ . .
. \ \\\ \\\ - Puede danostrarse qua para ay varfsble el algoritmo minimfza la fun =
& \ \\ P\\%" cifn de costo:
o f; NS \\ P~ o —
N . " N N
\ \\ \\\ ™~ s o= g Lm MD) gt (5.123)
NN L
" D s = El algoritmo puede recscribirse cano
. - o °
" ‘ \ \ \N I~ . KT} —~ .
TR T S N AN S M ~ ~ -
RN ) M i = (lie1) = On)s x(um(y(um % o)
[ ] W o
o F L - =t . '
L LN {aliis1) + Kot T X} (5.124)
Flg 5.1 Curvas de ta familie o, 0<N<I50 para o = 0.5,0.8,0,9 . r
0.94, 0.96, 0.97, 0.98, 0,383, 0.99, 0,995, P LR T YL
ML LY e e it

la recursitn en a es (5.122), con valor inicial oy constante da
Factor de vlvido varlable °

6 la recursitn

Gourte a voces que los primeros datos no son confiables y se quicru .
a = a a +(1-a) (5.125)
. prescimdic ripidemente de ellos pero no de los que siguen, se puede Ktl o N o

actor do ol variubl {ente en el b4
utilizar antonces wi factor de olvido @, crec. en el tlom ol o 1dera 8 =1t

PO, Una forma de hacerlo pundd ser por ejaplo un factor do peso
an cncimdento exqanncial hacia 1 En csta ca 8o pueden calcular los factores de msode (5.123) de

5.125;

B "% * (H’r.) ba = (1-8a) o t ba (5,122)

- - N -
o 1 @ (1 - a(0})

(ver gor ejaplo (21)).
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asintbticamente para N grandes
Y s para i gr Quando se esperan varfaciones bruscas de los parmetros, pucde utilizar-

N .ak [lﬂm(i-o Nﬂ'kﬂ
kA a(i) = o0 10 © . so cl algoritmo (5.124), de foma que al detectarse una variacifa de los
par&netros se reinicialice la recursibn (5.125) del factor de olvido a,
a el linite pata N+ =; con la consiguiente reducciGn del peso de los datos anteriores al cam = )
T 'O bio.

g, utiy = a0 1% (5,125")
El problomy de la deteocibn de dicho carbio puede ser tucho cono prucba
(La apruximacibn es vilida p. ej. para N > 100 y ay < .9
estad{stica du la hipftesis nulas  los iwevos datos son generados por el

mismo modelo.va 1ns nuevos datos to son generados mor el mismo nodelo,

Sa presentan fandlias de curvas a(i) parrawtrizadas on o,y afa)

-

izh

qu representan el peso de los residucs £, en la funcifn de costo .
Basados en los resultados del teorana 2,19 se propone cono cantidad de

prucha la cstad{stica:

cuando ¥ + e,

— =1 3

- /

-

[{¢]

Hd)

RN RV

qua debe aproximar una distribucién u("—;l’- , 1/2) para errores gaussia-

/ T T L v nos 8f N+ =
) _~ e L ‘ 6,8.2 Marcha aleatoria y filtro de Kalman
A - » 09 - ;
"’ [ A

PR s

] 1) [1}) (1) . N (Y
: Sl Un enfoque bustante mds elogante es sugerido por P, Young {54}, Supon-

qanod otra vez el nodelo (5.2), descrito vectorialmnte por (5.6) dodu
el vector de pardmetrosO no permancce constante en el tienpo, Se supo-

ne que e(t) es ruido blanco con var(e(t)) = ol.

/ e /"'/

] I : : .
/ X / . alce.ns Suparganos que 0N satisface una ecuacin matricial en diferencias de la
formas

/ Qfcye.v i

=

e worr vrerries

i [T "w 10 0 w " 0 = ¢0

: (] et * T G
Fig 5,2 Curvas du Ja forma (5.125') para a{0) = 0.1,0.7,0.9,0.95,
ag = 0,5,0.8,0.9,0.95,0.97

(5.126)
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Jdonde ¢ (N ,N-1) et una matriz de transicibn pxp, [(N,N-1} ¢s una ma-
triz (pav) de entrady, ¥ q,_; €8 un vuctor de r varfables aleatorias
que axumciabnuite son indepondientes, con mdia curo y matriz do

ovarinizas Q

. N ' T )
L [.;N] =0, klg a) = ab " (5.127)

fuponjondo conocida la ley de variacibn {cstocistica) (5,126) del pa-

r&wtro ()l,. Youryg arriba a un algeritmo de estimaci6n de 0" de la for
3

pa prediocitn ~ correccidn incorporando la infonmacifn a prierl contg
rdda en (5.126).

1lanudo: l' la matriz de covarianzas de 0“.

can la infoomaci&n en t = N- 1 Y la ley (5.126) a puoal de las nue - .

0Oy ¢l estimador de OH

vas cbhscrvaciones an t = H, ¥ PN/N » la natriz da covarianzas del os-

timador a puiond OWN_‘. entoncest

prediccién:

(=21
>

« 90
K1 -1 {5.120)

L T T
Papiog * ¥ 0y ® 41O

correccldne

8. 10 P 1. T e TR ;
O * Opp-g s Xl mey Wt [0 gy = Y]
P PR X (0 m P )-l xT P

N N/i-1" ll/-‘(-l N ON/N- N N N1
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Cbplrveso que minimos cuadrados es un caso particular de las gcuaciones
{5.,120), cn cfocto: congdivawe (5.128) ocon (5,112} cuaddo ¢ = l-p. Y =0,
Un caso muy importante ey cuando (5.126) se transforma en una macha
alcatoria multidimengionals

0" =0 N-1 + et (5,429)
En esto caso el algoritmo se reduce a:
I ~ » T, .t -, T A
. 2 -yl
By * %y (Py-g#Qheyla™s #y (B e @i 37 ey 0,4 - vC ) (5.130)

t ‘n . Wt 2 T U -l LT .ﬁ
By ® (gt @ = Ry v @iyfo® vy (7 v 0 J7 By 4 e Q)
Este algoritmo es bastante mis versdtil que el de olvido exponencial,
pes la mtriz Q se puede arreglar de fonma que algunos parinetros pue
dan presentar variaciones mayores, y otras pouedias, incluso nulas.

La matriz Q puede ser puesta diagonal ¥y sus elumentos son esreranias

da velocidad de variacion de los pardnctros correspondientes.

P. Young, (54}, sefala que en la prictica el algoritmo general (5.128)
es bueno para variaciones lentas de log parfmctros, Quanio se espera
que los pardmetros varfen al mismo tiepo se propone oano ley de va =

riacién un modelo de Guuss-Marlov du primer onden

. 5,131
O = B8yt Yy (s.1)

dondo ahora f es una matriz pup diagonal, con elementos 8, tales que

-1<51<1.
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Otra foma de llcgar a los resultados (5.128) y (5.130) es plantwar
lag ocuaciones rcoursivas del filtro de Kalman para un sistima ding=
mico consistente con las leyes (5.126) 8 (5.129) respectivamenta, A
modo de ejumplo 1o harunos en el Gltimo caso.

Soa w sistuma dinknico, en variables de estado:

x{t41) = x(c) + 1(t)

y(t) = ¢ x(t) + v(t)
ait) € kP es cl vactor do estados que representa los pardmetros dal
sistond a identificar. v(t) = e{t) es ruido blanco. Definimos

¢ » c{t) camw en (5.109), r(t) ¢ BP, es una sucesién da vectores cu

yos elanntos em variables alcatorias tales que

i) =0 E () n(idl = o,

Intonces 1as ecuacianes del £iltro de Kalman quedans

X(t) © x(t-1) ¢ Kk(t) [v0) - eter Q(m)]
-1

heed s friend v 0] efor [ pe-angdelone’]  (s.aa)
P(E) = (F(1-1) + Q) - K(x) cle) [Me-1) + 0]
famplonente por scrvacibn se concluye cn la identidad de lag ccua-

cianes {5.130) y (5.132) ,tarando se cuenta la definicidn del vector

fila clt).
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5.9 Hinlmos cuadrados repetidos

Supongamos que se quiere fdentificar un sistama dindmico lineal que
responde a una leyt

A(q-l) y(t) = "((.-1) u(t) + n(t) (5.133)

donde 1o polinamios Alq™') v Blq™') estin definidos en (5.0) y (5.4),
Si a{t) no es una sefial de ruido blancs, si la sucesi6n n{t) estd co-
rmlnciar;md.: en el tiano, hamog visto en la secciGn 5.3 que el méto
do de minimos cuadrados da lugar a una estimaciba sesguda de los pard
metrod, aﬁn cuando se canoce la estructura del modelo {en nuestro ca- -

80 equivale a conocer n y m: los grados de A y B respoctivamente).

Estd claro quo sl repetinos el procodimiento para valores de m y n
crucientes, la funcién de costo ird disminuyendo, puesto que hay wds

pardnetros que ajustar. Planteonws dos prablonass
= ¢Ouando abandonar la blsquada de un mejor modelo de mayor orden?
-~ {Podamos a partir de dicha estimciln conocer A y b?

Supondrane @ partir de ahora que n{t) es una schal de espuctro racio

nal, gaussinna, que puedo ser apraximada por la autorogresita:

a(t) = mﬁ—)-e(t) (5.134)

Q™'Y = 1ehya™ e oou 4 ncq" (5.135)



H1
ndendo e(t) wia seiial de ruido blanco gaussiano da varfanza t(e(t)?) =
o, Do (5.134) y (5.133) so desprendu quu en fonm aproximadas
MG 7Y v =ty g™ uie) v et (5.136)

campnranky {5.136) y (5.2) so cbserva que csta s Ja fonm necusaria

jara s aplicaci&n del mooodimiento du safnimos cuadrados.

51 su aplica dicho procodimicato al sistuna {(9.136) se pude estimar

iin s 1os cooficicntes de Ay Bl Sin oo aln cuando su qung

A by moditfeilente se oo & el procodimiuito que su propawe e

Wwietir minimos cuadrados para grados de A' = Al B ¢ [ crecientes,
asta que no haya un raduccifn signiticativa de la funcién dv cwsto
(suna de cuadrados de los residuoy).  Para detectar dsto se propone el

wso de la prucba T introducida on el capftulo 2 {teoruma 2.18).

Bajo la hipStesie nula de quo tusos 1lugado al nodelo adecuado, incro-

montamos ¢e ny a 1; el na de pardnetrod, entonces la cantidads

2 1
t e h‘g-—:b' . :T:‘“::‘ ~ Plngenyy lH-ng) (5.137)
2

P» ®J1 hamou VISto quu 84 ng-my 2 1, Heny 2 60 F, (1,60) w4
mtances alcanza t > 4 para rochazar 1a hiGtesis nula con 5%

de ricego,

Homos implantado a través de SROOY/KLPL/C y SROOT/KEPL/G el csque=
ma do minimos cuadrudes repetidos para sistumas con constanto aditf
va y sin constante aditiva respectivamente, se incluye en ellos la

prucha sobru el ordun del sistuma.

Un cuso particular ey la detemmdnaclSn du log 8rdencs gye el sedelo
de minimos cudrados, es docir, en el cuso de residuos ro contela -
clonados . En efcctas 51 Hig™') = 1 entonces la detenminacién de
lou grados doe A'(q-l) Y u'(q'l) opivale a encontrar n,n respectiva
mentes  Para teminar de determinar la estructura del aadelo ge ve-

14 ensoyuida la bisqueda del retraso del sistama,

Dcba notarde que homos respondido a la primer progunta que nod ha =
ciamos, pero no a la sogunda,  Esta quala planteada on téminos des
detenninar A y B, esgimulos A' = All y B' = . A veces s¢ mucle do=
torminar A y B buscando ceroy comnes en A' y 4,00 sigupre resule
ta preciso el método: hay que tamar en cuenta que los cooficluentas
gon aproximados y en la prictica sucle ocurtir un foenfmmo de “va -
1le” en Xu Y B (estimados) dcxﬁe hay una zona comlin do probable

ocurrencia de ccros, a veces bastante extendida,

"Eato probluna sa rusuclve con los procudimicntos de minince cuadra-

dos gencralizados y mixima verosimilitud, que se vardn mis adelante.
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$5.10 Determinacidn del retardo

Ogo poblana frecuente en tdentificacién es la deteminacién del . do
butantes de muiestreo de rotardo en la respucsta del sistoma a fdentdi

flcar,

El procadismiunto de minince cuadrsdos cn foona repetida es Gtil n
cite santido, Podmos reiterarlo para distintos tiampos de retraso,
e decir, o la restriccién de que los primeros cocficientes du ll(q")

sxn nulos.

Lwgo podanos reltorar la prucka I de la seccitn antérlor para mode =
1w dondo se agreyin coeficientes de menor gralo en el polinanio

3{q"") ly no de muor grade cam antes) .

Una sunerencia muy canln en la literatura es acompanar la fdentifica= »
citn oon algin métixdo de estimacibn de la sucesitn do peso (respuesta
en Lr.(n.lso) del slituna en cuestibn, Nommalmente la observacibn do =
dicha respuesta, aunque &sta sea aproxinada, da buena idoa de la es =
‘thactwa del aodelo,

Una discusin rds extensa acerca del uso de minines cuadradow roepetd
cos para la detemminacién del retraso y la determinacién dem ¥ n se
Ga al final del capftulo, scbro datos sinulados en 5.12.11,
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§5.11 Apllcacién a 1a estimacion de ba respuvsta a impulso

Sea el sistama {5.2) con e(t) ruido blanco de varianza o. la salida
y(t) se puede poner en la forma de suma de convoluci6n, de acuerdo a

(3.401
vy = B ate-i) nih) {5.131)
para suiales de entrada causales
t
yle) = kg u(t-i) h{i) (5.139)

Se quiere determinar la sucesibn de peso h(i), 1=0,1,2... Una forma
do hacerlo cg identificar el sistoma, para oblener los polinanjios

aah, s(q'l). estimdos de A(q™') y Bq™') Tespectivanente.

Si se roaliza la exjansibn de X(q“)/ﬁ(q") on potenclas crecientes
de q", la sucesifn de coeficientes de q'i, i = 0,1,2.,. es la suce-
816n de peso ;(S). i-o,l..?.... del modelo estimado. En general re -
sulta una buena estimacién de la sucesitn de peso del sistana, Ve -

runog 2 formas mis de estimar la sucesién dv pesot
5.11.1 Entradas no aleatorlas

Aproximenos el sistana cao un filtro FIR (respuesta a imalso Sindi-
ta), es declr, quu existe algln K tal que (i) = ¢ ¥1> he anlonces

Y, = U htu (5.340)

H H N
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doraiy

o) u(1) 6000, . ou(1 k) h(0) " Tett¥

YN =Hyl( | i, w(2) ul)eowuf2-k) | 5 he|n(1d) | v, * ()

. . . . . .
.

yith) w(h) ulhi-1).u(tiok) nik) ),

La ecuscin (5.140) tiene la misma forma que (5.6), y el vector hly
for 1o tanto la sucesifin do peso), minde ser cstimado ror minimog

cuadralos do la misma mancra que el wvector O

° T -t 7 )
h" z (UN U") U" YN vao1ul)

para ello basta con aplicar cualquicra de los nétodos ya descritos.

na desventaja de este método es que si se quiwro aprowimar la res =

pasta a dpulso en un nGnao dnportanta de puntos, vl problam de ml

nimos cuxdrados tieno la misma dimensin.
5.01.2 Entradaw aleatorlas

§i e$ posible cumgutar on forma aproximala las funciones de correla =
cifn de entrada-salida y autocorrelacitn de la entrada,serd pouible
outimar la sucmiibn de peso.  Suponomes cano antes quad b tal qua
Wi) 2 0 v > k. Lugo, por la ecauwcibn de Wicner-Kolmogorov (coua =
cidn 3.26)4

X
Ryg(T) ® (Lo B R (-0)
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Si se canputan las cstimaciones de las Funciones de correlaciéng

- P B
R"y(t), Ruu(T), T % 0,1,2,,..,N para H >> K, entonces se tiene un
sistan do ecuaciones sobradeteoninado,  Supondrams que en cada

ccuacin se canute un error e'(T), T s 0,1,...N, entonces;

“uy = Ruu hte! {5,142)

donde R, R , o' ye definon canos
uy u

uuy(o) (0 Ry 1) coiR GoR) W) u ()
~ ~ " A

¢ Ruy(l) PR ) R0 L R e R et s [ et(1)
auy(n) Ry () R (1) 0ok CHi-k) hiL) ')

N6tese que los elumentos Ruu(T) en Ruu oon arqunentos negativos no es

necesario computarlos puesto que R (1) = ;(uu(r )

Al modelo (5.142) se le puode aplicar el método de nfnimos cuadrados
abteniendo la estimaciéng

~ T - T
z ! . (5. 143
t (I(uu 'uu) L <uy 143)

la desventaja de este procedimiento, camo el caso anterior, cs la
dimensién del probluma de minimos cuadrados que hay que resolver. A

ella se le agroga otra: antes hay que camputar las oorrelaciones.

Loa ejarplos whbro s{stoms sinuladog pueden verse e la soccifn
5.12.10, :
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donde

y(1) (1) ul0)..eu(1-k) h(0) Te(17

Y”xv(ﬂ P Uy u(2) ul1)oeoul2-k}| 3 hz|h(1} it ef(2)

¥l w(h) ulli-1).u(kK) hik) o),

la ccuacitn (5.140) tiene la misna forma que (5.6), y el vector niy
por lo tanto la succsifin de peso), ounde ser estimxdo ror minimosy
cunrabs do la misma nunera que el wector O:

~ T LI §
hy = (UN v, U“ \'” (5.141)

para cllo basta con aplicar cualquicra de los métodos ya descritos.

Una desventaja de este mftodo es que si se quiere aproximar 1a res =

pasta a Lmpulso en un AGwero jnportants de puntos, el probluma de mf

nimos cuadrados tiee la misma dimensitn.
5.11.21 Entrada: aleatorias

51 ¢# posible amgutar en forma aproximada las funciones de correla -
citn do entrada-salida y autocorrelacién de la entrada,serd posible
outimar la suoeuifn de peso.  Suponams cano antes mued h tal quo
(i) 2 0 ¥i > ke luego, por la ecuacifn de Wicnor-Kolnogorov {ccua =
cifn 3.26) s

X
nid) R, {v-19)

Ruy(” N SEO 4
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81 s conputan las estimacfanes de las funciones de correlaciéng

- N . .
R“y(r). R“u('l‘), T = 0,1,2,...,0 para N >> £, cntonces se tienc un
slstoma do ecuaciones sobrudeteominado.  Supondronos que en cida

ecusci6n se camete un error e'(t), T = 0,1,,..N, entoncess

“uy = Huu h+e' (5,1042)

LT 2]
donda Ruy N Ruu, o' tie definen ocmot

uuy(O) Ryu0) R (=1 ook =KD Wo) t(u)
- “ N N

Ky ¥ “uy‘” PRy TR R0 ek Gkl s () | et = et
"uy(") Ry (0] R CH=3)0n R Cl-k) hih) at(l)

Nétese que los elunentos l(uu(T) enR A Con arquientos negativos no es

necesario computarlos puesto que R (-1) = ﬁuu(l‘ ).

Al modelo (5.142) ee le pucde aplicar el nétodo de minimos cuadrados
obtenfando la estimucitng

° T -t T \
= 5. 14
W R DT R L (5. 143)

La desventaja de este procedimiento, como el caso anterjor, cs la
dimensi6n del probluma de mfnimos cuadrados quoe hay que resolvor, A

ella se lo agroga otra: antes hay que canputar las correlacioncs.

Los ejanplos scbre aistomas simulados pueden verse en la soccitn
5.12.10,
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§.12 Pruebas ccn Datos Simulados

in osta seccién se describen algunas de las prucbas realizadas para
ocangstLr que se cunplen las propiodades asintbticas del sétodo de
log minimos cuadrados.

Todo ¢) volumn del presente trabajo no alcanzarfa paca describic
todas y cada una de las prucbas con datos simuladoy que se realiza-
on ;iurw\w su desarrollo.  Por otro lado estas prudaas son robun =
dutes en e} sontido de que se observan resultados simdlares; hanos
preferidy, siguiendo los consejos de los doctores J. L. Farah y A
Alonso Conchiriro presentar algunos ejonplos claroe y reprusuitatd =

vos.
5.12.1 Las simulaciones

Se eligieron ejemplos de sistanas cuya identificacién condujera a ro
sultados sencillos, ficilnte analfzables y visualizables. Para
quo estos resultalos pudieran ser camparados, se optS por utilizar

un mimmo conjunto de sciales en las simulaciones,

Para wrificar tudunclas de waveryencla, se hicieron simulacionos
oon las misnas caracteristicas y so prancdiaron los resultados cbte=

nidow. Los procescs simuladas  son de la fooma (5.2))

Mg ) = BlaT') ule) ¢ et(t), simulados
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ocon el programa SUMULA, escrito en PASCAL para la canputadora B-6800
del C.5.C. de la WNAM; dicho programa puede cncontrarse en ol Apbrdl

ca D,

=(mt1}

El polinando B(g™") = boq"o...rhm q no cootiene términos da

transmdsi6n directa; la seilal e'(t) fue canuesta canos
e'(t) = oe(t) (5. 304)

con coft) ruido blanco de media cero y varianza unitaria. De csta
forma la perturbacién e'(t) es ruido blanco de media caro ¥ varianza

o?, siendo o otro pardmetro factible de ser estimado.

Sa cligicron tres sistamas discretos lineoles de primero, sequndo y
torcer orden respoctivamente; costos fucron excitados con entradas
PREG127 y 50 pertwrbaron con las sefales 111601, KJILOY, BUILO3,
RUINO4, RUIDOS, KUILOL, ¥y RUIDOT, para distintos valores de la rela-

cién sefial & ruido (S/M).

ett] - 1/
{RUID 01 g-/A
(RUIDO)
. {RUIDOY
(RUID DY)

{RUIDOS

4

PA/ =JV yIn

(4
u
(PRBS127) 1SAL.. )

Fig 5.3 Sistens simulado
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Los gistomas moncionados song

= Sistana de primer orden
€1-0.8 ¢4 ylt) = (71 uw(o)

para

SN = = g
SN = 10 g
S/ s 4 4
S/M = 1 g
S/M = 0.1 g

=~ Sistuia du wundo orden

- -1 -
(1-1.5 ¢"100.7 ¢ ) yle) 2 (g

e
S/ = = o
S/ = 10 [\
S s m [
SN = [
S/H = 0.1 g

= Sistumi du teroer oiden

(et 1307 0,347 ylo)

pora

s/o= @

S/N = 10

S/N s 1
S/d s 0.4

+ oelt) (5.145)

2 0

= 1//T0 = 0.316228
2 1/2

=1

= /10 = 3.,10228

10,5 07 ) ute) ¥ velt)  (5,246)

=0

= 0,NG177
s 0,73013
& 1,46020
= 4,617

s (70,540,337 ) ult) +0elr)
oo (5.147)

=0
= 0,240503

* 0,28027
= 0,760%4

# 2,40503
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El cilculo de 5/N se hizo con el algoritno que se describe en el pi-

rrafo 4,3.2.

Para las prucbas dondo se pranediaron los resultados se utilied cono

entrada la senal PS127, y distintas soiales do ruido,

En las siguicntes tablas se presentan las simulaciones realizadas ba

jo estus condiciaws y distintos vidores do S/1:

Strulaciones con el sistama de primer orden:

\ w 10 " 1 0.1
‘erturbaci

RUTDO1 SAL101 | SAL102 | SAL103 { SAL1Ou | SAL10S

RU1DO2 - LAL202 | SAL203 saL20%
RUIO - GAL302 | SALI0S [ saLIow | SAL3OS
RUTDOM - | GALWO2 ] SALNOI | SALGON | SALMOY
RUTLOS = [ GALS02 [ SALSOS [ SALSUN [ HALSOY

Estas schales fucron guneradas a purtic de candiciones Infclales nu-
lag, La sefal SALSUS  con 1127 cluwentny, el resto o 64% clawn -
toy, Luogo se climinaron los primevos 127 clamntos de culs scfal -
como una forma de oliminar el efecto de condiciones iniciales parti-
culares y desconocimicnto de e{t) (t<0).
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= Stmulacioes oun el sistama do sugundo ordens

r\m w 10 4 1 a1
Perturhicidn
MITIXA SALALOL | SALA1OZ | SALALOD | SALATO4 | HALALOS
LiUHL A - - - SALADON -
KETDO3 - - - Saladon -
FUTbOY - - - SALANGY -
RIT00S - - - SALAYON | UALASOY

Cue antes estas senales fueron generadas a furtdr do condiciones
indciales nulas, oun 1127 clumentoo 5ALAS0S, ¥ 645 el rusto, Fuee

ron suprimigos Jos princros 127 elumentou do cada eefial.

= Simulaciaws oo el sistaw de teroer orden

Ferturbucidn:  EUIDOS

4 L] 10 3 0.1

Sedaiy CALCS501 CALCH02 | NALNSOu SALCS505

Cao antes, las senales se generaron a partir de condiciones int -
ciales nulas, om 1127 elamentos cada und,  Se suprimicron log

prirercs 127 clyentos,

Otras sefales utilizadas en las prucbas fucron guneradas espccialinen

te para alquna prusba particular, por ejanplo con perturbaciones
INT1 O KUIDO7, solo que las sefales antes moncionadas fueron usa:las

vmplﬂt-mnw, en casl todas las pruebas.
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Da todos modos, al describir las pruchas se menclonard la fuente de
poerturbacibn, y la relacién sefial a ruido.

Para visulizar el efecto del ruldo en las sefales de salida, sa mues-
tran en las Liguras (5.4}, (5.5 y (5.6) Jus salidas de los cistums
e primer, sopundo y terver ondun para divtinton valores do s relucio

teial o ruido S/H,

la cntrada en los tres casos s la sefal PRES 127 y la fuunte de pertur
bacitn ca una simulaci6n de nomal con modia cero, y varlanza de acuer=
do al valor do S/H.

AT
| ‘WW%‘W“{,;,\

Flg 5.4 Sallda dul sistema de primer orden para
L -, 10,4,1,0.0
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=

PRINIRAS 100 WUESTAAS OF L4 SACICA DEL DISTENA IR TERCAR oneen a/wem 10,04

i . Flg 5,6 Primeras 200 muestras de la saiida
Fig 5.8 Sallda de) sistema de sequndo orden nara del sistema de tercer orden; /N o
o S/N @ =, 10,4,1,0,1, = 10,03, '
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la teorfa poeae 1a mognitud de la varianza del estimador do minimos
cuadrados como una modida de bondad del estimador. Distinganoe tros
cantidades:

» Lla desviacitn standud prevista por la teorfa
+ la desviacifn standud estinada en la {dentificacin
« Lo desviacion standand encontrada cono desviacién cuadrfitica me -

dia a 10 laryo de mxhas identificacioncs

Caguararunog estas trus cantidades on distintas partes de las siguien

tes secciones.

B la prixma seotibn sc entrelazan las trus en un ejorplo donde cu -
estulia la ubicaclén de los estimadores de los pardnetros resnecto el
o) $taoido tedoico de conoentracién, tara ¢l sfstoma de orimer orden,

DESY. STO.
1// TEORICA 3
e
DESV. STO DESY S10. EN LAS
“ESTINADA 2 SIMULACIGNES

la relacifn 2 estd implfcita en el pirrafo que corresponde a intervalo
de cstimacibn.

La relacién 3 es 2l nleleo del pirtafo donde se estudian las propicda-
des de convergencia prorediando los resultados de varias simalaciones.
La relacifn 1 e estudia on el pirrafo denominado:estimacién de las va

 rianzas de loe par&metros.
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Conviena tener presente siamre estas tres cantidades para evitar con-
fusiones y dinstinguir lo quo se estudia en cada oirrafo.

5.12,2 Precisién e Intervalo de estimacicn

En las simulaciones do los tres sistomas con la entrada  1h3127 y
las perturbacioncs RUIDO1,..,,RUIDO? se cumplen las hipotesis de los
teoranas 5.1, 5.2, ¥ 5.3 tomando en quenta que 1os sislonas no eptdn

rualinntados (sl lo estuvicran habrfa que  echar muw al tworawa 5.3),
a
De acuerdo al teorem 5,1 el estimador 0” de mfninos cuadrados ample;

~
0" Lm.e. )

~ 2,
0, 2L (0, ZE

N
- 1 T, ¢ T e trcbac
dopde R = laiT i i’=:1 ®p %y = Elxg % j{pues uye son procesos estaciona

rios ergidicas o nuestras simulaciones).

5% 0

R = (5.148)
0 L

para el sistemade ler orden ,

1 Al

- dn iy?

g'e SR o | NEy (5.149)

H i 2

S1 las perturbacion:s e(t) son adonds gaussianas J;" es la matriz de
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informacifiy do Fisher. Para el sistana de primer orden propucstos
3T
9 = {-0.8, 1} = {q, b} (5.150)

¢am usaromos entradas con £ u? = 1, con el algoritmo del capftulo 4

8a calaulb la varianza de la parte determintstica del sistuna

C y: T 2.7
La varianza do la salida del sistana es:
Eyl s 27778 (1 + 0*)
eitonoos la matriz du covarianzas (asintética) J,"' quudat

g 1
4 1w’y TTTO R 0
ho? {5.151)
2
]
0 't

Ly clemntos diagnales son las varianzas de los parfmetrost o"n y
o , fespictivannte.  La Tabla 5.1 prusenta los valores do cstay va =
rlnzas para distintos ncros de mocstrau y rulacfoncs seial a rufdo

{ara wl sistony Eopucsto pusde very que ola1/(s/M))

208

Tabla 5,1 Varlanzas teSelcas de Jos pardmetros del sistema
de primer orden para N = 50,100,150,300,500 y
S/N = 10,h,1,0,1

sm
N 10 L] 1 0.1
',ojl 0,000054% | 0,0014400 | 0,0G35000 | 0, 0065H55
5
s “lln 0.0020000 | 0.0050000 | 0,020V000 } 0,2029230
] p o 10k 4,
100 %, 0,0003273 | 0,0007000 | 0, 091000 | 0,040 027

g | 0.0040000 [ 0.0025100 7 0.03L0Hn0 [ 0, 1590030

150 0 0,0002187 | 0,.0000600 | 0, 001000 | D 0CHHIR
.l U Q0006067 ¢, 00160y 0, 00LLEGYT 1O, 0LLGLLT

M
oo O, | 0:0601021 10,0002400 | 0,0006000 | 6, 091U
“‘; 0.0003333 | 0. 00U1333 0,043 3 | 0. 033332%

A 0.0000055 | 0, ¢001INN0 0. 0003600 | 0, 0006LYS
5, 0.0002000 |0, 00ULLOO 0.0020000 | 0, 02009

N&tese que para grandes valores de o el efecto del ruido es muy per=
judicial para la estinacién de by, pero no para la de a, donde su va=

., 2 N N ? L.
rianza u“l e para ot e

Para una relaci6n sefal a ruido S/H = 1, s¢ estimaron los pardmetros
del sistana de primer orden sobre cinco reakizaciones con las perturba

ciones RUIDDY, KUIDOZ, RUINO3, RUINOH, RUIDOS,

S¢ efectuaron estinucifones para 100, 200 y 500 intervalos du dbserva=
cibn., Los resultadoy obtenidos se nuestran grificades en las figuras
(5.7, {5.8) y (5.9) respectivamente, junto con los elipsoides toSri -

cos do concentracifng

AT T a
(ON-G)JN(ON-O) LA
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los resultados abservados san ampliamente satisfactorios, tanto por el *
hoco de que todos 1os estimados caen dentro del elipsoide correspon = . '
diete, como que para valores crecientes de N esa cancentraciSn pare =

o Jer mayor, en eliysoides abviamente mis reducidos.

Hilar )
' 'All'\lllﬂt LETINANDS PANA 3 IlAI.lHﬂll\LI
CELNA DE PRINLD VDI A
‘lﬂi QEVLAYACIUNEY) III'I
flo 5.8
N .
be Plantearanos ahora el problaw fnvervo, es doeclr,  ocunnocide el valor
. estinudo ¢o@mo se wbicutd el parfinetro real reupacto al primero?. DL
) cho da otra forma: dado ol valor estimado del pardmetro, y el elip -
soide de ooncentracifn estimado ¢ofmo se ubica el pardmetro real res-
pocto do dicho elipsoide?.
~
i
O I
0 . .
TINAUUB PARA 3 REALIIACIONZS DEL -uum o8 FRINER
(SUNERO UB OMSERYACIUNES) 100 »B/wel
b
Flg 5.7, . (B

PAMANETAOS PSTINADOS PARA § uuuncmlu BEL BIATCNA
UE PRIKLR ODOLR ( con §/% ).

(300 oBLERYAGIORES)

Flg 5.9
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in la figura (5.10) se dilujan para una relacifn sefal a ruido S/4 = 8
y {00 observacianes los elipsoldes de concentracién estimados en cinco
recdfzacianes. Estos se estimaron con el estimador S' (XTx)", da la
mitTiz de oovarianzas y s¢ centrd cada elipsolde en el parmuetio esti-~
mado correspondiente.

Junto a lod cinco clipsoides estimadod, fue dibujado en linea nds qrue

s ol elimoide du cunceitracibn tebrico.

20 ’

Flg S,1000i0001em0 81 custastaativn 130110y Pans 3 StaLtbaLionts Wit
I EL O A T TE B T PR

(108 onbrneatiusts s inel 1
A usar de quo N = 109 no €3 un nlnuero muy grande du thecrvaciaws, sl
tnunos on cwnta que la relacién senal a ruido es 1, otra wiz los rom

tultaios won muy satdnfactorios. Podunos cbseivar varfas cosas)

« Todow Jow clipsaldes contienen en su interior al valor roal del pa-
Ténetso estimados f-o.a.x)T

m

~ Eso sucado adn para loy elipsoides corruspondientes a los estindos

mis alejados (ver fig 5,7}

- loa clipsoides estimados (y por lo tanto la matriz de ocovarianzas)
son muy similares al elipsofde (y por lo tanto a la matrie de cova-

rianzas tebrica) todrico.

Esto sucede en la orientacidn, lo que implica que la matriz do cov
timada tiende a ser diagonal, y en sus dinensionesge despronde in-
nudiatamente que loy autovidores que son las variwzas do los ourd-

metros estdn estimando bien las varianzas twbricas,

« Por Gltimo cano son de dimensiones semejantes, twbifn la varianza

goneralizada du Wilks  os samjante.

No dibujamos los experimentos analégos para 200 y 500 observaciones,
pucs los resultados son suncjantes y los elipsoides son naturalinnte

mis reducidos y concentridos.

Las fiquras de esta scccl6n se abtuvicron con ¢l nrograma DLIPZOIDE que
dibuja log elipsoides de concentracitn pasando al cdlculo de la foima

polar, este program sc¢ encuentra en el Apéndice D.
Intervalo de Lstimacidn

Cano los estimadores ticnden a la distribucién nommal multivariada ya
mencionada, poduros basamos en las nismag considuraciones que el teo-
ram 2.16 para oonstruir intervalos de estimacibn del pardnetro real
con wh nivel de anfianza determinado.
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) ~aiat ot W
In efecto, cao ON ~-—- N (0, -—-H—-), paliéndose estimar S5 o
- n
Ty X) , padanos estimar cov 0; (correspondiente al iésiro parfime -
(10} o ¢l elunnlo [~ &t do 1o dlajaml de u‘()('r XY 1lainnon

ievla

ii

(Ltenomos entances un intervalo de estimaciéng

N
0, ¢t Xuvu,,
i= ii

tonde K o8 un factor a selecelonar del misto nodo que en los carenta~
vios al teoruns 2,15, Esto supone conocida 0%, wro 8i no se wooace
¢4, v s0 lo estin con el estimuor s,', de (5.27) se puade construltr un
tervalo wra 0 con Ja distribuei6n ¢ de Stdkent cqoma en el teoran

“olb.
los valores de X para distintos niveles do confianza estdn en las ta-

blas 2,11 y 2.1II para las distribuciones noomal y ¢ respuctivamente,
tabe ajrogar quo estos intervalos son algo sobrados en el sentido que
1w nivel de confionza vale para estumacioncy independiontes, 1o que =

0 o8 en guneral nuestro caso.

Jeadrfan cbtamiss bntorvalos e flos dispaallzao la itz do o0
varianzas (pero cutos intervalos serfan pura canbinaciones lincales =
e 1o pardmutros)
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Cam vjunplo presentardwoyg resultados oon datos simlwlos con entrada

TRES 127,

Slstema de primer orden

Para este sistoma (descrito por (5.145)) es p = 2 (n2 de parfmetros).
81 se estima con 122 observaciones, la tunla 2.III sefiala pura H-p =

170 y un nivel do confianza de 90% un intervalo:

~

0, 1 1.6% v, (5,152)
donda vi es la  varianza estimada de 0; estimarbo? oo ::;; de (5.27),

o fdntificd el slutam con 122 vbiervaciones,de realicaciones con
relacibn sefal a ruido S/N = u y 5/0 = 1, El mérodo wipleado fua di
mfnimos cuadrados y en la tabla 5,IT, se mucstran los valores estira=

dos de los pardmetros 0, juate oon 1a estinoelbn v, de su desviacidn

Standard.
5/ a1(-0.0) Te(1.0) i (rind 4 P10
[1 SOLTTIOE U, 008 [0 Y 0Lt ek ) 0L 200 00S DL
" ERTRIN I PA L R BT AU RPU VAR BRI S L
0 -0,70132  0,029nG | 0.97047 0,050ty | 0,565 | 0,5 | BUTNOS
1 -0,76995 0.04570 ] 0.95408 0.,10124 ] 0.1329u | 1.0 | RUILOY
1 -0,77535 0.Gn6uG | 0,95192  0,07000 1 0,99033 1,0 | rutiey
1 -0,01181 0.03uway | O,u8042 0.08704 | 0,95702] 1.V KUtpos

Tabla 6. 11 Estimacién de los pardnetros del sistema
de primer orden con 122 muestras, y sus
desviaciones, Relacién sehal & ruide
S/N ek, S/Nwil,
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Sistema de tercer orden

Miode verfficarse que en todog log casos el valor real del pardwctro

wt oncucntra dentre del intervalo (5.152). Para este sistema (de ecuacibn (5.147)), es p = 6. Se efectuaron {den-
tiffcacicnes sobre realizaciones del sistuws perturbado con FUIDGY Y

Sistena de segundo orden rolaciones sefal a ruido /N = 10,1,0,1. Se oonsideran 500 observacio
nes.

Inte sistona {oon ecuacidn en diferencias (5, 146) ticw cuatro pardng
tros, p * 4. Luego, si se realiza la identificacidn para ¥ = 124 ob= . Cona N - p = bk > 120 g0 ha aproxi la distribucitn + con una nor
warvaciones vale el migmo intervalo {5.152). mal, utilizindose para elegir el intervalo de estimacidn el dltLno ren

glén da la tabla 2.IIX, EL intexvalo es;
e efoctid ka idntificacién por m{ninos cuadrados para tres xealiza-

caonca de este sistoma con S/8 = 1. los resultados se muestran on la . 0, + L.Gu5v (5.153)
t.bla 5.1II.
para 904 de confianza. los resultados se listan cn la tabla 5. IV.

Yobla §.1tt Estlracisn de loa pardmateos dal sleteme do segundo ordsa con 124
observecionss y uns relecién sehal o ruido 53/ = 1,

’!unuu desv, o dasw, be desv, desy,

Ll by
Nalor rsall 1.8 [ 1.0 0.§
SN 9een 9,0577 [ 077593 0,08304 1,0073F  0,33009 | 007304 0,18007 | 1, 90027 13D

wioew DL, U3150 | 0,69856  0,051%Y 1,1743% 0, BILE | 0,81222 CANITH ] 1ewnivh | TG
<1.00%0y 0,054 | 0,000} 0,030u4 95236 0.31I00) 0.50921 0.14237 | 10223 | PUIDN

] Rldo teria §Ihe10 R wse
1,40026 - bt AR

£Y-T L NN

Bl
3
-1
y
B
H

creaas:
), o

Tobiln en este cauo el valor real de cada purinetro cau dentro dul 0
tuvalo estusdiado, do 904 du confianza.

" . La forma de la tabla 5.1V se usard repetidanonte pues cs el formato

de impresifn do resultados de los progratas MICU/S, MITU/C, SROHT/E,
GKOOT/C, SKOOT/REPE/S, SROOT/REPL/C, Al lado del nambre del par&ne-
tro aparcce el estimudo, y a continuacifn su desviacin Standard es~

timada,
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B 1a linea que se indica v {5V para los proyramas SPCOUT/REPL/S Y
SROUT/KEPE/C) se inprime el valor de la funcién de ocosto (suma da los
~ualrados de los residucs), y a cantinuacién la estimaci6n de la dese

facidan Stanliad e lag puertutbaciones,

Pusds verse on la tabla 5.1V quo tanbabn on este cano, tudad las veoes

el valor roal de los pardmetros cae dentro del intervale de 90% de oon

fianza (5.153).

$5.12.3 Propiedades asintSeicas y efecto del ruldo

in este pirrafo su descrilban las pruebis y sus resultados para compro=
ar las propiadades asintbticas del estirador de minincs cuwdrados, y

la influscia del nivel de ruido sobru éste.

Primero veramos algunos ejomlos de identificacién de sistumas a modi-
d que llegan nuewos datos du entrada y salidy,  Las fiquras (5,11) a
{5.19) muestran Ly evolucida del catimadar de minimod quadradoy para ¥
ciecicnte, conforna se incorporan nuevos datos a la estimacidn. FEatas

figuras ruestran la identificaciGn para distintas realizacioies de los

sistums do primer, soqundo y turcer ordun con distintas relaciones sg

fal a suldo.

En ol ejo de abscisas se hi oolocado el nero de abservaciows y en
orhnadas Jos valores de la estimaci6n de loe parfmetros para cada ni-

a0 dv ahscrvaciancs .,
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= Sistema de primer orden

L1 TO Tiv Th
PRINGRAS 100 ESTINACIOALS FARA EL B1STIEA LE FRIFLR ORRIN,S/NSI0,
PURIURIACIONS NUNPUA, FROCHANAISROOT/S/PE,INICIALLTACION ARSI RARYY,

g.b

o
A
TLURABUY 1 T1 10ynsasace LELIRAGG L 11
AUV IR eaa e BLUVET cerlslimiadibene
Al R A
"y [TLLIL ) L] -
TIPS I TN
Flg 5.1}

3.

a*

LHIINALAS (N W 200
R UL L PP R Y E R A
Mibeers n.ou-uo

LK)
o 0.4°1
v H IR LTI FET TR v o.tllllnl

CPLPIVARACIUNY BELULZ) (PROUSANA EAVHI/BIEF IRIC AR FANLN,

Fig 5.12
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: n la figura (5.12) fue agregada la evolucitn del estimdor de la varfan

za del ruido {0).

De la observacién de las figuras (5.11) a (5.19) pucdon congrobarse al =

gunos efectos esperados:

= 5Se muestra en todoslos casos la tendencia del estinador de minimos

. cuadrados do converger al valor real de los parfwetros

. = Cuinto mnor es el nivil de ruido {mayores valores de 5/i), ¢l valor

estimdo es mis préximo al valor rval y tiene menos oscilaciones.

" iahe

e s L O

ST fecordams que se espera que ol estinador tenga una varianza inversden

I| rermisan gner pst-waditurs ot ey 'AI“".I_'\ BEL SEVIPTA AP TPACAN UPPEY PANG LVA
Tl rtactae bi%aL & BUIBS 27001 PEATEANACINTI A" 1RGP RN AANY V1IITIT,

te projporcional al nmero de chservaciones, y qua dicha varlanza sca -

crecionte con el nivel do la sefial a rutdo.

Con csta Gltima afirmacién hay que ser culdadosos, no se espera que la
varianza del estimador sea proporcional a o, y las figuras oorraboran

esta cuestion,

En efectos  la matriz Jﬁl de covarianzas esperadas (5.151) del sistam

Flg 5.19

de primer orden prevé una varianza de la estimicifn del par&metro be
proporcional a o?, en canbio para a; esta varianza es proporcional a
0¥ /(1007), Eato Juoe quo dluninuyund) S0 de 10 a 0,1 la varlunza da

- ~
e cruzca 100 vecus ¥ la do ar 10 wucues,

Las fiquras (5,11) a (5.14) confirman csta previsi&u al disuinuir la
relacifn s@ial a ruido la estimacién de by desmejora notablemente en
oanparacién con la estimacibn da ay, cuya procisién no ayaord mucho &

simple vista. Mis adelante confirmaromos con mds simulaciows e la
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variwza do o, sique la ley orevista ror la teorfa,

Uma situaciGn similar suoxde aon la estimcién de los parfinetrog del
aistuma de segundo orden. Pooo mis adelante, en las ecwaciones (5,161),
la toorfa indica uwna varianza de f)o. :. de 7 a B veoos mayor cque la do
.:.. .:, fura wa relacin seial a nuddo S/ = 1, en la figura (5.16) pue

dr apraciarse que an gonweral la catimacién do ay y a; es algo meyor quu

lado b yb,.

‘o esto nog lleva a concluir que dada la estructura del sistama, y pa
n entralas y perturbaciones concordantes con loe teorumay de converyen
cla, la cbsorvacib do la matriz of Lix, x}') es vital para entender don
J1 pokmos y donde no podems espurar precisi@o.  Mis adn, parecerfa

wr (o 1o huses estudiiudo o profundidad), que el estudio de la matriz
&2 oovarianzag padrfa arrojar algo de luz en un tépioo bastante delica-

d>t  determdnacifn de Ja estructura del nodelo y validaci&n del moadelo,

Algunas ténicas referidas a esta matriz ya han sido descritay, p. ejs
ol estudijo de su determinante {ver pe €33 {52)), pero marecerfa no ha -
bar 8ido bastante explotada la comparacién entre la matriz de covarian=

a8 prevista, la estimada, y la evolucidn de la estimacitn,

Valvigado ol widlinte de las flguray anterfores, reiterawa quu i go =
noral son concordantes (y mucho) con las tenduiclas previstas, Bnoel
rosto dul phrrafo we duscriben pruchus para verificar dichas tendunclas,
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Dupendencla ded ndmero de observaclones

Para estudiar la dependencia del estimador de mfninos cuadrados respoc-
to del nGnoro de cbservaciones y el nivel de ruido, consideraruwos tres

factores de méritos

1. Var (ai)

- 2
£ 0- 0

Hot(*
~ 2
3. ,(0) = & {a‘.‘-‘ﬂ—')— - M] e(tl}

2, 8 =

Alg~1) ATH)

1. El primer factors var (6;) ya ha sido discutido cano factor de méri
to de un estboador,  liunog visto aduwis quo en nuestras sinulacio-
nes s¢ espera que sea proporcicnal a 1/4, y que crezca junto con
0? (segin una funciGn racional de o?).

Para el sistoma de primer orden, y con L(u?) = 1, las expresiones

(5.,149) y (5.151) mucstran ques

1

a ui
var () ® o SRR

(5.,156)

"
. = g
var (ho) P

para el sistona de segundo owden podanwos derivar la uxpresién do

la natriz J"i' do covarianzas (agintftica) del estimxlors

Para un sistama establo (como el propuesto), con u({t) persistente~

"mente excitantae, y e(t) ruido blanco de modia cero y varianza 1t
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a‘ ety o, J;‘) pava N+ w

otk

donde J 3 e, Y R e81

Lyl(r) ry(t) y(e-1)

Rs=
bl

SLu(t) y(ee)

e8 docir
Ryy(0)
Rz Ryy(1)
0
~kuy{1)

on mwstro cao tul =

Ey(t) y(z<1) Ly’ (t)
0

0

Ryy(1)
Ryy{0)
o

0

1.

0 ~Cu(t) y(t+1)

[+] 0
£a? (1) 0

0 Eu'(t)v

[ ~Ruy(1)

0 0
Ruu(0) 0

0 Fuu(0)

(5.257)

(5,150)

on el algoritmo del capftulo 4 so ha caloulado la varianza da .la
pute detaministica y, del sistam, y do la parte do porturbacio~

. sy,

1)
Ly e bbbl o bwoe 0N

Ey:=

[T VAL

+ 8,6517 @

2 1
o kyt s Ryy(0) = Dy aiy,® 1066021018 i) € 1830921 ¢

para caloular Ryy(1) y Ruy(1) consideronos la ecuscisn del nln@ml

2,
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Ylt) = sagy(te1) - agy(e-2) + by u(t=1) + byjule-2) + ou(t)

nultiplicando anbos lados por u(t-1) ¥ tawndod esporanzas:

Wuy(1) = by Ruu(y)

v Ruy(1) = b, (5,159)
maltiplicando por y(t-1) y tomando esporanzas:
Ryy(1) = «a Ryy(0) - a,Ryy(1) + byPuy(1)

« v Ryy(1) = ————”—""”; = ityy(9) (5.160)

t
-l2

sustituyendo cn {5,158) los valores de los parfinetros del siste-

ma, se calcula J';‘ para S/8 = 1 (0 = 1.40026)

0,311 0.7 0 0.8117M
- 0,27 " 0.2
9 ‘:T 0,27 0,30316 0 0,277 (5.1¢1)
0 0 2.13236
0.31171 0,217 0 2.un407

la matriz hallada es da matriz tofrica de covariaunzas del et ima-
dar o minbmon dasdeakis Jaiva ol alutona o sagunky oidon eosiog,
to, con /4 = 1. los elewentos diaganales son las vacianzas de la

estimacién de cada uno de los par&metros.

El sogundo factor: /“? es un factor glabal para el conjunto do’
los par&metros, Estudia la desviacifn standard relativa del pa

-
rdnetro vectorial Oy
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ih eido wrpliancnte uttlizado en la literatura, ver por cjs ref,
{21}, B8 uno de los factores de mérito propusto por Isermann
wr pur ejanplo: (31}

Se espera que este factor sea proporcianal a 1//H,

Para el sistum de priner onlen, de acuerdo a las ecuaciones

{5.156) y los valores de los pardnctros

1.3 Mo e )
[Az] Toon & (T L:u .’(1.., (5,102)

Para el sistema de suguade orden, de acuerdo a la mitriz J ! cals
culada e (5.161), para una relacisn sefal a ruido S/4 = 1

. E[\/ET], /_;_:_;L;% (5.163)

3. El tercer factor de mérito: V() es una medida de qué tan bien

anroximi el modqlo estimadd la parte deterministica del sistoma,

Usiranos el factor V; () con ut ruldo blanco do varfanza wiitaria
y wudia cero. By tal casos

- fw (o 2
ZCIRE A [heir-nca] u(xd) ]

- M. pa 2 ]
widr s e |5, (o] we?)

- w o~ H 1
Va(0) = [‘go (B(-1(3)) ] Tlule) )

" - . 2
va0) 2 I [nm - nm] (5.164)

=0
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Dondiz (i) y h(i) son respoctivamente la respuesta a pulso del siste-
ma simlado y la respucsta a pulso del sistuns estimado.

El método utilizado para verificar que se cuimplen las leyes provistas

por la toorfa cs el siguientes

s utilizardn las simlaciones descritas al nrincipio del capitulo,
con aitrada u = PIRIGI2Y, y perturbaciones gadsuianas OO, iIH107,
RUL003, RUILOW, RUTLOS, para Identificar los sistesas de primr y se -
qundo orden, Con los pardmetros cstimados se estimarin las cancida -
des v.1r(ai). /o7, V,(a) pranediando los resultados cbtenidos con cinoo
realizaciones distintas (mantcniendo un mimo valor de iy a). m

procedimiento se repite nara distintos valores do Ny o,

N i
La forma de estimar var(0;), /7, V:(0) es:

a2
[=2]
~
"
o=
1%
(=3}
-
’
(=]

~ l’ ’ A ] ) (9,105)
/T -;‘nl i j 1 -0 nein

" $ ] ~
Vd =} op vatoh

donde p es el nGmaro do parfmtros, ol superindlos fi 1,2,3,4,% indi=
ca de qub realizaci6n se cbtuvo el estimado (realizacitn perturbida
con la sefal RUIDOj). A continuacién se describen los resultados ob-

tenidoo.
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Slstema de primer_orden

Para relaciones sehal a ruido S/N = 10, 4,1, 0.1 se efectuaron las
identificaciones del sistuma de primer onden, Para cada valor de §/H
s¢ roalizé la identificaciln sobre 5 schales obtenidas omo resulta-
do due sinular el sistona con las perturbaciaes KUIDOL, KULDG2,
RUIDOI, KUIDCH y KUILOS.

A2
O
. ﬁ oo pramadio do las cinco realizaciones do acwerdo a las ecua-

2
Para valores fijos de S/N so¢ abtuvieran las cantidadey '3‘“

cdanes {5.165); ustas cantidudes se oanputaron para valores de N =

50, 100, 150, 300 y 500,

o8 resultaios obtenidos se grafican en lus (iguras que siguen, EBn
el eje de abscisis el 2
tidad comutada.

de cbservaciones H, y en ordcnadas la can=
Los cinco puntos asf abtenidos (correspondicntes a
Con 1fnoa

N = 50, 100, 150, 300, 500) se unferon con Liea gruesa,

delgads se dibujd la curva que prevd la teorfa {ver tabla 5.I).

1a escala ca logarftmica, ror lo que las curvas tefricas {(que en es-

cala lineal son hipbrolas) son roctas,

I R

ot

Y

137

Yare’! [
. T vh e )
Tata VivelO

Plo 5,20 °

flg 5.0

) 153}
¥, 700 nhoete e munntranpare 0inei0

122 f

N

sa10°Y
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0, tus|

0.00]

ssio™t

\

<
T~

]

.6
hieyy

5
v

Tl

(L (AU oa

Voo RlNere e BursErae,pare £

Fin 5.23

w*?

[ ~———]

0 la . s dN) sy

LUl 2k

o (o 18 g o0 so0
m.". sinete ¢ nuesiran,para Fiseih |
H

Flg 5,26
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Fig 5,25

>

N

0.01
¥

o
5, veen

te 130 (M) R
o susstrad pers 3/ned, 0

Fig 5,27
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Bn las flquras (5.20) a (5.27) se graficamn las cantidades 'G;I v '5;’

contra el nGrero de muestras, para S$/N = 10, 4, 1, a1,

B Las grificas oorruspondientes a 3':‘ s observa una enorme coinci -
duncia entre los resultados todricos y los cbtenidos en las simulacia
ws.

bn las grdficas ocorrespondientes a ?J‘;‘

oos alyo rejores rue lou provistos por la tocfa:  aundue coirciden en

se cbservan resultados procti-

orden de sagnitud y tendencia,todis los pranodios canputadas se chouwn
tran algo por debajo del valor teSrico. Do hechd codrfa ajustarse =
mjor a los valores calculados, una varfanza iyual a la mitad do la

tudriva,

) todos los casos, la tendencia proporcicnal a 1/Y4 se carrcbora. Las
siguientes figuras son las graficas de /:S" correspondientes a las mis
was simulaciones del sistoma del primer orden,

As{ oo los valores tebricos de las figuras anteriores corruspondcen a
lus ecuaciones (5.1%), los de las figuras que siguen corrvspanden a
la vcuacidn (5.162) derivada de las mignas ecuaciones.
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W W e W W °'°;u TTR—e v 3
V5w, siorth 4o prsinay pure S0 > 10 ST vioers do mairs _—
Flg 58 ‘ © Fiq 5,29
' 0.4
0.4
—~
R i : o e
B e T R T VI s wieera e s Mot
VI, wiaare da sasteas pars 400 o )
Flg 5,30 . Fig 5.3}

Tumbiény para el factor /27 , 86 encucntra una cnome coincidencia en-
tre el valor tobrico y la cantidad camputada. Los resultados pricti -
cos son algo mejores que los tebricos en ocorrespandencia con el hucho

wquy :‘il,:. ey alyn mw iepanio gquy el valor Lories, S ouapruds wsiniy

v ) .
mo que /6' ey provorcianal al tuctor 1//i

Para una relacifn sefial a ruido §/8 = 1 se estimd el factor v;(@u)
con N s 50,100, 150, 300 y 500, du acuwerdo a (5,165}, En la figura ad

junta se grafican cn 1inua gruesa 1os valores computiics,
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Se enoontd una terdenela decrecionte con el o, de abservacioney, que
omfimma desde otru punto de vista la tendencia dal sistom estimado

A aoroxdmar mjor al sistum que genera los datos, conforma N v w,

&1 ajustd a loa resultados {en escala lojarftmica) una recta por ming
nw cwnlradou,  Bsta tiww wia pendicate de 10366, 1o que hacy pensar

21w taxkncia de y:' lanm‘.ammz proporcional al nd de cbservacio =

s,

t
. i
aaca

" 1n " n e

N AR M O T LTI R TR T
MU YARA 0L st ar parseddas ey gy e (e

Siateent de svgundu orden

El ndano procedimicnto que para el sistoma do primer ordon, se llevd a
cabo para el de seguisde orden, Can un solo valor do la relucién seial
& puldos SN = 1,

Lm resultados se presentan on las grificas quo siquen.  En la fiqura

(AT
Q.
be! “by

e aunprubar el hecto previsto de la obocrvaci@n de la matriz ds co -

(5.32)se presentan conjuitancnte las cantidades '5"”, '5::,' 3 m=
varianzas asintStica (5.161), de que las varianzas de oy ¥ oy 6on si-
nilarus entre BY, sl como las do by y by cntre sf. Adundy lap

vannnusdn;.yf:‘nmmtm’lysvmmyonmmulude.uya,.
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A

~h
salo
W o 1% (W) Ju Sou

2 =2 a2 A s
f'.l.ﬂ.z,d“n‘bl.vl«nnnm de musatrau,5/N=1

Flg 5,32
N 'hz Ay '\4’ ’\.1
En las siquientes figuras se grafican 9, a;). [4 by Ub.' contra el

nlirero de mucstras,

En 1fnca dolgada se ditujan las tendencias previstas.

-
e It

[T
I

o 90 o ne 7 .y Y
’-{I.‘-{.u. Pneto 4o aosatiras,pare 3/Ne) 5,}. L, T S e s pace n o
Flg 5.33 Fig 5.34

otra wz los valores prolichos y los recales se aproximan mucho. No
hay que olvidarse que cn todas estas camrabaciones s010 hanos tamado

on cuenta pranedios sabre cinco realizaciones.

Las curvas tofricas son validas para N + @ pero adn asf se muestra

quo son muy buenas aproxdmaciones para valores ﬂnitos'du I relativa-
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sante poquuios (N < 500),

B las varianzas de las estimaciones de ¢ y9; los valores encontrados
para 50 muestras no san muy buenos, pero esta situacién mejora notablo-

mente para N > 100,

e
La figura 5,35 muostra la gréfica de los valores conputados da /st

"n

0.0

R w 137} w W
8 v vaais te susstiney pata biw e\

Flg 5,35
la praximldad entre los valoces toSricus y cunoaitidos para ¥ s 50, 100

y 149 es kucna, pero para N = 300, $00 e casi exacta.

Dependencla de la vartanza de las perturbaclones

Fijurows dwore ¢l n@ero de michtras 1l y varfaraws el nivel de la se-
fad Qo ruidy, es dectr, 1o celacidn sual o ruido S/ tralajansos so-

lamente con gefnles del sistena de priner orden.

N cuanto al cagortaniento de o“‘x y 0:., sus valores para N = = cstin
Qidos por las ecuaciones (5.196), Estas {nd{can que o;l es proporcio =

1
mdq-‘%qqmuquu;.louao’.

19
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In las fiquras (5.36) y (5.37) se grafican los valores cawmtados de

b7 vy
,aal Y °h. respectivanente,

. siNely
. oy ;-
Jage® — - 195 Wa e ) el o
i 0 180 (0 . we 0w 3, vee wGesre de auesttas pars HinvaL L0
A '.I 40 muratras para $/0s0.4,1,10

“Fig 536 flg 5.37
lu.mxylu;b quu para nuestio sistuma de primee orden S40 0 a? lag figu
ras son ooherentes con una ley del tipo (5.1%). E3 decir, la varian -

za de by parece ser proporcional a la del ruidos o?, en cambio la do a)

crece cixla vez mnos para o creclente,

Para ol cstimador by esto se verifica para todos log largos do nuestras
graficas (50, 100, 150, 300 y 500), cn cambio la tendencia guncral da
u:l no se verifica en ¢l menor de los largos do muestras cunsiderabsy

(50«

-

En las sigufentes figuras se comparan los valorcs cammutados do 'J"‘I y

?:I" , con lw valoras calculados {(Ledriaos) du u"“ Y “ll’.’ il wt huice
e

para algunos valores particulares de N. En trozo delgudo los valores
tobricos.
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0.9
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Cano cuwxdo vatuddumg L dopendencia resmelo del nGnera d mestras,
el wvalor de ?1';‘ ajusta bastante blen lo wrevistos on la figura (5.39)
corresjondiente a H = 300 el alejaniento del estimador respacto del na
rimetro real, us algo wenor qua el previsto, y en la fiqura (9,39} oo-

wespondiente a = 500, es algo mayor,

-

EL estimdor b tlene un alejamiento estinudo seqln rl‘l{. ue siqua una
-1

ley cas{ perfectamente proporcianal a (S/t) y nuy préxima a 1a pre -

vista.

-
El estimador by es alyo mis proximo a by qwe lo que se espera de acuuL,
do a (5.156).

AT
Para concluir, en la figura {5.42) se grafica /&7 para o = 500; csta
cantidad sigue casd purfectamente el tipo de ley prevista, oon wn va -
2
lor ligeramente por debajo del esperado, ya que tanto c; Yy 'ghn son un
i

poco inferiores a su ley asintStica en N = 500 (ver figs (5.39) y (5.41)%

9,004

ol ] 4 0

‘ /I?...nx--u- sufal 8 rutde pars Ne300 puaetist,

v
Flg 5,42
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5.12.4 Estimacidn de la varianza de los estimadores

Hasta ahara hamog arpuradoel estimador con el valor real del rurdmetro,
210 en gereral do poxo sirve la estinaciGn 81 no se actrwulil de una mg
Aida de su procisién. De la diagonal de la matriz de covarianzas:

. u? Tl
dn.n',lr—‘—- l'.(xf x‘)J

s8¢ puade canover la varfanza de los estimadores. lero cuwxdo se estd
{dentificando no se conoce vsta matriz puesto que mira conocerla se ne=
~vsitarfa haber resuelto el wroblema de identificacin:  conocer el mo=
Jelo dol sistoma,

W que se paske haoer es s Cimiy tanbién la varianega dv los estindores,
‘ionos visto que ;* T 0™ (conde pr cs el estimador de la varianza
Jel tuido) es un estimador de la matriz de covarfanzas de 5" {vur capg-

tulo I y teoramas 5.1, 5.2 y 5.3).

& ewte plrrafo cmpararvmes la estimaci6n de la varianza de low estima

Jores (diagonal di 0! (&% %" con la varfanza usintbtica de los estd =
2 .

maloros (ddagenal de - £ (x; (1)

i

Sistema de primer orden

Las ecunciones (5.156) determinan la varianza asintStica de los cstima
dores. 50 cetimd dicha varianza de acuerdo a (5.81) y (5.83) oon:

a A -1
2ov 0, * ot (7 x)

LY -~
- aon-el eetisador o' da o’ : S, ¢ F‘; 5,(0,)

300

"
donde 5"(0“) es la funcién de costo (suma de cuadrados de los residucs),

p es el no, de parfimetros, ¥y N es el n2 de obsavaciones.

Para una relacifn scial a ruide S/ = 10, se consideramn las cinco

realizaciones que resultaron de excitar cl sistana oon entrada u(t) =
FRBG127, y perturbuciones RUTDOL, RUIDOZ, KUILO3, RUILCH, FUITHE ress
jactivamente, Para N 2 50, 100, 150, 300 y 500 ohseivacioned se esti

PN
maron las varfanzas do a; y bg.

~
En cada valor de N considerado se tam$ la estadfstica: rango (0,) =
i
- -
{mfix. desv, scd. (0)y min. dusv. std (l)‘)) eg decir el intervalo en=
tre la mixtma y la mtninma desviaci6n std. estinada dentro du lay einco

estimaciones,

En la figura {5.43) se dibujan en lfncas gruesas las desv, std, de

3, Y l:, prodichas por las ecuacianes (5.156) y en lfneas delgadas se
unen log extremos de los intervalos donde cacn las estimaciones de df
chas desviaciones std, 1a zona limitada por estas lineas estd sombrea
da,

0.08

bibita
b1

W (13 My e
Range 4o 1o dewwiotds de Sy v Bovns nin 1 e st tantsiieral

Fig 5,43



Diw notarse la enome cofnciduncia entre los valores observados y
1 prodichos por 1a teorfa, teniGdose en cuunta que no se weitd graff
cndd ninguna clase de promudio,sino todo el rango de valores donde
cun las estimaciones de 1as desviaciones std, quo pucde considerarse

ono una estadfstica del "por caso®.

1a coinciduncia €3 doblanente bucnat  primero forque todo el rango da
valores esd muy préxino al tebrico, y sequndo porvue so va estroechando
alreduwdor do 1a loy asintStica para H + =,

&) puion hacer mis  comparaciones para el sistema de primec orden
om las estimacianws ya tabuladas en piginas anteriores, Para ello, la
Tabla 5.V presenta desv, std. toSricas para distintos valores de § y
S

Table 5.V Algungs valores tedricos de la desv, std. de
dy ¥y by para el sistema de primer orden.

N Parimetro SN =k S/N = 1
a 0.02683 0.04743

bl BT 0.05 0.1

2| @ 0.02429 0.03dn1
b 0,04527 0.09054
a 0.01897 0.03

0], 0.03536 0.07071

Canplrose las filas de ¥ = 122 con los resultados de la tabla 5,11,
Compirese de la columa S/N = 4, con N = 100 y 200, loe valores tabu ~

()]
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lados y lag catimactones al ple de la figura (5.12).

Cavirene los valores tubulados en la coluwu G/ s 1, con h < 100y
200, con los resultados de las estimaciones al pie de la figura (5.13).
En todos los casos las estimiciones son enormanante préximas al valor
espurado dado oor la tabla 5.V,

Sistems de sequnds orden

5S¢ apled el mismo método que para el sistuma de primer orden, las
figuras (5.44) a (5.47) muestran ¢l rango de las estimaciones do las
desviaciones std de ;,. ;,. g, Yy \';,, respectivamente para una relacién
sefal a ruido /M s 1, y valores de H = 50,100, 150, 300 y 506 choerva
ciones, Los valores teSricos son calculados tamando rafez cuadrada de
1a diagonal de (5.161), Otra vez la coincidencia ontre los valores =

previstos y catimados cs enorme.

-~

~
00 . . . 0.0
.03 T o7 0 [CRGT) )
Bange do Le desratd, 4o 3 vicolarts da maotra Ty v nivers de mueatren,

Rango de Lo daveatd, de
. |

(s~ 1) !

Flg 5,44 Fig 5,45
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Tanbifn en este caso miede cbservarse la tendencia de lay estimaciones
de lag desv. std., do estrechar su ranyo de variacibn alrededor de su

ley asintOtica para valores de N crocientes,

Pucde ohservarse una tendoncia a la sobreestimacién de las desv, std.
para los valores mis pogueios de #{50,100 y 150}, especialmente en lag
a ~

desviaciones de los estimadores ay y a;.

AMin esto no representa una dificultad, muesto que ya hunos visto qua
la desviacién arvontrada de :; VY ;; es mayor (ue la prevista en valores
poqueios de Niver fiquras 5,33 y 5.34) de malo que este sewgo en la e
timacién de la desv. std. de .:. Y :1 estén mds cerca de la situacibn

real de las desv. std. de ay y a;, que la ley asintStica.

Tanbién se puode verificar en ejamplos ya vistos, el comportamiento de
la desv. std, estimada,

La tabla 5.VI presenta los valores tefricos de la desv, std. de a;
;, Q, y ;, del sistema de sequndo orden, para S/H = 1y distintos va=~

lores da N, -

Table 5.Vi, Algunas desviaclones std, de la vytimacidn
de los parémutros del sistema de 2° orden.

Parimetro | N e 100 He 126 Nw200] N= 300

ay 0,05583 0,05014 0,03948 1 0.0322)
a3 0.,06%09 0.0u9u7 0,03895{ 0.0318
be Q.14603 0,13113 0.10326 | 0.06431

by 015034 0,14039 0.1105% | 0,09026
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Qapdrunge los valurvs de la coluwa corresrondients a i = 124 con
los resultados tabulados en la tabla 5.III.

Capdrunse lo8 valores de las coluwias correspondientes a ¥ = 100,

200 y 300 con los resultados correspondicentes de la figura (5.16).

Otra wz se camrucka Und gran samejanza entre los valores estima = )

dos de la desviacin Standard de los estimadores y la ley asint6ti-
ca do dichas desviaciones,

§.12.5 Estimaclén de ta varianza del ruldo

Awngue 1a estinaci6n do la varianza o? dol ruido del mxielo (5.2)

ha cutado inplicita un la estimucitn do la varfanza del cstimador do
minimos cuadraios, vale la pona estudiarla wor separado y comparar
algunos estimadores,

El estimador quo humos usado nosmalmnte es {5.27))

1 1 ~ T Iy .
EVEE AL M R (5.160)

que, de scucrdo al teorana 5.4 es débilmente consistento,

Conatderonos la desviaciln std, del ruido camo otro mardnetro mis a
estimars la matriz de informicién de Fisher corrcspandiente a per =
turbaciones gaussianas fndependientes so Annlfa  en una fila y uwna

ooluma, ambAs Qi CClos excepto el elomnto diagonal qua iy

. ["1 ]-x (5.167)

oN
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Mtonoes la cantidad ¢?/20 es la cota de Cramer-Rao de la varianza de
la estimacibn de la desviaciGn Standard del rufdo. (ver p. ej {2},
Esta oota se alcanza agint6ticamcnte en ¢l caso que estamos conside -

randor  purturbucionus fndupendientes y gaussionas,

En las viguientes fiquras se presenta la cvolucibn de la estimacién de
la degv, std, mara tres casos, wo del sistuma de primer orden, uno

del sistam de sequndo onden, y uno del sistuna de tercer orden,

BEn las tres simulaciones se utiliz6 una relacin S/N = 1, El estima =
dor da v s’V 0! donde ol estimador 92 de o? ca s;‘ dado or (5.166).

&

,AM

\a

1.0235 1,0013 0.7748
[1] Nv— P I . I U SV DU Sy P
100 N P (L) 300

ESTIMACION DE LA DESV.STD, DEL AUEDO.SISTEMA DE ORDEN l.a}-l.SIN-l.
PENTURBACION 1 RUIDOL,

Fig 5,48
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0, Te054

Fig 5.49
7
P sl

l
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130 1000
BSTIMCION DE LA DESY.STD. LEL AU1D0.SISTEHA DE OWDER J.a‘-o.ﬂl‘l.illll.-
PEATURSACION 1 BULDOY

Fig 5.50
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En los tres casos la estimacifn es enormemente préxdma a o, y es can-
patiblo con la previsidn de consistoncia del teorums 5.4, la wertur-
baci6n utilizada en los tros casos es gaussiana y la ontrada al siste

ma es PRNG127,

Para verificar la tendencia fwersamente provorcional a Hode la va -
rianza del estimxior du v, e realizaron similaciones sobre el siste -

ma de primer y sogundo onden.

I anbos casos se excit$ el sistoma con entrada PRUS12Y y se perturba
ron los sistomas con RUTDOL, RUIDO2, RUILO3, KUIDOG, RUTDLGS, obtonién
doso asf cinco reallzaciones del sistama de primuro y suqunds orden,
En el do primer orden se utilizé S/N = 10, y en el sogundo orden

SN =1,

Se camautd la desviacifn cuadrdtica modia de la estimacién de o para
las cinco realizaciones cn ambos casos, CHtO edf

3 Eal rin
poH = [% i (/;:; -a) ] ! (5.168)

donde el indice j sefiala el n2, de realizaciSn, Esto fue heciw para
distintos valores de M (50, 100, 150, 300 y S00).

Los resultados se presentan en las figuras {(5.51) y (5.52), en 1inca
grucsa, contra la ley asintStica (en linea delgada) dada por la inver

8a de la expresifn (5.167).
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B anbow casoe 1oe resultados manifiestan una tendencia similar a la
¢+ pouevista y para los valores mis altos de f comnutados (300 y 500) es
donde mustran mayor proaxtnidsd a la ley tedeica.

Sin Jugar & dudas la coincidencia es machfsimo mejor e las similacio

nes sabro vl sfstowm de primer orden. En anbos casos para H < 00 8o
ha enoantrado wna odtimicién da o promedialmente mejor que lo qua sa
esperaba.

Ctsus catimaioros de la varianza han sido discutidod en ol pirrafo

S.6.cy Gatom scns

2 e (1 Gt )
§2 « € /L
4 TR e (5.169)

jio

En donde n:j(j) es ¢l j-6sino residuo correspondiente a la estimacién en
t=§ (es decir el Gltimo residuo corresnondiente a dicha estimacién).
Otra forma do generar un estimador es con un factor de olvido a:

N
sow = (28 g o2 (5.170)
1t i :

B la figura 5,53 se nucstra la evolucidn de ustos tres estimulores ade-

mis do S1 =

N
NI-P & E“’(i), (cque es el que hemos utilizado hasta ahora),
para wa realizacidn del sistema de Sequndo orden con inicializacifn are
bitraria,

B este ejumplo 51 es el que se mantiene mis alejado {aunque loi 4 esti-
madores convergen adecuadanente), jpuces depende muy fuertemente de la

iniclalizaci6n del algoritmo,

Loy cstimadores S2 y S3 en este cjonplo se mantienen muy nréxinos entre
8f, y S0LV rdnidanente so accerca al valor rcal da o, a vosta de manta =
ner un nivel de oscilaci6n pemmancnte alrededor de 6l dubido al cfecto
del factor de olvido a = 0.98,
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§.12,6 Iniciallizaclon arbitraria vs, exacta

Ya so ha discutido {ver 5.4 y 5.5) el problama de la iniclalizacibn del
algoritmo de minimos cuadrados y se ha mostrado que para N = « es oqul~
velunte el utilizar los primeros datos cam condiciones iniciales para
las siguicntes rocursiones, a cnsiderar wa matriz intcfal (X7 Xo)"

P orhlom K> 1,y =0

or supuesty que 1a velocidad con quo se anroximan cntre s{ los estima=
doros cbtenidos oon ambas (nicializaciones no es sionorue la misna; de -
pele de ruchos factores. BEn particular la estructura de la ratriz

(Xr X) que deprnde <o 1a estructura del sistoma es muy immortante.

Por ejamplo en un misno eistema, nara distintos niveles de ruido, a ma=
im' varianza del ruido, mis pronto se aproximan los estimadorcs. Esto
80 dbo & que la varianza del ruido incide mucho en una parte de la
diagonal de (XT ),

312

Do 1a misna forma, el misw sistoma con distintas amplitudes do entra«
da s estimado en forma mas parecida a mayor anplitud de la sefal de

entrada.

B la practica los resultados obtenidos con ambas indcializaciones han
resultado bastante nréximos, y han confinnads las provisiones. Para

avalar esta afimacifn prosentamoy algqunos ejarplos.

Y 700 na

PAINEOAS I ERTENACEUNTE PARA FL S1STINL (LR 100 ul::l.:“:‘;:“.
PUBILARAL UNE BELUAE, FROURRRA SeunCRAEr INILIALAZACY

b

161 Josits b n 1vae
p Scet

Flg §.54
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& 1a figura (5.54) se mestra la {dentificacitn del sistema do soqun~ Para camarar numéricancnte ambas estimaciones sc tabulan loa resulta~
& ordon para und relacin $/4 = 1, pertwbado con RUIDOI. La identi- dod para H = 10, 50,100,200,300,400 y 500 en la tabla S.VIL
ficacitn fue inicializada arbitrariamente. . _TABLA 5Vl

La mdama {dmntificacibn, realizada con inicializacibn exacta sec mics =

sijeecilninln
Tuldeg

tia en la figura (5.16). . [ 0
el .IlNAlHlu.. NI G IR TH
. Al o1, . ||'||’ lll'll‘h.
:: n.nul. "
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N v
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o srane
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Qebrvesa que ya oara H = 50 1a diferoncia mis alta corresponde al pard
mEro by {es des 0.9395), siendo el Gnico pardmetro cuya diterencia de

vilores estimados es mayor que 1.5%.

Para § crociente esta diferencia disminuye, para N = 200 lag diferen -
‘c1a8 miximas eon del orden de 0,1% y nara N = 500 las diferencias mixi
mos 8fn del orden do 0,44,

Anpe no se sigue una ley wxacta, parvcerfa existir la tendencia a de
crocer sogdn 31/K las difervncias entre ambos estimadores. Tambiln para
les estdinaciones de las varianzas de los bardmetros la proximidad cs
bistante alta a partir de N = 50, Esto sin cmbargo, no es sionpro asf,

wrares on soguida un ejuplo,

B¢ la tabla 5.VIII se prescntan wna serie de valores de los mr&metrou
witimados con las dos inicializaciones, mara el sistema do sojundo or-

dn y con una relacitn scial a ruido S/8 = 10,

liw rosultados se tabulan para N o= 10,20,50,100,200 y 30U, A patir
N » 50 Jas diferencias son muy poquediass en N 3 50 la diferencia
nis grande corresponde tanbi(n a by Y es de 0.06423, siendo el dnico
padatso con wa Glferacia de valores estinados mayor qua el 1%,

Ora w2, para N civcionte esta diferoncia disninuye, ELl poor de
s casos sigque sicndo la diferencia correspondiente a by que decre-

on sogdn 1/N bastante aproximxdamente.

Daxlr hay und diferencia apreciablannte grande cs en 1a estimicitn de
1 varianza de low estimadores, Esta proviene de una inperfucta esti-
macifn de o' y ro de una mala cetlnacifa da (X' ¥)™',
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Cano ejomplo miode verificarse en la tabla que corrigiendo con las cas
timaciones de of, 1a diagonal de (X' )™ cofncide en sus tres prime -
ras cifras decimales desde N = 10, '

Pero la diferencia no es alanmante si percibimos que la sobreestimacién
de 9’ provicne de altos crrores de prodicciSn en los primeros datos.
Alcanza entances con considerar otro estimador de of . que no tmewl
to en cuenta los primeroe datos, ' .
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Usualmente esto ro es necesardo  nuesto que se trabaja con alquna cla
se de olvido (p. ej: exponencial), y naturalmente los primeros datos
san répidamente olvidados y la aproximacién mejora notablumente, tan

to on la estimacifn de los par&netros cano en sus vacianzas.

$.12.7 Extensiones de minimos cuadrados: slstemas variables en el

tiempo y slstenas con témino constante

8. Sistemas variables en el tiempo

lomos discutido en la seccifn 5.8 algunas formas de abonlar el proble-
ma de 1a identificacin de sistoms cuyos nardnetros varfan en el tiom
po.  En cste pdrrafo so presentan alquncs ejonplos dol wio del algorit
mo on olvido exponcncial visto en el pdrrafo 5.8,1. Las ecuaciones

nourafvas son (5,116) .

£l valaor de o (factor de olvido) debe ser tal que 0 < a € 1. S a=l
ol algoritmo es el da m{nimoe cuadrados cniinario pucs dulasicd rvoor =
dar quo cutamoe mintmizando en ¢ la funcifn do costol

a 2 ? Hel 2
I .
5.(0) nc,lour“_lo et €

Jorxie ] ol reisfduo correspondiente a la salida vy

Evidntannte la elecciin de g es crucial y su eleceién ¢y on todos
low casos un canpramiso entre doe factores: el primero es que meno =
res valorus de a pormiten un seguimiento mis rdpido do la variacitn
de los parfmetros, el sojundo es que menores valores de a implican es

3B

timados mis variables, menos estables,

Debarog pues elegir valores de o que den resultados aceptables en am =
boy sentidos, en la figura 5.1 se dibujaron las gréficas de los pesos

relativos de loa residuos para distintos valores de o.

Presentarunoe primero dos ejomplos., E1 primero ¢s de un sistema de or
den 1y el sogwxlo w8 du un sistam do orden 2, EL primer caso se Lra
ta do un sistama que.wnple la ley (5.171) y en t = 500 canbia su ley
a (5.172)

y(t) = 0.8 y(t-1) + u(t) + gelt) (5.171)

y(t) = 0,6 y(t-1) + 1,3 u(t) + oc(t) (5,172)

dada: o = 0,316228, o(t) es ruido blanco de distribuciln normal (0,
1), lasta t « 500 la relacibn sciial a ruido ey 5/i1 = 10, desde t =

500 la' relacifn S/N = 16,9.

Cano ¢n casos anterfores, la entrada utilivada fue Fidt12?, la fuente
do ruido ey RUTLOS. Se simularon 1127 datosy se suprimieron los prineros
127. la identificaci6n fue llevada a cabo con el programa MICU/s/
OLVEXP y el resultado do la evolucifn del cstimador se presenta en la
figura {5.56), El valor utilizado para o fue de 0.95
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Panle cbesvarse que luego de unog 120 instantes de muestreo los esti
mxdoy do los pardnetros quedan bastante prtxinos al valor roal que s
jrafich tinbifn., Conpirese la fiqura (5,56) con la figura (5.11) que
orrespavio a la ddencificaciGn de un sistoma de primer orden {nvarian
te on el tionpo, won el algoritmo do minimos cuadradoy andinario, An
08 casow tienen elaciones sefal a ruido similares, poro mientras ‘
e on un caso las varianzas de los estimadores son proporcionales a
L/, on ¢l otro o no, (versos en sequida que son proporcionales a

cqoall
?_:%-‘77: :::; que pira N+ = es 1-a/l+).  En el caso que estanos

tratando esto indica que para I + ®» g esperan varianzas de loy esti-
ladores epuivalentes a las o 80 chtendrfan en ol prinee caw oo

e % w g ¢ 0,9878-0,00,

i indicador de la velocidad con que el estimador pucde soguir las va
riaciones do 108 par&notrog es saber cuintos de los Gltimos pescs de
los residuos suman un porcentaje determinado, (por ejemplo el 90%)
ml'tot&th-mdelosmsmu“"damlmmmm ¢ B
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la figura (5.57)‘ se grafica la curva corresoondiente al 904,

Por ejowplo, para a = 0.98 los Gltimos 114 pesos conticnen mis del 904
do la sum total; esta ooincide con la velocidad de sequimiento encom-

trada on el cjunplo anturior.

1
[CY]
0.99 -
2.91 e

o _74

¢
Q.94 /
I

0,93

‘ 0.92 /
/

ot ffmg
0,90
0.4013

10 11 g 150 mo (k) 280

Valores de o para jos cuales los ditlies k pesos suman
el 908 de 12 sums totad e los neses. -

Fig 5.57

Valores de Il para otros porcentajes p distintos del 908 pucden ser ob-
tenidos de 1a figura {5.1) oo siquoi

Para N + = la suma de todos 1os pesos desde t 1 a t = N tiende a

1/1-a ; la suma de los Gitinos.K pesos es:

=N o X
jx ot s %_:“_ (5,173
JaN-k+1 -e
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s{ 80 quicre quo esto ruprescnte wn poroentaje p x 100 dol total El vroceso so simuld con u(t) = PRUSI27, y porturbacifa e{t); BOITOY,

{1/1-a) entonces Se simularon 1127 datos de los cuales se descartaron los primeros 127

y se identifich el sistuna sobre los 1000 datos restantes oon ol pro=

l-ﬂk 1 o
o " P (5.174) grama HICU/S/OLVEXP, con & = 0,985,
* k
..a 21-p (5.175) El resultado do la identificacitn se grafica en la figura (5.58), con-

tra los valores reales de los parimetros y el valor de k de la figura

do esta dltima ecwacién se desprende que para calcular cuantos pesod s {5.57) paca o = 0,085,
(k) contierwn el porcentaje p x 100 del total para un valor de a de =
taminado, basta ver en la figura {5.1) el valor de N para el cual o .
oorta la 1inoa 1-p, .
El sogudo ejomplo es un sistoma do orden 2 cuyos parimetros ay Y by ‘ " ' 3 ~ »
varfan bruscamonte en t = 500. Las ecuaciones (5.176) y (5.377) re - 1§ i l !
ES
gresontan el sistam antes y después do t = 500: 01 e 2 o
ol PRSP § -y st _
y(t) = 1.5 y(t-1)-0,7y(t-2)+ult-1)+0,5u(t-2)¢0e(t) (5.,176) o [T
o0 ‘I [£1) T6J0
f
y{t) » y(t=1)-0,Ty{t-2)+1,3u(t<1)+0,5ult-2)+ Oe(x) (5:317) '
L}
. .l ’ ?"
slandoy . f/’ 1
&
RN - NP,
9 = 0.461774, a(t) rutdo bl con distribuclén pommal (0.1) ¥ lNlll’IU‘flﬁl VL UN OIDTIMA OF STCUNDO ORDIN YARIASLE KN &L TIENPO,Ns(000, m »0,98%
u(t) es ruldo blanco con madia cero y varianza ung :
taria, Fig 5.58

o

Can el valor elogido de o la relacién sefal a ruido §/H s 10 hasta

v = 500, ¥ 12.60 en adelante.
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an general el resultads es bueno, los estimadores son cercancs a los
valores rcales, §iin awbargo el olvido exponencial introduce una ma=
for varianza en la estimaciln. Campirese vor ejemplo con la figura
(5.15) donde 8¢ presuenta la identificacitn del sistoma para t < 500

am lantne relactn seiil a raido.

o la fiqura (5.57) so prove del onden de 153 inutantes de miestroo

para aleaizar una uoximidad relativa al nuevo valor du lou pardme «
trow. Estas 153 instantes se dibujan en la grifica, y a simpla vis-
ta 80 canpruchun on el resultado do la fiqura (5.58) ocamo un indica-
Jor razonable.

Ejonplificaraoe ahora om und similacién el efecto do varfar el fac

tor de olvido a. El sistuma considerade es de primer orden, con una

relacién scial a ruido constante igual a 10, EL sistana varfa brus-

can:nto el parnctro a; on t = 500 la ccuacibn en diferencias del

sistama ey (5.178) hasta t = 500 ¥ (5.179) a partir de t = 501,

y(e) 11-0.9 ¢ 1= "' ule) + 0 elt) (5.170)

-l -
YO 11-0.3 Q"] 7 a7 ule) + olelt) (5.179)

omn g ¢ 0,316228, e(t) ruldo blanco gaussiano y ult) ruide blavo du
nadia ouro y varianza « 1. El sistona fue simlado con entrada

(u(t)) F&D3127 y perturbacitn (e(t)) RUITOS, oomo cn Casoy anterio =
rcs, 80 similarcn 1127 datos de salida, de las rue se climinaron lod
peinerve 127, Con los 1000 datos Testantes se efectud la identifica

3z

cifn del sistema, cyatro veces, con dfstintos valores de a: 6,99,

0,985, 0.98, 0,97, Bl vprograma utilizado fue HICU/S/OLVLYD.

Log resultados de las simulaciones se grafican en las figuras (5.59)

a (5.02) ovontra el valor toal du Jos pardnctiod,

Se han ditwjado adunis los puntos para los cuales los pusoy du los

resdduou posteriores al canbio dul valor dul pardwetro swnaan nds dol

90% del total.
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Pucde verificarse quue disninuyendo ¢l valor de ¢ s gana velocidud m
el soguimiento de las variaciones de log pardmetros, a costa de una

mayor varianza en la estimaciGn, lo que implica menor precisitn.

No se puade establecer a prioal qué es mejor, si mayor precisién o ca-
micidad de soquimiento; la elecci6n de a debe ser hecha tamando en
Qienta en primer lugar el objetivo de la identificacion y, taauxdo on
cuenta la relacibn sl a ruido del sistuma y la veloeidad esperada

en las variaciones de los parmetros.

In efectolun nivel alto de 5/N permite valores de a s peeins [aara
un valor fijo de la varianza de las estimaciones, micntras que varia-
ciones lentas de los pardmetros admiten valores altos de a sin afec -
tar su sequimiento,

En aplicuciones do ingenjerfa, resulta entonees muy dmportante ¢l te-
ner en cuenta todo el conocimiento a prioad del sistema en cuestibn,

y efcctuar una seleccifn ad hoe de u.

El efecto el incluir el factor de olvido« ruspecto la pérdida de pre
ci5i6n de la estimacién se hace mis patente ai conpararws  las dl-
timas cuatro figuras oon la figura (5.21) que representas la identifi=
cacifn del sistama do primer orden invariante en gl tionpos

- =}
ye) [ 1-0.8lq YeogT W) ¢+ oelt)

con la misma relaci6n scfial a ruido S/N = 10, paro ein factor de olvi-
do (e decir o = 1),
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Un enfaque quo puode dar algo de intuicibn al probloma de la (nfluen
cia do a sdbre 1a varianza de la estimacisn, es considerar ¢l modelo
catadfstico lineal (2,58):

Y = X0+ ¢
oo X y e indepondientes, y Elee’) = of1,

En 80 caso la matriz da covarianzas del estimador do minimos cuadra=
dos osados cst

cov 0, = oL 7 w0 k" wix (a7 w0y

donde ¥ es la matriz do pososs

X3
Consjderumos matrdz X s |7 .| cuyas columas son v,a. do una mis=
T

ma distribucién, n, ej: 1 doluma reprusenta muestras de un pro-
o catucionario ergdico. Entonoes on virtud dal teorom B.2, ree

sultas

N-1 N

- o (a?)? -1
(L o'y
iz0

a8
£8to eg cuel
a v 14 !
cov O = a? e (xjx‘ } (5.160)
1-6" 14g

canpirese con la matriz de covarianzas del estimador de minimos cua-

dradoe ordinario: ’
o? 7,1
e C (xixx }

Mientras que la matriz de covarianzas tiende a la matriz nula en el

estimador do mfnimos cuadrados ordinarin, en el estimador oon olvide

exponencial
cuv(aN) P -:T':- L (xixiT) = cov(0,) (5,181)
para N+ w

e esta forma, si 0 < a <1 se obtienc una matriz de oovarfanzas
6" para H + = cquivalento a la que se abtendria para un ndmero 4%

finito do cbservaciancys

w2

en el caso que tuvibramos una estimaci6n de mfnimos cuadrados oxdina-
ria (@ = 1), Por ejumplo a s 0,97 N4 2 645.7, a = 0,98 Nh= 04,

a 3 0,985 N® = 132,3, a = 0,99 H* = 199,
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b, Silstemas con térming constante

El mitodo do mininos cuadradoa estudiado en este capftulo pusle ser
extendido & repruientaciones paramétricas mis anplias que la qua he=

T8 visto, por ejumplo a sistaws de varias entradas y varias salidas,

Quando se (xtienden los resultados a varias antradas una palfda,lay
condiciones del teorana 5.1 se extienden ficilmente para asujurar la
existencia de

1 [
vin L %7 x L,
i W ¥ Lin gk

Now Hws

un caso particular quo puode ser entendido asf, ce el de los siste~
s quo tionan uny cnstante aditiva, es decir, quo se rigen por una

lay del tipos
y(t) ¢ -an’(t-l)-.----lny(t-n)vbou(t)h..0hmu(t-n|)0600e(t) (5.102)

Estrictanmta hablando no sc trata de un sistoma lincal. Puode en -
tonderso este caso oono el de un s{stama con dos entradas (ver f£ig

$.03), wias e Jag cualey pennvece constante ¢ fquil a i,

le(t)

o G e Gan Sttt G Wedm pepemd S o any -——‘
K LUUN B 9 o)
“{cte) A 4

I
! |
' |
: A 1 yih
, I
|
[

. *
g, _____Ts

> ity
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Escribiondo (5.182) en forma matricial para H cbservaciones do y(t),
u(t) y uy(t) como en el modelo lineal (2.58)1

Y" = X"07 o

oon
e il x0T (T s vt i
sl :T i u{t-m),1)
y(N) * o7 = (dul1), 0u(2) 000 ,00(M))

o = (“"'_"';‘n' bo,--..bm,c)
(s.107)

con el miumo criterio que antes, ol estimalor do mfnimou cuadracos cui

La diferencia om el método anpleado hasta ahora es minfinit  una colum-
na daunos cn la matriz Ky el algoritmo ha sido implantaio cn los dos

CBqUOMAB recursivos vistos en el capftulo con los programas:

MICU/C que roaliza el algoritmo da Plackett

SROOT/C realiza el algoritme square-root.
ue

Nixu prograne votdn cscreitos en Papeal tua 1o aouitadora B=GH0 del
0sC do 1a UNAM. Su listado puede erwontrarse en el andndice U, 80
real{zaron numerosas pruchas oon atbos programis, todas fueron exito-

sas.

Cawo ejumplo 88 presenta una simulacifn. Se trata de un sistana de

primer ordan una relacién seial a ruido S/N = 1.

y(t) 0.6 y(t-1) + u(t-1) + 0.5 ¢+ cet) (5.184)
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Pucron simuladas 1127 abservaciones a partir de condiciones iniciales
nulas, suprimiéndose los 127 primeros resultados.

CQon los datos restantes se efectu la identificacién del sistona, con

el rogram SEOOT/C inicializado en forma exacta.

La evolucitn de la estimacién EN con 1 ¢ N < 1000 se muestra en la

fiqura (5.64)

' .W—V (39

b3 YA e—

[ 0T 1y 1ove

W -

Flq 5.64

»)

La cstimacibn es cxcelente.

Este procedimfento peonlte {dentificar el sistuw al misno tiogo que
el sesgo do la salida,sin nocvsidad de un tratamiento previo del esti
1o de prumadiar la salida para restar sy valor modio o filtrar fsta

aon un f1ltro pasaaltos.
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Este tfimino constante que parcce agregar un simple detalle con el
método de minimos cuadrados,pucde transformirse en un esoollo im =
portante en los mCtodoy du corrclacifm, especialrente cuando no es

oonstante ¢n el tiumo, aln cuanao describa variaciones lentas.

Este caso podria atacarse directamente con el método de minimos cuadra
dos agregando alguna clase do olvido que permita un seguimiento de sus
var{acioncs.

5.12.8 Auldo correlacionado

llonos visto en la seccifn 5.3 que es clave para que el estimador de mf-
nimos cuadrados converja al pardmetro realque el proceso del ruido sca

no correlacionado,

Mis aln, la expresién (5.42) sefiala cuil es el sesgo asintStico de la

estimacién, Lo verificaramos con un ejaiplo.

Sea el aistana de primer aden (5,145) donde la perturbaci&n en lugar
da ser o' ¢ ge(t) es: o'(t) & ) (u(t) + re(t-1)), om e(t) ruido blan~

<o gaussiano de madia cero y varianza unitaria.
El sistama csi

[1-0.8 q-l]y(t) : q'l u(t) + A[l + rq"]u(t)
da acuerdo a (5.142):

A i}
0u0 x etk T ) e T ) (5.185)
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-
SO0 R (0) o SR (1)
° w v (5.186)

4] Ruu(O) 0

aam Auu(o) = 1, 61 se cansideran A = 1,66399 y r 2 -0,7 cntonces re-

sulta S/N sy .0, kyy(o) = 22,7778 = 5,45506,
Mants, amo R (1) % k! » R e <1,09109
bad yu

-
e 00 |t o304 com O w [-0,8

-~
-0, - 0.4595 (5,147)

ua docdr quo 1a estimacifn resultard bastantoe sesgada para ol parfme =
tro a;, el seugo es aproximdente el 438 do a5,

M carbio para el parfinctro b la estimacitn sigue siendo insesgada,
ust) s im & que la matriz I:('lf (X“T x“))'l ey diopndl, y el vuctor
Il(i“- )(”'r a"i) time elonntos distintos de cero 8610 en el lujar sunerior,

Ya sc habfa advertido cn la dbservacin de la seccitn 5,3 que aln cuan
o el ruido fucra corvelacionado, las Gltimas ecuaciones dul sistama
{5.34) que da la solucin de ninimos cuadrados, siguen siundo vilidas.

~0, 4595
-0.8
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Se 8imulé un proceso de la forma descrita con ¢l sistema de primer or-
dun, entrada u(e) = PrI127, eoft) « RUTDOG, Se oonsideraren 1127 obner

vaciones de las cuales se descartaron las 127 primeras.

Con eatos datos s¢ realizé la identificacién del sistena con ¢l algorit
mo do minimos cuadrados inicializado en forma exacta,

La evolucitn del estimador desdo N s 1 hasta I = 1000 se dibujs ci la
figura (5.65), 11 vlla se dibujun con 1fnea 1lena log valores reales
de 4y (-0.6) y b (1), y cn lfnea punteada la estimacibn sesqada du wy

que prevé la ecuacifn (5.186) cuya magnitud estd dada por (5,187,

A
2350 3 500 0 [£7) (1)

gu

PRIMERAS 1000 ESTIMACIONLS DE LOS PARAMETROS DLL SISTEMA DE PRIMLK ORDPLN,OUN
RUIDO CORRLLACIONADO X RELAGION SERAL A RUIDO S/Nei,PERTURNACION: RULLIS.PHO-
GUAMA SROOT/S.~

EBPINALGG I T1 L00<enncse
oa o EHYINADINL o b0 (HEEV BT,
AL =0.A20700 000 0.,01474
BO 0:¥073Veuss 0,00771
v 190707799140 49200

7%

0,04
1,061%

Fiqg 5.65
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Efictivamnte la estimacién resulta sesgada para o) ¥ tura el par&me-
uu bo anque la estimicin no es muy buena, pucde pensarse que 1o hay

sc: g,

Qredrese la figura (5.65) om la figura {5.13) quo cortvsrond: al mis
a0 sistoms con la migna relacién seial a ruido pero donde las perturba
cicnes cran independicontes. La difcrencia es notable, on primer lugar
por el sewgo do oy y on soquido lugar norque en el caso que eutanos

discutiondo on este pirrafo, la varianza de b, narece ser bastante mis
alta, Para allo basta cbservar que en la fduntificacién descrita cn

la fiqura (5.13) la estimacién de b, €n 200 cbscrvacianes es scnsible-
mnante mejor que en Ly de ests caso con 1000 observaciones tanto por cl

, valar do b, como por sus oscilacianes.

B este ejunplo se amprucha tanto la existencia del sesgo camo la mag
nitad quo proevd la teorfa,

$5.12.9 Perturbaclones no qaussiangs

tiagta alora on las simulaciows presentadas noe hamos limitado a per -
turbar low sistanas tratadw con ruido blanco qaussiano {0 al menos con

scires que lo slmulwa),

Cum) so ha visto, la condicifn de no correlacién de la perturbacién en
divtintos instantes de tiago cs una restriccibn inortante pucsto que

@ ul cago goneral es condicifn noccsaria para cbtencr una estinacifn
Lrwmgada,

3%

Tor otro lado la forma do la distribuci6n del ruido no es una limita -
cién seria; mds afin, las propledades asintéticas se siquen cunplicndo

para distribuciones no gaussianas,

Se ha clegido  stmular con scfales guussianas ya que teorum  del 139
mite central mediante, es el caso mds importante en las anlicacio -

neg normalea.

Consideranos vor ejumnlo el teorema 5.1 de converyencia dol métods de
minimos cuadrados, Supongaros que se cumplen sus hinStesis y mantenga
moe £ija la varianza of del ruido variando su distribuci6n, Si el mui
do e{t) ea gaussiano, el estimador 6" tiende a una ley normal

~ ey a? 1 T

ON e NXO , W '1‘{: :foixl )
81 u(t) es un proceso cstacionario,la matriz asintética de covarian =
zas es la inversa de la matriz de Fisher, y es por lo tanto la cota m§

nima de Cramer-Rao,

Sin cabargo, para otras distribucioncs ésta no cs forzosamcnte la cota
de Cramer~Rao y el tooroma 2.10 asequra que asintSticamente el estima=
dir de mdxdma vercaimilitud es al menod po mor que el do mfninu cua=

dradog.

for 1o tanto,deudo este nunto do vista,el caso de ruido gaussiano es
el poor en el sentido que la matriz de covarianzas asintfticas

~ 1
cov(oy) = - € {n xi)T (5.188)
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e puedo ser mejorada con otro estimador (ver teoroma 2,5), en carbio
pera el caso de otras distribuciones, si u es un nroceso estacianario,
le matriz cnv(su) time el misno valor puesto que depende sblo de lag
estadfuticas de 2° orden, y sin aibarg es factible mejorarla con
ot o estimador distinto que el de minimos cuadrados.

Dv cwto que hunos dicho vala 1a oena reafimur doy cosast

o la primcra es que la matriz do oovarianzay cmﬁ“) agintética cs la
miwma para u{t) estacionario, o cte, y ¢l sistama bajo las hipSte-
uis del teoruma 5.1; cs decir que asintSticanente la forma de la

distribuciln do e(t) no importa

o la sequnda es que uln siendo factible mejorar la covarianza dul cu-

timaior amsiderydo otra fonma de estimar, es engaiosa la afioma =~ .

cifn de que ¢l cao gaussiand oy ¢l eor dewde este ounto de vista,
ya qu adn cuands la matriz de covarfanzas cea la miswa asintbtica=
monte, no hoos dicho nada acerca de oo se tiende a dicha matriz,

y en ol caso no gauwssiano, dicha taxlencia winde ser mis lenta.

Para verificar la bonlad del ustimador de mfnimos cuadrados con mur =
tutmciones no Gaussianas sa han hocho alguuas simalactonun,  Su slw,
lorun los sistomas do priner y soqundo ordun con cntrads PrESGIZT Y
perturbaciones: und forme {RUT007) y binaria sewdo-aleatorfa (E4TY) con
e} programa SIMULA, para distintas relacioncs sefial a ruido.
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Log primeros 127 datos se descartaron y sobre las siguicntes se reali~
28 1a identificacién del sistama correspondiente.,

La figura (5.66) muestra la evolucién del estimador do los parfimetros

del s{stema do primer orden para §/N = 10 y purturbacién 14 para
175 puiton du estimcitn

100 1

S0 pm N )

SDLNTIFICACION DEL SISTEHA L PRIKCK ORDIN CUH PENTURBACION BINAR[A SEVLO-ALEATURIA
Imll'uillYJZIIIIRIACIONIMTI.!/N'W- '

Fig 5.66

La cstimacién es bucna, Do los valores tabulados, las estimaciones de
b, 6a encuentran dentro de L desv, std. (esperada); mara 1 la estima-
ci6n ca alqo inferior,cn N = 100 el estimadar esth a 1.462 dewv. utd.

Yy para N s 195 & 2,7 dewv, std,

Se puede compara 1a ostimacién con la de la figura (5.11) «ue corres-
Ponda al migno sistama oon S/N = 10 y perturbaci6n gaussiana, en aquel
caso, 1a estimacidn es algo mejor especialments la del par&metro .
Prolongando 1a estimacidn se ha encontrado que el alejamicnto de §;
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nesmcto 1a desviacifn prevista por (5,156) va disminuyendo,

a figura (5,67) ruestra la identificacifn del mismo sistam con per-
turbacifn uniform, y una relacitn sefial a rutdos S/ = 1,

ADENTLRICACION DEL SESTEMA OF PRINER ORUEN CON PENTUKBACION UNIFORNE (ENTRADAIFRAS §2T
FEATURBAC 10K t8ULDOT , $/Nel o

Fig 5.67

En este caso la estimacién es mejor afing  todos los valores tabulakos
s¢ encuentran en un oentomo de ¢ 1 desv, std {dada ror {5.156)) Compa
raxlooon la figua{5d que corresoondu a la identificacién del mismo
sfstara can S/Y & 1y erturtacifn gaussiana, oarccerfa cuta Gltima al

go mejor que la estimacién de la fiqura (5.67).

La figura (5.68) muestra la identificacién del sistoma de sojundo or=
den perturbado on una sefal binaria sudo aleatoria y S/H =1

Para N » 200 los estimadorea so encuentran dentro del entormo ¢ 1.96

30

desv, std, ( de 951 de confianza), incluso 30 Y I‘;, se encuentran den
tro del entormo # 1 desv. std.

-

Para N = 500 todos los cstimadores excepto by, se encuentran duntro
~

del entorno + 1 desv. std; el estimador by se encuentra a 2,02 dusv.

std.

La figura {5.16) corresvonde a la identificucitn del mismo sistoma rac—
turbado con una sefial gaussiana y con el mismo valor de 5/il. Crandrensc

wwas identificaciones, son similares.

- | £

* Mt T

4

CLTIMALYT IH 1] 300vse.
1

el BEIRAI G s aay okl
R 9.0,

b
0, Vaitideres
1081450000 0ee

4

.ty
(OERTITRCALITN BEL S43EEMA DL $LUADO NURIN CON FEFtUREALION RINARIA L0URD-
ALEATONIA, (WFBADAr PRRSID) , FULATVRBACILR) (NlD , B/N o )

Fig 5.68

En el caso faussiano resulta alge peor la estimacila de 4y y az, son
similarcs en ambos casos la de ho, ¥y o el cago gaussiane es algo me
jor la estimacifn de by, Esto pardmetro es el neor estimado en an -
bos casos, y es donde, de acuardo a (5,161) se esperaba wna mayor va
rianza on la estimacibn,



41

BE1 la figuta (5.69) se mucstra la fdentificaciGn del mismo sistoma con
v relacifn sefial a ruido $/H = 1, cuya perturbacién es uniforme,

o
:; : 'A"'V' ~7 Jiad

. y}(

1

o [

ol
1ed oo

CHCACEON OFL S43TIAS 3L LLEUNDI PAGIN CON PEATVANALION UNEFOANL, ENTSADR I PAISIEY
PUATONSCIRNL BUNNS). W - ) .

Fin 5.69
Ly estimacifin siqu de acucrdd a las previsiones, Do los estimalos ta~
buladke (mara N = 200y N = 400) toke se encuentran dentro del entorno
da + 1,96 desv, atd. (de 95% de confianza) alrededor del valor real.
las dusviaciones std. esperadas so han calculado con fa matriz (5.161),

Co tados los valores tabulados el mis alejado respecto a su deav, std.
cs el estimador .:, para i = %00 que se cncuentra a 1,485 dewv, std, 1a
estimacifn es muy sinilar a la figura (5,16) desde el munto de vista de
la praximidad de 1oa estimadores a les valores reales.

In los ejonplos presentados se ha  dbtervalo una gran consistencia de
lom vsultados respecto la tendencia asintética esporada, adn oara si=-
Luaciones <on distribuciones uniforme y binaria. Los resultados obto=
ndow son My simjlarne a low dbtanidos on oandiciones andlojan para

jortubacionss gaussianag, .
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§.12,10 Determinacidn de la respuesta a pulso
Estimacidn Indirecta

Anque el método de minimos cuadrados estd orientado fundarentalmente
a la determinacién de la funci6n de transferencia de un sistona on
tiompo discroto, tal y cono lo hemos visto, a través de €1 se uede o
tener una estimacién de la respuesta a oulso bastante més precisa que

con algunos métodos orientados a oste tin,

Suroniendo estimada la funcién e transferencia, alcanza con conside~
rar ocono estimador da la sucesifn de neso del sistema, la del sistema

estimudo.

S1i se cumplen las condiciones neoesarias para la convergencia dol es-
timador de m{nimoy cuadrados, cs focil mostrar que tambidn el estima
dor do ]a sucesi6n de neso converge a su valor real,esto es que si 1lama
mos ﬁu(k) a la sucesi6n de peso estimada oon N obsarvaciones y hik)

a la sucesifn real, entoncess

hN(k) prob_, h(k) para N+ =y ¥k finito

En efector hik) satistacoe la recursidn (5,149), suponfuks o = m sin

pérdida da gencralidad, oara la parte determinfstica del modelo (5.2)



estimadores do &y y b
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b = h(0)
b s h(0)a, +h(1)
by & hWo)as v m(1) oy v WD) . (5.189)

t.;n = h(0) a ¢ h(1) aLt h(2) Aot hn)

h
0 a Eoh(r-i)a

o ‘.cma.=1.Vr>n

calctdmcbhmuidnh(k) pmiuﬂob"lyu icnluqardab ¥ 4

respoctivamnta (i=1,...,n), donde los estimadores a i N b { son los
{ obtenidos por minimos cuadrados para ¥ obuere
vacianus, V

54 su anplen las condiciones del teoroma 5.1, entonces:

~ ‘ m.c.

~ -~
0: slagiy ageeeyn, byo, b Saeenabn} SSay e agibees bl

MmraN e o tanbitn converge en orobabilidad.

Qslrveae que cono ﬁu(k) satisface la recursi6n (5.189) ea una fun =
citn

- -
hN(k) s y,(ON, k) (5,190)

~
acional @n los dlawatos del vector Uye Juogu, o victud dil teoau-

s B.2 (ver apfrliice B), se cumple quos
" prob,
hu(k) ———e& (k) (%.191)

No diacutirame ahora la varianza de la estimacién, para compararla
oon otave métados de estimacifn dit 1a respuesta a pulso nos lim{ta=
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rumos a presentar un ejamplo.

PA}-a el aistuna do sequido orden con entrada FRRGI27 y purturbado con
RULIDOYL, con /N s 4 y K/ 2 1 se la estinado la sucnsi®n de wesa
(k) de esta forma, para 500 cbservaciones, con 0 ¢ k ¢ 4o, Tam =
bién se hizo la estimicién de la sucesién de peso por métados de co-
rrelacitn para el mismo nfinero de observaciones, y se calculd la su-
cesidn de peso real. La estimacién de la succsién de peso por corre
lacién sa llevé a cabo con el programa ESTIHA/PESO, en Pascal para
la BGB00 del CSC da la UNAM, su listado pucde encontracse en el
antndice D.

.

i ReSpucata Joi siatead aimuimdn

= kespurste del slatera ertinado por alulnus cuadralue
Hespursta 3 pulsy estisada poy wntielacién

IVPINACTOR 1 LA WIEPUISEA A FULAY () S141E04 11 b0} URIEY Lk 340 DALY
D1OUSA REALIALINY (o8 EMKAA PRSI Y SIML

Flg $.70
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Ly fiqura (5,70) miestra dichas estimaciones para una relacite sefal
& ruido 5/H » 4. Tor el mitodo de minimos cuadrados el resultado de
1y {dontificacifn fues

En la fiqura (5,71) s repite lo misio pero aumentando la potencia
del rufdo 4 veces, es docir S/N = ‘1.

La ostimacibn por minimos cuadrados ahora ess

Parémelro Valor estimado Valor real
ay -1,50116 -1.5 Pardmetro Estimac{dn Valor real
ag 0.71102 0.7
be 1,003 1 M - 152 - LS
by 046368 0.5 ‘ a 071512 0.7
by 1,000752 1
by 0,43027 0.5
En Mnea oontfrua delgada se muestra la respuesta a pulso del aiste-

a8 estimado, on  1lnca gruesa la respucsta del sistana real, y por
juntos la catimacifn por métodos de correlacién,

ta ruspuesta estimada dnddrectamente por minimoy cuadrados es o su

ticientemonte préxima a 1la real cawo para que sdlo en algunas partes

ce la figura se le pucda distinguir.

la estimacibn de h(k) por correlacibn cs bastante mis pobre, y anpuo
ra muchisumo para k > 12.

In Jos primercs puntos no es muy inferior a la estimacién de minimos
ousirake, cipocfalnnte i vu tiune en cuenta que en hucstro modelo
haros Urgucsto la condiclén h(0) = 0 que cs My Lmportante. D la
figura (5.72) se nuestra ﬁ(k) estimada por mfnimos cuadrados sin im=-
ponar dicha restriocifn (en una eimulacilin aon S/N = 1),

Ay

X~ ¢ Ronpuente dod slotans,

fnleoe cusdradse
per coctvlocidn

EITINACION BF LA STAPLEATA & PULIO LIL BLSTTHA BE ILGUKDO ORREY CON 300 RATOD DE UNA
BEALEZACION Cun PATAAGA PABSIIT Y 8/0 o | (o ’

Fig 5.7
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La estimacifn de h(k) cbtenidd del modelo estimado por minimos cua-
drados 08 ligerarente poor quo la anterior,cn carbio la cbtenida por
aorrelacidn amccra algo para k ¢ 12 y bastante mds para k > 12,

nétodos directos
V. Entradas no aleatorlas

En la seccifn 5.11 se describieron dos métodod de estimacitn de la
respucsta @ pulso aplicando el escquoma de minimoa cuadrados, En el

frinero se modela el gistoma canos

dobo distinquirse que las gyno son las porturbaciones del mxlelo

(5.2}, mon errores que se presentan incluso cuando no hay perturbas .

ciores en el modelo (5.2), en tal situacitn scrfan caaorcs de ajuse
{2 de un madelo do respucsta a culso finita para un sistoma que no

10 cs.

By euo caso juadt pensarse quo el modelo wig”! )IA(q") 80 aproxina
o medolo dondo AGLT') 1 1 aumatando el orden del pol bwndo

ll(q.l)-

Mis afn, 8i exdsticran perturbaciones camo en el modelo {5.2) ten-
driawe una estimacién do la resoucsta a mulso asintdticannte scy

gada. B efocto, sod el sistunas

310

’ -l
y(t) = 7\"'((%:,—% ult) + H:‘—_IT e(t)

sl se puade aproximar la parte deteoministica cano uf £11tro FIR, es-
to es quo axdsta b'(q™") (de arden €inito), tal quo f(q” )/ate™") v
8'(q"") hay que definir el criterfo de praximidad; el de |} |]: p.
vj, beria ndm:mh ouda hace  pentido oon vartanzas da salida sim{la=

res paca wn ndsno ruido blamco o la entrada) .

Entonces

s pia~? _1 )
y(t) BHqT) u(t) ¢+ Ty e (5.192)
los coeficientes de n'(q") viencn a sor precisamente 10s nesos que
buscamog., NStese que al intentar identificar por mfnimos cuadrados
dichos pusos; estamos en presencia de un modelo del kino (5.2) oon per
turbaciones correlacionadad; en general esto conduocd a una cstimacibn
sesgada cano hanos visto.
Sobre una simlacién sin perturbaciones se estind este mitodo la
renpuesta a puleo h(k) 0 < k < 30 dul sistun de soqundo orden apro-
ximfnlolo con un filtro FIR de orden 30. Se consideran 100 obuerva=-

cioned,

Los resultados se tabulan en la tabla 5.1X, son enopnanente prSximos
a la resjuesta real ya que la cola tiende répidanente a cero.Si no fue
ra asf no  tendrfa sentide emnlear el método para aj el sistg

ma oon un filtro I'IR de pooos coeficientes.
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Atk ime ibn

Fespuesta a F.l.R. Estimacibn
fulro roal  por mfnimon nor
culritos  correlacidn
e 0)e  0,00000] 0.203421
HE 1= 4 00000 0,994379

HC D)= 2 00000 2,00824¢ 1.9000149
HC J)w  2,90000] 2.30514 2,0124599
HE 4)s 2 05000 2,059344( 1.,724301
HE 52 41,4450 1,44477] 1.281002
HE 6)a g 24050) 0,76107) 0.753044
HC 708 g, 13000 0.11434] 0.310%44
HE BYa 0, 35437[~0.36034] 0.114491
HE 98 20,41734]-0,62135) -0,094473
{H(10)= ~0,42454[-0,4M149] -0,197771
W11 = -0, 5uz60[-4: 585407 -0, 957407
HC12)® -0,40044|~0,40012) ~0, 570455
H(33)= ~Q0,19278)~0,1900%) ~0,713744
H(14)= <0.00007]-0,00788} ~0,%%04114
HE1S)s  0.1214%] 012581} -0,323476
H(16)a 018040 0,10926) ~0,130705
H{17)=  0,19784| 019775} 0,011782
HCLO)=  0.16472] 0,16417} -0, 0010073
HUL?)a  0,10850] 0410570f =0,0%3214
JUEDOd e 0.04758] 0,044073 -0,107407
He L00AnA[-DT00NAN S0, YA
HE2M)m =0,04007[-0,041%1{ ~0,1 tv44%
HID3Ie =0,0%717|=00054%47 ) -0, 3017238
H{24)e -0.05755|~0, 05415} <0, 515405
HE25)8 =0.04441]-0,04819] -0,404400
HEDA)m —0,00911.0, 02504 | ~0,Hyvia?
H(D27)e =0,0t134-0, 00900 -0, 410717
Hed) e 0,00340] 0,00410) -0, 2284144
H{D2Y)e  0.01304] 0,00034) -0,003743
HE30d=  0,01719] 0,01205) 0,10v004

! mwetro caso o8 ompletanente infdtil efectuar la aproximicién de
aita forma, pucsty que s trata du un sistoma de onden Eindto quo

maie por lo tanto ser identificado en forma exacta con nuchos ma =
nos datow, y se hubiera tenfdo una excuelente aoracimaci6n I'IR trun-
cuwdo la oola dr la resmuesta a pulso que tiende rpidamento a ce-

10,

Monds el moosdlniento es altanente ineficiente, vorque roquicre

la, inversifn de una mitriz de 31 x 31 elenentos,
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Una medida de la bondad del ajuste lo da el error cuadritico medio

para las 100 salidas consideradas, es decir:

aadl ?
a.c.m e ’m ||uH||

cn la aproximacién mque se hizo esta cantidad fues 0,017201, Recor
dando que 1a entrada es PRYAI27 y que para el sistuma de sepindo or
den oon ruido blanco de varianza 1 a la entrada se espera und sali-
da de varianza 18.48021, esto quicre decir aue el error cuadritico
medio a la salida representa anroximadamente el 0.4% de la anplitud
esperada de la salida (en sentido cuadritico medio). La apraximaci€in

es nuy buena para un rajo nuy annlio de propbsitos.

En la tabla 5.1IX s¢ ha agregado para fines de campiracibn la estima=
cibn de la respuesta a pulso del sistama, h(k), obtenida por corre-

laci6n cntre entrada y salida para las miszwag 100 observacionns.
2, Entradas aleatorlas

Bl scqundo método de la seecién 5,11 tahifn apunta a resolver el
probloma de determinacibn de la respuesta o pulsa del sistawy, di -

dffiriondo del método anterior en varfos aspoctos, entre ellost

1) La entrada y la perturbacién deben ser procesos estocdsticoy.
El proceso de cntrada debe ser estacionario al mencs en sonti-
do amplio o débilmente estacionario, para que cxistan los mo =

mentos da segundo orden.
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2) El mftado no es mis que una extensifn del métado de correlacién
para el caso en que la sefal de entrada no sea ruido blanoo.
Convergu asintSticamente a una anroximaci6n I'IR del eistum, b=
vianenta ai existe Ty tal que (i) 3 0 mara i3 T y k € 1,, en-

tonoes aproxima los primeros k pesos de la respuesta a pulso.

Se realizd una sirulaci@n con este método para el eistama de orden
2; la cntrada fue PRIS127, la perturbacibn RUIDO; (que simula ruido

bluxo gaussiana) cun relacidn sefal a ruido S/H = u,

Qo1 500 obucrvaciaw:s se cstinaron Ruy(i). {=0,1,...,128, con cl
peagrand LSTIHA/FLSO, puesto que cam ﬁuu(o) s 1 resulta que la suco

st calculada por ESTINA/PLO es fRAEL Euyu). .
uu

Q1 @l mrograma CORRELACION se estimaron las cantidades Ruu(i).
f «30,.,.,128 ¥ 8o aplich ul nétodo para ajustar ol modelo (5.142))

. '
h”y 2 Ruu hte

om un orden k = 30; ¢l resultado abtenido se canpara contra la res-
mista real y la respuesta del sistana de soqundd orden estimxh por
mingncs cundrados con lod mitwos $00 datos, en la figura {5.72),

B la figura (5.73) se le campura con la respuesta real y con la es-
tinada por los métodos de cortelacidn.
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S Retpucsta del sistemy aimilado p——
N Respuesta del shatens estinads

LA P etiieos Cuddidsive, -
SWH

) Respuesta aproxbnande varrelacios
\ote 1or minlmos suddrnles, : e r oo

Flg 5,72

Veanos primero la estimaci6n que resulta do estimar el sistumwi for
minimos cuxrados., Esta vez se identifiod el sistama oon un modelo
cuyo polinanio pa™y e bly™) = byt b,q"f...v b, 47" vor 1o qu

~
no se Lmpone un retraso que oblique a ser h(0) = 0,

La fiqura (5.72) muestra, si la corwaramos con (5.71) que esto tie=
no efecto sobre los primeros puntos de k), en marticular mra
k ¢ 6, vero la nmxi.mid.\ddef\(k)mrak> f es tan grande que no

se pueden apreciar diferencias en la figura.

En cambio para la estimacién que resulta de avlicar este Gltimo mé-
todo, los pﬂmumn puntos son los mejores; aomo en el métods de oo-
rrolacifn, para k > 12 la estimacibn desmejora notablemente. .
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Respuesia del sistcas dhoulads  meame ya que la sefial de entrada es PRBS127, ruode verse en la scecién
Respuesta estinads par €orredacidn wmmn 3.2.4 6y sefal de aum-oortclaci&

13 roalsando correlaclones
¥or alninos cuadrsdos, cm-—

ntonces r << 1 (en este caso v = -0,00747), de donde Iy v by,

. Olwviamento cuantn mds "blanca” sca la scfial u(t), m&s se parcce

WA - . Fuu a una matriz diagonal, y el método descrito coincide von el de
correlacidn,

Fln 5.73 La conclusibn general que podanos extracr es «ue,exceuto cuando haya

necesidad do buscar una aproximacin IR para el sfutaw, y se trate

Cagnrasdo la estinaci@n de h(k) oor correlacin y oon esto dltimo de wna clase restringida de sciales de entrada, es una mejor aprosfi-
métod no e anrecian diferencias muy fnwortantes, csto as natural, macibn, wis rdpida y effcfente, la rue resulta de cutimar la respues
Cosfrvese 0o se abtuvieron anbos estimadores. ta a pulso a partir de la funcifn de transferencia cbtenila por mf -

9 .
. . . niros cuadradon
Ilanando by, al vecior {1 (0) ..., by ()] obtenido por correlacién

y ;, al miamo cbtido vor este método se cutple quel No debe perderse de vista que represcntar el si{stam madiante tuncio
nes racionales es una forma eficiente de representar las distintay

;uy * ;" (5.193) sucesiones de peso.  En este sentido el conjunto de las funciones ra
;,, » (a:u ;uu)" §u:“' ;uy cionales es denso y tiene el atractivo de ser caracterizado ror un

nGmero bajo de pardmetros.
luorjo

-l oa ~
U (5.1m)

-
U
’” * (ﬂu\l luu) uu

1o 1a matriz ﬁuu ticne la famas

-

1 r T ol P
r 1 Pl B
-
. = R
L, [N ‘
. oo :
r r 1 i
H
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§.12.11 Afnimos cusdrados repetldos, Determinacién del orden.

Determinacién del retraso,

En la soocién 5.9 s describib el procedimiento de minimos cuadrados
repotidos y la prucha I oara la determinacién del orden del modelo.
thwos visto que bisicamuite se trata de probar 8f la disminucibn de
la funcifn de costo cs significativa al aumentar el ninero do mardme

tros del rodelo.

£] procodimicnto se ha inplantado a través de los programas SKOOT/
W TL/S y SKOOT/KEPE/C para sistomas sin y con término constante res=

pctivasente.

I este pirrafo se describen alqunas simulaciones oara ejamplificar
ol wo &} orocaliniento [y los omgramas),en el caso da sistumg

on pertwbaciones cartelacionadus, y on la deteminacién del orden
y retraso del modelo "una entrada una salfda" del sistom a fdenti-

ticar,

Los dos programas mencionados son iguales en cuanto a log datos y la
silida de resultados, la Gnica diferencia es oue el Gitimo mneja
maleloy con términos constantes, As{ que trabajarams con uno do -

elios solanontes ikOOT/RETL/S, bara el otro no hay diferencia.

low datos del programa son ¢l archivo do sciales de entrada (ENT) Y
de salida (SAL) del sistuma a identificar, los valores mixino y m{-
nino del retraso k, ordoncs M y N,

B
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El proyrama ajusta madulos do la formag

y(t) (léa.q'lo...unq'"h ok [b.'bm.lh.dbmq-mju(l Jeenlt)
vee £5,195)

on oft) ruido blanco de varianza unitaria, para todas las cmbina=

clones posibles de k, m, n que cumnlan

K HIN € k ¢ K NAX
MHIN € m < M HAX (PR
HOMIN < 0 € N HAX

El resultado se entrega con forma de una seric de tablas ccen en la
figura (5.74), cada una de ellas nara un valor Ky d2 k. Enla in-

tersccciGn de la columa m, con la fila 1, 8e encuentran los valo=

3
res cestimados de log pardmetros al ajustar ror minimos cuadrados un

mdelo de la fonaar (5.195) con K = ki, m = mys 0= Boe

TABLA DE RESULTADOS Kek

H:HHM Memy H:MMAX
NeNMIN '
Neny L7/ LLALL
N NHAX R
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14 Final de cada una de estas tablas se encuentra una tabla do resul
tados de la rructa T oara el orden del eistama. Estas tablas tienen

Ja forma que se ruestra en la figura (5,75)

LLEEJT BN LI Rep, Noep 1) MoK¥)
TN~ I . ! N
SR g |
oty O @
;-‘ul : [w] : ceves : D: veveen :
. . Bigeig (3 13} o
Fig 5.75

loe astoriscos en as intersecciones do las coliznas y filas renru~
;mhm la estirucién corroirondiente rmue se da en la tabla anterior,
o lou nreros entre asterisctos corresnonden a la cantidad do prue-
Im t, en 1a transicién de un orden a otro. Por ejumlo en la figu-
a (5.75) la cantidad encerrada en 1 renresenta el valor de ¢ mara
it 1a roduccibn de la funcin de costo al masar dol modelo con
\-k‘.m=n].n=nldlnodcloank:\i.u=mj01,n=nc.

20 acuerdo a la ecuacién (5.37) ol valor de t en esto Caso we calow

larfa curoy

vy =V 1= (orieng)

AP 1

pondo Vv, us la fuicifin da oouto asocfada al nrimer mxdelo y Vi la aso

ciaia al sequndo.
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Ha existido algo do confusién en cuanto a la anlicacién de esta
prucha; debe destacarse aue no sdlo inmorta el ndmero de parimetros
8ino tarbifn cuales son estos.

£l soundo modelo dube contener todos los oardmetros del prisero,

c3 decir de su vector de mardmetroe debe contener el voector de -
ranctros dol prinee maxdielo, B el esquasy Je la figura (5.75) cu-
to ruicre ducir rquu 0lo se pusdin orobar trandciona hacia wajo

0 la derecha. ¢C6wo determinar el orden y el retraso?

La tabla nos da el resultado de aplicar la vrucha al ir auwitando
do uno cn wo el ndmero de nardmetros.  Supongands conocido el re-
traso k v observomos la tabla correspandicnte a dicho retraso, Ay
mamos que el modelo del sistoma (ue genera los datos tiene n = ne

= .
n l'\°

Entonces dadas las identificacianes corresrondientes a m > » .y
n2 n, se encuentran bajo la hipbtesis nula aue queroros verificar
a través de esta orueba. Sca ty el mnto critico elegido, enton =
ces los blaques de la fiqura (5.75) rue estén a la derecha o on la
mitma columna, y ddxjo o an la misma £1la mw el asturinoo oorres
pondicnte & Mgs Py deben contener cantidades t € o para ¢l nivel

de riesqo elogido.

En 1a figura {5.76) esta regifn so ha sambreado,
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WORIE Be WeL. Meactiy Me L.y NeNWAR
1o e
.
. .
e, ¢
Sea 0l ¢
sesmin &
JIPETTE RIS

Fig 5.76

S puede detendnar tarbién el retraso K al miswo tiowo muwe myn
ahmervande aque disndnuir el retraso K en una unidad oquivale a agro-
gar un coficiente mis al rolinomio u(q"), con una rotencia de q"

ul grado menor.

Evtances nodrfaos extauder el esqura de la tabla nara 1a nrudsa 1
a 3 dimensiones, oiyas coorlenads son n, mek, k, ¥ 91 los valores de
wem ¥ h kel gistomn que qunera 1os datos fucian LR kn respoti=

vaante, entoncas 1a regin {n 3 gy neh 2 moek o, K € ¢ duberfa tes

nar (oon un nivel de riewjo nrefijado) cantidades t de transicibn, mo

nores ot . Euto cd und awuscuenclia tradiata dal hechy do quu los
madelos omtenidos en dicha rogidn estdn bajo la hipdlesis nula cue

sa culiera verificar.

tn la finua (5.77) se dibuia dichw raiéa,

360

confunte of
N

b
o blogue 4s

Flg 5.77

Las tablas de la figura (5,75}, que son resultado de los programs
son secciones K = cte, del espacio dibujado en la figura (5.77),
dealizadas k unidades sobre el eje m,

EJemplos de determinacidn de m,n,k

Bistribucldn gaussiana

Mostraramos ahora algunos ejomnlos de la detenainacia de my noy k
oara el sistama de segundo orden (rue sigue la ley (5.146)%

El sistam fua excitado con entrada PRB5127 y perturbacin rIDO1,

ocon relacifn sefal a ruido = 1 {cs entonces la salida.\ SALA1GH),

Sa real{28 el procedimiento de mfnimos cuadrados repetidos para

o
1AA 1A
=
1A A 1A
=
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Se ha marcado las rogiones en las que para k = cte. las cuntidiles L

correspondientes al Incromento en uno de los parémetros nasan la prue=

bat<t .
= e

SooTan & M 815 1AL 11a10 B[ Qove

So ha clegido £, = 3.92 para asoqurar un nivel de confinnza » 95¢ en

cada nrucha; camo Tgeg (1,120) = 3,92, Vv 1o quo buscancs es ¢l punto

Fysql1, H-nz), al saber que N-nz>120, con t = 3,92 estamos sobrados

en el nivel de confianza de la prucha.

* Las tablas para k = 0,1,2 muestron las posibles zonas de interneceibn

do k = 0,1,2 con la regifn scialada en la figura (5,77 . Deciros po-

-

sibles ponpuo cumlen una ocondicién nocesaria pero no suficiente, fal

tarfa indicar los valores de t en las transiciones K = K, -+ K = & -1,

para M + k = cte, N = cte,

—emvenn
Evumocun

[Atablammk=052."\alah=2,H=2',1-:|mh1anamb(=1scr'\ala

Mai1,Ns2; 1a tabla para K = 2 sciala M = 0, § = 2.

-
-8 L] LA ) 10 LI RINEL 408 9 '
M o »n e : Pero cn las transicioncs que resultan de disminuir 7, el valor de t
-a . Moy » 0880 0 0oty e 0
. NN et W M mrapusarda K= 2, H:2, Hs2 ak=1,482 o= st
-~p . LT ] edast o ®deay 8 LRI ]
tem ™ sane ™ e 164,21 y es >> .92, Bntonces la ruduccifa en la tuicibn do costo
L) . L2 T ] Bl ] .08 o
e Lo (] tormi [ es nuy significativa.
- . 10100 » LO T LIL [ L]

mwrbioal;marduk=1.n=1,n=?ak=O.H=2.Il-2re-

sulta t s 2.6815 € 3.92, por lo que nadancs cangiderar la roduc

c16n de la funcibn de costo poco significativa.
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Lt prucba determina entances k = 1, H = 1, N = 2 con nucha certidum=

bre, y que son adonds los valores reales de k, M, N,

Wiy ruchod otros factores que mucden ayudar on la decisién, alqunos
e su desprosdon del listado de las piginag anteriores, y otms que

13, VIOE Nrineu 1o quo s fuads extrace del paonio listedos

thmos tratado de ajustar un modolo

‘-NMAX)H

J a0 et (804810 40 0018

hax' HHAK+KHAX

¢ olt) e 5,208)

a un sistena de la forma

y(t)(ha.q"'...«l“ q7"0} = q'k"(bofq"bn...'bm a0} u(t) + olt)
° ]

ver (5,196)
al varfar M,l,k en la {dentificacifn lo que en realidad se haco os .

japoner coediciones del tipn
i (5.197)

sara alguas | y alqunas §; una forma de verificar la identificaci6n
dula-valomdnmo. noykoasn,ueal levantar alguna de dichas res
mwmdvdorwtmwla“oﬂi.mmmommﬂxmua

(B0,

=(HHAX ¢ KHAX )
1 ) u(t)

+
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Si s observan las tablas de estimaciones de las piginas anteriores
esto puede corroborarse en forma contundente: excepto para k= 0 don-
de el término ho de transmision directa agrogado dista del ero ADTOX
madisrente 1,64 voocs su desv, std. estimada, on cl resto de los casos
log coeficientes rue se agrojan distan del coro manos que wna desv,

sty estimada,

Lito sucede ast,no wdlo al levantar una ruestriceidn, sino afin cuando

levantamos varias restricciones al mismo tiomo, Debe decitse sin e
bamo, cque on esto hubo suerte, mues cuando se lovantan varias res =
triociones del tino {5.197) al mism tiemnn, on ludar de toner oefi-
cientes priximes a cero rueda darse luqar a un fondmeno de cancelaciGn

de nlos ¥ ceros.
Esta es otra forma de ayudar a la determinacién del orden espucialmen

te para otyos procodindentos de identificaci6n distintos del de mfni-
mos cuadrados, en que se quiera delemminar la dinfmica de las pertuc-
baciones cuando éstas estfin correlacionadas. Puede estudiarse el om-
pleo du este método en {52} qua constituye una excelunto rocopilacién

y descrinci6n de mStodos de detemminacién, del orden del modelo,

Otros factores que pueden tencrse en cuenta son por ejenlo: 1a estl
maci6n de la resnmuesta a nulso ror correlacion, y 1a verificacitn de

las hipStesis del modelo (5.2).

Con 1a respuesta a mulso estimada nor correlacién u otro método, aun
que no hay una gran precisin podance tencr una idoa de la manitud

del retraso Ky quizd del orden N,
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or ejunplo,en nuestro caso la identificacién se llevé a cabo con
Jis rismos datos oon que se estimd nor correlacifn la reswesta a
1adso do la fiqura (5.71), de ella se muede presunir en primer lu-
Gur quee k 2 1, y que ll > 2 puosto que no se puede ajustar una oo

macial,

Con vurificar lag hipbtesis del modelo (5.2) querondg decir qua so-
bie los residuos de la fdentificacibn vodands verificar {nlependen=
ca (o al menos no correlacifn), no correlacién con la entrady, no

awrelacién con 1a salida para retardos negativos, ote.

ur ejomplo, en el caso estuliado, si hubiera cabido alquna duda
(tue no hubo) acerca de si el madelo abtenido para K = 3, M = 1,

N & 2 ora mejor que el oabtenido para k = 2, M = 0, N = 2, bastaba
an estimr 1a funciBn de correlaci6a R, (k) con 1os residuos de am
txe modelos.

Ry las figuras (5.78) y (5.79) se rucstran las estimaciones normali=

zadas, es dectr v (1) = R (/R (0) R (0) mara -10 €1 < 10«
cu U uu ee - -

131 ¢l mxielo mara & = 2 sc viola una hinStesis fundamental, el reai-

thin estd correlicionado oon las entradas y 1o antcouden en un instan

to do mestrao. la razén cs 1§jica, didw wodelo no cantivw en ol

. -1
rsnerador ténminos on q .

LA oapracién do lag fiquras (5.78) y (9.79) hubicra reportado un
elaunto decisorio, para llegar a la canclusién que el mejor modelo
ars ¢l quo se habfa abtenido can K = 1.
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= 10 ()
COMRLLACION v, (8) PARA LL SISTUW 1STIRALO CON Ko Mol hol,se

Flg 5.78

" 7. ' ATty T e

L
CORRLLACION 1‘.“) PAUA BL SISTLHA ESTIMALO CON Ko B, Heg,No2,+

Flg 5.79

Se creyd convenlente en algln momento incorporar una seceibn e dig
cutiera métodos de determinaci6n del orden del modelo, A modida que
wo i trabajindo y simulivo con cada wno de ellon nds creefa 1o cup
viceibn de que no alcanzarfa ni siquiera un capftulo, 1or lo que han
sido introducidos a través de este cjemplo, en torme fundamentalrente a
um de elloss la prueba T,
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Otrod afftoxdon (acats e 1oy cnunefudos) tales ano el de "ounnortamion=
to del detenninante”, graficaci6n de las sefales, y los mbtodos ya vis =
tow, puaka ser estudindos en la referencia (52} y en H. Ubenhaan "Ap -
plication of differnt statistical tests...®, Procevdings 3 rd, IFAC

Symposium, The lague/DiaElt, Netherlands 1973, B anbos se doscruxn 14

milaciones para corparar las pruchas,

Tk los autorva coinefdun on que o8 de vital inportancia usar varias -
dr ostas pruclas on formy enplentaria, cuando se trata oon datog ro si-
raladony las conclusiones que se extracn de cads wia dan lugar o resulta

dx cualitativamente superiores cuando se les canbina.

n ) ejonplo que lwmos visto, la prucha I da el mxdelo correcto, no sd=
1o ¢l ordm sino adumSs K y # en forma precisa.  No noy olvidunos qua
tradw Jaos on acndiciones ddeales, con datos stsulados, oon peiales si =

mlacas, ¢tc.

la rerturbacion  utilizada fue KUIDOL, que simila una scfal de ruido
blexode distribucifn gaussiana.
Jué sucode oon otras distribucsoncs? Pucde verse que i I + =, la prue

ba sique sicndo consistente.

Veruow (os c)arplos: oara el migo sistema de sequndo onden, can la
ndant scial de entrada PE3SI07, y la mism relaciGa seial a ruido, o rg
petird el ndamo procedimiento para 1a perturbacifa KUIDOT que simula una
distriucifn uniforme) y INT1 quo sinula una distribucifn binaria); el

nt o datow sigue eiendo 500.
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Distribucidn unlforme

En las siquientes figuras se presentan los listadns da la nrucha i
mra k = 0,1,2 en la aplicaci6n del proccdimicntod: mfninos cualra-
dos renutidis sobre la realizacién del sistum de sequdo ordon wr

turbada con la sefial RUIDOT7,

Se¢ listan sblo las tablas de la prucha ©' rucs en este ejunplo nos
inturesa  s6lo determinar el orden del madelo, jor lo que oo uupri=
micron los listados do los estimados de los parfmetros para distin-

tos &rdenes,

Sc cbserva el mismo tipo de resultados que en el caso anterior, se-
gn cstos listados para k = 0 eg M2, N=2; para k=1 eg M1, N=iy m
Ta k=2 cg H:0, N2, Las tres tablas coincidun en que H=7 fhi:?,

falta detemninar k.

Si probamas la hipStesis k=2 contra k>2 calculando el valor de t
asociade a la transicién k=2, M0, N=2-—»K=1, M:1, N=2 resulta
t = 28 >> 1.9, no pasa la prucba. Es que la funcibn de custo se

reduce mucho, de apraximadamente 1535 a 1050.3

En canbio,si probamos la hipStesis k=1 contra k>t calculando el va-
lor do t asociado a la transici6n k=1, M:l, Ns2 » k=0, He2, N=¥, éy
te cst t = 0.176. La funcifn de costo se redujo nooor  aproximada=

mente de 1050.3 a 1049.9.

La pruchba vuclve a dar en forma inequfvoca k=1, H=1, N=2 que son

los valores reales.



n

Retraso K:0
ne 0 e 3 He 2 he 3 ‘He 4
Ne 0 & 13,9389 3 40,5030 & 104.B188 &  121,5111 @
201,434 2411.7548 2606,9841 2527,3543 1907, 0540
ne § 8 74,0188 ¢ 137.9070 8 57,7500 13,6052 8
3725390 004,4673 $49.4207 550,2210 524,7032
Ne 2 0 1944487 0 72,2000 ® 2,0633 » 2,3744 &
4.3382 4,7835 2.9025 1.9021 144009
Ne 3 S 196.9776 0 A7.8475 8 1,0630 & 1.8037 8
0.6144 0.3300 1,7035 1,1928 0,034%
Ne 4 S 195,5408 8 8B.9835 1.0601 & 0.720% 8
MALASOEE Y]
o He 2 M2 He 3 He 4
e 0 60,7375 % 107.0073 8 121.,7281 B 92,5972 @
2416,5248 L Foimsan 2532,3479 1992,0175 1393, 94609
[T ¢ 139.3230 0 37,0619 @ 13,6907 & 12004 ¢
€05, 9347 68¥.3410 380, 1921 0942241 84,1971
e 2 . 72,3400 @® 2,0205 o 22,3336 . 117141 8
6.0307 207830 1.0100 143273 1,2403
"3 o $7.4670 8 1.0353 8 1,8443 ¢ 1:6523 ¢
0.3403 Le6914 1,124 0.0244 0.0420
Ne 4 s éa.7en0 1.0017 8 0,7435 1 1.4097 0
LSS R Ved
s 0 ne § he 2 He 3 He 4
"o @ 1017191 8 113.1176 8 87,2084 8 37,7701 &
2050, 030 2079.1933 1620,3470 1304.1704 1210,0183
He 3 s 43,0027 10,0450 8 0,3027 & 11,6017 &
454,0737 37847197 359.2097 357,9440 334.,0037
w2 [® 00,7039 & 0,0009 & 0.4182 ¢ 0ch424 @

Q47408 0.7212 0.4704 0.4238 0,397y
] 0.0759 ¢ 0.3514 @ 0.3710 » 0,1180 @
1.4122 Q.7442 0.7730 017906 0,9841

0.7107 8 ©.3u0Y 0.,5000 » 0.,09%4 ¥

e ——————— ———

n

Canparumos las tablas do 1a prucba P para esta roalizaci6n con las cue

se obtiench nara la realizacifn con perturbacitn gaussiana.

En las 6ltimas tablas los valores de t on las regiones que msan la
prucha son algo mayores que en las anteriores, ausue niijuno de ellos

llega a alcanzar 3, el mayor es 2.9025.

En lag tablas de la realizacibn con perturbacién qaussiana el valar

miximo de t en estas rogiones ¢s 1,511,

En snbos casos el valor crilio t, = 3.92 estd sobrado por encimy, e
decir que hubibrams obtenido el misno resultado aGn con valores de
1, mayores., En las Gltimas tablas se hublera necesitado t > 63 pa
ra modificar la forma de las rigiones, on las tublas anteriores se
hubicra necesitado t, > 32 oura vrovecar dichus cambios.

Las rogiones que pasan v no pasan la prucha estdn pues,bien diferen -

ciadas,
Disteibucifn binaria

tas siguientes tablas resumen los resultados de la prucha I' para ¢l
mismo sistuma on las mismas condiciones, pero nerturbale ocon la se-

fial INT1 que simula una sucesiGn binaria aleatoria.

Igual que en los casos anteriores, las tablas indican como probables

valores de ¥ y N:



n
ArthiIsA n-Q
A 9 ne ) ne 3 He J fe &
we L] 51,0343 0 49.3102 FLT-TT 2 64,7230 2
1773,6008 1918, 0150 2162.924¢ 1949,7357 16714024
w3 0 SE.A9T ¢ B30 22,0491 8 LI 2T T]
480,012 72,0048 0143021 136.4802 F 23l B
e 3 ¢ 222.4308 8 26200 (D LT ETE)
0 484007 T 3,330 0.3304 1T 044006
ne 3 b 23%.1v73 23.29%4 8 0.,0030 8 25738 »
#0108 900434 peltl7 s bel¥d0 Qedily
He 4 0 2267710 8 23.v34dl g 0,079 1,040 0
Arresto a:t
ne O He ) e 2 e} K
re @ L] aB.6l43 9 74,4374 0 46,0129 o 34,7084 9
A703.3038 214019384 1930,6481 1473.2117 15505970
e § L] B9.0084 3 ERL A1 47031 4.3913 8
*?rang 14,7409 73643930 22741709 71049240
ne 2 0 2600504 () 1,0433 ¥ 2.3087 » 1116 8
47474 2372 0.3148 0,343 043408
3 s aang e ooy 8 20w s 123
G438 #2351 1.2741 0.47688 044424
e o o 230004 e n.0%0N 1.AMA 4 10128 ¢
AEIALY &)
LON) LM ) he S ne J e 4
F- ] . 72.873% 9 42,7786 » 32:4433 o P.0%0 9
1092,343% 1487,4737 14443103 BT 1714 118847030
e 3 L] %40 9 27837 0 3:0047 0 10,4002 ¢
$22,332% e21.72000 48,0420 432, 2414 424.4700
po 2 [0] i ?? & 12378 0 sons 142002 8
0,3302 00 04779 0,734¢ 0.54%8
r‘ ) L] 00034 ¥ YL AL 214270 @ 13273 0
0.0478 0,035 040107 0,027 0.0238
. 4 2 [RITTE dattil % IS AL LI ¥ I ]

3

parak =0 3 H=2, N=2
para k =1 H N=1, N=2

para k =2 M=0, H=2

Las tres tablas cotnciden en que N 23, Mek = 2. Proburams ir dis-

minuyendo el retraso manteniendo constante H o+ kt

Al pasar do k=2, H:0, N=2 a k=1, M=1, N=2 la funcién de wosto rusa
de 1553.4623 a 1051,6528, luogo t = 235,72 ca >> 3,92, no masa la

prueba.

Al pasar do k=i, Mz, M=2 a k=0, H=2, }z2 la funcibn de costo pasa

da 1051.6528 a 1060,2798, lueqo t = 0.6845 < 3,97, masi la prucha.

Otra vez la pucha I’ sefala precisanente los valores reales de M,

Ny k=1, Hsl, N=2

Aplicacién a sistemas con perturbaciones correl scionadas

Lo que hanos hecho hasta ahora con mfnimos «uadrados repotidos es
anlicar la idea do la sccciéa 5.9 cuando la autoregresi6n de las per

turbaciones

n(t) = —1—_, e(t) (e(t) ruido blanco)

q )

es tal qua H(g™') = 1, en cse caso pxdanos chtener directanente el
orden (y retraso) de la parte deterministica del sistoma, adonds do
poder probar con la prueba I la hiptesis de que alguos oocficion=

tes @can nulos,
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Veanos alqunos ejorelos de fdentificacin de sistuna con purturbacio-
w3 correlacionadas; es decir, dado el sistama:

MY ylo) = Bl™") wlo) + nle) (5.198)
tritaruws de ajustar un modelo de la forma (5,136)3

M7 uiq™) yted = BqTY 1e™N) u(e) + elr) (S5.199)
aprodmnando la marturtacién camd una antoregresisng .

nleh = »T(%T olr)

Cao e exnliod en )a seceibn 5.9, maade chtenerse ast un buen pralic
tor en el scntido de minimos cundrados para los errores de pruodioci6n,

jarro 80 egtima AH y BH (nO se estima A y B).

De 18 estimacifn de los volinomios Al y BH podria estimarse la dindnd

ca de la narte deterministica del aroceso (los polinamios Ay b}, ¥

1a de la narte estocdstica {rolinamio Ii). Fsto muiede havcerse ror cjom
Plo buncando corue camuws de Al y BH, pero on general esto cs diff -

cil jor las razones exolicadas en la seceifn 5.9,
Veraxs dos cjonplo:s con sistoras de primer orden.

1) Considerane el ejomplo utilizado mara mostrar en el pirrafo
5.12.0 el sesqo del estimador de minimos cuadrados en el caso que
las perturbaciones fucran correlacionadas, El sistana eras
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(1-o.nq")y(t) 207" ule) » 401-0.707") wlt) (5,200

Este sistema fue identificado con el método de mfnimos cuadrados en
el pirrafo 5.12,8 habiéndose arribado a una estimacifn sesqada del
parfmetro a; « «0,8: 3; * -0.4595,

El valor de A = 1,64399 fue clegido mara que la relacifn scfial a rui

do /i sea 1,

Al wer ol resultado de la estimacién por minimos cuadralos se anrecia
que para 1000 mucstras se obtiene un modelo con sesgo en los pardme-
tros y una desv, std. do los residuos de 1.8615. La desv. std, de la
perturbacin es 1.66667. ¢No muode entonces abtenerse un mejor resul-
tado, al menos camo prodictor?

La respuesta cs sf,

Ahora se aplicard el procedimiento de mininos cuadrados renetidoy al
mismo sistona, simulando de la misma mancra, En lugar de utilizar

1000 obacrvaciones utilizaremos la mitad: 500,

El listado rue sique es el resultado del programa SROIT/REPL/Y anli-
cado a las schales de entrada y salida del sistema, Se han suprind
do las filas y columnas correspondientes a Ml :0,1 por razones de

espacio, ya que no agregan nada nuevo. Se asuni6 K=1 cano oonocido.

Para este valor de k la prucha I sefiala caro mdelo adecuado el que
corresponde a M=, =5 puesto que la reduccitn de la funcifn de cos=
to quo resulta do agrogarle pardmetroa no os significativa.
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" Polos

0,13311 + §0,63484
0.13311 - 30,63484
0,50001 + j0,29502
0.50001 - j0,29502

Ceros

0.20618 + §0,70393
0,20618 - §0.70393
0.57320 + {0,701
0.57326 ~ §j0.,3033
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El resultado de la estimacifn owra dichns valores de KM,N eutd ro-
audrado on 1a tabla surerior, a orimera vista se cbserva que hay
muchod pardmetros y no se encuentra similitud alguna con los valo =
ruo de Jos par&metros del modelo. Sin enbargo lo que no cucde sor
visto en una forma de representar el aistam resulta clarfsimo en

otra,

Los polos y ouoros de la funcifn de transferencia Eﬂt‘iﬂﬂh o i:;l

B‘;' s¢ talulan a continuacifn del listado de minims cwdrados reve=
tide, A partir do ellos se dibujan los mitrenes de polos y ceros
del atstuna simulads y del sistama estimado con minimos cuadrados =
rcnetidos.  El resultado morprenderfa mds si no sunidramos 10 que
tuscdbamos .

Sc abserva el comortanicnto que se esperaba: al aproximar las per
turlacicnes con una autoregresifn, el método agroja poles y ceroy

my wiximou (que asintSticamcnto, para N+ = se cancelan), que son
resultado e la fastorizacitn del proceso autoroyresivo da las per

turbaciones.

feseyendo otrve elaxntos de juicio, o. @j: una aproximucifn a la
respaesta a pulso, mra confirmar que s¢ trata de un sistam de pri
mer ordan, se mude doducir wa estimacién do la parte determin{sti

cayde l1a purte cstocdstica dol aistoma.

2)
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Tomando en cuenta que 1o qua se tiene son estimaciones aproxinadas
.‘GI y lﬁl, una posibilidad (que no hamos implantado) es encoutrar o
linomios 'X. %’. i tales e Hi y i aproximen A‘;I y E:M respectiva =
ments en el sentido de minimos cuadrados de las diferencias de sus

ococficientes.

Este enfoque permitirfa incluir las estimiciones de las desviacio-
Py "

nes standard de los cocficientes de AH y Bil como los pesos de una

sumi de cuadrados ponderada.

Mis alli de odmo encontrar la mejor apraximaci®n cn el caso gene -
ral estd claro que en este caso la aproximaci6n es bucna puesto quo
el denaminador ANl puede factor{zarse comos (1-0,788%45"")
{1+0,7330” 40,9169 40,3319 40, 14184™") €1 numerador bl iade
factorizarse canot 0.961997 (140,7342q" 40,4654 40,4830 40, 20030 ™")

donde el polo libre de cancelacibn es z = 0.760%, arbximo al real
0.8, ¥ el promedio mSvil del ruido ess

1-0.7¢"" 2 1/340.797 400907740, 3039 40,2401 40, 16019 "+, ., (oo

pirese con las factorizaciones),

En el ejomnlo anterior fue neoesaria una anroximacibn autoruwresiva
para el proceso del ruido con cuatro coeficientes. En rcalidad eos
nuy dependiente del prooceso del ruido, la cantidad de coeficientes au
toregresives neccgsarioe mara llegar a una bucna aproximacifn. Consi=

deranos un ejanplo



foa ol sistama (5,202):

{1-0.807') yerd = (g™ ) uie) o x(ho.sq"m.onq") elt)  (5.202)
condu e(t) es ruida blanco de madia cero y varianza unitarfa.

Bingaos el proceso del ruido (que eg do promodios méviles) en for=
ma do proceso auto-rogresiva:

1
“} - - -
1-0.3¢7140,015¢7 ¢ 0.0184" 10, 0060t

(100.3q."0.075q.')c(l) 2

aoe (5,203)

lia doa primeros cceficientes conticnen el 29.95% de la sum da cua
drados de los coeficientes de la expansifn.  So oucde pensar enton-

ag W anroximir el proceso de pramailos méviles canot
{100,397 " 40, 07507} a(e) ¥ Fo'lﬁT;‘T elt) (5.200)

Una forra do ver qud tan bucna es la apreximacién es considerar la
salida do anbos procesos, coro en la figura (5.81), Se wuede ver

qu2 lo varianza de ) (t) es var (n(t)) = 1,095, y la salida de -

1a ouaracin do @ dou procewas nye) tiume una varfanzas var{n,(t)) s
v, 0lut, Euto es quo ol valor esperwdo de la potencia de la dife-
rucia do los das mocesas es 1064 veoes mnor que la potencia del

pooso originals ny(t).

elt)
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100354007542

03¢

Fig 5.91
Este sistoma fue simlado excitdndolo con entrada PRES127 , y Jertutia=
cifn RUTDO1, a partir de condiciones iniciales nulas. Se sinularon
645 instantes do muestreo. Se descartaron los primeros 127 datos.

La relacin sefal a rufdo similada fue S/4 = 1 al fijar A = 0.765251 pa
ra tal cfecto, A los primeros 500 datos se les anmlfo8 el procedimiento
de minimog cuadrados repetidos, y los resultados se listan a continua -
cidn,

La prueba I sefala para k = § un modelo de orden K = 2, con ler orden en

el numcrodor (M s 1).

En el listado superior se recuadr$ la estimacibn de los pardmetros por
mnimca cuadrados para M=1, N = 2, £ = 1, L rafces del polinudo
/Gl?“ ont 0,32972 y 07407 1q del polincmio uu'(‘z) eat 0,31634.

BEn la figura {5.82) se ha dibujado el oatrn de ceros y poles del sis =
toma original y el del sistoma idontificado de esta forma. El sistam

estimado puedo ponerse Canot
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50 pucde inferir asi una estimacifn gruesa del sistama como

-1 - 1
ylt) {1-0,7%454q7 ) ={1.0002q h{t) + AT e(t)

qu s bastante aprogimada. NStese que en la figura (5.82) se muestra
un jolo y un anv cail cuceldndosa cerea de donde se habfa provisto es

tarfa ol polo de la aproximacifa autorwgresiva del rutdo,

In cste cawo, por la fornu del nroceso del ruido, aunque los prandios
néviles que 10 guneran tienon mds téominos, st logrd una aproximacién

dutongmesive de monoe orden que eh el caso anterlor.

B loa vjuoploe vistos, sc aproxdmd el proocuso de las muturbaciones
{1} con un proCesO autorogresivos

n(t) = m-;—.r)- e(t) (5.20%)

dusdo u(t) es ruido blanco con media cero.

ts tdcil de dumostrar que bajo las condiciones gencrales de canverjen -
cia del mftodo de minimos cuxlrados, si (5.205) es exacta,n,ntonoes los
eotimuiores que hamos 1lamado Al(q™")  Bi(q™')  converpern realmente

aa iy Y i et tvaaito.

8{ cn cablo (5,205} es simplamcnte una aproximacifn, muede dumostrar -
w0 qu para valores grandus de 5/8 los esttmadores Alllq' ) y Biq™)
comergun ora N+ a una proximidad da Alq™) Titq”') y Blg™) ™"

reipoctivamonts, dande fi(q™") en el polinanio que minimizas

min E {1(g~") a(t}}?
L]
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Llanamos
nlt) = c(q™") oft)

s ATy = mq™t ) ute) ¢ e (6.2)

51 n{1) fuera una socuencia no correlacionada estarfamou fronte al pro

. blana de minimes cuadrados. En general sf C no es una constante,n(t)
€8 una secuencla de variables aleatorias con matriz de oovar ianzas no
diagonal,

-, MINIMOS CUADRADOS GEMERALIZADOS Y ESTIMADOS DE MARKOV
6.2 Estimacién de Markov

6a ) Introduccién

"ratarenos de atacar con dos procedimfentos el prablom de identificas Retomamas el modelo lineal del capftulo 2:

aifn cuando 1as perturbaciones del sistoma estin correlacionalas.  fla=
Y 2 X0 ¢ P
hiwos visto que la solucién do minimos cuadradds es asintSticamente n (6.9)

wipada, Y cse senge ostd vinculado a la cortelacibn de las nerturia = En el teoroma 2,21 fue probado que el estimador lineal insesado de

slon. varianza minima para O es el estimador de Morkovs

‘Xnsidcrvoe el caso quneral de un elstema discreto con perturimcio = ‘
¥ (vah)

nes aleatorias de espuctio racional visto on ¢} Capftulo 4,
quo minimiza la funcién de costos

M v = s uln) ¢ e ety 6.1

g o= atvta . (6.5)

o e{t) o ocorrelacianio,

’(n 1 . _ . .
] A ] con noz Y-x0

(C.6)
1) v ¢ E{mT)

wit) B L
a : - ;
(e.ea un estimador cualcuiera), ( V = matriz de covarfanzas de n),

Fla 6.1 ‘ :
B esta estimacitn es mejor que la de minimos cuadrados cuando el vector



e errores n tiene elomentos no indenendientes,

Bi el teoram 2.21 fue sunuecsto X y n independicntes) camo V s simd-

trica y positiva definida, adnite una desoanosicitni
el & vt oy (6.7)

dnde N ea una matriz triangular inferior; lueqo hacuros el mismo ra=-
govsnlonto que on ¢l teoram 2,21

. =1
O * (W ) X (6.8)

El estimador de Mukov es el miamo que obtendriaoe de anlicar minincs
cadrake al sfstna (6.3) filtrado por 1a matriz Nj en efector pro =

miltiplicando {6.3) por Ni

y = N%0 +HNn (6.9)

Cao on oste modelo los errorcs no pon correlacionados puest
Feenernt™) = Lbr e} e} @ < v @ = T (por (6.9))

e 1a estdmacifn de Murkov ¢s la mujor on el sentido de varian-

1a minima,

¥ es entonces W matriz "blanqueadora® de la sucesifn de elowentos

del vector n.
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Tongaos camo en el Canftulo 5, nucstro sistoma dinfnico (6.2} on la
forma (6.3), con Y ¢l vector de salidas, n el de perturbaciones, X
mitriz de entradas y salidas, y 0 el vector do nardmetros de la nar=
te determfnistica del nroceso. Es decirs

Yo Gy, ¥yt

N ﬂ i conx -)'((i-i)
- —yiten)
!
u(i).
altem)
0. = (al,...,an,' h.....,bm)T:r -

\ o () n02) e n(i)t

Fig 6,2
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Se muode pensar cn la matriz W caw un filtro de blanquea las vertur-
baciones.  La qran ventaja s que oo ahora X y u no son tadencndfen
tea (que era la hipStesis del Canftulo 2}, el aplicar minimos cundra-
dos sobre low datog filtradas Wu v Ny (a través de MY y ¥X) conduco a
uns estimaciGn inscugada de O en virtud de los resultados del Capftulo
S,

Quérveso que la forma trianqular inferior de N permite hacer el file
trab Nu, Ny amo una suma ponderada de las sofules prescntes y pasas=
das, es roalizable, La estimacién quo resulta es asintSticancnte ine
sesgada (y effcionte mara nerturbaciones gaussianas), pero su limita-
cifn €8 cbviat se ropicre conocer previamnte N, es decir la corre-

lacitn de las perturbaciones, 6 el polinano ¢(q”') cn ol modelo (6.1),

6.3 Mlnimos Cuadrados Generallzados

6.3.1 £l método

Para salvar esta dificultad, Clarke {1367), {15! nrorona el método do
miniros cuxirados generalizades (en la literatura: 6LS), quo consisto
esconcialmente en aplicar en forma {terat{va el procodimicnto de mini
mos cusdradou para iduntificar por separado la dindnica de interés
dol sfstona, y el espectro du las perturbaciones.

volvamos al nadelo (6.1), Fijado c(q” ') podamos aproximar tanto oo =
m se cuicm . 1a densidad espoctral del proceso n(t) con un proceso
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de la forma n(t) = ﬁ-q-!_‘-)- u{t). Basta para ello considerar molino-

mios [ de grado » lo suffcientanente grande.

Do hecho so estd anroximando el wroceso & un modelo que canticne so-

lo polos, es decir un procuso autorugresivo, ¥ se hace la anroximacidn

rq™) ¢ ream (6,10}
-

s 1er q"o...ef" q

El modelo aproximado esi

n(t)
" o r—‘-—l"_-\
Mg )y =Blqg e oo (611}
Puasto de otra forma
Ma™hy ) = B0t wr(e) et (612}

donde i
uf{t) = F(q ) u(t)

yhe) = 1"y y(e)

Conoour r(q-') omivale a resolver el problema de la estimacidn do “ar-
kav. Cumpdrese la ecuacibn {6.12) ocon {5.136) de minimos cuwdrados ro-
potidos, En aquel mitodo s identificaban Al y BI, puro no so podfa

distingulr la dindnica de s, {ver fig (6.3)), del proceso de las pertur~

baciones.
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Con los datos filtrados se hace una nueva estimscibn de ) y 8y S¢ re-

othl {- ; — -;-‘II ' pite el proceso hasta encontrar convergencia (Es una anruximacien rjua~
e Iyt
[ ‘ | | si-lincal a un problema no lineall.
]
n
I n
LTI Y VR A T ‘ o
| A QU \/ ¥ Se puode realizar este procodimicnto on dos forman:  una o Qe s
|
e e e . aproxima por und sucesién do filtros, y la otra en que ue va aproximan
Flg 6.3 do T de orden fijo, Verunoe las dos.
. Para una discuaibn mis anplia da los dos algoritmos mioden anmaltarse
Ia ddow Wsica del métods es fr construyendo r(q") en form iterativa : 1as referencias {8),(15),(26),(47),(s0} y {5L}.
y yoner el problom o ddeptificar A y B en términos de resolver or
minimos cuadrados la tdentificacién da (6,12), 6.3.2 Algoritmo 13
Para ello se eatimon A ¥ i por minimas cuadrados en (6.11). La cstima En la iteracibn {3
[
c.in serd segjada e guneral, poro es una nrimer aproximacién,  Lucgo u';(t) = f‘i_‘ “i‘-l(t)
{1} Filtrar los datos: | na
st esting 12 purturbaciGn nlt) camos ' yi(e) = Ty g (0

n 4 5 2) Identificar A y B del modelo:
a(t) = Ay(t) « B ul) ) Y o
L]

= & = A B
AygaBup v e = A Yy

COn e5ta se ajusta un proceso autoregresivo a n(t):

. -
M) ey ol eg Th Y TR

@tenidncdoss F(q"). oon que ce filtran las entradas y salidass 4) Estimar una autoreyresidn para los residucst

"

o ) S
°s ° Tqn e =

{u"(t) . Mo wn
gl = Fq™) ylo)
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$) 51 converge parax, El resultado es [A = A,
a
54 no converge, volver a 1} B = 31
”» ~ " ~ A
F o= FouliiFaeedF

s la infcializacitn

-1 -1 -
Aq ) s 1 2419 ...t a4
BTN s e by e o™

i
P af - - -1 oA o
Filq Yete !,iq Yeeear ?:q r ;?‘(q ) s kUO Fla Y
En esto algoritmo se cstiman por mintmos cuadrados los polinanios A y

b, ocon los datos £iltrados,

S ajusta una rogres 150 sobre los residuwos de la fdentiffcacita. Es-
ta autorojresifn se invierte oxo orooeso de promodios méviles (Ma)
fava volver a filtrer los datos que se usardn en la siguiente ftera -

cifm,

Bn la iteraci8n {, la cstimaciln de Ay D se haco sobro el mdelo:

Me) Fola™ IRt T 7yt = Bt Ty ta” )...?1 (a7 te)e
. ) ), I AL )
A 4

+ ei(t) e (6413)

i-

"
r

i
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Folq™t Wh. ™

2 olt) (544)
) '

e (t) =
8i el algoritmo converge corructamente Fﬂ(q-l)n-;‘_‘(q-.) T
luogo e (t) + e(t) y los polinomics ;‘. + A, 1?1 +B

Se puoda interpretar graficamente el algoritmo en la figura (6.4), como
un filtrado en cascada du los datos.

Flq 6.4
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11 anfliafs de los residuos :l(t) on la iteracién { construye el nucvo
~
f1lto I}, que se encadonard para la iteracibn i+l.

Compirese om el estinlo de Markov en la figura (6.2).

o humas encontrado prucbas de la canvergencia do este algoritmo.
Clarcke (15) sefula que, aunque aln no hay prubas sdbre cuwermenctia
e gowral, el procodimicnto mostré scr bastante bueno con datos simu-
Jalos y datoe reales. En puticularyen la refuncia que se cita hay re
jortads ww aolicaciBn exitosa al control de una columa de destila -

«40n binaria,

taderstoom {1973), (46}, explica que co muy dificultoso llegar a condi
tones generales para la cowergonefa, y nucstra un ejumplo dando o
jucden llegar a dos puntos de convergencia para el caso dondo el ruide

tea suf icintamente grande.
6,3, Implantaclén del algoritmo 13 el programa MICU/GENEL

El algoritmo 1 fue implantak en la conmputadora B-6800 del C.S.C de la
184 oon el programa MICU/GLNEY escrito en PASCAL para dicha mdquina.

11 listado del nragrama se ucuwentra en el apéndiocs D,

avo loe otros pregramas de identificaci6n, cste tione 2 tipos do da-
was i) las sciales y 11) los par&metros de la identificacitn.
las sefales se taan d¢ archivos ENT y SAL de disco, con las entradas

¥ salidas respuctivamente, on forma secuencial desde t = 1.
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Los pardnetros da la {dentificacin (grados de AG'Y, Bg™), F (e
N, By R respuctivamente, retardo X, lanjo de las observaciones L) se

dan al programa duraute la corrida, por tenninal,

La figura (6.5) muestra el diagrama de flujo del programa, en sus ope-

raciones principales,

Aunue es un prooxlimiento iterativo para funcionar fucra de 1tnea y
el tiompo no estan crucial camo en otros casos, sc¢ busod evitar la
pérdida excesiva de tiono que implicarfa un accuso 1eiteralo a loy
archivos de disco, a costa de momoria, almacenando entradas, salidasy
residuos on arreqlos on manoria principal. De esta forma adowds, la

aplicaci6n del algoritmo no destruye los archivos do entrala y salida,
N, de operaciones

En cada itcracifn se hacen dos estimaciones por minimes cuadradod,

ana para los parfetros da Alq™') y B(q™ ): Melsi parfretros, ¥ 1a -
otra para les de ri(q"): R parfnetros, Las estimaciones se hacen -
con el algoritmo SROOT sobre L parejas de observaciones (aproximada -

mente) o

Ya vimos que este alqoritmo es algo mis lento que el do Plackett, fa-

ro mis rawisto mmericamente.

Adonds se realiza el filtrado de entrala y salida con filtro I'; de or-
&n R scbre saiales de largo L. Esto hace el total de multiplicacio=

nes y sumas (sin comsiderar la inicialicacién)!
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m Llamando L = ng He muestras, p = M#li+l, entonces en cada {teracidn se
realfzan

LEL PARAR, !
ALK *:,D‘ a A Lo

. Tarninat, 1) productos: por estimacibn de Ay B: 3 (5p? + 19p)
MIALNTY TNt saL por filtrado do u, y L (2R)
[TE BT
VY .-sAL LR ] ) por cotimaciba de restduos 1 {p)

-
uuu‘[l—u I por estimacibn de 1y l;' (5RT+ 39K)
VARIANLSS
. .
tsTIna &8 Totals L(?.Sp'0 16.5p + 2,5k%+ 11,58}
w2
. PRS )
TATFF(‘A""‘ 2) Sumasi por cstinacin de Ay B E'i (3p?+ S5p)
Afsinung .
por filtrado de u, y L (21)
31eme L por estimaci6n de residwos 1 (p)

--bl’|

a
. o por estimaci6n de Fy —;‘- (3R%+ SR)
irraing X
LSuLtADAS $ ) .

PARCIALES

Totdls L{1.5p%+ 3.5p + 1.5R%+ 4.5R)

AL3LLY] . -
buer, sy .
Frer ovy . . Condicién da convergencla

et ]
ACTRALIZS F Clarcke {15} propane detener el algoritmo frente w una ce tres oou-
fafog
! TERRIHAL ’ dicionest
(LLITELS
""‘l"""‘]’—{ Fiw ) 1} Lo = {mxiida de los urrores)divengu

11) el ndmero de iteraciones ha aleanzado un mixino prefijado
114} la modida de los errores converge dontro de un porcentaje
prefijado
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L primer ondicibn es para impodir la orosecusiGn del procesaniento
@ foma indtil. No so ha f{ncluido en el programa porue Sute se usd
@ forma linitada, para pruchas, y mo dentro de otro esquana gencral,

Lu sojunda condic16n fue incluida en el projrama cam condicién {a).
Lt tercer condicidn se ha incluido {ndirectanente al ser sustituida =
pur una condicién de convergencia de loe parfmetros en porma 1, defi -
niendos

" apai A ALl s -
(0,11, # 1at,adsesviafabfoe s DL = Jad[oeanelbl]

(dande .; el estinado de a en la fteracitn {).

Inpowsos las dos acondicioness

ulo;, -0l f1lo,]), < cnstante profiada
2) ”Fx"“. < constante prefijuda

Con estas dos condiciones asoguramos converjencia de los pardmetros,
Se ha agregado una terocr condicién (v)t si los resfduos son muy popo-=
fws,ya s efecto es despreciable sobre la estimaci&n de lo@ pardmetros

LIT h‘. Entanoeat
{y) I e’(ts/ L y*(t)* < oonstante prefijada
t t

£l mogram se detione 81 {a), (8) o (y) se cumplen,
1hunow cncontrado qua estas tres candiciones han funcionado en fom.efi

ciunte en las simulaciones.

ho2

6.3.4 Aigorltmo 2

En la Hteracién i

~
ut(e) = Fp ult)

1) Filtrar los datos . (6,30)
h Al -
yh(e) = B ylt)
W “
2) Fara el modelo Ay; = v, + 9y
cgtimar por minimos cuadrados A Y B A0 B‘
J) Estimar las perturbacioncs:
ngo® Aiy~n‘u {6.17)

4) Ajustar una autorogresifn a las perturbaciones

-~

~ 1
n = T e al‘i
1
LY A
$) S5i converge parar. Resultados(A = Ay
A N
= Di
- N
r=r

S1 po converge regresar a 1.

Inicializacibnt Ty = 1

Este algoritmo differe del anterior en que busca iterativamente ura nug
va estimacién de la autorcgresi6n de los residuos no camo una autore -
gresibn en cascada oon la anterior, 8ino una nueva del migmo orden. Tor
eso el filtro estimado I es de orden r, cualquiera sea el n¢ de ite =

raciones,
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barcce mis robusto que el anterjor ya que en cada fteracitn no se mo
wifican los datos sino que se busca sobre estos mismos una mejor apro
aimacién,

In el algoritmo 1, en cada nuevo filtrado hay dos posibil{dades: o se
(onoideran condicianes iniciales arbitrarias (fue lo que hicimos, to-
nando oo condicianes iniciales los datos en instantes previos, ain
filtrar), o so tanut sccuencias cada vez mds roduciday (utilizando
las colwg indeiales caw condiciaws iniciales), con la conutguicnte

yérlida de informacita,

Fucde amuirse, por supuesto, que el considerar condiciones iniciales
*casi® arbitrarias no Influird nrdcticamente en el resultads final,

pero en este sogunlo algoritmo no es necesario,

Otra vuntaja es que padamos tener una gruesa estimaci@n de la varian=

23 de la estimaci®n de los coeficientos de F.

Una interprecacifn grifica del algoritmo es la de la fiqura (6.6}, En
cada iteracién i, entradas y salidas estdn filtradas por I“_l(q-l).

para estimar Alq™' )y B(q™'), mientras quo la perturbaci6n alt) estl~
muls sirve para caloular el auevo filtro ;" que roanplazard al antu =

rlor. Compirese oon las figuras (6.2) y (6.4).
El algoritmo pucde ponsarse oamo un esquama de punto fijos

A A ~ Aa oA - & -
(Ahl'shl'ri) s f(Al’nj'rhl) ; oon A, By demin, cuad, y Fy ='1

4ok

donde la funci6nal f ee nolincal y dependicnte de las observacianes Uy
Y consideradas com pardmetros de la funcional.

También puede interpretarse cano una blsquoda multidimensional del mf-

nimo de la funcitn de costo por relajacién de grupos de parfmetros.
dicha funcifn de costo es E e?(t) con e(t) definida en 6.11.

utt

a{t)
yitl
SISTEMA Sy R

Flnq 6.6
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Aplicaciunes reportadas

Clarcke (1967), {15} report8 bucnos regultados con datos similados y
reales, Otros autores, Astrtin y Eyckioff (1971), {8), Streje (1977)
(€0}, 1960 {51} suialan resultados similares, aundque este Gltiwo indi
ca que on la prictica los estimados son buenos para altas relociones
scial a ruido, cuando esta es baja el procedimjento puode aryojar re-
sultake corroctos.  Camo veraneg, esto puade explicarse por conclu~

siuned ohtunidas por Soderstrin que se verdn en sequida,

lsting-Janes & Sags (1969) {28} precisan que dbtuvieron convergencia
a una vocindad de los valores reales de los pardmetros en todos los

experinentos oon datod simulados.

Siderstrim (1973) {46], muestra ciomplos de aplicacién en la fdentd -

facacifn del mxielo de una columa de destilacion binaria, en la fden .

taficaciin del modclo de un reactor nuclear, y en un [roceso de difu=

st8n témica de latoratorio.

Bn Goaxwin & Payne {26}, se puede encontrar la extensifn a sistomas

&) varias entradas y varias salidas.

6.3.% Convergentia del ulguritne 2

Siderstrim, arTiba a resultados sobre la canvergencia del algoritmo 2.
Lw prubas de cetcs repiltados puoden verno en Sodorstrim, 1972 {45},

¥ uh ruasn ganesal an Sddesutrtm 1973 (461,
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Sa presentarfn  amquf algunas de las conclusiones mis fmportantes.
Estas sa basan en un lema que muestra que el método ootindza una fun
cibn de oosto (para cualquicr nfimuero de nmiestras), y luego una serie
do teoroms socbre posibles puntos da converqencia cuando el nlimra
do muestras N + «, para distintos valores de la relacifn sefal a ruf

do 8/ . Oongiderarcnos n = m = r.
El sistoma que genera las dbsavaciones es de la forma (6,2):

Ma™) y(e) = BQ™) ult) ¢ n(t) (6.18)

Ma™) e 1t aq el t a“q'"
Wa™) = b het b (6.19)
n(t) = clg™) e(r)

donde ¢(q"") es algfin £1ltro estable de orden finito y o(t) es ruido

blanco de varianza o?,

Lema

El algoritmo 2 de minimos cuadrados gencralizados minimiza la fun -
cifn do coeto

Wy = b ;' e () (6.20)
Pt 7
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dnde
1 ﬁT -~ " ”~ " L) ~ ~
‘ 0 = (a "'"""’n‘b‘""'bn‘f"""fn)

e e AT o - Be™ )]

&oen

A L
Vi s e e g™ g

;
n
Mis atn, sl existe 7(q™") tal qua: '
WE) = o e(t) (6.21)
XS] *

Con e(t) nudd blawo gaussiang, entontes la solucién del método es la

¢o mixima verosimilitud aplicada al sistoma (6.18). .
' Cbservaclones:

l. Si se cumple (6,21) entonces la cstimacién tieno nropiodid de con=

sistuncia, y es asintSticamonte eficiento y normal cuando f + =

& H(ah), oan k = 1,2,.., (b ca el aGmero de {teractiones del algorit-
mo} forma una sucesidn mondtona decruciente Y acotada por 1o que s
oconvergonte,  Los posibles puntos limites de Sk deben ser puntos eg
tacianarios de la funci@n H(a). Se damustra quo para que estos puntos
soan cstables (esto es que 8 se canlchza on un entorto e dido -
punto lo suficientemonte poqueno, se converge hacia €1), deben ser
minimos relativos do H(B). Un punto silla, por ejamplo, no es es =
table. '

En el desarrollo (ue eigue se hacon las siguientes suposicioness: *

o8

8) la entrada u(t) cs:
ule) = u(e) + G(q") e, (t) (6.22)

donde
uy(t) es deterministica y periédica
6(q"") es un filtro cstable de orden finito
e;{t) e ruido hlanco

b) elt) ¥ ¢;(t) son independientes,
1a funcién W(0) minimizada denende del n® de dbservaciones ¥, Pero
con las dog suposiciones anteriores pucde ser probado que

a prob, 1 - N
H(O) emememmess V() para N » w ¥ 0, cloixlo

7

et |
( Al - A
B[';\('Lm- L {Ma™miq™ ) - atq it ‘))u(:)] +

R~ g™ !
+Zp [_’Lz_ﬂ.'l.__ n(:)] (6.23)
Mq

2 "
donde tfu,(¢)] se entiendo cano 1im L5 Z(h)
Noo i=1

(o) =

(ST

I

1a funcibn V(0) quxda definida entonces sobre R'"j estd claro que no to
do osto esmefo es do interfs, Se restrimge el conjunto do 8 Cactibles
para simplificar un poco el anilisis con las siquientes suposicioney =
adtcionales:

¢} Alz) ticne todos sus ceros fuera del cfrculo |z} = r> 1 (¢ pudki =

mo al)



o9
1) TG tione toke sus curos fuera del cfroulo lef s>t (p
plxine a 1)
¢} ;‘,lfif_n,scnamta:bz.

Se investigan ahora los minims  relativoe de V(0), cue son los posi=

bles puntoe de convergencia del algoritwo al minimizar W(0) para Ne«e

So distinguen dos situaciones: relacién sefial a ruido grande y rela-
" cin ecinl a ruldo poquedna.

Relacidn seMal a ryldo qrande

feorens 6.1

S\ el afstama (6.18), de orden n, controlable. La entrada u(t) eg
perslntentuonente wxcitante de orden 2n y el orden del modelo es n,
{os praibles valores de 0 se encuentran en un amjunto fI arbitrario,

ompacto.

Intonoes:
Biste una constante $p €al que 81 S4< 5/0 < », la funcitn de costo
(6.2)) time solamnto un punto estacionacio en(i. Esto puinto es un

afntro local de (6.23) y satisface:

;£ LT 9{1/5), S+ f=1,2,0004n
by *by e 0(1/5), Sew e 2en (6)
f, e f v 00/, s+ £9 0,200

o

ponde, Uamando (') = 1 + ?,q"t...&?nq'". se cumnle que (F) ,f;,...,
fn) es el munto que minimiza la funcifn

Vz(i',,...,?n) = E[(l"(q") n(\))’] (6,29)
Observaciones:

1) Nétese que el teorama no asogura convergencia asintélica do los po-
linamios Alq™") y B(q™') a aA(q™) y Blq™), 5ino & una proximidad de
estos,

La diferencia de los pardmetros a;y bi con suy estimadores (asintbti -
cos) es un infinitésimo de orden por 1o menos 1/S (5 + w), S se ase -

N ~
qura 31* ag ,bi*bislu*w.s*w

2} La restriccibn sobre la clase de seiiales de entradi os muy impor -
"
tante; 8f no se cumple, la funcifn de costo V(B) puode tener varios m-

nimos locales.

3} La suposicién de controlabilidad del sistama es debida a que si

existen factores cammes entre Alg™') y B(q™'), la ecuacibn {6.18) pue-
do ser dividida untro esos factores, y se llega a un sistom de wenor -
orden que el anterior, con otra correlacién de las perturbaciones, Es-

ta situacién se discute en el siguiente teorom.

4} La condicién {6.25) de mintnizacitn que cunple F(q~ ), puade ser
puesta, de acuerdo a (6,19), oamw que el polinanio Me e esel
que major aproxima & 1 en || ||;; en efecto, seas



an

] -, » - - -
B(q™) = F(q™) c(q™) = 1 + dyq '....«smq n

atonces, (h.....?") es tal que
] 2 :
(7 ¢ (dy) rauet (dm) » ot minimo

Teorems 6.2

Sca ¢l sistana (6.16), comtrolabla, do orden n. Se asunue un maxdelo da
orden nep, p0 y u(t) persistentomente excitante de orden ntp, So

-
«xasidoran estimados 0 en un conjunto @ compacto arbitrario. Entoncess

Bxiste una oanstant: 5, tal que el Sy € S/N ¢ =, 80 cunplo que

"
1) tods los minimoe locales de v(0) satisfacen

l Aa e alg™) g™ roll), S e

. . " (6,25)
By ) 3 B(q ) L{q ) +o(1), 5+
con
U s 10 & g hetp ‘!-P‘ )
adanis .
luq") sita™) vot), se- (a6
Hq™ ) o fa™ ) valt), S+w
dorxie
l.....lp.?l ""'imp es un punto estacionario de
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Vx(tln-J-"'-p-fl:o--.f ) = Efidq™y l:(q.l) nlt)}? (6,27}

ntp

La matriz de derivadas de segundo orden (licssiana) de ¥4 en dicho punto
debe ser positiva dufinida o positiva semidefinida.

11) 51 la matriz de sequndas derdvadas du ¥, es positiva definida cn
(2.,...,?‘"’1) entonces existe un Gnico minimo local, v los in-

finftfsims 0(1) en las f6rmulas (6,25} y (6.26) muxden ser reun
nlazadas por infinitesimos de orden mayor o igul que 1 respocto
1/5:a (1/%)

Adonis la matriz V" es positiva definida en este punto.
Observacisdn

Pa (6,25) se desprende <ue los minimos tienen la nropiedads

Y| N
Eﬁ_’-:»‘}’—(-i_-rl-co(n. S+ w

adqh Aa(q”)

CQuando la relacifn scial a ruido es poquefa, so puede ver que en geme
ral no existe un minimo Gnico de la funcida V(U).

Dirawm quo el ruido n(t) = c(q'l) e(t) satinface la "comdicifn de
auido", 61 cxisten al monos dos marejas de polinamios X.m"). ?‘.(q")
Y Ada™, Tata™) tales quos

IR I Ppae
Valarseoea froeenif ) 5 E (AL ::(_l)m' Loote)) (6.28)
. q



L1}]

tione m{nimos locales con matrices de derivadas de sejurxbo orden po-

sitivas definidas en (n:,....a:‘. f:.....t[“) y (a;,....a"’f:u--.f:‘)
Tuorems 6.3

S¢a u(t) persistentemonte excitante de orden n, y n(t) satisface la
xadiciéa del ruido. Entances existe un nGmero 5y > 0 tal que el
0 < S/N < 51, 1a funcitn V(0) tiene mis do un minimo local. Dos do
cllow ticnon la forma:
- AT
;\\(q Yyu Ai(q Yoo 0(s)y 8+ 0
Ao A (6.29)
P s Tefa7 ) e 0(s)y v 0
A A
am A, P, varojas de palinomios que se derivan do la definicién do
“wondicitn del ruido®. loe pntos ninimos dan residuos ¢(t),ca(t)

Qo satisfacen:
alt) - (o) =0 (s (5.30)

6.3.6 La implantacién del algoritmo 2: el proarama MICU/GENE 2

El algoritm 2 fue implantado en la computadora B-6800 del CSC do la
UuW ndiante el programa KICUGENL2, escrito en Pascal para dicha mi-
qaima,

Es muy similar el programa HICU/GLNE1 tanto en loe datos requeridos
oo en 1a forse du entregar rosultados.

b

1a Gnica gran diferencia ¢s que las sedales de entrada y salida se
vuelven a filtrar sin modificarse, en cada iteracién por ¢l filtro
”

l“ estimado en cada iteraci6n.

Cl digrama de flujo se mucstra en la fiqura (6,7), El listado puade

encontrarse en el apéndice 1.
comtenza )
UG )

L}

1R0S ¢ Panan §

HoNR LK. TEAKINA

‘) T
WL FHT, SAL
VYU s-YleFnt

YYPeyYe 5AL

nisco

IRIEIALITA
VARIABLES

ESTEMA A,B
)
(%, ¥

CALCULA RES)
buos (ats)

) ESTING £
[ (é)

ITHPRIRE
RESULTADN Y e
PARCIALEY

FULTRAL
uuye-F, 400

vrr P avy

) S——

DIAGRARA DC FLUJO OEL PAOGAANA WILU/GENED .-
S~

Flg 6.7



his

E). nnero de operaclanes es casl exactamente el mismo cn el programa
MICU/GLNEL, la Gnica diferencia es quo HICU/GENE2 no hay que reall =
o la actualizaci6n del filtro F, de R'x 1'/2 sumas y productos

{1} # n° de fteraciones).

h16

6.4 Experimentos con datos sImulados

6.4,1 Las slmudaciones

Para obsrvar sl las nrooiedades de los métodos descritos se cumlen
mara un ntmero ¥ de obsrvaciones, finito, y vara ejamlificar dichas
propiedades, se han hecho algunos experimentos can datos provenien=
tes de sistoms simulados. ‘

Se simularon dos sistamas de primer orden con perturbacioncs corce-
lacionadas, Las caracterfsticas de las sinulacions son log siguien

tes:
Slstema E:
Se rige por la ecuacibn en diferencias:
{1-0.89" byt = (07"} ule) + A (1-0.797") eftd (6.%1)

oon oft): ruido blanco de varanza 3, media cero, Si u(t) es blanco

de varfanza 1, modia cero, los valores de A para distintos S/N sons

S/N = 10 A o= 0,51097%
S/ = u A = 0,421994
S/ = ¢ A= 1,605908
SN = 0.1 A= 5,19475

Estos valorcs de A fucron calculados bajo las hioStesis menciona -
das, con el programa VARTANZA/SALIDA que ejecuta el algoritno des -
crito en el Capftulo 4,



1}

Sistema f:
5o rige por la ecuacién en diferenciass

(10.807") y(e) = (0™} wie) + —— et} (5.2)
{1-0.347")

oon ¢(t) ruido blanco de media cero y varianza unitaria. Si u(t)
¢8 ruido blanco, mdia cero y varianza unitaria, entonces low va-

loros de ) para distintas relaciones schal & ruido S/N, son:

S/ = 10 A s 0,738
S/N = 4 A= 0,270011
S/N =1 A = 0,746021
S/N = 0.1 A = 2,616

Nrkos sistams fueron simulados con el programa SIHULA, con entra=
da u = PR#S1D7, pertwbaciln e = RUICOS que simula uma sefal do

ruido blanco, media cero, varianza unitaria y distribucisa normal,

En tados 1os casos se simularan 1127 chservaciones de la salida,de
los cuales se descartaron las primeras 127. las 1000 restantes se
guardaron en archivos en disco de 1a canutadora B-6600 del CSC da

18 B para ser usaday on diversas powdxas,

Los simulaciones so hicicrom para distintos valores de S/N; los
nrbres de 108 archivos do salida de cada wna do estas simulacio -
nos se inlican en la aiguiente tabla:

e
S/N
Sistems 10 4 1 0.1
E SALE502 SALLSO3  SALLSOW  SALESGS

SALF502 SALFS503  SALFS5Q4  SALTSOS

Eatas seflales scrdn usadas a lo largo de este capftulo y el siguiente
vara {dentificar los slotmas que las guneraron a travds de dlstintos

algoritmos.

En los siquientes pirrafos se procoderd a identificar los sistemas con

los algoritmos de minimos cuadrados qeneralizados 1y 2.

En los primeros dos pirrafos se comparan los resultadc.)s de dichos al-
goritmos, y en los siguientes se compruchan las pronfedades del algo-

ritm 2,

6.4.2 Algoriwmo 1

Si identifics el sistema C suponiendo conocidos: el retraso {un ing
tante de muestreo), y las Srdenes ¥(M=0) y N(N=1). Este proceso se
repiti6 para distintos valores del orden R de los Filtros T de ca -
da ftoracién (R = 1,2,3,0) y para distintos niveles de ruido: S/K = 0.1,

1,4y 10.

En las siquicntes tablas se muestran los valores abtenidos vara los
estimadores ;,. by, 1a funciln da costo V(0), y el nlnero do itora -

cﬁ:ncn qua fueron necesarias para arribar a la convergenciia.



419

Roordoms e la funcitn de costo es:
V(0) = I ate)
&nde 1os reatcuos estimados et} eant
e« MG (7™ y(en) - Ba™") (Fea™) uten) (6,33)

siendo

N
177(q ) 8 1/Tqly e F, 1a aproximacitn autsreqresiva dol aroce~

1
80 del ruido

.

Meh el estimudo del molinanio Alg™')

.
Me™hH &1 estimo del polinondo bly"")

lis condiciones de convergencia fucron:

a: n° de {teraciones miximo 3 50
~ - - R)
fota 110,y - 011711l < 10
g2 llr, <1l < Rx 107! (6,34)
~ . B
v En(n'/t y(t)? <10
H <

Tatla 6.1 Yirero de fteracliones en la Identificacién del sls=
tera E con el alqoritmo |

& 1 2 3 4
S/N
10 7 6 5 5
[ 8 6 [ [
1 9 9 10 10
* 0.1 19 21 35 u5
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.

Tabla 6,11, Estimacién de los- parfmetros del sistema £ para
. distintos valares de S/Ny R, con el algoritmo

SIN Par R=t 2 3 4
10 Sy =0,7846 ~0.7941 =073 <0, 7971
‘ be 0.49913 0,909 0.9 0,902
ay ~0,76A3 | -6,7809 0,990 <0.794%)
4
by 0,414 0,955, 09072 0,4%842
ay =0,715% ] -0,772 =0.7820 ~0,76821
1
be 1.0028 0.941 0.4 [P
iy «0,5713 0.7168 ~0.ThBY 0. 7462
0.3 >
by 1,037 0,90621 0,941 0,949
Yaloren reales: ,a; = -0,4
by = 1

Tabla 6,111, Funcl6n de costo obtenida en la Ident!flcacién
del sistema E, para distintos Ry S/N,

R
SN ! 2 3 b

10 at.on | w1 21,63 | 278,90

§ 755,99 | 609.04) 698,35 | 6891

2927.25 | 2778.4 {2753.25 | 2761,54
0.1 (28084,73 {27593,82|27506,05 | 2753913
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la velocidad de convergencia la discutirems mis adelante, veamos
jrimero ofm son las estimaciones .:, y ;. en relacidn al nivel de
1uido (a través de S/N) y del orden R de los factores que aproxi -
tan la autoregresiSn del ruido,

Lependencia del ordes R

n estas simulaciones se han encontrado que la eleccin del orden R
s {mortante, vero que no arroja ninguna ventaja aumentarlo indefi

rddanente,

Tas figuras (6.8) y (6.9) mueatran los resultados do la cutimacifn o,
Y by cumtra el orden R , para distintas relaciones sefal a ruido.

Fooopkamg oue log valores roales do a, ¥ by son -0.0 ¥ 1 resncctd-

vaaite,

G

batall

1 3 ) 4
ESTINCION 3| VS, ORMN R PARA DISTINTAS RILACIORLS S/N.»

Fin 6.3

h22

108

(8

A\ o

0.9
1 1 3 (i
E)THN:IIN_G.VS. OWVN R VAFA DISTINTAS KELACKRIS S

Flq 6.9

Se puode cbservar cue independientosente de la relacin sefal a rul-
do, la estimacién a; mujora al aunentar R.
Sa dbticna una mejor estimacién en R = 2 que en R = 1, y una mejor

estimacinen R = 3 rquaen R = 2,

Sin ombargo soguir aumcntando R no mejora la estimacién de a;. Es
cbvio que la mejora se obtiene puesto que Grden:s mayores en los fac-

tores do I(q™') dan nds grados de libertad en la aproximacin.

Perv scquir aumentando R otorga mas grados de libertad en los coufi~
cientes de &rdones superiores, que en un filtro estahln tienden a
ser cada vez menos inmportantes, Por eso es que se bonstque una mejo
ra cada vez menor al incrementar R; mds an, para R = 4 la estimacién

de a; oon S/H = 0.1 es ligeramente inferior a la cbtenida en R = 3

(hecho que se carpensa al mejorar lig la imacién de b,),
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La entinacifn du by es en general mejor que 1a de a, (nStese que
las escalas de las figuras (6.8) y (6.9) son muy distintas),

Curf{ooamonte la cstimacifn de by para R = 1 es algo mejor qua pa-

ra R v 2,3,4 oo S/N = 0.1, 1, b,

Do R * 2 en adelante la estimacién de by pareco depender mucho mas
del ndvel de ruido que da el orden R, auwnque para S/ = 10 y S/H =
4 la estimaci6n es mejor N R = Iqueen R = 2y en R = 4 que en

K33,

Dn Rt = u todas lag estimaciones son mejores que en R = 3, aunque
la tondneia guneral parvee ser, cam cn ¢l caso de :,, que no hay
vantajas del Lncromento de R, Mds aln, las diferencias l;,-.n.l
h:. -be] no 5010 permencoen bastante estables al awwntar R, sino
qu adends, para cada valor de S/k son bastante similares,

La absicrvacibn hedha scbre el efecto de aumentar el 6rden R puoda
canyrobarse und vez rds chservando 1} variaci6a de la funcifn de
@uto do la fdontificacibn, En la figura (6,10) oo hun dibujado
las funciones de costo obtonidas on la ddentificaci6n vara S/N = 0.1
1,4,10 contra el orden K de cada fdentiffcacién, Fueron normalfza
daw multiplicindolas por el factor {(S/N) x 10™") para poder ser =
dibujaday con una misma escala.

W2k

Notesa la franca disminucién de aumentar R hasta 3 y el franoo cstan
camlento al aumentarlo de 3 a 4, Con los datog utilizados, el va -~
lor resal de la suma de los cuadrados de las purtudxaciones e(t) co~
rresponde en la figura al valor 2,76235. En la sigulente tabla se
listan low valores de lag funcionus de costo nomalizaduy cbtenidas

conR=3yR=H,

Tabla 6.1V, Valores normalizados de la funcién de costa,
paraR =3y A=l .

S/N . funcién normal. R« 3 Roed
10 \ 2.7563 2,799
L] A\ 2,753 22,7576
1 v, 2,753 2.7615
0.1 Y, 2.7506 2.7899

Oependencia del nlivel de ruido

En la figura (6.8) sc puede apreciar que cualiquicra soa el valor

de R, la estimcifn de 4, es mejor cuando menor sea la potencia del
ruido (mayores valores de S/H), En la figura (6.9) munde verse que
excepto mara K = 1, ge cwple tanbibn que la estimacibn de by es ro

jor a menor potencia del ruido,

En la figura (6.11} se ilustra mejor la situacifn para R = 1. Se

grafican las estimaciones de a; y be contra S/N, vara R = §.



\'(smn.n-v,-lo"
VISAT) ¥ 0
Vs d) -\‘_‘uz.;no
VIS/A 10} o (a10

.8
] H 3 {R) L}
Funxidned de costo de las identl(leaciones del sistema B ve,
Grden R, para relsciones seflal & Tuldo: S/V0.1,1,4 ¥ 10,

Fig 6.10
‘a estimacitn do o, mejora al disminuir la potencia del ruido,
’ara by al pasar by de un valor por exceso a uno per defecto del
alor roal, se para en S/N = 1 por uwa estimaciGn muy cercana al
valar real by

las figuras (6.12) y (6.13) muestran la evolucifn do los estim-
A A
iorus 4, y by al variar S/N de 0.1 a 10, parametrizado en el or~

dan R (R » 3, 2,3,4),

In la fiqura 6,12 pade cbservarse claramente como converme o, al
valoy roal a; para 5/N + » cualquiera sea el valor da R, Por
¢jurplo para R = 1 ¢l ertor de la estimacifn sigue muy aproximy -

dsmnte wa ley:

I.:, - ay] = 0.ua(s/m o
Paxie vorse admis que no se abticnen diferuncias apreciables al
apuntar Rde J a 4.
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*0,5TI3K

0.8

n'd 1 4 {S/N)10
1,030

. 1 " 4

Estimacién ﬂ.;.,n. S/N vara Rel,algoritmn 1.

Fig 6,11
<0.8%
(@) ‘ '
AV
e
x4
[
0.8
T T oA 0

ESTINACION ‘I V5. RELACION S/N PARA DISTINTOS OWVNTS R,

Fig 6,12
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' la figura (6.14) se amplia la parte inferior derecha do la figu=
ra (6.12) para distinguir las curvas correspondientes aR = 3 y
it a 4 que aparecen encimadas en dicha figura.

-
In la figura (6.1]) se observan las estimaciones b, para R = 1,2,3,
& graficado contra la relacién sefial a ruido S/H.

Puxie aprocjarsa la tendencia convurgenty de by Y be para S5/H cro =
clonte.  Lias 10wag corruspondiuntes a B & 1,3 y 4 siguen i ton =

duncta bastante sinilar,

En partiycular para R s 3 y R = 4 el error absoluto en la estimacitn
. sigua bastante apruximadamente una ley:

Ibe - be| @ 0.022 (s/1)%"

(X1
X ' 4 1SA 10
ESTIMACION B, VS, WZACION S/N PARA DISTINTOS ORDENLS R.
Fig 6.13

«0.7

Gy

*0.8
1

428
Rel
Fig 6,14
) (5/N) 10
Estimacin Ty va, S/N para distlutos
GN:JI‘I”I-J".I:{']N‘-] (6,15) ue wiplfa la purte fwquictd do la figura (6.13)

(correspondiente a 5/H = 1,4,10), para distinquir las lincas que se

suparponen  en dicha figura.

En resumen, se ha podido apreciar una tendencia da convergencia de

Jos pardmetros estimados a sus valores roales, cuando la rotencia

del ruido tiende a disminuir.

1.0V

N

0,974
R 4 (S/N) 10
Hastlmaclén buvs.S/N,pave distintos Sridenes X

Flg 6.15
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fdent I ficacién del proceso de ruldo

Al miswo tiowo que se estimaron los pardmotros a; y by fue aproxi=-
medo el proceso dol rwido oo 1/7(q™") + 1/Felq™ ueur (47') Bien
Jdo § el n2 de iteraciones.

ol sistena simidado quo ha 81do fdoentificado, el proouso dul
ruido cs)

nie) = M1 - 0.7 7" et

2m e(t) ruldo blancw de modia cero y varianza unitaria {simulando
wa distribucién nomal).

30 pretende aproximir el proceso M.At C(q") 2 (1 -0,7 q") con
o proceso ARes 2(q™') = i"(%"}' 3 1a aproximaci6n es exacta si

Fla™*) = 100.7q7 40,499 7240.3u3¢ 0. 20019 7"+ 0168197 ¢... (6,35)

-
La expansién 1iq™") = o by 4~} contieno tnfinitos téminas, Los
primeros 6 coeficientes (escritos en (6,35)) san tales que

o

-
742 v 0,024 G, (11, es docir que los cooficientes no cscritos

50 7
on (6.35) fwan miy poou reu(octo edtos sels primros,  Por cuo low
tamramos en cucnta para juzqar la bondad de 1a estimacitn r‘(q").
y para distintos valores de la relacién sefial a rufdo de la simla -

citn,

Punde cbervarse que la aproximacifn de £ (1 % 1,2,...) depende fuer
tamante dol orden R, mis que de la notancia del ruido. Debo recor -

430

darse que se ha impucsto la condicibn fe = o = 1.

Para un orden R dado, se cbtienen bucnas aproxdmaciones de flaee

fpo siendo bastante poores las estimaciones de r‘ml. fren o0

En la tablaV sehan recuadrado las estimaciones de l'i con i<k

En cuanto a la influencia del nivel de rufdo, pusde apreciarse que
dmt.m de los estimados ;l @n i < R siuwpre es ;R el estinador que
amnpeora mis rédpidanente al bajar 1a relacién sefal a ruido,

-
Para los otros estimadores f i i < R so cbticne una buena estima -
cién dentro de los niveles de ruido corresnardlientes a S/K = 10,4,
1, pero la estimici6n desmejora enormnente oara /N = 0.1, en for

ma anfloga con la peor estimacién de by ¥ ay.
6.4.3 Identificacién del sistema £ con el algoritmo 2

El sisteoma I fue identificado con el algoritmo 2 para relaciones
scfales a ruido S/N = 10,4,1,0.1 y 6rdenes de aproximacifn del pro

ceso del ruido: R = 1,2,3,4,

1 lag wiguiuvntos tablag su presantan ol resultado de la estiniciée
de los parfmetros a; y bg, y 1a funci6n da costo asociala a la

identificacita.

Mis adelante, donde se discute la estinacibn sobre las perturbacio=-
nes, s@ incluyen los resultados do la estimacién de los parfmetros
del proceso autoregresivo 1/F(q”1).
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Yable 6.V, Estimacién del proceso dab ruldo del s(stema E con el
algoritmo 1, para R = 1,2,3,4 y S/N = 0,1,1,4,10,

Tabla 6.VI1, Funcién de costo asociada a la estimaciGn

del sistema E, algoritmo 2, para distin =
£, fa £, £\ fs tos valores de S/N y R, '
K s/u 0.7 0.9 0.343 | 0,701 | 0,1601
10 AN 0,1252 | 0,0073 | 0.0001
! “ f6u72 f 0,130 | 0,0095 { 0,000
1 2.617¢ || o,1u21 | 0,0152 | 0,0008
0.1 5,975 || 0,108 | 0.0146 | 0,0013
10 0,716 0,4381 | 0.1531 | 0.0507 | 0,00062 S/N R= } 2 3 u
4 0.71104 | o.u793 [l 0.1607 |o0.0432 [ 00101 ,
1 ] 0,573 | o.u547 || 0,1812 | 0,0556 | 0,01u3
0.1 0,417 0.3900 {l 0,1511 [0,0076) 0,0123 10 316.67 200,23 279, 275.4%
. . ) [ 762,91 722,92 1 eean | goa.y
10 0,7200 | 0,u960 | 0.3101 ] 0,162 | 0,0072 ' ; - . .
M 0,166 | o.uesy | 0.3057 f[ 0,103 ! 0,0u16 ! 302569 2098,27 | 27RIACH 2790.1%
] 1 0,70%7 0,4097 J 0.2903 | 0.13%0 { 0,0317 0,1 20364,67 27872,01 | 27581.09 | 27433, 8
0.1 0,6736 | o2 J0.2406 [ 0,161 § 0,0011
10 u.7200 | 04543 | 0,3379 | 0, tHarll 0,0000
[} 0,17 | o.waut [ 0.3129 | o.4772ff 0.0u51 El nGrero de sario o
. \ 07056 ottt | o.ovte | onrsus| o.omr nanero 1teraciones necesario para arribar a la converquncia en
01 oy | oueey |o.207 [0.1000f 0,0363 cada uwno do estos casos se indica en la tabla 6.V1IL.
By la identificacifn del sistumd se supuso conocido al retraso (ks1}, Tabla &, V111, N2 de iteraciones enpleadas por el
) algoritmo 2 para converger en la
al ordon n{N=0} y el orden l(Kz1), . Identificacién del sist, E
Tobla 6.V1, Estimacién de los parSmetros a ¥ b. del siste~ - s Re 1 2 3 4
ma €, con el algoritmo 2.
10 L] [ 4 5
SN parin. [t e ) ? 3 4 4 4 5 5 6
a -0, 77w | -0.7977 | ~0,7730 -0,7958 1 6 7 [ 10
0 by | emen| o | oan | 0,990 : : o] 12 Ja2ln |5
“ oy «0,7u%0 ) =0,7739 |} -0.78%9 0,716

by 0.9912 0.9540 0.9301 0.9472

0,696 0.7260 0.7611 0.7787 lLas condiciones utilizadas en la identificacitn nara detoctar con -
a) <0, 6k -0. -0, -0,

! by 1,0007 0,17963 0,945 0.9810 , m“m ﬁmm sinilares a las {6,34) utilizadas ara el algorit

a) <O.uuu2 [ -0.6009 «0,0809 -0,7u07
oty {0474 | 1,0196 | 0,977 0,9403 . molt
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ab 0¥ do fteraciones mixlwo = G0

~ ~ )
B 1105,y - Ol /11011 < 10 ,
Bax |Irgyy = Tyl Aleg =111y <10 (6.36)
Bt Lelt)? /5 y*e) €107

t t

1l prograna se detione al curplirse a, 6 dos de las condiciones B
EJ‘ es el vector do parimetros estimado en la iteracifn i: Bi =

- - -

(0;.....0"’]1-; I, es el vector de pardnotroa del proceso del rutdo

n la {teracién it

-
PRIt fi..... f".‘)T
y definimos

N« 184

Nependencla del orden R

hiscutironoe primero como dependen a; y bo calculadas en estas esti-
1aciones respocto R y S/N, mis adelante verams las anroximaciones al
jaroceso del ruido.

tw cspera que al sunentar k aumenta la nrecisiéa con que se aproxima
ul proceo de lus perturbeclones, o indircctanente modates entonces o

toner una mejor aproximacién de la parte determin{stica,

En 1a tabla 6.VI puoden verse las estimaciones de aj y by, En lag fi-
guras (6.16) y {6.17) sc dibujan las estimaciones do a1 y by contra ol
ordan R para distintos valores de la relacifn seial a ruido.
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Para la eatimaci6n do 4) paedu camrulurse qus pera cualquiera do las
relaciones S/H, la estimaci6n se aproxima monotonamente al valor real
{-0.8), para R crecientes. La myjora {absoluta) de aumentar el orden

R en una unidad es cada vez menor para valores de R cada vez mayores,

En cuanto a la estimacifn de be, ésta parece mejor en el sentido de
~

que para todos los valores de R y S/l experimentados, ¢l valor de be

nunca se aleja ni al 6% de distancia de su valor real (1); esto es

que esta carprendido dentro del intervalo (0.94, 1,05).

“0.4

L]

SN ’

1 H 3w
Estimcién '-" vs, brdcn Rnars S/Ne 10 , 4,1, 0,

I

s -
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.08

&a
' ﬁqu—)
\ LXIRIN] '2__.
e —————
0,94
1 ) 3 (n) 4

TSTINACION By VS, OWIEN R, FARA RELACIONES S/N = 10, 4 , 1, 0.1 o»
Fig 6.17
Para lou valores maa altos da S/, la estimacién IA». pricticamente
n> detarde de ¥, y es proxima al valor real {oscila alredodor de
0.989).

Para valores mis bajos de (S/N), espocialmente para S/N = 0.1 es

caankd s¢ abticnon las poores estimiciones. Lo veromnos que ure-
cisamnto S/N = 0.1 esta cerca del valor s; mencionado en el teore-
ma 6.3, a partir del cual se abticnen varios puntos de convergencia

y la fdntificacitn se vuelve muy pobre y poco confiable.

bu tols mancras se repitid la identificacifn eara S/N = 0.1 y valo
o8 mds altos de R para ver a{ se mentiene la tendencia de alejamien
t) chuervada on la Eiqura (6,17), pero se comprobd un estancamiento

da ;. al aumentar #, tanbién para S/H = 0.1

Clarsunts no se cbticno una estimacifn mejor de by al soguir aumm=
tando el valor do k.
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~
Con esto y los resultados obsarvados para a1 pucde camprokarse la
cbservacibn de Stdorstrdn et al (47}, en el sentido de que no ticne

efecto apreciable sequir auncntando cl orden R del polinamio l‘(q")

Esta afimmacién puode caprobarse una voz nds observando 1a varia =
cléa do la funcién do costos V(0,F)

V0. ) = F et

donde
~ " 1 - ~ ~
olt) = Mg ) {F(a™) y(e)) - Ba™") (Fg™h wte)} (6.7

En la figura (6.18) sa dibujan las funciones do costo normalizado,
de cada relaciba S/M, contra el orden R.

Las funciones normalizadas soni
Vy o= VS x s/ x 107

Pucde abservarse que la mejora obtenida en aumntar R en una unidad

es cada vez menar para R creciente,

La dieminuci6n en awnentar R do 4 a 5,apenas podrd obeervarse a la es
cala de la figura (6.18). '

Sin anbargo la disninucitn relativa todavia es mis apreciable que en
el algoritmo 1 para los mismos valares de K. Conpdrese con la figu=
ra (6;10), notando que 1as cscala no son iguales.
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v

" “—n____h‘-———__‘-hki

L
vs/mer0) o v, u10?
RNV A RS
v(s/us 1) e vy x 10!
Vis/ueo.0)e vy = 10!
3
[ y (W) 3
fungidn de coeto nursallzads va, Stdon &, pore

ralasiones

:

sohal o roldo s S/ue Qb , 1 L 4, 10

Fig 6.i8

h38

Dependencia del nivel de ruido

De acuerdo al teorema (6.1), se espera que para el nlmero de
ocbsurvaciones N+=, ge cumplan las ccuaciones (6.24), donde el

polinomio F(q-l) se obticne minimizando (6.25).

Por supuesto que al extender este resultado para un Srden K

del polinomio F{q™!) afstinto a los 6rdencs de Alg™l), o(g~!

)l

log infinitésimos O(1/(S/N)), S/N+= dependen de R. En parti~
~

cular se ha observado que los quc corresponden a a, en nucs-

tras simulaciones son decrecientes con K.

-~
Se espera pues unas distancias Gal a lal - all y dbo L]
-
|b° - bol' decrecientes para S/N+= al menos de orden 1 en el

infinitéaimo 1/(5/N}, 5/l+=,

Las figuras (6.19) y (6.20) muestran estas distancias contra
§/N computadas para {S/N} = 0.1,1,4,10, y para las identifica

ciones hechas con 6rdenes R = 1,2,3,4.
Para Gal 8@ observa una disminuci6n monotSnica con S/N.

Las escalas son logarftmicau, y se ha dibujado en 1fnea pun-

teada una lfneca de pendiente 1/(S/N), que es la que se capera.

La tendencia no alcanza esta pendiente, pero se aproxima cada

vez mia para valores de (S/N) cada vez mayores.
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()Y

2,08

@)

) T (5] W o 1

Figura (6.19) Figura (6.20)

~
Para la distancia ebo, la tendencia es también decrecicente en
téiminoe generales; pero la tondencia no alcanza ol valor de

1/{s/N) sedalada por la direccitn do la lfnea punteada.
- -
De todos modos Bbo es en general bastante menor que 631’ co-
mo ya habfa eido observado.
-

-
Se comprucba entonces que tanto a, como bo 868 aproximan a LYY

y b° respectivamente para S/N crecientes.

Lt dmacaBn dul proceso del ruldo

De acucrdo al tcorema 6.1 para relaciones sefal a ruido gran-
dos, la cstimacibn P‘ « F para S/N+=, donde el polinomio F es

t4 dado por la mintmizacibén de (6.25).

¢ (3/N) 10

Nl
Leror e estinacitn 63, va, SMnara Be 1, 2,3, 4 om Brior do estimcitn §5e va. S/M,pars Srden R« 1,2,3,4,¢

hho

En al caso que estudiamos aeste equivale a ques

v, (FW B = BIF@Y ¢ ctg™h) eten)? = ntatmo
(6,38)

como

Fla™h) =1+ Ea™h + Bg™2 4ok Ta™®

h,

entonces minimizar (6.38) cuando e(t) es un procaeso estacio-

Supangamos quo ety = (3 -0y

nario caracterizable como ruido blanco,implica minimizar una
funcibn cuadrdtica en las variables 'f‘l, que resulta de la su~
ma de cuadrados da los coeficiantes del polinomio producto:

Fig™h cig™h,
Entoncest

at ) F-af, =0
' afl + (1+fxz)'£'z -a '53 =0
afy + (ad)Ey ma ¥ =0 » (6.39)

.
H

2, =
afpy + (14) Ty =0

Lo que equivale a resolver el wistema Toeplitz triangular:
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(X'

3y

0.

tror o estinalin £3) va. SN ke 1, 2,5, 4

2.05"

éh

Yy 0.00%

Ut

) 4 (/N) 19 0.1 [
Figura (6,19} Figura (6.20})
-
Para la distancia abo, la tendencia es también docreciente en
téimines gencrales; pero la tondencla no alcanza ¢l valor de

i/\‘S/N) scifalada por la direccién de la Ifnca punteada,

- " .
De todos modos cbo es en general bastante menor que 6a1, cor

mo ya habfa sido observado.

- a
Se comprucba entonces que tanto a, coma bo se aproximan a a

Y bo respectivamente para S/N crecientes.

Lutdmacsi6n del proceso dul ruido

De acucrdo al tcorcma 6.1 para relacioneas seiial a ruido gran-
des, la estimacién Foo= F para S/N+=, donde el polinomio F ea

t8 dado por la minimizacién do (6.25).

LNV RT]
Error do estirucifn 83. ¥3. S/N,pars brden R = 1,2,3,4,0

LLT]

En el caso que estudiamos asta equivale a quet

v, (B B = B(F@@™) * cla™) e(6))? = nfnino
(6,30)
como
Flg™) =1+ 'Elq’l + qu“z
Suponganios que Cly™Y) = (1 -0 ¢l
entonces minimizar (6.38) cuando e(t} es un proceso estacio-
nario caracterizable como ruido blanco,implica minimizar una
funcién cuadrdtica on las variables ~f'l, que resulta de la su-
ma de cuadrados de los coeficiontes del polinomfe preducto:

Fla™ ctg™.
Entonces:

- + (1+u2) ?l-ufz-o
CaF, + (140YF, -0 Ey =0
of, + (un“)'fJ -aft =0 (6.39)

“?R-.l + (1+uz) T -0

Lo que equivale a resolver el sistema Toeplitz triangularx:
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a2 - o ..., 0 0 5]l [
- w? o L., 0 0 ?} 0
0 = 1? ...0 o % (=] (6.40)
o 0o o ... w? ]| |0

en el sistema E que estamos simulando uw 0,7; lucgo, sustitu=
yendo su valor y resolviendo (6,40) para R = 1,2,3,4 encontra
mows’ los valores tedPicos a los que debe converger la estima=
cior ; del f4ltvo, y quo se tabulan a continuacidn en la Ta=
bla 6.1X,

TABLA 6,1X, Pardmetros ‘1' {4 = 1,.4.R Tebricon

Pardretso =l 2 3 ]
4, 0.4698 |0,6029 | 0,6554 | 0.6778
1, - 0.2832 | 0.3951 | 0.4449
I, - - 0,1856 | 0.2682
7, - - - 0.1260

De acuerdo al teorcma 6.1, la diferencia entrc estos valoras
y los estimados, es, para §/i+= un infinitésimo de orden al

menos 1 en el infi{nftéaimo 1/(S/N), S/N+=,

£n la aiguiente tabla se dan los valores estimados t‘1 para dig
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tintos S/,

Ly
TABLA 6.X. Estimaciones fl’ i=l.,,R, para R = 1,2,3,4 y
§/N = 0.1,1,4,1.0,

R Pardmetro §/1=0,1 1 4 10
"
1 £, .0.3265 0.4314 0,4683 0.4784
BN D 1 J0.4788
. £ 0.5056 0.5910 0.6184 0.6257
1, 0.1936 0.2632 0.2872 0.293%
Y
' f'x 10,6062 0.6634 0.6611 0.6860
3 gy 0.3257 . | 0.3909 0.4121 0.4181
QJ'; 0,132 0.1744 0,1884 0.1924
— —
N 10,6652 0.6486 0.7091 0.7123
R g
ey - 0.4108 0.4546 0.4688 0.4731
‘ . :
oty 0,2254 0.2639 0,2767 0.2805
)
£, 0.0924 0.1153 0.1229 0.1252

Efectivamente las estimaciones estdn bastante cerca de lo que
s¢ esperaba, Pero analizando la cvoluvidn de lasg estinmacio-
nes para S/N crecientes hemoa encontriacdo que se trata preci-
samente en las estimaciones EL donde podemos comprender cla-
ramente €l efecto que tiene la finitud del nlmero de observa=

ciones (que en todoa estos casos fue N = 1000}, Veamos esto.

Aunque los valores tabulados en la Tabla 6.X s&e hallan préxi-



mos & los valores tabulados en la Tabla 6.IX que son los asin

téticos para S/N+s {y N+=), en todos los casos excepto para

R = 4 el estimador fd' se nota el mismo tipo de comportamien=
-

to, para S/N creclente fx sc aproxima a eu valor asintético

por defecto, pero luego lo supera,

Hemos ejemplificado date graficando en la figura (6.21,a), la
varfacibn de ;1 correspondiente a R = 2 contra S/N. Luego,
1a diferencia con el valor tabulado en b.IX no seo parece en
nada a un infinitdeimo de orden 1 en 5/N. Para el caso del

ejemplo, esta diferencia se grafica en la figura (6.21,b),

trente a esto resultado proscguimos las simulaciones para
§/N = 100, para vor si ofectivamunte euste error disminuye, y,
por lo contrario ol resultado fue un estancamiento de los es-

- L]
timadorcs f‘ a un valor prdxino al obtenido para S/N = 10,

Lo que sucede es quo cl filtro asint6tico Flq™h), para s/tiew

o8 efectivamente el que resulta de la minimizacién (6.25):

2

minlvy (.00 ) = mtnfe Fgh ntd

donde n{t) es el proceso do las perturbacioncs, pero para un

ndnero finito de observaciones, Flg 1) es el quo minimizat

Ve (et =2 1 [F@h a2 iea
N te=l

Lo 1lamarcmos Fl(q~

1).

Con los mismos datos numéricos heinos minimizado

(Fla™h (1-0.76"Y) ele))? T (6.42)
?l
a.630Y 4 (SIS)W0
0,5050
0.0973
®
153
0 ) 1 4 (s
0.6315
?l
©
0,505

EstimaciOn f\ para Red vs.5/N y ervor de estimacibn,

Figura (6.21)



coh @l algoritmo de m{nimos cuadrados estudiado anteriorman- i

to., Los resultados son las de la Tabla 6.XI.

para el caso R = 3,

Para ¢l ojomplo du la figura (6.21.d), so ha yraficado un
{(6.71.c} ol mismo estimador fl de R = 2 contra S/N, compardn=~

dol¢ con li obtenido con la minimizacién (6.42)

-
ConpBrense & y c , la convergencia de !1 a ti hace mucho

mis sentido que a fl.

N\

TADLA 6.XI. Valores de t‘;, i=1,.,R, que resultan de minimi~- : 0,004
[

wa (6.42) .1 1 & {s/n) 10
Blutancie I!:-?ll ¥e. ralacién sehal o ruldo,le),2,3, Re),-

Figura (6.22)

fardmetro Ral R=2 =) R={
£ 0.4864 0,6315 | 0.6900 | 0,3154 Ralaci6n sefial a ruido pequeiio
15 - 0.2989 | 0.4230 | 0.4776
,5 - - 0.1964 | 0.2857 llemos querido verificar con alg@n ejemplo el resultado prin-
cipal dado por el tcorena 6.3, es decir ques para relaciones
£ - - - 0.1294 IS
sefhal a ruide lo suficientemente grandes, la funcién V(6) da

da por (6.23) tieno mis du un mfnimo relativo, Usta funcibn

¢ ha comprobado e) mismo comportamiento ¢n todos los casos
es el lfmite con probabilidad 1 de la funci6n minimizada por

-
do luas estimaciones £, de la Tabla 6.X., Estos muestran ten-
el algoritmo 2 de mfnimos cuadrados generalizados, para N+=.

dencia a converger al valor f} correspondiente, para S/ cre

clente,
Los resultados que #se presentan siguen siendo obtenidos para

N = 1000.
A modo de sjemplo se grafican en la figura {(6.22) los erro~

-
L]
ros ¢ l‘n
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Se hicferon reiteradas identificaciones sogre el sistema E con
el algoritmo 2 para R = 3 y S/N = 1,0.,1, 0.01. ConS/N=1y
S/t = 0,1 se encontrd solo un mfnimo relativo de la funcidn
de costo minimizada, En cambio para $/N = 0,01 se cncontra=-

von dos de e¢stos puntos.

Pars ilustrar esta situacifn, se repitid la identificacién con
los valores de R y 5/N mencionados, pero en lugar de iniciali=-
zar vl algoritmo con una estimacién de mfnimos cuadrados, se
lo infcializ8 con valores mis arbitrarios todavfa, Los valo-
ras eleyidos do forma que los resultados grdficos fueran visua
lzables sont (ay, bo)y = (=1,1.5), (=0.6,1,5), (=0.2,1.5),
{0,2,1.%), (0.,6,1,5), {-1,0,7}, {~0,5,0.7), (-0.3,0.7),
(0.6,0.7), (-1,-0,3), (-0.6,~0,3}, (-0,2,-0,3), (0,2,-0.3),
(0.6,-0.3).

En las figuras (6.23), (6.24), (6.25) se presentan los resul-
tados da las identificaciones con S/N = i, 0.1, 0,01 respecti-

vamente, inicializadas cn loa puntos mencionados.

Las trayectorias su obtuvicron unicndo von seygmontos de recta
law cstimacionoes sucesivas, ituracidn a {teraciOn, Loy puntos
inictales cstdn ennarcados en circulitos, y con cruces se seia
lan e} pardmetro rcal @ y los puntos de convergencia 5. Todas
las trayectorias convergen a algtn 3. En las figuras donde

hay un solo punto de convergencia, & €1 arriban; donde hay mds

de un punto de convergencia, cada trayecdoria arriba a uno y
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uno sélo de estos puntos.

Las flechas indican la direccién en que se siguieron las tra-

3

A
yoctorias de loa estimadores. b

Neli A
]

Trayectorias de la estimacién,S/Net
Figura (6.23)

Nétuse quo lueyo du la  primer ituractén, todas las wigulen
tos dan eantimadoras sobro una curva a la quu homos llawado €

en las figuras (6,23} y (6.24), veremos porqué.
Primero convenimos por simplicidad en trabajar en el caso

asint6tico (N+=), sino basta con considerar promedios ecn el

N
tiempo de la forma £ L , que puede verse que @s lo que se
N t=}

et ap o e A —— e by .
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Trprectorias de la estloncién,S/N0.1

(1

Ch e e e ey

Trevactoriss ds 1a ostimecifn A/N=0,0) .-
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hace en realidad para un ndmero finito de muestras, §{ conve

N
nimos como antes en llamar E uz(t) = lim i T uztt), y man-
N+ N =l

tenemod las condiciones a) y b} du la seccibn 6.3.5.%

Llamemous 01 - (al,.... an bo""" bn)T (no incluye los pari
métros f£,])cntonces puede verse que la curva C(o,) es la va-

riedad definida por:

. . .
0y = (8,] Brta™HA@™) yee) - Bg™) wie))? = menino

gobre 0, para alg@n conjunto fl....fn) 1 {6.43)
Donde hemos convenido cn llamari

P(q-l) =14 flq-l Foaaet fnq"R
conjunto de valores admisibles para fl....l'R

~ - "N - - -
Alg 1), Blg 1), estimaciones de Alq 1), B{q 1) con los pa-

”
rémctros de 8y

Esto es que C (01) es el conjunto de puntos 01 (Il....fk,
{y(t)}, (u(t))) que minimizan la funcién de costo dv la deti-
nicidn para los puntos fl"'fu del conjunto admisible F , da-

das las observaciones (u{t)),{y()) t = 1,2,....

Las trayectorias de la estimaci6n por m{nimos cuadrados genu=
ralizados #e mantienen dentro de € pues el método es de rela

jacién. En efecto, en cada iteraciSn, primero.se realiza una
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minimizaciOn sobre los pardnetros f, (1a de la Lteracidn antg
tior) obteni€ndoss un filtro,digamos Fiq™) = 1 + g, gt ...,

ety q™® con el que ee filtran entradas y salidas.

Bl valor de 0, que se obtiene en seguida (;1) s aquel que mi
niniza la funcidn definida en {6.43) para P(q'l) ya dado.

for lo tanto en cualquier iteracidn la eatimacién 3 es tal

qua los primeros parfmetros son los del vector 31 quo satisfa
- P

ce (6.43) para “1""!\) = (fy04.£;) de la estimacitn ante-

riog.

Supongamos ahora que existe un mfnimo relativo de V(s) defi~

nida en (6.23). Forzosamente éste debs entar contenido enC
£n efecto, siendo n{t) y u(t) independientes puede verse quai

a A gAa O L

V(o) = 5- EP@ A yin - Bl wia D (6es)

Sujongamos que sl mfnimo corresponde ai

L) - "~ ~ ‘.

8% (ay000eip0 booseaiby, B0 T
luego o1 fijamos (£y...£) = (f,...T0), el punto

:l ] (:‘...;-) debe ser un R{nimo relativo de la funcibn defi

nida en (6.43), .'. €C
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NOtese que la Gnica diferencia entre (6.43) y (6.45) es que
en (6.45) los pardmatros ‘1";‘11 son libres {dentro de algdn
compacto) y en (6.43) no.

Desarrollemos otra vez (6.45)1

~ Sl A o n B -
v « 1o ﬁﬂ;i-;- g hpig™h-ahBE Y luw
q

. {6.46)

intuftivamente puede verse que en la minimizacién de (6.46},
hay dos sumandos no independientes pero que tienen un peso.
relativo que depende de la relacién sefial a ruido §/N, Cuan-
do 5/N+» la varianza de n(t)+0, al mantener u(t). Resulta 1§
gico entonces el resultado del teorema (6,1) que asegura que
;(q'l) y ;(q-l) son préximos a Alg”Y) y B(g™Y) (en el sentido
de la norma de su diferencia), luego en el segundo témmino
Algh/atg™) Y (s/n+=) y la optimizacién respecto ;‘(q-‘l) o8
para I-A‘(q-") préximo al valor que minimiza BI;(q'x)n(t)Iz.

Cuando 8/N+0 el segundo sumando de (6.46) tisne un peso rela~
tivo bastante mayor, y precisamente la existencia du mfnimos
locales para este término fue 1o que se definidé como "condi-
ci6n de ruido” cuando se traté el problema de relacibn seiial

a ruido pequefia,

A Al A el
2 +ln| Mg JFlg ) )fl( nie) [?
? Ag )



En las sinulaciones realizadas ee confirma todo lo anterior.,

En primer lugar, al disminuir S/N de 1 a 0.1 la funcién de
ccsto medida sobre € se va aplanando y la convergencia es

mis lenta.

Pcr ejumplo, micntras en la figura 6,23, partiendo desde ¢,

L]
we converge a8 O en 22 iteraciones, en las identifi{cacionos de
ls figura (6.24) sucede yue partiendo del mismo punto f 80 By

peca apenas el punto e en unas 70 iteracliones.

En las ident{ficaciones de la figura (6.24) para S/N = 0.1 el
‘segmento de € comprendido entre a y b o vuelve particularmen
te plano. Por ejemplo: wmientras pasar desde a hasta b impli-
can mas de 120 iteraciones y una reducci6n de la funcidn de

coato de 67.6 {lo que representa un 0.236%), el pasaje de c a
d se hace con uni baja de la misma funcién do 638.9 (lo que

representa un 2.4%), y desde c se necesitan 18 {teracionos pa

-
ra superar el punto 4 y alcanzar convergencia en 0,

£l splanamtunty du € wo hacw oupucialmunte fuurtu on law ey

ximidades del punto seiialado como a.

Pero si las diferencias al disminuir S/M de 1 a 0.1 son cuan-
titativas, al divminuir de 0.1 a 0.01 estas diferencias dan un
salto en calidad, aparecen dos mfnimos relativos de W(0) sobre

- -

C '0l Yy 62 en la figura (6.25). Estos tienen valores:
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- T s "
01 w (-0,6567, 0.2066) 0y = (0.4583, 0.4230)

ambos pueden considerarse para un rango muy amplio de aplica-
ciones como malas estimaciones del pardmetro 0.

La curva c aparece dividida e¢n dos curvasi C 1Y 02 de acuer
do al punto de convergencia al cual converge el alyoritmo

-~ L]
(01 é 02), inicializado sobre la curva.

Entre los dos tramos (31 ye2 dibujados, hay un segmento de C
que no estd dibujado y que pucde probarse fdcilmente debe con
tener al menos un extremo relativo de H(a) , Y al menos un mi-
ximo relativo sobre C (pudiendo ser el mismo}. El mdximo re-

-
lativo en C as un punto de W{(8}.

Nada asegura ain embargo que no haya mds m{nimos relativos so

bre C,

De los dos puntos de convergencia halladus, ambos correspon-
den a sistemas discretos realizables, paro 32 podrfa ser dese
chado pur ojemplo ul ve tratara de un slotows mucutreade (wo
puede haber polos sobre el semieje negativo, aungue se encuen

tren dentro del cfrculo unitario) de primer orden.

Pueden entonces sugerirse reglas pricticas para la bdsgueda

-
da mfninos de ¥W{0) en forma mis eficiento:



Ln primer lugar limitar el conjunto factible do soluciones a
partir de consideraciones ffsicas (realizabilidad, estabflf-
dad, etc.), y conatruir la variedad C dontro de esta regidn,
por tramos en forna interactiva buscando numéricamente (p.ej.
Por extrapolacidn) puntos préximos a C en lugares Optimos en

¢l sentido de minimizar tiempo de miquina,

Eato es aplicable especialmente cuando S/N+= (valores yrandes),
ts#tamos buscando un solo extremo relativo y quercmos minimizac
el 1lmuro do iteraciones ya que resulta extremadamente costoso
paru muestras grandes, teniendo claro, que para S/N+= de todos

modcas 1a convergencia es cada vez mis ripida.

14 Algunos resultados comparativos un la fdentificacién

del sistema E

Ln las Tablas 6.1 y 6.VIII w0 sefialaron el ndmero de iteracio-
nhes :mpleadas por Jos algorftmos 1y 2 respoctivamante, de mfe
ninos cuadrados generalizados, para llegar a la convergencia
en la fdentificacién dul siutuma E, con distintos valoros du
lavw rolsctonus wedal a rutdo simuladas, y orden R on la fdone-

tiflcacibn,

Las condtcloﬁol impuestas pars detener los algoritmos: (6.34)

¥y (6.35) mon muy similarcs.

Los dos algoritmos emplearon un nnero semejante de iteracio-

nas.

Para ¢l algoritmo 1 se observa que ¢l nlmero de iteraclones
crece mucho al aumentar la potencia del ruido (S/tisw), y, pa=
ra valores altos de S/N decrece ligeramente al aumentar el
orden R, y crece al aumentar R para los valores mis bajos simu

lados de S/N.

Para el algoritmo 2 se ha encontrado que en estas simulacio-
nea el ndmero de iteraciones crece tanto al aumentar R como al

disminuir S/N.

Para bajos niveles do ruido, vl auwnunto del naGmero de ftuvaciy
nes al aumentar R ¢s muy pequefio, en cambio en ¢l nivel de ruf
do mis alto que fue simulado (S5/N = 0.1), el nfuero do itera-

cliones e# aproximadamente proporcional a R.
La dependencia del nivel de ruido es muy fuerte,

Comparativamentae, como hemos dicho los dou algoritmos emplea-

ron nfimeros similares de fteraciones para llegar a la conver-

gencia; on casi todos los casos el algoritmo 2 cmpleé un nfime=
ro ligeramente inferior o igual quo ¢l algoritmo uno, uxcepto

para el nivel mds alto de ruido y con los valores mis altos

de R(S/N = 0,1 con R= 3 y R‘), donde el nﬂmerc'du iteracioncs
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del] algoritmo 2 es mayor que el del algoritmo 1.

En cuanto al resultado de la estimaciébn, e¢l pardmetro bo tie-
ne estimaciones similarecs con los dos algoritmos para valorus

iguales de S/N y R. Lgto es previsible puesto que ya habfa-

mos visto que los algoritmos no mejoran mucho la estimacidén do.

bo respecto a mfnimos cuadrados,debido a la estructura del mo=~
dolo. (Referirse por ejemplo a la seccién donde se discutié
la estinacifn sesgada del cstimador de minimos cuadrados cuap

do las perturbaciones estdn correlacionadas),

En cambio para el estimador a, e pueden hacer algunas observa

.
ciones.

En las icentificaciones con ambos algoritmos se ha verificado
jue en ambos se obtiene una mejor estimacibn de ay al aumen~
tar ¢l orden R puusto que hay una mejor aproximacién del pro-

coso de las perturbaciones,

-
Tambi6n en smbos la moujoura quu resulta un a; do auncntar R en

una unidad ce menor cuanto mds grande se¢a R,

: ~
Loe dos algoritmos dan mojores resultados de a, para mayoros

valores de 5/N.

Pero para iguales valores de §/N y R el algoritmo 1 arrojil una

hsg

-~
mejor estimacidn a, que el algoritmo 2.

Esto se debo a que el algoritmo 2 cstima el procuso de las
perturbaciones con un filtro de mayor orden qua el algoritino

2.

Esta situacién puede comprobarse en las Tablas 6.11 y 6.VI

- -
que muestran las estimaciones a, y bo de ambos algoritmos.

Se encontrd sin embargo que hay una mayor proximidad entre
-
las eatimaciones a obtenidas con un orden R a través del al-

goritmo 1, y un oxden R+l a través dul algoritmo 2,

Puede observarse esto en las tablas mencionadas; para ilustrar

este hecho se han dibujado en las figuras (6.26) y (6.27) las
a

estimaciones a, con los algoritmos 1 y 2 vs. K para dos rela-

cionos seiial a ruido particularcs: S/N = 10 y 1.
«0.05

(5/8=10)

@)

lyard

par,

< =0.0
1 i 3 ®) 4
Estimcitn §, vs, Gnlen R,bars S/Ne10,de los aluorites iyl

Figura {(6.26)



+0.65

.
(s

«0.0

[ 3 {®) 4

ESTINGCION l' VS, ORILN K TE LOS ALSDRITHIS ) ¥ 2,PARA S/N=1.
Figura (6.,27)

En la tigura (6.28) se muostra la estimacidn de a Y bD con
amtos algoritmos contra el ndmero de iteraciones para S/N =
10y Ra= 2,

Antos algoritmos comienzan con la misma estimacidn inicial

(ls de m{nimos cuadrados), y luego se itera hasta la conver=~

gercia. Q.7184
G|)
algor.?
"
0.8
1 H 3 4 $ []

v (3.) / algor. iyl
09695

Estinaciones a;,bs vs.ninero Jo Jtoraciones.
Figura (6.28)

Esta simulaciOn mucstra el comportamiento que fué tipico en

las identificaciones hechas sobre el sistema E:

"
. mientras para a; se obtienen resultados distintos, para
a
bo gon semujanten (en estu caso demasiado).

. el algoritmo 2 llega mis rdpido a la convergencia, pero
-
a un valor ay mds alejado del real ay, que ¢l algoritmo

1.

6.4.5 TIdentificacién del sistema F con el algoritmo 2

Con las schalgs obtcnidas de la simulacién del sistoma F, que
se doacriben en e) pdrrafo 6.4.1 se identificé dicho sistcma

con el algoritmo 2, con R = 1, N = 1, M= 0 y rotraso k = 1.

En la Tabla 6.XII se muestran los valores de los cstimadores

IS A A

a, y bo' fl' el ndmero de iteraciones i, y el valor de la fun
L)

ci6n do costo W(0), para cada una de las rclaciones seflal a

ruido consideradas: §/N = 10, 4, 1, 0.1,

TABLA 6.XII, Resultados de la identdficacibn del sistema ¥
con el algoritme 2, R =1, §/N = 10,4,1,0.1

- - - -
S/ . 3y bo 51 i wi{n)
10 «0,7977 0,9991 ~0,2865 3 58.8562
4 =-0.7979 0.999 -0.2862 4 142,154
1 -0,8017 0.9999 ~0,2813 5 568,647
0.1 -0,8179 1.0026 -0.2611 6 | 9683.7
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A simple vista puede apreciarse la enorme proximidad de las
estimaciones & sus valores reales (recordemos que a - ~0.8,

bo wl, £ = -0,3},

1

Debir constderavse que ¢l statema F tiene la estructura eoxacta

para ¢l algoritmo 21 orden finito y perturbacionos que resul

tan de una autoregresién o proceso AR, y adem&s hcmos supucs~

to ¢onocido ¢l ordon oxacto dul sistema,

Farn infinitas mucstras, esperarfamos, de acuardo al tcorcma
-~ " L) .
6.1 que para S5/N*= los estimadores a. bo’ fx convergon a suse

valores reales.

Part un nnuro finito de muestras hemos encontrado convergen=

cia a una proximidad de los valores reales; este punto de con

veryencia, a su vez, tiende a los valores reales para N+,

En e¢ste caso también vuelve a ver{ficarsoc esta afirmacién,

"

tn Ja flgyura (6.29) se dibujan las ustimacionus ay. bo' tl

contra la rclaci6n seihal a ruido.

Puede verse que para S/N creclientes dichos estimadores tien-

den a converger a un valor cercano al pardmetro real.

- -~ ~ L) "
Pars OT - (51. bo’ t1) sste valor de convergencia es aproxima

damente (-0.7977, 0,9991, -0, 2865).

«0,8
h [$7L1Y]
%)
«0.8119
1,9026
(QJ k\\\\\\\~\\\>
) (SIN)IO
«0.7611
H
(G
=0.3 b=y + Qarym 1]

Porimetron ullmdol ¥, $/N A=, 3)stems ¥,
Figura (6.29)

Para estae sistema en particular, con estos datos simulados,
1a proximidad del sistema identificado respecto el sistema
vectorial (desde el punto de vista paramétrico), es enorme.
Nétese que adn para la relacibn sefial a ruido mis baja de las
cuatro consideradas, los pardmutros cstdn préximos a wus valo

res reales.

Para ejemplificar cémo se podrfa atacar el problema de la de-
terminacién del orden R cuando este es desconocido hemos rea-
1izado la identificacidn del sistema F con ei misimo algoritmo

para S/N = 1 pero variando Rt R = 0,1,2,3,
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La tdentificaci6n para R = 0 es la de mfnimos cuadrados ordi-
narios, que as{ puede considerarse un curso s@mamente particy
lar de mfnimos cuadrados generalizados. El valor obtenido pa
ra la funcidn de costo de la identificacién en cada uno de es

tos cuatro casos s¢ muestra en la Tabla 6.XIII.

TABLA 6.XTII

R Ww{o}

0 609,398
1 568.647
2 568,264
3 567.528

En Ja fiyura (6.30) se grafican estas cantidades contra el

orden R cmplead?‘oen cada simulacién.

vi®)

o ) 1 )

Funclén ds costo de 1a ldentificacién ve.R
Sisteme F, 1000 obssrveciones,$/nel.

-
En esta, figura puede apreciarse la enorme disminuci6n de W(b)

g4

al pasar de R~ 0 a R = 1, que represcnta una diferencia de

. -
valores de W(0) de 40.751 frente a 0.383 y 0.736 que son las

-
disminuciones de W(0) al pasar de R = 1 aR=2, ydaR=2a

R = 3 respectivamente.

Esto sugiere extender los criterios vistos para minimos cua-

drados ordinarios a minimos cuadrados genvralizados.

En el caso representado en la figura resulta bastante obvio
ol resultudo R = 1, pero para datos nho simulados en gencral

no as tdn fdcil.
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@6 haoe la apraximaciéni

.o
n(t') Ty e{t) (7.2)
con| e(t) ruido blanco de media ocro
Mgy = 1eaqt e a "

307 = bot bya™ 4 .int b g

M) ) -]
. Fg") = 1+fq +.“+frqr

suppngamog quo hay datos (entradas y salidas del sistuna) u(c), y(t)

7. MINIMOS CUADRADIS GENERALIZADOS RECURSIVOS ta tsk; entonces llamanda

r
7.1 €l _mitodo ub(k) = u(k) « 1§1 E'l ulk=}) (7.3)

' r
# ' A -
yr{k) y{k) + 113" f‘l y(k-§)

Basadds en el métody de minimoo cuadrados gonerilizados propucsto por
U S CED NPV TOR  RETT F U R AR

Clarcke, lhaastin~Jans y Sage (1969}, {28} presentaron un algoritmo

reawrsLvo que apraxima el método visto en el capftulo anterior, Para T .
L0 e (a‘,.... an b.‘b‘,...,hm) {1.9)
ello se propone realizar altemadamente la estimicién de 1a dindmica
de Ja parte deterministica y el prooeso do las perturbaciones, recur- xr;‘r Y
i
sivimente, omforme se recibe cada nueva pareja de datos, en lugar de < _ x;'T oy yl2)# (7.6)
’ ’ k . Yook H
haourlo an tods los diws on cada iteracifn, . .
x,':r ylkyn

Se ajpyuvecha para ¢i0 el esquoma recursivo de mininoe cuadrados.

Supungaros otra wei el sistom de la figura (6,3), rogido por la ecua=
ciin

L] * .
T % Ote (1.7

T
A(Q-I) ylt) s B(Q-‘) ul(t) +alt) (1.1) e, " (e(1)y.0sy0(k)) (7.8)

’ de elumentos no correlacionados.
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(-n(k=1)4ee0y=nlk=r})

(Fiafaepnaef)

oF (1)
¢ T n(2)
' "0
éKT k)
l‘.k 0; ¢+ o

(7,9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

pits (7,12) no s mis que 1a ecwacién (7.2) mucsto en forma matricial

puat s 1,2,,..0,

Avra bion, conocidos x‘k. Y.k N "k‘ Ek po puede ostimar 0 y 0; por mf~

nioos cundrados 1

-l
- )
XY
0y(k) = ()(k Xk)

~ T )
0s(k) (l‘] L'k) LN

aT

(7.13)
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Pensando ahora en un esquom recursivo, cuando arriban los mwevos da-

toss u(kel), y(k+41) nlk+1), se pucde actualizar 1a estinacibn de 0,

y 0 con el algoritmo de Plackett visto en el capftulo S:

'~ N i nT oA #
0y(ke1) = B (k) - Bkl Gy 1K) = v (k1))

i P

ket

"

T 0
P % "k e
AT
Ty Ky Axey Pe {donda b, (¥
14 xﬁr P )("
kt1 'k kt

T &
0y(kt1) = ag(k) . % CL‘H(.C};:I O2(k) - nlk+1))

%es * % -

1

Qk_€14) ch” O

T
1+ 1:,‘N Qk ck“

T
* r'kn O l:kn

{7.1%)

“x"')
k

(7,15

Tyt
(donde f))\=(|:k Lk) )

La dbservacifn que hay que hacer aqui es obvias

Para estimar 0; hubo que conocer x: ' Y: 1o que implica haber padido

conocer las entradas y salidas filtradust uwh(i), y#(i).

Para csto, oo

nocidog las entradas y salidas u(i), y(i) habrfa que procesar el £il -

trado (7.3).

Esto es que para estimar 0 supusimos conocide 0.

Aalogunente, para estimr 0z guaeeson coexeidog R AN 1o qui e

acucrdo a (7.9) y (7.11) inplica conocer n{i), €l proceso de las per =

turbacioncs,

Para conooer el proceso de 1as perturbucionos a paredr

del conocimiento de entradas y salidas es preciso conocer los pardme -

tros Alyesey 3y boyeee, bm del sistama, En resunens para estimar O

supusimos conocida Oy.
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Nuestro prablam de tdentificacitn lo haws puesto en téminos do cuti- largo du las rocursiones, los Gltimos daton pren mds que las anterlo =
mar os mardmotros O, ¥ 0;, desconocidos ambos. [0 que 56 propone en- res en las ecuaciones (7.14) y (7.15).
tenoes cs aplicar el procudimiento anterior,modificdndolo.

Para es0 sc pucde por ejuamplo,utilizar el esquaa visto en el capftulo
Para citinar 0 on lujar do utilizar 0, ,utilzar el estimudo actual de 5, do olvido exponencial, con alyln coeficiunte de olvido préwinn o 1.
et pardmeiros 6,

El mftodo quada como se ha representado en la figura (7.1), camo dos

pira estimar 0y , on lujar do utilizar 0,, utilizar el estimado actual
alstomas no lineales, acoplados a través de dos £iltrados variables en

0. -
el tiempo.
Eito se haco a travis de las sigufentes modificaciones: aproximaranog
ul, y*, n awo aigu A
FILTRADD G3*lhel)

- LIS 1716) A
u* (Ke1) = ulket) ¢+ L F, ulker-j) ESTIMACION
"

B,
i - T A LAl

1 con £ estimda ou tek O 0, =
y* (he1) W y(ketd + £ £, yOo1e]) -] FILTRADO j*en .14

o 1 {1.18)

TR 7 . -
: : G
Atked) ® ALGTY yO1) = Ma™h) ulh) « ylkend - al, Oy(he) : ulkhed_| '
- y.0el) y

/

e {7.17) 91“.11 /\\
o ' “ 7 RETARDD
dnde ) entunado 0)(ke1) ey el abtenfdo en t 3 kil, . i
. . N FILTRADO Ao} CSTIMACION

S) sustituyen eston valores ud(kel), yl(ke1), nlkel) por ut(kel), yAkeld, {1.17) . oE ”1 ——6'—-:3(.."
(7.15} ]

nikel) respoctivamnte en las ecuaciones anteriores. ) . /

Flg 7.1

Dabe scialarse akrds, que ovo la estimcién es recursiva, las sciales
uyy no eon filtradas por loo mismos pardmetros para dbtener uk, y#,
Akmis la estimacifn do las perturbacfones se haca oon polinanice’

;(q"). ;(q") variables en el tiano. Es necesario entanoes quo & lo



an

A_Igurlum 3

Reescribamos explicitaments el algoritmo, con todas las modificacioncs
de las ecunciones anteriorest

Whkets + ulkea) + F 40K ulkei-g) (7.18)
=1

a | JEN

yo(he1) < y(ke1) + X fj(k) yikel-j) (7.19)
=1

P - P b OL0M) < Yake1))

0y(ke1) = 0, (k) - ;’{ e (7.20)

Atk hiy

0 a7
Hke1) -% [rk - ﬂ—"{'é'—"m—?—] } t7.21)

T
ot “k'l Pk xkn
. nike1) = y(kel) = x;“ (AT (7.22)
dardo
Koy & (VKD eoryhed)yee s yCh-ne1) yuked)yo o yulhadom))
N (1.23)
x:fl B (oph KD oo ymydlkont])y Wh(ke1) 00, ub(kedom))
R . T ~ -
Oylke1) v Oy(k) - Ok exeileny;00(k) < nlket)) (7.2}

T

L ckol Qk it

o * - [ak - Bl i D ] (7.25)
kel b Be :knoh Ex

T - -
L (~n{k)yeeey ~nlk-r)) {7.26)

e la recursifn para t = k+l:
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1) Calcular ut(ké1), ya(ke1) con (7.18) y (7.19)

2} Actualizar con ud(k+1), y#(k} el vector x:Tpam abtencer x:1 ocamn
(7.23)
3} Calcular G,(kn) con (7.20) y actualizar I'k oara abtenar "kﬂ can

(7.21)

4) Actualizar el vector x)'( para dbtener "I com on {7.23)

41

5) Calcular n(k+1) con (7.22)

6) Actualizar el vector ¢, para tencr g, Como en (7.26)

k1
7} Calcular 0;(k+1) con {7.24) y actualizar Qk vara abtener Oku con

(7,25)

inicializar cont

0:00) = 03 03(0) = 0; xot 0; xy = 0 €4 2 03 Po = kI} Qo 2 kI

ocon k »> 1. En las simaciones hemos usado distintos valores de k mg_

prondidos en 100 < k < 10000,

Observacknes sobre

Cano se ha discutido en el Capftulo 5, los valores de a y 8 (0<a<l),
0<g<1) influyen en la capacidad de las estimaciones de @; y Oz, de se -

quir las variaciones de los pardmetros en el tienpo.
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51 e va & trabajar an sistanas variables en el tiamo (lentarents va«
ribles o cuasiesthticos) canviene elegir a y B apropiados para las va=
rfacioncs do O, y 6,, o mjor dicho agpropiados para las velocidades da

varixitn do 0y y 0,. Vaor para esto lag seccionwes 5.8.1 y 5.12.7.

De todos modos hay que fijar un valor miximo para o y 8 de acuerdo al
transitorio tnicial on las ecutimacianes 3. Y 6. quo 0 pucden admitir,
U forme mis eficicnto de roducir el transitorio es utilizar el esquoe
m de factor de olvido varjuble, ya discutido en la seccifn 5.0.1y
qu onaisto e sustituir o en (7.21) y (7.22) y 8 en (7.24), (7,25}
por .

B * %oy % T o))

#

(1.27)

e {1 )

et ® B0y By “8t0)

acn valores iniclalos ay, By ¥ velocidades a(0), 8(0) elogidas anzpptg'

dvante,

Estd claro que pucden haber también caquams Intermol{os entro abas 80
luciones, que disminuyan el transitorio y quo permitan el trabajo con
ststas lontawnts varisblos en el tiowo, modificando (7,37) de mane=

e e

) «a's 1
"‘:‘ ° para ke w

b * 872
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por ejarplot
Mt et ey .
M * B R

aon Oyygv By dados por  (7.27)

Para las similacioncs quo veramos,mis adelanto se ha utilizado a=(:0,99

Alqoritmo &

Conaiderunos el algoritmo 3, y obscrvemos el soyundo paso. Se actuali-

22 el voctor x:T para obtener el vector ,:TI:
: +

T

A ~ ~h N
v® (-y"(k).....-y'(k-n-l). u (kol)....,u"(kOI-m))

<
K

los elanentos oon fndice i, han sido calculados de {7.18) y (7.19)

can Jos coeficiontes fy(i-1), joi...r, es docir con la eutimicibn

Or(4-3). ' ’

PCro s{ BUPONGMOS quO 0:(k) ca una major estimicifn de 0, quo Sg(k-n, !

por qué no calcular el vector "

kel cont

L) | NS
U s al) e T 0 ue]) e kelemgan,ke
g1 3
{1.29)
a ry r a
y () « y(i) ¢+ L £, (k) uli-§) o 1 % keden,.ea,k
gm 3

o8 docir recalculande (8 roestimando) todos 1oe el da -:" -
baso & la dltima estimacin da 0,1 8,(!:).
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Se propone entonces el mismo algoritmo, excento en el segundo paso,
donde se reestima todo el vector n:ﬂ en lugar de agrojarle wélo doe
nuevos estimados (;a(k), ;‘(ku)).

Las propioludes do convergencia no se alteran, nero pucde verse, que en
nhns casos se rduce enormmumonte el transitorio infcial {ver p. ehs

“n.

La desventaja es que on cada recursifn agregaros mis filtrados, 1o quo
trplica myor tiugo do procesamiento, Camo siurproe la eleccibn do
ww U otro algoriumo implica un compromiso antre Buy ventajas y desven

tajas.

la converyencia de catbos algoritmos la discutiroms mis adelante en

el mismo capitulo,

Mimcro de operaclunes

Qnsidorwdo que la infcializacifn es arbitraria, contab{licoms el
nt de sums y praductos necesarios para llevar a cabo una rocursifn do
lo# algoritmos 3 y 43

Algoritro 3

Cilevlo £ de sumas # de productos
1) filtrado u,y R 2R
2) Lstimacisn &, 3 % [3p’ ' 'Ip] 2p! + Sp
3) Istimicién @ P T op
4) Estiracion T b pweoen] 282 ¢ SR

Total (por recursién)] 1.5p7eu,5ped 5SRE45.5p | 2pTe6pezhTeTR
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donde henos puesto p = H ¢+ N + 1,

Algorltmo 4
Célculo # de sumas # de productos

1) Tiltredo v R

B P Pk
2) Cstimacién A, B %- [Sp’ + 7p] 207+ 5p
3) Bstimacibn; p P

s
4) Cotimacién I : [JR’ ' m] M v 5k

Total (por 1.5p744.5p41 JSRP43.5RipR | 2pP46pa2R? 45045

(recursién}

La diferencia entre anbos es, coo se ha mencianado, el filtralo para
dbtener uh, y*. En el algorito 3 esto inplica 2K sums y projuctos
por recuraibn, y en el algoritmo 4 inplica pR sumas y productos por re

cursitn,

7.2 tmplantaclén de los alqoritmos 3 y 4

Los algoritros J y 4, descritos en -las piginas anteriores han sido
implantades en la computadora B6600 del C.SC, de la U.N.A.M. a través
da los programas MICU/GENLI y NICU/GLHIW respectivamente.

Estos programis fucron cs&ritnu en Pascal y su listado puwxde hallarse
en el Apindice D.

El diagrama de flujo bisico de anbos programas es el de la figura 7.2,
La finica diferencia entre ambos es la seccibn donde se realiza el fil
trado para producic ut y yd como se ha descrito en las piginas anto =

riores,
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3 o0vte 3t
T
seen

TN

BIACAAeN B FLID BE waturCINE), RICWILONEN o
Flg 7.2
A diferencia do KICU/GLNEY Y HICU/GENE? on estos dos programas las en-

tradas y salidas ee loon dvduna pareja en cada recursin, diroctamente

do los archivog ent y sal de disco,

La sucesifn de estimaciones de a; {z1...H; bj‘ §=0...H; fk' Kk31.0R
para 1<t<l e guardan en archivo “ESTI" en disco, al final de la eje =
oxifn do arbos programas,
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7.3 ldeatlflcacién del sistema E

En esta seccia sé describen algunos resultados chtenidos con los al-
goritmos 3 y 4 pobre las schales del sistama L,

En el capftulo anterior se describi6 la simulacién de un sistoma de

primer orden al que se depanind L.

Lau sefales obtenidan que se dotallan en la seccion 6,401, sinulan re-
laciones seial a ruido S/t = 10,4,1,0.1, Con dichas sefiales se nroce-
dib a identificar este sistema, utilizando para tal fin distintos valo
res dol orden R. En todos los casos se utilizaron los pardnetros rea

lcs del sistamat retraso k=1, orden N=1, orden 4:=0,
influencia del orden R

Henos encontrado on lag sfumlaciones una mejora en el roesultado de la
estimacifn, al aumentar el orden R, pura relaciones seial a rujdo po =
queRas,  Sin anbargo hanos notado una influencia fuertanante negatd -
va del incromento de R sobre el transitorio inicial de los algoritmos.

Voos estos hachos oon algunos «jopléy,

En las figuras (7,3) y (7.4) se muestra el resultado dala catimaciOn
de a; ¥ by del sistoma L para una misma relacidn sefial a ruido S/ =1

con el algoritmo 4 y R = 1 ¥y R = 3 respoectivamente.

Compdrensa ambas figuras con la figura (5.65) quo representa la iden-
tificacién del mismo eistama, con el procedimiento de mSnxnos cuadra
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dos (1o que oquivale a usar minimos cuadrados gencralizados con R=0),

Puxie abservarse fue hacer R = 1 (figura {7.3)) disminuye sensiblomen
welscapch:, smm(mrarnwnlaestumcimga . Debe tenerse
on cunta que estmos usando un factor de olvido a=80.99, lo que jun
to can 1a estimacién variable do 1(q”') explican las oscilaciones da

-

b
3.
®
[} - .-
300 (L} 1000
A
H
-0.8
£ETINALDS LH Ls 500 Pt A
" A -0.4700
Al -0.80%7 Vo iies
H N ) «011a
’ ¥ 1o 0.uuny
fi
IDENTIFICACION DEL SISTLHA B CON FI ALAORITKD 3 ,%/e) . Rl =
Fla 7.3
A
by
1 PP e Y o =
AR WS S A4
o M
s00 (%) 1000
%
r\\-—s——-..o—sa—-\__ !
-
. LSTINALOS 1N te 300 ESTIAALDG EN 41000
() ~U,vey Al ~0:7097
RO 0uni 80 10170
Ft 0,8478 Fi 0.57%0
F 2 0,314 £ 2  0.2va0
F3 o0.uve ©F 3 0.0845

ANBRTIVICACION DEL SISTENA K CON EL ALCORITNO & ,8/ue} , Ko} .=

Flg 7.4
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Aumentar R de 1 a 3 mejora ligeramente la estimacibn bgy reduce bas=
tante mis el sesgo de la estimacibn ay.

Esto parece deberse a que una mejor estimacifn del proceso de ruido,
mejora la estimaci6n del parfmetro a,.

En la figura 7.5 se presentan las estimaciones de ay y by contra el
orden do R, obtenidas por los algoritmos 3 y 4, EL nmero de mues -
tras considerado fué 1000. El valor de la relaci6n seial a ruido

80 mantuvo constante e igual a 10,

En la grifica, el supefndice §=3,k indica que se trata de la estima-

cifn ohtenida con el algorito 3 o 4 respectivante,

El nivel cero representa el valor real del par&metro {ay = -0.8, by 3
1), por lo quo se desprende que on realidad se graficaron los aleja=
miontos de loe estimados respecto su valor real,

>

H ) (1]} .
asrinscronts 8,8 vi. 4 pana s/me0,

Flg 7.5
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Made verse que la estimacién de bo estd bastante mis préxima al valor
roal que la estimaciGn de ;. Anbos algoritmos dan resultados muy pa-
necidos, especialmente para ;o . la estimicibn :. con el algoritmo 4

e ligeramente mejor que la que da el algoritmo 3.

Para by, al considerar R creciendo de 1 a 4 no se obtiene una mejora,

el valor de by se manticne dentro de un entorno do by .

a
En catblo las estimaciones a} y a) del pardmetro 4, mejoran para valo-

res crociontes de R,

bura valores mis altos de la potencia de ruido hemos carprabado que el

,aumnto do R no mejora la estimacitn.

Pera flustrar esto, en la figura (7.6) se prescrtan las estimaciones de
a) ¥y by an oondiciones anilogas a las de la figura (7.5) pero para una
relacién seial a ruido S/N = 1, El nGmero do mucstras sigue siendo

100,

X
e I
[TLNLIIST LI Y ‘..l.'l. A PANA Slesl,

' Fig 1.6
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En la figura (7.6) pucde verse que aumentar R de 1 a 2 redunda on una
mejora de li;a estimaciones ;, y GQ cbtenidas con anbos algoritmos; para
R=1yR=2las estimaciones que dan los algoritmos 3 y 4 son casi
exactamente iquales.

Pero para mayores valores de R(3 y 4), mientras que se nejoran sensi -
blomonte  las estimaciones'a;, y by del algoritno 4, las del algoritmo

3 ampeoran,

Cbservando las grificas correspondientes a 40 estinaciones simuladas, se
not§ la tendencia a aumentar el transitorio inicial del algoritmo, al

aumentar el orden R.

El algoritmo 4 se mostré monos sensible a coste transitorio. Incluso en
simulaciones correspondicntes a la figura (7.5), {(donde se camrucha
una mejora de la identificacifn para mayores valores de R), se notd un

aumento del transitorio inicial para mayores valores de K.

En las figuras (7.7) y (7.6} se muestra un cjenmlo: la fdentificacidn
recursiva del sistem L, con wa relacifn sefal a ruido S/ = 10, con
el algoritmd 3. 10 la flqura (7.7) oo prewenta o Sdontificacifn oon

R=1, ¥y en la (7.8) sec presunta la identificacibn con K = 3.

La estimacién final es mojor para K = 3 que para R = 1. Fn yeneral pa-
ra un nGrero de muestras N> 500 la eutimaciGn con R = 3 es mejor quo
con R = 1, Pero para N < 500 el transitor{o inicial ¢s cnome con k=3,

como puoda apreciarse en la figqura (7.8).
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\ 3

~0.0 |-\

IDBNTITICACION DEL $ISTEMA K COR CL ALGORITHO 3, 3/N=10 ,hel .=

Flg 7.7

ToERTIPLCACION DEL STSTLHA £ CON EL ALGORITKO 3,S/Hw10,Re) .=

fig 7.8

In las mismas condiciones, para el algoritmo 4, la identificacién se

v aprnas )igerawste deterjorada para N < 100 con R = 3, cao ajenas

ode distinquirse en la coparacién de las figura (7.9) y (7.10).

T. Shlorstrim et al, (1978} (48}, habfan notado este fenfmeno, indl -

cndo respucto a 1as diferencias entre el algoritro 3y el algoritno

4, qu.‘ &tas uan menores y no ticnen influencia en el oonportamdento

asintétioo (K + =), y en el anilisis de convergencia de anbos algorit

xe. _Es docir que muoda analizarso su converguncia por iqual .

"Sin

4k .

avbargo’~ irdican - (estas menores diferencias).,. "puxien tener una

influencia importante en el camortamicnto transitorio del algoritmo”,

Mds adelante, refiriéndose a sus resultados abtenidos mediante simu=

laciones, los migmos autores scialan que para altos ¢rdencs M han ap

oontrads una tendencia creciente de la funcifn de costo; indicwdo

que pada punde ser ganado aummtando demsindo el orden R,

Para disminuir el cfccto del transitorio ellos utilizan el tactor de

olvido recursivo que ya havos discutido, y suwyieren que las primeras

recursiones (allos lo hicieron en las primeras 50), se hagan fmponien

do 1(q™'} = 1, es docir sin filtrar entradas y salidas.

.
00 [LH 1000

[ 24

hY

TDERTIPICACION DEL SISTEMA B CON EL ALRORITHO 4, 8/Nell -, Rel -

Fig 7.9
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En resunn, el auito de k trae en general wn beneficio en la estima- Influencla de la_potencia de las perturbaciones

cin de los pardmetros para N+ =, pero para un nfmero finito de mes

tras doben tomarse precauciones para evitar el transitorjo inicial,que Camo cra previsible se ha encontrado que se dbticnen nejores est brido-
se traduoe on la convergencia mis suave hacla un mejor estimubor de lou res de loe pardmetros con menores niveles de potencia de las perturba-
[urémetros (para mayores valores de R}, pero con una menor velocidad ciones.

de canvergoncia.
Por ejemplo en las figuras(7.11) y (7.12) se representa la evolucién

Este fonfreno se ha encontrado en forma mis acentuxda para menores va= de la identificacifn hecha con el algoritno 4, con R = 4 para las re -
lores do Ja relacifm scial a ruido, y encuentra su explicacién en la lacianes sefial a ruido S/ = 10 y 1 respectivanente.

fooma de las trayoctorias en el plamda fase de una ecuacifn diferen -

clyl ordinaria asociada al algoritmo, que se discutird en esto capftu- . I T v
™
10 junto can 1a convergencia de otros algoritmos recurs{vos.
* 300 o} oo
L
'
! bi <= "l . 0.4 L &
TBENTIPICACION DEL SHTENA § CON BL ALCORITHO 4, 0/Nel0 , Nob .o
Fig 7.11
°
o) (L} onn .
%
. ) S e VP PoaN
A i Vg S e 4
II A}
-0
»
IDESTIFICACION DEL BISTEMA § CON L ALCORITNG 4,8/Mel0,Xe) .o so0 . Mo
N ]

IBLNTIFICACION BEL B16TEPA 2,60M LL ALEORITNO 4,8/3m] Res

Flg 7.10

Fig 7,12
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Ey las figuras (7.13) y (7.14) sc presentan las estimaciones do a) y
by oon los algoritros 3y 4 contra cuatro valores de la relacién swial
& ruldo (/M 20,1, 1,4, 10)paraR =1y H=2,

El nGnero do nuestras considerado fue N = 1000,

0.7
0.4
3
A 3.8
*
Y
8)+0,
| ".{
'
&
[
H '
R
[
9.1 FSERLAURY 1o
ESTIRACIONES §) .8 V8. 8/M, PARA Ae) >
[
G
Flg 7,13
0.1
01 [ v is/ulio

. A .
ESTINACLONES ?‘.i. ¥3. S7H,PARA Ae)

Fig 7.4
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‘En todos los casos se obscrva que la estimacién mejora al disminuir la

potencia de las perturbaciones (S/i creciente) .

"

Las estimaciones by estin siampre mis préximas a be que lo quo estdn
-

lag catimacionen oy a wa valor realts ay, B ndvol Qo acfennefa co-

ro corresponde al valor real de los pardmetros, y lo que se Indica en

ordenadas es la distancia entre el estimador y el valor real,

Notese que para los inds altos valores de S/H casi no hay diferencia

entre las estimaciones obtenidas con los dos algoritmos.

Para S/N = 1, tanto con R = 1 cand con R = 3 se obtiene una gejor cs-
timacibn con ol algoritmo 4, y csta difcrencia es mis notable con mis

ruido, especialmente para R = 3,

Para valores grandes do la potencia del ruide, se encuentran cstimaio-

reg fuertemente sesgados de aj,

Por ejemplo en las figuras (7.15) y (7.16) se presentan las estimacio-
nes de los pardmetros a, y by para 5/i = 0.1 con los algoritnos 3y 4

respectivamente, para R = 3,

Puode verse que la estimicifn de Lo es bastante mala, con fuertes osci

laciones, y la de a, parece sesgada,

En ambos casos (;;. y ;.), la astimacién obtenida con el alyorito § es
mejor, Con by las oscilaciones del estimador del algoriuno 4 tiue
una anplitud algo meror, y el estimidor do a; obtenido con el mido al



489

@oritmo presenta minoe $es90 que el cbtenido con el algoritmo 3,

}WW”‘A""N __.MM i

‘V
(W) 1900
QMo
9l

0.9
IDAWTLIPICACION DAL BISTINA & CON EL ALRORLITHO Y o B/me0,) , Re) -

Flg 7.15

Il W N/Awwﬂvﬂ

W
( 1 ‘\I

IORNTIPECACION DEL SISTIMA 3 CQI IL ALGORITNO & , $/Ke0,1 4 Red o=

fiy 7.16

Qeo versos mis adelante, para bajos valores de S/N, la estimacifn

pade en goneral ser mala, sesgada, ym!x::nﬁsde\mpmmadeoog_
vergoncia, do la misma manera que para el algoritmo de mfnimos cua -
di ados guneralizados no recuwrsivos visto en el capftulo anterior.

0,188¢
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La estimacidn del procesode las perturbaciones, aproximado caro

-1
1/7(q "}, en general ha tenido neor camortamiento que la estimacién
da los parfmetros a, y by da las simulaciones con el sistema L,

§i bien se aproximan o se muoven alrodedor de low valores asintti -
cos (que fueron dados cn la tabla 6.IX), ticnen fuertes oscilaciones
alredodor do estos valores y dopenden fuertamnte del ruido,, atn Pa
ra los valores mas altos do S/l que fueron simulados.

En las figuras (7.17) y (7.18) se grafican las estimiciones da fi'
1 =1,2,) a lo largo del tiempo, obtenidas en la identificacifn del
sistema € con el algoritmo 4, para R = 3 y relaciones seial a rutdo
S/l 3 10 y 1 respectivamente,

1
0u633¢)]__mo i (M"’"W\\ ol

0,851 1\--
!

[

[L}] 1000

—
3

DENTIFICACION DIL PAOCESO DE LAS PERTUNBACIONES DEL SISTEMA F
CON  BL ALGORITNO & , $/K = 10 , A w3 = ( €y &1 ) .=

Fig 7.17
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10LNTIFICACLON DEL PROCESO DK LAS PLATUABACIONES DEL SUSTEFA K

CUN LL ALGORITNO & (8/W = |, Re ) .= (te * 1)

Fig 7.18

So han graficado también los valores de f dados cn la tabla 6.IX.
Las estamciones da las £iquras (7.17) y (7.18) corresponden a las

1dentificaciones de las figuras (7.10) y {7.4) respectivamente.

Camdrunse dichas fiquras para notar la diferencia cualitativa entre ]

1a estimcién do los pardnetros ay by con la de los pav&netrod .
£n las figuras (7.17) y (7.18) pucde chservarse también que cg mejor
1a estimcibn del proceso de las pertwbacioncs vara §/i = 10 qua p

£a S/% = 1, esnccialmonte duranta las primeras 200 cbservaciones.

7.4 Convergencla de M.C.G.R. y otros algoritmos recursivos

7.4.1  Introduccién

En los afe 60 y nrincipios de loe 70, se desarollamn varios algo =

ritmos racursivos de identificacifn.
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Algqunos criterios para determinar los parfmetros de un sistema ding-
mico lincal (por ejomplo basados en estimacién estadfstica paramé -
trica) fueron aproximados en forma recursiva por distintos algorit -

mog.

1a necesidad de aplicar los resultados de la fdentificacién a esquo-
mas de trabajo en lfnea (por ejenplo en requladores auto-sintcniza =
bles) ,conducfan a crear algoritmos ripidos que basaron su estimicién
do los par&netros del sistama a identificar, en una actualizacifn o
correceién anterior en base a la llegada de nuevos datos, mis que en
procesar todos los cdlculos otra vez con todo el conjunto pasado de
obsaervaciones.

Es significativa la estructura similar de un grupo fmortante de al=~
goritmos recursivos, y esto es lo que permitié un tratamiento conjun

to al estudiar sus propicdades de convergencia.

Dasados on los trabajos de Ljung en torno a la convergencia de algo-
ritmos estocdsticos recursivos, es que cl proplo L. Ljung, T. Siders
trom y J. Gustavsson resolvieron (alrededor de 1974) el problam ge-
neral da las condiciones de convergencia de los algoritmos de mini -
mos cuadradoa generalizados recursivos, varlables fnstrumentales, m§
xima verosimilitud recursiva (1}, mixima verosimilftud recursiva (2),

aproxdmaciones estocdsticas.

En esta soccibn describirams algunos de estos algoritos, alguna
{daa bisica de como se abordS el problama de su converyencia, y los
resultados principales cbtenidos.



493

7.4.2 MSxima verosimiiltud recursiva (1) y (2)

Soa el aistama linocal discroto, descrito por:
M) yte) = o™ o) ¢ e el (7,30)

dndo

. -1 .
A(q‘) * 1 +a1q """‘n"n
h(q") 2 bot h.q"l toees bmq'm (7.31)

ctg™) stragt et cvq'r

AGTY) y €(q™Y) tienen todos sus cems fuera del circulo unitario, y
' o hay factorus camnes en loa tres polinomios,
¢(t) es und sefal Jle ruido blanco de distribuci6n gausstanar N(0,0%)

oon o2 constante’ .

En csta sltuscién, K.J Astrim y T. Dohlin (1965) (6) desarrollan el md
todo de mixima verdsanilitud para la identificacitn del sistoma, Bdsi

carente se hace 1o sigulente:

Supongaios que se ticnen dbservaciones de las entradas y salidas del

sistamar {ult), ylt)) t s 1,.0.,H,

fudas las untradas u(t) y los parfmotros del sistoma:

T

g (a.....-\n,h......bm.cl.....cr.o’)

kg4

puode oonsiderarse la salida y(t), t=1,,..N como una sucesifn de va-
riables aleatorias con una densidad de distribuci6n canjunta:

pAUSOM {ute)) |y ayyeenia borennib i, eeege a0y} {u(e)),0)

s (7,30)

construyamos ahora el estimador 0 de mixima verosimilitud camo 1o hi=
clmos en al capitulo 21 elegimos @ camo aquél que maxLndiza la funci6n
de mixima verosimilitud, esto es la densidad de distribucién conjunta

«evalusda on las dbservaciones {y(v))  t=1,..0

Para obtener la oxpresiGn analftica de la funci6n de vernsimilitud no-'

tomos que lag cantidades e(t), t=1...N definida por
o™y ete) = Ma™H ylo - BT utw (7.51)

son por hipStesis variables alvatorias nonmales (0,0%), ¢ independiun-
teg. Entonces el logaritmo de la densidad de distribucién conjunta de

{elt)) est

M
L os==dr L €t)llogo- & log2n (7.34)
20 21 2

{cuto ya fue doducido e (2.15) del ejorplo 2 del capftulo 2).

Para aonocer ahora la funcifn de verosimilitud du las dsetvaciones

{y(t)) t = 1,..0 aplicamos el teorama 2.1,

lag dos hipStesis de este teorema se cumplen: 1) la transformacin
6: {e(t)) » {y(1)) ea uno a uno, y 2) Existe el jacobiano do la trans
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7.4.2 Hixlma veronlmllltud recursiva (1) y (2)

Soa el sistama linoal discreto, descrito pors
MY ped = 0la™) ule) 4 oa™') et {7.30)
dando

-l -1 -
Al ) =1 raq ¢ .. ¢anq"
B0 b b ¢ e nq™ (7.31)

ctg™) =t hegt 4, t c“q-r

A(..") y C(q") tichen todos sus cems fucra del circulo unitario, ¥y
" no hay factores camnes on los tres rolinomios.
¢(1) ¢3 uma sefal de ruido blanco de distribucién gaussianas ¥(0,07)

can o? oconstanta’,

En esta situici6n, K.J Astrim y T. bonlin (1965) (6] desarrollan el nd
todo de mixima vemsanilitud para la identificacitn del eistama, Bdsi

camente se hace 1o siguientet

fupongaius que se tienen dbservaciones de las entradas y salidas del

stutamat {ult), y(t)} t » 1,0..,0,
¢

[wlas las untrades u{t) y los pardnuotros del sistomas

o7 s (a.....-\n.b... ...bm.cg.....cr,o’)
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punda considerarse la salida y(t), t=1,.,.1i cono una sucesién de va-
riables aleatorias con una densidad de distribuciSn conjunta;

p {{y(t)H {ulv)) , a,...'.dn.b,.....hm.cl....,cr.o').p((y(t))l(u(r)).O_)

e (100

construyamos ahora el estimador 0 de mixima verosimilitud camo 1o hi-
cimos on ~l capftulo 2:  clegimos 5 camo aquél que maximiza la funcibn

do miximy verosimilitud, esto es la densidad de distribuci6n conjunta

-evalwda en las abservaciones {y(v)} t=1...n

Para dbtener la expresitn analitica de la funciéa de verosimilitud no-
tomos que las cantidades e(t), t=1..,0 definida por

oy ele) = alg™) y(o) - ™Y ule) (7.33)

son por hipStes{s variables aleatorias nonnales (0,0%), e independion-
tes. Entonces el logaritmo de la densidad de distribucién conjunta de
{e(t)) es:

N
Los-=2 I €dt) <l logo - ; log 2n (7,3)
t=1

(cuto ya fue doducido an (2.15) del ejomlo 2 del capftulo 2).

Para conocer ahora la funcifn do vervaimilitud du lag oiservaciones

{y(t)} t s 1,..0 aplicamos el teorama 2.1,

lag dos hipStesis de este teorema se cumplens 1) la transformacifn
Gz {e(t)) + {y(t)) es uo a uno, y 2) Existe el jacobiano de la trans
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Tomicidn.  Adanis el jacoblano es 3] = 1, por lo que (7,34) es tam-
11én el lojaritmo de la funcin do verosimilitud de las observacio -

tes {y(0)} , =10,

In reswen, el estinador de mixima verosimilitud del sistuna se obtie
e mudmizando (7,34), es decir minimizando la funcin

Cn=t 1 () +§ log 0? (7.35)

t=1
uesto que el Gltimo sutando de {7.]4) es constante. La minimizaciSn
oo ser hocha st 07 3 (ayyevey agabereesybCiseenie (00, Ha =

1ziendd
.

5 I
a! = g?
H J
L et}
ot s L (7.36)

Lacgo, la minimizacién do (7.35) pucde scr hecha en dos partess
Llamando

N
w0y s 3o E (o) (7.37)

W 0T+ gy bgres b (61w )y 59 diEL0 O mintndzando
(1.3, y o' o

ot 2 ud (7.38)

mm rosulta de (7,36) .
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Para minimizar (7.37) Astrim y Bohlin usan un esquama itorativo de
Nowton-Raphson. Desde su trabajo muchas fonmas de minimizar {7.34)
han sido empleadas,

El cstimador de mixima verosimilitud asf obtenido tiene propicdades

asintéticas que lo hacen myy atrayente.

Debe tenerse en cuenta, que iqual a lo sucedido en la estimacién por
minimos cuadrados, este estimador de mixima verosimilitud no tiene -
‘inmodiatamente las propledades 6ptimas estudidas en el Capftulo 2.

Esto se dohe precisamonte a que las chservaciones y(1)...#H) no son
irdependientes, y no constituyen por lo tanto una muestra aleatoria
de una misma distribucién. Esta cra la hipbtesis esencial de los teo

rumas 2.8, 2.9 y 2,10,

l'\stn'in, Bohlin y Wensmark (1965) {7}, denuestran que bajo ciertas res
tricciones a la clase de entradas (bisicamente que la entrada sea ner
sistentamente excitante de un orden suffcicatcmente grande, y que
N i

extstan los lfmites 1im & L. w(t), 1im + L. ut) u(tsT) ¥ T

FSSTIE MIURRTI &
fLito), anwikes aubtOuicanente wo caplen lan proptobides G i
dul estimador de miximy verosinilitud {Hws):

A~ prob 1

1) El estimador ¢s consistente: ON ———r O

- en ley
2) El estirador es asintSticamcnte nommal: vF (0,- 05) e f{0,1)
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3) El estimador es asintSticamente eficionte (la varianza de la

distribucifn asintStica alcanza la cota de Crammer-Run) .

Un resumn de eslos resultados se encucntran en {6}, El esquani de
optimizacitn planteado por ;\sLmn y Bohtin {6}, cstd ponsado para -
wa inplantaci&n fuera de linog, y 8l bian €6 estadfsticannte 6pel

o, cs cagutacionalmente largo.

Panuska y Young en 1968, por scparado, sugieren un esquama recursi-
vo, para la aproximacién del estimdor de mixima verosimilitud, al
que de acaerdo oon {47} howe denominados

Algoritmo recursivo de mixima verosimiditud (1)

Sad cl sistana (7.30) que genera las abservaciones {y(t)} t=1...N,

a partir do entraday {u(t)} y ruido blanco gaussiano {e(t)).

§1 la succsitn del ruido fuera madible, el problema de fdentifica-
cién podria ser considerado comd un probloma du mintmos cuadrados
ordinarios do la uiquicnte maneras

CUamndo 07 & Gaiyeeead boeessbpiCinen oc)

.': B (y(te1)eee yoytn)yut)eornyultom)yolt=1)y a0 0l t=n)

oo 07,39)

y(t) = x:e + el (7.40)

pata t = 1,,.N, oon errores e(t) normales, independientes e iqualmen=
te distribucidos. Aplicando el esquema de minimos cuadrados recursi-
vog de Plackett, tendrfamos una estimacibn asintSticamente insesgada

de o

8(:41) . 5(t) + k{te1) eted)

K(t+1) =2 __f,“_tlim___
1+ et P(t) L3

. T
Pleed) = B(e) - DELXmal st P(E)
14+ A

(7.41)
ul’(l‘) LI

eleal) = y(ee) - xp,, O(c)

El algoritmo (7.41), asf como estd,tiena un problama, en el vector
LI hay elementos e(t-1), iz0,.,r-1, que cn realidad se desconocen.
Lo qua propancn Panuska y Young es aproximar x, por ¥,

?Et 2 (y(t=1)40 00 y=y(E-n) ,0(t) y0e 0 qult-m)y E(t-1),.00,E(t=r))

ver {7.42)

es docir estimar el ruido e(t) con la Gltima ecuacibn (7.41).

~
El algoritmo (7.41) oon iy O luwjar de LI dado por (7.42) en el

algor{tmo recurgivo de mixima verosimilitud (1).
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Mgorltmo recursive de mxima verosimilitud (2) ’ dondas
40 . - .
. 0(i) es la estimacibn de 6 = (a,...a_b ,..b_¢,..c ) enla
1a ninimizacibn de V(0) de (7.37), rue es el problam de mixima vero~ Poohe r
iteraciGn i

cimilitud, da lujar a un probloma lincal en los pardmetros age bj
IS

ol =t ! .
1% d..m, 20...m, ¥ o lineal en loa pardmotros o K2l eop « €7(q ") es la estimacifn de €{q )} onn los pardmetros corres

pondientes de Bu)

N
I8 cs debido a la estructura de los residuos e(t), V(0) = -;— L, ele) Al Al ol
. € . las gefiales ¥, U, € son respoctivamenta las que resultaban
i S PR
- - do filtrar y(t), u({t), ¢ (t) por el filtro 1/¢(q )
Mah 1q™h ; y ult),
elt) = o y(t) - o u(t) (7.43)
entonces:
In 1973, B, Furth {22} presenta una téenica altermativa para la mini- :
tdzacién du V(0). Es un rétodo iterativo basado cn la dbtencién en e R
i1 ot L r KT t o vl (146)
Ja fteracifn {+1 de una aproximacin ¢ '(t) al proceso et) a partir ey BT g ! '

ue la eatimacibn de los pardnctros en la iteraci6n anterior i, que .
El algoritmo quoda como sigues
tonduce al siquiente alqoritmo:

1} Encontrar valores iniciales para la estimacién de los pardmetros

llamandos Vicy e 2
cia™)
ig) = HIL(% (7u) 2) En la dteracifn i (1=1,2...):
eHq a. Calcular los errores con 7.43 utilizand los parinctros es-
Yo o« Sl
clg™y timados en {-1
T b, Filtrar lag doservaciones do entraly, salida, y errores com
- LT " "
:‘z . (';‘(!-l).....-";l(l-llhul(t)..--,mt,-m).tl(l-l).u..C‘(l'l‘) (7.44)
dio s Fin - Fo st (2,45) : ¢, Actualizar la estinaci6n de los parfmetros con (7.46)

d. S1 converge parar, &{ no volver a a en la siguiente ftera =
cién

"
oy e wew - vl atieny
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furth {22) sugiere comenzar el algoritmo con una iteracién idénti- el vector ’)\('t miode ser actualizado cont
ca & minimoa cuadrados generalizados, para cbtonor buena iniciali~ '
[~ | ) " -
racifn para los pardnetros IR LIS . ] = Claes -G : ) 7 Fy(:)
1. 0, ¢ I é
Nersifn recursiva .. ! ! T
—_— " _0 ao! ' ~ .
"n:' e T L) -
Ltilizado el "lam: de inversi6n de matrices”, kurth (21}, llea a : -C;... “G | - q.‘“)
0 g o ;
um expresifn recursiva para el algoritmo anterior, a la aue se le I 1. o 9
| . [ .
}a duoninado algoritno rocursivo de mixim verosinilitud (2], (PR . . L
X botyiieiec (e
) . 0 ' P 0
for scharado,Soderstron al mismo ticmoo prooone un algoritmo casi f 0 : ', H
idintioo, pero algs mis preciso. Es el que presentarams: ’ L. ! 10 1o L o
vee (709)
- ~ R
0fte1) = D(t) + k(t41) e(e41) ' : en (7.49) los coeficientes ¢, i=1...r son los que corvespondcn a
" I
Kev) 0 RS Koo (1,47 oce) .

l'?(r P(t)x

7.4.3 Forma general del algoritmo recursivo. Ecuacibn diferen -
P(re1) = P(t) - .L‘_)_*x.u_.m_l

1 xt” Pt} x clal ordinaria asoclada
donddas L ! tabfanca dicho que el problama de la convergencia fue abordado por
clt) = y(t) - {-y(t- 1).....-y(t-n).u(!)..u.u(&-m) C(t 1)..., L. Ljung y otros autores, en esta seccitn se delinean algunas de lag
c(x-r))o(t-l) : ! : 1doas bdsicas del procedimiento utilizado, en una forma miy guncrals
K (- ;—l— ylt- 1).....-; -/(t-n). ® u(t).....
t c(q” ¢ (q' Y. La discusifn detallada puode ser leids cn las referencias {361y(47).

. ' dfscreto lineal
.-—1—.— u(t-n), ul—_l'—z(t-j).,“' ;—’:—,— ;(t_,.)) Consfderemos cl sistama discreto 1 :
clq ) clq ) clg )
yit) = 6(q™) u(t) + (g™ e(t) (7.50)

v (00)
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-
donde Gy i eon funciones racionalesen q , li(z) tiene todos sus po-
los fucra del cfrculo unitario, y e(t) es ruido hlanco,

Considerarams la forma particular de (7.50),distinta para cada alqgo~

ritmos
a) Mininos cuadradoss  (M.C.R.)

G(q-') = :~—L\$ _-%-
(7.51)
]

g™y - ey

b) Mixina verosimilitud recursiva (1) y (2)s (M,V.R. (1) y (2

-1
6lq™) = %{g:T} (7,52)
wme™h e %'IL::—}
c) Mininos cuxirados goneralizados recursivoe (M.C.G.R.)
-1

aghy « 1)
Alg™)

caso 1 IIA(Q-') C(q-l)
[ caso 11 ¢(q” WALG™")

(7.53)
W™

Mg e dlq-" e tag ™
) - o
B(a™) # bawbia™ ¢ w4 b Q™" (7.54)

-3 -1 -
Ciq ) =1 +¢4q v...ocrqr

1a hipStesis hocha inplica que A(z) tiene sus cerce fucra del cfr
culo unitario. Supfnganos adenis que C(z) tiene sus oeroe fuera
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del cfrculo unitario y no hay factores camues a log tres nolinamios.

En cada caso se supone que el sistema que gencra los datos ticne la
form (7,500, 00k (1.51), (7.52) 6 (7.53) dependiendd de qub algoritmo
se trate. Lamiremos 0, vector de pardmetros as

a) OT 2 (Qlyeeny ane bo.....bm) para H.C.R.
T . .
0" = (a14000, an b°""'bm'c"""cr) para M.C.G.R, VLR,

(1) y HoVoR(2)

Llamaremos 0y €l vector de pardmetros cuyos coeficlentes corresponien
-
al sistema real qua genera los datos, y O al vector estimado, cuyos

elanentos son log estimadores de cada elemento de Oy (su valor real).
Nétesa que todos los algoritmos ticnen la forma recursivas

~ ~
O(te1) = O(t) + XK(t+1) et+l)
Pt) altel)

k(t41) = T
Aleed) + ylee1)' P(E) 2(th1)

(7.55)

r(e) zteen) vl Ry

Plerd) =(PCt) - eSS erer T BCE) 2(eeiy

/A (tel)
Ate1) = Ah{t) + (1-)4)
Ppara camprobarlo basta con cawparar (7.55) con (5.64), (7.20) a (7.25),

(1.41) y (7.47).

-
1o Gnico que cambia es el significado de O(t), e(t), w(t) y z(t), que
se dan en la tabla 7.1 para cada algoritmo,
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En los cuatro alqoritmos que homos visto (M.C.R., M.C.G.R., M.V.R(1)}, u(t) =yt + r‘(q-l) yit) + l‘;(a(t)'q-l) y(v) (7.56)
M.V.R.{2) se cumle §t) = z(t), la Gnica razén para mwntencr la varia-
ble z(t) es para sur coherentes con la motacibn de SSderstrém et al. oon v (t) estacionaria e inderendiente de e(t). Llamarcmos ahora
{3), donde so introduce la posibilidad z(t) # y(t) para poder incluir

e1 la forma general (7.55) el algoritmo de variables instrumentales re

£(0) = E {2(t; 0) € (t; O)) (1.57)

cursiv, . &0 = £ {Et; 0 § (1, )

La sucrsidn A(t) 8¢ interpreta asociada a los posos relativos de la donda las esperanzas son tamadas sobre {e(t)), v sunonicudo

funci@n do costo dul alquritmo, que para todos los casos vistos, es

v fuwién cudritica de los errares del modelo de prodfociGn. 1) ule) y(r) son estacionarias

2) i, € ¥ son calculadas suponicndo rquo se ha alcanzado una
Pade cbtencrse facilmente una forma altermativa para la expresifn ge- ' situacién estacionaria, con un estimador S = { {nvariante,

nral {7.55):
Dafinimos:

- - ~
Ofte1) = 0{t) ¢ y{tel) K(te1) c(tel)

" T p_ = (0] el sfstema (7.50) realimentado con (7.5¢) es azintSticamens
KLty s Plrs z(ee)/ {1ev(ee)[Been) () 2(ta) - 3]} (5.85%) b
to estable} es docir el conjuato de pardmeiros O tiles que las

e ™d B vt [z(esn) We)T - ¥ soluciones de:

1~ G(z) Fi(2) - G(z) F,(0, 2) = 0 estin fuera Cel cfrculo {7.56)
Para ello basta con hacer;

unitario.
wltel) = X_(F"i()r_:ﬂ'ﬂ' i v(0) =1 . Dp s {0] e(z) tiene nus ceres fuera del circulo ur.dt.wia)
o 3
MYy rie) ‘ Dy * (0] 6(0) va invertiblal
-~ 1
K = oy K(t)
Y . consideraos la ecuacitn diferencial ordinariai
Sabre cete algoritno gencral es que se analiza la convergencia, Sunon .z - o
. § U = R
garos que la ontrala al sistoma, en el caso mis ganeral es: . | . . (7.59)

R 2 G(0) -R
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Yeorems 7.1

Soa el sistam {7,50) con entrada (1.56). Si extsto el tercer suman-
-

do en {156}, 1,(0(t), "'} pschitziana en 0

64 se cumle Qe

1) L y(t) s
(W

-
11) E y(t)P<- para algn p > 1
141 ylte1) > y(e) (1 - y(te1))
tv)  {y(1)]es decrecicnte

W otlet)] Peav pro
(ntonoes & aample ques

o) Olt) = O*c Dy nbpn D, con probabilidad distinta de cero solo

t
st

1) (oM =0

§1) los autovalores de G(om” %)- £(0)}
¢ 0=0#

Lasus partes roales no onitivae,

-

WSt 0(t) partenece a un siboanjunto camcto contenddo en iy N DP'
infinitamente sequido oon probabilidad 1, y (O, K) = (Of, G(OV))
on 0F ¢ Dy es punta estacionario de la ecuacibn difarancial

{7.99) , glabalmonte asintéticamente estable, entonoes

f.(g) prob. 1, o para te®

——
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Ia idos central del andlisis de convergencia de los algoritmos rocure

sivos do la forma (7.55) es utilizar los resultados de este teorema,

Los posibles punéba de convergencia del algoritm deben ser tales qua
curplan 1a condicibn (7.60),

o {deal serfa que hubiera un solo valor de O (0%) que fuera un posi-

ble aunto de convergencia del algoritmo. No es asf siempre, y en la
verificacitn do las condiciones (7.60) se muxle cstablecer en que oon
diciones cada algoritmo maicde converger (con probabilidad mayor que

cero) a uno o mis puntos.

la parte b del teoram establece que si hay un punto 0%, K% que cs
estacionario (6)0:0,, =0, {‘ln:Oﬁ = 0) y cs globalmente asintSticamen~
to establo (pardkig“ecmcxén“:n“diforcncial ordinaria asociads al al-
gorium), centonces 6(() prob: 1, ge para t - =,

Lo desoable, obviamente es que 0% = Op.

El estulio de la convergencia de los algoritmos recursivus se divide
entances en dos partens 1) Bstudio de unicidad 6 multiplicidad de
log pouihiles puntos do convoergencia; 2) Estudio do la estabilidd de

los poaihles puntoy de convergencia,

En los siguicntes pirrafos presentaramos los resultados cbtonfdos pa=
ra los algoritmos recursivos que hamos visto. En el pirrafo 7.4.4.

se discute el caso de minbmos cuadrados gencralizados rocursivos que
es el discutido en este capitulo, y en 7.4,5 se enwcian en form: com
parativa los resultade para los algoritos M.G.R., 4.C.G.R., M.V.R. &)
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i
%
: N
{11}
. R ER A y MR (2),
s i [TEE
s e .
’} . 3 7.4.4 Convergencia de M.C.G.R.
s il R
iz B, . )
R ‘E —} i Para esta mitodo, que consiste en dos algoritmos recursfvos acopla-
A4 %
Ty o e dos (ver tabla 7.1), la condicifn (7,59) para un punto estacionario
HHEFR R .
=133 1% E (€, (t,00) §i{r, OM) = O oty
. ‘;'.:; s 3 - :E :.5‘ 2 £ (€2 (1,00 §(t; 0%)) = 0
R AR I I R §
8 BECES EH I ;.i : se puede dumostrar quoe {7.61) se puoden escribir en forma equivalen-
siTETRVEE IR - .
Sl s é $sk s te (ver (47)),comos
'f " i~ |§ : ¥ Tl )
A H I RCRE (.
- . on
o 3
] ::‘ n "‘;‘- H donde 1
1 : @ e 4 Vion = 3 5 etone) (1.63)
H R R
‘! ‘j ¥ :: con
< NP o fis * o -1 - -1
~ ] c(0f,t) = AW(q ) C(q ) y(t) - BA(q™ ) Ccflq ) ult) (7.68)
s i3 3 :
l‘. , .:{:' .:i,' i doplo A%, BR,CH son Jos polinantos AB,¢ entinidon con los prdnctios
3 ;, en 0:0f,
3 b
: e e | E (Nota: se ha asunido que el modelo que genera los datos corresnonde
3 B & fod L
! 3 : : . al caso { de (7.53)).
'..‘ _.,‘. E
= - ' _; Esto significa que el mitodo minimiza la misaa funci6n de costo V(N)
3 K &
1 ! i - dada por (6,23} que el algoritmo 2 visto en el canftulo anterior (con
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P

F:0). Hemos supuesto qua los datos eran generados con el modelo (7.53)

. . caso 1), pero sl son generados por (7,53) caso ii) valen los mismos

Vile entonoes la discusifn hocha por Sdderstram en torno a los posi =
resultados con a, on lugar do 0p, donde % esun pardnetro préximo

bles puntoa estacicarios y mininose locales de dicha funcifn. AN

a G en el sentido do (6.24), es decir:

83 particular se ancluye quo sl N L [ n T
8, =z (B".--|J“|bo,'vo'bm|C!,.;-| cr)
1)} El sistana es amtrolable

3) la scial do entradd es de excitacién persistente de orden ntm, en-

3£-a1¢0(1/s) s+w, 1435 1,.,.n
tances “

bi=bi¢0(1/s) g+, 1i20.,,m
Bdston dos costantes Sg y 53 0¢5,<Sy<e, tales ques o .

exﬂcjfo(ila) s+w iz,

a) 51 la relacifn scial a ruldo S/K cs tal que Sy < G/l entonces -
donda ¢, son tales que
0% s 0y es la Gnica solucibn de (7.62) (y por tanto de (7.61))

g™ s 143 g et e q"
b) Si la relacin scial a ruido S/H es tal que 0 < §/N < S, en=

tances {7.62) tieno ndltiples soluciones, - -1 2
E(C (q ) . Clq" ) e(t)])

i andlisis do la vstabilidad de los posibles puntes de convergencia
7.4.5 Convergencla de los algoritmos M.C.R., M.C.G.R., M.V.R.(1),

del algoritno ¢s bastante cawplicado.
H.V.R,(2).

Pande davostrarse (ver {47} por ejomplo) cuindo 0f = Ny es un -
por ejarplo), que o ¢ puny Se describen en las tablas {7.2) y (7.3) los resultados obtenidos en

) eswacionario de la ccuacifn difeconcial ordinarfa asociada {al mo - :
. {47) para ostos algorftinos. fas hipdtesss adioionalun som oporasién

v ara §/N grandes, caso (a), lo es), este es siompre glabalmente
an lazo abierto {excepto para el caso S/H > 5o en M.C.G.R), la entra

asintfticannte estable. Para el caso (b), con S/ pequeio, pucde ver
! ' - da u(t) persistentemente excitante de orden n + m.

82 quc los pntos cstacionarios son estables para valores suficients =

mnto poquios de S/H. 1a tabla (7.3) sefala las condicioncs que garantizan un solo punto
posible de oonvergencia, que adends es 04 = 0,, y las condiciones
que garantizan varios puntos posibles de convergencia.



ia tahla (7.3) sefala las condiciones suficientes para la estabilie
ad local dal pinto de convergencia 0y,
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Yabla 7.04. Condliciones suflclentes pars wna solucién Gnlcs o nGitiples
swoluclonss o (7.60), pars cuatro algoritmos recursivos,

Algoritm | Cundiclores guficlentas pars wha Condiclones suflclentes para
1olvcisn Gnica vatlos soluciones
[KXN Ho se necesite Nunca b4y varias soluclones
n.C.0.0 S/ > 5y {cve) 5/N ¢ 5 (ete)
®.V.A(1) Codlqulera o 1an siguientes; No ve examind
11 o1 proceso es AFM(.(Q.I) . 0)
i) s« sy fete)
154) nonersy, y ult) ruido blanco
w00 {7) | Cuslquinra de das siguientass Ha se enaning
§) 0l process s APRA B(g™') 2 0)
1) §/4 € 8y (ete)
118} 8/ > 5y lcte) 4 5008y

5t

Tabla 7.111 Condiclones suflclentes para 1a estabilidod
local de Oy para cuatro algorlitmos recursi=-
vos,

Algoritmo -, g ‘C'an:!lclonus luflclentea para estabilidud tocal
du O

M.C.R. Siempre establie
. H.C.G.R, Siempre estable
HoYWR(E) Latable para procesos MA y procesoa AFMA

da primer orden

vH;V.R(Z) Siempre estable

para el estudio da la estabilidad puedon levantarse en gencral restrice
ciones sobre la operacifn en lazo abierto y nermitir realimentacidn in
cluso con depardencia de las eatimaciones é(t).

Para M.C.R, M.C.G.R, ¥ M.V.R. (2) se pucde probar estabilidad glcbal.
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)
o

A(x + Ax) =b + &b . (A.2)
oMt
b A

" - -1
N T R | P R T T A

dividiendo entre || x ||:

. A .‘ H——H IIA JfPP'H" (h3)

IPEDICE A .
: Al Tdd 2 dinll (Am)

. b
hol Algunos problermas numiricos de Axsb v Il > HTI+ (4.5)

toan Alpxp), x(px3) (inc6gnita), bipx1) Sustituyendo (A.5) en {A.3)

sl o ppapy pa-tyy Lot )

{e@ quiero enamtrar x tal que
1E3] (sl
Ax 2 b (A1) Dafinimoa ¢l ndmero de condicién de A canos
-1
1@ supone A o singular. Hay muchos métodoe numéricos para resol - cond(n) = [{M[ 7]
wr ol problam (A1), En la prdctica intorvsa conocer qué tan bae B O ] 1A% < cond(A) SIS
na ¢s 13 solucién, cn el sentido do st depende fuertomente do crro- 1=l Holl § -
1ce de aprodmacisn, reimdeo, etc, El nfinero de condiof6n es una cota para el factor de amplificacifn de

108 errores relativos, Para resolver (A.l) lo que se hace es multi -
B res on el B iqué tanto vart 18 solucibn x? plicar por transformaciones Q; en fonma que Q ...QiA = RA .
N
Si b varia en 4b, x varfa on Ax:
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te forma que el probloma kAx = fb s0a mas suncillo da resolver (p. o
RAtriangular), Una buma seleccifn de las matrices Q‘ es elogirlas
de forma qu lloi'll = “Q;l” = 1 de modo qua o se wpoore el nfne =
10 de condicifn del problema (A.l).

A3 Transformaciones de Houscholder

Se define una matriz de txansformacion do Householder Q comos

¢ s I-2uu (A1

con [lul} = 1 (noma euclidiana) (A.8)
S¢ puoden domostrar las siquientes propiodades:

- &) Qes sindtricar (¢ 3 Q
- b) Cesartaonaal Q' Q=QQ =1
= ¢) El producto de transformaciones de Houscholder s una trans
formacién ortonormal ;
] Qp e O (Qi de liouseholder § s 1...p)
Pntoaces ¢ = 1
- d) bDado cualquier vector x de dimonsifn finita, entonces existe
una transfommacin Q de Houscholder tal ques
s (A, 0, 0,...0)T , con iz /(:Tx-)
asta para ello vlogir
qQ = I-QuqueiomaqueA

ok (n:-..-P)T. us (u....uP)Tentmoesx
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u, = .,/% -2 _
“1 s - ﬁ‘h (A.9)
A o= A%

1a matriz Q quodas

1-20) 2y e 20,
“2ujuz 1-2uz‘ see «2uau
Qe . n (A.10)

' H
- “dugu e -2
?ulup a, 1 np

A.) Trlangularizacién con Matricus de Houscholder

Sea una matriz A(Nxp), Wdp, de rango p. Se busca una transformacién
ortonormal Q(NxH) tal que
{
T ke

QA = |-
H-p
o1y

P

donde R es triangular superior, Elegimos QT = Q‘p-l vor Q' dnde

1as matrices 0“ ticnen la forma:

4 i)
i i
I e 4 (A.11)
i v :
120...p-1 ! V
Con l‘: matriz {dentidad (ixi), Ili(ll-i x N -i) de Housclolder. Es
f4cil ver que la matriz Q'; tanbién es do liouscholder Q'; = 1, - 20t u'T
dondo 108 wrimeros i elomentos de u'son nulos. Obsfrvese que para aual

quier matriz B(lixp) particionada de 1a .fomas
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BB |4
R
By ! By
i+
(]
# anple que Q' b= By | B

cmecdenmua

u‘u, E Iljl!.

'ltxru:mllomque

{loy elonentoy indicados
oon x pucden tenor cual

Xe oo xp X

0 ves quier valor).
Lo iy tal que:
Mg A;:x... X
CISTUI Y I IV N R R YU
::: . 1OR ek
o ! . . .
o T
01X eee x 0 10X eux

la K s tal quo

U] Up e Ao G
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para ello basta considerar LA de Houscholder tal que
H-{
Hy (x“..xn_‘]T = (xi,o vee 0} T (X; z I xj’)

la matriz H" 8@ construye con las ecuaciones (A.9). Bustituyendo los
valores de u, seoty ; de las eauaciones (A.9) se cbtieno que

H = (h”) i43 % 1,2 440 N-1 0N

h“ = ? o 151, 321,000, N1

1
1- x,—‘j-;—'x 8l is§, 1=2,.., 01

Xy X _
T}'_"{x— $94, 122,000 -1

tA12|

2 2 2
CI TRR 4 t oo
A Lt Xg LV

E! resto de los elomentos son simBtricos., Por estabilidad numérica
oconviene elegir el signo de A tal que -x)A > 0.

A4 Apllcacién a la solucidn de Axsb. Descomposicién QR .

En ¢l caso que Il = p apliquamos los resultados anteriores, Sean
A (pup) de rongo oanploto, x(px1), L(ps1) se busca rusolvuer ol oble-

ma (AR.1) :conocidos Ay b, encontrar x:tal quet



s

En la soocifn anterior vimos camo encontrar  tal que

QA = R (eon R triangular superior)  (A.13)

.. A = QR {por ortonormalidad de Q) (A.24)

Esta desconpogiciGn e la matriz A se conoce como descamposicitn QR.
£l problam {(A.1) se resuelve como eiguot

Pox (A.14) QRx = b

ek Qb (A.15)
P L (A 16)

R es no singular jues A es no sinqular, cntonoes, por (A,14)

det {A) © det{Q) det{R} a dor (R}

Oniamente l1a solwitn de (A.15) es elemmtal desde el manento en que
R es triangular supzrior. :

A5 Conputo de x » ™' Qb

Llamaos b s by tad R(pxp) trianqular superior, con elanentos
RCiy3) §,3 8 1oape b'(pul) de elementos b'({) is1,.,p, querancs ha =
lar x(pn1) do elonentos x(i) i 21.,.p tal quo

ke = b (ce supone det(R) # 0)

$22

El sistema ess

El algoritmos R '
1) Conocidos x(p)...x(i+1) se calcula x(i) como

x({) 2 b'(1) - R(3,1+1)n(i91)-.. RO, p) x(p) (4.17)

R(,1D
5S¢ i1 se para, si { > 1 se repite para {-1,
2) Inicializacibns «x(p) = np) (v.18)

’ipyp)

El ofdigo generado en Pascal para resolver el problema es:

FOR 1:=P DOWNTO 1 DO
BeeTi X{1}: = B{1);
FOR Jzzp DOWNTO (I+41)00 X{1):=x(1} - R{I,J)# x{u];
x(t}s = x(1dh/ulr,1}

LND;

1a suposicibn dut(R) # Opucde verificarse facilmente camprobundo que
los elanentos diagonales R(i,i) # 0 4 = 1...p.
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A& loversidn de una matriz triangular superior

Sca R{pxp) una matriz triangular superior mo singular (loe elamcntos
diapnales no nulos), Quercnos caloular $ « R

84 R os trianqular superior § tambifn lo cu. Sean R » (v”) [ S T
S (l“l ivi = 1..p, entonces:

l-fl..... I'.IP S.: ......S‘IP 10 yoeuraeld

RSs1x . . . H B - SPTROPN )
T : ‘. H s .

o o IR

L .. PR . .

0 'r;,P 'sl;P 00 eanilyil

Seh Ti Syt 8y (4.19)

poo
Pt 0 s8i idk L 0 sf k>§, luego (A.19) quodas
=3
kE.\' r“ skj s 6” (A{.?O)
1
para P24 S” =z Fi-i_ i=1,.p (A.21)

§
i
143 » 5” :-m Wi ik 'ski (A.22)
Se projone calcular primero la diagonal de § oon {A.21), Conocida
la diapnal calcular los clancntoa de S fila por fila conenzando

dewde la ditima, hacia arriba y de {zquierda a darocha can A.22.

S24

S41 " S12 T Siy *oaeeeee "slp-; *+ Sip

+ t t +
S22 % Siy 4 teeee S‘p_l -+ S’P
Lo ‘;‘S + +
ST 7 Sy Taprenes s + g
. . p=1 p
'.. - + 4
s - §
s prip= p-1p
t
P
) “ep

El ofdigo generado en PASCAL esi

FOR 1:21 TO ¥ DO §(1,1}: = 1/R{I,1}:
FOR 1:2P-1 DOWNTO 1 DO
TOR J:sI+1 TO P 00

BLGIN: S{1,d): 0 4
FOR Kial+d TO J DO &{1,d}: = S{1,0} « R{T,k}& Slk i}

s{1,9): = -s{1,J}R{1,1}
EhD;

El toma discutido en este apéndice puado verse en Farah, J.L {18}, y
Stoer J. y Burlirsh R.{49}



APENDICE B

, TEORENAS DE CONVERGENCIA

GSupucstas las definiciones de convergencia en probabilidad,

csn probabilidad 1, en modia cuadrdtica y en distribucién, da
dis al comlenzo del capftulo 2, pueden probarse muchos resul-
tidos sobre convergencia. En este apéndice ee reproducen al-

guhos particularmente importantes y Gtiles.

TSOREMA D1

Saa “u' V"] une sucesibn de parejas de variables aleatorias,
eatonces:

vos o x oy yFtao o xy P oo

526

2) st xn_‘ﬂ_‘.x VRl = x ey, B L ke

dist
‘ x"v“ a0 X
; X . X
B TR

V"

X, disg X =>y" dist X.

+

3} S K Yn,
La prucba puede encontrarse en |43) p 122-123.
TEQREMA B.2

Sea g{y] una funcibn contfnua de la variable y. Sea J(,l una

sucesifn de variables aleatorias, entonces:

noostox iy o gix, 1482 g(x)

2 st xetex = g Legix

La demostracién puede encontrarse en |43] pig 124,

TEOREMA B.3 (Chebfshev, Una ley débil de los grandes nimeros)

Sea (XL.) i % 1,2,,., una sucesibn de variablea aleatorias ta-

les quay
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2
Cllil s, 5 ovar ‘th sog s cov (xi,xj) =0 st it 4, on-

tonces:

tn Ly rooleo = % -5t

Row n i

L
1 g

X «> 1 X,
LY
donde:
. ! n
o= L u, .
Y B

TEOREMA B.4 (Khinchine, una ley débil de grandes nlmeros)
Sea (X‘-) 4{*1,2,... una sucesibn de variables aleatorfas inde-
pendientes @ idénticamente distribuidas. 51 existe su media
e C(Xl;), entonces:

P
C(Xil . pcm =b X"———u

TEOREMA _B.5 {Kolmogorov, una ley fuerte de grandes nlmexos)

1) Sea (X‘;) { *1,2,... una sucesidn de variables aleato-
rias independientes, talus quo E(Xil T

var (K‘) . oi, entonces:

si l-
40

<.:xn.;n_&b-_’.o

AN
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2) En las mismas condiciones que 1) salvo que en lugar de

independencia se exige cov X‘:, Xj « 0 4 ¢ j, entonces

A 2

0% lLog 4)

£ - b, !
A — <= = ){"-u"_ﬂ'ﬁ’_.o

Lol 4

TEOREMA_B.6 (Kolmogorov, una ley fuerte de grandes nfimeros)

Sea (X‘.’) 4£¢1,2,., una sucesibn de variables alecatorias inde-

pondlentos a idénticamente distribuidas untoncou:

. prob, 1
ElX; b = = X e

La demostracién de los teoremas B.3 al B.6 pucde encontrarse

en [43] pp 112-116.

TEOREMA B.7 (Un teorema central del limite)

Sea (X‘.') 4+1,2,... una sucesifn de variables aleatorias inde-
pendientes ¢ idénticamente distribuidas, con media finita u y
varianza az, antonces:

dist 2

Zn—-———. para n -+ =
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1 n
donde e — I (X, - )
LIV
1< N {0, %)

La demostracifn para el caso general donde Xi es vectorial y I

o8 la matris de covarianzas, puede ser encontrada en |26|,

pag. 223.

TEOREMA CENTRAL CEL LIMITE PARA MARTINGALAS

Seit un espacio de probabflidad (0, A, ?):

fl : cspacio de eventos, no vacio
A : una o-ilgebra de subconjuntos de fi

P : una medida de pfoblbilldad definida sobre A,
Defintcibn:
Una sucesién (Ai) iel,?,... do o-dlgubras de subconjuntos de
@t we dice creclonte ad: 1) A‘c A

1i) A‘.CAJ. para & € §
Definicibn:
Un proceso estocistico (Xi) £{e1,2,,., sa dice que as una

msartingala respecto a una sucesifn de o-dlgebras Ai'

iel,l,... 8l

3

1) (A} ea creciente
1) (Xi} estd adaptada a A1 esto s E(XilAi) - X,
144) ELX ) < s

iv) E(xilA;) . Xj para § < 4

TEOREMA B.B (Brown, teorema central del lfmite para martin-

galaa)

Sea (S"), w=1,2,.,... una martingala respecto la sucesién de
o-&lgubras {An) n e 1,2,... en el espacio da probabilidad
(R,A P}, conS «0, X *S -8 ,, nel,2.. A, node-
be ser el g-campo trivial ($,0)

Llamemos: ] .
ol g, (Xl {E,.; indica El+]A, 1}
L
vi. 5 aj.
doeloest i
sl
0 sl teo
8! : 605+ 1IX;l2e 4 1] —F o
jol § "

para todo ¢ > 0, donde I{B8) es la funcifn indicador del con

junto Bi
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Tx} =1 i xE€B
I(x} e« 0 sl x § 8

sitonces ke cumple que

S .

—-"-—i“—‘oma, ] para n + =
)

n

Lu demostracién se encuentra en [12].

E! teorema anterior debi6é ser incluido en cste trabajo para
demostrar el siguiente teorema que completa la prucha dal teo
‘rema 3. ) neccsario para justificar una prueba sobre las esti-

meciones de la autocorrelacidén do una sucesibn.

Ccmo no fue encontrada en la literatura una demestracién que
fvndamente dicha prucba {de la scccibn 3.3.2.}, hubo que ha-

cerla,

Eota demostracibn basada en el teorema anterior (B.8) fue he-
cha en colaboracifn y con la orientacibn del Dr. José L. Fa-
rah, sin cuya ayuda hubieras resultado una tarea imposibla.

TEORIMA_B. 9

Sea 1lL), %¢1,2,... una sucesibn de v.a. idénticamonte distri

buidas, ‘con media cero y varianza ol.

532

~ N
Sea la sucesién RY (1] » L x{{) x{{+1), entonces, si
b N 4

Elx(d) x{f)} = 0 ¥; ! j, se cunple que

e .
R:“(Tl-—!—ei-'-)ﬂo, %—) para N + =

Demoatracibn:

-~
Llamemos Sy a la sucesibn R:lh) o N, Nel,2,3,,,., es decir
N
Sy * Ll-:l[ x4} xlitn)] y v 40

Sea AN la sucesién de o-&lgebras generadas por las realiza

clones x{!1),,.x[N) x{1+t)oooxiNet)e

.

Ay e alxll), e x(N), xfletl, o0y, xINeTl)

Puede verificarse gue SN es una martingala rospecto a la sus

cesibn de o-dlgebras A

1} {A;} es creciente

i
11) 5(5'“11' EC T xlelxldex) |alid,ooxtfb,xlien), oo xljotides,
k) Lol J

.*. estd adaptada a Al.

114) EC|S;0d¢m . puts  E([S|}e i
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iv) ﬂsh“j’) . S‘- para f < kR puess : o T podemos distinguir dos casosas
“Sh“;‘)'ﬂif, x(lelbtl]xHl,...xl!l.x(nl).’-..l(n.{l) ) . 1 st TN
' 2) st %W

& & S : ‘
. (s ‘L | 1(4.)xlutl|Aj)-Sj0‘.)':j” E(xlfhlutl_lAi)_

IJO
1) 8i 7t 2 N entonces x(N) § LN X(Net) €uy_y

pero  Elx{dlx(iet)fA) o 0 si &< pubsix{dixiienls0 :
. I : donde ay_, w{x(1)ooox[N-1),x[1¢3), 0, RIN¢T-1)}

e{L)E{x({eT))s0 o >t puta ) ea ol oot
E{xl<orile 0, ' N
2) st ost < Nentonces x(Nl€ oy, xiNiT) & wy

coo HslA) e s

luego se cumple que o'z‘ . leN) a2

Ahcra comprobaremos qua estf en las condiciones del teoroma -
anterior. ) Calculemos ahora vf‘x
[
Liemomos X, «S, -8 e X[N) x[NeT) No  siNgr
N N N-1 2 N 2
V,= & o .
N N
of e £ (x’) - 104 + I 12(4‘.1 ot sfes N>t °
N T e By el
7 N 1
e by 2
fel : ) Calculemos 4!
H H
syt BV
* N o‘ sl N <1
N
?
Caiculonos o RV ot e .
T, exlia, ) ' erat v 2 Ei %Y o Mot
N BRI ie o}
8l N> 7

o of o etxinl xFineriiay )
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e S: . Na‘ no importando i N <t 6 N> 1, . J-‘Nvf dP = N[[Xz dp - [ dP

lx|>cNa ) |X| <cha?
Verifiquenos ahora la condicifn (£{) del teorema B.8:
? z
N 1 N . como X' dP amE(X¢) V€ > 0 N+
wie 1 xate? 1 ¢ I xit? ] ! )
Vot ievel . g d=1+] ‘| X| <eNa
NN o' "N
. ! N P 1 - Entonces
por el teorema B.4:1 — L it P, , y por el teo- 4
NeT  fete]
rona B.la
2 N 1 U Tereds
w E(x 1(]xj|>aN)) . [E(xl - /x dpl « = [Elx i -/x dr]——a
' [x<eng” © |X|<|:Nu

Vf‘ S;J-—P——l, 1o que verifica la condicibn ()

! . para todo € > 0y N » =
Comproubemos la condicibn 1i):

N P esto verifica la segunda condicién.
deobemos probar que 0;‘2 _1:’ E(X:- H|Xj]:u~))_...0 Ye> 0
jl

Sy tey
. N . ‘ P Entonces, en virtud del teorema B.8, — —e= AN10,1], &i
E{x4 B 0 e 4
euto ea que o jEl (l lHXJl_cNo )} - €>0 N+ e N
N
N Loxlé) x{der)
2 4, ? 4 . tey
poco jfl ((Xj HIXJ.|3:NJ 1} =N /x 1{[X]>eNa’) dP =3 sl N0, 1)
. Kot
N
donde t & x[d) x{diet) X {éel,...N) son {dénticamente dis- L oxld) xlést)  tey 4
e R A e, &) para N+ =

tribuidos con la misma densidad dP,
1t/ 0

pero la cantidad ] es:
: que es lo que querfamos demoatrar.



APENDICE

C. SERALES SIMULADAS DE RUIDO BLANCO

fig wimularon 10 senales con caracterf{sticas que se detallan

en la tabla
e | TIO UL DISTRIGUCION | LARD| MUTODO DE GIIEIACION  fPICGIAMA DE GEN.
Ny 1| kel (0.2) 645 Box - Miller ALEATORIO
Wiy 2 ol {0.1}) 643 Box = Muller ALCATURIO
Ui 3 Natmal (0,1) 645 Box - Muller ALLATORIO
Wi 4 Notml (0,1) 645 Box = Muller ALFATORIO
(LU ] Nommal (0,1) 127 Box = Maller ALFATORIO
O tionmal (0.1) o Iox = Maller © AFARTORIO
o 7 1 Unitome en {=0,5,0.5)| 645 | Cungruencial canbinado ALENTOLO
w1 | binarta,eleatoria a

int. disc. 310 { A partir do uniforme RUI00/1 INARIO
PHIS 6) | Sucesiln PRUS largo Ecuicién de diferen- PRBS/63

miximo 325 | clas m&d. 2
PRES 137] Sucesidn PRBS largo 1127 | Ecuacifn de difercn~ PRBS/127

miximo cias md. 2

TADLA CI

538

A continuacibn se muestran, sefal por senal, grdficas de sus
primuros elementos, semilla de generaci6n (cuando corresponde),
y los zesultadoqla las prucbas de independencia y distribucién,

RUIDO 1, generado con semilla = 25

AA’ .

|

—

Mo N

AA

/
VI

P ,
A T

1V

PRIMEROS 150 PUNTOS DE LA SERAL RrUIDOL,-

Prucbas de descorrelaclén

1) Cruces por cero,
B

Nit, DE INTERVALOS H Haa
NO. LE CRUCES FOR CEROG 331
% LE CKUCEG PUR CERO: 0.b14
X ANMISIDLE 1 0,461 - 0,539

(Con un nivel de conflanza de 951},

Sa acepta.
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) Autocorrelacién Vo 540

lﬁUTDC-NDRHALIZkDAI
r¢ O)= "1,00000

“rl 1)m -0,01143 6e consideraron 13 intervalos del eje real, contiquos y dis-

rl 2)=m -0,02223

r( 3= 0,03130 untog, con Limitea: -~ -2.2, -1.8, =1.4, -1, ~ -

ré{ 4)= -0,02307 . ) ! ! - ) ) e 0-8r =02,
.r( S5)e -0,04303 o : 0.2, 0.6, 1, 1.4, 1.8, 2.2, + =

r( &)m -0,03429
r{ 7)= 0,02786
* ¢ B)m -0,05041
‘r{ 9)m -0,05794
r{10)= -0.02034

Con un nivel de confianza de 954, para 13 intervalos se acep-

I ]
ta un valor de x < 21,026
ET " e — - f
sy ikt == = o Se observd x » 8,22 ,', Be acepta
BATIMACIO LK LA RMCH N LB AVTAORRH AL B b 1840 ML,
VAR.TEORICA DE LOS ril/N 0,00157
D.CsHe TEORICA LE LDS riSORT(1/N)= 0,03948 AUIDO 2
VAR.DE LA HUESTRA DE -10 r= 0,00120 _—
D.C.H.DE LA MUESTRA ['E Re 0.,03444
Ir(k)l MAXIHO ADHISIHLE! o0O.11111
Pruchas de distribucibn  p,C.Ms DE r(k) ADMISIBLE! 0.0%5400 . Generado con una semillat 2097147

0.,053469
1) Media y varianza:

86 HEDIAY 0.004B4 f P i | Y

RANGD AIMISIELE! =0.07717 0,07717 : ) J \ b |’.~ \ ! |
&8 VARINO CORKCG )1 0.97453 | ( \

RANGD ADHISIELE! 0,85006 1410914 Al LI MR

$8 DCMINO CORRLO.)! 0,96718

PEIHIRDS 130 FLYTOS DE LA BYRAL RUIDUT .=

3} liistograma v criterio de Pearson
Pruebas de descorrelaclén

1} Cruces por cerot (con nivel de confianza de 95%)

HU D LrTLRYALUY ! haa
NO» DE CROCLS 1Ok CERNG 312
% DE CRUCES FOR CLROL 0,404
X ADMISIILE § 0441 = Q:53%

-

°
WISIGRARY (4 LA BLIAL  BNIEG)
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H 542
3)  Autocorrelacisn n
SAUTOC . NORHALIZADAS 2) Histograma y prucha de Pearson.
, rl 0)= 1,00000
' r( 1)= 0,00537

r{ 2)= -0,02208
T{—3)e~—0,04725 -
rt 4)m -0,05595
r{ S)= 0.01019
rl &)= ~0.02249
r{ 7)» 0,03937
r( B)= 0,00179
r{ ¥)= 0,04754
. r{s0)= 0,03%80

) e =

» — 1"

SQUOCTEY B8 AVTOLOSANLACIOD R3TINADA DR 34 0CRAL B5100)

-3 UJ
BISYOCAANA DR LA BBBAL BUIDOR. i

- SCOIRELACIONES NORMALIZADAS r#

VAR, TEDR1CA DE LOS rii/N  0,00157 e consideraron 13 intervalos para la prucha de Pearson, con
Dot TEORICA DE LOS riSORT(1/H)=  0,03948
VAR.DE LA MUESIRA LE 10 re  0,00099 , limites como en ruido 1. Con un nivel de confianza de 954
B.Co11,DE LA HUESTRA WL Re  0.03144 .
Tr(kdl NAXINO AUMISIBLES 0.11131  (CONFa9SX? 8¢ acepta x < 21,024, Se observé x - 8.4, Se acepta,
BiCiMs DE rtk) ADHMISIILED 0,05480  (CONF=97,%X)
.- - 0,05349  (CONFa95%y
Priucbas de distribucidn: ' RUIDO 3

1) Medla y varianza Se generb con semilla = 524299,
88 MEDIAL =0,05278

KANGO ABRISTILES =0,07717 0.07717
o8 VAKEND COKKEGL ) ) 0,99507 .
RANGD ADAISILLE! 0,G9086 1.10914 : Y A
88 KCALND CURKEGL )| 0.99793. ! P’W I

PRIMEROS 150 PUNTOS DE LA SERAL RUIDOI,=-
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Pruebas de descorrelaclén

i)

2)

Cruces por cero. {con un nivel de confianza de 954},

N0, DL ENTERVALNG P84
NG, DE CRICES PO CEROY 328

x
z

* DeCofla UL LA HUESTIA DE Kw 0.030U4

I GRUCES PO CERUL 0.50%
AUBISIDLE § 0,400 = 0537

Autocorrelacién
MmuToC . HORHALIZADAR
™~ 0)= 1,00000
™ 1)= 0,04%00
s r{2)= 0.00197
r( )= 0,00482
- r{A)m ~0,05744
r{3)a ~0,00363
r{ &= 0.,00382
r{ 7= 0,04574
r{ &a ~0,03176
r{ M= 0,02353
iD= 0,00399

—

PEBCIOR B AUTOCIABELACION FATINADA BE L4 3U0aL avide)

LVAR,TEORICA DE LOS rii/N 0.00157
D.CoH TEORICA DE LOS rISORT(L/N)= 0.03940
VAR IE LA MUESTRA UE 10 ¢=  0,00093

frdhdl PAXKINO ALRISIBLED 0.2111) (.CDNF-'?.'.'Z)"
PeColte DE rik) ALAIGIBLEL 0.05680 (CONFu97,2)
. 0.05349 (CONFo9?52)

54k

Prucbas de dlstribucién

1) Media y vag;anza

Para un nivel de confianza 95%

¥k HEDIA! -0.,04078 .

RANGD ADMISIDLE! ~0,07717 0.,07717
8 VAR(NO CORREG.)! 1,046488

RANGO ADMISIOLED 0,09006 1,10914
LA DCH{NO CORREG)§ 1.03193

2) Histograma y prueba de Pearson.

-3 ]
B10TOGRANA DE LA SEAAL RVEDO),~

Se consideraron 13 intervalos, como en los casos anteriores.
Con un nivel de confilanza de 95%, se acepta x < 21,025, se

observa x ¢ 5.758, se acepta.
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AUIDO0 &

Generado con semillas 1048575

i
i

e
+—
Lo
——
[
1
e
e !
1
=1

—
-
-
———
—]
—

1iH

PRIMLRUS 150 PUNTOS DE LA SENAL KUIDO4

Prucbas de descorredocldn:

1) Cruces por cero: (con un nivel de confianza de 95%).

MO DE THIERVALYS H 644
0. I CRUCES FUR CERD! 26
A DEE Crbuls 1R CLROS 0.506
& AAISILLE ¢ 0,988 - 0,539

2)  Autocorrelacibn

VAR TEORICA DE 4.05 ri1/N 0.00157
DCoM ILORICA DE LUS plLORTCL/NDw  0.0394D
VAR.DE LA HUESIRA DE 10 r=s  0,00109
D.C.H.DE LA HULSTRA DE R 0,03307
Irck)} HAXINO ADNMISIDLEY 0Q.31118 {CONF=95X)
DeCulbe DE (k) ADHISILLE!L 0,0L400 (CONF=97,3X)
0.0534% (CONFa95X)

BAUTOC, NORHAL IZADAS
r¢ 0)= 1,00000
7 1)= -0,02272
r{ 2)w ~0,01634
mer— m— .t 31e -0,00489
r( 4)s -0,00637
FUREION DO AVTRCONORLACION RRTINAMA DU L4 PRIAL DEINNA, r{ S)m «0,04233
r( 8)= 0.07049
¥( 7)e 0.00903
r{ 0)s 0,02150
e 9)= ~0,01622,
r(10)e 0.02184

546

Pruebas de dlstribucibn:

1) Media y varianza
Cop un nivél de confianza de 95%
#2 HEDIAT =0.01490 .
RANGO ADRISIILES -0.07717 0.07717
¥ VAR(NO CORREG,): 1.,01254

RANGO ADMISIBLES 0.09006 1.10714
JF% DCH(NO CORREG )3 1.0062%

2)  Histograma y prueba de Péarson:

9 L]
WISTOGRAMA DF LA FEMAL  BUIDOS .o

So consideraron 11 intervalos como en los casos anturiores,
con un nivel de coanfianza de 954, asc admite x < 21,026, se

observa x ¢ 6,38], se acepta.
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AUiDO S

Geilerado con scmilla = 2097153

ll Al N, n.h
WLV,

S —
S

Ry v
|

NI

_x——-r——‘- =

A /
I K

| i
Pruebas do descorrelaclién:
3 Cruces por cero, (958 de confianza)
Nue BE INITKVALUG LI Y 1)
WU DE Croncs ok CCROY 572
%W CRUCLS FUR CEROT 0,500
R AbalbIELL § Q.47 = 0.5y
' ..
3)  Autocorrelacibn $AUTOC,NORHAL 1ZADAS
‘r( 0)= 1,00000 -
r{ )= -0,01130
rl 2)= ~0,00751
.l 3w 0,02740
r{ 4)s 0,03713
r( S5)e  0,04399
rl &)= -0,02%40
P 7)= =0,04034
ri 9)= 0,02917
r{ 9)e -0,00459
o - ¢(10)= -0,04719

FUBCI08 D6 AVIOCONSLLACION RITLAADSA DS La 3804L APYOOH.
VAR TEORICA 0E LOS e38/H 0.00070
D.CoNTEURECA DE LOS rISOKTCLI/HYs  0,02992
JVARWUE LA MULLTHA BE 10 re  0.00090
.DeCMBE LA NULSTHA DE Ko 0,03130

1e(h) | NAXINO ALNISIBLES 0.08378 {CONFe93X)

DoColie DE vik) ADNISIVLEL 0.,04202  (CONF=97,3%)
. 0:04048  (CONF=95X)

548

Pruebas de dlstribuclén:

1) Media y varianza

Con un nivel de confilanza da 95%

*¥ HEDIAL -0,01399

RANGO ALMISIBLE! -0,05038 0,05838
¥& VAR(NO CORREG.)! 1,02937

RANGO ADHISIBLE! 0,91743 1,0825

1 2] qcncyo CORREG.) § 1,01450 .

2)  Histograma y prueba de Pearson

) 3
BISTOCHANA BB LA SEBAL  WUIOOS =

5o consideraron los mismo# 13 intervalos gue en los casos an-
teriorea con un nivel de confianza de 95V debe ser x < 2/,.026,

se ohserva x = 6,94, se acepta.
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AUIDO 6.

Genorado con semillas

524287

Pruebas de descorrelacién

550

VAR,TEORICA DE LDS ri1/N  Q.00333

D.CoH.TEORICA DE-LOS riSQRT(1/N)u
VARDE LA HUESTRA LE
PiCoHDE LA HUESTRA DE Rw
Arth)l HAXINO ADHISIBLES

DeColMe DE r(K) ADHISIEHLES 0.08263

0.05774
0400245

0404945

0.16164

10 r=

(CONF=95%)
{CONF=97,5%)
0407012 , {(CONF=95%)

Pruebas de dlstribucidn:

2)

1) Cruces por cero (nivel de confianza « 954)
Nite DE INTECEVALOS H 309
NO» DE CRUCFS Ful CEROS 161

X AUNISTILE

2)

PE CRUCLES fuil CCKOY 0.521
0.412 - 0,548

Autocorrelacién
0)=
1)e
2)m
3)e
4)=
S)s
&)=
7)e
9)e
k2L
w{l0)s

*AUTOC «NORMAM.IZADAR

1,00000
0.00704
=0.02070
0.03315
-0.,04914
«0.04324
-0.02249
0.05204
=0.04657
~0:0617%
=0.07440

1) Media y varianza

XX HEDINAT 0.0460%

RANGO ADHISILLED -0,11132 0,11132
X3 VARCNO CORREG.)! 0,97104

RANGO ADMISIOLE! 0,84257 1.15743

&% DCH(NO CORREG.)! 0.99551

Histograma y prueba de Pearsont

ey m

i
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Se consideraron @ intervalos, con lImitesy = =, -2.4, ~1.8,
«1.2, 0.6, 0.6, 1.2, 1.8, 2.4, =, Con un nivel de confianza
do 958 debe ser x < I4.1.

El c8lculo es & » 4,108, se acepta.

Auioo 7

Generado con semilla: 1048223

=i
—
=

i

552

Pruebas de descorrelacidn:

1) Cruces por cero {con nivel de confianza: 95%).

NO. DE INTERVALOS b 644
NOs DBE CRUCLY T'DR CEROS 3347
1 DE CRUCES FUR CERU! 0Q.519
X ALNMISIMLE ¢ 04,461 - 0,539

2) Autocorrelaciéa.

AAUTOC . NORHAL T ZADAK
1) r¢ 0)w  1,00000
r{ 1)= -0,05035
v{ 2)=  0,02447
r( 3)= -0,03352
v( 4)=  0,03103
v 5= 0,00448
v 6= 0,07101
v 7)= ~0,06623
v< G)a 0.01504
. : r{ 9)= 0,00516
r{10)= -0,03551

.0)‘0 i \ - o - <=
.0

VAR.TEORICA DE LS ¢11/N  0,00157
DoCoH  TCORICA DE LOG pISARTC(I/NI=  0,03940
VAR DL LA HUESTRA LE 10 r= 0.,00196

DeCoMeDE LA MUESTRA DL fc= 0.,04432
Irdk) 1 MAXINO ADMISIDLE! 0.11111 (CONFe95%)

PeCiMe DE vlk) AUMISILLES 0,05600  (CONF=97.5X)
0.05349 (CONF:-?SZ)
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Prucbas de dlstribucidn:

1) Media y

.48 HEDIAG

varianza

=0,00632

RANGO ADMISIRLE! -0,02228 0.02226

8 VAR(NO

CORREG,)! 0.,08406

RANGO ADNISIDLE: 0.07758  0,08909

8 bCn(nO

CORREU.)3 0,20993

2) Histograma y'prunbu do Pearson.

— e e e e

'R}

Sc conslduraron 15 fnturvalos {dénticos en (~0.5, 0.5), Ja~

ra un nivel de conf{anza de 95% B¢ admite x < 23,645, el cd)

culv arroja

e et bt o e g

x s 11,535, se acepta,

N a—

554

F'Mr Teale

|

UL L

FALI KIS 130 PINTOS DF LA SHRAL INEL

Pruebas de descorrelacién:

|
ll iU Ulu

=]
==

L
L

1) Cruces por cero (con nivel de confianza = 95%})

NO. DE INYCRVALOS 309
NO. DE CRUCES POR CERO? 163
%  DE CRUCLG VOR CERD: O.5208
X ADHISIBLE ¢ 0,442 - 0,558

! 2}  Autocorrelacién,

¥AUTOC + HORMAL 1ZADAS

L3
r
ri
r{
r
w(
r(
r(
r{
r

0)=
1)w
2)e
J)=
4)=
S)a
4)=
7)s
8)=
9w

v{10)=

1.000v0
~0.04000
0,03.533
0.04000
0411333
~0:06647
0.,026467
=0:10467
0,06000
~0.064687
~0404000

N e

01 =N
1

= N

(Y]

=i KSTIMCION 48 LA NUKCION OF AYTOUUMALLACION BE LA SI5AL IXTH
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VAR TEORICA DE LOS rit/N 0,00333

DCoH.TEORICA DE LOS rISORT(L/N)=  0,05774

VARDE LA WUESTRA DE 10 re  0,00433

DoCiMeDE LA NUESTRA DE Re  0.,04503

-hetk)l HAXEIMO ADRISIBLEI 0.16166 {CONF=95X)

D.eMe DE r(k) ADNISIBLE! 0,08243 (CONF=97,5%)
0:07812 . (CONF=95X)

Pruebas de distribucién:

1) Media y varianza

Para un nivel de confianza de 951 se exige [X| < 0.1113¢2
{la prueba de varianza no hace sentido en este caso)
Se calcula, X e« - 0.01935, se acepta.

PABS 6

Tantn para esta soiial como para PRBS 127 fueron estudiadas
sus propledades en la seceibn (3.2.4), por lo que no se prace
tican las pruchas. 5e presentan las grificas de un perfodo

de 1a seiial y su autocorrelacibn.

-.;.; L. L] L.,L S  f S I ;_LL

AN PEATONO B8 LA SLIAL Fasse)

LG
r{ 0)=

556

UTOC « NORMAL 1 ZADAK

1)m
2)m
3)=
4)m
Sim
é6)=
7)=
B)=
)=

r{i0)=

1.00000
=0.,01507
~0,01507
~0.01507
-0.015087
~0,04587
-0.0150G7
-0.01%87
~0.01507
=0.01507
~0,01587

083
AUTOCORLACION BE LA SLAAL FRNSE)
PRBS_ 127

VO PERIVIO LC LA SAOAL PRsS 03T,
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SAUTAC «NORHAL 1ZADAY
el 0)a §,00000
v 1)a -0,007H7
r( 2)a -0,00707
r{ 3)s -0,00787
r( 4)a -0,00707
r( S)= -0,00787
rl &)= -0,00707
rl 7)e -0,007687
r{ 8)e -0,00707
rl 9)e -0,00707
r{i0)= -0,00707

AUTOLLSRELAC IO DE LA SLAAL PRa3il?
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AMLKDICE D

In este ajéndiow so prusentan los listados de loe programs mis rele-
vantes utilizados en la elaboracitn d@ este trabajo.

Bn cada lista-

& 50 incorpora una hreve explicacifn a modo do "autadocumentaciéa®,

do la funcifin de cada programa.

frograms

Hicu/c

Ricu/s
HICU/S/0LYLNP
H1CU/S/OLYVAR
MICU/S/VERSTON3
Hicu/omict
KICU/CINER
MICU/GLNLEY
W1CU/GENT4
PRBS/63

Pigina

561
562
563
564
566
567
569
572
573
574

PRIS/127

NIsTo

SROOT/C,
gHoDT/S
SROOT/IEPE/S
CRUCLS/CLRO
LSTIMA/PLSO
SIHULA
VARTANZA/SALIDA
ALLATORIO
LLIPCOIOE
CORRELACION
CORRLLACION/CRUZADA
FUNCION PESQ
RUIDOBINARIO

560

57h
575
5715
577
580
582
582
583
584
584
585
585
586
586
587
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