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Introducci6n. 

En la actualidad es relBtivarnente f'cil disponer de un~ co~ 

putadora, por lo cual es conveniente utilizar sus servicios en 

los c~lculos de ingeniería, esto permite que ellos puedan rea­

lizarse en menor tie~po que el que se utilizaría para efectua~ 

los manualmente, ~demás, si el programa en la computadora es -

orrecto y esta se encuentra funcionando adecuadamente,pueden 

evitarse los errores que generalmente ee cometen al efectuar -

manu9lmente calculoe largos, con esto puede garantizarse que -

los resultados que arroja la computadora dependen exclusiv!lmen 
;'.-_-, __ - ,:,<- ,_· ~ 

-· .. 
-· ···- ·-'---- -· 

te de los datos de entrada del programa. _ ... ·- ... -·-
'._ .- ¡~.; '"=o:.-,_-;:~:c_;_~,·;~ ~ ~--=· -~"O';_C.. ·:---"-¡-:n· _,_::- - . 

No obstante de que el costo del tiempo ae cC>~,~ut8.a6~a,' 
elevado ,la eficiencia de la. mísma hace que '~rtrr.j;,~Il'IEJ..Yol:'ía 
los casos se justifiqu~'. 2su \itlliz~h1.6zi~; 'éri:'-h}liJ:ó:&18~:- .. ·-· ·. ·-· 

,.. . .. ·-; '."·'.. . .:'".:~:: .. :. ·~.·.::~:~~· .... .. •.-,·-:,•.•.•_;" ···,, ' . '.' 

repetid os. /, ' '' - .··''.~<·,··;u:; );,;·;e /A,;:J·• .. · ...... ·. :<V ;~<e- .f:;~;T: > .·.· 
" • - '. \>_'.._'.'_;:- .:.~:.:+-:) ~.-.. ::·.·: .', -.. :.; ... '.·:;:{::.~ - - . . - . . .. -

Es o bvio~que- ta ·~.éí;&:f:Iig.{~~f·'.g~;~e~~a~:-1-;~~~~a-~f~JceY-·programa · .i· 
de los algoritmo e en que e~'fe{c;~.basa para efectuar los e B. le u­

los así como de la for~a e~!qu~ este se adapte ~ la máquina en 

que se utiliza .1 del lenguaje que se utilize p.sra desarrollar-

lo. 

El programa presentado en este trabajc~s¡ realiz6. en lengu! 

je BASIC utilizandose para su ejecuci6n. una microcomputadora. 

El obj~ti vo de este programa es el ~le cálcular: 108 despla­

zamientos de los nudos en las direcciones de los .d±stintos gr! 

dos de libertad (an~ulares y lineales), las. d~~9rmabiones angg 

lare·s en los extremos de l::is b~4rrlls y laf. fue~~~s internao ( r::c 

mentos flexionantes) en los mismos, todo 8llo para marc0s plR­

nos con barras de secci6n variQbl~, se~6n lae eEp~cific~cionas 
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del manual de constantes de marcos (Handbook of Frame Constan­

ts) editado por PCA (Portland Cement Association). 

Cabe mencionar que el progr~ma presentado admite la existeQ 

cia de barras inclinadas en los marcos. 
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Teoría. 

TEOREMAS ESTRUCTURALES BASICOS 

Se asume que el lector esta familiarizado con los teoremas 

estructurales básicos, sin embargo, por complementar este tra­

bajo, estos prettequisitos serán brevemente presentados. 

l.- Ley de Hooke~ 

La relaci6n entre carga y desplazamiento fue investigada 
/ 

por el físico experimental ingles Robert Hooke (1635-1703). 
/ El encontr6 que estando en el rango elastico de un material la 

carga era proporcional al desplqzamiento. 

Carga 

p 

Desplazamiento 

A 

De aq11i se establece que el esfuerzo Tes proporcional a la 

deformación unitaria E a lo cual se denomina comport~~j_~ito -
-- ~-~-~, -,:"'~>~,:;;_:;~-:~'.;.-~.;~~'o.'.; __ ··-. ,, de Hooke. 

La raz6n entre el esfuerzo y ··i~"'4f?t()~mB.6i.§iJ.'.~~1.t'.~f;~;;~:·eA\el 
·r-,-~,; ''~ '.}~'':-,';-. < • :'•,º, -·,,,,,-,_- :':O'-Y'~'):··~-c - • ~--';;o· 

rango el'-stico, la cual es una 6bri,~~t?~t~ ~;~i· inatel:'ial que se -

denota como el M6dulo de Elast:i.~:1.a;ia~;·;(~;)}g.¿m6c1lilo ·de·· Ycung por 

el fil6sofo in~les Thomas Young (1??3-1829). 

E= T,1e 
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Deformác:L6n 11ni t'?ri:l 

Donde: 

Módulo de elasticidad (E):' ta~,'~·.,;¡péndiente de _la .:r.eq_ta 
~-~ .. -"- _,,'.'__ -_ '--;-· .·, - e·:·, .. · 

':;;~:·:>-:-<·-··-_--::_·-_-:_':~~_-::_-::·-

Por consig1liente se estableqe qufi-t -~u =E~-·_-
->:"-

;~f}~'. i:;-.·. 
r 'e,''.·~ ,. ~" "'.-:·;~·~"".' ¡~· 
- ' . :··:/,; C•::_:.~·:I.:~_/'·:<';~~"·,-=··> . 2.- Teorema de superposici6n. 

'_:.<~'.·\-::~'. ·--~: .. ~.,--·.",· ,.;:· , 

Consi&6rese la configuración es·j:r'jidturEll 'mt'>~t:!-S:á~.:~-~ri.W-18'.' fi-

gura sujeta a un sistema de ca~g~'.s{~.[i~iGJ;:>"~-E[~:i~"~~~·;a,:s~·iaza-
mientos resultantes de todos lo~ ~{in'.tos son d:Í.;~ctamente pre--

porcionales al sistema de cargas-aplicadas, entonces los inis­

mos desplazamientos resultantes se obtendrían aplicando cada -

carga por separado en cualquier secuencia y sumando los ef'ec-

tos individual es para CR.da punto. 

el teorema de super~osici6n. 

Esto es lo propuesto por -
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Por ejem-plo el desnlazamiento resultan te en el punto i, O. i, 
igualará a la suma de los desplazamientoE en el punto i debi­

dos a cada una de l~s c~rg~s aplicadas que componen el siste-

ma. 

6 i = ª11 ~ ª12 + di; + • • • • • • • • • • + din 

A i = f1ÍPÍ~~:,f};.f f ¿~~ · ? 
"""'· :.··-><.,/';: .. :):,: ·,'~ ~ 

Donde: 

Ái= Desplazamiento total en el 

dik= Desplazamiento parcial en el punto 
aplicad a en P 1 n11n te l~. 

f ik= Desplazamiento en el punto i debido a 
aplicada en el punto k, ~ientras que 
otros puntos no existen. 

Pk= Fuerza aplicada en el punto k. 

Por tanto los desplazamientos 

de cargas aplicado 

Fll 

f 21 

f 31 
= • • 

• 

f nl 

o en forma condensa.da."" 

f 3n 

• 

• 

f nn 

a 

• 

Donde: [ :F'k] ef1 llami:td a. V't matriz ~-e f J cxi bil id ade~ o la -

matriz de coefieientes de influen~i~ e~tructural correepondieg 

te al sistema de cargas aplicado { Pk] . 

• 
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Los desplazamientos resultantee:['1k} son medidos a lo largo 

de la linea de acci6n de la carga que actúa en ese punto. 

Estos desplazamientos se utilizan cuando se cálcula el tra­

bajo hecho por las cargas aplic:idas { Pk} • 

pl 
{'"----_ 
,._ --

acci6n 

Por conveniencia se considerará una sola carga dicscrét~ a­

plicada en cada nudo, y en general habrá más de una carga dis­

creta en un nudo cada una teniendo diferente linea de acci..Sn. 

r0mo previamente se mencion6, los desplazamientos resultantes 
/ 

son desplazamientos correspondientes, esto es, para cada 

carga discreta aplicada Pi existe un.desplazamiento corre~poE:_ 
----=--- -=--~-=---;---

di ente, por lo cual al analizarse el des-plazamiento en un pun-

to deberá observarse cual clesplazamiento correspondiente se ee 

tá'considerando. 
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3.- Trabajo realizado por un sistema de cargas. 

Se supone el comportamiento elástico lineal de la estructu­

ra, es decir que el comportamiento de Hooke eYiste. 

Suponiendo que una ~nica carga discreta se aplica a una es­

tructura que esta soportada de tal forma de evitar el movimieg 

to de la misma, si la carga se aplica gradualmente desde cerc 

hasta su valor final, el trabajo hecho por 1~ carga P1 , la 

cual ti;::-·ne un desplazamiento correspondientell i, es dado por -

1/2 pi L\.i. 

Cuando un sistema de cargas se aptiC:::~·~:el ºtrabajo realiz3.dr. 

está dado por: 

El trabajo efectuado por un sistem.:.1 de cargas {Pk~ cuyos 

desplazamientos correspondientes son[Ak} , es df.ldo en· forma m!, 

tricial condensada por: 1/2 { F'J{ A kJ 

4.- Teorema reciproco de Maxwell 

Considerese la configuración estructural mostrada en la fi­

gura, el sistema de cargas aplicado consta de dos cargas dis­

cretas, P1 , P2 , las cuales se aplicái'-An gradualmente. 

Dos secuencias de aplicar lAs careas deben considerarse. 
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1 Aplicando pl primero y P2 después 

2 Aplicando p2 primero y pl después 

Secuencia 1 aplicBndo pl primero produce loe desplazamientos 

corres-pendientes ó 11 en el punto 1 y d 21 en el punto 2. 

Si se aplica ahora P2 ocurrirán desplazamientos adicionales 
. / . 

en los puntos 1 y 2 estos se denotan por d 12 y d 22 reepect!. 

vamente. 

pl 

(aplicada primero) ,"/~ll·.· 
" / ª12 
' / ... ' / .../ 

' / ' / V 

ª7' ª~·~'>',' 
' / v 

(aplicada 
despuás d~ 

aplicar P1 J 

Los subindices dados a los desplazamientos deben interpre-

tarse como sigue: 

El primer subíndice indica el punto en el cual el desplaza­

miento correspondiente se est4 determinando, el segundo subín­

dice indica el punto en el cual actóa la carga que provoca el 

desplazamiento correspondiente. 
1 

Debe notarse que P1 permanece constante. qul':'ante el desplaz!. 
'".,~:,: '_ · . .:.. ,. 

mlento a12 , el trabajo realizado por está f3.ecU,:eiicia de Cl'lrga 

est6. qadc;> por: 1/2 P1a11 + P1a12 + 1/2 P¿d2k 

Esto gr~ficamente expresa que el área total sombreada es el 

trabajo realizado. 
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p 

ª1, ª i·) 
J.. 1 .:;_ 

d ') ;:> 
C:.1_ 

Secuencia 2 si ahora P2 es a.pli.cada primero, los desplaza·-. 

mientes correspondientes en los puntos 1y2 son d12 y a 22 re~ 

pectivamente, aplicand!o P1 posteriormente provoca los dF;spi.az!. 

mientos adicionales a11 en el punto 1 y a21 en e1 punto 2. Pa­

ra esta secuencia de carga P2 permanece constante durante el -

desplazamiento a21 • 

l?l 

(aplicada despu~s) 
de aplicar P2 ) 

p 
-: 2 

(aplicada 
primero) 

E1 trtlbajo._~realizado por esta.secuencia de carga esta dado 

por: 1/2 ~I>ia'11 + P2a 21 + J./2 P2a.2~·L 
- .'··~-- ,-·,; ." ~- _.·· '::~~-, ·. ,'" 

LO cual se muestra también·grat:i.camen~e 

ª2·; 
1 ·-

il •), 
1 .:;..._ 

4 
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Cuando exi~te comportamiento de Hooke el trabajo efectu-

ado es independiente de la secuencia de carga; por lo cual el 

trabajo realizado en cada caso será el mismo, por tanto: 

P1d12=P2d21 

ª12=ª21 

entonces 

El teorema recíproco de Maxwell puede enunciarse como sigue; 

El desplazamiento en el nudo i debido a una carga unitaria 
/ 

aplicada en el punto j es numericamente igual al desplazamien-

to en el punto j debido a una carga unitaria aplicada en el 

punto i. 

En ambos casos el desplazamiento es un desplazamiento co­

rrespondiente, ~sto es, el despl~zamiento en el punto i se mi­

de a lo largo de la línea de acción de Pi y el desplazamiento 

en el punto j se mide a lo largo de la línea de acción de Pj • 

La matriz de flexibilidades de una estructura es normalmen-

te considerada como una matriz cuadrada, cuando esto sucede la 

matriz es también símetrica y por el teorema de Maxwell, los -

coeficientes cruzados de la matriz de flexibilidades son igua­

les, es decir: 
-- .--. ~~=- - _: 

·,-·-~.: .. \, ,;::,· -

5. - cargas y defi;iiíiziimfent9s g;ri~~~tf¡~!;',r~;;. 
Hasta este punto solo care;~·13~1a:ts'6:f~.g·~~~~<''. suE¿: d~EU'J1~.zam1en­

tos correspondientes se han col1.siderado en los sistemar= üe 

c~rga y desplazamiento, 3hor~ podremos presentar una generali-
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zaci6n adicional. 

a) El sistema de cargas discretasiPk1,puede consistir de . ..fí.ier-­

zas y/o momentos. 

b) El sistema de desplazamie??-tos correspondientes tl.\.k1 pue~e. -

consistir de desplazamientos lineales y/o desplazamientos ang~ 

lares o giros. ;·_ -,: :'- _~>:. 

e) Cuando se ado-pte el concepto de sistemas generalizad~~+~e-
be recordarse que los coeficientes de la matriz de flexibllfda 

- .. <,,~:.,,·;·,--·,,. -

des deben ser dimensionalmente correctos. 

o) Los teoremas estructurales permanecen válidos para:"' los si~­
temas generalizados. 

; -·, _,,.- ., 

Consideremos el cantiliver mostrado, loti .a~:spl~:Z~mientC>a 
·-'. i 

rrespondientes generalizados estan dados por:'< · 

en el punto 1 L\l =dll +d12=f llpl +:rl2p¿<• 

en el punto 2 .Ü2=ª21+d22=f2¡P¡+f22P2 

Las dimensiones de las dietintas cantidades se muestran en 

la tabla; con el objeto de ilustrar mejor utilizaremos unida-­

des, digamos toneladas, metros, radianes, ~ara las cargas y 

desplazamientos, y las dimension~·~Jseran fuerza y longitud. 

P¡ 

:r--------·Y· P2 
1 2 

P¡ 
p2 

'1¡ 
62 
f 11 
f 12 
f 21 
f 22 

. . . 

Dimeh~i6n~~.··/ Unid ad es 
:,~· ,_ ' ' ·,: .,_ -~:_~ ._, . .:_ '- .. ::_ . 

·--ce:~ F :.·:-,~-~~: :··~:~}:"'Y.~~ .. 

.Fi.·/;; . 
, ... -. 

L 

L/F 
L/FL=l/F 
l/P 
l/P'L 

Ton 
Ton m 
m 

rad 

m/ton 

m/ton m•l/t0n 

rad/ton 
rad/ton 11 
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Por el teorema recíproco de Maxwell t 12=f 21 estos coefi­

cien~es son iguales numericamente pero dimension~lmente son 

dietintos~ como puede observarse en l~ tqbla. 

6. - Energía total. 
'.:. . ;,,·, 

Cuando un.sistema. ae cargas es aplicado a una estr\l.ctura --

elástica, los elementos estruct11rales se defQrman y la energía 

se almacena en los mismos, a esta energía se le conoce como -­

energía de deformaci6n, cada elemento en la es.tructura 9.l.mac'f>­

na un porcentaje de la energia total. Cuando las cargas eon 

removidas la energía de oe1ormaci6n se utiliza para reestable­

cer la configuración origina.1 de la es"Ciructura. 

La energía de deformaci6n se presen-t;a de dif'erentes rormas, 

dep~ndiendo de la car~a y puede ser: ~nergia de flexi6n, ener­

gia de cortan~e y energía axial. 

Cuando los_Bpoyos ceden, energía adicional es almacenada, -

~stio se conoce como el potencial de las -re'H-ccionecs~;;~,;;c- ' 
Tambm~n hay potencial. debido a la deficiencia de las~;uniones 

ae J.os eJ.ementos estructuraleE-, es decir cuando existe;'.j'J.ego -

en los nudos de una estructura. 

7. - ·Grados de libertad. 

una estructura elástica~'Jb'itiritiñíi:9. tfene~-u.~~~hhkifci ~fzitini to 

de desplazamientos deff1j~k-~t-;~~~'.:}~~~: p:~~,den·:j_~~~~¡~fg~~,otser-~ 
var o calcular, pero el -pérfil deformado de una estructura se 

puede describir por medio de un número limitado de estos des--

pla.zamientos. Al número de desplazamientos que ee eligen pa~ 

ra definir el perfil deformado se le llama el número de grados 
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de libertad de la estructura. 

En general, se puede pensar qu~ una estructura es una red -

de miembros y nudos. Los nudos se introducen en donde los --

miembros se cortan o terminan, y donde se colocan los apoyos. 

Por conveniencia se pueden añadir más nudos; por ejemplo, -

en el lugar en que el miembro cambia de sección transversal o 

donde se requiera conocer los valores de los desplazamientos. 

Por lo común se supone que los miembros son rectos y prismáti-
,. 

cos entre los nudos, pero esto no es. un requisito. Las com--
-- , _-. -_ --

ponentes <'le los desplazamientos noaB.J.esse llaman grados de 11. 

bertad. Es suficiente conocer los<desplazamientos nodales P!! 

ra definir completamente el perfil deformado de la estructura, 

porque los miembros siguen una curva elástica definida entre -

los nudos basada en los rlesplazamientos de sus extremos, en la 

carga, y en las propiedades geométricas. Por comodidad, es -

común que se tomen las componentes del desplazamiento en cada 

una de las tres direcciones de los ejes de coordenadas mutua-­

mente ortogonales como los tres grados de libertad nodales. 

En una estructura tridimensional pueden existir seis grados de 

libertad por cada nudo y, en una estructura de dos dimensiones 

tres grados de libertad por cada nudo. Algunos de éstos púe-

den restringirse por medio de lae condiciones de apoyo o de s~ 

posiciones acerca del comportamiento dejando el resto como la 

cantidad de grqdos de libertad de la estructura. 
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EL Ml!;TODO DIRECTO D~ LAS RIGIDECES 

Entre los logros de mayor alcance en la ingeniería estruc­

tural esta la capacidad de analizar automáticamente casi todo 

tipo de estructura con un elevado grado de precisi6n y a un -­

costo razonable. La aparici6n de la computadora digital ha-

hecho posible este perfeccionamiento. Al aparecer la compu~ 

tadora se crearon de inmediato métodos de análisis adecuados 

para el cálculo en computadora; el más usado de ellos es el mé 

todo directo de las rigideces, inventado en la década de 1950. 

Al principio de dicha década Samuel Levy sugirío algunas de 

las ventajas de un método de desplazamientos usando coe~icien­

tee de influencia para el análisis de las estructuras de los -

aviones. Al mismo tiempo, varias otras personas estaban ela­

borando una variedad de métodos para el análisis con base en -

métodos matriciales, con objeto de aprovechar la computadora -

digital. Este confuso conjunto de métodos se consolid6 algo 

con el tiempo. Hacia 1954 Turner,Clough,Martin y Topp prese~ 

taren el primer tratamiento del método directo de las rigide­

ces. Demostraron que la matriz de rigideces, un ordenamiento 

de los coeficientes de influencia de rigidez que se usan para 

determinar los desplazamientos, se puede plantear como la su­

perposici6n de las rigideces de los elementos o miembros. 

La dualidad de los m~todos de las fuerzas y de los desplaz~ 

mientes fue demostrada por Argyris y Kesley en 1960 en su tra­

tamiento de los teoremas de energia. Desde entonces, ee ha -

obtenido una gran unidad de los diversos procedimientos, y se 

ha visto un rápido aumento en el tamafro de los problemas que -

se tratan, según aumentan el tamaño y las potencialidades de -
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las computadoras. 

En la actualidad el ingeniero en estructuras debe estar ra­

miliarizado con el m~todo de análisis de las rigideces porque 

constituye una poderosa hevramie:~1ta de análisis. Al mismo 

tiempo deberá estudiar el uso correcto de esta forma automáti-

ca de análisis. El resultado de UI:). análisis es sólo tan bue-

no como los datos de que se parte, el criterio y la habilirlad 

ingenieriles, que nunca se podrán automatizar, se deben apli­

car a las suposiciones de ca~ga, comportamiento del material, 

condiciones de apoyo, que son necesarios antes de hacer un an! 

lisis.· Lo mismo se aplica a la interpretación y el uso de -~ 

los resultados de tales análisis. 

l 

E,l ,L 

Las ideas básicas del m~todo de las rigideces se pueden de­

mostrar considerando el análisis de la viga en voladizo que se 

ilustra en la figura. Se desea determinnr el desplazamiento -

en el extremo 1 (d 1 ) bajo la acción de la carga (f1 ). Prime-

ro se escribe una relación fuerza-desplazamiento, imponiendo -

un desplazamiento unitario correspondiente a a1 luego se dete~ 

mina la fuerza necesaria para producir este desplazamiento un! 

tario en el extre~o de una viga prismática en voladizo, que es 

Esta fuerza se define como coeficiente de influencia 
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de rigidez para la viga, k1 , Yª: ~Ü.~-_-r~eprffeenta- la resistencia 
,. . .. ,., . 

de la viga a un desplazamiento unftario. 
- -

Ahora considerése el equ~l~b~io 

sigue =_-_¡·._:_•-·_-_-_k-. "-
~ ·-- " 

-.:. 

4e cuerpo-libre que 

Lafuerza hacia abajo 
-- . -·~-- ~ - -' 

cia a la flexi6n de ll[l v:iga, ce-e_~--ic:r_~;[·,c_-=;y~1a;fuerza_ hacia arriba 

es la carga aplicada f 1 • _El eq1i~ril:>rio da:< ·-_: ~~-_;::---~-~:: ~:i-:~:~ 

k1ª1•f1 

(3EI/L3 ) 

Se h~ usado un coeficiente de influencia de rigidez k1 , que 

expresa la influencia de un desplazamiento unitario, para de­

terminar el desplazamiento para la carga f 1 • El m~todo de 

las rigideces es simplemente una extensi6n 16gica de esta idea 

a las estructuras con muchos grados de libertad. 

Consid~rese la trabe de tres claros siguiente: 

M M,, r' "'l ,_ '.:l7¡ •·4 ,...... ~ " A 1 • 2 ~ • .1; ~4 - - ~· - ~ '-
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•,• 

~4 , ... _...... ..M23 r...,.. .,.., 
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EXiste un grado de libertad de rotaci6n en cada uno de los 

cuatro nudos. Se aplica una carga en cada nudo. El perfil 

deformado que se muestra en la figura se puede considerar como 

la super-posición de cuatro casos separados con s6lo un despla-

zamiento en cada uno de ellos. Estos casos separados se indi 

can en las figuras a, b ,e ,a, por ejemplo en la figura a se r.:·1e s 

tra el perfil de.formRdO de la .. estructura Con el impuesta y to­

dos les démas grados de liberi;ad sujetos contra la rot.'9ci6n. -

Las fuerzas que son necesarias en los extremos de los miembros 
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para lograr cada uno de estos modos de desplazamiento (prod•.i--

cir la rotaci6n , y evitar la rotación en los nudos sujetos) 

se indican en la figura, pero no se les da nombre. Por ejem-

plo en el nudo 1 el momento k11 es el que actúa en el nudol, 

provocandole una rotaci6n unitRria, con los nudos 2 al 4 fijos 

contra la rotaci6n. k 12 es el momento que actda en el nudo 

1 causado por la rotación unitaria del nudo 2 que a sú}ve~~~s 
causada por el momento k 22 , con los nudos 1,3 y 4 sujetos con-

tra la rotaci6n. Los términos en representan las rotaciones 

reales de los nudos. Por tanto kll G l P.S el momento real en 

el P-xtremo, en el nudo 1 de la figur~ a. Los momentos del nu 

do!<kij e j se anotan en la figura como los totales para ambos 

miembros que se unen en un nudo, donde kij representq una rigi 

dez de nudo. Estos totales son iguales al momento que apli--

can los miembros al nu~o. N6tese que los momentos en sentido 

contrario al movimiento de las manecillas del reloj en los ex­

tremos de los miembros, que son positivos, producen momentos -

en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj en los 

nudos, que tambi~n se definen como positivos. La superposi--
• 

ci6n de los cuatro casos que se muestran en la figura represe~ 

ta los momentos reales internos que obran en los nudos. El 

momento total interno en cualquier nudo debe ser igual Bl mo--

mento externo aplicado. Si se definen los momentos externos 

como positivos cuando tienen sentido contrario al del movimien 

to de las manecillas del reloj, se puede expresar el equili--­

brio del nudo como: 
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" '. . - " - .. --~: - : ' -

donde algunos de los t~rminos k¡j~bri.tc~ro, tales como"ki3 , -

k14 ~ k24 y sus opuestos k31 , k41 y k42 • 

La definici6n de los términos kij permite calcularlos en --

forma muy sencilla y repetida. En la siguiente figura se i-

lustra una relación básica fuerza-desplazamiento. Cuando el 

extremo lejano de un miembro prismático sometido a flexión 

está fijo, el momento y la rot~ci6n en el extremo cercano, es~ 

tán relacionados por: 

m .. 
1,J 

m. j l. . 
' 

Si se aplica una 

por tanto, kii = 

m = 4EI 9/L 

es 

En este caso el momento en el extremo fijo es la mitad del mo­

mento aplicado en el extremo que gira(recordando el factor de 

transporte en la distribuci6n de momentos). Asi: kji = 2EI/L 

Cuando se aplica una rotaci6n unitaria a un nudo al que 11~ 

ga más de un miembro, la rigidez en el nudo es la suma de las 

rigideces con que contribuyen cada uno de los miembros que lle 
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gana él, porque cada miembro sufre una rotación dada. 

En nuestra viga continua, los coeficientes de influencia de 

rigidez k se calculan fácilmente: 

kll = 4(EI/L)12 

k13 = kl4 • k24 = k31 • k41 = k42 = o 
N6tese que en todos los caEos kij = kji • Esto ocurre siem-

pre con los coeficientes de influencia de rigidez y como resul 

tado del teorema recíproco de Maxwell. El detalle principal 

de estos cálculos es que, aunque muy numerosos, son básicamen­

te los mismos y se adaptan bien para usarlos en la computadora. 

Cada término se basa en el mismo caso sencillo de un miembro 

sometido a flexi6m, fijo en un extremo y dándosele una rotaci6n 

unitaria al otro. 

Los coeficientes de influencia de rigidez ahora se pueden 

sustituir en las ecuaciones de equilibrio y dando los valores 

numéricos apropiados para los términos (EI/L)ij es posible lle 

gar a una soluci6n num~rica de los ángulos t:;; o giros. 

El m'todo de las rigideces s~ resume como sigue: 

Primero, C8da uno de los grados de libertad de la estructu-

ra recibe un número para fines de notación. Los deeplazamie~ 
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tos correspondientes a cada uno de los grados de libertad sen 

las inc6gnitas que se van a determinar. El segundo paso con-

siste en calcular los coeficientes de in.fluencia de rigidez. 

Con este objeto, se sujetan todos los nudos de la estructura, 

y luego se ejecuta una serie de análisis, uno por cada grado 

de libertad, por turno, dando un desplazamiento unitario. 

Cuando al grado de libertad j se da un desplazamiento unitapio 

se determinan las .fuerzas correspondi'entes a cada uno de los -

grados de kij' luego se 

cienes de equilibrio 

• • 
• • 
•• 
• • 

donde los términos a1 a dn representan los n desplazamientos 

desconocidos, y los términos r 1 a fn son las cargas nodales. 

En las cargas nodales aplicadas se usa la misma convenci6n 

de signos, ~sí como en las fuerzas en los extremos de los miem 

bros y los momentos: las fuerzas son positivas si est~n diri 

gidas·hacia arriba o a la derecha, y los momentos son positivos 

si tienen la direcci6n del movimiento de las manecillas del re 

loj. 

Hasta ahora, el estudio del método de las riBideces se ha -

referido al caso en que las c:1rgas sólo Ee aplican a los nudos 

lo que permite escribir las ec1.laciones de equilibrio en una 
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~orma muy eencilla. Sin embargo, en la mayor parte de los --
- -_ -~ -- - - - -

problemas reales intervienen cArgas aplicadas lateralme~te a -

los miembros entre los nudos. Un ejemplo comdn es el caso de 

la car~a uniformemente distribuida sobre una viga. Para efec 

tuar la conversi6n a cargas nodales se usa el .principio.de .. <la 
. : - -_,·:-.-.· :-
,--;·.·-_·-. _-_:.- ·.--'. 

superposici6n. 

Debe notarse que con este , m~todo. ~.ºf .J§·1~~~~~!~i~2~~· ~ti).i.~an 
más ecuaciones que con el método de 1á~ r#~~:~f.~·#:~··~;y.;··~2'f:#.#~.~.~r,r~ 
quiere más trabajo de cálculo. Al mi.~:fci<?X~~J·~·ip~i)():'Ji~~!~~{qµfi_~ob­

gervar que intervienen máF- calcuJ.os J:'epe.tig:C>ei_;~ue .~.~~Ii ~i'.m~tba o 
\'.'"_-,· l 

• de las fuerzas. 

un método popular para trabajar a mano, por lo laborioso de re 

solver el sistema de ecuaciones, es el que ~ás se usa en l~s -

análisis que se hacen por computadora para las estructuras. 

Ahora organizaremos el método de manera que se adec6e al 

cálculo con computadoras. El resultado constituye un r.ecurso 

valioso para resolver estructuras r~ticulares d~_ ~.:.l.l_~~'ll1i~:; 2tl.­
po, teniendo la facultad ae poder ampliarse sericill~~~ri~~ 'pare 

' . ' . --;-· .. ---·-·_; ·- .. - ~ ' 

. '"'- >:.>:\~~'< ¿.:; ·,; .'c. : <-·'./, ''.f /;:-.~.-

1 as formas más generales de eetructura. · . -, ; ,,>> .. ;.'.·p· " ' ·? .. ,.: 
El m,étodo se plantea en términos de ma.bfib~~:i;." ([El ·~¿tbdC> -

de las matrices se adapta muy bien para, fo;~Gra; los cá;21.lloE" 

en que: és necesario ·u::~ar'·e6~~ciones eimu1táneas, y es la -ma--­

nera natural de e:feC1¡'ual';-estos ·_cálculos en una computadoI'ª· 
-· ---- -o.·.oo-;o·_,,·-,. __ ,-_c-:' 

Aquí no se examinart los métodos emple8dos para reeol ver lfis 

ecu~ciones que se obtienen. La inversi6n se usa como fo~rna -

simbólica para expres~r la soluci6n de ecuacion~s, pero no se 

intenta sugerir que la inversi6n ee el dnico procedimiento. Ls 

soluci6n de ecuaciones es una materia completa en sí, especial 
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mente cuando se trata de un sistema grande de ecuaciones como 

los que se presentan con frecuencia en el análisis estructural. 

La ecuaci6n básica de rigideces se desarroll6 anteriormentft, 
I 
esta expresa el equilibrio de cada uno de los nudos en funci6n 

de los coeficientes de influencia de la rigidez nodal y de los 

desplazamientos nodales desconocidos. 

Esta ecuaci6n en notaci6n matricial 

En 

donde .'l L K] se le llama matriz de rigideces de la estructura 

a { D ~ vector de desplazamientos y a - { F 1 vector de cargas. 

En esta ecuaci6n kij es la fuerza nodal correspondiente al 

grado de libertad i causada por la aplicaci6n de un desplaza­

miento unitario correspondiente al grado de libertad j. a1 , 

a2 , ••• , dn son los desplazamientos nodales desconocidos y 

r 1 ,r2 , ••• , f
0 

son las cargas nodales aplicadas, correspon-

dientes al grado de libertad 1, 2, ••• , n. La formación de 
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la matriz [ K] es un paso importante del proceso de análisis. 

Debido a que en el análisis de la rigidez los grados de li­

bertad se localizan en las uniones o nudos, a la fuerza kij se 

le llamará rigidez nodal. Nuestro objetivo es idear una mane 

ra eficiente, automática, para generar los términos kij• 

Todos los térmj"nos de una columna dada de la matriz de rigi 

deces son fuerzas nodales producidaá por un solo desplazamien~ 

to nodal unitario aplicado. Considérese parte de una estruc-
' 

tura reticular plana, segdn se muestra en la figura e, los gr~ 

dos de libertad están numerados en la figura (del l al 12). 

Si se desea cálcular los elementos de la primera columna de la 

matriz de rigideces de la estructura , se desplaza la estruct~ 

ra como se indica en la figura f (un desplazamiento unitario 

correspondiente al grado de libertad 1, manteniendo el valor 

de todos los demás des~lazamientos en cero). 

5 
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Loe elementos K11 , K21 , x31 eon las fuerzas correspondien­

tes a loe grados de libertad 1, 2 y 3 respectivamente, causa­

dos por u.n desplazamiento unitario correspondiente al grado de 

libertad l. El resto de la estructura no aparece en la figu-

ra, porque solamente se desplaza el grado de libertad 1 y las 

6nicas fuerzas y pares que hay que calcular son las asociaqas 

a los miembros afectados por estos desplazamientos. Tales 

fuerzas se indican en la figura f en sus direcciones positivas 

definidas. Como ya se dijo antes, constituyen la primera co-

lumna de la matriz de rigideces de la estructura. Al obser• 

varlas se demuestra que pueden calcularse directamente sin di­
/ 

ficultad; esto se hace descomponiendo un término K dado en ~us 

componentes según cada uno de los miembros que concurren a la 
\ 

junta. Por ejemplo, x11 es la suma de los términos k 11 pa~a 

cada uno de los tres miembros, como se muestra en la figura g 

A la k min6scula se le llama coeficiente de influencia por ri-

gidez del miembro. El problema se ha reducido al cálculo de 

las rigideces correspondientes del miembro. 

Se examinára el cálculo de K11 • El miembro 1 se alarga 

una distancia igual a la unidad; por t8nto, k11 para el miem­

bro 1 es la fuerza necesaria para producir una elongación un~-

taria en el miembro l. Para un miembro prismático de longi-

tud L área A y m6dulo de elasticidad. E, k11 =EA/L. El miemero 

2 se traslada lateralmente en uno de sus extremos una dietan-

cia unitaria, con las rotecioneB de los extremos impedidas. 

Se comprueba fácilmente (por el método de las 4r~~s~de lee m2 

mentos, del trabajo virtual o cualq11ier otro método para el 

cálculo de desplazamientos) que para el miembro 2,k11.12EI/l?, 
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donde E, I y L ~e refieren al módulo de elasticidad, momento -

de inercia con relaci6n ql eje de flexión y longitud del miem-

bro 2. Aquí ae supone que la flexión es con relación a uno -

de los ejes principales. El miembro ~ sufre una forma más 

complicada de desplazamiento. Se evita la rotación pero la -

traslación en la direcci6n x de la estructura da por result~do 

t~nto un acortamiento como una traslación lateral en el miem--

bro inclinado. Es necesario prestar atención cuidadosa a ~a 

forma geom~trica y a los componentes de las fuerzas y despla--

zamientos para calcular k11 directamente para el miembro 3. 

En vez de efectuar el c~lculo aquí, más adelante se estudiará 

una manera efectiva de manejar los miembros inclinados. 

En resumen cada término de la matriz de rigideces se puede 

calc11lar directamente examin~ndo los extremos del miembro en -

cada nudo y sumando las rigideces con que contribuye cada miem ..,. 

bro. 

En el cálculo de lae rigideces nodales, las ri~ideces del -

miembro se deben calcular primero en funci6n de las direccio--

nes de las coordenadas establecidas para la estructura. La -

rigidez nodal Kij se encuentra entonces como la suma de las ~i 

gideces correspondientes del miembro k1 j. Surgen dificult~-­

des cuando la orientaci6n del miembro difiere de las direccio~ 

rtes de las coordenadas de la estructura. Se atacará el ~ro~-

blema determinando nrimero lRs rigideces del miembro en un ~i~ 

tema local de coordenadas conveniente para el miembro. y :dee-­

pu~s ee transformarán l3s mismas al sistema ~lcb~l de l~ ee~-­

truc tur~. 

Hasta ahora conocemos lo esencial para comprender el fun---
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cionamiento del método, pero en virtud de que existen diversas 

formas de aplicarlo nos lim~taremos aquí a explicar aqu~lla --
, 

que se empleo dentro del p~ograma para la computadora con el -. 
objeto de obtener un mejor entendimiento a.e la misma. 

Para principiar consideremos las siguientes suposiciones. 

-Des"9reciaremos la deformación ~~á_'.~i:)ae(l~s barras, es decir 
\•o,·,·>/ • y,.'-'--' ~- ?~.)~>··~;,<:,; ·,·-,;, 
<:·.·.·~<-.>-' ,-;t/>.' . -·.. -, .. ,. -, 

su-pondremos que no existe. ,. <':·""'' ;«(/, ~.·;?')···: 
. , .. •• • ;•;:.:-,::{'.HAir/l~c,''5: }'L,)~ :;;:; ••···••. 

-Nos interesará unicamente ~;~,5Z;~;~,]''~iir§,~'.I],~~{11Sntos internos fi-

nales en les extremos· ae las ·barr'8.s·9Fen vi:rt1.la que las fuerzas 
·;_, __ - "-~ (-{::LJ;:~-_-_::_ .·-¡ 

axiales y cortantes en d.ichas barras :PU.E!9~r:Lcalcularse f~cil--

mente una vez conocidos estos. 

-Trabajaremos e6lo apoyos completos en los que <-f.OX,dy son o. 
Consideremos el siguiente diagrama de una barra en que la 

direcci6n de la misma se clefine por un nudo ori.gen (A) y un nu 

do destino (B). 

A 

A 

Donde: 

<{'A y t.pB son los desplazarnientcs anpul;:;ires o giros de los n~ 

dos A y a respectivamente de acuerdo con la sipuiente conven--
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ci6n de signcbs: · 

A~-r-

eje original de la barra entre· el ·nuáÓ ~·.:,Yt.~1\'.riudo B siguiendo 
·~-=: - ~ .- ~~~:;-; -...:.._:_~ ~~~';:::: ,: ~--"~-"',;~'-.'--~---. ----- -:-, - -::._ 

~~-.. ~~~,~~~ ~-~- - --~.--- -la siguiente convenci6n de signos: 

··r ~(+) 
A •------~--------------- B 

. - - ' ... - . 

.. 'i>'(-) ~-·----ir· 
A B 

A ~ 

~----....t. :J=· ~~--~---~~- B 

9 A °! 98 son las deformaciones angulares _e_n los extremos A 
,. 

y B de la barra obedeciendo ~ la signos siguien-

te: (+) (-) 

De la ftgur,a obsEfrvariío~, ·c.túe :···· 
. ' 

·e 
,\ 

0 B = + ( tp B + A¡r,) 



Considerando; 

\ 

r!xa \ 
y 

--
Los desplazamientos l.:i.neales (d) 

siguen la convenci6.n. 

t_:_• ~ 

(30) 

\_. 

DB+DA 

·. DA = dya J. • dxa.t. 

DA = Cosol<lya - ; end:. dxa 

DB = -dyb .l + dxb.J. 

DB = -CosoC. dyl::> -t: :~;(:.> r:oC. d:xb 
------- --- --·----- ---'-----"- -"0-.::.~-:;-.c-_--

X 
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Send .:(YB-YA)/L 

DA = 

DB = 

Por 

YB-YA 
dxa 

YB-YA. 
dxb 

L2 - L2 

SB 
YB-YA 

dxa 
YB-YA 

dXb = L2 + ~2 ·~ 

donde: 

4' A = desplazamiento angular ael 

tP B = desplazamiento angular del 

dxa = desplazamiento line.al en la 

de la barra. 

aya "' desplazamiento 

de la barra. 

dxb·= deepla.zamientó 

· no de la barra. 

dyb =desplazamiento lirieale 

no de la barra. 

XB-XA 
dya 

XB-XA 
dyb - ? + L2 

.l:!;C .1 

+ 
XB-XA 

dya: 
XB-XA 

dyb 
L2 L2 

Ec.2 

--- --· ·-----·- -- - --
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XA = abscisa del nudo origen de la barra 

YA = ordenada del nudo origen de la barra 

XB = abscisa del nudo destino de la barra 

YB = ordenada del nudo destino de la barra 

L = longitud de la barra 

eA = deformación anf.'.llar del extremo A de la 

6B = deformaci6n angular del extremo B de la 

ConBideremoe la siguiente estructura constituida por-do~ 

dos y tres barras dirigidas en la forma 
·, y 4 

1 
11 2 111---.-:...--.e:; 

Observese que en 

miento lineal. A pesar de 

dos hemos denominado 

mente ºpara .. poder ··id 

Giro nudo 1 

lf'1 
Gi.ro nudo 2 

Lf~ 
Desplazamiento 

lineal 
d1 
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Sabemos que los apoyos no permiten ningun desplazamiento 

por ser empotramientos, por tanto son apoyos completos. 

Para la barra 1 el n'.ldO origen es el nudo 3 "apoyp" por tan 

to \f'A=dxa=dya ... o, XA""X; y YA=Y3, el nudo destino es el.nudo .. l, 
', ·'-'· -· '•' 

por tanto LP B= tP i • dxb=d1 ,ya que este desplazamiento coip.ci.ae 
;.,·. t•. (· 

con el grado de libertad lineal 1, dyb=O ya que la l:l.arrá T no 

sufre deformaciones axiales, Xa=X1 y 
·,··.>':--: 

Para la barra 2 el nudo origen es el ri.udo) po~ ta:nto i~·I = 
l.\> 1 , dxa=d 1 , dya=O, XA =X1 y YA =Y1 , eL

0
nudo destino es el nudo 

2, por tanto Lf> B= lf> 2 , dxb=d 1 , dyb=O ya·-que.1a barra 3no:sufre 

deformaciones axiales, X8 =X2 y YB=Y2 • N6tese que dxa_~dxb pa­

ra esta barra, ésto porque la misma nó sufre ae·rorrii.irc':i.oil.-~~ < 
.. :·-'.~·<·::-~ .. /::/.~.:.:- _·, 

i 1 '', - _7;,.ª·:·,;·i·_.:, -:.··:;,:',. 

ax a es. •.,·. ..·<:/'•.' rx < t 

Para la barra 3 e 1 ' nud ~:- ~?7;~~ri ::~~ ;v~'.~ ·p~~'.~;~:?~·~f;poE,'Y~~-*~'.~ ~A• 
~ 2 , dxa=d 1 , dya=O siendcí{~'W~ :~{f~~·~~g ~~¡i~~~~~Í,,;~f~'~¡.fe tie 

ne el a poyo den ominad o'Í~~~,~~{,4*~~f'}~i'f~tj,~·?~-~~3"{~ ....•.•. ' .•. ,_·_.f º .. _~.~ .. A····B·•-·.~: .. :.·:.·.·.•.ª~-·.~ .. -.•····x
2 
... ·.•.·_.b•.•.·-.·.··.Y=.·.·.······ª;·'..-.. •_2YY.Ab .••. ==Y

0
· 

2
, 

el nudo destino es el ~Ga6.·~~4 ~l; 1 a.pb;yk1•t,i,;.poi;.~a~t}, '1 - _. . . . . 

- . ----,, '-··· .. 

Si sus ti tti.{mC>~ 
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2NB x GL 

GL X 1 

(34) 

· .. Y4-Y2 

~ 
Y4-Y2 

~ 

ndmero de barras 
con que cuenta la 
estructura. 

GL ª número de grados 
de libertad que tiene 
la estructura. 
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GL = ndmero de nudos + ndmero de grados de libertad lineal 

La matriz de continuidad es una matriz de transform,1ci6n qJ.e 

nos permite como veremos posteriormente obtener.:!. partir de la 

matriz de rigideces de las barras, referida a las coordenadae 

locales de cada miembro, la matriz de rigideces de la estruct~ 

ra referida a las coordenR.das globales de la misma. > , . 

La forma de esta matriz varia dependiendo de cu~lei~~bn los 

nudos e origen y destino a e cada barra' así cómo de i~;~·¿;~~e~non 
' -

dencia de los desplazamientof1 de los miFmos conlc~;grádbs de 

libertad de la estruct11ra. 

No debemos olvidarcqueel· procedimiento para.obtener la m:9.-
- .-__ , ... _._,-_,_. - - -· 

'. ,.- , '• 

triz de continuidad ~e basa totalmente en las ecuaciones l y 2 

Cada barra tiene doe;. ~englones en la matriz de continuidad, 

los cuales se .forman con.·los coeficientes de lfA, t/13 ,axa,d,ya, 

dxb, y dyb, que en la matriz aparecerán como coe.ficientes de 
' -· -, ~ 

Así entonces proporcionando como datós< ªlÚ:prÓg'.r,f.im'a' .~1-·•_ri'd~e-
,· • '. ... ::<·- ·: .... \:~·-:.."_,.'o;·:·.·,:.;·::,,._- .. , :i-~~;-;f;:y~- -·~--

ro de nudos y las coordenad8.s de .lo~ I?1ff!~.06;1E~ri..~.~iA·,S.is'.t.einB. g1o-

::: 'a :
1 é::::r:º: e·1::á:::::::~~f ~~~it ~~c~~~~~~~j~~;~~i~~~~G~i~-

,-:;·- :'_:0_·j~~LI:o·-~,~:-2~ \~_~;;:~-~~-~:.,;;~~-~ >'-- :. '" - --- ~- >::~-- ~ _;_,_ .. ;coo-~ --- -- -~ ·- .; .--.-:-_·¡e--

.. ; ___ ·->:,-~'i;:·._ ,:::- ;~t' '''·· 

para indicar un desplazamie~to q~-~5tf~~·&8i~_t-e)·-·e1.n(imero .c~e ~P.9. 

yos y sus coordenadas respectivl:i~!·~;~,·~i> sistema global, .a éstos 

se les numerará como nt1d os co!ls'~;a.Gt:i...r60 ~-¿_n cuando no lo. sbn, 
--··-·::·i,_.\ __ :O::;. 

esto con el unico prop6sito de pbd~b-ref'f:rr!'nos a los mismos -

sin confusión, el ndmero de barras así como el nudo en que ee 
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origina y el nudo en que termina cada una de ellas haciendo uso 

de la numeraci6n asignada a nudos y apoyos, cabe mencionar que 

el número de nudos que se introduce como dato al programa es el 

número de los mismos sin incluir los apoyos. Una vez que el--

programa cuenta con estos datos es capaz. de calc,ular las longi 

tudes de las barras mediante: 
;~~. ; : : _.' - ' ·- .,. - . 
' >_- .''. ,:_~!.~----~----.>~---' - :;_7. ~:: ::·-

· ... ~ ,;,N }~~~~~J~r.¡,¡it!~~~~,1~~~ ;;,··. 
para posteriorajeiitfj_-:tnii~~;~~S-~~~~tl¡se·La•~;i·~~'.' ~:~·&~~iones 

.. -· -~·-:;~f~~~~·.,: _·'....::~·:_·.:;::.:1···-.::~:~~?'~~::_~:::N.~"';.~¿;;_-~·,_~;'.;~-: --- --·-- ---- ·;~,---)-~·:__,;,~-~ -- .,._ 

ma trii ·<3e'~'.·q?º~-~~'Ii.llióºªCi:·~fB'_: ~·.'.é~··· --~. :·e'.~-_;~~;- ·_·.-
. :·.· ·. ·::\-, ;·_-~·<·: ·-.:."::::,;'.~l;~.-./.' -,-, .. •7-·~:~;·,~.'.:·-··~·- .. 

A 

;,· ~· .. ; . ~:;. ; :., __ : >' .·.·-.. · ............ -_ ... __ :-~~:._.:._-. -· 
. e-.·~-:·~~:~) t:_.~_'.;-:_:~.;¡,:~·-·.·.; · .. · ;-~~:~~.¡; ·-' ' " -\:, --. . . /·1'; ·.;:·-~ 

constaere~~·;Jí;{.fa-i>afr~~· ~ís~'1~~te· qu~~, es l.~ -·parte funaameiita1 
' -"~<º~-·--.·.7.· ...... .'>>;.:·<"):;;~ .. ' j'':>_.->·:.: .. .. .. · .. _ ··~L-

:_,' 

-< '-·'. \>?fr .. -.· ... ·· .• ... · ...... . 
,-a:~i~:gllTJ1·~~ .un.a -~ ~:f g~~';ic'i.~n -

··-··---~!i~-~i~~;'.'.~.~~j_i~~·-ia' ·.;ri·····-·~ i·•~·•_·-~~·t-re·m o 
• ~ -=--- ~- -;..-__ -,-,:---!-_-~ __ :_;_-=-·==---- =c=:,;~-,__·:,~:x~~:~-~ --~~,~i-::~- , --- - ,. ,.,_. ~<_J ~': ·~- _L::f_~"-:-~: _; ::~-~--~~~~ ~- ·~:: _;_:_~-~~~~:~<--:: · ---_:__,. --=~'""~-=-·=' ::c=-.:...:o..:_~ --- . __ 

.f ,;~Ji if~]i;; ~ ~~~~.~l~:::::: ··::n::n:::: :ª:u,i ~ 
:.:tlfl'I'---+--·--· >~~,. · üos momentos kAA y kBA en los 

nudos A y B respectivamente. 

Si a-plicamoe1 ahora una deforma 

ci6n angular unitaria en el e~ 

tremo B de la. barrt:l man.tenien-

do~ujeto el extr~mo A. ee ~e-

neran entonceE los momentoB 

kBB Y kAB en lo~ nudos B y A -

respectivamente. 
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Sabemos que el momento generado por la deformaci6n angular 

del extremo de una barra y la misma def ormaci6n son proporcio­

nales, tambi'n sabemos que al deformar angularmente el extremo 

de una barra cuando se mantiene fijo el otro extremo, se gene­

ran momentos en ambos extremos de la barra, entonces,si hacieg 

do uso del teorema de superpocici6n, sobreponemos los efectos 

causados por la deformación aneular BA en el extremo A de la -

barra con los efectos causndos por la deformaci6n angular SB -

en el extremo B de la barrn, resulta que: 

de 

MA = kAA e A - kAB e B 

~B • ~.-.~BA~A .• + 
Donde: .. 

kA.'./\.··y·~~~~B':···~ª~·~as rigideces 

~~~~ebtivamente. 

M~n. = kAAi>. e 1\n 

MBo =-kBAn e A.n 

- k e Al3n Bn 

+ kBBn eBn 

B 
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En forma m:1tricial: 

MAl -kABl o 

MBl kBBl o 

MA2 o o kAA2 -kAB2 

MB2 - o o -kBA2 kBB2 -• • • • 
• • • • 
• • 

MAn o 

MBn 

Y en 

: .. ~--::-. '. - ':.-_ .--:-~--
- - ""-- _,__, ___ . -

[k] {e~ 
Donde: 

{P1 es el vector de momentos internos 

l k] es la matriz de :_rigideces de las barras 

Siendo el orden de ~sta~ matricas 

{ P} 2NB x 1 

lk 1 2NB X 2NB 

Cabe mencion.'lr 

siempre 

programa. 

Sustituyendo 

_-._ ~- _'.:----'---_.--_-

eii.1 

es1 

e.'\2 

e 32 

3o. 
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Observese que los momentos internos en los extremos de las 

barras (MA y MB) siguen la misma convenci6n de Eignos que se -

emplea para las deformaciones angulares ( 8 A y 9 B). 

De la estructura mostrada anteriormente. 

~ 1 J./2 

Si denominamos J}1 y J./ 2 a los aplicados en 

los nudos 1 y 2 respectivamente y F1 a la fuerza externa apli­

cada en la direcci6n del grado de libertad l. Recordando los 
I 

momentos internos que actuan en c~da barra y obteniendo algu~-

.nos cortantes; MA2 ()--() MB2 

MBl 

MAl 

Por equilibrio de la estruct1¡ra llegámos a: 

J..( 1 ª MBl - MA2 

J./2 s:: ~ - MA3 

F¡ = (-MAl + MBl)/Ll 

~ue en forma matricial es: 
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~l o l .-1 ··o 

J.l2 = o o 

Fl - Yl-~3 Yl-~~ -
Li :Ll 

Y en forma matricial 

Donde: 

{F} es el Vector de Fuerzas externas 

l B] es la transpuesta de la matriz A 
estructura. 

Por tanto 

o 1) . 
MAl 

o Ma1 
Y4-Y2 MA2 

MB2 ~ MA3 
M¡¡3 

NÓteae que .los momentos externos uf en .los;¡~·~dos si~ue:n. la -
- ---·,,---o-ºº""--,=;::.0-_-=-=-=-~-_::"','_,::,o.:=-.ó.'.~~--~ '.<-oi~."~;~:-::-~:.:,_·:·~,·-': : . ~ ~'-_:~c:_;__~.cc;f'!. _ 

convenci6n de signos utilizada para :io~·~~sl)i.í:.iztinfi~ritos;.;B.I1gul!_ 

res tp y las f'uerzas externas F siguen itá;c:¿h~~h~1'.61l·i~~· gi_gnos 

aesplazamient;os. iii~·~l~sJ~f.q: '' < ·i:<,<"''' 
'/.< <;-:: ~·~.-.> :·»¡ /.'{ .--, .-.,e • ~L~·,_;·_:··.,.:· ·--

.• .. .,~ -_ .. '·' - ., .,-. ;.:,,· '" .· ·--· .. -.· c'.:(·i·: ---. ·,,:•:~-:. -:/.-:·--> '-.. ·· -;-·, 
-:_.·;< .·¡·ª~ :<;:.:~:;~-~-. :, .~ ·,.:.:,: o''-J">--,> 'j ·,· 

· · ,·;·r·>s.:.::··::;· ,~, ,,;~H;~;:'t':_ .. ·:,',\:··:· .. 

empleada para los 

Si. sustituimos la ecuación 5 é!i'.:::ó~~h;~~'9\J.a'.&~6;ri[6 º~e c)bt:lene: 
' .- ... · ..... ·, ··-·' ., ·:·!>' :,·;- "'• \ -!·~·-·:» .. 

<:-~~~<\.t~ .. ".i~~.::~··" :· .. /.;~.::<· ,<> 
- ', ::~ ;:;e~:·-:--_';'},'.<:·,--:< 

Si .formamos la matriz de rigide'.ci~"~;JJe las barrae par.i.t la -­

estructura que hemos manejado t·~nd~~~~~; 



kAAl -kABl o o 

-kBAl k,BBl o o 
o o kAA2 -kAB2 

o o -kBA2 kBB2 

o o o o 
o o o 

Si ~.feetuamos con ias' 
obtendremos la 

(kBBl +1tA.A2) ... · .. · ......... ·· ~Ka2}:;.< 
. ·: "-·~-º - -_,_~:' ,_: =-~~;~.~~-'.>,;·Ji\~::_·-?-_:.._:: 

~ . . 

PBra·realizar 
·~ ;: . 
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o .. óo··· 

o 
o 

o o 

kAA3 

-kBA3 

.\:<.:~-: -: .. ·~: ·-:~~··_.· -·.~:.,;"_ .· -::--:- ' 
0

'(kJ3A1+kBBl) 

I,l 

(kAA'+kAB3) 

I.3 

(kAAl +kBAl +kABl +kBBl) 

11 

(kAA3+kBA3+kAB3+kBB3) 
2 . ·.·· 

L3 

+ 

sustituyt en Ía matriz de con-

tinuidad r1-Y3 por L1 y Y4 -Y2 por -:&3 antes de obtener su 

transpuesta, la validez de esta suetituci6n radica en que lgs 

barras l y 3 son verticales y la diferencia de ordenadas de 

los nudos origen y destino, en valoe absoluto es la longitud -

de las mismas. 

Ndteee que esta matriz es simétrica al igual que la matriz 

de rigideces de las barras ya que para cada barra kAB = k 3A 

I eeg·un el teorema. de Maxwell. 
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Sabemoe que la matriz de rigideces se integra con la suma de 

lae rigideces con que contribuye cada miembro para cada !?:rado 

de libertad de la estructura. 

Para encontrar las rigideces con cuyas sumas integraremo~ -

la matriz de rigideces de la estructura aplicaremoE desplaza~­

mientos unitarios, angulares o lineales en cada grado de liber 

tad, angular o lineal respectivamente, 

Para la estructura con que 
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ku¡+kBAl+kABl+kBBl 

!.¡ 

:... 

(44) 

· ~BB3+kAB3 

L3 

ª1 

De. ~as figuras antef.:r.~.;t'e~ pgdezpos establecer: 
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Si les ceeficientee de e~tas ecuaciones los colocamos en 

forma de matriz, obtendremos la misma matriz que obtuvimos 

efectuan<lo el. producto [ ATJlkJ [A] la cual es la matriz de ri­

gideces de la estructura, lo anterior se cumple para cualquier 

estructura. 

De aquí: 

Si sastituimos la ecuaci6n 8 en la ecuaci6n 7 qe obtiene: 

Ec.9 

Volviendo al funcionami~nto del programa, una vez que el -­

' mismo ha construido la matriz de continuidad, efectua la trans 
. ' ' --

posici6n de esta. Si pro~orcionamos ahora los coeficiente~ -

de rigidez RAA' RAB' RBA' RBB' el módulo de elasticidad del m~ 

terial de las barras E (constante para todas las barras) y el 

momento de inercia I, de cada barra, el. programa calculará ¡as 

rigideces ki.A' kAB' kBA' kBB para cada barra mediante las si-­

guientes ecuaciones: 

kAA.RA.A EI/L kABªRAB EI/L ksA=RBA EI/L kBBªRBB EI/L 

para integrar posteriormente la matriz de rigideces de las ba-

rras, la cual premultiplicada por la transpuesta de la matriz 

de continuidad y poetmultiplicada por la m3triz de continuidad 

da por resultado la matriz de rigideces de la estructura. 
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f:'-i ::ihora nronorci.onamos al progrArNl l 1is fuerza8 extern::l!? que 

actuan sobre cada-grRdo ~~ !1bert9d, ~Ate formarA el vector de 

fuerzas externas con lo cual· ée tiene el Eistema de &cuacionee 

Donae el vectol':' de desplAzamientos constituye el vector de 

inc6gnitas. Si resolvemos eete sistema obtenemos los valores 

de los desplazamientos o mejor dicho el vector soluci6n, 

Existen diversas formas de ~esolver el sistema de ecuRcio-

ne~,pero el prograoa emplea el método directo de Gauss Jordan 

~ue consiste en efectuar transformaciones elementales a la ma­

triz ampliada formada por la matriz de tigidPces de la est~uc­

tura y ~l~vector columna de fuerzaG exbernas, haeta transfor--
,, .· ''.' 

mar la matriz de rigideces en una matriz iaentidad, a la ~~,r~z 

de que ~f:tJ~htor de fuerzas: externas se transforma en eL,·vec~-
tor solúc16ñ~ > • ·· 

Por e~t·e:,>~~to~'ó· 
... ···~" .i.~ 2j~L> . . . ·; :, ~.:c~~~~~L ~.z_ \.;Jt;(~¿•ht;;;~ ·.=.·~ r:J~JF<~1 ·, 

- ·~ ... "'-·. , .. "·- .. .. .... "'. -,-,:,,, __ - .: .. )-~ ... _;->E,,__ _1t~- __ ):J07: .;~~~__,:-'""'~--,-~ 
• ···· trarl¡~·_tti;ih'' eri :· · < · ,.\ / .... ~e ,,. 'f'" ; fi&:': {rJfa1 

Doride.:. ~YÍ;~·~· ~~ ;~~~~¡¡;, tí01\lrif6n . ... ., 

. .• : ;:füJ,~~.·Lt~ .'.~~·tf~I l'.ílen~i~ªª " m~t~i.z unrtar1ii 
. Y por. las propieo ade8 de la Tr atriz 'Unitária; ?Se,Jll~ga a; 

El vector de desplazamientos obteniao···.es premultit>licado 

por la m~<tíriz--··ae continuidad· en el·'programa -eon el' prou6si te -

de .obtener el vector de de.formaciones an~ulares. 
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Posteri:ormenteº en el~programa se premultiplica el ~vector~ de 

deformaciones angulares por la matriz de rigideceEJ de. las ba-­

rras con lo cual se obtiene el vector de 

vector de momentos internos. 

Para verificar los resultados obtenidos ,el prop;r::i.ma verifi­

cará el equilibrio de la estructura, es decir premultiplicanao 

el vector de momentos internoP por la matriz. dP. continuidad 

transpuesta, se obtendrá un vectnr <le fuerzas externas tal que 

equilibre las fuerzas internas en la estructura obtenidas, si 

el vector de fuerzas externas obtenido es ~gual al ve~tor de -

fuerzqs externas que se introdujo como dato al principio del -

programa, se comprueba la veracidad de los resultados. 

''. . . - . ', 

- - '/'-r--~-:"":~-.-,0,"",- - -~- - )~ii-~~~~i;.:~~:' .. -~:_-~~-::::~ - - -=~--o;'_o:.;:;~··'._:_-'~Cº~;~-:=-_-~oL~- -7----~·-----'----
Así entonces· .. hemos·.•. descrito• brevemerrté;;el •ftmcio.Il.aI'lliento · 

del programa, si se desea ()~~·~~,;~~·;~.·~:~i~tÍ:~~á~~h~é;:.~·~~~j;prOq~so 

:::::º: 1 r:::::r:::t:~ o :::::~~::a'~~~i~~ff ~~~~~~~~~i~~~·i¿~~::: 
··•··•· ~) ••· :;: : '" e?' 

ma aparece paso a paso. ··--- ·.·.: .. ,';,_. . , ; _ _;~:º.~~~)~ ~-:~:~::~ ._, __ , ___ , ~ 
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Diagrama de flujo. 

J=NN+GL 

KF·=2(Nd) 

I=l,N 

F(I) 

DY(I) 
N•NN+NA 
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DX(I)=O 

MM=I+NN 

F(MM) 

X(I) 

Y(I) 
I=l,KP 



(50) 

l=l ,K.P PB 

KA.(PB) 

KB(PB) 
o 

D 



( C)l 'I 
/ ,) 

KA(I) 

KB(I) 
.. 

C2=(X(D)-X(O))/(L(I))~ 

KC(I) 

-KC(I) 

I(I) 

I,O,D,I(I) 

. (Y ( D) - Y (O ) ) 2 + (X (D )-X (O) }2 
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si 

A(J,D)=+l YO=DY(G)+Nri 

A(J,YO)=A(J,fO)+C2 

XOaDX(O)+NN 

A(KP,XO)=A(KP,:XO)+Cl 

.A(J,:tO)=A(J,XO)-Cl 
XD:DX(D )+rrn 
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k(KP,XD)=a(KP,XD)-01 :E.I==E(I(I)) 

· .. A(J,XD)~A(J,XD)+Cl_ 

YD::DY(D)+NN 

I=l,NB 



M 

KC=-KC(I) 

I,L(I), 
KA(I) ,KC, 

KB(I~-...J 

I=l,NN 

I, F( ,J) 

J:.2(NB) 



I=l,KP 

I=l ,.J 

B(N,T)= 

A(T,N) 

(55) 

N,I, 
B(N,I) 

si 



N,I, 
KM(N.I) 

I=l,KP 

(56) 

e ( I ' N ) =e ( I ' N) + B ( I ' LP) K1'1( EP ' N ) 

N=l,KP 

K(I,N)=O 

K(I,N)=K(J,N)+C(I,L:f)A.}LP,N) 
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- -'-_-,- - ----_-o,-=--~----

N=l ,KP 

si 

I=l ,.KF 

CC=K(LP,N) 

a 
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K(I1P,n)::: I =l ,K.P 
K(I,N) 

K(I,N')=CO 

CO=F(LP) ·F(T)=F( I) /K( I, I) 

F(LP)=F(I) 

F(I)=CO 

K(I,N)=K(I ,N)/CO . 
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si 

. .. ,, 

F(f~~~~F(Ll')-K ( LP, I) F ( J) 

co .. K(LP,I) 
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I,F(I) 

1=1,J 

KR(J ,~.)=O 



(61) 

·. F(I)=O 

F({)=F(I)+B(I,LP)KH(L:P 
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En este diagrama de flu,jo se omiten Vis instruccionr:F C'.o---

rreepondientes ~ la impresi6n de menBajes y ~quellas rJ e 1; t• r 

minan la fcrma en que se imori 01en los re Ful tados. 

LaP variables principales, es decir aquPllas cuyo-v~lpr 

neces::irio propc.rcionar al proe;ra!f1a corno dBto son: 

IM Variable q1.1e contola 

Continuidad 

Continuidad 

Rigideces de 

Rigideces de 

Soluci6n al sistema de ecuaciones 

Cuando esta variable vale O se imprimen todas 

da los datos~~ entrada y los vectores de: 

Desplazamientos 

Deformaciones Rngu¡ares 

Fuerzas internas-

Fuerzas externas finales 

Si esta variable adopta 4n valor distinto de O se omite 

6nicamente la impresi6n de las matrices mencionadas~ 

NN Número de nades de la e!-: true tura sin incluir apo.1os. 

GL Número de grados de libertad lineal que tiene la estructu 

NA -
NB 

ra. 

Número de apo.v0s de la estructura. 

Ndmero de barrqe con que 'cuanta la 
' ,=: ·-~:; -~-:C:-:'.~-,:_·_;: 

E hí6dulo de elasiiicid~'ld del material emoleado~ · 

F(l) F11erza o Momento externo que ActutJ en c~l nudo I 
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DX(I) Grado de 1ibertad lineal rJae corresoonrle con el def:plaz!! 
-----~~--- -!.- - - - - -_ - /-- _- - -

miento en X del nudo I 9 en ca.so de que este desplazám:i.en 

to e~te restrinfido, es decir que no exi~t~ ningJn gra1o 

de libertsa lineal correepondiendo con él,deberá darse -

O como valor de esta varjyble. 

DY(I) Grado de liberliad lineal que corresponde con el deEpl<:izR. 

miento en Y del nudo I, en caso de que e~te despla?.amie~ 

to este resl:iringido, es decir que no exista ninE:u~1 gr::i.dc 

X(I) 

Y(I) 

o 
D 

de libertad lineal correspondiendo con ~l,deherá dBrse -

O como valor de esta variable. 

~oordenada X del nudo I. 

Coordenada Y del nudo I. 

Nudo origen de la barra en cueS'tir6g.-;-~j_ 
Nudc destino de la barra•'en du·~~-t'ii6A·(./ ' 

KA(I) Coeficiente de rigidez RAA d~~ j_;~ barra 
_',:, ··, =-,,·--. ;"-

KB ( I) Coeficiente de rigidez RBa de'.· la .barra 

KC(I) Coeficiente de rigidez_ R o R•>ude la - ---- ------C··-·c----AB---.-~·------C-BA~-~---·--·--

Iill Momento de inercia de la bafraI. 

PB Variable que indic·~ c11a.l de las barras cuyos datos hayan 

sido proporcionado' al programa, tiene las mismas propi~ 

dad es que la barra en cuesti6n, e.:i no ex1 ste ninE; 11na se 
I 

dara el-valor-0-aesta variable. 

Esta.-variable permit;e cuando su valor es distinto d~ O _ 
•• - _· ___ :,;_:::~"':,_-: o 

que ~i..program~ haga KA(I)=KA(PB),KB(I)=KB(PB),KC(I)= 

KC(P~Y,J:c-i)=I (PB), con lo cual se evi t.s proporciona~ el 

mismo jüeg() de cJat'osvari9svnces, sj ~l -_valor- d~- ~~:-.t::-i -

variable es O, el prop-rarna nr~1:1unta lee V:;iJ.o··~f) ·}r.: !~ .. ';) 

KB(T),KC(I), e I(I). 
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A(I, N) Elemento_ del renglon .I;, __ columnac"°N ele J.1h=rnatriz~de--ecn...- -

tinuidad. 

B~I 1 N2 Elemento del rengJon I, de la 
- ; ... <-1; .~·' ;;·~ ':.'-: 

·.:•; 

tinuidad Transpuesta. 

K!i~I 2 N2 Elemento del rene;lon I, colllmna N' de i~ 
':';{····-···· 

gideces de las Barras. 

K( I, N) Elemento del renglon I, columna N de '.J.'~ ~atb;{'i·de Ri-­

gideces de Ja Estructura. 

Debe notarse que el elemento del renglon I del vector de Fuer­

' zas Externas inicial P(I), despues de resolver el sistema de -

ecuaciones se convierte en el elemento del renglon I del vec-­

tor de Desplazamientos teniendo en este la misma denominaci6n 

F(I), al igual que el elemento K(I,N) de la matriz de Rigid,~­

ces de la estructura se transforma en er·elenien.to córrespon---
. - --

di ente de la matriz Identidad conservando la denorninaci6n -.,.--

K(I, N), así entonces después de resolver: el sist;~a de' ecuaci2_ 

nes. 

n·esplazamieniios. Elemento d_el ·rerigloh 
....... ,.¡-~ .. ~ ·:: .. · ·_¡,_,.;·.~~/,_~::.;.e,. ·'..'·:-'.: .--:<:~-1.·-·,-/ 

·- ·<<::--;•! \ '· 
K( I ,N) Elemento del•_re~:1~;~gf:_,q:,{chl.F~~a~r~ .. de_ .t~~~atriz Identi-

dad o unitaria~·. <. '"-~;},··?·';•' ·' ''. i· .. : • .• : ,::_._·_:_···-.··,_,-~,.· __ -_---._--•.--·.·_L_-._·~~-•.•.·-·-•.-.. -.•.••... _• •. -.-.·--·--~:. 
~ -~;-d-:'7~~·~,;:~·::C-;_):;·,::;~Sc;'¡-~:~ _;_-'so;,0,.:'.·~- 0 

-.- _-0 o;?co2 ,-::;;·;.=,; ;c";-"=-;~·--;c.• <o- ·-- . . · · •· · · · ---

KR ( I, 1) Elemento del r~b.gl.&:h·~~:t~,·.-c]0'1"s.:J~S~ó:r 'Cje'.·~:D~~'.~r)Tia~toriés .Aµ.~ 
·.'·.,:";.'~Je."':··-<-.:}· ·<·;·.:-·-o:·;:•: ~-:.t~:~::<~:· ·-- •.·:.--~ .. ,,,--.-·-~··-·.o·•··- , ,. , , 

gulare ~. _:; ·-.-, •. _ .. · .. _ •. ·.-.·.· :_;_:_ .•.. _;·_·_•,.•_--. __ · .. _: .. _-.. · .. ,· '• ·:. 'Í\ 
~ ~; __ ._~-:\:·-~_;:~~:>:~ . -

KR( I ,2) Elemento del r~!l~i~{n?f ;~·~i ·'lf~ct;b§' de F.uerz'as\ Internar:. 

F(I) 

Al vE~ri ficar los re~.:ul t8d os p0r comy>ro bac :i.6n r:l el e·q 1ü l i. hri o 



(65) 

F(I) ··-- Elemento----del renglon .J -del~vector--.clec-Fuerzas~Externas .. .,.. 

final. 

Todas las demás variables emoieadas son variables tr .. ~nf:'.i'to­

rias o de co_nte.o, es decir vnriab1es sec11l1.clarias. 



l O CLEAR 1 000 
:•o JNPUT "1"1'"-IMJR OPE.F:AClONES lSl=O.NO<>Ol";ll'I. 
30 INPUT "lllll'ERO DE NLIDOS UN lfl!''.'LUlR APOY')S'':tlN 
4(1 Jl'lF"LIT "'tl'..IM:P.0 f\F GF;ADCI:?· DE LIVE.RTAD LINEAL";OL 
'50 INPUT "t~· !"E!"'(l DE APCIY('I:."; NA 
l,Q J Nr\.n "tl!.'~l:"lO t•E l?·ARf\¡\~:": N8 
70 INPUT "f1')fl;~JI DE ELl'<¿:.r1r IDAD 
ZO N~NN+NA 
<;>O J=NNtOI 

. 1 00 'KF·=2,,NB 
110 flIM xtN>,Y<N>.DX< Nl,DYf N),F(.J),KA<NB),KlllNP.1,t:CtNB> 
120 DIM At~,.J'l,Bl.J,t<P),KMtt~P.f:P>,L<NBJ,ClJ,KP),l<l.J,.J>. I<NB> 
l :~ DIN t:RlKP.:2> . 
l 40 l PRJl'fT TA:l (40) "C·RAnO DE LIBERTAD LINEAL QUE• 
150 LPRINT TAfJl40) "CORRESPONDE CON EL DESPLAZAl11ENTO" 
lt.(I 1 PRJNT TA:'t4C•) "OCL NUDO EN LA DlRECCJON" 
170 LPRINT "N~"JO"; TAB< 17 >"COORDENADAS": TABt42>" X 
l:":O FOR I~l Hl N 
190 PRINT ·~~·11 
:•oo IF I >NN T;;EN 250 
210 INPUT "MCl!"ENTO EY.TERNO·'"JF<l) 
720 INPUl "EL DESPt.AZAMIENTO EN X CORRESPONDE AL GRADO DE LJBcRTAD LINEAL"1DX<U" 
230 INPLIT "EL DESPLAZAMIENTO EN Y CORRESPONDE AL ORADO DE LIBERTAD LINEAL~1DY!H - -
:'llO ClOT(I ::'80 
250 PR l NT "f\l>•::yo " 
2é.(' DX(J)~O 
0!70 DY(}):n 
:>eo INPUT '"Cü'.F:OfNAOA X""IX <I) 
290 INPU~ '"rocf!OENADA Y=":Y\l) 
30(I IPRINT ll!:l~ " tttl• Xm +tltltl.•tltl 
310 IF DNN TH::N 340 
3:-•o LPR r NT U~- !NO -
330 GOTO 3:50 
·~ 'iO 1 PR I NT • 
3!:•0 NEXT I 

<ttHi <llftll";DXttl:DVtI> 

, ' z: :'..O FOR l ~ 1 TC· OL 
370 MM=l+NN 
:0:80 PfilNT '"Fl.IEP.ZA 
390 l NPUT F 111111 
400 NEXl l 

EN DlRECCION DEt·ciR~DOéDE LtBERT~OºLINEAL 0(.;iI ;, 

410 H=4+NN+Ol. 
4:!0 IF H·:60 TtEN 450 
430 LPRINT CH."' ll 1) 
q ~O H"'3 
1150 Lr'RlN! 
4 60 L PR l NT "Pl.P.f!A 
470 LPRINT " 
4>=:o FOR ¡-, l T<: Y.P 
490 FOR N-· 1 TO J 
~·00 A< I, Nl •O 

NUDO 
ORIGEN 

NLIDO 
DESTINO. 



~lO NEXT N 
~:?O NEXT J 
l530 FOR J • 1 TO 1·r 
~·'10 FCIR N""l H' 1'.I" 
'5!.'IC• t:M (l, t!' "·O 
~.('.(! Nt"XT N 
'570 NEXT 1 
'!°•80 FOR 1~1 10 NE: 
590 PRINT "l'<ARRt"JI 
!-00 INPUT "NL•t•O or.1r.fN"10 
610 INPUT "Nl.1(10 OE': f!NC'":!'.! 
f,;]0 JF 1 • 1 TtitN !?("J 
630 IF J > 2 lllEN <rO 
é0 40 PRHJT "!':! LA'.: PP:•F lE: ,,~r :! •"·F0Mt1RICA!'" 
6'50 PRINT "l C.OH l C l Pl1E': :·~ R! C· lDEl e RAA, RllB. RBA. F:BB> V M')MF.MTO DE INERCIA ! J.' J' 
!é-0 f'RIN1 "['[ ALG'!tlA t:Al'"I :. ;.-,•¡ J!",tJf.! E'~- A LAS !)E OTF<A IUIRRA CUYOS DATOS" 
670 PRIN1 "HAYAN S!U'! PF".J°'nF:C!•_'tlf1!)0~ .• IJrJIC.llMENTE ESPECIFIQUE EL UUMERO'º 
é.80 PRINI "DI: ESTA. EN C1-.:,1·· C(tN'!RAP.H'I PllLSE 0" 
690 PRJNT "PROPIEf.tl\!JES Bf,PF-:A 0 '1l1 "•PROF'IEDADES BARRA" 
700 INPlll PB 
710 IF PB•O TllEN SO<• 
7'20 lF PB>•J THEN 780 
730 KAtJ>•Y.AtPB> 
740 KBtll•kBtPB> 
7l5<1 KCtJ>-Y.Ct~B> 
7 60 J tl "•1 tPB> 
770 GOTO 850 
ISO PRINT "LOS DAlOS DE ESA ~ARRA NO HAN SIDO DADOS• 
790 DOTO 690 
000 INPUT "COEFJCJENTE DE RJOIC'IEZ RAA":KA<J' 
810 INPUT "COEFJCJE!ITE DE RlOJDEZ RBB'':t'.tHI > 
E:20 INPUl "COFFJCJEN1F DF RlOtDEZ RAP.,RE:A"JKCl.J) 
930 KC<l>•-KC<t> 
e-to INPUT "MOMENTO DE INERCIA ( 1) "r 1 ( J) . . 
850 LPRJNT US!NO "011 1111• 111111 llllll,lllll,llll•.llH•r1I101D,!tl> 
llé.0 Lt J > -,SQRt <V (['1)-Y<O> > •:z+t X (['l>-X tO>) • :;?) 

870 CJatV<D>-Y<01)/LIJ)•2 
~eo C~•<XtD>-XtO>l/Ltl>·2 
890 J•J•2 . 
900 KP.~•-t 
910 JF O>NN T:lEN 930 
~·:!O A< KP, O> •-1 
930 JF D~NN THEN ~0 
940 AtJ,D>•+l 
950 JF DX<Ol,.O THEN 990 
9C:.O XO,.DY.tO>+NN 
970 Atl<P,XO>.,.An:P,X01t(:1 
980 A<J,XO>•A(J,XO!-CI 
990 IF OVtO>zO TllEN 1030 
1000 VO=l'lY<O>+NN 
1010 AIKP, V0.1...,All"P YO> -C;? 
JCl;?O A(~l,YO>=AIJ, VO>+C2 
1030 JF OX!PlrO rtléN 1070 
1 n4o XCl•-l'lY. lD' +NN 
1050 ACKP, XDl,·Ao:P. xo• -Cl 
1060 A(J,XD>•ACJ,X[ll+CI 
1070 lF OVC[ll .. 0 111F.:N 1110 
l nec1 Ytt~ t•V CD ... +NN 
1090 AO:f'. YOl-ACl'.F, 'r't:>' •r:.;:o 
1100 AC~•.VD"•A~.t. Yíl•-C:?. 



11\0 
1120 
1130 
1140 
1150 
1160 
1170 
! ISO 
1190 
1 :?00 
l~IO 
l ."":?0 
1230 
1240 
1 ~(' 
!';'.'60 
1 .'.270 
1~30 
l ::!9l1 
1300 
1310 
13:!0 
1 :;::3() 
l 340 
1350 
1360 
1370 
1380 
1390 
1'100 
l '110 
14:!0 
1 ·130 
14'10 
1 '150 
1460 
1 '17(1 
1 'ISC' 
1490 
1'!:"·00 
1510 
1~120 

1530 
1 :;.40 
1550 
, '..;60 
1570 
'~·80 
1'!;90 
1600 
1610 
,620 
lc!.30 
¡ ,:,40 
léSO 
, 66(1 
1670 
, :ó'.8(J 

1.~~·o 

! 7100 

El•E•I (1) 

KM (l<J>, KPl•KA r lwEI IL U l 
KM (.J, .J) ool:B( 1 •El /L t 11 
~~M ( KP, ,1 l 't:C ( '"E'l /L ( 1 l 
l<M(.J.l:Pl=t'.C\ •El /l ~?' 
NEXT I 
H~H+3+Nf: 

lF H•:60 T'-lEN !210 
LPR!Nl C!lR1111' 
H=?+NP. 
LPRINT 

C"C1EFICIENTES OE RlGIOE:Z" l.PF:JNT "'LARP.A LCINGITUD 
LPRJNT " RAA RAB,P.P~ P.BB" 
FOR 1 = 1 TO Nf. 
LPF-;Jt-JT U<HJr. 111111 ltttlt.,11111 +ll.11Nll.llNll"':I:L'l!1l'.Alll1 
t:c~ -1.C< 1 l 
l PR INT 1._1r,.JNO • .. ti. 111111. tllltl +ti, 111111, llUtl" r KC: n¡q) 
NEXT 1 
H=H+8+NN·tGL 
IF H·:60 THF:N 12'30 
LPR l NT CllRS t 1! l 
H=8+NN+OL 
LPRINT 
LPRINT USIN'3 "l'!ODtlLO 
LPRINT 
LPRINT "NUOO 
LPRlNT ~ 

FOR 1=1 TO NN 
LPR I NT l!S INO • i1 • W 
NEXT 1 
LPRINT 
LPRINT " GRAOO" 
LPRlNT " DE FUERZA" 
LPRlNT "LIBERTAD F.XTERNA" 
l.F'RJNT " LINEAl" 
FOR l=I 10 OL 
,l=I+NN 
LPR!Nl ll$ll'ftl • tltlll 
NEXT l 
KP~NN .. GL 
J.z2•NB 
IF IMc(J TltEN 1540 
OOTO 1710 
Lf'R 1 NT CHRt ( 11 > 
LPRINT "MAlRIZ DE 
l PRINT 
FOR 1•1 TO KP STEP 2 
LPcJ+1 ' 
FOR N"l TO . .J 
LPRINT LISJNO "A<••ll , 
IF l =l~P THEN 16'10 
1 PRIN1 USIN'J • 
OOTO 1650 
LF'RINT CHRt<IOl 
NEXT N 
LPRJNT 
LPRINT 
NEY.1 l 
LPRINT 
LPr: ?~JT 



1710 F<JR lct TO J 
1 720 f'?JR N= 1 TO KP 
!7'30 'E"N, l l-=A t1, N) 
l ~'40 !IE"XT N 
: :"'~C.~ ~~C:: Xl l 
1-60 J= IN•O THEN 1780 
1770 l-JH• 2060 
1 ~,8(1 t ?f: ! NT 
1790 F'.JR l = 1 TO ~' STEP :! 
1800 lP: 1+1 
1810 FOR N~ 1 TO t:P 
l tl2Cl lPf:HIT US!NO "AT Ulllll 
1830 IF l=~I lHEN 1860 
! 840 l "'f: I Nl U'= l NCi " 
18'!'"·0 OCTO 1870 
1860 L"'RJNT CHR$(10> 
1270 ~XT 1\1 
1 SSO LPR INT 
18?0 l.PRlNl 
1?00 ~EXT l . 
1910 lPRINT CHR•lU), 
l 'nO l PRINT. "MATRIZ DE RIGIDECES DE LAS 
1930 LPRINT 
1940 f"ClR 1~1 TO .J STEP 2 
1~0 U"=I+l 
l ?60 FOR N~ 1 TO .J 
1970 Lf'RJNT V~:JNO "ktWtltl 
1980 IF J:.J THEN 2010 
1990 lffilNT U\:.INO • 
2000 GOTO :!020 . 
~·(JIO LPR JNT CHR• (] 0) 
2020 N!::XT N 
::'02'0 l PP. I NT 
2040 LPRINT 
:•oso NEXT 1 
:::?060 FOR J ~1 TO KP 
?070 FOR N= 1 TO .J 
2080 Ctl,N>"'O 
:•090 FOR LPc 1 TO .J 
2100 Cl 1, N>=C( 1, N> +B< 1, LP) "~:IHLP, N l 
:•110 NEXT LP 
::!120 HEXT N 
:'.!1;:10 l'CXT J 
~140 FOR I"'l TO KP 
~1~0 FOR Nq 10 KP 
2160 Y.! J ,Nl=O 
:•17(1 ípR LP=l TO .J 
2180 Y.tl,Nl=Y.tl,NJ+C!I,LPJ"AlLP¡NJ 
;>19(1 NEXT LP 
::?2'00 t.1:.XT N 
::?;!10 Nl:XT l 
2220 t F l Mu O TI lF-.N ;!O'!'I O 
::'~'30 GOTO 2:'190 
::::!2'10 LPP.lNT Ctm•ttlJ 
;•;'S(I LPRJNT "MATRIZ DE 
2260 LPRINT 
:•;:-70 FOR l"'l TO t:P STEP 2 
2230 LF·~1 +1 
;·;_'?'J ro1: N"'\ TO Kf' 
;•;?Oc• lPFHn LISJN(\ "l':(tlllll 



:;?310 
:''~º 
:!330 
;>:":40 

:~ ~-:ioO 

:!370 

lf JcY.P THEN :!340 
LPRINT l!SlNO • 
GOTO :?3'50 • 
Lf>f:lNT CllR'l'10l 
NE.XT N 
l PF\JNT 
LPR!Nl 
Nl ),1 l 
LPR HIT CllRS ! 1l l 
FOR I ~1 TO t:P 
JF K ( 1, l l =0 TW.::! ~440 
NEXT l 
OOTO :'630 
FORLF'=l TOt'.F 
IF t: (LP. l '•·O ll .. N :;::,.;.(> 
IF 1 (l.~ Pl=O THlt~ 2:;¿0 
FOR N~l TO l:P 
CO»f: \LP. Nl 
K ( LP, N l =t: ( l , N> 
K!l,N)"'C(l 
NEXT N 
CO"'F \LPl 
F\LP>=f<l> 
F!l .l"'CO 
OOTO :?420 
NEXT LP 
IFI(-NN THF.N 2610 
LP-=I-NN 
LPRINT "EL DESP!...AZAMJENTO EN EL 
OOTO 3690 

(70)· 

. ·~~~80 
:!390 
~·'tQ(I 

2410 
~l\;'0 

~430 
:'l\40 
2450 
~ 'lt-0 
~'170 
;··lSO 
:!4?0 
:-~oo 
~to 
:•:::..20 
:!'!530 
.... ::-.40 
~:50 
2'~i60 

::?!570 
?~1SO 

:::!~90 

2600 
;•610 
2620 
;>f,30 
2640 
;'é.'50 
2660 
';!(..70 
2630 
:!t.90 
2700 
~710 

:?720 
..:!730 
2740 
;"7~0 

l.PRlNT "EL OlP.O EN E\ NllOO (";1;") ES 1NDEF1Nl00" 
OOTO 3690 

2760 
~770 
2780 
~790 
2800 

:?8:?0 
:·~:30 

:'.!1:1110 
~~(1 

~960 
1":870 
ZS80 
;:,.;:90 

FOR Ju1 TO Kf' 
IF K\l, Il=O TH~'N :!660 
OOTO 2710 
JF f(J>~o THEN 2690 
LPRINT "EL SlSTEl'1A DE ECUACIOt~ES ES ItlCOMPATIE!t..E" 
OOTO 36'90 
LPRINT "FL SlSlEl'1A DI: ECUACIONES ES COMPATIBLE INDETERMI.NADO". 
OOTO 3690 
f(J >•F\ l l /K\I, l> 
CO=I~ 1 l. l l 
FOH N'-'I TO KP 
K < 1 , N l "·1: 1 l , N) /O"J 
NEXl N 
F OR LP• 1 TO t:P 
IF LP~I THEN :?830 
F tt.P l =F < LP )-1: \LP, l) MF ( 1 ,-­
C:O=I( (LF', 1 > 
FOR N~ 1 TO l:P 
t< U.P, N> :Y. lLP. N l ·CCl•Kt 1, N> 
NEXT N 
NE)(T LP 
NEXT I 
LPRlNT "E"l. Sl<.TEl1A 
1 F l M"O TllEN :!Sao 
GOTCl 3040 
LPRINT 
L PRlNT 
LPRINT 



2~'10 FOO Jsl 1::I KP STEP 2 
2920 LP,.1+1 
:'93(1 FOO N•-1 1:1 Y.J> 
~·9~0 LPRltlT l~:NC. "t:S<lltttl , 1111111" 
2?50 IF lct:P T"'"fN :!~SO 
'•;>t.(1 ! f·F:INT 'J':-~G" f;~.1111111 . 1111111~ 
2970 GOl (1 2c.9c, 
:··;>so l.f'RlMT L'"f-'H 10) 
:'.'.990 ~XT N 
'."000 l Pf:lNf 
3010 LPRlN'T 
.::u20 NE X T J 
3030 LPRltlT C-!""f! 11) 
2ll4(1 l Pf': HIT 
::o::;c.1 l Pf':lNT "!S. 7 "! ,'\~A!'11E"NTC•S" 
3Qé.(> F0R 1=1 T: tcP 
":C>70 lF L NN 1·t:~ 3100 
3030 LPRlNT u~:•l'J "PHIUlllll)• 
3090 GOTO 3120 
3100 LP=l-NN 
311 O LPR 1 NT U~.:lllO " 
3120 NEXT l 
3130 FOf; 1=1 T~ .J 
3140 YJHl,1>=0 
3150 FOR LP=l TO KP 
3160 KR<I, 1'-"t:F.t l, 1) +A(J, 
3170 NEXT LP 
31$0 NEXT I 
3190 H=3+KP+.J 
3200 IF H~60 Tt!::N 3230 
::~210 lf'f:INT C'l,._~(11) 

3220 
::<230 
32qo 
:::~'50 
'3260 
:;:::•70 
!:28(1 
2290 
~300 
3310 
:-::::20 
3330 
;;:::;::40 
3350 
!.?.é.(l 
3370 
:?.38(1 
3390 
:Noo 
3q10 
:«'120 
3430 
3440 
3450 
~460 

3470 
;:~8(• 

3490 
:·· .. oo 

Hs=2+.J 
lPRlNT 
l.PRIN1 "[~-:OP.!'1AO: IONES" 
F~ 1=1 H' ~' STEP 2 
LP""l+l 
M:t.f .. /2 
lPF:JNl llSlJlf"> "THtTA A tlllllll= +t1ÍÍIÍ;tÍÍÍl!;ij1111'•r111KR<t;ll 
LPRINT USlM!J MTHETA B !tllltl)"' +1tt1tl,ltllll~llllll"1t11KIHLP, u' 
NEXT l 
FOP. J .·1 Tf· -J 
KR<J,21~0 

fOR LP~ 1 1': .• 1 .... 
~:R< l, ;;> > ••t:f'· I, ;!) +KM\I, LP> ,.KH<LPrl > 
NEXT LP 
NEY.T l 
H=-H+;?+.J 
IF H<60 TtEN 3410 
LPRINT C~< 11) 
H~2 .. J 
LPRINT 
LPRINT "FlUIZAS 
FOR l=l TC .J 
LP-~1+1 

M"'LP /::;:> 
LPí:lN1 LIS!~ " 
LPR 1 N1 LIS!!CJ " 
NEXT J 
FOP. 1" 1 TI) t.P 
F ll l•O 

111A llllllt>"' +tllltl,tltlll,ltttlt";Mrt:Rlt,2) 
ml3 lUll)" ~llltt1,11111,111111~1,l11t'.R!LP,:o?> 



3:510 FOR LP~l lfJ J 
~'::.•20 FO >-,F ti HE!'. r. LP) •~RlLP, 2> 
3'530 NEXT LP 
~'::.i~O NEY.1 l 
3~'.50 H7H• 3• t:F· 
:".•t.<' 1 F 11 :-.. (' 1 ! !Et; '.:;';:;':O 
:?~17(' LPRlt!I L'~f-:1t:t> 
.?'~1'2(' t PRltJl 
;.•_jO(' l pr::! t.:l .. (.')Mf•: Jt::AC t ON EtJU l L -I lJ:f\ 1 o~· 
:'>600 LPR1NT "fLIEP.:A'i: EY.T!:RNAS" 
~·e \ (' r OR l ~ 1 TD t'.I' 
3::.20 IF l~NN THEN '3!~0 
:::~.3ú lPRlN1 l''.:ING • M<lttl"l" •lltlll,111111,llll•";I;F(ll 
3640 e.oro ::>c'-70 
::i.~\O Lf'::. l - NN 
:.;.~.\.' LFf':lNI L!'::lNv. f(l1trn1 .. +111111,ttllll;ttllll":LP;FI!! 
3é70 NEX1 l 
3<oft0 L PF. 1 NT C"llH$ ( l: l 
3690 END 
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Ejemploe. 

1. - Ccinfdderemo~ .:~J::t:;JiaífÓo_ts·~~ut~e:rt#~ü-;·~~j~to 13 las ca.rgas mo~tra 

das. 

8. ton 

3 m ..... ? m 
,:;- ':;~;·>}-<-: ·'···-- . :;:j-j;;_·_<.~<·~-- ,-. . <.")\".:::;' -. 

-e:-·>·--·.· . ·:~(>~-: <·'~;·- ;-_: -, . -'1·-··.-:~;~y-. 
-· ~¡~~:·':-"-:.<~-;;_,.,;.'.~-;~_:7: -~:/:~," - --- -· r-,-= ---

N uliiere.Tiio's~;r~.g.\~.W~f$:g~,-~;.~~~:JY6s• rii.la'o~,;; ;la nwnera.cian de bP. h'a.C.er-

se con núm~roe cbJ~~c·d~.i.~~~-,Jp~r~- los nudos no apoyos desde 1 

ha15ta m, para los nudos apoyos desde m+l hasta m+n, siendo m -

el número de nudos no· apoyos y n el número de nudos apoyos, .'! 

para las barras desde lhasta n siendo ñ el número de barras, 

demos tambi~n 11na orientaci6n a las barras, con lo cual se de­

finirán el nudo origen .Y el nudo destino de cada una de ellas. 

O nudos 

O barras 

Las barras L 1. 3é. t.ie.nen sec~i6n constante de 0.2 m. de ancho 
-O'- ~°;ce:";-'(-··-,, o~ 

y 0.2 m de peralte. 

La barra 2 tiene sección constante de 0.2 m de ancho y 0.4~ 

m de peralte. 
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. -

~ 
0.2 m 

De acuerdo con el trienua.l dt:i constantes de marcos (PCA), el 

momento de inercia. de las barras es el-que corresponde a la 

secci6n transversal q~e tenga el menor peralte en la barr~, sa 
, • i~ 

bienao que el ancho a~ cada barrá e~~Ó~n({tante en toda su lc.n-

gi tud segdn el mencionaao manual, puede decirse que dichq sec 

ci6n es la que tiene el menor momento de inercia. 

puede observarse que cualquier secci6n transversal de las b~-­

rras contempladas por este manu~l es una eecci6n rectangular -

cuyo momento de 

donde: 
•·'. 

2.·es;; la hff--

rra. 

I es el momento de inercia con respecto a ur1 eje para-
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lelo a la base del rectangulo que pasa por el cen---
-- ,-_-------:- =----

'._-- --- ---·, c-- - ~-=-

~ro id e de 1• sección. 

En nuestro ejemple para las bar;as l. y j. 

I= (0,2 

para la barra 2. 

Como puede observarse a 

de las barr~s l y 3. 

En la construcci6n de este marco se erriple~~~;(}~.llb~et~cae -­
f 'C= 200 kg/cm2 , con lo cual tendremos un rJ16~hi,;~cfi'.~~;. ef~~-~tici-

~- ,-_-·;.>,~.ºf·'-,-

\>r'..'<·: ·~ __ :;;:; <":·~'..>" 
dad del material: · ·, 

E= 10,000 /f'c ~ lO,óóO /200 = ~4Í,4;~kg/cm2 
- .. -- - - , -·. . - ._,, . ·~ -; ::: ' 

·~ue en unidades compatiblés/cón lt:,ts empleadas~ anteriormente 

es: 

Distingamos ahora los ·tres grad'o13 

: :::::: ::: 6 y Xs; :o::e :::n:::::: .. co:6¡!1~~:~!~~:~::f::::: e::s l:s 
loa grados _de iiher~tR:d lineal .va-que. ~l p:rograma no ea capaz -

de dis·tinguirlos y los datos rererery:·tes a ello tendremos que 
; 

proporcionarseloa, no así para lo~ F~ados de libertad angul8r 

que sÍ son distinguidos oor el progr3ma. 



' ,, 

Desplazamientos en lás di~~~cione-s x,y 

(irado 
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De l~s ~iguras anterioree podemos establecer la correspon-­

dencia entre los grados de libertad lineal y los desplaza?J1fen­

tos en X y Y de los nudos no apoyos. 

Nudo 

l 

2 

Grado de libertad 
lineal que corresponde 

con el desplazamiento 

del nudo en la direcci6n: 

X 

1 

1 

y 

.2 

.3 

Recordemos que si el desplazamiento de un nudo en alguna de 

las dos direcciones establecidas ( X y Y ) no existe por estar 
I 

restringido este por las condiciones de apoyo considerando la 
I 

hipotesis de que no existen deformaciones. axi~les en las bal'9--

rras, utilizaremos el grad? de liberpad.fi<!ticio O para expre­

sar que ning~ grado de ifber-t~-4::c;-íc=i'p:~i'.~~~foé)vl'.'espoo.d~.::~q_Q?'l este -
';(·:~: ·.··.···:<.::y·· \}:;/ . ~----· 

desplazamiento. . ··•· :; •• \c,.·.~~.:.·;~,::~é~.\''~,i~+;/~.~;/'." .. · )<' . 
Para los apoyos no e·s neces.arto;,,esték'Yá' ,que. el 'PJ:'Og:¡::~ma ?º!! 

, •···-···-··_·· }.·:~y;,cz·r~·;.\) .• :: .. ;.;·•••iú --~5"; :·/~:v·~~;.·:··•:··-• 
sidera automaticamente .:qtl.i~"<estOs:~rió:i;ienen 

;~:~;/: __ -_':;·:;;·;->:-{} .·._:."~·;,2<,'.}::·.- ,;.,;-, ,o-,-,.:i·:;~:')~::·_~:";· -~ -~-: :<-' 
to al efectuar los calcúios:~:b'" ., t::: ,,T ··• ·.·· ·.· ... 

- . ' . ' . ' :...:' --- . " . - :~\: c.: . 

''~~"=- -~~--~~~;~':~_:p~~);~:7~ c~/fc< -~::~'¡i~~;:~ ~-~--· ~ ~--~< ~-· .:-;.~-~- _· . , 
:" -~- , ,<_: ,_ .. .;;_:-~ : ·:::;_-:~.).-~-~-~~:.<'.:r-; .· 

,.·.··,-

desplazamien 
·_, __ .-.··--. ;.· .. -

Obtengamos ahora la·s-h~-g-~t~~~d-~,~~~de ·todos los nudos inclu-­

yendo los apoyos., parS: io·;~}ial, fijaremos el origen de nuestro 

sistema de Coordenadas en el nudo 3 que corresponde a uno ae -
los e:poyos. 
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La altura del marco es: 

Altúraa(3:, 'm). tan 30° = 

destino de cada barra de acúera9::.~¿:¿gd.J.;~.~&~t~~:~9i6r?adoptada pB­

Para e·:i:iá :~'5'§'.·tj!i~Vi!'~\i}han dado ni;~eto'F -,,.,.,, __ ,. "'"·,- -, 

a los apoyos, para identi~icJ~lB1:f ~~~~t~h_:~ ';,,.) <· 
,.;.'. ·. ~ ':'~. "; .· .. '/:::: ~\;f-:'..: ,: ; .'; ::._·:·:'-_:<:' 

...... ''·)~ ·'. .. i •. ·c .. :.; .. / .L'.~ ... )'.¡k]fj·~ ~· 
NüaC>. Nll.ao .. aest:ln8. ··· 

ra cada una de ellas. 

Barra:.·· 
·- . ~ :; ;_~~:·.·> -:_ :>. 1 <·'e'<:. -· 

Calculemos también las fuerza.E ext~rnaB apl j c':lda.s en loE ! .. :_¡ 
' 

dos, las cuales pueden ~er; mom~ntos,fuerzas paralelas a la a~ 

recci6n X y fuerzas paralelas a la dirección Y. 
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Para la barra 2 que ee la unic::t qlle se encuentra carfai.J:J~ 

~2 ton/m _ 

~ . 

Sabemos que el momento de 

sección constante es wL2 /12. 

Para nuestro marco: 

L¡ m 

y por equilibrio ~ª-~· j_'µerzas ···~n6cintramos el 

acciones. 

4 ton 4 ton 

De aqu{ establecemos que la siguiente barra es equiyalérite 
·_ ."'.:_, __ o_:_'.~-:~-----~:';~_::~: ~~~;~;:_2~:;~~--~ -:- ·-o -~-

en cuanto a las fue~i~-~--externas aplicadas, con nl.l<;~"tf~ barra 

real. 

ton m 

La cual én 

4 ton 
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Simplificando: 

4 ton J..t. ton 

Ahora determinemos las fuerzas externas que actuan en l~ -­

d irecci6n de CRda uno d~ loP grndos de libertad (angul~res y 

lineales), siguiendo la convenci6n de siE·nos establecida con 

RntPr•ioridad. 

•' "}::. 
Existe~'/~~'. ~;~~·a,. ~stri.1ctura 2 grados· de. :tfb~_ria~; .. :·~n~ui¿f·, el 

giro eri el.t'ziú~··9· 4f .. Y .el giro en e 1 nudo 2::• ·f:Oi.~'i.;~ rSei;~a_~··.~·Ü~. 
actuan eiig(l't'~~{~t6n de estos grado6c d~ lib~ft~d ~61'.~{Y~d~~nto 

.'·' :,~··¡;]:~Jii~i/¿'. ', ·=-· \ :,.·~.:'' 

en el'' nudo'·1';Y ec1•·.'moment.o, .... en e':t'rrua'occ.C2.c•tij~p~"ct·r~am€tñt'e;z'.' •'··· 
'\ . <: ' ' :,~;·(··.-: . .,.-->·;'. ',:-~ '>" . <--. ·:~/>.<;' ~( .. ~-- ·' . -.· ' 

" ;·,. >·,·<·-~· '',, ' •,,•.', 'T ,•"' ,.:: > ':?'·.'.-: .. ~:\:·•>.:'•' 

Momento• ext~r&~ il;n'.·'~·f ~~~i {. 1, 2;~ilfü\ª~~ ;~;>; 
Momento e;ct'~¡_gJ'::ei1,, ~~l. j~Ja~ 2\~ · ... ¿:~g~;¡ •;t,~h !~ 

·~ -;·.;~---\/,·-· ~:·.:~-'' , -~·;:.· .;:.:;' ·:.~.--.~-~ . <-~<-. 

F .- '. ' •• "!•_ '> •'·:~·'· .'_<,,:_'·(~. -': 
, - :· -::/_·_ . "' - . " --·:.·:··· ~: :L--~~:,J·:~ - . -· .. -.... -. __ r)./> ;~--;<:~~:Y\~/->·:,·,;·"- r 

- . --- -·--o:_·;l-!-:; _ _;._ --- - -------~. «---!,.;d-__ ;.;:. ~:i_: __ .::~---' ..o; ::';~_~.,,,,','~~-'--o;;--:=-'·-··:.::0c~ ,_« ,-·----~;~-·~---,,-,_-. -

Como ya vimos anteriormérit~·~<~':Xi~ten ;3 :·grado~ de· ii.bért~a -
-_--__ . · __ · '-"·-=<"--:+: -0"~:·;,l~'-f-'·/·,:~~~;::; .. ; ' -- ~- ·~~"~:"-·-~~ ·: ._.;._: __ : ·-~'O::__·,_~._:_. ·_ :_ ·_:.._ ---'--~:'--~----- :::.1-~- .;_,;. . -- -- _-__ - .. ', ' 

lineal en esta estructúra~"j kifi~l1al qu~ p~r;.3.>16:é;~~~plnzamie2 
'. '' ·., ' .-. " . . , :, " ' :,_:__' . '·~cJ .". 

tos, las fuerzas aplicadas sob;~ eL·nJcio ~n ia~:.di.feccio~es X 

y Y corresponden con la· direcci6ri de ale;uno de los ~racJoe d€· -

libertad.lineal del nudo~ 
. ·1:·· 

Si no existiera ningun grado de l! 

tonces ,dicha fuerza no sería necr:~sari::i. p:ira. efect.1.i.er 11.os c:·1lr:u 
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Jos ya qµe __ $(lp nos intert"nan los efeetos de la fle:xi6n, 

;:;ero i?Ohre el mif'rno grA..do 0P libertad line~l habría que Sllr.'l?f. 

, 
1~s nl~Pbraic~~ente pnra obten0r lA fuerzB total que actua ~o-

bre dichQ grRdo ~e libertad. 

. :~~:'. :;\~/>-­

o '-'.·e':.·:·-\:;\:>- _:~)~-.:.:)-:~-:- ·, 

Fuerza é~}l:t~~hil. Sobre el ·grado --('le libertad lineal 1 == +8 ton ::_·· :· __ -, -

Fuer-za c:~*~~~rlá sobre el erado de lihP.rtl'lc.1 lineRl 2 = -4 ton 

sobre el ¿.rado el E- libertad lineal 3 = +4 -- tor1 -

Sahemos que para una b•:n·i.'a empotrcida lB rir_i<Jez a!'Lf;Lllar ce 

sus extremos es 4EI/L siendo ei factor de tran~porte 1/2, lo -

e t1al se· c:imple exclusivamente para barras de secci6n constrrnte 

como l;:is del marco en estudio, p<fr t;anl~o tendremos lae ri~iile-

n-

te 

porte, ;y momentos de eIDpote~HTlierit:;o 
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Al final de estos ejemplos se muestran algunas de las tgbl~s 

del mnnual en cuya parte sup~rior se encuentra un croquis don-

de se especifican las dimensiones de las barras en rorma gene­

ralizada meoiante algunas variables, si nosotros encontramoE -

lo~ valores de dichas variables para u.n caso particular de oa-

rra entonces podremos entrar a las tablas y obtener los vale--

res correspondientes de los Coeficientes de rigidez RAA, RBB' 

los Factores de Transporte CA.B' CBA con los cuales se pueden -

obtener los CoeficientFJS de rigidez RAB y RBA mediante: 

También se obtienen los Coeficientes del Momento de Empo--­

tramiento para carga uniformemente distribuida o pHra carga --

concentrada. Para obtener el momento de empotramiento p.i:i.ra :-

el caso de csrga uniformemente distribuida se multiplican~los 

coe.ficientes mA y mB wl2 • 
c.---;o--,,----, 

se 
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Como es obvio que la iorigftud de las barras (L) y el per':!.1-

te mínimo de las mismas (he) son distinto~ de O, podemos con-­

cluir que: 

aA=O ªa=O rA=O r 8 =0 

Con estos valores entramos a las tablas y nos dir~gimos a -

la tabla 52a que es la correspondiente a ellos. 

En esta tabla encontrawoF que para todas nuestr~s ba~ras: 

y 

-,__ ___ ..,.--_:-:O -~~---- - -- -'- =- --"'----- -

Con estos valores de los momentos de empotramiento que son 

aproximadamente los mismos que habiamos calculado anterlormen-

te se pu~den calcular las fuerzae externas aplicadas en los nu 
¡~ -

dos y con ello las fuerzas q11eact;uan en direcci6n-de_c_ada_uno 

anteriormente. 

vieron antes y con elle! se ha ilust~~ac5_.~i uso adecu9..óo de lBr:; 

tablas. 

Ahora contamos ya con todos los a~tos neces~rjos y µrocede-
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remos a correr el pro~rama. 

IluFtraremoE en este ejemplo lR forma en que el programa VB 

solicit~nao los datos y la forma en que debemos a~ proporcio-­

nar tstos, para lo cual empleqre~os una P para distinguir lo -

que el programe pregunta por pRntalla y una R pera distinguir 

lo que deij~mos responder nosotros. 

p 

R 

p 

R 

R 

R 

p 

R 

Corr~el·programa. 
~---:~'o_¡o~-·~:- _- - .• -- - - . • 

operaciones· (::.d.;;o~nbF'O) 

P Nuaó i>r· 
p 

R -2~667 

p El 

R 1 

? 

p El despl8?.amiento en V corresncm3e a1 e;rndc de libert;B<l l i.ni=-,~l ·, 

R 2 
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.. p Coordenada X 

.• R. ., .o 
-· :~·._· 

CoordenBda 

, . M7.? 
..&.. . ·- ( __ ,,. '-• 

p N11do 2 

p Momento 

R 2.667 
,..., El .r 

R l. 

.P 

:R 

p 

R 

.P 

R 

p 

p Apoyo 

p Coorden.ad a 

R o.o 
p 

R 

p 

F 

p 

R 10.0 

p Coordenada y ? 

R o.o 
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FuPr7.8 en direcci6n del g;rr-1.do de li btirtad lineal l ? 

R 

p 

R 

e.o 
----~=;o;=co--'-0--=--=-

Fuerza. en -··airécci6n del __ gp~f1Ci-ae7:r1oe1-ta_dz;~i;~riea1.-'c2_1=c~-
• " ... -- '-, -•• , o"_o ó=o;" " -~· ., 

-·--;u:. 
·:: ~ ' . ·-· 

graao :aé·. -4 ·º -
p 

R 

p 

R 3 

p 

R •- -·- ·~/;:::\ -~ 
coeí ___ -1·_-·-c __ '_;_•_f_l;nte·:':~:~;"'J::_i~~~~~-.~ ;R1\J. ?•-

- ·,_,.···,, .. , 

4. o -- -. . :,._ '. _, --- . \ ,\ ' J- < < 

co¡1're~;~~i'i~ -~;~§d.f ~1i1s:·1· 
. ·-, ;-~;:- -~-~~ 

~=:~_";~:·-~·. 

1 

R 

p 

co~fi.c'.1.ent; .iF-
R 

-, 
!."" 

R 2.0 

R 0.000133 

Nudo 

R 1 

p 

R 

p 

p 

}' 

p 

p 

Si .1;.~~cp;r()f.iief!~d.~e;.· f;~omé~:r;:ic_as•• 
coeúi:{~ n;:r~· de .;~~:ta.;~ <*)\~;RAB' R BA ,R BB) :r moffie.nt o de ine:rc i a ( I) 

' . . . ;.· :~~:::.:-;::; :~ .. " . ' , 

De ;i..fi,i;\ii'tB• ij~:i:'i-ii soii iguales a las de otra b~rra cu.yos d:itoS 

fleyan eid o P.roporcioMdos, 1fofoamente especifiq_ue el núnierc 

De esta,en caso contrario r>ulee O 
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P Propi.edaaeE b9.rra 2 = Propiedades hArri -r -
R O 

. '·- ··- -

l:' Coefic.iente oe rfgi..d~!Z RAA ? 

R l1. O 

P Coeficien~e ae rigidez RBB ?-

R 4 .O 

p Coeficiente de 

P Momento 

R 0.00133 

P Barra 3 

P Nudo origen? 

R 2 

P N\ldo· -~~'stino .? 

R 4 

? 

P :Pr-C>pie'aaaes bar:i;a -; ='Propiea~ª~'§º";"barr~ ? __ 

R 1 

Aql1í termina el abas·tec imientn a e. a at_os .al r>:t•C>grar?J~: X i:.:.!i1 e 

resta esperar a que<ios reslll tados apArezaan. ~n .i.~~-:i.~P.l'.'~-~pra. 
. .. , ... - .- - ··:· .', . 

A continuaci6l'.l:se .. :~µe-sJr;;iri TCJs re~ultados-ob.t'~n;tct9.ós_p':3'.~ra --

~ste ~jemplo, np ~~,CJ·~~-~io1vidarf,p que t;od os los da~()~ .• ~·~.·(_.eXÍ!J'i'9d a 
, ....... ;,-<"' 

ñeben estar..~n .únid'e'.des comp~tibJE:s para qut':! Jos i-c~~úl~~r~os 
• ·o~-:_ '; o/~-~··'.··:L;:~.'.~· .·,':.: ... . ' '.' .. " 

sean correctos Y: terie:An uni 1~::ic:1P.s compf.:l.Li bJ F:s con los da.to:::. • 
. - - -·--.·~ "' : , , -
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~~; .. 

ORADO DE LIBERTAD LINEAL QUE 
CORRESPONDE CON EL DESPLAZAM!E>;TO 
DEL. NIJOO EN LA DIRECClON 

. '•"1 'I:". 
, >:: .. Xa::, 

x_. 
)(:-

COORDENl\DAS 
•3.000 V• +l.732 
~7.000 Y• +1.732 
-t·(\. 000 y:: +('. (•1)!) 

+10.C•OO V= +(1.(100 

t..~'(1'(0 

1-i-'(IYO 

NUDO 
ORlOEN 

3 
1 
2 

NLIDO 
DESTINO 

1 

MOMENTO 
lt~ERCIA 

2 
4 

o. o-?013 
O. •>'JI 33 
O. OC•013 

X V 
1 ) 
1 } 

l?A'ÍRA LONG!l'IJD COEF lC IEN1ES DE RlC•lDEZ 
'";} . F<AA RAb, RBA 

~~~~~;\, t~i~ ,. :::ggg =~:ggg 
ltOQJLO DE ELASTICIDAD DEL MATERIAL (El• 

~AOO 
llE 

LlBERTAD 
LINEAL 

1 
2 
3 

MOMENTO 
Ex.TERNO 

-2.667 
2.667 

FLIERZA 
E Y.TERNA 

S.OOC• 
-4.000 

4.000 

Rl3B 
+4. º''º +4,000 
+4,000 

1,1114,210.000 



WATRIZ DE CONTl NU 1 OA'O 
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,;.·. 
'"" 1 ·_. ,. 

;? ,, .. +O.t10000 
A( .1)• +0.00000 A•. 

11( 2 . 1)c .. 1.00000 lo' 2 . 2>"' +<). (.)t:l(•(t(~ 

Al 3 . 1 )= -1. (1(100(1 A' 3 ' 
2)s: ... 0. (1(1(.100 

A< 4 . 1) .. +(I, Q(1(1(1Q I·., 4 . ;2):a + 1 • C1C•OOC1 

,., 5 . 1) .. ..o. OC>l'00 ,., 5 1 2l•. - 1 • (1(1(1(10 

#,( 6 . 1 ) .. +Q,OC1000 A( 6 . , ,2)a +O, OCIOOO 

,.. -. 

ll( 1 31= -0.14434 Al 1 . 4)" +0.;:5(100 

•• 2 . 3)• +0.14434 />.1 2 . 4) .. -0.25000 

l.( 3 . 3)= .. (1,(1(1(100 ¡.,• '3 . 4>= -r). 2~1000 

41>( 4 . 3)c +O. (1(1(10(1 A' 4 41 .. +(l.2500(l 

"' s . 3¡ .. _,,~ l 4434 1-.' '5 . 4)• •(t. (10000 

jl( 6 . 3)= +0.14434 A< é . 4.l= .. o. (1(1(100 

~:¡( 
,., 

'1 ~. :5);,. '.: +0,00000 

i~ 2 .. 5)• +0 •. 00000 

lo( 3 5¡ .. +O. ;:!5000 

At 4 . !5)• 
. .. 1. 

-o. 2~000 
A( !5 . 5)• '· -0.25000 
1U 6 . 5¡. :: +O, 2'3000 
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l'IATRl::: OE. C'ONIINLtltlAD TRANSPUESTA 

Al( 
AT( 
Al( 
AT( 
AT( 

ATt 
AT( 
AT< 
AT( 
ATl 

t • 
2 • 

'3. 
4 
!1· • 

1 ' 
2 • 
:o • 
4 • 
-;¡ 

;ÁT.l ,:.::/l'· 
ATC 2 o 
AT( :,;.3 • 

AT(. "" 
ATt l5 ·.: 

l) .. 

l :'i• 
!. l& 
l.\ .. 
l )e. 

:5 )• 
~, .. 
l5)• 
'5)"' 
5>• 

+(1, 00(1(10 
+(1. OC1(1(J.;1 
-(1. l4~34 

+O. ::>~·C•OO 
+0.000(10 

-1. OOC•OO 
+O.OOOC•O 

+(1. ººººº -O.Z'5000 
+o.::::;oc10 

+0.00000 
-1.00000 
-0.14434 
+0.00000 
-0.;?5000 

,\T ( 
A1 l 
r~r ' 
,...,,. f. 

AH 

AT( 
AT< 
ATI 
AH 
AT~ 

AH 
AT( 
ATl 
ATI 
ATl 
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. . 
¿, • -. . .. 
' . 
? • 
2 • 
:; . .. 

41=. -
'4)= 

.4}., 
41;: 
4\.,,, 

1 : Ó)>= 
2 •. -, - 6)• 
3 6>• 
.. -,-~ ·.~'6)• 

'5 ._ . 6)a 

+ 1. OC•O(l(I 
+O, OOC1ci(l 
+O. 14434 
-e•. =·::-.cioo 
+O. OC•OOO 

+O. C•OOOO 
+1.00000 
+0.0(•(•00 
-+(.>. 2':·00(1 
-o. ;!~.ooo 

.+0.00000 
+0,00000 
+0.14434 
+0,00000 
+0.;?5000 



MATRIZ PE Rl01DECES DE LA~ BARRAS 

k( 1 ' l)" -4-2!7,. lSºOO Id Z.i= - l ~'~. 5c,,500 
"'l :::'.! . 1 >= -l (:ó. ~\a~\(l(J H 

,, 2\= ~.::!7.18900 

k( 3 . 1 l = + 0 • (H."':~·\)(• l.( 3 :'J= ... G..,..•-:·oc10 
k( 4 . l 1 = +(1.00\.."00 H 4 . ZJ:. .,j,0(•000 
k( 5 . 1 ~ s:: •v.C•OC•OO Id :::. . 2)= +<i. 0(•000 

kt 6 ' 1 >"' •0.00000 l:l 6 . 2);::- +0.00000 

4< l 1 . 3)• ... 0.00000 Id 4>o= ... <;. úCJíJOO 

k( 2 . 3l= +O.OOC'OO k( :::'.! . 4 .\r -~·. 00000 
k( 3 . 3>= + 1. 830. 90000 Id 3 . 4l= _q4i:_. .• 45(10(1 

1: ( 4 . 3~:s: -940. 4 5('(•0 1:( 4 . 41., +t, ~:eo. <;.(•ooo 
kl s ' 

3) .. •0.00000 Id 5 . 41= .. o. 00000 
k~ 6 . 3)• +0.00000 l:t "' . 4>= +0.00000 

"i~f~if.· .. ~~ > .. 
5>_, lé.(. - 1 . +<>.00000 1: ( 1 . 6)a +0.00000 

k'c 2 . 5)s +0.00000 k( 2 . 6)c +0.00000 
kl 3 . ~)= +0.00000 k( 3 . 61= •(•. 00000 
k c. 4 . 5)= +0.00000 k( 4 . f.)c +C•.00000 
l:t "5 . -5>= +217.18900 H 5 . 6)= -108,59500 

.kt 6 5>• -1os.:::.9:;00 1: ( 6 6>~ +217.18900 
-- -. . 
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. MATftÚ 'llE~RtOtDECES PE 
---=:;---·----,------"- .-· -

LA ESTRIJCTLIRA 

Kt. . 1 . ll• +2. O'.-$. 09000 Kt 1 . 2>= +940.45000 

Kt .-,,~ 1 l= +";41). 'i~•CH)O •:{ -. . ;;¡¡ .. ...2' 0'73. 0900(· . 
K (: ~-, 1 >= •47.02~10 1· ( 3 2>= ~t. 7. 02:? l(t 

K< 4 . 1 )= +~;::;:. ~·.::,O·)C, 1 e 4 . ";!)m •:'é ":. :::370C• 

Kt '!5 l)s -7')~ .• 3~700 1: ( ~ ;'.!l= -é 23. 8°1'(101) -· . 
Kt 1 . 3\s: •47.02210 ¡.'.( 1 . 4)= +é.~3.89000 

K< 2 3)= •47.02210 r. ( ;;? . 4)• +70'5.33700 

Kt 3 . 3)• "'27.14780 Kt 3 4)• -2::.:. ~·1140 

K< 4 ' 
3\sr: -.::3.5114C• ~: ( 4 . '"" .. ~.·-=-?.. 3"1''300 

Kt 5 . 3.l= -~:~.5114(1 
,., 

~· 4>= -·~-~. l!.6'?0ú 

Kt 1 ' 5.\= -70~.33700 

Kt 2 . '!5)= -f;.23. 09000 
Kt 3 . S>• +23,'!51140 

Kt 4 . :5)• -~2.66900 

IC ( ':5 . :5)• +393.39300 



·a SHTEMA DE ECUACIONES ES COMPATIBLE J~!~MINADO:~~ 
. :c¡ ' ; . .. • • . ' .•. 
'.t1ATRr~ SOLUC'ION 

KS( : . 1 l• +1.00(1 ~~s < 1 . 2>• +o.ooo 
KS< 2 . 1) = +0.000 t<:St 2 . 2)• +1.000 
KS( '2 . lle +o.ooo KS< 3 2)•. +(1, 000 
KS( " 1 )a +0.000 1:s1 4 . 2)• +o.ooo 
KS< ~ . 1) .. +0.000 ·~s < 5 ~>· +o.ooo 

KS< :. , 3)• +0.000 KS< 1 , 4)• +0.000 
KS( 2: 3\• +0.000 •:se 2 . 4)& +(l.000 
KS( 3' • 3~- +1.(•00 1:5 ( 3 . 41= •·0.(•00 
KS< ~ 3)• +(J. C•t>O 1::. ( 4 • 4)• •·1.000 
KSC ~ . 3) =- +0.00(1 i:;;.r :; 4) .. +0.000 

;KS( .1 . 5)• +O. C•OO 
KSl 2. 5>= ~,· ·,· +0.000 
KS< 3. 5)• 

'• 
+o.ooo 

1($( 4 r 5>•:. +o.ooo 
K$:l s .. 5)•.-.. . ·•. ;.; +1.000 



DESPLl.::AMI EN TOS 
PHH :>= -O. 366 
PHI< 21• -o.::.~.o 

dl :J: +2.617 
~(;. ""'25 
-o.';'~:'":. 

DEFORl"...C IOl~ES 
THETA A ( 1 )e -0.22~ 
THETA B ( 1 ) s: -0.140 
THETA 4 ( ZJ• +O.C•Ol 
THETA ! ( 2.'= +0.005 
THETA :. ( 3l= +0.13S 
THETA l! ( 2l= -4-0.22~· 

FUEHZAS INTEf·:NA$ 
mA l 1 ): -33.716 
mB ( 1>- -6.002 
mA ( 2)11:: -3.335 
mB e 2)= +8.378 
mA ( 3.l= +:::;, 711 
mB e 3>= +33.42'5 

COMPRCGACION EQ•-•ILIBRIO 
FUERZAS EXTERNAS 

Mt 1 > = 
M< 2>"' 
F< 1>= 
Ft 2)• 
r( 3)c 

-2.667 
+2.667 
+e.ooo 
-4.000 
+4.000 
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Sabemos que la bRrra 2 tie~e 10 VBaes la iner~i~ de las b~-

rras 1 .Y ;, • 

Si h13..cemos i=0.00133 -·- , __ 

Entonces; 

!\'!omento de 

Momento 

E.n 

Ahora para-toda~ i~s 
- - ,. ·, -·-·-

. ,:~ sori .. constan·t;er;. l.'Pó.d~}·~ps: e:x-
_:,·------,;_ ·'-- -- o·-':-.'._-.'--o-;_:_~_~~- .-~- ,·_:e··: __ ·:,• 

traerlas a~1 calculo éori el programa le que ,;vitará qué Óic::o 
. - ,• ' : - : . ,-· - '• ' '· -. •. . . .,~. . . . '' 

programa tra.báje con c~'ri:tJd~deF ·d'é!Ila~;L=ldo·€rn~c1~s-. ·<.T.Jri:i.'6amen~ 
te habrá q~~multiplica~por (ei.) lo~ COefiCÍtHlbe r]~:\1~~ :ri~--
trices de rig:ideces de lBS barrRf:· y de rigidf~nec; Ce l.ci r;:fl;rtlí:­

tt1ra -pA.rá Obtener los -coefoi cientie.s'.re~llA~ que cc:rr_s§J?.Onr1ct,:r1 _a_ -

nµeetra estr.tic tara y habrA que clivicHr t:ntre ( ei). los .e Ot-; fi--­

ci entcs de ios vectores (1€ desplazamiento~' .Y dE! rlE:formac.i 1-,-1f--.? 

Este procedirrlier=rtb es vnuY (itil c\.l:.1ndo ée aesconocen les 

v~Jlorr:r-: rBzonabJ.P-i:: (ie i y r. ... q11r:: i:.-:.d;itif.'::~1..:-1n nu.:~r:.t;r:H-~ :-HJ1 i ,. i !;;1·-­

cionPS,. 
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Corramos n1.1eveme n te e 1 proe;ri:nna ptira nue: ¿; t1·0 ·mismo ejemplo, 

cnrnbiétndo &nic~mente los valores de. loe:; mome:1tN1 de inerc\i9. .Y 

~6dulo de elaticidad, por- los ~iguientes. 

'•, 

Momf'nto de inP-rcia de la barrá 1 = 1 

Momento ele inercia de 18 bRrra 2 - 10 

Momento de int~rc :la <: •:: lB barr;;,i 3 = 1 
1 

M6dulo de e lastici,t.i ar"] del rr11Jt~rü1l -· 1 

Para comprobar pooremoe r.mltiµlic:1r por (e:i.) lr.if> matrices "' 

de rit:id ecet:; de la:s .barras .7 u e r:i.f~~j ri <~ceb dt:· 13 e;-; truct ura ob­

tenid Bs en esta corrida del progr;~ma y compRrarlas con las ob­

tenidas en la corrida anterior, igualment8 podrerno~ dividir --. ' 

entre (ei) los .vectoree d.e det:.plazam:;.enl;o(-5 .Y s1e dei'opma.hJcni:-t? 

angulares obtenidos aqul y c0rnpararlo~5 con lo's · ohtenia os ante-

ri ormenfre. ---=--.-,-: --~ 

-- .,.,,· ~ ., ' . 

. •.: ,.· />"'~~· ''"".".:• -'-'-'-'•~;.....;;:1=-º=-·-· l.=•c:_••.·_.· -...;...,,.,. 
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GRADO DE Ll BERT AD L JtJf:flL OUE 
CORRE?~'ON~•E CON EL [IESF'LA:AM!EtlTO 
t1F:L f,;'._,.·:,o EN ~ '"' I' ! J;,t-. (el LH ~ 

·2 
3 
4 

!:'ARRA 

1 
.2 

:OORDENADAS 
'I= •3. CtG-0 y: 
X= +7.000 Y= 
X= +0.000 y., 
X• ... 10.000 v~ 

11.'J'DO NlJOO 
ORIGEN 

3 
DESTINO 

1 
1 2 

4 

+1.7-s,¿ 
+ 1. 732 
... o. 000 APOYO 
+0.000 APOYO 

MC•MEtHO 
INERCIA 

1. (!(tt"H)0 

1 (1. (ll•' "/.1 
1 • (t(H)(l(I 

X V 
1 l 
1 ) 

BARRA LONGITUD 

3.464 
4.000 
3.464 

COEFICIENlES t:•E Rlú!OEZ 
RAA RAB,RBA 
+4.000 +2.000 

2 +4.000 +2.0(1() 
3 +4.000 +2.000 

MODULO DE ELASTICIDAD DEL MATERIAL {E)• 

NUDO 

. 1 
2 

ORADO 
DE 

LlBERTAD 
LlNEAL 

1 
2 
3 

MO~NTO 
EXTERNO 

-2.667 
2.667 

!'!..IERZA 
E Y.TERNA 

8.000 
-4.000 
4.000 

RBB 

+4. º''º +4.000 
+4.000 

1.000 

2> 
31 



*( 1 ...• ··•·· .i>~ +0.00000 A( +0.00000 

_At :2 __ ·,- · ·. 1 >• +1.00000 Al +O. 00(1C10 

. AL ·.3. ~':t; . /"l):' -1.000C•O Al ... ... e'. ºººº'' 
-Z~.i 

¡¡•. ?:'.':_: · 1'"' ~ (1, ººººº Al 4 + ! . Oi)O(J(t 

s· . l)ai' +o.OC•OOO Al :!'• 2>=- - l. (•0000 

Al· .. ó'" ~ 1)& +(l. (l(lQ(l(t Al 6 . 2>= +O. (H)(1(.IC1 

AC· 
".'-· 

3Jw 1 . -0.14434 A( 1 . 4)= +(1. 2'5000 

. A( ··2 . 3)c +(l, )4434 Al 2 . 4)"' -0.25000 

Al 3 . 3)"' +O.OOOC•O Al 3 . 4)"' -o. ::!~·(J00 

A( 'I . 3'= +O, OC•C•C•C• Al 4 . 4>= +O. 2~100(1 

A( 5 3)= -0.14'134 (, 1 '5 . 4J= """º· (l(.1('ºº 

Al 6 . 3)~ +.:1.1443'1 Al .:. . 4)= +(I. º'i')0() 

A( 1 S>= +0.00000 

Al 2 . S>c +0.00000 

IH 3 5)• +0.2:5000 

A( 'I . 5)= -o. 2'!'0000 

Al '5 ' 
'5)• -0.25000 

A( 6 ' 
:5)• +0.25000 



,'1ATRtz l'.IE CONTINLl.IDAD TRAN;l".UESTA 
,,,., 

ATt 1 . - --11- -·- +o i (10(•~0 AH +1. 0!.'10".>0 
AT< ~ . 1 '"' 

+()."(J(t':1::C".1 A1< .. .. o. 0~)(•(10 
AT( 3 . 1 ): -r,;, ¡et'.:4 A1< 2.\: •O. 144:<4 

AT( 4 . - 11= ·~1. :::i:, ·.e• ,'\, { 

-· 
2)::; -(!. =·~.fJ(l(I 

ATt 5 . 1 J= +fJ • ')t)t)'}(I Alt s . 2)c-.-' +O, 0(1'í00 

AT( 1 . 3}= -1.00->•(t Al( 1 . 4)"'. +0.00()00 

ATl 2 . 3ls: +0.00(•"\(I AH 2 1 4>~ +l. (10()00 

AT( 3 . 3J= +(). (1(·~1::0 AH 3 1 4>= +0.00000 

AT< " . ~,l= -(1. :0~1(•~·0 Ali. 4 1 41= +!). 2S~t~J(I 

AT< '5 :"= •(1.~5</·l .-:. ~ ( "::'· . 4>= -o. ~~·~')0 

AT( 1 . !U= +fJ.0')0~·Q AH 1 ,_.:, '6),= +O. íJC>OOíJ 

ATl 2 • Sl= -1,00C•~O AT(: 2 
, ' ~ .6)• +0.00000 

All 3 ·• SI= -0.14434 AT< 3 ,·y .· 6)•. ·+o. 14434 

ATt 4 SI= _+O~ OOO'Xl AT( 4: .. •.::-6)~:-: +0.00000 

AT< :¡ . S>• -0.2:5000 ATl ,':i . ·~ . ,. -6>is · •0,25000 



~-- ::_____:, --



.MATRIZ C:ÍE RIGIDECES OC t.A e:;TRLICTURA 

l:t 1)= +1:.15470 • ' 2~\ r· .. :· "()(1(1(10 

l<t 2 ' 
1) = +'!..(•0001.~ 1 ' :! , :.: J_.a:: •l 1. 1547C1 

,. i 3 ' ll"" •:. 250C•C' 
··2 ~e • (t, 2~(J(l(I 

~: t 4 .. p .. •:.31t-.'?'::' ll -:: ... ~ +3 • 7~,!)(H) 

Y, ( '5 1>= -::.75(10(' ... " :::~·~ -3. 31699 

._ l 1 . 3)'" +t.2!:'·(h)0 ... ,, 1 . 4).= +3.31t:·9~ 

K ( 2 " 
3)• +':.2500(• ;: ( -· ' 

,4)= +3. 75r;oo -
Kt 3· . 3)• +~.14433 1·1 ::: 4)'= -ri. 1~·;.00 

Kt 4, . 3>= ,... .... 1250(1 .. 4 4.H= +~. (15°'1 ~1 

1: l. 5 ·:'3)= •. : • 1 ::i-.:00 • ( a 4l=' -1.a15ot:i 

Kl ·1 . :5)= -:;. 7'500(• 

K( -c'2··. :5>= -:.. 311:.98 

K< .3 .... ,,-:, 5)9' ~.1:2'500 

Kl '.4 . :;:~-. 5>."' -~. B7S00 

K( 5 •. 51• ... ~.091~1 

/ 
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EL SISTEMA DE ECl.IAC 1 ONES E~ CCIMPATIÍ":Ú ... E 

MATRIZ $(1LUCION 

~~ .. ~" . ! l l~ .. 1. (1(1(. t:s• 2)= +O.C•OO 
~:::.1 2 . 1 ) " +0,t)(J(t •:&( 2 -~le +1. 00(• 
K';:.( :..: . 1 ) "' +(1.0(l(l ~'..$( 3 :2)a +Q.000 
KS~ 4 . 1 >= +(1.(l(t(.• ·~$( ·'I . 2l• +0,()00 
t:=.( 5 1 l= +O. C•CIC• .. :st 5 . 2)" +o; ooo 

KS( 1 . 3)-= +(1.000 ~:s< 1 . 4)c +o.ooo 
t'.$( 2 . 3)= .+r!. OC10 KS!. 2 . 4)= +o.ooo 
t:s< 3 3.l= +1.00(1 t~Sl 3 4l= +0,000 

K~.t 4 . :::: J-= ..... t:~.·c,?n t:S( 4 41: .. 1. (100 

KS( 'S 3)= +C•.(100 t:S< 5 . 4)0: +(), QO'J 

KS( 1 . 5)• +o.ooo 
KS< 2 . 'S>•. +0.000 
Y.S( 3 . 'S)a +o.ooo 
KS( 4 . 5>='·_ +0.000 
KS( 'S . 'S>•. +1.000 

. .. 



DESPLAZAMIENTOS 
PHI( \)e -6S.793 
PHI< 2)• -67.784 

d( ll= +5~'?.'i•OS 
d( 2)= +136.3~0 
dl 3)= -1~:8.3ó7 

PEF ORMAC I ONE ~· 
THETA A ( lle -42.3~ 

THETA B ( 1 >= -26. 3're. 
THETA A ( 2l= .. 0.11~ 

THETA B ( 2l= +O. e.<>".! 
THETA A <. ;:::'\t: +~t; .• 8-;·~ 

THETA ¡;: ( 3lt: +41.8'42 

FUERZAS INTERNAS 
mA ( 1 >=· -3:::. 716 

mD ( 1 )• -6.002 
mA ( 2)s -3.335 
mB ( 2>• +e.379 

mA ( 3l= +~. 71 J 

mB l 3)• +33.424 

COMPROBACION EQUILIBRIO 
FUERZAS EXTERNAS 

11( l)c 

11< :v= 
F l 1 l = 
Fl 2>= 
Fl 3): 

-2.667 
+2.667 
+s.ooo 
-4.000 
+4. 000 
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2. - Consideremos el siguiente m~rco, sometido a la~ cai·@~r:is ,::;..;,;,._ 

mof;tradas. 

5 

L¡ 

5 3.2 r 



Nudo oril!!e!1 

La est~1ctura presenta cuatro 

SP indicqn a continuacl6n. 

En. la eiguiente p.i:i~in;;l 

in~ican las dimensiones de las 

(105) 

!'Tudo deE:tino 
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he 
t----t 
he 
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De la .figura anterior se concl1.1Ye que las barrai=: 1 .Y 4 t;i e-

n~n secci6n constqnt~ y las barras 2 y 3 secci6n vAriable con 

un cartel triangular de 0.4 he de peralte, b de ancho ~ 10 lar 

ge de toda la lone:it.1.id de las barras y con la pa:r·te más :»,,:r;o;l-

t8oa en el extremo B oe lAi: miEmtrn. 

De aquí que: 

Para las barras 1 y L( 

rs=º 

.Para·· 

-· - '·~~~~r.~;:~'.;~i.~~ ·~=--'· :~·'..':~~· )-:~'.·--º·~·"-'--.'; - _, ---_-

··•· .• < .·.".: C.• F.···;:{. . . . .. ..··· 

i~~\c ~~i8f;e~~ ~d.~ R. "B .Y. Rs·.A .. 
,'-º.:' '::'. ',\ ,. ·e ..l '- ~l,. 

por i~ 
0

t!ii-b~··ae más clJ.ras deóim:.tle8/ rin 
' :: . :'--::.: .' -i· ':;.- . -~<_ -. .,., ':-;", -,.---. -

• . . 1 

i~u~lee,por lo cual ee toma el promeaio de loe doF vAlo~~s ob-

te!1idos como el valor correct;o pnr.':'i los misr.1of.. 



--s---o =- ~=-· ~ 
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I 

Para la barra 2, la unica cargada de este marco se obtiene 

de la ~isma tabla: 

1 
Con estos v~lores se calculan los momentos ae 
empotramiento; 

Como suponemos que he .Y b tienen unidades compatibles con -

las demás cantidades, ~stos momentos obtenidos están en ton m. 

Por suma de momentos encontramos los valores de las fuerzaE: 

cortBntes totales. 

2 m 
-<"' 

.. · .. 1.35 
ton m 

5 ton 
\: 0.336 

' ton 

m 

5 ton 

,0.336 
\ton 

1.35 
ton 

ton m 

Si descomponemos estas fuerzas en fuerzas con tr'ayer:toriBt­

'prtog~nales e intercambiamo~ reacciones por Accióne~encontra-

pernos la sjguiente barra 

cad ae. 

3,731 
ton 

equivalente de fuerzas ext~rnas apli-. 

-~·.· 4.269 
ton 

---
i 2.022 ton m 

2.?98 
ton 

1.35 ton m 
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Si colocamos este barra en n~esto marco tendremos: 

2.798 
-ton 

1.35 ton m 

Lo cual ~Aos; ~~~fu.tb:e, 
,·-·_ <-;;.. -;,.:";~t<"':~,_ ·~·. < - ,-.· .:-:.,_ ~ H-'t-"" ;~~ . , .::-.:-·-~: -: --·: .. -,: ._- i- -' 

a irecci6n,:a'~.?6~a~: &o.~,, '(Je.·:J.os ? 
.. _.-,··-~--u·· .··::~·~,'.:: -. _,··:, ;~~:;_~~-,·/·:-· . 

te mar~o ~(~ .~.pgulr:3r~s 

iliº~~f ti' externo en el nodo l • 

.·-Móme.Ilto· externo en el~nudo 2 = 2.022 . . . 

Mome.nto externo en el nudo 3 = 
Fuerza sobre el grado ·de liberta.a 

Fuerza sobre el grade de · libertaa 

Fu€'rza sobre el grado de libPrtad lineal 3 :: .-4 .269 
-

sobre el erado de libertad lineal L.¡. = º•º ton 

. . . 

Como. par.9.··· 
' . . .. . 

marce todas las barras tie·rien peral e 

7 

I ' (' );;';1-· . =o ne ~- ,,,-1 

Siendo el m6dulo de elesticided del m~teri~l ieu~l 8 ~. 
E=f;: 

ton 
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Daremos entonces como momento de ~nerc~a de todas las~barras 

I=l y m6dulo de elasticidRd ~=l. 

Con los datos que tenemos corramos el programa y recordemos 

qu~ habrá que multiplicar por (ei) las matrices de rigideces -

de las harras y ri~ideces de la estructura para obtener las -­

respectivas matrices correctas. También habrá que dividlr ~n­

tre (ei) los vectores de desplazami~ntos y deformaciones Rngu­

lares ~~ra obtener lo~ respectivos vectores correctos. 

No olvidemos que e es el valor d~ el m6dulo de elasticidad 

del material adoptado para construir el marco una vez que se -

h~yan efectu~do loe calculoe, eiendo i el momento de inercia -

correspondiente a una eecci6n rccta~gular con las dimensiones 

he y b elegidas despúes de efect11er, los ca.lculos con ia compu­

tadora~ obviamente todas esta~ cRntidadeP en unidad~o compati­

ble~ con las empleadas ~nteriormente, 

A continuaci6n ae muestran los reeult~dos obtenidos por la 

computadora con el programA. 



(lll) 
ORA[l(.I DE LIBERTA[! LINEAL OUE 
CORRE'::.PONDE CON EL DESPLAZAMIENTO 
DEL N!JDO EN LA D 1 RETC ION 

coi:1~r1EN·'\DA$ 
-+(l. (''°J() V::. ... ? • (1(1•:1 

+1. 60(> Y= 
y: 

~o. C>O(l 
+3. 20(. 

Ye 
'(: 

BARRA NLl[IO 
ORIGEN 

4 
·2 1 
3 3\ 
4 '5 

~llJDO 

DE~T :11Q 

l 

•2:. ::(1: 
.. :.·. (1(l(f 

··~1. 000 APOYO 
+~) • (J(li,.I APOYO 

MOMENTO 
HU: r": lA 

1. 000(1(1 
! . (1 :i(l(J(l 

1 • (l~)f~()(I 
! • (1•)(1()(1 

X y 
1 ) (t 1 

2.l 2.) 
41 (t) 

LONOlTUO 

2.000 
2•000 
2.000 
:2.000 

COEFICIENTE;. DE R101DEZ 
' ~- --, , --

-.1 

2 
3 
4 

RAA RAB,RBA 
+4.000 +2.000 
+5.170 +~.322 
+~.170 +3.322 
+4.000 .+Z.000 

MODULO DE ELASTICIDA:l DEL MATERIAL lEJE 

NUDO 

2 
3 

13RADO 
DE 

LIBERTAD 
LINEAL 

l 

3 
4 

MOMENTO 
EHERNO 

-1.~0 
2.022 
O, 'X>O 

FUERZA 
EXTEl'<NA 

.2. 798 

-4.269 
O.'X•O 
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MÍ\TRH_ DE' C'ONT INU lrJAl:' 

- -
::_A(, _:_-'--·L_ • 1) =-- -..~1. (H)1)()(! f\l 1 . ';.'): -o. (1(10(10 A< ~. l \= - : • ()()(1(.)t,i A( :• ;·' z • ·:¡ ,, ()(1(1(1( 

~ 

f~ ( 3 l \" .. , ! .. (1(i·~)1,,1(1 Al ~ ¡::: •f:J. (10t:1(1(1 A-C 4 l 1;' •"1. 00:1 <l1) (11 4 :· ·, ;:-, . ! . i:")".:~1. A ( - ·- l 1 = ..-··.1. O(•(H~(l /\• ':':· ::·l= .. ? . (tt)(l(I~! 
,, 

' Al é· 1 )= • :·. (H,)(h,')() t1' e. ~ •:. ., ¡-. (¡(t~10(J 
A( 7 ! )::; .. (,, · ... 1:·~~'ºº ,;e 7 ~.l= ... (i. (•riooo AC s 1) = •";. 1>.:10('l(l A< -::: 2>= -..r.; • ,.J~1·.,1('1(' 

Al. 3.l= ·:·. (J(•0()0 A' 4)= -(' • ~.(l•)(J(I Al 2 . 3,l= ..,. : , (i:)(l(IC) A• 2 4,1 = ... ~'• 5(1(1(1~ AC 3 ' 3>= ..... 1. 0(1(1(10 /\( 3 41= - '). :;;,:iooc~ At 4 3.l= -.JJ. C>•:>OOO A( 4 ' 4l= -0. :"'c~oc,(.~ A( 5 31= -l. 000(10 Al ':':• 
4 '" •O. OOO<:•C> A( 6 3>= +O.ººººº A< 6 ' 4) .. +O. 0(>000 A< 7 . 3)= +-'). 00000 A{ 7 . 4)= +0.C>OOOO A( 8 . 3)" +!. 00000 A( B ' 4>= +C>. <JC>(iOO 

A( 1 . 5)= +0,00000 A( 1 . 6>= *0.00000 A( 2 . 5)= +-0.00000 A( 2 . 6,\= +o. CoCIOOO A( 3 . 5)s; -o. 3(1000 A( 3 . ó)= +O, 40C!OO 
A( 4 . 5)-- +-O. 30000 A( 4 6J= -".;, 4(>000 A( 5 5) .. -0.30000 A( 5 . 6)= -ci. 40000 A< 6 . S>= +0.30000 A( 6 . 6.l= +0.40000 A< 7 . 5)• +C.00000 A'- 7 . 6)= +(1,(1000(1 
At S_ •-- 5): +'J.00000 AC 8 . "6)= +O.OC100Q 

7)_= - ·.ociooo 
2 . 7.l= +v. C•ooc1~1 

.. ~·. 0(1(1(10 
-é:. OOOC•O 
+(•. :::0000 
-c.. 30<:1(1(! 
-(•. 500(10 
•<·. 500CJ(J 





---,--'' 
(r;2~'1i'oi~R'iottlECES 
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DE Lf,·; BARRAS 

\'1 · :'_-~_, U= • ~·. C100C•O H 1 2l= -1. ººººº 
2 ' n= .. i ·. (1(100(• 1 1 ~ ' 

2 h::r -t-~, (J(•OCJO 

~: ,,, 
l '" 

:+ '>. ~.i":'.,'1..."•:· 1 ( :: 2l• +U. OU~)(1(1 

4~ ,, 1) = "f l). 1)(_1(1(1•) 1 ' ll ' 
:! h:s +(•, ()~l,.l(H') 

::; t';" 1) ~- 'ti., '~1(•IJ('c . : ~ ' 
~l= +(1. 00"'.1(1(1 

¿, ... J l= .. (1. (h..1t)(tl, 1 é· ' 
;',')= -tO. 0'°'.:1') 1')(! 

7 1 l= +(l. 1>(<·\:··(l ... 7 :!J = -+(l. (;()(1(10 

s ,. 1 lo: + 1:i. O:::o(l(' .. , 8 ' 
2.1:: +(t. o-:<1CJ(1 

3)c + r1. 1:1·~··)t)(• I' 4l= -+O. (11)')(10 

2 3)=. +(1, r··,.:•()<1:: 1 41= + (1. • l~l~ll')(r 

:!! 31= -+ :;_·. ':',P.~. ··1(t '' - ' 
/I)= -1. tf.,t:: ll)(I 

4 ~): .. : .... :.,;.11·11:. 4 
' 

4)c +4 •• ;·="':1(1(1 

s . 3)= +O• 0(1(1(1(• I< '5 ' 
'4)"' •0.00000 

6 . 3.l= •·O. 0000(1 I·' 6 ' 
4)= +0.00000 

7 . 3)= •O. OC•OC•C• kl 7 . 41= +0.00000 

a . 3) :s +O. CIC•OOO ~( e . 4l= +O. rJC•OOO 

. 
k( 5>= +O. OC>OOO kl 1 . 6): +0.00000 

· .• " ( '2 . 5)• +0.00000 1:( 2 6)= +0.00000 

k ( 3 . 5)= .. \). 0(•0(1(1 ~ ( 3 . 6)"' +0.00000 

" ( 4 ' 5)"' +O. O(l(1f.IO ~ ' 4 . 6>= +O. OC1C100 

Id 5 :Sl= +2.5SSOO 1·r ~· . 6)& -1.66100 

k( 6 . 5>= -1. bé.100 k ( 6 . 6)., +4.2S~0Ct 

"· (. 
7 . 5¡,.. +(l. 000(10 k ( 7 . 6l= +(l. (10000 

k( 8 . 5J=< + (1. 0(>(1(1(1 1:( a ' 
e;.)= +O. OOC100 

~. ( 7)= +-(t. (1(•00(1 I·' e•= ~ (J. (•".:10(1(1 

Id 2 7)= +(l. (J(>(1(1(1 1·· 2 ' e.>= +(1. (1(l(1C)(J 

id 3 1 71= +(l,(10(>(10 1 1 '.?. ' Bl= +0. ('(l(1<)(1 

f<( 4 7>= +(1. (i•:: )(10 ' 4 . 8)= + ·::. C.•(~l')(l(J 
_'<' ( s . 7.l= +(~. 0(10(1'~' ,., 5 . ª'" .... ,:•. ~1(1000 

kl ¡;. 7)= +O. (1(l(H)t:· 1 ' é ,, ·e)= + ::,, • (.)(1(>')(1 

,Ir( ,7 7>= +~·. (t(•1)(10 k 7 e>" -1 ' (1(1(1(1(1 

I;( . . S . 7.l= -1 , (10C1C•O 1 . e. $>= •:'.!. 0(10(1(> 



MAT?,l Z DE _=-.I.G,IDECES. 

. K< : t. :,1 = 
,1-;1 ¿':, :. ':.. 
t-;:3 -;,,_< i ' K( 4 ~ :;. 

::!;;· e, : •tt "''-··, 

6 
·l·:F 7 ~' = 

; } ;;" 

:: :·= 
4., ; } :~· 
~ :::_\-';; •' ,. 
6 -".:":: 
7 ::) ~ 

.l . ~-, = 
-. 

' ~J= 
3 . ~)= 

---4. . -~}:;" 

:;. 
' 

~)e: 

6 . ~l= 
7 . '!)r: 

--· 1 ' :".!= 
2 ' 71= 
3 -:~ 

4 
' 

... i= 

:~ ., ":"1:-

_:'}: 

oc LA ESTRllCTURA 

+4, 5S5CJC> I'.( 
+l , é·C• l (IO 

··~ (. +.(•, (1(H)(t0 1: ( 
+(i, :.:.: .'_.,::(1 f'( 
+I, 2 , ?·::io y ( 
-1 • t_:':•:--::4(1 f.'.( 
+í) 1 (1(1()•)0 

·~ ( 

•O. 0(•000 n 
+! , ·":·~·1 (H) I'.( 
+4. ~-· ;t;1 l'I 
¿.(¡. (i·~•\)t)(i t'. ( 
+l • :,:7:;::91) 1:1 
-... ! • • ._¡ '· 12:4•) f'' 
..-o. 22c:.21:i I':( 

+1.2738(• l':I 
+3. '56760 t<< 
+1.273SO n 
-0.~1 1728 t< ( 
+I .83456 K ( 
+0.CIC•OOO 1:( 
-0."'1728 K< 

•0.0(1000 
-1 • 7S3r::o 
+(t. 2;.:•r:;.20 
+(! • (H)(l(1(1 

-t). ~· ! 7 2:;: 
-1 -22304 
+:'.41728 

1 . 
2 . 
.:".{ 

4 
5 
6 
7 

¡ 
2 
~· 

4 
!!"1 
¿, 
7 . 
l . 
2 
3 . 
4 . 
\5 
6 
7 . 

(115) 

2~= 
2)=-
2t== 

2'~ 

21:::-

'1 ,,,. 
4 ~ :-
'1 ''" ., ); 
4 l: 
4,., 
'1\c 

6>= 
<))= 

6)= 
6)= 
é.l= 
é •= 
6\z 

~::: • ·: .. ~· ~!(1'; 
+!"ti·.:! <1t:-
-1. 7~: ::.:. 
+:~. ~·:":'(;.(._ 

+r•. (1(,(1(1(.1 

- l • /E ~·:;:(i 

+O. :i;·~.20 
-! • 7f.:'.?.8C• 
..... r1. '>':..u";(t(1 

+::. 41 ;7 ::~· 
-(1, '="1 172S 
+!. ~23(•4 
+C1. CtC>OOO 

-1. e.''''''4(• 
- (1. (i(11'.t(IO 

+:. e.t"·::.4c) 
• 1. ::.·;.·304 
-(1. (1('1(100 

+3.~c.144 
-1 .. 223(lq 
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EL SISTEMA DE ECLIAC'. IONES ES COr'P A T l 13._¡:¡ DETERMINADO 

MATRIZ SC'LUCION 

KS< 1 ) " +1.000 Y.S< 1 . 2)• +0,000 
KS< 2 . 1>• +o.ooo t:S< ::: . 2)= +1,000 
KS< 3 1 )a. +0,000 1:s< 3 . 2)a:r +0,000 
l~S< 4 . l)c +0,000 l'.E:l 4 . 2)• +0,000 
Y.Sl '5 . 1.1• +C1.CIOO KS( '5 . 2)• +0,000 
KSl 6 . 1)• +0.(100 Y.S < 6 . 2)• +0,000 
Y.Sl 7 . 1 )• +o.ooo 1:s< 7 . 2>• +0,000 

KSl 1 . 3\:o +l). 0(11) t:Sl 1 . 4)• +(), 000 
~St 2 . .?,)~ +(•, ''ºº KS( 2 . 4>• +o.ooo 
KSl 3 . 3¡., +1.000 KS< 3 . 4)= -t-0,000 
KSt 4 . 3)• ... o.ooo KSt 4 . 4)• +1.000 
l<Sl :5 . 3)• +0,000 KS< '5 . 4)• +0,000 
KSl 6', 3)• +o.ooo KS< 6 . 4>•' +o.ooo· 
KSl 1·. 3)• +0.000 KSl 7 . 4)• +o.ooo 

l':Sl 1 . '5)• +o.ooo KSl 1 . 6)• +0.000 
KSl '2 . '5>• +0.000 KSl 2 ' 

6)• +o.ooo 
KSt 3 . :5)• +0.000 KSl 3 . 6)• +0.000 
KSl 4 ' '5)• +0.000 KS< 4 . 6)'• +0,000 
KS( 5 . '5)• +1.000 KSt '5 . 6)= .;.o,ooo .. 
KS< 6 . '5)90 +0.000 KS< 6 . 6)"' +1, 000 ·. 
KSl 7 ' 

5)= +(1.000 KSl 7 . 6)• +0.000 

r.:st 1 . 7)c +O.OCIO 
KSl 2 . 7)= ... o.ooo 
KSl 3 ' 

7¡ .. +0.000 
KSl 4 . 7¡ .. +o.ooo 
KSl '5 ' 

7)= +0.0(•0 
KSl 6 . 7¡ .. +0.000 
KS< 7 . 7)= +1. 000 



DESPLAZ,\Ml FNTOS 
PHI( 1)"' -;:W,483 
PHIC ~)= -lB.~77 
PHI( 3.'r.: -!l.~;::t:'i 

d( !l=o +,2~.483 
d ( :: \ = +-:rs:ª 0º4 
d( 3)m -10.837 
d( q \"' • 11 .. 520 

L•EFQf;t·IAC ICUES 
THETA A ( 1 )m -12.::4 1 
THETA B ( l ) .;;:: -;;..241 
THETI• A ( 2l=- .... (:. "J!}.4 
HiETA E ' 218' +¡,;;.o l 
THETA A -:.)e:- -4.11 7 
THETA B ~)z -~.~40 
THETA A 4)• -S.7<!:.(J 
THETA B 4)• -5.760 

rUERZAS INTERNAS 
mA ( 1 ) .. -16. :;•q¡ 
mB ( l 'ª -4.241 
rnA ( :2').-;: -2.891 
rnD ( :!l• +7,781 
rnA ( 3)c -5. 760 
rnB ( 3)& -~.7:5'9 
mA ( 4)"' -'5. 76-0 
mB ( 4.\n -'S.760 

COMPRODACION EOl.IILIBRIO 
l"UERZAS EXTERNAS 

M( l .l= 
M( 2J"' 
M( 3)c 

F t 1 >"' 
f'( 2>c 
r1 :::i1~ 
,, ( 4) .. 

-1. 3:50 
+2.022 
+0.000 
•2.79e 
+3.~02 
-4.26Q 
-Cl.000 



(lle·) 

Propongamos ahora un concreto de f'c=250 kg/cm~par8. corl.s-:-

tr11ir e.5te marce. 

Entonces tendremos un m6dulo 

1/2 
e = io,ooo $__ ! 

cm 

Si proponemos una eecci6n con dimeneiones~ 

tendremos un momento de inercia propuesto 

Si multiplicamos por ei las matrices de rigideces de l~s ba 

rras y rigidecee de la estructura, y dividimos entre ei los 

vectore~ de desplazamientos y deformaciones aneulares qJ~,se -

obtuvieron del cálculo anterior encentraremos las matrices .Y 

vectores correctos correspondientes é los valoree del m6dulo -

de elasticidad propuesto y del momento de inercia a.doptaao. 

Estas matrices y vectores son los que ap~recen a continua--

ci6n, noteee que le. matriz de contin1.li<Jacl .V s1.i tr:Jnsp1.lr::st~ 

? s í e e m o e 1 ve e to r d P- .f u e> r z H E in t e rn ~ ~ n o rJ e ne ne·! e n r l e lo e 

valores propuestos y por tanto no ti&nen que corre~irs~. 

m 
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~TRIZ DE RlOlDECES DE LAS !3ARRA5 

"f 1 . 1 )"' +º,897.94000 l..( 2)m -4,948,97000 
t { 2 1) .. -4.9~8.'="700(1 1:1 2 . 2)• +9. 897. 9400(> 
¡. 3 . 1 )= +O. (IU(l0(l l·t 3 . 2.l== +O. (.1(1000 
~- ( 4 . 1 ) .. +(1. n1:1noo 1 1 4 . 2)= +(1,(1(1000 
t.( ~ ' 1)• + (1. (1(1(100 1. 1 s ' 2>= + (1. C10000 
u. 6 l)m +{1. (tQOOO 

,_, 
6 ' 2)": + (1. c.:•(1(10 

1: ( 7 ' 1 )"' +0.00000 ~ l. 7 ' 2>= +(1. fJOOOO 
l· '· 8 . 1)= +O. (1(1000 ¡'.I 8 . 2)= +O. 00(•00 

\. ~ 1 . 3)= +(>. ººººº 1:1 1 ' 4)= + (1. (10000 
1 { 2 . 3)a +0.00000 vr. 2 . 4)= +O, 00000 
1 ( 3 3.l;;;. +12, 79::'.:. !(tOOO !:' 3 4i:t::: -e., 220. 24()1)() 
t( 4 . 3)o• -e, 220, 24C10(I Id 4 ' 4)= +21. 2(16, 30(100 
\o( s ' 

3¡ .. +0.00000 k< s ' 4)= -ro.00000 
t: ( 6 .. 3)• +0.00000 k( 6 , 4)• +0.00000 
t: ( 7 ' 3)• +0.00000 ):( 7 ' 

4)w; +0.00000 
l<t a·' 3)• +0.00000 Id e ' 

4¡ .. +0.00000 

~( 1 , 5)•, +0.00000 le ( 1 . 6)• +0.00000 
k( 2 ' 5)• +0,00000 k( 2 6)• +0.00000 
~- t 3 . 5)m +0.00000 k( 3 . 6);a +0,00000 
•« 4 ' 5)• +0,00000 k( 4 ' 

6) .. +0.00000 
t: ( :5 :5)• +12,793.10000 "' ( 5 6) .. -8,220.24000 
11: t 6 ' :5.l• -S,220,24000 k< 6 . 6)a +21,206.30000 .. , 7 ' ~)- +0.00000 k( 7 . '6) .. +0.00000 
I<( 8 ' 

:5)• +0,00000 k( e ' 6>• +0.00000 

" ( 1 ' 7l= +(1. (1(1(10(1 k( 1 ' 8)= + (1. 00(•(•(1 .. ( 2 . 7)• +O, OC•OOO Id 2 ' 8>= +0. (10(1(1(1 . ' 3 ' 7>= +O.OOOOC> 1:( 3 ' 
8l .. +0.00000 

11. ( 4 ' 7)= +0.00000 Id 4 ' 8)= +O. 0(10(1(1 
I< ( 5 7) .. +O, C•OOOO 1:( ~ e1 .. +(l.00000 -· ' •< 6 ' 7>= +0.00000 k( ~. . 8)& +0.00000 . ( 7 ' 

7¡ .. +9,897.94000 Id 7 ' 
8): -4,';<48.97000 .( e ' 

7)c -4,949.97000 Id e . f<) ~ +9,897.94000 
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RIGIDECES DE LA ESTRUCTURA 

1.l • +22, 691.00000 1( ( 1 . ~)= +3. 220. 24000 
1 >= +~:. 220. ::4000 ~:f. 2 . 2)= -+ 4 2 r .( 1 ;; • 7 (!QOO 

~:' 3 l •• +0 .. 00000 " ( 3 2l=- +8, ~;?1..1. '2.'l ~J(l(' 

>; ( 4 ' 1 1 = +1, 11 ~·.461.>(•0 K! 4 . ;:-¡.- -:: •• ~ ::~. ~·7CJOQ 
K( :s . 1 .l = +¿ • 303. 99000 ·~ ( 5 . ~);:: .4 17' 6~5. 9fl()(l(i 

K< 6 . 1) = -B, 40:,. 330()(l l<'. l 6 . ~>= +Q.00000 
K( 7 1)"' +O. 00000 t: ( 7 . 2)c -8. 827. 9700(1 

Kl 1 . 3>= .. 0.fJOOOO ·~ ( 1 . 4.\= + 1 • 1 t 9. 4 ~.ooo 
K( 2 . 3l= +e.2~0.:04000 t•c 2 . 4lc -e, e.21. ~·700(1 

Kl '.;:< . 3)• +22, C:.91. r,..1(1(t(l0 1:1 3 i¡)c; .. O.CIOOC•O 
t~ ( 4 . 3l= +0.00C>OO t'.( 4 /l)c .. 11. 96';::. ººººº 
Kl 5 . 3)a +6. 303. 99000 t: ( "5 4.)IC -4,539'.~QOOO 

Kl 6 . 3)m +8, 405. 33000 K< 6 . 4.>= +6,052 .. 79000 
Kl 7 . 3)a +1.119. 46000 Kf. 7 . 4)• +0.00000 

K( 1 ·• 5.l• +6. 303. 99000 Kl 1 . 6>• -e. 405. 33ooc1 
K( 2 :5>•. + 17. 655. 90000 Kf. 2 6> ... +0.00000 

l<t 3 . 5)• +6,303.99000 !<( 3 6>• +8,40::;.33000 
K( 4 . '!5l .. -4. 539. !59000 Kl 4 . 6)a +é, (•52. 78000 

Kf. :s . 5)= +';>,079.18000 t: ( 5 . 6) .. -0.00024 
K( 6 . '!5)• -(l.')0024 KC 6 . 6)s: +16,14(1.80000 
K( 7 . 5>= -4 • 539. 59000 K< 7 . 6)• -6, 052. 7'.!:00C• 

K( 1 . 7>=- +0.')(1000 
K< 2 . 7)• -s. 9:27. 97000 
K< 3 . 7)= +!, 119. 46(1(10 
K( 4 . 7>= +Cl.OóOOO 
!<( :s . 7>= -4 • 5:?9. ~9000 
Kt 6 . 7)= -c.,os;:. 7?(•00 
K( 7 . 7)• + 11 • 963. ººººº 



(t~·FC1~:MA( 

THHA A 
·. THET·'- B 
·THETf·. A 
THfí/; B 

· THEI•' A 
THETA B 
iHEiA A 
THETA El 

¡:_•NE:~. 
l ')e. 

1)= 
2' \ :f 
:;i>= 
:;'.J= 
;; )=:· 

r 4)= 
i .;. '"" 

.,. . '• <i·)'S . 
-:.·:11·.-c 
-·., ot.í~· 

'-·)~(ti:·:.. 
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3.- An~li7.emos el m3rco qt1e a i::ontinuación s.e. preqent_a pajo el 

efecto de l~.s care:as mo~:.'tr.<,id:'le. 

/"" 2 ton/rn 

1 ton/m. 

5 ton 

10 ton 



r 

1 

1 

1 

t--

(123) 



( l.21t) 

::h11neJ7andc nudos no apo,ros :r npo,yot:, di.reccionan<lo y numeran 

do l8s barr~B se tiene: 

@ 

® 

De las .fig:üras Rntf>ri or.~s podemos 

Nudo 

l 

.~ 

7; 

l4 

'"7! 

--.~~ 
Coord e naeé~IS 

(X) (Y) 

n.o t!I l.j.. o 

2.0 rn ·. 4 .(,) 

l~ .• () m l.I • 0 

o. o rn ,. (' 
\'.). '1 

m 

m 

m 

m 

7 2 • () ¡;¡ 2.0 !!! 

ú,0 rn 
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r _..._ 



Barra 

l 

2 

1ineal: 

Nudo 
Orif~en 
1 

6 

7 

Nudo 
Des li i no 

(126) 

-1:>arra 

5 

6 

Nudo 
Orie_;fm 

3 

2 

Nudo-
:LJe !:3 t. j no 

5 

l 

• n ... 2 
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Gl."Hlo de Ji bertud line~l 
que corresnonde con el 
de~pla:.r;::i.1"' . .ie·1to del nu<1o 
f' n 1 ::i d J r· e e e i ó n : 

(X) ( 'l) 

Obtengamos ahora los momentos de empotramiento ,•los,~9rtantes, 

el mornento de inercia y loe coeficientes de rigidez p~i·~rc:ids. · 

u~a de l~s diFtint~s harras que componen el marco. Par~lo -

cual hahrA que considerar l~P dimensiones ~e laE barras, que en 

Ru mavorÍR son de secci6n variable. L~s figuraE que ilustran 

l~ forna y dimensiones de laR barras se presAntarán junto con 

suP vAlores respectivos de l~e.c~ntidades mencionadaE. 

- ·, ./:>~-~·:,;~'.~:···'.\' 

--- Para la b~r.rR.~ 

0.5 rn 

0.3 rn 

::i:1L:.:aBL=2 m 
l. 

De la tabla 36 que es la corres~on~ien~e a estos valor~s 



R -10 '7"..-1 
BE- . •' -

De aquí calculamos 

De la :misma 

(128) 

c1u3""0.633 C 1,. "'0.633 
:.ul.. 

c;:;i.rp~R llniformeme.nte 

- --

~I. =m~ wl
2=o.og69(2 t.on m 

::· . .t:I. a - -_ - - :·_:_· ,-_'--·-: - - .. :· -- - --- - - - -

--MB=m8wl;~~=0.096g(~""~~~:§?m){4: :rii)g~3~~JJ)i ..• ton 1r 

ntos podemos encontrar· las dE'!más x·eatci.oner;; 

•' ~onm 

Si eU.stit11irnos reacciónee por i:i.cc1cner::- obt;er1emos la b9J.•.r·~ 

eq ui. va lente f.>n e uanto a 1;1s fuet·z13s e~terrnl i::~ a pli cadi.-ifi 

lt 't;on 
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_..:._Pa:r.'1'.l las bRrras 6 y 7 

B A B 

e==-----'' .....__[ -----~ EJ···· lº. 2 :n ---J o . ;? iJ] 

1.0 m 1.0 m l.Ci m 1.0 rn 

WB=0.2 m=rabc n ') r .s= ... ,_ m/hr!=0.2 m/0.2 rn=l.O 

WA=O.O m=rAhc r•Á =O.O m/hc=0,0 m/0.2 m=O.O 

aBL=l ID a .a=l m/L==l m/2 f'l=0.5 

aAL=O m ªA=O m/L=O m/2 m=O.O 

De la tabla 52 que ~s la correepondiente a estos valoreE 

De aquí calculR.moe 

-RllB-=C.B.i\. R BB=O. 3.S5 ( 12. 28) ='.J .72"-3 -

R~A=C. 3R .. :0.948(~.00;'=~.729 ;¡;;¡ J~. 1-!..'.\.. , 

El momento de inercia es 

w3=0.2 m~rBhc 

r~=0.2 m/hc=0.,2 
.u 

WA=O.O m=rAhc 

ri~n.o m/hc=O.O rn/0;5 m:O.O 
>-

I .... 
. q B •=·· rn 

aAL=O m 

- --.. --'~~: _·--·'~.-.-:'. 7. ";-. 

. -_. 9.3,rnJ_ i 1 

8 

A 
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,q .3.-.:? m/L=2 m/2 m""l.O 

~,=0 m/L=O 
tl. 

m/2 m=0.0 

Dt:> la tRbJ 8. 52 que ee la correspondiente ;." estos. véToreF 

De aquí calculamos 

R áB=C13AR BB"' O. 3é.~é. (f.. 57) =3. 322 

RBA =C ABHAA :O~ 6L¡;.? ( 5 .17) :;3. 322 

De la misma tabla p~ra carga uniI'ormem~nte distribuida 

De aquí celculam6~ 

MA=mAwl2 =0.0675(1 ton/m)(2 m)2 =0.270 ton r;i 

º.- ~1 8::::mBwl 2 •• 0.1011 (J. ton/m) (2 m) 2 =o:4Ql~ ;c1n :n 

·.· 

Por fluma de momentos 9ooemos encontrar las .dt:m~s re3pcicnes 

º0.4·04 ton m 

~-1.or,7. t;on 

J ton/m 

0.270 ton m 

0.<;133 ton 
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O • l¡. ()/~ :.:; en rn O • 4 Ol~ +;o n m 

l.067 ton 

0.2?0 ton m 0.2?0 ton m 

El momento de inercia es 

I~bh3/12=(0.3 m)(0.5 m)3/12=0.00313 m4 

WA=O.O m=rAhc 

rA=O.O m/hc=O.O 

WB=0.3 m=rBhc 

r 3 =0.3 m/hc=0.3 

aAL=O m 

a A =0 m/L=O m/'+ 

aBL=0.8 m 

e. i3 =O. 8 m/L=O. 8 .· 

De la tabla 5~ q~e es la que 

corresponde a ~sto~ valo~ee 

·- - . . --- ____ -_____ :_"--- .--

] 



RhA=4.35 RBB=5.81 
- ---=--- - --- - -- ---o..-=-.=..oo-~---

De :iqui calc11lwoos 

(132) 

C~. =0.'+Hl 
.o.ti. 

RAB=CaARBB=0.481(5.81)=2.794 

R .BA =C ABRAA ::::O. 6'+2 ( 4. 35 )::;:?. 794 

De la misma tabla para una carga concentrada 

pL=2 rn .. p~2 m/L=2 m/Li rn=O. 5 

Para este ~va.Jo¡· 

·- ··-··- -····--·~ : ni A =0.1049 
L ·-- •_ 

De a::iuí CF)lClllr.,tmos 

MA=mAPL=0.1049(10 ton')(4 m)=4.196 ton m 

MB=mBPL::0.1701(10 ton)(4 m)=6.E:.OL+ ten 1í 

Por suma de momentos podemos encontrar las demás reacciones 

lü 
ton 

·- - - 6; 804 tc•n n1 

~1--- 5.652 
ton 

.....,1--- 4. 31.18 
ton 

4.196 ton ll'!. 

6.804 ton m 

5 .652--+-i-­
ton 

...,. _____ 10 
· . .ton 

4 • 34 ¡;;¡___....¡___. 

ton 
l¡, 195 tOli '.Il 



5.652 
ton 

L¡ • 348 
ton 

6.804 t:on m 

.... _L¡ .196 ton m 

El momento de inercia 

---Para 

:ror tanto 

(133) 

R ... "> .. BA··~-

5.G52 
tr,n 

4.348 
!~o 71 

. \ 



3 I=bh /12=(0.:? 
. l.; 

I=0.0015 m 

Si superponemos los efectos 

en la estructu~a tenemoB 

4 ton 

2.697 ton m 

(134) 

4 ton 

.. 2.697 ton m 

5 ton 

6.534 ton·m ton m 
~~~---t--+-~;_;_:..._,..--,.;_;__:~~~_;__;_~...;,_~-1--i-.._~~ 6.585 ton 6.5Ei5 ton 

4.196 ton 
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,,. '"'n~1) A·,-.,,,~) '! l'."1.J.-ov.. - - ·~ ... 

Fuerza sobre el grsd o de li hPrt 8.(l lineal 

Fuerza sobre el e.rad o rj F! liherta.d l i..nA':ll 

Momento r~xte.rno en el nudo 1=6.531-l ton 

Momento externo en e} n.ucl o 2=0. 0~)() ton 

Momento externo en el nuc'!o 3 ' 6 e: ;;:4 :::-.. ~);) ton 

Momento externo en el nudo 14 =-2. 697 ton 

E!omento externo en el !ll.1(10 5=2.69? ton 

El marco se har4 de concreto de f 'c=200 con 
2 t;on/m . 

Hemoe vi~to que 'este m8rc~ tiene 5 nudos 

e barras y- 2 gr3a OE- -a e lil1erbA-d 1 i ne al. 

m 

m 

m 

1=0 to.o 

2=0 ton 

m 

m 

rfos interesa conocF:'r unJ.c;iment~ lc.s def':plazamiento~ ,<.'leforT.~ 

clones ~ngulHree y momentos int~rnos nor lo que evitnremos 1~e 

<"l programa ímprirnr~ las matrices involucr8d::~i: en el c{üculo in 

traduciendo un vnlor distinto de cero ~1.lando el programa prc----

FUnte si se imprimiran l:is op,~racionP.s. 

- , . ., 

Tenemo~ todos. los dato8 necer;:Jrioe para ejecutar> eT proE;r·a-

ma. 

Pr0po:rci omirv3o 1oE (l!:,tf.;os ohtenidoF ~_,e corrj 6 €1 pro~:t".1.:n3. y 
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Stralght Haunches - Const:i.nt Wldth 

NottJ: 

Ali carry~o"er factora and fix.ed ond moment 
&06nic1entt aro neuat1ve and ali st1Hnoss factOf"s are 
po11live. 

------------------- -· "~-----· ·----·- . -·-·--- ---------------------------·----...,--------------
Right 

Haunch Carry-over 
Factors 

ªª 1 '• 

U,4 = 0.5 

o. 1 1.0 0.495 o 774 

o 41o.461 1 o 780 
0.6 0.475 O 77B 

1 5 0.510 0.772 
. 2.0 0.519 o 770 

04l o 502 0.760 
o 6 0.532 o 752 

o 2 1 o o . 576 o 740 
1 5 0.612 0.731 
2 o 0.635 0.724 
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0.6 o 580 0.715 

0.3 1.0 g m 'g ~~~ 1 .5 
2 o 0.759 0.G61 -----
04 0.555 O. 701 
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0.5 1 o o 757 o 561 
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a,.= 0.1 
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9 91 
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10.84 
11.11 

9.88 
10 33 
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Conclu5i6n. 

Después de leer este tr::;hajo dt•tenid-3.rriente puede 

~e l;:i utilidad r"iel proe:rnma par9. corrnut"ldora cp1e en él eE· pre-

sent~ para el Bnálisis ~e mRrcos plenos con harras ~e se~ci6n 

vFtriable. 

Este programa se realizó con el objetivo principal ~e Jemo~ 

trar el fuhcionamiento del método dire~to de 10s rígidece~, y 

por tal motivo es sus~ptible de modificaciones que podrÍ8n 

8daptarlo a algún uso particular hacienclolo m~s F~ficientf .• 

El tiempo que emplea la computadora en efectuar un aoáliBis 

determinado con este m6todo es b~stante aceptable en campar~--

ci6n con el mlsmo análisis efect11ado con otro método en lH mis 

m~ computR-dora. 

Es obvio que la computadora misma en que se cerra este pro­

grama o uno similAr determina la velocidad y el costo de los -

c~lculos. En una computadora rle bolAillo un anAlieie ~om~ el 

que realizamos en alguno de los ej~mplos seria muy lento y --­

aunque la hora. máquina de i:!ste tipo rJe comp11l:8.dcra.~: ~s h:.3.rata 

la utilización de ellRs seria poco atrac~iva, 

tenemos la macrocomputadora que es muy r~pida p~rc como el cos 

to de la hora rnAquina de la misma es cara t0mbi~n hAce poco --

atractiva su utilizaci6n, Un t~rmino medio entre tiempo y co~ 

to es la microcomputadora que para esLe tiuo ~e calculos es la 

mi~::: atractiva. 

t)almente de la 'reraej d8o y nrer.1 :=d.ón rJi:: J 01 d8 !;e~:. j nicj 1Jles --

que hB,Y que proporcionar 9.1 mi2n10. 

,1 
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Existen divPrRas formRe rle ~nnejar el rn~torlo directo de las 

t•i~1·~e('ªA C'1•~n Llnª rJ·' la~ ~''"}e~ t.1"er•- P·US 1.,r•.y_nt·.~ .. j,~1F. p1°r·~i~Ul! - ' ' ~ ...i • '" --- t ~ "' ,,-, '-"- - o:: .:o \J .... '" "' -' 1 '.:;' ~ .- ' • - - -~· ~ - -

res, la forma de manejar '!:'l 1~é todo que f=f'. err~rleo .:::-n ec:'. i;e tr·:i.-

el~;:-~é nn 
~ . -

r1-l j lustrar el funcionnir,~;:,~nLo d>"~l método i sacriJ'i<::Bndo c.on ---

Pllo la eficiencia_ en que otr-:::tE formas dP rn3nej::;r el rnÉtooo 

tienen ventaja, no obetante, como dPPeamos calculhr ~o solc 

tos internos en los extrereoe de lRs bRrr~2, la fcrma de aoli--

ti.11tos momentos -de inercia eorPo c:onr:::t::intEs con lo cu.al se evi-

t~ el manejo de cantidadee aemasi~do erandes, pero al tr~hajBr 

I 
con la computadora eFto nn nrnnorcionn ~na ventsj~ confjd~r8--

ble .Y por ello se pref'j_rl6 no 'l1n.cerl<1 E:n el prop-ra·~a ce n lo 

la estructura que se analiza, Jo que permitA obtener los v~c--

De los ej~~plos presentados pu~de obee~~~r8e ~ue l~s mamen~ 

tos internos en los extrernoF: dEi lBs h<:ir·r<JE depE>nd8 d~ J..q rro--

porci6n qup, guardan entre sí los momento:::; de iM·rcia de las bR. 

rrRs dentro de la e8truct1lra f'in im~-·<"rt8r .:;l valor. eep~cÍfico 

dP. lstos, por ejemplo si analiza.ramos l 0!3 t rc-~ ,. are os sit -üe n~ 

t:f·~ !:'>:-:jo Pl mismo sisterw:i d~:- cBt'L'BS aolicadae.:, tenit'-ndc los-..-

treR aes~e lue~o las mismne dimeneion~e ~eneral~~ o prori~~$--

des ~eométricas de la estructura, nhtendrfamoe los miFmo~ me--
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Es cl~r"o ... d~sdE'_•j.)1égÓ.~q;h~'./~n cada u.no ,a~ .. ellos. 

mientos augqu~: :pf:Cú~~;,~~~).Jhdi~~: ,serían e is.tintos.< 
- :-7-:._--_>::_.~: ,,_::-,.'.:-_ ~:~t~L<~ '..-:,·,,-~_.~~:~:·~~:·.·-~_'.:·--:~- ··'. 

- 4 rn. 

- ~ o-;znq . J.3=,.r~ .. / ;..·, m 

C-'-~·;~: -. -·e···-: 
. :.'\ <~<t-;·:~·~ >' t,;;;i·-:~'. ::: :;:::·_e_-._- . ·-:···' .·_ .,, . -

En la. utirfiac:i.611 ~¿JJ~ las tablas de 1 má i1úal de Porfjkri.d ''(;¿:_': 
:. . .. -=--· º- : 

{llent Association pare la obtP.n.c i ón a e lof coeí'i~ie::ll;es_.de:~iri-:-: 

gid~z R~ 1~,RBB' factores de tr~nsport~ C,. ,C~., y c~eficient~~ 
H.'~ ,LJ3 Dh 

ael momento de ernrotrAmiPnt;~) m1 ,r~.H l':F ,;·~1ii:'h la. 
H. ,!.: 

l. n ~ ~·. "' ., o l ··, e·· .; 6 ·1 ·' ... J. ' ,,.. • ·" ~- J. 

l' 
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Para tern1inar pooernoR d¡;~ctr qtH~ e1 prot,rainn '1' 1 •· r. L'._o - , • .,..;,_; '" .::;, r• t ~, .......... ,.. ... .. T:~ ¡.1 . .1.. -. - .. -: f .... - .J CJ 

se trRtaron en este trab~jo por ser casos poco frecuente~ en -

plir con los fundamentos de1 progrri.ma. 
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