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Introduccién.

En la actualidad es relatlvamente facil dlsponer de una comf}

putadora, por lo cual es conveniente utllizar sus serv1cios en« 

los calculos de ingenierfa, esto permlte que ellos puedan reael
lizarse en menor tiempo que el que se'ﬁtilizaria para efeétuag
los manualmenté, ademlds, si el programa en la computadora es -
orrecto y esta se encuentra funcionando adecuadamente,pueden

evitarse los errores que generalmente ce cometen al efectuar -

manualmente calculos largos, con esto puede garantizarse que'}'fﬂ"f

los resultados que srroja 1la computadora dependen excluqivamen'

te de los datos de entrada del programa.'

No obstante de que el costo del tiempo d‘

los casos se Just? Q

repetidos.~i

Es obvio qu f programa Yﬁé

de los algoritmocven que est basa para efectuar ‘los célcue;ffw

los asi como de la forma e en que. este se adapte a 1a méqulna en

que se utiliza y del lenguaj fii‘ "ara desarrollar-  

lo.

El programa presentado en este'trabéjé S““realizé en lengua

je BASIC utilizandose para su egecuc;én: na;mlcrocomputadora.'ff

dos de libertad (angulareq ¥y 11neales),,la
lares en los extremos de las barras y lacJIaerzasfiﬁtefnﬁs (mc
mentos flexionantes) en log mismos, todo ¢llc para marcns pla-

nos con barras de seccibdn variable, segfn lag eeprcificaciones



del manual de oonstantes de marcoq (Handbook ci Prame Consban-_ 

ts) edltado por PCA (Portland Cement Associatlon)

Cabe mencionar: que el programa presentado admite la ex1sten

cia de barras incllnadas en los marcos.,
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Teoria. |
TECREMAS ESTRUCTURALES BASICOS ;
Se asume qde el lector esta familiarizado con lbs‘teoremas
estructurales bésicos, sin embargo, por complemenﬁar este tra-

bajo, estos prerequisitos seran brevemente presentados,

l.- Ley de Hooke.

La relacidén entre carga y desplazamiento fue 1nvéstigada~;—
por el fisico experimental inglée Robert Hooke (1635-1705);v -
El encontrd que estando en el rango eldstico de un matériaifia

carga era proporcional al desplazamiento.

}

Carga

P

-Desplazamiento

A

De agui se establece que elmesfuerzo'vpes proporcign 

de Hooke.,

La razbn entre el esfuerzo :

rango eléstico, la cual es uhé

denota como el Mbédulo de ElaSticiﬁgq e @édﬁid:&éfiéhng;pﬁr
el filésofo ingles Thomas Young (177391829); e

E= Y /g



N e (Y
4 --({)

Donde: S0
Mddulo de elasti¢i§§§7&ﬁ§f

Por consiguienteige}egtéblgqe

mientos resultantes de todbs;lbs1pun 6sL »rrec’émente~prc-

porcionales al sistema de4cdfégéQépiﬁdéa;é;iéntonces los mie-
mos desplazamientos resultantéé sé obtenérian aplicando cada -
carga por separado en Qualquier“éecuéncia y sumando los efec-
tos individual es para cada punto; : Es§b §s31o p:opuesﬁéfﬁbr -

el teorema de,superposicién{

b
o

e
1
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Por ejemplo el deéniéiamiéhto resultante en el punto i, Ai)
igualaré a 1la suma de los desplazamientos en el punto i debi-
dos a cada ﬁhé?ééllés cargas aplicadas que componen el siste-

ma.

n.

aplicada en 1 nunbc k.,
1k Desplazamiento en el punto i debido a -
aplicada en el punto k, mientras queklas

otros puntos no existen. R o

Pk= Fuerza aplicada en el punto k.

de cargas aplicado serf en forma%w,"

o ﬂ prome
A,
A, Py
A3 PB

1{%)

ﬂibgen,fbrma condensad
e ilﬂx1b111 adec o la -

Donde : [Ek.] es llamada la matriz
matriz de coefieientes de influencia ectructural correspondien

te al sistema de cargas aplicado {.Pkiz,
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Los desplazamientos resultantes{dk},son medidos a lo largoc

de la linea de accidn de la carga que actia en ese punto.;-
Estos desplazamientos se utilizan cuando se cllcula el tra-f

bajo hecho por las cargas apllcidaS'{ #}.

linea de accidn
de Pl

Por conveniencia se con81deraré una sola carga;disci ta.
plicada en cada nudo, ¥ en general habré més de uha carpa dia-
creta en un nudo cada una teniendo diferente linea de accidn.
Cemo previamente se mencionbé, los desplazamientos resultantes
'@Ak} son desplazamientos correspondientes, ésto es, para cdda

carga discreta aplicads Pi ex1ste un desplazamlento correspon

diente, por lo cual al analizarse el desplazamiento en u vpun—

7

to deberé observarse cualﬂ’esplazamlento correspond

t8 considerando.
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3.~ Trabajo realizado por un sistema de cargas,

Se supone el comportamiento elédstico lineal de la'eStrﬁqtu-
ra, es decir que el comportamiento de Hooke existe,

Suponiendo que una nica carga discreta se aplica a una és-'
tructura que esta soportada de tal forma de evitar el movimieg
to de la misma, si la carga se aplica gradualmente desde cerc
hasta su valor final, el trabajo hecho por la carga Pi,rla -
cual tisne un desplazamiento correspgndientélli,ies dado por'-
1/2 p; A, | | )

Cuando un sistema de cargas se ap trabajo realizidc

estd dado por: 1/2 P1A1 + 1/2 P2A ‘..::.'.... + 1/2 P A

2.,

El trabajo efectuado por un sistems de cargas{:Pk}kcuyos

desplazamientos correspondientes Gonéﬁk} sy €8 daﬂo enL

tricial condensada por: 1/2 E?}{A h}

4,- Teorema reciproco de Maxwell - ‘
Considerese l1la configuracién estructural m0°trada en la fi-
gura, el sistema de cargas apllcadofconsta de dos cargas dls-

cretas, Pl’ P2, las cuales se apl;pdrén'gradualmente.

Dos secuencias de aplicar las cargas deben censiderarse,
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"1 Aplicando Pl'primero y P, después

2 Aplicando P, primero y P, después |
Secuencia 1 aplicando P1 primero produce loc desplazamientos

~ correspondientes &11 en el punto 1 y d en el punto 2

S1 se aplica ahora P2 ocurrirén desplazamlentos adicionales

en los ountos 1 y 2 estos se denotan por d12 y d22 recpecti

vamente, N
Pl i . =
aplicada
(aplicada primgro) después d
aplicar Pl

Los subindices dados a los desplazamientos deben interpre-
tarse como sigue: =

El primer subfndice indica el pgnﬁp en el cual el desplaza-
miento correspondiente se est4 determinando, el segundo subfne
dice indica el punto en el cual actiia la carga que provoca,el
desplazamiento correspondiente. v .‘ \’

Debe notarse due Pl permanece constante durante el desplaza

miento 612, el trabajo realizadc por esta St

ncia de carga

est4 dado por: 1/2 Pydy; + Pydyo + 1/2 ’P2v22

Esto gréficamente expresa que el 4rea total sombreada es el

trabajo realizado.
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Secuencia 2 si ahora P2 es apllcada primero, 1os desplaza-

mientos correspondientes en los puntos 1 y 2 son d12 y 62

pectivamente, aplicsndo P1 posferiormente provoca lc: dérplaZa
mientos adicionales d11 en el punto 1.y 621 en el punto 2 " Pa-
ra esta secuencia de carga P2 permanece constante durantg el -

desplazamiento 621.

B, =2
(aplicada
(aplicada después) primero)

de aplicar P2)

El;ﬁfﬁﬁéj eaiizado por estagééduéﬁcia,de carga eSta;diq

e — — -

11 dou ap1
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Cuando existe comportamiento de Hooke el trabajo efectu-
ado es independiente de la secuencia de carga; por lo cual el
trabajo realizado en cada caso serd el mismo, por tanto:
de aqui: P1d12=P2621
si P1=P2

d12=d2) e
si P,=P,=1 entonces fiégggif

El teorema rec{proco de Maxwell puede enunciarse como sigue:

El desplazamiento en el nudo i debido a una carga unitaria
aplicada en el punto J es numéricamente igual al desplazamien~
to en el punto J debido a una carga unitaria aplicada en el =~
punto i.

En ambos casos el desplazamiento es un desplazamiento co-
rrespondiente, ésto es, el desplazamiento en el punto i se mi-
de a lo largo de la linea de accidn de Pi Yy el desplazamiento
en el punto j se mide a lo largo de la linea de acciédn de Pj .

La matriz de flexibilidades de una estructura es normalmen-
te considerada como una matriz cuadrada, cuando esto sucede la
matriz es también s{metrica y por el teorema de Maxwell, los -
coeficientes cruzadog derla matpiz_de flexibilidades son igua-

les, es decir:

5.~ CargaQ y d azamientosfg
Hasta Pste punto qolo carg 1) Zanis E'
tos corresoondientes se han con81derado en los sistemaﬂ ue' -

carga y desplazamiento, ahora podremos presentar una generali-
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zacién adicional, ﬁ{/ffﬁfgveﬂffyefwm<wﬂf*"‘””;“ﬁy;'jﬂ

a) El sistema de cargés'diééfé%éé{?igpuede consisti?fgéfrger--

zas y/o momentos. ke S 5
b) El sistema de desplazamlentos corresoondlentes {Ak} pueder -

consistir de desplazam1antos lineales y/0 desplazamientos

lares o giros,

temas generalizados.

Consideremos el cantiliver mostradb}&ip
rrespondientes generalizados estan dadbélﬁo”

en el punto 2 A.=d2l+d22=f21Pl+f22P2‘f

Las dimensiones de las distintas cantidades se muestran en

la tabla; con el objeto de 1lustrar meJor utllizaremos unidas--

es, para las cargas Yy -

des, digamos toneladas, metros, r Q1“*

desplazamientos, y las dimensidne eran fuerza y longltud“

ﬁﬁidades

_: ‘ Ton
o . F E Ton m
7 Py &y
A 1 Al it m
= ) T D ‘P2 Ag R I rad
2 1 2 fll L/F m/ton
f12 L/FL=1/F m/ton m=1/toun
f21 1/P rad/ton

foo 1/7L rad/ton m
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Pdrigi?§§655mé”reciproco'derMaxwellrflp=f2l estos coefi-
cienteéison iguales numericamente pero dimensionalmente son -

dlﬁtintos, como puede obsgervarse en 1la tabla.

6.- Ehéfgié‘total

Cuando un sistema de cargas es anlicado a una estr" -
eléstica, los elementos estructurales se deforman y'la energia
se almacena en los mismos, a esta energia se le conoce como --

energia de deformacién, cada elemento en la estructura ajmace-

na un porcentaje de la energia total.,  Oiando las cargas son

removidas la energia de geiormacidn sefutlliza para reestable-~

cer la configuracidn origtnal de 1a e nructura.

La energia de deformacidn se presenta de diferentes tormas,
dependiendo de la carga y puede ser:@energia de flexibn, ener-
gia de cortante y energia axial. et

Cuando los apoyos ceden, enermia ad1ciona1 es almacenada, -

esto se conoce como el potencial de lac redccione
También hay potencial debido a 1la def1c1encxa de 1as unlonec
de 1o0s eiementose estructurales, es decir cuando exlste 3 ego -

en los nudos de una estructura.

?.- -Grados de libertad,ﬁ”
Una estructura elégﬁ
de desplazamientos:dé )
var o calcular;'perb?e1 pér£ilfdgf6fﬁéd§>dénﬁsé’éétfuéﬁura se
puede describir por medio de un namero limitado de ectos des--~
plazamientos. Al nimero de desplazamientos que se eligen pa~

ra definir el perfil deformado se le llama el nfimero de grados
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de libertad de la estructura,

En general, se puede pensar que:una estructura es'dnaiieé -
de miembros y nudos. Los nudos se introducen en dondéfldéf--
miembros se cortan o terminan, y donde se colocan los apoybs.

Por conveniencia se pueden anadir méls nudos; por ejempld, -
en el lugar en que el miembro cambia de seccibn transversal o
donde se requiera conocer los valores5de”l¢s desplazamientos.
Por lo comn se supone que los miemb?b§?8§n'rectos y prisméti-
cos entre los nudos, pero ésto no,ésfﬁﬁffequisito. Las com--

ponentes de los desplazamientos qddﬁi,, se llaman grados de 1i

bertad., Es suficiente conocer loéidééblazamientos nodales pa
ra definir completamente el perfiiwdéformado de la estructura,
porque los miembros siguen una curva eléstica definida entre -
los nudos basada en los desplazamientos de sus extremos, en 1la
carga, vy en las propiedades geométricas. Por comodidad, es -~
comiin que se tomen las componentes del desplazamiento en cada
una de las tres direcciones de los ejes de coordenadas mutug—-~
mente ortogonales como los tres grados de libertad nodales,

En una estructura tridimensional pueden existir seis grados de
libvertad por cada nudo y, en una estructura de dos dimensiones

tres grados de libertad por cada nudo., Algunos de éstos pue=-

den restringirse por medio de las condiciones de apoyo o de su

posiciones acerca del comportamiento dejando el resto como 1la

cantidad de gr~mdos de libertad de la estructura.
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EL MLTODO DIRECTO Dk LAS RIGIDLCES
Entre los 1ogros de mayor alcance en la 1ngen1eria estruc—
tural esta la capacidad de analizar autom&ticamente casi todo

tipo de estructura con un elevado grado de precisibén y a uﬁFQ-'

costo razonsble. La aparicién de la computadora dlgital ha'-_

hecho posible este perfeccionamiento, Al aparecer 1la compu-
tadora se crearon de inmediato métodos de an4dlisis adecuados
para el célculo en computadora; el més usado de ellos es el mé
todo directo de las rigideces, inventado en la década de 1950,

Al principio de dicha década Samuel Levy sugirio algunas de
las ventajas de un método de desplazamientos usando coeficien-
tese de influencia para el andlisis de las estructuras de los =~
aviones. Al mismo tiempo, varias otras personas estaban ela-
borand¢ una variedad de métodos para el andlisis con base en -
métodos matriciales, con objeto de aprovechar la computadora -
digital. Este confuso conjunto de métodos se consolidé algo
con el tiempo. Hacia 1954 Turner,Clough,Martin y Topp presen
taron el primer tratamiento del método directo de las rigide-
ces. Demostraron que la matriz de rigideces, un ordenamiento
de los coeficientes de influencia de rigidez que se usan para
determinar los desplazamientos, se puede plantear como la su-
perposicibdn de las rigideces de los elementos o miembros.

La dualidad de los métodos de las fuerzas y de los desplai§f 
mientos fue demostrada por Argyris y Kesley en 1960 en su tra-
tamiento de los teoremas de energia, Desde entonces, sge ha -
obtenido una gran unidad de los diversos procedimientos, y se
ha visto un répido aumento en el tamafo de los problemas que -

se tratan, segin aumentan el tamafo y las potencialidades de -
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las computadoras, o -

En la actualidad el ingeniero en estructuras debe estar'fa—’
miliarizado con el método de andlisis de las rigideces porque
constituye una poderosa herramienta de anélisis, Al mismoc -
tiempo deberi estudiar el uso correcto de esta forma automdti-
ca de anflisis, El resultado de un anélisis es s6lo tan bue-
no como los datos de que se parte, el criterio y la habilidad
ingenieriles, que nunca se podrén automatizar, se deben apli-
car a las suposiciones de carga, comportamiento del material,
condiciones de apoyo, que son necesarios antes de hacer un ani
lisis. ILo mismo se aplica a la interpretacién y el uso de <o

los resultados de tales anAlisis,

Rt

Las ideas bésicas del método de las rigideces se pueden de~
mostrar considerando el andlicsis de la viga en voladizo que se
ilustra en la figura. Se desea determinar el desplazamiento -
en el extremo 1 (dl) bajo la accidén de l1la carga (fl). Prime-
'ro se escribe una relacién fuerza~desplazamiento, imponiendo -
un desplazamiento unitario correspondiente a dl luego se deterxr
mina la fuerza necesaria para produclir este desplazamiento uni
tario en el extregyo de una viga prismética en voladizo, que es

5EI/I?. Esta fuerza se define como coeficiente de influencia
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de rigidez para la viga, ki, J& resenta la -resistencia

de 1la viga'a unrdesplazamienﬁéf

Ahora considerése el equilibrlo de

de cuerpo 1ibre que eigun

La fuerza hacia abajo en el nudo
cia a la flexién de la vig”,_

es la carga aplicada fl.;

k1a1=f1~'~’9*
(BEI/I?) a;

Se ha usado un coeficiente de influencia de rigidez kl, que

expresa lg influencia de un desplazamiento unitario, para de-

terminar el desplazamiento para la carga fl El método de -~

las riglideces es simplemente una extensidn l1légica de esta idea

a las estructuras con muchos grados de libertad.

Considérese la trabe de tres claros siguiente:;

2 | "2 ‘"f ’ By, RE
o — £ IR . N
; ; Ly, - “r i L, | _




cuatro nudos. Se aplica una carga en cada nudé.”:fﬁ_iﬁéffil

deformado que se muestra en la figura se puedé conéidéréf como
la superposicién de cuatro casos separados con sblo un despla-
zamiento en cada uno de’ei1§é;  Estos casos separados se indi
can en las figuras a,b;c;é;ﬂbor ejemplo en la figura a se mueg
tra el perfil deformadolaéiiaﬁéStbgqtgpa con &, impuesta y to-
dos lcs démas grados defiiﬁé?iédféﬁjétos'contra la rotacidn. -

AR

Las fuerzas que son necesarias en los extremos de los miembros



(18)

para lograr cada uno de estos modos de desplazamiento (produ--
cir la rotacibn , ¥ evitar la rotacién en los nudos sujetos)
se indican en la figura, pero no se les da nombre. Por ejem-—
rlo en el nudo 1 el momento k11 es el que actia en el nudoTi,

provocandole una rotacién unitaria, con los nudos 2 a1 4:fij§s

contra la rotacién. ki, es el momento quefactﬁai

1 causado por la rotacién unitaria del nudo 2 qu¢~ :
causada por el momento k55, con lqs nudds 1,35y 4 sujééos dgﬁ-
tra la rotaciédn, Los términos eﬁ representan las‘fOtaciones
reales de los nudos. Por tanto kll 691 es el momento real en
el extremo, en el nudo 1 de la figura a, Los momentoe del nu
dokki'j E)j se anotan en la figura como los totales para ambos
miembros que se unen en un nudo, donde kij representa una rigi
dez de nudo. Estos totéles son iguales a8l momento que apli--
can los miembros al nudo. N6tese que los momentos en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj en los ex-
tremos de los miembros, que son positivos, producen momentos -
en el sentido del movimiento de las manecillas del reléj en los
nudog, que también se definen como positivos., La superposi--
cién de los cuatro casos que se muestran en la figura represen
ta los momentos reales internos que obran en los nudos. El
momento total interno en cualquier nudo debe ser igual al mo=—-
mento externo aplicado. Sl se definen los momentos externos
como positivos cuando tienen sentido contrario al del movimieg
to de las manecillas del reloj, se puede_expresar el equiiif—-

bric del nudo como:

k1 ©1+ k 12.72]

k2161+ koo 92+. k23@3+-k2494 =M,



permite calcularlos en -—-

Ia definicién de los términos kij

forma muy sencilla y repetida. En la siguiente figura se i~
lustra una relacidédn bédsica tuerza-desplazamiento. Cuando el
extremo lejano de un miembro prismAtico sometido a flexién -
estéd fijo, el momento y la rotacién en el extremo cercano, es~

t&4n relacionados por: m = 4EI ©/1,

Si se aplica;unéfrctaglkngun;ta:

por tanto, kii - m/e | =AEI/L ’ ’
En este caso el momento en el éxtremérfijévés iéimita6;dé1 mo-
mento aplicado en el extremc que gira(recordando el factor_de
tramsporte en la distribucién de momentos). Asi: kjikzyaEI/L
Cuando se aplica una rotacién unitaria a un npdb él qué;l1g
ga mé&s de un miembro, la rigidez en el hudo es lé suma de iés'

rigideces con que contribuyen cada uno de los miembros que lle
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gan a él1, porque cada miembro sufre una rotacién- dada.;»4w~J@ym

En nuestra viga continua, los coeflclentes de influenc: 7

rigidez k se calculan fécilmente

kyz = Xgy = kpy = K3y = Kyy = kyp =0 e

Nétese que en todos los casos kij = kji . Esto ocurre gxem_
pre con los coeficientes de influencia de rigidez y como resul
tado del teorema reciproco de Maxwell, El detalle principal
de estos cllculos es que, aungue mUy nNUMErosos, sSOn bésicamen-
te los mismos y se adéptan bien para usarlos en la computadora,
Cada término se basa en el mismo caso sencillo de un miembro
sometido a flexiém, fijo en un extremo y d&ndosele una rotacidén
unitaria al otro,

Los coeficientes de influencia de :igidez ahora se pueden
sustituir en las ecuaclones de equilibrio y dando los valores
numéricos apropiados para los términos (EI/L)ij eg posible lle
gar a una solucién numérica de los &ngulos & o giros.

El método de las rigideces se resume como siguve:

Primero, cada uno de los grados de libertad de la estructu-

ra recibe un nfimero para fines de notaciédn. Los desplazamien
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tos correspondientes a cada uno de los grados de libertad sen
las incbdgnitas que se van a determinar; "Eliéeguﬁdb"ﬁaébuédn-
siste en calcular los coeficientes de influencia de rigidez.
Con este objeto, se sujetan todos los nudos de la estructura,
¥ luego se ejecuta una serie de anélisis, uno por cada gradd
de libertad, por turno, dando un desplazamiento unitario,
Cuando al grado de libertad Jj se da un desplazamiento unitério
se determinan las fuerzaq correspondlentes a cada uno de los -

grados de libertad i, 1lamado:kia, 1uego se formulan 1as ecua-

ciones de equilibrio que

k319 * klEdEf

‘k21d1 f kzada:

donde los términos dl a én'representan los h desplazamientos
desconocidos, y los términos fl a fn son las cargas nodales,

En las cargas nodales aplicadas se usa la misma convencibn
de signos, as{ como en las fuerzas en los extremos de los miem
bros y los momentos: las fuerzas son positivas si estén diri
gidas hacia arriba o a la derecha, y los momentos son positivos
si tienen la direccién'del movimiento de las manecillas del re
loj.

Hasta ahora, el estudio del método de las rigideces se ha -
referido al caso en que las cargas sbélo e aplican a los nudos

lo que permite escribir las ecuacicnes de equilibrio en una -~
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forma muy sencilla, Sin embargo, en la mayor parte de los -~
problemas reales intervienen cargas aplicadas lateralmente a -
los miembros entre los nudos,. Un ejemplo comin es el Caéo-de

la carga uniformemente diqtrlbuida sobre una viga. Para efec

tuar la conversién a cargac nodales se usa el principlo de
superposicién,

Debe notarse que con estemmétodoi"

mée ecuaciones que con el método de;‘;
quiere més trabajo de célculo;,_'Alff
servar que intervienen més calcu]oéf'
de las fuerzas,
un método popular para trabajar a mano, por 1orlapo;;g°q:§éirg
solver el sistema de ecuaciones, es ei qué més'se uséeéhflbéi;
anflisis que se hacen por computadora para las estructufaé;>

Ahora organizaremos el método de manera que se adecue al

cdlculo con computadoras, El resultado constituye un*reour

ecuaciones gque se obtienen.‘ Ia inver51m ‘ff e -
simbdlica para exprecar la solucibn de ecuac1onps, ppro no se
intenta sugerir que la inversibén es el unlco;procedimiento. La

solucién de ecuaciones es una materia completa en si, especial
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Mente cuando se trata de un sistema grande de ecuaciones como
los que se presentan con frecuencia en el andlisis estructural.
La ecuacibén bésica de rigldeces se desarrollé anteriormente,
ésta expresa el equilibrio de cada uno de los nudos en funcibn
de los coeficientes de influencia de la rigidez nodal y de 1os

desplazamientos nodales desconocidos,

Ecsta ecuacidn en notacién matricié‘"*°

donde A [K} se le llama matriz de rigideéec de la estructura
a {:ﬁ} vector de desplazamientos y a {l“} vector de cargas.

En esta ecuacién kij es la fuerza nodal correspondiente al
grado de libertad i causada por la aplicacibédn de un desplaza-
miento unitario correspondiente al grado de libertad j. dl’
d2, eee o dn son los desplazamientos nodales desconocidos y -~

fl’f2’ veo fn son las cargas nodales aplicadas, correspon-

dientes al grado de libertad 1, 2, ... , n. La formacibén de
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la matriz [tﬁ] es un paso importante del proceso de anélisis.

Debido a que en el anAlisis de la rigidez los grados de 1i-
bertad se localizan en las uniones o nudos, & la fuerza kij se
le llamaré rigidez nodal. Nuestro objetivo es idear una mane
ra eficiente, automédtica, para generar los términbs‘ki;;' 7

Todos los términos de una columna dada de la’mat?iz de figi
deces son fuerzas nodales producidag por un solo desplazamien&
to nodal unitario aplicadp. Considérese parte de una est#uc-
tura reticular plana, segin se muestra en la figura e, los gra
dos de libertad estdn numerados en la figura (del 1 al 12),

Si se desea calcular loe elementos de la primera columna de la
matriz de rigideces de la estructura , se desplaza la estrqctg
ra como se indica en la figura f (un desplazamiento unitario

correspondiente al grado de libertad 1, manteniendo el«&éf&i -

de todos los demés desplazamientos en cero).
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Los elementos Kll’ Kal’ Kil son,laswfuerzas correspondien~
tes a los grados de libertad 1, 2 y 3 respectivamente, causa-
dos por un desplazamiento unitario correspondiente al grado de
libertad 1. El resto de la estructura no aparece en la figu-
ra, porque solamente se desplaza el grado de libertad 1 y las
finicas fuerzas y pares que hay que calcular son las asociadas
a los miembros afectados por estos desplazamientos, Tales =
fuerzas se indican en la figura f en sus direcciones positivas
definidas. Como ya se diJjo antes,“constituyen la primera co=~
lumna de la matriz de rigideces de la estructura, Al obser«
varlas se demuestra que pueden calcularse directamente sin di-
ficultad; ésto se hace descomponiendo un término K dado en sus
componentes segin cada uno de los miembros que concurren a ia
junta. Por ejemplo, Kll es la suma de los términos kll para
cada uno de los tres miembros, como se muestra en la figura g
A la k minGscula se le llama coeficiente de influencia por ri-
gidez del miembro. El problema se ha reducido al céllculo de
las rigideces correspondientes del miembro.

Se examinfra el cllculo de Kll‘ El miembro 1 se alarga --
una distancia igual a la unidad; por tanto, kll para el miemf
bro 1 es la fuerza necesaria parsa producir una elongacién uni-
taria en el miembro 1. Para un miéﬁﬁ?ézprismético de longi-
tud L 4rea A y mbédulo de elast;ci§§§5E,‘kll=EA/L. El miemero
2 se traslada lateralmente en uh@ide_sﬁs extremos una distan-
cia unitaria, con las rotacioneétdé ios extremoe impedidas.

Se comprueba fAcilmente (por ei ﬁétédo de las 4reas.de lce mg

mentos, del trabajo virtual o cualquier otro método para el -

cllculo de desplazamientos) que para el miembro 29k11-12EI/L5,
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donde E, I y L me refieren al mbédulo de elasticidad, momento -
de inercia con relacién al eje de flexibén y longitud del miem-
bro 2. Aquf se supone que la flexidén es con relacibdn a uno -
de los ejes principales, El miembro % sufre una forma més -
complicada de desplazamiento. Se evita la rotacién pero la -
traslacién en la direcciédn x de la estructura da por resultado
tanto un acortamiento como una traslacién lateral en el miem--
bro inclinado, Ee necesario prestar atencién cuidadosa a la
forma geométrica y a los componentes de las fuerzas y desplée-
zamientos para calcular kll directamente para el miembro 3.

En vez de efectuar el c4lculo aqui, mAs adelante se estudiari
una manera efectiva de manejar los miembros inclinados.

En resumen cada términc de la matriz de rigideées se puede
calcular directamente examingndo los extremos del miembro en -
cada nudo y sumando las rigideces con que contribuye cada mieg
bro.

En el cllculo de las rigideces nodales, las rigideces del -
miembro se deben calcular primero en funcién de las direccigf-
nes de las coordenadas establecidas para la estructura, 'Lgv_
rigidez nodal Kij se encuentra entonces como la suma de laé;ii
gideces correspondientes del miembro kij' Surgen dificulpéf-
des cuando la orientacién del miembro difiere de las direggigq
rnes de las cocordenadas de la estructura, Se atacar4 ei"bréL-
blema determinando nrimero las rigideces del miembrc en un ale

tema local de coordenadas conveniente para el miembro, f

pués cse transformarin las nismas al si tema glcbal de 19 ee‘
tructura,

Hasta ahora conocemos lo esencial para comprender el fun--—-
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cionamiento del método, pero-en-virtud de que existen diversas
formas de aplicarlo nosrlimltaremoc aqui a explicar aquella -
que se emnleo dentro. delvprograma para la computadora cqn_el -
ocbjeto de obtener un mejor entendlmlento de la mlsma.

l

Para principiar concideremos 1a8fsi'u19ntes suposiciones.,,

-Desoreciaremos la deformaclé ;s barras, es. decir

supondremos que no ex1ste.;

-Nos interesard unicamente ntoe internos fi-

nales en lcs extremos de las bar rtud gque las fuerzas

axiales y cortantes en dichas |

P TR R L T = / R
rarraarpqugg;calcularse facil--
mente una vez conocidos estos.ug_fp»‘

-Trabajaremos sélo apoyos completos en- los que Lpax dy son O.

Consideremos el SLguiente diagrama de una barra en que la -
direccidén de la misma . '”  i”udcfori8en (A) y un nu

do destino (B).

.{PA y wB son los desplaZamiénncs“aneulares o glros de los nu

dos A y B respectivamente de acuerdo con la siguiente conven-—-
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c16n de-signbsr—

L es la longitud orlg
A es el desplazamient

eje original de la barra ent:

la siguiente convencién de signos

A’ ]r_\i+)
B

A

o

n los extremos A




Considerando;

”¥?dﬁ¢admt
DA = Cosoldya - jenc dxa

Los desplazamientos 1i

siguen la convencién.

(+) (=)
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Cos of =(Xp=X,)/L Send =(¥p-Y;)/L -

XB-XA Y. -Y

DA dya - 24

axa

DB

qu}b

\PA = deSplaZamientofangular del nudo:ori

.(pB = desplazamiento'angular del nud”

dxa = desplazamiento llneal en la di igen

de larbafra.i

TdesplaZamiento;_f'{ igen

dkﬁi idg§p1azamiéht
E ;no de 1la barra | |
dyb7;'de5pldzamient° 1lnea_w]" ~del nudo desti-

no de la barra,

Ec.2
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XA“='?P50153 del nudo origen de la barra
YAi; §rdénéda del nudo origen de la barra
XB'=f§bscisa del nudo destino de la barpa:jd
Yo = ordenada del nudo destino de 1a baf??i;?

L = longitud de 1la barra |

Gh = deformaclén angular del extremo A de 1a’barra

Uéb

deformacién angular del extremo B de la barra.h

Observese que en esta estru

bertad, dos desplazamientos éﬁgulare

miento lineal. A pesar de que

dos hemos denominadoyc mo n

mente pa a'noder iden

Giro nudo 1 Giro ﬁudo*Z' £ ‘DeSplazamiento

¢1 Lﬂz ' l;?eal
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Sabemos que los apoyos no permiten ningun desplazamiento -

por ser empotramierntos, por tanto son apoyos completoa.

Para la barra 1 el nudo origen es el nudo 3 "apoyo" por tan




]
fol

= Matriz de C

Vector

estas mat

nGnerc de barras
ST RN - con que cuenta la
2NB x GL o estructura,.
GL = nGmero de grados
GL x 1

de libertad que tiene
la estructura.

2NB x 1
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GL = niimero de nudos + nlmero de grados de libertad lineal

La matriz de continuidad es una matrlz de transformiclén qJe
nos permite como veremos posteriormente obtener‘anartlr de 1a
matriz de rigideces de las barras, referida a las coordenadge

locales de cada miembro, la matriz de rigideces devla ésﬁﬁﬁgfg

ra referida a las coordenadas globales de 1la mismé.

La forma de esta matriz varf{a dependiendo devﬁ#*‘ los

nudos orlgen y destino de cada barra, asi como de a carresﬁbé
dencia de los desplazamlentoq de los mismos c

libertad de la estructura.'

No debemos olvidar\quewel procedlmiento para;obtener la na-

para indicar un desplazamiepﬁg

yos y sus coordenadas respecti

se les numeraré como nudcéﬂédn ecutivos:atn cuando no . lo qon;

esto con el unico propéslto devpo,e ef_rirnos a los mlsmos -

sin confusién, el nlimero de barras as{ como el nudo en que ce
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origina y el nudo en gque termina cada una de ellas haciendo uso
de la numeracién asignada a nudos y apoyos, cabe mencicnar que
el nimero de nudos qQue se introduce como dato al programa es él

nimero de los mismos sin incluir los apoyoe;  Una vez que el

programa cuenta con estos datos es capaz de:calcular 1a='long1

tudes de las barras medlante-iw'f

para ﬁOStéribrm cuaciones 1 y 2 la

matri

1a barra mantenlendo suae

l‘extremo B, se generan -

.- — “n}fa lQS“momenbos kKyp ¥ kg, en los

-nudos A y B resvectivamente.

8 Si aplicamos ahora una'dpforma
oién angular unitaria en el ex
tremo B de 1a barra mantenien-

do sujeto el eytrnmo A Be pe-—

neran entonces loe momentos -
kBB y kAB en los nudos B v A -

respectivamente,
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Sabemos que el momento generado por la deformaciédn angular
del extremo de una barra y la misma deformacién gon proporcio-
nalés, también sabemos que a3l deformar angularmente el extremo
de una barra cuando se mantiene fijo el otro extremo, se gene-
ran momentos en ambos extremos de la barra, entonces,si hacien
do uso del teorema de superpocicibn, sobreponemos los efectos

causados por la deformaciédn angular GA.en el extremo A de la -

barra con los efectos causados por la deformacién angularlBB

en el extremo B de la barra, resulta que:

as rigideces angulares de 1o e

tiVamente.

¢ ©
¥An ¥aBn Bn
Mpp ==Kpn ©an * ¥88n©@an

= k%00
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En forma watricial: o

Donde : : : o ‘
{PI es el vector de momentos 1nbernos ,f

[k] es la matriz de rigldeces de las barras

Siendo el orden de ‘estas matric»ecs

{P} 2NB x 1

[k] 2NB x 2NB

Cabe mencionar que’
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Observese que los momentos interncs en los extremos de las
barras (MA y MB) siguen la misma convencién de signos que se =~

emplea para las deformaciones angulares (BA y GB).

De la estructura mostrada anteriormente.

M, 4

Si denominamos(lh y\}fg a i§sfmom§nﬁp§jextern6s aplicados en

lo8 nudos 1 y 2 respectivamehte‘j*Fl?é%ié fuerza externa apli-
cada en la direccién del grado de libertad 1. Recordando los

momentos internos que actdan en cada barra ¥ obteniendo algu=-

nos cortantes; Mp2 @———e Mg2

T Mg C_M o {) ligz T
A1tgy -MA§+MBE
| g '3
G Mpa | M3

wPohféquilibrio,de la estructura llegamos a:

Fy o= (=Myq + Mgy /Ty + (M5 +

Fue en formas matricial es:



Donde: R
{_ﬁg as el Vector de Fuerzas externas

B:)es la transpuesta de la matriz A para c
- estructura, e

Por tanto {F}:[AT] { P}

Notese que los momentos,extgfgg‘ 
convencién de signos utilizada paia{f
Tes LP y las fuerzas externas F sigue

empleada para los desplazamiéntbé

Si sustituimos la ecuacién

PN

Si formamos la matriz de-rig

para la --

estructura que hemos manejado:ten remos;



Kpa1  “¥aml o :Q':,b S :]
“¥pa1 ¥ O | o

0 o] " Kpao ~Kppo .“wQ 

° kg kppp O

0 0

o

(k (k41 +¥gpy *Kppy *Rpp)
19 2 X S
1, 12 i
(Kypz+kppz+k gz +kppz)
I,2 s
- 3

oducto sb}sustituy5 en la matriz de con-

tinuidad Y -Y5 por Ll,y Y -Ygprr -1 antes de obtener su -
transpuesta, 1a validez de esta sustitucién radica en que las
barras 1 y 3 son verticales y .la diferencia de ordenadas de -
los nudos origen y destino, enxvaloe absoluto es la longitud -
de las mismas,

Ndtese que esta matriz es simétrica al igusl que la matriz

de rigideces de las barras ya que para cada barrs kAB = kBA

segﬂn el teorema de Maxwell.
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7 Sabemos que la matriz de rigideces se integra con la suma de
las rigidécesrcon que contribuye cada miembro para cada grado
de libertad de la estructura,

Para encontrar las rigideces con cuyas sumas integraremos =
la matriz de rigideces de la estructura aplicaremos desplaza--
mientos unitarios, angulares‘o lineales en cada grado de liber

tad, angular o lineal respectivamente,
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fkaI*kBA1+kAB1+kBBl ikAA3+kBA5*;AB§+kBBB
11’1 o el 13
1

s e -
Hy w ippn 0y + Cepppvieyys) Wy + 2A2AB3

k +k k +k k +k +k +K
P, - “BELTTABL y ., TAA3TEBAZ +.[ aal"TBAL ABLTERL
'&1 . L§
Ky az+kpaz+Kypz+Kpps

>
I3
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Si les coeficientes de estas ecuaciones los colocamos en -
forma de matriz, obtendremos la misma matriz que obtuvimos -
efectuando el producto [.ATJLk][A] la cual es la matriz de ri-

gideces de la estructura, lo anterior se cumple para cuélquier

estructursa,

U weea

Si sustituimos la ecuacién Srdnngggcuééién 7 ge obtien@;

O}-[d wes

Volviendo al funcionamiento del programa, una vez gue el —-
mismo ha construido la matriz de continuidad, efectda la transg
posicibén de esta, Si proporcionamos ahora los coeficientes -
de rigidesz RAA' RAB’ RB&’ BBB’ el mbédulo de elasticidad del ma
terial de las barras E (constante para todas las barras) y el
momento de inercia I, de cada barra, el programa calcularéi las
rigideces kan, kAB’ kBA’ kBB para cada barra mediante las gi--
guientes ecuaciones:
para integrar posteriormente la matriz de rigideces de las ba-
rras, la cual premultiplicada por la transpuesta de la mabtriz
de continuldad y poetmultiplicada por la matriz de continuidad

da por resultado la matriz de rigideces de la estructura.

(] - (0]
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£i shora nronorcionamos al programa las fuerzas externas que
actuan sobre cada- glado d? libertad éste formard el vector de

fuerzas externa° con 10 cual se tipne el °1sbema de Pcuutlones

{F} (] {e}

e”deSplazamlentos constituye el vpcto“ de

Donde el ve
incégnltas. ’ui resolvemoq ectp 51stema cbtenemos los valores
de los desplazamientos o megor dicho el vector soluclén.~i*

Existen diversas formas de resolver el sistema,de,ecuacio—
nea,pero el programa emplea el método directofdé Gddss Jofdan

que consiste en efectusar transformac1ones elementales a la ma-~

trlz ampliada formada por la matriz de rigideces de. la e,;_;,

tor solucié

El vector de desplazaﬁientbé“ébﬁ ;‘*es“prehﬁiﬁiﬁliéédé e

por la matriz de continuidad en el‘programa con el nrouésltc -

de obtener el vector de deformaciones angulares,

$e}- [
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vector de momentos 1nterno

{P} m&}

Para verlficar los resultaGOS'obtenldos;el programa veriti-

card el equilibrio de 1la estructura; es decir premultiplicando
el vector de momentos internos por la matriz de continuidadk:—
transpuesta, se obtendréd un veéﬁor de fuefzas extefﬁg§ §§i¥ég§
equilibre las fuerzas internas en la eétructuha éﬁteﬁiaéé;:éi
el vector de fuerzas externas bbténidd esﬂiéuéi;éif§36£6i déf-

fuerzas externas que se introdujo como dato al principlo del

programa, se comprueba la veracidad de 1os5resultados.; ;'f” 

hasta el mismo listado,donde;;

ma aparece paso a paso,




Diagrama de flujo. =

Inicio
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.

| J=NN+GL

!

- KF=2(NB)

S

N=NN+NA




ECEI

| I.X(I).Y(I
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iﬁl?*I(PB)



|1,0,0,1(1)

| (Y(D)--Y(L))2+(K(D)..x(o))2l |

5




XO=DX(O)+NN

!

fA(KP¥XO>=A(KP,XO)+Cli f

 ?9§5;10)=A(J,XO)—C1‘f;

(52)

| XD=DX(D)+NxR




‘ (BI=E(T(1)) |

YD)=A(J,¥D)-C2
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CoTie0 >




:.',: K(LP ’ N) =
L K(ILN)

”k"CO=F(LP)

Y

| rapyeray)

 ,‘F<I)=CO

| =F(1)/K(I»I)‘\

—

”fﬁ(IQN)=K(I,N)/cQ?“:
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(1P)-x(LE, Dr ||

| co=K(LP,I)

 :K(tP;N)¥Kii§,ﬁ§
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KR(T,1)=0




(61)
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En este diagrama de flujo se omiten las instrucciones cO===

rrespondientes a la impresién de mensajes y aquellas gue deler

minan la fcrma en que se imprimen los resultados,

Ias variables principales, es decir agquellas cuyo-vale

necesaric propcrcionar al programa como dato son:

I Variable que contola la impresién denlaéfmatriqg
. ¥Cohtinuidad e

 ”;continuidad Transpue‘t

;ijigideces de lasrb r He

'” R1g1decee de. la. estructural

'Soluclén al 51st9ma de ecuaciones

Cyando esta variable vale O se 1mpr1men todas‘ella« adéméq

de los datos de entrada v los vecfore° de.ﬁ,'
71}Desplazam1entos | |

Deformaciones angu¢arec

Fuerzas internas

Fuerzas externas finales*'”

S8i esta variable adopta un valor distlnto dP;O se omite

finicamente 13 impreeibn de las matrices mencionadah

NN NGmero de nudos de la estructura sin inclulr apoyo ,g"'

GL . Nﬁﬁero de grados de libertad 11neal que tiene la estructu
ca. : dak S

NA Nbmero de apoyos de la eetructuf&a)

NB  Némero de barras con que ‘cuenta la:;é

E Médulo de elasticidad del materlalhemplead

F(1) Fuerza o Momento externo que actus en el nudo I



DX(1)

erfmiento'en X del nudo I, en caso de q&éfgéﬁy"dwébigigﬁfzﬁfifi;

‘fidn 11bertad lineal correcpondiendo con él debpré davce

: O como valor de esta variable,

Y(I

E

(63)
Grado de libertad lineal que corresponde con el desplaza

;_”eﬂrectrinéldo, es decir que no exi ta ningun grﬂdoff

Grado de libertad ]ineal que. corresponde con el decnldva;;

\mlento en Y del nudo I, en caso de que este desplazamlegk

,to'eqte restringido, es decir que no exista ningun gralc

' de 11bertad lineal correspondiendo con él,deberé darse =

'70 ccmo valor de es ta variable,

e 10 =< [
P~

S Lol L.

~ N

= A
w |
I

x
Q
H

rvE
w
H

ichordenada X del nudo I.
fCoordenada Y del nudo I.i_ﬁf

-Nudo origen de la barla nn

Nude destino de 1a barra*"‘

Coeficiente de rlgldez 3

Coeficiente de rigidez R,

Coeficiente de rigidez*

Momento de inercia de 1a oarrm;I,”Jiigg

Variable que indica cual‘de las barrasfcuyos datos hajan'
sido proporcionadom al orograma, tiene las mlcmuq prowle"

dades que lalbarra en cuectién, gl no exxste nlnyuna se

‘ 10 a- esta varl&ble.

"ermlbe cuando su valor es dlstlnto d¢ O

91 valor me-emh_a~~ -

variable cQ O, el proprama DPPPJnLd 10 valores de X001

KB(I) VC(I), e I(I)
!
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A(I,N) FElemento. del renglon L X Q‘“ ;5 - ‘*;d?igcn‘,
| 1  tinu1dad T . . e
B(I,N) Elemento del renglon'ISfédlgmﬁgi@iaié Con-
tinuidad Transpuesta); ,'>H ”l  ’> :
EN(T,N) Elemento del renglon I,'co1aéna Nfdh at delREF-
gideces de ias 3arras. 77‘»' \'E' '
K(I,N Elemento del renglon I, co}qmﬁaﬁ ,kiéi-~

gideces de la Estructura;lfff

Debe notarse que el elemento del renglqn‘i del vécfor;éé’?gér-
zaé Bxternas inicial PF(I), después de resolver ei sistema dg -
ecuaciones se convierte en el elemento del renglon I dél'véé--
tor de De%plazamientos teniendo en este la misna denom1nac16n

F(1), al igual que el elemento K(I N) devla matrlz de ngide--

ces de la estructura se transforma en el'elemento correspon--~

diente de la matriz Identidad conservandk la denomlna016n ————

K(I,N), as{ entonces despueq de resolver’el 81stema de ncuacio

nes.

F(I) Elementb5d

K(I,N) Elemento'del ngli mn de %matf{g ;dggti_

dad o unitarl

KR(I,1) Elemento del

gulare~.f~ G

KR(I,2) Elementoldglff

Al verificar los resultados per comnrobacidn del eguilibrio



F(I) - Elemento del re
 finel. -

rias o de conteo, es decir variables secundarias




£0
70

“CLEAR

INPLY "IHFVI"!]R (‘PEF‘AC!ONFQ (S1=0, NOL>IOI " IM T
INPUT “JIRERO DE NUDOS SIH INTLUIR APOYOS":HN:
INFUT “NUTERO DE GRANOS DE LIPERTAD LINEAL":GL .
INFUT "t rEFD DE APOYOS" 3 NA

INFUT CMLTERO DE PARRASY s NEB

INPUT "MONLN DE ELAITICIDAD DEL MATERIAL DE LAS EMPRA""'E

B0 N=NN+NA

90

L 100

0110
120
170
140
150
1£.0
170
1220
190
(100
210
°20
230
oA
250
2&0
270
280
2P0
200
310
0
330
40
350

370
3%0
800
410
a,:0
430
L]
as0

£0
av0
4=
470
00

J=NNHO
KF=2¥NB

NIM X(N),Y(N). DXL N), DY N), FLU) ,KAINB)Y, VB(NP).!’C(NB’ i
DIM AKP,.2), B, KPY ,KMIKP, EP), LINE) , CLJ,KP) KU, J), TINEY

DIM KR(KP.2)

LPRINY TAR(40)"GRANC DE L IRERTAD L INEAL QUE™
LPRINT TAB(40) “CORRESPONDE CON EL DESPLAZAMIENTO®
I PRINT TAR(40)"DEL NULO EN LA DIRECCTON"

LPRINT "NUDOY; TAB(17) "CODRDENADAS"'TAB(42)" X
FOR I=1 TC N

PRINT "NZ0”"31

IF I>NN THEN 230

INPUT “MOTENTO EXTERNO=";F (1)

INPUT “EL DESPLAZAMIENTO EN X CORREZTFPONDE AL GRADD DE LIBERTAD L!NEAL"!DX(X!
INPUT "EL DESPL.AZAMIENTO EN Y CORRESPONDE AL GRADD DE LIBERTAD LINEAL"!DY'I‘,

GOTO 280

PRINT "aAPTyQ"

X (1)=0

DY (1)=0

INPUT “COTRDENADA X="§X (1)
INPUY "COCRDEMADA Y=";VY (1)

LERINT USING " WH# A= +HHN.NHN Y= +ANNL MR T XD YD)y

IF ITNN THEN 240

LERINT USING ™ (HHN SANANY T DXCT) s DY)
GOTO 2350 : - :
| PRINT * APQYD*®

NEXT 1

FOR 1=1 T GL

Mr=1+NN

PRINT “FUERZA EN DIRECCION- DE
INPUT F ()

NEXT I

H=4+NN+0L

IF H60 THEN 430

LPRINT CHFS(11)

H=Q

LORINT Tl ST
LPRINT "PKRA NUDO NUDO MOMENTO"

LPRINT * ORIGEN DESTINO
FOR 1=1 TC ¥P R
FOR N-1 TO J

AC1,N1x0

“LTHERCTA™




S10 NEXT N

20 NEXT 1

530 FOR 1=1 YO V'F

Q0 FOR N=1 1O HF

COSS0 KM R0

L& NOXT N

TT7Q MEXT 1

80 FOR I=1 10 NE

SP0 PRINT “FARRA™3)

200 INPUT “NUDOQ ORIGEN":D
610 INPUT “NUDIO DETTINCO"; U
€20 IF 1 = 1 THEN ©00

&30 IF I > 2 VHEN %0

£40 FRINT “€] [LAT FFOFIEC A0S “EQOMETRICAS®

&S0 PRINT "ICOQEFICIENTEZ 0F RICIDE? (RAA,RAE.RBA.FEE) Y MOUMEMTO DE INERCIA (1:3°
£4.0 FRINT DL ALS' WA DAFRE L 17 IRUALES A LAS DE OTRA EBARRA CUYOS DATOS"

670 PRINT “HAYAN Z1D7 FROPORCTONANOZ, UNICAMENTE ESPECIFIVUE EL NUMERD®

&S0 FRIN! "DE ESTA. EN C&10 CANTRARIO FULESE O™

&90 PRINT "PROPIEDATES BAPRA™; 1) “sPROFIEDADES BARRA®
700 INPUY PB

710 IF PB=O TIEN S0C

720 1F PE>=] THEN 780

730 KAC(1)=KA(FPB)

740 KBLI)=KB(PB)

730 KC(1)=¥C(PB)

760 1(1)=1(PB) '

770 GOTO 850 ’

780 FRINT "LOS DAT0S DE ESA RARRA NO HAN SIDO DADOS*
7 BOTD 690 . .

€00 INPUT “CQEFICIENTE DE RIGIDEZ RAA":KACI)

810 INPUT “COEFICIENTE DE RIGIDEZ RBE";HE(I)

€20 INPUT “COEFICIENTE DEF RIGIDEZ RAER,REA™IKC(1)

830 KC(1)==KC(1)

€40 INPUT “MOMENTO DE INERCIA C(1)";1C(Y1)
830 LPRINT USING “ sa# (X1 e
REO LU =SARUY (DI =Y{0) ) *24+{X(D) ~X(O))*2D)
870 Cl=(Y(D)=Y(Q))I/LI1)*2
€820 Cm(X(D)~X(0))/LI1)*2
BPO JU=InN2

200 KP=-1

910 IF OXNN THEN 930

@10 A(KP,D)Im—1

$30 IF DXNN THEN ~T0

40 ALY, D)=y

30 IF DX(0Q)m0Q THEN 990
“EO XO=DYLO)+NN

P70 A(KP,XD)=A(KP, XO) +C1
80 AlJ, XOI=AL(J, XOY-C!
$90 IF DY(O)=0 THEN 1030
1000 YO=DY (D) +NN

1010 ALKP, YO)=A(VP YO) 02
1020 ALY, YOI =AY, YO)+C2
1030 IF DX(DMrQ FHEN 1070
1080 XD=DY. (DY +NN

1050 AIKP, XDY=-AUVE, XD -CY
1060 AL, X =AlY, XD+CY
1070 IF DY(D)=0 THEN 1110
1080 YD=TIY (D) +NN

1090 ALKP, YD) ~A(E, YR sLD
1100 ACLL YD sALL YN =-CR

TR T TR TTRTTTTEIPRY- 17 IR




1110
1120

- 1130

13140
1150
1140
117¢
1180
1190
1200
1210
1220
1230
12480
1250
1240
1270
1280
12190
1300
1310
1320
1 230
L3330
1350
1360
1370

1390
1400
1410
1420
1430
1440
1430
1440
ta70
i 480
1290
1 00
1510
1720
1530
1740
1550
1U60
1570
1580
1590
1£00
1430
1 &20
1£30
14,40
1&%50
1£50
187¢C
1580
1450
1700

El=Ew1(1)
KM(KP, KP)aKAZI) #EYLCT)
KM(J, J)etBUIET /L LYY
KM(KP, (D =pCII wET LD
KM KPS »EY oLt T
NEXT 1

HiH+ I+NE

IF H260 THEN 1210
LPRIMT CHRE11)

H=Z+NR

LPRINTY G R
LPEINYT "EARRA LOMGITUD YCOEFICIENTES DE RIGIDEZY
LPRINT *» - S RAR . RAE, RRA T RBE
FOR I=1 TO NE LT 5
LPRINT UTING ° #n# LTI TS ML S TTASS FIRS RTINS 3
KC=-bCt1) R L
LPRINT O<ING * N, HHN HHE T AN, AR, RURT KCYRCDD
NEXT 1Y R
Hz=H + 2+ NN-+GL

IF H<&60 THEN 1230
LPRINT CHR$(11) :
H=&HNN+OL Lo e
LPRINT R B
LFRINT USING "MODULO DE ELASTICIDAD DEL: M
LPRINY : LET :
LPRINT "NUDO

LPRINTY *

FOR I=1 TO NN
LPRINT USING * wu#
NEXT 1

LPRINT .
LPRINT “ GRADO® B
LPRINT *  DE FUERZA® =

LLPRINT “LIBERTAD EXTERNA™ 0/
LPRINT * LINEAL™ - I
FOR 1=1 10 GL sl
=1 4+NN SRR
LPRINT USING * #u¥ TN T

NEXT Y ) ;
<P NN+ GL

JarwNB

IF IM=0 THEN 1540

GOTO 1710 3
LPRINT CHR$(11) . T

LPRINY “"MATRIZ DE CONTINUIDAD'
LPRINT
FOR 11 YO KP STEP 2 :
LP=I+1 - : L
FOR N=1 TO' J : 1
LPRINT USING “A(uf , #H#)I="+u4
IF 1=KP THEN 1480

L PRINT UTING * AluNn

GOTO 16%0 '
LPRINT CHR$ (10)

NEXT N

LPRINT

LPRINT

MEXT I :
LPRINT CliR$(11)}
LPEINT “mMATRI? DE. CONTI




1710
L7220

1730
1740
LB
1T80
1770
17RO
17790
1200
1810

820
1830
1S40
180
1260

1870

1 RO
18°0
1900
1910
1920
1930
1940y
1950
1980
1970
1980
1990
2000
sO10
2020
2020
2040
2080
2040
2070
2080
1090
2100
110
Q2120
2130
2180
2150
2160
7170
2180
J1%90
2200
2210
QW20
230
2240
750
WEQ
""\70
2230

-2

."300

APEINT USING "K(NNN

FOR 1el TO O
FOR N=1 TO KP
E'N, 1)=ACL, N)

NEXT N .
EXT
I¥ IM=0 THENM 1780

GITO 2080
LEEIINT
FOR 1=1 TO O STEP 2
1P=1+1}

FOR N=1 YO HP T
LPRINT LSING "ATCH#S
IF 1= THEN 1840 S
LERINT USING * AT (HHl .,
GCT0 1870 .
LERINT CHR$(10)
MEXT N

LPRINT

LPRINY

MEXT X

LPRINT CHR®(11)
IPRINT ,“MATRIZ DE R!GIDECES DE LA° BARR
LPRINT i
FOR 1=1 TO J °1EP 2
LP=1+1

FOR N=1 TO J Lt
LERINT USTNG "KONBN . AR)= +000, 8
IF I=J THEN 2010 e
LPRINT USING LS 11 P

GUTO 2020 B
LPRINT CHR$(10)
NEXT N

LPRINT

LPRINT

NEXT 1

FOR 1=1 TO KP
FOR N=1 TO J
C(1,N)=0 e :
FOR LP=1 TO J :
CUL,NI=C(1,N)+BL(1, LP)*VH(LP
NEXT LP

NEXT N

NEXT I

FOR I=1 TC KPP
FOR N=i TQ KP
Y(1,NY=0

FOR LP=1 TO J
KLY, ND =K1, NY+C (], LP)VA(LP N
NEXT LP
EXT N
NEXT 1
IF IM=0 TIIEN 2240
GOTO 2390
LPRINT CHRe(11)
LPRINT “MATRIZ DE RICXDECE“ DC LA E RUCTLR
LPRINT

FOR 1=1 TO KP STEP 2
LFaY 4+l

FOR: N=1 TO KF




2310

7 oH20

2330
2740
L2500
RPN
2370
LRR0
229
Q0
24810
2420
2430
1A 40
2450
1AL
2470
2180
2300
2300
2510
2720
QB30
hdat Te]
2550
2Ti60
2870
ITH0
{200
2600
sE10
2620
jag-Acle]
2440
¢S50
280
2670
28630
2490
2700
ario
2720
2730
2740
~7T0
2740
2770
2780
s
2]00
<E10
2820
o230
2840
28RO
2860
270
2980
290
2900

IF 1=sKP THEN 2240 iy
LPRINT USING * [ X1 E
GOTO 2350 R
LPRINT CilRE110)
NEXT N

L PRINT

LPRIMY

NENY 3

LFRINT CHRE(31}
FOR I=1 10 &P i
IF K(1,1)20 THE 1440
MEXT 1

GOTO 2630

FOR LF=1 T KF
IF HALP, 1'0 TIeN D0He0:
1F LUILLFPY=0 THEN 2540
FOR N=} TQ KP

CO=H (P, Ny
KALP, NY= 01, N)

K1, NY=CO

NEXT N

CO=F (LP)

FLLP)Y=F 1)

F(1)=C0

GOTO 2420

NEXT LP )

IF I¢uNN THEN 2610 :
LP=1-NN ‘

LPRINT “EL DESPLAZAMIENTO EN EL GLL("!LP'“) ES INDEF!N!DO'
GOTO 3¢90

LPRINY "EL GIRC EN El NUDO ('-1-“) ES INDEFINIDD“

GOTO 3690

FOR I=1 TO KP

IF K1, 1)=0 THEN 2480

GOTO 2710

IF FCI) =0 THEN 2490

LPRINT “EL SISTEMA DE ECUACIONES ES INCOHPATIBLE“ :
GOTO 3690

LPRINT “f1 SISTEMA DE ECUACIONES £S COMPATIBLE anErERn!NAbo-
GOTO 3490

FUII=FLT) /KLY, IY

Co=Kt]1, 1)

FOR N=1 TO KP

KU1, ND=H Y, N)Y /00

NEXT N

FOR LLP2 1 TO ¥P

IF LP=1 THEN 2830 L
FUP)SFCLP)-FAILP, 1X®MF (YD) 777
CO=K(LF, 1) ‘
FOR N=1 TQ KP

KULF, N)=K(LP, NI -CORKLT, N)
NEXT N

NEXT LP

NEXT 1 2
LPRINT “FL. SISTEMA DE ECUAr NE
1IF IM=0 THEN 2890

GOTC 3040
LPRINT 8 ;
LPRINT "MATRIZ SOLUCION
LPRINT i




210
2920
D30
TR0
2750
Y
2PT0
MO
900
000
R0Q10
J020
2020
2040
OGO
2040
Q7¢
2020
2090
3100
2110
3120
X130
3140
150
3140
2170
2180
2190
3200
o210
3220
2030
274q0
T80
J260
70
1280
2290

-
I3

2310
@320
3230
3340
23J0
2240
3370
2380
3I3IF0
2400
3410
X420
3430
2440
2450
2460
2470
e
470
200

FOR I=1 13 KP STEF 2
LP=Y+1

FOR N:1 13 KP

LPRINT UZTNG "KS(HME -,
IF 1=iP T-EN DOS0
UERINT U ING ¢ SATTI b
GOTO o e
LPRINT CHFSC10)

NEXT N

LPRINT

LPRINT

NEXT 1

LPRINT CIT$111)

LERINT e
LPFRIINT “1€700 ATAMIENTOSY
FOR 1=1 T2 kP :
1IF 1NN T-EN 2100 ,
LPRINT USTNG “PHI(HRN) =/ ﬂmu
GOTO 3120
LP=1~NN
LPRINT USING *
NEXT 1

FOF: I=1 TT J
FRU1, 1) =0

FOR LP=1 T KF -
KRCL, 1) =F21, 1) +ALT, LP)*F(L
NEXT LP

NEXT 1

H=R+KP+J

IF HZ6O THEN Q030
LPRINT CHeE(11)
He2ed

LERINT

LFRINT “TETORMATIONES®
FOR I=3 T ) STEP 2
LP=1+1

MeLPs2 i
LPRINT USING “THETA A (HHH)= +HHH
LPRINT USIMG “THETA B (Wat)= +<aun
NEXT I

FOR 11 T0 O
KR(1,2)=0
FOR LP=1 T2 :
KRCI, 2)=ttk 1, 2) +KMLT, LP)*YR(L , ,
NEXT LP : dentodinn
NEXT 1 - S , ‘ e
H=He+De : :

IF H<EO THEN 3410
LPRINT CHPY(11)
Hul4

LPRINT :
LPRINT "FLERZAS IMTERNAS"
FOR 1=1 TC J STEP 2 &
LP=1+1 , S
M=t P/2 ;
LPRINT USIMG *  mA (HK#)=' wm.mm WNNTTHIKROT,2)
LPRINT USING *  mB (RER)= +HRN, BaN uns ;lmr.mm. 2
NEXT 1 s i

FOR st TO WP
FCltmQ




-~ 3510 FOR LP=1 10 J
CAT20 FLIDFIV4BE, LP)“KR(LP 2)
3530 NEXT LP
ATIA0 NEYTY 1 ‘
25%0 H=H+ A+ HF
IF tE o0 THEN 358
LPRITI CHE$(IL)
L PRINT
LPIYNT "LOMFt2EALION bUUlLIPhXG“
LPRINT "FUERIAS EXTERNAS®.
» FOR 1=3 TO ¥P
IF IMNN THEN 2490 SErEi
LPRINT UZING * MOHBB) w4 RRNTHHY

GoOTQ 3470 :

LP=1-NN i i e
LPRINT UTING © FOHHMI S +RUR DA HURT TP F (L]
NEXT 1 . NS e A

24R0 LPRINT CHRS$(12)
38R0 END
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Ejemplos,

1.~ Consideremos ujeto & las cargas mostra

das.

'Nﬁﬁeremos la

se con nﬁmeros'conse uti para los nudos no apoyos desde 1

hasta m, para los nudos kyos~desde m+1 hagta m+n,;giendo,m -
el ndmero de nudos no‘apoiés;y“n el nGmero de nudés7a0070$, b

para las barras desde 1 hasta n siendo n el numero de barras,

demos también una orienta016n a lac barras, con 1o cual se de-

flnlrén el nudo orlgen y el nudo destino de cada una:de?ellas.

@@@

(O nudos
S O barras

Las barras 1.y ¢ién constante de O,

y 0.2 m de oeralte.

La barra 2 tiene ceccidbn constante de 0.2 m de anéhcﬁy N.U7

m de peralte.
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De acuerdo COh el7manualideicbﬁstanbes défmarébsl(PCA§;fel

momento de inercia de las barras es'el'qua correqponde a la ;,

seccibdn transvorsal que tenga el menor peralte en 1a barra, sa

biendo que el ancho e cada barra’es,gonsb nte en toda su lca-

gitud - segdn el mencionado manual, puede?deCirSe'que dlcha sec

016n es 1a que tlene el menor momento de Jnercia.v” Ademés

puede observarse que cualquler seccién transversal de 1a= bA=—

rras ontemnladas por este manual es una "ecc;én,rectangular -

‘cuyo momento de

doﬁdef;

es el momento de inercia con respecto 3 un eje pArg~
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*lelora 18 base del rectangulo que pasa por el cen=m--

?trolde de la qeocién.~;7kM“

En nuestro ¢

paraiis'barga?gfv,¢;;:,,

Como puede s la inercia

de las barras 1 y 3, -

f'c= 200 kg/cm2 , con lo cual tendremos un méd

dad del material;

proporcionarselos, nn asi para los sraGOf de libertad anpulal

/
que. si son dlstlnguidoq nor el nrograma.
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De las figuras anteriores podemos establecer la correspon-~

dencia entre los grados de libertad lineal y los desplaza’TEEQ"

tos en X y Y de los nudos no apoyos,

i

Grado de libertad -

lineal que corresponde
Nudo con el desplazamiento

del nudo en la direcciébn:

X 1 Y

Recordemos que si el deéplazamiéntq_deﬁun nudo en alguna de
las dos direcciones establecidas ( X y Y ) no existe por estar
restringido este por 1las condicionesidefépoyo considerando la

hipotesis de que no existen deiorm301ones axiales en 1a¢ ba---

rras, utilizaremos el grado de 1iber

tad‘flcticlo 0 para expre-
sar que ningun grado deZIf on

desplazamiento,

Para 108 apoyos no
sidera autométicame 5

to al efectuar los.

Obtengamos ahoré*l; é7%686éiibs nudosrinclu--

vendo los apoyos, para fﬁ _ijaremos el origen de nuestrc
sistema de Coordenadas en el'nudo 3 que corresponde a uno de -

los apoyos,



Coloquemos ahora en forma
destino de cada barra de acue

ra cada una de ellas. ;‘Par’

a los apoyos,'para;idéﬁti

Calculemos también las fuerzss externas aplicadas en los nu

-

des, las cuales nueden ger; momentos,fuerzas paralelas a la 4!

reccidén X y fuerzas paralelas a la direccibn ¥,
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Para la barra-2 -que-es -la -unica que se encuentra cargada, =

< ton/m

Sabemos que el momento de empotramientb,pafa=dﬁé bar
seccibn constante es w12/12,"

Para nuestro marco:

fl,LwI?/ié:

acciones.

 2.667 ton m 2 ton/n

LN

4 ton

4 ton

De aquf establecemos que la siguiente barra es egquivs
en cuanto a 1

real.,
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: qimpllfioando- ST——

“ ton ' u'tOh’:f

2.667 ton m  2.667 ton D

Ahora determlnemos las fueraav externas que actuan en la --
dlrecclén de ‘cada uno de los grados de libertad (zngulares y -
11n9alPs), SLguiendo la convencién de 81gnos e%table01da con -

anuernorldad,-;,Q'

el momento e

" Momento externo en

tos, las fuerzés'éplicadaq sobre e;

y Y correaponden con la d:rec ¢ algun ;:;g'" -

bertad lineal correspondiecndo con alpuna de eshas facrune, en-

tonces dicha fuerza no serin necegaria para efectusy los calcu

7iningun prado de ]i ﬁff
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lJos yva._ que qolo nos inferesan los efectos de la flexibn,
Si existleran dos fuerzas aplicadas qobr riirf ntoe nudoe -
pero scbre el miemo grado de libertad lineal thabrfa que sumsr

. ‘-
las algebraicamente para obtener la fuerza total gque actus 50w

bre dicho grado de libertad.

f§f36076¢{11bébtad’iin991”1 =
gfgﬂéﬁéé }ibertad lineal 2 =

1~»ohre elfﬁbaﬂo dé1iibertad lineal 3 = +4

‘epara un§7barba'empotrada ia rigidez angular ce

sus extremos es 4EI/L~Siendo el~factor de transporte 1/2, lc¢ -
cual qe cumple exclue1vampnfe para barras de seccién constante

como. 1as del marco en eqtudlo, pdr btanko btendremos las rigide-

ces s 1gu1enteq'”'

"

te los coefic

ocrté,fy;momentos de ewpobramient

tacc;én?cnna
tantp son b1nn conccidos, no asf para barrasz de gcrcibn varis-

.

ble,npor lo cual moshtraremos el uso de lae tuablac del maaanl,
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Al fihal de estos ejemploé se muestran algunas de las tablas
del wmanual en cuya parte superior se encuentra un croquis don-
de se especifican las dimensiones de las barras en rorma gene;
ralizada mediante algunas variables, =i nosotros encontramog -
los valores de dichas variables para un caso pabticular de nDa-
rra. entonces podremos entrar g 13s tablas'y obtener 165 valo--
ans Raas
los Factores de Transporte CAB’ CBA;con,los cuales se puedén'-

res correspondientes de los Coeficientee de rigidez R

obtener los Coeficientes de rlgldez RAB Y RBA mediante~

Rpp=Cap Raa R, 5= CBA RBB |

También se obtienen 1os Coeficientes,del Momento dé‘Empb;--
tramiento para carga uniformemente distribuida o para Carga -

concentrada, Para obtener el momento de emootramientoibara -

.el caso de carga unlformementp dlctrlbuida se multiplican'los

coeficiente
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Cohbjeéibﬁvid'dﬂéflé?igﬁéiﬁﬁd'Eéhlésrbérras (L) y el peral-
te mfnimo de las mismas (h.) son distintos de O, podemos con--

cluir que:

ay=0 83=0 I 420 'ré=o

Con estos valores entramoq a las tablas y ‘nos dlrlglmos a -

la tabla 52a que es la correspondiente a ellos.

En esta tabla encontramos que para todas nuestras ba

M,A=mAwL2 = O 0853(2;ton/m)(

Mp=mwL1Z = O. 083)(2 ton/m)(4\ .666 ton m

Con estos valores de 1oq momentos de emnotramlenfo que oon

aproximadamente los mlsmos que haoiamoq calculado anferlnrmen—

te se pueden calcular las fucrzac externas aplicadas en 1os nu

anterlormente.

Como puede ver

tablas . o 8 E : «,&;

Ahora contamos yva con todos los datos necesarios y procede-~

i



remos a. corzer el programs,

Ilucfraremoc en este ejemplc la forma en que el'

L

fg :§£éf§a
sollcitando los datos y la forma en que debemos’de_pfbborcib--
nar éovOS, para lo cual emplearemos una P para distinguir lo -
que el prqg;ama:pregunta nor panbtalla y una R para distinguir

lo que debemos responder nosotroc.

Mo W R

Wy oWo"o"

ticidad del material de lss barras.

orresvonde al g de libertad linesl 7

El desplazamiento en Y correspcnde al gradc de libertad jineal 7

o

W WMoy W kW



Coordenada X ?

o (&5)

oW W

W W om W oh W ‘@35

o

‘o

o o

Hy

B}

0.0

w g M om WowW WM

ﬂCodeéhHﬁélYQQ

CoordeﬁqdggX ?
0.0

Coordenad

'-ﬁﬁéé 4y
 Ap6jo.
Goordénéaa\xﬁ?
10.0
Coordenédajfj§ ’

0.0
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Fuerzs en direccibn de; &p§g9ndev1iberbad lineal 1 %
. ‘ v e e
P

ooty ¢

B!

R

23]

0 '006135??713 .

R

Barra 2

i

vﬁudo origen

B) y momento de 1ner01a (I)

son isdéles;a}iés/de otra barra. cuvo= datoq

F Hayan Fido‘proporﬂionxdos,nnicamente especifique el numerc'

P De: esta,en caso contrario pulse O
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Prdbiedadésfb;fféfi = rTopiedades barrof?if”“*”””

d
Q

b

'iidvz P

Coeficiente AAiid

2e]

4.0 e
Goeficiente @
sl

sMéhéﬂtd'de,iné cia

0.00133%

't#Proniedadeq barra 3 Pronieﬁ

I T R L B - RO - - S - B o

este eaemplo,.'”f'ﬁ ff*Jﬂ que Lodo"‘loq7d



>

- GRADO

) DE
LIBERTAD
"LINEAL

1

2

3

© MOMENTO

EXTERNO
~2.667
2.687

FUERZA
£X TERNA

8,000
-4.000
4.Q00

DE: ELASTICIDAD DEL MATERIAL (E)-

GRADO DE LIRBERTAD LINEAL QUE
CORRESPONDE CON EL DPESPLAZAMIENTO
DEL NUDDQ EN LA DIRECTION . ;

o S X Y
+ 35000 41,722 [ -
47000 ¥ +1.722 t 1) S 3
+0, 000 = +0, Ondy SE0Y0
410,000 Y= +Q. 000 4FOY0
upE - NUDO MOMENTO
‘ORIGEN  DESTINO INERCIA
S BT 1 0.07013
LR 0.00133
: 4 0.00013 )
© COEF I1CIENTES DE RIGIDEZ
RAA RAL, RBA ‘REB
. . 44,000 42,000 +4, 000
4700057 7 +4.000 42,000 . +4,000
3,868 L 44,000

42,000 . . +4,000

©1,418,210.000




eOBWN

ARB N

N T )

=1)m

'WATRYZ DE CONTINUIDAD .

e

1=
1d=
l)e

=
3w

Sr=

1=

3=

3)=
I)=

Cimym it
Sym

5)=
Sim

-2l
S)m

| +01. 00000

+1,00000
-1, 00000
+0, 00000
+C, 0QO00
+0. 00000

-0.14434
+0. 14434
+0, 0OO00
+Q, OUOO0
~0.14434
+0. 14434

+G, 00000
+0..00000
+0. 25000

-0, 25000 °

=0. 25000

+0, 25000 -

Al
At
“l
fr

ft

oD WM

PRICESRESE &

« v m.w

“ 40, 60000 ¢

+ 01y OO
+Q, 00000

a1, 0000

~1.,00000
0, 00000

+0, 25000
~0.2%000
-0, 25000
+0, 25000
40, 00000
+0., 00000




1o
E BT

1=

s S L

e
3=

=

3=

-2l

Si=

=

BYe -

e

R ILE

'ﬂ~5)‘1

DE. CONTINUILAD TRANSPUESTA

+01, QOO0O0
C4Lr, QOQ0O0
-0, 144854
+0Q, 25000
+0. 00000

1. 00000
+0. 00000
+C, Q0000
=0 . 25000

L 40, 25000

. +0.,00000
~1.00000

-0. 14434
+0, 00000

L =0.25000

AT O

AT L
AT
HY !
AT L

AT
AT
AT
AT

AT

ATC
AT¢

ATL

AT

AT

LY TRy

[CREREIN

TR

e 1,00000,
oY= +0, 00000 T
oY= Tk

+U. 000U

+0. 00000
+1,00000
+0.00000
+ 0025000
=0, 25000

. +0, 00000
+0, 00000
+0,14434
+Q, GO000
+0. 25000




“MATRIZ DE RIGIDECES DE LAS BARRAS -
Kt :

1, 1= 4217, 19900 bt 1 L0y, SOS00
KR, 1= ~188, SOD00 POD . LRYE e e 7,18900
k(. 2y 1= *0, QOO0 | NS R *G, 00000
Kt &, 1= +01., 00000 vC A, ZIEL *1. 00000
K¢ .S, 1= +0. 00000 Kt S5, 2)= +0, 00GO00
K &, 1)= +0, 00000 Kt &, 2)= +0, 00000
[T QE I 3= +0.00000 et 1, 4y= ~(, 00000
Kkt 2, = -1, Q0000 Kt 2, 4)x -1, 00000
Kt 3, 3= +1,880.90000 Kl 2, 4r= —R67%, ASO00
k(.8 ., V= -940, 45000 O 4, as= +1, 820, 90000
KL S, )= <0, 00000 kU S, 4y= «0, 00000

KL &y B +0., 00000 K e, )= +0, 00000
[ S O S)w +0.00000 K¢ 1, +0, 00000
kKt 20, Sy=. +0,00000 kKt 2, +0,00000
LRG3y S)= +0.00000 Kkt -3, +0. 00000
.ke..4., S)= +0,00000 Kkt 4., +0, 00000
sRE Wy 8= +217, 18900 [T SR . FEN =108, S2%00
k€6 E)wm -102,59500 Kt &y +217. 18900




Kt
K¢

| {8

Kt
K

(LR XA) ) Ry

. & 48

1
>
3
4
b=

2
.
)
r
t

1)=
1=

=)

1)=

Rv=

3=

3=
=

[

Q=

Sy=

)=,
S)e

Sim
S)m

1=

43, 0v8.09000

4540, 45000
47T Q2210
402 52000
~T0%, 33700

©47.02210
-47,02210
“27.184780
-r7.S1140
-23%,51140

=705, 33700 -

—£22, 89000
+23,51140
~¥52, 66900
+32932. 39300

MATRIZ DE RIGIDECES DE LA ESTRUCTURA

L EARAE

I T

.« e % w o

{92)

)=

e

D=
2=
2=

4y=
4y=
4)=
4r=
4y=

+5480, 43000

+2,052.0
~&7,0

sTeelE

PO

W0

3700

-2, %009

+£23. 89000
470%. 33700
1180

-y
<Ie !




; (93) REE
EL SIZTEMA DE ECUACXONES ES CDHPAT]BLE D"TERH!NADD

N :t;: PRI .
HATR!" SOLUCION e e 8 s
KSt = , 1= +1.000 vee 1, QT +0.000
KSt =, 1= +0.000 KSt 2, 2= +1,000
®S¢ 2, 1= +0. 000 KS( 3, -« )= il 40,000
KSt €, 1)= +0.000 S04, 2= . +0, 000
KSt =, 1= +0,000 KSC 5, e +0.000
KSC 2, 3= +0.000 KSC 1, q)=- . +0.000
KS{ 2, 3= +0.000 vee 2, Q)= +0. 000
KSt =2, V= +1.000 KL 3, ay= +0, 000
KSt &, 3= +(:. DO ve( 4, 4K 41,000
Kst T« = +0.000 BEt 5, 4)e=. +0. 000 .
KS( 1, Sh=. . +0. 000

KSt 2, Bw +0.000
KS( 2, Sim +0, 000
KS( &4, S)=" +0. 000
&L S Sle +1.000




"DESPLATAMLENTOS

PHI( %)= ~0. 384
PHIC(  2)= —0.3580

gt )= +2.817

sl e 40,709

gt = -0.738
DEFORMAC IONES
THETA A ( )= -0, 225
THETA B ¢ 1)= ~-0.140
THETA 4 ( 2= +Q. 001
THETA 2 ( 2)= +0.00
THETA » ( 3= +Q, 138
THETA B ( O = Q.22
FUERZAS INTERNAS

mA U 2= -23.716

mB £ 1)= -6.,002

mA € 20= -3.32

mB ¢ 2= +8.378

mA ¢ 3= +5,711

mB ¢ JO= +23. 429

COMPRCSACION EQUILIBRIO
FUERZAS EXTERNAS

MO o= ~2.667
Mt 2)= +2,667
F{ )= +2,000
F( 2)= -4.000

CFC )= +4.000




(95)

Sabemos que la barra 2 Lleno 10 veces ja inercia de las bLu-

rras 1 y 3.: Tl
£i hacemos i§Q;Qbi33
Entonces;” >_
Momentqi§é7ihéf¢iék

KMomento de inercia

Momento d

nuestra QStructura ¥ habv vque ﬂledJP wnt \91) 1oc ﬂunf1~~~

cientes de :OS vectores do,‘PQDIQdelentow y de deJOfmaP]’1P
angu]are oon lo cual ne~obtlenmn‘1gualm&ntﬁ 10. ocef101:nt@c

reales que corrwrpon@en 4 nnestra estruactara,

'Estéﬁprpcédiﬁiéﬁtdf&éfﬁﬁ?'utll ﬂnhndofsé'desconocen log ~==

valorestprébiéds<' 3‘fy7e que DPOJOPdran desplazamientos ¥y de—

formacione aneu]aro fdﬂmlf‘Hlnz, ccuorlda ]4 n:uwochon AR ——-

las PJE]UPPL en 14« bdxraa”sw*hufﬂ?"' c*uar‘ﬁn cu]ou1o D'rw

pnbt@rnormpnbo meULanfv i!nrtﬂlo cr te llw[ua-é deﬁermnnur Iy

(XY

valores razonables de 1. y e gue &ahisfaban nuassrae gulicibn-—

ciones.



(26)

Corramoa nuevamenbe el progrﬂmd para nueubzo mie vo*ejemplo.

rnmbldndo dnleamente 10@ valﬁxe de lo%'mompxrax;;gbf' red

médulo de elqtlc1dau, nor WQG'QIQulenteS-“

Momento de :inercia

Momento de inercia de la barra :

NMomento de inerciz e la barva

N
: S
e

#6dulo de elasticidad Gél’maﬁefialﬂ#'i,f'

Para comprobar podremos mult'D11C1r pnr (e:) las maurloes -
de rlgldeces de ldS barras y ue ri gnnncex de la eutructurd ob
tenidas Pn esta corrida del progvana vy cownxrarlaq con las ob-

tenidas en 1a corrlda anterior, ‘gualmentp podremos div1dlr -

entre (91) 1osvvecLorec de ne*p;azam;pn o"f

angu]ar obtenldo aqui y compararlo con‘locjobtenidosvaﬁte—

ridfﬁ%ﬁﬁe;




B U

B P sA

EARRA

GN -

‘BARRA

W

CORREZFSONDE CON EL DEZPLAZAMIENTO -
E DEL 1L0 EN LA DlReLCIon T
: : INORDENADAS X Y .
TXE 3, 000 Y= +1.732 t (-3
X= +7,000 Y= +1.732 t [
:X= +0, 000 Y= +0, 000 AFOYD
+10. 000 Y= +0. 000 AFUYD
NLIDO wana MOMENTO
ORIGEN. DEZTINO INERCIA
3 1 1. Q0000
1 2 10, Gt
ey 4 1. 00000
LONGITUD COEFICIENTES [E RIGIDEZ
: - RAA RAB, RBA KBB
3.464 +4. 000 +2.000 +4, 000
4,000 +4.000 +2.000 +4,000
o 3.464 +4.,000 +2, 000 +4, 000
MODULO DE ELASTICIDAD DEL MATERIAL (E)=

- %=

(97 . :
GRALO DE LIEERTAD LINEAL OUE.

NUDO MOENTO
EXTERND
1 —R.667
2 2. 667
GRADO
DE FUERZA
LIBERTAD EXTERNA
L INEAL
1 8.000
2 -4.000
3 4.000

1.000




;A‘h

AL
At

AL

At

P S

CUaAUNS

- @ W

+0, 00000
+0, Q0000
+0 . G0N0

~0.14434
+(. 14434
+0Q, 00000
+0, 00000
-0,14434
+2.144734

+0.00000
+0, 00000
+0, 235000
-0, 25000 -
-0,25000

+0, 25000 7,7

+0, 00000
FE w1 . 00000
Sl= 1 0OO00

o A(T
ACHT
AL -

Al
Al
Al

'Y
AL

Al
At
Ht
Al

P T T

40.00000
¥4 00000

+ QU0

S, 00oac

-1, 20000

S0y QOOMG

+0, 25000
-0, 25000
=0.2%000
+0, 250D0
~0, 00000
+Q, 00000




TATL(

AT

AT(
AT

AT

ATL

AT
CATL

AT
AT

ABwH=

RTINS

P )

TS

e e e .

INUIDAD TRAN:ZUESTA
0.00050 -
S0, 0000

TR L L

0.5

ha T3l ]

1,060

+0.00070
+0,0CH0

=0, 2900

LA 250D

a0, 00000

-1, 00020
~0.14434

4000000
-0.25000

R I

O AR SR

+ 15 00000

L2 00000

+0, 14424

=0, OTO00

+0, 0000

+0. 00000

7‘*1.00000

+0, 00000
+0, 25000
-0, 2000

+0. 00000

40, 00000
+0.14434

+0, 00000
+0, 25000




'DE LAS EARRAS = -

TT2%

+1, 15471 SR TE S S }
=0.57733 B g a1, 15478
+0, OO0 WOE s T ¥, 00007
S GO yean 8 oaEL CAOO0000
+0. 00y VLS e R e 40, 00000
+lt, OO0 G T QL 000
1 +0, GOOSO L S e P S w0, QQOOD
2 +0, QOO (SN G- gy +0, OO0
3 +10, 00072 Ve om o, ays L O
TR =%, 0000 veoa d= 10, 00000
-6 +0., 000D PLs qrs. +0, 00000
: 6 +01, D000 O &, 4= +, (10000
LRUEL S By +0. 00000 kC 1, &)= +0, 00000
k.2, 5)e +0. 00000 k¢ 2, 6)e +0, 00000
kKt 3., S)= +0. 0000 wt E, &)= +0, 00000
k(. 4, S)= +0. 00000 [ S &)= +01, 00000
kU . 3, 3= +1.15471 ke 5, &)= ~-0.5773%5
kG &, S)= -0.57725 K{ &y &)= +1,15471




_MATRIZ DE RIGIDECES DE LA ESTRUCTURA

CpvaT T 4in18aT0 SR 4%, 00000

SyysTo T eEI00000 - NUSNEL = 411315470

Yy AT D000 G 2D 0y, 25000
S R A CLAT T g, TEOO0

-2, 72000 e e S E L B1ERE

+, 25000 oA S A CUe3.31698
S 2000 ¥ A YEL +32.75000
T ef 1AARSE : 4, A e e 12900
—2. 12500 Ve L g e 2 09151
S 1TT00 s . S1, BTS00,

- =3.75000

T ez, 31€99
+0. 12500
-3, B7500
4209151




KS¢(
L 444
HEL
K&
[ 634

KSt
KS¢
St
KS(
KS¢

AD N

ADWH -

TRAWN

SOLUCION

- e % = .

1y
t)=
1=
1)=
1=

)=

)=

3=

Y006
+0, 000

+0. 000
+0, 000

+0,000

+0, 000,
0000
F 4y, 000

A dlals]
0, 000

40,000
+0.000

: {)té.r :
e
o Mok

nSt

S

KS{

KS(

KRS

HEL

K

A DM~

MBWn -

| DETERM

e e e e

INAD

. 40.000
Ce1l000
+0.000

+0, 000

T40. 000"

+0,000
+0.000
+0,000
+1,000
+0.,000.




DESPLAZAMIENTOS

PHIL - 1)= -£8,793
PHIL )= -¢&7.784
gl 1)= +509, 908
gt )= +135, 300
gt 3= —-135.367
DEFORMAC 1IONES )
THETA A ¢ 1= -42, 377
THETA B ( 1)= -26, 3%%
THETA A (. Y= +0.112
THETA F ( = +0, €<
THETA A . &Y= L 8D
THETA & ¢ 2ye +41,8%2
FLIERZAS INTERNAS
mA ( 1)=& -33.716
mB ( 1)= -5.002
mA ( 2= -3.333
mB ( @)= +«B.378
mA ( 3= +%5,71)
mB ( 3)= +33.424
COMPROBACION EQUILIRRIC
FUERIAS EXTERNAS
Mt 1)= -2.6867
M( D= +2,667
FL 1)= +8&,000
F( Q)= -4,000
FC 3= +4.000




(104)

D.- Consideremos el siguiente marco, sometido a las cArgas -

mostradas,

‘5 ton/m




(105)

~ Nudo oripen "Nqu~5éstiﬂ01 g

En la siguiente pagina se ce
indican las dimensiones de laz

barras,






- (107)

De 1a figurh anterior se concluye que las parras 1 y 4 tie-
nen seccidén constante vy las barras:27yf5~ﬁeCQiénvvariable con

an cartel triangular de 0,4 hc dé‘peralté;‘b de ancho 4 1o lggy
gc de toda la longitud de las barrésLy-CQn‘1a1parte m&sroéral—
tada en el extremo B de las mi

De aqui que:

Para las barras”1¢§f3‘

un poco distintos -

s tablas ,pero sabew-

e Maxwell que ambo

= coeficientes deben ser
iguﬂleé;po

r lo-cual ae toma el promedio de los dos valores ob-
como el valor correcho para los



(108)

Para la barra 2, la dnica cargada de este marco se obtiene

de la misma tabla:
m,=0.0675  my=0,1011

Con estos valores se calculsan los mowentos de .

'empctramiento§

1,=1.35 MB=2.O22

Como supcnemos que hc y b tienen unidades compatibles con -

las demés cantidades, estos momentos obtenidos estén en ton m.

Por sume de momentos encontramos los valores de las fuerzar

- cortantes totales.

~1 descomponemos estas fuerzas en fuerzas con trayeotoridv

prtogonales e intercambiamos reacuiones por acciones encontra—

cadas.
ton

ton



1 (109)

$i colocamos esta barrs en nuesto marco tendremos:

2.022 ton m

a;aneales) que‘co

en el nudo 1

~ Momento externo

M mént§{ék£érno en el nudo 2

. “{iMdmeﬁﬁo externo en elrnudo 5 ; O O fon

'gf Fu§?Z3 gobre llbertad llnealg

';7F#§rza‘scbre; 11bertad llnedl;,?

Fuerza

sobre ‘e . libertad 1inea1~3fé;-4'2F9 ton

,JO,O ton

 éfIibertad lineal 4

ralte mi-

T=o(he )2 /12-1

Siendo el mbédulo de elszsticidad del materia) igusl €.

=
I.'..



(110)

-Daremos entonces como momento-de -inercia -de-todas-las-barras-
I= 1 vy médulo de elasticidad E=1, £

Con los datos que tenemos corramos el. prdgrama y recordemoq'
que habréd que multiplicar por (ei) las matrices de rigideces =-
de las harras y rigideces de la estructura para obtener las --
reépectivas matrices correctaé. También hadbré que dividir en-
tre (ei) los vectores de desplazamientos y deformaciones ANg -
lares nsra obtener los respectivos vectores correctos.

No olvidemos que e es él,valdf de;Ql7m6duio de_elastiéiaad
del material adoptado para construir el'marco unarvez Que,se -
hayan efectuado los calculoe, siendo 1 el momento de inercia -
correspondiente a una seccién rectaagulsr conﬁlas dimensiones
he y b elegidas desplies de efectusr los calculos con la compu-
tadora, obviamente todas estas cantidades en unidades compati-

bles con las empleadas qnbeblormente.

A oontinuacién se muestran los:reoultndos ohbenidcs nnr la'

computadora con el nrogram




(111)
GRADC DE LIBERTAD LINEAL OUE.

CORRESPONDE CON EL DETPLAZAMIENTO
[EL NUDO EN LA DIRECCION

g 3 COTPHENADAS X Y
TXELL A0, 000 Y -3, 000 (G €
Tx= +1.600  v= -3, o [S-3 o3
LIRS A R 200 ') -, 000 { 4 t [
X= +3, 000 VY= +0, 000 AFDYQ
X= +3., 2006 Y= «Q, 000 AFOYQ
NUDO NUDO MIMENTO
ORIGEN  DESTING INERL LA
o4 1 1. 00000
1 2 1, 09000
e 2 1., 05000
8 = 1.
LONGITUD = COEFICIENTES DE RIGIDEZ
SRR RAA RAPR, RBA R
- 24000 - +4.000 +2,000
© 2.000 +5.170 >

2 2.000 . +%.170
2.000 +4.000 ~+Z.000

MODULO DE ELASTICIDAD DEL MATERIAL (E)=

NUDO MUMENTO
© EXTERND
1 -1.7=0
2 2.022
3 0,700
GRADD
! DE FUERZA
L1BERTAD. EXTERNA
LINEAL L
1 2.798
2 3 202
230 [ -4,2¢9

L 0,000




AN AT

i e

@ N L R e

N O A BN -

b 0a b bl et i e

W WwWw e

b
BOEow iy

(AN
-
L]

SO PR ]
BOAFR

S5 0000

400000
5, D000

- T 00000
L, 00000
=0, Q0000
3, 00000
= 1. 00000
+0, Q0000
+2., 00000
+1.00000

+0, Q0000
+0, 00000
-0, 30000
+0. 30000
-0.30000
+0. 30000
+2. 00000
+2, 00000

=L Q0000
+T. GOOOO
+0, Q0000
2. 00000
+0, 20000
=0, 30000
=0, SO000
+1.5000¢C

RN e L RS- R AN

ONOA D))

ONOUNMDUN

L OGO00
IS

L1 0000 -
e T

A0, 000
AT, 00000

+ 0L ON000
A, L0

=G, ZOO0C
=0, 00070
+0., 00000
+0. 60000
+0, GOO00

=0, 00000
+0, GO000

+0,40000

=%, 40000
=0, 40000
+0.40000
+0, 00000
+0, QOO0




LN Dy R

ATR1Z L€ CONTINUIDAD TRANSPUESTA

+0. 00000
+ 0 N0
L FALAR
=1, B0 0
+¢r, 00000
+0, OO0
+0, OOQO0

=1.00C00
+CL 00000

+Q, 40000

+Q, 00000

+0. 00000
+0. 00000
-1.00000
+0. 00000
~0. 30000

-2 =0, 40000

+0.30000

+0, 00000
-+0, 00000
+0, GO000
+0., 00000
+CG., 00000
40, 00000
=0, SOO0C

AT

ATL

LAt

AT

AT

ATI(
ATH

AT
ATL
AT
|
AT
AT!

AT

ATL
ATt

AT

AT

AT
AT

ATL

AT(

ATt
AT
ATt

AT

AT

AT(

. 2 (1;§5?

N B el

P I

IR YR e

~ o

. & vou e wiw

LN UBR W

e A e e

:qdmawwﬂ

®y=

8)y=

2y=

rers=

L=

+1.60000

0L 00000
(00000

+Q, 50000
+0, 00000
+0, QO000
+0 ., 00000

+0. 00000
+1.00000 "
+ 0, 00000
=0, 20000
+0, 30000
=0. 40000
+0.00000

+0. 00000
+1.00000
+0. 00000
+0. 00000
+0, 30000
+0.40000
—-0.20000

+0. 00000
+0, 00000
+1. 00000
+0. 00000
+0, 00000
+0. QOO00
+0(, S0000




.=1, 00000 .
+2, 00200
+O. OO0
QD00
+ G, QOO0
4+ Q.00
40, 0O000
+0, O0D00

Sy, D000
1’\5' [0 j"_\i
40, GO0,
<+, ()

+i7, QT QO

T B e

40, QRNO0
FEaINRIAls s 1al

S SO0
+0, 0000Q
+U. 00000
+0.00000
+0. 00000

+C 00000
+0, 00000
+0, 00000
+0. 00000

QN AR -
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+2.52500
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+0 . 00000
+0, 00000

+0. 00000
+0., 00000
+0, 00000
+0. 00000
-1.6£100
+4, 23500
+0, 00000
+0, 00000
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ONOUBON =
e i

+ 0, 00000
+0r, QQOO0Q

+0 . 00000
+0, 0000
S0, Q0000
+0 ., Q0000
L4l 00000
=1, 00000

40, 00000
+0, GOO00
+0, 00000
4+, QOO0
+ 0, 0000
+3. OO0
L=, 00000 -
+2, 00000
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¥
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he SR V
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L w0, 22820 K

+1.27220 Wi
+2.98760 Mt
+1.27380 Kt
~0.91728& [
+1.23458 K
+0.00000 K¢
-0, <1729 Kt
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+0L.2TE20
+0L 00000
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MATRIZ

KSH(
KE(
KS(
KS ¢
(4=
KS(
KSt

KSt¢
REL
KS(
KS(
KS¢
XSt

KSt

KsSU

KS¢C
xSt
KS¢
KSt
KS¢
KSt

KSC
KS¢
KSt
KS¢
KS¢
‘KS¢

KSC

NOUADRNE NS wh -
“ w 4 e % A"

RIENE: Wi P RORI R

“ % e % x v

NOAD WL

SOLUCION

v
v
.
.
3
v’
’

S IR B Y

1)e
1=
1)=
1)=
1)m
1w
1w

3=
i
=
3=
3)=
J)w
3)=

S)m

-1
S)=

Blm
S)m
S)e

Sy=

7)y=
7)=
7)=
7)=

7=

7=

7=

+1.000
+Q. 000
+~0,000
<0, 000
+0, 000
+0. 000
+0. 000

+Q. 000
+(, 000
+1.000
~Q, 000
+Q, 000
+0.000
+0.000

+0,000
+Q, 000
+0.000
+0, 000
+1.000
+0. 000
+0, 000

+0.000
+0.000
+0,000
+0.000
+0., 000
+0. 000
+1.000

(=2
[0
HS
KE(
KS(
KS(
RS (

RS
WSt
K&
KS(
KEL
KSt¢
KS
KS(
KS¢
KS¢
Ks(
K8 (
KS
KS(

EL SISTEMA DE ECUACIONES ES COMPATIBLE

NOWD WP NORLLN~

NOAD WA

DETERMINADQ

i :
. 2)= “+0, 000
. 2= +1,000
' 2= ‘+0, 000 |
y D= +0, 000
' 2)= +0, 000
, 2= +0, 000
, S R= +0, 000"
. q)m o +0.000
. q)m +0.000
. q)= +0, 000
v q)= +1.000
. 4)m +0, 000
, 4)m +0, 000"
, q)m +0, 000
’ &)m +0, 000
' &= +0, 000
. 6m +0. 000
, 6)m +0.000
v &rm +0,000_
, £3= 41,0005

&)m © 40,000




CDESFLAZAMIENTOS

PHT (¢ )= =~20,483
CUERIC M= “1E8:577
L FPHIY Q= B Pl
g {y= 0,483
=K} D= +TH,.0vq
ol )= ~10.837
(=28 EREL +11.330
DEFORMACICNES
THETA A ( 1= ~-12,241
THETA B < 1= ~G.241
THETA A ¢ Srm +~ 0, 154
THETA B ¢ e +1.541
THETA A Tve ~-3,517
THETA B ( Si= -2, a0
THETA A ( 4)m ~8.7¢0
THETA B ( drm ~5,7460
FUERZAS INTERNAS
mA 1= ~16.24)4
mBE ( 1 e 84,241
mA { D= -2, 891
mB ( 2= +7.781
mA  ( )= ~5,760
mB ( 3)= ~-3.7%
mA ( 4)= -5.760
mB ¢ 4)¥= =5, 760
COMPROBACION EOQUILIBRIO
FUERIAS EXTERNAS .
MC 1dm -1, 2%0
M( 2)a +2,022
ML 2= +0, 000
F{ 1= +3,79¢
Ft o= +3, 202
F( ar= ~-4,269
Fe 4)im =0, 000




triuir este marce,

Entonces tendremos un mbdul

10,000 kg / 250 kg/ei

tendremos un momento de inercia propuesto

103w (0.5 P2 - 0,003

2

4941,06 ten m

gAaA B

Si multiplicamos por ei 1as’matfi¢es”deﬁfigideces;de’las'bé

rras y rigideces de la estructura3 y‘dividimos entre éi los ~-
vectores de desplazamientos y deformaciones angulares qéé@se -
, e

obtuvieron del célculo anherior'endpntrarémosllas‘matriceS'yf~ -
vectores correctos correspondientes a los valorés'dél médu19 é"
de elastioidad propuesto y del mbmento de inercia adoptado;f 

Estas matrices y vectores son los que apareCeﬁ & continda--
cibén, notese que 1ls matriz de continunidad y su transpursta
as{ cocmo el vector de fuerzas internss no dependen de los;-é-—

valores propuestos y por tanto no ti:-nen que corregirce.
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1)=
1)=
1)=
1)=
1)w
1)=
1)=
1)=

3)=
3=
J)=
=
3)=
=
3=
3=

5,
S)=
S)e

)=
D=
Sy=
S)=

S)=

7)==
7=
7=
7w
7=

7)="
)=

)=

+%,897.94000
-4,<498,.27000
+0, 0uQa0
+11, OO0
40, 00000
+0, 00000
+0., 00000
+0, Q0000

+Q, GO000
+0, 00000

+12, 792, 1000C

-2,220, 24000
+0. 00000
+0. 00000
+0. 00000
+0. 00000

+0, 00000
+0, 00000
+0. 00000
+0, 00000

+12, 793, 10000

-2,220, 24000
+0. 00000
+0. 00000

+0, 0OQCO0
+Q, 00000
+0. 00000
+0. Q0000
+0. 00000
+0. 00000
+9, 897, 94000

| -4, 943, 97000

R1Z DE RIGIDECES DE LAS BARRAS

TryYrTeTTyr
—~m m m m m m
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[ 33
ki
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kt
Kkt

| 144
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2)=

Q)=

- .
3=
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=
D=
D=

2)=

4)=
4=
Jis
4=
8)=
s

4)= -

4)=

_&)m

&)=
&)=
é)m

‘&)=

&)m
Glr=
&)=

e
&)=
)=
e)=
e)m
8=
)=

&)=

C L4, 548,97000
+9,897, FA000

+0, 00000 -
+0., 0G0000
+(t, QOO00
+0. GO000
+0, 00000
+0, Q0000

+C, Q0000
+0, 00000

-8, 220. 24000
+21, 20&, 20000

+0, 00000
+0. 00000
+0.00000
+0. 00000

+0., 00000
+0. 00000
+0, 00000
+Q., 00000

-2, 220. 24000
+21, 204, 30000

+0. 00000
+0. 00000

+0. 00000
+U, Q0000
+Q. 00000
+0. 00000
+0. 00000
+0.00000

-4, %42, 97000
+9, 897, 94000
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ATRIZ TE RICIDECES DE LA ESTRUCTURA

S 1)= - +22,671.00000 Kt v, 2)= 0 42,220.24000
SR 1)= +€, 220, 24000 K2y, 2= A2 A1 5L TO000
7, 1= +0. 50000 Ke &, Q)= +G, 200, 2A000
a4, 1¥= +1,119.4:000 K¢ a4, )= -5, E27.97000
3, 1)= +&, 303, #7000 He S, )= 417,ET5.70000
&, 1)= -%, 405, 22000 KL 6, 2)= +0, 00000
7 1= +0. 00000 He 7, 2)= -, 8a7.97000
KL, = +0. 00000 we 1, 4)= +1,11%.464000
KO 2, = +£,220.24000 ve 2, LR -&,227.97000
K¢ 3, Bd= 427, 69120000 Kt 3, 4)= +0, (0000
K¢ 4, 3= +0. 00000 HC o4, Aye  +11,94%.00000
Kt S, 3= +6, 203.99000 e %, 4 ) ~4,%3%,59000
KL 6, D)= +8, 403, 32000 K( &, 4)= +6,052, 79000
CRCT . J= | +1,119.46000 KC 7, 4)= +0.00000
T Soy= +4,303.99000 Kt 1, S)m -8, 40%, 22000
KC 2 4 S5)e,  +17,635.90000 Kt 2, &)ym +0. 00000 -
K¢ 3, = +6, 303, 99000 ¥t 3 . é)= +8, 405, 32000
5 K¢ 47, Se -4,3539.37000 Kt 4, &)= +¢, (52.78000
K( S . Si= +9,079. 18000 e S, &)= -0,00024
K¢ &, Sim ~-0.00024 Ke & , &) +14,140,80000
K¢ 7 S = -4,539.5%000 we 7 . &)= -&, 052, 72000
KC -1 7= +0 . 20000
K¢ 2, 7= ~-€,827.97000
K¢ 8., 7)= +1,119.46000
K¢ 4, 7y= +0. 00200
Kt -3, 7= -4,529.59000
LK 6, To= -&,0%2. 77000
o

Fi= . +11,963.00000




DESPLATAMIENTC

LG EORMACTUNES
CYHETA . IR LS
TTHETA 4
TTHET £ ¢
CTHETA :

JLTHETA
CTHETA
“THETA

THETA

i
{
4
!

,<GD‘G.1>R‘)E$J"
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3.- Analizemos el marcc que 8 continuacidn se presenta bajo el .

efecto de las cargas mostradag,

| Ve 2 ton/m

 ,l
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NJumerandc nudoes A6 apeyos ¥ 2poyos, dir

eccionando y numeran

do las barrss se tiene: o

‘-'v,’:i;,‘ﬁ % DAl
afus.

" Coorden

1 0.0m

2.0..2,0m
7 4,0 m 4, 00m 7 2.0m 2.0 m

4 0.0 m 5.0 m ' I un
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| .
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Barra ~Nudo ~Nudo - -gdarra - Nudo—- - -Nado-v o~
o Origen - Destino e Origen  Desgtino =

L

3
o

4

2




el monento
una de 1las
cual habri

su mavoria

(127>

nterior se puede establecer:

o Grado de lihertad lineal
que corresvonde con el
“desplaramiento del nuda

er1 1a direccidn:

(& (

)

e inercia Y los coniirlentps d rlg;dez

Qs

dictintas barras que componeén el marco:” Para;lo\

que considerar las dimensiones de lag bJrraa, que en
gson de seccién variable, ‘Lav leUTd que 1]urbrun

dlménsnonec de las~barras se prespntarén Ju to QOQ

qntldadeﬁ men01onadu S

~--Para la barr

";m/L??ﬂmkq m=0

De la tabla 36 que es la correspondiente a estos valores



RA\“*

Rf B" B4

R5;=0.633(10.72
(10.7:

B =C, R

A.A.

"
i = . - F; ™
 7B mBnl 0599“ T
s{ﬁbdemosQendonﬁraw
t //2 ton/m  3.101 tonum :
O N NN TN NN N NN
4 ton _  f',“4 ton
/l

, ;. 5 \ 3 o
I=0oh"/12=(0.2 m)(0.5 mi7/12=", 0417 o



---Pava las barras 6 y 7

_____ G
Q”
e
:) e m
- ‘ *; ) Mer =) 2 m=
WB_O._ m-rth : rs-ﬂ. m/he=0.2 m/0.2 m= l.Q»
W,=0.,0 m=r,hc - 'rA_ .0 m/he=0,0 m/O 2 m= 0.0’
aBL=1 n . 1§Bf5wm/I 1 m/2 m=0.5
aAL=O m “IQ%K%Q m/L=0 m/2 m=0,0

tos valores

Deva4di7¢aiculémbs‘ | ,
Ry p=CpyRyy=0-385(12.28)=4.722
R3p=CanRya=0-048(4.00)=4,729

El momento de inercia es

I=bh”/12=(0.% m)(0.2 m)?/12=0,0002 n”

m/h°=0f2f@
W =O¢O : —r&h( t
0

ry=0.0 m/he=0, “ m/O 5 m= 030




RB;P m/L"? m/’/l m=1.0

aA=O n/L=0 m/2 m=0,0

De la tabla 52 que e la correspondiente » estos valores

R,;=5.17  R,p=8.57  C,=0,642 (g, =0.788

De agui calculamos

RAB"CBAPBB"O BRE(K, )7)=ﬁ.)29

= ,) .
 Rpp=CpgRy,=0.642(5.17)=3,522
De la misma tabla para carga uniformemente distribﬁida"if

mAﬁO,O§75 ',mB=O.lOll

De aquf. calculamoq
' MA~mAwl =0,0675(1 ton/m)(2 m) =0. 970 ton

 Mp=m W1%=0.1011 () ton/m)(2 m)2 -o aoa ton x

BTUB

Por suma de momentos podemos encontrar las dembe rTeacc:

'“7216;404"ﬁ¢h'm"”"&”7“""”"%

. /i%}~—~1,067 ton 1,067 ton -

1 ton/m SIS en

0.9%% ton 0,933

0,270 ton m 0,277 ton



(131)
Si-erstituincsresccoiones-por-asccicones ohtenemos Ya-bDarpa

erquivalente en cuanto a las fuerras externas anlicadss

Q. U404 Len o m B 2,404 Yon m

(%Y

0.933 ton— T \EE}“““*Q-?)? ton

0.270 tonm- - 0,270 ton'm

El momento de inercia es

 I-bh?/12-(0.3 m)(0.5 wn)>/12=0,00317 u®

---Para las barras 1 y 3

Ty 20

WB=O.5 m=rth

=0.0 m/hc=0.0 m/0.5 m=0

=0.% m/hc=0.3 m/O}Siw o

!
8,L=0 m | =
2,=0 m/L=0 m/4 m=0

35=0.8 1/1=0.8 n/a

De 1a tabla 52 que es 13 gue

correcsponde a estor valores




_ (132)
Fpp=heo>  Rpp=5.81  0yp=0.642  Cgp-0.481

De aQﬁigcgidulémés. ,
AB:CBARBB=0.481(5.81)=2.7(?q

RBA=CABRAA=O.642(4.55)=2.7?4

R

De 1la misma tabla para una carga concentrada

=2 m/L=2 m/4 1=0.5

=0.1049  mg=0.1701

M, =m, PL=0,1049(10 ton)(4 m)=4.196 ton m

| Mg=myPL=0.1701(10 ton)(4 m)=5,604 ten &

Por suma de momentos podemos enccentrar las demds reaccyones

880 tenw  G.E0K ton m

—5.652 5.652————{5;\
o ‘tonf “ton B

ton .

4 R
| 4,748 4,34 '
ton Lon

4,196 ton 4,195 ton



Nl
2l

<

8,196 torim

El memento de inercia es

Per tanto
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I=bh?/12=(0.3 m)(0.!
1=0.00156 o" .

S1i superponemos los efectos de la: s cal n3 de lag bLarras

en la estructura tenemos - : L S
4 %on : S 4 ton

K | | //$ RO
1.067 ton o 1,067 tou
/2,607 ton m 2,697 ton m 7 el

5 ton

R

5.534 ton ' m e
£.585 ton

_ /»\\6.554 Eozg:‘t
\ ﬂo,‘u ) [0} £

N4 1

/’7\ 1&.1(}6 tC'Xl m 4.196 ton mc\q 4.34& Lo

4,348 ton ——b
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De lJa figura anberior ce puﬁdea—ohbenep~lagafuerzae qQP -

sctuan en direccién de cada uno de los Qladoq e llbertdc (li-~

nealey v angulares) Jque son:

Fuerza sobre el grado'nc lihortdﬁ llnnal 1 G tu
Fuerza scobre el grado de libertad lineal 2 0. ton ]i~
.Momento externo en el nudo 1=6.534 ton m S
Komento externo en el audo 2=0.000 ton m
Momento externo en el nudo 3=-5,
¥omento exbterno en el nudo 4=-2,6¢

Momento externo en el nudo 5=2.80

E1 marco. se. ndr’ de concxvro de £'c=200

ticid ad T":

-

‘Iemoc v1cto qup esta fﬁé‘cortiene 5 nudos no lpO"OS,’ apoyo=

8 barraq Yy éﬂgradoc de llhertnd 11neal.

Nos interesa conocer unicamente les desplazamientos,deformg
ciones angulares y momentos internos por lo que evitaremos que
el programa imprima las matrices involucradas en el cAlculo in

troduciendo un vnlor distinto de cero cuando el programa pre--

gunte si se impri 5ran 149 onvraoione =

Tenemos todoe los datos necesarios para ejecutar el prchr";
na.
Bropo; ~ionando lcoe Aabog obtenidos we Porrwé al nroevana'y

se obtuvieron leos siguientes resaltados,
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«5 17(
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._, 14

4,000
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Conclusidn.

Después de 1eer'este trabajo detenidamente puede comprendexr
gse la utilidad del programa para comnutadora que en él,ﬁé‘pre—
senta para el andlisis de marces plance ccn barpas de s;écién
variable,

Este programa se realizé con el objetive principal de demos
trar el fuhcionamiento del método directo de las rigidecen, y
por tal motivo es suseeptible de modificaciones aque podrian ~--
adaptarlo a algin uso particular haciendolo w4z eficiente,

El tiempo que euplea la computadorsa en efectusr an anflieis
determinado con este método eg bastante aceptable en compara--~
cibén con el mismo anélisis efectusdo con otre método en la mig
ma computadora,

Es obvio que la computadora misma en que se ccrra esbe»pfo-
grama o uno similar determina la velccidad v el costo de 163 -
c4lculos., En una compubadora de bolsillo un =znAlieie como el
que realizamos en alguno de los ejemplos serfa muy lento y —--
aunqiue la hora miquina de este Lipo de compntadceras es harata
la utilizaciédn de ellas seria poco atractiva, En comparacibn
tenemos la macrocomputacora gue es muy répida perc comc el cog
to de la hora mAquina de 1a misma és cara tambiérn hace poc67¥-,
atractiva su utilizacibébn, Un término medio entre tiempo yACOg
to es la microcomputadora que para eshe htino de calculos es 1la
més atractiva,
| Nunca dehe olvidarse que 1a precisidn o 1ia véracidaé de,ibé
resultados que se obbtienen con erbe pwogrnmnvﬁepehﬂeﬂ princi4~
nalmente de 1la veracidad v nrecisidn de ice datics iaicizles -~

\
que hay que preporcionar sl miemo.

A
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Existen diversas formae de manejar el método directo de las

rigideces, cada una de las cuales tiene sus wventujas particul

[y

res, la forma de manejar el métodn que se emplec en eche hLrua-
bajo es una de 1us mAs cencillas ¥y vor estd ravzdn se elipgié s
ra ilustrar el funcionamiento Jdel método, sacrificando con ~=-

ello la eficiencis en gue otras formas Jde manedsr el método -—--

tienen ventajz, no obstante, como desreamos calculsr rno 53010 —--

s

Jos desplazamientos de la estructura, sinc tanbién los momen—-

tos internos en los extremce de las barras, la fcrma de znli-—--
car el método adontada ¢s adecuads,

Geaeralmente cuando log caloulos se realizén mesnnalmente eg
cenveniente trabajasr el médule de =lusticidad y uno de los dis
tintos momentos -de inercia como consgtantes con lo cual se evi-
ta el manejo de cantidades demasiado prandes, pero al trabajar
con la computadora é:t0 no nroncrcicns una ventzja considers--
ble y por ello ce prefirid no nhacerle en el programi cin 1o =-
cual se obtienen direcbamente lag matrices corregpondientes a

1ls estructura que se analiza, lo nque permite obtener los vec-—=~

n

tores de soluciones s£in necesidad de hacer correcciones,
De los éjéﬁﬁi5é7pré8éntados-paédé'ObSHrQarhe:ﬁdéii;éim5méé;
tos intérhbs én"lds éXtrémo&rde las barras depénééwdé;i§ 5;G;-
poreién que guardan entre si los momentos de inercia de laé ha
rras dentro de la estructnra =in iwncortar <1 valor especi{fico
de éstos, por ejemplo sl analizaramos los tres rarcos gifilen-
tec bHzjo el mizmo sistema de caveas anlicadas, teniendc log -«
tres desde luego las mismas dimensiones generales o nroniedg--

des peométricas de la estructura, cbtendriamos los micmos mo--—
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mentos internos ya que en todos estos marces I5=21, y 1

Igzo . Or)l.l. mll

11.—.0.002‘”’mﬁ j~o 006 m

cada uqo do elloq loqw‘

serian 61qtintos’

‘vablqc del maqual

gidez R

: ) : ‘ R _ A_~aj;n L
AA’RBB’ iBCLO“E e trxn&portc bgg’caa"y,C“eﬁJCl?n°f&

del momento de empcotramiento My gMp,y F vAlida la inkteraclacidn
\ \

lineal si para los valores ¢ée lcz parametros B 98g, Ty © b



ne se encuentran tabnladss Jdichas cantidades,

Paraiterminar podemds decir qué el pfdgrama quﬁ¥§é5;}Af'
ee algo versatil v puede inri]i?:,aax"iee ernn 3lgnuncs calcuibs que 10
gse Lrataron en este trabalc poer ger CASO0S LOCO ffecuenteﬁ en -
realidad,siempre y cuando los duatos que se pronarcioonan ¢ las

condiciones que se utilizan se adapten sdecusdamente para cun-=

plir con los fundamentos cdel programa.
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