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1. Introduccidn

En la actualidad, los ingenieros estdn familiarizados con métodos como los
de diferencias finitas o elementos finitos. Estas técnicas discretizan el
dominio del problema bajo consideracidn en un cierto niméro de subdominios
o celdas. Las ecuaciones que gobiernan el problema se aproximan en toda la
regidn por funciones que satisfacen parcial o totalmente las condiciones
de frontera. Estos métodos junto con otras técnicas que se aplican en el
dominio se les 1lama métodos de "dominio".

Otra posibilidad es usar funciones de aproximacién que satisfacen Tas ecua
ciones gobernantes en el dominio pero no las condiciones de frontera. Estas
técnicas se 1es 1lama métodos de frontera.

E1 método de elementos de frontera es una técnica que ofrece importantes
ventajas sobre las soluciones tipo "dominio". Uno de los aspectos mis inte
resantes del método es el pequefio sistema de ecuaciones involucrado en el
proceso de solucidn y 1a reduccidén considerable de los datos requeridos pa
ra resolver un problema. Asi mismo, la aproximacién numérica del método de
elementos de frontera es generalmente mayor que la de los elementos finitos.
Estas ventajas son mds marcadas en problemas bi y tridimensionales.

El método también es adecuado para resolver problemas con dominio infinito



como los que frecuentemente surgen en mecdnica de suelos, hidrdulica, ana-
1isis estructural, etc para los que los métodos cldsicos de dominic no son
del todo satisfactorios.

Cabe sefialar que los métodos de elementos de frontera pueden combinarse con
las técnicas de dominio para obtener una representacin mejor de las condi-
ciones de frontera, ya que, se sabe que Tos resultados pueden no ser satis-
factorios debido a la dificultad para representar propiamente las condicio-
nes de frontera; esto sucede especialmente donde se tienen dominios infini-
tos.

Para este tipo de problemas es posible proponer una subdivisién de la re-
gion de interés para elementos finitos y trabajar con elementos de frontera
para aproximar mejor las condiciones de frontera en aquellos casos en que
se tienen problemas de radiaciGn (24). (los elementos de frontera represen-
tan la frontera entre la regién del elemento finito y el dominio infinito).

Otra ventaja importante de los métodos de frontera sobre los de dominio es
que permiten representar mejor las regiones de concentracitén de esfuerzos.
Aungque esto depende, generalmente, del tipo de funcidn de aproximacidn que
se use.

E1 término "elemento de frontera" se emplea para indicar el método por el

cual la superficie externa de un dominio se diviae en una serie de elemen-
tos sobre los cuales las funciones bajo consideracién pueden variar arbi-

trariamente (8).

Los métodos de frontera al igual que los métodos de dominio, pueden ser de
diferentes tipos, desde las técnicas simples como los 1lamados métodos "in
directos" hasta las técnicas mds complejas como 1os métodos "directos".
Ambas técnicas pueden interprestarse como formulaciones diferentes de re-
siduos pesados.

La técnica de frontera menos sofisticada es el T1lamado método "indirecto"
de andlisis. En su forma mis simple se parte de una solucidn que satisface
las ecuaciones gobernantes en el dominio pero contiene algunos coeficien-
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tes como incégnitas; estos se determinan forzando las condiciones de fron-
tera en cierto nimero de puntos o subregiones. Por esta razén, se dice que
esta técnica es imperfecta pero que no altera la forma ya que puede propor
cionar buenos resultados en muchas aplicaciones practicas. Esto es cierto
principaimente cuando la ecuacidn usada es la solucidn fundamental de las
ecuaciones que gobiernan el problema (8). Algunas de estas soluciones
“fundamentales” se muestran en los Caps 2 y 3 de este trabajo y representan

la solucién scobre un dominio infinito para una carga unitaria aplicada en
un punto.

Por su simplicidad, se ha usado la técnica indirecta por muchos afos.

Por otra parte, los métodos directos se presentan generalmente basados en
la identidad de Green, pero pueden interpretarse como una formulacidn de
Ta técnica de residuos pesados. Son técnicas mds generales y versitiles
que los métodos indirectos, los cuales pueden interpretarse como un caso
especial de las formulaciones directas.

Se puede decir entonces que el m&todo de elementos de frontera se basa en
dos aspectos esenciales: la solucidn fundamental del campo de ecuaciones y
en un teorema reciproco, el cual en la teorfa del potencial es el Teorema
de Green y en la teoria de la elasticidad lineal es el Teorema del trabajo
reciproco de Betti (6).

En el Cap 2 se plantean las ecuaciones para resolver problemas de potencial
is6tropos bidimensionales. Se emplea el método indirecto.

En el Cap 3 se muestra la obtenci6n de las ecuaciones que sirven para re-
solver problemas de elasticidad Tineal bidimensional.

En el Cap 4 se aplica el método de elementos de frontera a la solucidn de

probiemas de potencial y elasticidad is6tropos en el plano. Puede notarse

que al aplicar el método de elementos de frontera a 1a solucién de proble-
mas de potencial isGtropos con dominio de frontera con esquinas se presen-
tan ciertas dificultades; esto se evita si se emplean elementos con dos nu
dos en 1as esquinas; sin embargo, esto provoca que se incremente el nimero
de ecuaciones para resolver, lo cual es indeseable. Un procedimiento alter



nativo es emplear elementos isoparamétricos (6). También se muestra la
aplicacion del método a 1a solucidn del praoblema de un pilote y de un gru-

po de pilotes con y sin losa de cimentacién en contancto con 1a superficie
del suelo.

-

En el Cap 5 se dan las conclusiones mis relevantes de este trabajo.

Finalmente, en el Apéndice A se muestran las férmulas de integracidon numé-
rica empleadas en los programas de computadora. En los Apéndices By C se
dan 1as instrucciones de los programas SPPBEC, SPPBEL, SPEBEC y SPPBSD res
pectivamente. En la parte final de este trabajo se proporcionan los lista-
dos de los programas.



2. Problemas de potencial
2.1 Introduccion

La técnica de solucidn de frontera se puede usar como un método de resi-
duos ponderados seleccionando una solucion aproximada -arbitraria- que sa-
tisfaga la ecuacidn que gobierna el problema. Se presenta aqui la genera-
lizacidn de esta idea y se trabaja con cierto tipo de solucidn de influen-
cia. Las nuevas soluciones representan una carga concentrada en un punto
que se conoce como la solucidn fundamental.

En afios recientes se ha publicado un gran nimero de articulos y trabajos -
sobre este tipo de métodos de frontera (1-9). Estos métodos se presentan
bajo nombres diferentes tales como "método de las ecuaciones integrales de
frontera”, "soluciones integrales de frontera", etc. En su forma mas gene
ral, esta técnica consiste en subdividir la frontera de 1a region bajo con
sideracion en una serie de elementos; por lo que el nombre "t&cnica de ele
mentos de frontera" resulta el mds apropiado y es el que se usard en este
trabajo.

En este capitulo se discute Gnicamente la formulacion de elementos de fron
tera en problemas de potencial. Las ideas basicas son similares para



cualquier otro problema ingenieril. La aplicacidn a la solucidn de proble
mas de elasticidad se muestra en el Cap. 3.

Usualmente, esta técnica produce una singularidad cuando se particulariza
1a solucidn conocida (fundamental) a la frontera. Con el objeto de resol-
ver ese inconveniente se presenta un método (Secc 2.2) para integrar la so
Tucion fundamental en la frontera. La misma técnica de integracién se
aplica en problemas de elasticidad (Secc 3.2) y simplifica considerablemen
te las derivaciones.

Se presentan y discuten algunas soluciones de potencial usando diferentes

tipos de elementos de frontera, esto es, constantes (u y ¢ son constantes)
Yy con variacidn lineal (u y q varTan linealmente en el elemento). Se enfa-
tiza la aplicacion sencilla de la técnica de elementos de frontera y la ma
nera como pueden aplicarse en la ingenieria. En el Cap. 4 se dan algunos

ejemplos donde se muestran las ventajas de Tos elementos de frontera sobre
los elementos finitos.

2.2 Relaciones bdsicas

Para ilustrar como la formulacidn del elemento frontera puede deducirse de
la técnica de residuos ponderados (8), considérese una funcidn de poten-
cial u sobre un dominio Q el cual se requiere para satisfacer la siguiente
ecuacidn gobernante:

v2u=0 en @ | (2.1)

Las condiciones de frontera.c pondientes a este problema son de dos ti

pos (fig 2.1).

a) Condicidn esencial, tal qu
b) Condicidn natural del tipo.

La frontera total es P =T, +T, . =



Se introduce una funcion de peso u* tal que su primera derivada sea conti-
nua {cumple con las condiciones del espacio de Sobolev) (11). Posterior-
mente, esta funcidn se requerird para satisfacer la ecuacidn gobernante.
Se puede escribir ahora la siguiente proposicion de residuos ponderados

(8),
J.(Vzu)u*dﬂ =‘[(q—§)u*dr -.[(u~&)q*dr {2.2)
Q T T, ’

2 1
donde q = 3ufin y q* = du*/an

Notese que el G1timo término en la ec 2.2 se obtiene ponderando la condi-
cibn w=u en r y suministra un tipo de proposicidn mixta.

Integrando por partes el lado izQuiérdo de la ec 2.2, se obtiene

g_:k_g%’: do = - J&u*dr-jqu*dr- J'uq‘* ar +J}M1* ar .- (2.3)

Q T, r, T, r,

donde se ha usado la convencion de suma de Einstein para indices. Después
de integrar nuevamente el lado izquierdo de la ec 2.3, se puede escribir
la siguiente expresidn

Ju(Vzu*) do = - Jau* dr - J-Qu.* dr - Jw* dr + J-Eq* dr (2.4)

Q “r, Ty r, r,
Se discute ahora la obtencion de 1a solucidn fundamental de la ecuacidn de
Laplace. Se pretende encontrar una solucion que satisfaga la ecuacidn de

Laplace (ec 2.1), si se supone que una carga concentrada actda en el punto
"£", 1a ecuacion gobernante es

v2 ux + 8t =0 (2.5)
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donde A" es la funcidn delta de Dirac. " A la solucion de esta ecuacidn se
le 11ama solucidn fundamental. Como puede verse esta funcign tiene la si-
guiente propiedaa (8) : ‘ EE

Ju(vzu* + A’C) dQ = J.uvzu* do + ut (2.6) -
Y

donde u* representa el valor de la funcidn incégnita w en el punto de apli

cacion de la carga. Si la solucion fundamental satisface la ec 2.5, enton
ces

Ju(vzuf)qn -p_L’é (2.7)
- LoER e _

Entonces la ec 2,4;quéda

u® + J‘uq*‘dl"u.-'l-:J‘ﬁq* daro= f&u* dr + | qu* dr (2.8)

r, R : T, r,

siguiente forma

donde

Para un medio tridimensional

isotropo - 1a sofucidn fundamental de la ec:’
2.5 es (12) I LT e .-

“*-W , I (29)

donde r es la distancia del punto de aplicacidn del potencial unitario al
punto bajo consideracidon. Lla ecuacidn tridimensional de Laplace (ec 2.5)
en coordenadas polares y tomando en cuenta la simetria conduce a (8)



L
7 tyer - 48 (2.10)

Sustituyendo la ec 2.9 en 1a ec 2.10 se observa que la ecuacion se satisfa

ce para cualquier valor de r diferente de cero. Para estudiar el caso de
= 0 es necesario realizar la siguiente integracion en una esfera de con-

torno de? punto donde se aplica la carga ’

Jvzu* do = -JA‘ do = -1 Co(2.11)

Puede probarse facilmente que e] lado izquierdo de la ec 2 11 es 1gua1 a ;
menos uno escribiendo la s1gu1ente expresidn L ’

an ar

J‘Vzu* do = | &g = |4 o (2ae)
A ; ) " S

E1 resultado en ]a ec. 2 13 es. 1ndepend1ente de*r;yjmuestr qu
el lado 12qu1erdo de la ec 2. 11 es 1gua1 a -1

Para dos d1mens1ones la so]uc1on fundamenta] para el cas
(12) R o

A continuacidon se discuten los planteamientos para establecer la ecuacidn-
en la frontera.
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la ec 2.8 es valida para cualquier punto en el dominio, perc para formular
el problema como una técnica de frontera se necesita tomarlo justamente en
la frontera. Esto se hace de una manera simple. Considérese el hemisfe-
rio en la frontera de un dominio tridimensional como el descrito en la fig
2.2. E1 caso bidimensional puede también analizarse de la misma manera.
Se supone que el punto frontera es el centro de la esfera y posteriormente
el radio "=" se reduce a cero. E1 punto entonces tenderd al punto fronte-
ra. Se supone que la frontera es suave y que el punto estd en r,s conside
raciones similares se aplican si el punto estd en r,.

Es necesario analizar qué pasa cuando se considera que la frontera I', se
divide en dos partes, esto es

qu* _ u* Jux S
J.u%-;idl‘ -\[u—a—ﬁdl‘ + J‘ué-ﬁdt‘ - (2.15)

2 T(2g) re

Si ahora se sustituye la solucion fundamental en la segunda infegraifdél
lado derecho de 1a ec 2.15 y se toma el 1imite cuando €+ 0, se obtjéﬁeii
que SO i

1im l e 1im ’ 1
dar - fu dar =
e+ 0 m e+ 0 el
2 IE

T (2.16)

Notese que cuando ¢ es cero, la frontera T se convierte nuevamente

(2-€)
en I, . Elmismo resultado, -1/2 u, se obtiene para problemas bidimensio-
nales con uma frontera suave. Se puede introducir la subdivision para los

términos del lado derecho de la ec 2.8, esto es

‘[qu* dar

r
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pero para este caso

tin fq.,;_};gdr i
€+ 0
PE

luego, este 1imite no introduce ningin término nueve en la ec 2.8. Susti-
tuyendo la ec 2.16 en la ec 2.8 se tiene la siguiente ecuacidn para un’ pun
to en la frontera: :

. * - * 3 : ‘

r, ry r, T

Se obtiene el mismo resu]tado si en lugar de tomar un punto en T se toma
uno en la frontera T, ‘ : St : i

En general la ec‘2;17'$é uede escrib

donde T =

r,.

2.3 Elementos de frontera

Se aplica ahora la ec 2.18 en la frontera del dominio bajo consideracion.
Se estudia aqui Unicamente el caso bjdimensional y su frontera se divide
en n segmentos o elementos de 1ineas rectas (fig 2.3). Los puntos o "nu-
dos" donde se consideran los valores incOgnitas se toman al centro de cada
elemento (fig 2.3(a)) cuando se tienen elementos constantes o en la
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interseccion entre dos elementos (fig 2.3(b)) cuando se tienen elementos
lineales. Ademds, la frontera no necesita ser discretizada (nicamente por
segmentos rectos sino que se pueden usar también los elementocs curvos con
poco trabajo adicional (fig 2.3(c)). Generalmente, para el (ltimo caso se
incluye un nudo extra a la mitad del elemento, ya que para definir una ci-
bica es necesario tener por lo menos tres puntos.

Se considera primero el caso en que se tienen Gnicamente nudos medios (fig
2.3(a)). La frontera se representa con n elementos, de los cuales n, per-
tenecen a T, y n, aT',. Se suponen constantes los valores de u y q en ca-
da elemento e iguales a los valores en el nudo medio del elemento. La ec
2.18 para un punto '{' dado en forma discreta es

P n n
1/2 u* + '21 ¥ Iq* dr = '21 q; J‘u* dr (2.19)
j= 1=
r

i J

Esta ecuaci6n se aplica para un nUdérii"barf{huTaF; E1 término

ufq*'dP
L

relaciona al nudo '<' con el segmento *'j’' sobre el cual se realiza la inte
gracidn. A estas integrales se les 1lamara ch‘ A las integrales del 1la
do derecho se les 1lamara Gij' Entonces se tiene que

~ n

. n
Y4+ L wu.H,, = I q.6,,
1/2 I s Hyg P2 Q; Gy

(2.20)
Las integrales arriba mencionadas se calculan analiticamente de una manera
sencilla para el caso de elementos constantes pero para elementos de orden
superior aumenta la dificultad para evaluarias. De aqui que por generali-
dad las integrales se calculan numéricamente para todos los segmentos
excepto para el correspondiente al nudo bajo consideracifn.
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La ec 2.20 relaciona el valor de u del nudo medio '4' con el valor de u y
g de todos los nudos en 1a frontera, incluyendo el '{'.

Se puede escribir la ec 2.20 para cada nudo 'i', con 1o que se obtienen n
ecuaciones. '

Si se 1lama
Hij = Hij , cuando L # §
Hij,=‘ﬂij,+ 1/2 , “.cuando £ = § (?.21)

Entonces, la ec 2.20 se puede escribir como:
n o . . : L
Z H .ou. =% G.q. (2.22)

E1 conjunto completo de ecuaciones para-los n nudos se puede expresar en
forma matricial como:

HU=GQ (2.23)

N6tese que se conocen n, valores de u y n, valores de g, de aquf que se
tenga un conjunto de n incGgnitas en la ec 2.23. Si se reordenan las ecua
ciones de tal forma que todas las incdgnitas queden del lado izquierdo, se
puede escribir que

AX=F (2.24)
donde X es el vector de incGgnitas de u y q.
Una vez que se conocen los valores de u ¥y q en la frontera completa se pue

de calcular el valor de u en cualguier punto interno usando la ec 2.8, 1a
cual después de discretizarla queda:
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=

~

.G.. -4 u.H..
§UAG T ydy A

. n
W= 31 g (2.25)
§=1 c
La derivada interna qx(qx = u/ax) o qy(qy = Ju/dy) se puede:¢a1cular o
diferenciando la ec 2.8, esto es S ‘

- )
(qx)'L = lq %L;-* dr - ju g%* dr
o [
o (2.26) s
(o) = rq-a—ui*dr‘-”ugl*dr
y J ay J -9y
T r

Para integrar las ecuaciones obtenidas a partir de aplicar l1a solucién fun
damental a 1a frontera se pueden calcular usando la férmula de Cuadratura
de Gauss de 4 puntos para todos los segmentos excepto para el correspon-
diente al nudo bajo consideraciéon {Apéndice A). Para este caso particular
la RLL es cero (debido a 1a ortogonalidad de r y n) y se puede calcular
analiticamente la integral G.

- 1 1 ;
Gy —J.u* dr = o In () dr | (2.27)

Si se usa la coordenada £ (fig 2;4)5se*tiené;"*

(2) @ o ,
1 1 .1 1 i '
(1) (0)

{ ) indica que el ndmero entre paréntesis corresponde al nimero del punto
no la distancia.

Transformando coordenadas (n6tese que r = ¢ |r | , donde [r | = |r,|)
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se obtiene:

%Jm ) ¢r = Jm ('TT) ]r' lag = 1 |r1‘1,.ffJ‘” ‘

(0) (0)
pero - (In(gjr,}) = 1n % + In T%— B ‘s‘us_tl',tuyendo en la é‘ti:uarcicrin.j:"

anterior se tiene

1
T Irll{]n .

Tuego la ec 2.27}—@@33 R

6 = ¥ fr} {]"TﬂT* 1,} {2.30)

Para casos mds complejos se puede usar una f6rmula especial logarftmica-
mente ponderada para la integracion numérica. La férmula se debe a
Stroud y Secrest (Apéndice A). La integracién implica que,

1

1 R
In (7) f(r)dr & E w; f(r ) (2.31)
0 N 4.—1 )

Para elementos lineales ’se'bbtienen a continuacién las expresiones cor‘res_—
pondientes. ’
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Se supone ahora una variacién lineal de u y q en cada elemento. Se consi-
dera que los nudos estdn en la intersecci6n de dos elementos rectos tal co
mo los mostrados en la fig 2.3(b) y marcados como nudos extremos.

La ec 2.18 puede escribirse para n elementos como;

y n n
ctut+ % Jugrdr = I |q u*dr (2.32)
i1 i |
r. T.

N6tese que al contrario de 1a ec 2.19 no se toman w. y g, fuera de la
integral ya que ellos varfan 1inea1mente en el elemento. Si bien

cﬁ = -1/2 para fronteras suaves, existen caminos para encontrar su valor
en fronteras no suaves.

Considérese un segmento arbitrario tal como el mostrado en 1a fig 2.5. Se
pueden definir los valores de u y g en cualquier punto del elemento en tér
minos de sus valores nodales y de las funciones de interpolacion ¢, ¥y

¢, tal que, para el caso de dos variables con variacion lineal se puede
escribir que (8)

u
ulg) = ¢, u +¢,u = (o 6} {
. u

(2.33)

q(a)f

|

_-—
L N
e
»

—

bpap ey a, = 66,

donde E es la coordenada adimensional £ 2

e
dos por -

¢

) 3 ;1f :i *”‘H“ .   , ,_‘f~" ‘ *n
, o 2z(-E) e, =g lxe (2.38)
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Las integrales a 1o largo del elemento 'j' en la ec 2.32 para el lado iz-
quierdo se transforman en

) — * .. ] | [u, ) | ’ (,. l ? : fi
r. r. 24 , Lol |
J 1 . . S : ,

donde para cada elemento ‘j' se tienen dos componentes

hy = J'¢l gcdr .,k =I¢2 Q* dr

Para el lado derecho se tiene

. Ql ) ”,.w,:,,,.,,',, e el q] R VAT ,,iv,‘,, : ,
q ux dr = (¢, ¢,} u* dr = ’{g;(.‘l 9:,) ‘(2.36)
r. r. q, , 2, R

§ § B B

donde

Sustituyendo las ecs 2.35 y 2.36 para todos los elementos 's' -en-la ec—-= "
2.32 se obtiene 1a siguiente ecuacién para el nudo '£{' (8) o

1 q;'
o uZ qZ"
A 4 o o . _ Wi
cu o+ {H‘:1 H‘L2 Hin} : = | m Giz ces Giﬂ} .
u @
n
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donde RL' es igual al término h;, del elemento 's' mds el término

hiz del elemento 'j-1' y similarmente para Gij . Por esto la ec 2.37
representa la ecuacion ensamblada para el nudo '£'. La ec 2.37 puede es-
cribirse como

.. n . n
R S Aou, = £6,. q, (2.38)
j:l j j j:l j j
donde 's' define el nudo entre los elementos (nudos extremos en la fig
2.3(b)). Similarmente, como se vio previamente (ec 2.22), esta ecuacidn
puede escribirse como

n n
. H..u. = I G,.q. 2.39
Pt Y B PP Y (2.39)
y este conjunto completo de ecuaciones en forma matricial es
HU = G @ ' (2.40)

A no ser que la superficie sea suave en el punto 'L* el valor de -1/2 obte
nido en 1a ec 2.16 no es vdlido. Sin embargo, siempre se pueden calcular
los términos de la diagonal de H por el hecho de que cuando se aplica un
potencial uniforme sobre la frontera completa, las derivadas normales (va-
lores de ¢) deben ser nulos. Por esto 1a ec 2.40 queda,

HU = 0 (2.41)

De este modo 1a suma de todos los elementos de H en cualquier rengldn de
be ser cero, y el valor del coeficiente de 1a diagonal puede calcularse f&
cilmente una vez que se conocen todos los coeficientes fuera de la diago-
nal, esto es

n

h.., = =L h..
“ j:l )

De esta manera no es necesario calcular explicitamente el valor de et .
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2.4 Ecuacién de Poisson

Considérese ahora el caso de una funcidn u que se requiere para satlsfacer
la siguiente ecuacidn de Poisson en

VZu-p = 0 : ‘ (2.42)

Como previamente se vio, las condiciones de frontera correspondientes a es
te problema son:

Condicidn esencial tal que u=1u en T,
Condicidn natural du/3n = q en T, .

La frontera total es T = T, + 1‘2 .

La funcidn de peso u* produce la siguiente expresidn (8)

j(vzu - plu* do - = j(-g—‘:’-l- - qlu* dr - J(u - &)—g%* dr- (243)

Q r T

2 1

Integrando por partes dos veces el primer término del lado izquierdo,,se
tiene (8)

-qu* dn +Juv2u* e = -J‘au* do -J.g% u* dr *J‘“’?ﬁ:"-f +

Q Q r, T, r,
+J&J;.* dr . o (2.48)

Se puede emplear 1a misma soluci6n fundamental para u* que la usada en
1a ec 2.5, es decir
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vix+vi=o0 o (2.45)

De aqui que la ec 2.44 ehiﬁ; 'J  5 -

fpu* da + ut +Juq* dr +J‘&q* dar = kJ‘&u*‘"dI‘+ fqu* ar - (,2,‘.46)‘, '

r r r

2 1 2 b
Dado que '({' estd en la frontera, el término «* en la ec 2.46 debe multi-
plicarse por 1/2 para fronteras suficientemente lisas (suaves). Si la
frontera no es lisa en el punto '£*' en lugar de 1/2 la constante tiene que

determinarse de las consideraciones del potencial constante, luego la ec
2.46 puede escribirse como

et u‘C+J'pu* dQ+J‘uq* dr = J.qu* dr (2.47) ,
Discretizando la ecuaci6n anterior y usando elementos constantes, se tiene

ut +vfpu* da +

Q

o bien
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donde el término BL es e]»resu1tado,de_galtular la siguiente integral

qu*-dn ' v e 3

Q

La integracidn puede realizarse dividiendo el dominic § en una serie de
celdas o elementos de forma similar a los usados en el método de elementos
finitos (fig 2.6), pero conceptualmente diferentes. Sobre cada elemento
puede aplicarse la formula de integracién numérica, por tanto

R
B. =  ( I wpu*x),)A (2.50) -
A n, i=1 k| g ", 7 ‘

donde n, = nimero de elementos, k = niimero’'de puntos de- 1ntegrac10n' n.

cada elemento, wj. = funcidn de peso y An = drea de la ce1da 0 eiemento
e -l

Todo el conjunto de ecuaciones para 10s n nudos puede expresarse en forma &
matricial como RSt

B+HU=6Q (2.51)
Notese que se conocen n, valores de u ¥y~ n, valores de q.en 1a f,’r:Or'\te‘-”:_

ra. Por tanto,la ec 2.51 puede reordenarse de forma que todas las ecuacio
nes estén del lado izquierdo, ésto es L |

AX=F [ - . jir,(z...'»s?)

donde X es el vector de incégnitas de’ u :y q-.

Una vez que Se conoCen 105 valores de u yﬂ :
calcularse u en cualquier punto 1nter1or, esto es

rontera. p‘ued“e

& n n q R ‘::;"'
= L G,.q;,~- L Lo, - B,
“ =1 4 q! §=1 1 £
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Cuando se tengan flujos concentrados deberdn transformarse en flujos equi-
valentes usando las funciones de forma correspondientes. ' ‘




3. Problemas de elasticidad
3.1 Introduccién

En este capitulo se aplica el método del elemento frontera a problemas de
eiasticidad lineal. Bajo ciertas limitaciones el comportamiento de séli-
dos puede considerarse como lineal. En general,los materiales tienen pro
piedades que son dependientes del tiempo y del estado de esfuerzo a que
estén sometidos. Por ejemplo, ciertos materiales tienen el efecto de flu
Jjo pldstico {creep) con el tiempo y otros presentan deformaciones plasti-
cas bajo ciertas cargas. Ademds,ciertos cuerpos pueden agrietarse 1o que
provoca una redistribucidn de esfuerzos.

Adn en los casos en que las propiedades del material pueden considerarse
Tineales, las deformaciones del cuerpo pueden ser tales que su comporta-
miento no pueda aceptarse como lineal. Esto se conoce como la no lineali
dad en geometria e implica que la nueva configuraci6n del cuerpo debe to-
marse en cuenta (un problema cldsico es el de Tos cables que forman cate-
narias).

Todos estos problemas pueden atacarse en un camino u otro usando elemen-
tos de frontera pero quedan fuera del alcance del presente trabajo. Se
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discutirdn Gnicamente sistemas eldstico-lineales.

La teoria de la elasticidad 11nea1 para un’ cuerpo 5611do se basa en 1as
siguientes hipotesis:

1) E1 comportamiento del material es.1ine
nes lineales esfuerzo—deformaciﬁn;

|,-esto es,

e tienen:relacio- -

2) Se desprecia el cambio en 1a. or1entac16
plazamientos.

Esta hipdtesis conduce a relac1ones 1inea1es desp]azam1ento veformac16n Y-
permite referir las relaciones de equ111br1o a la geometrfa no deform'da.

En 1o gque sique, por conveniencia, se usa la notacién 1nd1ce y matr1c1a1
y se aplican las mismas relaciones a cuerpos bi vy

tridimensionales. <=0

3.2 Teorfa de la elasticidad lineal o

E1 estado de ebéuenzoa en un punto (flg 3.1) se def1ne por med1o de1 ten-'
sor esfuerzo (13) como :' ' :

as ecuaciones de eqU111-‘
brio en todo el interior del cuerpo que en notac16n 1nd1ce puede

Estas componentes de esfuerzo deben sat1sfacer
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escribirse como

LA fE23 (3.3)

Las fuerzas superf1c1a1es prescr1tas
denotan por p . p . p (f1g 3. 1) "
re gue se cump1an las s1gu1entes'

superfucie r de] cuerpo se
~ElL qu1]1br1q en la frontera requie-
sfuerzos de frontera

(3.4)

donde n; son los cosent ore 2 normal hacia afuera con res-
pecto a los x, - :

€.,
LS

Si r  denota
plazamientos;”

Los va1ores de u

E1 nexo entre el estado de y . nes p ra un’ cuerpo
estd dado por las re1ac1ones esfuerzo-deformac16n 1as cua]es dependen de]
comportamiento del material. Para un material e1ést1co lineal se t1ene
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en forma matricial

11

22

< 2¢ >.=

12

2¢c
13

. 23 ) T 66 23 4

& (3.7)

0 bien

donde 4{; son los coeficientes de rigidez.

Para un material eldstico (tipo Green) hay 21 constantes del materia]f,
(14). E1 nimero de constantes independientes se reduce cuando la éﬁtr@c-
tura del material tiene uno o mds planos de simetrfa. Si el material:
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tiene tres planos ortogonales de simetria se dice que es ortotrdpico y el
ndmero de constantes independientes se reduce a 9 {15) entonces la ec 3.7
se reduce a

(3.9)

donde x - X, 2 X : : - on:]os p]anos de s1metr1a de] ma-
terial. Las relaciones 1nversas para obtener 10s esfuerzos son: s1m11ares
en forma a la ec 3.9. '

Un material disdtropo tiene tnicamente dos constantes independientés.ly'g‘ :

E y v (15). La forma de la relaci6n esfuerzo-deformacién no varia, yégji
que es independiente de la seleccidon del marco de referencia. Entonces :
la ec 3.8 se puede escribir como (13)

- 9 »
o 2(1-v) 2v 2y = o
11 1-2v 1-2v 1-2v
o 2(1-v V|
%33 E L e SV
TRy e e | -
o, - 12
o e 1 0] ]2
13 : y 13
[ %23 ] L 1‘ LZEZSJ
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donde E y v son el mb6dulo de Young y la relacidn de Poisson, respectiva
mente. las relaciones inversas para las deformaciones son

e 1 v =-v 0 0 0 | (o1
11 11
522 1 -y ‘0 0 0: r 022
e33 1 0 '033 ( 1)
= 2 o 3.1
< 2812 > E a 7 0 7 < 0_12 } -
2¢ 2w)0 | |o
13 ) 13
.26234 . v;' o 2(1+\’)—1 30234

tes de Lamé (A,u),

. G

donde

Considérese ahordieT,ﬁrpE]éﬁ&fdef ha b1aca-a]argada»con‘déformacibn>p1ana.
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Sea un s6lido prismitico homogéneo como el mostrado en 1a fig 3.2. Las
caras planas de la superficie se definen por x3=¢h/2 y la superficie ci-
1indrica por xl=xl(r), xz=x2(F), donde T es 1a longitud de arco a lo
largo de la curva de frontera. Si

(1) el cuerpo es delgado (h es pequefia en comparacidn con las d1mens1o-
nes representativas en las direcciones X ¥y x, R '

(2) no hay fuerzas de superficie actuando en las carasyg]aﬁa :
(p =p,=p, =0, en x =:h/2), ' """"f

(3) 1las fuerzas de cuerpo estin en el plano y.son 1ndepend1entes de
X (b =0 y b b son funciones (nicamente de x y X ),

(4) 1las fuerzas que actdan en ia frontera cilfndrica estan .en e] p]ano y
son independientes de x (p =0y p,sp, son func1ones un1camente de x
yx)

entonces es razonable suponer que 0,30, 50,  SOD pequeias en comparacién

cono .0 .0 Y la variacidn de todas estas cantidades es pequefia con
respecto ax.. El esfuerzo plano o el problema de la placa alargada se
basa en las sup051c1ones siguientes (14)

053=03 1=032=0
en todo el volumen y

0. 20,0

(Rigurosamente el requehih@éﬁto e
X s viola ciertas ecuac1ones de
para placas delgadas).

Un planteamiento alternativo a lae
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=
n
e
S
>
P3
~—
s

;';,u,=u‘(x ax)
& RO AR e
6 =g =0 =0 G

Se toma la ec 3.14 como las suposiciones basicas para placas alargadas.
La ec 3.13 es aplicable a placas homogéneas. Para tratar una placa lami-
nada se suponen woyu en todo el espesor y se desprecian los esfuerzas

no planos. El esfuerzo plano varia de acuerdo con las propiedades del ma
terial.

E1 desplazamiento transversal u, no es independiente y puede obtenerse de
1a relacidn esfuerzo-deformacion para €.,

u )
€ =—— = funcién de o ,0 0 (3.15)

33 axa 11 22 - 12

En 1a otra posibilidad, 1a “deformacion p1ana", se‘supone que e1 desplaza*Ji
miento u, es cero. Esto puede hacerse si

(1) EY espesor es grande en comparacidn con: 1 ,kﬁés,reﬁreséntAti
vas en las direcciones x y x_ . Ll ’
(2) Las fuerzas de cuerpo y de superficie que actlian en la superficie ci
1indrica son planas {(no hay componente en xa) e independiente de X .

Es entonces razonable suponer que los desplazamientos en el plano de u1 y

« son independientes de X y el desplazamiento u, fuera del plano es ce
2

ro. El problema de la 'deformacidn plana' se basa en las siguientes supg
siciones

u =u(x,x), u =u{x,x), u =20 (3.16)
1 1712 2 27172 3 _

La ec 3.16 corresponde especificamente a
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11 22

Notese que para deformacién plana o . # 0. - Se puede determinar o . de
relacion esfuerzo-deformacion para csj.,f;‘i" ‘

Las placas alargadas y la deformacién plana son problemas bidimehsidna]es 5
en el sentido de que el desplazamiento y los pardmetros de fuerza varian
{inicamente con respecto a Xy x .

Se formula ahora la relacidn esfuerzo-deformacion bidimensional para pla-
cas alargadas y deformacidn plana. Se parte de la relacidn tridimensio-
nal para el material elastico lineal, esto es

eE=Co (3.18)

La ec 3.18 involucra 21 constantes ¢ diferentes. Para el prob1ema'bidi-
mensional el plano X =X, debe ser un plano de simetria de la estructura
del material, es decir, la relacion esfuerzo-deformacidn debe tener la
misma forma cuando se invierte la direccidn X, . Se puede mostrar que las
relaciones apropiadas son (15)

(¢ ) [ e c e 0 01 (o )
11 7 1112 ry o 11
€ e L0 0 c
22 : D 22
€ 0.0 1. |o
< & = : { 338 (3.19)
e 0: o - g s
12 X 12 .
2¢e i e o
13 ., 55~ 56 13
2e J : - et e o
“ 23 L g -1 66_ ~ 2‘3‘7
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Si cualquiera de 1os dos x o x es un eje de simetria, el material se
1lama ortotrgpico. Para este caso h
e =¢ =g =g =0 (3.20)"
14 24 Iy 56 :
Simplificaciones adicionales pueden obtenerse introduciendo mds restric-
ciones, tales como propiedades iguales en dos direcciones ortotrdpicas o

en cualesquiera dos direcciones en un plano (plano ortotrépico). Pétq
mas detalles consultar la ref 15. R

Las relaciones para esfuerzo plano se obtienen poniendo 033=0xenf]§;éc i
3.19 y considerando {nicamente las ecuaciones para Ell,szz;e

Resolviendo para

Para deformacidn
nes

33

esto da

Lelo i +e g ¥ea o
33 e 13T es 2 “3s 12
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Sustituyendo o,,enla ec 3.19 se obtiene

(3.26)
0
€ c o ;
11 11+ : L 3»3;‘ e
€ = : e ={eei/e
22 2477723734733
2¢ e (e /e )
12 wa 3u 733500

 :{(3£2if;,

Finalmente,se inviert

Se puede obtener la ¢ 19-y-Tuego hacien -
do 533=0. s e

En general, D' se determ1na invir ‘C(C para deformac1on p}ana)
Cuando el material es ortotrop1co{y,1as‘d1recc1ones s1metr1cas del: mate—
rial coinciden con las direcciones de X y x » puede obtenerse fac11mente ‘
Ta forma explicita para D. En vez de usar 1a notacidn e como en 1a ec.
3.19, se expresa la relacidn esfuerzo-deformacion en term1nos de 1as cons
tantes fisicas, es decir, en term1nos de Tos modulos de corte y-de: e]ast1 i
cidad y de los coefic1entes de Po1sson, 1uego la ec 3 19 se puede escr1b1r» '
como (15) S &

11

33

2€
12
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En particular la ec 3.29 para esfuerzo blano (oaé=0) conduce a

0 bien
o
11!
< ou} = (3.31)
g
12

donde 'E'
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donde

(3.38)

v (e JELD)

vt w2l 31 32

o Ty

Puesto que las expres1ones obten1das t1enen 

fuerzo plano, se puede remplazar E zé;v;

3.31 obteniéndose D’ Notese que ahora

E'
11
vl o=
125
G

12

En vista de qué‘

Gnica.
blemas.

3.3 Relaciones:bdsicas

£l principib de 1bs”de§p1ézémién£os virtuales para problemas eldstico-1i
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neales puede escribirse como (9)

donde uﬁ son los desplazamientos virtuales que satisfacen 1as'cohdiiig o
nes de frontera homogéneas &E = 0en Fl. Si ahora se interpreta uz,'k"
como una funcién de peso que no satisface estas condiciones en ri7 1a,ec,
3.38 puede escribirse como ( 9) R S

= ~ * o * S ; :
J("ﬂz.j *bylup = J“Ph T Pplup dr ¥ f‘“h “elP 9T (3.30)
Q -

2 1

donde p¥ = n.o*_  son las fuerzas de superficie correspondientes al sis
P °ik 2

tema uF. Supdongase que las relaciones deformacién-desplazamiento son-1i -

neales, esto es

du, ou -
ei-=—1—‘ L1 ‘ 3 40)
: Jo2\ax 3x R




“,‘c1on ‘2' 1a s1gu1ente ecuac1on
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ot o +[ur o

T

Integrando por partes una vez mis se tiene

Jbb“k do +J°le M 9 =‘-,J‘ Pty AT 'I Pyup AT +

Q q S _—
T R

Se buscan ahora las so]uc1ones fundamenta1es que sat1sfaga‘:
nes de equilibrio, usuaimente del t1po

4

donde Az es la funcion delta-de: D1rac y representa una carga un1tar1a
en £ en la direccidn £.. .Este t1 o*de o1uc1on produce para cada d1rec—

ireccion

donde T = r + r

Notese que “E y p; son las soluciones fundamentales, esto es 1os‘des-7

plazamientos y fuerzas de superficie debidas a una carga unitaria concen‘

trada en el punto '{' en la direccidn '£'. Si se considera que: 1as,fue£

zas unitarias actdan en las tres direcciones, l1a ec 3.46 puede escribir-
se como
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donde pﬂz y “*k representan las fuerzas de superf1c1e y desplazam1en-
tos en la direccin k debidas a la fuerza unitaria ‘que actiia en la direc
cion £. La ec 3.47 es valida para el punto particular 'L' donde se apli
can las fuerzas.

Por otra parte, la solucidn fundamental (3) para un cuerpo infinito tri-
dimensional 1isdtropo en donde actda una carga puntual en su interior
(problema de Kelvin), estd dada por '

1

“t " o (il [(3--4\”6”2 i r"a] e

» 1

p =
el 8 (1-v)r?

to bajo consideracién,
{fig 3.3).

= ar a son 10
ry _/ xjynj

Para el caso b1d1mens1onal ﬁfrpg
(10) esta dada por

uzh m[(B 4\)) ]Zr‘](k
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*
P = |25 quzvisy

o vl
An{l-v)r]on o

donde (r,2) = r,/r (Fig 3.4).

A continuacién se discuten los plant entos par ﬁeéfablééér’ia'etda;
cién en la frontera. i S el T

Asi como en el caso del problema de potenciai, 1a ec 3.47 debe tomarse
Justamente en la frontera. Considérese que la frontera es suficiente-
mente lisa y del tipo r en el punto 'L° (de la misma manera se aplica

para T ) La primera 1ntegra1 en r en 1a ec 3.47 puede escribirse en
dos partes, esto es

Notese que € = r. Considérese 1a. fig 3.4 don ,
coordenadas esféricas por comodidad. Para este caso part1cular el
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segundo término en la ec 3.51 se'anula, esto es

ar 3r 2 or g

%, BXp gAY

Notese que la integ
en términos de ¢ y.0

nZa CQS¢1sen¢i;;‘;'
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Después de integrar se éhcuéﬁti'nduéfalguna dev1aSFintegra1esfson cero

(9) y el resultado final

puede escribirse como e

i - S (3.57)

La integral

puede escribirse como

pero puede mostr

y por lo tanto esta integral no.introduce ninglin término nuevo.
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Un resultado similar se obtiene para la parte r‘1 de la frontera. De‘ahf
que cuando el punto '(' se convierte en un punto frontera de’ una fronte-
ra suficientemente lisa, se puede escribir ( 9) que :

. n S
.%?uﬁ + “kpzk dar +. &thk.dF = ‘[pkezk.drj+’nyt
- r, ‘:fbrl, ;,t’; S
+ |Pupp AU+ |bpup, de oo (3.58)
o r o Q : Y .

2

Para el caso de fronteras no suf1c1entemente Tlsas el calculo de la. 1nte-‘
gral en P es mds diffcil y sefo’t1ene un resultado diferente a -1/2.

Afortunadamente, el cé]cu]d'ex to de este valor no es necesario pero

puede obtenerse usando e1 movimi nto de cuerpo rigido.

En genera], para un punto’e Auna,frontera no suave se t1ene un coef1c1en-
te c* tal que la ec 3. 33 puede escr1b1rse como ' ‘

(s

3.4 Elementos de fkonﬁéfég

Es mis conveniente-trab

ora:'on;mgtiicééfque‘COh la-notacién-fndice.
Se puede definir lo sig el s ’

Sean ,:Li u e
u = u2 sy Vector de desplazamiento deI>pUntdrji!

w con componentes en las direcciones x

: : R e I

X s X
2 5003

u, vector de desplazamiento en cualquier punto de 1a frontera T.
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3
pl
P = '
b = b2~ r*; vector de fuerzas delcuerpo en: cua1qu1er punto
b del dom1n1o e
‘3 J ) . §
,  matriz cuyos coeficientes pzk
p* = son las fuerzas en la direccidn
'k' debidas a la fuerza unitaria
en 'L' que actda en la direcciGn
o |£|
matriz cuyos coeficientes “Ck
u* = son 1os desplazamientos en 1a di-

recc16n 'R' debidos a 1a fuerza
un1tar1a en '4' que actda en la
direccién '2'

G
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Supdngase que la frontera se divide en elementos (fig 3.6) y que las fun

ciones u y p pueden aproximarse en.cada elemento 'j' usando las siguien-
tes funciones (8, 9) de interpolacién '

- (3.61)

donde u; y p; son 1os elementos nodales. Notese que” se han supuesto 1as
mismas func1ones para uy p. En general, prodr1an no ser 1as mwsmas y pa
ra ser mds consistentes podrian haberse tomado las func1ones pa ;
orden menor que para las de u.

Las funciones ¢ pueden considerarse como ‘1as func1ones esténdar b1d1men-
sionales para: elementos f1n1tos, donde u; y . p. son ‘1os; desp]azam1entos y
fuerzas de superf1c1e noda]es, respect1vamente en el elemento. hE;tos_son
los valores que deben determinarse ‘con. la so1uc“ o s

se:obtiene
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donde % indica que la suma se hace desde j=1 hasta n, sobre los n elemen
tos de la superficie y T', es la superficie del elemento ‘s', u.y p. son
Tos desplazamientos y fuerzas de superficie nodales en el elemento 'j'.

Notese que también se ha considerado que el dominic se divide en m ele-
mentos internos sobre los cuales tienen que calcularse las integrales co
rrespondientes a las fuerzas de cuerpo. Estos no son elementos finitos
sino regiones simples donde se realiza la integracidn (usualmente numéri
ca). Una vez que se hace esto, el problema se reduce a un problema de
frontera.

Las integrales generalmente se resuelven numéricamente y las funciones ¢
se expresan en alglin sistema homogéneo de coordenadas tal como el sistema
EL de 1a fig 3.7. Es necesario transformar las coordenadas del sistema

r

& al sistema global X Esto se hace a continuacién.

Si se transforma del sistema x; (fig 3.7) al E s para cualqu1er func16n
u que sea continua y tenga pr1mera derivada parcial contunua (13) se tie-
ne que . T S S e e g B

au ax1
%, | %,
u & X
N
ot 9X
“8n‘ Lan

donde J es el Jaédpjaan ;ransfaﬁmagiéﬁ;;;lY

La relacién inversa es
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8

d{(Volumen)

1]
b (=
¥

) estd dada por -

X ﬂL;J)Vf,,
B IS T
2z T2

Notese que X oo Xy X pueden definirse usando func1one5'de nterpo]aciqﬁ;*
y valores noda]es de la misma forma (8) como fueron def1n1 '

zamientos y fuerzas de superficie (ec 3.61).
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Aplicando la integracién numér1ca (véase el apénd1ce A) 1a ec 3 62 se
transforma ( 9) en '

donde K numero de puntos de’ 1ntegrac1on,>
en los puntos de integracidn.

La ec 3.63 corresponde al nudo particular .’ 3rmino )
mérica relaciona al nudo '<' con los nudos de1 e]eme,to ‘1*¢ua1
se realiza la integracién. A la 1ntegra1 del 1ado"zquierdo se le 1lama

Hij y a ta del lado derecho G

Las contribuciones de H y G pqedéﬁgék

cu
o bien '

A e e S e S D st e i i L T
donde H = C + H, y C es una matriz diagonal, que no necesita ser determi- .
nada explicitamente. U son los desplazamientos y P los valores que Tas
fuerzas de superficie distribuidas toman en los nudos de frontera.

Los coeficientes de la diagonal de la matriz # pueden obtenerse aplicando
las condiciones de cuerpo rigido. Si se suponen desplazamientos unita-

rios de cuerpo rigido en todas direcciones (8), la ec 3.65 queda

H1I=0 (3.66)
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donde I es un vector. un1tar10 De aguf_que Tps‘térmiUOSEde;la‘d139°"§1: o
de H sean s1mp1emente,' catii ' o i :

Después'de“épijcar
se de la siguiente

donde X contiene 1
das. L

Una vez que se conoce
res de 10s desp]azam1r‘
mientos en un punto (8

o para la compor




Después de

<f

realizar

B o d

la- diferenciacidn se obt

e W 1 e

49

iene -

6L axzr'f‘G (axjr'ﬁlax;

} o

™

ly
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donde r,. = ar/dx.
4 A

Las derivadas se toman en la frontera (fig 3.8) ' 1

Las ecs 3.74 y 3.75 se aplican a prob]emﬁ;l?{wyfffi im éidhé}éé&ﬁé??o:és
(1) Para dos dimehSiones; &ngi
(2) Para tres dimensionéé;‘q¥2gf5%§;_ 
Se aplica ahora el método del elemenfo frontera ala e]ast1c1dad b1d1mén-

sional. Las relaciones y ecuaciones gobernantes se han expuesto anterior
mente, asi como la solucién fundamental para un cuerpo 1sotrop” e

Se parte de la ec 3.59, esto es

donde se supone.
te L

La ec 3.76 -se: ap11ca ara
para un punto lnterno -

La solucién fundamental péfé un material 1sotropo 'se ha mostrado ante-
riormente (ec 3.49), la que se repite por comodidad :
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*

LLZh

]

p* = - .._.._...1_.._... i
R T e

Melog ""e”’k)]
y. desplazamiento en

donde pf, y uj, representﬁ:;\ ey )
ﬁ@fen la direccién 2

la direccién k debido a.un

respectivamente.

En forma matricial u* e

as .de cuerpo:conocidas’
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Considérese ahora el caso de elementos constantes (fig 3.9) cada uno de
Tos cuales tiene un nudo medio. Se supone que los valores de p y u son
constantes en cada elemento e iguales a 1os valores del nudo medio del
elemento. Luego la ec 3.77 queda e
‘[u* dF p +“
1 i

| p* dr uj = Tu* b dn .
' ] (3.78)
. )

§ Fj f
donde uj y pj son los desplazamientos y fuerzas de superficie nodales en
el elemento *j'. N6tese que es conveniente definir elementos o celdas
internas para la integracidn de fuerzas de cuerpo. Estas celdas se usan

para la integracidn numérica de las fuerzas de cuerpo y no deben confun-
dirse con elementos finitos.

+

W™
T

k|

Si hay m celdas se puede escribir (8, 9) que

mo{.. £ ' L
u*bde = I .<.I (u* b) w A, = bt -
s=1 | p=1 .. P PP S

donde w_ son los coef1c1entes de peso para 1a 1ntegrac1on numér1ca y A
es el drea de cada elemento baJo consideracién. ' E] calcu]o de 1os termi-
nos fuerzas de cuerpo;producekun‘yeCtor‘b.

términos T

relacionan al nudo ‘<' con el segmento ';j' sobre e1 cual se rea11za 1a in
tegracién. Si se 11ama a estas integrales H i y G se tienen matr1ces
de 2x2. En consecuencia se tiene que ‘
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¢ . n A
Cut+ 1 -
§=1 Lf .f

Esta ecuaciGn relaciona el val
res de u y p en todos los nudo

El conJunto d‘
tricial como

Notese que se conocen n

zas de superf1c1e (Zn-nl+n;),

de aqu1 que se tenga un conJunto de Zn
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incégnitas en Ta ec 3.80. - Reordenando ]as ecuaciones de la m1sma forma
que para problemas de poten 1a1,vesto es, pon1endo Ias 1ncogn1ta 1
do .izquierdo en e “ok '

Una vez que se.conocen ]os valores de desplazam1entos y fuerzas de super-~
ficie enla: frontera pueden calcularse los desp]azam1entos y esf'
cua]qu1er punto.-interior (8, 9) de la siguiente manera

u = Ju*p dr -,J‘p* udr + ju* bde

RPN SR O S
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Los valores de D y S estdn dados por 1as ecs 3 74 y 3 75 respect1vamente
para el caso b1d1mens1ona1.‘ i ¢ i :

Las integrales para H. oY G: i Sé’pueden Ca1cu1ak'bara‘éua1duier punto
usando la férmula de Cuadradura de Gauss de 4 puntos, excepto para el pun
to bajo consideracién (i=j). Los valores de H,; pueden- calcularse usando
las condiciones de cuerpo rigido pero no asf los de G . que necesitan cal
cularse usando una formula logaritmicamente ponderada para la integracién
numérica (Apéndice A). o o

Aunque la integracién numérica general

cil calcular analiticamente:G ay

Los elementos de G,, so ‘
£L

ente es' mds conveniente no es difi

Con las definiciones mo

Tos elementos
de GLL (exc1uygn

11

(&)
1
; .
T R
T :
<

it
—
-
3
N
SRR
s
<
St

o -
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(3 - v) (1 - IR

Las definiciones de

2R

| 61 - )

‘en la fig 3.10.
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4. Aplicaciones

_En este cap1tulo se present
" elementos de frontera (MIEF) a prob]emas de otencial plasticidad en
el plano. ' L -

Para la solucion de prob]emas de potenc1a1 1sotropos se emp1ean elementos
constantes (u y g, que representan el potenc1a1 y la derivada del poten-
cial respectivamente, son constantes en todo el elemento) y elementos 1i-
neales (u y ¢ varian linealmente en el elemento). Se muestra ademis, la
aplicacion del MIEF a la solucidn de problemas de potencial isdtropos con
mis de una superficie. Por otra parte, para ia solucién de problemas de
elasticidad isotropos y linealmente eldsticos en ausencia de fuerzas de
cuerpo, se emplean elementos constantes. Los programas de computadora
que se utilizan y su organizacion se dan en los Apéndices By C.

Para algunos problemas se compara 1a soluc1on ana11t1ca con la numérica
obtenida con el método mencionado. '

Ja ap11cacion,del: ef@apid? ntegracién de
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4.1 Solucibn de problemas de potencial isdtropos

Se muestra la aplicacion del MIEF a la solucion de dos problemas de poten
cial isBtropos. Estos problemas se resuelven empleando los programas de
computadora SPPBEC y SPPBEL (Apéndice B).

4.1.1 Ejemplo de flujo de calor

Para ilustrar la aplicacion del método de integraci6n de elementos de
frontera, considérese el ejemplo siguiente de flujo de calor para el domi
nio mostrado en la fig 4.1. Se aplica primero el programa SPPBEC. EI nd
mero de elementos de frontera es 12 y el nimero de puntos internos donde
se calculard la funcién es 5.

Los datos que se requ1eren seadan en 1a Tab]a 1

Los resultados del probTema -al ap11car el programa SPPBEC. se muestran en
la Tabla 2 y en la f1g 4.2(a).

Los resultados que se obtienen para este problema de potenc1a1 s1mp1e con '
elementos constantes son razonables y estan de acuerdo con 1a so1uc1
trivial tanto en la frontera como en el dominio interior..

E1 problema del flujo de calor se estudia ahora empleando.el prog :
SPPBEL que utiliza elementos lineales. Se espera que al aplicar este pro
grama se obtengan mejores resultados. L e : S

Para este caso, en el que se utilizanféjéméhtos-linEales; desafortbhada?
mente en los problemas con esquinasfﬁé presentan dificuitades, debido
principalmente a que se tienen dos valores para la derivada normal. '
3u/an que dependen del lugar bajo consideracién. En efecto, en estos pun'
tos se necesita seleccionar cudl de las dos variables, el potenc1a1 wo’
su derivada /o, debe prescr1b1rse
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Dado que el valor de la derivada del potencial 3u/3n no puede definirse
en forma {nica, generalmente se prescribe el potencial u.

Los datos que se requieren son los mismos que para el caso del programa
SPPBEC, excepto para.las condiciones de frontera. Estos datos se dan en
la Tabla 3.

Los resultados del prob]ema al ap11car e] programa SPPBEL se muestran en
la Tabla 4 y en la fig 4. 2(b) ' :

Los resultados que se obtienen al usar el programa SPPBEL son de mayor
aproximacion que los obtenidos al emplear el programa SPPBEC. Sin embar-
go, debido a la dificultad de trabajar problemas con esquinas, se obtie-
nen resultados incorrectos en el valor de la derivada del potencial 3u/3n
en las esquinas (fig 4.2(b)). Este problema no se tiene en el método de
elementos finitos debido a la forma como se prescriben las condiciones na
turales de frontera y por el hecho de que la solucién también se aproxima
en el dominio del problema (8), esto es, los errores tienden a distri-
buirse. : IR ‘

Una forma sencilla de'evitar‘é1'prob1ema con esquinas, es suponer qué‘héy
dos puntos muy cerca uno- del otro’ que pertenecen a diferentes’ 1ugares

(fig 4.2(c)). Esta so]uc1on empirica proporciona meaores resu]tados tal
como se muestra en la Tabla 5 y en la fig 4.2(c). En efecto, en un punto'
que estd en la esquina se prescribe el valor del potencial u y en el otro
el valor de su deriVada_éu/an.

Por otra parte, el problema de flujo de calor ha sido estudiado por Alar-
con y Dominguez (6 ).  Emplean el MIEF con elementos isoparamétricos. En
la Tabla -6 se comparén‘]os resultados obtenidos empleando elementos isopa
ramétricos con los aqui obtenidos.

Puede observarse que los resultados obtenidos empleando elementos de fron
tera isoparamétricos son de mayor aproximacion pero muy,simi}ares,prlés;"
encontrados con el programa SPPBEL con elementos 1ineales con dos nudos
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en las esquinas. Para el caso de puntos internos los resultados son prac
ticamente iguales. Se muestran, ademds, los resultados obtenidos con:la
solucién analitica. L

4.1.2 Problemas con mis de una superficie. “Ejemplo. de f1y36idé{ééidé:énfglf

tre dos circulos concéntricos ey

Se muestra aqui la aplicacidn del MIEF a 1a soluc1on de prob]e it
ciales 1isOtropos con mds de una superficie. Se emplea e1 programa de com’f‘4
putadora SPPBSD (Apéndice C) con e1ementos conStantes

Se aplica el programa SPPBSD a Ta solucidn del ejemplo de f1UJo de ca]or .
para el dominio mostrado en la fig 4.3. El nimero de elementos: de fronte f ,
ra es 16 y el nimero de puntos 1nternos donde se ca]culara la func1on es :

Se presenta la ap1jg
a la solucidn del .pr
tre dos placas (fig‘4:4

La funcidn u represe

tan las ve]oc1dades.

y el namero de puntos 1nternos donde se ca]cu]ara 1a func
fig 4.5(a) se muestran 1os va10res prescr1tos de uy au/an en, to a
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frontera.

Los resultados que se obtienen para u y du/dn se muestran en 1a'fi§”j
4.5(b) vy en la Tabla 8. Se observa que la forma de var1ac1on de Ia
cidad 3u/3n es como se esperaba.

Al aplicar el programa SPPBEL se obtienen meJores resu]tados para “1a:

ciones u y 3u/3n en toda la frontera pero hay una d1stors1on en e val F 5,¢

de du/3n cerca de aquellas esquinas en las que pueden tomarse dos vaTores'
muy diferentes de la derivada normal,- que dependen del 1ugar baJo conside
racian. 3

Los datos que se requieren son ]os mismos’ que para. el programa PPBE
excepto en que se prescrlbe el valor del potenc1al u en el ‘nudo o elemen-;z
to de frontera numero 12 : v ’

Los resultados que se obt1enen se muestran en 1a flg 4 6 y en la Tab1a 9..

Puede evitarse la d1stors1on del va]or de 1a der1vada norma1 al emp1ear
el programa SPPBEL con elementos b1noda1es.i En,efecto, ‘esto se evita al
prescribir los valores de au/an en: ]os;nudos 32y 37 por ejemplo, mien-
tras que el valor de la funcidon w se dé en Tos nudos 1 y 31. Los resulta
dos para u y du/3n se muestran en la fig 4.7 y en 1a Tabla 10. Los valo-
res de u en el dominioconcuerdan con los resultados. obtenidos al emplear
el método del elemento finito y el método de colocacidn de celdas (coorde
nadas curvilineas en diferencias finitas) (7,22). En 1a Tabla 11 se cdm
paran los valores de u en algunos puntos internos obtenidos con los pro-
gramas SPPBEC y SPPBEL y los obtenidos con los métodos del elemento fini-
to y de colocacion de celdas. Los valores obtenidos para 2u/3n en la
frontera al emplear elementos finitos (7 ) no son satisfactorios (fig
4.8), mientras que las soluciones obtenidas al emplear los programas
SPPBEC y SPPBEL representan una buena configuracidn del flujo. Ademas,
se han obtenido otras scluciones para este problema ( 6,23). En la Ta-
bla 12 se comparan los valores de w y 3u/9n en algunos puntos de la fron-
tera, obtenidos con varios métodos.
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4.2 Solucidn de problemas de elasticidad isGtropos

Se muestra la aplicacién del método de integracion de elementos de fronte
ta a la solucidn de dos problemas de elasticidad isdtropos y linealmente
eldsticos en ausencia de fuerzas de cuerpo. Estos problemas se resuelven
empleando el programa de computadora SPEBEC (Apéndice B).

4.2.1 cCavidad circular bajo presion interna

Se aplica el programa SPEBEC a la solucidn del problema de una cavidad
circular bajo presion uniforme interna en un medio infinito para el domi-
nio mostrado en la fig 4.9. La frontera se divide en 24 elementos cons-
tantes e igual ndmero de nudos y el nimero de puntos internos donde se
calculardn Yos esfuerzos y desplazamientos es 10.

Para evitar el movimiento de cuerpo rigido se prescriben algunas componen
tes de los desplazamientos 1gua1es a cero; en la d1recc1on X para 1os nu-
dos 12 y 24, y en la direccién Y para el nudo 18. ) o

En Ta Tabla 13 puede observarse 1a simetrfa de resultados. Como se espe-
raba, los desplazamientos y esfuerzos tienden a disminuir al aumentar 1la
distancia desde Ta cavidad. Los esfuerzos radiales y tangenciales en los
puntos internos tienen el mismo valor absoluto pero de diferente signo,r

1o cual es correcto. Asimismo, en la Tabla 14 se comparan los resultados; 3

obtenidos con la solucidn del elemento de frontera con los: de: 1a so1uc1on

tedrica. Puede verse que la soclucidn obtenida con e] programa' PEBEC es
satisfactoria. La solucién teérica fue otenida p
Sokoinikoff (16,17} y estd dada por

L e R
r . 2ur

n
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donde u rebbeﬁgﬁt

4.2.2 ij?; ‘axial en un semiespacio eldstico
Para estud1ar e] comportam1ento de un. pilote alojado en un se
m1espac1o elast1co se; hacen las hipotesis de que el suelo y

el pilote son e]ast1cos, isotropos y homogéneos; el pilote tie
ne perfecta adherencia con el suelo; Tla capa eldstica del sue
lo estd apoyada en una capa rigida la cual se considera matg
maticamente como suave-yla base del pilote se consideka ]1;@(

Para formu]ar el prob]ema, cons1derese un p1lote c111ndr1co,i'

Ulr,z) = a ¢SKU1(c;ﬁ;i) cosa de dc +




65

b L2

| ] et KUp(Lory2) cose, dode +

"éﬁdnﬁ;pfbfﬁhdf&adﬂg“jj;

en el pilote, se pueden obtener de
ecuaciones anter1ores (25)

con £ =1,2,..‘.,;1’ o
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Por otra parte el desplazamiento en la base esta dado por

(W), = 2( $); (Ksa)J_J E: (¢r)j (KRB)LJ E (% (KBB)
1 o ~ e :
Las 1ntegra1es involucradas en estas ecuacxones son 1ntegra1es propwa 4

excepto para los casos en que L-j, que pueden evaIuarse con: cua]qu1er méto-
do numérico. : S

Las ecuaciones anteriores pueden escribirse en:forma matricial como

S oa.1)

donde SR i
' [xss krs ks
K=|KSU KRU KBU
' KSB ™ KRB~ K8B_|

La ec 4.1 representa un sistema de ecuaciones a]gebkaicas 1inea1eé QUe‘se

puede resolver para las incignitas ¢s’ ¢r Y ¢y si sé‘conoten Tos‘despTazamj
entos W,, U  y Wy en el dominio del pilote. Para un pilote rigido, ]os\desf-
plazamientos verticales en el cuerpo del mismo y en su base son. igua]esna;‘
los que se tienen en la parte superior (cabeza); en este caso el»despT"

ento radial es nulo. Entonces si se aplica un desplazam1ento vert' al
rio en la cabeza de1 p11ote se tiene

”s=;}”s,v5?,9;¥,”b? ,(4;2)

Al sustituir estasvcohd1Cioﬁes~en Ta ec 4.1 y resolver el sistema de ecua-
ciones lineales resultantes se conocerdn los esfuerzos en 1a interfase pi-
lote-suelo, con 1os que se podrdn obtener los desplazamientos y esfuerzos

en cualquier parte del suelo. En particular, los esfuerzos que actian en la
interfase pilote-suelo se obtienen al calcular los esfuerzos en B{r,z) cuando
se aproxima a la interfase. Asi mismo, la carga P, soportada por el p1lote a
cualquier profundidad se obtiene {25) con 1a ecuac1on

z b ‘
PZ=J Znap dc + J‘ 2ueg, de (4.3)
L e
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La carga requerida para producir un desplazamiento unitario se obtiene ail
sustituir en la ecuacin anterior el valor z=0.

Cuando se aplican las condiciones dadas por la ec 4.2 a pilotes compresibles
se obtiene una subestimacidén de los desplazamientos en la cabeza del pilote
{25). En esos casos se recomienda hacer las siguientes consideraciones: el
pilote estd perfectamente adherido al medio y el desplazamiento vertical a
Ta profundidad z diferird de aquel que se tiene a la profundidad (z+dz) por
una cantidad igual a la deformacidn eldstica del pilote en l1a longitud dz
(fig 4.12). Debido a que el esfuerzo vertical es mayor que los otros esfuer:
20s, el problema se puede representar con buena aproximacion de las ecuacio
nes diferenciales

donde A_ = &rea de']aléec

’ trdnsversa1 deV: p11ote, pv— m6du1o de e]ast1
cidad del pilote'y vp} N

r ac1on‘de Po1sson para. el ‘pilote.

En las figs 4.13 a 4,16‘segpresentan los resultados del anilisis eldstico
para un pilote cargadd'éxia1mente cuando se tiene relacidn de longitud a dig
metro del pilote L/d 1gua1 a 10 y relacién de Poisson del suelo v=0.5. Se
encontré que el ana]1s1s riguroso da resultados muy parecidos a los obtenidos
con un andlisis aproximado (cuando se desprecia el desplazamiento radial).

En 1a fig 4.13 se muestra que el desplazamiento radial u(r,z) es del orden

de 6X107° veces el desplazamiento en la cabeza del pilote, Wos tanto en la

parte superior z/L=0 como en la inferior z/L=1. Con el an§11sxs r1guroso _”f}_:__

para pilotes rigidos estos desplazamientos son nulos.

En Ta tig 4.14 se presenta Ta variacidn del esfuerzo cortant"'par pilote
rigido. Se ha hecho un dibujo adimensional en términos de T/(P/ndL)
1 es el esfuerzo cortante en la interfase pilote-suelo. La"

esfuerzos cortantes calculada con ambos andlisis es 1dent1ca en 1, parte
inferior pero difiere para 1a parte superior de la 1nterfase ' T

En la fig 4.15 se presentan los esfuerzos radiales obtenidos con ambos .mé-
todos. La magnitud de estos esfuerzos es del orden de 1a mitad de los es-
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fuerzos cortantes en los extremos del pilote y de 1/5 en 1a parte media
{los esfuerzos de compresidn se indican con un signo negativo).

En 1a fig 4.16 se presenta la distribucidn de los esfuerzos cortantes en pi
Totes compresibles para dos valores de la relacion de Poisson del pitote
vp=0 y 0.2, obtenida con un analisis riguroso; cabe aclarar que en el andli
sis aproximado no se toma en cuenta la relacién de Poisson (25). La relacibén

de compresibilidad, A, se escogid igual a 6000 (A es la relacidn del md-
dulo de Young al médulo de rigidez al cortante del suelo). De los resulta-
dos se puede concluir que para fines prdacticos el analisis aproximado —el
cual ignora la presencia del pilote dentro del semiespacio— es adecuado.
Sin embargo, si se requiere conocer el estado de esfuerzos en la interfase,
entonces deberd realizarse un anilisis riguroso.

Por otra parte, se han obtenido resultados (25) con el método aproximado -

para un pilote compresible en los que se muestra que el efecta de A -éuya,',
variacién se tomé entre 6000 e infinite {la cual cubre todos lbs'fihéSJﬁFésgc
ticos de interés)— en la distribucidn de esfuerzos cortantes- en el;
es despreciable para pilotes cortos {L/d=20).y la d1str1buc on.
1a obtenida con andlisis mas refinados (26)

Para un pilote esbelto (L/d 80) 1a distribucion de esfuerzos cortantes pa-
ra valores de X entre 60000 e 1nf1n1to son muy parecidas y- ademas.'son si-

milares a la de p11otes cortos. S1n embargo para A=6000 1a distribucxén
tiene una variacion rad1ca]mente dlst1nta.

AsT mismo, el efecto.devk n,]girelac1on carga- desplazamlento' ertica1 es
despreciable para ”e:” ' L/d menores a 20

4.2.3 Grupo de 2 p1}ot
suelo

Para estudiar el ﬁroﬁ]e
adheridos al medio que los: 0dea_e1 que a su vez se:
espacio eldstico .y 1a 1nterfase suelo c1mentac10n rfg
"suave" en el sentido matemét1co :
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Se ha encontrado (25) que la ecuacién matricial que resue]ve el problema
—en general— es )

r 3 — - Y ST
(wi! [ksp] 11 63!
< . > = : ¢ S
fwitP [ksp] NP1 o3P
1
| tul N [kec]* € $c} )

donde { w31 .. {w NP gon vectores de ((n+m)x1) de desplazamientos ver
ticales para los pilotes 1,2, NP NP es el nimero de pilotes simétricos;

[ksP]P9 son matrices cuyos coeficientes (KSP);; se calculan en el p-ésimo
pilote debido al g-8simo grupo simétrico (p,q=1,2,...,NP); [KCPTP son ma-
trices cuyos coeficientes (KCP) - son los calculados en el p-ésimo pilote,
y [KPC]q son matrices con coef1c1entes (KPC) . calculados en los elementos
de 1a superficie del estrato rigido debido al g-€simo grupo simétrico y la
matriz [KCC] se obtiene al resolver el problema de una base circular o rec
tangular, apoyada en 1a superficie y con carga concentrada vertical (25).
(¢ }q son las intensidades de esfuerzo en el fuste y la base del g-&simo
pilote y {¢C} es el esfuerzo normal!éh}]a interfase cimentacién rigida-sue

To.

En 1a fig 4.17 se presenta la'comparac16n para un pilote cargado ax1a1mente'
con y sin losa de c1mentac16n 'Puede verse que cuando se t1ene losa,:
gidez del sistema se’

L/d mayores aWZO:"

1 a ”Y"i-j

En 1a fig 4.18 se pres
tanto para pilote r
la losa soporta ehtré115

20 por ;i"ehéd

En Ta fig 4.19 se: muastra 1a respuesta carga ax1a1 desp]azam1
de un grupo de 2 p11otes con Tosa rectangular. Puede verse que para p110—
tes cortos el efecto de ) es despreciable, asf como para p110tes largos la
»elaci6n carga axial-desplazamiento vertical es mds importante.



5. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado una breve introduccién del método de inte
gracion de elementos de frontera (MIEF) y su aplicaci6n a la solucién de
problemas de potencial y de elasticidad isGtropos en el plano. Los resul-
tados obtenidos con el MIEF son satisfactorios tal como se mostrd en el
Cap 4.

Las soluciones de elementos de frontera ofrecen ventajas sobre Tas solucio
nes tipo "dominio" como la de elementos finitos, diferencias finitas, etc.
Algunas de estas ventajas son entre otras la posibilidad de definir dnica-
mente la superficie del cuerpo y 1a facilidad con que pueden representarse
las fronteras en un medio infinito. Las ventajas son aiin mds notables en
problemas continuos bi y tridimensionales donde ocurren concentracién de
flujos o esfuerzos. E1 método también es adecuado para resolver problemas
con fronteras infinitas tal como ocurren en mecdnica de suelos, hidrédulica
y otras disciplinas de la ingenieria, donde los métodos cldsicos de dominio
no son del todo adecuados.

Se ha formulado el método de integraci6n de elementos de frontera basado en
una aproximacidn de residuos pesados pero también puede formularse en térmi
nos de funciones de influencia que se encuentran en la literatura bajo el

nombre de "método de las ecuaciones integrales de frontera". La formulacifn
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hecha a partir de 1os residuos pesados es mds poderosa {8) y permite re-
lacionar al método con otras técnicas cldsicas de la ingenieria.

Uno de Tos aspectos mds interesantes del método de elementos de frontera es

la simplicidad con la que se proporcionan los datos para resolver un prable
ma. Esta contrasta con la cantidad de datos necesarios en los programas de
elementos finitos. Este es un punto muy importante en la prdctica, ya que
muchas horas-hombre se pierden en preparar y verificar los datos de elemen-
tos finitos.

La precisidén de las soluciones de elementos de frontera es generalmente ma
yor que la obtenida con técnicas de elementos finitos. Asi mismo, los re-
sultados de elementos finitos son de precisidn aceptable para las variables
originales bajo consideracién (potencial en ciertos problemas de campo o
desplazamientos en andlisis de esfuerzo) pero cuando estas variables se de
rivan (para obtener flujos o esfuerzos) los resultados son de una precisidn
mucho menor y en la mayoria de los casos discontinuos entre los elementos
(8). Este problema puede agravarse adn mis, sobre todo si existen regiones
en el continuo con flujo alto o concentracidn de esfuerzo.

Las matrices que se obtienen para elementos de frontera son muchas veces
totalmente 1lenas lo que significa que el método puede ser menos eficiente
que los elementos finitos u otras aplicaciones. Para superar esta dificul-
tad se sugiere que el cuerpo debe dividirse en regiones diferentes que per
mitan obtener matrices bandeadas (8). La subdivisidn del cuerpo también es
necesaria para cuerpos delgados y largos o para aquellos en que tienen di-
mensiones de diferente magnitud en distintas direcciones.

Aunque estd fuera del alcance del presente trabajo, el método de integra-
cién de elementos de frontera también puede extenderse al estudio de- pro-,
blemas no lineales y a los que dependen del tiempo. Vant

En conclusidn, puede decirse que el méiodo de elementos de frontera‘presen
ta ventajas definitivas sobre las técnicas tipo “dominio" y que estas ven-
tajas son mds evidentes para problemas con fronteras infinitas y para cuer
pos complejos tridimensionales.
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Apéndice A. F6rmu1a$»dEvihtegraCiénénuméricéj‘,

A.l Introduc;ién;

El propos1t0 fund ment
dratura) es e1 ca]cu]o de-integy
calcular ana11t1camente

egracidn numérica (también 1lamada cua-
ale quefésfimposib]e o muy dificil de
La’ orhm cerrada usual de las expresiones anali
ticas de 1ntegra1es t1enen muchas ventajas sobre la evaluacidén numérica,
1o cual sugiere que las técnicas numéricas no deben emplearse sin hacer
antes un primer esfuerzo para calcularlas analiticamente (incluyendo una
investigacion en las tablas de integracion disponibles}. Ademds de la
precisidn, otras ventajas de las integrales analiticas son: su generali-
dad y 1a posibilidad de evaluar mds rdpido los efectos que se tengan al
variar cualquier pardmetro involucrado. No obstante, la integracién numé
rica es indispensable en muchos casos, dado que puede significar la dife-
rencia entre dar una respuesta correcta y una no del todo correcta.

La integracién numérica es también esencialien la evaluacidn de integra-
les de funciones disponibles Gnicamente en algunos puntos. Tales funcio-
nes algunas veces resultan de la solucion numérica de ecuaciones diferen-
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ciales o de datos experimentales tomados en ciertos intervalos.

En la integracion numérica las férmulas que mds se han usado son: la Re-
gla Trapezoidal que se basa en la aproximacion de la funcidn f(x) por
simples 17neas rectas y la Regla de Simpson que utiliza arcos parabdli-
cos usando la serie de Taylor para aproximar la funcidén f(x). Se pueden
obtener férmulas con una aproximacion mejor remplazando mas derivadas en
la serie de Taylor (20) con expresiones en diferencias finitas. Esta fa
milia general de formulas de integracidn numérica, conocidas como de New
ton-Cotes, pueden obtenerse de la misma forma para intervalos de puntos
iguales. Sin embargo, existen mStodos mejores de integracién numérica
tales como la integracion de Romberg y la Cuadratura de Gauss que son
mas eficientes y de mejor adaptabilidad a la computadora digital.

la integracidn de Romberg es una técnica de integracion numérica poderosa
y eficiente que se basa en el uso de la Regla Trapezoidal combinada con
la extrapolacién de Richardson (20). Converge mucho mds rdpido que la re
gla de Simpson, pero no es eficiente para funciones periddicas, ya que se
obtienen resultados totaimente incorrectos.

Quizd la técnica de integracion numérica mis eficiente sea la Cuadratura
de Gauss. Esta técnica se basa en la utilizacidn de polinomios ortogona-
les, tales como los de Chebyshev, Laguerre, Hermite o Legendre. Tiene
una aproximacidn bastante grande con solo usar cuatro puntos de integra-
cién numérica, de ahi que su convergencia sea bastante rdpida. Por otra
parte, cuande la funcién a integrar presenta una o mds singularidades, la
Cuadratura de Gauss puede tratarlas eficientemente en la mayoria de los
casos. La singularidad puede eliminarse tomando un punto suficientemente
cercano a ella y con ello descomponer la integral en dos partes. Cuando
se tienen funciones altamente oscilatorias, este método no es el mds apro
piado (20). Para mds detalles ver la ref 20.
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A.2 Formula unidimensional de la Cuadratura de Gauss

La Cuadraturade Gauss es un método muy poderoso para la integracidn numé
rica que emplea intervalos no necesariamente iguales. Los polinomios or
togonales tales como l1os polinomios de Chebyshev son eficientes (20) en
la aproximacién de funciones. Si tales polinomios pueden aproximar fun-
ciones tan eficazmente, entonces la forma de la integracidn numérica se
basa en Tos polinomios ortogonales que debe ser el siguiente paso 1dgico.
{Recuérdese que la Regla Trapezoidal y la Regla de Simpson se basan en la
aproximacion de la funcidn original por simples 1ineas rectas y arcos pa-
rabdlicos, respectivamente). Estos polinomics se han utilizado usando la
interpolacion de Chebyshev en Ta derivacion de la farmula de Cuadratura
(20}, que incluye la normalizacion del intervalo, el muestreo de la aproxi

macién de la funcion en los ceros del polinomio ortogonal y la genera-
cion del polinomio de interpolacion de la formula de Lagrange. Entonces,
la formula de cuadratura se desarrolla para integrar el polinomio de in-
terpolacion.

Aunque se han utilizado los polinomios de Chebyshev, €stos no son los dni
cos ya que existen otros polinomios ortogonales como los de Laguerre,
Hermite o Legendre que pueden emplearse para obtener las fdrmulas de Cua-
dratura de Gauss. En efecto, la seleccién del polinomio depende del tipo
de funcidn a integrar y de Tos 1imites de la integral. Los polinomios
mas empleados cominmente en este contexto actualmente son los pol inomios
de Legendre (20) y las formulas que resultan al usar estos polinomios son
las de la Cuadratura de Gauss-lLegendre o, simplemente, de la Cuadratura
de Gauss. o

Otras expresiones de cuadraturaicom&ﬁmente éhpTéd&a
Chebyshev y Gauss-Laguerre. S

La idea que hay detrds de la Cuadfatﬂrgf&efﬁauss s ncodﬁrak gng;fdfhu1a

de integracién
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W F0 &I AL

que sea exacta para todos los polinomios f(x) de un grado tan grande como
sea posible. Llos coeficientes de peso y nudos son variables (a diferen-
cia de la formula de Newton-Cotes, en que (nicamente los coeficientes de
peso eran incdgnitas (19)), se restringen a ser reales y los nudos deben
pertenecer al intervalo de integracién. Las funciones de peso w(x) de-
ben ser no negativas (18,21) en el intervalo (a,b), que puede ser infini-
to y satisfacer las siguientes propiedades:

b

1) |x|q w(x) dx es integrable y'finita'para:tqda,n 3'Of

Las férmulas de-integra
cidn. '
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‘ 1;A?2 '

Nétese que w(x) = 1}; 3
ben determinarse para hace

sea igual a cero para
posible. Al deriva
s0, se tiene.que .

tan alto como sea
ientes de pe-
En(ao'*‘ai

De aqui que En(f)‘
y solo si

Para el caso.en q
que

Esto da
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,» yenestecaso

o bien

Este sistema de’ecuaciones no lineales tiene una solucidn Gnica que estd
dada por i S

2
x, = -x, =V3 /3



82

Tuego, 1a férmula queda :

o bien

Este es un sistema de ecuac1ones no 11nea1es o]uc1on no es tan fa-
cil de obtener, debido a-1a d1f1cultad de trabajar con yjstemas no 1inea-
les. Sin embargo, puede hacerse otra aproximacion de la teorfa para
la ec A.1, es decir utilizar los po11nom nales de Legendre. En
efecto, para w(x) = 1 en]: I 1:]1a férmula nfégfaci6n de Gauss es

con nudos en los ceros de],polinomio dé‘LegehdFe,bn(x) de grado n en
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[C-1,17]. tLos coeficienteégﬁéfpeé_;(18)‘e5ténldadbsypori, s

y En(f).

para alguna -1 < n I
con funcién de. peso. (x usa-el 519u1ente camb1o de varlables 11-,
neal (20) - ‘ L

entonces 1a formula

con lo cua1 se:h”

Se han pub11cado 18,20, 21) To ’ DS~ NUC
so para la ec A. 2 para va1ores pequeno ;de‘n.k" tos
Tabla A.l. '
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A.3 Formula logaritmica unidimensional de la Cuadratura de Gauss

Para el caso en que la funcidén a integrar numéricamente seé de tipo loga—_
ritmico, también es posible obtener expresiones para la Cuadratura de '
Gauss. En efecto, Krylov y Palcev (21) han tabulade los nudos y coefi-
cientes de peso para integrales del tipo o

1

I R0 s 5 A )

del tipo

Los valores de lo

res pequefios de’



Apéndice B. DescFipéiéhwdéabfdgfamaé5?( .

Se presenta aqu1 la descr1pc1on de ]os programas usados en ]a so]uc1on de
problemas de potenc1a1 y de. e?ast1c1dad en el plano Se proporcionan los
listados de programas para la so1uc1on de problemas de potenc1a1 isotro-
pos con elementos constantes (u Y q que representan el potencial y la de~
rivada del potencial respectlvamente, son constantes en todo el elemento
(fig 2.3(a)) ¥y 11nea1es (u ya varian linealmente en el elemento (fig
2.3(b)). Para los:de elast1c1dad se presenta un programa para la solucidn
de problemas 1sqtr0pos<y 11nea]mente elasticos en ausencia de fuerzas de
cuerpo.

Se describe a cont1

IV para 1la so]uc1onlde probiemas »e potenc1a1 1sotropos con e]ementos'
constantes, esto es, e1ementos con potenc1a] u'y derivada de potenc1a1 q
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constantes y con un nudo en medio (fig 2.3(a)).

E1 programa requiere menos pasos de programacidn que uno de elemento fini
to debido a que es innecesario tener una subrutina especial para ensam-
blar el sistema de ecuaciones. E! nimero de incégnitas es sustancialmen-
te menor ya que dnicamente se requieren nudos en la frontera. En la fig
B.1 se comparan los pasos principales de ambos métodos. Asimismo, no es
Gnicamente el nlmero de pasos los que se reducen para elementos de fronte
ra sino que la entrada de datos es mucho mds fdcil que para elementos fi-
nitos. Por otra parte los resultados internos se obtienen Gnicamente en
Tos puntos donde se requiera y no en cualquier lugar en el dominio, como
se hace en el caso de elementos finitos.

E1 diagrama de macro-flujo para el programa de elementos de frontera se
muestra en la fig B.2. En el programa principal se define 1a dimensidn
maxima del sistema de ecuaciones (o nudos de frontera) por NX.

E1 archivo mas usual de entrada es 5 y el de sa11da 6% rSe}IIaman~1aS"cigf*
co subrutinas s1gu1entes : L -

INPUT : Lee el programa de entrada¢; 

FMAT : Forma las matr{cé :
diciones de frontera

SLNPD

INTER

OUTPUT : ,fmpré$1 nd

Las variables generales enteras que se usan'en e] programa, junto con ‘su

significado son las’ s1gu1entes
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N : Nimero de elementos de Frontera (lgual al ndmero de nudos en.éste

L : Nimero de puntos ihteran d9n

El dnico entero ordenado es

KODE: Indica el orden un1d1mens1ona1
en los nudos elemento. ST KODE—
del potencial u y si KODE=1 s;gnjﬁlca ue st
derivada del potencial ¢ en‘éffnudBﬁAFdﬁ : !

glvﬂoﬁﬁéjé.

Los arreglos de las variables rea]es que se a]macenan en 1a memor1a unto
con datos y resultados son ‘

X : Coordenada x del punto extremo de Tos e]ementosfde'frqp;g
Coordenada y del punto extremo de los e]ementdérdeffr

XM

YM

FI

DFI :

X

cy
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SOL : Vector de valores del potencial para puntos.internos

A continuacién se descri el programa. -

Subrutina INPUT

Todos 1los datos que; equi
datos de entrada con 1ste :

Los

1) Tarjeta del titulo. ‘cdniigne g1;ngmb+g dé]ﬁprogrqha,'FORMATO 16A4.

2) Tarjeta de pardmetros basicos. Contiene el numero de elementos de
frontera y el nimero de puntos_1"’ 10 ¢
FORMATO 215.

ca1cu1ara 1a funcibn.

3) Tarjetas de coordenadas de. puntos 1nternos Son tantas tar;etas corio
nudos se requieran, en cada nudo se dan las coordenadas x. vy, FORMA
TO 2F10.0

4) Tarjetas de coordenadas de puntos extremos de los elementos de fronte
ra. Cada tarjeta define las coordenadas del extremo de un elemento,
lee en contra de la direccién de las manecillas del reloj para el ca-
so mostrado en la fig B.3(a) y en direccion de éstas para el caso de
la fig B.3(b). FORMATO 2F10.0.

5) Tarjetas de condiciones de frontera. Son tantas tarjetas cqmg,nudos
se tengan dando los valores del potencial en.e] nudo si KODE=0 o el
valor de la derivada del potencial si KODE=1:. KODE-se lee en FORMATO
I5 y FI en FORMATO F10.0. o '

Esta subrutina imprime el titulo, Tos parametros bas1cos, Jdos: puntos extre
mos de los elementos de frontera y 1as condiciones de frontera FGS ‘coor-
denadas de puntos internos se imprimen en la subrutina OUTPUT. ‘
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Subrutina FMAT

En esta subrutina se obtienen las matrices Hy G de 1a ec 2.23. Sus ele-
mentos se obtienen con las subrutinas INTE e INLO.

INTE: En esta subrutina se obtienen los elementos de las matrices H y G
por medio de la integracidn numérica a 1o largo de los elementos
de frontera. Se obtienen todos los elementos excepto aquellos que
estan en la diagonal.

INLO: En esta subrutina se obtienen los elementos de la diagonal de 1la
matriz G, esto es, los elementos de frontera en los que se inclu-
ye el nudo bajo consideracion. La matriz G, se obtiene con la -
ec 2.30. B

Los elementos de la diagonal de la matriz H es ﬁ -+ 1/2 (ec 2.21) é'igué
les a 1/2. Notese que la solucidon fundamental se ha tomado como Ln(l/r)«.
en el programa, todos los términos de H y G aparecen mu1t1p11cad05fpor 2r.

E1 siguiente sistema de ecuaciones se reordena paré fonndriid a
(que en esta etapa se ha almacenado en G) y del lado derecho e
{que en esta etapa se ha almacenado en DFI) de la ec>2.242

Subrutina INTE

Los valores de los coeficientes fuera.de la diaéona1 de H' se(calcu]an
con la férmula de integracién de 4 puntos de Gauss (Apend1ce A} o

La variable DIST es la distancia del punto bajo. cohsj
mentos de frontera como se muestra en la fig B.4.. S ‘
misma que la de la normal se define pos1t1va en caso contrarwo es negat1
va. :

Los términos G y H son del tipo
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a1 fxaxeEy (vioz)E

x
n
™

[
~

Los términos de 1a Gltima parte:son una consecuencia del cambio de coorde
nadas de X, Y aTa coordenada adimensional &, esto es; el Jacobiano de la
transformacién. - . : ER. : :

Subrutina-INLQ =iz

En esta subrutiﬁé $: obtien
G con la ec 2.30, esto

Subrutina SLNPD

Esta es una subrutina estindar obtenida por Brebbia y Ferrante (8) que
puede resolver una matriz definida no positiva con el métedo de elimina-
cion de Gauss. Si 1a matriz A tiene un cero en la diagonal, entonces se
intercambia por otro rengldn, se dice que el sistema matricial es singu-
lar dnicamente cuando al intercambiar renglones se tenga un cero en los
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coeficientes de la diagonal, para una posiciﬁn_de reng]ﬁﬁldetekminada.,

El resultado es un vector con 1as 1ncogn1tas del potenc1a1 y sp’der1vada :
en la frontera y se escr1be en DFI. o ‘ i

Subrutina INTER

La subrutina INTER reordena Tos vectores FI (vector de 1a cond1cion de
frontera) y DFI (vector de 1ncogn1tas) de- ta] forma que todos los valores
del potencial se almacenan en FI y todos los va1crns de 1as derivadas en
DFI.

En esta subrutina también se calculan los valores de1'potencia1 para pun-
tos internos con la ec 2.25. Notese que debido a que todos los términos
de H y G aparecen multiplicades por 27 la solucidon para puntos internos
se multiplica por 2.

Subrutina OUTPUT

En esta subrutina se 1mpr1men 1os resuitados del probiema se 11stan ]as
ray ”potenc1a1 y de su

Cap 2. Pero no obstdnt

mismos en c1ertas subrut1na se_requieren algunas modificacio

Las subrutinas INPUT y1SLNPD"5dh-1as mismas en ambos-prbgréMas;
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Para este caso, el programa principal es similar al programa dado en la
Sec B.1, pero agui no se necesitan los arreglos XM y YM con las coordena-
das de los nudos medios, debido a que 1os nudos se consideran en la inter
seccion de dos elementos. Por tanto, XM y YM no necesitan incluirse en
el argumento de la subrutina FMAT.

Subrutina FMAT
En esta subrutina se forma el sistema de ecuaciones‘que se resolveri.

Subrutina INTE

En esta subrutina a diferencia de la correépondient a progkama*de ele-
mentos constantes en lugar de obtener {inicamente Tos - va]ore§ para el ele-
mento a o largo del cual se realiza la 1ntegrac1on, se obt1enen también
los coeficientes de 1a parte de G y H correspond1entes a los nudos adya-

centes.
Subrutina INLO

Esta subrutina obtiene los elementos de la matriz G que. ¢orkespohden a
las integrales a 1o largo de Jos e1ementos que 1nc1uyen el nudo bajo con-
sideracion.

Subrutina INTER

Esta subrutina sustituye a l1a correspondiente al programa de elementos
constantes. Se colocan todos los potencia1es'en FI y sus derivadas en
DFI, obteniéndose finalmente los valores del potencial para puntos inter-
nos. E1 valor del potencial para puntos internos se obtiene por medio de
Ta ec 2.25 pero 1os coeficientes de G Y H i se definen por las ecs 2.35
a2.37.
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Subrutina OUTPUT

Finalmente, en esta subrutina se imprimen los resultados perb‘a:diferen-
cia del programa para elementos constantes en lugar de 1mpr1m1r ]os arre
glos XM y YM se imprimen las coordenadas de los nudos, esto es: 1mpr1me. o
los valores de X y Y. e

E1 listado del programa SPPBEL se muestra en la: &péhdiée.
B.3 Programa SPEBEC para la solucidn de prob]ema isét;opqs_yﬁ]ihea]men-
te elasticos con elementos constantes i
Para este caso se da un programa de computadora en lenguaje FORTRAN IV pa
ra la solucidn de problemas isotrdpos y linealmente eldsticos en ausencia
de fuerzas de cuerpo con elementos constantes. E] programa tiene 1a mis~

ma organizacion que los programas anteriores.

En el programa principal y en la estructura de datos las variables y arre
glos generales usados en el programa junto con su significado son los Sif'
guientes ‘ ' w

N : Nidmero de elementos de frontﬁra (qu
mero de nudos)

L : Ndmero de puntos_ 1nternos'dond
plazamientos e

GE :  Médulo de cortante
XNU : Modulo de Poisson

X,Y : Arreglos unidimensionales col
mentos de frontera &

XM,YM: Arreglos unidimensionaieé”édkflasﬂ“h,_:;h;

G : Matriz definida en la ec 3.80. Despuds de apliCak 1as condicio-



KODE :

FI

DFI

CX,CY:

DSOL :

SSoL

Al igual que en Tos prograﬁés nteriore
cipales que son los siguientes.

INPUT:

FMAT :

SLNPD:

INTER:

QUTPUT:
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nes de frontera la matriz A se a]macena en e] m1smo 1ugar (ec

Matriz definida por la ec 3.80

Arreglo unidimensional indicando el tipoLd
en Tos nudos de los elementos

Vector donde se almacenan los va]ores prescr1to de :las: cond1c1o-fﬁ
nes de frontera :

Vector del lado derecho en el sistema global. Despues de resol-",

ver el sistema contiene los valores:de las 1ncogn1tas

Vectores unidimensionales con las coordenadas de los'puntos i
nos (maximo 20)

Valores de los desplazamientos en puntos 1ntern
tos por punto) '

Valores de los esfuerzos en:
to) :

inco subrutinas prin-

Lee el programa de entbd&‘

Forma las matrices H.y}G*V

Gauss

Impresion de resu]tados -
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A continuacidn se describen-las subrutinas empleadas en el programa.

Subrutina INPUT

Todos Tos datos que requiere el prerama'sef]een”énfesfa7éﬁbFut 5
datos se presentan de la siguiente forma Gk

1) Tarjeta del titulo. Contiene el nombre de]rprograma; FORMATO 16A4.

2) Tarjeta de parametros basicos. Contiene el nimero de elementos, niime
ro de puntos internos, el mddulo de cortante y el mddulo de Poisson.
FORMATO (215,2F10.0). )

3)_ Tarjetas de coordenadas de puntos internos. Son tantas tarjetas como
nudos internos se requieren. En’cadaﬂhﬂdg se dan las coordenadas Xy
Y X5. FORMATO 2F10.0. S e

4) Tarjetas de coordenadas*de%bu s de 6§TE1EMEnto§ de fronte '

ra. Cada tarjeta define 1?§:Cd -denada:

5)

0 ’parémetros basicos. Des-

pués las coordenadas de los punto 2 mos. d 105 elementos de frontera
y las condiciones de frontera de’ cada nudo as1 ‘como también Tos coédigos
y valores prescritos. Las cootdenadas ntos.jnternos se imprimen en
la subrutina OUTPUT. e R e e B .
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Subrutina FMAT

En esta subrutina se obtlenenxlas matr1ces:H y G"on 1as subrutinas INTE
e INLO. T '

INTE : Aqui se obtienen los coef1c1ente “de,H
usando integracién numérica 7

INLO : Obtiene la matriz G.. -
. AL

La matriz H.. es simple (péra'ffonteras:sufibjeﬁtementefliéaS);

En esta subrutina también se arregla el sistema de ecuaciones y 1o prepa-
ra para su solucion. La matriz A de Ta ec 3.81 se almacena en esta etapa
en G. Noitese que algunos renglones en A se han multiplicado por el mddu-
10 de cortante (que en el programa se representa como GE) para eliminar
el error numérico (es decir, todos los elementos de la matriz G son ahora
del mismo orden). Asimismo, en esta subrutina también se forma la parte
derecha del vector F {almacenado en DFI).

Subrutina INTE

Se obtienen aqui los valores de los coef1c1entes de-las matr1ces H y G
usando integracién numérica. Notese que H #H pero G G21

Subrutina INLO

En esta subrutina se obtiene la matr1z G La 1ntegrac1on se hace ana11
ticamente pero también puede obtenerse con 1ntegrac10n numer1ca.
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Subrutina INTER

Esta subrutina reordena primero los vectores DFI y FI de tal forma que to
dos los desplazamientos de frontera se almacenan en FI y todas las fuer-
zas de superficie en DFI, Asimismo se obtienen esfuerzos y desplazamien-
tos en puntos internos. Para hacer esto se usan las ecs 3.82 y 3.83.

Las integrales de los coeficientes de S y D que aparecen en la (ltima
ecuacidn se obtienen en otra subrutina 1lamada SIGM.

Subrutina SIGM

Los coeficientes D y S dados por las ecs 3.74 v 3.75 respect1vamente, son‘
necesarios para obtener los esfuerzos en puntos 1nternos.r

En esta subrutina se obtienen las integrales de los. coef'
con la férmula de la Cuadratura de Gauss.

Subrutina QUTPUT
En esta subrutina se,imp?“m,

1) Nudos de frontera.con coorc
tos uy,uy y fuerzas de sup

2) Nudos internos: con coorde
Ugslp ¥ esfuerzos o (s

E1 Tistado del progfémé'sﬁEBE



Apéndice C. Problemas con'mds de una superficie

E1 método de integracidn de elementos de frontera puede usarse para estu-
diar problemas con mas de una superficie, como es el caso de cuerpos con

agujeros tal como el mostrado en la fig C.1. Para definir una frontera ex
terna o interna se necesita identificar la direccion de la normal. Esto,
para problemas bidimensionales puede hacerse de la siguiente manera

1) Para superficies externas la forma de enumerar los elementos se hace
en sentido contrario a las manecillas del reloj. : :

2) Para superficies internas 1a forma de enumerar los elementos se hace
en sentido positivo. S ' )

De esta forma puede definirse 1a normal en el programa de computadora.

E1 programa SPPBSD de computadora siguiente se basa en el programa SPPBEC
para problemas de potencial is6tropos con elementos constantes (Apéndice
B) pero pudiendo tomar cinco superficies diferentes. Cada superficie se
enumera de acuerdo a lo sefialado anteriormente. Las subrutinas del pro-
grama son las siguientes
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E1 programa principal es el mismo que para el caso de problemas isb6tropos
con elementos constantes, excepto en que el COMMON se sustituye por-

COMMON N, L, NC(5), M
donde las nuevas variables NC y M son

M: Nimero de superficies diferentes : -
NC: Nimero del nudo iltimo de cada superf1c1e d1ferente

Subrutina INPUT

La entrada de datos es la misma que para el programa mencionado, con la
excepcion de M y NC que se leen en la misma tarjeta de N y L (nlmero de
elementos y nimero de puntos internos donde se calculard la funcidn). Se
lee en FORMATO 815.

Subrutina FMAT

Debido a que el COMMON se ha cambiado es necesario definir algunos coman-
dos extra para diferenciar cada una de las superficies; ademis &stos se
usan para obtener las coordenadas del punto medio XM y YM. Notese que 1a
coordenada del nudo Gl1timo de cada superficie es en el punto medio del
segmento definido por el punte extremo Gitimo al primer punto sobre tal
superficie.

Las subrutinas INTE, INLO y SLNPD son las mismas que para el programa de
problemas de potencial isétropos con elementos constantes.

Para el caso de la subrutina INTER varfa con respecto a la del programa
mencionade en que debe tomar en cuenta 1as superficies d1ferentes

Finalmente la subrutina OUTPUT {nicamente es necesario cambiar e1 huévo' 
COMMON, esto es '

COMMON N, L, NC(5), M
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E1 listado del programa SPPBSD se da en la parte final de este apéndice.
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Listado del programa SPPBEC

LRESET FREE
DETOS, UNTT=0I 5K, RECORD-1 4, Bl

S ING=Z0
PRINTER, LINTT=FRINTER, G500

PROGRAMA FARA LA SOLLICION eI F

[ . =
N SIONELED EMPLEANDC S METOR g0 SRACION DR Rt S
C FRﬁNTFRG *
[ CHMRFLEAN K1 T ING ANTE S, *
(R R B 2o T N T N A A 1 VP
CITMMIN Ny L.
DIMENTION X(41),Y(41), XM{AOQ) . ¥MIAO) - G(A0,40) . FI(A0y , OF I {40)
DNIMENSTION FODE4O)Y, OXCADY DY 40) , S0 (40Y  H{40D,£0)

WX =40 ’ .

FET AR XK R SR R R R R RIS AP 4 bf}%#%%*4%*#4*%ﬁ%#%*i**4ﬂ%*
LECTURA [E TW

*
A REEY u444+*a»%#¢**%n+***#%*&+:*avﬂ&44#%**4u***n&***#**a****&*#&&4*40%*
CALL TMPLIT (EXS Y X Y, WODE, FED
n%&o%%%#&%%*%%¢»»vu*%4ar4*»&44%%»5**»&»«mar4¢**n***a*+**u*%*#«aa*m*«&%&

l ForMa EL STSTEMA DE BT 10
l%:ﬂ%b*b4+9+ﬁqm&§ﬁ%%ﬂ%%%%lfﬁW*%o*%%*{**“#*%%*%ﬁﬂh#@ﬁ%ﬁ**##¥%*%5#&95*%1#‘

CALL FHAT (XY, N Vi, G Hy FT L OF Dy EOGE , MY

AT A A S e B A 2 e 3 A e R € b O LA AR T R G Pt B St e B R o K R R s
[ SCLLICTON TEL l M

B2 e Rl G AR

*
R R N e L Y S L

L YRR GNP [ W1 SN R P g

n AR IR SRR T #-ﬂ-s'»nn-o--n— B R R Y Y L L S R P )
QETTENE &0 TRCIA. BN FUNTISS THNTERNOS 5
l"a:- F 4P e dr AR Belb TH T BN B A %-ﬂ e b-:u»-x L L N O R PR LT et SRR P R )

TALL INTER Il S W T AT T o el SO A O SR VI W I

et srgfobaodd b
il

(ﬁ-’fﬂ'if %35 V‘if**: R B il
RESULTADOE *
!- it EF HESER ‘111' '1?‘ L J—(--)i"f -"-&-‘r BN gl SRR B At ARG HAR RS R R R RS

B R R R T A T R T e R R e R T

-

WY RN CATELIT CAM, Y T T 0K, Y S0) : e
CALL EXIT
END

SUITROUTING

[ s e BG4S okt R R R A A S R R A A e S 2
i N FA *
c i, WCNDE S5 ORTENDRAN LAS : o~
Qo g E

L4 404 30 5 4 9 O g1 *‘"P R P A O 36 3 3O YR R B e e A B R gt S 4:-#1“*!’*3}*%** A 46 R AT Lt b
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I LR E D 2 A A 1 IR S 16 26 04 SRS N S8 3 104 6 2 B

73 R A R Tt R
LECTUSRAN T
e A Jp

B A B R K SR BN Y
OR LOS +*
3+

AR R
LF»THRﬁ A}

Tl K A

B N Tt LE R L R
E R - b d

TS
DAL Lt TM TSI s et VT T S RETTGy, £ S AMMUITI, X, ARSI O,
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T LT T DT DD, N

.4?”#4l**H**ﬁﬁ*##**%#*ﬁ5%##4**%*#**#%*
SO, PARA FORMGR Bl S1STEMA:
L, ¥ =

#
..b%*-*%%***%ﬁf%***%%%**%*%f%%ﬁ**ﬁ%*#ﬁ

(L) XMOL) s YMEL) - GUNX LG INX ) HONX NX) b FX (1), KALEC L)

4{***%%#*ﬁ********ﬁ*#**ﬁ*%**#“*ﬁ*
LINTID MEDIOD Y LAS ALMACEN n

:5'%*444%“*75*ﬁ}*4%*4éﬁ%%*%4*ﬁ%*#***%”**k#*
A i
A AN R s S D R B B R R R A R

ey

Ty . YMETY XL Y Y X G 8 ) Yt 4 1Y s H (T3 Lo ) )
(XL D aX LAY N ST ) H (T b))
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T
I
-
-

fﬁﬁ***é*#%%%%*&*ﬂ%*
T VERG it
*r%%««snnﬁﬁﬁﬁwﬁuaﬁ
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ST Xial ] ﬁr; TI R OE TERMINMGD
TROEL CSILTEMA CONTTEME *
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Listado del programa SPPBEL

EZ
‘“ﬂéTG“g,HNIT'[ Sk, RECOR "14 BLUIVING 20
“RINTES Y UNIT=RRINTER

h*%é%*%*%*%***%%%&#é%#ﬂ:%%k***%***%*%***#**##*k#*##**%*ﬁ*****#******
PROGIRAMA PARA LA SOLUCTON DE PROBLEMAZ PHTENI IALES BIDIMEN— #
“IHNA%F; EMFUEANDD EL METODA IE INTEGRACION DE ELEMFNTOa DE %
FRONTERA.

+#
TE EMPILEAN ELEMENTOS CON FUNZIONES LLINEALES *
[ X A BB AT A0S 33 5 T A0 04 6 RSB0 3695 5 9B 0 S R TS KA 8B S AR

COMMOIN s L

l._EC-UM DE 1’1; ¥*
TR I A MR NN N AN R A P B -mW*hk*ﬁﬁ%%%%*%*Q*#*#*%*%#********%**%****#*#*
AL INFUT COXGRY, XL YL EODE. FT)

_}%#**%*##Qﬁ%%%**ﬂ%*#%##&ﬂ§%*+4#%ﬂ%o%%#%#*k***4*%**%#*****%H*ﬁ****%%w***
[N FORMA ELl SISTEMA DE ECLUIACIONES
[T B S A S B 0 R B e B RS AR S B a**a*&***&*******»*u#********#

CALL FMAT (Y. ¥ GOHFT L RFL S KODE . NX)
“4%%4#**#*#**%#***%*%%%*%**&%%#ﬁ*%%*4%*%%****##*N**%*##***###**********%
&

SOLLCION DEL =JSTEMA DE ECUACTONES
'%*#%4*%*«#*4%#**»##**hr4«n#»;4}4n+xwﬁ*****»u*%*»ﬁﬂ***a»**#*#%%*%***#*nﬁ

CALL SLNDP LT TIF T, T ML NS

U 45 A T 2 B R Sl A AR B B xa%«%*»&*»4&*%»%«x%*mq**#%*v%b**#**%»**
C OBTTENE YA FOTENCTIAL EN PUNTOS INTERNOS
F%%*%%*%k#**#&*%ikﬁ#'1%¢-4*%§$v!i%%*&**%&**%**#%**«#%k*%%#***%*****%#**#

CALL INTER (FI,081, W0, CX, Y. X, Y. 200)
l**%**%é*#%%k%%****%%%%%*ﬁ*4**%44&#%4’t*%*%*%%ﬁﬂ**#***#****%ﬁ4***#*##**%
P

IMPRESTION DE RESULTALNDL
l%##***%ﬂ%n******%*ﬁ%*%#ﬂQ%%k&%%%x%%d#%#*k******#*%#**%#&********%*#*%%H

AL QuTeLT (XY FTLTF T, CX iy, 500
CAaLL EXIT

ErD

SLIEROUTINE INPUT LK 0 Y Y, MODE S FT)

*Hot*%*&N%%*H%*ﬁh*#*%**##%%%w*%«ﬁﬁ%***#***%%ﬂ#&#**#%l**%*****#**#*##**%
i DE FROMTERAS

L= NL NOE TONMDE SR OBTENDIRAN LAS sl

FLING TIaNES

£
k%wﬁk“*%kﬁﬁ“*%%h!\%b%#kﬁV*ﬁ%%*ﬁ#%*d%ﬁﬁﬂ%"##ﬁ#*##¥*HWﬁ%ﬂk%*#%*#%***%*%**

,jﬂﬂﬁ‘
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COMMON N, I
DIMENTTION 2XC1), 0 (), ¥ 04, Y1 KAODEL 13 FI(1YTITLE (1A
WRITE (L, 2000)
2000 FORMATCIHL, 3X, 7201 4% ) 24X, 1H#, 5X, &7RFR0GRAMA FARA LA WNIDE T
10BL.EMAS FOTENCIALES BIDIMENTTOMALES, . 1¥, ‘H#’Q,,’HF B N
el WMEToRG OE TNTEGRACION DE S| EFENFHE F” FRONTERA A 4,
y 4 1HEMEPLEA! .EM CON FLINTTONES LIMEALE Aa1013,
H ACTO H~ 187X, TH®4Y, TH Y, 5, ARSI
q LA, RAR:IA V., EESREI

LiRAR - 17’1,14)-1Hﬂ/éx

R R Rk Lt R I G R R T X
s SE LEE EL TITULO DEL PROGRAMA *
IRE L L LTl r e R e LR SR 2L R E T e S ST S LR R T RE S P SRS S

READ(S, 1000) TITLE
1000 FORMAT(14A4)
CWRITE(A,2010) TITLE
2010 FORMAT(/SX, 2k, LA , 2H#4#1)

g g e e X T E L E R R R E R T LR L %k%!ﬁ%%*%ﬁ*%#*ﬁ*
[ LECTURA DE FARAMETROS BASICOD
P*%*%%%#**%#%*%*{%%#**%#ﬂ%%*%#%*%*%%*#*%*k#*#*#%%%***#@#ﬁ*k%###*****ﬁéﬁﬁ

EATH(S, 1010) N, L
1010 FORMAT(21%)
WRITE(L.2020) N-L
2020 FORMAT(//4X, SHDATAS, / /74X, 34-NLIMERD E ELEMENTOS DE FRONTERA = 13,/
1?5;60HNUMERD NE FLINTOS IMTERNOZ DONDE ZE OBTIENEN LAT FLINCIONES =
[p R A e e T SRR T T I LTI LSRR PR R P S SRR g T T
[ LECTURA DE COORDENADAS DE FLUNTOZ INTERNOS #
(R T R RS R R R R M I NI PR A I NN PR SR LR S S R
IF (1) 1,2,1
1 0o 16 1=151.
10 READ(S, 1020) £X(1).CY (1)
1020 FORMAT(ZF10.0)

I R R i L Sk b R b b L e B St b S b R ol e
LECTLURA I‘li" FUCIRI’IFNAT'A‘— 0T PUNTOE EXTREMAS DE LOS ELEMENTOS bl
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Tabla 1. Datos requeridos para el programa SPPBEC

denadas de puntos internos

ondiciones de frontera
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Tabla 2. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEC
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Tabla 2. Continuacitn
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CHOWER
NETHAL ST I
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Tabla 3. Condiciones de frontera para el programa SPPBEL

e

cddigo | valor prescrito
0 - 300.0 -
1
1
o
0
0
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Tabia 4. Resultados obtenidos al apl1car el programa SPPBEL al eJemplo de flujo de

calor

S DE FROMTERA
£ -V FOTENDTAL J DESIVADA DEL POTIMOT L
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/—flﬁ(,u WS E 40 |

au'muoar-‘-»ni A ODCOOOE+01
LTOOOOONE 4D  LOOOAGOT 40
0, ,/-nr\ﬁ(lf)(‘nl"—e-u]
O, L AQQOOCOE+0 1
(s « ZOOOOD0E DY
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X Y
ZOOOD0OE+O] :_n('rcw"u IE+O1
AGO0QO0E+Q | u

4000000E+Q L

on(mt UE+('1‘
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Tabla 5. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEL al ejempio-de flujo de
calor (pero con dos nudos en las esquinas)

RECHIL TR

HNUDOS TE FROMTERA

FOTEMCIAL

] DERIVARA NEL FOTENCTAL

15}

')

FHINTOS TNTERNOS

N

y ')ru )!‘1(—4—01
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7Nud6§;faé[vfrohtera '

S B o e | Evementos Tinea | v -
- y-Elementos: | Elementos = Elementos-:
Nudo™ | Teoria “constantes | lineales los con.dos nu-. -{soparamé-
b : o dos en las es- tricos:
i quinas SR thtyate i
1 | 300.00 { 252.20 - | '300.00 298.00
4 |-50.00 | -52.90" ‘| -24.00 -50.13 . f
6 -50.00 |~ -52.90 - | -24.00 -50.13
9 300.00 | 252.20 ° | ©7300.00 298.00
~ " Puntos Tintarnos
L Elementos Tinea e
. . Elenentos Elementos — 1 Elementos ..}~
Nudo | Teoria | constantes | Tineales les con dos nu-- isoparamé-
~ dos en las es- tricos
quinas COSn
A | 200.00 | " 200.30 | 200.40 200.00 201.38
100.00 |- 99.70 . 99.60 ~ lo0.00 .
c 150.00 ' 150.00

tantes. -
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Tabla 7. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBSD al ejemplo de flujo
de calor entre dos circulos concéntricos (prob]emas con mis de una su-~

perficie)
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Tabla 8. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPPBEC al problema de
flujo laminar alrededor de un cilindro entre dos placas paralelas
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Tabla 9. Resuttados obtenidos al api1car
flujo laminar
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el programa SPPBELIa]1§r0b1éma‘de
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Tabla 10. Resultados obtenides al aplicar el programa SPPBEL al problema de

fiujo laminar (pero con

dos nudos en las esquinas)
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Tabla 11. Valores de u para algunos puntos internos mostrado$ gnk1§'fig i

4.5

Nudo { Elemento | Elementos Elementos .| Elementos Li- | Diferencias
finito constantes.] lineales neales con finitas
: i T .| dos nudos en curvilineas
las esquinas
A 1.15 127 123
B 0.80 __”ﬁ;0;84_'3A -
c 0.40 | 0.43
D 1.21
E 1.21 b
Fl oo
Tabla 12. Valores de u
dos en la fi
Nudo | Elemento | E J | Elementos Elemen |Coloca-
finito 2]=1ineales | tos cion
.-con dos isopa~- |y mini-
nudos en | ramé- [mos cua-
-Tas esqui | tricos |drados
nas
1 -0.80 -0.99 -0.80 | -0.75
5 ~0.76 -0.86 -0.72 | -0.65
6 -0.50 -0.09 0.0 0.0
10 -1.95 -2.42 -1.80| -1.90
12 0.0 0.18 0.0 0.0
13 0.34 0.44 0.39 0.40
14 0.69 0.78 0.76 0.72
15 1.11 1.18 1.67 1.15
16 1.54 1.58 1.57 1.55
17 2.00 2.00 2.00 2.00
20 1.46 1.57 1.10 1.60
26 1.18 1.03 0.70 1.00




Tabla 13. Resultados obtenidos al aplicar el programa SPEBEC al problema de una cavidad en

uniforme

un medio infinito bajo presiSn interna

RESULTADOS
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Tabla 14.

“la
-elasticidad




Tabla A.1 Ceros y pesos péra la Cuadratura de Gauss . .

H

10

©~0.00000000
7 40.86113631

70.33998104

+0.90617984
¥0.53846931
0.00000000

+0.93246951
¥0.66120938
¥0.23861918

+0.94910791
$0.74153118
¥0.40584515

0.00000000

+0,96028985
¥0.79666647
¥0.52553241
¥0.18343464

+0.96816024
¥0.83603111
¥0.61337143
70.32425342

- 70.00000000

+0.97390653 . .
¥0.86506336

+0.67940957

©-70.43339539
-70.14887434

'0.00000000

200000000

1.00000000

0.55555555
0.88883838

0.34785485
0.65214515

0.23692688
0.47862867
0.56888888

0.17132449
0.36076157
0.46791393

0.12948496
0.27970539
0.38183005
0.41795918

0.10122853
0.22238103
0.31370664
0.36268378

0.08127439
0.18064816
0.26061069
0.31234708
0.33023935

-0.06667134

0.14945135
0.21908636
0.26926672
0.29552422
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Tabla A.2 Ceros y pesc

;:p'afra 1a »j@Ua';irqtura, de Gauss logaritmica

n e W,

- A L
2 7+ 0.11200820 0.71853931
0.60227690 0.28146068
3. 0.06389079 0.51340455
- 0.36899706 0.39128004
0.76688030 0.09461540
L 0.04144848 0.38346406
0.24527491 0.38687531
0.55616545 0.19043512
o 0.84898239 0,03922548
5 0.02913447 0.29789347
o . 0.17397721 0.34977622
0.41170252 0.23448829
0.66731417 0.09893045
0.89477136 0.01891155
6 0.02163400 0.23876366
0.12958339 0.30828657
..0.31402044 0,24531742
0.53865721 0.14200875
0.75691533 0.055454 62
0.92266885 0.01016895
7 0.01671935 0,19616938
0.10018567 ©:0.27030264
0.24629424 0,23968187
0.43346349 0.16577577
0.63235098 '0,08894322
0.81111862 0.03319430
0.94084816 0.00593278
8 0.01332024 0.16441660
0.07975042 0.23752561
0.19787102 0.22684198
0.35415399 0.17575408
0.52945857 0.11292403
0.70181452 0.05787221
0.84937932 -0,02097907
0.95332645 0.00368641
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Fig 2.1 Definicién de las cohdidibneéldé}fﬁpﬁtéf&[éﬁ:Nn,déﬁiﬁib
v occerrado Q. . T e

Fig 2.2 Superficie de fronte

supuesta:hemisférica para fines
de integracidn. e [
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Fig. 2.6 Elementos internos y de frontera’
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Fig. 3.5 Superficie de frontera I supuesta hemisférica para fines
_deintegracién o0 T SR L

X3
Xl
3
Xl
x3
Xl

Fig. 3.6 Cuerpo tridimensional dividido en (a) elementos
de frontera constantes, (b) clementos de frontera lineales y (c)
elementos de frontera cuadraticos. .
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Fig. 3.7 SiStemakdekcoordengdaé-Qafa{dnuéleméﬂtd;déﬁfrdnféré»,‘;,@i:,,

1 punto de
‘direc-.

Fig. 3.8 Definicién de derivadas— = -
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Celdas internas para la in-
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! cuerpo '

Fig. 3.9 Division de un cuerpo bidimensional en e]ementos de frontera'
y celdas 1nternas; . .
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Fig. 3.10 Definicidn geométrica de los puntos I y B

X (2)

Fig. 3.11 Definici6n de elemento
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Fig. 4.1. Problema de potencial Simp]e;‘(a)'defin{cidﬁe$ gé0métricas,
(b) condiciones de frontera . . e i



nudos

156
- =/ : au
. : on
: oo l-52,9
10¢ o - : 6”" ) -
200.3° 99,7 S
-+ E S 1
a) 11¢ +asoL0 gy oo el
4 + +. .
200.3 . .
89.7 4529
129 b 4 -

b)
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Fig. 4.4. Flujo laminar alrededor de un cilindro entre dds p1acas
paralelas
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Fig 4.5~_Cond1c1ones de frontera prescritas

e

an

y solucidn para’ ‘ele~

mentos constantes. (a) Valores de u y 3u/dn prescrltos
en ~toda la‘frontera. (b) Valores obtenidos para u Y

: Bu/an en toda la frontera.
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Fig 4.6 Condiciones de frontera prescritas

y solucidn para ele-

mentos lineales. (a) Valores de U y 3u/dn prescritos en
toda la frontera. (b) Valores obtenidos para u y au/dn

en toda la frontera.
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Fig 4.8 Condiciones de frontera prescritas y solucidn para ele-
mentos finitos. (a) Valores de U y 3u/9n prescritos en
toda 1a frontera. (b) Valores obtenidos para ¢t y 3u/dn
en toda la frontera.
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Fig. 4.10 Integracidn en el pilote para los desplazamientos debidos a g



| 161

T B(rz)
-

e */ Area elemental

== =t

Yz

Fig 4.12 Desplazamiento vertical en el dominio de un pilote compresible
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" Fig. B.3. Forma de enumerar para: (a) Superficiesiexter'nas, (b) superﬁ'-
cies internas ‘
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