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. 'INTRODUCCTON

 :ﬁ1}prdp6s£to-dé”est&jteéis, es el de’interprétar-él com~

,i: portamiento de una columna’ esbelta en el rango eléstico-

. cdmo base, : para establecer eriterio -de diseno.l-este'-

:;elemento pﬁede estar sujeto a diferentes sistemas de car

“gas, el ingeniero civil debe conocer el comportamiento -
' fde los elementos estructurales que componen una estruc=

"tura para el mejor dimensionamiento de &stas, Para el -

estudio de la estabilidad eldstica de una columna ‘@esbel-

ta, resulta adecuado conocer el comportamiento del ele--‘
mento estructural, estudiando su respuesta bajo solicital
'xciones de magnitud ‘creciente, desde que se inicia el pro

. ceso de carga hasta que se. 1legue a un ‘estado de falla';*
gue en este caso sera el pandeo de dicho elemento ‘que se.
- ha de estudtar.

E1 estudio se basa en la 1ey de Hooke y se realiza ‘mesau
_diante los métodos convencionales de an&llsis elastico Yy
por medio de las férmulas de la resistencia de. materia-—_
les aplicadas en ese intervalo, ‘1los . cuales no son aplica“
4bles cuando los esfuerzos. sobrepasan el 1fmite de’ propor'
cionalidad del material " ‘

En el segundo capItulo de esta tesis donde se estudia ]a
»teoria de estabilidad, se trata del estudio referente a
‘.una columna aislada que se define como una pieza recta -
7somet£do a compresién, lo suficientemente delgado respec
to .a su longitud para que bajo 1a accion de una carga —-ﬁ;‘
gradualmente crectente rompa por fléxisn lateral 6 pan—-
deo, ante una carga mucho menor que 1a necesaria para ee-
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romperla por aplastamiento; diferenciandose de un ele—~
‘. corto sometido a ccmpresidn, aunque ‘este cargado excén-r

“trtricamente experimenta un pandeo lateral despr eciable

"fallando ésta por aplastamiento como se’ muestra en unas
:fotografzas realizadas en el laboratorio que se inclu-- -
yen en esta parte de 1la tesis.,_ En esta parte de la te
sis también se define la carga crftica de Euler que es~

el inicio del anflisis de las cplumnas con efecto devegiJ-V‘

‘beltéz, donde partefde_una columna ideal;. entendiendose
‘por este tipo de columna compuesta por un materfal homo
géneo de seccifn recta constante Y sometida a una carga

- axial de compresidn, aunque las columnas suelen tener = -
1siempre pequenas imperfecciones de material y de fabri— -
’caciGn, as£ como una inevitable excentricidad acciden—--
tal en la aplicacidn de 1la carga, Entendién&ose por-es
beltéz a la reduccidn. de resistencia de un elemento- su-
jeto a compresién axial ¢ :flexo~compresifn, debida a -~
k que la lonéitud del elemento es grahde en- comparacién -
de las dimensiones de su.seccifn transversal fallan --
" por inestabilidad. '

En este capitulo tambié&n se estudia. 1a columna mensiona
da ‘con diferentes estados de’ equilibrio, como su pandeof‘
_elastico con diferentes restricciénes en sus apoyos; ==
~que para calcular el esfuerzo se tendra que considerar—
la longitud efectiva de cada tipo de restriccion.

.En el tercer. capttulo se estudia el lfmite de. la aplica
_cidn de. la £8rmula de Euler para la inestabilidad elfs~
'tica; como la columna es un elemento. estructural basi-
: ico su estudio se inicid hace muchos afios, y el problema
Lae la determinacién de la resistencta dé las piezas com

-primidas aisladas, cargadas dentro del intervalo elasti" 
co fue resuelto en sus aspectos fundamentales por el -

suizo Leonhard Euler en el afio de 1757, quien hizo un -
- . an8lisis tefrico de la carga crftica para columnas es-f




beltas basadas en la ecuacidn diferenctal de la eldsti--
:ca;;’ Ahora se sabe que este andlfsis esta- limftado hase
ta ‘que - las tensiones alcansen el 1fmite de proporciona*—
'lidad, esta aclaracién la hizo Lamarle en 1845, En ege:
te inciso de este . capitulo se’ agxega una generalxzaci&n—
»para al rango inel&stico. :

" En este'capitulo también se ve un estudio basado en la ~
f£6rmula de Euler para el dimensionamiento Y revisién de-
fcolumnas a carga axial tanto en materfales de acero como
de madera; que tienen una sewejanza a un_tequisito de -~
Luna cdlumna,ideal, el cual debe ser de un material homos
_géneo; aungque eéto no es real ya que la madera puede te
ner nudos y el acero llega a fabricarse con esfuerzos re
siduaies, pero estos materiales son los m&s prSximos a -

‘ cumplir esta condicidn Y ademﬁs son de uso en las conge~
trucciones.

En"el cuartogcapitulo'ée estudian columnas esbeltas a -~
fléxqcompresién, que soh'elementos estructurales someti-
‘dosra la accifn simultfinea de fuerzas norﬁales de?comérg’
sibn y momentos flexionantes, El cual puede estar alre—
kdedor de uno de sus ejes centroidales y principales. de -
sus secciones transversales o tener componentes segﬁn —
los dos ejes centro;dales, las barras en compzestén ———
-axtal no exfaten précticamente en estructuras realeg w-==
;8ino que se presentan siempre acompaﬁadas por flexibn; -
1en esta tesis se estudia inicamente las columnas flexo-—
comprinudas de eje -recto y seccién transversal constan--—
“te la que constituye la mayor parte de las columnas de -

‘\'“:108 marcos utilizados en edtftcios. Este estudio qgue=-

- 8e realiza son con los materiales de mds uso en el tipo—
. de construccﬁdn realtzadas ‘en la prdqtica; los cuales =<
. vienen siendo el acerc y el concreto reforzado.

: vPAra>el disefio de columnas a flexocompresi6n de acero =~




‘se realiza un estudio inicial de cémo se presenta el fe
_ ndﬁeno‘llegéndo a unos diagramas de interaccién para el
cflculo el cual se basa en la teorra de estabilidad de=-
Eule:. Para el disefio de columnas de concreto reforza-
dq‘a flexoqompreaiﬁn se aplica el mé&todo de la ACI 197L
~ este estudio también tiene principios basados en la teo
- rfa de Euler osea‘en el’an&lisis eldstico de elementos-
"sujetos a carga axial y flexi6én:; en los cuales se uttli
zan’ ‘'unos nomogranas para encontrar un coeficiente para-
‘el -uso de las f6rmulas que especiffca este método; las
cuales se“desarrollaron para una columna de comporta—-—
miento .lineal pero puedeh utilizarse en forma aproxima-
‘da para columnas - de concreto reforzado, y asi con cier- S
tas consideraciones Yy con mis. detalle se estudia ‘este -
fenémeno en el capitulo mensionado. '

‘'En el quinto capitulo complementq este»eétudio teSrico-
dados desde‘columnas ideales‘hasta'lasfcoiumnas reales;
. como, se’estudia en los cépituloé antéridfes, para su meg
jor entendimiento y mejor aplicacién agrego unos ejem-—=

'fplos especificos para cada inciso de los temas trata——-

Jdos,. los cuales se encuentran detalladamente explica——_
dos para su comprensidn. En estos ejemplos existen ===
clertas explicaciones amplias para saber utrlizar los -

: ‘diagramas ‘que son ayuda para el disefio; especfficamente

éstos.diggramas son para columnas de concreto reforza--

iy

~Como ﬁltimo capftulo agrego mis conclusiones a ‘este tra
bajo./‘ : :

P




* CAPITULO II'

R 5 34 1.— INTRODUCCION'

o En este capitulo de la tesis estudiaremos la obtencidn de 1a—  
“ﬂ;carga critica de’ Euler, el cualiproviene o se deriva da un fe
‘  némeno de elenentos esbeltos. ' Antes da entrar especiftcamen— :
",te en lo que trata este tnciso, explicaré este’ fenﬁmeno apli-
ocado a. ~las columnas para su mejor entendimiento de analisis-Q 
§ ya que siempre es necesario conocer el problema para poder es
_ tudtarlo, t : v
a.'Para los £ines de analisis una columna puede definirae como .-
:una ‘pleza recta sobre la cual aparece 6 actfia una’ fuerza 55-
- axial de compresifn aislada y de material homogéneo; aunque -
3,1as columnas reales no estan caai nunca aisladas sino ‘ligadas -
vlcon otros elementos estructurales, de manera que su comporta-
 Amiento depende en gran parte, del de las estructuras en con-->
 _junto, también no estan en compresi&n pura, pero para el estu"
' dio,’ la columna aislada cargada axialmente const:r.tuye un ante
;,cedente necesarto. en la soluciﬁn del problema, camo base de -
i diseno de columnaa comprtmidas a flexoccmpresi&n.
- En el disefio de una columna esbelta no podemos basarnos en el
"iiC&lculo de " esfuerzos, sino en 1a investigacidn del, estado de=
- .equilibrio entre las cargas exte:iores e rntertores de la vos-
) lumna. 'El’que éventualmente, puede llegar a ser inestable, -
‘para valcres reducidos de 105 esfuerzos; la resistencia de ==
" una” columna a compresién no depende de la magnitud de los es-
o fnerzos,'aino de las condiciones ‘que originan- el equilibrio -
“*inestable,Vcaracterizado por incremenhos muy- grandes de 1as -
o deformaciones correspondientes a pequeios aumentos de la car-
 Vga;i La caracterfstica fundamental del fendémeno de pandeo es
precisamente, 1la pérdida repentiria de resistencia que acompa-
S fa a la aparictdn de fuertes deformaciones, independientemen-




"~ te de»qué lop esfuerzos hayan o no llegado al punto de flugn*é'
. ¢id”én el Instante en que comfenza la columna a torcerse encoxr
;:vandose lateralmente; intchado ésto los desplazamrentos latera
ﬂ'leshacen que los esfuerzos crezcan rdpidamente y se entre pron
ﬁto en el intexrvalo inel&sttco, de manera que la falla por pan-
 deo se presente en este intervalo.‘ Se pone de relieve algunas

';*caracteristtcas de este fenémeno de pandeo ¥y algunos procedi—-

“mientos b&sicos para su an&lisrs en columnas delgadas cargadas
i”axialmente Yy sometidasvsimultaneamente a flexi6n. Determinan-
do la carga crftica axial de Euler,

- $I.2.- CARGA CRITICA DE EULER

TLa carga crftica de Euler o carga de inestabilidad eldstica se
”lé analizar§ como una columna muy esbelta verticalmente y arti --
-‘fduléda donde existiri flexifn como se muestra en la (fig.1l}, -
sué‘tensiones’son proporcionales a la deformacién no existfen-
~do varfacién alguna si se afiade una fuerza axial P en cada ex-
" tremo (fig. 2). Si hacemos que P aumente en'fdfma creciehte v
f(de'tal‘manéra que Fi dismiﬁuye'simult&neamente pero que la de~ "
',ffgrmaci6n d no varfe,el momento flector en el centro:

'M:"F]'»(L]-h‘}?d . . ' (1)

Y ei~11@ite cuando Fy ha disminuido hasta anularse:

' "Fil'-o‘»-" =pd - ' (2
leor lo: tanto como se. indica en la (fig 3y tomando en cuenta-
la ecuaciﬁn (2) que para que la columna permanezca flexada sin
jempuje lateral la carga P es la carga crftica para mantener es -

L ta condicién queda como:

M-pd'.»':i»‘ T : (3

Analizando la (£fig,.3), Si aumentamos la carga P, aumentard la

deformaci8n d y asf sucesivamente hagsta gue la columna rompéi—,‘
por pandeo, encontrandose que esta falla es bastante me ‘=«




~',nor a la de la- resistencia ﬁltima del material ‘Por el'édn#

trario si b2 disminuye ltgeramente por debajo de su valor cxf -
FRTIE ' :
. i

M

T

.vfig.zvr

“tico disminuye la flecha 8 deformac16n &, lo.que a su vez=
“hace’ disminuir M, vuelve a disminuir s, etc. y la columna~
'terminar& por enderezarse por completo. Pero 1o que’ intere- ..

L sa es la falla por pandeo que sufre la columna, ésto se pue— w;

11de explicar que la falla. en’ ‘este caso no sea deﬁtdo al hecho«'
de que la resistencia del material se haya agotado, stno que

' e1 estado de equilibrio en que 1a pieza se encontraba se ha-
perdido; esta pérdtda repenttna ‘del equilibrio es lo que. ca—:.
‘racteriza el comportamiento de este tipo de piezas.. )
:Podemos concluir que el problema que present6 ‘la columna de- .
pandeo es de estabtltdad mas. no de reststencra., o .

- Ahora ai queremos aumentax 1a carga P de tal‘manera que so««"
- brepase Poy - .j Existtra una configuractdn recta que también«

- ag de equiltbrio tedricamente si el matertal es’ homogéneo y,f

~ no ‘exista una excentrtcidad acwidental, pexo: sera un- estado- .
.1Inestab1e, porque basta una fuerza accidental para que la fa;'-
1la- sobrevenga. "Pero aegﬁn las précticas en laboratorio y -
‘1;13 experienciaz se ha demostrado que no es postble sobrepa-— .
v(‘sar 1a ‘carga crttica y ni siquiera poder llegar a'ella sin. _.;_
‘ﬁ:que ocurra la falla por pandeo, por ‘las imperfecciones dz-al . .
' 1gﬁn tipo son inevitables. C ‘ '




'iAst, pues la carga critica puede Interpretarse caomo la carga -~
. axial maxima a la- ‘que puede someterse una columna permanecten-'
- do recta, aungue en equilibrio tnestable de ‘manera que un: pe--
 quefio empuje lateral haga que flexe y quede flexada, como. la - .
" (£ig.2], : :

vDespues de esta aplicact&n de la estabilidad de una columna PO
‘demos obtener la férmula del sutzo Leonbard Euler; gue es un =~ =
anilists tebrico de las cargas criticas pira columnas esbeltas ,
el cual se encuentra basado en ‘la ecuacrén dtferenctal de la -
elastica. , _ : -
: B - . Sea la sigufente columna‘ng se -
muestra en la (fig.4] con las res

' .trrCCiones'siguientes. '
‘= Apoyado -de. tal manera que se -~
. pueda deslizar verticalmente en
su parte superior. :
- Articulado en. su parte inferior
nde. » R
L= 1ongitud de la columna
X= flecha en un punto ===’
‘cualquiera. '

- gq= excentricidad.

_P= carga creciente.
, . . y= ordenada donde se en+=
' Fig. 4 S o cuentra la flecha. ’

‘Analizando la. (fig.4) el momento elasttco que opera en la curs .
va elastrca en ﬂualquier punto de la ordenada ¥ es: . ’

M = Pq + Px

ooms=r@+x e ar
’La ecuaciGn diferencial de ‘la el!stica es- s
2 o - : - . e
d“x M : S : : : .
~xn - S R ' oL ‘ R (2).
.dYZ._ ] E'I R . :

Sustituyendo (1] en (21: x"+ £ =-2L = (3




Vemos que 'EPT‘ 'é‘s cohstahté = lo ﬁ&cérﬁoé fgual ag o
Sust:‘.tuyendo (41 en (31: o FA - '.

X" + sz = - qu ~r‘f"lf‘;ﬂﬁi'.'f~‘ . :‘ ‘ﬁr'"i B (51

- 'Vemos que la ecuacidn (51 es la misma que la ecuacién (2] osea
la misma ecuacifn diferem._ral de la elistica de la columna, ~=

_‘que es lineal, con coeficlentes constantes, no homogénea, por=. g

‘Lo gue nos Interxresa resolverlo para encontrar la. flecha ‘en ca=
da punto de la columnas:

= por los operadores de CaucIu‘.- o :
- p%x + K20°x = - K%q i_ R 3 SO
o?+KAx =k’ R (7L
Resolviendo Ia. ecuac:‘.6n diferenc:.al correspondiente tenemos:
@+ xdx=0 74-1 SR v‘ (8) 
st Sipearx |
‘ ‘ S Dy =S K -
"La solncﬁén de 1a ecuqc;.Gn conplementam.a es:
X = e°y(C cos. Ky + C2 sen Ky)- S
 Xe= Cl cos Ky -!- C2 sen Ky . o Gl o - (lbi
Vemosque;" B B IR ' ' -
L - —qu = Se°y I PO N kLT B e
> 8= -x q e )
L AD-O)X = 0o e an
uatituyendo (12) en (5).‘ | . Lo ' .
(n - ozcnzx + xzn°x) =0 ’-~f'f1"*':' ﬂ1/h1.-f‘f” u»
oo erhxae (14)




1a

® - a1 (B2 B ase

‘ 4“Resolv£endolas se encuentran las ratces atguientes..

 La soluctdn general es:’

‘ f Xg = Se°¥ + e°y(C ‘cos Ky +. C2 sen. Kyl LT fl‘ =,(16)c“
‘Como la ecuacidn partrcular es.‘ o - . -
: Xp = xg « Xe j : pero: Xp_PfS¢°¥. o T o
' CooXpe=s o Tan

,Llevando (171 a (61

Dzs + KD°S = -K3q

Como - la derivada segunda respecto a S es igual a cero y la de- -

' "rivada p° es igual a lo mismo:

» O+KZS=-:~K2q , P 8 = q o S as
"Llevando (18) a (171 : R Co -
C Xp = «q B : S (19)
Quedando la soluci6n de la ecuacibn general . (6) como: '
Xg = Xc + Xp . : o - (20}
 Sustituyendo (101, (19) a (20) quedas . - S
Xg = C1 cos Ky + C2 sen Ky -q : ',. _ B (21)
= X = C, cos ky + C, sen Ky - q , ‘j_\ (22),

,Que viene siendo la ecuac£6n analitica de la curva. eléstica.
Procedemos ahora a obtener los valores de las constantes arbi=-
trarias, para gue. la soluctén sea concreta; 10 haremos por las.
condiciones de, frontera:

Coqstaptes‘arbitrérias: Cys Cy

Las condiciones de frontera son como. se muestra en’ la (ftg.4)'
18 Si y = 0, se tiene x = 0 o . :
29 S{y =1L, se tltenex =0 . . A B
Susfituyendo la primera condicién en (221.

Qg = C1 + @ - g
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Sustituyendo la 1gualdad (231 y la segunda condiciﬁn de fronte'-,

. ra en (22) respectivament:e.

x=qccsxy+czsenxy-.-q ' -_"(241'
0=qcosI<I.+Czsen,Kan , .
nespejando = e - d=q cos KL _ qrcos. 1) S ‘(24')‘.
2~ T sen KL sen XL . R I

S Para resolver (24'] hagamos ia expresian-'

. .punto medfo cuando la ordenada sea igual a:

. 1w~cos KL, _ 1vc03u Ce ,
(sen KL~ )' ,('—E'En":"- K DOr‘ldevKL.-.-s-g
Vemos que: 1~cosec =2 sen? Z_r.
¥: senec = 2 sen. °"'4 cos —2—

<

2 Sustituyendo estos valores tenemos-'
. "2 sen T i
sen T
) — oc.
. R Lo = tan T
: o sen >
2 sen 2 cos —2-‘ _
. Quedando entonces la expresidn anterior como.
1 - cos’KL '
(———_—"sen XY, } =" tan -2—

Suétm:uyendo en (24 )~ queda:

C, = q tan -—2— . . ) : :(2,5)
Luegga. sustituimos (25) en (24)' . .

x=qcosKy+qtanTsenKy-q o :   (26)"'
'La ecuaciGrr (26) - viene siendo la ecuacidn de la elfstica final
con el valor de sus constantes arbitrarias. Como dijimos al co
mienzo de eate analisis, gue lo gque queremos es encontrar la =~

ecuacién de la. f£lecha ‘en-al punte miximo; haremos 1as siguien- '
tes consideraciones: ‘

La flecha m&xima se. representara como d, el cual sera en el -

13

y=% @
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o> X = oo e
viPor consiguientez TR ' S : .
‘Sustituyendo (al ; (b} en- (26) Vq'uefes la ecua'qid'n:dg.-.la" eldsti~
‘ca tenemos: ' ‘ B I S
d=qCOST+qtanTsenT._q
KL

Sd= q(cos --2— + tan & —z—sen e 1) ,‘: o - : ()

HPero simplificando ¢, hactendo la expres:t&n.‘

'cos -—2— + tan 5 sen -5%'— = COS s '+ tane sene< -

+ Donde: -I%i-= °¢; vemos ‘entonces’ que por iguaidédé"s tenemos que:

L . : - cos“x +gen“a 1 - :
N o + = = =
~cos tane. sen e : ~cos ) secoc (d)

',VISustituyendo (d) en (c) ’ la expresidn de la ecuacién de . la fle 3
cha m&xima es: .

d=q(sec %L—‘- 1) - C --(27)

Observando la ecuaciGn (27) vemos que existen 1as 5iguientes -
consideraciones B .

18'd = 0, st el “8ngulo K = @, cuando la carga P = 0,

28 d'= 0, st la excentricidad es g = 0. T

38 d—-m, cuando KL —-—g— osea sec —2-» -—-(n

Ahora para encontrar la carga crItJ'.ca tenemos que hacer uso de’

lla tercera condicidn, la cual vx.ene ‘giendo: la "condici&n crItJ‘. S i

.
kca_‘.. Entonces cuando. KL - o

: KL = ‘ \

4 Elevando al cuadrado ambos miembros tenemos-‘ i
K21 2 . 'rr :

‘ Despejando: o o Kz. : ‘1T

Pexro .como;:
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K% = F-, sustituimos.en aki . . .

5.Conclurmos que el valor de la carga P en (b) es la " carga cri

~atica P L

’ F;nalmente}, o “-: ‘ 2 S '_' L :
.Pcr,a';%?“‘ R R (=28
o j ‘KL ‘ Tr o)
Nota.— Aﬁn cuando la excentricidad q -fo “y.si —3— - {90°)
reaulta que la’ secante sec’ —7- — ' ; por lo tanto la flecha ma

. xima a. tiende a - @ Gd—adnL pex lo cual el valor de la carga --—

e critica P dada en la ecuacidn (28} es cierta tambien en la =
~columna de carga axial, R _ =
Una vez encontrada la ecuacitn de la elastlca, la flecha maxi-
ma y la carga, critica,.encontrarémos el momento. m&ximo de una— S

. columna,

- Fijandonos en la (fig.41 vemos - que-» _ AT .
M:P(q+d) ) T ST
: Pero sabemos que 1a flecha maxima es.

dmax = g (sec < 1) . o e . ‘(5)
Si sustituimos (b) en (a) encontrarémos el'momento maximo-‘»°

Mg = P [q + q(,sec KL . 1)]
B ‘p (q sec. —§~Q
Finalmente-'

P = rq (see —f“l o e e
.Haciendo Pq' = gec —7— i para poder hacer una gr&fica que nos

Mmax
Pq.

, relacione (P ;
que-

I que se muestra eh,lar(fig.SX, tenemos -
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- Si K = 0 %> ae: —7—-= sec 0 = 1

"—_sr,xn - & =g
" ber »-'_~2=”p"
- Pexo como: K = gy
l.’ ? S—T‘-Z
ET " 1T
Jarler
c_? LZ

. Esta relacifn se caracterfza pot-

la grafica que se hace asintdtica
osea la relacién: :

M .
—595)-—,u3

(Pcr r “Pg

Cuandof

P —# P

Finalmente podemos encontrar el esfuerzo en columnas basando—-‘

. nos en la- férmula de’ la escuadrilla;. volviendo a.la (fig.4) 'no
— tamos que en la parte exterior de la columna existen esfuerzos
de- tensién, Yy en el interior de compresién como se muestra en-—
la (£1g9.6); sabemos que 1a férmula de la escuadrilla es de la-

forma siguiente.

fig. 6

_ P Cmax . ' . .
£f = -A—- + S ) . (a)

- S1 sustituimos la ecuacidn (291en
A{a) queda de la forma:

' RL T
‘ Pg sec
P 2 .
5,f‘= - _ '
KL
. 1. q sec. —
£ =P( 7r + —*—~§——‘f1 R (30)

Donde f es el esfuerzo en la coe~
lumna congiderando flexiGn y car-

_ga axial.
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o ""11 3.- [ESTADOS DE EQUILIBRIO

' gLa carga critica corresponde digamos a- una forma ‘simplista de—
anc equilibrio de transicién, otra intermedia y finalmente el =
. equilibrio de . falla o calapso, para ello son posibles tres con

jf;figuraciones de equilibrio una recta, una ligeramente deforma—

~.da 6 intermedia v finalmente la de. pandeo, que es la faila a =

" 1la que nos feferimos.

-~ Emn este trahajo estamos tomando, tres estados de equilibrio —
los cuales ya fueron mencionados; en muchos 1ibros se estudla—
ksolamente dos estados de equilibrio, que son la estable y la «
inestable, pero en un estudio de- pandeo de columnas no se sabe |
".en que estado de egquilibrio se produca 1a falla de_pandeo,‘ es‘

qur,éso'la-necesidad de estudiar tres casos;.en pocos libros -~ )
se estudian estos tres casos, donde se agrega un caso interme-~
dio entre los dos estados:anteriores, en ei cual se‘presenta -
- 1a misma duda ya mencionada, <Viendo esta situacibn, en este -
_trabajo para su mejor entendimfento se explicardn tres casos -
‘ de estado de equil;brio, ayudados a visualizarlos poxr medio de

»ﬂ‘gréficas.

Primer estado de equillbrio.« Sea la siguxente columna, .en el—
_ ,cual se encuentran las_s;gutentes restriccxones.vempotrada‘enf
 gu parte Inferior, el cual no pexmite ningGn desplazamtento ho
'rizontal 'yilibre'en su extremo superior‘si dﬁrante esta condl
E cibn de equilibrio se. aplica una fuerza transversal al eje lon
' itudinal de la pleza H y«

se somete a una carga »ae-
» axial P, @sta sufrfrd una-

“do P menor que P..)y al ce
.. sar la accibn de la cargar
transversal la pieza regre
sa’'a su posfcidn orfginal.
"En este caso existirfa- la-
éonf;quraé#cn recta, el --
cual vendrfa a ser el esta

" £1g.7 Equilibrio.estable.

‘;deférmactdn'pequeﬁa'(éiené  '
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‘ db de'eqnilibrio estable como ée muestra enlla Cftg.?f;
<'Osea explicado de otra manera si hacemos actuar las cargas-

H e

';‘Cuando se quitan 1as cargas'*

H=o

P=o0

4~1> J-m- o

"}Quiere decir que no existe deformacidn al’ cargar la columna MASE

"vluego descargarla, osea podemos définix una _estructura ‘estable

si tiende a retornar a su posicibn origdginal, despues de que ha
) ya sufridq pequenas perturbaciones (fuerzas, desplazamientos)— :
,aplicadas a. la-misma*soh'suprtmidas. Queriendo decir que la v‘_?
estructura sSe comporta el&stxcamente antes de alcanzar, el 1f~
mite eldstico con cargas inferiores. .
Segundo estado de equilibrio «~ Tomando 1a columna anterior pa-
ra-gu estudio en-la cual se aplicé una carga axial Py una ~--
ffuerza horizontal H, si hacemos la misma operacitn . ‘que’ la. ante
‘rior donde 1la carga P es mayor que la carga crftica Poy , la -
pleza nb'régresar&ia su estado original, existird en ella una-
',defOrmaciGn al ‘dejar de aplicar las cargas P y H; a esta defor
‘ : macifn tambien se le coneo-
ce como deformacifn resi—-—
dual ., A este estado de-
equilibrio se . le conoce cQ
‘mo el estado de equilibrio-
- inestable, el cual 8e mues
en la (fig.Bl. .
~.Explicado de otra manera ~ - -
Tle que. ‘se qulere: dar a en— -
"ftender es; cuando se. hace-
actuar las cargas' S
o _.H_‘#o:bchéo'
fig.e'_Equi'libriovine'sta(ble; S P"': © :

~
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' Ahora quitando 1as cargas ten.elnos que-'

H=0 _ —

f'OHea existe una deformacidn residual J , al cargar la columna~

kV y luego deacargarla.

" Tercer ‘estado de equilibrio.- Reftriendonos uha‘vgi mas a la -
. -columna con las mismas restrrcciones de los casos énter;ores .
_'Aplicando las mismas cargas P y H, donde la carga P es igual a’
“a carga erftica. Poy ¢ vemos que con este sistema de carga se~ -
7presenta de inmediato la falla o calapso @e pandeo. A ‘este es~

L I L . tado se le denomina estado
o A P=Re . de equilibrio de . inesta-
T RE hilidad &6 pandeo este es-
H.__.F' R -~ tado se muestra en la (fig

- o R 9).

A este tercer caso de equi‘
I © .. 1ibric se le llama efecto-
: f . . . de esbeltéz o efecto,de -
el W0 - pandeo en columnas; donde-
;""f;’ - | I ~ se presentan dos tipos de-
M‘*4f7zsaaq%L¢725¢r' A ' ~ pandeo los cuales tienen =
; i i S T : - las siguientes caracteris-
f‘fig 9 Equilibrio de inestabilidad. ticas y condiciones.
,cua1do al llegar la carga P a la carga critica Poy Y nO se su-
"pera el limite de proporcionalidad se le denomina pandeo el&s
tico". , - R
. ‘VOSea cuando: P__ F;_.,. E ¥ E_“-E F,;‘,‘. se le llama pandeo e~ o
_41&stico donde: ; PR = T
P =carga axial actuante.

- Pcrucarga critica

 ‘£&{=esfuerzo del material

Flp-esfuerzo de lfimite de proporcionalidad. Es el punto donde-
se pierde el. estado eldstico et o

fnhora si sucede que cuando 1a carga P, no llega a la carga crf

Jtica Fbr pero supexa el 1Imite de proporcionalidad; osea:’



F<F<-*' Y F"N>F«Ll;—"

Se le denomina 'pandeo inel&stico", _

Normalmente se trabaja con columnas que no fallen por pandeo ~
en ninguno de sus dos casos, donde la carga crftica P, es la-
mixima que se pueda aplicar teSricamente para que suceda este-
. .tipo de falla, por lo que para los disefios se considera una =--
cafga de servicio gue es menor gue la carga crftica el cual es
afectado por un coeficiente de seguridad K obteniendosé_dé la~-
siguiente manera:

P.!!v\:’o: K E’.f

Despues de este paré&ntesis sigquiendo con los estados de equili-
brio mencionados, se pueden comprender ficilmente por medio de
grdficas donde se observa una esfera rfgida que descansa ‘scbre
tres superficies diferentes; c6ncava, plana y convexa tal como
'se muestra en la (fig.10),

(a)Estable (b) Inestable _ (c)Inestabilidad
figura 10 '

.En el primer caso (fig.l0-a), si se le impone a la esfera un -
desplazamiento pequeiioc mediante la aplicacifn de una fuerza --
que es retirada inmediatamente, la esfera regresari a la posi-
cibn de equilibrio inicial, por lo cual se encuentra en un es-
tado de equilibrio estable. En el segundo caso (fig.10-b), si
se aparta la esfera de su posici6n de eguilibrio inicial al ==
aplicarle una fuetza, permanecerd en la posicibn desplazada, -
por lo cual se encuentra en un eguilibrio inestable, Finalmen-
te el tercer caso (fig.10-c), corresponde al estado de equili-
brio de Inestabilidad ya que al desplazarse la esfera ésta ‘se-
alejard de su posicifn original.
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Se puede concluir que desde un punto de vista préictico, una -~
: configuxacién de un sistema es estable, si dada uha perturba~~
cién no cause que el sistema se aparte excesivamente y desas--~
trosamente de la configuracifn original, En sentido matem&ti-
co la estabilidad de una configuracifn de un sistema se deflne.
. como aguel estado de equilibrio para el cual una perturbacién-
infinitesimal s6lo provoca una desviacién infenigesimal de la-
“configuracibn original, y, transcurrido un cierto tiempo, re--
gresa a la posicién original. De los otros dos estados no con
“cluimos con su punto de vista prdctico ya gque la configuracibn
de un sistema estable es la mds importante y la que se ha de -~
estudiar. ' '

II.4.~ PANDEO ELASTICO DE COLUMNAS CON DIFERENTFS RESTRICCIO-~
NES EN 5US EXTREMOS,

En el estudio que se esta realizando en este trabajo sobre la-
carga de Euler "Pe. ", representa el momento en el cual una co-
lumna empieza a fallar por pandec. Si representamos por medio
de una grdfica la relacifn entre carga y deformacién (P, d);ve
remos el comportamiento de un material determinado de c6mo va-
rfa respecto a su excentricidad, donde se puede visualizar el-
‘pandeo eldstico y el ineldstico.

Si seleccionamos un valor-
P 1 ’ particular de la excentri-
P 2 cidad g4= 0, se puede for-
S mar una curva como la mos-
trada en la (fig.20), y --
podrfiamos encontrar dife--

rentes curvas con diferen-
tes excentridades.

Analizando la (fig.20), si
d2= 1 , entonces el va--

3> 92> q,

lor de la flecha & ,crece

&Y

r& mis rA&pidamente a medi-
fig.20 da que se va aumentando la
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' carga P. Analogamente sucede con . q3;=>q2 7 como resultado de—
estas conclusiones veremos que 1as curvas (al, (b)Y’ y {e) son =

de columnas que empiezan a pandearae con una carga menor que - .

o ::Ia carga critica, esto se’ debe A-:las excentricidades accidentau :

" les que no se pueden evitar y ‘sus gr&ticas (p, & 1 se hacen m—
; asintdticas con la. recta. hortzontal TRl , -que proviene al apli—»
ffcar tedrtcamente ‘el valor de la- carga crftica. con: una excentri ‘
Vgc:dad q ‘- 0, quiere dectr que.una columna le apltcamos una car, 
;;ga P creciente colocado axialmente la columna no sufrird ninguiA
"na deformacién, pero ‘cuando la. carga P llegue a. aer fgual a la
. carga crrtica Pee empezara a deformarse: constantemente lleganf

"*}_do asi a la falla por pandeo elastico a compresidn con carga -
“!'axial. o ’ »

i’:Este tipo de falla de pandeo se presenta en. columnas 1argas 5"

. esbeltas; la explicacién anterior nos sirve. para conocer c5m0r .

:1 51 se deben tomar en cuenta las excentricidades. para poder ob-
7_ tener una mayox resistencia al pandeo. Recalco que egte fend~
vmeno no se presenta ‘en una columna corta, . ya que en esta pieza
- antes’ de- fallar por pandeo, fallar& por aplastamtento, ‘este fe
“['ndmeno de falla por aplastamienta en- columnas cartas se reali-
28 en 1aboratorto para obtener la reststencia mixima de una co
lumna de- madera, como se-nmestra en ‘las . fotograftas 11 y (21,

‘%h.'Al comenzar el eatudio de columnas esbeltas con cfertas. res~~-~

) triccionea en ‘sus apoyos es. necesarto mencionar que se: realiza
‘ra con columnas idealizadaa ya'que en la practica se presentan'
"con restriccionea que no se- pueden conocer, COome expltcaré pos,
“Eertormente: ademas en el laboratorio no se puede cumpliz con-
'itodos ioa requisitos que tedricamente se me mencionan para rea~

‘““_lizar el ensaye, - Pero se trata de cumpltr lc maxtmo poaible -

. ya que siempre existe una excentricidad accidental po: el ope-

_’<rador,_ o tamhien el material no- es del todo homogéneo, ‘exts--~

"5,tiendo Inexactitud en el ensaye o ‘falla ‘del equipo, productenw
.dose. grdficas de las configuraciones del tipo Cal, (Bl v (e} -if

" de'la (ftg.zn). ; o ; o

',Otro ensaye realizado en’ lahoratorio el cual se- muestra en las
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Fotografia N& 2
. * Columnas cortas realizadas en el ensaye de laboratorio don--
de no existe problema de pandeo. El elemento falla por aplas--

tamiento cuando la carga alcanza el valor de fluencia PY=A v-

P
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Fotogratfa N2 3. Columna doblemente articulada antes de aplicar
la carga crftica P,

Fotografia N2 ‘4, Columna doblemente articulada una vez aplicada -
la carga crftica P__, donde se obserba la fa—-
lla de pandeo en la pieza.
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En las siguientes fotogra

ffas (3) y (4), donde se-

muestra a une ~olumna do~

blemcnte articulada, la -

cual fue tambien practica -
da en laboratorio con el-

fin de mostrar el fenbme-

no de efecto de esbeltez-

en columnas largas o al--

tas. Donde el pandeoc se ~

presenta por flexién en -

uno de losrplano principa

les de la columna; igno--—~
rando la posibilidad de -
que haya torcibfn alrede--—
dor del eje longitudinal,
esto sirve para ilustrar-—
algunos aspectos fundamen
Fotograffa N4 5. Columna émpg tales de este fendmeno de
trada en su base y articulada falla.

en su extremo superior, antes

de aplicar la carga critica -~
. ’ pandearén dentro del in--

tervalo pl&stico, el fenb

v meno empieza bajo esfuer-

z0os menores que el correspondiente al lfmite de proporcionali-
dad y la carga crftica Py es menor que la carga de fluencia -

Las columnas largas se ~-

cr

PY { si la columna es suficientemente larga, la carga crftica-
de pandeo puede ser una fracciﬁn muy reducida de la fuerza que
ocaéionaria la plastificacién total).

Este tipo de columna que ‘se muestra en las fotograffas (3) y +
(4) se estudiar&n mas édelante conslderando ciertas condicio--
nes y suposiciones para encontrar su carga crftica,

En un siguiente ensaye mas realilzado en laboratorio sobre una-
columna empotrada en su base y articulada en su extremo supe-—
rior, con columna larga; fue sometida también a fdllar por es-
tabilidad con su respectiva carga crftica a compresién (colum-



na de material de madera),
come se muestra en las fo

. tograffas (5) y (6), an--~
tes de aplicar su respec=-
tiva carga critica para -
observar el mismo fenfme-
no de pandeo, Esta colum=
na con este tipo de res--
triccifn se estudiard mas
adelante para encontrar =
su f8rmula de esfuerzo =--
crftico,.

k3
ES
3
7
i

En estos ensayes realiza-
dos en laboratorio, nos «
percatamos gque las colume=
nas llegan a fallar por -
pandeo antes de llegar a-

24

la carga crftica, calculg .

Fotograffa N& 6. Columna empo das teSricamente; con el-
trada en su base y articulada cual se concluye gue esta
en su extremo superior, deg--
pues de aplicada la carga cri
tica Pgy . Se observa la fa-~- imperfecciones antes men-
lla por estabilidad.

observacibn se deba a las

cionadas (excentricidad -
acclidental, falla del e--
quipo de ensaye, etc.), vy sobre todo gue es dificil alcanzatr -
una excentricidad nula (g = 0), para que la carga sea colocada
axialmente. Debido a estos errores fncontrolableg no ge puede
verificar con exactitud la f6rmula de Euler. La f6rmula de —=-

Euler considera deformaciones infinitamente pequefias; es la xa -

zon por la cudl al obtener valores tedricos y pricticos varxfan

pero son aproximados, ya que la discrepancia es razonable 'y -—-

aceptable,

El estudio due se realizard en este trabajo de columnas con di
ferentes restricciones, para la obtencién de su carga crftica-
Poy serd tebrico suponiendo que no existe ninguna de las imper

fecciones antes nombradas; donde la columna debe ser perfecta
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mente recta y con la carga aplicada axtalmente a lo largo de. -

C.o8u eje; -esto viene. siendo una idealizacidn de las columnas rea

~les en las que siempre hay curvaturas tnictales en el ele y ex

_,centrididades en el momento de aplicar la carga. o :

. 'Analizaremos cuatro tipas de columnas ideales: -

' 12.~ Columna en canttltver.' : : o
‘ja,a _Columna’ doblemente. articulada.;'_ _

73‘ - COlumna doblemente empotrada en sus extremos.v' ‘ _
- 4a .- COlumna empotrada en su base, y articulada en su extremo- I
B superior. C : - Ll S j'

- En. este ‘trabajo deductrémos dla forma de llegar a la carga cri—ﬁ

 tdca“ en. la columna en cantiliver; de donde por analegfa se po-

',dr&n deducir las fdrmulas para los casos 28 y 32; tambien se -
deducira la columna del 48 caso ya que es un cago espectal, el“

" cual no se puede obtener pPox analogia de las enteriores,

i'Primer caso,~ Columna empotrada en su base y libre en el ex--
: tremo superior (columna en cantiliverL. ‘Considerando una cow--
. , _ . lumna esbelta de seccifn ~-~-
Sl D,r e transversal constante y do-~
A blemente simétrica, sujeta a

e ,_‘u_‘.- .~ la accifn de una fuerza --=

*1;f22?‘ I ~axial creciente de compre=--
‘w'//““o N 8i6n P.  Suponiendo ademds -
‘ Sy que‘1a7661Umna_es‘perfecta4—;:‘

- que esta compuesto es hom --f
géneo Y el&atico., S
“En estas condiciones la for-
[ERETR I B 1] T ma recta corresponde a un es
'“_f‘,‘"! B T . tado défgquilibr;d ehtrgylga'k
: SN T .‘3L,i‘fuérzés,ektertdtes;e interio:
G ‘ o res, puesto que en cualquier
'~ fF1g.f20; Cdlumna_en cgnttliver._ sécdiGﬁ'transversal hay un -
conjunto de fuerzas interic-
res,yuniformemente distribuidas, cuya resultante tiene la mis-kf

“ma ihtensidad y linea de accibn que P.

 mente recta, que el materfal - -
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Entonces el momento elasticc ectuante que opera en ‘la curva -
' elastica en cualquier punto, ccmo se muestra en la (fig.21)es.

Mk = =~ P(d -~ X] - . ' 2 ‘ -y
La ecuacian de 1la elasttca est X" = Q_%_ u'*-%%m o (2)
) . - A I
] Sustitu?eééo Fl[ gn_chg _ xh';‘P(a -,x?
1Simplift¢ando=f _rd - Px ,
xll
) : Ef ﬁf

Coma ya definimos el coeficiente:_KZ é%

x

X" + K?x = sz

Donde (2*) es la ecuacién diferencial de la elastica. Cuya - ao-‘
lucién de &sta: ecuacidn es: Xoiem cl cos By + C, sen Ky+d (3)7

En esta ecuacifn falta definir las constantes c1 14 c2 ’ enton-'
-ces por las condiciones de frontera tenemos:

: susﬁituygnéq.q?ggag , o X - kZa - K2 R : ;(2}5‘;¢

Cuando y = 0, entonces x = 0 L ' (a)

' Cuando'y = Q, entonces x'= 0 R S (b)

Llevando la primera condicién de. frontera (a), a la ecuacién-
(3) ¢ 0= C1 cos (0} + C, sen‘(ol + d

c1= -d - . o ’_: o _A,H(c)

Para ‘econtrar la, segunda constante debemos derivar la ecuaciGn
o de 1a ‘elfstica (3L con respecto a ¥ . '_ : ' '
X" . ~c1x sen (0L + KC, cos. (al TR (4)
Llevando ahora la segunda condtcﬁdn de frontera (b) a L4L.~ '
g = e-Kc1 sen LQI + Kc2 cos (01
. a = KC,
Comos:s K # 0 - v v ‘ .
A 2='Q . ) L ((+3]
Observamos gue las dos constantes C; v Cz quedaron definidas -
el cual analizamos sus respecttvos valores,.

'




En. la. ecuacién anterior para que la Cy sea igual a cero se ng
cesita que la constante K sea diferente de cero porque si{ no =«
no existirfa carga actuante P, ¥y al no haber carga no existi--
rfa deformacifn. Ahora ya tenemos deffnidos las dos constan--
‘tes- arbitrarias (c]- y (d), los cuales lo llevamos a 1a ecua---

cibn tres quedando:
X = -d cos Ry + d

X = d (1 « cos Ky} ' s , : o (32) ..

Fijandonos en la (fig. 21L nos damos cuenta gue cuando y=1,-
la abcisa x =& ; el cual sustituimos en la,ecuacidn (32) ==

. quedando: ' o
X = d (1~ cos Kyl
‘d=d4-4a cos KL

d -~ da= ~d cos KL’=>0 = d 'cos KL -

rEsta igualdad. se cumplira siempre y cuando el ﬁngulo KL se.cum

'pla para valores cuando en la gr&fica {22} el senonoide del~--
' - . coseno se haga nula.: Log =--

cuales son:
' o : KL = dg donde, n = 1,3,5..n
o e : . Estos valores son para dife-
. SR o rentes modos de pandec en es
—‘S\\\ , : 7/(’—-5\\\ te tipo de columna. El valor
— ‘ — que nos interesa para el es-~

Y F v &

.tudio es en el primer modo -
de pandeo el cual ocurre =--
cuando KL = gn, osea cuando-
n = 1, que es ‘el valor masw-
S ‘ - : bajo que se le puede asignar
Fig, 22, Cos KL para la deformacifén mas pe--

' quefia, porgue si n aumenta -

la deformacifn de la columna llega a adquirir mayor nfmero de-

_ cuxvas en su eje longitudinai como se muestra en la figura ~---
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£ig, (23). Entonces haciendo el sigutente andlisis: =

S

Fig._23. Modos supertores de pandeo gue se estan estudiando en
- una’ columna en cantiliver.*

'Segundb caso.' COlumna doblemente articulada, libremente apo-
yada en sus extremos, tomando en cuenta todas las consideracia
nes y suposiciones que se’ realizaron para el pPrimer caso se tof‘
maran en cuenta para el estudio de esta columna.
. La. carga axial P es creciente, an&loqamente que el primer casof'
-1 puede aconsiderar a esta columna como empotrada en ‘el punto -
tangente de la curva el&stica, el cual se localiza a una dis——;
tancia de 1la oxdenada‘j ;. como se muestra eh la -(fEigura 241»
por lo tanto sustituyendo los valores en la' f6rmula de EBuler -
para una columna en cantiliver: _

" Férmula (33) para una columna en cantiliver: p__ = s

cr (4L)
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Sustituyendo en. la ecuactdn (33) la longttud L por iéztehemdsi

p e JEI . MEL _
RN G L R
‘,?dr'eféﬂéﬁz' S U PP e

"Este'tipdyde columnaé bd éxiéien en las estructuras reales co?“ 

”mo ya se habian mencionado y solo se obtienen en experiencias-"'

f“.de laboratorio con ensayes muy cuidadosos.

‘ La férmula de Euler se ha deduciendo partiendo de la su9051—*—
cifn bisica de que los dos extremos de la columna estan articu-
" lados; por consiguiente  561lo permite calcular la caxga o es-=-.
‘fuerzo crftico de columnas con esas condiciones de apoyo, ya =
que si cambian las reéstricciones en los extremos de una barra~- .
M'icomprimida gse modifica su capacidad para resistir fuerza axial,
- .Su importancila eatriba en que a.partir de los resultados obte-
nidos para ella pueden deducirse las cargas o esfuerzos critii-.
cos correspondientes a cualquier otra condicifn de apoyo, por-
lo gue ze le da el nombre de "casoifuridamental”, Porgue const-
" derando la columna como un elemento afslado, con condiciones «
 de apoyoc bien definidas'es £4cil obtener la carga crftica co--
rrespondiente a. cada caso particular; partiendo de 1a fundamen
tal, )
‘Como explicanos ahora que la columna doblemente articulada es-
- un caso fundamental veremos el pcrqué se usa la ecuacién dife-
rencial aproximada _para encontrar la carga cxftica, Como pode~
- mos observar en la (fig. 241, la flecha méxima d,es lo Suffe-

. cientemente peguefia para que no exista. dtferencia apreciable -

entre la’ longitud intcial de la ‘columna y su proyecciGn sobre~
Cun eje vertica1.~ En estas condtciones Ia pendiente 7gé-es pe~
'quena Yy puede aplicarae la ecuacifn diferencial aproxtmada de~
la eldstica de una viga, . A : .

La férmula para ‘este tipc de columnas para diferentes modos de
'pandeo tiene la forma: P = n2 ;57§5

El valor n = 0 no tiene{senﬁido?

’ donde n = 0,1,2¢e,n.
va que serfa la carga P = 0.
" Para los demfs valores de n la columna flexard en las formas -



indicadas en la (fig. 25). De estas posibles sbluciones, la =~
- m8s Importante es la (fig.25-a)..
Las otras soluciones ocurren para
cargas mayores, pero son posibles
fisicamente si la columna tiene =
las sujeéaciones laterales en el~
punto medio o en los tercios de -
la luz, respectivamente, que la =~
obligan a tomar précisamente esta
. forma.
La carga crfitica para una columna
articulada en sus extremos es co-
mo ya se definié en la ecuacién =
(34), donde para la obtencién de-’
esta ecuaciGn su an8lisis se rea-
1iz6 en el inciso dos de éste ca-
» pftulo donde se estudio una colum

Fig.24, Columna. doblemen na con efecto de esbeltéz.
te articulada , o '

L
p‘_ E{..ﬂ'
B R 1 ,

(@) n=1 (b) n=2 : () n=3

Sujecién en el centro Sujecidn.a los
tercios de la 1luz

Fig. 25. Modos de pandeo en una columna doblemente articulada.
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Tercer'éaso.- Columna doblemente empotrada, en los cuales lﬁs-

'apoyos restringen el giro pero permiten el desplazamlento ver-

tical, en este caso tambien se toma en cuenta todas las coside

';raciones Yy . suposictones que se tomaron en cuenta para el estu-
~dio del primer caso de una columna en cantiliver. Comprendien«

do pues, que la carga es axial b4 creciente, al pandearse este-
P . . P - - tipo de columna, como 'se
l ‘ o ‘ ‘muestra en la (fig.ZG).

- aparecen en: los apoyos -
momentos  reactivos que -
impiden la rotacitn de -
sus extremos; esos momen

tos y las fuerzas axia-~
les de compresibn son ==
equivalentes a la carga-
' P aplicadas excéntrica--.

mente como Se muestra en

. . , la (£1g.26); los puntos-
:PT“ SR | ' de inflexi6n (puntos de-
’ ' T ‘ A momento nulo), localiza-
do ‘'en las intersecciones

 Fig.. 2§. Columna doblemente empo~" “de la lfnea de acci6n de

t?ada. P con el:eje deformado,

e dividen 1a ‘barra en tres'
secciones; la central comprendida entre elloa, de longltud
se encuentra exactamente en Jlas mismas. condiciones que el caso
'fundamental o que del primer caso de una columna en cantiliver
Por consiguienﬁerla éaxqa crfttca de pandeo de la columna do-> .

"_blemente empotrada se determinard utilizando la f6rmula. deauci-’
 da para una columna en cantiliver, pero empleando al aplicarla
‘la longitud del tramo que se encuentra en las mismas condicio~

nes que esta, en lugar de"su longitud real.

. Osea: longitud del primer caso = longitud del tercer caso,en—-

tre’ cuatro, es‘ dec:tr H'___ /T)
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" Por lo tanto: P Jlr.-_7 JLT=4“2;r=

l' L

, ,' e =
By : °r,uzs:. S ;
1iE1 cual se- ‘puede - dar de la forma siguiente Introduciendo dentroﬁ

ﬁdel paréntests en. coeftciente ‘de L tenemos:

Py = '__—_‘Tgxzil oo e
,»La columna doblemente empotrada es, pues, cuatro veces més re—-‘.
sistenLe que la columna doBlemente articulada.
Cuarto caso,~ Columna empotrada en su base y articulada en su - ‘
‘extremo superior, con carga axial creclente; tomando tambien co'
"~ mo base de partida para su andlists todas las consideraciones Y .
e ‘supoaiciones del caso uno de~
una columna en cantiliver.
“La colﬁhna se encuentra en un
‘estado de equilibrio interno-
Y extexno como se muestra .en-
- '1a representacién grifica de-
“vla (519,27L; como se dijovan-
terformente para la obtencién
'de su carga crftica deducire—
mos su formula. :
De la figura vemos que el mo=
‘mento actuante en la columna~—
- en cualquier: punto es: =
. M=PX 4Ry ~RL. (1)
”-——jib Como no conocemos, la flecha x
‘ b tampoco conocemos la reac-~
: : cibn hortzontal R que se gene“
1?19 27. CQIumna empotrada en su ra, par lo que tendxémos que—

2;::e§°a:§;§§iggflen su. hacer conéideraciones.
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Como sabemos .que estamos.. en pandeo elfstico con el cual se dé-]‘

»rivan pequenas deformaciones podemos aplicar la ecuacidn de la

el&stica-

= e

.&.'
ET

Sustituyendo (1] en (2] queda: .

-

X"

Sabeﬁbskque:f'
- K

== - Px _ Ry o R1

EX ~ ET T ET

 Px R(l-zl
TET T T ET O
2' P

ET

‘> Sustituyendo en’ 1a ecuacidn C31.}

".(?) ;
‘ (ﬁ}ﬁu.v

L (8)

Donde la ecuacidn CSl es una ecuacidn diferenclal de sequndo -

orden de- coeficientes constantes, no homogénea,,porque exlste-v ,

un segundo miembro.'

rior: 2 .

' : X +,K,,x,=-o,‘ | |
p%x + K%D°Xx = 0 e T
D2x+x2x£=o

-,"(D - x)x=o
(0? +. 2) '==o
-_Dz 2

Las raices complejas de la ecuaciﬁn (81 son:”]' :
' pl=o+1< |
gzno-x

. Por 1o cual la solucién general de 1a ecuaciGn (7),

= - K

L4
I

Resolviendo la ecu&ciﬁn diferencial ante~

;(GT

BNCI

(por los -
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: gantecedentes de matem&ttcas IVl, que es la solucidn complemen-
--t&ria de 1a ecuacttn diferenctal (51 tiene 1a forma.

: ‘x¢ = e°Yc1 cos‘Ky5+fe'yc2 sen Ky .
Xc = Cy cos Ky + C, sen Ky . B ¢ )8

- .Ahora debemoé determinar de la ecuacitn (5) uhé‘éolucién'parti’

uv'cular que ‘la cual sumada a la ecuacibn complementaria, nos da=
"~ "la solucién general. Entonces la. expresién generalizada del. -

segundo miembro de la ecuactbn (5] como sclucidn general de -
f;una ecuacién diferencial lineal homogénea es- '

R (l-y) . RL_ _. Ry
ET T TET
linSi hacemos.z‘ . Rl‘r». _ wR
SR St = Er- ¥ S2 " ET .
<Sustttuyendo'tenemuszi o ‘ A .
| L s ek fsl Sy ‘ (10) -
Vemos que la solucién generalizada (10l, corresponde a una ecua .
ci6n diferencial lineal.homegénea de cdeffctehtés'constantes; ‘
‘Hque tiene dos rafces reales repettdas de valor cero en su ecua.
>‘ci6n algebraica aaociada, por lo que dicha ecuacidn diferen—"-'
;cial es: '
v . (D - OI(D - OIX = 0 R
(- 0)2 _ T S )

_ Apltcando el operador (D - 0) , de la ecuacidn diferencia1(117 “’
L a ambos mtembros de 1la ecuactﬁn diferenctal (51 y ast se: tiene .

- 0lamKx =0 L (12)-»”
'Donde el segundo miembro se hace igual a cero, porque aplican-
do el operador (D - 02 ‘a Eg (- Y% es igual a cero, :

La ecuacidn diferencial CIZL toma 'la siguente forma:

@ - 012 (p? +x1x=o BRI O 13y
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'Cuya solucidn particular para determtnados valores de constan—,‘ﬂ
tes arbitr&reas que satisfacen la ecuacidn (5]. La ecuacién -
valgebrﬁica asociada a £131 es: E

- 0le? +K1=o
Cuya aoluciﬁn es: )

”_31“’9 C, ey MOk Ry
B t0 o my Ok
cEntonces la solucién general de C13L es:‘

Xg = Sle“y + s, e°Yy + e‘yc cos Ky + e°yc sen Ky
Xg = S1 +. Szy + C1 cos Ky e c2 sen Ky ' ,' : “(14)
] ;Para determinar la solucidn particular de: (131 restemos de(14)
- la ecuacién (9);m1embro a mtembro- :
o xgvaxp+x<:

XP = Xg -~ Xc ‘
Entonces sustituyendo y restando tenemos;

o Xp o= sl + Szy o - ST - - o0 (45)
”Determinemos los valores S1 Y 82 para los cuales la ecuaciﬁn -
-fparicular Xp verifique a (5) entonces requerlmosz

x'p =S,
' x'p =Q:

Llevando a (5) la ecuacién particular XP resulta. RS

2 ' -
o’+x (s, +Szy) =—E.—(1 Yl
Osea: . a
2 _ Ry
ERS +SKyn iy ~ R

COmparando los cceficientes obtenemos-

2 _ Rl 2
{a). S K = como sabemos que’ K"=~?ﬁ?c

S R .
Entonces sustituyendOt_&E_ = —RL_
er - EI
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Por lo tanto Sy = - . o as
«ew2_. _ R ¢ P _ _ R |
(B) SK" == 7 S22 B = " BT | o

Por lo tanto S2 = - —g— : 1‘f o ‘ Coan

Llevando los valores (161 y (171 a (151 tenemos: IR
'Sustituyendo en (141 s1 Yy SZ’ por sus. Valores dados en (16) V'
(17} obtendrémos ‘la solucion general de la ecuacibn diferen—<="
"cial (5):

Rl

X = - - iﬁL + C1 cos Ky + C2 sen Ky

x = c1 cos Ky + c2 sen Ky+—-— Cl-yl ' : (19)

La igualdad- (19]) es la ecuacidn analitica de la eldstica de la
columna en el cual existen tres constanteg cl‘ 02 ¥y R; enton-—:
ces tenemos que requertr de condiciones de frontera, Regresan
do a la’ Cfig.271 vemos que existen tres condiciones |

' 18 siy = 0, entonces x = 0
29 St Y Q,- entonces x'= O(porque no hay rotaciﬁnl
38 st y = l, entonces x = 0- ;

Aplicando la primera condicidn de frontera a la ecuacién (19).'_“

' + RL | E : ®
0=C*+5 . . ~ SRR "m

]'Aplicando la. segunda ‘condicibén de frontera a (19} despues de -
' derivarlo previamente. C :

Derivando:X' = -ClR sen Ry + CZK cos KY -‘{}

P .

Sustituyendo:0=czx——§-“ R o (b)
K Aplicando la tercera condicidn de frontera a (19) queda- :

0 = c1 cos Kl + C, sen KL .~ . 'f ' ;fc)x"

El cual forma un sistema de ecuaciones con tres ecuactones ho-
.mogéneas, cuya soluc16n tiene dos posibilidades la soluctén-
,trivial ¥ la solucién no “trivials :
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La primera solucifn serfa la trivial donde: €,7Q, C,=R.=0. |
Por lo tanto X = Q en todo punto de 1a columna, el cual carece
' de Interés en este analtsts. ‘
La segunda soluci6n no trivial donde llevamos a un determinan-"
- te los. coeficientes e ﬁgualando a éero-

1 a

m]p .,;,;

. ‘Q LK -
cos K!., sen Kl‘ Q

' Resolviendo la determinante. (0 + 0 + 0)— (—~—-cos Kl-llsen k1l ¢

1 k1P
= 5= sen Kl~ 5= cos K1,

v‘j=tsenvkl-kl_cos kl

=G

-kl cos‘kl = sén ki’ i}
fxl = tan k1 R ¢35 N

-EVemos que la ecuacidn(?lies de la forma . trigonométrtca-

v w = tanqa
g =
gt Z = tane
' . ’(e, 2)
. ' Cuya ‘soluci6n es mostrada en la-: 
(f1g. 28).- - ' _ )
__Entonces la primera solucién de=-
la ecuaci6n diferencial (21) at-
ferente de cero se. tiene cuandoz - -
e €= 4493 '
- _ ;- Osea Kl = 4 493
Fig2e, oo &K? 12 = 20,19
o SO o cOmo: 2 P .
' A 'K ﬁf-entoncgs.
f 5 - o
v-%% =20, 19 .

L2
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S la 1gualdad (22) el valor de" 20 19 lo podemos dar en funsidn -

' de 1T Ademds vemos que para este valor de P se rnicta el - "
. pandeo entonces sera P la carga crttrca P p '
w3019 . 2 | |
B - 20.19 _ 20.19 | _ 2. 041r EI T 2py
= = S P = c=
29,8898 | ¥ er L% 0,49.L?
= 2.04  Finalmente: o s
. TT°ET , ~
= {36)
| e (o2 -
De las ecuaciones (201 se obtienen resolvtendo. S .
& o LR : ‘
C1= =% | (231
Cy = + 37 TR SN PR C R (24)

) Llevando las ecuaciones (23) y (241 a la’ Llal, para asi obte——r'

ner la ecuaciﬁn analttica de la eléstica de la columna-

X ='_}_‘5_ cog Ky + Pi Qen ky - (l—y)
Reduciendo' . )
‘x = 1%%- . sen ky - kl cos ky +. k(l—yl ‘ "‘_ (25)'

En la ecuacifn (25) Vemos que la incognita de la reaccién hori

zontal R es indeterminada porgque se presenta en el momento de-
pandeo, el cual conduce a una flecha indeterminada.’

Perc nos preguntamos que beneficio sacamos de este andlisis an
terior que se realizf para encontrar 1a ecuacién an&litica de-

-la eléstica si no se llega a determinar, porque falto encon-—-

trar la reaccibn R. ' Pues bien el beneficio es que de esta’'ma=~ .
nera pudimos determinar el valor de la carga critica Po para«f‘

una columna empotrada en su. base y articulada en su extremo su '

perior el cual era el ftn de este an&lisis.»




39

n».s.n LONGITUD EFECTIVA DE 1.0S MIEMBROS ‘EN COMPESION{

,EL concepto de longitud efectrva esﬁa basado en gran parte en -
S sua. utilizactdn en las f6rmulas de Euler, ¥y su uso en otros ti--
pos de f6rmulas puede © no ser correcto. La longitud efectiva=-"
se llama tambian'en‘ocaciones, 16ng£tud sin soporte o 1cngitud-
‘ SLn artiostrar;‘_ Esta terminologta puede ser confusa en vista-~
:de que la longitud efectiva puede ser maydr ‘0 menor que la dis-
tancia -entre apoyos la cual es la longitud real no soportada. -
Mediante el uso’ adecuado de esta lonqitud efectiva la mayor par
At':e de las fSrmulas deducidas 'p‘ara_ columnas blarticulares pﬁeden
aplica:se a columnas con otfas-condiciones"de extremo.

" Nosotros hemos éstudiado cuatro casoé de'colﬁmnas como se mues~
‘tra en la (£ig.29), con diferentes tipos de apoyo. En esta f£i-
' gura se sefiala la Iongitud efectiva encontrada en su deduccién~
para obtener su carga critica de cada uno.

N ?
1. A T
Str AU T ?
1 B . | // | _L
: " ‘f:?”f.' v _

_ N by Co(e) o ar _

) Fig 29, Longitudes efectivas de columnas: (a) columna biarticu-
lada, (b} &olumna doblemente empotrada, (¢} columna con

. un extremo empotrado y el otro articulado, (d) columna- -

con un extremo empotrado Yy el otro libre. o -

‘Se dén muchas definiciones sobre la longitud efectiva de pandec
o estabilidad pero éqh'pocoﬁentendible‘en'ésta“tesis‘se defini=-
r& de una forma comprensible para su mejor entendimiento-como -
slgue: '
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La’ longitud efectiva de pandeo de una’ columna a. compresxdn con
[*carga axial, se. llama: a 1a distancta que existe entre dos pun-
vtos de 1nflexi6n, el cual se’ genera cuando 1a columna se pan--
dea, ‘esta distancia depende del sistema de apoyos, del sistema
‘de cargas, o del sistema de desplazam:.entcs horz‘.zontales. L
“Ahora resumiendo 1as fﬁrmulas de. Eiler de los casos estudiados
‘que se muestra. en la (figura 29! estan dados en las igualdades

4:(33), (341, (35[ .y (361 obtenidas en el inciso anterior que -
son:

. - B ) . 2 ) . . ) B
A)Columna bfarticulada o doblemente e By = EL (30
artfculada, = o AT T o
N N ' IR Py % o '
: B)Columna doblemente empotrada en - —— Pcr'é 1‘”EI . (35) .-
-sus extremos, S - e e '--c°f591__ L
o e 'ﬂzEI R .
C)Columna empotrada en su base y 1t —P. = ;(33)
' bre en su extremo superior. T (2n) o
L , ) v SR S Sy _
- D)Columna empotrada en su base S (36)
articulada en su otro extremo, g R (0'7L)

' Si'nos fijamos en estas igualdades encontramos gue todos tie—-“
» nen casi las mismas componentes, ‘variando Gnicamente en la par.'
te del denominador ‘por el coeficiente nungrico que acompana la
,longitud L., Por lo tanto podemos escribir la f6rmula general-

. de Euler por analogia, para su aplicacién general de la forma—
’_siguiente. o o :
; P = JI—§§ " carga crftica de Euler 31
‘(KL - o fundamental,

"j 'En esta expresidn KL es la 1ongitud efectiva de la- columna de-

finida ¢ e8 decir la distancia ‘entre puntos de inflexién del _
eje deformado, X = 1, para extremos articulados, K = 0.5 para-
extremos empotrados, Y tiene valores intermediocs para restric-"
{ciones elasticas comprendida entre esos. lImites; como el caso—
‘de una columna con- extremo empotrado y el otro .articulado la -
K = 2 y para la columna de un extremo empotrado y el otro 11--
b:e K= 0.7; si un extremo de la columna puéde desplazarse li-
nealmente reépecto_al otro, en direccién perpendicular al eje-
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original, K puede crecer indéfinidamente.,Entonces vemos que -
en la igualdad de la carga critica fundamental o de Euler el -

" coefictente K var!a con el tipo de apoyo, Y al producto KL se="_~

Lle conoce como "longitud efectiva de pandeo” de la columna en- .
cuestién. _ : '

En la (fig.30] se dan los valores de K para varias condiciones
de apoyo 1dealizadas, en el que se suponen las restricciones -
que impiden las rotactones y translaciones de los extremos son’ .
" ¢iento por ciento efectivas © no existen.

' rPuede suporlerse que sa presenta una condiciﬁn de empotramiento

(a) ) Ad) e} [/

is configuricidn de !a columna /
pandeada se muasira {
con linea punteada 1

bt \

-
N
~a

B
e
g

Valor tedrico do K- 05 a7 10 10 20 20

Valor da disefo nc-omnridlda blu»K s ' . - .
cuando ias condicfones reales de | 065 0.80 R ¥4 1.0 21 2.0
apoyo. se aproximan a las Idn!u_ .

Rotaclén i;npedidl Translacién impedida

' Reprasentacién esquemifica de las . ; Ré'““" fibre ' o Vransiucidn impedida .
, condiclones ‘da apoyo Rotacidn impedids Transiscion librs’

f - | Rotscién fibee - _ | Transiacion libre

Fig.30 Valores de los coeficientes K para columnas aisladas -
con. diversas condiciones de apoyo.

perfecto en la base {caso a, b, ¢ y e de-la fig 30), cuando la
columna-estaﬂligada a alguna ciqentaciGn rfgtda, cuyas rotacio.
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.nes son despreciables por medio de una conexi6n disefiada para=
,resistir el momento de empotramiento Yy obvenida mediante una -
base de placa y anclas (o] ahogada la columna en el cimiento una
,;longxtud adecuada; cuando el comportamiento del extremo infe-—
rior es inclerto, respecto a la existencia de rotaciones, debe
.'considerarse articulado Ccaso dy £,fiqg. 301Las rotaciones del-

 extremo superior se suponen -én impedidas cuando la’ columna esg-
‘ta unida rrgidamente a una trabe aperaltada de regidez muhcas-
veces mayor que la suya propia; si los desplazamientos linea=-~
"_lea de la trabe estan impedidos poxr medio ‘de contraventeos o -

‘muros de rigidez, la columna se encuentra en el caso (al, Y -
cuando pueden presentarse esos desplazamientos estan et el ca-

. 8o (fl 8 (cl de la (fig. 301,

La suposicién gue hay articulaciones en los extremos superio-- .

res, casos b y d@ ) puede deberse a que las trabes tengan una -

_ rigidez muy reducida a 1a forma en que esten conectadas con --

- las columnas.v ’ v

‘'Los valores de K recomendados para disefio son una mod;ficac;dn

. de los te®ricos hechas teniendo en cuenta que tanto las articg

,laciones perfectas como los empotramientos absolutos. son 1rreg
‘lizables, .

' rodas las configuraciones de la” (fig 30), y otras correspon—--

' dtentes a condicilones de apoyo gue no aparecen en ella se re--

‘presentan en un senoide referida a ejes adecuados; la carga -—-

o que ‘hace posible la deformacifn sinuscoidal del miembro es=

‘-1a carga critica eldstica que correspgnde a cada una de las ==~

. condiciones de: borde, Yy puede calcularse utilizando Y concepto

de longitud efectiva, : -

. Todas. 1as £6rmulas anteriores pueden asemejarse al caso £unda~

mental como anteriormente se explicf, quiere decir que siempre

- se uttlizara esta f6rmula pontendo en su término L la longitud
efectiva Le en su luga:. Esta longitud resulta como se dijo a
la distancia entre dos puntos de  tnflexién de la curva eldsti-
ca o las articulaciones, si las hay. La longitud efectiva de-

‘una columna, Le en el caso fundamental es L pero en los caéosé'
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.és 2L, 0,7L y 0,5L, respectrvahente para. el casq general Le=KL
‘como al término K se le denomina ‘"factor de longttud efectiva"

‘.. el cual depende de las- restricciones de los extremos.,

'7Para caso m&s‘generales para obtener el valor del factor de --
' longitud efectiva K, para cualguier columna q&e se pueda'éncon
,7trar en una estructura cdompuesta de marcos donde intervienen -
j'columnas, vigas, conexiones entre ellas, asi como tambien- pue-
“de haber elementos de contraventeo; el valor de K esta en fun—
. ci6n de las rigideces de los elementos que concurren a los ex—
’7tremos de ‘la columna en estudio, para casos de pandeo elSsti-
" @o.  Un marco puede fallar por pandeo de alguno de los tres ti
- pos siguientes. pandeo de conjunto, pandeo lateral de un entre.
“piso, pandeo de una ¢ wvarfas columnas individuales.

'Entonces tenemos que revisar cada columna. por pandeo para el -
: ‘cual se necesita su factor de longitud efectiva K el cual se -
:obtiene con los nomogramas de las (fig.31,32), (ésta explica=--
cifn se dars con nomogramas realizados grificamente para su en -
~ tendimiento de su uso; mas adelante en el capitulo V se pre~-~
sentaranllos'nomograpas dibujados a escala),rcdmo sigue.

'NOMOGRAMANT | _NUHDEREN.HAPZ‘
= K & ' |

'.v“v", ‘ ' l.o" ‘}“‘o

° . os o

Fig 31 Obtenciﬁn de K para - Figl?Z‘VObtencidn de K para
marcos contraventea o . ‘marcos no contraven'

dos.~ o , : R teados.
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.68 &metros ', ' o X ‘ \ .
Lo‘ pardmet Ta ¥ X'p sonar' _ Z (,L‘)col.. en el nudo a.. .
- :E Gfrlt?abf
1pondéiloéfindices ayb correspondén a cada uno de los extre=-
‘ mos de la columna que se esta constderando. o

,La 25(1, col representa la suma de los cocientes I de*todas'

=

'las columnas que concurren en el extremo en el que se calculan

. r (osea la’ columna en estudlo y la que esta inmediatamente —-——

arriba o.abajo de ella)l v ( la de las vzgas que lle"
L trab

~gan al nudo ¥y se encuentran en el plano en el que se estudia -

el pandeo, los momentos de fnercia corresponden a ejesrncrma-- g

“les. a ese plano, Para que se tengan en cuenta en la determina
cibn de r, tanto vigas como columnas deben estar unidés rigidg'“
Zmenﬁefcon el'nﬁdo, pues si estan conectadas en &1 mediante una
artiéulacién no contribuyén'en,nada a la resistencia. ‘
'En- extremos de columnag articulados (en la cimentacifn por ===
ejemplo), les corresponde un valor de r', = @ en teorfa pero
en el disefio pr&ctxco puede tomarse r'a = 1, a menos que el --
apoyo este disefiado como una :articulacibén sin friceibn; analo-:
gamente aunque r's = Q' en teofta cuando el extremo‘de la colum
na esta empotrado, conviene suponerlo igual a 1, en cclumhas.-
ligadas a éapatas disefiadas pard resistir momentds.

Cuando se conocen las condiciones de apoyo de alguna de lés-v;f
-gas en el extremo opuesto al nudo en estudio se mejoran los ==
resultados multiplicando su rigidez %} por 1.5 si el éxgrémo -
: esta articulado y por 2.4 si esta fijo angularmente, cuando no
~ hay desplazamientos lineales de los nudos; y por 0.5 si esta ~
‘articulado y los nudos si pueden desplazarse. Entonces la —
interseccidn de la escala central del nomograma Y una ltnea ==
recta trazada entre r' ,Y-:7b proporciona el coef;c;ente K bpg'”“
cado. o
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',xx.a. asruanzo EN coLUMNAs ASOC:ADAS A CARGA éaleca.

- El esfuerzo ‘en una. columna sometrda a pandeo esta asoclado a -
" la carga crftica, Osea a partir de la carga crftica puede ob-
‘ternerse el esfuerzo critico de pandeo,‘simplémente'dividiendo
la entre el Area de la seccién recta de la pieza, pero. antes -
veremos la validez de la carga cxftica de pandeo el cual quedé

definida por. la. ecuanifn (37), siendo Idealizado mediante las~-
siguientes hithesis-

a).- El material es 11neahnente eldstico ¥y no exede en ningﬁn-f
s . - caso el esfuerzo. correspondiente a’'su 1£mite de proporcio
: nalldad. : }
" b) .~ El médulo eldstfco del material es el mismo en tensiﬁn -
 que en compresidn. ‘
‘c) .~ El material es perfectamente homogé&neo e isotrépiéo.
d) .- El miembro es perfectamente recto inicialmente, y la apli.
. cacibn de la carga axial es perfectamente concéntrica con
el centr6ide de su seccibn transversal.
e} .~ Los extremos del miembro son articulaciones perfectas sin
friccifn. v ]
.f),— La seccidn del miembro no se tuerce y sus elementos no sa -
y fren pandeo local,
. g} .= El miembro se encuentra totalmente libre de esfuerzos re- .
gsiduales.
““h).=- Se puede utilizar la aproximacidn de deformaciones peque-

has para definir la curvatura del eje deformado de la co=
llumna. '

,.Para un mtembro Ideal como- éate, la tnestabilidad se caracteri'
‘za por una’ deflexién "y" fgual a cero ‘con cargas "P" que aumen
;tan hasta el valor crtttco P cr t Y por una bifurcacién en el -
punto ‘de carga crttica, ya sea con "y" fgual a cero & con una-
"y" indeterminada, que satisfaga la solucién‘matenAttca. En la
(fig. 33) se muestra estalrelacién medtahte la linea llena
" OAB.

e
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o

- ) ] .' Figu 33. 3

En reaiidaa, como las condiciones (c) y (d)_nn pueded satisfa-v
;kéérse por completo ni atin con cuidado y presicién extremos, la
‘deflexién'lateral'crece en forma progresiva, pero tiene un in—
‘cremento sdbito con cargas cqrcanasba P.,.s lo 'cual se muestra-
por medio de la linea punteada OA'B' (£fig.33). -

Para una columna ideal que satisfagé la hip6Stesis de (a) hasta
(h) , el esfuerzo axial esta distribuido uniformemente sobre la
jseccién‘transversal'para todos los valores de carga hasta lle-
gar a la carga critica, vy por 1o tanto el esfuerzo critico f cr
puede definirse como sigue:

Para el caso’ general de columnas:

: ; : = .._g—r- v
El esfug;zo.esta daﬂp por: £, X ' . .. (1)
Sabemos que la carga fundamental es: P__ = - - £2)

A j cxr. : .
~ . _ o : (RL) o ‘
Por lo tanto sustituyendo ‘2) enz(l?. £or =';?E;;2 ;(31

“La ecuacidén (3} la transformarémos de una forﬁa cbncreta, para

su f&cil aplicacién Y entendimiento, entonces realizando cpera"'

'ciones- s ‘
. 'lT"E B . ) o . i Lo
) f o P S . {4)
. (KL)EA : e
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Sabemos que el radio de giro es:

. .r'=

3

5 Modificando 4)y:
ey &y ‘ . c . 6
¢r . (kL) SR H

&£
o

Sustituyendo (61 eh (4). tenemos:
)2 . » o i

;

- \
- e ™

:

r

Finalmente de manera general el esfuerzo crftico en una colum- :-
na cargada axialmente conocido como: "F&Srmula de Euler”,

for = ‘ | e e - (38)

r

—~
[

En la expresién’ (38) el nfmero -I-%'— se conoce con el nombxe de: B

"Relacidn de Esbeltez" de la pieza.

Para las columnas estudiadas anteriormente sus respectivos es-
" fuerzos son los siguientes:

a) ,~ Columna doblemente articulada: f'cr‘ = JLE (38)
_ L 2
(K = 1) K . (—)
Lo o a . ! i 2E Craqy
b) .~ Columna en cantilivexr: _ fc:r =t , (39)
- ® = 2) . (21.)2 :
. : i ' . - Tr2E fo
¢l ,= Columna doblemente empotrada: fog = — (403
‘ (K = Q,5L - ., 0,5L,2
T ' =7
- d) +~ Columna. empotrada y articulada: Eop = — . T (41)

(x = 0.7) ¢ 0.r7 le
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fCuando las coadiciones ‘de apoyo - de los extremos de una columna
son 'las mismas en todas las direcciones el c&lculo del esfuer-
_fzo crﬁtico debe hacerse considerando el radio de giro mfnimo =
‘de 1la ‘'seccién, Diremos en este caso que el pandeo ocurre ale=-
rededor del eje menor memento de fnercia y. con ello podemos es
tablecer que la pieza al pandearse se flexionara alrededor de—
ese eje. . : T '
fCuando las condiclones de apoyo son diferentes en: dtrecciones~”'
‘:”distintas, deberd investrgarse el pandeo al menos en dos div--
reccxones perpendiculares y se utRlizarxg para el cdlculo del -“
: esfuerzo critico el mayor de ambos valores de la relacrdn de -
esbeltéz. i ; S ' ' '
. La obtencidfn de las f£6rmulas presentadas anteriormente se basa
: en la hip6tesis fundamental de que la columna se comportard -—
Aelasticamente hasta la apar;cién del fenBmeno de pandeo, .por. - .
lo. tanto dxchas»fdrmulas no son v&lxdas en piezas en que el es:
fuerzo crftico de pandeo es mayoxr que el esfuerzo en el limite

de proporcional;dad del matertal de que estan: ccmpuestos. U EL L

) cual . .este tema se estudtar& en el capftulo II, para el dimen——
cionamiento de columnas.
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' 'ca_prm':.o ITT

nx.- Dmsmnmmmo Y szxsxon DE cowmas BASADAS EN LA

TEORIA DE EULER,

" III,1,~ LIMITE DE LA APLICACION DE LA FORMULA DE EULER. .

ba*qbtencién de la f6xrmula de Euler, gue permite calcular la =
carga crftica de pfezas rectas comprimidas axialmente, ests ba
sada en la suposicifn fundamental de que'la_pieza se comporta-
elisticamente hasta la iniciasi6n del pandeo, coma lo demues--
tra el que en la ecuacidn bisica de egquilibrio aparezca el mé-
" dulo de eldsticidad E, que se conserva en la férmula final. ==
Las ecuaciones (1] y (2] no son aplicables a columnas cortas «

TEX . ) Lo .
Pop = o2y o , (1)
X xn)c . : L g
Ver KL 2 : S L (2)
‘ (—;ﬁi~“ ' AR

. o de longitud intermedia, entla éue se alcanza el 1fmite de —-
proporcionalidadyantes que el esfuerzo crftico de pandeo elas—

" tico.

. La £6rmula (2) es vilida unicamente para el intervalo de valo-
 res de la relaci6n de esbelt&z a los que corresponden esfuer--
zos Criticos no mayores que el 1lfmite de'proporéionalidaa -
(v;r V}E), ya que Euler hizo un anélisis tedrico, de la carga
crItica para columnas esbeltas basado en la ecuacién diferen~-
cial de la eldstica. Ahora se sabe que este anilisis solamen-
te es vdlido hasta que las tensiones alcancen elrlimite»de pro
vporciénalidad. En los ttempoS’de'Eulér:no se habfan estableci
‘do los conceptos de tenstén, ni de limite de proporcionalidad,
~por lo que 81 no tuvo en cuenta la existencia de un 1fmite su-
perior de la carga critica,

De la ecuacién se puede concluir que el lfmite de proporciona-
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:lidad del matertél es el 1fmite superior del esfuerzo con el -

© cudl la columna se pandeard elisticamente.

' .Ahora. sabemos que una columna tiende a pandearse siempre en la

~1‘§direcci6n que es m4s flexible, Como la resistencia a flexidn~

"varia.con el momento de inercra, el,valor de T en la f6rmula =
“de Euler es siempre el menor momento de inercia de la seccidn~
l' fecta; ‘- La tendencfa a ‘pandearse ttene lugar, pues, respecto—,:
del eje principal de momento de inercta minimo de la eeccidn -
u recta. : o : )
st estudiamos las componentes de la f6rmula de Euler, a groso-
:modo encontrarémos, de la fdrmula (L):
$“~H1rgfs'es ‘una constante, - o _ -
"f E"=fes da- rigidez que presenta un material, (m6dulo de -
- -elastlcrdadl, si su valor es grande quiere decir’ que
el material es poco deformable, por lo tanto la ca:—
'ga crftica serfa mayor, o - ' ;
I = es el momento de Inercia; es a;go pasitive a la de~-
‘ formacién de 1la piéza segﬁn 1a’forma que»tenga. A1 *
| .crecer el momento de inercia, crece tambien la carga
erftica, originandose el pandeo en el'ejefde‘momento :
de inercia menor, . ‘
i Viene siendo la longitud efectiva de pandeo, osea es
' la que esta dependiendo del coeficiente de columna K
Seqgfin sean las restricciones en los apoyos, Si ai -
aumentar la longitud efectiva de pandeo, la carga -
‘crftica tendera a ser menor ya que la columna ser& -
‘mas esbelta. . ‘ ‘

'ﬁl;La férmula de Euler llamada asf a la ecuaciﬁn (1), demuestra -  -

‘thambien que 1a carga crItica que puede producir el pandeo no -
*depende ‘de la resistencia del material, sino de. susvdimensio-rz_v
' 'nes y del m6dulo elastico;' Por &ste motivo, dos barras de =—— -
idénttcas dimenaiones una de acerc de alta reststencia, y otra
“vde acero suave, pandear&n bajo la misma carga critica, va. que-
,'aunque sus. resistencias son muy difexentes tienen pr&cticamen—'
te el mismc-mﬁdulo el&stico. Asf, pues, para aumentar la re--
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sisﬁencia al pandeo, tnteresa aumentar lo m&s posible el momen
- to de inercia de la seccifn, Para un &xea dada, el material -
debe distribuirse tan 1ejoa como sea posible del centro de gra
'vedad y de tal manera que los momen tos de inercia respecto a-=
. los ejes principales sean rguales, o lo mas parecido posible,
Como se dijo anterrormente para gue la fdrmula de Euler sea =~

aplicahle, la ténsibén que se produzca en’‘el pandeo ﬂo debe ex= .

ceder al lfmite de proporcienalidad Osea el de 7; es la ten
si6n’ media en la ‘columna cargada con su carga crftica, y se --
"llama tensién crftica, Su lfimite superior es la tensién en el
limite de;propofcionalrdad.-‘Porlcpnvenio, se definen como co-
.lumnas 1érgas o muy esbeltas aquellas a la que se puede apli--
car la férmula de Euler, La esbelté&z mfnima, que fija el 1fmi
- te Inferior de ap;tcacibn de la £6rmula dé Eulér, se obtiene =~
sustituyendo en la écuacidn (2) los wvalores conccidos; del 11~
‘mite de proporcionalidad y del mbdulo elgstico de cada mate=--
~ rtal y también con los dtferentes tipos dentro de cada mate--
: rial. Entonces:
' - for = fLp A .
Donde f es el esfuerzo‘critico, Y fip es. el esfuerzo de limi
te de proporcionalidad. Entonces d;cha f£6rmula de Euler'es ==

aplicable en columnas a partir de que;

. . fcr = f . . .
Por lo cual el esfuerzo.de lfmite de proporcicnalidad debe ser
.igual a: ' i 1W23 . :
. _ ‘ . fLP SRR, LI S
KLy 2
. . ) r ! ;
' De donde: ’ KL 1ng
Eh?-TE
. . , - TLP .
-Quedando; : 7 : Eé - e
' r o\ fup

En resumen Ada fﬁrmula de Euler es aplicable a las ‘columnas cu-
yo m6dulo de esbeltéz es: :

T %E “ - 3
£

KL =
o LP
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Donde: %?”a m6dulo de esbelt8z.

fjf.:“ e .;, . “-'-1H2E
RETERRE o = = coeficiente de columna
o ‘ Lp

fPodemos concluir entcnces que:

 'ATfS£;f?r‘= J%;E se trata de una columna esbelta o llamadas
e L ' tambien 1argas y su falla serd por "estabi

ltdad”.
2

o]

B} si, %?u; LY Se_tratavdé una éolumna nojesbelta, en el-:

d

cual se encuentran las columnas cortas e -
> intermedias. . J

Un diagrama tipico esfuerzo de formacién a la compresiﬁn para-
una - Drobeta en la gque se impide el pandeo se puede representar
como en la.. (fig 1) en el intervalo de esfuerzos.

r» UIMITE bBE PROPORTIDNALIDAD

CURVA DE EULER-.

.
) - .
& cougpony ___Eo B
© [OATRS ¢ ° = LAREWY © ISIELTR!
o , _ INYERMEWRS
»rFig 1. Diagrama esfuerzo . Fig.z Grifica del esfuerzo
, ‘@e formactibn de ~ = - - ‘crftico en columnas-

compresiﬁn. . o " en. funcibn de la re-
S o “lacidn de esbelt&z. .

‘De 0 hasta 1 el material se comﬁorta'eiasticamente; 51 el es- -
fuerzo en una columna en'pan@eo no excede de este intervalo la
columna se pandeari elasticamente. La hipé&rbola correspondien
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o : 2 '
""te a la eduacién-,v;r = JI—EE— » es aplicable en este caso. ES
: KL .

(=

. T
ta porci6n de la curva se indica como el tramo BC en la (£ig.2)
iEs tmportante reconocer que esta curva no representa el COmMpor .
‘tamiento de una columna sino m4s bien el de un n@mero infinito
de columnas ideales de dfferente longitud. La hipérbola que -
"cctresponde a la regién'qﬁe no esta situada en el intervalo -

‘lVﬁtil se indica en la (fig.2). por medio de una curva punteada.

Una columna con’ una relacién (—~1 correspondiente al punto B -
de la (fig. 2) seri la columna de més corta longitud hecha de -
material y taméﬁo dados, que se pandearan,elasticaménte, una -
'5olumna mis. corta, con una relacién %? ain menor, no se pandég
r& en el lfmite de proporcionalidad del material. En el dia--
grama esfuerzo - deformacibn (fig.l), esto significa que el ni
vel de esfuerzos en la columna ha pasado del punto 1 y alcanza
Ao quizd un cierto‘punto 2, ‘Este nivel de ‘esfuerzos m4s alto-
se puede decir que, en efecto, se ha creado una columna de ma-
" terial diferenfe, puesto que la rigidez del mismo ya no esta =~ .
representada por el mSdulo de elasticidad. En este punto, la-
‘rigidez del material esta dada instant&neamente por la tangen-
te la grifica esfuerzo « deformaci5n, es decir, por el médulo-
elistico tangencial (o refertdo a la tangentel E La columna
'permanecera estable si su nueva rigidez a la flexién EtI en 2
es suficientemente grande y podrd soportar una capga_mayor. -A
medida que 1a'carga aumenta, el nivel de esfuerzos se eleva --
tambien, en tanto que el médulo referido a la tangente disminu
ye. Una columna de material afn menos rigido actia bajo una -
‘carga creciente. ‘La sustitucton,del m&dulo elastico tangenw=-=
‘cial E,., en vez del mddulo eldstico normal E, es entonces la - |
Gnica modificacién necesarta para obtener las f&rmulas de pan~
deo el&stico aplicables en el intervalo fnelastico. En conse--
'cuencia, la f£6rmula generalizada de Eulex, o bien la fdrmula -
del médulo referido a la tangente serd:
"Vcr = ‘T;LEz ‘ o4
’ (=) :
r
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Como 1as esfuerzos correspondientes a los médulos referidcs a=-.
T la tangente se pueden obtener a partir del . diagrama esfuerzo -~
deformacidn a la comprestan, la relacién %? a ‘la - cual se pan-
dearf una columna con estos valores se puede cbtener de la g--
LAcuacIGn £4).» Una gr&fica que represente este comportamiento -
para valores intermedios y bajos de %? esta dada en la. (£1g.2)
por la curva desde el punto D a B, Los ensayes en columnas in- .
dividuales verifican esta grdfica con notable exactitud. “
_En'cpncluciﬁn gh el intervalo de D a B el pandeo es tnel&stico
_“por lo.tanto no se puede aplicar la‘férmpla de Euler (2); Se -
”uéard ern &stos casos la £6rmula (4] para su determinacifn; en=
este tramo una columna puede fallar por pandeo 6 por resisten-
cta del elemento ya que los ensayes se realizan sin poder cum-
'plir con todos los requisitos de hipStesis, _ n
Existe un Intervalo dltimo como se muestra en la (fig.2), el -
de. E a D. Las cuales son - llamadas columnas cortas, estas cCo-~
lumnas tienen su falla por aplastamiento & llamadas también de
‘ resistengia, hasta un determinado médulo de -esbeltdz,’
Una:gridfica del esfuerzo crttico en columnas en funcién de la-
relacién de esbeltéz, presenta la siguiente configuracién, co=
Jmo se-muestra en la (fig.3l realizada en la pr&ctica,

rHE

Y.

PANDEG ~ PANDED g
. INELAsTIEQ . sLRITICD -
cai. CaRTAS . COw. LARGAY 4
sSagLIng -

Fig.3
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’Nota. Durante afios después del siglo XVIII la ter£a de’ Euler
”era incorrecta, pues arrojaba resultados que no concordaban -
con 1os obtentdos experimentalmente, esto se debfa que en ese-.
entcnces las columnas tenfan una esbeltéz muy reducida osea fa
‘llaban en el rango Inelfstico, bajo cargas mucho menores que -
las predichas por la f£6rmula de Euler. Por este motivo las co
lumnas se diseflaron durante 1argo tiempo utilizando £6rmulas -

empiricas deducidas de Informacifn de pruebas de laboratorio,
"chho problema‘fue atacado por primera vez por Engeser en 1889
"~ en que publicé su teorfa del mddulo tangente de acuerdo con ~-=!
' ella,: la resistehcia mixima - de una columna que empleza a pan
dearse ‘en el 1ntervalo tnelastico se obtiene sustituyendo en-
oo la fdrmula de Euler el médulo de elasticidad E por. el médulo~
‘tangente By.. Dada la gr&frca esfuerzo deformaciSn de un mate~:
rial, se puede obtener de ella el médule tangente para cual-=-
quier esfuerzo, si se supone que ese esfuerzo .es el critico da
. ra una columna. determinada, se puede aplicar a la f6rmula (4).
’vf ‘ Trz S | » o

er ” (KL)Z T o .
: : ~X

Yy despejar el valor de %%  gue corresponden al esfuerzo critico
considerado. Explicaremos esto paso a paso,; sea la siguiente-
.gr&fica, esfuerzo-deformacién que puede ser de un material de-
concreto 6 madera que tiene la siguiente configuracién como se

muestra en la (fig. a).

- . - . andeb
.P’ Jf-f'('%)' | £, = esfuerzo de pro-—
. o porcionalidad,
CuRvR j.uuas'ﬂcn gp_ = deformacibn de _—
. , . | E =tAN%, - proporcionalidad,-
AR g , ‘ . R
' Ee : F

Fig. 4.
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‘Entonces hay que definir el mﬁdulo‘tangénte E, para aplicar la
‘fdrmula (4] para cualguier esfuerzo, suponiendo que ese esfuer
zo es el crItico. Tenemos entonces de la grafica:

Osea. f o . - : _ ; . k 5[

. g : ) . L ] L .. a)-
La curva tiene como funcién: £ = F(E) B ¢ )
Sabemos que la derivada de una funcidn es la tangente~

E = F'(%) : (c).

Ahora despejamos de la fsrmula (4) el mddulo 'de esbeltéz-

(3

x Ecr : : A4

Para encontrar los puntos de la gradfica escdjamos unos . valores
arbitrarios de 'las deformaciones, para encontrar su respectivo ’
. esfuerzo por medio de la igualdad (b): o .

" befiniendo deformaciones arbitrarias: ‘51, 52 ' 'Ey “e ,‘Fq

) n
Sustituyendo en la ecuaci&n (b) encontramos sus funciones res-

péctiva§= £, = F(&)), £, =F(&), £5=F(&),..., £ =F(§)

Ahora encontramos las derivadas de cada'punto, las cuales'vie4 -
"nen siendo el médulo tangente: o '

Et1=F ({1’! t2 F (;2)!0'll Etn=F (;)

‘Luego calculamos-%% usando la igualdad (d) para cada médulo -~

tangente encontxados anteriormente-
e, "B,

KL
(j? 1= *ffz—fp (T?QZ = ! A o

‘Posteriormente graficamoé 1a funcién QEE, f.y) con el cudl ob-
tendrémos una curvaz una vez trazada ésta curva, podemos dise~
fiar cualquier columna de un materfal del cual se haya dado su-
funcidn. Este disefic se realizar4 entrando con' el médulo de -
" esbeltéz de la columna (KL) a la curva (pero del mismo mate-~—
rial), en las aboisas, hasta interceptar la curva, en este —~-
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;punto se traza una paralela a las abctsas hasta llegar al ,eje=
de las ordenadas, obtentendo de esta manera el f con el,que- '
- se disefiard dicha pleza, T ‘ ‘ o

- Para su mejor entendimtento se pone al alcance el "ejemplo ﬂﬂf','
{que explica todos los pasos anterrores, en el caprtulo v de es '
. ta tesis. : - -
”vComo se dijo anteriormente ‘el an&lisrs de la teorfa de Enge*--'
sser del médulo tangente, ‘se basa en la hipétesis de que la. de
" formacién de todas las fibras de la seccién transversal esta <
controlada por la ley (a*)=Et; osea gue no tiene lugar ninguna
descarga de las fibras, Sin embargo,. si la columna esta ‘lige=
ramente. curvada, cualqurer incremento en la curvatura origina—

un aumento del esfuerzo de compresm&n en el lado cdncavo ‘y una .-

',.disminuc16n del mismo en el lado convexo (fig.5). Osea expli--

\Vcado de otra manera este fenémeno es que aomenzando: ‘la flexién
o de una..columna cargada mas-

all& ‘del lfmite de propor--
 waon o . cionalidad los esfuerzos en.
LONVEXD S ‘el lado c6ncavo se Incremen
o .. tan de acqpxqo a la ley que;
‘7‘correspondan segfin el dia--
grama esfuerzo-deformacién,
.pero en los del lado con=-- '
vexo disminuyen, siguiendo=
“la lgy'de Hooke, de manera—
‘que su resistencfa mixima - -
: : < o . no es funcién ni del médulo
:Fig?si_cplumna Flexioqada. "1de elastlcidad nge. ni de la. -
' ’ A ' ‘tangente "Et ’ sino. de un,~'

LAdD
" TONCAVD

médulo nE" comprendido entre los dos, - Este concepto, propues-
Ato por Considere y desarrollado por. Bon Karman, conduce a la -
llamada teorfa del mddulo reduc:}do, ‘donde: E t:“ Br<E, Y su es-
fuerzo crftico se da por > . E. '

£ .
‘er ,
;<-£‘-1,2
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A partir de entonces se acept® esta teoria "del mddulo reduci-‘
. do" como la soluciﬁn correcta del problema del pandeo inelasti

co de columnas; desde el punto de vista del concepto ‘clésico -
de  inestabilidad és efectivamente correcta, puesto que indiéa%'

la carga para la que una columha‘éerfectamente recta y cargada
‘axialmente pueda tener adem&s; qﬁras configuractenes,en equili‘
- brio cercanas a la fecta. 'Sin embargo, mds adelante. éparecie-
ron dudas sobre ella, pues resultados experimentales cuidado--
'sos obtenidos con especimenes de secciones transversales, de~
diversas formas indicaron que las cargas de pandeo reales se -
" encuentran entre las predtchas por las dos teorfas, del mddulé
tangente y del mfSdulo reducido,. mas cerca- generalmente de las-

_primeras que de las segundas.

E1 verdadero significado de las dos teorias fue aclarado final
mente por Shanley, en 1947, poniendo asf f£in a una controvepw=
sta que duré mis de cincuenta afios. Donde Shanley ha'démqstra

'~ do que el esfuerzo critico depende de las condiciones que pre-

‘ceden al- pandeo,

- En todas las teorias que tratan para pandeo inelastico se adml
ten las hip6tesis sigulentes: : .
1.« Los desplazamientos laterales del éjeldé la éolumna son pé

quefios en comparacifn con las dimensiones de sus seccfones
transversales. .
2.~ Las secciones transversales permaneceﬁ’plana5vy normales -
Cal eje deformade, después de la flexi®n,
3,~ El dtagrama esfuerzoédefcrmaéidn del materfal de la columé '
o na da la relacién entre esfuerzo v deformacidn en - cual - '
gquiera de sus ftﬁras longitudfnales.
4.~ El plano de flexién eg un plano de atmetrta de todas las -
. secciones transversales, . : »

_ En conclucibn, sobre.este fnciso podemos decir que la obten—--

~¢ifn de la carga crftfca con la teorfa del médulo tangente no-

- es totalmente correcta desde un punto ‘de vista esttrcto, pero-

se ha demostrado que en la prféictica da resultadOS'muy aceptae-:
Bles, - :
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Por lo mencionado antexiormente la deducctén de la teorfa dele-
m8dulo tangente en esta tesis es satisfactorfa para el pandeo-
ineldstico, por consecuencia no se explican y analizan las de-
_mas teorfas en esta tesis Ya que para tratar estos temas se -«
. tendrfa que realizar un txabajo completo, para abarcar todos =~
- sus ‘anilisis para su Buena explicacién y comprensén; es el mo.

~ tivo pox el cual se da un. Eosquejo general de cada una de’
vellas.‘ '

'IIT.2.- DIMENSTOMAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE ACERO CARGA |
o DAS AXTALMENTE, ' ‘
- Para el disefio de columnas de acero a carga axal, son en base
a experimentos ideales para la explicacifn del fenémeno de es-~
f  tabilidad eldstica que se eata tratando en esta tesis pero se-
puede dar el caso'que'se puedan presentar'en la,préctica, como
tambien en columnas de madera que se estudiara mas adelante.
Existen diversos y variados mé&todos para su revisifn y dimen-—
" sionamiento, estudiaremos el método de la "Colum Research «w=
Coucil" (C.R.S.} mis conocida por sus siglas, este método tam~
bien se ensefla en el curso de meciaica de materiales de la fa-
cultad. El cual se basa de acuerdo a la teoria de Euler para—
pandeo el&stico.
La CRS nos dice que para el caso de columnas de acero cuya fa-
- 1la al pandeo sucede con el esfuerzo m&ximo, ‘el cual viene ---
siendo el esfuerzo crftico de Euler; ‘

fmax'n £ ' IR Q)

- . 81 sustituimos en la igualdad anteriox por sus términos:

. ‘-Lf = M E TTE . S : : o - ' -
max ‘ S @

El‘eéfuerzo'de compresidn fcompr. en la geccifn critfca por ==
‘efecto de la carga crftfca P cx! ©8 sumada a otro esfuerzo de -
compresi&n inicial el cual se debe a elementos de perfiles co-
‘mo por ejemplo i y la "H" que tienen esfuerzos residuales =~
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producidos por el enfriamiento irregular que experimentan en -
la ﬁltima etapa de gu fabricacibn el que esta considerado como -

El cudl 1levado a*lasfcondbctones'ltmites se da comos:

A Q1
"~ La CRS para él‘an$1t52$ Hace tamBifen la siguiente considera---
-cibn, dice que el esfuerzo de édmprésidn debe ser menor 6 e
‘igual que el esfuerzo de fluencia, que llevado al caso l!mite—-
7esta dado por: .. - - ‘ A
fcampr. pvfy S - ‘ : (4}

Pero finaimenté,“ei esfuerzo de compresidn total esta dado pbr‘

: »la suma del esfuerzo méximo ‘dada en la ecuacidn (1l mfs el es~

fuerzo residual que«viene sfendo consecuencia de 1la fabrican——
'cibn de la cero, por consiguiente: ‘

fcompr. = f + f ! 4 : ; (5)

Si en la igualdad (51 sustituimos las" tgualdades (A) g (3) ten
arémos: fy = fmax o+ i} SRR

mwﬁm&: ) “_.
‘ DA 'fmaxﬁfy . -21

| : . ‘v..  S g
frax = L ' N 7 R
.Igtalandb las ecuaciones tzi y (6] queda: 'b |

£ 2

. "f = "'Lg‘ (7
(--l '

"De la ecuacién (71 despejamca el mddulo de esbeltéz para que -
" ast quede definido el ltmite de aplicacién de este método:

KL 21%E -
B3R (81

'~ La CRS designa al segundo miembro de la fgualdad (8] como «~==
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- "Coeficiente de columna CC-L; el cual en una columna de acero
se estudiard su estabilidad a partir de este coeficiente y la-
relacidn de esbeltéz, : : L
Por lo tanto, el coefictente de columna esta dado por la igual

 dad sigufente; ‘ ,
¢, o -2EE | @
, - e R _ - .

. Entonces podemos hacer ciertas concluciones:
Si,'%; = cc entonces la columna tiene un’comport§miento elds-
i tico al pandeo, ) , i
Si,-%?'< Cc entonces la columna tiene un comporﬁamiento ine=-"
1léstico .al pandeo, .
La f6rmula del esfuerzo critico de Euler dada en Cll, se pﬁedé )
'aplicar cuando el mddulo de esbeltéz es mayar 6 -igual que el -
coeficiente de columna; y cuando el mbdulo de esbeltéz es me—fl_
: nor se'apiica-la f6rmula de Euler pero con el méddulo tangente.
Ahora para comparar el esfuerzo miximo que puede tolerar édse —
esfuerzo real al lfmite de fluencia, dividamos la ecuacibn (1]
entre el esfuerza de fluencia para que asf podamos obtener el-
esfuerzo miximo de compresifén de una dolumn; de acero, con car
ga axial y de comportamiento elfstico al pandeo:

fmax _ w2 .
fy fyv (.K;:&) 2 : aa
'Po£ otra parte, podemoa exprezar la ecuacién 9} de la forma -
‘siguiente. 1T%E ) ci .v | | 4 ’ i v(lli
fy 2 ' ‘ :

1a igualdad (11) lo podemos sustituir en 1a igualdad (10), pa*‘
ra. simplificarlo: quedandoz
£ .c2 :
s 263
. por lo tanto: c2 N S
; T £ B gt . - - ' '
max " a2 ¥ o ua
2(¢ET : ‘
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En resfmen se puede decir que en una c¢olumna de acero eatructué_
ral sujeta a carga axial, su esfuerzo miximo de compresidn si -
el pandeo es el&stico, esta dado en la fgualdad (12} que se pug’
‘de admitir con respecto a su médulo ge.esbeltéz tentendo. en —
- cuenta gue es aplxcable st EE = C -, por tratarse de pandeo =~~~
‘el&stico. Pero si aﬁora nos preguntamos qué pasa Si —£-= Co v
" osea si el médulo de esbelt&z es menor que el coefictente de cQ
~ lumna entonces el procedimiento que se lleva a cabo para este -
caso, es empfrico, puesto que la deducci6n de la f6rmula que se
da en la igualdad (13], no tiene una deduccidn analftica sino -
que viene sfendo el resultado de mdltiples ensayes que se reali
zaron con algunas semejanzas al de origen analitlco. Cosa que~
‘no'se explica en_este trabajo por tratarse de un tema fuera de-~
esta tesis; la fOrmula viene siendo la:é;guiente:' ‘

1- (5 2 ~ | :
s = v | (13)
2 |

Para visﬁalizar un poco mis este métddo, se éresentafa continua
cidén la gf&fiéa de las f&rmulas (12) y (13) en la (£fig.6)..

4

Frmas

Fy

BEocunticn (I_a)

TANGENYS

B
'  wecuntian (12)
"&ul\v'\ 2E GUAVEW
e .

Fig.6. Gréfica ésfuerzo'méximo,;con‘el médulo de egbeltéz.’
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La grafica de la (£1g.61 se traza dando valores al médulo de es
‘ beltéz —- de donde se obtiene £ ax[f . esta relacifn se puede
raficar para diferentes matertales, o
Ahora, como nosotros no pedemos permitir que el disefio de las -
columnas de acero a comprést&n no se realize con el esfuerzo mi
ximo (por .sfno fallarfa], entonces se reaiizar&.cop un esfuerzo
de trabajo que debe ser menor que el esfuerzo miximo; el cual -
viene llamandose "eésfuerzo admisiﬁlé £ ";'el cual esta dado por=

el esfuerzo m&ximo afectado por un coeflciente de seguridad ——

(CS).f _ fmax

Ccs e (14)
ﬁaveleccidn del coeficiente de seguridad utilizado en el disefio
- de miembros compiimidos se Basa escencialmente en las mismas =~
'consideracines que, para Barras sometidas a cualgquier otro tipo’
'de_éolicttacidn. Intexvienen en ella fundamentalmente,_1a'pre¥
sicién cén'que se conocen las cargas que obrar&n sobre el miem-
bro durante la vida til de la estructura y las propiedades me-
cénfcas del maﬁergal de-Que esta compuesto, la mayor 6 menor --
exactitud de los métodos empleados en el andlisis y disefio, la~
calidad de mano de obra utilizada en la qonsttucciéh, la impor-
tancia del elemento en consideracifn dentro de la estructura en
conjunto, y la trascendencia de una posible falla de ésta,

‘Como en todos los casos,deben entenderse con toda claridad a =--
qué condicidn se refiere el coefictente de seguridad empleado -
en un disefio; asf, cuando se trate de piezas en tensién indica-
seguridad respecto al flujo pl&ético o a la ruptura del mate~--
rial, cuando este no es ductil 6 esta sometido a condiciones de
carga que ocacionan fallas'del tipo £régil; en cambio en piezas
comprimfdas debe referirse a su resistencfa al pandea, menos ==
cuando tengan una esbeltézvtah reducida que falle por aplasta-+
miento. v . ‘

Al juzgar la seguridad de 103 miembros comprimidos debe adoptar
se un punto de vista prudente, ya que la falla de la columna ~-
puede ocacfonar el calapso de toda‘la‘estrﬁctura mientras gue -
el flujo pldstico de una pteza en tensibn, o el del patin ténd£
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do de una viga, no representa en general un peligro grave, sin?3
‘Ginfcamente produce deformaciones locales excesivas ademds hay -
una serie de defectos en la aplicacidn de la carga,(deformacio-
' nes inictales por la excentricidad] etc., Queé juegan un papel -
‘secundarto en plezas sometidas a tensifn, por ejemplo, pero que
pueden afectar constderablemente la resistencia al pandeo de ==
las columnas. Se representa tambien el problema de si el fac--
‘tor de seguridad debe ser constante, Independientemente de la =~
relaci6n de esbelt8z, o st debe varfar de &sta.
' Las consideraciones que determinan el valor de CS pueden divi—=-
dirse en dos grupos- las vartaciones no intencicnales en las ==
condiciones de carga, la falta de exactitud de los métodos de -
andlisis y disefic, la diferencta entre los valores supuestos Y=~
reales de la propitedades geométricas de las secciones transvég
‘ sales de‘los‘elementos estructuraleé, etc,, tienen la misma im-
portancia en todas las partes de la estructura.y'afectan a co=~-
lumnas cortas y largas por fgual, mientras que las imperfeccio-
nes accidentales, las diferencias entre las propiedades reales~
- de los materiales y las supuestas, la impresicién en la estima-
" ¢ci6n del grado de regidez exiStenEes-en los extremos etec, son -~
factores iﬁtimamente“ligados con el disefio de columnas y pueden
tener mayor & menor importancia segfin se trate de una columna -
robusta o de una esbelta. .
Las exbentricidades no intencionales en la aplicacitén de la car
ga, las curvas iniciales del eje y los esfuerzos residuales, --
. ocacionan efectos mis marcados en columnas con relacifn de es--
belt&z media que en las largas; las variaciones en las caracte-
rfsticas mecanicas del material sobre todo en el esfuerzo de ==
" £luencia afectan apreciablemente la resistencia de columnas cor
tas y muy poco la de las largas, cuya capacidad de la carga es=-
funcidn del m8dulo de elasticidad E gque es pr&cticamente cons--
tante; en cambio un error en la estimacifn de la longitud efec~-
tiva tiene mayof importancia en la determinacifn de la resisten
cia de una columna larga qué en la de una ‘corta, puesto que el- ’
esfuerzo crftico varfa poco en una zona anplia de relaciones de
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- esbelt8z reducidas. En dbnsecuencia, podemos decir que en vista
d¢ ‘los multiples factores que intervienen en la resistencia dee
7barras rectas comprimidas y dado que la influencifa de algunos - -
de ellos es,mayor en ias'cortaé gue en las largas mientras que~
en otros sucede lo contrario o Bien son independientes de 1la rg'
lacién de esbeltéz, es, diffcil decidir si el factor de seguri-
dad debe 8 no ser funcién de la relacién % : de hecho existen -
. los dos criterios. 'Sin embargo, en los Gltimos tiempos se cb--
tienen resultados m&s razonables s se Incluyen en el disefio un
cs variable) funcibn de ia esbeltéz de las columnas, asf por -~-
. ejemplo las especificaciones alemanas (DIN 4114}, utilizan un -
S = 2.5, en el intervalec el8stico aceptando la f@rmula -de ===
Euler para el cilculo de esfuerzos crfticos y de CS = 1,5 para-
" el ineldstico, , o
Hasta 1961 las fdfmulas recomendadas por el Instituto Americano
de la Construccibn de Acero\(AISCL'estéban basadas en un C8 ==
" constante, independiente de la relacifn de esbeltdz, pero se mo
dificd en 1; revisién de especificaciones efectuadas en 1961, -
en el que‘se Introdujo un coeffciente variable, que se ha mante
‘nido hasta la fecha; el AISC’ recomtenda en columnas largas que-
fallan por pandeo elastrco e inel&stico los siguientes factores
de aeguridad~ : , .
- Si, el pandeo es el&stico( ® C_}; entonces: FS I% .92

.5_81, elzpandeo es inel&st;co (E;uccc)pentonces:

o g 3 B3
P e sc

c

Entonces finalmente podemos sustituir en la ecuacidn (14} 1os -
factbrea respectivos ‘para los dos tipos de pandeo:' s
. 2 C ‘
£ im Ea >t St ¢~ PARK PANDEO )
a’-~ F51 re KL 2 ¥ - - ELASTICO (17)
o . 2(F$11b~i S ,

Realizando an&logamente la anterior -para obtener el esfuerzo -- '
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admiéible'fa en una columné de pandeo ;nel&sticoa

: R P -
. ) . T . L

Concluimos que con estas dos fdrmulas obtenidas, esta explicado
el método y und se encuentra en capacidad de dimensionar o revi
sar .una ‘columna.de acero estructural sujeta a carga axial.
Noﬁa- La AISC para el diseno de piezas comprimidas, Yy reglamen
to del D.F. se siguen criterios andlogos. .
~Para facilitar su aplicacién, evitando la necesidad de calcular W
en forma directa el esfuerzo admisible o permisible como es lla ‘
mado por la AISC, en cada caso particular, se han'tabuledo - los-
resultados proporcionados por las ecuaciones, de manera que co;
nociendo el tipo de acero usado en una columna Y su relacién de
esbeltéz en la tabla se lee directamente el esfuerzo permisible
fa’ La (fig.?[ nos da 1d tabla que proporciona los esfuerzos -
permisibles para cero A ~ 36 gue es la mids usada en Mé&xico en -
" construcciones de gran embergadura, :
.Las f6rmulas de la AISC con las cuales se realiza esta tabla en
la (fig.7), de una forma resuvmida son las siguientes-
1.~ Para pandeo eldstico: , :
(F6rmula de Euler) ' - 2k
LI
S , 1.92057)
"-2.~ Para pandeo inelast;co: , [ cégéj
: e ‘/_ T2 by
P Cs

]

- BRI 1.
Donde: o - coeficiente 5 3G (rl
‘ g de 5.3"4‘ Tome —=

: sgguridad ‘ . .e BCc‘



Fig.7, Esfuerzos admisibles en kg/cm? para miembros en compresion (scero A 36)
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Miembeos Principales y Secundsrios
-~

Miembros Principales

Miemnbsos Secundarios®

* K == 7 para miembros secundarios,

con K:’ no mayor de 120 con de 1218 200 con J/r de 121 & 200
--——‘_‘—""7 | . . -
xi £, X F, L F, o F | ® F, Kt F, T A
T— Kgiem? . Xglem® :— Kolem® | 7~ Kokm3| , Kg/cm?* ;  Kglem? , Kolem?
1 1516 2 1344 | B 1012 | 121 m3 | e a05 121 76 181 510
2 1513 42 1338 82 1064 122 702 162 a00 122 109 162 506
3 1510 43 1332 | 83 1056 | 123 693 | 183 395 123 703 163 503
" 1507 a4 i3 | 8¢ 1048 | 124 682 | 164 aso 124 696 164 501
s 1508 a5 1320 | 85 1040 | 125  6n | 165 386 125 689 165 438
6 1501 46 1315 B6 ) 1031 126 662 | 166 381 126 682 166 485
7 1498 a7 1ace | 87 1024 | 127 651 | 167 376 127 674 167 452
8 1494 a8 1303 | 88 1015 | 128 64 | 188 an 128 667 | 168 483
S e 148 a9 1297 | 889 1007 | 129 63 | 168 . 368 128 661 | 169 (4B
10 1488 50 1290 | 90 o8 | 130 62 | 170 - 3%4 130. 654 170 484
1 1484 81 1280 | @ 991 | 131 &2 | 17 359 431 648 | ~171 482
12 1480 52 1278 | 92 o2 | 132 603 | 72 355 132 &M 172 4B0°
13 1477 53 a2n | @3 973 | 133 893 | 173 as) 133 . 635 173 477
14 1473 | 54 1266 | 94 g65 | 134 585 | 174 347 138 629 174 476
15 1469 55 1259 | 95 956 | 135 816 | 175 340 | 135 €2 175 - 473
16 1465 | 56 1252 | 96 948 | 136 567 | 176 239 136 617 176 - 4N
17 1464 57 1245 | 97 g39 | 137 se0 | 177 a3s. 137 612 ‘471 489
"8 1457 58 1230 | 98 g30 { 138 s81 [ i78 33 138 €06 | 170 467
19 1453 59 1233 | 99 ~921 f-13s 843 | 179 a2 | 139 600 | 179 455
20 1448 60 1226 | 100 913 | 140 536 | 180 3247 | 1e0  se6 | 180 63
n 1444 61 1218 | 101 o903 | 141 sm [ e ann | 141 ss0 § 18 st
22 a0 | &2 1212 | 102 894 | 142 sn | 82 an 142 585 { 182 4s®
23 1435 63 1205 | 103 g8s | 143 513 | 183 34 143 580 183 458
24 143 64 1198 | 104 877 144 506 | 1B4 31 144 575 184 456
25 1476 65 1191 | 108 867 | 145 488 | i8S an 145 sn 185 as4’
26 1422 66 1184 106 858 146 493 186 304 146 566 186 N 453
27 1417 &7 1377 107 849 147 486 187 . 300 147 562 187 . 451
28 1412 68 1170 108 840 148 - 480 ’ 188 297 ’ 148 558 188 450
29 1407 63 1162 | 109 830 | 149 . 473°| 189 204 | 148 s53 189 449
30 1402 70 ﬂ‘l 155 110 821 150 467 190 291 150 549 190 &47
3 1397 7 1348 1 .. 811 151 . 461 181 288 151 545 191 --446
a2 ez | 2 1940 | 112 Bo2 | 152 454 | 192 . 285 |. 152 541 152 .- 445
33 . 1387 73 1133 [ .13 792 | 153 459 | 183 282- | 153 537 193 A44
‘34 1382 | s ©1126 | 114 783 | 154 M3 | 194 279 154 534 194 443
as wr7-| 1B | 15 773 | 155 437 | 195 216 155 ..528 195 442 °
36 137 76 110 | 116 763 | 156 432 196 a1 156 528 195 841
ar 1365 77 10 | 117 753 | 53 a8 | 197 an 157 522 197 440
28 1360 78 1095 | 118 743 | 158 420 | 198 268 1s8. 3520 | 188 439"
3 1355 79 1088 | 119 . 733 | 188 a6 | 199 265 | 1158 516 -| "189 " 438 -
ap 1349 80 1080 | 120 723 | 160 s0’| 200 ' 282 160 "513 | ‘200 437
A4
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IIX.3.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE MADERA,

El digefio de columnas de madera sujetas a carga axial esta ba-n
sado en la fﬁmnula de Euler, el cufl por disposiciones segln el’
método son aplicables a elementos estructurales de madera maci-

za de cualqguier especfe., El diseflo estructural se har&' -sobte -

i1a base de esfuerzos permrciﬁles en condicibnes de sexvicio se-
‘mejante al de acero; se. supondra que la carga axial que . compri-

me al la columna de madera es paralela a las £ibras.

Para empezar su andlisis de la madera a carga axfal con la f6ér-
" mula de Euler se requerird que el pandeo sea elistico; entonces

 tenemos las sigutentes configuraciones en la (£fig;8]); donde se-

observa una columna de madera sujeta a carga axial sin especifi .
car su tipo de apoyo, esto se hace con el £in de estudiar la ma

dera para diferentes restricciones en sus anoyos, se observa -

tambilen su respect;tva secciﬁn transversal de foma geométrica -
rectangular.

y.'f‘ 2 A
R >
N O — L - 4
| R E PR - ‘I-—sn.——JA
: Secciﬁn longitudxnal - | R Seccidn transvarsal

. F1g,.8, C¢1umna de-madera a carga axial N
Poxr las caracteristtcas antes menctonadas para el estudio del -
diseno no vamos a’ apoyar en el Reglamento de CQnstrucciones del
Distrito Federal (RCDF « 761,
_Ahora empezaremos el anilisis tebrico, sf nos fijamos en 1a —
(£4g. 8) la seccifn transversal de la columna esta considerada - -
con dimensiones netas en las dos direcctones,ﬁesto se debe a --
que la madera se encuentra sujeta a los fenfmenos del medio am-
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. biente; este material se interpexizsa, osea'réduce un poco sus -
dimensiones geométricas por la pérdida de humedad en sus fibras.
es el motivo por el cual segfin el RDF-~76 se disefian estos:miem=-
bros estructurales de madera con dimensiones netas, que son las

”siguientes en sus dos ‘direcciones: )
- En difreccibn al eje x: b = B «~1 (cms,)

- En direccibn al eje z: d =d «1 (cms,)

Tambien se hace la consideracifn que la carga axifal actuante en.
la columna de madera es creciente, el cual puede producir falla
de estabilidad en cualquiera de sus dos ejes X 8 2 (en este ca-
so el efecto de esbeltédz o pandeo se producird alrededor del -
‘eje Z ya que la dimensiSn d es mayor que b} para lo tanto para‘-
‘su estudio suponemos que el pandeo que se presenta ' en la colum
na de madera-éefa en el plano (X,Y) osea alrededor del eje 2 y-.
este fenfmeno seri del tipec elastico por lo que nos vamos a la—
férmula de Euler para ‘empezar su estudio: _ ;
e - TE . S BN
. Ter KL. 2 : . : .
(—r—l ' .
' 51 observamos todos los terminos nos - damos cuenta que':TT2 es un
termmino constante, el m8dulo de elasticidad E depende de las -
caracteristicas del material, el coeficiente de columna K dépegL
‘de del tipo de apoyo en los extremos de la columna, y el term;—
L es la longitud natural de la columna. Entonces vemos gque to--
"dos los terminos estan definidos por lo gue unicamente nos gue-
“da es aplicar un factor de seguridad, paré dque asi se trabaje -
con esfuerzos permisibles en el disefio de estos mienbros, »
_Aparte haremos algunas transfofmadiones a la formula (1), para-
‘columna de seccifn rectangular, Simplificaremos el radio dn -
‘ giro que en este caso es alrededor del eje Z, ya que ser& a su
alrededor donde se prcducira el pandeo por ser el que presenta~
menor momento de fnercfa alrededox del eje menctanado.'
Tenemos entonces- . . "

. AN \'I
 sabemos que el radjo de giro es =

ré =\~§f | v“a ' ,‘2)
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3 ‘ 'dnbi  : oo ' R
donde:. T S vm— ' . ) . _ ’ (3)
z ) .
A= d b . S , S (4)

Ahora sustitulmos~las rgnaldades CBI y (4}, en-la (2) teneﬁos-

csi B

esta igualdad lo sustituﬂmos en la fdrmula de Euler dado en (1’,

fcr = 2
12(k1)°
 -fg§*_
- oon L
£y = _Ir’e , . (6)
KLy 2 ' :
. .1‘2.(5—1
n ' ‘
La f6rmula (6) viene siendo el esfuerzo’'critico transformado --
con el cuil la columna de madera se pandeara, motivévpor'el -
cual necesitamos disefiar dicho miembro con un esfuerzo menor --
que el esfuerzo critico para que no se presente este fenémeno -
de estabilidad. El RDF«76 da un valor de coeficiente de seguri-

dad el cual puéde variar de numerosos €fectos éue le pase & se~

le haga pasar a la madera, usaremos el factor de seguridad para
reducir mis especificamente la f6rmula (6) de:’ '
. F.8.=2.75 ’
por lo tanto el esfurzo de. trabajo (£.q? llamado también esfu-
erzo admisible’ es el esfuerzo critico constderado como m&ximo -
entre al factor de seguridad: oo
» 'fcda._-.‘ifi_,-

. - F.Sa
'Sustituyendo valores y haciendo operaciones para su reduccién -
tenemos: ’
fca = T E 3

(2. 75)(12)( l
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Ahora ya se tiene 1a fdrmula con el cual para poder hacer uso -
de el, como se‘menciono anterformente el pandeo tiene que ser —:
elastiCo : ¥ para que se cumpla este requisito indispensable el
- esfuerzo de trabajo £ cd. tltene que ser menox & Igual que el es~- =
fuerzo de .l1fmite.de proporcionalldadaceptado en la madera como=-
. esfuerzo permisible para columnas coptas del,mismq m;te;ial fcp“
- Entonces tenemos:: :

fcd ="fcp

'-en.qbnsecuencia la fdrmﬁla 61 es»solo‘aplicable a partir de ==
que el esfurzo de trabajo £_; sea igual que el esfuerzo de lfmi

te de proporcienalrdad fopt como su lfmite miximo que puede to-

'mar:‘ - - o (
R R A _ , ' _ (71

Por-lo tanto por igualdades de miembros llevemos la igualdad —

”AC7) a la férmula (61; resultando comos }
' £ = L3E o - o - (8)
cp . ,
. (5—)

Por consecuencia la férmula (6) es apllcable para- el m8dulo de-
fesbeltéz que resulta de la igualdad (8) OSea: -

KL _ {0.3 E
5, 'Lfép
fEste médulo de esbeltéz es el coeficiente de columna "C “'en la

madera (semejante a la del acero) y lo representarémos como'

v 0.3 E ' v ‘

C',=' i R
e vfcp_ o o (10)
A continuaciﬁn damos un. resﬂmen, para el diseno de columnas de~
madera sujetas a carga axial, de seccifn rectangular, maciza, =
paralela a las fibras, a compresidn de un material homegéneo y

recto osea se trata de una columna ideal, como:



72

: A;- Para pandeo elfistico:

Si, ke Cc’ entonces | fcd = —;;—T
‘ + Pn
" .B,- Para pandeo. tnelisticos
Si,-EE <C, entonces £ g ® f

Y para su-mejor vtsualizactdn se presenta la gr&ftca de los es-
ffuerzoa admisibles, con el cociente g& ‘dada en la (fig 91.

N ,
A Y
e L
.\
' N
i \\ R ) ‘
A f‘d, : ‘ > L » TulNn 0E BEULER
>
r.=%'6u:1":; tLaLumMuas esan\.\'ns » b

Fig 9 Grifica (fa, 5—) para una columna de madera.

'Pero si nos damos cuenta la forma anterior de como se e7plica-\
‘el digefio, no hos define ciaramente el rango comprendido de -
log tres tipos de columnas gue son: las cortas, intermedias y-
las esbeltas; ya qué'en la prictica no se necesita conocer una
columna de detalle, porque casi siempre se trabaja en el rango
eldstico. FPero para su mejof comprenéiﬁn y conocimiento com—-,
plemento un estudio de una columna sujeta a carga axial P, pa-
ralela a las fibras de seccibn rectangular maciza que tenga co:

. mo restricciones en sus apoyos doble articulaciﬁn se tomara en
tonces el coeficiente de longitud K = 1. .

" Entonces partiendo de la f6rmula (6) donde se da el esfuerzo -
admisiblg de la columna de madera ‘con K = 1 se tienez

‘?a’= 0.3 E. : . v
, (5;)
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Introduciendo ahora un coeficiente de limite de columa que se
representara con la letra 8§ el cuil serdi el coeficiente que se
para el efecto de estakilidad en el rango eldstico &l rango Ig'
elistico el cudl esta dado de la forma sfguiente: '

s e‘i‘zT-.-‘l = = 0.70.2\[?' ' S aun
‘Donde: € = coeficiente de la madera a la compresidn,,
parela a las fibras, oo
Entonces con este dato C que se obtiene en laboratorio el t&r-
mino S es el que anterformente se did como coeficiente de co--'
lumna C, dado para la madera que estaba en funcibn del esfuer-
zo del limite de proporctonalidad, ahora con. la transformacién
este coeficiente esta dado en funcibn de la variable C con ===
unas transformaciones, el cudl viene siendo el esfuerzq fltimo
' de la madera realizada en el laboratorio,
Por lo consecuente decimos que la f£6rmula (6) para el c&lculo-
del esfuerzo admisilile en columnas de madera es apllcable. 5i-
el pandeo de tal miembro es eldstico; lo antertor se cumple =~
at gﬁ.a s o y (12]
. . n C
A estas columnas de madera cuyo pandeo es. elastico a la carga—
axial se les llama columnas largas,
Ahora para identificar una columna corta sujeta a la carga ——
axial seri aquella cuyo médulo es medido por numerosos ensayes'.
.en el laboratorio como: ) <
-t | (a3
n .
En estas columnas el esfﬁerzo admisible a la carga axial que -
se le acepta es el del esfuerzo fltimo de la madera: '

fa s ¢ : . - (14)

Ahora viene el porqué de este an&lists de una columna biarticu
lada al pandeo, Alora se puede identificar a la columna inter'
media, agquella cuyo médulo de esbeltéz este comprendido dentro
del intervalo, gue por deducciﬁn se obtiene:

' 11<F"<S ‘ . (15)

Para su mejor visualrzacidn de estas columnas intermedras para-‘
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el cidlculo de su egfuerzo,admisible,'el labératorio forestal -
propone la sigulente expresién:

£, =¢C 1““‘5& :l : - - (16}
Ahora para visualizar este estudio se presenta un grafica de -

fesfuerzo admistble con el médulo de esbeltéz; para las f&rmu~-
‘las dadas en - (61, (13) y (16) dadas en la (fig.lOI

’ FI.--PJ. ‘I ‘
A R i
Ec. ¢15) \ .
: o eC. (L6
' 'Fu-.‘-': \ :
e - - \\
3 o \
eL. C5)

R3S :

3

1 - =9

I:DL. cuarn oL, IN‘TERMEDﬁ! Ol LRRGQ — ('B'-'-\n«nn

¥oRnveD INELASTICT . PANOED sr.nsntu'

‘Fig.10. Grafica (fa, E—) para una- columna de madera biarticula
da.

El estudio anteriloxr se reallz8 para diferenciar los tres ran---
gos de columnas existentes; el cufl se realizf con muchas con-
sideracicnes.para'hna columna de madera sujeta a carga axial P
paralelo a las fibras, de seccibn rectangular maciza y doble==- .
“‘mente articulada en sus apoyos. : :
Para otras columnas cuya condicién de apoyo sean diferentes se
establece un proceso simflar asignandole a K el coeficiente dev
longitud efectiva gue le correspanda.

Este estudio realizado para el disefic de una columna biarticu=
;ada'es complIcado paxa'realtzarlo para diferentes columnas --
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. con apoyos diferentes. Pero en fbrma general es méjor aplicar
el reglamento del D.F. para el disefio de columnas de madera da

das al comienzo de este inciso. Se presentan un ejemplo para -

- una columna biarticulada con las férmulas (61, (13)] y (16} en-

el ejemplo nfimero 6 y por las fdrmulas generales se da el ejem

plo 7 en el capftulo V de esta tesis,

-Ahofa'pongo de conocimiento una nota iImportante para la aplica
cifn de las férmulas, el cémo determinar la relacibn de esbel-
téz, para el disefio de una columna de madera que tenga diferen'
tes restricciones en los apoyos en diferentes planos de fle-—-
xidn, el cual se ‘explica a continuacién apoyada con una grafi-

ca de una columna dados en la (£fig.ll] ' s
oIy . Iy |
r ] A7 T=
L :
L Lt —wx M;;————»
Plano de. flexién (X,yl Plano de flexién (Z.Yl Seceidn
_ Eje de flexifn 2 . Eje de flexién X T transversal
(R
| ) ﬁ VAIAIL,
| . . ‘ ’ ' ‘
7 e o —— K U A ' --"l :
% -z o
Seccifn B-B- ' Seccién A-A

x'Fig 11. Columna de madera con apoyos diferentes en dos planos-
de aceddn. - | :

Vemos que en la (fig.ll}, en el plano (X, y)'que actfia la co--
lumna se encuentra empotrado en su base inferior y articulada-
en su extremos superior; por consecuente su relacién de esbel-
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24 : : ’ :
ﬂ ; téz, .y el pandeo ocurrira alrededor -
‘ R -del eje Z1
?{ ‘?;f‘ Sl vaﬁk 1[, . (al.
| : , : A

‘_En‘él‘plano (%,yl esta articulada en su base y en'el extrémoxé o
».superior tamblen se ‘encuentra articulada por lo- que el pandeo—_

z? _ ; : 2ocurrira alrededor del eje X, por lo-
v ' ‘ N ‘qgue su relacién de esbeltéz se calcu-
S j ’ o lara conos
: (. X %‘_L )
}ﬁ-—-b——-il n '

Se nota que en las relaciones de esbeltéz dados . en (al y'(b) -

el denominador cambia, esto se debe a como se hizo una reduc--
~cibn para simplificar la f6rmula de Euler hecha ahterio:mente-
para encontrar el esfuerze admisible £ . od 7 el radio de giro ur

(componente de la férmula £ dl se cbtuvo transformando el mo--
mento de inercia I, el cual sustituido por sus valores de la -

seccifn transversal dadas en la (f£g,.8). y tomando en cuenta -~
- que se esta trabajando especfficamente con secciones de geome-

tria rectangular; se llegS a un radio de giro.igual a la dimen
51i6n neta b al cuadrado entre 12, donde b es la dimensién de.
la seccibn transversal paralelo al plano. de flexi6n osea per—-
pendicular al eje de pdndeo; el cual se sustituy6 posteriormenA
te en el esfuerzo crftico de Euler afectado por un valor de se

guridad encontrandose el esfuerzo admisible. ,

El coeficiente de longitud K se- determina de acuerdo a las res
. tticciones que se presentan en el plano de pandeo (esto se ex—
plicard detalladamente en el ejemplo que se vera en el capitu-
lo VI. - ' v o
Bueno ahora el diseﬁo de 1a columna se. realiza .con el mayor de
ambos valores de las relaciones de esbeltéz dados en las igual
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‘dades (al v (bl; con este valor . conociendo previamente si el-

" pandeo ocurre en el rango elfatico e inel&st::co deteminamos -
el ‘esfuerzo admistﬁle fcd'

A continuaciﬁn se da un resfimen de los pasos de c&lculo para -

Lla aplicaci&n de la f6rmula: ‘
»1.- St de las relactones de esBeltéz qa—l 6 Q;—l, el que tenga

el mayor valor lo representaremos cmmo 05-1 v ! el qual

mayo
se comparara con el coeftcxente de columna C
o < S
.Si TTlmayor Cc,entonces | fcd = f cp
si (& > C . entonces - £_. - 3.3 E
TT mayor c? Fed T UKL
B VB 'mayor
'Dondeic . = 4.3 E
cp

EL reglamento del DiStrito Federal especifica’ algunos valores-‘” N

‘que debe tomar el coeficxente de longxtud K para ciertas ere-
-vgularidades que existen en la madera, como. por ejemplo los nu-
dos (porque sino vendrian»siendo los mismos que ya se ‘demostrd

para los cuatro tipos de, columnas tdeales estudiadas).

CONDICIONES DE APOYd EN LOS EXTREMOS DEL ELEMENTO: K
Columna doblemente empotrada - - 0,65
Columna empotrada o fija en un extremo y articula 0.80
do en el otro extremo, sin desplazamiento lateral :
Columna con los dos extremos fijos, con desplazav - 1,20
miento lateral ,

Columna doblemente articulada - = - . ‘| .00
Columna en.cantilive:, : o ' 2.00

'Ahora cuando la madera se. clasifique da acuerdo al reglamento— ‘
del D, F. ‘como -se muestra en la siguiente tabla que esta de -
e cuerdo a la norma DGNCL8-1946, los esfuerzos permicibles co-—

\ rrespondientes a la especie de columnas sujetas a carga axial—f
a compresién paralela a las fibras seraa



TIPO DE MADERA £ (Rg/en’)
" selecta ' 70
Primera 50
- Segunda .25
 $e:cera ) 17

;Una aplicaci5n de este tema completo ‘se. da en el capitulo V en

"el ejemplo 7.
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_‘ A continuacién se presenta la siguiente tabla para tipos de ma
o dera dando sa esfuerzo permisible en piezas cortas sin pandeo- ‘

£

| . mrercera -

TIPO DE MADERA ' fbé(Kg/cm.z)
_ Sélgcta 80

© Primera .60

" Segunda 30 .

20
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' CAPITULO IV

IV _cd'z;um'?gs'v Esﬁm.'rz{s'i'afmr*.ﬁdc'ox'paézsmu .

s :IV 1.- Dmsmnmxnmo Y. REVISION DE. cowmms A _

EXOCOMPRESION

'En €l dfseflo de columnas largas sometidas a‘fléxocohpresidn que
" 'se tratard en esta tesis, se explicard primero el fenémeno gue-

" se esta tratando.,  Estas barras a'flexdcompresidn son elemen--
o jtps estructuralea que tienen una accibn simult&nea de fuerzas -

R normales a seccién de compresifn y momentos flexionantes trans—_

R versales, los cuales suceden alrededor de un solo eje centroi-—i‘

dal o tener componentes segﬁn los dos ejes principales de su ,d],
seccién transversal. Es importante su an&lisis,‘ cono;se estu
dio_ep ‘el capftulo II, las plezas comprimidas axialmente no --

”ekist¢n~pr&cticamente en las estructuras reales, en lo que debg‘
. do a su cbnstrucqtén con,drversos,miembroé que las dqmpdnen,"la.
compresibn se presenta cast siempre acompafiada por f£lexifn. . Esf
tudiaremos barras de eje recto Yy secciﬁn transversal constante,‘_

‘ que son las que se- presentan en ‘marcos de edificios 6 cuerdas -

superiores de las ‘armaduras, .cuando actﬁan sobre ella cargas -=.

~aplicadas fuera de losg nudos._ Aunque en estos dos. casos exis-
te diferencia en. la manera que reciben la solicitacidn de fle——;

vxién,porque la £lexién. puede deberse también a_caxgas parale—=--
las al- eje de la columna que no cofnctdan con el .8 por -cargas -
excentricas en sus extremos perpendtculares a su,sedcién. ’ "

‘Al deformarse el eje recto de la barra por el. efécto de las car.
gas’ transversales © de los pares aplicados en sus extrenos 1&5—
fuerzas axiales producen mamentos flexionantes secundnrios, pro -

’ porcionales a su fntensidad Yy ala magnttud de los desplaza-—-
mientos: laterales de los puntos del eje, como se muestra en la-
(££g.1], en la que se genera un aumento de las deformactones, -
creando asi para su estudio un proceso de tnteraccidn, en el e
cual opera un'momento en funcifén del otro y:asf’ sucesivamente -
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‘hasta ir incrementando la deformacidn, que hacen .que las pie—~
zas flexocomprimidas presenten una respuesta no lineal, atn en
el intervalo en que el material con que estan hechas estas pie

zas,cumplan con la Ley de HooRe., _La importancia devesta fenémg,“

no. depende de la esbeltéz de las piezas, de la magnitud de la-.
fuerza normal y de las- condrciones extstentes en sus extremos,‘
" que hacen que -la columna se flexione en curvatura simple & do—
ble, aceleran o restringen las rotaciones, e imp:den (o] permx-—'
Vjten los desplazamientos lineales de un extremo ‘con respecto al

- otro.

orden.

My =P ' Momento de primer or'
. . q . ' deno . .
7M2«a P(q+x) " Momento de segundo~-f

Ale sir - -
‘ . Osea se produce

- .MZ = Pq + Px
— _ -
R My f’Ml Py

. Fig.l.- Pieza larga a flexo=~
L compresidn. C

O Una.barra Elexocomprimida puede fallar por alguna de las cau-—ﬂj¢
_sas que ‘se enumeran a continuacidn, o pox una combtnacién de - :
dos o mds de €llas. : : : : .
l.- Porque se alcance su resistencia msxima bajo momento Y —

o _fuerza axfal combinados, al formarse articulaciones  plisti

_ cas en la seccidn o secciones en las que el momento tiene-

s su'mayor intenaidad, - :

©2.= Por inestabilidad en el plano de lcs momentos ocasionada -
'por exceso de flexién ‘en ese plano, teniendo en cuenta la— o

" accibn simultfnea de la fuerza normal, :

3.~ Por pandeo lateral deb1ido a flexotorsi6n.
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' 4 - Por. pandeo debido a compresién axial, alrededor de los ejes
‘ de momento de inercia mInimo."
~5.- Por pandeo ‘local.

-Cualquiera de las ﬁltimas cuatro fallas se presentan en el ran-
'vgo el&stico dependiendo de la mayox 0 menor esbeltéz de las pie

. zas en consideracibn, o de los elementos que la forman.

‘La condicién uno es crftica en piezas cortas y de paredes grue-
sas, en las que no hay posibilidad Ge falla por inestabilidad -
v puede serlo también en piezas largas en las que en- determina-
das condiciones de apoyo vy carga pueden formarse articulaciones
plasticas ‘en uno de los dos extremos, producidas por fuerzas de
_menor intensidad que las que ocasionarfan la falla: por pandea,- .
(aunque esta condicidn no corresponde necesariamente al colapso
‘de la pieza suele considerarse indeseable en problemas de dise-
fio, excepto en algunos casos'de'estructuras diseﬁadas plastica- "
mente y aunque en ellos corresponde  con frecuencia a las cargas
méximas que pueden soportar las piezas). e

La segunda condiciSn es crftica en barras. flexionadas alrededorf
: de»sus,éjes de menor momento de inercia y también cuando la fle
"xién- se presenta en el plano deyméyor resisﬁencia pero el pah-—
‘deo lateral gstafimpédido por las carécter!sticas geométricas =
' de las seccilones transversales (thbos, secciones en cajGnl-o -
por la presencia de elementos exteriores de contraventeo,
" La tercera condicién, la falla por pandeo lateral se presenta -
fjen miembros de seccién I 6 similar, flexionadas alrededor de «~
.sus ejes de mayor momente de inercia y desprovistos de elemen-—
-tos ‘exteriores adecuados de contraventeo ; se caracteriza por -
una flexién lateral de la barra en un plano perpendicular a la~
de aplicaci6n de las cargas, acompafiadas por un retorcimiento -
alrededor del eje longitudinal R

La condicién cuarta, es critica la fuerza axial es mucho mds Iim-
portante que 1a flexitn {el comportamiento de aproxima al de -—
una columna a compresién axial)

" La quinta condicibn cuando las relaciones ancho-grueso, de los-
elementos planos que corresponden a la composicién’ de;una colum
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‘]{na estdn por arriba de ciertos limites que se estudian para una
  ¢01umna compuesta.
'De manera analoga a lo que sucede en otros: elementos estruetura
”les, es diffcil en- general saber de: antemano cuil sera la forma
' de falla de una columna flexocomprimida sometida a solicitacio-
. 'nes conocidas, por lo cual es necesario calcular varias cargas-—
rde ‘colapso; donde 1a menor corresponder& ala- capacidad de care=
.ga real de la pieza._ : :
“Como conclucién’ podemos decir para el diseno de p;ezas largas -
~.sometidas a flexocompresifn, se estudiarin . en el range elasticq:
' las cuales serfn columnas de seccifn transversal constante so--
' bre las que actfian fuerzas axiales de compresi6n P y pares de -

\'momentos aplicados en los extremos, que ‘les obliqan a flexio--"'

' narse en uno 6. en sus dos planos de simetrfa, donde se distin--
fguen dos problemag diferentes. " El primeroc es el que se presegii
ta qéhidb a que las deformaciones por flexifn no son desprecia-

7. bles y por ello en el calculo,de 1los momentos flexionantes debe

tenerse en cuenta el momento que se esta produciendo como pro--

~ ducto de la aplicaci8n de la carga axial a la éolumna a lo lar-.

- go de su eje'longitudihal. ‘El segundo problema es el gque se re
-.fiere como el mis sobresaliente en este trabajo y es el que se-
debe a la inestabilidad 6 pandeo de la columna, \ N
‘ Para visualizar el primer caso si vemos la (fig, 1), esta se de- ,
- forma por flexifn en curvatura simple en la. cual esta actuando—
V_en Sus extrenos wuna fuerza P de compresién el cusil produce mo~-
mentos debido a la excentricidad q, la carga axial produce en=— -
3 vvtonces momentos de primer ‘orden (Ml¢9q1 Y momentos de segundo -
: ,torden (M2=Pq+Px) 1os cuales ge ptoducen del: resultado del prtme"
ro. ‘ : .
- La obtencién de la ecuacidn de la flecha con el cual Be basd pa
‘ra obtener el momento maximo, b'd posteriormente encontrando el -
: egfuerzo m&ximo basandonos en la f8rmula de la escuadrilla debi
do a carga y flexién es con el que sge. parte para encontrar las—‘

férmulas de interaccibén que se deduciran ‘en el siguiente 1nciso -
de este capftulo,
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':»;IV 2.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS ESBELTAS DE
o : ‘ ACERO A FLEXOCOMPRESION C _

Por 1o que se refiere a columnas esbeltas de acero a flexocom--g“‘
”jpresién de eje rectoy'seccidn transversal constante, osea colum?‘
m{na larga, se han realizado un_gran nﬁmero de estudios y existen-f
"muchos trabajos referentes al. problema de inestabilidad de pie-',
zas sometidas a flexoccmpresién.ﬁ' K . B : '

k '7fsin embargo,_en esta tesis se presentar& un procedimiento de di”

3‘seno, que es. muy usado en la pr&ctica, que es por un lado sufi-i
”5cientemente simple para el uso rutinario y por otro incluye. to~"
;];dos los Eactores que se han presentado que tienen influenctas ~
“,referente al problema de pandeo de columnas, y Se pueda tener -
) una continutdad del estudio inicial de este trabajo teérico has
© ta su aplicacién, practica en el cual 1ntervinieron otros facto
Ares que se afiaden al problema gue se estudid por separado.  El B
) procedimtento para el diseno consiste, en la aplicacidn ‘de las;
f6rmulas de interacciﬁn que se presentan en seguida a columnas-7
de acero a £iexocompresién con flexi6n alrededo: de un eje prin
- cipal de la seccién de 1la cblumna'eSbelta, y del. cuil se harg -
una prolongacién por una, columna que tenga flexocompresiﬁn alre<
idedor de los dos eljes principales de la columna, Entonces 1as~i 
M_ecuaciones de 'interaccibn para el disefio el&stico de una colum— -
vna larga flexocomprimida se analizaran de ' la sigulente forma: '
,Para este:analisis,nos basarémos en una columna biarticulada de
eeccién rectangular- constante en- todo su eje longitudinal como--
se muestra en_la (fig.1l). ' Entonces del estudio realizado en.
Vkesta tesis en el capltulo Ir.3, encontrarémos que el esfuerzo -
de una columna cOnsiderando flexidn y carga axial, basandonos -
' en, la fﬂrmula de 1a escuadrilla resultbx o
‘ KL
PRSI Lk
' que se le asigné a esta f6rmula el ntmero (30) de'gseicApituld."”
A esta férmula se le dard una transformaci6n para trabajarla en
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funcién de esfuerzos ﬁltimos, 0 realizando clertas transformacio :
nes para encontrar la férmula de. interaccién para su mejor apli—

cacién. Por consiguiente .partiendo de este esfuerzo'

P KL,
£=f+ 5 sec &

-Nosotros sabemos que el médulo de seccibn'y la constante K2 que-
se considerd para representar un término. son los siguientes.

K . 9 xeq[& } b

'Sustituyendo los términos (2) ¥y (3) ‘en (1) tenemos.

P
fmax = A + 29— sec > 1,

Ahora hacemos el sigulente artificio: si en el 22 término del 23
miembro introduzeo L a la rafz, y multiplicando el cociente por-
T3 introducimos T del denominador a la rafz tendrémos:

(1)

4+ EAC I[ pLZ : o
£ = —f— sec e (4)
_ ‘max .A ZEI : ; , :
Por otra parte la carga crftica para una columna biarticulada --
7 e e
es: o, = N EI :
cr . 42
El cual lo podemos exp}esar de la forma sigﬁiente:.
1. L : ‘ _ : e
P * ) . A » , (4*)

cr TTET
'Sustituyendo el té&rmino dado en (4') en la f6rmula (a) tenemos.

£ o= PQC sec TT ‘ e T x
Emax , 8 ;(5)

Ahora por efecto de seguridad la C R S nos dice que la carga de~
servicio debe ser menor gue la carga crftica, para el cual se. es'
pecifica un factor de segquridad igual ‘a’1.92,

D powilor . g.53.8
’.
19: Ter

.

Por lo tanto queda:

P
— 0,5
Pcr BT
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HEntonces si 1a relaci&n 52— =,0;5,’resﬁ;ta¢la transformacién si
guiente: o er ‘ ' '

' "-P'~-;'i
Secl ]
2. icr 1‘P/Pcr

El cual lo sustituimos en la fdrmula (5)

’V,v; P - 1 j PR
£ ‘»‘.T“L?%" (—) (6),

‘max - P
) 1w B
. o Pcr D .
: Asignando como efecto de notacién los términos de la fﬁrmula -
(6) como. S —
R £q = fmax ‘ L
¢ PAcC.
=T

En consecuencia sustituyendo (7) en (6) queda simplificado de -
-la foxma~ C '

fu—-f + £ (1__1,;)‘ e A  (8).' 
P . RO B g

Dividiendo la fGrmula (8) entre el esfuerzo ﬁltimo f queda-

£, £ . o
gr—2—=1 (9
Yl f . (1= B
. _ S ,92 Por
'Por otra parte Eenemos ques - - ,
‘:'pc: , Eqr - "~ ey T _f¢:>,(10)
f“I'u Fa'' que es el ‘esfuerzo permisible:kfi,“ 1)
: - "~ de la columna en compresi6n - .
_ .’simple. L S : -
fuérv Fﬁf. qgue es el esfuerzo permisihle : ~(12)

‘de compresidn debido & flexidn.

o cOn 1as consideraciones anteriores la f6:mu1a (9} quedaria de -
o la forma siguiente: ‘
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f £

- U b .4.71
¥ £ - (13)
a F a N

cr
Dividiendo ahora el esfuerzo critico entre unrfactqr de seguri-
da’d que de acuerdo a la CRS vamos a aplicar un factor de seguri
dad igual a 1.92. ’
£
o= -£r o

fer~Te = T8 . (14)
Ahora debemos aplicar un coeficiente correctivo Cm al esfuerzo-
-méximo de compresifn debido a flexi6n~fb.'

£, Cm i (15)

Sustituyendo (14) y {15) en la ecuacidn (13) tenemos:
£ . £ Cm ' -
Fi‘.q.__b___?_zl (16)

Quedando finalmente la férmula (16) de interaccién para el dise
fio de columnas de acero a la flexocompresifn en un solo eje.
Nota.~ Si en la ecuacién (16) se cumple que es igual a uno, en-
tonces quiere decir que la estabilidad esta en equilibrio.
Ahora si fa = 0,15, se observa gue el término correctivo se ha-

Fa

ce aproximadamente igual a uno quedando la f£8rmula (16) reducij
da a: ' ’
..f..é + Eé_sl
Fa Fb v . »
Donde la f6rmula (17) de interaccidn es también para el disefio-

de columnas de aceroc a la flexocompresidén en un solo eje.

1 | ~an

A continuacidn haremos un resfimen de las f6rmulas y términos de
interaccién para columnas de acero a flexocompresifn alrededor-
de un eje: :

Hh

a) .- si, Fi= 0.15
. a
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funcibn de esfuerzos ﬁltimos, Y realizando ciertas transformacio
nes’ para encontrar ‘la férmula de. interaccidn para su mejor apli—.
cacién.» Por consiguiente partiendo de este esfuerzo: .

=P . PQ oo ' ‘ 3 . .
. f=x*s “CT - | | W
Nosotros sabemos que el médulo de seccidn b4 ‘la. constante K2 que—r'

se consider6 para representar un término son los siguientes.
I I

2_ 2 ' = 'R
X =S > K= EX

3
f'Sustitdyendo‘los éérmihds (2 y (3) en (i)VtenémOSi

£ == 2%_ sec. i»j!

_ Ahora hacemos el siguiente artificio: si en el 28 término del 23'
miembro introduzco L'a la ‘rafz, y multiplicando el cociente por-
RIS introducimos r del denominador a la raIz tendrémos s

' . P . PaC PL2 : :
fhax =R * —T sec !} 2 : o R OO
. Por otra parte’ la carga crItica para una columna biarticulada —
2 : . .
- es: 4 .='E.EI
' . Texr Lz

'Elrctgi'lo‘podemos ex?tesar‘de la forma siguiente:
: L ﬂ ‘ R ,

— SN

Per  woEI

sustituyendo el término dado en (4') en 1a fdrmula (4) tenemos-‘

’ﬂfmax A f . - : (5) 

“ahora’ For efecto de seguridad la C R S nos dice que . la carga de-
‘“kserVicio debe ser menor-gque la- carga crItica, para el cual se es
pecifica un factor de seguridad igual ‘a 1 92. . :

(4') f

D paFer ==052p
‘192.

fPor lo tanto queda:.

_E__s_o,s

Pcr
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' Entonces’ 31 la relacién ;g— =0, 5, resulta la transformacidn si;
"' guiente:~.

- Sec e 2
) r 1'P/Pcr 7 .
El cual 1o sustituimos: en la fGrmula (5)

: _ P, pdc L Sy R
Vf‘max -T +‘ng' (I:—_?-.:,i B o (e

P‘cr

_ Asignando como efecto de notaciﬁn los términos de la fdrmula -
(6] como." e e

=
fu_ max

. B P ) X : e . '* ‘.

e . ?QC-:
= T

2]

n .

' lEn consecuencia sustituyendo (7) en (6) queda simplificado de- -_
1a forma. : :

fu = £, + fb (1_ P') o L . ~‘-1, . (8) -
7 Poyp . S .

Dividiendo 1a f6mmula (8) entre el esfuerzq fltimo £ queda:

R 5 7 v - v
2Py o (9
Y1 f (1- By S R s
T
.. 'Por otra parte tenemos que:
S e £ o . e
fvpcr.'fcr' S S e  ‘1°)'
\fﬁir" Fa que es‘e1>ésfuéréo permisib1é l"‘j o1y
; de la columna en compresién - o
. -simple. , -
fuéfu F, -que es el esfuerzo permisible - (12)

de compresisén debido a flexién.

Con las consideraciones anteriores la fdrmula (9] guedarfa de -
la forma siguiente.
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£ - f

- SRS - SERPRE -
Fot ¢ 1 (13)
a S a -

cr

_ Dividiendo ahora el esfuerzo crftico entre un factor de seguri-~ -

~ . dad que de acuerdo a la CRS vamos a aplicar un factor de seguri

dad igual a 1.92.

f
. _cr

for~Fe = 75 ‘ ‘ S (14)

Ahora debemos aplicar un coeficiente correctivo Cm al esfuerzo-
m&ximo de compresién debido a flexibn fb.'

£,Cm ' (15)

Sustituyendo (14) y (15) en la ecuacién (13) tenemos:

;9. + bem < 1
£a
a Fb (1~ Fle-)

(16)

Quedando finalmente la f6rmula (16) de interaccién para el dise
fio de columnas de acero a la flexocompresiSn en un solo eje.
Nota.- Si en la ecuacifén (16) se cumple gque es igual a uno, en=-
tonces quiere decir gue la estabilidad esta en egquilibrio.
Ahora si fg = 0,15, se observa que el tE&rmino correctivo se ha-
F a ’
ce aproximadamente igual a uno guedando la f6rmula (16) reduci-
da a:

;3 + ;E-é 1 ) o _ - (17}
a b o

'Donde la f6rmula (17) de interaccifn es también para el ai sefio-
de columnas de acero a la flexdcompresién en un 3610 eje.

A continuacifn haremos un resfmen de las f6rmulas y t&rminos de
interaccidén para columnas de acero a flexocbmpresidn alredeQOrd

de un eje:

» £

A) .- 5i, =2 = 0.15
' a

7l
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~ Se usari la férmula; fﬁ . 52‘ -
’ Fa Fb
B) .- Si, ;3 >0,15
a
Sewusar& la f6rmula: EE . Cmfb £
r?a (1_ ?‘Z‘)Fb

Adhora identificarémos cada uno de los términos de la f£6rmula de

interaccién: .

1.~ fa‘= % . esfuerzo actuante a compresién simple de servicio-
‘ ' igual a la carga axial entre el &rea de la seccibn
F

2.~ a = esfuerzo permicible a la compresifén axial de la colum-
na, se determina dependiendo del tipo de pandeo si es-
elistico 6 ineldstico por carga axial (definido al es-
tudiar las columnas de acero sujetas a carga axial por
~ el método del AISC dadas a conocer en el capftulo ===
CIII.2). ' ' '
Nota.—- Existen para cierto tipo de acero una tabula --
cibén donde se encuentran las relaciones de esbeltéz y-
con su respectivo esfuerzo admisible, osea en estas ta
blas Fa = £(KL/r);un ejemplo de esta tabla se da en el
capftulo III-fig,7 para un acero A-36,
3.- b = g , es el esfuerzo actuante normal de compresitn debi-
a la flexién.
b = esfuerzo permisible de compresidn debido a la flexibn.
a) Para columnas en cajén:

Fy, = 0.6 Fy donde: F-y = egsfuerzo de fluencia.

b) Para columnas de seccién I 6 :L :

‘-Fb , . 8e determinard de acuerdo a la definicidn del-
estudio de la estabilidad de elementos sujetos a la
flexién, como sigque:

Donde para una seccién I,que se muestra en la r--

“(£ig.2).

-
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l'Donde pox pandeo 1ateral y flexiﬁn..
’ ' ' 843 700Cb k ‘ : . RS R ] -
T A P R I o R SR L
b T Ld R . . CU e e ‘u,;ﬂ(I)f,j
AR ‘SE . o T T e - ;
':bOnae: : LT
TSR Lo My
Cg, = 1.75 - 1.05 (H+ 0.3 D2
. - « L2

3

ol

l.:__;___;‘h |

p-——-h-—-—*l

7‘ N
:"2 1 : Y

Fig.2
tf ﬁay aos casos para diferentes tipos de- gandeo-
-~ 51, £ > ¢ - entonces Py = 11.95 x°20Ch  paps pawDEO

Ty ., - ELASTICO.  (IT1

)

Y

T , TE?

‘ : “o SRR SR C gy

~.81;, < C' entonces F y - . F (111}
s e TlET TR 37 10.76 x 10°c, Y

L

b.

PARA PANDEO INELASTICO.

35 86 x 106cb

Fy

::Doqde; -‘Cé

N O 4 ‘ : o
-y = 7¥ ' radio da. gino de una "T" for'
g V4 mada por el pantin ¥y 1/6 del

alma- con respecto al eje ver
- tical del eje de simetria.
Donde el esfuerzo permisible Fb debe, ser. el mayor de los valo--
 xes’ de las parejas () y (x1). 6 (I). con (III); dependiendo el -
-tipo de pandeo que se haya generado.
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. En ninguno de los casos anteriores ‘,Fb>-0.6Fy.

L Car2i
U s- E, TEF E -
G R 92&,-1 ‘;
Sy o, 10480 000
. => Fe,“ ——-——--——2—-—-—
L ( 1

= ;'esfuerzbvde Euler.

Donde: = F$ = 1.92 .
- qu=12.638ﬁx 108

‘6 Cm, es el coeficiente correctivo Yy se define .como’ sigue‘ S
' a) Para miembros a compresién en los que haya posibili ’

‘-
. “—.-—-—.—-

4
f
!
/ .
. L .

dad de traslacién 8 desplaza—~

",miento lateral relativo de sus;

ex tremos $

Cm. = 0.85

' b) Para mlembros en compresién doblemente empotrados 6 -

ﬁ;

Moy
,vrqi:fv .

om =

que ‘pertenecen z marceos arriosﬂ?

" trados, osea sin_desplazamien- ”
' to lateral que no.'se permite -
la traslacién relat1Va—latérai EREE

de los extremos.:

M
0.6 + 0 4 ﬁ~»20 4
My
Donde: la relacidn T tiene -~
2 S
las siguientes condiciones'»_
- Ml y H} son los mcmentos en.

‘ 1os extremos del: miembro sien-"
 'do siempre My < M,. o
.f-.ﬁl . esta relacidn es positi

va (+), cuando la curvatura es -
simple osea los momentos son -

‘de signos ilguales, como se ob-

serva en la (fig.a).
- gl esta relacifn es negativa
W ! |
27 .
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fcuando la curvatura es doble,’osea los momentos son. def.
7 ,diferente signo como ‘se’ observa en la- (fig.bl. v '=;
"cl Paxa miembros a compresian que formen parte de’. mar-*%i
BR > TR . . -cos drriostrados que no permi-
) i ; _ten la traslaci6n lateral de - -
, 'las juntas 6 doblemente empo--,_"
° . trados. ¥ con continuidad y con
"’5cargas laterales entre sus. apo o
yos: - -
Cm = 0.85"
| Cm =1 ,
_respectivamente como se mues--: ff
7ftran en las (fig.c y d).

K_/!‘h _‘

Fig. :

,‘ZAhora para la aplicacidn de férmulas de 1nteracc16n de columnas'f'

' de acero a flexocompresidn biaxial, osea que existe flexién .en~"
los dos sentidos; prolongarémos las férmulas (16) y (17), afa-=~

_ diendo en el primer miembro de cada ‘una de. ellas un término gue
‘tenga en cuenta_la flexidn alrededor del segundo eje: pr;ncxpal,

aonde‘este término es semejante al segundo término deila férmu-

la solamente que esta referido al otro plano ‘de flexidn. ‘Séa,f:;

la- siguiente seccién que se muestra en la-. (fig.3).- o

_.y’, _~,‘ . Para’este ‘caso entonces tenemos que la fdr- 
2y R la de interaccidn ser& ‘sl ' e
. : . "A).- f. d . g.15  v _
. CE R e
X entonces: TE"E"" ?23_5 - 'I-‘P'Xé 1 (1)
B) .~ ~a :

'Fig.3 - ' -entonces:




SO %m.fbxz b —myTBy g
' L Tex . Y,,‘ ey . T R

_ ”,Una aplicacidn de éste inciso se presenta en el capitulo V de -
‘ ‘esta tesis para su mejor entendimiento s comprensién.;»'-‘

| :V.’3.- DISESO DE COLUMNAS ESBELTAS DE MADERA A FLEXOCOMPRESION.

. En este inciso estudiaremos el caso de”columhaS'de madera a la-
1‘flexocompresiﬁn, donde este material es ‘muay - usado para las cons
_trucciones reales; el procedimiento para llevar a- cabo su. revi-7

E ;‘sidn asi como _su disefio esta hasado también en una. férmula de =

. -interaccidn que para el caso de flexocompresién simple es la si;;
'w:guiente-- i -

P M, P 6e
i FtA A

R + O n (= 2
T, * Ti.c “1
cda:  Tpd“f -

)  Una representacidn gr&fica de c6mo. se representa esta flexocom—»:
" presidn simple lo verémos en la Cfig 1] de este inciso en una -
' o _ _secctén transversal de una co-
}’A ) 7 : 3 .._1\1mna que tiene geometria rec— o
o o " tangular. Para el estudio de-
, ‘ ' . este tipo de columnas se reali
i #'-“_ I,’ © . zard& con columnas de madera de;-f
" ‘ ’ 'seccidn rectangulaf con las fif
bras paralelas a su eje longi--
]tudxnai; m4ciza y esbeltas. »
- - Lo mids importante para el disg'-
e — ' fio y revisién de columnas de -
rig,1 ' . madera es saber aplicar cofrég

->gv S
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tamente la fdrmula de Lnteracci6n dada en (1).
‘Significado de cada uno de los términos de la fdrmula de inter—
 accidn- . e ‘ v
Sle=P carga axial, - ‘ Co
‘2.~ Ay Area neta ae la seccién transversal del elemento,
. 3.= 8§ : Mddulo de la sacciﬁn transversal con respecto al'
e  “_ v,.eje de flexi6n, ' S
4= M '," ' VMomento flexionante actuante (en la Fig 1, ¥ es-,
’ el momento alrededor del eje x; y se- representa—
' como Mx)‘ : »
Se= ei g oo Excentricidad de la carga P, Y esta dado como B
SRR L en Tﬁ' d " ; donde d es la dimension para- -
SRR : lela a plano de flexidn. : o
 6e~dg Dimsnsidn de la secci6n transversal en la direc-i
. ci6n de la excentricidad e. : _
7.4,3’ Coeficiente pot efecto de esbeltéz de la pieza,
: k teniendo los. siguientes valores. : :
. =B = 1; en pandeo inel§stico osea cuando:
s {-cé = "ov.3-'—§—-

fcp

-p = 1.25; en pandeo el&stico osea cuando-,
KL > c = 0.3 A
B ' “cp
Donde: fcp = esfuerzo de‘compfesidn admisible -
' de la madera, paralelo a las fi‘--
v bras para lasg. columnas cortas,
E = mdduld de la elasticidad de la ma-
! - ‘ . ' dera. - , ‘
i8.f'fédV7A : Esfuerzo admisible de compresidn axial con pan=-
deo de la columna. ~

para pandeo el&stico.

para paﬁdeo inelastico.‘
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,3913 fbd:- Esfuerzo permisible de flexién con pandeo. Tenien
L © 7 .do-los siguientes valores: ;
*fbd fbp (fbp = esfuerzo permisible de flexidn

sin pandeo en piezas cortas- da"
da en el capttulo IXI. 3).

Cuando.  Cs € 10,111endo-~ N v
R T Cs =‘1.4‘—,%’-

Donde: - 1 = longitud de la columna entre SOpor--
' -tes'qﬁe:evitan el pandeo lateral.
- Byé»dimenSiGh de la seccifn transversal-
c.en “la direccidn perpendicular al pla
.. no. de flexidn, en' pandeo por flexidnp'
. como se muestra. en la (fig.al. :
_-‘bf=’dimensidn de la seccibn transversal-"-
= en la direccidn en que se considera—
el pandeo por compresién axial (di--
,_mensidn paralela al plano de flexidn
como se muestra en la (fig b) ‘

AN | SR T Y
.E | ~T . R | ﬂt | e o
o Eje de flexibn y R - Eje de flexidn x. .
"Plano de flexi&n 2x - - ~Plano de flexisn 2y
- Pig.a - Fig b .
~fog © bp[ (—-1 ] » c’gando: 10 <Cg € ¢ '

siendo

0.45:_5',‘ SIS £ mn
,.,‘.‘fbd‘,:v sy e} cuando: C, <C_ % 50 -




H0em Ce

-cf = 0, 81
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COeficiente que modifica el esfuerzo permisible -ff
por flexién, por efecto de seguridad, v

324 922

"+ 560

o -Cg= 1-,'cugﬁd¢:, ae 3ocm.‘,'

‘ donde. d = dimensiﬁn paralela -

" al plano de flexidn, if_

dado en ‘cm.

‘LUn ejemplo de aplicacién de: esta f6nnu1a de interaccién de CO=~

';lumna de made

ra se- preaenta en el capitulo V.

Una: prolongacién para‘colnmnas de madera a flexocompresién do-—_:

ble de la f6rmula de interaccibn dada en (1), afiadiendo  un. tér—'_“

mino mas al primer miembro semejante al segundo término de’ éste

~nos dara la f6rmu1a para disenarlo N'g revisarlo. Que para: el -
‘caso mencionado la fﬁrmula de interacciﬁn se da de la forma gl-

CoPig. 2

-guiente.
Cp M, 6eB & p 6e,B
Ay 5 TR E 5, YR LM
Sx h-  “ex 'y v ey 21 S
e e X 1 (@
red ;bax"fx - bdy fy ' L
C ‘I+ "{=donde- - M =P e,
N B . =
. e I - o . Y ) 4 ey
e - “Una: figura que rééfésénté'la‘fiéxoédméf‘j
I presifn doble en la seccifn’ rectangu--' .f
- lar de una columna de madera, se mues~:'A*
b'd " tra en la (£ig,2}, - S
1 o S 7 un ejemplo préctico para la aplicacian
—— de la férmula de interaccidn (2) se da{

en’ al capftulo v de esta tesis.
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'g-xv 4 - DISERO DE convmnas 'ESBELTAS DE CONCRETO nzponzano A
' } FLEXOCOMPRESION R

fEl ccmportamiento de columnas esbeltas a la flexocompresidn de-“

"_ccncreto reforzado, puede hacer que la carga 6ltima se reduzca#

';por deflexiones laterales’ de la pieza prcvocadas por £lexibn;

:i en la (fig 1) se dlustra-este efecto para el caso: especial de‘—'r
’,*una columna iniclalmente recta con flexiﬁn en curvatura simple—

'provocada por la carga P, el cual esta’ aplicado a una excentri-
“cidad igual a q-en cada extremo. La deformacién por flexi6n . de
“71a columna hace que la excentricidad de la carga en la seccidn-':

»:.critica sea (g + X) en que x es la excentricidad adicional debi

“do a la deflexi®n en esa- seccién.' En consecuencia, el momento- °

“,flexionante méximo: aumenta: hasta Pl(q + x) a esto comfinmente se

'le: 'conoce como el efecto Px.  La importancia de las deflexiones.

“'fklaterales debidas a 1a flexién depende del tipo de carga en la-
‘columna y de las- condiciones en los extremos el momento Px 6 mo 5

f_ mento adicional, a veces se ha denominado momento secundario -

f;aunque ese término tiende a implicar que el momento es de impor 7

‘ ‘tancia secundaria,' en tanto que en: algunos caso puede tener mu;
,1}: cho significado. o o ‘

‘.Mo-E Pq‘ Momento de pri- -
S mer orden.] v
v¥1;= Pq + Px

S 'i?DOhae=~Px ? Momento adi- "

'ulT‘LMf ;ﬁ e e e e T - cional.“,‘ar“'
RO i~v1.', T B R I ‘Por lo tanto-‘

Skl
: -

nﬁjFig.l._ Columna“dé concreto':éforzadO'é flek&ébmprésidn

,'Mi'= Mo + Px Momento de’
U v ) segundo ori
~ den. v




_:‘Una columna corta se define como aquélla ‘en que la carga Gltima 
" no se reduce por las deformaciones de- flexian debido a que las—vf

'  excentricidades adicionales x 8 son despreciables u ocurren -
'1ejos de la- secciﬁn critica.. En cambio una columna esbelta sewlm
;define como aquella ‘en que el momento flexionante amplificado -

' provocado por la excentricidad ‘adicional reduce la carga ﬁltimai

EYl comportamiento de la. columna que se ve en. la Lfig.ll, bajo- -

carga creciente esta ilustradc» en el diagrama de interaccion -

. para la: seccidn crItica de la columna dada | en la (fig, 2). 'si la

excentricidad adicional X ‘es despreciable, el momento maximo-.f

‘M es igual a Pq en todas las etapas de la. carga.y se sequira ——

. 2una trayectoria P=M’ al aumentar la carga. Este es el comporta'j
‘ miento de- una columna corta, b'4 gradualmente ocurre una falla ~-f
'del material de la secoidn cuando se. llega a la linea de inter-

"accidn.~‘~~

L CaLynay tun'm <nm.n on nmumn )
:omnun “uml R LAY vnﬂ INH-

-> ~- Smeiioan ).
.. ;“‘.‘_“Aj-‘-:--’-'-

mumm EESELTR € Fnu.n
DEL TMRTEM ALY

S

'Fi1g.2. Diagrama:de interaccién para una seccifn. de columna de~

, . .concreto reforzado que ilustra el comportamiento P-M de'~
,columnas cortas y largas hasta la falla. ’ R y

: Si la columna es esbelta, el momento méximo M es: igual a P(q+x),:
3y debido a gque Cx ’aumenta mas rapidamente a niveles de carqa'-
"'elevada, la trayectoria P-M es curva. Pueden ocurrir dos com==
portamientos de columnas ‘esbeltas. Primeroc una columna puede - -

. ser estable bajo la deflexién Xy pero despues de alcanzar la 1%
nea de interaccién ocux:re una falla del material de la seccibn~
este tipo de falla generalmente ocurre en. las’ ‘columnas de. edifi’\
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E*:fcioa que estdn arriostradas contra deflexiones laterales. En, -
“kf;segundo lugar la columna puede hacerse inestable antes de alcan

nffzar la l1fnea de interaccién. ‘Esta’ falla puede ocurrit en colum
f,nas no arriostradas.

7; - Se puede flustrar el comportamiento de. colunnas esbeltas para’ -

*determinadas c0ndiciones de carga Yy extremos, utilizando diagra‘
 mas de 1nteraccién de columnas esbeltas el cual fue realizado -
~por Mac Gregor y asociados, ‘ ' : R
" En el comportamibanto de columnas las principales variables que-
’afectan la resistencia de. columnas esbeltas con como siguer
1.~ "El grado de restriccidn rotacional en el extremo, ‘A mayord‘
“%. rigidéz del sistema de vigas ‘que llegan a'la columna, mayor' 
'sera la resistencia de ésta. ' ’

"f 2.~ El grado ‘de restriccibn lateral, Una columna no arriostrada

j(contraventeadal contra desplazamientos de extremos es apre.‘
”],ciablemente, mis débil que otra arriostrada.- _ ' f
3;—'La cuant!a de refuerzo de acero y la resistencia de los ma-.
teriales. Ambos afectan la rigidéz a flexidn b'a resistencia_
_ de la seccibn de 1a columna..
'  4;— La duracién de la carga. El flujo plastico del concreta du,
s '.rante cargas. sostenidas aumenta las deflexiones de 1la colum.
na, Y por tanto normalmente disminuye la resistencia de. las
L columnas esbeltas."- ‘ ;
Ahora para el diseno de los miembros de compresidn se puede ba-u

. .sar en’ los momentos y fuerzas que se encuentran de un an&lisis~'

de segundo orden de la estructura,‘ tomando en cuenta que’ las -
‘7r1gideces reales de los miembros, los efectos de las deflexio——
‘,nes en. los momentos Y fuerzas, y los efectos de la duracién de~
la- ca;ga.‘ Las secciones pueden estan proporcionadas para nesisl‘

"*jtir eétas acciones ain modificacion, debido a’'que ya se tom6 en

cuénta el efecto de la esbeltéz de 1a columna al’ determinar las g
'acciones. : : ’ o

g'El princlpal factor a. ;ncluix en este analisis de segundo orden

. es el momqnto Px. ' Mac Gregor ha resumido todos los métodos pa-

ra desarrollar esos anfilisis, Se puede fdealizaxr la estructpra
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.. como uha marco plano con elementos lineales.. Se deben tomar re.

1aciones realistas de momento curvatura para proporcionar valo»fm_

" res ‘exactos para deflexiOnes 'y momentos adicionales, Y ademas —..
»3debe ‘tomarse en: cuenta el efecto de la carga axial en la rigi~- -
déz rotacional de- los miembros a campresi6n. . Los momentos maxi
'-mos determinados deben incluir el efecto de los desplazamientosA
y rotaciones en el marco.. L :

. El enfoque m&s racional es utilizar este tipo de an&lisis para-‘
v°determinar las acciones de columnas para el disano de secc;ones
_pero debido a su complejidad e1 an§lisis depende de la disponi-
.bilidad de programas de computadora escritos adecuadamente.

En el diseﬂo de columnas de concreto reforzado a flexocompre---
' sién simple, se utiliza el analisis estructural convencional de ‘
: primer orden, basados en rigideces relativas aproximadas y en -
-ignonar el’ efecto de desplazamientos laterales de miembros para*r
determinar los momentos ¥ fuerzas de un. marco, se deben modifi—'

" ecar 1as -acciones ast encontradas para tomar en cuenta ‘los efec’l-”

~tos de segundo orden, Entonces se pr0porc1onan las ‘secciones -
para que resistan las acciones modificadas, el procedimiento da .
-do por el ACTI para.este propdsito es el método ampliflcador -

de momentos, semejante al utilizado en las especificaciones del
Instituto Norteamericano de Construccidn del Acero, ' '

El método establece en el intervalo elastico la relaCi&n consi~

~ derando un momento amplificado, Yy sin tener en. cuenta problemas
'de inestabilidad (como se estudio en el primer inctso de este ~
capitulo).» La relacién (1) proporciona una aproximacién para-'
el momento flexionante maximo en las columnas con momentos fgua. '
.;es en los extremos.y flexionadas en cu;vatura' srmplq. ' '

Mpax * P _ : SRR )
R S , RIS (1)
. : : c ‘ :
' Donde: =~ M, = Pq- Momento m&ximo de analisis de primer =~
- S orden., ) .
C . wm3er R - :
= p = —_— Es la carga crftica eldstica para el =

¢ (k¢ gandeo, en'el plano del momento aplica
‘ - QO. o .
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-P . Carga apllcada a la colunna. o
En este caso, el mcmento mdximo y la deflexi6n mdxima de la co-
lumna ocurre a la mitad de la altura. - : :
" Ahora si los momentos de los extremos son desiguales la ecua--QJ‘
“cibn (1) es demaciado conservadora, especialmente cuando los md‘
mentos de los extremos son de dlstinto signo.
Para el caso de momentos desiguales de los extremos, se estima—
el momento maximo de la columna sustituyendo Mo por un momento-

niforme equivalente a C M. que produce la misma resistencia—

. de columna esbelta que la obtenida del patrﬁn de momentos rea*—-
-les, consecuentemente la ecuacién es:

o

C M, ‘ ‘ , R . .
Mpnax = > T o (2)
1-(;—) ) : : o Cn
S - : ,
Donde: C_ = Factor cbrrectivo segin A C I. '

LI

Entonces el método se vuelve como un método amplificado quedan—

" do como: - ) .
_Mmax = dMm, : SR o : ﬂ‘3{
COnsiderandb que la carga'y el momento @ltimo a résistir, encon
. trados utilizando un anélisis de primer orden, son P,.Y Q'ldﬂ-
M u =P ug- . Fntonces la carga y momentos utilizados en el di=-

 sefo de las secciones son P y el dado en la ecuacxén (3) don—
‘de 4 es el factor de amplificacién de momentos.

V c : ‘ Lo
a = mP . S , o L

- , o , o _

P
~ Donde: - a) Cu = .6 + 0.4. (-4 Aplicable a columnas que no -~
: o c =o0.4 . ‘‘tengan desplazamientos relati-
? , ' . vossy cargas intermedias,

b) . C =1 o " Aplicable a columnas con desm—

plazamiento 1ateral.r
- Momentos en los ‘extremos de'la
?;columna‘

o)
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‘761'—l > u,‘c+z” » ,Esta réiacién Séfidpbsitiva 8l -
.  2,2 . la columna se deforma en curvatu
 ’: N _,v"fra simple. o ,
‘je1=;%,<i~o; ('I; i"Esta relacidn es negativa cuando T
BRI o0 la curvatura es doble. .
vih"ﬁfl_?crf £KifI.,f 'Es’ la carga eritica de Euler —-—
" R o eldstica para el pandeo pa;a el-
R ‘plapbfdélvmomenﬁo'aplicado;.
Donde: IR -

",‘~ K— Factor de longitud efectiva para 1as columnas
‘ que varia:;_y . -
K '0 ,5 € K £ 1 para marcas coatraventeados.
. K>1 o - 'para marcos no contraventeados,
f{n*— L= Longitud real de la columna. '

“? - EI= (“1?1 + E —;EE

Donde: *: EI S Rigidéz.a flexidn de la columna.
- *»Ec = -M6dulo de elasticidad el concre
' . koL
E?‘%!;Oifé o
Lk Ig = - Momento de inercié'de la‘éeccién

_bruta del concreto de 1la columna

alrededor del eje centroidal, ig

S _ norando el refuerzo. : : '
*vi=tlEé‘é,_v ‘M6dulo de elasticidad del acero.
:3fjlé %} f_lMomento de inercia del reﬂuerzo—

: ' . ‘alrededor del eje. centroidal de-:

. la seccién transversal de la- co-.

G , lumna.‘ ) .
. pa= - Factor coxrectivo-
S '5pd ="ecm , 0= Bd 1
totv t

. 'Mcm Momento maximo de diseno -
: por carga‘muerta. :
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S Mtot.';f’ Momento m&ximc de ai .
o e T B X R S
= EI= __g_ca_g_? esta férmula ae usara si el pcrcen.’ -
LTI +§ )' |
S ‘ taje de acero, dado en el area (As)
es pequefia,. '

,q) P = P R jCarga ﬁltima en’ 1u colmnna. g

seno ‘por - carga totalg-, - ’, .

: ,El A c I presenta dos nomogramas ‘para la deteminacidn del. fac o B

 tor: de longitud K como se explica en el capttulo segundo de es-f}'»’ :
."ta tesis donde el parametx:o el esy ' ‘ T

zxcol. ;
2 Kpiso.

X » ; SO
col, = L de’ los el.ementos verticales que COncu -

. ‘vaéi"ld_e:’ K
AR rx:en al ‘nudo,
Kpiso. = = de los element:os horizonta.les que concu— -
C _rren al nudo. e -

) ’,kn.l o . .:_= Koo1,2%eo1.3 - 0o
- sl km A .;-Kp3'.+,xp4
. wust'®’ — . ' . ' '
Gl IR GBg coll colz
A . _p_3‘ + ¥py
L. wusem f‘:‘: Lo
o ey S Wy
P\Uc.w-l B

r-‘ig 3 cslculo de paramet:ros para el c&lculo de K.

'Nota. Dos nomogramas de la (fig 4), que ‘son los nomogramas pa-_

' v"‘ra deteminar el coeficiente de longitud X para marcos cancra--,

' ‘venteados ¥ marcos no contraventeados se desarrollaron para co
lumnas de comportamiento lineal. pero puede usarse en forma apro .
ximada para columnas de concreto reforzado.‘ ) :

L
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Se‘puec'leh éalcular'ios valores 'de K si ‘sSe conocen los de "G" en
B cada junta y se’ pueden obtener utilizando los nomogramas de ——
Jackson y Moreland, como ‘se’ muestra en la (f:Lg 4). ’

e o K - .GB Ga 3 Gg '
. 5&2‘: : : Lo : fﬁuo 1000 188 1000
ieo4 . -] . Etao 300 . - 300
383 . o . 30 30.0 - “ao - 300
30 - To9 - 30 200 — 200
- , = 40 " 20
20 ) T 20 -7 . : : B Co
! B ST R 120 16 etk
ol e L] B -
e - B E . - ng 7.0 ~ - 7.0
- O . - - :
o8~ i -y s.0 60
o7 ~ s ar). 8.6 \ - 80
06 ~ Loz = 06 40—_- - 2.0 —~ 40
0.8 - - :as . 3 o
04 - oe 3.0 1 I -
03 - 03 2.0 - 20
J 1 - i .5 : \
oz~ . .o" ~ 0.2 - '|‘
E - 0 ~ ~ w}
ot - oo o] 3
>°J..H . ~-05 T ‘ df\ ‘ 1o L. o
(o) Movimicnto- laterales impedidos . : . 1Y) Movuni-mos latercles no immdldu '

——

Fig 4 - Fac:oru K de lon.nud cfumn

Al determinarse "G "y "G " como’ se muestra en la (fJ.g 3), los
‘valores de EI utilizados deben tomar en cuenta el agrietamiento
" del concreto y la cuantia del acero.

‘Para - el uso de las ecuaciones amplificadoras donde es evidente-
el método de" diseno es conservador en la mayorIa de los casos.
EL A c1I requiere que se le considere a las columnas como esbel
"_btas en - -marcos contraventeados, osea cuando no’ tienen desplaza-- -
- miento lateral (restringidos) . o ‘ .

: . ) M KL ‘ ’ L ' ) o

3412— -;-—4,100 R : o - (5)
"2
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en marcos no contraventeados osea con desplazamiento lateral -
(no- restringidosl.~'> : ' s
2B <00 T e

.”Para:§olumn§s con; -  §§5>.1on ;f;’;,f%  .._; 3 ; ;  “ .§(7);‘

;En este caso no se. puede hacer uso de 1a apllcacidn del Método—fyi
’-Simplificado estudiado anteriormente Yy dado por la ecuacién (SL.'

/. sino que debe hacerse un analisis de ‘segundo orden.

ﬂPero ‘si la relacién de . esbeltéz cae dentro de los ' intervalos fi
- Jados en las ecuaciones (5) y (6),'en este caso sr se puede —
_aplicar el método simplificado, porgue la columna ar la que uno-"

. este’ estudiando -tiene problemas de - esbeltéz, entonces ‘aplica el .

momento de- segundo orden deAcC1I dada en la ecuacidn {3).
'Finalmente de estas comparacidnes, 41 en algunos de los interva
los (5) Y (6) la relacién de esbeltéz resulta menor que. el .in-==
tervalo fija; entonces no.se. tiene problema de esbeltéz~ quedan‘;
- dov en este caso como resultado el que se obtenga en el momento- :
_de primer orden. Osea se. trata 'de una ¢olumna corta. '
En marcos no contraventeadOs, se debe calcular el valor de d pa,-
ra todo el piso, suponiendo que todas las columnas est&n carga-
das tomando Py P, . como la sumatoria.ZP y ZP ' para todas ~- -
las columnas de esa planta. ' Al disefiar cada columna individual .
de esta. planta, se debe tomar d como el mayor de los valores _—
' mencionados antes calculados para: toda la- planta 6 el valor cal
..culado para la’ columna xndividual, suponiendo que sus extremos—~
- estan arriostrados. . En las columnas que no esta arriostradas,
 se deben-disenar las vigas para los momentos ampllficados de ~~
‘los extremos ‘de las columnas en las juntas. Cuando las colum-=~ -
" nas estan sujetas a. flexiﬁn biaxlal, se deben amplificar el mo-.

xf}jmento alrededor de cada eje, usando- el valor de ‘d calculado -

para céda eje.f En los manuales de la AC I se dispone de auxi-
liares de ‘disefio para el mé&todo amplificador de momento. Aunque
el manual de disefio de columnas se basa_en el cddigo A C I de -
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1963 que utilizé un enfoque de factor de reducciﬂn para el dise
" fie de columnas esbeltas, el manual incluye también auxiliares -
de, diseno para el método mplificador ‘de momentos., El manual de
‘}diseno nés reciente contiene algunos ejemplos de aplicaciones -
'del método amplificador de. momentos.
Nota.- Para el calculo del radio de giro r de la. relaci6n de-

[esbeltéz es: g 0.30 veces el lado menor en columnas rectanqu-

: ‘laxes. - -
r & 0.25 vaces ‘el di&metro en columnas circulares-

’Para sn me:or entendimiento Y conocer su aplicacicn practica -
.. del método se pone un ejemplo en'el capItulo V. de esta tesis.
.’COn la obtencién del momento amplifidado, cono . gse explica en es
L te 1nciso para una. columna de concreto reforzado- sujeto ala ==
:flexocompresiGn en un plana (st existe flexocompresiﬁn biaxial-
. 8se obttene por separado el momento amplifxcado en el otro pla—*‘
'no) se diseﬁa la - columna esbelta como una columna corta sujeta-
a- flexocompresidn simple -] biaxtal dependiendo’ su caso, usando-
sus respectivas fGrmulas para 1los diagramas de interacciGn, pa-
-;ro introduciendo el momen to amplificado en cada caso por el va-
”1or del momento simple. ' .
1Un-método para determinar ‘la flexocompresiﬁn de columnas cortas
'alrededor de dos ejes, es el que ha desarrollado Bresler hacian
do- uso de los diagtamas de interacciﬁn,el cual explicaremos poi
que este es un metodo muy simple para calcular los valores ma-
'ximos.de la carga de qompres;ép,que ac;ua_a excentricidades €yt
‘ye.en seccioﬂes rectangulares con refuerzo simétrico, Ademas
este método nos servira para explicar como se 1ntroduce el mo--
mento’ amplificado en las . fﬁrmulas reSpectivas para disefar una-
'columna esbelta ‘Sea entonces ‘la siguiente secciﬁn transversal~
_fque se muestra el la fiq ] de concreto xeforzado a flexocompre-'
sidn biaxial.. ' . :
Donde:" - Py= carga ultima actuante en la columna.‘
o ﬂx# Pe.

M P
Y- ey
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fig. 10 Columna a flexocompre-
: siGn biaxial. '

b’ el momento flexionante el la direccidn Y es:

, rY .
' Entonces con 105 elementos mecanicos conque se disena una columj:

‘na de concreto reforzado por’ este m&todo son. tres :

P

M

r - .

Mexe

.y la f6rmula.de Breesler es la siguiente:

1
‘Donde:
P

P

v

F.
P

'y
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En donde - los momentos M y -
My son momentos de primer or
den. Pero ahora para conside -

'xar la esbeltez se trabaja -‘5”
-con los momentos amplifica-- <
‘doa ,,donde ‘el momento fle=~ -
fxicnante ultimo en la direc- 3 '5-

cién X es :

'Fri = dxM#‘

= Carga normal mixima que actua a excentricidades e, " -
Yy ey de 1a columna ( m&xima capacidad) L
Carga normal maxima ‘a una- axentricidad excontenida-i
en un plano de simetrta - ?y” 0). , R o
Cakga normal mdxima a una exentricidad contenida:“;
‘en-el plano de simetrfa normal al anterior ( e =0 2

) Puede verse que la ecuacién de Breesler reduce un problema com— S
*plicado a una. combinacidn de soluciones mis simples. ‘dos. de fle
.xocompresién en un.plano de simetrra 'y una de . compresién axial—;f“

‘para elementos simétricos.f

La: capacidad de carga de la. columna debe,ser mayor o igual que-j;
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ﬂla'catga actuante ?r a la gque ha de trabajar la columna,

, PP, _ -

Para la determinacidn de P y P, se ttene que proponer -
~la seccifn si no esta dado camo dato~ ‘osea los lados geométri~f
cos b y t ademds para terminar el disefio de la columna hay -
que dar el area de acero que necesite el cual debe estar unifor
memente distribuido alrededor de toda la seccidn, quiere decip~

‘en todo el perfmetro de la seccf6én antes del recubrimiento.
Para su mejor entendimiento y conocer B aplicaéiﬁn practtca'~~f

del mEétodo de Breeslex se pone el ejemplo nfimero 13, para una = - .

columna a flexocompresién en sus dos planos, Yy el ejemplo nﬁme-
ro 12 para el disefio de una columna a flexocomprestdn simple -~ -
. usandc los diagramas de interaccidn con el momento ampltficable.'
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la carga actuante Pr'aila‘qug ha de trabajar la columna,’
o PR - E SRR
Para la determinacitn-de ‘Px' Py fy P, se'tiene que proponer -

,la“seccidn si no esta dado como'dato} osea los’ lados geométri*“

cos b y t ademfs para terminar el diseﬂo de la columna hay —,:
‘que dar el &rea de acero que necesite el cual debe estar unifor .

memente distribuido alrededor de toda la’ seccidn, quiere decir*'f :

en todo el perimetro de la secciﬁn antes del recubrimiento. . :
- 'Para su mejor entendimiento y conocer su aplicacidn pr&ctxca --‘f
- del método de Breesler se pone el ejemplo nfmero 13, para una,fv,
columna a flexocompresién en .sus dos planos, y el ejemplo nfime-

ro 12 para el disefio de una columna a flexocompresién simple = -

.'usando 1os diagramas de Interaccidn con el momento ampltfxcable{'
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" CAPITULO V-
| V.- EJEMPLOS DE APLICACION
. BIEMPLO 1

.’ '_ pada la grsfiqé ésfaerzo de formacién unitarfa'de un‘ 'matéria'.l,4

© trazar un diagrama esfuerzo critico-relacién de esbelté&z ——
(fcr . -I-(i_L—) que permita disefiar columnas esbeltas de ese mate-~
rial. El esfuerzo que produce el aplastam1ento del material es-
5y ; " de 300 kg/cm y la ecuacidn- .
I P N - de la gr&fica es: . -
é £2 2 3x 1078 e
’ ‘ : i . .
t
i
| ,
b
L o .
. O : ‘§

A) .= Se fi;ja el rango de valores que le vamos a dar al material.
B) .~ Asignamos las defomac:\.ones unitarias ‘S_ los sigui:entes va
lores, dentro del rango que corresponden a la gr&fica.

‘ = 0.0001, =0.0002, = 0.0003, &, = 0.0004,
1 2 3 4

. g = 0.0005, Fg = 0.001; &, =0.002, Ly = 0.003.
€) .~ Calculames los valores correspondientes del esfuerzo utili

' zando la ecuacifn de la curva (1) de donde: ~
£=y3x1078 =sa77.23y% ~ (2
Entonces sustituyendo en la ecuacidn (2) los valores de ‘&,
obtenemos la’ segunda columna de la tabla I.

D) .- NeCesitamos ahora calcular el mbdulo de esbeltéz (KL/r) , -

como el mﬁdulo E = df/d‘& , Osea derivando la ecuacién de

la curva; em:onces partiendo de la ecuacidn (1) tenemos. :
. 7

2 §fasxad 5 HEaigal o

ustituyendo en la igualdad (3}, 1a ecuacién (ZL tenemos.
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' CAPITULO V.

V.- EJEMPLOS DE APLICACION

| EJEMPLO 1

Dada la grafic,a esfuerzo de fonnacidn unitaria de un material,
: trazar un diagrama esfuerzo critico—relacién de esbeltéz

(f -l%)' que - permita disefiar columnas esbeltas de ese mate——l'_ '
rial El esfuerzo gque produce el aplastamiento del material es-
EPE C , - de 300 kg/cm y la ecuacit.'m-”'
vl sJ______-‘ .. @ela grafica kes. S
SRR ‘2 _3yx107% N R
. Oten %

A) .~ Se fija 'el'rang_o de valores qkue le vamos a dar al material.

" - B) .- Asignamos las deformaciones unitarias § los .siguientes va
" lores, dentro del rango que corresponden a la grifica.
%, = 0.0001, €, = 0.0002, f$3 = 0.0003, %, = 0.000%,

-%5 = 0.0005, “f-(G = 0.001; *5(.7 = 0.002, ‘48 = 0.003,

C) .~ Calculamos los valores Vcorrevspcn'diente's' del esfuerzo utili
zando la ecuacifn de la curva (1) de donde:

£ =3 x 1078 = 5477. 23y% . | o (2)
Entonces sustituyendo en la. ecuacidn (2) los valores de. &.
obtenemos la’ segunda columna de la tabla I. .
- Necesitamos ahora calcular el m6dulo de esbelt8z (KL/r) r -

como el médulec Et = df/d‘& , Oosea derivando la ecuacién de’
‘la curva; entonces partiendo de la ecuacién (1) tenemos. i

D).

o v ‘ 7
2 g =3 x a0 S -%%“3—’5‘5}2- (3
_Sustituyendo en la igualdad (3], la ecuacibn (2)_ tenemos:




A,

S af = . o=

3x107 . _ 2738.6 ‘o gim 9£ 27386

a0l .. 27386 u_f'“a"”_l—a R
. 2(5477.23V%) “ri?‘°",“ '1.'zfv-§ T ju,;1§,f“'

_ ":Como se. dljo que - f'= E{ entonces el mddulo de esbeltéz -
'fu.queda dado de la. forma siguiente~' ' ‘

'E‘ ©2738.6

. 4 1{33*1~ -1~f '  }  ’_'L ‘~“5L:7:~',(5).

Entonces la ecuacién (5), sxrve para encontrar- el médulo -

: tangente E para los valores de las deformaciones unita-—

U F) .-

'rias, ‘que se da en- la tercera columna de la tabla TI.

Ahora nos falta calcular el médulo de esbeltéz que debe te*

‘ner una columnadelnwterial propuesto de comportamiento in -

"'elastico, para que cada uno de- los esfuerzos determinados-,ﬂ
sean criticos, - Para esto aplicamos 1a férmula.» ‘ :

fobtenidos en el paso quintc, y sus respectivos esfuerzos o

'c_m

Sustituyendo en (6) los valores de los mddulos tangentes -

‘Q'obtenidos en el tercer paso; obtenemos la cuarta columna -‘

G) =

de 1a tabla I.

S TABLA I : )

€ Tf . B, | ®/x
0.0001 | 54,7723 273 861.05 | 222.29
0.0002 | 77.459 193 649.01 | 157.14 .
0.0003 | o4.8e8 ° | 158 113.75 | 128.30
0.0004 | 109.54 | 136 930.52 | 111,09
0.0005 | 122.47 | 122 474.38 99 .37
0.001 | 173.20 .| -86 602.47 | 70.24
0.002 | 244.94 61 237.94 | -49.67 |

{0.003 | 300.00 .. .| 50 000.00 | 40.50

lﬂ.—Por ‘£in realizamos la grifica fuj

cr

Ly KL/r), el cual viene sien Seop
. do la ‘curva para digefiar cual—--
_quier columna de ese material; -
entrando con su médulo de esbel—
téz a la cu:va‘pa:a obtener su - sv.a
- respectivo esfuerzo critico.

od__J . =

o . FIrXY 5'-;
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R,‘EJEMPLO 2

'viz'_Determinar la carga cr.f.tica que produciria el pandeo de una co-—
x‘ylumna de. acero P.-36 de seccidn tubular. _Como  la mostrada en la—»
_figura, la. columna es. de 8m. de altura 'y esta biart:‘.culada en ~--

_“sus extremos. Considerese que fy = 2530 kg/cm Y E = = 2. 039x10

. kg/cm ._ Calcular tambien el valor del egfuerzo admisible que =~
0pera en la misma columna y la carga de servicio.

E"

Datos: IR S ga S
];. = 8m. = 800 cms o 1 b
K=1 pard col. biarticuladas.. T L
= 2.039 x 10° kg/en® L
. £,% 2530 kg/em? | |
"D =30.,50 ems -0 .o ;
d=29.30 cms . P
_Solucién- A ' . » o R
.-a) Determinacidn de Poy = -T(-E-c-i% ' - S ‘ BRI Ay

Vemos que para aplicar (1) nos falta el momento de inercia

I ,'el .cual’ es: . TTD v“.d4
) .o I =

64~ "64

- (30,50 % 11(29 30) 4
64 64

I = 6.300.86 cm?
Sustituyendo en (l) tenemos- ‘ .
VP‘ .7___2‘ (3 11) (2'039 000)(6 300. 86)

er 1 x 800)2 : -

" jpcr‘ 198, 123 75 kgs =

[

/ bl calculo del esfuerzo admisihle~

e 2T E 2) (3.141°%(2.039 x 10 L. Ty
c . ~J fy ‘\J ~ 2530 ‘ .-126.'?,.

e FR T 0.5 e
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i AR

o Vemas que-',- - ' . o - Lo N : o
. ',§§,=§75,23_<:,c&;= 126;13f"ﬂ21 pandeo es in—-'

_ : : . “,elastico¢.

‘vComo el pandeo es inelastico, usamos la f6rmula-:'”‘

T KL, 2 g ’ : o - o
o &2 e EI T SRR
L fy= 1S5 IR : (2
a7 a2 | FSy = T U
S S . 7
- Dondes: - . 3 E : S
o v pg. = B o4 3MRL/x). . (KL/X)° 5 3(75 23) - (75.23)7
L T3 BC e cl 3'V §(26'i35 8(26.13P
. FSZ = 1.86 N
‘Sustituyendo valores en (2) tenemos:
_ B A y ‘
|4 o 73.23% 2530 _
fa= | - === 7 | T%e

2(126,13)

£a= 1, 113'1cg/cm2

c) COn el valor del esfuerzo admisible podemos calcular la carga
S de servicio de la columna'

. - A = I ;‘az)‘;_;} (30.50% - 129.30%) = 56.36 cms?®
Suﬂtituyéndo los valores en. (3) queda- N E
By = (56 36)(1 113) = 62 723 68 kg |

% 15 = 62 72 ton.z
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"EJEMPLO 3
_tneterminar 1a capacidad de carga de una columna de acero A-36,
" de 8ms, de altuxa en el lano Xy esta empotrado en su base y ar

'vticulada,en el extremo" superior, y en su plano zy esta biarti- .

aculada'en los.extrgmos; la seccidn de la’ columna esta formada —f_
. ‘pOr dbé'canalés CPSé7""de peso igual a 14,58 kg/m cada uno,--—
B unidas entre si por elementos que forman una celosra._ Conside-’_‘
i‘rar E.= 2. 039 x 106 kg/cm y £ 2530 kg/cm B

Plano de flexibén (X,Y) . _ /Plano de flexién (Y,Z}
Eje de flexifn "z". . . Eje de flexiSn "X". .
o G LGN : ) .
o ’ l}~‘ : nn@;‘ ‘ . -
. —t FRR AP B _
: SeCCiGn transversal~" SR Caracterfsticas de un -~
Sowoe o o perffl CPS~T7" de 14.58 -
Nota- ‘La celosra no modifi- ’ Co _kg{T de acuerdo al ma--—-
. PR nua AHMSA son:
_..cadla geométria de la sec REVER A, = 18.39. en i
.edon. ' : : -7_, . T .= 878,20 o
Los valores que se usen pa- S CoTe : o
ra "K" serdn los que se re- - : ry = 6,91 cm A
comienda. . , o 126=740.79 com

'r, = 1,50 cm
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’_ SOlucidn..' i B . . . _
'f Determinaremos las propiedades geométricas de la seccidn de 1a—
'«columna.,,'f . ' ,
A = 2a, = 2(18. 39) = 36.78 cm2
71’; = 21, = 2(878.201 = 1,756.4. cm®

\l _\1157564=691m

’==2(I +Ad1=2(4079+1839x6)=140576cm4

J_J hg%é-smcm

' Calculamos ahora el médulo de esbeltéz de los diferentes planosﬁ7
"En el plano de flexidn (X,le.

‘ Kx = 0.8 porque esta empotrado y articulado g

S KL

. ( x.) (0 8)(300’ ==‘1’0‘3-55.
5 T T e T 103

"En el plano de flexién (Z,Yl

1-Kz'— 1, porque esta biarticulado

€> K, L. .
- L’%f_gw?ol. =‘115.77 )

X X

L.

Por: lo tanto tenemds que trabajar con el mcdulo de esbeltéz ma-'~

;"_yor. que va a ser en el plano de flexidn dondé se va a pandear-“
la columna. '

= R
FRLy - KL
‘ng > )
'  Por lo tanto el mGdulo de esbeltéz sera- ‘

L = 115 77
x

Calculamos ahora'el coeficfente de columna,
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o 2.1 2 o
i ‘ 20°e - _ 2(3, 14) “(2.039 x 108 1 e
- ?c =.Jf_z;_ -.—J L5 126.13
‘Comparando el coeficiente de columna con el mddulo de esbeltéz,

‘-para saber el tipo de pandeo que se va a presentar en la colum—f'

!“‘ﬁ |

= 115.77 <c_ = 126,13

Por lo tanto el pandeo es del tipo "inesl&stico y la fﬁrmula a .
-~ usarse es la siguiente: - :

S KL.2 " ‘ . , v L
£ . &Ly £ R RN
oomax o, TE | Ty R
‘ fa=ws, “ |1 R R AP . &
ponde: KL, 3 ‘
rs, =%+ 3‘ ’ - <3 , 3(115. 77) _qas.n3 o
FS, = 1.91 | o B

 ‘Sustituyendo valores en (1) tenemos:

o asan? :
fa = |1- — | 22330
- 2(126.13) 2 i.91

o . ‘A-.b',' ] ”
£, = 766,63 kg/cm”™

: Con este valor del esfuerzo admisible podemos calcular la carga
-de servicio de la columna-f
P Af

- (36 78) (766 63) = zs 196. 94 kgs. -

=> P= 23.19 ton'
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EJEMPLO 4.

' Disenar la cuerda superior de la armadura de la figura, hecha -
- de acero A-36, libremente apoyada de acuerdo con el’ sistema de- .
cargas- que se propone.' Usando el manual AH MsSA
: 7" pel andlisis ‘de la armadura -

se obtiene que la cuerda supe

de una carga de compres;ﬁn de
20 ton. Despreciamos el peso

& o Veovem by propio del ‘miembro. Podemos-
fak;nkm» f‘& ,7~’considerar que dicho miembro-
N . ] g es una columna blarticulada -

] b . LN
L . @en.. . con carga axial de compresion.

Para poder determinar él es--
S fuerzo admisible usaremos la-
B tabla correspondiente del manual de acero de Monterrey.

EL valor de K = 1, para. columnas biarticuladas pero se puede to
mar la K recomendable de K =0.8, 0.9.

KA'La seccién se escoge a criterio Yy con experlenc1a en el diseno.

Sabemos que el esfuerzo de fluencia para un acexo A_36 es del -
-orden de £, = 2,530 a 2, 580 kg/cm®. ‘ ‘

'Pafa determinar el esfuerzo de disefio de acuerdo al criterio Y-
la experiencia se. puede tomar como la mxtad del esfuerzo de —
fluenqia fy = 1,265 kg/cm redondeandolo a fy = 1,000 kq/cm .
Ahora encontramos el area- necesaria para este esfuerzo.

e _PB . P _. 20,000 2
e=% > a=i-RgR-v0w

»Que viene siendo el area de la seccifn transversal para la co—-
1umna en estudio. Para elegir 1a geometria de la secciGn, la -~
 experiencia nos dice que sean 5ngu105(porque pueden ser cual---
=‘qu1er seccidén) ; el ‘cual tendremos que revisar para revisar su-
capacidad de carga. que puede soportar, como puede ser de cual--
quier forma geométrica su seccién puede variar su capacidad de-
carga , aunque todas tengan la migsma &rea por lasAlimxtaciones— '

0

rior esta sujeta a 1a accién-.
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‘ de su ‘esbeltéz de la columna al pandeo. _ : ,
‘_fEntonces para elegir 1a seccién a revisar suponemoa que el es—-‘
-;fuerzo admtsible sea de un’. 40% del esfuerzo de fluencta.

,-ff = 0.4 fY

e, = ca a1cz, 5301 =
f a1, ooo kg[cm

.De donde el area necesaria de la seccidn transversal del miem-sffjf'

bro deber& gser del orden..‘
P 20,000 2

,b-A'—*‘-'-'.'f— um = 20 cm-

"fQue viene siendo el &rea igual al que se. obtuvo anteriormente 4

de-otra manera. :

'Ahora del manual de la fundldora de. Monterrey proponemos una -
-seccién transversal formada por dos angulos de 1ados iguales de
3" 'x 3" x 1/4“ como sigue- ‘ ' R . '

yl*“ K o La separaciGn de ambos cana :

fatiesadores para garantizar

ci6n y para lograr que el -

E "x; -k : - —F pandeo suceda alrededor’ del.
' —+;f*— TEL . eje.x ﬁ'y;'formandovlaé ar-~
L S Y . .

ticulaciones en los extre-~
e ,5 -_mos de la pieza-de modo que

»alrededor de los ejes x 6 Y. ‘ : -
'Calcularémos primero su mﬁdulo de esbeltéz.:>

b (1;4;.=,?ﬁif'  ,} Tomandos v"K*‘= 0 9 . o
v X' . E o . . : : .
V- ‘ Lx = 200 cm (longitud del.

= mtembro)

r. = 2,36 (dato del ma--"
X ‘ ¢ o nual)y.

- les ‘tambien se propone. Lo ‘
‘>consideraremps de 1 cm en-4t;a;‘3
~ tre los cuales colocarémos- =~

la integracidn de la- sec——-i_” N

© o la- seccidn solo pueda g;rar C
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e (Bl o 10.91(200)
T

el = . Tomando: K, = 0.9 . - ..

"€>”(§§“4 *7424%lé329L'=;51;43
e Y TR e e

o
?

- (’-1‘1_2).">“ RO
o ' x .. Cy , ‘
ffT%mamcs el mayor mﬁdulo de: esbeltéz‘

(—~) = 76. 27 z 76

-:COn este valor podemos entrar directamente a’ la tabla del capf— -A'

tulo III =~ figura N para calcular su respectivo esfuerzo admisi
ble: que es el siguiente.

Vf. = 1 110 kg/cm

, Este valor también se puede obtener por la teorfa de carga i
- axial para obtener su esfue:zo permisible f TN "

'ZEntonces la carga admisible o de servicio del miemh:o en estu—~

S dio serd:

‘Pé = Afa'
' (20)(1 110) =22, 2oo kg §

v P"f=A22 2. ton

: 'Observamos que 1a carga de servtcio de la secci6n que se disend;
ﬁwpara revisarlo, es ligeramente mayor que la carga en el miembro

_ que esta actuando en la estructura xeal, osea de 20 ton.” Por -

lo tanto se acepta la seccién propuesta en el diaeno va que pa*  '
‘86 la revisiGn satisfactoriamente.
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EJEMPLO 5

’ _Disenar la stguiente columna de madera, proponiende su: seccién- o

*ffsi debe tener una longttud de 4m Y ‘debe ‘soportar una carga de~

'-";55 ton ; donde la madera tiene un mddulo de elasticidad de mw—

CE = 112, 592 kg/bm y su esfuerzo ﬁlttmo £, =102 kg/cm La cctf

"jlumna estara biarticulada Yy debe ser de seccrdn rectangular.«4

e

Datoss R 3”\ o . }_f cﬁf«f L g;r
:Ln4m=4ﬂocm N P -
.P = 55 ton

E = 112 592 kg/cm
© L fu= € = 102 kg[cm
Solucidn: '

Primeramente . vamos a conocer el coeftctente de 1£mtte de’ colum

na 8, _ ) S |
s =j 0,702 '\_i’ == Q;.7°2 \| 222,592
o S = 23,32 ' ) 7 o L |
Ahora a criterio y arbitrariamente proponemos una secctén de. lak

'columna de 25 x 25; del cual calculamos ‘su mGdulo de esbeltéz"

{400) (1) .,.»%Oz; = 16.667 -

n ‘ R e Coe
" Como siguiente pasp comparamos el valor del mddulo de esbeltéz-~,{
con el coeficiente de’ columna.r' '

E—_ <: 5

Y por otra parte vemos que el mddulo de esbeltéz cae dentro del
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- intervalo de columnas intermedias.~ Os'ea:"

11 <3—5$

Entonces\la'fd#mﬁla:a‘nggrse‘gsiad

'-:A":fa'.yv ,%.:’;d][i'-;- 3 -a.) ] = 102[ (m) __]=
£, *§- 23.3 kg[cm B

.. Por lo tanto la carga ‘de serv:‘.cio serd:

s N
P = 53 64 ton

= £A = (93, 31(241 = 53,642,8

Como 1a carga de trabajo real es de 55 ton y 1& Py de la sec---"

cidn supuesta esg menor, no’ podemos aceptar este diseﬁo._' Por f- f -
lo tanto se propone otra secci:On de 26 x 26. IR
) Entonces= : : L

‘.'cbﬁb'- '..ucai‘—"=16<s==‘ 23, 32 - L
La columna. siguensiendo i.ntermedia. Por lo’ tam:o. - . _' i
' = 102 [: | T%O_x"iy’]‘ 94, 45 kg/an ,

' La carga de servicio ser&-

8 = A f (25) (94 461 = 59 037 5 Rg

. P é 59 ton

Vemos que la carga de servicio de 1a seccién supuesta es: mayor— Y
o que la carga de. servrcio real Osea: ' o
' Py (supuesta) _:> P (reall

Por lo tanto esta proporciﬁn de la columna se puede aceptar ‘co-ry

" mo buena, aunque este un poco exced.tda. Pero para que sea la -
ideal es cosa de ir var:tando la geometr!a de 1a 'seccidn, osea -
también hasta que la carga de . serv:tcio de. la seccién supuesta -
; ;sea igual a‘la carqa de servicio. real. : '
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» EJEMPLO 6

:1Determinar la carga axial admisible en condiciones ‘de servicio—a;f[
l?para una columna de: madera de’ primera, que, presenta en el planoiv“,r
,'QXY mostrada en la figura; esta empotrada en la base .y articula-j.g- B
'fda en su- extremo «superion; y en el plano Yy esta articulada enif*w
_sus dos. extremos, la: seccian de la madera es. . de. 15 x 25 cms Yy - .
‘la altura de la columna es de 5m . Considerar que E = 70,000. —

i:kg/cm2 como se muestra en la figura.,~.“r“: Y y.;_, .

. ti!m‘ © LeSen,

'."801uc16n: ' e -,' R AL B
fCOmo primex paso nos dican que la columna de madera es de prime‘
- ra, ‘de donde del reglamento obtenemos el esfuerzo del lImite de_

proporcionalidad fcp es:

'fcpj= 50 kg[bm

Y a continuacién ‘como segundo paso calcul.amos las relaciones de

)(v

» 'esbeltéz para los diferentes. planos que ' actﬁa.~

A) Relacién de esbeltéz en el plano XY- o
S K = 0.8 (columna empotrada y articulada en sus extre-
B : -mos) . .- : : L
w L =8§m = 500 cms- (10ngitud real de la’ columnal.x
LU= by ,= 15~ 1 = 14 cms L o Ji
Entonces? tfh = (0'?)(500)‘=_28;6 I  [’;5»-, l(;t*w
n o e G

. B) Relaci6n de esbelt&z en e].plano ZY:
e K =1 (columna biarticulada)r

s K L ’u '..' ‘. . : _' " '. “:J.v - .
Entoncea z_ L 21)5500?'=v20.8 RO ‘(b)

n
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i ,Comparando los valores de las relaciones de esbeltéz, para trabav

" jar en'el d;seno con el mayor 'de ambos, vemos que el valor dado- .

en (a) results mayor que (b), entonces la‘relaciﬁn de- esbeltéz.f ‘

.§ara‘elfdiéeﬁo ser§: K L o AT T
- ‘ ("d"" = 28.6 _ R ¢ T

Como tercer paso calculamos el coeficiente de columna: °

'~é - _‘lu.s E'_ ‘](0.3) (70,000) ' _
e NET._ - 50

- Go = 20,49 B T R E L
cémparando (1) con (2] resulta:
KoL v .
- -r=‘28.6 CC = 20.49
. n' .

'Por lo tanto como la relacién de esbaltéz resulta mayor se trataf ..

de una columna que ‘tiene pandeo elastico“; g la férmula a usar—'

para encontrar el estuerzo admisible es el siguiente-

£ - 0.3 E (0 3)(70 000)
cd

(TT) mayor (28, 6)

e 2
fcd = 25.7 kg[cm

Ahora pasamos a determinar la caxga axial admisible que es la so_'
lnciﬁn de este problema. ‘ )

=A, f (242(141(25 7 o= 8, 635 kg

=> p=86ton;'*'
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EJEMPLO 7 , : . . , ,
Se tiene una columna de acero A-36 de. 4. Snx de altura, empotrada"

--en la: basa y libre en el extremo superior en el plano Y2.  En el

"~p1ano XZ la columna esta empotrada en la base y. articulada en el
- extremo superior, revisar si la secciﬁn I propuesta es adecuada-"

l'para resisttr una carga de’ 45 toneladas aplicada a 45 cent!me—«— L

Vtros del eje x como ‘se muestra ‘en 1a figura. Se da como dato —
E =2 x 108 kg/cm Yy F, = 2 530 kg/cm PR PR '

-JP-‘V‘?M . z r
8

t’ r,hé ™

45%m. L

wll) - Calculo ‘de las caracteristicas geométricas de la seccién.:?v*'
_-A=2(30x15)+(37x151==14550cm2 - :

e . (30) (40)3 14.25 x 373, _ 4
;x. Tf‘izr"“ 2(Me23 2 3T ) 39,699 125 em”
. 3
L p oo 5el:5 x 30 (37)(1.5). - 4
- I, 2( 2 X 30+ & 6,760 cn’
 ,_,1 A _Jag 699.13 _ 16152 cn |
RSN R a7zl -
S v ‘Iﬁ' o
‘ : o |6e760.4 o
,,‘y-\*ﬁ‘f‘\l*m‘——:fr‘ ‘582““'" e
- 2);§1Célcu1o de los mddulos de esbeltéz en 108 planos ZY y zx - 11;
Lo respectivamente. . : o b
e 2 x 450 e
2 (F o _("'-Ta".‘ﬁrl = 54.5
L RL 0.7 % 450, . , ‘
: b)”(-l-:-) (——é-—aT,—-l = 46,19

- ZX
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"cOmb: (-—4 :>( l,: el pandeo por cazga axial se. presenta-
: en el plano ZY.

AB).» Calculo de los, elementos mecanicos que operan aobre la sec—_? T

ciGn de la columna.
-'p=45000kg
:jl~ M = 45 000 X 45 = 2'025 000 kg—cm .

',~ My= 0. (osea existe flexocompresidn en un solo eje) ER

~

_Como la columna esta sujeta ‘a flexocompresién simple para revi--..
sar 1a secclidn aplicamos la farmula de interaccién en el plano -;5
_'ZY que es la siguiente-" ‘ '

. -- + W . siempre Yy cuando .se ‘cumpla F>0.15
4) .~ C&lqulo de los esfuerzoa actuantes.'
=:ﬁ-_g;‘%ﬂ = 309.28 kg/cm _,7

. . ; . c ] e . ) . . |
R < 21025,000(20) _ 1’020.17- Kg/cm?

(2 .

)

-1,

X

*”I '

vS);évc&lculo de. los esfuerzos permicibles., : .
a) Calculo del esfuerzo permicible por carga axial F .,:L;;*

Determinacién del tipo de pandeo en Jla columna por carga —4';

axial- ' : B Sl
: C - 2p R oL
DR _c.cj“]_g_lr E_ \l}_z-.r?(z:cm) = 12491

'; Fy 2,530
KL
- 54 48
. Fx

c§m9= c:> fF ,entonces el pandeo por carga i-*ﬁ;
L - ¥ axtal es "inel&stico" ‘ el
fEntonces el esfuerzo admisible se calculara con. la fdnmula-"
'aiguiente- v .

, KL 2
p = 2 |1 i F. £ 0.6F
ta F52 _ ..;Ez_ ‘,y Uy
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5 3(5’.48)_ -{54.48) ,
FS == + -« 5T v = 1,82
) 2 -3 _BC BCZ 3 124.91 8(124.91)"

,"«\-:f;"j 'Sustituyendo este ‘valor en ‘la fﬁrmula F,

54 5 v oL
-—-vz— 2, 530) = J. 257.91 kg/cm
[ 2(124 91) ]

‘Por otra parte I-‘ ' debe ser menor ques ().6?y = 0. 6(2 530)== 1, 5.1.8 -

: ~C:::omo:- ‘Fa’l = 1 257 91 < 1, 518 entonces 'Fa_= 1,257.9,1‘ k_g/cm

_Ahora obteniendo el primer término de la férmula:

g a _ 309,28  _ AR 5 | RN
-F—a- =1, 257 91 0. 245 B S = (1)

; Como este té&rmino result6 mayor que 0 15 se debe aplicar la fdr-— ’
mula completa, S ‘

b b) C&lculo del eofuerzo per‘micible por flexidn.'

, 843, 7oocb
i A
. b e Ea .
E M M
_ € = 1.75 - 1.05 E; + 0.3G)
My = M, = 2,025 x 10 kg—cm
Ent°“°es',cb.' 1.75 - 1.05 (1) + 0. 3(1) = E
- L= 450-dm ‘ C
- d'=40cm
-b=30cm
- téz 1.5 cm . ) 3 o
7 "'POI' -10 tanto sustituyendo va.lores en la fdrmula tenemog- S 8
: - 843,700(1) . AR
Fp = = 2,109, 25 ke /cm
b (4s0y(s0) 9.

Comparando con Q. 61-‘ el cual no debe superar, oaea- |
0. GFY = (0 61 (2 5301 L] 1 518 kg/cm
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. Como: ’_ '
o By= 2,109 253 1, 513
3 Entonces---‘ o T LTI S S .
T = 518 kgfen® . Ty

c&lculo de Fb dependiendo del tipo de pandao-'UVngu','f!j,”[-

: g 1
S ~_|35.86 % 108 35,86 x_m (1)
LKL L, ap o libx 303 6.17 x 1, 53
R T St ~ S
e g 4
s yf fA\.",Iy=3376.74cm S
= . ™= (1. smcao) + (1.5) (6. 17) =.,1.
Fuem A = 54.26 en? |
- aSewm *rf- 7¥-: 3@%2%31 ‘7.§9 cm
S Y URL L 2).0450) L yag cn
“”E? L%:—B—r 114.08 ‘4

Como C‘ = 119 05‘:>-—— = 114,08 ¢+ por lo tanto el pandeo —f

y R
‘es 1nelastico, Y en consecuencia Fy seAdeterminara—conglaj

'ﬁ'- fdrmula-  r
. .o [2 FY(KL/ry)

. - ‘F o=
3 1Q7..6'>;‘1(')‘6Cb | ¥

= -§- 2,530(114. 29’ .2, 530 = 912. 48 kg/cm ‘
Como Fb(11:> Fb(II)’ el esfuerzo permicible por’ flexidn ft ‘

“"1 es- F, .= 1 518 kg/cm

'6);- calculo del segundo té:mino de la £6rmula de inte:acciﬁn.
Para esta determinac:én falta calcular F' que se calcula -

, comos: - 10'480 ooo 10'480,000
' ¢ (kL/r)? '~"(54.48)2

= 3,530.9 kg/cm
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"’Entonces el segundo término esta dado como &

L C, fb , "; o 35(1 020 171 0 63f e 2
R 309,28 . - ° T
g - = b 518 (3- rm’

H»Sumando los términos (1) Y (2) que son los valores de 1a fdrmula;f
de interaccidn tenemos: : . , ‘

P = 0,25 +.0.,63<1
a Fb(l— f /F ) ; e

'n:

. ‘,=088<1 , \ v .
' fPor 1o tanto como el valor ‘de la fdrmula de interaccidn resulté-'
'qvmenor que 1, 1a condicién propuesta de la seccidn I es: aceptableﬁ }
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vEJEHPLO 8
Determinar si 1a siquiente seccidn en caj6n de la columna de =-
_agero sujeta a flexocompresian doble., osea respecto ‘a sus dos -

 wplanos principales como se muestra en la figuraa es adecuada paff
ra 1as condiciones de apoyo y laa cargas que sobre ella actuan. S

S TS B

A g

Datos 3
Cp = 50 ton

ej"= 20 cm..

S e = 16
oy 16 o

L Fyn 2,530 kg/hm

6 2

B - 2 x 10

kg/cm

5oluc16n. . o
1.) Pl C&lculo de las caracteristicas geométx:icas de la seccién.‘. B
- A’= (40) (20} (37)(17) = 171 cm2 a

Cep o 200 (4033 _ (17)(31) - 4
, Ix‘ 17 34, 903 25 cm

540)(20)3 (17 3 =11, 513 25 cm4

-\l T '\I 34,908 25 = 14.28. cm B ‘.

| ; J Ex 'JIJ i&&;gg .20 cm" '*Q-u,-"f?”f“fﬁ°f” 

2) - CAlculo de los médulos de esbeltéz en J.os planos z~z 5’ 2}' -
respectivamente. ' i T
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: a),-(—lg‘—i’ 1—}——3%9-1 = .70.02

= (
2Y i

b)Y (%)'z'x = (—1'—‘-5"'—25-‘2)‘ = 60,97
_Cqmo:‘(ggﬁ :> (%El;, el pandeo por carga axial se presen-.
I % R tard en el plano ZY. L
3).* Calculo de los elementos mecdnicos que operan sobre 1a sec'{
‘cién de la columna.' :
-P=50000kg e
- M= Pe_ = (50 000} (zm = 1'000, ,000 kg cm

e .- I-Iy= Pe = (50 000) (16) = 800 000 kg-

3.4)*-~c51culo de los esfuerzos actuantes.j:'

. _ P°_ 50,000 _ ' _

SRR Sl Vialions i 2?2-'3?.}‘9/""‘ ey
o M€ q1r000,000) (20) _ o /om?
T e T TE T OTIa S0, 28 T 872093 kado

[ R Lo -‘—82%-%‘%%1%91 - 694.55- kg,cm
bY J,-y R 2 ‘

':5).- C&lculo de los esfuerzos permicibles.»

-

e 2WE _|2W (2 x 10 ) = am
i Cc 'd ﬂl 7,530 12492 0
- = 70. 02
o

'ébmo; cé:>~§£' entonces el. pandeo por carga axial es -
co *x L .

“1nel&stico“ . ) o

‘Entonces~01 esfuerzo admisible se calcular& con la fdrmula'.
‘7,siguiente: . R '

Fa=f5; |3 | By ¢ 0.6F,

coTe R ._zcc g P -

T RE. o KIn3 -

bDonde: ; o3 (== (=)~ - ;

bor .5 SR ‘5 3(70.02; (70.021
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Fs =="1 85

 stust1tuyendo esté valor en la fdrmula de F, ‘
Faai-ia-g 1. g’ 2, 5301 =1, 152 70 kg/cm

2(124 31)

'.,'_,Por otra parte 1-" debe ser menor que: 0. GFY = 0.6 (2 530)= .

" comot ;?‘

0 GFY =1,518 kg/cn?"

=1, .152 70 <o sry =1 518; =>F =1, 152 70kg/cn?,'

 Nota.- Obtenemos. el coeficiente £ /F para aaber qué f6rmu"
“:la de interaccién se debe usar en este caso.~.i_ E s

S 292,39 o F T 7
F; '—"'—"T‘lsz “*,25 S T S PRy ,:__(1-", -

”Como ‘este término resultd mayor que 0 15. se debe aplicar -'

1a fﬁrmula de interaccidn completa para columnas de dcero- ‘

: sujetas a la £1exocompresi6n en sus dos planos principales ,
lﬁdado en el capttulo IV (f6rmula 191. SRS "

L'n'bl Calculo del esfuerzo permicible por flexidn.,-;f s

=0, 6F, = 0, 6(2 5301 =1, 518 kg[cm

F b y

‘ Entonces: ’1Fb = Fby 1, 518 kg/cm (por aer seccién ca-)['

i E) =
. teraccién respectivamente.

- - - 36nl., ) .
calculo del segundo Y tercer término de la. fdrmula de in--,

T a). Detezminacién del segundo término.,

e ‘ ‘ - 0 85 (por existir translacidn lateral de uno de5'1f~V 

mx
sus extrenms).-

107 1480,000 - 10'480,030 ,'2 137, 55 kg[cm
: (LE)z (0. 0212

‘gor lo tanto: 'c ff R e T 3
ST ——mx'bx . _0.85(572.93) Ciay
Fuulis g =

ex
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"‘_bl Determj,naciﬁn del tercer térm:no.

e Cxit = 0 6 + 0 4. —-> 0.4 P Donde- Myo= 8 ton -m .

o - 10'480,000 _*10'480,000

:;j):;

P¢r'lo t&nﬁg;,'

SRR M agn
e e ae 2 =9
ACm 0.6 :

. . - = 2,819.21 kg/cm®: -
cey (5512 T IC L2 LA A
Coyhy _ _0.e0(694.55) _ _ . 3o': _
a0 1,518(1- 5222300
(1'?‘?'—)., i 2','9'.‘['5"21' L (3) A
, - ey - T |
Finalmente, ‘sumando 1os términos (11, (21 Y (3) que son “{fl

—lcs valores de la’ fdmula de interaccidn; tenemos.' ‘

‘f‘CE c. £

‘_.i.!..,.‘ ’“"b’é; +_ ’“Yby =d._25+o.3'71+p'.30'£71ﬂ,-"
(1-;:*-1 (1‘ ‘ S
S v-,=092 £1

’.?_Por lo tanto, como el valor de la fémula resultd menor -

Atﬂque 1 v la condicidn propuesta de la seccién en cajﬁn és <
~‘aceptable. : ‘ : s
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'EJE'MP'I.O'S
En 1a siguiente columna de acero 3—36 como se muestra en la fi—‘
guray: se quiere revisar si dicha pteza es satisfactorta para -
~w1as condiciones de carga 8 la cual esta. Bujeta. N

Datos:. . SRR : J
Area-de 1la’ seccidn, A = ag c:m2 T patee

g tiatevesom

UMomento de 1nercia de 1la seccidn - R T .‘i‘
respecto ‘al: eje z, Ii = 39 232 cm4' :__'1 'ffi' N
Peralte de la seccidn paralelo al- - Lo S
| 'plano de flexi6n, d = 50 cm. R . PRTE
‘ 1 : Yla '2,530; seccidn cajdn.,'f"d‘*, 5 ?k .   ::' B . i*f:'lé‘
Solucidn-‘ — B I nntv-"" : = _J;;
1). C&lculo del’ esfuerzo a compresidn simple. '
..‘faea -"—“-Q-g-gm=10204kg/cm
2). C&lculo del esfuerzo normal de compresiGn debido a flexiﬁn.‘»’iﬂ
e 'f: ‘ fdi.f. 9 g0y > =637, 23 kg/cm
1232

‘3) C&lculo de los esfuerzos permicibles.
a) By =f(-—-—-) - ‘

- K =‘0.Q; recomendado para una columna empotrada en su -
' base y articulada en su extremo: superior. -

T, [——————1 :
};v‘Para‘(Eéf»ia 12.;. de la. tabla de la Cfig 7, capttulo III)
’ z

obtenemos. Fa =1, 480 kg/cm

Nota.- Obtenemos la relacidn £4/Fy. para ;elgccibghi la f6rmula: .

f.
a 10204,
= ‘i‘,Té"‘ 068>o1s

a
Por lo tanto usamos - la £6rmu1a para columna de acero suje-
 ta a flexocompresién simple dado en el capitulo v (férmu- '

la 16).
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b) Calculo del esfuerzo permicible debido a flexidn.
-.b" 0. 601=y = 0.6(2, 530) = 1,518 kg/tm
calculo del segundo término de la meula de interacc:wn.

- c ='? , como Ml = 8 ton-m ’ 112 10° ton-m y los uxomen--"
'tc»s son de signo contrario. generando curvqtura doble, la

' : relac;tdn 1!1/M sera ncgétiva, tenemos-

 M : : Sk
El = «.0,8, por lo tarko C; = 0.6 + 0.4(- 0.8)= 0.28
o

.'-Vemos ‘que C resultﬁ menor que el 1£mite 1n£en:£or 0 4 en

' ,.'tonees se uaara un coeficiente correctivo de.,

»m = 0 4 = : o ) =
e S : (12)“r :
En. conlecuencia' :‘;c f‘r:»’ (0. 40”537 2) ==-o“17 (2). o
S R ¥ 1,020,

(1--2 o= 75"‘775"’1513'

P'

»Pinalmente sustituyendo (1) y ( 2) que son los valores de -
1A f6timula de 1nteracciﬁn tenemos- ' ‘

fsv‘-fcrf : B :
A& . " m'h .
g ¥ =.0.68 +0.17 < 1.,
a a .
u*Fr)P
RS 54

7=oes<1

5 Cano e1 valor obtenido resultd menor que 1, lo que signifi '
o _»_'ca que, la columna con 1as condic:tones -de. carga actuantes '

;tiene una secc:ldn, correcta osea esta adecuada para trabaw‘- i

o - ':."jar' -
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EJEMPLO 10

 ‘D1senar la columna de’ madera sujeta a flexocampresidn aimple, —j :
" considerando los siguientes datos. ' : B

- , ‘ ,“ SRR _  145“'5,
‘uDatos. s ~ . S R SR
L kA {_;ﬁ )
[ B ' —;—ﬂ— N FE R
—"" ‘Planozx ' Plano Z¥ . .-
L™ v , ‘Bje de flexién Y - Eje de flexi6n X:
=P = 4,000 kg % ge debe cumplir con Ia condi--W
- H =250 kg R cidn de: ay .
LT 2, 2<—-—-é 3
- E = 40,000 kg/cm™: . . a, .
f‘fbp : GO‘EQKCN :
- fp-m-so kg
vSolucién-

‘.1) Para resolver este problema se aplicara la fﬁrmula dada en -
el capitulo Iv.3 (férmula 1y. ‘ : ,

2) Se;proponen lasg siguientes dimensiones de 1a seccidn trans-- h
. ?ersal. ' a, - 40 cm ‘

’ B . ag = 15 em e )
””Vemoé'qﬁe.alla"= 40/15.= 2,67 ,- entonces se dumple,cdntlg;
condicibn de disefio 2€2.67 £ 3... o o
‘3) Calculo de log términos - de 1la f6rmula de intetaccidn.@.
a) A (aln)(azn) (40 1)(15 = 1) = 546 cm®
. 4
p) £, = - = 2020 2 9,32 kg/an
‘ n
‘©) Para obtener fcd debemos conocéf qué tipo de pandeo=-~
se presenta en la columna para aplicar la f6rmula res--




- Como

- pectiva‘. o
'f- calculo del m&dulo de esbeltéz que rige en 1a columna.

# Plano xz: (B0 = 1-2-13%399-’—= 15,38
“'*,Plhno YZ; (%%l '=’£24§%%§92L'= 17.14.
(-B—) < (—-—) entonces & = 17

*“; C&lculo‘del coeficiente de- columna.
| {0. 3)(40,000) 15 49

el pandéo que se produciri en la columna de- -

KL :

_{o

E ‘c'omo -5—>c

~.madera a carga axial, sera elastico.

" card la férmula._

e)

)

)

- hy

: J‘ifii

£

cd

_0.3E

(

0.3) (40,000)

(55‘-7

(17 .}14) ‘

-Calculo del momento actuante.
HL = 250(300) = 75 000 kg-m

_ M

fcalculc del esfuerzo de flexién actuante.

.14

= 40.85 kg/cm2

_ M _ 75,000 75,000 _ 2
,fl g = -———'———-—-2- -—37-gz—9- v21.137 kg/cm
: 6
. y da 1 < - = ='...-1.-._ =
‘Exgent:iqiééd de la carga: €= enyn lor(all

Coeficiente por efecto de eabeltéz de la. pieza.'

e‘= 3.9 cm

@ = 1. 25; por ser pandeo eléstico.

iDimensiGn de la seccién: transversal en direcciﬁn de law '::”

pfexcentricidada

hi{

d

a = 39 cm

Cdleulo del esfuerzo permicible por flexibn

fha
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"Por lo tanto sé'apli'

el -~

cual depende de dos parametros Cy ¥y CK, entonces:

Cq

= 1.4

deL
B

J ‘l 14) 2
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"Como. C4=’10 éntohces ée debe-éalcula; Cp

o AT TE - »

Como c cae dentro del intervalo: 10<&¢C <Ck'., enﬁb_g
¢gs,para la obtencifn :bd se aplicara la f6rmula: B

P 5 1.8, |, L .1 10.824 -
fpa = fpp |1 =7 22 ]- 0. 80 1 -3y

Cfpg = 58.29 kg/cm?

k) Cdlculo del coeficiente ‘que modifica el esfuerzo permi-'
. .cible por flexién, por efecto de seguridad Cf. . '
: cOmo el peralte de la ‘seccibn en el plano- de flexidnvi
 es al = 38 cm, Y por otro lado se tiene que esta dimen
 516n es’ mayor que 30, entonces para calcular Cf aplica
. mos la fénmu%a. v
e S e S
:"4) - Sustituyendo -todos los valores obtenidos en el paso (3), -
‘pasamos a aplicar la f6érmula de interaccidn para una colum .
‘ na de madgra sujeta a flexocompresién simple dado como‘si—l

- gue: o
: P wM P 6e . ‘
— = Sep . : . oy (6%3.9 x 1.25
fAn P R - 1.32  BBT9 39 ~
*ca- £,5C¢ - 40.85 ~ 58.29(0.95)

0.18 + 0.48 <1

D 0.66<<1  °

~ Como el valor obtenido al aplicar la f6rmula de interaccidn re-

'7'sult6 menor- que 1, la secciﬁn transversal propuesta para: la: co-;f‘
'lumna de madera esta satrsfactcria pero un poco sobrada. s

]
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~ EJEMPLO 11

- Investigar si ia columna de madera de secci6én maciza, sdjeta' a
o flexocomprestén doble, mostrada en la: flgura- tiene capacidad -
-,para resistir las cargas de ‘servicio que sobre ella actuan.. COn

.~ 'siderar E = 40,000 kg/bm {I‘ o=k ot
. D . " tl,-u'l'm--n T ay ";"‘.
- . Datos: . - ok ton
B A T,,‘%“' . |
.ﬁf«n
g Qy¥0em 3= S R . - : T :
., FRDT
'—’H;- oy Teden U — Hun atwn
| ‘ro“.. l Plano de: ‘£lexibn Xz  Plaho de flexién ZY~«
e S : Eje dekflexidan 3 Ege de flexidn X
< E = 40,000 kg/cm?.
= 5 2
‘_"fcp = 50 kg/cm . o L
'Soluclén.v"

;_ 1) Para: resolver este problema se aplicar& 1a férmula dada en -‘
el capfitulo 1IV.3 (fﬁmula 2).. ‘ ‘

2) Cilculo de los términos de la fGrmula de interacc:‘.dn.

Ca) A= (ag)(ay) = (20 - 11(40 - 1) = 741 em®

iy e o B 6,000 _ g aa o, 2
b) fa ‘ An —.’I-EI— 8, 10 kg/cm

\c) VPai:a determinar fcd debemos conocer qué t::‘.po de pandeo_l e

se presenta en la columna para apl:.car la fdrmula res-- g

, pectiva. : - . e

= C4lculo del mﬁdulo de ‘esbeltéz que rige en la columna.
E * Plano Xz = {9. 55"45Q’ = 15.39 '

‘ y *

' ’;‘Pl'éno Yz‘—‘B_. (0 8) (450) = 9. 23
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Comq' %—E 57% ; en‘torxcea‘ 1%‘.: 1‘5‘."3'4\_
yooor | SRR

- C&lculo del coef:tciente de columnas. L

l ,
‘o .3E o'3(gngoox 15 4
cp o ' ; s
chmok —bE'<Cc ,y el pa.ndeo que se producira en la columna de

madera a carga axial, sera inelastico. - Por lo que:

fcd = t ‘= 50 kg/cm

‘ Nota.- Con los valores obtenidos anteriormente podemos cal
cular ya el pr:‘:mer térm:tno de la f6mula de J‘.nteracciﬁn co
mo- £_ S : . - -

—a 8.10 S a o ; .

= = = 0.16 . : oo (1)
'3) cdlculo del segundo término de la férmula de interaccisn.

a) ‘Cdlculo del esfuerzo actuante en el plano Yz, -

M
. 100,000 :
£ =t s ~—n-—-7‘= 20.767kq/cm
C T {19) (39) : - S e
. i ; N k 0 " .

. : . ; ] 1 ) . . ' N L,

b) ex = min* , E (a2n1 = 9.1(439)_ = 3'9'?!“[

c) B, = 17 por ser pandeo ineldstico.’

§)“dex= a,, = 39 cm |

e) ical_culo del esfuerzo permicible por flexién fbdx el - j
cual depéende de los parfmetros 'C v Ck: entonces: :

.. pdrnt o

_ B | "19
COmo c <10, no se calcula ya Ck‘quedando.

fbdxlg fbp = 60 kg/r-m

' . a2 + 922 ‘ L
. f)gcfx 0..81 m ; porque a2n>. 30
e o (392 + 922 _
Cpy = 0.81 0.95

(39)° + 568
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Por lo tanto sustttuyendo todos los valores obtenx '
dos anteriormente:.

oM, e B
B 6x3.9 x 1
‘ g;; An ex  _ 20 76 + 8, 10 ("‘T‘—) -
franCer | 6070957 Tk
,‘=2_°_765';486 =045 (@2

'4) C&lculo del tercer término de 1a férmula de mteraccidn. .
M
. ..."40,000
Ca) £ =2 o= 17.05 kg/cm
5 3909)2
e

U I ‘ - . =

'Vjc) pi,—- i, porque’gg'-_ = .15.39<C¢~= 15.449, _tratandosg"
de pande'o inelastico.

>d1, dey‘ ='gln = 19 cm

.: e) C&lculo de fhdy;

R I 71 T5050Y) . 5 4y
.CS -- 1.4 deyL/B’ 1.4 -——3;2-—- 3 32 -
como C,< 10, ,nb se "calculav‘ ya ’ck‘quedz":mdo: .

£ . =f

bdy = 60 Lg/cm

bp
f) ny = 1 : porque 1 < 30

Por lo tanto sustituyendo todcs los valores obteni
- dos anteriormente: o

M, 5 6e_p -
P
o + - _ le 9 x 1
. E}YL An'%i‘.ei _17.05 + 8. 10(—-——1—-——) o
fbdycfy_, . - 60 x 1 -
: = 0,365 N W@

5) Haciendo 1a suma Qe (1), (2) y (3): .
',"01s+o45+0365=0975<1o'
Por lo tanto la seccifin propuesta es adecuada.
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] En la siguiente columna de concreto reforzado que se especiﬁca
en la f.tgura mostrada calcular su momento amplifi:cado, y poste- E
riormente dtsefiarlo Basandose en los d:‘.aqramas de interacciﬁn -

‘de una columna corta.

b uivﬂmun ‘ .

’ 1. ”..ca.
= 1988

8- n

: v‘l'}.;-.

1
' sug;
900 o
Yoo tm
con LT Y} RrTY ’
. Comn :
1 L 1
1| 2l
lv . . '
"Q“.. b:-l’m
e +|
. , 498 cmm s '
caate . T-T
Datos.

w.‘.‘_} ;

Y

. r;¢h;} ‘

€

>
=
SIS
Hi+
.wé
o
LT

_;ﬁqﬁ‘ z=-%

. 'l:\f::n/’r“ S

B_ry.sutpn :

s .50 veuom.

-~ La columna tiene desplazamiento en la direccidn o-x.

- Momento total por CM + CV + 8= 80 ton-m.

- Momento por carga muerta = 8 ton-n.
-‘.Acez.-o de Fy = -4,000 kg/cm .
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- f' =.200 kg/cm .

 7501uci6n- o T , L
' Como primer paso para dzseﬁar la columna encontremos el momento‘
'amplificado de la columna A«B. R _ B
S Mg =M "@“f“g, VwL*£ ”V
Donde el término d es igual a- . ‘ ;i.V IR L
| —S S (1 -
.d f H.Pr - . S S . Lo
CA continuacicn determinarémos 1os valores de las componentes de:
la f6rmula (1}, que es la que se aplica’ para momentos desigua~=~
les en los extremos. del miembro.:"' Som .
a) Cm = 1; porque existe el desplazamiento de 1la columna.

_b) Pf = 150 ton; gue es 1a,carga:actuante-de la columna."

Cl-Pcr: ﬂ. EICO'].. - B ' (2)
S S § 4 A Ty ' _
" Donde: % Para calcular EIcol tenemos que aplicar la si=
‘ ‘guiente fdrmula- _ A
' EIcol. 2. 5 1+ Pd P S 3

- Donde:
"—E .-=1o aQo’ \]f" 10 ouo\jzoo=14 2 x 10% kg/cn

- Calculo del momento de inercia Ig alrededor -
del eje Y, . o o
oy
3

| 8 L 1 _ bh> _ 40(60)
fr;,' /(ﬂhsﬁ B - SR 12

-M‘l F. )
'I S x- I, = 720,000 em®
1,:l‘ L
L M s .
- - ='gme ®m Q.1
Ba = Meotal. W= j,

Suatituyendo los valores anteriores en (3)-:
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»’v 3: '='(14‘2 x 104 1(720'006) - 2
EIcol. ST zsmw o 3 7 x10 0 kg/em

: * Para calcular el factor de longitud K, calculé- , .
: mos préviamente QA y GBllpara enp:ar alAnomorrt(

grama." _ ~
‘= Nudo A ‘ SRR
. . X o 720 000
xf‘G - Kcol. S col, _ 366 _=‘0“
‘ A . Kt:ratb_'. L % L o
T e trab,

GA;é d;'-esto'se debe porque este extremoi o
N ‘ esta empotrado. o
~ Nudo B, . '

G = Kéol.. - E col
oo trah.

’Péra’enéontrar Gﬁ ' Falta encontrar al. Vaf

lor del ‘momento de inercia de las trabes—;'

'S de las columnas. ' B

x § = (105)(10)(45) + (25)(40)(201
Wemy ' (1Q5] (10} + (40) (25)

40 sms

=32, 8 om

) 3 - N . . . ]
= €105) (10) ™ 2
I.-= f__fIi——*—‘-+-(105)(10)(45—32.a)

. (.2+5) 40)° + (25) (40) (32 8~20}

: 4
trabe = 462 205 cm® o
4 3 . o
(40) (60) ~ _ ) em¥d
P Teo1. = .....!1_2.._1—.__;729»,090. cm
41— ' “Por lo tanto: R '
© . 120,000 720‘.000 :
e o 350 600 "~ _ , 4
B = ———fer600 B
] 2&——363——) .

Entonces 1a longitud efectiva de pandeo es en---‘
“'trando. con: G =0 y GB a 2.1 en el nomograma
'correspondiente al de una columna con posibilida
des de desplazamiento’ entre sus nudos; obtenién~
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) dose K= 1, 28.-
~Entonces: _~L R KL " (1 281(50&1 = 768 cm

fSustituyendo ahora, todoa los valores oﬁtenidos anterior

mente en la férmula C21 tenemosa

- 10, : '
P, = QE_LQ_Z%3§.$9__1.= 5,2 x 105 kg = §20 ton.

;>:i'gohtinuacién-éodemoszencdnt:qrdel valor dGA.d-. 
as—derenm
i~%m
'Por lo tanto el momento amplificado ‘es:

Mhax = dM° - 1 32(Momento m&xtmo actuante en la col,) 

= l 32(801 =

'_Mmax = 105. 6 ton»m

'“En consecuencia vemos que-la carga crttica de pandeo, en el
»ejemplo resultd de 620 - ton, y el factor de ampliacidn ‘de mamen-'
to,’ de 1.32. Esto indica que los momentos flexionantes de’ la co’
lumna, ohtenidas de un an&lisis de primer orden, deben incremen

v —

tarse en 30% para considerar los efectos de esbelt&z. Los momen . =

tos,flexionantes en las t:abes que xestringen.a las columnas w-
también deben incrementarse, ya que no serfa posible que las co

lumnas resistan el momento ampltfiqado,'si las trabes no pueden
resistirlo también.. E1l fncremento en las trabes que épncurren—'
en un nudo dado, debe ser Igual al incremento de momentos en --
- las’ columnas que concurren en el mismo nudo, para que pueaa ‘con

servarse el equilibrio de momentos en. el nudp. . :

El refuerzo de la’ columna debe calcularse de tal manera que pue
da resistir una carga axial de 150 ton 'y un momento tlexionante
‘de 105.6 ton-m. Esto se realfzard utilizando los diaq:mnas de-,
_1nteraccx6n del I.I. para columnas cortas, con. refuerzo distri-:
buido ﬁnicamente en las caras perpendiculares al plano de fle--;

xiGn.
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}Entoncea de 1la seccidn de la figura tenemos que-v

‘b, = 40 cm
't =60 cm
d = 55 cm . .
LAy diagrama de- tnteraccidn entramos cons
o ,"- d: g%; .9 |
T ewa 150iooa - 0,36
l'.,,, B = “r. o 1056 x 10> - 0.43

j htrggfé (401 (601 ?(0.85) (200

e

- De donde chtenemos:

L W =0.79
oy el porcentaje de acero es:
' > £
U wB3fe | 0.79) Q. 85) (2001 5033
ST

fj Quedando dentro del tntervalo de limitaciones de’ refuerzo que -

Cles: U P =ou1<p=oo33<p ax = 0.08

'Entonces:

A = Pbt = (0. 033)‘(4'0)(601'= 79. 2 cm?

'fl:Finalmente'el diseno queda, usando varillas del nﬁmero 8-

79 2

No. de varillas = = 15, 62 é 16

’fDonde quedar&n repartidas 8 vartllas en cada lado perpendicular"“
"al plano de flexi&n. - :
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' EJEMPID 13

uInvestigar st la stguiente seccidn transversal de una columna -

;esbelta de concreto reforzado que, se propone es: satisfactoria -
“para resistir los sigurentes eiementos mecanicos de carga como= -
"se muestra en la figura. st en la’ columna actua ‘una carga ﬂltil
‘ma de 120 tOneladas produciendo flexocowpresidn alrededor de‘--lf

los dos ejes Drtncipales, don—fj;

k‘ o - .
.;JY _ L de los momentos flexionantes ot
: — . L de. segundo orden son: L
' : . N . . -

_ 4 Tl ‘ grx' Prex = ‘42:Fo§ F.‘

—5 M= ,_.y-;-':'zsvtdné-m

7

0l st fiv . l‘}‘,“" . acero es de fy = 4, 200 kg/cm .
N con: un concreto N--X f' = 250 -
kg/cm Fi el frea: de’ acero ser&”,

ip‘un érea de 50 cm2 Yy C, =;p.;$. 

”'”Solucién-” , . ‘ N
" Como - se. trata de una . columna sometida a flexocompresién biaxial-g
'-usaremos 1a férmula de Bresler. ' ) o '

g tes -
P Px" N PY Po

A continuacidn determinaremos las componentes de 1a fdrmula de-“

R S ;i*“ o ,111,;'

‘;~Bresler.- : ' : . : 3 o ‘_“ R
Ao~ P,= 0.85£1 A+ Asfy E O .

- Donde::_ £2 = 0.9 C1-C )£} = 0. 9(1-—0 15)(250) -Q" R
g2 =91 .25 kg/cm L o

- £p= 0,85 = 0.8(4, 200) = 3,360 kg/cn’

~ A, = 40(60) = 2,400 cn® B

“Poﬁ>1o tanto sustituyendo los valores en (a)z

‘t\?!?i' 1'1 Y. el esfuerzo de fluencia del-jbi‘

‘de 10 varillas del No. 8con -
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. P, = 0,85(191,251(2,400) + (su)-(a' 3601 = 558,150 kg.
,B‘)ﬂ.?'Obtencién de P usando los diagramal del Instrtuto de- :

. Ingenterfa, L ~ : : -
. ‘Para escoger el dtagrama de interaccidn encontnamcs’:
‘-".,*t =60cm : ’ d 55 )

L Pox‘ lo tanto '—-,-== = 0, 91 a 0 9
Z*dxnss cm tx 3—6 ‘

Cewe ¥ ,..( -y a(4zooz J= 0,43

: *xex' 4z/p a2x10 /1zox103
B i e g0 ~ = 0.58
: .’d’/tx‘ﬁ 9 . . Obtengo del diagra~' L
" conil w = .43 y me de interaccibn - | «=0.42 .
RN o g del T.TI. R
‘ex/tx_‘ 0.58 - ,
" De donde: = O ,
= pfe P> ,Nr = -(.btf" = 0.42(40] (60) -
- € o : . ez, 501==
o Noge - = 163 860 kg

rx

comor Mg = P
Py = 163.8 ton

"'C)_.- Obtencién de Py v

[ a o |
35 ;
Y . = 0.9 _ o
Con: - | W = 0.43 » o I
e 2ssp 3
| 2. t/:.-ﬂzs:cm/J.zoxm_ﬂ_as2
\y "Y

Obtengo- %= 0. a8 - o
" be donde: Py' - a.btf" = (0. 48) (40) (60) (162 5) = 187 200 kg

11‘y = 187 2 ton ’

sﬁstituyer;c_lp los va].ores de Pg, Px Yy Py en la f6rmula (1) te -
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" nemos:. - P
(RN YA SR N A S
P 163,88 187.2 558,15
Por lo tanto: ‘ B
. P = 103,5 ton. , .
Vemos que la seccién propuesta esta escaso porque no. soportara-

“ la carga. ﬁltima. OSea:

~P = 103,5 ton<!? = 120 ton

« En consecuencia proponemos otra seccidn con dimensiones mayores

en la seccifn para que la columna trabaje satisfactoriamente.

' vProponiendo la siguiente seccidn: -

ry '“;:i L

6Oy A = 50(65) = 3,250 am?’;

o
65 wns

R I 0.85 (191, 251c3 250) * (501 (3, 360) = 696 328 kg
L Py = 696.3 ton
" .Bl.- Con: * dx/t "= 60/65 = 0.92 & 0.9

*.‘.W = (m)_lsz = 0,31

'* ex/t = 35/65 = 0.53
Obtengo- o= 0. 4 ' , - S . :
De donde: P, = o(btf] = . 4)(50)(65)(162 5) = 211 250kgl'l.
f .  : © P = 211.2 ton
S Cl.-con: % 4/t = 45/50 = 0.9

* W= o 31 .

o ey/t ‘= 20.80/50 = 0.41

" Obtengo: o = 0,51

De donde:’ _y‘ = °Cbtf" = 0,51(50) (GSl (162 5) = 269 343 kg
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.Sustituyendo valores en (1) tenemos:

i . .31 . _1
P T 211,25 269,34 | 696,32

- Por lo tanto:
: P=1462ton>P = 120 ton
‘Vemos entonces que esta seccifn propuesta esta.un poco sobrada—.

‘con respecto a la carga Gltima pero se puede con31derar como co"
rrecta. ' ’
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“CAPITULQ VI

concnusxomﬂs L

‘En consecuencia del estudio realizado ‘en esta’ tesis, donde el -j
elemento estructural que se seleccion8 para- su. an&lisis fue. de~
una columna: esbelta, cuando sufre el problema de falla debido -
" al fenémeno de pandeo o de inestabilidad que en conclusién prac

: tica se llega a la determinacxdn de su disefio éstructural. .
Para poder disefiar una columna esbelta ya en la wvida pr&ctica,

" donde en esta pieza actua un sistema de fuerzas normales de comf

presibn y momentos flexionantes, asf como - otros elementos mecq~ .

. nicos; fue necesario estudiar primeramente con una columna ‘re—=

" -ideal el cual tiene muchas- consideraciones para ‘su. analisis. Eg .
te txpo de columnas no. existen en la realidad, pero para. poder—‘
'establecer un estudio tedr:co para formar ‘un conjunto de reglasi
‘>6 preceptos de la materla en estudio, ‘como cbdigos é métodos -
‘ que fijan ciertaa instituciones cientfficas, es necesario un es'

" tudio inicial

5E1 estudio realizado por Euler, quien fue el que analizo en sus.
aspectos fundamen*ales el problema de estabilidad en una colum-
na esbelta, fue con muchas consideraciones que no se pueden rea
lizar en la practica, ast como por ejemplo una de las caracte-~
rfsticas de -la columna’ ideal son de que sean de un materxal ho-
mogéneo 6 que la éarga'de aplicacifn debe ser axial, estas dos-
consideraciones no se pueden llevar a cabo potqué primeramente*
no. existe un elemento cien por ciento homogéneo, Y 1a carga por
mas’ cuidado que ‘tenga el operador no podréd: hacerlo actuar axtal
mente ©osea. siempre existe una excent:icidad accidental’ gue hace
que ‘exista flexibn &n la columna.: Estas imperfecciones hacen -
, que el resultado de ciertas practicas en-el laboratorio no arro,
gen valores aemejantes como los que se obttenen aplicando la «-

- teoria de Euler; pero su discrepancia es poca ya que varfa muy

'-pocd. En resmen el estudio realizado por Euler con una colum-—
na ideal sometida a compresidén con una carga'axial,_fue como ba
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jse'para’aﬁalizaf una columna a flekocompresién, el cual sf se =~
_'presenta en la realidad; dande éstas columnas sometidas a flexg-.
compresién no estan casi nunca aisladas sino ligadas a otros 4-5?
'elementos estructurales, de manera que su comportamiento depen~
'de, en gran parte, desde la estructuza en conjuntor tampoco(es—;

Vtan en general, como se dijo anteriormente, sometidas a fleﬁé-— -

compresién pura; pero este an!lisis de’ Euler de’ la cclumna car#;
fgada axlalmente constituye un»antecedente necesarto ‘en la solu—;

‘cidn del problema, mucho mds complejo, de la columna ccmo parte }f'

_de una estructura. reticular, por lo que en todos los cddigos de
'construccién la columna aislada es la base del. diseno de laa -
piezas comprimidaa Y flexocomprimidas. Siendo este un eatudi05=1
'de un conjunto’ de consideraciones, proposiciones y conclﬁsibﬁes;b

‘ La soluci6n de Euler es correcta para 1os casos en qu la colum

“na-falla por pandec debido a flexi6n, ‘en uno de sus p anos de -
_'1nercia principales, bajo ‘esfuerzos de.compresidn mencores que =
vzel lfmite de proporcionaltdad del materfal de que est n compues
taAsy pero ‘sus resultados no-fueron aceptados de inmediato, pues ‘

"los materiales de’ construccién empleados en su época de madera- -

'y piedra, formaban columnas sumamente robustas que no fallaban-
" por pandeo sino pox aplastamiento, para las que no erd aplica--A
ble su teorza, como también para el pandeo de una pieza recta -
comprimida axialmente puede ser ocasionado tambien' por torcibn-
.alrededor de su eje longitudinal o por una- combinacifn de fle=—
xi6n y torciln: en estos casos no es. vdlida la teorfa de .Euler.
. Pero esta teorfa de Euler es buena para aplicarse, con la acla-
- raci6n'de Lamarle el icual establecién el ltmite de prcporciona—'t‘
.-lidad como 1Imite a esta teorfa. . v PR
Poxr otra parte, el la extensién de la técrfa de las collumnas: al |

 1nterva1o inel&stico se debe a los trabajos ‘de Engesse ijhsi-f‘{

dere y Von Karman. Pero las teorfas de Considere y Voh Karman-
son complementarios satisfactorios para esta generalizacién al-
rango ingl&ético, aunque dicho proﬁlema-fue'ataca¢6 @oE priﬁera.‘
vez por Engesser que publicé su teorfa del m8dulo tangente, Cg
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mo conclusidn a este estudio que se basa en la suposicidn de -=-
‘que para un:determinado valor del esfuerzo critico, es posible-
~una configuractdn deformada de equilibrio, esto es,’ un estado -

de equilibrio tnd;ferente, Y que la ‘deformacin que se presenta,, 

depende del mddulo de ‘elasticidad tangente correspondiente a --

ese esfuerzo crftico- esta suposicidn implica la- aplicacion de~
la férmula’ de Euler sustttuyendo E por’ Ei.. Esta obtencién de~

‘la. carga crttaca con la. teorfa del médulo tangente no ‘es total-,
_mente correcta desde un punto de-vista estricto, pero se ha de-
mostrado en la practica que da resultados muy aceptables.

Finalmente como una observacién para la solucidn del problema -

'de pandeo, que se presente en la practica, se ‘puede resolver es"'

te problema si' ya se ha’ presentado el fenGmeno en las columnas=
debido a cualquier error que se ‘haya tenido -en’su. diseno o] cons'

truccién, es contraventeando. ‘las columnas en el punto crrtico -

de‘sukflecha, con un puntal que tenga una magnitud de fuerza --
-aproximadamente a un dos.por ciento.de la carga que_esta‘actuag
do en la columna verticalmente; esta soluci®n tambien se puede~
utilizar como prevenciﬁn para que en .una’ ‘“columna .no se ténga el
problema de.inestabilidad.~ : .

‘La teorfa de Euler due se estudia en este trabajo para la esta~

bilidad eldstica de columnas, en general viene. siende para gque=.
un 1ngenierc teénga conocimiento Y debe tomar en cuenta en el -at

- seno de estos elementos que fallan por pandeo, el comportamien-

to de estos; para que asil sabtendo como se va a presentar el fe

nﬁmeno de ‘esbelt8z pueda hacer algunas modificaciones al apli—-

car los- reglamentoa especificados para este objettvo, y no dise -
fnat -una columna esbelta. sin saber como se comporta Y como se. ==
 presenta:& la falla, por eso mismo es buenc tener eata informa-g‘
' c16n para poder gredécif po::gugﬁfuejlaﬁfalla'en columnas esbel

‘tas de una estructura si es que se han p:ésentado; Este estu--

dio de Euler no tilene una trascendencia pexo a cambtu se puede-

obtener seguridad, eficiencta y economfa,

Por otro lado, otro fin de este trabajo fue para que sirva a =~
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los eétUdiéntes como una ayuda para tenexr infofmac;dn para el -
n_estudio de la Mecdnica de Materiales, gue se imparten en 1a'fa—
"cultad, teniendo una referencia completa de esta recopilacidn -
ya. que’ para esta materia los libros que abarcan todos los’ temas
estudiados asi como acero, madera y concreto reforzado se en—v—.
cuentran separados y dispersos. Adem&s le sirva para estudios—-
posteriores ya que. se trata de un trabajo amplio, donde se exe-'
plica detalladamente en resGmen y conclusiones del autor basan—
'dose en .los: Libros dados en ‘la Bibliografia de esta tesis.
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