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CAPITULO l: · 

l;NTRODUC<ÚÓN 

. . ' . 

E1. prop(Ss:ito dé esta teáis, es el de interpretar e1 com-' 
port~iento de una colllllUla esbelta en el rango el4stico­
como base, .. para establecer criterio ·de diseño; este -
e1emento puede estar sujeto a diferentes sistemas de car . . . . -
gas, el ingeniero civil debe conocer el comportamiento -

. de los· elementos estructurales ·que componen una estruc~ 
tura para el mejor dimensionamiento de ~stas. Para el -
estudio de la estal>tltdad el4stica de una columna esbel~ 
ta, resulta. adecuado conocer el comportamiento del ele-.,. 
mento estructural, estudiando su respuesta bajo so1icit!!_ 
ciones de magnitud creciente, desde que se inicia el Pr,2 

ceso de carga hasta que se llegue a un estado de falla ; 
que en este caso 'sera el pandeo de dicho elemento .que se 
ha de estudiar. 

El estudio se basa en la ley de Hooke y se realiza me~~~­
d:!:ante los métodos convencionales de an4~is:ts el~stico·y 
por medio de las ftl:i:mulas de. la.resistencia de.mater.ia--. 
les.aplicadas en ese intervalo, los cuales no son aplic~ 
bles cuando los esfuerzos sobrepasan el l!mite de propo,::.· 
cionalidad del material. 

E:n el segundo cap!tu10 de esta tesis donde se estudia la 
teor!a de estabili.dad; se trata del estudio referente a 
una columna aislada que.se define como una pieza recta -
sometido a·compres16n, lo suficientemente delgado respe~ 
to.a su longitud para que bajo_ la acc16n de ·una carga-:­
gradualmente· creciente rompa por f léxi6n lateral· 6 pan•­
deo, ~te' una ~arga mucho.menor que la necesaria para --

•, 
. . ~. . 
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romperla por aplastamientof diferenciandose de un ele--· 
corto .sometido a compresi6n, aunque este cargado exc~n­
tr:icamente exper:imenta un pandeo lateral desprec:table t 

. . 
fallando esta por aplastami.ento como se muestra en unas 
fotograf!as realizadas en el laboratorio que se inclu-­
yen en esta parte de la tesis.. En esta parte de la t.!!_ • 
sis también se define la carga cr!tica de Euler que es­
el iniciO del an4lisis de las columnas con efecto de e!_ ... . . 
beltf!~z, donde parte de. una columna ideal;. entendiendose 
por este tipo de colmnna compuesta por un material hom~ 
gl!neo de secci6n recta constante y sometida a una·carga 
axial de compres:10n, aunque las columnas suelen tener -
siempre pequeñas imperfecciones de materia.! y de fabri­
cac16n, as! como una inevitable excentricidad acc:tden-­
tal en la aplicaci6n de la carga. Entendiéndose por·e!_ 
belt~z a la reducci6n de resistencia de un elemento su­
jeto a compresi6n axial' O·flexo~compres16n, debida a-~ 
que la longitud del elemento es grande en comparaci6n .~ 

de las .dimensiones de su. secci6n transversal: fallan -­
por inestabilidad. 

En .este cap!tulo tambi{\n ·se estu.d:ta. la colunma mension.! 
dá con diferentes estados deequil±brio, corno su pandeo 
el4stico con diferentes restr:tcciOnes en sus apoyos.; -­
que para calcular el esfuerzo se tendrá que considerar."' 
la longitud efectiva de cada tipo de restricc±6n. 

En el tercercap!tulo se estudia el 1!111ite de.la apl.tc.! 
c:l,6n de la f6rmula de Eu;ter para la inestabil.idad el4s ... · 
tica; como la columna es un elemento estructural bási­
co su estudio se iniciO hace muchos años, y el problema 
de. la determin.;,.ci6n de .la resistencia de la.s piezas CO!!!, 

primidas aisladas, cargadas dentDo del intervalo el4st! 
co fue resuelto en sus aspectos fundamentales por el -~ 
suizo Leonhard Euler en el año de .1757, qu.ten hizo un .... 

. an~lisis teOr:tco de la carga cr!tica para column.as es--
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beltas basadas en la ecuaci6n diferenctal de la el4sti-­
ca.. Ahora se sabe que este an4ltsis esta· l:im:l:tado has~· 
ta que las tensiones alcansen el lfmtte de proporciona~­
lidad, esta aclaraci6n la h:tzo Lamarle en 1845, En es~ 
te inciso de este cap!tulo se . ag;rega una c¡eneral:i::zaci6n­
para el rango tnel4stico. 

En ~ste.cap!tulo tambi&\ se ve un estudio basado en la ... 
f6rmuia de Euler para el dimensionamiento y revis±6n de­
columnas a carga axial. tanto en matertales de acero como 
de madera; que tienen.una s~ejanza a un requisito de -
una columna ideal, el cual debe ser de un material homo~ 
c¡éneo; aunque esto no es real. y.a que la madera puede ·t~ 
ner nudos y el acero l].ega a fabricarse con esfuerzos r~ 
siduales, pero estos materiales son los ~s próximos a • 
cumplir esta condici6n y adem~s son de uso en las cons~­
trucciones. 

En el cuarto cap!tulo se estudian columnas esbeltas a ~­

flexocompresi6n 1 que son"elementos estt'Ucturales someti­
dos a la acción si11lult4n~a de fuerzas norlllales de compr~ 
si6n y momentos flexionan tes, El cual puede estar alre.­
dedor de uno de sus ejes centrotdales y princ:j:pales de .,. 
·sus secciones transversales o tener componentes seg1in -­
~os dos ejes centro;i:dales; las carras en comp:rest6n 
axial.no extsten·práct~camente en estructuras reales~-~ 

. sino que se presentan si.empre acomp<:'ñadas {lO:r flexi6n; -
en esta tesis se estudia dnicarnente las columnas ~lexo-­
comprimidas de eje·recto_y secctOn trans-versal constan-­
te la que constituye la -mayor parte de las col'Ultlilas de -

· los marcos util:tzados en ed±f:f:.~ios,. Este estudio que-
se re~liza son con los mater:l:ales de m4s uao en e1 ti.po­
de construcc.:t6n reali.zadas en la pr~oti.ca1. los cuales .. 'I:' 
vienen siendo el acero y el concreto reforzado. 

Para el diseño de col1.mU1as a flexocompres:t6n.de acero-~ 

... \ 
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se realiza un estudio inicial de c6mo se presenta el f !!!_ 

n6meno llegando a unos diagramas de interacci6n para el 
c4lculo el cual se basa en la teor!a de estabilidad de-

' ' 

Euler. Para el diseño de columnas de concreto reforza-
do a flexocompresi6n se aplica el método de la ACI 1971, 

este estudio tariibi~n tiene principios basados en la te2 
r!a de Euler osea en el an4lisis el4stico de elementos­
sujetos a carga axia.l y flexi6n; en los ·cuales se 11t:il! 
zan·•unos nomogramas para encontrar un coefic:Lente· para-
el uso de las f6rmu.las que especif!ca este método; las 
cuales se ··desarrollaron para una columna de comporta--­
miento. lineal. pero pueden utilizarse en forma aprox.ima­
da para columnas de concreto reforzado; y·asi con c:Ler­

tas consideraciones y con m4s detalle se estudia este -
fen6meno en el cap!tulo mensionado. 

En el quinto cap!tulo complemento este estudio te6r~co­
dados desde columnas ideáles hasta las columnas reales; 
como se· e!'Jtud:i.a en Íos cap!tulos anterio.res, para su m~ 
jor entendimien·to y mejor aplicaci6n agrego unos ejem.,.:­
plos específicos para cada inciso de los temas trata--~ 
dos; los cuales se encuentran detalladamente explica-­
dos para su comprensx6n. En estos ejemplos existen ~-­
ciertas explicaciones amplias para·saber ut~l~zar los -
diagramas que son ayuda para el diseño; espec~ficamente 
éstos diagramas son para colwnnas de concreto reforza~• 
do •. 

Como Oltimo cap!tulo agrego mis conclusiones a este tr!. 
bajo. 

,''"·-', .: t 
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CAPITULO U: 

II.~ .TEORl:A DE ESTABILIDAD 

:II • l.,.. · INTRODUCCION · 

En este cap!túlo de la tesis estucU:aremos la obtenc~6n de la-
' ··. 

carga cr!tica de Euler, el cual! prov:tené o· se der:l:va da un f~ 
n6meno de ele1:1entos esbeltos. Antes d¿ entrar espec!f:tcamen­
te en lo que trata este inciso, explicaré este fei16meno apli-

c:eado a. fas columnas pa.ra su ·mejor entend:tmiento de an4U:sis­
ya que siempre es necesario conocer el problema para poder .e~:. 
tudiarlo. 
Para los fines de anal.tsis una columna puede definirse como "'.' 

. una. pieza recta sobre la cual. aparece 6 act:O.a una fuerza 
axial de canpres:t.1!5n a:islada y de mater;tal hom~géneo; aunque -
las .columnas reales no estan casi nunca aisladas s:t.no l.igadas 
con otros elementos est.rocturales, de manera que su comporta ... 
m:tento depende·en.g:ran parte, del de ias estructuras en con.;.­
junto! también no estan en compresi6n pura, pero para el estu 
~o, la columna aislada cargada axial.mente conati:tuye. un ant~ 
cedente necesario en la soluc:tOn del pro~leina, como óase de -
cliseño de columnas c0mp:Í::tm:tdas a flexocomprest6n. 
En el diseño de una. col'Uliina esbel.ta no· podemos basarnos en el 
c~lculo de esfuerzos, i;tno en la ;J:nvestj:gact.6n del.estado. de,.. 
equilibrio entre las ca~gas exteriores e :tntertore~ de 1a ~º~ 
1úínna~ .. ~ . .-.EJ.-.que .. évcntualmente, puede llegar a ser inestable, -
para valores r~dÚc:tdosd~ loq esfuer:i:os; la resistencia <Ie.-­
una' columna .a compres:t6n ne;> depende de la magnitud de los ~s­
fuer~os, ·sino de las condiciones que oriqi~an el. equiÚbrio -
inestab~e, caracterizado por incrementos muy qrandes de las -
deformaciones correspondientes a pequeños aumentos de la car­
ga• La caracterfstica fundamental del fen6meno de pandeo es 
precisamente,·1a pArdida repentiria de resistencia que acompa-. , . 
ña a la aparic~6n de fuertes de~ormaciones, :tndependientemen-

. ' . ---.,.' 



te de que los esfuerzos hay-an o no ll~g~do al pt!nto de fluen-~ 
c:til en.el instante en que comienza la columna a to:r:cerse enco!_ 

· vandose lClteralmente¡ tn;t:c:tado !sto los desplazamtentos later.! 
leshacen que los esfuerzos crezcan r~pídamente y se entre proÉ 

. to en el· :tntervalo inell1sttco, . de manera que la falla por pan.; 
deo se presente en este intervalo. Se pone de relieve algunas 
caracter!sti:cas de este fen6meno de pandeo y aigunos procedi-­
mientos b4sicos para su an~lisi:s en columnas delgadas cargadas 
axialmente y sometidas simultáneamente a flexi6n. Determinan­
do la carga cr!tica axial de Euler, 

Í:C. 2. - CARGA CRITICA. DE EULER 

La carga cr!t:tca de Euler o carga de inestabilidad elástica se 
le analizará como una columna muy esbelta verticalmente y art! 
culada donde existirá flexi6n como se muestra en la (fig.11, -
sus tensiones son proporcionales a la deformacidn no existien­
do variaci6n alguna si se añade una fuerza axial P en cada ex­
tremo (fig. 2}, Sí hacemos que P aumente en fonn~ creciente y 

·.de tal ·manera que F1 disminuye simultáneamente pero que la de• 
·forrnaci6n d no var!e,el momento flector en el centro: 

Fl L 
M = z- C2l + Pd (1) 

y el l!mite cuando F1 ha disminuido hasta anularse: 

.F l '= O =i> M = Pd (2) 

Por lo tanto como se indica en la (fig. 3) y tomando en cuenta­
. la ecuac16n (2} que para que la columna permanezca: flexada sin 

empuje lateral la carga P es .la carga cr!tica para mantener e~ 
ta cond1ci6n queda como: 

M • Pcrd (3} 

Analizando la Cftg.3}. S:t amnentamos la carga P
0

r Cluntentará la 
defo:rmac~6n d y as! sucesivamente hasta que la columna rompa -
por pandeo, ericontrandose que esta fall.a es bastante me - - -

· .. - .·. 
:~. 
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nora la de la. resistencia tlltima_de1 material. Por el con­
trario· si P disminuye ltgerarnente [lor debajó de su va1or cr! 

... 
T 

•• ""l 

ficj~ 1 

&. 
.T 

p 

fig.2 

P ... 

..... 
fig. 3 

tico disminuye la flecha O defoX'Illac:i6n .i , lo.que a su vez .. 
hace disminui~ M, ~elve a ·disminuir ·¡ , etc. y la colurnna­

termi_nar.1 por ende.rezarse por coinp_leto. Pero lo que·. intere­
sa es. ia .·falla 'pór. pandeo que sufre la columna,· ésto se pue­
de explicar que. la falla en este caso no sea del)S.:do. al ñ.echo 
de que la.resistencia del material se haya agotado, stno que 
el. estado de equilibrio en que la p.teza se encontra,ba se ha-. 
perdtcfo; 'esta pl'frd.tda repent;tna ·del eq~l.tbrio es _lo que ca-.. 

ractériza el comportamiento de este.tipo de p.tezas. 
•Podemos concluir que el problema que present6 la columna de­

pandeo es de est_ab.:tltdad mas no dE!; reststenc:t::a. 
Ahora si queremos aumentar la ca:i:-ga p _de tal >m.anera que so ..... 

· brepase Pcr • Exist:tr4 uria configura·c:te5n recta que también,.; 
-es de_equll:tbriote<5ricarnent,e st el Ínater.tal esñ.ornogt!neo y 

no·· exista una .excentricidad· accidental, pero. ser4 un - estado.­
inestable, porq\ie basta una fuerza accidental para que la fa 
lla sobrevenga·; 'Pero seg11n . las pr4ct.tcas. eri laborator:to y : 

la' exper.:t.en:cia1 se hl'!- demostrado que no es posi:ble sobrepa ..... 
. sar la carga ~rth~a. y .ni ~!quiera. poder ll~gar. ª·:ella. Stn -
. que . oc~ra Ia falla p~r pandeo, por . las . ;tmperfecc:t:ones . d~ a,! 

'.911n tipo son ineyitables. 
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·As!, pues la.carga crtti:ca pued~ :tnteJ."pretax-se c01no la i::arga ... 
axial m!x:tma a .la que puede someterse. una columna permanecten ... 
do recta, aunque en E!qu!U5r;J:o tnestable .de 111~era ·que un 

1 
L 

1 
p 

F:t.g. 4 

Sea la sigutente columna que se -
muestra en la (ftg.4I con las re~ 
trtcciones siguientes: . 

Apoyado·de.tal manera que se-~ 
pueda deslizar verticalmente en 
su parte superior • 

... Articulado en su parte in.feriar 
Donde: 

L= longitud de la col'Un\Jla 
X= flecha en un punto ~·~ 

cualquiera. 
q~ excentricidad. 
~= _carga creciente. 
y= ordenada donde se en~­

cuen tra la flecha. 

Analizando la. (fig.4} el momento el4sttco que opera en la cur. 
va ellisttca en cualquie~ punto de la ordenada Y es: 

M,,.; Pq. + Px 

M ~· P{g + xJ 

La ecuaci~n .diferencial de la elSstica es: 

d 2 M 
X" • ~· "" ... TI'" 

. .dy . 

Sustituyendo (11 en ~21: X'' + ~ .. ·~ 

cu· 

(2) 

(J} 
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Vemos que .-/r .es constante ""> lo hacemos tgual. as 

2 . p 
K ~ °Er {4) 

Sust:ttuyendo (41 en (31 = 

X" + K2x = .. K2q (Sl 

Vemos que 1a ecuaci6n (51. es la m:f:sma que la ecuaci6n (21 osea 
l.a misma ecuac:t.en dtferenc:tal d·e la el&sttc~ de la columna,· ... -
que es lineal, con coeficientes constantes, no homog~ea, por~ 
l.o que nos interesa resolverlo para encontrar la flecha en ca~ 
da punto de la columna: 

="> por los operadores de Cauchi: 

D2X + K2D0 X = - K2
q (Eil 

2 2 . 2 
0> + K lX = ... K q (71 

Resolviendo la.ecuaci6n diferencial correspondiente tenemos; 

(D2 + K 2 ) X ,., o 
02 + K2 = o 

=i> D2 2· 
== -K . 

.. 
• • D.l ~ Q, + Kt 

D2 = Q ~ Kt 
La soiucien de la.ecua:c.:tOn complementar.ta es: 

x = eºYcc1 cos.Ky ~ c 2 sen Ky) 

Xc- Cl ces Ky + c 2 sen Ky 

Vemos ·que : 2 ·. 
-K. q, = Se 0 :Y 
.... 2 .. > · S • -K q 

(D.- OlX .. O 

Sustituyendo. (12) en (5) :. 

(D - o l (D
2x +' K 2 D 0 X) = o 

(J,> ... O} CD2 + K 2) X ~ 'O 

e a> 
(9) 

(101 

(11) 

(12) 

(l.3) 

(14) 



(D - OJ (D2 + K2l = O 
·Resol v:t.endolas · se encuentran las ratees ·si-quien tes; 

r1 ... a , r2 = a + l'Ct 

La ·soluct6ri. general· eu 
Xc¡ = s.eºY + eºY cc1 ces Ky + c 2 sen Kyl 

Como la ecuacten partícular.es: 
Xp = Xg ... :Xc · pero: Xp a.' SeºY 

Xp = S 
Llevando Cl 71 a C6I : 

o2s + KDºS = -K2q 

(151. 

(16) 

. (171 

como· la derivada segunda respecto.as es- :t.9Ual a cero y la de­
rivada Dº es igual a lo mtSll\01 

O + K
2

S "' "" K
2
q , ;=) S "" -q (181 

Llevando (181 a· (171: 
Xp = ...q {19) 

Quedando la solución de la ecuaci6n general. (61 como: 

... Xc¡ = .Xc ·+ Xp (201 

Sustituyendo (10) r. (i9); a (20) queda: 

Xq = c1 cos Ky + c 2 sen Ky - q {211 

=> X = c 1 cos ky + c 2 sen Ky - q (22) 

Que viene siendo la ecu~ct<Sn anal!tica de la curva el4stica. 
Procedemos ahora a obtener los valores de las constantes ar.bi­
tráriaa, para qué la soluct6n.sea concret~1 lo haremos por las 
condiciones d~ frontera: 
Constantes ar.bitr4riasi c1 , c2 
Las condiciones de frontera son como se muestra en la (fi9.4l: 
lª Si y= o, se tiene x =O 

2ª Si y = L, se tiene x = O 
Sustituyendo la primera condicidn en (221: 

o = c1 + o .. q 

•• C1= q (23) 
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Sustituyendo la igualdad (231 y la segunda condici6n de front!i 
ra en (22) respectivamente: 

X = q cos Ky + s sen Ky ... q 

O m q cos KL + c2 sen KL q 

J;>espejando => = q ... g ces KL = g (1-cos KLl 
c2 sen KL · · sen KL 

Para reso1ver (24 11 h~gamos la expresi6n: 

{1 ... cos KL) = cl•COS~). 
sen KL · sen'"" - , Donde KL =""' 

Vemos que: 1 .... cos ac. · "' 2 serr2 ~ 
' ~ 

o 
y: sen oc. = 2 sen ~ . cos T 

•. Sustituyendo estos valores tenemos; 
2 q:, 

2 sen T 

O\:.. "'" 2 sen T cos 2 

sen oic. 2 
=tan T 

sen.._ T 

Qu~dando entonces la expresi6n anterior como: 
· l. - cos-~:n. KL 
( sen KL ) =· tan ~· 

Sustituyendo en (24')-queda: 
~- KL 

c 2 = q tan~ 

Lue~ susti:tui~c;>s (25) en (24): 
KL X = q coa Ky + q tan ~ sen Ky .- q 

' . . 

(241 

{24 1 ) 

e 25> 

(26.) 

·La ecuaciiSn- (26) viene siendo l.a ecuaci_6n de l.a elástica fina! 
con el., valor de sus constantes arbitr~r_ias. Como dijimos al. c2 
mienzo de este an4lisis, que lo que queremos es encontrar l.a -
ecuaci.6n de, la.flecha ·en·a.l puntl'i:' m4ximo1 haremos las siguien­
tes consideraciones: 
La flecha m4xima se representar4 como d, 

.. pi.into medio cuando. la ordenada sea igual 

y• L T. 

el cual será en el. --
a : 

Ca) 

·-.·,... 
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==) X= dmax (b) 

Por consigu:tentei 

Sustituyendo Cál, Cbl en· (26) que ee :J.a ecuác:tdn.de. la eUstt.;;. 

ca tenemos: 
KL . ·KL ·KL 

d = q cos "2""" + q tan -r sen. ~ .. q 

d = q(cos-~ + tan ~~n ~L ... ~) . (e) 

Pero s:tmplif~cando C, haciendo la expresíOn: 

.. cos ..!S.. + t KL s. KL + . tan oc. , qn -z . en ~ = cos oc. · sen -

Donde: KL = «. t ... ld d · t T ; vemos en onces· que por ..,gua a es enemos que: 

ces oc. + tan.... sen o<. 
cos 2 «. + sen 2 oc. .1 = .;;;..;;;..;o.._c_o_s_,oc.._...._____ = . cos;;:- = sec oc. (d) 

Sust:t.tuyendo (dl en (el , la e'xpresi6n de la ecuaciC:Sn de la fl~ 

cha mlixima es : 

d . ( KL ll = q s.ec - 2- ... (27) 
~ 

Observando la: ecuaci6n (271 vemos que existen las siguientes -

consideraciones: 

lª d = O, st el ángulo K = O, cuando la carga P = o. 
2.a d = O, si l.a excentri:c:tdad es q = o. 

· KL ·+ KL 3ª d- 00; cuando ~· - , osea se~ "'"'T" -. - ro 

Ahora. para encontrar la carga cr!t:t:ca tenemos que hacer ·uso. de 
. ' . ' 

la tercera COBd.ici6n, la cual Viene s'iendO la "condici6n cr!t! 
ca" •. . Entonces cuando: KL · Tr 

El.evanqo al cuadrado 

Despejando: 

Pero como:· 

.,..-. = -:-r . 
KL = Tf 

anibos miembros 

K2L2 .. 1T 2 

.,2 .fr2 
" = -:-2' 

L 

tenemos: 



K2 = -lf- , sustttuimos · en tat: 

2" ·EP; ·.,;~ 
L . 
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Cal 

. Concluimos que el valor de la carga P en (b) es la " carga cr! 

tica Pcr "· 

Fin.almente: 
= 11. 

2jI . Pcr 
L 

(28) 

Nota.- A\ín cuando la excentr:í:cidad q = O, y si 4 - ~ (90°) 

resulta que .la secante sec ·~ _¡¡.(X) ; por lo tanto la flecha rn,! 
xima d tiende a ·CD (d- <Dl¡ por lo cual el valor de la carga -­
cr.ttica Pcr dada en la ecuaci~n (.28) es cierta tambien en 1a ... 
columna de carga.axial, 
Una vez. encontrada la ecuaci<5n de la elástica, la flecha máxi­
ma y la carga cr!tica; encontrar~os el momento.rntixirnode una-
columna, · 

Fijandonos en la (fig,41 vernos que: 
M = P(q + d) 

Pero sabemos que la flecha m~ima es: 

dmax = q (sec ~ .. ll_ 

Si sustituimos (bl en (a) encontraréritos el momento m~ximo: 

~ax = P (q + q (sec ~ - 1)] 

= P {q sec Kf' } 
Fina lmen.te: 

Mmax = -Pq (sec l<f. l 

(a) 

(b) 

(29) 

Haciendo 1\nax ~ sec Kf;; para poder hac.er una gr4fica que.nos . . J.>q 
Mm ax 

relac:tone (Pcr, -pq-l.que se muestra en la (f.tg.Sl, tenernos• 
que: 
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1 

1 

1 
1 

1 

fiq. 5 
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.. S:t K= o .=> sec ~ 11 sec Q = 1 

S:t KL- ==> K = -f 
Pero como: K2 p .. _ 

El 

•• .... p rr2 
EF"" ~ 

Pcr 

Esta relaci6n se caracter!za por­
la gr4fica que se hace asint6tic~ 
osea la relaci6n: 

M 
{ p ~) -oo cr ' Pq 

Cuando: 

P.~ Pcr 

·Final.mente p~demos encontrar el esfuerzo en columnas basando-­
nos en la f6rmula"de' la escuadrilla~. volviendo a la {fiq. 4) ·n.e. 
tamos que en la parte exterior de la columna existen esfuerzos 

'de tensi6n, y en el interior de compresi6n como se muestra en~ 
la (fig.61; sabemos que la f6rmula de la_ escuadrilla es de la-
forma sigu:i~te: 

fig. 6 

M 
f = L + ..1!!!?! ca> A S 

Si -sustituimos la ecuaci6n (29len 
(a) ~ueda de la forma: 

Pq -sec KL. 
f = L + · 2 

A· · S 

· q sec Kf-
f = p ( i- + s l {30) 

Donde f es el esfuerzo en la co~­
lumna considerando flex~6n y car-

- ga axial. 
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IJ:,3,- ESTADOS DE EQUILIBRIO. 

: La carga· .~dtica corresponde digamos a una forma simpl~sta de­
un ·equilibrio de transición, otra intermedia y finalmente el -
equilibrio de falla o cala~so; para ello son posibles tres CO!l_ 
figuraciones de equilibrio una recta, una ligeramente deforma­
da 6 intermedia y finalmente la de pandeo, que es la falla a -

·la que nos referimos. 
En este trabajo estamos tomando,· tres estados de equ:tlibrio ~ ... · 
los cuales ya fuex-on mencionádos; en much.os li:b):'OS se estudia­
solaniente dos estados de equilibrio, que son la estable y la -
~nestable, pero en un estudio.de pandeo de columnas no se sabe 
en que estado de equilibrio se produce la fa_lia de pandeo, es 
por eso la necesidad de estudiar tres casos; en pocos libros -
se estudian estos tres .casos, donde se agrega un caso interme­
dio entre los dos estados anteriores, en el cual se presenta ... 
J.a misma duda ya ·rnenc:tonada, Viendo esta situaci6n, en este -
.trabajo para. su mejor entendimiento se expltciar~n tres casos -
de estado de equtl~brio, ayudados a visualizarlos por medio de 
gráficas. 
Primer estado de equilibrio.- Sea la siguiente columna, en el ... 

. . cual _se encuentran las s:tgu:t:entes restX'iccionei¡;; em[>otrada en­
su parte inferior, el cual no permite ningtin desplazamiento h2, 
rizontal r · y libre en su extremo superior s.t durante esta cond!_ 
ciOn de equilibrio se aplica una fuerza transversal a1 eje lo~ 

fig.7 Equilibrio.estable. 

gttudinal de la p.teza H y~ 
se sOI11ete a una carga -:"'."­
axj,al P, ·t!sta sufr:tr~ una­
deformact6n pequeña (sien.,; 
do P menor que P0 r> y al e~ 
sar la acc.t6n de la carga• 
transve·raal la pieza :r~gr~ 
sa a su posi,c;tOn or:!:qinal, 
En este caso existtr!a·la­
conf~gurac±On recta, el -­
cual vendr!a a ser el est~ 
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do de equilibr;to estable como se muestra en la Cf~g. 71.. 
Osea explicado de otra manera s~ hacemos actuar las cargas: 

Cuando se quitan las cargas:· 

H=º 
r == º > '=º 

.Quiere decir que no existe deformaci6n al cargar la columna y­
luego descargarla, osea podemos définir una estructura estable 

. . 
s:t tiende a x-etornar a su posicí.6n original, despues d~ que h~ 
ya sufrido pequeñas pertux-baciones (fuerzas, desplazamientos)­
aplicadas a lai·•misma son sup:t:i:m:tdas. Queriendo decir que la ..­
estructura se comporta elásticamente antes de alcanzar, el l!­
niite elás.t:tco con ca;rgas inferiores, 
S~gundo estado de equilibx-io.- Tomando la colwnna anterior pa-

.. ra $u estudi.o en. la cual se apl:tc6 una carga axi:a). P y una .. -.,. 
fuexza horizontal.H, si hacemos la misma operaci6n que la ant~ 
rior donde la carga Pes mayor que la carga cr!t:tca.Pcr , la -
pieza no regresará a su estado original, existirá en ella una­
deformac:t.6n al dejar de aplicar .las cargas P y H.¡ a esta defo.=:, 

fig.8 Equ:Uibrio inestable, 

maci6n tambien se le cono.,. 
ce como deformaci6n res:t-~ 
.dual • A este estado de­
eqúi:l±brio se le conoce c2 
mo el estado de equilibr~o 
inestable, el cual se mue~ 
en la C.fig;,81. 
EXplicado de otra manera ... 
lo que ·se. quiere· dar a en-. 
tender es7 cuando se.hace­
actuar las cargas; 
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Ahora qui.tando las ºª!l'9ªlll tenemo1t1 que: 

H= 0 2:>-· ó-=4' 
P===º .. 

Osea existe una defox:lnac:t6n residual "', al cargar la columna­
Y luego descargarla, 
Tercer·estado de eq~l:tbr:S:o.;.. Reftr.tendonos una vez mas a la -
columna con las mi$Illas restr~cctones de los casos anteriores • 
Aplicando las mtsmas cargas P ~ H, donde la carga P es igual a 
la.carga cr!tica Pcr ; vemos que con este sistema de carga se­
presenta de :S:nmedtato la ;falla o calapso de pandeo. A este es-

P=~ 

li 

tado se le denom~na estado 
de equiliorio de inesta­
bilidad 6 pandeo este es­
tado se muestra en la (fi~ 

9) • 

A este tercer caso de equ! 
librió se le llama efecto­
de esbeltéz o efecto de -­
pandeo en columnas~· donde­
se presentan dos tipos de-
pandeo los cuales tienen -
las siguientes caracter!s­

f:t.9. 9 Equil:tbr1o de inestabilidad. ticas y condí:c:C.ones: 
cúando ·al llegar la carga P·a la carga crí~ica Pcr y no •Se su­
pera el l!mite de proporcionalidad se le den~mina "pandeo el4!_ 
tico". 
Osea cuando: P'.= p ... ..,.. y . ~ ~ PJ.l> ' se le l.lama pandeo e-
lástico donde; 
P ·=carga .axial actuante . 
Pcr""ca;rga cr!t:t.ca 
Fm •esfuerzo del material 
F¡p•esfuerzo· de l!mite de.proporcionalidad. Es el punto donde­

se pierde e'l estado el4stico 

' .. Ah~ra si sucede. que cuando la carga p, ho llega a la 'carga cr! 
tica Pcr peró supera el l.tmite de proporcional:tdad; osea:· 
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y 

Se le denomina'pandeo inelástico", 

Normalmente se trabaja con columnas que no fallen por pandeo -

en ninguno de sus dos casos, donde la carga cr!tica P,.,., es la­

rnáxima que se pueda aplicar tetiricamente para que suceda este­

tipo de falla, por lo que para los diseños se considera una 

carga de servicio que es menor que la carga crítica el cual es 

afectado por un coeficiente de seguridad K obteniendose dé la­

siguiente manera: 

Despues de este paréntesis siguiendo con los estados de equili­

brio mencionados, se pueden comprender fácilmente por medio de 

gráficas donde se observa una esfera rígida que descansa sobre 

tres superficies diferentes; c6ncava, plana y convexa tal como 

se muestra en la (fig.10), 

(a) Estable (b) Inestable 

"figura 10 

(c)Inestabilidad 

.En el primer caso (fig.10-a), si se le impone a la esfera un -

desplazamiento pequeño mediante la aplicacitin de una fuerza -­

que es retir.ada inmediatamente, la esfera regresará a la posi­

citin de equilibrio inicial, por lo cual se encuentra en un es­

tado de equilibrio estable. En el segundo caso (fig.10-b), si 

se aparta la esfera de su posici6n de equilibrio inicial al -­

aplicarle una fuerza, ~ermanecerá en la posici6n desplazada, -

por lo cual se encuentra en un equilibrio inestable, Finalmen­

te el tercer caso (fig.10-c), corresponde al estado de equili­

brio de inestabilidad ya que al desplazarse la esfera ésta se­

alejará de su posici6n original. 
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Se puede concluir que desde un punto de vista práctico, una ~ 

configuraci6n de un sistema es estable, st dada una perturba-­

ci6n no cause que el sistema se aparte excesiyamente y desas-­

trosamente de la configurac:i:6n original. En sentido matemáti­

co la estabilidad de una configuraci6n de un sistema se define 

como aquel estado de equilibrio para el cual una perturbaci6n­

inf ini tesimal s6lo provoca una desviac:i:6n infenigesimal de la­

configuraci6n original, y, transcurrido un cierto tiempo, re-­

gresa a la posici6n original. De los otros dos estados no con 

cluimos con su punto de vista práctico ya que la configuraci6n 

de un sistema estable es la más importante y la que se ha de -

estudiar. 

II.4.- PANDEO ELASTICO DE COLUMNAS CON DIFERENTES RESTRICCIO-­
NES EN SUS EXTREMOS. 

En el estudio que se esta realizando en este trabajo sobre la­

carga de Euler "P .. .,.", representa el momento en el cual una co­

lumna empieza a fallar por pandeo. Si representamos por medio 

de una grc'.i.fica la relaci6n entre carga y deformaci6n (P, ci) ¡v~ 

remos el comportamiento de un material determinado de c6mo va­

ría respecto a su excentricidad, donde se puede visualizar el­

pandeo elástico y el inelástico. 

r 
Ji.,. ·-·-·-·--·----·--ª 

fig. 20 

" B 

e 

Si seleccionamos un valor­

particular de la excentri­

cidad q 1= O, se puede for­

mar una curva como la mos­

trada en la (fig.20), y -­

podríamos encontrar dife~­

ren tes curvas con diferen­

tes excentridades. 

Analizando la (fig.20), si 

q2 > ql , entonces el va-­

lar de la flecha ~,cree~ 

rá más r~pidamente a medi­

da que se va aumentando la 



20 

carga P. An4l~9amente sucede. con llJ ::::..ci2 ; como resultado de­
estas conclusiones veremos que las curvara-· C.~1 ·, (:bl ·y (el son -

de columnas que empiezan· a p~dearse CQn una carga menor que -
la carga cr!tica, esto se def>e a·:las excentrtcidades acc:,tdenta 

· l~s que ~~· se pueden evitar y· sus gd~.t~as CP, .t l, se hacen _: 
as1nt6t.tcas con ll!l recta hortzontal tRr, -que provJ:ene· al apli­
car t~r.tcamente el. valor de la ca~ga cr!ttca con üna excentr,! 

· c:tdad q • O 1 quiere. decitr que. una c~lumna le aplicamos unB; ca,=: 
.· ga P cr~ciente ·.colocado axial.mente la col.umna no sufr:tr4 ni.p.9!!· 

na.deformaci6n¡ pero cuando la carga p 11.egue a ser igual a la 

carga cr!tica Pe. ... , empezartl a deformarse constantemente llega!!_ 
do as:.t 'a la falla por pandeo. el4stico a compresi6n con carga ... 

ax:tal. 
~ste tipo de falia de pandeo se presenta en columnas lar9as.6-
esbeltas1 l:a explicaci6n anterior nos sirve para conocer ciSmo~ 

si se deben ~omar en c,uenta las excentricidades para poder ob­
tener un~ mayor iesistenc:ta .al pandeo. Recalco que cate fen6-
men,o no se presenta.en una col.mnna corta, ya que en esta pieza 
·antes·. de fallar po'¡;: pandeo, fallara por aplastamtentoi 'este fe 

. n6meno de falla po:r aplastillni.ento en. columna!:! cort;as se reali-
. . 

z~ en laboratorto para oótener la res:tstencia ~:.tma de una co 
. .· . -

lumna de ·mader_a,. como se muestra en las fotograf!as C.ll y C.21. 
·Al.comenzar el estudto de col-umnas esbeltas con c.;ertasres--.:. 
.tricciones en sus apoyos es necesar1:o mené:tona:r que se real:.tz!_ 
r4 con colwnnas ;!.de~lizadas_y.a que en la pr4ct:tc~ se presentan 
con restrtcc:toneii que no se pueden conocer, COJllO expltcar~ Pº!!. 

'"'tertormente1 adem4s :en el labOratorto no ae puede cumplt:r con­
todo~ loa requtsit.os que te~r±cainente se lile mencionan para re!_ 

. itzar el· ensaye. . Pero se trata de cumpl.tr lo 1114x;tmo pos:tble -
ya que s:l:empre existe. una e.xcen1:r.tc.tdad accidental por el ope­
rador 1 · o· t.ambten. ·a.l mat~rtal no es del todo homogéneo, ex.ta-.. 
tten~o. inexactitud e~ el ensaye o falla del equipo, producten .. 

. dose: g~áficás de Ías conf~quraciones dei tt)?o Cal, C.ól y (el -
de ia (ft.9. 20). ~ ·· . · " 

Otro ensaye realizado en laboratorio el cual se. xnu.estra en las 



Fotografía Nª 1 

Fotografía Nª 2 
* Columnas cortas realizadas en el ensaye de laboratorio don-­
de no existe problema de pandeo. El elemento falla por aplas-­
tamiento cuando la carga alcanza el valor de fluencia Py=A y• 

21 
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Fotograf!a NA 3. Columna doblemente articulada antes de aplicar , 
la carga cr!tica Pcr• 

Fotograf!a Nª 4. Columna doble.~ente articulada una vez aplicada 
la carga cr!tica Pcr' donde se obserba la fa-­
lla de pandeo en la pieza. 



Fotografía NA 5. Columna émpo 
trada en su base y articulada 
en su extremo superior, antes 
de aplicar la carga critica -
P cr· 
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En las siguientes fotogr~ 

fías (3) y (4), donde se­

muestra a un?, ~olumna do­

blemc·11 te art :~culada, la -

cual fue tambíen practic~ 

da en laboratorio con el­

fin de mostrar el fen6me­

no de efecto de esbeltez­

en columnas largas o al-­

tas. Donde el pandeo se 

presenta por flexi6n en 
uno de los plano princip~ 

les de la columna; igno-­

rando la posibilidad de -

que haya torci6n alrede~­

dor del eje longitudinal, 

esto sirve para ilustrar­

algunos aspectos fundame~ 

tales de este fen6meno de 

falla. 

Las columnas largas se -­

pandearán dentro del in-­

tervalo plástico, el fen~ 

meno empieza bajo esfuer­

zos menores que el correspondiente al limite de proporcionali­

dad y la carga crítica Pcr es menor que la carga de fluencia -

Py ( si la columna es suficientemente larga, la carga crítica­

de pandeo puede ser una fracci6n muy reducida de la fuerza que 

ocacionar!a la plasttftcaci6n total). 

Este tipo de columna que se muestra en las fotografías (3) y ~ 

(4} se estudiarán mas adelante considerando ciertas condicio-­

nes y suposiciones para encontrar su carga cr!tica, 

En un siguiente ensaye mas realizado en laboratorio sobre una-. 

columna empotrada en su base y articulada en su extremo supe-­

rior 1 con columna larga; fue sometida tarnbi~n a fállar por es­

tabilidad con su respectiva carga cr!tica a ·~ornpresi6n (colum-



Fotograf!a N~ 6. Columna emPQ 
trada en su base y articulada 
en su extremo superior, des-­
pues de aplicada la carga crf 
tica Pcr • Se observa la fa~= 
lla por estabilidad. 

na de mate:i::t.al de madera), 
como se muestra en las f 2 
tograf!as (5) y (6) , an-­
tes de aplicar su respec­
tiva carga crftica para -
observar. el mismo fen6me­
no de pandeo, Esta colum­
na con este tipo de res-­
tricciOn se estudiarti mas. 
adelante para encontrar -
su fórmula de esfuerzo -­
crítico. 
En estos ensayes realiza­
dos en laboratorio, nos • 
percatamos que las colum• 
nas llegan a fallar por -
pandeo antes de llegar a­
la carga crftica¡ calcul~ 
das teOricamente¡ con el­
cual se concluye que esta 
observaci6n se deba a las 
imperfecciones antes men­
cionadas (excentricidad -
accidental, falla del e-­

quipo de ensaye, etc.), y sobre todo que es dif!cil alcanzar -
una excentricidad nU'la (q = O), para que la carga sea col.ocada 
axialmente. Debido a estos errores incontrolables no se puede 
verificar con exactitud la f6rrnula de Euler. La f6rmula de -­
Euler considera deformaciones infinitamente pequeñas1 es la r~ 
zon por la cu!l al obtener valores te6ricos y prácticos var!an 
pero son aproximados, ya que .la discrepancia es razonable y 
aceptable, 
El estudio que se realizará en este trabajo de columnas con d! 
ferentes restricciones, para la obtenci6n de su carga cr~tica­
Pcr será te6rico suponiendo que no existe ninguna de las impe~ 

fecciones ~ntes nombradas1 donde la columna debe ser perfect~ 

24 
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mente ·recta y con la ca;rga aplicada axta.lmente a lo largo de -
su eje1 esto v.tene siendo Una tdeal.:tzacidn de las columnas re_! 
les en las que siempre hay curvaturas tntcia1es en.el eje, y e~ 

centri~:tdades en el momento de aplicar la ca,rg~,: 
·Analizaremos cuatro t.:tpos de coluinnaa .tdealesr ' .. 
1:9.- Columna en cant:tliver. 

·2.a.- columna doolezriente articulada. . . . 

3ª•"'.' coiumna doól:emente empotr~da en sus extremos. 
4.a~.:. Col.umna empotrada en su base, y art:culada ~n su extremo­

supar:tor, 
En. es~e trabajo déductr&ios.la forma de llegar a la carga cr!-· 

. tica en la columna en cantiliver1 de donde por analog!a se po­
dr!n dedUctr las f~rmu~as para los casos 2~ y 3~; tambien.se -
deducid. la column~ del 4·~ caso ya que es ·Un caso especi'al, el 
c~al no se puede obtener por qnalogta de las anteriores. 

· ~r:l,mer caso.- Col\ll\llla empotrada en su base y libre en el ex-­
tremo· superior (.colUll\na en cant.:tliverl., · Considerando una co ... -

Yf. 
f! · 1 

1 

lumna esbelta de·secci6n .,. __ 

.transversal constante y do-­
blemente sim~tr.tca, sujeta· a 
la acc.i.6n de una fuerza 
axial 'cree.tente de compre--­
st6n P. Suponiendo además ~ 
que la columna es perfecta..;- ~· 

mente recta, que el materi'al 
que etJt~ compuesto es horno•-· · 
géneo y elilatico. 
En estas condiciones la for• 
ma recta corresponde a un es 

.. . -
tado de equ~librio entre las 

. ')!;.. fuerzas extertcires e tnteri~ 
res, puesto que en cualquier 

· Fig •. 20~ Columna en c.anttliver. seccicSri transversal hay un -
conjunto de fuerzas in~erio­

res, uniformemente distribuidas, cuya resu1tante tiena la mis­
. m~ tntensxdad y iinea de acci6n que P. 
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Entonces el momento el!sttco ectuante que opera en la curva -­
elástica en cualqui~ punto, como se muestra en la (fiq.21) es: 

Mx "' ... P (d - XI 2 (11 
· d X "M La ecuactdn de la elást:tca es z X" ... 72 • .. El" (2). 
dv 

Sustituyendo Cll en (21.; ·' P(d - xl 
X" ... ' EI 

Simplif:i:cando:. 
. X" = Pd."=' Px 

Ef "' 
como ya definimos el coef:tctente2 _:K2 .. if­

X" .,. R2d 

.X" + K
2x "' 

Sustttuyendo queda: (2') 

Donde (2') es la ecuac16n diferenc~al de la el4stica~ Cuy~ so-
luci6n de ésta ecuaci6n es: X·'= c1 cos Ky + c 2 sen Ky+d (3) 

En· esta ecuaci6n falta definir las constantes ·C1 y c 2,, enton­
ces.por las condiciones de frontera tenemos: 
Cuando y = O~ entonces x = O 
Cuando·y i= O, .entonc~s x 1= O 

(a) 
(b) 

Llevando la primera condiciOn de. front·era (a) , . a la ecuacidn-
(3) : 0 = c1 cos (O} + c2 sen (Ol + d 

o =· c1 + d 

Ct"_" -d (e) 

Para.econtrar l~ segunda constante debemos derivar la ecuaci6n 
de la · el~st:r..ca (3l con re~pe.ctó. ·a y; 

X" 1=4 ... c1K ~en (Ql + KC 2 coa. (01 (4) 

Llevando añora la segunda condtct6n de. frontera C.bl a (4L; 

a :=o ... 1tc1 sen C..Ql + Kc2 coa COl 

Q "' KC2 

Como: K ~ O 
C2i= O. (d) 

Observamos que las dos constantes c1 y c2 quedaron definidas -
el cual analizamos sus respecttvos valores. 
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En.·. la. ecua~i6n anterior para que la C2 sea igual a cero se n~ 
cesita que la constante K sea d~ferente de cero porque si no -
no existirfa carga actuante P; y al no haóer carga no existi-­
r!a deforrnaci6n. Ahora ya tenernos deftnidos las dos constan•~ 
tes arbitrarias (el y (dl, los cuales lo llevamos a la ecua--­
ci6n tres quedando: 

X = -d cos Ky + d 
X = d (.1 ~ cos Kyl (321 

Fijandonos en la {ftg. 21l nos damos cuenta que cuando y • 1,­
·la abcisa x = .r el cual sust:ttuimos en la ecuaci<5n C.32) --
quedando: 

X = d C.1 ~ cos Kyl 

d = d d cos KL 

d - d = .,.d· cos KL 
1 
~ O = d . cos ICL 

Esta igualdad.se cwnplir4 siempre y cuando el ángulo KL se.e~ 
pla::Para valores cuan.do en la gr6.fica (221 el senonoide Bel 

F:tg. 22. Cos KL 

. coseno se haga nula. Los --
cuales son: 
KL = n1f donde, n = 1,3,S •• n. 
Estos valores ·son para dife­
rentes modos de pandeo en e~ 
te tipo de columna. El valor 
que nos· interesa para e.l es ... 

. tudio es ·en el primer modo -
de pandeo el.cual ocurre --­
cuand~ KL = 'f · , . osea cuando­
n = 1, que es el valor mas-­
bajo que se le puede astgnar 
para la deformaci6n .r.ias pe--
queña, porque si n aumenta -

la deformaci6n de la columna llega a adquirir mayor n.Omero de­
curvas en su eje longttudtnal como se muestra en la figura ---



f:tg. (231 •. Entonces 
KL,.. 1. 

Iá: - f 
Kª '"" :li. 

·e ·-'P. ano A• E-I 
. p •• . 
Ei • E 

... 1r'Er 
Pcr "4'¡;r" = 
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haciendo el siguiente análisis; 

JEJ: 
p· = 11 
cr 1"2LI"·. e 33> 

p:o 

F:tg. 23. Modos superiores de pandeo que se estan estudiando en 
una columna en cantiltver. 

·segundo caso.~ columna doblemente articulada, libremente apo­
yada en sus extremos, tomando en· cuenta todas las cons.1deracio . . . -
nes y suposiciones que se realizaron para el primer caso se t~ 
maran en cuenta para el e~tudio de esta columna, 
La.carga axial Pes creciente, análogamente que el primer caso: 

"' ,. 
se puede aoonsiderar a esta columna como empotrada_en·e1 punto 
tangente de la curva elástica, el cual se localiza a una dis~· 
tancia de la orden.ada i , como se muestra eh la (figura 241 l 

Por lo tanto sustituyendo los valores en la· f6rmula de Euler -
para una columna en cantiliver: 
Fórmula (331 ¡>ara una column.a en cant:i:liver: P cr = 
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Susttt~~do en .. la ecuac.tdn 
P • . I .. ,.. 11' EI ""' . . 
·cr . ~ 

·· 4 (""2"1 4 T .. 

L (331 la longitud L por ~ tenemos: 

Pcr = ~II (34) 

Este tipo de colmnnas no ex:tsten en las estructuras reales co-· 
moya se habían mencionado y solo se obtienen en E!Xper:tencias­
de laboratorio con ensayes m~y cuidadosos. 
La f6rmula de Euler se ha deduciendo partiendo de la suposi--­
ciOn o4stca de que los dos extremos de la columna estan artic_!! 
~ados1 por consíguiente-s6lo ~erm:tte calcular la carga o es-~­
fuer20 cr!tico de columnas con esas condiciones de apoyo, ya -
que si cambian las réstricciones en los extremos de una barra­
comprimida se modif;t.ca su capacidad para resistir fue:r2a axial. 
Su importancia estriba en que a partir de los resultados oote­
nidos pa~a ella pueden deducirse las cargas o esfuerzos cr!tt­
cos .correspondientes a cualquier otra condición de apoyo, por• 
lo que se le·da el nombre de "caso;'fundamental". l'o.rque cons:t;­
derando la col'Umna como un elemento aislado, con condiciones ~ 
de apoyo !)ten de;inidas es fác:tl obtener la ca~ga cr~ttca co;..­
rrespondiente a cada caso particular; :pa.rt;tendo de la fundam~ 

tal. 
·como explicamos ahora que la columna .doblemente a~t~culada es­
un caso fundamental veremos el porqué se usa la ecuacj;~n d:tfe­
rencial aproximada para encontrar la carga cr!ttca. Como pode­
mos oI>servar en 1~ · (fig~ 241, la flecha máxima c\. 1 es lo. suf:t-:.. 
cientemente pequeña para qÚe no exista diferencia ap:rectao1e -
entre la.longitud tntcial de la colwnna y su proyecci6n sobre­
un eje verttcal. E~ estas condiciones Ia pend;tente '*" es pe ... 

queña y puede apli7arse la ecuaci6n dtferencial aproxtxnada de­
la elist~ca de una viga. 
La fórmula para este tipo de columnas para diferentes modos de 

2 1Tl EI pandeo tiene la forma: P = n ~ , donde n = 0,1,2 ••• ,n. 
EJ. valor n = O. no tiene sentido!' ya que ser!a la ca:rga P = o. 
~ara los dem6s valores de n la columna flexará en las formas -
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indicadas en la (fig. 251. De estas post.bles soluciones, la -­

l 
L 

1 
X 

Fig.24. Columna doblemen 
te articulada -

1 ~ 
\ 

1 
1 

l · 
I 
l 

más :tmportante· es la lfiq.25-a). 
Las otras soluciones ocurren para 
cargas mayores, pero son posibles 
f!s~camente si la columna ttene -
las sujetaciones laterales en el­
punto medio o en los tercios de -
la luz, respectivamente, que la -
obligan a tomar préc~samente esta 
forma. 
La carga cr!tica para una columna 
articulada en sus extremos es co­
mo ya se defini6 en la ecuacidn -
(34), donde. para la obtenci6n de-· 
esta ecuaci6n su an~lisis se rea­
liz6 en el inciso dos de ~ste ca-

. p!tulo donde se estudio una colll!)! 
na con efecto de esbelt~z. 

.... ~· p~ 

{a) n=1 (b) n=2 (e) n>::J 
Sujecidn en el centro Sujecidn .a los 

tercios de la luz 
Fig. 25. Modos de pandeo en una columna doblemonte artióulada. 
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Tercer caso.- Columna doblemente empotrada, en los cuales los­
apoyos restringen el giro pero permiten el desplazamiento ver­
tical; en este caso ta.mDien se toma en cuenta todas las cosid~ 
raciones y suposictones que se ·tomaron en cuenta para el estu~ 

·dio del primer caso de una columna en cantiliver. Comprendien-
do pues, que la carga es axial y creciente, al pandearse este­

tipo de columna, como·se 
muestra en la Cfig.26l ,­
aparecen en los apoyos -
momentos reactivos que -
impiden la rotaci6n_de -
sus extremos¡ esos morne~ 
tos y las fuerzas axia-­
les de compresión son -­
equivalen tes a la carga­
P aplicadas exc~ntrica-­
rnen te como se muestra en 
l.a .(.fig. 261; los pun1:os­
de inflexión {puntos de­
momento nulol, local~za~ 
do en las intersecciones 

1 
L 

! 1 
;t 

l 
J.. 
1 

t 
.L. 
1 
1 

Fig~.~~- Columna doblemente empo~ 
trada. 

de l.a l!nea de acci6n de 
P con el. eje deformado,-
dividen la barra en tres 

secciones; la centrai comprendida entre el;los., :de .l!ongi.tud ~ , 
se encuentra exactamente en J.as m:tS111as condiciones que el. caso 
fundamental o que del. primer caso de una col.umna en cantiliver. 
Por consiguiente l.a carga cr!tica de pandeo de la columna do-~ 
blemente empotrada se determinara utilizando la f6rmu;La de_duc_! · 
da para una col.umna en. c.:u1.tiliver, pero empl.eando al aplicarla 

. la longitud del. tr'amo que se encuentra en las mismas condicio-. . 

nea que esta, en lugar de·-.su longitud .real.. 
Osea: longitud del. primer caso = iongitud del tercer caso,en-­
tre cuatro; es decir LI /L) 

l~c=fTa 



Por lo tanto: Pcr =· ~ ... n2~i ... ~ .... 4u2rr ... 
4L 4 ,Ll.. 4L L 

\.4 "!b . . 

· ]J'
2
EI 

Pcr = · · 2 
Q,25L . 

El cual se puede dar de la forma siguiente :tntroduc:tendo dentrci 
.del par~ntes.ts en coeftctente de L tenemos: 

· lr~EI' · 
. p cr a= {Q • 5Ll 2 (35) 

La columna doblemente empotrada es, pues, cuatro veces más re~­
s1.stente que la columna. dooleinente articulada, 
Cuarto caso.-CÓlumna empotrada en su 5ase y articulada en su -
extremo superior, con carga axtal creciente; tomando tambien C,2 

mo base de partida para su análisis todas las consideraciones y 

TL .. T 1 I 
:, ,,, 

1~'f w 

suposiciones del caso uno de­
una columna en cantiliver. 
La columna se encuentra en un 
estado de equilibrio interno­
y externo como se muestra .en­
la representaci6n gráfica de-

. "la Cfig. 271.; como se dijo an­
teriormente P.ara la obtenci6n 
de su carga cr!tica deducire­
mos su fOrmula. 
De la. f~gura .vemos. que el mo­
mento actuante en la columna­
en cualquier punto es: 
M = PX + :Ry - RL (.1} 

Como no conocemos, la flecha X 

y tampoco conocemos' la reac-­
c16n hortzontal. R que se gen~ 

.F1g.27. Columna empotJ:'ada en su ra, por lo que tendr&los que­
base Y arttculada en ·su hacer con~ideraciónes. 
extremo superi~r. 
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nes posteriormente. 
Como sabemos que estamos. en pandeo el4stico con el cual se de-· 

. rivan pequeñás deformac:tones podemos aplicar la ecuacidn ·de la 
el4st.ica; 

X" = - M 
EI (2) 

Sustituyendo (11 en (21 queda: 

X" = -~-~ +· Rl 
EI . · EI "EI 

X" + Px = R(.l..;.Yl 
· ET EI 

Sabemos que: 
K2.,, ;I 

=> Sustituyendo en· la ecuac.t6n (31:. 

{5) 

Donde la ecuaci6n. CSl es una ecua:c:t6n diferenc:í::al de·seqi.indo -
ord~n de co.eficientes constantes,· no hc:>mog~nea; porque. existe­
un segundo miembro. Resolviendo.la ecuaci6n diferencial ante-
rior: 

K
2
X.= ·X" + o 

o2x + K2D 0 X = o 

o2x + ~2x: = o 
.. 

(02 K2) X = () ·= 

(02 +: K2) o 
2 D = - 1{2 

Las rá.:tces complejas de.la ecuaci6n (81. sonr 

{ll = o + l(t 

ll2 "' O - Rt 

(6) 

(7) 

(8) 

Por lo cual .la solucHSn general. de lá ecuac16n (7), (por los -
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antecedentes de matexn4ttcas :rvt, que es la soluciOn complemen­
t4ria de la ecuact6n dtferenctal tSl tiene la forma: 

Xc = c 1 cos Ky + c 2 sen Ky . (91 

.Ahora.debemos determi.nar dela ecuaci6n (5) una soluct6n part,! 
cular.que la cual sumada a la ecuaci6n complementarta, nos da­

. la soluc16n general. Entonces la expresi6n 9eneral.t.zada del -
segundo miembro de la ecuaci6n (.Sl como soluc:t6n general de -­
'Flª ecuac16n diferencial ltn~al homogénea es: 

R (l-y) = _g!_ ,.. ~ 
El EI. El: 

Si hacemos. 

·Sustituyendo tenemosi 

(.10). 

Vemos que la soluci6ri.. generalizada OOl1 cox-re~po~de a una ectl!, 
p16n dtferencial ltneal. homog&lea de coeftctent:es· constantes,- . 
que tiene dos rafees reales repetidas de valor cero en su ecu~ 
c16n algebr4ica asociada, por lo que dicha ecuact~ diferen-·:.-
.cial es: 

(D Ol (D .• : O }X = O 

(D - Ol 2 = O (.11). 

Aplicando el operador tD - 01 2 , de la ecuaci6n diferencial Cllt 
a ambos mtembros de la ecuac:tOn dfferenctal (51 y as:t se tiene 

(D - ·o) 
2 (X''+K2Xl "' O (.12) 

Donde el segÍlndo miembro se hace tgual a.cero, porque aplican~ 
do el operador (D - 01 2 a .E~ (l .. Yl es igual .a cero. 
La ecuaci6n diferencial (121 toma la siguente forma; 

{13) 
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cuya solucidn part.f;cular para deteiminaaos- valores de constan-, 

t,es arb:t.tr4:reas que sat:f:sfacen la ecuact(5n C.51.. La ecua,ci6n -

al9ebr&:t.ca asociada a ' t1.3l: es: 

(D - .Q) 
2 (02 + K2 l = O 

Cuya .soluci6n es: 

P1 .. o ' CIC 1 "' o + Ki 

{1 2 =O oe. 2 .,. O '\",K;t 

Entonces la soluc16n general de ClJl es: 

Xg = s 1e 0 Y +· s 2e•Yy + e 0 Yc1 ~os Ky,+ e 0 Yc2 sen Ky 

Xc;J =. S1 +. S2Y + c1 cos Ky +• c2 se,n Ky (14} 

Para determtnar la. s_oiucj:6n particular de: (13l restemos de (14) 

la.ecuaci6n, (9]Jmiembro a miembro; 

Xg • Xi> + Xc 

Xp = Xg .. Xc 

Entonces sustituyend9 y :restando teneJ11os' 

(.151 

Determinemos los valores Si y s 2 para los cuales la ecuaci6n ,:.. 
· par.tcular Xp verifique a (Sl entonces requerimos: 

X 1 p • s 2 

X'p • O 

Llevando a (5) la ecuacidn particular Xp r~sulta; 

O
. 2 R (l-yl + K (S1 + S'2Yl = EI 

Comparando ros coefS:c:i:entes obtenemos: 

ta) s
1

K2 .. ERlr · como sabérnos- que K2 -= ...E... 
. S p Rl EI 

Entonces sustftuyendot~ = ~ 
EI ;r 



·. Rl 
Por lo tanto s1 ~ -p-

2 'R P R 
(b) S2K = EI 1 5 2 Er = .. E:I 

R Por lo tanto s 2 = ..,. -p-

Llevando los valores (lol y (171 a (151 tenemos: 

. Xp = 1lsl - ~ 
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(lGT 

(171 

(18) 

Sustituyendo en C14l s1 y S2, po:r. sus valores dados en (16) y 

(171 obtendr~os la soluci6n general de la ecuaci6n diferen~~~ 
cial (5): 

X = ..!!!_ • ~ + c1 cos Ky + c2 sen Ky p p . 

X = e1 cos Ky + c 2 sen Kyh~ Ú-yl (19) 

La ~gualdad (191 es la ecuación analftica de la el4stica de la 
coiumna en el cual ex~sten tr~s constantes c1 ,. e2 y R1 enton~ 
ces tenemos que requertr de condiciones de frontera. Regresé!!!, 
do a·la '(fig.271 vemos que existen. tres condiciones: 

1.11. Si y =.·o, ent;:.oncea .x = a 
2.11. Si y a, entonces x'= O(porque no hay rotac.t6nl 
3.11. Si y= l, en~onces x = Q. 

Aplicando la primera condicidn de frontera a· la ecuación 

o. = el + ~ 
Apl.icando. la seg'unda condicidn de frontera a (19} despues 
derivarlo previamente: 

DerivandOt X' = -c1K sen Ky + c 2K ces Ky 
R 

p 

(191: 

Cal 

de -

Sustituyend0: O '."' C2K - : (b) 

· Aplicando la tercera condic1C5n de frontera a (19) queda: 

O = e1 cos Kl +. c 2 sen Kl (el 

El cual. forma Un sistema de ecuactones con tres ecuaciones ho­
mogéneas, cuya soluci6n tiene dos posibilidades¡ la soluc:tdn­
trivial. y la soluci6n no trivial: 
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La prirnerél solución. ser!:Cl la trivtal donde: c1""a~ c2=R~=O. 
Por lo tanto X= O en todo punto de la columna, el cual carece 
de interés en este an~ltsts, 
La segunda solución no trivial donde llevamos a un determinan-

·te los coeficientes e t9ualando a cero: 

:i o l. p-

o K 
1 = o --p 

cos Kl., sen Kl._ O 

Resolviendo la determinante: (O+ O+ O)- { ~l cos Kl--}sen kl 
= ~ sen Kl .. ~l cos Kl. 

= sen· kl-kl cos kl 

kl cos kl = sen kl 

kl = tan.kl . (212 

Vemos. que la ecuación (21) es de. la forma trigonométrtca: 

~=tan~ 

· Pl 2 . El= ?0.19. 

p = 20 ,19 EI 

L2 

z "' 'f! 
·z = tan-e 

( ~' Z) 

cuya .solución .es mostra.da en la­
(f.ig~ 28}. . 

. Entonces la primera solucidn de­

la ecuación diferencial (21} di-

f~renté de cero se 
'e= 4 ,493 
Osea kl =·4.493 

K21 2 = 20,19 

tiene cuando: 

.Como; ·K·2 P · · = ff entonces: 

(22) 
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La igualdad (22). el valor de 20 .19 l.o podemos daJ;r en funsi6n -
de ir2 • Adem4s vemos que para este valor de p se :tn:f:c:f:a el 

pandeo entonces será P la carga citt:tca Pcr' 

• 2o .19 .. 2 

.. ·2. a .1
2

9. ... 20 .19 9,8696 'r?Pcr 

... 2.04 F:Lnal.mente: 

TT 2EI 
pe;= co·,7L)2 

De las ecuaciones (201 se obtienen resolviendo; 
~ LR 
C1"" .. -p 

"R 
c2 = + 1?K 

(36) 

(231 

(24) 

Llevando las ecuaciones (231 y .(.241 a la ().!U, para asi oote-­
ner la ecuac16n analtt:tca de la elástica de la columna: 

lR R ·. R . 
X = -p- .cos Ky + PK sen ky .+- T (1.-.y) 

Reduciendo; 

X = P~ sen ky - kl cos ky +. kCl-yl (.25) 
', 

En la ecuaci6n (251 vemos que l.a incognita de la reacc~6n hor~ 
zontal R es indeterminada porque se presenta en el momento de­
pandeo, el cual conduce a una fleclla indeterminada. 
Pero nos pre9untamos que benef:tcto sacamos de este análisis ª.!! 
terior que se realizó para encontrar la ecuación análitica de­
la elástica si no se llega a determinar, porque falto encon-~­
trar la reacc16n R. Pues bi.en el beneficio .es que de .esta· ma­
nera pudimos determinar el valor de la ca~ga cr!tica pcr para­
una columna empotrada.en su base y articulada en su extremo su 
perior el cual era el ftn de este an4lisis. 
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II.s ... LONGITUD EFECTIVA DE LOS liIEMBROS.EN COMPRESION, 

EL concepto de longitud· efectiva esf4 basado en gran pa_rte en -
su ut!lizactdn en las fO:rmulas de Euler, y su uso en· otros ti-­

pos de f6rmulas puede o no ser correcto. La longitud efectiva­
se llama tambien en ocac.tones, lonqttud stn soporte o longitud­
sin arriostrar., Esta .tertllinolo9!a puede ser confusa en vista­
de que· la long:ttud efecti.va puede ser mayci.;-. ·o menor que la dis­
tancia entre apoyos la. cual es la longitud real. no soportada.· -
Mediante el uso adecuado de esta longitud efectiva la mayor pa~ 
te.de las f6rmulas deducidas. para columnas ·ptarticulares pueden 
aplicarse a columnas con otras condiciones -de extremo •. 
Nosotros h.emos estud!.ado cuatro casos de columnas como se mues­
tra en la (fig.29)., éon diferentes tipos de apoyo. En esta fi-· 
gura se señala la lcmqitud efectiva encontrada en su deducci6n­
para obtener su carga cr!tica de cada uno. 

r 

l 
t...L 

T 
L 

1 

1 
1 

(a) (b) (c) (d) 

Fig.29~ Longitudes efectivas de columnas: (a) columna biarticu-. 
lada., (b} ao.tumna doblemente empotrada, (e) colmnna con 
un extremo empotrado y el otro articulado, {d) columna­
con un extremo empotrado y el. otro libre. 

Se da~ muchas definiciones sobre la longitud efectiva de pandeo 
o estabilidad pero son poco :entendible en. ésta tesis se defini­
r!. de una forma comprensible para su mejor entendimiento·como -
sigue: 
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La lonq:f.tudefect:tva de pandeo de una columna a compresi6n con 
carga axial, ::se lJ.ama:.:a l:á distancta que existe entre dos pun­
tos de 1nflex:f.6n~ el cual se genera cua~do la columna se pan--

, , 

dea; esta distanc;f;a depende.del. s:f.stema de apoyos, del. sistema 
·de cargas, o del sistema de desplazanuentos horizot:itales. 
Ahora resum.tendo las :f6rmulas de.Eúl.er de los casos estudiados 
que se muestra en la Cf;lgura' 291 est'an dados. en las :f.gualdades 
(33}, ("341, (351 :y (361 obtenidas en el inc.tso anter:f.or que -­
son: 

' - - 11'2EJ: 
AlColumna éiarticul.ada o doblemente - Pcr - -:-2 

articulada. 

B)Columna doblemente empotrada en 
sus extremos, 

__.;,._ P cr 

C) Co1Ulllna empotrada en su base_ y l!_ - P cr 
bre en su extremo s~pertor. 

L 

"i '11' ... EI 

"' (O .SLl 2 

Tf2EI 
= (2L) 2 

DlC::q;J:umna empotrada en su base y 

articulada en su otro extremo·, 
-.--· Pcr = 1T 2 EI , 2 

(0,7L) . 

(34) 

( 35) 

(33) 

(36) 

Si'nos fijamos en estas igualdades encontramos que todos t:f.é,..-· 
nen casi las mismas 'componentes, variando.tlnicamente en lapa,,=: 
te del denominador por el coeficiente num~rico que acompaña la 
lonqitud L. Por lo tanto podemos escribir la f6rmula general-
de Euler por,analog!a, para su apl1caci6n general de .la forma­
siguiente: 

Carqa cr!tica de Euler 
o fundamental, 

(37.) 

En esta expresidn ·KL es la longitu~efectiva de la columna de­
finida, es decir la distancía'entre·puntos de inflex:l6n del -
eje deformado; K = 1, para· extremos articulados, K = 0.5 para­
extremos empotrado11, ·y tiene valores intermedios para· restric­
ciones elásticas comprend:tda entre esos l!mites1 como el caso­
de una columna con extremo empotrado y el otro.articulado la -
K = 2 y para la ~olumna de un extremo empotrado y el otro li-­
bre K = 0.7; si un extremo de la columna puede desplazarse li­
nealmente respecto al otro, en direcci6n perpendicular al eje-
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original, K puede crecer indéfintdamente. Entonces vemos que -
en la igualdad de la carga cr!t:tca fundamenta1 o de Eulerel -
coeficiente K var!a con el tipo de apoyo, y al producto KL se­

. le conoce como Qlon9:ttud efectiva de pandeo" de .la columna en­
cuesti6n. 
En la (f.tg.JOI se dan los valores de.K para varias condiciones 
de apóyo idealizadas, en el que se suponen las restricciones -
que impiden las rotaciones y tJ:'anslacioneá de los extremos son 
ciento por ciento efectivas o no ex.tsten. 
Puede supoñerse que se presenta una condtci6n Qe empotramiento 

(a) (b) (e} {d) 1~> {/} 

. ;. Eil J~ ~ 1 

-g1-!"l ~ ~ <¡& ,t ""' "'" .. Lr' ~r· 
I 1 \ I 1 

' ' . / . 1 \ . I 1 
I I. 1 I , 

La confl¡uraciOn de 11 columna I 1 1 I 1 
p1nd11~ se muestra I 1 

., 
1 I 1 1 I con lln11 1>Unlead1 \ 1 I 1 1 I 

\ ·1 I I I \ 1 I I I ., 
I 

I I 
·" ...... .... ... ..... 1 "'t t t t t" ·*" 

1 
t 

· V1lor leOrlco de K 0.5 0.7 1.0 1.0 
¡ 

2.D 2.0 ! 

V1lor d1 diseno racom1nd1do para· K, 
0.80 1.2 1.0 l cu1ndo las condiciones reales d• 0.65 2.1 2.0 

apoyo se 1prnxl~1n 1 las Ideales 

1 Rotacl6n imPtdld• Tronsl1clOn impedid• 

' y T11nsl1ci6n Impedida 
Represent1clOn esquemAlica dt Ju 

Rotacl6n libre 
. condiciones de apoyo • Rolacl4n Impedid• T11nsl1clOn lillf1 · 

.. · . 
f Rotación libre T11nsl1ci6n lillft 

Fig.30. Valores de los coeficientes K para col.umnas aisladas -
con divérsas condiciones de apoyo, 

perfecto en la base C caso a, b·, c y e de · la fi.9. 30 i , cuando la 
columna esta ligada a alguna cimentaci6n r!g:tda, cuyas rotaci~ 
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.nes son despreciables por medio de una conexí6n dtseñada para­
resistir el momento d~ empotramiento y obvenída mediante una -
ba_se de placa y anclas o ahogada la columna en el cimiento una 
longitud adecuada: euando el comportamiento del extremo infe­
rior es incierto,_ respecto a la existencia de rotaciones, debe 
considerarse.articulado (caso d y f,fig.30iLas rotaciones del­
extremo superior se suponen en impedidas cuando la columna es­
ta unida r!gidamente a .una trabe aperaltada de regidez muhcas­
veces mayor que la suya propia; si los desplazamientos linea-­
lea de la trabe estan impedidos por medio de contraventeos o -
muros de rigidez, la columna s.e encuentra en el caso (al, y --
• . . 
cuando pueden presentarse esos desplazamientos estan eñ el ca-
so (fl 6 (el de la tf:tg.301., 

La supostci6n que hay articulaétones en los extremos superio--
res, casos by d , puede deberse a que las trabes teij.gan una -
rigidez muy reducida a la forma en que esten conectada,s con -­
las columna13, 
Los valores de K recomendados para diseño son una modif tcaci6n 
de los teOrtcos hechas teniendo en cuenta que tanto las artic~ 

_. lacio_nes perfectas como los empotramientos absolutos son irre!!_ 
lizables. 
Todas las configuraciones de la (fig.30}, y otras correspon--­
d.tentes a condiciones de apoyo que no aparecen en ella se re-­
presentan en ~ senoide referida a ejes adecuados; la carga -­
Pcr que hace posible la deformact6n sinusoidal del miembro es~ 
la carga cr!tica el4sttca que co:rresp~nde a cada una de las.:..­
condtciones de borde·, y puede calcularse ut:tl;t.zando y concepto. 
de longitud efectiva~ 
Todas. las f6rmulas anter~ores pueden asemejarse al caso funda~ 
mental .como anteriormente se explic~, quiere dectr que stempre 
se utt1izar4 esta fd:rmula poniendo· en su t~mino L la longitud 
efectiva Le en su lugar, Esta longitud resulta como se dijo a 
la. dtstancia entre dos puntos- de-tnflex:t6n de la ·cu;r:va el4st1-
ca o las articull\ciones, s:f: l.as. hay. La longitud efect:tva . de­
una columna, Le en el caso fundamental es L pero en los casos-
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es 2L, Q,7L y O,SL, respect1:vamente par;a el casQ. general Le=KL 
como ;al término K se le denomina ''factor de longttud efectiva" 
el cual depende de las restricciones de los extremos. 
Para caso más.generales para obtener el valor de1 factor de -­
longitud efecti.va K, para cualquier columna que se pueda enco_!l 
trar en una estructura compuesta de marcos donde intervienen -
colmnnas, ~.t.gas, conextones entre ellas, asi como tambien pue­
de haber e1ementos de contraventeo; el. valor de K esta en fun­

cidn de las rigideces- de los element.os que concurren a los ex­
tremos de 1a columna en ·estudio, para casos de·pandeo elásti­
co. Un marco puede fallar por pandeo de alguno de los tres t.!_ 
pos siguientes: pandeo de conjunto, pandeo lateral de un entr~. 
piso, pandeo de una o varias columnas individuales, 
Entonces tenemos que revisar cada columna:por pandeo para el -
cual se necesita su factor de longitud efectiva K el cual se 
obtiene con los nomogramas de las (fig.31,32), (esta explica-­
cidn se dará con nomogramas realizados gráficamente para su e!!. 
tendimiento ~e su uso¡ mas adelant.e en el capítulo V se pre-­
sentarán los nomogr~as dibujados a escala~, como sigue. 

NO M06 R R MFl N•1 
r'.. K 

so.. '·º 

o o 

'Fig.31. Obtenci6n de K para 
marcos qontravent.e~ 
dos·. 

N a M D 6 R a .M.R H~ t 

! r• 
""° 

Fig.32. Obtencidn de K para 
·.marcos no contrave.!l 

teados. 



Lós par!metros :r 'a y r 1 b son; 
r'a = [! c-f-lcol.Jen 

LL: ci ltrab. . 
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el nudo a. 

Dond~ ·los ind.tces a y o corresponden a cada tino de los extre·"'I-
mas de la columna que se esta cons.tderando. 

I . I 
. La ~ (¡;-1 col. representa la suma de los cocientes L de todas 

las columnas que concurren en el extremo e.n el que se cal.cula­

r (osea la columna en estudio y la que esta inmedtatamerite 

.arriba o. abajo de ellal, y ¿ ( i, } trab. la de las vigas que 11~ 

gan al nudo y se encuentran en el plano en el que se estudia -
el. pandeo; los momentos de .tne:rcia corresponden a ejes n.orma--

.. ·les a ese plano,; Para que se tengan en cuenta en la determin~ 
ci6n de r, tanto v~gas como columnas deben estar unidas rrgid!. 
·mente con el nudo, pu'es si estan conectadas en él mediante una 
artiCulac;t6n no contr.:!:buyen en .nada a la res.i.s.tencia. 
En extremos de columna~ articulados (en la cirnentaci6n por --­
ejemplol, les corresponde un valor de r' a = <D · en teoría pero 

en el diseño práct.ico puede tomarse r'a = 1, a menos que el -­
apoyo este d.tseñado como una •articulaci6n sin fricci6n¡ análo­

gamente aunque r' a = o.· en teor!a cuando el extremo de la col U!!! 
na esta empotrado, conviene suponerlo igual a 1, en columnas -
ligadas a zapatas diseñadas para resistiF momentos. 
cuando se conocen las condiciones de apoyo de alguna de las v.f.· 
gas en el extremo opuesto al. nudo en estudio se mejoran los --

. . I 
resultados multiplicando su rigidez ¡;- po.r 1.5 si el extremo -
esta articulado y por 2.4 si esta fijo angularmente, cuando no 
hay desplazamientos.lineales.de los nudos; y por 0.5 si ·esta -
articulado y ~os nudos si pueaen desplazarse. Entonces la --­
::f.ntérsecci6n de la escala central ·del nomograma y una lJ:nea -­
recta trazada entre r'a.Y r'b proporciona el coeficiente K bu!_ 
cado. 

'¡"•• 
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I~.6.~ ESFUERZO EN COLUMNAS J\SOCIJ\D~S A CARGA CRITIC,I\. 

El esfuerzo en una columna someU:da a pandeo esta asociado a -

la carga crítica. Osea a partir de la carga cr!ticá puede ob­
ternerse el esfuerzo crítico de pandeo, simplemente dividiend~ 
la entre el 4rea de la secci6n recta de la pieza, pero antes -
veremos la va1idez de la carga cr!ttca de pandeo el. cual qued6 
definida por la ecuación (371., ·siendo ideal.tzado mediante las­
siguientes hip6tesis: 

a}.- El material es l~nealmente elástico y no exede en ningdn­
caso el esfuerzo correspondiente a·su l!mite.de proporci~ 
nalidad. · 

b) .- El módulo elástico de1 material es el mismo en tensi6n·-­
que en compresión. 

c) .- El material es perfectamente homogéneo e isotr6pico. 
d) .- El miernóro es perfectamente recto inicialmente, y l~ aplf 

caci6n de la carga axial es perfectamente concéntrica con 
el centr6ide de su secci6n transversal. 

e) .- Los extremos del miernóro son articulaciones perfectas sin 
fricción . 

. f) .- La secci6n del miembro no se tuerce y sus elementos no s~ 
fren pandeo local • 

. g} .- El miernóro se .encuentra total.mente libre de esfuerzos re­
siduales. 

h}.- Se puede utilizar la aproxirnaci6n de deformaciones pequ~­
ñas para definir la curvatura del eje deformado de la.co~ 
lumna. 

Para un rnternl)ro ideal como éste, la :tnestaóilidad se caracterf. 
·za por una deflexi6n. "y" :tgúal a cero· con cargas "P" que aume~ 
.tan hasta el valor cr!tico Pcr , y. por unabifurcaci6n en el -
punto de c_a:r9a c;r!ttca, ya sea con "Y" ~gual a cero 6 con una.o 
"y" indeterminada, que sati:sfaga la, s.oluci6n matem4t:tca. En la 
C.fig. 331. se m.uest:ra esta relaci(5n medtante la línea llena ,...,. 

OAB. 
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Fig. 33. 
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En realidad, como las condiciones (c) y (d) nn pueden satisfa­
cers.e por completo ni a6n con cuidado y· presioi6n extremos, la· 
defl.exi6n· lateral ·crece en forma progresiva, pero tiene un in­

cr.emento s1lbito con cargas ce.rcanas a P cr' lo :cual se muestra­
por medio de la linea punteada OA'B' (fig,J3). 
Para una columna ideal. que satisfaga la hip6tesis de (a) ·hasta 
(hl. , el esfuerzo axial esta distribuido .uniformemente sobre la 
secci6n transversal para todos los valores de carga hasta Lle­
gar a la carga critica, y por lo tanto el esfuerzo critico fer 
puede definirse como sigue: 
Para el caso general de columnas: 

El esfuerzo esta dado por: 

Sabemos que la carga fundamental es: Pcr 

Por lo tanto sustituyendo (2) en. (1): fer 

= TfªEI 
(KL) 2 

,rEI 

= A(KL) 2 

, (.l.) 

( 2) 

( 3) 

La· ecuación (3) la transformarémos de una forina concreta, para 
su fácil aplicación y entendimiento; entonces realizando oper.!_ 
ciones: 

= , 1TªE 
(KL) Í~ 

I 

{4) 



Sabemos que el radio de giro es: 

=' r2= r :;,... -x-
Modif:tcando (41: 

1T2E 
fer = (KL) 2 

--J:-

A 

Sustituyendo l6 l. en C.4 l. tenernos: 
. 'TT2E 

f "' ....!J.-...::.. cr (I<L) 2 
¿ 
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(5} 

(6) 

(71 

Finalmente de manera general el esfuerzo crítico en una colum- ,. 

na cargada axia,lmente conocido como: "F6rmula de Euler". 

JTZE 
2 

(~l 
r 

( 38) 

En la expres i6n" ( 38) el ntimero K; se conoce con el nombre de: 

"Relaci6n de Esbeltez'' de la pieza. 

Para las col'Urt\nas estudiadas anteriormente sus respectivos es-
fuerzos son los siguientes: 
al.- Columna doblemente articulada: 

(K = ll 

bl .- c·olumna en cantiliver: 
(K = 2) 

el .~ ColUll\na doblemente empotrada: 

oc·= O,Sl. 

dl .... Columna empotrada y art:tculada; .fer 
' (K .. o. 7) 

(38) 

'(39) 

(40} 

(41) 
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cuando ·1as cond:tc.tones ·de apoYo de los extremos de una columna 
son las.m.tsmpS en todas las d;trecctones elc4lculo del esfuer-

. zo crtt:tco debe ~cerse considerando el r~d.to de giro m!nimo ·­
de _la secc:i:<5n, D.tremoa-·en este caso que el pandeo ocurre al-­
rededor. del eje menor ·momento de i:nerc:i:a y con· ello podemos ª.! 
táblecerque la p.teza al pandearse se flexionar4 alrededor de­
ese eje,;· . . . 
Cuando las condtc:i:ones de apoyo son diferéntes en direcciones­
d.tst:i:ntas, deberS .tnvest±garse el pandeo ·al menos en dos di ... ~.,. 
rece.tones perpend.tculares y se ut:tltzar4 para el c~lculo del -
esfuerzo cr!t:tco el-mayor de amóos valores de la relact6n de -
esbelt~z. 

La oótenct6n de las fc5rmulas presentadas anter;1.ormente se basa 
en la hip6tes:f:s :fu?damen_tal de que la col1lill?la se comportar4 -­
elást:tcamen~e hasta l.a apartctc5n del fenllmeno de pa.ndeo; por ... · 
lo.tanto dichas f6rmulas no son válidas en piezas en que el e~ 
fuerzo cr!t:f:co de pandeo es ·mayor q\ie el esfuerzo en el l!mite 
de proporctonalidad del-.matertal de que estan ·compuestos. El 
cual .este tema. se estudtart!i en el. capttulo II:, para el dimen•­
cionam.tento de columnas • 

. ., '- .-



CAPI"l'tJLO II:t 

:II:r.- DIMENSIONNUENTO Y REVISION DE COLUMNAS BAS,l\D.A.S EN LA 

TEORI1\ DE EOLER~ 

II:t.l..- LIM:ITE DE LA APLICACION DE LA FORMULA DE EULER. 
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La obtenci<Sn de 1a fcSrmula de Euler, que permite calcular la.­
carqa cr!tica de p.tezas rectas comprirnida.s axialmente, está b!!_ . 
sada en la suposici6n fundamental de que 1a pieza se comporta­
~1ásticamente hasta la iniciasi6n del pandeo, corno lo dernues-­
tra el que en la ecuaci6n básica de eqUi.lihrio aparezca el rn6-
du1o de elásticidad E, que se conserva en la fórmula final. -­
Las ecuaciones (11 y (21 no son apltcables a columnas cortas ~ 

1r2EI 
P cr "' 00:.l 2 · 

(1} 

(2) 

, o de longitud intermedia, en la que se alcanza el l!mite de -­
proporcionalidad. ant~s q.ue el esfuerzo crítico de pandeo elás­
tico. 
La. f6rmÜia (2) es válida unicamente para el intervalo de valo­
res de la relaci6n de esbeltAz a los que corresponden esfuer-­
zos cr!ticos no mayores que el l.!rnite de proporcionaU.dad 
(~r ~ V°LP> , ya que Euler hizo un análisis te6rico. de la carga 
cr~tica para columnas esbeltas basado en la ecuación diferen-­
cial de la elástica. Ahora se sabe que este análisis solamen­
te es válido hasta_ que las tensiones alcancen el l!mite de pr2 
porci.onalidad. En los tt:empos de Euler no se hab!an establee!, 
do los conceptos de tens.tón, ni de l.!mite de proporctonalidad¡ 
por lo que él no tuvo en cuenta la existencia de un 1!mite su~ 
perior de la carga cr!tica, 
De la ecuación se puede concluir que el l!mite de proporciona-
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lidad del matertal es- el ltluite superior del esfueJ:zo con el -
cuál la columna se pandear4 el4s·ttcamente. 

,Ahora sabemos q:ue una collJll\na tiende a pandearse stempre en la 
direcci6n que es m4s flexible. Como la resistencia a flexi6n-

· var!a con el momento de :.tnercta, e1.valor de I en la fdrmula -
de Euler es siempre el menor mcm\ento de inercia de la secc:.tdn­
recta.. La tendencia a pandearse t.tene lugar, pues, respecto-

. del eje pr:tncipal de momento de inerc:ta m!nimo de la secctdn .. 
recta.. 
Sí eS'tudiamos las componentes de la fOrmula de Euler, a groso­
modo encontrar~os de la fOrmula Ci>: 

11'2 = es una constante. 
E = es la rigidez que presenta un material, (mddulo de -

elastic:tdadl, s.t su valor es grande quiere decir que 
el.material es poco deformable¡ por lo tanto la car­
ga cr!tica serta mayor. 

i = es el momento de inercia; es algo positivo a la de~­
formaci6n de la pieza seg1ln la forma que tenga. Al ~ 
crecer el momento de inercia, crece tawbien la carga 
cr!tica, originandose el pandeo en el eje de momento 
de inercia menor, 

L = viene siendo la longitud efectiva de pandeo, osea es 
la que esta dependiendo del coeficiente de columna K 
áeqlin sean las restricciones en los apoyos. Si al -
aumentar la longitud efectiva de pandeo, la carga -- · 
cr!tica tenderá a ser menor ya que la columna ser4 
mas esbelta •. 

La fdrmula de Euler llamada as! a la.ecuaci6n (1), demuestra -
· t~ien que· la carga cr!tica que puede producir el pandeo no 
·depende de la resistencia del material, sino de sus d.:tmensio..; __ 
·nea.Y del mOdulci el4st.1co. Por t!ste motivo, dos barras de.;. __ 
id~nttcas dimensiones una de acero de alta reststenc.:ta, y otra 
de acero suave, pandea~4n !>ajó la m::tsma carga crtttca~ ya que ... 
atinque sus resistencias son muy diferentes tienen prácticamen­
te ·el mismo 1th'.5dulo el4stico. As!, pues, para aumentar la re--



sistencia al pandeo, tnteresa aumentar lo m4s posible el rnorne~ 
.to .de inercia de la secci6n, .Para un área dada, el material~ 
debe dtstrthutrse tan lejos como sea postble del centro de gr~ 
vedad.Y de tal manera que los momentos de ~nercia respecto a• 
los ejes princ~pales sean tguales, o lo m4s parecido posible. 
Como se dijo anteriormente para que la f~nnula de Euler sea --
aplicable, la tens;tl5n que se produzca en '.e1 pandeo rto debe ex-

. ' p . . ' 
ceder al l.fm.tte de proporc~onalidad, Osea el de-¡;; ·es la ten 
si6n media en la •columna cargada con su carga cr!tica, y se -­
llama tensi6n cr!tica, Su lfmtte. super.tor es la tensi6n en el 
l!mite de proporc.ionalidad, Por conven:to, se deftnen como co­
lumnas largas o muy esoeltas aquellas a la que se puede apli-­
car la f6rmula de Euler: La esI:>eltáz m!nima, que fija el l!mf 
te inferior de aplicación de la f6rmula de Euler, se obtiene -
sustituyendo en la ecuaci6n (21 los valores conocidos, del l!-

. mite de proporcionalidad y .del m6dulo elástico de cada mate--­
rial y tamói~n con los diferentes tipos dentro de cada mate-­
rial •. Entonces: 

fer d fLP 
Donde fer es el e~fuerzo cr!tico, y fLP es el eSfuerzo de l!m! 
te de proporcionalidad. Entonces dicha f6rmula de Euler es -­
aplicable en columnas a partir de que; 

fer i=; fLP 

Por lo cual el esfuerzo.de límite de proporcionalidad debe ser 

igual a: "11"2E 
fLP ;:: 

De donde: 

Quedando: 

(~l2 
r . 

c!!!J 2 1T 2E . 
r = fLP . 

.!i_ =~ 1T2E. 1 

r fLP 

En resumen la f6rmula de Euler es aplicable a las columnas cu­
yo rn6dulo de esbeltéz es: 

( 3) 



Donde; ~ ~ Jll6dulo de esbeltéz 

•~~coeficiente de columna 
\J~ 
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.Podemos concluir entonces que: 

Al Si, ~ =i ~::• 
B) Si, 

se trata de una columna esbelta o llamadas 
·tambl:en largas y su fal.la será por "estabi 

l.:tdad". 

Se trata de una columna no esbelta, en el­
cual se encuentran las columnas cortas e -
inteJ:llledias. 

Un diagrama t!pico esfuerzo de formaci6n a la compresi6n para­
una probeta en la que se impide el pandeo se puede representar 
como en la_ (fig.ll en el intervalo de esfuerzos. 

:Íi'ig.1. D:tagramá esfuerzo 
·de· ·formac:t6n de ..­
compres i6n, · . 

f..,,.,¡ E o 

r" Lll11Tf OE PRllPDR(IDl'iRUDRb e·----:--·-

CURVA DE liUt.EA · 

+ .. ~co1.. 1 ta1... 1 cat.. 

Fig.2, Gráfica del esfuerzo 
cr!tico· en col.UI11nas­
en. funci6n de la re­
laci6n de esbeltéz. 

De O hasta l el material se comporta elasticamente. Si el es­
fuerzo en una columna en pandeo no excede de este intervalo la 
columna se pandeará elas.ticame~te. La hip~rbola correspondi'e~ 
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]"2E = 2 
cE!.1 r 

te a la ecuaci6n r-. Ver , es aplicable en este caso. Es 

ta'porci6n de la curva se indica como el tramo BC en la {fig.2) 
Es importante reconocer que esta curva no representa el compo~ 
tamiento de una columna sino más bien el de un ntlmero infinito 
de columnas ideales de diferente longitud. La hipérbola que -
corresponde a la regi6n que no esta. situada en el. intervalo -­
dtil se indica en la (fíg.2}.por medio de una curva punteada. 
Una column~ c~n'una relaci6n (~Ll correspondiente al punto B -

de la (fig.2) será la columna de m~s corta longitud hecha de -
material y tamaño dados, que se pandearán elasticamente, una -
~alumna más corta, con una relaci6n ~aún menor, no se pandea . r -
r4 en el l!mite de proporcionalidad del material. En el dia--
grama esfuerzo - deformaci6n (fig.11, esto significa que el ni 
vel de esfuerzos en la columna ha pasado del punto 1 y alcanz~ 

do quizá un cierto punto 2, Este nivel de esfuerzos más alto­
se puede decir que, en efecto, se ha creado una columna de ma­
terial diferente, puesto que la rigidez del mismo ya no esta-. 
representada por el rn6dulo de elasticidad. En este punto, la­
rigidez del material esta dada instant~neamente por la tangen­
te la gráfica esfuerzo - deformación, es decir, por el m6dulo­
elástico tangencial (o referido a la tangentel Et' La columna 
'permanecerá estable si su nueva rigidez a la flexi6n EtI en 2 
es suficientemente grande y podrá soportar una caFga mayor, ·A 
medida que la carga aumenta, el ntvel de esfuerzos se eleva -­
tambien, en tanto que el.m6dulo referido a la tangente dismin~ 
ye. Una columna de material a11nmenos r!gido actaa bajo una -. . . 
carga crectente. La sustituc.t6n.del m6dulo el!stico tangen-..... 
cíal Et' en vez del mOdulo elSstico normal E, es entonces la -
Qnica modiftcaci6n necesarta para obtener las f6rmulas de pan­
deo eldst.tco apltcables en el intervalo tnelastico, En conse-­
cuencia, la f6:rmula generaltzada de Euler, o bien la f6rmula -. 
del módulo refertdo a la tangente set!: 

2 
lT Et ver ... ( !S!!.¡ 2 

r 

(4) 



54 

Como 1os esfuerzos correspondientes a los mddulos referid~s a-. 
la tangente se pueden obtener.a partir del.diagrama esfuerzo -
de.fo~aci<5n a la. compres:t:dn, la relac:t:<5n ~ a la cual se pan.._ 
deará una columna con estos valores se puede obtener de la e-­

.cuaci6n (4} • Una gráfica que represente este comportamiento -
. KL 

para va1ores intermedios y bajos de r esta dada en la (fiq.2) 
por la curva desde el punto D a B. Los ensayes en columnas in­
dividuales verifican esta gr!f:t:ca con notable exactitud. 
En conclucidn en el intervalo de D.a Bel pandeo es inelástico 
por lo tanto no se puede apU:car la fdrm?la de Euler (211 Se -
usar! en éstos ca·sos la f6rmu.la (4 I para su determ.tnaci6n 7 en­
este tramo una columna puede fal1ar por pandeo 6 por resisten­
cia del elemento ya que los· ensayes se realizan sin poder cum­
plir con todos lo~ requis:t:tos de h:t:p6tes:t:s, 
Extste un tntervalo illttrno como se·muestra en la (fig.2r, el -
de.E a D. Las cuales son l.lamadas columnas cortas, estas co-­
lurnnas t:t:enen su falla pQr aplastamiento 6 llamadas tarnóién de 
res:t:stenqia, hasta un determinado m6dulo de·esbelt~z. 
Una·qráfica del. esfuerzo cr!tico en columnas en funci<5n de. la­
relac;t6n de esbel,téz, presenta l~ siguiente configurac16n; co­
mo se 11\ueatra en la Cf±s,Jl realizada en la pr4ctica. 

f'aMDSQ 

tMl!t.. .. S11 CQ 
1 

caL. can~s tO\.. \.ARGA' á 
&!il!l&L"t~~ . 

F:tg.3 
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Nota.- Durante años despuás del siglo XVXII la ter!a de Euler 
era incorrecta, pues arrojaba resultados que no concordaban -
con los oJ:>tentdos· expe¡:im.entalmente, esto se deb:ta que en ese­
entonces las columnas tentan una escelt~z muy reducida osea f~ 
·llaban en el rango :tnelastico, óajo cargas mucho menores que ~ 
.las predichas por la f6rmula de Euler. Por este motivo las c2 
lumnas se diseñaron durante largo tiempo utilizando fOrmulas -
empiricas deduc;tdas de i:nformaciOn de pruebas de laboratorio. 
Dicho problema fue atacado por primera vez por Engeser en 1889. 
en que puólicO su teorta del m6duto tangente de acuerdo con -.:,• 
ella, la resistencia rn~:tma de_una columna que empi:eza a pa~ 
dearse en el intervalo :tnelttsttco se obtiene sustituyendo en~ 
la f6rmula de Euler el m6dulo de elasticidad E por. el m6dulo-

. tangente Et. Dad~ la c;rr4ftca esfuerzo defonnaci6n de un mate-· 
rial, se puede obtener de ella el mc5dul.o tanc;rente para cual--­
quier esfuerzo; si se supone que ese esfuerzo.ea el crítico d! 
rá una col.umna determítlada~ se puede aplicar a la f6rmula (41; 

Tr 2E t 
fe~"."'----

e!!!¡ 2 
.. r 

(.4} 

y despejar el valor de ~ que corresponden al ésfuerzo cr!tico r 
considerado. Explicaremos esto·paso a paso,; sea la sigu:tente-
.gr4fica, esfuel:zo-defo:cmacidn que puede_ser de un material de­
concreto 6 madera que tiene la s'iguiente configuraci6n como se 
muestra en la (fig. 4) • 

DQnde: 
f fer = esfuerzo de pro-­

porcionalidad. 
C::p = deformaciOn de 

E,:UU&G(, proporcionalidad,· 

Fig. 4. 
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Entonces hay que def~nir el m~dulo tan9ente Et para aplicar la 
f6rmula (41 para cua1quíer esfuerzo, suponiendo que ese esfue_!:: 
zo es el cr!tico. Tenemos entonces de la_ 9r&fiCé\l 

E = df 
tlE 

Osea: ~ 
Et= 'f:p 

La curva t.tene como func.:t6n: f = F(it 
Sabemos que la der.tvada de una funcí6n es la tangente; 

Et= F 1 (¡) 

Ahora despejamos de la f6rmula (4) el m6dulo de esbelt~z: 

(a) 

(b) 

(e). 

KL __ Rlr2Et 
r- - --r--- {d> cr 

Para encontrar los puntos de la gr~fica escojamos unos valores 
arb.t trarios de las defom_aciones, para encontrar su respectivo 
esfuerzo por medio de l.a 1:gualdad Cbl: 
Definiendo deformaciones arbitrarias: ~1 , ~2 , 1¡.3 , •• ,, ~n 
Sustituyendo en la ecuaci6n (b) encontramos sus funciones res-

péctivas: fl = FCi1>, f2 = F(~2), f3 = F(~3> , .•. , fn = F($n) 

Ahora encontramos las derivadas de cada punto, las cuales vie-
. nen siendo el m6dulo tangente: 

Etl = F' <~i' ·, 'Et2 = F2 <~2>, ••• , E~n = Fn (~n) • 

L~~go calculamos ~ usando la igualdad (d) para cada m6dulo . r . 

:;~·:~ ~:::::··:;! ~:r;,~:::r: ... (~) n = ~ "::t." 
Pos ter.tormente graficamos ·la funci~n (~, f

0
r) con el cu!l ob­

tendr&los ima curva;- una vez trazada ~sta ciurv_a, podemos dise­
ñar cualquier columna de un material del cual se haya dado su­
funci6n. Este diseñe se realizar4 entrando con el m6dulo de -
esbelt~z de l.a columna c~L) a la curva ·(pero d~l m.tsrno mate--­
r.talJ, en las abc:lisas, hasta interceptar la curva, en este 
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punto se traza llila paralela a las abctsas hasta llegar al.eje­
de ias ordenadas, oétentendo de esta manera el fer con el que­
se diseñar~ dicha pieza • 
. Para su mejor e.ntendimtento se pone al alcance el "~jemplo N.ll1" 

·que explica todos los pasos anter±ores, en el capttulo V de·e~ 
·ta tes:fs. 
Como se dijo anteriormente el an~lists de la teorta de Enge--~ 
sser del m6dulo tangente; se basa en la tÍ.ipótes:ts de que ·1a d~ 
formaci6n de todas las fibras de la sección transversal esta ·~ 

df - . controlada por la ley (¡r-}~Et' osea que no tiene lugar ninguna 
descarga de las fiaras, Sin ~bargo, sí la columna esta líge­
.ramente curvada, cualquier incremento en lá curvatura origina­
un aumento del esfuerzo de compres.i.6n·en el lado c6ncavo y.una 
d1sminuci6n del m;i;smo en e1 lado convexo Cftg. 5) • Osea expli-. 

cado de otra manera este fenómeno es que comenzando da flexicSn 

\.fl CID 
t:aMt..RVD 

¡¡:--

.\J\DQ 

~llMVEXD 

-r~· .. -.· .. -~ .. · . .. . ~ 

·--.. .. 11. 
R . ·. . 

. . . . . . . . r~ 

de una columna cargada m.1s­
all4 del l!mite de propor--
cionalidad los esfuerzos en. 
el lado cóncavo se incremen . . -
tan de acu,~).1'.<!0 a la ley que 

Fig.5 •. Columna Flexionada. 

correspondan segtln el dia-­
grama esfuerz,o-.d.eformaciC:Sn, 
pero.en los del l.ado con--­
vexo disminuyen, si·guiendo""' 
la ley de Hooke, de .ma·nera­
que su resistencia m.1xima· -
no es funci6n· ni del m6dulo 
de elasticidad ''E". ni . de la 
tangente "Et", sino. de un - · 

m6dulo "E" comprendido entre los dos. ·Este concepto, propues-. . . . . 
. to por Considere y desarroll.ado por Bon Karman, co~duce a la -
llamada teor!a del m6dulo reduc.tdo, donde: Et< Er <E, y su es-
fuerzo cr!t:tco se da por~ 1r2 Er 

f ... 
cr L 2 

<r-l 
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1\partir de entonces se acepto esta teQ:i:"fa "del m!'.5dulo.reduci­
do" .como la soluc:t.6n co;rrecta del p;roblema del pan.deo ;tnelást.!, 
co de columnas; .desde el punto de vtsta del concepto cl4stco -
de :tnesté\ó:tltda,d es efecttvamente correcta, puesto que indica­
la carga para la que unª columna perfectamente recta y cargada 
axialmente pueaa tener adem4s, otras configuraciones en equil1 
b;rio cercanas a la recta, Sin embargo, mas adelante.aparecie­
ron dudas soóre ella, pues resultados experimentales c~:tdado-­
sos obtenidos con espe9!menes de secciones transversales, de­
d:tversas formas.:tnd;tcaron que las cargas de pandeo reales se -
encuentran entre las predtcha.s por las dos teor!as, del m6dulo 
tangente y del módulo reductdo, mas cerc~ generalniente de las-
pr~meras que de las segundas, 
El verdadero s:tgntftcado de las dos teo:t:'!as fue aclarado t'i:na,! 
mente por Shanley, en 1947, poniendo as!. f;tn a una controvep ... .,. 
sia que dur6 m~s de c:tncuenta años, Donde Shanley ha demostr~ 

do que el esfuerzo cr!t:tco depende de las condtciones que pre­
ceden al pandeo, 
En todas las teor!a~ que tratan para pandeo inelastico se adm.!, 
ten las hip6tests stgutentes; 
1,~ Los.desplazamientos laterales del eje de la colUmna son p.=_ 

queños :n compa:ract~n con las dP1\ensiones de sus secciones 
transversales. , 

2 .... Las secc.tones transvex-sales permariece:6 planas y normales ... 
al eje defo:rmado, después de la fiextOn, 

3.-·El diagrama esfue;i:"zo~defo:ritJac:t:On del material de la colum­
na da la J:"elaciOn entre es·fueX'ZO y deformac;L<Sn en' cual· ... .;,­
quiera de sus ftbraa longttudtnales. 

4.- El plano de flext6n es·un plano de ~tmet:rta de todas las -
secciones tr~sversales, 

En concluci6n, sobre este tnctso. podemos dectr ~ue la obten--­
c:tOn de la carga cr!ttca con la teorta delm6dulo ta!lgenteno­
es totalmente correcta desde un punto 'de vista estX'ícto, pero­
se ha demostrado que en la pr4ctica da iesultados -muy acepta~­

bles. 
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Por lo mencionado anteJ::toX'lnente la deducctc5n de la teorta del" 
·m~dulo tAI\9ente en e.sta tests es satisf actortft para el pandeo­
tnel4sttco, por consecuencia no se ~p1tcan y analizan las de-

. mas teorta·s en esta tes~s ya que para tratar esto·s temas se '"".; 
tendrfa que real'tzar un traoajo completo, ¡:>ara abarcar todos -
sus anáU:s:ts ¡:>ara :'JU Iiuena expltcactc5n y comprenstc5n; es el m~ 
ttvo por el cual se da-un.éosquejo 9eneral de cada :una de --­
ellas-. 

IJ::i:.2.- DIMENSJ:O!lAMJ:ENTO "l REVISION DE COLUMNAS DE 1\.CERO CARG~ 

DAS AXXALMENTE. 

Para el diseño de columnas de acero a carga axial, son en base 
a experimentos ideales para la explicación del fen6meno de es~ 
tabilidad elástica que se esta tratando en esta tests pero se~ 
puede dar el caso que _se puedan presentar en la pr~ct_ica, como 
tamóien en columnas de madera que se estudiara mas adelante, 
Existen diversos y variados m~todos para su revisión y dfmen-­
sionamiento, estudiaremos el m~todo de la "Colum Resear.ch --­
Coucil" (C,R .• S.} mlis conocida por sus siglas, este m~todo tam­
bien se enseña en el curso de mec~nica de materiales de la fa­
cultag. El cual se basa de acuerdo a la teor!a de Eu1er para-
pandeo elástico. 
La CRS nos dice que para e1 caso de columnas de acero cuya fa-
lla al pandeo sucede con el esfuerzo m~imo¡ el cual viene 
siendo el esfuerzo cr!ttco de Euler: 

cil 
Si sustituimos en la ~gualdad anterior por sus t~rtltinos: 

1T'2E 
fmax = C.21 

(KL) 2 
r 

El esfuerzo de compres:l:.On fcompr. en la secc;t6n crtttca por -
'efecto de la carga crtt~ca p~~, es sumada a otro esfuerzo de ~ 
compresi6n inicial el cual se debe a elementos de perf~les co­
mo por ejemplo· "I'' y la ."H" que tienen esfuerzos res~duales --
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producidos por el enfrt¡;u¡¡;tento .tJ:"~e~úlar que e.xpertmentan en ~ 
la 6ltima etapa de au fabrtcaci6n el que esta considerado como 

. f 
b •. "5 ~ •r 2 

El cuál llevado a las condt:ctones lbn:ttes se da como; 

... ~ fr 2 (J} 

La CRS para el análtsu hace tM!bten la siguiente considera--­
ci6n, dice que el. es.fuerzo de compres:.t6n debe ser meno;r 6 .. _ ... 

;tgual que el esfuei:"zo de fluencia, que llevado al caso l!m;Lte--
· esta dado por: f· - f 

compr. "" y (.4l 

Pero finalmente, el es.fuerzo de compresi6n total esta dado por 
la s'\llt\a del esfueJ.'ZO ni4x;ttno dada en la ei::uac;l.6n U.1 m4s el es .. . . 

fuerzo residual que yi:ene siendo consecuencia de la f abr;l.ca---
ci6n: de la cero, por cons;tguj;en~e: 

.fcomp:r • "" fma,:x + fr {S} 

Si en la igualCJ,ad (51 sust;ttuimos las· :tgualdadei:t C.41 y (31 t~ 

dr!mos: . fy "' fmax "' ~ . 

Despejando: . f., 
fma:x "' fy ... "'2 

... ~ 
fmax T 

Igualando las ecuaciones (21 y (.61 queda: 

'11'2E 
~ 

(KL} 2 
·r 

·De la ecúacidn (71 despejamo11 el. mOdulo .de 
· as! quede definido el l.fm:tte de apl.icac;t6n 

KL ~rr2E -FI ~ r y 

(61 

( 7) 

esbeltéz.para que -
de este método i 

{B} 

La CRS designa al segundo·m:tembro de la igualdad (81. como 

,. 
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'"Coeficiente de columna" (C0l; el cual en una columna de acero 
se estudiará su estab11idad a partir de este coeficiente y la-
relación de esbelt~z. 

Por lo tanto, el coefictente de columna esta dado por la igua! 
· dad s:tgutente; 

(9) 

Entonces podernos nacer ciertas concluciones: 
Si, KL ~ ce entonces la co1unma ti.ene un comportamiento elás-r 

tico al pandeo. 

S:i' RL oc; 
r ce entonces l~ col-umna t;tene un comportamiento !.ne--

lástico.al pandeo. 
La f6rmula del esfuerzo crit~co de Euler dada en U.l, se puede 
aplicar cuando el mddulo de esbel ttiz es mayor 6 , igual que el -
coeficiente de columna( y cuando el módulo de esbelttiz es me~­
nor se aplica la f6;rmula de Euler pero con el módulo tangente. 
Ahora para comparar el esfuerzo m~;tmo que puede tolerar ése -
esfuerzo real al l!mite de fluencia, dividamos la ecuact6n t11 
entre el esfuerzo de fluencta para que as! podamos obtene~ el­
esfuerzo máx:tmo de comp:res:.t15n de una columna. de acero, con car 
9a axtal y de comportamtento el~sttco al pandeo: 

f ' 
~ax = 

y 

"ri' 2E 

f {KL)2 
Y r . 

(10) 

Por otra parte, podemos exprezar la ecuaci6n (9}: de la forma -

siguiente: 1r2E c2 
--: - = _JL Cl1l 

fy 2 
la ;tgualdad Clll lo podernos sus t:l:tu;tr en la igualdad (10 l , pa• 
ra simplifi·carlo1 quedando; 

~ 
2~1 2 

r . 

Por lo·tanto: c2 .. e 
f

111
ax "' _ __._._ fY' 

2'cKLr2 
·r 

(.12)_ 
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En· resGmen se puede dectr que en una columna de acero estructu­
ral sujeta a carga axial, su esfuerzo máximo de compresi~n si -
el pandeo es elllst.tco, est.a dado en la .tgualdad (121 que se pu~ 
de admitir con respecto a sum6dulo pe esbeltéz ten.tendo.en 
cuenta que es apltcaóle s.t KLr ~ Ce , por tratarse de pandeo 

. KL 
elást:tco. Pero s:t aH:ora nos preguntamos qu~ pasa st. r-< Ce , 
osea si el m6dulo de esbelt~z es menor que el coefictente de c2 
lmnna entonces el procedtmiento que se lleva a cabo para este -
caso, es emp!r:tco, puesto que la deducci6n de la f6rmula que se 
da en la igualdad (13}, no tiene una deducc16n analítica sino -
que v.tene siendo el resultado de mdlt1ples ensayes que se realf 
zaron con algunas semejanzas al de origen anal!tico, 
no se explica en este trabajo por tratarse de un tema 
~sta tesis; la f6r~ula vtene siendo la siguiente: 

[l-(~1
2 ~ f = r f 

max 2c2 Y 
c 

Cosa que­
fuera ·de-

( 13) 

Para visualizar un poco más este 
ci6n la gr~f ica de las f6rmulas 

rn~todo, se présenta a continu~ 
(12) y (13) en la (fig.6) • 

.. _ 
T 

ln::.u"'t•IClM (la) 

Fig.6, Gráfica esfuerzo máximo, con el m6dulo de esbeltéz. 
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La. 9r4ftca de la (f~9.6l se traza dando valores al m6dulo de e~ 
beltA!z ~ de donde se obt~ene fmax/fy , esta relaci6n se puede 
qraficar para diferentes materiales, 
Ahora, como nosotros no podemos permitir que el diseño de las -
colwnnas de acero a comprest6n no se realize con el esfuerzo m! 
x;tmo (por stno fallarfar, entonces se reaiizará con un esf·uerzo 
de trabajo que del)e se:r -menor· que el esfuerzo máximo¡ el cual.­
viene llamandose"esfuerzo admisicle faPf el cual esta dado por­
el esfuerzo m~.imo afectado por un coefictente de seguridad ---

(CSl. fmax 
fa = --CS- (.l.41 

La elecci6n del coeftctente de seguridad utilizado en el diseño· 
de miembros comprimidos se.5asa escencialmente en las mismas -­
consideractnes que, para carras sometidas a cualquier otro tipo 
de solicttaci6n. rntervtenen en ella fundamentalmente, .la pre­
sici6n con que se conocen las cargas que obrarán socre el miem­
bro durante la vida ~til de la estructura y las propiedades me­
cánicas del mater~al de que e~ta compuesto, la mayor 6 menor -­
exactitud de los 11\~todos empl~ados en el análisis y diseño, la~ 

calidad de mano de obra utilizada en la construcción, la impor­
tancia del elemento en consideraci6n dentro de la estructura en 
conjunto, y la trascendencia de una posible falla de ésta. 
Como en todos los casos,deben entenderse con toda claridad a 
qu~ condici~n se refiere el coefictente de seguridad empleado -
en un d:tseño; ast, cuando se trate de piezas en tens;t6n indica­
aeguridad respecto al flujo plástico o a la ruptura del mate--­
~:tal, cuando este no es ductil 6 est~ sometido a condiciones de 
carga que ocac:tonan .fallas· !.del tipo fr4gil ¡ en cambio en piezas 
corupr~tdas debe referirse a su resistencia al pandeo, menoa -­
cuando tengan una esbeltéz.tan reducida que falle por aplasta-~ 
miento. 
Al juzgar la seguridad de los miembros comprimido~ debe adoptaE 
se un punto de vista prudente, ya que la falla de la columna -­
puede ocacton~r el calapso de toda la estructura mientras que -
el. f~ujo pl4stico de '11\a pieza en tensi6n, o el del pat!n tend! 
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do de una viga, no representa en general un peligro 9rave, sin6 
Qnicamente produce deformaciones locales excesivas ad~!s ha:r -
una serie de defectos en la aplicaci6n de la.carga,(deformacio­
nes .tnic;tales por la excentrtc.tdadI etc. Que juegan un papel -
secundar;to en piezas somet.tda.s a tens:.t6n, por ejemplo, pero que 
pueden afectar cons:tderanlemente la resistencia al pandeo de -­
las columnas. Se representa tambien el problema de si el fac-­
tor de seguridad debe ser constante, independientemente de la -
relación de esbelt~z, o st debe variar de ~sta. 
Las consideraciones que deterrntnan el valor de es pueden divi-­
dirse en dos grupos: las variaciones no intencionales en las -­
condictones de carga, la falta de exactitud de los m~todos de -
análisis y diseño, la diferencia entre los valores supuestos y­
reales de la propiedades geom~tricas de las secciones transve~ 
sales de los elementos estructurales, etc., tienen la misma im­
portancia en todas las partes de la estructura.y afectan a co-­
lwnnas cortas y largas por :tgual, mientras que las imperfeccio­
nes accidenta.les, las diferencias entre las propiedades reales­
de los materiales y las supuestas, la impresici6n en la estima­
ción del grado de regidez existentes en los extremos etc. son -
factores íntimamente ligados con el diseño de columnas y ¡;iue'de!'l 
tener mayor 6 menor importancia' segtin se trate de una columna -
robusta o de una esóelta. 
Las excentricidades no intencionales en la aplicación de la caE 
ga, las curvas iniciales del eje y los esfuerzos residuales, -­
ocacionan efectos m&s marcados en columnas con relacidn de es-­
bel téz media que en las largas¡ las variaciones en las caracte­
rísticas mecfill~cas del material sobre todo en el esfuerzo de -­
fluencia afectan apreciablemente la resistencia de columnas coE 
tas y muy poco la de las largas, cuya. capacidad de la carga es­
funci6n del mddulo de elasticidad E que es prácticamente co~s-­
tante; en cambio un error en la estimac1:6n de la longitud efec­
tiva tiene mayor importancia en la determinac16n de la resiste~ 
cia de una columna larga que en la de una corta, puesto que el­
esfuerzo cr!t1co varfa poco en una zona anplia de relaciones de 
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esbeltéz reducidas. En consecuencia, podernos decir que en vista 
Be ·los mult:Lples factores que i:ntervienen en la :resi:stencta de.­
barras rectas comprimidas.y dado que la influenci:a de algunos -
de ellos es mayor en las cortas que en las largas mientras que~ 
en otros sucede lo contrario o liten son independientes de la r~ 
laci6n de esbelt~z, es, d;tUcil dec.td.:tr s;t el factor de seguri­
dad debe 6 no ser· funci6n de la relaci6n ~ ; de hecho existen -
los do~ criterios. Stn emeargo, en los ültirnos tiempos se ob-­
t.tenen resultados más razonables st se incluyen en el diseño un 
es variable, funci!Sn de la esbelt~z.de las columnas, as! por ... -
ejemplo las especifi:caciones alemanas (.PIN 41141, utilizan un -

es = 2.s, en el intervalo elástico aceptando la f6rmula de -~-­
Euler para el cálculo de esfuerzos cr!ticos y de es = 1.5 para-

.. el inelástico. 

.. 

Hasta 1961 las f6rmulas recomendadas por el Instituto Ainericano 
de la Construcc:t6n de Acero. (AISCl estaban basadas en un es ---
constante, independíente de la relaci6n de esbelt~z, pero se m~ 
dtfic6 en la revtst6n de especificaciones efectuadas en .1961, -

en. el que se introdujo un coeficiente variable, que se ha mant~ 
nido hasta la fecha; el AISC recomienda en columnas largas que­
fallan P.~r pan?eo el!st:tco e inelástico los siguientes factores 
de s~ur:tdad: 
- Si, el pandeo es 

Si, el pandeo es 

,.-.•. ). 

el4stico(~L !!: Ce}; entonces: FS]. 
. KL 
inel4stico (.r <Ce); .entonces: 

(~}3 

ec 3 
c 

=#:!:1.92 

· Entoñces f~nalmente podem~s sustituir en la ecuacidn (141 los -
factores respectivos para los dos tipos de pandeo: 

'\ . . . 2 
f · ce· ·f · max _..._ f f J_)ARA PJ\NDEO 

a::~ FS1 ' "Y a "' KL 2 ·y . ELASTICO (.171 
2(FS1 lC.rl 

Rea·11zando aniU~gamente lo anterior para obtener el esfuerzo .. -
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admisible fq en una columna de pandeo :tnel4sttco; 

fmax ".~,t . t¡g;i '] 
PARA PANDEO 

=> fa r f INELASTICO 
(18} fa= FS' ·~ y 2 c 

Concluimos que con estas dos fdrmulas ob.tenidas, esta explicado 
el método y unó se encuentra en capacidad de dimensionar o revi 
sar una columna.de acero estructural suje~a a carga axial. 
Nota: La AISC para el diseño de p:tezas comprimidas, y reglame~ 

to del D.F. se siguen criterios análogos. 
Para facilitar su· aplicaci6n, evitando la necesidad de calcular ·~ 

en forma directa el esfuerzo admisible o permisible como es 11~ 
mado por la AISC, en cada caso part.tcul.ar, se han· ·.tabulado los­
resul tados proporc . .ionados por 1as ecuac.:l:ones, de manera que co­
nociendo el tipo de acero usado en una .columna y su relaci6n de 
esbelt~z en la tabla se lee directamente el esfuerzo permisible 
fa. La (f;t.g,7}. nos da ia:·tabla que proporciona los esfuerzos -
permisibles ~ara cero A ··35 que es la más usada en M(!xico en -
construcéiones. de. gran ernbergadura. 
Las f6rmulas de l~ AISC con las cuales· se realiza esta tablá en 
la (fig.7), de una forma resumida son las siguientes: 
i.- Para pandeo elástico: 

(F6rmula de Eulerl 

·2.~ Para pandeo inel4st1co: 

Donde: CS "' 5 
. 3 (!!.ri 

coefj.ciente "" 
de · 3 + SC-- -

seguridad .c 



Fig. 7. Esfuerzos edmisible1 en kg/cm2 para miembros en compresión (acero A 36) 
67 

M1emb101 Principal~• y Srcundarios M1~mbr os Principales Miembros Secundarios• 
' 

K/ con~d• 121 •200 con l/r de 121 a 200 con-,- no mayor de 120 

' 

'" F• K/ F• KI F• KI F, KI Fa KI Fa KI -f• 
- -

K9/cm2 -
Kg/cm2 -- Kg/cm2 -

Kg/cm2 -
l<g/om' 

-
Kg/cm~ 

' 
Kg/cm1 

' 
, , , ' 

, . 
1 1!'>16 41 1344 81 1074' 121 713 161 405 121 716 161 510 

'] 1513 42 1338 82 1064 122 702 162 400 122 709 162 506 

3 1510 43 1332 83 1056 123 693 163 395 123 703 163 503 

4 1507 44 1326 84 104S 124 682 164 390 124 696 164 501 

s 1504 45 1320 85 1040 125 611 165 386 125 689 165 498 

6 1501 46 1315 86 1031 126 662 166 381 12& 682 166 495 

7 1498 47 1308 81 1024 127 651 167 376 127 674 167 492 

8 "1494 48 1303 88 1015 128 641. 168 372 128 667 168 489 

9 1491 49 1297 99 1007 129 631 169 ., 368 129 661 169 ,497 

10 1488 50 1290 90 998 130 622 170 354 130- 654 170 484 

ll 1484 51 1284- 91 991 131 612 171 359 '131 648 -111 482 

12 1480 52 1278 97 982 132 603 172 355 132 641 172 480 

13 1477 53 1271 93 973 133 593 173 351 133 . 635 173 477 

14 1473 &4 1'265 94 965 134 585 174 347 134 629 174 .475 

15 1469 55 1259 95 956 135 576 175 343 135 623 175' 473 

16 1465 56 1252. 9& ·948 136 561 176 339 136 617 176 . 471 

17 1461 57 124!> 97 939 137 560 177 33~- 137 612 ·177 469 
.. 

18 1457 58 1239 98 930 138 551 178 ,331 138 ~06 ·179 467 

19 1453 59 1233 99 . 9;;11 "139 543 179 3l8 139 6!>0 1-79 465 

20 1448 60 1226 100 913 140 536 180 324 - 140 596 ·11!0 463· 

' 
_ .. .. 

18( 
. 

21 1444 61 1218 101 903 141 528 181 321 141 590 <161 .. 

22 1«0 62 1212 102 894 142 521 182 317 142 585 182 <159 .. 
23 1435 63 1205 103 ses 143 513 183 31~ 143 580 183 <158 

24 1431 64 1198 104 877 144 506 13" 310 144 575 184 <156 

25 1426 65 1191 105 867 145 499 185 307 145 571 10s· ·· <154 

26 1422 66 118<1 105 858 146 493 186 3~ 146 566 186 <153 

27 1417 67 1177 107 849 147 486 187 300 147 562 167 .451 -
28 1412 68 1170 108 840 148 480 1S8 297 148 558 188 <150 

29 1407 69 1162 109 830 149 . 473 189 294 149 553 189 449 

30 1402 70 Ú55 110 821 150 467 190 291 150 5"9 190 447 

31 1397 71 1148 111 811 151 461 191 288 151 5"5 191 ··446 

32 1392 72 1140 112 802 152 454 192 •• 285 . 152 5"1 192 -·4<15 

33 1387 73 1133 .113 792 153 449 193 282 - 153 537 193 444 
.. 

34 1382 74 • 11?6 114 783 154 443 194 279 154 534 194 443 

35 1377. 75 1118 115 773 155 437 195 276 155 '.529 195 442. 

36 1371 76 1110 116 763 "156 432 196 27~ 156 526 196 441 

37 1365 77 1103 117 753 157 426 197 271 157 522 197 440 

38 1360 78 109& 118 743 158 420 198 268 158 . .J 520 .. 198 <139 

39 1355 79 1088 119 733 159 <116 199 .· 265 ~159 IH6 . 199". 438. 

40 1349 80 1000 120 723 160 410 200 ' 262 160 . 5!3 '200 437 -
• K = 1 para miembros secund•tÍOl, ' 
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III.3.- DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUl1NA.S DE MllDERA, 

El d:tseño de column.as de madera sujetas a ca;rga ax.tal esta ha ... ., 
sado en la fórmula de Euler, el cu~l por disposic.tones segdn el 
m6todo son apltcables a e.lementos estructurales de madera maci.­
za de cualquier esJ;hec:.Ce. El d.i:seiio estructural se .har~· -sob:te -
la base de esfuerzos· permtcíbles en cond:tc:tones de serv:tcio se-
mejante al de acero¡ se.supondrll que la carga axtal que compri.­
me al la columna de madera es paralela a las fibras. 
Para empezar su an4lts:ts de la madera a carga ax.tal con la f6r­
mula de Euler se requerir! que el pandeo sea el~st.tco¡ entonces 
tenemos las s:tgutentes conf.tgurac:tones en la (fig;B}.¡ donde se­
observa una ·columna de madera 13t1jeta a carga ax:tal s:tn especif.!. . 
car su t:tpo de apoyo, esto se hace con el fin de estudiar la m~ 
dera para d:tferentesrestricciones en sus apoyÓs¡ se observa.,.-. 
tambien su respect±va secc:t6n transversal de forma geométrica -
rectangular. 

r. 
t 

Sección longitudinal 

r 
el,. 

L 
. Secc:t6n transversal 

. . . ( 

· Fig,8,, Cólurnna de madera a carga axial· 

X 

Por ias car~cter1st1:cas antes mencionadas para el estudio del -
diseño no vamos a· apoyar en el ~eglamento de Construcciones del 
D:tstrtto Federal. CRCDF -:-- 76I .• 
Ahora empezaremos el. an!ltsis teorice, si nos fijamos en la 
tf ig. B J la secc:t6n transversal de la col'ilmna esta cons:tderada - · 
con dimensiones netas en las dos di~ecci:ones,' esto se debe a -­
que la madera se encuentra sujeta a los fenómenos del medio am-
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bien ter este material .se ;[:nterperi:.ZA, osea. reduce un poco sus -
dimenstones.geQllll!tricas poJ." la pl!rdtda de humedad en sus fibras 
es el mot:tvo por el cual segtln el RDF.,.76 se diseñan estos' ,miem­
bros estructurales de madera con dimensiones netas, que son las 
siguientes en sus dos·dtrecciones: 

En direcc:t6n a1 eje x: f:jn = b i (cms. l 

En dtrecc:f:On a1 eje z: dn = d .... 1 (cms.l 

Tamoien se hace la consideracíOn que 1a carga axtal actuante en 
la columna de madera es creciente, el cual puede producir falla 
de estao:tl.tdad en cualquiera de sus dos ejes X O z (en este ca­
so el efecto de eseelt~z o' pandeo se producirá .alrededor del -­
eje· z ya que la dimens:t6n d es mayor que b} para lo tanto para. 
su estudio ~uponemos que el pandeo que se presenta en la col~ 
na de madera sera en el plano (X,Yi osea alrededor del eje Z y .. 

este fen(5meno serti del tipo elastico por lo que nos vamos a la­
f6rmula de Euler para empezar su estudio: 

ir2E 
fer = (1) 

( KL)2 
r 

Si observamos todos los termines nos damos cuenta que:Tr 2 es un 
terrmino constante, el mOdulo de elasticidad E depende de las -
caracteristic~s del material, el coeficiente de columna K depe_!2 

·de del tipo de apoyo en los extrE!Il10S de la columna, y el termi­
L es la longitud naturaL de la columna. Entonces vemos que to--

. dos los termines estan definidos por lo que u11i.carnente nos que­
da es aplicar un factor de seguridad, para que asi se trabaje -
con esfuerzos permisibles en el diseño de estos mienbros. 
Aparte haremos algunas transformaciones a la formula (1), para­
. columna de secc:tOn rectangular, Simplificaremos el radio de -­
giro que en este caso es alrededor del eje z,. ya que será a su 
alrededor donde se' producira el pandeo;por ser el que presenta-. 

menor momento de tnercta alrededo~ del eje menciQn~do. 

Tenemos entonces: ~' .Iz ' 
.sabemos que el radto de giro es rz = A (2} 



donde:. 

Ahora 

d b 3 
n n .Iz=-· 
12 

An = dnbn 
sustituirnos las tgualdades (31 y (41, 

~· .. d})3· W-2 . n· . · n 
rz = nbn "" 12anRn ... ~'"' 

b2. 
r 1 ' n . z= :rT"" 
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(3) 

( 4) 
en la (2) tenernos: 

(5) 

esta igualdad lo sustitu.:!:rnos en la fórmula de Euler dado en (1) 

f· = cr 
12C~I 2 

n 
La f6rmula (61 viene siendo el esfuerzo'cr1.tic() transformado 

(6) 

con.el cuSl la columna de madera se pandeara, motivó por el 
cual necesitamos diseñar dicho m~embro con un esfuerzo menor 
que el esfuerzo cr!t:tco para que no se.presente este fen6meno -
de estabilidad. El RDF~76 da un valor de coef1.ciente de seguri­
dad el cual puede variar de numerosos efectos que le pase 6 se­
l.e haga pasar a la madera, usaremos el factor de seguridad para 
reducir mas espec!ficamente la f6rmula (6) de: 

F.S,=2,75 

por l.o tanto el esfurzo de trabajo (fcd);·llamado también esfu­
erzo admistbl.e' es el. esfuerzo cr!tico considerado como máximo -
entre el factor de seguridañ: 

. fe~ 
· fcd 1=1 .,_...,....,... 

F,S. 
Sustituyendo valores y haciendo operaciones para su reducci6n -
tenemos1 

1T 2E 
fcd = ~~~~~~KL~~;~ 

(2. 75} (12} C¡:;-l 
n 
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C~l 2 

n 
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(6) 

Ahora ya se ttene la f t5rmula c:on el cu4l para poder hacer uso -
de el, como se 111enc;J:ono antertormente el pandeo tiene que. ser -
el!stico ~ Y' para que se cumpla este requisito .ind:tspensa1Jle el 
esfuerzo de trabajo fcd ttene que ser meno~ 6 igual que el es-­
fuerzo de .lfmite- de proporcional;tdad~ceptado en la madera cénno­
esfue:rzo permistole pára col'U%11nas cortas del mismo material fcp• 
Entonces tenemos:: 

fcd .. fcp 

. en consecuencta la f6nnula C.61 es solo apU:cable a partir de - .... 
que el esfurzo de trabajo f cd sea igual que el estue;rzo de l!m!, 
te de proporcionalidad fcp' como su l!m~te mlix±mo que puede to-
mara t71 

Por· lo tanto por igualdades de miembros llevemos la igualdad -­
(7} a la fOrmula C6I.1 resultando como: 

f . _ O. 3 E . (8) 
cp - n2 

<i:;-l 
n 

~or consecuencia la f6rmula (6) es aplicable para el m6dulo de­
esóeltéz que resulta de la igualdad (8) osea: 

.KL ..,~ 0.3 E. I 
bn . fe . p 

Este m6dulo de esbeltéz es el coeficiente·de columna "C
0

" en la 
madera (semejante a la del acero) y lo representarémos como: 

C·=i0.3E¡· 
c . fcp (lQ) 

A continuaciOn damos un rest1men, para el diseño de columnas de­
madera sujetas a carga ax.tal, de secctOn rec.tangular, maciza, -
i;>aralela a las· fi6ras, a compres.ton de un m_ater.tal homo9~neo y 

recto osea se trata de una columna idea1, como: 
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A·.- Para pandeo el.1st:l:co: 
Si, KL ~ C entonces fcd =: 

0.3 E rr e ~ 
CE>>-. 

n 

_s,- Para pandeo. .tnel4stico: 
S1:, ~oe-C. r c entonces fcd =: fcp 

Y para su 111ej,or v.tsualtzac1:6n se presenta . la grS.f!.ca de los ~.:!. 
fuerzas adm:tstl5les, con el cociente ~ ; ciada en la (fig.9}. 

f .. d. 

e:.. 
· léi:.c~uMMAt * 

l:Q';t't1'!1. 

KL Fig.9, G;r.1fica ,Cfa' 0 1 para una columna de madera. 
n 

Pero si nos damos cuenta la forma anterior de corno se e.xplica­
el diseño, no.nos define c-iaramente el rango comprendido de -­
los tres tiI;>OS de colum~as que son: las cortas, intermedias y­
las esbeltas; ya que·en la practica no se necesita conocer una 
colt.lmna de detal'le, porque casi siempre f:!e trabaja en el. rango 
elástico~ Pero para su mejor comprensi6n y conocimiento com:'"'­
plemento un estudio de una columna sujeta a carga axial P, pa­
ralela a las fibras.de secci6n rectangular maciza que tenga c2 
mo restricciones en sus apoyos dob;Le articulac1<5n se tomar4 e.!!. 
tonces el coeficiente de longitud K = 1. ' . . 

Entonces partiendo de la f6rmula '(6) donde se da el esfuerzo -
admisible de la columna de madera con K = 1 se tiene; 

f 0.3 E. 
a= --::--:-2' 

( L) o;; 
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Introduciendo ahora un coefictente de 13'.mite de columna que se 
representará con ia letra S el cuál será el coefictente que s~ 
para el efecto de estabilidad en el rango elástico al rango in 
el4sttco el cu~i esta dado de l~ forma siguiente: 

s .. ~~ fc.' .. o. 70.2 -JI (11} 

Donde: e = coeftcxente de la madera a la compresi6n 
parela a las fibras. 

Entonces con este· dato C que se obtiene en laboratorio el tér­
mino S es el que anteri-o:rmente se d.t6 como coeficiente . de co-­
lwnna Ce dado pi\ra la 111adera que estaba en funci6n del esfuer .. 
zo del l!mite de propÓrctonalidad; ahora con la transformacidn 
~ste coeficiente esta dado en func16n de la variable e con --­
unas transformaciones, el cual v~ene siendo el esfuerzo 6ltimo 
de la madera realtzada en él laóoratorto, 
Por lo consecuente decimos que la fórmula (6). para ~l cálculo­
del esfuerzo adrnis:tlile en columnas de madera es aplicable. Si­

el pandeo de tal miembro es eUist:tco 1 lo antertor se cumple -
L s.t 0 ~ S (12l 
n 

A estas columnas de mad~a cuyo pandeo es ·eUlst:tco a la carga".' 
ax;tal se les llama columnas largas, 
Ahora para identificar una columna corta sujeta a la carga --­
axial será aquellatcuyo m6dulo es.medido por numerosos ensayes 
en el laboratorio cQmo: 

L tó .ll l13l 
~ 

En estas columnas el. esfuerzo adm;ts:tble a la carga axial que -
se le acepta es el del esfuerzo último de la madera: 

fa .. O (141 

Ahora viene el porqué de este an4lis:ts de una columna biartic~ 
lada al pandeo. Mora se puede .tdenttfic:ar. a la columna :tnte=:, 
media, aquella cuyo·mddulo.de esbeltéz este comprendido dentro 
del intervalo, que por deducci(5n se obt±ene: 

ll<if-<s 
n 

(15) 

Para su mejor visual:t-zac1<5n de estas columnas :tntermed.tas para 
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el c4lculo de su esfuerzo admtsible, el laboratorio forestal.­

propone la siguiente expres16n: J 
[ 

1 L 4 . 
fa = e 1 .... 3 e:5dl · (16) 

Ahora para visualizar este estudto se presenta un gr4f ica de -
esfuerzo admisible con el m6dulo de esbelt~z; para las f6rmu-­
las dadas en (61. C13l y (161 dadas en la (f:tg.lOf. 

\ 
1 

\ 

· · u • (L \ 
1.oL. tDATR"EoL.INTERMEDtf¡' t.O\.. U:U\\iQ, "'. b.. )n"'"'ª" 
~ ~ ~ 

PANDEO INlilRSTlta PRN~EQ ELASTltC 

L . 
·Ftg.10. Gráf.tca (fa' El para una-columna de madera biarticul!!. 

da. n · 

El estudio anterior se realiz6 par.a. diferenciar los tres ran""'.- · 
gas de coltnnnas existentes; el cuál se realiz6 con muchas con­
sideraciones. para una columna de ~adera sujeta a carga axial P 
paralelo a las fibras, de seoci6n rectangula~ maciza y doble-­
mente articulada en sus apoyos. 
Para otras columnas 9uya condición de apoyo sean diferentes se 
establece un proceso si111ilar asignandole a K el coeficiente de 
longitud efectiva que le corresponda, 
Este.estudio realizado para el diseño de una columna b~art1cu­
lada es compl.:t·cado pa:ra real:t:zarlo para diferentes columnas --
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con apoyos diferentes. Pero en forma general es mejoX' aplicar 
elreqlamento del D.F. para el dt.seño de columnas de madera da 

¡ -

das al comienzo de este inciso, Se presentan un ejemplo para -
una· columna biart.tculada con las fórmulas (61 , Cl.31 y (161 en­
el ejemplo n1irnero 6 y por las fdrmulas generales se da el eje!! 
plo 7 en el .capitulo V de esta tesis, 
Ahora pongo de conocim.tento una nota importante para la aplic~ 
ci6n de las f6rmulas, el c6mo determ:tn.ar l:a relación de esbel-
t~z, para el diseño de.una colwnna de madera que tenga difere~ 
tes restricciones en los apoyos en dtferentes planos de 
xidnr el cual se eKpl.tca a conttnuact<Sn apoyado con una 

fle.,--­
qr4f i-

ca de una columna dados en la 

r 
L 

l +- ~ ---.,x 
Plano de.flexión CX,yl 
Eje de flexi6n z· 

"'j t 

Secci6n B-B 

- JI 

Plano de flexión (Z,yl 
Eje defl.exi6n x 

. 'Z 

, ___ ... 
·~ 

Secci6n . 
transversal 

Seccic:Sn A-A 
Fig.11; Columna de madera con apoyos diferentes en dos planos­

de acci<Sn. 

Vemos que en la (fig.11}, en el plano. (X, y) que actGa la co-­
lumna se encuentra empotrado en su base infe.rior y articulada­
en su extremos superior; por consecuente su relación de esbei-

X 



2 

-

1'4 8 

-
X 

téz:, .-y el pandeo ocurJ:;tr:l alrededor 
del eje z 1 
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(al 

En el plano (Z,yL esta articulada en su base y en el extremo -
supert.or tamb;ten se encuentra articulada· por lo que el pandeo.;.. . 

b M 

ocurrir4 alrededor del eje x, por lo-
que su re1aci6n de esbelt~z se calcu­
lará como: 

(b) 

Se nota que en las relaciones de esbeltéz dados.en Cal y (b) -
el denominador cambia, esto se debe a como se h~zo una reduc-­
ci6n para simplificar la .f6:rmula de Euler hecha anterio:rmente­
para encontrar el esfuerzo adm:tsibl.e fea ; el radio de giro ::r 
(componente de la fórmula f cdl se obtuvo transformando el rno-­
nento de inercia I, el cual sustituido por sus valores de la -
sección transversal dadas en la (f:tg.Bl. y tornando en cuenta -­
que se esta trabajando espec!ficamente con seéc.tones de geome­
tr!a rectangular; se llegó a un radio.de giro.igual a la dime~ 
si6n neta bn al cuadrado entre 12, donde bn es la dimensión de. 
la sección transversal paralelo al pl.anode flexi6n osea per.;_­
pendiciular al eje de pandeo; el cual se sustituyó posteriorme!! 
te en el esfuerzo cr!tico de Euler afectado por un valor de s~ 
guridad encontrandose el esfuerzo admisible. 
El coeficiente de.longitud I< se determina de acuerdo a las re_! 
trice.tones que se presentan en el plano de pandeo Cesto se ex­
.pl.tcar4 detalladamente en el ejemplo que sé ver4 en el cap!tu­
lo VJ. 
Bueno ahora el diseño de la columna se realiza-con el mayor de 
ambos valores de las relaciones de esbeltéz dados en las ±gua! 
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dades. Cal r c.Pl.; con e$te valor. conoc;tendo p:rev~amente si el­
pandeo ocurre en el ~an90 el~attco e inel4st;tco determinamos -
el esfuerzo admtgt~le fea• . 
A cont.tnuact6n se da un restlmén de los pasos de c4lcúlo para -
la apl;tcact<5nde la fO;rmula: 
l.- S:t de las. ~elac~r.ies ;de es6elt~z (~1. 6 (~l, el.. que tenga 

. . . . n n . 

el mayor valor lo representaremos como C~lmayor , el cuai 

de columna C
0

: 

fcp 

se comparar! con el coef:tc:tente 
KL . 

Si C.0 )_mayor < Cc_,entonces fcd = 
Si . (KL) .· >!t C ento f T mayo:r é 1 nces ca 

;) 

El reglamento del Distrito Federal espec.tfica·aigunos valores~ 
que debe.tomar el coefic.tente de long.ttucl K pa:ra ciertas irre­
gularidades que existen en la madera, como por ejemplo los nu­
dos (porque s:tno vendr~an stendo los mismos que ya se ·a~~os~r6 
para los cuatro tipos de, columnas ideales estudiadas}. 

CONDICIONES DE APOYO EN LOS EXTREMOS DEL ELEMEllTO K 

Columna doblemente empotrada 0.65 
Columna emeotrada o fija en un extremo y articula o.so 
do en el otro extremo, sin desplazamiento latera! 
Columna con l·os dos extremos fijos, con desplaza.,. 1,20 
miento lateral 
Columna doblemente articulada. 1.00 
Columna en . canti·liver 2.00 . 

Ahora cuando la madera se clasifique de acuerdo aJ._reglamento­
del D.F. como se mues_tra en la siguiente tabla que esta de __ .;. 
acuerdo a la norma DGNCLS..,1946, los esfuerzos'permic:tbles co-­
rrespondientes a la especie de columnas sujetas a carga axial­
ª eompresi6n paralela a las fibras ser4~ 
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T:éPO DE. MADERA · fcp (Kg/cm
2l 

Selecta 70 
Prt:me:ra so 
Se']'U?lda 25 

Tercera l.7 

, Una. aplicac:t.5n de este tema c.ompleto se da en el capftulo v. en 
el ejemplo.7. 

:• 

· A continuaci6n se presenta la siguiente tabla para tipos de' Il1!. ·· · 
déra dando su esfuerzo permisible en piezas cortas sin pand,eo-

TIPO DE MADERA 2 · fbp (Kg/cm ) 
- . 

Selecta 80 
Primera 60 

Segunda 30 
:.Tercera 20 

· .. '. 



CAPITULO rv 

. XV • .,. COLUMNAS ESBELTAS A FLEXOCOMJ?RESlQN • 

. IV.1.- DIMENSIONNUENTO Y REVJ:SION DE. COLUMNAS A 
:r'LEXOCOMPRES:CON 
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En el diseño decblumnas larqas someÜdas a flexocoinpresidn qUe 
se tratar~ en esta tesis, se expl:l:car4 primero el fen6meno que­
se e.st'a tra.tando, Estas barras a flexocompresieln son elemen~..,. 
~os estructurales que tienen.una acc:t6n s;bnultánea de fuerzas~ 
normales. a secc;t6n de compres10n y momentos flex:l:onantes trans-. 
versales, los cuales suceden .alrededor de un solo eje centr.oi-­
dal o tener componentes ségan los dos ejes principales de su-~·· 
secci6n transversal. Es Ílllportante su análisis, como, •se es tu 
dio en el capttulo II, las piezas compr;bn;tdas axtalrnente no 
·existen pr!ct;t:camente en las estructuras reales,. en lo que deb.f. 
do a su construcc:i:On con d;tversos m:tembros que las componen, la 
compres:f.6n se presenta cas:I: s:l:empre acompañada pol:' flex.16n •. E,!! 
tudiaremos baX"ras de eje rec~o y secc;1:6n transve.rsal constante·, 
que son las que se presentan en marcos de edificios 6'cuerdas ~ 
superiores de laer armaduras, cuando.act11an· sobre ella cargas -.,.· 

. . I . . 

aplicadas fueX"a de los nudos. Aunque en estos dos casos exis-
te diferencia en. la manera que reciben la soi:tc:ttacieln de fle-~ 
x10n, porque la flex:t6n puede dcl:ierse. también a cargas parale.--· 

'I • •• . • 

las al eje de la columna que no cotnc:.tdan con el.6 e,.or carqas -
excentricas en sus extremos perpendiculares a su sección. 
Al deformarse el eje recto· de la barra por el efecto de las ca~. 
qas transversales o de los pares aplicados en sus extremos las­
fuerzas axiales producen momentos flexionantes secundar:tos, pr2_· 
porc1onales a su S:ntenstdad y a la maqnitud de los des_plaza--­
mtentos la.terales de los puntos del eje, como se muestra en la­
(ftg .11, en la que se genera un aumento de las deformactones, -.. ' 

creando as! para su estudio un proceso de ~nteracc:t6n, en el --
cual opera un 111omento en funci6n del otro y·_ .. ast·· sucesivamente -
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hasta ir incrementando la deformac10n, que nacen que las ~ie--­
zas flexocomprtmidas presenten una respuesta no ltneal, a(ln en 
el intervalo en que el ma_terial con que estan hechas estas pi~ 
zas cumplan con la Ley de Hoolt-e •- La -:brÍportancta de _es te fen6m~ . 

-no depende de la -eso·eitéz de las p;tezas, de la magn:ttud de la-
fuerza normal; y de las condtc;tones ex.tstentes en sus extremos, 
que hacen que la columna se flexione en curvatura simple 6 do• 
ble, aceleran o .restr:tngen las rotac.:tones; e impiden o permi-­
ten los desplazamientos· lineales de un extremo ·con respecto al 

otro. 

A,I,S,T 

• Fig.1,- Pieza larga a fiexo­
compresi6n. 

M1 = 

'M2 = 

Osea 

M2 = 

M2 

pq Momento de primer o_;: 
den, 

P{q+x} Momento de segundo 
orden. 

se produce 

pq + Px 

Mi + Px 

Una barra flexoc_ornprimida puede fallár por alguna de las cau-­
sas que se enumeran a continuacidn, o por una comb~naci6n de 
dos o m4s de éllas. 
l.- Porque se alcance su res~stencia m!x:lma bajo momento y 

, fuerza ax~al combinados, al formarse articulaciones pl4stf 
cas en la secci6n o secciones en lás qúe el momento tiene­
su mayor intensidad, 

-2.- Por inestabilidad en el plano de los momentos ocasionada -
por exceso de flexidn en ese plano, teniendo en cuenta la­
acci6n s:imult~nea de la fuerza normal. 

3.- Por pandeo lateral debido a_ flexotors~~n. 
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4,- Por pandeo debido a compresi6n axial, alrededor de los ejes 
de momento de inercia m!nimo. 

S.~ Por pandeo local. 

cualquiera de las tiltimas cuatro fallas se presentan en el r.an­
go el~sticodependiendo dela mayor o menor esbeltéz de las pi~ 
zas en consideracit5n, o de los elementos que la forman • 

. La condici<5n uno es cr!tica en pie zas cortas y de paredes .grue­
sas, en las que no hay posibilidad de falla por inestabilidad -
y puede serlo tambi~n en piezas largas en las que en-determina­
das condiciones de apoyo y carga pueden formarse articulaciones 
p;asticas en uno de los dos ~xb~emos, producidas por fuerzas de 
menor intensidad que las que ocasionar!an la falla por pandeo,­
(aurique esta condici6n no corresponde necesariamente al colapso 
de la pieza suele considerarse i_ndeseable en problemas de dise- .. 
ño, excepto en algunos casos de estructuras diseñadas plástica­
mente y aunque en ellos corresponde con frecuencia a las cargas 
máximas que pueden soportar las piezas). 
La segunda condici<Sn es cr1'.tica en barras .flexionadas alrededor. 
de sus ejes de menor momento de inercia y también cuando la fl~ 
xidn· se presenta en el plano de mayor resi'stencia pero el pan-­
deo lateral está impedido por las caracter!sticas geom~tricas -
de las secciones transversales ttubos, secciones en cajdnl o -­
'por la presencia de elementos exteriores de contraventeo. 
La tercera condic16n, la falla por pandeo lateral se presenta ·-
en miembros de secci6n I 6 similar, flexionadas alrededor de -­
sus ejes' de mayor momento .de ine~cia y ~esprovistos de elemen~­
tos exteriores adecuados de contraventeo '1 se caracteriza por -
una flexi6n lateral de la barra en un plano perpendicular a 1a- . 
de aplicaci<Sn de las cargas, acompañadas por un retoroim:tento -
alrededor del eje longitudinal. 
La condic16n cuarta. es cr!tica la fuerza axial. es mucho mlls im­
portante que la flexi6n {el comportam:tento·se aproxima al de -­
una co.lumna a compresi6n axial) • 
La quinta condici6n cuando las relaciones ancho-grueso, de los­
elementos planos que corresponden a la compos.1c16n de una col~ 
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.na estdn por arriba de ciertos lfmites que se estudian pa~a una 
columna compuesta, 
De manera an!loga a lo que sucede en otros elementos estructur!!, 
les, es dif!c:tl en general saber de antemano cu41 sérá la forma 
de falla de una columna flexocomprim:tda sometida a solicitacio­
nes conocidas, por lo cual.es necesario calcular vartas cargas­
de.colapso; donde la menor corresponderá a la capacidad de car ... 
ga real de la pieza, 
Como concluci6n podemos decir para el diseño de piezas largas ~ 
s.omet:tdas a flexocompresi6n, se .estudiarán en el rango elástico 
las cuales serán columnas de secct6n transversal constante so-­
ore las que act1lan fuerzas axtales de compres:t6n l? _y pares d.e -
momentos aplicados en los extremos,· que les obligan a flexio--· 
narse en uno 6. en sus dos P.lanos de s:tmetr!a, donde se distin--

. guen dos problemas diferentes. El primero es el que se pre sen_· . 
ta debido a que las deformaciones por flexi6n no son desprecia­
bles y por ello en el cálculo de los momentos flexionantes debe 
tenerse en cuenta el momento que se esta produciendo co:mo·pro-­
ducto de la aplicaci6n de la carga axial a la columna a lo lar• 
go de su eje longitudinal. El segundo problema es el que se r~ 
fiere como el más sobresaliente en este trabajo y es el que se­
debe a· la :tnesta.Cilidad 6 pandeo de la columna. 
Para visualizar el primer caso s:t vemos la Cf~g.11, esta se de­
forma p9r fl~i6n en curvatura simple en la cual esta actuando­
en sus extremos -una fuerz.a. J?. de compresi6n el cu41 produce mo·­
mentos debido a la excentricidad q, la carga axial produce en· ... -
tonces momentos de primer orden CM1=P~l y momentos de segundo -
orden (M2=Pq+Px} los cuales se ptoducen del. res~ltado. del pri~ 
ro. 

·La.obtenci6n-de la ecuaciOn de la flecha con el cual se Jjas6·p!!, 
ra obtener el :momento m!X:tmo, · y posteriormente encontrando .. el .;. 
e~fuerzo m4ximo basandonos en la f6rmula de la escuadrtlla deb! 

do a carga y flexi6n es con el que se parte para encontrar las­
f6rmuias de interacci6n que se deduc:tr4n en el siguien~e inciso 
de este capftulo, 

·;· 
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Por lo que se refiere a áolumnas esbeltas de acer~ a flexocom..:~~.· 
presi6n de eje rectoy secct6n transversal constante, osea .col~ 
na larga, se han realizado. un. gran nOmero de est.udios y existell 

muchos trabajos referentes al prolllema de inestabilidad de pfe.:. 

zas sometidas a flexocomprestdn. 
s.tri eml>argo, en esta tesis ~e presentar.! un procedimiento .de d!. 
seño, que es muy usado en la pr.!ctica, que es por un 1ado sufi­

cientemente simple para el uso rutinar~o y por otro incluye to­
dos los factores que se han presentado que tienen 1nf 1uenc.tas -

referente al problema de pandeo de columnas, y se puedá tene:t' .­
una continuidad del estudio 'inicial de este trabajo te6rico ha_! 

ta su aplicaci6n, 'práctica en el cual intervinieron otros fact_2 

res que se añaden al problema. que se estudi6 J?Or separado.· El 
procedi.n\ientó para el diseño consiste, en la apl.tcaci6n de las: 

f6rmulas de interaccidn que se presentan en séguida a columnas­
de :acero a f1exocompresi6n con flexidn alrededor de un ejepri~ 

cipal de la secci6n de la. columna e,E1be.lta, .y del. cuál se hará ..;. 
una prolongaci6n por una·. columna. que teµga flexocompres.tdn alr~ 
dedor de los dos ejes principales de la columna, Entonces las-.· 
ecuaciones de 'i11teracci6n para el diseño elástico de una colum­

na larga flexocomprimid!'l .se ·anali zar4n cie la siguiente forma: 
Para este análisis, nos basar~os· en una columna biarticulada de 

' . . 
seccil5nrectangular constiólnte en todo su eje longitudinal como-
se muestra en.la (fig.l), Entonces. del estudio realizado en 
est~ .tesis en .el capitulo II. 3, encontrarémos que el esfuerzo 
de ~~ colwnna cons'iderando flexi6.n y carga axial; basandonos -

en la f<'rmula de la escuadrilla. resulttSi 

· ., P sec KL 
P( 1 + q :or f"" A s ....b.-l_ 

que se le asign6 a esta f6rmula el nQmero (30} de ese cap!tulo. 

A esta f6rmula se le dar4 una transformacidn para trabajarla en. 



84 

fuhcidn de esfuerzos ültimos, y realizando ciertas transformaci,2 

nes para encontrar la f<5rmula de. Ínteracci6n para >su mejor apli­
caei6n. Por consiguiente .partiendo de. este esfuerzo: 

f =E.+~ see ~ (1) . A . S ¿. 

Nosotros sabemos que el. m6dulo de secci6n y la constante .K2 que­
se Consider<5 para representar un . t~rmino son los siguientes: . 

s=.f=.! 
Y e 

K
2= L => K ""~ p •. · EI ' · . EI 

·sustituyendo los t~rminos (.2) y. (31 en (1) tenemos: · 

f _P .·~ . L_[P"""""' 
max - .'A + r see 2' 'J El' . 

e 2> 
( 3) . 

Ahora hacemos el siguiente artificio: si en el 2.11, tthnúno del. 2ª 

.· miembro introduzco .L a la ra!z, .y multiplicando el cociente por-

lf ; .. introducimos ir del denominador a ia ra!z tendrémos: 
. ·. P pqc . 1(~L2 

fmax = A + ~I- sec 2 ~2~· · 
· · EI . 

( 4) 

Por, .otra parté la carga cr!tica para una columna biartieulada 
es: JT 2Ei: 

·Pcr = L2 

El · cual lo. podemos expresar de la forma si9~iente: . 
l . L 

Pcr = ir2Er 
( 4.) 

· sustituyendo el ·t&mino dado en (4~) en la f<5rmula (4) · tenemos: 
,. . .. 

f · ,.. R + ~ sec -rr ~ P · ' csi 
. m;ax . A . I · 2 · ·. P er . 

Ahora por efecto desegúridad la e R s nos dice que . la carga de .. 

se'rvicio debe ·ser menor que la carga cr!tica, para .el ' cual .se e~ 
pecifiea un factor . de seguridad igual. a. l. 92. 

. r;) P ·.. P cr • O 52 P rn . •. cr 

Por lo tanto queda: 

P • :. o.s 
pcr 
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Entonces si la relac16n 'I!P = 0.5, resulta. la transformacic5n s.!_ 
cr guiente: 

· Sec . .:n:. {i P 
1 ~ ...:_!__ 

. 2 . cr 1-'I!/Por 
El cual lo sustituimos en la fc5rmula (5) : 

f =L+E9.C.( 1 > 
. max A :I 1 .,; _L 

Pcr 

( 6) • 

Asignando como efecto de notacic5n los términos de.la fdrmula 
{61 como: 

o p =-x-
pqc . 

. fb = -¡-

. (7) . 

En consecuencia sustituyendo (7) en (6) queda simplifi.cado de 
la forma: 

1 
= fa + fb e p.) 

1--. 
Pcr 

( 8) 

Dividiendo la fc5rmula (B) entre el esfuerzo ~ltimo fu queda: 

fa fb r + ':!$' i 

u1 fu2 c1- L) 
Pcr 

Por otra parte tenemos que: 
.. P fa 

.Pcr = fer 

que es el esfuerzo permis.ible . !, . 
de la columna en compresi6n • 
simple. · · 

que es el esfuerzo perm:ts:lble 
de compresic5n debido a flexic5n. 

(9) 

( 10) 

{lll 

(121 

·con 1~s consideraciones anteriores la fc5rmula (91 quedar~a de -
. . 
la forma siguiente: 
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( 13) 

Dividiendo ahora el esfuerzo cr1tico entre un factor de seguri­

dad que de acuerdo a la CRS vamos a aplicar un factor de segur~ 

dad igual a 1.92. 
fer 

fer rv F~ = F5 C 14) 

Ahora debemos aplicar un coeficiente correctivo Cm al esfuerzo­

máximo de compresi6n debido a flexión fb. 

fbCm (15) 

Sustituyendo (14) y (15) en la ecuaci6n (13) tenemos: 

fa fbCm (16) 
~ + f• ~ 1 

a Fb(1- ~) 
e 

Quedando finalmente la f6rmula (16) de interacci6n para el dis~ 

ño de columnas de acero a la flexocompresi6n ~n un solo eje. 

Nota.- Si en la ecuación (16) se cumple que e.s igual a uno, en­

tonces quiere decir que la estabilidad esta en equilibrio. 

Ahora si fa = 0,15, se observa que el t~rmino correctivo se ha-
Fa 

ce aproximadamente igual a uno quedando la fórmula (lfi) reduci­

tia a: 

fa fb . 
- + -·"' 1 Fa Fb 

(17) 

Donde la fórmula (17) de interaccidn es tambi~n para el diseño­

de columnas de acero a la flexocompresi6n en un solo eje. 

A continuación haremos un resGmen de las fórmulas y t~rminos de 

interacci6n para columnas de acero a flexocornpresidn alrededor­

de un eje: 
fa 

A).- Si, Fa= 0.15 
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fuhc1.6n de esfuerzos 1lltimos, y realizando cier.tas transformaci_2 
nes para encontrar la f6rmula de .. interacci6n para su mejor apli­
cac16n. Por consiguiente _partiendo de. este.esfuerzo: 

f = ! +· !'.S. sec KL 
A s . T ( 1) 

Nosotros sabemos· que el m6dulo de secc1.6n y 1a constante ,K2 que-, . . 

se cons1.der6 para representar un t~rmino son los siguientes: 

s=!=! Y e ( 2) 

K2= x.. => K = .. rr 
EI 'J EI ( 3) 

Sustituyendo los t~rminos (2} y (3) en (l) tenemos: 

f . = ! + PqC sec L - ~. P . max A -Y- 2 ·\J EY · 
Ahora hacemos el s~gui.ente artificio: si en el 2.0, t6:rmino del 2ª 

miembro introduzco La la ra!z, y multiplicando el cociente por­
lT ¡.introducimos ir del denominador a la ra!z tendr~os: 

f = ! + ~ sec 1I.~ PL. 
2 1 

(4) _max A I 2 2EI 

Por .. otra parté la carga cr!tica para una columna biarticulada 
lf2EI 

= 2 
. L 

es: 
·Pcr 

El cual lo po~emos expresar de la forma sigu.iente: 
l. L 

Pcr = 1t'2EI 
(4') 

Susti.tuyendo el tl!rmino dado en (4~) en la fdrmula (4) tenemos: 

(5) 

··.Ahora· por efecto ·de seguridad ·la e R s nos dié:e que la. carga de.,. 
se.J:Vicio debe ser menor .que la c:arga cr!tica, para. el cual se e!! 
peci.fica un factor de seguri.dad igual a·1.92. 

=) P = . P cr · · .... O 52 P rn . 'cr 
Por lo tanto queda: 

p =·0,5 
Pcr 
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Entonces si la relac:Mn PP = o.s, resulta la transformaci6n sf 
· cr guiente; 

Sec .lI. {P 10:s ...:_!__ 
. 2 cr .l-Pft'or 

El cual 1o sustituirnos en la f6rmula (5) : 

f =L+ESC.c i > . rnax A · I 1 .; _L 
Pcr 

( 6) • 

Asignando como efecto de notaci6n l.os t~rm:f.nos de la f6rmula 
(6} como: 

pqc .. 
fb =-¡ 

.. (7) . 

.En consecuencia sustituyendo (7) en (6) queda simplificado de -
la forma: 

(8) 

Dividiendo la 
f 

f6rmula (8} entre el esfuerzo dltirno fu queda: 

.. a + fb ·.~ 1 

fu2< 1- r> 
cr · 

~1 

· Por otra part~ tenemos que: 
P fa 

·Pcr = fer 

f . "'F 
Ul a que es el esfuerzo permisible 

de la colwnna en compresi6n -
.simple. 
.que es el esfuerzo permisible 
de compresi6n debido a flexídn. 

(9) 

. (10) 

.(11) 

(12) 

Con la.s consideraciones anteriores la fd:i;mula {91 quedarfa de -
la forma siguiente: 
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~ 1 
( 13) 

Dividiendo ahora el esfuerzo cr!tico entre un factor de seguri­

. dad que de acuerdo a la CRS vamos a aplicar un factor de segur!_ 

dad igual a 1.92. 
fer 

fer""' F~ = FS (14) 

Ahora debemos aplicar un coeficiente correctivo Cm al esfuerzo­

máximo de compresi6n debido a flexi6n fb. 

fbCm (15) 

Sustituyendo (14) y (15) en la ecuaci6n (13) tenemos: 

fa fbCm (16) 
F + f ~ 1 

a Fb(1- ~) 
e 

Quedando finalmente la fórmula (16) de interacci6n para el dis~ 

ño de columnas de acero a la flexocompresi6n .en un solo eje. 

Nota.- Si en la ecuación (16) se cumple que es igual a uno, en­

tonces quiere decir que la estabilidad esta en equilibrio. 

Ahora si fa = 0,15, se observa que el t~rmino correctivo se ha-
Fa 

ce aproximadamente igual a uno quedando la f6rmula (16) reduci­

da a: 

fa f · 
- + _R,6' 1 
Fa Fb 

(171 

Donde la f6rmula (17) de interacci6n es tambi~n para el diseño~ 

de columnas de acero a la flexocompresi6n en un solo eje. 

A continuaci6n haremos un resQnien de las f6rmulas y t~rminos de 

interacción para columnas de acero a flexocompresidn alrededor~ 

de un eje: 
fa 

A).- Si, Fa 0.15 
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Se usará la f6rmula: fa fb 
Fa 

+ 
Fb " 1 

B) .- Si, fa 
> 0.15 r a 

Se usará la f6rmula: fa Crnfb 

Fa 
+ f " 1 

(1- ·a 
FT)Fb 

e 

Ahora identificar~os cada uno de los términos de la f6rmula de 
interacci6n: 

f p 1.- a A , esfuerzo actuante a compresi6n simple de servicio-
igual a la carga axial entre el área de la secci6n 

2.- Fa = esfuerzo permicible a la compresi6n axial de la colum­
na, se determina dependiendo del tipo de pandeo si es­
elástico 6 inelástico por carga axial (definido al es­
tudiar las columnas de acero sujetas a carga axial por 
el método del AISC dadas a conocer en el capítulo 
III.2). 

Nota.- Existen para cierto tipo de acero una tabula 
ci6n donde se encuentran las relaciones de esbelt~z y­
con su respectivo esfuerzo admisible, osea en estas t~ 
blas Fa= f(KL/r);un ejemplo de esta tabla se da en el 
capítulo I II-fig. 7 para un acero A- 36. 
~ , es el esfuerzo actuante normal de compresí.6n debi­
a la flexi6n. 
esfuerzo permisible de compresi6n debido a la flexi6n. 
a) Para columnas en caj6n: 

donde: F = esfuerzo de fluencia. y 

. b) Para columnas de secci6n I 6 :C: 

Fb , se determinará de acuerdo a la definic16n del­
estudio de la estabilidad de elementos sujetos a ·la 
flexi6n¡ como sigue: . 
Donde para una secci6n I,que se muestra en la 
(fig.2). 



Donde por 

Donde; 

pandeo lateral y flexí.6n. 

843 700Cj, 

Ld 
6t 

Fig.2 

~·ti~ 
,, 
:1 ... 
11 :X ¡¡ 
:¡ 

;;: :.::!-------~ 

Hay do~ casos para d:Lferentes .tipos de ¡;¡andeo: 
Kr. i · · 6C 

88 

(I} 

...; Si, - '::t e 1 entonces F = 1 • 95 . X lO l2 PARF· P.l\NDEO 
. . ry . e . b. ELASTICO. . lIIl 

. ~Ll2 

entonces Fb = 

Donde: - C~ = 

y 

2 .. .y ry 
[ 

F (I<L) 2 

J - .10. 76 X 

PARA PANDEO INELASTI~O • 

. Js .86 ·x io6cb 

·Fy 

(III) 

w = • 
' radio de gi»o de una "T" far 

.mada por el pant1n y 1/6 deT 
alma con respecto al eje ver 
tical .del eje de simetría. -

Donde.el esfuerzo pe:rlnisible Fb debe, ser.el mayor de los valo-­
. res'. de las parejas (I) y (:II) 6 (I). con (III); dependiendo el -

. ,', . '. . 

tipo de pandeo que se haya generado. 

::, 
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E.~ ninguno: de 
. f~r 

los casos anteriores .. Fb>0.6F
1

• 

:n:. 2E . 
5.- F~ = W--: ":' -:-e 2 ~. esfuerzo de Euler. 

l.9iC.~l Donde: FS = l.92 

=) F' "' e 

. r 
1Q .4SQ OOQ 

. KL 2 
C7l 

6 ... an, es·el.coef:tc:i:tente 
a) Para· miembros 
~ 

1 
l .¡ , . .. 
' I 

I 

. ,,.._" 

- E 

correctivo 'I se define .como s:C.gue: 
a compres16n en los que haya.posi.bil!_ 

dad de traslaci<Sn O desplaza-­
miento .lateral relativo·de sus. 
extremos: 

On = O.SS 

bl Para miembros en comp:i:'esi<Sndoblemente empotrados O 

~ 
tt, 

.... Fig.a 

Jil<ot-) ll.1 . . 

Fig~b .. 

• : '¡, 

que pertenecen a marcos arriO!!_ 
trados, osea sin desplazaínien­
to lateral que n~se pexmite -
la tras laci6n relativa latéral. 
de los extremos:· 

Ml 
Cm= 0.6 + 0.4 g:-~0.4 

. 2 M . 
Donde: la relacidn M~ tiene 

las siguientes condiciones: 
- Mi y M2 son los momentos en 
.los extremos del miembro sien.;. 

·do siempr.e M1 -' · M2 • M· - n! .. esta relacidn es posit,!. 
n2 

va. (+}, cuando l.a curvatura es 

slmple osea .los momentos son -
de signos i9'lales, como se ob­
serva en la Cfiq.a). 
'M - 1 esta relacidn es negattva · 

M2 
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cuando. la cúrvaturá es doble, ósea los 'momentos son de 

d.t.('erente stgno como se observa en la (fig.bl. 
e] Pa~a m.:te?nbr'~a- a compresi6n q~~ formen parte de mar-

~. -cos árriostrados que no permi-

~11. 
F:lg:.7 

~.·r·-.·.th .... . 

......:::::-Ha 
Fig.d 

ten. la traslactisn lateral de -

las. juntas 6 dobiemente en1po--
trados y con cont:lnutdad y con 

ca.rgas. la.t:erales entre sus aJ?2._ 
yos:_ 

em = o.as· 

Cm = 1 
respectivamente como·· _se mues-­

tran en las (fiq. c y d) • 

Ahor.a para 1.a- aplicaci6n de. f6rmulas dé . interacci6n de columnas 
de acero a flexocompresi6n biaxial, osea que existe flexi6n.en~ 
los dos sentidos7 "prolongarémos las f6:rmulas (16) y (17), aña-­

dien~o en el primer miembro de .cada una d.e. el.las un término que 
tenga en cuenta _la flexi6n alrededor del se.gwtdo eje principal, 
donde este término es semejante al segundo término de !.la f6rmu­

la solamente que esta refer±do al otrl:) plano de flexi6n. Sea -
la siguiente secci6n que se muestra en la (fig. 3) •. 

1~ 
C:r p 

C• 

-
X 

Fig.3 

Para' este :caso entonce$ tenemos 
la de interacci6n-ser4 si: 

. f. 
A).- r "" 0.15 

a 
" 

que la f6r-

entonces: fbx. fa . f . 

r+ -- +- ~-..:· 1 
Fbx 

(18) 

B) fa · .. 
• - ~ .:::.. o .15 

a 
·entonces: 

ª· Fby 
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. (19). 

Una aplicac16n de ~ste inciso se presenta en el cap!tulo V de -
esta tesis para su mejor entendimiento y comprenSi6n, 

IV.3.- DISE~ DE COLUMNAS ESBELTAS .DE.MADERA A FLEXOCOMPRESION~ 

En este inciso estudiaremos el é:aso .de columnas de madera a la.:.. 
' . ' . 

flexocompresi6n, donde este material es muy usado para las con·s· 
o •· . -

.trucciones reales; elprocedimiento para llevar a cabo su revi-· 
sidn as! como su dis~ño esta basado también en una f6rmula de ~ 
interacci6n que para el caso ·de .flexocornpresi6n simple es la s.f. ... 

. · gúiente: 

p 
ir· 

n + .r-:. 
cd · 

·~ 1 ( 1) 

Una·representac:t6n.gr~Íica de c6mo se representa esta flexocorn­
pres;tdn simple· lo· ver~os en la Cftg.11 de este inciso en una -

y 

T • 
J 

r-b----4 
Fig.1 

e 

X 

secci6n transversal de una co­
lwnna que t:tene geometr!a rep­
tangular. Para el estudio de­
este tipo de eolumnas se real.f. 
zar!l.con colurnnasde madera de· 
secci6n rectangular con las. ff, 
bras paralelas a su eje longi­
tud;tnal, ~ciza y esbeltas. 
Lo más importante para el dis~ · 
ño y revisi6n de columnas de -
111adera es saber aplicar corre~ 
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tamente la f6rmula de tnteracct6n dada en .(ll .~ 

Significado de cada uno de los tl!rminos de la f6rmula de inter­
accidn: 
.1.- p 

·2.- An 

.3.- s 

4.- M 

s.- e 

1.- ~ . 

Carga ax!tll. 
Area neta de la secc:t6n transversal del. elemento. 

M6dulo de la seccil5n transversal. con respecto ·al. 
eje de flextdn. 
Momento flex:tonante actuante (en la Fig.1, M es- . 
el momento alrededor del eje x; y ~e representa­
como. Mx}. 

Excentricidad de la carga P, y esta dado como: 
. l d 

ern!n = Tif ; donde d es la d.tmensidn para­
lela a plano de flext.6n. 

Dimensidn de la seccidn transversal en la d:trec­
ci6n de la excentricidad e. 

Coeficiente por efecto de esbelt~z de la. pieza,­
teniendo los. siguientes' valores: 

-~ = 11 en pandeo inelástico osea. cuando: 

~~ce =i o.3· f:P 

1.25; en pandeo elástico osea cuando: 
KL ~ ce = ... 1 o. J / 

1 
. 

,,..- ~ .cp 

Donde: fcp =esfuerzo de.compres.tdn adm:tsible -
de la madera., paralelo a las f:t--­

bras para ,las.columnas cortas. 
E == mddÚld. de la elasticidad de la ma-

dera. 
Esfuerzo admisible de compres16n axial con pan•­
deo _de la columna. 

f O• 3 E ~ f •· d . l"' t.i - cd = n2• cp, para pan eo ·e cas co. 
(o-) 

, fcd = f 0 P; para pandeo 1nel4stico. 
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Esfuerzo permisible de flexi6n con pandeo. Tenie~ 
.do·los siguientes cValores: 

.. fbd = f.bp ·; · (fbp .= esfuerzo permisible de .flexidn 

Cuando 

sin pandeo en piezas cortas 

da ~n el cap!tulo III, 3) • ·wl e· 
es = 1.4 -::-T 

. B 

Cs ' 10, 1iendo: 

da 

Donde: - l = longitud de la columna entre sopor-­

tes que=ev1tan el pandeo lateral. 

" 

- B = dimensi6n de la secci6n transversal­

. en ·la direcc16n perpendicular al pl~ 

no de flex16n, en pandeo por flexi6n,. 

como se muestra en la (fig.al. 

- b = dimens16n de la secc16n transversal-· 

en l.a direcci6n en que se considera­

el. pandeo' por compres:t6n axial (di-­

mens16n paralela aJ. plano de flexi6nl 

como se muestrá en la (fig~b) 

~ ~ . 

I' 

x 

Eje de flexi6n y Eje de flexidn x 
Plano de flexi6n Z~ Plano de flexidn Zy 

Fig.a Fig,b 

[ 
1 
.cJ . 

-fbd = t 09 1~ 3' <c:l · , cuando: 10 <C8 ~ ~ · 

sien~o ~ = .~· ~·. ·l 
1 

f 0.4 E 
": bd = ~· 1 · 

s 

. bp 

cuando: Ck<C " 50 . s 
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Coeficiente qUe modif1.ca el esfuerzo permisible -

.por flexi<Sn, po_r efecto de seguridad, 

-cf· = o.si d2+ 92i 
. d 2+ 568 

-cf = 1 '> cuando: d ·' 30cm. 

donde: d = dimensi6n paralela .­

al plano de .flexi"n, 
dado en é:m. 

'un ejemplo de aplicaci6n de esta f~rmula de interacc:i.<Sn de co--. 

lumna de madera· se presenta en el cap!tulo v. 
Una prólongaci6n para¡ columnas de madera a flexocompresidn·do-:­

ble. de la f<Srmula de interacci6_n dada en (1), añadiendo un. t~r­
mino .m!(s al primer m.temf>r_o semejante al segundo término de éste 
nos dará la f6rmula para dis_eñarlo y revisarlo. Que para el - . 

caso mencionado la f<Srinula de interaécÚSn se da de la forma· si­

guiente: 

1 
I .. '"·--. -'"---.. 

Fig. 2 

c .... 

X 

-donde: - Mx = P ex 
M 
Y,=P .eY 

( 2) 

Una figura que representa la f lexocom­
P,res.U5n doble en la secc.16~. rectan_gu-:­

lar d_e una coiwnna de madera, se mues.,. 
·· . tra en la c.f i9. 21 • 

Unejemplo pr~ctico para laapl.icaoidn 
de la ft5rmula de interaccidn {2) se da 
en al' cap!tulo V de esta tesis. 
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:tV.4.- DISENO DE COLUMNAS ESBELTAS DE CONCRETO REFORZADO A 
FLEXOCOMPRESION • ' ' .. 

El canportamiento de columnás'esbéltas a la flexocompresi6n de­

concieto reforzado, puede hac,er .que la .carga dltima se reduzca..,' 
'por·deflexiones. laterales de la pieza provocadas por flexi6n;·­

eri la '(fig~l) se ilustra este efecto para el caso especial de.;... . . . 

tina columna inicialmente recta con flexi6n en curvatura simple;.. 

.provocada por la carga P, el cual esta aplicado a.una excentri­

cidad 1.gual a q en cada extremo. La deformaciOn por flexi6n de 
la colUillna hace que la excentric.td~d de l.a carga en la secci0n­

. c1"1tica sea (q + xl en que x es la excentric1dad adicional deb.f. 
· do . a la deflexiOn en esa secc16n. En consecuencia, el momento- · 

flex1onarite máxiJno aumenta ha·sta P (q + x:) a esto comOnmente se 

.le conoce como el efecto Px. · La' importancia de l.as deflex-iones 
laterales debidas a la f lexi6n depende del tipo d~ carga en .la­
columna y de las cond1'ciones en los extremos el: momento Px O m,S?. 

mento adic1onal, a veces se ha den?mií:iado momento secundario -­
aunque ese t~rmino tiende a· implicar que el momento es de impo=: 

· t'aric.ta. secundaria, en tanto que en algunos c_aso .puede tener. m.!! 
cho significado. 

T 
. , ·1L '.·. ·,. T 

~ 

i 
X 

Mo m Pq Momento de pri­
mer orden. 

.Donde:. Px =· Momen·to adi­
·c1ona.l. •.. 

·Por l.o tanto:.· 

Mi =M;. + Px; Momerito de 
segundo º!: 
den. 

· .. Fig,l~ .colUmna ·de concreto reforzado a flexocomprestOn 
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una col.umna carta se define como aqu~llaen que la carga Oltima 

no se .reduc_e por las deformaciones de flext6n debido a que las­

éxcentricidades adicionales .x 6 son despreciables u ocurr~n.:. . . . . . . ' . 

· l.ejos de la secc:t6n crtt:foa •.. i::n cambio una columna· esbelta se,;. 

.define como aquella en que el momento fl.exionante amplificado .... 

provocado por l.a_ ~centrictdad adicional. reduce la carqadltima 
El. :comportamiento de la columna que se ve en la C..fig ~.11 , bajo -

carga creciente est4. :tlustrado . en . el. diagrama de interacci<5n. -

para la sección cr!t;l.ca de. l.a columna dada ·.en· la (f:f;g.2), s:i la 

excentricidad adicional x es.despreciable, el momento máx:imo­
M es igual a Pq .en todas.1as etapas_de la carq~.yse seguir.!!_:_ 

una trayectoria P•M .al aum.entár la carga. ~ate· es E)l co'mport~ 

mien~o de una columna cortar y gradualmente ocqrre una falla· -­
del material de la secoi.<Sn cuando se ilegci a. la l!nea. de inter.;. 

acci6rt. 

( ,.Ll.Q • HL f.\R1MUU, l 

14-..;;_..;.,,..._...::...;~~~..JCOLIU'll"' S!6U . .''11 f.ftl\.\.a · 'PD~ 1.Mf.1:-
. . 'fA&IL.\11" .. ) · . 

CQl.UMMA U'taf.l.lR · ( llAU.R 

1>~\. t\ll"\ t."' \\l.\ 

. M. 

.Fig.2. Diagrama de interacción para .una secci6nde.columna de­
.concreta reforzado que .ilustra el comportamiento P-M de 
colmnnas cortas y. largas hasta la falla. · 

S:i la ·e.alumna es esbelta, el momento m4x1mo M es: igual a P(c;¡+x) 

y deb:l,do.· a· que x aumenta m4s rapidamente a niveles de carga -

elevada, la traye_ctor:ta .P-M es curva. Pueden ocurrir dos com--:­
portamientos de columnas esbeltas. Priiii.ero una columna puede -
ser establ~ bajo la deflexi6n x 1 pero despues de alcanzar la l! 
nea de interacé::i.6n ocurre una' .fall'a del material .de .la secci<5n-. . 

este tipo de falla generalmente ocurre en las.columnas de edif!. 



97 

cios que est4narriostradas contra·deflex.:i.ones lateral.es. En -
. segundo lugar. la columna. puede ñacerse inestabl.e a.ntes de alca!!. 
·. zar l.a l!nea de int;eracci6n. Esta falla puede ocurri:t: 'en colll!!! 

nas no arriostradas. 
· se puede 11.ustrar . el comportainientio ·de colw:mas esbeltas par,a · -
'deté:cm:f.nadas condiciones de carga y. extremos, util.izando diagra . . . . . .. . -

··mas de interacciOn de colwnnas esbeltas el cual. fue realizado 
J?ºr Mac Gregor y asociados, 
En el comportam1:.ento de columnas las principales variables que­
afectan la resif!tenc.ia de columnas esbeltas con como sigüer 
1~·.; El grado de r_estriccS.6n rotac;t.onal en el ex:tremo, A mayor­

··• rigid~z del sistema de v.fgas que llegan a ·1a columna, mayor 
será la resistencia de ~sta. 

2.- El grado de restr:tcc:t6n lateral, una colwrina· no arriostrada 
(contraventeadal contra desplazamientos de extremos es apr~ 
ciabl.ement~, más dt!bil. que otra arriostrada •. 

3.- La cuant1a qe.refuerzo de acero y la ;esist~nci~ de los.ma­
teriales~ limbos afectan la rigid~z a. flex16n y r.esistencia 
dE;! la secci6n de la_ columna. 

4.- La duraci6nde la carga. El flujo pl4stico del concreto du . . . 
rante cargas sostenidas aumenta las deflexiones de la collJ!!l 
na, y por tanto. normalmente disminuye lá resi.stenc.1a de. _l.as 
col.llltlilas_esbeltas, 

Ahora para el diseño de los miembros de compresi6n se puede ba­
sar en· los manentos y fuerzas q~e se e~cuentran de u~ an4lis.1s-
de segundo orden de la estructura, tanando en cuenta que las· -
rigideces reales de los miembr~s, ~os efectos de las defle~io.;-

• nes en los manento~ y fuerzas, y los efectos de la duración de~ 
la ·Carqa. Las secciones pueden ·.están proporcionadas para :césis .. 
tir estas aocionés a1.n modificacil5n, debido a que ya se tÓm6 e~ 
cuenta e1 efecto de la esbeltl!z de la coiwnna al determinar l.as 

·acciones. . . 
El principal factor a ~ncluir en este an!lisis de segundo orden 
es el momento Ji'X. · Mac Gregor ha resumido todos los m4todos pa­
ra desarrol.lar esos an4l~sis, Se puede idealizar la estructura 
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como un~ marco plano con elementos lineales,. Se deben tomar r~ 
laciones .realistas de momento curvatura para propÓrcionár va.lo"".' 
res exactos para deflex.iones y momentos adicionales, y además..; 

. debe tomarse en cuenta ei efecto de la' carga axial en la rigi•-
. . . 

d~z rotacional de los m~embros a compresi6n, Los momentos m4xf 
mos det.erminados deben ~ncluir el éfecto de los desplazamientos 
y rotaciones en el marco, _ . . . 
El enfoque más racional e.s ú.t.ilizar ·este t,ipo de ai:i411sis para-· 
determinar las acciones de colwnnas para el diseño de secciones 
pero debido a su complejidad el análisis depende de la disponi­

.bi.lidad de programas de computadora escritos adecuadamente. 
En el diseño de columnas de concreto reforzado a flexocompre--­
si6n simple,.se util.tza el an!lisis estructural convencional de 
primer orden, basa_dos en rigideces relativas aproximadas_ y en -
ignonar el.efecto de desplazamientos laterales de miembros para 
determinar los momentos y fuerzas de un marco, se deben modifi­
car las acciones as! encontradas para ·tomar en cuenta ·108 efec~ 
tos de segundo orden. Entonces se proporcionan las.secciones -
par.a que res is.tan l.as acc.t.ones modificadas, el procedimiento d~ 

·do por el A C I para este prop6sito es· el método ampl;t.ficador -
de momentos, semejante al ut:í:U:zado en las especifi.caciones del 
Instituto Norteamericano de.éonstrucci.Sndel Acero, 
_El m~todo establece en el intervalo el.1s_t.1.co la relac.16n. consi­
derando un momento amplificado, y sin tener en cuenta problemas 
de inestabilidad,(como se estudio en .el primer inc.tso de este -
cap!tulo)_. La relac115n (1) .. pi:-oporciona .una aproximaci6n para'."' 
el momento flexionante m4ximo en las columnas con momentos í9u~. 
les en, los extremos y flexionadas en curvaturá si'lllple, 

Doride: 

Mo 
M· :. ---=:--·max . P 

M0 = Pq 

1-<p-l 
c 

(1) 

Momento m!ximo de an!lis1s de primer -
orden. 

Es la· carga crítica el4stic.a para el -
pandeo¡ en el plano del momento aplic~ 
do. 
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- p Carga aplicada a 1a colUI!lna. 
En este caso,, el momento m4ximo y 1a deflexi6n m4xima de la co­
lumna ocurre a la mitad de la altura. 
Ahora si los momentos de los extremos son desiguales la ecua--­
ci6n (1) es demaciado conservadora, especialmente cuando los m~ 
mentes de los extremos son de distinto signo. 
Para el caso de momentos desiguales de los extremos, se estima­
el momento máximo de la colmnna sustituyendo MQ por un momento­
uniforme equivalente a CmMº que p7oduce la misma resistencia­
de columna esbelta que la obtenida.del patrón de momentos rea-­
les, consecuentemente la ecuaci6n es: 

M = max (2) 

Dondei cm = Factor correctivo segdn A c I. 

Entonces el método se vuelve como un método amplificado quedan­
do como: 

~ax= dMo ,(3) 

Considerando que la carga y el momento Oltimo a resistir, enea~ 
trados utilizando un an4lisis .de primer orden, son Pu :."Y · , ... __ 

M = P q. Entonces la carga y momentos. utilizados en ei di-
u u ' 

seño de. las secciones son P y el dado en la ecuaci6n ( 3) don­. u 
de d es e1 factor de amplificación de momentos. 

d = 
cm 

--p 
1-

Pe 

Donde: a) e = 0.6 + m 

cm = 0.4. 

bl .Cm = .1 

.M 
0.4 c...1:.i 

M2 

(4) 

Aplicable a columnas que no ~-
. tenga_n desplazamientos re la ti­
vos •y cargas intermedias. 
A.pl:lcable a columnas con desr,>­
plazamiento lateral. 
Uomentos en los ·extremos de la 
columna 
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dl M

2 
:> a, C+l· 

Donde: 
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. Esta relactdn se:r4 positiva si -
'la columna se deforma en aurvat~ 

.ra. simple~ 
Esta relaci~n es negativa cuando 

·1a curvatura es doble. 

Es· la.carga cr!ttca de Euler --­
eUstica para.el pandeo para·e1-
plano del momento aplicado. 

- K= Factor de longitud efectiva para las colwnnas 
que var!as 

• O·~ 5 iG K IS. 1 ·. para marcos cori.traventeados. 
• K >1 para marcos no cóntraventeados, 

L= Longitud réal ·de la columna, 

. Ec:g 
EI=i (. .· + 

oonde; • EI ,;;, 

·* Ec = 

··* E~= 
. •·11· = 

:"' s 

1 
Eslsl l+~d 

Rigidé:ii a flexi6n de la columna. 
M6dulo de elasticidad delconcr~ 
to. 
E~ :!: 10..jf~' 

Momento de inercia de la secci6n 
bruta del concreto de la columna 
alrededor del eje centroidal, i~ 
norando el r~fuerzo, 
M6dulo de elasticidad del acero. 

Momento de inercia del refuerzo­
alrededor del eje centroidal de­
la secci6n transversal de la·co­
lumna. 
Factor correctivo .•. 

M = cm , O et Bd d 1 
'Mtot~. :. 

M ;:; Momento m4xjlno de diseño cm 
por carga 111uerta, 
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Mtot. 111 ·Momento m.tximo de d! 
i:ieño'por carga total E I·· 

2~s(1?{Jd)' ésta f6rmula se usad ~i_ei porce!!. 
taje de acero, dado en el ~rea CAJ 
es pequeña. 

Carga -dltima en la columna. 

El A C :I presenta dos nomogramas para la 'detel:inina_cic:5n del fa!:.,· · 

tor ·de longitud K. como _se explica en el cap!tulo segundo de es-· 

ta· tesis donde el par~etro "G" es:··' 

DÓnde: 

.... 
~\ll>U e 

G = l'Kcol. 

l:Kpiso. 

I 
=L 

itt 

Ga 

·~· 

de los elementos verticales que éoncu"!-­
rren ·al nudo. 

de los elementos horizontales que concu­

rren ál nudo. 

ic.: ..... Kco1,2+Kcol.3 
kn GA = 

Kp3 .f. Kp4· 

Kco1.i+Kéó1.2 
...... 1t 

Ga .. 
Kp3 + Kp4 . 

Fiq.·3. C~lculo de par.!lmetros para el c&lculo de. K. 

Nota.- Los nomogramas de la (fig.4),que son '108 nomo9ramas pa­

ra determinar el coeficiente de longitud K p~ra marcos contra-­
venteados y·marcos nó contraventeados; se desarrollaron para c2 
lumnás de comportamiento lineal pero puede u.sarse en forma apr.2_ 

xiinada para columnas de concreto refor2ado. 

·- .. 1, 
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.Se pueden calcular los valores de I< si se c()nocen los de "G" en 
cada .junta y se pueden obtener utilizando los nomogramas de --­
Jackson y Moreland, como se muestra en la (fig.4) ~ 

GA K Ge GA K Ge 

1.0 «> 
1 o o.o f &:& c:o 

100.0 
$o.o :.o.o 
30.0 ~o 30.0 

Q.9 !O 2 o.o 20.0 _4.0 

2.0 

o.I 
i¡;g ?1.0 .lü a.o 

LO 7.0 1.0 
0.9 6,0 &.o 0.1 
0.7 ~.o ll.O 

0.1 
'o.6 4.0 2.0 4.0 

0.$ ' 0.$ 

0.4 
3.0 3.0 

0.4 

0.3 0.3 2.0 z;o 

0.6 1.:. 
o.z 0.2 

LO ~o 

0.1 0.1 

o O.!t o o 
\ 

1.0 'º 
(o) Movimientos latmil1s ~ 1 b l Movimientos lol•oles no Impedidos 

Al.determi~arse "GA" y "Ge" como,'se muestra en la (fig.3), los 
valores de EI utilizados deben tomar en cuenta el agrietamiento 
del concreto y ·1a cuantía del acero. 
Para·el uso de las ecuaciones amplificadoras donde es evidente­
el m~todo de diseño es conservador en'la mayoría de los casos.­
El A e I requiere ,que se le considere a las coiumnas como esbe!_ 
.tas en-marcos contraventeados, osea cuando 'no' tienen desplaza-­
miento lateral (restringidos). 

M .. 
34-:-12 _! ~ ~ <. 100 ( 5) 

M r 
2 

,··'' 

: 
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en marcos no co_nt:raventeados osea con desplazamiento lateral "'.""'." 

(rio restringidosl. 

Para columnas con; 

22 ~ ~ < .100 .. r 

RL .> 100. T. 

(6) 

. {7) 

En este· caso no se puede· hacer uso de lá aplieaci.Sn del M~todo-
.. . . . . . ' . 

Simplificado estudiado anteriormente y dadó por la ecua7it5n ( 3), 

sino· que debe hacerse un _anlllisis.de segundo orden. 

·Pero si la rehciOn de esbeÚ~z cae de11tro de lo~·inter:valos.f!_ 
jades en las ecuaciones · ( 5) y ( 6) , .en este caso s! se puede --­

aplicar el mi!toqo simpl.ifi~ado, p~rque la columna a.la que ~o:-: 
éste estudiando· tiene. p~oblemas de · esbel tifa 1 entonces ·aplica el 

momento de segundo orden de A C I dada. en la ecuaci6n ( 3) . 

Finalme_nte de estas comparacion'.3s, !li en algunos de lo·s interv!_ 
los (5) y (6) la relaci<'.1n de esbel.téz resulta !llenor que el. in-­
tervalo fija;. entonces no se .. tiene problema dé esbeltéz; queda!!_ 
do en este caso como resultado el que se obtenga en el momento­
de primer orden, Osea se tr,atá dé una columna corta.' 

En marcos no contraventeados,. se debe calcular el valor de d P!. 
ra todo el. piso, suponiendo que todás las columnas están carga~ 

das tomando P y P
0 

. como la sumatoria 1;P. y l':Pc' para todas -­
las columnas de esa p_lanta. Al diseñar cada columna individual 

de esta planta, ~e débe tomar d corno el mayor de_los valores -­
mencionados antes c_alcul.ados para toda la· planta 6 e.l valor ca! 
culado. para la· col.umna individual_, supciniendo que sus extremC::,s-· 

estan arriostrados. En las columnas que -n~ esta arriostradas,­
se deben• diseñar las vigas para los .momentos amplÚicado~s de. -­
los extremos de las .~olwnnas en _l.as . j urité\S. . Cuando las col um-- · 
nas es tan sujetas a flexilSn biaxial, . se d.eben _amplificar el mo-. 
mento alrededor de cada, eje, usando el valor de· .d calculado -
para cada eje• En los manuales de la A e I se dispone de auxi­
liares de diseño para el método amplificador de momento. Aunque. 
el manual de diseño de columnas se basa en el· clldi90 A e r de -
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1963 que utiliz6 un enfoque de factor de reducc.t6n para el dis~ 
.ño de columnas esbeltas, el manual incluye tan:bi~n auxiliares -
de.d:tseño para el m4todo mplif.tcador de momentos. El manual de 
di.seño m!s reciente cont.tene algunos ejemplos de aplicaciones -
delm~todo amplificador de momentos. 
Not~.- Para el c4lculo.del radio de 9i:ro r de la relaci6n de­
esbelt6z. es: r·!r O.JO veces el lado menor en columnas rectangu-

lares. 
. . 

r •:!. o. 25 ·veces. el di4metro en columnas circulares -
. . 

Para su mejor entendimiento y conocer su aplicaci6n pr~ctica -­
~el m~tod.o se.pone un ejemplo en el capítulo V de esta t:esis. 

con.la obtenci6n del. momento 'ampl::.tfidado, como ~e explica f;n e:?_ 

te inciso para una columna de concreto reforzado sujeto a la --
. flexocompresi6n en· un plano ·(si exi.ste flexocompre~i6n biaxial­
se _obtiene por separado el mo~ento amplificado_ en el otro pla-­
noJ. se dis.eña la ·columna esbelta como una colwnna corta sujet.:i­
ª· fiexocompresi:6n"simpie d biaX~al depend:lendo· su caso, usando-

.. . 
sus. respectivas f6rmulas para los diagramas. de interacci6n, p~-
ro introduciendo ~i.momento amplificado en cada caso por el va­

.. lor del momento simple. 

,Un •mdtodo para determinar· la flexocompresi6n de columnas corta.:: 
alrededor de dos ejes, es el q~e ha desarrollado Bres1er haci.~ 
do uso de los diagramas de interacc:L6n,ei cual explicaremos f·C • . . . . . 
que este es un ~etodo muy simple para calcular los valores ma-
·ximos _de la carga· de compresi6n que actua _a excentric:ldildes ex' 

· y· e · en secciol}es reetangulares con refuerzo simétr.ico. Adernas· 
y ' ' ' . 

este.m~todo nos serVira para exp1icar. como se introduce el mo-~ 
.mento··ampl:tficado en las .f6rmulas·respectivas para diseñar una­
~olumna, esbel~. Sea entonces la si.guiente secc.t6n transversal­
q~ se muestra el la fi.q.5 de concreto reforzado a fl~ocompré-

15!U5n .biax1.al. . . 
Donde: Pr• carga ultima actuante en la columna. 

Mx= Prex 
My"' Prey 



. fig. 10 Co1umna· a flexocompre­
si6n biaxial. 
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En donde los momentos Mx y -

MY son momentos de primer o~ 
den. Pero ahora para consid~ 
rar la esbeltez se trabaja -
con los momentos amplifica-­
do~ ;.;donde el momento fle--
•• •t . 

x.tonante ultim~ en la direc-
ci6n X es : 

Y el 1nomento flexionan te el la direcc1.6n Y es: 

Mry= dYMY 

Entonces con los elementos mecánicos conque se diseña una co~U!.!! 

na de concreto .refórzado por· este rn~todo son tres 

Pr 

Mrx 

M · e ry , . y 

. y la f6rmu1a de B:c:eesler es la siguiente: 

1 1 •. 1 -=-+-
p PX Py 

1 
- p; 

Donde: P =Carga normal m4x.tina que actua a excentricidades· ex' 
y .ey de la columna ( ~xima capacidad). 

Px .= Carg~ normal .m4xiína a una· axentr.tcidad excontenida-. 
en un pl~o de· simetr!a ( ey = Ol .• 

PY =Carga normal m4x.tina a una exent:c-tcidad.8y contenidá 
en el plano de simetr!a norma·l _al anterior C ex=O l 

Puede verse que ia · ecuaci6n de Brees le;r;: reduce un probléma cóm-
.. plicado a una conlbinaci6n de soluciones m4s simples: dos de fl!! 
xocompres16n. en Ún plano de sirnetr!a y una de compresi<5n axial-, 
para eleme~:tos simAtr.tcos, 

La capacidad de carga.de l,a coiwnna débe ser mayor o igual que-. 
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ra carga actuante Pr a la que ha de trabajar la t:olumna. 

p ';!e p 
r 
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Para la determinac:U5n de Px' Py ·y J.> 0 se t~ene que p~oponer .. 

la secc.16n si no esta dado como dato r osea los lados geom~tri­
cos b y t ademtls para terminar el dtseño de .la col.ú:mna hay ..:. 

que dar el area de acero que necesite el cual debe estár unifo~ 
memente distribuido alrededor de toda la· sección; quiere decir~ 
en todo el per!metro de la secc~6n antes del' recuf>r:tmiento. 
Para su mejor entendimi:ento y conocer su aplicac;tdn prti.cttca. -­
del m!Stodo de Breesler se pone el ejemplo nilniero 13, para una -
e.alumna a flexocomp:resl':6n en sus dos planos, y el ejemplo nflme-· 

ro 12 para el diseño de una .columna a fl.exocomprest.6n simple ........ · 

usando los di.agramas de :tnter.acci<5n con el momento ampl:tficabl.e .. 

·-. . :..· 
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p~p 
r· 
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Para la determ:tnactOn de Px' Py -~ P 0 se ttene que proponer -
la secct6n s1. no esta dado· como ·dato r os'ea l.os lados geom~tri.;.; ·. 
cos b y t además. para terni:tna.r eí dtseño de ~a colUmna hay .. 
que dar el !rea de acero q-ue necesite el.cual debe estar unifo~ 
memente distribuido alrededor de toda la· secc16nt quiere decir­
en todo el. per!metro de la secc~On antes del. recubrimiento. 
Para su mejor entendimiento y conocer su apltcactOn pr4.ct:i:ca _ -­
del IOOtodo de Breesler se pone el ejemplo n1lniero. 13, para ~a .. 
columna a flexocompresi6n en sus dos planos, y_ el. ejemplo ntime­
ro 12 para el. diseño de una .columna a flexocompres:t.C5n simple."" ... 
usando los di.agramas de :tntex:acciOn con el momento ampl:i:ficable. 

: l. 

·•·. 

_. 
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CAPITULO V 

V;- &TEMPLOS DE .APLICACION 

·EJEMPLO 1 

Dada la 9r!fic;;a esfuerzo de formac:i<Sn unitaria de un material,-
trazar un diagrama esfuerzo c:r!ti.c:o~relaci6n de esbeltéz _..,_ :n. . . 
(fer , r-> que permita diseñar column~,li esbeltas de. ese mate--
ri.aL. El esfuerzo que produce el aplastamiento del material es­

de 300 kg/cm2 y la ecuaci6n-

. O.O.'!. 1-

de la gráfica es.: 

. f 2 = 3 X 107 1 (1) . 

A).- Se fija el rango de valores que le vamos a dar al materiaL 

B) .- Asignarnos las deformaciones, unitarias ~ los .siguientes V!!_ 

lores, dentro del rango que corresponden a la gráfica • 

. ~1 = _0.0001, ~2 = 0.0002, 1¡-3 = 0.0003, ~4 = 0.0004, 

~5 = o.oóos, ~6 = 0.001; "41 = .0.002, ~8 = 0.003. 

C).- Calculamos los valores correspondientes del esfuerzo util! 
zando la ecuacíOn de la curva (1) ·de donde:-

f =~3X107~
1 

= 5477.23~ (2) 

Entonces sustituyendo .en la ecuací6n (2) los valores de ~. 
obtenemos la· segunda columna de la tabla I. 

D) .- N~césitamos ahora calcular el módulo de esbelt~z C.KL/rf, -

como el m6dulo Et = df/d~ , osea derivando la ecuaci6n-de 
la curva~ entonces partiendo de la ecuac:idn (1) tenemos: 

2f g = 3 X 10 7 •)' df "' 3 X 10 7 
... '(. ~ ' 2f. (3) 

s\lsti.tuyendo en la iqualdad (31., la ecuaci~n (2}_ tenemos; 
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CAPITULO V 

V.- EJEMPLOS DE APLICAC:ION 

·EJEMPLO 1 

Dada la gráfic;:a esfuerzo de fo:rmaci6n unitaria de un material,­
trazar. un diagrama esfuerzo cr!tico-relaciOn de esbelt~z 
(f ; KL) que permita diseñar colurnnai¡ esbel.t~s de ese mate_.-cr r . . · .. 
rial. El esfuerzo que produce el aplastruniento del material 'es-

·, " 

.. 0-"!I 1-

de 300 kg/cm2 y la ecuaci6n-
de la gráfica es: 

f 2 = 3 X 107 1_ (1) . 

A) .-·se fija el rango de valores que le vamos a dar al materiaL 

B) ~- Asignamos las deformaciones_ unitarias ~ lo.s .siguientes va 
lores, dentro del. rango que corresponden a la gráfica. 

~l ~ _0.0001, ~2 = 0.0002, -q.3 .. 0.0003, ~4 = 0.0004, 

C) .-

{os = o.oóos, ~6 = 0.001; G: 7 = 0.002, ~8 0.003. 

Calculamos los valores correspondientes del 
zando la ecuaciOn de la curva (1) de donde: 

esfuerzo utili 

f ='13 X 10 7~ I = 5477.23~ 
Entonces sustituyendo en la ecuac.i6n (2) los valores 
o~tenemos la· segunda columna de la tabla I. 

( 2) 

de .. i't-, 

D) .- Necesitamos ahora calcular el mOdulo de esbel.t~z <.KL/r)', -
~omo el m6dulo Et= df/d~ , osea derivando la ecuaci6~·de 
la curvar entonces partiendo de la ecuac16n (1) ·tenemos: 

df 3 X 10 7 
~"' 2f_ =)' (3) 

. Sustituyendo en la igualdad (31, la ecuaci6n (2l tenemos: 
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df = 
. d 

3 X .J.0 7 . = 2738.6 

..ff'· . 2 (5477. 23f{°l · 

=> f'• ~ "' 2738.6 

~ 
Como se di.jo que f'"' Et ·entonces el mddulo.de esbeltéz 
queda dado de la forma stgutente: 

E =2738.6 

t.~.· ( 5) . 

E).- Entonces l.a ecuáci6n (5), sirve para encontrar el m6dulo -
tangente Et' • pará .los valores. de las "deformaci_ories unita-­
rias: que se da en·la tercera columna de la tabla I. . . . . . .. 

F) .- Ahora nos falta cal.cular el m6dulo de esbeltéz que debe t.!!· 
ner una columna del material propuesto de co~portamiento i.!!_ 
elástico, para· que .cada wi.o de los esfuerzos determinados.:;. 
sean criti.cos, Para esto aplié'amos.la f6rmula: · 

KL WTTEt. r-= -r-' . . . c . 
{6) 

Sustituyendo en (6} los valores de los m6dulos tangentes -
·obtenidos en el pasó quin.to, y ·sus respecti.v~s es.fui;;rzos -
obtenidos en el' tercer paso; obtenemos l.a cuarta colwnna ·­
de la tab1a ¡. 

G) .- TABLA I 

~ f _Et 

0.0001 54,7723 273 86.1.05 
0.0002 77.459 193 649.01 
0.0003' 94. 8.68 158 113.75 
0.0004 109.54 .136 930.52 
o.ooos· 122,47 122 474.38 
0.001 173.20 86 602.47 
0.002 244.94 61 237.94' 
0.003 300.00 so ººº·ºº 

H):.~Por fin ~eal.izamos la gráfica ~"' 

·(fer , KL/r) , el cual . viene sie~ .. ,.0 

do la curva para diseñar cuai--­
quier columna· de ese material; -
entrando con su m6dulo de esbel-
téz a la curva: para obtener su 
respectivo esfuerzo crítico •. 

KL/r 

222.29 
157.14 
128.30 
111.09 
99.37 
70.24 

. 49 ,67 
40,50 . 
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E.TEMPLO 2 

Determinar la carga.cr!ticaque~produc1r1ael pandeo' de. una co-­
l\Jlt\na de acero A-36 de secc16n tubular. Como la mostrada en ia­
figura, la columna es de Sm. de a·ltura y esta biarticulada en -­
sus extremos. Consi.derese,que fy = 2530 kg/cm2 y·E := 2.039xlo6 

kg/cm2 • Calcu.lar tambien el valor del esfúerl!l:O admisible que -­
opera ·en _la misma. col_umna ·y la carga de servicio. 

Datos: 
L = Bm. ~ 800 cms 
K = 1 para col. biarticul~das. 
Ev= 2.039 X 106 kg/cm2 T 

L 

l 
. . 2 
fy= 2530 kg/cm 
D.= 30 .so cms 
d = 29~30 cms 
Soluci6n: 
a) Determinaci6n de· 

1 1T'2EI 
Pcr = (KL)2 

Vemos que para aplicar (l)° nos falta el momento de inercia 

D 

(1) 

I. ,.'.el;cua1 es: TID4 Tid4 Jr(J0.50)4 1t(29.30j4 . 
.,., I 64 - ~ = 64 64 = 

4 I = 6,300._86 cm 
Sustituyendo en ·(11 tenemos·: 

= (3~14) 2 (2 1 039,000)(6,300.86) = 
(1 X 800) 2 

;, 
·pcr =198, 123.75 kgs = 

;pcr = 198 ton. 

bl. C!lculo del esfuerzo admisib.le: 

. c;c. ¡.. ~ 2 fy2
E -~ ~-C2l (3 .141.;~~¿039 

- r =·i i ~ i.6 '~~~3r 1 

.. 10.57 cms 

.126~3 



~ = (1){800} = 75.23 
r 10.57 

Vemos que: ri . . • 
T = 75.23 e:::.. c0 = 126.13 

··.110 

El pandeo es in-~ 
elásti.C:o. 

Como el pandeo ·es inel.1st:t.co, usamos la fdrmula: 

·[· (~L)2] 
f ... 1---· 

a .· 2C2 
. e 

(2) 

Donde: 
FS 2_ + 3 (KL/r) · 

2 = 3 8 ce 
(KL/r) 3 5 3(75.23)· (75.23) 3 .: 

- a e~ = 3 + 8(26.13}· .- 8(26.13f= 

FS 2 = 1.86 

Sustituyendo valores en (2) tenemos: 

f = [ 1 75.23
2 J illQ. = 

ª - 2Ü26.13) 
2 1 • 86 

. 2 
fa = 1,113 kg/cm 

e) Con ei .. valor del esfuerzo admisible podemos calcular la carga 
de servicio de la columna: 

. P .= Afa (3) 

- A= .1J- (D2 - a2 >' ~.:Y:. (30.502 - 29.30
2

) = 56.36 cms
2 

Sustituyendo los valores.en (3) queda: 

p~ = (56.36) (1,113} ~ 62i728.68 k~ 

p
9 

= 62.72 ton. 

·., ..... '', 
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EJEMP:i:.o 3 

Oeterininar la capacidad· de carga de una columna de acero A-36,­
de ams. de altura·en el plano xY esta empotr~do en su base YªE 

. . . 
ticulada en .el extremo .superior, y en su plano zy esta biartt-
culada en los extremos1 lá seccit5n de Úi;:oiúmna ~sta formada­
por dos canales CPS-7", de peso igual a 14.58 kg/m cada uno; -:­
tinidas entre .si por elementos que.forman upa: celosra. Conside­
rar E.= 2.039 x io6 kg/cm2 y fy = 2530 kg/cm2 • 

Yt ~t 

T 
·L 

1 
:X 

Plano de fleXit5n (X,Yl · · 
Eje de flexit5n "Z". 

X 

• 
Secci6n .transversal 

Nota.- La celos!a no modif! 
ca la georne~r!a. de la sec--· 

. ci.t5n. 
Los valores que se usen pa­
ra "K~ ser4n los que se re­
comienda. 

L 

. Plano de flexidn (Y, Z} 
Eje de flexión "X". 

X 

X 

.características de un 

.perf!l CPS-7" de 14. ss·-:­
kg/m de acuerdo al ma--• 
nual _A H M s

2
A son: 

.Ao "' 18.39. cm 
I. = 878.20 .cm4 
.Xo 

rx = 6.91 cm 
I :a 40.79 cm4 

Zo 

rz = 1.s·o cm 
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Soluci6n: 
Determtnaren1.os las, proptedade~ geométricas de la secci6n de la-
columna:. 

A= 2A0 = 2(.:i8.39l = 36.78 ~2 

Ix:'·'"' 2rx
0

"' 2cs1a.201 = t,756.4 cm
4 

T~ 1 1i156.4 
rx ·~-ifªi 36.78 = 6.91 cm 

1 
,l.,405,6 =-6 18 36.78 .• cm 

Calculamos ahora el mtSdulo de esbel téz de los diferentes planos·· 
En el plano de flexión (X,Yl: 

Kx = o.a, porque esta empotrado y articulado 

(0.8](800) 103.55 = 6 .18 = z 
' En el pl~o de flexU5n (Z,Yl: 

Kz.= 1, porque esta biarticulado 

=> K L 
(-z-) 

rx X 

= <11 c9oo) = 115.77 
6 .93. 

Por lo tanto tenemos que trabajar con el m6dulo de esbeltéz 'ma..; . 
. yor, que va a ser en el ·plano . de flexi(5n donde· se va a pandeár­
la columna. · 

Por lo tanto el m6dulo de esbeltéz.~er4; 

(:KL} • .115. 77 
r X 

,'' 

Calculamos ahora·e1 coeftc:tente de col'\lllll'la. 
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126 .13 

·Comparando el coef:tciente de columna con el m6dulo de esbelt~z, 
para saber el tipo de pandeo que se va a presentar en la colum-
na. · 

KL = 115. 77 <ce = 126 .13 r. 

Por lo tanto.el pandeo es del t.tpo "inesl4stico" y la f6rmulá a 
·. usarse es la siguiente: 

'• -!.7 -[i- (!t] (1) 

Donde: 3 (KL) (!!!.} 3 3 
5+ r - r 5+3(115.77} (115.77) 
3 scc . . -se .... !.-- = 3 a {1;z6 .131 - 8(.126 .13l 3 = 

Sustituyendo valores en (1) tenemos: 

fa ;.; [1- (115. 77} 2 . J 2,530 = 
2(126.131 2 i.91 

fa . .;;. ·?66.63 kg/cm2 

Con este valor del esfuerzo admisible podemos calcular la carga 
de servicio de la columna: 

P = Afa 

= (36.78} (766.63) = 28,196~84 kgs. 

=> P ·= 28.19 ton 
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EJEMPLO 4 

Diseñar. la cuerda superior de .la armadura_ de la figura, .hecha -
de acero A-36, libremente· apoyada de acuerdo con el sistema de,;,. 
cargas que se propone. Usando el inanual A H M S A 

~~· . . .· . f 
. t-

·, l ~. 
t ·· . fa 
l\•..1.0 Tllt" 

·~-

Del análisis de la armadura -
se obtiene que la cuerda sup~ 
rior est.a sujeta a la acci6n­
de una carga de compresi6n de 
20 ton. Despreciarnos el peso 
propio del miembro. Podemos-

- considerar que dicho miernbro­
es una columna biarticulada -

_ con carga axial de compresi6n. 
Para poder determinar el es_.­
fuerzo admisible usaremos !a­

tabla correspondiente del manual de acero de Monterrey. 
El valor de K = 1, para colUI11ná.s b:t.articuladas perci se puede to 
mar la K recomendable de K = 0.8; 0.9. 

- . 
La seccidn se esc~ge a criterio y con E_=!xperiencia· en el diseño• 
Sabemos que el-esfuerzo de fluencia para un acero A-36 es del~ 
orden de fy = 2,530 a 2,580 kg/cin2 • 

Para determinar el esfuerzo de diseño de acuerdo al criterio y-
la experiencia se- puede .tomar.como la ml:tad del esfuerzo de.,....;_ 

. 2 2 
fluencia fy = l.,26_5 kg/cm redondeandolo a fy = 1,000 kg/cm • 
Ahora encontramos el_area necesaria para ~ste esfuerzo: 

f = _AP => A= P = 20,000 .. -20 cm2 'l . 1,000 

Que viene siendo el·area de la secci6n tra11sversal.para la co-­
lumna en_estudio. Para elegir ·la geom~tr!a de la secci6ñ, la -
experiencia _nos dice que sean ángulos(porque pueden ser cual--­
quier secci6n). 1 el cual tendremos que revisar para revi_sar su­
capacidad de carga que puede soportar, como puede ser de cual-­
quier forma geom~trica su sección puede variar su capacidad de­
carqa , aunque todas tengan la misma área por l.as. limitaciones-
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de su esbelt~z de la columna a.1 pandeo. 
Entonces.para eleg.t'.r la. secci6n a rev:tsar suponemos.que el es-­
.flierzo admts:Í:óle ~ea deun 40% del esfuerzo de ;fluenc:ta. 

fa • 0.4 fy 

fa ={Q.4}(2,S30l,.. 
. . 2 

·fa ,. 1,00.0 kg/cm 

De ·donde el .!rea· necesaria de la secc.t6n transversal del miem.:.­
bro deber.! ser del orden:. 

P 20 ,000 cm2 
A··:= 'f = · I,ooo .. 20 

Que viene siendo el 4rea igual al.que se obtuvo anteriormente 
·de· otra manera. 

. ' 
· Áhora del manual de la fund.tdora de Monterrey proponemos ·una 
~ecci6n transversal formada por dos.ángulos de lados iguales de 

3" ·x 3" x 1/4" como si.que: 

.,.. 

X 

La separaci.6n de ambos _can~ 
les tambi.en se propone. Lo 

consideraremos de 1 em én-­
tre los cuales colocarémos-
a tiesadores para garantizar 

. la i~tegraci6n de la sec--­
ci6n y para lograr que el -
pandeo suceda alrededor del . 
eje x~6.y1 formando ·las ar­
·ticulaciones en .los extre--. 

-,....., · _mos. qe la pieza· de modo que 
: la . secci~n solo púeda girar 

alrededor de los ejes ·x 6 y. 
Calcular&tos primeX"c:i su.Ín6dulo de esbelt~z: 

Tomando: K~ = 0."9 

Lx = 200 cm (longitud del 
mternbro¡. 

(dato del ma­
. nual) • 
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.···=i> (KL) ,.. (O .9) (200} 
· ·. r X 2.36 76 .27 

·~ <X:> .. ? 
y 

Tomando: ·¡( = .y 
o:.9 

L = y 200 cm· 

ry = 3.5 cm 

=> (KLl = (0.9) (200) = 
r Y 3.5 

51.43 

·.t 
i 

. como: 
é~>. > (~L) 

... , ' . r :X y. 
·. Tbmamos el mayor m6dulo de· esbeltézi 

KL . · 
<r->=76.27.t. 76 

.con este valor podemos entrar directamente a la tabla del cap.!- .. 

tulo III - figura .7 para calcular su respectivo esfuerzo·admis! 

ble que es el siguiente: 

fa =· 1,110 kg/cm2 

Este valor támbi~n se puede obte~er por la teoría de carga 

·axial para obtener su esfuerzo perinisible fa •. 
. Entonces la carga admisible o de servicio del miembro en estu-­
dio ser~: · 

Ps = Á.fa 

= (20}(1.,110) = °.22,200 kg 

p
8 

= 22.2 ton 

Observamos que la carga de servicio de la secci~n que se disefü5 

. ¡;>ara rev1.sarlo, es. ligeramente may.or que la carga en. el miembro 
que esta actuando en la estructura· 1.-eal, osea de 20 ton .• ·. ·Por -
lo tanto . se acepta la secci6n própues.ta en el diseÍ'i.o ya que pa­

s6 la revisi6n satisfactoriamente. 



117 

EJEMPLO S 
. . . . 

Diseñar la·s19u.tente col\lll\na de madera, proponiendo su,seccie5n­
si debe tener una .longitud. de 4 m y . deóe soportar una carga de..;. 
SS ton ; donde la madera tiene un m<'.Sdulo i.de ·elasticidad de · ·---

. . . 2 . . . . 2 
E • 112.592 kg/cm y su esfuerzo dlttmo fu = 102. kg/cm • La c2_ 
lunuia' estar.i E;l;larticulada y debe' ser de secc.t(5n rectangular •. 

.. 

Datoss 
L."" 4 m = .400 .cm 

P • 55 ton . s 

E = 112,592 kg/cm2 

fu= e = 102 kg/cm2 

Soluci6n: 
Primeramente vamos a conocer el· coeftctente de l!mtte de coll.J!!! 

nas, s = 0.102 ~ * ~ 0~1a2-'1 11ló~921 = 
s = 23.32 

Ahora a criterio y. arbitrariam.e~te proponernos una sec.c:t6n_ de la 
columna de 2S. x 25; del cual calculamos su mlSdulo de eabelt6z. · 

I<L = (400) (1) .. 400 _;. 16 667 . 
~ 25 - 1 ~ • 

Como siguiente paso. comparamos el valor del mlSdulo de.esbeltCSz­
con el coefici~nte de columna. 

L <: S 
~ 

Y por otra parte vemos que el m<'.Sdulo de esbelt6z cae.dentro del 
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;i;~tervalo de columnas :t:ntetrnedtas.. Osecu 

11 <i-·s; s 
n 

Entonces la ft5rmulá. a ~s.arse es s 

fª .. ! = e [1 :.;. j cic!1 4 J = 102 [ ·1. - :l c23~gg x 24> ~~ 
fa ~ ~. = 93 .3. kg/cm2 

Po;r lo tanto l.a carga de ser.vicio ·ser4: 

P
6

. = faA :::r (93.31 (241 2 = 53,642.8 

Ps "' 53,64 ton 

Comó la carga de trabajo 
ci~n supuesta es ~enor, 
lo tanto se propone otta 

real es de SS ton.Y .l& p
8

·de la seé~-_:·.· 
rio podemos aceptar es.te diseño. J?or -
aecci6n de 26 x 26. 

Éntonces: L 400 · 16 . ~ = 26 - 1 = .n 

11.:el!_ = .16< s"' 23.32 
dn . . 

La colÍ:imna sigue ~iendo intermedia, 

Comó: 

. r . 1 400 
fa= 1ª2 L1 - 3 <23,32 x 

· La carga· de servicio seril: · · 

Por lo ':tanto : 

251~= ·94,46 kg/cm2 . 

Ps = Anfa = {251 2 (94.461 = 59¡_037.S kq 

P · .r. 59 to~· 
. s 

vemos que la carga de servicio de la secoi6n s~puesta es 
que la carga .c'!e servicio real, Osea 1 

. J? s (supuesta} · ;:::.. Ps Creall 

mayor- .. 

. Por. lo tan te:> esta proporci15n ele la columna se ·puede aceptar co-•' 

. mo buena1 aunque eStE! un poco excedida~ Pe;ro para qÚe sea. la -.. · . . . 
ideal es cosa de tr variando la geometr!a de la 'seccidn, osea 

· .. tambi~n hasta que la carga de .servi~io de la ·.secc:t15n supuesta -
sea igual· a la carga de servicio real. 
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EJEMPLO 6 

Determinar la carga. axi.al admi.siéle ·en condiciones· de servicio- . 
pua ~na coiumnade1r.aderadeprimera, que presentá .en el plano 

.. XY mostrada en la figura; esta emp~trada en la. base y articula-
da en su extremo · supe~io~ y en el piano ZY esta articulada en· 
sus. dos extremos; la· secc.:t6ri de .la madel:a es. de 15 x 25 éíms y -

la altura de la columna es de 5 m ·~ Conside;rar que E = 70 ,000- -
kg/cm2 como se muestra en la. figura.. . .. 

"Z 

T: 

·r..i-----! 
· fo4 · bail-... 

.· soiuci6n: 

y 

- X. 

Como primer paso nos d!.cen que la ,coiumnade madera es de prim.!!. 
ra;.de donde üel reglamento obtenemos. el esfuerzo del 11nii.te de 
proporcionalidad 'fcp es; 

.. 2 
fcp "" 50 kg/cm . 

Y a continuaci6ncomo segundo paso calculamos .las relaciones de 
esbelt~z para los diferentes planos que ~ct<ia~ 

A) .Relaci6n de esbeltt\z_ en el pJ,;ano XY: 

~Kx =o.e (cotwnna empotrada y articulada en sus extre-
mos) • 

- L = ·Sm = sao ems (longitud real» de la columnal •. · 
. - bn .. 15 .. 1 .. 14 ems 

Entonces't 

B) Rélaci6n de esbelt~z en e 1 plano ZY:. 
:"" Kz = 1 (columnabiarticulada). 

Entonces: KZL · ¡1) (5~0) ... a:- = 5 _ í . • 20.a 
n . . 

:-.:,-:.,-

(a) 

(b) 
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Comparando los valores de las relaciones de esbeltéz, para trab~ 
jar en el diseño con el mayor de ambos, vemos que el valor dado­

en (a} resulto mayor que (b); entonces la relaci6n de esbeltéz -
para el disefio ser!: K L 

c-;-1 = 2a.6 
·n 

. ( l) 

Como tercer paso calculamos el coeficiente de columna: 

.,ce=~ of.3 E'.= co.3) ~~o-,ooo> = 
. cp . 

ce = 20.49 · (2} 

Cómparando {l) con (2l resulta': 
K

2
L 
~ = 28.6 ce= 20.49 
. n 

Por lo tanto como la relaciOn de esbeltéz resulto mayor se trata"" 
de una columna que tiene "pandeo el!st:tco"1 y la fO:i:mula a usar­
para encontrar el esfuerzo admisible es el siguiente: 

f = 0.3 E (0.3} {70,000) = 
cd KL2 · 

<o> .mayor (28.6) 2 

fcd ~ 25.7 kg/cm
2 

Ahora pasamos a determinar la carga ax:t.al ·adm!.sible que es ·la· s2 
luci6n de este problema. 

P = Anfcd = (241(141(25.71 * S,635 kg 

=> P = 8.6 ton 



121 

EJEMPLO 7 

Se tiene una columna de acero A-36 de 4.5 m de altura, empotrada 
en la base y libre en el extremo S·Uperior en el plano YZ. En· él 

·.plano xz lá columna· •esta ,empé:>trada en la f>ase y articulada en el 
extremo superior; :r:ev.tsar s:t ia.secci6n :r propúesta..e,s adecuada­
para resistir una carga de 45 toneladas apU:cada a 45 cent!me-"'!• 
tros del ~je x:'como ~e muestra en la_ figura. Se da como dato 
E= 2 x 10° kg/cm2 y Fy = 2,530 kg/cm2 • 

i 
P•••r- . • 

y ..... ,..... 

L 
l ··-

X 

-y 

1) •:- CS.lculo ·de las caracteristicas geom4Str:tc:ias de la sección: . · 
A,.. 2(30 X i.5) + (31 X .1.5) = 145.50 cm2 

· (30) (40) J 2 (·.14. 25 X. 37 3 ) 4 
'!.x= i2 .. 12 = 39, 699 .125 cm 

:r 2 (1.5 x 30 3 ) + (J7) (1.5)
3 

6 7L"O 4 
.Y= 12 12 = ; " cm 

- = ~ ·:rx .. = .. l 394599;13' = 16 .• 52 cm 
rx . A · ~ 1 5.5 · · 

- r .= ~ = 6, 760 • 4 -= 6 • 82 cm 
. y ~ -t'· 1"45.5 

2) ~-:- C4icu.ló de los m6dulos de esbelt~z en los planos' ZY. y ZX -

res pee ti vamen te'. 
·a) cKL¡ = (2 X 4501=54.~ 

r zy l6.S2 

b) (KL) = .(Q.7 :X 450) ,;. 46 • .19 
r zx 6 .82 · 

•. 
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Como: el pandeo por carga axial se presenta-
en el plano zy .: 

3) .- C4lculo de los .. elementos mec$ntcos que operan sobre. J;a sec-
ci6n de la columna. 
- p = 45,000·kg 

- Mx= 45,ooo x 45 = 2•02s,ooa kg-em 

My= O (osea existe flexocompresi6n en un solo eje} 

Como la columna. esta sujeta a flexocompresi6n simple. para:revi-.., 
sar la secci6n aplicamos· la f6rmula de interacci6n en el plano· - . · 

·ZY que es la siguiente; 

f .. 
a. . , siempre y cuando _se cwnpla r>0.15 

4) .- Cdlc.ulo de los esfuerzos .actuantes. 

fa = ~ = 1~~~~o = 309.2,8 k9/cm
2 • 

M C 
- f.b = ~ = 2'025,000(20) - i 020 17 kq/cm2 

X IX 39,6§9.125 ! ~ 1 
• 

5).- Cálculo de los esfüerzos perÍnicibles: 

a) Cálculo del esfuerzo perm:icible por car9a·axial 

a. 

F . 
~. ' 

Determinaci<Sn del tipo . de pandeo en._ la columna· por c~rga 
axial:. 

- ~e •A 2~:2EI = i 2 ~.!~30 106) 1 = 124 .91 

54.48 

aX1.al es·." ~neUstic~". 
Ce;:;,. KL >entonces el .pandeo por .carga 

rx ---· 
Entonces el. esfuerzp.admisible se caicular4 con la fdrmufa-

::·::;:et l ~ :~"}y ~ 0.6Fy 
. ' 



5 ·3(KrL) 
Donde: FS = _ + _ 

2 3 8Cc. 

KL 3 . · 
Cr-l · 5 3C5+.48l ... ;;r = 3 1 12 4. 91 ... 

e 
Sustituyendo este valor en la f6rmula Fa: 
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(51'.48) 3 

8 (124 .911 3 1.82 

Fª = 1
1
82 ·e l.- 54

•
52 

2 l (2,530) = l,257 .9.1 kg/cm2 
.. 

• ' 2(124.91) .l ' . 
P.or otra parte Fa debe ser inenor que: 0.6Fy"" 0.6(2,530)= 1,518 

Como: Fa= 1,257.91 < 1,518 entonces 'Fa= l.,257.91 kg/cm2 

Ahora obteni~ndo el primer t~rmino de la fc!Srmula: .. 
'fa 309.28 
Fa = 1,257.91 = º· 246 'el}. ' 

Como este t~rmino result6 mayor que o .15 se debe aplicar la .fC:Sr­
mula completa. 

b) C~lculo del esfuerzo permici.ble por flexiC:Sn. 
. . 843, 700~ 
~b--= . Ld 

· .. Et 

Donde: 

Por lo 

Ml - c0 = i.1s - 1.os ¡¡- + 
2 

~ = M2 = 2,025 X 106 

Entonces: ~b = 1.75 - 1.05 (1) +0.3(1) = l 

- L= 450 cm 

- d =. 40 cm 

- b .. 30 cm 

- t = 1.5 i:::m . P· 

valores en la fC:Srmula ·tenernos:.·· tanto sustituyendo 
~43,700 (1} 

Fb "" ------ = 2 ,109 ._25 kg/cm2 
' (450)(.40} 

C3ol U.51 
e.emparando con O • 6F y . el cual no . debe superar¡ ose.a: 

0.6.Fy "' (0.61 (2,5301 "' 1,518 kg/cm2 



Como: 
Fb • 2 1.109.25.)., .11518 

Entonces: 

. . Fb = 1, 518 kg/cm
2 

· c!1culo de F0 depend.tendo del: tipo de pandeo: 

124 

(I) 

e·,· =·.~35 .. ·• 86• 'X . .10, 6.. ~ 35 86 10
6 

(.l)·! . Cb. = . • X . . "° ..119 • 05 
e . . . F y. . . 2, S 30 . 

*I = .1~5 X 303 + 6.17 x1,53 
y 12 12 - KL 

? -= 
ry 

. 4 
Iy= 3,376,74 cm yt 

1 
' 1 

.......... 
*A= (L51(30) + (1.5)(6~17) = 
A= 54.26 ém2 

\·••t-1 
1 
1 '·"·- *r - ·~= 1 3,376.7' = 7.89 cm Y=i Jt ~ ;s4,26 

• ~ ;,. < 2~c 45o> = 114 .os • • ry . • 89 

Co~o Cb "" 119,05 > ~L =- 114,08 
y 

por lo tanto el pandeo - . 

es 1nel4stico1 y en consecuencia Fb se determinar! con· la-:-

f6rmUla: . o F (KLJr > 2 J 
Fb =. j - y y F 

·. 107 .• 6 X 10 6~ . .y 

_ rí -: 2,s30(114.gs> 
2
] 2 , 530 = 

~ · 107 • 6 X 10 (.l) , . 
912 .48 kcj/cm2 

I '.(II) 

Como Fb(I):::>Fb(II)' el esfuerzo permicible por flext6n ft 

nal.·es: ·. · ·2 
Fb·"'" l,51B·kg/cm 

6) .- C!lculo del segundo ·t~rmino de .la f6rmula de inter::acci6n,- · 
Par~ esta determinaci6n falta calcular ~~ que se calcula -
como: 

F' m 10 1 480,000 = 10'480,000 ª 3 , 530 •9 kg/cm2 
e (KL/r) 2 (54.48} 2 



Entonces el segundo término esta dado comot 

e f· mb . o. 8.5 (1,020 .171 = 

1,518(1- 309.28 l 3,530.9 

0.63 
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(2) 

swnando los t~rminos Ul y (2)_ que son los valores· de ia \f6rmula 
de :interacci6n tenemos: 

. = o.aa<1 
Por lo tanto como el valor.de la f6rmula de interacci6n result6-
ll\enor que 1, la cC:,~dici6n- propuesta de la secci6n :r es aceptable; 

.. 
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EJEMPLO 8 
·. '· ·, 

Oeterminár si la siguiente.secci6n en caj6n de la columna de ~-
acero sujeta~ .fleXoc0mpr~s:t6n dobie, osea respecto.a sus.dos·..:· 
planos principales como se mue~tra en la.f:tgura1 es adecuada p~ 
ra las condiciones de apoyo y l.ás cargas que sobre el.la.actuan. 

~K• 'l. ..... 

Datos: . 
P ·= 50 ton 
e·= 20 cm 

X 

ªyª 16 en\ 

· Fy• 2·,s~o Itgt..:m2 

E "' 2 X 106 kg/cm2 

Soluci(5n: 

T 
I 

T 
l 

.... ªº!"" 

X 

ll. 

.. 1) .- calculo de l.as caracter!sticas geoml!tricas de. la secci6n •. 
- A= (40) C.20) - ·C37} (Ú) = 171 c::m2 

-
..... ..,(20)(40) 3 (17).(37) 3 . 4 
~ -=..;...:.,,.;r..;.:..-.• 34,· 908.·25 cm 

X · 12 .12 · 

-·:r• c40)(201
3 

(37lCl7>
3

"' 11,s1a •. 2.scm4 
y .12 I2 · 

rx~~ ~><' ... ~ ~4·I~t2s'. .. 14.2s cm 

r··i ~· ... _111,s1a.2s' .. 8 20 en\ 
y A · ,. 171 ' 

· · 2).- C4lculo de los m6dulos de esbeltéz é.B los planos zy y zx -
respectivamente. 



a) · (KLj 
r ZY 

= (2 X 500} = 70.02 
.· 14. 28 

b). {KL) = (1 X 500) = 60.97 
r zx . 8. 2 
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Como: CKI.l > cfil!¡ 
1;c· . ry 

el pandeo por carga axia1 se presen­
tar4 en· el plano ZY •. 

3) .... Clllculo de los.elemento~ mecl!n.tcos que oper11n sobre la se.!:_ 
ci6n de la columna. · 

- p = 50,000 kg 

- Mx= Pelx = ;(50,0001 (201 = 1'000,000 kg.:.cm 

- Z.).= Pey = (50,000). (l6) = 800,~0Q kg-·cm 

4)~-Cálculo de los esfuerzos actuantes. 

f = ~ = 5o,OOO = Í92 39 kn/cm2 
a A 171. . ' ~ . . 

- fbx .,. ~e = c1'g~º4giºH201 = 512 .93 kg/~2 
X . ' • 

.. M C 

~ fby = t!. = cs~~:iii~n° 1 
• 694.s5.· kg/cm

2 

5) .- Cálculo de los esfuerzos permicibles. 
a)· Fa = ? 

: C = ~ 21T
2
. E¡~ 21f

2 
(2 X e ~F~-. 2,530 

' y . . .. 

KL · - - = 70.02 
rx 

como: e > KL 
e rx 

entonces ef pandeo por carga axial es 
"1nelástico". 

-. - : . . . . 

Entonces,. el esfuerzo admisible se caicular4 con la fdrmula 

::~1-::_1 t-e :f l - 2(KLcr/ 2.J· . FY ' O • 6FY 

· · ·. 2 L º 
Donde·: FS = 5 + 3(K;'} (.KrL) 3 =' 35 + 3(70.02} (70.0213 

· 2 3 . se.e - - = se~ su24:.91J sc124.91l3 
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~s 2 "'·1.0s 

sustituyendo este -valor .en la.fdJ:'ltlula de E'a; 

F·.· = 1 [1 .... · ( 7 a.a21
2
. ···]· c2,s3<ú = 1,1s·2. 10 kg/cm

2 . . · ª rn 2U24,91} 2 .. ··. · ·. 

.Por o1:ra ,parte Fa ·debe· ser menor que.1 o.6F:Y ":'. o.6 ·c2,530l= 

coino: 
Fa= 1,152,10 <o•6FY 1,s18 1 

. 0,6Fy '""1, 518 kg/crt 

~F.;:= ·1,152. 70kg/c:J ·. a . . . 

Nota.- Obtenemos el coeficiente fa/Fa para saber qui! fl'5rm_!! 
''la de interacci.~n se debe usar en este caso. 

' .. 
fa 292.39 = 

.r=11s2.7o ª• 25 
•.a . ...' .. 

·como este t~mi.no.result6 mayor que 0.15 se debe apl~car ~· 
la f6rmula de 1n.teracci6n completa para C:~lllmrias de acero­
sujetas a .la flexocompresi:<5nen sus dos planos principales 

· dadÓ en::~].·. capf.1:ulo IV' Cf6xmula 19l , . · • . " . .·· · · · 

· bl CUcuio d~l e~fuerzo perm.i.cibl,e por flexi6n, 
' ' ·. . ' ' 2 

Fb = 0,6Fy = 0.6(2 1 5301' ""· 1 1 518 kg/cm 

Entonces; ·Fb = Fb· = 1, 518. kg/crÍ12 (.por ser seéc:t6n ca­x ' y 
· jónl.. 

6) .-. C&lculo del segundo y tercer término de la. f6rm~la :de in-- . 
. teracci6n respectiv~ente. 
· á>. Detexl!tinac1.6n del seg1lndo tl!rmino• 

e • ó. 85 (por· exist:lr trans.laci6n. laterlll de ~Ó d~ · 
lllJC ' ' 

F''·.'"' ex .. 

sus extremos). 
10•490,600 .• 10•480,ooa 

<í<L> 2 ' (70.021 2 "" 
r X 

2,1J1.s5 k9 tci!?· 

Por lo tanto: 
__ c .. mx;;,;;· .... f;bx:;·_ ... o • 8 s' ( 5 72 • 9 3) -

1 518(·1· 292.39 ., 0 • 37 
F (1 a l , - ,2,137 •. ss> . bx ... Fr" 

ex 

' ,• 

(2) 
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·b) Determi.nacic5n del tercer tl!rmino. 

cm= a.6· 
' F' = 10'480,000 

ey. KL2 
(-1 

r Y' 

Por lo tanto: . 

. . . 

. .10' 480, ªºº 
".' . (.60,971 2 

Donde: M1 • 8 ton - m 

.. 2,819~21 kq/cm2 

-º--· 6_o ....... c6_9_4 .... ..,,s,.,,s,...)..,..,._ .. 0 • 30 292.39 
i1sisc1- 2,a19.21l ~CJ> 

. 7) .- Final.mente, sumando los .t~inos {ll, (21 y (3} que son -­
los-valores de. la fc5rmula de :tnteracc1<'5n; tenemos:· 

0.25 + 0.37 :+ 0~30 ~l. 

= 0.92 ···~ i 
· Por lo tanto; como el valor de l.a fc5imulá resultc5 menor -­
que ,;J. , l'.a cond1.ci<5n •propuesta de la. seccic5n en cajcsn ,;5 ·~ 
acep.tabl.e • 

.. ··, 

·" 

' .. ·,,· 

i 
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EJEMPLO 9 

En. la siguiente co1umna de acero A;,..J6 como se iriuestr.á en la .fi­
qurai s~quiere revisar si dicha·pteza ·es satisfactorta para -­
las .condiciones de carga a la cua1esta.sujeta~ 
Datos: 
Area de la· seccidn, ·A "" 98 cm2 

Momento de inercia de la secci6n 
respecto ai·ej~ z, :Cz = jg,232 c:m4 

Peralte de la secci6n paralelo al­
plano de flexidn1·d. = 50 cm • 

. Fy •· 2,530; secci6n caj6n. 

Soluci6n: 
1) C!lculo del esfuerzo a· compresi6n· simple. 

' . . ' . . 

f ~ • 100,000 = l. 020 4 kg/ ·i 
a "' A 98 · ' ~ _ cm 

... ... 

2) . Ctilculo del esfuerzo normal de compresidn debido .. a ·t1exi6n. 

f . = MzC ... ~ ( 10U10) 5 ( 25) = 637 23 kg. ·1i:m2 
bz -"'I'"""" · · 3§ 232 • · z . ' , ' . 

3) C4lculo de los esfuerzos permicibles. 
a) Fa "' f(~L) .. 

- Ka 0.8¡ recomendado para una columna empotrada en su ~ 
base y articulada en su· extremo superior.· 

. (~) .. "" (0.8) (300) = ~ • 12 
r z i 1 .::u . 39,232 

98 
Para . (~)' · ·,.. 12 ; de la tabla de . la tfig. 7 1 cap!tUlo III) . r . . 

z . ' 2 
obtenemos: Fa= 1,480 kq/cm 

Nota .•. - Obtenemos la .relac;f.dn 'f
4

/Fa· para seleccioJ'!.ar la f6rmul& 

f. ' .. 
....! ... 11020.4 .. o 68'- a 15 
F 480 • .- ' 

a '· 
Por l~ tanto usamos.la f6:t"Illula para .columna de acero suje-
ta a 'flexoéompresi6n simple dado en el cap!tulo IV (f6rmu­
la 16) • 
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b) C4lculo del esfuerzo permicible débido a flex16n. 

Fb.,. 0.60Py = 0.6(2,5301 .,. 1,518 ¡tg/cm2 

. 4) ~- C4lcúlo del segundo tArmino de la f6rmula da interacc.t6n • 
.. e .. ? , como M.. = 8 ton-m- , M = 10 · ton-m y los momen--m -~ . 2 · 

tos son de stgno contrar'o generando cur\rq.tura doble, la 
· rel.ac:t6n ~/M2 ser4 r11i!9at.t va; · tenemos: 

"i R:'"" - o.a, por lo t:ari€o cm= 0.6 + 0.4(- 0.8)= 0.28 
. 2 

Vemos. que C
81

. resui td menor que 
, tonces se uaard un 'coeficiente 

el U:mí.te.:ln:f&I:i:or 0.4 ~ 

correct:i,vo de: 

.cm• o.4 
p1· - 10'480,000 

e 
p<t.12 
Tz 

• 10 1 480,000 • 72 , 778 kg/cm2 
u21 2 

En.consecuencia: . :e f 
~m~b..,__ .. (0.40)(637.2) .., 
· -·- fa (l- i 1 ó2o.4ó)1 518 Fb(1~. ¡rrl 72,'78 . ' 

e 

0.17 (2) 

5) •':'° Finalmente sustituyendo (1) y· (2) que son los valores de -
litf6tiíiula de :lnteracci6n tenemos: 

m o.es <.1 

• 

Como el valor.obtenido result6 menor que 1, lo que.s:lgnif! 
ca que' la éolminá. con ias condÚtones '·de carg~ actuantes 
tiene \Jna secc:l~n correcta osea esta adecuada' ~ra traba•- · 

'· 
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EJEMPLO .10 

Diseñar la colUmna de madera sujeta a flex,ocompres.tdn s1.mpie, • · 
considerando los siguientes datos. 

·.Datos: 

T. 
T.___,~· 

- p 

... .. 

= ·4,000 kq 

250 kg 
40 ,ooo .kg/cm2 · 

= 60 kg/cm2· 

- fcp ·-··so kq 

Solución: 

X 

'% 

• , 

~ 
PlanoZX Pland ZY . 

Eje de flexi6n Y Eje de flexi6n X . 

* Se debe cumplir con la condi.:.­
ci6n (!e: a 1 · 

. zc-·. ~· J 
ª2 . 

1) Para resolver este problema se·aplicar4 1a fdrmula dada~·­
el .cap!tÜlo IV.3 (fdrmulá 1}.~ 

2) se. proponen las siguientes dimensiones de ia secc.:tdn trans--
versal. a 1 = 40 cm 

a2 "' 15 cm 

Vemos que a1/a2 = 40/15 = 2.67 , entonces se cumple con.la­
c:ondici6n de diseño 2< 2. 6 7 ' 3 •.. 

3) c:S.iculo de los t~rminos de la f6rmula de interaccidn~ 
a) An Ca1n) Ca 2n> ,.. ·(40 - 11 (15 - 1) á 546 cm2 

b) . fa = Í-: "" 4~~~0 = 7. 32 kq/CJ11
2 

n , 

e) Para obtener fcd debemos conocer qué tipo de pandeo-­
se presenta en la columna para aplicar la fórmula res--
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pecti.va • 
·-cálculo del mCSdulo de esfielti!z que rige en la col1lllllla; 

'* Plano XZ: (:KI..l .. <2 > c3oo1 - 15.38 1)" . 39 -
y 

'*Plano YZ: (~l = (0• 8i!JOO} = 17,14 
.X 

como· (~) < (KI..} entonces KLb = 17.14 
D y b X 

' · - C4lculo del coeficiente de· columna. 

ce = .iº¡3EI. (0.3) ~io,ooo) = 15.49 
Cp . 

,,· 

. com~ ~.>c0. el pandeo que se producira en la columna de-·· 

madera a carga axial, sera elástico. ~or lo tanto se apl.! 
. cara la f6rmula: 

f 0.3E 
cd =. -::-2' 

. (~) 
(0.3)(40,000) = 40.85 kg/cm2 

(17.14) 2 

e) · C4'lculo del momento actuante. · 

M = HL = 250(300} = 75 6 00.0 kg-m · 

f) C4lculo del esfuerzo de f lexi6n actuante. 
f M 75,000 = 75,000 "" 21 13 kg/em2 
1=s c14109>2 3,549 • 

6 

.g) Excentricidad de la carga: e = emin = {0 {a1 l '."' ~ = 

e = 3 .9 cm 

h) Coeficiente por efecto de esbeltaz de la pi.eza. 
@ = 1.25; por ser.pandeo ei4stico. 

· .1) Dimens16n .de la seccidn transversal en direcciisn de la-. 

excentri.c.1dad1 de = 39. cm 

j) Cl!llculo del eáfuerzo perm.tc.tble por flexi6n tbd el - ... 
cual depende de dos parl!metros C6 y Ck1 entonces: 

C
8 

..; 1,4 ~-- 1.4 0 9 1 (JOOl = 10. 82 
·""i ~ (14) 2 



·Como es> 10 entonces se debe calcular Ck 

e =J.! ...L'= j 3 4ºtººº'= 20 
k '4 5 fbp ""' ~ o . . 
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Como C
8 

cae dentr.o del .tn.tervalo: 10<• C
8 
<e~ en ton 

·ces para la obtenciOn fbd se aplicará la fdrmula: 

fbd - ·,bp [1 - j l~l •]- •• •• 1 j<1º;32i4 -
. . 2 

fbd = 58.29 kg/cm. 

k) C4iculo del coeficiente que modifica el esfuerzo permi-
cible por f1exi6n, por' efecto de seguridad Cf' . 

Como el peralte de la secci6n en el. plano de flexi6n -
es a 1 = 39 cm, y por otro lado se tiene qu~ esta dime!!_ 
si6n es mayor que 30; entonce~ para calcular Cf aplic~ 
mos .la f6rmula: 

. . d 2 + 922 
cf - 0 • 81 2 + 568 = 

d 

2 . 
o.si ~ + 922 = o.9s 

(39) 2 + 568 
4) ·.- Sustituyendo ... todos los valores obtenidos en el paso· ( 3f, -

pasamos.a aplicar la f6rmula de interacci6n para una collJ!!! 
na de madera sujeta a flexocompresi6n simple dado como si­
gue: 

p 
'A 

n + 
fcd · 

·~ + g_ Ge~ 
S Ande 

~bdcf 

(2l.l3. >+< 7 • 39 )(6x3.9
3
; 1.2s, 

= l.:1L + .. 
4o.ss . sa.29co.9s> 

o. 18 + o • 48 < 1 

= 0.66< 1 

Como el ~alór obtenido al aplicar la fórmula de intéracci6n re­
sUlt<5 menor que 1, la secci6n transversal.· propuesta para: la co­
lumna de madera esta sat.tsfactoria pero un poco sobrada~ 

:I 
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EJEMPLO 11 

I~vestigar si la columna de.madera de. secci6n mactza, sujeta a 
flexocomprestt5n doóle, mostrada en la figura; tiene capacidad -
para resistir las cargas de 
siderar E.= 40,000 kg/c::m2 • 

servicio que 
z+ . 
. J.. 'tlJ• o.'I ., ...... 

r-c~·· 

sobre ella actuan. Co!!.. 

zf l'l•• \.. ....... 
~l'wC.'t•"' Datos: 

Y'" 
. 

T 
~I X .. 

__,, . ~ 
t'\3• .... T ... •" 

Plano de"flex:í:l5n XZ 

Eje de flex:t6n. Y 

., .__...ti ...... ... J . 
Plano de.flexi6n zy .. 
Eje de flexi6n X 

... ro • ._ •I 
.... 

E = 40,000 kg/cin2 · 

- fcp so kg/cm2 

- f 6Ó kg/cm2 
bp 

"Soluci6n: 
l.) Para resolver este_ problema se aplicará'. la fórmula dada en -

el cap!tulo IV. 3 ( f!Srmula 2.1 • 
2) C!lculo de los t~rminos de la fórmula de interacc.:t6n. .. . 2 

a) An = (a1 n> Ca2 nl = (20 - 11 (.40 .,. ll = 741 cm 

b> fa .. L = 6 ·º~º = s.10 kg/cm2 
An . 74 .. 

c) Par.a detexminar fcd debemos conocer qu~ tipo de p~deo. 
se.presenta en la colmnna para aplicar la fórmula.res--. 
pectiva. 

· - C!lcu1o del m6dulo de esbelt~z que rige en la columna. 
*Plano XZ = KL = (O.GS>< 45o> = 15.39 . s; l.9 

* Plano YZ KL"' (0.8) (450) = 9 • 23 =E; 39 



Como ~::>~; 
y 

entonces 
KL · ·. 
o"" 15.34, 

C4lculo· del coeficiente de columnas. 
. . 

C =J0.3El,..lo.3(40,000ll = 15 • 49 c ~ 1 · 50 
. cp . 
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Como ~L ·«Ce t el ¡;>andeo que se producir4 en. la columna de 

madera a.carga ax.tal, ser4 inel!stico.· Por .10 que: 

fcd = fcp = 50'kg/cm
2 

Nota.- Con 1os valores obtenidos anteriormente podemos .ca! 
cular ya el pr'i:mer t~rmino de la f6rmula de interacci6n C2, 

mo: fa 
= ~ = 0;.16 cu . 

. fcd 

3) ~lculo del segundo t~rm.tno de la f6rmula de int.eraccit5n. 

a) C4lculo del esfuerzo actuante :en el plano YZ. 
M 

f X= 100,000 20,76 kg/cm2 
= 5x (19.J (39l 2 ... 

6 

b} ex em:tn .= fo (a2nl = O • .l{.39Í = 3.9 cm 

e) l'x = 11 por ser pandeo. inel4st.:tco. · 

dl ªex= a 2n = 39 cm 

e) Cálculo del esfuerzo permicib.le por flexi6n fbdx el ~ 

cual depOndJ de ~:·1~:r~:~: .. ::: :~:6entonces' es = 1.4 192 

Como e
9 
< 10, no se calcula ya St \ q'uedando: 

fbdx = fbp • 60 kg/cm
2 

f) e 0.81 d2 + 922 
· fx = d 2 + S68 

porque a20 ~ .30 

( 39) 2 + 922 efx·· = 0.01 = 0.95 
(39) 2 + 568 
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·por lo tanto sustttuyendo todos los valores obten! 

dos anteriormente:. 

4) cálculo del 

a} f 

1"lx P . 6ex~x 
-~+-~ x An ex 

. fbdxcfx 

~0.76 + s.10(6x3i: x 1) 

= Goco.95> = 
. . 

20~16 + 4.86 - 0.45 
s7 

tercer 
Mx 
sx = 

t~rm~no de 1a fórmula de interacc16n. 
40,000 . . . 2 

39
(1

9
) 2 = 17.05 kg/cm 

6 
b) ey= emin = {'0 Ca

1
nl = 0.1 (19) = l.9 cm 

(2) 

KL porque s.. = 15. 3_9 <ce = 15. 49 , tra tandose 
y 

dl 

e) 

de pandeo inelástico. 

d = ª1 . = ey n .19 cm 

Cálculo .de fbdyº 

c = .l. 4 ~ 21 .19(450) = 3.32 .s deyL/B = 1.4 
39

2 

Como Cs< .10, no se calcula ya ~ quedando: . 

2 
fbdy = fbp = 60 kg/cm 

fl cfy = 1 ~ porque a1 n < 30 

Por lo tanto su8t:t.tuyendo todos los valores ol)ten!_ 

17 ,05 + 8.10(Gxli~ X .1) 

= 60 X 1 = 

= 0,365 

5) Hac:iendo la suma de (1), '2) y (3): 

0 •. 16 + o.4s + ·a.365 = ·o.975 <Lo 
Por lo tanto la secc~~n propuesta es adecuada. 

C.3) 
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.EJEMPLO 12 

En la s;!:gu.iente columna de concreto reforzado que.se espec.tfica 
en la f.tgura mostrada calcula~ su monÍento ampl:Lf.tcado,. y poste-

' > ·,' ; • 

riormente diseñarlo basandose en los diagramas de interacci6n -
·de una columna corta •. 

D ___ .-....,.. __ &;;;.;;.L•....,"-"-~::;l;..;Q-.N----. 

·e- i---+---.---+----t 

A­

~t~·----...---~·~~~~M~··.u::i-...-.w----, 

.. ,. .... " ... ... ••• C.••. ,,.. • •• 
c. ...... 

~ 
····-

c.0.•"1• .1. - '1 

·patos: 

... ~ 
. ar-

··-1 
,_ 

.... .._ Y• 

···- 1. 
T o 

le--- co.. 

- La columna tiene desplazamiento ;en : la direccidn o-x. · 
- Momento total por CM + CV + S = 80 ton-m. 
- Momento por carga muerta =.B ton-m. 
- Acero de FY = 4,000 kg/cm2 • 

x 

.. 



- fb == 200_ kg/cm2 • 

Soluc:t6n: 
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Como priltler, paso para diseñar la columna. encontreJl\o~ el momen.to 
. amplificado de la columna A~B. 

~ax = dM • (:[] 

Donde el término es igual a: 
. d = (11 

·A continuaci6n determinar~os los valores de las componentes de_ 
la fOrmula C.11-, que es la que ·se aplica. para momentos desiqua-­
les en los extremos.del miembro. 

al Cm = 1t · porque exis~e el desplazamiento de la columna. 

b) P~ = 150 tOni 

11' 2Eicol. 
e}. P cr= (RLl 2. 

que es la carqa,actuante de la columna. 

( 2) 

Donde: * Para. calcul"ar Eicol. 
gui:ente f6:rmula: 

. E
0

I
9 

. 

Eico1.= 2.5(1+ Pd,l 

tenemos que aplicar la si-

{3) 

Donde: 
- Ec "" .10 ,QQO. {ff = .10 r 00.0: ~ 200 ·.:. 14.2 X io4· kg/an2 

~ calculo del ·momento d~ inercia Ig alrededor -
del· e~e Y, 

y 

J 
~I .._ ____ ___. 

... ¡..--=e.o.--:...¡ 

X· 

M 
""'. ~d"" cm .... ~ 8 .,. a.1 

Mtota,l. W 

I . bh3 , 40(60) 3 
g = -u.· = .. 12 = 

.~9 = 720, 000 ~m4 

· Sustituyendo los valores anteriores en (.3): 
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·E. r.col·. = (14.2 x i.o4u_12ofooo» = 3.71 x1010 kq/an2 . 2.s<I+ 0.1 

. *.Para calcular. el factor de longit.ud · K, ,calcul~­
mos .prevtamente GA y %. para.entrar al-.nomo:--· 
grmna• 

r noLaoO. · 
t' col.. . 600 . _ ·0 . 
f ... . m:. "'.'"". 
¡;trae.. 

GA .=a, ·esto se deóe porque este· extremo 
esta empotrado. 

- Nudo s ... 
Kcol, 

GB = Kt~ab, =< 

I 
t' coi. 
I 

L'trab. 

· Para encontrar G8 , ,,falta encontrar el. V!' 
lor del momento de inercia de las trabes-.. . ' 

y de la11 columnas • 
(105) (101 (45} + ÜS) (40) (201.= 32 .8 cm 

ÜOS} (..lOl + {40} (25) 

(105) ( 10) 
3 

+ (105) ( 10) l45-32. 8) 2 + 12 

< 25~á40 > 3 + (.25) (4oi°c~2.a-20> 2 == 

Itrabe • 462,20Scm
4 

* I .;,, ( 40! ( 6 0) 
3 

= 720,000 cm4 
col. · .12 . · 

Por lo tanto·: 

120¡000 + ~201000 
G . 350 · 600 . 
. a = 2 c4621 ooo1 · 

600 
... 2·.1· 

Entonces la longitud efectiva de pandeo es en-~­
trando con GA ... O y ~. = 2.1 en el nomograma 

. correspondiente al de una COlUIIUla con posibilid~ 
des de desplazamiento· entre .sus nudos; obtenién-
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dose .K = 1,28, 

Entone~ Le ;:a KL .,.. U..28l lfi'OQ.L ¡o; 768 cm 

. sustttuyendo ahora, todos los v.cilores o5.tenidos 4riterio_!: 
mente eri la f<Srmula (2l tenemos.: 

1T'2 (3,71··x· 10101 ..,· 6. 2 5· 
Pcr • 768 4 x 10 ~q-• 620 ton 

A continuaci6n J?odemos encontrar.el valor pe d, 

d 
. l . 

= ··isa 
1 .. ~. 

"" 1·.32 .. 

Por lo tanto el momento ampltfj:cado es; 

!\nax:= dM0 a . .1,32(Momento.m4xtmo actuante en .la coi,) 

.. .1. 32(80l -

Mmax = 105 .6 ton.P.rn 

En consecuenc.ia vemos que· l.a ca;rga cdtic:a de pandeo;· en el. 
e_jemp~o resul.t6 de 620 ·ton, •/el .factor de ampÜactl5n de momen­
to,· de 1.32. Esto irid.tca que ·los momentos flexionantes· de la co 

' . ' ' . ~ 
lumna, obtenidos de un anlHi:sis .de pril'Íler orden, deben incremen 
tarse en 30% para cons:t~~ra~ los efectos de esbelt~z. Los mome~. 

. . 
tos.flexionantes en las trabes que restrinqen a las .columnas~-
tambi~n deben incrementarse, ya que no sP.rfa postble que las c2_ 
lumnas resistan el momento ampl.tficado, si las trabes no pueden 
resistirlo tambi~n •. El :tncremento en las trabes que concurren-· 
en un nudo dado, debe ser igual ·.al incremento de momentos en -­
las columnas que concurren en el.mismo nudo, para que pueda co~ 
servarae el equilibl:'io de momentos en .el nud,o. 
El refuerzo ~e la columna debe calcularse de tal manera que pue . . . . -
da resistir una carqa axial de 150 ton ·y un momento flex1.onante 

· de 105.6 ton-m. Esto se r~alizar4 utilizando loa d:ta9ramas de'.'" 
interacc;U5n del I.I. para columnas cortas, con refuerzo. dis.tri-. 
buido tln:tcainente en las caras perp_endicul_ares. al plano de fle-­
xi<5n. 

J 



Entonces de la secci~n de la figura tenemos que: 
b."":40 cm 
.t :-· 60 cm 

... d = SS Cm 
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Al diagrama.de interaccien entramos con: 
• d. '55 

,,. t ... ~· ~.0.9 

. " 
,'-;," 

Nr 150 OOQ 
*e.e ... b€@3fb '"'C4alt6otlo.astC2ao1 "'º· 30 

105~6 X 105 _ 
2 - 0,43 

(401 (601 {0.851 {2001 .. 
De donde obtenemos: 

w = 0.79· 

Y el porcentaje de acero es: 
. .·~ fl. 

P.= ~·e :.. .. «0.19.1 cg0gs1 <.2001 ... 0 _033 
y 

Quedando dentro del intervalo de limitaciones de refuerzo que -
.es~ , ,,,, Pmin = O.Q.1 <~ • .o.aJJ < P~ax = o.os 
Entonces: 

A8 ,.. Pbt .;. (O. 033) (.401 ~601 "" 79 .2 cm2 

Finalmente el.diseño queda, usando ~artllas del nOmero 8: 

No. de varillas = 79 • 2 = iS,62 a. 16 ~ 
Donde quedar~n.repart;tdas 8 vat'tllas en cada lado ~e.rpe.nd;tculá:r 
al plano de flexi5n • 
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EJEMPLO 13 

.Investigar si la sS:gu:.tente secc.tOn transversal de una coluinna 
esbelta de concretó refor:t:ado'quese propone es·sat:tsfactoria 
para reS:tst:tr los s:tgu.tentes e-leme~tosmeci!Í\S:cos de carga como­
se muestra en ~a figura. s:t en la columna acttia -una.carga ~lti. 
ma de 120 toneladas produciendo flexócompresi6n alrededor de -= .. · 

y 

Soluci6n: 

los dos ejes pr:tnc.tpaies, don-. 
de los momentos flexionantes -. 
de sequndo orden· son: 

Mrx = Prex = 42 ton-m 

Mry = Prey = 25 ton.,-m 

y el. esfuerzo de fluencia del­
acero E!s ·de fy = 4~200 ·kg/cm2 

con un .concreto de·f' = 250 --
2 . . . · .. c .. 

kg/cm_;. el 4rea·deacero:ser4 
de io vari.llas del No. 8 con -
un 4reade so cm2 y.cv = p.~s. 

Como se trata de una columna somet:í:da a flexocompresitsn bia'4ial.; 
·Usaremos la f6rmula de Bresler • 

. 1 1 l . 1 - = - +- - -· P Px .. Py Po 
. (1} 

A continua~ie5n determinaremos las .componentes de la fe5rmula de-
·. Bresler'.· 

'* AL- P 0 • O.SSfc Ac+ A
9
fy. (a) 

Donde: - f~ .. o .9 ( 1-cv>·f~ .• 0.9 U-0.151 (250) • 
2 . 

f~ = 191 • 25: kg/cm : 

- f~•a o.afy - 0.8(4,200) =. 3,360 kq/cm2 

- Ac .. 40(.60). • 2,400 cm2 

Por lo tanto sustituyendo los .valores en (a): 
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P 0 = 0,85(191,2SlC.2,,4QOl .+ (50H3,360l = 558,150 kg. 

Bt .• - Obtenc1"n .de Px usando los d:tagramas del. Instttuto de­

Iiigen:terfa. 
Para escoger el dtagrama de Ínteracci6n encont:camos: 

* t • 60 an d · SS 
x Por lo tanto x .. 

· * ·d,c ª SS cm · . . tx = 60 

~f* . .50 0.8(4 200} . 
* w = - C2.11ílf> a a5cf91 2s1= 0•43 

e ' . - • . • 

0.91='0.9 

* ex 42/Pr 42x1Ó
5 
/120x.l0

3 

tx = .. tx = 60 = O• 58 (. 

. [ dx"tx = 9 Obtengo del diagra- · 
ma de· interacc16n . <.= 

Co.n:.· .w • Q,=43 } 
/t O 58 del I.I.· 

. ·.. ex x • 

0.42 

De donde: 
N 

o<.= r Et?!""" . 
e 

· C) • - Obt:enc16n .de P y. , 
d . r 'r' ~ - o.9 

y 

Con: W- • 0.43 

· e 25/Pr 
__::¡_ ... - = ·L .t y y 

Obtengo: I(.• .0.48. 

Nrx = -<. btf~ = O. 42 (40) (60! 
(162,501~ 

Nrx·ª 163 1 860 kg 

Como: Nrx"" Px. 

Px =.163.B ton 

De donde: PY • OC.btf~ = (0.48) (40)(60) (162.5) .. 187,200 kg 

. Py = 187.2 ton .' 

Sustituyendo los valores de P0 , Px y Py en la f6rmula (1) t~ 



nemos:. 

1 .. __,!.:_ + 
p 163.B 

Por lo. tanto: 

1 1 --- .... ---
187.2 558.15 

P • 103,5 ton 
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Vemos que la secc~6n propuesta esta escaso pc;>rque no soportar!~ 
la carga ~1tima. Osea1 

· P • 103,5 ton<: Pu= 120 ton .. 
En consecuencia proponemos otra secc:i6n con·dimens:ione.s máyores· 
en la secci6n para que la columna trabaje satisfactoriamente •. 
~ropon1.endo la siguiente sección: 

7 

X. 
.Ac == 50 {65} 

2 .= 3,2SQ cm ... 

A).- P 0 = o.as {191,251 (3,250). + (SO} {3,360) = 696,328 kg 

P 0 = 696.3 ton 
B} .- Cona * dxftx · =- 60/65 = O .92 .!. O ;9 

. 50 .· (3,360} 
* w = (~} = o. 31· 

I 162.S 

* ex"tx = 35/65 = 0.53 

Obtengo: oC. a O. 4 
De donde: p = 

X 
oC.b~f~ = (0.4) {SO} (65) (162.5) 

211.2 ton 

C).~.con: 

p = 
X 

* d /t = 45/50 y y 

* w .. 0.31 

"' o .9 

* eylty m 20.80/50 .. 0.41 

Obtengo: CC. • .o .51 

= 211,250 kg 

De donde:· Py = ~btf~"" 0,51(.50) (.65}(162.5) ""269,343 kg 
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Sustituyendo valores en Ul tenemos; 

1 1 1 .1 
"P:" = 211.25 + 269.34 - 696.32 

Por lo tanto: 

P = 146.2 ton'> Pu = 120 ton 
Vemos entonces que esta secci6n propuesta esta -un poco sobrada­

. con. respecto a· la carga 111 tima pero se puede considerar como c_sr 

rrecta. 
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CAPITULO VI 

CONCLUSIONES 

En consecuencia del estudio realizado en esta tesis,'·, donde el -
elemento es-tructural que se seleccion6 para su>an4li:sis. fue de• 
una columna esbelta; cuando sufre el prolllemá .de falla debido -
al fen6meno de pandeo o de inestabilidad que en conclusi6n pr4~ 
t:tca se llega ala determinaci6n de su diseño estructural. 
Para poder diseñar una columna esbelta ya en la vida pr!ctica,­
donde en. esta pi_eza actua. un sistema de fuerzas normales de CO!!! 

presi6n y momentos flexionantes, as~ como otros elementos mec4-. 
nicos 1 fue necesa,rio estudiar primeramente con una columna :· ... -­
ideal el cual tiene muchas- consideraciones para su an4lisis~ Es 

. . . ~ . . -
te ti.pe de columna~ no existen en la_realidad, pero para poder..:. 
establecer Un estudio teOrtco para formar un C9njunto de reglas 
6 preceptos de la materia en estudio, como c6digos d métodos 
que fijan c.iex-tas ins_tituciones científicas, es necesario un ª.!. 
tudio inicial. 
El "estud.io realizado por Euler, quien fue el que analiz6 en sus 
aspectos fundameptales el problema. de e;itabilidad en una colum­
na. esbelta, fue con muchas consideraciones que no se pueden re~ 

. . . 

!izar en la pr4ctica1 asi como por ejemplo una de las caracte--
r!sticas de-la.columna ideal son de que ~ean de un-material ho­
mogéneo 6 que la carga ele aplicaci6n debe ser. axial, estas dos­
corisideraciones .no se pueden llevar a cabe? porque-primeramente­
no existe un elemento cien por ciento homog~~eo, y la carga por 
m&scuidado que tenga el operador no podr&:liacerlo actuar axia!. 
mente ,osea. siempre existe· una excen1;J;.:tcidad .. accidental· que h~ce 
que.exista flexi6n en la columna, Estas imperfecciones hacen -
que el resultado de ciertas prácticas en·e-1 l.aboratorio no arr5? 
gen valcreB semejant~s como los que se of>t1:enen ·aplicando la -­
teor!a ~e Euler1 pero su discrepanciá es po~a ya que var!a muy 
poco. En res11men el estudio realizado por Euler con una colum­
na ideal sometida a compresi6n con una carga. axial, fue como b!!, 
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se para analizar·una columna a flexocompres16n, el cu 1 s! se -
presenta en la realidad; donde éstas columnas sometid s a f lex2 
compresi6n no estan casi nunca aisladas.sino ligadas otros -­
elementos estructurales, de'manera que su camportamie to depen­
de, en gran parte, desde la estructura en conjuntor t poco .es-· 
tan en general, como se elijo anter:10J:111ente, sometí.das a flexó-­
compres16n pura1 pero este an4l:ts:ts de Euler·de· la co 

'gada axialmente constituye un-antecedente neces~r:tó e la solu-
. ci6n del problema, mucho m!s cc::impl~jo·, de la coll.Íl1lna 
.de una estructura reticular, por lo que en todos los 
construcci6n la cólumna aislada es la base del Cliseño 
piezas comprimidas y fleXocomprtm'idas. . Siendo este estudio .. 
. de un conjunto' de consideraciones, propos:tciones y clmr.iones 
lós cuales es tan mantenidos con razonaniientos •.. 
La soluci6n de Euler es correcta para los.casos en la colum. 
na. falla por pandeo debido . a flexi6n, eÍl. uno cie sus· p 

·1nercia principales, bajo.esfuerzos de compresi6n men 
el l!mite de _proporcionalidad del mater:tal de que est n compue!. 
ta:s,· pero sus _resultados no· fueron aceptados de inmed 
los materiales de· construcci6n ~pleados .en su época e madera­
Y piedra, formaban columnas sumamente r.obus tas que no 
por pandeo sino por aplastamiento, para las que no er 
.ble su teor!a; ·como tambi~n para el pandeo de una pie 
comprimid~ axialmente p~ede ser ocasionado tambien'po 
.alrededor de.su éje longitudinal o por una combinaci6 
x16n y torcido; en estos casos no es v4li;da la teor!a 
Pero esta .teor!a de Euler es buena para aplicarse,· .co 
rac16n de Lamarle el :.cual estableci.6n el lfniite de pr 
lidad como U.mita ·a esta teor!a, 
Por. otra· parte,. el la extensi6n de la teor!a de las co 
intervalo ineltlsticó se deoe a los traba.jos de Engesse , Consi- . 
. dére y Von Karman, Pero las teor!as de cons.tdere y Vo 
son complémentarios satisfactorios para esta generaliz 
rango inelgstico, aunque dicho proolema fue atacado po 
vez por Engesser que public6 su teoría del m6dulo tang 

Karman­
ci6n ·al~ 
primera 

nte. c2 
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mo conclusi6n a este estudio que se basa en la suposicil'Sn de -­
que para un determtnado valor del esfuerzo cr!t:tco, es posible­
una conftguract6n deformada de equ:tli:ór:to, esto es,· un estado -
de equilibrio :tnd;i;ferente~.Y que la defo:r.máci6n que se presenta 
depende del m6dulo de elasticidad tangente correspondiente a ..;._ 
ese esfuerzo cr!ti:cot esta supos:tciOn .tmpl.ica la·aplicaciOn de­
la fl'S:rmula de Euler sustttuyerido E por Et• Esta obtenci6n de­
la carga cr!tica.' con la teor!a del m6dul.o tai;iqent~ no es total;.. 
mente correcta desde un punto.de v:tsta estricto, pero se ha de­
mostrado en la práctica que da resultados muy aceptables. 
Finalmente como wia observaci6n para la soluci6n del problema -
de pandeo, que se presente en la pr&ctica, se puede resolver e~· 
te problema siyaseha presentado el fen6nteno en las columnas­
debido á. cualquier. error que se haya tenido en· su· diseño 6 con!!_ 
truccil'Sn; es contraventeando las colwnnas en el punto cr!tico -
de .su flecha~ con un puntal que tenqa una magnitud de fuer:;:a .. :­
aproximadamente a un dos por ciento 'de. la carga que.esta actuan, 
do en la columna verticalmente; esta soluci6n ·tambien se puede• 
uti-lizar como prevenci<5n para que. en ·.una: \col.urnna. no se ténga el 
probleriiá de: inestabilidad.-
La teor!a de Euler qUe_sé estudia en este trabajo para la esta­
bilidad elástica de columnas, en general viene siende para que~ 
.un ingeniero t~nga ccinocímiento y debe tomar en cuenta en el di 

. ~ . . , 

seño de estos elementos ,que fallan por pandeo, el.:comportamien­
to de estos; para que asi sabtendo como se ~a a presentar el f~ 
n6menÓ de.esbelt'z pueda hacer algurias m<=!clificaciones al apli•• 
car los reglamentos especificados para.est~ objetivo; y no di•!, 

ñar. una ~olW111111 esbelta si~ saber com~ se co111porta'y como se·­
presentará la falla, por eso 111:f.smo es bueno tener esta informa• 
ci6n para pÓder predecir por· qu_~ -:'fue la •:fa1la en columnas esbe! 
tas de una estructura s1: es que se han presentado~ Este estu-­
dio. de Euler no tiene una trascendencia pero.ª carnbto se puede­
obtener segur~dad, ef1:c1:encta y econom!a. 
Por otro lado, otro fin de este trabajo fue·para que sirva a ..... 
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los estudiantes como una ayuda para tener informaci~n para el -
estudio de la Mec4níca de Materiales, que se imparten en la fa­
cultad, ten~endÓ una referencia completa de esta recopilacidn -
ya ·que para esta materia los lióros que abarcan todos los temas 
estudiados asi como acero, 1t1adera y concreto reforzado se en-~­
cuentran separados y dispersos. Adem4s le sirva para estudios­
posteriores ya.que se trata de .un· trabajo amplto, donde se ex-­
plica detalladamente en res1lmen y conclusiones del autor basan­
dose en los Libros dados en la ñibliografta de esta tesis. 
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