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FACULTAD DE INGENIERIA 
EXAMENES PROFESIONALES 

60-1-77 

\•;o¡¡y~JIJltll>ll.~N.:¡Ol'iA!. 

Av:-.-s'.'IA. 
A los pasantes seilores JORGE CARLOS TUR.R.IZA ESCALANTE y 

ALBERTO LOPEZ LOPEZ, 
Presentes. 

En atención a au aolicitud relativa, me es grato transcribir a 11mtede• 
a continuación el tema que aprobado por e•ta Direcci6n propuao el Pr2 
fe sor lng. Osear HernÚldez Basilio, para que lo desarrollen como te
sis en su Examen Profesional de Ingeniero CIVIL. · 

"RIGIDEZ EFECTIVA DÉ MUROS DE CONCRETO REFORZADO, SUJE 
TOS A FLEXOCOMPRESION UNIAXIAL" -

I Introducción. 
11 Desarrollo de las ideas básicas para el cálculo de la rigi-

dez efectiva. · 
Ill Programa de computadora para calcular la rigidez efecti-

va. 
IV Método simplificado para el cálculo de la rigidez efectiva. 
V Ejemplo de aplicación. 

VI Conclusiones 

Ruego a ustedes se sirvan tomar debida nota de que en cumplimiento de 
lo especificado por la Ley de Profesiones, deberúi prestar Servicio S!!, 
cial durante un tiempo mínimo de seis meses como requisito indispen•!. 
ble para sustentar Examen Profesional; as! como de la dispodción de la 
Dirección General de Servicios Escolares en el sentido de que se impri
ma en lugar visible de los ejemplares de la tesis, el título del trabajo -
realizado. 
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l. INTRODUCCION Y OBJETIVO 

Uno de los prop6sitos en la ingenierta estructural es el dise

ñar las estructuras tratando de predecir su canportamiento ante las 
diferentes acciones a las que se encontraran sanetidas durante su -
vida dtil. El mejor conocimiento del canportamiento mec!nico de -
los materiales de construcci6n ha permitido la creaci6n de nuevas -
teortas aplicables al diseño estructurál. Sin embargo, sus aplica
ciones se ven limitadas por la falta de herramientas que ayuden a -
simplificar el proceso de diseño, y ast poder predecir de una mane
ra "real" y confiable el comportamiento de cierta estructura en es

tudio. 

En t~inos generales el diseño estructural consiste de las si 
guientes etapas: 

l. Selecci6n del tipo y distribuci6n de la estructura 

2. Selecci6n del tipo de material 

3. Determinaci6n de las cargas que actdan sobre la estructura 

4. Determinación de los eleme~tos mec~nicos en los componentes es--

tructurales 



5. Dimensionamiento de los elementos 
6. Rcvisi6n del funcionamiento de la estructura bajo cargas de se!:_ 

vicio 
7. Revisi6n final 

Para nuestro caso pensemos espec1ficamente en las estructuras 
de concreto. El an4lisis estructural, o sea, la determinaci6n de 
los elementos mec4nicos, implica un conocimiento de las solicita-
cienes que actdan sobre la estructura y las dimensiones de sus --
miembros, en ocasiones se requiere dnicamente la rigidez relativa 
entre los diferentes miembros de la estructura con objeto de real!_ 
zar el an4lisis. 

usualmente durante esta etapa no se tana en cuenta si la sec
ci6n est4 o no agrietada, ni la contribuci6n del acero de refuerzo 
a la rigidez, as1 como tampoco el efecto de la flexocompresi6n a -
la que se encuentra sujeto el elemento. 

Una vez conocidas las fuerzas internas en los miembros de la 
estructura, se procede a dimensionarlos, es decir, a determinar -
las propiedades geométricas de la secci6n transversal de los ele-
mentas y/o la cantidad y posici6n del acero de refuerzo, olvid4nd~ 
se que se les propuso cierta rigidez inicial. 

Para la etapa del dimensionamiento usualmente se emplea algu
no de los siguientes métodos: el de "Esfuerzos de Trabajo" y el de 
"Resistencia Ultima", siendo el segundo método el mlls comunmente -
utilizado en la actualidad •• 

Con las herramientas actuales resulta pr4cticamente imposible 
tratar de dimensionar una secci6n para que al mismo tiempo que sea 
capaz de resistir las acciones internas (fuerza axial y momento -
flexionante), se apegue a la rigidez propuesta para el an!lisis. -
Esto implica entonces que la estructura dimensionada no correspon
derá en la mayor1a de los casos a la analizada, y por tanto se ob-



tendr! un comportalJliento diferente al esperado. Esto ttltimo se ha 
comprobado en diversas ocasiones cuando se han realizado estudios 

sobre estructuras reales. 

De estas consideraciones se concluye que el diseño de una es
tructura de concreto reforzado es esencialmente un procedimiento -
de aproximaciones sucesivas para satisfacer ambos objetivos: resi!. 
tencia y rigidez. 

Tomando en cuenta lo anterior, el objetivo de esta tesis es -
desarrollar ayudas de diseño que faciliten el c!lculo para satisf.!!_ 
cer ambos requisitos anteriormente mencionados. 

Dentro de los principales elementos estructurales est!n las -
columnas, las vigas y los muros de concreto reforzado, teniendo c~ 
da uno una funci6n espec!fica. Por ejemplo, la función de los ma~ 
cos formados por columnas y trabes en estructuras de altura consi
derable se ve afectada por su escasa rigidez a las fuerzas later~ 
les que son de importancia en este tipo de estructuras. Es por -
eso que se han venido usando los muros pues su principal finalidad 
es la de proporcionar una rigidez adecuada a la estructura. 

Para los elementos columnas y vigas existen ya las ayudas de 
diseño mencionadas (Refs. 1 y 2), quedando para el presente traba
jo el desarrollo de las ayudas para muros de concreto reforzado. -
Se pretende que estas ayudas sean complementarias o sustituyan a -
los criterios de dimensionamiento presentados por el ACI y por el 
R.D.D.F. para el caso de muros de concreto reforzado. 

En los capttulos subsecuentes se explicar! el procedimiento -
de cAlculo realizado para poder construir las gráficas (EI)ef/bt 3 f~ 

versus P/btf~ (6,a), las que permitirAn resolver el problema arri
ba expuesto. 

Las ayudas de diseño que se desarrollaron consisten en 3 gru
pos de gráficas (B,a) para diferentes secciones transversales de -

muros de concreto reforzado: el primer grupo considera como recta~ 
gular a la secci6n transversal del muro¡ el segundo grupo conside-



ra al muro confinado por columnas y el tercer grupo de gr4f icas -
se determ~naron para un muro confinado por muros transversales 
(Fig. l.l). El primer grupo consta de 40 gr4ficas y los otros -
dos grupos constan de ~5 gr4ficas. 

En el primer grupo se c0111binaron ocho diferentes cantidades 
de acero en los extremos (q~) con cinco cantidades de acero long~ 
tudinal (qil; para el segundo y tercer grupos se cClllbinaron siete 
diferentes cantidades de acero en los extremos (q~) con cinco ca~ 
tidades de acero longitudinal (qi> (Fig. 1.1). 

Las gr4ficas se presentan en funci6n de parSmetros adimensi2_ 
nales, lo cual hace que se puedan cubrir casos gener~les con un -
ndmero limitado de diagramas. Todas ellas consideran s6lo flexo
compresi6n en una sola direcci6n. 

Se desarrolla en el Cap. 4 un m~todo simplificado para cale~ 
lar la rigidez efectiva (EI)ef para los tipos de secciones antes 
mencionados. En el Cap. 5 se presenta un ejemplo de aplicaci6n -
para el diseño de muros. 

Con la finalidad de que la lectura de esta tesis sea flutda, 
todos los aspectos que se consideran de importancia se detallan -
en los Apéndices A, B y D, a los que se puede recurrir para su m~ 
jor entendimiento. 



2. DESARROLLO DE LAS IDEAS BASICAS PARA EL CALCULO DE LA R! 

GIDEZ EFECTIVA 

2.1 Hip6tesis simplificatorias para el cdlculo de la rigidez 
efectiva. 

En los dltirnos años, los criterios de diseño pldstico o re-
sistencia Oltima han ido afirmándose en la práctica del cálculo -
estructural y en los reglamentos oficiales. La ventaja principal 
de estos métodos de diseño es que permiten predecir la resistencia 
de un miembro, o una secciOn, a la falla y usar un factor de in-
certidumbre apropiado para evitar la posibilidad de que esta fa-
lla ocurra. 

Durante el desarrollo de este trabajo y para facilitar el -
cálculo de la rigidez efectiva se tomaron las hip6tesis usuales -
para el diseño por resistencia de elementos de concreto reforzado, 

ligadas al comportamiento básico y al mecanismo acci6n-respuesta 
de los materiales. 
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Las hip6tesis que comQnmente se hacen son las siguientes: 

a) La distribuci6n de deformaciones unitatias longitudinales 
en la secci6n transversal de un elemento es lineal, es decir, las 
secciones transversales planas antes de la deforna<:i6n, permane-
cen planas despul!s de que l!sta ocurre. Esta hip6tesis permit.e c~ 
nacer la deformaci6n unitaria de las fibras a cualquier altura de 
la eocci6n si se fijan dos puntos de deformaci6n conocida. 

bl El concreto no resiste esfuerzos de tensidn longitudina-
les. En realidad el concreto tiene una resistencia a la tensi6n 
aproximadamente igual a 0.1 f~, pero para fines pr!cticos no in-
fluye en la capacidad de resistencia en miembros con. cantidades -
normales de refuerzo. 

c) Se conocen las caracter1sticas esfuerzo-deformacidn del -
acero. En general se supone un canportarniento elastopl!stico del 
acero, esto es, los esfuerzos son directamente proporcionales a -
las deformaciones hasta una deformaci6n unitaria m!xirna •y• y de! 
pul!s e~ esfuerzo permanece constante no importando la deformacidn. 
Con esta idealizacidn se desprecia la zona de endurecimiento del 
acero. Si se tomara en cuenta esta zona, se obtendr1an resisten
cias mayores; sin embargo, se considera que las deformaciones en 
la zona.de endurecimiento son de tal magnitud que hacen objetable 
el funcionamiento estructural de los elementos. 

d) Se conocen las caracter1sticas esfuerzo-deformaci6n unit~ 
ria del concreto. Se han propuesto curvas muy diferentes para la 
relaci6n esfuerzo-deformacidn del concreto; adern!s, son muchas -
las variables que influyen en las caracter1sticas de esta curva, 
de las cuales las principales son: el tamaño y la forma de sec--
ci6n, el gradiente de esfuerzos y la duracidn de la carga. 

Aunque las distintas idealizaciones de la curva esfuerzo-de
formaci6n difieren notablemente (triangular, rectangular, trape-
cial, parab6lica, etc.), todas ellas llevan a resultados aproXirn!, 
damente iguales en cuanto a r'esistencia; pero desde el punto de 

vista del cálculo de curvaturas y deformaciones, y por tanto de -



rigideces, la forma de la curva juega un papel muy importante. 

, el La adherencia entre el acero y el concreto es perfecta, -
es decir, no existen corrimientos relativos de consideraci6n en-
tre el acero y el concreto aue lo rodea, Esta hip6tesis es nece
saria para establecer la igualdad de deformaciones en el acero y 
el concreto para las mismas distancias al eje neutro. Para con-
creta reforzado con varillas corrugadas, la hip6tesis es bastante 
realista. 

f) El elemento alcanza su resistencia a una cierta deforma-

ci6n unitaria m4xima dtil del concreto, ccu· Esto implica que 
una secci6n falla si el concreto, en alguna fibra, alcanza una d~ 
formaci6n unitaria de compresi6n máxima ccu que varía de 0.003 a 
0.004, con base en las hip6tesis anteriormente mencionadas. 

Un efecto importante que no se toma en cuent~ en las hip6te
sis anteriores es el debido a las deformaciones unitarias produci 
das por: 

a) Contracci6n del concreto y 
bl Flujo plástico 

Es decir, que se considera que se aplican cargas de corta du 
raci6n, despreciándose los efectos a largo plazo. 

En general, para elementos de concreto con una distribuci6n 
normal de refuerzo, el efecto de contracci6n del concreto es in
significante, por lo que en diversos estudios (Ref. 3) y en ~ste, 
no se tomara en cuenta. 

Los efectos de flujo plástico debidos a cargas de larga dur~ 

ci6n pueden tomarse en cuenta durante el cálculo de las relacio-
nes momento-curvatura (Ref. 3). En esta etapa las deformaciones 
unitarias debidas a f lexocompresi6n se afectarían por una funci6n 
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de flujo plástico, que nos conducir1a a la obtenci6n de nuevos va
lores de curvatura y a la vez de rigidez. 

una forma m!s sencilla es considerar los efectos de larga du
rac i6n sobre la rigidez obtenida para cargas de corta duraci6n, -
afectando ~sta por un t~rmino correctivo. Este procedimiento se -
presenta en el capitulo 4. 

Otro parámetro importante que no se ha tomado en cuenta en nin 
gdn estudio es el de la velocidad de aplicaci6n de la carga. Adn 
para estudios din.!micos, las caracter1sticas acci6n-respuesta de -
los materiales se han tomado de ensayes est&ticos; en eete trabajo 
se considerar& que la aplicaci6n de la carga es lo ~uficientenente 
lenta como para suponer que no var1an las caracter1eticas de canpo!_ 
tamiento del material. 

Para efectos de esta tesis se emplearon las expresiones y caras 
ter1sticas del concreto y el acero que a continuaci6n se mencionan. 

Para definir la curva esfuerzo-deformaci6n del concreto en can
presi6n para una secci6n considerada se emple6 la siguiente expre-
si6n: 

donde: 

f' {~ 
C E 

o 
(ec. l) 

fe esfuerzo del concreto para una determinada deformaci6n unitaria 
f~ resistencia a compresi6n del concreto 
Eo deformaci6n unitaria del concreto correspondiente a f~ 

deformaci6n unitaria del concreto para el esfuerzo fe 

La representaci6n geom~trica de esta ecuaci6n es una par!bola, 
como se muestra en la Fig. 2.1. 
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como se comprender:! por lo dicho en la hipt5tesis d), no se -

trabnjar4 con el "rectSngulo equivalente de Whitney", sino con la 
curva de comportamiento "real", por lo que cuando se empleen o--
tros criterios de diseño hay que tener presente que aqu1 se trab~ 
jar~ con f ~ (que se transformar:! a f~ cuando se tome en cuenta -
la variabilidad de la resistencia del concreto), mientras que cua~ 
do se trabaja con el rect4ngulo equivalente, se hace con f~. 

En este trabajo se considera una def ormacit5n mSxima dtil del 
concreto ºcu igual a 0.0041 (Ref. 1.). 

El diagrama esfuerzo-deformación del acero de refuerzo ordi
nario, puede idealizarse por medio de una recta que pase por el -
origen, con pendiente igual a Es' y una recta horizontal que pase 
por la ordenada correspondiente al esfuerzo de fluencia del acero, 
fy (Fig. 2.2). 

En esta tesis se considerar:! que el mt5dulo de elasticidad 
(Es) es i<~iial a 2 x 106 kg/cm2 y un esfuerzo de fluencia (fy) igual 
a 4000 kg/cm2. Para el calculo de los esfuerzos en el acero, se 
consideraran dos etapas: 

si 

si 

donde: 

fs esfuerzo en el acero para una determinada deformacit5n unita

ria ºs• 
fy esfuerzo de fluencia del acero 

Las caracter!sticas georn~tricas de las diferentes secciones -
que se consideraron para el análisis son las que se indican a con
tinuaci6n (Fig. 2.3): 



a) SecciOn rectangular (Fig, 2.Ja): 

t peralte total de la secciOn 400 cms 

b ancho de la secciOn = 20 cms 

d peralte efectivo = 380 cms 

d 
t 

10 

q' e tomará los siguientes valoree: 0,00, 0.02, · 

o.os, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30 

200 kg/cm 2 

tomará los siguientes ·Valoree: 

0.06, o.os, 0.10 

4000 kg/cmZ 

2 x 106 kg/cm2 

0.02, 0.04, 

b) SecciOn confinada por columnas (Fig, 2.Jb): 

t 

b 

B 

t' 

t' 
T 
d 

d 
t 

q' e 

peralte total de la secci6n = 400 cms 

ancho del alma de la secci6n = 20 cms 

ancho del pattn de la secci6n = 40 cms 

peralte del pattn de la secci6n = 40 cms 

0.10 

peralte efectivo 380 cms 

tanará los siguientes valores: 0.02, o.os, 
0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30 

tomará los siguientes valores: 0.02, 0.04, 

0.06, o.os, 0.10 

f~ 200 kg/cmz 

fy 4000 kg/cm2 

Es 2 x ioG kg/cm2 



c) Secci6n confinada por muros transversales (Fig. 2.3c): 

t peralte total de la secci6n = 400 cms 
b ancho del alma de la secci6n = 20 cms 
B ancho del pat!n de la secci6n = 40 cms 
t' peralte del pat!n de la secci6n = 20 cms 

t' 
T 
d 

d 
t 

o.os 
peralte efectivo 

0.975 

Ase f 

1it ~ c 

A 

~ ª1 
1it 

f~ 200 kg/cm2 
fy 4000 kg/cm2 
Es 2 X lOb kg/cm2 

390 cms 

11 

Para efectos de c!lculo, el acero se discretiz6 como a conti
nuaci6n se explica: 

Se denomina Ase al acero de los extremos colocado en las caras 
paralelas al eje de flexi6n y As1 al acero uniformante distribuido 
colocado perpendicular al eje de flexi6n. El acero extremo esta -
distribuido en igual cantidad en las dos caras opuestas; se discre
tiz6 como una !rea concentrada e igual a A6 e/2 en la parte superior 
y la misma cantidad en la parte inferior (Fig. 2.4). 

El acero longitudinal esta uniformemente repartido a lo largo 
de la secciOn,este refuerzo se discretizO en diez !reas de acero -
iguales a As1/10. Para la secciOn rectangular y la secci6n confi
nada por columnas, la separaci6n de ese acero discretizado fue con! 
tantee igual a 40 cms.; para la secciOn confinada por muros tran! 



versales la variaciOn tambi~n fue constante e igual a 40 cms., ex

cepto en los aceros extremos donde la distancia fue de 50 cms., -
como se muestra en la figura 2.4c. 

La razOn por la que el ancho del pat1n de la secciOn confin~ 
da por muros transversales y por columnas sea el doble del ancho 
del alma es porque se ha visto en ensayes de muros de concretó a~ 
te cargas laterales que esta zona de los patines es la que contr! 
buye a la resistencia (Ref. 4). 

2.2 concepto de rigidez efectiva. 

El valor de la pendiente de la recta tangente a un punto 
cualquiera de la curva M-t (manento-curvatura) de un 'elemento en 
flexocompresiOn, se denomina rigidez. Como se sabe, la curva 

M-~ de un material el4stico lineal es una 11nea recta, por lo que 
la expresiOn que define tal curva serta: 

M = EI~ 

cuya representaciOn geom@trica se muestra en la Fig. 2.5. 

Para un material de comportamiento no lineal la curva M-t -
ya no es una 11nea recta, tal es el caso del concreto reforzado1 
por lo que al tomar en cuenta dicho comportamiento, la rigidez -
var1a para cada punto de la curva. Esta rigidez var1a con el n! 
vel de carga axial (P) y con la excentricidad (e) de dicha carga 
(Fig. 2.6), por lo que para una excentricidad dada se puede def! 
nir a la "rigidez efectiva" con la siguiente expresi6n: 

(El) f = ilM e t.~ 

en la figura 2.7 se aprecia mejor esta relaciOn. 

12 

Con base en esta def iniciOn de "rigidez efectiva" se desarr2_ 
llaron las gráficas que proporcionarán la variaci6n de la rigidez 
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del elemento de concreto reforzado con respecto al nivel de f lex~ 

compresi15n. 



¡~ 

3. PROGRAMA DE COMPUTADORA PARA CALCULAR LA RIGIDEZ EFECTIVA 

El procedimiento que se sigui6 para obtener las grllficas ti~ 
ne caracter1sticas comunes para todos los casos y requiere un vo
ldmen extraordinario de trabajo, por lo que se hizo necesaria la 
adaptaci6n de programas de computadora para obtener los resulta-
dos de una manera rllpida. Los programas desarrollados siguen la 
misma secuencia, la que se explica a éontinuaci6n: 

Las variables generales del problema son: d/t, q~, qi, P, M, 
e/t, f~, y fy' definidas en el capitulo 2. Las curvas (8,n) 6 de 
"rigidez efectiva" se construyeron para valores de e/t de: O. 05, 
O. 1 , O. 2 , O. 3 , O • 4 , O • 5 , O. 6 , o. 7 , O. 8, o • 9 , l. O , l. 5 y 3 • o , par a 
las distintas combinaciones de valores de q~ y qi se determin6 la 
variaci6n de la rigidez con el nivel de carga axial "P" y con la 
excentricidad "e", para ello se emplearon las ecuaciones de equi

librio: 
F

1
-P=O 

Mi - P (e) O 
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Estas ecuaciones tienen como inc6gnita para el caso m&s gene
ra 1 la profundidad del eje neutro y la deformaci6n unitaria del -
concreto (c

0
). 

La soluci6n directa de este sistema de ecuaciones para un ca
so general resulta complicada ya que se trata de ecuaciones no li
nea les. En este trabajo se procedi6 a resolver las ecuaciones en 
forma iterativa, fijando el valor de la deformaci6n superior del -
concreto (c

0
) y variando la profundidad del eje neutro. Una vez -

supuesta la deformaci6n y establecida la profundidad del eje neu-
tro, se define la distribuci6n de deformaciones unitarias a todo -
lo largo de la secci6n. 

A partir de las deformaciones unitarias se integran los es--
fuerzos y se determinan las resultantes parciales de fuerzas y mo
mentos que ser!an: 

a) Resultante del concreto: 

Se obtiene a partir de la integraci6n de la parábola de e~ 
fuerzos del concreto. 

b) Resultante en el acero superior: 

Se distinguen dos casos, acero.fluyendo a compresi6n, o -
con esfuerzo menor que el de fluencia. 

c) Resultante en el acero inferior: 

Se distinguen tres casos: acero fluyendo en tensi6n, acero 
fluyendo en cornpresi6n y acero con esfuerzo menor al de -
fluencia. 

d) Resultante del acero longitudinal: 

Puesto que este acero est~ discretizado a todo lo largo de 
la secci6n, los esfuerzos generados en cada concentraci6n 

dependen de la deformaci6n unitaria en dicha concentraci6n 
de acero. 
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Las f6rrnulas detalladas para el cAlculo de las resultantes -

p3rciales se presenta en el Ap~ndice A. 

Para el cálculo del momento flexionante se tom6 como brazo -
de palanca la distancia (B) , del centroide del acero, o del con-
creto en compresi6n, al centroide de la secci6n transversal. 

tt=FxB 

Las resultantes totales (momento y fuerza axial) se calculan 
sumando todas las contribuciones parcia~es del acero y del concr~ 
to. 

Calculados la fuerza axial y el momento f lexionante se pro-
cede a determinar la excentricidad, como el cociente del momento 
entre la fuerza; esta excentricidad se compara con el valor pref!, 
jade. Si no coinciden, se realiza otra iteraci6n· modHicando la 
profundidad del eje neutro¡ si coinciden, se pasa a calcular la -
curvatura, que se determina como la relaci6n entre la deformaci6n 
unitaria de la fibra más alejada del eje neutro en compresi6n y -

la profundidad (e) del eje neutro: $ = ~ 

Una vez calculados los valores de p, M y ~ para la excentr!, 
cidad y deforrnaci6n prefijadas, se incrementa la excentricidad al 
siguiente valor prefijado, repiti~ndose el procedimiento antes -
descrito. cuando se llega a la dltima excentricidad buscada (cua!!_ 
do e/t = 3.0), se cambia el valor de la deforrnaci6n unitaria del 
concreto (t

0
), repiti@ndose todo el procedimiento anterior. Fi

nalmente, esta etapa termina cuando se alcanza el valor de la de

formaci6n máxima del concreto t cu O. 0041. 

El siguiente paso es determinar la rigidez efectiva ((EI)efl, 
la cual se calcul6 de la siguiente forma: 

una vez calculados para diferentes deformaciones unitarias -



los valores de M1 y ~i' correspondientes a una determinada excen
tricidad Ce1l, se almacenaron en la memoria de la computadora. Si 

estos valores se graficaran obtendr1amos un diagrama M-$ como el 
de la figura 2.6. 
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Para calcular el (EI)ef en un determinado punto (~i' Mil se 
determina el valor de la pendiente de la tangente a ese punto; p~ 
ra osto se tomo un punto cercano anterior y otro posterior obte-
niOndose la pendiente media entre estos tres puntos (Fig. 3.1). -

se pueden utilizar otros criterios para calcular la rigidez efec
tiva; se escogiO el anterior para facilitar los c4lculos y por -

los buenos resultados que se observaron en comparaciOn .con ensa-
yes experimentales (Refs. 1 y 2). Por lo tanto, la riqidez busca
da ser4 (Fig. 3.1): 

(EI)ef 
(EI) l + (EI) 2 

Cano ya se menciono, las gráficas se presentan en funciOn de 
par!rnetros adirnensionales para que sean de aplicaci6n general. El 
adirnensionamiento se realiz6 dividiendo las longitudes y las ex-
centricidades entre el peralte total de la secci6n t; las 4reas -
entre bt, siendo b el espesor del muro para aquellos con secci6n 
rectangular, o el espesor del alma en muros de secci6n I; las --
fuerzas axiales entre btf~ y la rigidez entre btlf0, Los lista-
dos de los programas, para cada secci6n, se presentan en el ApOn
dice B. 

Luego para trazar las curvas (5,a) o de rigidez efectiva, se 
ordeno a la computadora imprimir los resultados necesarios. 

Para una cierta secci6n transversal de muro los valores que 
se imprimieron fueron: 

El 
bV76' 

P e 
1JtI6' t' "c 



Finalmente, cada Punto de cada curva auedaba definido por -

la torna (e/t, B, n) (Fig. 3.2) y de esta manera se procedil5 a -

traznr las gráficas del Apéndice c. 

As!, el uso de las grltfi_cas resulta sencillo; si se tienen 

corno datos la forma de la s,ecciOn, P, M, f~ y q' puede obtenerse 
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P d e El 
a e b't!b' p t y con las grltficas determinar el valor de B = bt3fá r 

o viceversa, dado el valor de a puede obtenerse a conociendo los 

da tos necesarios. 



4. METODO SIMPLIFICADO PARA EL CALCULO DE LA RIGIDEZ EFEC 

TIVA 

En este capitulo se presenta un rn~todo aproximado para cal

cular la rigidez efectiva sin tener que usar las gr4f icas del -
Ap~ndice C. 
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Este criterio se basa en la suposici6n de que la rigidez t~ 
tal es la suma de la rigidez proporcionada por el acero rn4s la -

del concreto. 

4. l Contribuci6n del acero de refuerzo a la rigidez efectiva .• 

La figura 4.1 muestra en forma adirnensional la contribuci6n 
del acero a la rigidez. En esta gráfica se representa la varia

ci6n de la rigidez proporcionada por el acero con la cuantia de 

refuerzo: para el caso de acero longitudinal habrá que multipli
car el valor obtenido por 7/19 por la raz6n que se explicará m4s 

adelante. La rigidez proporcionada por el acero será entonces -

la suma de las contribuciones del acero extremo y del acero lon

gitudinal. Esta gráfica es aplicable a cualquier secci6n trans-



versal del muro. 

Para determinar los puntos de la grafica 4.1 se procedi6 de 

lü siguiente manera. Considerando el caso del acero colocado en 

los extremos, se tiene (Fig. 4.2): 

I Ase (~)2 se 
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As ", b¡tc 
•e Y 

; llrea de acero en los extremos 

pero 

entonces 

sustituyendo 

finalmente 

e 

Is q' b¡t;. (~)2 
e e Y 

q' bt 3f' (~)2 I -r-se e 2t y 

EI 
se 1 q' (d-d'¡2 

btlf~ = cy e --rr-- 1 1 (~)Z 
r&qe t 

d 1 t - d 

d-d' d-t+d 
-t-- = t 

rt- q~ {2(~ 
y t 

2d - t 
--t-

!.¡ ) 2 
2 

y 

d 1 
2 «r - !> 



. d 
luego, para distintas relaci~nes t y variando los valores de q~ 
so obtuvieron las curvas de la figura 4.1. 

Ahora para el acero longitudinalmente distribuido, se 
tiene (Fig. 4.3): 

Obteni~ndose 11n espesor ficticio b' del acero longitud!_ 
nal de la siguiente manera: 

luego 

pero 

entonces 

(d - d') b' &rea de acero long!_ 
tudinal 

b' 1 f' ( t ) qlb:J::. ~ fy a - a· 

I _!_ b' (d - d 1 ) 3 
ª1 12 

espesor ficticio del ace
ro longitudinal 

I 1 q1' b ~ (~) (d - d') l 
s 1 TI fy d - u· 

d - d' 
-t--

1 q1' 1 (d - d 1 ) 2 
12 cy F 

2 (~ - ~) 

~)2 

finalmente 
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Debido a la discretizaci6n del acero de refuerzo usada en 

los programas de cornputaci6n (Fig. 2.4) para el c!lculo de las re
sultantes parciales (fuerza y momento) , el valor anterior de la -
contribuci6n a la rigidez del acero longitudinal se rnodific6 lige
ramente presentando la siguiente f orrna aproximada para el rango --

d o. 8 ~ t ~ o. 98: 

7 ' (d 1 
I9 ql t - ~12 

Este valor puede obtenerse con la misma gr!fica 4.1, sol!_ 

mente se tendr! que tornar qi = q', y multiplicar el valor obtenido 
por el factor 7/19. 

Del an!lisis de los resultados se observ6 que la contrib!!_ 
ci6n del acero a la rigidez de un miembro en flexi6n pura era 1.25 

veces mayor. El porque de esto se menciona en el inciso siguiente. 

En la Tabla 4.1 se presenta en resumen los valores con -
que contribuye el acero a la rigidez, segdn la etapa de comporta-
miento. 

4. 2 Contribuci6n del concreto a la rigidez efectiva. 

La rigidez que proporciona el concreto depende de la etapa de 
comportamiento en que se encuentre. Para esto se consideraron --
tres etapas de comportamiento: a) etapa de compresi6n; bl etapa de 
flexocompresi6n y c) etapa de flexi6n. Estas etapas corresponden 
cuando la relaci6n de excentricidad a longitud del muro var!a apr~ 
xirnadamente de O.O a 0.2, de 0.2 a 1.0 y de 1.0 a a, respectivame~ 

te. 

La Tabla 4.1 presenta los valores que se obtuvieron de sinte
tizar las gr!ficas del Ap~ndice e y resume los valores aproximados 
de la rigidez que proporciona el concreto segdn la etapa de cornpo~ 

tamiento. 
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El criterio que se sigui6 para la obtenci6n de estos valores 

fue el siguiente: 

Se tomar4 el caso de la secci6n transversal rectangular; pa
ra su an4lisis se tomaron todas las gr4ficas del Apéndice C que -
corresponden a esta secci6n. Luego, para cada una de ellas, por 
ejemplo, la de la figura 4.Sa, correspondiente a q~ = 0.02, 
qi = 0.02 y para a = O.O, se localiz6 el valor de B para la etapa 
de compresi6n, la que se defini6 de la siguiente manera: el valor 
m4ximo de B se determin6 prolongando la curva e/t = o.os hasta i!!. 
tersectar el eje a; este valor representa la rigidez de la secci6n 

cuando no esta agrietada, o sea, la etapa de compresidn. 

Con esta terna de valores (q~, qi, Bmax> se obtiene el punto 
1 de la fig. 4.Sb. Para localizar los dem4s puntos se procedid -
de la misma manera con las figuras restantes de la secci6n recta!!. 
gular. Uniendo los puntos correspondientes a un mismo valor de -
q~, estos se alinean en forma muy aproximada sobre una l!nea rec
ta. 

Prolongando cada una de estas rectas hasta cortar el eje ho
rizontal se puede obtener el valor de la contribuci6n del concreto 
y del acero de los extremos (Bi); para determinar solo la contri
buci6n del concreto a la rigidez (K) , es necesari~ determinar el 
punto B correspondiente a una cuant!a nula del acero de los extr~ 
mos; para lo anterior, se plantearon ecuaciones de la siguiente -
manera: 

(ec. 2) 

El valor de Rei es la contribuci6n a la rigidez en compre--
si6n del acero extremo, el cual se determin6 de la figura 4.1. 
Luego, para cada par de ecuaciones se despejaba el valor de Ki y 

promediando los valores calculados se encontr6 que K = 49.6 y y -
era igual a l; por facilidad de c4lculo, K se tom6 igual a SO. 
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Luego, se procedi6 a la obtenci6n del valor con que contribu

yo al concreto a la rigidez en la etapa de flexi6n. El procedi--

mianto fu~ el mismo que se us6 en la etapa de compresi6n, s6lo que 

los valores de a tomados de las gra.f icas del Ap~ndice e correspon

dan a los valores m:f.nimos de .ªmin ¡ estos valores m:f.nimos de a se -
localizaron trazando una l:f.nea por el quiebre de las curvas e/t 

hasta intersectar el eje a, como se muestra en la figura 4.5a. E!. 

te valor representa la rigidez de la secci6n cuando comienza a 
fluir el acero de Yefuerzo en tensi6n. 

De la misma manera se plantearon las diferentes ecuaciones, -

encontrándose un promedio para la rigidez del concreto en flexi6n 

do 4.5, el cual en la Tabla 4.1 se puso en funci6n de K. 

Además, se observ6 que para que se cumpliera la igualdad en -

la ecuaci6n 2, el valor de Y era igual a 1.25¡ este hecho no puede 

e~plicarse totalmente, pero consistentemente era necesaria su apl!. 

caci6n para alcanzar la igualdad. Es por eso que se mencion6 en -

el inciso anterior que la rigidez en f lexi6n proporcionada por el 

acero era 1.25 veces mayor a la de cornpresi6n. 

Por dltimo, se procedi6 a determinar el valor promedio de la 

rigidez del concreto en la etapa de flexocompresi6n. 

Para definir esta etapa se opt6, en las gráficas del Ap~ndice 

e, por determinar los valores de ~ para dos zonas, una de las cua

les abarcar:r.a dos intervalos do excentricidad: el primero para e/t 

< 0.6 y el segundo para 0.6 ~ o/t ~ 1.0. La segunda zona se res-

tringir:r.a para valores bajos do la rolaci6n P/Pu (menor de 0,5) y 

e/t < 0.3. 

Los dos intervalos do la primera etapa, se determinaron divi

diendo para cada curva su Pu entre 1.4, esto para suponer que el -

elemento esta bajo condiciones de trabajo. El valor de Pu puede -

obtenerse de las mi.smas gra.ficas del Ap~ndice e o de los programas 

de computadora elaborados. En las gráficas del Ap~ndice C la Pu -
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es ol punto de cada curva más cercano al eje de las ordenadas. El 
valor de Pu/1.4 se marc6 con una x como se muestra en la figura -
4.Sa. Luego, se trazaron tres 11neas verticales, una pasando por 
el punto extremo derecho y las otras por los puntos correspondie!!. 
tes a e/t igual a 0.6 y 1.01 de esta manera se tiene la primera -
zona dividida en los dos intervalos de excentricidad dados. 

Para cada uno de estos intervalos y cada gráfica del Ap~ndi

ce e se obtuvo un valor promedio de a (Bmed.l y Bmed. 2), al cual 
se le rest6 la contribuci6n a la rigidez de los aceros longitud! 
nal y extremo, obteni~ndose de ~sta manera la contribuci6n del 
concreto a la rigidez en la primera zona de f lexocompresi6n y pa
ra cada intervalo de excentricidad. 

Para el intervalo de e/t < 0.6 el valor promedio de la con-
tribuci6n del concreto a la rigidez fue 181 el rango de los V! 
lores calculados estuvo entre 16 y 191 para el intervalo 0.6 ~ e/t 
< 1 el valor promedio fu6 13, rango comprendido entre 10 y 16. 

Ambos valores son para secciones rectangulares y se presen~
tan en la Tabla 4.1 en funci6n del valor de la contribuci6n del -
concreto a la rigidez (K) en compresi6n. 

La segunda zona se difini6 para los 11mites de .R.-< o.s y --Pu 
e/t < 0.3. Para este caso se dividi6 la Pu entre 2 s6lo para las 
curvas de excentricidad entre O.OS y 0.3. Estos puntos se marca
ron con * como se muestra en la figura 4.Sa. Este caso ser1a pa
ra cuando los muros tuvieran un nivel bajo de carga axial y de m~ 
mento flexionante. 

1 
Tambi6n por los puntos extremos se trazaron dos rectas verti 

cales para acotar esta zona1 para cada gr~fica se obtuvo entonces 
un valor promedio de e (Bmed. 3), que al restarle la contribuci6n 
a la rigidez de los aceros longitudinal y extremo se determin6 el 
valor promedio de la contribuci6n del concreto a la rigidez en e! 
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ta :.:ona. El valor fue 29 para las secciones rectangulares. Tam-
biOn este valor se presenta en la Tabla 4 .1 en funci6n del valor -
de la contribuci6n del concreto (K) en compreai6n. De la mi&111a m! 
ncra se obtuvieron los valores correspondientes a los muros con -
secciones I, loa cuales tambifn se res~~en en la Tabla 4.1. 

4. 3 Mftodo simplificado. 

Cano se ve estos valores son s6lo valores pranedio aproximadoa1 
sin embargo, en la referencia 1 se demuestra que el mftodo que ae -
propone es suficientemente aproximado; en el Cap. 5 se presenta un 
ejemplo al respecto. Como se mencion6 al principio del capitulo el 
mftodo se basa en que la rigidez efectiva total ea la suma de la -
contribuci6n del acero m!s la del concreto. 

(ec. 3) 

El valor de (EI)s/bt 3 f~ se puede obtener de la figura 4.1 y el 
valor de (EI)c/bt 3 f~ de la Tabla 4.1, dependiendo de la etapa en 
que se encuentra trabajando el elemento de concreto reforzado. 

4. 4 Efecto de cargas de larga duraci6n en la rigidez efectiva. 

Como se mencion6 en el cap1tulo 2, la manera m!s sencilla de -
tomar en cuenta los efectos de las cargas sostenidas de larga dura
ci6n es afectando por un cierto factor la rigidez proporcionada ~ 
el concreto segan la ecuaci6n 3. En un estudio realizado (Ref. 3) 

se encontr6 que dicho factor ser1a: 

.¡, = 0.75 + 1.8 yp > 1.0 

en donde 

yp relaci6n de carga muerta de diseño a carga total de diseño 

Luego la rigidez efectiva tomando en cuenta dichos efectos se-

r1a: 



(EI)ef 

Esto mismo se puede hacer cuando la rigidez total del mi~ 
bro se obtiene de las figuras del Ap@ndice e, a cuyos valores -
se resta la contribuciOn del acero (figura 4.1) quedando sola-~ 
mente la contribuciOn del concreto, la que se modificarla con -

el factor "'· 

4. 5 MOdulo de elasticidad del concreto • 

Los valores obtenidos del mOdulo de elasticidad del concr~ 
to en las referencias 1, 2 y 5 son muy aproximados al obtenido 
para nuestro caso. De la Tabla 4.1, el valor de K para seccio-
nes rectangulares es 50. Luego se puede plantear la siguiente 
ecuaciOn. 

(EI)c 
bt'JTf" = 50 

e 
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Tomando el valor de I igual al momento de inercia de la se~ 
ciOn gruesa, puesto que el elemento se encuentra en compresiOn, 
se tiene: 

50 bt3fc 
bt3 
T2 

600 f~ 

Para valores de 150 < f~ ~ 250 este valor ea muy aproximado 
al valor Ec 2 = 8500 Vfb obtenido experimentalmente en la refere!!_ 
cia 5 y anal1ticamente en las referencias 1 y 2. Para f~ > 250 
se recomienda usar el valor de E 

c2 



s. EJEMPLO DE APLICACION 

En éste ejemplo se hace ver que las rigideces relativas 

que se suponen durante el an!lisis de una estructura, no co~ 
cuerdan en general con las rigideces "reales" una vez que se 

han dimensionado los elementos. Este ejemplo también da una 

idea de como deben usarse las gr!ficas del Apéndice e, as! -

corno el método simplificado presentado en el capitulo 4. 

En la figura 5.1 se muestran las caracter!sticas del rna~ 

co 6 sistema plano propuesto para ser analizado. Las accio-
nes a las que est! sometida la estructura propuesta, así corno 

el an!lisis estructural del mismo se presentan en el Apéndice 

o. 

Para fines comparativos solo se diseñ6 el muro y una co

lumna (barras l y 8, Apéndice D) , ambos en el primer entrepi

so, puesto que es donde los elementos est!n mfis esforzados. -

En el siguiente cuadro se muestran las cargas de trabajo obt~ 

nidas en el an!lisis, y las carqas Oitirnas con las que se di-
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mensionaron el muro y la columna mencionadas. 

cargas de Trabajo 

!DI. KM. CNlGI'< CORI'.l\N et 
cc5~m> (~} i~ r'ITin~ '~' 

carga 

COLUMNA 
Vertical -l. 221 +0.685 +20.443 -0.477 o.os 

Sismo -2.36 +4.83 +11. 537 -1. 798 

carga 

Vertical +3.716 +4.585 +108. 708 -o. 217 o. 29 
MURO 

Sismo +54.96 +185 -5.771 -32.51 

Cargas Ultimas de Diseño 

p Mu V e u u u 
(ton) (t - m) (ton) (m) 

COLUMNA 1.1(20.443 + 1.1(0.685+4.83)+ 1.1(0.447+ 0.21 

11.537) = 31.98 +31.98(0.02)=6.71 1.798)=2.5 

M.URO 1.1(108.708 - 1.1(4.585+185)+ 1.1(0.217+ 2.09 

s. 771) =113.231 113.231(0.25)= 32.51)=36 

263.852 

El proceso de dimensionamiento del muro y de la columna se 

excluye de ~ste trabajo y solo se presentan los armados finales 
en la figura 5.2; ~stos armados se determinaron segun los crit~ 

rios propuestos por el Reglamento del D.D.F. 

A continuaci6n se detalla el cálculo de las rigideces para 
los armados del muro y la columna, de acuerdo a los Reglamentos 
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del o.o.F. y del ACI, as1 como tambi~n empleando las gr!ficas 
(B,n) y el método simplificado propuesto. 

5.1 C!lculo de la rigidez del muro. 

5.1.l Reglamento D.D.F. 

f~ 150 kg/C111 2 

Ec 10 ooo vt;;' = 10 000 \/fSo = 122 474 kg/cm2 

Ig b~; = 15 f~OOl 3 = 1.5625 x 10 8 cm4 

El 0.4 (122 474) (l.5625 X 10 8 ) 

El = 7.65 x 1012 kg-cm2 

5.1.2 Reglamento ACI 

f~ 150 kg/cm2 

Ec 15 ooo '\~ = 15 ooo Vi'So = 183 712 kg/cm2 

bh 3 15 ( 500) 3 
12 = 12 1.5625 x 10ª cm4 

E
8 

2 x 106 kg/cm2 

Is 2 (1.98) {(45) 2 + {90) 2 + (135) 2 + (180) 2 + (225) 2) 

Is 441 045 cm 4 
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EI 183 712 (l.S62S X 10 6
) + 2 X 106 (441 04S) 

EI = 6.62 X 10 12 kg-cm2 

S.1.3 Figuras {B,a) del A~ndice C. 

Es importante hacer notar que para el c4lculo de resisten
cia se debe emplear el valor de q definido en el Reglamento del 
D.D.F. como q = p ~· y para el c&lculo de rigideces se usara el 

c 
valor q' definido en éste trabajo como q' = p if• por lo que la 

relaci6n entre ambos estar! dada por: q' = o.as q. 
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Adem!s, las rigideces relativas entre los miel!lbros se bus
caran para las cargas de t~abajo, ya que se considera que loa el~ 
mentos estar!n sujetos a ésta condici6n la mayor parte de su vida 
lltil. 

Para utilizar las gr!ficas (B,al se tienen los siguientes 
datos: 

d t' B t = 0.95; t = O; b 1; f~ = 1so kg/cm 2 ; f~ = 120 kg/cm2 

Para calcular la excentricidad se toma en cuenta la excen-
tricidad accidental que puede presentarse; de acuerdo al Reglame~ 
to del D.D.F. ésta excentricidad es igual a O.OS (t) pero no me-
nor de 2 cm. 

~ = 4.sss + los.1os (0.25l =o.ose 
t 108.708 (5.ó) 

ql
' P fv 21.78 4000 0 097 ~ = 500 ( lS) 120 = • 

" 
Pt lOe. 70e X 10 3 

o.es !soo)(1s1(120¡ = 0 •141 F.R. bt f~ 

De las gráficas del Apéndice e se interpolar! para los da
tos anteriores para obtener la rigidez. 



Primero para qi = 0.10 y e/t entre 0.5 y 0.10 

0.10; e/t 0.051 a = 0.141 + B 45.7 

qi = 0.10; e/t = 0.10: a = 0.141 + B = 46.0 

Interpolando para e/t = O.OSB se obtiene B 45.75 

Ahora para: 

0.08; e/t O.OS: a 0.141 + B 45.5 

qi = 0.08; e/t = 0.10: a = 0.141 + B = 45.2 

Interpolando para e/t = o.ose se obtiene B = 45.45 

Ahora interpolando entre qi 0.10 y qi = 0.08 para 

qi 0.097 obtenemos finalmente: 

45.70 

de donde: 

EI Bbt3f~ 

EI = 45. 70 (15) (500) 3 (120) 

EI = 1.028 X 1013 kg-cm2 

5.1.4 M~todo simplificado del capítulo 4 
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Para determinar la rigidez efectiva con ~ste método se uso 

la figura 4.1 y la Tabla 4.1. 

De la figura 4.1, para qi 0.097 se obtiene: 



(EI) sl ty _ 
bt3f~ - 0.0072 

para cy = 0.002 puesto que fy 

(EI) sl 
~= 3.62 

(EI) sl 3.62 (lS) (SOO) 3 (120) 

(EI)sl = B.141 X 1011 kg-cm2 

4000 kg/cm2 

Como con el mAtodo simplificado solo se obtienen valo
res aproximados es necesario emplear un criterio adecuado ba
sado en la forma en que se obtuvo la Tabla 4.1 para determinar 
con m!s exactitud el valor de la rigidez. Debido a que el ni 
vel de carga axial es muy bajo comparado con la carga última -
y a que la relaciOn e/t es muy pequeña, podemos tomar el valor 
de la rigidez proporcionada por el concreto en la etapa de co~ 
presi6n (K = 50) o un valor promedio entre Asta etapa y la de 
flexocompresiOn para P/Pu < O.S (K = (1 + O.SS) S0/2 = 38.B). 

Para el primer caso: 

(El) c 
so bt3f~ 

(El) c so (lSJ (SOO) 3 (120) 

(EI) c 1.12S x 103 kg-cm2 

por lo que: 

EI (El) sl + (El) c 

El 1.206 x 101 3 kg-cmZ 
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ahora para cuando K 38.8 

(EI) c 
~= 38.8 

(EI) c 38.8 t1sf csoo1 3 <1201 

(EI) c 8. 73 X 10 12 kg-cm2 

luego 

EI 8.141 x10ll+B.73x 1012 

EI 0.954 X 10 1 3 kg-cm2 

el cual es un valor m4s aproximado al obtenido con las grSficas 
(S ,a). 
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5.1.5 Relaciones entre la rigidez del muro obtenida con las fig~ 
ras (S,a) y las obtenidas con el RDDF, el ACI y el inetodo simpl! 
ficado: 

(EI) (figuras) 
(El) (RDDF) 

1.028 X 1013 
7,65 X 10 12 = l.J4 

(El) (figuras) 
(EI) (ACI) 

1.028 X 10 13 

6.62 X l0 12 = 1.SS 

(El) (Figuras) 
(EI) (M.S.) 

1.028 X 1013 

1.206 x loº= 0 •85 15 

5.2 C!lculo de rigidez de la colunna. 

5.2.1 Reglamento D.D.F. 

EI 

f' e 150 kg/cm2 

1.028 X 10 13 

0.954 X f()il = l.0 5 



E
0 

= 10 000 ~ = 10 000 v'fSo = 122 474 kg/cm2 

I - bh3 - (30) (30)3 - 67 500 cm4 
g - T2 - 12 -

EI 0.4 (122 474) (67500) 

EI = 3.307 X 109 kg-cm2 

5.2.2 Reglamento ACI 

f~ 150 kg/cm2 

E
0 

= 15 000 ~ = 15 ooo v'fSo = 183 712 kg/cm2 

bh3 - (30) (30)3 = 67 500 cm4 
12 - 12 

2 x 1os kg/cm2 

2 (0.71) (2(4.5)2 + 2(9)2 + 5(13.5)2) 

Is 1581. 53 cm4 

El 183 712 (67500) + 2 X l06 (l 581. 53 ) 
5 

EI = 5.64 X 109 kg-cm2 

5.2.3 Figuras (B,~) del Ap~ndice e de la referencia 2. 

tos: 

Para utilizar ~stas gr~ficas se tienen los siguientes d~ 

d - o 95· ~ - 1.221 + 20.443 (0.02) 
t - . • t - 20. 443 'º. 30) 

' - 14.18 4000 = o 525 q - {30j'2 X 120 . • 

0.2671 

JS 



a = Pt 20.443 X 103 
{0.85) (30)2(1201 = º· 227 F.R. btf~ 

De las gr~ficas de la referencia 2 se interpolar~ para los 
datos anteriores. 

Para: 

q' 0.5; e/t 0.20; a= 0.227 .. S 71. 09 

q' = 0.5; e/t = O.JO; a= 0.227 s = 64.84 

Interpolando para e/t 0.267 se obtiene S 66.90 

Ahora para: 

q' 0.6; e/t 0.20; a = 0.227 .. S 78.13 

q' = 0.6; e/t O.Jo; a = o.227 .. S = 73.05 

por lo que para e/t = 0.267 se tendría S = 74.73. 

Interpolando entre q' = 0.5 y q' 0.6 para q' 0.525, 

obtenemos finalmente: 

8 68.86 

de donde 

EI Sbtlf~ 

EI 68. 86 (30) 4 { 120) 

EI 6.69 X 109 kg-cm2 
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5.2.4 Método simplificado del capítulo 4. 

También para éste caso se uso la figura 4.1 y la Tabla 4.1 

para determinar la rigidez del elemento. Los resultados obteni-

dos son comparables con los de las gr!f icas presentadas en las -

referencias 1 y 2 lo que da generalidad a la Tabla 4.1. 
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De la figura 4.1, para q~ = 0,263 y qi = 0.263, se obtiene: 

para "y 

de donde 

(El) se "y 

bt3f~ 0.0533 

(EI)sl ºy= 0.0196 
bt3f~ 

(EI)se 
~= 26.65 

(El) sl 
bt3f~ = 9.B 

(EI)s (EI) se 

bt 3 f~ iJt3'1"i""" + 
e 

(EI)
5 36.45 b't'3f*" = 
e 

(EI) sl 

bt 3 f~ 

4000 kg/cm"2 

(EI) 
5 

36. 45 (30) 4 (120) 

(EI) 5 = 3.543 x 109 kg-cm2 

En éste caso, podemos aplicar el mismo criterio expuesto -

para el c!lculo de la rigidez del muro1 



de donde 

(EI) 
btsf\; = K; 

c 

K = O, 55 K o • 55 ( 50) = 27. 5 

(EI) c 27.5 (30)4(120) 

(EI) c 2.673 x 109 kg-cm2 

EI (EI) s + (EI) c 

EI = 6.216 X 109 kg-cm2 

5.2.5 Relaciones entre la rigidez de la colwnna obtenida con las 
figuras (B,a) y las obtenidas con el RDDF, el ACI y el m~todo -

simplificado, 

(Eil (Figuras) 
(EI) (RDDF) 

(El) (Figuras) 
(EI) (ACI) 

(El) (Figuras) 
(EI) (M.S.) 

6, 69 X 109 
3, J07 X !09 

6.69 X 109 
S,64 X f09 

6.69 X 109 
6.H6 X f09 

5.3 Alternativas Propuestas. 

2.02 

1.19 

1.08 
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Es de hacer notar que tanto los armados finales como las r! 
gideces obtenidas, son para cargas de corta duraci6n. Si se qui~ 
ren considerar los efectos a largo plazo habr!a que afectar el v~ 

lor de la rigidez proporcionada por el concreto por el factor w -
dado en el cap!tulo 4. Un ejemplo más detallado al respecto se -

encuentra en la referencia 2, 



A continuaci6n se reswnen en la sigui•mte tabla los valores 

do rigidez obtenidos para el muro y la columna, así como la rig! 

doz relativa entre ambos. 

PROCEDI RIGIDEZ DEL 
MIENTO MURO 

(k -cm2 l 
RDDF 7.65 X 1 

ACI 6.62 X 1012 5.64 X 10 9 1175 

FIGURAS 1.028 X 1013 6.69 X 10 9 1540 
(a ,a) 

HE TODO 
SIMPLI 0.954 X 1013 6.216 X 109 1535 
FICAOO 

Como era de esperarse, de la tabla anterior se observa que 
la rigidez relativa entre muro y columna no es la supuesta para 
el an!lisis ((EI) muro= 100 (El) columna). 
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A continuaci6n se presentar!n tres alternativas con las que 
se podría hacer que las rigideces relativas supuestas para el an! 
lisis sean las mismas una vez diseñados los miembros. 

En la primera alternativa se vartan las propiedades geoml!tr,! 
cas de la columna, as! como la distribuci6n del acero de refuerzo 
de 6sta, tomllndose constante la rigidez del muro obtenida con las 
gr!ficas (B,a). 

En la segunda alternativa la rigidez de la columna obtenida -
con las gr!ficas (B,a) se deja constante, vari!ndose la geometría -

del muro. 

En la tercera alternativa se cambia la rigidez relativa en
tre muro y columna de 100 a 500, as! como la longitud horizontal -
del muro ele 5 ro a 2 m, procedi6ndose a diseñar la columna; en base -
a la rigidez de la columna dimensionada se dimensiona el muro con -
ayuda del m6todo simplificado presentado. 



5.3.l Primera Alternativa 

Puesto que el muro se diseñ6 para los requisitos mtnimos 
de refuerzo y espesor, se tendr!n que variar las caractertsti
cas de la columna para cumplir con la rigidez relativa supues
ta y cumplir a la vez el requisito de resistencia. 

De la tabla anterior tomaremos el valor de la rigidez -
del muro obtenido con las gr4ficas (S,a) puesto que es el va-
lor m3s "real". Para que se cumpla entonces la relaci6n de ri 
gideces tendremos: 

(EI) columna 

(EI) columna 
bt 3 f~ 

1.028 X 10 13 

loó 

1.028 X lQl l 
bt 3f* c 

Como se observa, podemos variar los valores de b, t y f~ 

para obtener la condici6n deseada.· 

Para escoger la gr4f ica adecuada se puede seguir el crit~ 
rio siguiente: cuando la colwnna est~ trabajando para cargas -
a1timas su rigidez ser4 cercana a cero y bajo cargas de trabajo 
la rigidez deber! ser la supuesta para el an4lisis. Adem4s, p~ 

ra que la estructura proporcione seguridad, la carga de trabajo 
debe caer en la parte de la curva donde el acero todavta no fl~ 

ye. Esto se muestra en la figura 5.3. 

Siguiendo ~ste criterio y para los valores supuestos de -

% = 0.95, b = 40 cm., t = 50 cm., y f~ = 200 kg/cm2 se obtiene: 

a 

(EI) columna 
bt'f~ 

Pt 
(F.R) btf~ 

1.028 X lQll 
40 (56)3(160) 

20.443 X 103 

128.50 

(o.as) 4o (so) 1160) 0.075 



et 1.221 + 20.443 (0.025) 
T = 20.443 (o.so) = 0 • 17 

con 'stos valores se busca una gr4fica (Ref. 1 y 2) que -
satisfaga la condic16n (8,a) deseada. Se encontr6 que en la -
grAfica 8 de la Referencia 1 se obtiene aproximadamente 'sta -
condici6n. La Fig. 5.4 muestra la gráfica ij en la cual se señ~ 
la el punto (8,al para e/t = 0.17¡ de aqui que podriamos usar -
una columna con los valores dados de d/t, b, t, f~ y q' =O.SO 
con la distribuci6n de acero de refuerzo que se muestra en la -
misma gráfica 8. 

como se ve en la figura 5.4 se está trabajando con un ni
vel de carga muy bajo (condici6n de cargas Qltimas) , en compar~ 
ci6n con la capacidad del punto A. Esto quiere decir que aun-
que se tenga la rigidez deseada, la columna estará sobrada, es 
decir, estara trabajando a niveles bajos de carga con respecto 
a su capacidad de carga Qltima. 

5.3.2 Segunda Alternativa 
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En 'sta alternativa se considera que se puede cambiar la 
longitud horizontal del muro, y por tanto su rigidez, y de ~sta 

manera conservar la rigidez inicial de la columna dimensionada. 
La rigidez que se obtuvo para la columna con el armado final es: 

(EI)columna = 6.69 x 109 kg-cmZ 

luego para cumplir con la rigidez relativa del an!lisis se tendria: 

(EI) muro 

(EI)muro 

(EI)muro 
bt3f~ 

100 (EI) columna 

100 (6 .69 X 109) 

6.69 X 1011 
bt3f~ 



Realizando algunos tanteos para satisfacer resistencia y 

rigidez se encontr6 que la mejor alternativa era para los val~ 

1+2 

d t' res de t = 0.95, b = 15 cm, t = 135 cm, f~ = 200 kg/cm2, t = 0.10, 

~ = 2, q~ = 0.85 y qi = o.oas. Estos tanteos segulan el siguien 
te criterio: para una forma de secci6n transversal de muro se s~ 

d t' B ponlan los valores de t' b, t, f~, °'t"' b" 

con éstos datos y las cargas dltimas de diseño se determi
naban los valores de qe y q1 , necesarios para satisfacer la re-
sistencia. Con los programas elaborados era f!cil construir el 

diagrama de interacci6n para ciertos valores de qe y q1 de inte
rés, y asl determinar la resistencia de la secci6n correspondien 

te. 

una vez que se cumplía con el requisito de resistencia se 

procedla a revisar la rigidez; con los valores de qe y q1 se o!!_ 

tenlan los valores de q~ y qii con éstos dltimos valores y con -
las cargas de trabajo se procedla a calcular el valor de a y de 
e/t, obtenifndose un valor de e con las gr!ficas o con el m6todo 

6 69 X 10 l l 
simplificado. Este valor de e se comparaba con ·6tlfi para 
cumplir con la rigidez relativa propuesta. Si no eranciguales -
se variaban los valores de b, t 6 incluso la forma de la secci6n 

transversal de muro, hasta satisfacer la condici6n deseada. 

De ésta manera se lleg6 a los valores dados anteriormente 
que cumplen aproximadamente con los requisitos de resistencia y 

rigidez. Para éstos datos se tiene: 

Mt = 4.505 + 100.700 (0.0675) 

a 

11.92 
108. 708 (1.351 

100.700 X 103 

0.001 

o.85 (15) (1351 (1601 0.39 

11.92 t-m 

Para calcular la rigidez usaremos el método simplificado -



puesto que no tenemos gráficas para los valores de q~ Y qi da-
dos. De la Tabla 4.1 y los datos anteriores se tiene: 

luego 

(El) c 

bt 3 f~ 

(Ellse 

~ 

(El)sl 

~ 

1.5 (0.55) (50) 41. 25 

86.06 

3.17 

El (41.25 + 86.06 + 3.17) bt3f~ 

El 130.48 (15) (135) 3(160) 

El= 7.70 X 10 11 kg-cm 2 ~ 6.69 X 1011 kg-cm2 

De aqu1 que nos quedar1a una secci6n con la geometr1a y -

distribuci6n de refuerzo que se indica en la figura S.S. 

Revisando el porcentaje de acero para una columna extrema 
tenemos: 

Pmax o.os 

'.l.é f~ X bt 
2 fy w 
º· 85 120 (15) (13S) 
-2- X 4000 X (30) (13.S) 

Pe 0.064 < O.OS 

el porcentaje m1nimo de acero longitudinal serta: 

Pmin = 0.0025 



f* 
q1' c •t; 

120 0.085 x 4000 = 0.0025 = Pmin = 0.0025 

como se puede observar aunque los porcentajes de acero son 

adecuados y ademas se cumple con los requisitos de resistencia -

y rigidez, las columnas extrémas resultan ser desproporcionadas 

a la longitud del muro. Ademas, puesto que se eligi6 ~ste tipo 
de socciOn I, habr1a que revisar el análisis puesto que al tomar 

en cuenta deformaciones por cortante, la forma de la secciOn del 

muro influye en la determinaciOn de la matriz de rigidez de la -

barra correspondiente (Ap~ndice D) • De cualquier manera esta a~ 

ternativa servir1a c_omo un prediseño de la estructura en estudio. 

5.3.3 Tercera Alternativa 

como se mencion6 anteriormente, en ~sta alternativa se au

menta la rigidez relativa entre r.iuro y columna y se reduce la -

longitud horizontal del muro; al igual que en las alternativas -

anteriores, el dimensionamiento con el criterio del RDDF de la -

columna en estudio, se excluye. El procedimiento de análisis P! 

ra ·la obtenci6n de las cargas de trabajo y de las cargas tll timas 

de diseño fue el mismo al presentado en el Ap~ndice D. En el -

cuadro de la siguiente p4gina se resumen ~stas cargas. 

En la figura 5.6 se muestra el armado de la columna obteni

do para ~ste caso. El criterio que se_ siguiO para determinar -

que la condiciOn mas adecuada era tener una longitui horizontal del mu

ro de 2 m y una rigidez relativa 1 a 500 entre muro y ooluina fue el siguien-

te: puesto que en la priloora alternativa el muro estaba diseñaó:> oon los -

requisitos rnl'.nim:ls y la ooluma aCin ast quedaba sobrada, y en la segU!:!_ 

da alternativa se tuvo que disminuir la longitud del muro hasta 

1.35 m., se pensO entonces en reducir la longitud del muro a 2 -
mts. una vez reducida la longitud del muro se hicieron varios -

análisis variando el valor de la rigidez relativa en 100, 200 y 

500, encontrándose que para que se cmqllieran lo mas aprox:imadarrente los 

requisitos de rigidez y resistencia la mejor condiciOn era tener una 

rigidez relativa a 1 a 500. A continuaciOn se presenta el calcu-
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lo para ~sta dltima condici~n. 

La rigidez efectiva de la colwnna dimensionada obtenida con 

las gr4ficas de la referencia 1 sera: 

COLUMNA 

MURO 

COLUMNA 

MURO 

f~ 150 kg/cm 2 

fy 4000 kg/cm2 

d 
t 0.95 •• ~t = 2.149 + 25.184 (0.02) o 35 

25.184 (0.3) . ; 

q' 4.9 4000 - o 18 TIOf21!!í - . . 
a P~ 25.184 X 103 

F.R. tf~ = 0.85 (36)2(120) = 0.274 

Cargas de Trabajo 

MOM. MOM. CARGA CORTAN 
'f'~P :,, ,.IN_F,:., !)~~N' cWn\-

1,,;arga 
-2.149 +1.09 +25.184 -0.81 

vertical 

Sismo -0.128 +0.879 +2.258 -0.252 

'Carga 
+3.897 +5.309 +78.093 -0.353 

vertical 

Sismo +159.2 +301.2 -1. 066 -35.5 

Cargas Ultimas de Diseño 

Pu Mu Vu 
(ton) (t - mi (ton) 

1.1(25.184+ 1.1(2.364+0.141)+ 1.1(0.81+0.252) 

2.26) = 30.188 30.188(0.02)=3.11 = 1.168 

1.1(78.093 - 1.1(5.309+301.2)+ 1.1(0.353+35.5) 

1.066) =84. 730 84.73(0.1)=345.633 = 39.438 

e 
lm\t 

0.105 

0.168 

eu 
(m) 

0.103 

4.08 
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para: 

q' 0.1; e/t 0.3; a = 0.274 • 6 35 

q' = 0.1; e/t = 0.4; a = 0.274 + 6 = 26.5 

interpolando para e/t = 0.35 se obtiene 6 = 30.75. 

Ahora para 

q' 0.2; e/t 0.3; a = 0.274 + 6 49.5 

q' = 0.2; e/t = 0.4; a = 0.274 • 6 = 43 

interpolando para e/t = 0.35 se obtiene 6 = 46.25. 

Ahora interpolando entre q' = 0.1 y q' = 0.2 para q' 0.18 

obtenemos finalmente: 

6 = 43.15 

de donde 

EI 6bt3 f~ 

EI 43.15 (30) 4 (120) 

EI = 4.19 X 109 kg-cm 2 

Para cumplir con la rigidez relativa del análisis se debe -

cumplir entonces que: 

(EI)muro = 5oo (EI)columna 

(EI) muro 500 (4.19 X 109) 



(EI)muro = 20.95 x 1011 kg-cm2 

Siguiendo el criterio expuesto en el inciso anterior (segu!!_ 
da alternativa) se encontraron los siguientes datos para cumplir 
con la resistencia: 

d t = 0.95, b 20 cm, t = 200 cm, f~ t' 150 kg/cm~, '"t =O, 

B s 1, qe = o.as y q 1 = 0.10. 

Para estos datos se tiane que la rigidez del muro se~!a: 

ett = 5.309 + 78.093 (0.1) - o 084 
78.093 (2) - • 

"= F./Stf~ 
78.093 X 103 

o.85 {15) 12001 !16oi 

q~ o. 723 

ql = 0.085 

de la Tabla 4.1 

de donde: 

(EI) e _ 
btlf~ - O.SS (50) 

(EI) se 
btlf* = 73.15 

e 

(EI) sl 
bt 3 f* e 

3.17 

27.S 

EI (27.S + 73.15 + 3.17) bt3f~ 

0.19 
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EI 103.82 bt3f~ 

EI 103.82 (20) (200) 3(120) 

EI 19.93 x 1011 kg-cm2 20.95 x 1011 kg-cm2 

Como vemos entonces, este es el caso que aproximadamente 
satisface.nuestra condici6n deseada; aunque la columna quedas~ 
brada puesto que se arm6 con los requisitos mtnimos no tendrta 
mucho caso disminuir la rigidez relativa pues en este caso se -
dificultar1a m!s cumplir con el requisito de rigidez. En la f! 
gura 5.7 se presenta la secci6n transversal del muro y la distr! 
buci6n del acero de refuerzo para esta alternativa. 



6. CONCLUSIONES 

1) Se obtuvieron gr!ficas (Apéndice C) para determinar la 
rigidez efectiva de secciones transversales de muros de concr~ 

to reforzado sujetos a flexocompresiOn uniaxial con diferentes 
distribuciones de acero longitudinal y de acero en los extremos. 

2) Se presenta un método simplificado para calcular la ri

gidez efectiva, basado en la hipOtesis de que la rigidez efect! 
va es la suma de las contribuciones parciales del concreto y el 

acero a la rigidez. En la referencia 1 y en este trabajo, se -

demuestra que el método es suficientemente aproximado; en el -
ejemplo de aplicaciOn se presenta el empleo del método, as! co

mo la comparaciOn de sus resultados con los obtenidos con las -
gráficas ca,a) siendo éstos muy aproximados; estos resultados -

también se comparan con los obtenidos con las ecuaciones del -

RDDF y el ACI, encontrándose diferencias significativas. 



Tambi@n como se muestra en el ejemplo de aplicaci6n, debe 
tenerse cuidado en el criterio para elegir la etapa de comport.!!_ 
miento del elemento y as! determinar las contribuciones parci.!!_ 
les del concreto y del acero a la rigidez efectiva, puesto que 
este es solo un m@todo aproximado. 

En la Tabla 4.1 se resumen los valores de las contribucio
nes parciales del concreto y del acero de refuerzo a la rigidez. 

so 

3) A partir de los resultados obtenidos para el m@todo si!!!. 
plificado se determin6 anal!ticamente un m6dulo de Elasticidad -
del concreto aproximadamente igual a 8500~ para 180 < f~ < 

250; este valor es muy parecido a los resultados experimentales 
y anal!ticos obtenidos en las referencias 5 y 2 respectivamente. 

4) En el desarrollo del ejemplo de aplicaci6n se comprob6 
que las rigideces relativas supuestas para el an~lisis no concue~ 
dan con las rigideces relativas obtenidas una vez dimensionados -
los miembros, haci@ndose ver la necesidad de contar con ayudas de 
diseño, por ejemplo las figuras (B,a), y as! satisfacer al mismo 
tiempo requisitos de rigidez y resistencia. 
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APENDICE A 



DESARROLLO DETALLADO DE LAS IDEAS BASICAS 

CALCULO DE LAS RESULTANTES PARCIALES DEL CONCRETO EN 

COMPRES ION 

a) Secci6n Rectangular 

2 

Los esfuerzos y deformaciones unitarias correspondientes serán: 

ESFUERZOS 

f 
e 

DEFORllACIONES UNITARIAS 



Por tri4ngulos semejantes tenemos: 

e=~ (y) 

sustituyendo este valor en la ecuaci6n para fe: 

fe f' ¡2.. ~ (y) - 1 ~ (y)lJ e c 0 e E()Z" e-

ahora si: 

A B 

luego: 

El valor de g estar4 dado por: 

La regi6n que define al voldmen de compresi6n ser4: 

Luego el volt1rnen de compresi6n será: 

V = t 

integrando con respecto a fe 

- ey2 

dfc dx dy 

r~ f bu V t J • J (Ay - By2) dy dx 



integrando con respecto a x: 

b 

{(Ay - By 2 ) X ) dy 

o 

b(Ay - By 2) dy 

integrando con respecto a y: 

donde 

~ O si c .:_ t 

~· c - t si e > t 

adimensionando se tendr1a: 

Calculando ahora el momento estatico de V t con respecto a x: 

(Ay - By~) y dx dy 



Mx =r b (AyL - By3) dy 

~ 

~ !!f 
c 

Mx b { 3 - } 
~ 

Siendo c y ~ los l:lmites anteriormente definidos. 

Luego: 

El momento est!tico con respecto ax• (eje centroidal de la sec
ción) ser! entonces: 

Adimensionando este momento 

~ 
t 

b) Sección I 

Las integrales para el c!lculo del volrtmen de compresión y 

del momento est!tico para este caso resultan ser las mismas que 
para secciones rectangualres, solo que se tendr1a que tomar en 
cuenta la variación en los 11mites de las integrales como a co~ 
tinuaci6n se presenta. 



y y 

- - - - - _______ ., 
X 

DISTRIBUCION DE ESFUERZOS 

b' 

Calculando el voldmen de compresi6n tenemos: 

b' 
A 2 ~} vt {~- - 3 

Si tl < e .::_ t 1 + t2 

vt = b' I~- !!Él e + bl~- ~1c - tl 

3 e - ti 3 o 

1 
2 l 

+ b' ~ - ~ 



b' 1 ~ -~1 c + b 
2 3 c - tl 

Adimensionando este valor tenemos: 

Calculando el momento estático tenemos: 

Si c ~ tl 

~- ~ 
c 

Mx b' 

Mx b' (~ -~\ 

Si t 1 < c ::. t 1 + t2 

Mx b' !~- ªfl c + b l~-!!flc - tl 

c - ti o 



7 

c -

c -

Luego: 

El momento est!tico con respecto ax' (eje centroidal de la 
secci6n) ser! entonces: 

Adimensionando el momento est!tico respecto a x' tenemos: 

Ccec: 
t 

CALCULO DE LAS RESULTANTES PARCIALES 
DEL ACERO EN COMPRESION Y EN TE~ 

SION. 

a) De acuerdo a la discretizaci6n del acero (fig. 2.4) para 
la secci6n rectangular y la secci6n confinada por columnas se -

tiene: 

• T 
+ 

:t (2d - t) 

d t = 0.95 

• ... 
..... t - d 

t 

1 
e 

DISTRIBUCION 

DE DEFOR!IACIONES -

UNITARIAS 



Para calcular las deformaciones unitarias para cada concen

traci6n de acero hacemos: 

Luego: 

donde: 

Las !reas 

donde: 

siendo 
6 

A2 

b 

b 

_ ce (e - (t - d)) 
Cl - C 

el (S - (i - 1) (2d - t)/9) 
S· 

S = e - (t - d) 

i 2 + 10 

para cada concentraci6n de acero 

Al = 9..é. f' 
+ ~ Ac 

f' 
Al O 2 Ac ~ r fy y 

A3 A~ As AG A, As = A9 

ancho de la secci6n rectangular 
ancho del alma de la secci6n I 

son: 

' f' 
~ Ac ~ 

Luego las fuerzas correspondientes a cada concentraci6n son: 

F'. 
J. 

F' i 

(1) 

(2) 



Adimensionando se tendrta: 

Fi = ~ = q'i lilJ 
~ "i 

(3) 

(4) 

La ecuaci6n 3 calcula las fuerzas cuando el acero esta fl:!!, 

yendo (ci ~ 0.002). La 4 cuandole1 1 es menor que 0.002. Am-

bas toman en cuenta si son fuerzas de ccmpresi6n (+) 6 de ten-

si6n (-). 

Luego la fuerza resultante del acero serla: 

n = 10 

i 1 

Para el cálculo del momento estático resultante (respecto 
al eje x' centroidal) producido por las fuerzas del acero se t~ 
m6 en cuenta que el brazo de palanca para cada posici6n de ace
ro está dado por la siguiente expresi6n: 

de donde: 

z1 = (t/2 - ((t - di + (i - 11 (2d - tl/9ll/t 

n = 10 

E 
i 1 



10 

bl Para la secci6n confinada por muros transversales y de 
acuerdo a su discretizaci6n (Fig. 2.4), hay un cambio en la ob
tenci6n de las resultantes parciales del acero que a continua-
ci6n se presenta. 

t d 

~. 0.97 

~s' 

:=t s" 

• 

e 

DISTRIBUCION 

DEFO!UIACIO:lES -

UNITARIAS 

Para el cSlculo de deformaciones unitarias hacemos: 
' 

E¡ -!:f (C - (t - d)) 

pero 

S c - (t - d) 

Luego 

E¡ -!:f (S) 

Ahora: 

T (S - s' - (i - 2)(s")) si i 2 + 9 

T (S - 2s' - 7s"l si i 10 

Las fuerzas correspondientes en cada concentraci6n serian 
las mismas que para el caso anterior. 



Fi = q' IE.il 
i "i 

F = 1 E ~ i qi s f-
y 

11 

(3) 

(4) 

La ecuaci6n 3 se emplea si "i ~ 0.002 y la 4 cuando lc1 1 -
es menor que 0.002 corno se rnencion6 anteriormente. De la misma 
manera la fuerza resultante del acero ser:r.a: 

n = 10 
t 

i 1 lq' E lll i s f y 

6 

q' u.1 
i "i 

En este caso el momento est4tico (respecta al eje x' centroi 
dal) producido por cada fuerza en el acero se obtuvo corno: 

siendo zi igual a: 

zi 
t (t - d)} 1 para i =-1 <2 - t 

zi 
t 

<2 - ((t - d) + s' + (i - 2) s") ) !. 
t para i 2 ... 9 

zi 
t ((t - d) + s' + (s' - s") + (i - 2) s") l l para i = 10 { ;r - t 

Finalmente el momento est!tico resultante producido por las -
fuerzas del acero ser!: 

n = 10 

t 

i 1 
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DESARROLLO NUMERICO DEL EJEMPLO 

En éste apéndice se presenta el procedimiento que se siqui6 
para efectuar el an41isis estructural de un marco o sistema pla
no con muro de cortante, sujeto a cargas verticales y laterales. 

HIPOTESIS GENERALES 

Para hacer el an!lisis bidimensional de un marco se hacen -
las siguientes suposiciones, que son realistas para la mayorta -
de los casos: 

i) El marco tiene un canportamiento elSstico lineal 
ii) El marco 6 sistema P.lano est! formado por elementos verti

cales (columnas y/o muros) y elementos horizontales (viqas 
o sistema de piso, que puede ser reemplazado por una viga 
equivalente). En la figura A.1 se presenta el esquema del 
sistema plano que se pretende analizar, 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

p. 

1 

muro 

vigas 

columnas 

---------.r----·---------f'---
L¡ L2 

SISTI:MA PL'\!olO 

Figura :1.1 



iiil La rigidez de los sistemas de piso en su propio plano es 
infinita por lo cual funcionan cano diafragmas r!gidos. 

ivl Los muros son columnas anchas, es decir, se consideran en 
ellos las deformaciones producidas por cortante. 

vl Las zonas de las vigas que estan dentro de los muros son 
indeformables, es decir, infinitamente r!gidas a flexi6n. 
En la figura A.2 se ilustra esta hip6tesis y la (iv) 

vigas con zonas 

t-~~~~~~~-1~~~~!--~~~--l~~iextremas infini 
tamente r!gidaii 

columnas 
anchas 

IDEALIZACION DEL SISTEMA PLANO 
DE LA FIGURA A.1 

Figura A.2. 

columnas 

1 

vil Se desprecia la rigidez torsional de vigas, columnas y mu
ros 

vii) Las fuerzas laterales est~n aplicadas a nivel de los sist~ 
mas de piso del edificio. 



viii) No se consideran deformaciones por fuerza axial en los el~ 
mentas estructurales del sistema plano. En estructuras no 
muy esbeltas se pueden despreciar. 

Las hipOtesis (ii) y (iii) implican que el sistema plano -
tiene dos grados de libertad, que son el posible desplazamiento 
horizontal por cada nivel (igual para todas las columnas y/o mu
ros del sistema plano por nivel) en direcciOn al plano del marco, 

y una rotaciOn alrededor de un eje ortogonal al plano del marco, 
por cada nudo. Si hay N nudos y L niveles en el sistema plano, 
su ndmero de grados de libertad es (N + L) 

Los resultados de las hipOtesis propuestas se han comparado 
con soluciones obtenidas con elementos finitos y con m@todos apr!:!_ 
ximadosi las diferencias no fueron significativas en ninguno de -
los casos estudiados (Ref. 8). 

PROCEDIMIENTO DE ANALISIS 

Con base en las hipOtesis establecidas anteriormente, el an! 
lisis se efectuO por el m@todo de las rigideces como a continua-

ciOn se indica: 

i) ObtenciOn de la matriz de continuidad {al del marco. 
ii) ObtenciOn de la matriz de rigideces de las barras f kl 

iii) ObtenciOn de la matriz de rigideces del marco obtenida como 

{KJ = (a}T {k} {a} 

ivl ObtenciOn del vector fuerzas (Fl (momentos resultantes de d~ 
sequilibrio actuando sobre los nudos y fuerzas horizontales 
de entrepiso; Estado II). 

v) ObtenciOn del vector desplazamientos (giros en los nudos y 

desplazamientos totales de entrepiso) haciendo 

{d} = {K}-l {F) 



vi) Obtenci6n del vector deformaciones (deformaciones en los n~ 
dos: O = ~ + ~) haciendo 

L 

!el = {a) {d) 

vii) Obtenci6n del vector momentos en los extremos de las barras, 
haciendo 

!p} = {k){e) 

Es de hacer notar aquí que para el an4lisis por carga verti
cal, el vector {pJ estar! dado finalmente por las contribu-
ciones parciales siguientes: 

{p) {p) + {p') 

donde: 

{p)= momentos de empotramiento en los extremos de las barras 
{p'J= momentos en los extremos de las barras obtenidas al apli 

car los momentos de desequilibrio sobre los nudos. 

Por lo que el diagrama de momentos final para cada barra e~ 
tar4 dado por: 

M {pi + m 

donde: 

m diagrama de momentos considerando a la barra isost4tica 

viii) Comprobaci6n del equilibrio haciendo 

{F) = {a \T {p) 



El an4lisis por cargas verticales y por fuerzas horizonta
les se hizo por separado, superponi~ndose los resultados para -
la condici6n m4s desfavorable. 

El procedimiento de an4lisis descrito puede resolverse con 
la ayuda de programas de canputaci6n. Para ~ste ejemplo se us6 
el programa CECAFI-MATRICES que se encuentra clasificado en la 
~iblioteca de la computadora Burroughs B-6700 del Centro de Se~ 
vicios de C6mputo de la UNAM. 

A continuaci6n se presenta la forma y dimensiones del mar
co con muro de cortante por analizar, asi como las condiciones 
de carga a las que se encuentra sometido. Se supone que las -
cargas verticales a las que se encuentra sometido son producto 
de un an4lisis de cargas muertas y vivas de acuerdo a un Regla
mento reconocido. Tambi~n se supone que las fuerzas horizonta
les actuantes son debidas a sismo y obtenidas por medio de un -
an4lisis est4tico 6 din4mico. 

Se entender4 que estas fuerzas horizontales toman ya en -
cuenta los efectos torsionantes de la estructura y que son las 
fuerzas horizontales repartidas de acuerdo a la rigidez del ma~ 
co. Se supone que las columnas y muros est4n empotrados en la 
cimentaci6n del edificio, por lo que alli no se permiten ni de!_ 

plazamientos ni giros. 



2 t/m 4 t/m 

~ ~10 ton 
1 

3 mi 2 t/m 

+ ~ 12 ton 

3 m 2 t/m 
i 
~ 8 ton 

3 m 2 t/m 2 t/m 

~ 6 ton 

4 mi 

1 

+ 
5 m 6 m 

Solicitaciones Actuantes en el Sistema Plano 

r@ ....2S_J; 

1 @El 

~ 
3 m El 

·-_{- (J) _0.75 El 0.75 El 
® 

1 ~ ~ 
(3) El El CZJ El 

3 m 

- 4 
O. 75 El 0.75 El ® 

1 lDJ [ZJ 
~ 3 rn 1 [l} El El El rn = barras 

1 CD O. 75 EI 

¡;< :fflol~l 
Q, 75 El 

0) Q)= 

·í r!3J ~ nudos 

[!) EI ffil EI 
4 

l _.__ n· 

r---- 5 m ¡2.Sm. 2.Sm¡ 6 m ---t j 

RIGIDECES RELATIVAS PROPUESTAS ENTRE ELEMENTOS 
Y NUME!U\CION DE NUDOS Y BARRAS EN EL SISTEMA -

E')UIVALENTE 



CONVENCION DE SIGNOS PARA EL ANALISIS 

® ~lr---~rn~---~® 
¡'-·---L ____ __, 

~]\ + ~ 
fl 

-~a - "L 

MOMENTOS FLEXIONANTES 

FUCnZAS EN LOS NUDOS Y ENTREPISO 

deformaciones 

{e} m ={ 
9A¡ 

~ ªa IIl 

desplazamientos 

~A 

{dl IIl =< <$a l IIJ 
fl 

{p} IIl 

{P} 

7 



MATRIZ DE CONTrnUIDAD {a; 



MATRICES DE RIGIDECES DE LAS BARRAS 

Barras aJ 1 (]] : 

Unidades en 
{ton} y !ml 

9 

4EI -2EI 
-¡;- -L-

(k) {k) 

-2EI 4EI 
-L- -¡;-

[ 
-o.s] X EI 

-o.s 1 

Barras [l] , m. rn, [fil , rn 

!kl 

4EI 
-¡;-

-2EI 
-L-

-2EI 
-L-

4EI 
L 

l. 3333 

{ k) 

-0.6667 

Barra []] 

(k} 

4EI (1 + e) 
L (1 + 4c) 

-2EI (1 - 2c) 
L (1 + 4c) 

EI = 100 EI 

-2EI (1 - 2c) 
L (l + 4c) 

4EI (1 + c) 
L (1 + 4c) 

I 
e = 6 kf (1 + v) AL< 

para secciones rectangulares se tiene: 
bt 3 

e = 6 kr (1 + vl "T2 
btL 2 

-0.6667 

X EI 

1.3333 



e = (S)2 
6 (1.2) (1 + 0.2S) fl'Tli'2 = 1.1719 

(k} 

{k) 

4(100) (2.1719) 
4 cs.6876) 

-2(100) (-1.3438) 
4 (5.68761 

38.1866 

11. 8134 

Barras []] , lIQJ , [I!) 

{k) = 

4EI ( 1 + e) 
L (1 + 4c) 

-2EI (1 - 2c) 
L ( 1 + 4c) 

11.8134 

38.1866 

-2(100) (-1.3438) 
4 (5.68761 

4(100) (2.1719) 
4 (5.6876). 

X El 

-2EI (1 - 2c) 
L (1 + 4c) 

4EI ( 1 + e) 
.L(1+4c) 

10 

X El 



(k} 

{k) 

EI = 100 EI 

e = t2 
6 kf (1 + vl 12Lz 

e = 6 (l.2 ) (1 + 0.25) 
(5)2 

ITffi'T 
e = 2.0833 

4 (100) (3.0833) 
3 (9.3332) 

-2 (100) (-3.1666) 
3 (9.3332) 

44 .0478 

22.6189 

-2(100) (-3.1666) 
j (9. 3332) 

4 (100) (3.0833) 
3 (9. 3332) 

22.6189 

X EI 

44.0478 

Barras ~ , ~ , []]! , [!fil : 

~----..wffiía 

a G' "11,. ¡f 
b 

4EI 
!1+3a+3a2) -2EI 

{l • '• • ,, • '"'] 
L' L'" 

{k) 

-2EI 
{l + 3a + 3B + 6aS) 4EI {l + 3S + 3B 2 l L'" L' 

11 

X El 

a 
a = ET 

s b 
ET 



{k) 

{ k} 

EI 0.75 EI¡ L' 

4 (O. 7 51 
-s-

5; (l 

-2 (0.75) {l +3 (0.5)} s 

0.6 -0.75 

-o. 75 1.95 

x EI 

Barrila [Ill , II1J , lil!-

{k} 

-~~I {l + 3n + 3B + 6ClB) 

12 

O; B t = ~ = 0.5 

-2 (0.75) {l+ 3 (0.5)) 

4 co. 75 > {l + 3(0.5) + 3(0.5) 2 } 
5 

-~~I {l + 3a + 3B r 6aBl 

4EI 
L' !1+3S+3S2 l 

EI O. 75 EI¡ L 1 6: (l fr- = ~~ = 0.4167: o 

X El: 



lkl 

{ k) 

4 co. 75> {l + 3(0.4167) + 3(0.4167)2) - 2 co.75> 
6 6 

- 2 (O. 75> {l + 3 (0.4167) l 
6 

l. 385_5 -0.5625 

-o. 5625 o.s 

4 (0, 75) 
6 

X El 

13 

{l + 3(0.4167)] 

X EI 



MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO: 

Barras [Il] , ~ , IJ;JJ , ~ : 

R
1
C ~ ...... ··r;·:~:~ )R2 

X 
5.0 m 2.5 iil 

w (L - b) 2 

16 (L2 + bL + b2) - 4 ( 1 + 26) 2 = 
¡;T L 

Unidades en 

{Ton} y {ml 

R 
2 (7.5 - 2.5)2 1 = --:-1'6~~~-=-...:...:...:..;:;'---_;:.,;..;;;.'--~~~~~-

( 7. 5) 2 {(7.5)2 + 2.5 (7.5) + (2.5)2} 

Rl 

R2 

- 4 {l + 2 (2.5)12 
7.5 

5~2º = 4.1667 

w (L2 + 4bL + 
16 (b2 + bL + L2) - 4 L7 

b2) 

(1 + 2612 
L 

R
2 

= 2 {(7,5) 2 + 4 (2.5) (7.5) +(2.5)2} 

R2 22.9167 

275 
12 



5.0 rn 2. 5 rn 

Rl = o 

R2 
3 w b2 Lz 

8 (62 + bL + L2) - 2 CL + 26)2 

R2 
3 (2) (2.5~ 2 (7.5)2 

8 t (2.5)2 

R
2 

= 2 109.375 
337.5 

+ (2. 5) (7.) + 

Por superposici6n de causas y efectos: 

(7.5)2) - 2 

4.1667 t-m ( 

~/m 

:~~ )29.1667 

+--------+ 
5.0 rn 2.5 m 

15 

(7.5 + 5)2 

t-m 
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Barras IIl] , l!1J , [!ID 

.,(~),, 
6.0 m 

w (L2 + 4bL + b2) 
Rl = i6 26 L'Z" (b 2 + bL + L2 ) - 4 (1 + -¡;-)2 

Rl = 2 ( (8,5) 2 + 4 (2.5) (8.5) + (2,5) 2} 

(8~6512 ((2.51 2 + (2.5)(8.51 + (8.5)2} - 4 (1 + 2 ¡~55l¡2 

Rl = 3{ 2
7 = 27.25 

w (L - b) 2 

16 (L2 + bL + b2) - 4 (1 + 2b¡2 L'Z" L 

2 10.s - 2,5¡2 

R2 = ¡B~~)Z ( (8.5)2 + (2.5)(8.5) + (2.5)2} - 4 11 + 2 ~~SS) }2 

R2 = 72 6 12 = 



17 

2.5 m 6.0 m 

Rl 8 (b2 + bL + L2 ) ---2~(L~+--.2~b~)2= 

3 (2) (2.5) 2 (8.5) 2 

Ri = a ¡ 12.s> 2 + 12.5> <e.s> + c8.sl21 - 2 t8.5 + 5P 

Rl 2 709.375 = 6 25 
433.5 • 

Por superposici6n de causas y efectos: 

~ 
33.5 t-m( ~---r ) 6 t-m 

2.5 m 6.0 m 



r.os momentos de empotramiento resultantes sobre los nudos 

son los siguientes: 

Unidades en 

{Ton! y {mi 

l 
Momentos de desequilibrio (Estado II) con los que se -

hace el an~lisis para carga vertical. 

¡g~~ 
Unidades en 

{Ton 1 y !mi 

4.166 4.333 6 I':-\ 

A 6 4 .166 ___ _A_._13~-

4. 166 1--'-------'4'-'-•-'-3¿33L4~3-------_§_ 

1 

1 

/, ~ 

IB 



Fuerzas horizontales con las que se efectua 

el an3lisis para sismo. 

~---------f7.%~~ 10 ton 

l 

19 

A continuaci6n se presentan los programas con los que se hicieron 

los análisis por carga vertical y por sismo, as! como los diagra

mas de @ , ® y @ de cada analisis. 
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DIAGRAMAS DE MOMENTOS POR CARGAS VERTICALES 
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DIAGRAMAS DE CORTANTES POR CARGAS VERTICALES 

Unldad11 en ton. 
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DIAGRAMAS DE FUERZAS NORMALES POR CARGAS VERTICALES 

5.233 14.767 Unldacll1 en ton. 

¡1-
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1 1 
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DIAGRAMAS DE MOMENTOS POR SISMO 
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DIAGRAMAS DE CORTANTES POR SISMO 
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DIAGRAMA DE FUERZAS NORMALES POR SISMO 
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