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DEdico este traba.jo con profunda Qratitud 

~ 

a l9nacio Jan~, no s6lo porque de ~l re-

cibí el estímulo para llevarlo a cabo y 

una ayuda Qenerosa en la correcci6n y el 

mejoramianto de cada pñrta, sino tambi,n 

porque en 3ua cursos he vivido el plac~r 

de descubtir las matem!ticas y la 16Qica. 



NotacicSn 

~ ea subconjunto d•. 
<;¡;: es subconjunto propio de. 

;? contiene corno subconjunto a 

\S>(f\):cortjunto potencia de A. 

X Ry ,' x y y esUn relacionados mediante R. 

A-B: intex-secci6n de A y del con¡.:lemento de B. 

ft: oonjunto vac!o. 

A-B: A es coordinable con B 

A~B: A es coordinable con algún subconjunto de B. 

(-fl'\:nimo: elemento m!aino para el orden ¿_ 

<.f\ <.): conjuntoAordenado por la relación ( • 
' 

A~ l3 · A es isomorfo a B 

Lo : 

fes un isomorfismo entre A y B. 

conjunto de los ordinales finitos.(~ ::conjunto de los n'61ner•G nat) 

co~posioi6n de f y g 

~(Y): valor de x bajo la funci6n Q• 

~" \3: imagen de B bajo Q• 

f\í\ 8 '. intersecci6n de A y B. 

~\J~L unión de Ay B. 

i'I\ F ~ : en el modelo M , '{' es verdadero. 



Introducci6n 

El concepto de infinito ha suscitado asombro en loe fii6aofoa 

y loa matem4ticos desde la Antigüedad, quizás porque su estudio 

oonduce a conclusiones qua resultan parad6jicas cuando se tppa 

uno por primera vez con ellas. Parece extraño, por ejemplo, que 

la sucesión infinita de m1meros l, l, l, .• ij l,. .• se acerque 
2 3 4 n 

al cero indefinidamente sin alcanzarlo nunca. También causa 

alo,1n desconcierto el que los conjuntos infinitos puedan divi

dirse infinitamente; por ejemplo, dado un conjunto numerable A, 

no s6lo es ¡x>sible diaidir A en dos partes By C disjuntas e' 

infinitas, y lue,Jo B a su vez en dos partes disjuntas e infinitas 

D y F, y asi sucesivamente un ndmero numerable de veces, sino 

que podemos dividir A en un n6mero numerable de putes numera·
;ris c11~les :.:;on n su vez divfail::les 

bles y disjuntas, - . - · · · · en otras 

tantas partes nwneral>les y disjuntas, y así sucesivamente. 

Otro heoho extra.f\o relativo al infinito es la posibilidad· 

de poner en relación la 1 loe elementos de un conjuntos infi

nito con los de un subconjunto propio suyo. Así, el conjunto 

de los ndmeros naturales es coordinable en este sentido con 

el de los r.wneros pares. y el conjunto de puntos de la recta 

real es coordinable con el conjunto de puntos de cualquiera 

de sus seqmentos. En este sentido se dice que un conjunto 

es reflexivo. 



La reflexividad de los conjuntos infinitos est& relacionada 

oon la posibilidad de dividirlos infinitamente. Pero ¿d~ qu~ 

manera? Al descubrir las. propiedades de los conjuntos infi

nitos no se ve inmediatamente de qu~ modo se relacionan entre 

, l . . do qu~ manera s~. Por ejemp o, no se advierte a pr1mera vista concep~os 

como el de orden, o el de inducci6n podrían caracterizar 

la infinitud de un conjunto, o su finitud, o qu~ relaci6n 

tendrían con la reflexividad. Este trabajo pretende mostrar 

de qu~ modo se relaodlonan distintos conceptos que definen 

la finitud de un conjunto. 

Un conjunto finito es tal que si nos pone.rnos a contar 

sus elementos, o sea, si asociamos a cada emmen to suyo un 
entero positivo siQuiendo el orden natural de estos ndmeros, 

agotamos el conjunto al lleJar a un nwnero n. Podemos 

expresar este hecho trivial, dicienio que ese conjunto· 

es coordinable con un seQinento inicial propio de nllmeros na

turales. Por arbitrario que sea el orden en que vayamos escogieR

do los elementos al contarlos, siempre obtendremos una sucesl6n 

con primer y último elemento, y tal que cada elemento con 

sucesor o con antecesor en la sucesi6n, tiene sucesor o ante-

cesor inmediato. ¡;.: , . ; ... ~· : ~ . .. =, r 

:i· · \Jn,'conjunto infir:i to no es ordenable de ese roodo. 

Si pudieramos ordenarlo, la sucesi6n que obtendríamos carec~

r!a deprimer elemento o de dltimo elemento o de ambos; 

o bien en el caso da tener extremos, tendría necesariamente 

un elemento con sucesor o con antecesor, que carecería 
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de sucesor o de antecesor inmediato. De una man':'!ra equivalen~ 

te podemos decir que un conjunto infinito no es coordinable 

con un segmento inicial de nw:neros naturales. En efecto, si 

noe ponemos a contar sos elem~ntos, no a~ot'c"l!TIOS el conjunto al 

llegar a algdn n'1.Inero n. Más bien, si llegarnos a cualquier 

número n, i;odemos escoger un elemento aún no considP.rado en 

la cuenta y asociarle~ el ndmero n.+l. Por lo tanto, todos 

los n11meros de tr,J pued':'!n asocian~~ de ese modo a los elementos 

de un conjunto infinito. En otras palabras, dado un conjunto 

infinito cualquiera o(,rr--J es coordin:lble con un subconjunto suyoº 

E8 ta propiedad es equivalenLe a la reflexividad. 

Es claro que si el conjW'\to de los números naturales> 

IN, es coordinable con un subconjunto de un conjunto A, A 

no ea coordinable con un segmento inicial propio de n~efOS 

naturales. Pero de que A no sea coordinable con ningún seg• 

JMnto inicial propio de n~m~ros naturales, no podemos con• 

cluir. t".'n un.l t!'.'oTÍ;\ d~ conj\l?1t.,$ sin aY.iO!'!','l dt, -:>l<;>~ci6n, 

que!N sea coordinable con un subconjunto de A. En el pltrra

fo anterior , se dijo que sia. contamos los el:mentos de un 

conjunto infinito, lleQando al n-,simo siempre es posible 

escoger el n~l ~sil!Wl. De he~ho la i;osiblidad de hacer un 

nwuero infinito de elecci~es arbitrarias depende de que· 

la teoria de conjW'\tos que usemos para probar resultados 

sobre los conjuntos incluya algun~ forma del axioma do 

elecci6n. 
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Solam~nte en virtud de este axioma. e¡ que un conjunto no 

sea coordinable con ningdn Se<Jmento inicial propio delN • im

plica que íN es sumergible en ~l. As! mismo. de la reflexi

vidad de un conjunto se sigue,en virtud de este axioma. el 

que sea ditisible en 2 suoconjuntos infinitos disjuntos de 

la misma cardin6lidad qu9 él. 

De las propiedades de los conjuntos infinitos 

que hemos mencionado, la más importante en cierto sentido, 

es la reflexividad, puesto que Dedelcind la ,¡s6 para definir 

la infinitud: 

•se dice que un sistema Ses infinito cuando es 

semejante a una ~\te propia suya• .(has sind und was sollen 

die Zghlen). 

Esta propiedad fue descubierta i:or Galileo, q~ien 

se percat6 de que el conjunto de los nwneros naturales es 

coordinablc con el de los cuadrados perfectos. Este hecho 

es tanto m!s desconcertante cuanto que a medida que se 

avanza en la serie de los ndmeros naturales, los cuadrados 

se vuelven más raros. En efecto, la distancia entre n2 y 

6.1) 2 es mayor cuanto mayor es n: ln+l) 2-n2= 2n+l. Sin em

b.~rQo, el conjunto de estos cuadrAdos es coordinable con IN. 

"Tenemos que decir que hay tantos cuadrados como números#, 

admite Galileo. ~ero en otro lado afirma que no puede concluirse 

que esos dos conjuntos sean iguales: no cabe hacer comparaciones 

del tii:o Hmenor que", •mayor quoH o tiiual que" entre conjuntos 
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infinitos. ·Galileo, como Mois~s, logró ver la tierra. ~ro-

rqettda. pero no entrd en ella." (Boyer, p. 360, A Hi6tory 

of Mathem1Ucs). 

Bolzano reconooi6 en la reflexividad d~ los conjun-

tos infinitos, una propiedad universll de estos conjuntos, y 

Ded8kind la menciona en la definici6n de infinito. Parar.oso-

tros ya no es una paradoja e~ que rN sea coordinablP c.on los 

rndltiplos de 3 o con a1Ql1n subconjunto propio suyo; esta 

propiedad sorprende porque los conjuntos finitos no son refl~-

xivos y la experiencia cotidiana nos acostnmbra a este tipo 

' de conjunto. Pero la historia de los descubrimientos acerca 

de los conjuntos infinitos nos ha familiarizado con la re~ 

flexividad. Tampoco nos extrañan otras propiedades que expre-

san los teoremas que se siQuen de la defini~i6n de Ded.ekind, .,. 

como•• el que sea posible quitarle a un ·conjunto infinito 

cualquier m1.rnero finito de elorn~ntos sin disminuir su cardi-

nalidad. 

Sin embargo, hay cosas que no dejan de intrigar, 

col'[Kl el hecho de que existan propiedades de los conjuntos 

infinitos que sirven para defini'rlos pero que no son equi
valentes 
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entre sí. El ,;ue un conjunto I~ ser1 reflexivo e•:uivHle, crinio lo dijimos 

e c:uelN sea sum¡..,rgit1le en él. Pero esto Último no e4uivAle a decir 

r¡ue A no ec,ri es coordimible con un ~e~Hmk~ segmento inicio! propio 

de números nRtur~iles. El r¡ue es tus pro~•i erlPdes no ~;eAn e,iui va lentes 

se pruebe construyendo un modelo de lA teoría de Zermelo Fraenkel 

r,n que trny un conjunto ,¡ue no es coordini:ible cun ninlJÚn secmento 

inici~l propio de nC,meros naturélles, pero r;ue h1mpoco es reflexiva¡ 

o sea ~ue en pse morlelo, existe un con~unto infinito en un senti~o 

pero no infinito en otro. ~i la tcorÍA Z.F. incluye ~l uxiuma de 

elecci6n, entonces no es posiblP ronst~uir tRl modelo, yR ~ue con 

este axioma, todLis las definiciones de infinitud son e~uiv2lentes. 

El objetivo de este trabajo consis~e En relncionnr ~le~tqs 

conceptos que definen la finitu~ de 16s conjuntos.(Si se hRbla 

indistintamente de definir le finitud o lA infinitud es por~ue 

~l snteµoner una neg8ci6n u cu8l~uiPrM ~R ~~~~~ dcfinici6nR~ de 

una de estAs nociones se ohtiene una definici6n de lR otrR). 

Cuando se topc1 una por prirr 1era vez con una cJefi nici6n de 

la finitud de un conjunto en t~rmi nrrn c!e un com-pto corno !?l rfe orden, 

~sombre un poco el ~u~ siertAs c2rncterísticRs de un orden en un 

conjunta puedE:n tener ,~lga que ver cnn su f'ini tud o su inflni tud. 
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El descut1rir , ,ue a través r:le lci nocir.in de lnrlucc iÓn se puede 

decir r¡ue un conjunto es finito, suge la inquietucl cie relaci r:marla 

con atrAB propiedades de los conjuntos finitos. Eite tr8bajo 

pretende est8blecer de un8 manera precisA c6ma se reledionsn~ 

entre sí Pstas d~stintns µropiedades. 

::.ii hc1lJlarnos de er;ui volencins, o de relr1ci r.,nes entre concep

tos, ~ebemos precisAr ~ue nuestro mHrco de referencia es la teoría 

de· conjuntos de Zermelo Frnenkel. ¿ Incluírno5 o no el ;1xioma de elil!cciÓn? 

DP. esto de¡iende, corno vimos Pl r:ue el ertos ~ e 

sentic:los en t;ue un conjunto es infinito sean er;ulvHlentes o no. 

Pero hay otras e: ·ui v2lenci é:15 váliciaf:I i ndepenoientemente de , ;ue se 
t...}..~~~ eJ..e... c,d~:..0 t 

tome o no encuenta Hi ln existenciH de este oxiomu. ~or clloM, ' 

hEmos decidtirla dividii en dos la exposici6n de l~s e~uiv~lenciHs 

entre definiciones. , 
1 ' 

Para concluir, diremos r:ue este tr~bcjo t,urgió de lP ·nec'e- · 

sidRd de relacionar distintas propiedndes de lo finito pnra 

entender con mfis claridad c¡ué significr1 r-!UE: un conjunto sea finito 

a infinito. 
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Definiciones 

Una relación Res un orden en un conjunto si es una relaci6n 

reflexiva, sJ~~trica, transitiva 

y conexa. 

Un conjunto A es ordE-nabl e sia existe w1 orden en ·A. 

Un ccnjunto A es bixectable o coordirutbl.g con un conjunto B si 

existe una función lal y s~bre de 

Res un buen orden en A 

t'\ sobre D. 

si todo subconjunto no vacío de A 

tiene un elemento m!nim::> para ese 

orden.en A. 

Una función fes un i~omorfismo entre una estructura(A, R¡ 
y una estructura(B,S] :si f es l a 1 

• L\lll.\t.'.,~v1e.r l 
sobre y tal que ~a ~ elementoS8 x Y Y 

de A , xRy si y s61o si f(x)Sf(y}. 

La estruotura(_C,R)es una c~den« si R ordena C. 

C,R es una carlcoa msximal en un conjunto B si C~ B y si toda 

cadena(A,R)tal que A~B y que in

cluya a (C,R )es igual a(G,~) • 
La estructura.(. C,R) est4 bien fundada si todo eulx:onjunto no 

vacío de C tiene un elemento 

minimal para la relacidn lil. 

Un elemento n ~ ·ümal para una rcla.éi6n R es un elemento 

al quQ ningdn otro prec~e. 

Un eleroonto Maim1;,J.Ta una relaci6n R P.S un elti'Itanto 

at"n 1 ioo·. si R es un orden • 



A lo larQo del trabajo se usarán alqunas for~as 

del axioma de elecci6n y al QUnos resultados 

obt!fflidos en la teoria de:1conjuntos de Zenr.elo 

Fraenkel y que nos limitamos a enunciar: 

Una forma del tet>rema de recursi6n para nwneros 

naturales dice as!: 

Dado A, un conjunto cualquiera, a" A, ,.,.. 

h: A~A, existe una 6nica fonci6n f :w -;,A, tal que: 

f (O) =a 

f ( nt l) is h ( f ( n) } • 

Dados dos buenos 6rdenes c.ualesquiera uno de ellos 

es isomorfo a un segmento inicial del otro. 

En vez del axioma de elecci6n se usa una ve~ una de 

sus for~as IOOS d~biles, llamada "axioma de elecciones 

dependientes"'. 

S':la A un conjunto y R e;; AX A. tal que ( V x~ A)( 3 Y E A~ 

{xRy ) • Entonces hay una sucesi6n a: W-j>A tal que para 

todo n: a R a 1• 
n n+ 



Condici()lles de finitud. I. Condiciones inductiv::i.a • 
• 

Sea A un conjunto cualquiera. 

l.Condición numéric~ 

c1 :A es biyectable con un segmento inicial propio del 
conjunto de los números naturales. 

2.Condiciones inductivas. 

C2Ea) :Si K es un~ familia de subconjuntos de A tal que:. 

( i) OEY. 

( ii )(\lxe-A H,l x J<= K) 
(iii)(VB,CéK)(BUCE-K), 

Entonces K=~(A}. 

Esta condición se debe a Kuratowski. (Cf. ''sur la notj_on 

de !'ensemble fini'1
• Fund •. Math., Tomo I, Warszawa 1920, p. 

161.) 

C2(b):Si K es una familia de conjuntos tal que: 

(i) 061{ 

(ii) ('fB<;. A)('4xE::A){B<=K-+B u~x}eK) 

entonces AEl{. 
.. , 

Esta condición se debe a Sierpinski. (Cf.L axiome de 

M. Zermelo et son r·6'1e dans la Theorie des Ensembles~ et 

1,'..tnaly.sft·.:'31 • .-Extrii.it dµ·.Bülletlii a~ 1/,\ca.demie dez 

~ciences de Cracovie, Cracovie 1919, p. 106. eit.r•r'Tan,k'; [3] 

).Condiciones de orden. 

C3(a.): A es orden11ble y todo orden en~ es un buen orden. 

C3(b): A es ordenqble y todos los drdenes en~ son isomorfo~. 

C3(c): Hny un orden(en A tal que tanto~,<) como(J.,>) son 
buenos órdenes. 

C3(d): Hay un orden en A y si A~O, todo orden en A tiene 
primer elemento. 
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~ 

ta definici6n C3(c) se debe a Stickel.(Cf.Zu H. Webers 
. ,') 

Element:=trer Mengenlehre. Jahresberichte der deutschen 
Mqthematiker-Vereinigung. 16 Band, Leipzig 1907,p.425.) 

Las otras tres definiciones son modificaciones de 
ésta debidas a Tarski y a Weber. 

4. Condiciones de cadena. 

C4(a):Hay una cadena(p,q maximal enó>(A) y toda cadena 
<e~) maximrü en 6'(A) co bien f1J..rd :,-1.:, .• 

C,1("h)~Hay unr-:1. car1en,;,;_.<C(;.) ma.aümal en0(A) y torla carJen:i. 

maximal (C'~) es isomó~fiea a(cc). 
c4(c): H'tY 11.,.1··i, c·d.~·n~,,l.c~)mR.xim,1.l en G'(A) tal flUA t;i.ntu 

(e,~) como (c,,2) son bien fundadas. 
C4 ( d): Hay un~ cadena maximal en <Y (A) y si A/0 ~ 

toda cadena,(C,<;)maximal en @(A) contiene un 
conjunto unitario, 

5. Condicion~s de buena fundaci6n. 

c5(a): L ·a estructura<'S(A), e;) es bien fundada. 
C5(b): L a estructura<~ (A),-;)/ es bien fundada. 
Estas definiciones se deben a Tarski (Cf. bibliografía 0 de esta 

' . ' 
' 

6. Condici6n~d~bil de no reflexivid4d. tesis)T 

c6 : ó>&(!t) no es reflexivo. 

Esta condición se debe a I3ertrand Russell.(Cf. Principia 
Mathemr-itica, Vol.II, Parte III, Sección e, -·120 y.124) • 
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l. Condición numérica. 

c1 : A es biyectable con un segmento inicial del conjunto 
de los números nnturales. 

Si, según la propuesta de Von Neuma.nn,identifica

mos cada número natural con el conjunto de sus predeceso~ 

res, entonces podemos expresar Cl en la siguiente forma: 

C~·. A es coordinable con algún número na turn.l ~ 
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2. Condiciones inductivas 

\n,\uc.t;11iJS 1 

El sentido intuitivo de estas definicmoneoypodría 

expresarse diciendo que un conjunto finito A se carac

teriza por el hecho de que la cerradura del conjunto 

de los subconjuntos unitarios de~ bajo la operación 

bin~ria de 1~ unión incluye todo A. A es finito si se ob-- -
tiene uniendo de dos en dos los unit~rios del conjunto 

potencia de_!, y los conjuntos obtenidos así a p~rtir de 

éstos. 

Es obvio que en el caso de un conjunto infinito 

.D., a partir del conjunto de. sus subconfiuntos unitarios 

no se obtiene B cerrándolo bajo la operación binaria 

de la unión; todo subconjunto obtenido así es finito y 

distinto de _n. 

C2(a) y C2(b) son equivalentes. 

Prueba: 

(ü Supongamos que A satisface c2(a). 

Sea K una familia de conjuntos tal que: 

(i) óEK 

(ii)(\J BcA)(\/X€A)(BeK>·~B UlxfEK). 

Queremos ver que AGK. 

Pongamos Ir={ Xs:\.:(VY6K)(X u YG. K)5'. 

Entonces R' c. c9 (A) y 

© O€. K (trivial). 

<ti) (Vxbf\.){ t x]i') por ( ii). 
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i'.d© B, C E.K-,B U e EK ( Pues , sea YE.K. Puesto 

que CE. K , C U Y€.K. Pero entonces B U C U y-.. K, ya que 

BE K). 
A sí pues, dado que A satisface (a), @(A)=K•Por 

lo tanto AE. K. Pero entonces A= A U OE.}(, ya que 0€K. 

(¡.) supongamos ahora que .\ satisface c2(b). 

Sea K~!(A )t/que satisface (i), (ii),(iii) de 

c2(a). Queremos probar que (S)(A)~ K. Sea BE.·<9(•\). 

Basta ver que B E.K. 

Pongarr.os K~ t x '= K x s;; 135 
y r:! t X U Y: XE.. K', Y~ ( A-TI )°'i 

cntonefJrJ 

1) OE}:*(yo. c:ue OE.}=' ~; C~ A.-B). 

2)ZS A, xé A, ZE' K~ Z U ':1.,xf~K (Pues 

escri1)m1ws 7=~·= íJ Y, (1oni-1.c X e E', Y~( A. -B). Si Xé B, 

entonces Z U {xJ= (X U fx}) U Y r;. K~ Si x E. A-B, Z U {xj= 

(X U :t U { x} ) ~ ~ 
¼ 

Así pues, dado que A satisf8.ce (b), A=K. 

A. =X U Y, donde x E K~, Y'- A-B. Pero entonces 

., ' K' X=B, Y=A.-B •. L..si :Bé. K. pero sK. 

Así, neK. 
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2.Condiciones de orden. 

Todo conjunto finito es bien orden~ble. Esta idea 

se relacion~ con 1~ primera definici6n~(sf un conjunto 

finito _A puede correlacionarse con un segmento inicial 

del conjunto de los números ng,turales, entonces puede 

ornen~rse; se pued~ definir un orden en A, en términos. 

del orden natural de los enteros positivos. 

Por el contrario, eh el caso de un conjunto 

infinito ~rbitrario, no hay manera de definir un orden 

ar.meJilO:!S que se use alguna forn14 del axiom:::t de elección: 

y dado un buen orden cualquiera R en un conjunto infini

to puede definirse una relación que no sea un buen orden, 

considerando por ejemplo el converso de R. 

Si Res un buen orden en un conjunto infinito, 

R-l no lo es. Por lo tanto, par~ definir 1~ finitud 
' ' de un conjunto basta mencionar la existencia de un orden 

R tal que R y R-l son buenos órdenes. O bien1 basta decir 

que existe un orden y que todo orden es un buen orden. 

Todo conjunto finito es, en~onces1 una serie dis-
:, 

creta con primerr y Último elemento/; en otras p~lflbras, 

en todo eonjunto finito, hay un orden con primeroy Últi

mo elementd;y tal que cada elemento con sucesor o prede

cesor tiene sucesor o predecesor inmediato. De hecha; 
J/.ll,-U.'1\-~1..u(\.tG -s~1~ 

basta decir que todo orde~tiene primer elemento, porque 
1 

en un conjunto inffinito si existe un orden1e~tonces 

existe'f un orden sin primer elemento. 
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c 3{a):A es ordenable y todo orden en A es un buen orden. 

c 3{d):Hay un orden en A y si A~~, todo orden en A tiene 

primer elemento. 

~) c3{a) ~ c3{d). 

Sea A un conjunto ordenado tal que todo orden en A es 

un buen orden. Se sigue obviamente que todo orden en A 

tiene primer elemento. 

(i) e 3 ( d) ==? e 3 (a) • 

Sea A.un conjunto tal que todo orden en A tiene 

primer elemento. Supongamos que hay un oden R en .A.. 

que no es un buen orden. Sea B~A tal que B carece 

de R-mínimo. 
{lloS 

DefinoJ un orden S en A de la siguiente rr.anera: 

par~ cualesquiera x,yc A, 

si x,y eB, entonces .xRy~xSy 

si x,y eA-B, entonces xRy~xSy. 

si :x é 11 y y E A.-B, entonces xSy. 

Todos los elementos de B preceden en la relación S a 

todos los elementos de A-By en cada uno de estos 2 sub

conjuntos, los elementos conservan el orden R. 

Entonces Ses un orden en A que carece de primer 

elemento y esto contradice la hipótesis. 

Por lo tanto todo orden en A es un buen orden. 
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c3(a) y c3(b) son equivalentes 

c3(a):A ee ordenable y todo orden en A es un buen orden. 
1 

c3(p):A es ordenable y todos los órdenes en A son isomorfos. 

Sea ·A un :conjunto tal"-. que todo orden en A es un 

buen orden. Supongamos que existen 2 ó.rdenes de A. 

< .\. <1-) y(A. <2.) que no son isomorfos. Entonces uno de 

ellos,digamos <A ,(~es isomorfo a un segmento inicial 

propio del otro, digrunos <n ~~> 5onde B4-A. • 

Si ~A. <1.l ~ ,<n ¿2..) , en 1i3rti~ule.r A. es biyec

t~lbe con B. Sea f una función 1-1 y sobre de A en B, y 

sea. x en A-B. 

Definamos recursivamente unn. fund:ión g de r1) en 

A tal que: 

g(O)=x 

g(n+l)=f(g(n)). 
y x no está en el ran~o de t. 

Como fes 1-1, g(n),fg(m) pilra cualesquiera 

números naturales n, m. 

: ; : Definamos un orden R én A d~ .:l:a siguiente forma: 

\ 

si x,yé: e" (e.o") ,xRy si y sólo si g-1 (x)> g-1 ~y). 

si x,yé A.-g'{w)- , xRy si y s6lo si x<1 y. 

si x G g\\ ( w) y y € A.-g 11 ( c..u), entonces x R y. 

<A ,R> no ti~ne elemento mínimo, y no es un buen ord.en •. 

Pero esto contradice la hipótesis; concluímos pues que 

todos los órdenes de A son isomorfo~. 
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implica 

Sea A un conjunto que satisf~ce la condición c3(b); 

ei hubiera un orden en A que no fuera un buen orden, sería 

posible definir un orden en A sin primer elemento. (cf. 

prueba de la implicación c 3(d):::=¡c 3(a)) Llamemos R1 a 

ese orden, y defin~moa un orden R2 con primer elemento 

de 1:i siguiente manera. Como Ato (de otro modo c3(b)-->·c 3(a) 

se cumple tri vialmen·te), sea x f: A. un el~mento tal que 

1) xR2y para todo y E.A tal que yjx. 

2) P~ra todo z, yt:.A 
' 

si yf.x y zix, entonces 

zR2y ei y sólo si 717· 
(.A ,RJ!f (A ,R~ porque R2tiene primer elemento 

y R1 no. Esto último contradice la hipótesis. 



ro 

c3(c):Hay un orden en A tal que él y su converso son 

buenos órdenes. 

0) c3(a) implica c3(c) 

Sea A un conjunto que satisface la- condición c3(a)~ 

Hay un buen orden<. en A. Entonces su converso también 

es un buen orden. ( Sua propiedades de orden se rücen de 

las _de < , y es un buen orden porc.'.ue A sn.tisface c 3(a)). 

Gt) c3(c) implicri(c3(a). 

Supongamos que (tt<) y(A >) son buenos órdenes, y que 

<,\o() no es nn buen orden. E~ntonces h,:-¡,y un ouhconjunto 

B <;;:, A que no tiene ~-mímino. _Sea a.0 el ,<-mínimo de B. 

Hay un subconjunto no vacío de B cuyos elementos preceden 

eatrict3111ente a a.0 en el orden o( • Sea '11 el ~-mínimo· 

de ese subconjunto. En general, llememos ªn+l al 

,<'-mínimo del subconjunto de B que contiene todos loa 

elementos que o(preceden estrictnmente a nn• 

ªn+l = <,mín{ x EB: xr,( qn} 

Como B crtrece de o(-mínimo, { xGB:x .(an5,{o para todo n. 

El,(-mínimo existe porque< es un buen orden. Cada ªn sigue 

estrict~mente ~ 4 0 _ 1 en el orden<. Pero entonces la 

<(-c'1.deno. r-t0 ,<.a1 ,< •• <'.a0 ••• no tiene dltimo elemento. 

Pero <A,)') es un buen orden, y el elemento )-mínimo 
~~ . 

de.A es el (-máximo de IB. Por lo tanto~n0 , ªi···ªn••• 

' 1 \ 

\ 
¡ 
1 

'' ! 
. [ 

1 
1 

no tita.ne último elemento,.(A, "')) no es un buen orden, contrariament~ · 

q 1,;i, hipótesi~oncluímos -que todo orden en A.. es ·un buen orden. 



11. 

).Condiciones de cadena 

----------- Hay definiciones de la finitud 

de un conjunto en términos de la existencia de cadenas 

en ·@(A). De hecho estas definiciones son una reformula

ción de las condiciones de finitud en t~rminos del orden. 

En efecto, d~do un orden en~, el conjunto de segmentos 

iniciales de ese orden forma un.-::i caden'1. mr.tximB-1 de !rob-

_ conjuntos de\. por otro lado, dada una cadena maximal 

de este tipo, puede definirse un orden en h. anteponiendo 

un elemento a otro en el caso de que el primero pertenezca 

a todos los conjuntos de la caden.q, a los cu:lles pertenece 

el segundo. 

Dada esta equivalencia, el interés 

que tiene mencionar esta.e definiciones reside sólo en que

el concepto de cadena en .-6> (A) no se traduce inmediata 
.gT\ A 

; trivialmente al concepto de orden. En esa medida, exp,resa 

otra propiedad de loa conjuntos finitos, relativa a sus 

(,Onjuntos po~encia. Por otro lado, ofrecen un cierto interés 

en el sentido de que pDoporcionan una manera alternativa. 

de definir el orden. 
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Carncteri~ación del orden lineal por cadenas(\ 

(La expresión "orden linaal" se refiere al concepto común 

de orden en A, por contraposición a ln definición de orden 

usada por Tarski, segÚn la cual un con'juntof\ está ordenado 

si existe una cadena~ maximal en (j (A). 

I. Sea F una* cadena en <S> (A). 

Definimos una relación <_ F en A tal que para a, bE. A 

a~Fb ~ ("xEF)(bex ~ aex) 

Probaremos que·~ es un orden en A. 

- ~Fes reflexivo. (Trivial) • 

.,, es antisimétrico, - ~F 

Sean a y b tales que ª~F by b~F a. Entonce3· 

(\/x eF)(bc; ~ae.x). Supongamos que a;tb. Sea Y el menor,~ 

conjunto elemento de F que tiene a a como elemento, i.e. 

Y=("\\ X e F:a E.X} 
Sea y!: Y-{a}. 
Entonces y'f!J_ F porque b é y• y ª'F y' , pero Y 1 

es comparable con .mtodo elemento de F: si a E. X, entonces 

Y~X por defind:ci6n de Y. Como Y 1~Y entonces Y1~X. 

Si a f' X, entonces 1e.s ·z para.·1 ,todo: z·ÉF :y'[. 

tal,:-qU:e a e. z. Entonces X~ Y :::tr.~t t.:.:--d. 

Fes transitivo: obvio. 

\ \ . 1 

F es conexo ·: a ~F b o b .(F a para todo a, l? e·¡ 



Si ª~F by b<,F a, entonces existen X, YEF talea que 

bE.X, !:1. tj. X y a.~Y, y b 't-Y. 

1'ntoneeG X y Y son i11l:n:11p,·.r~.11lefJ , lo cual eft absurdo. 

detennirvi. un orcleu llnell <:p en A .• 

II. Se<'\ (A,~) nn orden lj n¡_:-·,1.J.. 

fE:·2. F el conjunto de segmentos iniciales de 

A. bajo~ • 
F es una dadena maximal en @(A). 

PruebaJde que Fes m~ximal. 

Sea X~ A t8.l que X fÍ. F. Prob:1rem·os que hay un Y 1: F tal 

que X y Y no son comff.rables. X no es un segmento inicial. 

Entonces hay un a é. X tal que ~lgún b ~ a, b /: X. 

Sea Y el segmento inicül.l que tiene como 

elemento~todos los elementos estrictamente anteriores 

a a, i. e. Y= l z €A: z < a 1 . 
Y y X son incomp!lrnbles: b t=Y-X 

R.E X- Y. 

Todo orden lineal ,(_A.,~·) determina un::i. 

e;¡;. c11den~ m-::i.ximal en f} (A). Usaremos fé~) para denotar 

esa cadena. 



\ 
1. 

Basta probr-1.r que para a, b éA 

a ( b ~ ( \,/ X €. F (( ~J ){ b E='.. X ~ a'- X) • 

osea que a~ b ~:.> a pertenece a todos los segmentos 

iniciales a los que·b pertenece. Obviamente es así. 

IV.. F= F( ~ F). 

~) FcF( ~F) 

Sea X~ F. Probaremos que X es un segmento inicial de 

A bajo ~ p• 

Si be X y a ~F b, a éX por definición de '- F· 

b) F(~F)~F. 

Sea X un segmento inicial de A bajo ~F. 

Para ver que XE. F, basta probar que X es ~-com..,;, 

parable con todo Y<= F. Pero si Ye F, Y es un segmento inicial 

de A b'ljO ~ p• 

Como X es un segmento inicial para~ F , X es 

compn.rable con todo Y€. F. 



4. Condiciones de buena fundaci6n 

Tarski define la finitud de un conjunto .\ a.ludiendo 

a una característica de 1~ relación de inclusíón entre 

loa elemento~ de su conjunto potencia. La inclusión en 

este conjunto es bien fundada, o sea que dado un subcon

junto cu-=ilquiera no vacío de ~ (A.) , hay un elemento mi

nimql p~ra la inclusión. Entonces, en un conjunto infinito, 

p uenndo el axiomr-\ de elección , puede est8.blecerse la. 

exintenci~ de caden'J,S in1ini tg,s descendentes 1. 

Por ejemplo, dado un conjunto ordenado como el de 

los números n~tur4les, el conjunto de complementos de 

sus segmentos inicia.lee carece de element;o mínimo para 

la inclusión. Dicho de otra manera , el conjunto de sus 

segmentos ini.cilllee carece de elemento mg,ximal.p~ra la 

inclusión. Como lo sugiere este ejemplo, la finitud 

puede definirse como la buena. fund~cdón de ~ en .(? (A), 

o sea menciion::lndo la ··inversa de lA. relación de incius0i6n. 

Hay una relación entre el concepto de buena fundación 

y el de inducción. El principio de inducción puede for

mularse en términos de la buena fundación de una relacióti. 

La definición de finitud de Kuratowski o la de Sierpinski 

se relacionan en este mismo sentido con la de Tarski. 

l.Una ca,fona infinita de:-::d~ndent~ es 11n r.onjunto 1:obilmente¡¡ 
ordenado ;:-or \lna r4!laci.6n it i· y sin elgm,mto ·m!nimo para 

e:ta relación. 



y c5(b) son equivalentes 

c5(a) implica. c5(b). 

Sea t\. t::l.l que ((/(A)~'> ee una relación bien fundada.' 

Sea B cu~lquier subconjunto de tP (A) , y sea C= t A-y :y e B 3 
P 0 r la hipótesis C tiene minimal para ~ • Lla

memos x a un minime.l de C. Entonces A -x es ~ minimal 

en B. Si no fuera así, existiría 7. €: n tal que A-x f Z. 

Pero entonces A-z ~x y x no sería,minimal en C. I'or lo 

tiinto, (fi (A),~) es _bien fundada. 

La prueba de que c5(b) implica c5(a) es análoga 

a 1~ ~nterior. 
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5. Condición débil de no feflexivid~d. 

Est~ condición podría pertenecer :11 grupo de las definiciones 

reflexivas porque caracteriza la finitud de un conjunto 

!\. por 1~ no reflexi vidnd de 6'~ (A). Pero form:l p~rte del 

primer grupo de condiciones de finitud porque su equiva

lencia con éstas últimas se prueba sin usar nineuna forma 

clel axiom~ de elección. Esto la distin¡p.1e de otras condi.

ciones de no reflexividad. 

c6 : &\?(A.) no ea reflexivo. 

Hemos probn.do que las condiciones .que se formulan 

en términus de un mismo concepto, como el de orden, 

el de inducción o el de buena fund,.ción del conjunto 

potenci~, son equiv~lentes entre oí. 

Veremos~ continuación que tod~s es~s condiciones 

son eaui V"l,1.entes; esas equi v~lendsi qs son válidr-ts sin 

el axiomq de ellcción. 

1 



son equiv~lentes. 

c1 : A ea biyectable con un segmento inicial propio del 

conjunto de números natur~les. 

C\: G'(y (A) no es refl::x:i vo. 

Lem~,: Ningún número ni:ituri:tl es reflexivo. 
- ---- /( P"4\ 1i.sovc.c,o~ S,<•oRe n fá IN) 

Prueb~: O no es reflexivo. 

Supong~mos que n no es reflexivo, pero que 

n+l eí lo es. 

Entonces hay un subconjunto propio de n+l, 

digamos C, tal que n+l f· C • 

Gi f(n)=n, entonces f-l<n,f(n))J es una función 1-1 

y sobre entren y :sun subconjunto propio de n. 

Si f(n)~ n, entonces 

(f- l<n, f(n)), (f-1 (n), n)} ) U f (f-1.(n) ,f(n)) S 
es un;:i función 1-1 y sobre entre n y un subconjunto propio 

de n. En CUA.lquier CaSO se Contra.dice la hipótesis in.du'c-· 

ti va·. 
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( .\) e 6 implicA. c1 

Sea A. t:-il que 6'>t?(A) no es biyect9.ble con nineún subconjunto 

propio suyo. Supongamos que A no es biyectqble con ningún 

número natural. Entonces todo número natural es biyecta-' 

ble con ~.lgÚn subconjunto propio de A. 

Prueba: 01"\.,.0 y ~ ~ A ( A;tO obvi!imente). 

sin se biyecta con algÚn subconjunto 

B ~~ , entonces n+l se biyecta ti:imbién con C ~ A. , donde 

C= B U{x1 y X6:A-B (A-B/~ porque B~A y Cc.:_¡~A, de otro 

modo A-vn+l). 

Sea f L a siguiente función de c...u en cJ 0 (A): 

f(n)= ~E @(A): Xrv n1 
Sea K' l!l im,.gen de f y g una función con dominio = 6'0(A) 

y t~l que: 

para todo x E. &@(A), lx si xe-G="(P(A.)-K 
g(;;)= 

f(n+l) si x• f(~) pqra 
a Lgun n. 

g: (3(P (A) -:-'> (i @ ( ¡\) • 

f(O)é dominio de g pero f(O)f rango de·g.· 

f(0)=~.0JJ {.05éK, entonces 1_ .0j pertenece 

~1 dominio de g; pero f(O)f f(n+l) p~ra todo n, por lo 
... 

que f(O) no pertence al rango de g. 

El raneo de g * dominio de g y ges biyectiva: 

el dominio de g -: &@(.A.) y su rango es un subconjunto propio 

de(?f> (A), 

Este resultado contradice la hipótesis. 

Por lo tanto existe un n {; ·{>:) , tal que n"' A. 



\l) c1 implica e 6 

Sea A tal que A~n para algún n 

Entonces ~<?(A)~ 22n y 2·2! w • 
• 

Por lo tnnto 6>@(A) no es biyecte.ble con ningún subconjunto, 
2n 

propio suyo. De lo contrario 2 sería biyecto.ble con 

un eubconjunto propio suyo, y esto contradiría el lema. 
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y c2(b) son equivalentes 

SupongAmos que A es un conjunto que s:atisface c2 (b.). 1 

Sea K una familia de subconjuntos de A bien ordenados por 

alguna relación < y por su conversa~. 

', \ 

K= \n~A: existe un orden en B tal que(B,<)y<:n,)),non 7_ 
buenos ordenes J 

Probaremos que AEK. 

~K porque todo subconjunto no vacío de~ tiene 

mínimo y máximo p:ira cualquier rel3.ción, y 

porque h~y un orden en 0. 
Sea B~A y xe- A donde BE. K. 

Hay un orden <. en B tal que \13,<) y<B,>) son 

buenos Órdenes. Sea o<.._ el siguiente orden en B U .\_ x} ·. 

Si X E B , -( es ( 
Vlt'B 

Si x 4 B,x~~ todos los elementos de B está~ orde-

nados por ~ como lo est1n por ( , y x precede en el 
orden~ a.todos los elementos de B. S; ~i B: 

( 'v 7,y G: B H z ~ y ......, z < y ) y ( 'Y y e. B )( X o<_ y ) • 

~ y su converso bien ordenan B U~ x J. (Todo 

subconjunto no vacío de B tiene elemento mímimo 

en el orden ..(_porque lo tiene en el orden<.., 

y todo subconjunto de BU \x\al que x pertenezca, 

tiene ax como ~-mínimo. Asímismo todo subconjunto 

no vacío de B tiene mínimo p'lr<1. 'í, y~ que lo 

tiene. para ) , a menos que se trate de { x 1 en 



cuyo caso x es el mínimo. 

Por lo ta~:to, B Ulx1e-.K. 
Entonces /\. E K y A eetá ordenado por una relación <(_ 

y por su conversa;:>. 

Sea 1\. un conjunto biP-n ordenado por(. y su conversa, 

y se~ K una familia de conjuntos tal que: 

(i)OEK. 

(ii) para todo B!=: A y todo x~ A, B € K -"J B U t x\d:. 
Supongamos que A f. K. 

Fara ca.da x E A, sea Sx=) y 6 A: y ~xJ • 

Llamemos Fa la familia de todos los segmentos ini

ciales Sx con x e¡; A. 

( F,'*°')~ (A,~) • 

Prueb~: Sea f de A en F t~l que f(x)=Sx. 

Es claro que~ a dada elemento de A le corresponde 

un solo conjunto de predecesores. Cad~ segmento 

inicial está determin~do por un solo elemento; de 

otro modo tendría que hqber elementos incomparables 
4 

que tuvieran el mismo conjunto de predecesores, 

pero !( EH.3 ·ui:i.~··orde11. 1·,,.,f es sobreyectiv~ porque 

todo segmento inicial tiene un elemsnto máximo 

dado que es un buen orden en A. 

Finalmente, dados dos elemtntos cualesquiera 

de A. , x..::: y .e-7 Sx '*" Sy • 



Si x <.y, todo elemento anterior~ x , es anterior· 

a y. Por lo 1;tanto Sx e Sy. Pero y'- Sy y Yf Sx ,. 

entonces Sx<tSy. 

Supongamos que Sx f Sy. En top.ces x/ y porque 

f es 1-1, YfX porque si Y< x, yéSx, y todos los 

predecesores de y serían predecesores de x, entonces 

Sy ~ Sx. Por lo tanto x< y. 

A= Sz donde z es el elemento <-máximo de A. Tal 

elemento existe , porque) es un buen orden en A. 

Como AG. F y Af K , hay elementos de F que no 

pertenecen a K. Sea B el mínimo elemento de F 

que no pertenece a K. Dado que > es un buen orden 

en A, B tiene último elemento. Sea w ese elemento •. 

13- \w1 ~ F y B-{ wJéK. Pero entonces, por la defiµición , 

de K, BE.K. Esto último contradice el supuesto de 

que Bf K. Por lo tanto AG K. 



c5(a) son equivalentes 

\-4.) <\ ( a ) i m p 1 i e a. C 2 ( a) • 

Supongamos que A. s8.tisface c5(a). (<&(A),~/ es bien 

fund~da) Sea K un conjunto tal que : 

(i) K s 0 (A). 

(ii) O E K 

(iii) (\/ xé·\) \_x1 e K. 

(iv)( \/B, e· E K)( (B U C)E. K). 

Supongamos que (j) (A);i K o oen que &(A) -K;t 1. 
se~ B un elemento minimal de @(A)-K. 

B;Íf' porque 0 E. K. 

Sea pues x e B. 

Entonces B- ~x1~B. Pero B-lx1t K porque si B-{x1csK, entonces 

B, o ~e~ (B-;x~) U tx:i é K por (iii) y (iv). Eoto contra-

dice la minimalifü1.d de B en &>(A)-K. 

(.2.) c2 (a) implicn. Cc::(a). 

Se'1. /\. un conjunto tal que @(A)=K p~ra todo K t!'.ü que 

( i) K es una. familin. de subconjuntos de A..· 

(ii) OE;K 

( iii) ( \J Xt.A) ~ X 1 E; K • 

(iv) (~B, e ~A)((BEK ~CE.K)-¡,(B u CEK)) 

Probemos que <:8(A) ,<;;;) es un~ relación bien fundttda. 

se~ K= L Xc;;.A : (<9(x), * ') es bien fundíl.da J . 
Bastari probar que K tiene las propiedades (i)-(iv). 

\ 



(i )K e ('.y (A). 

(ii) 0EK ( @(,0)= {ÍJY ~~,0'\ ''*')est1 

bien fundada. 

(iii)(VxE .\)l .\.x1€ K) porque <.&tx1, ~ ') o se~ 
< i .0 {x3j , ~) está bien funfü\da. 

Se::\n B, e E K 

< 0 (B), * ') y ( <9 ( C), ~) estrín bien fund:=tn.:rn. 

Suponemos sin pérdida de gener:üirl:i.d que 13 () C= y). 

SeaF~(S)(BUC). 

Queremos ver que F tiene un elemento ~-minim1.l. Puesto 

que (? (:si es bien fundado, lq, f~milia H=¿X(\B:Y G: F1~ @(n) 

' 
tiene un elemento minim::i.l, rüg:1mo0 z0 • 

Por otra p:-1rte, puesto que 0 ( C) es bien fi1nc'h.rlo, nea 

Y0 un elemento minimal de la familia: 

G= \YsC:Zo u Y6. F5 
Entonces Xo= z0 U YO es un elemento minim'll de F. 

1) X0 E; F Y8. que Yo= G. 

2) Sea X ~F tal que X~X0 • Vamos :1 comprob:ir 

que X=Xo. Co:no,.,..-:?o y Y0 son disjuntos, tenemos que 

X(\BSZ0 • Pero dado que z0 es minimal en H, ·xnB= z0 • 

Por lo t.q,nto: 

K s-:i.tir:Jface e.ú.tonces (i)-(iv)1 y por lo t1.nto K= <P(A). 

Entonces A~ K, y <@(A),~') es bien funrlad'J.. 



Cl Y g5 (a) son equivalentes. 

U) c1 implica c5(a). 

Sea A. un conjunto biyectable con un número mi tural n. 

(9 (A) '"'" 2n. 

Sea Bf@(A.), donde B F 0. Defin::imos recursivamente una 

sucesi_ón de lonei tud 2n+l de elementoo de B como sigue: 

Bo es un 

Bic+l= 1 
elemento arbitrario de B. 

~ si V x G B)(x<,;~-.x=13ir) 

'* 1\: si tal existe. 
n ya que c~rd de B = 2. 

Por lo tanto, n2n es un elemento minimal de B • 

. 0) c5(rt) implica c1 • 

Sea A. un conjunto tal que<(0(A) ,~- ') es una relación bien· 

fund~dq. Sea C 1~ familia de todoa los subconjuntos de~ 

coordin~bles con r:i.lgún número n!ltural. 
\" 

C = 1 X E '1) (A) : ( 3 nt: Lú) ( X rv n) 

Supongamos que & (A)-C,f f?). Sea Y un elemento minimal 

deé?(A)-C. A.hora bien, Yf.1 • Sea. a €:.Y. Entonces Y- ta~€C. 

Digamos que et. cr3,rd ~lY- \ a))= n. Pero entonces e-l. 

card t,e(Y)=n+l, de modo que Y G C, lo cual contr,1.dice la 

hipótilsis de que Y era minimal en & (A)-C. 



Condiciones de finitud. II. Condiciones reflexivas. 

~ea A un conjunto cualquiera. 

n1 :Condición de Dedekind. 

A no es reflezivo. 

no es reflexivo. 

n3: No existen 2 subconjuntos disjuntos de A cuya 

unión sea A y coordinables ambos con A. 

n4: wno es coordinable con ningún subconjunto de A. 



1 1 

' \ 

n1 y n4 son equivalentes 

(:\) n1 implica 1J 4 (D1 :Ano es reilexivo) 
1 

( u4 : A no es coordin1,ble con ningtfn sub~ ~l~i w) 
Supong':l.IIlos que A. no es reflexivo y que algún , 

subconjunto B de A. es biyectable con w. Sea f un~ biyección 

de <»sobre B, y sea g la siguiente función de A en A: 

Si X E A-B, g(x)=x 

Si xeB, entonces x=f(n) para. a.leún n E:,_ w; en 

ese caso g(x)=f(n+l) 

g es un~ funci6n 1-1 ~ porque 1~ identid3.d lo es y porque 

f trimbién lo es; el dominio de g es A y el r::ingo de g es 

A. - {f(O)~ • Entonces A.,(A.-\f(df5 ) y A-1f(oY~<tA· 

Esto contradice el supuesto de que A. no es reflexivo. 

(;i) D 4 implica n1 • 

Sea A un conjunto tal que ningÚn subconjunt.o 

de .\ es coordinable con w. Supongamos que A es reflexivo. 
e, 

Se~ f una biyección de A sobre B donde n~A. Como A-B;if 01 

sei:i x un elemento cualquiera de A-1~, y sea g 19. siguiente 

función de w en A: 

g(O)=x 

g(n+l)• f(g(n)). 

ges 1-1 porque g(n)f g(n+l) para todo n 

g( O )fg(l) (xff (x) ya que x A-B), 

entonces f(g(n));iff(g(n+l)) para todo nE~porque fes una 

biyección). 



\ 

D2 y D1 son equiv~lentes 

~) D? implica n1 • 

Si A es reflexivo, }Jay un subconjunto BsA. tr1l que Bl"\,,A..' 

Entonces @(A) rv (})( B) , y (j) (A) t•).mbién es reflexivo. 

Esta implicación es v~lida so~mente si nfl~dimos el 

axiom!J. de elccci6n a los demás axiom:1.s del sistema. de 

Zermelo-Fra.enkel. 1n e,ecto, existen modelos de este sistem~ 

sin "lXiom~ de elección, en los cu 9.les n1 -.:.> n2 es falsa.. 

Probemos antes que n1 ~>D2 es válida en Z~F-C.• 

Sea. A. un conjunto no reflexivo. Hay que probar 

que & ( ~) no es reI{xi vo. En virtud de la e qui valencia 

D1 ~D4 , e.u t A ( w no es coordinable con ningún subcon

junto de A). 

ror el axioma de elección ,(w ~Q.. du.x:i;c1ct1'4-.~ kt:k~\..) 

para cualesquiera dos conjuntos A. y B 
' A ~ - B o B ~ A. 

Si Wf ¡\' entonces A .J.... w • Por lo tanto, Arvn T; . . 

pr-ira 9.lettn n • Entonces @(A)-v 2n, y como n 2º 2 6W, no es 

reflexivo ~<8 ( A) tamt.poco lo es. 



no es una implicaci6n v~lida en el sistema 

de Zermelo-Fr~enkel sin el axioma de elección, porque 

D1 :'/D2 es equivalen te a n1 => c1 y hay modelen de Z;iF 

en que Dt=-"'> c1 es falsa. 

a) Supongrunos que D1 implica D2, y que un conjunto A. 

sn. ti sfa.ce n1 • A. no es reflexivo. Entonces @ (A) no es 

reflexivo, ni t~.mpoco lo es &~(A). 

En virtud de la equivalencia de c1 yc 6 , A~n para 

-,,1gún n E w. 

b) Supongamos que n1 implica c1 , y que un conjunto A sa

tisface n1 • A no es reflexivo. Entonces. ¡'¡_r .... n p3.ra algÚn 

nEw. Por 1~ eqliivalend5ia de c1 ·y c6 , <30 (A) no es 

reflexivo. Entonces G>(A) tampoco lo es (J\ implica n1). 
Por lo tanto, todo modelo de Z-F en el cu~l sea 

falso que n1 implique '.:91 , es un modelo en el cual er 
falso que n1 implique n2 • 

,\hora bien, como existe un modelo r,,: de Z-F sin 

~xioma de elección tal que 
~ . 

oy, -, t. l'\ \,,_, ,, ,,,., 
( ' - \ . 

M l= A. no es coordinable con ningÚn número ng,tural 

y A no es ref 1 e11ü vo pa-r8---4\-lgÚn· ,e-on-junt{t--A-. 

entonces M i- D1 ~, D2 • 



D1 Y D3 son equivalentes 

Sea A un conjunto no reflexivo. Si existieran 2 sub

conjuntos de A, digamos By C tales que A ia..8 U C, BcC =- ~ y 

B"-C-A, entonces obviamel'lte A seria reflexivo. Por lo tanto,. 

A satisface D3 • 

S8 a A un conjunto reflexivo. Con el axioma de elección 

se demuestra que ,... para todo cardinal k , k+i: = k o 

2.k =k. El cardinal de A es II'.ayor o iQual al d,a w puesto 

que A es infinito. 

Por lo tanto A>''\. q1 J tiene el mismo cardinal que A. Sea 

f una relaci6n l a l y sobre de Ax~O, 1\ sobre A, y sea · 

B la imagen de f en A del conj\lllto de pares cuya segunda coor

denada es O, y C la imagen del conjunto de pares cuya primera 

coordenada es l. 

Bf\C:::~ y B U C = A. 



T,lamaremos "inductivamente infini to 11 0 "ind-infini to" 

a cualquier conjunto que no seii c·oordin~ble con ningún 

número n~tur~l. A es Dedekind-infinito si es reflexivo. 

La existencia de un conjunto ind-infinito pero 

Dedekind -finito implica la neeación de n31 jD1 • 

Prueba: Sea D un conjunto ind-infinito y Dedekind ~finito, 
1 

tal que D C\ w =~ 

Se::t A.=D U w. 

Claramente A es Dedekind infinito. 

Sin embargo,~ no admite nineuna descomposición de 

l:i. forma A= BU e, B(\C=P y !\.""B"'C. 

Pues supone~1.mos que la admitiera. Entonces podríamos 

encontrar un conjunto X"-D tal que X('\ w=Ó, xn D=.0 y . . . . 
<...u U :e U D rv D • U uJ 

. . . 
Pero si f : cu U X U D r-v c...) U D 

entonces: 1) f "D s;, D excepto por un número finito de 

elementos • 
• 

2) D-f"D es infinito. 

Pero entonces una ligera modificacLón de ifn da 

lug!"-\r q unf-1 biyección de D soln'P. llll cc;nJ·uüo propi~.:i.mente 

contenido en D, lo cual contradice la suposiéión de que U 

es D-finito. 



D1 son e~uivalentes 

Sea A un conjunto que oatisf~ce c1 • 

,f\.""n p~ra ::ilgún número natural n • 

. \ no es reflexivo ento:1ces, porque si lo fuera existiría 

B~ A. tal que B rvA. Como f es un-:i biyección, entonces 

' ' ' \ 

\ 

f"B e;¡; F"A y f 11 131"Vf 11 A. La función h=gof-l es una bi;ección 

den en un subconjunto propio suyo. Pero ningi.ín número n~tural 

es reflexivo. 

Una ve?. más, esta. implic<1ción no es válida sin el .·1 

axiom:1, de elección. Pero dado que bast~ unr.:i. form[l más débil 

del Axioma de elección para probar que D1 implica c1 , 

usaremos eota forma llamada "Principio de elecciones 

dependientes". 

Sea!\. un conjunto in~inito en el sentido inductivo. 

A. es reflexivo. 

Prueba: Si!\. no es biyectable con ningún número 

na.turq,l n, entonces para tod.o n , existe un subconju~to. 

B de .\ t~ü que n"' 13. 



Tod~ f"..lnción 1-1 f :n -rA puede extenderse n un.'l fun

ción 1-1 e:n+l~A. Entonces para cada. función f de ·este 

tipo existe un~ función g tal_ que ff-g• Al ~pbic~r el 

pri~ci~io de elecciones dependientes al conjunto de todns 

14 s funciones 1-1 cuyo dominio es algtin número nri'tural y 

cuyo rango es algÚn subconjunto de A., obtenemos una 

sucesión X de w en el conjunto de todas las funciones 

tal que V n E w Xn q;- Xn+l. La unión de esta cadena de 

funciones es un8. función de w en A... 

Si ú..J/:.. A, A. es reflexivo • .... 
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Conclusi6n 

,\ lo largo de estR.5 _p1einas, se demo::Jtró l'l equi- 1 

V'll.encia entre :::i.lguna.s definiciones del concepto de 

fini turl. Se vi ó que e on el :r: iom·l de elección, se puede 

probrir q_ue un comjunto reflexivo es infinito en cur-tlquier' 

~entido; cin él, puede hablarse de con;juntos infinitos 

en un sentido que no lo non en otro. 

JTny un/'\ distancia entre el :-i.zoro ne G:.:ili Leo quien 

no ne d~cidín del todo 3 ieu~l~r el ntlmero de entero~ 

posi th·os c-on el de su8 euadrados, y 111. mri.nera n~tur~l 

en que reconocemos que un conjunto infinito es reflexivo. 
i\1Jpen:1.~ nos 9.sombra que entre dos puntos de unq, recta 

por cercanos que r,'.íl.r.:{Zt!:i\.!7.. estén, ha,y~ t,·mto~ puntos como . 

en el plg,no. 

' Otro aspecto desconcert'3..nte del que no se hr\bló 
aquí , pero que ta~Jián llam6 ln ~tención de G~lileo, 

es el rel'lclonqdo con la comp~r~ción nt~e didtintos 

cnn,;untos inrini tos desde el punto de vistr.i de su:z 
ci:tri:lin'llidq,d, Fr-i.y in 1.'initos m:1yoreo que otros. -s1· co'nj.un- ' 

to potenci~ ele un conjunto A c,nl.quier-1 tiene un mayor 

númP.ro de elemento:::, que .\. 'Rste heclrn implica <:¡ue~:=i. 

colrccion de los conjuntos infinitos no hqy ninguno 
cuyo cardin~l sea mayor ~ue el de todos ios dmmie. 

P~ra e3tudi~r m1s a fondo el concepto de infinito, 

hq.hría que mirr-:i.r lo que pastt con los cardin'1.1 es trans.,. 

finitos. f.ste tr~bajo no es sino un~ prim0ra aproxim~

ción ~ un objeto del que f:le intentó tener un~ idea 
menos vaga ~~mpara:ioi relacionand6 entre sí distin
t~s propiedades que lo d8finen. 
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