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Notacién "

< es8 subconjunto de.
&G es subconjunto propio de,
> contiene corw subconjunte a
@(A): conjunto potencia de A,
X,Ry: X y y estdn relacionados mediante R. ‘
A -8 interseccién de A y del conplemento de B, !
ﬁ: conjunto vacfc.
A~B8: A es coordinable con B
A48. A es ccordinable ccn algin subconjunto de B, | ’
{-m/nime. 6lemento m{nimo para el orden ¢ ‘
<AL Y conjuntobordenado por la relacién ¢ .
A= B A es isomorfo a B
A'fg f es un isomorfismo entre A y B,
w : oonjunto de los ordinales finitos.(N. ciconjunto de los nfimerss na?).
Qo}’; composioién de f y g !
N OK valor de x bajo la funcién g,
CSu €. imagen de B bajo g.
N\Bj interseccién de A y B,
AUS' unién de Ay B, C

MEQ: en el modelo M '@ es verdadera,



Introduccién

El concepto de infinito ha suscitado asombro en los fidésofos
y los matemdticos desde la Antigliedad, quizés porque su estudio
conduce a conclusiones que resultan paradéjicas cuando se tppa

uno por primera vez con ellas. Parece extrafio, por ejemplo, que

la sucesién infinita de némeros 1, 1, 1,..8 1,... se acerque
2 3 4 n

al cero indefinidamente sin alcanzarlo nunca, También causa
algin desconcierto el que los conjuntos infinitos puedan divie
dirse infinitamente; por ejemplo, dado un conjunto numerable A,
no s6lo es posible digidir A en dos partes B y C disjuntas e'
infinitas, y luego B a su vez en dos partes disjuntas e infinitas
Dy F;'y asf sucesivamente un ndmero numerable de veces, sino |
que podemos dividir A en un ndmero mumerable de partes numerae-
138 curles zon A su vez divisi?lgs
bles y disjuntas, ™ .- 2n otras
tantas partes numnerables y disjuntas, y as{ sucesivamente.

Otro hecho extrafio relativo al infinito es la posibilidad-
de poner en relacién 1 a 1 los elementos de un conjuntos infi-
nito con los de un subconjunto propio suyo. Asf{, el conjunto

de los ndmeros naturales es coordinable en este sentido con
el de los rdmeros pares, y el conjunto de puntos de la recta
real es coordinable con el conjunto de puntos de cualquier&

de sus segmentos, En este sentido se dice que un conjunto

es reflexivo,



La reflexividad de los conjuntos infinitos est4 relacionada

\
\

oon la posibilidad de dividirlos infinitamente. Pero ;de qué
manera? Al descubrir las propiedades de los conjuntos infi- !
nitos no se ve inmediatamente de qué modo se relacionan entre |
s{. Por ejemplo, no se advierte a primera vistadocggge% 0s'®
como e)l de orden, o el de induccién podrfan caracterizar

la infinitud de un conjunto, o su finitud, o qué relacién
tendr{an con la reflexividad. Este trabajo pretende mostrar

de qué modo se relactonan distintos coaceptos que definen

la finitud de un conjunto,

Un conjunto finito es tal que si nos ponemos a confar
sus elementos, o sea, si asociamos a cada elemento suyo un
entero positivo siguiendo el orden natural de estos nﬁmerOs,
agotamos el conjunto al llegar a un ndrero n. Fodamos
expresar este hecho trivial, diciendlo que ese conjunto’
es coordinable con un segmento inicial propio de ndmeros na-
turales, Por arbitrario que sea el orden en que vayamos escogieh-
do los elementos al contarlos, siempre obtendremos una sucesién
con primer y dltimo elemento, y tal que cada elemento con
sucesor o con antecesor en la sucesién, tiene sucesor o ante-
cesor inmediato. v .. .. Sacir
SR Un.conjunto infirito no es ordenable de ese modo,

S{ pudieramos ordenarlo, la sucesién que obtendr{famos carece-
rfa deprimer elemento o de dltimo elemento o de ambos;

o bien en el caso dd tener extremos, tendrfa necesariamente

un elemento con sucesor o con antecesor, que carecer{a



de sucesor o de antecesor inmediato., De una manera ejuivale n~-
te podemns decir gue un conjunto iqfinito no es coordinable

con un segmento inicial de ndmeros naturales., En efecto, si

nos ponemos a contar suos elementos, no agokamos el conjunto al
llegar a algin ndmero n, M&s bien, si llegamos a cualquier
ndimero n, podemos escoger un elemento ain no considerado ;n

la cuenta y asociarle ¥ el ndmero nil. Por lo tanto, todos

los nfmeros de N pueden asociarse de ese modo a los elementos
Je un conjunto infinito, En otras palabras, dado un conjunto
infinito oualquiera‘x,ﬂq es coordinable con un subconjunto suyo.

Egta propiedad es equivalente a la reflexividad,

Es claro que si el conjunto de los nimeros naturales,
lh], aes coordinable con un subcoajonto de un conjunto A, A
no es coordinable con un segmento inicial propio de nimeros
naturales, Pero de que A no sea coordinable con n#éngin seq-
mento inicial proplo de ndmeros naturales, no podemos con-

cluir. en una teorfa de conjuntos sin arxioma de eleccifn,

queﬂd sea coordinable con un subconjunto de A, En el pérra-
fo anterio: , se dijo que sis contamos los el2mentos de un
conjunto infinito, llegando al n-#simo siempre es posible
escoger el n4l ésimo. De hecho la posiblidad de hacer un
ntmero infinito de elecci®nes arbitrarias depende de que
la teorf{a de conjuntos que usemos para probar resultados
sobre los conjuntos incluya alguna forma del axioma de

eleccién,



Solamente en virtud de este axioma, ed que un conjunto no ‘
sea coordinable con ningdn segmento inicial propio delN , im-
plica que N es sumergible en &1, As{ mismo, de la reflexi-
vidad de un conjunto se sigue, en virtud de este axioma, el

que sea ditisible en 2 subconjuntos infinitos disjuntos de

la misma cardinalidad que 61,

De las propiedades de los conjuntos infinitos
que hemos mencionado, la m&s importante en cierto sentido,
es la reflexividad, puesto que Dedekind la usé para definir

la infinitud:

*Se dice que un sistema S es infinito cuando es
semejante a una 6¥te propia suya”.(vas sind und was sollen

die Zahlen).

Esta propiedad fue descubierta por Galileo, quien

se percatd de que el conjunto de los nimeros naturales es
coordinable con el de los cuadrados perfectos. Este hecho

es tanto mds desconcertante cuanto que a medida que se

avanza en la serie de los nflmeros naturales, los cuadrados

se vuelven mds raros. En efecto, la distancia entre n2 y

641)2 es mayor cuanto mayor es n: ‘n+l)2-n2= 2n4l, Sin em-
bargo, el conjunto de estos cuadrados es coordinable con IN,
*Tenemos que decir gue hay tantos cuadrados como nimeros”,
admite Galileo. Fero en otro lado afirma que no puede concluiréo
que esos dos conjuntos sean iguales: no cabe hacer comparaciones

del tipo "menor que”, "mayor que” o fgual que” entre conjuntos



infinitos, "Galileo, como Moisés, logré ver la tierra pro-

Fmetida pero no entré en ella. (Boyer, p. 360, A History

of Mathematics).

Bolzano reconocié en la reflexividad de los conjun-

tos infinitos, una propiedad universdl de estos conguntos, y
Dedekiﬁd la menciona en la definicién de infinito. Para reso-
tros ya no es una paradoja eh qua[blsea coordinakle con los
miltiplos de 3 o con algin subconjunto propio suyo; esta
propiedad sorprende porque los conjuntos finitos no son refle-
xivos y la experiencia cotidiana nos acostmmbra a este tipo
de éonjunto. Pero la historia de los descubrimientos acerca
de los conjuntos infinitos nos ha familiarizado con la re.
flexividad, Tampoco nos extrafian otras propiedades que expre-
san los teoremas que se siguen de la definicién de Dédekind,
como #8 el que sea posible quitarle a un conjunto infinito
cudlquier nimero finito de elementos sin disminuir su cardi-

nalidad,

Sin embargo, hay cosas que no dejan de intrigar,
como el hecho de que existan propiedades de los conjuntos

infinitos que sirven para definirlos pero gue no son equi-
valentes



)

entre sf. El cue un conjunto A ses reflexivo erulvele, como lo di jimos

2 rueN sea sumergihle en 1. Fero esto Oltimo no eyuivale & decir
nque A no Ex es coordinable con un segemkm segmento iniclial prenio |
de nimeros naturales. tl rue estos propiedrdes no cean quivalentes
se pruebs construyendo un modelo de la teoria de Zermelo Fraenkel

en que hay un conjunto ue no es coordinable con ningdn secgmento
inicial propio de nimeros naturales, pero rue tsmpoco es reflexivo;
0 sea rue en ese modelo, existe un conjunto infinito en un sentico
pera no infinito en otro. Ui la tcorfs Z.F. incluye =l axioma de

eleccion, entonces no es posible constouir tel modelo, ya rue con

este axioma, todes las definiciones de infinitud san erulvalentes.

El obJetivo de este trobojo consiste en relocionar gie;tqs
conceptos que definen la finituc de lB8s conjuntos.(Y1 se hable \
indistintamente de definir le finitud o la infinitud es pornue
51 aptenoner una negacidn a cualnuierr R rekr® definiciénes de

una de estas nociones se ohtiene una definicidn de la atra)e.

Cuando se tops uno per primera vez con una definicifn de
la finitud de un conjunto en términos cde un conepto como el de orden,
aSombre un poco el rue clertes ceracter{sticas de un arden en un

conjunto pueden tener algo cue ver con su finitud o su infinitud.



El descuhrir rue 8 trevés de la nocifin de inducc 16n se puede l
decir nue un conjunto es finito, suge la infuietud cde relacionzrle '
con otras propiededes de los conjuntos finitos. Este trabajo

pretende establecer de una manera precisa cOmo se reladionsna

entre si estes dbstintas propiedades. ‘

ol hablamos de enuivelenciss, o de releciones entre concep-
tos, cdebemos precisar rue nuestro murco de referencla e s 1la teors
de  conjuntos ce Zermelo Fraenkel. ; Incluimos o no el :xioma de eléccidn?
Yy wARGxHwpwRRw xans cimaaxw De esto depende, como vimos el rnue clertos semddt
sentidos en jue un conjunto es infinito sean erulvalentes o no.
Pera hay otras e:uivelenclas validas indepencientemente  de rue se |

: i"\%u.“mdde‘htt(ﬁ:tﬂ‘lo 3 \
tome o no encuentas rk ls existencla de este axiomu. Rer—ellom, -

\ ]

hemos decidiido dividir en dos la exposicidén de las ecuivalencias

entre definiciones. . L \

Para concluir, cdiremos cue este trabzjo surcid de la nece--

sicdad de relacionar distintas propiedades de lo finita pera

entender con mAs claricded cué significa nue un conjunto sea finito

g infinito.



Definiciones

Una relacién R es un oxden en un cocnjunto si es una relacién

reflexiva , simétrica, transitiva
y conexa,

Un conjunto A es ordenable sif existe un orden en A,

Un ccnjunto A es biyectable o cooxdinakle con un conjunto B si
oxiste una funcién lal y scbre de
A sobre b,

R es un buen orden en A sl todo subconjunto no vacfo de A
tiene un elemento minimo para ess
orden,en A, '

Una funcién f es un isomorfismo entre una estructura A, R7
y una estructura<{B,S? si feslal

, 3\ v.‘:i\v\ejl
sobre y tal que &a tede elementoS Xyy

de A , xRy si y sélo si £f(x)Sf(y).
La estructura&(C/RVes una cadena si R ordena C.

C,R es una caderna maximal en un cernjunto B si C<B y si toda

cadena<A,R>ta1 que A<B y que in-

cluya a {C,R Ves igual alGR) .
La estructurad C,R) est4 bien fundada si todo subconjunto no

vac{o de C tiene un elemento

minimal para la relacién R,

Un elemento n:i-iimal para una relacién R es un elemento
al que ningdn otro precede.
Un elemento kizimal-3ra una relacién R es un eleBonto

nmime. si R es un orden,



A lo largo del trabajo se usardn alguras formas
del axioma de eleccién y al gunos resultados '
cbtenidos en la teorfa de:conjuntos de Zermelo

Fraenkel y que nos limjitamos a enunciar:

Una forma del teorema de recursién para nidmeros
naturales dice as{:
Dado A, un ccnjunto cualquiera, ach,
h: A»>A, existe una vYnica funcién f:w »A, tal que:
£(C) =a

£f(nel) = h(f(n)).

Dados dos buencs érdenes cualesquiera uno de ellos

es isomorfo a un segmento inicial del otro.

En vez del axioma de eleccién se usa una vez una de
sus forrmas mis débiles, llamada "axioma de elecciones

dependientes”,

Sea A un conjunto y R g AXA tal gque (VxeA)(Jy e A)
(xRy ). Entonces hay una sucesién a:w->A tal que para

todeo n: anR a

n+l



Condicignes de finitud. I. Condiciones inductivas, '

Sea A un conjunto cualquiera.
1.Condicidén numérica ‘

C1:A es biyectable con un segmento inicial propio del
conjunto de los mimeros naturales.

2.Condiciones inductivas.

Coéa):Si K es una familia de subconjuntos de A tal que:

(i) Oer
(ii)(VxeA)(&x}e K)
(1iii)(yB,CeK)(BUCEK),

Entonces K=F(4).

Esta condicion se debe a Kuratowski. (Cf.'Sur la notion
de 1' ensemble fini’. Fund. Math., Tomo I, Warszawa 1920, p.

161.) .
C2(b):Si K es una familia de conjuntos tal que:

(1) Osx
(ii) (YB< A)(Nxea)(BeK+B U{deK)

entonces AeK.

Esta condicidén se debe a Sierpinski. (Cf:L'axiome de
M. Zermelo et son role dans la Theorie des Ensembles. .4
Iﬂanalysafgl.fExtrﬁit du-Bulletin de 1 Academie ded
Sciences de Cracovie, Cracovie 1919, p. 106, . peTarsKi C3]

3J.Condiciones de orden.

C3(a):_£ es ordenable y todo orden én_ﬁ es un buen orden,

C3(b): A es ordenable y todos los drdenes en A son isomorfos,
C3(c): Hay un orden<en A tal que tanto (g,<> como(_.@,>> son
buenos dérdenes.

C3(d): Hay un orden en A y si A40, todo orden en A tiene
primer elemento,



2

T a definicidn C3(e) se debe a Stickel.(Cf.7u H. Webers |
Elementarer Mengenlehre, Jahresberichte der deutschen
Mathematiker-Vereinigung. 16 Band, Leipzig 1907,p.425.)

Las otras tres definiciones son modificaciones de
ésta debidas a Tarski Yy a Weber. \

4, Condiciones de cadena.

C4(a):Hay una cadenall,&) maximal en ®(L) y toda cadena
{C &) maximal en ((A) eo bien fund:ln,
C,1(b):Hay'unra. cadens £ Cg) magimal en®(A) y toda caden:
maximsl <C'Q> es isomdrfica v.(C 97.
Cqle): Uay unn caienﬂ,ZC§;>maxima1 en¢@(A) tal aue banto
{C,%” como{C,2 son bien fundadas.
C4(d): Hay una cadena maximal en(’ (A) y si A#0 x
toda cadena{C,&)maximal en (A) contiene un
conjunto unitario,

5. Condiciones de buena fundacidn. ,

Cg5(a): La estructurad{8(A), & es bien fundada.

Cs5(b): T a estructura(((?(A),Q7 es bien fundada, .

Estas definiciones se deben a Tarski (Cf. bibliografia de esta

6. Condicidén<débil de no reflexividad. tesis)y

Cg: P (A) no es reflexivo.

Egta condicidn se debe a Bertrand Russell.(Cf. Principia
Mathematica, Vol.II, Parte III, Seccidén C, --120 y.124) .,



1, Condicidn numerica.

Ci: A es biyectable con un segmento inicial del conjunto
de los numeros naturales.

Si, .segin la propuesta de Von Neumann,identifica-
mos cada mimero natural con el conjunto de sus predecesof

res, entonces podemos expresar C1 en la siguiente forma:

C.A es coordinable con algun nimero natural,



2, Condiciones inductivas

‘\nt\uctivib' |
El sentido intuibivo de estas definichbones™podria

expresarse diciendo que un conjunto finito A se carac-
teriza por el hecho de que la cerradura del conjunto
de los subconjuntos unitariés de A bajo la operacidn
binaria de la unidén incluye todo A. A es finito si se ob-
tiene uniendo de dos en dos los unitarios del conjunto
potencia de A, y los conjuntos obtenidos asi a partir de
éstos.

Es obvio que en el caso de un conjunto infinito
B, a partir del conjunto de. sus subconfjuntos unitarios
no se obtiene B cerrdndolo bajo la operacidén binaria

de la unidén; todo subconjunto obtenido asi es finito y

distinto de B.

Co(a) y C2(b) son equivalentes.

Prueba:
(4) Supongamos que A satisface Cz(a).

Sea X una familia de conjuntos tal que:

(i) O€x

(1i)(VY B<A)(YXeA) (BEK->B Ux}cK).

Queremos ver que A€K.

Pongamos Ef;:{ Xca: (VeK)(X U Ye K)} :

Entonces T_ég-_.(P(A) y

@ 0eX (trivial).

G (vxan) (13&K) por (i1).



#%E) B, CeX»B U CeK ( Pues , sea YeK. Puesto
que Ce X , C U YeK. Pero entonces BU C U Y€ K, ya que
Be ).

A si pués, dado que A satisface (a), @(A)-‘—T’E-Por

lo tanto A e X. Pero entonces A= A U OeK, ya que OeK.

() supongamos ahora que A satisface 02(‘1)'.)\.
Sea K <8(A )ique satisface (1), (ii),(iii) de
02(3). Queremos probar que &(A)S K. Sea Be & (1).
Basta ver que BEK.
Ponganos K& {xeK : xf—.;Bg
y ¥E{xuY: xek, Ye(a-h)
entonces
1) 0e¥¥(ya cue CEX'y Cg A-B). _
2)ZS A, X€ A, Z€ kN7 U ‘§xfeX (Pues
escribamos 7=X 77 Y, donde Ye¥, Y&(4 -B). Si xe B,
entonces z U §xf= (X U {x%) U Yex¥si xea-B, 2 U {x%=
(x U Y u ixf )exX .
Asi pues, dado que A satisface (D), A=K-.‘_
A =X U Y, donde xeK., YGA-B. Pero entonces
X=B, Y=A-B. A_si Be X. pero K<XK.
Asi, BeEK.



2.Condiciones de orden.

Todo conjunto finito es bien ordennable. Esta idea
se relaciona con 1la primera definicién%&%i un conjunto
finito A puede correlacioconarse con un segmento inicial
del conjunto de los numeros naturales, entonces puede
ordenarse; se puede definir un orden en A, en términos.
del orden natural de los enteros positivos.

Por el contrario, eh el caso de un conjunto

infinito arbitrario, no hay manera de definir un orden

armenos que se use alguna forma del axioma de eleccidn:
¥y dado un buen orden cualquiera R en un conjunto infini-
to puede definirse una relacién que no sea un buen orden,
considerando por ejemplo el converso de R, |

Si R es un buen orden en un conjunto infinito,

R-l

no lo es, Por lo tanto, para definir la finitud
de un conjunto basta mencionar la existencia de un 6rdén‘
R tal que R ¥y R'l son buenos S6rdenes. O bien, basta decir
que existe un orden y que todo orden es un buen orden,
Todo conjunto finito es, entonces una serie dis-
créte con primerry ultimo elementoﬁ en otras palnbras,
en todo conjunto finito, hay un orden con primercy dlti~
mo elementd;y tal que cada elemento con sucesor o prede-
cesor tiene sucesor o pre decespr inmediato. De hecho,
basta decir que todo ordeg?%i;;%wggéggt elemento, porque
en un conjunto inffinito si existe un orden/emntonces
existe# un orden sin primer elemento,



CB(a) y C3(d) son equivalentes

C3(a):A es ordenable y todo orden en A es un buen orden,
CB(d):Hay'un orden en A y si A#Q, todo orden en A tiene

primer elemento.

0 cy(a) =>c,(d).
Sea A un conjunto ordenado tal que todo orden en A es
un buen orden. Se sigue obviamente que todo orden en A

tiene primer elemento.

(2) C3(d) :ﬁ;.CB(a).
Sea A un conjunto tal que todo orden en A tiene
primer elemento. Supongamos que hay un oden R en A
que no es un buen orden. Sea BSA tal que B carece
de R-minimo.
Definoyg; orden S en A de la siguiente manera:
para cualesquiera x,y< A,
si x,jeB, entonces xRy«»XSy
si x,y €A-B, entonces XRyexS’y.
si xeB y yeA-B, entonces xSy.
Todos los elementos de B preceden en la relacidn S a
todos los elementos de A-B y en cada uno de estos 2 sub-
conjuntos, los elementos conservan el orden R.
Entonces S es un orden en A que carece de primer
elemento y esto contradice la hipdtesis.

Por lo tanto todo orden en A es un buen orden.

&
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C3(a) y C3(b) gon equivalentes -

CB(a):A es ordenable y todo orden en A es un buen orden.

C3(p):A es ordenable y todos los dérdenes en A son isomorfos.

W) C3(3~) = C3(b)

Sea ‘A un:conjunto tal: que todo orden en A es un
buen orden. Supongamos que existen 2 drdenes de A
A <Y y<A <) que no son isomorfos. Entonces uno de
el;os,digamos‘<A Z;)es isomorfo a un segmento inicial
propio del otro, digamos (B <2 Bonde BgA .
Si A<y = 4B <> , en particular A es biyec-
talbe con B. Sea f una funcidn 1-1 y sobre de A en B, y

sea X en A-3.

Definamos recursivamente una funtidn g de > en
A tal que:

g(0)=x

g(n+1)=f(g(n)).

y x no estf en el rango de f,
Como f es 1-1, g(n)#g(m) para cualesquiera

nimeros naturales n, m.
SE Def inamos un orden R éen A dé-1a siguiente forma:

si x,ye g'(w) ,xRy si y sélo si g'l(x):> g'IGy).

si x,y& A-éﬁﬁﬂj' , xRy si y 8blo si x4 y.

si xeg"(w)y yer-g" (w), entonces xRy.

(A.Jﬁ> no tiene elemento minimo, y no es un buen orden,

Pero esto contradice 1a hipdtesis; concluimos pues que

todos los drdenes de A son isomorfos,



@) CB(b) implica Cﬁa).

Sea A un conjunto que satisface la condicidn C3(b); |
si hubiera un orden en A que no fuera un buen orden, seria
posible definir un orden en A sin primer elemento. (cf.
prueba de la implicacidn CB(d)=7C3(a)) Llamemos Ry a
ese orden, y definamos un orden R2 con primer elemento
de 1a siguienfe manera. Como A%0 (de otro modo C3(b)=>'03(a)
se cumple trivialmente), sea X &A un elemento tal que

1) xR,y para todo y €A tal que y#£X.

2) Para todo z, YEA , 8i y#x y z#x, entonces
ZRoy 81y sdlo si '.".RB’.

(A,Rl)_,i‘ (A,Ry porque R,tiene primer elemento

y Ry no. Esto Ultimo contradice la hipétesis.

‘

=
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C3(a) y C3(c) son equivalentes . '.

03(¢):Hay un orden en A tal que €1 y su converso son
buenos 6rdenes. \ z

() Cy(a) implica C,(c) v

Sea A un conjunto que satisface la condicidn C3(a).

Hay un buen orden < en A. Entonces su converso también
es un buen orden.(Sus propiedades de orden se sigden de
la s de < , y es un buen orden porcue A satisface,c3(é.)). ‘

2 03(0) implica(%(a). '

Supongamos que {A< > y<A >) son buenos dérdenes, y que |
(A ) no es un vuen orden. Egntonces hay un subconjunto |
B< A que no tiene X-mimino. Sea ay el &Zninimo de B,
Hay un subconjunto no vacio de B cuyos elementos preceden
estrictamente a a, en el ordens{ . Sea 2, el (-minimo: !
de ese subconjunto. En general, llememos Ansl al
<-m1'nimo del subcanjunto de B que contiene todos los

elementos que & preceden estrictamente a Nye

AT (-mln{ X €B: x« ""n}

Como B carece de o(-minimo, {xeB:x o(ang;éo para todo n.
Fl<{minimo existe porque £ es un buen orden. Cada a_ sigue

estrictamente a2 o _, en el orden {. Pero entonces la

< —cadena Ag < aq <o .<.an.. . no tiene ultimo elemento,.

Pero <A, > es un buen orden, y el elemento »-minimo
n Subc AB-J

de’A es el {-miximo de B. Por lo tanto™ag, a...a ... !

no tiene ultimo elemento’<ﬁ\)>> no es un buen orden, contrari'amentq;:
i
|

a 1a hipdtesigoncluimos que todo orden en A es un buen orden,

X
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3.Condiciones de cadena
Hay definiciones de 1a finitud

de un conjunto en términos de la existencia de cadenas \
en & (A). De hecho estas definiciones son una reformula-
cién de las condiciones de finitud en términos del orden.
En efecto, dado un orden en A, el conjunto de segmentos
inicinles de ese orden forma una cadeni maximal de sub-
.conjuntos de A. Por otro lado, dada una cadena maximal

de este tipo, puede definirse un orden en A anteponiendo
un elemento a otro en el caso de que el primero pertenezca
a todos los conjuntos de 1a cadena a los cuales pertenece

el segundo,

Dada esta equivalencia, el interés
que tiene mencionar estas definiciones reside sdlo en que:
el concepto de cadena en & (A) no se traduce inmediata
¥ trivialmente al concepto de ordeﬁT\%m ssa medida, expresa
otra propiedad de los conjuntos finitos, relativa a sus

vonjuntos poiencia. Por otro lado, ofrecen un cierto interés

en el sentido de que proporcionan una manera alternativa.

de definir el orden,



Caracterizacidn del orden lineal por cadenas - .

(L a expresidn "orden lineal" se refiere al concepto comin :
de orden en A, por contraposicidén a 1la definicidn de orden
usada por Tarski, segun la cual un conjunto“esté ordenado !

si existe una cadena G maximal en (A).

I. Sea F una G cadena en (P(a).

Definimos una relacidn < F en A tal que para a, beA ‘
agpd & (VxeF)(bex >aex)
Probaremos queéF es un orden en A.
- <p es reflexivo. (Trivial).
-<p es antisimétrico,
Sean a y b tales que a\<F by bgF a. Entonces:
(YxeF)(be xe»2€x). Supongamos cue a#b. Sea Y el menor g
conjunto elemento de F que tiene a a como elemento, i.e.
Y=\ ﬁX eF:a e.X}
Sea Yt Y-{a}. .
Entonces Y'€ F porque beY'y '1¢ Y, pero Y'
es comparable con Btodo elemento de F: si a €X, entonces
Yc X por defingcidén de Y. Como Y'¢Y entonces Y'eX.
Si a & X, entonces X&'Z para'todo Z€EF loY.
tal-queé ae€?Z, Entonces XV vura itoid.
XQY-{&}= Y

- F es transitivo: obvio.

-  es conexo 2y b obg y 2 para todo a, b €]
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Si agF by b<F a , entonces existen X, Ye F tales que
beX, a €Yy asY ,yb#VY,
Entonces ¥ y Y son inconparebles 4, 1o cual es absurdo.
Por lo tanto , toda cudena maximil sn ™ en §F(A)

determinn un orden linedl <F en A.

II. SeaA,< ) un orden lineal,
fea. F el conjunto de segmentos iniciales de

A bajo K .
F es una @dadena maximal en &(4).

Pruebajde que F es maximal.
Sea XgA tal que X € F. Probaremos que hay un YeF tal
que X ¥y Y no son comﬁrables. X no es un segmento iniciai.
Entonces hay un aeX tal que 21gun bga, b ;ﬁ X.

Sea Y el segmento inicial que tiene como
elementoq’todos los elementos estrictamente anteriores
a a, i.e. Y= izeA: z<a§ .

Y y X son incomparables: b eY~-X

ae X- Y.

Todo orden lineal <A,é> determina una

G cndena maximal en & (A). Usaremos F(¢) para denotar

esa cadena.
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IIT. A <) =LA € piy D C

Basta probar que para a, b&A
agb <> (NXeF())(beX —»aaX).

0sea que a<b <> a pertenece a todos los segmentos

iniciales a log que b pertenece. Obviamente es asi, !

IV. F= F(L p).
a) FcF( < )
Sea X& F, Probaremos que X es un segmento inicial de
A bajo F*
Si beXy aSsy b, a X por definicidn de < gpe
b) F(gF)gF.
Sea X un segmento inicizl de A bajo éF'
Para ver que X& F, basta probar que X es g-com-‘-
parable con todo Y&F. Pero si YeF, Y es un segmento inicial
de A bajog p.

Como X es un segmento inicial paragyp , X es

comparable con todo Ye F.
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4, Condiciones de buena fundacidn

; Tarski define la finitud de un conjunto A aludiendo

a una caracteristica de la relacidn de inclusidn entre

los elementos de su conjunto potencia. La inclusidén en
este conjunﬁo es bien fundada, o sea que dado un subcon-
junto cualquiera no vacio de ((A), hay un elemento mi-
nimal para la inclusidn. Entonces, en un conjunto infinito,
p us'ndo el axioma de eleccidn , puede establecerse 1la
exiatencia de cadennas infinitas descendentesi.

Por ejemplo, dado un conjunto ordenado como el de
los numeros naturales, el conjunto de complementos de
sus segmentos iniciales carece de elemento minimo para
la inclusiodn. Dicho de otra manera , el conjunto de sus
segmentos inicéiales carece de elemento maximal,.para la |
inclusidén., Como lo sugiere este ejemplo, 1la finitud
puede definirse como la buena fundacddén de 2 en P (1),

0 sea menciionando la ~inversa de la relacidn de inciuéién.

Hay una relacidén entre el concepto de buena fundacién\
y el de induccion. El principio de induccidn puede for-
mularse en términos de la buena fundacidn de una relacidn.
TLa definicidén de finitud de Kuratowski o la de Sierpinski
se relacionan en este mismo sehtido con la de Tarski,

l.Una cadena infinita desdendente es un conjunte totalmenteo

1.

ordenado por una relacidn R ! ¥ sin elemento mfnimo para
eda relacién .



Cs(a) y CS(b) son equivalentes ‘

Cs(a) implica CB(b)‘
Sea A. tal que < (P(A)G > es una relacién bien fundada.

Sea B cualquier subconjunto de (P(A), y sea C= SLA—y:yéBTS
P,r la hipétesis C tiene minimal para ¢ . Lla-

memos x a un minimal de C. Entonces A —x es = minimal

en B. Si no fuera asi, existiria = é&B tal que A-x § Z.

Pero entonces A-7zgX § X no seria_minimal en C. Tor lo

%
tanto, (6’ (), 2 > es bien fundada.

TLa prueba de que CS(b) implica Cs(a) es andloga

a 1la anterior.,
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5. Condicidén débil de no Peflexividad.

Esta condicidon podria pertenecer al grupo de las definiciones

reflexivas porque caracteriza la finitud de un conjunto
A por 1la no reflexividad de @& (A). Pero forma parte del
primer grupo de condiciones de finitud porque su equiva-
lencia con éstas dltimas se prueba sin usar ninguna forma
del axioma de eleccidn. Esto la distingue de otras condi~

ciones de no reflexividad.

Cgt 0¥ (4) no es reflexivo.

Hemos probado que las condiciones que se formulan
’ \
en términos de un mismo concepto, como el de orden,
el de induccidn o el de buena fundacidn del conjunto
potencia, son equivalentes entre si.
Veremos a continuacidn que todas esas condiciones

son equivalentes; esas equivalendias son validas sin

el axioma de eldccidn,

i

1
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C1 y C6 son equivalentes. \

18 A es biyectable con un segmento inicial propio del
conjunto de mimeros naturales.

Cgt §§(A) no es reflxivo.

Temn: Ningun mimero natural es reflexivo,
/(i’t-ﬁ imouccieN SodRe Ne N
Prueba: 0 no es reflexivo.
Supongamos que n no es reflexivo, pero que
n+l si lo es.

Entonces hay un subconjunto propio de n+l,

digamos ¢, tal que n+l 7oce

3i f(n)=n, entonces f-%}fn,f(n))f es una funcidén 1-1
Yy sobre entre n y sun subconjunto propio de n.
Si f(n)# n, entonces
(£- §<n, £(n)7, <£71n), 02 ) U $LeTim), e
es una funcidn 1-1 y sobre entre n y un subconjunto propio
de n. En cualquier caso se contradice la hipdtesis ihdub;'

tiva.,
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(M) C¢ implica Cy \

Sea A tal que @(?(a) no es biyectable con ninguin subconjunto
propio suyo. Supongamos que A no es biyectable con ningun
numero natural. Entonces todo nimero natural es biyecta-'
ble con algin subconjunto propio de A.
Prueba: 0~F y @ gA (A#0 obviamente). ‘
si n se biyecta con algun subconjunto
BsA , entonces n+l se biyecta también con CgA , donde
C=B U'{xi Yy xe€ A-B (A-B#!Zf porque BgA ¥y C¢ A, de otro
modo A~n+l). |
Sea ftf. a siguiente funcidén de L en @@(A):
f(n):%zce &A): x~ n}
Sea K la imagen de f y g una funcién con dominio =@F®P(A)
y tal ave: x si x€ PPa)-x
para todo x € ®®(4), g(x)= '
f(n+l) 9i x= f(q) para
algun n.
g:0P(1) @ C ().
f(0)& dominio de g pero £(0)# rango de ' g.’
f(0)=§¢})§¢§el{, entonces iﬁf pertenece
al dominio de g; pero f(0)# f(n+l) para todo n, por lo
que £(0) no pc;r’cence al rango de g.

El rango de g & dominio de g y & es biyectiva:
el dominio de g = ®P(A) ¥ su rango es un subconjunto propio
de ¥6 (a).

Este resultado contradice la hipdtesis.

Por lo tanto existe un ne w, tal que n~A.

\
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&9_) C1 implica 06

Sea A tal que A~n para algin n . .

n P ¢
Entonces €FP(4)~22 ¥ 2%cw .

'

Por 1o tnnto PP(A) no es biyectzble con ningin subcon junto.

n
propio suyo. De 1lo contrario 22 seria biyectahle con

un subconjunto propio suyo, y esto contradiria el lema.
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03(0) v Cz(b) son equivalentes ‘ “

0] C2(b) implica C3(c)

\
Supongamos que A €8 un conjunto que satisface Cz(b_).‘
Sea K una familia de subconjuntos de A bien ordenados por
alguna relacidn < y por su conversa 7. ‘

K= SlBg.}\.: existe un orden en B tal qued B<)y(B,vyson
buenos 6rdenes§

Probaremos que A€ X.

@ec¥ porque todo subconjunto no vacio de @ tiene
minimo y mdximo para cualquier relacidn, y
porgue hay un orden en {.

Sea Bs‘:A y x€A donde BeK,

Hay un orden < en B tal que {B,<,) y(B,>> son '

buenos drdenes. Sea £ el siguiente orden en B U { x} .
SixeB, X es (
Six ¢ B,xx\:gféados los elementos de B estdan orde-
nados por « como lo estdn por { 4y ¥ X precede en El
orden <X a todos los elementos de B, 5ix¢ B
(V72ye B)zxy «» 2<y) ¥ (¥WyeB)(xxy).
« y su converso bien ordenan B U4 x}. (Todo
subconjunto no vacio de B tiene elemento mimimo
en el orden < porque lo tiene en el orden <& ,
y todo subconjunto de B U §x\al que Xx pertenezca;
tiene a x como o -minimo. Asimismo todo subconjunto
no vacio de B tiene minimo para Y, ya cue lo |

tiene para > , a menos que se trate de {xg en
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cuyo caso x es el minimo.
Por 1o tanto, B UixgeK.
Entonces AeK y A estd ordenado por una relacidn £

Yy por su conversa ) .

@ C3(c) implica CZ(b) .

Sea A un conjunto bien ordenado por ¢ y su converéa,
¥y sea K una familia de conjuntos tal que:
(i)0€ekK.
(ii) para todo Be A y todo xe A, BeK 5B U {x‘gex.
Supongamos que A ¢ K.
Fara cada xe A, sea Sx=§ysA: ysx\f .
Llamemos F a la familia ‘de todos los segmentos ini-

ciales Sx con xXeA.

(P (A4
Prueba: Sea f de A en F tal que f(x)=Sx.
Es claro que zm a cdada elemento de A le corresponde
un solo conjunto de predecesores. Cada segmento
inicial estd determinado por un solo elemento; de
otro modo tendria que haber eleqentos incomparables
que tuvieran el mismo conjunto de predecesores,
pPero  eg-un'-orden.: T es sobreyectiva porque
todo segmento inicial tiene un eleménto maximo
dado que es un buen orden en A.

Finalmente, dados dos eleméntos cualesquiera

de A , X< Y «> SX & SY.
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51 x<y, todo elemento anterior a x , es anterior
a y. Por lo '“tanto Sx< Sy. Pero y& Sy y y4Sx,.
entonces Sx@Sy. .
Supongamos que SX ; Sy. Entonces x£ y porque \
f es 1-1, yfx porque si y< x, yeSx, y todos los !
predecesores de y serian predecesores de x, entonces
Sy &< Sx. Por lo tanto x<y.
= Sz donde z es el elemento < maxihmo de A. Tal
elemento existe , porque 3 es un buen orden en A.
Como AeF y A€ K | hay elementos de F que no
pertenecen a K. Sea B el minimo elemento de F
que no pertenece a K. Dado que 3> es un buen orden
en A, B tiene Ultimo elemento. Sea w ese elemento.. ‘
B- Slwki € F y B-{w}eK. Pero entonces, por 1la definicidn |,
de X, Be K. Isto ultimo contradice el supuesto de

que Bf K. Por lo tanto AcK.
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Cz(a) ¥ Cs(a) son equivalentes \

) Cs(a) implica 02(8.).

Supongamos que A satisface Cs(a). (<C9(A),§> es bien
fundnda) Sea K un conjunto tal que

(1) ke &(4).

(ii) 0 € X

(iii) (¥ xer) 5 x7 € K.

(iv)( WB, C €K)((B U C)€X).
Supongrmos que P (A)£ K o sea que P(A) -K# §.
Sea B un elemento minimal de & (A)-K.
B#£# porque & € K.
Sea pues xe B. ‘
Entonces B- §xi¢B. Pero B-—ix*g{_: K porgue si B-{x\isK, entonces
B, o sea (B-$x{) U{xje K por (iii) y (iv). Esto contra-
dice la minimalidad de B en f(A)-K.

(2) Co(a) implica 05(3).-

Sea A un conjunto tal que (A)=K para todo K tal que
(1) X es una familin de subconjuntos de A.:
(ii) OeK
(1ii) (VxeA) {x{eK.
(iv) (¥3B, CcA)((BeK \CeK)»(B U CeK))
Probemos que <&(A),G D es una relacion bien fundada.
Sea XK= 1X§_A : (P(X), &> es bien fundadag .

Bastari probar que K tiesne las propiedades (i)-(iv).



(1)xe &)
(ii) gex ( & (D= {F3vy <$t95‘3 y G ) estd
bien fundada.
(i1i1)(Vxe A)( 4x5e€ K) poraue <@{x‘§,§;‘> 0 sea
4 {525 {x\j} »& > estd bien fundada.
Sean B, Ce X
<& B),e> v {&(C), &7 estin bien fundadrs.

Suponemos sin pérdida de generalidad que BNC= d.

Sea F= P (B U C).
Queremos ver que F tiene un elemento Q-minimal. Puesto
que @ (B} es bien fundado, 1l» familia H=2X(\B:KéF§C ®(B)
tiene un elemento minimal, digamos ZO.\
Por otra parte, puesto que & (C) es bien fundado, sea
YO un elemento minimal de 1a familia:
G=4YeC:2, U Ye FY

Intonces Xn5= ZO U YO es un elemento minimal de F,

1) Xg&€F ya que Yy& G. |

2) Sea X eF tal que X¢gXg. Vamos a comprobar |
que K=X_0. COIB.O/’_“_'ZO y YO son disjuntos, tenemos que
X(\B gZy. Pero dado que Zy es minimal en H, XN B= Zge
Por 1o tanto:

X= (XOB) U (XOC)= 55V Yoz X,

K satisface entonces (i)-(iv)}. y por lo tanto K= & (A).
Entonces Ae K, ¥ <@(A),§f> es bien fundada.
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CL ¥ Gs (a) son equivalentes. ‘

() C; implica 05(8‘)'

Sea A un conjunto biyectable con un mimero natural n.
©a) ~ 2",

Sea Bc ®(A), donde B # @. Definamos recursivamente una
sucesidn de longitud 2n+1 de elementos de B como sie;ue':

By es un elemento arbitrario de B.

By 11= { By si VXGB)(XQB}(—vX=Bk)

G By si tal existe.
n

Entonces Byn =B2n_l ya que card de B = 2.

Por lo tanto, B?n es un elemento minimal de B.

(@) Cﬁ(a) implica Cy.

Sea A un conjunto tal qued®(A),& > es una relacidn bien’
fundnda. Sea C 1la familia de todos los subconjuntos de A _
coordinables con algin mimero natural. |

C={xe £(A) :(3 new)(x~n)
Supongamos que & (A)-C# @. Sea Y un elemento minimal
de P (A)-C. Ahora bien; Y#AF . Sea aeY, Tntonces Y- raieC.
Digamos que e card M(Y—&a'})= n. Pero entonces el
card ﬁa{Y):n+l, de modo que YeC, 1o cual contradice la

hipéteksis de que Y era minimal en & (A)-C.
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Condiciones de finitud. II. Condiciones reflexivas.

Yea A un conjunto cualquiera.

Dl:Condicién de Dedekind.

A no es reflemxivo.
Dyt & (A) no es reflexivo.

D3: No existen 2 subconjuntos disjuntos de A cuya

unidén sea A y coordinables ambos con A.

Dy wno es coordinable con ningin subconjunto de A.
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Dl Yy D4 son equivalentes

®) Dy imp}ica D4 (Dl:A-no es reflexivo)

(D4:Aru>es coordinable con ningin subg i w)
Supongamos que A no es reflexivo y que algin

subconjunto B de A es biyectable con w. Sea f una biyeccidn
de wsobre B, y sea g la siguiente funciodn de A en A:
Si xeA-B, g(x)=x |
Si xeB, entonces x=f(n) para algin new; en
ese cagso g(x)=f(n+l)
g es una funcidn 1-1 x porque la identidad lo es y porque
f también lo es; el dominio de g ¢s A ¥y el rango de g es i
A = RE(0)} . Entonces Ap-(A-4£(0)T ) ¥ A- §(0)¥GA. o

Esto contradice el supuesto de que A no es reflexivo. '

@ D, implica D,

Sea A un conjunto tal que ningun subconjunto
de A es coordinable con &, gupongamos que A es reflexivo.
Sea f una biyeccién de A sobre B donde BgA. Como A-B# O,
sea x un elemento cualquiera de A-B, y sea g la siguiente
funcion de wen A:

g(0)=x
g(n+l)= £(g(n)).
g es 1-1 poryue g(n)#Z g(n+l) para todo n

g(0)#g(1) (x#f(x) ya que x A-B),
entonces f(g(n))#f(g(n+l)) para todo new porque £ es una

biyeccion).



D2 y Dl son equivalentes

©) D? implica Dl‘

Si A es reflexivo, hay un subconjunto B<EA tal que BrA.:

Entonces P(A) ~P(B), y P (A) también es reflexivo.

[

W Dy Implica M,

Esta implicacidn es vdlida sohmente si afindimos el
axioma de eleccidn a los demds axiomns del sistema de
Zermelo-Fraenkel. En efecto, existen modelos de este sistema
gin axioma de eleccidn, en ios cuiles Dy=>10, es falsa.

Probemos antes que DI, =>D, es vilida en Z#£F-C.:

Sea A un conjunto no reflexivo. Hay que probar
que ®(A) no es reflxivo. En virtud de la equivalencia
D1¢$D4, u)s); A ( cono es coordinable con ningin subcon- ‘
junto de A).

Tor el axioma de eleccién,(‘m Joma. dodTeanema e bukcc{'chJ\,B _
para cualesquiera dos conjuntos Ay B , A £ B © B KA.

Si w*/\, entonces A<Lw ., Por lo tanto, A~n 7

para algin n . Entonces @(A)r\a 2n, y como 2neuo. on no es

reflexivos‘@(ﬂ) tamipoco lo es,
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D; 5D, no es una implicacidn vAlida en el sistema
de Zermelo-Fraenkel sin el axioma de eleccidn, porcue
D; =D, es equivalente a Df$>01 vy hay modelos de ZAF

en que D1=»cl es falsa. !
Tas impdicaciones D1=‘>D2 y Dl:> C1 son equivalentes:

a) Supongamos que D1 implica D2, Y que un conjunto A
satisface D;. A no es reflexivo. Entonces & () no es
reflexivo, ni tampoco lo es & & (A).
En virtud de 1la eqpivalencia de C1 yC6 y A~n para
algin ne w.
b) Supongamos que D; implica Cy, y que un conjunto A sa-
tisface D;. A no es reflexivo. Entonces A~n para algun
n€w. Por la eutivalenstia de Cy ¥ CG,C?CP(A) no es
reflexivo. Entonces &P (A) tampoco 1o es (D, implica D});
Por lo tanto, todo modelo de Z-F en el cual sea
falso que Dl implique?gl, es un modelo en el cual e§
falso que Dl implique D2.
Ahora bien, como existe un modelo M de Z-F sin
axioma de eleccidn tal que
M¥Jzygﬁ'2$meg;rdinable con ningun mimero natural
¥y A no es reflezivo para-—algin eonjunteo—4i.

entonces M ,P’ D,y = D,.
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Dl y D3 son equivalentes

V) Dl implica Ds.

Sea A un conjunto no reflexivo, Si existieran 2 sub-
conjuntos de A, digamos By C tales que A=BUC, BoC=f y
B~C~A, entonces obviamente A serfa reflexivo. Por lo tamto,.

A satisface D3 .

W) D3 implica Dl'

Sea A un conjunto reflexivo. Con el axioma de eleccién
se demuestra que ¢we para todo cardinal k . kék=k o
2.k =k. El cardinal de A es mayor o igual a} de w pueste
que A es infinito,

Por lo tanto AX{Ol} tiene el mismo cardinal que A, Sea
f una relacién l a 1l y sobre de AX?O, 1§ sobre A, y sea’
B la imagen de f en A del conjuntc de pares cuya segunda coor-
denada es O, y C la imagen del conjnnto de pares cuya primera

coordenada es 1.

B~C~AA BNC=@ yBUCS=A,
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Tlamaremos "inductivamente infinito"o "ind-infinito" .
a cualquier conjunto que no sea coordinable con ningin
mimero natural. A es Dedekind-infinito si es reflexivo. .
Ta existencia de un conjunto ind-infinito pero -
Dedekind -finito implica la negacidn de Dy Dy ,
Prueba: Sea D un conjunto ind-infinito y Dedekind —finitoe
tal que D () w =@
Sea A=D U w. {
Claramente A e3s Dedekind infinito,
Sin embargo, A no admite ninguna descomposicidn de
lan forma A =B U C, BAC=f y A~B~C,
Pues supongamos que la admitiera. Entonces podriamos

encontrar un conjunto X~D tal que X(\w =@, XN\ D=0 ¥ .

Pero si f:wl X U D ~ U D ‘
entonces: 1) f"D<D excepto por un mimero finito de
. elementos. .
?2) D-f"D es infinito.
Pero entonces una ligera modificacidn de £ip da
lugar A una biyeccidn de D sobre un conjinbo propiamente .

contenido en D, 1o cual contradice la suposicidén de que D

es D-finito.



Cl y Dl son equivalentes '

Q)C1 implica D, .

Sea A un conjunto que satisface Cl‘

A ~n para algun mimero natural n.

A no es reflexivo entonces, porque si lo fuera existiria
Bg A tal que B~A. Como f es una biyeccidn, entonces

L es una biyececidn

f'B g F"A y f"B~f"A. La funcidn h=gof~
de n en un subconjunto propio suyo. Pero ningin numero natural ;

es reflexivo.

ey Dy implica Cl. i

Una ver mds, esta implicacidn no es vdlida sin el »
axioma de eleccidn, Pero dado que basta wuna forma mﬁsldéb;l
del Axioma de eleccidn para probar que D; implica Cqyy
usaremos esta forma llamada "Principio de elecciones
dependienteg".

Sea A un conjunto infinito en el sentido inductivo,

4 es reflexivo.
Prueba: Si A no es biyectable con ningsun nimero

natural n, entonces para todo n y €xiste un subconjunto-

B de A tal que n~3B.
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Toda funeidn 1-1 f:n A puede extenderse a una fun-
cidn 1-1 g:n+l—>A. Intonces para cada funcidn f de este
tipo existe una funcidn g tal que fg;g. Al apdicar el
principio de elecciones dependientes al conjunto de todas
1la s funciones 1-1 cuyo dominio es algun numero natural y
cuyo rango es algun subconjunto de A, obtenemos una
sucesidn X de w en el conjunto de todas las funciones
tal que ¥ ne oo o & Xpep- D2 unién de estg cadena de
funciones es una funcidn de w en A, |

51 w4 A, A es reflexivo,
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Conclusién \

A lo largo de estas pdginas, se demostrd la equi-:
valencia entre algunas definiciones del concepto de
finitud. Se vid que con el aviomn de eleccidn, se puede v
probar que un congunto reflexivo es infinito en cualquier
sentido: cin €1, puede hablarse de conjuntos infinitos
en un sentido que no 1o son en otro.

May una distancia entre el azoro de Galileo quien
no se dncidin del todo a igualar el mimero de enteros
positivos con el de sus cuadrados, y la manera natural
en que recondocemos que un conjunto infinito es reflexivo.
Appenas nos asombra que entre dos puntos de una recta
por cercanns que parxzean esten, haya tantos puntos como.
en el plano.

Otro aspecto desconcertante del aue no 3e hablg
aqui , pero que también llamd 1la atencidn de Galileo,
es el relacionado con la comparacion ntre didtintos
conjuntos infinitos desde el punto de vista de susx
cardinilidad. Fay inTinitos mayores que otros. El'cdnjun-
to potencia de un conjunto A cunlquiern tiene un mayor
numero de elementos que A. Tste hecho implica quemia
coleccion de los conjuntos infinitos no hay ninguno
cuyo cardinal sea mayor yuc el de todos !os demds,

Para eatudiar mds a fondo el concepto de infinito,
habria que mirar 1o que pasa con los cardinnles trans-
finitos., ®ate trabajo no es sino una primera aproxima-
cidn a un objeto del que se intentd tener una idea '
menos vaga gpmparandox relacionando entre si distin-
tas propiedades que lo definen,
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