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I N T R o D u e e I o N 

El plan inicial del presente trabajo consistía en hacer 

unas notas para el curso de Cálculo IV de la Facultad de 

Ciencias de la UNAM, explotando muchas ideas del libro Teo 

ría del Potencial de Kellogg [6]. Aunque esto último se 

hizo, el plan inicial se transform6 y s6lo se propone como 

material de apoyo a dicho curso. Un motivo fue que se pr~ 

firi6 concentrarse fundamentalmente en el estudio de los 

teoremas que lleva el título de este trabajo, suponiendo 

conocido todo el material de integración múltiple que tam

bién son tópicos del mismo curso. Pero, también, porque 

un&G notas debieran presuponer bastante experiencia en la 

impartición de esos cursos, experiencia que el autor no 

tiene. Pero sí tiene la convicción de que es necesario hi.!!_ 

car el diente en la enseñanza en el paso de integración 

múltiple a integrales de línea y superficie, porque en estos 

últimos temas se introduce una buena cantidad de nueva sim

bología y porque el modelo intuitivo de áreas y volumenes 

para la integral ya no es suficiente para los conceptos de 

integrales de línea y superficie. 

La idea de los dos primeros capítulos que aquí desarro

llamos es la de explotar el modelo de campos vectoriales i~ 

terpretados como campos de fuerza o campos de velocidades, 

para dar una base intuitiva a los teoremas y definiciones 

más importantes relacionados con el teorema de la divergen-

cia. En la tercera parte se formulan y prueban los teore-

mas para un tipo de regiones que cumplen muchas condiciones, 

de tal manera que permitan dar una prueba simple de ellos. 

El propósito del último capítulo es probar el teorema p~ 

ra un ti~o de regiones más generales (regiones regulares) 

usando únicamente resultados de cálculo elemental e integr~ 
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ci6n múltiple, para ello es necesario echar mano de muchos r~ 

sultados geométricos, los cuales, aunque hacen un poco volumi 

naso el último capítulo, se formulan y prueban. 

La terminología usada en todo el trabajo así como las pru~ 

bas del último capítulo, resultan hoy en día anticuadas por

que actualmente se desarrollan los conceptos estudiados ahí 

con herramienta más sofisticada, me refiero al lenguaje.y m~ 

todos de geometría diferencial. Pero tiene interés en la me

dida en que ilustra las dificultades que se tienen que enfren 

tar cuando se carece de ese lenguaje; en este sentido el últi 

mo capítulo puede servir de motivaci6n y puente para introdu

cir algunas definiciones de geometría diferencial y mostrar 

su necesidad. 
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C A P I T U L O I 

INTEGRALES DE LINEA Y DE SUPERFICIE 

l. CAUPOS VECTORIALES 

En este par~grafo definiremos aampo veatoriaZ pues es un -

concepto que investigaremos a lo largo de nuestro estudio, dare

mos dos ejemplos particulares de campos vectoriales haciendo br~ 

ves comentarios acerca de ellos. Cuando una transforrnaci6n aso

cia a cada elemento de íl e: IRn un elemento de IRn, decirnos que tene 

mas un campo vectoriaZ definido en la regi6n íl • Interpretarnos 

a cada elemento del dominio corno un punto de posici6n y al eleme!!_ 

to correspondiente corno un vector colocado en aquel. Con esta -

interpretación asociarnos una idea georn€trica a la transformación 

en los casos en que n = 2 y n = 3 pues podernos dibujar el -

campo vectorial como una colección de flechas, una para cada pu!!_ 

to (x,y,z). La direcci6n de la flecha en cada punto es la di-

rección especificada por la transforrnaci6n y su longitud propor

cional a su magnitud. 

y 

" figuras ( 1) 

En lo sucesivo trataremos con campos vectoriales de dimen-
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si6n tres y eventualmente de dimensi6n dos, a estos le llamarnos 
campos vectoriales planos. 

Un campo vectorial es naturalmente dado por sus componen
tes con referencia a un sistema de coordenadas cartesiano: 

F (x,y ,z) (X(x,y,z) Y (X 1 y, z) , Z (X, y, z) ) 

donde las componentes X,Y,Z son funciones reales dependientes, 

en general, de las tres variables x,y,z. 

Los campos vectoriales son un modelo apropiado para estu

diar y describir muchos fen6menos fisicos. Nosotros utilizare-

mos las nociones de fuerza y velocidad para motivar algunos co~ 

ceptos matemáticos generales referentes a campos vectoriales. 

Como es sabido, tanto la fuerza ejercida sobre una particula co

mo su velocidad son cantidades que pueden representarse por ves:_ 

tores. Ahora bien, en ciertas situaciones fisicas podemos tener 
asociada una fuerza o una velocidad en cada punto de una deter

minada regi6n del espacio, situaci6n que se puede modelar con 

el concepto de campo vectorial. Si las cantidades vectoriales 

las interpretamos como fuerzas decimos que tenemos un campo de 

fuerza.; si como velocidades, un campo de velocidades. 
Campos de fuerza que han surgido del estudio de la natur~ 

leza son los que tienen que ver con la "ley del inverso de la -

distancia", es decir, los campos gravi tacionales, electrostático.s 
y electromagn~ticos. Campos de velocidades los encontramos en -

la velocidad de cada punto de un cuerpo que gira alrededor de -
un eje y en el importante caso de un fluido en movimiento en el 

cual se asigna una velocidad a cada partícula del fluido; en e~ 

te caso el campo depende, en general, además de la posici6n del 

tiempo. 

Campos gravitacionales. 
veamos el ejemplo de los campos gobernados por la ley de 

Newton de la gravitación universal, esta ley dice que: 
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Toda part1cula en el universo atrae 

cualquier otra part1cula con una -

fuerza cuya direcci6n es la de la 

recta que los une y cuya magnitud 

es directamente proporcional al pr.2_ 
dueto de sus masas e inversamente -

proporcional al cuadrado de la dis

tancia que los separa. 
Mediante esta ley podemos describir el campo de fuerzas 

generado por una part1cula de masa m, es decir, podemos en ca

da punto (x, y, z) en el espacio, asociar el vector que represe~ 

ta la fuerza con la que seria atraída por otra colocada en algún 

punto fijo. Si €sta está colocada en el punto (xo, y 0 , z 0 ) y 

tiene masa m, la fuerza ejercida sobre una part1cula unitaria 

(de masa igual a 1) colocada en un punto (x, y, z) está dada 

por el campo F: 

F(x, y, z) m 
rs 

- x, Yo - y, Zo - z) 

donde r 2 = (x-xo) 2 + (y-yo) 2 + (z-zo) 2 
; en efecto, ya que la 

magnitud de la fuerza es m/r2 y el vector unitario dirigido del 
punto (x, y, z) al punto Cxo, Yo, zol es el vector 

Xo-X 
r 

Yo-Y 
r 

zo-z 
r 

) . 

Un hecho importante que surge experimentalmente acerca de 

los campos gravitacionales de fuerza es el prinaipio de superp~ 

siai6n que afirma que un campo de fuerza no es afectado por la -

presencia de otro campo de fuerza, de tal manera que el resulta

do de sobreponer dos campos será un nuevo campo que es la suma 

vectorial de los primeros. Por ejemplo, para encontrar el cam

po generado por dos (6 n) part1culas atractoras una de rnasamo 

colocada en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ) y otra de masa m1 colocada 



en el punto (x 1 , y 1 , z 1 ) 

la primera y el campo F1 
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encontramos el campo F 0 generado por 

generado por la segunda independient~ 
mente uno de otro¡ el campo generado por ambos es simplemente la 
suma vectorial de ellos 

F Fo + F1 

es decir 

F (x,y, z) 
Y1-y, Z1-z) 

donde 

ro2= (xo-x)2+ (yo-y)2+ Czo-z)2; r,_2= (X1-x)2+ (y1-Y>2 + Cz1-z)2. 

Los casos llliís interesantes de campos gravitacionales son 

aquellos que surgen no de partículas sino de distribuciones co~ 
tinuas de masa, por ejemplo alambres, láminas o cuerpos. Para 

encontrar los campos generados por estas distribuciones conti-

nuas ~e masa se hace una suposici6n adicional (demostrada empí
ricamente) y es la siguiente: Se divide el cuerpo en pequeño·s -

pedazos, se considera un punto en cada pedazo como si en él es

tuviera toda la masa del pedazo, es decir se considera el peda
zo como una partícula, se encuentra el campo generado por esa -

partícula hipot~tica, entonces se suman los "campos de cada pe

dazo" y se pasa al límite cuando el diámetro de cada pedazo tie~ 

de a cero y el número de pedazos a infinito. El campo así obt~ 

nido será el campo generado por el cuerpo. 
Con estos principios básicos y la herramienta del cálculo · 

se plantean gran número de problemas y de hecho se puede deSa.rJ:E!. 

llar un cuerpo de resultados conocido en matemáticas como la 
teor~a deZ potena~ai. 
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Campos de velocidades de flu1dos. 

Consideremos un fluido en movimiento en lR 3 , si a cada pu~ 

to en un instante determinado le asociamos la velocidad de la -

partícula que está pasando por ese punto en ese instante, obten~ 
mas un campo vectorial que llamaremos aampo de velocidades del -

fluido. Esta descripción supone que la velocidad del fluido en 

cada punto P puede ser dada por un vector V(P), usualmente -

variando suavemente con P. Estrictamente hablando esto no tie

ne sentido. Con una escala suficientemente pequeña veríamos mo

l~culas que están chocando entre sí y sus velocidades estarían -
cambiando bruscamente, además entre ellas habría espacios vacíos 

en los cuales ninguna velocidad estaría definida. En una escala 

atin más fina "veríamos" electrones, protones, cuantos etc., para 

los cuales una descripci6n como la propuesta sería imposible. La 

idea de "velocidad en un punto" es solo una aproximación que tr~ 

ta de describir el movimiento en una cierta escala en la cual es 
posible obtener medidas que promedian el comportamiento en re-

giones suficientemente grandes para evitar las complicaciones m~ 
croscópicas. No obstante, es titil idealizar el comportamiento 

de un fluido en movimiento como si estuviera definida la veloci

dad en cada punto, las consecuencias que se desprenden de esa s~ 
posición han fructificado en aplicaciones prácticas que justifi

can su estudio. Mientras que el grado de aplicabilidad es cues
tión de las ciencias experimentales, nuestro inter~s aquí es el 

de tener un modelo que nos llevará a obtener resultados matemát~ 

cos interesantes. 
La idea de pensar los campos vectoriales como campos de v~ 

locidades nos será muy útil. Imagínese, por ejemplo, que un l~
quido corre por una tubería con flujo constante. Si colocamos 

en cada punto la velocidad del fluido en ese punto obtenemos la 
idea gráfica del campo de velocidades V del líquido (ver fig.). 

Nótese que la longitud de las flechas (la rapidez) así como la -

dirección del flujo puede cambiar de punto a punto. 
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figuras ( 2) 

Para trabajar con estos campos requerimos de las expresio
nes anal:í.ticas que los describen. Recordemos que las ecuaciones 

del movimiento de una part:í.cula se puede dar mediante una curva 

o.: [a, b] + lR 3 donde el párametro t E [a, b] representa el tiem 
po: 

(1.1) :X: <P(t) y "'(t) z X (t) 

Estas ecuaciones darán la posici6n de la part:í.cula encua1-

quier tiempo t, la velocidad V de la part:í.cula en un instan

te t se obtiene derivando: 

( 1. 2) ~ 
dt 

v = ex, y, zl 

As:í. naturalmente V es un campo de velocidades sobre la -

curva definida por las ecuaciones (1.2) 
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Por otro lado, para caracterizar el movimiento de toda una 

porción de fluido, es decir de un conjunto de particulas, reque

riremos un conjunto de ecuaciones de la forma (l.l), un sistema 

de ecuaciones (1.1) para cada particula; pero podernos idealizar, 

aün más, la situación del flujo, de tal manera que se pueda des

cribir el movimiento de toda la porción del fluido mediante tres 

ecuaciones solamente (al igual que en el caso de una particula) 

añadiendo tres parámetros (que para cada particula serán consta~ 

tes) que representen la posici6n de cada particula en algün ins

tante t = t 0 : 

X 'P (xo , Yo 

(l. 3) y Yo 

z = x (xo Yo 

Zo, t) 

Zo 

Zo 

t) 

t) 

En el tiempo t = t 0 el fluido ocupa una región T 0 , el -

punto (xo, Yo, Zo )E To representa la posici6n de una particula 

en ese instante y se cumple la igualdad 

Xo = <l'(Xo, Yo, z o' to) 

(1.4) 
\ Yo 

= 1jJ (xo, Yo, Zo, to) 

Zo =X (Xo' Yo, Zo' t ) 

Si variarnos en las ecuaciones (1.3) los puntos (x 0 , y 0 , z 0 l 
sobre la regi6n T 0 

ticulas del sistema. 

obtenemos las trayectorias de todas las par 

El campo de velocidades de esa porci6n de fluido en un in~ 

tante t serán las ecuaciones 

X 
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(l. 5) y 

z 

Mientras que pensemos en el movimiento de una particula a 

ella le corresponde un punto (xo, Yo• zo que representa su p~ 

sici6n en el instante t = t 0 y debernos considerar al punto 

( Xo , y 0 , zo ) constante, no obstante en las ecuaciones (1. 3) del 

movimiento global de todo el fluido esos puntos va~ian en la re
g i6n T 0 y de hecho son variables en esa regi6n. Esta conside

raci6n es importante pues de este modo podemos hablar de las -

ecuaciones ( ) corno una transforrnaci6n de lR~ a JR 3 y hablar de - c1 

las derivadas- ·parciales con respecto a Xo, Yo , zo , t.. 
Cuando hablemos de las ecuaciones 

Y 1jl (x o, Y o , z o , t l 

z xCxo, Yo, Zo, t) 

supondremos que son continuas y doblemente diferenciables con de
rivadas parciales de primero y segundo orden continuas, adem~s 

supondremos que pueden ser despejadas las variables Xo, Yo, ·zo 
en términos de x, y, z¡ ésto último se asegura pidiendo que la 

matriz jacobiana de cada transformaci6n 

Ft(xo, Yo, zol ( 'I' ' 1j!' X) 

sea no singular. 

,.,__ 
\ .. 
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2. CURVAS 

En este parágrafo enunciaremos las principales definiciones 

acerca de curvas generalizando la forma más conocida de expresar 

una curva, a saber, la gráfica de una función, motivando con 

ello, esperamos, la expresión general de curvas que es dada me

diante ecuaciones paramétricas. 

La expresión más conocida de una curva es aquella que se 

obtiene de graficar una función real de variable real. Si f(x) 

es una función continua y derivable, el conjunto de puntos (x, 

f(x)) forman una curva en el plano. En general se restringe el 

dominio de la función a un intervalo cerrado [a, b] obteniendo -

así una curva acotada y se le llama extremos de Za curva a los pun

tos (a, f(a)) y (b, f(b)). 

····~ 
1 l 

a 

flg (3_) 

1 
1 
1 

(b,f(b)) 

Necesitamos, sin embargo, extender esta definición en dos 

sentidos. Lo primero es que con esta definición se excluyen una 

gran cantidad de conjuntos que claramente quisiéramos considerar 

como curvas, por ejemplo una circunferencia o el contorno de un 

cuadrado, y segundo, no restringirnos a el plano, sino conside

rar curvas en espacios de mayor dimensión, en particular en lR 3 
• 

Las extensiones se pueden hacer de aquella definición sin hacer 

cambios esenciales. 
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Empecemos por la segunda; la idea es extender aJR. 3 de ma

nera directa, la definici6n de curva enunciada arriba. Si con

siderarnos una funci6nC*J y= f(x) corno una funci6n de JR. 2 aJR es 

decir corno: 

y(x, z) f(x) X E (a, b) 

la gráfica de la funci6n es una superficie. 

z 

y 

y (x,z l =f(x) 

1--------y 
X 

a 

flg (4) flg (5) 

Si ahora considerarnos cualquier otra curva z = g (x) tam

bién definida en [a, b] y la vemos nuevamente corno una fun

ci6n de JR.2 a JR 

z(x, y)= g(x), 

su gráfica es una superficie que es "ortogonal" a la anterior: 

(*) Estamos tratando con funciones continuas y derivables, salvo que se 
diga lo contrario. 
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z 

y 

a b X 

tro es> flg (7) 

Si intersectamos ambas superficies obtendremos una curva en 

:R 3
, que es una extensión apropiada de ia definición dada ai 

principio para curvas en JR 2
• 

gue: 

Su expresión ana1ítica es como si 

Una curva enJR 3 es ei conjunto de puntos (x, y, z) que satis 

facen 1as ecuaciones: 

y f(x) y z g(x) 

donde f y g son funciones continuas y derivab1es, definidas en 

un intervaio [a, b]. 

NOTA: En general la intersección de dos superficies no necesariamente es 

una curva, puede ser el vacío o un punto, o peor aún, un pedazo de 

superficie. En el caso que tratamos es claro que estos problemas no 

se presentan. Se asegura que no puede ser un pedazo de superficie --



18 

con la condición de ortogonalidad, es decir asegurando que los planos 

tangentes a las superficies en los puntos de intersección sean ortog~ 

na1es, o más generalmente, que los planos tangentes a cada superficie 

en un punto de intersección no coincidan~ 

La extensión en el otro sentido es muy simple, se trata de 

dar una definición que no excluya curvas como la circunferen

cia o el cuadrado. Esto lo hacemos simplemente ampliando pri

mero nuestras curvas a aquellas de la forma: 

X = h (y) 

donde igualmente se pide que h sea una función definida en un 

intervalo cerrado, etc. Enseguida admitiremos como curvas a -

aquellas que estén formadas por un número finito de curvas que 

tengan las características anteriores 'pegadas' adecuadamente 

de la manera que precisaremos enseguida. Esta extensión obvi~ 

mente se puede llevar tal cual alR. 3 admitiendo como curvas a 

aquellas definidas en la forma: 

X ot>(y) z <P (y) y E [C, d) 

y 

X '*' (z) y <P ( z) Z E [e, f] • 

PreciE'.aremos de una vez las definiciones pertinentes: 

Se?.. I un intervalo cerrado a :ax:;; b del eje X. Decimos 

que f(x) es continua en I si es continua en todo punto de I. De 

cimas que f (x) tiene derivada continua en I o que es cont;inuamen-te 

diferenciabte en I si es continua en I y su derivada existe y 

~es continua en todo punto interior de I y coincide en todos 

los puntos interiores a I con una función que es continua en 

I. Esta definición es necesaria al hablar de derivada en un 

intervalo cerrado, pues la d.-=finición ordinaria de derivada no 

es aplicable a los puntos extremos. 
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La funci6n f (x) es continua por pedazos en I si hay un conjun

to finito de puntos a= a 0 , a 1 ••• , ªn = b del intervalo I, tal que 

en el interior de cada uno de los subintervalos (ai, ªi+i>, 

f(x) coincide con una funci6n que es continua en el subinterva

lo cerrado. 

Decimos que f (x) es diferenaiabZe pcr pedazos en I si hay un co!! 

junto de subintervalos de I, al igual que arriba, en cada uno 

de los cuales f(x) es continuamente diferenciable (los interva

los se consideran cerrados). 

Un ARCO REGULAR es un conjunto de puntos ¡; de la forma (x, y, z) 

. tal que, para a"lguna orientaai6n de "los ejes, admite una representa

ci6n: 

(2. l) y= f(x) z = g (x) XE[a,b]=I 

donde f(x) y g(x) son continuas y continuamente diferenciables 

en I. 

Llamaremos a los puntos (a, f(a), g(a)) y (b, f(b), g(b)) 

puntos extremos del arco. Con esta convenci6n daremos una 

orientaci6n al arco dependiendo si consideramos como punto ini 

cial al primero y como final al segundo, o viceversa. Si a 

una curva se le ha asignado una orientaci6n la d~notamos con 

el símbolo + antepuesto a la letra que denote la curva, por 

ejemplo + ¡;, y a la misma curva con orientaci6n contraria con 

- ¡;. 

Una CURVA REGULAR es un conjunto de puntos que consiste de 

un número finito de arcos regulares tal que el punto final de 

un arco es el punto inicial de otro (y s6lo de uno). Ningún 

par de arcos debe tener puntos comunes con excepci6n, quizá, 

de los extremos. 
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Si todos los arcos son tales que sus dos extremos se inter 

sectan con otros arcos, diremos que la curva es cerrada, en ca 

so contrario, que es abierta. 

Podernos ahora dar el paso a la expresión de curvas median-

te su representación pararnétrica. La forma más común y más 

general de representar curvas es a través de tres funciones 

definidas en un mismo intervalo. 

(2.2) <l'(t) y lj!(t} z X (t) t E [a, b). 

La forma en que hemos expresado los arcos regulares es un 

caso particular de las ecuaciones (2.2), a saber, las que ad

miten una representación de la forma 

(2.3) X t 

Pero si damos cualquier 

t= l/>- 1 (-r) 'tE(<l'{a}, 

forma: 

y·= f (t) z g (t) t E (a, b) • 

función biyectiva T = <P(t} entonces 

<P(b)] y las ecuaciones (2.3) toman la 

y = f ( .p- l ( ·r) ) 

Ahora bien, sobre las ecuaciones (2.2) se piden condicio

nes de regularidad para asegurar un comportamiento adecuado: 

Se dice que una curva t representada por las ecuaciones 

(2.2) es suave si <P, 1)!, x son continuas y continuamente difere!! 

ciables y, además, que no exista t E [a, b] para el cual 

<P'(t) lj!' (t) = x'(t) =O simultáneamente, o dicho de otra m~ 

nera, que para toda t E [a, b) 

[<P'(t)]2 + [w'(t)]2 + [x'(t}] 2 ,¡,o. 
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Es simple si para cualquier par de puntos t 1 , t 2E[a, b] con 

t1 ~ t2, entonces f (t1l # f(t2). 

Con estas definiciones se tiene que una curva suave simple 

es una curva regular, pero no necesariamente un arco regular. 

(Se deja corno ejercicio) . 



3. INTEGRALES DE LINEA 

Si tenemos una función F : n + JR donde n e: JR 3 y un arco re

gular ~ podemos considerar la nueva función f = F/~ (la res

tricci6n de F a ~) como una funci6n f : ~ + JR definida sobre 

los puntos de la curva. La idea es extender el concepto de 

integral para este tipo de funciones. La extensi6n tendrá que 

coincidir con el concepto de integral ordinaria para el caso 

en que ~ sea un intervalo. Hay dos definiciones distintas 

(aunque ligadas entre sí) de integrales de línea de f sobre la 

curva ~; los textos soviéticos las distinguen llamándolas in

tegrales de línea del primer y segundo tipo. Daremos aquí bre 

vemente ambas definiciones. 

Integrales de línea del primer tipo. 

Sea ~una curva regular y f(x, y, z) una función real defi 

nida sobre la curva. 

Dividimos la curva ~ en partes mediante los puntos de div~ 

si6n Po, P 1 , ••• Pn (P 0 y Pn coincidiendo con los extremos de 

la curva) y elegimos un punto arbitrario P~ en cada arco 

Pi-iPi para formar la suma 

donde l!>Si es la longitud del segmento PiPi+i 

a tales sumas como sumas int;egral.es. 

Nos referimos 
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z· 

~ .r--i.------==---.---- Y 

flg (B) 

1 
1 
1 
1 
1 • 

Si las .sumas integrales (3.l)tienden a un límite finito, 

cuando el máximo de las longitudes de los pedazos tiende a 

cero, el límite es llamado la integral. de l.-í:nea del. primer tipo de 

la funci6n f sobre la curva ~· Denotaremos la integral por 

el símbolo 

.[ f (x, y, z) ds . 
~ 

La integral de línea del primer tipo no difiere esencial

mente de la de integral de una funci6n real de variable real 

y se reduce fácilmente a una integral de ese tipo. 

Sea ~ una curva cuyos extremos denotaremos por A y B, tom~ 

mos la longitud de arco s recorrido desde el punto inicial A 

como parámetro para la curva ~ y escribimos las ecuaciones 

de la curva en la forma 

X \O ( s) y = 1jJ (s) z = X (s) S E [O, JI.) 

donde R. es la longitud de la curva ~- Entonces la funci6n 

f (x, y, z) se reduce a una funci6n de una variable f (\O ( s) , 

lj!(s), x(s)). Sea Si el valor del parámetros correspondie~ 
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te al punto Pi, con i = l, 2, ... , n. Entonces la suma inte

gral (3.1) puede ser reescrita en la forma 

(3 .2) 
n 
¿ f( 'P(si), 1jJ (si), x (sil) !>si 
i=1 

la cual no es otra cosa que una suma integral correspondien

te a la integral definida: 

(3 .3) 
J!. J f('P(s)' ijJ(s)' x(s) )ds 

o 

las sumas integrales (3. 1) y (3. 2) son iguales, y por tanto las 

integrales relacionadas a ellas también son iguales, obtenien 

do que: 

(3.4) 
J!. 

Jf(x, y, z)do; = J f(i,o(s)' ijJ(s), x(s) )ds, 
~ o 

y ambas integrales existen o no existen simultáneamente. Con 

secuentemente, si la función "f(x, y, z) es continua (o conti

nua por pedazos) a lo largo de una curva ~ la integral de lí

nea existe, porque bajo esas condiciones, la integral del la

do derecho de la igualdad (3.4) existe. 

Finalmente si la curva es expresada en la forma 

Y= <l>(x) z '!' (x) X E [a, b] 

con 4>, '!' continuas y continuamente diferenciables por pedazos 

en el intervalo [a, b] entonces: 

(3. 5) Jf (x,y, z) ds =Jb f (x, 4> (x), 'l'(x)) /1+( 4>' (x) )2+ ('!'' (x)) 2 dx. 
~ a 
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Enefect-o, considérese Po, •• , Pn, ll.s 1 , ll.s 2 , ••• ll.sn como 

en la definici6n. Sabemos que 

Xi+l 

ll.si = J h + ( <!>' (x)) 2 + ( '!'' (x) ) 2 dx 
xi 

por el teorema del valor medio existen puntos x: tal que para 

cada i 

Podemos formar la suma 

n 
(3. 6) T L, f (x~ 

i==l J.. 

que es la suma integral correspondiente a .[ f (x, y, z) ds 
¡;; 

según la expresi6n (3.1). 

Por otro lado, la suma integral correspondiente al lado 

derecho de (3. 5) es: 

"' T 

La diferencia consiste en que bajo el signo radical en 

ésta última,x' es arbitraria, la abscisa cor~espondiente al 
* punto x~ está predeterminado por el teorema del valor medio. 

Pero como <1>, '!' son continuamente diferenciables en [a, b] la 

funci6n 

/i + ( <!>' (x))2 + ('!'' (x))2 

es uniformemente continua en el intervalo [a, b], y por tan-
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to dado e > O existe 6 > O tal que 

1 h + (~· Cx)) 2 + ('!'' Cx) ) 2 - h + (~· (x') ) 2 + ('i'' (x;'l)2 1 <e 

siempre que lx - x'I < 6. 

Finalmente como f-(x, y, z) es continua en r; está acotada y 

"' en el límite T y T coinciden. 
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Integrales de linea del segundo tipo. 

Las integrales de este tipo son, en general, integrales de 

campos vectoriales sobre curvas, es decir el integrando es un 

campo vectorial definido sobre la curva, sin embargo se pueden 

definir primero, al igual que las del primer tipo, para funcio 

nes reales, sacando ventaja de los teoremas para integrales de 

funciones reales de variable real y posteriormente extenderlas 

a campos vectoriales de manera inmediata. El concepto de int~ 

gral de linea del segundo tipo de campos vectoriales se rela

ciona con el concepto de trabajo realizado por el campo a lo -

largo de una curva cuando el campo es interpretado como campo 

de fuerzas, y a la circulaci6n del campo a lo largo de una cur

va, cuando es interpretado como campo de velocidades; en el s~ 

guiente apartado discutiremos el concepto de trabajo y dejamos 

hasta el capitulo 2 la discusión acerca de la circulación. 

Sea z;; una curva regular y f n -.. JR, n e: JR 3 una función 

oontinua en íl y tal que z;; e: n. 

Dividimos la curva con puntos P 0 , P1, ... , Pn, (Po, Pn 

coincidiendo con los extremos) y denotemos las diferencias de 

las abscisas de Pi y Pi+i por 6xi, elegimos cualquier punto 

(xi, yi, zi) del arco P~ y formamos la suma integral 

(3. 7) 
n 

Z:::f(xi, yi' zi) 6xi 
i=l. 

Haciendo el número de subdivisiones del arco tender a in

finito y el máximo de las longitudes tender a cero, entonces 

el limite de las sumas Jn tiende a un limite finito (¿por 

qué?), y dicho límite lo denotamos con el símbolo: 



(3. 8) ff(x, y, z)dx 

I,; 
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y se llama una integr>al de u:nea de la funci6n f(x, y, z) a lo 

largo de la curva 1,;. 

De manera totalmente análoga, pero ahora considerando las 

diferencias byi = Yi+i - Yi y llzi = zi+l - zi de la segunda 
y tercera coordenada de los puntos Pi formamos las sumas 

Tomando el límite obtenemos las integrales de línea con 

respecto a y y z, denotadas por los símbolos respectivos: 

J f (x, y, z) dy 
r; 

y .{ f (x, y, z) dz. 
I,; 

Las integrales de línea así definidas se reducen a inte

grales ordinarias. Supongamos que la siguiente es una repre

sentaci6n paramétrica de la curva r; 

X = 'f'(t), y = 1jJ (t), z = x<t>, t E [a, b] 

Sean ti los puntos de [a, b] tales que 

para cada i 

la forma 

1, 2, ... , n, entonces las sumas Jn 

n-1 
Jn Lf(<P(t:>, 1Jict:>, X(t:l)b'<Pi 

i= o 

toman 
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donde 

Multiplicando y dividiendo Jn por bti 

rnos la suma 

n 
:¿ 

i=O 

** Por el teorema del valor medio existe ti e [ti, ti+il, 

para toda i tal que 

n 
2:f(<P(tj_), iji(tj_l, x<ti_l) 

J..= o 

Esta última expresión se transforma al pasar al límite 

en: 
b J f(<P(t}, iji(t}, x<tl) d~~tl dt. 

a 

Omitimos la demostrac~6n formal, pero para hacerla se d~ 

ben considerar las sumas Jn correspondientes a esta última 

integral y demostrar que para cada ~ > O existe N tal que 

"' !Jn - Jnl < ~, siempre que n > N. 

Obtenemos así la fórmula para calcular la integral de 

línea¡ los mismos pasos se siguen para las otras dos integra

les y se tiene: 

.[f(x, y, z)dy = f f(<P(t}, lji(t), x(t}) ~~ dt 
¡; a 



EJEMPLO: 

/f(x, y, z)dz 
i; 
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b J f(<P(t), ij¡(t), x(tl 
a 

Calculemos las tres integrales de línea que acabamos de de 

finir de la función f (x, y, z) = x 2 + y 2 + z, a lo largo de la 

curva i; dada por 

x=cost, y=sent, z = t - l 

tE[O, 211] 

2rr 2TT \.r 
f(x,y,z)dx= Í (cos2 t+sen 2 ·t+t-l)(-sent)dt= 1~~sentdt=211 \:l .. 

2TT 21f 

f(x,y,z)dy= .Í (cos2 t+sen2 t+t-l)costdt=J tcostdt=O 

J
2Tf 21T 

f(x,y,z)dz= 
0 

(cos 2 t+sen 2 t+t-l)dt=1tdt=2112 

Algunas propiedades de las integr·ales de línea son las si

guientes: 

El valor de una integral de línea depende del sentido en 

el cual recorremos la curva i; y se multiplica por - 1 si es 

recorrida en sentido contrario: 
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Si la curva r; es descompuesta en curvas ¡; 1 , r; 2 , •• ¡;n 

expresamos dicha relación con el signo + escribiendo 

con esta relación se tiene que: 
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4. TRABA J O 

Un conc-=pto físico relacionado con campos de fuerza es el del 

trabajo realizado por el campo al moverse una partícula en uh punto 

Po a un punto P 1 a lo largo de una curva ~ uniendo los dos 

puntos. 

Un campo de fuerza ejerce en cada punto del espacio una 

fuerza, si una partícula es puesta en algún punto, el campo 

imprimirá cierta fuerza a la partícula y la pondrá en movimie!!_ 

to en alguna dirección. Si ahora pensamos que en el espacio 

donde está definido el campo transportamos de alguna manera 

una partícula a lo largo de una curva, en cada punto donde es 

té pasando la partícula la fuerza del campo en ese punto ~ay~ 

dará", "se opondrá" o "no influirá" en el movimiento de la 

partícula. Obsérvese que la trayectoria en la cual transpor

tamos a la partícula no es la trayectoria en que el campo la 

transportaría si se dejara libremente bajo la influencia del 

campo. El trabajo realizado por el campo a lo largo de la 

trayectoria es una medida que expresa esa idea de "qué tanto" 

ayuda o se opone el campo a ese movimiento. Al final veremos 

ciertas relaciones del concepto de trabajo en términos más 

precisos como el de energía cinética, potencial, etc. 

Si el campo es constante en magnitud y dirección el tra

bajo realizado por él, al transportar una partícula a lo lar

go de un segmento de recta cuya dirección (y sentido) es la 

del campo, se define como la magnitud de la fuerza por la dis

tancia recorrida. 

flg (9) -------- -
campo constante en magnitud y dirección 
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Ahora supongamos que el campo es constante en direcci6n 

pero variando en magnitud. Si restringimos el campo a lo lar 

go de un segmento de recta cuya dirección es la del campo en

tonces, dando un sistema de coordenadas cartesiano de tal ma

nera que el eje X coincida con el segmento, podemos represen

tar el campo sobre el segmento por una función real de varia

ble real f(x), donde los valores de f(x) representan la mag-

nitud del campo en el punto (x, O, 0) del segmento. 

caso el trabajo se define: 

b 

T = J f (x)dx 
a 

En este 

donde (a, O, O) es el punto inicial del movimiento y (b, O, 0) 

su punto final. Esta definición se obtiene de una generali-

zación directa de la definición anterior que se puede ver co

mo sigue: se divide el segmento en pequeños pedazos, en cada 

pedazo se elige un punto y la fuerza definida en ese punto se 

supone es constante en el pedazo, entonces el trabajo aproxi

mado realizado por el campo en cada pedazo será el producto 

de la magnitud de la fuerza elegida por la longitud del inte~ 

vale, una estimación del trabajo total será la suma de las 

aproximaciones encontradas para cada pedazo; corno se ha su

puesto que la trayectoria del movimiento coincide con el eje 

X, obtenemos: 

y al pasar al límite cuando el número de pedazos se hace in

finito y la longitud de cada pedazo tiende a cero se llega a: 

b 

T J f (x)dx. 
a 
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Consideremos ahora un campo con magnitud y dirección con~ 

tantes y la trayectoria de la part!cula un segmento de recta 

oblicuo a la dirección del campo. Pensemos primero en un cam 

po plano dado por F = (X 0 , Y 0 ), donde X0 , Yo son constantes y 

sea a el ángulo que el segmento de recta AB hace con el eje X. 

A 

flg ( 10) 

Al definir el trabajo en este caso sólo se considera la 

componente de la fuerza en la dirección del movimiento, la 

componente de la fuerza en la dirección ortogonal a la del 

movimiento no coopera ni impide el movimiento, y por tanto 

no se considera. La proyección del vector (X 0 , Yo) sobre AB 

es el producto punto de (X 0 , Y0 ) con el vector (cosa, sen a) 

que es el vector unitario en dirección del segmento AB, como 

el campo es constante, el trabajo será la longitud del seg

mento AB, supongamos que es L, por la proyección de (X 0 , Y 0 ) 

en el segmento AB es decir 

(4 .1) T (X 0 cos a+ Yo sen a) L 

Si A y B (x1, Y1) se tienen las igualda-

des: 

L\X L cosa 

Lly Y1 Yo L sen a 
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y la expresi6n (4.1) toma la forma: 

T X 0 tix + Yo tiy • 

El caso análogo enIB. 3 se encuentra de la misma manera. Es 

decir, supongamos el campo constante F = (X 0 , Y0 ,Z 0 ) y un seg

mento de recta AB con a, s, y los ángulos que forma con los 

ejes X, Y, Z respectivamente, entonces el trabajo está dado 

por la expresi6n: 

(4. 2) T [XoCOS a+ Yecos S+ Zocos y ]L 

donde L es la longitud del segmento AB. Si A = (xo , Yo , z o) 

y B = (x , y , z ) y el recorrido es del punto A al punto B, 

tenemos que: 

X1 L cos a 

tiy Yo L cos S 

tiz Z1 Zo L cos y 

y la ecuaci6n (4.2) toma la =orma 

(4. 3) T Xofix + Yo~Y + Zo6Z 

Ahora abordemos el caso general en el cual el campo en el 

espacio varía en cada punto (x, y, z) de su dominio y consi

deremos el movimiento a lo lar"'º de una trayectoria t arbitE_a 

ria uniendo los puntos P 0 = (xc_ Yo1 zo) P = (x, y, z). Di

vidimos la curva t mediante lo'' puntos Po, Pi, P 2, ••• , Pn = P -y consideremos el arco PiPi+l' " -- egimos un punto Pi y consi-

deremos el segmento de recta Fj 
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flg (11) 

------si el arco PiPi+i es un arco regular, para puntos Pi, 

Pi+i suficientemente cercanos y suponiendo que el campo es con 

tinuo, se puede dar una aproximaci6n a la cantidad que sería 

una generalización del concepto de trabajo de la manera si

guiente: considerarnos que la trayectoria de la partícula es -

como el segmento de recta PiPi+i y que en ese pedazo la fuer

za del campo es constante en magnitud y dirección igual a 

F (xi', Yj_, z;_) donde Pf = (xi_, Yi., zf_) obteniéndose de acuerdo a 

la ecuaci6n (4.3) que el trabajo es: 

(4. 4) 

donde Llxi 

El TRABAJO se define como el límite de la suma de todas 

las expresiones (4.4)cuando el número de pedazos tiende a in 

finito y la longitud de cada uno de ellos tiende a cero, es 

decir 

T = .J"xcx,y,z)dx + Y(x,y,z)dy + Z(x,y,z)dz 
¡; 

Si la curva está parametrizada por las ecuaciones 
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X <P( t), y 1jJ (t), z X (t), t E [a, b] 

el trabajo es: 

b 

T =f [X(x,y,z) d<P(t) + Y(x,y,z) dip(t) + Z (x,y, z) ax<t>Jdt 
dt dt dt 

-a 

Otra expresión común es cuando la curva está parametriza

da por la longitud de arco s 

x = x(s), y Y (s), z z (s) s " [O, R.] 

y se dan los ángulos a, s, y que la recta tangente a la curva 

hace con los ejes X, Y, Z respectivamente, obteniéndose que: 

R. 
T = j (X cos a + Y cos 8 + Z cos y) ds • 

o 
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5. SUPERFICIES 

Mencionaremos en este parágrafo las tres definiciones más 

comunes de superficie adoptando la que consideremos más fácil 

de trabajar y que nos servirá para desarrollar las ideas en 

el resto de este trabajo. Relacionado con superficies, trab~ 

jaremos bastante con el vector normal y el área de una super

ficie, por ello daremos aquí las definiciones de esos concep

tos y la forma de calcularlos para finalmente abordar el pro

blema de integración sobre superficies. 

La noción intuitiva de superficie es la de un conjunto de 

puntos en:JR 3 que forman un pedazo de plano "ligeramente defoE_ 

mado"; hay tres formas analíticas mediante las cuales podemos 

obtener conjuntos de puntos que "satisfagan" esa noció11, to

das ellas, es claro, apoyadas en el concepto de función o 

transformación. Es natural pensar que si mediante una trans-

formación se manda un conjunto plano a :IR 3 de manera "más o m~ 

nos uniforme", el conjunto así obtenido tendrá las caracterí~ 

ticas que deseamos para una superficie. De las tres defini-

cienes siguientes, la primera y la tercera reflejan esta idea, 

mientras que en la segunda es necesario verla de otra manera: 

se puede ver como una superficie de nivel de una función de 

:IR 3 a JR, no obstante apoyados en el teorema de la función im

plícita se llega a la misma idea. 

Las definiciones a las que hacernos referencia son: 

a) Forma explícita. 

Una superficie es el conjunto de puntos (x,y, z) que sa

tisfacen la ecuación z = f(x,y) donde f es una función 

continua y derivable definida en alguna región 'apropia

da' C*l del plano. 

(*) Más adelante definiremos "región regular" 
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b) Forma implícita. 

El conjunto de puntos (x, y, z) que satisfacen la ecuaci6n 

F(x,y, z) =O, donde Fes continua y con derivadas parci~ 

les continuas definida en alguna regi6n del espacio y do~ 

de si (x 0 , y 0 , z 0 ) es un punto crítico de F, entonces 

F(xo, yo, zo) "'O. 

c) Forma paramétrica. 

El conjunto de puntos (x, y, z) dado por las ecuaciones 

x = 'l'(u, v) y = tjJ Cu, v) z x (u, v) 

donde 'I', tj¡, x son funciones continuas y diferenciables 

en alguna región del plano. 

Es claro que las definiciones enumeradas tienen distin

tos grados de generalidad, es decir, mientras que en la prim~ 

ra no "caben" las superficies que al intersectarlas con una 

recta paralela al eje Z se obtienen dos o más puntos (por 

ejemplo una esfera), las otras dos sí las abarcan. Pero esta 

carencia en la primera definición lleva paralelamente la ven

taja de que es más familiar y "manipulable". Aprovechando 

ésto y para no detenernos en las aclaraciones pertinentes so

bre la segunda y tercera definición adoptaremos la primera, 

haciendo una extensión de ella que será suficiente para nues

tros propósitos. 

Empezaremos definiendo las regiones que serán el dominio 

de las funciones que consideraremos para definir las superf i

cies. 

Una REGION REGULAR del plano es un conjunto cerrado y ac~ 

tado de puntos en el plano cuya frontera es una curva regular 

cerrada. Diremos que una región regular R es la suma de las 
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regiones regulares R1 , R 2 , ••• , Rn si todo punto de R está en 

algunas de las regiones Ri, todo punto de cada Ri está en R y 

cada par de regiones Ri no tiene puntos en común excepto, p~ 

siblemente, en las siguientes condiciones: un arco regular de 

la frontera de una de esas regiones y un arco regular de la 

frontera de otra pueden, ya sea coincidir o tener uno o am

bos puntos extremos en común. 

~· 
fig (12) 

Ahora pasaremos a dar nuestra definición de superficie -

extendiendo la definición a) dada al principio y consideran

do ésta como base para definir lo que entenderemos por ele

mento de superficie regular. 

Un ELEMENTO DE SUPERFICIE REGULáR es un conjunto de pun

tos que, para alguna orientación de los ejes, admite una re

presentación 

z f(x, y) (x, y) E R 

donde Res una región regular del plano XY y donde f(x, y) 

es continuamente diferenciable en R. 

La frontera de un ,;lemento de superficie regular es el co~ 

junto de aquellos puntos (x, y, z) contenidos en el elemento 

de superficie regular en que (x, y) está sobre la frontera 

de R. 
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Una consecuencia de esta definici6n (que no probaremos) es rl 

que la frontera de un elemento de superficie regular es una 

curva regular. Llamaremos tado de la superficie a cualqu.iera 

del número finito de arcos regulares del que está compuesta 

la frontera¡ vértice a cualquier punto que sea la inter secci6n 

de dos lados. 

Con esta def inici6n de elementos de superficie se tienen 

superficies cuya forma o comportamiento es muy parecido a un 

plano, como "sábanas" sin dobleces ni picos, pero no se tie

nen superficies tan importantes corno la esfera o como la su

perficie de un cubo, para poder abarcarlas "pegaremos" adecu~ 

darnente elementos de supecficie en la siguiente definici6n de 

superficie regular: 

Una SUPERFICIE REGULAR es un conjunto de puntos que con

siste de un número finito.de elementos de superficie regular, 

relacionados como sigue: 

a) Dos elementos de superficie regular pueden tener en común 

ya sea un s6lo punto, que es un vértice para ambos, o un 

sólo arco regular, que es un lado de ambos, pero ningún 

otro punto. 

b) Tres o más elementos de superficie regular pueden tener, 

a lo más, vértices en común. 

c) Cualesquiera dos elementos de superficie regular son el 

primer y el último "eslab6n" de una cadena tal que cada 

una tiene un lado común con la siguiente, y 

d) todos los elementos de superficie regular que tienen un 

vértice en común forman una cadena tal que cada una tie

ne un lado (terminando en el vértice) en común con la si 

guiente¡ la última y la primera pueden tene.r, o no, un l~ 
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do en común. 

Una superfiaie regular es aerrada si cualquier lado de cual

quiera de uno de sus elementos de superficie pertenece a dos 

elementos de superficie. 

Esta definici6n nos permitirá, por un lado, estudiar las 

superficies reduciéndonos a sus elementos de superficie, y 

por otro lado, no excluir gran cantidad de superficies que no 

son expresables con una sola funci6n f(x, y), pero que si lo 

son por un número finito de éstas, como la circunferencia, el 

toro, la superficie de un cubo, etc. 

6. EL VECTOR NOIW.AL 

Hablaremos frecuentemente del vector normal a una super-, 

ficie en un punto y por ello encontraremos aquí una expresión 

de él cuando tenemos una superficie regular. Definiremos el 

vector normal en el interior de los elementos de superficie 

ya que en los lados de una superficie regular, en general, -

habrá esquinas. 

Si S es un elemento de superficie regular, un VECTOR NOR

MAL a Sen un punto P no sobre la frontera de S, es un.vector 

normal al plano tangente a S en P. Así se tienen dos vecto

res normales en cada punto de un elemento de superficie, si 

. uno de ellos es ·;.. el otro es - A • 

Sea S un elemento de superficie regular dada por la fun

ción z = f(x, y) definida en una región regular R y sea 

p = (x 0 , y 0 , z 0 ) un punto sobre S no sobre su frontera. 
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z 

y 

X 

110 (13) 

Cortemos a la superficie con dos planos pasando por el punto 

(x 0 , yo, z 0 ), uno paralelo al plano XZ y el otro paralelo al 

plano YZ, obteniendo dos curvas dadas por las ecuaciones: 

y Yo z f(x, Yo) con x tal que (x, yo) E R 

X Xo z = f (xo, y) con y tal que (x 0 , y) E R 

Un vector tangente a ~ 1 en P es el vector 

y un vector tangente a ~ 2 en P es: 

(0, 1, -aªy f Cxo, y)I ) 
y= yo 
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!lo !14l 

Denotemos las derivadas parciales simplemente así: 

---&- f{x, Y9) lx=xo 

A A 
Ahora bien, los vectores ti, t 2 forman una base del plano 

paralelo al plano tangente a la superficie en el punto P, la 

normal al plano será la normal a la superficie en P. Hacien

do el producto cruz de ti, ~ 2 hallaremos un vector ortogonal 

al plano y multiplicando por el inverso de su norma encontra

remos un vector normal a la superficie: 

i j k 

• A 
1 o af (- af af 1) ti X t, ax- ax- , ay 

o 1 af 
ay 
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y entonces 

- 1 af af <ax-, ---ay,-1) 
·- l¡--ª-!_)2 (-2!_)2 + 1 

1 

V ax .+ ay 

y 

Se acostumbra dar el vector normal mediante sus cosenos 

directores .e = ces u, m = cos 13, n = cos y, donde a, 13, y son 

los ángulos que la normal hace con los ejes X, Y, Z, respec

tivamente: 

n 

af 
ax 

1 

m 
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7. AREA DE UNA SUPERFICIE REGULAR 

Def inirernos el área de superficie regular definiendo pri

mero el área de un elemento de superficie, y después aquella 

será la suma de las áreas de sus elementos. 

Consideremos un elemento de superficie dado por la fun

ci6n z = f(x, y) definida en una regi6n regular R del plano 

X- Y. Expresemos la región R como la suma de las n-subregio-

nes R 1 , ••• , Rn con áreas liR 1 , tiR 2 , ••• , liRn y en esas sub

regiones elegirnos puntos (1; 1 ,n,), (1; 2 ,n 2 ), (l;n,nnl de 

tal manera que cada (l;i, TJil sea la esquina más cercana al 

origen de las esquinas del rectángulo~*), 

flg ( 15) 

construírnos el plano tangente a la superficie en el punto 

f(l;i,ni) y calcularnos el área del paralelogramo sobre el pl~ 

no cuya proyecci6n es el rectángulo Ri 

Para encontrar la relaci6n entre el área del pedazo de 

plano, llarn~rnosle a dicha área liSi, y el área liRi hacemos lo 

( *) se puede elegir Ci;;i, TJi) comu cualquier p':'nto del rectángulo Ri' s~n 
que la relación que encontremos cambie, sin embargo, lo hacemos asi 
para facilitar los cálculos. 



47 

siguiente: supongamos que los lados de Ri son Clxi, llyi, obte

niendo la relaci6n t>Ri = llxi • llYi . 

Supongamos que la superficie está orientada y la normal 

a ella en el punto (l;i, ni, f (l;i, ni>) es el vector A= (.e.,m,n). 

Para simplificar la situaci6n ubicaremos el rectángulo Ri con 

el vértice (i;i, ni) en el origen obteniéndo el rectángulo Ri 

con vértices O (O, O, O), A= (llxi, O, O), B = (0, llyi, 0) y 

e= (llxi, t>yi, O), y consideraremos el paralelogramo sobre el 

plano que pasa por el origen, cuya normal es el vector 

A = (.e., m, n) y su proyecci6n es el rectángulo Ri, sea 

0 DA' B 'C' dicho paralelogramo: 

~ n"f ¡ 
1 1 • 
t 1 1 1 

~ 
flg (16) 

B' 

fig (17) 

Es evidente que la relaci6n entre las áreas de t>Ri y llSi 

es la misma que entre las áreas de Ri y00A'B'C'. Calcula

remos el vector OA' y 0-+C' y la norma del producto ci·uz de 

ellos será la medida del área deOOA'B'C' y por tanto CISi· 

El vector OA' es un vector de la forma (llxi,O,z 0 ) y el vec

tor OC' es de la forma (O, llyi, z 1 ) para algunas z 0 y z1. 

Para determinar z 0 y z 1 usamos el hecho de que los vect~ 

res OA' y o-+c• están en el plan'o cuya normal es ~ = e.e., m, n) I 

es decir: 



de donde 

Entonces: 

-+ 
OA' 

.... -+ 
OA' X OC'= 

y 

(llxi, O, z o) e.e., 
(O, llYi, Zo) e.e., 

Zo - .e. 
6Xi 1 n 

o, 

i j k 

.e. O I1 llxi 

o l'>Yi - ~ 11Yi 
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m, n) 

m, n) 

Z1 

.... 
oc• 

o 

o 

(O, 

__..!!l_ 
n 

m 
n 

llYi • 

m 
n llyi) 

Si Yi es el ángulo entre la normal y el eje Z entonces 

n cos yi. Así la relación entre llSi y llRi es 

t:.Si = llRi sec Yi 

sumando todos los t:.Si se obtiene una aproximación del área 

de la superficie. El límite de la suma cuando hacemos tender 

n a infinito y cada rectángulo tender a un punto, es la defi

nición de área del elemento de superficie. 
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lím L11si = lím L llRi sec Yi 
n+o::i n+oo 

ff sec y dx dy 
.R 

donde S denota el elemento de superficie. 

El área de una superficie regular es la suma de las áreas de 

sus elementos de superficie. 
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8. INTEGRALES DE SUPERFICIE 

Daremos la definici6n de integral de superficie, restrin

giéndonos a elementos de superficie regular y a funcion~s re~ 

les definidas en alguna regi6n delR 3 que contenga a la super

ficie. 

Sea S un elemento de superficie regular y F una función 

definida en una región íl tal que Se:¡¡. Dividimos la superfi

cie Sen subregiones S 1 , S 2 , •.. , Sn de tal manera que cada 

Si sea un elemento de superficie regular y que cualquier par~ 

ja Súsj no tenga puntos en común, excepto, quizá, vértices co-

munes o lados comunes. Elegimos un punto Pi (xi, Yi1 zi) 

en cada Si y sea AS 1 , AS2 1 ••• , ASn las áreas de cada pedazo; 

formamos la suma 

n 

I L F(xi, Yi' zi) ASi 
i=l. 

Nos referiremos a tales sumas como sumas integral-es corres

pondientes a la función F, a la partici6n {Si} de S y a la 

elección de los puntos Pi• 

Definición: 

Si las sumas integrales I tienden a un límite finito cua~ 

do el maximo de los diámetros de las partes si tiende a cero, 

entonces este límite es la integral- de superj'iaie de F sobre la 

superficie S y la denotamos con el símbolo: 

es decir: 

(8.1) 

/fF(x,y,z)dS, 
s 

fh<x, y, z)dS=lím 
s n + = 

ASi+o 

n 
LF(xi, yi' zi)ASi. 

i=l 
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Las condiciones bajo las cuales el límite (8.1) existe y la 

fórmula para calcularlo surgen inmediatamente si reducimos la 

integral (8.l)a una integral doble ordinaria. Veamos como re

ducirla. 

Ya hemos encontrado la relación de las áreas 

áreas de los elementos Ri 

o si z 

= ff sec y dx dy 
Ri 

f(x,y) y dado que sec 2 y 

i 1, .... , n 

(~)2 + (~>2 1 dxdy ax ay 

t.Si con las 

Si usarnos el teorema del valor medio, existen puntos 

CxI , Yj_) E Ri tal que 

llegamos entonces a que la ecuación 

como: 

_ff;·cx, y, z)dS 
s 

se puede escribir 

Pero como las derivadas parciales son continuas, el límite 

de la derecha converge a una integral doble, obteniéndose: 



jfa. (x, y, z) dS 
s 
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f!F(x, y, z)"ll+ (~)2 + (~)2 1 dxdy. UF V ax ay 
R 

Corno z = f(x,y) una notaci6n más explícita es la siguiente: 

ffecx,y,z)ds 
s 

.ffa.cx,y, f(x,y>1v1+ c~!i 2 + c~>2 ' dxdy. 
R ay 
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9. INTEGRALES DE SUPERFICIE DE CAMPOS VECTORIALES. FLUJO. 

Sea S un elemento de superficie, para cada punto de la stJPef:_ 

ficie, que no está sobre la frontera, podemos elegir un vector 

normal de tal manera que obtenemos una funci6n que a cada 

punto (x, y, z) le asigna un vector normal , denotemos a la 

funci6n con el símbolo 

A 
n Acx, y, zl (x, y, z) e So 

donde So denota a la superficie menos su frontera. 

Corno el elemento de superficie tiene una representación 

z = f(x,y), donde ésta tiene derivadas parciales continuas, la 

elección de los vectores normales de la función_;, puede hacer

se de tal manera que sea continua (recuerde que en cada punto 

hay dos vectores normales) . Cuando damos tal función decimos 

que orientamos la superficie o que le asignamos una orientaci6n. 

Si F es un campo vectorial definido sobre S y a ésta se le 

ha asignado una orientación podemos formar una nueva funci6n 

definida sobre la superficie haciendo el producto punto de F 

con el vector A, es decir: 

F(x, y, z) Acx, y, z). 

Esta es una función real, entonces definimos Za int;egraZ de 

superficie del campo F sobre S como la integral de superficie de 

F •A sobre S, es decir 

.[fF (x, y, z) • i!\(x, y, z)ds. 
s 

A esta integral también se le llama el FLUJO DEL CAMPO F 

A TRAVES'DE S. 
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Si F(x,y,z) = (X(x,y,z),Y(x,y,z), ·z(x,y,z)) y A= (.f,m,n) 

entonces se tiene la expresi6n (donde omitimos los argumentos) 

¡¡; • fi dS = ffcxt + Ym + Zn)dS. 
s s 

También se acostumbra darla en términos de los ángulos a, 

e, y que son los ángulos que forma la normal con el eje X, Y, 

z, respectivamente: 

fh. • n dS = ffcx cos a + Y cos e + Z cos y) dS. 
s s 

Veamos la raz6n de por qué se le llama a esta integral el 

flujo a través de s. Supongamos que el campo respresenta un 

aG!rlpo de velocidades de un fluido en movimiento. El volumen del 

fluido que pasa a través de una superficie por unidad de tie~ 

p·o se llama el flujo del campo F a través de la superficie. 

Veremos geométricamente como podemos calcular el flujo a tra

vés de la superficie S. Para este prop6sito consideremos el 

fluído moviéndose en cada punto con la velocidad dada por el 

campo F. Nos preguntamos por el volumen de fluido que cruza 

un área óS perpendicular a la direcci6n del flujo en un tiem

po ót. Claramente todo el fluido dentro del cilindro (ver f~ 

gura) de longitud fót (f = jFj) con ·el pedazo S como base, 

cruzará 68 en el intervalo de tiempo ót. 

() 
.6t 

flg (IB) 
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El volumen de ese cilindro es f6t 6S. Dividiendo entre 6t 

obtenemos el flujo a través de 6S en una unidad de tiempo, 

(flujo a través) 
de AS 

f6S. 

Ahora, consideremos el caso en que la superficie no es pe~ 

pendicular a la dirección del flujo (fig.19). El volumen con

teniendo el fluído,que fluye a través de 6S en el tiempo ót, 

es ahora el volumen del cilindro oblicuo que tiene por base AS. 

Su volumen es f 6t 6 S cos e, donde e es el ángulo entre el vec

tor velocidad F y n el vector normal a 6S apuntando hacia afue 

ra del cilindro oblicuo: 

fi9 ( 19) 

Pero, f cose = F •A así, dividiendo por 6t llegamos a que: 

¡flujo a través¡ 
de 6S 

A 
F • n 6S • 

Finalmente consideremos el elemento de superficie s y 

aproximemos la superficie por un poliedco (fig.20). Por el 

argumento anterior el flujo a través de la i-ésima cara de es 

te poliedro es, aproximadamente: 

Aquí (xi, Yii zi) son las coordenadas del punto en la i-ésima 

cara, en el cual la cara es tangente a S y ni es el vector --
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normal a la i-ésima cara en ese punto. 

z 

flg (20) 

'I 

Sumando sobre todas las caras y tomando el límite cuando los 

lados del poliedro se aproximan a infinito llegamos a: 

(flujo a través) ffe (x,y, z) • A as. de s s 

Basados en esta idea, definimos para cualquier campo. vectorial 

F y superficie S al flujo de F a través de S como 

jfacx, y, z >A as , 
s 

siempre y cuando la integral exista. 
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C A P I T U L O II 

LA DIVERGENCIA Y EL ROTACIONAL 

l. INTRODUCCION 

En este capítulo llegaremos a la definición de DIVERGEN

CIA Y ROTACIONAL a través de hacernos algunas preguntas sobre 

fluidos. Hagamos una analogía del procedimiento que vamos a 

seguir, comparándolo con un procedimiento que podríamos se

guir con funciones reales para "obtener" el Teorema Fundamen"taZ 

del CálauZo. 

Supóngase que una función f: [a, b]+IR representa la fun

ción distancia de un móvil que viaja en línea recta, con 

t E [a, b] representando el tiempo. 

__ , 
'Í ¡ 

1 
F(I) 1 

' 1 1 

~F(t)- a 

flg 120¡ fio 121¡ 

Dados dos valores cualesquiera del intervalo [a,b], digamos 

to y t 1 , podemos definir la función""la distancia recorrida 

por el móvil del instante to al instante t 1 "; esta función de 

intervalo está dada por: 

( 1. l) d([t 0 , ti]) 

Ahora bien, nos gustaría que la función d fuera "una fun-
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ci6n puntual", sin ·embargo, ésta sería cero y no daría ningu

na informaci6n; pero si dividimos entre la longitud del inteE 

va:ho [t 0 , t 1] obtenemos un "índice" que lleva la información 

de la distancia recorrida 

f(t1) f(to) 
lit 

lit ti - to • 

Entonces, este promedio (la velocidad media) sí lo podemos de 

finir puntualmente para cada punto tE [a,b], a saber: 

f. (t) lím 
[to ,t1J +t 

d([to,til) 
i'.lt 

f (ti) - f (to) 
lit 

donde [to, t 1 ] -+ t significa que reducimos el intervalo hasta 

que se transforma en el punto t. 

Ahora bien, teniendo la funci6n f' (t) que es un "índice" 

puntual que lleva la informaci6n de la "distancia global re

corrida por el m6vi1" en cada intervalo [t 0 , t 1 ], podemos 

plantearnos c6mo reconstruir la distancia recorrida por el mó 

vil en un intervalo de tiempo [to, t1l. 

Lo que hacemos para reconstruir la distancia recorrida 

por el m6vi1 es lo siguiente: dividimos el intervalo [t 0 , t 1 ] 

en subintervalos pequeños, en cada subintervalo el desplaza

miento será aproximadamente el valor f'(t1> en algún punto 

t1 del i-ésimo intervalo, multiplicado por su longitud llti, y 

el desplazamiento global será aproximadamente la suma de los 

desplazamientos sobre todos los subintervalos: 
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entre más pequeños sean los subintervalos es mejor la aprox~ 

maci6n, y en el límite cuando la longitud máxima de los sub

intervalos tiende a cero, podemos suponer que nos da el des

plazamiento exacto, es decir: 

(

desplazamiento del) 
móvil en el inter-
valo [to, t1J · 

tl 

1ímI:f 1 Ct1 > t1 ti = f f • Ctl dt 
to 

La expresión de la derecha se obtiene de la def inici6n de 

integral. Pero el cálculo del desplazamiento ya lo habíamos 

hecho trivialmente (1.1) y llegamos a la siguiente igualdad: 

tl f f' (t)dt 
to 

f(ti) - f(t 0 ). 

1 
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2. LA DIVERGENCIA 

Supongamos que un fluido se mueve de acuerdo al campo de 

velocidades V = (X, Y, Z). Observamos una porci6n de fluído 

que en el tiempo to ocupa una región To, cuyo volumen sea 

V(T 0 ), al tiempo tesa porci6n de fluído ocupará una región T 

con volumen V(T), en general es posible que los volúmenes 

V(T 0 ) y V(T) no sean iguales, (~odemos imaginar que hay fuen

tes en el sistema o que el fluído es un gas y hay cambio de 

presión) . Entonces nos podemos preguntar ¿cuál es la razón 

de expansi6n o compresi6n de la porción de fluído T? Es de

cir, ¿en qué razón se expande el fluído en el instante t? 

Esta razón de expansión la podemos calcular a partir del 

campo V, y del concepto de FLUJO. Para mayor claridad haga

mos otra vez una analogía con el caso real de distancia. 

Supongamos que una partícula se mueve a lo largo de una 

curva de izquierda a derecha, (véase figura 23). El punto so

bre esta figura indica la posici6n de esta partícula en cier

to instante. 

flg (23) flg (24) 

La partícula se mueve sobre la curva bajo la influencia de 

fuerzas exteriores, de acuerdo al principio de inercia formu

lado por Newton: 

"Un cuerpo en reposo o en movimiento, se mantendrá en 

reposo o en movimiento rectilíneo y uniforme, a menos 

que sobre él actúen fuerzas exteriores que la obli

guen a modificar dichos estados". 
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Supongamos qu.e en un instante dado dejen de obrar sobre 

la partícula todas las fuerzas. De acuerdo con el principio 

de inercia, el movimiento, a partir de ese instante, debe ser 

uniforme y rectilíneo. Es decir, a partir de ese instante la 

partícula seguirá la trayectoria de la recta tangente y la 

magnitud de la velocidad en ese instante será 13 longitud de 

la distancia que la partícula recorrería en una unidad de 

tiempo. 

flg (25) 

Así la velocidad es, de hecho, "la dlstancia que la par

tícula recorrería en dirección de la tangente por unidad de 

tiempo" si se dejara de ejercer fuerzas sobre ella. 

Podemos interpretar esto de manera ligeramente distinta 

para conectarla con la idea de f1.ujo. Supóngase que no es 

una partícula la que corre a 10 largo de la trayectoria, sino 

que es todo un conjunto de parts'.cu1as, es decir, un "flujo 1.:!,. 

nea1" o un "chorro" (*). Supongamos que medimos la cantidad 

de flujo linealmente. Entonces la velocidad en un punto es 

la· cantidad de "flujo" de este "fluido lineal" que pasa a tra 

vés del punto en cuestión, en una unidad de tiempo. 

eonlldod de Fluido X..,... 

~ fl~ (26) 

(*) Nos podemos imaginar la curva como un tubo capilar por donde fluye 
el fluido. 
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Esta idea la podemos extender al problema que ahora nos 

interesa. Queremos medir la raz6n de expansi6n del volumen 

que ocupa la regi6n T, si el fluido tiene como campo de velo

cidades a V = (X, Y, Z). 

Análogamente al problema de la distancia, podemos medir 

en un instante t cuánto se expanderá el volumen en una unidad 

de tiempo, suponiendo que a partir de ese instante el volumen 

se expande de manera uniforme y cada partícula sigue una tra

yectoria rectinlínea; esta medida nos dará la razón de expan

sión del volumen en el instante t. 

El caso más sencillo es cuando el fluido está encerrado 

en un poliedro (en la figura 27 dibujamos un polígono) y que 

la velocidad del fluido es perpendicular a esas caras dirigi

da hacia afuera del poliedro, además siendo constante en cada 

una de sus caras, entonces la razón de expansi6n del volumen 

será la suma de los productos de la magnitud de la velocidad 

en cada cara por el área de la cara. 

dV 
dt 

n 
L lv<xi, Yi, zi) lt1si 
i=l 

donde (xi, Yi• zi) es un punto cualquiera de la i-ésima cara 

y llSi su área. Esa suma corresponde a la suma del volumen de 

los cilindros rectos que tienen como base las áreas llSi y al

tura ¡vcxi, Yi' zi) 1. 

flg (27) 

Fluido en nponlloñ con velocldad 
:ccnatanta en coda cara~ 
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Si la velocidad es constante en magnitud y direcci6n en 

cada cara, pero no es perpendicular a ella, entonces la raz6n 

de expansión será la suma de los volúmenes de los cilindros 

oblicuos con base llSi y altura V(Xi, Yi, zi) • ni 

(V(xi, Yi• zi) ·ni es la proyección del vector V sobre la nor 

mal a la i-ésirna cara n , es decir la altura del i-ésirno ci

lindro), obteniendo que: 

Supongamos ahora que la región que encierra el fluído es 

cualquier superficie cerradas (suficientemente suave). Po

dernos inscribir en s un poliedro y suponer, para cada cara 

del poliedro, que la velocidad del fluído es constante, la 

cual, en algún punto de la cara, coincide con el vector vel~ 

cidad del campo. 

del fluído será: 

Una aproximación a la razón de expansión 

Si el campo de velocidades es continuo, y si las caras 

del poliedro aumentan indefinidamente mientras el diámetro de 

cada una de ellas tiende a cero, entonces en el límite llega

remos a la razón de expansión del volumen de la región T 

dV 
(2.1) --¡rr-= lím 

n-+ m 

n 

L V(xi, Yi• 
i=l. 

La expresión de la derecha es el flujo deZ aampo a través de la 

superficie s. A la razón de expansión del volumen de la re

gión T, es decir a la dV/dt, se le llama DIVERGENCIA TOTAL de 

la región T. 
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Si el campo es V = (X, Y, Z) y ~, m, n son los cosenos di 

rectores de la normal exterior a la superficie, la divergen

cia total tiene la forma: 

(2 .2) ffix~ + Ym + Zn) dS. 
s 

Hemos visto cómo calcular la divergencia total o la razón 

de expansión de una porción de fluído. ¿Podremos extrapolar 

"la razón de expansión" a un punto? Si tomamos el límite de 

la integral 

ffvcx, y, z). ~as 
s 

conforme S se reduce a un punto, dicha integral será cero 

(¿por qué?), pero si dividimos esta integr.al entre el volumen 

de T (T es la región encerrada por S) y pasamos al límite co~ 

forme s se reduce a un punto, entonces es posible que su va-

lar sea distinto de cero. ;De hecho en general lo es!, y ese 

valor nos servirá para reconstruir la divergencia total. 

Ese límite es muy importante y se conoce corno la DIVER

GENCIA del campo en el punto (x, y, z) 

(2.3) div V(x,y,z) lím v1T) ffvcx,y,z) -~ds 
T+P S 

donde T es la región encerrada por S, V(T) su volumen y 

P = (x,y,z) 

Dejaremos pendiente algunos resultados: las condiciones 

bajo las cuales dicho límite existe y que no depende de la 

elección de las superficies que van encerrando al punto. 

Bajo estos supuestos podemos encontrar una expresión ade-
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cuada de la divergencia; el hecho de que en caso de existir 

no dependa de la elecci6n de las superficies nos permite ele

gir una superficie adecuada para hacer los cálculos. 

La discusión que sigue no es satisfactoria desde un punto 

de vista formal, pero se puede formalizar haciendo ligeras m~ 

dificaciones. 

Consideremos un pequeño paralelepípedo con lados de longi 

tud óx, óy y óz paralelos a los ejes coordenados. 

flg (28) 

Sea (x, y, z) el centro del paralelepípedo. Calcularemos 

la integral de superficie de F sobre la superficie del para

lelepípedo considerando esta integral corno la suma de los 

seis términos, uno por cada cara del paralelepípedo. 

Sean S 1 , s 2 las caras paralelas al plano YZ, (fig. la 

normal exterior a la regi6n encerrada por la superficie en S1 

es el vector (l, O, 
0

0) y a la superficie S 2 es (-1, O, O), de 

esta manera para los puntos de S 1 

V. A X 

y para los puntos de S 2 

V. A X. 

Nos interesa calcular ffv •A dS, si el paralelepípedo es 
S1 
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"pequeño" podemos dar una aproximaci6n de la integral evalua.!!_ 

do .:1 integrando en el centro de la superficie s 1 y multipli

cándolo por el área de la superficie 

ffv · A dS - X (x + 11
2x 

51 
y, z) !1yl1z 

análogamente para Sz 

ffv 
Sz 

n" as ( l1x ) = - X X - - 2-, y, Z D.y6z • 

Sumando las anteriores obtenemos: 

f/v 
S1+Sz 

multiplicando y dividiendo el segundo miembro por 6x y obser

vando que V = 6x11y11z es el volumen del paralelepípedo, se tie 

ne: 

!1X l1X X(x+-
2
-, y, z) -X(x--

2
-, y, z) 

l1X 

reduciendo el paralelepípedo al punto (x, y, z) tenemos que 

l1X -+ O y V -+ 0 , y 

(2.4) lím 
V-+O 

!1X ÓX 
1 ÍJJ X(x + - 2 -, y, z)- X(x - - 2 -, y, z) 

-v v · A as = lím !1X S1+Sz l1x-+O 

ax ¡ ---ax 
p=(x,y,z) 

Haciendo el mismo procedimiento con las otras caras del 
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paralelepípedo contribuyen con los sumandos 

y 

obteniendo así que 

(2 .5) div V= lím v1T) ffv (x,y, z) • A as= ~+ ¿r._+ ~ 
T+P 5 ax ay <Jz 

que es una expresi6n más manipulable de la divergencia. 

Calcularemos de manera distinta la DIVERGENCIA TOTAL o la 

raz6n de expansi6n del volumen de un fluído obteniendo una 

nueva expresi6n de ella; mediante ésta obtendremos nuevamente 

la expresi6n de la DIVERGENCIA. La igualdad de las dos f or-

mas de la divergencia total sugerirán el importante TEOREMA 

DE LA DIVERGENCIA. 

Recordemos que las ecuaciones del movimiento de un fluido 

que en el tiempo t = to ocupan una regi6n T 0 puede ser expre

sado por medio de tres ecuaciones dependiendo del tiempo t y 

de la posici6n que en el tiempo t 0 ocupan las partículas: 

l 
X 'l'(x o, Yo, Zo, t) 

(2. 6) y tjJ (x o, Yo, Zo, t) 

z xCxo, Yo, Zo, t) 

y suponemos que en estas ecuaciones se pueden despejar 

(xo, y 0 , z 0 ) obteniendo 

¡"' 
<l>(x, y, z, t) 

(2. 7) Yo = '!'(X, y, z, t) 

Za = xCx, y, z, t) 



68 

La velocidad de las partículas es simplemente la derivada 

con respe_cto al tiempo de las ecuaciones (2. 6) : 

* 
d 'l'(x o, z o, t) dt Yo, 

(2 .8) y d 
dt iJ! (x o, Yo, z o, t) 

z d X (x o, dt Yo, z o, t) 

Pero quisiéramos conocer la velocidad en un instante t, con 

referencia no a la posici6n inicial t = t 0 , sino con referen

cia a la posici6n en la que está pasando la partícula en un 

instante t, es decir con referencia a un punto (x, y, z) en el 

instante t. 

Podernos lograr esto sustituyendo las ecuaciones (2.7) en 

las ecuaciones (2.8) obteniendo tres ecuaciones de la forma: 

r X(x, y, z, t) 

(2 .9) y Y(x, y, z, t) 

¿ Z(x, y, z, t) 

Las expresiones de la derecha en estas ecuaciones definen 

un aampo de veZoaidades y proporcionan la velocidad de una partí

cula que en un instante t pasa por el punto (x,y, z). 

Consideremos un fluido que se mueve de acuerdo a las ecua 

ciones (2.6) cuyo campo de velocidades es, corno vimos, dado 

por las ecuaciones (2.9). Supongamos que en el instante t, el 

fluido, que ocupaba la regi6n T 0 , ocupa ahora la regi6n T. 

El volumen en el tiempo t es: 

(2 .10) V (t) %axdydz 
T 
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Podemos relacionar esta expresi6n con el volumen en la r~ 

gión T 0 , pues por las ecuaciones (2.7) todo punto (x, y, z) de 

T corresponde a un punto (x 0 , y 0 , z 0 ) de T 0 • Considerando t 

constante, hacemos cambio de variables en (2.10) y se tiene: 

(2.11) V(t) .Jlhcxo, 
To 

Yo, z o, t) dxo dy 0 dz 0 , 

donde J es el determinante jacobiano de la transforrnaci6n 
(2.6), es decir: 

ax ~ az a .P ª"' ax axo-- ax 0 axo-- ~ axo-- axo--
(2.12) 

J(Xo ,yo ,zo ,t)= ax ~ az a 'P ~ 2L 
~ ayo ~ ~ ayo ayo 

ax ~ az a 'P ª"' 2L az;- azo az;- az;- az;- azo 

Si el jacobiano tiene derivada continua con respecto al 

tiempo, podemos derivar la expresi6n (2.ll)y la derivada de la 

integral será la integral de la derivada (con respecto al 

tiempo) del integrando, obteniéndose: 

Podernos calcular la derivada del jacobiano en t = t 0 • 

Ahora bien, nótese que el tiempo t 0 puede ser cualquier ins

tante, es decir, se elige arbitrariamente pero en el trans-

curso de las consideraciones permanece constante. Así rnedi-

remos la razón de expansión en el instante t 0 , pero corno to 

lo podernos elegir arbitrariamente, el resultado será general: 
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a 2 x ~ a 2 z ax ~ az ax ~ az 
ataxo ataxo ataxo axo axo ax 0 axo axo axo 

dJ ax ~ az + a 2 x ~ a 2 z + ax 2Y_ az 
dt = ayo ayo ayo atayo atayo atayo ayo ayo ayo 

ax ~ az ax --2.L az a 2 x -~ a 2 z 
a Zo a Zo azo azo d Zo azo a tazo ata zo a tazo 

Si suponemos que todas las derivadas que aparecen son con 

tinuas, entonces como x, y, z se reducen a x 0 , y 0 , z 0 en 

t = to, en este instante se tiene que: 

ax _2..Y.. az 1, ax ax ~ az az 
axo ayo azo ayo az0 azo axo ayo o 

a 2 x a dx ax ~ a Y a 2 z az 
ataxo axo (""Cft) = ax; ' atay o ayo , a tazo ~ 

donde (X, Y, Z) es el campo de velocidades del fluído. 

De acuerdo con esas igualdades llegamos a que: 

Podemos quitar los sub~ndices puesto que x, y, z coincide con 

xo, yo, zo en t =to y to puede ser cualquier tiempo. Ten~ 

mes entonces que la razón de expansión del fluído ocupando 

una región T en el tiempo t es: 

dV 
dt ff~~+ ~}\ ax 

ay + ~)dV -ay-- az 

¡Hemos llegado a una nueva expresión de la DIVERGENCIA 
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TOTAL del campo (X, Y, Z)! 

El cálculo de la divergencia a partir de esta última ex

presi6n es sencillo, por el teorema del valor medio: 

dV 
dt 

V 
ax a Y ~ ax + --ay- + az 

donde la raya encima del segundo miembro representa la fun

ci6n 

evaluada en algún punto de la regi6n encerrada por el volu

men. Al tomar el límite conforme la regi6n tiende a un punto 

se llega a la divergencia del campo: 

div(X, Y, Z) 

Hemos encontrado dos expresiones de la divergencia total, 

a saber: 

dV 
dt 

dV 
dt 

lfcx.e + Ym + Zn)dS 
s 

La igualdad de estas dos expresiones para la divergencia to

tal es la afirmaci6n de-l TEOREMA DE LA DIVERGENCIA: 

(2.13) .fffc_E!._ + 
T'.Jl ax a Y + ~> dv = Jlcx.e + Ym + zn) as, --ay- az ve 

o escrito en forma vectorial: 
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ff!a.i V F dV = $ • ~ dS 
T S 

donde S es una superficie cerrada que acota el volumen T. 
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3. EL ROTACIONAL 

La integral de línea f X dx + Y dy + Z dz a lo largo de 
¡;; 

una curva ¡;; representa,en un campo de fuerzas, el trabajo re~ 

lizado por el campo. Pero para campos de velocidades no hay 

un concepto análogo al de trabajo, y por tanto la integral de 

arriba para campos de velocidades no se puede interpretar co

mo trabajo. Sin embargo, en el caso de fluídos en movimiento, 

dicha integral indica un cierto grado del movimiento general 

del fluído sobre la curva. Más aún, si la curva es cerrada y 

la integral es distinta de cero a lo largo de esta curva, en

tonces quiere decir que en la regi6n encerrada por ella el mo 

vimiento del fluído forma un "vórtice" o remolino. 

La integral jx dx + Y dy + Z dz a lo largo de trayectorias 
¡;; 

cerradas se llama la CIRCULACION del campo a lo largo de la 

curva-cerrada¡;;. Una interpretaci6n comúm es aquella en que 

nos imaginamos 1a curva con "pequeñas paletas" o "aspas", su

ponemos que las aspas son móviles a lo largo de la curva y 

son perpendiculares al flujo; si en un punto P suponemos que 

hay una "paleta" y medimos la velocidad que le imprimirá el 

fluído, estará dada por la componente tangencial de la velo

cidad del campo sobre la curva en el punto en cuesti6n. 

flQ (29) 

Para obtener una medida global sobre la curva de este mo

vimiento podemos considerar una partición de la curva y ele-
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gir puntos arbitrarios Pi en cada i-ésimo pedazo de ella, pa

ra cada uno de ellos la velocidad tangencial será: 

donde V es el campo de velocidades del fluido, Pi = {xi, y i' zi) 

y ii es el vector tangente unitario a la curva con una orien-

tación asignada a la curva. Ahora bien es "conveniente" mul-

tiplicar cada una de estas cantidades por la longitud del 

i-ésimo pedazo, se entiende que la información así obtenida 

ya no ser& la velocidad, pero seguirá siendo un "índice" o -

una medida del movimiento ejercido por el campo sobre el ped~ 

zo de curva. [Newton definió la cantidad de movimiento de 

una partícula o su momento como m •V {masa por velocidad)¡ si 

pensamos nosotros a la curva como un "alambre" o una curva ma 

terial con densidad igual a 1, al multiplicar 6Si {la longi

tud del i-ésimo pedazo) por la velocidad en algún punto, est~ 

mos encontrando aproximadamente la cantidad de movimiento del 

pedazo de alambre]. Así pues, para cada pedazo ese índice 

será: 

al tomar el límite conforme el número de divisiones de la cur 

va tiende a infinito y el máximo de sus longitudes tiende a 

cero, oh.tenemos: 

Jvcx, y, z) • i dS = Jx dx + Y dy + z dz . 
r; r; 

Así, Jv • i dS es la cantidad de movimiento "neta" alrededor de 
r; 

r;. Esto significa que las pequeñas paletas colocadas en la 

curva girarán si la circulación del fluido fuera diferente de 

cero, por ello el nombre de CIRCULACION. Bajo esta interpre

tación resulta evidente por qué la circulación al ser distinta 
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de cero detecta un vórtice o remolino en su interior. 

flg ( 30) fig (31) flg ( 32) 

,cP~ _¿::>' J~' 
fv· /\ 

t >o 

- ' ./ 

.Ív. /\ 
t < o 

flg (33) 

En el centro se forma un 
vórtice o remolino. 

o 

Así hemos relacionado o asociado con el campo otra me

dida global relacionada con una curva cerrada. Nuestro si

guiente paso será extrapolar esa medida a un punto. 

Ahora encontraremos una característica asociada a la CIR

CULACION en cada punto del dominio del campo; al igual que en 

la divergencia ss extrapoló la característica de "razón de e~ 

pansión" a un punto y encontramos una relación entre la in

tegral (triple) de la divergencia con el flujo .sobre la supe!:_ 

ficie, así también al encontrar la característica relacionada 

con "la circulación en un punto" que se llamará ROTACIONAL, 

podremos reconstruir la circulación por integración a lo lar

go de una curva llegando al importante TEOREMA DE STOKES. 
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Para hacer esto empecemos con un ejemplo. Consideremos 

el campo de velocidades de un fluído dado por: 

V(x, y, z) (-y, x, O). 

Calculemos la circulaci6n a lo largo de una circunferencia de 

radio a en el plano XY con orientaci6n positiva con respecto 

al vector normal A = (0, O, l) 

./ - y dx + x dy = 2na 2 
• 

¡;; 

Si reducimos el círculo al punto (O, O, O) mediante círculos 

con radio cada vez más pequeño, el límite será cero. Pero si 

antes de pasar al límite dividimos la circulaci6n entre el 

área del círculo, obtenemos que el límite es 2 

donde A(¡;) representa el área encerrada por la curva. 

Se puede mostrar que en este caso el límite no depende de 

la forma que tengan las curvas siempre y cuando estén en el 

plano XY y encierren al origen. Si calcularnos la circulaci6n 

a lo largo de círculos en el plano YZ, como los vectores vel~ 

cidad son perpendiculares a dichos círculos la circulaci6n es 

cero y 

.f. -y dx + X dy 
¡;; 

o -

Lo mismo si los círculos están en el plano XZ. Así la "cir-

culaci6n en un punto" depende de las direcciones en que esté 

colocada la curva. Ahora bien, cuando un concepto parece de-
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pender de una direcci6n, es natural preguntarse si tiene un 

caracter vectorial. Esta es la clave para definir "la circu

lación en un punto". 

Antes de dar la definición de ROTACIONAL veamos que pasa 

si en el.ejemplo anterior calculamos la circulación en una 

curva que no esté en un plano paralelo a los planos XY, YZ, 

XZ. Por ejemplo la curva que surge de intersectar un cilin

dro con un plano que no sea paralelo a los ejes. 

Sea z; la curva dada por la intersecci6n de las siguien

tes superficies: 

y - z o 

x2 + y2 a2 

i; es una elipse que está en el plano y - z = O. Una expresión 

a que tiene a esa curva como traza con orientación positiva 

respecto al vector normal 

guiente: 

/\ 
n (O, 1 _1_, ,l"2" , .r-:2 es la si-

a (t) = (a cos t, a sen t, a sen t) 

O :¡¡ t :¡¡ 2n. 

Así 

./x dx + Y dy + z 
1; 

21T 

dz =./-y dx + x dy = Ja 2 sen 2 t dt + 
¡; D 

Como el ár~a de la elipse es ~ "ª 2 tenemos que: 



78 

fx dx + Y dy + Z dz 
A(~) 

2 

12 

y al tornar el límite cuando a-+ O obtenernos que la "circula

ci6n en el punto" (0, O, 0) tornado sobre estas curvas es 2/12. 

Con este ejemplo hemos obtenido la siguiente información 

al calcular "la circulación en un punto". 

Cuando la curva ha sido tomada sobre el plano XY el resu~ 

tado es 2, al tomarla en el plano YZ y XZ el resultado es O, 

y en un plano con normal (O, -1/12 , 1//2) el resultado ha si 

do 2//2 Si asignarnos el vector (O, O, 2) corno la medida de 

la "circulación en el punto (0, O, O)" el resultado 2//2 no 

es otra cosa que la proyección de ese vector sobre la normal 

al plano en donde se calculó la circulación, es decir: 

(o, - l 

12 

también se tiene que: 

____!___\·(O, O, 2) 
12/ . 

(O, O, l) (0, O, 2) 2 

(O, 1, O) (O, 9, 2) O 

( 1, o, o) (o, o, 2) o 

y los vectores de la izquierda son las normales a los planos 

en donde se tornaron las curvas para calcular la circulación. 

Esperarnos que esto clarifique la adopción de la siguiente 

definición del ROTACIONAL: 
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Sea F (x, y, z) (X, Y, Z) un campo vectorial, P un punto 

de su dominio y S cualquier superficie orientada suave conte

niendo al punto P. Sea A la normal a S en P y z; cualquier 

curva sobre la superficie encerrando al punto P, entonces cal 

culamos la circulaci6n a lo largo de esta curva orientada de 

acuerdo a la regla de la mano derecha respecto a la normal. 

Dividirnos el valor de la circulaci6n por el área encerrada 

por la curva y tomamos el límite de ésta cantidad cuando re

ducimos la curva al punto P. Definimos éste como Za componente 

deZ ROTACIONAL en Za direcci6n de A; es decir: 

(3. l) A. ROT F lím 
z; + p 

-=A-('""~-¡,--j"x dx +Y dy + z dz • 
¡; 

El ROTACIONAL es un vector asociado al campo definido en 

cada punto del dominio de éste. 

flg (34) 

Admitiremos que el ROTACIONAL existe si no depende de la for

ma particular en que tornemos la superficie S y las curvas z;, 

siempre y cuando encierren al punto en cuesti6n y además que 

las componentes definidas por los límites en varias direccio-

nes de A sean las componentes de uno y el mismo vector; si no ~ 
se cumple alguna de esas condiciones, simplemente diremos que 

el rotaciona~ no existe. La i·dea e.s, pues, obtener una "medí-
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da de la circulación en un punto" y para ello deben:os asegu

rar que sólo depende del campo y del punto. Veremos más ade

lante que el rotacional existe cuando el campo tiene deriva

das continuas. 

Ahora encontraremos una expresión conveniente del ROTACI~ 

NAL, suponiendo que él existe, ésto implica que podemos ele

gir superficies convenientes y calcular la circulación en cur 

vas también convenientes. Sea pues F(X, Y, Z) el campo y cal-

culemos el rotacional en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ). 

Empecemos calculando su componente en el eje z, es decir 

a lo largo del vector (O, O, 1), para ello una elección conve

niente de la superficie es el plano z z 0 donde z 0 es la ter 

cera componente del punto en cuestión y una familia de curvas 

convenientes en este plano son los cuadrados con centro 

(xo, Yo, zo) y de lado, digamos, 2a. 

(Xo,Yo,Zo) 

/lb 1 • 1 

1 : 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 y --' __. __ 
: ,l-------~-1 
1 , ~ 1 .. 

~: ___ _____ ;: 
" 

fig (35) 

Consideraremos las curvas orientadas positivamente respe~ 

to a la normal, para manipularse de la mejor manera daremos 

las siguientes parametrizaciones: 

r; 
i 

X xo +a 

y Yo+ t 

Z = Zo 

- a ::i t ::i a 
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i; 2 X Xo + t -a ;:¡ t:;: a 

y Yo + a 

z = Zo 

i; 3 X Xo a 

y Yo + t - a :á tSa 

z = Zo 

i; 4 X Xo + t -as t:sa 

y Yo a 

z = Zo 

Con estas parametrizaciones r; i; -1 1; 2 - 1; 3 + 1; 4 

flg ( 36) 

Entonces: 

a a 

pdx + Ydy + Zdz = .{ Y(x 0 +a, Yo+t, z o) dt - J X (x 0 +t, Yo+a, Zo) dt -
1; -a -a 

/ Y(xo-a, 

a· 

Yo+t, zo)dt+ Jxcxo+t, Yo-a, 
-a -a 

a 

=J[Y(xo+a, Yo+t, zo) -Y(xo-a, Yo+t, zo)]dt -
-a 

a 

Zo)dt= 

.{¡x(x 0 +t, y 0 +a, zo)- X(xo+t, yo-a, zo)]dt 
-a 
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Aplicando el teorema del valor medio para integrales hay 

números !;, E;' tales que la anterior integral es igual a: 

2a[Y(xo+a,yo+!;, zol - Y(xo-a,yo +!;,z 0 )]-2a[X(x 0+E;',y0+a,z 0 ) -

- X(xo+!;', Yo-a, Zo)] con y -a:it;'Sa. 

Aplicando nuevamente el teorema del valor medio pero aho

ra para diferenciales, se tiene que: 

donde P' y P" son puntos sobre la superficie del cuadrado. 

Dividiendo la circulaci6n entre el área del cuadrado y 

pasando al límite cuando el cuadrado tiende al punto (x 0 , y 0 , 

z 0 ) , es decir cuando a + O , obtenemos 

• Rot F = lím 1 /xdx + Ydy + Zdz = ~ - ~1 a+o 4-¡;;T ¡; ax ay {xo,yo,zo) 

donde (0,0,1). 

De forma análoga llegamos cuando A2 (O, 1, O) a que 

A2 ·Rot F 

·y con (1, o, 0) 

~ az ay 
n 1 • Rot F = --ay- -¡¡z-

Por tanto el vector ROTAqIONAL en el sistema coordenado car

tesiano es: 
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Rot F 

Nuestra tarea ahora será reconstruir la circulaci6n, a 

partir de conocer el ROTACIONAL en cada punto del campo 

F = (X, Y, Z), a lo largo de alguna curva suave~- suponga

mos que ~ es tal que hay una superficie suave S que la conti~ 

ne. Supongamos además que S está orientada, es decir, que se 

ha asignado un lado positivo, dividimos la superficie encerr~ 

da por ~ en pequeños pedazos, cada uno de ellos acotado por 

curvas suaves por pedazos y orientadas en sentido positivo. 

Entonces la suma de las circulaciones alrededor de las fron

teras será la circulaci6n alrededor de ~- Pues las partes de 

esta suma que corresponden a la frontera común de dos elemen

tos adyacentes se eliminan mutuamente, porque esta frontera 

común es recorrida dos veces, una en un sentido y otra en el 

contrario, y el resultado es el recorrido sobre la curva ~ en 

sentido positivo. 

Si el ROTACIONAL existe, la circulaci6n a lo largo de la 

frontera de un elemento ASk es aproximadamente igual a la 

componente normal del rotacional en alguno de los puntos del 

elemento multiplicado por el área del elemento, pues por la 

ecuación (3.l} podemos escribir: 
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.;;k X dx + Y dy + Z d z 

l>Sk + i;k 

z;k siendo la frontera de llSk y i;k una cantidad que se aproxi

ma a cero cuando el diámetro de llSk tiende a cero. 

Si la última ecuaci6n es multiplicada por llSk y sumamos 

sobre todos los pedazos de S tenemos: 

Jx dx +Y dy + z dz = L(ROTnF) tisk -L:i;k tisk 
z; 

Al pasar al límite cuando el máximo diámetro de los ped~ 

zas tiende a cero, obtenemos la siguiente igualdad: 

Jx dx + Y dy + z dz 
z; 

esta identidad es conocida como el teor-ema de STOKES. 
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C A P I T U L O III 

EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA Y EL TEOREMA DE STOKES 

l. INTRODUCCION 

En el capítulo anterior llegamos de manera heurística a 

dos fórmulas que son las tesis del -teorema de Za dive1•genaia y del 

teorema de Stokes, la fórmula del primero la podemos expresar en 

palabras como sigue: 

(1.1) 

La in-tegraZ de Za divergenaia de un aampo veatoriaZ sobre una r~ 

gi6n deZ espaaio es igual a Za int;egraZ, sobre Za superfiaie de 

esa regi6n, de Za aomponent;e del aampo en Za direaai6n de Za nor 

mal exterior a Za superfiaie. 

Analíticamente lo anterior se formula: 

Jffi ~~ 
T 

+ ay + ~)dV ay az ffcx.e + Ym + zn)dS 
s 

o equivalentemente: 

JJJdivF av JJF · Aas, 

donde F = (X,Y,Z) y A 
a la superficie. 

(!.,m,n), A siendo la normal exterior 

La fórmula correspondiente al teorema de Stokes la expr~ 

samos en palabras como: 

La airauZaai6n a Zo Zargo de una aurva aerrada simple es iguaZ a 
Za int;egraZ de Za aomponente normal del rot;aaionaZ integrada sobre auaZ-
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quieP supePfiaie simple limitada por Za auPva. La superficie debe 

ser orientable y la curva con la orientaci6n inducida por la 

superficie de acuerdo a la regla de la mano derecha. 

Su expresión analítica es la siguiente: 

(l. 2) JJi[c~ _ aY).t + (ax_ ~)m + ( aY _ ax>n]as 
s ay az az ax ax ay 

fxax + Y dy + Z dz 
as 

o equivalentemente: 

donde F 

a as. 

.JJ Rot F • A as = J F • t. ds , 
s as 

(X,Y,Z), A es el vector normal a S y t_ tangente 

Esas fórmulas surgieron en nuestra discusión acerca de 

campos de veZoaidades,, pero claramente no dependen de esa interpr~ 

taci6n, ellas forman parte de enunciados matemáticos válidos 

para campos vectoriales abstractos, esos enunciados deben con

tener con precisión las condiciones, tanto para los campos co

rno para las regiones de integración, bajo las cuales se prete~ 

de que la fórmula es cierta, además de ir acompañados de la 

prueba correspondiente. En lo siguiente enunciaremos y proba

remos esos teoremas aunque, antes de ello, discutiremos el teo 

rema de Green, el cual es el equivalente a los teoremas de la 

divergencia y de Stokes en el plano. 
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2. EL TEOREMA DE GREEN 

El teorema de Green se puede considerar el teorema de la 

divergencia o el teorema de Stokes, pero en el plano. 

Veamos c6mo obtenerlo a partir de la fórmula (1.1) y de 

nuestra interpretación de campos como campos de fluídos. 

Si un fluido se mueve de tal manera que las trayectorias 

de las partículas son planas, paralelas a un plano dado y su 

velocidad es independiente de la distancia a dicho plano, en

tonces el aampo de vel.oaidades asociado al movimiento de ese flui 

do lo llamamos fl.ujo pl.ano. Mediante una elección adecuada de 

los ejes coordenados las componentes del flujo plano se pueden 

expresar en la forma: 

X X(x,y) y Y(x,y) z o 

la divergencia de este campo es: 

ax . aY ax T ay-

Sea T un cilindro recto de altura unitaria con base G y 

superficie lateral E (fig. 1.1) 

"º 38 

1 
1 
i 
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Aplicando la fórmula (1.1) a este caso obtendremos la co~ 

clusión del teorema de Green. Antes de ello notemos que en e~

ta situación la integral de Volumen de la parte izquierda de 

(1.1) se reduce a una integral de superficie sobre la región 

G, es decir que: 

(2 .1) Jf(c 2J':. + ~)dV 
v ax ay 

Jf< ax + aY)ds 
G ax ay 

pues 

lo último se obtiene al ~p~icar la regla de integrales itera

das del cálculo integral, considerando que el campo (y por tan 

to su divergencia) no depende de la variable z. 

Por otro lado, aplicando el campo y la región propuesta 

a la parte derecha de la fórmula (1.1) ésta se con~ierte de 

una integral de superficie a una integral de línea. En efec

to, para calcular el flujo a través de la superficie E, divi

dimos ésta en bandas de altura 1 y de base un pedazo del arco 

aG (aG es la frontera de G), es decir, damos una partición de 

aG,{P 1 , P 2 , ••• , Pn}, cada elemento llSk tiene como área la lon 

gitud del arco PkP.k+i sea llsk esta longitud, entonces 

(2.2) f!cx cos n + Y cos al as= lím 
E n+~ 

n-l 
L [xkcos C<k + Ykcos ak] llSk 

k=l 

Así, combinando (1.1), (2.l) y (2.2) obtenemos la fórmu

la correspondiente al teorema de la divergencia en el plano: 



(2. 3) Jfc~~ + aY)dS 
G ay 
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/ex cos a + y cos 13) as 
oG 

aquí. (cos a, cos s) es el vector normal exterior a la curva aG, 

la integral de la derecha es una integral respecto a la longi

tud de arco. La función X cos a+ Y cos 13 es la proyección del 

vector (X, Y) sobre el vector normal (cos a, cos 13); como a y s 
son complementarios, aquél se puede escribir como el vector 

(cosa, sen a), ahora bien, si este es el vector normal exterior 

entonces el vector tangente a la curva, dirigido en el sentido 

contrario a las manecillas del reloj, es (-sen a, cosa) y po

demos escribir el integrando de la parte derecha de (2.3) en 

la forma - Y(- sen a) + X cosa que se puede interpretar como 

la proyección del vector (-Y, X) sobre el vector tangente a la 

curva, es decir sobre (-sen a, cosa), bajo esta interpretación 

la parte derecha de ( 2. 3) no es otra cosa que la airauZaai6n del 

campo (- Y, X) sobre 1-a curva a G; recordemos (pág. que 

J [ -y (- sen a) + X cos a] ds 
aG 

Jx dy - Ydx 
<lG 

y por tanto tenemos 1-a siguiente forma alternativa de la fór

mula (2.3): 

(2.4) ./fr.~~ + ~]dS 
G ay 

Jx dy -Y dx 
oG 

Si en la anterior fórmula sustituimos +Y por - Y obtenemos 

la fórmula siguiente que se puede considerar el teorema de 

Stokes en el. plano para el campo F = (Y,X). 

(2. 5) J~dy+ Ydx= ÍÍ<~~ - aY)ds 
aG G ay 

Las fórmulas (2.3), (2.4) y (2.5) son distintas formas 
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de expresar la conclusi6n del teorema de Green. Si hubiésemos de 

mostrado el teorema de la divergenaia, la anterior forma en que de

dujimos la f6rmula (2.3) sería, de hecho, su demostraci6n, sin 

embargo ese no es el caso y lo podemos demostrar de manera in

dependiente; además dicha demostraci6n es una ilustraci6n sen

cilla de la demostración que haremos del teorema de la diver

gencia. Primero definiremos el tipo de regiones más simples 

para las cuales las f6rmulas (2. 3) , (2. 4) y (2. 5) son válidas 

y con éstas daremos una versi6n débil del teorema de Green. 

Sea G un conjunto de puntos en el plano. Diremos que G 

es una regi6n proyeatable sobre el eje X si se cumple que: 

a) La proyección de G sobre el eje X es un intervalo 

cerrado I = {a s x ::;; b}. 

b) Cada recta x = Xo con XoE I intersecta a Gen exacta

mente un intervalo cerrado, el cual puede ser un punto 

cuando la recta es x = a 6 x = b. 

De manera semejante, intercambiando los papeles de x y 

y definirnos una regi6n proyeatable sobre el eje Y. Una región que 

es proyectable tanto sobre el eje X como sobre el eje Y se lla 

ma :r>egi6n no1'171al del plano*. 

Si G es una región normal del plano entonces exiten fun

ciones Y1 (x), Y2 (x), X1 (y), X2 (y) tal que: 

(2 .6) G { (x,y) 1 Y1 (x) ;:¡¡Y S Y2 (x), X E lx} 

(2. 7) G { (x,y) 1 X1 (y) ;:¡¡X;:¡¡ X2 (y) 1 

* También se 1e llama :r>egi6n estanda:r>. 
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donde Ix = [a,b], Iy [c,d] son las proyecciones de G en el 

eje X y en el eje Y, respectivamente. 

R•i;iiÓri Ptono Normal 

flQ 3¡ 

Ahora formularemos y probaremos el teorema de Green para re 

giones normales. 

(2.8) 

Sea G una regi6n normal en el plano y P(x,y), Q(x,y) dos fun

aiones reales definidas y aontinuas en G aon derivadas paraiales 

aontinuas en G, entonaes 

ffi~ -
G ax 

aQ)dS 
ay J P dy + Q dx 

8G 

Demostración: 

Primero probaremos que 

(2. 9 ). 

Consideremos G expresada en la forma (2.7); aplicando las 

reglas del cálculo integral a la parte izquierda de (2.9) te

nernos: 
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ff aP Íd fx 2 (y) ap Jª[ ] 
-axdS = )_ L axdx dy '= P(x 2 (y) ,y) - P(x 1 (y) ,y) dy 

G · e x1 (y) e 

+ re 
P(x2 (y) ,y)dy P(x 1 (y) ,y)dy 

-'d 

Estas últimas integrales pueden interpretarse como integrales 

de línea de P a lo largo de las curvas dadas por 

X {c:;;y;;;d} 

y 

X X2 (y) {c:;;y:;;d} 

Si la frontera de G tiene pedazos horizontales, entonces 

la integral de P sobre esos pedazos es cero. La primera de 

las últimas dos integrales es una integral de abajo hacia 

arriba de la curva x 2 (y), mientras que la segunda es de arri-

ba a abajo sobre la curva x 1 (y), (véase fig. ) . Si añadi-

mas las partes horizontales en la dirección adecuada entonces 

lo anterior equivale a una integración en sentido contrario de 

las manecillas del reloj sobre la frontera de G; 

d 

, 

e 

flg 40 

de esta manera: 
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iª P(x2 (y) ,y)dy + Ic P (x 1 (y) ,y)dy = Jp dy 
e d ClG 

y la fórmula (2.9) se cumple. 

De manera análoga se prueba que 

(2 .10) -JJao as = J Q dx 
Gay 3G 

Consideremos la región Gen la forma (2.6), entonces 

JJ aQ dS = lb Jy 2
Cx) aQ dy dx = Jb[a(x,y2 (x)) - Q(x,y1 (x) >]ax= 

G ay a y 1 (x) ay a 

-[.[ª Q(x,y2 (x) )dx + Jb Q(x,y 1 (x) )ax] = - fe dx 
b a aG 

donde la integración sobre la frontera de G es en el sentido 

contrario a las manecillas del reloj. Sumando (2.9) y (2.10) 

obtenemos la conclusión del teorema de Green y, por tanto, he

mos demostrado la validez del teorema para regiones normales. 

Podemos generalizar este resultado para regiones ligera

mente más complicadas. Sea G una región cerrada la cual pue

de dividirse en dos regiones normales G 1 y G2 mediante un ar-

co regular ~ como se muestra en la figura ( ) Entonces 

(2.11) faay+ Qdx= 
0G1 

ffeE 
G1 ax 

(2.12) f Pdy+ Qdx= ff<~~ - ~~)dS 
aG2 G2 
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las integrales se toman en el sentido contrario a las maneci

llas del reloj. La curva ~ se tiene tanto en aG 1 como en aG 2 

y de ahí que la integral de línea a lo largo de ~ forma parte 

de los dos primeros miernbr0s, tanto de (2.ll) como de (2.12). 

Además forma parte de estas dos fórmulas con signos opuestos 

puesto que el movimiento en sentido contrario al movimiento 

de las manecillas del reloj respecto a aG 1 da una orientación 

a ~ opuesta a la inducida por el movimiento en sentido contr~ 

rio al de las manecillas del reloj respecto a aG 2 • Cuando se 

suman (2.11) y (2.12) la contribución debida a ~ se cancela, 

dejando únicamente la integral alrededor de G, de manera que 

la fórmula (2.8) es válida para regiones que pueden cortarse 

en dos regiones normales mediante una curva ~· 

. r 

~ 
flg 41 
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3. EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 

El teorema de la divergencia involucra dos cosas: una cier 

ta región o porción del espacio y, un campo vectorial o tres 

funcions X, Y, Z, dependientes de tres variables x, y, z definí 

das en la región. 

Como en el parágrafo anterio~ definiremos las regiones más 

simples para las cuales el teorema de la divergencia es válido, 

le llamaremos :r>egiones normales en el espaaio. 

Una región N es normal si es un poliedro convexo o si es 

una región acotada por una superficie S consistente de un núme

ro ue partes de planos y una superficie (curva~a) F, y tal que 

para alguna orientación de los ejes coordenados las siguientes 

condiciones son satisfechas (fig. ): 

a) La proyección F de F en el plano XY está acotada por 

una curva cerrada simple consistente de un .número fi

nito de arcos, cada uno de ellos con tangente en todo 

punto la cual gira continuamente sobre sus puntos*¡ la 

proyección de todos los lados de S sobre el plano XY 

dividen al plano en un número finito de regiones, cada 

una acotada por una curva cerrada simple, 

b) cualquier paralela al eje Z conteniendo un punto inte

rior de N tiene en común con N un sólo segmento y nin

gún otro punto, y F está dado por una ecuación de la 

forma z = f(x,y), donde f(x,y) es una función continua, 

junto con sus derivadas parciales de primer orden, en 

F, 

c) esas mismas condiciones se satisfacen cuando intercam

biamos x, y, z de cualquier manera. 
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F 

fig 42 

Si F = (X,Y,Z) es un campo continuo cuyas componentes tienen dePiva

das paraiaZ.es de pPimeP oPden continuas dentPo y en Z.a fPontera de una re

gión norma.Z. N, entonces Z.a f6rmuZ.a (1.1).es váZ.ida, con T = N y S Za fron

t;era de N. 

Demostración: 

sea cr una d6 las regiones en que la proyección de los la

dos de S divide al plano XY y v la porción de N cuya proyec

ción esa; v está acotada por una superficie a consistente de 
una superficie cilíndrica vertical que pasa a través de la 

frontera de cr y por dos superficies z = ~(x,y) y z = f{x,y) 
~(x,y) ~ f(x,y), una de ellas plana, y así ambas satisfacen el 

requerimiento b). Empezaremos estableciendo el teorema de la 

divergencia para la región v y el campo (O,O,z): 

{3.1) }]"zn do 
a 

Por el teorema de las integrales iteradas se tiene: 



(3. 2) dV 
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az 
a-z dz]dcr 

.ífzcx,y,f(x,yl)dcr 

ª 
ÍÍzcx,y, ..,cx,yl )dcr 

ª 
Cambiaremos la región de integración en las integrales de 

superficie de a a la superficie o que acota la región v. Si 

60 es un elemento de la porción superior z = f(x,y) de cr, y 6cr 

la porción correspondiente de o, es decir, su proyección, en

tonces tenernos 

jfsec y da 
6a 

sec y' 6cr, 6a cos y' 6cr 

donde y' es un valor medio del ángulo agudo entre la normal a 

la superficie y el eje z. La aplicación de la ley de la media 

se justifica por la condición bl sobre f (x,y). De esta manera " 'r' _.,, 

la integral de la derecha de (3.2) puede escribirse corno 

=ffzcos ydcr 
cr" 

donde o" es la porción de cr en la superficie z = f(x,y). La 

segunda integral de la derecha de (3.2) puede ser transforma

da de la misma manera. Sobre cr", cos y es exactamente la ter

cera componente del vector normal A= (~,rn,n), es decir 

n = cos y, ya que en cr" la normal exterior forma un ángulo ag!:!_ 

do con el eje z. Sobre la porción a' de cr en la superficie 

z = <P(x,y), la normal exterior hace con el eje Z un ángulo ob

tuso, a saber el suplemento de y, y por lo tanto cos y = - n. 

Obtenernos así que: 
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JJJ~; dV = Jfzn do + J/zn do 
v 0 11 o' 

Las partes de o no comprendidas en o' y 

des cilíndricas verticales. Sobre ellas n 

o" son las pare

o, así la última 

ecuación es equivalente a (3.1). Ahora podemos establecer la 

ecuación correspondiente para la región N, pues si sumarnos las 

ecuaciones (3.1) correspondiendo a cada una del número finito 

(por la condición a)) de regiones del tipo ven las cuales N 

está dividida, la suma de las partes izquierdas es: 

JJJ~; dV , 
N 

mientras que las integrales de superficie suman la integral s~ 

bre S (la frontera de N); las integrales de superficie sobre 

las paredes verticales son cero. Así, 

JJf ~; av = }fzn as . 
N S 

Por la condición c) podemos derivar de la misma manera 

las ecuaciones: 

JJ!~~ dV = ffxt dS 
N S 

JJJ.~y dV = f f Ym dS 
N y S 

y la suma de las últimas tres ecuaciones dan el teorema de la 

divergencia para N y para la orientación particular de los 

ejes involucrada en las hipótesis de N. Sin embargo se puede 

probar que el fórmula (1.1) no depende de la elección de los 

ejes coordenados (corno lo sugiere la forma en que dedujimos el 

teorema de la divergencia en el capítulo anterior), así es que 

el teorema es cierto para N y cualquier elección de los ejes. 
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También para cualquier región que pueda ser cortada en 

regiones normales por un número finito de planos será válida 

la fórmula (1.1) si mantenernos la hipótesis sobre el campo. 

En efecto: para cada subregi6n normal vale el teorema, sumando 

las partes izquierdas de la fórmula correspondiente a (1.1) p~ 

ra las subregiones en cuestión, obtenemos la expresión del la

do izquierdo de la fórmula (1.1) para toda la región; por otro 

lado las integrales sobre las superficies se tornan sobre dos 

clases de superficies, a saber, las que pertenecen a la fronte

ra exterior de la región total y las que pertenecen a los pla

nos de corte, éstas últimas pertenecen a dos subregiones simul

táneamente y se integra dos veces sobre ellas, pero los vecto

res normales en cada punto de esas superficies tienen sentidos 

contrarios según pertenezcan a una subregión o a su adyacente, 

y por tanto en el resultado final de la suma no cuentan y sólo 

queda la integral sobre la superficie que pertenece a la fron

tera de toda la región. 

Así, el teorema de la divergencia es válido paPa cualquier Pegión 

que, en el sentido antePioP, es la swna de »egiones noI'TTlales. 
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El teorema de 

ter a es una curva 
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STOKES 

Stokes involucra 

cerrada simple ~ 

una 

y un 
superficie s cuya fro~ 

campo (X,Y,Z). Se 

a S y los cosenos dire~ 

supone varían continua
mente con respecto al pie de la normal sobre S. Así se puede 

asignar un sentido positivo a ~ de acuerdo a la regla de la ma 

no derecha. 

asigna un sentido positivo a la normal 

tores de la normal con este sentido se 

Primero probaremos el teorema para una clase muy simple 

de superficies S correspondientes a las regioPes normales para 

el teorema de la divergencia, a saber, aquellas que satisfacen 

las condiciones impuestas sobre la cara curva F de una región 

normal en a), b) y c) del parágrafo anterior, suponemos además 

que en las proyecciones de F sobre los planos coordenados es 

válido el teorema de Green. Para el campo suponernos que en 

una región del espacio con S en su interior, X, Y, Z y sus de 

rivadas parciales de primer orden son continuas. 

P<XC'a supePfiaies S y aampos (X, Y, Z) satisfaaiendo Zas condiciones 

antePioPes es válida Za f6I'T11Ula (1.2). 

Consideremos primero los términos en la fórmula (1.2) que 

involucran X, probaremos que: 

(4 .1) JJc~; m - ~X n)dS = J Xdx 
s y ~ 

La función X está dada corno una función de x, y y z pero 

corno sus valores sobre la superficie S, que satisfacen la 

ecuación z = f(x,y), son los que están involucrados en la 

ecuación (4.1) podemos hacer la sustitución siguiente y expr~ 

sar X en términos solamente de x y y: 

<l>(x,y) X[x,y,f(x,y)]. 



Entonces 

ax ax 
ay+ az 

ya que (véase pagina ). 

Entonces 

af 
ax -.e.- 1 

n 
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ax 
ay 

JfcEi m - ªayx n)ds = - ffc. ax 
5 az 5 ay 

ax 
a-z m 

n 

ax m az • n)ndS 

- ff °"' n dS ':" - Jf ~ dS 
s ay s ay 

donde Ses la proyección de S en el plano XY. Esta última in 

tegral la podernos transformar en una integral de línea sobre 

la curva y, que es la proyección de z; en el plano XY, median

te el teorema de Green. Escribiendo en la fórmula (2.8) (pá-

gina 

a 

P = O y Q = ~, vemos que la última integral es igual 

j ~(x,y)dx, 
y 

y como los valores de ~ sobre y son idénticos con aquellos de 

X en los puntos correspondientes de z;, esta integral es igual 

a: 

jxdx 
z; 

haciendo válida la ecuación (4.1). Como las condiciones so-

bre S permanecen invariantes cuando intercambiamos los ejes, 

podemos llegar de manera semejante a dos identidades similares 

que resultan de intercambiar en (4.1) las letras x, y, z en 
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forma cíclica, la suma de las tres identidades da la ecuaci6n 

(1.2) quedando así probado el teor>ema de Stokes, para la orienta 

ción especial de los ejes. Pero también en este·caso se pue

de probar que la expresión (1.2) no depende del sistema de 

ejes involucrado, habiéndose así establecido el teorema de 

Stokes para cualquier orientación de los ejes. 

El teorema establecido puede también ser extendido. Lla 

maremos un eZemento normaZ de super>j'ieie* a aquella superficie que 

satisfaga las condiciones impuestas arriba. Entonces si una 

superficie puede ser dividida, por medio de un sistema de cur 

vas, en un número finito de elementos normales de superficie 

y si se asigna un sentido a las normales y a las curvas aco

tando los elementos de acuerdo a la regla de la mano derecha, 

estas asignaciones para dos elementos adyacentes debe ser tal 

que fronteras comúnes son recorridas en sentidos opuestos. 

La suma de las identidades (1.2) de cada uno de los elementos 

por separado dará la identidad (1.2) para toda la superficie. 

No es necesario que la normal a S cambie continuamente sobre 

toda la superficie s, puede tener discontinuidades en los la

dos comúnes a dos elementos normales de superficie pues en la 

integral de superficie los conjuntos de puntos de la frontera 

no tienen peso, mientras que en las integrales de línea la noE_ 

mal no interviene. Pero para este tipo de regiones se debe 

asegurar que la superficie sea orientable. 

*'normal surface elements• en Kellog~ ] • 
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CAPITULO IV 

EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA PARA REGIONES 

REGULARES DEL ESPACI~ 

Una regi6n regul.ar deZ espacio es una región cerrada y acotada 

cuya frontera es una superficie regular cerrada.· El propós~ 

to de este capítulo es probar que la afirmación del teorema 

de la divergencia se cumple para este tipo de regiones. 

Dentro de las regiones regulares hay regiones suficiente

mente complicadas para las cuales no es natural que el teor~ 

ma de la divergencia resulte verdadero; por ejemplo, consid~ 

remos una región que tenga una cara igual· a la superficie da 

da por la función 

si (x# O) (y# O) 
f (x,y) 

~/ 

si (x=O) (y=O) 

con (x,y) • R donde R { (x,y) i lxl + IYI :;; l}, cuyo corte en 

cualquier plano x = k ó y= k con k ~ O tiene la forma de 

la gráfica siguiente: 

tlg43 

J 
¡ 
¡ 
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No parece, al menos a simple vista, que podamos expresar 

dicha regi6n como la suma de un número finito de regiones 

normales para poder utilizar la prueba del capítulo anterior. 

Pero sí podremos aproximar esas regiones por regiones norma

les tanto corno se quiera, y eso es lo que haremos en la última 

secci6n de este capítulo. Para ello requeriremos de varios 

resultados geométricos que, aunque muchos de ellos evidentes, 

,es necesario probar. Iniciarnos con algunas definiciones y r~ 

sultados de conjuntos de puntos, continuarnos con teoremas so

bre curvas y superficies para terminar con el teorema de ex

tensi6n. 

En el tratamiento del capítulo no se renuncia a echar mano 

de la intuición geométrica y, no obstante, alcanzar cierto 

grado de rigor. 
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2. CONJUNTOS DE PUNTOS. 

En este parágrafo daremos las definiciones que utilizare

en los siguientes, relativos a conjuntos de puntos; aunque las 

definiciones son generales, nuestro trabajo esta enfocado a 

conjuntos de puntos en :rn. 3 : 

Los elementos deJR 3 los denotamos por X= (x,y,z). Si 

X (x1 1 y 1 ,z1) y Y= (x2,y2,z2) están en:IR. 3 el producto punto 

X Y está definido por x ·y = x 1x2 + y 1 y, + z 1z2. La longitud 

del. vector X es la raíz cuadrada positiva de X• X y la denota

mos por \\X\j La distancia entre dos vectores X y Y es jjX-YI\ . 

El ángulo entre dos vectores distintos de cero está dado por la 

f6rrnula 

ces 0' X·Y 
\\x\\ \\Yj\ 

donde 0' es el ángulo entre los vectores y O ~ 0' ~ n. 

ra con centro X y radio r está dada por 

{y : \jx - Y-11 = r} 

o equivalentemente 

La esf!!._ 

{ (x,y,z) \l(x-x 1 )2 + (y-yi)2 + (z- zi)2 r} 

donde X (x 1 , y 1 , z i) • 

La bol.a con centro X y radio r está dada por 

{y \\x-y\\ < r}} 

o equivalentemente 

{(x,y,z)j {(x-xi)2+ (y-y 1 )2+ (z-zi)2 < r}. 
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Si los puntos de un conjunto E e JR 3 están a su vez conte 

nidos en un plano, diremos que E es un conjunto plano; si E es

tá contenido en una recta, diremos que E es un conjunto lineal. 

Un conjunto plano se puede considerar como un subconjunto de 

un plano; por otro lado, un conjunto lineal se puede conside

rar como un subconjunto de un plano o como subconjunto de una 

recta, a parte, naturalmente, de poderlos considerar como s~ 

conjuntos de JR 3
• Dado un. conjunto plano hay una orientaci6n 

de los ejes para la cual la tercera coordenada de la expre-

si6n del conjunto relativa a esos ejes es cero. Para conjun-

tos lineales se puede encontrar una orientaci6n de los ejes 

en que la expresi6n del conjunto relativo a esos ejes tenga 

segunda y tercera coordenada igual a cero. 

Un conjunto finito es el que tiene un número finito de ele

mentos, en otro caso es· infinito; un conjunto es acotado si to

dos sus puntos están dentro de alguna esfera. 

Un punto P es un punto limite del conjunto E si hay puntos 

de E, distintos de P, en toda esfera con centro en P. Un 

punto límite puede o no pertenecer al conjunto. Un conjunto 

finito no tiene puntos límite. Un importante teorema _refe

rente a puntos límites es el teorema de Bolzano-Weierstrass que 

afirma que todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto lúni 

te. su prueba se basa en el ~xioma de continuidad de los n~ 

meros reales. Sea A un conjunto de números reales. Si hay 

un número real x tal que si a está en A implica que a es me

nor o igual a x, entonces x es llamada una cota superior de A 

y decimos que A está acotada superiormente. Supongamos que 

hay un número real S satisfaciendo las siguientes propieda

des: (i) S es una cota superior de A, y (ij_) si y es cual

quier cota superior de A entonces S es menor o igual que y. 
Entonces a S se le llama la mí:nima cota superior del conjunto 

A. Tambieñ se le llama el supremo del conjunto A. 
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Axioma de Continuidad: Si S es un aonjunto de números real.es no 

vaaí:o y aaotado superiormente, entonces A tiene un supremo. 

Teorema (Bolzano-Weierstrass) . Si A es un aonjunto de números 

real.es, infinito y aaotado, entonaes hay al. menos un número real. taZ que 

es un punto Zúnite de A. 

Para probarlo consideremos un intervalo [a,b] contenien-

do al conjunto A. Dividirnos [a,b] en dos subintervalos igu~ 

les. Al menos uno de esos subintervalos contiene un subcon-

junto infinito de A. Sea [a,b] tal subintervalo. Ahora di-

vidirnos [a 1 ,b 1 ] y aplicando el mismo criterio obtenernos un 

subintervalo [a 2 ,b 2 ] conteniendo un subconjunto infinito de 

A y así continuarnos este proceso obteniendo una colección n~ 

rnerable de intervalos; el n-ésimo intervalo siendo fan,bnJ 

de l.ongitud 
(b - a) 

De donde el supremo de {an} coincide con el. ínfimo de {bn}. 

·Supongamos que no son igual.es; es decir, sea x = sup{ an}, 

y= inf{bn} y x#y, corno ªn < bn entonces x<y y 

y - x = o > O pero esto implica que para ningún n se curnpl.e 

que 

(b - a) 
2n 

< o , 

lo cual. es una contradicción, de donde x = y. El. punto x 

será un punto J.írnite de A porque s·i r es cualquier número 

positivo, hay alguna n tal que [an,bn] está contenido en el 

interval.o 
r r 

[X - 2' X+ 2J, 

pues se puede el.egir n suficientemente grande para que 



108 

El intervalo 

[x - r + ~ ] 2 , X 

contiene un número infinito de puntos de A y por tanto 

cual concluimos contiene un punto de A distinto de x, de lo 

que X es un punto límite de A. 

El conjunto de puntos que consiste de todos los puntos 

límites de un conjunto E se llama el derivado de E y se denota 

por E'. 

cío. 

El derivado de un conjunto finito es el conjunto va 

un punto P en E e JR 3 es un punto interior de E si hay una 

esfera alrededor de P totalmente contenida en E. Un punto P 

de un conjunto plano E es un punto int;erior de E con respecto al. 

pl-ano si hay un círculo en, el plano con centro en P totalrnen-

te contenido en E. Un punto P de un conjunto lineal E es un 

punto int;erior de E con respect;o a 7-a recta, si es el punto medio 

de un segmento de recta totalmente contenido en E. La front~ 

ra de un conjunto E es el conjunto de puntos límites de E 

que no son interiores a E. Corno esta definición involucra 

la noción de puntos interiores, la definición de frontera p~ 

ra conjuntos planos y lineales es relativa, teniéndose la 

frontera de un conjunto plano E con respecto al espacio y la 

frontera de E con respecto al plano, etc. 

Un conjunto cerrado de puntos es el 

sus puntos límite. Un conjunto abierto 

sus puntos son interiores. El espacio 

vacío son abiertos y cerrados a la vez. 

que contiene todos 

es aquel que todos 

total y el conjunto 

Un dominio es un conjunto abierto, tal que cua_lquier par 

de sus puntos puede ser unido mediante una pol_igonal, de un 

número finito de lados, totalmente contenida en el conjunto. 
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Una regi6n es un dominio o un dominio junto con algunos o 

todos los puntos de su frontera. Una vecindad de un punto es un 

dominio conteniendo al punto. 
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3. EL TEOREMA DE HEINE - BOREL. 

La idea de uniformidad es fundamental en análisis. En 

general, una funci6n posee una cierta propiedad uniformement;e 

con respecto a ura variable cuando las desigualdades que la 

definen son independientes de esa variable. Por ejemplo la 

serie 

u 1 (x) + u2 (x) + U3 (x) + •.• 

def~ne por medio de los primeros términos una funci6n sn(x). 

Decirnos simplemente que la serie converge en el intervalo 

a :> x & b a .e. (x) si para cualquier x en el intervalo y cual

quier e: > O existe una N tal que para ese valor de x y n > N 

se tiene 

Jsn(X) .e. (x) 1 < e:. 

Pero si decirnos que la serie converge uniformemen-te en el 

intervalo a .t(x) tenernos que probar que dado cualquier e: > O 

existe un N independien-te de x tal que 

J sn (x) - .e. (x) 1 < e: 

para toda x en el intervalo y toda n > N. 

Una función f(P) definida en una región Res continua en 

la regi6n si dado e:> O y cualquier punto P en R existe una 

cS > O (que depende tanto de e: corno de P) tal que 

J f (Q) - f (P) J < e: 

siempre que Q esté en R y la distancia PQ sea menor que cS. 

Decirnos que f es uniforrnerne~te continua en R si a cual

quier e: > O le corresponde una cS > O independient;e de P tal que 

si P y Q son cualquier par de puntos en R y la distancia PQ 
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es menor que o entonces 

1 f (P) - f (Q) < E:. 

Las pruebas que establecen muchos teoremas de uniformidad 

tienen una parte común que se puede formular como un teorema 

sobre conjuntos de puntos: 

El Teorema de Heine-Borel: Sea E cualquier conjunto de puntos 

cerrado y acotado, y S un conjunto de dominios, tal que cada punto p de 

E está en u1w de los dominios Tp deZ conjunto s. Entonces hay un subcon

junto S' que consiste de un número finito de dominios Tp taZ que cual

quier punto de E está en uno de los dominios de S'. 

Para probarlo, mostraremos que hay un número a > O, tal 

que cada punto x de E está a una distancia mayor que a de 

quiera de los puntos frontera de alguno de los dominios Tp 

que contienen a x. Supongamos que éste no es el caso. En

tonces para cualquier entero positivo n, hay un punto Pn en 

E tal que todos los dominios del conjunto S que contienen a 

Pn tienen sus puntos frontera a una distancia menor o igual 

* q ue _!_ de Pn n . Se puede elegir una sucesión infinita de ta-

les puntos y corno E está acotada entonces,por el teorema de 

Bolzano-Weierstrass, hay un punto límite de la sucesión, di-

gamos P 0 • Como E es cerrado, entonces Po está en E. 

tanto Po está en algún conjunto de S, digamos e'n To. 

Por lo 

Pero 

esto es una contradicción. Pues si o fuera el radio de una 

esfera con centro en Po totalmente contenida en To, habría 

puntos de la sucesión P 1 , P 2 , ••• a una distancia menor que-, 

o 
3 de Po con índice n tal que 1 

n 
Para uno de tales 

puntos no hay dirninios con puntos frontera a una distancia rna 

1 yor que n, pero tal punto a su vez está en To y tiene con 

* lPor qué? 

--:~ --
1 e ....,,r..~'\~-~ 
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los puntos de la frontera de T 0 una distancia mayor que 1 
n 

Lo cual es una contradicción. 

te. 

Por lo tanto el número a exis 

Supongamos ahora que A es un conjunto de un número f ini

to de puntos de E con la propiedad de que cada punto de E 

está a una distancia menor que a de algún punto de A. Enton 

ces para cada punto p de A hay un dominio del conjunto s cu

yos puntos frontera están todos a una distancia mayor que a 

de p. Para cada punto de A elegimos un dominio de esos, te

niendo así un subconjunto S' de S de un número finito de do

minios. S' es tal que cada punto de E está en algún dominio 

de s• y por tanto tiene las características pedidas por el 

teorema. 

La elección del conjunto A se hace dividiendo la región 

E en cubos mediante sistemas de planos paralelos, de tal ma

nera que la diagonal de cada cubo tenga una longitud menor 

que a. Corno el conjunto E está acotado habrá sólo un número 

finito de cubos que contienen puntos de E, de cada uno de 

esos cubos se elige un punto que esté en E. 

constituyen el conjunto A. 

Esos puntos 
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4 . TEORE~'.i.AS ACERCA DE CURVAS 

En este parágrafo precisaremos algunos hechos mencionados 

en el capítulo I, parágrafo 2, acerca de curvas. Enunciare

mos y probaremos algunos teoremas que serán de utilidad para 

los fines de este capítulo. 

Recordemos que un arco regular es un conjunto de puntos ¡; 

de la forma (x,y, z) tal que, para alguna crientaci6n de Zos ejes, 

admite una representación: 

y= f(x), z = g (x), X E (a,b) = l (1) 

donde f(x) 

bles en I. 

y g(x) son continuas y continuamente diferencia

Una representación corno (1) le llamaremos represe~ 

taci6n estándar del arco. 

PROPOSICION I: Un arco regular admite una '1•epresentaci6n paraJT1é

trica' en términos de Za longitud de arco, es decir, una representaci6n 

en Za ;[oi>ma: 

x = x(s), y=y(s), z=z(s) 

donde .t es Za longitud de Za curva y x(s), y(s) y z(s) son continuas 

y continuaJT1ente diferenciables en el intervalo [O,.t]. 

ble 

f (x) 

NOTA: La definición de función continuamente diferencia-

(ver capítulo 2, pág. ) es equivalente a lo siguiente: 

tiene una derivada en todo punto interior de I, y deri-

vadas laterales en los puntos extremos. Entonces la deriva-

da se puede definir en todo el intervalo cerrado, siendo ahí 

continua. 

PRUEBA: Consideremos la representación (1), entonces la 

longitud del arco que va del punto [a, f(a), g(a)] a un pun-
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PRUEBA: Sea x=x(s), y=y(s), z=z(s) las coordenadas de 

la curva con la orientación de los ejes en que ninguna tange~ 

te a la curva es perpendicular al eje X. Consideremos los 

vectores i = (x' (s), y' (s), z' (s)} y .f1 (1,0,0) el coseno 

del ángulo formado por ellos es 

cos ci, ~1 > = X 1 (s) 

11i11 

entonces la condición de no perpendicularidad implica que pa

ra toda s x' (s) ~O, pues si en algün punto fuera cero, ento~ 

ces se tendría que cos(~, t 1 ) =O y esto sólo se verifica 

si el ángulo entre~ y ~1 es 90°, contrario a la hipótesis. 

Corno x' (s) es continua entonces, ó x' (s) >O, ó bien, x'.(s) <O 

para toda s, y entonces x(s) es estrictamente monótona; luego 

x(s) tiene una inversa s = s(x) definida en el intervalo 

[a,b) donde a= X (a), b =X (.e.) 

continuamente diferenciable. 

de la siguiente manera: 

Claramente s(x) es continua y 

Definirnos las funciones f y g 

f(xl = y(s(x)), g(x) = z(s(x)) con x E [a,b] 

los puntos (x,y,z) definidos por y=f(x), z=g(x), XE [a,b] 

describen los puntos de la curva y· en virtud de las propieda

des de las funciones compuestas, esas ecuaciones son la re

presentación estándar de un arco regular. 

El siguiente teorema nos proporciona una propiedad irnpo~ 

tente que utilizaremos más adelante. Dicha propiedad nos di 

ce que en cualquier punte de un arco regular, un pedazo del 

arco, suficientemente pequeño, alrededor de ese punto es 'muy 

parecido' a una recta en el sentido de que no se dobla dema

siado y que no se aleja mucho de una recta. Esa propiedad 

nos permitirá dividir un arco regular de tal manera que cada 

subarco no 'gire' demasiado y entonces puedan ser encerrados, 
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por ejemplo, en círculos con diámetro la cuerda que une los 

puntos extremos del subarco 

(a) ( b) (e) 

flg 44 

En (a) la curva no gira demasiado y puede ser encerrada en 

un círculo con diámetro el segmento que une los extremos; en 

.(b) no es posible eso, no obstante se puede dividir en sub

arcos más pequeños y cada subarco si puede ser encerrado en 

círculos, (c) • 

TEOREMA I. Dado un <Zl"CO regula:t' C y un número a> O~ existe un nú

me1•0 cS > O tal que no hay dos tangentes a C en los puntos de cualquier 

porci6n de longitud menor que o~ que hagan una con otra un ángulo mayor 

que a. 

PRUEBA: Sea e dada en ecuaciones paramétricas con pará

metros la longitud de arco: 

x=x(s), y=y(s), z = z (s) SE [0,.f.J 

Por la proposición I las coordenadas (x'.(s), y'(s), z'(s)) 

del vector tangente son continuas en el intervalo cerrado 

[O,.t] y, entonces, uniforomemente continuas. Por lo tanto hay un 

número cS > O tal que si s y t son cualesquiera puntos para 

los cuales J s - t / < cS, entonces 
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[x'(s)-x'(t)] 2 + [y'(s)-y'(t)] 2 + [z'(s)-z'(t)] 2 < 4sen2 ~ 

desarrollando los paréntesis y considerando que 11i11 = l don 

de t= (x' (s), y' (s), z' es;) para cualquier s, tenemos que: 

2-2x'(s)x'(t) - 2y'(s)y'(t) -2z'(s)z'(t) < 4sen 2 T 
de donde 

x'(s)x'(t) +y'(s)y'(t) + z'(s)z'(t) > l-2sen 2 ~ cos et (3) 

es decir que 

cos(s,t) > cosa 

donde cos(s,t) representa el coseno del ángulo formado por la 

tangente en t y la tangente en s. Como O < et < 11 /2 y en este 

intervalo el coseno es decreciente, la anterior desigualdad 

nos dice que el ángulo formado por las tangentes es menor 

que a. 

Para curvas planas, del teorema anterior se infiere que 

cualquier tangente en un punto de un pedazo, hace un ángulo 

menor que et con la secante que une los puntos extremos del p~ 

dazo, puesto que por el teorema del valor medio hay una tan

gente en el pedazo de arco que es paralela a la secante. Pe

ro para arcos que no son planos no es claro que eso suceda, 

pues no necesariamente hay un punto en el pedazo tal que su 

tangente sea paralela a la secante que une puntos extremos. 

En el dibujo se muestra una hélice en donde claramente eso 

no sucede. 
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El hecho subsiste, sin embargo, para curvas lR. 3 como lo mues

tra el siguiente 

TEOREMA II. Dado· un arco regular> C y un nÚ;71ero a> O, hay un núme 

r>o o > O tal que Za tangent;e a C en cualquier punt;o de una porci6n de lo'!!:_ 

gitud menor que o hace con Za ouer>da que une los punt;os extr-emos un áng}:i 

lo menor que a. 

PRUEBA: La misma o que fue determinada en la prueba ant~ 

rior nos servirá. De hecho, si integramos ambos lados de la 

desigualdad (3) con respecto a s de s 1 a s 2 , O < s 2 - s 1 < o 
llegarnos a la desigualdad: 

Cx2 -x1)x' (t) + (Y2 -Y1lY' (t) + (z2- z1)z' (t) > (s2 - si)cos a 

de donde x 1 (si)·, X2 = x(s2), Y1 = y(s1l, •.. ,etc. 

Dividiendo esta desigualdad entre 

e / (x2 - x1l 2 + (y2 - y1) 2 + (z2 - z1) 2 

tenernos que la parte izquierda de la desigualdad así obteni

da es el coseno del ángulo formado por la tangente en t y 

el segmento que une los puntos correspondientes a s1 y s 2 , 

mientras 'que la parte derecha es algo no menor que cos a. En 

tonces si s¡" ;¡¡ t::;; s 2 , el ángulo entre la cuerda y la tangen

te en t es menor que a. 

TEOREMA III. La proyecci6n de un arco r>eguZar sobr-e un plano, 

en eZ que ninguna "tangente a Za curva es perpendicular, consiste de un 

númer-o j'init;o de arcos regular-es. 
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PRUEBA: Sea C el arco regular dado en ecuaciones param~ 

tricas dependiendo de la longitud de arco: x = x (s), y= y (s), 

z = z (s), O:;¡ s:;; .f.; y el plano de proyección el plano XY. Es

to es posibl~ pues las propiedades de x(s), y(s), z(s), (co~ 

tinuidad, diferenciabilidad, etc) permanecen bajo transforma 

ciones rígidas de los ejes. 

-corno el arco nunca es perpendicular al plano XY se tiene 

que !z'(s) ¡ < 1, y como una función continua definida en un 

intervalo cerrado y acotado alcanza su supremo, es decir, 

tiene máximo, entonces !z' (s) 1 tiene un máximo menor que 1, 
sea µ=máxlz'(sl!, µ<l. Si· a es la longitud de arco de C 1 , 

la proyección en el plano XY de C, entonces 

de donde 

y como 

tenemos que 

s 
cr(s) = J 1 [x'(s)2+ (y'(s)2 ds 

o 

[cr' (s)) 2 [x'(s)] 2 + [y'(s)J 2 

[x'(s)] 2 + [y'(s)) 2 + [z'(s)J' l 

[a' ( s)) 2 1- [z•(s)) 2 <:: 1- µ 2
• 

Entonces, eligiendo adecuadamente el sentido positivo C1, a 

es una función monótona creciente de s para O :i s :i .f. con deri 

vada continua y no nula en todo punto. Entonces existe la 

función inversa de cr(s), digamos s(cr), y si O y A so,.n los va

lores de a correspondiendo a O y .f. de s, s(cr) es continua y 

tiene derivada continua (a saber l/cr' (s)} en el intervalo 

cerrado [0,A). Entonces C1 está dada por las ecuaciones: 

x=x[s(cr)), y=y[s(cr)], z = o 
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las coordenadas siendo funciones continuas y continuamente 

diferenciables de cr en el intervalo cerrado [O,~]. 

Falta mostrar que C 1 puede ser dividida en un número fi

nito de pedazos, cada uno de los cuales gira un ángulo menor 

que 90º, pues correspondiendo a cada pedazo con esa condi

ci6n, habrá una orientación de los ejes tal que ninguna ta~ 

gente al pedazo sea perpendicular al eje X. Satisfaciendo 

eso los pedazos, serán arcos regulares de acuerdo a la pro

posici6n II. Pero las coordenadas de C 1 expresadas como fu~ 

cienes de a satisfacen las ·condiciones usadas en la prueba 

del Teorema II, entonces ese teorema es aplicable a c 1 ·, y ·c 1 

tiene la propiedad requerida para a = ; 
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5. REGIONES REGÜLARES Y SUPERFICIES REGULARES. 

En las pruebas de los teoremas que involucran regiones 

complicadas, se suele proceder dividiendo la regi6n en partes 

más simples; para cada una de esas partes se prueba el teore

ma y después se pasa a la regi6n complicada mediante la suma 

de esas partes simples, este procedimiento resulta, en gene

ral, más sencillo que encontrar una prueba a partir de la re

gión complicada. En este parágrafo dedicaremos atención a la 

forma de dividir regiones en otras más simples. 

Recordemos que una región regu.Z<ll' deZ pZano es una regi6n del 

plano cerrada y acotada cuya frontera es una curva regular 

cerrada. Cada arco regular de la frontera de la región se 

llama Zado de la regi6n y la intersecci6n de dos lados se lla

ma· vértiae. El ánguZo en un vértiae de la región es el ángulo e!! 

tre las tangentes de cada uno de los lados que forman el vér-

tice. Recuérdese que cada_ lado es un arco regular y en los 

extremos las derivadas de sus coordenadas alcanzan un límite, 

además, expresado el arco en su represen-taai6n es"tánd.=-, la deriv~ 

da de la primera coordenada es 1, por tanto, podemos hablar 

de las rectas tangentes en los extremos de cualquier arco. 

sin embargo, todavía queda la ambigüedad de qué ángulo entre 

las rectas tangentes debemos tomar. Por ejemplo, en la figu

ra __ (a),. el ángulo del vértice de la regi6n es el ángulo agu-,. 

do que hacen las tangentes; pero en la figura___ (b); es el ª!! 
gulo obtuso; finalmente, en la figura __ (c) debemos tomar co

mo ángulo en el vértice de la regi6n el complemento (respecto 

a 360º) del ángulo agudo. 
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(b) 
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(b) 

Fig. 

(e) 

(c) 

Para precisarlo demos primero una orientaci6n a la fron

tera de la regi6n dirigida en el sentido contrario al de las 

manecillas del reloj, ahora coloquemos en el vértice P un 

primer vector tangente al arco que sale, cuyo sentido coinc~ 

da con el sentido del arco que saZe del vértice, [ver fig ·--·· 

(a)]; consideremos un segundo vector tangente en el vértice 

con sen-tido opuest;o a un vector tangente al arco que entra en 

el vértice cuyo sentido coincide con el del arco que entra en 

el vértice, [véase fig. (b)]. Al ángulo dirigido en el sen

tido opuesto al de las manecillas del reloj que parte del 

primer vector al segundo, se le define corno el ánguZo en eZ vé!::_ 

+ tioe P de Za regi6n [ fig. _ (c)]. En un lado de la regi6n pode

rnos elegir cualquier punto y considerarlo corno un nuevo vér

tice, en ese caso el ángulo en ese vértice es de 180°. Si 

el ángulo de un vértice de una regi6n es mayor que 180°, de

cirnos que es un vértioe en-tran-te. 

(a) 

(a) 

(b), 

flg 47 

(b) 

Fig. 

(el 

(c) 
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Con estas definiciones podemos formular el siguiente: 

TEOREMA IV. Dada una región regular R y un número o> O, es posible 

dividir R en un número finito de subregiones o aon Zas siguientes propie

dades: 

a) Cada subregión está aaotada por tres araos regulares. 

b) Ninguna subregión tiene un vértice entrante. 

a) La má:r:ima auerda de Zas subi'egiones es menor que o. 

La triangulación se realiza primero cortando regiones 

triangulares en los vértices de R, luego cortando regiones 

triangulares a lo largo de los lados, lo que queda de R excl~ 

yendo esos pedazos es una región acotada por lados rectos, es 

decir un polígono, el cual se triangula fácilmente. 

PRUEBA: Primero añadiremos un número finito de vértices 

a la frontera C de R de tal manera que el arco entre cuales

quiera dos vértices adyacentes gire un ángulo menor que 15º, 

[fi. (a)]. Esto es posible por el Teorema I. Determinamos 

un número n > O que no exceda la distancia mínima entre cuale~· 

quiera dos lados no-adyacentes de c. Con radio r menor que 

el mínimo entre o y n/3 describimos alrededor de cada vér

tice un círculo. Esos círculos no tendrán puntos en común y 

cada uno no será cortado por cualquier lado de C distinto de 

los lados que forman el vértice encerrado por el círculo. 

flg 48 
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Supongamos que el ángulo del vértice de la región en uno 

de esos círculos es no mayor que 60° [fig. (b)]. Entonces 

las tangentes a esos arcos en puntos dentro del círculo ha

rán con la bisectriz del ángulo en el vértice, ángulos que no 

rebasan los 45°. Una perpendicular a la bisectriz en un pu~ 

to interior a la región a una distancia r/2 del vértice, co~ 

tará de Runa región a con las propiedades requeridas. El 

resto de R tendrá un segmento de recta corno parte de su fron 

tera; los vértices en los extremos del segmento tendrán un 

ángulo cuya diferencia con un ángulo recto no es mayor que 
4 5 o. 

Si el valor del ángulo del vértice dentro de un círculo 

es mayor que 60°, entonces trazarnos a partir del vértice dos 

radios [fig. (c)J, cada uno dentro de la región y cada un6 

haciendo un ángulo de 30° en el vértice con alguno de los l~ 

dos que forman éste último. Entonces, cortamos dos porcio

nes a mediante dos rectas perpendiculares a los radios a una 

distancia r/2 del vértice, cada porción está acotada por un 

arco y dos segmentos de recta. El reslo de R en una vecin

dad del vértice tiene una frontera poligonal. 

Después de realizar los cortes en todos los vértices de 

R, la frontera e• de la región R' de R que resulta, tiene la 

propiedad de que sus arcos no giran un ángulo mayor que 15º 

y cada arco curvilíneo está unido en ambos extremos con se~ 

mentas de recta; los ángulos de los vértices formados por 

los extremos de los arcos curvilíneos y los segmentos de re~ 

ta no son entrantes y difieren de un ángulo recto en no más 

que 45°. Ningún par de arcos curvilíneo de e• tienen puntos 

comunes. Ningún arco curvilíneo tiene puntos en común exce2 

to en los extremos; con los segmentos rectos de la frontera 

de e• puesto que tales segmentos son interiores a los cícu

los y dentro de estos no es posible eso. Entonces, existe 

un número n' >O tal gue cualquier arco curvilíneo de e• tie-
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ne una distancia mayor que n' de cualquier lado no adyacente 

de e•, ya sea recto o curvilíneo. 

Volvemos a agregar un número finito de vértices, ahora en 

los segmentos de e• tal que esos lados de e• sean divididos 

en partes cuyas cuerdas no excedan el más pequeño de los núme 

ros o o n'/3. Con las cuerdas de los subarcos como diagona

les construimos rombos cuyos lados hagan con las cuerdas áng~ 

los de 30° [fig. ] . Como los arcos no se desvían de la di-

rección de sus cuerdas por más de 15°, 

nen puntos de los lados rectos de C'. 

a una distancia menor que n'/3 de su 

los rombos no contie-

Como cada rombo está 

arco, ningún rombo ti~ 

ne puntos en común con cualquier otro rombo que esté en otro 

lado diferente del lado primero. Finalmente, los rombos pe~ 

tenecientes a un solo lado de e• no tienen puntos interiores 

comunes, puesto que los arcos cuyos extremos son los extre

mos de las diagonales de los rombos giran un ángulo menor 

que 15°. 

fig49 

Las regiones comunes a R' y los rombos son regiones Legu

lares a. Después de quitarlas, el resto de R' está acotado 

por un número finito de segmentos de rectas. Si prolongamos 

estos segmentos a través de R' cortarán la región poligonal 

en un número finito de polígonos convexos; cada uno de éstos 

puede ser triangulado uniendo sus vértices a un punto inte

rior común mediante segmentos de recta. Si los triángulos 
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resultantes tienen su máxima cuerda mayor que o, entonces 

pueden ser divididos en cuatro partes, uniendo los puntos me 

dios de sus lados y repetimos este procedimiento todo lo ne

cesario hasta que la cuerda máxima sea menor que ó, comple

tándose así la triangulación de R. 

Las regiones triangulares a tienen propiedades adiciona

les, una de las cuales nos será útil y está enunciada en el 

siguiente 

TEOREMA V. Si A y B son aualesquiera dos puntos de una región ar

bitraria a,entonaes A y B pueden ser unidos por una aurva regular y au

yos puntos, exaepto, quizá, los extremos, son puntos interiores de a y 

auya longitud no es mayor que 2a, donde a es la longitud de la auerda AB. 

Las regiones a son de tres tipos, la construcción de·y 

variando de acuerdo al tipo. Primero las regiones que fue-

ron cortadas de los vértices de R, [fig. (a) l. Esas regio-

nes se puedan caracterizar si se toman los ejes de tal mane

ra que el origen coincida con el vértice,y el eje x,"con la 

bisectriz del ángulo en el vértice como sigue: 

(a) a { (x,y) 1 O:> x :> a, f(x) :>y:;; ip(x), con f(O) ip(a) =O 

f (x) < ip(x) para O<x:sa} 

Y donde f (x) y .p(x) son continuamente diferenciables en 

el intervalo cerrado [O, a] • Además, las curvas y= f (x) y 

y·= .p(x) giran un ángulo menor de 15°. 

En segundo lugar tenemos las partes de los rombos que fu~ 

ron cort~dos a lo largo de los lados [fig. (b)]. Eli

giendo la cuerda del lado curvilíneo como eje X, podemos 

caracterizar a como sigue: 
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S X:;: 2' 
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f(x) ::¡¡y::¡¡-1 - x} u 
13 

{~;:¡¡x::¡¡a, f (x) ::¡¡y:;; - 1-(a,x)} 
3 

donde 

f (0) f(a) =O, f(x) 1 <--x, 
13 

f (x) < -
1 -Ca,x) 

,13 
para 

O < x <a, y donde f (x) es continuamente diferenciable 

en el intervalo cerrado [0,a). 

gira un ángulo menor que 15°. 

(a) 
flg ~ 

Finalmente el tercer tipo es: 

Además, la curva y= f (x) 

(b) 

(e) o está acotada por 3 líneas rectas. 

PRUEBA: Primero reducimos el problema de construir y al 

caso en que A y B son interiores a o. supongamos que A está 

en la frontera de o; excepto por el caso en que los lados 

son tangentes, siempre podemos trazar desde A un segmento de 

recta dentro de o y tomar un punto A' en ese segmento a una 

distancia de O.le del punto A. 

Si A es un v•rtice donde los lados son tangentes, o debe 

ser del tipo (a), y A debe ser el origen en la representación 

dada. Podemos entonces trazar dentro de o la curva regular 
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y ~ (f (X) + op(X)) 

y tomar un punto A' sobre esa curva a una distancia menor que 

O.le de A. Si B está también en la frontera, elegimos de la 

misma manera un punto B' interior a cr. 

no puede ser mayor que l.2c. 

La cuerda e• = A'B' 

El teorema será probado si demostramos que es posible co

nectar A' y B' por una curva y' cuya longitud sea menor que 

l.Bc, y éste será el caso si su longitud es menor que l.Sc'. 

Entonces, ·quitaremos las primas a A', B' y demostraremos que 

cualquier para de puntos interiores A y B de cr pueden ser co 

nectados por una curva regular y enteramente interior a a y 

cuya longitud sea menor o igual que l.Sc, c siendo la longi

tud de AB. 

si a es del tipo (c), hacemos y igual a la cuerda AB. Si 

a es del tipo (b) la cuerda AB no puede tener puntos en común 

con los lados que constituyen la parte recta de la frontera 

de a y entonces servirá como y, excepto en el caso que inter

secte al lado curvilíneo de cr, es decir a la curva y= f (x) . 

Esto no puede ocurrir si A y B es vertical, así que AB tiene 

una representación y= ax+ b, x 1 :;¡ x :> x 2 si ella intersecta 

al lado dado por y= f(x). Ahora bien, la función 

ax+ b - f (x) es positiva en los extremos x 1 y x 2 • Sea n > O 

menor que el mínimo de los valores de esta función en x 1 y 

x 2 y menor también que el mínimo de las diferencias: 

- 1- x- f(x) 
13 

y (a - x) - f (x) para 

Entonces la curva y= f (x) + n es interior a a para 

XJ. :$ X :;¡ X2 
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a2 .. ~---ª ___ =7_ 

y los valores en x 1 y x 2 de f(x) + n están por abajo de las 

abscisas de A y B, pero en algunos puntos intermedios entre 

x 1 y x 2 los puntos de la función están por arriba del seg-

mento AB. Sean A' y B' las intersecciones de f (x) + n y 

con el segmento AB correspondiendo al mínimo y máximo de las 

x respectivamente. Tomarnos corno y la unión del segmento AA', 

el arco dado por y= f (x) + n entre A' y B' y el. segmento B 'B. 

Entonces y es una curva regul.ar y todos sus puntos son inte

riores a o y su dirección no se desvía de la del eje X en 

más de 15 º, pues la recta AB es secante a 1.a curva y= f (x} y 

así es paralela a una tangente, 1.o mismo es cierto para el. 

eje X. Entonces, la 1.ongitud de y no excede a 

c sec 15º < l.5c 

que es lo que se requería. 

Si o es del tipo (a), la misma cuerda AB servirá,excepto. 

si in ter secta uno o ambos arcos y= f (x) , y= op (x) . Si, por 

ejemplo, 1.a cuerda AB intersecta a f (x) =y, ~n:tonces una por

ción de 1.a cuerda AB puede ser 3ustituída por una curva 

y= f (x) + n, entre 1.os puntos A' y B •·de AB. Si 1.as cuerdas 

AA' o B'B, o ambas son intersectadas por la curva y= op(x), 

porciones de tales cuerdas pueden ser sutituídas por una cu~ 

va y= 'P (x) - n. Tendremos entonces una curva regular y ent.!':. 

ramente dentro de o conectando A y B, y cuya dirección no se 
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desvía del eje de las X en más de 45º, y su longitud, por lo 

tanto, no excede ff e < 1. Se, con lo cual queda probado el 

teorema. 

Un elemento de superficie regular es un conjunto de puntos que, 

para alguna orientación de los ejes, admite una representa

ción 

z = f (x,y) (x,y) en R 

donde Res una región regular del plano XY y donde f(x,y) es 

continuamente diferenciable en R. 

Llamamos a la anterior representación una representaci6n es

tándar. La frontera de un elemento de superficie regular es el 

conjunto de todos sus puntos (x,y,z), tales que (x,y) estañ 

sobre la frontera de R. 

TEOREMA VI. La frontera de un elemento de superficie regu1-ar E 

es una curva regulai° C. 

PRUEBA: Consideremos uno de los arcos regulares de la 

frontera de R. Corno f(x,y) sigue siendo continuamente dife-

renciable si rotamos el plano XY, podemos suponer que un ar

co y de la frontera de R está dado por su representación es

tándar 

donde 

[a,b]. 

y = .cp(x) a :¡ x :¡ b 

cp(x) tiene una derivada continua en el intervalo 

La porción correspondiente de e esta dada por: 

y= cp(x), z=f(x, cp(X)} a :.i X S b, 

y f (x, ip(x)) es claramente continua. Debemos probar que z 

tiene derivada continua con respecto a x en el intervalo 

[a,b]. 
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Sea Cxo, Yol un punto de y distinto de sus extremos y 

supongamos que los ejes han sido elegidos de tal manera que 

la región R está por arriba de y en una vecindad de (x 0 , y 0 ) • 

y 
• 

y= y(x) +Cx-itol
2 

---, -,-- ' y=y(x) 

1 1 : : 
1 ' 1 

a •o .. b 

Entonces, como la frontera de R no tiene autointersecciones 

la curva y' definida por y= op (x) + (x - x 0 ) 
2 , está dentro de 

R para x suficientemente cercanas a x 0 , excepto para x = x 0 • 

Sea (x 1 , y 1) un segundo punto de y cercano a (x 0 , y 0 ) y sea 

(x 1 , y 2 ) el punto de y' con la misma abscisa. Sea 

Zo y z2 = f(x 1 , y2l, entonces 

donde hemos usado el teorema del valor medio para integrales 

y los valores Y1 = op(x1) y Y2 = op(xi) + (x1 - xo l2. (La nota 

ción fy, fx denota las parciales de f con respecto a y y a 

x, respectivamente) También integrando a lo largo de y' ob 

tenemos: 

z2-zo = f(x1,y,l-f(xo,yol=f(x1,op(x 1 )+ (x1 -x0 J2)-f(x0 , op(xoJl 

("'1 df 1Xl {ªf af } JXO dxdx= Xo ax+ ay (op'(X)+2(x-xo)) dx= 

= fx(x",y") Cx1 - Xo) + fy(x",y") [op' (x") + 2(x" -xo)) (x1 -xo) 
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Sumando la parte izquierda de las últimas dos igualdades y 

dividiendo entre (x 1 - x 0 ), determinamos que 

Z1 - Zo Xi=Xo = fx (x" ,y")+ fy (x" ,y") [\O' (x") + 2 (x" - x 0 )] - fy(x 1 ,y') (x1 - x 0 ) 

Al tomar el límite cuando x 1 tiende a x 0 , el punto medio 

(x", y") tiende a (xo, y 0 ), y corno f(x,y) es continuamente di 

ferenciable en R, sus derivadas parciales se aproximan a un 

límite, dicho límite puede ser considerado la definici6n de 

la derivada sobre la frontera de R. El resultado es 

dz ~ + l!_ <P' (x) 
ax ax ay 

Así, en los puntos de y distintos de los extremos, z tiene 

una derivada con respecto a x que está dada por las reglas or 

dinarias de las funciones compuestas. De la forma del resul

tado, es claro que esa derivada coincide en el interior de 

[a,b] con una función que es continua en el intervalo cerra

do. Entonces, z tiene una derivada continua con respecto a 

x en el intervalo cerrado y la parte de C correspondiente a y 

es un arco regular. Como e está hecha de un número finito de 

arcos regulares, adecuadamente ordenados, con s6lo puntos ex

tremos en común, e es una curva regular, como se quería probar. 

Hemos visto que un arco regular admite una representación 

estándar con cualquier orientación de los ejes, siempre que 

en ningún punto la curva sea perpendicular al eje X. 

Una situaci6n semejante no es posible para elementos de 

superficie regular. 

helicoidal: 

Consideremos, por ejemplo, la superficie 

z = tan- 1 L 
X ' 

- 1T < z ::;¡ 7T , (x,y) en R 
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donde R está dado en coordenadas polares por 

(e<> O) 

!!colon R 

fl9 53 

Si " es muy pequeña, es posible inclinar los ejes ligera

mente de tal manera que los nuevos ejes cortan el elemento de 
superficie dos veces, así que una representaci6n estándar no 

es posible con la nueva orientaci6n de los ejes. 

Es verdad, sin embargo, que cualquier elemento de super

ficie regular puede ser dividido en un número finito de ele

mentos de superficie regular, tal que cada uno admite una re-
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presentaci6n estándar, con bastante margen de elección en la 

orientación de los ejes. Estudiaremos esta cuestión, pero an 

tes probaremos la desigualdad de Schwarz que utilizaremos 

más adelante. 

Desigualdad de Sahwarz. Sea f(x) y .P(x) dos funaiones reales, aon

tinuas por pedazos en {a,b}. Entonaes: 

l b f b b 
{ f(x) ip(x)dx] 2 

:;; f 2 (x)dx f 
a a a 

.¡?- (x)d.x. 

PRUEBA: Introduzcamos dos parámetros reales, A y µ, y o~ 

servemos que la siguiente integral es siempre no negativa. 

jb[Af(x) + µip(x)] 2 dx. 
a 

Entonces, la función cuadrática 

es irreducible sobre las reales, o sea que no puede descom

ponerse en factores reales distintos, pues en otro caso.A y 

µ podrían ser elegidos de tal manera qu~ esos factores ten

gan signos opuestos, lo cual llevaría a que esa forma cua

drática sería negativa, llegando a una contradicción. Dicho 

de otra manera, la ecuación 

b fb b c~»i f 2 ex> dx + 2 e~> f ex> ip(x) dx + I ip
2 (x) dx = º 

µ a µ a a . 

no tiene raíces reales distintas, lueg~ el discriminante de

be ser menor o igual a cero, pero eso significa que 
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b fb b 
¡2J f(x)<P(x)dx] 2

- 4 f 2 ,-)dxJ <P 2 (x)dxs 
a a a 

o , 

de donde obtenernos la desigualdad deseada. 

TEOREMA VII. CuaZquie:r> elemento de supe:r>fiaie :r>eguZa:r> E puede 

se:r> dividido en un niímePo finito de elementos de supe:r>fiaie PeguZa:r> ~ 

cada uno con Za p:r>opiedad de que si cuaZquie:r> sistema de ejes es tomado, 

en eZ que el eje z no haga un ánguZo de más de ?0° con auaZquie:r> normal 

a !!:._, e admite una Pep:r>esentaci6n estándaP aon este sistema de ejes. 

PRUEBA: Sea z = f (x,y) y (x,y) en R, la representación 

estándar de E; sea o> O tal que si (x 1 ,yi) y (x 2 ,y 2 ) son 

cualesquiera dos puntos de R cuya distancia es menor o igual 

a o, entonces 

(*) 

(Usamos la notación fx
2 

corno afl af¡ -a ( l; fx1 =-ax ( ,; .•• ,etc) 
X X2 1Y2 Xl 1Yl 

Esa elección de o es posible, pues las derivadas parciales 

de f(x,y) son uniformemente continuas en R. Entonces, tria!!_ 

gularnos R de acuerdo a los resultados del Teorema IV, de tal 

manera que la máxima cuerda de las subregiones a de R sea me 

nor que o. Entonces el elemento de superficie e 

z = f(x,y) (x,y) en a 

es regular, siendo a cualquiera de las subregiones de la 

triangulación de R. Demostraremos que e tiene las propieda

des que establece el teorema. 

Primero acotaremos el ángulo que hace cualquier segmento 

de recta AB con el vector normal a e en el punto n. Sea A 

con coordenadas (x 1 , y 1 , z 1 ) y B, (x2, Y2, z2) ¡ denotemos 
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con e la longitud de la cuerda AB. Los cosenos directores 
de la cuerda y de la normal a e en A son: 

y 

X2 - X1 

e 
Y2 - Y1 

e 

l 

ll + f2 + f2 
X1 Y1 

entonces el ángulo agudo entre el vector normal y el segmen

to AB está dado por: 

cos(c,n) = / 
(z 2 - z¡) - (x2 -x1)fx

1 
+ (y2 -yi)fy

1 
c l l + f"- + f2 

x 1 Y¡ 

Los puntos (x 1 , y 1 ) y (x 2 , y 2 ) pueden conectarse, por el 

Teorema V, por una curva regular y interior, excepto,posi

blemente, en los extremos a o, y de longitud no mayor a 2c. 

Sean x=x(s), y=y(s) las ecuaciones paramétricas de y, 

s la longitud de arco, medida desde (x 1 , Yi) a algún punto 

de y. Entonces x(s), y(s) y z=f(x(s), y(s)) son continua 

mente diferenciables en el intervalo cerrado [O, l], l sien

do la longitud de y. Entonces 

z2 - z1 = I!l~: ds = Íotffxx' (s) + fyY' (s)Jds. 

Los términos restantes en el numerador de la expresi6n 

para cos(c,n) pueden también ser expresados como una integral 

sobre y. Como fx 1 y fy
1 

son constantes y 

x2 - x 1 =Itx' (s)ds, 
• o 

entonces 
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y 

_ lill [(fx- fx1 l x' (s) + (fy - fy 1) y' (s)] dsl 
cos (c,n) . 

c 11 + f2 + f2 
xi Y1 

Aplicando la desigualdad de Schwarz a la integral del pr! 

rner término del numerador tenernos que: 

esta desigualdad es consecuencia de la desigualdad (*) ante

rior y del hecho de que lx'(s) / s l. Entonces 

1 
< 4 cos 75° . 

Una desigualdad semejante se cumple para el segundo térrn! 

no y se tiene que: 

cos(c,n) < J;;_ cos 75° s cos 75° 2c 

donde .f. s 2c. ConaZuí:mos que eZ ángulo entre auaZquier auerda de e 

y Za normal a e en un extremo de Za auerda, difiere de un ángulo reato en 

menos de 15°. 

Supongamos ahora que seleccionarnos un sistema de ejes 

(~, n, ~) sujeto a la restricci6n de que el eje ~ no hace un 

ángulo mayor que 70° con cualquier normal a e (figura ) • 

Entonces ninguna cuerda de e puede hacer con el eje ~ un án

gulo menor que 5 ° y, por lo tanto, ninguna paralela aZ eje ~ pue

de interseatar a Za superfiaie e en más de un punto. 
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Esto significa que si T es el conjunto de puntos que son 

la proyecci6n de e en el plano (E., n) y ([., n, i:;) son las 

coordenadas de un punto variable en e; t = ~(E.,n) es una fun 

ción univaluada de E. y n en T. 

tlg 53 

Ahora, nuestro objetivo es probar que la ecuaci6n 

¡; = ~(E., n) con (E., n) en T 

es una representaci6n estándar de e. 

La correspondencia entre los puntos P = (x,y) de cr y los 

puntos P'= (E.,n) de T, que son las proyecciones del mismo 

punto P de e, es inyec-tiva, ya que cada paralela _al eje z in-. 

tersecta a e en un sólo punto, al igual que cada paralela 

al eje t• Dicha correspondencia también es continua. De 

las ecuaciones de transformaci6n de coordenadas: 

(**) 

i:; c+.lax+rnay+naf(x,y) 

vernos que E. y n son funciones continuas de x y y, puesto 

que z = f (x, y) es continua. Para probar que x y y son fun-
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cienes continuas de r;, n se requiere probar que ¡; = 'P {r;, nl 

es una función continua de r; y n en la región T, pues para 

x y y hay un sistema de ecuaciones semejante a (**),donde 

x, y y z dependen de r;, n y ¡;. 

Supongamos que ¡; = 'P{F;,n) no es continua en T; esto sig

nifica que existe un punto Po { r; o, no) en T y un número a> O, 

tal que en cualquier vecindad de P 0 hay puntos en que 

¡; = 'P(F;,n) difiere de i;o = l{J(f; 0 ,nol en una distancia mayor 

que a. Sea P1, P2, P3, ... , una sucesión infinita de números 

que converge a Po. Los puntos correspondientes en e tienen 

al menos un punto límite, ésto por el teorema de Bolzano -

Weierstrass. Este punto límite está en e, puesto que e es 

cerrado, y su ordenada ¡;' está .a una distancia de¡; mayor 

que a. Esto sólo r ··1ede suceder si e tiene una cuerda paral!:;. 

la al eje¡; juntan los puntos {r; 0 , n 0,¡;') y (f;o, n 0 ,¡; 0 ) Pe 

ro esto no puede p~~ar, entonces l{J(f;,n) es continua en T y 

la correspondencia es continua en ambos sentidos. 

En la correspondencia entre los conjuntos cerrados y aco

tados a y T,se tiene que puntos interiores corresponden a pu~ 

tos interiores (no probaremos este resultado), se sigue de es 

to que los puntos frontera de a y T también se corresponden.' 

Por la correspondencia de puntos interiores, el interior 

de T es un dominio y por tanto T es una región cerrada. Del 

Teorema II~, se sigue que la frontera de T está formada por 

un número finito de arcos regulares. Estos están ordenados, 

de acuerdo a la frontera de e, de tal manera que cada uno tie 

ne un punto extremo en común con el siguiente, y ningún par 

tiene puntos en común distintos de los extremos, pues e no 

tiene cuerdas paralelas al eje ¡;. Entonces T es una región 

regular. 

Hemos visto que ¡; 'P{F;,n) es univaluada y continua en 
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•. Sólo falta probar que es continuamente diferenciable. 

Las ecuaciones que determinan las coordenadas s, n, ~ de p 

son ecuaciones de cambio de unos ejes ortogonales a otros y 

están dadas por (**). 

Las primeras dos, de acuerdo al teorema de la función im 

plícita, determinan x y y como funciones continuas de s, n. 

La tercera entonces determina la función~= ~Cs,nl. Hemos 

visto que las primeras dos ecuaciones tienen una solución 

correspondiente a cualquier punto interior Cs,nl de •· Fal

ta verificar que el jacobiano no se anula. Este tiene el va 

lor: 

as as .e.1 + nifx m1 + n1fy ax ay 
J= 

an an .e.2 + n2fx m2 +. n2fy ax ay 

pero cada uno de los determinantes que aparecen en la última 

""' parte de esta igualdad son menores del determinante de la ma 

triz asociada a (**),es decir, de la matriz: 
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Pero en las matrices ortogonales que mandan sistemas de 

ejes positivamente (o negativamente) orientados en siste

mas positivame.nte (negativamente) orientados resulta que 

cada menor es igual a su cofactor, es decir, que se cum

ple las ecuaciones: 

de donde el jacobiano es: 

J .í'.3fx - m3fy + n3 = (.í'.3,m3, n3 ) • (-fx, - fy, 1) 

pero esto lo podemos expresar así: 

J 1 1 + f 0 + f 2 CDS ( n", ~) y ;¡ y ~ 

donde ~ es el vector normal a la superficie y e el vector 

unitario en la dirección del eje é del sistema (¡;, n, ¡;). 

Pero en ángulo entre ~ y ¿ no es mayor que 70° y por tanto 

el coseno de ellos es distinto de cero en todo punto de e. 

El teorema de la función implícita nos asegura enton

ces que las derivadas de ¡; = ~(¡;, n) existen en los puntos 

interiores de T y que se calculan de acuerdo a las reglas 

ordinarias del cálculo. De (**) obtenemos que 

1 C.í'.1 + ax 
n1fx)a[ + Cm1 + ~ n1fy>ai; 

o .C.í'.2 + ax 
n2fx)a[ + Cm2 + iX. n2fy>a¡; 

ai; (.í'.3 + ax (m3 + iX. ar- n3fx)"ll[ + n3fy) a¡; 
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de estas igualdades, eliminando las derivadas de x y de y o~ 

tenemos: 

a~ -t1fx m1fy + n1 
3"f -t 3 fx - m,fy + n 3 

con una expresión correspondiente para la derivada con res-

pecto a n. Como el denominador, que es el jacobiano de la 

transformación, no se anula en la región cerrada ,, entonces 

el carácter continuamente diferenciable de ~ = -.+·(~, n) ene< 

se sigue de que z = f(x,y) es continuamente diferenciable en 

cr. Así queda completa la prueba del teorema VII. 
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6. EXTENSION DEL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA. 

Hemos llegado a lo que es el objetivo de este capítulo, 

es decir, al punto en que podemos extender el tipo de regi~ 

nes para las cuales la fórmula, que es la afirmación del 

teorema de la divergencia, es verdadera. La base del argu

mento que utilizaremos es la prueba del teorema para regio

nes normales dada en el capítulo III, de las conclusiones 

de ese capítulo y de la observación de que la suma de regi~ 

nes normales son un tipo especial de regiones regulares po

demos formular lo que llamaremos primer principio de extensi6n: 

EZ Teorema de Za divergencia es válido para cualquier regi6n regu

lar que sea Za suma de un número finito de regiones normales y cual

quier campo (X, Y, ZJ donde cada componente es continuamente diferencia

bZe en cada una de Zas regiones normales. Si fuera posible mos

trar que las regiones regulares generales son una suma fin~ 

ta de regiones normales, el objetivo perseguido sería alean 

zado al parecer, no obstante, ese plan ofrece serias difi

cultades y es mas fácil proceder a través de un segundo prin

cipio de extensi6n: 

EZ Teorema de Za divergencia es válido para una regi6n regular R 

si a cualquier e: > O, Ze corresponde una región regular R ', o Wl conjun

to R.' de un número finito de regiones regulares sin puntos comunes dis

tintos de vértices o puntos de los lados, relacionadas como sigue: 

a) Todo punto de R' está en R. 

b) Los puntos de R que no están en R' pueden ser encerrados en regio

nes cuyo volumen ~otal es menor que e:. 

c) Los puntos de la frontera S de R que no son puntos de la frontera 

S' de R' son partes de superficies de área ~otal menor que e:. 

d) El teorema de la divergencia es válido para R'. 

suponemos, además, que las funciones X, Y, Z tienen de-
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rivadas parciales de primer orden continuas en R. 

Para establecer el principio, empezaremos de la identi-

(***) .f/J"cax +ay+ ~)dV= f!cx.t+Ym+ Zn)dS, 
R' ax ay az 8 , 

gue es válida por hipótesis. Como X, Y, Z son continuamente 

diferenciables en R, hay un nfimero M tal que esas funciones 

y sus derivadas parciales de primer orden son todas menor, 

en valor absoluto, que M en R. Entonces, 

(****) 

también, 

(*****) 

1 
Jjlf!c ax+~+ ~l av - fjjTl",_ax + ~+ ~)av 1 R'./ ( ax ay az R'./ e ax ay a z 

1 
JJJ~+ aY +~ldvJ :;; 

. R-R' ax ay az 
ff3MdV < 3Me: 
R-R' 

1 ffcx.e_ + Ym + Zn) dS -
s 

ffcx.e + Ym + zn) as 
1

1 

S' 

l.[l"cx.t+Yrn+Zn)dS- fcx.t+Ym+Zn)asj:;; 

ffiM dS + ffiM dS < 6Me: 
cr cr 

donde cr es la parte des gue no. está en S' y cr' la parte de 

s• gue no está en s. Se sigue de la ecuación (***) y de las 

desigualdades (****) y (*****) que 

¡(/j /j(~+ ay +~)dV-1J{/( ax ay az ffix.e + Yrn + Zn) dS 1 

s 
< 9Me: 

pero, como la parte izquierda de la desigualdad es indepen-
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diente de E,y E es arbitraria, la parte izquierda de la des

igualdad es igual a cero y entonces, el teorema de la diver

gencia se cumple para R, como se quería demostrar. 

APROXIMACION DE UNA REGION REGULAR GENERAL POR REGIONES 

NORMALES. Abordaremos ahora el problema de aproximar cual-

quier región regular por regiones normales. Primero, divi

dimos los elementos de superficie regular que forman la su

perficie S de R en elementos de superficie regular con las 

siguientes condiciones: 

a) No hay un par de vectores normales en cada elemento de 

superficie que hagan un ángulo mayor que 15º. 

b) Cada elemento de superficie regular admite una represe~ 

tación estándar con cualquier orientación de los ejes 

tal que el eje z no haga, con ninguna normal a la super

ficie, un ángulo agudo mayor que 70°. 

La primera condición puede cumplirse debido a la conti

nuidad uniforme de los cosenos directores de la normal, en 

las coordenadas x y y de la representación estándar y, la 

segunda condición, se puede satisfacer en virtud del Teore

ma VII. 

Llamaremos a esos elementos más pequeños las aaras de s, 

a los arcos regulares que las· acotan Zados de S y a los pun

tos extremos de esos arcos los vértiaes de s.' Sea N la suma 

de el número de caras, ·el número de lados y el número de 

vértices de toda la región R. 

Introduciremos un sistema En de bolas, no con el propós! 

to de subdividir R, sino como una ayuda para establecer las 

desigualdades del segundo principio de extensión. Sobre ca

da lado de S (S es la frontera de la region R) marcamos puntos 
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(i= 1,2, .. k-1) 

tienen longitud n comenzando por un extremo de un lado hasta 

llegar a una distancia menor o igual que n del otro extremo. 

Alrededor de cada uno de esos puntos y alrededor del segundo 

extremo del lado, trazarnos esferas de radio n. Esto lo hace 

mes para todos los lados de S y considerarnos el sistema de 

bolas ¿n cuyas fronteras son las esferas trazadas. La propi~ 

dad importante que nos interesa del sistema En es que conte~ 

ga todos los lados de s. Para que esto se cumpla debemos 

imponer ciertas condiciones a n; en primera elegimos n de 

tal manera que ningún lado, entre centros sucesivos de las 

esferas, se desvie de la direcci6n de su cuerda por más de 

15°; esta elección de n es posible en virtud del Teorema II; 

ya que ningún arco puede desviarse de su cuerda en más de lo 

que se desviaría si constantemente hiciera el ángulo máximo 

permitido, entonces todos los puntos del arco están a una 

distancia de la cuerda no mayor que 

n tan 15º 
2 

15º 

~ a.-.¡.. ton 15° 

t----"/2 -----4 

------ª 
flg 54 

Pero cualquier pareja de esferas sucesivas contiene en 

su interior todos los puntos cuyas distancias a la cuerda 

que une los centros son menores que~ tan 60°; corno 

tan 15º <tan 60º, cualquier punto de un lado es interior a al 



147 

guna esfera de En 

Necesitamos una cota superior para el volumen de las bo 

las del sistema En y también una para el área total de un 

sistema de círculos máximos, tomando para cada esfera tantos 

círculos máximos como caras haya gue tengan puntos interio

res a la esfera. 

El número de bolas gue tienen su centro en un lado, es

to es, el número de vértices del polígono gue conecta cen

tros sucesivos,no es mayor gue la longitud del polígono di

vidido entre n más dos, pues a lo más un lado del poli 

gano es menor que n en longitud. Si .e es la longitud del 

lado más grande de la superficie, el número de esferas con 

.e centro sobre cualquier lado no excede a (""il) + 2. Así, el nú 

mero total de esferas no es mayor que 3N(_.f_), y si hacemos n 
N1 = 4~N.e, el volumen total de las bolas de En no es mayor 

que N 1 ~2. La suma de las áreas de un sistema de círculos 

máximos, uno para cada esfera es 2-- veces el volumen consi-
n 

derado, es decir 3N 1 n. Como el número de caras con puntos 

interiores a cualquier esfera es menor que N, si escribimos 

N2 = 3NN 1 , entonces el área de un sistema de círculos máximos 
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de En, tantos como caras haya en S con puntos en la bola, no 

rebasa N2 n. 

Ahora dividiremos R. Notemos que, ya que los lados son 

interiores a ¿n, la distancia entre las porciones fuera de 

En de cualquier par de caras diferentes de S, tiene un mini

mo positivo k, pues, en caso contrario, dos caras tendrían 

al menos un punto en común no perteneciente a ningún lado. 

Sea a un número positivo, tal que 13 a < ~ y 13a < n • 

Empezando con una de las caras f 1 de s, y con alguna normal 

a esta cara como diagonal, construimos una red cúbica de la

do a, cubriendo todo el espacio, por medio de tres conjuntos 

de planos paralelos, cada pareja de planos paralelos sucesi-

vos separados por una distancia a. Denotemos con C1 los cu-

bos de esta red que tienen puntos de f 1 en su interior o en 

su frontera. Descartamos todos los otros cubos de la red. 

De la misma forma construimos una red para cada una de las 

otras caras y consideramos solamente los cubos que tienen 

puntos en común con la cara correspondiente. Obtenemos asi 

un conjunto C1, C2 1 ••• , Cn de conjuntos de cubos, que juntos 

contienen todos los puntos de S y ningún cubo queda libre de 

puntos de s. La porción K de R que no es interior a ninguno 

de esos cubos consiste de una o más regiones acotadas por ca 

ras planas. 

Clasificaremos los cubos C 1 , C2 , ••• , de acuerdo a su re

lación con el sistema En de bolas construidas anteriormente; 

sea: 

El conjunto e• de cubos ninguno de los cuales tiene pun

tos sobre a dentro de cualquiera de las bolas de ¿n y, el 

conjunto _C"_de cubos cada uno de los cuales tiene al menos un 

punto sobre o dentro de alguna bola de En· 

Ninguna pareja de cubos de C' tienen puntos interiores 
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en común, porque si dos cubos pertenecen a la misma cara de 

S, ellos pertenecen a la misma red y están separados por un 

plano de la red. Si dos cubos de C' pertenecen a caras di

ferentes, cada uno contiene un punto de cada cara, dichos 

puntos están separados por una distancia mayor o igual a k 

y ésta es mayor que tres veces la diagonal de los cubos. 

Ningún cubo de C' tiene un punto interior en K. 

e' 

flg 56 

La regi6n o regiones K junto con las porciones de R en 

los cubos e•, constituye una regi6n o un conjunto de regio

nes, que llamaremos R', que aproxima a R en el sentido del 

segundo principio de extensi6n. Probaremos que R' está fo~ 

mada por .un número finito de regiones normales y que n pue

de ser elegida de tal rnan~ra que R' sea una aproximaci6n ar 

bitrariarnente cercana de R. 

Es simple mostrar que K está hecha de regiones norma

les, pues si sus planos que la acotan son extendidos indef~ 

nidamente, ellos la dividen en un número finito de polie

dros convexos los cuales son regiones normales. 

Sea r la parte de R en uno de los cubos C del conjunto 

e•. Si elegimos los ejes coordenados de tal manera que 

coincidan- con tres lados, adecuadamente elegidos, del cubo 

e, la cara f de s que intersecta e tiene ~n algún punto 

una normal cuyos cosenos directores forman el vector 

(-1-, 
13 

1 --, 
13 

_l_) 

13 
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Como f gira a lo más en 15º, ninguna de sus normales hace con 

cualquier eje coordenado un ángulo mayor que 

cos- 1 C-1-> + 15º < 70º 
,13 

Entonces f admite una representación estándar con la orienta 

cien que ha sido elegida para los ejes, más aún, no importa 

que eje es elegido como eje Z. Se sigue que cada cara de e 
cortada por f está separada en dos regiones planas, separa-

das por un sólo arco regular. Además, como la normal a f h~ 

ce un ángulo siempre no mayor que 70° con cualquier eje co

ordenado, la normal al arco en el plano nunca hace un ángulo 

mayor que 70° con un lado de e en el plano. Así, el arco en 

que f corta a una cara de e es siempre no paralelo a un lado 

de esa cara, y no puede cortar un lado dos veces. 

Si f no contiene puntos interiores de e, o no hay puntos 

de R interiore$ a e y el cubo puede ser descartado, o todo 

el cubo pertenece a R y es una región normal. Suponga que f 

corta la cara z = a de e pero no la cara z = O. Entonces la 

proyección en el plano XY de la porción de f en e es una re

gión regular Tal igual que el resto T' de la cara de C en 

este plano (se entiende que la frontera común de T y T 1 es 

considerada en ambos conjuntos). Como la parte de f en Ces 

un elemento de superficie regular, las condiciones (a) y (b) 

[véase la definición de región normal en la pág. para re

giones normales se satisfacen en este caso. 

Si f corta la cara inferior pero no la cara superior de 

C, la situación es la misma, como se ve si invertimos el 

sentido de los ejes. Si f no intersecta ninguna de esas ca-

ras, entonces su proyección al plano XY es un cuadrado y las 

condiciones (a) y (b) para regiones normales se satisfacen 

nuevamente. Si f corta a ambas caras, es decir a la cara su 

perior y a la inferior, la proyección de la parte de f en C 
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al plano XY está acotada por dos arcos regulares y a lo más 

cuatro segmentos de recta, formando una curva regular, la 

única situación que podría causar problemas es que los arcos 

regulares que son el resultado de la proyección, tuviera pu~ 

tos comunes distintos de los extremos, pero ello significa

ría que f tiene una cuerda vertical, lo cual no es posible. 

El resto de la cara de e en el plano XY consiste también de 

regiones regulares. 

las condiciones (a) y 

Así en este caso también r satisface 

(b) para regiones normales. Y como he 

rnos considerado las posibilidades con respecto a la direc

ción del eje z, que puede tener cualquiera de las tres dire~ 

ciones perpendiculares de los lados de e, entonces la condi

ción (c) para regiones normales también se satisface. En

tonces R~ está enteramente formada por regiones normales y 

entonces el teorema de la divergencia es cierto para su suma 

R'. Así la primera parte del plan de la demostración está 

terminado. 

Ahora estudiaremos la cercanía de la aproximación de R' 

a R. Sea l:zn el sistema de bolas obtenidas del sistema l:n 

duplicando el radio pero conservando los centros. Entonces 

todos los puntos de R que no están en R' caen dentro de las 

bolas del sistema l:zn• pues ellos están en cubos del conjun

to C" que contiene puntos de las bolas de l:n, y corno las dia 

gona.les de esos cubos son menores que n, todos los cubos de 

C" están dentro de l:zn· Pero el volumen total de las bolas 

de l:zn es 8 veces el del sistema l:n y entonces no es mayor 

que 8N 1 n 2
• Así el volumen de la parte de R gue no está en 

R' es menor que E si n < / 8~1 • 

La parte cr de la frontera s de R gue no es una parte de 

la frontera s 1 de R' también está dentro del sistema de es-

fer as l:zr¡ puesto que R y R' coinciden fuera de esas bolas. 

Una cota para el área de la porción de una sola cara de s 
dentro de una de esas bolas puede encontrarse considerando 
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el hecho de que su proyecci6n sobre su plano tangente en el 

centro de la bola tiene un área menor o igual que la de un 

circulo máximo, y como sus normales cambian de dirección en 

no más de 15°, el área de la parte de la cara dentro de la 

bola es menor o igual que el área de un circulo máximo mul

tiplicada por sec 15°. Asi, el área de un sistema de circu 
los máximos, cada uno de radio zn, tantos circulos corno pa

ra cada bola hay caras de S con puntos en la bola, no es ma 

yor que 4N2n,por tanto, el área total de a no será mayor que 

4N2n sec 15°. Asi si n < 
E COS 15 o á 

4 N
2 

, el rea de a será ma-

nor que e:. 

Finalmente el área de la porción a' de S' que no está 

en S puede ser estimada da manera semejante. Observemos que 

a' es una parte de las caras de los cubos del conjunto C", 

estos últimos están totalmente contenidos en el sistema de 

bolas Ezn. Consideremos todos los cubos que intersectan a 

una sola cara de S, es claro que hay a lo más uno de esos a~ 

bos sobre una sola diagonal de la red correspondiente, sin 

considerar a aquellos que sólo tienen un punto en común con 

R, es decir, consideremos un cubo cualquiera del conjunto c" 

que tenga puntos de una cara fija de S, ese cubo pertenece 

a toda una red de cubos uno de los cuales tiene una diago

nal igual a la normal a una cara de S, de todos los cubos de 

esa red que tienen una diagonal común con el cubo considera

do solamente éste tiene puntos de esa cara de s, si descart~ 

mos a aquellos cubos que sólo tienen un punto en común con 

R. Todas las diagonales de esa red paralelas a la diagonal 

considerada cortan a un plano ortogonal a ellas en un conju~ 

to de puntos que constituyen los vértices de una red de tri

ángulos equiláteros. 

Cada punto de un ~riángulo puede tener sobre él un cubo 

de los que intersectan a la cara de S por cada red diagonal 

que pasa por sus vértices y por tanto no más de tres cubos. 
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Así la proyección de las caras de los cubos correspondientes 

a una sola cara de S, sobre un plano perpendicular a la dia

gonal que es en algún punto normal a la cara, puede cubrir 

una porción de este plano en a lo más seis veces (dos caras 

por cada cubo) . La secante del ángulo entre las caras de 

los cubos y este plano es /3: Entonces si multiplicarnos por 

6 .r3 la expresión para el área del sistema de círculos má

ximos tendremos una cota para el área de a'. Esa cota es 

Si n < 
e: el área de a• será menor que e:. 

De esta manera todas las condiciones que se requieren 

por el segundo principio de extensión para la región R son 

satisfechas si R es una región regular, obteniendo que: 

El teorema de Za divergenaia se awnple para aualquier regi6n 

regular R aon funaiones X, Y, Z aontinuamente diferenaiables 

en R. 
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