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INTRODUCCTION

El plan inicial del presente trabajo consistia en hacer
unas notas para el curso de Calculo IV de la Facultad de
Ciencias de la UNAM, explotando muchas ideas del libro Teo
ria del Potencial de Kellogg {[{6]. Aungue esto filtimo se
hizo, el plan inicial se transformd y sdlo se propone como
material de apoyo a dicho curso. Un motivo fue gque se pre
firid concentrarse fundamentalmente en el estudio de los
teoremas gue lleva el titulo de este trabajo, suponiendo
conocido todo el material de integracidn miiltiple gque tam-—
bién son tdépicos del mismo curso. Pero, tambi&n, porgue
unas notas debieran presuponer bastante experiencia en .la
imparticidn de esos cursos, experiencia gue el autor no
tiene. Pero si tiene la conviccidn de que es necesario hin
car el diente en la enseflanza en el paso de integracidn
miltiple a integrales de linea y superficie, porgue en estos
filtimos temas se introduce una buena cantidad de nueva sim-
bologia y porque el modelo intuitivo de &reas y volumenes
para la integral ya no es suficiente para los conceptos de
integrales de linea y superficie.

La-idea de los dos primeros capitulos gque agui desarro-
llamos es la de explotar el modelo de campos vectoriales in
terpretados como campos de fuerza o campos de velocidades,
para dar una base intuitiva'a los teoremas y definiciones
mis importantes relacionados con el teorema de la divergen-—
cia. En la tercera parte se formulan y prueban los teore-
mas para un tipo de regiones que cumplen muchas condiciones,

de tal manera gque permitan dar una prueba simple de ellos.

El propdésito del filtimo capitulo es probar el teorema pa
ra un tipo de regiones mas generales (regiones regulares)
usando Gnicamente resultados de cd@lculo elemental e integra



cidn miltiple, para ello es necesario echar mano de muchos re
sultados geomé&tricos, los cuales, aungue hacen un poco volumi
noso el Gltimo capitulo, se formulan y prueban.

La terminologia usada en todo el trabajo asi como las prue
bas del iltimo capitulo, resultan hoy en dia anticuadas por-
gue actualmente se desarrollan los conceptos estudiados ahi
con herramienta més sofisticada, me refiero al lenguaje,y mé&
todos de geomeiria diferencial. Pero tiene inter&s en la me-
dida en que ilustra las dificultades gue se tienen gque enfren
tar cuando se carece de ese lenguaje; en este sentido el Glti
mo capitulq puede servir de motivacidn y puente para introdu-

cir algunas definiciones de geometria diferencial y mostrar
su necesidad.



. CAPITULO I

INTEGRALES DE LINEA Y DE SUPERFICIE

1. CAMPOS VECTORIALES

En este pardgrafo definiremos campo vectorial pues es un -
concepto gue investigaremos a lo largo de nuestro estudio, dare-
mos dos ejemplos particulares de campos vectoriales haciendo bre
ves comentarios acerca de ellos. Cuando una transformacifn aso-
cia a cada elemento de 2c¢ K’ un elemento de R”, decimos que tene
mos un campo vectorial definido en la regibén £ . Interpretamos
a cada elemento del dominio como un punto de posicibn y al elemen
to correspondiente como un vector colocado en agquel. Con esta -
interpretacibn asociamos una idea geomé&trica a la transformaci6n
en los casos en que n = 2 y n = 3 pues podemos dibujar el =--
campo vectorial como una coleccién de flechas, una para cada pun
to (x,v,2). La direccifn de la flecha en cada punto es la di--
reccibn especificada por la transformacibn y su longitud propor-
cional a su magnitud.
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En lo sucesivo trataremos con campos vectoriales de dimen-—



sibn tres y eventualmente de dimensibn dos, a estos le llamamos
campos vectoriales planos.

Un campo vectorial es naturalmente dado por sus componen-
tes con referencia a un sistema de coordenadas cartesiano:

Fx,y,z2) = (X(X,y,2)}, Y{(x,vy,2), z2{x,¥,2))

donde las componentes X,Y,Z son funciones reales dependientes,
en general, de las tres variables x,y,z.

Los campos vectoriales son un modelo apropiado para estu-
diar y describir muchos fen6menos fisicos. Nosotros utilizare--—
mos las nociones de fuerza y velocidad para motivar algunos con
ceptos matemiticos generales referentes a campos vectoriales.
Como es sabido, tanto la fuerza ejercida sobre una particula co-
mo su velocidad son cantidades gue pueden representarse por vec
tores. Ahora bien, en ciertas situaciones fisicas
asociada una fuerza o una velocidad en cada punto

minada regibn del espacio, situacibn gue se puede

podemos tener
de una deter-
modelar con -
el concepto de campo vectorial. Si las cantidades vectoriales -
las interpretamos como fuerzas decimos que tenemos un campo de
fuerza; si como velocidades, un campo de velocidades.

Campos de fuerza que han surgido del estudio de l1a natura
leza son los que tienen que ver con la "ley del in&erso de la -
distancia", es decir, los campos gravitacionales, electrostaticos
y electromagn&ticos. Campos de velocidades los encontramos en -
la velocidad de cada punto de un cuerpo gue gira alrededor de -
un eje y en el importante caso de un fluido en movimiento en el
cual se asigna una velocidad a cada particula del fluido; en es

te caso el campo depende, en general, ademés de la posici@n del
tiempo.

Campos gravitacionales.

vVeamos el ejemplo de los campos gobernados por la ley de
Newton de la gravitacién universal, esta ley dice que:

“



Toda particula en el universo atrae
cualgquier otra particula con una --—
fuerza cuya direccibn es la de la -
recta que los une y cuya magnitud -
es directamente proporcional al pro
ducto de sus masas e inversamente -
proporcional al cuadrado de la dis-
tancia gue los separa.

Mediante esta ley podemos describir el campo de fuerzas -
generado por una particula de masa m, es decir,podemos en ca-—
da punto (%X, Yy, 2) en el espacio, asociar el vector gue represen
ta la fuerza con la que seria atraida por otra colocada en algGn
punto f£ijo. Si &sta estdi colocada en el punto (Xo, Yo, Zo) Y
tiene masa m, la fuerza ejercida sobre una particula unitaria
(de masa igual a 1) colocada en un punto (x, y, z) estd dada
por el campo F:

F(x, y, 2) = —1— (x0 = %, Yo ~ ¥, 2o = 2)
r
donde r? = (x~%0)2 + {y-yo)?2 +(z2~-20)°% ; en efecto, ya qﬁe la
magnitud de la fuerza es m/r?® y el vector unitario dirigido del
punto (x, ¥, 2) al punto (X¢, Yor Zo) es el vector
(—Xo-x Yo=Y zo~z
r ’ r ’ r :

Un hecho importante gque surge experimentalmente acexca de
los campos gravitacionales de fuerza es el principio de superpg
sicibn que afirma que un campo de fuerza no es afectado por la -
presencia de otro campo de fuerza, de tal manera que el resulta—
do de sobreponer dos campos Serié un nuevo campo que es la suma
vecforial de los primeros. Por ejemplo, para encontrar el cam -
po generado por dos (6 n) particulas atractoras una de masa mp
colocada en el punto (x,, Yo, 2Zo) Y Otra de masa m, colocada
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en el punto (x,, y,, z,) encontramos el campo F, generado por
la primera y el campo F, generado por la segunda independiente

mente uno de otro; el campo generado por ambos es simplemente la
suma vectorial de ellos

F = F¢g + F;

es decir

F(x z) = --Io - - - M1
'Y, 2) s (Xo-X, YYo=y, zo-2) + s (x1-%, yi-y, zi-2)
o

1
donde

2= (%o-X)2 + (yo-y) 2+ (zo-2)2; 2= (% -%) 2+ (y1 —y)? + (z —2)2.

Los casos mis interesantes de campos gravitacionales son
aquellos que surgen no de particulas sino de distribuciones con
tinuas de masa, por ejemplo alambres, l&minas o cuerpos; Para
encontrar los campos generados por estas distribuciones conti--
nuas de masa se hace una suposicibn adicional (demostrada empi-
ricamente) y es la siguiente: Se divide el cuerpo en pequefios -
pedazos, se considera un punto en cada pedazo como si en €l es-—
tuviera toda la masa del pedazo, es decir se considera el peda~-
20 como una particula, se encuentra el campo generado por esa -
particula hipotéfica, entonces se suman los "campos de cada pe-
dazo" y se pasa al limite cuando el di&metro de cada pedazo tien
de a cero y el nfimero de pedazos a infinito. El campo asi obte
nido serd el campo generado por el cuerpo. »

Con estos principios b&sicos y la herramienta del cilculo -
se plantean gran nfimero de problemas y de hecho se puede aesarqg

llar un cuerpo de resultados conocido en matemiticas como la
teorfa del potencial.
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Campos de velocidades de fluidos.

Consideremos un fluido en movimiento en 1R?, si a cada pun
to en un instante determinado le asociamos la velocidad de la -~
particula que estd pasando por ese punto en ese instante, obtene
mos un campo vectorial que llamaremos campo de veloeidades del :
fluldo . Esta descripcifn supone que la velocidad del fluido en
cada punto P puede ser dada por un vector V(P), usualmente -
variando suavemente con P. Estrictamente hablando esto no tie-
ne sentido. Con una escala suficientemente pequefa veriamos mo-
l&culas que estéin chocando entre si y sus velocidades estarfan -
cambiando bruscamente, adem&s entre ellas habria espacios vacios
en los cuales ninguna velocidad estaria definida. En una escala
afin mis fina "veriamos" electrones, protones, cuantos etc., para
los cuales una descripcifn como la propuesta serfia imposible. La
idea de "velocidad en un punto" es solo una aproximacién gque tra
ta de describir el movimiento en una cierta escala en la cual es
posible obtener medidas que promedian el comportamiento en re-~-
giones suficientemente grandes para evitar las complicaciones mi
croscSpicas. No obstante, es fitil idealizar el comportamiento
de un fluido en movimiento como si estuviera definida la veloci-
dad en cada punto, las consecuencias que se desprenden de esa su
posicibn han fructificado en aplicaciones pr&cticas que justifi-
can su estudio. Mientras que el grado de aplicabilidad es cues-
ti6n de las ciencias experimentales, nuestro inter&s aqui es el
de tener un modelo que nos llevard a obtener resultados ﬁateméti
cos interesantes. ) .

La idea de pensar los campos vectoriales como campos de ve
locidades nos seri muy Gtil. Imaginese, por ejemplo, gue un l§~
quido corre por una tuberia con flujo constante. Si colocamos
en cada punto la velocidad del fluido en ese punto obtenemos 1la
idea grafica del campo de velocidades V del 1iquido (ver fig.).
N6tese que la longitud de las flechas (la rapidez) asi como la -
direccifn del flujo puede cambiar de punto a punto. “
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Para trabajar con estos campos requerimos de las expresio-
nes analiticas gue los describen. Recordemos que las ecuaciones
del movimiento de una particula se puede dar mediante una curva
a:la, bl -~ R?® donde el pirametro t e [a, bl representa el tiem
po:

(1.1) x = .o(t) y = ¢(t) z = x(t)

Estas ecuaciones dar8n la posicibn de la particula en cual-
gquier tiempo t, la velocidad V de la particula en un instan-
te t se obtiene derivando:

(1.2) x = 8¢ v = S¥_ 5 = 4x

Asf naturalmente V es un campo de velocidades sobre la -
curva definida por las ecuaciones (1.2) '
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Por otro lado, para caracterizar el movimiento de toda una
porcibtn de f£luido, es decir de un conjunto de particulas, regue-
riremos un conjunto de ecuaciones de la forma (1.1), un sistema
de ecuaciones (1.1) para cada particula; pero podemos idealizar,
atn m&s, la situacibtn del flujo, de tal manera que se pueda des-—
cribir el movimiento de toda la porcibn del fluido mediante tres
ecuaciones solamente (al igual gue en el caso de una particula)
afiadiendo tres par&metros (gue para cada particula ser&n constan
tes) que representen la posicibn de cada particula en alg@in ins-
tante t = t.:

X = ¢(Xp, Yo, Zo, t)
(1.3) Yy = ¢{x%Xo, Yo, Zo, t)
z = X(XOt Yo, Zo, t)

En el. tiempo t = t, el fluido ocupa una regibn T,, el -
punto (Xo, Yo, 20 )eTy representa la posicibn de una particula
en ese instante y se cumple la igualdad

Xo =¥(Xo, Yo, Zo, to)

(1.4) Yo =¢(Xo, Yor 2o, to)

Zp =x(Xo0, Yo, 2o, t )

Si variamos en las ecuaciones (1.3) los puntos (x,, Vo, 2Zo)
sobre la regibn T, obtenemos las trayectorias de todas las par
ticulas del sistema. ’

El campo de velocidades de esa porcibén de fluido en un ing

tante t seriAn las ecuaciones

- d
X =% = —Fc @(Xo, Yo, 2o, t)
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_(1.5) Y =3 = —éL- Y(xXo, Yor Zos t)

2= 2 = —g3g X{Xo, Yo, Zo, t)

Mientras gque pensemos en el movimiento de una particula a
ella le corresponde un punto (Xo, Yo, 2Zo ) que representa su po
sicibn en el instante t = t, y debemos considerar al punto
(X0, Yo, Zo) constante, no obstante en las ecuaciones (1.3) del
movimiento global de todo el fluido esos puntos varian en la re-
gitn T, Y de hecho son variables en esa regibn. Esta donside—
racibn es importante pues de este modo podemos hablar de las - -
ecuaciones ( ) como una transformacién de R* a R’y hablar de -
las derivadas parciales con respecto a Xo, Yo, 20, E-

Cuando hablemos de las ecuaciones

x = ¢(Xo, Yo, 2o, t)

Y lP(Xu: Yor Zo. t)

z = X(XDI Yor 20, t)

supondremos gue son continuas y doblemente diferenciables con de-
rivadas parciales de primero y segundo orden continuas, ademds -
supondremos gue pueden ser despejadas las variables Xo., Yor "Zo
en té&rminos de X, y, 2z; &ésto (ltimo se asegura pidiendo gque la -
matriz jacobiana de cada transformacibn

F s R? + R?

Ft(Xo, Yo, zo) = (o, Vv, x) °

sea no singular.
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2. CURVAS

En este pardgrafo enunciaremos las principales definiciones
acerca de curvas generalizando la forma m8s conocida de expresar
una curva, a saber, la gr&fica de una funcidn,

- ello, esperamos,

motivando con -
la expresidn general de curvas que es dada me-
diante ecuaciones paramétricas.

La expresidn mds conocida de una curva es aquella que se
obtiene de graficar una funcidn real de variable real. si f£(x)
es una funcidn continua y derivable, el conjunto de puntos (x,
f(x)) forman una curva en el plano. En general se restringe el
dominio de la funci®én a un intervalo cerrado [a, b] obteniendo --
asi una curva acotada y se le llama extremos de la curva a los pun-—

tos (a, £(a)) y (b, £(b)).

{b,?(b))

[CRITD)]

P N et

tig (3)

Necesitamos, sin embargo, extender esta definicidn en dos
sentidos. LO primero es que con esta definicibén se excluyen una
gran cantidad de conjuntos gque claramente guisi&ramos considerar
como curvas, por ejemplo una circunferencia o el contorno de un
cuadrado, y segundo, no restringirnos a el plano, sino conside-
rar curvas en espacios de mayor dimensifn, en particular en IR® .
Las extensiones se pueden hacer de aquella definicién sin hacer
cambios esenciales.
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Empecemos por la segunda; la idea es extender a R? de ma-
nera directa, la definicidn de curva enunciada arriba. Si con-
sideramos una funcidn(*) y = £(x) como una funcibn de R? a R es
decir como:

yvi(x, z) = f(x) x e [a, b)

la gr&fica de la funcidn es una superficie.

y=f(x)
y (x,2)=t(x)

tig (4) fig .(5)

Si ahora consideramos cualquier otra curva z =g (x) tam-
bi&n definida en [a, b] y la vemos nuevamente como una fun-
cidn de R? a R

z(x, y)=g(x),

su grdfica es una superficie que es "ortogonal" a la anteriox:

(*) Estamos tratando con funciones continuas y derivables, salvo que se
diga lo contrario.
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P e aa ¥

tig (6) fig(7)

Si intersectamos ambas superficies obtendremos una curva en
gue es una extensidn apropiada de la definicidn dada al
principio para curvas en R2.
gue:

r3, -

Su expresidn analitica es como si

Una curva en R® es el conjunto de puntos (x, ¥y, 2) que satis
facen las ecuaciones:

vy = £(x) v z = g(x)

donde £ y g son funciones continuas y derivables,

definidas en
un intervalo [a, bl.

NOTA: En general la interseccidn de dos superficies no necesariamente es

una curva, puede ser el vacio o un punto, o peor afin, un pedazo de

superficie. En el caso que tratamos es claro gue estos problemas no

se presentan. Se asegura que no puede ser un pedazo de supexficie --
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con la condicidn de ortogonalidad, es decir asegurando que los planos
tangentes a las superficies en los puntos de interseccidn sean ortogo
nales, o mis generalmente, que los planos tangentes a cada superficie

en un punto de interseccidn no coincidan.

La extensidn en el otro sentido es muy simple, se trata de
dar una definicidn gue no excluya curvas como la circunferen-—
cia o el cuadrado. Esto lo hacemos simplemente ampliando pri-
mero nuestras curvas a aquellas de la forma:

x = h(y)

donde igualmente se pide que h sea una funcidn definida en un
interyalo cerrado, etc. Enseguida admitiremos como curvas a -
aguellas que estén formadas por un nGmero finito de curvas que
tengan las caracteristicas anteriores 'pegadas' adecuadamente
de la manera que precisaremos enseguilda. Esta extensidn obvia
mente se puede llevar tal cual a R® admitiendo como curvas a
aquellas definidas en la forma:

%
I

3 (y) z e () y e [c, 4]

x = ¢(z) Yy ¢ (z) ze [e, £].

Precisaremos de una vez las definiciones pertinentes:

Sea I un intervalo cerrxado a s x =b del eje X. Decimos
que. f(x) es continua en I si es continua en todo punto de I. De
cimos gque £(x) tiene derivada continua en I o que es continuamente
diferenciable en I si es continua en I y su derivada existe y
es continua en todo punto interior de I y coincide en todos
los puntos interiores a I con una funcidn gue es continua en
I. Esta definicidn es necesaria al hablar de derivada en un
intervalo cerrado; pues la dzfinicidn ordinaria de derivada no
es aplicable a los puntos extremos.
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La funcidn f(x) es continua por pedazos en I si hay un conjun-—
to finito de puntos a=ag,a1...,8, = b del intervalo I, tal que
en el interior de cada uno de los subintervalos (a;, ai. ),
f(x) coincide con una funci®n gue es continua en el subinterva-
lo cerrado. ’

Decimos que f£(x) es diferenciable pcr pedazos en I si hay un con
junto de subintervalos de I, al igual que arriba, en cada uno
de los cuales f£(x) es ccontinuamente diferenciable (los interva-
los se consideran cerrados).

Un ARCO REGULAR es un conjunto de puntos g de la forma (x,y, z)

. tal que, para alguna orientacidn de los ejes, admite una representa-
cidn:

(2.1) y = f(x) zZ = g(x) xe [a, b] = I

donde f£(x) y g(x) son continuas y continuamente diferenciables
en I.

Llamaremos a los puntos (a, f£(a), g(a)) v (b, £(b), g(b))
puntos extremos del arco. Con esta convencidn daremos una -—-
orientacibén al arco dependiendo si consideramos como punto ini
cial al primero y como final al segundo, o viceversa. Si a
una curva se le ha asignado una orientacidn la dénotamos con
el simbolo + antepuesto a la letra que denote la curva, por
ejemplo + ¢z, y a la misma curva con orientaci®n contraria con
- z.

Una CURVA REGULAR es un conjunto de puntos que consiste de
un nfimero finito de arcos regulares tal gque el punto final de
un arco es el punto inicial de otro (y sblo de uno). Ningln
par de arcos debe tener puntos comunes con excepcibn, quiz§,
de los extremos. '
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Si todos los arcos son tales que sus dos extremos se intex
sectan con otros arcos, diremos gue la curva es cerrada, en ca
so contrario, gue es abierta.

Podemos ahora dar el paso a la expresidn de curvas median-
te su representacidn paramétrica. La forma m8s comfin y més
general de representar curvas es a través de tres funciones
definidas en un mismo intervalo.

(2.2) x = ¢(t) y = yp(t) z = x{t) t e [a, b]l.

La forma en gque hemos expresado los arcos regulares es un
caso particular de las ecuaciones (2.2), a saber, las gue ad~
miten una representacién de la forma '

(2.3) X = t vy = £(t) z = g(t) t e f[a, b]l.
Pero si damos cualgquier funcidn biyectiva 1 = ¢{t) entonces
t = e 1(1) Te [e(a), #(b)] ¥y las ecuaciones (2.3) toman la
forma:

x =¥ 1(71) y=£(¥"1(1)) z=g(®"*(1)). .

Ahora bien, sobre las ecuaciones (2.2) se piden condicio-

nes de regularidad para asegurar un comportamiento adecuado:

Se dice gue una curva r representada por las ecuaciones
(2.2) es suave si ¥, ¥, x son continuas y continuamente diferen
ciables y, adem8s, gue no exista te [a, b] para el cual -
e (L) = Pp'(t) = x'(t) = 0 simulténeamente, o dicho de otra ma
nera, gue para toda te€ [a, b] '

[e (€112 + [v'(£) 1% + [x'(£)1% # O,

X
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Es sgimple si para cualguier par de puntos t;, t.€[a, b] con
ti1 # to, entonces f£(t;) # £(t,).

Con estas definiciones se tiene que una curva suave simple
es una curva regular, pero no necesariamente un arco regular.
(Se deja como ejercicio).
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3. INTEGRALES DE LIMNEA

Si tenemos una funcién F: @ > R donde 2 ¢« R?® y un arco re-

gular r podemos considerar la nueva funcibn £ = F/z (la res-

triccidn de F a g) como una funcién £ : g -+ IR definida sobre

los puntos de la curva. La idea es extender el concepto de

integral para este tipo de funciones. La extensidn tendré que

coincidir con el concepto de integral ordinaria para el caso

en gue ¢ sea un intervalo. Hay dos definiciones distintas

(aungue ligadas entre si) de integrales de linea de f sobre la

curva z; los textos soviéticos las distinguen llamindolas in-—

tegrales de linea del primer y segundo tipo.

Daremos agui bre
vemente ambas definiciones.

Integrales de linea del primer tipo.

Sea ¢ una curva regular y £(x, y, 2z) una funcidn real defi
nida sobre la curva.

Dividimos la curva r en partes mediante los puntos de divi

sién Py, P1, ... P, (Po y Py coincidiendo con los extremos de

la curva) y elegimos un punto arbitrario P{ en cada arco
P;_,P; para formar la suma

pey
iiilf(x?i') AS;

donde ASj; es la longitud del segmento P;iPj.4y
a tales sumas como swmas integrales.

. MNos referimos
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:

/

]

fig {(B)

Si las .sumas integrales (3.1l)tienden a un limite finito,
cuando el miximo de las longitudes de los pedazos tiende a
cero, el limite es llamado la integral de linea del primer tipc de

la funcidn f sobre la curva . Denotaremos la integral por

el simbolo
ff(x, y, z)ds.
z

La integral de linea del primer tipo no difiere esencial-
mente de la de integral de una funcidn real de variable real
vy se reduce ficilmente a una integral de ese tipo.

Sea ¢ una curva cuyos extremos denotaremos por A y B, toma
mos la longitud de arco s recorrido desde el punto inicial a
como parfimetro para la curva r y escribimos las ecuaciones
de la curva en la forma

x = ¥(s) Yy = ¢(s) z= x(s) s e [0, 2]
donde % es la longitud de la curva r. Entonces la funcibn

£(x, y, 2) se reduce a una funcibn de una variable £(¥(s) ,

yis), x(s)). Sea sj el valor del parfmetro s correspondien
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te al punto P;, con i=1, 2, ..., n. Entonces la suma inte-
gral (3.1) puede ser reescrita en la forma

n
(3.2) > f(w(si), vwisg), x(si)) asy
i=1

la cual no es otra cosa gue una suma integral correspondien-
te a la integral definida:

2
(3.3) ff(w(s), y(s), x(s))ds

()

las sumas integrales (3.1)y (3.2) son iguales, y por tanto las
integrales relacionadas a ellas también son iguales, obtenien
do gue:

L
(3.4) /f(x, v, z)ds =f £(e(s), vis), x(s))ds,
T (4]

y ambas integrales existen o no existen simultdneamente. Con
secuentemente, si la funcidn f£(x, y, 2) es continua (o conti-
nua por pedazos) a lo largo de una curva £ la integral de 1%i-
nea existe, porque bajo esas condiciones, la integral del la-
do derecho de la igualdad (3.4) existe.

Finalmente si la curva es expresada en la forma
v = ¢(x) z = ¥(x) %x € [a, bl

con ¢, ¥ continuas y continuamente diferenciables por pedazos
en el intervalo [a, b] entonces:

. b 1
a.5)  freoy,mas =f £(x, 0(x), ¥(0))/Ir( e (0 Pt (¥ ()2 ax .
(4 a
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En efecto, considérese Po, .., Pp, AS1, AS2, ... AsS, como

en la definicién. Sabemos gue

Xi+a
I =f Y1+ (o' (x))2 + (¥ ()% ax

*i

por el teorema del valor medio existen puntos x; tal que para
cada i

bsy = Y1+ (o (xD))F + (v (x1)? ax; .

Podemos formar la suma

n
(3.6) T = iglf(x;, yJ!_, z:'i_)/1+ (o' (x;!’_))2 + (¥ (xg‘))z‘ Ax;

que es la suma integral correspondiente a “/‘f(x, vy, 2)ds
4
seglin la expresidn (3.1).

Por otro lado, la suma integral correspondiente al lado
derecho de (3.5) es:

"N n -
T = Elf(xil-' veooz) Ve (et (x)) 2+ (¥ Ge]) )2 axg

La diferencia consiste en gue béjo el signo radical en
ésta iltima, X' es arbitraria, la abscisa correspondiente al
punto x: estd predeterminado por el teorema del valor medio.
Pero como ¢, Y son continuamente diferenciables en [a, bl la
funcidén

Y1+ (' ()P + (¥ ()P

es uniformemente continua en el intervalo [a, b], y por tan-
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to dado € > 0 existe § > 0 tal que

[VI+ (27 (x))2+ (¥ (x))2- V14 (0 (x"))2+ (¥'(x)) | <e¢

siempre gue |x - x'| < s§.

Finalmente como f{x, y, z) es continua en r estd acotada ¥y
n

en el l1imite T y T coinciden.
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Integrales de linea del segundo tipo.

Las integrales de este tipo son, en general, integrales de
campos vectoriales sobre curvas, es decir el integrando es un
campo vectorial definido sobre la curva, sin embargo se pueden
definir primero, al igual gque las del primer tipo, para funcio
nes reales, sacando ventaja de los teoremas para integrales de
funciones reales de variable real y posteriormente extenderlas
a campos vectoriales de manera inmediata. El concepto de intg
gral de linea del segundo tipo de campos vectoriales se rela-
ciona con el concepto de trabaje realizado por el campo a lo --
largo de una curva cuando el campo es interpretado como campo
de fuerzas,y a la eirculaeidn del campo a lo largo de una cur-
va, cuando es interpretado como campo de velocidades; en el si
guiente apartado discutiremos el concepto de trabajo y dejamos

hasta el capitulo 2 la discusidn acerca de la circulacidn.

Sea ¢ una curva regular y £: 0 - R, @ < IR?® una funcidn
continua en # y tal gue 7 € Q.

Dividimos la curva con puntos Py, Pi, ..., Ppn, (Po, Pp
coincidiendo con los extremos) y denotemos las diferencias de
las abscisas de P; y P;,, Por Ax;, elegimos cualguier punto

——— .
(x3, ¥5, 25) del arco PiPiy, ¥ formamos la suma integral

n
(3.7) In = o, fixy, Yi. 23) A%
i=1

Haciendo el ntimero de subdivisiones del arco tender a in-
finito y el mé&ximo de las longitudes tender a cero, entonces
el 1imite de las sumas J, tiende a un limite finito (cpor
qué?), y dicho limite lo denotamos con el simbolo:
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(3.8) f(x, y, z)dx
L

Y se llama una integral de lfnea de la funcidn £(x, y, z) a lo
largo de la curva g.

De manera totalmente andloga, pero ahora considerando las
diferencias 4y; = Y34, ~- Y; Y bz, = Zj4y = 23 de la segunda
Yy tercera coordenada de los puntos P; formamos las sumas

Zf(xsu Yir 2i)0 Y35

E:f(xi, Yir 23)40 25

Tomando el limite obtenemos las integrales de linea con

respecto a y y 2, denotadas por los simbolos respectivos:

ff(x,y. z)dy h'g ff(x,y. z)dz.
4 c

Las integrales de linea asi definidas se reducen a inte-
grales ordinarias. Supongamos qgue la siguiente es una repre-
sentacidn paramétrica de la curva ¢

x = ¢(t), y=vy(t), =z = x(t), tela, bl
Sean t; los puntos de [a, b)] tales que
P, = (x5, vir, 23) = (elty), v(t3), x(t;))

para cada i =1, 2,..., n, entonces las sumas J, ( ) toman ‘3";'
P =,
la forma

n-=1
In = 30 £(e(e}), VD, X(ED))aey
i=o0
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donde
e Ly, ti4,1, B 05 = @lt;,.) — o(t;).
Multiplicando y dividiendo J, por At; = tij+, - ti obtene-
mos la suma
L * * * Api
In = .ED e (£)), vleh), x(£1)) —7E— oty -

* *
Por el teorema del valor medio existe t; e [tj, tj.,1,
para toda i tal gue

n ae (£7)
Jn = 1§°f(v’(t*i), viry), x(e])) —zg— ot - |

Esta Gltima expresifn se transforma al pasar al limite

en:
b

[ feor, v, x@)28EL ac
a

Omitimos la demostracifén formal, pero para hacerla se de
ben considerar las sumas Sn correspondientes a esta filtima
integral y demostrar que para cada e > 0 existe N tai gue
|dn ~ 3n| < g, siempre gue n > N.

Obtenemos asi la fb6rmula para calcular la integral de

linea; los mismos pasos se siguen para las otras dos integra-
les y se tiene:

b

ff(x, v, 2z)dx =f £(e(t), vit), x(t))i‘a’%— at
(< a

ff(x, v, z)dy =fbf(w(t), (), x(t)) gi at
a

(4
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b .
ff(x,y, z)dz = ff(w(t), ylt), x(&)) —3—tLdt
4 a

EJEMPLO:

calculemos las tres integrales de linea gque acabamos de de
finir de la funcidn £(x, y, z) =x? +y?+ 2z, a lo largo de la ’

curva ; dada por
X = cos t, y=sent, z =t-1 N
te [0, 27n].

2m 2T o
f(x,y,z)dx= f (cos?t+ sen?t+t-1) (- sen t)dt = f—tsentdt=2n )
(] o .

° 27 27
f(x,y,Z)dy=f (coszt+sen2t+t—l)costdt:f tcost dt=0
(1] 0

2T ) 27
£f(x,y,z)dz= f (coszt+sen2t+t—1)dt=f tdt= 272
0 V]

Algunas propiedades de las integrales de linea son las si-
guientes:

El valor de una integral de linea depende del sentido en

el cual recorremos la curva ¢ y se multiplica por -1 si es

recorrida en sentido contrario:

koL,
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Si la curva ¢ es descompuesta en curvas ., Core-lpn

expresamos dicha relacidn con el signo + escribiendo
t =5, v, ¥ ...+,

con esta relacidn se tiene que:

n
C1+C2+..+Cn i=

4,

1
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4. TRABAUJO

Un concepto £isico relacionado con campos de fuerza es el del
trabajo realizado por el campo al moverse una particula en uh punto
P, a un punto P; a lo largo de una curva gz uniendo los dos -
puntos.

Un campo de fuerza ejerce en cada punto del espacio una
fuerza, si una particula es puesta en algfin punto, el campo -
imprimir& cierta fuerza a la particula y la pondrd en movimien
to en alguna direccidn. Si ahora pensamos gue en el espacio
donde estd definido el campo transportamos de alguna manera
una particula a lo largo de una curva, en cada punto donde es
té pasando la particula la fuerza del campo en ese punto "ayu
dar&"”, "se opondrd" o "no influir&" en el movimiento de la
particula. Obsérvese que la trayectoria en la cual transpor-
tamos a la partficula no es la trayectoria en que el campo la
transportaria si se dejara libremente bajo la influencia del
campo. El trabajo realizado por el campo a lo largo de la -
trayectoria es una medida que expresa esa idea de "gué tanto"
ayuda o se opone el campo a ese movimiento. Al final veremos
ciertas relaciones del concepto de trabajo en t&rminos més

precisos como el de energia cin&tica, potencial, etc.

Si el campo es constante en magnitud y direccidn el tra-
bajo realizado por &l, al transportar una particula a lo lar-
go de un segmento de recta cuya direccidn (y sentido) es 1la
del campo, se define como la magnitud de la fuerza por la dis-
tancia recorrida.

fig(9)

campo constante en magnitud y direccidn
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Ahora supongamos que el campo es constante en direccidn
pero variando en magnitud. Si restringimos el campo a lo lar
go de un segmento de recta cuya direccidn es la del campo en-
tonces, dando un sistema de coordenadas cartesiano de tal ma-
nera que el eje X coincida con el segmento, podemos represen-
tar el campo sobre el segmento por una funcidn real de varia-
ble real f£(x), donde los valores de f£(x) representan la mag-
nitud del campo en el punto (x, 0, 0) del segmento. En este
caso el trabajo se define:

b
T =./.f(x)dx
a

donde (a, 0, 0) es el punto inicial del movimiento y (b, 0, 0)
su punto final. Esta definicidn se obtiene de una generali-
zacidn directa de la definicién anterior que se puede ver co-
mo sigue: se divide el segmento en pequeiios pedazos, en cada
pedazo se elige un punto y la fuerza definida en ese punto se
supone es constante en el pedazo, entonces el trabajo aproxi-
mado realizado por el campo en cada pedazo serd el producto
de la magnitud de la fuerza elegida por la longitud del inter
valo, una estimacidn del trabajo total serd la suma de las -
aproximaciones encontradas para cada pedazo; como se ha su-
puesto que la trayectoria del movimiento coincide con el eje
X, obtenemos:

T = Ef (xi) Ax .
y al pasar al limite cuando el nfimero de pedazos se hace in-
finito y la longitud de cada pedazo tiende a cerxro se llega a:
b

T = ff(x)dx.

a
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Consideremos ahora un campo con maghitud y direccifn cons
tantes y la trayectoria de la particula un segmento de recta
oblicuo a la direccién del campo. Pensemos primero en un cam
po plano dado por F = (X;,, Y,), donde X;, ¥, son constantes y
sea o el &ngulo que el segmento de recta AB hace con el eje X.

v

fig (10)

Al definir el trabajo en este caso s8lo se considera la
componente de la fuerza en la direccidn del movimiento, la
componente de la fuerza en la direccidn ortogonal a la del
movimiento no coopera ni impide el movimiento, y por tanto
no se considera. La proyecciéh del vector (Xy, Yg) sobre AB
es el producto punto de (X,, Yo) con el vector (cos a, sena)
que es el vector unitario en direccidén del segmentc AB, como
el campo es constante, el trabajo ser8 la longitud del seg-
mento AB, supongamos gue es L, por la proyeccidn de (Xo, Yo)
en el segmento AB es decir

(4.1) "T = (Xgcos a+ Yesena) L
si A = (X9, Yo) Y B = (x1, yi) se tienen las igualda-
des:
AxX = %3 - Xp = Lcos a

Ay = y1 - Yo = Lsena
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y la expresibn (4.1) toma la forma:
T = Xo &AX + Yo AY -

El caso anilogo en R® se encuentra de la misma manera. Es
decir, supongamos el campo constante F = (X, %,2Z0) y un seg-
mento de recta AB con a, B, y los &ngulos que forma con los
ejes X, Y, Z respectivamente, entonces el trabajo estd dado -
por la expresidn:

(4.2) T = [Xocosa+ ¥Ypcos B+ Zpcos vy 1L

donde L. es la longitud del segmento AB. Si A = (X¢, Yo, 2o0)

¥y B=(x,y ., z)y el recorrido es del punto A al punto B,
tenemos dgue:

AX = X3 = Xy = L cos o
Ay = y1 - Yo = L cos B

AZ = 23 - 29 = L cos vy
vy la ecuacibén (4.2) toma la forma
(4.3) T = XoAx + Yoty + Zghz

Ahora abordemos el caso general en el cual el campo en el
espacio varia en cada punto (%, y, z) de su dominio y consi-
deremos el movimiento a lo larcc de una trayectoria p arbitra
ria uniendo los puntos Py = (x:. Yo, 2o0) P = (x, y, 2). Di-

vidimos la curva ¢ mediante los puntos Py, Py, P2, ..., Pn="P

. ~ . . * .
y consideremos el arco PiPi+1r ~egimos un punto Pi y consi-

deremos el segmento de recta ¥,.
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fig (1)
. =
Si el arco PiPi+1 es un arco regular, para puntos Pi'
P suficientemente cercanos y suponiendo qgue el campo es con

i+1
tinuo, se puede dar una aproximacidn a la cantidad gue seria
una generalizacidén del concepto de trabajo de la manera si-
guiente: consideramos gue la trayectoria de la particula es -

como el segmento de recta PiP Y gue en ese pedazo la fuer-

i+
za del campo es constante en magnitud y direccidn igual a
F(x', vy, z) donde P§= (x8, yi, 2{) obteni&ndose de acuerdo a

la ecuacidn (4.3) que el trabajo es:
(4.4) X(x{,yf,28) 8% + Y(x$,y],z{)ay; + 2(xd,yi,z8)a2;

donde Axi = X - X., AYy. =y

. -~ Y., Az, = =z, -2z, .
i+ i i i+a Yir i

i+1 x

El1 TRABAJO se define como el limite de la suma de todas
las expresiones (4.4) cuando el nfimero de pedazos tiende a in
finito y la longitud de cada uno de ellos tiende a cero, es

decir

T =‘/;(x,y,z)dx + Y(x,y,2)dy + Z(x,y,z)d=z
z

si la curva estd@ parametrizada por las ecuaciones
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x = e(t), y = ¢(t),

z = x(t), t e [a, b]
el trabajo es:
b
T =f [X(x,y,z)——d—g%(i + Y(x,y,z)—éﬂ;)-*— Z(x,y,z)—d-éé—t)—]dt
-a

Otra expresién comGn es cuando la curva estéd parametriza-
da por la longitud de arco s

x = x(s), y =y(s), =z = z(s) se [0, 2]

y se dan los &ngulos o, B, y gue la recta tangente a la curva

hace con los ejes X, 2 respectivamente,

Y, obteniéndose que:

2
T =f (Xcosa + Ycos B+ 2 cos y)ds .
(]
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5. SUPERFICIES

Mencionaremos en este pardgrafo las tres definiciones mé&s
comunes de superficie adoptando la gue consideremos m&s fécil

de trabajar y que nos servir& para desarrollar las ideas en

el resto de este trabajo. Relacionado con superficies, traba

jaremos bastante con el vector normal y el &rea de una super-
ficie, por ello daremos agui las definiciones de esos concep-
tos y la forma de calcularlos para finalmente abordar el pro-
blema de integracibdn sobre superficies.

La nocidn intuitiva de superficie es la de un conjunto de

puntos en IR® gue forman un pedazo de plano "ligeramente defor

mado"; hay tres formas analiticas mediante las cuales podemos

obtener conjuntos de puntos gue "satisfagan" esa nocidn, to-
g }

das ellas, es claro, apoyadas en el concepto de funcidn o --—
transformacidén. Es natural pensar gue si mediante una trans-
formacifn se manda un conjunto plano a R® de manera "més o me
nos uniforme", el conjunto asi obtenido tendr& las caracteris
ticas que deseamos para una superficie. De las tres defini-
ciones siguientes, la primera y la tercera reflejan esta idea
mientras que en la.segunda es necesario verla de otra manera:
se puede ver como una superficie de nivel de una funcidn de

R’R?® a R,

r

no obstante apoyados en el teorema de la funcidén im-
plicita se llega a la misma idea.

Las definiciones a las que hacemos referencia son:

a) Forma explicita.
Una superficie es el conjunto de puntos (X, y, z) que sa-
tisfacen la ecuacidn z = f(x,y) donde £ es una funcién

continua y derivable definida en alguna regidn ‘apropia-
da'(*) gel plano.

(*) Mas adelante definiremos "regidn regular"
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b) Forma implicita.

El conjunto de puntos (x, ¥y, z) gue satisfacen la ecuacidn
F(x,y, 2) = 0, donde F es continua y con derivadas parcia
les continuas definida en alguna regidn del espacio y don
de si (x4, Yo, =¢) €3 un punto critico de F, entonces
F(Xo, Yo, Zo) # 0.

c) Forma paramétrica.

E1l coﬁjunto de puntos (x, y, 2z) dado por las ecuaciones
x = ¥(u, v) y = ¢p(u, v) z = x(u, v)

donde ¢, ¥, x son funciones continuas y diferenciables
en alguna regidn del plano.

Es claro gue las definiciones enumeradas tienen distin-
tos grados de generalidad, es decir, mientras gue en la prime
ra no "caben" las superficies gue al intersectarlas con una
recta paralela al eje Z se obtienen dos o mids puntos (por --
ejemplo una esfera), las otras dos si las abarcan. Pero esta
carencia en la primera definicidn lleva paralelamente la ven-
taja de gque es mis familiar y "manipulable". Aprovechando
&sto y para no detenernos en las aclaraciones pertinentes so-
bre la segunda y tercera definicidn adoptaremos la primera,
haciendo una extensidn de ella que ser& suficiente para nues-
tros propdsitos.

Empezaremos definiendo las regiones que seré@n el dominio
de las funciones que consideraremos para definir las superfi-
cies.

Una REGION REGULAR del plano es un conjunto cerrado y aco
tado de puntos en el plano cuya frontera es una curva regular
cerrada. Diremos que una regidn regular R es la suma de las
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regiones regulares Ri, Rz, ..., Rp si todo punto de R est& en
algunas de las regiones R;, todo punto de cada R; estd en R y
cada par de regiones R; no tiene puntos en comGn excepto, po
siblemente, en las siguientes condiciones: un arco regular de
la frontera de una de esas regiones y un arco regular de la
frontera de otra pueden, ya sea coincidir o tener uno o am-

bos puntos extremos en comin.

fig (12)

Ahora pasaremos a dar nuestra definicién de superficie -
extendiendo la definici®n a) dada al principio y consideran-
do é&sta como base para definir lo gue entenderemos por ele-

mento de superficie regular.

Un ELEMENTO DE SUPERFICIE REGULAR es un conjunto de pun-—
tos que, para alguna orientacid&n de los ejes, admite una re-
presentacidén

z = £(x, y) (x, y) e R

donde R es una regidn regular del plano XY y donde f(x, y)
es continuamente diferenciable en R.

La frontera de un elemento de superficie regular es el con
junto de aquellos puntos (x, y, z) contenidos en el elemento
de superficie regular en que (x, y) estd sobre la frontera
de R.
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o AT
-
S

no probaremos) es

Una consecuencia de esta definicién (que
que la frontera de un elemento de superficie regular es una
curva regular. Llamaremos lado de la superficie a cualquiera
del nfimero finito de arcos regulares del gue estd8 compuesta
la frontera; vértice a cualguier punto gue sea la interseccidn
de dos lados.

Con esta definicidn de elementos de superficie se tienen
superficies cuya forma o comportamiento es muy parecido a un
plano, como "s&banas" sin dobleces ni picos, pero no se tie-
nen superficies tan importantes como la esfera o como la su-
perficie de un cubo, para poder abarcarlas "pegaremos" adecua
damente elementos de supecficie en la siguiente definicibn de

superficie regular:

Una SUPERFICIE REGULAR es un conjunto de puntos gue con-
siste de un nfimero finito.de elementos de superficie regular,

relacionados como sigue:

a) Dos elementos de superficie regular pueden tener en comin
ya sea un s8lo punto, éue es un vértice para ambos, o un
s6lo arco regular, que es un lado de ambos, pero ningtin
otro punto.

b) Tres o més elementos de superficie regular pueden tener,
a lo mds, vértices en comfn.

¢) Cualesquiera dos elementos de superficie regular son el
primer y el Gltimo "eslabdn" de una cadena tal que cada
una tiene un lado com@in con la siguiente, y

d) todos los elementos de superficie regular gue tienen un
vértice en comln forman una cadena tal que cada una tie-
ne un lado (terminando en el vé&rtice) en comlin con la si
guiente; la Gltima y la primera pueden tener, o no, un la

~y
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do en comfin,

Una superficie regular es cerrada si cualquier lado de cual-
guiera de uno de sus elementos de superficie pertenece a dos

elementos de superficie.

Esta definicifn nos permitir&, por un lado, estudiar las
superficies reduciéndonos a sus elementos de superficie, y
por otro lado, no excluir gran cantidad de superficies que no
son expresables con una sola funcién £(x, y), pero que si lo
son por un nlmero finito de &stas, como la circunferencia, el
toro, la superficie de un cubo, etc.

6. EL VECTOR NORMAL

Hablaremos frecuentemente del vector normal a una super-
ficie en un punto y por ello encontraremos aqui una expresidn
de &€l cuando tenemos una superficie regular. Definiremos el
vector normal en el interior de los elementos de superficie
va gque en los lados de una superficie regular, en general, -
habr& esquinas.

Si S es un elemento de superficie regular, un VECTOR NOR-
MAL a S en un punto P no sobre la frontera de S, es un. vector
normal al plano tangente a S en P. Asi se tienen dos vecto-
res normales en cada punto de un elemento de superxficie, si

WA A
-uno de ellos es n el otro es ~-n .

Sea S un elemento de superficie regular dada por la fun-
ci6n z = £(x, y) definida en una regibn regular R y sea
p = (xp, Ve, 2¢) un punto sobre S no sobre su frontera.
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fig (13)

——]

e

Cortemos a la superficie con dos planos pasando por el punto
(X0, Yo, 20), uno paralelo al plano X2 y el otro paralelo al
plano YZ, obteniendo dos curvas dadas por las ecuaciones:

£(x, yo) con x tal gque (x, yo) € R

il
L3
o
N
i

g, ¥

fxo, ¥y) con y tal gque (xp, ¥) € R

To 3 X = Xy z

Un vector tangente a z, en P es el vectorxr

A
tp, = (1, 0O, 3% f(x: YO) x=xn)

y un vector tangente a z, en P es:

)
3y

f(xo, y)|y=yo)
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tig (14)

Denotemos las derivadas parciales simplemente asi:

3f  _ _

ax~ ~ Tax L (Xs Yo) |x=xo
3f 2
Sy T Ty Elee ¥ ‘y=yo

'3

Ahora bien, los vectores él, %2 forman una base del plano
paralelo al plano tangente a la superficie en el punto P, la
normal al plano ser& la normal a la superficie en P. Hacien-
do el producto cruz de él, éz hallaremos un vector oxtogonal
al plano y multiplicéndo por el inverso de su norma encontra-
remos un vector normal a la superficie:

i j k
A A af _ (. _of 3f
£, x % = 10 —x = (= =5 sy L)
0o 1 af
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y entonces

I>

-1 (3E 3f

= - 1)
r ’
ViaEry 2eer ¥
X ) 3y

Y

A A

n, = - n, .

Se acostumbra dar el vector normal mediante sus cosenos

directores £ = cosa, m = cos 8, n = cosvy donde o, B, y sOn

los d&ngulos qgue la normal hace con los ejes X, Y, 2, respec-
tivamente:

af Ef
2 = — Ix m 7
I8 1
Vi+ 22 3y \/1+("f>2 N
1

\/1+(af)2+ (af)
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7. AREA DE UNA SUPERFICIE REGULAR

Definiremos el &rea de superficie regular definiendo pri-
mero el &rea de un elemento de superficie, y despué&s aquella

serd la suma de las &freas de sus elementos.

Consideremos un elemento de superficie dado por la fun-
cibn z = f£(x, y) definida en una regidn regular R del plano
X- Y. Expresemos la regidn R como la suma de las n—-subregio-
nes R,, ..., R, con areas AR, 8R,, .., ARn y en esas sub-
regiones elegimos puntos (&,,n,), (€,,ny), ..., (&4 ny) de --
tal manera gue cada (gi, ni) sea la esguina mi&s cercana al
origen de las esquinas del recténgulo~ﬁzi*),

i) el =3
x|

fig (15)

construimos el plano tangente a la superficie en el punto
f(Ei,ni) y calculamos el &rea del paralelogramo sobre el pla

no cuya proyeccibn es el rect&ngulo R,

Para encontrar la relacibn entre el &rea del pedazo de
plano, llamémosle a dicha &rea AS;, y el &rea AR; hacemos lo

(*) se puede elegir (£j, nj) comc cualquier punto del rectdngulo Ry, sin
que la relacidn gue encontremos cambie, sin embargo, lo hacemos asi
para facilitar los cdlculos.
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siguiente: supongamos que los lados de R; son axj, Ay;, obte-
niendo la relacifén AR; = Ax; + Ay; -

Supongamos que la superficie estd orientada y la normal
a ella en el punto (g3, nj, £(E;, n;)) es el vector fi= (£,m,n).
Para simplificar la situacidén ubicaremos el rectfingulo R; con
el vértice (£;, nj) en el origen obteni&ndo el recténgulo R}
con vértices 0 = (0, 0, 0), A = (ax;, O, 0), B = (0, Ay;, 0) ¥y
c = (ax;, AY;, 0), y consideraremos el paralelogramo sobre el
plano gue pasa por el origen, cuya normal es el vector
A= (£, m, n) y su proyeccidn es el recténgulo Ri, sea -———
[OOA'B'C' dicho paralelogramo:

4

ROg S

N

/

fig (18) tig {(17)

Es evidente gue la relacibn entre las &reas de AR; y AS;
es la misma que entre las &reas de R; y doar's'Cc'. cCalcula-
remos el vector 6R'y GE'y la norma del producto cruz de --
ellos serd la medida del &rea de [JOA'B'C' y por tanto AS;.
El vector OA' es un vector de la forma (A%, 0,20) Yy el vec-

tor O&' es de la forma (0, Ay;, z,) para algunas zg Y 2Z1.

Para determinar z, y 2z, usamos el hecho de que los vecto
> . A
res OA' y OC' est&n en el plano cuya normal es n= (£, m, n),
es decir:
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]
o

(Axilol zp) (£, m, n)

(0O, Ay;, 2o} (£, m, n) = 0

de donde

Entonces:

OA' = (x5, 0, - £ ax;), oOC'=(0, ayy, - B ay,)

irs ’ N i/ ’ Yir n Y3
i3 x . R

+l —b'_ Z £ m

OA' x OC'= |ax; 0 = Ax; =(TT AxiAyi,jT-AxiAgi,AxiAyi)

0 Avi - by;

= ( 2 m

Si y; es el &ngulo entre la normal y el eje Z entonces
n = cos v, - Asi la relacidn entre AS; y AR; es
AS; = ARj; sec vy
sumando todos los ASj se obtiene una aproximacidn del &rea
de la superficie. El limite de la suma cuando hacemos tender
n a infinito y cada rect@ngulo tender a un punto, es la defi-
nicién de &rea del elemento de superficie.
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it

A(Ss) 1im ZASi= lim ZARJ-_ sec yj

n -+« n <+ «

ﬂsec y dx dy
‘R

donde S denota el elemento de superficie.

1

El drea de una superficie regular es la suma de las &reas de
sus elementos de superficie.
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8. INTEGRALES DE SUPERFICIE

Daremos la definicifén de integral de superficie, restrin-
gi&ndonos a elementos de superficie regular y a funciones rea
les definidas en alguna regidn de R? gque contenga a la super-
ficie.

Sea S un elemento de superficie regular y ¥ una funcidn
definida en una regifn @ tal que Sc . Dividimos la superfi-
cie S en subregiones S;, 82, ..., Sp de tal manera gue cada
S; sea un elemento de superficie regular y gue cualguier pare
ja sy, S5 no tenga puntos en comlin, excepto, quiz&d, vértices co-
munes o lados comunes. Elegimos un punto P; = (x3i, Yi, 2ji)
en cada S; y sea ASi, AS2,..., AS, las &reas de cada pedazo;
formamos la suma

n
I = D F(x;, Yir» 23)4S;
i=1

Nos referiremos a tales sumas como swnas integrales corres-—
pondientes a la funcidn F, a la particidn {Si} de S y a 1la
eleccidn de los puntos Pj.

Definicidn:
Si las sumas integrales I tienden a un limite finito cuan
do el miximo de los di@metros de las partes S; tiende a cero,

entonces este limite es la integral de superficie de F sobre la
superficie S y la denotamos con el simbolo:

.'s/.-[F (x,y,2z)ds,

es decir:

A .
(8.1) _/];:‘(x, v, z)ds=1im ZF(xi, Yir 23)88; .
s n -+« i=1
Asi—hb
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Las condiciones bajo las cuales el limite (8.1) existe y la
f6rmula para calcularlo surgen inmediatamente si reducimos la
integral (8.1)a una integral doble ordinaria. Veamos como re-
ducirla.

Ya hemos encontrado la relacidn de las &reas AS; con las
dreas de los elementos R;

ASi=_/fsecydxdy i=11, ..., n
Ri

o siz = f(x,y) y dado que sec?y = 1 + tan?y

sy - VT e
Ry

Si usamos el teorema del valor medio, existen puntos
. .
(x:L . yi) € Ri tal que

1
a5y =V1+ (ZE-(x1, ¥ P+ (—a—(x}, )2 R,

llegamos entonces a que la ecuacidn ( ) se puede escribir

jg;Kx, Yy, 2)ds =
S

como :

n £ ]
= lim S FGgyi, 2oV (R y (B, v )2 T ary
n-+< i=3
Asgro

Pero como las derivadas parciales son continuas, el limite

de la derecha converge a una integral doble, obteni&ndose:
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9f 3f 2 |
_ﬂ;“(x, y, 2)ds = {ﬁ‘(x,y, z)\/1+ (E)2 + (W)2 dx dy .
Como z = £(x,y) una notacidén mis explicita es la siguiente:

fF(X.y,z)dS = ,/]1;(X.y, f(x,y))\ﬁ+ (%5)2 + (%f;)z' dx dy .
S R
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9. INTEGRALES DE SUPERFICIE DE CAMPOS VECTORIALES. FLUJO.

Sea 5 un elemento de superficie, para cada punto de la super
ficie, que no estd sobre la frontera, podemos elegir un vector
normal de tal manera gue obtenemos una funcibn que a cada
punto (x, y, z) le asigna un vector normal , denotemos a la
funcidn con el simbolo

ﬁ = .ﬁ(xl Yy, z) (x, ¥y, z)e Sy

‘donde S, denota a la superficie menos su frontera.

Como el elemento de superficie tiene una representacidn
z = £(x,y), donde &sta tiene derivadas parciales continuas, la
eleccidn de los vectores normales de la funcic’m‘ﬁ puede hacer-
se de tal manera que sea continua (recuerde que en cada punto
hay dos vectores normales). Cuando damos tal funcién decimos

gue orientamos la superficie o que le asignamos una orientacidn.

Si F es un campo vectorial definido sobre S ya &sta se le
ha asignado una orientacidn podemos formar una nueva funcién
definida sobre la superficie haciendo el producto punto de F

A .
con el vector n, es decir:

Fix, vy, z) - O(x, y, 2).

Esta es una funcidn real, entonces definimos la integral de
superficie del campo F sobre S como la integral de superficie de

F-f sobre 8, es decir

_/ﬁ‘(x, v, z) - A{x, y, z)ds.
s

A esta integral tambi&n se le llama el FLUJO DEL CAMPO F
A TRAVES DE S.
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Si F(x,y,z) = (X(x,y,2),¥Y(x,y,2), Z2(x,y,2)) y #f = (£,m,n)
entonces se tiene la expresidn (donde omitimos los argumentos)

f_/; -fAds= [/{xt + ¥Ym + Zn)ds.
s s

Tambi&n se acostumbra darla en términos de los &ngulos o,
B, Y que son los &ngulos gue forma la normal con el eje X, Y,

Z, respectivamente:

[ﬂ‘-nds:[/szosu+Y cos B + 2 cos y) dS.
s s

Veamos la razdn de por qué se le llama a esta integral el
flujo a través de S. Supongamos que el campo respresenta un
campo de velocidades de un fluido en movimiento. ELl volumen del
fluido gue pasa a través de una superficie por unidad de tiem
po se llama el flujo del campo F a través de la superficie.
Veremos geomé&tricamente como podemos calcular el flujo a tra-
vés de la superficie S. Para este propdsito consideremos el
fluido moviéndose en cada punto con la velocidad dada por el
campo F. ©Nos preguntamos por el volumen de fluido gue cruza
un &rea AS perpendicular a la direccidn del flujo en un tiem-—
po At. Claramente todo el fluido dentro del cilindro (ver fi
gura) de longitud f£at (£ = |F|) con el pedazo S como base,
cruzaré AS en el intervalo de tiempo At.

T

- At

fig (18)
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El volumen de ese cilindro es fAt AS. Dividiendo entre At

obtenemos el flujo a través de A4S en una unidad de tiempo,

flujo a través, _
( de As ) = fas.

Ahora, consideremos el caso en qgue la superficie no es per
pendicular a la direccidn del flujo (fig.19). El1 volumen con-
teniendo el fluido,gue fluye a través de AS en el tiempo At,
es ahora el volumen del cilindro oblicuo gue tiene por base AS.
Su volumen es f£fAt AScos 68, donde 6 es el &ngulo entre el vec-—
tor velocidad F y n el vector normal a AS apuntando hacia afue

ra del cilindro oblicuo:

/ F
// as (2]
g R
fig (19)
Pero, fcos 6 = F - A asi, dividiendo por At llegamos a gque:

(flujo a través

A
de aS ) =F -n AS.

Finalmente consideremos el elemento de superficie S y
aproximemos la superficie por un poliedro (fig.20). Por el
argumento anterior el flujo a través de la i-&sima cara de es

te poliedro es, aproximadamente:
F(Xi, Yie 2Z4) 'ﬁi AS; .

Aqui (x3, Yi, 2i) son las coordenadas del punto en la i-&sima

cara, en el cual la cara es tangente a S y nj es el vector --
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normal a la i-&sima cara en ese punto.

.

fig (20)

7

Sumando sobre todas las caras y tomando el limite cuando los

x

lados del poliedro se aproximan a infinito llegamos a:

(flujo a través, . fﬁ*(x,y,w .Ads.
S

Basados en esta idea, definimos para cualgquier campo. vectorial
F y superficie 8 el fiujo de F a través de S como

'[[F(x, v, z)has,
S

siempre y cuando la integral exista.
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CAPITULO II

LA DIVERGENCIA Y EL ROTACIONAL

1. INTRODUCCION

En este capitulo llegaremos a la definicidn de DIVERGEN-
CIA Y ROTACIONAL a través de hacernos algunas preguntas sobre
fluidos. Hagamos una analogia del procedimiento que vamos a
seguir, compardndolo con un procedimiento que podriamos se-
guir con funciones reales para "obtener" el Teorema Fundamental
del Cdleculo.

Supdngase que una funcidn f£:[a, b]+ R representa la fun-
cidn distancia de un mbvil que viaja en linea recta, con -

t € [a, b] representando el tiempo.

A
1)

.

S QUL N
=
kA

I S |

: :

—F(t) —

-
a
ad 2

tig (20) tig (21)

Dados dos valores cualesquiera del intervalo [a,b], digamos
to ¥ ti, podemos definir la funcibn' "la distancia recorrida
por el mdvil del instante to al instante t;"; esta funcidn de

intervalo est& dada por:

(1.1) a(fte, t1]) = £(t1)~ £(to).

Ahora bien, nos gustaria que la funcifn d fuera "una fun-
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cibén puntual®, sin embargo, &sta seria cero y no daria ningu-
na informacidn; pero si dividimos entre la longitud del inter
valo [tgy, ti1] obtenemos un “indice" gque lleva la informacidbn

de la distancia recorrida

A(lto, t31) _ _£(ty) - £(to)
At At

At = £ty - to .

Entonces, este promedio (la velocidad media) si lo podemos de
finir puntualmente para cada punto te€ [a,bl, a saber:

£1(t) = 11im d([tg{:tll) = 1im f(t1)A'tf(to)
[to, 1]l >t [to,t1]+t

donde [to, til +t significa gue reducimos el intervalo hasta
que se transforma en el punto t.

Ahora bien, teniendo la funcibén f£'(t) gue es un "indice"
puntual que lleva la informacibn de la "“distancia global re-
corrida por el mdvil" en cada intervalo [ty, ti]l, podemos
plantearnos cdmo reconstruir la distancia recorrida por el md
vil en un intervalo de tiempo [to, til.

Lo gue hacemos para reconstruir la distancia recorrida
por el mdvil es lo siguiente: dividimos el intervalo [t,, t:l
en subintervalos pequefios, en cada subintervalo el desplaza-
miento ser& aproximadamente el valor f'(tz) en algGn punto
t; del i-&simo intervalo, multiplicado por su longitud Ati, ¥
el desplazamiento global serd aproximadamente la suma de los
desplazamientos sobre todos los subintervalos:

.o fr e Aty ;
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entre més pequefios sean los subintervalos es mejor la aproxi
macién, y en el limite cuando la longitud m&xima de los sub-
intervalos tiende a cero, podemos suponer gue nos da el des-

plazamiento exacto, es decir:

mévil en el inter-

tl
= 1imZf' (£]) Aty =ff'(t)dt .
valo [tg, til

(de splazamiento del)
to

La expresidn de la derecha se obtiene de la definicidn de
integral. Pero el cdlculo del desplazamiento ya lo habiamos
hecho trivialmente (1.1) y llegamos a la siguiente igualdad:

ty

f £r(t)dt = £(t;) - £(to).
to o
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2. LA DIVERGENCIA

Supongamos que un fluido se mueve de acuerdo al campo de
velocidades V = (X, Y, 2). Observamos una porcibén de fluido
gque en el tiempo t, ocupa una regidn To, cuyo volumen sea --
V(Ty), al tiempo t esa porcibn de fluido ocupari una regidn T
con volumen V(T), en general es posible gue los volGmenes —-—
V(Ty) y V(T) no sean iguales, (podemos imaginar gque hay fuen-
tes en el sistema o que el fluido es un gas y hay cambio de
presidn). Entonces nos podemos preguntar ccudl es la razdn
de expansidn o compresidn de la porcidn de fluido T? Es de~

cir, éen gué razdn se expande el fluido en el instante t7?

Esta razdn de expansidn la podemos calcular a partir del
campo V, y del concepto de FLUJO. Para mayor claridad haga-
mos otra vez una analogia con el caso real de distancia.

Supongamos gue una particula se mueve a lo largo de una
curva de izguierda a derecha, (véase figura 23). El1 punto so-
bre esta figura indica la posicién de esta particula en cier-
to instante.

figza) 2T tig (24)

La particula se mueve sobre la curva bajo la influencia de
fuerzas exteriores, de acuerdo al principio de inercia formu-
lado por Newton:

"Un cuerpo en reposo © en movimiento, se mantendr& en
reposo o en movimiento rectilineo y uniforme, a menos
gue sobre €l actfien fuerzas exteriores que la obli-

guen a modificar dichos estados".
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Supongamos gue en un instante dado dejen de obrar sobre
la particula todas las fuerzas. De acuerdo con el principio
de inercia, €l movimiento, a partir de ese instante, debe ser
uniforme y rectilineo. Es decir, a partir de ese instante la
particula seguird la trayectoria de la recta tangente y la -
magnitud de la velocidad en ese instante ser&d la longitud de
la distancia gue la particula recorreria en una unidad de --
tiempo.

//\/,.’-—-\
fig (25) hEN

Asi la velocidad es, de hecho, "la distancia gue la par-
ticula recorreria en direccidn de la tangente por unidad de
tiempo" si se dejara de ejercer fuerzas sobre ella.

Podemos interpretar esto de manera ligeramente distinta
para conectarla con la idea de flujo. Supbngase que no es
una particula la gue corre a lo largo de la trayectoria, sino
gque es todo un conjunto de particulas, es decir, un "flujo 1li
neal" o un "chorro" (). Supongamos gue medimos la cantidad
de flujo linealmente. Entonces la velocidad en un punto es
la cantidad de "flujo" de este "fluido lineal"” que pasa a tra

vés del punto en cuestifn, en una unidad de tiempo.

contidod de FluidoX
unidad de tiempo ©
e

7
tig (26) M

(*) Nos podemos imaginar la curva como un tubo capilar por donde fluye
el fluido.
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Esta idea la podemos extender al problema gue ahora nos
interesa. Queremos medir la razdn de expansidn del volumen
gue ocupa la regidn T, si el fluido tiene como campo de velo-
cidades a vV = (X, Y, 2).

Andlogamente al problema de la distancia, podemos medir
en un instante t cuénto se expanderd el volumen en una unidad
de tiempo, suponiendo gue a partir de ese instante el volumen
se expande de manera uniforme y cada particula sigue una tra-
yectoria rectinlinea; esta medida nos dard la razdn de expan-
sidn del volumen en el instante t.

El caso més sencillo es cuando el fluido est@ encerrado
en un poliedro (en la figura 27 dibujamos un poligono) y que
la velocidad del fluido es perpendicular a esas caras dirigi-
da hacia afuera del poliedro, ademfs siendo constante en cada
una de sus caras, entonces la razdn de expansidn del volumen
serd la suma de los productos de la magnitud de la velocidad
en cada cara por el 5reaAde la cara.

av L
dat Z lV(xi, Yir 23i) lasy
i=1

donde (%3, Yir Zi) es un punto cualguiera de la i-&sima cara
Yy AS; su &rea. Esa suma corresponde a la suma del volumen de
lbs cilindros rectos gue tienen como base las &reas ASi y al-
tura |V(x;, v;, 23],

fig (27)

Fluldo en expansidn con velocidad '
:constonts en coda cora.
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Si la velocidad es constante en magnitud y direccibn en
cada cara, peroc no es perpendicular a ella, entonces la razbn
de expansidn seri la suma de los vol(imenes de los cilindros
oblicuos con base AS; y altura V(xi, yi, zj;) - nj
(V(%3, Yi, 23) *n; es la proyeccidn del vector V sobre la nor
mal a la i-&sima cara n , es decir la altura del i-ésimo ci-
lindro), obteniendo gque:

S =Xvxy vy, zg) - rdyasy -

Supongamos ahora que la regidn que encierrxa el fluido es
cualquier superficie cerrada S (suficientemente suave). Po-
demos inscribir en S un poliedro y suponer, para cada cara
del poliedro, gue la velocidad del fluido es constante, la
cual, en algfin punto de la cara, coincide con el vector velo
cidad del campo. Una aproxXimacidn a la razbén de expansidn
del fluido seré:

av
dt

=2IV(xi, Yi, 23) - 838835 . o

Si el campo de velocidades es continuo, y si las caras
del poliedro aumentan indefinidamente mientras el di&metro de
cada una de ellas tiende a cero, entonces en el limite llega-
remos a la razdn de expansidn del volumen de la regi&n T

n

(2.1) g‘é =1%m Zv(xi, Yie 23) -ﬁASi =fl(x,y,z) -fas.
s

n->eo i=1

La expresibn de la derecha es el flujo del campo a través de la
superficie S. A la razdn de expansiébn del volumen de la re-
gidn T, es decir a la dv/dt, se le llama DIVERGENCIA TOTAL de
la regién T.
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Si el campo es V = (X, ¥, 2) ¥y £, m, n son los cosenos Aai
rectores de la normal exterior a la superficie, la divergen-
cia total tiene la forma:

(2.2) . =jfxz+ ¥m + zn)ds.
S

Hemos visto cdmo calcular la divergencia total o la razbn
de expansidn de una porcidn de fluido. ¢Podremos extrapolar

"la razdn de expansidn" a un punto? Si tomamos el limite de
la integral

_/];7(2{, Yy, 2) . fas

]

conforme S se reduce a un punto, dicha integral ser& cero
(¢por qué?), pero si dividimos esta integral entre el volumen
de T (T es la regidn encerrada por S) y pasamos al limite con
forme S se reduce a un punto, entonces es posible gue su va-
lor sea distinto de cero. iDe hecho en general lo es!, y ese

valor nos servird para reconstruir la divergencia total.

Ese limite es muy importante y se conoce como la DIVER-
GENCIA del campo en el punto (x, y, 2)

. 1 A
(2.3) div Vv(x,y,z) = lim [ﬂl(x Y,2) - nas
’ 5y YV ey

donde T es la regidn encerrada por S, V(T) su volumen y -
P = (XIYIZ) -

Dejaremos pendiente algunos resultados: las condiciones
bajo las cuales dicho limite existe y gque no depende de la --

eleccidn de las superficies que van encerrando al punto.

Bajo estos supuestos podemos encontrar una expresibén ade-
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cuada de la divergencia; el hecho de gue en caso de existir
no dependa de la eleccidén de las superficies nos permite ele-
gir una superficie adecuada para hacer los c&lculos.

La discusidn que sigue no es satisfactoria desde un punto
de vista formal, pero se puede formalizar haciendo ligeras mo

dificaciones.

Consideremos un pequeiio paralelepipedo con lados de longi
tud ax, Ay y Az paralelos a los ejes coordenados.

fig(28)

Sea (x, y, z) el centro del paralelepipedo. Calcularemos
la integral de superficie de F sobre la superficie del para-
lelepipedo considerando esta integral como la suma de los

seis t&rminos, uno por cada cara del paralelepipedo.

Sean S;, Sz las caras paralelas al plano ¥z, (fig. ) la
normal exterior a la regidn encerrada por la superficie en S;
es el vector (1, 0,'0) y a la superficie S, es (-1, 0, 0), de
esta manera para los puntos de S

v-A=x
y para los puntos dé S

v-A=-x.

Nos interesa calcular [/;I . ﬁds, si el paralelepipedo es
s
2
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"pequefio" podemos dar una aproximacién de la integral evaluan
do el integrando en el centro de la superficie S; y multipli-~
c&ndolo por el &rea de la superficie

[[v-ﬁdSE X(x + 2%, vy, 2) ayaz

S1 2

andlogamente para S;

_/]:7-:'-‘;&55 - X(x - ATX, Y, 2)AyAz .
S2

Sumando las anteriores obtenemos:

_[fv -Aas s[X(x+A—2x-, v, 2}~ X({x —~ A_zx_' vy, z)]ayaz
S1+S 2

multiplicando y dividiendo el segundo miembro por Ax y obser-
vando que V = AxAyAz es el volumen del paralelep:fpedo, se tie
ne:

X(x + Ax,y, z) - X(x - Ax,y, z)
3 v -fds = 2 2
v = Ax
S,4S2

reduciendo el paralelepipedo al punto (x, y, z) tenemos que
AX+0 y V=+0, vy

1 A x(x+ A5y, 2)-x(x- B, v, 2)
(2.4) limv Vends=1lim X7
v=>0 S1+852 Ax-+0
X
T ox

p=(x,y,2)

Haciendo el mismo procedimiento con las otras caras del
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paralelepipedo contribuyen con los sumandos

3y 2z
3y y 7z

obteniendo asi gue

; = 1 _[[ LA _ X 3y ¥4
(2.5) div V—i‘fr; T . Y(x,y,z) nds= T +——ay + =2

gue es una expresidn mds manipulable de la divergencia.

Calcularemos de manera distinta la DIVERGENCIA TOTAL o la
razbén de expansidn del volumen de un f£luido obteniendo una
nueva expresidn de ellza; mediante &sta obtendremos nuevamente
la expresidn de la DIVERGENCIA. La igualdad de las dos for-—
mas de la divergencia total sugerir&n el importante TEOREMA
DE LA DIVERGENCIA.

Recordemos que las ecuaciones del movimiento de un fluido
que en el tiempo t = t, ocupan una regidn T, puede ser expre-
sado por medio de tres ecuaciones dependiendo del tiempo t ¥y

de la posicidn que en el tiempo t, ocupan las particulas:

x = ©(Xg, Yor Zo, t)

il

(2.6) Yy y(xo0, Yo, 2o, t)

z = x{(Xo0, Yo, Zo, t)

Yy suponemos que en estas ecuaciones se pueden despejar
(X9, Yo, 2,) obteniendo

xXo = ¢®(x, ¥y, 2z, t)
(2.7) yo = ¥(x, vy, 2z, t)

zo = x(%X, Y, 2, t).
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La velocidad de las particulas es simplemente la derivada
con respecto al tiempo de las ecuaciones (2.6):

. [s]
X ac (X0, Yo, 20, t)

(2.8) ¥ = F vixo, vo, Zo, t)

a
=5 XXor Yo, Zo, t)

Pero guisi&ramos conocer la velocidad en un instante t, con
referencia no a la posicidn inicial t = t,, sino con referen-
cia a la posicidn en la gue estd pasando la particula en un
instante t, es decir con referencia a un punto (x,y, z) en el
instante t.

Podemos lograr esto sustituyendo las ecuaciones (2.7) en
las ecuaciones (2.8) obteniendo tres ecuaciones de la forma:

% = X(x, y, 2z, t)

(2.9) Y= ¥(x, v, 2z, t)

i

2 = 2(x, vy, z, t)

Las expresiones de la derecha en estas ecuaciones definen
un campo de veloeidades Yy proporcionan la velocidad de una parti-
cula gue en un instante t pasa por el punto (x,y, 2).

Consideremos un fluido que se mueve de acuerdo a las ecua
ciones (2. 6) cuyo campo de velocidades es, como vimos, dado
por las ecuaciones (2.9). Supongamos qQue en el instante t, el
fluido, gue ocupaba la regibdn T,, ocupa ahora la regidn T.

El volumen en el tiempo t es: '

(2.10) vit) = j]dx dy dz .
T
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Podemos relacionar esta expresidn con el volumen en la re
gidn T,, pues por las ecuaciones (2.7) todo punto (x, y, z) de
T corresponde a un punto (Xp, Yo, Zo) de Ty,. Considerando t
constante, hacemos cambio de variables en (2.10)y se tiene:

(2.11) vV(t) = fffﬂxo, Yo, Zo, £)axe dyo dz, ,
To

donde J es el determinante jacobiano de la transformacidn
(2.6), es decir:

IX Iy 3z R4 3y 3IX
3Xo 3X o 9Xo 3Xo P X o
(2.12)
X Y 3z _ 3¢ _ 3y X
z = =
J (X0 ,Yo s o:t)‘ 3ve aYe BYe 3Yo ©8Yoe 9Yo
9xX Iy 32 X Y 3x
3z 3z 329 9z 32y 3z

si el Jjacobiano tiene derivada continua con respecto al
tiempo, podemos derivar la expresidn (2.11)y la derivada de la
integral serd la integral de la derivada (con respecto al --
tiempo) del integrando, obteni&ndose:

a Mda
_E%_'= T 3t dxe dyp, dzg .
o

Podemos calcular la derivada del jacobiano en t = t;.

Ahora bien, nbdtese que el tiempo t, puede ser cualquier ins-
tante, es decir, se elige arbitrariamente pero en el trans-—
curso de las consideraciones permanece constante. Asi medi-
remos la razdn de expansién en el instante tp;, pero como %o

lo podemos elegir arbitrariamente, el resultado serd general:
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axX 3y 3z 9X 3y 3z
9tax, otoxXp otdXo IXg axXo %o X g 3Xo 3% o
as_ _ ax 3y oz |, i _8%*x 3%y 3%z ax ay 3z
dt Yo Yo 3Yo 3tdYo 2tdyo 2tdyo 3Yo 3Yo 3o
9% 3y 3z ax 3 3z 3%x 3%y 3%z
32p 32 3zZp EE 92 9Z¢g 9t3z2g 9to92Zp 9tdzZp
Si suponemos que todas las derivadas gue aparecen son con
tinuas, entonces como X, y, Z se reducen a Xg¢, Yo, Ze¢ €n -
t = to, en este instante se tiene que:
ox _ 9y _ B8z _ 4 3% _ ®¥x _ 93y _ 3z _ 3z _ g
ER ) Yo 9Zp ! dyo 32y 3z 9Xg 3Yo
JB%x 3 cdx, ox _»fy _ oy = 3%z _ 32
3t 9xXg 9xg 4t 3Xp’ 9tdyoe 3yo ! 93tdze 329
donde (X, ¥, 2Z) es el campo de velocidades del fluido.

De acuerdo con esas igualdades llegamos a gue:

ad

_ _ X oY
dt -

32 |
3Xg 3Y0

32y

t=t, lt=to

Podemos quitar los subindices puesto que %X, y, z coincide con

Xo,
mos

una

Yo, Zo en t = ty y to puede ser cualguier tiempo.
entonces gque la razdn de expansidn del fluido ocupando

regién T en el tiempo t es:

dv_j]]ax Y
dat w ( 7z T *

Yy

iHemos llegado a una nueva expresién.de la DIVERGEHNCIA

Tene
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TOTAL del campo (X, ¥, 2)!

El célculo de la divergencia a partir de esta Gltima
presibn es sencillo, por el teorema del valor medio:

exX-

av
dt - _8X , _3®Y 92
v X oy 3z

donde la raya encima del segundo miembro representa la fun-

cidn
3X Y 37

ax Yy * 32

evaluada en algGn punto de la regibn encerrada por el volu-—

men. Al tomar el limite conforme la regidn tiende a un punto

se llega a la divergencia del campo:

. . 3X 3Y 3%
div(x, Y, 2) = 5% + >y + 5z .

Hemos encontrado dos expresiones de la divergencia total,
a saber:

—%!—-= _/1x£ + ¥m 4+ 2Zn)ds
€
3
av_ _ j]f 3X 3Y 3z
dt (4 ( ax Tt E3% * g av .

La igualdad de estas dos expresiones para la divergencia to-
tal es la afirmacidn dei TEOREMA DE LA DIVERGENCIA:

(2.13) f[ﬁ 2. 2. 22 )dv=j]x£+'Ym+ zn)as,
T S

3y 3z

o escritc en forma vectorial:
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_/T_/:]:iiv de=_s[fp -Ad;

donde S es una superficie cerrada que acota el volumen T.
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3. EL ROTACIONAL

La integral de linea fX dx+ Ydy+ Zdz a lo largo de
4

una curva r representa,en un campo de fuerzas, el trabajo rea

lizado por el campo. Pero para campos de velocidades no hay

un concepto andlogo al de trabajo, y por tanto la integral de

arriba para campos de velocidades no se puede interpretar co-

mo trabajo. Sin embargo, en el caso de fluidos en movimiento,

dicha integral indica un cierto grado del movimiento general

del fluido sobre la curva. Mé&s alin, si la curva es cerrada y

la integral es distinta de cero a lo largo de esta curva, en-—

tonces guiere decir gue en la regibn encerrada por

ella el mo
vimiento del fluido ferma un "vdrtice"

o remolino. ’

La integral /X dx+ Ydy + 2dz a lo largo de trayectorias
T

cerradas se llama la CIRCULACION del campo a lo laxrgo de la

curva -cerrada ¢. Una interpretacidn com@m es aquella en que

nos imaginamos la curva con "pequefias paletas” o "aspas", su-
ponemos gue las aspas son mbviles a lo largo de la curva y

son perpendiculares al flujo; si en un punto P suponemos gque

hay una "paleta" y medimos la velocidad que le imprimird el
£luido, estar8 dada por la componente tangencial de la velo-

cidad del campo sobre la curva en el punto en cuestidn.

fig (29)

Para obtener una medida global sobre la curva de este mo-

vimiento podemos considerar una particidn de la curva y ele-
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gir puntos arbitrarios P; en cada i-&simo pedazo de ella, pa-
ra cada uno de ellos la velocidad tangencial seré:

Vix;, Y5, 23) '%i
donde V es el campo de velocidades del fluido, Py= (x5, vy z;)
Y %i es el vector tangente unitario a la curva con una orien-
tacidn asignada a la curva. Ahora bien es "conveniente" mul-
tiplicar cada una de estas cantidades por la longitud del --
i-ésimo pedazo, se entiende gue la infcrmacidn asi obtenida
va no ser& la velocidad, pero seguir& siendo un "indice" o —-
una medida del movimiento ejercido por el campo sobre el peda
zo de curva. [Newton defini&é la cantidad de movimiento de -
una particula o su momento como m *V (masa por velocidad); si
pensamos nosotros a la curva como un "alambre" o una curva ma
terial con densidad igual a 1, al multiplicar a5; (la longi-
tud del i-&simo pedazo) por la velocidad en algfin punto, esta
mos encontrando aproximadamente la cantidad de movimiento del -
pedazo de alambre]. Asi pues, para cada pedazo ese indice

seréa:

A
Vixi, Yir, 23) * &5 ASy,

al tomar el limite conforme el nfimero de divisiones de la cur

va tiende a infinito y el m&ximo de sus longitudes tiende a
cero, obtenemos:

fv(x,y, z) -?:ds=fxdx+ Ydy + Z dz .
(4 (4

Asi,_/; -%ds es la cantidad de movimiento "neta" alrededor de
[4

r. Esto significa gue las pequenas paletas colocadas en la
curva girar&n si la circulacibén del fluido fuera diferente de
cero, por ello el nombre de CIRCULACION. Bajo esta interpre-

tacibn resulta evidente por qué la circulacidn al ser distinta
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de cero detecta un vértice o remolino en su interior.

fig ( 30) fig (31) fig(32)
-

— } ~

En el centro se forma un
vértice © remolino.

Asf hemos relacionado o asociado con el campo otra me-
dida global relacionada con una curva cerrada. Nuestro si-—

guiente paso ser8 extrapolar esa medida a un punto.

Ahora encontraremos una caracteristica asociada a la CIR-
CULACION en cada punto del dominio del campo; al igual gue en
la divergencia se extrapolf la caracteristica de "razdn de ex
pansidn"” a un punto y encontramos una relacidn entre la in-
tegral (triple) de la divergencia con el flujo ;obre la supexr
ficie, asi tambié&n al encontrar la caracteristica relacionada
con "la circulacifn en un punto" gue se llamar& ROTACIONAL,
podremos reconstruir la circulacibn por integracidén a lo lar-
go de una curva llegando al importante TEOREMA DE STOKES.
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Para hacer esto empecemos con un ejemplo. Consideremos
el campo de velocidades de un fluido dado por:

vix,y, z) = (-y, x, 0).

Calculemos la circulacidn a lo largo de una circunferencia de
radio a en el plano XY con orientacidn positiva con respecto
al vector normal fi = (0,0, 1)

f—ydx + xdy = 2na? .
c

si reducimos el circulo al punto (0, 0, 0) mediante circulos
con radio cada vez m8s pequefio, el limite serd cero. Pero si
antes de pasar al limite dividimos la circulacién entre el
drea del circulo, obtenemos que el limite es 2

1 . -
1im _ATTf_ydx + xdy= 2,

t>P

donde A(y) representa el &rea encerrada por la curva.

Se puede mostrar gue en este caso el limite no depende de
la forma gue tengan las curvas siempre y cuando est&n en el
plano XY y encierren al origen. Si calculamos la circhlacién
a lo largo de circulos en el plano YZ, como los vectores velo
cidad son perpendiculares a dichos circulos la circulacidn es
cero y

1im T(l?rf-ydx+xdy =0 .

L+P [4

Lo mismo si los circulos estén en el plano X2Z. Asi la "cir-
culacidn en un punto" depende de las direcciones en que esté

colocada la curva. Ahora bien, cuando un concepto parece de-
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pender de una direccibn, es natural preguntarse si tiene un
caracter vectorial. Esta es la clave para definir "la circu-

lacidén en un punto“.

Antes de dar la definicidn de ROTACIONAL veamos que pasa
si en el.ejemplo anterior calculamos la circulacidn en una
curva gue no esté& en un plano paralelo a los planos XY, Yz,
X2. Por ejemplo la curva que surge de intersectar un cilin-
dro con un plano gue no sea paralelo a los ejes.

Sea ¢ la curva dada por la interseccidn de las siguien-
tes superficies:

y -z =0
x? + y2 = a?
r es una elipse que estd en el plano y- z=0. Una expresifn
o que tiene a esa curva como traza con orientacibén positiva

A 1 1 .
respecto al vector normal -n = (0, = ) es la si~-
P Ve S
guiente:
a(t) = (Aacost, asent, asent)

0 s t s 2n.
Asi

21
_/;{dx+ Ydy+zdz=f—ydx+xdy =fazsen2tdt+
[ (4 °

+ a’cos?t dt = 2wa? .

Como el drea de la elipse es ¥2 wa? tenemos que:
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,/; dx + Ydy + 2 dz - 2
Alzg) : /2

y al tomar el limite cuando a -+ 0 obtenemos gue la “circula-
cibn en el punto" (0, 0, 0) tomado sobre estas curvas es 2/v/2.

Con este ejemplo hemos obtenido la siguiente informacidn
al calcular "la circulacidn en un punto".

Cuando la curva ha sido tomada sobre el plano XY el resul
tado es 2, al tomarla en el plano YZ y XZ el resultado es 0,
Yy en un plano con noxmal (0, -1/Y2 , 1//2) el resultado ha si
do 2/V7 . Si asignamos el vector (0, 0, 2) como la medida de
la "circulacidn en el punto (0, 0, 0)" &l resultado 2/V2 no
es otra cosa que la proyeccidn de ese vector sobre la normal

al plano en donde se calculd la circulacidn, es decir:

(0.- 1, 1) .w,0,2) =—2—,
y 7 V2 ’ V2

también se tiene que:

(0,0, 1)(0,0,2) =2
0

(0, 1, 0) (0, 0, 2)

(1, 0, 0) (0, 0, 2) 0

fl

v los vectores de la izquierda son las normales a los planos

en donde se tomaron las curvas para calcular la circulacidn.

Esperamoé que esto clarifique la adopcidn de la siguiente
definicidén del ROTACIONAL:
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Sea F(x,y, 2) = (X,Y¥, 2) un campo vectorial, P un punto
de su dominio y S cualgquier superficie orientada suave conte-
niendo al puﬁto P. Sea A la normal a S en P Y r cualquier
curva sobre la superficie encerrando al punto P, entonces cal
culamos la circulacidn a lo largo de esta curva orientada de
acuerdo a la regla de la mano derecha respecto a la normal.
Dividimos el valor de la circulacidn por el &rea encerrada -
por la curva y tomamos el limite de &sta cantidad cuando re-
ducimos la curva al punto P. Definimos &ste como la componente
del ROTACIONAL en la direccidén de x"\l; es decir:

(3.1) A.ROT F = 1im —1—fxdx+Ydy+Zdz.
a(z)
L P z

El ROTACIONAL es un vector asociado al campo definido en
cada punto del dominio de &ste.

fig (34)

Admitiremos que el ROTACIONAL existe si no depende de la for-
ma particular en que tomemos la superficie s y las curvas g,
siempre y cuando encierren al punto en cuestifn y ademds que
las componentes definidas por los limites en varias direccio-
nes de fi sean las componentes de uno y el mismo vector; si no
se cumple alguna de esas condiciones, simplemente diremos gue
el rotacionad no existe. ~La idea es, pues, obtener una "medi-

J
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da de la circulacidn en un punto" y para ello debemos asegu-—
rar que sdlo depende del campo y del punto. Veremos mis ade-
lante que el rotacional existe cuando el campo tiene dexiva-

das continuas.

Ahora encontraremos una expresidn conveniente del ROTACIO
NAL, suponiendo gue €1l existe, &sto implica gue podemos ele-
gir superficies convenientes y calcular la circulacidn en cur
vas también convenientes. Sea pues F(X, ¥, Z) el campo y cal-

culemos el rotacional en el punto (Xo, Yo, 2Zg) -

Empecemos calculando su componente en el eje 2, es decir
a lo largo del vector (0, 0, 1), para ello una eleccidn conve-
niente de la superficie es el plano z = z; donde z; és la ter
cera componente del punto en cuestidén y una familia de curvas
convenientes en este plano son los cuadrados con centro ——
(X0, Yo, 20) y de lado, digamos, 2a.

(XoYo,Z0)

S ISUOUPI ~
A

v
i
i
1
|
1]
+

fig (35)

Consideraremos las curvas orientadas positivamente respec
to a la normal, para manipularse de la mejor manera daremos

las siguientes parametrizaciones:

]

Lyt X Xo + a
Yy = yo+t —astsa

zZ = 29
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L, @ X = Xo —ast=sa
= Yo
Z = 2g¢g
Ly 3 X = Xo
Y = Yo ~asg tsa
zZ = Zg
L, = X = Xo —astsa
Y = Yo
zZ = Zg
Con estas parametrizaciones [ = L, ~&," L3tz
[ £
ta .
fig (38) $a

Entonces:

1 o
»

a a
ﬁ(dx+¥dy+zdz= fY(xo+a, Yo+t, 2zpl)dt - fX(Xo-H:, vota,
[4 =a . “a

-/

~a

a
=ﬁ¥(xa+a, Yot+tt, Zo) - Y(xo-a, yo+t, zo)ldt -
La

- a

a-
Y(xpo-a, yo+t, zo)dt+fx(xo+t, Yo-a,
~a

Zp)dt -~

zg)dt =

~ f[x(xo'*'t: Yot+a, zol- X{xo+t, yo-a, 2Zp)ldt

-a
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Aplicando el teorema del valor medio para integrales hay
nimeros £, E' tales gue la anterior integral es igual a:

2alY{xota, Yo+ &, 20) = Y(xo-a, Yo +£,2¢)}1-22[X(xo+E",yo+a, 20) -
- X(xotE', Yo-a, 2o)l con -~as £ 5 a y -—as £'s a .
Aplicando nuevamente el teorema del valor medio pero aho-
ra para diferenciales, se tiene que:
oY

- oY NP 2
_{;(dx+ Yady + zdz = ( % ,P'] [ay IP-.])4a

donde P' y P" son puntos sobre la superficie del cuadrado.

Dividiendo la circulacidn entre el &rea del cuadrado y
pasando al limite cuando el cuadrado tiende al punto (Xg, Yo.

z29), es decir cuando a + 0, obtenemos

A 1 oY X
ROt F= 1 fxa + Ydy + 2dz = —— - 22
s ot af;mo 4a® * ¥ %= ox Y {(Xo0,Y0,20)
donde ﬁs = {0,0, ).
De forma an&loga llegamos cuando ﬁz = (0, 1, 0) a que
fi,-rot F = 2% _BE
. A
y con n, = (1,0, 0)
_ 8z _ _ay
i, RotF = —= e

Por tanto el vector ROTACIONAL en el sistema coordenado car-

tesiano es:
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_ (9% _ _dY 3X __ _22 3Y  _ _3X
Rot ¥ = ( 3y 3z * 3z ax ’ X 3y ) -

Nuestra tarea ahora serfi reconstruir la circulacién, a
partir de conocer el ROTACIONAL en cada punto del campo -
F = (X, ¥, 2), a lo largo de alguna curva suave r. Suponga-
mos gue t es tal gque hay una superficie suave S gue la contie
ne. Supongamos ademds gque S estd orientada, es decir, que se
ha asignade un lado positive, dividimos la superficie encerra
da por ¢ en peguehos pedazos, cada uno de ellos acotado por
curvas suaves por pedazos y orientadas en sentido positivo.
Entonces la suma de las circulaciones alrededor de las fron-—
teras serd la circulacién alrededor de r¢. Pues las partes de
esta suma que corresponden a la frontera comfin de dos elemen-
tos adyacentes se eliminan mutuamente, porque esta frontera
comfin es recorrida dos veces, una en un sentido y otra en el
contrario, y el resultado es el recorrido sobre la curva r en

sentido positivo.

fig (37

Si el ROTACIONAL existe, la circulacifn a lo largo de la
frontera de un elemento AS;, es aproximadamente igual a la
componente normal del rotacional en alguno de los puntos del
elemento multiplicado por el area del elemento, pues por la

ecuacidn (3.1) podemos escribir:
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A rotr = ;kxdx+Ydy+ 2dz . E
ASy k

Ly siendo la frontera de Ask y &) una cantidad gque se aproxi-
ma a cero cuando el difimetro de AS, tiende a cero.

Si la Gltima ecuacién es multiplicada por AS, y sumamos

sobre todos los pedazos de S tenemos:

fx dx+ YAy + 2 dz = JL(ROTLF) ASy —22E, &Sy -
z

Al pasar al limite cuando el miximo difmetro de los peda
zos tiende a cero, obtenemos la siguiente ijigualdad:

fxdx+Ydy+zdz = [ﬁROTnF)dS ’
z s

esta identidad es conocida como el teorema de STOKES.
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CAP ITULO IIIX

EL TEOREMA DE LA DiVERGENCIA Y ELL TEOREMA DE STOKES

1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior llegamos de manera heuristica a
dos fbérmulas gue son las tesis del teorema de la divergencia y del
teorema de Stokes, la férmula del primero la podemos expresar en

palabras como sigue:
La integral de la divergencia de un campo vectorial sobre una re
gidn del espacio es igual a la integral, sobre la superficie de
esa regibn, de la componente del campo en la direccién de la nor

mal exterior a la superficie.

Analiticamente lo anterior se formula:
fax 4 2% 4 3Zy4y o ff
(1.1) I!(ax + 5y + Bz)dv = .S (XL + ¥Ym + 2n)ds

o equivalentemente:

fffdiVF av = ffr -fas,

donde F = (X,Y,2) y A= (£, m,n), fi siendo la normal exterior

a la superficie.

La férmula correspondiente al teorema de Stokes la expre

samos en palabras como:

La circulacibn a lo largo de una curva cerrada simple es igual a
la integral de la componente normal del rotacional integrada sobre cual-
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quier superficie simple limitada por la curva. La superficie debe
ser orientable y la curva con la orientacidn inducida por la

superficie de acuerdo a la regla de la mano derecha.

Su expresidn analitica es la siguiente:

32 Y 33X 32 Y X
(1.2) {/‘[(gy- ‘a‘z)z*(ﬁ‘ﬁ)‘““(m“‘a}‘)“]“ =

= fxdx + Ydy + 2 dz
9s

o equivalentemente:

__[[RotF-ﬂds=fF-’1\:ds .
s as

A
donde F = (X,Y¥,2), A es el vector normal a S Yy t tangente
a 9S.

Esas fdrmulas surgieron en nuestra discusidn acerca de
campbs de velocidades, pero claramente no dependen de esa interpre
tacidn, ellas forman parte de enunciados matemdticos v&lidos
para campos vectoriales abstractos, esos enunciados deben con-
tener con precisidn las condiciones, tanto para los campos Co-
mo para las regiones de integracidn, bajo las cuales se preten
de que la fdrmula es cierta, ademfs de ir acompaBados de la
prueba correspondiente. En lo siguiente enunciaremos y proba-
remos esos teoremas aunque, antes de ello, discutiremos el teo
rema de Green, el cual es el equivalente a los teoremas de la
divergencia y de Stokes en el plano.
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2. EL TEOREMA DE GREEN

El teorema de Green se puede considerar el teorema de la
divergencia o el teorema de Stokes, pero en el plano.

Veamos cbmo obtenerlo a partir de la £6rmula (1.1) y de
nuestra interpretacidn de campos como campos de fluidos.

Si un fluido se mueve de tal manera gue las trayectorias
de las particulas son planas, paralelas a un plano dado y su
velocidad es independiente de la distancia a dicho plano, en-
tonces el campo de velocidades asociado al movimiento de ese flui
do lo llamamos flujo plano. Mediante una eleccidn adecuada de
los ejes coordenados las componentes del flujo plano se pueden
expresar en la forma:

X = X(x,y) Y = Y(x,y) Z =0

la divergencia de este campo es:

Sea T un cilindro recto de altura unitaria con base Gy
superficie lateral ¥ (£fig. 1.1)

/
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Aplicando la fdrmula (1.1) a este caso obtendremos la con
clusidn del teorema de Green. Antes de ello notemos que en es-
ta situacidn la integral de Volumen de la parte izquierda de
(1.1) se reduce a una integral de superficie sobre la regidn
G, es decir que:

ax , atyay _ fflox oy
(2.1) Max + ay)dv = (ax + ay)ds
v G
pPues [/. 1
2X , 2Y - ffex . S
. vﬁax + ay)dx dy dz J (ax + ay)dxdy Ddz

lo ltimo se obtiene al aplicar la regla de integrales itera-
das del célculo integral, considerando que el campo (y por tan
to su divergencia) no depende de la variable z.

Por otro lado, aplicando el campo y la regidn propuesta
a la parte derecha de la fdérmula (1.1) &sta se convierte de
una integral de superficie a una integral de linea. En efec-
to, para calcular el flujo a través de la superficie I, divi-
dimos ésta en bandas de altura 1 y de base un pedazo del arco
3G (3G es la frontera de G), es decir, damos una particidn de
3G,{P3, P2, ..., Pn}, cada elemento ASx tiene como &rea la lon
gitud del arco PrPy,, i sea As, esta longitud, entonces

n-1
(2.2) _/](‘X cos a + Ycos g)ds=1im 3 [Xkcos ay + Ygcos Bk] ASy
z n =1

>0 k

n-1
= 1im > [Xkcos ay + Yy cos Bk] As) = ﬁx cos a +Y cos 8)ds
n+eo k=1 3G

Asf, combinando (1.1), (2.1) y (2.2) obtenemos la f£&rmu-
la correspondiente al teorema de la divergencia en el plano:
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(2.3) ff(éﬂ + Pyas = f(Xcosu + Ycos 8)as ;
- 3xX 3y 3G

aqui, (cos o, cos B) es el vector normal exterior a la curva 3G,
la integral de la derecha es una integral respecto a la longi-
tud de arco. La funcidn Xcos a+ Ycos B es la proyeccidn del
vector (X,Y¥Y) sobre el vector normal (cos o, cos B8); como ¢ y B
son complementarios, agquél se puede escribir como el vector
(cos a, sen a), ahora bien, si este es el vector normal exterior
entonces el vector tangente a la curva, dirigido en el sentido
contrario a las manecillas del reloj, es (-sena, cosa)y po-
demos escribir el integrando de la parte derecha de (2.3) en
la forma - Y(-sena) + Xcos a gque se puede interpretar como

la proyeccidn del vector (-Y, X) sobre el vector tangente a la
curva, es decir sobre (~sena, cos a), bajo esta interpretacidn
la parte derecha de (2.3) no es otra cosa que la circulacibn del

campo (- Y, X) sobre la curva 3G; recordemos (p&g. ) gue

f[—y(— sena) + Xcos alds = /;(dy—ydx
3G 3G

Yy por tanto tenemos la siguiente forma alternativa de la fér-
mula (2.3):

9X . 3Y
(2.4) [/E_ + 2jas = fxdy—Y ax
g o ¥ PYe

Si en la anterior f&rmula sustituimos +Y por -Y obtenemos
la £drmula siguiente que se puede considerar el teorema de
Stokes en el plano para el campo F = (¥,X).

R
3X Y

(2.5) _fXdy+ Ydx = ﬁ_ - 2¥)as
3G S 9X :h'%

Las f8rmulas (2.3), (2.4) y (2.5) son distintas formas
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de expresar la conclusidn del teorema de Green. Si hubi&semos de

mostrado el teorema de la divergencia, la anterior forma en gque de-
dujimos la férmula (2.3) serfa, de hecho, su demostracidn, sin

embargo ese no es el caso y lo podemos demostrar de manera in-
dependiente; ademis dicha demostracibn es una ilustracidn sen-

cilla de la demostracidn que haremos del teorema de la diver-

gencia. Primero definiremos el tipo de regiones més simples

para las cuales las f£drmulas (2.3), (2.4) y (2.5) son vidlidas

Yy con éstas daremos una versidn débil del teorema de Green.

Sea G un conjunto de puntos en el plano. Diremos gque G

es una regién proyectable sobre el eje X si se cumple que:

a) La proyeccidn de G sobre el eje X es un intervalo
cerxrado I = {asx=sb}.

b) Cada recta X = X, €COn Xo € I intersecta a G en exacta-

mente un intervalo cerrado, el cual puede ser un punto

cuando la recta es X = a & x = b.

De manera semejante, intercambiando los papeles de x y
y definimos una regién proyectable sobre el eje Y. Una regidn que
es proyectable tanto sobre el eje X como sobre el eje Y. se lla
ma regidén normal del plano*.

Si G es una regidn normal del plano entonces exiten fun-
ciones yi1(x), ya2(x), xi1(y), x2{(y) tal que:

(2.6) G = {(x,¥)] ya(x) sysy2(x), xeilIx},

(2.7) G = {(x,y)]| x2(y) sxsx2(y), yeIy};

* También se le llama regién estandar.



91

donde Iy = [a,bl], Iy = [c,d] son las proyecciones de G en el

eje X y en el eje Y, respectivamente.

Ragién Plonc Hormal
f1g 39

Ahora formularemos y probaremos el teorema de Greem para re
giones normales.

Sea G una regién normal en el plano y P(x,y), Q(x,y) dos fun-
ciones reales definidas y continuas en G con derivadas pareciales
continuas en G, entonces

(2.8) jf(%}’% - as - fp ay + Qax
G

3G

Demostracidn:

Primero probaremos gque
(2.9). j]_g% as = /de
i G 3G

Consideremos G expresada en la forma (2.7); aplicanao las
reglas del cilculo integral a la parte izquierda de (2.9) te-

nemos:
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ﬂ-g_ids=jafxz(y>%dx dy =fd[P(x2 (v),v) _p(xl(y),y)]dy =
¢ * R

c 1(y) c

d ) c
=f P(x2 (y),y)dy + [ P(x1(y),y)dy
(o] ~a

.

Estas filtimas integrales pueden interpretarse como integrales
de linea de P a lo largo de las curvas dadas por

x = x3 (y) {csy=sd}

x = x3(y) {csys=sal

Si la frontera de G tiene pedazos horizontales, entonces
la integral de P sobre esos pedazos es cero. La primera de
las Gltimas dos integrales es una integral de abajo hacia . -
arriba de la curva x;(y), mientras que la segunda es de arri-
ba a abajo sobre la curva x:(y), (vé&ase fig.‘"”). Si afiadi=-
mos las partes horizontales en la direccidn adecuada entonces
lo anterior equivale a una integracidn en sentido contrario de
las manecillas del reloj sobre la frontera de G; ’

2, {y}

v

tig 40
de esta manera:
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d c
f P(x2 (y),y)dy +f P(x1(y),y)dy = fP dy
< a

3G
y la f6rmula (2.9) se cumple.

De manera andloga se prueba gue

(2.10) -ffg—Q as = dex
g Y

3G

Consideremos la regidn G en la forma (2.6), entonces

faQ
—= 4s
G 2y

I
e v
S—
W <
-~ n
%~
A
wP
el
[+})
oY
ja))
d
]

fb[Q(x.Yz (x)) = Q(3x,y1 (%) )]dx:
a

-[j: Q(x,y2 (x))dx + _l;b Q(XIYl(x))dx] = _a‘c/;) ax

donde la integracidn sobre la frontera de G es en el sentido
contrario a las manecillas del reloj. Sumando (2.9) y (2.10)
obtenemos la conclusidn del teorema de Green y, por tanto, he-
mos demostrado la validez del teorema para regiones normales.

Podemos generalizar este resultado para regiones ligera-
mente mids complicadas. Sea G una regidn cerrada la cual pue-
de dividirse en dos regiones normales G, y G, mediante un ar-

co regular ; como se muestra en la figura ( ). Entonces

22 _ 2Q
Gf-ﬁx 3y 48

(2.11) _/;dy+ Q dx
909Gy

[}

9G2 G

(2.12) dey+ Qdx ff(g—}’; - %g)ds
2
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las integrales se toman en el sentido contrario a las maneci-
llas del reloj. La curva ; se tiene tanto en 3G, como en 3G,
y de ahi que la integral de linea a lo lafgo de ¢ forma parte
de los dos primeros miembrous, tanto de (2.11) como de (2.12).
Ademé&s forma parte de estas dos fdérmulas con signos opuestos

puesto gue el movimiento en sentido contrario al movimiento

de las manecillas del reloj respecto a 3G; da una orientacidn
a ¢ opuesta a la inducida por el movimiento en sentido contra
rio al de las manecillas del reloj respecto a 3G,. Cuando se
suman (2.11) y (2.12) la contribucidn debida a r se cancela,

dejando Gnicamente la integral alrededor de G, de manera gue
la £férmula (2.8) es vdlida para regiones gue pueden cortarse

en dos regiones normales mediante una curva .

¥

tig 4)
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3. EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

El teorema de la divergencia involucra dos cosas: una cier
ta regidn o porcidn del espacio y, un campo vectorial o tres
funcions X, Y, 2, dependientes de tres variables x, y, z defini
das en la regidn.

Como en el par&grafo anterior definiremos las regiones més
simples para las cuales el teorema de la divergencia es valido,
le llamaremos regiones normales en el espactio.

Una regidn N es normal si es un poliedro convexo o si es
una regidn acotada por una superficie S consistente de un nfime-
ro de partes de planos y una superficie (curvada) F, y tal gque
para alguna orientacidn de los ejes coordenados las siguientes

condiciones son satisfechas (fig. ):

a) La proyeccidn F de F en el plano XY est& acotada por
una curva cérrada simple consistente de un nGmero fi-
nito de arcos, cada uno de ellos con tangente en todo
punto la cual gira continuamente sobre sus puntos?*; la
proyeccidn de todos los lados de S sobre el plano XY
dividen al plano en un nfimero finito de regiones, cada

una acotada por una curva cerrada simple,

b) cualguier paralela al eje Z conteniendo un punto inte-
rior de N tiene en com@in con N un sblo segmento y nin-
gfin otro punto, y F estd dado por una ecuacidn de la
forma z = f(x,y), donde £(x,y) es una funcién continua,
junto con sus derivadas parciales de primer orden, en
F,

c) esas mismas condiciones se satisfacen cuando intercam-—

biamos x, y, 2z de cualguier manera.
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S F = (X,Y,2) es un campo continuo cuyas componentes tienen deriva-
das pareciales de primer orden comtinuas dentro y en la frontera de una re-
gidon normal N, entonces la férmula (1.1) es vdlida, con T = N y S la fron-
tera de N.

Demostracidn:

Sea g una de las regiones en gue la proyeccidn de los la-
dos de S divide al plano XY y v la porcién de N cuya proyec-~
cidn es o ; v estd acotada por una superficie o consistente de
una superficie cilindrica vertical que pasa a travé@s de la
frontera de o y por dos superficies z = ¢(x,y) v z = £(x,y)
e(x,y) s £(x,y), una de ellas plana, y asi ambas satisfacen el
requerimiento b). Empezaremos estableciendo el teorema de la
divergencia para la regién.v y el campo (0,0,z):

(3.1) [[—g—zz- av =_!ﬁndo

v

Por el teorema de las integrales iteradas se tiene:
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%[[[[:(x'w 2z dz]da_

(%9) 3z

,[fz(x,y.f(X.y) ydo - ./JZ(X.L elx,y) )do
o 5]

3z
(3.2) fﬂﬁ av

It

Cambiaremos la regidn de integracidn en las integrales de
superficie de o a la superficie o que acota la regidn v. si
Ac es un elemento de la porcidn superior z = £(x,y) de o, y AT
la porcidn correspondiente de o, es decir, su proyeccidn, en-
tonces tenemos

Ao = j];:ecyd}? = secy' Ao, AT = cosy' Ac
AT

donde y' es un valor medio del &ngulo agudo entre la normal a
la superficie y el eje 2. La aplicacidn de la ley de la media
se justifica por la condicidn b) sobre f£(x,y). De esta manera -

la integral de la derecha de (2.2) puede escribirse como

1Im) 2(x% s Yio £k, vi)) 86 = 1Im 3 20,y £(x,,¥,)) cos v Aoy
T > o A

=_/ﬁcosydc

L

donde o" es la porcidn de o en la superficie z = £(x,y). La
segunda integral de ia derecha de (3.2) puede ser transforma-
da de la misma manera. Sobre o", cos vy es exactamente la ter-
cera componente del vector normal = (£,m,n), es decir

n = cosy, ya gue en ¢" la normal exterior forma un &ngulo agu
‘'do con el eje 2. Sobre la porcidn o' de o en la superficie

z = ¢(x,y), la normal exterior hace con el eje 2 un &ngulo ob-
tuso, a saber el suplemento de vy, y por lo tanto cos'-y= -n.

Obtenemos asi que:
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.[[f'g% av =£[ano+éj[znda .

v

Las partes de o no comprendidas en o' y ¢" son las pare-
des cilindricas verticales. Sobre ellas n = 0, asi la filtima
ecuacidn es equivalente a (3.1). Ahora podemos establecer la
ecuacidn correspondiente para la regifn N, pues si sumamos las
ecuaciones (3.1) correspondiendo a cada una del nfimero finito
(por la condicién a)) de regiones del tipo v en las cuales N

est& dividida, la suma de las partes izguierdas es:
N

mientras que las integrales de superficie suman la integral so
bre S (la frontera de N); las integrales de superficie sobre
las paredes verticales son cero. Asi,

[£/<g—§dv=_/s]'2nas‘.

Por la condicidn c) podemos derivar de la misma manera .
las ecuaciones:

fo—g—E av=_£fx£ds j;[f% av =gYmdS

y la suma de las iltimas tres ecuaciones dan el teorema de la
divergencia para N y para la orientacidn particulér de los
ejes involucrada en las hipbtesis de N. Sin embargo se puede
probar que el £6rmula (1.1) no depende de la eleccidn de los
ejes coordenados (como lo sugiere la forma en que dedujimos el
teorema de la divergencia en el capitulo anterior), asi es gue

el teorema es cierto para N y cualquier eleccidn de los ejes.
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Tambi&n para cualquier regidn gue pueda ser cortada en
regiones normales por un nimero finito de planos serd valida
la férmula (1.1) si mantenemos la hip&tesis sobre el campo.

En efecto: para cada subregifn normal vale el teorema, sumando
las partes izquierdas de la fdrmula correspondiente a (1.1) ra
ra las subregiones en cuestidn, obtenemos la expresidn del la-
do izguierdo de la f6rmula (1.1) para toda la regidn; por otro
lado las integrales sobre las superficies se toman sobre dos
clases de superficies, a saber, las gue pertenecen a la fronte-
ra exterior de la regidn total y las gue pertenecen a los pla-
nos de corte, @stas filtimas pertenecen a dos subregiones simul-
tineamente y se integra dos veces sobre ellas, pero los vecto-
res normales en cada punto de esas superficies tienen sentidos
contrarios segfin pertenezcan a una subregidn o a su adyacente,
vy por tanto en el resultado final de la suma no cuentan y sdlo
queda la integral sobre la superficie gue pertenece a la fron-

tera de toda la regidn.

Asi, el teorema de la divergencia es vdlido para cualquier regidn

que, en el sentido anterior, es la suma de regiones normales.
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4. EL TEOREMA DE STOKES

El teorema de Stokes involucra una superficie S cuya fron
tera es una curva cerrada simple ¢ y un campo (X,Y,2). Se
asigna un sentido positivo a la normal a S y los cosenos direc
tores de la normal con este sentido se supone varian continua-
mente con respecto al pie de la normal sobre S. Asi se puede
asignar un sentido positivo a ¢ de acuerdo a la regla de la ma
no derecha.

Primero probaremos el teorema para una clase muy simple
de superficies S correspondientes a las regiores normales para
el teorema de la divergencia, a saber, aguellas gque satisfacen
las condiciones impuestas sobre la cara curva F de una regidn
normal en a), b) y c) del par&grafo anterior, suponemos ademds
que en las proyecciones de F sobre los planos coordenados es
vdlido el teorema de Green. Para el campo suponemos gue en
una regién del espacio con S en su interior, X, ¥, Z y sus de
rivadas parciales de primer orden son continuas.

Para superficies S y campos (X, Y, 2Z) satisfaciendo las condiciones
anteriores es vélida la fﬁrmula (1.2).

Consideremos primero los términos en la formula (1.2) que

involucran X, probaremos que:
(4.1) _/_]‘(ﬁ m - 3 n)das =fde
4 3z Ay /

La funcidn X estad dada como una funcién de x, y y 2 pero
come sus valores scbre la superficie S, gque satisfacen la
ecuacidn z = f(x,y), son los gque estén involucrados en la
ecuaciSn (4.1) podemos hacer la sustitucién siguiente y expre
sar X en términos solamente de x y y:

d>(x,y) = x[erIf(er)] .
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Entonces
20 _ 3X . 3X . Bf _ 3X _ 3X . m
3y Y 3z Y Ay 9z n ’
va que (vé&ase pagina ).
ks kS
ox . 3y _ 1
£ m n °
Entonces
(2% 2% oo ff2x o2 m
{f(azm yn)ds— J (ay 5z - )ndas

3¢ 3¢ =
=—[f—nds=-_[[—d
s %y s %

donde S es la proyeccidn de S en el plano XY. Esta filtima in
tegral la podemos transformar en una integral de linea sobre

la curva y, que es la proyeccidn de ¢ en el plano XY, median-
te el teorema de Green. Escribiendo en la f£6rmula (2.8) (p&~
gina ) P=0y Q= ¢, vemos que la iltima integral es igual

a
JrQ(x,y)dx,

Y

y como los valores de ¢ sobre y son idénticos con aguellos de

X en los puntos correspondientes de gz, esta integral es igual
a:

J/}(dx

z

haciendo v&lida la ecuacidn (4.1). Como las condiciones so-
bre S permanecen invariantes cuando intercambiamos los ejes,
podemos llegar de manera semejante a dos identidades similares
gue resultan de intercambiar en (4.1) las letras x, y, 2z en
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forma ciclica, la suma de las tres identidades da la ecuacidn
(1.2) gquedando asi probado el teorema de Stokes, para la orienta
cidn especial de los ejes. Pero también en este caso se pue-—
de probar que la expresidn (1.2) no depende del sistema de
ejes involucrado, habi&ndose asi establecido el teorema de

Stokes para cualguier orientacidn de los ejes.

El teorema establecido puede tambi&n ser extendido. Lla
maremos un elemento normal de superficie* a aqguella superficie gue
satisfaga las condiciones impuestas arriba. Entonces si una
superficie puede ser dividida, por medio de un sistema de cur
vas, en un nfimero finito de elementos normales de superficie
Y si se asigna un sentido a las normales y a las curvas aco-
tando los elementos de acuerdo a la regla de la mano derecha,
estas asignaciones para dos elementos adyacentes debe ser tal
que fronteras com@ines son recorridas en sentidos opuestos.

La suma de las identidades (1.2) de cada uno de los elementos
por separado dard la identidad (1.2) para toda la superficie.
No es necesario gue la normal a S cambie continuamente sobre

toda la superficie S, puede tener discontinuidades en los la-
dos comfines a dos elementos normales de superficie pues en la
integral de superficie los conjuntos de puntos de la frontera
no tienen peso, mientras que en las integrales de linea la noxr
mal no interviene. Pero para este tipo de regiones se debe

asegurar que la superficie sea orientable.

% 'normal surface elements' en Kellogy [ .

t\’\'snm-.\ (_-nsuu :\L\nr\\ksl (39 L}\\\:c;o\ }__ ]
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CAPITULO IV

EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA PARA REGIONES-
REGULARES DEL ESPACIO

1. INTRODUCCION

Una regidn regular del espacio es una regidn cerrada y acotada
cuya frontera es una superficie regular cerrada.” El propdsi
to de este capitulo es probar gue la afirmacidn del teorxema
de la divergencia se cumple para este tipo de regiones.

Dentro de las regiones regulares hay regiones suficiente-
mente complicadas para las cuales no es natural gue el teore
ma de la divergencia resulte verdadero; por ejemplo, conside
remos una regidn que tenga una cara igual' a la superficie da

da por la funcidn

3,3 1 s -
x’y® sengo si (x # 0) (y #0)

£ix,y) = .
0 si (x=0) - (y=0)

It

con (x,y) €e R donde R {(x,y) ] |[x] + |y| s 1}, cuyo corte en

cualquier plano x=k y=k con k#0 tiene la forma de

o

la grafica siguiente:

1ig 43
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No parece, al menos a simple vista, que podamos expresar
dicha regidn como la suma de un ntGmero finito de regiones
normales para poder utilizar ia prueba del capitulo anterior.
Pero si podremos aproximar esas regiones por regiones norma-
les tanto como se guiera, y eso es lo que haremos en la iltima
seccidn de este capitulo. Para ello requeriremos de varios
resultados geom&tricos gque, aungue muchos de ellos evidentes,
es necesario probar. Iniciamos con algunas definiciones y re
sultados de conjuntos de puntos, continuamos con teoremas So-
bre curvas y superficies para terminar con el teorema de ex-
tensidn.

En el tratamiento del capitulo no se renuncia a echar mano
de la intuici®dn geométrica y, no obstante, alcanzar cierto
grado de rigor.
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2. CORJUNTOS DE PUNTOS.

En este pardgrafo daremos las definiciones que utilizare-
en los siguientes, relativos a conjuntos de puntos; aungue las
definiciones son generales, nuestro trabajo esta enfocado a
conjuntos de puntos en R®.

Los elementos de R?® los denotamos por X = (X.,y,z). Si
X = (X1,¥1,21) ¥ Y = (X2,Y2,22) estén en R® el producto punto
X - ¥ estd definido por X =y = X1X» + yiY» + 21Z2. La longitud

del vector X es la raiz cuadrada positiva de X+ X y la denota-
mos por ||X|| . Za distancia entre dos vectores X y ¥ es ||X-Y¥]| .
El &ngulo entre dos vectores distintos de cero esté& dado por la
f£f6rmula

X-Y
c =_*-x¥
H 11 e
donde ¥ es el &ngulo entre los vectores y 0 s @ s n. La esf‘gl

ra con centro X y radio r estd dada por
v : Ix-7yll=x}

o equivalentemente

{(x,y,2) |[V{x=-%1)2 + (y~y1)2+ (2~-2,)2 = r}

donde X = (X1,y1,21).

La bola con centro X y radio r est& dada por

1y = Ix-¥ll < =1}

o equivalentemente

{(x,v,2)] Yx-x1)2+ (y~-y1)2+ (z-2,)2 < x}.
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Si los puntos de un conjuntc E ¢ IR® estsn a su vez conte
nidos en un plano, diremos que E es un conjunto plano; si E es-
ta contenido en una recta, diremos gue E es un conjunto lineal.
Un conjunto plano se puede considerar como un subconjunto de
un plano; por otro lado, un conjunto lineal se puede conside-
rar como un subconjunto de un plano o como subconjunto de una
recta, a parte, naturalmente, de poderlos considerar como sub
conjuntos de IR®. Dado un_ conjunto plano hay una orientacidn
de los ejes para la cual la tercera coordenada de la expre-
sidn del conjunto relativa a esos ejes es cero. Para conjun-
tos lineales se puede encontrar una orientacidn de los ejes
en gue la expresidn del conjunto relativo a esos ejes tenga
segunda y tercera coordenada igual a cero.

Un conjunto finito es el que tiene un nfimero finito de ele-
mentos, en otro caso es infinito; un conjunto es acotado si to-
dos sus puntos esté&n dentro de alguna esfera.

Un punto P es un punto limite del conjunto E si hay puntos
de E, distintos de P, en toda esfera con centro en P. Un
punto limite puede o no pertenecer al conjunto. Un conjunto
finito no tiene puntos limite. Un importante teorema refe-
rente a puntos limites es el teorema de Bolzano-Weierstrass que
afirma que todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto LTmi
te. Su prueba se basa en el z—exioma de continuidad de los n_g
meros reales. Sea A un conjunto de nimeros reales. Si hay
un nimero real x tal gue si a estéd en-A implica gque a es me-
nor o igual a x, entonces x es llamada una cota superior de A
y decimos que A estd acotada superiormente. Supongamos gue
hay un nimero real S satisfaciendo las siguientes propieda-
des: (i) S es una cota superior de A, y (ii) si y es cual-
gquier cota superior de A entonces S es menor o igual que y.
Entonces a S se le llama la minima cota superior del conjunto
A. Tambiefi se le llama el supremo del conjunto A.
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Axioma de Continuidad: Si S es un conjunto de nitmeros reales no

vacfo y acotado superiormente, entonces A tiene un supremo.

Teorema (Bolzano-Weilerstrass). Si 4 es un conjunto de nimeros
redles, infinito y acotado, entonces hay al menos un nidmero real tal que

es un punto limite de A.

Para probarlo consideremos un intervalo [a,b] contenien-
do al conjunto A. Dividimos [a,b] en dos subintervalos igua
les. Al menos uno de esos subintervalos contiene un subcon-
junto infinito de A. Sea [a,b] tal subintervalo. Ahora di-
vidimos [ai:,b:] y aplicando el mismo criterio obtenemos un
subintervalo [a;,b2] conteniendo un subconjunto infinito de
A y asi continuamos este proceso cobteniendo una coleccidn nu
merable de intervalos; el n-&simo intervalo siendo [ap,bpl

de longitud
(b - a)

bpn-an = Sh

De donde el supremo de {a,} coincide con el infimo de {b,}.

‘Supongamos gue no son iguales; es decir, sea X = sup{anl,
y = inf{bn} 'y x#y, como ap < by entonces x<y Y
y-x=6>0 pero esto implica gue para ningln n se cumple
gue
(b - a)
R
lo cual es una contradiccidn, de donde x = y. El punto x
serd un punto limite de A porgue si r es cualguier nfimero
positivo, hay alguna n tal que [ap,bn] estd contenido en el
intervalo
r r
[x = 5 x+ =1,

pues se puede elegir n suficientemente grande para gue

r
bn—-anp < 5 .
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El intervalo

r
[x - 5= x+ 5

contiene un nimero infinito de puntos de A y por tanto
contiene un punto de A distinto de x, de lo cual concluimos
que x es un punto limite de A.

El conjunto de puntos gue consiste de todos los puntos
limites de un conjunto E se llama el derivado de E y se denota
por E'. El derivado de un conjunto finito es el conjunto va
cio.

Un punto P en E ¢ R? es un punto interior de E si hay una
esfera alrededor de P totalmente contenida en E. Un punto P
de un conjunto plano E es un punto interior de E con respecto al
plano si hay un circulo en:el plano con centro en P totalmen-
te contenido en E. Un punto P de un conjunto lineal E es un
punto interior de E con respecto a la recta, si es el punto medio
de un segmento de recta totalmente contenido en E. La fronte
ra de un conjunto E es el conjunto de puntos limites de E
gue no son interiores a E. Como esta definicidn involucra
la nocidn de puntos interiores, la definicidn de frontera pa
ra conjuntos planos y lineales es relativa, teni&ndose la
frontera de un conjunto planc E con respecto al espacio y la

frontera de E con respecto al plano, etc.

Un conjunto cerradoc de puntos es el que contiene todos
sus puntos limite. Un conjunto abierto es aquel gue todos
sus puntos son interiores. El espacio total y el conjunto
vacio son abiertos y cerrados a la vez.

Un dominio es un conjunto abierto, tal que cualguier par
de sus puntos puede ser unido mediante una poligonal, de un

nimero finito de lados, totalmente contenida en el conjunto.
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Una regidén es un dominio o un dominio junto con algunos o
todos los puntos de su frontera. Una vecindad de un punto es un
dominio conteniendo al punto.
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3. EL TEOREMA DE HEINE - BOREL.

La idea de uniformidad es fundamental en andlisis. En
general, una funcibfn posee una cierta propiedad uniformemente
con respecto a ura variable cuando las desigualdades que la
definen son independientes de esa variable.
serie

Por ejemplo la
u; (x) + w2 (x) + us(x) + ...

define por medio de los primeros términos una funcidn sp(x).
Decimos simplemente que la serie converge en el intervalo
asxs<b a £(x) si para cualquier x en el intervalo y cual-
guier e > 0 existe una N tal gue para ese valor de x y n>N
se tiene

|snix) = 2(x)| < e.

Pero si decimos que la serie converge uniformemente en el
intervalo a £(x) tenemos gue probar gue dado cualquier e > 0
existe un N independiente de X tal que

[sn(x) -~ 2(x)] < ¢

para toda x en el intervalo y toda n > N.

Una funcidn f£(P) definida en una regidn R es continua en
la regidn si dado € > 0 y cualquier punto P en R existe una
§ > 0 (que depende tanto de g como de P) tal gue

[£(Q) - £(®)]| < ¢
siempre que Q esté& en R y la distancia PQ sea menor que §.
Decimos que f es uniformemerte continua en R si a cual-

quier ¢ >0 le corresponde una § > 0 independiente de P tal que
si P y Q son cualguier par de puntos en R y la distancia PQ
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es menor gue ¢ entonces

|£(P) - £(Q)| < e.

Las pruebas que establecen muchos teoremas de uniformidad
tienen una parte comfin gque se puede formular como un teorema
sobre conjuntos de puntos:

El Teorema de Heine-Borel: Sea E cualquier conjunto de puntos
cerrado y acotado, y S un conjunto de dominios, tal que cada punto p de
E estd en uno de los dominios Tp del conjunto S. Entonces hay un subcon-
Junto S' que consiste de un nidmero finito de dominios Tp tal que cual-
quier punto de E estd en uno de los dominios de S'.

Para probarlo, mostraremos gue hay un nGmero o > 0, tal
gque cada punto x de E estl a una distancia mayor gue o de
guiera de los puntos frontera de alguno de los dominios Tp N
aa;véontienen a x. Supongamos gue &ste no es el caso. En- l(¢&qu
tonces para cualguier entero positivo n, hay un punto Pn en
E tal que todos los dominios del conjunto S que contienen a

Pn tienen sus puntos frontera a una distancia menor o igual
. *
que {%-de Pn. Se puede elegir una sucesidn infinita de ta-

les puntos y como E estd acotada entonces,por el teorema de
Bolzano-Weierstrass, hay un punto limite de la sucesidn, di-
gamos Po. Como E es cerrado, entonces P, estd en E. Por 1lo
tanto P, estd en algin conjunto de S, digamos en T,. Pero
esto es una contradicecidn. Pues si § fuera el radio de una
esfera con centro en Py, totalmente contenida en T,, habria
puntos de la sucesidn P;, P3,... a una distancia menor que =

-%— de Py con indice n tal gue %r < %%-. Para uno de tales

puntos no hay diminios con puntos frontera a una distancia ma

yor gue {%, pero tal punto a su vez estd en To y tiene con

* Pox qué?
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los puntos de la frontera de T, una distancia mayor que %r

Lo cual es una contradiccidn. Por lo tanto el nfimero a exis
te.

Supongamos ahora que A es un conjunto de un nGmero fini-
to de puntos de E con la propiedad de que cada punto de E
estd a una distancia menor gue o de algfin punto de A. Enton
ces para cada punto p de A hay un dominio del conjunto S cu-

yos puntos frontera est@n todos a una distancia mayor que a

de p. Para cada punto de A elegimos un dominio de esos, te-
niendo asi un subconjunto S' de S de un nimero finito de do-
minios. S' es tal que cada punto de E est8 en algGn dominio

de S' y por tanto tiene las caracteristicas pedidas por el
teorema.

La eleccidn del conjunto A se hace dividiendo la regidn
E en cubos mediante sistemas de planos paralelos, de tal ma-
nera que la diagonal de cada cubo tenga una longitud menor
que au. Como el conjunto E estd acotado habri sdlo un nfimero
finito de cubos gue contienen puntos de E, de cada uno de
esos cubos se elige un punto que esté& en E. Esos puntos
constituyen el conjunto A.



113

4. TEOREAS ACERCA DE CURVAS

En este par@grafo precisaremos algunos hechos mencionados
en el capitulo I, pardgrafo 2, acerca de curvas. Enunciare-
mos y probaremos algunos teoremas que ser&n de utilidad para

los fines de este capitulo.

Recordemos que un arco regular es un conjunto de puntos ¢

de la forma (x,y,z) tal gue, para alguna crientacibn de los ejes,
admite una representacidn:

y = £(x), z = g(x), x € [a,b] = I - = = (1

donde f£(x) y g(x) son continuas y continuamente diferencia-

bles en I. Una representacidn como (1) le llamaremos represen
taeidn estdndar del arco.

PROPOSICION I: Un arco regular admite una ‘'representacién paramé-

trica' en términos de la longitud de arco, es decir, una representacién
en la forma:

x =x(s), y=yls), z=2z(8) 0sssk

donde £ es la longitud de la curva y =(s), y(8) y =z(s) son continuas
Yy continuamente diferenciables en el intervalo [0,L].

NOTA: La definicidn de funcibdn continuamente diferencia-
ble (ver capitulo 2, péag. ) es equivalente a lo siguiente:
f£(x) tiene una derivada en todo punto interioxr de I, y deri-
vadas laterales en los puntos extremos. Entonces la deriva-

da se puede definir en todo el intervale cerrado, siendo ahi
continua.

PRUEBA: Consideremos la representacidn (1), entonces la
longitud del arco gque va del punto [a, f£(a), g(a)] a un pun-—
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PRUEBA: Sea x=x(s), y=y(s), z=2z(s) las coordenadas de
la curva con la orientacidn de los ejes en gue ninguna tangen
te a la curva es perpendicular al eje x. Consideremos los
vectores % = (x'(s), y'(s), z'(s)) y & = (1,0,0) el coseno
del angulo formado por ellos es

cos(%, & = x':s)

el
entonces la condicién de no perpendicularidad implica gue pa=-
ra toda s x'(s) #0, pues si en alglin punto fuera cero, enton
ces se tendria gue cos(%, él) = 0 y esto sblo se verifica
si el &ngulo entre t v 31 es 90°, contrario a la hipdtesis.
Como x'(s) es continua entonces, & x'(s) >0, & bien, x'(s) <0
para toda s, y entonces x(s) es estrictamente mondtona; luego
x(s) tiene una inversa s = s(x) definida en el intervalo
[a,b] donde a=x(a), b=x(£). Claramente s(x) es continua y
continuamente diferenciable. Definimos las funciones £ y g

de la siguiente manera:
f(x) = y(s(x)), gx)=z(s(x)) con x e [a,b]

los puntos (x,y,z) definidos por y=£f(x), z=g(x), x e [a,b]
describen los puntos de la curva y en virtud de las propieda-
des de las funciones compuestas, esas ecuaciones son la re-
presentacidn estindar de un arco regular.

El siguiente teorema nos proporciona una propiedad impor
tente gue utilizaremos mis adelante. Dicha propiedad nos di
ce que en cualquier puntc de un arco regular, un pedazo del
arco, suficientemente pequefio, alrededor de ese punto es 'muy
parecido' a una recta en el sentido de que no se dobla dema-
siado y gque no se aleja mucho de una recta. Esa propiedad
nos permitird dividir un arco regular de tal manera gque cada

subarco no 'gire' demasiado y entonces puedan ser encerrados,
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por ejemplo, en circulos con difmetro la cuerda gue une los
puntos extremos del subaxco

(a} . {b)

fig 44

En (a) la curva no gira demasiado y puede ser encerrada en

un circulo con diametro el segmento que une los extremos; en
(b) no es posible eso, no obstante se puede dividir en sub-
arcos més pequenos y cada subarco si puede ser encerrado en

circulos, (c).

TEOREMA I. Dado un arco regular C y un nimero a> 0, existe un nil-
mero § >0 tal que no hay dos tangentes a C en los puntos de cualquier
poreidn de longitud menor que S, que hagan una con otra un dngulo mayor
que o.

PRUEBA: Sea C dada en ecuaciones paramétricas con paré-

metros la longitud de arco:

x=x(s), y=y(s), z=z(s) se [0,2] .

Por la proposicidn I las coordenadas (x'(s), y'(s), z'(s))
del vector tangente son continuas en el intervalo cerrado
[0,£] y, entonces, uniformemente continuas. Poxr lo tanto hay un
nmero &6 >0 tal gque si s y t son cualesquiera puntos para

los cuales |s-t]| < 6, entonces
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X'(s) =" ()12 + [y'(s) —y' (©)]2+ [2'(s) -~ 2' (£)]2 < 4 sen? %

desarrollando los paréntesis y considerando que H%H =1 don
de t=(x'(s), yv'(s), z2'(s)) para cualquier s, tenemos que:

2-2x'(s)x'"(t) - 2y (s)y'(t) —22'(s)z'(t) < 4 sen? é%
de donde

x'(s)x'"(t) +y'(s)y'(t) + z'(s)z'(t) > 1~ 2 sen? %} = cosa (3)

es decir que

cos(s,t) > cosu

donde cos(s,t) representa el coseno del &ngulo formado por la
tangente en t y la tangente en s. Como O<a< n/2 y en este
intervalo el coseno es decreciente, la anterior desigualdad
nos dice que el a&ngulo formado por las tangentes es menor
que o.

Para curvas planas, del teorema anterior se infiere que
cualguier tangente en un punto de un pedazo, hace un &ngulo
menor gue a con la secante gue ﬁne los puntos extremos del pe
dazo, puesto que por el teorema del valor medio hay una tan-
gente en el pedazo de arco que es paralela a la secante. Pe-
ro para arcos gue no son planos no es claro que eso suceda,
pues no necesariamente hay un punto en el pedazo tal gue su
tangente sea paralela a la secante gue une puntos extremos.
En el dibujo se muestra una hélice en donde claramente eso
no sucede.

qig 45
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El hecho subsiste, sin embargo, para curvas IR?® como lo mues-
tra el siguiente

TEOREMA II. Dado-un arco regular C y un nimero o> 0, hay un nime
ro §>0 tal que la tangente a C en cualquier punto de una porcién de lon
gitud menor que 8 hace con la cuerda que une los puntos extremos un dngu

lo menor que o.

PRUEBA: La misma & que fue determinada en la prueba ante
rior nos serviré. De hecho, si integramos ambos lados de 1la
desigualdad (3) con respecto a s de s; a sz, 0<s; -~s1 <8
llegamos a la desigualdad:

(X2 =X1)%X" () + (Y2 ~y1)y'(£) + (22~ 21} 2" (£) > (s2 -s31)c08 @

de donde X; = (s:), %X, = x(s2), v1 = y(s1), ..., etc.

Dividiendo esta desigualdad entre

C=vVix-x1)2+ (y2-y1) 2+ (22 — 21) 2

tenemos que la parte izquierda de la desigualdad asi obteni-
da es el coseno del angulo formado por la tangente en t y

el segmento gue une los puntos correspondientes a s3: Yy S,
mientras ‘que la parte derecha es algo no menor qﬁe cos a. En
tonces si s; < ts sz, el &ngulo entre la cuerda y la tangen-

te en t es menor que «a.

TEOREMA III. [La proyeccibén de un arco regular sobre un plano,
en el que ninguna tangente a la curva es perpendicular, consiste de un

niimero finito de arcos regulares.
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PRUEBA: Sea C el arco regular dado en ecuaciones param@&
tricas dependiendo de la longitud de arco: x=x(s), y=y(s),
z=2z(s), 0sss&£; y el plano de proyeccidn el plano X¥Y. Es-
to es posible, pues las propiedades de x(s), y(s), z(s), (con
tinuidad, diferenciabilidad, etc) permanecen bajo transforma

ciones rigidas de los ejes.

~“Como el arco nunca es perpendicular al plano XY se tiene
que |z'(s)] < 1, y como una funcidn continua definida en un
intervalo cerrado y acotado alcanza su supremo, es decir,
tiene m&ximo, entonces |z'(s)| tiene un m&ximo menor que 1,
sea u=méx|z'(s)|, wu<l. Si o es la longitud de arco de C;,
la proyeccidn en el plano XY de C, entonces

S
o(s) =f YVix'(s)Z+ [y'(s)2 ds

o
de donde

[o'(s)]12 = [x'(s)12% + [y'(s)]?
y como

[x'(s)12 + [y'(s)]% + [2'(s)]* = 1
tenemos que

[o'(s)12 1-[2'(s)}? 2 1- u?.

Entonces, eligiendo adecuadamente el sentido positivo Cy, o©
es una funcidn mondtona creciente de s para 0sss4£ con deri
vada continua y no nula en todo punto. Entonces existe la
funcidn inversa de o(s), digamos s(o), y si 0 ¥y A son los va-
lores de o correspondiende a 0 y £ de s, s(o) es continua y
tiene derivada continua (a saber 1/¢'(s)) en el intervalo
‘cerrado [0,A]. Entonces C, esti dada por las ecuaciones:

x=x[s(g)], y=yls(cs)]l, 2 =20 00 5 A
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las coordenadas siendo funciones continuas y continuamente
diferenciables de o en el intervalo cerrado [0,2].

Falta mostrar que C; puede ser dividida en un nfimero f£i-
nito de pedazos, cada uno de los cuales gira un &ngulo menor
gue 90°, pues correspondiendo a cada pedazo con esa condi-
cidn, habr&d una orientacidn de los ejes tal gque ninguna tan
gente al pedazo sea perpendicular al eje X. Satisfaciendo
eso los pedazos, ser&n arcos regulares de acuerdo a la pro-
posicibn II. Pero las coordenadas de C; expresadas como fun
ciones de ¢ satisfacen las ‘condiciones usadas en la prueba

del Teorema II, entonces ese teorema es aplicable a C;) y Ca

tiene la propiedad requerida para a = %} .
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5. REGIONES REGULARES Y SUPERFICIES REGULARES.

En las pruebas de los teoremas gue involucran regiones
complicadas, se suele proceder dividiendo la regidn en partes
mi8s simples; para cada una de esas partes se prueba el teore-
ma y después se pasa a la regidn complicada mediante la suma
de esas partes simples, este procedimiento resulta, en gene-
ral, m8s sencillo gque encontrar una prueba a partir de la re-
gidn complicada. En este par&grafo dedicaremos atencidn a la

forma de dividir regiones en otras mas simples.

Recordemos qgue una regidn regular del plano es una regibn del
plano cerxrada y acotada cuya frontera es una curva regular
cerrada. Cada arco regular de la frontera de la regidn se
llama lade de la regibn y la interseccidn de dos lados se lla-
ma’ vértice. El dngulo en un vértice de la regidn es el &ngulo en
tre las tangentes de cada uno de los lados gue forman el vér-
tice. Recu&rdese que cada lado es un arco regular y en los
extremos las derivadas de sus coordenadas alcanzan un limite,
adends, expresado el arco en su representacibn esténdar, la deriva
da de la primera coordenada es 1, por tanto, podemos habklar
de las rectas tangentes en los extremos de cualguier arco.
Sin embargo, todavia gueda la ambigiiedad de gué& &ngulo entre
las rectas tangentes debemos tomar. Por ejemplo, en la figu-
ra___ (a), el &ngulo del vértice de la regibén es el &ngulo agu-
do que hacen las tangentes; pero en la figura__ (b), es el &n
gulo obtuso; finalmente, en la figura_ _ (c) debemos tomar cb—
mo &ngulo en el vértice de la regidn el complemento (respecto

a 360°) del angulo agudo.
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(b)
fig 46
(b) (c)

Fig.

Para precisarlo demos primero una orientacidn a la fron-
tera de la regidn dirigida en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, ahora cologuemos en el vértice P un
primer vector tangente al arco que sale, cuyo sentido coinci
da con el sentido del arco que sale del vértice, [ver fig.._.
(a)]1; consideremos un segundo vector tangente en el vértice
con sentido opuesto a un vector tangente al arco gue entra en
el vértice cuyo sentido coincide con el del arco que entra en
el vértice, [vEase fig._ (b)]. Al &ngulo dirigido en el sen-
tido opuesto al de las manecillas del reloj gque parte del

primer vector al segundo, se le define como el dngulo en el vér

tice P de la regién [ £ig. __(c)]. En un lado de la regidn pode-

mos elegir cualquier punto y considerarlo como un nuevo vér-—
tice, en ese caso el dngulo en ese vértice es de 180°. si
el &ngulo de un vértice de una regidn es mayor gue 180°, de-

cimos qgue es un vértice entrante.

{a) (b).

(a) (b) (c)
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Con estas definiciones podemos formular el siguiente:

TEOREMA IV. Dada una regién regular R y un nimero & >0, es posible
dividir R en un nimero finito de subregiones o con las siguientes propie-
dades :

a) Cada subregién estd acotada por tres arcos regulares.
b) Ninguna subregidn tiene un vértice entrante.

e) La mdxima cuerda de las subregiones es menor que 6.

La triangulacidn se realiza primero cortando regiones
triangqlares en los vértices de R, luego cortando regiones
triangulares a lo largo de los lados, lo gue queda de R exclu
yendo esos pedazos es una regidn acotada por lados rectos, es

decir un poligono, el cual se triangula f&cilmente.

PRUEBA: Primero afiadiremos un nfimero finito de vértices
a la frontera C de R de tal manera que el arco entre cuales-
guiera dos vértices adyacentes gire un &ngulo menor que 15°,
[£i. (a)]. Esto es posible por el Teorema I. Determinamos
un nGmeroc n >0 que no exceda la distancia minima entre cuales’
quiera dos lados no-adyacentes de C. Con radio r menor que
el minimo entre 8§ y n/3 describimos alrededor de cada vér-
tice un circulo. Esos circulos no tendrin puntos en comin y
cada uno no serd cortado por cualguier lado de C distinto de
los lados gue forman el vé&rtice encerrado por el circulo.
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Supongamos gue el &ngulo del vértice de la regidn en uno
de esos circulos es no mayor que 60° [fig. (b)]l. Entonces
las tangentes a esos arcos en puntos dentro del circulo ha—v
ran con la bisectriz del &ngulo en el vértice, &ngulos gue no
rebasan los 45°. Una perpendicular a la bisectriz en un pun
to interior a la regidn a una distancia r/2 del vértice, cor
tard de Runa regidn o con las propiedades requeridas. E1
resto de R tendr& un segmento de recta como parte de su fron
tera; los vértices en los extremos del segmento tendrd&n un
&ngulo cuya diferencia con un &ngulo recto no es mayor gue
45°,

Si el valor del &ngulo del vértice dentro de un circulo
es mayor que 60°, entonces trazamos a partir del vértice dos
radios [fig. (c)], cada uno dentro de la regidn y cada uno
haciendo un angulo de 30° en el vé&rtice con alguno de los la
dos gue forman &ste Gltimo. Entonces, cortamos dos porcio-
nes o mediante dos rectas perpendiculares a los radios a una
distancia r/2 del vértice, cada porcidn estd acotada por un
arco y dos segmentos de recta. El resto de R en una vecin-
dad del vértice tiene una frontera poligonal.

Después de réalizar los cortes en todos los vértices de
R, la frontera C' de la regidn R' de R gue resulta, tiene la
propiedad de gue sus arcos no giran un &ngulo mayor gque 15°
y cada arco curvilineo est& unido en ambos extremos con seg
mentos de recta; los &ngulos de los vértices formados por
los extremos de los arcos curvilineos y los segmentos de rec
ta no son entrantes y difieren de un &ngulo recto en no mas
que 45°. Ningfin par de arcos curvilineo de C' tienen puntos
comunes. Ningfin arco curvilineo tiene puntos en comfin excep
to en los extremos; con los segmentos rectos de la frontera
de C' puesto que tales segmentos son interiores a los cicu-
los y dentro de estos no es posible eso. Entonces, existe
un nfimero n' > 0 tal gue cualguier arco curvilineo de C' tie-
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ne una distancia mayor gue n' de cualquier lado no adyacente

de C', ya sea recto o curvilineo.

Volvemos a agregar un nimero finito de vértices, ahora en
los segmentos de C' tal gue esos lados de C' sean divididos
en partes cuyas cuerdas no excedan el ma@s pequefio de los nme
ros 8§ o n'/3. Con las cuerdas de los subarcos como diagona-
les construimos rombos cuyos lados hagén con las cuerdas &ngu
los de 30° [fig. ]. Como los arcos no se desvian de la di-
reccidn de sus cuerdas por m&s de 15°, los rombos no contie-
nen puntos de los lados rectos de C'. Como cada rombo esta
a una distancia menor que n'/3 de su arco, ningfin rombo tie
ne puntos en comfin con cualguier otro rombo gue esté& en otro
lado diferente del lado primero. Finalmente, los rombos per
tenecientes a un solo lado de C' no tienen puntos interiores
comunes, puesto gue los arcos cuyos extremos son los extre-
mos de las diagonales de los rombos giran un dngulo menor

v

fig 49

que 15°.

Las regiones comunes a R' y los rombos son regiones regu-
lares o. Después de guitarlas, el resto de R' est& acotado
por un nimero finito de segmentos de rectas. Si prolongamos
estos segmentos a través de R! cortarén la regidn poligonal
en un nGmero finito de poligonos convexos; cadé uno de éstos
puede ser triangulado uniendo sus vértices a un punto inte-
rior comfin mediante segmentos de recta. Si los triidngulos
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resultantes tienen su m@xima cuerda mayor que §, entonces
pueden ser divididos en cuatro partes, uniendo los puntos me
dios de sus lados y repetimos este procedimiento todo 1o ne-—
cesario hasta que la cuerda maxima sea menor gue §, comple-—
té&ndose asi la triangulacidn de R.

Las regiones triangulares ¢ tienen propiedades adiciona-
les, una de las cuales nos serd Gtil y estd enunciada en el
siguiente

TEOREMA V. Si A y B son cualesquiera dos puntos de una regibn ar-
bitraria o, entonces A y B pueden ser unidos por una curva regular Y cu-—
yos puntos, excepto, quizd, los extremos, son puntos interiores de o y

cuya longitud no es mayor que 2e, donde ¢ es la longitud de la cuerda AB.

Las regiones o son de tres tipos, la construccidn de -y
variando de acuerdo al tipo. Primero las regiones que fue-
ron cortadas de los vértices de R, [fig. (a)}. Esas regio-
nes se pueden caracterizar si se toman los ejes de tal mane-
ra que el origen coincida con el vértice,y el eje x,con la
bisectriz del &ngulo en el vértice como sigue:

(a) o= {(x,y)|0sxsa, £(x)sy s p(x), con £(0) = pla) =0

£(x) < p(x) para O0<x s al

Y donde f(x) y ¢(x) son continuamente diferenciables en
el intervalo cerrado [0,al]. Adem&s, las curvas y=f(x) ¥y
y ‘= w(x) giran un &ngulo menor de 15°.

En segﬁndo lugar tenemos las partes de los rombos gque fue
ron cortados a lo largo de los lados [fig. {(b)l]. Eli-
giendo la cuerda del lado curvilineo como eje X, podemos
caracterizar o como sigue:
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(b) c={(x,’y)lOsxs%, £(x) sy s x} U
{%sxsa, f(x)Sys——l—-—(a,x)} donde
3

£(0) = £(a) =0, £(x) < 1

x, £(x) <

(a,x) para

0<x<a, y donde f(x) es continuamente diferenciable
en el intervalo cerrado [0,al]. Adem&s, la curva y= f(x)

gira un &ngulo menor que 15°.

y=y(x)

6‘;\\\\~\JFG
y=1(x)

(a) (o)
fig SO

Finalmente el tercer tipo es:
(c) o estd acotada por 3 lineas rectas.

PRUEBA: Primero reducimos el problema de construir y al
caso en gue A y B son interiores a o. Supongamos que A esti
en la frontera de o; excepto por el caso en gue los lados
son tangentes, siempre podemos trazar desde A un segmento de
recta dentro de ¢ y tomar un punto A' en ese segmento a una
distancia de 0.lc del punto A.

Si A es un vértice donde los lados son tangentes, o debe
ser del tipo (a), y A debe ser el origen en la representacidn
dada. Podemos entonces trazar dentro de o la curva regular
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y = %(f(X) + @(x))

y tomar un punto A' sobre esa curva a una distancia menor gque
0.lc de A. Si B est& tambi&n en la frontera, elegimos de la
misma manera un punto B' interior a ¢. La cuerda C' = A'B'
no puede ser mayor qgue 1.2c.

El teorema sera probado si demostramos gue es posible co-
nectar A' y B' por una curva v' cuya longitud sea menor gque
1.8¢c, y éste serd el caso si su longitud es menor gque 1.5c'.
Entonces, -quitaremos las primas a A', B' y demostraremos que
cualquier para de puntos interiores A y B de ¢ pueden ser co
nectados por una curva regular y enteramente interior a o y
cuya longitud sea menor o igual que 1l.5¢, c siendo la longi-
tud de AB.

Si o es del tipo (c), hacemos y igual a la cuerda AB. Si
o es del tipo (b) la cuerda AB no puede tener puntos en comfin
con los lados que constituyen la parte recta de la frontera
de o y entonces servird como y, excepto en el caso que inter-
secte al lado curvilineo de o, es decir a la curva y= f(x).
Esto no puede ocurrir si A y B es vertical, asi gue AB tiene
una representacidn y=ax+b, X3 s x £ X si ella intersecta
al lado dado por y=f(x). Ahora bien, la funcidn
ax+b - £(xX) es positiva en los extremos x; y Xz2. Sea n>0
menor gue el minimo de los valores de esta funcidn en x; y
Xz y menor también que el minimo de las diferencias:

- 1 1
- x - £(x) —— (a=-x) - f(x) para x
Ve Y s !

"
S
2
»
N

Entonces la curva y=£f(x)+ n es interior a o para
X; S X S xp
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1{x)+n

vy los valores en X3 y x2 de f(x) + n est&n por abajo de las
abscisas de A y B, pero en algunos puntos intermedios entre
Xy Y Xz los puntos de la funcidn esté@n por arriba del seg-
mento AB. Sean A' y B' las intersecciones de f(x)+n =Yy
con el segmento AB correspondiendo al minimo y mé@ximo de las
x respectivamente. Tomamos como y la unidn del segmento AA',
el arco dado por y=f(x) +n entre A' y B' y el segmento B'B.
Entonces y es una curva regular y todos sus puntos son inte-
riores a o y su direccidn no se desvia de la del eje X en
mis de 15°, pues la recta AB es secante a la curva y=f(x) y
asi es paralela a una tangente, lo mismo es cierto para el
eje X. Entonces, la longitud de y no excede a

c sec 15° < 1l.5c

que es lo gue se regueria.

Si o es del tipo (a), la misma cuerda AB servird,excepto.
si intersecta uno o ambos arcos y=f(x), y= w(x). 8i, por
ejemplo, la cuerda AB intersecta a f(x) =y, entonces una por-
cidn de la cuerda AB puede ser sustituida por una curva
y=f(x) + n, entre los puntos A' y B' de AB. Si las cuerdas
AA' o B'B, o ambas son intersectadas por la curva y= o{x),
porcicnes de tales cuerdas pueden ser sutituidas por una cur
va y= ¢{x) - n. Tendremos entonces una curva regular y ente
ramente dentro de o conectando A y B, y cuya direccidn no se
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desvia del eje de las X en m&s de 45°, y su longitud, por 1lo

tanto, no excede v2Z ¢ < 1.5¢, con lo cual queda probado el
teorema.

Un elemento de superficie regular es un conjunto de puntos que,
para alguna orientacidn de los ejes, admite una representa-
cidn

z = £(x,y) (x,y) en R -

donde R es una regidn regular del plano XY y donde f(x,y) es
continuamente diferenciable en R.

Llamames a la anterior representacidn una representacién es-
tdndar. La frontera de un elemento de superficie regular es el
conjunto de todos sus puntos (x,y,z), tales que (x,y) estaf
sobre la frontera de R.

TEOREMA VI. La frontera de un elemento de superficie regular E
es una curva regular C.

PRUEBA: Consideremos uno de los arcos regulares de la
frontera de R. Como f{x,y) sigue siendo continuamente dife-
renciable si rotamos el plano XY, podemos suponer gue un ar-

co vy de la frontera de R estd@ dado por su representacidn es-
tandar

v = .o(x) asxshb

donde ¢(x) tiene una derivada continua en el intervalo
[a,b]l. La porcidn correspondiente de C esta dada por:

y = ox), z2=£(x, ¢x)) as=xsb,

y f(x, ¢(x)) es claramente continua. Debemos probar que z
tiene derivada continua con respecto a x en el intervalo
la,b].
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Sea (Xp, Yo) un punto de y distinto de sus extremos y
supongamos gue los ejes han sido elegidos de tal manera que
la regidn R estd@ por arriba de y en una vecindad de (x,, yo).

y= y(x) +(l-xo)2

Y- g

y=y(x)

DU,

[ 3 S
[ I

fig52

Entonces, como la frontera de R no tiene autointersecciones
la curva vy' definida por y= ¢(xX) + (x - Xg)2, estd dentro de
R para x suficientemente cercanas a X,, excepto para X =Xg.
Sea (x3, Y1) un segundo punto de y cercano a (xy, Yo) Yy sea
(x1, yY2) el punto de y' con la misma abscisa. Sea

zo = £(xg, yo), 21 = £{x1, v1) y 22 = £(xi1, y2), entonces

.
zl-zz=fLf%‘y‘—'i’ldy=fy<x1,y')(yl-yz)=- £y (%2, ¥") (%1 ~%0) ?
S

2

donde hemos usado el teorema del valor medio para integrales
y los valores yi1= 9(x1) y yz2= o(xy)+ (x1 -%0)?. (La nota
cidn fy, £x denota las parciales de f con respecto ay vy a

x, respectivamente). Tambi&n integrando a lo largo de y' ob
tenemos: '

Zz =20 = £(%1,¥2) = £(Xo,¥0) = £(X3,0(X1) + (X1 ~X)D~F (Xg, V(X)) =

1af . _ [T gof | Bf _
de—'[co {5+ 22 o 6o+ 2Gem a1} ax =

X0

= £x x",y") (xl = %o) + £y (x",y") [p" (x") + 2(x" ~x0)] (%3 = x0)
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Sumando la parte izguierda de las filtimas dos igualdades y
dividiendo entre (x; - Xp), determinamcs gque

Z; - Zp
X3 ~Xp

= £x (x",y") + £y (X", y") [0' (x") +2(x" ~ %) ] = £y(X1,¥") (%1 ~ %0)
Al tomar el limite cuando x; tiende a x,, el punto medio
(x", y") tiende a (%o, Yo), Yy como f(x,y) es continuamente di
ferenciable en R, sus derivadas parciales se aproximan a un
limite, dicho limite puede ser considerado la definicidn de

la derivada sobre la frontera de R. EIl resultado es
dz _ af of P
g%~ Ty o

Asi, en los puntos de y distintos de los extremos, z tiene
una derivada con respecto a X gue estd dada por las reglas oxr
dinarias de las funciones compuestas. De la forma del resul-
tado, es claro que esa derivada coincide en el interior de
[a,b] con una funcidn gque es continua en el intervalo cerra- -’
do. Entonces, z tiene una derivada continua con respecto a
x en el intervalo cerrado y la parte de C correspondiente a ¥y
es un arco regular. Como C estd hecha de un nfimero finito de
arcos regulares, adecuadamente ordenados, con sblo puntos ex-—
tremos en comfin, C es una curva regular, como se gueria probar.

Hemos visto gue un arco regular admite una representacidn
estéindar con cualguier orientacidn de los ejes, siempre gue
en ninglin punto la curva sea perpendicular al eje X.

Una situacidn semejante no es posible para elementos de
superficie regular. Consideremos, por ejemplo, la superficie

helicoidal:

z=tan‘1-§:—-, ~-wm< zs 7, (x,y) en R
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donde R est8 dado en coordenadas polares por

-n+a £ YsS 1T-a 12 p 5 2 (a0 > 0)

Region R

fig 53

<y

Si o es muy pedquefia, es posible inclinar los ejes ligera-
mente de tal manera gue los nuevos ejes cortan el elemento de
superficie dos veces, asi gue una representacidn esténdar no
es posible con la nueva orientacidn de los ejes.

Es verdad, sin embargo,

gue cualquier elemento de super-
ficie regular puede ser dividido en un nmero finito de ele-
mentos de superficie regular, tal gque cada uno admite una re-
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presentacidn esténdar, con bastante margen de eleccidn en 1la
orientacidn de los ejes. Estudiaremos esta cuestidn, pero an
tes probaremos la desigualdad de Schwarz gue utilizaremos
més adelante.

Destigualdad de Schwarz. Sea f(x) y w(x) dos funciones reales, con-
tinuas por pedazos en [a,b]. Entonces:

b ) b b
[f flx) Plx)de]? = f f2(x)dx f @ (x:)dzx.
a a a

PRUEBA: Introduzcamos dos pardmetros reales, A y u, Y Ob

servemos gue la siguiente integral es siempre no negativa.

)o)
f [AE(x) + puep(x)1? dx.

a

Entonces, la funcidn cuadrética

b b b
xzf £2(x)dx + 2xuf £(x) ¢(x)dx + uzf ©2 (x)ax
a a a

es irreducible sobre las reales, o sea gque no puede descom-
ponerse en factores reales distintos, pues en otrc caso.A Yy
u podrian ser elegidos de tal manera que esos factores ten-
gan signos opuestos, lo cual llevaria a gque esa forma cua-
dratica seria negativa, llegando a una contradiceéidn. Dicho
de otra manera, la ecuacidn

(l)szfz(x)dx+2(l) fbf(x) plx)dx + fb P2 (x)dx = 0
L a u a a .

no tiene raices reales distintas, luego, el discriminante de-

be ser menor o igual a cero, pero eso significa que
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b b b
[2f £(x) P(x)dx]? - 4f f’\')dxf $2(x)dx s 0,
a a a

de donde obtenemos la desigualdad deseada.

TEOREMA VII. C(ualquier elemento de superficie regular E puede
ger dividido en un nimero finito de elementos de superficie regular e,
cada uno con la propiedad de quesi cualquier sistema de ejes es tomado,
en el que el eje z no haga un dngulo de mds de 70° con cualquier normal
a e, e admite una representacidn estdndayr con este sistenma de ejes.

PRUEBA: Sea z= f(x,y) vy {(x,y) en R, la representacidn
estindar de E; sea § >0 tal gue si (xi,y:1) ¥ (x2,y2) son
cualesguiera dos puntos de R cuya distancia es menor o igual

a §, entonces

2 2 1 2
(*) (£x, - £x,)% + (sz_fY1) < §g cos® 75°
= 3f . _3f .
(Usamos la notacidn £x, como T3 (xz,v2) £y, =5 (x1,Y1)""'etC)

Esa eleccidn de & es posible, pues las derivadas parciales
de f£(x,y) son uniformemente continuas en R. 'Entonces, trian
gulamos R de acuerdo a los resultados del Teorema IV, de tal
manera que la m&xima cuerda de las subregiones ¢ de R sea me
nor gque 8. Entonces el elemento de superficie e ‘

z = f(x,y) (x,¥) en o

es regular, siendo ¢ cualquiera de las subregiones de la
triangulacidn de R. Demostraremos que e tiene las propieda-

des gue establece el teorema.

Primero acotaremos el &ngulo que hace cualguier segmento

de recta AB con el vector normal a e en el punto A. Sea A

con coordenadas (X1, Yi, 21) ¥ B, (X2, Y2, Z2); denotemos
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con C la longitud de la cuerda AB. Los cosenos directores
de la cuerda y de la normal a e en A son:

Xe = X2 Y2 - ¥a Z2 = 23
’ ’ C
Y
= fx, , - £y, 1
vI+£2 ¥ £2 Vi+ £2 + £Z ! VI+ £z + £2
g‘l %‘2 1 Xy "X 1 fx1+ fY:.

entonces el &ngulo agudo entre el vector normal y el segmen-
to AB est& dado por:

(22 - 21) - (Xz—Xl)fx1+ (Yz".Yl)fyl
cV 1+ f2 + £2
X3

Y

cos(c,n) =

Los puntos (X3, yi) ¥ (x2, y2) pueden conectarse, por el
Teorema V, por una curva regular y interior, excepto, posi-
blemente, en los extremos a o, y de longitud no mayor a 2c.
Sean x=x(s), y=y(s) las ecuaciones param&tricas de vy,

s la longitud de arco, medida desde (x3;, y.) a algfin punto
de y. Entonces x(s), y(s) y z=£f(x(s), y(s)) son continua
mente diferenciables en el intervalo cerrado [0, 2], £ sien-
do la longitud de y. Entonces

A L
z2-z1= [ $Zas =j;[fxx'(s)+fyy’(s)]ds.

Los términos restantes en el numerador de la expresidn

para cos (c,n) pueden también ser expresados como una integral
sobre y. Como £y, Yy fyl son constantes y

2 2
xa—xl=>/o.x'(s)ds, yz—-y1=j;y'(s)ds

entonces
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2
(x, - Xl)fxl + (ya2 - yl)fY:l =’/°. [fxlx' (s)+ fyly' (s)las

2
‘ j; [(£x- H)x' (s) + (£fy ~ £4 ) y' (s)]as

cv1+£f2 + f£2
X1 Ya

cos (c,n) =

Aplicando la desigualdad de Schwarz a la integral del pri

mer término del numerador tenemos gue:
2 o 2 2 1 2
- ' e - v — 75° . .
[./0‘ (fx fxl)x (s) dsl = ,/D- (fx fxl) ds -/D. X (s)ds < 16 cos*“75 £ E,

esta desigualdad es consecuencia de la desigualdad (%) ante-
rior y del hecho de que |x'(s)| s 1. Entonces

2
1
"/o‘ (fx—fxl)x'(s)ds < - cos 75°.
Una desigualdad semejante se cumple para el segundo t&rmi
no y se tiene que:

cos(c,n) < cos 75° s cos 75°

ales

donde £ = 2c. Conclufmos que el dngulo entre cualquier cuerda de e
Yy la normal a e en un extremo de la cuerda,difiere de un dngulo recto en

menoe de 15°. .

Supongamos ahora que seleccionamos un sistema de ejes
(€, n, t) sujeto a la restriccidn de gque el eje ¢ no hace un
&ngulo mayor que 70° con cualguier normal a e (figura ).
Entonces ninguna cuerda de e puede hacer con el eje ¢ un &n-
gulo menor gue 5° y, por lo tanto, ningurna paralela al eje r pue-

de intersectar a la superficie e en mds de un punto.
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Esto significa que si t es el conjunto de puntos que son
la proyeccidn de e en el plano (&, n) v (g, n, z) son las
coordenadas de un punto variable en e; ¢ = ¥ (f,n) es una fun
cidn univaluada de € y n en t.

Ahora, nuestro objetivo es probar gue la ecuacidn
z = (€, n) con (&, n) en T

es una representacidn estdndar de e.

La correspondencia entre los puntos P= (x,y) de o y los
puntos P'= (£,n) de 1, gue son las proyecciones del mismo
punto P de e, es inyectiva, ya que cada paralela al eje z in=
tersecta a e en un sdlo punto, al igual gue cada paralela
al eje . Dicha correspondencia tambi&n es continua. De
las ecuaciones de transformacidn de coordenadas:

E = a+Lix+my+nif(x,y)
(**) n=Db+Lox+my+nf(x,y)
t = c+ Lax+may+ naf(x,y)

vemos que £ y n son funciones continuas de x y Yy, puesto
que z= f(x,y) es continua. Para probar que x y Yy son fun-
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ciones continuas de £, n se requiere probar que = w(f£,n)
es una funcidn continua de § y n en la regidn t, pues para
x y Yy hay un sistema de ecuaciones semejante a (**), donde
X, Yy Y =z dependen de £, ny .

Supongamos gque ¢ = ¥(f,n) no es continua en 1; esto sig-
nifica que existe un punto Po(fo,ne) en 1 y un nGmero a >0,
tal que en cualguier vecindad de P, hay puntos en que
t = ¢v(g,n) difiere de o = ¥v(E¢,n0) en una distancia mayor
gque a. Sea Pi1, P, P3,..., una sucesidn infinita de nfimeros
gue converge.a Pp. Los puntos correspondientes en e tienen
al menos un punto limite, &sto por el teorema de Bolzano -
Weierstrass. Este punto limite est& en e, puesto gue e es
cerrado, y su ordenada ' esté .a una distancia de r mayor -
que a. Esto sdlo ruede suceder si e tiene una cuerda parale
la al eje g juntan.. . los puntos (&¢, ne,z') v (Eo, no,Zo). Pe
ro esto no puede p&sar, entonces ¢(£,n) es continua en 1 Yy

la correspondencia es continua en ambos sentidos.

En la correspondencia entre los conjuntos cerrados y aco-
tados o y T, se tiene gue puntos interiores corresponden a pun
tos interiores (no probaremos este resultado), se sigue de es

to que los puntos frontera de o y t tambi&n se corresponden.’

Por la correspondencia de puntos interiores, el interior
de T es un dominio y por tanto T es una regidn cerrada. Del
Teorema III, se sigue que la frontera de 7t estd formada por
un nimero finito de arcos regulares. Estos est&n ordenados,
de acuerdo a la frontera de e, de tal manera que cada uno tie
ne un punto extremo en com@n con el siguiente, y ningfin par
tiene puntos en comiin distintos de los extremos, pues e no
tiene cuerdas paralélas al eje rz. Entonces t es una regidn

regular.

Hemos visto gue z = ¥Y(f,n) es univaluada y continua en
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T. S8lo falta probar gue es continuamente diferenciable.

Las ecuaciones que determinan las coordenadas £, n, ¢ de p
son ecuaciones de cambio de unos ejes ortogonales a otros y
est8n dadas por (**).

Las primeras dos, de acuerdo al teorema de la funcidn im

plicita, determinan x y y como funciones continuas de &, n.

La tercera entonces determina la funcidén = ¢(g,n). Hemos
visto gue las primeras dos ecuaciones tienen una solucidn
correspondiente a cualguier punto interior (£,n) de . Fal-
ta verificar gue el jacobiano no se anula. Este tiene el va
lor:

3 3E

—= == + + £

3% 3y Lyt mafyx M+ mf,

J = . = -
3n 2an
% 3y L2+ n2fx m2 +m2fy

1]

(L1 + nif) (m2‘+.n2fy) = (L2 +nafy) (m + nlfy)

(Lamz =m12) + (£inz = £2my) £, + (namz = nzma) £x

£, m £1 m

+

£, my L2 N2

pero cada uno de los determinantes que aparecen en la Gltima
« parte de esta igualdad son menores del determinante de la ma
triz asociada a (**), es decir, de la matriz:

£y mp n;
L2 ma N2

£3 m3 ng3
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Pero en las matrices ortogonales gque mandan sistemas de
ejes positivamente (o negativamente) orientados en siste-
mas positivamente (negativamente) orientados resulta gque
cada menor es igual a su cofactor, es decir, que se cum-
ple las ecuaciones:

£y my £1 m

L2 m2 L2 m2

de donde el jacobiano es:
J = - £3fx-m3fy+ ny = (L€a,m3, nz ) * (£, - fy,l)

pero esto lo podemos expresar asi:

J =vVI+EZ ¥ £2 cos(h, )

donde ﬁ es el vector normal a la superficie y 2 el vector
unitario en la direccidn del eje ¢ del sistema (£, n, ).
Pero en &ngulo entre ﬂ Y 2 no es mayor gque 70° y por tanto
el coseno de ellos es distinto de cero en todo punto de e.

El teorema de la funcidn implicita nos asegura enton-
ces gue las derivadas de ¢ = ‘$(g, n) existen en los puntos
interjores de 1 y gue se calculan de acuerdo a las reglas
ordinarias del c&lculo. De (**) obtenemos gque

1= B2+ mE)g8 + (mu+nafy,) ¥
0 = (lz-&nzfx)%% + (mz'*nzfy)g%
oL

It

X 3
5t (83 + naf )5 + (mz+n3fy)51é-
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de estas igualdades, eliminando las derivadas de x y de y ob
tenemos:

~21fx - mify + n,
—£3fx -~ m3fy + nj

2
CX3

con una expresidn correspondiente para la derivada con res-
pecto a n. Como el denominador, que es el jacobiano de la
transformacidn, no se anula en la regidn cerrada T, entonces
el car&cter continuamente diferenciable de z =“f(f, n) enrt
se sigue de que z = f£(x,y) es continuamente diferenciable en
o. Asi queda completa la prueba del teorema VII.
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6. EXTENSION DEL. TEOREMA DE LA DIVERGENCIA.

Hemos llegado a lo gue es el objetivo de este capitulo,
es decir, al punto en gque podemos extender el tipo de regio
nes para las cuales la f&rmula, que es la afirmacidn del
teorema de la divergencia, es verdadera. La base del argu-
mento que utilizaremos es la prueba del teorema para regio-
nes normales dada en el capitulo III, de las conclusiones
de ese capitulo y de la observacidn de gque la suma de regio
nes normales son un tipo especial de regiones regulares po-

demos formular lo gue llamaremos primer prineipio de extensidn:

El Teorema de la divergeneia es vdlido para cualquier regién regu-
lar que sea la suma de un nimero finito de regiones normales Yy cual-
quier campo (X,Y,Z) donde cada componente es continuamente diferencia-
ble en cada una de las regiones normales. Si fuera posible mos-
trar que las regiones regulares generales son una suma fini
ta de regiones normales, el objetivo perseguido seria alcan
zado al parecer, no obstante, ese plan ofrece serias difi-
cultades y es m&s f&cil proceder a través de un segundo prin-
eipio de extensidn:

El Teorema de la divergencia es vdlido para una regién regular R
87 a cualquier >0, le corresponde una regidn regular R', o un conjun-—
to R! de un mimero finito de regiones regulares sin puntos comunes dis—
tintos de vértices o puntos de los lados, relacionadas como sigue:

a) Todo punto de R' estd en R.

b) Los puntos de R que no estén en R' pueden ser encerrados en regio-
nes cuyo volumen total es menor que e.

e) Los puntos de la frontera S de R que no son puntos de la frontera
S' de R' son partes de superficies de drea total menor que e.

d) El teorema de la divergencia es vdlido para R'.

Suponemos, adem8s, gue las funciones X, Y, Z tienen de-



rivadas parciales de primer orden continuas en R.

Para establecer el principio, empezaremos de la identi-

(x%%) _/]]2% + g_;é + -g—i)dv= [ﬁx£+Ym+ zn) ds,
-z

i<
gue es valida por hipdtesis. Como X, ¥, Z son continuamente
diferenciables en R, hay un nmero M tal gue esas funciones

y sus derivadas parciales de primer orden son todas menor,
en valor absoluto, gque M en R. Entonces,

. ([fi2x . 22, 22,4y [[fiex, 2x, 22
( ) |.£(ax+ay*az)dv X Gxtay iz
aX Y 92
[[ﬁ—+—+—~)dv s w3Mdv< 3Me
'lR_R,ax 9y = 3z 2%

il

~

también,

(Frxrk) I_/]{xz+sm+ zn)ds - j]EX£+Ym+ Zn)dsll
S s!
I[ﬁx£+Ym+ Zn)ds - ﬂ(x£+Ym+ zZn)ds
o o'
_[/3:M as +j]2«mds < 6Me
(=2 (4

i

A

donde ¢ es la parte de S5 gue no estd en S' y o' la-parte de
S' que no est& en S. Se sigue de la ecuacidn (***) y de las
desigualdades (****) y (*****) gue

0X | 3, 32,4y ]
!_4Z7ZE§—+ 5y + az)dV L (XL + Y+ 2Zn)dsS| < 9Me

pero, como la parte izquierda de la desigualdad es indepen-—
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diente de g y e es arbitraria, la parte izquierda de la des-
igualdad es igual a cero y entonces, el teorema de la diver-—
gencia se cumple para R, como se queria demostrar.

APROXIMACION DE UNA REGION REGULAR GENERAL POR REGIONES
NORMALES. Abordaremos ahora el problema de aproximar cual-
guier regidn regular por regiones normales. Primero, divi-
dimos los elementos de superficie regular gue forman la su-
perficie S de R en elementos de superficie regular con las
siguientes condiciones:

a) No hay un par de vectores normales en cada elemento de
superficie que hagan un &ngulo mayor que 15°.

b) Cada elemento de superficie regular admite una represen
tacidn est@ndar con cualguier orientacidén de los ejes
tal que el eje Z no haga, con ninguna normal a la super-
ficie, un &ngulo agudo mayor gue 70°.

La primera condicidn puede cumplirse debido a la conti-
nuidad uniforme de los cosenos directores de la normal, en
las coordenadas x y Yy de la representacidn esténdar y, la
segunda condicidn, se puede satisfacer en virtudvdel Teore-
ma VII.

Llamaremos a esos elementos m8s pequefios las caras de S,
a los arcos regulares qgue las'acofan lados de S y a los pun-
tos extremos de esos arcos los vériices de S. Sea N la suma
de el nfimero de caras, ‘el nGmero de lados y el nfimero de
vértices de toda la regidn R.

Introduciremos un sistema Ip de bolas, no con el propdsi
to de subdividir R, sino como una ayuda para establecer las
desigualdades del segundo principio de extensidn. Sobre ca-
da lado de S (S es la frontera de la region R) marcamos puntos
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Po, Pa, P2,..., Px tal gue las cuerdas P;_,P; (i=1,2,..k-1)
tienen longitud n comenzando por un extremo de un lado hasta
llegar a una distancia menor o igual que n del otro extremo.
Alrededor de cada uno de esos puntos y alrededor del segundo
extremo del lado, trazamos esferas de radio n. Esto lo hace
mos para todos los lados de S y consideramos el sistema de
bolas I, cuyas fronteras son las esferas trazadas. La propie
dad importante gue nos interesa del sistema I, es gue conten
ga todos los lados de S. Para gque esto se cumpla debemos
imponer ciertas condiciones a n; en primera elegimos n de
tal manera que ningfin lado, entre centros sucesivos de las
esferas, se desvie de la direccidn de su cuerda por mas de
15°; esta eleccidn de n es posible en virtud del Teorema II;
ya qgue ningfin arco puede desviarse de su cuerda en més de lo
gue se desviaria si constantemente hiciera el &ngulo mé&ximo
permitido, entonces todos los puntos del arco estén a una
distancia de la cuerda no mayor que

n tan 15°
.2

15°
xx%-hnb°
——fyy

n

fig 54

Pero cualquier pareja de esferas sucesivas contiene en
su interior todos los puntos cuyas distancias a la cuerda

que une los centros son menores que %% tan 60°; como

tan 15° < tan 60°, cualguier punto de un lado es interior a al
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guna esfera de DI

Necesitamos una cota superior para el volumen de las bo
las del sistema I, y también una para el &rea total de un
sistema de circulos m&ximos, tomando para cada esfera tantos
circulos méximos como caras haya gque tengan puntos interio-

res a la esfera.

El nfimero de bolas que tienen su centro en un lado, es-
to es, el nfimero de vértices del poligono gue conecta cen-—
tros sucesivos, no es mayor que la longitud del poligono di-
vidido entre n mias dos, . pues a lo m8s un lado del poli
gono es menor que.n en longitud. 8Si £ es la longitud del

lado mé&s grande de la superficie, el nftimero de esferas con
centro sobre cualquier lado no excede a (é})a-z. Adi, el nf

mero total de esferas no es mayor que 3N(é%), y si hacemos
N; = 47 N&, el volumen total de las bolas de Ip no es mayoxr
que Nin2. La suma de las &reas de un sistema de circulos

. .3 .
ma&ximos, uno para cada esfera es - veces el volumen consi-

derado, es decir 3Nin. Como el nfimero de caras con puntos
interiores a cualgquier esfera es menor que N, si escribimos

N, = 3NN;, entonces el &rea de un sistema de circulos méximos
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de rp, tantos como caras haya en S con puntos en la bola, no
rebasa N;n.

Ahora dividiremos R. Notemos gue, va gue los lados son
interiores a In, la distancia entre las porciones fuera de
In de cualquier par de caras diferentes de S, tiene un mini-
mo positivo k, pues, en caso contrario, dos caras tendrian

al menos un punto en comlin no perteneciente a ningGn lado.
Sea a un nimero positivo, tal que v 3 a < %%- vy Y3 a<n .

Empezando con una de las caras £, de S, y con alguna normal
a esta cara como diagonal, construimos una red ciibica de la-
do a, cubriendo todo el espacio, por medio de tres conjuntos
de planos paralelos, cada pareja de planos paralelos sucesi-
vos separados por una distancia a. Denotemos con C; los cu-
bos de esta red gue tienen puntos de f; en su interior o en
su frontera. Descartamos todos los otros cubos de la red.
De la misma forma construimos una red para cada una de las
otras caras y consideramos solamente los cubos gque tienen
puntos en comiin con la cara correspondiente. Obtenemos asi
un conjunto C;, Cz,..., Cpn de conjuntos de cubos, que juntos
contienen todos los puntos de S y ningfin cubo queda libre de
puntos de S. La porcidn K de R que no es interior a ninguno
de esos cubos consiste de una o mis regiones acotadas por ca

ras planas.

Clasificaremos los cubos C;, Cz,..., de acuerdo a su re-
lacidn con el sistema I, de bolas construidas anteriormente;
sea:

El conjunto C' de cubos ninguno de los cuales tiene pun-
tos sobre a dentro de cualquiera de las bolas de Iny, el
conjunto C"de cubos cada uno de los cuales tiene al menos un

punto sobre o dentro de alguna bola de Iy.

Ninguna pareja de cubos de C' tienen puntos interiores
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en comin, porque si dos cubos pertenecen a la misma cara de
S, ellos pertenecen a la misma red y estén separados por un
plano de la red. Si dos cubos de C' pertenecen a caras di-
ferentes, cada uno contiene un punto de cada cara, dichos
puntos estan separados por una distancia mayor o igual a k
Yy ésta es mayor gue tres veces la diagonal de los cubos.

Ningfin cubo de C' tiene un punto interior en K.

c"

tig 56

La regidn o regiones K junto con las porciones de R en
los cubos C', constituye una regidn o un conjunto de regio-
nes, gue llamaremos R', que aproxima a R en el sentido del
segundo principio de extensidn. Probaremos que R' est& for
mada por un nGmero finito de regiones normales y que n pue-
de ser eiegida de tal manédra gue R' sea una aproximacidn axr
bitrariamente cexrcana de R.

Es simple mostrar que K est& hecha de regiones norma-—
les, pues si sus planos que la écotan son extendidos indefi
nidamente, ellos la dividen en un nimero finito de polie-
dros convexos los cuales son regionés normales.

R

Sea r la parte de R en uno de los cubos C del conjunto
C'. 8Si elegimos los ejes coordenados de tal manera que
coincidan- con tres lados, adecuadamente elegidos, del cubo
C, la cara £ de S que intersecta T tiene un algfin punto

una normal cuyos cosenos directores forman el vector

(>, L 1,
Y3 V3 V3

A

<7

[
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Como f gira a lo m8s en 15°, ninguna de sus normales hace con
cualquier eje coordenado un &ngulo mayor gue

cos™1 (L) + 15° < 70° .
/3

Entonces f admite una representacidn est&ndar con la orienta
cidn que ha sido elegida para los ejes, mds afin, no importa

gue eje es elegido como eje Z. Se sigue que cada cara de C
cortada por f est§ separada en dos regiones planas, separa-
das por un sdlo arco regular. Adem&s, como la normal a £ ha

ce un &ngulo siempre no mayor que 70° con cualguier eje co-
ordenado, la normal al arco en el plano nunca hace un &ngulo
mayor que 70° con un lado de C en el plano. Asi, el arco en
que £ corta a una cara de C es siempre no paralelo a un lado

de esa cara, Yy no puede cortar un lado dos veces.

Si f no contiene puntos interiores de C, o no hay puntos
de R interiores a C y el cubo puede ser descartado, o todo
el cubo pertenece a R y es una regidn normal. Suponga que f
corta la cara z=a de C pero no la cara z=0. Entonces la
proyeccidn en el plano XY de la porcidn de £ en C es una re-
gidn regular t al igual que el resto ' de la cara de C en
esﬁe plano (se entiende que la frontera comGn de t y t' es
considerada en ambos conjuntos). Como la parte de £ en C es
un elemento de superficie regular, las condiciones (a) y (b)
[vEéase la definicifn de regidn normal en la pég. ] para re-

giones normales se satisfacen en este caso.

Si £ corta la cara inferior perxo no la cara superior de
C, la situacidn es la misma, como se ve si invertimos el
sentido de loé ejes. Si f no intersecta ninguna de esas ca-
ras, entonces su proyeccidn al plano XY es un cuadrado y las
condiciones {a) y (b) para regiones normales se satisfacen
nuevamente. si £ corta a ambas caras, es decir a la cara su
perior y a la inferior, la proyeccidén de la parte de f en C
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al plano XY est& acotada por dos arcos regulares y a lo més
cuatro segmentos de recta, formando una curva regular, la
inica situacidn gue podria causar problemas es gue los arcos
regulares gue son el resultado de la proyeccidn, tuviera pun
tos comunes distintos de los extremos, pero ello significa-
ria gque f tiene una cuerda vertical, lo cual no es posible.
El resto de la cara de C en el plano XY consiste tambi&n de
regiones regulares. Asi en este caso también r satisface
las condiciones (a) y (b) para regiones normales. Y como he
mos considerado las posibilidades con respecto a la direc-—
cidn del eje Z, que puede tener cualguiera de las tres direc
ciones perpendiculares de los lados de C, entonces la condi-
cidn (c¢) para regiones normales tambi&n se satisface. En-
tonces R' estd enteramente formada por regiones normales y
entonces el teorema de la divergencia es cierto para su suma
R'. Asi la primera parte del plan de la demostracidn estd
terminado.

Ahora estudiaremos la cercania de la aproximacidn de R’
a R. Sea Zzp el sistema de bolas obtenidas del sistema In
duplicando el radio pero conservando los centros. Entonces
todos los puntos de R gue no est&n en R' caen dentro de las
bolas del sistema Izns Pues ellos est&n en cubos del conjun-
to C" que contiene puntos de las bolas de I,, y como las dia
gonales de esos cubos son menores gue n, todos los cubos de
C" esté&n dentro de Zzq- Pexo el volumen total de las bolas
de Ezn.es 8 veces el del sistema I, y entonces no es mayor
que 8N;n?. Asi el volumen de la parte de R gue no est§ en

R' es menor que € si n < ¥ o= .

BN

La parte o de la frontera S de R gue no es una parte de
la frontera S' de R' también estd dentro del sistema de es-
feras Izn puesto gque R y R' coihciden fuera de esas bolas.
Una cota para el &rea de la porcidn de una sola cara de S

dentro de una de esas bolas puede encontrarse considerando
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el hecho de gue su proyeccidn sobre su plano tangente en el
centro de la bola tiene un &rea menor o igual gue la de un
circulo madximo, y como sus normales cambian de direccidn en
no mids de 15°, el &rea de la parte de la cara dentro de la

bola es menor o igual que el drea de un circulo maximo mul-
tiplicada por sec 15°. Asi, el &rea de un sistema de circu
los m&ximos, cada uno de radio zn, tantos circulos como pa:
ra cada bola hay caras de S con puntos en la bola, no es ma
yor que 4N;n, por tanto, el Srea total de o no serd mayor gue

o
4N>n sec 15°. Asi si n < —E—§§§4Ei—q el Area de ¢ serd ma-

nor gue e.

Finalmente el &rea de la porcidn o' de S' gue no esté
en S puede ser estimada da manera semejante. Observemos gque

o'

es una parte de las caras de los cubos del conjunto C",
estos Gltimos estln totalmente contenidos en el sistema de
bolas ZIzn. Consideremos todos los cubos que intersectan a
una sola cara de S, es claro que hay a lo md@s uno de esos au
bos sobre una sola diagonal de la red correspondiente, sin
considerar a agquellos que sdlo tienen un punto en comin con
R, es decir, consideremos uﬁ cubo cualgquiera del conjunto C"
gue tenga puntos de una cara fija de S, ese cubo pertenece

a toda wuna red de cubos uno de los cuales tiene una diago-
nal igual a la normal a una cara de S, de todos los cubos de
esa red gue tienen una diagonal comfin con el cubo considera-
do solamente éste tiene puntos de esa cara de S, si descarta
mos a aquellos cubos que s6lo tienen un punto en comin con
R. Todas las diagonales de esa red paralelas a 1la dlagonal
considerada cortan a un plano ortogonal a ellas en un conjun
to de puntos que constituyen los vértices de una red de tri-
&ngulos equildteros.

Cada punto de un trid&ngulo puede tener sobre &1 un cubo
de los gue intersectan a la cara de S por cada red diagonal

gque pasa por sus vértices y por tanto no m&s de tres cubos.
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Asi la proyeccidn de las caras de los cubos correspondientes
a una sola cara de S, sobre un plano perpendicular a la dia-
gonal gue es en algfin punto normal a la cara, puede cubrir
una porcidn de este plano en a lo mis seis veces (dos caras
por cada cubo). La secante del &ngulo entre las caras de
los cubos y este plano es ¥3. Entonces si multiplicamos por
6 V3 la expresidn para el &rea del sistema de circulos ma-
ximos tendremos una cota para el &rea de o'. Esa cota es

6v3 +4Nyn = 24V 3 Nan.

€

24V 3 N>

Si =n < el area de o' serd menor que e.

De esta manera todas las condiciones que se reguieren
por el segundo principio de extensidn para la regidn R son

satisfechas si R es una regidn regular, obteniendo que:

EL teorema de la divergencia se cuwmple para cualquier regidn
regular R con funciones X, Y, Z continuamente diferenciables
en R.
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