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INTRODUCCION -

En nuestro pais, como en otros en desarrocllo, mu
chas pesquerifas estin en embrién y la gran mayoria de pes
cadores viven en un nivel de subsistencia, o en el estra-
to social de menores ingresos. Esto debiera bastar para _
justificar la necesidad de analizar adecuadamente las po;
sibilidades disponibles para mejorar la condici&n socio--—
econfmica de estos, asi como buscar maximizar su aporta--
cidén al: sector productivo del pais.

En los Gltimos tiempos se ha manejado, por. diver
sas fuentes oficiales, gue es de vital importancia para __
el pais el lograr desarrollar, ordenar y diversificar las
pesquerfas que actualmente se realizan, con el fin de ob~-
tener mds recursos pesqgueros. Junto con lo anterior, fre-
cuentemente se plantean como objetivos la generacidén de _
empleos, el aumento de suministro de alimentos pesqueros_
para la poblacién nacional y para la obtencién de divisas
mediante la exportacién del excedente.

Para ocuparse de lo anterior se recurre,general
mente, a la utilizacién de modelos que tienen la finali---~
‘dad de determinar la magnitud de la actividad pesquera -
que se tiene que desarrollar para lograr ciertos objeti--
vos. Por desgracia, en casi todos los casos, no se consi-

deran otros factores que, como el social, se encuentran -




inmersos en la problem&dtica.

Una de las obligaciones del Estado es la de exa-
minar las posibles medidas gue se pueden tomar para desa
rrollar y mejorar las pesquerfas. Sin embarco, en muchas__
ocasiones &stas medidas son tomadas de una manera precipi
tada, lo cual desemboca en muchas ocasiones en fracasos -
espantosos[ll.

Es utépico pensar que la tecnocracia actual pue-
da, por si sola, resolver el problema recurriendo unica—-—
mente a modelos bioeconfSmicos gue justifiguen "cientifica
mente"” la explotacién de cierto recurso, sin considerér -
&1 trasfondo social.

Pese a lo anterior, en el presente trabaio desa--
rrollaremos dos de los modelos clédsicos que son utiliza--~
dos en la Biol&Sgia Pesguera para estudiar a las pesquerias
de una especie aislada. Sin embargo, mencionaremos posi-:--
bles alternativas, tanto desde en punto de vista de la mo
delaci6n en si, como desde el punto de vista socioecon6mi
co. Trataremos,ahora, de introducir al lector en algunos_
de los conceptos b&sicos de las pesquerifias, para dar una
idea m&s o menos clara de la problemdtica a tratar. ‘

En el caso de una pesquerfa de una sola especie,
con un s6lo tipo de artes de pesca, la relacifén existente
entre "en rendimiento sostenible" y el "esfuerzo pesquero"”
es guizd la mds importante, La CAPTURA 6 REMDIMIENTO SOS--

TENIDO es la cantidad de pescado, expresada en unidades -




de biomasa, qgue -tefricamente- puede ser capturado de un_
ciclo de pesca a otro sin que se produzca ningln tipo de
cambio en la intensidad de pesca. Por otra parte, el ES—-—
FUERZO PESQUERO se entiende en base a la magnitud de la -
actividad gue se realiza, sin embargo, es medido general-
mente en base a su efectividad mds gue por su nlmers, es__
decir, en funcidén de sus repercusiones en la poblacién -
ictica[zl.

Ahora bien, en una pesquerifia, no se puede hablar
como en otras actividades econf6micas, de la existencia de
una relacién de produccién bdsica entre el rendimiento( -
captura) e insumos (esfuerzo), debido a gue la pesca invo
lucra otro factor muy importante: el crecimineto de la po
blaci6n. Es decir, si bien el esfuerzo de pesca es el Gni
co insumo proporcionado por el hombre, estd en realidad -
combinadd con la dindmica de la poblacién de peces, para__
“producir” (3] la captura, Al(n mids, como el recurso reac-
ciona ante las variaciones del esfuerzo pesgquero, esto -
complica la relacién captura-esfuerzo, Por lo anterior, -
es necesario tener en cuenta algunos conceptos biol6gicos
para poder comprender la relacifn anterior.

Uno de los conceptos biolSgicos bdsicos es el de
YCRECIMIEMTO" natural, tanto de la poblacién en si, como_
de cada uno de los organismos (crecimiento individual). -
El crecimiento natural neto (lo llamarémos simplemente -

crecimiento) puede definirse como el RECLUTAMIENTO (nue---




vos organismos gue se incorporan a la poblacifn) més el -~
crecimigrpto individual de los peces gue ya estdn en la po
blacién, menos la mortalidad. Otros conceptos biolégicos_
importantes se introduciran a medida que se desarrollen -
los modelos.

Cabe, ahora,.diferenciar entre dos conceptos béasi
cos en el estudio de las pesquerias, como son el de ORDENA
CION v el de DESARROLLO. La ordenacifn pesguera es la bus-
gqueda de ciertos objetivos mediante el control directo 6 -
indirecto del esfuérzo pesguero o de algunas de sus compo-~
nentes. Por ejemplo, determinando el uso obligatorio de -
una luz de malla mfnima, o mediante la instauracién de cue
tas o licencias, ftc.. Por otro lado, el desarrollo pescgue
ro es la expansidﬁ del esfuerzo pesguero a través de cier-
tos programas o mejoras con el fin de lograr ciertas metas.
Este desarrollo puede obtenerse, por ejemplo, mediante el__
mejoramiento de la tecnologia o la comercializacién gue se
aplica después o durante la cosecha,

Debido a que la ordenacién pesquera tiene una ca-
racterfistica reguladora y en general coercitiva, se piensa
gue la ordenacién es necesaria finicamente cuando el recur-—
so estd siendo sobreexplotado, mientras gue si es subexplo
tado se hace necesario el desarrollo de la pesqueria. Sin_
embargo, es mejor evitar llegar a la sobreexplotacifén del_
recurso, mediante la ordenacién de la pesquerfa a medida_

que esta se desarrolla. Por desgracia, en pafses como el -




nuestro, es virtualmente imposible poner en ejecucién cier
tas normas, debido principalmente a que no se cuenta con -
verdaderas alternativas para los pescadores, aunado a la -
falta de movilidad de estos %),

A pesar de lo anterior, es prioritario lograr una
buena ordenacidén en las pesquerias sobreexplotadas. Asi,
el objetivo principal de la ordenacién y el desarrollo-en_
las subexplotadas- es el de lograr el indice "6ptim6"[5] -
de explotacisdn del recurso.

Si el objetivo es la produccién mdxima de pescado,
entonces el findice Sptimo de explotacidén se define por el_
MAXIMO RENDIMIENTO SOSTENIBLE (MRS), es decir, el méximo -
rendimiento que puede obtenerse de una manera continua. Si
las capturas estén por debajo del MRS, a causa de un esfuer
zo pesquero insuficiente, entonces se dice que la poblacién
estd "biol&gicamente subexplotada"[sl y por lo tanto se ha-
ce necesario su desarrollo. Por el contrario, si las captu-
ras estan por encima del MRS, tendremos una "“sobreexplota--—
cién bioldgica', ‘por lo gue es necesaria su ordenacién.

Ahora bien, si el objetivo de la ordenacién es el_
obtener el méximo beneficio econbmico derivado de la actiQi
dad pesquera sobre el recurso, el iIndice 6ptimo de explota—
cidn se define como el REMDIMIENTO ECONOMICO MAXIMO (RIM),
éste es el maximo excedente de los ingresos con respecto a
los gastos debidos a la pesca del recurso,

Finalmente, cuando se tienen en cuenta determina-




das consideraciones de tipo social, como por ejemplo, em-
pleo, mejor distribucidn de ingresos, etc., se define el_
fndice Sptimo de explotacién con un tercer concepto (que_-
por cierto es dificilmente cuantificable y muy variable),

el RENDIMIENTO SOCIAL MAXIMO (RSM). Se trata del nivel de

captura y esfuerzo correspondiente, que permite la mejor_

solucién posible a los problemas sociales derivados de la

actividad pesguera y referidos a un marco y objetivos es-

pecificos, asf como en diversas alternativas.

Podemos considerar gue el RSM es una modificacién
del REM que toma en cuenta no s6lo la eficiencia, sino —-
tambi&n otras consideraciones de tipo social. La introduc
cién de variables de este tipo, pueden llevarnos a modifi
car la estrategia y las .normas de la ordenacifn o el desa
rrollo, en otras palabras, pudiera darse el caso de tener
que enfrentar la necesidad de sobreexplotar el recurso --
(con el riesgo de colapsar la pesquerfa), para poder sal-
var un costo social mayor.

El presente trabajo +tiene como propSsito, dar -
ﬁna visién acerca de la utilidad que puede tener el uso__
de las matemdticas en la construccién de modelos mateméti
cos gue nos permitan -~en parte-~ entender la problem&tica__
que se encuentra en el andlisis de una pesquerfa., Cada -~
uno de los capitulos estd precedido de una pequefia intro-
duccibn al capfitulo, y al final se dan algunas notas, con

el objeto de darle una mejor continuidad al trabajo,




NOTAS

1] Existen diversos ejemplos de tales medidas errdneas. Un
ejemplo de &stas, es la tomada con la pesqueria de Anchoveta en el
Perii. La pesqueria, despuds del fendmeno del "Nifio" en 1965, lo—-—
gré tal &xito, que provocd que la inversidn en la pesgueria se ele
vari de tal manera, que en 1970 se logrd capturar 12.3 millones de
toneladas métricas de &ste recurso. Sin embargo, para fines de ju-
nio de 1973 ~al cierre de la temporada de pesca- s8lo se habfan co
sechado 4.5 millones de toneladas mé&tricas. Una medida de la magni
tud de la inversidn la da la afirmacidn de Idyll(1973) que dice: -
*. .. La flota anchovetera del Per@i es tan grande que en un dfa po-
dxia pescar el egquivalente a las capturas anuales de los Estados —
Unidos". '

En nuestro pais, es frecuente observar problemas de ese
tipo, es comiin encontrar instalaciones de la Secretaria de Pesca -
subutilizadas, o jargntes de recursos oportunos, o, que respondan -
s8lo a los caprichos del jefe en turno.

{2} En el desarrollo de los modelos, se explicari detenida-
mente la relacidn existente entre la mortalidad por pesca y el es-
fuerzo pesquero.

[3] En el estudio de las pesquerias, es muy comlin hablar de
prdauccién del recurso, cuando en realidad se debe de decir explo-
tacidn del recurso, y resexvar el t&rmino "produccidn" para otras—

actividades como la acuicultura.

[4] En Mazatldn, Sinaloa, se tiene el siguiente ejemplo de_

lo anteriormente dicho: El problema del "CHANGUERISMO" (pesca y --




venta ilegal) del camardn se trata de resolver por medios coercitivos,
y sin embargo, tales campafas no dan resultado debido en gran parte a_
que un gran niimero de personas,que se dedican a esta actividad, no tie
nen otra fuente de ingresos y no existen -en el lugar donde residen- _
de otras fuentes alternativas de empleo.

5] Es importante sefialar que dicho "Sptimo" de explotacidn del
recurso, depende de objetivos muy particulares gque se propongan, y a -—
la vez, estos responden ~casi siempre- a la clase en el poder.

6] Es claro que no se debe afixmar gue el MRS es un concepto -
puramente bioldgico, ya que si bien el modelo considera como base al -
crecimiento natural m&ximo de la poblacidn, el miximo rendimiento sos-
tenible ez un concept; econdmico que no considera factores econémicos_

como: costo de pesca, valor presente, comercializacidn, etc..



10.

CAPITULO PRIMERO
MODELOS MATEMATICOS SIMPLES

1. INTRODUCCION

Antes de poder desarrollar algunos modelos bio--
econSmicos, que nos permitan explicarnos el porqué la con
veniencia de seguir cierta politica para lograr la oxrdena
cidén de una pesqueria, necesitamos determinar la dinédmica
del recurso para, a partir de ella, estudiar el posible -
rendimiento econémico de tal actividad; asi se tiene la -
necesidad de estimar -con la mayor precisién posible- el
futuro de las poblaciones explotables; esto es, hacer una
evaluacibén del potencial pesquero. Sin embargo, la gran -
variedad de factores gue influyen en el comportamiento de
'las poblaciones marinas -~ contaminacién, alimento, espa--
cio, etc.— hacen de lo anterior una tarea dificil.

Por otro lado, tampoco es ﬁosible construir mode
los matemdticos, basados en postulados biol&gicos, gue -
consideren todas las condiciones que se presentan en la -
naturaleza, pues tales modelos involucran tal cantidad de
parametros ( cada uno de ellos representando un problema_
en la estimacién de su valor ) gue duedan relegados a un_
plano meramente tefrico, sin posibilidad alguna de obte--—

ner informacién de ellos.
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Para poder estudiar el crecimiento o declinacién
de; tamafio de una poblacién o recurso pesquero, se tiene_
que empezar por postular hipStesis simples sobre el fend-
meno en estudio y por considerar sé6lo unos cuantos facto-
res a la vez, de forma tal que sea posible construir un
modelo matemdtico que nos sea Gtil para examinar los posi
bles cambios del recurso en caso de gue dichas hipGtesis_
se cumplieran. Estas simplificaciones permitirfian dar, -
posterijiormente, otras aproximaciones acerca de la pobla--
¢itn en estudio.

Por‘ejemplo, cuando se estudia una pesqgqueria po-~
co adelantada -como lo puede ser una artesanal o una don_
de no se han desarrollado mecanismos eficientes de explo_
tacifén—- generalmente lo gue se precisa es una medida gro-
sera del potencial y, un modelo relativamente simple pro-
verfa de una base para estudios posteriores; por el con~--—
trario, en una pesguerfa desarrollada serd menester lograr
estimaciones muy exactas para garantizar una regulacién
adecuada desde el punto de vista bioeconémico.

En la biologia pesguera se utilizan varios mode-
los sencillos, gue pueden ser planteados desde dos puntos
de vista: por un lado, el determinista, en donde se supo-
ne que el tamafio de la poblacién puede predecirse median-—
te una o varias ecuaciones, ya sean E&stas de variables -
contfnuas o discretas; por otro lado, el enfogue probabi-

lista, en donde el interé&s es conocer el valor esperado y
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la varianza del tamafio de la poblacién a un determinado -
tiempo.

En este capitulo, se dardn ejemplos de este tipo
de modelos (algunos de los cuales ser&n utilizados poste-
riormente), desde un punto de vista puramente biocl6gico;_
es decir que, por lo pronto, no se considerar§ en ellos -
el aspectb econémico. Primero se presentari el modelo ex-—
ponencial desde tres puntos de vista: determinista discre
to, determinista continuo y probabilista. Luego, se discu
tiran otros modelos gue son muy usados, como son; el lo---
gistico (continuo y discreto) y los sistemas de varias es

pecies (por ejemplo, el modelo de Lotka y Volterra).

Por filtimo, cabe mencionar que las descripciones
matemdticas de los fenfmenos biol6gicos pueden tener dos_
prop6sitos completamente distintos, uno practico y otro *
tebrico. Las descripciones matem&ticas que son aplicables
a toda una clase de fenSmenos son llamadas "modelos". Por
otro lado, las representaciones matem&ticas qgue son abli—
cables a una situacibn especifica,son llamadas "simulacio
nes"; por ejemplo: el logistico es un modelo gue se supo-
ne "aplicable" en todas las poblaciones que satisfacen -
sus hip6tesis; por el contrario, una simulacifn del creci
miento de una poblacidén de peneidos en el Huizache-caima-

nero s6lo tiene validez para esa y s6lo esa poblaciébn.
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2. MODELOS DE UNA SOLA ESPECIE

Supongamos que tenemos.aislada-una-soela- especie,
(1)

gue satisface las siguientes condiciones:
a) Cualguier individuo de la poblacién, indepen-
dientemente de su edad o del tamafio de la po-

blacién, tiene la misma probabilidad de vivir

b) Todos los individuos de la poblacién tienen -

la misma capacidad de procrear.

Si adem&s suponemos que la densidad (o el nGmero
de individuos) de la poblacién al tiempo + puede ser re
presentada por una variable AQ , que los cambios de esta
variable pueden ser descritos por ecuaciones determinisg--~
tas y, por Gltimo, gque + es una variable discreta, en—-=—
tonces, podemos plantear el siguiente modelo para el tama

fio de la poblacifn al tiempo ++1{ :

NQH ='vAQ 1.1

(donde a ¢+ se le liama,en algunos textos, tasa neta de
crecimiento). Si la—constante ¥~ es mayor que 1, entonces
la poblacién crece, si es menor que 1, decrece y, si es -
igual a 1, la poblacifn permanece constante e igual a la__
poblaci6én inicial N, . La solucién de la ecuacién 1.1 -

se obtiene recursivamente, y viene dada por:

Nt = 1Y*Ah
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cuya grafica se muestra en la figura siguiente:

Nﬁ
<
- v=1 .
x U>1. » -
e w<l *

No k - - - - - - =

figura 1

Si, bajo las hindStesis anteriores, se supone aho-
ra gque +t es continua, se obtiene que la tasa de instanta-
nea de crecimiento por individuo es constante, es decir -

gue:
A_ éjé& =Y
N, dx 1.2

donde ¥ es la diferencia entre las tasas instantaneas de

nacimiento y muerte por individuo ( A ¥y ﬂ.respectivamente).

La solucifén de la ecuacibén 1.2 con la condicién inicial -~

Ni(o) = N, es:

v su gréfica es:
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N b
o) r=o0
¥ >0
) <o
No

<

. +
figura 2

en tanto que la relacién entre ¥ v v es: ‘f:l«u‘ . E1 mo-
delo anterior se aplica de diversas maneras en la Biologia

Pesquera como se verd mis adelante.

Ahora bien, las poplaciones naturales frecuente--—
mente exhibén pequeflas o grandes fluctuaciones sin causa -
aparente. Asi pues, podriamcs suponer gue las fluctuacio--
ﬁés en el tamafo de la poblacidn se deben a efectos aleato
rios. Con el fin de ejemplificar lo anterior desarrollare-

. mos el equiﬁalente estocdstico del modelec de Malthus.

Sea ﬂuﬁla probabilidad de que NW)=) , es decir:

Py =TLNE =3]

Supongamos gue durante un intervalo corto de tiempo,(t,t+h)’
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la probabilidad de un nacimiento es NIOAh+oW y la probabi-
lidad de una muerte es Nu%ﬂh + olk) ~, donde o{k\ es una
cantidad tal gue Lo oUﬂ/h,F,OHL: (A v )~ conservan

h30 -
sus interpretaciones como las tasas instantaneas de naci--
miento y muerte respectivamente). Es decir, la probabili--—
dad de un nacimiento en una poblacién de tamafio { en un .
lapso ‘de duracién h serd Ai;h mds términos de orden me--—
nor a h . Por analogfa la probabilidad de que suceda una__
muerte seri - /Lbh- . Se puede suponer, ademds, gue la pro-
babilidad de que ocurra m&s de un nacimiento en h unidades
de tiempo puede desdeflarse con lo que, el tamafio de la po-
blacién ai tiempo 4+ seria necesariamente (-1 , £ &6 i+]
de donde, si E(++h) denota la probabilidad de gue la po--
blacién sea de tamafio i al tiempo ++) , tendremos:
B, (i) = BUAORG-0h + R — iRk~ k) o list) P () + ol) 14

de agui obtenemos gue

Polenm)-Rt) o (Bl & MR W e () T 04 2

-\

h
v si suponemos gue se tienen condiciones de suavidad sufi-
cientes sobre ‘E(i), haciendo tender o hacia cero,ten-—
dremos;
AR — i (asm P+ 0T )+ p e Fale)
at 1.5

A este tipo de ecuaciones se les llama PROCESO LI

NEAI, DE NACIMIENTO Y MUERTE (ver nota 2). BAgui lo gque nece
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sitamos encontrar es una expresién para el valor esperado
‘de la poblacién al tiempo € , si se le denota por M(d*)

de la definici6én de valor esperado,  -se tiene que-;-
o
M{u]4) = 27 3%
. i=1

Y suponiendo que la ecuacién anterior es derivable t&rmino

a t&rmino, obténemos:

AV\(L(U Z 3 A’\’ m

sustituyendo en esta ecuacién Py en lugar de Pl (por sim-
plicidad) y la expresién 1.5 se tiene;

d My _ &= ; A0 ;
&___; ) — § - ¥ (24005 + Ry +palan) P §

= WZ (‘31?3+ KP‘—\‘ .5?3-\\' 1“‘2( XZP'\" .31?34\“ .m\

recorriendo subindices y reagrupando términos tendremos;

AHA(; ) _ —)"2—_ Pl =+ ConY= Gt —/*Z,‘ A R CRI \)E

= A k?.‘—/*?k&:(x—/*)v\(t!’c) 16
poe -
ecuaciég que ,comparada con 1.2 indica gue el tamafio de la
poblaciSn Ni) en el modelo determinista es precisamente_
el valor Mtlt)en el modelo estocdstico (lo cual era de es
perarse).
Si la poblacién inicial es N(o=N,, entonces tene
mos ﬂ(ib\: No: , ¥ la solucién de 1.6 es
M(if4) = N €27F 1.7
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De agui que, cuando t-sew , €l tamafio esperado de la po-
blacidn sea:
M(t]a) =N, 8 A=
= *oo PR 1‘5/;;
=0 T

A pesar de gue 1.3 y 1.7 son la misma ecuacifn,-
no se debe concluir directamente gue el modelo determinis
ta establecido por 1.3 sea un buen sustituto del estocés-
tico. Esto se debe a que es posible que la varianza ver(ilt)
sea muy grande. Para estimarla, recordemos que esta medi-
da de dispersién es el segundo momento con respecto a la_
media y gue s6lo difiere en una constante del segundo mo-
mento con respecto al origen, que se define y denota como

sigue:

My i) =3 R
i=\

de donde (suponiendo gue la funcién es suficientemente -

suave) : M _ i y? AT
at = dt

y por 1.5,

A__‘:\j-%l—t-) = li(“ :\3 ’P; + '53?3_\_ .S ?&_\\"lk‘i: L.\V\)l - :)3?“\' Sz P:\_“\

z(x-mi P x (k*/\x)z‘.\&?n
3=t =t

‘por lo tanto, utilizando 1.7:




C AN Gl N 9_(,* M () = (a3 N 8 N
it

L. . 20 =2t
de donde,multiplicando por el factor integrante € #

S M iE) 2Nt

2Nt
1t v 22 Mt =(ayaN. &

e integrando obtenemos:

-t A+ (-2t
e ) = 7—};— N, € +c,

como M, ()= er(lw)+r3 tenemos que

20w -2k (-2t
A (vor(i/)4+ ) = Arp N;,Z'“ +C,
Pt
or lo tant A-pt -
P ° ARG we(p) = 7‘7&*_) N.,é a +c‘e“1"‘t— *
‘utilizando gue vesr(ifolz= O por lo tanto

_ Ax : 3
TS N

de donde
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(p=20t

St e
W (if£) = _Zf_ N, PE_ ey @ +/‘j(ezﬂ-[*)t_1

A

Y. poxr consiguiente:
@G-t e 2t

W(Ll-l:) __,_t'.‘.N f‘( )+ ( " 1)

En la expresifn anterior podemos observar que la

b§arianza depende de £ , X y /u. . Si la diferencia -
ﬂfyx es positiva y constante, entonces wu(ift) es.:una
funcién que depende solamente de - . Para + grande los

a5y
té&rminos que dominan son los gue involucran a ¢ ad y los
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coeficientes de ambos son positivos, por lo gque la varianza
crece, es decir que las predicciones son mas imprecisas.
Pese a gque los modelos estocidsticos son mds realis
tas que los deterministas, estos Gltimos son mucho m&s uti-
lizados, lo cual necesita de una justificacifén. En la ver~-—
si6n estocdstica del modelo, fué necesario suponer gue se -—
daban ciertas condiciones de suavidad para poder determinar
las funciones Tﬂ‘ v Hz . En general, suponer esto --
resulta,en la prédctica, tanto como suponer la no aleatorie-
dad de las variables. Es decir, para.los fenémenos biolSgi-
cos, son tales las posibles alteraciones del medio gue su-
péner una cierta suavidad en las distribuciones de probabi-
lidad que puede contener el modelo es equivalente a conside

rar que las variables pueden ser deterministas.
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3.MODELOS DE UNA SOLA ESPECIE DEPENDIENTES DE LA DENSIDAD

Hay otros modelos deterministas un poco ﬁés rea-
les -~ aunque afin siguen siendo muy ideales -, donde se su
pone gue el crecimiénto de la poblacién es inhibido por - :
la escasez de recursos, por ejemplo; de espacio, de ali--
mento, etc.. Es decir, en los que se considera gue para -
satisfacer la demanda de recursos de la poblaci&n el me--
dio resulta insuficiente; esto es, que se plantea la exis
tencia de un nivel de saturacidén del medio o un tamafo -
miximo para la poblacidn.

En té€rminos més generales, podemos partir de la_
hipStesis siguiente: "la tasa de crecimiento por individuo
es una funcidén gue depende del tamafio de la poblacién", o

en simbolos:

[
—— — - N
N £y (N )) -

Bajo las consideraciones hechas lineas arriba, -
la funcién {+(8) debe ser tal que para N grande —dado. que
el medio es hostil- A“/At serd negativa; es decir gue a
" una mayor poblacitn corresponderd un mayor efecto inhibi-
dor del medio en el crecimiento. Una tal £(n) podrfa ser

{(por sencillez) una funcién lineal decreciente, i.e.:
Ly = v -sN (v,s >0)

de donde, al sustituir en 1.8, tendrifiamos la ecuacién di-
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ferencial;

AN Q(c- sn)
£

1.9
qﬁe es mejor conocida como la ecuacifén logistica. En 1.9 -
el término vN es llamado la tasa potencial de crecimien
to de la poblacibn, es décir, es la razén con la cual la -
poblac‘ién podrfa crecer si los recursos fueran ilimitados_
y los individuos no fueran afectados de ninguna manera por
la densidad ( Y es la misma gue en la ecuacién 1.2). Si_
suponemos que la tasa de crecimiento es el producto de la_
tasa potencial y la proporxcién de vacantes en el medio con
respecto al tamafio mdximo sostenible que puede alcanzar l;-i
poblaci6n (llamando K a la poblacién m&xima que sopoxrta -
el sistema), tendremos;

—L~ é‘_‘i = ¥ ('\ - -E- \
N =~ : 1.10
(observemos que 1.9 y 1.10 son equivalentes si $= Y/x )

la solucién de 1,10 es:

<
N =
1rce® 1.11
donde .
cC = L\Q"N°)/No sL NY=N,

otra forma comGn de escribir 1.11 es

k-
¥t -te) con

+ &

Analizando la solucién de 1.10, podemos ver gue -—

\\\L,k\—‘ N ";o = - -l\: Jrv\a[_(k-Na\/h\o]
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si N,v0 entonces ,{é; N¥)= k , es decir que N=k es
un punto de equilibrio estable. La figura 3 nos muestra -
las soluciones de la ecuacibén logistica, para distintas -
condiciones iniciales.

~

Wy .

No7 R

Nak
No<¥K

r+ o

. figura 3

El modelo anterior se puede aplicar cuando la va
riable 4+ es continua. En especies con pocas crias por __
afio (o por estacién), cuyos miembros viven por varias tem
poradas de crfa y due en cualguier é&poca pueden. procrear_
© morir. Bajo estas consideraciones, se da una notable -
continuidad en N{t). Sin embargo, para la mayoria de las .-
especies cuyos miembros se reproducen solamente una vez en
su ciclo de vida y mueren antes de que sus descendientes_

se desarrollen ( es decir, que cada generacifn muere an—-—
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tes de traslaparse con la siguiente), el crecimiento de -
la poblacién es marcadamente discontinuo. Es estos casos,
una ecuacidn diferencial como la anterior -resulta ser ina
decuada para modelar el crecimiento de la poblacidén y se_

hace necesario un planteamiento discreto como el gue a -

continuacién se discute.

Las ecuaciones en diferencias de primer orden;

X&‘H = J;(Xk)

han sido estudiadas en numerosos articulos (ver nota 4),-
mencionaremos dos casos de ecuaciones de este tipo (gue -
ser&n utilizadas posteriormente) que se han empleado en -
el estudio de poblaciones cuyo crecimiento depende de la_

densidad. Las ecuaciones son:

xL+| = &x+ (1-X-\:)

L A- X1
X = X
1.14

gue se pueden obtener a partir de las siguientes conside~
raciones: recordemos que el crecimiento exponencial de -
una poblacién es representado por la ecuacibn en diferen-
‘cias 1.1. Considerando la compeéencia por el medio dentro
de la poblaci6n, hagamos gue el exponente ¢ ( V==er )

anteriormente constante, una funcién lineal decreciente -~

de la variable N , es decir, sustituyamos F-SN* en lu-
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gar de Y -

El modelo resultante ser&;

v- SNy
NH-1 = Nt e’

1.15
si hacemos X,= Ny ¥ 3= c]w. obtenemos la expresién da
da en 1.14 y observamos que si 0« Mts ¥. , entonces la va
riable Xl: tiene por dominio (o,11 -

Las propiedades de esta ecuacién han sido estu--—
diadas en (5) y se ha demostrado que el comportamiento de
este modelo estd determinado por la magnitud de Y y gque,
para ciertos valores criticos de € , se obsexrvan cambios
abruptos en dicho compbrtamiento.

El modelo 1.13 se puede deducir por el siguiente
camino; si consideramos gque el medio es limitado, se pue-
de postular gque existe un valor N* tal gue se cumplen -
las siguientes condiciones:

' a) Si el tamafio de la poblacifn es menor a N" ’
el medio es apropiado y, por lo tanto, a ma--—
yor nfmero de individuos en la poblacién, ha-
br& un mayor nfimero de descendientes.

b) Si el tamafio de la poblacifn es mayor a N*,
la influencia del medio sersd mias sensible y, |
por lo tanto, a mayor nGmero de individuos en
la poblacién, el nGmero de descenéientes seré
menor .

c) Existe un tamafio de la poblacibn k , para -




26.

el cual el medio impide que la poblacifn crez

ca (ver la siguiente figura).

A P O

3 k 7
figura 4 N,

U]

La funcidén mé&s sencilla que nos puede representar
esta situacidn es:
N, -N,= wN (7- Ne /i)
1.16
donde la diferencia Nuq‘”k es, desde luego, el incremen-—
to de la poblacibn, y v es la tasa de crecimiento.

La ecuacibn 1.16 puede reescribirse como:
- - M \®
Npy, = (44v) N - N,

; = 4\ G= \xV
ysio KT oo D Y
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entonces:
Xisa = & X LA=X0)
1.13
Como por definicidn N‘= <X, entonces Nter-"lk} Yor_
por lo tanto, X* estd definida en un intervalo contenido
en el intervalo Lo,1\ .
Entre los modelos 1.13 vy 1.14 existe un gran pa-
recido y se debe a que, si asumimos gque ¥ es pequefia, —

entonces 1.15 puede ser aproximado por

N = Ne( tve-sN)

L2 3Y 1.17

Y nétemos que si tﬁviéramos la libertad de cambiar arbi--
trariamente las unidades y por lo tanto el valor numérico
de ¥ , entonces - haciendo estas unidades suficientémeg
te peguefias- se podrfa lograr que 1.15 y 1.17 fueran tan_
cercanas como se guisiera. Ahora bien, la durxacién de di-
cha unidad de tiempo solamente puede cambiarse cuando el_
}nodelo de variable discreta es usado para aproximar proce
sos de tipo continuo pero, cuando el proceso es disconti-
nuo, las unidades de tiempo est&n determinadas por el pro
ceso mismo y no se puede aproximar el t&rmino axf(r;5N¥)
mediante su serie de Taylor (cuyos dos primeros t&rminos_
son precisamente, I+ (v-sNg) ).

En los modelos anteriores, se pueden observgr -
oscilaciones o completa inestabilidad, casos gue pueden -

suceder en el crecimiento de una poblacién; también se ob
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serva que, para valores pedcuefios del par&metro ( , ocu-
rre una aproximacién monStona del tamafio de la poblacibn_
hacia el equilibrio. En contraste con estos modelos, como
se ve en la figura 3, en el continuo cualguier solucidn =

se aproxima monStonamente .al eguilibrio para N.>0 .
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4. MODELOS CON MAS DE UNA ESPECIE

Hasta aqui hemos considerado Gnicamente la compe
tencia intraespecifica. Sin embargo, en condiciones natu-
rales las poblaciones tienen relaciones interespecificas,
es decir, estan sujetas a diversas relaciones con otras -
especies, por lo gue modelos mis generales deben de consi
derar estas interacciones.

Las posibles interacciones entre un par de espe-—
cies pueden ser clasificadas como sigue:

a)Competencia ( —-,- ). Cada especie -iene un efec

to inhibidor en el crecimiento de otra espe-
cie.
b) Comensalismo ( +,+ ). Cada especie tiene un -~

efecto positivo en el crecimiento de la otra.
c) Depredacidn { +,—- ). Una especie, el depreda-
dor, tiene un efecto inhibidor en el crecimien
to de la otra, la presa; la presa tiene un efec
to acelerador en el crecimiento del depredador.
Cabe mencionar qhe otras posibles interacciones -
-{como por ejemplo; parasitismo, simbiosis, etc.) pueden --
ser incluidas como casos particulares de alguna de las de-
finidas por los incisos.
El ejemplo m&s utilizado de este tipo de interac-
ciones es en siguiente: llamemos NI o simplemente N, al

tamafio de la poblacién de presas, gue en ausencia de depre
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dadores crece de acuerdo al modelo dado en la ecuacin 1.2
(denotemos a la tasa de crecimiento ¥, }; sea ”1 el ta-
mafio de la poblacitn de depredadores y supongamos gue &sta
decrece exponencialmente en ausencia de presas ( (, deno-
tard la tasa de decrecimiento) y, por Gltimo, supongamos -
que la interaccién de los organismos esta dada en propor—--
cidén al nGmero de encuentros entre presas y depredadores,_
es decir, al producto N.Nz ; bajo estas consideraciones,-

el modelo determinista continuo estar8 dado por el sistema:

%3 N,(V.—O&.Nl) ; A;r' = N (-G o) 1.18

(ver nota 6).

El modelo anterior puede generalizarse y plantear
se en té&rminos de funciones que describan las interaccio--
knes entre cualgquier nfimeroc de especies. En el caso de. WM -

especies, la dindmica del sistema estaria dada por:

AN Lo (NN, L, KD
s

ANm _ LN, N, o0, Vi) 1.19
dt . .
Asi, el modelo dado en 1.18 se daria de la siguieg

te manera: h“lé): ﬁ,(ﬂ.,N;)

Nz'(é) = #z (N; :N"')
donde; LN = CN(1- M) - alid,

‘F;(N. ,N;) = N (1 - Nz/o(Nl)
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donde las hipétesis que subyacen son:

1) En ausencia de los depredadores, la presa se_
comporta de acuerdo al modelo logistico.

2) La dindmica del depredador puede ser descrita
por el modelo logistico donde la capacidad de
carga es proporcional al tamafioc de la pobla--
cibn de presas (la constante o depende de la
eficiencia de conversifn o aprovechamiento de
la energia o material de una especie a la otra).

Al hacer el estudio cualitativo de este sistema,-—~

tenemos qgue los puntos de equilibrio son: (o,0) , (o,N:),

(NY,0) ¥y (8, NSY donde;

% _ *
N} = GR[(Cadaw) a N = 2tk raak) 121

El punto interesante es donde no hay valores triviales;

. *
en general, si ”?, N:’ ;jidm son los valores dondea -~

el sistema 1.19 se anula, tenlt.cmos varios puntos de egwis

librio no triviales segln el-némero de rafices que tuvieran

las funciones ¥L .
Para estudiar la estabilidad del sistema alrede-~
dor de una solucibn (N7, ..,Nh) escribamos a Ni{t) en 1a

forma: . )
® ' .
Ni(#) = N + Z: ) t=l,...,mM
1.22
donde Z;W) mide una pequefia perturbacidén del eguilibrio_

de la i-&sima poblacibn. Por otro lado, al expander alre-
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dor del punto de eguilibrio en serie de Taylor(y descartan-
do los términos de segundo grado o més) las ecuaciones 1.19
toman la forma:

s ™

Z () = ; O B4 R
que describen la dindmica de las poblaciones en una vecin-
dad del punto de equilibrio. Por comodidad, usaremos la no
tacifn matricial, por lo que 1.23 se puede escribir como:

'

Z'e) = Azw 1 24
donde Z(&) es la mx1 matriz columna de las Z (t), A=l
es la wmim "matriz comunidad", y las componentes 2] des——
criben el efecto de 1la especie 3 sobre la especie ( en
una vecindad del equilibrio. De 1.23 se sigue que:

_ atc\
T BNy wp, ng, ) 1.25

a

Para el sistema 1.23 la solucidn puede describir-

se como: -
. »t
<™ L 3
Z;('{:): £ - CL) e 124, e,
=
. 1.26
donde [l son constantes qgue dependen de los valores -

4
iniciales de las perturbaciones de la poblacién y las wu

constantes Ay ( gue caracterizan la din&mica temporal del_
sistema) son los llamados eigenvalores o valores propios -

de la matriz A. De la definicién de los valores propios te

nemos gue:
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w
LR = 2 Qij Z6E)
3=t
.0, en forma matricial:
[A-ATlzw=0
: 1.28
donde . L. es la matriz identidad . wwxw\ ...
La expresibén 1.28 posee una solucidn no trivial -
si y s6lo si el determinante se anula, es decir cuando ¥y

A A-2aTl=0

's6lo cuando:

1.29
gue es una ecuacibn polinomial en A de grado wm con
rafces complejas - X:.x+4”34 - que son, precisamente, -
los valores propios de A ; la parte real ( ¥ ), al ser -

sustituida en 1.26 produce crecimiento o decrecimiento ex-
ponencial, en tanto que la parte imaginaria ( Yy ) genera -
oscilaciones senqidales divergentes, amortiguadas o neutras
que caracterizan diferentes tipos de .equilibrios seg@n se_
muestra en la figura 5. ‘

Si cualquiera de los eigenvalores tiene parte real
positi&a, el factor exponencial serd creciente con respecto
al tiempo ¥y consecuentemente el punto de equilibrio ser&d -~
inestabie. S5i todos los eigenvalores QA tienen parte real
negativa, la perturbacifn desaparecerd con el tiempo y el -
caso éspecial en que uno o méds valores propios sean imagina
rios puros y el resto tengan parte real negativa se tendr§_

una estabilidad neutral. Matemdticamente podemos resumir lo




ﬂ [ INESTABLE
\ AN . ESTABLE

\/v
Ilustrcidn de la

dindmica de un sis
tema determinista
ESTABILIDAD

NEUTRAL

cuando se produce
una perturbacidn
en un punto de

equilibrio.

i figura 5

anterior de la siguiente manera: si denotamos por;

_J\_ M{w(w)g

T, m

el criterio de estabilidad esta dado por:; _\.> O

(ver la figura siguiente).

34.
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Los eigenvalores A= iy

de la matriz A se -

representan por puntos
(x,y) en el plano com~
plejo. En la parte som

breada estan los puntos

para los cuales tenemos

estabilidad.

figura 6
Poxr ejemplo, en el caso particular del sistema de
las ecuaciones 1.20 tendrfamos que:

ot
DN,

LW * - r\
T, x Lo

1

£
[

\(N?,R:)
0, = 20 ;-
O = am\ (np,u0) = moN =

Y \
CA R ¢T3

. ok = (1 - 2y ) = -7
Gzr = gk ?
oLYS ('\h/”*‘z\

= TN AN = e

1t

Qe

[Py

(Lv{'lA —11‘7' \ O i‘;_)_\ = (Clu"'?‘-)(chz."l) 'C\H'.&r.l - O

de donde, para cualquier rafiz & , se tiene cue:

— Gy + Ay
Rl (x) = il
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y al sustituir los valores particulares de O, Yy 0., pa—

ra este caso tendriamos qgue:
'('l
- —al o
Recd (2) = T v dak

por lo gue el punto de eguilibrio (¥! ,N}) serfa un punto_
de equilibrio estable.
En general es bastante engorroso hacer todos los__
cél&ulos para determinar la estabilidad de un punto, por -
lo que surge la siguiente pi‘egunta; éSe puede decir algo -
acerca de la estabilidad de los puntos, conociendo solamen
te los sigmos de los elementos de la matriz A 2.
La respuesta la da el siguiente teorema publicado
en (¥F).
TEOREMA: Las condiciones necesarias y suficientes para gue
una matriz A (maw) , con elementos Oij + sea cualita-—
tivamente estable (i.e.,gue todos sus eigenvalores tengan_
parte real negativa) son:
i) O %0 ¥
ii) 1 iedt,z.umi s Qg #O
11i) oy 0y it
iv) Para cualgquier sucesién de 3 o mds iIndices_
Lk, .8,y (con L#i#h#.“#$44r ) el
producto (;L;‘& Gy - - Oge Gy = O

v) dtIB\ %0

De acuerdo con este teorema, se puede concluir -

que, en efecto, existe una intima asociacién entre la es-~
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tructura de los signos de la matriz A y la naturaleza -
cualitativa de las interacciones bioldgicas. Recordemos -
que, se habfa dicho, = los coeficientes Qi) representan
la interaccifn de la especie é sobre la especie t , si
este elemento tiene signo « , — 6 el valor 0, entonces se
dice gue la interaccidn es positiva, negativa o neutral,_

.
es decir, el tamafio de la poblacién t crece, decrece o -~

no es afectada por la presencia de la especie )
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Bajo ciertas consideraciones, los postulados pueden cambiar

se, por ejemplo: en lugar de (b) -~.donde de hecho se esti supo- .

niendo que la reproduccifn es asexual- se puede aceptar la re—-
produccidn bisexual, si se considera {inicamente la poblacidn de
hembras y se postula adem3s que: ...
c) nunca hay escasez de machos y

d) la proporci&n entre hembras y machos permanece constante al__

transcurrir el tiempo.

nVéase, por ejemplo, Keyfitz Nathan, Introduction to the Mathema

tics of Population, 1977, New York, Addiscon Wesley.

Ludwig D., Stochastic Population Theories, Lecture Noges in Bio
mathematics, vol. 3, 1974, Springer-~Verlag.

Falconi M. y J. Pulido, Complejidad en Sistemas Dinfmicos, Scai
nario Ex-Mor, Vinculos Matemdticos No. 1, 1985, Depto. de M;bc~

miticas, Fac. de Ciencias, .U.N.A.M. T

Podemos recomendar l¢&r: Pielou, E.C., An Introduction to hat?

matical Ecology, Wiley Interscience, New York, 1969.

A este tipo de modelos se les acostumbra llamar de Lotka-Volte-
rra, para ver una presentacidn elemental se puede consultar poe
ejemplo: Betz, Burcham, Ewing. Ecuaciones Diferenciales con -~
Aplicaciones, México, Harla.

Quirk y Ruppert (1985), Qualitative Economics and Stability of

Equilibrium, Rev. Econ. Studies, 32, 311-326,
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CAPITULO SEGUNDO

MODELO BIOECONOCMICO PARA UNA PESQUERIA DE ACCESO ABIERTO

1. INTRODUCCION

Las pesguerias de libre acceso o acceso abierto,-
son agué&llas que se desarrocllan sobre un recurso que es -
considerado como un bien com(n, es decir, sobre un recursé
pesguero que estd generalmente abierto a la explotacién co
mercial de cualquier persona (entrada irrestricta). Por -
ejemplo, en nuestro pais, las pesquerias de especies no -
concesionadas como la mojarra, el botete, la lisa, etc.tl].

Para estos recursos, cuando en la pesqueria aumen
ta el indice de explotacién[zl, se observa en primer térmi
no un aumento de las capturas totales y en la captura por__
ﬁnidad de esfuerzo, luego el indice de incremento baja. y -
la captura por unidad de esfuerzo pasa por un punto méximo
(llamado miximo renaimienté sostenible MRS). A partir de -
este punto, si la explotazcifn se incrementa, la captura -
por unidad de esfuerzo empieza a declinar.

En condiciones naturales de libre acceso, estos -
recursos tiendén a ser sobreexplotados, debido a gue se -
presentan problemas como el siguiente: Para cada pescador
es obvio que si, individualmente redujera su esfuerzo pes-
guero para conservar el recurso, en lugar de lograr un in-

cremento en el stock, haria que la captura de los demds -

pescadores se incrementara, con lo cual lo finico gue habria
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logrado es salirse del negocio. Y como cada pescador tiende
a tener el mismo razonamiento, la explotacién del recurso -
es siempre creciente.

Tal situacién tambi&n se da a escala internacional
con los recursos de hibitos migratorios como el atfin y se -
traduce en la dificultad para establecer tratados interna--
cionales justos. Cabe mencionar gue muchas veces, estos tra
tados se dan bajo presiones econfSmicas de los paises desa-—-
rrollados sobre los tercermundistas, gque llevan a acuerdos_
que son a todas luces lesivos para las economfas de estos -
Gltimos[3).

Con el paso del tiempo, los recursos de libre acce
so tienden a generar la necesidad de que se establezcan --
controles sobre el ingreso a la pesqueria so pena de extin-
cién y de‘que sean aplicados por alguna dependencia pGbli-
ca gue observe gue se cumplan ciertas disposiciones sobre -
el récurso en cuestidn. Tales dispOSiciones pueden ser de -
varios tipos; por ejemplo, la limitacién en el ntimero de —-—
bpescadores o de licencias, reglamentacién de artes, o bien_
reducir el atractivo de la pesca mediante impuestos o con -
ia di&isién del recurso mediante la implantacién de cuotas.

En este capitulo se tratar& de desarrollar un mode
1o bioeconfmico que permita determinar el MRS para el caso_
de unavéeéquéria de acceso abierto; en €l se verd la necesi
dad de limitar la explotacién si se pretende mantener la -

. produccién a cierto nivel.
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Se estudiar&n las nociones fundamentales partiendo
del ejemplo simple de una pesquerfa aislada, compuesta por_
una sola especie, explotada por un solo grupo de pescadores
gue utilizan el mismo tipo de artes.

Cabe decir que, desde esta perspectiva, no lograre
mos traducir cabalmente la gran variedad de situaciones gue
se presentan en la realidad, sin embargo, creemos que nos -
permitird una adecuada comprensidn de los problemas que se_
presentan en la ordenacifn de una pesqueria. Los conceptos_
y modelos tratados, pueden ser llamados "los clésicos” que,
desde luego, no guiere decir gue sean la regla a seguir en
cualquiei caso, recordeﬁos que; la naturaleza es mds rica -

en situaciones que cualguier modelo matemitico.
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2. LA ECUACION EN DIFERENCIAS
Consideremos una poblacién que cumple con las hi-
p&tesis del modelo 1.12, es decir que su dindmica puede -

describirse por la ecuacién;

X(£+4) = £(x)

Entonces los cambios en el recurso de un tiempo T
al tiempo ++\ se pueden representar por una ecuacién en —
" diferencias del tipo:
X o— % = FOX) )
La funcidén F puede incluir factores qué afecten el cre
cimiento del recurso como la capacidad de carga del medio.
El modelo mds usado que incluye este factor es el modelo -
logistico de crecimiento:

Flx) = ¢ X (1= Xe /)

2.2a8°

ya visto en el capfitulo primxisc;
tantes positivas, Y es llanzda la tasa intrinseca de cre-
cimientd y K la capacidad de carga del medio (por analo—-
" gfia con el modelo continuo). La funcién logistica es una -
funcién simétrica con rafces en X,=0 y Xy=K y con un
miximo en xtzkh. como podemos observar en la figura 7.

El comportamiento cualitativo de la solucidn de -

2.2& fue discutido ya anteriormente. Aunque hay otro tipo_

de F , alternativas al modelo logistico (v€ase por ejem

~donde ¥ y K son cons--o.
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plo, el de la nota 4}, no discutiremos mds sobre las ecua-
ciones en diferencias, sino gque daremos un vistazo al as--

pecto de rendimiento.

fx) . : )

e e e —— - =

b m e mm m ————— =]

Y ’ X

figura 7

. Ny
ol




44.

3. RENDIMIENTO

Si la especie es explotada por el hombre, el mode-
lo 2.1 requiere de modificaciones para que describa dicha -
explotacién. S$i abordamos el problema,desde el punto de vis
ta econémico, consider&ndolo como un sistema donde a un con
junto de entraéas le corresponde un conjunto de salidas, se
plantea el problema de encontrar una funcién (llamada en -
economia FUNCION DE PRODUCCION) cgue nos permita calcular el

m&ximo nivel de salidas para un pacuete dado de entradas.

figura 8

En particular, en la pesgueria comerqial de una es
éecie, la salida se llama CRPTUPRA, fRODUCCIOﬁ [+ RENDIMIENTO
Y sevdenota generalmente por Y; (por su nombre en inglé&s
). El1 conjunto de entradas utilizadas para capturar al re--
curso se supone due es una variable gue es cuantificable y
es llamada ESfUERZO vy se denota nor Et .

Podemos construir entonces modelos donde, por ejem
plo, la captura esté en funcifn del stock y del esfuerzo -
aplicado al tiempo + . Por lo que, si H denota la fun-

- ¢ién de produccién de la pesgueria, entonces:
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Y = (g, X,) 2.3

Si suponemos gque se utiliza una combinacién particu
lar de los factores de produccién (E+ ,X*) Y que &sta perma-
nece.constante, la razén Yt/Ek (cantidad de producto por -
unidad:-de-esfuerzo) se denomina en economfa PRODUCTO. MEDIO, ~....
Yy la derivada parcial 3Yh/3Et + PRODUCTO MARGINAL del fac—
tor €, en la combinacién (B¢, X,.) . Este Gltimo mide 1a
pProporcién en que aumenta la produccién cuando el factor EL
es incrementado, permaneciendo constantes los dem&s factores.
Los productos medio y marginal de los demfs factores se defi-
nen andlogamente.

En el caso de la ecuacién 2.3, las derivadas parcia
les de H{Y -esto es, los productos marginales—~ se supo--
nen positivas. Si 1a captura por unidad de esfuerzo es Pro-—--
porcional al stock del recurso obtenemos la funcién de Pro--
‘duccién:

Yk = 4By Xy
2.3a
En la cual la constante 4 recibe el nombre de COEFICIENTE _
DE CAPTURABILIDAD,

Ahora bien, si se considera 1a explotacién comercial

de la pesquerfa, la ecuacibn 2,1 devendria en:
Neg = Xu = FX)-W(E,, X)) 2.4

Esto es, si restamos la captura del cambio natural_




46,

de la biomasa, se determina el cambio neto en el stock del
recurso. Para obtener un mejor aprovechamiento es importan
te encontrar los regimenes de m&ximo rendimienta sosteni--~
ble, es decir, encontrar los puntos de equilibrio para 1la
ecuacidn 2.4. Para lograrlo se necesita gque el stock perma
nezca igual del tiempo %t al tiempo t+4{ , es decir que -

X

L= be H sustituyendd v despejando en 2.4 obtenemos:

RE,, 2D = ¥ (Xe) a5

Por ejemplo, para el modelo logistico de crecimien
to y para la funcién de produccién 2.3a se obtiene el mode-

lo:;

aeER = v X4~ %))

gue es llamado; MODELO DE GORDON SHAEFER.
Si resolvemos 2.5a para X en funcién de: B -
obtenemos :

X=w(1- %E/vi

y multiplicando por g‘_E v sustituyendo en la ecuacidn 2.3a:

i

YE) = gER( - FE/Y)

8i, por simplicidad en &sta expresi6n, hacemos 4=1 - pode

2.5¢c

mos graficar 2.5c, y se obtiene la ficura 9, donde podemos_
apreciar que las rafces estdn en E=0 y €=~ , con ~~-
rendimiento mdximo en E=+¥[2 . ¥ podemos ver también que, -

si el esfuerzo es llevado a un punto cercano a Y , la pes
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qguerfa se puede colapsar e, incluso, puede ocurrir gue el

recurso se extinga. Por Gltimo, en la misma figura puede
-~

verse que Y puede obtenerse o bien.de un esfuerzo ©, ¥y

P o~
de un stock K, , o de un esfuerzo Ez v un stock A. ;

-
donde ©. 7 €\ v f\ 73\&1 (ver nota 5).
2
T
o e
4 1]
]
}
1
] i
! :
_____ R o
1
' ! )
| 1 ]
1 ] '
1
K . :
1 R !
Ei *l2 ?; £,




48.

4. RENTABILIDAD EN UNA PESQUERIA DE ACCESO ABIERTO

Bajo ciertas condiciones, en una pesgueria de —-
acceso abierto (como ya se dijo) el esfuerzo pescuero pu-
diera alcanzar un nivel tan alto que las ganancias obteni
das de la explotaci6n del recurso llegaran a cero[G].

En efecto, supongamos que el costo por unidad de
esfuerzo pesqguero permanece constante (y denotémoslo pPoxr_
la letra C ). Si E, unidades de esfuerzo son aplicadas
al stock del recurso en .un tiempo £ , entonces el cos
to total en el tiempo + estd dado por:

€y e®y 2.6
Si. consideramos ademds gue el precio ?&\ por unidad de -
biomasa que obtiene el pescador después de la venta del -
produéto es ? (también constante), la remuneracién to-
tal (los ingresos) serd igual a:
R¥= PY(E¢\
2.7
En particular, para el modelo de Gordon-Shaefer
(cbn ¢=4{ se tiene:
Rt= ?\ILE{:\= ?\LE,‘:('\" Et}rB
2.7a
gque, cualitativamente es igual a la curva de capturé—es—_
fuerzo de la figura 9: solamente hay una diferencia de es
cala.

Con lo anterior, es posible definir la RENTA para .
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esta pesguerfia como la diferencia entre ingresos y costos:
P - Gé = R’t - C"{:: YY(E*_)" CE.* 2.8
La ganancia minima para los pescacdores se da cuando la ren
ta se disipa, es decdir, cuando Glhz.o r O sea cuando --—
V\¥=ACk o equivalentemente: ’
- C

YIEN [e, = /P -

T En otras palabras, la ganancia minima ocurre cuan
do ‘la captura por unidad de esfuerzo es ijigual a la razén -

costo/precio. Esta situacifén se representa en la siguiente

figura:
1#
Edathﬁmh
C cow pantlllt
(-5
; LY C;‘- <Ee
|
) !
¢
: ! 1@9
" l . ?
1 : rJQLx
! |
' i
. ! ! —
®  figura 10 Ee E,

En &ésta figura, la curva de costos es el segmento

de recta que parte del origen con pendiente ¢ ¥y la para-
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bola es R= R . El punto de interseccién de ambas cur

vas da los valores donde la ganancia es cero, ya gue ahfi -

'~dlos:-costos son iguales-a los-ingresos: la abscisa.en ese «.....
punto estd denotada por tw -
Se tiene entonces que, en este tipo de pesguerias

4
~ el sertaplica un excesivo esfuerzo - (préximo-r o-igualsa Fey ) , e
se hace 'una inversién excesiva de capital con bajo rendi--
miento.
" Nétese gue, en el modelo de Gordon-Shaefer, cuan- - P
do Y, =3Ei AL ¥ Cx= <% entonces:
= eV,
Ce e fCany) 2.6a
lo gue da una funcién de costo lineal en \/& cuyo cero -

puede encontrarse a partir de:

de donde

?\ib_ C\/E =0

& Xe
. . <,
de donde, si Yk;g;o se obtiene que Koo = ——
Pg
gue es el stock que: corresponde a un esfuerzo LS. .

Obviamente;.lo importante desde el punto de vista
puramente capitalista .o os el lograr maximizar las ganancias,
esto'es, encontrar el asfuerzo Ee tal cue:

mae G = YYCED - ¢ &, )
.10

Este es un problema tipico de miximos y minimos -~ B
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cuya solucién se encuentra cuando AG!/A-{; §€ anula, Al re-

solver 1l1a ecuacisn G =0 Se obtiene:

?y’(E¢)= <
2.11

Recordemos que Y'([‘-_Q es la derivada de la curva de captu
‘ra-esfuerzo y ?\/,(E&.\ es el ingreso marginal, asgt mismo -

< es ‘el costo marginal. Eg decir, cuando e] ingreso y

tangente a la curva con Pendiente Cc .

Por otro lado, el costo por unidad de producecisn o
COSTO MEDIO se define como el cociente del costo total en--

1
tre la produccisn correspondiente:

clXy) = S¥/y,

2,02

de manera que, en el cugo de 1a ecuacisdn 2.6a, tendriamo. ;

G Vax, = coy, 2 12

de donde ((X,c\z %_xh* Y se tiene que el Costo. promedio ~

s6lo depende del stock, .
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5. ESTADOS DE EQUILIBRIO BIOECONOMICO

Introduciremos ahora otro concepto; el VALOR ACTUAL,
presente o descontado -gue es sumamente importante desde el
punto de vista econSmico- para el modelo anteriormente des--
crito.

5i sabemos gue un capital de A. pesos-es disponi~--~
ble o exigible dentro de 'F anos, y se conocen la tasa de
interés social y la frecuencia de capitalizaci6én, es posible
entonces calcular el capital gue debe invertirse en el momen
to presente para que al cabo de T afios se haya convertido_
en A\ pesos. Este capital se denomina valor actuﬁl de A
pesos disponibles dentro de T afios,

Si el interés se capitaliza al 100 § %, entonces
pesos serd el valoxr actual de S pesos disponibles dentro

de T afios si se verifica gue:

St %\T-— A

es decir;

S = Af(s)

Un pago de contado Q&, realizado al tiempo + en

el futuro, puede ser expresado como un valor actual igual a:

-t
G,
donde e = Vﬁ*s) . P es llamado el FACTOR DE DES~

'CUENTO.
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El valor actual de un flujo de valores en un inter

valo Lo,T) puede ser calculado mediante la serie:

G= G, 1 S, G X .. .x EE_::ijéﬁa

w0 T Ghg 2 2.13

Volvamos ahora a la discusién sobre la rentabili-—

dad de una pesquerfa, la ecuacién-2.8: e . S e -

G\* :'K-\:_ C't

puede reescribirse utilizando 2.12 como

Q& = ?\/& - CLX&)Y‘:‘—' \:? ‘C(—X-&)]Y.b

Y, por 2.13, el valor actual de todas las futuras ganancias

2.14

ser&; .
-t
Q= > " Ly - cxodlY,
£zo
' 2,15 .
Un problema tfpico de control serd el maximizze. el

‘valor actual de las ganancias netas, donde la ecuacidn I

aescribe el cambio en el stock del recurso seglin 2,4 es:
Kes = Ko * T - Ve

(ver nota 7)

Una respuesta al problema de dar con ‘dicho méximo_
puede enconﬁr&rse por medio de una extensién del método de
los mulfiplicadores de Lagrange seglin se ve enseguida: Para
la funcién 2.15, sujeta a la condicién 2.4, 1la exprésién la

grangiana toma la forma:
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23
L=2 5L le -ty » ey, (X e Fia- Y- X )1 2028
donde t;\:“ es el multiplicador de Lagrange asociado a 1la
restriccién que define X‘__\\ . Este multiplicador indica
el valor de una unidad adicional deli stock pesquero al -~
tiempo 1%\ ; el producto ()“‘RLM puede ser interpretado -
como el valor presente de una unidad adicional del stock_
en el momento x4 .
Las condiciones necesarias para gque se d& un mé-
ximo son gue las derivadas parciales de L sean, en con

junto, iguales a cero, de donde:

o = pre-ctnt-phud = o

2.17
al _ _t Lt +FOl-pty -
To= st xR, DR O 20
2.18
(agufel Gltimo término es el gue se obtiene al derivan{";.v -
con respecto a X, , el  t-\ sumando de L) v;
Xk-\-\ = x-l: "'?(-xt) ‘yt
Y éomo f*,%o al despejar ? en 2.17 tenemos:
= C(x \-\- >\
T ) €Ay 2.19
y, de 2.18,
I
A= = ClxY, + q My, DY EFU)]
2.20

Ahora bien, en cualquier sistema dindmico un esta
do de equilibrio se define como aquel en que las variables

dentro del sistema no cambian al transcurrir el tiempo; en
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este caso, tendremos un estado tal cuando y s6lo cuando

Xe = X PN v AL X
valores ague, al ser sustituidos en 2.19, 2.20 y 2.4, carac
terizan los equilibrios del sistema que ocupa nuestra aten

cién y dan las ecuaciones:

2,21
A(1-gLA- FOO1 = - <Y .
Y= B(x) 2.23

respectivamente. De donde, al sustituir el primer miembro

de 2.22 por la expresién egquivalente (ver nota 8)

~ ¢ s -F(x2]

obtenemos y: - 16[5—?%%“

<UCxX)

y sustituyendo el valor de {QA que se obtiene de 2.x7,

tenemos:
(Fn-$)(P-cl0) gy
7= XY 2.25
¢6Q y la funcién de crecimiento natural (gue coin
cide con el rendimiento segin 2.5) forman un sistema sim-
ple de dos ecuaciones con dos incégnitas, por lo que la -

solucién del problema estd en el punto de interseccién de

ambas curvas ( Y= F(x) v Y= q,‘(x) ).
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Haremos el anilisis anterior para el modelo de -
Gordon-Shaefer: Sea Bx)= —-cx) . Blx) es decreciente
( y,por consiguiente, 1/8(x) es creciente) [P-Ci¥)es crecien
te, asi como ~(¥(X - 3%) ¢+ por lo gue al ser f! un -
producto de tres funciones crecientes esta funcién resul-
ta ser creciente. Las posibles situaciones que se pueden_
preéentar son las siguientes (ver figura 11):

i) Que ¢(DF=O , es decir que el punto de intersecci®Sn -
sea el origen, y gque ¢ sea mayor gue F(x) . Este caso -
se presenta si la tasa de crecimiento de la poblacién Fex)
es relativamente baja en comparacién con la tasa de des--
cuento § , y el costo de explotacibén del recurso es me--
nor que el precio del mercado, lo cual implicarfa que la

pesquerfa es rentable desde el punto de vista meramente -
econfSmico y que el rendimiento &ptimo se logra extinguien

do. el recurso.
- \ib .

L
R

figura &
2 e e L T X3
11 Y
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ii) Cuando #(x Yy FX se intersectan en (X*,¥Y") ; en
este caso el stock 6ptimo real excede al méximo rehdimieg

to sostenible.

7%

ii) La interseccién ocurre a la derecha de K ; aqui el_
costo de captura es alto en relaci6n al precio del merca-
do po? lougue no es costeable la explotacién del recurso_
- (en la nota. .9 se calcula el estado de equilibrio para el

modelo de Gordon—Shaefer) .
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6. TIEMPO CARACTERISTICO DE RECUPERACION

Ahora bien, si el stock inicial X. no es igqual
al stock G6ptimo X* , ¢Cudl deberfia de ser la estrate
gia de explotaciOn para lograr alcanzar dicho valor de -
equilibrio Sptimo?

Anteriormente vimos que sin pesca la poblaci&n -
tiende a alcanzar un estado de eguilibrio (por ejemplo;-
para el modelo logistico es X=K )} donde el crecimiento_
y la mortalidad natural llegan a compensarse. Por otro la
do, veifiamos también que si la poblacién era afectada por__
pesca ( con una cosecha tal gue no llevara al recurso a --
la extincién), entonces tenderifia a un estado -de equilibrio

X*. menor que la capacidad de carga K . Y al buscar -
el miximo rendimiento sostenible, se intenta determinar -
la tasa intrinseca de crecimiento de la poblacién para co
sechar a la tasa gue mantenga a la poblacidén en el maximo
de la curva.

Para ilustrar las ideas consideremos por ejemplo
>él tan trafdo modelo logistico, y supongamos que el rendi
miento por unidad de tiempo es proporcional. a >( y al es
fuerzo, gue consideraremos constante; tendremos entonces_

gque la din&mica de la poblacién estara dada por:

X _ opx(1- ¥R)-EX
at

en este caso la poblacién de equilibrio es;
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KoY = v A= =20 | .

el rendimiento como una funcién.de. & es:.. _._... ... . _..___. .

Y(E) = Ex(4-Eiv)

y-el-maximo rendimiento sostenible.. (MRS) se alcanza para.......

xX ¥ de donde Y = 1‘(\5' y Xz %2 . continuando -
‘con este andlisis preguntemos:; :Qué pasarfia con la pobla-
" eisdn, si se le sacara del valor de eguilibrioc - XME) dedo
por la ecuacién 2.27?. Una respuesta podria darse de la -

observacién de que como o <« X/an si  x< X* vy %410

si xvx* , entonces la poblacién tenderfa a retornar a _
x* .

La figura 12, ilustra distintas estrategias de_
captura. La cuxva paré&bolica es la tasa de crecimiento en
funci6n de X, las curvas a b y ¢ ilustran --
las tasas de mo?talidad por captura bajo.estrategias de:
eéfuerzo constante, rendimiento constante y una estrategia

de rendimiento modificado respectivamente.

. axf ay
at

fig. 12° -
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Se puede intentar hacer un andlisis mds cuantita
tivo acerca del tiempo en gue retorna la poblacién al pun
“"to de equilibrio utilizando el llamado TIEMPO CARACTERIS-— P
TICO DE RETORNO ( T, ), gue es una medida del tiempo que
le toma al sistema recobrarse de una peéueﬁa perturbacién
en un punto de equilibrio estable. Consideremos la figura - e

siguiente:

N

?
Q™

R

figura 13

Se puede ver gue si damos una pegueia pertdrba—u
cién en el punto de equilibrio estable x* » la curva ——
punteada_tardara mis en recﬁperarse que la otra curva, ya
que cerca de X* 1a pendiente de 9, es mayor en tér-
minos absolutos que la de g, ( Vartxl > 1 (x*)y) ).
Si se define al tiempo caracteristico de recuperacibn Ty

como :
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Te = AU a(xm) .
2.29
se tendrd gue si €00 es grande, Tr serd peguefio y por
el contrario; si «(X) es pequefia, Tgu serd grande.
Hacer este an&lisis es importante debido a que es
muy factible gue las hip6tesis sobre las gue se.basan la.-
mayoria de los modelos convencionales no se cumplan, dado_
gue en estos se supone que los par&metros bioldgicos y me-~
dio ambientales son constantes. Sin embargo, la aleatorie-
dad del medio puede tener efectos importantes en la dina-

mica de las poblaciones animales, Ademds es casi imposible

lograr cosechar con un rendimiento permanentemente igual a
yﬂv,s .

Antes de continuar con la discusién del tiempo -~
caracteristico de retorno, haremos un paréntesis para plan
tear otra pregunta muy ligada a la anterior. & Cu#l serd -~
la trayectoria Sptima para gue la poblacifén se aproxime a

xX¥ 2.

Una forma de lograr llegar al punto de eguilibrio
seria explotar el recurso con un rendimiento Y menor a
¥* de manera tal que se tendria una trayectoria de apro-
ximacién asint6tica (ver figura 14). Otra manera seria de-
jar de explotar el recurso un tiempo‘ tw ( o= O para -

4+ <t ) v a partir de que se alcanza x*, explotar de

acuerdo a y* . obsérvese que tal trayectoria de aproxima

ci6n es m&s répida.
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%

) o) 'ﬂmaurmin

/' b “:YJ" Y,=©
tra A< Am

! B Touedon
N‘J

' anttalica.

Y70

figura 14 ' t

En resfimen, si el stock X, no coincide con X* ,
hay al menos dos formas de alcanzar a &ste, a saberx:

i) Por medio de la trayectoria m&s répida

ii) Através de una trayectoria asintética

A las estrategias dadas por i) se les puede llamar

de todo o nada,

sSi
si
si

_esto es,

T

‘puede pescar lo mds posible (

xv"

llegue a

si el stock inicial excede al stock 6ptimo uno

.

es decir:

Xo e X* entonces Vi =
Xo > xX* entonces V= Y wix
Ko = X¥ entonces Y, = v*

Y, ) hasta que el stock .~

Si el stock es menor al stock 6ptimo, se pue

de imponer una veda ( Y%, =0) hasta gue la poblacién de mane-

ra natural alcance el tamafio

X¥ . ¥ en el Gltimo caso (que
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el el ideal) uno puede cosechar una cantidad YZFWX')'in—
definidamente.

Desde otra perspectiva, ez importante el conocer
o estimar el tiempo que se tarda la poblacién en recupe--
rarse para poder elegir si es mejor (desde el punto de -
vista socioeconfémico) el decidirse por la trayectoria -~
més répida 6 por una trayectoria asintética, ya gue no de
be de ser tomado tan a la ligera.él implantar vedas a un_
recurso, sobre todo si de &ste dependen muchas personas.

El tieﬁpo caracteristico de retorno (ecuaci6bn -
2.29) nos da una medida del tiempo tipico gue le toma al_
sistema recobrarse de una pequefia perturbacién. Para la -~
ecuacién logistica sin cosecha, Tg= ‘/¢ (lo denotaremos__
por Tale) ).

En el caso de un esfuerzo constante e igual a €
tendremos gue para el modelo dado por 2.26, el punto de -
-equilibrio estable es: A= ¥ - ¥E/r , por lo tanto;

(Y= A[(r-E)

TV T = 4-8)" 250

Cuando E© crece, la poblacidén tarda mids en re—
cuperarse de pequefias perturbaciones. Por ejemplo, el --—
.tiempo de recuperacifn en el MRS es dos veces mayor gue -
para la poblacidn en condiciones naturales, y Tk es cre
ciente y no acotado conforme E  tiende hacia el valor Y.

ahora bien, recordemos que el rendimiento esta -
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dado en funcidn del esfuerzo por:
Y(EY = Ex( 1 — E¢)

entonces podemos representar a T& como funcién de Y vya

gue de &sta Gltima expresién tenemos:

VELOV =AY ew)

b= 2./

y como VY, = ¥y obtenemos;
€= AR Za .

2

por lo tanto

sl
T 100 = 1/(1~E/r) = 1/e1 = e )

es decir

YA
TY) = Tg(&[ 1 = Y/ ¥eps | : 2:31

: Donde, podemos observar gue, si consideramos 'a
Tr.(y) como una variable gue depende de Y o, tendremos__
que ',Tq_(Y)#T,_(o) bajo condiciones naturales, es decir si_
Y:(} . ¥, en contraste con 2.30 ,mla ecuacidn 23 1; tien

de a infinito cuando Y se acerca al rendimiento maxi-

mo sostenible.
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NOTAS AL CAPITULO SEGUNDO

(1} En México, ejemplos de especies concesionadas son; abuldn,

ostidn, almeja, totoaba y langosta.

[231 El indice de explotacidn aumenta de varias maneras; por
ejemplo, por el uso de artes de pesca mds eficientes, por el aumento
en el nGmero de embarcaciones o pescadores, por el incremento en el -

tiempo efective de pesca, ete..

[31] A partir de gue se decretd en la ONU como mar patrimonial -
el comprendido dentro de las doscientas millas n8uticas; la mayoria -
de los paises han tenido que adaptarse a un nuevo marco juridico lo -
que, seglin la FAO, tendria en el futuro tres consecuencias fundaimenta
les:
i) A corto plazo, las nuevas condiciones -basadas en crite
rios geogrdficos- llevardn consigo transferencias de pro--
duccidn de las, otrora, potencias pesqueras internaciona--
les a las pesquexrias nhacionales.
ii) A mediano plazo, la disipaciénlde los beneficios econd
micos que recibian los paises subdesarrollados -producto _
de la desigual competencia que prevalecia en la situacién_
anterior—~ se reducirf y

ii) Se dar& un descanso a las pesqguerias de gran altura =~

oo

pues el nuevo ordenamiento permitiréd la adopcidn de regime
nes de explotacidn mejor adaptados a los intexeses naciona

les concretos.

Sin embargo, es evidentemente una utopia es creer gue un _

decretd basta para cambiar las relaciones internacionales entre los -
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paises subdesarrollados y las potencias. Cabe mencionar, por ejemplo,
que las dos mds grandes potencial del oxbe ( URSS y EEUU ) no respe-—-—
tan la anterior disposicidn, asi como el hecho de que an y con otras
disposiciones tendientes a "ayudar" al tercer mundo, dichas potencias,
son las que mds se benefician de la produccién de materias primas en
’el texcer mundo.
[41 Otra posible expresidn para la funcidn 'F(Xa que ha sido -~
muy estudiada es:
FY,Xe\ = 1_)&£ ( La k- Xy S
2.2b

donde las constantes vy y K tienen el mismo significado que en 2.2a
{51 Para el modelo de declinacidén logaritmica {(2.2b) la expre-—
sidn 2.5 con la funcidn de produccidn 2.3a tomaria la forma:

TR X, = e Xy (B = 2aX)

2,5b1

de donde

E, = r L (/%)

y resolviendo para Xl en funcidn de Ei obtenemos
- 3, [~
X£ = k 63-
al multiplicax por 1£{ y sustituir en 2.5b tenemos;
- %8/ :
= ¢kt
y * EE 2,5b2
la siguiente figura muestra las gr&ficas para los modelos logistico y;

logaritmico. ( las gr&gicas se hicieron con los valores: r=1.5 y k=450)
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*au"xh‘[

S
t/e K/'L X&
Podemos ver ademds que ambas curvas tienden a cero con la
misma rapidez, ya que
[ Xl bne - LX) =1
ok X (1= Xe/i)

Al encontrar el miximo de 2,5b2, es decir ; Y'= 0o obtenemos:
- q.E/r = q‘E/f
e - % (qke)e =0
A
de donde % E=1 por lo que el esfuerzo &ptimo es: [ = \'/q.
: L :

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores vemos que el nivel Sptimo de.

la poblacién es;

s¥c | X5
xnks =ke = K’/e Y ymLs =% E“"—ﬁ x""-s— (<4
La siguiente tabla muestra los valores para cada uno de los modelos.
MODELO ECUACION DE CREC. XMRS YMRS EMRS
GORDON~SHAEFER X (1 ~ 2/k) k/2 rk/2 x/2gq

GOMPERTZ~FOX rX (lnk - 1nX) k/e rk/e x/q
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{e] Como ya se dijo anteriormente, si el esfuerzo es aumentado
de manera desproporcionada, los costos se elevarfan a tal grado que _
—-a pesar de tener un gran volumen de captura- no habria ganancias.
{71 Si consideramos gque el tiempo es una variable continua, la
dinfmica del sistema podria darse, en sustitucidn de 2.4, por;

X

i

T —Y(x)

con la condicidn; X5}

Xeo

si utilizamos gque la rentabilidad de la pesqueria, segﬁ; -

i)

2.14 esta dada por
G, = L v <OV
sustituyendo el valor de ‘/(*,(\ tendriamos que

G, = Le- CONT T - A\

por lo tanto el valor presente de las ganancias netas vendr§& dado por

la ‘expresidn:

J= Sm e:“( p - COONF)-X )k

©
Y si 1llamamos ¢(-{,)(’)'() a la funcional dentro de la integral, el pro-
blema de determinar el m&ximo de J es un problema clisico del cdlcu

lo de variaciones:

T = Smgwo, %, X)dt

4 e
La ecuacidbn de Eulex ¢ = = ¢ ' es una condicibn_
N * at X

necesaria para que X sea una extremal de la funcional J . Por lo
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que, para hallar la curva que maximice el valor presente de las ganan

cias netas, junto con la condicidn de equilibrio:

A’%&;k = 0 , vLCD\ = Xa

tendriamos; -5t - P ’ ,
, ¢>< - éé L } ( - cYFixy-X )= eSt{yF'(x) ~ AT - COIELIT Cx)
X
of g8t
.= =— =2 CLY-7
$y = 23 § b

d ¢4 =-$ e_stﬁ'co(\—?’] it éSt{ c'oaX}y

. pox lo tanto,de 1la condicién de Euler, tenemos;

= . -8{ i &
& pFO0-ctoFm - Cafrcoaf §= -8 {lceo-p)+ <ok y

simplificando y utilizando que )'( =0 obtenemos:

P - COdF) - CO0ER) = =§T < -7

<'OTFX)
COAFKX)

$= Flx -
P- )

2.26
De 2.25 y utilizando la condicidn Y=T(x) obtenemos esta -
misma expresidn.,
(81 En efecto, como p= 1/(Hé) , entonces;
A= QT AFFLOT) = A~ AL aralle =[3 - X 2t =
= p LA+ AE-2A-AF0) = 2p s - ® 00)

{9}l Para el modelo de Gordon-Shaefer, podemos calcular el esta
do de equilibrio del sistema (X",Y“) que estaria dado por las ecuacio

nes:
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C(x") = C/‘%'X.f

yo =X (am X

y de acuerdo a 2.25, dado que ¥ (X)= v- Zéfx y C()~= —é. X

tendriamos; 2
- c ( Y- v X )
Sav- Ex- ¥ _ =—

k P - /9%

de donde se obtiene;

?.\'?q X2'~ ke ~

por lo tanto
X* = 1(Cv+ heﬁ(f—s\‘}’: Lee kgl <-3)}vatzeglee sﬂ/{,‘lr el

© equivalentemente

Covt kra(e-9IX =0

® < g < 1o 5% Beb
S N i

= . s *
En conclusidn, si podemos estimax los pardmetros bioeconSmicos ;

~tasa de crecimiento intrinseca o neta

r
k ~capacidad de carga del:medio
‘q ~coeficiente de capturabilidad
c ~costo po;:' unidad de esfuerzo pesguero
~precio p:or midad de producto Ly

5 -tasa de descuenlo
entonces podemos estimar el stock Sptimo X—‘e y tambi&n la captura

" *
y el esfuerzo dptimo dc¢ acuerdo a: Y - ‘F(;Q‘) y E*. 7*/5)(*

* Obviamente s8lo en caso de que se cumplan las condiciones del modelo

qgue se est& utilizando.
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CAPITULO TBRCERO

MODELO DE BEVERTON Y HOLT

1. INTRODUCCION

Desarrollaremos, ahora, otro de los modelos clasi
cos en el estudio del rendimiento -en biomasa~ de una pes-
queria. Primeramente desarrollaremos el modelo bajo la pre
misa de gue los pardmetros poblacionales (estructura por -
edades, mortalidad por pesca y natural, etc.) permanecen -
constantes. Para una poblacién asf, es mejor hacer el estu
dio del rendimiento de una sola clase de edad durante toda
su vida, para determinar el rendimiento, durente un afio, -
de todas las clases de edad.presentes en la pesquerfa. Ca-
be hacer mencién aguf, que para desarrollar el modelo>uti—»~
lizaremos unihodelo‘de crecimiento que se presenta on la -
nota 1.

Postwriormente se harin algunas rnodificaciones al
modelo anterior, con el propdsito de generalizarlo. La pri
mera generalizacibén serd considerar gus la poblacién estd
compuesta pof'varins clases de edad, con distintas mortali
dades naturales y con una misma mortalidad por pesca.

La segunda generalizacibén serd el considerar a la
mortalidad no como una constante sino como una funcién del
tiempo, y por Gltimo, considerar a las mortalidades por ~-

pesca como funcioncs del tiempo y distintas para cada clase

de edad.



Cabe aclarar,. sin embargo, que dada la dificultad practica

de estimar los distintos parimetros involucrados en las --

generalizaciones, asi como el de aplicar para cada clase -

de edad el esfuerzo Optimo obtenido, dichas generalizaciones

son —-por lo menos actualmente- meramente tedricas.

3
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2. CAPTURA

Consideremos un recurso aislado que estd siendo_
explotado y donde no hay reproduccifn, y sea R  en ntme-
ro de reclutas de edad te gue ingresan anualmente al -
sistema (supongamos por el momento gque R y t. son cons
tantes); si, durante el perifodo anterior a la edad de pri
mera captura ( te ), el recurso decrece s8lo por la mor-—
talidad natural, es decir de acuerdo al modelo dado por -

la ecuacidn:

AN oo N, RGEON=R
ak

rPRECAPTURA - CAPTURA
tr ke ‘l’.)‘

donde N es el nGmero de individuos de la cohorte que es
_tamos estudiando (a la variable M  la usaremos en este -

" capitulo para denotar a toda la poblacién, lo que es con-

sistente con lo anterior bajo la premisa de gue no hay re°

produccién), entonces;
-yv\(-!:—tr)

NiYy=R € tes kst

3,2
Si, después de la edad de primera captura, el re

curso estd sujeto tanto a una tasa de mortalidad por pes-—

ca ( u.') como a la tasa de mortalidad natural (w ), la

poblaci6én decrecerd conforme a la ec-acifn diferencial:

’ ~wlte-te)
££i - — Un+uJFl J Nt =R=R¢E

dt 3.3
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de donde
) sy (k- kC)

Ny= R&

donde +, es la esperanza de vida del pez.

Lo anterior quiere decir gue la captura al tiempo

+ es;
(&)= wNi)

3.4
¥, por lo tanto, la captura en nGmero de esta cohorte esta

r& dado por;

ta i , - 2l-te)
c-=ewn - u& e
1 te 3.5

donde ZF=hiM ¥, por consiguiente:
' ~Z(ta-te)
c=%[1-€ 1

Y, en caso de que —L} fuera muy grande con respecto a '—fc

3.6

- (Llamaremos A a la diferencia {A—tf_) , de 3.6 teriemos que;

c = w®R
Z
.3, CAPTURA EN BIOMASA, RENDIMIENTO

Si gueremos calcular la captura en biomasa, ten-

dremos, en lugar de la expresién. 3.4, la ecuacién;

Cley= WNH)WLE)
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donde W) nos representa el peso del organisme a la edad
+ vy el producto NW representa la biomasa existenfe_
al tiempo <+ . Por lo tanto,-la captura total de-esa-+-~
cohorte en peso (o rendimiento en peso) ser&:

ta .

Y - uS R,W‘Ee-?(-&—tc)cl{
te 3.8
Como podemos apreciar, la integral ahterio; es la

suma de las capturas promedio anuales de todos los peces -
de una.sola cohorte, durante todos los afios en gue &sta --
contribuye a la pesquerfa. Y ~-si el reclutamiento es cons-
tante—~ el rendimiento anual de toda la poblacién serd inva
riable afo con aio.

El mcdelo de Beverton y Holt (ver nota 1) conside

ra para Wit 1a expresioén;

W = a Lmb _—

tambi&n llamada relacibén alométrica. Cabe hacer la aclara-
cifn de que para la mayoria de los peces, el valor del pa_
‘rémetro b es aproxi:aadamente 3 por lo gue, si considera
mos el modelo de crecimiento en longitud de Bertalanffy, -

tendremos que como- (nota 2);

—-Rr(E ~to) )

Li#) = Le(1- &

entonces:

e- k(,'t"'(:o) ) 3
- 1-
WY = Wef 511

3 :
donde Woo = o Lo . Al desarrollar 3.11 obtenemoss
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~wnlt-to) -2Rr{t-1o) ~3R{t-ta
T3 e - e )

Wl = WNa(A -2e

que, al sustituirse en 3,8 e integrarse da:

. - y C_ak¥ . -3¢ daa3ey]
S T Ot W YoR i N i (Yl |

. 1-€
\I='u'?\w‘°x Z Zik 242k Z +3R

3.12
donde Y= t.-t, , y nuevamente en caso de que A sea grande

se tiene:

, kY -2k | -3k
Y:: LR W, ( é_ - 3, 3e . e )

2k 2y 2k - EA3R

El caso mis general,se tiene si en lugar de supo-
ner el valor de 3 para l, sustituimos la expresién 3.9 en_
3.8, es decir;

1a -2(t-te)
' b c
v=u{""al} €

L

d+

3.13
que_égria;
Reas S ta swlt-1o) o _-Z(t-1c) -

\/: U.S R,GLW:D‘_‘—Q ]e dt
L L 3.14
como? ) :
(e ~Er) ~2(+-tc)
th: rRE e S
3.15

y ademds t-1. = (&-4) -~ ($c-4o) obtenemos que 3.15 es equi-

.valente az o dp=20)  wlEe~to) ~al £-45)
Ny = RQ '
b4 Rt~} b
Nk = V\!az [_ 1- e :(
~e(E~£o)

si llamamos a 4= , entonces cuando;
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~Rler-10)

- -t =£?~ , 1,5:_ e = .
Y <=4 . B = e-l(ég_tn)zc_ . 3.16
(obs&rvese que ©<cg{), por lo tanto
wmlte-£) -""/K 2/R b
N,=Re Y vy W= We(1-4)

"la diferencial- Aﬂ: —kﬁg&&/‘ y POr lo que QJdk= —-%% Si3.17 i

Sustituyendo 3.16 y 3.17 en 3.14 obtenemos

M(trhto) -~

&
‘/:-S wRe W c%*f/nh—‘ﬂ)ﬁ(n’i:)&“ﬁ

©

Yy si denotamos por:

Wl(“br"kﬂ)
3= u/R P h= m/k 7 L=Rw, €

llegamos por fin a gue 3.13 es igual a
' -9(C . hig-1 b
Yty O " (o9
[

% .
e _ X 41
A la funcién; Bx(?l4)"895 {1-4) dﬂ se le co-
noce como la funu¢ién BETA INCOMPLETA, si op¢x<4 . Y, si

3.18 -

K= 1 + S le liama Beta completa. Por lo tanto de 3.18 -~
tenemos que:

M P L Blhta, baa) - 'Bé(m-a,bﬂ)_l
h 3.19
si analizamos el significado de esta Gltima expresién, po-
demos ver que £ . no depende del régimen de pesca, por lo
tanto, lo podemos considerar constante al estudiar el efec
to sobre el rendimiento de distintos regimenes de pesca,

Por otra parte podemos ver que:
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- - -3 -
c= e (e Eo): A Lol 41— & Cte 4:-)) C A= Leo
Le L oo
es decir, C " es la proporcién gue le falta al pez por -
crecer cuando empieza a ser capturado. Finalmente,la se--

gunda parte de la ecuacién 3.19 solamente contiene los pa

rametros: m, u, kR,b ye

En otras palabras, a pesar de la aparente comple
jidad de 3.19, el rendimiento puede determinarse (para --
los organismos que cumplan con las hipStesis implicitas en
los modelos anteriormente citados) mediante el conocimien
to de:

i) La proporcién de desarrollo logrado por el pez

a la edad de primera captura.

ii) Las magnitudes relacionadas con la mortalidad

del pez  (por pesca y natural)

iii) La constante de Broby ( R ) gue'"mide" qué -

tan pronunciado es el crecimiento del pez.
' iv) Las constantes biom&tricas que relacionan la
longitua y el peso. (ver nota 3)
Podemos apreciar gque si las gcuaciones 3.9y 3.10 -
toman otras formas alternativas, como por ejemplo, funcio-

nes exponenciales o lineales, se obtendrdn diversas ecua--

" ciones para estimar el rendimiento. M&s adelante, se hace_,
mencidn de algunas modificaciones a este modelo.
Por otro lado, podemos observar gue en la expre--—

sidén 3.12, »«f) depende del esfuerzo besquero medido indi
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rectamente por W y la edad de primera captura (denotada
por +e ) que pueden funcionar como variables de control -
para determinar estrategias de explotacifn Sptimas. De ma
nera tal que -para este modelo- podamos encontrar valo--—

res para Wy 4. tales que Y se maximice.

Si consideramos el caso en gue la poblacién estd
compuesta por varias clases de edad (supongamos que exis-—
ten W clases de edad, X, Xz, X3,.--., Xw ),y cada una de -~
ellas estd sujeta al comportamiento anterior, es decir, -
tienen las mismas tasas de mortalidad (natural y por pes-
ca) , entonces; el rendimiento en biomasa al tiempo ¢ estd

dado por:

y, = Z UX B W, )
i=

donde xu) es el tamafio de la poblacién de la clase ¢ al
tiempo + y W;° es el peso correspondiente. Si el re—-
curso es explotado todo el afio, el rendimiento anual seré&:

1w
Y = S PIRTG HERIVHEARE -~

o b=t 3.21

Podemos apreciar gue la ecuacién 3.21 es igual a
3.8, dado que, como se habfia supuesto anteriormente, el -
reclutamiento ahﬁal es constante y, en el tiempo qgque dura
la pesca, se captura-la proporcién correspondiente de ca-

~da una de las clases de edad. La demostracién de la ecua-

cién 3.21 a partir de 3,8 es la siguiente:
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<A sate-t) 2 el :
u,& rw, e Ak = S UNB Wit = S WNEBWHSE +
te < e
4otw —tl
R § S UNW) WYY+ S WNEIWEYLE = %
t AN torwn

haciendo un cambio de variable:

* = guN (Ex EOWLELEIE 4 Siu N{tsderl )W+t VAE + . -

E S‘ wN(ex (_V\-l\tc)w (£ (m-ndke) s S'\L NLE + V\‘EL)N({‘\“-I.’G’ 4t

Ahora bien, si se recuerda gue el tamafio de la i~&sima cla

se de edad viene dado por X$H=N(éHLQtenemos gue;

12 “
gt'uw(t)ﬂu:)é’c = 2>V uwiwnmi
z =2 o

con lo gque se demuestra lo gue se guerfa.

El modelo hasta aquf planteado, exige condicimucs -
gue en la realidad no se presentan, ya que las tasas g - oo
mortalidad natural y por pesca no permanecen consbtaniic en
el curso de la existencia de una poblacidn:.asi, como la —
presencia de cambios en el reclutamiento debidog- al cambio’

en las condiciones del medio, etc.. Por esto, conviene dis

cutir ahora algunas generalizaciones del modelo de Beverton

y Holt, .



4. PRIMERA GENERALIZACION DEL MODELO DE BEVERTON Y HOLT

Supondremos ahora gque no todas las-clases de edad
tienen la misma tasa de mortalidad natural gue, como en el
caso anterior, sélo se captura a partir de cierta edad-con
la tasa de mortalidad por pesca igual para cada una de las
clases. explotadas- qgue, por Gltimo, anualmente la tenmpora-—
da de pesca se da durante el intervalo de tiempo (01?1 —-—
donde o<t 51 .

Por comodidad tomemos como unidad de tiempo el pe-—
rfodo comprendido entre el inicio de una temporada de pesca
y la siguiente. A esta unidad llamémosla afio; para simplifi
car el manejo de subindices, supondremos ademds que las cla
ses de edad son anuales,

Cabe aclarar que; un caso mis general serfa contem
plado si las clases de edad no fuzran iguales al tiempo en-
tre. una temporada de pesca y otra; situacién gue se presen-
£a‘en la realidad para muchas especies, va que es comln gue
en un aio existan R clases de edad, por lo que si la espe
ranza de vida del organismo es W afios entonces se tendrian

kqb clases de edad. Sin embargo, el andlisis en este caso

serfa similar al gue se va a presentar enseguida, la dife--
rencia sustancial se encuentra en el manejo de los subindi-
ces, lo cual se vuelve muy engorrosoc y no aporta diferen---

cias teSricas. Por lo anterior, s6lo vale la pena tratar en

caso anunciado,

81
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De las hipGtesgis seflaladas tendremos gue: Para ca-
da una de las . clases de edad hay una tasa de mortalidad
natural 0(L {=12,..,n respectivamente, Y para las prime

.

ras ¥ clases 6sta es la tnica caus>a de fnuerte Ya que estdn

protegidad de la pesca (en otras palabras, la edad Tl es_

la edad de primera captura). Consideremos entonces que para

las primeras ¥ clases,su dindmica esta dada por; '
XiH:) = - X, X, (%)

Xz(—l-_) = - K, X-.'.U:-)

B
.

Ke l8) = = Xy X (8) . 3.22a
Por otro lado, para (= 41, vz, .. on, t-ﬁ(0.;5"])('(J}tiene
una tasa de mortalidad POr pesca icual a W , por lo tan-

to, podemos escribir:

Kooy (£) = - Ky ¥ W) Xy (1)

X () = = (R +WIXAlL)
3.22b°
Y, finalmente, a partir de F 1a tasa de mortalidad por -

besca es igual a cero Y: pPor lo tanto:

’ =~ o X ) = 1,..,n s te [T )
*ule) i Xil ’ 1 3.23
Ahora, sea T= {-F r de 2.23 se tiene Jue
- =% (1-T)

X.L(‘I)= X',,(I) e ten-2 3,24
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De la hip6Stesis de gue cada clase de edad es anual
Y que la composicién por edades anualmente es constante, -
tendremos que se cumple la condicién:

Xl.,(/‘\ = X

144 L0) . 3.25

por lo tanto, de 3.24 y 3.25 obtenemos:

o AT
X, L= xme”

A LERn-2

para i=n-1 tenemos

Xalo) = Xoey (1) 4 Xal4)

por lo tanto ody T

R PV § .
X.loy= X (2) € XL 8ye

Denotemos por %(t) al vector; Xlt) =( XLE), Xolk), .. o XKGtd))
Con lo cue la condicién de equilibrio puede establecerse me

diante la ecuacifn vectorial:

X1y = X (o) :

donde,ademds, Rixa (V= a0 X—,_C‘E) e -2
X 00) =Gy X (T ) ¥ Gl )
3.27
- o T
con Q1= €

Si suponemos que el reclutamiento .viene dado por -
la relacién de Beverton y Holt .(ver nota {):
<z, X(+-T)D
RS AR L L

X )= —
¥+ <@, X(t-T)>
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que es adecuada para especies donde se da un limite del re-
clutamiento debido al alimento o al espacio disponible, o -
bien a que los depredadores aumentan su actividad inmediata
mente ejerciendo una accifén gue compensa el exceso de reclu
tas.
Entonces, el problema de maximizar 3.21 se convier
te en encontrar el valor del par&metro 14U tal gue:
t n
Jw= > wxwwe i
Q = TH 3-29
sea maximo (observe que J es el rendimiento en una tem-
porada), sujeto a las condiciones 3.26, 3.27 y 3.28. Donde_
X=( XL). es la soiucidn de las ecuaciones 3.22.
Para determinar tal wvalor, supongamos primero gue_
Y4« n-1, entonces, resolviendo las ecuaciones dadas en 3.22

)

tenemos: X,_(03= X\Lb)ép( . ) L
- Ry Nl -t -y
X,(0) = €7 E X1 = €Kl = K€ €

~Xr

Xy A
Ken(0)= XY € - &
es decir .

T — oty
X, (= X TV e et
Lt 3=

3.30a

Para fY<IisnN-2 tendremos:

S (Keyy *«Lfi:
Xuz (_o) = e’ O‘\*-\\ X\,_“LO‘
e‘“\-n("‘?l) é(“rn +U-)I

Xyl
(X (2 €] & = »

1!
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_.\,:{ o —x 3
y por 3.30a x= X0 TJ e
SR O ': r-\\'u;;' -d"'t-l&z —d\-*x-\k"g
Xuavt (‘O\zedeu-"ed e R & X.to)
-a~c-3duX e e
G RbLe mwe™
es decir In
_(i-v-‘\)!.\.";i s .
X, o) = X0 & e (retend)
‘ 3 3.30b

Por Gltimo para

X l0) = Ay Koy (E) + @ X LE)

de donde -
= o (A=) _=(nr3)E o (1-F) s (Aurwt
Xpo=€ e X, o)+ € e Kal®)
despejando X“(d) obtenemos
— ey TE ( \
; O
Xulo) = '{f_““é&'{ﬂ? Kot
"por lo tanto, usando. ?E. 30b -
’ . N WY ~(n-T-3)0t et - Xy
Xloy= & " xe e
S ee™
(=AUt aa 0L} .
X & e
= = gToE
Xv\(o) T 1- ed\« w U . 3.3 e

w

Ahora bien, de 3.2€6 tenemos gque X lo) = X(_1)
. InrANY = ,
1<z, R(E)>

w
y como < E,RLID: > CXE) v

KN
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5. SEGUNDA GENERALIZACION

Un caso mis general serfa el considerar gue el pa-
rdmetro 4 es una funcién continua por pedazos, .que toma_
valores en el intervalo To, b\ , ¥y ademis tal que u(t) es
la misma para todas las clases de edad a partir de la edad_
de primera captura. La dindmica del sistema estard dada en-

tonces por:

X 1y = = & Xal8)
>‘<‘— L‘E\ 7-: - Dk\' Xr (.’l:}
).(Y&l (_l:) = - ((X\'\,‘ ’\'\L(_‘E))X\,_“({\

X (£} = = (Ko + W)X (&)

3.35
donde uli)=o si < <y
’ Entonces la funcional J. toma la forma:
3 n
Jluwy) = S WD WXt yise
o LErds

sujeta a la relacién de stock-reclutamiento de Beverton y -
Holt: ’ ) e
¥ p<e, X(B1>
. 1,(_0): T I-<E/—>z(¥')>

y también a las condiciones de eguilibrio;

. S
X;h(O\: X;_()‘)ed (tsn-2)
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XAE)= Xy € F Ler )

—Ldt* wYE

e
-
-~

X‘\ (B)= xL°3

es decir, si llamamos JIW) a la expresién

ait not ~oli T -(c -e-uf o ’
Blw) = Zce Tfe «2oce™e Ee !
~(wn-r-Duk -
y €T 8 g
4 - e,"(“-u't ) 3= 3.33

entonces

< e, RL)> = Biwx o)
por lo tanto, la ecuacién 3.32 se convierte en

B ALu) X (o)

X o) =
e 5+ geu) X lo)
y como X,(d + 0 entonces X +¢(uw))(‘(0)‘= @ ¢(UL)
es decir, X1(0) - fw

. A
3.34
Si sustituimos 3.34 en 3.29 encontramos una eicprgv
sién para J sujeta a las condiciones dadas por 3.26,
3,27 y 3.28 en términos de funciones de 1w , de modo gue_
el midximo puede ser encontrado por t&cnicas del c&lculo -
diferencial, por lo gue el problema desde el punto de vis-

ta meramente teSrico esta resuelto.
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5. SEGUNDA GENERALIZACION

Un caso mis general serfia el considerar que el pa-
rametro 4n es una funcién continua por pedazos, gue toma_
valores en el intervalo Eo,b} , ¥ ademds tal que (i) es

la misma para todas las clases de edad a partir de la edad_ .

de primera captura. La dindmica del sistema estard dada en-

tonces por:
;(‘L.k\: - Oﬁ\X\U:)

-

X ) = = Ko ()
5(‘*‘ U:) = - (O(n.\ *\LL&.))X\-,,\(‘B

X (1) =~ (e v U (E)

: 3.35 .
donde Wl =0 si %'<{:£1
Entonces la funcional :Y toma la forma:
z " ‘
Jwy) = S UWBSD Wiy X (Dt alhe
: o e :

'Sujeta a la relacién de stock-reclutamiento de Beverton y ~

Holt:

y también a las condicionpes de equilibrio;

kT
X;_“(Ox'-‘— X-L(Hed (Len-2)
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n

X = X (D ETT v x,m) €

3.38

si definimos al vector P X)) como: _
- < —daT - — dua T . -duT
BR)=( BSEE2 e, L ke ®e T x@e™)

¥ <2 ,XD

la condiciSn de equilikrio estaria dada, en notacién vecto

rial por: — —_ = -~
X(o) = X(1) = POALEY)

3.39

Para escribir &ste problema como uno de los estu-—

diados en la teoria del control &Sptimo, denotemos a las

ecuaciones de la dindmica del sistema por el vector ne di

mensionalz:

Kby = $(&, X0, Ut)

donde las primeras W componentes estan dadas poxr las --

ecuaciones de 3.35, y la nwn¥| componente por la condiidn:
. hal

XW‘JL = - w{d) E \NL[{)X‘('&) _

a4 3.40

Si denotamos a las condiciones iniciales por:
X(0)=%
-]
X1(o) = X1

X, (0)= X

X\,\H((’\ =0
Yy por: .
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oo i .
B (0,7, X10), UL+ Yooy (D) = wd2 w0l |

a la funcional gue debe de ser minimizada, se tiene gue -
las condiciones 3.37 a 3.39 devienen en las condiciones -

de frontera: R
¢z(o,'€,7(w),¥(1)§-_ xS - Qgicxdﬂ )
X*ZC{XL(—*\

-~ - - - > \—r
$,(0,Z, M0, = X - x@E" =o

. -1 - —D(\T -~ ‘D(n-:‘-
0 (0,1,7(—(0),-)-((1)\=X.‘~X“t’c\e - X (e T :zo
Niq

B, Lo T, %), KB = Xuy (0)= O

“El Hamiltoniano de &ste sistema es (ver nota 5)

y " )
HiE,%,u)= W2 (WD -AIX W — S, ke Xs

;,-.ﬂ\ =t 3.44
~es decir, en notacifén vectorial: '
R l:/}—(,\h-\ =<_‘j\(«b3 , QUWX/U“} 7

3.45.

- wn+l
( donde AB)e R 4 Rwg E -1 ) »
Por el principio del minimo de Pohtryaguin (ver_
nota 6), si (i*UA,qua) es una solucién Sptima de 3.42, -

necesariamente debe satisfacerse gue M Welo,b] :

Hit, 37w, w) € Wik, X, ww)




de donde, al sustituir 3.45, llegamos a la desigualdad:

W (o =2d%; - 2 A, < WD) G - Dk
i=y

T £ a4
Teta (T8} ity 7

donde ‘)\1; PHIEN) satisfacen las ecuaciones diferenciales
Ay = o hi Tex
Ay = (v )y - wlW; 32 ™1 3 45

y las condiciones de frontera

. KT
)\L ()= gecs Xy & AL _

(F+<E, RE)? 3.49
Ahora bien, la desigualdad 3.46 es eguivalente a:
‘ " n
* = *
w2 (ol - 20K € W 2 (e =2
1zm 1=tm 3.50
o bien;
) *
% B“'\__ < W @,\"3.
DWw oW
3.51

. *
de donde, si a“/BkL >0 , tenemos que W =b
y, si a\'\/a\k <0 , entonces w=o
Asf pues, dados v Yy b , el problema es encon-

trar 'LL\_(-\ que minimiza Qf ¥, consecuentemente, produ-

1
ce el rendimiento mdximo sostenible.Si se encuentra Y (pa
ra cada T=4,...,n ) tal que maximiza el rendimiento, esta-
remos encontrando cudl es la eleccién del tamafio de malla_
6ptimo. La estrategia para encontrar el control Sptimo con

siste en encontrar WU , a partir de la desigualdad 3.51,~

g0

Yy con éste conocimiento resolver el sistema 3.35 para encon

trar K(t) en funcién de W , con lo gque a su vez podemos



o1

encontrar AlY) del sistema 3.48. Si todo lo anterior Ffuese

posible, se tendria para la LL dada a; X)) v AU , con lo

que el control YW serfia actualizado nuevamente utilizando_

3.51.

Desgraciadamente, 9W%u puede anularse muchas veces
entre (o0,t1 e incluso en subintervalos lo,t\ , con .lo

cual el proceso descrito anteriormente no serfa realizable.
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6. EL CASO GENERAL DEL MODELO DE BEVERTON ¥ HOLT

El caso més general serfa plaﬁtear el problema con
la hipStesis de que a cada clase de edad le corresponde o —
estd sujeta a mortalidades de pesca distintas, y que éstas__
son, a su vez, funciones que dependen del tiempo. Eé decir

gque postularemos que la dindmica para cada clase de edad

esta dada por:

X0 == (e + WA 5 tem 553

donde Wie Lo, by}l , notemos que 1= 0 para o%itr ,
Todas las demds condiciones guedan establecidas de
la misma manera que en el incisc anterior, entonces la ecua

cién 3.&ﬂ se transforma en:

n
Hit, %% = 20 [OwWa®-Aa0 WX = <X}
L=1

3.54
“donde RL s;ﬁisfabe la ebuaciﬁn:diferencial
- ’ -
el -_—
Ny =T (s Fu) Ao+ wWils Wy 3.55

"y las condicicnes de frontera dadas por 3,43,

La desigualdad de Pontryagin 3.50 se traduce enton

ces ens:

. i{[WL‘l{J \L'\Xa':-oq)q Xf g < i{[“‘i“ka‘fx)‘:"’(t)\txfl s 56

L=\ L=

Para analizar 3.56 hagamos lo siguiente; si para cualguier



L , tomamos UWU,=hi{ vy 1L3=o para toda J#i

3.56 obtenemos

(Wi - A% XE & Cug - ) Wx

. * . ¥
si (u)a_)‘-,_\)(.& 20 , entonces es necesario gque W= ‘01, ; en

caso contrario 1f-:-o . Entonces . para conocer
ficiente ver el signo de 9_5-_“ N
auy” W
Utilizando 3.54 podemos ver que
uu.‘ = WX - WX
de donde al aplicar 3.55 oktenemos que

entonces de

w es su-—

- i \:Ui S
R\L*\ = XiwW - KLWe X = Wi ( "W, O(‘)
Wi i
como \)J;)(.‘_jo A4 -\:,-. es decreciente en el caso de que

cumpla con la ecuacifn de crecimiento en peso dada pox -

-

“ Von Bertalanffy, entonces H\k:

:kl'., . \'}11 N s
cuando /vJ-"’ o{; . ademéas : /\UL_D(i solo puede cambiar
de signo de positivo a negativo, de donde se infiexe que_

HW es cualitativamente de alguno de los siguientes ti

pos: \.\“4"

se anula a lo mds una vez,

3.5%
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e
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A A

SI “u.;_ cowmbio de sigre (% ReD)

De lo anterior podemos resumir que la estructura de

los controles extremales cumple con el siguiente lema:

Si T,L*-(\L\Ju_,_,_,.,\k\.) es un control extremal, entonces

existen & ,d:. ( L =1,2. . . ,n), tales que -

05‘(150-15% Yys: W) =b 3{- ‘EéY_Zi_/(TE.X

<
ul =0 ¥ te [ZL,¢11 TV

" Graficamente se tendrfa lo siguiente:

R ‘

£
m
o]

Uiz b

v

94
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by

0

Ll

K r"""" "”"‘

]
e
a

H

t+

O U,

‘ “Desarrollaremos ahora un m&todo para encontrar las_ .
x
‘soluciones 6ptimas YUYy xv.: {1y del problema.
Integrando el sistema dado por las ecuaciones 3.53

y tomando Uild) come en el lema, encontramos gue

- ~.§’ag~ i e~ 2%)
X\(‘E‘ = x\,(.O) e bt 3.5%

de donde aplicando las condiciones iniciales tenemos:

S-S -zy)

Xiv (0= 'YT )

2 % byl e - E)

Y. Xa (3= W € X, (o)

=

X “.0) I P w-z

4 e— olw-ba { Sy - 2,Y
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X loy= PEW-¥ 359
RIS
w - oy -bil6-0)
donde ney u;T-\lY— -""3""\(“-'\ -3 T —.ES‘ e LI ALK
({)LU.) = g e A (=) r Cu & W

analogamente, integrando la ecuacién 3.55 obtenemos

A= e T - b Twem g T,
Z
sustituyepndo estos ilalores de las ’,lfs en la ecuacién -
gue nos da las condiciones de frontera
~d,
’/\‘1(1\ - E_,E_Ci__&:-——-z ()\1(0\ e .TA L+|(°)
. (B +<&,2&Y)

obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para @Ailo), de
donde se puede encontrar YLo) ' i(o) a éartir de las ecua-
ciones 3.59 y el sistema mencionado. Con estos valores se
puede resolver 3.53 y 3.55 para obtener X( ) ¥y _')-\(-) ; un
nﬁevo control . se puede obtener eniionceé utilizando -
3.56. Con esto queda descrito un proceso iterativa con el
que se puede intentar obtener la solucifn &ptima del pro-

: blema; Debemos notar que por 3.59 X‘(D) determina el sig-
no de X-‘[a) para toda ¢ , Y a su vez estas determinan si
X.C) es positi\'/a o negati\lra, por lo .gue’ ', €s necg
sario gque X,(»>0 para gque X clay»o ¥I . Como dewy >0,
,’X1(03 serd positivo si

' dwy > _{?_

pe 3.60 es claro gue d alcanza su miximo en W=gp . Por_
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lo tanto, para el problema que nos ocupa, serdi necesario

que

Por Gltimo, para finalizar, me gustaria méncionar
una cuestidén de gran importancia, Si bien es cierto que es
casi imposible determinar una estrategia de explotacién &p
tima gue sea ejecutable en la realidad, debido a muchos -
factores, como pueden ser por un lado los inherentes al mo
delo propiamente dicho, ya que hay una gran dificultad en_
estimar los parémetros involucrados en el modelo, asf como
por otro lado, la dificultad de aplicar a cada una de las_
clases de edad el esfuerzo adecuado para producir la morta
lidad sugerida por el modelo (en la préctica, esto implica
rfa la necesidad de tener separadas las cohortes o de desa
rrollar artes selectivas por clase de edad).

Sin embargo, el modelo puede ser usado para compa
rar sus predicciones sobre la evolucitén del recurso, con -

. su desarrollo real, y en base a esto llegar a una mejor -—
comprensiéﬁ de la pesgueria en estudio. Por otro lado, =—
siempre queda la alternativa de implementar una simulacién
del problema en una computadora, con el fin de tenexr una -

idea de las posibles alternativas respecto a esta situacién.



NOTAS AL CAPITULO TERCERO

[11 Para el andlisis de poblaciones, conviene expresar el creci
miento de los peces en forma de una expresidn matem&@tica. El requisi-
to bdsico es obtener una expresidn que d& el tamafic (ya sea en longui-
tud o en peso) del organismo a una edad determinada cualguiera.
El modelo mids usado en el crecimiento de peces es el de L.-
V. Bertalanffy. El considera a un organismo andloge a un sistema quimi
co en reaccidn, obedeciendo a leyes de accidn de masas y a los proce--
sos fisioldgicos qué detérminan la masa corporal de un organismo.
Existen distintos caminos para deducir el mpdelo, utilizare
mos aqui las siguientes hipdtesis (ver por ejemplo; Pulido J. (1984));
H1. El aumento en peso por unidad de tiempo se debe al rit
mo de anabolismo y al de catabolismo, es favorable al_
aumento el primero y desfavorable el segundo.
Hé. El ritmo de anabolismo puede ser de tres tipos;
a) Proporcional a la superficie;
b) Proporcional al peso.
c) Proporcional a una cantidad intermedia al peso y a
la superficie,
H3, El ritmo de catabolismo es proporcional al peso.
' De la hipdtesis H1 obtenemos gue:
é%%? = Ritmo de anabolismo - Ritmo de catabolismo
o, en té&rminos de energia, si denotamos por A a la energia obtenida
(anabolismo) y por C la que se desperdicia (catabolismo), podriamos -

representar la expresifn anterior por: aw - A-C

it

o8
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Si suponemos,ademds,que las relaciones entrxe las variables; \W] (peso),
S (superficie) y L. (longuitud) son potenciales, es decir:
W= &‘\_‘?‘ i }=0, v W= a, 8™
entonces, la expresidn (*) puede ser reescrita como:
é_"l"’_. = V’L\Nm - K\f\l“
dt (**)
sujeta a la condicidn inicial \N(0)=Woe . Esta ecuacidn diferen-
cial es de las llamadas de Bernoulli, cuya solucidn para w= 1\ es:
W= Ve Lk - Wl @ mnE s
En el caso en gue wW-=1 Y va: 1/3 la expresidn anteriox

puede reducirse a otra del tipo:

Ar‘h (***)
donde Ln, es el tamafioc m@ximo que puede alcanzar el organismo, y \(,
es una constante que esti relacionada con las constantes metabdlicas

~del modelo (**), Si se resuelve (***) con la condicidn (o)=L, 7 -Se

obtiene el modelo de L.V. Bertalanffy:

-nt
L(,{:)= Loa —(L»‘Lo)e

(****’

[21 Otra expresidn usada es la que se obtiene al. resolver la -

ecuacidn (***) con la condicidn inicial L{t,)= o , obteniendose: ‘
L) = Lo (4- &°475)

A la constante -I:o se 1e} llama la "edad t@orica a la que el organismo

tiene longuitud cero". Es evidente gue &sta Gltima definics_sn no tiene

un significado bioldgico claro, sin embargo, para el manejo del modelo

la Giltima expresidn es mas dtil.
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{31 En la prictica, es muy dificil calcular el valor de R ,
por 1lo que se acostumbra trabajar con una nueva variable Y/K que _
es comunmente llamada RENDIMIENTO POR RECLUTA (lo que es equivalente
a considerar a R como 1. De éualquier manera, la pareja (u\,)«{:c)
qgue maximiza a Y/R , maximizard a Y y en ambos casos el andlisis

se hace fijando una de las variables ( W & - ) y calculando la

restante.

[4] La notacidn < G /_bB , significa el PRODUCTO INTERNO
de dos vectores, es decir; si &=(oy) vy b=U%y)

entonces <a)T°> = IZ:; O«L\oi. .
5] Las ecuaciones de Eulers

Y -
Fo- 3xFy=°

para una funcional del tipo:

tt .’ 1 U
T(w, 9, B )® TR WL WL YOO A P -
T 2, ' (a)
tienen la forma; ‘F‘ﬁ - ,;,'\'%- -0 (v_—_\,_..ln\ .En el caso en que el
w 4t *
determinante:
Ty, Ty o Ty,
: to
Ty Ty oo Taw
w N

se puede escribir como:

:F ;= ’}\\( (K:‘:Z:-'v“)'
Y

3 (b)

; :
De las ecuaciones (b) se puede expresar a ‘ﬁ\‘\ en términos de ¢, %M,

. 'I\Sﬂl)’ll-)tl"'/)\ como: A'B'h_ = “e(‘k/\al/\iz, --'/‘5“,1\ '}-z, .--/1u)
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La funcién H de las variables; 4, 4, 4,8, 1,2 Li
‘ s R TR

definida mediante la igualdad:

3 ' - n / .
H:L—F(\‘::"\uu’z, N WL VR W ..,m.w?i; W \:\Si(k,‘%.,‘&,,,..}‘s.‘,%n_“ﬁ:‘ﬂ}
- “Z’f;

se denomina HAMILTONIANO DE LA FUNCIONAL (a). El hamiltoniano satisfa

ce las relaciones:

2% - _é_ Y, Y- .B_—“——-:—é}—c- para LH,.-.,P\
[P ¥ at ‘ % € (c)

Se dice que las ecuaciones (c) son el sistema canénico & -~
hamiltoniano de las ecuaciones de Euler; las variables ‘\.,‘\1, vy Yn ,
X, /—)‘2, e, Am llevan el nombre de VARIABLES CANONICAS.

Para la funcional de nuestro interé&s, 3.42, tenemos que si;

t‘ ’
Xh(ﬂic )= So T, R %y, ooy Ru ke - o X0 )AL

donde: F( Y= —Q,U:_)% Wi Xy - :FXi = 7&.’_ . Xt %

(Xi=-diwty St oeier Y Xp=-lag-wXi  para izvas )

entonces: s ¢
W= Y__.F X Z—‘: 5 ‘:1-',; -X\X".Jf.

n

toma la forma;

!

M= L2 wexe + 30 6n)
R i xi=

reagrupando términos y simplificando, obtenemos: i o e

e LA Wik ¢ 30 - (e Kk + 20 - Xk |
= =1

=i L=

H= Lwc)f: (Wit - AN — 2o A kX
) iz

t=en

que es lo que se afirmaba.
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{6} Enunciaremos aqui, sin demostracidn, dicho principio.

si estudiamos un sistema gue se rige por la ecuacidn
X = £0¢, x(¢), uid))

donde

a). el tiempo, ‘l’ , varia en [o, 11

b) la FUNCION DE CONTROL, W/t) . es una funcidn de [0,1] a fNlc HZM

« compacto), continua a trozos;

¢) se supone que £ es una funcidn de (&, $,V)e o/ @ 2 R que
satisface lo siguiente. Existe un conjunto finito 1.£,l{,, ..-/tKS’ de pun-—
tos de [o,1] con 2=0<t €...< tp=1

y una familia de funcion‘es ,f“!‘, R {-'k con éada -FL' definida _
en Z‘E 'éiu'lgm“,(ﬂ con valores en /2" tal que las primeras y segun-—
das respecto de } son continuas en ):t;_,,f.ﬂ*ﬂuxﬂrespecto de (1,5, v).
La funcidn -f coincidercon 41 en (ti-l,ﬁ\’“f:‘&y con .{.J. , © bien con ﬁ-}l’
en fﬂ‘){ﬂl‘d#,ﬂ_ 3

d) el VECTOR DE ESTADO, X[4) , es una funcidn de [o,1] a Pr , continua
en [0, 1] ¥y con @erivada continua a trozos en [g il —flu,l/,..., ég; .

7 E1l cc:;.junto Lo se denomina CONJUNTQO DE RESTRICCIONES del -
control, y la familia 7/{_ de todas las funciones de [D,ﬂ a [{]l conti-
nuas a trozos se denomina FAMILIA DE CONTROLES ADMISIBLES. Para U & ﬂa_ v
designaremos por - <{U.) el abierto de (|0, 1) que resulta guitdndole .-
los puntos de discontinuidad de Uy los de -F( él;/ o’) con respecto a i‘.
Si,ademds, suponemos -te existe H>0 eal que;

14,3 ,0)leU(1al5l)  para todo (g, 5,0)€ LolxRxQ

se puede asegurar que existe solucidn finica X(£) <ontinua y con una -
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derivada continua a trozos en \:0/1—& del problema;
Xt = % (%, xte,0), winy)
®) XLo)=0

La funcidn RX{t,u) se denomina TRAYECTORIA CORRESPONDIENTE AL CONTROL W .
Si H denota al Hamiltoniano, el PRINCIPIO DEI, MAXIMO DE PONTRYAGIN se
puede enunciar del siguiente modo:
si u_* es un control Sptimo, existe una funcidn AlY) de 10,41
fR“ . X . . -
a continua en [o,ﬂy con derivada continua a trozos en C(L()y no iden-

ticamente nula tal que;
Hi+, x W), wha), A8d) 2 B, x5 ut), 6, A0)

para cada {¢& c(UF) vy cada U€ L.

' N = -V HUE, XL W), W), Ad)

para cada {¢ C‘[a") .

En otras palabras, las condiciones de optimizacidn impuestas implican =n-
ra la trayectoria Sptima )(*[’1_;), si existe, gquc ha de haber un vector Yl,-ﬁ)
tal gue (X*(T’)lq('t"’))es el mdximo de todos los nimeros (\C’(T')JV)(_T’)) obte~
nidos al hacer a X recorrer todas las trayozctorias posibles bajo la -

accidn de los diferentes controles,



104

BIBLIOGRAFIA

Beddington J.R., R.M, May. 1977, Harvesting Natural Populaiions Ln a
Randomly Fluctuaiing Enviroiment, Science, Vol. 197, pp. 463-465.
Bertalanffy L.V., 1957. Quantitative Laws .in metabolism and growth.
The Quaterly Review of Biology, Vol. 32, M° 3,

Beverton R.J.M., S.J. Holt, 1957. On the dynamics of exploited §ish
populations. Fish. Invest. Minist. Agric. Fish Food. G.B. (19):533pp.
Clark C.YW., 1976. Mathematical Bioeconomical: The opitimal manegement
0f rencwable nesounces, Wiley, New York.

Conrad Jon M., 1982. Lectures on Bioeconomics and the manegement o}
renewable nesources, Lecture Notes of Autumn Course of Mathem»iicw=t
E;o’logy, Roma, Italia. .

Falconi M., J. Pulido, 1985, Compfejidad en sistemas dindmicos. Semi -,
nario Ex-Mor, vinculos matemdticos N°1, Depto. de Matemdticas, 7 _
de Ciencias, U.N.A.M. B
Fleming W,, R. Rischel, Deterninisiic and Sifochastic Optimal Contical,
Springer Verlag, New York,

Fomin S.V., I.M. Gelfand, 1963.Calcufus of variations. Prentice-Hall
New Jersey, U.S.A,

‘Fox W.W. Jdr., ‘An exponential swiplus-yield model for optimizing ex~
ploited gish populations, Bureau of Commercial Fisheries, Miami, Flo.
Contribution N° 123.

Gulland J.A., 1971. Manual de métodos para La evaluacidn de Las po--
beaciones de peces, Editorial Acribia por la FAO, Zaragoza, Espafia.
Guzman Miguel de, 1975. Ecuaciones 'cLi;ﬂe/Lencia,P_e,s ondinarias, Teorfa

de estabitidad y control, Ed, Alhambra, Espafia,



105

Hernandez L.0,,1981. Procesos estoedsticos: Introduceibn a La teoria

de cofas. 2° Cologuio del C.I.E.A,,I.P.N., México.

Idyll C.P. , La crisisde La anchoveta peruana. Ed, Blume, Madrid.1973
Keyfitz N., 1977, Introduction to the mathematics of popubation, -

Addison Wesley, New York.

Krasnov M.L.,G.I, Makarenko, A,I. Kiselcov. Cdlewlo Variacional. Ed.

MIR, Moscl, 1976,

Ludwig D., Stochastic populaiion Theories. Lecture notes in Biomathe

matics, Vol. 3, Springer Verlag. New York.

May R.M., 1975. Stabylity and Complexity Ln Model Ecosysitems. Prince

ton Univ., Press. Princeton New Jersey.

Maynard Smith,. Models in Ececlogy. Cambridge University Press,
London, 1973.
Panayotou, T., 1983, Oadenacibn para Las pesquerfas en pequena escala
’ Aspectos econdmicod y sociakes. FAO, Doc, Tec, Pesca (228).
k’PTe]ou, E.C. 1969, An Lntroduction o Mathematical Ecofogy. Wiley In
terscience, New York.
Pulido, J. et al, 1984, Modelo de crecimiento; Para organismos que -~
" guandan proporciones aloméinicas, Rev, Ciencias del Mar, N° 6, pp.31-
36., Sinaloa, México,
Quirk y Ruppert. 1965, Qualitative economics and 8Xabllity of equifi-
bsium. Rev, Econ., Studies 32, pp. 311-326.
Ricker ,WE., 1975. Computation and intenpretation of Biological sia--
tistics of Fish Populations. Bull, Fish, Res. Board Canada, N° 191.
Rudin ., 1977. Principios de andlisis matemdtico, Mc Graw Hill, Mé-

xico, 278 pp.




106

Shaefer, M,B. 1957, A study of the dynamics of the §Lshery forn yellow-
fin funa An the Eastern Thopical Pacific Ocean. Bull. Inter-Am. Trop.
Tuna. Commm, (2)(6): 247-285

Troadec, J.P. 1983, Introduccidn a fa ordenaciln pesquera: su Lmportan

cla, digicultades y métodos wrincipales.FAD, Doc. Téc. PESCA (224).




	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo Primero. Modelos Matemáticos Simples
	Capítulo Segundo. Modelo Bioeconómico para una Pesquería de Acceso Abierto
	Capítulo Tercero. Modelo de Beverton y Holt
	Bibliografía



