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NOTACION

La notacidén que se utilizard en este escrito es

la siguiente:

Para familias dé conjuntos: letras script mayidsculas.
Por ejemplo, para uniformidades: U, V, W, cee 3 pa-
ra direcciones, filtros y ultrafiltros: D, F, G,‘H,
ve s 3 para filtros de vecindades de x: Nx 3y para ba-
ses: A, B, B', etc.

Para subconjuntos de espacios topoldgicos: tetras la-
tinas mayGsculas {excepto la letra F, que se utiliza-
r8 para funciones). Por ejemplo, para espacios, 1}as
fl1timas letras del alfabeto latino: X, Y, Z; para

subconjuntos de espacios, las primeras -letras: A, B,

ey y las letras intermedias: L, M, N, etc.
Para elementos de espacios: letras latinas mindsculas,
excepto las letras f, g y h, que se utilizardn para

denotar funciones. Por ejemplo: x, y, z.

Para cubiertas: letras griegas minfisculas. Por ejem-

plo: a, B, v, &.
-Para funciones: las letras F, f, g, h, v, p, U, v, et

Para los ndmeros: reales, R; naturales, N; enteros,

racionales, @Q; irracionales, [.

C.

zs



INTRODUCCION

EL piincipal objetfivo de esta tesis es mos-
trarn La vtilidad de Ros (LEEnos y ulinrafiliros como
‘henramientas bdsicas en La resolucibn de algunos |
problemas relacionados con espaciod pre-uniformes

(semi-uniformes y uniformes).

ELZ concepto de §iftrno {sugenido en 1937 pon
H. Cartan) generatfiza al concepio de sucesibn y, pox
Lo tanzo, Los problemas que pueden nresolverse por
.medic de sucesiones en, poir ejempzo; espacLos méiniw
éOA, pueden generalizarse a clases mds ricas de es-
pacios, como La de Los espacios uﬁiﬁonmaé [Eszos
proporeionan una Uil generalizacidn de Los espa-

elos méznicoa).

La teonfa de espacios uniformes fue creada
en 1936 pon A. Weil ("Sun Les espaces d siructure

unigform et sur La topofogie géntrale, Pandis, 1937).



La mayonrfa de Los resuliados enconthrados
por Well son todavia utilizados; ain embargo, La
ax{omatizacién original no ena convendiente, y ponr

Lo tantfo, se modificé al poco tiempo.

En La actualidad, hay dos formas de Ltaratar
a Los espacios uniformes: Por medic de conectones

y por medio de cubientas.

Aunque Las dos formas son bdsicamenie equdi
valentes y en teorfa es fdeil pasarn de una foama
-a Za otra, en La prdcitica, debido a sus diferentes
rnolaciones, no es conveniente emplear ambas formas

en un mismo esdcrnito.

Para esta tesdis, se eligil estudiarn a.Loé
ebpﬁciob‘uniﬁonmzb por medio de cubientas, porque
'eh La mayor pante de La Ritenatunra Matemitica (2i-
bros y artfeulos) se estudian por medio de conec-

tores.

La tesis se ha dividido en cuatro capfiu-

Los.



EL primenoc iiene el propldsito de facititan
La Lectunrna de Los restantes. Consta de Las defi-
niclones usadas en el nesto de La tesdls, con excep
eién de afgunas definiciones propias de un primen
cunso de topologfa, como Las de espacios topolgL-
eco0s, méinicas, ete., y aparecen ademds algunas ob-
servaciones, efemplos e Liuétnacidneb que explican

algunos concepfos.

La segunda parte de Lo tesis contiene el
estudio de Las princdipales hernamientas utiliza-

das: Los {fi8tnrnos y Los ultrafilfirnos.

En algunos de estos nesultados, se Lnclu-
yen aplficaciones. Sin embanga, no es sino hasta
Los caplfitulos 111 y 1V donde aparece La mayoria

de Ras aplicaciones.

Un problema muy importante radica en "com-
pLetan® un espacio sin modifican su estructura bd-
sica. Dado cualquier espacio undlforme no completo,

se pretende "agreganfe" puntos para extendernfo a uno




completo, también uniforme.

En esencia, esto es posible, y de hecho
hay varnias formas de hacenlo, aunque ef proceso de
"agregar puntos" no es tan gdell como podrfa espe-
rarse. En paimenr Lugan, Los punios agregades de-
ben guardar estrnecha nelacidn con el espacio origd
nat. En segundo Luganr, debe extendense La unifor

midad af nuevo espacio,

Otno problema tebrico bdsico es enconthan
condzﬁioneé bajo £as cuales se puede enconithrar una
extenéién continua de una funcién dada, Lo cual no
sdempre tiena sclucibn.

En el capfiulo III, se plantea una soluciin
a este problema. Tambié€n en este capfiulo se esiu
dian ef teonema de completacibn de espacios uniforn-

mes Yy sus aplicaciones.

En el cuarto y d€iimo capliulo de La Zesis,
se estudian Las cubdlentas noimales y zﬁb bases de
Wallman funto con sus aplicacione$.

" Uno de Los problemas que @e anafizan es muy

_meontanze; se trata de La "compactificacibn':




Dado un espacio unifoame, se requiene cons
Trhuin un espacio compacto que tenga un subespaclo

homeoménfico al espacio oniginal,

Finalmente, se dan algunas conclusiones
que Lncluyen un nesumen de Los resultados mds Lmpor

Zantes de este ftnrabajo.



CAPITULO I
. GENERALIDADES

Para facilidad del lector, se comenzara con

-las definiciones que se utilizardn, dando, en algu=

nas de ellas, ejemplos, ilustraciones, observacio-

tos de X, v a, B subcolecciones de 27,

"nes o resultados.

ESTRELLAS Y CUBIERTAS.

Sea X un conjunto arbitrario,. A, B subconjun-
N )

1. Una cubienta o de X es una coleccidn de sub

conjuntos de X, cuya unidn es X.

Por ejemplo, sea X un espacic pseudo-métri
co. Una cubierta de X es la coleccidn de
""bolas? de radic € > 0 y centro en algiin

punto x de X {Ver figura 1).




‘La esinellfa de B con respecto a o, es la

unidn de los elementos de o que intersec-

tan a B (Ver figura 2),

En simbolos:

st(B,a) = vlAealAnB=g}

Si B = {x}, se acostumbra escribir St(x,a)

en lugar de St{{x},a).

El asterdisco de a es el conjunto de las es
trellas de A con respecto a o, con A en
o.

En sTmbolos:

o = {st(A,a) |Acal.

El conector de o es la unidn de .conjun=:

tos de la forma A cruz A, con A en o.

"En simbolos:

E(a) = u{AxA|Acal.



‘La restriceibn de o a B es el conjunto de

elementos de Ja forma B interseccién A, con

A en o {(Ver figura 3).

En simbolos:

a|B = {AnB|Acal.

Las cubiertas pueden ser ordenadas por ne-

f§inamientos .

Existen varias clases de ellos:

i)

—
—

o nedina a B (en simbolos a<B), si pa-
ra toda A en a, existe B en B, tal que

A estd contenida en B (Ver figura 4).

a refina débitmente a B(en simbolos:

a<, B) si para toda xeX, se tiene que

St(x,a)est(x,8} (Ver figura 5}.

o 4edina regularmente a Bl(en simbolos:

a<RB), si cada par de puntos en la u-
nién de dos elementos intersectantes
de o, perténecen a un mismo elemento

de B (Ver figura 6).



8.

i)

~Sean

i)

La cufiea de las cubiertas o y B {en
sfmbolos: «aAB) es la cubierta de X,
que consiste de todas las interseccio~
nes de un elemento de ¢ y un elemento

de B (Ver figura 7).

Se puede extender esta definicidn a
una coleccidn finita de cubiertas
Qary Oz, e Opns

a1AGzA .. Aay = {AinAzn ... nAq |

Ajeaz, ..., Ape apl.

Si U es una familia &rbitraria de cu-
biertas se define:
AU = {ajAczAa...acp|ar, ..., apel,

n'=1, 2, ...}.

U, U2 colecciones de cubiertas de X.

Uy refina {(regina débilmente) a Uz si -
para toda o en U3, existe B en Uz tal

que 8 refina (refina débilimente) a a.



ii)

En sfmbolos: Ui<U: (U1<wUz)~

Uz y Uy son equivalentes si Uy refina
a U y U refina a U; (en simbolos:
Ui~Uz2); vy son débilmenie equivalentes

si los refinamientos son débiles (en

sfmbolos: . Ui~y lUz) .

l.a cubilenrnta banricéntirdica asociada a o, o

a-delta, es el conjunto de las estrellas

de x,

en X.

con respecto a o, en donde x esti

En sfmbolos; aa='{5t(x,a)!xex}.

OBSERVACIONES.

‘.

1, Obviamente, si Ujc Uz, entonces, Uz<lUa.

2. De

las definiciones anteriores, se pue-

den demostrar facilmente las siguientes 

rel

aci{ones:

10



Sean o, B, v; 6, cubiertas de X, A, B,

cX vy xeX, entonces:

a)

b)
c)
d)
e)
£)

a)

h)

)

.81 AcB y «a<yB, entonces, St{A,a)c

st(B,B).
St(AnB,a)ecst(A,alnst(B,m).
St(AuB,a) = St(A,a)usSt(B,a).
st(A,arB)cst(A,a)nst(A,B).
St{x,anB) = Stix,a)nstx,B).

Si a<B y +v<§, entonces oAY < BAS.

S{ o<f entonces, a<, 3, o%<B* v
aA<BA.
Por 1o tanto, (aAB)#<a®Ag%* v

(anp) A< oPag?;

Se tienen las siguientes implicaciones:
aA<B =3 u<Re =2 a<wB = aA<BA.

Si y<gB<gro, entonces YA RO



J) st y<yB<Rra, entonces y<ga
(o si y<grB<,a, entonces Y<ga).
k) Si BeA, entonces St(B,alA) = st(B,a)nA.

1) Se tiene que: a< af< ar< ot

12



2.

AX10MAS DE SEPARACION.

Sea X un espacio topoldgico.

10.

11.

12,

X es un espacio Ty si para cada par de pun-
tos distintos x;, Xa en X, existe un con
Junto abierto que contiene exactamente a u-

no de estos puntos.

X es un espacio Ty si pars cada par de pun-
tos distintos xi, X2 en X, existe un con

junto abierto UeX, tal que X3 pertenece a

U y %2 no pertenece a U (Ver figura 8).

X es un espacio Tz o de Hausdoafg, si pa-
ra cada par de puntos distintos xi, ;zex,
existen conjuntos abiertos Ui, pz, tales
que x1€Ui y xz2eU2, con UinUz = ¢ (Ver

fjgura 9).



13.

14,

i5.

16.

X es un espacio regufan si para cada xeX y
cada conjunte cerrado FeX, tal que x no per
tenece a F, existen conjuntos abiertos U, ,
U, tales que xel;, FclU, vy Unl, = & (vVer

figura 10).

X es un espacio completamente negular si pa
ra cada x¢X y «cada conjunto cerrado FcX,
tal que x¢F, existe una funcidén continua

f:X »1 (comn | =[0,17), tal que f(x) =0

Y fly) = 1, para yeF (Ver figura 11)}.

X es un espacio noamal si para cada par de
subconjuntos cerrados disjuntos A, BcX,
existen conjuntos abiertos U, V, tales que

Acl, BcV, ¥y Ug¥ =g (Ver figura 12).

X es un espacio completamente nosmal si da-

‘dos dos conjuntos separados A, B en X,

existen abifertos ajenos U, V tales que:



17.

18.

19.

20.

21,

22,

Acl vy

X es un

X es un

BeV.
espacic T, si X es Ty y regutar.

espacio T3} o Tychonoff si X es Ty

y completamente regular.

X es un

X es un

normal.

X es un

en X es

X es un

espacio Ty si X es T, v normal,

espacio. Ts si X es T3 vy compietamentér

espacio Re si cada abierto arbitrario

unién de subconjuntos cerrados de X.

espacio Ry si cada par de puntos con

cerraduras distintas tienen vecindades aje-

nas.



23, X es un espacio Ry si X es regular.

24, X es un espacio Rzé si X es completamente

.regular.

25, %X es un espacio Ra si X es Ry y normal.

160 -



OBSERVAC|ON.

I. 3. Se tienen las siguientes relaciones entre

los espacios

Tl'

=

Tea

=3

En general:

T

S=>R L,

Y

R
i

Rj
i
v

g!?

Y

Ti:

con i



ESPACI0S COMPACTOS Y COMPACTIFICACIONES.
Sea X un espacio topolbgico, vy Ae2¥.

26. A es compacto si toda cubierta abierta de

A tiene una subcubierta finita.

27. Una compaciificacidn de un espacio arbi-
trario X es una pareja (h,Y), en donde f
es un espacio compacte y h un homeomor-
fismo de X sobre un subespacio denso en

v,

28. Un espacio X es numerablemente compacto
si toda cubierta abierta numerablerde_x

tiene subcubierta numerable.

29. Un espacio X es de Lindeldf si toda cu-~
bieta abierta de X tiene subcubieta nu-

merable.



30.

31,

32.

Un espacio X es Locafmente compacito si cada

punto .de- X tiene una vecindad compacta.

Un subcenjunto A de un espacio X es Zotal-
mente disconexo si todas las componentes de

A se reducen a un punto.

Un subconjunto A de un espacio X es un do-
minto abLento si A es igual al interior de

su cerradura (i.e. A = int A™).

19



OBSERVACIONES ,

Sea X

de X.

un espacio topoldgico y A un subconjunto

Teorema.

Si{ X es compacto y A es cerrado, entonces

A es compacto,.

Teorema. i

Todo subconjunto finito de X es compacto.

Tecrema.

Toda unién finita de compactos es compacta.

Un espacio X es compacto 'si y s6lo si X es

nume rablemente compacto y de Lindelof.

20



EJEMPLOS.

. 8. sea (X,T) un espacio no compacto y p un pun
to no contenido en X. Sea T* la topologla
en X* = Xu{p} obtenida uniendo T 2 la fami-

lia de todos los subconjuntos CcX*® tales

que peC y X% - C es un subconjunto com-
pacto y cerrado de X. Entonces, (i ,X*) es
una compactificacién de X, en donde i es

la inclusidn de X en X=*.

Esta es la llamada compaclificacdén unipun

Atualf de X.

l. 9, Sea v una Ffamilia de funciones'{fu{usﬂ;
X *Xu} definidas en un espacio fijo X.
La funcién evaluatorlfa de vy es la funcidn

frX-> IX definida come (f(x)) (u) = f (x).
C o MeM H

Ahora, sea H =‘{huluen} la familia de fun~

clones continuas de X en el intervalo ce-

rrado t = [0,31,

21




La funcidn evaluatoria h de H es un homeonmor

fismo de X en un subespacio de LS| >
ueM H
en donde iu = | para toda peM, si y sélo si

X es un espacio de Tychonoff.
La compactificaciodn Stone-Cech de X es la.

pareja (h,B(X)), en donde h es el homesmor -

fismo mencionado y B(X) = h(X) .

22



4.

PRE~UN|FORM|DADES,

Sea U una coleccidn de cubiertas del conjunto X.

33.

i)

Tit)

U es una pre-undfoamidad (w-pre-unifon-
midad)yen %X, si dados o, 8 en U, exis-

te vy, también en U, tal que v refina

‘(refina débilmente) a la cufia de o y B

{Ver figura 13).

Un espacio (w-)pre-undiforme es una pa-
reja (X,U) que consiste de un conjunto

X y una (w~)pre-uniformidad U en X.

La topofogla (w-)pre-uniforme (en sTm-
bolos Tu) es la topologfa inducida
por la (w~)pre"uniform}dad U en X, vy
consiste de todos los conjuntos L de X

tales que para toda x en L, existe'ux

23



o3h,

iv)

v)

i)

en U con la propiedad de que la estrella
de x con respecto a o, estd contenida en

L.

Una (w-)pre-~uniformidad U en X es abiexa-
Za si cada del estd contenida en Ty es °

decir, si ulca|oell} es una base de Tye

Una (w-)pre-uniformidad U en un espacio

topolégico (X,T) es compatible si T,= t.

Una (w-)pre-uniformidad es (w-)admisi-
ble si es equivalente (débilmente equi-
valente) a una (w-)pre—uﬁiformidad abier

ta.

U es una semd~uniformidad en X si U es
una pre-uniformidad en X, y si, ademés;
para toda aell, existe Bel tal que, pa-
ra toda BeB, existen Agea v YBEU ‘ta=~

les que St(B,yglcA,.

24



‘35.°

36,

ED)

-y
-
~—

i)

R ED)

Un espacio semi~uniforme es una pareja
{(X,U) que consiste de un conjunto X vy

una semi-~uniformidad U en X.

U es una R-uniformidad en X si U es u-

na w-pre-uniformidad en X, vy para to-

~da o en U, existe B en U tal que B re

fina regularmente a o.

Un espacio R-uniforme es una pareja
(x,U) que consiste de un conjunto X vy

una Reuniformidad U en X.

U es una unifommidad en X si U es una
pre~uniformidad en X y para toda «

en U, existe B en U tal que B#* refina

a a.

Un espacio uniforme es. una pareja (X,U)

que consiste de un conjunto X y una uni-

formfdad U en X.

25



OBSERVACIONES.

l. 10, a) A cada subconjunto A de un espacio (w-~)
pre~uniforme (X,U) se le puede asignar
una (w-)pre-uniformidad de ‘la manera -
obvia: restringiendo cada cubierta de
U a A,

Esta (w-)pre-uniformidad de A se deno-

ta por U[A.

b) Si Uy y U, son (débiimente) equivalen~
tes y Uy es una (w-)pre-uniformidad en -
X, entonces U, también es una (w=)pre-
uniformidad en X. '

* s {B|B es cubierta de X y w<B

c) Sea U
para alguna ae U},
para U coleccidn de cubiertas.

Entonces UT es equivalente a U,



11.

“d)

e)

£)

a)

b)

S5f AcX y U es una (w-}pre~uniformidad
en X, se le pueden asignar a A las to

pologias (T )|A v Tular
En general, se tiene (Tu)|A STyl A

Si U es una w-pre~uniformidad w-admj-=
sible, entonces (TU)IA DTUIA Yy, por

lo tanto, (TU)IA = Tyla:

Si U es una colecciféin de cubiertas de

X, entonces agyes una pre-uniformidad .

en X.

Si V es una pre-uniformidad en X tal

que U<V entonces al<U.

Si U1<WU2, entonces Tulcruz.

Si Uz~U ¥y U, es semi-uniformidad; all_

tonces, U, también lo es.

Toda semi~uniformidad en X es admisi-

ble (Véase 1t. 27.).



. 12,

Ch. 13,

c)

a)

b)

b)

c)

Un espacio topoldgico (X,T) es regular
si y s6lo si exliste una semi-uniformi-
dad en X compatible con T (Vesse I1.

23.).

Si Uz~ U2 y Ui es una R-uniformidad

en X, entonces, U, también lo es.

Toda R~uniformidad es w-admisible.

Toda uniformidad en X es una semi-uni-
formidad y una R-uniformidad (y obvia

mente una pre~uniformidad)}.

Una pre-uniformfﬁad U en X es-uniformi

tal

dad si para cada oell, existe Bel

que BA<d.

st u; es equiﬁalente a U y Uy .es uni~
formidad en X, entonces U; es unifor

midad en X.



1. 34. Dos preruniformidades débilimente equiva-
lentes en un conjunto X inducen la misma

topoliogla de X.

l. 15, Dos uniformidades compatibles en un es-

pacio compacto regular X son equivalen-

.tes.

29



5.  FILTROsS.
Sean X un conjunto y Ge2%.

37. i) Una familia P no vacia de elementos
no vacfos de G es una G—dikecciﬁn
o Grbase de giLtrno si dados D;, D
en U, existe D3 en D tal que DacD,nD2

(Ver figura 14). P

ii) Una dérecceibn o base de §iftno en X
es una 2x—direcci6n o Zx-base de

filtro,

.38, Para cada chx, se define a]réuﬁQAQV
set de H (en simbolos H'), como 1la
familia de subconjuntos de X que con~
tienen a un elemento de H (Ver Fi-

gura 15).

30



39. {) Una G-direccién F es un G-4LiLtrno si
dados F en F y G en G, con F conteni
do en G, se tiene que G pertenece a
F.

Equivalentemente, si F = F*nG

ii) A un 2%X<filtro se le llama simplemen-

te fLLXno.

E1 G-§{ilirno genenado por una G-direc~

-
-
-

~—

cién D es Gno* (ver figura 16).

‘40, 1) Un G=filtro F es un G-ulirafiltro si
F no estd contenido propiamente en

ningdn otro Grfiltro.

Un ubtrnafiltro es un 2X-u1trafiltro.

ol
-
~

41, sea F un filtro en un espacio {(w-)pre~uni
forme (X,U) y «ael. Entonces, se defi~

nen;

31



b2,

43,

)

tii)

La estrnella~astendisdco de F con res-

pecto a o f(en sTmbolos: St*(F,a)),
como:
st*(F,a) = vul{Aeal AnF=#, #FeFl}.

El {LL&irno asoclado de F o F-piima
(en sTmbolos: F'), como:

F! = {st(F,a)|FeF, aeul.

E1 §LLLtro nedondo asdocilado de F o ...
Frenne (en simbolos: Fr), como:

F' =(st*(F,a)|ael, Foo =837,

Un filtro F es U-Cauchy (o de Cauchy

en (x,U)), si para toda cel, Fnoz 9.

Un filtro F es U-fuentemente de Cau-
chy (o fuentemente de Cauchy en (x,m)),

si F! es HU~Cauchy.

3z



i,

45,

he,

hy.

he.

Un U~filtro de Cauchy es mfnimo s| no con-
tiene propiamente a ninglOn U~-filtro de Cau-

chy.

Un U~Ffiltro F es redondo si F = F'.

Dos fi{ltros de Cauchy Fy; vy F2 en (X,U), son:

equivatentes (en sfmbolos: Fi~Fa2), si

Fl, = FZ"

El f48trno de veeindades de x (en sTmbolos:
Nx)‘ est8 definido como:

N, = {AeX|xeint A,

Sea X un éspacio topol6gico, y sea D una di

reccidn,

{) Un punto xeX es punto de adherencia de D

“{en sTmbolos: Prx) si toda. vecindad de x



Lg,

i)

Intersecta a todo elemento de P.

Equivalentemente, D»x si xeD  para

toda D en 7.

Se denota por AD al conjunto de puntos
de adherencia de la direccidn D.

Un punto xeX es punifo de convengenecda de
D (en sTmbolos: P+x) si toda vecindad

de x contiene un elemento de D.

Equivalentemente, P+x si el filtro de

vecindades de x estd contenido en el Ffil-

tro D+.

Se denota por Cp al conjunto de puntos

de convergencia de la direccidn D.

Una cubierta de (%X,U) es de Cauchy (o cu
bienta U«Cauchy), si todo U~filtro de

Cauchy intersecta a la cublerta.

Ik



il) Se denota por U a la coleccién de U~cu-

biertas de Cauchy.

50. Una pre~uniformidad U estd saturada si to

da cublerta U~Cauchy es un miembro de U.

OBSERVACIONES,

l. 16. Sea X un conjunto, Gc2® una familia cerrada

bajo intersecciones finitas vy F un Grultra

filtro.

: n
Si Li, L2, «.. LneG son tales que " u L; €F,
. i=1 '
entonces LieF para alguna i = 1, 2, ...

n.

{. 17. Sea X un conjunto, G:Zx, y D una G-~direc—-
clén.
Entonces, existe un Grultrafiltro P* tal

que- DeDx,

as



. 18, Sea X un espacio topolSgico y sean D,,

. . + +
P2 direcciones con D3 <Py .

Entonces Pa=x implica Dy+x.
También, si Pi+x, se tiene Pa+x .y
D;L'-*x .

. 386



UN{MORFISMOS.

sean (X,4) y (Y,V) dos espacios w-pre-uniformes.

51, Una funcidn f:(X,U)+(Y,V) es uniformemente
continua si para toda g en |/, existe g en

U tal que el conjunto de Tas F(A), <con A

en ¢, refina a g.

52. i) Una biyeccién f:(X,U)>(Y,V) es un unimonr-
gismo si f y ™! son uniformemente conti- .

nuas.

ii) Los espacios (X,4) y (Y,V) son unimbrdicos

s existe un unimorfismo entre ellos.

53. Una funcidn f:(X,U)+(Y,V) entre dos espécips-
w-pre~uniformes es un encaje uniménfico si.f
es un unimorfismo de (X,U}) sobre un subespa

cio denso de (Y,V).

a7



OBSERVACIONES .

19.

Sean X, ¥ conjuntos vy f: X+Y una fun-

cién arbitraria.

$i BeY y o, € son cubiertas de Y, en-
tonces:
. -3 -1 -1
1) self " (B),F " (a))ef  (5t(B,a)).
Si ademds f es suprayectiva, ‘enton-

ces, St{f 1 (B),f () = £ (St(B,ux)).

i) (F )y xsf "t (o).

Si adem8s f es suprayectiva, enton-

ces, (F" a))® = £77 (ax).

111) St o<B {respectivamente, a< B, o< B)
-1 ~2
entonces f  {al<f  (B) (respecti-

vamente, £ (a)s f ' (8), M (a)< fT (B)).

. iv) Si o*<B entonces Ef-l(a)]# <f-1(B)~~

3s



t.

20.

21.

22,

Si U y V son pre~uniformidades en el
mismo conjunto X, entonces lta funcién
identidad Id:(X,Uu)+(Y,V) es uniforme-

mente continua si y s6lo si V<U.

Por tanto, U y V son equivalentes si
y s6lo si Id:(X,U)+(Y,V) es un unimor

fismo.

Es claro que, en particular,

1d: (X,U)~>(X,U) es un unimorfismo.

si F:(x,U)+(Y,V) vy 9:(Y,IV)+(i,W):son-

~uniformemente continuas, entonces,

gef es uniformemente continua.

Toda funcién constante es uniformemen

te.continua.
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7. ESPACIOS TOTALMENTE ACOTADOS

54. Un subconjunto A de un espacio wrpre-uni
forme (X,U) es Zofalmente acotade si

para cada acll, existe Lca finito tal

que A< ul,



PRODUCTOS,

Sea H = {(Xj,uj)[jed}'una familia de espacios

55.

56,

uniformes.

Sea G ='{gjljed}, en donde cada g; es una

funcidn gj:z-»)(J y Z es un conjunto fijo.

Ja pre~undgormidad de Z Linducida

En tonces,

poir G es el conjunto;:

u{Gg) = A{gjnl(u)!aeuj, jed}.

Sea g,:2+X la proyeccidén para cada jeJ, con

'z = IIX..

_ieJJ
Se define la pre~und formidad producto en 2

como U{G), con G;{gjfjsd}.

41
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OBSERVAC{ONES .

23.

U(G) es la presuniformidad mas chica
para Z, <con la propiedad de que
Qj:(Z,U(G))*(Xj,UJ) es uniformemente

continua para cada jed.

Es decir, si U es una pre~uniformi-
dad en 2, vy gj:(Z,U)+(Xj,UJ) es
uniformemente continua para cada jeJ,
entonces U(G)<U, y, por tanto, la:
identidad jd:(Z,U)+(Z;U(G)) eg uni--
formemente continua-.

. -
Entonces, si Uj es equivalente a Uj

para cada j en J, se tiené que U(G')
y U(G) son también equivalentes, en

donde U{(G!') =A{gj_1(a)ldsuj', jedl}.

w2



9. NULOS Y COCEROS,
Sea L un subconjunto de un espacio teopoldgico X.

57. L es nufo en X si existe una funcidn conti-
nua f:X=+[0,1] tal que L = f"I(O) (ver fi

gura 17).

58. L es cocero en X si el complemento de L es

nulo en X {(Ver figura 18).

59. Sea o una familia (cubierta) de subconjun=~

tos del espacio X.
i) @ es una famifia (cubienrta) cocerc en

%X sl cada Aec es un conjunto cocero.

i{) o es fuentemente cocero, si para toda
ﬁcd, Ja unidn de los elementos de B, -

es cocero.
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60.

61.

1i1) o es una famifia {cubierntalp nufa, si

-~
.

1ii)

i) o es una familia ddiscreta (respectiva-

cada A en o es un coenjunto nulo (Ver f

gura 19).

Para cada espacio (X,t), la P-topolo-

gLa de X% (en sTmbolos: TP), es la

topologia de X que tiene a la colecn

cién de subconjuntos nulos como base.

Un subconjunto A de X es P-abiexnto
(respectivamente P-cennrado}, si A es
abierto (respectivamente cerrado) en

(X,TP).

(X,T) es un P-espacioc si T = T, .

I—o

mente, Localmente f§inita) si cada xe€X

tiene una vecindad Vx que intersecta .a

4y



62,

63.

ii)

—
-
—

i)

ti)

Jo mAds a un elemento (a un ndmero fi-

nito de elementos) de o.

o« es una familia o~discreta (respecti-
vamente, o-Localmentle §inita) s i
oo
o = va,_, donde cada o_ es discreta
n=an n
(respectivamente, localmente finita).

a es punto-finita si para toda x en X,

el conjunto {Aca|xeA} es finito.

o es estnrella numerable si para toda A

en o, el conjunte {Lea|LnA=¢)} es nume-

rable.

Un conjunto es Gg si es interseccion

numerable de abiertos.

Un conjunto es FU s es unién numerable

de cerrados.

%5



64. Un espacio topolSgico (X,T) es paracompacto
s es regular y toda cubierta abierta de X
tiene un refinamiento abierto y localmente

finito.

OBSERVACIONES.

1. 24. {) Un conjunto es Gg si vy sélo si su com
. plemento es Fc.'

ii) La unidén de un abierto y un Gﬁ es un
GG'
An&logamente, 1la interseccién de un

d .
;errq o‘y un Fc es un.Fc

'Més,géneralmente, toda unién finita
de Gg!s es Gg y toda interseccién fi

i !
nita de FG s es FO‘

e



. 25,

26.

27.

28.

si y s6lo si A eT_.

{) Todo conjunto nulo es cerrado y Gs-

{i) Todo cerrado G6 en un espacio normal

es nulo.

ili) En un espacio completamente regular,
‘todo Gg es unién de conjuntos nulos,

es decir, todo Gg es P-abierto.

Un espacio pseudormétrico es paracompacto

y completamente regular.

Si (X,T) es completamente regular, enton-

ces TET, ¥ A es unidn de conjuntos GG

p

(X,T) es un P-espacio si y s&lo si X es

completamente regular y cada G; es abier-

to‘

N ]



. 29. Si (X,t) es completamente regular, Tp es
1a topologia mas pequefia que contiene a T

y convierte a X en un P-~espacio.

t. 30. Sea'{UJIJEJ} una familia localmente finiF
ta de conjuntos coceros en un espacio X vy
péra cada Jed, sea HJ un nulec en X conter

nido en U, .

J
Entonces, H = uHj es un nulo en X vy
Jjed
U = UUJ es un cocero en X,
jed :



J0O. ESPACIOS COMPLETOS Y COMPLETACI]ONES.

65. a) Un espacio pre-uniforme (X,U) es completo

si todo U-filtro de Cauchy converge en X.

b} Un espacio pre~-uniforme (Y,V) es una comple-
tacidn del espacio pre-uniforme (X,U) si

existe un encaje unimérfico de (X,U) a (Y,U).

66. Un espacio topoldgico X es Ztopolfdgicamente com-

pLeto, si X es homeomorfo a un espacio completo. .1

Equivalentemente, si tiene una uniformidad compa-

tible y completa.

OBSERVACION.
1.31. La propiedad de completez topoldgica es inva-
riante bajo productos topoldgicos (Véaserlll;

10.).
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11.

EXTENSIONES.

67.

68,

69,

70.

Sea X un espacio topolSgico arbitrario.
Una extensidn (Y,g) de X es un espacio Y
y un homeomorfisme g de X en Y tal que 1la

imagen g(X) es densa en Y.

Las extensiones pueden ordenarse parcial~-

mente: (Y,g)s(Z,h}) si existe una funcidn

continua m:Y+Z tal que mg = h.

Una pre-uniformidad U es extendible (o exten

sona) si todo U~filtro de vecindades es

rédondo.

Una pre~uniformidad U es £Lena si todo U~Fil:
tro de Cauchy contiene un U~Ffiltro redondo

de Cauchy.



EJEMPLOS.

Es claro que una pre~uniformidad llena no es ne-~ -
cesariamente extendible, ni una pre~uniformidad

extendible es necesariamente 1lena, -
Por ejemplo:

1..32. Sea X cualquier espacio con m&s de dos con
juntos abiertos, vy sea U la coleccidn de
todas las cubfiertas abiertas de X que con-
tienen a X como miembro.

E! Gnico filtro redondo de Cauchy es el
filtro con el Gnico miembro X.

Entonces, todo filtro de vecindades con~
tiene un filtro redondo de Cauchy.

Por .1o tanto, U es llena.

Pero, existe un filtro de vecindades.que

ne es redondo.

Por 1o tanto, U es llena pero no extgndif
ble;

En [Hal, ejemplo 3, pdg. 12, se da un ejem-
plo de una pre~uniformidad extendible que no

es llena.
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- 12.

CUB I ERTAS NORMALES Y 'BASES DE WALLMAN.

72.

73.

7h.

i) Una sucesddLén ai, dz, ... de cubiertas
abiertas de un espacio X es noamal si
*
an+1<an, para toda n = 1, 2, 3, ...
i) Una cubdlerta o es nomwmal si pertenece a

una sucesidn normal de cubiertas.

Sea %X un espacio topoldgico. Una sucesiodn
normal de cubiertas de X 'es completa, si

ia-uniformidad {ay, ©2, ... } es comp}efé;

.
Sea 01, G2, ... una sucesidon de cubiertas
ablertas de un espacio topolégico X.

Uy, G2, oo es omega-delia (en simbolos:
wA) si cada sucesién X1, X2, .- en X,

con x e St(x,un), n=1,2, ... , xe%, se-

.acumula en alglin punto de X.
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75.

“76.

Sea X un conjunto y Ge2®.

-
N

fit)

Iw)

La familia complementaria de G (en sim-
bolos: C(G)), es el conjunto de ifas L,

tales que X-L eG.

G es arulan si dados G, Gz en G, se

tiene GinGzeG vy GiuGaeG.

G es negulanr si para toda G en G y para
toda x en G, existe H en C(G) tal que

xeH y Heg.

‘G es normalf si dados H;y y Ha en C(G),

con HinHz = @, existen G y Gz en é ta-
les que Gin Gz = & y tales que HicGy y.
HzC G2 .

Una base B de un espacio no vacfo X es una

base de Walklman de X si B es anular y regu’

lar.



77. Una cublierta abijerta o de un espacio X es
defta~nonmal {en sfmbolos: &-normal) si
a tiene un refinamiento cocero y estrella
numerable.

78. Sea X un conjunto y GezX.

Sea C(6) = {A|X~Ac G}.

i} si Gy, G2 C:ZX, entonces, Gi1<<G, si
cada pareja de elementos ajenos de G
estd contenida en una pareja de ele-

mentos ajenos de G,.
ii) Dos bases de Wallman Bi, Bz en un espé- 

cio X son equivalentes si C(B;)<<C(Bg)_ -

y C(B2)<< C(Ba)-

sS4



CAPITULO I1
FILTROS Y ULTRAFILTROS

En este capitulo se estudiardn las principa-
les herramientas utilizadas en esta tesis: Los fil-

tros y los ultrafiltros.

Se comenzari este capitulo con algunos resul-

tados sobre adherencia y convergencia de direcciones.
Sea X un espacio topoldgico.

1. 1. Sean AcX y peX. Entonces, son equivafenﬁ
tes las siguientes propiedades:
a) peA”
b) Existe una 2f-direccién D tal que D+p.

c}) Existe una ZA-direccién D tal que D wp.

-]



Pemos tracidn.

a)ab)

b)=c)

cl=d)

ST peA , sea P = {DnA|D es vecindad de pl.
Como P es no vacia, y cada miembro de D
es no vacio, y obviamente la interseccidn
de dos miembros de ¥ estd en 7D, entonces

A_ . -
P es una 2" -direccidn.
Como ademds, cada vecindad de p contiene a

algln -miembro de P, entonces T-»p.

Si D »p, entonces peD para toda DeD, por-

que si p&D‘ para alguna D €7, entonces p

tendria una vecindad V, tal que VnD = ¢.
Pero como D -p, existirfa D'eD tal que-
Dicv. - V

Por lo tanto, D'nD = #, 1lo que es una con-

tradiccidn.

Por lo tanto, U pp.

Si D wp con una 2”-direccién D, entonces
peD— para toda DeD.

Como DcA para toda D €D, entonces peA .
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1t. 2. Dos direcciones D;ly D, tales que PT = D3
tienen los mismos puntos de adherencia y
convergencia.
Por tanto, para cada direccidn D, D y ot
tienen los mismos puntos de adherencia Y

convergencia.

Demos tracibn,

Por definicidn, Di+p si y sdélo si NpcDT}
Pero, por hipdtesis, ?T = D3. Por lo que
Np:D:._Entonces, P:-p. Andlogamente, si
P2+p, entonces D,+p. Por consiguiente,
Py y P2 tienen los mismos puntos de con-
vergencia.

Ahora, si p & AD;' P & D para algﬁna

D e P1. Entonces existe D' € Pz tal que
D! < D (pues DI = DE). Por lo tanto,
p & D yop &’ADZ. De donde, Ap < Ap, -
AnSlogamente, se prueba que Apl S ADz'
Consecuentemente, V1 y P tienen los mis:

mos puntos de adherencia.



: PO o+t + +
Por Gitimo, como D = D , entonces D y D

tienen los mismos puntos de adherencia y

convergencia.

3. Sea N un ultrafiltro. Entonces AN = CN;
Pemostracibn,
Sean p € Ay vy N' = {NnH/NeN,HeNP}+. Como

N' es una familia no vacia de conjuntos no
vacfos, y la interseccidn de dos de ellops
vuelve 2 estar en N', entonces N{ es una
difeccién.

Ademds, como se est8 tomando el superset,
N' es un filtro.

Cada vecindad de p estd en N', de manera

‘que N'-p. Es claro, ademds que N < N'; pe- -

ro, como N es un uitrafiltro, se tiene

N = N', Y, por tanto, N-p.



11, b4, Teorema,

X es de Hausdorff si y s6lo si toda direc

ciébn converge a lo m&s a un punto.

Pemos traclbn.,

Si X no es de Hausdorff, existen dos pun-
tos p, q tales gue cada vecindad de p in-
tersecta a cada vecindad de q.

Sea D = {LnHILsNP, MeNq}. Entonces cada miem
bro de 7 es no yvac{o. Se deduce Facilmente
que D es una direccidn. 7P converge a p ¥y

g, porque cada vecindad de p (y de q) est3
én.la familia P. Por consiéuiente, D es

una direccidén que converge a mias de ﬁh pUi

to.

Reciprocamente, si una direccién P conver-
ge a dos puntos distintos, no puede haber.
vecindades ajenas de €stos (ya que 1la in-
terseccidn de dos elementos en la direccidn

es no vacia). Por tanto, X no es de Hausdorff..



5.

Propoddicidn.

Son equivalentes:
i) X es compacto.
iil) Para toda direccién U, Ap = 8.

fii) Para todo ultrafiltro D, Cp = 2.

Pemosdtracidn,

i) => ii) Sea D una direccidn. Si Ap =0,
se tiene n{D |DeDP} = P. De donde, {X-D " [DeD}-
es una cubierta abierta de X. Pero, por hi-
pétesis, X es compacto. Entonces existén
Dl,.Dz,..., D) € U tales que

X = (x-Dy)u(X-Dz)u...u(X-Dy). Por lo tanto,

" por De Morgan, D;qD;n...nDk = @g. De donde,

~DanD2n...nD, = P, una contradiccidn.

ii)=> [ii) Por definicidén, un ultrafiltro
es una direccién, y en toda direccién T, .
AD = @, por hipdtesis. Por la observacidn

11. 3, Ap = Cp_ Entonces, Cp = 8.

"f111) => 1) Sea X no compacto. sea {V liell

una cubierta ablerta sin subcubierta finita.



Ahora, definiendo DJ = X—U{ViiieJ} para ca
da Jel, sea D = {DJ]JCI, finitol}.

Como, por De Morgan, D nD clara-

dMPy= Dy
mente los D, forman una direccidén ?. La di-
reccidn D ;sté contenida en un ultrafiltro
Dy. Por hipdtesis, Dy converge. Entonces
Do> p para cierta p e X. Como las V. cubren
a X, psVipara alguna iel. Por otro lado,
X-YiﬂD{i} estd en Dy, pues DcDy. Como Do-+p,
también v, estd en Do, Esto es una contra-
diccidn, porque VYV, ¢ Dy, vy X = v, el im
plica que Dy no es una direccidn. Por consi

guiente, si cada ultrafiltro converge, en-

tonces X es compacto.
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A continuacién, se estudiaran los principales

resultados relativos a filtros y ultrafiltros.

Nota. En donde no se especifique, (X,U) denotara

un espacio w- pre-uniforme.

It. 6. Lema.

Sean F; un filtro redondo y F, un filtro de

Cauchy en {%,U).

Entonces, o F1 est& contenido en Fa . & Fi vy

F2 tienen miembros ajenos.

Pemostracidn.

Si F1 no estd contenido en F2, existe un miem-
bro Fa de Fi1 que no gsté en Fa. Como por hi-.
pOtesis, Fi1 es ‘redondo, existe o en U talvque‘
st*(F,a)cF. Ademds, . como F» es de Cauchy,
exfste Lz en la interseccidn de Fy y d. .Entdg
ées, para alguna Ly en F, se tiene Linl,= @,
porque en caso contrario, L,cSt*(F;,a)eF1, v

FieF2, que no es posible.
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i1, 7. Conrnolanio,

Todo filtro redondo de Cauchy F es minimo

en (X,U).

Demostracibn.

Sea F redondo de Cauchy. Si F no es‘mfnimo,
existe un filtro de Cauchy Fo contenido
propiamente en F, Por lo tanto, F y Fo no
tienen miembros ajenos, y, por el lema ante
rior {11, 6), F estd contenido en Fgq,

lo que es una contradiccién, Por consiguien

te, F es un filtro de Cauchy minimo.-

It. 8. Lema,

ST F es U~Cauchy, entonces FVCFr;F.



Demos trhaelibn.

‘Sea St{F,a), con F eF, ael,

Se tiene entonces que St{(F,a) eF!. Es claro
que St*(F,a)est(F,a).

Por lo tanto, de Ja définicién de F', se
tiene que st(F,a)eF".

De donde, FlcF',

Ahora, sea St*(F,d)sFr, y sea FeF na.
Entonces, FesSt*(F,a) y St*(F,a)eF.

\
X , r :
Por consiguiente, se tiene que F'<F,

fIQ 9.;Coao£an£o.

st F es de Cauchy y F = F', entonces F es

redéndo.'



BN E

10.

PDemos trnacibn,

Por el lema anterior (resultado (1. 8.), se
tiene que FileF cF.

Por hipdtesis, F= F!,

Pof tanto, F = Fr.

Entonces, por definicidén, F es redondo.

Lema,

" Si{ F es fuertemente. de Cauéhy, ‘entonces F!

es de Cauchy 'y est8 contenido en cada Fil-

tro de Cauchy contenido en F..

Demostracibn.

Come F es fuertemente de Cauchy, entonces,

.por definicién, F! ‘es de Cauchy.

. Sea Fp un filtro de Cauchy contenido en. F.

Sea St(F,a)eF!, con FeF, ael.

Como Fo es de Cauchy, existe FgeFo na.

Como Fg nF = ¥ (pues F es filtro) 'y Foe «,
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1.

¥1.

11,

12.

se tiene FgcSt{F,a). Por 1o tanto, St{F,a)e

Fo .y F' <Fo.
Por consiguiente, F' estd contenido en cada

filtro de Cauchy contenido en F.

Conolanio.

Todo filtro fuertemente de Cauchy F contiene

3un'ﬁnipo filtro mfnimo de Cauchy, a_ééber,

?_'.'.

Lema.

Todo filtro de Cauchy F en un espacio semi~

uniforme (ﬁ;U).es fuertemente de Cauchy. ..



Pemostracidn,

Sea o en.U. Por la condicifén de semi-uni-
formidad, existe B en U, tal que para toda
B en B, existen Ay en o Y Yg en U tales que.
St(B,"(B)CAB.

Como F es de Cauchy, existe B en FnB.
Entonces Ape anF!, Por 1o tanto, F' es de
Cauchy.,

Finalmente, por definiciéﬁ, F es fuertemeﬁr_

te de Cauchy.

It. 13, a) En la familia de filtros de Cauchy en (X,U),

la relacién "~" es de equivalencla (Ver ‘def.

Lke).

b) Si.F;~Fz y Fi es fuertemente de Cauchy,

también F2 es fuertemente de Cauchy.
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c) Si Fi1, F2 son fuertemente de Cauchy, en-

tonces son equivalentes:
i) Fa~rFp
ii) ‘Fl ICFZ,'

iii) F1 nF, es de Cauchy.

Pemostracibn,

a) Si Fy~Fa, se tiene F;! =F,!; entonces,

le =FJ.', Y por 1o tanto, F2~F_1-

Como F,'=F; ', entonces F ~ F,,

.Si Fy~F, y Fp~F3, entonces F;! =F,' 'y
Fa! = F3!'. Por lo tanto, Fy'= F3'. De

donde » F_]_“‘F3 .

B) Si Fy~F, y F, es fuertemente de Cauchy, en- °
tonces F3! es de Cauchy (por definicién),
y F2! es de Cauchy  (porque Fr'= Fjat},

Por lo tanto, F; es fuertemente de Cauchy.



;)

il=>il) Por definici6n, Fi~F2 si y s6lo si

ti)=tit)

Fa'! =Fa!'. Por lo tanto, si Fi~R,

entonces, FilecFjy!,

Si Fi'cFz' entonces Fi'eFinFa.

Por to tanto, como Fi'! es de Cauchy,

entonces FinFz es de Cauchy.

Sea FieFa y oael. Como por hipé-

 tesis Fanf> es de Cauchy, existe

Fo €(FinFz2) na. Como Fi1 es filtréi

entonces FinFqz= @. Por lo tanto,

._ Fae. St(Fi ,CL) y St(Fy,a)e. Fz‘, de . :

manera que F, ' <=F;. Peor tlo tanto,
por el lema 1. 10., Fo'e Fil.  De

la misma forma se prueba.que F;W?le

"Por consiguiente, Fi'! = Fal.
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ti1. 14, Corolario,

Un Filtro de Cauchy F enr un espacio semi-uni-
~forme (Xx,U) es redondo si y s6lo si F es mf-

nimo.

Pemos tracibn,

Por ei resultado 1. 7., todo filtro redondo
de Cauchy es minimo.

-Recfpfocamente, sea F un filtro minimo de
Cauchy en un espacio semi-uniforme.

Entonces, por el lema I{. 12., F es fuerte-

- mente de Cauchy. Por el resultado . 10.,
e} Gnico filtro minimo de Cauchy contenido
en un filtro fuertemente de Cauchy F es F!.

" Por hipétesis, F es minimo, y, por lo tanto,
f = Fl, pe donde, por el corolario {l. 9., V

F es redondo.



15.

Conolario.

Todo filtro F de Cauchy en un espacio semi-uni_

forme (X,U) contiene un filtro redondo de Cau-

chy.

Pemos tracibn,

Por el resultado ||. 12,, F es fuertemente de
Cauchy.

Entonces, por el corolaric II: 13., F contie-

ne un fdnico filtro minimo de Cauchy, que es
Ft.

Por el corolario anterior {(tl. 14.), un fil-
tro mfnimo de Cauchy en un espacio semi-unifo:"
mé es redondo.

Por lo tanto, F contiene un filtro redondo de

-Cauchy. _ .
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I11. 16. Proposdicidn,

Sea F un filtro redondo de Cauchy en el espa~-
cio pre-uniforme y admisible (X,U).

Si x en X es un punto de adherencia de F, en-
tonces F converge a x.

Por lo tanto, F converge a x si y sdlo si x

es punto de adherencia de F.

Pemostracibn,

Sea V cualquier vecindad de x, en donde ngan
Sea o en U tal que St(x,a)cV, y sea M en la
interseccidon de a y F-

Como F es redondo, F= Fr, y por lo tanto,
existe B en U tal que St*(F,g)cM.

Sea y un elemento cualquiera del conjunto de
puﬁtos de adherencia de F.

St y no pertenece a S$t*(F,g8), existen B en B
y L en F, tales que y estd en B, vy la in-
terseccidén de B.y L es vacTa.

Como U es admisible, se puede suponer, sin

pérdida de generalidad, que U es abijerta.
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Por lo tanto, y no pertenece a L", fo que  es.
una contradiccién con el hecho de que y sea
un punto de adherencia de F.

Por lo tanto, AF estid contenido en St*(F,B).
En particular, como x es un punto de adheren-
cia de F, x estd en St*x(F,B), oque a su vez
estd contenido en M.

Entonces, McSt{x,aleVy.

Por lo tanto, VeF.

En consecuencia, si X es punto de adherencia
de F, F converge a x. e

Y como obyjiamente, si x es punto de cdnvergeg;
.eia de F, también x es punto de adherencia

de F, entonces, % es puntc de adherencia de F.

sl y s&8lo si F converge a x.
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1. 17, Teorema,

Sea U una pre~uniformidad admisible en X vy
sea F un filtro que converge a un punto x

en X.

Entonces F es de Cauchy y el filtro de vecin- -

dades de x es un filtro mfnimo de Cauchy con

tenido en F.

" Demostracidn.

Como U es admisible, se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, .que U es abierta,
va que dos pre-uniformidades equfvélentes
tienen los mismos filtros de Cauchy.

Sea oo en U y sea A en & tal qué x estd en A.
Como F converge a x y A es ablerto, A per=
tenece é_ F.

Por lo tanfo, la interseccién de F y o es
no vacfa.

Entonces, por la definicidn F es de Cauchy.
Obyiamente, Nx converge a “x, por lo que

Nx es de Cauchy.
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tti.

18.

Cornoblario,

Sea U una semi-~uniformidad compatible en el
espacio X y sea F un f{ltro que converge a
un'punto x en X.

Entonces F es un U-filtro de Cauchy, vy ei

filtro minimo de Cauchy F' <coincide con Nx'

Pemostracidn.

Toda semi~uniformidad es una pre-~uniformidad
admisible, por la observacién |. 11. b).

Por el teorema anterior (ll1. 17.}, F es de
Cauchy, vy Nx es un filtro:- minimo de Cauchy
contenido en F,

For el resultado Il. 12., F es fuertemehfe dé
Cauchy, y, por lo tanto, por el corolario 1.
11., F' es el Ginico filtro minimo de Cauchy
contenido en F.

Por consiguiente, Nx coincide con F1l.
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ft, 19. Proposicidn.

a)

b)

ST U es una w-pre-~uniformidad wradmisible

en X, entonces B =St (B,y) para cualquier

subconjunto 8 de X y para cualguier yel.

Sean F,, fz dos filtros de Cauchy equiva-
lentes en el espacio w-pre-~uniforme y w-
admisible (X,U).

Entonces, F; y F2 tienen los mismos puntos
de adherencia.

Es decir, n{Fi1 |FieF1} = n{Fz—|Fzsfz}.

Demostracibn.

a) Como U es w-admisible en %, existe U', w-

pre-uniformidad abierta, tal que U'<w u

'
Y Ll<.W ut,

Entonces existe y'el' tal que y'<wy.

Obviamente, St(B,y!)est(B,y).

Ahora, si se supone que Y' es abierta, y

se toma xeB , entonces existe Ley tal que



b)

xele y! (porque vy es cubierta).

De donde, BnL = ¢,

Por lo tanto, Lest(B,y!) y B «st(B8, y!)e

st(B,y).

Sea X en X tal gue x no pertenece a Fz_

para alguna F; en Fj.

Sea o en U tal que St{x,a)nFa = #@.

Como Fi~F2, wexisten F; en F1 y B en U

tales que St(Fi1,Blcs5t{Fz2,qa). SR

Como U es w-admisible, se tiene F; <5t(F1,8).

Por lo tanto, si xeFi , entonces xe

st(Fz,a) y Stx,x)nFz = @, que es una

contradiccién.

Por consiguiente, x4F1 , con lo que:
h{F__'_-lFJsFJ}c n{F "|F eF }

An&logamente, se prueba que:

n{Fz-LerFz}C h{Fz-]F;sFl}

Por lo que, Fi y F2 tienen los mismoé‘punf

tos de adherencia.
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A continuacién, se dar&n algunos ejemplos de

pre~uniformidades y sus topologflas inducidas.

1l. 20, a) Sea Uy={{X}}.
Entonces [l es una uniformidad en X y su
topologia inducida Tules ia topologfia in-

discreta de X.

b) Seal, el conjunto de todas las cubiertas
de X.
Entonces U, es una uniformidad vy Ty, €S Ia
"topologia discreta de X.

_De:hechd, Up~{yy}, . en donde v, ={{x}|xex}.

c) Sea (X,T) un espacio Rg-
-Sea Uy el conjunto de cubiertas abiertas fi-’
nitas de X.
"Entonces U3 es una pre-uniformidad abierta

de X vy 1u3= T-
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I't. 23 a) Sea (X,T) un espacic topol8gico regular vy

b)

Uy la familia de cubiertas abiertas de X.

Entonces Uy es una semi-uniformidad.

Demostracibn,

Obyiamente, U, es una pre-uniformidad.
Sea el una cubierta abierta.

Para toda xeX, sea A ea tal que xeA, .
Como X es regular, existe Bx abierto tal
que xeB cB < A_.

Ahora, sea B ='IBx[xeX}.

F;ra cada B eB, sea Yyp = {AX,X~B;}.
Entonces St(BX,TBx) = A <A .

Entonces Uy es una semi-uniformidad.

S Us es una semi-~uniformidad, su tohold¥5
gfa inducida Ty, €S regular. ’ . '
Pemos trnacibn.

Sea ereTus.

Por definicidn, existe oells tal que st{x,a)

c U.
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Sea B en Usg como en la propiedad de semi-
uniformidad. Entonces B%= {int B|BeR}
también es cubierta, vy por lo tanto, exis-

te BeB tal que xeB?.
‘Sean A en o vy Yg en Us tales que St(B,YB)

cAcSt(x,a).
Como Us; es admisible, B-CSt(B,yB), por el re-
sultado Il. 19. a). '

Por lo tanto, xeB°cB cSt(B,yg)eA estlx,a)eu.

jl, 22. La familia U, de cubfertas ablertas fi-
nitas de un espacio X que sea normal y Rao

es una uniformidad compatible en X.

Demostracibn.
Para oe Ug, sean Uy, Uz, ..., Un los ele~

lementos de q, y sea J el conjunto {1,...,n}.
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Entonces existen cerradoes Hi, Hz, ..., Hn,

tales que X =.3 H. y Hi Ui para toda i en

i=m |
J (utilfzando el lema detl encogfmicnto(l)).
Para cada A=J, sea C(A) = (n{UjljeA})n(n

{X~Hj|jeJ—A}).
"Sea B = {C(A)|AcJ}.
ObviamentéJ Be Ug
. Ahora; dado peX, sea i tal que peH;.
Si pec(B), BcJ, necesariamente ieB, porque
si {eJ~B, se tendrfa que C(B)cx-Hi, 1o que comn...
tradice el hecho de que peC(B)nHi.

Por lo tanto, C(B)cUi y St(p,B)cU].

11. 23, (ObAznvacéqn I. 11. el)l).

- - ‘Un espacio topolégico (X,T) es regular si vy
s6lo si existe una semi-uniformidad en X com-

patible con T.

. (1) Ver, por zfemplo, EDul, Cap. VII, Teorema 6.1, pag.81
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PDemosthaclidn,

ST %X es regular, 1a familia U de todas las cu-~
biertas abiertas de X es una semi-uniformidad

en X (Por el resultado !l. 21. a}),

Ademds, es claro que Ty= T

Recfprocamente, si V es una semi~uniformidad en‘

X compatible con T, T es regular por el resulta

do Il, 21. b).

1t. . 2h. Proposicidn,

Todo espacio completamente regular X'tiene;una’
uniformidad compatible formada por cubiertas: Fi-
nitas.

Reci{procamente, si un espacio X tiene una R=uni-
formidad compatible, entonces X es completamente

regular.
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Demos tracdibn.

‘Sea (X,2) un espacio completamente re-
gqular. Sea t = [0,1].

Como la familia de cubiertas abiertas
finitas en un espacio normal y Ry X

es una uniformidad compatible en X

(11. 22.), entonces, la familia u, .d.e-

cubiertas abiertas finitas de 1 es una-

uniformidad compatible en |I.

Sea ael, vy f:X+l una funcidn continua
arbitraria.

Si se define o = {f 1 (A)]Ae a}; —entdg
ces el conjunto U = af{aglae U, Frx
continua}l es una uniformidad en X (ﬁor;
el resultado 1. 19.).

Es obvio que Ty cT.

Ahora, sea xeVeT. Por ser X completa~-. .
mente regular, existe f:XJl continua tal

que f(x) = 0 vy X—VCf_l(i)»



Sea a = {[0,1), (0,11}.

Obviamente o es una cubierta de | Yy
oe Ul.

Es claro que St(x,uf) = F-l([O,i))cV.
Por lo tanto, Ve ru.

Con lo que Ty = T-

Reciprocamente, sea U una R-uniformi-

dad compatible en X.

Sea p € ¥V & T = T4

Sean o3, G2, --. €l tales que St(p,a1)

. c¢¥ y tales que o L1<R%, Para cada

+1°R

n = 1, 2, ...

Aﬁora, existe una pseudo-métrica o en.
X. (véase {Hol, Eonstruccién, pég; 243)
que satisface 1las sigufentes propieda-
des: ‘

i) La identidad i:(X,T)+(X,Tp) es con-

tinua (i.e.,'rp cT)

-
St

St(x,un+1)-c5t(x,aa) para toda x

en X vy para cada n = 1, 2, ...



si g_ = {8° _n(x)lxeX}, donde
2 .

Bep(x) = {yeX{p(x,y)<e}

< <
Entonces Bn+l o B

n -1 para toda

o0
Para toda x en X, n St(x,a ) =
n
n=1
n St(x,an)_ = {yeX{p(x,y) = 0}.
n=21

Por tanto, si se define
F(x) = & min {f.p(p.x)},
es claro que f es una funcidén conti-

nua de X en V vy flp) = 0.

Como Bg/“(p)CSt(p,al)cv, se tiene que
1
XevefT (1),

Por lo tanto X es completamente re-

gular.
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tl'- 25, Lema,

{} Sea X un conjunto.
S{ para cada xeX existe una direccién Dx
formada por subconjuntos de X que contie.

ren a X, entonces:
T A {Ve2X|¥ »eV,d DeD_, DaV}

es una topologla de X,

—
-
Pt

St, adem&s, se cumple 13 condicidn si~ -~

guiente; ~

(*) si Depx, existe Dle Dx tal que, para

cada yeD! existe D”sDy tal que D'Ye=D:

Entonces, para cada AcX, el interior de

A (A% o int(A)) ests dado bor:

A® = int(A) = {xeA]| & DeD_, D=A}.
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Pemostrhacién,
i) Es inmediata.

t1) Sea AcX, vy sea B = {xeA|d DeD_, DcAl}.

Es claro que A%cBeA,

Ahora, sea xeB,

Por lo tanto, existe DEDx tal que DcA.
Por la condicidn (*) de la hipdtesis,
existe D’eﬂX tal que para cada yeD! se
puede encontrar D”eDy con la propiedad
pHicp.

Esto implica que plcB.

Por 16 tanto, BeT y BcA®, eé deéfr;

"B = A",
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tt, 26. Teorema.

Sea U una wrpre~uniformidad w-admisible en un
conjunto X, y sea T = Ty
5i AcX, entonces;

intT(A) = {xeA|lq aecl St(x,a)cAl.

Pemos trhacibn,

Basta probar que para cada xeX, la difeccién
D, = {St(x,a)]ael} cumple la condicién (%) en
1. 25.

Como U es w~admisible, existe una w-pre~uni-
formidad abierta U!, taf que U qu' 7
Sean 8el!l, yel tales que Y<w5<wd y sea

D! = stx,y}.

Si yED"‘entonces yeSt(x,ylest(x,Blest(x,a) .
Como St(x,B)e T , existe Sell tal que.
st(y,8)est(x,B). |
Por tanto, St(y,G)CSt(x,B)CSt(x;d). y (*) se

cumple.
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lt. 27. (Observaesidn I, 11, b)).
Toda semi-~uniformidad en X es admisible.

Pemostracidn,

Sea U una semi-~uniformidad en X.

Sea Dx = {St(x,c)|agl} con xegX.

Sea P = St(x,a), cell y sea BelU <como en. la
condicidén de semiruniformidad.

St DI = St(x,B) ¢y yeDt, existe Bep tal que
"{x.y}=B. |
‘Sean yell ¥y Aea tales que St(B,y}cA.
En?onces, si DY = Stly,y)l, se tiene que
sty,y)eSt(B,y)cAch. ' |
Entonces, por el Jema !, 25., A°'={xeA|3 aéu3 J 
St{x,a)cA} para cada AcX. ' 4
Para cada ael, sea a®= {A%[Agal.

Dada cualquier acl, el elemento Bel cuysa
existencla estd garantizada por 1a coﬁdiéién

de semi~uniformidad, satisface la propiedad B<aq;
Entonces, U={a% aell} es una sgmisuntformidad

’ ’
ablerta equivalente a U y U es admisible.
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it. 28. (Observacién T, 12, b)).
Toda R~uniformidad en X es w-admisible.

Demos tracién.

Sea U una R-uniformidad en X.

Sea D = {stx,a)| aeU}, xeX.

Sea D = St(x,0), en donde xeX vy deu,

Sea B como en la condicidn de R-uniformidad.
ST P! = st(x,B) y vyeD', 1la condicidn de R~

uniformidad implica que St{y,8)cD.

Por 1o tanto, por el lema 1. 25., At =
IxeA| T wglsSt{x,a)cA}, para cada AcX.
fAhdra, sea Ul = {a¢°|an}.

Basta probar entonces que Ua<s U 'y u< Uy,

Dada deu, sea Rel tal que B<R o .

Sea ygSt(x,.Ba°); con x en %X. Existe entonces

St(z,B)eBA,_tal que x,'y est(z,B)°.

Sean B;, B2 €f tales que {x,z}<B; y {y,z}lc Ba.



Por tanto, existe Aeo tal que {x,ylcA vy
yesSt(x,a).

De donde.BAuﬁwd.

Recfprocamente, sea xeX y vyeS5t{x,B).
Como B<R & es inmediato que St{x,B)cSt(x,a).
Ademds St(y,BlesSt{x,a), vya que si zeSt(y,B),

‘exl{sten entonces Bi, B.ef tales que {x,y}<B,
v {y,z}eB2.

La condicién Bsgpe implica la existencia de

un elemento Aea tal que {x,zlcA.

Por tanto, zeSt{x,a).

Entonces St(y,B)CSt(x,d), de manera que
yest(x,a)’.

Como es ohvio que xeSt(x,a)®, entonces

ysst(x.uA“). ‘es deeclir, 5<qu°.
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29.

si f:(X,U)+(¥Y,V) es uniformemente continua,

entonces f:(X,Tu)+(Y,Tu) es continua.

Pemosthracidn.

Sea f:{(X,U)>(Y,V) uniformemente continua.

Sea Vety, v psf-l(v); entonces f(p)eVeTU.

Por definicidon de Ty existe BelV tal que
st(f(p),Blev.

Como ¥ es uniformemente continua, existe
aell tal que {f(L)]|tLeal< B.

Por lo tanto, f{st(p,a))cst{f{p),8)cV.

Entonces St(p,a)ef ~ (V).

Por consiguiente, fnl(v)etu ¥ f:(x,Tu)*

(Y,rv) es continua.
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30.

Si f:{x,U)>(Y,V) es uniformemente continua
y F es un filtro de Cauchy en {(X,U), enton-

ces F, =A{f(F)iFEF}+ es un filtro de Cauchy

en (Y,V).
Pemostracidn.
Sea Bel. Como T es uniformemente conti-

nua, existe cel tal que {f(L)|Leal}= B.

Como F es de Cauchy, existe Le F na.
Entonces f(L)<B para cierta Bef.

Por consiguiente BeFy vy Bef, por 1o gque
Be FinB, con PBel. Por lo tanto, Fi1 es de

Cauchy.
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1. 31. Proposicidn.

+En un espacio wr-pre-uniforme (x,u), las si-

guientes propiedades son equivalentes:

-
—

(X,U) es totalmente acotado.
il) Todo ultrafiltro en X es U~Cauchy

Todo filtro en X estd contenido en un

-
-
-

—

U-filtro de Cauchy.

Demostracidn.

i)=>ii) Sea F ﬁn ultrafiltro en X y sea ael.
- . Como, por hipstesis, (X,U) es total-~
mente acotado, existe Lca finito, tal
que Xeul.
Por lo tanto existe Lel tal que. Le F
(por 1. 16.).
Entonces Leg anF. Por lo tanto, F es

U~Cauchy.

1i)=ili) Como todo filtro es una direccidn, en-
tonces, por la observacidn I. 17., to-
do filtro esta contenido en un ultra-

filtro F=*,
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Por hipdtesis, todo ultrafiltro‘es.U-Cau—
chy.

Por lo tanto, todo filtro. est3 contenido

en un U-ultrafiltro de Cauchy. Pero todo
ultrafiltro es un filtro, por 1o que to-
do filtro estd contenido en un U-filtro

de Cauchy.

Sup6ngase que todo filtro en X est3 conte-
nido en un U~filtro de Cauchy vy sea ael.
Si no existe Lca finito tal que X = ul, 1a&a
familia F = {X-ul|lce finito}  es un fil-
tro.

Entonces, pofF hipbdtesis, existe Fo, U-Cau-

chy, tal que F cFy.

" Por 1o tanto, existe Le Fgno, 1o que es

una contradiccidn, porque X~Le FcFg.



32.

Teorema.

Sea A un subespacioc denso de un espacio se-
mi~uniforme (X,U).
Entonces A es totalmente acotado si y s&8ilo si

X lo es.

Pemositrnacidn.

Sup8ngase que A es totalmente acotado. Sea aell

y sea Bel como en . la condicidn dg‘Semi-uniformidad.
Como A es totalmente acotado, existen B,;, Bs,

e Bnee tales que A c<Byu ... UBn'

La densidad de A implica que X = Biu ... UB;.

n
St(Bi’Yi)cAi’ i=1,2, ..., n.

Sean A1, ..., Anea Y Yis:-++5 Y. €, tales que

Por ser U admisible, B;CSt(B;,Yi) para cada
i =1, 2, ..., n {por el resultado J1l. 19. a)).
Poer 1o tanto, X = Aju ... UAn’ con 1o que X

es "totalmente acotado.

Reciprocamente, es claro que todo subespacio
de un espacio totalmente acotado es también to--

talmente acotado.

e



11. 33. PnapoALciqn.

Si cada Uj es semi-uniformidad, eﬁtcncés,k
U(G) también es semi-uniformidad (Ver defi-

nicidn 55.).

Demostracitin.

Supbngase que cada (XJ,U ) es un espacio

J
semi-~uniforme.

Consérvese la notacidn de la definicidn 55.
Sea = g. (ai)a ag (e ) € U(G)
ea = gjl a1 ‘e g_j cc‘_.l € .

; n

Como cada Uj es semi~uniformidad, entonces,

existe Bier tal que para toda B en Bi;
i
existen u., A o, con la pro ié*
s Yg< i Y Apse; prop

Qad St(B-YB) cAg.
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3

-1
= Al
Sea B S5, (B1) Ag

i, [y
-1 -1
Entonces B = g. {B1)n ... ng, (B ), en don-
j1 Jn n
de BiEBi'
i “Tyg ) "My, )
Por tanto, si Yg = gjl YBI A L. Agjn (an
y A, = g. *(A, )n ... ng._l(A Y,
B Ja B i, B,
se tiene St(B,YB)CAB-
En efecto, sea CeYB tal que CnB = @.
Existen entonces C,eyg {( i =1, 2, ..., n)
i
I c =g, ' (c1) “*e)
tales que = gjl 1N ... ngjn n!: J
= -1 1
Por tanto, BnC = 951 {By nCi)n ... ngjn (Bnncn).

Como BnC = #, cada BinCi = d.
De donde, CiCSt(Bi,YB JeAg 5 con lo que.
i i

St(B,YB)CAB.

Por cons?guiente, U{G) es semi-uniformidad.



En forma andloga pueden probarse los dos re-

sultados siguientes:

Il. 34. Si cada U, es uniformidad, entonces U(G)

es uniformidad.

1. 35. Si cada Lf_i es totalmente acotada, enton- -

ces U(G) es totalmente acotada.

1. 36. Proposicidn.

J

St cada U es admisible, entonces U(G) e$

admisible.



En este caso, la topologia TU(G)’ inducida

por U(G) es la minima topologfa Tt de Z tal

que gj:(Z,T)+(Xj,rU } es continua para cada
j .

jed.

DemosLtracibn.

Si cada Uj es admisible, entonces por 1. 23.,
se puede suponer, sin pérdida de generalidad

que cada Uj es abierta. :u
Como cada gj:(z,ru(G))*(Xj,ruj) es continua

{por los resultados 11. 29 y 1. 23), Y

para cada anj, se tiene QST entonces -

-l
gj {a)e Tu(e)? asi que:

-l -1 -1 -
.95, (a1)§gjz (a2 )A... Agjn {e,)e T1(8) ‘para

cualesquiera ji, Jzs «ees jneJ Yy aier -
Ji

Por lo tante, U{(G) es abierta.
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Ahora, sea T como en el enunciado.
Entonces, como U{alaeuj} es base de T ,
sé tiene que u{gj—1 () | e Uj, jed} es sub-
base de T.

Pero esta familia es también sub-base de

TU(G)( Y, POr consiguiente, T= TU(G)'
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ll.'37.'0b42nuac£6n.

La familia de subconjuntos nulos de un espa-"
cio X es cerrada bajo uniones finitas e inter

secciones numerables.

Pemostracidn.

Si Hy, Hz2, ..., Hn son subconjuntos nulos de

X, exfste, para cada i = 1, 2, ..., n, una
funcidn continua ff:X+E0,1] tal que F{ul(o) =
T H..
i
"Sea F:X>[0,1] tal que f(x) = m'l'n{F..(x)Ii =1,
2, ..., . n}.

i -1
Es claro que f es continua y f {0)

—_

1
e nulos

T
Sea ahora Hy, Ha, ..., una sucesion d
en X.

Para cada nepN, sea fn:X+E0,1], continua,'tal

-1
que H_ = f_ {0) y sea f:X»[0, 11 tal que
- ‘
flx) =z 27" (x).
n=1 n
Es claro que f es continua y f(x) = 0 si y s&§
- =)
lo si xean.
n=1

102



B o0
Por lo tanto, f {0)*= n Hn es nulo en X.

Facilmente se demuestra la siguiente proposicién:

t1. 38. Proposicibn

Si (X,T) es un esracio tozocldgico Ry ¥y
si U es la pre-~uniformidad {(compatible) que -
consta de todas las cubiertas abiertas dc-X, 

entonces, (X,U) es completo.
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it. 39. Proposicibn.

Sea A un subespacio de un espacio pre—unifor— 
me, admisible y completo (X,U). Si A es c?rrg
do, entonces (A,U|A) es completo.
Reciprocamente, si (A,U]A) es completo y X es

de Hausdorff, entonces A es cerrado.

Pemostrnacidn.

S5e probar3d Onicamente la primera parte.

Si F3 es un filtro de Cauchy en (A, U|A), en-
tonces F= F1+ es un filitro de Cauchy en (X,U),
‘ya que si ael, existe Lea tal que LnAcF;.

_Por lo tanto, LeanF vy F es de Cauchy en (X,U).
Por éer X completo, existe xeX tal que E»x.

Si A es cerrado, entonces XxeA, porque Fi con--
verge a x también.

Por lo tanto, (A,U|A) es completo.



tt. 40. Teonema.

.

Sea {X,U} un espacio pre-uniforme y admisible.
Si {X,U) es compactoc, entonces {(X,U) es to-
talmente acotado y todo U~filtro redondoc de

Cauchy conwverge.

Reciprocamente, si (X,U) es completo y total-

mente acotado, entonces (X,Tu) es compacto.

Por tanto, un espacio semi-uniforme (X,U)
es completo vy totalmente acotado si y sdlo si

(X,Tu) es compacto.

Demostracibn.

Sea (X,tu) un espacio compacto.

Por el resultado 1. 5., X es éompacto si vy
s6lo si todo ultrafiltro converge al menos a
un punto de X.

Entonces, por el resultado 11. 17., todo ul-
trafiltro en X es U-Cauchy.

Por otro resultado (l1. 31.), todo ultrafi1;

tro en X es U~Cauchy si y sdélo si (Xx,U) es
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es totalmente acotado.

Por lo tanto, (X,U) es totalmente acotado.

Sea ahora F un U-filtro redondo de Cauchy.
Por ser (X,Tu) compacto, |l. S5.implica que,
existe un punto xeAF, Y por el resultado
1y, 16., F-rx.

Por lo tanto, (X,U) es completo.

RecTprocamente, sea (X,U) completo y total-
mente acotado.

Como (X,U) es totalmente acbtado, por el
resuitado 11. 31., todo ultrafiltro en X

es U-Cauchy.

Entonces, como (X,U) es completo, - todo ul-
trafi\fro en X converge.

Por lo tanto, usando nuevamente 1.5 se de-

duce que (X,Tu) es compacto.



ti.41.

Efemplos .

La nocidn de filtro de Cauchy genera-
liza el concepto de sucesidn de Cauchy para

espacios pseudo-métricos.

1. Sea (X,d) un espacio pseudo-métrico.

a) Para cada ¢>0, sea o ='{Bsd(x)|xeX}.~

Sea U, ='{uels >0}.

Entonces, ud es una uniformidad en X.

b) Dada {x_} una sucesién de puntos
neN

de X, sea F='{Sn|neN}+, con

sn = {yeX|y = x ~ para alguna mzn}f

Entonces F es un filtro.

) {x_1
© n neN

es sucesién de Cauchy en (X,d)

si y s568lo si F es filtro de Cauchy en

(x,u,) .
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i

d) Para todo filtro de Cauchy F; en (X,Ud);

existe una d-sucesidén de Cauchy {xn} ,

7 . neN
tal que si F ='{Snfne N}*, se tiene
F“"Fl.

Pemostracibn.

a) Primero, Ud es una pre-uniformidad,

< A i &= n .
porque o, (uel aez), si 8 mln(El{Ea).

Ademis, a6*<aE si 8§ = /3, porque,

d d
St(lea (x),aels)ch {x).

Por lo tanto, ud es una uniformidad.

b) Dados Snl. Snz, se puede suponer, sin

pérdida de generalidad que Sn1csnz (es

decir, n;z nz). De donde, SnIC(SnlnSnz)

vy, por lo tanto, {SnlneN} es base de fil-
tro.
Por consiguiente, {SﬁlneN}+ es un filtro.

c) Si'{xn] } es sucesidn de Cauchy en (X,d),
neiN

para toda € >0, existe N tal que si



d)

n, m =N, entonces d(xn,xm)< €.
Entonces, SN:BE(XN)e F.
Por lo tanto, para toda >0, aean "]

y F es filtro de Cauchy.

Reciprocamente, si f es filtro de
Cauchy, para toda aeud, se tiene

anF = @.

Entonces, dado e> 0, existen YEX,
NeN tales que:
d
SNCBejZ (y).
Por lo tante, para toda m, n 2N,

d(xn,xm)<e , es decir, {xn} es suce-

sion de Cauchy.

Como F; es de Cauchy en (X,ud), para

.
toda n existe | € F]na / .

-,
Como F € / ’ existe 2 ex ta‘ que

F. = B;/n(zn)’
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Sea anF1n .. nFn. Entonces, s i
S, ='{xn, Xos1 ...} v F = {Sy, S,

+
Sa, ... } , se tiene F~F,.

En efecto, sea St(Fo,as), con FgeFy,

e> 0.

Sea neN, tal que 1/n <eg. Entonces
St(Fn,aE):St(Fg, “J/n)'
Si ngt(S“n,ullkn), existe Kzln y zeX

tales que x, xkeﬁllkn(z), de manera

que d{x, xk)< 1/2n.

Por otro lado, por definicién,
G(Fk)s 1/2n. Ademas, FknF°= g,
Por lo tanto, si weFknFo, se tiene

d{x,w)sd(x, xk) + d(xk,w)<(1/2n) +(1/zh)
= 1/n y St(S“n,ul/un)cSt(Fd,a 1/ﬂ)c

St (Fu ,U.E) .

Por lo tanto, F'sF;'.
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a)

b)

Reciprocamente, es obviojque St(Sk,aE)cSt(Fk,uE)

para cada keN vy cada €>0.

Pero St(F, ,a_)eFi'. Por lo tanto, F'cF1'.

Entonces, F' = Fi1', «con lo que F~Fi.

De la construccién de II1. 41, 1., para cada
clase de filtros de Cauchy de un espacid
pseudo-métrico (X,d), hay una clase de fil=-

tros de Cauchy del espacio uniforme (X,Ud),

v 'es claro que son iguales.

De Il1. 41. 1., se deduce también que (X,d)

.es completo si y sélo si (X,Ud) 1o es.
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CAPITULC 111
EXTENSIONES Y COMPLETACIONES

En este capftulo, se estudiardn el teorema

de extensidn, el teorema de completaci&n de espacios

pre~uniformes, y sus respectivas aplicaciones

til. 1, Teorema de Extendddn de Espaclos Uniformes.

Si A es un subconjunto denso de un espacio
pre~uniforme vy admisible\J%J,UJ) ¥
Fil{A,UJAY> (XU, ) es una fun;ién uniformemeﬁ~
.te continua de A en un espacio semi-uniforme,

compiete y de Hausdorff (X,,Uz), entonces f

tiene una finica extensidn uniformemente con-~

tinua f*:(Xl;U1)+(X2.Uz)-

Demostracidn,
Sin pé€rdida de generalidad, se éuede suponer
que U, es abierta.

Sea xeA” y sea Fo = {AnV]|Ve N_}
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Obvtamente, Fx es un filtro en- A que converge

F_.
X

a x, Pporque NX]A
bomo Fx converge a un punto de A, entonces
Fx es un filtro de Cauchy en (A, U;[A).
Por el resultado 1. 30. se deduce que

o + .
H, = {f(Fx)]erFx} es un filtro de Cauchy

en (Xz ru2)~
i
Por ser Xz completo y T>, existe un (nico pun-

to y €X tal que H_+y_ . Si se define f*(x) =

* Pl X i
Yo? f* es una extensidn uniformemente conti-
nua de (Xa,Us) en (X2,Uz).

En efecto, como f es continua, si xeA, en-

-toﬁceé fix) = Yy.» PoOr lo que f* extiende a f.
Ahora, sea B:Uz y sea BielUz como en la con-
dicidn de semi~uniformidad.

Pdr ser f uniforﬁemente continua, existe ael,
tal que {f(ApL)[Leal<Bi; entonces [f*(L)]|Léa}
<B, vya que si xele o, con x, L fijos, vy

Bie BJ, BeB y Bzell, son tales que F(AnL)<B:

Y St(B1,ﬁ22¢B, existe FEFx tal que F<LnA

13



(ﬁues lhes abiertra y Fx*x).

Como Hx+f*(x), se tiene Ff*(x)ef(F) <f(LnA) <

Ba.

Por otre lado, Bi1cSt(B:,R2)cB. Por tanto,

f*(x)eB y Ff* es uniformemente continua.

Como (%2 ,U;) es un espacio de Hausdorff vy A
es denso en X1, entonces no pueden existir
dos extensjones continuas y distintas de f a

Ri.

Por lo tanto, f* es una extensidn uniforme-.

mente continua de f y ademés es dnica.
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ttt. 2. Notacibn.

Sea (X,U) un espacio pre~uniforme y admisible.

”
Sea X la coleccidn de filtros redondos de Cau

chy en (X,U).

. ~ ”
Para cada UcX, sea U = {FeX|UeF}.
Si cel, sean:

” J ”
o = {U]Uecal.

=

=A{g|an}.

-tlb. 3. Obsenrvacdiones.

NN
1) 51 AcBeX, entonces AcB.

tt) St «,Be y B<o, entonces B<o.

. ”
rr), ¥ = 0.
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tv) Para cada pareja de subconjuntos A,VB

”~ e L
X, se tiene (AnB)} = AnB,

Vo B e fal -~
v) Cada ael cubre a X, porque si FeX y

~ A

LeFna (F es U-Cauchy), entonces Felea.
vi) Por los incisos anteriores, U es una pre

uniformidad en X.

ttl. 4. Teorema de Completacién de Espacios Un.f:.ﬁlonméb.-_

Sea U una pre-uniformidad admisible y completa
mente extendible en un conjunto X.

Entonces ﬁ es una pre-uniformidad abierta y
completa en % y la funcién u:X*g tal que

vi{x) = Nx es una funcidn uniformemente conti-

. ”
nua de X sobre un subespacio denso de X.
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Adem&s (&,TG) es Tz v Ix}" = v“lu(x) para
cada x en X.

si (X,Ty) es también T», entonces v es un
encaje unimérfico.

51 ademés U es semi-~uniformidad, § es lnico

excepto por unimorfismos.

Pemos thactén

a) .
Por l1a cbservacidén IIl. 3., U es una pre~uni-

-
formidad en X.

-~ "~

Ademas, para toda LcX, L es abierto en X,

”
porque, si Fel, se tiene LeF, vy por ser F
" redondo, existe Bel tal que St*(F,B)clL.
Si F' eSt(F,8), sea MeB tal que F, F!' eM.
Entonces, MeFnF'nB y Me St*(F,B)<L.
! ~ N ~ ~ ~
Por tanto FleMclL y St{(F,B)ci. Entonces L

~
es abierte en X.

. ~ .
Por 1o tanto, U es una pre~uniformidad abier-

”n
ta en X.
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“Sea F un aﬁffltro de Cauchy.

Sea N = {Acxlﬁer}.

Entonces N es un U-filtro de Cauchy, yg.qﬁe sf
&su‘ Y 35 gnF, con Aga, se tiene que AgapnN.-
Por hipétesis N contiene un filtro redondo de
Cauchy Ng- Si Ngeﬁ, con AczX, se tiene que
AeNocl v ﬁ eF. Por 1o tanto, F+No ¥ G es

”
completa en X.

Fal
Por consiguiente, U es una pre-uniformidad a-

-~
bierta y completa en X. v

Ahora, sea v tal que vi(x) = N, -
Entonces x'ev ~vix) si y sélo si N = N_, -
y esto Gl1timo es equivalente a {x}~ = {x'} .

Por lo tanto, v iux) = Ix}".

-1, _
Como y(x) = N,» entonces Xeu (A) si y sé-

~
lo si A es vecindad de x, por lo que v 1Ay =

int A para toda AcX.

Ahora, sea ael.

Por ser U admisible, existe dﬁﬂ tal que

ay< Iint AlA cal.
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Por Yo tanto, {v(L)|Leas} < 3 (porque
vlint A)eA),

Por consiguiente,'v es uniformemente conti-
nua,

Se ha probado entonces que val(g) = int A

y v(int A} = A nv (X},

si Anv(X) = @, entonces, por 1o que se acaba
de demostrar, int A = @.
Pero si A # ¢, entonces int A ¥ @.

”~ ) . - A
Por tanto, A =@ y v(X) es denso en X.

Por lo tanto, v es una funcién uniformemente

- ”
continua sobre un subespacio denso en X,

lad
Falta verificar que (X,ra) es Ta.
- fad
Sean Fi,F2ecX, con Fi=F32. Como Fi1 y F2 son -
filtros redondos de Cauchy, vy son diferentes,

entonces tlenen miembros ajenos. Por 1o que

existen L ¢Fi1, MeFz2 con LpM = @. Entonces
” ~ ' ) . .
Ly M son abiertos ajencs que contienen a F.

y F2, respectivamente.

Fad
Por lo tanto, (X,Ta) es Ta.
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. ~1

si {X,U) también es T, sea v :v{X)>X vy
sea oel.

~ A1 )
Tomando f =oa|v{X), se tiene v (B) = {int L]
Leal<c,

-1
Entonces v también es uniformemente continua

¥y Vv es un encaje unimbérfico.

Por Gltimo, si U es semi-uniformidad, v es
inica salvo por unimorfismos, porque si

vt {(X,U)+{y,V¥) es otro encaje unimérfico so-
bre un subespacio denso de un espacio semi-uni_

forme y completo (Y,V}, 1las funciones:
vley Yiu(X1+v! (%) y vev! tiut{x}l-v(x]

tienen extensiones uniformemenfe continuas
> ~
v XY ¥y V:iY*X tales que weu y Uev .son la

identidad en v(X) y vi{X}, respectivamente.

Por lo tante, v y v son ambas unimorfismos vy
. -1 ‘
Vo= oy,
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APLICACIONES DEL TEOREMA DE COMPLETACION DE ESPACIOS

UN I FORMES .

5.

Conolanio.

Un espacio topol&gico (Xx,t) es R; si y sélo
si existe una pre-uniformidad U en X, admi -
sible y completamente extendible, tal que

T = Ty
Demoétnacidn.

sea (%,T) By y sea U 1la coleccién de cu~
biertas abiertas de X.
Sea F un U~filtro de Cauchy.

Entonces AF = ¥, porque en caso contrario,

‘a = {X = N7|NeFlel y anF = @, lo que ésv

una contradiccién, porque F es de Cauchy

en (X,U).

Sea ahora xeAp v Ve Nx.

Para cada ye X *{x}-, sea Vy un abierto. tal

que  ye vycv; e« X -~ {x}" y sea g = {V}v

AV lyex - {x}"}.
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Como F es Ue~Cauchy, existe Le BnF.

Entonces L = V, porque si L = V
para alguna yeX -~ %} , se tendria que xel

= V;c X - {x} , 1o que es una contradiccidn.

Por lo tanto, VeF y F-x.

Se ha probado entonces que U es completa.

Para probar que U es completamente extendible,
basta demostrar que para cada xeX, el filtro

de vecindades Nx es redondo.

si VeNx es arbitrario y se construye 8 co- -
‘mo arriba, entonces St*(Nx,B)= V. -

for tanto, Nx es redondo.

Recfprocamente, sea U una pre-uniformidad ad
misible y completamente extendible.

”~ ”~ fad
Sean X, U y v:X+X como en el teorema de com-
pletacidn.
Si %3 ¥ %2 son puntos de X con cerraduras dii‘
tintas, entonces v(xi) =v{(x2), porque

Xy} = v vxg) oy x2}7= VTJV(Xz).

122



’ »
como X es T2, existen A, B cX ajenos, ta-

”~ fad
les que v{xideA v vixz2)eB,
Por lo tanto, int A e int B son abiertos
ajenos que contienen a X1 ¥ X2, respectiva-

mente, Yy X es Ri.

Corolanio.

sea (X,U) un espacio semi~uniforme.

Entonces, (&,ﬁ) es un espécib semi~uniforme,
completo y Ta, vy la funcidn V:X+§ tal que
vix) = Nx es .una funcién uniformemente con-

~ B
tinua de X sobre un subespacio denso de X.

st (X,U) es Ta, entonces V es un encaje uni_
”n N .
mérfico y (X,U) es Gnico excepto por unimor-

fismos.
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DPemostracidn,

Por ser (X,U) un espacio semi~-uniforme, U es
una pre-~uniformidad admisible en X.

Por el resultado Il. 15., todo filtro de Cau
chy en un espacio semi-uni{iforme contiene un
filtro redondo de Cauchy.

Por otro resultado (1!. 17.), si un U-~filtro
de Cauchy F converge a un punto xeX, enton-
ces el filtro minimo de Cauchy F'! coincide con
el filtro de vecindades Nx de x.

Por lo tanto, todo filtro de vecindades es
redondo de Cauchy.

Se cumplen entonces las hfpétesis del teore-

ma de completacidn de espacios uniformes.

12y



trl. 7. obaanvaca:ofn.

Sea U = U,, en donde d es una métrica en X.

Sea (X*,d#*) la completacidn métrica de (X,d).
Entonces existe una isometria i:X*X* sobre
un subespacio denso de (X#*,d¥*). .

La isometria i induce un encaje unimérfico
de (X,Ud) en (X*,Ud*).

Por l1a unicidad de las completaciones,; los

~ A .
espacios (X*,Ud*) y (X,Ud) son unimérficos.

b, 8. Proposdeddn,

Sea (X,U) un espacio semi-uniforme.
~
Entonces X es compacto si y s&lo si (X,U)

es totalmente acotado.
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Demos trhacibn,

Por.el teorema ll.'32., un subespacio denso
de un espacio semi~uniforme (X,U) es total-

mente acotado si y sélo si X lo es.

Por el teorema I}, 40., un espacio semi-uni-

forme es compacto si y s8lo si es completo y

totalmente acotado.

pe ahl el resultado,

Proposdicidn.

St U es una semi~uniformidad totalmente aco-

tada en %X, entonces (X,Tu) es completamente

rggular.

-Reclfprocamente, todo espacio completamente

regular tiene una uniformidad compatible y

totalmente acotada.
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Demos traciln,

Supdngase que U es una semi~uniformidad to-
talmente acotada en X.

Por la proposicién anterior, el espacio
(Q,Ta) es compacto.

Por el teorema de completacién, X es también
Ta -

Como todo espacio compacto y Tz es completa-
menté regular, entonces, § es completamente
regular.

N ~ .
Si xeVer vy v:iX>[0,1] es una funcidén continua

~ A ~ -1

tal que u(Nx) = 0 y X = Veu (1}, entonces,
Fad

v o= vov:X+[0,1] es continua, u(x) =0 vy

X - Veu t(1).

Por lo tante, X es completamente regular.

Recfprdcamente, por el resultado 11. 24,
todo espacio.completamente regular tiéneruna
uniformidad compatible U Forméda por cubier-
tas finitas.

U es entonces una uniformidad totalmente a-~

cotada en X.
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111, 10. Proposdicibn.

Si para cada jed, uj es una pre-uniformidad
admisible y completa en Xj’ entonces, la

pre-uniformidad producto U{G) en Z = 1 X

LS

jed
es también una pre-~uniformidad admisible y

completa.

TDemostracibn.
Para cada jedJ, sea gj:Z—»X_i la proyeccibn.

Por el resultado I. 23,, se puede suponér,
sin pérdida de generalidad, que cada Uj es
abierta.

Sea F un U(G)-filtro de Cauchy.

Por el resultado I1. 30., (gj(F))+ ‘={gJ.(F)l

_FeF}+ es un qufiltro de Cauchy.

-+
.S . tal . .
ea xJer al que (QJ(F)) *XJ

}' en Z.
jjeJ

Sea x = {x
Como TU(G) es la topologia producto de Z, en
tonces se tiene que F+x, Yy por lo tanto,

U(G) es completa. Y, por LIl. 36., U(B) es

admisible.

128




111. 11. Corolario.

Si para cada jedJd, Uj es una semi-uniformidad
completa en Xj’ entonces la semi-uniformidad

producto U(G) es también completa.
Demostrhacidn.

Por el resultado 1. 33., U{(G) es semi-uni-~-
formidad.
Entonces, por la proposicidon anterior {111,

10.), U(G) es completa.

Fi:12. Observacibn.

Consérvesé la notacidn de 1a definiéién 55.

En generai no es cierto que si caéa”
Uj es una uniformidad‘completa ¥ ‘cada g;.
es suprayectiva, esto fmp\ique que. U(B)

sea completa.
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Por ejemplo:

Haciendo las siguientes sustituciones en la defini-

cidén 55:

@ (racionales) por 2Z;
Ix(R*nQ) por J (con ] irracionales, R reales po
sitivos);

7 (enteros) por X., para toda J,

—

Y, definiendo Uj = {a}, en donde o = {{k}|kez},

y para cada j = (i,e) en J, sea Dj:Z+Xj tal que
pj(r) = [{r-i)/el= parte entera de (r-i)/e.
Entonces, cada UJ es uniformidad vya que &% = .4,

Adem3s (Xj,Uj) es completo, porque si Fes un.Uj—

filtro de Cauchy en X,y {x}eFne, entonces Frx.

Ahora, sea {z_1} una sucesién decreciente de ele-
neN :

mentos de @ tal ‘que zn+/f en la topologfia usual

de R.

Para cada neN, sea S, = {zm|m2n} y




F ='{Sn[neNJ+ (en Q).
Entonces F es claramente un filtro en Z.
Ademds, F es un U(G)-~filtro de Cauchy, vya

que si J = (i,eled, vy pj—l(&) = {(i+ke,

i+{k+1)e)n @lkez}, <claramente existe koez

tal que Y7 elLit+koe, i+(ko+1)e), i.e.,
itkoe =5 /7 <i+(kg+i)e.

Por lo tanto, existe Nejy tal que

syclitkoe, i+{(kg+1)e), vy, por consiguien-
-1

te, p.j (x)nF = @ para toda jed.

De donde, F es un U(G)-filtro de Cauchy.

Ademids, TU(G) es la topologila usual de é,

por la que F no converge en é = Z.

Entonces, (Z,U(G)) no es completo.



1ll. 13. Proposdicibn.

Sea'{(Xj,Tj)ljeJ} una familia de espacios

completamente regulares no vacios.

Entonces Z = It X. es topolSgicamente com-
Jjed J

plefo si y s8lo si Xj es topoldgicamente

completo para cada jeJ.

Demostrhacitn.

Supdngase que Z es topoldgicamente complieto.
Sea joed. Es Fécil.vergficar qua Xjn esrhO"
meomorfo a un subespacio S de Z tal que

s =ul{x} |xes}.

Sea U una uniformidad compatible y completa

de Z.
Sea F un filtro de Cauchy en (S,U]|S).

Claramente F' es un filtro de Cauchy en (Z,U).



. +
Por tanto, existe ze¢Z tal que F >z Yy ne-

cesariamente ze$S .

Sea xeS tal que zeix} .

Por la regularidad de 2, se tiene F-x

(be hecho, el conjunto de puntos de conver-
gencia de F coincide con:{x}-).

Por 1o tanto, (S,U}S) es completo.

Reciprocamentes, por el resultado I1. 36.

si cada Uj es admisible, entonces U(G)

es admisible.

Por el resultado Il. 34.°%2 si cada Uj es
uni formidad, también lo es U(G).

Y por el resultado ft1. 10., si cada. u;
es completa, U(G) también es completa.

" Por consiguiente, si cada Uj es pre~unifor-
midad admisible y completa, entonces U(G) lo

es también.
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111, 14, Conrolanio

Todo espacio topoldgico homeomorfo a un sub-
conjunto cerrado de un productoc de espacios

métricos completos es topoldgicamente comple- .

to.

1L, 15. Proposdicibn.

Sea {Vi]ieJ} una familia de conjuntos ‘coceros
en un espacio X.
Entonces A = n{V;]|icJ} es homeomorfo a un sub

conjunto cerrado de XxRJ.

Demostraciin.,

Para cada ied, sea g ,:X+R wuna funcidén conti-

-1
nua tal que X-V, = g, (0) y - sea f;:A*R

definida mediante la férmula Fi(a) = 1/9;(3)-



Sea j:A+X la inclusidn.

"Claramente {j}G{fi[ieJ} es una familia de
funciones continuas que distingue puntos de
cerrados.

lLa funcidn evaluatoria f es entonces un en-

caje de A en Xx kJ.

Se denotardan por {y, B;} con yeX vy BEER’
ied
a los elementos de Xx RJ.

Sea p = {x,ai} € XXRJ-f(A).
ied

Entonces x¢éA o xXeA vy existe jged tal que .

ajogfjo(x)'

En el primer caso, existe iged tal que x&V{.l’:
- g

Y, por tanto, gio(x) = 0.
Sea M>0 tal que aie(-M,H) y sea U=
)
-1,
9%, (=1/M, 1/M).

Para cada aeUnA, se tiene Ifio(a)|>M.
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De donde, U x {(=M,M) x I Ri’ con Ri =R
fed-{iol
para cada iedJ, es una vecindad de p que

no intersecta a f(A).

Para el segundo caso, sean Ili, l inter-

valos abiertos ajenos tales que a; €la y
f. (X)Ell.
Jao

-1
Sea U un abierto en X tal que UnA =fj° {t2).

Entonces U x lax I Ri es una vecindad de
fed-{jol}
P que no intersecta a f(A).

‘Por lo tanto, f{A) es cerrado.
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L.

16.

17.

Conolario.

Todo P-~cerrado en un espacioc X es

morfo a un cerrado en un espacio de

ma XxRJ.

Conrolandio.

homeo~

la for

Sea‘{Bj]jsJ} una coleccidn de F_'s en un

espacio topolSgicamente completo (X,T).

si B= n Bj’ entonces (B,T|B) es también

jed

topolSgicamente completo.
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f11. 18. Conolanio.

Todo GG en un espacio métrico (X,d) es ho-

. LW
meomorfo a un subconjunto cerrado de ¥Xx R .

11i. 19, Proposicidn.

Sea {Lalu € J} una familia de subconjuntos

de un espacio de Hausdorff VY. e
Si X = n Lu’ entonces X es homeomorfo a un
aed
subespacio cerrado de L = I La'
aed
Demostracion.
Para cada aed, sea U&:X+La la inclusién

y sea V:X+L la funcién evaluatoria de l'as -

1
\)as.




Es claro que VU es un homeomorfismo sobre su

imagen.

Sea zel - v(x).

Entonces existen al,qsz tales que z{aip)=

Z(Q2)-

Sean Vi, yz abiertos ajenos en Y tales que
z(ai)sVi (i =1, 2).

Por tanto, zZ pertenece atl abierto

W =

=1 -1
pul (Lalnvl)n pmz (Laznvz) Y

“Wnu(X) = 4.
Por consiguiente L -~ vix) es abierto.

Con lo que v(X) es cerrado en L.



l11. 20. Corclandio.

Sea'{Bj[jeJ} una familia de subespacios to-~
‘polbgicamente completos de un espacio Tz X.
Entonces B = nB es también topoldgicamen

te completo.
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CAPITULO 1V

CUBIERTAS NORMALES Y
BASES DE WALLMAN

En este capitulo, como su nombre lo indica,
se estudiarin cubiertas normales y bases de Wallman,

junto con sus aplicaciones.

IV. 1. Teonrenma.

Sea ®1, G2, ... UNa sucesién normal en un espa
cio topoldgico (X,T). Entonces existe una

pseudo-métrica p en X tal que:
a) La identidad i:(X,T) (X,Tp) es continua.

(x)|xeX}

b} Para cada n =1, 2, ..., an<{Bz-n+l
y Bz_n_z(x)lxex}<un.
c) Para cada xeX, nEISt(x,an)- = {yeX|p(x,y)=0}

Pemostracibn.

Sea d:XxX+R tal que:



- . : .
0 si Y€n215t(x’un)
dix,y) = 71 si yé¢ St{x,a1)

znsi  ve Stlx,a ) - st(x,a )

Entonces:

i) d{x,x) = 0 para toda x en X

i) d(x,y) d{y,x) O para cualesquiera x,y en X.

iii) Si €>0 es tal que d(x,y)<e y d{(y,z)<e,

entonces d(x,z)<2e.

i) vy ii) son claras. En cuanto a iii), si
d(x,y)z1/2 o d(y,z)= 1/2, entoﬁces 2e>1,

y lta conclusién es clara. Por tanto, quén—
gase que existe un entero k>0 tal que
d(x,y)s(l/Z)k+1<E y d(y,z)s(‘l/Z)k+1 <E . Se

tiene entonces que yeSt (x, ak+1)n5t(z,ak+1).

*
Como Cppy . <% s existe Leak tal que .
St(y,ak+1)cL. En consecuencfa,'szt(x,ak)
. a( ye 1. 2 5 :
¥ X,z — = — <2¢
2k 2k+1 .

Ahora, sea p:XxX*R tal que:
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plx,y) = inf{d(x,x1)+d(x1,xz)+...+d(xn_1,xn)+
+d(xn,y)|(x1,xz,...,xn) es una
sucesidén finita en X}.

Por consiguiente, o0 es una pseudo-métrica en

X, va que de las propiedades i) y ii), se

sigue que p(x,x) = 0 y p(x,y) = p(y,x)=0 pa-

ra cada x,y en X.

En cuanto a la desigualdad del triangulo, si

existen x,y,zeX con p{x,z)>p(x,y)+p(y,z), en-

tonces existen sucesiones FinTtas Xjp,...,xX Yy

n
Yis.--,y, tales que p(x,y)+%>d(x,x;)+...+
.

dix_,y) vy ply,z)+5>d{y,yi)+...+dly_,z), en
donde & =p({x,z)rp{x,y)-p(y,z). Por lo que
px,z)>d(x,x1)+.. ~+d(x_Ly)+d(y,y1)+. .. +d(y ,2)
lo cual contradice la definicién de p(x,z).
Ahora, para cada sucesidn finita x, x1, ...,

Xpr ¥ en X, se tienen las desigualdades:
iv) dix,y)/4 =< pix,y) = d(x,y)

v) d(x,y)de(x,x1)+hd(ﬁ,x2)+...+hd(xn_1,xn)f;i
+2d(xn,y).

En efecto, si V) fuera falsa, entonces sea N



e] minimo natural tal gque existen

Xy Yo X1y «oa Xy € X con la propiedad:

d(x,y)>2d(x,x1)+bd(x1,x2)+ ... +bd(xN_1,xN)+
+Zd(xN,y)

Si N=1, se tendrfa d{x,y)>2d(x,x1)+2d{x1,y)

1
Tomando & tal gue d{x,x1)+d{x1,y)<e<;d(x,y),
la propiedad iii} implicarfa d{(x,x1)=2e o
d(xi1,y)ze, lo que es una contradiccién.

Por tanto N>1.

fi'i) también implica que para cada r, c§n
IsrsN, se tiene que d(x,y)de(x,xr) o
d(x,y)szd(xr,y), y en particular para r=1, 
necesariamente se tiene que d(x,y}s2d(x1,v),

porque en el caso contrario se tendria que :

B

di{x,y)<2d(x,x1)+4d(x1,x2)+ ... +
hd(xN_l?xN)+2d(xN,y)

lo que contradice . a la definicién de N.

Entonces, tiene sentido definir !

k=mAx{rf{isrsN vy d(x,y)SZd(xr,y)}.
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Se tiene que 1=k, y k no puede ser N, porque
si k=N, entonces d(x,y)szd(xN,y)SZd(x,x1)+
bd(xy,x2)+ ... +4d(xN_1,xN)+2d(xN,y), que de
nuevo e€s una contradiccidn.

Por tanmto 1sk<N, y por definicidén de k se si-
gue que d(x,y)=2d(x,x, . ,) v d(x,y)SZd(xk,y).‘
Luego, d(x,y)sd(x,xk+l)+d(xk,y) )
s(2d(x,xy)+b4d(x; ,x2)+ ... +

hd(xk_l,xk)+2d(xk,xk+1))+

(2d{x) ,xp Y Hld Xy Xy )+ v+
l’d(xN+1’xN)+2d(xN’Y)) =
=2d(x,xy)+4d(x1 ,x2)+ ... +
kd(xN_l,xN)+2d(xN,y)
lo que es una contradiccidn; asi, v) queda de-

mostrada.

Ahora, se probard la propiedad iv): Como caso
‘particular de v), se tiere gue @

Eié;ll sd(x,x3)+d(x1,x2)+ ... +d(xN§1,xN)+d(xN,y)

para cada sucesidn finita x, X1, ... 2Ry Y en X..

.Entonces, d{x,y)/4 < p(x,y) para cada x,yveX.



Adem8s, claramente p(x,y)sd(x,y). Por consi-

guiente iv) queda demostrada.

Volviendo al teorema, b) y c) son inmediatas

de iv) y de las definiciones de d y p.

Si T1 es la topologia inducida por la unifor-
midad Ui={et1,02, ...}de X, es claro que TicT;

de b) se sigue que para cada neil y xeX,

P -
St(x,an+2)=82_n(x), 1o que nos dice que TpCTl,

de manera que nfT, Por tanto, i:(x,T)+(X,Tp)

es continua.
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Teonrema.

Sea a3;,%2, ... una sucesién normal en un espa- -
cio X. Sea p la pseudo-métrica en X, definida
como en VvV, 1.

Entonces:

i} Si la sucesién es completa, p es completa,.
ii) Si la sucesidon es wA para cada cerrado KcX,

la Tp—cerradura de K coincide con

‘{yeXlp(x,y)=0, para alguna xeK}. Adem3s,
la Tp—cerradura de cada punto de X es .nume-

rablemente compacta.

Demostracidn.
i} Sea xi1, X2, ... una p~sucesidn de Cauchy en -~
X. Para cada nel, sea Fn={xklk2n}’y sea el
filtro F={FnlneN}f.sea Us{o1,@2, .. }. En-
tonces F es un U-filtro de Cauchy.
Para probarlo, sea neN fijo, y sea mel tal
que p(xi,xk)<2'("+3), si j,k=m. Entonces

* . .
<o, existe Gean tal que

como Q
nt+y

147



—

St(xm,an+1)cs. Ahora, si xfeFm es arbitra-

rio, entonces p(xi.xm)<2-(n+3) ¥y, por tanto,

xieSt(xm,chH_l)cG' es decir, chG Yy GeFnao.

Como por hipbtesis U es completa, existe x&X
tal que F+x en (X,Tu). tomo se tiene que
T,STy» entonces F>x en (X,p). De donde p es

completa.

Sea y cualquier puntoc en la Tp*cerradura de

K. Para cada n =1, 2, ,.. , sea x €K tatl

que p(xn.y)<2—n"2. Por un resulitade -(IV.1.ii))
se tiene que xneSt(y,an)- Por ser o1,0z2, ++.

una sucesidn wA, existe un punto xeX tal que

XX Por ser K cerrado, se tiene que xeK.
- o . - o0

Ademss , xﬁngt(y.an) = nQJSt(y,an).

Por el resultado (V. 1. §iii), se tiene que

plx,y) = 0.
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tv.

3.

Por dltimo, si xeX, A es la T _cerradura de
{x}y yeA, entonces pl(x,y) = 0, con lo que
d{x,y) = 0.

Por lo tanto, si se toma una sucesidn

Xl, X2, ... de puntos de A, por ser

®,032, ... WA, entonces xi, X2, ... Se acu-
mula en un punto de X, que debe ser elemen-
to de A, porgue A es tT-cerrado. Por consi-

guiente, A es numerablemente compacto.

i

Teorema.

Si o es una cubierta normal de un espacio X,
existe un espécio métrico Y y una funciéﬁ
coentinua y suprayectiva f: X->Ycon la propie-
dad:

) para toda xeX, existe un elemento Axea

tal que xeAx ¥ f(x)&f(X—Ax) .

lug:



Pemostracidn.

Sea &3 ,02, ... Upa sucesidén nérmal, en donde
¢=01. Sea p como en IV, 1. Para cada pareja
de puntos x, x'eX, sea x~x', si y sodlo si
p(x,x') = 0.

Claramente ~ es una relacidén de equivalencia,
y se puede dotar al conjunto cociente Y =X/~
de una métrica poniendo p1(Lx], [x'I)=p{x,x'}),
en donde [x1, [x'] denotan las clases de equi
valencia de x, x!, respectivamente.

La funcidn f:X+Y definida por la férmula

f(x) = [x] es entonces continua y suprayecti-
va.

Ahora, sea xeX vy A e tales que St(x.az)CAx.

Si vy € X-A_, entonces vésSt(x,az) y, por tanto,
si d es como en V. 1, se tiene que %#d(x,y)‘
y u%d(x,y)Sp(x,y). De donde,
32p(x,y)=p1(C[x1,[yI)=p1 (F(x),F(y)), asi que

f(x)&f(X-Axr y se cumple 1a propiedad *).
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1v. 5.

Conolandio.

a)

Sea o una cubierta de un espacio X. Si o
pertenece a una sucesidn normal completa,
en el teorema anterior (IV. 3.), se puede

tomar Y completo.

b) Sea o una cubierta de un espacio X. Si a
pertenece a una sucesidn normai y wh exis
te una funcidn continua cerrada y con fi-
bras numerablemente compactas de X sobre
un espacio métrico.

Lema.

Sea B una b?se de Wallman normal de un espa-

-cio no vacio X y sea U={Uj|jéd} una cubierta

punto finita de X con elementos de B y con

la propiedad siguiente:

Si

ne

{lejeJ}CB y para cada jeJd, Bjcuj, se tie
U{Bj ljedleB.
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Entonces existen elementos HJEC(B) (Jed),

tales que HJCUj para cada jed y tales que

X = U{HJIJEJ}.

Pemosthacidn.

Sea F la familia de funciones F que satisfa-

cen:
a) Dom Fcd, Rango FcB.

b) Para cada je Dom F, existe AjeC(B) tal que

ideA.cu. .
F(j)e JCUJ
c) *=u{F(j)ljeDom F}UU{UjleJ-Dom F}.

Para la demostracion basta probar que existe
FeF tal que J = Dom F.

vEs claro que F#9, porque @eF.

Ahora, si se ordena F parcialmente por incliu
sién y'{Filiel} es una cadena en F, entonces

F = U{Filisl}eF; En efecto, F satisface obvii'
mente las condiciones a) y b), v si F no cum-
pliera ¢}, entonces existirfa un punto

xeX={UF(j)|jeDom F}UU{UjljeJ-Dom F}.
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St Ji1, ... ,j; son los elementos | de J tales
que xe%(recuérdese que U es punto finita), en
tonces {ji, .--. ,jn}CDom F. Como

pom F = U{Dom Filiel}. existe iel tal que
{j1, .o ,jn}cbom F;- Pero entonces, por la
propiedad c¢) de F., existe jeJ-Dom Fi tal que
erj, lo que es una contradiccidn. Se puede
aplicar entonces el Lema de Zorn(zz y dedu-
cir la existencia de un elemento maximal FeF.
Por 1l1timo, Dom F = J, ya que en caso contra-
rio existiria un elemento jeedJ-Dom F. Enton-

ces, aplicando la fdltima parte de la hipdte-
sisrcon BJ = F(j) para‘jeDom F, Bjo=¢ Y Bj=Uj
para je(J-{jel}}~Dom F, seAdeduce que

B = U{F(j)ljeDom F}UU{UjljeJ-{jo}-Dom Fl es un
elemento de B.

Por definicion, X-BcUJO

ﬁomo B es normal, existen B', B''¢B tales que

X=-BeB'cX-B!'ley, .
Jo
Por consiguiente, Fi: =F uv{(jo¢,B')}eF en con-
tradiccidn con la maximalidad de F.
{2) Ver, por ejemplo, L[Kel, Teorema 25, péag. 33
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Iv.

6.

7.

Observaciones.

a) Sea {UiljeJ} una familia localmente fini~
ta de conjuntos coceros en un espacio X.

Entonces U{UjijeJ} es un conjunto cocero.

b) Sea {UjljsJ} una familia localmente fini-
ta de conjuntos coceros en un espacio X y
para cada jed, sea Hj un nulo en X conte-

H

nido en Uj' Entonces H =ng j es un nulo

en X y U = ngUj es un cocero en X.

Conolario.

Sea U una cubierta abierta punto finita de un
espacio normal y Ro(X,T). Entonces existe una

funcidn F: U+t tal que:

i) F(U)'cu para cada Ul -
it) X = u{F(u)luel}



Iv.

V.

8.

Conrnolanio.

Toda cubierta abierta localmente finita de un
espacio normal y Rg tiene un refinamiento co-
cero y localmente finito, y tambié&n un refina

miento localmente finito formado por conjuntos

nulos.

Corolanio.

Sea U = {Ujljed} una cubierta cocero y local-
mente finita de un espacio completamente regy

lar X. Entonces, existen conjuntes nulos ' T

'{HjljeJ} tales que:

i).Hch_i para cada jed

1) X = ulH;ljedd.
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Ly.

10.

Teorema.

Sea U = {UjljeJ} una cubierta cocero y ]oc;]-
mente finita de un espacjo completamente regu
!arIX. Entonces U tiene un #%-refinamiento co-
cero y localmente finito. Por tanto, U es nor

mal.

Demostracidn.

Por el corolario anterior (i1V. 9), existen
conjuntos nulos Hj tales que HJCUj para cada
jed y tales que X = U{Hjljed}. Para cada sub-
conjunto finito A de J, sea:

c(A) = (n{UjljeA})n(n{x-HjljeJ—A} ).

Entonces, C = {C]C = C(A) para alguna AcdJ
finita} es un A-refinamiento cocero y local~
mente finito de U. Si AcJ es finito, se tfeﬁe
que:

X-C(A) = (u{X-UjIjsA})u(u{Hjljed-A}).

Por un resultdo (!V. 6b)), U{HjljleA} es un
conjunto nulo en X, por lo que X- C(A) es tam

bién nulo por ser unidn finita de nulos. Por
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tanto, cada elemento de C es cocero en X.
Si peX y A = {jeJIpeHj}, entonces peC(A), por
lo que C es una cubierta de X.

Ahora, como U es localmente finita, también
io es C.

Finalmente, sea peX, y sean joed y Acd finito
tales que peHjn v peC(A). Entonces, jo<A, por

que si Jjoed-A, entonces C(A)cX-H lo que es

Jo?
una contradiccidn, porque psC(A)nHj;. Por con
siguiente, C(A)CUjo para cada C(A)eC que con-
tenga a p, de manera que St(p,c)cuju. Por tan
to, CA<U. t-

Repitiendo el argumento, se encuentra una cu-
bierta cocerc y localmente finita v de X tal

que UA<T. Por 1o que v es el *~refinamiento’

.que se querfia.
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iv.

i1.

Conolandio.

En un espacio pseudo-métrico toda cubierta

abierta es normal.

Pemostracidn,

Todo espacioc pseudo-métrico es paracompacto y
y completamente regular (l. 26). Entonces, por
los resultados IV, 8 y IV. 10, toda cubierta

abierta de un espacioc pseudo-métrico es normal.

Cornolanic.

Una cubierta abierta U de un espacf0»topolé;
gico X es normal si y sdlo si exi;ten un espi!
cio pseudo-m8trico (Y,p), una funcién conti-
nua f:X+(Y,p) y una cubierta abierta vy de

(Y,p) tal que f *(y)<u.

Demos thacién.

La necesidad es inmediata del resultado IV. 3.

Recfprocamente, por el resultado |. '19. in),
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13.

- * =1
si B*<y, entonces [F 1(B)} <f “(y). Por tan-
to, utilizando el resultado anterior, se tie

ne la suficiencia.

Teonrema.

Una cubierta U de un espacio completamente
regular X tiene un refinamiento cocero y

o-localmente finito.

Demosthracidn.
Sea U = U U , en donde cada U_ es una fami-
n=i n n

lia cocero y locaimente finita., Sin pé&rdida
de generalidad, se puede suponer que .
Ujclzclize ... Para cada n=1, 2, ... , sea

X, = D{U!Usun}. Por el resultado IV. 6. a),

se deduce que cada Xn es un conjunto cocero

de X, por lo que existe Fn:x+[0,1] tal que

X, = f;‘((o,u), f, continua.

-1 _ ’
Sean ahora Mn,k = f_ (C1/k,11) con n,k =1, 2,

cee 3 ¥ Mk = M, ku «e an K Se puedén veri-
L4 b

ficar facilmente las siguientes propiedades:




i) M;CMgCMzCMgC “ .

i) X = ulM TkeNd
fii) MkCXk para cada kel

iv) Mk es un conjunto nulo en X para cada keN

Sea wn = {Un(X—Mn_l)erUn}, en donde Mg = @,
y W = U{wn]neN}. Entonces se tiene que W es

una familia cocero en X.

W es upa cubierta locaimente finita de X que
refina a U. En efecto, sean xeX y nel tales
que xeMn'Mn_l. Entonces xeXnn(X—Mn_l). De don
de, existe UEUn tal que xelU. Por consiguien-

te, ern(X—Mn_l)ewn, por lo que W es cubierta.

M es una vecindad

- 0
(=4
Ademas, como xeMn Mn+1' e+t

de x que s56lo puede intersectar a elementos.dé
Wy, ..., wn+1 y, como estas familias son lo-
calmente finitas, existe una vecindad de x que.
s61o intersecta a un niimero finito de elemen-
tos de W. Es inmediato que W refina a U.

Por tanto, toda cubierta cocero y dflocalmenfe
finita tiene un refinamiento cocero .y lqcaImeg

te finito.



El recfproco es obvio.

Se pueden resumir los {ltimos resultados

en el siguiente teorema:

Vs 14, Teonrema.

Si X es un espacio completamente regular
Yy V es una cubierta abierta de X, som
equivalentes:

+

a) v es normal

b) Existen un espacio pseudo-métrico 'Y,
una funcidn continua f:iX>Y Yy  una cu
bierta abierta . v de Y tales que

£ (u)< v.
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c¢) v tiene un refinamiento cocero y d-dis~’

creto.

A

d) v tiene un refinamiento fuertemente co-

cero y og-discreto.

e) v tiene un refinamiento cocero y o~local

mente finito.

f) v tiene un refinamiento fuertemente coce-

ro y orlocalmente finito.

g) v tiene un refinamiento cocero y localmen

te finito. -
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Pemostrnacion.

a)=>b) es el corolario 1V. 12.

b)=>d) es consecuencia del hecho de que todos
los espacios pseudo-métricos son paracom=-
pactos y de que las cubiertas abiertas de.
estos espacios son fuertemente coceros

(ya que todo abierto es cocero)
d)=>f) es trivial; entonces b)=>Ff)

b)=>g) se obtiene de b)=>f) y del resultado

Iv. 13.
c)=>e) es inmediata.
~e)=>g) es el resultado IV. 13.
g)=>a) se deduce del! resultado IV. 10..
d)=>c) es trivial |

f)=>e) es trivial
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Iv. 15. Conrolanrio.

Toda cubierta cocero numerable de un espacio
completamente regular tiene un refinamiento

cocero, numerable y locaimente finito.

A continuacidn se estudiaran algunas aplica-

ciones importantes,

Cada base de Wallman.de un espacio X induce, . - Lol

de manera natural, wuna compactificacidn de X.
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APLICACIONES.

1v.

16.

Obsenvaciones.

Sea B una base de Wallman de un espacioc X
y sea U(B) 1a familia de cubiertas fini-

tas de X con elementos de B.

Entonces:

a) U(B) es una pre-~uniformidad compatible,

abierta y totalmente a2cotada de X.

b) Si F es un ultrafiltro en G={G|X~GeB},

entonces F' es un U{(B)~filtro de Cauchy.

c)  Para cada xeX, {G]|xcGeG} es un ultrafil-

tro en G.



tv.

17. Teorema.

Sea B una base de Wallman de un espacio X y

"sea G = {G|X~GeB}

Sea X(G) 1a familia de ultrafiltros en G.
Para cada AcX, sea Ax = {FeX(G)|LcA para al-
guna LeF}

Entonces:
* * % ;
a) para cada A, BcX, (AnB) = A"nB-, ¢ = o
*
y X = X(G).
b) $i Ay B pertenecen a BuG, entonces

¥* & &
(AuB) " = A uB".

¢) Si AeG, entonces AY = {FeXx(G) |AeFl}.

Demostrac.idn,
) ) *
a) Es obvio que Z=§ y X = X(G)
* % #
Ahora, sea FeX(G). Es claro que A nB c(AnB)"
Si Fe(A n B)#,entonces existe LeF tal que
L=(AnB). Por consiguiente LA y LeB; con .lo.

% *
que FeA vy FeB .
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b) Es claro que A*UB*C(AUB)*. sea FeA"us™, Y.
supdngase que A, B € B. Entonces
Ln{X~-A) = ® = Ln(X-B) para cada LeF. En
censecuencia, X-(AuB) =(X~-A)}n(%X-B)eF y
Fé(AUB) ™. Si A, BeG, entonces A4F y B¢F.
De donde, AnL; = ¢ = Bnlz para ciertos
L1, L2¢F. Como LjnLzeF y (AuB)nLinkL. =@,
entonces AuBeF. Por tanto, Fé(AuB)*.
Si AcB y BeBG, entonces X-AeF y existe LeF
tal que BnL = ¢. Con lo que L = Ln{X-A)
es un elemento de F ajeno a AuB vy F&(AUB)*.
Andlogamente para AeG y BeB. ’ -

c} Es inmediato de las definiciones.
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18.

Teorema.

Sean B, X,6, X(G) como en el teorema IV. 17.

Sea T la topologia de X{(G) que tiene como ba
*

se a la familia {B |BeB}. Para cada xeX, sea

vix) = {6eG|xeG}. Entonces:
a) (X(G),T") es um espacio compacto y Tj-

b) Para cada AcX, A*ccx(G) v{A). Si AeBuG
* N x
v(A)Y = A nv(X). Si AeG, A = CX(G)V(A).
€) Para cada xeX y cada AeBuG, se tiene

v-lv(x) = {x} vy v-l(A*) = A

d) La correspondencia x+v(§) define una fun-
cidn abierta y continua de X sobré—un‘sug
espacio denso de.X(G). Si X es Ti, (v,X(G))
es una compactificacidon T, de X.

e) X{G) es T si y s6lo si B es normal.

f) Si'X= @ y B es normal, entonces geB.



PemostracLdn.

Unicamente se probaran a) y b}

a)

b)

*
Sea {BulasJ}cB tal que X(G) = ¥y Ba

Si no existe JocJd, finito, tal que

X{G) = GgJaBa,entonces J = {X—aanBulJOCJ,

Jog finito}es una G-direccidn ﬁor el teore-
ma IV. 17. b). Por consiguiente, existe un
G-ultrafiltro F tal que JcF (esta propie-
dad se prueba con el lema de Zorn).

Pero entonces FEB:u para alguna ped vy tam
bién FE(X-BaD)*, pues XfBuoeJcF, lo gque
contradice el teorema V. 17. a).

Ahora, sean F;, F2eX(G), Fi=F.. Entohces
existen elementos ajenos F}eF1—F2 ¥
FaeF2~F1. Por tanto, Fre(X-F2) X (6)-{F2}

y Fae(x-F1)*<x(6)={F1} y X(G) es Ti.

*
Claramente A nv(X)ev(A) para cada AcX.

Sea xeA. Si AeB, existe FeG tal qﬁe xeFcA.
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J
Si A€G, sea F = A. En cualquier caso, exis

te FeG tal que xeFcA. Por tanto, Fev(x) vy
v{x)eF =A™, De donde, v(A)cA™nv(X) para ca
da AeBuG.

Si FeX(G)-Cx(G)v(A), existe BeB tal que
FEB* y B*nv(A) = @®. Sea FeF tal que FcB.
En consecuencia, F*nv(A) = v{(F)nv(A) = @ vy
FnA = ¢. De donde, FE(X‘A)* v F&A*. Se ha
probado entonces que A*CCX(G)V(A) para ca-
da AcX.

Finalmente, si AcG, entonces A* es un ce-
rrado en X{G) pues X(G)-A* = (X-A)" es a-
bierto, vy v(A)CA#CCX(G)v(A). Por tanto?

A* = Cx (G)V(A).
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IV, 19. Corolanio.

Un espacio topoidgico X es completamente regu
lar si y s6lo si X tiene una base de Wallman

normal.

iVv. 20. Observacidn.

Sea (X,T) un espacio locaimente compacto, . Tz

Yy no compacto .

-

Sea B = {Vetlv_ 8 X-V compacto}.
Entonces B es una base de Wal lman normal‘Y Ta
compactificacidn X{(B) es la compactificacidn

por un punto de X.

A continuacién, se muestra la relacidn en-

tre los conceptos de uniformidad y de base de Wallman.
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V. 21. Teorema. -

Sea B una base de Wallman de un espacio X vy
sea U 1a familia de cubiertas finitas de X con

elementos de B.

Entonces B es normal si y s6lo si U es una

uni formidad.

Demostnacion.

Sea B normal,

Sea o = {Bi, ... ,Bn}eu. Entonces

X(G) = B?u ... UB: . Coma X (G} es compacté,

por los resultatdos tV. 8 y IV. 10 se deduce

que la cubierta {BT,‘... ,B:} tiene un *re-
finamiento {Df, “e ,D:}, en donde cada D;<B.
Por tanto, (v (DY), ... .vTM(B)}={Dy, ... .0}
es un *-refinamiento de {V-I(Bf), .o ,v_l(B:)}
= oy U es una uniformidad.

Reciprocamente, sean H,, H.eG éjenos.ISi

B; = X-H;, i =1,2, entonces {B,,B2}el. Por
los resultados Ill. 6 y kIl. 8, la completa-

cién (X,0) de (X,U) es un espacio compacto y Tz2.
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~

Como X =
dos S1, Sz en
i=1,2. Por co

Como'{§1BeB}

-~ ~

X-B, (i=1,2)

Ei, -.. ,EnE
PR

X-Bze 0, E ex-

De donde, Hi

los conjuntos

de B.

De donde B es

BpuB

~

2 Yy X es pnormal,

X tales que X = S;uUS,

A A Cal
nsiguiente, X-B cX-Si,

i
es una base de X y los

son compactos, existen

B tales que X—Blciﬂ

=l

S2.

= x;'BJ_C

normal.
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1V, 22. Teoxrema.

Sea f: X=Y una funcf&n de] espacio X en el es
pacio Y. Sean Bx'By bases de Wallman de X, Y,
respectivamente.,

Si:

By es normal y Y es Ta

i)
ii) f"(c(sy))«c(sx) (VEase definicidn 78)

Entonces f es continua y existe una Gnica fun-
_ . *
cidén continua f : X(C(Bx))+Y(C(By)) tal que

&
flov = v,ef, en donde v XX (C(B,)) y

vy:Y+Y(C(By)) son los encajes canénicos

(ver el resultado fV. 18).

Demosthacidn.

Para probar que f es continua, sean xeX y
GeBy tales que f(x)eG. Por la regularidad de
By, existe HeC(By) tal gque f{x)eMcG. Por la
condicidon ii) de la hipGtesis, existen

. -1
H:, HZEC(BX), ajenos, tales que f (M)c<H, vy

£ ' (Y-G)=H2. Por tanto, xeX-HzeB, v f(X-Ha2)<G.

De donde,f es continua.
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Ahora, supdngase primero que Y es compacto, y sea

FeX(C(Bx)). Sea G = {f(N)—lN eF}. G es entonces

una direccidn en Y. Por ser Y compacto, G tiene al

menos un punto de adherencia. S1 existen dos tales

puntos vyi, Y2, entonces, como Y es T2, existen

Gy, GzeBy, ajenos, tales que y €G3 Yy v2eG2.

Sea VeB, tal que L = Y-GacVeV cY ~{ya}.

Los conjuntos L y Y-V son vecindades de v, ¥

Y2, respectivamenfe. Por tanto, L nf(N) & @ #

(Y~V)nf(N) para cada NeF.

Por la condicién ii), existen Hi, HaeC(B_ ), ajenos

tales que f ' (L)eH: y £ v-v)eH,.

F;; tanto, HinN # @ ¥ HanN para toda NeF.

Como F es un C(Bx)-ultrafi]tro, . necesariamente

Hy 9 Hy pertenecen a F, wuna contradiccidn.

Por tanto, G tiene eQactamente un punto de adhe-

rencia y.

La compacidad de Y implica que G converge a Y.

Sea entonces F(F) = Y- Es ctaro que ?ovx = f.

Para probar que T es continua, sean FeX(C(Bx))
LY VeBy tales que T(F)eV.

Existen elementos LeC(By): y WeBy tales que



F(F)e int LelaWeW V. Como G+F(F), existe
NeF tal que f(N)cL. Por la condicién ii),
- - -1

existe BeBx tal que f Y(L)eBef ' (W). Por

: # * .
consiguiente, FeB . Ahora, sea neB , arbi-
traria, vy sea Gen tal que GecB., Por tanto,
f{(G)cW, con lo que Fn)ef(GjeW <V y F es
continua.

Volviendo al caso general, sea el espacio

- compacto y T2 Y (U By)) y la funcidn continua
vyef:X¢Y(C(8y)). Por la primera parte de la
demostracidn, existe una funcidn continua

f=X(C(Bx))*Y(C(By)) tal que fov = vyof.

Es claro, ademds, que esta funcidn es dnica. .
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IV. 23. Conolaric.
Sean By, B: dos bases de Wallman normales en
un espacio X. Si C(B:)<<C{B2), entonces exis-
te una {nica funcidn continua g*:X(C(Bz))?

*
x(C(B1)) tal que g ovz = vi.

1Vv. 24, Conrclandio. -

Sea B una base de Wallman, normal en un espa-~
cio Tz X tal que B contiene todos los conjun-.
tos coceros de X. Entonces X(C(B)) es equiva-:

lente a la compactificacidn de Stone~Cech -de

X.
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iv.

25.

Conolanio.

Sea Bj una base de Wallman normal del espacio.
T2 X, para cada jeJ. Sea YJ = XJ(C(BJ)) y sean

X = @I X., ¥ =_1U0Y_ .
jedT s jed ]

Sea B el semi-anillo de conjuntos de X generé
do por todos los conjuntos de 1la forma p}l(v),
en donde VEBJ, jed vy pj:X»Xj es la proyeccisn.
Entonces B es una base de Wallman normal de X
y Y, X{(C(B)) son compactificaciones equivalen

tes de X.

Demostracidn. Dt

Es claro que B es una base de Wél]maﬁ de X.
Sean vj;Xj+Yj, jed los encajes candnicos, Y
sea v?:X>¥ la funcién productc de las vy
Sean tambi&n el encaje‘candnice viX+X{C(B)) vy
las proyecciones qj:Y+Yj. Por Gltimo, sea G

el semi-anillo en Y generado por todos los

- *
-conjuntos de la forma qjl(v } en donde

VeBj y jJeJ. G es una base de Wallman de Y y.
es normal porque Y es compacto y Ta2. Por la
definicidon de v#, para cada Ce ¢c(G). - .

w1 ) ec ().
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Por el teorema IV. 22, existe una dnica fun-
cidn continua'g:X(C(B))+Y tal que v# = g?v.
Sean Fi1,F2eX{(C(B)) dos elementos distintos.
Exfsten entonces HeF, y KeF, tales que

HnK = @. Como Fi, Fz son C{B)-ultrafiltros,

se puede suponer que H = 7 p.-l(M. ) vy
=1 Ji Ji
-1
K =i§1 Pj. (Nji)’ en donde Mj , Nj sC(BJ )},

i i i
i =1, 2, ... ,n.

Para evitar casos triviales se puede suponer
que ij ¢ para cada jeJ; por tanto, el resul-
gado IV. 18 f) implica XjeC(Bj) para cada jed.
De ah? que se pueda tomar el mismo nﬁmero_dei_
intersectan&os en H y en K.

Definiendo A = {ji, ... , jn} v Mj

It
z
i
>

|
mEe .
4

M, v K

ara jed-A, se tiene H = TIi'M, =
para ] , SEM ;

[
e

Dado que HnK = ¢, existe jeA tal que Mjan

Por consiguiente, por el resultado. 1V. 17. -a),

anNf = ¢. Pero, ademis

J J

# ~= -= _= *
i(v (1)) (jIEIij(HJ-)) J.IEIJ(vj(Mj)) jIe[JM_j Y,
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anilogamente, (V#(K))—= ENT. Por lo ténto,
jed 3
AN T ()Y = 2. Por definicién de g,

se tiene que g(F;)e(v#(H))" v Q(Fz)€(v#(K))_-
Pe donde, g(Fi1) = g(F2) v g es un homeomor-
fismo.

De aqui, la normalidad de B es inmediata.

IV. 26. Corofarndio.

Sea A una base anular de un espacio compacto
y T2. Y. Sea X denso en Y y sea B = {GnX|GeA}.
Si Y es el {inico elemento de A Ggue contiene a
X, entonces B es una base de Wallman.normal

de X y Y=X(c(B)).

Demostrnacidn,

Es claro que A es una base de Wallman normal
de Y. Es facil probar entonces que B es una
base de Wallman de X. Pana-probar ta normali-

dad de B, sean H, KeC(A) wajenos.
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Existen entonces H;, KieC{A) tales que H = H;nX
y K= KinX. Si HinKy = @, Y-HinK; seria un ele
mento de A, distinto de Y, el cual contendria
a X, contrario a la hipdtesis. Por tanto,
HinK:y = @¢. Como A es normal, existen V, WeA,
ajenos, tales que HicV y KicW. Por tanto,

VvnX, WnX son elementos ajenos de B y HevnX,
KecWnX. Esto prueba que B es normal.

Sea j:X=»Y la inclusidn. Si se toman las bases
de Wallman B,A para X,Y, respectivamente, se
puede aplicar el resultado V. 22. Existe en-

n
e

tonces una funcién continua j*:X(C(B))+Y tal k2
gue j*cv = j, en donde v:X+X(C{B))es el enca-

je candnico.

Ahoré, sean Fi1,F2eX(C(B)), Fi= F2. Existen

entonces HeF,, KeF, ajenos. Con el mismo
razonamiento, se encuentran Hy, KieC(A), aje

nos, tales que HcHi, KeKi. Por la definicidn

* * - * -
de j , se tiene j (Fi)eH cHy, j (Fz2)eK =Ki.

Por tanto, j*(F1) = J*(Fz)-



v,

v.

. rVO

27.

28,

293,

Corolanrnio.

Sea A una base anular de un espacio compacto
y T2. Y. Si cada GeA es un dominio abierto, en
tonces, para cada X<Y denso, B = {GnXI[GeA}

es una base de Waliman normal de X y Y=X(C(Bx))

Conolarnio.

Sea X un subespacio denso de un eépacio com-
pacto ¥y T2 Y. Si Y tiene una base A; tal que
la Y-Ffrontera de cada elemento de A; esta con:
tenida en X, entonces X tiene una base de

Waliman normal B tal que Y=X(C(B)).

Corolarnio

Sea X un subespacio denso vy abierto de un es-
pacio compacto y T2 Y. Si Y-X es totalmente
disconexo, entonces X tiene una base de Wall-

man normal B tal que Y=X(C{(B)).
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V. 30. Conrolanrio.

Sea X un subespacio denso de un espacio com-
pacto y T2 Y. Si el dnico G6 en Y ajeno a X
es el conjunto vacio, entonces X tiene una ba
se de Wallman normal B, que consiste de con-

juntos coceros en X, y tal que Y=X(C(B)).

IV. 31. Teonrnema.

Sea By una base de Walliman: normal de un esba—
cio X.

sea AcX(C(Bg)})~v{X}) un conjunto compacto con
mi3s de un punto.

) +* *

Si B = {BeBglAcB o AnB = @}, -
‘entonces B es una base de Wallman normal de X-

y By Bo no son equivaientes.
Pemostrnacidn.

: - P

Sea xeDeBy. Sea BeBp tal que v{x)eB <D -A.
: *

Como B nA = @, entonces xeBcD y BeB.

Por tanto, B es una base de X.
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Claramente B es anular.

En cuanto a la regutaridad de B, sea xeBeB.
Sea DeBy tal que v(x)eD*CB*FA.

Entonces D*nA = ¢, con lo que DeB.

Sea HeC(Bg) Etal que xeHeD. Claramente AC(X—H)*,
asT que HeC(B),.

Para la normalidad, sean H, KeC(B) ajenos.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer
que AC(X-H)* (porque X(C(Bo))=(X-H)*u(X—K)*).
Sean Bi1, B2¢Bog ajenos, tales que H*CBT Y
AUK*CBf. Por tanto, B1 y BzeB.

Por dltimo, sean LeF , L'eF' ajenos, con

f; F'eAn, F = F'. Si B fuera equivalente a B,,
existirian H, H'EC(B); ajenos, tales que -LcH,
L'cH'. Pero entonces F'E(X-H)*, de manera que’
rAn(X~H)* = @¢. Como HeC(B),Inecesariamente
Ac(X-H)*, o bien, AnK” = #. Pero FeAnH*, o
que es una contradiccidn. Por lo que By y B

.no son equivalentes.
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v, 32. Conolario.

Sea By una base de Wallman normal de un espa-
cio de Tychonoff X. Si todas las bases de Wall
“"man de X contenidas en By son equivalentes a
Bo, entonces X(C(By))~v(X) consta, a lo mas,
de un punto. En este caso, X es localmente.

compacto.

v, 33. Conrolanio.

.éi.todas las bases de Wallman no;ma]esrde un
espacio de Tychonoff X son equivalentes; en-
tonces [Z~h(x){s 1 para cada compactifica£i6n—
{h,Z) de X.

En este caso, excepto por eq;ivalenciésg X

tiene una s8la compactificacidn Ta.
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Este Gltimo corolario (IV. 33) tiene un reci-

proco:

IV. 34. Conolanio.

Sea X un espacio de Tychonoff tal que |BX-X[|=1.
Entonces todas las bases de Wallman normales

de X son equivalentes.

Pemosinacion.

Si X es compacto, el teorema es claro.
Entonces, sea X # BX. Con lo que BX-X ansta
de un dnicoe punto z.

‘Sea B una base de Wallman normal de X. Por la
propiedad univefsal de BX, existe una funcidn
continua v: BX+X(C(B)) tal que VIX = v = en=~
caje candnico de X en X(C{B)). Como

u(BX-X) = X{(c(B))-v(X) = {u{z)}, YU es un ho-
meomorfismo, y las compactificaciones BX 'y
X(Cc(B)) son equivalentes. Por el resultado
IV. 22 se deduce que la baée de Wallman B vy
ja base By, formada por todos los conjuntos

coceros de X, son equivalentes.
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CONCLUSIONES

En esta fLesis, se undieron Las teorias de es-
pacios uniformes y La de {Letrnos.

Se utilizaron Los §{LLEnos y Los ultragilinos
como hernamienias para sesolfven afgunos problemas en

espacios (pre-lunidormes.

Se utilizd £a notacidn de esirnellas y cublen-
tas, en.fugan de coneciores, para estudian £os espa-

cios {(pre~-)uniformes.
La notacidn de estrellas y cubientas es La
siguiente:

Para X un conjunzo, o una cubierta de X yf

BeX, 4e degdindenron:
Las estrellas:

“S¥(B,a) = uf{lLea|BnL=gl
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{St(A,c) |Acal

{St(x,a) |xex}

R
"

Las cunas:

La cuia [caacz) de Las cubiertas de X o1 Y o
como La cubierta de X que consiste de todas Las Lnten-

secciones de un elfemente de a; y un elemento de aj.

Los refinamifentod :

a1 refina a az (ay<az) 64 cada efementio de a,

estd contenido en un elemenito de cz.

a1 nefina débilmente a azlai< az) 44 para cada

xeX, e tiene St(x,a1}eSt(x,az) Yy oy Aefina regular-
mente a ozloi<paz) 84 cada par de puntos en £a unién

de dos elementos initersectantes de op pertenece a un efe

mento de o2.

En esia notacitfn, se definienon Los espacios .

(pre-luniformes como sigue:



Para U una coleccidn de cubientas del confun

Lo X:

U es una pre-uniformidad (resp. w-pre-unifor-

midad) en X, &4 dados «,B en U, exdiste vel tal

que 7<uAB(ne4p.y<waAB), y un espacto (w-)pre-unifor-

me es una parefa (X,U) que consiste de un conjunto X

y una {w-)pre-undiformidad U en X.

U es una semi-uniformidad en X 44 U es una phre-

undformidad en X y 44 ademd@s para toda oel, existe Bell

tal que para toda BeB, exdsfen A ea’y YBEU tales que

B
St(B,YB) cAg-

" U es una R-unidormidad en X 44 U es una w-pre-

uniformidad en X y &£ para Zoda oell, existe gel Zal que

B<R(x.
3

U es una uniformidad en X 84 U ¢4 una pre-und-

formidad en X y 84 para Zoda aecl, exifste Bel tal que

B¥*<a.

Ahora, ef conector de o es Ela) = u{AxA}Acal.



Endonces, en £a noftacidn de conectores se ZLen-
driat

Una coleccidn no vacfa de conectores U de un
confunto no vaelo X es una unifoamidad en X &L satis-

face:
Para cualesquiena elementos Ui, Up de U, exis-

fe Uszel fal gue UsclinUs, ¢ para tode elemento U de U,

existe un efemento V de U tal que VeV ell.

Algunas relacicones entre conectored y cubifen-

Las san 2as sigulfentes:

a) S&i o es cubienta de X, Ela) = Ela)™t.

b} S£ o, B son cubientas de X, enionces a<w5¢»E(a)=EfBJ»
e) S8.£ a; B son cubientas de X, entonces a<RBe#E(a)°E(a}c

E(B).

Por Lo tanto, tode espacdio R-uniforme da Lugdah

a un espaclio uniforme en el sentido de conectores.
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En efecto, &4 U é{ufjiel} es una R-undiformi-
dad, en donde Las a, son eubientas, entonces, La uni-
goamidad (en el sentido de coneetores) seria La forma-

da por A;, con A= Ela;) = viAxA|Aca;}.

Reciprocamente, dado EsAlx), no necesariamen-
te se¢ fiene que E = E Y; entonces 4&e¢ toma EntE ‘= F.
Por Lo tanto, Las cubdlertas de La R-uniformidad sernian:

ap = {veXx|vxVeF}.

Para resolvern algunocs problemas en estos. es-
pacios, se utilizaron Los {LLtros y Los ultrafiltrnos '

como paindipazea hernamientas.
Para X un confunito y Gczx, se definfenon:

DeG es una G-dinreccidn § G-base de §fiLLro &i-°

D es una familfia no vacifa de efemenztos no vacfos de G,

y dados Dy, Dz en D, existe D3 en D taf que DzcDinDs.

Una direecddn 6 base de fiflino en X es simple-

mente una 2%-dineccién 6 2¥-base de fiLtro.
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F es un G-filtrog 44 F es una G-dirececidn y da-
dos F en Fy G en G, con FeG, se Ziene que G perte

neece a F.

F es un G-ultrafiltro s£L F es un G-§LLLro no

contenido proplamente en ningdn oine G-{4Llinro.

A Los 2X-§iktnos (resp. 2¥-ultrnafiltros} se

Les LLama simplementie fLLtros (resp. ultragliliros).

Un §iLtro F es U-Cauchy s4L para toda cel,

Fno= 2.

Un §iltno F es U-dueniemente de Cauchy 44 "

"{St(F,al |FeF,acl}" es U-Cauchy, en donde para cada

chx, H* denota {Balest para aflguna HeH}.

Un giltro F es redondo 84 F = {S£*{F,al)|cel,
Fno =@}, donde St*{F,a) = i{Lea|LnF=@ # FeF}.

Un piimen problema que se tratd con §Letrnos gy
ul;naéiltna5 fue el de encontran una extensién conti-

nua de una {funcién dada.



Para dos espacios topolbgilcos (Xi,Ti), (X2,t2),
un subconjunto Y de X, gy una funcidér coniinua £:Y¥Y+Xg,
4e deseaba encontran una funcidén continua g:Xi+Xz2 Zal

que 4(x) = glx) && xeY.

No siempre Ziene solucidn esie problema. Peno
existen condieclones bajo Las cuales se puede encontran
este LLpo de extensaidn.

Pana esto, se estudid el Xeorema de extensidn

en egspaclos uniformes, en el que aparece una funcidn

uniforimemente continua de un’ subconjunte denso de un
espacio pre-uniforme y admisible jen un espacio semi-uni

foame, completo y de Hausdonrff.

A cambio de Zodas estas Limitaciones, se encon-
tnb que no s6Lo exisiia La extensidn deseada, sino que

ademds era dnica.

Como consecuencia de La unicidad, ef Leonrema
puede utilizanrse panra definir funciones: Dada una fun~
edibn § se puede deginin una funcitdn nueva §* como £a ex

tensibn continua de §.
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' Este teonema de extensidn se utilizd para de-
mostran un teorema Zodavia mds Lmportante: EL Zeohema

de completacidn de espacios uniformes.

Por defindicidn, un espacfo completc es aquel

en el que no existen §LLtros de Cauchy sin Limite. Es
decin, un espacio (X,U) es complete &i Todo U-{§ittrno

de Cauchy convenge en X.

Esto sugindif La posibifidad de extender un es-
paclio uniforme no completo dado a uno completo, penro

sdin modificarn esencialmente su estructura ordginal.

EL obfertivo {ue entonces encontran, a partin
de un espacio uniforme no completo dadoe [(X,U}), un es-
pacio uniforme completo (X',U') que tuviera un subes-

pacio unimrfifco a (X,U).

Cualquien punto x de X puede identificanse con
AU filtno de vecindades, y en este sentdlde (X',U') es

- una extensidn de (X,U}.
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Una so0lucidn a este problema aparecid en ek
teorema de completacidn de edpacios uniformes, en el
cual se daba un espacio pre-~uniforme admisible en el
que todo g4iltro de vecindades {fuena nedondo y Zodo
§iltrno de Cauchy contuviera un gilitro redondo de Cau-
chy.

Entonces, el nuevo espacdo, formado a partinr
de fLa coleceibn de fL€trnos redondos de Cauchy, ztam-
bi€n era pre-uniforme y resuliaba ademds senr comple-
to y de Hausdordf.

Ademds, se encontné un mapeo uni{formemente con
tinuo entre Los dos espacios, definddo mediante Los

§LLLtros de veeindades de x.

Si se agregaba a Las hipdiesis que el espacdlo
5uana T2, entonces La funcidén entre Los dos espacios
era un encaje unimérnfico, y &£ ademds (%,U) era Aem£4
uniforme, ef nuevo espacio ena dnico exceplo por uni-

mongfLsmos ..



En ek dEtimo capitulo se estudiaron Las cubientas

noamates y Las bases de Wallman, junto con sus aplicacio-

nes.

Una sucesildén o1, @2, ... de cubientas ab.iertas
de un espacio ftopoldgico X es noamal 54 an+:<an para
cada n = 71, 2, ... '

Una cubienta o es noamal &4 perlencce a una su-

cesidn normal de cubientas.

Parna X un conjunto y Gczx, s4e define:

c{G) = {A|x-AeG}.

Entonces,

Ge2® es nequbar 64 paia cada GeG y cada xeG,
exisie HeC(G) tal que xeH <G.

62X es anufar 84 dados Gi, G2¢G, también GiuG;
eG 'y GinG:z e€G.

Ge2® es noamal si dados Hi, H2 e{G), ajenocs,

exfsten Gi1, G2 €G, ajfencs, “tales que HicG:i Yy HacBa.

Una base B de un espacio X es4 una base de Waltman

de X 84 B es anular y regular |y obudiamente es una base

de Wallman poamal, s4L ademds B es noamal).
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. Por medio de Las bases de Wallman, se pudc tra-
Lan un problema muy Lmpoatanie en topologia: EZ de £a

compactificacidn.

Una compactificacién de un espacie X ed4 un parn
(h,Y) que consiste de un espacdo compacto Y y un homeo-

mondfamo h de X asobnre un subconjunto denso de Y.

En nuestro caso, dado un espacio uniforme to-
talmente acofado (X,U}), se Lndicd como condtruir un es-
pacic compacto undforme que Luviera un subespacio uni-
mérgico a- (X,U} {Un espacio uniforme (X,U) es Lotal-
mente acotado &4 cada cel Liene una subcubienta §ini-

Iaif

Cada base de Wallman de un espacio Ty X 4Lnduce

de manera natural una compactLficacidn del espacio X.
S{ B es una base de Wallman de un espaclo X.

y G ={G|X-GeB}, se 2Lamé %(G) a la famifia de G-ulinra-
filtros.
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AAdemQA, rara cada AcX, se defindid:
A* = {FeX[G)]|LcA para alguna LeF},

y T* a fa topokogia de X(G) que tenfa como base a La

damilia {B*|B «B}.
Por altimo, para cada xeX, se defindd

vix) = {GeG|xeG}. ‘

Entonces, Z= [(X(G),1*) nesultd sexn un espaclo
compacto, Ti1 Yy Vv un encajfe de X en Z, obteniénd04é
asL una compactificacidn del espacio X, a partin de
Las bases de Waltman, utilizando a £0s ultrafifinos co-

mo principal hernramienta.

Ahora, para compactificar un esdpacio semi-uni~ -
forme y totalmente acoitado de una manera <inmediata, bas-
ta complfetarlfo, ya que el nuevo espacio aesulta sex

compZéto y toialmente acotado y, poa Lo tanto, compacxb.
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Cada base de Wallman B de un espacio topotqgico
(X,7) deteamina una pre~unifoamidad abienta, totalmente
acotada y compatible U(B) en (X,1).

Basta definirn:

UlB) = {acB|a fLinita, X = ual

Oitrna aplicacién de Las bases de Wallman, consis-
te en verdflcarn 84 una guncidn es 0 no unifoamemente copn

tinua respecto a Las pre-unifoamidades inducidas.

Sean B y B' bases de Wallman de X, Y, respectdi- im*“
vamente, y sean C(B) = {X-B|BeB} y C(B'} ={y-31|p1e3"}
Entoneces §:{X,u(B))>(Y,U(B'}) es uniformemente
continua &4 Yy s6L0 &£ para cada M, K e€C(B'), ajencs,
‘existen P, Q ¢C(B), ajenocs, tales que 6"1(H)cP Y
§71 (k) <q.
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;Fﬁg.

. Efemplo de cublexta.

El c¢irculo punteado representa al espacio X.

Los circulos pequefios representan a las ‘'bolas'
de radio € y centro en un punto x de X-.

El conjunto de las ''bolas' de radio £ y centro
en xeX, forma una cubierta de X. :
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Estrnellas

E1 cTrculo punteado representa a B.

Los c¢irculos pequefios representan las A's.
(con A en a).

La parte sombreada representa a la estrella
de B con respecto a o, o



‘Fig. 3.

Restaicedibn.

El ¢Trculo punteado representa a B.

La coleccidén de los circulos pequefios representa
a a.

La parte sombreada representa a . la restriccidn
de o a B. :



Fig. 4. Refinamiento.

Los ecirculos representan a los elementos de la

cubierta a.

cubierta 8.

Los rombos representan a los elementos de 1la
B



. F&4g. 5. Refinamiento débil.

Los cuadros representan a los elementos de ..
Los circulos representan a los elementos de B.
o refina débilmente a B.
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Fig. 6. Refinamiento negulan.
Los cfrculos representan a los elementos de la
cublerta 8.

Los rectd@ngulos representan a los elementos de
la cubierta c.

& refina regularmente a B.
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Los: rectangulos representan a los elementos de
la cubierta a. ‘

Los circulos representan a los elementos de la
cubierta 8.

La parte sombreada representa a la cuiia de o y
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Fig. 8. Espacdio Ti.

E1 cifrculo no punteado representa a un espacio:
Ti. ) o
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F._ég.r 9. Espacio Ta.

El circulo no punteado representa a un--espa_cio';
T2- .



'fFﬁg. 10. Espacio negulan.

El circulo més grande representa un espacio
regular.
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Fig. 11. Espacio complefamente negulan:

El circulo mds grande representa a un espacio
completamente regular,



Fig. 12. Eépadio noxamal..

E1l circulo més grande representa a un espacio
normal. :
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Fig. 13. Pre-uniformidad.
Dentro del cfirculo punteado estd representado
un elemento de una pre-~uniformidad U. :

Los rect3ngulos representan elementos de una cu
bierta o de U.

Los 6valos representan elementos de una cubier-
ta B de U.

Los e¢Trculos mds pequefios representan a una cu- -
bierta v.

Yy refina a la.cufia de a'y B.
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Fig. 14. Direccidn (6 base de fLlxnro).

Los cTrculos representan elementos de la di- "’
reccién D.
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Fig. 15. Supexrset.

El
H.

Los circulos no punteados representan subconjun
tos de X, que contienen al elemento H de fl.

circulo punteado representa a un elemento de

La coleccidn de los cfrculos no punteados repre
-senta al superset de H.
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Fig.

16.

‘Los cfrculos punteados representan al

Filtrno generado.

E1 circulec mas grande (no punteado), representa

a 6.
superset

de 7.
E1 circulo pequefio representa a
al G-filtro gene-

la direccien D.

La parte sombreada representa
rado por la G~direccidn D.
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Fig. 17. Nulos

f:X+1 es una funcidn continua.

-1 .
N L = f "(0) es un subconjunto nulo en X (parte
sombreada). - ‘ )
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Fig. 18. Cocenros.

L (parte no sombreada) es un subconjunto
f:X+1 es una funcidn continua.

-1
f “"(0) = X~L {(parte sombreada).
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- Fig. 19.

Famifia (cublenta) nulo.

E1l cfrculo m3s grande representa una familia
(cubierta) nulo.

Cada circule pequefio representa un elemento
de la familia (cubierta).
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