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NOTACION 

La notación que se utilizará en este escrito es 

la siguiente: 

Para familias d~ conjuntos: letras script mayúsculas. 

Por ejemplo, para uniformidades: U, V, W, pa-

ra direcciones, filtros y ultrafiltros: V, F, G, H, 

ses: 

para filtros de vecindades de x: Nx ;_ paraba

A, B, B', etc. 

Para subconjuntos de espacios topológicos: letras la

tinas mayúsculas (excepto la letra F, que se utiliza

rá para funciones). Por ejemplo, para espacios, las 

últimas letras del ¡¡lfabeto latino: X, Y, Z; para 

subconjuntos de espacios, las primeras ·letras: A, B, 

. . . ' y las letras intermedias: L, M, N, etc . 

Para elementos de espacios: letras latinas minúsculas, 

excepto las letras f, g y h, que se utilizarán para 

denotar funciones. Por ejemplo: x, y, z. 

Para cubiertas: letras griegas minúsculas. Por ejem-

plo: a, f3, y, o. 

Para funciones: las letras F, f, g, h, v, p, u, v, etc. 

Para Jos números: reales, R; naturales, N; ente ros' z;• 
racionales, Q; irracionales, I• 

V 
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INTRODUCCION 

E.e p.IÚnc..lpal objez.lvo de eóza zeó.ló eó moó

:t.Jt.aJr. la uz-i.Udad de loó 6.i:UJr.oó y ulz1r.a6.llz1r.oó e.amo 

heJr.Jr.am.lenzaó bcú..lc.aó en la Jr.eóoluc..i.6n de a.lgunoó 

pJr.oblemaó 11.e.lac..lonadoó e.o n eó pac..loó p1r.e-un.l601r.meó 

[óem.l-un.l6011.meó y un.l6011.meó 1. 

E.e c.onc.epzo de 6.i:U11.o (óugeJÚdo en 1937 poi!. 

H. Ca11.zanJ_gene1r.aUza al c.onc.ep~o de óuc.eó.l6n y, po1r. 

.eo zanzo, loó p!r.oblemaó que pueden Jr.eóolve/r.óe polr. 

med-i.o de óuc.eó.loneó en, po1r. ejemp.lo, eópac..loó méZJÚ

c.oó, pueden. g ene1r.al.lzi:tJr.ó e a c..lM eó mcú. JÚ c.aó de eó -

pac..loó, e.orno la de .eoó eópac..loó un.l601r.meó { éóZoó 

pJr.opoJr.c..lonan una ú~l geneJr.aUzac..lón de .loó eópa

c..loli ml!ZJÚC.Oó 1 • 

La zeo/Úa de eópac.-i.oó un.l601r.meó óue c.Jr.eada 

en 1936 po!r. A. We-i.l [ 11SUJr. leó eópac.eó Q. ó.tJr.uc.zu1r.e 

u.n.l601tm e.z ó Ult .ea zopo".e~g.le. g ~néJtale", Palr..ló, 19371 • 

l 



La mayo/Úa de .loó 11.eóu.lzadoó enconzAadoó 

poA We.l.l óon zodav~a u;t.<.¿¿zadoó; ó.ln embaAgo, .ta 

ax.loma~zac-i.6n o~g.lna.t no eAa conven.lenze, y poA 

.lo zanzo, óe mo~6.lc6 a.e. poco z.lempo. 

En .la aczua¿¿dad, hay doó 6011.maó de ;t4aza4 

a .loó eópac.loó un.l6oAmeó: 'PoA med.lo de coneczoAeó 

y poA med.lo de cub.le4Zaó. 

Aunque .laó doó 6011.maó óon báó.lcamenze equf 

va.lenzeó y en zeo/Úa eó 6ác.l.l paóalL de una 6011.ma 

a .la ozl1.a,' en .e.a p!tác;t.{.ca, deb.<.do a óUó d-i.6eAenzeó 

nozac.loneó, no eó conven.lenze emp.leaJt ambaó 6011.maó 

en un m-i.ómo eócA.lzo. 

'PaAa eóza zeó.ló, óe e¿¿g-i.6 eózud.lalL a .loó 

eópac.loó un.l601tmeó poA med.lo de cub.leAzaó, po11.que 

en .ta mayoA pa1tze de .la .l-lze4a;tul1.a m«Zemá;t-i.ca l.t-i.

bAoó y «11.z.lcu.loó) é e eózud.lan poA med.lo de conec

zoAeó • 

.loó. 

2. 



El pJúme1t.o z.lene el p1t.op66.lZo de 6a.c..lU:ta.1t. 

la. lec.:tu1t.a. de lo.6 1t.e6Za.nZe6. Con6:ta. de lM de6.l

n.lc..lone6 u6a.dM en e.e 1t.e6zo de la. :te.6.l-O, c.on ex.e.e.e. 

c..l6n de a.lgu1ia-0 de6.ln.lc..lone.6 plt.op.la.6 de un ptimelt. 

c.uMo de zopolog.Ca., e.orno la.6 de e6pa.c..lo6 :topol6g.l

c.o-0, mé:ttic.a.-0, e:tc.., y a.pa.1t.ec.en a.demá..6 a.lg una.-0 ob-

6 e1t.va.c..lone6, ejemplo<> e .llU6Z1t.a.c..lone6 que ex.pl.lc.a.n 

alguno<> c.onc.epzo-0. 

La. <iegunda. pa.1t.:te de l~ :te<i.l.6 c.on:t.lene el 

e<i:tud.lo de lM p1t..lnc..lpa.le6 he1t.1t.a.m.len:ta.6 u:t.ll.lza.-

da.ti: 

En alguno-O de e<izo-0 1t.e-0ul:ta.do-0, <ie bic.lu-

yen a.pUc.a.c..lone.6. S.ln emba.1t.go, no e<> ·-0.lno ha¿, za. 

lo<> c.a.p.C:tulo<> 111 y IV donde a.pa.1t.ec.e la. ma.yo4.la. 

de lM a.pUc.a.c..lone.6. 

Un p1t.oblema. muy .lmpo1t.:ta.n:te Jt.a.d.lc.a. en "c.om

pleza.1t." un e.tipa.e.lo -0.ln mod.l6.lc.a.1t. .tiu e-0:t1t.uc.zu1t.a. bá-

.ti.lc.a.. Va.do c.ua.lqu.le1t. e.tipa.c..lo un.l601t.me no c.omplezo, 

.ti e p1t.ezende "!1-91t.ega.1t.le" pu.n:tol> pa.1t.a. ex.:tende1t.lo a. u.no 



complexo, -tambi..én uni..601t.me.. 

En e.6e.nci..a, e.6Xo e.6 po.6i..b.te., y de. he.cho 

hay va.!Úa.6 601t.ma..6 de hace.1t..to, aunque. el p1t.oce.60 de. 

"ag1t.e.ga1t. ptLnXo.6" no e..6 -tan 6áci..l como pod.ILCa. e..6pe.-

1t.aMe.. En p!Úme.lt. .t.uga1t., lo¿ pun:to.6 ag1t.e.gado.6 de.-

ben. gtLa1t.da.1t. e..6:t1t.e.cha 1t.e..laci..6n con e..t e..6paci..o o!Úg~ 

na..t. En .6egundo .tuga1t., de.be. e.x.xe.nde.Me. .ta uni..60~ 

mi.dad al nue.vo e.6pa.e-lo, 

O-t1t.o p1t.ob.te.ma -te.6/Úco bá..6i..co e.6 e.ncon:t1t.a1t. 

co ndúúo ne..6 ba.j o la.6 ctLale..6 .6 e puede encon-t1t.a.Jt una 

e.x.xe.n.6i..6n conUnua de una 6unci..6n da.da, .ta cual no 

.6i..e.mp1t.e. Ue.;ie. .6o.luc.i.6n. 

En e..t cap~XtL.lo !!1, .6e planxe.a. una .60luci..6n 

a e.6:te. pJtob.te.ma. 

di..an e..t -te.oJte.ma de. c.omp.te.-tac.i..6n de e.6 pae-lo.6 uni..6 oJt

me..6 y .6 u.6 apUc.a.c.i..one..6. 

En e..t cua1t.:to y ál:ti..mo cap~xu.to de. .ta :te..6i...6, . . 

.6 e. e.6-tudi..an la.6 cubi..e.1t.:ta.6 no1t.ma..te..6 y .la.6 ba.6 e..6 de. 

Wa.t.tma.n junxo con .6U.6 apUca.ci..one..6. 

Uno de. .lo.6 pltob.te.ma.6 que. ~e a.na.ti..zan e..6 muy 

i..mpoJt:tan:te.; .6 e :tJta.xa de. .ta 11 comp·a.c:ti..6i..ca.ci..6n": 

.. 



Vado un eópac.lo un-i6onme, óe nequ-iene con~ 

:t/f.u-in un eópac.lo compac.to que .tenga un óubeópac.lo 

homeom646-ico a~ eópac-io on-ig-ina¿, 

F.lna¿men.te, óe dan a¿gunaó conc¿Uó-ioneó 

que .ln~uyen un ne.óumen de ¿oó neóuZ.tadoó m<Íó -impo~ 

.tan.te.ó de eó.te .t4abajo. 

5 



CAPITULO I 
GENERALIDADES 

Para facilidad del lector, se comenzará con 

las definiciones que se utilizarán, dando, en algu-

nas de ellas, ejemplos, ilustraciones, observacio-

nes o resultados. 

l. ESTRELLAS Y CUBIERTAS. 

Sea X un conjunto arbitrarlo, A, B subconjun

tos de x, y ª• a subcolecciones de 2x. 

l. Una cub~e4~a a de X es una colección de su~ 

conjuntos de X, cuya unión es X. 

Por ejemplo, sea X un espacio pseudo-métr~ 

co. Una cubierta de X es 1 a colección de 

11 bolas 11 · de radio e: > o y centro en algGn 

punto x de X (Ver figura 1). 

6 



2. La e6;t1le~~a de B con respecto a et, es 1 a 

uni6n de los e·lementos de et que intersec-

tan a B (Ver figura 2). 

En sfmbo·los: 

St(B,et) = u{Aeet!AnB~~} 

Si B = {x}, se acostumbra escribir St(x,et) 

en lugar de St({x},et). 

3, El a6.:teJt.léc.o de et es el conjunto de las e~ 

4. 

trellas de A con respecto a et, 

et. 

En s fmbo los: 

et* · {St (A,et) 1 A.: et}. 

El c.onec..:to1t de et es la unión 

con A en 

de conjun-

tos de la forma A cruz A, con A en et. 

En símbolos: 

E(a) = u{AxAIA.:et}. 



5. La Jr.e.6.:tJr.~ec..l6n de a a B es el conjunto de 

elementos de Ja forma B intersecc16n A, con 

A en a {Ver figura 3). 

En símbolos: 

aja= {AnBIArnJ. 

6. Las cubiertas pueden ser ordenadas por Ir.e-

6.ina.m.<.en.:to.6. 

Existen varias clases pe ellos: 

ra toda A en a, existe Ben f3, tal que 

A está contenida en B (Ver f·i gura 4). 

¡¡) a Jr.e6~na. déb~~men.:te a f3(en símbolos: 

a<w f3) si para toda XEX, se tiene que 

St(x,a)~st(x,S) (Ver figura 5). 

¡ir) a Jr.e6.ina. 1r..eau~a.1r.men.:te a f3 (en s ímbo 1 os; 

a<Rf3), si cada par de puntos en la u

nión de dos elementos intersectantes 

de a, pertenecen a un mismo etemento 

de f3 (Ver figura 6). 



7,· !) La e.uña. de las cubiertas ex y f3 (en 

símbolos: cxAf3) es Ja cubierta de X, 

que consiste de todas las interseccio

nes de un elemento de ex y un elemento 

de f3 (Ver figura 7). 

ii) Se puede extender esta definición a 

una colección finita de cubiertas 

et1 , a..2 , • • • ªn : 

CX.iACX2/\ •• ·"ªn = {A1nA2n 

A1 "ª.i ' 

iii) Si U es una familia a'r.bitraria de cu

biertas se define: 

AU = {cx1 Aa 2 A ... Acxnlcx1, ... , ªn"U, 

n= l, 2, ... }. 

8. Sean U1., U2 colecciones de cubiertas de X. 

t) U1 4e6~na. (4e6~na. dtb~~men~e) a U2 si 

para toda ex en U1, existe f3 en U2 tal 

que f3 refina (refina débi !mente) a CX• 

9 



En s ímbo 1 os : 

11) U1 y U2 son eqtúva.e.en.te6 si U1 refina 

a U2 y U2 refina a U1 (en símbolos: 

U1-U 2 )¡ y son déb~.e.men.te equ¿va.e.en.te6 

si los refinamientos son débiles (en 

símbolos: 

9. La cub~e4.ta ba~cén.t~¿ca asociada a a, o 

a-de.e..ta, es el conjunto de las estrellas 

de x, con respecto a a, en donde x está 

en X. En símbolos: au= {St(x,a}ix.:X}. 

OBSERVACIONES. 

1, l. Obviamente, 

l. 2.. De las definiciones anteriores, se pue

den demostrar fácilmente las siguientes 

relaciones: 

1 o 



Sean a., f3, y , cS , cubiertas de X, A, B, 

c:X y x.:X, entonces: 

a) SI Ac:B y a.<wf>, entonces, St{A,a)c: 

St{B,f>). 

b) s t {An B , a) e: S t (A, a) ns t { B , a) • 

c) St{AuB,a) = St(A,a.)uSt{B,a.). 

d) S t {A, CLA f3) e: S t (A, a) n S t {A, f3) • 

e) s t (x ' ª"a ) = s t (x 'a.) n s t (x 1 a) • 

f) s¡ a<a y y<cS, entonces a.Ay<ª"º· 

g) s¡ a<¡3 entonces, a<wi3• a*<f>* y 

a.A<~A. 

Por lo tanto, 

(a./\f>) A< aA/\f>A; 

y 

h) Se tienen las s[gu¡entes implicaciones: 

a.A<a -> a<Ra => a<wf> => a.A<aA. 

' 1 1 



J) s 1 y<wl3<Ret, entonces y<Ret 

(o s 1 y<Rl3<wet' entonces y< Ret) • 

k) s ¡ Bc:A, entonces St(B,et!A) = St(B,et)nA. 

1 ) Se tiene que; et< etA< et*< AA 
et • 

12 



2. AXIOMAS DE SEPARACION. 

Sea X un espacio topológico, 

10. X es un espacio To si para cada par de pun-

tos distintos en X, existe un co!!.. 

junto abierto que contiene exactamente a u

no de estos puntos. 

11. X es un espacio T 1 si par~ ~ada par de pun-

tos distintos 

junto abierto Uc:X, tal 

U y x 2 no pertenece a U 

en X, existe un co!!.. 

que XJ. pertenece 

(Ver figura 8). 

a 

l2, X es un espacio T2 o de Hau~do~66, si p a-

ra cada par de puntos distintos xi, 

existen conjuntos abiertos 

que x.i<:UJ. y x2.:U2, 

f.1 gura 9). 

l 3 

con 

Ui, U2, 

x2.:X, 

tales 

(Ver 



13. X es un espacio Aegulaft si para cada xeX y 

cada conjunto cerrado Fc:X, tal que x no pe.!:. 

tenece a F, existe~ conjuntos abiertos U1 , 

tales que xeU1 , y 

figura 10). 

1 L¡. X es un espacio co mpl e.tam en.te ftegulan si pa 

ra cada :xe X y cada conjunto cerrado Fc:X, 

tal que X/. F, e:xi s te un a función continua 

f:X +I (con 1 = [ o, l]) • tal que f(x) = o 

y f (y.> = l • para yeF (Ver figura ll). 

l5. X es un espacio noftmal si para cada par de 

subconjuntos cerrados disjuntos A, Bc:X, 

existen conjuntos abiertos U, V, tales que 

Ac:U, Be: V, y UnV = G (Ver figura 12). 

l6. X es un espacio comple.tamen.te. noftmal si da~ 

dos dos conjuntos separados A, B en x; 
existen abiertos ajenos U, V tales que 

1 .. 



Ac: U y Bc:V. 

17. X es un espacio T 3 si X es T1 y regular. 

18. X es un espacio T3 { o Tyehana66 si X es Ti 

y completamente regular. 

19. X es un espacio T., si X es Ti y normal. 

20. X es un espacio Ts si X es Ti y completamente 

norma 1. 

21. X es un espacio Ro si cada abierto arbitrario 

en X es uní6n de subconjuntos cerrados de X. 

22. X es un espacio R~ si cada par de puntos con 

cerraduras distintas tienen vecindades aje

nas. 

1 5 



23, X es un espacio R2 si X es regular. 

24. X es un espacio R2i si X es completamente 

regular. 

25. X es un espacio R3 si X es R 0 y normal. 

l 6 



OBSERVACION. 

1. 3, Se tienen las s .r gu i en tes relaciones entre 

1 os espacios R. y T¡: 
1 

T,, => R3 

n 11 
V V 

T3~ -> R2~ 

11 u 
V V 

T3 => R2 

n ~ V 

T2 -> R.i 

11 11 
V V 

T.J. => Ro 

ll-
Ta 

En.general; 

r, .c; ... >R¡~.J y· Ta, con = l , 2, 3, 
l 

32, 4. 

1 7 



3. ESPACIOS COMPACTOS Y COMPACTIFICACIONES. 

Sea X un espacio topológico, 

Z6. A es compac~o si toda cubierta abierta de 

A tiene una subcubierta finita. 

Z]. Una compac-t.ló~cac~ón de un espacio arbi

trarlo X es una pareja (h,Y), en donde Y 

es un espacio compacto y h un homeomor

fismo de X sobre un subespacio denso en 

Y. 

za. Un espacio X es n~me~ab¿emen~e compac~o 

si toda cubierta abierta numerable de X 

tiene subcubierta numerable. 

2.9. Un es pacto X es de U.nde¿oó s 1 toda cu

b ieta abierta de X tiene subcubieta nu

merable. 

i e 



30. Un espacio X es ~oca~men~e campac~a si cada 

punto .de X tiene una vecindad compacta. 

31. Un subconjunto A de un espacio X es ~o~a~

men~e d-lécanexa si todas las componentes de 

A se reducen a un punto. 

32. Un subconjunto A de un espacio X es un do

m~n~o ab~en~a si A es igual al interior de 

su cerradura ( i • e. A = i n t A - ) . 

1 9 



OBSERVACIONES, 

Sea X un espa6io topo16gico 

de X. 

y A un subconjunto 

l. 4. Teorema. 

Si X es compacto y A es cerrado, 

A es compacto. 

l. 5. Teorema. 

entonces 

Todo subconjunto finito de X es compacto. 

t. 6. Teorema. 

Toda uni6n finita de compactos es compacta. 

l. ]. Un espacio X es compacto 'si y s61o si X es 

numerablemente compacto y de Llndelof. 

20 



EJEMPLOS, 

1. 8. Sea (X ,T) un espacio no compacto y p un pu!!_ 

'. 9. 

to no contenido en x. Sea T* la topología 

en X*= Xu{p} obtenida uniendo T a la fami-

lia de todos los subconjuntos CcX•~ tales 

que peC y X* - e es un subconjunto com-

pacto y cerrado de X. Entonces, (i,X*) es 

una compactificación de X, en donde i es 

la inclusión de X en X*. 

Esta es la llamada compac:U.6~cac~6n un~pu~ 

;tua.e. de X. 

Sea y una fami 1 ia de funciones· {f lµeM; 
µ 

fµ:X +Xµ} definidas en un espacio fijo X. 

La 6unc~6n eva.tua;toJU.a de y es la función 

f :X+ .lIX 
µeMµ 

definida como (f(x)) (µ) = fµ(x). 

Ahora, sea H = {h lµeM} la familia de fun
µ 

clones continuas de X en el intervalo ce-

rrado 1 = [O,l], 

21 



La función evaluatoria h de H es un homeomo~ 

fismo de X en un subespacio de = n 1 , 
µ.:M µ 

en donde Iµ para toda µ.:M, si y sólo si 

X es un espacio de Tychonoff. 

La compactificación S~one-Cech de X es 1 a 

pareja (h,B(X)), en don de h es el homeomor-

fismo mencionado y B(X) = h(X)-. 
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4. PRE-UNIFORMIDADES. 

Sea U una colección de cubiertas del conjunto X. 

33. fl U es una ptte-u.nl.601tm.lda.d (w-ptte-u.nl.6ott

m.lda.d) en X, s ¡ dados a., 13 en U, exi s

te y, tambi·én en U, tal que y refina 

(refina débilmente) a la cuna de a. y 13 

(Ver flgura 13). 

1 i) Un e.1>pa.uo lw-l p1te.-u.n.l601tme es una pa

reja (X,U) que consiste de un conjunto 

X y una (w-)pre-uniformidad U en X. 

111) La ~opo~og~a. (w-lptte.-u.nl.601tme (en sím-

bol os -ru> es la topología inducida 

por la (w-)pre-uniformidad U en X, y 

consiste de todos los conjuntos L de X 

tales que para toda x en L, existe ªx 
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en U con la proptedad de que la estrella 

de~ con respecto a ªx está contenida en 

L. 

fv) Una (w-)pre-unlformidad U en X es abLeA-

za si cada aEU está contenida en 'u• es 

dec{r, si u{ajaEU} es una base de 'u· 

v) Una (w-)pre-uniformidad U en un espacio 

topo16gico (X,T) es compa:U.bLe si •u= T. 

vi) Una (w-)pre-uniformidad es (w-]adm.<..6.<.

bLe si es equivalente (dlbi lmente equi

valente) a una (w-)pre-uniformidad abieL 

ta • 

.34. 1) U es un a .6 em.l-un..l6oAmLdad en X si U es 

una pre-uniformidad en X, y si, además, 

para toda aEU, existe aEU tal que, pa

ra toda BEa, existen A8 Ea y y 8 EU ta

les que St(B,y 6 )cA 6 • 



1 f·) Un e..tipa.c.-lo .tie.m-l"un-l601tme. es una pareja 

(X,U) que consiste de un conjunto X y 

una semi-uniformidad U en X. 

35. 1) U es una R-un-l601tm-lda.d en X si U es u-

na W"pre-:un i formi dad en 

da a en U, existe S en 

fina regularmente a a. 

X, y para to

U ta 1 que S r~ 

ii) Un e..tipa.c.-lo R-un-l601tme. es una pareja 

(X,U) que consiste de un conjunto X y 

una R-uniformidad U en X. 

36, 1) U es una un-l601tm-lda.d en X si U es una 

pre-uniformidad en X y 

en U, existe S en U tal 

a a. 

para toda a 

que S * refina 

l l) Un e..tipa.e..lo un-l601tme. es. una pareja (X,:U) 

que consiste de un conjunto X y una uni

formidad U en X. 

2. 5 



OBSERVACIONES. 

1. 10, a) A cada subconjunto A de un espacio (w-) 

pre-uniforme (X ,U) se 1 e puede asignar 

una (w-)pre-uniformidad de la manera 

obvia: restringiendo cada cubierta de 

U a A, 

Esta (w-)pre-uníformidad de A se deno

ta por U!A. 

b) Si U1 y U2 son (débilmente) equivalen

tes y U1 es una (w-·)pre-uniformfdad en 

.X, entonces U2 también es una (w-)pre

unlformidad en X. 

c) Sea u+= íala es cubierta de X y a<S 

para alguna a€ U}, 

para U colección de cubiertas. 

Entonces U+ es equfvalente a U, 

2. 6 



d) s¡ AcX y U es una (w-)pre-uniformidad 

en X, se le pueden asignar a A las t~ 

pologías (i:ullA y 'UIA' 

En genera 1, se tiene 

SI U es una w-pre-uniformidad w-admi

sible, entonces (•u>IA "''UIA y, por 

lo tanto, (i:ullA 'UIA' 

e) Si U es una colección de cubiertas de 

X, entonces Aues una pre-uniformidad 

en X. 

SI V es una pre-uniformidad en X tal 

que U<V entonces AU<V. 

f. 11. a) Si U1~U 2 y U1 es semi-uniformidad, en 

tonces, U2 también lo es. 

b) Toda semi-uniformidad en X es admisi-

ble (Véase 11. 27.). 
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c) Un espacio topo16gico (X7r) es regular 

si y sólo si exfste una semi-uniformi-

dad en X compatible con T (Veáse 1 l. 

23.). 

1 • 12. a) Si U1~ U2 y w. U.i es una R-uniformidad 

en X, entonces, U2 también lo es. 

b) Toda R-uniformidad es w-admisible. 

f. 13. a) Toda uniformidad en X es una semi-uni-

formldad y una R-uniformidad (y obvi.!!, 

mente una pre-uniformidad). 

b) Una pre-uniformidad U en X es uniformL 

dad s r para cada 

que flA<a. 

aeU, existe fleU tal 

c} SI U1 es equivalente a U2 y U1 es un!-

formldad en X, en ton ces U2 es unifo,r. 

rnfdad en X. 
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t. l4. Dos pre-uniformidades d€bilmente equiva

lentes en un conjunto X inducen la misma 

topol og fa de X. 

l. l5. Dos un{formidades compatibles en un es

pacio compacto regular X son equivalen

.tes. 
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5. FILTROS. 

Sean X un conjunto y Gc2x. 

37. i) Una familia V no vacía de elementos 

no vacíos de G es una G~d.i.~ecc.-i..6n 

o G~bcwe de 6.i..f..t:~o si dados Di, D2 

en V, existe 03 en V tal que D3cD1nD2 

(Ver figura 34). 

11) Una d.i.~ecc.i.6n o bcwe de 6.i..f..t:no en X 

es una zX-dirección o 

f i 1 tro. 

38, Para cada 1íc2x, se define al .óupe~-

.óe.t: de H (en símbolos H+), como 1 a 

familia de subconjuntos de X que con-

tfenen a un elemento de H (Ver f i -

gura 15). 
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39. f) Una G~dirección F es un G-6¿l.:t4o si 

dados F en F y G en G, con F conteni_ 

do en G, se tiene que G pertenece a 

f. 

Equivalentemente, si F m F+ nG 

ii) A un 2X-filtro se le llama simplemen

te 6¿.l;t40. 

iii) El G-6¿L.:t4o. gene4ado por una G-direc~ 

ción V es GnV+ (Ver figura 16). 

F no está contenido propiamente en 

ningún otro GPfi ltro. ··¡ 

ft) Un uL.:C4a6~L.:C4o es un 2X-ultrafi ltro. 

41. Sea F un filtro en un espacio (w-)pre-uni_ 

forme {X,U) y aeU. Entonces, se de f i -

nen: 
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i) La e..6.tll.e..l.ta.~M.te.JU..6 co de F con res-

pecto a a (en símbolos: St*(F,a)), 

como: 

St*(F,a) 

ii) El 6~.l.tll.o a.i.oc~a.do de Fo F-pll.~ma. 

(en sfmbolos: F'), como: 

fl =·{st(F,ctl!F.:f, a.:ll}. 

ii !) El 6~.l.tll.o ll.e.dondo Moc~a.do de F o 

F~e.ll.ll.e. (en símbolos: Fr), como: 

Fr ={St*(F,alla.:U, Fna =0}+. 

42. Un filtro Fes U-Ca.uchy (o de Ca.uchy 

en (X,U)), si para toda a.:U, Fna"' fil. 

43. Un filtro Fes U-6ue.ll..te.me.n.te. de. Ca.u

chy (o 6ue.ll..te.me.n.te. de Ca.uchy en (X,U)), 

si fl es u~cauchy. 
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44. Un U-f i 1.tro de Cauchy es m.ln.lmo s 1 no con-

tiene propiamente a ningOn U-filtro de Cau-

chy. 

Un U-filtro F es ~edondo si F 

46. Dos filtros de Cauchy F1 y F2 en (X,U), son 

47. 

48. 

equ.lva..e.en.te.1> (en símbolos: 

El 6.l.f..t~o de vec.i..nda.de.11 de x 

Nx) est§ definid~ como: 

Nx = {A~Xlxeint A}. 

Sea X un espacio topo16gico, 

rección. 

(en símbolos: 

y sea V una dl 

ll Un punto ~ex es pun.to de a.dhe~en~.la. de V 

(en símbolos: v~x) s 1 toda vecindad de x 
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lntersecta a todo elemento de V. 

Equivalentemente, 

toda D en V. 

v ... x si para 

Se denota por AV al conjunto de puntos 

de adherencia de la dirección V. 

11} Un punto xeX es pun~o de c.onve~gene~a. de 

V (en símbolos: V+x) si toda vecindad 

de x contiene un elemento de V. 

Equivalentemente, V+x si el filtro de 

vecindades de x está contenido en el fil

tro v+. 

Se denota por CV al conjunto de puntos 

de convergencia de la dirección V. 

49. i) Una eub~eJL;ta. de (X ,U} es de Ca.LLc.hy C.o C.!:!:_ 

b~e~~a. U~Ca.LLc.hy), si todo U-filtro de 

Cauchy intersecta a la cubierta. 



il) Se denota por ~ca la colecci6n de U-cu

biertas de Cauchy. 

50. Una pre-uniformidad U está 4aA:uJLa.da. si t2_ 

da cubierta U-Cauchy es un miembro de U. 

OBSERVACIONES, 

l. 16. Sea X un conjunto, Gc2/( una familia cerrada 

bajo i ntersecci enes finitas y F un G-ultr!!_ 

filtro. 
n 

s ¡ son tales que u L. ~F 
1 == l 1 • 

en ton ces para alguna i = 1' 2' 

n. 

l. 17. Sea X un conjunto, Gc2X, y V una G-di rec-

clón. 

Entonces, existe un G-ultrafiltro V* tal 

que VcV*. 
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Sea X un espacio topo16gico 

V2 direcciones con V1+cV2+. 

Entonces V2'"'?< 

También, 

V1i+.x. 

i mp 1 i ca V 1 1+.x. 

. 3 6 
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6. UNiMORFISMOS. 

Sean (X,U) y (Y,V) dos espacios w-pre-uniformes. 

5J, Una función f: (X,U)+(Y,V) es un-i.6oAmemen~e 

con~-i.nua si para toda s en V, existe ex en 

U tal que el conjunto de las f(A). con A 

en a, re f l na a S. 

52. i) Una biyección f:(X,U)+(Y,V) es un un-i.moA-

6-i.-0mo si f y f-~ son uniformemente conti-

nuas. 

11) Los espacios (X,U) y (Y,V) son un-i.m6A6-i.co.6 

sf exfste un unfmorfismo entre ellos. 

53. Una funclón f:(X,U)+(Y,V) entre dos espacios 

w-pre-uniformes es un ene.aje un,lmóA6-i.co si f 

es un unimorfismo de (X,U) 

cfo denso de (y ,V). 

37 
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OBSERVACIONES. 

1·. l9. Sean X, Y conjuntos y f: X->-Y una fun-

clón arbitraria. 

Si BcY y a, 13 son cubiertas de Y, en-

ton ces: 

i} St(f-
1 

(B), f- 1 (a) )cf-
1 

(St(B,a)). 

Si además f es suprayectiva, enton-

ces, St{f- 1 (B),f-
1

(a)) = f-
1

(St(B,a)). 

i 1) (f-
1 

(a)) *<f-
1 

(a*). 

Si ademas fes suprayectiva, enton-

ces, 

111} Si a<i3 (respectivamente, a<wi3' a<Ri3) 

entonces f-
1 

(a}<f-
1 

(13) (respecti-

vamente, 

lv) SI a*<i3 entonces [f-
1 

(a)]:* <f-
1 

(13). 
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t. 20. 

1. 2l. 

1. 22. 

Si U y V son pre-uniformidades en el 

-mismo conjunto X, entonces la función 

identidad ld:(X,U)+(Y,V) es uniforme

-mente continua sf y sólo si V<U. 

Por tanto, U y V son equivalentes si 

y s 61 o s i 1 d : (X 1 U)+ (Y , V) es un un i mo ..':. 

f ismo. 

Es claro que, en particular, 

ld:(X,U)+(X,U) es un unimorfismo. 

Si f:(X,U)+(Y,V) y g:(Y,V)+(Z,W) son 

uniformemente continuas, en ton ces, 

gof es uniformemente continua. 

Toda función constante es uniformeme~ 

te.continua. 
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], ESPACIOS TOTALMENTE ACOTADOS 

54. Un subconjunto A de un espacio w-pre-un~ 

forme (X,U) es ~o~a~men~e aco~ado si 

para cada a~u, existe Lea finito tal 

que Ac ul. 
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8. PRODUCTOS, 

Sea H = { (X . , U • ) 1 je J} un a fa m i l i a de es p a c i os p r~ 
J J 

uniformes. 

ss. Sea G = {g.jJe:J}, en donde cada g. es una 
J J 

función gj:z-+XJ y z es un conjunto fijo. 

En ton ces, 

paJr. G es el conjunto; 
~l 

U(G) = A{gj (a)la.eUj, jeJ}. 

56. Sea gj:z_,.x la proyección para cada jeJ, con 

Z = IIX •• 
j eJJ 

Se define la pJr.e~un~6aJr.m~dad pJr.aduc~o en Z 

como U(G), con G,;.{g.IJ'ÓJ}. 
J 

l+ l 



OBSERVACIONES. 

1. 23. U (G) es la pre"uniformidad más chica 

para z, con la propiedad de que 

g J: (Z ,U(G) )+{Xj ,UJ) es uniformemente 

continua para cada jeJ. 

Es decir, si U es una pre-uniformi-

dad en Z, y g • : (Z , U)-+ (X. , U.) 
J J J 

es 

uniformemente continua para cada jeJ, 

entonces U(G)<U, y, por tanto, la 

identidad Id: (Z,U)-+(Z,U(G)) es uni-

formemente continua. 

Entonces, si Uj es equivalente a Uj 

para cada j en J, se tiene que U(G') 

y U(G) son también equivalentes, en 
_1 

donde U(G 1 ) =i-.{gj (a)jaeUj'• jeJ}. 



g. NULOS Y COCEROS, 

Sea L un subconjunto de un espacio topol5gico X. 

57. Les nu~o en X si existe una función conti-

nua f:X-+[0,l] 

gura 17). 

tal ciue L = f-
1 

(O) (Ver fl. 

58. Les coce4o en X si el complemento de L es 

nulo en X (Ver figura l'8'). 

59. Sea a una fami 1 i a (cubierta) de subconjun

tos del espacio X. 

i) a es una 6am~Li.a (cub~e4~a) coce4o en 

X si cada Aea es un conjunto cocero. 

1 {) a es 6ue~~emen~e coce~o, si para toda 

f3c:a, la unión de los elementos de a. 
es cacera. 
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tii) a es una 6am-lüa. (c.ub-le1t.ta)tnu.e.a, si 

cada A en a es un conjunto nulo (Ver f~ 

gura 19). 

60. i) Para cada espacio (X ,.r), la P-:topo.e.o.-· 

g.Ca de X (en símbolos: Tp)' es Ja 

topología de X que tiene a la colee-

ción de subconjuntos nulos como base. 

ii) Un subconjunto A de X es P~a.b-lelt:to 

(respectivamente p·-c.e1t1tado), si A es 

abierto (respectivamente cerrado) en 

fli) (X,-r) es un P-.e.6pa.c.-lo si 'p. 

61. ¡) a es una familia d-l.6c.1te:ta (respectiva-

mente, .e.oc.a.e.men:te 6-ln-l:ta.) si cada xex 

tiene una vecindad Vx que intersecta a 
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62. 

lo más a un elemento (a un número fi-

nito de elementos) de a. 

ii) a es una familia cr-d¿4cne~a (respecti

vamente, cr-~ocaimen~e 6~n~~a) si 

= a ~ ua , donde cada a es discreta 
n=~" n 

(respectivamente, localmente finita). 

ii i) a es pun~o-6~n~~a si para toda x en X, 

el conjunto ·{AeaJxeA} es finito. 

a es eóbr.e~~a nume4abie si para toda A 

en a, el conjunto· ~LeaJLnA~~} es nume-

rabie. 

63. 1) Un conjunto es G0 si es intersección 

numerable de abiertos. 

11) Un conjunto es F
0 

de cerrados. 
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64. Un espacio topo16gico (X,<) es pa4acompac~o 

si es regular y toda cubierta abierta de X 

tiene un refinamiento abierto y localmente 

finito. 

OBSERVAC 1 ONES. 

1. 24. i) Un conjunto es G
0 

si y s61o si suco!!!_ 

plemento es F
0

• 

il) La unión de un abierto y un G
0 

es un 

Go. 
Análogamente, la intersecci6n de un 

cerrado y un F0 es un Fcr. 

Más generalmente, toda uni6n finita 

es G0 y toda intersección fL 



1. 25. i) Todo conjunto nulo es cerrado y G0 • 

fl) Todo cerrado G0 en un espacio normal 

es nulo. 

ili) En un espacio completamente regular, 

todo G0 es uni6n de conjuntos nulos, 

es decir, 

l. 26. Un espac!o pseudo,,..métrico es paracompacto 

y completamente regular. 

l. 27. Si (X,.r) es completamente regular, enton-

ces TC:T 
p 

y A es unión de conjuntos G0 

si y sólo si A ~Tp. 

l. 28. '(X,T) es un p,,..espaci·o si y sólo si X es 

completamente regular y cada G0 es abier-

to. 

•t? 



1. 29. si cx,.t) es completamente regular, T es 
p 

la topología más pequeña que contiene a T 

y convierte a X en un P-espacio. 

l. JO. Sea.{UJIJeJ} una familia localmente fini

ta de conjuntos coceros en un espacio X y 

para cada jeJ, sea HJ un nulo en X cante

n l do en U J. 

Entonces, H = uHj es un nulo en X y 
j "J 

U = uU 
j "JJ 

es un cocero en X. 



}Q. ESPACIOS COMPLETOS Y COMPLETACJONES. 

65. a) Un espacio pre-uniforme (X,U) es compLe~o 

si todo U-fil~ro de Cauchy converge en X. 

b) Un espacio pre-uniforme (Y,V) es una compLe

~acL6n del espacio pre-uniforme (X,U) si 

existe un encaje unimórfico de (X,U) a (Y,V) 

66. Un espacio topológico X es ~opoL6gLcamen~e com~ 

pLe~o, si X es homeomorfo a un espacio completo. ·~t 

Equivalentemente, si tiene una uniformidad comp~ 

tibie y completa. 

OBSERVACION. 

1. 31. La propiedad de completez topológica es inva

riante bajo productos topológicos (Yéase f 1 l. 

1 o. ) . 



11. EXTENSIONES, 

67, Sea X un espacio topológico arbitrario; 

Una ex.t:en~-<.6n {Y, g) de X es un espacio Y 

y un homeomorfismo g de X en Y 

Jrnágen g{X) es densa en Y. 

tal que la 

68. Las extensiones pueden ordenarse parcial-

mente: (Y,g}s(Z,h) si existe una función 

continua m:Y~Z tal que mg = h. 

69. Una pre.,.uniformidad U es ex.t:encllb.te (0 ex.t:e!!_ 

~011.a.) si todo U-filtro de vecindades es 

redondo. 

70. Una pre-uniformidad U es .e.tena. si todo U-fil 

tro de Cauchy contiene un U-filtro redondo 

de Cauchy. 

so 



EJEMPLOS. 

Es claro que una pre-uniformidad llena no es ne-

cesarl~mente extendible, ni 

extendible es necesariamente 

Por ejemplo: 

una pre-uniformidad 

1 lena. 

1 .. 32. Sea X cualquier espacio con más de dos co~ 

juntos abiertos, y sea U la colección de 

todas las cubiertas abiertas de X que con

tienen a X como miembro. 

El Gnico filtro redondo de Cauchy es el 

filtro con el Gnico miembro X. 

Entonces, todo fi 1 tro de veci.ndades con

tiene un fi Jtro redondo de Cauchy. 

Por .Jo tanto, U es llena. 

Pero, existe un filtro de vecindades que 

no es redondo. 

Por Jo tanto, U es llena pero no extendi

ble. 

En [Ha], ejemplo 3, pág. 12, se da un ejem-

ple de una pre-uniformidad extendible que no 

es llena. 

si 



12· CUBIERTAS NORMALES y BASES DE WALLMAN. 

n. i) Una .6llC.e.6.lán ai, a2, de cubiertas 

abiertas de un espacio X es no4ma~ si 

para toda n = 1, 2, 3, 

li) Una c.llb.le4~a a es no~ma~ si pertenece a 

una sucesión normal de cubiertas. 

73, Sea X un espacio topológico. Una sucesión 

no.r.mal de cubiertas de X·es c.omp~e~a, si 

la uniformidad· lai, a2, } es completa. 

74. una sucesión de cubiertas 

abiertas de un espacio topológico X. 

es omega-de~~ª (en símbolos: 

wll) si cada sucesión en X, 

n = l, 2, xe:X, se 

acumula en algOn punto de X. 
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75, Sea X un conjunto y Gc2x. 

f) La familia ~omp.temen~aJL.la de G (en sím

bolos; C(G)), es el conjunto de las L, 

tales que X-L eG. 

il) G es anu.taJt si dados G1 , G2 en G, se 

tiene GlnG 2 eG y G1uG 2 eG. 

f i 1) G es Jt.egu..ta.Jt si para toda G en G y para 

toda x en G, existe H en C(G) tal que 

xeH y HcG. 

fv) G es .noJtma..e. si dados H1 y H2 en C(G), 

con H.inH 2 = ~. existen Gl y G2 en G ta

les que Gin G2 = ~ y tales que HicGl y 

H2c G2. 

76. Una base B de un espacio no vacío X es una 

bcu. e de wa..e..e.ma.n de X si B es anu 1 ar y reg.!:!_ 

lar, 

5. 



77. Una cubietta abierta a de un espacio X es 

deL~a-no~maL (en srmbolos: a-normal) si 

a tfene un refinamiento cacera y estrella 

numerable. 

78. Sea X un conjunto y Gc2x. 

Sea C (G) {AJ X-A.: G}. 

s 1 

cada pareja de elementos ajenos de G1 

está contenida en una pareja de ele

mentos ajenos de G2 • 

f 1} Dos bases de Wa l lman B.i, 82 en un espa

cio X son equ¿vaLen~e~ si C(B1}<<C(B2} 

y C(B2}<< C(B.i). 
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CAPITULO II 
FILTROS Y ULTRAFILTROS 

En este capítulo se estudiarán las principa-

les herramientas utilizadas en esta tesis: 

tras y los ul trafi ltros. 

Los f i 1 -

Se comenzará este capítulo con algunos resul

tados sobre adherencia y convergencia de direcciones. 

Sea X un espacio topológico. 

11. J. Sean AcX y p.:X. Entonces, son equivalen-

tes las siguientes propiedades: 

a) p.:A-

b) Existe una 2A-dirección V tal que V+p. 

c) Existe una 2A-direcclón V tal que V ~p. 
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Vem oi. :t1r.acü .. 6 n. 

Como V es 

sea V= {DnAjD es vecindad de p}. 

no vacía, y cada miembro de V 

es no vacío,, y obviamente la intersección 

de dos miembros de V está en V, er:a ton ces 

V es una ZA-dirección. 

Como además, cada vecindad de p contiene a 

algún -miembro de V, entonces V-+p. 

b ) =-e ) s i V +p , entonces pe:D para toda De:V, por-

c)="á) 

que si p,J:D para alguna D e:V, entonces p 

tendría una vecindad V, tal que VnD = 0. 

Pero como V -+p, existiría D'e:V tal que 

D 1 cV. 

Por lo tanto, 

tradicción. 

Por lo tanto, 

D'nD 0' lo que es una con-

V t->-p. 

si V l+-p con una ZA-dirección V, entonces 

pe:D para toda De:V. 

Como DcA para toda D e:V, entonces pe:A 
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11, 2. Dos direcciones Vi y Vz tales que vt = V! 

tienen los mismos puntos de adherencia y 

convergencia. 

Por tanto, para cada dirección V, V y V+ 

tienen los mismos puntos de adherencia y 

convergencia. 

Vemo~ :t1ta.c..i.6n. 

Por definición, Vi+p si y sólo si 

Pero, por hipótesis, Vi V!. Por lo que 

+ NpcVz. Entonces, V 2 +p. Anilogamente, .si 

Vz+p, entonces V1+p. Por consiguiente, 

Vi y Vz tienen los mismos puntos de con-

vergencia. 

para alguna 

D.: Vi. Entonces existe D' .: Vz tal que 

D 1 e: D (pues V! = V°i). Por lo tanto, 

p t: D' 

Análogamente, se prueba que 

Consecuentemente, V1 y V2 tienen los mi~ 

mas puntos de adherencia, 
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Por último, como v++ =V+, entonces v+ y V 

tienen los mismos puntos de adherencia y 

convergencia. 

11. 3. Sea N un ultrafi ltro. Entonces AN CN. 

Vemo.6 :t1ta.c.-l6n. 

Sean p "' AN y N' Como 

N' es una familia no vacía de conjuntos no 

vacíos, y la intersección de dos de ellos 

vuelve a estar en N 1 , entonces N' es una 

dirección. 

Además, como se está tomando el superset, 

N' es un filtro. 

Cada vecindad de p está en N 1 , de manera 

que N 1 .... p. Es claro, además que Ne N 1 ; pe-

ro, como N es un ultrafiltro, se tiene 

N • N•, y, por tanto, N .... p. 

se 



1 1 • 4, TeoJtema.. 

X es de Hausdorff si y sólo si toda dire~ 

ción converge a lo más a un punto. 

Vemo<1 ;;t;Jta.c.-l.6n. 

Si X no es de Hausdorff, existen dos pun-

tos p, q tales que cada vecindad de p in-

tersecta a cada vecindad de q. 

Sea V= {LnMIL€N , M€N }. Entonces cada mi.e!!!_ 
p q 

bro de V es no yac(o. Se deduce fácilmente 

que V es una dirección. V converge a p y 

q, porque cada vecindad de p (y de q) está 

en la familia V • . Por consiguiente, V es 

una dirección que converge a más de un pu~ 

to. 

Recíprocamente, si una dirección V conver-

ge a dos puntos distintos, no puede haber 

vecindades ajenas de éstos (ya que la in-

tersecclón de dos ~lementos en la dirección 

es no vacía). Por tanto, X no es de Hausdorff. 
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Son equivalentes: 

i) X es compacto. 

li) Para toda dirección V, Av~ JiJ. 

lii) Para todo ultrafiltro V, Cv ~ JiJ. 

1) => il) Sea V una dirección. Si Av= JiJ, 

se tiene n{D-JDeV} = J1). De donde, {X-D-JDeV} 

es una cubierta abierta de X. Pero, por hi-

pótesis, X es compacto. Entonces existen 

D1, 02, .•. , Dk e V tales que 

X= (X-D~)u(x-o;)u ••• u(X-D·~). Por lo. tanto, 

por De Morgan, o;no~n •.. nD~ ={a. De donde, 

D1nD2n •.. nok = 9J, una contradicción. 

ii)=> fil) Por definición, un ultrafiltro 

es una dirección, y en toda dirección V, 

Av~ JiJ, por hipótesis. Por la observación 

11 • 3 • Av• cv. Entonces, Cv ~{a. 

111) => l) Sea X no compacto. Sea {Vili.:I} 

una cubierta abierta sin subcubierta finita. 
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Ahora, definiendo DJ = X-u{Vi 1 iE:J} para ca 

da Jcl, sea V= {DJ!Jcl, finito}. 

Como, por De Morgan, DJnDJ 1 = DJuJ" clara-

mente los ?J forman una di re ce i ón v. La di -

rección V está contenida en un ultrafiltro 

Va. Por hipótesis, Vo converge. Entonces 

Vo-+ p para cierta p "' X. 

a X, p€V. para alguna iE:I 
1 

Como las V. 
1 

cubren 

Por otro lado, 

está en Vo, pues VcVo. Como Vo-+p, 

también Vi está en Vo. Esto es una contra-

dicción, porque Vi"' V 0 , y X - Vi e:Vo 

plica que V 0 no es una dirección. Por cons.!... 

guiente, si cada ultrafiltro converge, en-

tonces X es compacto. 
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A continuación, se estudiarán los principales 

resultados relativos a filtros y ultrafiltros. 

N o;ta.. En donde no se especifique, (X ,U) denotará 

un espacio w- pre-uniforme. 

1 1. 6. Le.ma.. 

Sean F1 un filtro redondo y F 2 un f i 1 t ro de 

Cauchy en (X,U). ! ¿_ 

Entonces, o F1 está contenido en Fz ó F i y 

F2 tienen miembros ajenos. 

Ve.mo.6:tJt.a.c..i.6rt. 

Si F1 no está contenido en Fz, existe un miem-

b ro F1 de F1 que no ~stá en Fz. Como por hi-

pótes is, F1 es ·redondo, existe OI. en U tal que 

St*(fi,a)cF1• Además,. como F2 es de Cauchy, 

existe L 2 en la intersección de F 2 y a. Ent:o!!,_ 

ces, para alguna L1 en F 1 se tiene L1nl2= ~. 

porque en caso contrario, L2cSt*(F1 ,01.)cF1, Y 

F1eF2, que no es posible. 
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l l, 7, CoJt.o~aJt.~o. 

Todo filtro redondo de Cauchy Fes mínimo 

en (X ,U). 

Ve.moh .t.Jt.ac~6ri.. 

Sea F redondo de Cauchy. Si F no es mínimo, 

existe un filtro de Cauchy Fo contenido 

propiamente en F. Por lo tanto, F y Fo no 

tienen miembros ajenos, y, por el lema ant!:_ 

rlor (11. 6), F está contenido en Fo, 

lo que es una contradicción. Por consiguie~ 

te, Fes un filtro de Cauchy mínimo. 

1 1 • 8. Le.ma, 

s¡ Fes u~cauchy, entonces FrcFrcF, 
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1 

Vemo.!i .t:11.a.c..l6n, 

Sea St(F,a), con F eF, aeU. 

Se tiene entonces que St(F,a) i;:fl, 

que St*(F,a)cSt(F,a), 

Es claro 

Por Jo tanto, de Ja definición de Fr, se 

tiene que St(F,a)eFr. 

De donde, flcfr. 

Ahora, sea St•'<(F,a)eFr, y sea FeF na. 

Entonces, FcSt*(F,a) y St*(F,a)eF. 

Por consiguiente, 

1 1 • 9. Co11.o.l!.a.JIÁ.o. 

Sf F es de Cauchy y F 

redondo. 

6 .. 

F', ent6nces Fes 



Vemol> -tJr.a.uón. 

Por el lema anterior (resultado 11. 8.), se 

tiene que FlcFrcF. 

Por hlp6tes is, F= F 1 • 

Por tanto, F = Fr. 

Entonces, por definición, Fes redondo. 

11. lo •. Lema., 

S{ Fes fuertemente de Cauchy, entonces F 1 

es de Cauchy y está contenido en cada fil

tro de Cauchy contenido en F. 

Vemo-6.tJr.a.c!.lón. 

Como Fes fuertemente de Cauchy, entonces, 

por definicl6n, fl es de. Cauchy. 

Sea Fo un fl ltro de Cauchy contenido en F. 

Sea St(F,a)EF', con FEF, aEU. 

Como Fo ~s de Cauchy, existe FoEFo na. 

Como Fo nF "'~ (pues F e·s fl ltro) y Fo€ a, 
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se tiene FocSt(F,a) Por lo tanto, St(F,a)€ 

fo y f 1 cf o. 

Por consiguiente, fl está contenido en cada 

filtro de Cauchy contenido en f. 

1 1 • l l • Co1LO.laJIÁ.o. 

Todo filtro fuertemente de Ca~chy F contiene 

·'un único filtro mínimo de Cauchy, 

f _1 •• 

ti. 12. Lema. 

a saber, 

Todo filtro de Cauchy F en un espacio semi~ 

uniforme (X,U) es fuertemente de Cauchy. 
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Vemo.&;t1ta.c..lc5n. 

Sea a en U. Por la condici6n de semi-uni-

formidad, existe {l en U, tal que para toda 

B en ¡l, existen A 6 en a y y 6 en U tales que 

St(B,y 6 )c:A 6 • 

Como fes de Cauchy, 

Entonces A6 e anf 1 • 

Cauchy. 

existe Ben fn{l. 

Por lo tanto, f' es de 

Finalmente, por definición, F es fuertemen-

te de Cauchy. 

11. JJ. a) En la familia de filtros de Cauchy en (X,U), 

la relaci6n »-" es de equivalencia (Ver def. 

l¡ 6) • 

f 1 es fuertemente de Cauchy, 

también f 2 es fuertemente de Cauchy. 
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c) si FJ., F2 son fuertemente de Cauchy, en-

tonces son equivalentes: 

i) FJ.-F2 • 

i i) f 1 'e F2 ' 

iii) F1 nF2 es de Cauchy. 

Vemo.6.t1tac-i.6n. 

a) Si FJ.-F2, 

F2 1 =FJ. ', 

se tiene FJ. 1 =F 2 1; entonces, 

y por lo tanto, F2 -FJ.. 

entonces F 1 - F 1 • 

en ton ces F 1 1 =F 2 
1 

F2' = f 3 1 • Por lo tanto, F 1
1 = F3 

1 

y 

De 

b) s¡ 'f1~F 2 y f 1 es fuertemente de Cauchy, en-

tonces F.1 ' es de Cauchy (por definici6n), 

y F 2 ' es de Ca u ch y (porque F 1 o = F 2 •) • 

Por lo tanto, F2 es fuertemente de Cauchy. 
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el il=>i1l Por defini·ci6n, Fi~Fz si y s61o si 

Fi' =F2'· Por lo tanto, si F1~F;., 

entonces, Fi lcfz'. 

entonces 

Por lo tanto, como F1 1 es de Cauchy, 

entonces F1nF2 es de Cauchy. 

i i i) => i) Sea F.ief.i y aeU. Como por hfp6-

tesis FJ.nF2 es de Cauchy, existe 

F2. e(F 1 nF 2 ) na. Como f 1 es filtro, 

entonces F1nf2~ 0. Por lo tanto, 

y St(F1 ,a)e f2, de 

manera que Por lo tanto, 

por el lema 11. JO., F 2 'c: F.i' De 

la misma forma se _prueba. que F.i lcfz 1 

Por consiguiente, F1 1 = F2'· 
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Un filtro de Cauchy F en un espacio semi-uni

forme (X,U) es redondo si y sólo si Fes mr

nimo. 

1Jemo4 .:t.Jr.a.c..lón. 

Por el resultado 11. ]., todo filtro redondo 

de Cauchy es mínimo. 

Recíprocamente, sea F un filtro mínimo de 

Cauchy en un espacio semi-uniforme. 

Entonces, por el lema 11. 12., Fes fuerte

mente de Cauchy. Por el resultado 11. 10., 

el único filtro mínimo de Cauchy contenido 

en un filtro fuertemente de Cauchy Fes F 1 • 

Por hipótesis, F es mínimo, y, por Jo tanto, 

F F 1 • De don de, por el coro Ja r i o 1 1 . 9. , 

F es redondo. 
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11. 15. Co~o~a!U.o. 

Todo filtro F de Cauchy en un espacio semi-un~ 

forme (X,U) contiene un filtro redondo de Cau-

chy. 

Vemo-6 Vr.ac.-i.6 n. 

Por el resultado 11. 12., F es fuertemente de 

Cauchy. 

Entonces, por el corolario 11. l:J., F contie-

ne un único filtro mínimo de Cauchy, que es 

F'. 

Por el corolario anterior (11. 14.), un f i 1-

tro mrnimo de Cauchy en un espacio semi-unifo~ 

• me es redondo. 

Por lo tanto, F contiene un filtro redondo de 

Cauchy. 
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Sea F un filtro redondo de Cauchy en el espa

c{o pre-uniforme y admisible (X,U). 

Si x en X es un punto de adherencia de F, en

tonces F converge a x. 

Por lo tanto, F converge a x si y sólo si x 

es punto de adherencia de F. 

Sea V cualquier vecjndad de x, en donde X€AF-

Sea a en U tal 9ue St(x,a)cV, y sea M en la 

intersección de a y f. 

Como Fes redondo, F= Fr, y por lo tanto, 

existe ~ en U tal 9ue St*(F,~)cM. 

Sea y un elemento cualquiera del conjunto de 

puntos de adherencia de f. 

SI y no pertenece a St*(F .~), existen B en ~ 

y L en F, tales 9ue y está en B, 

tersección de B y L es vacía. 

y la in-

Como U es admisible, se puede suponer, sin 

pérdida de generalidad, que U es abierta. 
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Por lo tanto, y no pertenece a L lo que· es 

una contradicción con el hecho de que y sea 

un punto de adherencia de f. 

Por lo tanto, Af está contenido en St*(f,(3). 

En particular, como x es un punto de adheren-

cia de f, x está en St*(f,(3), que a su vez 

está contenido en M. 

Entonces, Me S t (x, cd cV. 

Por lo tanto, Vef. 

En consecuencia, si x es punto de adherencia 

de f 1 F converge ax. ..o 

Y como obviamente, si X es punto de converge~ 

cia de F, también x es punto de adherencia 

de f 1 entonces, ~ es punto de adherencia de f 

si y sólo si f converge ax. 
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1 1 • l 7, TeoJtema., 

Sea U una pre-uniformidad admisible en X y 

sea F un fi 1 tro que converge a un punto x 

en x. 
Entonces Fes de Cauchy y el filtro de vecin

dades de x es un filtro mínimo de Cauchy co~ 

tenido en F. 

Vem Ó6 .tJta.c..l6n. 

Como U es adm(sible, se puede suponer, sin 

pérdida de generalidad, ,que U es abierta, 

ya que dos pre-uniformidades equivalentes 

tienen los mismos filtros de Cauchy. 

Sea q en U y sea A en a tal que x está en A· 

Como F converge ax y A es abierto, A per

tenece a F. 

Por lo tanto, la intersección de F y a es 

no vacía. 

Entonces, por la definición,F es de Cauchy. 

Obviamente, Nx converge a ·x, por lo que 

Nx es de Cauchy. 
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l (. 18. ConoLa.n~o. 

Sea U una semi-uniformidad compatible en el 

espacio X y sea f un filtro que converge a 

un punto x en X. 

En ton ces F es un U-filtro de Cauchy, y el 

filtro mfnimo ~e Cauchy fl coincide con N 
X 

Vemo1;:tna.c.-<.6n. 

Toda semi-uniformidad es una pre-uniformidad 

admisible, por la observaci6n l. 11. b). 

Por el teorema anterior (1.1. 17.), Fes de 

Cauchy, y Nx es un fi 1 tro' mínimo de Cauchy 

contenido en f, 

Por el resultado (l. 12., Fes fuertemente de 

Cauchy, y, por lo tanto, por el corolario 11. 

ll., fl es el único filtro mínimo de Cauchy 

contenido en f. 

Por consiguiente, N coincide con f'. 
:X 
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fl, 19. P1topo.6.i.c..i.6n.. 

a} s¡ U es una w-pre~untformidad w-admisible 

en X, entonces B-c:St(B,y) para cualquier 

subconjunto B de X y para cualquier yeU. 

b) Sean Fi, Fz dos filtros de Cauchy equiva-

lentes en el espacio w-pre-uniforme y w

a dm is i b 1 e (X, U) . 

Entonces, Fi y Fz tienen los mismos puntos 

de adherencia. 

Ve.mo.& .:t1r.a. c..i. 6 n. • 

a} Como U es w~admtsible en X, existe LJI, w-

pre-uniformidad abierta, tal que U'<w U 

y l.lcw U'• 

Entonces existe y 1 eU 1 tal gue y'<wY· 

Obviamente, St(B,y•)c:St(B,y). 

Ahora, si se supone que y 1 es abierta, y 

se toma xeB , entonces existe Ley tal que 
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'.X e Le y 1 (porque y es cub lerta). 

De donde, BnL "' 0, 

Por lo tanto, LcSt(B,y!) 

St(B,y). 

y 

b) Sea x en X tal que x no pertenece a F2 

para alguna F 2 en F2. 

Sea a en U tal que St(x,a)nF 2 = 0. 

Como F 1~F 2, existen F1 en F1 y S en U 

tales que St(F1,S}cSt(F2,a). 

Como U es w-admisible, se tiene F1-cSt(F1,S). 

Por lo tanto, si xeF1 entonces xe 

St (F2 ,a) y St(x,alnF2 "'0, que es una 

contradicción. 

Por consiguiente, x(F1-, con lo que: 

n{F -IF ef }e n{F -¡F ef} 
.1 .1.1 2 22 

Análogamente, se prueba que: 

n{F2-IF2ef2}c n{F1-IF1ef1} 

Por lo que, F1 y F2 tienen los mismos pun-

tos de adherencia. 
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• 

A continuac{ón, se darán algunos ejemplos de 

pre-uniformidades y sus top_ologías inducidas. 

1 l. 20, a) Sea U..i={{X}}. 

Entonces U1 es una u~iformidad en X y su 

topología inducida 'u..ies la topología in

discreta de X. 

b) Sea U2 el conjunto de todas las cubiertas 

de X. 

Entonces U2 es una uniformidad y •u
2 

es la 

topología discreta de X. 

en donde Yx ={{x}lx€X}. 

c) Sea (X,"t") un espacio Ro. 

Sea U3 el conjunto de cubiertas abiertas fi

nitas de X. 

Entonces U3 es una pre-uniformidad abierta 

de x y 'u,-= •· 

7 e 



lf. 2l a) Sea (X1r) un espacfo topológico reg.ular y 

b) 

LJ4 la famflfa de cubiertas abiertas de X. 

En ton ces U4 es una semi-uniformidad. 

Vemo-6 ;t:.1ta.c...i.6n.. 

Obyfamente, U
4 

es una pre-uniformidad. 

Sea Cl.€U una cubierta abierta. 

Para toda XEX, 

Como .X es regular, existe B abierto tal 
X 

que X€Bxc8:c Ax. 

Ahora, sea ~ = fBxlxeX}. 

Para cada Bx•P, sea 

Entonces St(Bx 1 y 8 ) 

Ya = {Ax,X-B~}. 
X 

X 

A c::A • 
X X 

Entonces LJ4 es una semi-uniformidad. 

SI U5 es una semi-uniformidad, su topolo-

gra Inducida 'Us es regular. 

Vemo-6 ;t1ta.c.-lón. 

Sea xeUeTus· 

Por definición, existe cxeUs tal que St(x,a) 

e:; u. 

79 



.11. 22. 

Sea f3 en Us como en la propiedad de semi-

uniformidad. Entonces 13º= {int B!Bef3} 

ta~bién es cubierta, y por lo tanto, exis.-

te Bef3 tal que xeB 0
• 

Sean A en a y y 8 en Us tales que St(B,y 8 ) 

e Ac: S t (x , a) . 

ComoU5 es admisible, B-c:St(B,y
8
), por el re

sultado 11. 19. a). 

Por lo tanto, xeB 0 cB-c:St(B,y
0

)c:A c:St(x,a)c:U. 

La fami.lia Us de cubiertas abiertas fi-

nltas de un espacio X que sea normal y Ro 

es una uniformidad compatible en X. 

Vem o .6 :t.11.a. c.l 6 n • 

p,. ra ae Us, sean U1 , U2, ••• , Un los ele-

lementos de ~. y sea J el conj~nto {1,.~.,n}. 
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Entonces exi·sten cerrados H.1 , H2, ••• , Hn' 

tales que X=~ H. y H. U. para toda i en 
i ;::::i_1 l 1 l 

J (utilizando el lema del encogimicnto(i)). 

Para cada AcJ, sea C(A) = (n{Ujlje:A})n(n 

{ X - H • ¡ je: J - A} ) . 
J 

Sea S = {C(A)IAcJ}. 

Obviamente, f3e: U6 • 

Ahora, dado pe:X, sea i tal que peHi. 

SI pe:C(B), Bc::J, necesariamente ieB, porque 

si !e:J~B, se tendría que C(B}cX-Hi' lo que con, .. 

tradice el hecho de que pe:C(B)nHi. 

Por lo tanto, C(B}c:Ui y St(p,S}cu 1 . 

¡ 1. 23. lOb.<1e.1t.va.c...C6n. I. 11. c.}). 

Un espac:io topo16gico (X,T) es regular si y 

s61o si existe una semi-uniformidad en X com-

p a t 1b1 e con ·r. 

(l) Ve1r., poli. ej empl.o 1 [DuJ, Cap. VII, Teorema 6.1, pag.81 



Ve.mo~ -t:l!.a.c..<:6 n. 

Si X es regular, la familia U de todas las cu

biertas abiertas de X es una semi-uniformidad 

en X (Por el resultado 11. 2.1_. a)). 

Además, es claro que •u=•· 
Recíprocamente, si V es una semi-uniformidad en 

X compatible con<, Tes regular por el result~ 

do 1 l • 2. l • b) • 

11 •. 24. 1'1!.opo~-lc..i.6n. 

Todo espacio completamente regular X tie~e una 

uniformidad compatible formada por cubiertas fi

nitas. 

Recíprocamente, si un espacio X tiene una R-uni

formidad compatible, entonces X es completamente 

regu 1 ar. 
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1) e.m o¿, ;tJt.a. c..i. 6 tt • 

Sea (X,a) un espacio completamente re-

gul ar. Sea [o' 1]. 

Como la fami ia de cubiertas abiertas 

finitas en un espacio normal y Ro X 

es una uniformidad compatible en X 

( 1 1 • 22.) , entonces, la familia U 1 de 

cubiertas abiertas finitas de es una 

uniformidad compatible en 1. 

Sea a.<:U 1 y f:X+I una función continua 

arbitraria. 

SI se define en to!!, 

ces el conjunto U= A{afja<: u 1 , f:X+I 

continua} es una uniformidad en X (por 

el resultado l. 19.). 

Es obvio que 

Ahora, sea x<:V<:•· Por ser X completa-

mente regular, existe f:X+I continua tal 

que f(x) = O y 
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Sea a= {[0,1), (0,1]}. 

Obviamente a es una cubierta de y 

CL<: u 1. 

Es c 1 a ro que St (x,af) 

Por 1 o tanto, V.: 'u· 
Con lo que 'u = T • 

Recíprocamente, sea U una R-uniformi-

dad compatible en X. 

Sea p .: Y .: T Tu· 

Sean a 1 , a 2 , ••• .:U ta les que St (p ,a1) 

cV y para cada 

n = 1 , Z, 

Ahora, existe una pseudo-métrica p en 

X (véiu.e. [HoJ, ~_onstrucción, pág. 243) 

que satisface las siguientes propieda-

des: 

i) La identidad i: (X ,T)+(X ,Tp) es con

tinua (i.e. ,Tp cT) 

para toda x 

en X y para cada n = 1, Z, 
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iii) Si ~n = {Bp -n(x)jx.::X}, donde 
2. e 

i V) 

sEP(x) = {y.::Xjp(x,y)<E} 

n = 1 , 2., 

para toda 

n = 1, 2., 

Para toda x en X, n St(x,a ) = 
n=l n 

"' n St(x,an)- {y.::Xjp(x,y) o}. 

n"'.l 
Por tanto, si se define 

f(x) "' 4 min 
1 

{1j•P (p ,x)}, 

es claro que f es una funci6n .conti-

nua de X en yf(p)=O. 

Como B~¡~(p)cSt(p,n 1 )cV, se tiene que 

Por lo ta~to_X es completamente re

gular. 
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t t. 25. l. e.ma.. 

t} Sea X un conjunto, 

St para cada xe:X existe una direcci6n Vx 

formada por subconjuntos de X que conti~ 

nen ax, entonces: 

es una topologra de X. 

¡i} SI, además, se cumple la condición sh 

gui.ente: 

(*} s¡ Pe::V:x' extste Ple: Vx tal que, para 

cada yi;DI ex{ste P"e:Vy tal que Pllc:D. 

Entonces, para cada Ac:X, el tntertor de 

A (Aº o lnt(A)) está dado por: 

Aº= lnt(A} =·{xe:AI iiI Di;Vx" PcA}, 
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Pe.mo1;br.a.c..tón, 

¡} Es· !nmedi·ata. 

tf} Sea Ac:X, 

Es claro que Aºc:Bc:A, 

Ahora, sea xeB, 

Por lo tan to , ex i s te De V 
X 

tal que Oc:A. 

Por la condtctón (*) de la hipótesis, 

existe D'eVx tal que para cada yeDI se 

puede encontrar D11 eVY con la propiedad 

º""º· 
Esto implica que Olc:B. 

Por lo tanto, BeT y 

B = Aº. 
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t 1, 26. Teo11.e.ma.. 

Sea U una w-pre-unfformídad w-admisible en un 

conjunto X, y sea T "' Tu· 

Si AcX 1 entonces: 

{xeAla aeU~St(x,a)cA}. 

Vemo.6 .t.11.a.c.-l6n. 

Basta probar que para cada xeX, Ja dirección 

Vx =-·{St(:x,a)jaeU} cumple Ja condición ("<) en 

11. 25. 

Como U es w-admisi~le, existe una w-pre-uni-

formidad abierta u1, tal que LJI ~ LJ. 
w 

Sean BeU1 1 yeU tal~s que y<wB<wa y sea 

o 1 s t (?1 'y) . 

SI yeD' 1 entonces yeSt(x,y)cst(x,B)cst(x,a). 

Como St(x,B)e· T 1 e?1iste <S..:U tal que 

S t (y , <S ) e S t (x 1 B ) • 

Por tanto, St(y,o)cSt(x,@)cSt(:x,cx) y ( *) .se 

cumple. 
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11. 27, (0b.6e.Jr.VIXC..lÓl'l. ! , 11, b)) 

Toda semi-uniformidad en X es adm~sible. 

Ve.m 0.6 .t11.ixc..<. ó n. 

Sea U una semi•uniformidad en X. 

Sea Vx = {St(x,a) la~U} con xe:X. 

Sea D = St(x;a}, ae:U y sea s~u como en la 

condición de semi•uniform[dad. 

s¡ DI .. St(x,f3) y ye:DI ~ 

. {x , y} e: B • 

existe Be:f3 

·sean ye:U y Ae:a tales que St(B,y)cA. 

tal que 

Entonces, si Dy = St(y 1y}, se tiene que 

St (y ,y}cSt (B ,yJcAcD. 

Entonces, por el ·1ema 11. 25., 

St(x,c¡}cA} para cada Ac.X. 

Aª "'íxe:Ai s. .a,;;U:. 

Para cada a1U, sea ~Q= {Aªl.Aca}. 

Dada cualquier a~U, el elemento f3e:U cuya 

existencia está garantizada por la condición 

de semf-unfformfdad, sattsface la propiedad S<aq, 

Entonces, u 0 ={aªiaeU} es una semi-unlformidad 

abierta equivalente a U y U es admisible. 
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t 1·. za. LOb.1> e..1t.va.c.-l6n 1, J 2. b J J • 

Toda R~untforJllidad en X es w.,.admisible. 

Ve.mo.1> .:tn.a.c.-lón. 

Sea u una R - u n ¡ fo rm i. da d en x. 
Sea v.,,. "' {St(x,alJ ae U} , xeX. 

Sea D "' St(-x,al, en donde xeX y aeU. 

Sea (3 como en 1 a condición de R-uniformidad. 

S ;: O t "' S t (x , ¡3 ) y ye, o'' la condición de R-

uniformidad implica que St(y,(3)~0. 

Por lo tanto, por el lema 11. ZS., Aª = 

· {x.;AJ 3. a.;U;)St (x ,a)cA} 1 para cada AcX. 

Aha"ra 1 sea tl.i "' {al o J CIEU}. 

Basta probar entonces que U~<wU y U<wU1. 

Dada ae.U, sea ¡3eU tal que (3<R a. 

Sea ye,St(x, (3~ 0 ) 1 con?< en X. Existe entonces 

S t (z 1 ¡3 ) e (3 A , ta 1 que -x , y e S t (z , (3 ) 0 • 

Sean B1, 8 2 e(3 tales que {x,z}cB1 y {y,z}c 82. 
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Por tanto, existe Aea tal que {x,y}cA y 

yeSt (:x;a}. 

De donde ,13A•,: a. 
w 

Rec\procamente, sea xeX y yeSt(x,{3). 

Como {3<R a es inmediato que St(x,{3)c5t(:x,a}. 

Ademas St(y 1 {3)c5t(x 1 a), ya que si zeSt(y,{3), 

e:xfsten entonces B1, B2ef3 tales que· {x,y}cB 1 

y.{y
1
z}cB 2 • 

La condición {3<Ra implica la existencia de 

un elemento Aea tal que {x,z}cA. 

Por tanto, zeSt (x ,a). 

Entonces St (y ,l'\)cSt (x ,a), 

y es t {x , q) 0 
• 

de manera que 

Como es obvio que xeSt(x,a)º, entonces 

yo;St(x,aAº}, es dec!r, {3-< at>. 0
• 

w 
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11. 29. Si f:(X,U)+(Y,V) es uniformemente continua, 

entonces f: (X•ru)+(Y •rv) es continua. 

Vemo.6 .t:l!.a.c.-i..61'1.. 

Sea f:(X,U)-+(Y,V) uniformemente continua. 

Sea Ve:•v· y pe:f-
1 

(V); entonces f(p)e:Ve:•v· 

Por definición de 'v• existe 13e:V tal que 

St(f(¡j) ,S)c:V. 

Como fes uniformemente continua, existe 

a.e:U ta 1 que · {f (L) 1 Lea}< 13. 

Por lo tanto, f(St(p,a))c:St(f(p),13)c:V. 

Entonces St(p ,a)c:f-
1 

(V). 

-1 
Por consiguiente, f (V)e•u y f:(X,-ru)+ 

(Y,-rv) es continua. 
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11. 30. Si f:(X,U)+(Y,V) es uniformemen~e continua 

y Fes un filtro de Cauchy en (X,U), enton

ces F1 = {f(F)\F€F}+ es un filtro de Cauchy 

en (Y,V). 

Ve.m a~ .tll.a.c.-ló n.. 

Sea S€V. Como fes uniformemente conti-

nua, existe a€U tal que {f(L)jLEa}< S. 

Como Fes de Cauchy, existe LE F na. 

Entonces f(L)cB para cierta BES. 

Por consiguiente BEF1 y BES, por lo que 

B€ F 1 nl3, con i3EV. Por lo tanto, F i es de 

Cauchy. 
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11. 31. P1Lopo¿,.lc..l6n. 

En un espacio w-pre-uniforme (X,U), las si

guientes propiedades son equivalentes: 

i) (X,U) es totalmente acotado. 

ii) Todo ultrafiltro en X es U-Cauchy 

iii) Todo filtro en X está contenido en un 

U-filtro de Cauchy. 

i)=>i i) Sea F un ultrafii~ro en X y sea mEU. 

Como~ por hipótesis, (X,U) es total

mente acotado, existe Lea finito, tal 

que XcuL. 

Por lo tanto existe LEL 

{por 1. 1 6.) • 

tal que LE F 

Entonces LE mnF. 

u-cauchy. 

Por lo tanto, F es 

ll)=>iii) Como todo filtro es una dirección, en

tonces, por la observación l. 17., to

do filtro está contenido en un ultra

filtro F*. 
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Por hipótesis, todo ultrafiltro es U-cau

chy. 

Por Jo tanto, todo filtr~ está contenido 

en un U-ultrafiltro de Cauchy. Pero todo 

ultrafiltro es un filtro, por lo que to-

do filtro está contenido en un U-filtro 

de Cauchy. 

iii)=>i) Supóngase que todo filtro en X está cante-

nido en un U-filtro de Cauchy y sea cte:U. 

Si no existe Lea finito tal que X= uL, Ja 

familia F = {X-uljlca finito}+ es un fiJ

t ro. 

Entonces, por hipótesis, existe Fo, U-Cau-

chy, tal que F e Fo. 

Por Jo tanto, existe Le: Foncx, lo que es 

una contradicción, porque X-Le: FcFo. 
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1 1. 32. TeoJt.ema.. 

Sea A un subespacio denso de un espacio se-

mi-uniforme (X,U). 

Entonces A es totalmente acotado si y sólo si 

X lo es. 

Vemo.6 .tJt.a.c.-i.á n. 

Supóngase que A es totalmente acotado. Sea aeU 

y sea aeu como en la condición de semi-uniformidad. 

Como A es totalmente acotado, existen B1 , B 2 , 

tales que A c~1u 

La densidad de A implica que X = s;u uB 
n 

Sean A1, A ea 
n , yn eU, tales que 

2. ... n • 

Por ser U admisible, B~cSt(Bi,yi) para cada 

1, 2, ••• , n (por el resultado 11. 19. a)). 

Por lo tanto, X = A1u con lo que X 

es ·totalmente acotado. 

Recíprocamente, es claro que todo subespacio 

de un espacio totalmente acotado es también to-

talmente acotado. 



Si cada U. es semi-uniformidad, entonces, 
J . 

U(G) también es semi-uniformidad (Ver defi-

nición 55.). 

Supóngase que cada (Xj ,Uj) 

semi-uniforme. 

es un espacio 

Consérvese la notación de la definición 55. 

Sea 
-1 -l 

= gj (et 1 )A ••• Ag. (et) e U(G). 
i J n n 

Como cada Uj es semi-uniformidad, entonces, 

existe a."U. 
1 J i 

tal que para toda B en S¡, 

existen y 6eU. 
J ¡ 

y con la propie-
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y sea B<: f3. 

Entonces B en don-

-1 -1 
Por tanto, si y 8 = 9j 1 (Y 81 )A ••• "9jn (yBn) 

y AB = g.-1(AB )n ng.-1(AB ), 
J1 l Jn n 

se tiene St(B,y 8 )cA 8 . 

En efecto, sea Ce:y 8 tal que CnB "' !L 

Existen entonces Ci<:YB. 
1 

tales que C = g.-
1

(C1)n 
Jl 

= 1 , 2, , n ) 

Por tanto, 
-1 

BnC = gj 1 (B 1 nCi)n 

Como Bn C ;;o r6, 

De donde, CicSt(Bi,YB.)cA8 _, con lo que 
1 1 

Por consiguiente, U(G) es semi-uniformidad. 
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En forma análoga pueden probarse los dos re-

sultados siguientes: 

11. 34. Si cada Uj es uniformidad, entonces U(G) 

es uniformidad. 

11. 35. Si cada U. 
J 

es totalmente acotada, enton- - •. 

ces U(G) es totalmente acotada. 

11. 36. P1t.opo.6-i.c.-lón. 

SI cada es admisible, entonces U(G) es 

admisible. 
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En este caso, la topología 'U(G)' inducida 

por U(G) es la mínima topología i: de Z tal 

que g.:(Z,i:)+(X.,i:u) es continua para cada 
J J j 

j" J. 

Si cada Uj es admisible, entonces por l. 23., 

se puede suponer, sin pérdida de generalidad 

que cada uj es abierta. ~ 

Como cada gj:(Z,i:U(G))+(Xj,i:U.> es continua 
J 

(por los resultados 11. 29 y 1. 23), y 

para cada a,;Uj, 

_l 

gj (a)c:i:U(G)' 

se tiene ac:i:U.' 
J 

así que: 

entonces 

para 

cualesquiera j1, j2, ..• , j
0

,;J y a.,;U •• 
1 Ji 

Por lo tanto, U(G) es abierta. 
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Ahora, sea T como en el enunciado. 

Entonces, como u{aia€U.} 
J 

es base de '"Ut' 
J 

_1 1 se t i en e que u { g j (a) a€ U j , j E J } es s u b -

base de -r. 

Pero esta familia es también sub-base de 

'"u(G) y, por consiguiente, -r= '"U(G)" 
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1 l. 37. Ob~eJt..vac.<.6n. 

La fami 1 ia de subconjuntos nulos de un espa-

cio X es cerrada bajo uniones finitas e inteL 

secciones numerables. 

Vemo.6:tJt..ac.<.6n. 

Si H1, H2, .•. , Hn son subconjuntos nulos de 

X, existe, para cada i = 1, 2, ... ,. n, una 

función continua fi:X->-[0,1] tal que fi-
1

(0) 

H i. 

·sea f:X->-[0,1] tal que f(x) mín{fi (x) 1 

2' n}. 

Es el aro que f es 
-l 

continua y f (O) 
n 

=u H •• 
i=l 1 

1' 

Sea ahora H1, H2, ... ' una sucesión de nulos 

en X. 

Para cada nEN, sea f n : X+[ O, 1 J , continua., tal 

f -1 (O) que Hn n y sea f:X->-[O, 1] tal que 

ca 

f(x) = E 2-nf (x). 
n=I n 

Es e-Jaro que fes continua y f(x) 
O> 

Jo si x<0nH. 
n 

n=.l 

. lo 2 

o si y s~ 



Por lo tanto, es nulo en X. 

Fácilmente se demuestra la siguiente proposición: 

Si (x,.r) es un es~acio to~o16glco Ro y 

si U es la pre-uniformidad {compatible) que 

consta de todas las cubiertas abiertas de X, 

entonces, {X,U) es completo. 
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11. 39. P~opo~~c~6n. 

Sea A un subespacio de un espacio pre-unifor-

me, admisible y completo (X,U). Si A es cerr!!_ 

do, entonces (A,U!A) es completo. 

Recíprocamente, si (A,UjA) es completo y X es 

de Hausdorff, entonces A es cerrado. 

Se prob~r~ Gnicamente la primera parte. 

Si F1 es un filtro de Cauchy en (A, UjA), en

tonces F= F1+ es un filtro de Cauchy en (X,U), 

ya que si aeU, existe Lea tal que LnAef1. 

Por 1 o tanto, LeanF y F es de Cauchy en (X ,U). 

Por ser X completo, existe xeX tal que F-+x. 

Si A es cerrado, entonces xeA, 

verge ax también. 

porque F1 con-

Por lo tanto, (A,UjA) es completo. 
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1 1 • 40. T e.oJLe.ma.. 

Sea (X,LI) un espacio pre-uniforme y admisible. 

Si (X,LI) es compacto, entonces (X,LI) es to-

talmente acotado y todo U-filtro redondo de ' 

Cauchy converge. 

Recíprocamente, si (X,LI) es completo y total-

mente acotado, entonces (X,-rul es compacto. 

Por tanto, un espacio semi-uniforme (X,LI) 

es completo y totalmente acotado si y sólo si 

(X,-ru) es compacto. 

Vemo.t..t:JLa.c...i.6n. 

Sea (X,-ru) un espacio compacto. 

Por el resultado 11. 5., X es compacto si y 

sólo si todo ultrafiltro converge al menos a 

un punto de X. 

Entonces, por el resultado 11. 17., todo ul-

trafiltro en X es LI-Cauchy. 

Por otro resultado (11. 31.), todo ultrafil-

t ro en X es U-Cauchy si y sólo si (X,U) es 
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es totalmente acotado. 

Por lo tanto, (X,U) es totalmente acotado. 

Sea ahora F un U-filtro redondo de Cauchy. 

Por ser (X•ru) compacto, 11. 5.implica que, 

existe un punto XEAF, y por el resultado 

1 1. 1 6. ' F+x. 

Por lo tanto, (X,U) es completo. 

Recíprocamente, sea (X,U) completo y total

mente acotado. 

Como (X,U) es totalmente acbtado, por e 1 

j-'e su 1 ta do 1 1 . 3 1 . , 

es U-Cauchy. 

todo ultrafiltro en X 

Entonces, como (X,U) es completo, 

trafiltro en X converge. 

Por lo tanto, usando nuevamen~e 11.5 

duce que (X,Tu) es compacto • 

.1 o 6 
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1 1 • 41 • Ej emp.loó . 

La noción de fi 1 tro de Cauchy genera-

1 iza el concepto de sucesión de Cauchy para 

espacios pseudo-métricos. 

] .• Sea (X,d) un espacio pseudo-métrico. 

a) Para cada 

Entonces, 

e:>O, sea · {B d(x) ix.:X}. 
e: 

Ud es una uniformidad en X. 

b) Dada {xn} una sucesión de puntos 
n.:N 

de X, sea con 

Sn = {y.:Xly xm para alguna m~n}. 

Entonces Fes un filtro. 

c). {xn} es sucesión de Cauchy en (X,d) 
n.:N 

si y sólo si Fes filtro de Cauchy en 

1 o 7 



d) Para todo filtro de Cauchy F1 en (X,Ud)' 

existe una d~sucesión de Cauchy {xn} , 
n,;:N 

tal que si F = {Snln.:: N}+, 

F-Fi. 

se tiene 

Vemo.6;t;Jz.a.c.-i.ón. 

a) 

b) 

Prime ro,. Ud es una pre-uniformidad, 

si o= mín(e:1,e:z). 

Además, a 0 *<ae: si o E/3, porque, 

d d 
St (BE/a (x) ,aE/,)cBE (x). 

Por lo tanto, Ud es una uniformidad. 

Da dos S , S , 
ni n2 

se puede suponer, sin 

pérdida de generalidad que 

decir, n.i:2: n 2 ). De donde, 

S cS 
ni nz 

(es 

S c(S nS ) 
ni ni nz 

y, por lo tanto, {Snjn,;:N} es base de fil

tro. 

Por consiguiente, es un filtro. 

c) Si.íxnj } es sucesión de Cauchy en (X,d), 
n,;:N 

para toda e: >O, existe N tal que si 
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d) 

Por lo tanto, para toda E>O, aEnF"' ~ 

y Fes filtro de Cauchy. 

Recíprocamente, si Fes filtro de 

Ca u ch y, para toda ae:Ud' se tiene 

anF "' ~. 

Entonces, dado E> O, existen y.oX, 

N.oN tales que: 

Por lo tanto, para toda m, n ~N, 

es decir> 

sión de Cauchy. 

Como Fi es de Cauchy en (X,Ud), para 

toda n existe 

Como Fne: ª:i/n' existe z .oX 
n 

tal que 

F n B .i /n ( zn) • 
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Sea xne:F1n nF · Entonces, si n 

s = {xn • X n+1' ... } y F = { s l ' s 2. n 

s 3. } +' se tiene F~F1. 

En efecto, con Fo e: F i , 

e:> o. 

Sea ne:N, tal que 1/n <e:. Entonces 

de manera 

que d(x, xk)< 1/2n. 

Por otro lado, por de fin i c i ón , 

Además, 

Por lo tanto, si we:FknF 0 , se tiene 

d(x,w)sd(x, xk) + d(xk,w)<(1/2n) +(1/2n) 

= l /n y 

St (Fo ,ae:). 

Por lo tanto, 
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2. 

para cada keN y 

Pero St(Fk,ci.e)eF1 1 

cada e:>O. 

Por lo tanto, 

Entonces, F' = F1', con lo que 

a) De la construcción de 11. 41. 1., para cada 

clase de filtros de Cauchy de un espacio 

pseudo-métrico (X,d), hay una clase de fil:

tros de Cauchy del espacio uniforme (X,Ud), 

y es claro que son iguales. 

b) De 11. 41. l., se deduce también que (X,d) 

es completo si y sólo si (X,Ud) lo es. 
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CAPITULO I I I 
EXTENSIONES Y COMPLETAClONES 

En este caprtulo, se estudiarán el teorema 

de extens'lón, el teorema de completación de espacios 

pre-uniformes, y sus respectivas aplicaciones 

111. l. Teo.1r.ema. de Ex:terz<1.l6n. de E..ipa.C-lo-0 Un.l601t.me.-0. 

Sí A es un subconjunto denso de un espacio 

pre-uníforme y admisible.o(;X.1,U.i) y ,_ 
f: (A,U.l!A)-~.(X21U2 ) es una función uní formemen-

te continua de A en un espacio semi-uniforme, 

completo y de Hausdorff (X 2 ,U 2 ), entonces f 

tiene una única extensión uniformemente con-

Vemo6 :t1t.a.cL 6rz. 

Stn pErdida de generalídad, se puede suponer 

que l.!J. es abierta. 

Sea x"A .. y 
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O_bvtamente, F-x es un filtro en A que converge 

a -x, 

Como Fx converge a un punto de A-, entonces 

Fx es un filtro de Cauchy en (A, UijA). 

Por el resultado 11. 30. se deduce que 

Hx = {f(Fx)jFxeFx}+ es un filtro de Cauchy 

en (X2 ,U2). 

Por ser X2 completo y T2 , existe un único pun-

to y ex 
X 

Si se define f*(x) = 

f* es una extensión uniformemente conti-

nua de (X1,U.i) en (X2,U2). 

En efecto, como f es continua, si xEA, en-

tonces f(x) = Yx• por lo que f* extiende a f. 

Ahora, y sea S1eU2 como en la con-

dición de semi-uniformidad. 

Por ser f uniformemente continua, existe aeU, 

ta 1 que· {f (AnL)jLea}<S.i; entonces {f*(L)jléa} 

<(3, ya que si xeLe a, con x, L fijos, y 

B.i e (3.i, Be(3 y í32el:12 son tales que f(AnL)cB1 

existe FeFx tal que FcLnA 
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(pues U.i es abierta y 1-x.+-x). 

Como H.,«+f*(-x), se tiene f*(x).:f(F)-c:f(LnA)-c: 

B~ • 

Por otro lado, Por tanto, 

f * (-x) é B y f* es uniformemente continua. 

Como (Xz ,Uz) es un espacio de Hausdorff y A 

es denso en X1, entonces no pueden existir 

dos extensiones continuas y distintas de f a 

X.i. 

Por lo tanto, f* es una extensión uniforme-

mente continua de f y además es única. 

'\ 
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11 1 • 2. No.ta.c.-ló'n. 

Sea (X,U) un espacio pre-uniforme y admisible. 

" Sea X la coleccf6n de filtros redondos de Cau 

chy en (X ,U). 

Para cada UcX, 

s¡ a.eU, sean: 

LJ ·{~laeU}. 

1 1 1 • 3. Ob.6 el!.va.c.-lo ne.6 • 

I) Si AcBcX, 

se a U= {Fe~lu~F}. 

,., ,.. 
entonces AcB. 

¡¡) s¡ a,~e y ~<a., 
('> "" 

entonces ~<a. 

n tl, 0 = ~. 

115 



tv l Para cada pareja de subconjuntos A, B 

(AnB)"' 
,. .... 

ex, se tiene = AnB. 

,,, 
"' 

,., 
" v) Cada a e U cubre a X, porque s 1 f<!X y 

LeFna o= es U-Cauchy), en ton ces FeL<!a. 

vi) Por Jos incisos anteriores, U es una pr~ 

uniformidad en X. 

Sea U una pre-uniformidad admisible y complet~ 

mente extendible en un conjunto X. 
,, 

Entonces U es una pre-uniformidad abierta y 
,,.. 

completa en X y "' la funci6n v:X+X tal que 

v(x) = Nx es una funci6n uniformemente conti

·" nua de X sobre un subespacio denso de X. 
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Además y. Lx}" = v".lv(x) para 

cada x en X. 

s¡· (Xrru) es también T 2 , 

encaje unim6rfico. 

entonces V es un 

,.. 
SI además U es semi-uniformidad, X es ún ¡ co 

excepto por unimorflsmos. 

Ve.mo.6 .:t1r.a.c.,é.6n. 

,.., 
Por la observaci6n 111. 3., U es una pre-uní

,,, 
fo rm ! dad en X • 

¡\demás, p a r a t o d a Le: X , Les abierto en X, 
,.. 

porque, si Fe L, se tiene LeF, yporserF 

re don do, existe SEU tal que St*(F,S}c:L. 
,.. 

SI F' ESt(F,S), 

Entonces, 
" ,,.. 

Por tanto F'eMc:L y 

" es abierto en X. 
,.. 

tal que F, F' EM. 

y Me: S t * ( F, S) e: L. 

St(F,a}c:L. Entonces L 

Por lo tanto, U es una pre-uniformidad abier~ 

"' ta en X. 
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I> 
Sea 1' un U~ftltro de Cauchy. 

Sea N = {Ac:XIA,¡f}. 

Entonces N es un U-filtro de Cauchy, y, ~ue si 
I> ,,, 

y Ae. a.nf, con A,¡a., 

Por hlp6tesis N contiene un filtro redondo de 

Cauchy Na. Si Nae.'A, con Ac:X, se tiene que 
I> " AeN ac:N y A d' · Por lo tanto, F+N 0 y U es 

I> 

completa en X. 
,., 

Por consiguiente, U es una pre-uniformidad a
,., 

bierta y completa en X. 

Ahora, sea v ta 1 que V (:x) = Nx · 

Entonces :x 1 o:v-
1

v(x) si y s61o si N:x = Nx 1 

y esto último es equivalente a {:x}- = {:x'}-. 

Por lo tan to, v-
1

v (:x) = · {:x}-. 

Como v (:x) = N:x' entonces :xe.v -l (A) si y s ó-

lo si A es vecindad de :x, por lo que v-
1 

(A} = 

int A para toda AcX. 

Por ser U admisible, existe o.~ tal que 

1 i e 



Por lo tanto, 

V (int A)cA), 

{v(L)!Le:ai} <a (porque 

Por consiguiente, v es uniformemente conti-

nua, 

Se ha probado entonces que 
_, 

V <'A> int A 

y u(int A) =A nv(X). 

Si Anv(X) = 13, entonces, por lo que se acaba 

de demostrar, int A = 13. 

Pero si A~ 13, entonces int A~ 0. 
,,, ñº 

Por tanto, A= 13 y vO<) es denso en·x. 

Por lo tanto, v es una fun~ión uniformemente 
,,., 

continua sobre un subespacio denso en X. 

Falta verificar que 
,,, 

Sean F.z ,F2.cX, con Fi ;ef 2. • 

filtros redondos de Cauchy, 

Como Fi y F2. son 

y son diferent~s, 

entonces ttenen miembros ajenos. P.or lo que 

existen L e:Fi, MeF2. con LnM = 13. En ton ces 
,,, ,,, 
L y M son abiertos ajenos que contienen 

y F2., respectivamente. 

Por lo tanto, 
,.. 

Cx,,,.,} es T2.. 
u 
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Sf (X,U) también es T2 , sea v-
1 

:v(X)+X y 

se a ete U. 

Tomando a -~!v(X) _1 
Se t i en e V (a ) { i nt L! 

Lea}< a, 

-.1 
Entonces V también es uniformemente continua 

y V es un encaje unim6rfico. 

Por último, si U es semi-uniformidad, ves 

única salvo por unimorfismos, porque si 

v 1: (X,U)+(y ,V) es otro encaje unimórfico so-

bre un subespacio denso de un espacio semi-un~ 

forme y completo (Y,V), las funciones: 

y V o V 1 -
1 

: V 1 {X ) +v (X ) 

tienen extensiones uniformemente continuas 

\): í{ .... y y v:Y+X tales que vou y \)ºV son la 

1 den ti dad en v (X) y v ' (X) , respectivamente. 

Por lo tanto, u y v son ambas unimorfismos y 
_1 

V = U 
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APLICACIONES DEL TEOREMA DE COMPLETACION DE ESPACIOS 

UN 1 FORMES. 

Un espacio topol6gico (X,i:) es R1 si y s6lo 

si existe una pre-uniformidad U en X, admi-

sible y completamente extendible, tal que 

Vemo.6 .tlta.c..l6rt. 

Sea (X,<) R.i y sea U la colecci6n de cu-

biertas abiertas de X. 

Sea F un U-filtro de Cauchy. 

Entonces AF ~ 0, porque en caso contrario, 

a m·{x - N-INeF}eU y anF = 0, lo que es 

una contradicci6n, porque F es de Cauchy 

en (X,U). 

Sea ahora xeAF y Ve Nx. 
Para cada ye X ~{x} sea Vy un abierto 

que ye V cV- e X - {x}- y sea S = {V}u 
y y 

'{VylyeX - {x}-}, 

1 :l l 

tal 



Como F es u~cauchy, existe Le; f3nF. 

Entonces L V' porque si L = V 
y 

para alguna ye;X - {x} se tendría que xe:L 

= V-e X - { x} 
y 

lo que es una contradicción. 

Por lo tanto, VeF y f .... x. 

Se ha probado entonces que U es completa. 

Para probar que U es completamente extendible, 

basta demostrar que para cada xe;X, el filtro 

de vecindades Nx es redondo. 

es arbitrario y se construye f3 co-

mo arriba, 

Por tanto, 

entonces St*fN~,~)= V. 

Nx es redondo. 

Re c íp ro camen te, sea U una pre-uniformidad a•.!!_ 

mlslble y completamente extendible. 
,. ,., " 

Sean X, U y v:X+X como en e 1 teorema de com-· 

pletación. 

Si x.i y x 2 son puntos de X con cerraduras di~ 

tintas, entonces v(x.il >'V(x 2 ), porque 

·{x.i}-= v-.lv(x.i) y {-x 2 }-= v_.iv(x 2 ). 
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,,.. 
Cómo X es T2 , 

exfsten A, B cX ajenos, ta-

les que v(x1 l.:A y v(x2)eB. 

Por lo tanto, tnt A e int B son abiertos 

aj en os que con t i en en a x1 y x 2 , respectiva-

mente, y X es R1 • 

111. 6. Co~o~atúo, 

Sea (X,U) un espacio semi-uniforme. 

Entonces, 
/) /) 

(X,U) es un espacio semi-uniforme, 

completo y T.i, 

,,.. 
y la función V :X ... X ta 1 que 

v(x) = Nx es una 

tlnua de X sobre 

Sl(X,U)esT1, 

función uniformemente con-

"' un subespacio denso de X. 

entonces v es un encaje uni 

"' "' mórfico y (X,U) es único excepto por unimor-

ffsmos. 
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Ve.mol>:tlla.c..lón, 

Por ser (X,U) un espacio semi-uniforme, U es 

una pre-uniformidad admisible en X. 

Por el resultado 11. 15., todo filtro de Ca,!:!_ 

chy en un espacio semi-uniforme contiene un 

filtro redondo de Cauchy. 

Por otro resultado (11. 17.) si un U-filtro 

de Cauchy F converge a un punto xeX, en ton-

ces el filtro mínimo de Cauchy ft coincide con 

el filtro de vecindades Nx de x. 

Por lo tan to, todo filtro de vecindades es 

redondo de Cauchy. 

Se cumplen entonces las hipótesis del teore

ma de completación de espacios uniformes. 
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SeaU=Ud' en donde d es una métrica en X. 

Sea (X* 1 d*) la completación métrica de (X,d). 

Entonces existe una isometría i:X->-X* sobre 

un subespac i o denso de (X*, d'"). 

La i sorne tría induce un encaje unimórfico 

de (X,Ud) en (X'",Ud*). 

Por la unicidad de las completaciones, los 

y (X,Ud) son unimórficos. 

Sea (X,U) un espacio sem(-uniforme. 

En ton ces X es compacto si y sólo si (X,U) 

es totalmente acotado. 
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Ve.mo.6 ;tJta.c.-i.6ri.. 

Por.el teorema ti. 32., un subespacio denso 

de un espacio semi-uniforme (X,U) es total

mente acotado si y sólo si X lo es. 

Por el teorema 11. 40., un espacio semi-uni

forme es compacto si y s6lo si es completo y 

totalmente ·acotado. 

De ahf el resultado, 

111. 9. fJtopo.6-i.c.-i.6ri.. 

Si U es una semi-uniformidad totalmente aco-

tada en X, 

regular. 

entonces (X,Tu) es completamente 

Recfprocamente, todo espacio completamente 

regular tiene una uniformidad compatible y 

totalmente acotada. 
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Ve.mo¿, .:t1t.a.c..l8n.. 

Supóngase que U es una semi-uniformidad to-

talmente acotada en X. 

Por la proposición anterior, 

(X,TíJ) es compacto. 

el espacio 

,.. 
Por el teorema de completación, X es también 

Como todo espacio compacto y T2 es completa-
,.. 

mente regular, entonces, X es completamente 

regular. 
,.. ,.. 

Si X€V€T y u:X+[O,l] es una función 

X - Vcu _.l( l ) , 

continua 

ta 1 q ue ~ (N ) "' O 
·X 

y en ton ces , 

,.. 
u uov:X+[O,l] es continua, u(x) "' O y 

X - Vcu"
1 

(1). 

Por lo tanto, X es completamente regular. 

Recíprocamente, por el resultado 11. 2.4., 

todo espacio completamente regular tiene una 

uniformidad compatible U formada por cubier

tas finitas. 

U es entonces una uniformidad totalmente a-

cotada en X. 
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1 1 1. 1 o. P1t.opo.6.lc..l6ri. 

Si para cada jE:.J, Uj es una pre-uniformidad 

admisible y completa en Xj, entonces, la 

pre-uniformidad producto U{G) en Z =TI X. 
j E'.J J 

es también una pre-uniformidad admisible y 

completa. 

Vemo.6 -t1t.a.c..l6 rr.. 

Para cada jE:J, sea g j : Z+X j la proyección. 

Por el resultado l. 2.3., se puede suponer, 

sin pérdida de generalidé!'_d, que cada Uj es 

abierta. 

Sea F un U{G)-filtro de Cauchy. 

Por el resultado 11. 30., 

FE:F}+ es un Uj-filtro de Cauchy. 

Sea XjE:Xj tal que (gj(f))++xj. 

Sea x =·{xj} en z. 
j E:J 

Como TU(G) es la topologra producto de Z, e~ 

tonces se tiene que F+x,• y por lo tanto, 

U(G) es completa. Y, por. 11. 36., U(G) es 

admisible. 
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.. 

1 1 1. 11. Co11..o.ta.Júo. 

Si para cada j~J, Uj es una semi-uniformidad 

completa en Xj, entonces la semi-uniformidad 

producto U(G) es también completa. 

Vemo.6.tJr..a.c..i.6n.. 

Por el resultado 11. 33., U(G) es semi-uni-

formi dad. 

Entonces, por la proposición anterior (111. 

1 o.) ' U(G) es co.mpleta. 

1 r 1 • 12. Ob.6 e11..va.c.-l6n.. 

Consérvese la no~ación de la definición 55. 

En general no es cierto que si cada 

u1 es una uniformidad completa y ºcada gj 

es suprayectiva, esto implique que U(G) 

sea completa. 
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Por ejemplo: 

Haciendo las siguientes sustituciones en la defini-

ción 55: 

Q (racionales) por z; 

XX (R 
+ nQ) J (con por irracionales, R+ reales p~ 

sitivos) 

z (enteros) por X j' para toda J, 

Y, definiendo uj ={a}, en donde a = {{k}ikez}, 

y para cada j = (i,E) en J, sea Pj:z+xj tal que 

pdr) = [(r-i)/e:J= parte entera de (r-i)/e:. 
J 

Entonces, cada es uniformidad ya que ª* ª· 

Además 

filtro de Cauchy en X. 
J 

porque si fesunU.
J 

y {x}eFna, entonces f+x. 

Ahora, sea {z } una sucesión decreciente de ele
nneN 

mentes de Q ta 1 que zn _,.rz en la topología usual 

de R· 

Para cada neN, sea S 
n 

y 
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(en Q) • 

Entonces Fes claramente un filtro en Z. 

Además, Fes un U(G)-filtro de Cauchy, ya 
-1 1 

que si j = (i,EhJ, y pj (a) =·{(i+kE, 

i+(k+l)E)n Qlkez}, claramente existe k 0 ez 

tal que /2 e[ i.+koE, i+(ko+J)e:}, i .e., 

i+koE s 12 <i+(k 0 +1)e:. 

Por lo tanto, existe NeN tal que 

SNc:[i+koe:, i+(k 0 +l)E), y, por consiguien-

-1 
te, p j (a)nF = rí1 para toda jeJ. 

De donde, Fes un U(G)-filtro de Cauchy. 

Además, 'u(G) es la topología usual de Q, 

por Jo que F no converge en Q = Z. 

En ton ces , (Z,U(G)) no es completo. 
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111. 13. Pllopo.6-lc.-lón. 

Sea.{(X.1r.)ijEJ} una familia de espacios 
J J 

completamente regulares no vacíos. 

Entonces Z = TI X. 
j EJ J 

es topológicamente com-

pleto si y sólo si Xj es topológicamente 

completo para cada jEJ. 

Supóngase que Z es topológicamente completo. 

Sea joEJ. Es fácil verificar que X. es 
J o 

meomorfo a un subespacio S de Z tal que 

ho-

Sea U una uniformidad compatible y completa 

de z. 

Sea F un filtro de Cauchy en (s,u¡s). 

Claramente F+ es un filtro de Cauchy en (Z,U). 
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Por tanto, existe zeZ tal que y ne-

cesariamente ze:S 

Sea xe:S tal que ze:{x} 

Por la regularidad de Z, se tiene F-+x 

(De hecho, e 1 conjunto de puntos de con ver

gen ci a de F coincide con.{x}-). 

Por lo tanto, ( S , U 1 S) es co mp 1 et o. 

Rec íp roe amen te~, por el resultado 11. 36. 

si cada u. 
J 

es admisible, entonces U(G) 

es admisible. 

Por el resultado 1 1 • 3 4 .';: s i cada U j es 

uniformidad, también lo es U(G). 

Y por e 1 res u 1 ta do 1 1 1 • 1 o • ' si cada 

es completa, U(G) también es completa. 

Por consiguiente, si cada 

midad admisible y completa, 

uj es pre-un i for

entonces U(G) lo 

es también. 
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1 1 1. 1 4. Co1t.ola.1t-lo 

Todo espacio topológico homeomorfo a un sub-

conjunto cerrado de un producto de espacios 

métricos completos es topológicamente comple-

to. 

1 1 1 • 1 5. P1topo.ti-lc.-i.6n. 

Sea {Vi\i<:J} una familia de conjuntos coceros 

~n un espacio X. 

Entonces A= n{Vi 1 i.:J} es homeomorfo a un suh 

conjunto cerrado de x~RJ· 

Vemo.ti .tJta.c..ló n. 

Para cada i.:J, sea gi:X+R 

nua tal que X-V.= g.-
1

(o) 
1 1 

definida mediante la fórmula 

19~ 

una función conti-

y sea f¡ :A..,.R 



Sea j :A+X la inclusión. 

Claramente {j}u{fi¡;.,J} es una familia de 

funciones continuas que distingue puntos de 

cerrados. 

La funci5n evaluatoria f es entonces un en

caje de A en Xx RJ· 

Se denotarán por {y, a.} 
I i EJ 

con YE X 

a los elementos de Xx RJ. 

Sea p = {x,a.} " XxRJ-f(A) 
I i EJ 

Entonces x~A o XEA y existe joEJ tal que 

a. "'f. (x) . 
Jo Jo 

En el primer caso, exi$te tal que x~V. 
1 o 

y, por tan to, g. ( x) = o. 
1 o 

Sea M>O ta 1 que 

-.1 
9¡

0 
(,..1/M, l/M). 

Para cada aEUnA, 

a.E(-M,M) 
'o 

y sea U 

se tiene if. (a)i>M. 
1 o 
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De don de, u X C~M,M) X TI R ¡ , con Ri R 

para cada ie:J, es una vecindad de p que 

no intersecta a f (A). 

Para el segundo caso, 

vales. abiertos 

f. (x) e: 1 1 • 
J o 

ajenos 

sean 11, 

tales que 

Sea U un abierto en X tal que 

12 inter-

CL • 
Jo 

e: l 2 y 

UnA =f. -l ( l 1). 
Jo 

Entonces U x 1 2 x lI R¡ 

ie:J-{jo} 

es una vecindad de 

p que no intersecta a f(A) 

Por lo tanto, f(A} es cerrado. 
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111. 16. CoJLola.JL-lo. 

Todo P-cerrado en un espacio X es horneo-

morfo a un cerrado en un espacio de la fo~ 

ma XxRJ. 

1 1 1 • 17. CoJLola.JL-lo. 

en un 

espacio topológicamente completo (X,T). 

si B = n B j, entonces 

jeJ 

topológicamente completo. 

l 3 7 
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1 1 1. 18. CoJLo.la.Jt.lo. 

Todo G0 en un espacio métrico (X,d) es ho-

meomorfo a un subconjunto cerrado de Xx Rw· 

111. 19. PJLopoh-lc-lón. 

Sea {La.la€ J} una familia de subconjuntos 

de un espacio de Hausdorff Y. 

si X = n La, 
O.<:J 

entonces X es homeomorfo a un 

subespacio cerrado de L = U L • 
a<: J a 

Vemoh;t;JLa.c-l6n. 

Para cada a<:J, sea u: :X-+L la inclusión a a 

y sea \J:X-+L la función evaluatoria de las 

\) 1 s. 
a 

1 se 



Es claro que u .es un homeomorfismo sobre su 

imágen. 

Sea zeL - u(x). 

Entonces existen a 1 ,a2 E:J tales que 

z (ct2) • 

V2 abiertos ajenos en Y tales que 

( ¡ 1' 2). 

Por tanto, z pertenece al abierto 

Wnu (X) = fa. 

Por consiguiente L - U (X) es abierto. 

Con lo que u(x) es cerrado en L. 
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Sea.{B.ljEJ} una familia de subespacios to
J 

pológicamente completos de un espacio Tz X. 

Entonces B = n B 
j EJ j 

te completo. 

es también topológicame~ 
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CAPITULO IV 

CUBIERTAS NORMALES Y 
BASES DE WALLMAN 

En este capítulo, como su nombre lo indica, 

se estudiarán cubiertas normales y bases de Wal lman, 

j un to con s u s a p 1 i ca c i o n es . 

IV. l. Te.o.1¡_e.ma. 

Sea a. 1 , a. 2 , una sucesión normal en un esp~ 

cio topológico (X,-r). Entonces existe una 

pseudo-métrica p en X tal que: 

a) La identidad i: (X,-r) (X,-rp) es continua. 

b) Para cada n = l, 2, ... , a. <{Bp + (x) 1 x.:X} n 2 -n i 

c) Para cada xo:X, ~ 1 St(x,a. )-
n= n 

{yo:Xip(x,y)=O} 

Sea d:XxX+R tal que: 

1 ~ l 



Iº si 
YE;;' St(x,a) 

n= 1 n 

d(x,y) 1 1 si 

1
1 • 
znS 1 

En ton ces : 

1) d(x,x) o para toda x en X 

i i) d (x, y) d(y,x) O para cualesquiera x,y en X. 

i i i) si e:>O es tal que d(x,y)<e: y d(y,z)<e:, 

entonces d(x,z)<2e:. 

i) y ii) son claras. En cuanto a i i i), si 

d (x, y) 2: 1 /2 o d(y,z):<: 1/2, entonces 2e:>l, 

y la conclusión es clara. Por tanto, supón-

gase que existe un entero k>O tal que 

d(x,y):>{l/2)k+i<e: y d(y,z)s(l/2)k+l -<e:. Se 

tiene entonces que y€St(x, ªk+ 1 )n5t(z,ak+ 1 ). 

* Como ªk+J <ak' 

St(y,ak+1 )c:L. 

y 
1 

d(x,z)s -ik 

existe LEaK tal 

En consecuencia, 
2. 

--- <2e: 2k+l 

Ahora, sea p:XxX~R tal que: 

que 



p(x,y) = inf{d(x,xi)+d(x 1 ,x 2 )+ ... +d(xn-l ,xn)+ 

+d(xn ,y) 1 (x1 ,x2, ... ,xn) 

sucesión finita en X}. 

es una 

Por consiguiente, p es una pseudo-métrica en 

X, ya que de 1 as propiedades i) y i i), se 

sigue que p(x,x) = O y p(x,y) - p(y,x)~O pa-

ra cada x,y en X. 

En cuanto a la desigualdad del triángulo, si 

existen x,y,zEX con p(x,z)>p(x,y)+p(y,z), en-

tonces existen sucesiones fin.itas X1, ... ,xn y 

"/ .~ , • . . , y n t a 1 es q u e p ( x , y ) +f > d ( x , x .i ) + ... + 

y p(y,z)+f>d(y,y 1 )+ .. +d(ym,z), en 

donde e: = p(x ,z)-p (x ,y)-p (y ,z). Por lo que 

p(x,z)>d(x,~ 1 )+ ... +d(xn,y)+d(y,y1)+ ..• +d(ym,z) 

lo cual contradice la definición de p(x,z). 

Ahora, para cada sucesión finita x, x1, 

en X, se tienen las desigualdades: 

iv) d(x,y)/4 s p(x,y) s d(x,y) 

v) d(x,y)S2d(x,x1)+4d(~,x2)+ •.. +4d(xn_ 1 ,xn)+ 

+2d(xn ,y). 

En efecto, si v) fuera (alsa, entonces sea N 
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el mrnimo natural tal que existen 

x, y, Xl, ,xN e X con la propiedad: 

d(x,y)>2d(x,x1)+4d(x1 ,x2l+ ... +4d(xN_ 1 ,xN)+ 

+2d(xN,y) 

Si N=l, se tendrra d(x,y)>2d(x,x1)+2d(x1 ,y) 

1 
Tomando e: tal que d(x,x1)+d(x1,y)<e:<;¡:d(x,y), 

la propiedad iii) implicaría d(x,xi)'2:e: o 

d(x1,y)2'e:, lo que es una contradicción. 

Por tanto N>1. 

i.i'i) también implica que para cada r, con 

lsrsN, se tiene que d(x,y)s2d(x,xr) o 

d(x,y)s2d(xr,y), y en particular para r=l, 

necesariamente se tiene que d(x,y)s2d(x1,y), 

porque en el caso contrario se tendrfa que 

d(x,y)s2d(x,x1)+4d(x1,x2)+ •.• + 

4d(xN_
1

,xN)+2d(xN,y) 

lo que contradice a la deflnici6n de N. 

Entonces, tiene sentido definir 

1 .... 



Se tiene que lsk, y k no puede ser N, porque 

si k=N, entonces d(x,y)S2d(xN,y)s2d(x,x 1 )+ 

4d(x1 ,x2)+ , •. +4d(xN-i'xN)+2d(xN ,y), que de 

nuevo es una contradicción. 

Por tanto 1Sk<N, y por definición de k se si-

gue que d(x,y)S2d(x,xk+l) y d(x,y)S2d(xk,y). 

Luego, d(x,y)sd(x,xk+i)+d(xk,y) 

S(2d(x,xi)+4d(x1 ,x2l+ ... + 

4d(xk_ 1 ,xk)+2d(xk,xk+i))+ 

(2d(xk,xk+¡l+4d(xk+l'xk+ 2 )+ .. • + 

4d(xN+1'xN)+2d(xN,y)) = 

=2d(x,x1)+4d(x1,x2)+ .. + 

4d(xN_ 1 ,xN)+2d(xN,y) 

lo que es una contradicción; así, v) queda de-

mostrada. 

Ahora, se probará la propiedad iv): 

particular de v), se tie~e que 

Como caso 

2J.~L!'.l :!id(x,x 1 )+d(x1 ,x 2)+ •.. +d(xN,,. 1 ,xN)+d(xN,y) 

para cada sucesión finita x, x1, ,xN, y en X. 

.Entonces, d(x,y}/4 :!i p(x,y) para cada x,yi;X. 
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Además, claramente p(x,y)Sd(x,y). Por consi-

guiente iv) queda demostrada. 

Volviendo al teorema, b) y c) son inmediatas 

de iv) y de las definiciones de d y p. 

Si T1 es la topología inducida por la unifor

midad U1={a1,a2, •.• }de X, es claro que T1cT; 

de b) se sigue que para cada n~N y XEX, 

St(x,a + )cBP (x), lo que nos dice que TpcT1, 
n 2. 2-n 

de manera que Tpc:T. Por tanto, i:(X,T)+(X,Tp) 

es con t i n u a • 



IV. 2. TeoJc.ema.. 

una sucesión normal en un espa-

cio X. Sea p la pseudo-métrica en X, definida 

como en 1 V. 

Entonces: 

i) Si la sucesión es completa, pes completa. 

ii) Si Ja sucesión es wt; para cada cerrado KcX, 

Ja Tp-cerradura de K coincide con 

{y€Xlp(x,y)=O, para alguna X€K}. 

Ja Tp-cerradura de cada punto de 

rablemente compacta. 

Vemo..s;t1La.c.-i.6n. 

Además, 

X es nume-

una p-sucesión de Cauchy en 

X. Para cada n€N, sea Fn={xklk~n} y sea el 

filtro F={Fnln€N}~.Sea U={ou,cx,, }. En-

tonces Fes un U-filtro de Cauchy. 

Para probarlo, sea n€N fijo, y sea m€N tal 

( ) 2 - (n+J) . . k> E t que p xj,xk < , s1 J, _m. n onces 

existe G€cx 
n 

J. .. 7 

tal que 



St(xm'ªn+ 1 )cG. Ahora, si x¡eFm 

ria, entonces p(x. ,x )<2-(n+ 3
) 

1 m 

es 

y, 

arbitra-

por tanto, 

xieSt(xm;ªn+1)cG, es decir, FmcG y GeFna. 

Como por hipótesis U es completa, existe x~X 

tal que F+x en (X,•ul. Como se tiene que 

-cpc'u• entonces 

completa. 

f+x en (X' p) • De donde p es 

ii) Sea y cualquier punto en la -cp-cerradura de 

K. Para cada n = l, 2, ,seaxeKtal 
n 

que p(xn,y)<2-n-z. Por un resultado (IV.t.ii)) 

se tiene que xneSt(y,an). Por ser et1,a2, 

una sucesión wó, existe un punto xeX tal que 

xnt+x. Por ser K cerrado, se tiene que xeK. 

Además, xfiE 1 st(y~an)-= ng 1 St(y,an). 

Por el resultado IV. l. iii), se tiene que 

p (x ,y) = O. 
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IV. J. 

Por Gltimo, si X€X 1 A es la Tpcerradura de 

{x}y y€A, entonces p(x,y) O, con lo que 

d(x,y) = o. 

Por lo tanto, si se toma una sucesión 

de puntos de A, por ser 

wA, entonces x1, X2, se acu-

mula en un punto de X, que debe ser elemen-

to de A, porque A es T-cerrado. Por consi-

guiente, A es numerablemente compacto. 

Te.oJt.e.ma.. 

Si CY. es una cubierta normal de un espacio X, 

existe un espacio métrico Y y una función 

continua y suprayectiva f: X+Ycon la propie-

dad: 

*) para toda X€X, existe un elemento Ax€ª 

tal que X€Ax y f(x)~f(X-Ax)-. 
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Vemo.6;t;Jz.a.c.-l6n. 

Sea a1,a2, una sucesión normal, en donde 

a=a1. Sea p como en IV. 1. Para cada pareja 

de puneos x, x'eX, sea x ..... x 1
, si y sólo si 

p (x, X 1 ) = 0, 

Claramente es una relación de equivalencia, 

y se puede dotar al conjunto cociente Y =X/

de una métrica poniendo p¡([x],[x'])=p(x,x'), 

en donde [x], [x 1 ] denotan las clases de equ~ 

valencia de x, x', respectivamente. 

La función f:X-+Y definida_ por la fórmula 

f(x) = [x] es entonces continua y suprayecti-

va. 

Ahora, sea X€X y Ax€ª tales que St(x,a2)~Ax. 

Si y€ X-Ax, entonces y~St(x,a2 ) y, por tanto, 

s·1 d es como en IV. 1, se tiene que ~sd(x,y) 

y ·'td(x,y)sp(x,y). De donde, 

~sp(x,y)=p 1 ([x],[y])=p¡ (f(x) ,f(y)) así que 

f(x)~f(X-Axfy se cumple la propiedad*). 
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a) Sea a una cubierta de un espacio X. Si a 

pertenece a una sucesión normal completa, 

en el teorema anterior (IV. 3.), se puede 

tomar Y completo. 

b) Sea a una cubierta de un espacio X. Si a 

pertenece a una sucesión normal y wó exi~ 

te una función continua cerrada y con fi-

bras numerablemente compactas de X sobre 

un espacio métrico. 

IV. 5. Lema.. 

Sea B una base de Wallman normal de un espa-

cio no vacio X y sea U={Uj ljeJ} una cubierta 

punto finita de X con elementos de B y con 

la propiedad siguiente: 

Si {BjljeJ}c:B y para cada jeJ, Bjc:Uj' se ti~ 

ne U{BjljeJ}eB. 
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Entonces existen elementos Hje:C(B) (Je:J), 

tales que HjcUj para cada je:J y talas que 

X= U{Hj Jje:J}. 

Ve.moli.t:ll.aci.ón. 

Sea F la fami 1 ia de funciones F que satis fa-

cen: 

a) Dom FcJ, Rango FcB. 

b) Para cada je: Dom F, existe Aje:C(B) tal que 

F(j)cAjcUj. 

c) X=U{F{j)!Je:Dom F}uU{Uj lje:J-Dom F}. 

Para la demostración basta probar que existe 

Fe:F tal que J = Dom F. 

Es claro que F~~. porque ~e:F. 

Ahora, si se ordena F parcialmente por incl~ 

,sión y {Filie:I} es una cadena en F, entonces 

F = U{Filie:l}e:F·. En efecto, F satisface obVi,!!_ 

mente las condiciones a) y.b), y si F no cum-

pliera c), entonces existiría un punto 

xe:X-(UF(j) lje:Dom F}uU{U. Jje:J-Dom FL 
J 

1 5 2. 



.(~) 

,jn son los elementos j de J tales 

que X€~( recuérdese que U es punto finita), e~ 

tonces {j1, ,jn}cDom F. Como 

Dom F = U{Dom Fi \ i€1}, existe i€1 tal que 

{J l ' ,jn}cDom F i. Pero entonces, por la 

propiedad c) de F¡, existe j€J-Dom Fi tal que 

X€Uj, lo que es una contradicción. Se puede 

aplicar entonces el Lema de Zorn( 2 ~ y dedu-

cir la existencia de un elemento maximal F€F. 

Por último, Dom F = J, ya que en caso contra-

rio existiría un elemento jo€J-Dom F. Enton-

ces, aplicando la última parte de la hipóte-

sis con Bj = F(j) para j€Dom F, Bj
0

=111 y Bj=Uj 

para j€(J-{j,})-Dom F, se deduce que 

B = U{F(j)lj€Dom F}uu{Uj\j€J-{j 0 }-Dom F} es un 

elemento de B. 

Por definición, X-BcUJo 

Como Bes normal, existen B', B11 €B tales que 

X-BcB 1 cX-B"cU. 
Jo 

Por consiguiente, F 1 =F u{(jo,6 1 )}€f en con-

tradicción con la maximal idad de F. 

Ve~, po~ ejemplo, [Ke], T,eorema 25, pág. 33 
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a) Sea {Uiljc;;J} una familia localmente fini

ta de conjuntos coceros en un espacio X. 

Entonces U{UjljEJ} es un conjunto cacera. 

b) Sea {UjljeJ} una familia localmente fini

ta de conjuntos coceros en un espacio X y 

para cada jEJ, sea Hj un nulo 

nido en Uj' Entonces H =ji'JHj 

en 

es 

en X y U = j ~JU j es un cocero en 

X cante-

un nulo 

X. 

Sea U una cubierta abierta punto finita de un 

espacio normal y Ro(X,i:). Entonces existe una 

función F: u .... , tal que: 

i) F(u)-cu para cada UEU 

if) X= u{F(U)IUEU} 
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Toda cubierta abierta localmente finita de un 

espacio normal y Ro tiene un refinamiento co-

cero y localmente finito, y también un refin~ 

miento localmente finito formado por conjuntos 

nulos. 

Sea U= {U.ljEJ} una cubierta cacera y local
J 

mente finita de un espacio completamente reg~ 

lar X. Entonces, existen conjuntos nulos 

{HjljEJ} tales que: 

i) HjcUJ para cada jEJ 

ii) X= u{HjljEJ}. 
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l V. lo. Teo1tema.. 

Sea U= {UjljeJ} una cubierta cocero y local

mente finita de un espacio completamente reg~ 

lar X. Entonces U tiene un *-refinamiento co-

cero y localmente finito. Por tanto, U es nor 

ma 1. 

Vema.t> .tll.a.c..l6n. 

Por el corolario anterior (IV. 9), existen 

conjuntos nulos Hj tales que HjcUj para cada 

j<:J y tales que X = u{Hj fj.:J}. Para cada sub

conjunto finito A de J, sea: 

C(A) = (n{Uj JjeA})n(n{X-Hj Jj.:J-A}). 

Entonces, C = {CfC = C(A) para alguna AcJ 

finita} es un ~-refinamiento cocero y local-

mente finito de U. Si AcJ es finito, se tiene 

que: 

X-C(A) (u{X-Uj fj.:A})u(u{Hj fj.:J-A}). 

Por un resultdo (IV. 6b)), u{H. fj.:J-A} es un 
J 

conjunto nulo en X, por lo que X- C(A) es ta~ 

bién nulo por ser unión finita de nulos. Por 
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tanto, cada elemento de C es cocero en X. 

Si p€X y A= {j€Jlp€Hj}, entonces p€C(A), por 

lo que C es una cubierta de X. 

Ahora, como U es localmente finita, también 

lo es C. 

Finalmente, sea p€X, y sean jo€J y AcJ finito 

tales que p€Hj
0 

y p€C(A). Entonces, jocA, Pº.!:. 

que si j 0 €J-A, entonces C(A)cX-HJo' lo que es 

una contradicción, porque p€C(A)nHj~' Por co~ 

siguiente, C(A)cUj
0 

para cada C(A)€C que con

tenga a p, de manera que St(p,C)cUjo' Por ta~ 

t -

Repitiendo el argumento, se encuentra una cu-

bierta cocero y localmente finita u de X tal 

que u~<T. Por lo que u es el *-refinamiento 

que se quería. 
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1 V. 11 • Co.l!.o .la.Jt.lo • 

En un espacio pseudo-métrico toda cubierta 

abierta es normal. 

Ve.mo<i~1ta.c..l6r1.. 

Todo espacio pseudo-métrico es paracompacto y 

y completamente regular (l. 26). Entonces, por 

los resultados IV. 8 y IV. 10, toda cubierta 

abierta de un espacio pseudo-métrico es normal. 

1 V. 1-2 • Co .1!.o.la..l!..lo. 

Una cubierta abierta U de un espacio topoló

gico X es normal si y sólo si existen un esp~ 

cio pseudo-métrico (Y,p), una función conti

nua f:X+(Y,p) y una cubierta abierta y de 

(Y,p) tal que f- 1 (y)<U. 

Vemo.6 ~Jta.c..lón. 

La necesidad e·s. inmediata del resultad'? IV. 3. 

Recfprocamente, por el res.ultado l. 19. ii), 
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to, utilizando el resultado anterior, se t,i~ 

ne la suficiencia. 

IV. 13. Te.011.ema.. 

Una cubierta U de un espacio completamente 

regular X tiene un refinamiento cocero y 

o-localmente finito. 

Vemo.6 .t11.a.c.l6n.. 

Sea U = "' u 
n=1 

en donde cada U es 
n 

un a fami-

lia cocero y localmente finita. Sin pérdida 

de generalidad, se puede suponer que 

U1c:Uzc:U3c: ••• Para cada n = 1, 2, sea 

Por el resultado IV. 6. a), 

se deduce que cada Xn es un conjunto cocero 

de X, por lo que existe fn:X-+[0,1] tal que 

Xn f~ 1 ((0,1]}, fn continua. 

Sean ahora M k = f- 1 ([1/k,1]) con n ,k =· 1, 2, n, n 

, Y Mk = H1 ,ku uMn,k· Se pueden veri-

ficar fácilmente las siguientes propiedades: 
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i i) X u{MkJk.,;N} 

iv) Mk es un conjunto nulo en X para cada k€N 

Sea Wn = {Un(X-Mn_ 1 )JU.,;Un}' en donde Mo = ~. 

y W = u{Wn lndl}. Entonces se tiene que W es 

una familia cocero en X. 

W es una cubierta localmente finita de X que 

refina a U. En efecto, sean x.,;X y n€N ta 1 es 

que X€Mn-Mn_ 1 • Entonces X€Xnn(X-Mn_
1
). De do!!_ 

ae, existe U€Un tal que x.,;U. Por consiguien

te, X€Un(X-Mn_
1

)€Wn' por lo que W es cubierta. 

Además, como X€M~c:Mn+l, Mn+l es una vecindad 

de x que sólo puede intersectar a elementos de 

Wn+i y, como estas familias son lo-

calmente finitas, existe una vecindad de x que 

sólo intersecta a un número finito de elemen-

tos de W. Es inmediato que W refina a U. 

Por tanto, toda cubierta cocero y cr-localmente 

finita tiene un refinamiento cocero y localm~.!!_ 

te finito. 
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El recíproco es obvio. 

Se pueden resumir los últimos resultados 

en el siguiente teorema: 

1 V, 1 4. Teo11.ema.. 

Si X es un espacio completamente regular 

y y es una cubierta abierta de X, son 

equivalentes: 

a) v es normal 

b) Existen un espacio pseudo-métrico Y, 

una función continua f:X+Y y una c.!!_ 

bierta abierta. u de Y tales que 
-.1 

f (u>.< v. 
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e) v tiene un refinamiento cocero y o-dis

creto. 

d) v tiene un refinamiento fuertemente co

cero y cr-discreto. 

e) v tiene un refinamiento cocero y cr-local 

mente finito. 

f) v tiene un refinamiento fuertemente coce

ro y cr-localmente finito. 

g) v tiene un refinamiento cocero y localme~ 

te finito. 
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Ve.mo'6.:t.JLa.c..i.ón. 

a)=>b) es el corolario IV. 12. 

b)=>d) es consecuencia del hecho de que todos 

los espacios pseudo-mitricos soo paracom

pactos y de que las cubiertas abiertas de 

estos espacios son fuertemente coceros 

(ya que todo abierto es cocero) 

d)=>f) es trivial; entonces b)=>f) 

b) =>g) se obtiene de b)=>f) y del resultado 

1 V. 13. 

c) =>e) es inmediata. 

e) =>g) es el res u 1 ta do IV. 13. 

g) =>a) se deduce del resultado 1 V. 1 o. 

d)=>c) es t r f vi a 1 

f) =>e) es tri vi a 1 
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IV. 15. Co~o~~/tÁ.o. 

Toda cubierta cocero numerable de un espacio 

completamente regular tiene un refinamiento 

cocero, numerable y localmente finito. 

A continuación se estudiarán algunas aplica

ciones importantes. 

Cada base de Wallman:de un espacio X induce, 

de manera natural, una compactificación de X. 
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AP L 1CAC1 ON ES. 

Sea B una base de Wal lman de un espacio X 

y sea U(B) la familia de cubiertas fini

tas de X con elementos de B. 

Entonces: 

a) U(B) es una pre-uniformidad compatible, 

abierta y totalmente acotada de X. 

b) Si Fes un ultrafiltro en G={GJX-GEB}, 

entonces F+ es un U{B)-filtro de Cauchy. 

c) Para cada xeX, {GJxEGEG} es un ultrafll

t ro en G. 
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1 V. 1 7. Te.01t.e.ma. 

Sea B una base de Wal lman de un espacio X y 

sea G = {GIX-G€8} 

Sea X(G) la familia de ultrafiltros en G. 

Para cada AcX, sea A*= {F€X(G)JLcA para al

guna L€F} 

Entonces: 

a) para cada A, BcX, (AnB)* 

* y X X (G) • 

b) Si A y B pertenecen a BuG, entonces 

(AuB)* * * A uB • 

c) Si 
-!: 

A€G, en ton ces A = {F€X (G) 1 A€F}. 

Ve.mo.'>-t1t.ac.,l6n. 

a) Es obvio que ~=~* y x* = X(G) 

Ahora, se!' F€X(G). Es claro que A*ns*c(AnB)* 

Si F€(A n B)*, entonces existe L€F tal que 

Lc(AnB). ·Por consiguiente LcA y LcB; con lo 

que F€A* y F€B*. 
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supóngase que A, B E B. Entonces 

Ln(X-A) ~ ~ ~ Ln(X-B) para cada LEF. En 

consecuencia, X-(AuB) =(X-A)n(X-B)EF y 

Fd:(AuB)'°'. Si A, BEG, entonces Ad:F y B.tF. 

De donde, AnL1 = ~ = BnL2 para ciertos 

L1, L2EF. Como L1nL2e:F y (AuB)nL1nL2 =c¡¡l, 

entonces AUBEF. Por tanto, Fd:(AuB)*. 

Si AEB y BEG, entonces X-AEF y existe Le:F 

tal que BnL = ~- Con lo que L 1 = Ln(X-A) 

es un elemento de F ajeno a AuB y Fd:(AuB)*. 

Análogamente para Ae:G y Be:B. 

c) Es inmediato de las definiciones. 
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IV. 18. Teo11.ema.. 

Sean B, X,G, X(G) como en el teorema IV. 17. 

Sea •* la topología de X(G) que tiene como b~ 

se a la familia {B*IB€8}. Para cada X€X, sea 

v(x) = {G€Glx€G}. Entonces: 

a) (X(G) ,•*) es un espacio compacto y Ti. 

b) * Para cada AcX, A cCX(G) v(A). Si A€BuG 

v(A) = A*nv(X). Si A€G, * ( A = CX(G)v A). 

el Para cada X€X y cada A€BuG, se tiene 

v- 1 v(x) = {x}- y v-i (A*) = A 

d) La correspondencia x-+v(';.} define una fun-

ción abierta y continua de X sobre un sü~ 

espacio denso de X(G). Si X es Ti, (v,X(G}) 

es una compactif icación Ti de X. 

e) X ( G) es T 2 s i y s ó 1 o s i B es norma 1 • 

f) s¡· X;0 !if y B es normal, entonces !if€B. 
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Ve.mol>.tJtac.-lón. 

Unicamente se probarán a) y b) 

a) Sea {Bo.io.EJ}c::B tal que X(G) u B *o.· 
O.€J 

Si no existe JocJ, finito, tal que 

X(G) = u B , entonces J = {X- u B IJ 0 c::J, 
O.EJo o. O.EJo o. 

Jo finito}es una G-dirección por el teore

ma IV. 17. b). Por consiguiente, existe un 

G-ultrafiltro F tal que Jc::F (esta propie-

dad se prueba con el lema de Zorn). 

Pero entonces FEB* para alguna O.oEJ y ta!!!. 
o. o 

bién FE(X-Bo.
0
)*, pues X-Bo.

0
EJc::F, lo que 

contradice el teorema IV. 17. a). 

existen elementos ajenos F1EF1-F2 y 

F 2 EF 2-F 1 • Por tanto, F1.:(X-F2)."c::X(G)-{F2} 

y F2.:(X-F1)*c::x(G)~{F1~ y X(G) es Ti. 

b) Claramente A*nv(X)c::v(A) para cada Ac::X. 

Sea x.:A. Si A.:B, existe F.:G tal que x.:Fc::A. 
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SI AeG, sea F =A. En cualquier caso, exi~ 

te FeG tal que xeFcA. 

v(x)eF*cA*. De donde, 

da AeBuG. 

Por tan to, Fev {x) y 

v(A)cA*nv(X) para 

Si FeX(G)-CX(G)v(A), existe BeB tal que 

F€B* y B
1
'nv(A) = 9). Sea FEF tal que FcB. 

En consecuencia, F*nv(A) = v(F)nv(A) = 9l y 

FnA = 9). De donde, FE(X-A);o, y Fd:A''_ Se ha 

probado entonces que A*ccX(G)v(A) para ca

da AcX. 

Finalmente, * si AeG, entonces A es un ce-

rrado en X(G) pues X(G)-A* = (X-A)* es a

bierto, y v(A)cA*ccX(G)v(A). Por tanto, 

* A = CX{G)v(A). 
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IV. 19. Co~o~a~~o. 

Un espacio topológico X es completamente reg~ 

lar si y sólo si X tiene una base de Wallman 

normal. 

IV. 20. Obae~vac~6n. 

Sea (X,T) un espacio localmente compacto, T 2 

y no compacto. 

Sea B = {V€TjV- Ó X-V compacto}. 

Entonces B es una base de Wal !man normal y Ja 

compactificación X(B) es Ja compactificación 

por un punto de X. 

A continuación, se muestra la relación en-

tre los conceptos de uniformidid y de base de Wallman. 
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IV. 21. Teo.11.ema.. 

Sea B una base de Wallman de un espacio X y 

sea U la familia de cubiertas finitas de X con 

elementos de B. 

Entonces Bes normal si y sólo si U es una 

uniformidad. 

Vema<> .t.11.a.c.-ló n. 

Sea B norma l. 

,Bn}e:U. Entonces Sea et= {B1, 

X(G) = B~u * uB 
n 

Com~ X(G) es compacto, 

por los resultatlos IV. 8 y IV. 10 se deduce 

que la cubierta {B~, tiene un *-re-

finamiento 

Por tanto, 

es un ~-refinamiento 

et y U es una uniformidad. 

Recíprocamente, sean H1 , H2 e:G ajenos. Si 

¡ = ,2, entonces {81 ,B 2 }eU. Por 

los resultados 111. 6 y 1:11. 8, la completa

ción (X,Ü) de (X,U) es un. espacio compacto y T2. 
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Como X y X es normal, existen cerra-

y S . c:B . 
1 1 

i=l,2. Por consiguiente, X-B¡c::X-S¡, i=l,2. 

A 

Como {BIB~B} es una base de X y los conjuntos 

X-B¡ (i=l,2) son compactos, existen Di, 

y 

\) A A 

X-B2c::j=lEJc::X-S2. 

De donde, H1 = X-Bic::¡~ 1 D¡ y Hz = X-B2c::j~lEj y 

los conjuntos .'ll D.,.C E. son elementos ajenos 
1=1 1 J=l J 

de 8. 

De donde 8 es normal. 

l 7 3 



1 V. 22. Teo11.e.ma.. 

Sea f: X•Y una funcíón del espacfo X en el e~ 

pacio Y. Sean Bx,By bases de Wal !man de X, Y, 

respectívamente. 

s ¡: 

í) By es normal y Y es T2 

íí) f- 1 (C(8 ))«C(B) (Véase definicíón 78) 
y X 

Entonces fes 

ción continua 

contínua y exíste una única fun

f * : X (e ( B ) ) •Y (e ( B ) ) t a 1 que 
X y 

v;¡,:Y+Y(C(By)) son los encajes canónícos 

(ver el resultado IV. 18). 

Ve.moé .t11.ac.-i.6n. 

Para probar que f es contínua, sean xeX y 

GeBY tales que f(x)eG. Por la regularídad de 

By, exí ste Me.e (By) ta 1 que f (x) eMc:G. Por 1 a 

condición ii) de la hipótesis, existen 

H1, H2eC(Bx), ajenos, tales que f-
1 

(M)c:H1 y 

f- 1 (Y-G)c:H 2 • Por tanto, xeX-H 2 e8x y f(X-H2)c:G. 

De donde, f es cont í nua • 
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Ahora, supóngase primero que Y es compacto, y sea 

Sea G = {f(N)-jN eF}. G es entonces 

una dirección en Y. Por ser Y compacto, G tiene al 

menos un punto de adherencia. Si existen dos tales 

puntos Y1, y,,, entonces, como Y es T 2 , existen 

G1, GzeBY, ajenos, tales que y1eG1 y y2eG2. 

Sea VeBY tal que L = Y-G 2 c:VcV-c:Y -{y 2 }. 

Los conjuntos L y Y-V son vecindades de Yl y 

Y2, respectivamente. Por tanto, L nf(N) ;l f1 ;l 

(Y-V)nf(N) para cada NeF. 

Por la condición ii), existen H1, HzeC(Bx), ajenos 

tales que f-
1

(L)c:H1 y f-
1
(Y-V)c:H 2 • 

Por tanto, para toda NeF. 

Como F es un C(Bx)-ultrafi ltro, necesariamente 

H1 y H2 pertenecen a F, una contradicción. 

Por tanto, G tiene exactamente un punto de adhe-

rencia y. 

La comp~cidad de Y implica que G converge a y. 

Sea entonces f(F) = y. Es claro que 

Para probar que fes continua, 

y VeB tales que f(F)eV. 
y 

Existen elementos LeC(BY), y 

l 7 5 
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f(f)E int Lc:Lc:Wc:W-c:V. Como G..,.f(F), existe 

NEF tal que f(N)c:L. Por la condición ii), 

existe BEBx tal que 

consiguiente, fEB*. * Ahora, sea nEB 

Por 

a rb i -

traria, y sea GEn tal que GcB. Por tanto, 

f(G)c:W, con lo que f(n)Ef(G)c:W-cV y f es 

continua. 

Volviendo al caso general sea el espacio 

compacto y Tz Y(C( B )) y la función continua 
y 

V of:X .... Y(C(B )). Por la primera parte de la y y 

demostración, existe una función continua 

f:X(C(B )) .... y(c(B ))"tal que f 0 vx 
X y 

V 0 f. y 

Es claro, además, que esta función es única. 
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Sean 81, 82 dos bases de Wal lman normales en 

un espacio X. Si C(8i)<<C(B2), entonces exis

te una única función continua g*:X(C(8 2 )J~ 

X(C(8i)) tal * que g 0 v2 

Sea 8 una base de Wallma~ normal en un espa-

cio T2 X tal que 8 contiene todos los conjun-

tos coceros de X. Entonces X(C(8)) es equiva

lente a la compactificación de Stone-Cech de 

x. 
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IV. 25. Co4o~a4~o. 

Sea Bj una base de Wallman normal del espacio 

T2 X, para cada j€J. Sea Yj = Xj(C(Bj)) y sean 

X = J. !JJ X J. , Y = ll Y 
~ j € J j 

Sea Bel semi-anillo de conjuntos de X gener~ 

do por todos los conjuntos de la forma pj
1

(V), 

en donde V€Bj' j€J y pj :X+Xj es la proyección. 

Entonces Bes una base de Wallman normal de X 

y Y, X(C(B)) son compactificaciones equivale~ 

tes de X. 

Vemo.6 .t4ac.-l.6rt. 

Es claro que Bes una base de Wallman de X. 

Sean vj:Xj-+YJ' j€.j los encajes canónicos, y 

sea v#:X-+Y la función producto de las v .. 
J 

Sean también el encaje canónico v:X+X{C(B)) y 

las proyecciones qj:Y-+Yj. Por último, sea G 

el semi-anillo en Y generado por todos los 

conjuntos de la forma q: 1 cv*) en donde 
J 

V€Bj y j€J. Ges una base de Wallman de Y y 

es normal porque Y es compacto y T2• Por la 

definición de v#, para cada C€ C(G). 

(v
11 J- 1 (C)€C(B). 
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Por el teorema IV. 22, existe una única fun-

ción continua g:X(C(B))+Y tal = gov. 

Sean F 1 ,f 2 EX(C(B)) dos elementos distintos. 

Existen entonces HEF1 y KEF 2 tales que 

HnK = SZ:,. Como F 1 , F 2 son C(B)-ultrafiltros, 

se puede suponer que H = 'i\ 
i=1 

p.-1(M.) y 
J i J ¡ 

K = 'i\ 
i=l 

p.-1(N. ), 
J i J i 

= 1 , 2, , n. 

en donde M. , 
J i 

Para evitar casos triviales se puede suponer 

que Xjo: 111 para cada jEJ; por tanto, el resul

tado IV. 18 f) implica XjEC(Bj) para cada jEJ. 

De ahí que se pueda tomar el mismo número de 

intersectandos en H y én K. 

Definiendo A= {j1, 

para jEJ-A, se tiene H = 

,jn}yMj 

IT M. y K 
J €J J 

N j = X j 

IT N •• 
j EJ J 

Dado que HnK = 111, existe jEA tal que MjnNj = 9). 

Por consiguiente, por el resultado IV. 17. ·a), 

* * ~ MjnNj = st>. Pero, ademas 

(v#(H))"=(JIIJv.(M.))-=.ITJ(v.(Mj))-=.ITJM~ y, 
€ J J J€ J J€ J 
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1 V. 26. 

an~logamente, (v~(K))-= IT N~. Por lo 
j "J J 

(v#(H))-n(v#{K))- = ~. Por definición 

se 

tanto, 

de g ,_ 

De donde, g(Fi) ;: g(F2) y ges un homeomor-

fismo. 

De aquí, la normalidad de Bes inmediata. 

Co 1r.o.la.uo. 
~. • ¡ 

Sea A una base anular de un espacio compacto 

y T2 Y. Sea X denso en Y y sea B = {GnX 1 G"A}. 

Si Y es el único elemento de A que contiene a 

X, entonces B es una base de Wal lman normal 

de x y v~x(c(B)). 

Vemo6 :t.1r.a.c..l6 n. 

Es claro que A es una base de Wallman normal 

de Y. Es fáci 1 probar entonces que B es una 

base de Wallman de X. Par.a probar la normali

dad de B, sean H, K"C(A) .-,ajenos. 

i 8 o 



Existen entonces H1, K1eC(A) tales que H = H1nX 

y K = K1nX. Si H1nK1 "' 91, Y-H1nK1 sería un ele 

mento de A, distinto de Y, el cual contendría 

a X, contrario a la hipótesis. Por tanto, 

H l n K1 = 91. Como A es normal, existen V, WeA, 

ajenos, tales que H1cV y K1cW. Por tanto, 

VoX, WnX son elementos ajenos de B y HcVnX, 

KcWnX. Esto prueba que B es normal. 

Sea j:X+Y la inclusión. Si se toman las bases 

de Wallman 8,A para X,Y, respectivamente, se 

puede aplicar el resultado IV. 22. Existe en-

tonces una función continua j*:x(c(B))+Y tal li.:~1 

que j*ov = j, en donde v:X+X(C(B))es el 

je canónico. 

enea-

ajenos. Con el mismo 

razonamiento, se encuentran H1, K1e:C(A), aj~ 

nos, tales que HcH1, KcK1. Por la definición 

de j*, se tiene j*(F1)eH-cH1, j*(F2)eK-cK1. 

Por tanto, j*(Fi) "'J*(Fz). 
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IV. 27. Ca4ala4Lo. 

Sea A una base anular de un espacio compacto 

y T2. Y. Si cada GEA es un dominio abierto, e~ 

tonces, para cada XcY denso, Bx = {GnXIGEA} 

es una base de Wallman normal de X y Y=X(C(Bx)) 

IV. 28. Ca4ola4Lo. 

Sea X un subespacio denso de un espacio com-

pacto y T 2 Y. Si Y tiene una base A1 tal que 1"· 

Ja Y-frontera de cada elemento de A1 está co~ 

tenida en X, entonces X tiene una base de 

Wallman normal B tal que Y=X(C(B)). 

íV. 29. Co4ola4Lo 

Sea X un subespacio denso y abierto de un es

pacio compacto y T2 Y. Si Y-X es totalmente 

disconexo, entonces X tiene una base de Wall

man normal B tal que Y=X(C(B)). 
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IV. 30. Co~oZa.Júo. 

Sea X un subespacio denso de un espacio com-

pacto y Tz Y. Si el único Gó en Y ajeno a X 

es el conjunto vacío, entonces X tiene una b~ 

se de Wal lman normal B, que consiste de con-

juntos coceros en X, y tal que Y=X(C(B)). 

IV. 31. Te.o~e.ma.. 

Sea Bo una base de Wal lman: normal de un espa-

cio X. 

Sea AcX(C(8 0 ))-v(X) un conjunto compacto con 

más de un punto. 

Si B = {BE:BolAcB* o AnB* = ~}, 

entonces Bes una base de Wallman normal de X 

y By Bo no son equivalentes. 

Ve.mo.6.t~a.c..ló YL. 

Sea xE:OE:Bo. Sea BE:Bo tal que v(x)E:B*c:o*-A. 

* Como B nA ~. entonces xE:Bc:D y BE:B. 

Por tanto, B es una base de X. 

1e3 



Claramente B es anular. 

En cuanto a la regularidad de B, sea xe:Be:B. 

Sea De:B 0 tal que v(x~e:o*cs*-A. 

Entonces * D nA = íb, con lo que De:B. 

Sea He:C(Bo) tal que xe:HcD. Claramente Ac(X-H)'~, 

así que He:C(B). 

Para la normalidad, sean H, Ke:C(B) ajenos. 

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer 

que Ac(X-H)* (porque X(C(B 0 ))=(X-H)*u(X-K)*). 

Bze:Bo ajenos, * * tales que H cB1 y Sean B1, 

AuK*cs~. Por tanto, B1 y Bze:B. 

Por último, sean Le:F L 1 e:F 1 ajenos, con 

F; F 1 e:A, F"' F 1 • Si B fuera equivalente a Bo, 

existirían H, H 1 e:C(B), ajenos, tales que LcH, 

L'cH'. Pero entonces F'e:(X-H)*, de manera que 

An(X-H)* >' 91. Como He:C(B), necesariamente 

Ac(X-H)*, o bien, * AnH * 91. Pe ro Fe:AnH 1 o 

que es una contradicción. Por lo que Bo y B 

no son equivalentes. 
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IV. 32. Co~o~a4~o. 

Sea Bo una base de Wallman normal de un espa

cio de Tychonoff X. Si todas las bases de Wall 

man de X contenidas en Bo son equivalentes a 

Bo, entonces X(C(8 0 ))-v(X) consta, a lo más, 

de un punto. En este caso, X es localmente 

compacto. 

Si todas las bases de Wallman normales de un 

espacio de Tychonoff X son equivalentes, en~ 

tonces IZ-h(x) Is 1 para cada compactificación 

(h,Z) de X. 

En este caso, excepto por equivalencias, X 

tiene una sóla compactificación T 2 • 
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Este último corolario {IV. 33) tiene un recí-

p roco: 

IV. 34. Co~ola~~o. 

Sea X un espacio de Tychonoff tal que li3X-Xls1. 

Entonces todas las bases de Wallman normales 

de X son equivalentes. 

SI X es compacto, el teorema es claro. 
1 

Entonces, sea X~ sx. Con lo que 13X-X consta 

de un único punto z. 

Sea B una base de Wallman normal de X. Por la 

propiedad universal de 13X, existe una funci6n 

continua u: i3X+X{c{B)) tal que u¡x v = en-

caje can6nico de X en X{C{B)). Como 

u(SX-X) = X(C{B))-v(X) = {U(z)}, U es un ho-

meomorfismo, y las compactificaciones 13X y 

X{C{B)) son equivalentes. Por el resultado 

IV. 22 se deduce que la base de Wallman By 

la base Bo, formada por todos los conjuntos 

coceros de X, son equivalentes. 
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CONCLUSIONES 

En e-0;ta. ;tu.l-0, -0e u.n.i.eJLon .ea-0 :teo/Úa.-0 de e-0-

pa.c..lo-0 u.n.lóoJLme-0 y .ea. de 6.i..t:tJLo-O. 

Se u.;f;.l.l.lza.Jtan .ea-0 6.l.l;f;Jta-O y .ea-0 u..l;tJLa.ó.l.l;f;Jta-O 

e.amo heJLJLa.m.len:ta-0 pa.Jta. Jte-00.lveJL a..tgu.no-0 pJLab.lema.-0 en 

e-0pa.c.la-0 (pJLe-)u.n.i.óaJLme-0. 

Se u.;f;.l.l.lz6 .ea no:ta.c..i.6n de e-O;f;Jte.t.ea-0 y c.u.b.i.eJL

;ta-0, en .. .eu.g aJL de e.o nec;toJLe-0, paJLa e-0;tu.d.i.aJL .ea-0 e-0 pa

c..lo-0 (pJLe-)u.n.i.óaJLme-0. 

La. no;tac..i.6n de u;t;Jte.t.ea-0 y c.u.b.i.eJL;ta.-0 e-0 .ea 

-0.i.gu..len;te: 

Pa.Jta. X un e.a nj u.n;to, a u.na. c.u.b.l eJL;f;a de X y · 

Bc:X, -Oe deó.liúeJLon: 

S;t(e,a) = u{L~alenL~~} 
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a* {Sz(A,a} IAea} 

a~ {Sz(x,a} lxeX} 

Lcu c.u.fia..6 : 

La. e.u.fía. {a.1Aa2l de La..6 c.ub¿e4za.-0 de x a 1 y a 2 

e.amo La. c.u.b¿e4~a. de X que c.on-0¿-0ze de zodcu Lcu ~n~e4-

-0 ec.c.¿one-0 de u.n eLemenzo de a 1 y u.n eLemenzo de a 2. 

a1 4e6¿na. a. a 2 {a 1<a 2 } 4¿ e.a.da. eLemenzo de a 1 

e-0zá c.onzen¿do en u.n eLemenzo de a 2 • 

~ a. a2fa1<Ra2l 4¿ e.a.da. pa.4 de punzo-0 en La. u.n~6n 

de do-0 eLemen~o-0 ¿nzeMec.za.nze-0 de a.1 pe4zenec.e a. un eLe 

En e-0za. noza.c.¿6n, -0e de6~n¿e4on 

(p4e-} un¿6o4me-0 e.amo 4¿gu.e: 

1 a a· 



Pa.4a. U una. colecc..i.6n de cub~e4zcu. del conju~ 

zo X: 

U e-0 una. p4e-un~6o4m~da.d (4e-Op. w-p4e-un~6o4-

m~áa.dl en x, -0~ da.do-0 a,f3 en U, ex~-0ze ·j,;:U za.l 

que y<aAf3(4e-Op.y<waAf3}, y un e-0pa.c~o (w-)p4e-un~6o4-

me e-0 una. pa.4eja. (X, U) que con-0~-0ze de un conjunzo x 

y una. (w-}p4e-un~6o4m~da.d U en X. 

U e-0 una. -0em~-un~604m~da.d en X -0~ U e-0 una. p4~

un~6o4m~da.d en X y -O~ a.demá.-0 pa.4a. zo da. a,;: U, ex.Uze f3.c ~( 

za.l que pa.4a. zoda. B,;:f3, 

Sz(s,y
8

) cA
8

• 

U e-0 una. R-un~6o4m~da.d en X -0~ U e-0 una. w-p4~

un~6o4m~da.d en X y -0~ pa.4a. zoda. a<>:U, ex~-0ze e,;:U za.l que 

f3<Ra. 

U e-0 una. un~6o4m~da.d en X -0~ U e-0 una. p4e-un~-

6o4m~da.d en X y -0~ pa.4a. zoda. ae:U, ex~-0ze f3e:U za.l que 

f3 *<a. 

Aho4a., el coneczo4 de a e-0 E(al 
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Una c.a.lec.c..lón na vaC..Ca de c.onec..ta4e.6 U de un 

c.anjun.ta na vac.~a X e-0 una un.lóa4m.ldad en X .6.l .6a.t.l-0-

6ac.e: 

Pal[.a c.ual.e-0qu.le4a e.leme.n.ta.6 U1, U2 de u,, ex.l-0-

.te U3 €U ;tal. que U 3 cU~nU 2 , y pa4a .todo el.emen.to u de U, 

ex~.te un el.emen.to v de U .ta.l que. vQv-•cu. 

A.lgunu 4e.lac..lo ne-0 en.tite c.ane.c..ta11..e..6 y c.ub.lel!.-

~a.6 .6an la.1 -0.lgu.len.te.<1: 

a) S.l a e.1 c.ub.le4.ta de X, E (a} = E(a) -i. 

b) Si. Ct, a <1on c. ub.l e11..;t M de x, e.n.t o n c. e.6 a<w(3 +.>E(a}c:E((3). 

c.) S.l a, (3 .6 OYL c.ub-i. eMa-0 de X, e.n;to nc.e.6 a<RS ~E(a)aE{a)c 

E(13). 

Pal!. .lo .tan;to, .todo e.6pac..lo R-un.l6o4me. da .luga./t 

a un e<1pac..lo un-i.601!.me en e.l .6e.n.t.ldo de c.ane.c.;to4e..6. 
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En e6ec~a, -0~ U ~{a¡I l~I} e-0 una R-un~6aJr.m~

da.d, en donde la-0 ª; -Oan cub~eJr.~a.-0, en~ance-0, la. un~-

6oJr.m~dad (en el -Oen~~da de canec~aJr.e-0} -OeJr.~a la. 6aJr.ma-

da paJr. A i, 

-1 
-0e ~ama. EnE = F· 

PaJr. la ~a~a, la.-0 cub~e~a.-0 de la R-un~6aJr.m~dad -OeJr.~an: 

ªF = {VcXjVxVcF}. 

PaJr.a. Jr.e-0alve11. alguna-O p11.ablema-0 en e-0~0-0 e-0-

pa.~a-0, -0e u~~~za11.an la-0 6~~Jr.a-O y la-0 ul~Jr.a.6~~Jr.a-O 

e.amo p~nc~palu heJr.Jr.am~en~a.-0. 

VcG e-O una G-d~Jr.ecc~ón 6 G-ba-0 e de 6~l~Jr.a -0~ 

V u una. 6am~l~a na vac~a de elemen~a-0 na vac~a-0 de G, 

y dada-O Di, 0 2 en V, ex~~e D3 en ·v ~al que D3 cD 1 nD 2 • 

Una d~Jr.ecc~ón 6 ba.-0e de 6~~"-ª en x e-0 -0~mple

men~e una 2X-~Jr.ec.c~ón 6 2X-ba.-0e de 6~l~Jr.a. 



F e-0 un G-6llZJLa -0¿ F e-0 una. G-dl1Leccl6n y da.-

da& F en F y G en G, can FcG, -0e zlene que G peu~ 

nece a. F. 

F e-0 un G-ulz1La.6¿lz1La -Ol F e-0 un G-6¿lzJLa na 

ca~en¿da p1Lap¿a.menze en n¿ngún azJLa G-6llz1La. 

A la-0 zx_ ¿llZJLa-0 (1~e<1p. 2X-ulz1La.Mlz4a-0 J -0 e 

le-0 lla.ma. -0¿mplemenze 6¿tz40-0 (1Le-Op. ulZ4a.6¿lz4a&). 

Fna."' ~. 

Un 6¿lz40 F e-0 U-fiue4zemenze de Ca.uc.hy <1¿ 

· {Sz(F,cx) !FeF,a.isU}+ e-0 U-Ca.uc.hy, en donde pa.1La. ca.da. 

Hc2x, H+ denaza. {sezX¡s~H pa.4a. alguna. HeH}. 

Fna. "'<I}+, 

Un p~me1L p1Lablema. que -Oe Z1La.Z6 c.an 6¿,f.ZJL0<1 y 

ulz1La.6¿tz40-0 6ue el de enc.anz1La.4·una. exzen-0¿6n canz¿

nua. de una. 6unc.l6n da.da.. 
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Pa.l!.a. daó eópa.c.i..aó .tapal.69.i..co¿, ( X1, Ti l, 

un óubcanjun.ta Y de X1 y una. 6unc¿6n canz.i..nua. 6=Y+X 2 , 

óe deóea.ba. encan.t1La.1L una. 6unc.i..ón can.t.i..nua. g•X1+X2 .ta..e. 

que 6{x) = g(x) ó.i.. x~Y. 

Na ó.i..emp.1!.e .t:.i..ene hal.uc.i..6n eh.te p.1!.ab.e.ema.. Pe1t.o 

ex.-i.ó.ten ca nd-i.c.i..aneó ba.j o .la.ó cua.l.eó he puede encan.tll.a.ll. 

u .te tipo de ex.tenó.i..6n. 

Pa.l!.a. e¿,.ta, he e¿,.tud-i.ó e.e. .tea1t.ema. de ex.tenó-i.6n 

un-i.601t.memen.te ca n.t-i.nua. de un· h ub ca njun.ta denh a de un 

upa.e-la pll.e-un.i..601t.me IJ a.dm-i.ó.i..bl.e ,'.en uii upa.e-la h em.i..-un-i. 

601Lme, comp.le.to 1J de Ha.uhdoJtó ó. 

A ca.mb-i.a de .toda.¿, eó.ta.ó l.-i.m.i...ta.c-i.aneh, óe encan

.tl!.6 que na ó6l.a ex-i.ó.t~a. .e.a. ex.tenh.i..6n deóea.da., ó-lno que 

a.demá..6 e.l!.a. ún.i..ca.. 

Como conóecuenc..la. de .e.a. un.i..c-i.da.d, e.e. .teall.ema. 

puede util.-i.za.ll.he pa.ll.a. de6-i.n-i.IL 6unc-i.ane¿,: Va.da. una. 6un

c..l6n 6 óe puede de6.i..n-i.IL una. 6unc-i.6n nueva. 6* cama .e.a. e~ 

.tenó.i..6n can.t.i..nua. de Ó· 
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mo.ó:t.Jt.a.Jt. un :teo1t.ema. :toda.v.la. má..6 -lmpo1t.:ta.n:te: 

de comple:ta.CÁ..6n de e-0pa.CÁ..o.ó un-l601t.me-0. 

PoJt. de6-ln.lc-l6n, un e..ó pac,i.o c.omple.to e.~ a.qttel 

el'l e.e: que l'lO ex-l-0.te.l'l 6-lUJt.o.ó de. Ca.u.chy -O.ll'l .C..lm-l:te. E.ó 

de.e.lit., u.l'l e..ópac-lo (X,U) e.-0 comple:to -0.l :todo U-6.ll.tJt.o 

de Ca.u.chy COl'lVe.Jt.ge. el'l x. 

E-0:tci .óu.gDt-l6 .e.a. po.ó-lb-lUdad de e.x.:te.nde.Jt. Ul'l e..6-

pa.c.lo u.n.lfio1t.me. no comp.C.e:to dado a u.l'lo comple:to, pelt.o 

.ó.ln mod.ló.lca.Jt. e.-0e.nc.la.C.men:t.e. .óU. e.ó:t1t.u.c.tu.1t.a 01t..lg.ll'lal. 

El obje.:t.lvo óu.e en:t.ol'lce..ó e.nc.ol'l:t1t.a1t., a pa1t..t-l1t. 

de Ul'l e.ópa.c.lo un-lóo1t.me l'lO comple.:to dado (X,U), U.l'l e-0-

pac.lo un.lóo1t.me. comple.:to (X' ,U') que. :tu.v-le4a u.n -0u.be..ó

pa.c.lo u.n.lm61t.ó.lco a (X,U). 

Cualqu-le.Jt. pu.l'l:to x de. X pu.e.de. .lde.l'l:t-ló.lcaJt.-Oe con 

.ó u ó.lU1t.o de. v e.c-ll'ldade..ó, y en e..ó:te. "e11.t-i.do (X' , U' ) e..ó 

u.l'la ex:t.e.l'l.ó-lól'l de (X,U). 
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Una 6oluc-.i.6n a e-0.te p4oblema apa4ec-.i.6 en el 

.teo4ema de comple.tac-.i.6n de e6pac-.lo-0 un-.lóo4me-0, en el 

cual 6e daba un upac-.lo p4e~un-.lóo4me adm-.i.6-.lble en el 

que .todo 6-.i.lZ~o de ve~ndade-0 óue4a 4edondo y .todo 

6-.llZ4o de Cauchy can.tuv-.le4a un ó-.ll.t4o ~edondo de Cau

chy. 

En.tonce-0, el nuevo e6pac-.lo, 6o4mada a pa4Z-.i.4 

de la colecc-.i.ón de 6-.ll.t4o6 4edondo6 de Cauchy, .tam

b-.lén e4a p4e-un-.i.6o~me y ~e-0utzaba ademiú. 6e~ comple

.to y de HaMdo466. 

AdemtU, 6e encon.t4ó un mapeo un-.lóo4memen.te co~ 

.t-.lnuo en.t4e lo-0 do-0 e-Opac.-.lo-0, de6-.ln-.ldo med-.lan.te lo-0 

6.,¿l.t4o6 de vec-.lndade6 de x. 

s.,¿ 6 e ag4_eg aba a .e.a-0 h-.lp6.te6-.i.6 que el e-0 pac-.lo 

óue4a _T2, en.tonce6 .e.a 6unu6n en.t4e lo-0 do6 upauo6 

e4a un encaje un-.lm646-.lco, y 6-.l ademá6 (X,U) e4~ 6em-.i.~ 

un.,¿6o4me, el nuevo e6pac-.lo e4a ún-.lco excep.to po4 un-.l

ma4ó-.l6mo6. 
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. En e.e. ú.f.timo c.ap-<.;tu..f.o -0 e eó;tu.d-i.aJton .f.a-0 c.ub-i.eJt;ta.ó 

noJtma.f.e-0 y .e.a-0 baóe-O de wa..e..e.man, jun;to c.on -0u.-0 apl-i.c.a.c.-i.o

nu. 

de un upac.-i.o ;topo.f.6g-i.c.o X pa.Jta. 

e.a.da n = 1, 2, ••• 

Una c.ub~eJt;ta a eó noJtmal -0-i. peJt;tenec.e a. u.na -0u.-

c.u-i.6n noJtma..f. de c.ub-i.e1t;ta-0. 

Pa.Jta X un c.onjun;to y Gc2x, -Oe de6-i.ne: 

C (G) {Aj X-A.:G}. 

En;tonc.eó, 

Gc2X e-0 Jtegu.f.aJt -O-i. paJta e.a.da GE:G y c.ada XE:G, 

ex-i.ó;te H.:C(G) ;ta.e. que XE:H cG. 

Gc2X e-0 anu..f.a.Jt -0-i. dadoó G1 , G2 .:G, ;ta.mb-i.én GiuG 2 

.:G y G2nG2 .:G. 

Una ba-0e B de un upac.-i.o X e-0 u.na ba-0e de Wa.f..f.man 

de X -0-i. 8 e-0 anu..f.a.Jt y Jt_eg u..f.aJt (y o b v.-i.a.men;te e-0 u.na b aó e 

de Wa.f..f.ma.1i noJtma.e., -0-i. a.demá.-0 B e-0 no1tma.f.I • 
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PoJt med.i.o de .e.M ba..s e.s de wa..e..e.ma.n, .se pudo :t.Jta.-

:t.a.Jt un pJtob.e.ema. muy .i.mpoJt:t.a.n:t.e en :t.opo.e.og~a.: E.e. de .e.a. 

e.o mp a. c.:t..i. 6.i.c.a.c..i.6 n. 

Una. c.ompa.c.:t..i.6.i.c.a.c..i.ón de un e.spa.c..i.o X e.s un pa.Jt 

(h,YJ que con.s.i..s:t.e de un e.spa.c..i.o c.ompa.c:t.o Y y un homeo

moJtn.i..smo h de X .sobJte un .subc.onjun.to den.so de v. 

En nue.s:t.Jto c.Mo, da.do un e.spa.c.i.o un.i.601tme :t.o

:t.a..e.men:t.e a.co:t.a.do (X,U), .se .i.nd.i.c6 como c.on.s:t.Jtu.i.Jt un e.s

pa.c..i.o compa.c:t.o un.i.601tme que :t.uv.i.eJta. un .sube.spa.c.i.o un.i.-

m6Jt6.i.co a. (X, U J (Un e.spa.c.i.o un.i.601tme (X,U) e.s :t.o:t.a..e.-

men:t.e aco:t.a.do .s.i. ca.da. aEU :t..i.ene una. .subcub.i.eJt:t.a 6.i.n.i.-

:t.a). 

Ca.da ba.s e de wa.e..e.man de un e.s pa.c.i.o T1' X .lnduce 

de mane/ta na:t.u1ta..e. una compac:t..i.6.i.ca.c.i.6n de.e. e.spa.c.i.a X. 

S.i. B e.s una. ba.s e de WaUma.n de un u pa.c.i.o X 

y G ;,, {G j X-GEB}, .se Ua.m6 X(G) a. .. .e.a. 6am.i.l.la. de G-u.e.:t.Jta.-

6.i.UJto.S. 
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y •* a ta zopotog~a de X(G) que zen~a e.amo ba&e a ta 

6am-i.Li.a {B*/s EB}. 

v(x) = {G€G/x€G}. 

Enzonc.e-0, Z= (X(G) ,•*) .1r.e-0utzá -0e.1r. un upac.-i.o 

c.ompac,to, T1 y v un ene.aje de X en z, obzen,¿éndo&e 

a-O~ una c.ompac.z,¿6,¿c.ac.-i.án del e&pac.-i.o X, a palt~,¿Jt de 

ta-0 ba-0 e-0 de Wa.t.tman, uZ-l.t-lzando a loó ulz.1ta6-l.t.t.1r.o-0 e.o -

mo plt-lnc.-lpat he.1r..1r.am-le~a. 

Aho.1r.a, palta c.ompac.z-l6-lc.a.1t un e-0pac.-lo óem-l-un-l-

60.1tme y zoza.tmen~e ac.ozado de una mane.Ita -lnmed-l~a, ba-0-

za c.omp.teza.1r.to, ya que et nuevo eópac.-lo .1r.e&u.tza &e.Ir. 

c.omp.e.ezo y zoza.tmenze acezado y, polt .e.o zanzo, c.ompac,to. 
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Ca.da baóe de Wallman B de un eópa.c~o .topol69-ico 

(X, -r) de.te.Jtm-ina una. p1te-un-i601Lm-ida.d a.b-ien.:ta., .t:o.talme.n.te 

aco.ta.da y compa..t:-ible U(B) en (X,-r). 

BM.ta. deó-in-i.Jt: 

U(B) = {acBla ó~n-i.ta, X ua} 

0.tJta a.pl-ica.c~án de lM b Meó de. Wa.Uma.n, ca nó~ó -

.te e.n ve~~ó-ica.Jt -0-i. una óunc-ión e-0 o no un~6o~memen.te con 

.t:-inua. Jte-Opec.to a. lM p1Le-un-i601Lm-idade.-0 -induc-ida.-0. 

Se.a.n B y B' ba-0e-0 de Wa.llman de X, Y, 1Le-0pec.t-i.

vamen.te, y -0ean C(B) = {x-B!Be:B} y c(B' l ={Y~s• l<Jle:3'} 

En.tonce.-0 6= (X,U(B))+(Y,U(B')) e-0 un~óoJtmemen.te 

con.t~nua. -0-i y -06lo -0-i pa.Jta. ca.da H, K e:C (B 1 l., a.jeno.o, 

e.x..i.-0.te.n P, Q e:C(B), ajeno-0, .tale-0 que ó-
1

(H)cP y 

Ó-l(K) cQ. 

1 9 9 



f~g. J. Ejemp~o de cub~eJt..t~. 

El círculo punteado representa al espacio X. 

Los círculos pequeños representan a las "bolas" 
de radio E y centro en un punto x de X" 
El conjunto de las "bolas" de radio E y centro 
en x~X, forma una cubierta de X. 

2 o o 
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............ ___ ~ 
El círculo punteado representa a B. 

Los círculos pequeños representan las A's 
(con· A en a). 

La parte 
de B con 

sombreada representa a la estrella 
respecto a a. 
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F:lg. 3. 

El círculo punteado representa a B. 

La colecci6n de Jos círculos pequefios repreienta 
a a. 
La parte sombreada representa a la restricción 
de a a B. 
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F~g. 4. Re6~nam~en~o. 

Los círculos representan a los elementos de la 
cubierta ex. 

Los rombos representan a los elementos de la 
cubierta f3, 

13 refina a ex·. 
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Los cuadros representan a los elementos de a. 

Los círculos representan a los elementos de $. 

a refina débilmente a e. 
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F~g. 6. Refi~nam~en~a 4egu~a4. 

Los círculos representan a los elementos de la 
cubierta 13. 

Los rectángulos representan a los elementos de 
la cubierta ex. 

ex refina regularmente a S. 
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Ff-g. 1. Cuña. 

Los rectángulos representan a los elementos de 
la cubierta a. 

Los círculos representan a los elementos de la 
cubierta 13. 

La parte sombreada representa a la cuña de a y 
13. 
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El círculo no punteado representa a un espacio 
Ti. 
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f~!J. 9. E4pa.c.,i.o _T 2. 

U1 I 
1 
\ 

' 

--/ 

....... 

--....... / '\ 
,' \ 
\ •X2 l 

/ - -

' \ 
1 

El cfrculo no punteado representa a un espacio 
T2·· 
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·F:lg. 1 O. E.& pa.c..lo JLeg ula.IL. 

El círculo más grande representa un espacio 
regular. 
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F-:f.g. 11. E.t.pa.c.la compl.e;ta.men;t;e Aegul.a.1!.. 

El círculo mas grande representa a un espacio 
completamente regular. 
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El cfrculo más grande representa a un espacio 
norma 1. 
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F~g. 13. P~e-un~6a~m~dad. 

\ 
\ 

1 
/ 

/ 
/ 

Dentro del círculo punteado está representado 
un elemento de una pre-uniformidad U. 
Los rectángulos representan elementos de una C.!;!_ 
blerta a de U. 
Los óvalos representan elementos de una cubier
ta a de u. 
Los círculos más pequeños representan a una cu
bierta y. 

y refina a la cuña de a:y a. 
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,Fi..g. 14. V.Ur.ec.c.-lón (ó ba.6e de 6-l.U:11.o). 

D -
J 

Los círculos representan elementos de la di
rección V. 
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Elg. 15. Su.peMe.t. 

El círculo punteado representa a un elemento de 
H. 
Los círculos no punteados representan subconjun 
tos de X, que contienen al elemento H de H. -
La colección de los círculos no punteados repr~ 
senta al superset de H. 
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F~g. 16. F~~.vr.o. gene~ado. 

\ 
\ 

/ 
/ 

1 

/ 

El círculo más grande (no punteado), representa 
a G. 

·Los círculos punteados representan al superset 
de 1). 

El círculo pequeño representa a la dirección V. 
La parte sombreada representa al G-filtro gene
rado por la G-dirección V. 

2 l 5 



I 

F~g. 1 7. Nu.lo~ 

f:X~I es una función continua. 

L = f-
1

(0) es un subconjunto nulo en X (parte 
sombreada). 

216 
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F:lg. 18. Coc.e/Lo<S. 

L (parte no sombreada) es un subconjunto cocero. 

f:X+l es una funci6n continua. 

f-
1

(0) = X-L (parte sombreada). 

217 
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El círculo más grande representa una familia 
(cubierta) nulo. 

Cada círculo pequeño representa un elemento 
de la familia (cubierta). 
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