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Prdlogo :

Este trabgjo consta de dos caprtvlos gy
en €l se busca generaliza,r ol rec’proco
del Teoreiia de Goauss Sobre fencones ormd-
nicas y su caracterizacross con lew PROPIEDAD
DEL PROMEDIO %Me es /o gue se c:/esa/ro//a
el el caprivio M ,siguiendo /as cdeas de
Olrver D. f(e//og expuwestQs @n si arilculs:

Ll . §
ConvaERsSEs ©F Gavss' THEORENM oN THE
ARITMETIC MEAN 7

pero.  la presendacson Gue darios o frere a f[a
de] artdciilo ) en cuanto Gu e wZilizommss [la
hotacion Y Conceptos cntroducidos en el A
cCAPITULO I donde Jdamos wuno amp//'q o[?sc«._)
Sioh Sobre las Huncisries Ormonicos y o/ scersioh
j/ua parte de la propredecl del promedio,
s/ Cewna del principro odel Mi#imrp ) Qungue por
‘oftre /ado nes restringimos  a -Zrabojor ceory las
funciores armonricas o parlir de su  compor-
tamiento en las bolas , niiendras que en el
artl cyle <se Arabejan en regromes mals genero/ér

Comp Sorn las normeles. .

La realizacion, de este trabajo.  Fue posible
gracias al @poye e infrnita pacenca de
Lurs Brisero Ma. Emmrlta Coballero
Santiage Lopez de HMedrano, Tuelio Rodri gues.
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CariTULO L

o

FUNCIONES ArmonicAas

OC.- IThtroduccion:

Dec/mos we wuna Funcidn te de valores reales,
definida en la regicn " Ln de R salisface o
M PROPIEDAD DEL PROMEDIO” ) SiL para dJodo punto
% de ), el valor de u en ese pento  es cgual
al promedios de Jos valores auwe toma Sobre la $ron-
tera oe C,ua/q,ufer bola corn cendro x , cuya cerrady,
va. este’ contenida en L2, _ A portir de asta pro
Predad de?[nl’mos a Jas FU/NCIONES ARMONICAS ,
es decir, una Fencion u es armsnica e€n L2 sl
satis face la PROPIEDAD DEL PROMEDIO . _

Valiendose de estd” definicion es fdci] ver gue
toda Funcion armo’;fu'ca. Satisface ¢! Privcer;d bEg

J

MINIMO (MAXIpMD) Sru alcanza, sw mirnine (mexi-
mo) en wun Pun'fb intérior Z de 0O enritonces U es
Constante .. Lu ego ura Funciotr armcarca wveda.

de‘{e/‘m,'nada en Cualgurer Punfo % de .02 /‘Jaf los
valores %ue toma en la f‘gron-éera, de wvrna boala B
“de centro x gontenida en L., pero ulilezando s
In-ﬁﬂﬂral de Poissornn poderos cornocer o/ valor
de la func)o% ern un Punfo cua/?u/'éra_ Ade /e bola B
con sdlo conocer sus valores en la Hrontera de 8B,

A pesar de gue en este trabejo  yo sS€ discu-

ten [os aplecociones ge-e frenen las Funciones ar-

monicas en diversas s/l aciopes *Frsicos | es compor-
. v . , b
(N £, este caio/mlo se dordn ofros Jdos dlefrriciones

-
,Pam Funcicn armdnica,. .



tande menclonarlos ; sobre todo por lec U 1H5ima oe-
. S . .

,éie/n:‘q:on gue se da ern esie ca/o/’éulo J donde ura
: . ’ . .
#unuo?; @rmonica aparece (om0 HIX so lweroA

-~ 7
a la Ecuogwcon BDE LAPLACE
A =0
pero- comeo sebemos ,esta ewaciol,  surge win -
culada o diversos s/Lwaciones Pilsices oo

€ . .
> L) E! polencial electdrostd tico @r @/ crnierior oe

un cornducior

u) £/ polencal grovitaciormal ern e! interior
de wn sdledo hueco

i) La dister buciorn estacioraria de tomperalic
vo. @en wn solide en el gue no se estd. gene-
rando calor,. '

iw) Amptlilades en las vibroclornes estacionarias
de wn solido '

lodas estas silticaciones s@ pueclen analizar en
V4 R -
terminos del siguiente problema mralema Arce ¢

" " ..
Dado O Ci ,abierto |, erncuentre wrna Feirrceois

w2 —> MR tal gue ADuw =o

-/ / o V7
una Furciosrs armdarcee @ 2 %

es decsr /

D Tomedo oe ; Probabrtidod ¥ Poterncal (I) HMa. Emriea C’oba//era/
Diego Brreso Comwnicocics, Irnterna Mol /4374
Fac. de Gencias - UAAA]



/F hora [;}c’nj Seee /s eue /'7(1_0/ Uriee ingraidoct e fan -
‘crones armonicas Sobre un  conjunic dado . Poreen—
T b

plo , en MR las  soluciones de o veoracish

=0

sov todes las Fenciornes (lirenle: P S A 2
2 .

En /H/ /QJ PQ/‘{?S real/ e A'/‘;?gfj//;g//‘(;: e G #,/;~

cion arnclllca Son armormicas , es deesr

nes de lo =cueceioh difer@,;_r_viu/

, ol cio

Q:_"_(— 4 a7« =0
Sx =R 952

As:’ pUes 1””‘{1 %ue imporer [?/5;;(/7&_ I”‘é‘é‘/m‘c‘m‘a?)
adecioral  para ot e as )’ ede delderwiinada. wuna
‘,ez/,nr,} oh armionica en whn @ brerin o

Por ejermplo el primer problesio de yolores a /e,
Frontera .de la Teoria del folericin; o Probdlemra-
de Dirichlet presen ta. unicldont A soleciores (A F)

Problema de Dirich let
Sea. w2 —wHR  urnc furncrst contrava er D%
donde (L es wna reqios deR” . F/] prebless comrsis
te @n ver cuarndo é‘k;sie ue  fencior de%/‘n_i
do. en L que sea:

t) armdinico en L

I'd

L) b wiex) = v{ly)
A2y

Ye 90



(*%) Se debe resolver el problema de Dirichlet peora
_encontrar la distribuciosr estacionaria de terycera-
fura. en la superfaue , en ausencia € Puentes
de generacion de calor dentre gel sélido . Tombien
aparece este problena al caledler polenciales en el
inferior de condluctores Cuorido se e.specw-ﬂ-ta e/
potencal en la superfice del condector , 4 Av‘oméief;j
cuando jen un problema de vibracion estacionaria,
especs ficarws la deflexiorn en le. svperficre del
Soledo o la membrana o le coerda. prbrante (Xe)

Usonds la In{cﬁxa/ de Foissopn ., mostromos
‘gue el problema oe Dirichlet {iene Solucion
cuando (L es una bola ,_ (25

‘En la 1 bema parte de este cqo/tu/o se habla
de las #funciones sobréarmonicos ;, g para definir-
Jas. se uso dombien el promedio Sobre la. fronier
ra de cualguier bole. contenida. en swu dominso,

vo - para.  estas funciones’ el valor gue forma
.en el cenfro es mayo s Gue e/ prevmedio aclesos
_de algunos eremplos Y /zro/a)"ea’ao/@: ) ol Hnal
iSe da una caracterizao cios> de ncios Sobréear-
mdnica en +€rminos de la Integral de focsson -

Covrio Comnsecuencia de o prbf/‘edacé del /O/ompdt‘o,_

gue solisfacen, -

N asi comno lo hice pora [los Funcines carmo -
nicos voy & mmencionar  alguna vimadlaciss de
estas funciones a siluaciones Frsicas ,aungv @
cnsisfo , en este trobojo no Se desorrollor talos

. _Qf: lLecactongs




Por @je‘mp/0/~ }qog pura ectacion en lae Fi'sica

Matemdtica de gron Zmpof“éanc'a_, y es la ecea -

croh oe POISSON

_,ﬂ___ Au4f =o , ey - : e

Las soluciomes de esta ecuacon colesfacer

Auw <o

y son conocidas comro sobrearmoascms

S ER

[




LA LTOWD XD

Funciones Armdnicas
.- MNotacsomn @ S wi Li-=iR

medible en la regicn L) de X"
una bola

es wumo  FPuncidn Borel

Y s B= Brlx.) €3
cuya. cerradura  estd contenida en L2,
‘denotaremos por Mi(xs) al “promedio+ ole

les va -
lores de w sSobre 8.

Ul¥ots) F e lZo-TD

Y 3 _ :
Mo (xe) = 4 ]ucn de(x) s 32
Pn)

T""_G‘nu) .

donde !

~s

e

wixd) d@t;t) es la cntegral/ de w sobre SB

58 con res,oeci‘o a la med’'da
superficial &

U) 6n(l) es el a’r‘czq_ de /a es%’era un,;tarie Y

>N ea()) = Cnlr) serd e) area de la esfera de rodio
. _ .

. -

Ya

‘77- m SC n es P‘or
(/)1
x) & =
ni1) = ) -1
. 37t17a o 72 s¢ n es cmpar>d
1.3.5 ... (m-a) -

llt) <. c i’ es una r\23;c'n , es cdecir, L es un abierts

Y conexo,.
) ver Apéndice T



Q.. Debinrcion : Sea w . L -» It una Puncidn definida  en
la reg:o;; <) de R7, Driremos gue ARMONICA En

L) st w tiene los siguienie: PfOP'edOO,@S.'

(23 es

() u es continua en L2
2o tal ?ue

A
©

(6) ¥ xeQl y ¥ re
’ Brx) € 2 woexd = MECx)

Funciones ARwomicAs en {2

A (<€)

A Ja clase de las
la denotoremos por

2. EJen;P/O;:

(l:) Sea w! L2 -» /R con L2 CmrR” / de fini da
como Wix)= Q, % +QaXat ...+ Anxn + & __
Es claro gue « salisface fa propre dadl € ; pare

)Df'oba/’ /a 'oro/o/’ec/ad (e ) basta prosar gue

My (23 = wexy  ¥xe-li yVreR ,Tro tal gue

B~(x)C L2 ..

Brlx) = [z- , m+r]

Sc n= L
Mo (x) = R+ v X))
<
- Ax-v) +b + a(x+r)+&
- R

ax +b6 = wiix)



STe 4T R Er-(x./:"éijefp‘/ d(',‘/)»’c’)i"“j

Lg @8B-¢(xD /a POCJE"/I')OS foar-ame-{n'zar

como fy, = &, + T cost
zﬂa = Xz + rsent te [o,?ﬁ)
entomeces
r - /
Mafd = — (Ay, tasy, +b ) dary)
-~ 2~
‘;Br-(x>
21
= ! [a,(y‘4rcasé)4 Q2 (Xp 4 rsent )+ b [ 7~ ot
2rr
o

= G, X, + QaXaz + b = H_(x)

/7, . . ~ .-
8¢ n=23 y el caicurip de HMuCxl , se vuelve mias /abo-
rioso , pora hacerlo €s conveniénie para medrizar

- la es Pera ODBr(x) , For pPedazos | es decrr sepa-—
’ . .
randola en  hemis ferros ,asi el hemis ferro norte (Z)

c]‘vueda pammerrizade gomo

X = Y -=,
X2z Yg-xa

Xh-l = yn-—] - j(n_/

1,
Xh = [Y"Z - (Y, "X'); e e T (.[/n-'_xr"l)a]/a
Mi (%) = —L . [(@i 44 asfatt@ani b ) d ciz)
s o)



- 1 T = dy, o y,,...dY,_,
TP ) e Yn-xn

n',.
+ 1 o~ o
r6mery | | 22— Oy, dys oo dy,
Z’?, ‘yn-lfn
= @ lx) donde  Zn< [,y o, O—)/(-‘/myyﬂ-'/%Jé'Zj

Z>;—i(:%,--,j,,-,,o)/(y,,,.,f/,,.,)_yn)ez-)j
El bMinio pPaso sose le reclicord pera e/ cozo

X =(c,0,0)

3z oy |
Z = X =9, ' hem/'sfem‘a
Xa2= Y ) nerte
x> = (r2- w2-g2)% (Xs.50)
' ' )‘ X,= yl
.Z — ecla i :
— ] s
\‘ei:'f: (2 g2 5:)/2 (K_:,(O)
Secd = = v

193] (r* Y,2- 4,2 )k

M, (o) = j (009, +as4s 4055 +5) daty)
4ﬂ'r 3B-(0)
roalriyg; )'/2
= /
= T?ﬂ [b, y, + 024, +03(r%* ¥,% y;) 4.5_7 r de/,dyz

._(,- :)/ /y.a/



’
v
r (3= ‘:/;‘) <

’ VZ
+ (q,y,+a;y; —03(1‘2—.‘//2—52‘)2-:‘0«1)_!: dyldyz
45 r* , 193]
rd -y g 22
- 1 r 47 r2 = Qe = W(0)
- - 2 Qa = Zir Qa4 = .
‘/’17'r7~/ Hray dxz 4rr2

Con /o anterior solo Aemos probadlo ?.ue w es
Iﬁrmo’nica' en el o /‘ pero para cual guier e R3
X#0 , el cdlade de MS (z) se hoce <con wun cawm-
bi6 de voriable , +raslodando el origen a %X, o7
lo cual defrnimaa /q ﬂzncioﬁg

U(Z,IZ2/23)= w (X + %, )Zz"zz/X:B#x;\)
M (ZY = M ()= TU(8) = u(5+%F) = ()

por lo tanta My (R)= u (F) pora feoda Xe /T3 Y
para t4odo vrodie r._

M') Numerosos ZJ'é“mjo/os de Purnciones armor cos
pueden ser construides usendo el siguiente Teo -
rema.

Teorema'! Sea £ L2 —> Ej )L wn o0& —Lo
de €, s/ £ es anoliiica en L2 entonze: la

£ =

parte real y la porte cimaginaria de 7 =

Purciones armidnices .

demosinaac’n; EFs inmedsota uszando /a_ = ~mula
Integral de Couchy



¢ %) it L L,gzla,(g de Oa,u«w’u?‘ .
ey f(2> Uro. fuf.nm a/;w/-xfﬂ-nu:. “ analilica. en
M%_ﬂgmmewvauf&cww
de g.a—rnba/m Cerrada. WL,«_,&_J a LdZaJ'J’-LjM"’J
w%m/tc_, born A inledian (&, Eri eataw
Condesimes Ao »u-uk?Lu,a_a La /lu?/-um f&-r—wwla-
Fe2) - —— /;(Z) dg (zeG)

Sea ze L2 , r>o tal gue BP(X)C_.QV
fl22= acz) ¢+ cv(z) entonces 5e§u’n lo FIC (%)

[
PL7) = 37;_—“ 5: §
QBr\(E)
como la ecuaciol, de ODBrl2) es
§=Z*"€£ o & <N
tenemos e
7 ey _
L Flg) ceg = ! Peztret?) nei; gy
FTC -2 27 rete
B (2)
27
= 1 Plz+ref®) de
29T
o
Q7T 2T
= L wiz+re®)do+ L vz i1e)de
i [} il
(4]

() + Ju(2)

(%) ver [s5]



enéoncas

Mo(2) = 21 wi(g) docg) = wizd
Hy
RCINES
/\’71;(2)-';2——1- vg) dalg) = v (2>
' " Jopeca) L

,:'lPor.(o tanto w,v e T4 )

ejemplos

: 2
o) £lz2d= € s arallldica emdorces St parte

2
real e L'n?dginorl'a SOrm Orerronr’cass en W3
) - Xy
wlz2d)= €7y x4 wrC(2) = @ 'ser x,

S0 - 2 . .
8) f(2r= 2z es anolléica enbomces

u.cz); X2 w7 W (2)= ZH, Xz

s 06v armonicas Jgn R=
&) o 2e z=1% (emp £ c:::en&)) eri forrces
ZN = 1247 (Cerric - ¢ serr o)
por lo Zanto
1217 = - Y /2] sernwe  Som
armornicoes e~

id)‘ w; C-fof —»u- wlz)= foglz/ es

armonica..



de Fl (—O—>

La clasg "f—/(.()) Con L2 wno rejz'az'y
lineal sobre /5..

» Profoiedades-

4. Teorenia !
de /R7 es wn espc;a‘o vectorial
£/ (L2) contiene a los Funciones comnstontées

demos 4racior Seon W,v € 72/(—(2> ;) B e 7

! [ xuty) *—p-zr/y)] ofayq)

M@:;‘_F’ o) (%)=
(6 _‘rn-’@n(‘)
D Brlx)

fu(y}d@lq) +_ LB veyydel(y)

et

T lamdn) R
" DEBr(¥) Ten e SBrlx)

< ML) F @ ML OO

KOlx) Fm{"(%) =(a<u,+,e1r3(:z)

K+ BV € 212D

gl

por lo Zanto

wlzd= K corrstante

Sec. ! L2 — 12

Mot 1 ff{ of ¢ (KD

T )

DRBr(x)
- k ( $_r)—’ O’};C’) )
Y‘n"o’f—»ll)
Ue ‘70—/-(—(2-)-.

K = teix) . por (o tanio

—



5. Principio pEr Miniro (AMaxirmo)

Definicidn : Una Puncioth, w definido. €n wna regioh
L)Y C R7? decimos Gere .sa&,’.s'??oce e/ PRINC/ P10 DEL Miny-
mo (rmaximo) s cumple la sfguicvn"rz fropz‘ardac/ -
5/ w alcanza Sw MINIMO (MAxims) en um purio
cnterior Xxe€ ). ) enionces w es constante..

A
‘

p— L
G..- Teorema! SC we 2 (2D entonces w sadrsfoce e/
PRIVCIPIO DEL IMismirro (Maxirp) -

demostracion i S¢ W alconza swu min/mo en xXeeL2,
tenemos gue probor gue (M= u(xs) pora tode
xe L2 .. Primero probarames gue LA T LelZs) poro
toda ze Brlxo) (tal gue Brixs) C L2 ) ,una vez

probado Pis‘io y Solo falltard prober ?a'e es cormrstonte
en L2-Brlx)d, lo cual lo harer:ss wusancde la f/qo/edoa/
de gue L) es arco-conectoble -

Demostracion de gue wlxdzwlx  pare Ztoda % e Bnrlxs)

S xe DBrlxo) entoncecz wU(xD= wlxo) ,dene ser os)’
46ndr/'am_a: gue wu(x)5 ulXe) . scwal cmplica gue Txis
4e dSr20 Yol ge W /ly) s . (xe) porc tode ye BJ(%)
(,ﬁB;(.x)C_C)_) por ser o Coni'r 3 €n L2 , €l1tosnces

ufx;)=./v/:{xo)=___{’__ w< ddety)

RN wlyr-siy) + [ wiy) daty) >

IBrivs) - D
donde D= Bel®) NoB(x,).



5

>;_/,\ /fu./x’a.) o y) +// wlxs) dary)
ornacs) D _/

9@;—\/2’07'0

- (%) dery) ;

r" Y4 [/ “

7 /) BrKXa)

[ [cuzw oqu'—i/ = wUlXo)
- . ’

r‘n Ohnis)

Ul

/o cwal sos Jlevoo a /o corndodrccior de gwe

U(Xo) 2 ixs )

Por lo dondo wixd= lHo) para doda He SBrlxs)

probodo Gue Y eXI=elxo)

domr bren Pore Jos
%6 Brlxo)

4
Notese Gue no solo Hhemos

toda =ze D Br(#o) , Sino
5/\/2&:)/ poroue S
XedBs(xs) Y e/ onjum@n:‘a

pees MS(Fo) = LWtXo) . -

PDI"Q.
puntos interrores e
exisée S<r tal gue
antersor Saméien vatle

Ahora. demosirarenios gue wlx)=wWlzo) pora +da

x e _(7.— Br‘{xo_)
__CO”"O mencloramos anées/ L es oarcoconectable J os)

gue exisie una poligonal (2 )1 —>42) gue une
ﬁia/menée contensda en L2 tal gue

Ko Ccorm X

Flo)s Xo , 2C1) = % ..
Por /a Con{vﬂu&dad de 7' ,existe ¢, €lo,1] Tal
N(t) € DBrixoe) , entonces WLl X;)T ULl¥o)

?418

domele T D= X,, luego existe v, 3o fel gue
Br,(x,) ¢ L2 ;Y de nwevo Feriénio gue' ¢ €S cons -
tonte en IBr, (x:).



Entornces exisile €a >4, 22 6 (0,17 ; dal gue

2= X € BBy, (%)) y WiFz)= wliXe) , ass
/o sewcesion
ery Lo,1d |, Jo cet

sobre la

Sucesivamente , consitrabimos
O=’£0) f:J i;?J .. ..){nl...

3énera la suces/on Zo,Xe, vve0y Za 4.
con /Cl ,o/-o)p;'edoa/ LExs) = LX) ‘_.:-’47/ weo

)Dougona/’
;.' la sucesicn i’-‘"f neN &s crecrente Y déoia;'ga/‘par
‘' lo tanto converge a Swp Adonde i

M: {-&CeEo,/J /q,(z’,,‘) = u.l;vo)j) o

iannéN’/cargverg? a

S s=1 Ya acabomoes pues
Lendricnr os Qe

p 4 /-1 Por la continuidoe de
edlx) = wilxa), |

w (A€s>) = wlxXs) , pero ex/s te

Bro (3(s)) C_(}.

SC s < ;

w2 g Hx— w2l £,y gue
2

erntonces Wiy = wlxo) porea Loda yE€ DBpo (TS
. de Jo cual dedu ‘mos que existe I e lo1]
s'ss el g w CHCE 1D € DB . (2(s>)

lo cual condrede . - ] hechio de Gue S=5u,OM/

por /o tante <- 1 ..

& = ; e
Reswumiendo™ = nderior , lerncrrnos g

UiXI=~ %) Fea:’déaa/a_ e



7.- Corolario: Seo, L2 wra regro% ccoloda de
R” g sea we (2D

- Vs 4
S & Ui ind ucd & Umsup we) & 3
2!——0# - ’.)(-vy
EZ- PN xe L2

para doda ye D LY entonces e w < p en L2

Demostraciosn ; Demosiraremos Ja des-‘gua/dod de /la

lzquierda. j paes fa ofra se prueba de manera 0na loga.

Sea 72 __EL —a 4T definida. por

L L..r)-f te (x> s Ye DL
"U'"(:j) = r—s Y
X e L)
wiy) s/ oy e L)

entonces U es Semiconitiaua [n,fen'armeﬂ?ff? en
L 9 alcenza sSw miAlmo ern €2,

Sioel msinsme lo alconza en SOXL €s cnmediota
/a des/_gua/ dad.

Stpengonos que alcanza © mMinimo en Xo €L,
pero 4 es oarmcaica en L2, os/ gue por el PRI&CI-
P10 DEL rMINIrO , U es constante en 2 y entonces

S5 ye 202 :

vy = (') P2 . wtxd= Libe 4,’n,€ WUliXo) = wlX)
A—» s V-2 Y
Xe L2 X € .£2

povr ,/° e



WO Z UlXod = U inf qixd =

k-ry -
X e <1
es dec' r W(®)Zex  para toda =me-2 .
#i- Corolarso ¢ Sea <) wuna regron ocotada de /27 q.

A Ssea ue %/(—Q)/ S w es conlinua en
A £) y “®=o0 en QL) .entonces. w=o

4 ern Lol ,_
=
De mostracioy, ; Fs enmediata de corolerro onde-
rior (72 Jomo,?a/o x=@=0
Coroloric : Scan ) 72 (-« -
© o Uy , 4z € /“/(-a)/ S¢ son conti—

nuaes en LL y UrZ Uz en 0. erntonces
Ui =z ern L2 o

-, )
Dempsdrocidn | | s i, vz e PICDQ)  onipnces

L_(l -tz € ‘f—t/-(-[l) 4 €5 corntinun €r
LL , adermds  w, ~Ux=0 en 2 , as/
94,19 par coro lorsy (L), teremos gue

Uy ~Uaz0 en O3 ) €s dec'r.
U, =ta er 0,

Con e! PrinciPio BEL Minvsrmo hemébs mastro

do =re las Ffrencrores ormSascos <.?a£daﬂ adetermirneg -
0[0.? Lo Sus Valbros er /4._ "7'9/‘0/7716’/4 -

= e/ 6/;9ui€/7{e P.}J,;—{o verermras Cor7o Se comfof'fa.
una errci o af’ma,n/ca /E.?/;’GCJ’D @ TS Pﬂﬂivs Cﬂ/er/g
res, —



Doremos oahora ofra . definiciols ofe Furcion
Qrmonica  en c/ané/e en /aﬁar ole  prosredliqr &
/o esfera  promediarepios sobre /o bola ; Sue -
go proboremos  [g eguivelencia  endre esdos oe-
Froscione<. _—

9 .- \D?ip/‘/n'cfo;v S ESra ¢! ) —e=XT una Ferrciors
debinicda en /a regrovm L de MR7. Diresios Ggue

w es ARMONIcA en L) si wu tiene Jos srguies
{es ,D/'o)oz‘?a/aa’e?s ;

(&) wu es a‘n{ejfoé/e /leées_gue) ern Zocddo
compacZo Ao L2

(i) V¥ xeL2 y ¥re/R ,roo ol gue

5"*("() < 2,
' 1 /
L{_{X) _——
OO =S wiy) dy

B-;r‘(;c)
( donde Vatr)= r" Vn(:1) es el volumer de .
la bolaa B-lx) de rodio r 9 ceniro en :x )

Como consecuwencig de esia de Arnicios denemos:

10~ Preoposicion Sea w!CL-» /7 Qraoarc o
en L. Entonces '

&) u es Prarte en (2

b) M es continua en ()

rd

¥ Ver apendice I



demostracion : o ,Dfo,o/‘ edad (@) es comsecuencice
trnmed;ala de las /3,/303." ccis de n fe_qfa- b bl oo
de . FPasenios a demosrar (6) seq

Xo € (2 Y fit’nf,,e,w UNO ZcEsidm de. e/em.»:)nt'os
oe (2 tol Que

P
[Py xn = Zo
rao

Sea ro 2al el

B, (xe) £_Q | ontonces
exicde N eN Zal gue

s >N entonce s

/:zn* ﬂ’o/<_"f—

‘Por lo Zente s¢ m>N,
lenemos ?ue Bri(xm) C—Q.

EFn cornsecuencia

Ulxm) = Ulxo) = L [] wiyydy — U:I)d‘d
Vn(r) [ 26 tem) .»(xo)

Seo. K = Bg(xe) ., FEs claro que para m>N

Br ()‘(o)_ V Brlxm) CK Yy enfonces

Xm) - Ul = ! ( [ : -— a ‘
Wixm) - Ulxe) vn(@/u D) Xy /'Kgr(h)] 'y

K

’ - ’
5 = ces i = S
cComo ,{:::: An Xo } entor nf;g /X'Br-(Xrn) ZBr‘on)

..



LI Copr20 -
. /M[ﬂ/.Bp(Xm) —/Z’B'rb/o)]/s e Xk /v{./

aplicar e/ feorema de convergencio

/;LL//X5P(Xm) _Xér/xq) /d_'f
K .

m >N o Sea

pedemaos
dominoca. Yy obtenenmos

/ UXm) -“H-Cxo)/f___l____
Vn(r”)

< & S¢
(if7 U (Xm) = UCXa)
" ~veo
nos muestra e las

4. Ey siguiente teorema
funciones agrmdnicas acotados coaferior
son las consitantes,_

dm‘cas
o superiormente en /M7
Teorema de Prcard:: Sea. w!:M?—»IR una

ARmMonicA (segdn la definicidn clada
inferior o superiormente

funcion
W es constante,.

en (7)) acotada
en todo M7 entonces

Demosiracion -

Basida demosirarlie cuando . estd acotladc.
,Lnferformen-[,e ,fja ?,ue -U es armonsca £, w és
Id .
armdnica,entonces /oademos suponer gue

estid acotada cnderiormente .,
Tambian Jodemos suponér gue Uwzo , Ya gue

la suma de wnag Puncion armdcnica Yy wune cons

tante es armdnrica.



Sean x e g4 punfos distipilos ) probaremos
%ue U(xd = u.lg) ..

Seo .a=d(x,4) = ette, y v—,\.'>(6<' , UL S =Y
con 7~ 3{7‘" as) defirnides Jenemos

7 Bp(x) c Br("j) 9 como W o ,entonces
(ﬁ—’)”‘vn):) Lix) —-f u(z) diz: 5[u_waolz = D Vnldwly)
) ’ B‘gt—)()() h 5:“1)

por (o tonto : )"Vl wlx) £ +7 Vnr) uly)

n
' h e .y <[ Y ESIENT

g oaeonque (2 wio) = (£ Y uw)
/’/ac;/endo tender r o a + oo |, obtenemos -

W (2 & uly), Andlgamente se muestre zue,
wilyg) £ ytwe).-

12, Ahora vamios o probkor Ja equiva Jencra
: "o’ ‘e .
entre las dos definiciones de Funcrorn armd-
nica ,. ’
“Propesicién.; Las defrniciones dados en

(2> y en {9 son eayuiva'v/ente;

Demosiracion

Supengamos gue salisface (2) ,es de-

L cr -
wlx) = Moo (2D



Usando coorde nadas esfe’ricas (8,r) relaleves al polc X

- r
Vlf >/Wy)dy “ /P”"/ /6,0) (€
n Y Vin(s) +7 /] “le,0)ddre
Brix) T o 2 Q//O

VESIEY

Sc Jell= L, endonces (8,P) es wn punle o€

= 5,;0,(2’). la integra/ deniro del paresfesis

és la cntegral sobre wurna esfera de rodio o
relativa o wna meddida L/n/;"parméﬁ;é‘nié’ destrs -
bucdo. de masa “ota/ Snl1) e igual. a Ch ) Ulx)

Entonces
/ / r
- (VN d = - .
Valr) 'g) f \/nll)'l'nf‘on ! /6‘,,(.) ul)()) O/F
Br(x) o .
: —~
- 6}),(') U(x)//f)n—l d
Vnt)r" o e
= Sal1) wix)
\/n(l)y)
e _671('){\0 U - u.()()
Vil l)

dado 9ue CnliD — VnCi1)
e}

Ahora Suv ponganos gue w 5al£570acc2 (to) es
deci'r /

Wwix) = ._I.
Vn(r)]u(g) dﬂ

Br(x)



la refo ¢/ on Tgue hay entre /o medida au,oer,?,._
cial 'y la medida de Lebesgue es

a‘?{r‘ /-u,(:z) dx = Xnlid *-}—"‘i Ple,r) dcre)

Br‘(x) /"=y

. ) ‘
Y ademas sabemos gue C_:,i Vnir)= onlr)
'!( N M ‘ r‘

7
~entonces .- ' - <
s L wlm &xnlr) = X+ e, r) dere) o
- _ B : 189 =)
[
dado G ue HmCF) = D AT
[§
Ulx) —-/(A(@-;)’)Cl(f(@-) :[u(y) dd‘/g)
' ' Nn811=1 SB¢x)
 por lo tanto  wex)= M (x) e
/3. . En el 64‘3uieﬂt’e —esf,:(/éado proboresnos  Gue doda
Puncrdn  @rmidnica  zs de clase c® P 'z/a)nb/e;-'

) .
?ue todas Swus o vvodes S0»r orewalCcos,

7eorema’ Sea w 2 ~> 72 una Purcroy arnidnica
en la /‘egt'ofn P /Rn en{or)ces
[= ]
(a) u es 2z close &

.(b) 7Todas swe_ derrvados Som oarmonices en L

’ .
demostracien -



(o) Sea a>so j_ﬂa.=‘f)<e—Q/0//ﬂ’,_O_c)>af

Seo PO - M7 - 1R

defrnioa
como
¢ e SO /=l <
p(x) =
0 se 1xlz2a
donde (O es +tal gue

/P(x)dx =4

x|

Estq Punciot» es de clase C

{al Gue Wxp = en (ra,
EV) efectc s

SC xe ) o

wxP (X)) = f"('“?") /a(z-«jﬁ dy

Nx-4ll<

a
= Gnﬁ')/ﬂu(g,r) do(e) /.)[-+) " o
o 16/

=7

73
wix) ffn (D] ‘fJ“"[o(r*) dr
0

U Lx) /,o(»g/) dg = w(x)

IYl1£

Y odemas es

i



E/?{O/’)Ces Corno p e=s de C/OJE' Cpé ‘7 M:L/*p/‘

se tiene gue w es cde dlase e,

( &) Proborenos ahorey que sus derrvadas {amb/en son
armdnicas en L1, Sea xe L)L y /5r-( x)C Q) ; como
u es armépica, tedemos

wtyddy (1)
Brx)

(x) =
i Vi (W)

.

/—/agamas el siguiente cambso de voriable :

Y=x+2 , donde zec Br(o) , vy deliniimes
v(x,2)= wulx+2Z) en Lx Belo) ; entornces U
es ole clase C® g Nx Brlto) Y .

2
A o | viurdz = 2% e x,2)dz2a
PR axf}‘; ;X"k .
Brto) B(0)

donrnde o= «, +az + - +XN

Por lo regla de lo cadenc , Lerneres gue

< of ",
@ wldx+2Z) ST [ xxZ)
- oy “’*K ’,
ha ) « - -
axil « % aXL-kk 9 XL' K/

(1) la :-Jua/ dod o©nderior

usétilu yendo en
7 obten 720S ?Ue e

/70c1endo gy= X+2
es armd nica €n L),



JL e Denyos chora wio Lercera Qefrnricioh de Forncioh
ARiM0mICA gue es le gue se da wusuvolrierte
en los cwrsos de cdleuto.

Defrnicion o Sea w :-Lr.~—v/R wuna Funcioh defr-
nida en la regions 2 oe iR" . Dirremos ?ue 22
es ARMomMICcA en ()L si w tiene las siguientes
propiedades

(L) w es de close @ ()

(L) Aw(xd)so pora doda xe L2

15.- Teorema (ZIntegrol de Gouss )

S w es agrmonica (en el sentida de /Ode-;g/-
nicion doda er ‘(I‘/))/ en wuna vecindod de Brcx)
ertonces _ :

Dhie d& =o
SBprex)

Aemovsdracior

A Partfir de la éﬂda/dod de Green {ver APP;wb‘ce .ZZ)
(Ao -vdu)dx :/Zubn?f'—-'v‘bﬂu,)dg-
Bnlxd S Balxd

baciendo wrz4 , entonces Av=0 ALu=o0
Dpv= gzrad v =0

por(.o*éanfb fg/gnu. do = o
~(x)



/6.~ Fumncion A rRmMONIcA Fumw oA AMENTA L

L S'uponga. que e es ARMonNica en /a "?3’0;7‘
LY (segidn lo definicion doda en (15) ) , y seo

Aee  puede

g un Pt —;P/'J'o de (.. Enrntoerces
de laos coor -~

ser considerade como wuno Ffincian
relotsivaes a

denados esfericos (8,r7 de x,
para las cuates Fe= X =Yl Y & es =/ PunZ’a
de cntersecciorn del segmeritio de Unea e une
cunitaria. con centro #

a X e Y4 y unag esfera

Suponga. que w es solo Funcieh de =~ .
Au, como una funcicn de las coorde

Erl éonces
dado por

nados esPericas, estd
Aw = d2u | @-1 du T A0
o = - dr

las dnricas Binciones. armdnrcas en R™Yf
que deperden soleprente de r=Nx-y/ll , son las
Ffunciones que satisfacen la ecceacicn
2
d_a_r_ + =) du = oo en ,7:{{1_543].
- r

S¢ N=2 , lo solucioh .ge‘neml de esta ecvtacion
es Alogr+ B donde Ay B son constantes

arbitrarias., La solucion paridculor —-fagr“ es
armdnica. en M -1yf y es conocida como la
Fumcion ARMONICA FOMDAMEMTAL pere /R™* con

Po/o ‘j .



S nz 3 , 1o solucion general de la anderior ecwua -

cioh es (4 + "% + B ) donde A B sopm cons- -
—n+
tantes arbitrarras . -la solucion particular

es armdnica en M7-}Yf y se le conoce como
la FuwcioNn ARHOMNICA FUNDAMENUTAL pPara /17
corn polo y. .

notacion ;

+ oo v S A =
S n=ax bt:aL(x>=
—-/03- Hz-gl/ s «-,tj
4+ = sy X =
S nz 3 Uy (x) =,
i 4 1 acC X#'y

Hz-gy”2-=

| F.-Mas  éjemplos de funciones ormdnicas..

L) - u/x,;{) = (A oo nx + Bsen»nx ) en{-/ es Qron s i -
! 2
co en /IR*® , Yo que Awlxd = 0 Yxe e

LK) wixayaR) = R RO XE-YR o5 armohicq
- en IR3

w) wilx,d,2)= ax24 67?+ e 221 é«gz-t-?ix-f-

Fx¢ -

@s armonica en R® =< a+b+C =0

Lr) i, yg)= x Y9 es armdnica en IRE



. N
vi) wix,d,2) :____7:1:__.._3 109 (x?-+¢_—/2+2:a)/z_+i‘
. (KZJ-‘jZHLZR)/'; (x2+gz+—ia}\f/3 -z

-~ N N 4 l/&
DUl w = (x212/2+27) * 2
) x,9,2) = Aog [<X2+,ya+ z2=)Vz =

( Estos ejensplos fueror {o}nado; de L—i])

cx) SE w es armbnica en L2 e Y es
Q) Una 3imsrlilud
b) Unao .'Si//?e-/z/’a
’
) wuno Lnversion
o ¢7'(2)
entonces Uoy €5 ermornrca €7

4
lao Hrens Yormacion en &) ) €= conccida cornzo
lo Tronsformeacion de Kelvin ’

Veameos el efecto oe wra <aversioh Sobre ¢na
Vd
Friiciorm Gremo'nica. ¢ o -

Sea w ] Lr — R Uunro Funcion orendanrca
. 2 .
p(z’, 4y2,2%) :[X;"J,i) =/ 9 x? Q_z ‘J‘ _‘9_? 2))
_)._92 2 -—’,,’2 J _7_)2

- 1
doncle 7’9_:( 172;. 46(’2-#:7_’2)/2



. e

y @ es la iovorsion con recprclo a Jla s fera
I Bglo) . )
o Lo nucvy Purnciorn es

"U'()C”)'y),?.)): a “(9_7'1),9_2 ,3)9_6,_2 Z’)

-2 iz -2 > 2

_Para veri frcar gue U es Gromonica  se de be
calewloar sw loplocano vtilizandao ia reglo de
lo cadena.

En el caso gerneral , /o pedemes ver cormeo Sigue;

Sea. LPIx):%’*J donde x* es el caverse de =
relative a la esfera. 3Bply) ,detinido por

- 2 _ .
z’x-_%+/7§:__x”a(x 4) , *3 Y

H-sza Q'IC'IRn—')'y_S' urn abrerto Yy sea _Cl*
la dmaéen de <L  bajo .

ecuacion
-2
O ey L2 (-
PO = g (4 - (%-4)
donde o= Ny -x) 4 d"q =, s n=x defrne
una Punciol £ en £2.° '
Lo '/ransformac/'o% P r—w £ definide de esta

meonera. €s la  TRANSFORMACION DE KELVIA



Teorera! Lo Transforniacidn de kelvin preserva posd-
tividad y Arrnan/c/dac/v

. 7 . * S /
Demostracios ! sc £% es positiva entonces £ serd

poséitiva  Por s de%/n/cr o

Pexd = i—na px (4}4— (x g))

Y para veri ficar ue £ es armdnica /’7051 Qque caf-
cular su laplaciano usande /o regla de la cadena.._

/8- Ahorg vaemos q probar /e e?aiva/enc_zd entre

las definiciones (2) 4. .(14) , para ello neces/-
tamos el siguiente resuliade, su derostra-

cich estd en el apendsce E,_

Teorenia : S¢ w +iene derjvades parciéles de se-

gundo orden continuas en ung vecndad de la
cerrodura  ode la bola Bo(Y), entonces

() para n=a y xe Bply)
-
wx) = e [(-la@r)DnbL - w Dp (-Logr‘)] dao(z)
aBp(‘U)

- Auw (- logr) dsz
o?'T
E?p(«_—j)

(U Para n>3 y xe Bply)



W x) = [ "D — D,+"72) o scz)
—_ . A . w="%3 g
S n(1(N-2)
Boly)
donde r=H#x-2J ;2e Bply)

-

Proposicior : Las defrniciones (£ g U¥) son
egu/'l/a/enées,
Demosiracson :
Probqgremos primeco gue C/’7’) cmpliea () -

Lo haremos pPara el ceso 23

Seaw w  wng Funciorn armdnica (segdn /’7’)/ defrnr
.c/a en /a r'egl‘o;’) el . -
" Sea p>o0 tal gue B,o(f!) c-02 entonces
por el teorema  antes &/tado , +enemos GE.

J
wly) = 1 /[.Hyi(i‘) Daw - Dn ugzao]dcrc;)
Cn (1)(n-2) 5Bpty) -
dado %ue Aw - “5 dz =0 Por?ue Au=0
8ocy)
en B(o{-*j)
Para ze 2Bplyd , wUy(zd=p, """y
Dn ug_ = D ‘1"”+1//r=(o—= —-(n 2)/0-/)-4-/



Swsti :’,u?eno’p o1 e ,ar,‘}nera on{c’?ra/ Jenerros

- a2 =n+l
wiy) = 277 /D,, w detzy + A" w odac2)
&n ) (n-2) 2Bpty) 6ntr) 9 BplY)

La rimera. integral vale cero por el Tecrema /&

(In#fgra/ de Gaeuss ), entornces

o)
wiy) = —1 N (e doced = M, (4)
anty P! D Boly)

FProbaremos qhora la otra Emplicacion: (2D A’—./’?PL'«'CQ.
ED) _

Sabemos por el teorema(l13) Gque w«w es de élase*

@.’o; entonces Folia derostrar gue el /Q,o/ac/ano

ole w es cero,.

Sea YeL Y r>o. tal Gue Brly) C 2
Por la cgual cdad de Green tenemos , si v =1

(Ldv — vAw)dx = ﬂu. DoV = v Dou )de
Brly) DBty

pero Av-=-o 9 Orv =0 [ os/ gue

Aw dx = [ Doudes
Br'(y) ‘;Br‘(?j)



J [ Dn?u) de = dn(’)/% «wl,r) déie)
2bnly) . ne=1

n

o d
aCrd ar wio,r) da(ed

Hojl=

wnC1d) d tl(y) = o
dr

-fenemos; entonces que

A dx =6 YV xe LL ) Yr>e tal ?ue Brlx) C0
Bn(g) ‘

lo eual Frmplica gue Au=06 en LL por ser 4w
una ﬁenc)o?; contlnua. ..

La.. tercera Cfé#/'”/'c‘«/b”? de ~--;2uﬂc,iaz/’) ar‘mo’/‘u‘ca/'
en ferminos ole [a ewacss e Loplace, es
Como dije antes La mals conocide jpor < e plo
‘el reswltedo de geue =l o es oS rnica
er el serntido e /o dercera defs Joior @nton
ces saitrsfoce /la propredad de’ prosmedso “es
eornverdo como ‘¢!’ TEOREIA DE GAUSS
ode Jla medra aritmretica .. '



/7. - la d/’)f?gr‘a/ de . Poissonr

» La “P"O,D/'edao/ de/ promedio’ con /a que hemos”
deprnide a /Jas 791.:17. cienes armonicas , %8s dice  gue
el valor de «w en el centro de -la bola, Brix) gueda
deéerm;'nada por Jos valores gue torma en la Frontera.
Ahora veremos e tambjen el valor en cwal quier

punto cnierjor \‘16‘/31—(X))depende de los valores en la
‘ﬁronéera,_

Aqu.:' demoséraremos que para Punciones arsmd-
nicas u« en {a region L y pare cuolguier Brly)
Zal gue 'BTC—H) C (2 ,existe una medida fx , X e Briy)
defrnida en D8 fa/,crue

88-;-(':])

esta med,da en este caso es absolutemente conéinua

- respecto a lo medida Sulper#;aq/ . (}’x<< @D Y

dpe (2 = ! F2_ fx-y )

—

de + Cnl) Nx -2 "
A (ED =f dpx g
- de

Nota ! Unao medida 7( se drce gue es absolutamente
continua con respecto a m , 3¢ 7 (A)=o para
cado conJ'urzéo A para el cual /—4-/A) =

hqéac/'o'n ( 77 << M )




20,- Teoremo . Seo. w: By (xe) —v R . S w es Qrmd -
nica en  Brixe) Y condrnua en Brixo) enlonces

para cadoe- X e Br(xo) {enemos

. 2_ pz-%o)]2
wexy = by ad Iz /] “(fj)dé‘(y)

IR nx-gi7
aBr(x°)

7/
demostracion

Sen pe/r'd/'da, de genera/f dad , 1enemos Zo = O

Para. X & Br(0)

Py
s -+ x es el dnverso
Nnxy

de = respeclo & 28rl0)

Sea Y€ DBr(o) entonces

wz -yl - P=yl
—+ nx il
doedo gue /los fr‘/‘a;vgu/o.s
AoxyY % Aoyx’ son se-
mejanées .-

- Separanios Ja demostracion en dos cosoS,
para T=2 Y otro. para N23




Fara n==z _ ]
Usande el Teoreria(s) (alaeno&’ce ZZ)/ oblenemos;

M.(z), 5-—. [_%xl)nac -« Dnux]dmCZ) s (A
"
Br(0)

(donde Ux e= la armdasca #nda_me/)fa/ con palo %)

A pardir de la cqecal dod de Green , hawendo
T = Uy (armdnrca Pundamental con poleo 95’)
aé}enemos

[L(x,bnu~u._'>,,uxa>do' =0 ce e (B)
cgE’r*/::\)

A partir del Teorema Integral de Gauss (I5)
Yy de gue
(uz - Wy ) (y= dog H22=HI . (og 4= - constante
iz -9 0 /I XN e

ob -/ene:nOs N

(Uz- Ux3) Daw da = (03 /Dnu.da‘ = 0O .elCy
"zl
DBE(O) S 8r(o)

AhOra) resdando (_B) de (A)  obtenermos

LL(X)=J-§_ (b(.x-b(;g':) Dnu. do + / (Dnu-x’ - Dn (Lx)dd' =
O8r(o) . >8rlo0)



1c = /
per 1€ ;”/LL(Dnu,‘a_ Dauxydd ... . (D)
IBrlo)
pero Dn (le“‘-.l,{x = 7. V(“Z’ - U")
"aL 22—
/lz-y//-" T
= - Az 2
e /l:c-at//'2
su.szfiiuyendd en (D) obtenemos la P mula
deseade , @s decir ’
KR )2 der
Lo [ EDrrdE uiy) decy)
uex) = o5 r /%=1 K d
98;’(&)
= L r2 Nzl uty)daly)
an ax -2
QBr/O)
Pora. =23
Seca Uy = — [~ )n';z'“z’ estq Porciokh e=
x}/

td
armo nyca
Green tenemos:

B.,—(O)J entences wsando

(’U'anLL—.LLDn‘U})':O ‘s

2B¢(0)

/a L'guo/D/OG( de

(o)



Yy usando el Leoresrio S (apa’/l.-a’/re 7D cblenernos

wiz) = /

Eatid(n-a) {“"‘Dn“ - ubpux ) dacz) .. ()

2Br(0)
Sumando (a) y (&) teneros
6rnl1) (N-a) wlx) = ZE‘U}JL{z VDt — L Dn-/irﬁ ux)]dr . A{C)
>8c/0)
swmandos de dicha

Calcwlarenros cada wro de los

éntegral -

(wx+o3)ly)y= __ 1 -/ / )n—:
nz=4r?" % nan pnzo-gy
= / _ S 42N n-2
"?"Zf’/n-z Axy HWZ -9l B
;o= __L_ / = O .c»(ol)

//2‘-7/‘/”"-l - Hx-g )7
S yeoBrlo)

-Dn [V’x+ux) ('}_—/) = __i_ R V(‘ﬂ"z %L(z)
S

(n-2) pzi2-+»= ... (e
—~ //z-ylln

—
-—

Susti ao:fendo (d) ] (e) en (e) Jenemos !



Ther)in-a)u(x)={{(n-2) r2_uxy = W) daly )
PRy .

O"Br/O)
por /Jo Lanto :
- .
wewd = 1 Hﬂ% wiz) docy)
7= G ) s 24
<8rlo )

24 .- Debraicionr Dada F:SDBalxs) —rMR* , Fente -
grable en (28, B(38), da) defrnines la
Zotegra/ de Foisson cle £ come la Fturncion

B e
/ f w2 = 1x-ZlIR pryy daty) = Tp (%D

T 6hes) S AX Ay
8. - v donde Brixa) =8

22_. F ropviedades de /a Dndegral de Foissorr :

Sean )P)g e D8rlxe) —» //{’F , fyg L'nieg/oé/es
en (5e&,@B(3R),de) .. (43:/3,.(,(,,))

ad - 2= N¥= ZollZ iyt )y = pf = T8
~1—c~,,n)/ //y_cd;//”' 9 = _IM =)
5.



- 8 e _8
‘b) —‘Lap+@%x) - o{If(X) + & _Lj(x) Pg,a ioda?
- Y e =B EV
)

) s £ estd acvtada en wna vecsrndod V Jde
Yo € 28 , = decs r e £la) 2 r pare toda
ye V., entonces

m £ Ui [n,.ﬂ —Z;eafz’) & Ul Swp J_'Fglz’) £ M
X~ Yo X» Yo
xe B xe 8

d) Sea. Yo e SR ,eniances

’ B ’ P '/
Lim l;nf 79(5) & Lirm L‘nf.) I’g (x) £ b Sep I,FG(’O & difor sup f[%)
Y-r Y, X ?Y, X—b Y VA
Yean xeb xen YeoB

Demostracion !

a) S¢ en el Teorema 20 , hacemos w(z) =
. 4 ’ N
une Puricidn cornstante ,/a cwael es oromowrico
en £ , ertonces

M = w(x) = L v2_N¥-xol
. = 6 nlt) I N ox - 2
D3

A doty)

para toda. xeB

, es cdecrr

B
IM (D = M



L) Es cnmediala de . las propieded ode Lneolidod
de la cintegral.

e) Sea V= Bel(yo,) N=B

I8 = = oo EXelT piyyeigiy)
F reatd | AEx-yar
+ i re - px-%el? grondoty) = Li+1a
Lal- VY7 ) BN PRy A -
DB -y

I —//1-2’01/2’ M df(y)
r‘a"nc,) }/x_,,j”n
)

£ L R - Roll 8

e d¢ = Z (x) =271

rentl j' ’.I‘Z-—y}/” M {r:/) M‘
>2/3

por lo tands Z;, e m
Seg =xe€ Ba/a(ga) y Ye D58~V de donde
HZx=-24)) > € cewando NY—H VW 2 €
S xe B (90)

! Iaed] & L f«r*—- Nox-xoll ] £L9>] dclY)

214D Nx-g "
8- V



RS

entorces

Por lo Zento

a7
T2 Jx-%oll [
Y 6Cnll) (E/;Dn dB-V
Nx-%e)l Ziende q. <+ cweordo

/L= [z)/ v O

[E(y)] daly)

~Z —p ?0

tetando H-» Y,

Uim sup P00 & Uinsup Ti + Ginsup T2

P x> o *»-r Jo
£ M+ 0 =M
, 3
Lirr Swp I_; rx> £ M
* Y,
" E] odre loadeo e {a a’es;jua,/ dad =e pruedba
de monrer- ana’/cga__
OI) Sz l(;n Swp 781'7) £M , entonces €x;ste
- /y_ "’O’ya
Urc vecinded oe Yo dende Ply)tH , 4
as/ a/?ar‘éir de /o pro bodde en @) , rene-
Vg7 N

e
, 8
&m Su'p -—7—;[_’ (x)
X~ ‘yo

E) otro ladp de lo des}gua/a’ad

manera ano'/aga,—

& lm sap £(9)
‘j-”yo

s prucha de



&3, - Pro/oos/c,on
S P ae@s continua en DB  entonces

. 8
Um Lg (=3 = Rly)  poro todo yedIR
Z -

doende B= Bpnlzo)

Dzmostrac:'a.ﬁo : s comediole el irncise o)
en 22A., ya gue

lern sup fly)-= lrm end £ley)
‘C?I—,yo'- 7—”‘3"

24~ Pfopoa:c:é'n . a
S; £ es irtegrable en S8, entonces Lp
es oarmdnica €n &L ( = By (x«:))_

demostracien :

Necesitamos ¢/ sigu/‘ené(z fema
lema : Sea i UxC —+/R unag funcon
definicla en UxC .domde T es abrerto
en M7 Y C C(QmPQ¢7Lo er A",
S¢ Puwix,¥4) “es contfnua en Ux C
3x; ‘
Parq cada j. Enionces xeV, J=heeo,n

2 [wx, g)ol,uuj) [ 24U (x,9) d/"(y)
2% Jg



Sea wix, yd> = =2 %o 2. uR
-y

wi U xC — R donde T = B (o)

C"—' 96\"(%0)
: > CT¥_llK-¥o //-’" .
ahora L (,Y) = 2 (— = ) 2s cont'-
Dx; S X5 Np—gn
nua en UxC , as/ como sus deriva.das par-

ciales de s%undo Orden/ entonces

AI_;le)z ' A ('w Plz)datz) .
FEal) o Hx-4dj"

_‘1 A Ara_//'x-xollj,: O Herivando respecto
%~y e =X, ., %n)

, . N
por lo tando A I;{-z) =0  porc Zodo xe B

25, - Problema de Drrichlet

= Prob/ema de Dirichlet o el primer ~prob/e-
ma. de frontera. de Teorie de Poéenu'a// es e/
Prob/ema mas V/‘e:/'o’ en Teoria de Polenciald ..

Sea 4 DXL v /iR Une Funcier contf-
nua en DL , omde 2 es wna region
de JR" :

El problema. consiste en ver cuando exPfste



wnao funcic)n 7 C/Qf/’n/'da_ I ._fl/ (7]ue_

sea
L) armdnica en O

) Livm wl(x) = U-lyg)
x®—r Y
Ye s )

SE = RBprlxs) , podemos usar Jos proposi-
R2, 25 424 pare demastrar Gt € el

crones
@@ esg solecior

F,-o,b/eznq tiene solucion Y

es precsamenie /o dn(eara/ de fFoildszorm

wz) = ID' () ]Doi‘a Z’o.s'/a. X e Br/)!a)

Teorema! Sea U covmitlnuc en DBr(%s)
Frtonces I,f resuelve el problema de
DPrPchlet pare Brlxo) =I5 com valores o Ila
fronéera, vx) , O sea If. es la solrcie™r
de problema cle Dirichle?, -



. * ’,
Funcromes Sobrearmonicos

20 . Defrnicion:’

Sea w«wr ) —>o R (H’; /RUZ#N’/--GJJ
una Hfuncio’n definida en lo regicr 2 CR”7,

Dire-
mos gQue w es SosREARMONICA e L)Y s W
‘tiene /as sSiguientes Propieolaa’es .
¢) W no es idéndicomente +o0 Y US-—oo
' en L
u') u es Semscontinua (;-’?;!eriormenée en L2
s )

Vxell y ¥relR , r>o tal que
Brix) C Q2 Lwexd 2 Mg (x)

A la clase de los funciones
en L) /g denoctaremos por

La Funcicn w es

~de (L.

l‘-lOU/.CA.:S

SOQBREARMONICAS

S

svBAaARMoONICcA e LKL al
A la close de

Punciones SveAR-
/a denctaremos

por (L)

29 Ejemplos

a) S¢ ué RICQ) entorces w e H(L2) Yy ue TJ)

l:) la armdnico Frundarmentol con polo Y, “3) es
sobrearmdnica en MR” ,

ya gue Uy es Qrms
nica en MR"-{yf y ‘

u(y) = 4 a0 > n__’j /%(.2) dotz)
7 6})[!)

23




e) S wue RCQ) .entonces Jule :f(,o_)

Y
~-lufe S ..

Bemostrocicn ¢ Sea rso ol gue Bn(x) C L2
o Brtx)y=58

tuwlx) | = 4 /

= T wigydelu) /| £ Jurgy)dsey )
. T et Tt
o8 s

<8

enionces Juexy | £ /‘4,;/ (%)

por lo tantes ln] e :*7(—11}
-l e & o)

d) S “w e 7~D—/ Cﬂ) entonces w” e g(—QD
w- e ()

demostracicn : Sea rs>o *al gue Brlx) C-Q

Ulx) = w ) da( - Y=mM"
- a‘nmf Y y) £ ~,—"'o~nu> UTly) dety) M“*Cx)

o8
entonces wix) % Mu; (x) pare “doda ~e )
por lo ¢anto W lx) & M ()

wt e Jia)

e) s¢ w,ve FI(2) entonces w vy € o (<2)
. JwAav e 4 (<)
- Jea xe £ J Brixd < )
Ein Pfffdlda, Je Gencroldod pedemos soponer
que mox (w, )= v U (x) =ULX)



enfonces

WV (XD = (LIx) = n__i'—- . utg)dc‘ty)
T Cald) om

< !

— : Y

Tﬂ:'o‘n(,)'/‘(u.vv)(g) daoty) = Muvu—(’t)
=)

-
entonces Uvuix) £ Myy (%) para lode xeg 2

por (o tanto wuvvr e J)

De manerqg ana’/oga se puede probor G €

unu e 4 ), .

£) De nuevo  podemos wtitizar la Prowela integral
de Ccu:c),y (ver 3.& pog 6) |, paro gererar e¢fempPlos
de ﬁ:ncjone’; Swbarmo nicas a f;artir‘ de fanciones
anoll ticas , _

Sea F: 2 ~» C uno Funcior, Qnaldtica en
/a regioh CLC & enionces ¥/ € ()

demostrac;or Sea. rso 4al Ggue Br(z) C L2
Por la ,eo'rmu/q_ .ZnJegral de CMC}):(

fey= L [ AE> J
DI E}..z
o8

J#eole st [ RS =
DB

entonces



- < 1 #g)]lE] = pM T )
p /a 1#)

Ry B

r

/2]
" @ntonces (£ e g(—Q>

por Jo tanle | FCz)]& M, (=)

Por ejemplo si:

— f(z)= 2% Z=x+y<
enternces

. '

1£023) = (294 y¥ 1 ax?g2)? ¢ ()
- f(2dX=2 entomces [/ P)/= (2’21‘72)//2 € g(._a)
- f(2)=e® = ex((ufoy ttseny)

Cnitemces [ Fl(2)/ = e* e ()

o

3,) S5 w i) —-» (R es armonica y @ -7 es
convexa <€ntopces Peo W'l —vi? es swub-
armdnrrica ..

demostraci o Como Y es £ita g continua , en
tornces bastq demostrar gwe : -
Yol lx) < | .
iy fredn ason < e
.. aB "
Vxe Q0 | v Brtd C_(O). _




W (X2 = n_/’ wedy: dd‘{y)
KAl Y Y4))
28 .

.: I
LP. (LL[)()) = Lp/rq?-u)fu[ﬁ)dﬁ‘/y)//
) o5

< / - MY o(x)

= L d = o

Pl /E% wiy) d sty po
SR

por la desigua/dad de Jensen
por lo tants (o) () éi M Tex)

Yo

o som cases parl culares

L eremplos a
“% e ‘1(10,(t>=/t/ Y Wplt)= tvo

de este ) heciendo
res/oeo&,wamenfe -

4 ) Se w ;) -t es sSubarmdnsco sobre la
Tegron 2 Y Y B2 R es creciente Y
Convexa enitonces YouU es Swubarmorica,.

demostracie?®
Sea xe-L2 y Lriz) c_L2 errtorices

wlix) =< /
_r_n-l&\no)/u,(‘d) dacy)
o5

, entonces

-, [!A[‘ﬁ)d(f(’ﬁ)) por ser ¢

YPluixr) & @
Crecente



por lo desig. de

&S n_/ (Pouyd daty)

it o AR Jensen
7
por lo Zanto oy € JC—Q>
Lo) S w es arnbnico en L Y '1o>) , entonces
/w)® es swbarmidnica en Q..
denostre cicvs . Ya gue /] @s sebhormicdrnica
<% . ,

Qﬁ(f) = f © = i es convexa.,
z‘-P st >0 4 creci erite,

ol € SJ(L)

7
una fu weicry Solbreopmdnice
sotis fece el principro

entorcezs

2%, - pro/oos;cjo’n.‘
’ Sqa,- (78 {2 -» //:2
L2 eatences

en lg region
O'c-_’,/ /‘)7:’4)/'1?/0 ‘-
\ .
den'zo.sf_racin’rr_ Supongan)os t?ue hatj xoe £ éa/
c.?,ue" UlX) = éni.p LL(xY y entonces tenenos Ge
Xe £ ~ .
clemosirar ?ue WUrx) = Wixo) para lode xe 2. .
Seo. >0 +al Guie Bri(x,) C ) entornces
wixsd) > M (xo).
- Le
= wi%o) en Brlxs)

deniostrarcrios  que ¢lzd> =
&

Pr‘invero
y Luego en LL- Berlxo) , .




Demostracicn de Gue W (X)) = WIXo) pora todo xeBrixs)

St X€ O3B r (%) entonces LL(?C);L(;/XO)
wiz) > witxe) , /o cval Cmplica
qgue existe $vo  tal e wly)> wl®e) pora toda

ye Bgix) (Beixy C @) por ser «w s.e,.f., en 2,
entonces

,de no ser asy’
tendric mos gque

Ll o) = MY (%) = ! Leig) dsly)
a0
~{%Xo)
O,‘n“) /Uly)dd‘{y) +/ wiy) daiy)
DB (Xp)-D

donde D= Bi(x) N DBr(xs)

/
s C,)[ful%)dﬂw + Wixo) dsly)
7 S Br{¥N-D -

’f‘ )[Lc/za) o"n(-r)j = wlxs)
Y Cnil?

lo cual nos dleva a la contradiceion de

gue UlX) > o), Por (o tanto w(x)=U(¥Xo)
para toeda xe SByixo)

/Volte.se gue no solo hermos Probada g e
Wix)=u (xo) para toda Ke 2Brl¥) ,S/no

tambien poro. /os puntos cinteriores de Bf‘(Xo)J
Porqzue s x € Brixs) existe s<zr ¢al e

Xe &85 ((xe) y el! argumento anteri/or fom bjen



vale pues U(l#s) = /42 (%), .

Ahora para clemostrar Gue w(x) = wulXs) pora
toda xe L~ Brixe , se

/:rrocede cgeal gue
en la clenrostrocioy hecha

7708 c;u@ /o=
el PRIIDC 1P O

en G6)
’
fu MCr ol QUrrio Sy Cas

DE 2L 74 2D

donde ,orﬁba -
Satdls facen

29 . Pr‘oposic/o’n: SZa w i) —>2 A wuna Puencedn

Sobre armdnica €n lee regioh acotado €2 C/R7,
Se [/:’/) 40/7# UIZE) 2 0

Fara lodee #e3-Q2,
Z~rvx
Fe L2
entonces L2 6 en L0

/ o
demostracion )

Sulponganva\s /’.'ay un punz’o 20e <2 tal gwe
U(26) < O . Entonces . .o es constarte.

Definarmos

wune funcicyr 2 @ern Lk como

v (x) = Uwm L/)';g Uiz) Fe L2
2z ~b X
Entmmces 4~ es s.0,¢ ern <L Y V20 en
2.0 j ’U‘(Zq) <0 . .
Dacto gue v es s.ed en <3 ) Slebe alcanzor

wn i nime negativo 2n _5_) de hecho en L
Fero ezto contradice =/ pPrinctplo cdel mrinirmio.

For 1o lanto

w0 en (1,_

’



20.- Proposicion .
Sea. w2 —~ R Una Fwncron sobrearmdnar-
ca en <L . Sea W CLL wn abierio relotivg mente
compacte , Con w C.—-Q y Sec AW o R wuna funcieh
continua <con Hhfn armdnica - ‘
S u>h en ODW ocndonces wzHhHh en W

demostracion

Basta cons’derar e/ caso en que L) es conexo
pues, en general, « y h tienen Jas propredades
mencronadas en e enunciadeo si y sclo = los tie-
nesr en cada componente conexaq de (2,-

Seal w = -H en —VV ¢ tonces UJ}O_ er SW,

Pinila Yy S.c.c en W ,de hecho es S.e¢.c en w.
For oiro lado ,5i xe 2, ¥ >0 es fal gue
Brix)C W entonces

~
wex) = /"1(4_; (2{) por /o Laito w G/é?(\/\/)
gque w sotrsfoce el princpio  del minimo ahi’

Por otro lado ; siendo W Cornpocfo y w s.e.c aht
e.lséa, al conzqg su minimo , pero entonces lo Glecanza ex
OSW no en W . Pero en ©W es Siempre no nega-
tivo | por /o gue siguz siendo no negativa en W,
lo Gue termina le demosiracidn .

La propiedad anterior Oe hecho Coracte'r/ za a los
func:ono.s sobrearmdanicas sobre wuna reg;on L2 como
se desprende del siguiente teorema,.



3).- Teorema . Sea  w LL —n JR wurnag Fincion e —
finida en lo regron L2 de R? | s¢ « es s.e.d Y
mayor de —oo @n L2. Endonces W es SOERE AR MO -
NicA en Q2 Si, y sofe si  dodos

ad un cbierto relotivamente com pacto Wc<2,
corn w o - y

6) unea ?PAMC/O;') continua AW —= IR ) con 'F’/W
armo'n:'ca ; entorices
w>h en DWW = w2 h en W

Demostracion :

SSle  Folta probor lo suoficiencia de /a cond/ciow
dada. pora /a sobrearmon/cided de ¢, pare /o cual
basta con probar Que w excede a su pPromedso en
0, . ’

Para ello

p r>o “tol gue BrlxdC O
Ahorae bren DBr(x) es compacia , por Jo tante co alcon
za sw mihimo ah’, drgamos m . FEs decir &2 m
en SBrlx), Luego existe una Sucesior, de Penciones
continvas (@ fjeny definiclas en SBr(x) +al gue
me Q. g Pfu  ahi.

searn Xe-I2

Fara cada J1 , Sea B: Brixy — R dedo por

;YD s ye SBrix)
hjt(yg)

TBr(X)

L (42 sd ye Brlx)



Enlonces W= Br(x) g h; cotizfacesn los condiciornzx
a) t1A L) el . ]

enunciado ) Odz”/,?o‘:s cle c/ue W = /;J‘ @i
O Br(x), luego wz A; en Br/x). Entonces
*@m’x) 7 3
wixy > % (x) = "an— () = == 5 (g) dely)
J - nls)

DB
For el Teorevinia de Convergencia Mondioma

(yy detyy — L (o fe = ME

d_”fLPJ e ntrs vly) dery) u
By DB~

LL:C{]O

wlxd = AL Ix)

/o gue prueba gue e )\-f(_(l).,

Como wunea ConsecuencIia

caroctorizacion de los
podemos dor ofra
do funciones en

Cermediuia de esta

7/3/ necienes rcobrecrmndnicos

Coroctersraciom

e esio close
.
dermrnos

de /la ZwuiecracL

DE
PolssonN

32.- Proposicior Sea w! L2 —=/R
dé’-fin/'da en el adiertio L2 de //?q) s w es s.c,c¢
Yy mayor Gue —e en—-—-J_; critosiczes tiria Conids -
cich necesaria Y zadficiente pors gue w seaq
SOBREARMONICA ar1 LU @s Que

Feencio?
LriO L1 ey

—Brixe)

wix) =/, (x) vV xe Brix) tal gue Brlxe) CL2



CapiTvro 711

FUNC/IONES DEBILMENTE ARMONICAS

o - Indroduccion

Utilizando la Inieqral de Poissor definimos
Je propiedac/ desi] del promedso , es decsir
una funcior w con volores reales defrnida
en la regioh L de/R”, salisfoce esa proo’edoc
s pore foda. x e 2 existe ol 77708 i
bola 8B /Pé'/a /0/ cual ¥ me neces;ta cer @/ s
“tal %'ue Lix) Es cga{a/ a2 Jeo LA /ejra/ e Forsson
en x respecio o /a SB , cn el coso de /los
de bl menie arnvon/c:as} mayor pora los debs/ -
menle sobrecrimbricas .
Las efemplos son Lm/;orz!aﬂ;fes auvngue 4/
vez /os Primeros sean Jrivicles /Péro‘ hay olres gue
Musstron gue sc uno  Funuss es debilmenie ar-

mdnica ro Curmple rnecesariarrente el prRIvC-
PIO DssL MIVIMO (raaxirto)

] i ferena’a, firerte com Jas

se buscor condiéioreas pora e las )&4)7047:7,9._3
debilmerite armidnrcas, debi/mente Sobrecrmonicas
0 de’b/‘/}’)ﬂ@ﬂfe subarmonicas C_',u/n/o/a;‘/) Q/ﬁuﬂa
p/‘o,w’edod gue se vayo pareciends al PRINC -
PO DEL MinIMY © DEL MAXIMO

; 10 cur el prarca vna

Qrm8 7 cos Fay En fonces

.

P;arq e/ desarrol/o de este copilulo scgus -

mos /d,:; tdees de Oliver D, /‘(@//05 expuestas.
en e/ artéculo ; .



W lonverses of Gauss’ Theorem on 7he

Arithmelec Mear 7

Pero <indroducinos |a potacsn g lerramientas
expyestas en el copltulo T, y de hecho +odp
'a/ 'él'El??PO irabqjamas o1 /Q5 /Dro spodpeles de
las Funciones .00 cos  @n fas /pa/;s , a d, Peren—
cle. de] ortéculo gue Uebaja con regienes nor-
males , es dcciy, regiones dende e/ Frablemc« e
Dirrchlet +rene solwcior para cual/owrer furcioss

continuo defrarda @n le Foniero. de [a re’g/'oﬁ,_



) _ - L
Funciones debiimente Armohicos

4. Notacicn : S w2 -2 es una Ffurciorn Rorel me-
drble en Ja regionh, L1 de 427 gy si 8= 8rixe) es wuna

bola cugya. cerradura  estd contenida. en L1 , denolore-

mos por /—/‘f (x) la ;puncio’n defin/ da.  como :
8 .
3 Lo rz) 'S5 xed
H%Cx):
wlx) S xe 2-8

a8
donde Ty (x> es Ja INTEGRAL Dr porsson de w
respecto a &8, (%) o la definimos identscamente cero

si e5ta ro exisZe o no es Pinita

2,- Defrnicictr : Sea Wi (Ll —+= R uno Puncicn definida en
fa regionh L de /AR". Drremos que 4 es DEBILMENTE
ARMoONICA en L)L 5. u tiene las siguienies prepleda -

des : .
(¢) U es contdfnua en £

(L) Vxe L0 = =S () >0 ta/l gue Bnlxe) CLL

g wexs = HE 6o

A Ja claose ode Funcones DEGILMENTE ARMONICAS
en L2 /g denoclaremeos por —f‘/o@(—ﬂJ .-

R, Observaciones :

(aY Esta defriciob Surge de wuna 6«’.'5?4495:‘51_ por ge-

nheralizar e/ reciproco del/ Teoremo e Gowss sobre



funciones  armidnicas Y sw caractericaciorn con /a

u Propi vldod de/ P/Dn_)ed/o v, Fslo es, ayu/’ Solomente
Suponerics gue para  cada punto xe€ -0 existde un
dnico radio Lal gue Uix) es dguo/ O S Yprome-
dic” en una bo/a/ aldr Cupnde el pusto no sea prec -
somente @€ cerntro de dicha beola..

(b‘)t El jiecho de que e/ radio para @ cual se cum-
ple [lo éigual dod uexd = HECX) depende tanto del
punto x como de fa furcion w , Nos empide Termer
propiedades deseables poro el espacio 753/0@(—(1) cemo

serian | Sc W,V somn elemerntos de ‘ﬂ/dp(_(l) entorces

Lanidiler lo 7014';'!“(1/’) < Ll x‘/é,*u'/ u/\fu‘/ u.\/v‘) edc. -
/g ;

2 Analogam ente , u s DEBILAMENTE SOBREARMEO -

~Nica (3vBARrMoNica ) SCC

{({) ww es semicontinua (nferiormente ( semicon -

Zinua superiormente ) en L1

(U) V¥xe LD T r=ciz,u)>6 Aol e Brlxdc 2

8
y x>z Hitx) (oo = Moo

A esias clases Jos denotaremos — por /é(:@ (L) F
y‘& (__’2_) res pecti vamente, -

S.- Ejerplos ;

. . 4 -
(&) S dn Fuercrol armidnica es O2bilmente armonica

FCa0

H(2) C Hplx) .



Este

v
ormonica

es cnmed;olo - del

tecremo 2/
en Brixo)

, Omde s U es

ertfences para tode xe Brixo)
8rixs) )

ulxy = T.79°

Lp
) Todé. FLurncior sobreormonica es Oebilmente sobrear-
mdnica ALco)C /é‘,LO(-Q)
/a .

Propasict or”) 30,

. esto es snmedioto de
"As? tambi eh

Tead ¢ Tplad
((2(:) Sea -)-D /a fexncfoln

depfrnida. en la f/'gara; { sobre
el <¢ntervalo (o;1), la cual eos continua en el (0:7)
y para toda xeldlo, s , cxiste h>0 ta/ gue la ecua-
alon iz ;LL {u_ (24hD + u.(;z--»’a#j curmple 4 @s
decir esta .ﬂ_(_.nc,,'o,i, pertenece o Lo femita ﬁ.pc—ﬂ)
) X .
y
z.
Ve % i Vo M Ve e M T K,
o‘w::y“ % “7 Y7 5 3 e Y7 "he -Arx
En la Pf‘qura 1 se ve claroamenie que no es conts-
nua en el 0 ygen e/ L. Desotemos con Qn, bn los
abscisas de los picos, Qn /os gue von
Yy bn las

a dar al
gque van a dar

uro .
al cero.
satisface

FPara probar gue
la pr'op,edaol debsl del promedro, primero
nos ﬂjomor en'las x5 gue

no cocncsden con las



an y bn para. esia %, “w es

Uneal y entonces
liene

loo pno,aiedos/ e/ pfomed/o pora alguna, Ao,
de hecho , pora un ndmero infinito de As
FPara. cualgquier Qn nos fijomos en la sucesior
iokf , @h’/ podemes escoger Q& ,;aj tales que
d[or)/aj):d(an)ai): 44 a2<071<aj

lweg o
w(an)y = 1 -—-lé(u(a,;) + wcajd)

/

Para, bn Qscogemos de manera Qnallo_ga.,aderna’s

ba y Qn hno coinciden poro niaguna -7, ., Y entre
olos Qn,Qm Consecutivos solo puede haber un bn.

Esta Pfuncioh no es armonica. Para caoanstrurr las

Sucesienes 1anf y tonf podemos usar
con abscisas

los purntos

-

3
=
a = gk I TR
H://a/.4;

Sobre y=1

) Y /os Punfos con las abscisas

R /
7 2k O Figx
b: 4‘(://:2,..,
l“-LJ— /___3_...’.-
F 2% ) 7 2K

sobre Y=o

- /
las cuales son sjmd tricas
=1
X Sy -

respects a



(iv) La siguiente funcion ';De/-.ienece a la familia
724_9[_0.) , @ contipua <n L) ademas alcanza e/
minimo y el mdximdé en L2 , pero la funcidn no
@s constanite, es decir no sotijsface e/ PRIVCIPID
DEL MINIMO )

Sea Xo un punio ,C’,Jo Y _Q=B_,L(2{o) . e
definir la Hfuncidn tomemos las boles de radio

Th= =)y centro en Xo H=1,2,3,...
o s¢ di(z, #c) < by
Uex) = ]
4 sc ¥ & @ Bn (%) n=3,5,%,...
() S - xe @Br, (X)) = 2,4, 4
/
Ademd's e cada corona {57—,,[5@ = By, (%)

definimos -a w como la solucioh al problema de
Dirichle? en drcha regioh , con los valores © q 1
en la frontera respectivamente. -

Ahora veremos gue we o)

a) s =ze Byafﬂ”o) , bosta domar un rmdio r, suficien
éamgﬁ te pegueso para que BreooC Bylxe) -4
en 5}3(«.:) 4 es idenlicamenie cero, es decir

ue K (Byixn) .-

b) S xé& ‘n(i BCJ"BT‘n-/ existe tambier» un radio r
sufreiente mente pegueso para Gue Brl&) CBnp -8y,
para algquna neN , pero U € H (Br,~ C‘br;,_,)



L) s xe OBrn es ~c_/af‘0.ﬁr-ua Xxe Br,,, y gue

8¢, :
uix) = /—./u_(acg:l , por lo Zantoc we 7@@[_0.)

En los clos dltimos ajemplos, las furciones perte .
necen o () pero no son armdnicas. '

Ademas alcanzan sw mdkimo 4 su Minime @n
puntos cnieriores Y 1o impirca Sue seor constan
tes como sucedae con las Punciones armdnicas

Ahoma nos interesa estudiar fos pr'inc)'p/os del
Mipnido © MAXIMHe eue satis Pacern las Punciornes que
pertenecen a las familias 7@‘0(-0.) éﬁ(ﬂ) 9
T2

.- Teorera: Sea L2 wuna regicrn acotada de (I
U e /ngp(Il) 4 centinua en L1 entonces:

¢ ) w alcanza su minimo en DL

L) S¢ w alcanza @l minims en un panto
interior Xo& L) enfonces uly)=wixer=m para Zoda e,

bemos-/;rau"ahj Es claro que basta probar @ segunds
cnecise , pues si po alcanza e/ minimo en Punéo
cnterior ,necesariamente lo alcanzard en un punto
de @20 , ya Gue 5. es compacto Y4 U e€s conbi-
nwua, th',_

demostrociop de i)

Sea. m= Ln‘f-) uix) y E = éxeﬂ/ eix)

~ f

xe 0
per h:pa'tesis E#d



.Sea xi€E e¢ntonces existe 9 0%, , ) Aal gue

— 2r,
Br‘, C 2 Yy wlx,y > /—/wr{%/) pues U e/gﬂ(—c) :

en x{'on ces

Bry
m 2z Huw (x,) e (AD

For otro ladeo recordermes que

wix) s xe Q- Bp,
Y U (Z) 2 wUltXx) = 1y paera toda =xe g—r',
UKD ~m 3,4 77 27 27
_-Z'fr‘/(%)——m:l_,,fzg‘”) 20

&r,
L (= > o

en particuler para %

: Z/Iéovvces Paf‘a_ t‘:odoc. X e BI"/ v e (’3)

8
Iur'/x,);m ,ooCG)

, 8r,
A51’ ternemos q,ue_ j%r (#£,) =rr (por Ay C)

Bf‘[ ’
Pero T. es armonica. @en Br, , § como alcanza
el minime enrn xi , per el
4
closico —Br, B,
Aol twd = He 2> = 5,

PRijmCIrPlo DEL Mip))1 O

para Zoda xe& Br;

AdemaJS Bn
i) = Lir a‘nf wiy) £ lin cn{.’ I x> =m
v Y X~
d, 4o & SBr, xe Br,

Yo dDBr,



entonces wltod £rm .par”a toda oo e DBr,

pero teni’amos Gue  wlYo Y= m

por lo tanto JU(y,) =m para tode y,ec OB
Hasta aqw/ hermcs probado Que U es consZante

en 2br, , -

Fora demostrar Ue U= en DL2, besta probar '
que para. toda ye QU Yy pora toda €30 , hay
un punto de E en 5&@3 n—Q_; con e'/séo g /o
continuidad de . en L podero s conclus” gue

weyd = m para. teda 4Ye S

 Sea Y cualguier punfe en lee .0 oy
’j&é BelyIN LY (€500, »
Conzctame ¥, con Hg por lon polegonal

o, 1] —r (2 )= x, D=y,
2 Ncay’efcabte Yy contnua,

Como I es continua ) existe & (o,1d tal que
7‘[251) =Xz € 88,’-‘ C E , enfonces &iXad=m

Fora Xz, existe Jalxa,w) tal gue é;ac_(l 9
Wixa) = /_./2(;1:’2) , por la afirmacior Pfoéadq_
OB, C E |, de nweve la poligora/ oebe cortar
‘o DBy en e/ pPunto ¥z, es deci existe taéfoﬂ,]
tal C}-Me DM ta)= %2 . Continuandso este pProcese

tenemos la sucesion S%nf,.N tal gre

Ky € 2 K = ‘a/’/fn-rl) in 6’(()1/] o<t i<t __
Y Wwixn)=r para. *toda - e/

la sucesion 4in§npen Converge pPUes Zs creudente
y acotada. uperiocmente por L.



Si para alguna K', K = He e acabamos pues
WilYe) = W(XL) =m Y entonces Y, €S el punto que

b-uscamas. -

S Xx #F Ye para ;Sada, Ke N
lim ¢n = 5 &1 g bLinaldend = wl3s)zn

| enérios ?ue
1-poo r—aoo

por ser L con v rea .

Sc s=1L de #sruwevo Yo s ed Punﬁ’o buscads

S¢ s<t , P =%Ks y wlHs) =m entonces exste
—_— r=
Ty (%, )30  tal que B ,u(¥s) 2 H(Xs) g

Ul =m pare todao. I&QBr‘s

Ne hag purntos de la poligonal gue Cntersecten o
SBry pues de haberto , coviractice <l hecho o=

T que -ﬁ:?n tn =S = Sup 5'{'»7{‘, por lo gue e/ troro

-vos e A
~de la poligonal corres pemdiente a [s,1] esta’ conig
nido en vi‘s.)en-(:awces Ye € Bry _

Por (o 4anZo ha—fj purtos de lo Prontera de Brg
gque Son puntos cnteriores de Bely) N, ycualguier:
Puy,-&; de @sos Satisface la comdicinh - -

Por Jo #Zanto wtyd =m para. toda yedi2._



Fi- Coro/ar/'o: .
Sea w ! )y =R ung Funcion definida en

lo. region acotada <L oe IR,
Se (,Le,&@(_a) continua en <L Yy elcanza

Su milnroie €n wun puﬂfo cnterror , @ntonces

a) Para toda ye D y para ‘toda €>o existe

y* € BelydNLL donde W (y™) =m = min UlEd
xe.n.

) S¢ w es comtinua en ye DL entonces
wliy) =

Demostrgeion:
N (4
r) Esta parie estce hechoa en la Cemostrocion

del Teoremo. &

b) Es iarmedricda. Famébien del teorema ¢,

segundo cnciso

&._ Para /as Punciones en :jJ_p () tendriamos
6 g 7 pare S (2)

rescel{tados ana’/03os o los de

Teorema: Sea L1 uno regisn acotada de n7
ue g&{-ﬂ) Yy contrnue. €1 £ entonces

(&) w alcanza su MAax,iio en L1

(« ) S¢ U alcenza e/ MAXIIO en wun punies
enterror xo € L2 entonces Ry = U D = 1

pore toda Ye OLL



Corolarso :

Sea. wi. LL—>/R  una Luncich odefrnida en la
reazb?) acotlada L2 de R"”

Sc ue /,‘j_p(-o-') yContinda en Ll Y alcanca su

I'd ’ . - .
maximo @17 Wwn ,oun?fo énderior, enionces;

a) Para toda ge Q1 y para Yoda €50 ex/.sie
» 2 =7 el p? M = ;e x wlxd
y* e Begly)d (7. dorde | y*) = nex
b) S u es corntinva en ¥y €D entences

;i Estos  resu/tedos  podr /an proponerse como
p_r:'r)ci plos de !/ minimo 7 mp}r/mo Pora /249 (<2 )
Y /.‘;{;QCQ) res peclivamenie,

Farg 7‘—'/& (<) ,dam55 los .s,‘guienfes z

Q.- Proposicrorm -
Sea Ww! Q-—=2p/C wuna PFuncich de7gl'ﬂl'da_ en la -
regron acotada 1 de 73”7
S¢ we Hpl) ’eanwf/nua en O y @lcanze
el moximo 9 e/ mzn;n)a en ) entonces
W es consionfe en Lo

Demostracion | Es un corolerie de Teoremea &
' y Teorema & , pPES L/n,oéccan
gue max wixd) = s L lxd
xye-2 xe 0 :

Esta Pra Posic/a?) la Podemas precisor <o p;



...
70, Prapos;czor) i

Sea w: LL—+/MR wna duncion definida en /a
reglol acotdoda LL ol /R7

S we Plpl) ,continua en g e D y acotoda
en L) @rtonces : ‘ '

) 3L w alcanza Sw méxinmo Yy S minimo en L2

entonces W @5 constante @n _Q‘Ufyf

b) 8¢ Jas cotas

de ¢ en L son distintdos .
entonces

Nno puede @lcanzer Q ombos. .

-/
Demostracs/sr

a) Por cotolarro 7.5 wultgd) =m e

Por corolario & . & wl(y) =M

Entonces m=r , por /o tante UlX)srm = A9
en QUiHyf

b) Supongamos que « alcanza ambeos cotas, por
/o ,orabado ern €l énciso ontlerior Hdendriamos
gue m=M s lo cwal controdice m# M , por lo lonteo
no puede aleanzor ambaes cotas en L..-

" Leos gjemplos & 40C)
ey emp/o a
dos cesos

5.lV) »o son contra
esta  preposicion ;, Porgue €n’' €sos

las = Fusciones 720 Son Contrnuoas
en DL2,. ¢ es precisamente la contrnuided en

un punte de swu frontera /o gue define @/
comn portomiento de /Jo Fenciohn. .



/1. Proposicidn : .

Sea «; L —+/R wuna Funciorn definida en la
7. Se¢ w € »ﬁg_pC-fl) , @s conti’nua
S minime en wun puento Xo&-L2

?Uifcer de 2,

regich () de
en L2 y alcanra
entonces existe ‘una cubrerta

tal que:
a) Uys es wuna bola cuya cerrq dura esitd contenr-
da en L

b) Ul=Z)=m =rn/'n W lx) pera todqg xe UL y R
xe-2 ‘oda ce I

e) Para Zoda cel ,existe #:€ Ue tal GQue
L (xe) =r

Oemostraciern
Bosta probar Guwe pora toda *xe(2, existe

una de esos Uy gure /o contiene. -

Sea xe L2 entonces ex’'ste T(x,ud tal gue

8rC 2 y ewtxd2 Hf"(x)

Coso 1 .. S¢ wixd>= M entonces uly)=m para

toda ge 3Br ( Jo probamos en /Jo. primera porée
de la demostracior oel! Teoremie 6 )/ por Lo tanto
domamos Ui= 8r ,.

ole nuwevo recwrrirmos o /o

Coso 2.. S¢ wexd £ ™ y
Po/.e,'go'nol gue wne RXo a K a Jo swucesiok
¥ = 2 ¢n) Con tne fo,17 wumna Swcesiokh

de purtos

crecien te ) ta/l 9449 UlF) = ™ [ es decsir la rmsmq



consiruccion hecho .en la demcsiracisol oel teoresioé )

(im ¢n = S = sup tn-< 4 pres (1) )= tx) £
n-poco EN

Sea Xs= A0s) eptonces wUlxsd = m y exizde

2 lxs,1) > O tal gque e (Zs)> /-/f@(Xs)

‘.En{onces tarraros Ue /5,«-__> , pues por wn /odde
sabemos gque «lyg)=m pore boda ye DB y

xXe By, , de no ser as/ habria un punte ze By
{al gue Z= 3'¢5) epr S>s lo cval
el

c‘on#foa//ce
hecho de gwe lits tn =

= swp léaf=s5.-
nNn-poe n e
Por Jo Zante hemos probado que para toda
Xe ) existe

U ) gue sotis foce Jas tres
Condiciones ..

13, - La 6/3uien£? ;punu'a'n (=4 que o/eyéz'n/ remnios
per terneece o 'fi‘/\@ (—Q\)) Y como €n los %remp/os
&, i.(:(:) _5_‘(:1.}") c,/can Zo S MI’rJI'/’))'D En W
punto cnterior pero no es Cconsiante, acleros
es uma Puncio np oecotoda.-

U 2 —e iR QiR , 2= 8B,(0)

Sea Ze 8,0 Y

21, 7 ;i’:./ PR
el segrne/)to

pendos en
OZ con Ja prop/éc/ad ole Que
o< d(o,x:){d(o,x:)<.,,<d{g,z)=1 34,,;,,(,,=,-_z

N~ =



Al recle ddor de cadea 76»'7 construimos wunrna bola
de radso 72, , tales Qque .

Bn = @g(Xn)C_.(). ‘é‘“ Bn/)Bm:¢ sL NFM

Sean Ci/,Cz,... hlolas con centro en %, Zz,...
respeclivamente Y radio Fn .

Q’Oﬂde Th = ‘/_2: [/ - (0, 7‘-/n+l)_7 <f
= n

entonces e, C Bn

Pa/;o, toda x€ C. la bola @&Tn(z)c 3,

dado que o(x,Xn) < 1, = /2 [I;d/a, Znen)) o £

S ye ﬁar}, (x) entonces dlxy)<ar< %\_ﬁ_’ < A

por Jo Zarte ye B rxa) .
- Es dec/r Bgm(x) C Bnxn)..

Sea x € Cn , construimos Ba’,—,[x) ‘con d,.:d{x,xnu)
enlonces Bylx) c.2 y B, C By (x)..

Ahora defininios w de [a sigurente manera

'. wix) bn ['7'“" —d/%x")j s¢ xe Cn

© sc xe_o-UCs

ns=y

Donde 2y dn son Jlos radio def/m'a’as arriby,

Y bn la escogesmes caomo ]



bl = .'.Z .
b 22 y tal gque b2 :-’;/ug(:j) dey)

&nid
o B, (x?)
1

donde {,/;2[15):__ ba[l"a—d(*y, 2!.:)] Se :]&—Ca

¢ s¢ ydia

Y la elecesoh do b4 no depende del punte x’€Cy
@scogido como centro de Bdlfz°)lsobrcr cuya ﬂfonz’g
roa se promedia Wi,

Continuamos de tal mancra gue
(,.) br) >N

;A')bn’> .d ULACy) dd‘[y)
/‘277 n-)j
aBdg_af’)

u,,1y):_’_ 6”[*""°“‘J;“'n)] s¢ YeCn

o s j¢ Cn
Lo cleccior reswlia independiente del punto xXeCh,

Asy’ definida la furncion w, @s Colent/comente
cero en _fl-—n.(?:c—.,, por lo gue @s contrnwe ati’.

En cada C; w tambieén es continua ¢ sC

xXe2CL , Ye Cc ternerios que

A wly) = Leiny (/.‘J{, [rr— ol(y,a!«:)_]) = ©

Y—rx Yo



Por lo 2arnto

te es. copntinua en -,

Ahore , wixd>2o0 para ‘loda Xe L2 | pues

- bl
wix)=op O e O — UV Ch (‘—! =< X & UC;V,
n=t

l./(./‘z): b, [’."7‘ d[:{/ ;L/,,)J>b

dacdo Gue rn> oAlx, x20) "
Para O/guna neMn.

Solo falta probar gue we ﬁ/ﬂ[_())

. Sé xe L)- n%an =A , Aes abierto , entonces
existe una bola Brix)CAh , de ahl/ Gue

4 L
: o’n_cf) wiy)daltyd) = o0 = Wxd = f—/“cx)
DB lx)

TS xe 90, para Q/guna n) @scogemos /o bolq BQT(X )w
eon XA'e€ Cn/ sabemos que Cn C /3 (XU C By

€ntonces wiy) =eo para toda ye 9’3,;.;(-7") poer lo gre
n

)
“Lix)= o = /-l“ (x)

S xe Ca para a/gu‘na, 4 Pos ff/'omos en QBQrS‘x)

e | Drbdﬁ('x’). donde x%*c €., , dn:d('%,%nw)

~953$~:5) C Bdn(x>) per /o tante

/ ? .
wiy)daty) = wiyydew) < b :
G‘n(r)f ) ° Y &nlr) n

297, i Qedn()()



entonces © < wlx) < Ln,‘.,

ARhora. tomomos botos con cesrtro €h X Oy I"Od/b’?z
tfoles gue L < <dn Yy pera Zoda 7]
B,z(x) cQ , z/ 'p/'omec//'o ode Jos volores cole
Sobre é)ByLIX) var'ee continuomente } entonces
existe un H*e (arn,dn) tal que.

"7#
wix) = Hey (X)

For /o tanto o« e Hg (<),

13.. En en teoremo 6, /a condicior de ser cont)-
nua. en L. puede debiilrtarse.

Teorema: Sea L)L una regiorh acotada de /"7

uw e /éep(—o-\ ySe w estsl acotada dnferrormen-
te en L1 4 .
dirm fof wl=)2a  pora toda yeST

e _0), oo
entonces WxOs g poro. todo =x=e 2
Demostvac/on :
Sea " {ing énf w(x) si ze 92
CZYy = x—> Z
« ) = xe L2
wead s z e L2
A —
U es Semicontinua L.ﬂfer,'ormenz‘e en LML Que



es compacto, por.loZanle & alcarnza s
minimoe en Q.

- ~
S & alcanza © minimo m en D02, Ya aca-
bamos pues eso guiere decer Gese existe

Ho € DL +al que

m = '1'2(%) = Um én-f wilzd 2 oo
X—* Yo
e L2

-enfonces M2a y por lo dande wum>za  ¥Fxe

S{ w alcanca el minimo én Xo G_Q/ osta. demos
trar e/ 6)‘9u1'€f)1'c lema.

lema : Sea L2 wuna region acoclada de R
we A4plQ) acoteda infeviormente Y existe

Yo e 2 faf gqure  wizo) s ':é:%-ulx)=m

entonces existe o0 +al gee Wixd=m
para —tada_ §E st‘ (a’onde Xo &€ B )

A partfr de este Lema y el procedimiento
de la P°L¢9°"m/) pode mos construl’r una. sucesier

if"fhelu Xin € .1 +alf Que X, = ‘3. para
cado ye DL2 ; Y ademas AUlEn) =M
entonces (.:’m Ln;? WUlxn) = m 2 Q.

Katg X-T-3

por lo tanto wled = para teda xXe Q.



14,- Lema: Zea L1L. una reg/on acotado. de /R”
ue /J_p(—a) acotado. ¢n fer:or/wenée Y existe
*o €2 +al gue  wlxe) = min wudcx) = m
Xeg1
entonces existe -ro tal gque WIX)= M para
toda xXe IBr ;, donde Xo€ By 5‘ B~ Cc <2

demostracion:

Dado gue w e dplL2) f Pare Xe € <L exiite

rso +al c?/ue Wixs) 2 /—/,_, (xs) {é:- C 2 ).
entonces )

er- /
m= WlXe) 2 Mu (X = — '
2 Mo o) g‘n(,-.)/u.(‘d) C’G‘(!d) .
SB,-

& Br
“ur(xu) 2> H,n (X6) = m por lo tanrto

8
Hu—m {%o) =o -m)> dalyry=o
n(r)

por Jo Zanto cas/ seguramente endby
entonces L =m en aBn..

En el teorema anterior (13) Puea‘e deb'&'éarSe

{a h:’péies:ls de que Clm Ln;o LJCX) >o. para toda yean

-b%
Y6 L2 -

‘4 soloe pedir 9«& se cumpla en D0 - z L donde
Z es un CcoNJUNTO POLAR ,_ :

El concepio de conjunto pelar tiene importancia
en Teorla del Potencial d€bido a gue juega el
Popel de conjunto de medicla cero , en e/ sentsdo




de gue s¢ alguna- /Oro,éiydao(, vale Sael/vo €én un
conjuntoe polar podemos conclu/r en general [los
mismos resu/tados due en e/ ceso en que (&

propiedad Piera valida en {ocdo el espacio

lefs  Principio del minimo, problema de Dirichlet

etc, ... )

/5., Defrnicion : S¢ ZCU , abierto de /R”,
decimos ue Z es PoLAR l(en U) S¢ existe

una funciern vil—e IRY sobrearmdnica en U

tal gue vx) = + < para cada X€ z

/6. E,J'e'mp/o; Y- Propiedades de Comjunto Folar

entonces

o) Sea Xeo un pun-to fl‘jo e /Rn/
n
Iy ole IR

Z={%:§ es polar en todo ebierto

%_ue lo con-}cngq, - .
La funcicn arménica Fundamental con polo

KXo sSatis 79ace los condiciones

&) Todo s«bcanjuﬂz‘o Z° de wun copjunio polar Z en

YV e=s Po/ar‘ en U

e) S¢ Zoes o/lar en U,m(2)=o (m= med dgq de
lebesgue en R”)
Estlo o5 consecwencia de los propledaces de
integrabilidad de wna Funcior, Sobrearmdrica
( v Sobrearmaonica en U entonces v es Finrda
m—- cas; dor)de?.ufera )



d) S Z es polay en U

fjA B s una bolon cuya ce-
rradura

estd contenido. en U , entonces Jol medsda
superficial cg Ole ZNad es cero

En efecto, sobemos que si U es Sobrearmonica
en v y c U /a Luncion

"U" en U-8
CV = R . : LU en U
Iv’ en V6

& armdnrca en B sobrearmdrnica en U .
Existe xe & tal gue Wwix)< + o0 es decir
I’Lf () £ /X)) € + oo Endonces _Z—,l,a- es Frnrta
en B y 6(2NSB)=0 :

Ahora treesceibimos o] Teoremeat ?3..

17.- Teorema:

Sea L) una region acotada de /MR”. ue 4plQ),
5 wu esitd acotada cinferiormente en L. ¢

Liminf wixdza para toda yed0-~2Z

xX —>» .
¥e.O Z un conjunto pelar
entonces wixd2a pora  foda xe€ L2
litn end wix)d s/ 2 e
- X~y 2
donde Lezd = TA
w2y s Ze.q



Ademostracidm ! .
Dado gue Z es wun conjunio polar | existe
una funcior sobrearmdnica v en W7 tal gue
4 o2 St xE Z
“wwlx) =
< 2 s xg 2

Como L2 es un compacto Yy 7 es S.e.c
Sebemos - gue v agleanze.. Su mnlme 7oen
NOX 7>~ oo,
/ /
Entonces =r-m scgue Siendo sobrearmOn/ca en

n
", Y (U—mx) = J + =2 = ze Z
<+ o0 s x¢ 2

entonces Um enf j Wwix) + ‘v‘(x)f 2+ para todo
X —v Y He D0
X e

por e/ Teorema 13 Ffenemos gue

N :
L+ Z a+m para toda xe L

— Li'v enf (wr od(z) 3 z€D
donde lu+0362) = z—wo;D -2 ,
e L

(Le+vD(C2) s 2 €1,

S 3Se éomq_ ,’/_,)'U' 6/4? ("'Q>) denemos 9«06

—
(1,4_4__)57.1;—)()(.) > a4 m para Zoda *xe D
> -

Cuando e Ras ¥ o] w2 oo . ana .éoda' X e 2 -



Ahora

Zraleremos de encentrar condl/clones =u -
P:'C/'ente.s para Que vsia

i”’uncrb'a
.
monscaL seca

de’br/mente av-

arms’aica..
&, . Sea L) wina r’eg/'ofv acotada ode R
we Fpcd ; & Contlnua en )

S¢ existe

Teorema :

una

funcioh v e Ff (LX) 4al

.(J’ { - =
xﬁy{uw U(x)} - e

Gue
pera. todo ye oL
Xe 2

entonces w

es armo’n;'ca,_
Demostracidn !
Dade gue v e *H(IL) entionces - es continuc
en . . Se puede cons/derar e
Uigl= wig) para toda Ye .22
entonces : ’ _
- es contnua en LU v . (A
W~ s Para tocdlea. ?_ea_Q (B)
H 3r B 7 .
wix) -uitx) > Hy () — H (X) para alguna rio .
‘por lo tanto (u-vudtx2 /_/L{B-rU_CX) * 2

o’
entonces w—-s e-/ng(Jl)
por el Teorema & w-v alcanza el minime en
30 , de agus

gue w-v=o en X

es decdr wzv en L2

Pe manera ana'/oga_ : w-u € j(—n- ), se prue-
ba 9’“6 U-v alcanzae € mdxime en o D0
entonces e/ mdximio es o . entonces
Q. _

u~-uU =0 en



Ambas
<) ;] @S
e es

cotas

.
decir

son cero,
w=u en 2

armo’nrica en (2. -

entonces

per lo

UL-Fo en



Apcncice I Coordenodos Esfe'ricos

Muchas de los funciones Gue nos indereson,
- son funcrones los cugles solo 'depender) de la
distancria al origer.. Fara toles Ffunciones resulta
mds ulil usor coordenodas esfdricas gue rectangulares. .
Las coordenados esfericos (e ,r) oel P Zo
¥ <(xi, i, xn) € IR, estdn deFrnidas como sigue:
s¢ r=lx]l # 0. . entsrnces

_ [/ X
0 =(% 5 -u%z)
de la esfera unitaric  Br(0),con

es wun punto
Los Coor‘a’g

radro ~ gy cendro €n el ongeb Oe 2”.

nadas erpericos del 0 es lo poreje (o0,0),.
La 4 ronsformacion de coordenocdas reclangulores

O coordenadas .esféricas es esenciolhignie la {rans
4 .

ormacion ! . .
(xi) Xay oo Xn ) v /.‘9’/ €2, .., 8n-r T DRNRINED
donde -
o,= X
r
Ba-= X2
=
Bn-1+ = An-t
i = -
/2 )
r= (’X,;+ x> 4.~ ’er)
4 O, = X es el cosero Jde e/ 0/”5“—’/0 endre
r lo,...,2).

x. y el vector
2 a 2 %
9,.,-_(1,—9, —-Qz_—..,—Gn—/)

(¥ Ver L4  pags 35,4,



V=4

Jocobiano

ole /a

/
fecrnc féf/??ﬂcioly

(£) ec
Xy 2X2 ., . dXn.
S8, >0, S8,
IQ(X‘)XQI "/Xn) :
AR S RS Sduiady S -5 4
/ &(9/, 9;,_./9,)_,)\;) ! dXs ., DXn
D Bn-y DBy -,
D X 2 Xa ,ayn
@7 or >R
SX - a.+9L.: O se CAg e ciionds
=0 ey r s¢ =g C,J =l 2 ey 1!
2Xv - B¢ ~donde, dz1,2,...,0-1
DY
2 Xn - XG5 donde J:/, -1
o8 6 n
. o E 2
DX - p. = (,_912_ ~9n-,) =
¢

e donde

Q(X.)X;,

X )

se obtrene

Gue

/

@n-/)r)/- (/—9/2'9

%n-/

. »~"""

3(0-1,9;;/ .y 22_..,—@,%_’)'/2 /9")/
51. j: (jl/A.,) yn)e/;?n 5 /o>O
3/3/015) es

la esferc. de radio L
de;l’m/d e por

y erntforces

Yy centro eny,

Gev -4, ) 4 000 # /z,,-y,,)“':/ol

.



Se o 2 un coxy‘un{o.de Borel! contenido en e/

hemis ferio superior de la ez fero. 9/.3@(9>

2 C 3Bt N (x1,u%0) [ #a-40 20 f
Sea 2, o proyeceion de 2 sobre el subes-

{(x,,.../xn) //xncof; este es
,xa) e I f

'Facfo
Z—r) = é (:V/),.../ 7//—1/0>/ (X:,XDJ PO

Fara cada xe 95,0(5) , dlenoctamos ot = Fx)
al dngulo entre el ‘“ge xn” y la norma/ exte-
rior o SBe(y) , entonces

sec ot = _1_ o g
Coset Kn-Yn

§(Z) =f ‘fsec 7' dx, dxs . .dxnoy
Zh

re/:r’zsenia; e/ drea de Z.
tenida en el /)emiswper/‘o éﬂfer‘iof y
calcwla, con la mrisme. itntegra/ , donide

Sec ™ = £

X"'fjn

7
S area sa

La in«‘.cgm/ de wnra funa‘o:o Borel! meclcble
definidda sSobre D Bpl(d) relatrvp, a lo medida

3u/9crr‘ﬁicia/ s , la denolomos por

£(x) dacx)
SBp(o)

SC‘Z eséa: Con - -



Considere urma Huncion P con dominio en IR" I
5 o ¥ ) £ .

valore= € /1. Cuando pu-:de ser considera-~
do. como wuna Ffunadn de los coordenadas asf<rr-
cas la denodaremos For Lo, rD ’

Sufonga_ que -[) S (,'nt'eg/‘oé/e_ sobre 8,0 (o) .
Entonces /la integral de £ scére /3{0(0) puede ser
evaluada wsande Coordencedos esfericos <como sigue!

ffCX)dx—/-/ /79(9/"9 ol ’d@, - d@a, dr

B0 © Then=;
/] Flo,r) a’(ﬂe)) dr

Nol=1

~E/ voleonern de una bola oe radio P es }

Vn(lo)-f /x /0 Vn(!)

/Ia’//(p

y e/ drea de la esfera de radro o es

Snlp)= 2 | 5.0
nte)= 2 © o - aﬁ /: cdxan.,
P4t Xy, < PR ‘[/0 ¥, - = K ,)

n-1
= [ saltL)

e/ Paclor R es necesar/o porgue /o crrde —
gral solo represesta el area de !  hemrsfe
rio su/Oer/or* -



Solo falta cololar Vacr) g Ghdr)

/
Vnti) —-/W”"// - doe)

° Nl =y .
/ /
:/y\n-l (1Y dr = I_n O'-n(/)/ = GQI'I[/)
A . " o Ie.

=)

Gﬂ(i}: 2,/"‘./ 1’ , dx, ...d%n—l
2 (r-22* —— =222 - -

XE+ ¥y e/

f// Ao, —an_z)i/’ : _ .
| 1 o
2 Xn-,;

)
3 2 z
L+ Z5. 2,5/ —(/ % z,,:’_z)/:: (1-22 . — Xn_,)

xd xi.o. . dxny

/ /l/ odxy ...dxpa = o7 Vna_(l) o

L 2

It

Enrtonces VnCid= Ghcr)
»

- Usando estos dos resultados Y resu/1a dos ele -
mentales Sobre cireulos 4 esferas, obtenemos

Yy Sh) = AW Vhoads)

T s¢ n es par
Cnld)= (n/2):

(n+1)/2 (n-0/2

2 Tr s¢ N esimpar
/e BeSe lN=-2) gy nN>1




(VG"‘ [4] pag G Yy f}’)

.
—10[1/,'51!);'; d‘;?'/,"li/.”/o

, —
Apendice AL
fea U L R7 e

LY de A0, (‘u:/f/j

j._ DQrpz/‘uc/o’n
derivad as /:01‘_@;5;/:"; e Fricier

R .
En el awisroa
docicw

ponzaize vy,
il ad -

Clisid

'
ip[’/-’t'.i'()'/C/S

o= o
Q:éd de-/’/uida fJOI

i

orden ¢ nf/uuag; |
U

La diveroencia de

Si Sx) es el veclor rormal wi.lerio erierior
BIE )

a la cuperficie sunto

2.0 en &]

Te i ol l’a J:‘/t}'/’.{gé',,f_i i
-~ o~
/ )- ; ] /,, —
chiv o du = (.55 ds
o -

J—a RN

definida <n

s Funciat
Farcialies

1L —p R

U,
S w tieme dirivodos

S-Ledfnrcicn @ Soe
la vegion i deiR”,
Coeritinvae ole fequndo ordeir
! / - A - g Ao eyl P
Loglaciano de w, ecia defrido o

=

N =

o7
Aw o= §__ vz
d =)

™~ , -
C/ Qfafjlt?l’/';{(/ :’IC v C»‘lc—)x'l'fild& Pof‘

le = 2L o\
grodu = Vuw = sk
d DAy ut‘iq/



Sea v:-L£2-— /R Cen tonces

w rad v = ua'v‘ LLQ:Q_}
) ( >x,” 7 aXn

odiv (u grod v) = ocAﬂ‘-f(gma’u. - graa/ﬂ‘)

A partir del Teorema de Divergencia +4enemos
?UQ:

‘w Av dx +ﬁgmdu.-grad-rr) dx

o

Lo,
:f(ocgradtr-ﬁ)do“
2.0
J‘(,Lbnv da
S

dado e wgradu -7 = «w (g,rad-u-.ﬁ) y el pﬂadu_c
to interior grod w7 es precisomente le deriva-

da direccional DiFv de v en la direccidn A,
Lntercambrando w y v, 4y restando obtenemos

_TJavoldad de Green
4.~ 1g

\/U’A'U— 'U‘AU)dx_ﬁU.Dnr ‘U’Dﬂu)dc"



) &n Teoroe. o o Zea el KL s M1 dno

ol defsnicle
PN - L — . N

en la regran <L, Lea g2 Yy pro fal gere

Bply) -2 . Se e diene derivodas Farieiles oL

2 L

-~ ) P Lan €S

gt Ao orclenn Cewr llriers .

(¢) Pora ri=zz y xe Bply)

telx) = sz[( dogr) D,,bc—bbDn(ﬁag"]do“fz)

22p4)
-1 [ «
25 | Aw (-togr) d=
/?)(o(f_!)
(L) Para pns 3 e )
wilx) = d ’ N2 2
G- | ¢ Dyt = w Dp i ) i aez)
‘;Bp“:f)
—_ / —ri+a
Auw -+ d=
En(ry (n-2)
Boly)
donde = 4 2~ 2zl z e Bply,

Demosiracic's ¢
(& Sea & e){o(':/) 4 sec VLR D F —/,(,5: Nx- 2//“"{03‘)"
para  ETFX Enlonces 1 ez ormidbaica en /BZ—(lf

Escoja S>so tal Gue /7 (xy < .,P/_U,) gy sea

) Ver £41  pegs 10gu



D el CorUun"éo abierto Bp[ﬂ)" 5J(X) . Br la L'gu:__/
dod de Green

ﬁ%é’l)’ — vduw)dz =f(c¢, Dav —v‘D;,u_>dd‘(2)
D SD

Dado gue v es armonica (Av=0) y

S0= 9B, (9) U DB 1=

_vau. dz = (l’(‘Dn'U-—’U_Dn'LL)dOA[Z)
D OBply)

o ( Dhv = - Drwe) daolz) ...0a)
QBJ(X)

El sigre menos en lo parte derecha de /a tqual-
‘dacd Corres@aade al hecho de e la wmormol! cxte-
rior 4e T ©D-en wun punto de &Bélx) es de sentrdo
comtrario a loo norma/ exiterior Pparc. aBJ.Cx') P

-, En la  ®cuaciorn @) haerermios ?—u-e =T o,
Para colemostrar gue

L k
J_:Zf’lféu,dé =f1j’ Aw dz ... ()
D
Bp(y) .
basta con probor e v es dntegrable en Bly)

dado que Aw estd acolada en Boly)

— 4 - .
Iran:ﬁ»rmanaﬁo a coordernadas esfencas re/al.ias

al pelo X pare <y



Dada ‘«?"-lé’ leiss r /057
2O

5”é5f]/'aé"’£:' <y @dv (=) . Doco Gre v de ez in-
éegrqé;f‘e en DD, es /,'/n’:’f/raé/z @n B{O/g) v (b)) se
Cumple . L, pPrimera (nte cgrol/  en (A) no degend's

de ) Por /o ?u.@. O ienerna:, Cfc-/_e, Cemisiderar la
Séf}un(/a,

Decte gre [ Dnet/ =/= '?racfzz,/ Al il g”‘?d"‘-//

=/ gract «wi = Z/atj) Y

/QS 2L estan oatotados 2 50(':1) J pPor le C’;/z'ao
2V B

Do esld ovostods ©n 2 E’J (x> por olgung v~
tan te r7i .
Parg <& PEg resia.

v D, e dd‘[z)/f m log L dat)= 20m ?agf
SR %) OB LX)
Pero & Joﬁj —_—p O Corro <S-20
um [ ,
c;_,oj U Dpee dol(z) =0
E&J(m

ﬁhor‘f Cer1ay dere < ¢ 4 L
[ ETITt erlri0s ), L’/)»‘; Iy D/’)J (/ G‘(i:‘.)
g0 DB
‘)Qs'\ )



_I -
Dnatz> = -7 - ) ya gue wv(zd=-logr ¥
la derivada. normal de U es precisamente la
derivadee st;:eca’-u @ M~

E ntorces
= - 1
w. Dn-v do(z2) = I w doca)
S B (%) DBl x)

La ¢n éc‘gra/ de la derecha es predsamente
. E2rY veces el promedio de w sobre -5;‘4‘%6::)/
3_— ’;Y‘i"ene Cormo mite —arulx) cdorndo S-r o

Esto muestra %e,

Urn

e Dnv d6(2) = - 21T wetzx)
J-veo

Tormando el ('mite en ) euwando d—o

;0 b terentoy

(w Drv - ﬂ‘bnuu)dciz) + 20 d ()
Bplyd

v =L - L
Seowxd o (—U—D,,u_- oc,Dn-v’>do‘(2) Py rAuwdz

Bety) Beoly)

La demostrocion de () es bdsicamente éizm/'smq/
con ULR) reemplozeda por wr(zd>= HNEX-Z/
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