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Prólogo : 

!=si.e trqboj o consta.. cj e dos cap/lz.1 los !:/ 
en ef¡ se busca qene/'a//cQr o/ rec.¡"proco 
c;/e/ ·Teoreo;a de Gous.s Sobre /i,noo//eS armó
n ;e.os lj .su. CQroc -1-er/c::.c¡ e/o~ con IC<.. P/f'oP1EDAD 

DEL p1~0/YJE.D10 J q¡vte e::s lo 9-ue. se c:lf>sorrol/a 
el el capnvlo _JI /~f!Jlfiendo /a.s c"deo~ de 
O/iver D, ke/!09 ex.puestas cz.n .sr..L orl/ú.JID 1,' 

LI f:oNVE.f?S E.:;; OF 

A,R1 TME..TIC MEAN 
,, 

pero. la pr'esen-Loc/o'"ri 'f"'e.. dan·Jos di f,·er.e a /q 
de) cH·"t0clllo) en cuar;to ~e c .. di/¡zo/l/bS !Cl. 
ho-tc.D.o'n 'j Conce?-tos int;róduc/dos en -e/ . 
CA-PJTvLo r donde danJDs unet orn?)1i:;¡_ cli<;;e<¿_ 
..sion .sobre l~-s f-unCJooes Qrmón1cas 

1 
olisc.usioh 

~e parte de la prop1·edod,,de/ ?rornedro/ 
á.s/ c~na de/ pr/;'IC.1pio del )'11-nuno 1 aun'fue por 
edro le¡do no.s resfr1ngi.1nos tl -írahe>JC?r ce>l'J /a-s 

/?-unC-1ones Clrn?o'n/·ca.s o.. pc¡r"tir de Sl.I corn?or
-1.ami en-lo en las holas 1 m/en~rCls c¡-l-(e,, en e I 
ar-U culo se -frobcuan en reg/o.Oe:s JnQ-S generalrs 
CDrn o -son I c.,s n or ,na )e .s, _ 

La rea/iza.cion ele esie trabC!;jo ..fue P_o:si ble 
gracias al a.poyo e i.rif/111-f:a... pa..c.i'enCJa, de 

L1...1!s /3r/s<Zño 
1 

IV/ a, En-i//tCt. Cobo/lieró 1 

Sontra90 Lope? de /"1edrC?/Jo 1 Jú//o R,odn!¡vez.. 



Ind/ce 

· l.APITVLO I 

.Iniroducc1 on 
'Pr-o¡:;redad del ?t-01n.Pd10 

Fúrict"on es A1'n--/o",,;" ca s 
Pri'nc1p1·0 de/ M/ni1;Jo 

r Prorne dio :sob,,-.e fo bola 
E . , d I ' 

cuoc1 on e '-Q? 1o<e 
Ft.1nC1on Armonicq Funda.menia/ 

/ransfor1YJac/o;, ele Ke I v1 ri 
:I.11/egra/ de Poc.~son 

Problema de D1r/c/7/ei. 

CAPITULO ff 

In-troduc6ón 

((ne/sos) 

.o 
1. 

:<'¡ 3, <I 
é ¡;/ 1-' cP 
el~! (/ .Q/ /,"3 

1 '-/ ,) / ::,-

/ (p 

n 
d_e/ /CJ al 2-'¡L 

o 

Funciones debilmenie ¡é}rrno'n1·<;as 11 .2 1 3 1 -s-
'fur¡c./ones ele hi I rnen¿e ·sohrearmdmcóas 'l-1 5" 

,'VarfOCJ-ones del Pro1C1p10 dei m1nf11,,:; del 6 al 1"1-
c;njunfos l'olore s /,'.)~ /0 J ;::¡ 

Condi"o·o~ :sufi·cJenr';e Fº'ª c¡ut; vna. 
fune1on deb//;nen¿e or.-no'n1 ca.. 
se. o.. a. r rn o' ni ca I cS' 



C APITVLO J_ 

'fuNc10NE.5 ARMorv1CA'5 

Dec/n10.s 't-ue unot func1.ó'n U.. de valores reales) 

de·,/-i-nida t2n lo... r"e,g/on . ..C'~ c)e rRY/ I .sa ü..sfoce: /o... ; 
.. l'p~oP/E.D·fLI:> ])E:.L PR0MED10'' ~·.Si. para ./-odo :punto 

-;t de ..D..) el valor de U.. en ese pvn-1:.o es L-guo/ 
o.I pr-omeclio de /os va/o,-es c¡ve -1..oma.. sobre /q -frot7-
iero.. c:J.e c..uof c:r.u1ey- bola. Con cen-lro X 

1 
c.u':fa ceYrodt¿_ 

vo.. esfe" Col'lien/do.. en ...í2, _ A por i;r de e.s-ba.. prg_ 

p1·eda.d de.f íni /'Y?O.S O/ /qs Fu!VCloNE-.S AR fVION 1 c.A.s / 

es decir) unci func__,·d'n u e.s arn·uinico... ey¡ ._.C2 .;::,i_ 

so-C..:..S face lo PRoP 1 t:Dt=!.]) DEL PRCJIV/.El:>i o . -
v. I "d d. • .L (:>1-J ..J .tJ . / .Po',.;¡' a ;en o.:se e e.s-i.;a..· '-<er/nioe>n es 1 ._, ve¡r c¡,¡,.1e 

todo. /un c;o;? a rrndnico.. .So.fi.s -la ce 12 / PA1Nc.. 1 P/o .DEL 

/l/llN/1VJD (MAXIMD) [ .5/ u. alcanzo.. su... rYi1/n/1nCJ {rni:>'.ici-

rno) en un puni:b i..n -l:er1or z de. .....Q en fon ces u e.s 

Ccn-i.sfo.n-le] 0 _' Lue90 w'na.. func./oh arrnc/..,,·ca '1uedo.. 
c/e/errn/nado.. en c.uol'1u;e...- ¡:no-.to 7'. de _n_ poi" lo.s 
valores ~e iomCJ. en la.. f;-on-i.el"a. de f../rJa. ho I a B 

·ele cenlro X tt.rn.fe,-i tdo.. e,-, Jl. 1 pero v. /;:¿ú;.u;i ndo lo... 
Inkfj ro/ de Poi.s..son poden?o.s co/'locer e/ vQ/or 

de Lo.. funcJon en (;In pu,n&o C...UCll c¡u/t?ra, de /e,. bolo 13 
Con St:J'fo conocer SUS va lores en /e, ../ro/1/t?,-a. e/e /3, _ 

,4 pesar de re 
./;.en /os op lc:.cocior1es 

Yndrii c. as í?r¡ of ,·ve r:sa.s 

en e:s-l:e -érab~/º no se dcsC.J.1-
r-e -h·enen le.is A-un.1 on es ar-

.:si G auone::s .f?/s,-c..os 1 es e:/nror-



-,lonie rnenc.t'o/larla.s 
cf.tnic.iÓn · c¡-ue se da 

. /uncion arrn/nicct 
CI. /()( ECv('9cioN .DE 

J· sobre icdo por /c:r__ J l·hYno de

en e.ste e.o¡°//;:& Lo / cJ1?Jncle una 

a?arece co,;no r.1rJc~ -:;o luc..1;n 
LA Pl- AC.E 

pf! ro· corno 

eulodo... a 

.SQh.erno:S 1 es-lo -ecua cr ;;;:, .:::,urge 

dt"versos s,-t::u,oc/one::s //~-1 cc-.s C/:>rno: 

l.) E/ ?oien Úa/ 

un con clu..cl-o r 

e I e c..-1 ros -Id ti.co 

Ü) 131 ?oienc./o/ 
de un s6LLdo 

9roritetC-1onal 
ht.-t<2C-C> 

-cM-) L-a._ 

Ya. en 
Y'ando 

d¡"s/-r/buc.1-on rzs-éo e¿onaria.. ele tchJ?,?ra l:i-:!::_ 

UI? sÓk'do en el a¡-ue no se es-tcl 9cne
calor,_ 

L-ir:) Arnpl¿ {Z,_cJes en lo.s vi broc/o,.,<!':s 

de un s/,LZ.do 
es-facto.o ar /a .s 

Todas 
-6/nn ú7o.:s 

es.fus ..sit:i..L.ac.iones s<r rueclen CtnaL,_·:zar en 

de./ s/3u/en.fe problema. ,-nq-/e.nu::{.;L,-t::o : 

ll,...... n 
. .,..:/ado fl_ C ¡¡i__ ¡a h1erfo 

1 
en C-1-((?n/re t-';lC< 

bal c¡1-'<e : Óu.=o 

{-ll: ~)Tornodo o'e : Probc;óiÜiÍf>d J Pofrnu'1/ (I) 1-!a · ¡:,,.,,·úa C,:;b.,,./lero,, 
]),·e30 l3r1·c,· o Cbn>lN11Coc;,,;, In krnei _,.J,, te ¡q '1"} 

Fa c. de C,·en~-C1-S - U..Vr=IA-1 



!'+hora. biea.J sucede 1-ve 
· c/ones cu .. n?Ó.nico:: .sohr~ un 

plo 1 en IR. I a.s .S.oluc/ones 

he-!:! ó(r/C>'- in//,,idocl. ele fU/'J -

cº'U ti/itc el aclo • Por f.:j't?n1-

d e la ,;'C/--'QC;.é>,h 

u 1
' =o 

..son-l:odas l&is-Íunuone.s {.<nc, .. ,I~':: ;:< 1---·<-ax~b. 

Ey¡ IFl;).1 las pari.es reQI e ,;;17ogi,.;or/t>::: cte unCt :fiu1-

CJ.Ón oriol<.: t.ica_ .Son Q/""rno'r;;'cas 
1 

:::~.::.:; dec./r 
1 
~olu c1j: 

nes ele lo.,_ el..ue>cic'h cliferé'o<.';;d 

fl..s1' pues he.!::! 'r"e irnroner· o/c.;,f/?C'.J... reslri'c.c/o~ 
O.ciA:,c/())?t:I/ paro,_ o¡-u-e q..:;/ crved:i deier;;n;nac/.-L Una. 
-fv.nuo'h cu .. rnón,cct. e.n uh R 6,·,?r-lr. _()_ 

J>o,.. 'lf-r;np/o : e/ primer p/'ob!e/nc>~ ele 
f!ronle/'o.. .c(e lo.. Teor/o., del fJo-ler;c10/ 
de. f>irlchlei pre.senic.._ un/c/dc-D~ .-le 

Pro61r?n?a ele ¿)¡ ri ch I et-

volore.s q lt:>.. 
¿;; Pro,b /erna..

soLu c...io...-,e:s .(X- :i) 

S<Zo.. -v-:~-r.L -»/!':( une. -fe-,nc.1.c>:"' écrné,·,.,ue>... en2>.!..2,,, 

o/onde _Q E."..s UnP.. re.::;r-oh de ll-:e.n . F:-/ 1Pí~b!ern~ C0>-7.S~ 

le r:z.n ver c..uando e,c:.sie uVJe< fvric.u~"n u de·!/nj_ 
ol.tx. en _Q crue sei:t.: ' 

i'.) ctrmÓrJicq en _(L 

i,;.) Ú~ UfX) = -Uf::J) 
-l'.'-?> :3 
"JE C¡__Q 



U~} Se debe resolver el froblen'lo,. ele D!rlch/et Po"ª 
encon.f.rar lo.. d/:Sfrióucio/r¡ rz.s-ia c;onoo'a.. de tern¡-:x>ra

htro.. rzn /ar... su~,,.f?,·C-1 e 
1 

en a-t1..sen u'a, de .fuentes 
de {jener"oc .. /vn ele c.c¡lor den{r6 r;1J .sóü.do • Tom6/e~ 
apa,,.ec<? es-le píohlemc:t al ce-/ e,._, /c,r f'.o-/..enc.lale.::s en e/ 
C nler/or de conc:luc.for.:>.::: cuon,.,d o se <:..s ?e~· .¡,.·e.a. e/ 
pot-enc./al en I~ .su?er /t"C/e d eJ conclucfor 1 'j -1-on?b;e:.; .J 

cuando 1 en un problema. de vibraoo""ri e.stflCJonoílá. / 

espec.1 ficonJtJS /0¡ ol.e/!exioí1 en le,,_ .sv ¡:ier f, qe del 
scftA...clo t:) la_ /'l?embrana_ o /o cuerdo... v/brón te (Yl ...,.) 

Us.Dndo la .In-le3ral de Pois..sD/J .; ;no.s-lro,-nos 
!~e el problema... CJe .D/richlei /,e.ne sduuóh 
cuan do _o_ ...eó une;¡_ bola ,_ f :> .:s-) 

!J=n Ja, tl!am~ par-te de este CC?,o/tu../o se ha.blcx. 
de la..::; .funC10/1e.s sobréorJ??on 1 cos 1 lj para. de..f.i.rJir
la.s .. se u.so_ ... iomb/en el prol"YJed/'o sobre la .¡;-on"t:::r 

ra. de cual c¡-u;er bolo.. ~./.en ida.. ??n ..su ~o;n/a/o ,,1 

pero .. ¡:>ara.. esfa..s -10 n C-1 0/1 e:s - e) vaJor re forne; 
. en e/ cenf-ro es lrlº!:fº ,-. c¡ue .el prO/n(?dió 1 ade.1r1as 

. de a.l9unos ~·ernplos .J ?rori;-edoclg.s ) o! /!;·na/ 
.i .Se. do.. una.. ca.raderizo cim? de fit.n úo-n sobnio.Y

v:nd.r}/:ca.., en l-..fr.1771nos de La Infef}rol de ?oisson,_ 
!:J lcrn?O con.secu~ncfC<., de IC< 17ro¡:;1·ectod del ?ro1nf,>d¿o.

[f"e so'"ú..5/ocen/ -
- Y os/co-rno lo hice po-ra /t>'S -/'unuone.s o.-r.n?d'-

n /e.as IVóY a "/">?é?J?Cl.Onaí' al9un~ v1nc..ulo-.. C< ~ de 
es-f:t::<.S {?unc/()nl?S Q s¿{;;¿¡ aooaes f/siCOS I ClUl?7u e 
L.nsisfo 

1 
en es-!:e +roóc:;.o l'?D se d@sor.ro//on 6?..t?s-

_QflA:c..a~ ones 



Por e_;en?plo · ho~ unct ec .. t.Jac:Jo~ en lo, T-/:s1ca... 
!lla.lenuL-tica... de..,, 9ron Zrnpor-tonoO- 1 1j es /q ecua -

C..t"Dh de 'POJS.SON 

Las soluciones c:Je es-lo... ecua e.ion 50 1_¿.s -focen 

1d Son conoo dos corno sobreor1·no',,7¡c ,:;,.:::; 

··~ 



.l.- /Volac../,.;,',-, Si. <-<-:.O.._.,, IR. LJ ;?O. 

n-ied;b/e erJ la r;¿5ión _Q_ ele JR.n 'j 
u.na bola cuyo... ce,-rcrc!ura.. está.. conienide1 
. deno-tare,rno.:; por /v1:; (Xo) a) "pro 1ned1uo ~ 

lot'es cicz u sobre é:l6 .-

ll(1!o+-+) f- ¿¿(;¿;., ... -;-) 

= 

donde: 

f unc/o'n íOorrz} 

en ..r2. ~ 
ole ia:s va -

:. i. n= :1 

.•' 
" I J U.1.X) el G""lX) 

.;iB 

e:s la... Cnie3ral de u. :Sobrq aB 
con respecto Q la rned:da. 

SL<¡x;r f;c.;a/ IS 

i..;) G"nli) <2.=; <2 / areq_ ele /Q e:sfem c.u11tariCJC, :J 
-?-n-• 6',,(1) -= G'r>l e) .scu•c/ e/ dr"eq de la esfera de radio 

-+-. -

___ j¿nt 1>¡a. ¡--tn-•~;;i. 

j.3.5 • .. (-n-ól) 

n e.::; pa,.. 

·ÍÜ ) _c}._ C Ín ... IJ C!:::, unQ. nz3: Óri 1 <Z;s dec," ('" 1 _Q_ IZ:S un t:1.hi tZrto 

y conczxo,_ 

Ot-) Ver AfdncJ;ce :r. 



á,_ l>e/,·,,1cio'n : Sea. lG •• _{L -· ¡í?_ una /uncid,., de .f,·,-,; el q_ 

la r~51 o;, ...a de lR". D;re-mos 9ue u es Ai'<MONICA 

_{)_ ;si. u. J•e.n e /o:s .s1·;¡u; ente:; P'ºP'e dade.s: 

8r<.x.) e _í2. 

-V re JR , r >o la/ 'ju .. 

u.Cx) = JV)';(x) 
) 

en 
en 

A la e/ose ele /c~s :funci0•1es A RIAONICAS en-<2. 

la denow r<?rno:s. rºr i4 (...Q) 

.3.- Ejemplo~; 

( i) Sea.. u: _(2. --.. 11-:C con _Q C IR.~ de/;,-,¡ de>... 
I 

Con-, o U.. (x) = Q, Z1 +- O,,;i;K;;. f- . •. + Qn ~.., f- 6 __ 
E= cla, .. o t¡«e u_ .s;c,,z¿,,J'ace io pro/'/edad <i);par0t 

probar /a_ pro¡:-1edad (Ü) basio.. probar 9ue. 

/'1:; C ~) = {..(.e)(» 

B..-(x)C _n 
'j V re íR .. 1 'r><:> 

M:; (x) = 

Br(x) {:t- > ;:¡:'..¡. r J 
f.A.()(- r) + u.~ >::+r) 

--· --

&!. ex- r) +- b ..¡... a ( "'+ r) -+ b 
:<. 

CL X + b = t..(. ( '>< .) 



·- ..... La .:;) Br ex) 

en lor1 ce.::, 

8r(X) - ¿ ~ € · ffe, j c/ ( !f) .Z) ~ _,..._ J 
la r ;¡. 

( :¡_, 

pode o'>o:s: para 01 e -Ir/ zar 

• :K,+-rco:s+ 

= :;l';;;. -1- r se:n i 

:... fco.,y, 1-D;;,ff::i +b) d<J(':f) 
~;¡ -r )...,l, 

:;;ia ... cx) 

2/r 

--~- ([o..1(x, +rcost) .¡ Q2 (Xz+r~eoi)+b J 7-- df :7lírj L 

o 

Se: r¡~3 J e/ 
rioso / poro. 

- I o e:..- lera 
i~o'ndola.. en 

= U(x) 

cC:iculo el.e /v¡,; Cx) 1 se vuelve rnas )Qóo

hocerlo es con l/<?/Jlenée ,Pº"ª rne-/r/z:a..

,;;iBrC.x) I por pedazos , e='i deo·r s:.epa-

hem/.:: -/'er10.s 1 as/ el hem/.sfer1·0 nc:>rl:ti:' (¿_) 
t:¡-ueda pororne~·,,-, zodo 

x. ::. ~/ - :t'¡ 

Z'.2 = Y:i.-;:t"~ 

X.11-1 ;/_n -1 - -::Jcn-1 

[ «JY.:t Xn = r 2 - t y, -x, ).:i - ... - (!f,.., -Xri-1) 

11::. (x) 



j ( .,{ -t-

r"-' u,-,U )) .Z !:f ,-¡- "-'n 
. n. 

dy, d!f:z····dy,,_, 

1- _!_ j . j- -¡'-
rn- I u;:.,c 1) • • •• ---

,..,.., '.f n - X,, 
.L- r¡ . 

ol !:!, ol:¡., •.• dy..,_, 

- U (x) donde Zn= Íf!J,, ... ;'f,,., 1 0)jf!f,1 ,..,Y,,.,_,!f,.,)€IJ 

z ~ : i {y, J - / :In -1, o) / { !1'1 J ' • 'l ~n •/;; ..:.!J,,) € z> j 
El ~/im10 paso sólo (o l't?DÚ...Z.oré ,P0/'0 el co::.o 

n = 3. ':f x :::.(o, o} o) 

z' 

ne mis /er1·0 
ntPrbe 

( X.3.>o) 

h e,ni;S /er1·0 

Sur 

{ir3 <o) 



'//¡ y-2 Q..¡. = Q.¡ = 
</TI rZ 

l-1,{C>) 

Co.., lo on./t?r/or .solo 'hemos ¡:vobo.do 'fue u, es 

1
.árn?Ónica en el (!) 1 pero fara cual c¡uJer '>Q. e IR 3 

X .:fo 1 el cJtculo de M: ( x) :se hoce.. con un co7Yi -
Ó/b de voriab/e 1 .¡. ra.slodon do el or/9en a X /Cor/ 

lo Cual cle./!;nirnos la fu,.-,c;o~ 

'1 M::.. (x) = M~ (o)= vn;;J =u {o+ x-) -=·-ur.x) 

por lo -lon-1:0 ,v¡; ( x)= /..(ex) para. toda X E IR. 3 

para -lodo rod,·o r, _ 

;,,¿) Numero.sos ej'irn?lo.s de fwnc/one.s c¿rn?o'r ·cos 

pueden :ser consiru..i.dos u.sondo el s¡guienie Teo -

rrz-rna. 

Teorema: Sea ,P: ....L2 -:1> C) SL un ob- --1.o , 

de (f;. 1 .s/ f es ancd.1."'i1ca. en 12 enio_n::t:. la. 

parie 1-real !:1 la parte ,;,rna,ginarlot.. de .f ~ 
/!unciones arrnÓn/cos. 

E5 inrned.laia. usando lo :=:--·.-nula. 

:Znl<:?grol de Couchy 



5ea.. ¿e 12 1 r>o tal 91-1e Br (><) e 12 

fU )= u.U!)~ i-v-{:z) enf.onces 
/ I <> F..IC <~) segun 

¡ ( % ) = ~;i J ¡u;) 
dt¡. g-z 

CJ8r{'Z) 

como lo e cuac.lo'n ~e ~ 6r l:t..) e.s 

(-4) Ver Ls] 



<Znlon cas 

M;;_U) .:- u.. ( l) 

/'1; (;.) = - 1 
( v ( S: ) d c:J Ctj) = -V- ( % ) 

2rrr ~ . 
· ;)f3rl~) . 

/por_ lo tardo u, -V E f-/ {_Q ) 

ejemp/05 
. :i! 

et-) ~l -z; = e ..e.o ClY70t.¿./:i;c_a., ~-lonces .Sl.-(.. 

rea/ e 

e) 

' cJ) 

es onol..~t1ca en~ces 

IÁ..(ii!.)= ;:r,2_ ;¡¿?.":l. 
j 

son o.rrnÓni ca:s 

~.: -z.::: d: 'J z = /:= (&r.i g. -r (..-::;eno) 
;('.; n .=. 1~1 n ( e.eJ r, G- -·- t.: sen 7? ~ ) 

P"r to ianto 
Jz/,.,c.c:;--; 

, - . a...r rno r1 1 e a :s e.r 

u.: .<:f- tof _,, ,,:_ 
arn1o~ni co. _ 

I Z 1 n s -en ?J t:> 



Propiedodes ele -f-1 ( ___Q) 

Lj __ /<?ore,na,' La. e/ose 'f-/(-0) ce;,;¡ _í¿ wnorr?3/o;; 

ole? 1Rn es un e:spc;;c-'o vczc-lorio/ /,-nczal .:sobre- IR .. 
-f.-/ (Jl) c.on-t1en17 ci los />uncion<Z::. con:s-Lonées 

clemo:s -!.rae.ion: Sean u, -u- E' f-1 {....a.) 1 °"' 113 e /R 

M;v..+~-¡J/~)-= -b- Jro1u...(y) 1-f3-zrt¡¡)] c/cr{;¡) 
_"f" <Sn ( ') 

6'i),...(.x) 

= 
11

::-; Ju.. ( ':f) d6"tl.j) +-....e__ f'IFcy) d <J(Y) 
r 6ñ (1) -rn·' on ll) 

C>6rl>l) ~(3,..(J'.) 

ol t.<-L><-) + f3 -v-cx) (o<.L.(.+-(3-.r)lx) 

por lo -1.an-l:.o o(.u._-t-f3 V- G -f-j(-D..) 

= 
r')-1 . 

r ó,-,{1) 

lo ./,o. n -i.o 
= 



_Ll C ¡f?.n cJec/,rnos ~<? sall:sfoce e/ Pl?INC1P10 DeL MINJ

MO ( MA-.-1Mt!>) sr cumt='le la .s/gu;e,,.,/rz ¡:>ro¡:>,.12"dad. 

si· u a/ca/Jza. .su. /vf/NJ /VID (JVIA x 11v.io) ·en un f'unio 

cni.erior X(?..{"2.) en-lo11ces u es c.or?siorrf:.e,_ 

,, 
G, - leorrzfl10 : si: u e ftl {,__Q) en-t onces u. ..sD¿,:s/o ce 

P/'t1A.JC1P10 DEL- Muv1!'-?0 { Mrrx1Ho) 

el 

demo.s.frqc¡'o'n 5,; u al con za.. .su.. rn /nih'JO en Xo é ...0..1 

fenernos c¡-ue f'ro bo.r cr--e u..tX'J = u ( xo) pco·a. todc.. 

X G ...!l. ·. Primera proborainos cr-<e l.L.tx;>.::::-ut:Za) poro 
todo. ~e Br(Xo) (+o./ c¡-ue '3rlXo) e ...o.) I una ver 

pt"obado e~io ) :.solo faLt.ard. proh_or t¡-ue es c0Y1.s-l-o,,.1é-e 

en .L2- 8.--l){o) 1 lo cual. Jo haren:t>.S usando /a_ f'/'op/eciod 

de Cf".Ae ..ci. <2S a,...c.o-conr?cfob/!f -

berno.siracJo"n de re U-IX);: ut;J& rore<- -éoda.. ,,: e. /3rlXo) 

S.; xe ;;)13,..(;t.o) en-kncc= %(;<.):= u_f;;J{.,,) 1 de no -s1rr osi' 

.¡.entfr,'a,,,,_os cr--e 

-t~ d)o la/ 

(E,.Cx) c....a..) 

U.[:;K.) )' U{Xo) 

u..!~)> 

"'a.ral i-rnpuc.o c¡-u e e.;<.i~. 

f;K 0 ) pon> 1-odo ye Bcf f:K:) 
;)' e11 _a 

1 
er7-éonce'".S 

)dól-y) 

=_,_ •. '.,~no)( _{,u (~Je ~t~) + jut,¡) d.-1,J> 
.;;Jf.3rlllo) - D J 

dc:;,..-.de :O=- BJl'X) ()~BrlXo)· 



í l 
drly) t- j u..../ Xo) dá'(y) j 

,,;;,8,.JXo)-D _) 

_¡_ [ U.. { Zo) 

/"11-1 ó'n (/) 

lo cual /JOS /leva... a la. de 'f<"e 
U (Xo) ? (...(. (?<' 0 ) • 

Por lo ion-fo t:<tz):::: U.lxo) para i.odq :Xe.C>Br{Xo) 

N.:f-le.srz °f'-'e. "º .s0 { 0 -h erno.:s pro hado <¡ue //.{X);:::;:{.((Xo) 

pora. f;oda. -:Jee .Q)er(';l!o) 1 .S/'10 iornhnz~ porc, /o.:. 
punÍ;o.:s. i.,n-6er1ore.s ele ./3ro/Xo) / porFe .s/ -::i:e 13r!xo) 

ex1.:rte .S<:·r la./ c¡ue Xe.2>8st:<o) Je./ or}Ji¿rnenl-o 
an/.er;or -larnéle~ vale ,PtJes Mt (~o)= U..t Xo) · -

Ahora.. de1?70.si.raren1os 

z e ..o_ - 8 .. f:Ko) 

.[:.orno mencJoY1amo.s, Qrré.e:s 
1 

_[)__ es arc.oconecioble J os1' 

re eXi$te una poú.9ona/ ( tr; LO¡ I :J ~ /?._ ) c¡-ue une 

Xo CO'Yl X ) fotalrnente cvnlen1da. en ..L2 ~a./ ~e, 
if'-(O)= ::t'o J ~(1)-= ?t ,_ 

Por la c:onf1r1u¿ dod. 

re "11 (t,) G ,;;;;13,,... (:Xo) ¡ 

de ii1'1 ,. ex.-st<Z Í:1 €fo, 1J 

enfor>ce.s (.,(,/ "}!.¡) = Ul'Xo) 

<J.1TY1cle. d'i(t;,)::: A'.1 1 tlH?JO e;ri.ste r 1 >o 111.../ 9.._,e. 

!al 

8 r, ( :Z 1) C ...el ¡ 'f ele nve vo l-ene1110 t:¡V e t.l.. es c~n:s -

ton te en ¿;)(3,..
1 

{Xi). 



Entonces ex1's-ie -é;i. > -t 1 t~ E (o, 1] I 60/ cr--e 
~(fa):: 7.:J. 6: é) Br, (:K,) '1 U lz,_) = u_ /'Xo) ,1 et.si" 

.Sucesiva.rneote 1 ccrn.s-lruirno.s lo .suce.:s;o~ 
O= -l.o.) t 11 t.;;11 .... J ln,,... erJ E:o1 1] ,, . lo c.ual 

!Jllnrzra /~ su ces; o:, Z º" ~'" , , .,, ~ .ri ,, , , , solJre' lo... 
f'oli..:¡oncd1 C0/1 /c- p/'"Ofnedod (.¿(%¡) = C,,!.C1lc» l.:. 11 ~, ••• 

i La suc~io'n ilnfnE.N es creCl'<?.ni:;r;; !:J acaicrf:l=/-poy-
! lo -lan-éo eonve-r-ge a -::sup/V'I clo-nde 

M = i il E f:o 1 I] / {.¿ (?:'c.") ::: U.. (-;K o) j ) . . 

.s;¡; ..S= 1 
/ ya ocabomo.s 

):'. / '1 por /Q Conl.111"idod.. 
u. ('X) = u ( '){ Q). -

5,; S < I I u_{ii"(s)) :-ll...f:Ko) 

-¡... '> ~ 1/ x - 'di ( s-;, // lo/ c¡ue 
.2 

{ 7nf n~N 'r:c>n.ver9r? a. 

-iendn'am o~ ~e 

1 
pero e.>c i.s l:e 

8,.., {if'{S)) e .f2_ 

U,'f"¡f == u.(Xo) poro... foda.. .:f € ~13r-:> (4'Cs>) 

/o e.u.a-/.. dedu -171= c¡--.Áe exi:s-ée .~<.:-fo,(] . 
..s'> s /cd_ ttv·- u. ('Cr'C!' J) e Q)B¡-~Cl!í'Cs:1) 
de 

lo cua.I con-1.rocJ..¿ _ · el hecho de ~e s = su¡o fVf / 
por lo -1.on-to -$-- I • _ 

Re.:=;urn1 en do · . - n -écrlor tene,,no~ 
,/ 



:::¡, - Corolario 2:e--oJ fl ·una reg/on oca-lada 

.sea <-l. 6 -f-1 ( ~2 ) 

si, 

IR.,, y 

e<~ (.¡',,,., ¿nf Uf>l) ~ 
~-o 11 
~G -CJ.. 

f.//77 SCJ p U .. (.x) ~ f3 
-x:-~ -y 
.)(€ _Q 

poro. ./oda.. 16 ;:;;n enl.once::; 

de 

berno:s.¿rac.i c/n desi9ualdod de la.. 

de /nc:mera.. On tÍ lo9c¡ • 

(_,~ l.nf u. ('K) .s <. .'J é:- C)..CJ.. 

"'fT"( :¡) -= 
;>:- .. "!/ 

X&...c1. 

U..( .y) .s ¡ ':f G .t:l 

<?ni onces v-

'f a/can-za 

es 

su 
.se-:nu· coniinua. t:n fer/armerJie 
,.,,,/rú0

1??0 en ..D..,_ 

5,- el rn/n./·rno lo ülconco en .;;;J...Q.. es 

/Q.. des; .9uo/ ciad. 

Sv¡:;on!JCU>JOS r¡-ue Cilcanz.e¡ el m1';¡/mtJ en 
pero -ir es orn>c'n,·ca en ...J:l / o.:s/ <¡"e por 

P10 DEL f':'l//Vll"'70 1 V- e.s consian/;-e. en ...12 
5¿ !:le .;¡_a 

::to e;_Q r 
el PA/A..ICl

'f en-lances 

-trf'f) = l1'n7 [r.;:~. U../;<): 
;K-> "Y 

UIXo) = u..rxo) 

Xe...0.. 

poY- /o 



<-<..{-:K) ~ {,(_/Xo) = t/m i.IJ I f.<. 1 ;¡;) ;;:::... e>(_ 

~- .. !:/ '. 
X G --'1 

~s dec/r l<. ' % ) :;!= -=<'. para fo da_ xe ...a , -

CCJro/a r/o Sea. -.C2 una. re¿¡1"a~ Ocoiada.. de R."' :J. 
sea. l./ _e f-! ( ....r:2..) / .,s,; u.. e-s con knuei e.n 

..Q... ':J U =.o en ;;J..í)_ -en.l:onl'es_ u.=.o 

en ..CL ·-

. De rno.:d:raCJon E.s C-nn->e.d1a-ia. de coro/ar/o oné.e -
r/or ( 7) 

1 
fo,,,.,ondo O(=.f3 =o 

Coro/ar/o Sean U..t. /U;;¡ E' -?-í {L.L) '5 e," con/;; -

en l:once.s 

do 
das 

res,-

Con 

.son .1 
nuas en -6. !1 U1:= U:z en C) 12. -

U..1 :="u;;¡ en _Q 

U.1 1 U,;;. E F-/(....0.) 

u., - u ;;i. r: -f-i- < ...ci) ¡ es ec::in e/nua en 
...t:2- 1 oc/ernás lt. 1 -u~=o en d..f2 jos/' 

c¡-ue por coro lor/o (d'), ./-ene.mo.s 'j<"e 

U.1 -. u.,__= o en .-C2. ) e.s ele c.t",..,. 

e.e., = t./ a. e>-> ..a. , -

el PR1Nc1P10 .Z>F-L "'7//U/MC> he,n--,Ó.s n?a.si-r~ 
la:; f~noone.s or,-nd',,,_,-c.as cruedon defern;,.·na

or .svs Va/o/-e.s en /C;:.. fron..Jera. • 

~/ .Siguiente ¡:u.nr{o vere;nas coma .se CDIY1feJr-i4_ 
~nc.;c/;-, Orn-Jo""nlca.. re.sf'cc.lz:., q ..:;-u.s ¡'ani-o.s:. C/ller,.E_ 



Dore,rnos of;ora of,-a,. def,·,1ic10:1 de l'unciO~? , 
Qrmon/CCJ~ ~N7 don de en lu3or- ole ¡:JrcJ.oJ G>d/qr en 
lo.. es/ero. pron7&cl/a.rc:><nos sohrv · la hola ; /ue -

go probore.rY.1os. la <?tj-Ul vq/enc/a en-lre C?sio.:s cle
ftnic/ones... 

e¡.- ...De-~·,,.7/c/o:, 5"'e-a 
cle-/,·r,,·da en la rrz9~0"/J 

U es ARl'10NICA et? 

! es pro p'?dade:s ; 

( ¿) U e-s in-le-gro6/e 

CoFnpact o )\ C -L"2. 

ru) 
8r (x) e _n_ 

u:_()_ -~IR' U/Ja -!'unclo;, 

....D. de 111."'. -Dirrz.,no.s <j-ue 

..fl s; u. t,-el'7<? los ::.1·9¿.¡/e"J. 

( L ebesgw e) en -lodo 

{ donde 

la bola. 
VnCr-) = rri Vn(1) es el 

J3,..(x) o/ e rodio r 'j 

Volumeh ele -.it:-

ceoiro en .-;¡: ) 

J n.- Proposicio'ri : Sea_ u ; ...D.. -p IA. 

en ..L1. En-1 onces 

b) lA es conlinua.. en __{}_ 



demo.:s-tracio'n : /a. propiedad {a) es cons'c?cuenc1"a.

¿i;rnrzd;a ta.. de las hi¡:>ot e e ,-s de iniegra. ÍJi ü"cloc/ 
ole u. Po..:;ea1os a. den·,o.slror (6) • :;eo 

./ 

Xo E: _(L 

ole n 
·!J ¿ ";1:',,}nto;~:,/ urio .::.u<e:::-ib'n de elementos 

tal 9ue 

/ 

Lfrn = ~o 

En con.:secuencia. 

5eiA. r >o 

82 r(Xo) C _.íL; enÍonce5 

e;c,·:zü? N€M -la/ ~ue 
.se'. n>N entonces 

/ ;ln - /t'o J < -1-

Por lo -lQnio st. rn > N~ 
./.en ern O-='> c.¡ue 8r ( x,..,) C _f2 • 

UCXrn) -U.l><o) = _/_[J U..ll:J)dy 

VnC r) br('X'n-.) 

Seo... k == B:i..r (Xo) 

J en-lonces 

f.A.{)(m) - UlXo) 

COn-70 



Lf Co V70 

/uf 713.-(Xr») -i~.--{y0)]/:;. ..::¿ ;tk fu./ 

poclen1a:;; 

dom/no da_ 

QpU-cor .el f.~orenJa. 

obieoe,nos '1 
de 

·, U. {Xm) -U{Xo) / ~Vo :r) tu,// J:.8r{Xm) - }:Br/Xq) Id:¡ 
< é 

{,,1/.n U{X.-n)::: UlXo) 
~-poo 

J.1.- él .s1gu/e11ie l::eol""erna no:s rnuesfra c:¡ue /Ols 

Úni CCIS l-unuones QT'mdnicas acotado.s en ferfor 
o superiormente. en /R_,.,,_ son la.s constan-les,_ 

·.: 

Teoremo ·de P1·cord~· ;, 9ect. 
func.io'n l\P, MD/\J JCA ( .s~9ún 
<2n (q)) acotada ¿n-ferÍ·Dr 

en todo IR. n en ion ces u. 

.Derno::s.f.rac.,"Ón : 

u : IR. r¡ _..,. 1R un a 

la de Pin i"c/Ór; dada 

o superiorrne.n te 
es cori:s-tanie,. 

8asia demostrar/o cuan do U. esl:.d.. océllado.... 
.¡_nferlorFY>en-le 1 !:Ja c;¡-tAe -t,¿ e.5 aro·1dn1ca :s1 . .' u. es 

Drm/nlca,_entDnces podernos suflo.ner re c..t. 
es-ta... o.co"ta.da. itJ.f'e rlooneate: • 

- ' lamb;rzn pode.rno.:s .supo;ier Cju~ U.>,,...o, yo 9ue 
lo surnoi.. cJe U...nct .funcion armonica. ':.1 unC1 cons 
tan te es aond /'J /ca. • 



Sean X e :¡ punios d¿º:stini.e>s 
1 

probarcrmos 
e:¡. ue U(X) ~ u..l~) .. 

-;; 

Sao . q: =. d(x,.':J) ~ .eH<Z. 
C..01/ . + i;; /'-') Cr6: 

---
/3,,.:>{-;;(_) e 8rf "3) 

por (o -Con to : 

~ cle ahi' q-ue 

'j '-1- > (o<_ I -1- :> = + - ""{.. 
de!·/ nidos -fenernos 

'j corno u... :;:..o/enlonces 

/-! ac;endo tender r a... + c0 1 oblenemo.s 

u_ {-X)=- VLf~). Aryá lo3(}(menÜz :srz o-1ve:;.-lro... c¡-ue. 
lA.(-tj) ~VI l~) •-

1.Z ,_ A hora VOn70.S 

en-lre lci..s dos 
nica., _ 

O- probor /a ea¡.uivaleno·a 
ele/in iC1't>_n <?S oie ".func1·0~ o.rn>o'-

· ProposicitPn; Las de-1'/nicfcn~s cloda.s én 
(:<,) '1 en [CJ.) 5on r¿a¡uiválen te5 

Demoslraoo'n 

.:Sufu:Jn9arnos so tis f accz: (2) 
1 
es de-

cil" 



Usan do coordenadas e:sfe'rtcas (r;, r) ye/au:vo..s al polc X 

v:tc) Jk/y)d<j ~ vo1:1,_n¡;n-'(JU-/{).¡p)dóf{))) clf° 
8-rlx) o //()//=¡ ) 

.5°L· //(;//= f_ I enioncizs (()..¡,P) es un ?unté:> o/e 
¡;;; Bpf :x). L.a... inie¿;ro! den/ro del pcd'e,r;/e:.s/s 

es Ja_ i.n t e3T'Cl / sobre Ul?Cl es jera.. de. rad,"o ¡0 
re/olivo... et.. una. med,:da.. uni /orh7enn:,.,r!<Z" cl¿sh/

bt.Lidól de PJa.:sa ioia/ 6"f1ll) e iguaF a 6';.,(1) ut.x) 
Entonces 

-'- r tA..l.Y) c1~ 
VAlr) J n · 

l3rl-X.) 

::. 

6'ri ll) Ll {X) 
Vt')l1) n 

~,,li¿ln ucx) ucx.) 

dado CJue 

Vnl 1) 

6'"nl1J = Vnll) 
n 

A-hora -.svpon3an-io,:s ~e. u .::saU:s/aca 
ciec(r 

U..lx) = - 1
- JU..l-<.:J) du 

Vnlr) ..J 

Br-Ix.) 

{10) es 
/ 

, . \ 



Lo... r~/oc./~n :c:¡ue hoy entre la 177ed1da.. :o.vptzl'f1-_ 
cia/' y. fa med,'c/a.. de Lebesgue e.s 

Ír 1 Q,(-X) d X 

i3rtx) 

=- cxn r>)·_¡_,,_jl-t r;.,r) 
ll{)./1:::.1 

e/ <rft;i.) 

I 

~ ademas 
'!I,. 

.d·Vnlr)::. o<nll) • 
d r .1 

/ 
ent-onc.es 

U./-X) o<nl r). . o<nU > -¿..··-' / u.,f·B 1 r) d6"'1C.) 

.. . ' )11 {),// =./ 

clodo o, ue 

·por lo fanl::o U.('X) = ¡vj); (x..) 

/ ::3 .• . En IZ'Í -:si3t.1ieni.e -e:suléado probort?o70~ 

.func/o'r; QrrnÓniCO.. ?.S de c/c¡.:;<2 Ceo !:f 

Trzorern a: Sea.. u '2 _.,, tA_ 

en Ja .- ... e" ion ces 

(a..) U. es c/o.s e 

c.¡ue l.oda.. 

'iamé,-e~: 

, . orn-?on, cq 

{ 6) Todo.s s""~ de,-,. vados .Son orrno'nico.s en -L2 

de,.., o.:i -1-raCJ·o'n 

o 



( a.. ) Se o. a.. > o 
1 

_fl o.. =- .l x E:__Q / el ( ::K 1 JL e) > C! J 
Seo.. f ex) : ;Ti,,, --.. ;R cle/,·ru ola 
corno 

/-X/Z-Q.;1. 
1~1 <a 

s t: I x/:;:, Q 

donde 

· E~ta f.uncJo~ es de clase e.""° ::J Ode-nc/s e.:s 
ta I crue u* p =- u... e 11 --D- a , 

En efecto 
.s"· x e ;,Q_ o.. 

IA-*f {X):. f IA. l "íJ) t° (-X-"J-) e/ (Í 

/1 ~-:j//< CL 

CL 

: CJroll) 1 r r U.(Q.¡r) d(f'{Q,)7 ?{'+-) ..,_,n-1 dr 
º L l!et1::.1 J · 



En ion ces 

se 

C0/770 ¡ó es de e /o.::;e C Pó 

y.-we u.. e.s de . <i.lc;se- e--<>, -

( 6) Proboremos ohorq c¡ue sw.::; der/vadas tomb/,zh 

arn1o'nicas er¡ J2. Sea. xt:fl !:! /3,..( X) e _a 

u e.s a rmÓ.a/ ca 1 t e-n runo:s 

. I f (.,(.(><) = U(~). du 
VnC.,._.) (! 

0rC-x) 

(1) 

.!3 = X-f z) dr:rnde Z E 13r(o) , -tj cl<?/'1n1°/no.s 

-V-(x
1

5(.)::: t.<.JX:+Z.) ·en ...O..x e;t05 <?nlonce";, 
-- I 

ole e/ose e CI:::> e>t _e}_ X B.-lo) !:J 

dono/e 

~on 

; CD/nó 

Por lo ;'<;-t¡J )c. de lo cadenQ. 1 ienernc;,s c.¡--ue 

-.. "'" o("' CYXL.1 ••• C>Xi:.k 

.Suwl..1/M yendo eT> U) lo i:..quol 
lj hoc;e11do !:/ =.. 'Xr-2. oblen<::rnos. 

es arn"1d n/co .t2n ...r:l., -



JL/,_ 

1lf1i'10µ1cA 1 9ue 
"'n I D.:s curso:=: 

u''º i.e,-ccr-a.. clef'/n1·eto:1 de .Puncion 

e.s /':' c¡-ue s~ da u.s1.1ol 1nen te 

de. cC:lculo.-

Def/n,·c10~ : 5ea. u. : 1l. _,,IR. una /u.oe1cin ole-f/
n• da. e>1 /Q re310;} ..L2 ele 11'?_;¡ • .D1·rcunos ¡ ue u... 
es ARMCJNI CA en JL .si u ·liene ICA.s si3u1en ies 
propiedodes; 

(l. ) u. es ele e/o :s t2 e,;>. (...o.) 

( ¡_¡ ) pora iod a X é -0.. 

15 ·- Teort?rna. ( Lr:tegra/ de Gcu.1ss ) 

sL• ll.. °'2-S Qr'71c/niCQ.. ("en el 
nl"cio-;, dodQ en (14 )) 1 e,1 u'1a. 

entonces 

.serrUdo de lo del/ -
vec;ndod. de ~ 

di?rno-:s-lrauon. ~ 

Í Dnu. d.:J =o 

J ~Brl.x) 

Apart/Y- de la ¿!Jualclpd ele é::ueen {verAp>;.diceII) 

j_ u.. 6 -ir - -r.r: .é:. u.. ) d -;r:. 

8,-.()() 

=- 1 u.. Dn ·u- - ·v- b 11 u) d <J 

2>8t'(x) 

J-.9c1endo -V-: 1. 
1 

el'?tcu1ce5 4-v-= o 
:;),, V-::, ro d -:r ' ñ. = o 

por le ton~ 



/G.-

::Supón30... 9 ue u e .:s ARJ.-1o;v1 e A en /a r<?gu->:i 

...LL (según lo de/1;nic1 o;, dodc; en (/.::s-) ) .J 'f S4?0 

¿¡ un pun i.o .f 1J o de _C2.. - Ent.on ces <lu. puede 
ser con~ide>rodo corno 1Jno -Fu.ocio~¡ ale lo~ coor

der?odo:s es.fe'rico:; (i;),r) de x,1 relai/vas a ':t 
para la::. cuales -J.-=.//~ - ';ji/ ':} G- es d f'vnto 

ole i-n-ler.secci o'n del .:segmento cie {,//Jea. c.rue unrz 

Q X -e _';j- y una e.:s /'era. · unitor/a_ con cenfrCJ 'J 

Supon3a.. c¡-ue u. e.s sot.a f'unci o:-i 
En lonce.:s lo.u. ..J cor>Jo uno l'uncid'n 

nadas es fe' ricas 1 e.sld dado por 

IJ..u.. = d ólu_ + c-n- 1) 
-;;r::¡:-:1.. -r 

du 
dr 

ele + . 
de. /as Coorde 

-r :lo 

La.s Ún1c(:,s -fúnc.Jone:s- a.rmdn/ca.:s en 1R;¡~~j 
't_IA€. cJ.ependen ::sof..ú;nen{e de r:.1/-X.-"¡f/I /.:Son las 

#unciones <:;¡-ue. scrti~/acen lo ecu.oc.ión 

du _o 
clr 

Si. 11= :Z. 1 lo .soluc.ioh 9eneral de e-si.a ecuac.10~ 

es A 109 r + 13 donde A '1 l3 -=>on con~tantes 
arbii.rar;as, La .:solucio~ pat'u.:culor -iogr es 
O.r/Ylcfrllca... en IR!'- i"éJJ !:1 izs eanocidc.. corno /q 
FuA.Jc10AJ AR)...loAJJCA FUA.Jt>AH1"'./U7AL por'o IR:i., Con 

polo '¡J- • 



1 
1 

SZ n::;.z 1 la .:soú.tc;oá grzl'ieral ele la a/i-éerior ec.ua-
c 1oh es (A +-ri;,; + 8 ) donde A '1 6 .son con.:s-

. , , -nr:< 
f:.anles arb, r::raria.s • ·La :solucion pa,,-f;;c.ular ""/-' 

es aondn1'ca en :r=i_n - 21,!J '1 .se- I e conoce con>o 

la FulJCION ARl--IO/JJCA FU/l.J.DAJ-IE.t.JTAL para.. IFln 

eon polo ZJ- • _ 

t?oia e¡ o~ ; 

Si n= .;(.. e~ .s 1.: :X. = ";/-

U~Cx):. 

?::.::f.'J - lot¡J- 11-X--¿j// st 

-l- oO ..si.: X :: "'J. 
Ud(x) :::: . 

:1. ~c.: X=/- J 
11 X- "Jl(n-;:{. 

/ 1-• .-Mos .éjunplo:s ole /unc.10.mzs or,rnÓril't::.os •. 

_i,) i J •· es Or4:1on, -

Vxe /R.2 

Ü) lUX1-tj-1=2) ::. :;¿ ~6'- ;xz. - ta 
eFJ ¡R,3 

·. ·) 
lU. (..,{., l%,"Y,z):. Clx

2 .+ b';J 7 + e ;z.:il+ f.?"J .:+ f.z.x + 
r¡¡ )( "á- . 

e.s QonÓnic.a, en 1R 3 4 a...+h + <2 =O 

/ 

es. cu··177" n/ca en ¡¡"':{ z. 



v) u., ( ;i:., "íf 1 X.) 

{.-X.) s.: ,. 
u.; es arrnonr·ca.... en -L"l '1 t..p es : 

a) Una... ::,¿,n/ litud 

b) Una .::sin?e./r1"a. 

e) uno ..Inv€t'Si o'n <..p-'(..a..) 
enionces IÁ.. o c.p es armó ri /e a. en 

Lo -f-ro11.s !crnu::1cion erl é) 1 es cor?oc1cla.. co.rna 

I 0r TrorJ .s¡o,-n?oc;o'ñ cie kel v ,- n . 

l/earnos el efec.1-c de un14 c"over-s;on :sobr<? vna_ 

?~.u-ici o"'n o,-n-io' n/CC,. u 

u ; -1:2- --... 11? .. uno 



!:J c.p e.:; La .. con 
;;; Ba.Co) .-

Lo nuevo 

--v-(x',:y>,:;r>)= a.. u.(~;X>, g_2 'd'
1 

Q...2 z') 
-¡-"> 712 -r•::i.. --,->~ 

Paro.. ver¡ /,·c..or °tºe -t.r e.:> D/n>O"r11 ca.. :se de he 
cale.u lor .St..<. lo¡olouano u t; Lizando la re!Jle> de 
/Cf codenC'/,_ 

.Sea. <f>/x) ~ -x* 
1 

donde ;;t.lf- es 

reJati.1ro a la esfer"a.. C>Bp (?J) 

el ,;,:n ver.s 6. de . A:. 

1 
de f;n/ do ?ºr 

) 

!j - .:sea. ,,...t::i. C·JA..n-1~.J un abierto '1 s <Zo... ....t:L* 
La ¿mage-n de -Cl.. boj o ~ • 

es uno .funCJo-;, defil"Jido en J:J-7'-, la... 

el onde '-1- = 11 -"j - -x }J (} +'1- ~ = 
u no fu ne_¡· o:. f2 -en ..O • -

Lo -lt"ans /or.moc; o-;, {2 *" t---::> f: def1nídQ de e::sta 
manera.. es ·la.. TRAAJ-:sFDRHACtDIJ .DE K-,;;..1-v1A.J 



Teorrz1íJO: Lcr frao.-s.for111ücic/n. de kel vln preserva po~i -
ti vidod y Armonfc,-dad 

Demo.::;-traclon : Si .f * e.:s po-:::.i.éi va.. 

po.s¿l;va. por :su... ·c1e//n/c1ó'n 

, 
:se-r0c. 

:J Pª"'"'- veri //e.al" c¡-ue .f! es 

cu lar su la plac1·ano u:sando 
armónica ha=1 Cf·"e ca/
/Q re&la de la cadena._ 

/,?_ Ahorq varno::s a pt"obar le... e~iva/e,-,c.ú::r. en+re 

las def!/n/c../one5 (.?:.") '1 (/L/) 1 Pª"'ª ello riece~/-
1:.amos el .::.¡9uiente re.su/ lodc.;/ :Su.. olerno.:siia-

/ /_/ / / -Cfon es"t""~ en e apend/ce fl,-

Teorerna: 5c'. u... 1-iene derlvadas parC-l(i/es de :5e-

r¿;undo ot"den conhnua:::. en ur;q vearidad de la 
cerrodur"O... ele lo hola 13¡i{'!j) 1 ené::onces 

ci) para. n=;;z ':! XE Bpr-y) 

( ü) 

t<..lx) = ;/~Jf(--lo:Jr)Dnu..- u.Dnl-Logr)] c/6'lz) 

O>BplY) 

Para. 

:fñ. f 6 u ( - log r) d ~ 
Op(~) 



I • ( 6u 
0,,(1) {n-;i) j l1 

up ( !::1) 

donde r.::. 11x-~1/ ¡ ~ G l3f'f-y) 

Derno;:,-/:.raCJ o'ñ 
Probqrem~ 

Lo horen?os 

Las de//nic/ontZ:s 
e 'fU; va len .6e::;, 

f>r/rnero q¡ue (/,¿¡) 

para el ca.so n? 3 

Sea.. u. uno func1«:>~ 

da en la re91on 11. • 

(.t) '1 C1 "/) .Son 

Se a. p > o éa I c¡-u e 
por el i:.eorernc... an le~ 

et° ( ~) c_n J enfonce::o. 

e1· i-etdo J +enern.o.:s 'r-"e, 

u.f.g) = -L [f ·H.!/O:) Dnu..- u l>,, U.'jl:i)] d6'(~) 
(},, (1){n-,;i_) <;Bpl!J) 

cru e 1 bu.. • u !:1 el z = o 
8p(':J) 

en Bpl·'!) .. 

Para z e d Gf f-<j-) 1 
- n-+ 2. 

u':1 (z.) = J° ':J 

D U ,..... -n+i 1 -n+/ 
n d--= ur'1- lr=-f= -(n-:;i.)f ·-



Su:sli {u den clo 

U.{"!j) = ~n-1 :i. 
6'nli) (n-;i.) 

La. prln?era... inte3rol vale Ct?t"O por el TeorernC( /~ 
( In+e5ra/ ele Ga..uss) 1 en tonce.s 

· 1 i u...c~) d<Jl~) =M:r!:::l) 
,...., ff)-/ 
un(i) ;;> Bf'l<j) 

= 

Probarema::5 qhora... fe, otra- i.mpú:cocJo'n: (:t,) i.mp/,.¿ca_. 
(!~) 

Sabemos por el b:orerna(13) 9ue u.. e::; de clo:se

e'.'° j en-lance::, fal-1.c;, derno.:s 6rar c¡ue el /qp/ac/ano 
o(e u es cero,-

Sea.. . tj E ....Q.. 'j r >o ... f:.cd c¡-ue 6r( !:/) C_D_ 

Por la. itJ1-1<::d cioc/ de Green f-ene.mos 1 .5¿ -u-;: t. 

J_(u..t:i.-..r - v-.óL<. )clx = fiu.. Driv- - -tr D~I..(_) ct<S 
8r(':J) 0)8.,..l':J) 

pero D..,.., ir =o 



o<n(/1· E_ U...(().,r) do{&-) ar . 
. 11{)..//=i 

= ~'1 (¡) 

= o<r-¡(1) el U..(~) =o 
dr 

-lenernos 1 eril::once.s c;¡ue 

j t:\u. dx =o 

/3,.( ~) 
V :i<e fl. J Vr>o +al c¡-ue BrCx) C....fl 

lo eual /ffJp//ca.... c¡-ue .óu = 6 en J2.. por .:ser .1u.. 
une; /;_¡nc_jon cont,· nu.a... _ 

.La .. Jercera. c/el-,·,,/clÓn .ele ./!unc.Io:, Or'n?o".n,a::;/ -· 

e.y¡ +e;.m:1?0.s ole la ec.uac.¡,on de L&>/lla. ceJ e.s 
C0rno d.1)e onle.:s,. 1 la n?as conoc/do.. / por .;¡;t·e/?7/-'/º 

.'el rre-su J fado .C:I e cr:-e s¿ u es º'"':7c( "; r ca. , 
fM7 el serd:Ido de /0r iercer"ct. def,·.n,, cu::.r; G'/J7:.'ó!J 

ces sai/sfoca: lct. ''¡>rP¡o,·edad del pn::>//?ed/a ,, e.s 
Clono cJdo C0/7?0 el TE.c>REJ-.IR DE GPUS.:S 

.cJ e la />/ed'a. arii.-ne"-é,·ca. _ 



/ q,_ LQ. inl.egrQ/ ele. Pois;o,.., 

L " a prop/eo/ao/ de j j=>rOO?li?cf,"o ,,,. Can /Q 'fUe n~n-10.::S 
def(11ido a la.s .f'.unc/ones C/rn?o',,,-cQs na.:s d/ce e;_ue 

• I f 

et valor de t.<... en el cenfro de ./a bo/q_ (3,-.(x:) c¡ueda. 

determinado por lo.:s valores 9we: torna en / 4 fron -f:qya._ • 

. Ahora, VQ:r17mo.s re tarnbnzri Cl'/ valor en c...,a/ t:¡u;er 

punéo t:.nler1or ;¡e/3_,{x)
1

depende de los va/o1:>res e11 la 
:f. ron l:era. _ 

Aq"/ para arn?Ó-demo.:sé.rcz,-.erno.:s c¡.~e 

en Ja r<?fJ ,·on _Q 

13rC!:J) C Jl. 1 e:x.iste 

~ parQ cual ~u,;er Bf'(;f:f) 

u na. mee/ ida. ,/A .x , x e 1.3,..t!J) 
en ;;:,B f-al . C/4e 

U.(X) = J " ""- ol_µx 

e:;ta.. med¡da.. en este 

r-esp.ec:fo a /q medida 

;;) 8-r( ':j) 

ca.:so es qh.soíul:a.rnenie. 
super /,-ocd . ()._¡,. << ¿..) 

el /-lx ( :2-) = _J_ '+ ;;¡ - // Z - ':! // ::z 
el~ -r- ó'n{r) '//?t - Z // n 

Noia ' Uno n7í?dida ~ .se dice ~ e~ a6:so lufarner¡ ir.r 

Con flnua. eon r~specfo a ,)" .1 .:Si 71 (A):. ó para 
cado... conJt.u1lo A parq e/ cua//--í(A)=o 

n oiac1·o'n ( 77 < < ¡,¡ ) 



1 

1 
1 
1 
1 
1 

•• 

, 
2 D.- Teorrzn--.o Seo.... L<.: '/3¡._ (Xo) _.,,¡R 5i: u. es ar..no -

nica. en /3r(Xo) '-f con I,. riuo en ~) en ion ces 
J 

para cado.. X e. /3.-(Xo) tenern'o:s 

J -t-- 2 -/JZ-Xo/};i.ll( ) 

11 1t - .Y IJ -n ':J 
Cl8r(X'o) 

UlX) 

SC:J"l pr/rdida. de 9eneraf,· dad ¡ fenernOS 
1'o == Ó 

S_cz parar>JOS 

para "?'1=2 

Para. X€ Br(C>) 

es e/ t..'l'IVIZ'rso 

ole ;;<. •l"e:specio a ~!3r(o) 

en to" ce.s 

l/X,-::f// - /l"X.-.Y.f1 
_,._ - - 11 ']t ¡/ 

dado crve 
¿\OXlf (1-
rneJontes 

/os trt'a'ngu los. 

¿j,,Ol(X 1 san.se-

/a demos{ rac10
1
11 e,., dos 

'1 o-1.ra Fra.. n:?3 

cosos.; 

\ 
1 

• 1 



Para n =;:l : 

ll.::sondó e/ 

• " (A) 

(donde t../;( e.s /o. or,r.nÓ/J/CO. ~nda..rne.nl:al con polo ').t) 

. A pa r-6;r de la. c,j'uol dad de Greel'/ 
1 

ha uen dó 
:y·;:; Uz> {ar.-nÓn1·cci ¡;,,ndamernfal con palc :X') 
obtenernos 

Jru~•Dnu- u..I::>,.,ux,)d<Y =-o 

~ /brft>) 

• • o . ((3) 

A parlir ele J Veoremp.. Gau.ss 

'j d2 rue 
{U;¡: - u.x>) ("¿J.)= )og Jlx'-:(11 .:. 

il X -<¡J JI 

o b ./ene;nos ; 

f '-<:t. - ~"') .]) .. u. drs ::. 

a:Ji3.-{o) 

Ahora) r<z.slando (i3) ele {A) 

U..C><) ~ Ux - u~.,) Dnu cJir 

.d8rCO) . 

o6ienernos 

(15) 

• • "(C) 



por /.C) 

pero 

= '+-~ - 117'..ll :z 
·->- JI ;r. - (J JI ::¿ 

•... (D) 

.::>ustitu!}endo en (D) olotenemo-.. la fd."'{"rnula. 
cie.seado..- ¡ es dec.lr 

t:-tlX)= 

= 

Poro.. 7l:::,. .3 

-';;¿¡-¡ (" J ..,.-._JJ'Jtll' ut9) d<f'f"¡f) 
ti -:!:'. -1}/J:J. 

;)Brlo) 

Seo. V-x = - (-¡.... ) n-;i. esia .func1o'n e::s 
lll;;t 11 u. ;i¿' 

orino' /J/Ca B-r- (o) J eni~nces u.sondo la t:guol olod ele 

Cf'een te11emosI:· 
. (r.rx bnu. -. U Dn~) = O (o..) 

d/3,.-to) 



I f . U.{'1:.) =-"" () ) (u><.Dnu. 
\lfl 1 (n-a • 

.d::J8r{O) 

- U..bnt.lx) du{'2) :~.{~) 

Sumaodo (a) '1 ( b) ./enernos 

(JnC.1) rn-.;;) u<x) = J.riTx ~u;¡( )lJ.-.u - ¿¿ D,, lu-x + Ux ida . . (e) 

;;>8rlo) 

Cede.u/a n~rno.s cada.. uno de los surnondo.s de dichc¿ 

ú1if2"gral : 

I (-:;, Jl)-2 = 11 ;;t: // 
// x--u l/n-2. r 11-;r -7111 (/ 

= I I o .. . (o/) = 11 ::t--;¡ //n-:J.. n -M! 
/l:K--y// 

s1.· y e ~Brlo) 

:On ( Vx +U:ic) f:J) = ..!J_ • f1 (--tr;x .¡.u,,: ) 

"1-

( 71-.:l) //~// a - -¡- :¿ 

-}- // ';1! - -;¡ 11 '1 

(Q) lene,-nt.J.s ' 

(e) 



y-.:l._ ¡),X//;;;¡ <{,(y) d (J fy ) 
?-- // -;;¿ - y 1/ n 

pc;r lo -1:.an-éo 

__ ! ___ J ., .:>._ ¡/;>( // ::1 

7- 6",., CI) // "X-?f// '>7 

.;)Brlo J 

'f- :Z. - ./ ~ -:x'ol/~ 
. // ;r - (f 11 ?) 

ll ly) drsry) 

B .. 
= I¡ (x) 

.2:2.- Propiedode::s ele / q .::Vrte_9rol de Potsson : 

5eo/J {?, q : 2>8rf"Ko) -}. IA..,,f-
1 

/? !:19 iníe9rc6les 
en (é) 8 1 S ra10)) da-) -- {;;;-= t3rCXo)) 

a) ~:n(¡) 1 
OJ8 



·b) 

~) 

= 
8 

o< I..f (x) 

s.- 1 e.st.d_ acóiCJda 
':Jo € e:>B / es dec/ ,.

!:J G V. 7 e.nionces 

-B 
1- /5 _L ';} {x.) para toda 

-:;:¡¿ e B J <><1p e-IR. 

e;? uJ?o. vec.t"nd od 
fil ~ I' I ;y) .t:,. f-/J 

V de 
pe7ra toda 

m ~ {,,'n-, ¡,,, f I/ f-:x) !: {_¡:.,..., ~vp I/3rx) 5.. /V} 

x-yº X-1> °Yo 
X& /3 >CE 8 

d) Si?a.. !:/ 0 6 C:.13 1 en ion ces 

Dczmo.s-l::racio'11 

¿,;,, Sup I./3{XJ ~ 
X-t> 'Yo 
:>(E: 13 

ll~ svp 
!1--P!fo 
!:J e 2>B 

o) s.: en e/ Tr:?orr?mct. 2 O 1 h ace1Y1os t.<.. ( -z.) . = ,MI 

/ 
.ft ':!) 

" . ti..nC't ./unc./c!n coosi.a/16<2' 1 la cuo/ 

en 13 1 enionce..s 
es or/770 n1c.o 

1'1 .:: u. (:X.) •. f 
.;;:>¡3 

para -1:.od~ x e 13 I 

y ~ - // 'j/ - X o // 

// X -'J::J // n 

es cl'2 ci r 

M d <JI-y) 



b) E.s Ulfued1 aia c)e, l IAS "¡>ropi 8dúd ele ú."neo tt: dod 

de le.. in i eg ""º /, 

e) Sea: 

+ _l_ ( r :1 - /IX-">!oll::J / /t:J) d cJl-y) = ..I1 +Iu. 
r~nllv . Jt;t-~JJ" 

C>0-Y 

I, !. _) 1 r2- JIX-XoJJ-:L M dá'('f:f) 
rlf',-,C.1) J/X-(f lin 

y 

~ _L J 1-;;;). -1J7::--;i:o11-z. M cló'f-r:t) = 
l'"'CS-nll) ' l/~--:fJI'' 

. .;) 13 

// ;tt - ":J 1/ ~ 6/ a.. 

Be f"!:fo) 
l;i 

ole el un e.le 

_I_ ¡-1~ -J)·x--Xol/ J f/1:1)/ d ~/.e¡ J 
Y-ó'nll) // -X - "'(}JI n 

2>B- V 

/ L.dJx) / ~ 



//-X - Xo// t;ende q.. .-.+- C<A ond o "7- -1' "¡fo 

en-hnces 

Por lo i onio 

{.,'n-, ~up I./fr) ~ Ú~ .su¡:> .:Z1 
¡(--.-<;Jo -x--. dº 

~ /V} + 0 

'!> lt'm sup 7 ._¡ t'>C) !. W/ 
')!: _ ... ';/o 

El o-lro loo/o de. la des; ;¡ua-1 ciad .::;scz p,-peba 
de rnonera. a na" ,l'ZJº. _ 

el) .si k_~ .s·up /1-<J) ~ M .1 
e;?~ces e.xiste 

1- -1> AJ d 

Una vec.¡ nde.c/ de !:/o c1,,,,_, d~ flt-y) ~ H 
1 

{).SI 
,,. 

a F"'"-t..;r de lo ?robo de e.) _,., 
rnos 't'-'e 

~ ú~ su..p .f!(.":f) 
'j -">;Jo 

E! olro lado de lo de:si.guol clod 
monerq anólo3Q.-

,, 
~ 
-1e11e-



~,3,_ Pró?os1c1o'n 
.St: /2- es con"tinua en C>6 

l'rn _z/rx) ::::: f!r-y) 
;t -{:)'Y 

d(Jnde 

.])ernosé ra~·;;,., : 
en ~ :¡,_ J ';fQ crue 

e nh?ecJ;aéo 

Ú:..n sup ff'(f )= (./~ ¿n/ .ft1:1) 
';J _,"/o · 'f -l> 1Jo 

en -éo n ce""' 

de. I el) 

~4.- Propo.~uc:1o'ri · 
5¡ f e5 inie5ra,b le 

es orfl7o'n;ca:. en 13 

I ,.13 en Q)8 1 entonce:s -r 

{ ¡;,:: /3,-.(-X.o)) 

demosirac/c/n : 

Necesiiarno:s el Si,3u,-en!G: lema_ 

Lema. : Sea.. u..: u X e -P R u"na fw?c.Jo~ 
de /t n; oler en U x C , d(Y'Ylde V- es a.brrz-rto 
-en ¡R_Y1 !:/ e COYYlf'ClCTo en 1A/1 , 

Si ¡;;;,u_{x, ':J) ~ e.s Coni;¡°nua.. en Vx e 
2> Xj 

parq Cada. J • .Enionces Xe-v_j j=-J,,,,1 n 

~ f IÁ. ( X 1 ':::f) cJ JA l "j) .= J ~~.(_,e 1 '::j ) d f' { '!:J) 
~Xj Q, , C ~ 



o. h(!)rQ 

. n u e¡ 

e.ta le.s 

U...{x, !:/) -¡-:2_ //X- ?!-o//~ 

• /J ?t -"'¡} 11 n 

u.:vx"c -"?> 1'R. donde V=l3r{-Xo) 
e=- @ 6..-{~ .. ) 

ó>u_ 

d?CJ 

en V X e. I os/ corno .;:;u:::. der¡'Va.. das pc<r-

c;;Je ser;un do orden 
1 

en+or>ce-::::. 

'j Ll(r.;;¡-l/-X-Jtoll 2 L=. éJ 
11-x--;¡11-n / 

clerl vando ,,-e:Specf-o 
C{ ·.~=(X1J••1"Kn) 

por Lo -éando A I/t'J<:) ==-o 
"-

pof'CJ ioc/c; x€ B 

.;is, - Problema de Dtr/ ch lei 

El problema de Dil"ic.hiei o e/ primer prob/e
mo.. ole. /rori{;ero. de Teor/a.. ae Pot.enc./al I es e./ 
problema.. más v/ejo en °Te!or/a, de. Po¿eFJCii:d. ', _ 

Scz~ --r.r : e .:.o. --i> ,p.,_ (,{Y) et. ./v nc1 'e;h COI? i:P-
e...n.. , d1TY1de _Q_ e:s "" " hua.. en una_ rcze1 on 

de ¡A., n 

El problema_ CC'Y>:s i-:;; /;;e en ver c.uanclo ex1º:sie 



, 
~na func;o,,, u r;/e -f¡ ni dC-{. en .L2 / 9 ue 

. ) / 
l-- Clr'/YJonica 

u) .f1"rn u... (-X) = r..;-fy) 
'X'-"} -y 

-Ye 2)_n_ 

6(; __Q_= lOrf-Xo) 1 poclt?rnos u:sor lo.::. ?'ºPº~t.-; 
e.iones G?.:i, ;;i~ "j;¿q poro... de.rno..::;l:....--or 7"~e e.1 

problerno:. tlene .solucio~ 1 :¡ 7-ue e:s.C¡ .:soCuoo"n 
€.S p1'"ó::VSC-!//7e,-,{.e /o. in {e9ra f ele ;='ol'~.::::;c;/1'7 

u_f:X,)-=- I; fa) • 
pon;1 lcdC< A'.:6 EJ,,--fxo) 

/eonzrna: 

Enlonce:> 
D1ºriºch l et poro.. 

fronl:.era.. -V-f?::.) • 

del problerno.. 

B"Czo).::. 8 con valor<Z's o. lo... 
O ~ea.) T~ e.s la soúJ o o",, 

ele D," f"ic.h /et, -



FU nc/on e:s 0 obr.;orrno'n, e o.s 

:2. fo De.f',·nic¡'c;n ·. Sea. · '-<..: -C"l. _,,,, /!°?,,,._ ('11."= IR.Vt.+oe1 --oj) 
una -fuhciá'r¡ dehnida. en /Q r-.-:9io'n ...t:2.. e //7?..," •• b1 riz-

>no::s <flH? u. es .S08REARl-IONICA en ....C"l. 6C: u.. 
-tiene la.::J .:si9~ienie::!. propiedades. 

t) U.. no es idén¿/cc:unenl::e roo 1:::f u. >-<::>e 
en _ci_ 

ii) 
ÜJ) 

u es :sern:c:ont/nua... ¿n /erJorrneni e en ...el 

V x e ...Cl. 'j V re IR 1 r > o l:.a 1 'tue 

~e _a_ iux> ~ M;;, ex.) 

A fa clase de lo.::s .func:omz.::; .S08RF-ARMON1cAs 

en ...c2. la denoiaremo.s por ~(_.O .. ) 

;¿ ::¡ ·-

.funciC:n (.,(_ es ::JUf3ARMOIVICA en ...t::l. 
.,4 (.....()_)__ A la clo:srz de .Punc/onQ::;, 

/e¡ clenoi:al"'<Z.n?os por ~ {..a...) 

a) s¿ u€ f./C...O.) en-tonces. u é _;J{..Q) '1 U€ ':;;/(..a) 

b) Lo.. Qrmdnico ft..1ndo.rnen-éoJ con polo !I J lt.:¡..J es 
sobruarmón1·ca. en IR.;¡ 

1 
yo.. c¡-ue U.,y e.s QrnuJ. 

nico en ií{"- i1fj y 

U..(~)= + oO > 1 IV<.(~) dcrl-z:) 
-¡-,,_ 16"n { 1) 

..;;)8 



Q. ) S t 0 u e f-/ (-Q ) , e n t b n e e 5 /u. / e d (_n_) 

- I u../ e Á {__o) . _ 

' 
:Jjerno.si.ro.cio'r¡ ! ..S e a. r > o -/o I 9-u e 

'3rt-X) = 1.3 

1 u..{ x) / = r¡-f /ju.. f""a) d<J('!:J)I { __ I -J/lllY )j d<S(~) 
. -r (),.,l1) "'f"n-c, (J 
. .;>G n C>8 

en-lon ce<5 

d) Si LA € 

/u/ e d (-D.) 

'j 
-/u..J E __.J (__o_) 

f-1 (--L2) u_"f G ;;/(.í2) 
u- r; Á (_n_) 

demosfroci díJ : 5cza.. r.>o fa/ t¡-ue &e;.) C-0. 

€ni-onces 

por lo é.anio 

<-<.lx) ::, MC:.+ Cx} po 1·0 

[...,(_ "1- ( X) ~ /-"'/ :;.~ ( ~ ) 

U+- G '¿' {...n...) 

e) .s.: entonc€s u.. vv- E' -::;Jf_G_) 
'j Vt. A V- E ~ (-0.. ) 

Se-a X'E ..Q j 
8,-.C><) e Ll. 

::;,.,, pe"rcl1da_ de _sene roli..dod poc/e;r1o:s -supc:uH?r 

C<fue rno'x. (u,·v)= uv-zr(z)=Ulx.) 



en lo n ce :s 

u. V -u-(x) = t.<.. lx) -= _L ·i U... l Y) d G""C::¡) ,,_, 
-¡- 1),.,(1) .;;:,~ 

eriton ces 

por lo ianto LL V-V- e ·:;J (..Q) 

De man era onc/ lo.:Jq_ se puede p,.obar ~e 

U.. A ir € _J (..D.), _ 

.f) be nuevo pode rno.:; uid.i zar I Q .fo'rmula, lniefJ ra/ 

de Ca..ucJ.i!f (ver 3, ¿¿ PºS ") 1 paro 912nerar vernpl~~ 

de /i,,nc.;on~ :Sl..lba>'rnÓnicas (). par-6ir de .funcioYHZ.S 
D.not.1. -licas , _ 

en-lon ce.s 

6eo.. r>o iol 
Por- leo /o'rrnula.. 

CjMe /3r(:Z) e ...o. 
Zn~eg,,..al d.e.. Co..ucJiy 



if) 

== 1 ¡ :f! s;J /Id§¡ == M r r z) 
d/3 lf/ 

/ M r (-z-) 
/ ,¡>{2) ~ /i'-/ 

en-tonce.s fil € ~(fl) 

z= x+?f,¿ 
en ton ces . ~ 

/~("2! ;¡:: ("XL/+ 'j J.f + ~ X 2 !:f .:1) a>. G d(..o_) 

<?n-/vnces /f?{2)/:(-';1!2.ft¡2.)Yz G "d{....a) 

.¡ ( r ) :: e '! -= € X ( lt,";J 'j f ..,; .S en !:f ) 

enitrnce.{) /-l'C:z)/ = ex s ¿/(.n...) 

Si u : -il -?> IR. e.s orl'Y1o"n/c..a... y t.p: IR->IR es 

conve>c'a.. en-ionce::s tpo U_·.'-D -· -1>//Í: e.s su.h
armónica.,_ 

clem~irocio"n: Corno tf e:s /?,'niia '1 con·knua..
1 

e!!. 
tonces ba.stq demostrar crue 

tp i¡> U fx) '~ _I f l'v 

- -?6--nci) lfot..t¡-.-y) do{y)::::: Mr{x) 
tpou_ 

. é:>(?, 

tlx e íl / V J3r'lx) c_n_ __ 



por /o -éa n t;r~ 
. \'"' 

< lf o t.<) rx) ~ · M ex). 
<.pou. 

Los ejemplo.::s e '1 d ..Stn? caso.s partz: c.u.lor<?:s. 

ele e~ie 
1 

ho~·endo c.p (t; > = 1-é I !:f c.¡>{-t) = t V O 

respec:t;i,u-a rner-d r?. -

u.. : 
-re. Bion fl 

convexa 

_e¿-~ 1R 
':/ e¡; : 

errlonce.s 

d en?o.sérac; &>~ 

.Sea. ~e_Q 

, entance:s 

es -subar;-nÓn/cet .::.obre /q_ 
1fi-..,,1R es cree/ente -y 

l.fou.. e.s ..subar.rno'nicQ,_ 

en éU>?ces 

por srcr </> 
Cree/ente 



por fo ion to 

por lo de::sig, de 
Jensen 

L°) 5 t u. es 

/u.j'P es 
arn?Ónico en 

subaonÓr-i /co... 

·t> .> / 1 entvnce,s 

y_ 
u 

/u.-/ e:s. su..6orrnónicct 

e:::; convexCL 

'1 creci en-be._ 

r/> o ju./ é -::;f { ..n.) 

.:zs,_ Propo:sío'on: 
Se'a,. u. ; fl _.,,;R.. u110 /unc.iC:n .sobr-eor,.,..,¿,.,,;cec. 

en lq región _()_ enicnce'::.. 5o./i-s/oce el pr-/ncip/o 
dr.2./ lYJ1~1JiJ/JO, _ 

demosiroci,;,.,: Supon3an10~ re ha'j Xo'€ _()_ lo/ 
o-ue ll(Xo)= iílf U(X) 1 en-f?:ry¡ce.:s éenenw.s c¡-ue. 
I x·E S2.. 

S e-0- r;;. o -fa/ c¡i-1e 

LL{Jfo) ~ M::.{xo) 

Prin1ero deo10::.-lrorCrr10::;:. 

y Lue'3o eri _o_ - B ..... tx.o) 

8 rfXo) C -'l. en fon e e :s 

9ue U(;i:.) _ u..l?Co) en E3r(Xo) 
1 



Dernos-irC' c/o1n de c¡ue u lX)::: Uf;(o) pora.. éocl.o Xél3r(Xo) 

s~· )<.é df3r{?to) 

+-endrl orno.s c¡-ue 

crve ex/sérz .f>o 
tf <: 6cf.(X) ( 8.,r{X) 

en ·fonce.s 

en to h Ce.5 '-l.l ") ~ u....IK o) J d~ no srz:: r a:s 1" 

U..{Z) > ul-Xo) / lo cµo/ Crnpú:c.o... 

·tal c¡-ue u..f-y) > u..txo) para toda 
e ..a..) por ser ú .s, (! I ¿". en _QI 

I o 

crve 
para. 

olonde D-=- B¿IX) n 2>/3r(X'o) 

> ri~i {fulxo)cla-l":J) +-f u.lxo) cJ~l'ld)J 
..,. 6",-,(1) 

D d>BrlXo)-D 

= _I [ut-ito) ón (-¡) 7 = ll (X 0 ) 

-rl'l-I 6'n{1) J 

cual nos _//eva. ct lo.. 

u {?t) > <A-l>!o), Por 

-toda X G ó>6 r /-X.o) 

con Í:ra..c/ ,·ccio"n de 

to -éan to c..¿(x)=U{Ko) 

Ndtrz.s<Z rg¡-ue no .:solo herno:s proloado ~e 
U.IX)= u {Xo) para.. -todo... X€: d f?:>r (Xo) 1 ~¡no 
tombi<?n po""o.. lo.s punio:s ¿ntczriore:s. ele Br(xo¿ 
por cru e .S t: X € 10_ r /X o) e X i S t <Z 5 ~ r ta} c¡-v e,, 
X e .;>.B.s ( Xo) ~ el or9 u,rneni.o Ql'IÍ.<?r/or -l-or11 Ó/en 



va le. pues 
.s 

U...(Xo) ~ f1¡,(,, f?Co). _ 

Ahora para. clemo:dror c¡-l/<::' u (7():: u (Xo) poret. 
&oda. XE _n_ - BrtXo) J .s~ Frocede ¿sr.n::tl c¡-ue 
en la den·10:s {ro c¡on ), e ch a en {o) donde ?robq -

1170S c¡ve lo..:: funC1 aue:;;;_ Qrn·}Ón/c.o.s .Setu . .°.s /ocen 
e.J PR UJ e I PI o DEL /4 I /'JI'"" D • -

:;¿e¡ - Propo.sic,"cfn: SiZa. u..; fl_ -.t> Jl?i.. uno. /vnc1oj-1 
sobre armÓni ca en /¿;,__ ,~eet"on a cuí.ad a ....c2 e ;P,"'. 

S~· t/rn (,." ,, -::/ !.{_ r -:e) ~ o pC< ra I od CL- :;¿e a .:..<2 .J 

;; -·~ 
z E ....s:2 

entonces 

clen10..s i.rac;o:-, : 
Supon3e>rnos hoy un ¡;unio :?o e. ..C2.. -Ío/ ''lf./e 

ll (7.o) <O . .énr'..,.,nce s. u.. no es cons-tan-ta. 

En brnce.s 
~_Q 

~ 

L/n; e:·t? I U t;z) 
z. -o~ 

Dado c¡ve '"!/ e.s ...s. e.,· 
un n-i1';-,1rno ne::;C<f.-vo en 

p.:=ro e::;io con-tra..c//c": 2/ 

en _...:=)_ J cl::-áe cdcon-r..or 

_a_.) ele hecho en SJ....; 
p r i ne/' p/ o del /YJ //1 /rno. 

Por lo lcmio LL ~ o e ri _n... _ 



.30,- Propo:s1c1o'n : 

Sea.. u.. : ..L2 - ,... 1R uno 
ca en __(')_ • Sea. vV e· .fl un 

compacio 1 Con W e .-n lj seo.. 
con!:; nuer con -A/w arrnón/ca 

.fu n Ct'o~ .sobr<?D rrno'11 ,· -

ab;erio relol.ivc; fflG'nl~ 
-h; W -<>rR. uno /'une/o/-¡ 

s,: u.. ;:... 1-, en ~-VV C?n ionce-::5 

d emo.:slrac i Ó 0 ~ 

43a.s-t Q... cons/derar el caso erJ 9ue .....o_ es C0'1é'Xo 

pues 1 en 9en~rol,1 u.. '1 h ./,-eneo /qs pro17/<?clad@::::, 
n?enc/onado.:s en el enunct"aclo si 'f .sólo .:::C: lo..:s éie -
nczn en coda con7ponen-é.rz cone.)(.q ole ...a. -

5eo. UJ = u - -A en VV <?n ionce:::. w ~o en a VV1 

.P,-nt-"ia !::/ s. c.¿. en W 1 de hecho e.:s s. e.i en W. 
Por oiro lodo 

1 
~¡_ x e ...O., -r :>o e:s fa/ cr--e 

Br-Cx) e w en ion ces 

ú.J(X) ~ 

a.:sl c¡-ue 
11:; (x) por lo -Lardo w E Á {W). 

UJ so-l:Js/oce el principro del rn/n/mo oh( 

Por olro lodo 1 ~iendD W cornpocio 'j uJ s.e.1.' 0J11' 

eisia.. al conz.o :::;u rn/nin10 
1 
p~ro er7Í:onces lo olconz.a en 

.;)w no en \IV Pero en C>W e~ .s;ernpre no ne:;a-

1:.ivo 
1 

por lo c¡-ue .:Sifju~ ::s.-endo no negativo en VYj 
lo c¡.µe fermina /q demoslrociÓn . 

la. propiedad an-lr?r/or de hr:cha coracteri za a las 

funciones ..s0brearn1Ó ,r¡/co~ .sobrt? uno re-9;0~ _Q_ Corno 

.Se de.sprende c:iel ;::,igu;en te teor<<?1??a, -



3 J._ T eorenia 

f¡'nido.. eri lo reg.10;? ..í..L de IR. 11 
1 .si u. e :s 

rna yor "}-LA e - ca en .-0. . En~orices u. es 
NICA <2n 12. ;si '1 .:o.o/o ::s1 clodo.s 

:func;a;-, de -
s. e. t. '::J 

SOBREARMO-

Q) un o6iert~ relo(/vo"r,en-é<Z cor>?pacio W C-<2..) 

Can W C-0.. ~ 

b) una f~nc/on con+inua. -A ; W - 0 IR 1 con -i-i/w 
' . armon1 e a 

1 
ehtonce.s 

u.. ~ -1'1 en ;;)w ~):.. u... >.,.... -A en W 

Den?o:sér-ac/Ón ; 
SÓ/o Polta... probar la ::su/,"cienc/a:. e/e la. Cond~·c;~ 

dado... poro la .sobr(?Qrn7o;,,/c;dad de tA- 1 ¡:>aro /o evo/ 
ha.sia con prohar 9-"'e u excede a :su ?ror.ned.1'1 <?>7 

_o_,_ 

Para. ello/ seon x~-'2 , Y-·>o .¡o/ c¡ue (3-;::;;;;) C..Ll. 

AnorQ <;;en . C) Br{X) C?S C'ornpoc-1.a. " Por lo icurto u. er/con 

'ZQ .Se.(.. m1~/,,no ah/'" d19arno.s n-7 • Es dec/r u~ ff1 

en ;(;)13.,. {Je), Luego ex/.sie uno .suce:sio"ri d~ /vnc1ónes 

contil'1VOS t lfiJ jGN cle.f,·niclos €:1l 06 r (;ic) --1-ol 't"'<!: 
rn ~ tf>J 'IJ 1 u. ah/' , 

Paro cada. j ~ J " sect -/1: B,,.(x) _.,, IR. do do par 

.si !:! e /3r{>t) 



Enionce:s W= f3r(X) ':f h· u ·scdi':::; -f ,c,c r.:.· 1; /o.::. C,;_o,')cJ¡ C! [,r,: 0·:; 

CI ) '1 b) ole/ enunc.;odo ) Odt-'1,10~ ele c¡~'e u.=- /',. 
:J en 

é) 8,-(;l'.'), lvego u:;; Aj en Orfx) E 1) tC).o ces 

Ll{X) ~-AJ{~) = 

__ L f (/_ {'Y) d ó"f-:J) = /./¡~-(,,) 
UE.-

lo prueba 9 (I{? {..{. € _¿ ( __ ()_ ) . -. 

Corno una con::sc:-c11c,-¡c1'ci.. i,11 º'cd. rrl-0 de e::;i. e, 

caroclor;zoc:o'n de /o.::; /,une/enes ::::.ohrr;-or.nu/nlcos,,. 

poden1o:s dor O-Í.ra Cor oc éer; :::ac/a~ cJG!' <;;::s{o e/ose 
d<7 funciones .Zn -térrn/nos de la :LtJ7E..&l?AL DE 

'Pól.:SSDN -

3.:l.- Propo::7.;c/o~n S"°a. u..:-r'l. -"->IR uno func..1.on 
di:?f/nidc¡ fZn e I OÓi(--rtD ....t:L de JR.'"'; s~ u rz:s s.c, 1." 

'j rno r.¡or e:¡. ue -«=> en _rl.. ,,. C?1donc :?.!:: ur10 eº'' d/ -
c1.on 1"'lece-.sori'a LJ .:::.u-f,·c;enie p~..,,-:::, c¡ue U ::se-a. 
S06REARMDNtCA en _e¿ es 9<1e 

_ 8r{Xo) 

U.Cx) ~ _/_t<.. { x) VXE 5r(Xo) fa/ c¡uq 13r{Xo)C_Q 



CAPITULO jJ_ 

'FUNCIONES DE BJLME.IYTE Af?/VJONJ CA.S 

o._ Xn-lrC>ducc/on ; 

Uii L1-:i.ondo la_ Iniegra/ de Poisson de/inimos 
Jo..¡ propiedad chfb¡ / del promed/ó 

1 
es d ecc./r1 

una. fu ne/o-;, Ll. con valores rea les de-{1oú da. 
en lo regio~ fl de!Fln 1 suú..::: foce esa ?rop/edod 
s / fC>ra. -l-od a... X el .e _Q_ ex 1 .s re o I /n P/J os u .n a.. 
bola e 1?6rQ lo, cual -;K nó nec~ita ...r:er el ,-,:=>¡·¡-l.--,_'"'; 

-la/ °(t"e ut x) -e.s c.3ua/ a !C<.. Jh les rol de ?ot:sso,17 
en :x re.s?ec...-lo. et. /a_ .;)[3 1 en e/ CtJ.sD de los 
de6dmenie a nnon/CC/s 1 rn a¡¡ o r ?are? los .d e.b/1-
;nenle sobreonn~icc;-.s ,_ 

Lcu é'j·emplos son ¿rr;,Porlal1i:es / avnc¡ue ial 
Ve;c . los ?rl1neros ..st?an -/rf y;oles 

1 
¡;;éro_ ha:J olrc;s tf./e.. 

mve.r-1-ron c¡--a.re. 6C.: un CA :/unU.cf,,, ~s d ebi l1ne.n Te ar-
rnd nica. no Ct.Arnple necesaria..rh.en-te el PRlllJCJ

Pi'o J:>SL MllVl/VJO {l..../AXÚ-fo) / lo c.uc,/ ¡;u:;-rce<: una_ 

di fe-rene.ta /?uer~e con )a.s or.rno'rl/·ca.s ;_ ¡'l::=n -/-o.nces 
.se bu.sc..an C6YlCÍA:Óo:nes porct c¡ue ler.s funCJ¿r).~,,t=·s 
de1'ilrnenle or;nÓ /1/CoS, cle61 I P?en k SobrecH.rn~?,,•JC"'5-

o ol¡bí !tnenfe ~ubarmo'n/cas C:_¿un?/a.n cd.::;v.na.. 
fYbfiedod- e;¡ ue se vaycc. _ fetre.uendo al PR /NC1 -

PlD ..bEi- J.-1¡.IJ/¡V)lJ o .DEL MAXl). .. /O ·-

Parq el desqrro//o de este cop/ fu ID .sc:JLtl -

rno:s /a.-s t:.deos de VI 1 ver D, ke/!03 ex.pu-e:::.-tqs ... 
en, . e/ o.r tlcu Jo , 



\\ Converses Df Gauss) Theoren1 
Ar¡ -1: f¡ 1n e u e /'1 ea n /f 

(')11 .f he 

Peio tnfro du c/11:0..s /a_ noi aCJ°D'á y h errarnier1 tas 
~xp4esios en el cop/{:;¿¡ lo I 1 .!:f ele hecho .fodCJ 
al t:fernpo ira bojamos CD7'1 lo.:s ?ro ?;"~docle-:s de 
/q.s ~ric..tooé'.:5 (j,,.,,,f,;,'cos en los be>lo.s 

1 
o d/·-f!.eren·-

c../o..- de/ orU e.u.lo c¡-ue ·é.robcya.. con Y<z.31one.s nor
ma/es 

1 
e.s dcc1r 1 reg1on-e.s de.,-, de el ?robleffla de 

D,· rich tet +1ene sowc/oh porq ~alc¡ut'er /uncim 
c<Sn-hnu a de/1· n,·da.. Qn lo.. ¡:,.oni&r().... ele. /a regroh,_ 



Ar/J?O:,;cos 

.1.- !Voiaci o'n ; 

d;b/e en la 

_fl_-,,,IR 

reg/o'n. _a_ de lí? .. r¡ '1 :st 
l3ore/ me-

t3= 13,..(Xo) e:s una 

en _¿]_ 1 denoiore-bol.a.. 

rno.::; 

donde 

r<Z:specto 

:;L.. e~ta.. 

c12.·rraduro.. con-éenider.. 

HJ. (x.) /a COn?O ; 

8 {.I:! (X) J-j/..{..cx)::: 

l<.L-"') 

es /a... .INTEGRAL D.z: Po1s.soN de u.. 

o 

no e.x/.:; te o no e.s .Pini -ta.. 

2, -. bef,·n;c1oñ : 

I a rc1:5io'n 

ARMoNICA 

de::, 

_LL el e ¡R_TI. 

en 11. si 

[ ¿) 

D1·rernos ci~e<e t-! e::: DEB/LJ.//ENTE 

l-t.. tiene I as si 3uienie.s ¡=>ropieda -

con-étnua en __(}._ 

(U: ) V x e ...c:L 3 -1- = -r (x, u. ) > o 

A la-

en ...a... / C1 

ne/"a/,·:zar 

':J U. lX) = J-J!J: {x) 

el o.se ole funoones DE61J .. ME.1v TE ARMVNICAS 

olenoiorerno.::; pc:>r -f'-/ o&l {...O..) . -

de-f¡·nioºo'ñ Surge ele una '6Ús~eda.. por ge -

rec/proco del /eore.tno de Gous.s .sobre el 



'' propi ,·dad de/ pn:::;n;ed/o '". Fw-lo es 1 ac¡~/ .::JoLo,nerJl:e 

..5vporJc>,,:.-·s c¡<-<e pora. cada punto xe-U rzxi:::,-l.e un 

ún;co ,·c¡d/o Lo/ 9ue Utx) e:::, c'qvo/ ü su. "rrome?

dt'o '' c?/J una bola 1 ot.ln cua,?do el pun{o no :sea. pr!?o· -

.sorneot e 

El hecho de 9ue el rodio pa1"CL e/ c.uo/ .se 

igual dod Lll><) = ¡.¡!]rcx) depende tanto 

CUY/J -

de/. ple lo 

pv.nfu X corno efe /a func,.o';, u 
1 

YJ(U ¿.rnpide -te..r7C?í 

poro el e~.pocio -/!J.,19(.L2) COt'Y>O 

.Jon elern>?rrlos de -f./Jf) (fl) er¡l:once~ 
prop; edodes de.seaóle.:s 
sen'on ;ji, 

ioo;l.:Jt="1> G-! u_ /- 13 -ir I u /\ -rF ,1 u_ V V ) e te' -

, f 

.l./.- A17a103aJJJent1? J u e:s 

N 1 CA ( :5V.OARl'/JDN1CA) .Je 

u) 

{ i) u 125 

( ú) r:::..r{:z,1-1).>6 

l3r 1-L ex) {u{x) 

A e.sía.::. c/ose.:s /o:;, deoofol"tZmos 

do& (::J.. ) re.:; pecti va me'1 üz, _ 

(!"S 

Po"" _..¿.fil (fl ) :! 



Eito e-s inme:-d;oio · df?/ feo,-,vno ;;1 J; dtn?dt? .st..' u e.s 

O.r/?'?o~ica en Or/Xo) (?nhnces pO.rCi fodo xe /3r(;1t.o) 

l 
T 8rCYo) = 

u. x) = J...u Cx) 
1 1 l3r 

;_, (.,(, (x,) 

Toda. -f?u11cion .sobrear1no'n1ca. 

mo'nica. 
1 

Á CJ2.) e Á.;n <-0; 
/ 

. ,,, 
a proposicrorJ ao ,_ 

·A si' +amb,- ~;, ':;J (.fl.; e 

e.:; dt?bi/rnrzné<? Sobr<?ar

) r;(.sio e-s /11 n> ed,· a-to de 

(ü¿) .5C?a. f la .f/..,nct'on d<?f;,,;da_ en lo l1gura.. i :sobre 

el intervalo (0,1) 1 /q cual <?.:> coniinua.. er¡ e/ {0,1) 

'f poro 6oda x e (01 1) 1 <?A:1::Ste li>o ial c¡-ue la ·ec.ua-

cJon /A..{-;;¿) = j¡, {u_(-¡¿; .J.,) + L/..("J<,- _¡..,) r 5e C.LU'Y?p/e.) ti.s 

olee<·,... e:s-ta fu,,-,e.on P"'-"ie,-,ece a la ,{c,,,,,llü;,, 1-/.19(~). -

\· 

En la f!,·9ura :f. t>e ve claromenie re no e.s Córd:t-
nua.. en el o ~ en o. I 1. D<zr;oiczrno:s col? a,, 1 bn /as 

abscisas de los p,"co.s 1 O.n los q..ue van a da,- o/ uao 
' ':f bn las cr-1e van a dar al cero. Pa>"a. probar 9ue 

:satis/ace /q p<"op; edo.ol debil del promed;·o 1 primero 

no=> /,j c,,nos en ' /a.s x"~ 9-"' e no coinc./ e/ en con I a:s 



On :J bn ) para.. eoia: ;KJ u e:s lineo/ ':1 ent:onces 

i.i ene la pro pi edod de/ promedio pora.. alguna. -f-itx), 

de h ecJ10 ) poro.. un nÚ mero ~rJ/i/J/tO de -J!i's . _ 
Para.. cua/c¡-u;er an nos l')orno::s e:r¡ Ja :suces;an 

Íªkf 1 eth/ pr:;dernos e.:sco9er Q¿ 1 aj +ales c¡-ue 
d{an,aJ) = o/[a,,;at.) =- -?-i a¿< o,, <O.J 

1 
luego 

u_(Qn) =- i -==~(uCo¡_) +- UCOJ)) 

Para... bn e::scogern o:s ele rnot?era.. análoga./ aden?OS 

hn 'j Dn no Co¿ncicJen poY"O nirJguna - 77 :> "':f Q:n-/r(2' 

olos an J Om Consecut1 vo.:s solo puede haber un bn ,_ 
E::>ta. /?unc/on no e:s arrno'níca.. Pa1u. cons-iru/r las 

.::;uce:s1ol'1e'-5 ianf ~ poderno::. u.:sor /o..s punto:; 
con ab..sc..í:sos 

a 

sobre 1::1 =: i. I 

b = 

.sobre !:f =o 1 

X ""Y;i.. . -

k=,, ;;¡/ ... 

y los punl:o.:s con la :s ab~ct'.sa.s 

_j_ _/_ 
) 

I 
::¡. ;;J_k-1 -:¡-, ,;;¿ k 

k= 1, ;;¡_, ,. ' 

J - -L _J_ I - ~_J_ 
"}- ;;¿><-1 ) :¡ ;;¿><. 

las cuales Son .::,irnc!tricas J"e:sprzc..io a. 



( i.u-) Lo. 6i 9uienie f!unc1'c:n .p:zdeaece a l0t fomi/.;a., 
-f4.fJ{_o_) 

1 
es coni;nua <Z'/J -L2.. 1 ac?erna~ Q/c.onza.. e/ 

m/ni mo l:J e/ rncf;,c,·mó en ...Q. 
1 

pero la ..función no 
es C.on::;tanie 

1 
es declr no soti-sfoce e:/ PR1A./c1PJ0 

DE.L /V)J/-11 MO 

Se:a 

definir la 

-t-n = · I - Yn 

Xo un punio .fijo 
-función tornerno-:::. 

'1 e eniro en Xo 

!:f _Q = B:l { ::éo) • Paro. 
·las bolos de ra.d1 o 

o s¿ d (~, -xo) < Y;;i 

U(.x): 
1- ::;..¿ d 13rn(Xo) ,1= 3)5/ ::;r.;··· 1( G 

o Si. X<:.. .;;>Br,.-, {-X.o) n= .;;i, 4, " 

. Ademc/:s en coda corono 13-rr¡l~ - 13-rn_p;itc.) 
definJmo.:; · Ct u como !.a .:soUtcio'n al problema de 

J);rfcn let en d/cho regio'>? 1 con los Va/ores o J :!.. 
en la .frontera YV2.:;pecuvamenie. -

Ahora vrzrtZl'no:s c¡-ue 

a ) ;:s¿ x <5 B fe l -:i: o) 
1 a 

tun?en -le pec¡-ueño 
en B¡,. ( -Xo) u es 

~ 

U G t./ ( f3~0,{X0")) ,-

ha.si.a io1??ar un n:1d10 r,, .:su-f!,·c¡t::!:! 

paro era e Br (X) e B};, f-Xo) . ':/ 

;;dént:i..camen-6e: cero J es deCJr 

b) Si -;e G U 13r,., - 8-r. ex ;~te: iarnble:n un Y'ad;o r 
-n=i n-1 

<SlA/tcie.11ternente pec¡-ueño para 9ue 13,-.&c) Cl3r,,-4;,_, 
para a/51.ma neN J pe:ro u G -f-1 (Biri- ern-1) 



>< e l3r--n-t ;;i '::f q,ue 

u s ~..& r__a). 

En lo:5 dos úfl:;/Y70.:s ejeYnplo.:s, las funciones per&~ 
nrzcen D. -f!.,/.t> (_o_) pero no son c.r rnónico s. 

Ademas ctlconzan ::su rna"x/rno ';f su rn{n,-fl')o en 
pu.rvfus {..rrt<:zl'iore:s 'j 110 ¿YV>pit'ca, °{'Ue seoY> consi:aT"!._ 

te::; e.orno -=suceda CDn las func!lone:s QYrY>Ónio::is 

Ahon::l. flQs ¿n-Lerrzsa es-ludrar lo:s pr;nop1os d<Zl 

/YJAJ1/..lo o MAxil-lo c¡urz :saÍ;/s/!acrz:n las -f!unci"one:s c¡-ue 
perÍ:<Znecen a las fafflilJ:as -{:.¡..JO (-Cl) ..J.,¡p(..fl.) :; 

':;/ ../) (.D.. ) 

<o.- Teof'<Zma: Seo._ ..L2.. una re,::;;ó,, aco-lada.. de 1Rn 

u E A~{.fl..) 'j coy¡ t1 nua. eri ...cL enfonces: 

i'. ) u a..lca.n-z.a. su m/niYYJO en ;;;:>-L1_ 

¿¡_) :S¡, u.. alca.YJz.a el ¡n/ni/Yló en uy¡ punto 
if>-é<l"Nor :3<'o6...f2. enl-onces U.{!j)::: U..l:Ko)-=rn paro. -toda :fG;sa,, 

})qmasira<:-1o;J : Es e/aro cr-'ª bD.sia.. pl'"obar e) ~e.Bundo 
crici.;:;.o 

1 
pues .s¡ no a/canc:.a iz/ .rn/n;,,,,o r;:n punto 

in-fer1or 1 rJecesaY'iaYY>eoi'2 lo alcanz.ard en un pu..n&o 

ele CJ-C'l. 1 ':fª ~e _f2_ e:s =,.,..,poc.+a 'j u es con6J -
n.ua. oh/,_ 

d12mo.:;l,,..oe1o'n de 

SG?ct.. rn=i..flfucx.) 
XE--C_ 



Sea X1 €E erréonce-:s e-..>< ,·:s-te -J-
1 

( x, 
7 

u...) 

pue5 

enlonces .6r, 
j-/ U. (-,¿ I ) • {A) 

Por otro Lodo rczc.or cierno::; c:rue 
5,., 

/-/¡,{, (?C) 
u- (-X.) ~ XE:i Br, [IBr, 
lLl?L) ;; ¡,, XG _Q_- l3r, 

:J u_ {-X:.) ~ U l-X1) = J?? para. toda. Xe .Br¡ 
Ul-x'.)-rn .>_,. 0 

?? ? ") ?? 

IZ/J b:rnces _r:;_r, {x) ~ rn 

e-n par·l:icular paro X 1 

T,~r, fx,) ;::. Y"Y> 

para.. éodcx.. x € Br1 ••.• (B) 

•. - ce. ) 

As/ fenerno 5 
_ Br, ( ) 

_l.,t.<., ~, == rn (por A ':f e ) 

P 
13r, 

el"o Iu-
eJ m/n; rno 
clcf .si e.o 

Adema~ 

rz:s ar/YIÓt?ic.a.. an l::,r
1 1 

'j corno alcanza.. 

crn x, J por <2/ PR1.VC/ Plo Dé.L M1A.J¡,t.../O 

- P.>r, ar, 
-11.A... (-.¿) == Hu.. ('X) := rn po.ra -lada x.e- Br¡ 

U.l¿J0 )::; lt'm ia/ u_111) ~ 
'd-1>fio 

/ j) 8r, 
~m Cnt Lu... (?L/ == 

X-1>1:fo 

':11 ':fo 6 c:>«:>r, xe 8r, 
'::lotSC>~r, 



entonci:z:s u.ff/o) :!3·rn para -toda ":fo G d/3r, 

pero /..en/amos c¡ue utyo) ~ m 
4>ºr lo tarrlo !.A {-l:J0 )° := rn para. iodo fío G GBr, 

/-la~ta ªlf-l.¿ hernCXS, pré>bodo c¡«e u e.s con!'.:dant<? 

eh .;;>i)r1 .-

Por"a derno:sirar c;¡-ue u...=.rn e.t') 8-I:l.
1 

bcr:,ta. probar 

'fue para_ toda... !:f G 2>-Cl. ':::J poro iodo.. e >o / ha':J 
un punto de E e:n 8eUd) n -C2. _; con rf:sto '::J J oc.. 
c.oniinuidad de U... en _(")__ poderno .s Ce:Jncl.u1r- ~VI.e 

U.(-y) = rn para..., fucla !:f<:. ;;)_Q_ 

Seo._ '::f cu.a/9,,aer punéo en le;, ~--<l. ~ 

':Je. 6 BeJ .y ) í'l J:l l é " o) • 

ConCl'ctorno -x, Coy¡ !:fe por !CA- poli..go-na/ 

<f't [o 1 1 J - f:> _()_ ?f1. ( 0)-: ;K ¡ 

. O' Me[:,; f,-cahle 'j c.on ú..nua . 

Co1n o o' cz:::; con t;n ua.... I '2X; ~ trz t, e: (o, 1 J tal crue 
?"(t,) =='- -x.,_ E @Br, e E I en+onccrs UlXó>)=l'r) 

Paí'a. Xal ex.~te -?aC-Xa,u..) tal re Bra.., c....a.. ~ 
Ulx.,_) ~ H(1.l1t.:1) 

1 
por le. cif1·rn?ac.1"o~ probada... 

.;i br;;¡_ e E I c;/e "7 t.Al2Vó lo. poU.Sona/ o{ebe cortar 
·Ot 85r~ r:z,-¡ vi punio 'X3 1 u~ dec.ú- ex;:ste t;;ie:(o,J 
tal c¡-vie ?Jllta):.. ?(~ • Continuando e::::.f::e proc.es0 

Í;e:ne1no-:s Jo, SUCesio-;, .¿_-x,., Í nGN ..J-o.f re 
'.lty¡ G -l2 'lCri =. 01 ftn+1) in t:::(o,1] o<ti<l;;;,, __ 

lj Uf1tn)-= rYJ para_ +cela. -n e:!~ 

L · ' i l <Zs cn:zuente a -::JlJ ce61 on tnJ m:AlJ conller"ge pues 
l:;f ac.ot.oda.. :::,u.peno<"l'Y>ente. ~or"" l._ 



S¡, pa,·a al9u"a.. k. ·1 --K r< 1f e 

U..,{-<j€.) = U(Xr<) = rn !:J eFJT:onces. 

b-u.:scarno:::;. -

s(., :x" :f -:Je fª"ª /;odo.... 1< e /U.1 • 

T eYJl!rnos {<.-<e t1':-n tri == s 6 i. 

por .se,... u.. can f-; ,.-,,ua. 

S.: .S< 1 1 ~Cs) =-;;t's ~ u..tX5 ) = n-i 

.'1º o e.abe. rnos pue .s 

~E- e.s q;/ ?unéo cr-'e 

~:5 {-X:;, u..) >o 1-a! r;¡-ue 8i:s e -D... / 

entonce;:s ex:1-:;..! e 
rs 

U ( -:IC:s) ~ )-/t.<. (X s ) ':J 
u.., {-X)= m pa.roi Í;;ode>.., ~ & d l3r

5 

No ha~ punto,::, de !Ol... poUgoncrl crue ¿néeY-6t?cÍen ~ 
pues de haberlo 1 eo,.,-/radrce al hecho ole 

.P.1~ én = .s = sup ~-f>?f po,.. lo o..ue 12 / fron110 
n-,.oo ne ;w I f 

de la poU9ono.I Corres (>efY>d;en-ée a ['s, 1] e.s-ba.~ CDnl::<I_ 

ni el.o a:n B('5 , enfay,ces !:JE- e .6r5 ·-

Por· Lo ianio h~ punto:s de lo .f!roniero.... ele Br5 

q¡.ue.. oon pu-nio:5. in./-er;ores de 88{1:J) /').-Q. 1 '1 cualq.u1er 

pu nio cie ti.sos So.ti.-5 fa.ce la Qrnd..i c.i ó~ 

Por lo iar;io Ul!:f) =rn para_ iocla _yeCJ...f2._ 



7,_ C'oro/a,-,-o : 
.Saa.. .u. :--.Cl _,. /R uno .func1o'ri def;nlda, en 

lo.. regwn acoiada_ ·_a ele 1Rn, 
SG' u e .-2,,co(..C:-) conttnua en ...L1.. ':f a/con-e.a 

.su rn/n,-n-io en un pu;1-é.o in-terior) eniorices: 

et.) Paro. -toda. .!/ € 0...0.. 

':J * e Be ty) 11 ..D.. cJ o n d e. 
j para -éodo. e >o ~X /.:sée 

u ( tí >'f ) :: rn ::: ;n/n u t-Y) 
XG...Q.. 

b) ::;,; U es confinua en !:f E' .:>...el. en{once~ 

u.ly) -=- rn 

bemosfra cio'n: 
r;..) E.s-t.a... pof"'ie- e-~td_ hecho.. ey¡ /o. dernoslroUoh 

del /<?or-emo.. (;, 

b) E.s ¿ n rnedloi.o..... -farn 61 e'n de I ieorern Q (;. ~ 

Sr?gundo e:ric1.so 

8 ·- Para.. la.:s /unc/ol'lr.?S 

resu... I iado:s aná/080.s o 

Teorern o : Se-a. ...Ll. u no.. 

u € -:;¡.EJ (..o.) ~ 

Ct.: ) 

en :::J JJJ {..a) fendn 'éunos 

lo.s de ~ 'f ;;¡ poro _¿.J.D c...a) 

rrzg1o'n ocoiada. cte IR n 
cont/rH.Jex en .-Cl. entonce::. 

Ci.i) Si u c::ilcon~c. el MAXIMO en un puni 0 

·t:nlerior Xo é ..L2. entonce::. :u.t-:¡)= UC:l!o)= rn 

poro iod a .':/ e <0-"L 



Coro lorio : 

:Sea.. u.:~--J>IR tlln~ .func1on ote-f,·nt'da- en/a.. 

re9/on a.coi.ad a ....a. de:· IR n 

Si. u e ":;;/.J9(..f2? , C<rnt.inuo en_(").. ~ Q.I con<=a .::;<--<. 

rnÓ>e1'rno er; lUI punto inier;ol", C?:ni.once:s: 

a) Para. l. oda ye é)..Q ~ 

!f* € 13E.l y) n...n. e/onde 

pt:lrt:I Í.od Q é >o rz xi.si rz 

U..l!f"') = M = rna'x t.1.{x) 
X~-0. 

b) Si u es Ce>ntinl./a. 

': u..ty)= M 

en .J t: .;::...C1.. rzn -fon ces 

. .é.-séo:s 

principios 

Lj ~.,9(..Q) 

Y'e.::sulfado::s podr1"on proponer.se con?O 

de/ m/nlrno '1 rn/.>urno poro Á..19(...Q) 

re.s ~tFOfl1fPnte .-

9.- Propo.:s1C:.,,on ."· 
:Sea.. u.:....t:L-7>/R. una. lunc/e>n de/1.l'J1.da...- en lo. 

~e91on acoia da.. ....t::L de /Rn 
S.; u. € f!./..P (-"1) 1 aoni.1nuc¡ en _a_ 'j al can"Z"e>.. 

/ 
,. / , _L 

e rnox1n-70 'I e n?1 ninJo e-ri .L:L en -i;on ces 

u. e .:s e on s ta n é e e n -Cl.. 

Demo:;ira c/o"n : E .:s un corolor1ó de T<?oretna. (o 

y Teorema .;> 
1 

pve;;::, i fl1 ?úcan 
a-ue rnax tl.(~) n?/,/"J U(:K) 
-, xe....!l ,x e ...a 

~:sta... ft'opo:sic,"o'n /o.. poclerno.s precisar con<7 p; 



¡O,_ Pro po.s, ·e/o~ ; 

a..) 

ó) 

a...) 

Sea. u:~ -1> 1R. una .f"'nc1'on de..f,n1de::i., r;::/) la. 

,;:s¿; 

acotad a. ...L2- ele· /A,., 
{.,(, e fl...JJ) (-O.? 1 cont,·nua. 

e~tonces: 

olean za. 
, 

u .su rno;ri1Y10 

<?nion ce.s u. 12 :s cons-éant~ 
':! sc..c. rn1'n/n"lo en 

<?n -0. u 1 !if • 
5 "° las cot a.:s de e¿ en _a_ .son el /si/n -l:a.s 

entonces >')O puede olcan'l:.ar o cn·nl:u:Ns.-

Por co /-olor.- o 7 . .b 

Por Coro/ano e' 6 
En ion ces n1 = 1-/J ¡ 

en .D.u?:Yf 

u..f""j)=rn 

u.l'!:J) =M 
por lo tanio U(X) =n? = M 

...a.. 

b) Supont¡Jarnos 't'-'e u olean-e.a. Qrnbas cotos1 por 

lo -prohod() en e·J inCl.so onlerior lendr/Q,.,,,o.s 

1"-" e m =- M 1 lo cua I con-frool/ce ffJ :t. M J por lo éa;? t-o 

no puede alco'Jzor o.rnbc;:s coia s en ..n.. -

/ Lo.s -€Jt?mplo..s ~. iii) -;¡ o. iv) -no · c5on conlrq_ 

ejemplo a esta.. pro¡>o.sicion ¡ porc¡-ve · en e:so.s 
olo.s ca.sos lo...:s · f'u.né/"one.s @ :Son cont,·nuo.s 

fi!:I') €>-Cl ¡- f:j e'.S pre~· se:, nu~n i:e le. Ct!>nt1·nuidod e!n 

un punto de ..:su.. fron;lera. lo 9ue cle/.-ne <?./ 
c<»nportaP?íento de /o, .fwnc1oñ .. 



Sea. u: -<l. -.t-IR. l<na f7unc,.on c/e/,"nida., en /a. 
re9/dn ...a de 1Fl 11 • S¿ u€ -J.,L9(-C2.) 1 C?.s cont.1°nua. 

Qn ....('2 ':J Q/can7:a. :5l.(.. m1'nirne:> en un pu'1(o XoG...Q 

entonces 
ial q.ue; 

exi.:sie una cubierta. ¿ Vifie;.I de ...c2.J 

a) V,· (2S u na bofa Cu'::fa cerrC?. dura. r:?.stc{, cordeTJi" -

da en ..Q 

ó) u(z:;=rn=:m/nu('l>::) 
X e.Ll 

poro.. ./:;odc¡ -ze ~ r:.r,· y 
ÍodQ i e I 

<?.)Para_ toda lEI 1 exi.::de ~i€Yt.· l-alc¡ue· 
{.(..(J:'/)==rn 

Dfi?~o:sirac/o~I? : 

t:.lna 

!30.stG<.. prahor 9-" e 
de e.:sos u,· t:f ue /o 

pora... i:oa'0<. x e --C2 / e.xisl:fl!!" 

cont;en~. -

5 &et X 6 _("). 

8r e ...a.. '::1 

en ton ces ex,"ste 
c..<. ( ~) ~ /-/ !!,'f,.,) 

~o.so :! . - :S,; U...t"K) = rn en ion ces 

toda. ye ¿:;)J.3r ( lo.prohorno.s e-n 
de lo.. clerno.strQ c1·0~ ole./ Teoren-u:, (, ) / 
iornon-,o.s 7..Ji• = 8r 

!ol r:rue 

u { "'j ) = hl para 

Jo. ,pr..nnera porl:e 

¡:>or to tonto 

Coso ::i,_ Se.: uf?::) <1- n-J 
/ 

ole nuevo rec..urr,.rno.s ~ lar.. 

pol-<:9ono I c¡ue un e ~o a. -:K ·"j o /q ~uce:s1oh 
de punt o.l:i :<:'n = o' ffn) con i:n e [011:1 una .::;uce::.ion 

cr-ecu?n i-e J tal c:rue u (:Y,.,)= -rn . (es cteC1'r lo l'??,".:unq 



(/m in - S ::. .:5up fn · < -:1. 
n-1'00 'n<iN 

Sea ~:; = es" (s) en./once'$ u. 1-Xs) == n'? ':f 

"l3J:<s> u.)> Ó ial <fUe u. (X:J) ~ µ/]rs (xs) 

Eriionces i.a"710tn1os Ve.· = 13 r:; 1 pLle.:5 por un lodo 

;saben1o:s Cf.ue Gll<:f) =- ;n ¡ora loda ~e _;,81$ !:J 
Xe l3r. 

1 
de no st<:r os/' habrtá.. vn pt.n-Jt6 >!E C>L3'S 

::. ..... ..... 
./o/ c¡ve :i! '::::. 3 1 (::;) c...n-1 .:s > s lo cual con /-,-o d.- ce 
el hecho drz q-Ue l1m tn == :=.up ~ t-,.,f =s. -

Por lo ianio 
X€..n.. 12")(1°,ste 

Condi"c;one.:s 

n-><>ó ,..,~,'-/. 

hemos probado ~~e para 
Ut_· 

1 
c¡-ve .soi:/.s f'oce /as 

/~.- La cs19,,uent<? func .. /o'n u.. C/"'e ole/,·n¡ Yen1os 

per lenc.--ce °' -f..!..J!J (-.C2 ·;) tj con?o en /o.:s f&·e;nplos 

S, i..tl) J S.i'IT) o,lca11cq ~"' ,-n1"n/n10 en un 

punió ¿noferior pero no es consiet.r7Í: e .1 o cierne/.:; 

es uno ..fluncio0 no oco-iadt:>. -

I _a_= 13~ (f.I) 

Sea ~ e @ B, fo) :J ;K, .1 ~;;¡_ .1.... pun ios e.n 
eJ srzgmoréo ~ con )q pro¡:>,.edad ole 9ue 

O< dfo.1X1)<dro;><~)< ... <dto,~)=-i ~ ¿,;nXn=-i!:. 
n-; o.c.:t 



AJ rr?.ole dor 
ole. rad/o 

de e.oda x'7 
A 1 fo/e5 c¡µe. 

C01'1.:si rt.1 í n1o:s una bolo 

. 
SC?an c,J e~,··· holas Con ci?nfro ,Zr] -:K.1.JZ-::z...,1·-· 

re.specUvon.enie ~ rad1·0 -r.-. • 

donde 

en ton ces 

Para. éoda. 

dado 9ue 

se: !JE f3;;Jr,-,f:K) 

por Jo iani 6 

bola 13.;:rrn(-::t') e l.3n 

[l-dfo,:it'nr-1)] < ~..Pn 
3 

.Sea. X é Cn 1 coYl.s+,túrno.s /3d,../:K) con dn:.c//l<1 Xn+-i) 

e> ni.onces 13dfx) e J'.L. ':1 8,., e 8d.., (.><:) • -

f
hn [Y-,.., -df1!iXn)] 

l.tl7t) 

o s.: 

si x e (!,,., 

Donde Y""n 
1 

olri son lo:s radio de¡;n1dos orr1'b01. 

j bn la esco9erno.s corno; 



ial 

~ la e/ecc1ci
1n olO' b ~ T)O dependrz ole/ punto ~'e(!./ 

e.scogi'do -corno centro ele 8d/7t:,) rsobrr? Ct.L!:fa /!roni':?_ 

l"et. ose pron1ed10... U;;¡,_ 

Con-t•nuarnos ele -lo/ n-ic;neru c¡-ue 
,·) hn > n 

) ' rbn [ -;-,, - o!. 1-<J) -X n ).J 
U.n l'::f ::. 

o 

A-s/ ole{!-; ni da. / q func10~ u...) a :s t:de;.,é/cornen te 

cero 17'1 ....t:l..-/!,<!.,, por /o°f"-"e e.s conhnu~ oh1'. 

é:.YJ cac:lec. Ce u -&arnb1e'n rz.s cont./nua '1 s.: 
-:te,';) e;:, 1 ~e C.:, .J-eneñ-1os. crve 
.,..&~ u{~)= ~ { b;:, [r¿"- olt~-x¿JJ) O 
'1j. _, -;t 41 -~-y 



Por lo ianéo u. es. cont/nuoi er¡ --C2. ,_ 

i-i-l?t!) =o 
"'-" 

?<'. ·-= ....el.. - u .<!',., 
J).=/ 

U/?t:) = 6,., [ r,., - d (x/ :i:'n)]) ó 

parq aÍfjuna. Yle N._ 

Solo fa! la... probar r:¡ue 

S/. ><f:_Q- Ve,, 
n:.¡ 

A ./ A e.s q_bi~ri-o 1 en-fonces 

Q:.:>c1°.st.e 1..1n a bola. 8~) e A I O/e oh/ t:¡-1..1e 

r 
=O = u.tz.)-= HL<. Cx) 

- Si' X. E Cl en paY'Q aJfJuna. n) e.:sco9ernos Jo bola. B;¿.,-,_fx') -· 
eon z' e e,, / sobo:rnos <f tAe e;, e 13:J.~nx ') e 8..., 

entonces t.<.l"::f)=o pa.r•a.l:oda. ':1€ C;Jf3 <::i::') por lo Q.ue 
.;tr,, I 

::ir., 
(..(.{?():.o= J.llA.. {;e;) 

S~ :>C € C, ¡oar"'~ a/9una. 71 ) rJO:s f?IJomos en .;},B~r~~) 

~ -;;,rocJ.¡,{-x') donde "?<C~eeri, dnc:d(?!.J%n+1) 

. ;;;;> 8 ~~:) e l3cJ"r¡tx>) por Jo iont-o 

y 



<z.ntonce:s 

/-} horo... éornon,os bolos con cen-éro en '% y roe//(> 7l 
-lo/es c¡-c.ie :::?. 1:''1 < 77_ < d,, 'él- paro -(.ocio.. 7l 

8'1.(x) e _L2. J el ·p,,,ornedt'o ole lo.s volora:-:s ele c../ 

so/ore: C> Br¿ (x.) Vari'O. contt nuo menta: 1 enion ces 

ext.s te un '7/..~ G- {~rn, cJ n) +al 9-ue · 
'r)~ 

U.lx) = f/t.L (x) 

Por lo ianto 

13,_ E.n en feo1'"en10 <o ,1 /~ conclioon ele .srz-r corié/

nua_ en _o_ puede clehi lliarsa . 

. Teorruna: SC7a. -Cl. uno Y'e"f!Jfon acatado. de IR..,, 
ll E Á,p(_Q_) J .s ,: u e:std_ a.cotada.. C:n:/'er,•orrnen

/; <l' en _a ::J 
l./rn {,a/ ul :r) ~ a. pora -lodo y ~a:a

z. _.,, ":J 
..><E--Q. 

U. lx) ~ q_ po r0- f od OL. :::i::: G ..!'"'2.. 

De rn o.s-l:v-ac ;cJ,.> 
Srza. l/r>? ln f u. ( -x.) 

X-1> ,¿ 
xe .n 

U.(-2) .s ¿ 



es Cornpo.c io.> por. f O -tonto u olconz:Q. :su. 
;n/ni°nJo en ..O... 

alca.n:za.. eJ rn/n1rno 

pues e.so cr<lef"e 

fa..} c¡.u e. 

rn en ó>-Q/· ya aca
dec..·r c¡-ue ex.i.st:e 

.• -.. ( ) I """' ; 11 _j) " /"' ) :>,. r.. m = Ll 41"' = !.-',,, ..., r '""-"" ~ '-'-
X-">Yo 
:;t" 6 ...Q.. 

. entol'JCe.s 

Si c..c. o..lcani:.o.. e/ mt'n;rno en Xo 6.....t:'l.
1 

,Q,s-tCL clernqz 

l:ra,,. el .tSi"eu/en-le Len?o.. 

Lema.: Srza.. _e¿_ una rea;t>'n acoiada. de IR..n 

u e -J..19{..0.) acotado.. ¿,,, ferioY"ffien-te. y ex.i.:ste 
;J! 0 E;; _Q +a/ ~e u_ { °Zo) :: n? I ~ tA (>e) = m 

I xe..n.. 

enionce :s ex1":s&e ...,.. > 0 +a I 

para.. -toda. :X. é ;;;} 8r (donde 

~e L<.{;;()=m 

-Xo G 8r ) 

A par-l:.1°r ole e~ie lel'Yla.. !::} al proceditniento 
de la.. poligor¡a/ 1 pacJemos coYJs+rui'r 1.01t:L suce:s1on 

{::t'tif ne.JO Xr. 6 .-<L -fa/ o¡ue X>'] ~ "J. f'ª"C\. 

~ o.d«X. ~e e;,...O.. 1 !j a dernC:.:s "l<~ri) =m 

en tc:wi e.es l1'rn ¿r¡f. U.l'Kn) = h1 ~ Q 
"7"1-l> ºº 

por lo io V1 +o 



lt./,_ Lema: Sea ...o_. uno. re3/o'n acotQdo.. de /~n 
ue A,.g¡(-'1.) acoto.do.. ¿nfer/ol'n1enÍ;Q: y e><./:sl::e 

'?to G -C2.. +al 'fue · U./Xo) =- rr;/n U(x) = m 
Xe:~ 

en-lonces existe -r>o 
-lodo.. X e .;i Br I donde 

olemost-rac/o'n: 

ta I e¡ ue 

XoE Br 

Dacio 'f<"'e c.<.. e ..J_p(..D..) l pora. 

r>o +a/ c;¡---ue U{Xo) ~ 1-tr:.r<xo) 

tA.,<X) = rn pe.ro.. 

j . l3r e ..t:2.. 

Xo é ..a. ex1st-e. 

{ 13r e _a). 
en i:on ces 

- > ,f2>r I f . f>'l - (Á.(Xo) _... r-r'-' lXo) :::. - (.y) cJcr-ftA) 
Ci'nlr-) l..(. ;.J 

ti>B, 

por ) o i o n i o 

.Sr . 
1-1 U-rr¡ f?t o) = O = 

por Jo iani:o u - m =o casi 

u.= m en C>Gr.-entonces 
saguJ"cunen fe enc;)Br 

Er¡ e I +e ore rna an-lerio r (13 )
1 

puede cle.bi li Í.ars~ 

la. hip~ie.s1:S de "tue lún lY1f u CX) ~o.. para ./::oda :Jed.O. 
?f -1> ~ 

·~ solo 
-Z es 

pecl ¡ r t"e. .se 

U.Y'> e oNJVN"TO 

El concep-éo de C.OY!_jun-60 polar fiene c,,.,.,por-ianc./o.. 

.:zn Trzor/a., de/ Poienc..ía/ deh,ºdo a Q¡Ue juego el 
po.pe/ d'2 corijunio de medida.. CeY"o 1 en el sent/do 



de c¡ve .si.. Q/3(,,(na_. ¡:;ropicz-dacl va le salvo en un 
ecl'lju11io po/a;- podemo-;:, Cr9ncluir en 9enera/ /o:s 
mu;;nos re.sulict.dos q¡.ue en el caso en 9-'-'e I t:t; 
propledad -fuero... va'/,-da. en tocio el espoc.t"o 
(~, Pr/nc/p,-o del m/n/moJ rr-06/emct. de D,•r/cJi/et 

e-t-c.J'") 

1-s. _ De¡i"n/c/o0 5¿ Z! e V / a.b1erio ele IR".) 

decJrnos c;¡.ue Z es POLAR (en V) Si exi-:sée 
una f!u ne.ion v-: (./-"" IR.,,_ sobr12ar1nÓnica.. en V 

tal que -u-Cx).::. +-e.o para Cq_do. Xí:i Z 

propiedades ele C'on.Jtudo Polar 

O.) Se~ Xo un pun-to /?.jo 
2:. i~ºÍ es polar en iodo 

ofe 1R 11

1 
en+onces 

czbier-éo V ele JA., 

~· t.Ae I o con-fen90. -
LD. func.1Ón arrntnica -:funda.mento/ 

.so.-l:i:s-face los condic1"one.s 

Con polo 

b) Todo sc.thca/lj1.n?io 2? ele un co1/un i.o palor 2 en 

V ee, polar en V 

e) s,- 2 e.s poi ar en V 
1 

rn { Z):: e ( rn =- ~ec1,·dq de 

Lebe.s9 ue en JRn) 
Es_to es C0r7S<Zcuenc.la_ ele /Q.s prof'/edades de 

in lt::9ro... ,(;;,¡//dad ele ~nOr.. /?1..o;c1or, ..so6reor,,-,c5 ,,, ca. 
( -t.r sobrea..rrrw'nico.. e>rr V ·en-tunees V- a:s .p,-,,,-t .::t 

In- CQ:si dondec¡.u.iera ) 



d) s¡ Z es palov en . Ü !1 · /3 e~ uno.. loo/o... cv';ja.. ce
rra.duro, e:s{;á, conf.en/da.... en U 

1 
en ton ces /o:_ rned/da. 

.su.per.f,·ciol a-5 ole Z Ti 2'0 e.s cero 

E. n efecto) so hemos c.¡-'-'e .=. ¿ -r.r es sobreorrno~ica. 

en V '1 8 e V fa. fJvnc;o'n 

en U-13 

en 13 

es Qrrnón,-ca en 8 '1 ..sohre ar;ncf n/ca v. 
Ex/s.irz. xe 8 -f al 9 ue -ir(x) < + oa e.s I:. (X)_< ef/X) < -roo . .En-ionce:s ..I..};. 
en 13 l:J o f z n ;;;,5) = o 

Ahora. te.'2.scri b¡"rno.s <2'! Teo re1YJCX.. "º·-

Teorerna.; 
.Sea. n una.. resion acotado. 

u es-l:á.. acol:a do.. infer/orn?e'1t-e 

,,l. I "n-i ÚI .¡ U {-;.~) ~ Q 

X->~ 
x e ..n.:: 

-toda. 

z. "',., 

de. JR"., t.1 e ÁJ>l..a), 
en ...c1. y 

'de ~..a- .2 
corlj"ª' io fofa,-

~nion ces, por~ tocia.. X€ fl 

t:,_, MÍ 
/,(,(X) s; ~ ~ c:i...é.2 

X->~ 

X'e~ 

·u..tz) .Si 2.'E~ 



den?o:s-1.ract'Ón ~ 

f:::,o., do c¡we 
u na func/o;, 

Z e s ,un conjunio polo:r , 
.sobrea~/no'n,-ca. -o- en Jíi." 

::. {<.¡. oO 
:¡.-o 

axisée-

1-al c¡we 

Como .-fL es un compacto !:J -r.r es s . e. t.' 
.sohe;nos c¡ue 

-Cl. J rn;;.-<>o, 

a lcanzcx. n? 1 'n /.-no en 

l=ritonces -r.r-rn ..scgue s1e'1do sohr~arrno~1'c a er¡ 

IR,'" !:J c·ir-~Xx.) = {.;.. "'""' si; 

<+..o s,; 

er>tonce.s ú'm ;:,y¡/ i U-l?l) -r -v-rx>j ~ o.+ n? 

X. -t> :f 
::<:: €-'1 

por rz/ Teorf2FYJCI 13 -fenerno.s 

----.... 
u. + V- .~ a + n, par-"'- f:od o... 'X E ...(2 

-......._ { .l.t'm ¡; n/ (u t tr)(~) 
dcrncle { ll+ 'fT Jt i!) ==- x-.. 7Z 

;lt€ _ci 

(l..i-+V-)(X.) 

( --------u. +-;;.v-)cx.) -::. a.-+ .!!2 paro. -1.oda 
n 

Cuando -n-t>co 

parci lodo 
:J G ,;)_Q 



A hora.. 

ft"cie11ie:s para.. 9ue uF>a. 

...-no~/ca. sea.. orrno",.,lco ... 

/1unc/o'n de'b1"/1nerJie or'"-

I J'. - Teorrun a ; 
u.. e. -f../..[:) (..fl.) 

.Sea.. _L2. una.. reg/on acotada.. ole 11-Zn 
u.. coni/nuo.. eTJ _a 

se. ex; s-l e una. .func/oñ V- E: 'f-1 (...a..) -é-a) c¡ue 

{.,¡:n t U..{X) - -c.T(x) 1 = O 
X-i>y 
X€...Cl.. 

enionce:s u.. e5 arrncfn/co.., _ 

l>el71osi roc.i Ón : 

l::xulo que -ere 'f-/(...f2.) en-lonces -r.r es c.onhnuci. 

en ..ci. • Se puede considerar c¡ve 

-U-(~)= Ul-<J-) poro.. foda. !::Je.,;)....Q 

el'l lon e.es 
u.- -r.r cz.s con·/-: nua. 

éoda.. 

(A ) 

(.8 ) 

13,. 
U../?!) - 'fTIX) ~ /.../ IA... (-x) 

·por lo l:.onio ( u.-"tI )f?t!) ~ 

en ion ce~ 

13,
H-ir {X) 

¡_¡ /3r Cx) 
U- t.r 

para alfjuna. r>o 

IJ " ,, 

por 

~...o. 

el T<?orerna ló 

el e Q. Cf <A_,' cru e 
d.,;> c...t"r U E 1.T 

u- ir alcon~a 

u--u-=o 
en .J:"2 

el e,., en 

be manera_ ana' loBet. 
la(Jt.. c¡--ue <.A-v a le.a nz.C<. e./ 

en -/;onces el md x,.n.,o es 
_o_,_ 

1/-.--V G- "::J (...D.. ) 
1 

se. prt.-1e -

/n á >e I n-H> e. n I a. cL .. .0. 

o enfonces. u- lT' =o en 



1 

1 
1 

u.. es 

coias .son ce,-o,, 
dec/r u=: -t.T e.r"l -'L 

orn-Jo'n/ca en _f2,-

<Zt?ion ces 

J por- lo 

U- V- EO 

-t c.tn to 

en 



A pe" n cJ i e e .I (c;orcle.nodo.:;;, 

Mucha::s de lo.:s f1¿nc/one.s 9.ue nos inl.ere:~onJ 
son lunc/ona::; las cu4/es solo dependen de lo.. 
distanu·a al origen.· Para.. toles -funciones r'rzsulta 

ma':s Útil usar coordenada.::; es/ériGas 9ue reclangu/ares._ 

Las coordenodo.s esfér,·cos (&..>r) del r'vnio 

~~(x,) ,;,.Jx,.,) €/Rr¡ ,e.stó'n cle.f?t·,,,,-da.s conu.> ..:s13t..1e: 

::si. r = l/x..// i=- O. en /;onces 

e = ( x:. , . . . ) ~ ) 
;€:5 uo puní.o ele la es /era. unil.ariC<. Cl Br {o)./ Con 

radio -r !1 ce:r1-l.ro en el on·9en 0€/R,.,. lo.:; coorde 

nadas e.r-P~ric.os del o es Jo ,PCdejC/ (o/o),_ 
'La -! ro,,1~/orrnoc1o'r; ele coord.e¡r¡adas -rec-langulores 

V\. coorde;¡ac/.o..s.. es/ér,·ca s a.s eser; c10/Ínenl.<? /Q l.ron_E 
-forma.c,·o'n ; 

(_x. ,_,X;,,, .... ,, Xn) . .i.___l> ({) €) " . ........_ ) ( .. ) , 1 - • 1 ¡ :;;¡ .1 · - ;¡ Cl n - I ,/ -, - • • • J. 

donde 

t 

r::. 

X,, ~ e/ 
r 

v ecl--or 

ro.se1?0 e/e 
(o,, .. , _, .1.) .X 'J el 

eri-=- (1-e,2.-ei_-,., - G;__,y1a 

pag.s 



El Joco Óiano de I Q I rO/i.::::: ?or/nac1o~J ( 1) e.:: 

;;> ;;;<~'
¿; {),.._, 

d)( ~ = d --t-ÜL
0 

_ f ~ ~ Q..3 e> eJ 

;;.x.: .::. g,; el 01) de, 
C>r 

;;;J X" --=- -re,- donde 
C) l;j 9,., 

de cló-Y¡de 

I ;;) ( x, / )(;¡, •. - ')(..,) ! = 
.?> ( ()., J e:./ . / i:>n_,) r) 

.;;;x, 
é) .,-

t ~ 1, 

.J : JI 

. ', 

~e: ¡ ,¡.J 
s,;, l =J 

2, . , ')TJ-1 

. . 1 n-1 

n -1 .. '+-

- c;,,ar,do 

¿lj ,; IJ 2,1 •• "J n-1 

.s¿ ..!/ = ( :f, .J •• ',I Yn ) E /Í~ '? !:J ¡°>o I enfonce~ 
2> l3¡0f'::f) es la es/ere<- ele rad"<J ,,O':! cenlro eny_, 

de/1·.-u" d ~ por ;¡ .:) _ :J. 

(x,-.!:1 1 ) +.,,-f fz,,-~,.,) -¡O 



Sect_ Z uncon_Junio.de l3or·e/ cor1lenido ene/ 

hemJ°.:s fer/o s~per/or Je /q e.::s fe1'D-.. é) 13 p {!:f) 

z e 

:Sea. X,.., lo.., proyecc.,.o',-, de L :sobrQ- el :sube-:s -
paet"o f (x,, ... .1Xn) / ~n :::oj; eslo e.s 

Zn-=? (x,, __ .,-;Jt,.,_,_,o)/ (x,,x-;.; ···;x...,) e z.j 

Par'a c..o.clo.... x.e ;;)8f'<'::I) 
1 

olenolamos et!=- ~(x.) 
al Óngulo entre el "<:ge x.,'' ':f la._/'Jol'mo/ ?x-le-
ri"or o C) 8t° ( 'd-) ¡ e nion ces 

sec ot 

o[L.) =J·. ·fsec ¡,-{ o\x, ch·, ... dxri-1 

In 

repre..sen ta: el 
, 

de z.. s .. : z e.s l; C:. orea.. 

l::enida e..I hemisfer,-~ inferior 
, 

en 
I .:s~ Or<?a.. 

cal cu lo... con /a. 17>1 . .Sn?~ i.n-l.e9ro/ 
' 

do-nda-

sec ~ = - '° 

Con-

SCT 

La.. in-legra/ 
de ¡,.n¡ da_ sobre 

de CJna .fur1c1·o'n l3or<c I rneci<.;.b Ir? 
~ 13p(<:::J) re/Q -/:,·.,-o.._ o lo 1??rz-d1·c/a. 

::;1-• po-r f 1·c,. e; I 15" 1 la denolorno.:s por 

Í /{x) d<Nx) 

_)2JBp<o) 



Con.-:::idere una. fur1cio'n . .P con clorninio en 1R" !:f 
valore.:; en /lt~. e u 'ando .f pc1,;;·de .scz r ccn.:1d.P1"0 -

r)o... como urJo /"un CJ·dn. de le..::. coordcnodo.:s e..s Pe! f'"/

cas / la. deno..f.ar'7mo.s ¡or f!. ((). 1 r) 
Su?on9a. 9 ~e .{? ·es inte gro61e_ :sobre 13(' {o) . 

Entonces la. irltesral d<l ~ soore /3t°fo) puede .s~r 
evaluado.. u..sando coordenodo.s €.,5.Pérfc.o ~ e.cuno si3ue: 

I fCx) ax~ J)· . f f(o,r) ,~:·; do, ... de> ... el, 

[31°( O) O //~// "-1 

~ ¡: ... ( l,,0~(&,r) d<1'(9)) dr 

El volumen ele uno... bola. ole rad/o (-J es ¡-

v_,, Cp) = f -... fotx -- .o" r \/,.-, { L) 
1i-x 11 ~ p 

'j e/ a'rea, de la.. esfera.. ele rad/o ¡0 e:s 

f A- dX1•••dXn-1 
::i ... ~)!t;i 

/' -·:le', - ... - :::l:'n-¡ 

n-1 
(> Q;,lL) 

e/ .factor ;¿ e.:s necescu·,·o ?º~e l0t cn-l:e
qraf .solo rel're.srvda. e/ Q~ect. ole / · he.rru·.:s /Je 
1"1·0 :5u¡:ier/ or, -



Solo fo/Lo_ cole.u lar Vn{1) 

Vnld ~ j ;n., [/ · e/a-fe;_} dr 
o /l(}-l/~1 

J
I 
n -1 = r on (.¡) dr = 

o 

ónC:f.) 

= 

G""""n e / ) . -

on (¡) 

n 

olx, ... d?tn-1 

X o/ Xi •• . ol Xn-2 

Entonces 
ó'n ll) =- ;;.)¡ Vn-~ { I ) 

l/;sando e:s-ios do.s 1"<2.Su/iados !1 r<?.:.ul la clo:s ele -
méntales sobre- e/re.u los !! es ./el""OS 1 o 6 le,..,en7os. 

Gn( i.)= 

í'r n/z 71.. 

(n/:;i..): 
.:;,; n e!:>. par 

¡.~,5 •.. tn-:<) 
s,; n es e rnpa,... 

'-:/ n> 1 



Í 1u, 1c 1 o',,í 

t"Rn. e u yc1.S 'fr ¡ ,:{;" G 1/ l?'~ e~·~./'!... 

o,. el en c~nÍ:/111.to.:::: 
der/vodo.:: Fa,·_r 1 e;/_~~.::: de pr/o ''r 

U11a 

La d1ver3el}c./a, de -v ec. ¿e{_ de·/,-11 idCL por 
(\ 

C/ 1 V e/ = .? ,~;~:e;: __ 
...J""'I 2>Xj 

.:5 i 

Ct lo 
::;; e :?C) es el v (!el o r /í o r nu:r/ u,¡, /a ri o er /r:r i o r 
.-:u,oerffc/e ;:...>_[¿_ en e./ pu,·;ic xr:: .¿, __ é). 

i:I:~ /a 

¿),_.Ce /;,.,,·uo'o : 

Jo. rtZ,9io-;., 

( C¡·;{¡ L (} 0:: 

cJ % = 

27G l.'J :_'J.. -P JR 1..1.i~ .f,_,nc..,"c~-1 definido. ¿·.n 

..C-..!.. d,:; ¡R_n, S/ ¡;.¿ -f1::vie cJ~rivOdú-:: r~arc.ioh5 

.-Jr scc.iundo or·de11. 
'-' 

Lopfacio1w de. u ; Liu. > e~ ¿á dc/i11idu r-·01-

vu.::;. ( ~). 
c:ix 1 

por 



5ea. '1..T: .-C2.. -"» IR_ en éon ces 

. ) d-iT ~ -(u_, .. ,.JU..-2::'. 
ax, ax .... 

ol /V (u g !"Od 1.r) = u ..6.-cr + ( !Jrod ll - 9 r{l.d TF) 

A 'Paré.ir del Teorema de .I>1vergenCJa -le>1e>rno5 

~e; 

f;: .Ó.'IT dx. + E9rodu · 9rod-rr) dx 

= f < u. 9racl-1J • ñ ) cJrr 
é)fl 

= J~ bov M 

ol ado c¡-ue .u..grad-tr • .:¡¡ ::. u. ( rt,-ad V-• ñ) !:1 el ff'Odu.E 

io lnterior 9rod -v. ñ e.s preCi:somel'lée la deriva
da du·ecc¡onal .:.D,;¡·<J ole "Ir en la. di recciÓn ñ , 

InieY'c.arnbi'ondo u '1 -ir 1 '1 restan clo obtenernos 

4,_J9uoldod de Gr-~en 

fu.. .b.-.r - -.r &. ) d >< = ~t.l D;; v- - 1T b,; « ) d .-
~. j~~ 



.:;),_ T<z:or·~""11, Cl ,' C .:?et. U: _C)_ ··--->- ¡,q uno 7F;_~r;c~"'a:, cie/11 ,,-:/~J(.{_ 

. :::r:zo yc-C2. ':f p>o {.a.f c¡:1c en lo.. r:;'.:J'º;, _(!_ • 

Bp fyJ e _ _c2. . S.: (-<- é/ene dc,-1 .,-odn.::; 
1
:::;;;,,-c-1é;,!c::::. e/, __ 

u.ex) = 2~ j{(-Ja9 r) .Dnv.. - u. Dn (-fo'Jr)} d6'Cz) 

éJeé'iy) 

± íl 11:, u. ( - 1 oq r j d z 

0(:'( !J) 

( i_z) pare¡ 

t<.(X) 

--' - r 6 u . -J.. - r¡ +,;i el '2-
0 r¡ ( t) (n-;¿));:, 

Bpí~) 

donde --1-- ::.. 1/ x - 2= JI 

(i) :::ea ,. E Gp(::f) 'j :sec<. 

paro.. 2' i- :;:t: • E-nionce::o 'LF ("=:, 

.,_,.-c-z) = - .ter;;; Jl?:-Z.11= -103 '7· 

orrnc5.a/ca .,,n IA 2 -z-;;:j 
c:scoJa. d.)e> -la/ c¡ue !3Jl~) e !3pfY) 

(X.) lfer [.<J.] 



D el eonJuaio a61ert.o 

dod de Green 

el ::l ~ fu_ Dn -V- - -tr Dn·U..) d ó'{;;¡:) 

CJ l3(1l'!:f) 

,-- Jcu.. Dri-zr- -rrD,,u.) clcr(z.) ..• (a) 

d 8J"Cx) 

El s13no meno::> en lo parle derecha. de la.. i5val

d a el c.c.rre.:s~en-.de Q I hecho de cr:e lo... "">?or,,,.,ol ex le-
rl o r qe -·'é>D·.en "''"' pun-6.o Cie '98¿lx) ·es de .se/Jhdo-

con/-rario a le>.... norma/ exJ.erior paro· O>l.3 •• rex.') 1...:.-
.. , En /q l!Zcuoc.io-;, (ct) ¡., orel'nos ?-u-e - J-..,,. o___, 

P.1ara clen?o.::sf-rar. c¡ae 

= J 1.T t::,u._ d.z 

Bp f-:¡) 

•• # ('::,) 

probar c:¡-ue -1-1 e.s ¿né.e3rab/e 
.Ó.u.. e.s lcL o c..oia e/ a- en l3p ( !::J) 

Tran.:s-forrnonclo a. coordenadas e:s fe~ ricas r"e/olL.:.i.-a.s 

a/ f'ºlo ~ paro ¿- < I 



boa o 

f hr/ d2: 
6~(") -

CJ 

r =-o ) lo es 

en le::ya6í~ 

l:e3rq/_;I~ f?r¡ 

(3 ¿ {;<.) • bodo c¡uc. -v--¿(lG es in

Bp r1:1) '1 C.b) se. 

en Ce() rio ctep.;:>,.,c;'.;¿;· 

cr~ (¿,-,'7 :::;i de'ª' ! C{. 

cum?le u L-a.. 
de J / por lo 
se31.u1dc;,, 

Do:Jo 1'-{ e. 

f'r/ rrJ er·c,_ 

c¡u.1-=: ---~O/D 

¿ rit¿3rol 
leriea70.S 

/ Dn u../=/ 7-J • CJrac!<¿,/ f:./fr¡}/ /}draclul/ 
.:::: /!a rae/ u..// == z(.;;;i u._ -)z.. 1j 

J , cix¿ 

.;) vL es l0 n o C..o /e; el o:; .¿,..-,. 

d Y-.¿ 

J),, U_ e.:::·{,/_ ÚC"~!,_,-7 do (?;z_, d l::'.,J { ;() por 0/:JU1)Ci C'•.n·;.::; -

fon !:e y,¡ . 

Paro 

PeF'o CCTrno J - ., o 

fl hoJ"'CL- @.r:;-1..,:¡¡ c.lcrc;;;o..s ,' 



-1 
Dri --1.rl:i!o) = -+ · 

la de,-ivada... norrnc,/ 

de r i va da, res ?e c.:lo 
f;_nt;onces 

J 'ja_ e¡<-< e -ve i! ) = - [ º:J r 

de -t.r e.s pr-ecl.sa,,..,en {e 

C(" -;-

J' 
la.. 

Lq inlc3ra/ 
. (-::zít") veces 

'j - "+i ene e o-;n o 

el.e /a.. derecha... es prcz~·so/l1entez:: .. 
e/ pron?ed10 ele u_ sobre CiB¿l'.:>e)/ 

.,f-11 ó 

Urnii!:e -;;i'iru.-l:Jc) cuando J'-i-o 

[ IA_, Dn -V- d ó'(z) = - :úl u... {-K.) 

,;i¡:,dl)l) . 

Ton?onclo el t.,,..'tn/ée er] (a....) &-<ando c:Í-J:>c.
1

obtene..rz..o.s 

La. 
con 

clerno:slrociC:n ele (Ü) es bd..sicon?enie la .;nl°sl??CV 
'!Tl~) r€'emplo<:.oda. por -v-{.¿) = 11%-;!:IJ-n+-:z. 
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