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INTRODUCC 10N

El Oﬁje//vo cendrsl ok esle J/aé.\io & ,o/esenkf, wrmo el Yl b dice, lgms
pryleobs sobe chces TTF con respect s un swillo, Yormsnth oo base
privcipslmente s responsbeia que exisle enlie ebles, y lbs ivkokes bibibrsks
iomponles, bl anilly. Siempre e hoed reteronia 3 vn ol #pp A, wamb se

mencioh ok ks cslegquis de A-mobbibs iequientis y de A-medbbs derchos
(dernioolss o A-mod o wod-A, tespeclivamene) o de idkstes iz?zmbs, cbrechos
(2] é"ékf&/ﬁ .

Pta llagw ol obeho mencionsch sulerionmente se histe netesaro sembr vid
I kdyiaa, I <€ dessirolls en s primenss res cspilbs . En el primers <e
deren fos wnagrlos o clice ok Ao, close libre de orsitn o Jeoirs ok Yorsd.
las obdiniciones sMermsihvas de esle o wnepls Fcilidon b domoshscidt o fs
exislontia o b ofrspncns buminrs ene eble y (o uno de (bs dbs resklones.
En el sequb cprbh s defe el roncaplo de fillto idkmpolente 4 se eslobbee fs
relicidn exislente enlie s chses de Yorsdh hemdibrias y e ditlos ikmpolonkes,
p0s loego exloncky esls relicid o oblner asi un pds felismo emlpe Ks clwes TIT y
be, Jilhoes isbmpodonks 01 doments merr. Ea vish de que los Allos ibmpolanks
©n elemento meny el delenminehs por bs byl 6%\2/@@5 idbmplonts obl
anill, queok ssotizh & (e clse TTF T, g e mangR i, on icks/ irs!
temmlente, donotsh por A(T) . En of erer il se esbhbiae ms mew ciebess,
dhra enmfe ke dises de dvsidh o b redisks Momplontes, mism gee e edhencl entte
he dbses ok v hevediorics y s ks idempotentes. eicibs fegrrs



YA{TUC v dase TIT es simolresmente v dase o Yosich yuwm chise libre de
Yoricy, cxda close TTF 5 entietts imphicilomenle dos clses de Yotsioh, s saber:
ells mismy g L(T). Ls porde bind del wpilb Hres schm b5 onshivicish de los
radicsles ickmpptentes ssotistks & eblss, lbs ks a su vez fiewn wudho g
wer on o idal 3.

Es en el apile ko dbk se presprbn diorks propiedhdes sobre dlsses
TIF, bs wales son /ef/ej‘o de ofras frpieddns soble sus idesfes Lladorsdes,
.‘c{em,bém}es dsoudabs . Asr, osoks obs chzes TTF 9y F, se encomrion
conficiones necessriss sobicients sobre IO 4 AF) pn g & F) 23 v
Yeorils de Voveicn. Esle resublh servits' o Wampolin po conchir que, oy v
chee TTF T, se diene L3)=R(D) (o equivstontemente, LO) y AA) son
simbos chees TTFY o o solb si 3@ esls' generch por va elemeonts iemyrolenve
condral dol saitly. Psleriormente, dads uns chse TTF T, se encenvian
wrdiciones e?cn'ua/@m&)s 1 qr LET) sea umd chee e Yorsidn bereohbinia, e
icosive ona dhse TTE ; e mdkresamk gue dichas condiciones se rehenn s
clerlss propiechdes of anitle AN omo Aroib irguieth o delecho.

Vichos resuhlshs son predsament fos e woliin ef wonienidh del sk cnco .
Balstaumente se presenbn en el dos sphtacianes s s Yeotis gontra/ de smopkifos.
Ls primers de elhs nos dice, 0hob un joksl 4rbjers/ T de A, wahd un AT-mo-
dufo iaguien Jroqech s, ingechivo o plovo, (o sigee signth wnsiobrabicls aliors

(om0 A-woidio izquiet . L sequrdl splascion wsisle de o sede de
equivafencias que se rehieron s modibs progectins g genesdres won fepeclo

a los amifes A y AT, dorde T es un ideal bidaters! de A .



Miinds sitero sqaadecimients pss el br. Franiso Reggi Qibms, quen
e asesals en esle Jahp de Jesis. Rewhls de mss deir que sus enserranas
hyi sic, o weo Lvmemente xe o sequirsr sionb, parle eseacial ok i
formscidn mavbrndifics . ,



CAPITULO T

TEORIAS DE TORSIoN, CLASES DE TORGION
Y CLASES LIBRES DE TORSIoOM .



1. Delinicior. Sea G vna chee en A-mod
) G e cersds bafo woromolhismos s P ada suresidh
o—>N—HM Con M8 se fiere Nl .
2) € es ceftads 1:310 ep/mfﬁsmos S B &3 sucesion
M—31—0 ¢on McB se {jene 1.
3) @ e cefrdda 6&ja exdensiones sy A e Sutesic
A 0N DH -0 Con M LeC se liene
MeG .
- 4 G e corredla Invo sombs direcls s g @ Famila
{H«tx comlenida en € se Jiere @H.(é G.

De dsb resulls evidole cdno debinir una chse en Aumad corads

loa.jo tsomotliemos o /bcfuc/os direclos .

1.2, Bef.’nic/o’m Uy clise en Aomod es de Jossidy i o5 celrada 11412:.
epimordisms, echasitnes y s difecles .

(.3. Yelinicin. ths clase en A-mod es libre de Yorsion s es cerracla

1961'0 smonomorlismos., eclensiones 9 //oobaés ditados .

LA MMI.CI'O’IL (}ﬂé ‘1&,\//'& Je“?,O/SfO'ﬂ s wnid ,oa,refd (g‘,%)’ de CbSQS B

en A—mocl, 461 :

Y InF={ok. 1

@) T &5 corrads /:a(o eplhnf#sms.

(i) F es cerrad “ba,‘fo rmonomothisimos .

) Pora cads Me A-med exisle una suesidl exack
03N—M—L—0 con NeT y LR

-G~



He onsiversts opefino dor [ eracserizacishy amberior de s Javids
de Yorsidn como deficior, poes & mi porecer es b g md§
chrsmenke generliza (o nocidh de Votsioh en qrupos. Ly preposicis
siguienle proputcimy ol craclerizaciones, s wKims de ks ks,
alribuids & Dickson [41, se c(r's*[insue pof su Simpleidad, si
bien & rocioh originsl se ha escomlido.

1.5. Boposici. RArs wiy parefa (3, F) de chses en Amod son
equivalentes As sn‘gw’e«r/es afiomacrones -

a) (3, ) e uri deoris de Yorsioh.

6) O Bra ads TeT g ads Fe P se Yione Hom(TF)=0.
&) Ty F son cerradis b3jo isamorhiamos.
i20) P ady He dmad exis uns suesioln exach

OSN-3M— L0 o NeT y LeH
A O P cads TeT y ks FeH se Yiere Hom (TF)0.

(&) Sf TeAntod es Yol Sfbe VreH Hom (T,7) =0,
enlorces Te T

&) Si Fehmod ex Yol ?«—e V1e T Hom(T.E) <0,
enmbures FeF

(22 dice enbnces qe Ty F son compledss respecd
3 8 propiedad 0 .

demeslracion.
Q = b):
O Sean T€W~j (I3
Sea 1: T—F



Ses F'=Tinf. Tenemos orbnces las socesiones
exxdsy: T—F'so o—-aF'>F,

(omo G es cerrada bc\:{o e;o/bton(;'smos 4 Fes
cerrada kajo woromodismos se sige gue

F'e TnF ={ot.

B dwlo F=0. Se ha probach s’ gee tHom(T,F)=0 .

() Bsclao o 14.00) g 146
i0): Es joslument 1.4.w).

b))
) &s jvuslamen'/e b).i).

Y: Dea TeAwmod al gee VEeR Hom (TF)=0.
Br b.éc), Yenemos v suesiol oeoh
0N 5T 0 ton Néq".j Le'F.
As/, g=o, e decir, Tmt= Kerg =T.
Luego { es isompotlismo, y por b.(c), se
diene g Te¢T

(¢ Sea Fe Amad */slgrue Y1eT Honm (T,F)<0.
for b.3), enemos vy svcesion exachy
0—-NIE 25, s0 o NeT y Le R
Asi f=o, de domde Kerg=Tmf=o .
Ror dando ges isomordismo, Y por b. i) se fere
qee FeF.

e



Ada):

-

L'.!'.) :

dea MeFT.

Como {yctomH.H) =0, for c.q),
se djene M=0.

Sea T-—E»T o N SUESOM exacks o 7
Te T,

Sea FeF Y {e Hom (71 F) .
Enlonces fp & Hom (T,F) =0, por €.0).

Lo(go {z0; se ha //@éécb ge@ Vre' R HanlT)Fls0 -
for e.ccy se diene T

(D) Sed 0—> F'-5F ord sucesiou exacla com

)

Fe V. :
SeaTeF y fe tom (,F).
Evfonces f ¢ Hom (T,F) =0, por ¢.O).

Leago f=0. Asi, YTeT, How (1. F):=0 .
Por c. () se Jiene F'e .

Sea {Taly e familia comfenids en T
ey FeF.

Tenemos : Hm(@h,r-)%zﬂbmaa,r):o; '
/br c.().
Luego, por c. i), @Ta e

Se ha probdo asi g Fes cernda bajo swmis
direclas. | :



Ses o—;_a‘.in-g-)‘l‘,_—-so R waesic] eack
con T, €9 . Sea FeW

[ea he Hom (M, F).

Tenewrs 1 e Howm(T,,F)=0.

Lvego exidde ke thn (T, F) Rl ge kﬂ=‘"-
Pro Hom (T, F)=0. As/ h=kg=o .

Br fanb, J5eF Hom (H,F) =0 .

Br i) lenemos HeF

Se b probido que T s comrads bago exlensiones .

Sea He A-nad.
Seq UH)= T jwer:weTY
 Tenamos enlares und sucesich exacka
D {ven:weTl —s Ly —s0,
B o Ixk, <e b probade P T e cerads
o

0 WIS dr'fec*lds Y ep/' 05 .
Aal', £H)e T

Ses TeT y {e tom (1, e . :
oo Imp SMAM) , exisle H <M sl 9@
LS H Y Tinf = HALGH) .
Tor olio ladb, Yenemes vra sucesion exscla
T— Timf —o. (amo Te?tﬁ T es cerfada
be_}o epinp{l;'f,m emonces Timf €5
Mems's. do Is aresidn each

o —tMH) — H—> ") —0 |, con UH),
NALGD =T €3, o del hecho de goe T es

-9~



cerrads bivjo enbrsiones se ardhye gue He T
%f"érr!?jo{(l‘ﬂéH Al UM = H?(:FO-
Se b ploba g V1eT Hom (1, A =0,
g por ey sefiene HAw) €H.
Aoi Yerenos A sueesion exach
o33N M —>HIE() —o
con e T y M e F.

+.

I.6.he£h1&bﬂ1. Sea € wia cloze en A-mod . Definimos hs siguienles
chees en A-miod:
L(@) = 4 Me A-mod : Ye G Hom M 1) =0 §
RIQ)= §ne Amod 1 VHe@ Hom(H,M)=0 }

1.7. Observacion. Usanch I okfinicion anerior, el inciso ) de A proposicion 1.5
atirms gve T=L(F) y B=RO).

L siqoione phlofosicon s ks wncepbs & Jeoris de dorcish, chse de
Yorsidn Y chse libre de Jorsion .

1.]. Hoposician. 1) Si T e uid chee de Yoridh erbuces (T, RA@)) es wad
{eors de forsion.
2) Si Pes un clase libre & broh edonces (L(F),%)
es una Jaoria de Joraiohr . ’
3)Si (5 F) es md da's de Yolsion enfonces T es
wid chee de Jorsion Y R es om clase lipre e forsidl.

-{O~



Dewmoslacion.
D Se vsara’ b qquvaloncis enlie fos indsos &) o kY de s profosicly
L5.
Rr definicict de RET) Jenemos FreTVFeRA) Hom (,F)=0.
lomo T es uns clase ok foreion, es cervadh kg0 epimortsimos,
Y ,Lb/‘,amé), lz\fo :'sownrl/smas .
s F-LoF isomorfismo con FeR().
Jes TeT Y ge Hom (TFY) . Endorces @e Hom G3F)=0 .
loego g=0. Asi, ¥7€T Hom (F)=0, es decr, FERM).

Se hs prokoc que R®) es cortads bajo isomarlismos
Sea M¢ A-mof

Sea () =27 {mMeM: NeTY
(oo en of inciso (v) de I demosliacich de Aoa) en b pepesicin
1.6., Yeniendb camo hglw/ea(s que T es wn chse oo Yorsidn

se preh g HH)eT g g2 HA) ER(T); scbrys. Yernemos

s sweesidn exacls o —> 40H) —> M ~— HIYH) —o .

Se ha probado asr’ el incizo b) de s propesiticn 15, 4 por Yond
(T, RITY) e wi Yeoris de Jorsich.

D Ry dedinicicn de L() Jonemos  Vre L(F) YFeR Hom(TF) =0,
louro R 23 um clase libre de Jorsidn, es cer/ads /oajo PO -
mo/-/ism, y ylof Yanlo, £d4o Jsoumitismen. .
S T ua f‘so»;::ﬁ[}'sﬁm wir TELT).
Sea FeF y q& Hom (T,F). Erlonces gf & Hom (T, F)=0 .
Luegp g=0. As/, YFeP tom (1)F)=o0, €3 dedr, T'e L(F).
3 Yarmlo LOR) es corrads bajo isomortsmos.
Sea He bmed.

.



Doy 4={52H: Wse Py g £D=N4.
A ad s%¢d A R Mist s ﬂ.mjecddn Wriohfcs
v Ty :;‘[;M/s —s M I praﬂewb‘n del //odun'o direcdo .

Tenenos exlonces, por b progiedsd universsl de! produok direclo,
el disgama conmfadivo: M s TIH/s

5\5 se4'
R “/s'/m"

y dbnde €0 = Ker £,
Lorge Mecrty S Timf < ;Q;H/S .

lomo B &> ceinds bajo prodeos direcbs y moromottismes,
fenemos H/gti) € R,

Sas FeF o fe Hom (410, 6). Ses = ier{.

Endonces 0/ ¥ Tinf ¢F . Logo tIM)jy € F.

Aderds , oe I suresion eracly o — Mgy — Y — M)y 50
Con HALHD, EUDN €8y del hecho de gue R & cerddd

bajo exfensiones se conclage que HIH € F, es declr, H¢4 .
oo HEt ™) o €=, se Yiene £0)=H. Asi fzo.
Se: ha probacd gee VECR Hom (40, FY =0, 5 decir,
£lH)e L(FY.

Tenemos asi 1 sutesion als o 3404\ -3 M— M ) —o
con 1Y e LT y Mg e,

Se hs proksde ssi el intiso &) de b propositian 1.5, y por famb
(LEB),F) e uns Jaorily de dorsiol ‘

-2~



3): loms (1,7 es uns Jeoris de Joriid, se siqu de fa propesicion 1.5
@ s prefa () cumple el iniiso ¢) de la misma, y en la
moslicion de )2a) se prbo gue T es e bajo’ gpimortismos,

Sums difeclds y exlensiones.
Rt Janko, T es uns chse de brsioh.

Tambieht e b demosdracion de €)9a) en B proposicih 1.5,

lespecifiamente on ol inciso &) se probo g F es cenrada
jo rmmmaﬁ;ésmos. )

Ses [T, wns fomilia conlenios en

Sea Te YT

Tenemos: Hom(‘l', Z{F,() L 70{ Hdm CTF.(): o .

Logo TFue ROV =T Asi, Pes corndy hosfo prockobs dlifecbs.
Sea o-—a'ﬁiﬁ Bk —0 um swesiohn exady om T e F
[ay TeY Y he Hom (r.H). .

Tenemos ghie Hom (T F2) =0 . Lueqo exiske ke Hom (T,F.)

‘(6( qUG {k =h. P€f0 a"bm (T,'F.) =0, Asf bn_r_-fk=o .

Brdanto Y7eT Hom (THY=0, es declr, ME AP =F.

Asi Res ceffadh Lafo exbonsiones.

De corcloge embrces que F s e chse libre de dorsidh.

+.

-13-



1:9. Corolrio. 1) Houy umd covtespondencia bivivoas emve ks clises de forsic
Yy s Harias de darsion.

2) Haqua corvespondencsy bivrivees endre fss clsses libres de
Yorsichy y b Yeis ok Yorsion .

Demas//&c:}:fn .

1): Usmonos Mors 3 la dase de s Yeorss de Josion, T a b chse de
los chses de Jomidn, y T o lschse do ks closes libres de Yorsidy.
Tenemos embvices, por ks proposicion 1.5 dos funcionsles:
Tieg? Arlrs, dedinides pori €(9)= (@, RN

PGP=T,
gbles goe WD) U(TREN=T

WO F)= 9@ = (TRON = G, ), pesh que si
5, € Adors enonces F=RED.

2. Pféméf&’a denemos ks fomciong les «
Tﬁ?A—x‘ol’s, detinidhs por:  @UP= (e(,F)
v WG9 =5,
3 501 Yales g V) WP =T

QY(TF)= O(F) = (LBO.P)= QM) puas
si GF) e A-lors enfones F= L(FY).

+.

1.10. Cororio. D Fes um close dedbrson si geohsi LRTI=T.
2P es um cle lbe de ooy si g solo s RL(P)=F

-



Demosdracich .

0.5 T ey um chee de Yomidl embres (T R(3)) es umd Yeoda oo
Yotsion, pof I progosicida (.8 . Luegs, de [a obserucich 1.7, se
conclage g LR(T) =T
Thversamente, si LR(F)=T", conno dombieh R(E)=RB), [a obser-
Vacion 1.4. nos levd & g (3 R(D)) es o Yeora e Yorsics .
Borfands, Tes uma clase de forsioh.

25 Fesum chse libre de forsion enbnces (L(P), ) & wa
faris de Jorsion . lbé’go RLIF) =F.
Si RUT) =P entonces, fomnds en wenh gee L(F)= L0E0,
W, P) es un Jeons de bisid, por fa observadoh 1.
[3r fnh T on v clase lrbre o Jorsiohn.

+.

tn. loobrio. Rra ona parefs (T,F) de ses en A-wod son eguiva/enfcs
s siguientes afinmsciones
o) (5. ) es B Jeork de Yorsion.
5 R=F y LE)=T.
O T ez umd (hse do Jasidn 4 RBH=P.
N Pes um chne libre de borsion y L(P)=T.

Demostacoh. ,
La equivslonia enlie o) 4 h) € joskimente l observcian 1.3 .

..ls'...



B 90): Ne b) se bime (RG)= UP)=T. Luego, porel ololetis 110,
9 es w chse de drson. ,
Toverssmente, si 5 es wi chse de Jorsion 4 RT)= P, enforces
LEP)= LR(T) =T

) &d\: De b) se ene ALIR)Y: R(5)=F. for el wofolario 110, se Jiene
2 Fos o clwe lidre de Jorsion .
Invessamente, 5i Fos vm dase lihre oe orsith y LY
emlorres, R(3)= RL(P) =T

+.

-1~



CAPITULO I

FILTROS IDEMPOTENTES Y CLASES TTF.
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2.1. Definicign. Un i idempotonte de 4 es ums Familis o vaus 4
de idesles izquiercts de A 4ol gue:
D) VIed Vaeh T:ded,donde (Tia)={beA:baeTy.

i) Si T, on idesl izquierdds de A, y Ted son foles gue
Vaed (x:)ed | embres Ted.

2-2-?@&’(!’09). Sea 4 un fiklo /cém/b/en/e * A. Eobres: .
1) Aed .
2) Vr,5¢d Tnoed

3) VTed Ys2A (TeT 2 Jed)
4 v1,37¢d, T3¢ d.

Danostracion. _
D Como £ e und Bumilis 0w, exisle an § om idexl rguiefto T de A,
Y enbres A=(T:0Ved, por 2.0.4%).

2): Seam I, Ted. D ael. Trbrces  (TNT:a) = (T:aded.

As/, Ya€T (I03:0¢ ¥,y (omo Ted, por 2.). &) se Yiene
To3ed. ‘

B Sea Ted o Tum ideal }zquiefcb de A Al que T<T.
Sea aeT. Enforices piva wslguier demento b de A se Yiere
baeTCT, es decir be (3:0). Rs b (T:d=Aed.
Asl. VaeT (3:0¢d. Lk, como Ted, se Jiene Ted.

4): Sean I, Ted. e aed. Erlonces Véei, ba e TJ, es dedlr,

-I1g-



T @T:d. Cmo Ief Henonos , jor d inciso 3), que TT:a)ed .
Ae! YaeT @Ta0ed, on Ted. Rr fsado Tsed.

+.
2.3 Qosicion. ©i Tes un ideal bilskea| idemplonte de A enforces

Az ={SA: TT} o5 un Hilflo idempotente de & con
elomenlo menol T

Demstracidn.
Sey Jedy 4 ach .

Ses beT. Eabres bacT, porcer T o idel bifodesal.
Manss, wmo Tede enlances TeT . Letgo 4aeT, es decl,
be(T:a). Asf Ty, es decit, (3':&\6{1.

Des 'Jéi'_! Y «K Ko l(‘/ﬁl rRquiordo de A Bl e Vae? (K’Q\‘-?lz.
S 6eI=T2 4o qe T es idempolente . Enfouces b= Za:¢;, @on
a;,Cce I, pad e ced..nl. E

—l'enemos C[GIC:IIMS 3{-11. P\'—VQ @J& ié‘{l,...n&.

Tombids QeTa(K:Cy) , pos KCYELT, pord &l Cefl,.n},
Br fomb Vieji,..nt q.CeK, /ueao bek .

Se hé//obm’o esr'qce Tk, es decit, K& fI.

tl helro do que I & el elonon menor de v es evidente.
-*—7
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2.4 ﬁ‘o@ia’o’/y. Sy s o hifr idermpodente b A wn dlemenh menor T
enbrces T es un idesl bilsler idkmponte y L=z

Demostracion.

S acA . o {es v fillro idempotonte y Ted enlonces (T:a)e,
L"e‘ﬂo Tc(T:a), es decit, Ta <. Se hs,ﬂ/aésnlo o\sr?ue T

es wn idedl bifaferst.

Cro Tes on idedl iequierdo, Jerenos T T . Ademss, como Ted

enfonces T2 , for la ploposicion 2.2.4) . Es dedr. TcT?.
A%J', Tes /t{é‘m,ﬂo\@ﬂ\/e.

formo T es ol elanents menor de 4 Jenemos V3ed T,
esdecic. ded. Yr olto Ixdo, si T es un /sl jrguienh e A

Rl gue TS enbies Je¢d, poes Ted g for /aZ;o/bsic/'a’n
2.2.%3). Aol 5@ diene d=dx .

+.

2.5. Comofrig .ty s (atrespordoncis binivocs enire los idkales bilersies
idempolentes de A  los {ites ikmpolentes ok A con
| elements vmero. '

bemoe/fécio.h .

Pora oy fillro ickmprente 4 on elenersb memsr, o3 @) dicho
elemenb menof. L3 proposicion 2.4. dice

geR Nty ey om et
bifsteral idempplente g gve =Ly

Ly -
Bor olro Isco, para e ices! (campotente biloters! I, fenomos qe
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{x es un itles idompolente wn elomonb wmenor T, saqurt 18 plofositid
23., 05 decir, T=I0fx).

-+

Hobiends deorolliddo el cnplo do filffo icbmpotente, se elbblerers
> (ondimoacich S relcicin exislenle enlte fos £iHlos idamptonios
y ks chees de fofsin becediaviss, gk e gudR <2 definen.

2.6. Delicidn. U clase de Horsioh es heredidvia 51 es cerrada 4o
oromoiiseos .

2.3. lema. e T ums clase de o y st Me A-mod.
S WeH 5 ¢T ondorres HET

Demostaciol.
Tor Is propiedd emivessel de s suma diteck eremas of siguienk dig/ams
conmlstivo: o> 2y M

CxJI ;
@’
yeht

Des ‘deﬁ- Erndorces 1"4‘5(@ :/3,1(3)—.3, Luego {es ep:h.o/#aﬂo.
Br fondo, como WeeH &de T es corrady Gifo s ditechss y
e,ainn/#smos, embvices HeT ’ "
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2.8, loms. Di Mehwod emlorces YheM <x>= Hanx.
Denmoslracidy .

Tenemos, pa ady xeM, Ia sumsion each:
o—sant A 45 —0 , donde YacA di@)=ax.

2.9. Qaposicidy. S Tes om dsse de forsivh heredilrd enlowces
25:4T2A: AT Y & on fifle idempolente.

bemél/aabh.
- Seen Tedyg gy acA. :
(rsideromos los sgwanés morfsmes on Amod:
dt AA, defida por dalb)=ba,
¢ (T — A, S inthsioh,
PA—NT y g: A A3, las proyeciones mnias.
Tenemos, embnes (s sucesion exachs:
0~6CJxQ-£aA iLaAVCpq)—%o‘
Ses b (3:a). Evbonces pd i) =plha) =0 , poes e,
Asi, pdaczo. Bor Yorbo, existe fe Hom (Ml3a) AY) Yal goe
o= 1g. '
ISea bt (3:a) e A/G:a) fal que Flbt(3:N)=0.
Enbnces p(ba) = pda (6) = £q(6) = Flbt (Tad) = 0, es datif, b€ T.
Lucao b+(3:)=0; a5 £ o5 un morcmo bismo. r
Toremos embres fa wuesich exachs o — ATy —> A3 on Y567,
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pors ey, (omo Tos um e de Yorsion heredilaria se sigee gue
Allroy €T, es ecif, (T €4

Ses T un idkal tguignh e A y < Tedy W gr Vaed (T)edy.
Teremas ona sucesion el A3 —» A3 >0, con A5 €T
pucsio qe Jeds. (oo T s cetisds bajp gpimorfiomos enbuces
Als €Y.
RBe olro fuch, 83 a+IN3 € Va3,
Enbrces an(a+I03) = (T03:0) = (T:a) , pues aeT.
lugs 3n@1TaT) €y, y por dombo La+Tn3> € T, pues por
el lemas 2.8, atINYY'E Afsn(a+Ind).
Se ha pobh goe YatInSe VT LatTnI>eT. Luego, del foma 2.3
=€ conc/uge gue /oy T '
By Jenomos v sutesion exacls o —> :y/ms - A/t - A/I+J -0
con Stray, Mg €9. Gomo T es cemds bajo edersiones embnces
At €Y, es decir, Tedy.
&Wééb'ﬁ?éa,w@%dJ?d?z% & w Hlle k@qﬁm@mé.

2.10. Roposicien. S 4 e w ibllo ilempolente enlonces
9= {HeAwod : Ve anxted} es um dase de Yorsion

heredilari.

Domoshacion. .
Dex T-oM —>0 v suesion eck ©» T€ 9],
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Jea yeH. loano g & w qa/hoo///ls»m enlonces AxeTy. 9x)=y .
Ahora, 57 be anx, enfonces ég:égcx):g(éx):o. loeﬂo dMxc My .
(omo xeT.j Te‘j; enlonces amv e 4, Y (om0 7 e hillro idem-
polente, por I3 pryposicioy 2.2.3) Nenemos dnyed.

Asi He Iy, y 5 es s bajo gpimo/f/smos.

Ses | fq o familis comlori en Iy

dea ‘Qéﬁ‘& 9 diﬂamos goe M, dtn = Jue : Qo) 40§ .
Obsdrvese e oi KX @ fal g Pe)=0 emlonces sn(HG)=A.
Leego = «Qa () = Qanm«m,

Ahors bien, P @da (e{l,..ny e fiene Ci)eTy | com Ty €T

Luego an(WG) € pars exda ce{),.-nl, o de ls proposicion 2.2.2)
sesie ge nled.

Se ha probacb entores gR @—Q €%y, y as/, Iy es emads Aijo
sums direchs .

Ses 0-—>7ji>Hﬁ—>Tz-—>o W sutesion eracld con T, Tae Iy

Dea xeM.

Rrs cads aeA fenemos: axeTmd & avekKerg & glav)=o,

de dorde  (Tmf :x)=an g € 1, pueso gue goVeTz 4 Tae Ty .

Do ae (Tl x). ) '

lomo T, y G escormds bago e,o/hro/fisms embaces Trnf€ 3y,
B, (ux:a)zdnlaxyed, pes axeTmd y Impé&:/.

Se ha pobioh ernbonces e (Tinf:red Y ?ve Vae (I'm{:\(), (enc:aded.

(omo 4 es o fillro idempodente se sigee gR snxed.
Loeﬁo He9y y as Iy es cerads Bajo exdonsiones .
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Sea o—aH—‘cﬂ‘ una sucesion e¥acld (on Te 3.

Ses xeM. Gomo £ es un movomordsmo enforces

VaeA (axzo &2af0=0), es dect, anx=anft. Ademas
anftied, presho gue FEIET 4 TeT;.

Asi, YxeM snxed, es declr, Me 9.

for Yonfo, Ty es una dbce de Jorson heredidaria.

+.

211 {oolario. Hag v olrespmdencia biemivocs enlre b clases de Yorsicn
herecibarias y los fikdes idempatentes .

Dewosiracioln. :
Lismemos Th o la chse de fas clases de osion beredarias y Tl 5 a cse

do b filfios idempmdentes. Temonors entomes dos facovales
%#w it por: €S =y g VDT

Sea Fum clase de vsidh hereifai. Ses HET o xeH.

Gmo T oo comsh bjo moromoffismos entonces &€ 9. Lvego, del ferns
2% ¢ sige g Nanx €9, es decir, anxedy .

Aoi, VxeM anxedy | es decit, He 9}3_ = Yy,

Tovetcamenle, ses HE WO@). Ses xeM. Enbnites snxe iy y

por oo 85 Nonx €5, g el lamy 2.7 feremos entones HeT .
Asi se fiene ¥PG3)=Y.

Br olto b, s ¥ wn fillto fdemprtente
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s Tef. Ses a+Te AT, Embres an(a+T) = (T:a)ed,
pot ser L on fifleo :b@ny,b/en/e. Lvego VasT: eAT an@tDed,

per> eslo signilica gue ATE Y7, es decit, Tedsy = YY)
Toversamente, ses TeCVH). Enfonces Alre 97, es decir,

VayTe AT waxed . En prlicolsr sn (1+T)ed. Roo enborces
I=(T:N =anltI) e .

Blo prebs gue W)=

L dhon af concep)é on Yoo ol coal e ha heho esle
4 {o.

2.42. Delinicidy. Um clase TTF es o dhse e Yorsion heredidoria que |

es ferrada /1&10 p/oa/caés ditectos.

As/, uns chase en A-mod es umy chse TTE s ysothsi es
simublenasmente uns clise de forioh y wns clse libre de Jorsiol.

2.3, Lemy. S T es um clase de lorsion heredfaria y L5 Yiene elements
menor T emontes 9={MeArd:TH=0] .

Derostracion.

Des HeT Sea me M. lomo Tm £ M 4 T es v dose de Yorsion
heredifaria, embnes Ime9.

(onsideranos shora el worksmo dn, : T—>Tm dekisids pof dmle)zam.
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Deas T=Kerdm . Como dim es un epimollismo emborces T3 =¥ ImeY,
Memds como Tefy entorces Alr €9 As Yenomos s sucesich
ey o—=T/y A3 AT -0 on T5,Ared. (omo ‘:T
oS (emradd hajo exdensiones enbonces M3 €T, es decit, Te fs
s Jarb T£J3<T,es deir, T=T. e sigue gee Tm=o.
As/, TH=0.
Tavelsamenle, sea MeA-mod bl gee TH=0.
Ses %M. (onsiderancs el wmorhismo dytA—H dach por dya)zax .
Abora bien, Jenemos Is sutesion exach o —T<bA B Al —0
(omo ITH=0 embmes dyi=o. Luego exisle A€ Hom (AlT,H)
Yal e dy=bep. Rr s propiedsd umiversal de 5 somd direcds, 18
familis de morfismos My : xeMY tnduce ws morksmo 8: (AD oM
que hxe gee el siguien& oidgramy sed camnuladivo .

AT 25 M
AN /0 dorde ix es I3 Inclsion
* .\(%)Oﬂ en f sumd divecds.

Sea yett. Entrrces 0y pl) =44p(d =dyld =y . Luego © s

9 y 9

e,oifm/ﬁ‘smo. '[’amo Iedgt eﬂxé‘wues AITET 4 yo ge T e cerraoh
0 SUMS dirEiAs iimol tispros enemos HEY.

b&j o )é Y (72 f /

+.
2.14. Boposicion. Sea T on close de omich hetediVord . Enlonces T es

v dase TTT si Y <ol 51 e filro idesmpolente s
Jiene elemento menof. :
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Banoslmam

‘S«yngamos qe S es um chee TTF,

Re adb Tedfy se priA—Ms5' s poyeccion enmhica
o M 'II‘A/J — N3 la proyeccion del [’)I’Odl.()é direclo.

%/ I> propiedsd omiverss! del p. w{{o dids Nememos enbaes eof
diagrama cmmuladivo A —-—>TFA/5

/T,.

Ses T=kerf. Erbnes A =Tinf< E:’J i

lormo T es una dhse TTF emdontes e cervada bafo ptooelos direcvos 5
»momo//rsmos ‘ddf” AfTeT, es daif, Te fﬁ-
Sea J'ehy. Erlowes I=Ker{=1) Kerpy= N3 23"

:)'é&- jﬁﬁ'

Asi T e el elements vmenor de 15

Taversamente, <y 15 diere demento wmenor T .
Seas ‘r';tk,l wR mrﬁm& en 9.
Ves Y&’ (g Sea de. (oo Tz, por el lema 2.1 Jenemos
TTyzo. s, T@=0. Se ,o/obAob Wedl TG =0,
e dexit, T9=0. R oo I(Iﬁ&) 0,y de sevo pos el lema
2.13 Jenermos 7T72€‘:Y
Asi, F es o dlase de fasion heredilovia, cerada hjo producibs
directos, es declt, uns close TTF.

...(-
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2.15. (orolvio. Hay uns wirespordencia bimica enire s dises TTF y los
idexfes bilslerstes iokimpoienies de A .

Desnostrscion.

Sea T o clase TTE. Usanh /s molactln de b demoslracion of

0roldrio 2.11. tenemos , por Is proposicion 2.14., que O(F)=F5 € un
fillto (dempodente wn demento menor. Ademd's PP(B) = T4,=T.

Sea Lvn Ll idempolonte wn elemorb ierof. Enbrces PP )=f5,
=d, y gor I pposicion 2.49. Nenermos g Yid) =Ty es o dhse

TTE.” De manes que s reslriciones, correspondiontes de (s Tarciones
©y ¥ en /s demosliscin ol camlsrio 2.11. deletmivan uns conesmndencia

bivivacd enbe ks deess TTT y los Hllios idempodentes con elomento
vmenoy. Esle hedro, Jonto can el coldlshio 2.8, danvesiin el coobiio.

+.

2.06. Molacion. B adb chse TIFT se demkn’ so el billeral ilempaotonle
ssociach por () .

La sigaiem/e observacion, gee s combrge ol lomd 2.13., deserite diveclamente
urk clase TTE en velminos oe su ideal braeral idempelente ssociadk .

2.17. Oservation. Si T es un dase TTF g T=9(3) endonces
9= {HeAmod: TH =0},



CAP(TuLO T

TEORIAS DE TORSION Y RADICALES.
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%.1. Debimicichs. Un predradiesl en A-mod es ons Lncionsl 72 A-rod —> A-vmod
ol gee pars s A-mublb 13guiens M =e Yiene 1M

Y MR @ds morkismo f:M-N en Amed se Yrene
Flieedy 1N,

Molese que si ¢ e w prerrae’:&e/ e Awod, 3da morkismo £1HM~—N
indke olfo smothisato  1Cf): re) — 1Y ol gue Vxertth) r(fX0=F60).

3.2. Definicidn. O Un prearadics] 1 es idempolende i M sl A-molok
iijw‘m(: M se fiene (M) =V (M) .
z) tn

preadis] v es un radisl si para csdd A-rmoblito
requieh M e here r( M) =0.

3) Un premsdial 1 es exab iequietlo i pars (ac
sulesith ex%oé o=n-SHL L 5o, A suceson
0~ 5 rer) 2 Ly e exwdh.

33. Dpposicida. Si G es o close de dorsict embmees 1 forcioml

2 Arad ~> A-mod - dehimidy o (0= ZANEM: NET
es wn radiy! iddempovbnie,

be:me//acbh.
Evidorlemente, para adh M A-mod se fiere (M) &M .

Memshs, Jeneme s sutesidh eacly @ IWeHMETE — 504 —0,
9

tomo T es ums dase de folsion enbnces 15(MYET .
Ast, YHedmod GodeT .

Ses S M3N un morlisme on Amed.

3} -



Tenemos evbrces wis sucesroh exacla () —> Tl -0, Yy ©Omo
G eT g Fes emsds b qimmrfismos enboes Fhp0)e T .
Loego Ffa(H) & GW). Asl, fg s o prerradicsl.

s MeAwmad . Enboices 15 (G £ 1501, fof ser Yy premddial.
Aomss 1g() <UD oy GGINeT. Luego VoM) < Z{N & G(H) NeTy
(M) . Asi Gllg(N) = G (M), es ded, fq s /dempolente.

Dea HeA-med . Coms T en una chse ok i) endowes (T, R(9)) o3
o Yeorls de doraioh. En el imcse W) de (3 demmoslixign de cy=a)
en Is profosicidn 1.5 e ploko’ gee Migon € R(E).

lomo () £ HlGun 4 A@) e cerrads bifo svbmodbubs
embaces 1y (M/aap) €R(S). Br olio bb & (Al €T

De o> <o comcluge g 1 (HlrgtiY =0, €5 dxir, % e on radial.
Se hs prosads x/ge f s o radicl idempolente .

+.
la siﬁu,bnk ploposicios ros oIS urd delimicir sllemalive de 1.

3.4, apoaicion . Si G es v dise de Yorsion embmes v o A-matel
izguierdo M se Jiene 5= {NSH My e A@Y] .

Demestiacioh.
Bor un tach, Yenomos Mgy € REF), de donde N{weh:Miu€ RO € GAM).
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lor ol kb, ses n'e NANer:HIWERTN. Ses p:1~> My’

la Plodeccion (andaica. Erbrces, camo f)(ﬁ’-(/‘ﬁ) cHiy e R3)

Y RO) es cerrach bjo sobmoltbibs denomos plarme AT).

Aderss ‘s iene vns suesih exacs (M) —> LI =0,y om0
GUNET y T es s bap epimortisrmos entontes p (6T,

de et <0 concbye

Qe plGUn)=0, es decll, GLH)E Kerp =i
B fano GUND£N{NLH: HIVERE .

+.

3.5. Raposiion. Sr 1 e un radicsl idempodente embmes e, B) es v
Jeois de Aorsidy, donck Gr= {MeAmmd: 1) =H} y
¥ ={He Aumod : r(H) =of. ‘

Demosincion. '

Sean HeFr, N g fe thm(MN). Cormo 1 es un premsdicsl enmdnces
1) = Hlt) & (WY=0 . leao -0 .

Sea Me Amod ‘lelque Ve B HonlM,N)=0.
lond 1 €5 vn radicsl Yenens r(MIrn)=0, es decir, MM €T

Ses p: MMM s progecion wrdhics . Enfortes p=o. Asr’
M= Kerp=r(M), es decir, Fe9y.

Ses Ne Amod fal YMeTy Hom (MA)=0.

lomo ¢ es idempotente Jenemos (1GN=I), es dectl, (W) Tr .

Sea (ir) eaN B indash . Enonces izo. Asi riN)=o, es deif.
Ned .

O¢ hy plohib s que Ty =L(8) o B :R0), €5 decir, (70, %) es um
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ot de forsidy.

36 %@'ab’/l. DS res on adins| idkmpodente embaces 65.=1.
2) 5 Tes v chse ok forsion emboaces Sty=T"

Demosiscidy.

D+ Ses HeA-mod. Br dkbinicion Yoemas fo o) =T ANEM (VeS|
= YANEH e (W)=}
Como ¢,es idompodonte envbaces v(r(D)=r(M). Luego WM< 15, ().
R olto fods, sea N &M sl gt W= . (onsideremos s inclmioh
(N e M. Gomo 1 es un prerrddical embomces 1(N)= (AWM &7 (H),
es dect, N4r(). Asi fg (1) & r(M). (on s =e fene =1

2):Ses HeT-. Enlones M=fo(H)ed.
Bor oo Isb, sea MeT. (omo (M) =2 AWM NeT$ embruces

MEG(MY S H, e deir 1504)=M . Lugo F6 Trg.
Bor Yanfo, Tt =T

t
Con 15 proposivien swlerivr resols evidende el siguienle wrolsiio.

3.%. lotohiid. Hay v oifespondoncs bivafo enlre fas clases de Jorsida
Y bs radicates iderpotenies,



33. Lemna. Un presrsdinl 7 es exacl izquierob s g sotb ' pra o A-moiib
itquielo y /S Q&R sbrodb M ok M se dieqe #N)=NAICH).

Demosiradion.

Suporigames que 1 €3 exsoh irquiesdy. Ses Me Amad y ses WM.
Tenemos h swocesidh Xl o—sNtsm PsHy —o.
oo 1 s exach izquieroh enbices A sutesioh o—ar(u)mf(M)r—@-;f[ﬂ/N)
es exach . Br Wb rw)=Tin () = Ker rlp) .

s xer). Embrces Pz Py =0, de dhrok xeN. Asi rin)snaMy.

Sea wennr(M). Embnces r@)xy=p(x)=0, es decif, x¢Ker rp)=r(n).
for Yans (wy=Nar(Hy.

Rec;,’o/o(emen/e. Sypondmos gee VHeA-mod Yvem riN=Nnr)

s o->NBHLL 50 um suesioh exsch . Sea n'=Tmf
Tenemos enhaces un isomorlismo h: i)' — N Wge Yyed' Thiy)=y .
Sea yeTin (£). Evborces T xerin)y. y= Ao ey, poes
res un prefradical. Ses ye r(w’). Dertio, como v es un prefradical
Jenemos Hlg)erW). Memds y=F(alg)) = r(f)(hig)) € Tim rtf).
AS:’ (M) = Tim () .

Ses xe N r(M\ . Enborces xeTmf=Kerq; Jeego () (x)=qlx) 0.
Ses xe Ker 1(q) 2 (M) . Endorces g()=r@)(xi =0, es decir,

xeKerg =N'. Asi Nnr(H)=Ker rag).

B vanb, Tom t8)= (W) = M (M) = Ker 7).

Ses werw) Yalgue 1) (=0 Exmbaes F)=0, s declf,

xe Kerf=o. l-uego, Ker r(f) =o .

e ha prohdch asi s exsckidd de Is sweesio:
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O —3 N) i(g((H) i@)m.) .

o tonto 1 es on prefradits| exstho joquierd.

+.

3.9. Hoposicithn. Un ndi! idempodende 1 es exacls ieguieldo sr y s’ i
3 e uns close do orsion heredilaria.

dermosvRaoh.
Suﬂ'.‘nqanm g 7 &5 w fadist idenyiienie exaclo izquierd.

Jea o—-w—’caH und sutesion exacks an Me Tr. Ses M'=Tinf
Evbrces )= N'0H) = NAM=N', e dectt, N'€Tr. lomo NN
Jenemos asi’ g We97. Livgo Tr & w3 chse de Jbrsiohr hefediaria.
Recl,'ﬂ/o@menle, supongamos gue Ty es herediAriy . Ses Mehrod y

sea N4M. Erores r(N) & NACM)Y . Adermals NAAMY4N

bJ (Omo
M ebr,

97 o5 heredidsria, o sucesion exachs o—> Nar(tH) —r(H4)
nios llevs & b (onclosion de gue NatM)eTr. Bor fands NAr(M) £1(N) .
Asi, YHeA-mod WWEH ri=Nar(M), lo wal €3 eguivafente , por ol
fony 3.%. a gue v s evsclo i@'efa’o.

+.

3.10. Cofaﬂ;n’o. (A'H chee de %YSI’O"F 9- & /i?/edl‘l@flé s/ g <ofb sf fq- <
radial idermpofenie exscto laguietth .
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Domostracion.

B s ploposicion 3.9 Jenerns qee Iy es el laguieldo s y sob i

9% es um close de orsion heredidasia . Memds, /s progosicion 3.6 nos
dice que 9 =9.

+.

(on b se exdorle s orespondencia bivaivow dds porel corlario 3.7.
S U (orfapantkncia bivakoes endre doses de ol heredilorics y
radicakes idompolentes exactos iaguienbs. El siguiene peo es esliblecer
13 relaciohr exislente enlre chses TTF o fadicsbes icempotentes.

3.4l Rogosicicn. S I e un idesl z‘z?u'e/ob idempaiene entonces ks Fncioms]

T Amed — Amod dods por G(MY=TM s un Rdial
idempoenye .

demositacioa.
& evionte g VMeA-mod 40V EM . Sea F:M —N un morismo en
A-mod. Ses (dé‘f(IH) . Entonces xeIM - (j:{[!\ . Lvego
X=2 X (o1 qreT, sieM, para @da cedy--nl . Asf gt =
éq‘:{(\q\ CIN. Se ha probado que FITHVEIN. [ fanb fr e un
prerdical .
S ael Yy MHIHE M/IM enbres alc+tTHY = ax+TM =TM, ‘de dornde
I(HIzu) =0, pars sds MeAmod. B priehs que fr es un fadical.
or vMimo, tamo Tes un idel izguieno idermpotente embnaces T2=T .
Lvego TIM =IH pors el HeAvnod, es delf, fr es :'c/em/nlemﬁ‘
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De la poposiciols amé_/:‘afﬂ ha proposicon 3.5, €s inmediave ef sfguiemé’
COrolYip.

3.02.. [omdario. Si T es vn ideal izquiefd> i vodenle emlonces (97, F) es
v deops de fersiols, donde ‘35;={H6.4-»10J:IH=H{' y
F = {refomod s Thzo .

& inbiessnle hcer rolsr gue on o caso pardicolsr del adicl idevnpofene
o s clse fibre de Yorsioh dsocisda resubls ser v dase TIE, om0 3

condinudcidn se proeda.

3.13. [foposicioly. Si T es un ideal i2guie/do idempotente enbnies T s o
clase TTF.

Demostacioh.

Sea M-Drs0 uns swesigh sl o HeH .

Jes yeIL. Enorxes tﬂ‘—‘éqiﬂa on QeL, yiel, paR oda
(e{tnt. lomo g es un epimorfismn, para cods cefs,..n} existe
XceH Al 9ue 'ﬂFﬂ(m- As/ ,ﬂ:lznaggun :3(?};(«‘-) :o,/ues/o

ve ZaxieTH=0,43 gt HeT )
é/éﬁ% Tizo0 , es dexly, LeH .
Se ha probado, pues, que T e cerrada bajo egimorfsmos, q 45 T

es und (Ase TTF.

-
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En vishs de que s Yob A moid inguiends M sxede gue AM=H
Yenoros Iy siuiente observackl.

3.4. Observach. Si T e un idasl eguis/ds rdempctente enbnces =By

Uns condiichn necessria g subivienle pars gee wa ides| igquenb T

ses bikder] esgue TA=T. de ¥l inweld gue si T es on rdeal
iagquirn idempolenle aue 110 es bilblets] by ol 1meros dos ideates
i2quieichs  1demppolentes (> saber, T4 TA) e bn kgar 3 ls misms
dse TIF R/ o {avés ok b ssocanbh desclifa en b propesicion 3.13,
Sin embitio, o VR&r con ideles billerales iempolentes diths
dsociscioh fesells um carrespondencid hivnrveca , oo e vio' 3l FIwRy,
del as,ﬂMl/o 2.

Es opordno dsr shora, reciplocsmente o [ obsericnll 213, and destrjption

direchs de um ideal bilera( jdempolonte en Jernives de su clase TTF
S5 .

3.5, Hopesicion. Si T es wm chse TTF enmbrces J(F)=1q9(A).

Demostracion

Si Tes una dse TTF entonces SO e of elemento menor de A, ef
fitto idermpolente asoctado 3 T; a5/ @)= Ny = N{T44A: Ay T
= N{T4AASE ALY | = gAY, por A pioposicion B.A.

t.
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Uhs dase TTF T ds lgar 3 obs chses de dorsion, gue son L(T) y T ioma,
Y pos vanlo, & dos radicales /'Jao;aoleva(os,qw e dascrben § Combinaion

316, Deficiin. Sea M wn A-modib i2quiefc/o y T om idesl bilslens de A.
Yefinimos )= { xeH : Tx=o

Es dsto de fy doliniion que dp(H) resulls ser un subimdilols de M.
Ademss I3 Awcpral oy Avod — A €5 v adical idesmpovene,

@m0 & conliuacidn se ek,

3.7 P{Q&_s;; ioq. Si 9 e um dase TTF Y T=3(3) endces-
D Cey= &
D gp=dy.

Demosiracion.
N Deqedr by obsovacida 2.13. Jeremos T={Mekrmad: TH=0f.
Sey G={HehAmod: TH=AY. Ag) <e fiene 6% y T=F
\2/2)0/ b progsicion 3.5. se ©onclae ge (G, 9) es um Yeor/a ok
& ; /oego, @-L(3). lor b, I ,o.b,msiab’n 3.6. nos Mow 3
e ey =T T

2): Sea Mehmod. for definicidn Jenomos que WaeT Yredr(H) ax=o.
Lutgo Tdrlth=o, es decif, dpt) €5 . for fan drtrh < G (1).
Ses veH Yal gue WeT, es dedf, TN=0. As/, 5i xeN envoxes
Ixzo, o5 dedf, xedp(H). fardanb N< dzCH) y o se fiene
fo(H) = 2 { MEM: Ve TS £ dp (M),
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Se ha promdb pues gue Ve Amod (M) =dr(M), es dedr, & =dr.

1.

3.18. Comlisp. Si T es waa clase TVF y IT=3(3) enlones:
D: L@)={HeAmod : TH=H} y T={HeAmod: IH=0},
2): T={HeAmod: drey=M}{ o REY={Mehmod: dr()=o} .

Demosiiacis .
) De I plofosicidn 3.17. o Is ploposicion 3.6. se fiene
L®=9, L =%, = {HeAmod  TH=MY . Ls xamda ofismaci es
I
Jostimente I obseracion 2.17.

2): Bembien b proposiidn 3.3. g la p/a,oo;sia% 3.6. nos lewn 3 qa
3=V =Ty, = JHehmd: deiil =M. Br s proposicon 3.6. Hesemos
embaes gee R3)= Ty =]He Amod - de(H)=0f.

+.
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4.4, Lema. Sean Tvn rfeal 159(4?/06 y T ot icks] derecho e A ~/Afesg{u€
HI=A 4 I70. Enbrices:
i) Bulslen idompotontes ede A Yoles ge evl=(, T=Ae y J=FA.
DTYT son ieakes bibskraks .
3) T=L(3) y T=d(I), oo ((3)={aeA :aT=0} y d{r)={beA: Th=o}.

Damsiyacids.

) :(omo T43=A efoaces deeT, IHeT.y. etl=t,
Sea a€l. Epbnees azaetaf-ae pues afeI3=0.
Br Yaro, Ya&T azae; on padliclsr eze? yssi e es idempodente.
Ademss T 2Ao<T, pues T es um jolsl iag{w%b. Leego I=Ae.
Ses beT. Lnlwes brebifh =fh, pes ebe Ty=o.
Aei, YoeT b=Fb; enpsrhicilr 412 es decir, £ e idempoterle.
Adem’s TefALT, por ser T un ideal oeretho . Luego T=HA.

2): Ses ceA=T+HJ. Enbnces czatb on aeT y beT,
Por dumb Tc =Tlath) = Ta+Th =Ta<T, pves Th=o.
Tambidn se diere ¢T=(a48) T =aT+6T =6T £, puts aJ=0
Asi, Ty son idesles bidsders fes.

3): (omo TJ=0, emorices T <L(3) y J£dT).
S ae ). Brbontes atzo0,4 ao' azaetafzae €T . As/ T=(07).
Sea bed(T). Entonces ebzo,y s b= ebifb=tb el
Luego T=d(T).
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9.2.. Beponicioy . Sesn 3'5?“ chses TTF y sean T=3(D) 4 I(R),
brlpres (3,9 e on feons ok foksidh siysdb i
+J=A y I3=0.

Dermeetacion.

Syporganes gie 5 F) es wis Jeords ok forsion . lomo T=3(3) y T=3(P)
enbnces D={HeAmad: TM=0} o F={nehmad : SH=0b. Adonss Teds,
es dectr, AT eT. (omo G, F) es vns Yeors. e Frsion enpbrices F=L(R) =
{MeAwmod : SH=M}. Br b oo, S(MT)=AT. Ses ceA. Endomces
c+T ¢ A =3(AR). Loego C+I=?;76"C;+I, on b; €T y CieA, for (ada
(€dl,-.n}. As/ ¢-Z&CeT, es dectt, (‘:Q'ﬂ'ééici, wonael.

(’Dmo Tes un roksl é/'/d)/?fc\/ = ~//'€/1€ :@mév'e'/l ié;q- €. S ,dfoédoé

prs g TH3=A. ol Ixb, como T o v idesl ickmpolenfe se flene
3323, e deir, 3€F, y por amb I3=0.

Reu'//azamen/e, Seypngsenos gce F43=4 y 1J=0.

Sas MT. Enbrres IH=0 ypr b S H=AM = (T+3)M = THM+IM = IH ,
es okeif, Me L(R). Tnwersomente, ses Me LIR). Enbrices M=JM y o5/
TH="LIM=o0, es decif, MeT. Se hs Hrobsch Z’ue F=L(F), y siemb H
una chise libe e Yorsion, se fene por el wiokvis 111 g (TP) es v

Jeis b forsioh.
~+.

43. Roposicion. Ses T owa dase TTF y soa T=303).

N RO e uns dhise TIF =i g 5db 5i exinle un idemporente ecA
Al gee T=Ae. '

— 4



2)t(T) es um chze TTF 31'5 sob s/ exicle om l'c((’bﬂ/b)l?ﬂ/e feA

Desmosvracion .

hE Su,amgwns R(T) ez i chse TTE. Sea T=J4(RD)). Como
(3,R9)) es um feorly v Yolsioh emlorces por 8 progosiclon 4.-2.
feviernos gr/e I#T=A y IJ=0. Bor of lems 4.1, exisfe w H%/OMQ
ech {alque T=Ae.
Toversamente, si T=Ae con ecA, idempovente, ses T= A .
Entorces Tes unidesl derecho de A Yal qe I3=0. Ademas, siceA
enlonces czec + (i-€)c € T+T, pues T e o jdasl bikveral . Br fo
fanks THI=A. Bor o lema 4.1. fenemos gque T & wn icksl bihiversl.
Aemys (1-€¥= 1-e-e+e = I-¢, Jorser ¢ idempolense , oo mane/a
ge 3=(-)A= (-OG-OA €37y s Tes wn skl bkl
idempodonk . Sea B su chse TTE ssodada . 7 b proposicion 4.2.
(S,P) e ums deoris de forsion, y por Yok R =F es o chse TTF.

2): Sypngames gee L(F) e um c/xse TTE. Sea K=du). lomo
(L@).T) e v Yooriy doe Jorsidn, 1A proposicion 4.2. nos lleva & gk
K¥T=A y KT=0. for el lema 4.1. exisle enlonces un (dempofente
feA ol que I=fA.

Tnwrsamente, si T=FA on Fed idempotente , s K= AG-1Y.
Enbrees K & un Jesl dguieto de A 4ol gue KT =0. S/ CeA wnbices
c=cl-Fytef € KET. Por damo K¥T=A, g por el fom 41, K es
vn idal bilers[; ademals es idempolente, pues (1-F) es idempolanie .
Sea G b dose TTF asociada a K. Br la proposicin 4.2. (6,9) es
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B deonis de torsidh. R (b Al L(3) =G e um chse TTF.

t.

Anles de pacar o i corolivito o el proposicicin profafems un popeno fom
letico.

4. Lemd. Sr e es un idempotente sl gue Ae=eA entonces e es idampotente
enval.

dermosiadio.

Ses ceh. Gobwes cechezeh; por ok cezea canaeA. G € es jobmypo-
Nenle enbrces ce-eq=eea=ece. Bar ol Adb, eccel=de yas/ eczbe
Con beA. Lirgo ecsbe=bee=ece. Lugo ce=ec Y as/ € es w idempo -

{ente conlsl.

+.

45, (oralrio. Ses T umy clase TTE y ses T=d(9). Enbrices R(T) Y L7 son
Smbas chees TTF of y sotb si exiele wn idespolonte cenlil
eeA )/d(?Ue I=de. bn esfe wso, R(T)=L(9).

dermosaioi. ‘
Sepongamos ae famls AB) wmo L03) son dises TTF. By Iy ploosicioly 4.3,

exisloy idempodentes e, fc A Yoles e Ae=T=1A. Ahos, eche=A; por b
o exta an aeh y wm £ es idempolente entonces ex fa -le.
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Tombien fefAzAe y osi f=be on beA. G e es ideampotente entonces
tzbee=fe . for bhbo, e=f y loego Aezeh. for el loma 4A4. e fjene
gue @ @ un idemgofente conlral.

Trversamenle, si T=he can ec A idempolemle cenlisl enlonces T-=Ae =eA,
De s proposicidy 4.3. 5e conclgge e R(Y) y LT) son diees TTF.

En exle cxeo, sean 3=3(R@Y g k= V(0D (oo (15),9) y (5,RG)
Sonr feoriss de Yoo, de 13 ploposicion 4.2 se Yiene g K+T=A, KI=0,
T+3=A y TT=0. Luego, por & fema 41, K=UI) 4 T=d).

Sea ac ((T). Enlones aT=0 y for fonfo ae =o. Tavessamente, si ae=o
Y becde=T enlones abe=ack=0;as aIl=o. fr b Yane a€ L(TY
51y sob = aezo; smbgamente aed(I) siy slo i ¢oazo. b ge e es
on idempolente el Jaremos aezea . Esto Pleehd g L= (T,
e decit, K=3. Rrdwrb, RE)=1(T).

+.

Es opo/b;o establecer ahors, dxds una clee TTES, uns serie de afirmaciones
equivalentes 5 R(3)=L(S), ohilizanch b (orkeps gee s defimen
conbimaioh .

46. Definicidn. O Uns Jeorisy b foretdht (GF) se escimok o povn by Anrntlo
i2quiele M, KU €3 shromb drec de M.
2) Und feoris de fossioh (8,F8) se estinde canlalmente si exide
n jdemdolenfe (enlts! eeh gt T={Mehmod: eH=M}
Y F=)MeAmod: eM=0}
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432 lemd. Si (GR) es wn Jeorfa de Yorsio enforces Tes hemdidars =i Y
solo s/ R e ermh bjo @ypeulis imdeclh&s.

Denmsiracion.

Soporgaimos g Teson chse de bofsidh herdifaria. Sex MeF 4 sea
Q=EM), s psvb ingeciva de M. Supongames ge 15(Q) +0.

(om0 H 3 esencidl en Q enborces Mnis(Q) 0. for oflo (b, como T es
hetedilaria enforves Mnlp(@)e InF={o{ Q. By lo i, G(@=0, 4

s Q¥ Q/'e(&) €T Llugy Pes comsh Ko Qs Mgecﬂws.

Suwmsmes shors gue M e cervads Qo Gysuds Mgdi@s.
Sea H&TH NEM, Sea Fef 9 'F(—./{om(v,F). Sean (NeaM Y
AIF < EF) M incksiones . o E(F) e inyedjo, exicle

g € Hom (H, ECPY faf qoe boce e a‘sw'%éz didgrams (anmlalivo:
N =M

i

¥ TE(F\

Gomo MeT y ERET, por ser P errsch hajo cpsoks ingechins, enbrces
g=o. Luge jf=gizo, de domle fz0. Se bu prokich, pues, gee
VEET Honin,F)z0, es dectt, NeL(R)=TF . Por fo Janto T es hereditaria .
| +,

49. Lema. 3i 1 es un prerradical en A-emod y JHaly €5 familia ondenida en

A-mod endonces f‘C@H«h@NH@.
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Dementiacion.

R cads PER sean (p: Mp — @H-( y H3=@H( —IMp 3 Inclusion Y

3 progection en ls sums direcld, respecdivsmente.

Ses Qe r(@ﬂx). Digamos gee lxeq: WY#ot = {4y...Kn}. Exfouces

‘{’=§ G Prel ). Como v es om prerradicsl enbnees p(@) € r(My) pyvs (adh
(&}1,..n}. Luego ‘P& @"CH&). Tnvelsamente, si €& @r(l’k), digarmos como
brles g8 {xe0: ¥&) #O}»f{i‘,...a(n}. Enaénces,,aefa o (& {l-n} Jevemas
(@) €XHY, y omo 1 €5 um prefratical emlonces & pu(RY € Y(@H.O‘

Loego ©=7 dep @ €r QM. Asi, r(@MN) =D ().

+.

4.9. Roposicicy, Sea Tum dlwe TIF o sean B=LO), P=R(T), =G y t=1
Son e%:'va/en/es lss. sigrentes afipmaciones..
a) G=F

8 Rva docb A-nodvls iagieth M se deve M=c(MI® M),

AGTY 4 BF) se exinden.

d) G es heedbria 4 (6.7) se escimde.

€) A;C(A) ‘D%)

1) B, R ¢ excinde cembalmente.

9) (67) = exinde cemlfalmente.

Dewwslacion.

A)DL): Obseremos que, Jor s ploposivoh 3.13., fenemos g YieAmod
) = gy (M) = LU0 =IN, cbaok T=3(T).
oea Me Amod.



Endonces "y« F=G.

Loego Mpry = (M) =T (Miap) =
de dbnok M =c(M)+HM).

Adbinds,, como 9"4597 s01 dmbss ovadss éa,j)o v ismos

y C=F enborrces cCH)ntlM) € GaT={ob. Ny fondo M=clrt) ©HM).

y,

e oMY +EM) /i )

£)=30): e sique dieclmente do & dedimicicly 4.6

&)2d): Ses MeT y ge9 QEM).
(owo (F,P) e excinde ewtrices Q=A@OL, con LLA.
SO/ongemos e LEO. (oo M es eserncial en Q ombutes MALo,
Ac(?»gs M= H),,z)ues M, }%/m(r‘o /ad:, oo MLQ Y { es M
presadical enfonces €)Y £ €(R). Luego MAUR) y por Yaurlo
UDNL#0 R . Asf L=0 y porlo fantdo @=4(@ T
Se haprobads (' que T es cernds hajo spsubs ingechvas .
Br el lems 4.2, se fiene enfoces xR G es heredfaria. Ademas,
por hpotesis (8,T) se escnde.

A& Come (8T) se escinde entorces A=cCA)BK, (on K<A,
e ef lemy 4.&. denemos que LAY =E(cLABK) L) OAKY,
Br olro Isdb, como G es herediharia anbrces (A e Ca T ={of .
Tmbien KX A/qM €T, Lugo K=HK) =HA) . |
ot lo Yamds  A~cCAYDAA).

A3Q: Sesn T=clA) 4 I=HA). v & prytosichly 3.15. feemos
T=30) y 3:3(W). Asi Ty T 500 smbos ivleales bilsyerstes .
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Aderids omo A=TOT emlonces IT £TnTo. Asi, po b

plofosicon 4.2. (BT es um Yeorls de Yorsion, es decis,
R=2)=6.

AVen9): Sea T=F). Br el wrbrivo 45. Is wndidon o) es es,uivd/@nle
3 g T=Ae, on ecA idempolente cenlral, y ésb e o y sco
5/ pss s HeAmod se iene (1lH) zeM, es decit,
G=L@) = |HeArmod :eH=H} y T={HeAmod: eH=0}, es decir,
(8,F) se escnde cenlatmente .

Aleq): Dupormamos gee (6,3) se escinde cenifsluente .
Enfonces =4 HeAmod: eM=o}, con eeA fdﬂm&)ﬁ‘ﬂ{e conaf.
En esle 50 (-2 €A Jambien es wn idempodente cenirsl.
Ses Tz AU-0) = (-OA. Erbres pora s MeAwmod se Yiene
eM=0 si y solosi JHM=HM, es deir, T={He Amad: IH=HE.
B b dvnb F= {He Amad : TH=0} o b gk €5 lo mismo,
I={Mehmad: (-OM=M] g P={Hedmad: (-e)M=0}. Asi, (G.F)
se ecinde cenlishmenle. El recipron e complelimente wndbgo.

+.

€En seqeids e esdablecerdn, dxda v clace TTF T, wna serie de (ondiciones
eguivafendes a ge L(3) s um chee oo Yorioh heredifaria.

400 Lerma. Di T es un deal deretho de A 1ol g YacT acTo enfonces
para (ads NeN 4 Pars B8 nfunt finito {a,,..ant & X
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exisfe ceT sl que ca;=a; pars @b L€ i,...np.

Demostacidy.

Se probar’ el lems por indoaidhy sobve 1.

S¢ =l se wmple Yrivishnente, ps YaeT aeTa.

Suporgemos que e lem se wampte pas n=K-I.

Sen Q,..9€X. (ono A€ XAy enbrces ke .. Qu 20,k

Seas b; =0;~Ceq; o @ch (€. k-1}. Ry bipesry ofe imlucin exisle
ceT fof qe ;=6 po @l (ed),..k1}. Ses cxGetc-cl. Endbnces

S0 (el...k-1] fonemos €q;=Cacte-ClQ; = Cu; +0'(ac (xQ) =
Ce@itc'be =CxQcthi = CuQr10; Ck9 = . AdordS Cae= Cxlict C'ag -Clxy =

Qe +C' -Clig 205 . Se 13 probsch &5/ que esle ceT o/ que C=0; pa
cxdy e fl,... A}

+.

Gt Lema. Si Tes un icesl deretho de A enlores:
) R woy A-mothib i2quients M exisfe v isommotiismo
G Yo M~ Mam Yol qe g b atTe Alr y pom csld
meM se diene Gy @fDIOM) = am+IM.
2) Bra cads morfimmo Frid—sp existe v morkamo _
FH: NGy — M %jﬁg_xpe el s/gu/eﬂ-/e oﬂqgfsmd o :
L{,"&?V > ArgM
N \(/ " JI‘(’H
> MM
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Desmostracion .
Nt Ses MeA-mod . Tenermos emlonces s sotesioh exols
0—>IM M 2y My —0, e h wal se obliene & suesioh exacls
AL @I e AL ®M ﬁ&%@ Mg —0. Tor olto sch Yeremos
A QT =ANTQM=0QH =0, y por b dorke AAOP €5 un icomorhism,
Adomas, 4 qre Mrg es Yambien on Wp-madbb izguienlo, se fiene
on rsomarfismo & ATQ i —>Fl bl qe x(@Iyo (it TAY) =
am +IH, p3ra Sk atTe AT ¢ A ol wriIME M/TM .
Sea Gu= X "VL®P. Embrees P A/f_,-g)u ~—sMAM es uy isamol#smo
Kl gue pora adly atTe Al y e G meM se flene ByllaiTIom)=
@(0 XZOP) (@Dom) = o (aFDOPr+T /"ﬂ) =am+IM

2 Ses £:N—=M w1 modismo en Amod. Tenemos entrces s sucesiones
eacas o> INLsH-B Nfw ~0 y o—TMI> Db im0,
e xeIN. Twbrces 760 €TM y por fo Yomb gﬂ[x) zo. ds/, qf(:o,-
loego exisle 7€ Hom(Man. Mfam) ! goe =94,

Ses avTe Al y say neN. Bnbrces Gy (@ T)0n) = T¥(an<IN)=
T¥p(an) = g{@@n) = flan\+TH = a ) +TM = G ((atTXRAW) =
(‘?H" Aof) ((@1Xon). Lugo F#G, = G40 Aot

4.12. Hoposicidh. Si T es on Wesl detecho de A enbores son egf/iua/em/es fos
siquientes SHpmaciones:
R YT es w Aol deratro Pl
5 B ads A-moikhb ieguieo M o (sds s ¥ de +1
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se fiene TW=THMNN.
A Rrs anb s/ tzguiekh T se Yiere TI=Tnv.
d) As ol a€T se Yiome aeTa .

Demosiacich .

Q)33 4):

8=0):

D)

Syporgamos g8 AT es wn A-modi deredho plano .
Ses MehAmod y 55 NeH . Tenemon entorces s sucesion exscl
o>HSM, donde ¢ esls inkmioh. Gpo At os pono, ombres
AR ¢ AN — ATOM e uy wmmarmordismo. Br el lema 4.1,
Yenesmen s isomoiHeomos By g Ou 9 of morleme (*: Nftn — MM
Jumb won el e/'guWe disgrem camNlivo-

4&§y ol A QM

W L%

(omo M0 o5 on sonomorismo , dambidn lo es (#

Tenemos TWLTHAN. Sa shods ke THAN . Bor blinicidn do ¢F
se Yiene (FOAHTN) = <HTM =TH, Ya xeIH . lomo Ker (¥=o0
enlorices x-HIN=TN, € decil, x¢ In. As! THAN € TN, y pof fo
dwb TN =THON.

Ses T wn ide ieqienh de A. Toninds & A o Armodio iaquieﬁa g -
3 wonp sbmoddl de A se fiene por hipotesis ITI=TANT=
INT, 43 g T 3 ur el derecho .

Ses ael. Grbces Aa es wn iasl iequietcb o A Bor o Yanlsd
Inh=TAa=Ta, g g€ Tes un ideal derecto. As! aeTo .
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o8 Ses Heh-mad y ses WM. Endoes TWATHAN
Sea xeTMAN. Govms Xe€TM endbres X~iq¢¥¢ con 4. ¢, eM
pors @l le i, nb. r o loms 4/0 exisle KEI"c\qu? CG;=Q
pors s cefh,..nl. for loanto x‘Z_CQch iﬂ X =CX TN,

poesto g xeM. Se b prolich & que THN I, o por Yando
TIN=THaA,

H=2a): Sea a—auiam o swesion exxcl3. @ el fems 411, evisle

o morfamo 1% My — MTM Jal gue para by x-+IN € MW
<e fiene FEOHTN = F60+T04. Adermas Jewenms isormoffismos
Pyt fales gue ef sigwem/e disam o

Magn 590 A

le"»L pH \L‘e“

Ny — MM
S n'=Tomd .
Sea wiIn e Mizw 4ol goe JF(xtIN) =TM. Embores fooNIM =TM,
e decl, FOAeTH . loego F6) € THAN'= TN, pov hipodests .
Asf —f(x)ﬁiq(fm\ (on q(el‘ GeN para o ded,..nf . Br fonb

= f (ia(m Yy (om0 { e unt moviomotfiamo enforces
Z'f_q ¥ ETA/ es doect/, X+IN=TA . Se ha probuch as/ gee ¥

o3 uny monomrisime . B Io Yurls A9 es un wmonororfiame 9
®i, Alr es plvio.

+',
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413, loplario. Si'F es ond dbse TTF Y T=38) enbwes UT) es bheredifaria
5 Y b 5 W es ) A-uvailb derecho ,ﬂ/ém.

Demostaish .

B o wolid 340. 1(3) e hesediloria si o sbsi f) es ewaclo
iaguie/o(a. Ars, 4.0 =y, por I8 profosiabh 3.1%., y por o lema 38,

fy & elach jzguienb siy sobsi e ek He Amod y pirs s WeM
se fiene TN=THON. Br I3 ploposicioh 4.12. b es equiwente d ge
AT ses plare.

+.

£l 5/'30/?'7/9 wohrio siisle wa wes o A 15 de shmmacones e?mabnés
de & prgposicics 4.9.

414, (polrio. Si T es vns chse TTF enbces £(3)=R(3) siy sob i
L(3) es heediyia o RAT) es ums dbse TTF.

Desnostiacian.,

Si L&) =R(T) enlorces es clao ge LT es hertd /i o goe A(T)
és o chee TTF.

. Syporgames gue L(T) e heredilsrld yque R(D) es s chse TTF.
Sean T=AD) 4 J= IRBY) . Gmo (T,RB)) es wny Yo de forsidy
enbnces por s poysicion 4.2 . Jenernos gee T#3:A y IT=0. b ¢
taldsrio 4.3 v A progosicion 412, ef hecho de Qe (T 503 heledririd
implica qve TNI=TIJ=0. Br 6 Yanto A=TOT. Asi tambier e Yiene

-56~



gue ST £T0T=0,ya gue Ty T son ideakes bilsleiskes. Lvego, por s

propositidn 4.2. se torcluye gue (R(T). T) es uny Yeoliy de Yorsidn,
e decit, L(F)=RET).

+.

415 Lom. Un idesl ieguiee T es sumandd direcho de A siysob si T=Ae
wn eeA idempotente .
Demosiracion.
Sugongarmos gue T es somanch direcko de A. Enfonces exisfe vn ideal
iagquieith T Yl que A= T®T. Br bfonb Ize+f con ecT y 7T
As/ e*tefze=extde, de donde efze-e*-fe. lutgp e-e*eTNT=0,.
es declt @=e2 y o/ e es idempolonfe . Se3 aeT. Embnces a-aetaf
g for b of =a-ae e TNT=0. Luego a=aecAe. Se /s plohich gee
T=Ae.
Taverssmente, syfongimos gee T=Ae con eeh idempolente.

Ses J=A(r-e). Ses acA. Enfonces a=0e ta-ae zae +a(i-0) € T+J.
Luego A=THY. Ses aeInY. Enbaces existen b, ced {a{es e

g
be=a =cli-€). As/ a=c(1-eY* - be(i-€) :o,pue% g 2,4 en (O1SCRAUY
0-8), es dewpolerte. Br to Yon A=T0T.

+.

6. lema. Si T:H—oN es w givorismo, L es w submodolo de M y
K=Kerd enborices M= k+L siy =0l si fy=n.
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Derostacin.
Suﬁmgams ge M=KtL. Ses yeN. Gww fesm @/va'smo
endonces y=H(x) con xeM. Como M=KiL emonces x=2+w con

26K g wel. Lvago y=H6) = Fea1w) = a3l w) = fw) , pees zekerd.
As/ yetwy. B fo Aonlo fly=n .

ngamos shofd que AL)=A. Ses M. Epbrces 16de N=HL)
Y por damdo A1) = 4w\, con wel . Ses 2= x-w . Enfonces

£@ Alew) =) -Ftw) =0, es decil, ze Kert=k . As/ x=azture KL .
lor boYamls M= KtL .

+.

4.1%. (olario. Sea P on A-modbs /'i?u?/zﬁ //aja‘//w. Un ¢;'ma/;l;'smo
F:P—M es um whierls proyechin s y <ol si pars tada
submotto [ de P 4/ gee Fle)=H se fiene g L= P.
Demestracidh.

Ses Kskert. Enfonces 1 e um ccierls proyechia =i g wlo si K
s un subolbb sqserflio de P, es decil, si pats (o scbmoilul L de P

ff goe P=KtL se Yiene e L=P. Rr el loms 4.106. /s tandicion P=kts
es eqm‘vakmé a A tordiion He) =M.

.
(s siguienle pofosicisn w03 prapalciond, dach ums dase TTF T ¢ v rdeal

bullsfersl dempcdente asotiads T, egerilencis entre el hecho de gee
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L3 se3 U dhse TTF Y Gierkes (ordiciones sobre of ol AT .

418, P/o@g/tb’n. St Tes un dase TIF y T30 embas LT es v
chse TTF si y b si AfT &5 plvs towmo A- modelo derccho
y fiene whieds proyecties como A-metlv ieqeienh

Dempsifacid .
U3) es B dase TTF. Edfones, por ls ploposicion 4.3.2)
I:‘)CA on ‘f&A /a@»;am[em/e Sea 3:(!-‘“/4 . B’h"ﬂ[&’s Jes w dﬁ:){
derecho de A. Ademss se preeba, come en s demosfisiah 3l fond 4.15.
g A=T@T. Luao, (om0 A-molubs detethos, AT = T=(FDA, g
es gfogecli»b, 9 por lomb, plno. Asi AT es plaro ome A-moddlo
orecho.
for olio o, sea K= A(-FY. Elowices KT=0 . Ademas =i acA embres
aza-af+af za(i-f)taf e K+T. fsi. A=k+T. B el loma 4.1.
se fiene que K={(T). Sex W: A—>AfT [> plodection anobica . (omo
T=Ker T o A<KAT enbonces, gor el foms 4.16.,4enenrs gue M{KY=AT .
for o Jonts M2 k — Al €5 o epimortiamo. Obseriese g8 K= AU-F)
es w Aol izguieidh Pogectivo. Ses LeK Nal goe T, ()= AT,
Enonces M)=AT g, de iwewo por ol loma 416, eslo sgnidie
Az L+T . Adomss LSK=UT) , s decty, LT=0. Br fanb, del foms 4.1.
€ wndknje ge L= (@) =k . Loegp, por o wrafario 4.17., se ha plobade
9::7 W : K—> Al es und (obrerda ,mgec#’ma del A-mwobilo l2quitrlo
T. :

Taverssmente. sypengomos que AT e plana como Amoiddo desecho 4 9= |
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lione whierls progechiva camo A-moto 1agoieto. Sea 1:P—AlL wn
whiers projechiva . (omo svles, se3 W:A—>Alx Iy progeccion csromics .
lomo 4 es u epimordismo o A es plogeckiv enbnces exisle Pe Hom(A,P)
) gee =19, B lo k) FAM =@V =AT. Cormo £ oo a1 cobierky
/)/o:,e:.#va se sique del colbiio 4.43. que QRY=P, es decif, { es wm
epinorhismo. Gmo Pes proyechivo enborces exisle e Hom (P.A) Yol
L=tY. As! Yea wn srovoemoriemo se escmle, y pof Yanko el

ideal izguietl V(P) es sumsmb direc de A. Loego por of lems 4.15.
Jeneros gue VPY=Ae wan ecd idempotente.

Sea VE:P—> Ae 3 corvesiriccidn de ¥ a P Y o mw¥=rly, .
Evlonces W¥es n isomotlismo. Aemss si xeP enbnces wryron=
w00 ALY =400); o lodarlo W =1, Se canchee o gee

¥ Ae = AT es wna whieds poyectia .

Jes ael. Des datde — Aea el morkismo definidb por dali) =xa
p¥s ads xede. Ast' oy es vn esimarksmo y Kerda= Ae nc), domse
{@)={beAbazo}.

(omo AT o5 un A-motib derecho plavo y eaeT enmbates ypor 1 plofosicion
4.02. Jenemos gue eae Teo.. Br lovanmb Tea=Aea. Luego dy (Te)=Teo =
Aea, y por ol Z::A 4.16. s¢ Yiene que Te -+ Kerdo = Ae.

%r olo s, Te s AenT s T es om ideal bilafendl. Adengs, s/
beeAenT enbnces be=beeeTe ys g ¢ e idempotonte. Ass
Te=AenT =Ker ¥, (omo ¥ es wms cwherls prodecha endbrices

Te o5 un swbmoiih sypertlo de Ae. Lvaga, como Te+Kerde= Ae
enlonces Kerdo =Ae , es declt, Aeni@yr=Ae, lo wol signifis gue
Ae i), Rrlo Yonlo Aeazo. Se 43 probodh os/ gue AeT=o.

for olra prle, el hecho de ge ¥ ses v qninv/#srpa significa gue
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WAN=NT g por el lems 4.16. 5¢ hiene ge Ae+T=A.
Br o Yank, del fona 4.1. se toncluye gee T=fA @n e A idempotente,
lo wal implics. por s praposicin 4.3.2), g& L(I) & una clase TTF.

+.

419, Gotobrio. Si A es unaniflo semjperkcls o' T es v dhse TTF enlorices
(R es i cldse TTF siysolo si es herdliars.

bewbsLQC@ﬁ.

Es claw gue 5i L(3) es um chse TIF entorices, e wnd clase de {orsioh
herediaria .

Suprgamos gue L(T) es heredifaria . s T=3®). Erloaces, por ef
camlario 41%. AL es plano como A-motlu derecho . Tor olio lsdb es conocéb
el heho de gee A &5 somjpertch sy soh s bdo A-medrds izquietto
Fiaiomende gpnersch diene whjerls pngechnas. Luego s A es semigertecs
e parktulss el Aokl inguients cithico AL Jiene whierdd progeckies .
Asi, de & prytosicioh A.18. se ajge g L(3) esuma e TTE.

—.{—
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CAPITOLO T

APLICACIONES A LA TEORIA GENERAL DE MODULOS .
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El progssibe dbl pesenle apido s presenty aluos. resulliabs gerensfes
Sobre mcfoles vswneb 13 Neon desdielfids en ef aypilb 4.

doxb o vkl tilkokral T de A, Hoc Ab-modt iequietchy M puede ser
considersch mbie oo A-modulo. izguiento for medio db fs opesctn
elinith omo am= (@+TIm , pora s a€ 4 Y AV By me M. Bombien,
dhdos abs AT - motokos ;a((u;e/oés MyN e fiote f(am{r(ﬂw): Homy (M,4)) .
De o ce gue que & on ALr-mod rli?w’efaé e inyechvo, /J/agecllm o
povia como A-mmodilo lequier, arbnce fambich o es, respectivamente,

(ot ALT- wodub 3quierdd, como veremos & condirvacion .

51. Bomosici. Ses T o adesl blodersl & A g ses H ALr-modeb izguiends.

Si M & inyechido como Aol 127(4?/06 eerbrtces it fb
es (oo AlT-motlob (‘z!?uiefoé.

bwmsf@(/oh .

Sea 0 K-SN v suesidr aack en Altmad g ses fe Fomy (kH),
B s observaciones ankrisies, 0—> K-S N puede sef onsifersc Yomdien
como sucesidh exsold en Amod, y ontliehr se Jene fe btk H). (omo
Hes ingeclivo en A-mad entces etiste g Homy(,M) = Homys, (W, M)
“A/qoe f=9¢. Aer, Mes/rtgec{’yo en A?I .

+.

El memo a/guﬂm[: s Hllzdo B PRy progocicionss mfégas s R
condjetoln o ser fyechio <o welilae por & oo wr /fogeaéw o pv0.
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n embigo, doch on AL - oo 12guelb, ro necessrismente <o (umle

5i éte en ingechio, poyect o phro omo AT -l fegquierh erlbares fo
e tano A-rollub /'i({a'e/d), respecliimente, § g no Yob A-mothb figuk

M poede s/ anslerado como ALL-mol j2guiente; en 1l ons condieion
ne@sra o soficionte A0 qee e b s que THz0. A pessr de Yoo,
A 5@;@2 Armsiclon Jppicions aroltiones neessvis Y suficlenles soére el
o bilblerl T pora ge se (omphs dihs dpmackr pra odo s ollobs
de fo cslegors.

52. Pfg@g/«b’n. Si T es wn idal Likwew! do A enbwes.

D Tech AT-mollob iequielo progecihio e progecdio omo
A-modolo Iaquierlo i y sofb si T-Ae, on eeA idesotente

1) Tach A/T-mobblb izquierob inyedlive € Iyeclivs como
A-modoh egienb si g sofo s/ Alr es plano oo A-mdulo
derecho.

3) Both Alr-modok /‘i?u'en’o Pbno es plaro romo A-wmoolo

/‘eqw‘e/ob siyodb s A(T & phno (amo A-vmiiefo Ii'{fuz'e/ob.

Demeostracicn. )

0t Soporgmms que fuds N -t geichl provective b esYambien como
A-ma’?;b zéqz/‘e/ab. Asi, gue 'Vlfr? ) p/og%o wmo Ar-mailuo
i»aqU;m/o, Jymbidh lo es wono A-modob Hqui%{:. Br bYambh B sucestn
eacfa oI —A—Ar—0 en Amed se escimle, es ek, T
es sumamb drech de A, lo @l e eqivalnle. de kb of loma 415,
3 g TI=Ae, twn ech icbmpotente.

&4~



Tnverssmenmte, syporgames gl T=Ae, con eed idompolenle . B el forn 415
T o5 sumynb direck o A. Br b ko Mt es iomorfo S ua surmanglo
dirh ded y o5 AL es progechie omo Ampil }i;viaaé i

Sea 7 un Alr-moilb F2guielb Hoqectvo. Enforces Pes iomolte s on
somsndy dieclo de om sum direcks ok copivs de AT, que es prajelus
en A-mod. Loego Pes prayechss camo A-moilote Fgorerds .

2): S//oqamas gee socb AT~ 100l /'g?w?’/&é /'uym//uo lo €5 Yombich omo
A-miodlub iaquienh .
Ses aeT. 'Sex €A W/ la phogeccidn cwviohias . lomo Tes o
idel bilolersl embrees T(*/f5) =TA g =0, foao A/ftn poee ser
(onsideriao Jumbieh como AlT-molvle izgaeh . S Q s @osol
/'nyﬂ:%e de RAn en Ar-mad . Como Q' e w1 Alr-motbio )z9uet6
ngehvo enfonces, fvnbich s ingechito comd A-moilub izguierch .
o b b exise Ve Homy (A,6) qee oy el sigdenle disgen:
A-¥sQ
J
Aa 7&:&0

Ses w=Y01Y. Bbontes prs sl xeha se fone W) = ¥O0)= Wlx-i) = x W)
= 2. R olio bdo, como acT § T & w el Gloders! entovices Aa €I
Memss, womo Q es un AT -molisb iaguiekh enbacs TQ=0. Luap, ffa
3y vedAa Yenemos UK):xu:zo. Asf ¥=0, o5 declt, Ta=Aa .

Se A prshach s/ gue VaeT acTa, b @/ es eqmaionte. sepin /s
Ploposicen 4.12., 3 gue AT ses pbro cams A-mabibs derecho.
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Trverssmente, supongsmos qe Alf & plano como A-motlob dereco.

S @ w Alr-moiblo ieguie/do ingechivo ; 33/ @ poee =er consicloraoh
Yombidn oo A-modob (2quieth. St E I8 @psul inyechiva de Q

en Amad. Ses we &, Se we TUNQ . Bnlones x=au con a€T

Y aueq. (omo @ s v A T-modob i2gie/lo elonces TQ=0. Luago
Tau=0. Ry ollo ke, camo Alr e plino cwmo A-modoke derecho o
ael se fiene gor B plogosicion 4.12. g acTa. Br dsmlo
aueTau =0, es deck x=0. As/ TuNQ=0. (o Q s esenid/
en E embonces Tu=o. e ha plobacs goe YueZ Tu=o0,es ded,
IE=0.Lvego £ pde sef tonsiderdob amo ALL -mooh iquielto.
b E e ingaclio en Amod Ysmbich o es en Alr-med, por
ploposicin §.1. As/, sienb @ esencill en E, £ s Yambieh I loshs
injechiss de @ on Mz-mod . Gomo @ es inyechio wmo Alr-modkdo
)2743/04) emén(es QA=E&. U)@O Qe I'Ilﬂecll'm omo A-modr/o
iz?uiera/o.

3): Sypmgamos gee e Ar-moildo iageienlo pbro o es Jambien mo
Amockb jaquierdo. Asl, como M1 & on Nr-modlo i2gaendo phvno,
Yumbihr es phvio tomo A-moduk rRguieldo .

Tnversamente , sofongdmos e AT e pbwo camo A-modlil loguiele .
Sea Fum ’\/I-moU}Z:zqd%b Jaro . Sea o—sNIrM un suresid
eacks en mod-A, s wiegprs de A-upibs derechos . Dl fesfado
o o] foms 4.tt., shars wobre (a cleqors wod-A, se obfienen
isomerfismes Uy ‘UQ% — Myr 9 L(’,'.‘:HQ’V]: —Mr y o
mothiomo g Myr —>Mur hles que ol sguiente divgrum conmuily
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MQ% o MRAT
U, PR i
Mir =% M

(omo Afr e, plino omo A-moiol inguienb o £ es un mormmotfismo
enbries 1N e o yoramarhsmo. By lo % Jambien fy es o
PO Giemo . .
for ot kb vernwmos b sucesich a8l 0 -NT <> HMYT =0
en mod-A, de Is wil se obliene s sutesida ewch:
NIQF i8F, veF 225, NATQF —0 . Adems§, ya que F 65 o
Afr- ot 1£qu?/06 »\/IQ:— NQIF=NQo=0, y fof fo Yool
POT @ vn omoffermo . Ansbgamentt, de sures/dn ok
a SHTSy M SoMiur —o se obiens o isompriiamo
gpor HQF — MM @T.
o ol bk, de 8 defipicion de | que s erk%gé a ks deliviiciop oe £*
o fa deyosdracidn of loma 411, se Jiere of s/guipméz disglami conmrbin:
N ~£—-)H
Py ¢

”/m: M IHT
& il 50 cbliene & suver of ﬂ:ﬂfdm& conmudzlio:
ngF 5, vaF
poF| “LaoF
M F forrd HrQF

omo F &5 un Mmoo izquiett phno, o MAL o MHT son sinbos
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Afr-mahios. derecos (poes () T=0 = (MHD)T) e

T4 ®F & wm mariomoﬁé‘::, Y3 que by es v monomotiismo

Asj, como poT 4 9@F son /somff/%mos, obl o’iagr'&'m conmosfivo
Snlerier se sigue 1&F €5 un mvomorfismo . (o fo foub,

Fes plsno womo fm&bf) )a?oie/do.

+.

(o propesicion ewéﬁof Y of s’goiemé loms daremes Yhora v
demostiacidn sWermsdiva Al orolsrio 4.12.

5.3.loms. 3i T es um dase TTF y T=3(T) embnces T es ervads &0
c3psulis imdecf/'vas si ¢ sl si edo Al - ooy izguieltlo
inyechive es inyeckvo wmo A-modsb I'E?oié’fob.

Dermostacidn.

Sypongams goe T €5 cerracs hfo cypeulss inyechinas.

Sea @ un AT-motbb lfquiefob ingec/ivo i s/ Q puede ser consiokrao
Sambien como A-rmptio Taguieidh. Ses E s cypsuk ngechia ob @

en Avid. (om0 @ es un Al -modub iaquiefob andorces TQ=0, es dec,
QeT. Luego, como T es cermaoh o cypsus ingetsé'w\s enbvey E€T,

es deci/, TE=0. As), E et ser consikrddd comp A/T-modlulo izgquicto.
lomo E es ingechives en A-mod Jambicn lo es en M -mod, por (s proposicidy
510 Y ae Qes esencisl en €, E Yunbien es fa @psoa ingechin & Q

en Alr-med. lomo @ s ingechvo como Al -moib iaguierd enforces Q=E .
Luego Q &5 Mgeclrw omo A-modito lagx//‘e/zio.
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ohara qee Yodo A/r - mobbo rguierdo ingec#v'o b o5 Yunbjen
(oo A-modulo :‘zfu'erab. :
Sea MeT. As/ THz0, es dectt, M poade ser cnsiglersds mo A ~moddo
lzguiefdo. Ses E /s psils inqechuy oo M en A-rad, o E' s cpsls ingecia
de M en Ali-mod. oo E' es un T -mocbb i2guiesb ingecivo Yunbich e
:'ngeclivo wmo A-modido iaguierds. Ademds, siend>o M esercidl e £, E' es
fambien s wpsdls ingeclia de M en A-nmod, es decir, EXE' (omo €' e
on A-modob ie?.ie/:é embvices TE=0 . o b TEz0, es deir, E€T.
Asi, T es @/ndh hafo wpsuls ingehivs.

+.

54, Observacion . Eats s [a domosiicioh lemsiia of coroliris 4.13.:
SiFes ony close TTF o T=3(7) enbraes, por ol loms 4.7,
L(A) es heredilars siyedbsi T es conads bajo wpsbis
ingechives. By el loma 3:3. ésb o5 aivisforle s que Hodo
AT-moduly iaguerh irzg(t#m Py /‘nga:/im tomto A-modb o
izguierdo, lo wy es aquivalerle s sv R, yor b progosicidh
52.2), a ge AT sea plono camo A-maddolo desedho.

Dsdb e A-motlub izguierds M sasa E(H)—'Z{Im{’{e/é“”a(”‘m}: 5
oz d M, g A, (M) = {aeA: aM=0} , ol anvlsder de M; ambos son idkales
bilslrales de A. Udizanch estos coneplos y los siquientes lemas, yrobarenss
nd serje de uiksRNLiss, imporak LR b Yeoris de lo3 modkilbs
Pfagec-/ivos,
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55 Lom. S M & w1 Amodolo izquiette enbonces H gerers & A s y <06 si
TalH)=A.

Derwstracich. _

n0s gue M geners 3 A. Embes exisfe vy cwiesioh exsola
M8 50. Bia cads e <eon GM—HD g 0 H DM
intlosivh g b plegeccion en f suma difecls, respeclusmenve .
O3 aeh. omo fes wr enimohiomo endones exise CeM™ Bl ge F(€)zax .
Digumos, que §aect: ) #o = {2t Evbores O=F el (@), Ass
a=f(@=f(Lap; @) = ; i (0N €T D), poesio gue AR (K3 (el
sediene Fiy ¢ Hom (MAY. Loy ASTLM)4A, es ded, TlM)=A |

Imfsameﬂ& Syforganmos gue T =A.
for ls progiedsd universsl de la sums divecls, & famita de morfamos  Hom (1,A)

inthre wn motheme F: MOPTEAN A Yy gue ¢ siy/iemé diagrams &5
conmulsdive: ol £
/‘1‘_ —A

¢ dondde pars iy he Hom (HAY G, oo
“‘\M /‘“1 13 indusiohr en I3 soms olirects .

ez aeA . lomo ‘A= TitM) entoes Q—“ﬁl‘k’ﬁ’i) , donde fors @b cel,...n}
b € HondH,A) o sieM. Ror oo fcs 2 @ igfin} Jenemos be=f4,
LU?g') Q;;ﬁ,’lﬂ) :Z_f(;(. 0G) = f[g(;"‘({('\) , (on él},{(,{‘-) € HU/M(H,A\).
Se ha probach aa;’q‘u'é f & on epimordamo. By oAb, M geren & A.

+.
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56. Gplyrio. 5/ Hes un A-modrb tegoierth ambnes H e on generobr i g ol
=N Tri(H) =A.

Deneshacion.

Si M es un qeaersobr enbrces en pardialor gaes s A, es decir, Try(M) <A, ok
awenh §f lema 5.5,

Tnversomente, si TylM)=A enfoaces M geneB 3 A, por el lems 5.5 Luggo, como
Aesun gé‘m’@b{, Lenbich Mes un gM&’dobf.

+.

53 loma. Si P & un A-moivlo Iz?demé /)/ogeclivo y T=Tu(P) entonces TP=P.

Demasdiacioh.

lomo A esun qereradhr brres entonres uns soresics el AP 0.
loro P s provechivo, evisle g Hom (BA™) Aol ge Fg=1p.

Ses xeP Gabnces qare AT Digamos gue {edl: gt i %o} = (o An .
Endonces glx)-:‘.i:;(.((- P 3060 . Luggo x:fg(x\: f(%(}(‘./),(‘-gmﬂ =

ZT Flelprgon :;tﬂ(‘gm}-fq(:\,w gee pvs ok (€{...n} se diene
PueQO0EA . Aemds poe s i€ dl,-nt Jenemas FigneP g fgEIET,

4 2 frae Hom (PAY, Asi x= ?:, (ﬂqg(x))'w"i.(,-m eTP. Par to Yumb,
P<TPL?, &5 ey, TP=P.

+.
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5%. lomsitidn. Sea P un A-modub iiquie/do y sednn T= Auny (P) 3 T=Ti (P).
Enfones, son eq,u;\/a/en/es las siguieades afirmadiones.
Q) Pes provechvo en A-mod g THT=A.
b) Pes progecin en A-mod 4 Pes un gemeracky en AlT-mod .
&) Pes un progenersdor en Afr-mod Y I=Ae, con eel
io(emﬂol&qz.
d) Pes progective en Amod o T=FA, con feA 1dempolente.

Dempsidia ciols.
QA DL), QyD), A=)
Sea fe Homy (PA). Enfores THPY= FITPY =0. poes T=Ann, (P).
IT=T ‘{('P) = I‘F(P\ =0.
be TTTLTHO S
(oo T+T=A, endonces. por el fowmd 4.1. Jerenros gue I=Ae y T=fA,
ton e,4e A idewpolenes.
Ses T:AAMT b pogection wdnics - Ses feHomy (RA).
Enbrces The Hovmp (0. A7) = Homy (RAITY, Loggo ey =10 (T AP
= THAPY £, donde T=T, 9D, fellon A

feHom(pAY

Br olio Iado, como T+T=A enbonces for el lews 4.46, se diene

T = A/I. As/ A/_T é—?ﬁ-A/I‘ es decir T=AlT. s el wiolsrio 5.6
Aenemos entonces gue P es un apnersobr en Az-imod. Ademsts, como
Pes poyechn omo A-mobivlo iz?u'efob, Aumbich b es como

Al -t requitrob. Asi, P & on pregenenscbr en AT-mod .

-2~



ADL:

5] $a):

dY24):

(oo T=Ae, ton ech idemplente ¢ P es progectivo omo AT -moddls
izquies enes es pragechivo cmo A-motib izguierdo, por
ploposicion S.2..1). Aderes, por hiphlesis. Pes un generscbs em

Al -wod.

Coms siales, ses W:A—>Afr 18 poyeccioht Gnottics -
Ses fe lém%(?, AfL) = Homg (RAIL). (omo Pes progectivo enforces
exisle T¢ Homg (PA) Nl que T=1rf. Loggo F(PY=THCP) € (T).
Asi T=221() ¢, donde T Topy, (P

fetom@am
By olio lsds, como Pes vm ﬁenee&/ on Afr -vmod euvances, por ef
wlslyio 5.6. Yowmies T =AlT. s fofonds AT £ £ AT
es decir, TeT)=Alr . Del lems 4.16. se candlyye entbnces qee
I+T=A .

Si T=AA, condeA idempdente, entories (-HT=o0. -

By ofio b, womo P es proyective en A-wod enfones TP=?, por el
lems 5.3 o0 oYl (1-HP=A)TP =0, yasi -feT.

omo T es un icknl bilslesl embrees (-)A £ T Luego

Az (I-NDA 4 A £T4T, ey decit, T+T=A.
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