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INTRGIUUCZICN,.

Este trabajo esta basado en unas notas de un curso im=-
partido nor L.A. tedeiros en fio de Janeiro, 3rasil (32).

Z1 material presentado esperamos que sirva comn mate—-
rial adizional »nara .l7unos cursos o seminarios sobre ecua-
ciones difer=snciales parciales,

La meta orincinal de &cte traha’io es introducir méto--
dos variacionales que conducen al estudio de Z...P. nNo=liw==
nealas |, lo cual creemos es un drea fértil para la investi-
gacidn v que ons=e sran valor nara las aolicaciones no tri-
viales de la matemdtica.

Considaramos, ~ue para tal objetivo, una excosicidén --
sencilla gue contenca los resultados mds importantes es ne-
cesaria, =1 trabajo trata de ser asi.

Pensamos oue las aplicaciones fuera de la matemltica -
son importantes y pratendemos dar alqunas de ellas,

£ contenido e~ta dividido =n tres canitulos.

in el capitule I hacemos una breve ravicidn de resulta
dos sobre espacios de 3ébolev,

Zn el caonitulo II damos rasultados elementales sobre -
desigualdades variacionales 2n problemas estacionarios.

in 2! cacitulo III se da un olanteamiento variacional -

de =acuacionms que de~enden del tiempo, demostrando existen~



=ia v unicidad de ccliucinnes déziles que estan en ciertcs -
espacios.

Cabe agreaar aue los oroblemas tratados en el canf:ule
111 también se pueuen plantear en términos ae desicualdades
variacionzles , nsro nc 1< incluimos nor considerar aue la
icea es suficientemente trataaca rcara el caso =rtaclonario.

hacemos del conocimiento ae: lector cue alaunas dercs-
traciones estan s“lo superTiciaimente trata-das, esto es ¢c-or

el €in de nc hacer demasia“» ¢ --liziZn la exnosicién |, re-

rn damos la referencia en c2dAa caso.



REISCLTADOS TLFIENTALTS 208x% T4210I08 o7 ZO30LTY.

1.1 Hociaman sohre Jistribaciones,

. n - N R . N
Reprezentorexos vor@ =21 =3patio wvenizrizl de n-nias

(€)% reens . DEorass alaresc: La n-sds
. . e I . .
2y = U TTVIAN Y a2 o ! a Lroy
Ley 2oslidsredes toman velcores

, e . , .
Aenresaabuios jor LT fl), 21 einacio veectorizl de fun-—-

ciones dz cuadr=do intezreple 2afl ~on ~rrduste sseprl-or

{u,v)

H

J v dvixdx.

Tuando «l sonaris =s acotada 2 [l 0, sera loanacto ¥y -
decimos ue [ Llen® F3M00Te J0mIACI)

Derotorasios ;\):“,,9:‘([2 21 sypesnunin wantorial de Junclo-
Jifepreicionias y

.- .
T nUNYLOn af -

]
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Sea (‘;dn) una sucesidn de H), (;fn) converge a £, i

se cumuple que:

1. Leg funciones ,zf‘1 tienen sonorte con“enidoc en un -

compacto fijo ¥ de S,

"Z2. le sucesidn (p’n) converge o 8 uniformemante, y - -

todas sus derivadas de ,{Q convargen a 1 qeriveda
cerresponiieare de f, wniformenmente en Jl .
s . - o 4
Tods formu linesl T cobred (4, c-o:xtivz,z?( ar, el sertido

de le comvirgencis Zefinids wobre & (1), er wna distri

b
soore fL, cenoterenor vu velor <n g o, Tof) , comn (T,£7 .

eEannios

con 2Sta o0 cliglg. L o sEounis VEOUOriel ¥ Le converrentils -

(84T) () = S{d) + 7(g) , 4B
(eIt cT!d) , eSS,

Ty~ T en D), si y solo si Tn(ﬁ) - T(d)
enIR , para cualquier ¢ € 9(11).

i

(1) T eDVN es continua si; dado fp—bd end (), T{;ﬁn,‘-
T(dn) —> T(J) en T,



1.1.1 La_derivada d=2 una diskribucidn,

Sea ue Ccliu v 2&5WU)), oussto aue @ se anula idanti-
camante fuera de un subco~iunto de fl, obtenemos Integrando

vor partes en la variable ><j

(’-(g—ylu(x))ft(x) = - g uixy ( z.ﬁd(xi\dx.
N ¢ ‘n v ey /
Slwelo v fatl= ofpeoy« wee vy, HE 3“'(11), intanrando

oor par+2s |«] veces tensmos

let.] . .
S(Jd' u(x)) Ax)dx = (=1) g u{x)d*g(x; dx
~ a7 . N
isto motiva la siauiente definicidn de la derivada 07T
de una distribucidn T €8'{(/), en dond= o indica
ok )

d
~ o) <2 - &n
d'ﬁ a)f) v ae *n

) .
La derivada d= un3 distribucidn [ se define como la --

Gnica funcional o™l 7ue satisface

(0%, 8y = (-1)"" (Ty0%8Y, ¥ de S,

Aalet

Pronosicifn 1,7,71 O%7T eas un alenento de '),

Zs clara gue YT as lineal, derestraremos que es conti

nua, esto es, si @,—v ¥4 en HW), T(g,) — T(d)len R.

(1) Derivada o -~%sima .



4

Demostracidn. Sea i¢‘.) una sucesidn dé funciones en
SUL tal oue &, — &, geSUL), cuando i —r @, en el senti-
de de D(4). isto quiere sdecir que existe un compacto K tal -
que el soporte de ¢}esta contenide en ¥, ¥1i , v que
5

AN . .
(.} —> & , ¥r>g, cuando i —®

v ademds por definicidn

e
<D.‘T’ ¢L'>= (=1, <T’D ¢L. )

vor lo anterior

jo!

ot !
(=1) <T,0%y — (=1} (T,0%¢)

<D“T, 4;Y —> (DT, 4)
por lo tanto
=0 ¢1,0%0y = ¢or, 4,
as{ que esto significa que DT es continua.
Por lo tanto, si T esta en &'(fl), U°T también es una -
distribucidn,

Resultado 1.2.1 51 u el entonces la forma lie=-

neal T definida en .H(n) por
u

(T, 8) = Su(x) ¢(x) dx
JU

es una distribucidén sobre . .



varemos la idea de la demostracién, es claro que T,(, -
as{ definida es una funcional lineal, Para ver gue es conti
dua, suvongamos que ¢, — den H(Q). intonces existe un sub-
conjunto K, KCJ[L, tal que socp(d~2.cK, donde sooo # deno-

ta el sonorte de ¢ , para n=1,2,...,. As{

[T, By = T, (o)

gsuo’qﬁn(x) -¢(x)lj u{x) dx.
KeK
K
%1 lado derecho de la desiqualdad tiznde a cerc cuando

n-x , puesto aue ¢.—v ¢ uniformemente sobre K.

Zste resultado es findamental para entender los espa=-
ciss de Sdbolev, nos dice que toda funcidn de * ({) define
una distribucién T sobredl. T, esta univocamente definida
Por u, oparmitiendonos identificar u de L.'z (n) con T, en PN}
la distribucién que ella define. Asi que u en s (L) tiene -~
derivadas de todos los ordenes en el sentido de las distri-

biiciones.

1.1.2 Derivadas débiles.

Definimos el concepto de derivada débil de una funcidn
de cuadrado intearable, Sea u =2n L V), diremos que u tiene

derivada débil de orden «, si existe v_en ¥ () tal que ’

VS \ ot e
(O°T, 8y = (=1) { T, , 2 d)=(v,,d).
Si tal funcidén v, existe, esta es (nica fuera de un --

conjunto de medida cero.



Siu oes ;ﬁ'.;f‘lClFI‘AT.'P,’ﬁe.’AEE' tuave uara cue tenge derivaar --
continua D™ vu en el sentidc cidsice {usual), entsnces S w -
es tarbidn derivads débil ue u . 5% u ruede exastir er el --
sentidc €511 sin existir en el sentide clédsicc . Por ejer—-
rlo la funcién x| rno tiene derivada er €l sentido clérsice -
pero tiene derivads détil , estc es, |x| :fiex — B,

le(Cilb) 5 a <0 £k
(\x|'7i5> “<ix|1)ﬁ;'>

] U%;;- el
\JO = -
-Sgg dx + S‘% dx
o 0
<sgn X, ,0'7 ¥ ges(h),

[

[}

H

'

en donde €gm ¥ = 1 i x>{, = -1 51 x<C , semn ¥ & I.:(,."LJ .

Por 1o tanto sgn x es derivadas débil de |xi.



~d

>
. s
1.2 Los esnacios de ifhciav v ().

ve aquf en adelante D™u denota la x-esima derivada dé-
bil. Consideremos el esoacio « ' (M) de funciones u(x} en Jl
definido ovor

yi {n) =1‘u:ue L)y ouel?in; § oc,lxlf;m%

con menll, m#Q0, Nes un abierto acotade. Jdefininimos el -

"2 .
producto intarnc en « '7 (41) como

(u,v) = 2 0%u, Uy
w1 Velem

2 Lt

- S Ul x
jajem
N
v la norma asociada es

Yoo - Y%

y

fhuil - [ Z o) . [(u,u; ]
m, 2 oam 2 m, 2 ‘
i) 1)) A7)

M, . P
£l espacio » ") asi definido le llamaremcs esnacio

de 3dbolev de orden m.

~m,2

Teorema 1..2.1 P77 {fr es un sspacio de Hilbert sepa

rable.

" ™2
Primero demostraremos que ! ’'"({l) es comoleto.

s 7 N Myl
Sea (u,) una sucesifn de Cauchy en . T . Ya que

“Jdu“ f%nl
") t,-;"‘" >
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entoncas D"‘un 2s una sucesién de Cauchv en L*(fy. Asi 7ue —-

converce a un v ¥ ilem, Tomamosx = (0,",...,0), esto es ~

v
(Qy0yuaa,yC)
do de i* (WU, y por lo tanto =n el sentido de las distribu--

13

u, nor lo que (uy:s converce 2 u 2n el senti-

. : -
ciones, resultanco cue (7u,! converge en el sentido de las

distribuciones a J"u, asf{ 2%u = v,y resultando cue J“u esta
. my2
en L"m), para toda xlem, demostrando asi que . ’" es come-
oleto.
Provosicién 1.2.1 21 esovacio #7%(MU es separable,
Demostracidn: sea<¥ la aplicacién
1,2 2 Pl 2 2 n+1
S (=L (Uxi (SUxeeexL (W=(L (D)
definida oor
w(u) =(u, 24 QU ., 94
X, Iy J¥n

es simple ver que «¢ es una isometr{a, esto es,

Jews] | “ul

RTIPRA PRLEITS

. . 4,4 .
ns{ aue podemos identificar ¥ 7" (L)) con un subesnacio

+ .
MM va aue L?(n) es secarable enton~-

w

ac senararle ', por

¥ cerrado de (L*(Q1)
nt+l . e .

ces (L% ) tamcién lo =s , Lueno ¥

lo que 52 10 es, lo mismo pasa para el es—acic de Fil=-

. 1., 2. .
bert ™?(), ouesto aue « Vi ¢ . LA y todo subesvacio

de un espacio senarasle =S se-‘arablem.

vD ver (38)



g

Frogsosicidn 1.2.2  Sif] es acotado, entonces S no

ot e

es denso an M7 ().

damostracidn: Para cualquier i, tenemos aue S({) es
denso en L7(). Sea ¢ en £(Q) Y seagla extensidn de & a I{r,l
nula en el complemento de AL, Consideramos la aplicaciédn #

~

dafinida bor ¥(4) =¢

#5N) — S RY
tenemos

“‘t"l‘“ = il , %den 5(L),
A2 (R abh?

La funcidén < es lineal continua, por lo que ¥ puade ser
axtendida por continuidad 2 una funcidn # de el cerrado de
20 en wP? L) al espacio dlr? ( Rr"), siendn A=y y para —-
toda v en este cerrado.

£n donde V representa la extensidn de v nula fuera dell

Zntoncas si este cerrado fuese Ww? (), concluirfamos
aue a toda v an W'* () estar{a asociada una sxtensidn V en
A% (R, asta conclusidn es falsa, ya que si tomamos A=
(0,1} y v=1 en (0,1) , tenemos que v esta en a'* () oero
¥ no esta en -1 (R) , pues v ’=%‘o+ ‘&l , NO pertenece a ~-
L.

Ya que H(\) no s densn en ' ?(q) tiene sentido la si
gulente definicidn,

fos e 1,2
Definicion 1.2.1 Denotarenos vor #,’" ({) a la cerra

dura de &UL en 1% (qQ).



I
L]

b
1.3 Carnctarizacidn iel dual e wl’“('U

S . 1,2
Sea £ unza forina linenl contiaun sobre .XD' (.

Demostraramos ue existen n+l Suncicnes vo'vj. cee g \:‘1
£ .

en Lz(fl) tal aus

. A ;
Sea® 1‘.}"(]\_) —> (LU :ml definida sor
Au) = (u,2% 2%,

va vimog

que ¥ oes

£ 2z ura forma line~l consinua sobrs J7'7 (L, tor Lo fanto
‘~J

!
CEafm B 9% L3 B (fuy
\ 2 ¥$ a)(:L dRN
La form: f‘J ¢3 conbtinua, rorue nare todo v =4, se -
tiene:

asra toda v en 21 zubesznacio A.;"’ﬂ) Y , por lo zus £ =

cidn d= d>s coniinums .

[N

fott ec la comnos



-~ continuacidn, describiremos como cbtener la extensidn

~ . PR n+71
£, de fo a todo el espacio (L™ WN)) . LMDezaremos consico--

12 L
randeo el comnlemento ortoconal de (.,” (V) an L7 ,

+

. ; 2 N+l
es decir, el conjunto de elementos u ¢ (L7{n)} tal 7ue na-

ra tnda w é'&.’(-/ol’z(.ﬂ.)) se =isesne (u,w) - T
2 n+1
(" @s)

- n+?
Cada v en (LY’ se daccompone univocamante, en la

|l
A . A2, .
suma v=u+w con u ¢, " L) v we *:’(:.o’l iy,
- - . o
Jafinimcs fﬂ como cero 2n 2l com-lamento or-togonal v -~

como f en #( ;o'-.l (1)), de esta forma f  extiende f, sobre tc

. n+’
do (Fi) .

Cpservacidn 1.3.1 2i H.Y son dos espacies de Hilbert
v f, esta en (HxV) ', entonces existe un Unicc w, = (uo,vo) -

an HxV tal ~ue

(fpaw) = (WO’W)Hyv = (uo,u)Li * W°,V)l :

donde w = (u,v} esta en HxV.

~
De esta observacidn tene~os que siendo f, continua en -

I . : PPN T
((LFw"™y, exists un dnico (W W, yeeesWy) en (L™{0L0)

que cumnles con

Ead , 3
T (U ,u yeeay,u 2y = (w_,u ) teaet (W yUnl .,
(o o L n> o OLJU‘L) n L
co ! .
= 'woxx)uo(x)dx teart jw,l(x)u,,'\x)
“n

M
Sl

welxlu JAx)dx.
t L

W
Q
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b

Recordemos que 2 (J1} es denso an wcl,’zm_). Del hecho de

que -
= (g, = 3o =
(£, e = <r°'\°'§“‘:i e 20 = (88
tenemos
(88 = (f e8> = {f w4
]

(f,ﬁ) =<:f°’(5’"%‘d;""’%%n)> =
b}

wo(x)d(x)dx - ;

1]
b\_f—’-\

w (x)d (x)dx - = ga_w_vaf(x)dx
o o =R

a VL

1
R

= S(wo(X) -é%‘—%)p’(x) dx
), 2

la Jultimza igualdsd se obiiene integrando oor sartes, si torg

mos en esta v0 = w , VvV, =-~w, 32 crcluye aue erxistesr --
b i )

Vor VypeessV, fuaciones en 27 tal que

[o}

A n W . . ,
<£87= (v, +2 LAY PEL R

Reci procamente si (vo,vl,...,vn) pertenecen a L2(!L), en

tonces n
- |N.
- S A%
f=v + &, =%
| L2,
es una funcional lineal continua sobre W, J.

Pora verificar esta afirmacidn basta notar que si (vo,

Vl,...,vn) pertenecen a L™(/l) , entonces cada v, define una
]

dist ribucidn
(v 9 =(visﬁdx Y 4B

L



Lt

=

curas derivades esten dedsas nor

e

e donda concluimos qus £ oer sontitua en {00 con nor-

10
N A . sede 3 mned - s : 3 ] <%
A de g (fﬂ CLuezy T ooe antizade oo conpiauidad a une fun
~a enym e = Ay ~ i R

eioanzl contizus =z sl cervoas ATl

S e Pnrn et A Tt ae s meas L 3 G A S,

J e Ilrmerryian o LE gloaofl Q2 LUDTOLEY,.

Jhore wasnizooaas Lo bovsosioralfn o sozriadades

. S,
£ Il I ]
dzl esvwacio de Iinmalav k.
D

2isicanonts Sl 3n: aognladzlir astan relacimedrs con -
.3 FIE P N e —amar o funeid - axe ¥
2Logralio da su=vidad que nusde un ancidn pue e23ta an
ciersn avnacis de 34bolav . Thacretsnesuts 1S relscisass o -
128 eunles qa0v rafapimos  son 1o8 S20cvamar e iamersidn , --
awasto ue 21lzr Issopriten la foran nars dsr 2o 2a0ios dde ——e
ERr 2O ,TL,-;.\ . : N , LY -
Tiooler WUoaue jwaden s2r oagpendos continusmente en -

2 - N

otTey 3 Jariou .

Gonsiderenss T ov-acioss ia Hiloers V, ¥, tal jue VCOFE,

acimos ue Vo =siz iameres 2n Y 2l =miste une constante MYO0

1= x| < ﬁ‘}xﬂ con T 21 maneo ideantildad da V en 4.
i .
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51 I transforma sucesiones de V aue son débilmente con
vergentes en 7, an suceasiones de i fuertemente convergentes
en H, decimcs gue la inmersidn as compacta.

Teorema 1.4.1 {(Reliich) La inmersidn del =snacio

{ N L2 . .
N'a’l(.ﬂ.J en L™UL), es com-acta, siendoflun abierto acotadoe.

Demostracidn. Ya aue

{(I(u)"l £ uy 42
L) Aio )
: . N . : Lo i,2
la inmersidn es continua. Jueda orobar aque si u, & W, " (L)
. 3,2
v la sucesidén(u,) converae débilmente a cero en v ’* (4, en
tonces converge fuertemants a cero en L*.
Para lo cual tomamos U, la extensién de u, a R" nula
fuera de J1 .
.1,2 N, . ™ ¢
& W ( R, la sucesidn {4,) converge dé--
1 :
bilmente a cero en « ’Z(R"), luego débilmente convergente a
1 0,
cero en L"( R").
<
S5ea u

-~ la transformada de Fourier de G“ , esto es,

Fal
U, (8 = u, (x) exp(27i(x,g))dx
rRﬂ
n
con (x,%) = L{?_—Jx;’;; para x,%5 6 E” , v3 que N es acotado re--
sulta nue 2xp(27i{x,%)) =2:ta en L*(n). dado aue L.n(.n.) _

-2

-1, 2 o . K R
W' i), entonces exn{2%i(x,§.) aesta en - ULy, cualruie

w

- . P - Ind
ra me sea 3. Je laqual maneraz si fijamosz £ , como (u,) zon

1,2 , ~
“(®™, 2n narticular U e

vergz dibilmente 2 cern en n

(1) # o = (w2 )*
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convergs a cero débiluents en LQCmn)m « Lusgse
(1) ﬁn(g) — 0, pera caei toda e en IR,
Coxfn ('\ﬁn) convergs déhilments en v.l'z(mu) , =ntoncwc os

ol v
acotxds en Wl"'(ﬂ’) { ver (24)), y por 1o tuate on LQ(}i"). -

eslio ep, axigte ure censtents C>50 , tal que
Yiag) <.
(5
De la derigusldad de Schwersw, vnisndo fl scotado, we con
¢luye que @

\%n(g)l ‘ESn\Sn(x)\\e?'m(.\:.E)! dx < CQWHZ

A b i)
K
ernto eR,
8w
(2) B (G)c,, ¥ v, E .
Oamrvacifn 1.4.1 Se tiene que

5 5 =10 ()
5, L2 (" 1%, “L"’(m“)
( Tesrenwn de Pluncizarel ).

4,2
Se nuede vor que 1l norma en W ' () es squivalante a

la que aigns

ot

. 2
(1 182" B e

n“mm,2

W@) JR"

o pr—

¥
(1) Eato pornue £ (i ¢ al’g(ﬁn)) , uedisnte ia splica —
eidn h— h+ 50",
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Debauas predbar nue (un) converge a cero en Lz([l). ento

S\un(x)lzdx —* 0, 8l n—® ,
JL

Tenesxos por ol tscrmea de Plenchersl

ro~ 2 2
Sﬂ!un(x)]zdx = \“\un(x)| dx zgnlun(g)lad'i

=§ |\ (g’){2 de + S |5 ('g)lz as .,
n n
151<R 1'$I2R
Es suficiente demostrar que para toda £> O sxiste -
R>0 pufivisntensnts proxde, de tal forma que 1a yasndd ine

tesral wea nersl Tue &2 v ua ko tel gque purx n S ko la pri-

pera intesral ser wsnor gue £/2,

Samualtp dntaprsl, Ds scuerde oon la exprenidn de la

norma  en "'-'*"2(5‘1) dedn ~n 1w oczervasidn 1.4,1,teneans
A . r 2 ) -
f 1% (9 2az= ] (1 1319 | B0 (D)2 11 e
e HESN
- z : 2 -
£ (1487 IS (1s 1515 | 5,09 [Fat < o (1en®)t
R" ? °

foraus R'\"Jt‘{l 1.2 s aco*wda, asf, dado £>0, existe R>OC
- v '

(=)

t6l que c°(1+a‘ yle g2

Prisspp $-otm:vel, Da (1), (2) y del teorema de con=-

virgancis scotada de Lebeicae, £a concluye

i%n(g)]m d§ — 0, cuando n — «© ,

[2I<R



4—

¥atrado que myjpe ¥ <. 1

q ioses ko tal qus P8&e toda n > K lu ;rioapa
[RTI bl 7
EREEEEE Ay [ Fe3e3od ” . T m 3
‘ "8 LT que £/2, De *2ke sodo e, A3 rode L)
feorenz go Rellen,

Deyyeraac L) N
Caeiny Tanidn 1,000 fus scipainy ) 1z S R R S N1

-

¢ + el T3 . ™~ 2 L.
dal tsoye,,. t a=ilich ue un Motenane , =1 (;;‘) » Dods
un ity canlaularyg L, n0 ww

P*rtencica w '-‘v'l"'(Iir‘). Pury o115
BAIGR pounpre 1a froateca da N ,

o =n a4 weneiln 1.6,

) - :
1.5 oy PANVLLe e a

R P ;]
La norma en w™ (Z')  amtn Srdy por

L 5y T f}numl = Z o5l

Ixlsam L (I‘l
$
PN
e e a ZHD’%(:‘-)HQ,_ ,
(%) S ("

stendo
. el
Duu(x) =(1%) 3(5), 89 outfene
“';‘Hz w C g21%1 A 5 e
. e del klt"‘jls, ’u ¢ l a3 !
' (W ) [R"‘
QvB3rvies l.4.2 Se e nte 1e Slmiants gew &Saldad

“ o it} 211 2.z
(1+13°)" < ¢ ;Z E17 g o (i ggfym
1l )
con ¢ ,Co Constrntaon pOG.Lthﬂ& Yy E an JP.
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ultipliceando ambe olemlivos de le derijrinldad de 1z ==

) . A
shaervoeidn 1.4.3 ror }u(‘f)| , sarau en TU'U(IRT)
Lu (E

integrasdn sobre If’, 3e obtiene

S 1* lg‘_.;l A(’:,)‘ IE 5 C"'—\‘F 5 COS‘ (1* “glz)’!“u(g"z 13
® 2,2 RrR"
()

de lo ~ue reeulte sue la rplie=cidn

2 MS (1+ 151 2)™a(E)|" 0
st

M, e
dafins wau porea on W’ ) ecuivalente n la norua oriflie-

aalzente definida, 3¢ esoribe

I
);_f”i = \ (e 33 )" l'*(s)l ds
cé

1.6 =2 ohicrtat Lien rerualores,.

A continuacidn ectudiarsion, no cen trate profundided -
el cep30 de abierses fL de P? P 1os8 cunles vels sl taorens
de inmercifn de Relljeh, i quicisremos estudiarlo s¢ cnouen
tra el zroblsma de o noder user le trensformade de Pourier
gn general o, ¢:us weacionaces en la obzervasidn 1.4.2 ,
telea ebievtis sou llowedo: oien repgulures , Sabiends veries
ceresterizecianea  sars =110 . ™ esta breve introduccidn,
L=reoaos 010 contiderascione: intuitives core ciertse tipos -

i avlertos tien rezsulares,



Rapresentamoe por ng el sigiiente conjunto
no_ . . a .
IR+ -{ (ﬁ.xz,...,xn) é IR+ x> )}.

Fars Hacer nfz zimple la notasidn tozamos x' = (11...'.

xn-l) + Al conjunyo

D' = )(x'.xn) em“;xn.-.o.(j

n
e 1a llama la Zrontera de IR+ « Tdautilicando ds esata usne-
ra T cin mt

D2 nenada dntadbdva, una 2lose do ebiard sy tiea repala-
res eats formnda per shiartne de JL oo fronsorps 7 falel e

I
que fl a3 Llocalmante identificsble non IR'; ¥y I es lovalmante

nel . - .
idenbificedle con T = I « Lo fiswrve 1, now da una id==
de 2.4 edasidsracionys,

. . LMy 2 2, .- 3y 2
asf el estudio de () ¥y L7i0d e+ redaes 2l de W'

n Yol . . .
_T:i+) v L (I}:;) o A contimineidn aspadinc-wos log sspacios

4 n .,
AP n L1, 7 T .
WU RL) n"' (L’-:;) . Fara indeiar reprssentercois por =

1 n . n . N
c (Ité) al eanzeio Jdo yostriccionsy 8 L de lme Funcdoqag
-

s c:’)"( oY, Ceew QD10
" L, =n 1,2 s
Sa damazasre que § (IIZ+) es denao en LT TR ) pasy -
+

" 4,2 " - .
c™ m+) nd o Awned a4 (R+) (17 . =sto 1o acagtauocs =
(¥
gin demdsiranila,
: . . Ld,2 n
Da eato Timma sontido definir 7! (IR*)
n

3 RSy
LN L CRDIISe

1 ~
do de €W en 7O RD).



-
X
Fi;ur‘?l 1'
2.
1.7 Yomisaan eliwentales gubrs TraZus en Wl' V.

. L, o=y . . . ,
Duds una foncifa v en F (IR+) tlene centido neblaor 4-

. a .
la vastriccidn a 1 Frontera I de IR . dA3presentesn: gop ¥

3

3+

a la aplicuridn que & enda v oen Cl( = 1z oasetia su rasivis

.7
ciSa & T, cs5to es,
1, =n 2 -
(3) ¥ C(li+)——""L(1)
v ,___._-)3V<'-V(X',O).
Se dsruestrs ficilusnte qus ¥v esta an La(r“) . DOYQUE

v agta en c;"( m“) . Obz2ervaane que I -.-IR"‘-J‘. El panmo piguian

ta congiste an o 2ltinder

b

Sl | m;‘).

Repressnsareuoe la sg4aniidn de ¥ cono %‘n » La rastric

cidn ¥v de v « I’ ep llszzoda 12 traza de vy ¥ el operwior -



Trasa,
De eete n2do , L2 ext --n-.sis'n% da ¥ e:s 1lwaada Suausiin
=1 opurodor trana, Solo falta :1:-‘5 spar le exdo =nchia da ‘S

Al expucio iaarea pagca el onerador traza, e la ilane -

}

espacio trezn, Un de lox prollaess fondeaentalss coosuista

en daterrinar al sanscdo Srocn. Puwa =ota vareidn sinnla ds
)
‘(‘0 y BMmshrn eapacin brwute werd LT{I) . Tuialen obras esnoe

ciom fyunns, Parn qusstrns intaerercs con este zard suficisns

Siendo $ Qefintdu por (3) , una 9,p3_i,\~m~1‘7r1 liaeal, »urn

Jaastrar 1a oxtstayinis de sn ewtenstdn g wo'° ( “) » bapta
ueudsirar que ¥ ez acotadx couwn Rplicncirjn da 07 \}‘-;%n) AN w=-
2 * . g o - . 1 v-A:v!'l
17(1r*) , vecordaado yur I' = X .
1
\
‘t\ ¢
L(r")
. 1. =n,
D« hetiiv, sat v en C \L“x’) s 38 tienm
: "2
o { = T ot L [}
('(-\'»O)‘ S 3%y (x ’-f—n) vix ;xn)
> L]
£ 2 jv(;.',xhij {-?;v(x',.v.n){ ax, (Seavariz)
Jhn
0

PEST

2] ‘a
< "(jl"'(""xn)‘P s Y 0 e 3 2 M2
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@ ®
i-g 1v(x'.xn)\2 ax  + S \%x(x' ,xn)}edxn.

]

Integrando eobre mn—l. ee obtiene

&mvz(x‘,o)dx' & g Xh(x',x )| dx dx* +

Nna-i mr.L 0
SRt
+ ) S lgﬂv(x’,x )l dx dax*
esto es met e
2 2
v SdrY < S wilax § 12 -v|“dx = |v)
S}"" R -g '.)X-y’ ?,1!2( m’:)
| By %

-+

obteniendose
Ivil < vl
A DRSS )

Hagta aquf hemoa visto que % es una avlicacidn lineal
¥ continue , luego ¥ tiene une Unica extensidn lineal y con-
tinua 8‘0 a Wl'a( Iffr:).

La plicacidn '750 de '#1'2( IR':) en Lz( mn°1). sy denondns-
2}
da traza en :1'2( R"), as{ , 51 v esta en wl"(m’:). Y’ov es

uwne generalizacidn de la nocidn de restriceidn de v a I'? =
B!

S1 v esta en 9(1‘9), entonces 8 v=0 yeserd nula en -
1 (1) . Se demuestra reciprocemente que, si $ Vv = 0 entone

casvestaenh (m)
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Resumiendo obtuvimoa lo siguiente :

LA whed( B — 1A(r™h

y edands
V-':;'z( IR )= {V (A .”1,2( ]R:_l) :S‘ov = O} = Kar (8’0) .

Para el ceso do un abierto acotadofl de Bn, con fronts

ra I" , blen ragular, sa obtiens :

N Y- 2
¢t — )

1, £ Ly2eny
v )= {v e #A s 9w = 0}
1,25, 1,2
De #ste modo, los elamentos de W (flU son los de w7

(1) » qua son nulos sn I, on eate sentido generalizado.

Observacidn l.8.4 Poara finalirzer «ste reownsa sodbra

esnncios de Séholav w""?'m.), llamanss le atencidn de que hay

otros t-ooremns de irusrsidn ademds del teorema de Rellich,
PAara un 2stndio ciuldadoso ds sssa cuestidn, neceaituros

introduciy anpuciou con len derivedas on LP {l), eon 1« p<es,

- ", p
enton aerien 1os emnacios ¥ /7 {f)). Loo teoremas de inmersidn
Telaciinan n,D,¥ m , hacienda ivwerciones en ciertor snpae—

eins particularez de funciones (1).

Denotaremos & ™' ((}) por H™P ().



CAPITULO I1I

DT3TGUALDADES VARIACTONALZIS

2.1 Introduccidn.

La importencia de laz desigualdades variscionalss ha si
do Roroetrada en #2702 recientwss por Bajocchd, Stampscchia, _
Brezis y otros sutorss = uns merie da investigaciones sobre
problszos en Dingisica de fluidos y problemss de frontesra li-
bre (2, 3, 4 - &, 10, 11,18,19 ).

L2g desigusddcdes variecionsles elfpticss ocupar:n nuas
tre stencidn en el presente capfiulo , 1o cual no resta imp—
portaeia a lus hiverbolicra o perabdlicss, que también hen
gido extsnssnsnte trastadez por diversoz autores por sjemplo,
Daveut  18,19), Prszis (12,13), y J.L.Ltons (29,30),

B rezultato réds iupsrtante que nom ocupa ea &l taore-

na de Lion:-3tampecckisn, s6te teoraca e8 una gorzraliz=:idn

del conocido lens de Lex-Mileram (33), dexostraremps el —-
teorena da Lionas-3tsopaccehid y obtendrenos como corolario
#l lexa de Lax-Milgres, psxa logrer escto Jomos en 2.2 una
serie de 2afinieionoer y recuitados slementsles los cusles ae
pueden consultur en (13,32,31).

Zn 2.4 nos refariwns a probleces y aplicscionss del -
$esrsra ds Liona=Stwapscchia, basandonos en loz trabsjos (2,

3-5,10,423,



LA}
an

2.2 Reewltrdsa Prelininaran,

Sea V un espacio de¢ Hilbeat resl, por V' denotar=ass al
espacio dusl da V, (¢, ) dsnota el producto interns sa V y -
ol wapoo

Vixv —> W

(f'x) -*—'»<f,I>

la psridad antyre Vy V',
Sea alu,v) vna formz bilinsel, zontirua y linesl en csl

da une deo lsa voariables u, v,

al{u,v) ;3 Yaxv¥v — IR

D:sfinicidn 2.2,1. Uns foxma bilizeel alu,v) es Sima—

syive ad ¥y solo si

o(u,vi=a{v,2) , ¥u,v e ¥V,

Recultnde 2,2,1 in mapeo lineal y continuo
A RALASI U Y

e

A: Ve V?

deternina une forma bilinesl via la paridzd

(1) e{uyv) = (v

con a(u,v) continuva,
Y viceverzr , daduuma foraa bilinesl a(u,v), ¢l mapeo -
lineal
v —> o{u,v) pars v an V
deteraine una transformesidn lineel continua A VY— V!

1& cual satizface (1).( Lena de Rierc-Prschet (25) ).
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Definieidn 2.7,2 Le forms bilineal a{u,v) es defini-

an voeitivz“sobre V,ci existe >0 tal que
al{v,v) > Civil , pers Vv en V,
Consideremos la funcional J definide en V por @

JI(wx) = a(v, v) -2 (Lf,v)

e donde f ects en V' , #{u,v) eo simétrica, acoteads y defi-
nida pooitiva . Eapecarewor por emtudiar ¢l probisma variacio
nzl que cersirte en : minimizmr § sobre K, K ur subconjunto

convexo cerrsdo de V , esto ee, encontrur al 5%{ J{v) , este

{nfino existe y se Unico.

Tsoress 2.2,1 See 2(u,v) uns forms bilinesl cobre V,

sindsrica, vcotede y definide poeftiva, BEntonces para toda

£ en V' , 2xjste un dnmico u en K tal que

Ju) = In? J(v)
ve K

Dentgtrecidn.
Ls forme bilinenl =+, ) es un producto interno sobre V.,

Dado que (¢, ) s definida poaitive y contirmia tenemos

-~

Clivl < alv,v) < Cpavit™
ento es,
¢ jivi) < alv,v) < cl{vf} ,

por lo gque, le noras e~ccicede al producto interno 22 squiva=-

lente a la norma deda en V.

(1) Jembrén ce le conoce Cond COErclLtlva,



“or 1o tanto &)l esvacio V es un =2snacio de Hilbert con

nroducto,

5
m
s
]

“or al teorema de reoresentacidn de Riesz, existe un -
alement: GfeV, tal nue
Mvev, <(f,vy = alsf,v),

nor lo nue reescribiendo l1a funcional J{v} obtenemos

Jiv) alv,v) - 2a(ct,v)

u

= 2a(v=07,v=0{, - 2a(ce,vf.,
por lo aue minimizar J se reducs 1 minimizar la distap
cia entre Gf v el coniunto K, con resnecto 2 la norma alv,v)
For 1n qua, 1a sciucidn as la nroveccidn e §f sobre &,
con respecto al oroducta interno aflr, ¢,
fa mue ® oanoun subeeniunto cerrado Sarvaexo de YV, en-—-
tancas nor el kacrema de la oroveccidn (35), +2l oroveccidn

at= v as (inica.

[zorsma 2,3,2 jea aiu,vi una forma silineal sobre V,

simb-rica, acotada v definida onsitiva, entonces un u en K

minimiza ta tancional Jiv) en n si v s0ln <3 4 saki=face la

~iauients dasizualdad
j A, v-nj < E,v=uy, ¥ v an o,
( (2) es llamada dasiauialdad variacional eliptica)

semostracidn,

—p) 3ea u en X, zal que J(u) = Inf Jlv) , 0< ec1



tereaos que (l=e,u + ov esta ea K,

Couo u 3 el nfnino des J{v) entoncea

J{uj £ J( (l=e)u + ev)
por lo que
0 J{ (1-9)u+ ov) «J(u)
asociendo noa queia
C=23J((u +o(veu)) = J(u)
ror lo twito

)

(3) L@+ s(vanl) = d(ul > 0.

31 huceros tasder » s onro v oesfa 1Imits axlite mepd{a
1z dariveds de J(v) em &l vecior u sn 1s Strecoidn eu v v
revresanta rar J'(u) s (v-uj.

Suponzzn s sue 21 1{uita axjste en cuyo ewe oniTiemos
por (3), 1u2 J'(ul (v=u)}->C , ¥ v ea K.

Dado aue J(v) = a{v,7) - 2 { £,¥) tenszo: que

-c"-@(-ua( veu}) - J(u)) = L Cn(u + & (v-u),u+re(v-u))
) :-a(u,u) - 27 fure(v-ul)+
+2 L o
= al(veu,u) + a{u,v=u) +
+o a{veu,v-u) = 2 . £,v~u,
tonondo el 1{mite cusndo ¢ —» O, obtensmon :

I'(n) » (veu) = a(v-u,u) + au,veu) - 2 g;f,v-u",

por ser a(u,v) simdtrics tensmas

J*{u)s(v=u) = 2a(u,v=u) - 2~ £,y=u) .,



nJy
[¥n]

Asf que , J'(u)}{v-u) axiste y por 1o viato en (3) es ma
yor o igual que cero, esto es,

a{u,v-u) - (2,v=u’2
a(u,v=u) 3 Lf,v=u) .

)

Supongamos que existe un u sn K tal que
a(uyv=u}> (f,v-u) , ¥veak, £ e V',
De wsquf tenemos que
J*(u)e(v-u) = a(u,v-u) = {2,v-u % 0.

Primero veremos que J(v) es convexa , esto es ,

J((leo)w + o2 C (Q=0)I(s) + oJT(v), Oce¢l.
Equivalentement s
J((1~e )i + ev) = (l=0}Jd(v)} - @d(v)s0
desarrollando se obtinene
(1-—0)1 al vy W+ 0~ a(v,v)+2(lwo)w il v,v)=
~6(1=9) a{w,~) = o 8{v,v) =
-a(1-3) ((w w) - a(v,7) = 2a(wy)) =
~a(1-9) ulw-v, wv)
por g2r a(u,v) dsfinida poaitive se tiene
~a(l=0) s{w-v,w=v)< O
por lo qua J(v) e3 convasia.
Por aer J(v) convaxa tansmos ours v, » en K
J({1-6) w+ ov) & J(w) =ad(w) + eJd(v)
azoclendo tenemon
-la@'((l—o)vx tov) = J(w)) € J(v) = J(w)



tarande ol 1fnite curildo e —» O obteneieos

J(V) -J(“)Z J'(rv)'(V"'..) -4 2&(1.,7—' ) -l <f,'f‘lh>>,0

Lomaado w=u ue tiane

J(v)=d(u) > 0
azL0 @y
J(v)>2Jd(w) , ¥ v enk,
Tuto quiere decir que J(v) ez &) nfuniwo ds J(v) en ¥.
4:f quada danstrads al Ssorena 2,2,2 , al cusl ndd da
herpsnient&s pars encontrar el afnjme d» J{v) sa X, rs30l ==
viondo la derimeld=l (2).

Los Q03 %sor:uaz anberiores xusztrIsn qua o0 =21 cnso de
que afu,v) sew sinfoericn, o1 problema viriscionsl 25 soudvee

Lonte = rasolver unw desigualded vearlscionsl eifz:cica.

2.2 Teorant dn Lisns«=Steasnasiiiy,

ZTate troramn rnastso la existancie v unicidad do lu da-
£ig12ided vardasional (2) , en el caso de qus la forza bili-

n=al s(u,v) no ey siuftricz.

Tanrans 2.3,1 (Iiroa=3taimsoshia) Ses a(u,v) runa for

~anre ~—r

»

ka bilirsal uweotada, definids pasitiva eu ¥V y ¥ oun cxavexd -
cerrado Ao V, edonsss pare soda £ e V', axiste una Undce
u en K ¢zl que

aupvea) 2 Cyveul , ¥ v an K.

La aplice2idn £-—u Qe V' en V ¢s contimai.



<
[

Dscamt ractdn.

tiiieidzd- Conaldermras dox volucionge ul,uz e1 Ky :1,
22 am V', teneunos
a(uipv.u1)>4<f1.""up » ¥v [} 23 K' 151.2o

Rucemoa Vnuz.cuundo 1=1 7 obiten2ncs

2y 00y D2 ( sumy
toname v=u1 cuundo 1=2
aluy puy =, 12 (%, 00 -0y

R0 ewtas dds ultinoes dssigualdades tonesis

naystipmig )+ 8{upimymun ) BT ety #CE yuymig
de doude
;oa(ul~u2,u1~u2)é <f1-f2’u1'u£7

par asr a(-a,v) dafinids pomitiva, exiote c> J,inl que

-
alug=uy o0y =iy 3 € Jfuy~u,)

por 1o tsaato
e Nup-myll” & (£y=ynup=un <l - gllv" fhay=u,, )

entoacen
e lhuymuliety-to

15 que £2liex la unicided 7 depsandencds conbinmua .

Puirs d~oostrar la existoncie prinmess demosirarsxos al -

1exa sigudente.



Sean € 7 M tolas gqus
I Y T T B
¥= all
Lv,v)
doud= A ¢ V—> V' ~w 21 wmapso irdueido por a(u,v)

= (AR,
i O« ¥ ¢ I8/, sakonuas axints &, C<e<l para

1z cuel
Ciwyv) = Talu,v) l; squf v, *u, v sn V.
Dei o sraeidn.
Drasta~le per /. a1l fwdmorficmo candnico de V. e V' de=
£inido cowe

18y = LBy, ¥ v oen Vo,
£an1508 e

Da hecko siendo a(u,v) = (\Au,v) = (LA, v
obhtensuns

"'(u,v} - (S’A.\u,v)\ = i(u—‘:’AAu,v')"-, = uevhax GV,
t anenos

-

T - 2%(u,u) &

~

lo cusl pruedu el lara puas
- 2.2
¢e1-x9 - 20t

» 314&'?"5"-.’.‘(:?

4.
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Eilayaieta-
3) prizaraiwads tonarunss al{a,v) = (u,v), el problsza
consiste en anconsrar u ea K zwl Jue
(vover)z (f,¥eu) = (Af,v-u) ; ¥ v 2n K,

{(u-Af,v-u) > O, ¥ v s 2,
coto (2,v) ex dafinido nositive, sinfsrire ¥ azo
cas valae ol teoTGn 2,2,2, rEta a2, sikinza un
que

(u,v-u);(f,v-u), ¥venVyfamV
o aguivalentearata u skl luea

(u=Aywan) > 0O
dn donde

0% (uedAf (vl ) 4 (AT=0)) = (t=A?,v=l2) + (a-Al,Af=i1)
s ={u=A5,1-02) ¢ (=\E,9="2) = =1u-A00T 4 (ne £, L)
307 1o bastd

et '1 ¢ (u~hs,v-Ng) & Tu=lfl uel gl
diy doale

ueiflg vt ¥ v en K.

Convyara.neats My cua K e usn cQuvedd ceryads,cants squl
vely decir Gus w2 a8 un 2lxaenio AN K qas inicios lu fnew
choand

£ (%) = iv=h2ll , v an K,
Arf que a1 = P‘x{ f es lc soluctdn dal groblzaa son PK ~a

ovoveacida de V s K,

Esto worque BE1 K eo w canvexs cerradp ge 7 entoacns

¥ x6 ¥V, axtats un Inico y en X tal que



(.
P

&;,;_y “ = 2’3{“5.—7;“
£r

la y cue nadiszfote le 171a318md mnterior , & llainda la ;i
yaaeddn 490 X oobrs Xy emeribi~cn v o= va y 18T GSJ.
Considersion el ewnan a(ia,v) 21 las conliciaars del Lavw
tham, ¥ 2aa § fijo ocoad en el L1rax 20301 o Para n oa V Zdee
Lindon
(B {ad,v) = (upv)=faln,7) + (LoD » pie2 w22 ¥,

SATONENL PRV W, u2 sn Y teiiesse
]<§(ul) - §(n2).V>‘ = (L) - Calag-n,, ) |

< o‘-\l-u,‘\i Jvl, 0< o <1 (por el
l2a2 2.3.1).
Dado gue '6_;(\1) esta en V' tenemse que exirta un Uxico w
en K tel que
(w,vew ) EQ(u),v- Wy , paravenk
y w esta dado por
n = Py o(u) = T(u)
ooto define un napeo u —> T™(u) de V en K .
Mas pin tenzuos
T r0uy) = i = P, Blu) - B Bl
veremos gue cse cumple la simiiente desizueliiad
ﬁ) Pz - Pl{‘;h‘ - x', 54 K e»> un convexo cerrado
de V,
Por lo que

I r¢u, )2 u, el Apta, JATCu =13 (u =)

< "‘,“‘;'“é&i' Ocosl.



fecultade 2. 3.1 les K un convexo cerrsdo, KcV, V

sn ecsrnacac de Hilbert entonces ce cumtle

B X - PKx",'lg f x - x4l pera xz, x' en V.

Temostrecidn: Dado x,x' en V, tomsmos y = PKx ¥

v' = PK:(' , entonces

yz& ;5 (y,v-y)>(x,v-y) ¥ veld,
y'2K ; (y',v-y') > (x',v-v) ¥ veK.
Zr. 1la primerz desigualdad tomsmos Vv = y' yv=y
en lez segunda
(y,y'-y) 2 (x,5'-y)
(y'oy-y') > (x',y-g")
adicionando esteas dos desigualdsdes obtenemos
(y=y'»¥'=y) = (x-x',y'~y)
de donde
(y=5'5y-y') < (x-x',y-y') < ix-x" z}y—y'é{
y por lo tanto
Jy-yigix-xy.
Lo cuval implica oue

1

Voex -Beefi 2 xxt)

Gracias al resultado esnterior tenemos la siguiente -

desiguzldad

| e, )-nu,) |« My hfta,) | = ) Fla)-50u,)]

< e“\g—uﬁb 0 ¢e <¢1.
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Por 1o que teneaos que T(u) es una contraccidén , por lo
que existe una y solo una u tal que T(u) = uu, de lo qu=~ =e
sigue que u estm en K y ademou cuaple

(u,v=u)2 L3(u),v-u)
de la Aefinicidn de <§(u),v) obteneumos
(u,v=u) > [(u,v-u)- ¢(a(u,v-u) - (t,v—u§ D)

o equivalentenante
0= - f(a(u,v-u) - {f,v-u\,:)
por lo tanto

a(u,v-u) 2{f,veu), para todo v en K,

Corolerio 2,3.1 Lens 48 Law-’'ilorse, Suponzauos -

que K=V touzndo v = uz¥ en el tsorszme de Lions-3tsaizechis

ohtsnszon a(u,q/) = <f.'¥‘, oy en V. Erte cononclde resultado
asezurp quo caslauier funcidn linezl (f,v) sobre V punde ser
reprevantada por alu,v) cor unz adacusda u an Y, cuwndo u(u,

v) &8 une foraw bilines) definida zositiva sobre V.,

Corolerio 2,3,.2 upongemIy que K e® un cong convaxo
acotuedo con vértice en sl origen. Si u y v eaton en K, del =
hecho de qus K ep cono convaxs resulta que u + v ¢sta en K,
por 1l Sento feunado u 4+ v en lugar de v ¢n sl Secresa do ——

Lisna «Sterpcachin se esneluge que alu,v) 2 (f,v) , ¥ veke

Si K ea un conn gon virtice en 2l orige se concluye --

gua a(w,v)=(f,v-, haciend> v = 2u, y luago v = O e le deci-
AY

cuslded del teorama de Lionm=Stonouecchis, «=xte cuso fue de—

mostredo por Stzupmechin en 44 ).

———————

(1) Ver . CBS_) .



2.4 T Zjemplos y 4anlicaeciones.

Ziemnlo 1. Sea V un especao de filbert ,{<cV con-
vexc.
rcblema: C:rzcterizer 1@ proyecciln de un we V sg

bre el convexo K.
Sez u = Pgw ; Eyw es le proveccidn de w sobre K.
Por éefinicidén de »royeccidn se tiene
by -widssiv-wll, ¥ veK ,
de donde

qu - wf}zfﬂv-wﬁz , ¥ v &k

y asi
. g2 2 12 Y .
fu=wi =i civ-wi®=ini® # vek

A 2
vor lo gue lz funcional J(vi= ijv = wj =~ {w!" tiene un

minimo en u
Jluj 2 J(v) ¥Yvek.
Por otro lado J(v) se puede expresar de ls siguiente
meners
J(v) =(w-v,n=v} = (w,w)
=(v,v) -2(»,v)
de donde
J{v) = a(v,v) - 2{f,v) ccn
a(u,v)={u,v) producto esczlar en V,
<f,v) =(w,v) w fija en V.
Por ser alu,v) definidz positiva ,simdtrica y acota-
de, recults por =1 teorema  .2.2 aue u es mfnimo de J(v)

si v sdlo =1 se2tieface

W



Loy
0

a(u,v-u) > (w,v-u) ¥vek,
ecto es,
(u,veu) 2 (w,v-u) Fvek
por lo oue tenemos
(w=u,v-u) < 0 ¥ vek ,
lo cual significe ceométricimente oue el Zngulc e formedo
entre v y w tiene coseno menor o igugl 2 cero , efto 8,

o> W2 . (Ver fizure Z).
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Siamgln 7, frabls~-3 de Jicicnlat,

En este ejemnlo mostraremos la existencia de solucidn
a problemas cldsicos con wvalores =n la frontersz sara

ecuacidn da Laplaca ukili-ando 2l <2orema de Lions-ltamoa--~

~chia.¥ara lo cual wver=smeos ol sisuiantae resul-ado.

382 ¥ un 23p3cio de =ilbert sobre i, - i / w=a Y un -

oparador cue cumnle

(1) el 00 (Cayu) 22507 ¥us

i
<

(2) (Au,v) = (u,Av) ¥ u,veV,
v sea J(u) la funcional

J(u) = (Au,u) - 2{u,f) , £V,

51 u,e ¥ es solucidn <2 la ecuacidn

entonces minimiza la funcional J(u), =sto es ,
mind(uld = J{u,) .
e\

Sea u_ ¢ V tal aque L= f , entonces tenemos

Jlul = (wuyur = 2(u,au,)
= (uyul - fuy s o= (au,,ul

= {au,ur - (wu,l= éAu’.u)

sumaniao v rastando (Aua,u,, obtenemncs
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Hi

(a{u=u,),u = {(Alu-u,tug) = {auy,u )

n

(Alu=u,),u=u,) = (U, ,ug!
de agui se ve gue u as el minimo valor aue toms Jlul

Problema_1.

- (1) [P
dada fg H ' (L v ge H'(L, sncontrar ue H L. tat

que

~bhu = f en .,
.

u = g sobre 2.4,
para que (3) temga sentido en el zontexto débil, suponemos

f,g,u suaves v multiolicamos ambos lados de la ecuaciédn por

v ¢ Cf,v(.Q). Después integramos vor narzes v obtenemos

(3 Sl ey = (=buyn) = vy
- TR ok Hh

Un uerifl) es :lamada solucidn débil de (3: si

.

- { - A

_Q.Juxt,vh dx = <f,v), vara veHy) ,

L
u-q & Hy (LY .

As{ que rara estudiar (3}, estudiamos 2l siguiente —=-

problema variacional.
rroblema ddbil.
Zncontrar u &« tal aue

> .
{4) Léﬁ:l x (v=ul, dx ¥ (f,v-u} cara vé i,
Ti7 For H' () se den~ta al dual de H. (L,
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: . '
K = K% = (v eH‘l.ﬂ_); Veg & rio(.ﬂ,)},

{

v la forma bilineal

=
(U,v) —3 3 gumvx‘, dx ,

B

la cual es el oroducto escalar en n’o"(f-_), no es coercitava ea

). Aroumentamos de la siguiente manera.

Fuesto que

¢ ;
é) Uy (v=uiy dx = _2\(u-q)><C lv-uld, dx +
9 t v
H A

4

z! -u.
L.:gxn(v u. dx -,
o

u es solucidn del problema ii) si y Solo si w = u - g es sg
lucidén de la desiqualdac

Z)

L Wy, (v-uly dx 2 (f,v-ud - L2\1{;3 g (V= dx.

-

Recalcando nue 3,

o

esta en L, 1 €1 £ 4, el proble
PO . s A
ma débil se vuelve exuivalante a encontrar, u-~ w en Ha(u.) -

£3l gue

- = VP
(5) Z juy vyl dx 2 (F,v-w) para v en H UL
oL

con F ¢ HYN) definida por

- A -
(r,v?: EHve = 2 gy vk dx.

i
e
AL
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or 2l teorema de iL.dns-stampacchia el sroblema (3) ad

mite una solucidn w. .i :omamos u = W o+ qes solucidén del -

nroblema débili.

+

s . Lk
Dado ~ue el asztacio convexo es el espaci-~ entero ~ )
?

-

tanemos

N - o - . Sl
(6. Zyw,e v, B =L F,vn para ve d,0,

se sique ques w-g = u es sclucidn de (4).

Is ditrecto ver sue 15) es =xacta~ente lo nismo que (2'),
por otrc latss 21 nroblema 15, =25 e7ruivalante al napaslera - 4)
por ello (3') v 4. 32n orcoblemas equiva.antes. Zomo tenemos
solucidn inica para (6], la =snemos sara (3' , ‘ue es el bro
nlema originalmente =lanteado.

S1 oraoblema de 2irichlet m&s general se ouede resolver

de igual manera,

froolema 2.

i
iat]

-Ay +Au anfy, 40 ¢€ R,

u

g scbre I,

Tambidn multiplicamcs ambos lados de la ecuacidn cor -
P PP : N : .
ve H UL e integrando cor cartes obtenemos el siguiente --

orcblema.

ncontrar uekK ;
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K =5ve ) 5 v-qe ;—.jm)}

jue cumpla

afu,v) = «,vy vara vé¢ PR

donde

alu,v) =2 Sux v,.dx -4 [uvdx oara u,ve H'UL),
t A t ' ' .

Afirmamos que a(u,v' es definida pcsitiva sobre H:(ﬂ)
con}>"% |, % la constante de la desigualdad de POincaréu.)

De hecho para t < (0,1),

afv,v) =[t2 l} v;dx + {1~£)}2 Svfdxj + % {vaax
L. n n

262 i o = a1 v
L i

=1+

b
|
.

Seleccionando t< (0,1) tal zue Qeta L (%, +4

#k. Entonces

alv,vli2 t i vHl
PN

De esto se sique como en el broblema 1, Jue existe una

tnica solucidn al oproblama de Jsirichlet débil.

{1) Desiqualdad de Poincaré: }.év;‘dx £1 Sv"dx .

G

v
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Ejemplo 3. rrobieme de .eurgnn.

Cuzndo 2.1, £, g son sueves el clésico sroblems es -
encontrar une funcidén . tel gue
“-Au + Au=f en N,
Ju/3n = g sobre 24l ,

donde 2 9 n es la deriveds normel externa a oL,

. . y =
¥ultipliczndo 1z ecufecifn  .or v en C7(/) e integr:in

do por partes obtenemos

=l v, dx +)~S uvdx = | fvdx + ngdf'“
xt K'- v
JL L JL

entonces l& forma bilinesl ~sociad2 &1 problema de Neumann
es

a(u,v) = ‘{le‘f,‘dx + )Suvdx .

n n
Seleccionandc A»0 y o =min{l,\) tenemos

;[. [Pt

a(v,v) = < jiv{

H (D

Por lo que, por el teoremz de Iions-Stempocchis exis

te unz dnica solucidn del problema débil de Neumann.
Si A=0 , la forme #{(u,v) no es definide positiva ,
y en este ca2cn el problems de Neumsnn no siempre tiene --

s 1
solucidn » cuendc le tiene, no es unica . G4)
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Ejemnlo 4. Ecureiones con estructurs de divergencis.

En este ejemplo tretersmos ecuaciones conocidas como

ecuaciones con estructura de divergencisz

(1) g-(e:&.ux( +diu)xi + Z(biuXc) +cu = 1
Y
Zaf;uxcxj + EL,eruxi +cu =f con

i

. ad;?;‘?\; > 0, para & #0,
81 los coeficientes son suficientvemente recsuleres , es =
tas ecuaciones son esancialmante 1z misma.

Pero si su;onemos aue los coeficientes son medibles
y acotados entonces las ecuaciones fnteriores son comple-
tamente diferentes.

Hablzremos de 12z ecuscidn (1) , en el czso de que

vy £ 87 y V= const. > O

l2s hipdtesis sobre los coeficientes b ., d. ,c son tam-
bién muy genersles .

El opersdor L definido nor

L= Z-(2,.u, *+du). + Z(ou, + cu)
rl - ) t

ey .

generalizz el operedor de Leplace.

En este ejemplo dempstraremos gue 1 L cumple

&, 4, b

(2) ’

finidas sobre [} .

¢y 4; vy ¢ son funciones rezles medibles de-—
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L es uniformemente eliptico en (1, ecto es,

i v>0 tal que

(3)
vig?* 4 a,;(x)5.%. para § =(i¢,...,§,,)emn,
aL’jé I.w(_(U , /e'.‘\).j’"(_h\ £ N (i,j:l,-..,n)
(4) b.,d,el” (1), e el (),

I

1 -
entonces , existe un dnico u en H, ({1) del probleme de Di
richlet no-homosrzneo
Iu +Au = T
ot $
u-g « 4, (L)
-1 {1 1 .
en donde T ¢ H (), g=zH(f.) , esto si es que se cumple
une cierts condicidn sobre i , 0 sobre los coeficientes -

b., d., ¢ , 1z cual veremos oportunamente .

L L
impezzremons not:ndo que le formz biline2l asociads 2

L este dadz nor

e(u,v) = 2 3’L(5‘~.u‘, +du)v o+ (b.u,, + cu)vidx.
\,‘/; -’;r“_ - L M v .

(S81o demostreremos el resultado zates mencionedo, -
los demds teoremss o cornlsrios, los mencionsmos sin de--

mostrecidn , estz puede ser sncontrads en (42,453.)

Teorems 1, Sea flun =bierio, =2cotado en i ,

L

a) suvonemos aue &, , by, d;, ¢ satisficen

s ouas forns Dilane-1, conc i

I
Nis sohre Ho(,ﬂ,)x ";‘ (q

(1) H7'(Q) denota el dual d2l sspzcio H,(M).
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ii) Cuando JL satisfrce 12 condicidn de

W

cono"’, (u,v) 2s bilineal y conti-

nug en Hi(_{),) x EY Q) .

b) Su-onemes que las a, - satisfrcen (3)y -
beyd;yc satisfacen (4)
Entonces

i) =i las normas | b,|| oo fla.i "(Jl\y

el Ve A son suficientemente peque-
fias ( nnjnartluul ‘r s1 1@ medids de
{l es suficientem:2ate nequefia ), la
forma a(u,v) es coercitiva sobre -
HI(N)

ii) Bxiste « 22tal an, pars cpda;t';i la
formz bDilinezl contiaus
a(u,v) +7“.(u,v):,ﬂ.; , es definids

e . o1
positive sobre (/).

Consecuencia de 2) (i) es el corolsrio siguiente.

Co*olario 1.

Seaﬂ_un sbierto acotzdo de R tal que 4 € < X y, S1 u£
Hi(ﬂ) entonces v — 2a(u,v) 25 unz forma line=l coatinua —-

cobre H-(n)

Définicidn 1. Sea T<¢d7 () ; una funcidn u<H'(L)

(1) Se dice gue 1 satisf=ce 1= condicidn de conn si existe
un conn de dimensiones fijzs Cg(x) con r=din 5 y vérti
tal que curado curlauizr x =1 es wuszdo coine vérsic
cono, el cono nuede ser oriesntido le n2l forma que todos --
sus puatos ~sten en i,
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se dice solucidn de la ecuscidn
(5, Lu =T = - Z(f.),.
¢ - ¢

con la condicién de Dirichlet si, ¥ 7 B(f}) , tenemos

(¢) alu,p) =2} €4 ax .
L
Definicidn Z. Sea g 2 E'(M) con fl acotadn, L. C R

- ~ -1
((Ten ) . Te H (N, decimos nue u<H'(A) es unz solucién
en el sentido varizcionzl del problema de Dirichlet czon le

condicidn de Liricnlet no-homogsener
(7) . 1 - L
si tenemos pera toda v en B(/l) 1¢ condicibn (&) .

"

Corolario 2.
Sea 2(u,v) une formz bilineal sobre H;(ﬂ) % H",_,(.‘;”L) tal

aue
: ulyn - . ~
i) pera z ¢ H (&) fij: , =(g,v) ses convinu~ sobre Hi(ib
i1) 2(u,v; sea definids nositiv: sobre H_({i) ;
. . i v

sea K un convexo 2cotado de H ({1) tzl que p°rr u ¢k , u~ge

———————
Sy s
Hy(L.) , entonces
Tomando fe H W ({1}, existe un ‘nico u <K t21 nue

a(u,v) =/T,vY¥ ¥ veK-u

. n
un zbierto rcot-do de IR suponem:e -
aue los craficisntes de L satisfecen (27,(4), sunonemos -

-1 I PP . i
gue T H (A1) v g & H (1) con (f1¢L) ., Entoncas exizte un

dnico u ¢ 4'(L) del problemz de Dirichlet
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t
u-g < 4 (Y

Si se tlene una

-

s nip>tesis siguientes

=
(o]
ct
&
€
]
)
\

1) A es r°5 -reade cue unz constrnte 4 conveniente;
1i) A 2s cusalouiers, pero l7s norm2s de los coefi—=-w

cientes b.,d ,c son suficientemente peouefizs.

Demoztr=c1in.
Lz form= bailine=i i(u,v, + ~{u,v, iy » °socizda al -
1} - v
ogersdor (L + A ) es continus en H_ (1) x E;(2) , r por el -

corolsri> 1, 2(g,v) + ~(g,v), es un+ form2 lineel coantinua -

i
en H (s,

Por otre pzrie , de 1 hapdtesis 1, o bién 1:1) 17 forme

n

bilanesl ={e,v) + {z,v) ., . es definxd= p1sitiVvs s>0re
? ! . 0. h

-l
2.

se cumnlen 1lrs condicicnes del corclerio ¢ , wor lo oue,—--
existe un Unico u zn £ %zl sus

v

2T, ) p2re vek-u .

Dedo nue X 2s uns veried=d linesl =fin con E(f) y --
¥ uckK, el conjunto ¥ es el espscio lineal E;(A’L) . Por 1o
que existe une vnica ue E ({1 tel nue (por el teoremz de -
Lex-itilersm)
a{u,v) + ,D‘.(L‘,V}J,,\' = (t,v)

u-g e H(n)
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“ued ndo 2ei jemnstrsdo el teorem’. Frra com-lementer

=myliar sobre este tems ver (41,43,-:) .



siemolo § . Froblamz del a~hs=zizulo.

Sea JL un dominio acotado d» R", i un subconjunto
cerrado de [l sobre el <uzl ~zca dada una funcidn con-
tinua f . Se buscza una funcidn real v,(x) en , 2n ~=
las funciones aque se anulan =2n 3 y sztisfacen vix) =2
f(x) para x en I , tal aue v_(x) minimi=z: la intagral
de Jirichlet. Zste probdlema tiens una dniza seolucidn,=
donde -nr.soluclfn se ontiende una funcidn el =sracio
de 3idbolev H:(ﬂj, y la desigualiad sobr~ I es reintar--
pratada en forma aoropiada para tal =spacio, este nro-
blema =s tratado ampliamante a2n {7 7).

isté mroblema se ouada internretar mecinicamante -
pansando a v como una m~mirana nomogen2a atravesada oor
wil, Y forzada a permanacer arrihi ds una ahstruccidn -
concava, alcanzando a =sta con un mini~o 7a~to 42 ener-
gia. (Ver figura 3.

ist2 ajemplo esta baszade en los artfculos 26,31,

~ . - A\l
Sea T un subconjunto comnacto deil, flcR abiarto

y ac:tado, se1 e H'(N, sea K 21 conjunic

(1) “o=Lup ue HUAY vy u 2y sobre 2
on donde u=2:wy sobre o s entendildo en el sentido de

la slguiente definicién.



figure 3. prooiems del obstéculo.
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Deflnicidn 1. Decimos que u 2 ¥ sodre £, en el ==
sentido de H'(, uer (@ , si

u 2 Yy , se cumnple siempre en I aexcepto en .-

un conjunto de canacidad cero.

Definicidn 2. La capacidad de un conjunto compacto

A CB esta dada nor

2 v 2
Cap ~ = Infuouu&w: Inf };«,mx
donde el infimo es tomado sobre las funciones no-nega

tivas de C/(3) v tal que « 2 1 sotre A .

_Jefinicidn 2.  Un conjunto =s de canacidad cero ,

si todo compacto contenido en el tiane capacidad cero .

Zn el cano de que =21 conjunto definido acr (1) sea
distinto del vacio, K as ccnvexo y cerrado, la wrepre-
senta la obstruccidén (al obsticulo).

Sea

) 2
alu,v: =2 ')al_J Ux;,",;dx » CON Ay §'Jé.<13(,
Ly g

2- 3 ar
sea fe& L (L, i= 1,...,0; \ag\f A

1
alu,v es definida positiva en H ([U y acotada.

Afirmacidn 1. Por el teorema de Lions~3tamnacchia
: , iy
podemos asedsurar Ju=2 existe una Unica ue H,(MW tal que

u :“*y sobre T tal 7jue se cumple
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(22 Ef[a uy . (y—ul, dx 2 20 £.(v-u) ,dx , FveKk.
. .

JLL) u 4 J—-Q J

il problema esicomo interpretar esta desigualdad -~

variacional ?

{4

Sea w un elemento de i (L) tal que w * 0 sobre g,

entonces dado e v = u «z2w osta en ¥, tenamos
(3) Z A U, wydx - FAf.w, dx 20, ¥w * O sobre I.
SRR SR < ) i
53 e i
Jado que se cumple (3) entsnces =xiste 4, medida

1)
positiva( , Sobre . tal jue ,

(3" 2 ((aﬂ-uxb-f{) W, dx = "w 4., para we H;(a),
el J E 4 i.’?,

con

Para no distraesr nuestra atencidn veremos en 2l -
apendice ‘2l canitulo II que el sovorte d2 M es el con

junto de nuntos de Z en donde u = Y o.

Definicidn 4. Jdecimos jue u> ¢ 2n un x de B,
si existe V)0 en R vy alx)e C®U) tal gue &{x)=0 pa-
ra |x,=x| 5 29, o (x)>0 para {x-x,{< § v u - =sta en

K.

(17 Zsto por un teor=ma de Riesz~3chwartz , ver {32) —-
pag. 29.
(2) Si £ = 0, se esta resolviends ~u = & .
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Sea I el conjunto cerrado en dond:z u >y ne vale ,
decimos que u = ¥ sobre I, lomo .4 se anula sobre fl- I

(ver apendice) tenemos :

la solucién de (1) “iene las siguientes orooieda--

(1) u =y so:ze = {por definicidn, ,

3 . f > F . . ~ -
(11) ?La‘_,uhﬂx)'jx Dé_f)mzlwaix , DaAra we

Hp (L), w* 2 sobre il . (desigualdad(3)),

(Lll);fa,_}' Upg g 3% = S(fJ-'dedx , Dara we
(e (% - in
i , -
Holl)y w = 0 sobre T =4 xe I ; ulx) =

ly(x)g (neraue A4 se anula sobre ] -I1),.
© en el sentido de las distribuculones
(41 u 2y sovre ©,
(ii) au * =2 (f_ ) sobre fl ,
en Al -I.

(11i) au = -2 (f,

Afi=macidn 2. 5i suponemos f: = 0 en la desigual
dad (2} v jue w ouede ser extendida de 2 a _[ten tal --
forma jue esta extansidn cumpla

A Wy 20 sobref,
t4) L 20 sobre dil,
antoncas, suponiendo qu= u es solucidn de (2) con £ =0,
ktenemos ue u £ Yy en L'y cons:cuzntemente u=q/sobre s,

an otras palapbras I=E.



Namas tracidn.

Suponemos ::e u>wy en alqdn conjunto e medida po=
sitiva 3 de f1.

Sea $= min(u, ¥) (= u, cuando u ¢y, = Y cuando =
u2y), va que = 0 sobre ofly 3 2ysobre £, se sigue
que % esta =2n ¥ , y nor lc tanto

n
) =3
{5) f,é) a,u, (3= u)xJ.dx 20 (oor (ii)).

Por otro laco, va que $~-u €0 (%« u =0 cuando u
€y vy, $-u = ¥ ~ucuandou * ),

“‘%‘41 (¢ =u) dx :a Ea-. (pxc(i-u)xj dx
.IIS ',j-l >
(6) i

]
>
| SR
~Ql
ALY
b3
cy
N
[]
o
<
.
>
IN
o

restando (5) menos (6) se tizne

n
= f .
& A (5=u),. (g-=u),,.dx £ 0
e ‘ X, / Xy
ety ‘
sabemos que
n
< a, (€-u) \F -U N dxéxh-ufl LS50
Livg v 7T ’ e

por lo tanto

2 Taee (s -u) - =
Z ag (5 -uly, (¢ u}J_ dx = 0

L ave
PR

v consecuentementsa §-u = const. = 0 =2sto prueba aue

u £% sobre 3 , contradiciando nuestra suposicidn.



Zn resumen la desigualdad (2) se zuade intar-razar
como (1), (ii), {(Liil) y si §+ = 0 se tiene wu2 I = i |

ademds se tisne Au = 2 sobre ., u =¥ an ., v.Uus=h

Z1 conjunto en dende us P I 25 conocido como 21 =
conjunto de coincidancia.

Il conjunto 2n donde Au = f es conocido como 21 ==
conjunts 4= equilibria,

A 5e conace como la medida capazitaria, v ,«(l) as

la capacidad del conjunto E.



t2rs libre (¥L1) rcocizdo

Dades 7, ¥ Twiclones refles, susves zabre 3 , DOr en--
‘goasrer _L,u ) susves , cilss gue
(1) LLes un conjuato ‘bierto de o ; u il — R ,
(7) - = endy,
(2) v =1y sodbre TNl
(a) ored v = arody  gabre o ,
{5) u =0 sobre =i N:D

r
(5) sabre 1z froaters f1js 28 G2l £1n0 ususl ( n~odrfs ser
remnlezada or uad coadiciin no-homaranes, »or ejamnlo 1% -
condicifn ds .eurran).

A Apfspencle, soore: &l ceaiunso = NL e

1
49 Tronger> libre” (7L 1ls gueremos imponer l°s condiciones
(2) y (1) . a comsini 21% vemos & ver un nroblems Fisico -
eorrasnondiaate 1 mndeln rates exrcuesin.
Prohlams Firico-
Chnsidar+mos unz membrons elfesica rlarsada sobre un -~

. - e ”
obstfculo . Fijemos 13 membrann eldstics, 13 cu2l es 1sosro



o
W

vy,7) ;v Iorz-omog © 10 membreon: 2 percsnecer 0or encims -
ie n obst¥oulo z = 4 (x,y, , vzre el 2sgtado = eeullibdrio

vemoz ~ue z = ulx,y, ,.. zerd 1 regzida de no coatrctn de=-

(6) L= Gy e Doyoalg,vs cle,y) o
Camo ~. 25tz definids oor (A) =n - - 21 ocvstfculo no -~
nuede der rezcerones { 3) , ¢scribiend» un brl=nce entre -

fuzrnee sxternss y fuerzcs elfsticce 1ntesricrse se obtiene

-lyg=°f en --

u=f sobre TL7.D

Lo condicidn (4, e~et2blece oue 12 membr=ns scle del -=
obstdculo 2an forme surve .

La condicidn (5) asteblece oue 1= membrzns esta fije -
sobre L en 1z &lturs z - 0 ; esi rued: forrulemdo el oro-

vierr fisico.

Otres formulrcidn de este problems fisico es 1z siguien

te.

Lenotrmos por £, el sisuiente conjuntn
: L .
L=rv;; veH (D), v ow -

‘v ds>finiros a(u,w)



H

~ ' -

A we 3
v L @endrend v
- . N
! v | '1
I: —
—— —— _— e
/”
P
e SN
2
7 o
7 | — R
<
b

i

figura 4. problema de fronterz libre.




ol

a{u,w) = ' ored u. gred w dxdy

7

(v) = | fv dxdy

{3}
entonces por el orincipiro del trab=jo virtual tenemos

(8) uen X, 2(u,u-v)< Hu-v) , ¥ ve ¥,
esta desigurldad a2s un? “ipice desimuald~»d veriscionzl, X

es un subconjunto convexo de H' (D) , mfe =2dn X em 20 vacio

s1 suponemos lo sizuiente

o esta en C'(D) ¥ dle
L
]
\
weste an H(D) y v €0,
b
Ls funcionzl ¢ er linesl v continue sobre L7 (D) p.2.
p ..l

Le existencyr~ y unicidcd de 12 soluecldn u de (3) se s1
egue d¢el hecho de que «u,v - =(u,v) ee un sroducts esce
ler sobre H?(b) eaquivelente -1 original, eg suficiente nue
“{u,v) es definids vositiv~ y continue { teorsm~ de Lions-~
St=mpacchi=).

Zora democtrer que 1o solucidn v dal vroblam: (%) v
definids vor (6), resuelven 21 problems (1)~(5) son nec. sz~
rias ms unropiedades de survidtd sobre u, ptre este Ltreb-io
se supone nor ejemplo oue ¢ y 1l se~unda derivvode de # =g~

- 2 .
tern locslmente en L (1) , nere ny 2 , entonces 1& £xluciin

(1 )frincinio del trebejo virsurl: ©n un eistem: 2n eouili-~--

brin, 17 sume de loe tresb-jos virturles hecho por lws fusr-
728 1nteriores €8 LUl ~1 hecho por los Dierurs exrerinrco
{(») ver (24 , nroe= 170 v 171.



w2

u de (37 cumple 3
O . oAl
u asta en CHD,.{Les =bierto, ¥ o'{L, en nues --
I_‘\
‘3 hiTd%es1s regtrinrinos u SU0rs . .,
Znzonces {1, se¢ commle » +demfe ulw enfl, u =¥ en

1N1B , (&) se z1rue de nue u estm =n Z.(I) , (4) se siewue

del necho de oue u-+v es3= 2n O
oersid U=y ) = U

nor 1o %2nvo

rrad . = zred s sobre L 0\D

fTinelmente {?), =7 21 sentiio de l&s distribuciones ouede

Y
Q.

ser probsd2 seleccinsndo ea (R) v = u = o con Fen 5L}
sapn (dicl , ¥ ') suficianctemente veoue’io par: hener gue

4+ g esve en K.



En 1°71 Briocchi orapuss un auevo métrdo pora resolver,

2

el

problemzs de Firltrzcidn de liouidss en msdios porasos, da

4 11

la import=nrcia prrctici de estosg problem== zZe 7han intsres
do en elliss in~enieros en hidrfulica . Z1 méhado pranuecho
nor Brioceni nrobo efectividad oor2 resdlver 25505 prohlae-—
mac, no 5719 desde el punto d= visss pursmeate tedricol an
el renti1ds Je gue fue posible prassr exissanciz y micidad
de 1l solucidn } sino tombién desde <l v 30 de visty de --
t=s soluersnas aunmdricrs ,

Este nuevo métodn fue sissem’zics y extensivamante de-

~rroll+d> nor el Leborstorio de ~%lisis numdriceo en cols

borzcidn can el institu-n de Yidrfvlic- de 1 univsrerdad -

de Pavie. (it ,.,3 ,1n, 2},

(!
W

«32 =j=molo nretende mosurar lsg idears nfg10°s del me
rodo prre un euzo tinicn, ¥y tombién raviscr los resuli~dos
m’s importentes, est> basadn en loe =rsiculos (- L35

).

ryablens mnodelo -

Swannemae que daie dendeiltos rue coaslenan fous sobre
unz2 base horizontal 1m-srmeible 2stzn sensrrdas por un di=-
2133 20TI30 . Syponemda grae el dioue tiens ofrades en el ale

zl

r3 verticsl y horizonezl, vy ou2 el mrneritl el

BITY -

~

hecno 2¢ perfzchemente homozeneos e Lzonripnic:.

ey

Bn el c2en estacion?rin , el fzurs se filura de 12 nor-

te suverior del dapdsito - lz pirte inferior, se aulere de-



o4

leceidn =ovepiads de 1lte uniifdes de medida . (2)

Zacontrer , /,.0, Uy, v, oL %8l nue
(~ I - - ~2 - § - ) '
(!/ \f ESLE 'E..u( ({\,';:J )Y ‘J(ﬁl_yq‘ )‘{(”)B.V_!
decrece estrictz=mente sidre (n a
’ 1
(n} __ﬂ_z\(.,.'\f,; . ULY a8, Jé:«"—J{\’l' R
{ sd c,n
(3) n,v esten en YIS, CT(LU
(,4) '.;% -~ V‘: e 1")( = an _f}_ Z
= - - vy
13) w =y, sobre &F v =y sbre 30 wu = y sobre CC.
o . T

(6) U(v,’ke\}!)) = \f(v

'
(7) wx, f{x)) =0 ,0sx £a |,
(=) G € R, v.= =~ secore AE
4 A
e 50 L.
w T Tl ok
. . A




snn los niveless de lzg doc cevid-des, &1 dominio J} ae l¢ -
seccifn vermesble del disue, 1lé curve y =7 (+) ae 1= linesz
de 1z superficie libre , le fuacidn ul+,y) sc 17 "msbazz -~-
niez~metrica" |, asto es,el potancizl de 1f velorid~d; 15 --

1"

funcidn v{x,y) es el "etre~-n", esto <3, &us .Line-s de nivel

gson linezs de corriente, ¥y q 2z 12 rizdn de Clujs.

1
31 problemz 1 debe ser formul=ds 2n forms diferente, -~

ests es, solo sze busca ;W,JZ, u a Tus g-tief-zen las con-
dicrones (3) (1) (5 5), (6) mientrzs ~ue (4), (7), (8, gon ==

reemplrzadsos nor 1=z condicidies

(9) Lu=0 en )
(1) Su = O snbre A3 vy sodre U,
o n
en donde n eg lz normsl interns 2 Ly (10) e Aebe ent er

en el sen%ido de varisciidn usuzl.

Ee bien coancido 21 hecho de aue (9) v (10) se sisuen
inmediztamense de (4) (7) y (3)

L, ides “und=mant=Ll (del métnda =xpuesto por 3ziocchi)
a® n2cer un cembio de lr funzidn deszconocidz, (aete 2dez ==
fue uszd= en (2,2 ,4, 5,17 J ~ne 20z hree voritle re ueir

el problema linesl origin?l =n un dominio tbisrss b, 5 -

uno con vilores =a 1: froater: ao linecles 2n %0d~ 1l re—--
gidn D =(0,8) +(0 vy ) . ‘af mera r=-l1-=r t=1 sustituciin

..
£ un® soluciin de

34

m
poa
]
H
i
1
i

SuUponeTos rue 5'?,42. U, vy 1,
i

blema 1 y extendemos u y v & todo L ¢omo sizue:



oD

[utx,y) en N ivix,yi an d
o~ e '

(11) ulx,y) =: o viK,y) = _
(y en D -1 {0 en 1 ~1L

a2l tomar en cuasnta (6) y (7) resoectivamente, 2ntonces
nor (4) tenemos
(12) U -v, =0 , T eV, = L en 2

!
¢

>-an
an donde -Xn_n, 2s la funcidn caracteristica de la .reqgidn
0 - .

ntoncas graciasz a la primera fornula de (12) la -
forma diferencial =Vdx « (y=i)dy es exacta 2n D , Y
por lo tanto, nodemos construir una nuava funcidn w,uz
a z=ada PeD le asocia w(P) co o

P
(13) w(P) = 3 (=Vdx + (y=)dy) , 2 2n 3.
[3

La' integral es sobre cualquier curva con finales F

y P sy :
| :
| |
¢ e '
P
wi(f) = E-de + (y=)dy Pe3

Vax + (d-y)dy

e ~F
= )%vdx + (u-y)dyfwk vdx + (u~y)dy
j
e

l"\
3



por lo tanto

pero

por lo gue

Zntonce
(15}
(16)
(17

(18)

(19)

Para il

F
S vdx + (u=-yldy =0 »or 1)y 12
Q
(Q
w(p) = jvdx + (u=y)dy
e
(Q

vdx

Q
+ %(u-y)dy
P

)

j vdx =0
?
M, _
w(P) = {1u{x,t) ~tr dt (x,y) en D .
i
J
s w tiene las siguientes propiedades
w esta en = AB)AET(D) sor (3) y (14},
w =0 en D~J_. -or (14),
“hw = —X_n_ 2n D,
w% = y-y, sobre AF , w = y=y. sobre 3T ,
wy =C sobre I, ,
v i
w, = -1 sobre 3B (de (8),(11) y (12)).

ustrar verificaremos (19) y (17) .se verif}i

card posteriormente.
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, Yo .
wylx,y) =} u (x,t0dt
3

-‘
Lr]
= S‘vt:x,t;dc
"
]

Vix,y, ) = Vix,y)

= ﬂ(x,yl) -¥(x,C) sobre A3,

- q (por (8))

£s importante notar 7ue, ccnociendo la funcidn w, po—-—

demos recobrar la solueidn {l(,fL, u,v,q% tomando por ejem

plo
41 ! . 1
(20) L o= \(x,y)e D Awlx,y) =1 ]
(21} p(x) = max iy ; (x,y)efl} y 0 &£ x & a
(22) u=vy-w, , v=-u e , g=vixdl,

us necesaric basandos2 =n las relaciones wra2viaments -
establecidas, obtaner un oroblama " bien planteado " para -
el cual w pu~da ser determinado, notamos primeramente que -
las condiciones (15), (16) y (18) fijan los valores -e w sgo
bre tres lades de D 3 F,Fa y Iz, vy (15) v (19) fijan =l -
valor de w sobre 43 y el valor desconocido g , el cual =5 =~

dado por



finalmante, tenemos w =g sobre I" (I"es la frontera de

3), en donde g es la funcidn

l

g =0 sobre FZUEC , por (16) ,
s
g={y, ~v}~ sobre T , ‘e (15,
(24) _
g_y, -y scbre ¥, de (18),
.‘.l _
g = _‘é_'_:_ + 3(3~y) sobre -B, d= (19},
as{ el prokblema (15)-(19), se transforma en el e=

problema (15.,(17) y (24). ~demds por el principioc “el mdxi

mo tenemos,

(25) ulx,y) >, enil,
aue junto ccn (14) da

(26) wix,y) >0 endl.

M&s ain , /L puede ser caracterizasa no solo por (20) -

sino también vor la condicidn

[
~1
1
3
(]

f {(x,y)iD ; w(x,y))O}.
L

KLY

Je (17 y (27, se tiene

v1) Fecuerdese el sjempleo 2, de esta seccidn.

O

(Vo)



r 2
27') wen # ;3 K ={eB"(2! ty=g soire I';,
L .
.23) Lgradw zradly -w) dxdy + jk_m('r-w)dxdy 0, %8k,
D
Por otro lado tenemos
> 2z + -~
A
F( wo=wh o= ow
b
-
,-’:,_(ny—w) R S
de dondeé
- \‘ ‘;(_("‘-Wl > - .“ rt - w’ H
-
‘D
cor lo tan:zo (28) se puede escribir como
(23¢) ]grad w arad(y -w) dxdy + | (4T=w ) dxdy

) &

Tu

0 ¥ueK.

Notece 1ue si tcmamos en cuenta (27), w &s también so-

lucidn de una desigualdad variacional distinta

+ +

we K, x :{ye%: ¥ 0 ¢c.d. en Di ,

{29)

]

b D

Esta desiqualdad es equivalente al problema de minimi~

zar la funcional J(y)

r\gradw grad (¥ -w) dxdy + f(y-w) dxdy =0, V=



1L

J(p) = -;—j|g:ad v~ dxdv  « ‘}-_y dxdy
pY] D

: ot
sobra2 21 conjunto convexe £ .
Hasta aqul, tenemos oue 21 problema 1 via la dasiqual-
. ’ . . 1
dad variacional (22) tiene una Unica solucidn u en H (L} .

B
~s{ sélc .reina ver qu2 la solucidn w 23ta en H (W) A

ol

.
-

. . ot -
(+) para que u este en H ()N (L),

Usmande =n cuenta la unicidad de 1a solucidn de la de-
sigualdad (28) v las exoresionas (27) ,(21) y (23) obtene~-

mos 21 sigulente teorama.

Tzorema 1. Z1 problama 1 tiasne una (nica solucidn 2n
alin c,

. continuacidn se presanta un bosqueio 42 la demostra-
cién del teorema anterlor, para los datallas consultese a -
3aigcchi (%2,

Para la unicidad, consideramos primero la funcidn g da
da por (24) con g definida por (23) y la desigualdad (28) -
con la funciédn desconocida w, s bien conocide 1ue 25ta de-
siqualdad tiene una v s6lo una solucidn w. 3Intonces la ori-
mara pregunta gua surge es la reqularidad de w, Apriori sa-
bamos que . esta an 31(3), dDero sabemos que si el problema
1 tiene una sclucidn w, entonces w debe satisfacsr la condi
cidn (15), pero vimos que si w 25 solucidn del problema 1 -

antonces w esta en (< (3).



Necesariamente se sique de (28) jue

(30) wel® (D), 0 ¢€dw € 1 cuds en D,

y entonces se sigue de un resultado standargsobre el problg
ma de Dirichlet en un rectdngulo, que w esta en NS y D
en (1, ® )., Sracias al teéorema de inmersién dz 38tolev, te=m
nemos que la solucidn de (28) tambidn sztisface (15).

Fara la existencla, surponemos que g =s dada :or'(33) Yy

que w es la solucidn de (2%) , antoncets un2 solucidn dal --

problema 1 puede ser cbtenida tomando

U= (x,y) €D 3 Wik, 04,

‘.

A

{31)  (x) = max Lvy (x,y enl., 0 & x & a:,
1§ .
ulx,y) = y=d,wix,y) , vix,yj = =2wlx,v} , x,
yéefl.

o ; A
En efectoyprimeroc versmos que £ w = 1 en 1 ; en partiw-
cular d,w y D,w son harmdnicas en /]l y continuas en > , va
1=
qus we€ C7 (D),
cea +r¢ ZT(D) nula fuera de un compacto contaniZo en.l.

- -
se le pude asociar un A+v.0 tal gue, para {If<4., ,av1ivéH+,

con y = w+de la desigualdad (29} da



" g
3 i
asto imolica
' grad w grad Ay 2 -3} vdxdy .
5
-~ . N : T .
AL=Ylyva, = 3 -x Vv dxdy = - vdxay
<L “~
-t
pero .
-~ " , R N
S-‘kvdxdy £ \ gradw qracivdidy =k
...} s

cor lo gue tensmos

- -
. N A
sletyv, = A e LW, vy

dado yue A npusde ser tomada negatliva, entonces

\ AT =D
A -1,7n =20 Move ClE

-

v nor lo tanto
Aw =1

en 2l sentide distribucional.
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‘oraximaciones numérizas de

B

bt
(o]
.

]
{3
b

. orghlama n

_os rasultados tedricos dados anteriormente sugirierdn
un nuavo matodo de solucidn numdrica del orcblema.
?ara este método se nNueas astablacer ricurosaments 1as oro=-
sladades de estabilidad y convernencia,y tamzién una =stima
tiva Zel error,

il resultade sbtenido por medio de este método concusr
da con los resultados obtenidns por 2! métode ciisizo v con
los da%tos =xoarimantales ; .2sta -Stodo ifiars ventaiosamen

te de mitados anterioras nor

2 simnlicidad de la oroarama-

cidn v la velocidad de los calculos, =} prozedi~iento usado

ar yna aoroximacidn extzrna nor diferencias Tinitas. -ara -

simelifizar la notaci®: sumenemtr ~u2 los nidmerss 3 v v,

fon conmensuraclas ¢ s2a h 2l =zomin diviscr . Le3

(32) "“’;( = 3/0, “"/ = Yg /ho
Denotamos ~or Jh ; 2l conjunto d2 nuntos de la forma

o= linydnd o, o= 2y le ey Nys oS o,ﬁ,...,xy)
Yy por i o, 21 conjunto de loz ocuntos d=2 la fnrma

B e T L T e L
Con cada nunto M de esta malla asociamos el cuadradeo--
.1 (M) con centro en M y lado h: tomamos 2ste cuadrade semie

abierto por arriba.



15

51«(H); scemf: temanos

- . . = < SR .
Ve o= Ve s ovos 2 v'(u),»;'r
ne I '

aqui vy (:.) son constantes rezles. V; es una aproximacién -
externa del espaclo H'(-.s ; en V; los coeradeores diferen--

ciales son arnroximades por diferencias centralez, esto a5,

<
>
<
[
Do

L ViR Suy) - vixe £yl
Crovilx,y) = = - vaxyy <b) - vix,y=1

2si que el iaplacizan Lhiv) = 4.7+ ¥.” es dado en el =siuema
usual <& cinco puntos,
Fara obtener uns anroximacidn discretz nara <) coniun-

o convexs b introducido en {(29), J2hemos CONSLruir UNA ==

anroximacién discrets de lz funcidn ¢. lea

(23) g‘(x,y) = £ g X ux,vid
Fel ro WS
IV W = . o [T Ve . . A [T
V34, P 'Vk'vh'vn’ vyiresl #det, Vh(" gh(ul sara M
:—':).I'II' -
s

cam g
:

g



(36) akm,w =L (&u%v+ &uﬂﬁdMy.
"y

studiaremos el sigui=nte =rcblema

8]

"

anzontrar w.sF; tal rue ¥v

2o LD
r

(37) {
a;lw; ,v-w_) 2 v {w, =vidxdy.

i
Y

1 siguiante t2orama se <curele {(e2cta demestrado en (

0

7)),
Teorema 3. Z1 orcblema (37) tiene una y sélo uns so-

- 2
tuciln w, v

s .. *
v 28) O & L.w, £ 1 sn D,
(23} « w. =1 en los ountos de oo donde w, L0

ademis es cecnocido ~ue

W, “.dy - v, Tmesmsckivimente, v o 2§ und



anli

o
o
)
3
D
3

(2]

valor fij= h se nuz2de o inie nor ajarplo el métg
do de relajacidn sus=rior (5...7.) con oroveccidn . Para --
ni: detalles consultese (5,7,3}).

rartizndo de :a funcidn Wi v Leneros

(1]

uylx,y) =Zu (L (x,v), dond

(42) u (F) = 3h = (5w )00, M=(ih, (j+l)R)

(120, 3,000y N1 320, 1, 000y Ny~

v.{x,vy) == v. () (x,y), donde

(43) v () = ~law 20D, He((i-:

-

{1=0, 1y 0eeyiic=17 320, 1,000, 0

(44 o= L hxyy) oy (x,vie Oy wilx,yi 20 .

31 cuadruoio Pyl a3 da una cierta anroximacidn

de ‘L,u,ﬂﬂ} t 2l livi=a snynarior da2 2. dn una 3oroximacidn
.3 13 curve eriinosancialinyade azr chtenida osor fncar-
polacidn de 1oz walaras ve 2n 13 malla O3, Za upa aoroxing
cidn d2 lag linoss de zorrisnte, etc.

Necmasariamants de (10) se nuzde derostrar 2l zicgiente

teoremaliamostraciin ~u2 3@ puaide var an (i)
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- s +
Teorema 4,  ©l dominio.., converge cuando h —— 0

a /len el siguiente sentido:

(b A= {(limr )
.
h —pmr

. . . . . roooa
en donde £° es el interior de £, lim' 2, denota / I,
: )\—D'j‘ : PR

£]1 método usado anteriormente pueda ser extendido y -
a=neralizado en distintas direccicnzs, rancionaremos alau--
nas , por ejemolo en el oroblema 1 2l =orzontaizs de fluio o
al cual 2s apriori desconocido se ouade detarminar fScilmeQ
te por la exoresidn (23) zue nos da a g como una funcidn de
los datos geomatricos del nroblena,
\

Una situacisn mds comnlicada se nresanta 2n el caso 42

qua realmente q no 3ea un dato conocido d=2l orozlema,

Consideremos el caso dz21 oroblema uno suncniendo que -

la narad de la lzquizrda 2s impermeable de ca vy, . ( fia.2).
g
o IR - A
- I o.n) e :'Jl'éx;
r . M
R ——_—
- ) \\
- -
i ~
~oe Ney =07, 10050
- b IR
- - L) -
- < e ————— e
¢ hh).—:-<:;—“"
EENa 3

Cotenemos el siguiente nroblema
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(46 se 17U ,3) ), €404y, wlad i’;'
v decrece =2strictamente sobre (0,3),

(47) L= ‘7\x,y:-; Dexed, o¢y<u(x>*g ,

(49) u,v < Ahounecan

(493 Ug=vy= 2,y -ve = 0 oan L,

{50) u=y_ sobre i3 y v = I sobre 37, u=y, sobrs =%,
usy szure TD

(31. vix,xi, =0, 0 w2 a

(52 ulx,eix"; =yux),
{33 3¢ R, v = g soors at.

£1 método se aplica en forma andloga para este problama

var (8).

Ixisten muchos nroblermas similares al problema 2, az:to
es, nroblamas en los cuales =1 ovorcentaie de flujo es ‘“'mfac
tivamente" desconocido. 321 método descrito permite sstudias
una familia de desicualdades variacionales que dependen de
un Taramstre g. Zn diferentes casos surgen diferentes difi-
cultades, v nara determinar 21 zarametro o se anlican dife-

’

rentes tecni

(8]
et
1
.
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Los problemas 1 y 2 se ctu=zen resclivar aniloqanenca ol
ra el caso 2n aue el diaque D tenga =21 lado izquierdo incii-

nado. xl problema matemitico a resolver »s el siguiente.
Problema 3.

(547 ve C?fc,ad), Foidy, , ria) >

1 R

% dacrece estrictanmnte sobra (n,a),

(33) A= $(x,y)= 9y, veslx) parax30.,

sz L oals oy

{386) u,v o2 HUL I,

(37) u,-u, =0 , u,rv, = 0 an:,

(38} usy, sobre *F, usy, sobre 3C , usy sobre CC_,
{59) ulx,rixit = 2(x),

(60) vixy (xii =0, 0% x £a,

{61) q-R , v = q sabre A3,

Se le nu~da a}licar »1 metodo anﬁ!«qamente‘“.

F:fg,

T

9,9}

(4
- Ffig.3. O es 2l

'y

(1) ver para los d=talles : R Flowinskv,J,) Zions - &, 7
molier=s, derolution numéri-ue deg indaguztions d2 lz m
caninua =t de 12 phvsisue, Paris 1974, (313,

P}

Y
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istz método s~ ouede anlicar también a disues de ‘orma

ct

nds zon2ral como 2l e la fiqura 4, Fara el tranecio .48if -

de la fiqura 4, el or>blema matemdtico es el siguiente.lf{d);

5

‘roblema 4.

, con s desc-nocidec;

-
-~

o .
ree 27000,8)) 3,0 s < a

(62) { p{0) = v,, . decrece e=strictamente sobr2 {C,s),

K Ws) 2 Yy 3

(63) Al = %{x,y) 201 v guix) oara 04 x< s} ,

{€d) u,voe HLANT S .

(&5) U=y, = 3y ugrv = 0 en ],

(66) u = y, soore i, u sy, sobre 3T, usy sobre IZ,,
(67 u(x,y(x)} = o(x),

{68) V(X’V(X)) =C, D E£x<%a,

(63)




3ea AU+ f =4, UE H:({)),/A medida positiva ,{l¢ R,

zen
ary = /‘}-(a . § = . :3_‘.
AurseZ(Goguy o = f 2 T8 .
Sabemos 7ue la siguiente desigualdad se cumple
, - s _..l
(1) 2\& [Ux, We, QX -2} fj-wxjdx 20, 7 wehH;U),
P /. t g

w * ( scbre [, w se puede escribir como

w= Eiveuj con 20 v v & |

definimos de¢ ~cta forma al conjunto Ku’ 2sto =s,

1 ot
K= twe g 5w =g(v=ud, 230, ve&y.

F;u denota la cerradura ce h, en HJ (.{1) K, 25 ccnvexo.

Yerédmos aue el soporte ie o4 es el conjunto de cuntos

de I en dende u = p { 21 coniunte I).

<

Para lo cual tomamos un X, & N tal que u>y en Xy,

sea 3¢ T71{8(x,,¥)) tal que S &<, tenemos u -S £ K,

- ; ; - . S S
Zonsideramcs cualguier funcién 7 ¢ C,i8ix%,,P 13 =nton

Zes se rueds encontrar £ > O tal que - 2 £y dor lo --



tante 4é ¢, 2sta imolica que <

19

H;(b(xb,ﬁ JC K siamnre aus Ul w 2N x,, en el sentido defi-
nido anteriormente.

i1 conjuntn L =I a5 el :énjunto ce puntes en dgnde usy
oor lo tanto HI(f~T1C T .

21 conc de tocns los elemantos no-nagatives de Hgﬁl} -
esta =ontenido =n 1

e Za 7ue n., 25 Un IoAS Tonvexo, la suma

. 1 - 1 ~ Loa -y o 1 s
de sus alamentos con los de n) f-1) 25 un =lemento Ze r .

1 no=ne-

Cualyuier w gus este en ests 2ono |, Se ouede ascrinir

como siaue
w = max{(w,D, + min(w, )
donde el primer término del ladec d:.r=cho es nc-negativo en

2] sentido de Hltl/, mientras min{(w,() e H;Lﬂ~13 ( ver {2631

3l considaramos (17 para las funcicnes de dj(n—I) obte

nemos
2 < ' 7. . R = H -1
(2) Z A, W ix - Z fou,. dx = 0 para wed, (R-I)
tat Y. foan.T ‘
e L

esto gracias a qu2 w v -w astin &n R% .

La ecuacién {Z) se entiande como

Au - f =9 en JjL=I

an el sentido de la~ distribucionas, =sto 25« se anula en

(1 ~I bpor lo zue el soocorte de 4 es el conjunto I.



CTaAaPITU L ¢ III.

PROALENAS  US 23r 003N 0Zl TIEMPO.

3.1 ioziones sobre distribucionas vectorialas,

Sea V un espaclio de Hilbert, rapresentaremos por e«
a
L (0,T;V) el espacio d=(clases de) funciones £ jue son ~-

medibles en (C,T) con rango =n V, y tal qus

T 2 Y
( S I sceoll, gt 1t el L@
Fo) Ll(O,T;V) ,

dende H ” 25 la norma del asnacio V.

Con esta norma =1 espacic LQ(C,T;Y rasulta ser un -
espacioc de Hilbert.

Recordemos que si § y Y son dos 2spacios vectoriales

topoldgicos ten~smos el siguientz =soaclo

L(ﬁ,‘f } = 21 espacio de maneos lin=ales con
tinues de § en W |
(La topologia se define en cada caso narticular).
Saa u en L;(O,T;V) y o en8(.,7), consid2remos al -
siguiente maoveo

~ T
Br f— ju(t)d(t)dt , (e D)
0
slendo la integral calculada en V, Resulta gue el mapeo g

2s continuo -2 $(C,T) zn V¥, por lo tanto,.U es un elemen-
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o de L(8(C,T),V) , el =spacio vectorial de las anlicaeio
nes lineales, continuas Ze H{C,T) en V.

Jefinicidn 1. £l espacio L(H{C,T);V) es el esnacio
de distribuciones vectoriales sobre (C,T) con valores en
V, lo denctaremos nor

L(C, TV = (T, THv),

Jdada una distribucidn u de HY(C,T);V' , su valor en
4 den S(C,T) se representa nor

{u, &8>

de esta forma, toda u an Ll(C,T;JE define una distribu---
cién U en $'(C, ;7 definida por
T
(ﬁ',m:j ult) glt) dt (¢ V)
o]
puede verificarse 1ue u ——s U €S UNC & UNo. I5to permi

te identificar u con la u jue ella define y obtenemos

L¥(C, T C BT, TV

en este sentido se dice 71ue lz funcidn u de L ¢,Tv) zs
la distribucién vectorial u .

S=2a u una distribucidn vectorial sobre (C,T}, su de=-
rivada es una distribucidn vectorial u'’ definids en & (2,

T jolele

{ Auy 8> (-1} (u, d ) ¥é en S(l,T)

e

as 45



Be

De manzra andloga la derivada de orden n de la dis

. s s : : s n
tribucidn u , se dfefine ccmo 12 distribucidn d'u , defini

da por
n n
¢ &lu, 8= 1) (u, dld wgens (€T .
ds das"

Resulta de la definicidn de derivada, jue identifi--
cando los elementogde LA(C,T;V) con las distribuciones ~~
que definen, opodemos concluir zue éoda funcidn u de LL(C,
T;V) pose: derivada de todos los ordenes en el sentido Ze
las distribuciones vectnriales sobre ((,T!.

In B{C,T);V) se define una nocidn de convergencia

d4ébil., (Se provee con la topologia uniforme sobre =1 con-

junteo acotade de H{ (1, ‘e Ve hecho, sea u, una suce~-=

sién converaante a la distribucibn vectorial u, cuando, =

para cada 4 en S(C,7)
{Up, 82 — (u, 8y en V.
IntroZucimos una situaczidn la cual ser§ frecuentemen

te usada.

Jean V v H dos aspacios de Hilbert, Y¢H , V denso -

an H con inmarsidn contin:- Janatnnes U, 3 L gicd v
H H
H . . :
., ,!Wﬁ R, wroducte v nerma en H y en Y respectivauo
iy
mente .

Identificzremos 2 K zon su dual, y tenemos

Veod = Ate vt
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cada espacio siendo denso en =1 sigulente,
considerese 2l siguiente zsvacio

e, Jue 2(c,T:57) s utel (¢,0v0]

donde u' = du estd tomada en 21 sentido de las disiri=-

PR

d
bucionas en (0,T) . Zste aspacio rasulta ser completo -~
con la norma Y
| - 2 N
1 ouil = iﬂuifp +Qull !
#(C,T) L“to,r;v) tRiuTvr)

debido a la continuidad de la diferenciacidn en el sentido

de las distribuciones.

3.2 Tcuacionas da evolucidn de -~rimer orden,

&n esta parte estudiamos el oroblema mixko par: ecua

ciones parabdlicas, desde el ounto de vista de lag a~ug--

ciones oneracicnales en un =spacio de Hilbert, iniciamos

a modo de motivacidn , con un simple ejemplo de la ezua--—
cidn de transferencia de calor o en forma abreviada , la

ecuacidn de calor.

. PR n
Consideremos un dominio 41 de R" , cuya frontsra I"=

suponemas "bien reqgular' . 32a @ =1 x ({,I. un cilindro
n+1
de R .

Representamos oor 2 la frontera lateral de G , 2sto

\

- : . .
es, < = I'x(0,T) , vor &£ se entiende el <cerador e _a-



od

; ) - ; )
slace en el espacic R, Il oroblema ~ixtc 2ara la acua-
cién de calor consiste en encontrar una funcidn real u{x,

t) con (x,t) en C jue sarisfaga las ccndicicnes

: .
. ’ [ [N
o~ =2
Du -du =€, enc W
ot ..
T
ulx,0) = u (x) , en fL ,// 2

u =90 sobre =

an este problema son conocidas las funciones u. (x} v f.

Tomando este problema como modelo , buscames 1a mane

ra adecuada cara formularlo en el contexto de la tacrfa =

de las distribucicnes. Zmoezamos adootande una notacidn -

convaniente la cual consisk2 an considarar la funcidn ul(t),
en lugar de p{x,t) analoacamente f(t) =s la funcidn Flx,t).
Zntonces el oroblema mixto para la ecuacidn de calor

toma 1a forma :

(D Dulty - Loult) = f(L), en
(23 u(o) = u, , sobra "
(3) u{t) = 0, sobre s .

Ln base a la exoeriencia en e! astudic del oroblema

>y

2 Jirizhlet , escojemos un espacio en el cual la condi-~

zidn (3) siemnre sea satisfecha.

De hecho es suficiente buscar soluciones u(t) que --
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pertenescan a H;([J. Con =21 obiato de encontrar una buana
definicidn de solucidn, en el contaxto de las distribucig
nas, multiolicamos ambos lados de la ecuacidn (1) por un -

elemento v en H) UL, indzpendiente de t e integrarzs enfl.

Se obtlene,zor 21 teorema de ireen

(43 (ute}y v » afult),vi = (f{t),v)
ot

con
(5) (u,v) = S u (v (x)dx

. N
y a

afu,v) = EE{QE Qv dx
G \gX 9%

as{ podameos formular el problemz nara la ecuacidn de calor
del modo siguient= :
2 a
Sean’ dadas las funciones u_ en L"(L) v £ en LJ(C,T;L )

se busca una funcidn ult), con las siquientes propiedades

(5) vett(c,TyH (),

(7) u continua de (C,T) en Ll(ﬂJ,

(2) d o (ulti,v) o+ alu(t),v) = (£(t),v) ¥ ve& Hy ()
at

esta igualdad an el sentido de 8'((C,T ,H:{ﬂ)),

(9} ulc) = u, .

Tenemos as{ un prcblema modelo, cuve andlisis Ze los -

elementos 7jue entran en su planteamiento nos nermite formu-
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lar un problema abstracto, abarcando otros de naturaleza --
andloga.

Al formular el problema, usamos un par de espacios de
Hilbert V y H, ( V= H (1), H = L7 () , tales aue V&H , -
una inyeccién continua y V denso en H.. También la forma -—-
bilineal definida scbre V.

Consideremos dos espacios de Hilbert / v H, con V dean-
so en H e inmerso continuamente en H, Si identificamos a H

con H', su dual, se demuestra lo sicuiente

YoooH = At Vo,
Representaremos por <{, > la dualidad entre V' y V, 3Je2
alu,v) una forma bilineal =n VXV, continua, :sto s, existe

una constante ¢ >0 , tal gus

a(u,v) < c;guiAva ¥ u,ve V.

v

También suponemos que esta forma bilineal es coerciti-
va, esto es, existen A y 20 tal que
alv,v) +)ﬂv}[v§q'\]vii; ¥velV,

De la continuidad de la forma bilineal y del lema de -
Riez-Frechet (33 resulta lz existencia de un operador lineal

acctado A de ¥V en V' , tal aue

alu,v) = ¢ Au,v?
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de este modo, teremos todos los elemantos necesarios para
la formulacién del problema mixto para las ecuacion-s para-

bdlicas, el cual llamaremos problema 1,

Proplema 1., Las funciones u en Hy f en Lﬁp,T;V') -
son dadas, Zncontrar u en LZ(C,T;V) que satisfaga las si-—--

guientes condiciones

(d ult),v), +alult),v) = (fit),v), ¥ veV

4t
(10} en el sentido de las distribuciones sobre (C,T),
u(C) =u

)
utilizando la igualdad afu,v) =(Au,v ) , aste problema pue

de ser planteado en la siquiente forma

u' + Au = f en el sentido de las distribuciones

(11) vectoriales en L*(C,T;v") ,

u(Q0) = u, .

.

Antes de continuar hagamos la siguiente observacién.

Cbservacién 1. Supongamos que C<Tc¢oo, te«T , sea -
R.t 3 T3 4
u=28 2z vy substituyendo en la ecuacidn
u' +Au = £

obtenemos



g2

etz . et s

Eké z +€?€k2 +,A€E{Z = f

por 1o tanto nuestro problema -ueda as{

=t
2" + (A+ XI)Z = f
(12D
con Z(0) = Z,
tenemos
aplu,v) = CAu,vy + k(u,v)v = alu,v) + k(u,v)v
esto es,

ak(v,v) = alv,v) + k(v,v)V = afv,v) + k\\vn1>
alv,v) + kityvi
donde /4 es la constante de inmersién continus de V en H .
kt
En el cambio de variable u =€ 2., ccnsideramos la ww=

ccnstante k de modo que k=4 .

As{ que obtenemos
ak}v,v) = alv,v) +2!vll§‘uvul.

Para 0 ¢<T< @ , podemos , sin pérdida de generalidad ,

limitarnos a las formas ceoercitivas con a4 =0 .

Oe esta observacidn, diremos que la fcrma afu,v) es --

coercitiva en el sentido de existir una constanteo 0, tal
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i
e

i
alv,viz«liivi , ¥ vel,

Ahora estamos en condiciones de enunciar la d2mostra-
cibén del tecrema de existencia y unicidad de la solucidn -~
del orcblema 1.

Antes diremos que es lo que entendemos oorzue u es so-
lucidn de u' + Au = £ , en el sentido débil , esto es, si u

satisface

e {ule),v) + alult),v) = (FlL),v) ¥ veV
dt :

an el santido de las distribucisnes vectoriales en (0,T) (
DT{C,TiV) ) o que u' + Au = f en 2] sentido de laz distribu

A
ciones vectorialas en L (0,T;V'),

Teorema 1. Consideremos f en L (G,T:/') y ué H, enton
ces, exista una dnica funcidn u que satisface las siguien—-

tes condiciones

(13.1) ue L(0,T37),

{13.2) u'e Lz(O,T;V'),

{(13.3) u' + au = f en el sentido débil,
(13.4) u{0) = u, eH ,

d2 las condicionss (13.1) v (13.2) de deduce gque, u esta en

w0, T, v por lo tanto uwe CT( {C,T)3H) , con modiificaciones

(1) Yer pag, 19 2n €.7) .

]
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en un conjunto de medida cero , haciendo que :tenga sentido =~
calcular u(C),

Demostracidn del Teorema 1.

Unicidad: Supongamos que existen dos soluciones u y v
en las condiciones del teorema 1, con u, v f fijos .

Sea w = u = v , resulta que w es solucidn de

w' + Aw = O

con w(0Q) =10
para probar la unicidad, es suficiente demostrar que w = 0,
De necho wi{t)g& V

w'it) v Aawlt) & v,
Luego

cw (e ,wit))+ CAwle),wlE)y

i
[@]

esto es,

Lo odtwlt),wlt)) + a(w(t),wlt)) =0
4 4t v
esto implica

alwit),wit) =-L d (wit),wlt))
2 4t

por ser a(u,v) coercitiva tenemos

~-ta
-

S

a

(w&)w&))>¢uwtw
de lo jue resulta

l thw(t)H

con w(D) = O.

+(\.I w(t)ﬁ £ 0
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Integrando esta igualdad de 0 a t « T, se cobtiene
t
. LA
4d {iw(t:)[[;L + A{ fw(s)i  ds €0
2 dt y ls v
para toda t, tal que 0 & t & T, Esta condicidn implica que

w(t) = 0, probando as{ la unicidad,

Existeneia: La demostracién de la existencia séré he-
zha a traves del mékodo de Galerkin, cue consiste en encon-
trar una solucién a traves de soluciones de problemas de di
mansibén finita, Para eliminzgr dificultades de naturaleza =
tfcnica, supondremos separable el espacio de Hilbert V.

Con estas hipdtesis, so deduce la oxistencia de una bg
se en V, asto es,una sucesidn (w,), siendo los w, elamen-—

tos de V que satisfacen las siguientes condiciones :

Para cada m los vectores w

41 Wogeee,Wy SON 1i-

(14.1)
.nealmente inderendientes.

]
Las combinaciones finitas lineales = ¢ w,,§,--
Nz

1 )
(14.2 e I?, son densos 2n V .

Se resuelve, inicialmente, un problema aproximado en -~
un espacio vectorial de dimensidn m, generado por los vecto
res Wy, Wyysee, W, el cual se representa por Vm -

Se busca una funcién t ~= u, (t), que satisfaga las -

siguientes condiciones @
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(15.1) UmE Vm

(15.2) (ilt),v) + alun(t),v) = C£(L),vY ¥ veVm,

(15.3) wmv) = ug , siendo u, en V, convergente a u eH.
m ™ ¢

De modo expliciteo se considera

‘™3

un{x,t) = gjm(t) wj(x)

5,

con gjm(t) determinadas por las condiciones (15.1) y (15.2).

Se substituye u_f{t) en la ecuacdidn (15.2} y obtenemos

un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en las if

cognitas %ﬂﬂt) , 14 3 &£ m, con condiciones iniciales da-
das por

un(0) = Ug o

Considerando v = we en la ecyacidn (15.2) obtenemos:

(16) Z gyt wpw) v gy (8) alus,w) = £

e
con

f;p = CEE, WYy § =1y25000y M

Las condiciones iniciales son :

V\_l we
uMO)=§thO)My=u ‘=éAﬁW

i3

-

converge a u, en H. De aqui obtenemos las condiciones ini-

ciales sicuientes :

gjm(o) = dJ,

J= 1,2 1 0eeyM &
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Yste slstema con las condiciones iniciales dadas, ovo=--
see soluciones, porque el det(wi, we) # 0 en un intervalo -
(c, G

A continuacidédn se verd que se obtienen estimaciones a-
oriori uniformes independientes de m, permitiesndo cbtener -
la ext=nsidn de una solucidn del sistema (16), con sus res-
oectivas condicion=2s iniciales, an el intervalo (O;r).

Consideremos 13 ecuacidn anroximada

ey

(u'(t),w;) v alu (t)yw) = (£(td,wp) 5 3 = ly,ee0,m.

Chservacidn 1. Con la identificacidn del lema de ~w=
Riez=Frechet, escribimes (£(t),w) 2n lugar de < Z({t),w) .
Substituyendo u (t) por v en (15) se obtiene:
1@

Ly
despejando alu,(t),u, (t)) se tiene

Y u,,(t)

;'; '

poalu (8),u,(E)) = (F(8),u,(£))

2

alu (t),u(t)) = (£(t),undt)) -;aiin um(t)ll\ )
LY 3

como alu,v) es coercitiva, tanamos

o(i]un,‘(t)fax;é (Flti,u,{t)) = ;ju,,,(t)llv,

lo que implica
iljt juw(t)‘l.’:‘»f at.iiuﬂxt}i;yé (£Ct),u (),

-('; ’1 £ i ‘ra {
 un (e +.,<”um(t)[‘v -iﬁgum(t)“v o llete)

d
4 v!

)
a
at
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de lo cual resulta :

e -~
%} [(um(t)i(v+<,‘fum(t)g; ¢ 2c, (£,

integrando de C a t, con 0< tet,.» s2 obtiane
: & * 2 ot
Jur(tH;+'mf”u"(s)Lds 434\
N Tt \/ / J
a 0

Gy i* A
Hf(;)dv,ds +Huowﬁ

siendo u, convergente a u, en H , concluimos gue
“m

!
l u, (£) "7+« lu,,(s)i.‘?' ds _ c.
E JO P

con ¢, independiente de m y de t ., De aqu{ aque la solucidn

2
puede s2r prolongada al intervale (0,7) , se obtiene

re .
tou,(s)jTds ¢ e
T A

independiente de m., Se concluye de esto, que u,, pertenece -
a un acotado‘i)de Ll(O,T;V) indecendiente de m .,

De donde se concluye la sxisiancia de una subsucesidn
(u,}, de la sucesidm (u.J, que convergs débilmente a u 2n =
LJTO,T;V). Resulta que u =sta =2n ;l(O,T;V), cumplizndo la -

condicidén (13.1).

2
Observacidn 2. Identificamos LI(O,T;V)con {L(c,T;vm!,

De 1a hindtesis sobre V, esto es V< V' , tenemogs que

~

2 ) . . 2, .
L7(0,T;Vy © L™(0,T;V'). Sea £ = L™i¢,03v') y B' = L7(C,T3V) .

Si (u,) converge a u débilmante en L"(C,T;V), es equi-

(1) Recuerdese que los conjuntos acotados de un espacio de
Hilbert son débilmente compactos.,
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W o 2n R,

converge a

CUpaW>,
Lee
iscribiendo esto expli-

valente a decir que
siendo /’\’a'xf la dualidad I',=.

citamente, obtenemos

T .
(YW ), = S Uy B ywit)y dt  converge a
434 Ve v

(¥}

dt , ¥we L(C,T3V'),

Estando Ve Y = H' ¢ V' , se cencluye que

T
\ (u {t),w(t.) dt convergs 2
‘©

T

DOrlts,wie)) db ww e LU,

]

n
~

V).

Tenemos que si 4 e B(I,Tl,y vaV, entonces w =dgv

un elemento de L (0,T;V).
De la observacién 2, se concluye aue

rt
clun ),y Jgic)dt converge a

‘o

-
C (ult),v ) B(t)dt , ¥de S(C,T) .
‘0

As{ una sucesidn 'xl(u,-(t),v)'- converse en el sentido =

de las distribuciones a (u(t),v) , lo cual implica gque

.S-T_(un(t),v) converge a = (u(t),v)
ol 2%

en el sentido de H'(C,T;V).
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Cbservacidn 3. Notemos nue la derivada con resnacto

a t d» (u,(t),v) es una distribucién tal que

<f?(un(t),v),¢>

- Cuit),v), 8,

n

-3' (u(t),v) d' (D dt, ¥ ged(C,D.
2

Examinemos la parte corresvondiente a la forma bili~--

neal.

for el lema de Riez ~Frechet, escribimos a(u,v) = (u,
wﬁ)v el producto escalar en V. As{, del hecho de gue uy =

converge a u débilmente en L‘(O,T;V), s@ concluye que

- .
Va(u, (t),v)d (t)dt = (u CE),w ) 8 (t)dt

)

o *3

convarge a

“r

Calult),v) g (£)dt = (u(t),w, } 4 (t)dt, ¥ve Vy
J .
S 2D

¢ en  B(CL,T).

Resulta d=2 las convergencias estudiadas, que podemos -
tomar ~l limite en la ecuacidn aproximada.

De hecho, fijamos j y consideramss ns j en
(ug (b, ,wed + a(un(t),w!) = (£(e),w:)

multiplicando ambos miembros por &¢ B(C,T) e integrando de

0 a T, se obtien=e :
1t AT

\ d_ (U, (t),w:)d (£)dt + } alu, (£),w;) g (t)dt =

at

dy 7T 0
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k3

= i(f(t),vr')d (tidt ,
; .
(o

tomando el lfnite cuando n tizncde a iafinito obtensrcs :

f& (ult),w:) + atult),w.d = (£{L),w:l, ¥ je I

Como (wy) es densc en V, tenemos que

A (ule),v) + alult),v) = (F(t),v) , ¥ veV.,

en el sentido de las distribucicnes en (C,T), demcstrando -
que el 1imite de las soluciocnes aproximadas u, es solucidn

de u' + Au = f en el sentido aue se acaba de definir.

Probaremos ~fue u tdmbien es solucién de u' + Au = f en
el sentido de las distribucioner vectoriales L7(C,T;7/) . 7a
ra =sto observemos que si.u 2z L"(C,T;V¥), entonces define --

una distribuciédn vectorial U definida en £(C,T) oor

3,65 =1 ult) e ()at
¢
tomando la integral en V, Jomo vimos U es un elemento de -
ST, T),V) con «U, g~V , ¥ g -S(,T).

La derivada de u , U' esta definida por
(G, @d= - U, 8% ¥ £ 8(C,Ti.

shora, puesto que U esta univocamente definida por u,
como ya lo habiamos visto antes, habiendec tambien definido

la u. Mantendremos la noiuvcidn U hasta la conclucién de que



0 + Al = f

de la definicidn de derivada de una disiribucidén se tiene =
que §ﬁ', gy es un elemento de V, porque U' es un elemento de
8'(C,T;V). e aqui se sigue que tiene sentido tomar el oro-

ducto =scalar de ¢{', ¢ ccn un elemento de V. Asi cbtenemos

~(JU, 8" ,v) =

(17) (¢u',¢>,v) =
= = ( ult)dg (t)dt,v) =
2
= = ' (ult),v) #t)dt =
= | & Nult),v) g (£)-dt
.ac"»‘~
tomando u(t) ¢ V, tenemos que Au(t}e V' | v si VAu(e)l | s

Cc u(t), con fu(t)} ¢ L°(C,T), se ccncluye que Auc< L™ (C,
T;V'), por lo que ~u define una distribucién vectorial Au,

definida por

CRu, 4. = AuCE) g (t)dt ¥ geb(0,T).

Dal lema de Riesz~Frechet, haciendo las identificacio-
nes correspondientes, se puede tomar a gﬁu, g> como un eleg
mento de V y no de V',

As{ es valido escribin :

.—
"

(18) (¢Au, B7,v) =  (AU(E) @ (ED,v) = (Au(t),v) &t)

v >
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de modo andlogo

-
{12) ( S£(t), 8%,v) = (\ (£(t),v)d (t)dt ¥ £=D(0,T).
‘0
De la hipdtesis de que u es solucidn, encontramos :
™ T
(20) S S ulE), W) 8 (£)dt + * aluit),v) g (£)dt =

.
o
o .. o

-

V (F(E),v) g (t)dE , ¥deB(E,T) yveV,

2
Cbservemos aue vodemos escribir

afu(tl,v) = (ault),v)

resulta de (17)-(28) que :

(U, do,v) = = (AU, 85,v) + (ELE), 7 ,v)

parz todo' v ¢V y #¢50(0,T), esto es,

u' = - Au + f

en el sentido d=2 las distribuciones vectoriales en L:(O,T;V),
Puesto que ‘u y f

I

son derinidas por funciones ds LR(C,
T;v') lo mismo para u',

Identificando las distribuciones vectoriales con la -~
funcidn que la dafine en LI(C,T;V'), concluimos que u':L;(C,
T;V*') yu' = ~au + f

ioa2n

al s2ntido de las distribuclonas -~
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vectoriales, .uedan de est: modo, demostradas ia:z 3firmacip

(13.2: v (13.3) .

-

Queda por demostrar jue Zi3) = u,. fara verificar la -
condicidn inicial, volvemos 2 la sucesidn (u,) de aoroxima=

4
ciones a’la solucidn u. sea #e Z°({C,T), R) tal zue H(T)=.

Intonces, para todeo v . Vi

-

T
v |, . - X i
{ g luglt),vr g (e) de + \ alu,(tl,v)d (t)dt =

L odt -

d - -
-
o

. eter,vigce at

de esta Udltima exnresidn integrando por partes la primera -

integral obtenemos :
T

~(u, (), v) @ (tide +

T
‘alu,(t),v)d (t)dt =

w

o e
V‘(f(t),v)qi (£)dt « {u, (0),v) 4 (D)

con u solucidn débil de la ecuacidn, cobtanida a traves de -
sucesiones (u,), si tomamos el Limite en la dltima igualdad,

cuando n — ©@ tenemos

’ N

Celule),vig (8) + . alulti,v) g (e)dt = (£(t),v) & (t)dt
i i ‘9

+ (u,,v)d(0).
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3i u es continua en (2,7T) con valores en V', entonces,
i ategrando por partes la primera integral anterior, obtene-

mos e

0T ~T

(u(0),v) @ (0) + Sa—";(u(t),v)d(t)dt . }a(u(t)',v)as(t)du

0 [¢]

o

= (f(e),v) gt + (u,,v) & (0).
)

Del hecho da que u a3 solucidn débil en el sentido de

LU0, T3V), se concluye 1ue

(u(0),v! = {u,,v} , para todo.veV,
va que V es denso en H, esto nasa tambien para toda v ¢ H, =~

asf que u(0) = u, .

Cornlario 1 . La sucasidn (u.,) convarje débilmente -
estrella a la solucidn en L*(C,T:V).

Jemostracidn. La demostracidn va 3 ser una simnle zon
secuencia de la unicidad de 13 solucidn u. De hecho siendo
u la dnica solucidén de u' + Au = f, u no depende de la sub-
sucesidén (u,), extraida de (u.}, conveernte a u.

Supongamos que la sucesidén (u.) no convarja débilmente
astrella en L:(O,T;V) a u, esto Iimplica la existencia de w

¢ LG, TsV') tal gue

(U,,w> no converja a u,w; en R
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cor lo tanto, dado 2> 0 , podemos extraer una sucasidn (u%

de (u,) tal que
(21) !<U% WY = (uwd| oy ¢

axcento por un nimero finito de subindices k.
Se sabe que (uqk) es acotada en L*((,T;V) luego vosee
una subsucesidn (unb ) tal nue converje a u débilmente es——
°w
trella en L*(0,T;V), porque la solucidn de la ecuacidn u' +

Ay = f 25 dnica . &s5to es una contradiccidn con la desigual

dad (21), as{ aueda probado el corclaric 1.

Corolario 2. La convergencia de (um) a u es fuertemen

te en UL(C,T;V).

. . TR .
Semostracidn. De hecho, siendo a(v,v) > Lvi”, es sufi
ciente demostrar que la sucesién (4), con
r P

L= alude)-ult),u, (t)=ult))dt s zilu (T)u(Thi

0

converge a cero,realmente sa2 tisna:

Ij;ﬁuﬁﬁt)-U(t)A/ + alu te)-ult),u (tl-ult)) = {(£(t),u(t)~ul)

nues um;-Lx(c,P;V) Y Use L*(c,T:v), Integrando de 0 aT, con

u continua, se obtiene

Sluatm-utrhl, o+ atu
- ;

SE)=ut)u (2)-ult)) =

AT

= LCECE)u, (E)=ult))dt + & fu, -u
J " "
o]

r’;

2y



107

iiando (u,,) débilmente convergente a u <+ LT, T;V) vy -

(u,m) convergente a u, =H, se concluye que

im < =0

m oo L

srobando que la sucesién {u,) converge fuertemente.
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3.2 iiemplos Je orchlemas sarabdlicz-s,

s , . . a - 1
Jea 4iun abierto acotade €2 R", con frontera g I em

por trozos.

M
Sea V un subespacio acotado de 4’ (i) con G Rbe T
(Hi(D €V 2 H'GD | : ~ g = TALT
i . i b
(1 z ) P T
H= L- (.n_) . // '&j——-——’ y
. /}c r
Sea al.,.) : ¥YxV — R definida comc siaue
a(uv)=5‘a Udv + ., PU PV +, BU LV
’ 1 ’%71 e u”‘%; v, a”'a)‘: Ea
£
10 S J,uv’ldx ,
TRroAy S
con
Arj=di; 141, 3 £ 2,056 70, 3,e 70D
(2)

Jusor ¥5, Fe RrY, Zalxi¥ % 2«37 c.diend..

371

z o
Sean u,e U)oy feL"(JT) conocidas, entonces existe
sor el Teorema 1 de la seccidn 2.2, una funcidn u ¢ LR(O,T;

Vi CO(O,I:L;(Q)J solucidn tnica ‘de lac ecuaci nes :

¥ veV , 4 (ult),v? + altult),v) = (flt),v)
(3) ] st
Cute) =y,

Caracterizarsemos la soluzidn de! sroblema.
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Para lo cual tomamos y : j=——F , y:10,I{ —> R, & ~--
introducimos la funcién v @ ¢ 1 ix,nié 4= vix)ylei= 2 5
antonces por un resultade cldsics de teoria de distribucio=
nefm au=2 dice que 21 producto diracto de los esoaciosd il v
ci7%,r0), , es decir, el espacio ie conblnacionss finitas =
de funci-nes de la forma v Ly con ve ) y(fe.D(YO,TT),
es densc en U(<7J.

Jea vg D(() y we 5(20,T), d=2 (2) multiplicando oor y e

integrando por partes obtenemos

n'r- T R T
= Llule),vigudt + aluit),viw(ede = (F{t),Vwid-
a L& -5 Ja

asto es
cung-.-ydualidad entre D'(u) v (2. v A el operador di--

ferencial eliptico de sequndo crdan

= o g eld
A o=-2 0 Zx, T r gyt a,u.
402

Gracias a la densidad obtensmos

(4) U + Au = f en el sentide de las distribuciones
o+
t )]
sobre L.

Si veg ¥, de (3) v (4) tenemos

) ;§4u(t3,v> + atult),v) =j~:éé+nuj {(t)v dx

de donde sg tiene

(1) ver (38).
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(5) alute),v) = wiltlvax

Por otra parte inte-rando la axpresidn para aful(t),v),
asto es, anlicando la formula de Green obtenomos

~

aluit),v =} auvd: + l 2u.vde

¢ o
JL '| £
con
o 1
3 - . - [ ¥}
o= £ a,Eu P
 Ja L Yooy

por lo aue para que se de (3) se vene de dar la igualdad

‘ 24--vd6' =0
\Jr‘ ¢ /ﬁ
Aesumiondo la solucidn de (3 se caracteriza ocor

(1) ue LA, 15V A20(0,T L 0y,

ii) 2y + au = f oen o,

111) ¥ ve v, )Fcf';(t)do- 0 0zteT,

T .

.’iv)-u\:,O) =u,en fi.

La condicidn ity variard s2qun 2] espacin V nue se con

iidere.Ver-mes tras cisos, en los cuales obtendremos proble

\11i) en este caso se raduce a pauir que u =0 sobrely,
nor lo aue nos quada que axiste una dnica funcidn ue L (0,T;
) .
f, (110 B0, 5L (hw) tal que

(1) Y¢= i-3simo cosn director de la normal P de D dirigi
do hacla afuera -en,
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92 Ay = £ en <,
L7

|
i u =0 sobre 2.,

CauchveNeumi~n.

-7

Tomandov = »"{L} , la condicidn (4') nos da formalmen
te

‘= 0 scbre Zq.

~s{ Jue existe una Unica funcidn ue L™(0,T3H () CY(

0,05L7(£)) tal que

2

et

< AU = £ oen T,

a

r
I
‘) - :.. = 0 sobre; -,
\ c

\u(-’,o) .

Cauchv=oirichlet=-ileumarnn.

"
“
n
pu )
1.

Sea I una varte de I'de medida mayor zue cero ,tomz

mos
V = {ve HI'(.."_); v,. =0.,
i/ '-o

entonces (iii) se transforma en

g}i= 0 sobre I'x 0,T, I,=1I'1TI,.,
asi. existe una funcidn fnics ue L7(0,T;V)n270,T3L00W)

tal cue



3.3.1

£~ 4= fosanra Qo
u = C sebre I,x]0,I[,

;%f T sebre I;x_.0,TL,
ul-,0) =u, eni.

Sistema de Stokes.

112

Sea flC R 1abierto, acotadc y conexo de frontera I" €CJ

Consideremos el siquiente oroblema :

sean conocidas las funzisnes ﬂo= (onuog y T = (f, ,£,)

cefinidas en.n v Qy respectivamente, buscamos las fun=

s »
clones u =

{u ,u_’ y p derinida
2

las ecuaciones siguientes :

(1.a)

(1.b)

(2)

(3}

(4.a)

{4.pb)

s a2~ J.V gue satisfagan

o -
§ 58 — by + %E = £, en J.,
.,
fQT-/Lu;+ %_):_z - £, en g,
div & = %_g, - 3u. =0en .,
Ay 9X,
u, =0, u; =0 en Eé'r ’
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Las ecuaciones (1.-11, dascrib=n los cambios ue ocu~=
rren, conforme wasa el tiempo, del movimiento de un fluido
incomnransible viscoso confinado en {Ly sometido a una fuer

-
za externa f ue, ror hiodtesis su mavimientc es lento. Zn

s ~% : . i
las ecuaciones u es =1 cam-o de veloci:adas de un fluldo ,

p 25 la presidn, ° la densidad constante v & es la viscosi-
c }

/
dad.
rara dar una for-ulacidn avrrooviada de los problemas -

de tokes, introducimos los esvaclios

n

(Te (n,ixal@) ¢ aiv 7 = 0}

x

LV
{
LH = cerradura d2 V en|L (ﬂJx;lLQ,),

v tomamos lo siguiente :

{4,¥) = \u

JVadx . 0oy v odx
| et
N L
alu,v) =i 5w v, dx + P ZY, dX 4 ua vy dxe
ii“”{l dAy ,J:K; o %z _{;J,'(!';)(I
[ 4

+ Y13$Qv~ dk].

NP M T Ky

De esta forma planteamos el siguiente oroblema :
encontrar 4 € L™( 2,0;V)02°(0, 734 7ue satisfaga las «

sigulentes condicicnes :

<}

(5.1) e d(Tie), V) + atliie),¥) = (F(e),¥) ¥

eV
dt ’

(5.2) ai0) = u, ,
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- —r

15.3) f yu,, conccizas en (L*{: )Ty H
respacttivamenta,

SGracias al sicuiente teorema este proolema kiane una

jnica solucién.

. - ; g s R
Leorama: sean U,ed vy £ & (L. antoncas axis

e upa dniz: fanzidn Te UH(0,T:VINCY(0, .35 tal ~ue

Ve v, ek(Tio M+ ad), ¥ - (Fl1),V,,

tara la demostracidn de a2ste taorema ver (34').
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3.4 Ecuacicnes e evolucidn de sequndo orden.

Un ejemplo significativo de una ecuacidén de sequndo or
den que depende del tiempo, es la ecuacidn de onda, esto es

la ecuacién

-~
tra- hu=f

que es estudiada en un cilindro A=/l x (0,T). 51 -1 es un
dominio acotado de R" y representamos su frontera con I7,
y 'la supondremos regular. La frontera lateral del cilindro
. la representaremos por z.

Con esta notacidn, el problema mixto de la ecuacidn de
onda , consiste, en dadas dos funciones u, vy u, , definidas
en fL , con valores reales, y una funcidn real definida en -
en el cilindro .l ,f .Determinar una funcidn real ulx,t) de-
finida en /. , que satisfaga las siguientes condiciones

+
*u ~Lu=f ,en g1

>
gt?

u(x;07 = u, (x) , u(x,0) = u,(x),en & ,

ulx,t) =0 , en 2 e

Este problema vagamente formulado serd el objeto de es

ta seceidn,

Procedemos,como en el caso de las ecuacicnes de primer
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orden, anallizar 2! caso del Laplaciano ,rara dar una formu-
lacidn abstracta.

Recordemos que ui{t): x ~—— ui{x,t). =1 zroblema mix
to para la ecuacidn de onda, consiste en encontrar u(t) tal

jue, dadas las funciones u,, u, y f satisfagan :

(22.1) 3Ya(k) -Luit) = £(t) ,
3t
(22.2) u(0) = u_ , u'(Q0) = u, ,
(22.3) ult) = 0 en 2 (donde u'(t) =2y )

Analizando el problema, vumeos gue para obtener la con-
dicidn (22.3) es suficiente que u(t) & HI(]) , como conclui
mos en el caso dc la =2cuacidn de transferencia del calor.

fodemos nlantear =21 problema mixto para la ecuacién de

onda, del mode siguiente :

encontrar ul(t) : t —— uix,t} con te (<,T) y ult) 2 HI(),

que satisfaga las condiciones :

(aJLLL} v) + afu(t),v) = (£{t),v)

o

u(0) =u, vy u'(0) =u

"

0

cara tedo v = Hy(), vy aqui nos faltar{a precisar el senti-

do da la iqualdad, lo cual daremos m&s adelante,
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De esta manara tan vaga de formular el zroblema, pode-
mos encontrar la formulacidn definitiva, “enominada formula
cidén variacional:

Sean las funciones u e LA, U, = H;(Jt y fe& L ¢,
T;L%(n)) conocidas, encontrar u(t), que satisfaga las si--=

gulentes condiclones :

ulE) e HE()
u es continua de {¢,T) en L% ,
Flure),v) + alule),v) = (£0t),v), ¥ ve H (L)

en el sentido de D'{{(C,T);H. (L)),

u{0) = u y u'{0) =u .

]

Zste serd el problema mcdelo al cual daremos una formy
lacidn abstracta como se ve a continuacidn.

Concideremos los espacios de =llzert Vy H , como en -
la seccidn anterior . 3upongamos V< H , con inyeccidn cone-
tinua y V denso en H. ~demds suponemos H =H', su dual, de

donde se obtiene :
Vo =
3ea a(u,v) una forma bilineal, continua sobre Y, la -

cual suponemos coercitiva, esto 25, axiste «> 0 tal que --

H 2 - - PRy .
alvyv), o {Iv))". Zecresentando por A un operador de L(V,V')
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definido oor la forma bilineal a(u,v), esto es,

a{u,v) = 7Au,v> |,

podemos zlantear el siguiente problema,

rroblema 2. -adas las funciones u.& H, ueV y f«

L*{C,T;4), encontrar la funciin u : L™(0,T;H) tal que

ériu'(t),v) + atuft),v) = (flt),v) , ¥ veV
arf

en =l sentido de H'((C,T),V)

o tamblen
u™ + Au = f, en el santido de laz dist<i~u-
cisn=s vectorlales de (C,I) en V' y u que sa--

tisfaca las condiciones iniciales u, v u, .

Ahora contamos con los alamentos necesarios para enun-—
clar y demostrar el teorema de unicidad y existencia de 1la
soluclén de la ecuacién u " + Au = f , conocido como la 2=~

cuacidn abstracta d-~ onda.

Teorema 2, 3Sean dadas f eLz(O,T;H), U, & V, u,eH, én
tonces, existz un Unico vector u que satisface las siguien~

tes condiciones
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(23.1) u e L7(0,I3v) ,
(23.2) u'e L¥(¢,TiHY,
(23.3). uts LB(C, TV,
(23.4) u" + su = £, en el sentido débil ,
(23.%) u(o) = u_ , uic) =u, .
Cbservacién 4. De (23.1) y (23.2) se deduce que u -

es continua de -(C,T) en H , luego tiene sentido calcular --
u{0). andlogamente , de (23,2) v (23.3), se deduce que u' -

(o)
es continua de {C,1T) en V', teniendo sentido evaluar u' (C).

Demostracidn d=1 teorema 2.

Como en el caso de laz ecuaciones de primer orden, su=
pongamos Y separable v sea (w.) una base para V. Usaremos -
el mézcdo de Salerkin, buscando inicialmente , soluciones -
aproximadas de la forma

n

Um (xyt) =2 9. (t) w;

siendo las g; (t) determinadas por las condiciones :

(24) (wh, (€D, )+ alu (€),we) = (£(t),w;)

para j= 1,2,.s4,M &

(1) Ver pie de pag.93.
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Las =2cuaciones (24), aunadas a las condiciones ilnicia=-

l2s para q._(t), que serdn obtenidas de las hindtesis sobre

iy

Y., U . 3iendo u, -7, existe una combiracién lineal de los

W, , que converge an Y 3 u_, asto es,

T
u == 7ty wW. converge 3 u, en Y/, # . R,

0

La funcidn u, fus tomada en H, con Y <H, inveccidn ===

continua, V denso en iH. Concluimos gjue

U.. = + %, w: converge a u, en H, 7%

L R,

Concluimos que tasta tomar las condiciones iniciales :

u,(C) = u. Y u . (C) = u, .
Resulta que el sistema (24) con las condiciovnes inicia
les, posae solucidn en (C,t, ), que de las astimaciones z-z.
apriori demostradas en secuida, se orolonga al intervalo --

(0,T).

Estimaciones a oriori,

Multiplicando la escuaciédn (24) por ¢'. [t), para obte--

ner.
(" (25,u {t)) + au (e),u.(t)) = (fi),u (N
esto es,
SoooLuw (6w atu {B),u, (k) = (E(ET,uLE))
LR ) -

e Integrando de C a t con tc t __, se obtiene
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H % -
uled o+ atu,lt),unde)) = (f(s),u (s)ids + QU%A°)$+

" 2
+au (C),u,,.(C)).

De la coercitividad de la forma alu,v), sa obtiene :

i

U (Ol rwilual £ €2, (£(s),u'(sNds + w(Ch
P o
Q
£ CL Um0y

con C la constante de continuidad y « la de coercitividad -
de la forma af(u,v),

Por otra parte, se tiene
. o

2 (f(s),us))ds & 2 .f(s). ;u%s),H ds
o “ R

. “

= ‘,f(s)Lf ds + u%s);z ds
B 5 ~ -

cor lo gue resulta , aplicande la desiqualdad zara los nl=-

meros reales 2ab € a~ + b =~ , » la siguiente desigualdad

- . AT -
-

JuL (Y, e u"(t)fv =C, + o u,(s).. ds

T

con C, una constante.

De esto resulta
. @ t .
Ualt) €T+ du(sd! ds
a . i

el

aplicando la desigualdad de “ronwall, se deduce

ﬂuy&t)@x “ I-, para todo t en (C,Ty)



122

i1
de la desigualdad anterior, se deduce que' ':

sufb), &0, W Eel(Chitm.
' Yl ,

Las constantes de acotacidn son independientes de m en
(Crtm) e

3e obtiene el prolongamiento de u,{t) al intervalo (O,
T), Yy siguensiendo ciertas lac acotaciones de u{t) y u(t),
en el intervalo (0,T) por constantes independientes de T.

Concluimos gue

(25) u,. es acotada en Lr(L,T;V), independiente de m
{26) u',, es acotada en L®(¢,T;4) independiente de m .

De (25) y (26) podemos extraer una subsucesién (un) vy

(u Jque satisface las condiciones siguientes :
? !

(27) (¢,) converge a u débil estrslla en L7(C,7;V)

(28) (u,) converge a u' ddbil estrella en LT(C,IjH).

Je la definicidn de cenvergencia débil estrella, se —-
* 1, )
deduce de (27) que para tode wel (C,T;V)CL ({,I;¥) se tie

ne :
unalt),wlt?), dt  converge a (u(t),w(t)hrdt .
: ! ie

o] =

De modeo enteramente andlogo, se concluye que para todo

wen L {C,T;H) resulta :

(1) Ver pie de pag.93.



123

=T oot

B (u'm(t),w(t))Hdt converge a {u(t) ,wits )L{ dt,

0 0 '
Zxactamente igual al caso parabdlico, se concluye que

—
A Iy

k’.)a(u,,,(t),w(t)) dt converge a  aful(t),w(t))dt, ¥ w ,
n 0
we Ll (¢,T3V) .

s
Y
tr1
i
Y
1—
b

Paso 3l limite da :=i:nag anroximnadas.

Probaremos aque el limite débil u, de 13 subsucesidn ~-

{u,.) es solucidn da la ecuacidn

Eue),v) o+ atule),v) = (£(t),v)

en el sentido de O'(¢,T), para toda veV,
Sea 4:C'((0,T), R) , con &) =0, dado j y n tal que
n.jen la ecuacidn (24) multiplicando ror &T) e integran-

do de QO a T. Resulta :

D2 (), we) B (k))dE ¢ (alu, ft),w, ) KB de =
o ’ Yo
= 2 (£(e),w;) db)idt

integrando por partes la primera integral, se obtiene :

Es

(U (), wid NN+ | alu,(E),wi) dleddt =
Y 2

S o

= 5 (f(t),ws) gE)dt + fugy (C),wil g) ~(un (t:,w ) AT
0 . )
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nara toda ;deC’((O,'!‘), k), &) = C. Zn particular tomando

g 008, , 4(0) =0, tambien rasande al limite cuando n -

———

—(u(e), ) #HEddE « 0 alult),w: ) glddt = (£(t),wi)d(eae

oy v s}

re

nara toda 4 2 D(C,T). Je esto se Jeduce aue

o) ,wi) +afuled,wr) = (FUE),w))

en- el sentido de D' ({(l,T});V] para todo j. Luego para v €V,
se muestra jue U as solucidn <ébil 2n aste sintide.

| Jeamos aue u as s~1lucidn en =zl sentido de las distri--
buciones vectoriales con w'e L7(L,Dv').

Z-ncluimos de lo antarior que 21 limite u de la subsu-

1

craidn (ul) as tal que u=L7{, T34, w2L"(C,I;H), Lueco, -

4 define una distribucidn vectorial T dafinida sor

AW, g = Ut A dt € H o, para todo 4eB(C, D)

d

- A
3 integral esta calculada =n S CV?',
renemos aque ' as un elemento de L£(L(.,T)iH) , oor lo =
zanto noses una darivada (W' en el sontido de las distribu

clones, definida nor -
(TP, 8 = - cU,dU o= - L wit)4Nedt

4]

tamamos a ((u),#, como un =2iemanto d= H<e V', lueqgo, puede
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sar penzade come un 2lemento d= V', teniando s2ntide tomar
su producto escalar en V, con un vector de V., Resulta que -

para cada v = 7, se tiene :

( (@, g ,v) == U@y ,v) = = ut)d(t)dt,vk

= (uCe),v) g (k)dt,

P

it

Ya que u = ﬁm(C,T;V), se verifica de modo natural, que

Auo= LT(C, T3V ),

Asf define una distrinucidn oor :

s

( Au, @ ,v) = - (dult),v)dt)ce
’n
andlogamente,

~~

(o f(E),8v,v) = (£(£2,v) g)de

]

ya vimos que u 25 solucidn 2ébil an el sentido siquiente :

2(E),v) + (Aultl,v) = (£(t),v)

-

para toda v ¢ V, en el sentido de £'{L,T);V) ; con

—

%—(u’(t),v),d“ = = (ult),v) & (t)dt
)

se c=ncluye aue u satisface la condicidn
@, 8o,v) = (=45u,8: + - f(t),8),v),
para todo v £ V. Luego

W EY = - lu,dY e FlE), 8D
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mara tordc @« H{=,T}, esto es, u es solucidn de u" + 2u = f,

en el sentido de las distribucicnes vectoriales L;(C,T;T).

Asf{, (W) es un elementc de L”(c,r;v'), luego identifi-

cando la distribucidn con la funcidn que ella -2rine, pode-
mos decir que (u')' 2s la secunda derivada =",
Se concluye de ah{ y del hecho de que u' = Lﬁ(C,I;H) con
HC Vique u'e Cg(O,P;V'), teniendc Sentido calcular u'{C).
Jasamos a verificar las condicicnes iniciales, esto es,

u(C) =u, y W) = u, .

-

Iniciamos con u(C) = u_ . Cbservemos que u = L™(.,T;V},

w2 L°(C,T;H) y u"= L°(C,T3v'). De donds u= <C7(C,T;H) y -
I y r

a2 c’(o,r;v1),
Del hecho de que u,, converja a u débilemnte estrella =
en L"(0,T;V), se deduce que para toda &<C ((0,T), R)¢:- *T=2

se chtiene
-

(uplt-,v), #(t) converge a | (ultl,v) 4 (t)dt

~ v
1)

nara toda v £ V,

\

sandlogamente, de u'y —— u ' débil estrella =n L"(C,

T;H), se deduce que para & seleaccionada, se obtiene

- -

I(ua(t),v)dt)dt converge a  lult),v)d(t)dt
~ ‘7

b
para toda v < H,



127

ZIn ambas intagrales, podemos considerar en 21 inteqrando
el ornducto escalar en H. -dicionando las sucesiones de in=-

tegrales, resulta que ;

{(up(0),v) converge a (u(0l,v), para todo v £ Vv, luego
tamblen para todo v < H.
Siendo ua(C) = u,, convergente para u, fuertemente en
V luego fuertemente en i, resulta que u(C) = u,.
Para probar que u(C) = u,, va sabemos que para ¢= To¢

(¢, 7}, R}, con 4T) =C , Se obtiene

-

E-(u'n{t),wz)ef'(t).dt i aluplts,wi) dIaE =
2 2

j(f(t),w,;)ej(t:)dt o {ua S ,wi ) gl).
A :

vado’ j fijo v haclendo tender n ——> @ , se obtien=:

(\"Z‘ AT
Vo=fu(e),w ) g (E)de + L alult),w/)di)dt =
JO, ~ Y v
'-!'
= g (£lt),wy) dltidt  + (uy,wi) g0O).
]

.De la densidad de los wj en V, resulta gus

T T
| SO, V) g (et U atute),v) ate)at
D Q

-~

n

= j (fFlt),v) dltidt « (uy,v)dE€) , ¥ vev.
9
Integrando por partes la primera inteqral, siendo u' --

continua, se obtiene :
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. n

(<), v) dC) + Jj‘—f(u‘(t)aﬂt)dt + O alutt),v) dt)dt =
C

[

o
\

= }(f(t),v)ﬁ(t)dt + (u,v) g,
b

5iendo u solucidn débil de la ecuacidn u" + Au = f ,
resulta que
wWC) = uy .
Los corolarios uno y dos del Teorema 1, son vilidos pa
ra las concluciones del Teorema 2. As{ la sucesidn converge

a u , obteniendo el limite débil de la subsucesidn (u,).
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3.5 Zjemplos de oroblemas hioerbdlicce.,

Seafllun abierto acotado de R? , con frontera Te ', -
por trozos.
Sea VY un subespacio acotado de H'(f), de la siguiente
forma:
HiLD) g Ve H (L

H o= LD

Sea al+, }: Vx/ — I definida como si.u~

Ao
au,v) & Héa.--}l—'é‘?—&’ rauvt  dx,
AL N

dop=d;p 1, = 1,2, ac;e L2 , 12t Jen a,el®a)

\
~

T w00, vze RY g’a‘i(x)ﬁfi‘- >«1% % cd enfL .
€5

Sean dadas las funcion=s u,e V, u, € L) y fe Ll('-).r),
aplicando el teorema 2, existe una funcidén u,
u ¢ %0, T;v) nct(o,r, L7 (1)) solucidn dnica de la

ecuacidn siguisnte

2
(1.1) ¥veV, f@(u(t),v) ralult),v) = (£Et),v)
(1.2) u{d)= u, ,du (0) =y,

T

caracterizaremos 1la solucién de este problema.
Sea vep) v weH(J0,TI). Integrando por partes se -

obtiene
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- - T

Jatkr, v S ceade + [ atuier, v yiniae = Jeecey vipiedt
2agto =25

Q_}{ + '-U,"®‘Y>=Q',V ® W) .
St-

donde (-,des la dualidad entre &'(z;7 v $(4p) vy

n:d

Ay = < = ") - u .
“Z 2 )" a,
‘.Ha‘t 4

Puasto aue el zroductns directo de los espacios H() y

$(10,TL) es denso en S(i+) ancontramos sue

(2) 2’u + Au = f en =] sentido de ias distribu~=
at>
~iones =sobDre

e

Suvongamos v e v: de (1,1 v (2) tenemos

ci—-—(u(t) v) + alult),v) ={D% -+ aui(t) vdx
at? ERe -
"

donde "Formalmente"

A4 ove Vo, alult),v) = §Ault vdx
‘a
al tomar en cuenta ~l teorema de Green, y aue

¥veVv , | 2% t)vde - 0.
O
Asi 1a solucidn de (1.1) v (1.2) esta caracterizada -or

(1) u € 2°(0, Tt )nC* (0, 1L (L)),

$3) (i1} 2%y + au = f en Jp ,
FpE
(1ii) ¥ vev, jgv;’{t)vdr =0,0cter,
‘_'U'Vﬁ

(Av) ue,0) = u , (- = u, =ndl,
21
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La condicién (3.iii)} cambia‘secuin el espacio V gue se

considere,

Analizaremos alqguno: ejempolos correspondientes a diver

sas elecciones del espacio V.

Cauchy=Dirichlat.

“Sea V = H.(R).
L 2, 2
Sean dadas las funciones u,€H, (), u,eL”(2) y fe L™{(p),

existe una funcidn ue C¥0,T;H (W) cto,Ts;L* (M) dnica tal

aque

Y + Au =f en Q-,

J

o

uz0 sobre 21‘,

u(-,0) = u,, gU(-0) =u enst .

Cauchy-Neumann.

En aste caso slegimos V = H'(1),. La condicién (3.ii1i )

se escribe ( siempre formalmente) :

+

= 0 sobre =...

z 4

A

Sean dada- uﬁ@H’(IJ, U, L (p) y fe P (2y), existe una
fllmcién ue CY0,t3H (1)) NCHO,t:L (D)) dnica, que es solu-

clér de las ecuaciones



(:;1u+Au = f en 2.,

U = 0 sobre Z_,

u(-,0) =u_, 2u{,0) =u endl .
T

Cauchy-dirichiet-Neumann.

Si I; es una parte de I de medida > O

, consideramos

V=iveH' () ; v|

=0}

intonces, sean u, ¢V, u,e L7(0) y fe L¥Q,), existe una

funeidn ue €0, TiH (1)) CH0,t:L7UL)) Gnica que verifica

Ny Au = f en
e o

(]

u=0 sobre I, xJ0,T[,

au =0 sobre I, x70,7[ , L=~ T, ,
Ya

Q

u(-,0) = u,, }_g_it (+,0) =u, en.fL.
o
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¥ 3,5,1 3istama ie elasticidad.

i Daremos un ejemplo de un sistema de avoluciin de se-=-
aqundo orden 2n t , que interviene en la Mecdnica de 38lidos
y aue es fundamental en las aplicaciones : el llamado siste
ma de elasticidad.

3eaflun conexo acotado de R", n=2 =n nuestro caso, de

frontera I¢ ¢ por trazos, vy sea I una parte de I" de me~

d1ida 3 0, supongamos I'| = I -I, .

Consideremos el problema siguierte : 'sean dadas las --

- — . . - » -
funclones u,= (u,, ,u,,), T = (u ,,u .} definidas enfly una

funcién £ = (£, ,f, ) definida en 2., buscamos una funcidn U=
(u,,u,) definida en 2 tal que sea solucidn de las scuacio-

nas siauientes :

. J 2 2
el $5% - LR T 0]l owm &,
U P, 2 T .
e.? ¢ g—-t—-: - {‘5}: GT:. “‘-5—)(153:_{-£3 €n Q,— '
e.3 = = O sobre (o, x 10,TL ,
n:2
e.4 JZ GT'; 7/:’-:0 sopre r; A-]O,T[ b
<L
£.5 Up )0z lo,y i, 0)=Uy o en i,
lon z.:_,l
€.6 ij: 2 (div @) gq xy Ecy (U) ;162,220 K50,

La ley de compsrtamiento =25 e.6 .



134

Las ecuaciones (e,1)-{e.t) describen la evoluciédn que
ocurre con el tiempo de pesuerios desplazamientos a partir -
del estado natural de un cuerpo sélido hemogenso e isotrdépi
co sujeto a unha fuerza de densidad £ y fijo rigidamente en
'y los desplazamientos iniciales y las velocidades inicia--
les de los desplazamientos son U, y U, respectivamente.

Zn las ecuaclones § = §{(x) es la densidad del cuerpo -

sSlide en el estado natural.

Asi tomamos

e.7 v ={ve (H* () X HYnJ)) 5 v = 0 sobre EJ.
Teorema. Sunongamos aue la funcidn ?élf”ux) verifi-

ca -

2.8 ¥ xell, f(x)=2%,>0 .

Asf, sean G,e V, U, e (2 ixt? () y Fe (L?(Q )" ,n=2,
existe una funcidn
Ge C%n,T;VINCH(0, T; (LXN))7T) ,n=2,

Unica solucidn de las ecuacinnes (e,1)=(a,8).

Demostracién. 3ea H = {L*{n) x L*(U. ) orovisto del -

siguiente producto escalar

ra

i

¢
)E’uk.v‘. dx , ¥ 10, Vved ,

g1

.‘\i\ =

(u,v) =

~
[N
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a martir de la condicidn (e.8!, este producto =scalar es =-=-

etuivalente al oroducto escalar habitual de (LT yVxL? W) .

As{ tenemos

n:d

alu,v) = = SQ;(Q)EL((TJ’dx
o4t .
T

7
donde ¢,, esta: dado por (e.6) . A partir del teorema 2 exis

te una funcidn U& T°O(0,T;Vin 2'(0,I;H) solucidn Gnica de

¥ vev, j;(&(t;,i) L al@it),v) = (&9
) =y, , 4&0) =u .
at

Un razonamiante similar al d=ol ejemnlo 1 de esta sec--
cidn verifica gue el problema asi resuelto nc es otro ~ue -
(e.1)=(2.6), donde la condicién (e.4) es como habitualmente

se entiende en un sentido formal.
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