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gste trabajo esta basado en unas notas de un curso im­

partido ~or L.A. Medeiros en ~io de Janeir8, 3rasil (32). 

~1 material oresentado ~soeramos que 3frva com~ mate-­

rial adicional oara .17unos cursos o SPminar!os sobre ecua­

ciones difer~nciales parciales. 

La meta orinci~al d0 ééte cra~ajo es introducir ~éto-­

dos variacionales aue conducen al estudio de ~.~.P. no-li--

nea les lo cual creemos es un área fértil para la investi-

gaci6n y ~ue nosee gran valor oara las aolicaciones no tri­

viales de la matemática. 

Consid~ramos, ~ue para tal objetivo, una exoosici6n 

sencilla ~ue contenca los resultados más imoortantes es ne­

cesaria. ~l trabajo trata de ser así. 

Pensamos oue las aolicaciones fuera de la matemática 

son imoortantes y oretendernos dar alqunas de ellas. 

g¡ contenido e~ta divirlido en tre~ capítulos. 

~n el cacítulo I hacemos una breve revici6n de resulta 

dos sobre esoacios de 36bolev. 

~n el caoítulo II damos ~esultados elementales sob~e -

desicuald1des variacionales en problemas estacionarios. 

~n el cacítulo III se da un olanteamiento variacional 

de ªcuaciones aue d 0 ~enden del tiemoo, de~ostrando existen-



cia v unic!dnd a~ solucinnes d~biles que estan en ciertcs -

esoacios. 

Cabe aqreaar oue los croblemas tratados en el cao!:~lc 

1:1 también se oueoen olant~ar en términos ae dPsiaualdades 

variacionsl 0 s , ~?ro no :c incluimos nor considerar aue la 

iae2 ~s sufi2i0ntP~ente trataoa oara el caso e~tacionario. 

ha~emos del conocimiento ae: lector que alaunas deFcs­

tracionAs estan s:lo suonr~icialmente tr2ta~as, Psto as c-r 

el ~in de ne hacer demasia~~ ~ · _,~~ la exoosici6n , "e-

rn damos la referencia en c~da caso. 



a .1. ? r i;i u t e .: . 

(u,v) J .. · ·.- )"'!x' ;x ,\ \ ~. V \ 6 "" t 

:J1, 

, 
·"Ji)J~ ...... ~-1•) ':'··1 S')').)Tt~ ..:.s r!C'.)"; ~~(lJ .:.::¡ J'L , ~~l'P,. ~01"'.1":!-?("tO y 



Sea (p ) i.ma suce::iÓn de J11..JLl, (p ) converge a p, si 
n n · 

Re cu;nple que: 

1. L?E funcioner: p tienen !:'O porte con': enióo en t"cn -
!1 

compacto fijo E .. :e JL. 

todas suf: üeriv:,,d?f' de tf/. conv·'r-gen R lP <i1?riv1•.1ü1 

c.;::·!·es;:•on:l:t-·1.·t:- .:" /, '.IJ:iforrn.;.::ff,entt: e~-iJL • 
.., - ~ , . - - . ~ •.JL' . (1) • ... . . ·.oui:- ro~··:r.~ _1!·1i:::-:¿..:.. ·- t:·:..c.reN 1. i, co~iti."lJ':- er. e.J.. ::"t-r_i..1co 

t (V,·.·), 

er!tc::ci?:-' ~e··,-;-.--;~ r::f.. .:::. (i::'.->2:--io duPl l1~ tr, (!e:~·:."t;::to:lo !JOJ' ,.q 

.:-.fl{ ':u 1::, c9 1 ~JL'. =J:(B\ll),r~} P::: t:_ llr:-·::E.:c. t;t::-:-.·:·c:io e~ -

·::---; $' (Jt.) t¿·~ c.e~R lE1 ~o::-.JloeiA dé'1:i:. - (:f.:.-[ rél:r:., ce. .. ~, 

:lu~:..l ,~;·-= .Jj:Jl), -.. - i:-~ U!°! e~:::-cic1 vsc:.i:..,.:r::i.P.l l)c:.:~1,.~::-:.e c·':.!1Vi?:· ...... 

""····· a'.:\' ''1' ,_ .. ('·~· .~ , .. : --::;o . p..j w '-.' - ... ~V•··.~ .. J..¿ ..., ... ' 
• 

:ii S,T,'1' ~ SB''..D.) ~- '""--:-:., entonces 
n 

( S+T) <I ~ 
(cT~(I: 

S(~) + T(¡{) 

cT: t5) 

/ l: ~(St,1 

.! " !}UD • 

TI") - T en j3•(JL), si y solo si Tl'l(.i5)-t> T(p) 

en IR , para cualquier p E J3 (Jl.). 

(:.~ T '= ;J::)• UL' e>s continua si; dado ,60 -9t/ en~(~ , T;?J~: 

T(~Y\) -1>- T(!: ,:,,: :: , 
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1.1.1 

Sea u 6. CJ(J\.) '! a:ii:.SU'lJ, ou%to 1ue 0 se anula idenf:i-

camente fue~a de un subc')~junto de Jl., obtenemos inteqrando 

oor partes en la variable xj 

DOr oar~ec; l "'-1 veces tt>n7':11os 

) (_1o(. u(xl) i(x)dx 

.JI. 

J«.J \ 
= (-1) . ) 

..J1. 
:::sto motiva la sinuiente dPÚnici6n :Je la dl'>rivad;i· ::i-<T 

de una distribución T €~' (JL), en d".ln'i'e ~· "'- indic'3 
~Jo(/ 
d 

{L) 
La deriv~da d"' un3 distribuci6n r se define como la --

ónica funcional J"'r 1ue sacisfac~ 

J"'-:· es !.ln "'le::wnto d<0> JJ' (íl..), 

:::s claro '.11Je :)"'-res lineal, denostr"lremos que es contl 

nua, esto e'l 1 si of\-1> ¡, en o9(Jl.), T(~nl -~ T(0l en R. 
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9emostración. Sea ( 0 ,) una sucesión de funciones en 

' 
.SUD tal :iue i,· - 0, (1!6bUU, cuando 1 -~ce, en el senti­

do de J.l(.fl..). c:;sto auiere 'jeci!" '!Ue exi!'te un comoi'!cto K tal -

que el !'oport!" de i.:esta co~t,.,nicc ~r. f', ¡¡; i , y que 

"{° 

<0.-l ~ 0"", ;.tr>o, cuando i->"" 

v además oor definici6n 
, ... , 

(u"T,0,-)"' (-1, (T,'.:l"'0,·) 

por lo anterior 

,. 1 
(-1) ( T 1 D-<!1!

1
-) -1> 

¡e( 1 
(-1) (T ,o-< 0) 

y 

por lo tanto 

'"'' (-1) {T,;)O(¡¡j) = (u.cT, 95), 

as! que esto significa que u"T es continua. 

i'or lo tanto, si T esta en cl>I' (..fl>, rt<'T tambii§n es una -

ciistri::iución. 

~esultado 1.2.1 Si u -= L:i UlJ entonces la forma u--
neal T definida en J;>(.1\..) por 

u 

J u(x) é(x) dx 
Jt 

es una distribuci6n sobre ..tl. • 
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Jaremos la idea de la de~ostraci6n, es claro que ~t' -

así de:inida es una funcional lineal. Para ver oue es contL 

r;ua, suoongamos que 0 n -.. 0 en .D (Jl.). ::n tone es exi s :e un sub-

conju!'lto K, KC Jl , tal que sooo( rti,..- r/i .e K, donde sooo t deno­

ta el sonorte de r/i, para n=1,2 1 ••• ,. Así 

/TrJ(r/i11 J - T,.{(dlj.=;~~/izl~(x) -t(xl/ J u(x) dx. 

le'. 

Sl lado derecho de la desigualdad tiende a cerc cuando 

n -1- ~ 1 puesto que 0,.~ 0 uniformemente sobre Y •• 

Sste resultado es f:mdamental para entender los espa-­

ci:is de SÓbolev, nos dice que toda función de L1 (.Q) define 

una distribución ·r l,( sobre..íl_. T1,1. esta unívocamente definida 

~or u, oermitiendonos identificar u de C (ft) con T~ en D'CJ1.) 

la distribución que ella define. Así que u en ¡}' (JL) tiene -

derivadas de todos los ordenes en el sentido de las distri-

bllciones. 

0erivadas débiles. 

Definimos el concepto de derivada débil de una función 

de cuadrado inteorable. .:>r-?a u en L?- (.Ct.) ' diremos que u tiene 

derivada débil de orrlen o( 1 si existe V 
o(_ 

en r! (11.) tal que ' 

Si tal función v.i. existe, esta es única fuera de un --

conjunto de medida cero. 



t 

continuR Di.;. u er. el JE!'ltidc clÚicc (t:fual ), er.t:r:ces .:. "'"v. -

eE ta:r:bié:: d~riv'."'.d~· débil ue u • :"'u :·ueáe exc.stir er. el --

.3entidc déb: l si·! c-xinir ei: ~l f ent.ido cl<Ísicc . Por EJCr-­

~lo la funciér. lxl r.o tiene de::--ivnáa en el ser.tido clf,;1co -

Dero tier.e ¿erived~ détil , este es, 1 X 1 :JU:. :-: -l> 11 , 

JL=(a,b) ct...:.O ¿le 

l. (\0'· \ \x 1 ', t > = - \Íxf, P~) 
~Cl 

= -)º.t dx t J~ dx 
o. o 

= < S €J1 X 1 .6) ~ lf .IÍ é.-;:(!j, 

en donde Sfo!J r. = 1 si x ')(, = -1 si x< O , :::en x.: 1 ~ (.;"'J 

Por lo ~anto ~Dl x es derivada débil de \x\. 
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1. 2 ~os esoacios de S~hclev 
m,2 

.¡ (j),). 

Je aquí en adelante u"'u denota la ~-esima derivada dé­

bil. Consideremos el esoacio ,., ....,,l(.n.) de funciones u (xi en JL 

d~finido oor 

con m en 11, m / O, Jl.es un abierto acotado. Jefininimos el -

producto int~rno en ./"12 
(.ll) corr.o 

(u ,v) 

:i '{VI) l (fl.) 

y la norma asociada es 

11 u¡¡ 

.2:.. ,J"'u,J-<-v} 
\o(l~m ;i, 

L (11.) 

1/~· 
-, = 

..?- <.11.d 
"l:;. 

Sl esoacio .·1 ' <n.) así definido le l la'.llaremcs <!Sr.>acio 

de 3Óbolev de orden ;n • 

Teorema 1.2.1 . ¡""'12 (1¡_ es un ;.:soacio de Hilbert seo~ 

·m ~ 
l-'rimero demostraremos q:1e ·: 1 (Jl.) es cornoleto. 

Sea (u r¡) una sucesi~n de Cauchy en '· "'1 ;. (íl). Ya que 



s 

entonces :f'u,, '!S una su ces i én de Cauchv en L.:i.(J}). i\sÍ 'JU P --

::onven;:e a un''..<.+ i"'l~m. 'Tomamoso<.= (0,"', ••• ,0', esto ·es -

V convern° :1 1J '=n el se":ti-
ce, e, ... , e~ 

do de ~(JU, y por lo tanto .,,,, el sentido de las distdbu--

clones, resultan~o que (~~u,,l converge en el sentido de las 

distribuciones a ./'-u, así o"'-u = vo{_, res u 1 tando cu e .:;-'-u es ::a 

.;. I , rr, 2 en L (.Cl), para toda 1-< !;ffi, demostrando as1 que . es com--

oleto. 

Prooosicién 1.2.1 ::1 esoacio ;JjJ;l (Jü es se;Jarable. 

Dem~_!:.~ión: sea "t' 1 a aplicación 

: ,2 2 ? 2 2 n+1 
't': (Jl --1' L (Jl)x;,, U1lx ... xL (J1J =(L (Jl)) 

definida oor 

'du "d u ,_ , ... ,_. 
;))1 2 éf"l-n 

es slmole ver que~ es una isometría, esto es, 

=~u\\ 
.'11,2 (ll) 

r.sÍ aue oodemos id en ti ficar \·1
1
';¡ LJl) con un subesoacio 

·¡ cerrado e"" ( L;i. (JU {' ~J 'fa aue L.iút) es se0arable ent0n--

lll 
~~ se~ara~le , oor 

lo que "' i,;¡ (.llJ lo es, lo fTlismo oasa para el es~aci-: •J'l i-'il­

be!:"t ; m, 3 (Jl), oues to aue ,, ni,• Wl.; C. .. 11 :;¡ ; ~ y todo subesoacio 

1 1) •1er {36) 
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~rooosici6n 1.2.2 SiJl. es acotado, e1tonces DUl..) no 

es den3o en ··1 1
';¡ (.(\_). 

él•Ynos t rñción: ----·-- Para cualquier ..n., tenernos aue .9 (Jl) es 

denso en L;iffi). Sea¡¡! en.D(íl.) y sealla extensión de rz!an~ 

nula en el complemento de Jl. Conslderamos la aplicaci6n <t' 

definid.:i oor 't'( <;IS) = ;il' 

tenemos 

ll<t'<t>ll 11 qJ I\ :Y0. en !' (.íl) • 

La función -t: es line.:il continua, por lo que "t' ouede ser 

':!xtendida oor continuidñd ,.. una función ~de P.1 cerrado de 

::i<sU en ·:: !·" lt'U al esl')acio ú 1
' :i. ( ~"), si ende:., ~=-v , oara --

toda v en este cerrado. 

¿n donde v rerresenta la extensión d~ v nula fuera dell.. 

Sntonces si este cerrado ':'uese .~ .i.,;i (JL), concluiríamos 

aue a toda v •:n '.•!J,; (Jl) estaría asociada una extensión v en 

:,','- ( P.n' • .,;sta conclusión es falsa, ya que si tomamos Jl= 

(0,1) y V=1 en (0,1) , tenemos que vesta en .v
1
'.i. (Jl) oero 

v no esta en .· t, ;¡ ( I°') , pt1es v ' = )-
0 

+ ~1 , no pertenece a -­

:.. l ( Il). 

'fa que JJ{I\.) no es denso en :/ 1
• 

2 (.!l) tiene sentido la si_ 

guiente definición. 

Definición 1.2.1 Oenotarer.ios oor d~'~ U\J a la cerr~ 

dura de Jl(..(l) en 11 11 ;¡,lQl. 



De:nost raxe:nos 1.ue 

Sea vt' 

<=, ¿ > = 

. 1, 21 f\ \ ., vw 
J 

exiEten n+l !uncLone2 v v º' l' 

' ·' ~·-' 

V 
' n 

definida ?Or 

ya Vi:noc q-.ie '"':'( ~' 2(11)) er .':~ ""_1·::é!J'j2cio je (:/(.Q.)) :1·l, -:o!' 

'1~1~ Mi'V "•t.:: 11nr.i iq.J·rotr'<> 'f w-t-/Jl' O• .. ..,. .. ,J,~"'-t·J ¡)o~ '1.:.,...t..t.::i.-.-ic-.... -4- ...i ..,,_ ~- __ ··~ J.. ,, J . . 1, i.1 -...··· 1,,,.:1..J., :1.L°::>.1' , _ .., .:. ~~-v ~~1-1....i 

' ") 

f e:c ur..a fo::-:r.<'. 1:.:-ie~l C•J:l~i:::t-' o'J!:':·~ < •- 1JL , ~.o:r- :.o ::c::"-:J 
·~ 

d;:l+-;..,i"Y'o .... U.,,.,.-1 ....... ,....11~ l.:-:-~J'.?.J. .,. .... 2Jb:"-:: 21 .:.:···1 ::-.··.,·.:-.·..,.:i:ict..41'W_,..:..¡f".\~ 
-·--- ,,¡ ...J .·-'-· ---- ;.:.. -,J --t _,_ ... \~J.. "' ) • ..,ll../ / 

lf .,..:\ ' ("' " \ '.) 1 V LI. l = '~ , 'l I 

o 

LP. form::-.. f "S co:itim1.'J., r-or·1·Je 'Ji.'tre. ~odo v = ·-t'u, $e o . . 

tiene: 

1 ,, 

p?!'~1 toda v en e,;, ::ubr;;:~:iac:o <t'( ::;' .. (Ju lo ~·.te f e 



~ concinuaci6n, describiremos como obtener la extensión 

f
0 

:ie f
0 

a todo el esoacio (L.ilfl.) )n+:. c.moezarefl1os consi<.::~--
1 :i .. n+1 

rando el comDlemento orto:::onal d 0 ~(.,a' (.fü) en ,¡_,-(Jl)j 

es decir, el conj•rnto de e!ementns u.: (L.:i.(..Q) (+l tal 1ue oa-

1 ;¡ 
r-a tod~ w ~ ~( ·1

0
' (JU) se :iene (u' w) 

(:..2(.n.>)"+1 
.-. 

·:ada v en (LJ.. ([¡_, 9+: se jorcor.ioone unívocamente, en la 
' . J. 

suma v=u+~· con u ét'(.:;'-\.fL)¡ v wt;-t'(::~';¡_Ulll • 

.-V 

:ir:>finimcs f
0 

co110 ce:-o en el com~lemento o:-tooonal v -

como f en -~( .;· 2 (Jl)), 
n+: 

do (:.:=· ¡ .!L1 ) 

de es ca forma 'f'
0 

extiende • -? snbre ts:., 

Si H, ,. son doc; esoacins de Hi lbert 

v f
0 

esta en (i-ixV)', entonces existe un único w
0 

= (u
0

,v
0

) -

en HxV tal -cue 

(w ,1·1) 
o iixV 

(u ,u) 
o i.; 

T ( v , v) 
o I 

donde w lu,vl esta en HxV. 

De esta observaci6n tene~os que siendo f 0 continua en -

( " ,, .,.1 , . ( ) (L:. . ~ . ,n+ t (L-(.h)) )',existe un un1co w0 ,wt 1 ••• ,w" en Uc:1 

aue cur.:'le con 

< fo ' (u o 'u l. ' ••• 'u~ ) ) (w ,u ) 
o o L;i{ 1l) 

+ ••• + 

) w
0

\xlu
0

(x)dx + ••• + 

:.n. 
r 
\ w.(x)u .(x)dx. j ( ¿ 

.:n 

(w" ,u,.,) .( , 
" l . .rL) 

f •·· (x )u (xl ! ,.,.,.., ,, . 

~ 



Rqco rd emos que !:; (_;l) es denso· "º w~ ' 2úl). Del hecho de 

que 
(f ,-r!/): 

o 
ó:? , ... ,_. 
:;IX" 

) -::. 

tenernos 

o 

la Última iguald.'.J.:J se ob~'..ene integrando oor ;,3rtes, si torr~ 

110S 

'./ 
o' 

<?n es - a V :. w v. = -w. . ,, c:rclu:;e ~:.l~ e.zi$:t ~r. ··-' 
o, 

o l l 
. 

vl' . . • ,vn fu'lc .:._ ~r:es en :-u~ tal que 

. ri º"J. . . < f 1 ,P) = ( V + ~ -w, , p ) J./- flÍ é. ~ )!, 
\ o ,=, r 

2 
Reciprocamente si (v ,v

1
, ... ,v) pertenecen a L (Il), en 

o . rl 

tone es 

f = 

es una funcl.onal lineal cent ir-.ua sobre V( 
1•2crJ. o 

Para verJficar esta :;.fJrrr.<iciÓn basta notar 1·.ie si. (v
0

, 

vl'"''vn) pertenecen a r}·(.:l)' enton,ces cada vi define una 

di.SI rtbuc:ión 

(V. 1 p) : ( V. ~ dx 
l ti. l 



c~::·o:.s derivfldc.s estim de.d~s !'JOr 

?Ji 
- . v, ';::::--f...) 

J.. rJ ... 

r ?. , 
"" - \ ,. ~ dv 1 • "''l. •• 

V_Jl,. l 0 I ( 

1' ,( ¡1 , ~ 
~\IP l .;.;.•~:_J.: ( L 2 '1J.) ¡:t+l 

:Je do~rl.~ •:?:-:slui".lJS 1'-H! ;.' '??' .~o:::i.:'.c'.'?t en ~(!U con :10r-, .., 
:n~ d~ .. ; ''(fL) • Lu.ec:;) :' : ~ 0::'.; !. ?c\'.t" -... ·:· ;onti:iu:.j .. 1-1 ::i. vne. :\e. 

JI rxl/ ~ ·'' 
tf 

;¡ xfl ; con 
y 

' ..... '_,. ' ' ¡,º l,,J·~; 
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Si I transforma sucesiones de V oue son débilmente CO!J.. 

vergentes en l, en S'.JCP.siones de ti fuertemente converoentes 

en H, decimos que la inmersión es comoacta, 

Teorema 'l.4.1 (.~eliich) La inmersión del es'.1acio 

't I ;l. (Jl) • ;¡_ Ul.) ·~a en i... , es :::omcacta, siendo_[¡un abierto acotado, 

Demostración. Ya oue 

/II(u l// 
L ,¡ \.O.) 

L 11u11 
.~~ J ;! (.fl..) 

, . i,: (JL) la inmersion es continua • .}ueda oroba::- nue si 'J., i: ·•o 
.s • 

y la sucesión <u.,) :::onveroe rJéb:.lmente a cero en v
0

1
• Líl.l, e!l 

tonces converge fuertem~nte a cero en L;tL'l), 

Para lo cual tomanios u., la extensión de u., a R" nula 

fuera de 11 • 

Se tiene u,, 6 :i 1
';t( Rn), la sucesión Cí:í.,J converge dé-­

bilmente a cero en :1 .1,z (-2,,), luego débilmente convergente a 

cero en L! ( :irt 11
). 

,, 
Sea u~ la transformada de fourier de u , esto es, .,, 

~f\(~) 

,, 

~ u.,(x) exp(27fi(x;5lldx 

rR" 

con (x,•p = ~x ·~· oara x,~ 6 F.vi, 'f'l que .Jl es acotado re--
(=J (. L . 

SU 1 ta '.1Lle exo ( 27ri (X, '5) ) ~:~ tci c.n L ;t (Jl), Llado üU€' L ;i (Jl) C 

w-I, ;¡, (Jt), entonces exr ( 27ri ( x ,~: ! es ta en 

ra ;11e sea ~. ~Je: i0ual ~:::in~re si fi iarnos 5 , i::nmo <Ü("l) ::nn 

ver-ge ,jl,bil~ente" :::er0 ·~'1 · 
1'~ (F¡n\, ·~n riarticular un 



(1) Ú C1) ---. o, pm::-a c¡:ei toda$ en:af. 
n 
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Co!I!., (u ) connr.ge d~bilunte en r.1 •2 (1;l1), '!ntonc-i,e ~e 
n 

acohcla en 111 •2 ( 1f) ( ver (24)), y por lo tll;'lt e •m L 2 (:E~), -

De 111 dt-'16U.tl.1'1d de Sch.wor~~. 111endo íL acotado, u con: 

ol\lY• qui : 

\~n<s>\ ~} \~n(x>\\e21r1(.~.,~ )\ 
(RI'\ 

e111to es, 

,. 2 _n 
Ge µued~ 'lrir qu~ l :11. norma en \f ' {.lit ) ea equivalflnte a 

la qu• ei¡;¡i2!l 

(l) 

oión 

iu \\ 2 = ~ Ú+ \~i 2 >M\u. <~>\-¡ d1 n at, n 
·1; (n:'1) lRn 

2 1 2 . K 
E.'l.to porrtue IJ" (rn) C( il ' (ltn)) , l!ledii;¡:te ¡¡¡ aplico. -

ol. 
h-+ h + ~D , 



J\u
0 
(x)\2 

dx ___,. O , •i n~ c:c • 

~ 
!'ene.:.oa p•>r d t ec:C-Ptlt'a l!e Plimrh~.r·8l 
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Es !>uficiente de111o~tr;;rr que p.ir..i tod.a E:> O e:dst• -

R>O i.;:lth·i~r.tN~~::it~ p-,:::..-:<11'!, de t:il ft1rr:•~ 1u~ la 1:1'.'¿;1md:i iit­

t e¡;.nÜ fo ~q f.ll!JHH' 1U" E°:/2 './ U!1 k
0 

t tÜ <r..!e p~r~ n '> k
0 

la pri-

o era int eertl ::1rn lll"nur ~ue E/2. 

s,.,.,,, •.. ,c !nt•rr"'l• ~ =icuP.rd'f con l.2 t.Kpr~f'i6n de la 

en '7:.._' 2 (Jf) d;>.da .~11 !_¡o o·ceerva~i&n 1.4.l.,ti'!ne~~• 

J 
ljl~R 

~ (l+R2 )-1 \ 
J!Rn 

porque ~u n l 2 ea 
n 11.° ' (nfl) 

2 -1 t&J. qu• e (l+a ) < 
o 

aco .. 11da. ~!, d•do E> O, existe 

~/2 

R>O 

D~ (1), (2) y del teor~•• d• coa--

v~ .. ·.,;A.nci.a acot;;ida d~ Lebl'.'·-;,·•1e, F" concluye 

~ ¡f:n<p( d~ -+ O , c.:u11r.do n - ~ , 

l~i<R 



.Xt•At:'.'";~-d1> qu~ '!J.io";~ k0 tal r¡t'.lit ~a::-~ toda n > :~-: l ;.1 ;: ·:·.i. .•z·"-

j ;c: ·• J '.!~ ,..IJ :;i.,co.::· qi:e f:/2. De •W!:e ·~oJ" ·:;\.:,..::~ J,•· . .,r-t.r~¿o .,.¡ 
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1 
. - . , . . - 1, ::? ( _1 . ... a t-,•~.••A.·, .. _! ;.:.&. "l•t.'2Cn. 'J'\-> l!.I !'' ~""¡1." . ..,.!'{"j ·1 ':T {) ~,,.1,.. 

<j.. '-'V ,- -. - • • - - - • ' • ll , ¿ • ·• •' <; ' • • .. t óJ ;,..., .. 

U.!.::-·,,¡o L'"''l'<" L•. fJ'·o¡1t,i,:·~ d.ii .fL , ·•:·:,., · .... , ~ t::::~:.r "";" ;'i:.:! 
to "'ti lil '''"r;ci .!ro l .ó • 

La normn on ,, \ i.: .,r.i,,·,,,¡!) 

.. 2· n 
,'"• li 1 (~!"~ l· 



1u<~j1~' 
L2 (.lln) 

, ,;"!'.rs u en 

!.nte[l"ll;cd'l ~.otr.- ]1
11 

• ;:ie aotirnl' : 

\ c1+15' 2 )m'ucnrd~ 
J~ 
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.,.:!'J,2(TD!l\ 
' ... ~ J 6 

d~f1r..;; \Ul!I r~:;r1~0. .:>:i ·., :.J, 
2 

( '.:1 n) er,ui v;;l~nt e 11 le r."na ortF.i--

A conti:p.1~.ció:.:. r.:.;t.,.id:l.cu·':"·io:":I, no con tH .. 'l!E. pro.tv.nd1ded -

l'l ce:3o de e.:Jier-tc,; fL ,1e iÍ1 ¡.•-.ra loH cucle.s vela 111 t.-,.:>rt>r:ir1 

'~e l::ner!:'! fo d.g Relli r:~, :::1 qui~·i·frH:of: cc.ti.:dinrlo .: . .;, rnc·JeE 

tr:t d. ;:r-~i::>l<'o::n tl(· ::-;:i 'l:Jce::- u2ttr le. tre.n~f;;¡::rnda de ?Y.:.:-i•,r 

e" g-.=rH::-al , e~~:: Cd<!cio:;n,c0A en la ob::ervriciÓn l.4 .2 , 

J:-.;::•-o.¡io::i ~·Jl'J con:.:idercii::i:1r.f!c=: intuit:ivi:.2 p!ITe. Ci!!rlOa 'l:ipos -

·\il n';ii;;rtou i;ien re.:;ulnres. 



l.9 

X > 'J) • 
:l 

Fara Hac0r :r.:t.::! siui:>le l:i nota.~iÓ!l t::>J:a:::os x• = (X¡••••• 
x 

1
). Al conjunt~ n-

I"' ' "' \ ( x • , xn) E :m:i ; xn = 0 ~ 
se la lls.ma la f.:-ontera de :mn • Id.~:lti:':!.ciindo d3 G9ta :n.,.~-ia-

~-1 + 
l'EI !'' CJ:t !:( , 

D! n.•.r1·n·~- i'1t1::i~;:lva, 1.1u21 ~li1.•;c· do ab.1.~rt1n 'o.!."'n n•~· . .:.ln­

red t>;Jta for;1n.:tn por 5l~i~rt'.l:! •)'(' JL (!'J f.t',);'!~-")J'f.!.:3 r t¿1la:.i --
:1. TAe Jl .,ia 1-Jcó!l.i~c."';e id.,~"';ifi•!·:·o!.é! ~on E+ ~ .. I"' eo ¡.,,~;-tJ.mJ;:te 

f"\- ~ 
id;,:1tificr·hl1• Ct)•I T"'' ,,, r~·- -. Lu fi,-'.:1.\l':!. L1 il•)\! d~ un.~ icl-!ó! 

,¡~ o<>'>( rr1
). ( ·;,,;• (1) ,1. 

1) 

n 
e~( m ) n-:> ~~- ·~-,~!r::> .;,1 

u + 
~ ill drn:J·HJ i; l'frt"; 1 h, 

D.; f'.1to ':i,:n'! :.•~1r';i.rb :bfi:1ir ·1.
112 ( :r;¡n) c;,i:r> el r~..;;·:·.;-
IJ + 



Dlufo \<••:'\ f11nc i5.'l. v ~·n !J\. ( fi'1 ) ti·~~·~ ·.;e.nt'. J<l h~bl::;,. c..­
+ 

la rel:!trtc~i,<n a i~~ fr.mt~l'.l r• de m:i. :t~¡Jr~Jt.nt~.)j[}:: ¡:::)¡•:,. 
+ 

Cl~n Ar•, ··r:;to ~"-'1 

(3) 
., 

L~ (T") 

---~-t ~v"' v(x•,o). 

Se •h,nuc;l:ltr ... , f:.~il!:l<'nt• 1uo ~v 19ntn. "ln L
2(r•) , i'J')t'(!Ue 

~ n ~-1 
V "!!':'te en e ( m ) • Obeerv>? 1:•s (jUll .r• : :rn- • El P1l''º e:it,1 .lÍ•':'.1, o 

t ~ e') :i.:> l.$ t "' en ~ ..;t ~ r:d '! r 11 ;·, -· ' : ( !R -~) , 
+ 

R~l'::TJ"7'.1C;or~;~·-'g l" -~ .. {• . .-.nd-in dP. ~ co•oo ~ 0 , La ;1l.•.1tric 

0iÓn Í}'v di! V ~' I'" "!E' ll.:;.r:_:d;1 1::-. traza. d~ V y~ ~l orf!l'!l..iOr -
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~ru::::~. 

Du •H't'!! ~·Ddo, l!'l e:;,:-1,r;n·.ii:5n<t d<~ á',._,, ll~::n•!:l t~1·:1':.i~!l 
1) 

'"l C1'~1ro<ior t rf.!.~ a. Solo fnl t 'l. •1" 1.,ni;.t"Lr l n ..i;d. :.» ~ne i" d11 'ti • 
·' 

Al ~:-<p!•.r;_:.,, i.-v1.:;:•a pn.r'l .,.1 ·"'.""' <>dor tr•l.::a, ··~ ll'I ll!•'~!:: -

¿ 

(v {:.; • , O )),: "' - ?. 

2 J iv(J.' ,xh :/ 
o 

1 2 'r•· \ ) . 

.,..:1-l 
,,(,;. ~ . 

f~ {:r.' ,zn) v( Jt' ,xn) •.!:tn 

" l ~'i( x', x,., )r cr.x.,, ( Scb1· tü•t,::) 
_,xn 

1.'~ 
<.IX ) .' ~ 

n 



Integrando eobre llf-1 , ee obtiene 

~ ,};(x',xn)j 2 

CR r-1 º 

obteniendose 

dx dx' 
n + 

22 

Hasta. aquí he:noa visto que~ es una a:plicaoic.fo lin~al 
y continua , lue,so "'tiene u."le. única extensión lineal y con­

tinua ~ a w1' 2 
( IRn). o + 

. l 2 ....n 2 _n-1 La plicadón 't 
0 

de :t ' ( Jd+) en L ( .ut ) , ea dimotüina-

12 11 12 n ._,. 
da liraza en ii ' ( JR ), as{ , ai v esta en .,,. ' ( ::m ), (; v el!' 

+ o 

una generelizacicfo de la nocic!n de restricci&n de v a r' = 
:nf1-l • 

Si v esta en ,.9'(J!P), entonces ~ v = o y eerá nula en -
+ o 

L~( r•) • Se de11n1eatra reciprocemente que, si '$ v • O t+nton-­
o 

ces v esta en a1•2( mn) • 
o + 
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ResUllliendo obtuvimos lo eigui~nto : 

Para. fll ce.ao do un abierto acotado A de :r.'ln, con tron~.! 

ra r , bieu r"'eulnr, se obtiena : 

y 

'-'' • \~• 2 ("' ~ L2(r) 
"o . º· JLJ 

• 

D& 11sta modo, los ele¡uentoe d~ ·.~1 • 2 (Jü son lo~ 
.o 

d ... l,2 ( 
1) 11 ' 

o~~Or"l~~l~n 1.~.4 Pera final.17.er ~Hte r~~wn&~ aobr~ 
·•1 ?. 

<llS!mc.t.os de S$hol"v w '·(JU, llemrun:>it le. ..atención dr,i qUA h~ 

otroa t.·or~1:1H..:. do ir.1o1'9raiJn sd<A!U~ del teorema de H#1llich. 

Pnrll un °a,::<t1.1Ji.o c·lidndo::io de ea't~ cu.ost i&n, neceai t n:ron 

int i·od\1ci1· •!1<pnciou con la.a derive.das 9n LP '11.), con l~ p..: co, 

o>~1tol\ ueri e.n lt)S fll:'}H.l~ios •:-· 'l".J P (Jl). Loo teoremlll!I de inr.lers1Ón 

re-l~ci61Htn n,:;::i,;:¡: :n , haciend4' i\ll•:erciones en ciertor !!r.p~ 

oif.>fl p&.-ticular~I:! d~ ~.m::ione.;, (l) .. 

Denotaremos a W"''r (íl) por H"''I' (JU. 



e A p I r o L o I I 

D~IGUALDAD~ VARIACJO~ALZ> 

2.1 Introcucci&n. 

L4 importfnci~ de l~e d~sigu~ldades variacionales ha s! 

do tl.0J:oetn1.da en ";"iotJ recier.t.we por Blliocchi, StampaccLJ.a:, _ 

Brezifll y otroa ai.-atoraie ~:l un'! eerie de inveotig:ecion~.e eobre· 

proble::l::>.tl en Din:?.~1c~ de nuidoe y proble~B de .frontera 11-

bn e 2, 3, 4 - a, 10, 11,18,19-J. 

L.:iz desigu:Udc·dtH3 vuhcio11aloe ol!pticaa ocupu-m m:."~ 

tri. "tencilfo en ~ü prest"ntt> cr1p!tulo , lo cual no re:ittt 1;n-­

port:.inci1' ll h!t aipe.=-bÓlict.8 o pl'.ri1ból!cas, que t:iimbi&n hA!l 

e ido t:rt eno~::.~ntie tr~truhi~ ¡:-or di"larsoe rmto::-ee por &je:::1plo, 

y J .L.Hons (29.JO). 

El re::rulta!o F.6s iup~rt.~.nte quo nol' ocupa !ti! el tMr.­

a:~ d<t l:!_o::~7§.;E!i.''.:r~• esto teoreoa ee un:i. g::.r.Haliz::::ión 

del cor..ocido hr.rn. de l::ox-~l.grQ!n (JJ), de.;::oatJ arem9.e el -

teore:i., da Lion:!l-3~11::.:ip:?!cchi.; '1 obtendren.o:s coco corolsrio 

tl le:::i. dl' L.:u:-!!il.g:r~:,;, pi;.r;11 lograr ecto J~~ en 2.2 una 

serie d• .::.11tiniciot1ol! y recu.itat'los elenent:tlt1s loa cutl-ts ~e 

pueden conoultlU' en (l3,J2,Jl). 

E::i 2.4 n.cii retarimo:s " probler.!~ti y aplic:>eiO:n!s del 

t e1.)¡-o,:' ;\ ci' Lio;i~ .. St '1i:tp:.1cchi11, b;..!uu1donoa en lo:! tr:iib:i1.jos (2, 

3-5,10,42). 



Sea V un espacio dt Hilb~rt retl, i.-or V' dtr1ota•M:J Al 

espacio dual de V, (o 1 •) d•rh1l;a el p1"0d•:.cto intern.::i 'l':J V~, -

el l!:L;>co 

v•xv ___, :n 

(f,x) ~ <r,x> 

ls p~rid<ld antrt V y V'. 

Seil n.(u,v) U:.'lll torr.;2 l>11:!.nul, '30r.~ici.ut y linelAl en e~ 

da un., de l.t.21 v11:rt:ibl1i~ u, v. 

a(u,v) ; Y:i:.V ~ IR 

trie~ ai y !lolo ci 

~cu,v)=i~(v ,u) , Y. u, V 0n V. 

Un r:mpeo linu.J.. y Cótttinuo 

A: V_____, V' 

{l) 

con a(u,v) contl.nu~. 

Y vic~v~r.t:r , dad,1 1:.\·~n i'ora.a b.Uined .i(u,v)., tl mapeo -

lineoJ. 

V ~ o.(u,v) Pilll V 'J:l V 



:?6 

Qrt.i&cil.n ..1..:..2'.:1. LB. !orm&. bilir1H.l m( u, v) ee def!m.-

da t'i)tiitiv</zobre V,Ei exiP.te C'>O tal que 

a{v,v) ;.:. c¡1v11" , p '1.I'a v en V. 

Consideremoe. l~ fu.11cional J det'1nida en V por 

J(:v) ::: a(v, v} - 2 (f,v) 

•n dond1 t t.otJJ. <:'n 'v"' , P(u,v) eo !!imi&trtcn, acotada y defi­

nid& pooi ti va • En¡::<'"~ 1ll'Er:::oe- por utudiu el pro bl "ma 1lariaci2_ 

nal ~~· cor.~i~te e~ : nú.n1~1~11a" J eobre K, K un subconjunto 

convexo cerr~do de V , esto es, encontrar el I~ J(v) , ~bte 
vi:;.t. 

!ntino exi~te y ~e único. 

Teore~~ 2.2.l Sea 2(u,v) un& forma bilineal oobre V, 

sii:;Jtric.11 1 ;•.cote.d~ y det'iuida poeitiva, Er.toncee para toda 

t en V' , -exüttt u .. '"! Ú!:tico u. en K tal que 

J (U) lni' J (V) 
vt:K 

Der:cutr1:1cj.6n. 

L.& tcrmn b1linl'r!l a(•,•) ee un producto interno eobr~ V. 

D"do que ~(•, •) e~ definida pveitiva y continua tenemoe 

,. 

e /lvl;~ ~ ¡¡(v,v)::: c
1 

/1v1¡-

eoto es, 

por lo qu.¡; 1 lu 110?-;;is 121•-ociC>de QJ. producto interno es equiva­

lente a la norma di;;.d¡¡ fln V. 

0 .' ~t·.n:b.1..én se le conoce c;:,::,o coerci tl. ve., 



~.., . ' 

~or lo tan:o el escacin 1 e~ un ªspac!o de Hilbert con 

~"te oroducto. 

~or el teorema de reoresentaci6n de ~iesz, existe un -

elerrient·.' ufG V, tal riue 

V v .,_ V, < f, v / = a ( 0-f, v) 1 

noc lo nue ree~cribiendo l~ funcional J(v) obtenemos 

J(vJ a(v,v) - 2a([:"f,v) 

2~(v-~f,v-rf; - 2a(cf.~f .• 

p ~r lo CTU·=! rninirryizar:- J o.e r.erl11c,-, i mi:iimizar la dista!:!_ 

cia entre G"f ,, e.l c0ni11nc.o K, cnn c':'''.lr~cto 3 la not"ma a(v,v) 

~or 1() qu~, 1-1 :';C'·l 11::i/•n t~i::: 11=: ...,roy~cc.:.6n ·~e crf sobre r~, 

con resoecto al '.");,r.·'.]uc°:tl i.nterno a(·,•) .. 

~~r1c~s ~ore! ~~or~rna de la oc~,,~cci6n (351~ ~21 oroyecci6n 

.. ·~orr~ma 2. ·~.?. .iea a(u,v; una for~a ~!lineal sobre V, 

sim&~t"ica, acotada v definid~ n0sitiva, 0n:once~ un u en K 

:ni nif'li.Z2 la f11nCÍOnCJl J{V) 2-n ;·, s.i. 'I 'it'1l'J' r::: IJ ~a~i<::fñCe la 

.3 \U, V-U) ·~ ( f 1 V-U), .j. V ~n 

12l es llarriarl~ des'nu1ld~d variacional elíntical 

~) .:;,~a u en i\, ~al que J(u) Inf J(vl , 0< e..:.1 



ter..•.:aoo qu>? (1- • 1:.i + .. v esta en X. 

Coco u ~!J e::. m.fr1j:-io de J(v) entor.c"e 

.r(u) .:S J( (1-<t)u ... .v) 

por lo que 

O !5 J( (l-•)u + .ov) -J(u) 

a.soci1UJdo noa qu•1a 

O..::, .J((u +• (v-u)} - J(u) 

por lo t~nto 

(3) ~ V(u + ~ (v-u:,) - J(u)J}. O • 

Si ll~'ce:·:is t~.:d.-r"" s, c~:ro y ~·t• l{rüt~ .:.;;!...:.te R~?'Í..i 

1:1.. il'9riv1~ds de J(v) .·~ ~1 v~ct.:ir u .,n L\ <1!.r'!cc.!&1 v-1;. "'~ 

rer-res.a..~ta ~:>r .r• (u) • (v-u). 

Supon¿;at0e '!l!fl ~1 l:C:ita l!l-:'.1!'te en cuyo ci·"~c i;.::-:.·::·ú~:::,r; 

por (3), ::¡t!~ .;•(u) (v-,.) .-;. e , V V f!l1. K. 

D¡¡do n.t:.a J(v) :: ;.(': 1 '7) - ". < !,v) ten~;;o'o. qui' 

iG«·.ao( ...,-u)} - .J(t~)) == ~ [:;i(u,.. & (v-u),u+<l(v-u)) 

-a(u,u} - 2 /f,u+•(v-u')+ 

+2 .·_t,u;.: 

~ a(v-u,u) + a(u,v-u) + 

+• a( v-u, v-u) - '2 .. t ,v-u: 

toiumdo el l.Íld.t• cuando • _,. O, obtenemos : 

J'(a) '(v-u) .. a(v-u,u) + a(u,v-u) - 2, :r,v-u"1 
\ 

por ser a{u,v) eimátrl.Cll ten.e:::oe 

J 1(u}1(v-u)"' 2a(u,v-u) - ::-' f,v-u) 



.... 
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As! que , J•(u).(v-u) e:r.i~te y por lo Viato en (.3) es m:i. 

yor o isual. que cero, eoto es, 

a(u,v-u) - (f,v-u)~ ~ 

a(u,v-u) 1 <t,v-u) 

Si.ipongamos que existe un u en IC tal que 

a(u.v-u) >,,.. (f,v-u) , Y. v en K, ~ en V'. 

De aquí t enemoe que 

J•(u)•(v-u) = a(u,v-u) - (t,•1-u\>;. o. 
Primero vtremoa que J(v) es conv~xa , esto es , 

J((l-•) w + ~.,) ~ (l-•) J(;.,) + •J(v), o~~~ l. 

Equi val"!lnt ement e 

J((l-• ),v + n) - (1-o)J(y,),- •J(v)~O 

d•&1arrollmdo ae obt ine!'le 
~ . 

(1-•) ~e v, w)+ ... s;i('v·,v)+2(1-•)~ ;.;.( ·.:,v)-

-4( 1- t) :i(~ .. ,1,) - $ 11.(v,v) ·= 

-•(l•o)) 0.( w, w) - et(v,7) - 2.,.( w1Y)) m 

- 9(1-ll) u( w-v t l'f-V) 

por e"r a(u,v) uet!.nida poait:!.·1• se tiene 

-~(l-G) S1.(IY-V1 l'r-V) ~ 0 

por lo que J ( ..- ) es oonv";'"'• 

Por ser J(v} co:-:w~;r:1.. t"~'r.:;Qo !J:il.:-":» v, "' en K 

J((l-<)) w + ev) ~ J(w) -$ J(w) + •J(v) 

•BOCi~ndo tenP-~os 

.1.G'((l- •).,. +.>v) - J(w)) ~ J(v) - J(w) 
<? 
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~T(·¡)-J(u) ~ 0 

J (V):;: J (U) , 'f V <en X. 

:Slll;o quie::-• d"c1r que J(v.) e~ el 1Ú;1!;;o d~ J(·,) l!n r.. 
Aaí qUllda d·1:.:osl:;r;11d;, i!l t!loren.:1. 2.2 .2 , el cutl M.D d• 

he:rr;i.r.rl~nt&u p:;r11. encontrar el m;ú:a..:i 1~ J(v) en X, ra.:iol -

vil.Indo la. dedz¡,lai1.dllt.j (2 ). 

Loa dos ~ ,.'Jr:!!l'!U? a.-:.l;~riarc::i .'l'.t':':t:r!>!'l qu1' !lCl ~l ca~io d~ 

que ::l(u,·1) seu oh!·~~r!""• ": pr1>ble::i~ v;;.•i~.t:i•:ot~11.l '.?LJ ~o_11hir-

1.,~,:;e .... r4svlv"!:.~ 1rn~ d.~·-~i¡;,..1,.;ilé:;.d v;.ri'Ol.donú ~::r~,·:ic;... 

::i;~t~ t·!Ol'·~::.;i 1:;11~:1t::-a. l;t e:r.j.<i'.:•l:'lt!:l.tt y unio:.id.:i.<i da l'k de­

s:;i¿;uüdg.d v,¡¡i·i•~-~1.rrnll (?) , .,n d ct.:.'IO d~ q•Je l.t t":ir:::.a bili­

ne<i11 &(u,v) m> oeu Diu~tric::;;. 

l)f¡J\ bilir~1111l :;,c1t;i:'..'!, ;,1.,fLniúa 1·,nl.'tl'H• "~ V y t': •f! c'~'lvt:co -

cerr•~U.o i.1JO 'I, ,.11-:;m"l~.,-¡¡ p<;.1'¡;._ -;,.r;.. f ••! V' , e:dst• una úctc11 

ia(u,v-·..i) >,_/f,v~~) , Y. v 11\'l E. 

La aplic:<~ión f-) u d., V' ~n V ea contü~•u. 



t:11i ~ i :1~,1- Con!l!.dP.'r..,rr:H1 do!! !!oln~i.,n1i:: ~ ,•.t
2 

t-:1 .IC y t
1

, 

~ ~n v• , t~n~~os 

tona-'1tl>ti v=11¡ c¡¡undo 1=2 

~<u2'~-u2>~<~2•1l¡-u~~ 

de dcnd& 

"' ;;i.(11¡-u2 ·'\-'..12) ),, e ll 11¡-u21r 

¡x>r lo t~•to 

e 11u1-112 ll' _:; (!1-l2 ,i1¡-u~~!lt1-t21l • il11¡-u2 1J 
v• 

l·' que i't.?l.1c" la ur1icid r.d -.; Jep-~mlenci'1 ~ontinull • 

P:;.r111 d•o,;istr~r li e.:;itlt.,aci.R p:-i1::iu·o d4!r.oi:~r::i:-eo.:o• .,¡ -

l"•:w::. si¡;.úente. 



Ln~ 2, ). l 

11:: :1 Ali 
;f.( V, V) 

, (u~v) - ~1(u,vJ j~ v'¡u¡,,;;v!i, ;..e u, v on ¡·, 

D·• ': r ·:.~! i ·.~ri. 

D!·n J': • - ,e· p0¡- :\ <!!l i~.m:,rfis:no c:i.nónico de V t-~ 'l' de­

t1ni<!O Cl'.l >,t;. 

l I :'. I' ' ( - ..!. 
~. 1 

-t;(' .. :' 
o '·. 

De h. ... c:::i ~'len·fo :;11(•.i,v) = <_A-.:i,v> :: \·\Au,v., 

abt~n•·:i:>" 

\<\»,v J - ()/uu,v) \ = ¡ (u-fAAu,v) :, : ·ti-··'u.i. '1 .;v. , 

t~n<"mo.5 
~ 

1 
., ' ... ' ' u- ..... ....ta,.' <.. ., -

lo cual ::;ru,:,l::iti fil l1'ilii pu.,s 

• "l ~2 "' 2 2C" J V .e:..~ •,..L• i - j '- • 

v "" l + rlf - ;.·e). 



~) p:ri~iJ:':l!~"':\;11 t;oM1.l·•n.·).5 11(.i,v) "" (u,v), el probl.u• 

con~i<;te "il. •lllc•.in':ru- 11 '!l.• Y. 't.(!. ·1U'! 

y V '1'1 K, 

( u-1 f, '!-U) ~ 0 , :¡. V e>~'l :{, 
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co·~.o (-;.,Y) e¡j ct"t.lnlclo :101!11t:ho, e1~.!~ri~o y :;..::r.t;¡tlo t>nt-;l".­

Cl!I•; V'l'l~ 1!-l teor.r;q"' 2.2.2, 1•.et::l ·-~• .-;.;t~·:11 un .. Jnico tA t~.l -

(u,v-uJ ~(f,v-u), V- V ~n V,'{ t i'n. V' 

ri t!IQ'Ji v.:l.lt nt.r:·n•1t" 11 flt•tit• :°1<C~ 

dn do11de 

os(u-i\f 1 (•r-1~t") + {/tf-u))..,, <·~-,\~,v-·~!) + (·.i.-Ai,1\f-u) 

= -Cu-:1..·,1~-/~t> ... c~~-¡\r,v-\::'J "' -:/·J-\r.: .... + ('.1- t,-;- :r) 

:;u-/. t ,; .$ i v-/.t li 1 V ,, er1 K. 

Cntt'l"r.~ ''- :~:r';.,,. ~rii, '.'.,_,,.., • f!,¡: •.;:, º''~t.,.".-:o ctn•:id? ,1' '!lCt·) tqu! 

'V•~lt1 •.:. d-?cir qu~ 1:,. fr~ uh ;:i;:,.;i .u•n;;o l~" l: q".!• 1Y..ni ·¡j_::;.._ l•. f'.ir..,..,; 

,¡ ( ) -- '' .._. ¡., .• I' 'C"' p ·,· ¡: - .;. !I , ... r!i!), .... 

E:,to -:JOrr¡u11: r;:i K <?:!l u:-1 c:mv•x~ ce-r.:-".!o d;, ·¡ .e:;".:o:la'H' 

·V x <!: V, <!;d;1t e \ln 1!nico y e:• K t ·ll qu• 



~X-.Y ll = 17',f 11:.-.-..: ll 
~~¡.: 

' . .)·• 

l~ y ·~Ufl nl'Ltd.3f3.iii'! ll" i¿(t~dM 1.nterior 1 ,,! llr¿·H.!."l l.:. .~.·1-

:í'"":!ciin J., :< .:i.-ibr., X :r ~\••":1·ibi--::•1 :-' = F;c" , .,..,r (35.) .• 

C•i!l!lider:::moa el r:i.1.11) a(11,~·) ~1 1~1 .. 1 r.o•.!.li.:i~·1~1 ,i'1 1,n·~ 

·-·~ t"\, y ~-'11.0l ) fij11. OC• .llj Sil d !-'J~. 2.3.1 • P.:>.l":-\ '.l -:l•l V ~ri-

1'1::W,;_!-)f: 

<~ {•.i},v) = (t~,d-~;;•('i,"7) + (f,v) ,, ;.'.1·~ ;• .. :. •;, 

.-.. 1-:,,:;1:.11J t•;H'.l '-\, u 2 e'.'\ 'I t ene;;~~ 

)(~<\1i) - ~(u2 ),v)\'"' \<i'j-'\::•'') - ~ :t(-,1 .. u2 ,•·) i 

l~i'l:l. 2.3.1). 

Do.do que l (u) ecta en V' t-:!ne:r.oe que e:tif'.t-e U:l ibico w 

en K t~ que 

(w,v-w) ?(~Cu),v- w') , pAl"tl v en K 

y w e:ta d:ldo por 

·" = PlC !Cu) • T(u) 

oato define un m1peo u ~ T(u) de V en K • 

Jhu1 oi.b ten~::i~CI 

veremos que i:e cumple la ~'l.~üente des19:Uel ~ 2d 

!) F¡¿: - P¡¿di~:~, - x'1, si K ll:?> U..'l convexo cerrlldo 

de V. 

Por lo que 

\\ T(u
1 

)-1'(u
2 
>\\~(IAf ( u

1 
)..{\~ ( u2 ) \\" ;·:~ ( u 1 )-'f (u2 )'' 

~ 9iu:-u
2

'¡j 1 Q,9¿_l. 
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il':s'. ltado 2. <.l See K un convexo cerrado, Kc. V, V 

.m es:-.ac10 de fulbert entonces :oe 

- - '11. 'I •'I 
1. -'K x - .!:' Kx ll := : x - x 1 pé<ra x, x' en V. 

:-·emo~tr&ción: Dado x,x' en V, tom.:>mQS '!! = P¡¿c y 

v' entonces 

ü·,v-y) ~(x,v;r) .!f. V e í:, 
y':: iC (y' , V-f' ) -?;- (x', v-~r) ~ v é K. 

Er. la primer= desigualdad tomamos v = y' y v = '!f 

en la segunda 

(y,y'-y) >;.. (x,y'-y) 

(y' ,y-!{') >,.... (x' ,y-y'} 

adicionando estas dos desigualdades obtenemos 

(y-y',y'-y) ~ (x-x',y'-y) 

de donde 

(y-y• , y-y' / ~ (x-x ',y-y') ~ '.ix-x '!! ~ y-y' !1 

y por lo tanto 

\)y-y•;¡~íx-x'!l. 

Lo cual implica oue 

~?¡¿: -Prx ·U :.= \'.x-x, :. 

Gracias al resultaco anterior tenemos la siguiente -

desip.ualdad 

JI r(ü1 )-T( u2 ) l! ~ l[A~Cu1 )-~Í ( u2 ) \,i, = \\ ! (u1 )-1< u2 ) \\ 

<. e il u1 -u2¡f, O (.& .:'l. 



26 

Por lo que tene~os que T(u) ee una contracci&n , por lo 
tll 

que ~JQ.ete una y solo una u tal qu~ T(u) • u , de lo qu~ e• 

oigue que u e11ta en K y adet'IÓ.ll cu11pl• 

(u,v-u)); <~(u), v-u) 

d• la definicicSn de <2 (u), v) obt ene!!ioe 

(u,v-u)~ [Cu,·v-u)- \(a(u,v-u) - (t',v-u)) 

o equivolenteuente 

O::;. - f (a(u,v-u) - (f,v-u'¡) 

por lo tbllto 

a(u~v-u) ~(f,v-u), pu• todo v en x. 

Corol11.rio 2.3.1 

que K=1f tot.:1-:i:ido v = u: llJ en ,1 t ~Or.!!::.t11. de Llnn"l-S~ ~ ...-1=.cchia 

obt1ma::i-'t1 ;1.(u, 1-r) = !!, '4~ ,"1- 'fi l'!:'l V, E,ite c01l1)Citi•> rezult;1.r!O 
\ 

o..:ie¿,iL."l'. ql1~ 011~11uier f\~noión lin.,,:J. (f,v) l30brd V pui:!!de ser 

repreL1en~;;id:i. por ;:¡(u,v) con v.r.;i. 1~:!~cu:i.d11 u '!n V, cu;;..ndo u(u, 

v) eo unll ter:.!;;. biliw~:.il rl~f!'".lid~ ;;·.:>"1itiv:.i sobre v. 

~robrio 2,3.2 

acot t!.do con v~rt i e e en el origen. Si u y v eat l.lll en K, d.el -

hfloho d.e que Y. ee cono eonY'1'X!!> reault a que u + v eGta en K, 

:¡:or l~ -;~,·•to to:.:'1:'..~do u + Y en lu,;illr dt1 'V e:r-• ~l t1Jcr~~a d• -

1-.V~'f! -;>t.es.!?.:::::;-h-1-:'t ~o eoncl·.\;;e qu! u(u,v) ~ (f,v) , ~ 76K. 

::a K ea un cono cor. ·;!rtice ~!l el oz"ic,t•n 1H:: con.clu¡e -­

;::11~ 07.(U t V):: <f, ·..;., haCil'!"J~:> V : 2\t, y lU'!!;';Q V -:: 0 "n lo. Ci'lEi­

C,UÜdil'rl d·ü teo::-.,::::::.i. d'.I Lio~r1-Stti~E1:1.~':lb.:l.i•., ,~~:to cv.-io i\H1 dfl­

:lOfitrti.do por Sb::rp1<cc!lia en ( 44 ). 

(1) Vf<:r ·. (35] • 



: .4 - ?:jerr.plos y Aoliceciones. 

'" ·'. 

Sje~':llo l. Sea V un especia de ili.lbert ,-n.c.v con-

vexo. 

.?rcbleme: Crrr:cten.z&r la proyección de un w.; V SQ. 

bre el convexo K. 

SeE u = PK1\· ; ::;,:w es 12 pro.vecci:Sn de w sobre K • 

.?or definición de ~royección se tiene 

de donde 

,'; U - 11' f} 
2 5 i) v-w 1!2 

, -V- V ¡; K 

y así 

/, ... ;¡2 _ 'i"· ,
1
2 / ·.·v _ 12 ., 

1
.,,.2 

.1 u - .. ' " . :::- " w 11 - J w -V- Vé. K 

rior lo aue 12 

mínimo en u 

.2 . ,e 
funciomll J(v)= :/v - w11 - \iv: I; tiene un 

J(u) ~ J(v) .y V(; I!: • 

?or otro lado J(vJ se puede expresar de la siguiente 

mener;c 

J(v) =(w-v,w-v) - c~,w) 

=(v,v) -2{'r.,v) 

de donde 

J ( v) = a ( v, v) - 2 ( f, v) ccn 

a(u,v)=(u,v) producto esc?lar en V, 

(f,v} =(w,v) ~ fija en V. 

?or ser a(u,v) def1nid2 positiva ,simétrica y acota­

da, resulté por el teorema ~.2.2 oue u es mínimo de J(v) 

si y sólo si s2tisface 
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a(u,v-u) ~ (w,v-u) -V- v~ K , 

esto es, 

(u,v-u)~ (w,v-u) .Jl.ve.K 

por lo oue tenemos 

(w-u,v-u) 5 O 

lo cllal Si.Q'.rnflca ~eorriétricrrr.ente nue el ifo~lo e formeclo 

entre v y w t~ene coser.o menor o iguel a cero , eFto ~s , 

~ >,. '1J2 (Ver fiin<N ;: ) • 

/ 

w 

/ 

u " ¡; w 
K 

fJ.gura 2. 

, .. ,..·- .. 
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Sn e~te ejemolo mos:rAre~os la existencia da soluci6n 

a oroblnmas clásicos con valoree 'n la fronter~ ~ar3 !a ---

~ea I un ?soacio de ~ilbert ~obre 

operador aue cum~le 

\ ! ) 

( 2) 

:1 '1 ' 
~ l / o ( ·.u,u) 

( Au 'V) = (u' Av) 

~ -.¡ - ,,. 
- ,, 'I U ¡

1 
1/. u-:- V, 

¡¡. u,v ~ v, 

v sea J(u) la funcional 

J (u ) = ( . .;u , u ) - 2 ( u , f) , f ~ V • 

Si u1 ~ 1/ es solucién '!e la ecuación 

·"-U f 

entonces ~inlmiza la func:onal J(u), esto es , 

·ninJ(ul 
:1r:.V 

--"7 ·¡ un -

f , entonces tenemos 

J(u) (:\U , U 1 - 2 (U, ·'U~ ) 

IU 7U; (U , ,, l _, : - (·\U?, U ; 

suman:Jo y ?:"estando ( 1\u, ,u,, obtenf'~c;; : 



de aqui se ve aue u es el mínimo valor aue i:oma J(u i. 

que 

( 3) 

Pr-oblerna 1. _ 

_ , (1) l 1 

i)ada f6 rl (fil y g 6 H Ul;, <>ncontrar u e H •(..'.')..';.tal 

) - A u = f en .JL , 

l u = g sobe-e ~..it, 

40 

para que (3) tenga sentido en el contexto d6bil, suconemos 

f,g,u suaves y multinlicamos ambos lados de la ecuaci6n oor 

v t C~U/J. Después inteoramos oor oar::es '! obtenemos 

(:. ') ~~ 
d - V (-6 u.'/) 1.e, v> . '<!. .• ;) y.,· ol ·«: :.¡. ~i' ::..·i 

Un u6.HlULl es llama:ia s0lución débil de í 3 1 si 

.... ( d , . ) 
~ j ut<,v_.., x = "-~,v 1 

(.. -'l. 
~ara v G íi~ Ul.) , 

u-o E S~ <JU • 

Así 1ue ~ar-a est~diar (3), estudiamos el siguiente 

rroblema variacional. 

t_;:_oblema débil. 

:ncon trar u G i-( tal :iue 

(4) *\ul(,(v-u'x¡ dx l::-(f,v-u) oara v~i", 
l -'\ 

(1"}?or W 1 (Jt.l se dP.n~ta al du,;il de H; (Il.'.. 
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con 
t 

K = i<. ~ "' 
1 

v é rl i ((L) ; v-q IE- rió C.lU} , 

y la forma bilineal 

la cual es el orodu::ta esc3L1r en ri ~(1:_), no es coercitiva eo 
o 

todo el esoacio r.-·:.::.J. ;~roumentamos de la siguiente manera. 

l"uesto que 

u es soluci5n del problema i~) si y solo si w u - 9 es SQ. 

lución de la desioualdac 

z.
1
·º.,.x (v-ul,.. dx ~ \f,v-u) - ~\g .... Cv-u·,. áx. 

• l L 1- J ,..,_ • 
l .. ::.. ..11.. 

Recalcanéo :me ?"'' esta en L::.Ui), 1 ~ i ¡f :'i, el orobl~ 

ma d6bil se vu~lve e~uivalente a encontr3r, u~ w en H~(A) -

t3 l :rne 

( 5) z.: j ·,¡ ~l 1 V-"I )::.!, dX 
" _¡;,, 

con F ~ wtut: definida por 

oara v en ri .!.(.[!.: ., 
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~cr el teorema de ~:óns-jta~oacchia el orobl~ma (3} a2_ 

mite una soluci6n w. ,i ::namos u = '11 - q es solución del -

riroblerria débil. 

Jada -:ue el es:acio ::onvexo es el esoac:- ente::-o :-i : .. u, 
tenemos 

( 6; ..e; I"' V i•( "7 ~i.": ;x,,. ..... : ·, ~· ,v > para v 

se sigue aue w-g = u es solución de (4). 

~s Qirecco ver JUe 16l es exacta-ente lo ~!smo que (3'), 

por otro la~o el o::-oblema 15; es e~ui~alente al ~roolewa 41 

po::- ello (3'\ '! ,4_ ;~n :-:::-obl"!ll'a."' equ:•,a:.'!ntes. :o'TlO tenemos 

solución única oara ( 6 ~. la :enAmos cara ( 3' , ·1.ie es el orQ. 

blema origi~almente ~lantea~o. 

Sl o::-oblema de Jirichlec ~ás general se oueje resolver 

de igual manera, 

f'roblema .... 

-_l•1 -t-ÁU f en ... íL ~'>0 ~ P, 

u = q sobre O> ... ~ • 

Tambi~n multi~licamcs a~bos lados de la ecuación cor -

integr~ndo ~or cartes obtenemos el siguiente 

;:ircblema. 

:::ncCJ!' ':rar u é- K 
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v-g .s. :-.J í.!'t.) ~ 
J 

:¡ue cumola 

a(u,v) <..f,v> oara Vf. H~JL) 

donde 

a(u,vl =~)u;><, v-x«dx - ) fuvdl: oara u,v:: H1 W.J. 
• A ..ri. 

..\firmamos que a(u,v" es defln.:.<Ja ocsitiva sobre H!(íl.) 

con)> -tr, , I'¡ la constante 'je 101 '.:les.:.o•Jald'l·i d"! ?ninc·3ré1l1 
Je hecho para t"" CO, 1), 

:- r )... 
a(v,v) =L tL. J_/zdx + ( 1-t )Z. ) v;-dx J 

../l.. 

Seleccionando t~ (0,1; tal -::ue Q¿'.:.:. '~ Li"1,.,) .,. JJ =1 + 

r..l_ C:ntonces 

a(v,vl~ t l\ Vil! 
;i;ui 1· 

De esto se sigue como en el problema 1, oue existe una 

única solución al Droblema je jirichlet débil. 
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Ejemplo 3. ?roblerne de "euC"enn. 

Cuando ~.Jt, f, g son suaves el cl~sico Jroblerna es -

encontrar una función ; tel que 

-Íl u + ) u = f en Jl , 

o u/a n = g sobre cUl , 

donde O d n es la deriVEdf normal externa a oJl • 

lí.ul t1pl1cr·ndo lr. ecu2c16n 

do por partes obtenemos 

2r 
~· J. U X<' 

:n. 
vx .dx +). 1 uvdx 

L JJ\. 
fvdx -t-

eni.onces l<: fonna biline;;;l :'saciada El problema de Neurnann 

es 

a(u,v) 

Seleccionando ).. ?0 y °' =min(l, A) tenernos 

Por lo que, por el teorerr.2 de Lions-Stemp>?cchi<· ex1§. 

te una única solución del problema débil de J~eumann. 

Si ~=O , la forma F(u,v) no es definida positiva, 

y en este carn el problema de i~euml?nn no siempre tiene 

solución :1 cuando la tiene, no es única. • (3~1) 
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Ejemnlo 4. Ecu~cJ.ones c·m estruc~ura de d1ver!!"enci:;. 

En este ejemplo trataremos ecuaciones conocidas como 

ecuaciones con estructura de divergencia 

(1) 

y 

Y -(a .. ux n L ~ { 

+d. u) 
L xi 

+ 

ac:;~'- ~: > O, para ~lo, 

+ cu 

f con 

si los coeficientes son suficientemente re%Ulares , es --

tas ~cuacion~s son es~ncialm'nt~ la ~isna. 

Pero si su;onemos aue los coeficiEntes son ~edibles 

y acotados entonces las ecuaciones enteriores son comple­

tamente diferentes. 

Hablaremos de la ecu2ción (1) , en el caso de que 
! 

; 
(_ o ..., .. a .. ·~. V = const. > : ' '. j ': 1 

las hip0tesis sobre los coeficien;¡es b l 1 d· ,e son tam-
'· 

bi'n muy generrles 

El operador 1 definido por 

L = Z. -(2 ... u/<, + d,u).x· 
'·' .; . - l 

generaliza el operador de Laplace. 

( 2) 

En este ejerr.plo dem·¡:istraremos que n L cumple 

a L' ;" , b .:• a, y c son funciones reeles medibles de­

finidas sobre .Jl. • 



( 3) 

(4) 

L es uniformemente elíptico en .Jl, esto es, 

j v :>O tal oue 

4b 

V 1 "l l. ~ ( ) e i:: ~ a,j X 5 ( ?¡ para S =( \, ••• , $.,) éllf, 

L"" ( n, / 
a t' j €:. -'1.J ' ' a ,_ J '"''" ( -1\. 1 :; ri: (i,j=l, ••• ,n) 

b !.' , d ,- t: L n (__nj , c t: L ~·~ (JL) , 

entonces , exi3te un único u en H~ Ul.) del problemé de D!, 

richlet no-homo~~neo 

Lu +)u = T 

u-g <:: :i; (rL) 
- ! (J.l 1 

en donde T ;, H (í¡j, g :;_ H U-J , esto si e::: oue se cumnle 

une ciert<· condición sohre ~¡ , o sobre los coeficientei: -

b!., a~, c , l? cual veremos op::irtunamente • 

3mpe?2rernns not:ndo '1ue 12 forrn? bilineel aEociada a 

L este dad2 nor 
,' 

é'(u,vJ = 2:. ' '( 
,! \ .. a,·_: u,(~ + d u)v 

;< .. 
'' 'fe 

(S6lo demostrPremoE el resultado Entes mencionedo, -

los de~ás teorem~s o corolerioE, los menc1on~mas sin de-­

mostr1.'c16n, est2 puede ser encontrade en (~2,45).) 

TeoremE l. Sea Jl tm ~bierto, .ecotado en rrf1 , 

1::: ·~·J:::~i.~:.,. {4) 

.i ) - ( '' 1 ~r 1 t' ;, ·,;:-,¿ ft' rr• '.ii l.LJ:" ·-· l, C<•;'. · :.b_ 

~l-•~ ;;obr" l-f~(JL)x ~;(D.' 

(1 J H-
1 (.íl.) denota el duf-11 :iel esp8cio :l~([L). 
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ii) Cuando Jl satisfPce le condición de 

cono~', 2(u,v) es bil1neal y conti­

nua en H \nJ x H 
1 
(JU , 

b) Su·~onemos oue las ª'. · sotisf~cen (3) y 

b,:,d~·,c satisfacen (4) , 

Entoncer. 

i) ~i las normeis 11b¡11 L" (JL\, \! d ,· llL "(Jt'f 

11 c 11 ~1 •. . son suficientemente peque­
L. ~'JI.) 

fias ( en particul~r si l~ medid~ de 

JL es suflcienterr.2nte nequeña ) , la 

forma a(u,vJ es coercitiva sobre -
1 

H' (.íl.) ; 

cPda A)~- la 

for:n2 oilineal contL11.1~ 

a(u,v) +-;,_(u,v)~''_r¡_·¡ es definid:? 

positiva sobre C!~ (JL). 

Consecuencia de 2) (i) es el cor01°rio sig1üente. 

Corol:;irio l. 

Sea J)_ un abierto acotado de .Rn tal que Jl e Jl , s1 u~ 

H ·(Jl) entonces v __. a(u,v) es un~ forma li:-H!'?l conti::'lUa --

:;obre H;(11J • 

Definición l. Se a T { :1 • 1 
( Sl) 

(1) Se dice oue _¡¡_ ::atisf"ce l~ condición de conr) si existe 
un cono de dimensiono'\$ fij~s Co(xJ con r"'d10) y v~rt1ce x, 
tal que cuenda cu::il.1uier x "'..!l es us:,do cJ:1.o vértice del 
cono, el cono ~uede ser orien~~do Je t2l fo~na que todos -­
sus pu:1tos º'sten en J·~. 
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se dice soluci6n de la ecueción 

(51 Lu =T = - ~ (f,- );t,· 
( . 

con la condic tón de Dirichlet si, Jf P 6. J>UU , tenernos 

( é ) ª(u fj _-;-\ f'" dv , - ... ¡ (<; •.. 
• ·..:L 

Definición.,·, Sea g-:: E\J1J conJ".aco'::<•d0, !:c.rrf 
- ~ -1 Jl l {_¿e il ) . ·r .:: H ( .) , a ecimos 1JUe u "'H (JL) ,,. s :.t.."l? soluci6n 

en el sentido veri2c1'Jn8l del problema de Dirichlet :::on la 

condición de Lir1chlet no-h:Jmozenec· 

( f,.: / . - '. 

Lu = r = - ¿ 
(7) 

u-~ 

si tenemos pera toda v en 1'Ül) l< C'Jndici6n ( ó i • 

Corolsrio ?. 

Sea 2(u,v) une forma billne¡'Jl sobre ~;(f~) x H;UL) tal 

l.) - ,,t(J") ., .. ·. p·~r2 g E .-: , ~i.J· 

ii.J e(u,v/ sea def1n1'i< positiv: sobre H~(fl.J 

sea K un convexo acotado de H 
1
(JL) t<"l que pºr' u E: K , u-~<= 

¡.¡~ U.i , ent~s --
'!1om,<>nd0 f <': H"

1 
{fiJ, existe un ·~nico u"° K tal riue 

a (U , V ) :::: 1, f , V ':'· 'f V é K-u 

·~•eo:-em<'' ~. Se2 ! .. i;n ebierto reo e-do de .ffin suponem·: s -

aue los c:0fic1entes de L s2ti~fPcen ( 3)' ( 4 ) ' sunonemo:? -
l '"J - ~4 ' 

T ~- H-l (.!1) y rr.: H (íl) con (jlc.Jl,. J aue • Entonces exi::te un 

único u 1=. :'.J.(J1.) del problen:a rle Dirichlet 
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. 
u-g-=- !'i; d1J 

si se tiene una ú o~r· de l-"::: h1p-5tesi!.' siguientes 

l) " es .,. 's -r2:ide cue une const2nte Á conveniente; 

iiJ A ~s ~u~louiere, pero l~s normas de los coefi--~ 

cientes b:, a, ,e son suficientemente peoueñ"s. 

LP forn? bil1ne=::.. ·;(u,v; ... ~·. (u,v 1 _1:_.!1.\ , 0 soci:da al -

operador (L +A. 1 es contin'J2 en H.~UJ x ::; \_:'j , :· ?Or el -

corol·•ri·' 1, a(.g,vJ ... ,-.(1?,Vi es une forma lineal continua -

' en \' (f:.1. 

Por otreo !J'-'r'Ce , de lf h1n6ces1s 1 J o biér. ll J l:o f·'.'TIDP 

-
b1ll.ne>l c(g-,vj .. /<(;7,v) ~. 

P.~(f:..¡ • 

Se -

K \ V"'- :- ~(J.; ; V-B: '= ¡¡; Ul.) ~ 
se curr'llen l:o::: cor.d1c:L,Jnes del cor'.~lErio ._ , '.°:Or lo oue ,-­

existe un único u ~n l tsl JUe 

a (U r V J .. ) (U, V J -' j¡_ '\ .:.. , ·r , - \ ... } per:= v .:K-u 

D2do oue K es un= V"ried2d line:=l <"fin con H.\r~) y 

-1t u.::. K, el conjunte !'.;. e E el esn.:=cio lineal E~(f¡J • Por lo 

aue existe i.;ne i.fo1ca u E E
1

(I't..j tal nue (por el teorem:; de -

L<'x-lí:ilsr:om) 

2 (U , V) + ) (U t V 1 1 1 ,- , = (l', V > 
'L :.. --- ; 

u-~ t H~ (rJ 
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',ued nri'.) esí .~em•str~do el teor<:rn'. ::':rs corr.-:lementfr 

,. "'::>-:>liar sobre este tem~ ver (41,.; '::., ·: J , 
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~j"!:nolo S' • 

Sea _Jl un do,..inio acotado d" B '\ :; un subc-njunco 

cerrado je Jl sobre el cual ~sea dada una función con-

tinua f • Se bus:::a una funci6n real v0 (x l en_;_ , -"n 

las funciones aue se anulan ~n ~ft y satisfacen v(x) a 

f(x) oara x e.1 :: , t.al :1Ue v_(x) rni:1irni:::; la i:it.ogral 

de Jirichlet. Sste probl~rna tien0 una 1nica soluci6n,en 

~onde -·0~~sal 1Jci~n se ~ntiend~ una funci6n ~~l ~s~acio 

i 
de .Sóbole•1 HJ(J'l.), y la desigu.11 'ad s0br·.:: es reint-:r--

pretada en for~a aoropi3da oara tal esoa~io, este ~ro-

bl~ma as tratado arnolia~~~te 2n 0 ). 

:::ste ~roblema se nua~a internretar rnec~nicarnente -

pensando a v corno una m~mtr3na hornocrenea atravesa1a cor 

gla. (Ver· figura J. 

:::sta ajemrilo est'l hilc.arlc -~n 10s ~rtíc·!los (2 6 ,;1). 

3ea :: un subconjunto comnacto :le Il, ...í\.c.I'l"' abierto 

y ac-. tado, se1 'i'E H"Ln , ~;ea l\ a! conj'J!lt::: 

(1) :. = ·; u; u .: .'-! ~(fl.\ y u i! '·et sobre ~ 

0n donde u~+' sob::-e .-: ·'S en~enjld0 en el sentido de 

la siguiente 1efinici6n. 
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membrana 

/ 

I 

/ 
figura ), problem~ del obst~culo. 



Def1nici6n l. Decimos que u ~~sobre E, en el ~­

sentido de H 
1 

Ú'\..: , u t.~; (Jt , si 

u ~ ~ , se cu~ple siempre en S excepto en·­

un conjunto de ca~acidad cero. 

Jefinici6n 2. La capacidad de un conjunto compacto 

A c. B es ta dada ;)Or 

Cao 
?. 1 2 

, - I.1filc>lx \/°" · ., "" Inf \\o<,.) dx 
1 '"' )'3 

donde el ínfimo es tomado sobre lJs funciones 

tivas de C
1
(9) v tal :¡ue <Á.~ 1 so:::re A • , . 

no-neg~ 

Jefinición , • Un conjunto as de caoacidad cero , 

si todo compacto conte~ido en el tiene c~oacid~d cero 

:n el ca~o de 1Ue el conjunto definido ocr (ll sea 

distinto del vacio, r~ es ccnve:-:o y cerr'l.·jo, la 'f repre-

senta la obstrucción (el obstáculo). 

3ea 

sea f ~ 

a(u,v 

:i(u,v~ =2- \) a,J uxJ·v;xtdx , con ª'S 7: ~; ~ .. ¡~~~ 
Ld 1l 

i= l, ... ,n; 1¿¡"1 4 1-'. 
'J 1 -

es defi;;id:i oositiva en H
1

(.íl.' y acotada. . o 

Afirmación 1. Por el teorem.1 de Lions-.3tarr.!'.'.'acchia 

podemos ase;urar iue existe una única u~ H~\Jt) tal que 

u ~'V sobre :: tal ,ue se cumole 
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(, \ ;;, ¿:_ :. f. ( v-u) dx ,• J J X • 
.:.tv €: K. 

~ '..il J 

~l problema eslcomo interpretar esta desigualdad -

variacional ? 

Sea w un elemento de 'í' ULJ tal 'lUe "'' ::_.. O sobre :. 1 o . 

entonces jada 1ue v = u ·~ w esta en K, tenemos 

( 3) Z 1·a,. u
1

.•:tx·jx - z if-w, ·1:< ~ n , \i/·;1;;, r· sobre::::. 
';, i j.íL. J . ' ' j -'1. J l 

Jado '1Ue se cumole (3) ent.·.nces ?Xiste .){, medida 

lil -positiva , sobre JL ta 1 iue , 

( 3 1 ) , ,,, dr1, para w <€: H~({l.) 1 

'..0. 
por lo que se tiene 

J (~J 
:\U + f = )'l , u G H

0 
(J1.) 1 

con 

Au = - Z ( a • U r ) 
'J f'' )< l 

' f = f + ¿ ~k 
Q t..':1;.)(¿ 

Para no distraer nuestr3 atenci6n veremos en el 

aoendice -~el caoítulo II que el sooorte de fa es el co!2_ 

junto de ,untos de ~ en donde u ~ • 

Definición 4. Jecimos :;ue u > 'f' en un x de E , 

si existe f )o en P. y "'-(xl ~ c"'U2.l tal :;ue o<.(x)=0 pa­

ra lx0 -x/> 2f, c<,(xl>O oara \x-x 0 \¿) y u -"'-.esta en 

~:. 

(ll ~sto por un teorema de Riesz-Schwartz , ver (3~) -­
pag. 29. 
(2) Si f e 0 , se est3 resolviendo ,u •A 
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::iea ! el conjunto cerrado en dond.0 u :>y¡ no vale , 

decirnos que u = f sobre I. ::orr:o ..M se anula sobre J!.- I 

(ver apendice) tenemos : 

::les 

la solucién de ( 3) :iene las siguientes prooieda--

(i) u ;:. 'Y ·30·:-e :: (oor ::Jefinidón) , 

(ii) z 1 a, i ux •,;)< ".lx ;:;, ~ 1 f:wx. ;jx , oara w '= 
t J k .. t. ) J. t,'t ~ J . 

:-i~ (1)_), w i. '.} sobre ...i2 • (desigualdad ( 3)), 

(iii):?. fa,; u¡c, ·.~_,J. jx = :f(f.w,. dx , oara w;, 
'-,J -4"t ~ .. • J-'l. J J 

H!, "' ·o i,~1,..J' u(x) 

'f'(xl( !-Jorque.-"( se :nula sobre.J?. -Il. 

& en el sentido de las ~istribucuiones 

( ~ ) u ~ 'f s0'1r<? . , 
f1 

(ii) Au ~ -:'2: (f ~ sobreJl., 
~:.: - lo 

(iii:· .u = -:!.'. (f,) en -11-r. 
( ,; I ){ l 

Af i ::-mación 2. _11 suoonemos f ~ = O en la des igual 

dad ( 2 l y :;ue 'r ouede ser extendida de :: a ft en ta 1 --

forma 1ue esta extensión cumpla 

º· 1y ~ O s obr-:e .JL, 
(4) 1i. ~ ') sobre ;J.il , 

entonces, suooniendo qu~ u es soluci6n de (2) con f; =O, 

te:ie11os -:ue u S: Y' 'º" .JL y cons .:cu cntemente u= rsobre i:: , 

en otras palabras I=~. 
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D~"'lOS tración. 

Suponemos ··:e u :;;,1y en algún conjunto .~e '"edida po;.:. 

sitiva 3 de JL. 

Sea ~= min(u, lf') (=u, cuando u flf, = lf' cuando -

u;, I/' ) , ya -:¡ue j O sobre 'df/.y ~ ~'f sobre e:, se sigue 

que ~ esta en ~ , y por le tanto 

{ 5) ~ í a,.u .. (~- uJ,c.dx ;.O (oor (iill. 
{_/j 5 ) i<1. j 

Por otro lado, ya ::¡ue ~ - u f O (' - u =0 cuando u 

-''f y, ~-u= 'f - u cuando u~ !fl, 

1 ·" ~J (':;-u) 

Js 
dx = ¿ Í a .. 1µx.<~-ulx· dx 

·.,j:1l .. Cl , ~ J 

> 

~j-ª··~x-«~-u) dx fQ 
l j:.1 ¡ ..! (, 7 
, 5 

( 6) 

restando (5) menos (6) se tL"!ne 

sabe~~os que 

por lo tanto 

•": r ( \ ( ) ¿ :, a :i· $,.-u ''>'t ~-u :r. dx 
'.:.··::. J 

o 

y consecuentemente ~-u = c0ns t. o usto prueba ::¡ue 

u f ~ sobre s , contradici"!nrlo nuestra suposición. 
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~n ~esumen la desigualdad (2) se ~uqd~ inter-r!:a~ 

como (i), (ii), a:.!l y si f· =O se t:ie11e -~,.:~ I =::, 

además se tiene 

en .Jl..-I , con A la m,'!dida :l 0 finida ~n ~' ·, 

31 conjunto en donde u= p , I es conocido como el -

conjunto de coincidencia. 

:1 c~njunto en donde Au f es conocido come el --

conjunto :le equilibrio. 

Pse -::on::ice como la medida caoa:itaria, y,,'-' (l) es 

la capacidad del conjunto E. 
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~ 

Sea li :.:E. ... , ~biert "Ji 

-· ~ 'r 

,.. 1 .. 

veremJa El cl~eico crobl~me de fron~arR libre (Fi) PEoci2do 

lJa·'er- f, r ftmciones reele'~, su::>ves S·)Ore :::, , por en-­

C0'.1 ~rPr __ ,_,u! su:>ves , c."-l::s a•. e 

_(~. un C()n,j·.~!1t O bierto de -
e~ :..,, 'J : ..[1. - .IR 

-L u f en .J·., 

u '·V sobre CiJi. (1 L 

vemnlFzede or ~na conri1ci~n no-homo7ene~, 1Jr ejemnlo i~ -



:on ~1tur2 z = ) sobre i< e•.J-

f(v,Yl : ~ !1rz·~oE ~ l· mern~r~nc ~ o~r~·necer cor enci~2 -

".le 1n ob<;:i;~·~ulo z = / (x,:r1 , :'é'r"" el est2cio <~ e1Y:.1.:ibr1::> 

vemo2 ~ue z = u(x,v1 , ·~ -

(6) ( :x', ~:) en li ·.1(¡,,v1 .. (y,yJ 

Cn~o - este ~efinidE cor (~) an _·_ el O~Etlculo no --

CJuede d:c::- n~:iccion1~s { '.,) , sscrib1end1 un b<'..r-nce entre -

ft',:r::2s -:x;;ern"s :¡ fuerz<s elfstic 0 E 1n-tar1orse se ob1;1ene 

lo Si!Z"Uien ';e ( 6) 

f en 
( '7 ) 

f sobre -::J/ D 

La condición (d 1 ast~blece o~e lP membr~nP s?le del -~ 

obstáculo en fo:in2 surve • 

L~ c2nd1c16n (5) ast2blece oue lr- membrenc est2 fij~ -

sobre ;·L en lf eltur" z = O ; así rued< for:rc;lr-do el ::iro-

ble:rr físico. 

Otr2 formulrción de este problemE físico es 12 s1~1e~ 

te. 

De:1océr:1os por l, el 101~i2nte conjunt::i 

.\. V ; V <= :i \ ( L) , V ~ •JI 
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</ 

/ 

,/ 
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/ 

.; "' :;:.ea::ir:;,na 
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, 

/ 
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figura 4. problema de fronter"' libre. 
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r, 

a(u,w) = "'red ~. ured w dxdy 
.;J ... 

...; 

.: (V) = fv dxdy 

entonces el del trab"jo 
¡s J 

por principio virtual tenemos 

(8) u en K, ::>(u,u-v).:5 ((u-v) , J.f v6K, 

esta rles1.gur->ld:::d es un" :ípica desi'."U&lrl-'s nrücional, Z. 

es un subcon,iur..to convexo ::ie i-í'_([i) , ~i~s ;-'Ún :.;: o:!~, :io vticio 

si suponemos lo SJ."'.tiiente 

1 esta en e' (D) y 
, 

/ ' -
"''-' 

6 

·~I e~t? en :-!~(D) y ,. ~ o 
~b 

L" _funcionel t e:· line<>l :r continu.:: sobre L'(D) p.A. 

p __.1. 

LR existenci~ y un1c1d~d ~e la soluc1dn u de (3) se s~ 

crue ,\el hecho de que '.u,v - e(-_:,vj e!:': un ;iror:!uctei e::ce 

lar sobre H~(~) enuivelente ~1 or1~1nal, es suficiente aue 

~(u,v) es definid? oositiv~ y cont1nu2 ( teorem~ de Lions­

St:ompacc:ü:"}. 

def1n1d2 por (6), resuelven el problem2 (lJ-(51 son nec s~­

rias m/s nropiedades de su~v1d~d sohre u, p~r2 este tr2b-:o 

se supone oor Pjerr.plo nue :' y 12 sen-unda deriv"d2 ríe :-' .o;s­

ten loc""lm"'nte en 1-([t.), :1•'r<' n) :/'..l, ent,~nces 13 ~:-luc¡_)n 

(l)?r1nc1oio dfll trsbf'j'J v1rtu~l: 2n t;n sL::tem- '?n t"ll'ili-­
br1n, i~ 2um;, rle 1:1~ tr-~o"jOC' v1:--tu:ol-?é' hecho D'Jr i-~,, fuer-
7as interiO!'(.JS ef! l :u·-1 '1 1 hi...Jc:h~.: nor l~-s .::·\1P.rz··';; exr:er·10r2s 

(;?)V<"!' (2r,) I nC]c• 170 J 171. 
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i.; de O! cumple : 

( :¡) 

::n;;cnces ~l. 2f: ·:'.::-.-l<e "·-de::iás u,;,,_¡¡ en.fL, ·..1 ='V en 

'2fl /l '!J , (e:) 2e .o:r.:-ue ·~e r:ue u '-',-':" "'n '.i~ (L) , (4 j se si1rue 

del hecho de ª'~'-' u-.., es;;:o en : 1 (L) (u en /..¡ , zsí oue 

oor lo ~anto 

sobre :;;. '.\D 

finalmente (?), ~~el 2enc1do de las d12tr1buc1ones ouede 

,_ 
:r ·-1 si..::ici;,:-.i:;emente neat;e:'io pers tener aue 

;,i + ;, i es~e en K. 
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~n 1~71 a~iocchi oronuso un nuevo mlt1do pnra resolve~ 

problem:?s de f1ltr~ci6n de liau1dos en m~dios porosos, dada 

ln import~nci2 prPctica de estoE problern"2 ?e han interesa­

do en ellos in7enieros en hidr~u:1c2 • ~l ~~todo prJ0~2sto 

nor 3~iocchi ~robo efectividad ~~r3 resolver es:os proble-­

m2r, no solo ~esde el punto de 'lis~9 pur2=~nte te6r1c0( en 

el ~e:n;1d1 je l1Ue fue posible 9r1ber ex1:0:2nc1" .'/ ::uc1r:lad 

de lP sol·;cidn ) sino t8mb1~n des~e ¿l º'~:o de v1st~ de --

1~s sJluci~nes nuMJric~c • 

E?te nuevo m~todo fue s1a~e~':1c7 y ~xtensivemente de­

Sr'rroll'"-<l::i :nr el L,,bor~·tor10 1•e ,:...._~1i:::1s :-:::mérico en col"­

bor:?c1,-Sn c"J:'. el inst1tu·o ae ~inr!·;.lic- 1le l u:-:iv"'r<>l.':l?.d -

(:: , ::; ,10 ' ~ ) • 

~~~e =jemolo oretende mo2crar las ide~= bfs1ccs del mi 
•ndo n'r8 un co~o tÍ91co, y tª~bi4~ ~ev1s'r los result·dos 

!ll·~s imnortPni;es, est.; b&s"d1 en los "'rtícul'Js ( ·,. , 3 , ,,;, , ~ , 

: ) . 

1•«~ :ior)sO • 31,100!'1em.)s '1 1 le el dirnte :ie:ie c:o!'"edes en e:. )ll:_ 

~) ve~tlC!l y hor1:int2l, y nue el ~·~er1•l iel cufl e2t' -

hecho es perfectrm¿nte homogeneo e l5otr5p1c:. 

En el ccE'J f'~télCl•1n·?t'i'l , <:l '.:'.!".<"' S•: :"1:.cI'8 de l? ;::c•r­

te sucerior del rlepJs1co ' l& p'rte inferior, se nu1ere de-
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c~~::..l:=:rid~·c:i, '::l orob2.em· s1!1';1ente Ec obr.en1ác. p~r<' un' se­

lección :o:i•-::pieci? ae l.0 r '..m1:ic-des de r.e.::icr;. (3), 

( ¡:;) 

(.¡) 

(>o ) 

~contr<>r 1 _., t;,, V, r tal nue 

'' E "'·e~ "e· ~ o ( ( • , ( ( . ¡ • V C " ('\ f P J .,' f' / - :V~ '( J' ) >, y;_ ' 

decri::c~ es7.r1·::t 0 ~e.'1'Ce !?:>':iri= [,..., 1:1) , 

,.;>- - V~ = Ci er: JL , 

'..{ (..,. .' u(.,.,_~ lxj) 

v{x, 'f.<xJ) C 1 0 : X f¡ a 

q t .n-; .._, V·= ':" 

---~~::. ! t ': 1 r). <.::..:::::::::.------- ~:. : 
¡ "··-..:~ 

'·· 1 

n. , 'e,, -- :: . 
-.,;; .. (---

'/..;(f") ( ~-:(iJ e: 
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e es el esu. es0r del r:iiaue , :·, , Y-:. , (con " > ·· ·, f\_) --... ,_ J J " :. ,,,,,,.. 

srm los niveles ,.;e le::; r:l'JS CPVic-·jes, Í:.1 d.J:;iinJ.O J)_ "~ l< -

secci~n oermeeble del dioue, 12 curva y: '-f ( 7 ) et l<· linee 

de l& superficie libre , ls funci'.5n u(v ,y) os i~ "r-"beze 

ciez~metric2" , es~o es,el potenci?l de l? velo~1d 0 d; ls 

función v(x,yJ es el ".,.tre~n", esto "s, su:: :.i!'lr~·s ae nivel 

son lineas de corriente, y q e2 le r~z6n de fluj:J. 

3:_ problem2 l debe ser fo:·Tul.~c·) en fJrrr.~ diferente, -.. 

est·~, es, solo 2e bi;sca jf,.íl., u~ "'_ie 2·-t1sf'2:''n las con-. , 
diciones (1) ,(,),(5), (6) mientr,2 r:ue (4J, (?J,(5; son --

reempl~zados oor 1~'" condic1J~es 

( 9) 6 u O en 

(l~;) ::; u O sobre A3 ~r 2obre FG 
d f1 

en d·mde n es le normc-1 1ntern:0 a .A ;¡ (10) pe tlebe ente!'lder 

en el s~ntido de var1~c15n usual. 

E~ bien co:1:Jcido el hecho de ::iue (9) y (1oj pe si;:uen 

1nmedist2men";e de Ci), ( 7) y ( S), 

L" ide~ :u."ld2.mentc·l (,1e1 métod·J >?Xpuesr,:i -por 3e.iocc:ü) 

P.f" 'hPcP.r un c:o~bio de 1:: f"·n.::ión desc::inoc1ds, (p~':.2 1de2 -­

fue used~· en ( = , : , ~ , :' , J" j ""ª :ns h"ce :iJ;:1ble re ucir 

el problem2 linec·l on,::1:::31 ~n un dor:n.n.iJ 0 ':J1sr:·.J .JL , " -.­

uno con v~lores 9~ l: fr~nter< no 11~e~leE en tod~ le re---

gi6n D :(O P.; v(O,, ) • 
' . 

suoone:nos rue 1 l • .. fl, u, v, ~ t e2 •;n"· 2oluc1án r.:€i pr:·--

blema 1 y extendemos u y va todo 1 c~~o s1a1e: 



oc 

Ü<x,yl 
(u<x,yl en .J1. 

"(y enS-li. 

iv(x,y) en .-il. 
01} =• /o en ) -.lL 

al tomar en CU8nta t6) y (7) resoe=tivamente, entonces 

oor- ( 4) tenemos 

( 12) o en J 

en donde Kn-.f!.. es la función cara-::tedstica :je la .región 

D -Jl • 

~ntonceG gracia3 a la pr-im0ra fcr~ula je (12) la -

fo~~a diferencial -~dx • ly-~Jdy es exacta en J , y 

oor- lo tanto, node~os ccnstr-ulr una nu0v~ funci6n w,~u~ 

a ::>1da Pi;..') le asocí3 w(P) ce o 

( 1 3 ) W ( P ) = r (-Vd X • (y-U) J y ) 

F-

P ?.n S. 

La· intearal es sobre cualquier curva con finales F 

y P: 

w(;) 

n 
! 
? 
J -v:Jx ¡. <y-~ldy 
F 

1F-,,..J l vc:x + <u-y )dy 

p 
ro -F 

= )~vdx + (u-yldy;+ J vdx + (u-y)dy 

p Q 



:Jero 

r/dX + (u-y )dy 

Q 

o ')Or (jj y J.( 

por lo tanto 

pero 

w(P) 

,-~ 

rGl 

} vdx + 

p 
-Q 

= J vdx 

f 

) í' vdx =O 

Cu-y Jdy 

+ \~u-y)dy 
I' 

oor lo que 
l 

( 15) 

( 16) 

( 1 7) 

(18) 

(19) 

w(P) = :u(x,t~1 -t~ dt 
1 1 J 

J ·1 

( x, y J en '5 • 

J 

~ntonces w tiene las siauientes propiedades 

w es ta en : J ( i5 J (¡ ¡..:"- ( 8 l cor ( 3 ) y ( 14) , 

w =0 en :J-.1_ -or (14), 

-b.w=X..íl.·2n=>, 

w 'j = y-y,_ sobre Ar , w y-y_ sobre 3: 

w~ =C sobre =: <P , 

" 1 

wx =- -1 sobre As (de (8),(11) y (12)). 

Para ilustra~ verificar~mos (19) y (17) .se verifi 

car~ posteriormente. 

o7 



v(x,y\) - v(x,y) 

-v(x,Ol sobre 'AS, 

-q (:ior(3)) 

Ss importante notar que, conociendo la funci6n w, pe-­

demos recobrar la solución \ lf , ÍL , u, v, q ' tomando por eje~ 

olo 
r 

(20) \(x,y) ¿ D 

{ 21) max (x,yl.;,li. 1 0 ~ X ~ a 

( 22) u = y-w / , v = -w1- en q = v<x,:-:: • 

~s necesario basAndo5e 0n las relaciones ~reviamente -

establecid?.s, o'.Jtener un problema 11 bh~n ol01nteado 11 oara -

el cual w pu~da ser determinado, notamos primeramente que -

las condiciones (15), (16) y (13) fijan los valores -te"' S2_ 

bre tres lados de J 1-",F:: y Tu, y (15) y (19) fijan el -

valor de w sobre .~ y el valor desconocido q , el cual es -

dado por 

oB 



( 23; q 

rinalmente, t"'ni:!mos .,. =g sobre r ( r c;s la frcntera de 

)), en donde g ez la funci6n 

(24) 

g :0 sobre ~vE:::: , oor (16) , 

, :e ( ;5;, 

g y -y sobre .f , de (18), 
=~-

g sobre -.a, dr.: ( 19 l. 

~s! el protle~a 115)-1?9), se transforma en el.~ 

oroblema 115),(17) y (~4:. ~dem§s cor eJ principio ~el máxL 

mo tenemos, 

(25) u ( x, y i "':;> v en ..il, 

que junto ccn (14) da 

(26) w(x,yl >0 enJL. 

~1.!is aún 1 J\. puede ser caractedza::ia no solo por (20) -

sino ta~~ién oor la condición 

(27 ¡ .JL ~(x,ylt. D; w(x,y)) O}· 
11: 

:Je (17~ y (27, se tiene 

11) ~ecuerdece el ejemplo 2, ~e esta secci6n. 

ó9 
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\ 27.) w en K 

~orad· .. : :;rad(y-~:) dxdy + J;AC·y-w)dxdy O,ll·r~f;, 

Por otro lado tenemos 

;:. -'(. ·~ - -f w ' 
... _ ..t' .. 

de dondé 

1 ;(_ ("'-W) 
1 ... 

·ri 

~ ¡ .,. 
- '1 'I' - w 

""D 

?Or lo tan:o (28) se ouede escribir como 

l' grad w arad C.r -w) dxdy + ( 'i'~ -w 
~ 'D 

dxdy ~ O ;r ..... K. 

Notece 1ue si tcma~os en cuenta (27), w es también so-

luci6n de una desigualdad variacional distinta 

w E: K+ , ;.; '" = l ~t; :( ; 'f ~o e·. d. en D ¡ 

(29) 

\gradwgraJCr-wl dxdy + f<r-wl dxdy =O, \l~~K. 
'D ) 

~sta desigualdad es equivalente al problema de minimi-

zar la funcional J('yl 



f- J ¡graa ·t'I .... dxdy 
J¡ 

sobre el conjunto conv~xo ~~ • 

... ~ ·¡1 dxdy 
!) 

Hasta aquí, tenemos aue al oroble~a ! via la desigual­

dad variacional ( 28) tiene una única solución u en H
1 

(.(") 

.·.SÍ sólo •::'e~':la vcc qu~ l·) solución w '-!Sta en H·;¡_(J\.) n 
::U.l pa::-'1 que u -=ste en .ci

1 r_,1)" :r..::.l. 

~~mando en cuenta la unicidad de la solución de la de-

sinualdad (.28i y las expresiones (?7) , \21) y (23) obtene--

~os el sig1Jiente teorema. 

~eorema 1. Sl problema 1 tiene una única solución en 

~¡ 1 (1:.i,r: C(/,;, 

continuación se pre~enta un bosque!o de la demostra-

ci6n del t.-:orema anterior, pa::-a los detalles consul tese a -

33iocchi ( ·:·). 

?ara la unicidad, consideramos primero la función g d~ 

da por (24) con q 1efinida por (23) y la desigualdad (23) -

con la función desconocida w, ~s bien conocido iue esta de-

siqualdad tiene una y s6lo una solución w. Sntonces la pri-

mera pregunta ~ue surge es la regularidad de w. Apriori sa-

b '' 1 ( ) b . 1 b emos que •,, es ta ~n . . J , ;:>ero sa emes que s l e pro 1 erna 

1 tiene una solución w, entonces w debe satisfacer la cond! 

ci6n (151, pero vimos que si w es solución del problema 1 -

entonces w est¿¡ en ,/-(0)11'~ 1 (3). 



Necesariamente se sigue de (23) :ue 

(30) w E: L ~ ( D) , O f !:. w .o 1 c. d. en J , 

y entonces se sigue de un resultado standargsobre el probl~ 

ma de Jirichlet en un rectángulo, que w esta en 1:' ;;, (_:) , p 

en (1, CD ) , '"iracias al téore~a de inmersión d? 3Óbolev, te,.. 

nemos que la solución de (23) también s~tlsfa~e (15). 

Fara la existencia, sucone~os ~ue q es 1ada cor (:3) y 

que w es la solución de (2q) , entonc~s un3 soluci6n del --

problema 1 puede ser obtenida to~ando 

( 31) 

_:l = j (X t Y) ~ J ; W (X t '!; ) '.';, 

l.P (x) 
1 

u(x,yl 

y~ J1. • 

max ~y; (x,y) en.:" , 
/ 

-O><w(x,y) , x, 

En efecto, primero veremos que iJ. w = 1 en J)_ ; en ;iarti• 

cular J~w y Dyw son harmónicas enft y continuas en 2 , ya 

que we. Cl(D), 

..:ea , -' G ,:: "'()) nula fuera de un comoacto con teni~o en-'. 

con 'V w+Á.(1 la desigualdad (29) da 

7-¿ 



:;e-ad w qradc.lv) dx dy • 1;¡_vdxdy :: 0 V v¿ C"..:(;) 
J h 
~ ~ 

es t::> imolica 

J"' grad w grad J. v 

oero 

!J . 

1-). vdxdy 

D 

~or lo ~ue te~e~~s 

f ~ 
1 -,<.V dxdy 
~'... 

~ \gc-adw grad)vdxdy 
..i~ 

:,,/ 

=;. \ ( w,.,. vA. +w., v.,,,_ .a. .... ~: 
J.., ... 
J.> 

dado 1ue Á ~uedP. ser to~ada ~egativa, entonces 

y ~or lo tanto 

~"" = 1 

en el sentido distribucional. 
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~os resultados t~6ricos dados anteriormente sugirier6n 

un nuevo mecojo d~ 3oluci6n num~rica del orcblem!. 

?ara este m~todo se ~ueoe establec~r riaurosamence las oro-

~!edades de estabilidad y conver~encia,y ta~=i~n una esti~! 

i:iva ·~el et"ror. 

~l resultndc ~btenido oor medio de este ~~todo concu~L 

da con los resultados 2btenidos oor ~! m~todo clÍ~i=o v con 

. 1 . f. 1 . ' :1~~~ 1 i~ar 3 notac1~· 

( 32) ¡lj z 3 / :1 t .·; 1 = 'f1 /h . 

Denotamos r•or ), ,, 

... = ( i h ' j h i ' \ i 

~l ~~njunto ~~ ~untos de la forma 

,J ' 1 ~ ••• ' :~ ;1.; o'·:' ... ' \'f) 

y por _,:. , el conjunto je los cuntos rie la :=~,rma 

i~! .::: \ i h , j h ) , ( i = 1 , 2 , ••• , i'~ X - -:_ : _i ::: ;._,"' .~ , • • , , .1: V - 'l ) • 

..::on c.~d'J -.•u"1to Vi de ">.sta r.ii'llla ª"'ociC1mo~ el cuadrado--

- ¡(~; con centro en~ y lado h: tom2mos este cuAdrado semi-

abierto oor arriba. 
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~or 1, u<x,y, denc:amos 11 funci6n caracteristica de -
- .. ,¡-\ 

. v, : ,, V 

aq•..ii vt- (c.) son constantes re<'les. Vf es una apro>:imaci6n -

externa del espacio H:(J; ; ª" v1 los cner~dores diferen--

ciales son aoroximados pcr diferencias centrales, esto es, 

·~·.V) (X 
7 
y) 

í (~ v) (x ,'.-') 

' ::: ~ 

:sí 1ue el :..apl aci an'.J ll h" v) 

usual de cinco nuntos. 

v(x,y-~-- ), 

~ara obtener una a~roxi~aci6n ~iscreta n2ra e conjun-

~o convexo t introducido en í29i, ~ebemos construir una --

aoroximaci6n discreta de l~ funci6n c. ~ea 

( ~3) ';) ~ (X' y·' 

=g li~) :;ara M 
~-

Introducimos la notaci~n adicional 

( 35) ~>e~· ,3-~)xf~ .a-~:·; , ,. .. .. 
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(36) ª~.<u,v) = , __ 

-.. 
~studiare~os el siqui~nt~ ~rcblema 

(37) 
a ¡.Cw¡.• v-wt') ~ 

............. 

2) } • 

~eore~a 3. ~l oroble~a (37} tiene una y sólo un~ so-

lucién w, y 

( -,:.\ -- , 
t... . .,.., .. 

'• 

aj~~4s es conocido -u~ 

la t:"estric~ién ::.. -· de w;. ,~ 1 V.',.,'. w; . 

l i.'T' · . .: ,('y¡ :.. '11 ', ." t-:: .J (X' y)..;, J. 
r -1, :.1" 
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~1~ detmlles consultese (5,7,3}. 

~arti~ndo de la funci6n wh , ~en~~os 

ui.Cx,y) =,:'.u;U!)/. ,'.x,y), donde 
··;.. 

(42) 

-.(i=0,1, ••• ,~\; j=0,1, .•. ,.'f~-1i; 

'I, (X' y) (x,y), donde 

(43) V (~¡) - ~ !', w '· ) ( ; 1) ' i·:= ( ( i - f ) h. j h ) 

(i=0,1, ••• ,::1-11 j:·J,:., ••• ,:;,: 

(4tl) . (x,yl 

::;1 cua':!r•Jolo , ,_,,:.::. ,·~- ,o . da una cierta a'.)roxim3ción 

de . ..r,"',u,v.~·, : <?1 lÍ~!.':~ ~11;,~:rio:- d:.! .... :!~: ün·:t :"J:':!;·oxi"12lc.!.én 

ci6n d~ l~s lln· ~s ~e ~o~ri2nte, etc. 



"(d 

¡:;¡ do::iinio_i'.~, conv<:!rge cuando h ---+ 0 + 

a _,1 en el siguient:e sn.nddo: 

. ·"'\ \ 'f.,I 
,-·, -·. 

en donde ~ - es el interior de 

Sl m~todo u~ado anteriormente ouede ser extenaido y -

generalizado en di~tintas direcc!cn2s, ~0ncionarernos alau--

nas , oor ejemolo en el nrnblema 1 01 ~orc~nt~ie de flujo~ 

el cual es aoriori desconocido se ouede determinar f;cilme~ 

te oor la exnresi6n (23! ~ue nos da a a como una funci6n de 

los datos geom6tricos del oroble,a. 

Una situaci6n mJs comollcarla se oresenta en el caso de 

que realmente q no sea un d~to conocido del orotlema, 

Consideremos el ca:;o del orob~e'!la uno suocnien-:lo aue -

la nared de la izquierda es imcermeable de e a ~. ( fia.21. 
J• 
·.f..:..:.'..9~L----·-- ... :: = /"1 1 -~ 1 ; 

. ~'p:r'o·-:·.\11-------
, ,,. ·I --"'-... ....... 

rl '· 

--·--1·'.i !') ".., \ Cr¡ = /(t1 l~(Ci)J 
e, ("' ., ) r--:-.,,.--~__,,,,,,..... 

/ ~;. 

.:..~·;_· ___ _ 
::i: 

dg. 2. J es lil :~ecr:ión .\a:.:¡.·. 

Cbtenemos el siauiente oroblem~ 
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(46) :!,-/(•; >f,v, , :,p(a l> Y. 1 . ;.. 

~ decrece estrictamente sobre (0 13), 

(4 7) 

(.P) 

0 .::n -- ' 

( 50) u=y
1 

sobre ~ y v = r sobre ·Jr
1

, 1.1='!;;.,. sobr:o ::.:, 

( 51 .' X :. a 1 

(52) u<x,vix'; =lf 1xl, 

{ 5 3) 1 '"- JR , ., = q soore .~i:.. 

El método se aolica en forma análoga oara este nrob~~ma 

ver (9J. 

~xistcn muchos orobleras similares al oroblema 2, e:to 

es, n?:"oblemas en los cuales el oorcent3 je de flujo es ·'efe~ 

tivar.iente'' d':sconocido. <:l método descrito oermite estoc!ia!" 

una familia de desioualdades variacionales 1ue deoenden de 

un ~ar1~~tro q. :n jiferentes casos surgen diferentes aifi-

oulcaje•, y nara de:erminar el ~araMetro o se aolic~n dife-

rentes técnicJs. 



ra el ca~o en aua el diau~ D tenqa el lado izauierdo incli-

nado. ~1 problema matemácico a resolver as el siguiente. 

( 53) 

(36) 

(57) 

( 32) 

(59) 

(60) 

( ól) 

Problema 3. 

~ ~ecrece estric:R~Dnte sobre (1,a), 

u1 -u.f :::Q , u, .,.v, = () .;:n .r~ , 

u=y, sobre AF, u=y;... sobr~ u=y sobre 

u ( x, ;<x 1 i 

V (X. r' (X) ) = o' o ~ X ,;. a • 

q , H , v = q sobre .'.3, 

Se le '.'lU·~'.le a· licar- ·0 1 ;retodo an~':::gamentel11. 
\ ¡:; ( 'J, : ' 

11) ver n3ra los 10tJlles : R 0lowi~sky J.i ~ions ~. 7re­
molier~s, ;~~~olution nux6~i~U1? d~s n~·1~~ti0n~ d~ la m6 
cani•lU-" et d·~ 11 ohvsi1ue, Paris lQ .,, (31. 
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~sce métojo s~ cuede aolicar tarnbi6n a dioues de ~orma 

11-:ls ;~:i::r-al -:amo el 1e l 3. :i.1ura 4. ?ara el tra:>ecio .-.6f.f -

::le Li fioun. 4. el ::>r:-bleíl'a :nater.iático es el siguiente,\ í4)) 

( 62) 

( 63) 

( ¿.¡) 

(65) 

(66) 

( 67) 

(68) 

(69) 

?t:·ol:: lema 4 • 

a~ , :::on s jesc-~ocido; 

'!1 , : '.:!ecre(e estri:::tarnente 3obr·:? fC,sJ, 

~(x,vJ .e .n v .::v(x) oara O.:.. x.: s, , 1 • 

u,, -v '¡ :: , u'. +v,., O en _I(., 

sobre \F' u =y;._ sobre 

uCx,~(xiJ -..> (x), 

v(x,y(x)) 0, lJ ~ X '= a , 

::¡ ~ R, v = q seor~ .\3. 
~ 'J 

;.:-r':J.:·j; 

~ ¡,' J .. • 

----~:. 

,? .._ ;i_,, J;. ' a 

u=y sobre --._.._.:, 



•. E ~ D I e - o .s L e A p I r u L o I I. 

3ea A u + f =,/-<. , u ~ H! (.{l) ,_µ. medida oosi ti va ,Jl.::.. R'1, 

:on 

Sabemos 1ue la siauiente desiqualdad se :umole 

( :J ·;. o 

w ~ C sobre .ÍL, '·" se ::iuede escribir como 

w E\v-u) con ~O y v ¿.. i-., 

defi:iimos d~ ~~ta forma al c:njunto "u• esto es, 

K 
'""-

W = f (V-U) 1 ¿ -:- 0. V ¡;, i\ J 

r,u denoca la cerradura ce f.'..\ en H~L(f¡l, i<u. es ccnvexo. 

l/erérr:os ::iue el sooorte je ,vt.. es el conjunto de ountos 

~e ~en dende u = f ( el c8njunto I). 

Para lo cual tomamos un x
0 

s j(. , tal que u> tp en x0 y 

sea SES :::::s(xp\'l) tal que S ".<..,tenemos u -St::K. 

:es se cue:!e e:icontrar E > ·1 tal nue - ¿ n, ~"'" y oor lo --



nido anteriormente • 

.:.1 con.i11nc;-, J¡_ -I o.s el ::;:i j·.:nto ce O•Jntos en dende u >'f 

oor lo tanto H,;(Jc-Ilc.,Tu. • 

.::1 cono de to::0s los '!lo.me~tos no-neaativos de ~~úl; -

esta ::ont~nido ~,, f'u. ':::'a '1Ue :-' . .1 .::s :.in :::::no ::Gnve:-:o, la sul.la 

de sus -::·~r::e:'l:os con los dA :-1_,
1 ..f_-:: J ~q ~..:n ':!~'.!?m-ento ::e 7.:J .. • 

'.Jativos sc~·re I n.n el sentijo de .-' 1 :_,_1 ~stá c:.ntPnidc en '.,,_. 

:ual1uier w q1Jc est9 e~ es:~ ~ano , s~ au~de ~scribir 

CC'71o siaue 

w maxlw,al +~in(~. 

donde el primer t4rmino del lajo d:r~cho es ne-negativo en 

Si consiJeramos (1) oara l!s funcioneq de riJCn-¡J obt~ 

nemes 

(2) 

esto gracias a ~ue w y -w o.st~n en K~ 

.'lu - f = i) en fL - : 

fm el sentido de lJ~ distribuciones, esto es ,.,(.l se anula eri 

JI. -I oor lo JUe el sooorte de,l-1 ec; el con iunto I. 



·~ .\ P I T U C III. 

3.1 ~ociones sobre jist~ibuciones vecto~iales. 

Sea V un esoacio de Hilbert, re~resentaremos por --­
;¡_ 

L (O,T;Vl el espacio de(clases de) funciones f 1ue son --

medibles en Co,TJ con rango en v, y tal que 

r ?.. v,, 
/! fe t l llv dt ) = \1 f 1\ L. ro 

~ o L (O,T;V) 

donde /1 11 es la norma del es~acio V. 

Con esta norma el espacin L~(r,T;J resulta ser un -

espacio de Hilbert. 

ílecordemos que si ~ y \f son dos ·~soacios vectoriales 

topológicos ten~mos el siguiente ~soacio : 

L(t, 't' ) : el esoacio de maoeos lineales co!l 

tinuos de f en Y 

(La topologia se define en cada caso n~rtícular). 

Sea u en L¡(O,T;Vl y o en~(.,:), consideremos el -

siguiente rraoeo 

u: ~-4 fu(t;,>S(t)dt, (é /) 

o .. 
siendo la integral cJlculada en v. Resulta que el maceo u 

es continuo ie B(U,T) ~n V, por lo tanto,.Ü es un elemen-



co de 1(81C,Tl,~: , el esoacio vectorial de las ~olicaeie 

nes lineales, continuas je ~(C,Tl en V. 

)efinición l. ~l espacio ~(l.>{C,T);V) es el es~acic 

de distribuciones vectoriales sobre (C,T) con valores en 

V, lo denotaremos oor 

c9'( (C,T)¡'J) = ;(.()(\ ,T~;Vl. 

Jada una distribución u de .G'((C,T);lf' , su valor en 

i., 0 en c9(C,Tl se r-epresenta :::ior 

<u' 0 > 

de esta forma, toda u ~n L~IC,T;~' define una distribu---

ción Ü en .s;>•(c,r;.J' definida por 

<u, an = r u(t) ¡¡S(t) dt 
o 

Ct •n 

puede verificarse ~ue u __., u es une a uno. ~sto permi 

te identificar u con la ü 1ue ella define y obtenemos 

L"' e e , l': '/) C. B • l <e , r J ; v l 

en este sentido se dice ~ue la funci6n u de L~(C,T:V) ?5 

la distribución vectorial Ü • 

Sea u una distribuci6n vectorial sobre (C,T}, su de-

dvada es una distribución vectorial u' definida en,¡:;(~, 

T) ':JO:' 

( j_u, 0):. (-1) <u, ..Q._0) 
áS d ~ 

ll r/J en .S ( ~ , T) 
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De manera análoga la derivada de orden n de la di~ 

tri~uci6n u , se jefine ccmo la iistribuci6n d~u , defini 

da por 

n 
(-1) 

ll <u, 1-0 
ds" 

Resulta de la definición de derivada, Jue identifi-­

cando los elementO§de ~ ¡íC,T;Vl con las distribuciones -­

que definen, oodemos concluir JUe toda función u de L~C, 

~¡V) oose' derivada de todos los ordenes e~ el sentido de 

las distribuciones vectortales sobre Cc,T:. 

:n B'((C,Tl;V) se define una noción de convergencia 

d'bil. (Se nrovee con la topología uniforme sobre ~l con-

_iunto acotado de-8\(:,r; .• Oe hecho, sea un una suce--

síón convergente a la distribuci6n vectorial u, cuando, -

p-3ra cada 0en ,,9(C,:-' 

\ un , ó ) --; (u , 16 ) en V • 

Intro~ucimos una situación la cual será frecuentemeQ 

te usada • 

.::;ean ·¡y H dos ~spa::ios de Hilbert, 'IC.. H , V denso -

·an H con inrnersíén contin·!- -1 ~'1·Jt~!iu("S l , ) ' íi. :I ' V 
H f-i 

·¡ 
l!·I{ J , ~rc~uctc v norma en H y en J respectiva~-( ' 

m<?.nte . 

Identific~remos q ~ ~on su dual, y tenemos 

Vr_ri == i-:'C./' 
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cada espacio siendo denso en el siguiente. 

~onsiderese el siguiente esoacio 

.J ( e' T) =l u E L :2 ( e ' :' j I) ; u 1 é L (e ' r; '! 1 
) \ 

donde u' ; du está tomada en el sentido de las distri--
Jt 

bucion2s en (O,Tl • Sste espacio r2sulta ser completo 

con la norma 

11 u¡¡ 
í J. 

= 1 11u11 
l 1 

h(C,T) L (O,T¡V) 

,_ 
.. u u '11 1 

-' 

'. '-¡,::. T¡ V') 

debido a la continuidad de la diferenciación en el sentido 

de las distribuciones. 

3.2 Scuaciones de evolución de ~rimer orden. 

~n esta parte estudiamos el oroblema mixto para ecu2_ 

cienes oarabólicas, desde el ounto ~ªvista de l~s e~ua--

clones ooeracional~s en un esoacio de Hilbert, inicia~os 

a modo de motivación , con un simple ejemolo de la ecua--

ción de transferencia de calor o en forma abreviada , la 

ecuación de calor. 

Consideremos un dominio Jl de ~ 11 
, .::uyJ fronte::-a I"-

suponemos "oien regular''. 3ea Q =.-J1 x (C.,l' un cilin::!ro 
n+1 

de lR 

Representamos oor 2 la frontera lateral de Q , esto 

¿ ' es, .:: = r x(O,'fl , por /J. se entiende el ::2erador .:e :..a-



od 

~lsce en el espacio 

ci6n de calor consiste en encontrar una función real J(x, 

tl con (x,t) en C lUe satisfaga las ccndicicnes tf ~· . .. 
Q_y -11 u = f , en O 
-.. H. 

u(x,Ol: u
0

(x) , enJl. 

u o sobre Z 

en este oroblema son conocidas las funciones u, (x) y f, 

~ornando este problema como modelo , buscqmos la mane 

ra a~ecuada cara formularlo en el contexto de la t~oría ~ 

de las distribuci=nes, ~moezamos adootando una notaci6n -

conveniente la cua! consist~ en considerar la funci6n u(t), 

en lugar de u<x,t) an~loaamente f(t) es la función flx,tl• 

~ntonces el oroblema mixto para la ecuación de calor 

toma la forma 

( 1) ".21 u ( t) - t u(t.' f(t) , en J 
~f 

( 2) u(O) u: , .so:ir2 ..-:... 

( 3) u{t) o, SObl:'e 
..; ,_, 

~n base a la ex~eriencia en el estudio del problema 

1e Ji~ichlet , escojemos un escacio en el cual la condi--

=i~n (3) sie~nre sea satisfectia. 

~e hecho es suficiente buscar soluciones u(t) que --
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pertenescan a H~lnJ. Con ~1 objeto ~e encontrar ~na buena 

definici6n de soluci6n, en el contexto 1e las distribuci2 

n~s, multiolica~os ambos lados de la ecuaci6n (1) por un -

elenento v en n~ (.{!.), indepenjiente de t e integrar":::s en fL. 

(.~) 

con 

(5) 

y 

Se obtiene,:::or el teorema de Jreen 

(9.-.!Jít) ,vl a {u ( t) ,vi 
ui:. 

Cu,v) = ) u(x}v(xldx 
j\. 

a(u,v) = i.(du ~ dx 
1·:1 \CIX;ol<~ 

./( 

( f ( t) t V~ 

~sf podemos formular el problema ?ara la ecuación de calor 

del modo siguiente : 

..>ean· ::ladas las funciones u
0 

' ~ ;¡ 
en L. (.ft.J '! f en L {C,I'¡L LJ'\..)) 

se busca una funci6n u{tl, con las siguientes propiedades 

(6) .1 ' uGL (C,T;H
0

(.ll..)l, 

( 7) u continua de (O,T) en L'°' (íl.), 

í?.l 9_ (u(t.',v) + a(u(t),v) = (f(t),vl 
'' ª' 
esta igualdad en el sentido de J}'((C,Yl,H:'.11)) 1 

(9) U( C) = •.J,, • 

Tenemos as! un prcblema modelo, cuyo análisis ~e los -

ele~entos 1ue entran en su planteamiento nos aermite formu-
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lar un problema abstracto, abarcando otros de naturaleza --

análoga. 

Al formular el problema, usamos un par de espacios de 

Hilbert 1/ y H, ( V= H~(J)_l, H = L:i.(íl)) 1 tales CJUe VC.ii 

una inyección continua y V denso en H .• También la forma --

bilineal definida scbre V. 

Consideremos dos esoacios de Hilbert I y H, con V den-

so en H e inmerso continuamente en H. Si identificamos a H 

con H', su dual, se demuestra lo siouiente 

·,¡C. H =,-:•c. V' • 

.<epresentaremos por <, > la dualidad entre V' y v. Sea 

a(u,vl una forma bilineal e;i VxV, continua, ~sto es, existe 

una constante c >O , tal que 

a (u , v ) !. c I! u .; , v ;, 'I J.f u , v E V. 

También suponemos que esta forma bilineal es coerciti­

va, es to es, exis te:-i A , .,.: )0 tal que 

a(v,vl +)ilvJI ~O(¡¡v1 1 ;:. 'f ve V. 
V V 

De la continuidad de la forma bilineal y del lema d~ -

Riez-frechet (~~ resulta la existencia de un operador lineal 

acctado A de 1/ en V' , tal ::iue 

a (u ' V ) < Au ' V '¡ 



de este modo, ter.emes todos los elementos necesarios ~a~a 

la formulaci6n del problem~ mixto para las ecuacion~s para-

b6licas, el cual llamaremos problema 1. 

Problena 1. Las funciones u en H y f en L\O,T¡V') -­

son dadas. Sncontrar u en L21C,T¡V) que satisfaga las si---

guientes condiciones 

( 10) 

(.i_u(t),v)v + a(u(tl,vl = (f\tl,v), 11 vé V 
-H 

en el sentido de las distribuciones sobre (0,T), 

u(O) = u
0 

utilizando la igualdad a(u,v) = < Au,v) , este problema pu~ 

de ser planteado en la siguiente forma 

(11) 

u' + Au = f en el sentido de las distribuciones 

vectoriales en L~(C,r;V') , 

u(O)::u 0 • 

Antes de continuar hagamos la siguiente observaci6n. 

Observaci6n 1. Supongamos que e e T .: oo , t ~ T , sea -

u =e Id. z y substituyendo en la ecuación 

u' + . .;u f 

obtenemos 
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1.t Id 
cez>•+Ae.=f 

por lo tanto nuestro problema ~ueda as! 

.~t 
Z' + (A+ kI): =e f 

(12) 
con Z(O) = .., 

~o 

tenemos 

ak.(u,v) = <Au,v) + k(u,v) 
V 

a(u,vl + k(u,v) 
V 

esto es, 

a (V 1 V) + k \\ Vil'°~ 
;l. 

a<v,vl + k(;)v\ 

donde/~ es la constante de inmersi6n continu~ de V en H • 
ltt 

En el cambio de variable u =t 2 , ccnsideramos la -~~ 

constante k de modo que k h=). 

As! que obtenemos 

a. Cv,v) = a<v,vl +;.¡vl4 ~o<.ltvK:i. • 
.t:. 

Para O <. T< CD , podemos , sin pérdida de generalidad , 

li~itarnos a las formas coercitivas con A =O • 

De esta observaci6n, diremos 0ue la :crma a(u,vl es --

coercitiva en el sentido de existir una constante o<-) O, tal 
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,, 
a ( V 1 V ) ~ >l. 11 V 1) 1 \l. V 4 1/ • 

Ahora estamos en condiciones de enunciar la demostra-

ci6n del teorema de existencia y unicidad de la solución --

del or:oblema 1. 

Antes diremos que es lo que entendemos porque u es so-

lución de u' + Au = f , en el sentido débil , esto es, si u 

satisface 

_ _9-_Ju(tl,v) + a{u(tl,vJ = \F(tl,v) \l. v 6.V 
:lt 

en el sentido de las distribuciones vectoriales en (O,r) 

})'(C,:';V)) o que u'+ Au = f en el sentido de las distrib!!, 
íl 

ciones vectoriales en L (O,T;V'). 

:'eorema 1. Consideremos f e:i L' (G,:':I') ~u~ H, enton. 

ces, existe una únic3 funci6n u que satisface las siguien--

tes condiciones 

(13.2) 

( 13. 3) u' + Au = f en el sentido d'bil, 

( 13 •. \) 

je las condiciones <13.il y (13.2) se deduce que, u esta en 

·;('.',T), y r.or lo :'l.nto u"'C"( (L',:')¡Hl, con mo:iifi·=aciones 

( l) 'Ver oaq. 19 en f..l) • 
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en un conjunto de medida cero , haciendo 1ue '.:enga sentido -

calcular u(C). 

::i.e:nf>.s.tr.?:.c~6n del Teorema 1. 

Unicidad: 3upongamos que existen dos soluciones u y v 

en las condiciones del teorema 1, con u0 y f fijos • 

Sea w : u - v , resulta que w es solución de 

w' + Aw O 

con w(O) O 

para prooar la unicidad, es suficiente demostrar que w = o. 
De hecho w( t) E; V, w' ( t) y .\w( t) .¡:, V'. 

Luego 

( w'(tl ,w(t)) + \Aw(t),w(t)'> =0 

esto es, 

l. .A:._(w(t),w(t)) + a(w{t),w(t)) =O 
J. dt V 

esto implica 

a(w(t),w(t) =·l .sl(w(t),w(t)) 
;¡_¿t. I 

por ser a(u,v) coercitiva tenemos 

-+ ~ (w( t), w( t) )V ~o<. \l w( t) !l , 
- o. t V 

de lo ~ue resulta 

~ ,. ,i 
.l ~lw<Ull +"'-):w(t)~v'º -¡ dt V 

con w(O) o. 
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Integrando esta igualdad de O a t ~ T, se obtiene 

para toda t, tal que O = t ~ T. Esta condici6n implica que 

w{t) = o, probando as! la unicidad. 

~xistencia: La demostraci6n de la existencia será he-

=ha a traves del m~todo de Galerkin, que consiste en encon-

trar una soluci6n a traves de soluciones de problemas de di_ 

mensi6n finita. Para elimincr dificultades· de na tura! eza 

t~cnica, supondremos separable el espacio de Hilbert v. 

Con estas hip6tesis, se deduce la ~xistencia de una ba 

se en V, esto ~s,una sucesi6n (wn)• siendo los wr¡ elemen--

tos de V que satisfacen las siguientes condiciones 

Para cada m los vectores w~ , w')., ••• , w.'rl son li-
( 14.1) 

.nealmente inde~endientes. 

., 

( 14 .2) 

Les combinaciones finitas lineales ,:;: ~nw~,~n--
"= 1 

E:.D,. son den~os ~n V. 

Se resuelve, inicialmente, un problema aproximado en -

un espacio vectorial de dimensi6n m, generado por los vect~ 

res wl 1 w~, ••• , w11, el cual se re:iresenta por Vm • 

Se busca una funci6n t ~u,.,, (tl, que satisfaga las -

siguientes condiciones : 



( 15. 1) 

(u~(tJ,vl + a<u,,,(tJ,vJ = (fCtl,v'> OE VéVm ., 

(15. 3) ... ,,,,u) =- u0 , siendo u0 en V, convergente a u~1:H. m ,,.,, w 

De modo explicito se considera 

m 

u.,.,(x,tl =!;gjm(t) wj(x) 

con g. (t) determinadas por las condiciones (15.1) y (15.2). 
Jn'l 

Se substituye u"(t) en la ecua~i6n (15.2) y obtenemos 

un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en las i~ 

cogni tas gj"·· ( t J , '.l ~ j f, m , con condiciones iniciales da-

das por 

u"'1(0) = u 0 m • 

Considerando v = W• en la ecuaci6n (15.2) obtenemos: 
~ 

f ,. 

con 

L; = <f(tl,w;'>, j =1,2, ••• , m. 

Las condiciones iniciales son 

Y\l W"· 

= ~ g : rt· ( O ) w .• = u
0 .. :=·, ~ . rr 

= 5 "- 'W.• 
./~~ ..i J 

conve~ge a uc en H. Je aqui obtenemos las condiciones ini-

ciales si~Jientes 

g. (0) 
)1"<1 

~j. j= 1,2, ••• ,m 
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Sste sistema con las condiciones iniciales dadas, po--

see soluciones, porque el det(wj 1 w~) 1 O en un intervalo -

(C', ln)o 

A continuaci6n se Verá ~ue se obtienen estirnacior.es a-

priori uniformes independientes de m, ?errnitiendo obtener -

la ext~nsi6n de una soluci6n del siste~a (16), con sus res-

oectivas condicion2s iniciales, en el intervalo (0,"t). 

Consideremos l~ ecuación anroximada 

(u :,, ( t ) , w ), ) -t a (u ....,< t ) , w J' l = ( f í t ) , w J ) ; j = 1, , •• , m • 

Cbsec-vación 1. Con la identificación del lema de ---

Riez-Prechet, escribimos (f(t),w) en lurpr de< ;_=(t),w}. 

Substituyendo un~t) por v en (15) se obtiene: 

despejando a(u~(tl,u~(t)) se tiene 

?. 
a(u.,,{tl,u1,,(t)) = (f(t),u..,,(t)) -+Q._/lum(tll/, 

... .:l t. \' 

como a(u,v) es coec-citiva, tenernos 

"'- ¡¡ u,.-,< t) :1; s ( f ( t) , u.,~,( t)) 

lo que imolic:i 

o 

-.l.:!:. 'u,.,,( tlli , 
;¡.. dt' V 

( f ( t l , urr
1 
( t l , 



de lo cual resulta : 

integrando de O a t, con O<: t <::te,.. se obtiene :· 

·t ¡ ~ 
:: '\ ¡1 f ( 5 ) .: ' d s +11 u li 

, V Orn y 
o 

siendo u~rnconvergente a u
0 

en H , concluimos que 

· l 
¡¡u,)tl ''+e<.. /u)sl:;>. ds _c. 

Jo 

con e~ independiente de m y de t • De aqu! que la solución 

puede ser prolongada al intervalo (O,Tl , se obtiene 

r': 
' u,-o(slii ,._ ds .::.. c?.. 

independiente de m. Se concluye de esto, que um p~rtenece -

a un acotado(L) de Li(O,T;Vl inde~enjiente de m 

De donde se concluye la existencia de una subsucesión 

(un), de la sucesióm (u~J, que converge d4bilmente a u en -

L'-rü,T¡V). Resulta que u esta en :..'°(O,T;VJ, cuonpli2ndo la -

condici6n (13.1). 

Observa-::i6n 2. Identificamos L'-(c,T;Vlcon LL;(C,T¡V 1)) 1 • 

De la hi:-iótesis sobre V, esto es V c. V' , tenemos que 

L1 {o,T;V} c. L;'(O,T;V') • .Sei.J ;;_; = L:;..;·-::,r;V') y S' = L:t(C,T¡V) 

Si (u,,) converge a u débilm,~nte en L;:.(C,T¡'IJ, es equi-

(1) Recuerdese que los conjuntos acotados de un espacio de 
Hilbert son débilmente cor:ioactos. 
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valente a decir que \u.,,w)_,. converge a ,u,w>i::•,.:._ en lR, 
':..-'t. 

siendo la dualidad ~·,~. Sscribi~ndo esto exoli-

citamente, obtenemos 

'l 
(u.,,.,,w), ,,_ = ¡ (U,.,...t),;iit)).J dt 

:.1~ l b:v' 
,:;¡ 

converge a 

(1' -

\ - < u ( t) , w ( t ; ) , d t , V w < :.. "'( C, 1'; V 1 ). ,,, " '/ )( \.' 

Estando Ve H = H' c.. ·1 1 

'T' 

\ (u ,.,e t > , w ( t . ct t 
'o 

se ccncluye que 

,.. 
¡'· 
\ ( IJ ( t : t W ( t ) ) d t 
J~ 

converge • 

V. w .; L :1.¡ C 1 !' ¡ ·¡ ~ • 

Tenemos -::ue si i.;,,l)(~.,TJ,y v..:. V, entonces w =iiv es -

un elemento de L"(O,T¡V). 

De la observaci6n 2, se concluye que 
..,., r , 

: (U I' ( t) 1 V 
""·e , 

(u ( t) ,v 

)f/¡ \ t )d t converge a 

) ¡zl(t) dt , l.'0-:: .9(C,Tl , 

As! una sucesi6n ~(u~Ctl,vJ'. conver~e en el sentido~ 

de las distribuciones a (u(tl,vl , lo cual implica que: 

_; ___ (u (t),v) 
<:¡: n. 

converge a _E... (u ( t) , v) 
~":. 

en el sentido de JJ' (C,T;Vl. 
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üb:>Ct'V'lCi6n 3. Not~mos ~ue la derivada con re~oecto 

a t d~ (un(tJ,v) es una distr-ibuci6n tal que 

neal. 

(/:-(u,,(tl,v), 0) 

-1 (U ( t) , V) {15 1 ( t) d t, 11 gj (;. .lJ ( 0 1 1'. 

o 
~xaminemos la par-te cor-resoondiente a la forma bili---

?or el lema de Riez -fr-echet, e:;cribimos a(u,v) = (u, 

w~lv el producto escalar en V. As!, del hecho de que u~ -

converge a u débilmente en L ~(C>,T;'ll, :;e concluye que 

converge a 

"T' 

\ a(u,(t),v) \!! (t)dt 
"o 

.,. 
1 · 
: a(u(tJ,v) 0 (t)dt 
J 
.) 

0 en ~ce, r l. 

¡"-,· 

(u"( t) ,w,,) :z! ( tldt 
• J 

(u(tl,w,)\!! (t)dt,l.lv~ V y 

Resulta de las convergencias estudiadas, que podemos -

tomar el l!mite en la ecuaci6n apr-oximada. 

De hecho, fijamos j y consideramos n ~ j en 

(u ; ( t , , w : ) + a ( u r, ( t ) , w ,· ) = ( f ( t ) , w; ) 

multiplicando aribos miembros por 0 e J)(C,T) e integr-ando de 

O a T, se obtiene : 
/I' 

\ ~d.,_<u..,(tl,w ... ·)16(t)dt+ 
Jo -· . 

•f' r -
: a ( U1¡ ( t) , W • ) \15 ( t) d t 
J J o 



.i.vl 

\'uctl,w·l SIS (t)dt 
J • 
e 

to~ando el l!~ite cuando n tien7e a i~finito obtene~cs 

;:._ (u ( t l , w · ) + a (u ( t ) , w • ) = ( f ( t ) , w; ) , iil j (. :r-;. 
o\,. "' ... 

Como (wnl es dense en V, tenemos que 

(u(tl,vl + a(u(tl,vl = (f(t),v) , :,¡_ V~ V. 1 
.: -

en el sentido de las distribucicnes en (C, T), demos.tr-ando -

que el límite de las soluciones aproximadas u, es solución 

de u' + Au = f en el sentido que se acaba de definir. 

Probaremos "ue u támbien es soluci6n ae u' + Au = f en 

el sentido de las distribucione~ vectoriales L~(C,T¡J) • ;~ 

ra esto obser-vemos que si.u ~ L•(c,~;Vl, entonces define 

una distribución vectorial rr definida en ,E-(0,T) oor-

~;J, SIS> = ': u<tl 0 <tldt 
1 • e-

tomando la integr-al en v. :amo vimos u es un elemento de -

..9 •((e, T l, v J con tu, t,15., ¿V , tJ i!l e .,s ( ( , T l. 

La derivada de u , ~· esta definida por 

<.u 1 
, 12!'>= - <. Ü , i!l '.> IJ </ .:. .9 (O, Ti • 

~hora, puesto que G esta unívocamente definida por- u, 

como ya lo habiamos visto antes, habiendo tarnbien definido 

la u. Mantendremos la not·,:ción u hasta la concluci6n de que 



u + Au = f 

de la definición de derivada de una distribución se tiene -

que .;u', 0) es un elemento de V, corque ü' es un elemento de 

B'(C,T;V). Je aqu{ se sigue que tiene sentido tomar el pro-

dueto esca lar de < u', i, ccn un el e.11cn to de V. Así obtenemos 

(17} C<u',t),vl ·.·U 1 0 1
) , V} = 

u(t) 0 (tJdt,v) 

Í-(U ( t), V) i' ( t )dt 

,..,.. 

\E: 1(u(tJ,vl 0 Ct>°·dt 
~e ... 

tomando u ( t) ¿.V, tenemos que Au ( t) .:- V' , y si i Au ( t) ;.i .!ó 

e u(t}·;, con 1,u(t)¡!.: L·(c,Tl, se concluye que Au.:. L~(c, 

T¡V'}, por lo que r'.u define una distribución vectorial Au, 

definida por : 

'< Au, 0 ,· Au(t) 0 (t}dt \1 0E.D(O, T). 

Del lema de ~iesz-Frechet, haciendo las identificac!o-

nes correspondientes, se ouede tomar a ~~u, 0> como un el~ 

mento de V y no de V', 

As! es v~lido ~scribi~ 

( 18) l<.:..u,0/,v} = (( Au ( t) 0 ( t }), V) ( Au ( t } , V} ~ t } 
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de modo análogo 

( 1?) ( \f(t),i:zS),vl 
('"T' 
\ (f(t) ,v) ¡¡S (t)dt 11 i;¡S-:;D(O,T). 
·o 

(20) 

De la hipótesis de que u es solución, encontramos 

~ (T 
)-~,(u(tJ,v)gj(t)dt + '. a(u(t),v)r/;(t)dt 

(.) ..... ..:--:: 

)«f(t),v) t,Zf(t)d'.:, ',1¡6,.,&('.;,T) y v.:. V. 
') 

Cbservemos que oodemos escribir 

a (u ( t) , v) = (:\u ( t) , v) 

resulta de (17)-(20) que 

C(Au,!6),vl + c,.f(tl,0:;,v>. 

;:¡ara todo' v cV y ¡¡!c.D(O,TJ, esto es, 

u' - Au + f 

en el sentido d"! las distribuciones vectoriales en L~(O,T¡Vl. 

Puesto que \u y f son definidas por funciones de L~(C, 

T¡V') lo mismo p1ra u'. 

Identifi~ando las distribuciones vectoriales con la -­

funci6n que la define en L,;(C.,T¡V'), conclu.!.r.ios :-,ue 'J'~L;_(O, 

T;'I') y u' = - ... u .. f en "!l s:~tido de las distribuciones --
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ve~toriales •• uedan de este modo, demostradas 1a2 af:rmaci2 

(13.2: y (13.3). 

Jueda por de~oscra~ ~ue u(0) =u:. ?ara verificar la -

~ondicidn inicial, volvemos a la sucesi6n (un) je a~roxima­

ciones a'la soluci6n u. ,:;e3 fié ..:: 1<('.:-,T), ~) tal .~ue 0(I'l-O. 

:'.:ntonces, para todo V e '/: 

+ r a(ur.(t),v) 0 (t)dt 
e 

de esta Última ex~resi6n integrando por partes la orimera -

integral obtenemos : 
T :T 
-(u~(t),v) 0'(tldt + 'a(u(\(tl,vll!S (t)dt 

\) 
\'(f(t),v) Q$ (tldt ... ;u"(C':,vl ;?:! (0) 
J 

con u solución débil de la ecuaci6n, obtenida a traves de -

sucesiones (u~l, si tomamos el Límite en la ~ltima igualdad, 

cuando n ---4. l!D tenemos 

'· 
-(u(t),v)0'(t) + a(u(ti,vl ;zS (t)dt (f(tl,vl lZI (t)dt 

+ ( U 0 1 V) 0 ( 0) • 



105 

Si u es continua en (C,":'J con valores en V', entonces, 

i~cegrando por partes la primera integral anterior, obtene-

~.,s: 

rT 
(u(O),v) 0 (0) + ) d"._Cu(t),vl 0 (t)dt + ) a(u(tl ,v) rt (t)dt= 

o ( ... , o 

(f(tl,vl 0 (t)dt + (u
0

,vJ 0 (0). 

Del hecho de que u ~s soluci6n débil en el se1tido rle 

~·t .• ~;Vl, se concluye ~ue 

'!ª que V es denso en H esto nasa '::i.mbien para tod.a v ~ H, -

as! que u(OJ = u0 • 

Corolario 1 • La sucesión (u~) conv~rje d~bilmente -

estrella a la soluci6n en L~IC,T;Vl. 

Demostraci6n. La demostraci6n v~ 3 ser una simnle co~ 

secuencia de la unicidad de la solución u. De hecho siendo 

u la 6nic3 solución de u' + Au f, u no depende de la sub-

sucesión (u,), extrai.da de (u,,.), convet:gente a u. 

Su~onoamos que la sucesi6n (u~l no converja débilmente 

estrella en L-co,T;Vl a u. esto imnlica la existencia de w 

~ L.;'(C,T;V') tal ~ue 

1, urn,w/ no converja a <u ,w:- en JR 
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~or lo tanto, dado ~> O 1 podemos extraer una· sucesi6n CuJ 
t 

de Cu,) tal que 

( 2 1 ) 1 < u "k 1 w > - ( u 1 w > ¡ '> f. 

excepto por un número finito de subindices k. 

Se sabe que (u~.) es acotadA en L¿(C,T;Vl luego oosee 

una subsucesión (u, tal ~ue converje a u jébilmente es~-
~ ... 

tr8lla en L'·<o,T;'I), porque la solución de la ecuación u' + 

Au = f es única • isto es una contradicci¿n con la desigual 

d~d (21), as! ~ueda probado el corollrio 1. 

Corolario 2. La convergencia de (u~l a u es fuerteme~ 
;l. te en L (e, T; V J. 

Jemostración. De hecho, siendo a(v,v);, \:vi¡' es suf!_ 

ciente demostrar que la sucesi6n ( ÍJ, con 

/"" = ! a (u r,.<t ) -u ( t ) , u ~ ( t ) -u ( t J ) j t + :;: ;! u..,., (~)-u ( T) : ., 
'o 

converge a cero,realmente se tiene: 

~ 

¡. ~-; :: u,.,,( t) -u ( t ) .!'/ + a (u ..... ( t J -u ( t) , u."' ( t )-u ( t) ) ( f(t) ,u"'( t )-u(tl) 

:>ues u,r:;.L;t(C,'.'¡VJ y u~ L;.(C',T:V). Integrando de O aT, con 

u continua, se obtiene : 

~ 

~) U;~(T)-u(T)i:I/ + a ( u,, ( t ) -u ( t ) , u'" ( t ) -u ( t ) ) 
·Jo 

,1' 

:.· (f(tJ,u.,<tJ-u(t))dt +,;. '1/u -u 'i~ 
J "" , "),,, => i.v 
o 
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~i~ndo (u~) d'bilmente convergente a u • L '-< C· 1 1'; 1/ ) y -

<u,.,,_,) convergente a u,.::.;;, se concluye que 

:>robando que la sucesi6n <u,,.) converge fuertemente. 
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3ea .-1i... un abierto acot:.do e~ ~' -- --
o,.,r trozos. 

( 1) 

con 

(2) 

1t 
3ea V un subesoacio acotado de rl i (.;~ l con - ' 

·~ ... ~_.¿ '(.i,- ~ 

( H;(Jj :;_ V ; H ! (Jl) 
1 

\ 

--·-e=> 
1 1 1 -, 

1 I n '::? ""r,C.:-i-: .. . "(,.. -
l H= L~ C~l • 

Sea a (.,. l : 1/xV __., JR definida 

··~'j ,/ r 
/· 

cor.'lo siaue 

+ ~l oU e V + J. 0UV '¡ dx 1 
-;; JI-,_ ;; "/--,.. 

j.,:>0,>J~, ':tcY-1·, ¿Cl;j(xi\~; ':o</-r¡¡- c.d.enl~. 
'-.1.J:-1 

Sean uci; :.:(.{¿)y f¡:.L~..J 1 ) conoci:las, entonces existe 

)Or el Teorema 1 de la sección 3.2, una funciér. u 6 LA(O T; , 
11; ,·¡ cº<o,r:L;;_(fl)) solución única 'de lao. ecuaci nes 

( 3) 

4 v¡; V , d, (u(t),v:' + a(u(tl,vl 
ci 'l 

u íO) = u
0 

Caracterizaremos la solución de~ nroblerna. 

(flt),v) 



PaC"a lo cual tomamos ,, : _·L ~:P. , r: :·.:, r C' ~ I-t, e ---

introducimos la runcién v 0 ·.y : .x, ~¡" .,,___.. 'líxl•.,<tJ:c ~ : 

entonces cor un re~ulta~o clásic~ de teoria de di~tribucio-

ne~(l: '1Ue dice .1ue el producto diro.cto r.!e los e:-;:iacios) í.;')J y 

t.,(:-··;,T~), , es decir, el escacio :e conbinacL:ines fLnit~s -

de funcl-,nes de la :orma v g;I/' ccn v G Ju~) y t¡;(; D(~O,r~), 

es dense en ü( • 1). 

Jea VE. J(.CJ y ·p<= J(:;O,TJ, :le (3) multiplicando cor -l e 

inteqrando oor partes obtenemos 

lu'::I 

,., T . 'T r 

- ! (u(t),v)~dt .. a(u\t) 1 v\!1(t)dt =~ (f(tl,v)·;10J· 
Jo ~t ·; ~ 

esto es 

< d_'.l_ •·1U V .r¡;c w) : /f 1 V .~ .. ,'-/,, 
.,; (. 1 - r , r 

c:n<'· ·)d~alidad entre J'(-1,) y·(::¡_)'!.\ el ooerador di--

ferencial elíptico de sequndo creen 

(4) 

.1') 

Gracias a la densidad obtene~os 

;; u + Au = f en el se:i':ido de la:; distribuciones -;;:¡ 
sobre 1-r. 

Si V({ '1 1 de (3) y (4) tene"1:¡s 

~1:·{ U ( t '.' 1 V ) + a \ U ( t ) 1 V ) 
d.~ 

..., 
\ ~-.i MU! (t)v dx 

,.,¡ ~ -~= ~ 

de donde se tiene 

('l) Ver (38). 
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( 5) a(u(t),v) = 1u ( t Jvrlx 

?or otra parte inte~rando la ~xpresi6n oara a(u(t),v), 

esto es, aolicando ~a formula de Green obtenemos 

a1ultl,vJ ! .1uvd:: ... 
J' 

~.:¿_Vd (J -
" ú '" .Jl. ¡· 

con 
" 

-;_¡.: ).,- ;~u . )>_· 
r.. ,J = J ,¡ ~~"'J. 

oor lo aue para que se de \ S)· se oebe de '.Jar la ic;ualdad 

'\ ?cLvdv =O 
-. 'I vr CI r 

~esumi~ndo la soluci6n de (31 se caracteriza oor 

iil + »U = f en 
'°'T ' 

ii i.l -.¡. v ~. J, l º,.·'· ( tid G =0 O ¿_ t .<. T , 
Jr º ·; .. 

. ' i v J ·u\ ·.O) = u :i en _f'L • 

La condición :u¡, v.;iriará s':!oun el esoacl'J V riue se co!l 

~idere.Jer··mcs tr~s c;sos, ~, los cuales obtendremos proble 

mas cl4siccs. 

;auchv-0irichlP~ • 

.>ea .¡ = ."1.~ ( (_I 

.iii) en e"te caso se reduce a P·'=:.iir que u =O sobreZT, 

nor lo <iuc no.s qu,,~.:!a ou'2 existe una Única !unción u EL :;(O,T; 

ri;(tJ lrl ~º<o, '';L:- Uú) tal aue 

( 1) -..;,· = i-·~~i;:io cosn ;iirc:?ctor de la normal 'V de I"' dirig!_ 
oo t1acia afu 0 ra ·Je.11... 
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~~ + Au f en 
" -1 

) u =0 sobre :2T , 

l u í ·,O ) = u 0 en~_ 

Cauchv-Neurn:;~n. 

7omandoV ,-u~; , ::.a c::-.ndición (4') nos da fot"malmerr. 

.;:~.I = C sobre ::T• 
e "A 

·"'sí que existe una ú~ica f:Jnción UéL::.(O,T;H.!.G"JlrC"( 

o,r;L"U~)) tal 1ue 

í ~:¿ •. ;u f en J~ 

1 '' .,:.•.,;__ = O sobt"e ::_ -;-, 

\ 
~u(· ,O) = u~ en_:.·_. 

Cauchv-::iirichlet-i!eumani;-~. 

:5ea r; u'."la Oilt"te '.:ie rde medida mayor que cero , to:n~ 

mos 

V = ~ V!; ¡.¡ \ (L); " =0 '' 1 

entonces (iiiJ se transforma en 

(L\t = 0 sobre :r; X • 0, T: 1 r; = T' \ r; . 
éJ ·Jr. 

,;sí. existe una función Únic.:: u~ L;...(O,T;V)n:'to,T;L;...(Jl.)) 

tal ~ue 



( 1. a) 

( 1.b) 

(2) 

( J) 
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~-= ti s ;..,ro -x ... ,., rn: z-, -u#a .. e~.. - ~ J .. ~ · , .... c... , '17º f' 
(; 

3.3.1 Sistema de Stokes. 

Sea .Jl.c. lR "abierto, acota'ic y conexo rfe frontera :r t:.C! 

Consideremos el sicuiente oroblema : 

sean conocidas las fun::i".lnes il
0 

= {u01,u.,~) y f = (f
1 

,f._) 

def inicias en .fl y QT r-es:::iecti vamente, buscamos las fun-

ciones u = (Ul ,u._) y p definidas e~ ·-l _y oue satisfaoan 

las ecuaciones siauientes : 

fi en ,_¡-:- , 

div i! 

o, u;z. = O en Z T 

(4 .a) 

(4.b) u ;i. ( • ,O) 



Las ecuaciones (1.-111 jescriben los cambios :ue ocu-~ 

rren, conforme ~asa el ~!empo, del movimiento de un fluido 

inc::imrirc:nsible viscoso confin;ido en .1l. y sometido a una fuer, 
_,, 

za extern1 f Jue, r:Q! __ ~oó~sis _ _su '110V!.r."1ient0 es le_n_!:_2 • .::n 

las ecuaciones Ü es el :::am•o r:\e veloci :.1des de un fluido 

o es la oresión, f la densicad constante v l' es la viscosi-

dad. 

"ara dar una ~or-ulaciñn aorooiada de los problemas -

de·stokes, introducimos los espacios 

V div v o l 

H =cerradura de'/ en(L¡,(JL)x •. ;¡"(.fl..) 1 

y tomamos lo siguiente : 

( 5. 1) 

( 5. 2) 

<ú,vi ~ 
\ u 1 v ,dx 
.1L 

De esta forma plante1mos el siouiente oroblema : 

encontrar 1 ~ L~( 2,f¡V)n:ª10 1 T;rl! ,ue satisfaga las~ 

siguientes condici~nes 

(' _sL(u1t),v) + a(u(t),v) 
l dt 

u(O) 

< f' ( t), íii ¡¡ -v "'v, 

113 
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: 5. 3) f y Ü:, conoci::as en {L:.\;
1
¡f y H 

reso'?::tivamente. 

3racias al siauiente teorem~ este orcolema ti~ne ~na -

.'ínica solucién. 

reot:'ema: ( L ;¡ \ _!_ ·, ;.. 

... 
·~ é :al .,Je 

... 
-J V é '/ 1 

~at:'a la de~cst~aci6n de asee teorema ver (34'). 
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3.4 ~cuacicnes ~e evolu~ión de segundo orden. 

Un ejemplo significativo de una ecuación de segundo ºL 

den que depende del tiempo, es la ecuación de onda, esto es 

la ecuaci6n 

que es estudi:ida en un cilindro _il:i!.. x (0 1 1'). '..ii -les un 

dominio acotado de lRn , reoresentamos su frontera con r-, 

y 1a supondremos regular. La frontera lateral del cilindro 
¿ 

J'. la representaremos por .c.. • 

Con esta notación, el problema mixto de la ecuación de 

onda , consiste, en dadas dos funciones u
0 

y u: , definidas 

en f.. , con valores reales, y una función real definida en -

en el cilindroJÍ. ,f .::>eterminar una funci6n c-eal u(x,t) de­

finida en f~ , que satisfaga las siguientes condiciones 

;"'u 
G!-t .. 

¡_ u f , en JL 

u(x·;M;, u
0

(x) , ut<x,Ol = ul (x),en lL 

u (x, t l =0 1 en 

Este problema vagamente formulado será el objeto de e~ 

ta sección. 

Procedemos,como en el caso de las ecuaci0nes de primer 
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orden, ~~al!zar 91 caso del Laolaciano ,cara jar una formu-

lación abstracta. 

Recordemos que u ( t) : x - u(x,tJ. ~l ~roblema mi~ 

to para la ecuación de onda, consiste en encontrar u(t) tal 

~ue, dadas las funciones u0 , u, y f satisfagan : 

( 22 .1) 

(22.2) 

(22.3) 

-;."u(t) -Lu(t) = f(t) , 
·~ 

u (O ) = u :; , u ' (O) "' u1 

u(t) O en :2. (donde u' (t) =.L.u 
;; ~ 

Analizando el problema, "'~Flos que par;i obtener la con­

dici6n (22.3) es suficiente que u(t) G H~C~J , como conclu!_ 

mos en el caso de la ecuación de transferencia del calor. 

il::icenos :ilantear el oroblema mixto para la ecuación de 

onda, del modo siguiente 

encontrar u(t) : t - u(x,t) con t.: (..:,T) y u(tJ ;.H~(f_), 

que satisfaga las condiciones : 

(~),v) + a(u(t),v) 
;i ~-:.. 

u(O) =Uo yu'(O) =U~ 

(f(t) ,vl 

:::a.::-3 todo v .;, H~ (JU, y aquí nos falta ría pre{isar el sentí-

do j¿ la igualdad, lo cual daremos más adelante. 
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De esta manera tan vaga de formular el :roblema, pode­

mos encontrar la formulación definitiva, jeno~inada forrnul~ 

ción variacional: 

:::iean las funciones u," L; ULl , u,,;,. :-i~(..r~ y f€- L;;>·(o, 

T;L'lil)l conocidas, encontrar u(t), que satisfaga las si~-­

guientes condiciones : 

u ( t l .; H; (L l , 

u es continua de (O, T) en L '(.:'.) , 

¿'t< U 1 
( t ) 1 V } + a (U { t ) 1 V ) = ( f( t ) 1 V ) 1 .._ V ' H! (JU 

en el sentido de J)'((C,T);H~U.l), 

u(Ol = u~ y u' (O) = u1 

~ste será el problema mcdelo al cual daremos una form!:!_ 

laci6n abstracta como se ve a continuación. 

Concideremos los espacios de .·•ll'.:;ert V y H , como en -

la sección anterior • 3upongamos Ve H , con inyección con-­

tinua y V denso en H. ,,demás suoonemos H =H', su dual, de 

donde se obtiene 

v-:::; = él'c.IJ'. 

Sea a(u,v) una forma bilineal, continua sobre ~. la -

cual suponemos coercitiva, esto es, existe ~)O tal 1ue -­

a(v,v) ~ ,,._¡¡v1¡ 2 • :!e:oresentendo por,; un operador de l,(V,'I') 
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definido ~or la forma bilineal a(u,v), esto es, 

a{u,v) /.:,u, V 

podemos ~lantear el siguiente problema. 

i--roblema 2. cJadas las funciones u~..;;. H, u je: V y f.: 

L~ (C,T¡Hl, encontrar la funci~n u¿ Lz(O,i;Hl tal que 

_;L¡ U 1 ( t) 1 V) + a (U ( t) 1 V) 
d f 

(f(t),vl , V. V6-V 

en ~1 sentido de D'((C,Tl,Vl 

u(C) U
0 1 U 1 ( C) 

' o tambien 

u,,. + Au "' f, en el SE!ntido ".l"" l·~::: '.list::-:. 'U-

ci~n~s vectoriales de (O,r) en V' y u que sa--

tisfaqa las condiciones iniciales u 0 y u, 

Ahora contamos con los elBmentos nRcesarios cara enun-

ciar y demostrar el teorRma de unicidad y existencia de la 

solución de la <:cuaci6n u " + ;u = f , conocido como la e'--

cuación abstracta dn onda. 

tonces, exist~ un únic0 vector u ~ue satisface l~s ~iguien-

tes condiciones 
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(23.1) u e L""'(O,r;Vl , 

( 2 3.2 )· u ' ~ L3' ( C , T; H l , 

(23.3). u•,r,: ._"'(C, T;V') , 

(23.4) u" + 'u = f, en el sentido débil , 

(23.5) u(O) U::, u'(C) = UJ 

Observación 4. De (23.1) y (23.2) se deduce que u -

es continu3 de ·(O,T) en H , luego tiene sentido calcular -­

u(O). Análogamente, de (:?3.2) y (23.3), se deduce que u• -

es continua de ro, n en V' , teniendo sentido evaluar u• (O i'.1) 

Demostración d~l teore~a 2. 

Como en el caso de la? ecuaciones de crimer orden, su-

ponqa~os V separable y sea (w,.l una base para V. Usaremos -

el mé~o=o de 3alerkin, busc3ndo inicialmente , soluciones -

aproximadas de la forma 

,y 

U,.... (x,t) = Z 9:....-\t) Wj . .:;q 

siendo las a. ( t l determinadas oor las condiciones -.. · ,..,.. 

( 24) (u"..,.(tl,wJ) + a(u,,.(t),w:) (f(t) ,w¿) 

para j= 1,2, ••• ,m • 

(1) Ver pie de pag.93. 
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Las ~cuaciones (24), aunadas a la3 condiciones inicia-

1-~s para '1>.( t l, que serán obtenida5 de las hinótcsis sobre 

u.,, u2 • ::iiendo u 0 - ·¡, existe una combir..::icién ~ineal de los 

w,, que converge en~ 3 u~, esto es, 

u 
~. 

r 

~ '· .. :(,- w. 
"'"J 

converge 3 u~ en ·;, ~<·~~R. 

La función u! ~·Je tomada en H, con 'l<:..H, inyección 

continua, V denso en H. Concluimos ~ue 

Concluimos que basta tomar las condiciones iniciales 

u.,_(0) =u •.. y u' o: (C) = u11, 

Resulta que el sistema \24) con las condici0nos inici~ 

les, pos.,e solución en (G,t .. l, que de la;; esti:naciones =--""-
apriori demostradas en seauida, se orolonga al intervalo --

(0 1 T). 

~stimacinnes a ~riori • 

. ~lul ti;ilicando la ecuación ( 24 l oor g'; A t), oara obte--

ner: 

(u" , ( t ; , u' ( t l ) ... a (u , ( t l , u• .. ( t ) ) = ( f ( t l , u•,,. ( t l l 

esto es, 

J_ ' • u' ( t )· ;.. \ ~~ + a ( u . ( t ) , u., ( t ) J ; = ( f ( t i , u•,,. ( t : ) 

e integrando de O a t con t < t"', se obtiene 
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·t . 
u•.,,( tl¡, .. a(u,.,,(tl,urr(t))" , (f(s),u',,.(s):·ds +·u• (O)'Í+ 

J':J 11 ~ . r ,.,. 

Je la coercitividad de la forma a(u,vl, se Qbtiene 

\! u',,..Ct>I\~ +«. ¡l u""( t) u: ~ 2 , ( f ( s l, u' ( s ))ds + u•
0
_í e l:1 . + 

) .. 
o 

con C la constante de. continuidad y ,,.;... la de coercitividad -

de la forma a(u,v). 

Por otra parte, se tiene 

2 · ( f ( s l, u•( s) )ds 6. 2 
·)e~ . 

,_ 
·. f ( s >L.. ; U1( s). .. ds 

lt 

,f(sli,~ ds + u•( s l 
;.. 

ds 

por lo que resulta , aolicando la desigualdad ~ara los nú--

meros reales 2ab ~ a la siguiente desigualdad 

" 
; U'-~( t) i'.. 

r 
+"'-,u,,.(t)''._~=C 1 + 'iu',, (s; .. ~ ds 

·°' "o 

con e~ una constante. 

!:le esto resulta 

;;. ,t 
.tl.,..(t)\. .. ~ '- i + 'lu•m(s). ds 

·' v " ~ 

aplicando la desigualdad de ~rom.,.all, se deduce 

., 1 ( )" :.u,,, t ··1 , oara todo t en (G,Tm) 
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u.1 
de la desi~ualdad anterior, se deduce que ' 

Las constantes de acotación son independientes de m en 

(e' tm>. 

Se obtiene el prolongamiento de uJtl al intervalo (O, 

Tl, y sigue!J..siendo ciertas la:: acotaciones de u(t) y u'(t), 

en el intervalo Co,rl cor constantes independientes de T. 

Concluimos que 

( 25) u,.,., es acotada en Lx· (c., T; V) 1 indeoendi ente de "' 

(26) u'rr. es acotada en Lm(C, T;:i) indeoendiente de m • 

De (25) y (26) podemos extraer una subsucesión (un) y 

(u',.,,), que satisface las ::ondiciones siguientes 

(27) 

( 28) (u'm) converge a u' débil estrella en L""(C,:'¡H). 

)e la definición de convergencia débil estrella, se --
! t 

deduce de (271 que para todo w¡;,L (C,T¡V)CL (C,f¡V') se ti~ 

ne : 

(Un ( t) , W ( t) l,
1 

d t 

'0 

converge a . (u(t) 1 w(t)/Tdt. 
Jo 

Oe modo enteramente análogo, se concluye que para todo 

w en · 1 
Ir '-4' \ L \• .. .', T; ¡,¡ r-esul ta : 

( 1) 1/er pie de pag. 93. 
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''I 
~ (u'm(t),w(t))!{dt 
o 

converge a 
J a 

(u'( t) , w ( t 1 )'{ d t. 

Exactamente igual al caso parab61ico, se concluye que 

Jr:ia(u,,,ít),w(t)) 

W E L1 
( C, T; V) • 

dt converge a a(u(t),w(t))dt, l,I w, 

?aso al límite de l~s ~rl~~!:n~s arroxi~adas. 

Probaremos ~ue el límite débil u, de la subsucesión 

(u),) es soluci6n de la ecuación 

:~<u'( t l , v l + a (u ( t ) , v ) ( f ( t) ,v) 

en el sentido deo'.>'(c,,T), ;¡ara toda vr.:v. 

Sea 0~.c!((O,ri, r~l, con i{;.') ==o, dado y n tal que 

n, en 1~ ecuación (24) rnultiolicando por QJ(T) e integran~ 

do de O a T. íiesu l ta : 

1 
<-J.<u'n(t) ,w:) 'ÍJ (t) )dt + 

....... , 
(a(u~ \t),w,) #.t) )dt 

., 1 " 

1 (f(t),w,;l iHl:dt 
" 

integrando por oartes la primera integral, se obtiene 

-(u',,(t),w:}¡¡l'(t)dt + J a(un(tl,wJl0(t)dt 
\/"'=' .. ~: ? 
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;Jara toda IZ!::C!{(0,1'), Fd, aHT) =c • .::n particular tom3ndo 

11:.:H..:,:·¡, 0 (0) =o, también ::-asando al límite cuando n -

-(u'(t),w~·) 0'(t)dt + ' a(u(tl,w:) ¡¡S{t)dt 
w~ ~-

(f(tl,w: )Q(tl:lt 
·-:i > 

o~::-3 toda 0 ~ D(C,T). '.:le esto se ,;educe ~ue 

: : <u'( t ) , w ¿ ) + a (u C t l , w ! ) = ( f ( t l , • .. : :· ) 

en· el sentido de -.O' (( (., r \; ·n para todo j. Luego para v <i. V, 

V~amos aue u es s-luci6n en ~1 sentido de las distri--

:iuciones vectcidales con u""" L"(.:.,r:V'). 

:·ncluimos de lo anterior que el lí~ite u de la subsu-

u' c1'fin"! una di.stribuci6'.1 vectorial Ü' d"finida ::ior 

f ü• 1 ¡; ., ~ u'(t, :;í:::) -'.t E d, :·:.J::-'! todo i;<,J>(C,ri 

_.'i integral esta calculada nn ri c.v•. 

:'enemos nue u' es un elemAnto de ,[.(J.,(. ,TJ¡H) , oor lo -

~~nto oosee una 1nriv:lda (~)' en el s2ntido de las distrib~ 

c:ione:-;, def.inid:i 

. (Ü')', d 

nor : 

- L - 'u• ,0 i u'(tl i'(t)dt 
.;a 

tom,"mos a <Cu')' ,01 como un ele"1ent:o de He V', luego, puede 
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s~r oen~ado co~c un elemento de~·, teniendo sencidc tomar 

su producto escalar. en v, con un vector de v. Resulta que -

p3ra cada v -- i, se tiene 

' (Ü')', 0 , V) - ( ' Ü'1 ¡¡!' I 1 V) - ( ' . u'( t ) 0' ( t ) d t 1 V ):: 

: (U'( t) 1 V) 01 ( t ) d t • 
u, 

Ya que u.:.._ Lai(C.,T;Vl, se verifica de modo natural, que 

Au -:: L 
00 

( C , T ; V ' ) , 

As! define una distr.ib~ción oor. : 
.~· 

Au , ó ' V ) = ( :\u ( t ) ' 'I ~ 0( t ) e t 
J '.l 

análogamente, 

f(tl,0;,vi (f(t) ,vl aJ(tldt 
') 

ya vimos que u es soluci6n débil en el sentido siguiente 

: ~ (u'( t ) 1 V ) + ( 1\U ( t ) 1 V ) = ( f ( t ) 1 V ) 

para toda v "· 1/ 1 en el sentido de<D'(( 1,,TJ;Vl con 

~',._ (u'( t ) 1 V ) , 0 ' = - (U'( t ) 1 V ) r// ( t) d t 

se c~ncluye ~ue u satisface la condicidn 

. 
· ( Ú')', 0 ' , v l = (- I ~u, d · + f(t),0'),v), 

oar.3 todo v ~ V. Luego 

1 (Ú')', (!!): - I ;U, 0 t + <,f(t), 0) 
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:)ara torio ·21 ·S D(:.,'I'l, ~sto es, u es solución rie u" ... ~.u = !, 

en el sentido de las distribucion-=s vectoriales L;._(c,r;'I'). 

Así, {Ü')'es un ele:nentc de L"'lc,r;V'l, luego identif1-

cando la distribuci6n con l~ funci6n que ella -?fine, oode-

mas 1ecir 1ue (u')' es la se9und1 de~ivada ·..:''. 

Se concluye de ah{ y del hecho de aue u' 6 Ln(c,=;Hl con 

He. V'que u'eo c'co,r;V'), c:eniendo sentido calct.:lar u'(C). 

?asamos a verificar las condiciones iniciales, esto es, 

'J < e l =u ? y u'( e l = u i • 

Iniciar.ios con u (el = u: • Cbservemos que u ,;. C' ( ·., T; '/), 

u'~ L"'(c,T;Hl y u".; L"'<c,r;v• l. De donde u= CJ(C,T;Hl y -

u' ..: e :i (o, r; •1' > • 

Del hecho de que un converja a u d'bilernnte estrella -

en L"°(O,T;Vl, se deduce que oara toda a!-:.C:(Co,rJ, ~)e- Y':'=:> 

se obtiene 

(un ( t · , v )V ~· ( t l converge a 

~ara toda v ~v • 
'.) 

(U ( t ~,V)._ r/;1 ( t )d t 
¡ 

.\nálogamente, de u'l"\ --+ u ' débil estrella en L (ü, 

T;rl), se deduce que para 0 seleccionada, se obtiene 

,.., 

converae a ~(u(tl,v)¡zl(t)dt 
,' ..¿,. -, 

para toda v "=: H. 
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Zn ambas inteqr3les, podemos considerar en el integrando 

el Droducto escalar en H. dicionando las sucesiones de in-

teqrales, resulta que ; 

Cu 0 (0),v) converqe a (u(Ol,vl, para todo v € v, luego 

también para todo v ~ H. 

Siendo Un(C) = u,m convergente para u0 fuerte~e~te en 

V luego fuertemente en~. resulta que u(Cl = u0 • 

Para probar que u•(C) = u1 , ya sabemos que para 0::: ·:º( 

(C,T), lR), con t,l!CT) = O , se obtiene 

1 .• - (u\/ t ) , w ; l 0' ( t ) d t 
.J 1? \1 • 

.-
+ a (un ( t 1 , w j ) w (t ) d t .:: 

":i 

J (f(t),w;) 12Ht)dt + (un(Cl,w;) ¡¡S(C). 
f) .¡ 

uado' j fijo y haciendo tender n - CD , se obtien2 : 

¡":' 
\ -(u'(tl,w¡)<¡j'(tldt + 
~o..,. . 

· •. a(u(t),w;) '/S(t)dt 
J ' o 

+ 

-De la densidad de los Wj en V, ~esulta cue : 

1' 

1 a (U ( t), V) ~ (t )d t j - ( U1
( t ) 1 V ) 0' ( t} d t + 

o 

' ( f ( t ) 1 V ) ~Ht j d t + 
J 
? 

,) 

o 

Inteqrando por ~artes la primera inteqral, siendo u• --

continua, se obt:ene : 



r'=' . 
(u'( e ) , v) GS (C 1 + J ~ t (u•\ t ) ~ (t ) d t + 

o ..,.. 
' 

.. j (f(t),v) ~(t)dt + (u,v} (IS(CJ. 

o 
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~-: 

3\u(t),v) ~t)dt = 
·c. 

Siendo u solución débil de la ecuación u" + Au = f , 

resulta que 

u'(C) u l 

Los corolarios uno y dos del Teorema 1, son v~lidos O!!_ 

ra las concluciones del Teorema ?. Así la sucesión converge 

a u , obtenien~o el límite débLl de la subsucesión Cunl• 
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3.5 ~jemolos de oroblernaq hio~~bóliccs. 

Seall.un abierto acotado de lK 2 
, con frontera re '.:: 1

, ~ 

por ti:ozos. 

Sea V un subespacio acotado de H1 (A), de la siguiente 

forma: 

Sea a(•,· ) : Vx/ -t- !{ jefinid.:i cono si .1U'.'.· 

.l ,. 
Sean dadas las funciones u,, e v, ul t:: L (il.) y f é L ('.~¡) > 

aplicando el teorema 2, existe una funci6n u, 

u G .:: 0 (0,T;I/) ílC
1

(0,T,L.i(.{l)) solución única de la 

ecuación siguiente 

( 1.1) 

( 1. 2) 

1,1 V é. V, 
d:¡ 
~(u(t),v) + a(u(t),v) 
d. t 

u(Ol= u 0 , du \O) -= u1 • 

n 

CHt),v) 

caracterizaremos la solución de este oroblema. 

Sea vé:,t)UlJ y •p!:.D(JO,T[). Integrando por partes se -

obtiene 
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)~:.iltl,vi d¡V (tldt + ~íaC.itt),v) 't'it)dt == l~f(t},v)·y·(i.''H 
o j t o o 

-:!Sto "'S 

<
,;/u + ·.u,v®'Y)=lf ,v ® '!') 
??- ".: 

donde (-,.)es la dualidad ~ntre JJ.' ( _; 1 i y.<;('-+.¡) y 

A.u 

Puesto ~ue el ~roduct~ dir~ctc de los e5pacios ~(fil y 

~IJO,T[) es denso en ~I ~~¡ ~ncontramos iue 

(2) ~ + AIJ = f en "'l sentido de las cj~stribu--
éH'" 

Su:ion-:: 3mos v IS v: de ( • 1 · y ( ~ J tenem0s 

d~t;i. u(t},v) + a(u(t},v) = :J•u ~ 'lu lit> vdx ITT;i. ... 
d:l ) 

donde "formal""ente" :.n. 

.,;,,¡ V "' 'í a ( u ( t ) ' V ) = i Au l t Vd X 
".11. 

al tomar en cuenta el teorema dP Green, y aue 

JJ.vGV, \ªu.(tlvd<r~o • 
..1ra1....,. 

Así la solución de <1.1l y (1.2) esta caracteriz~da ~or 

'3) 
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La condici6n (3.iii} cambia seoún el esoacio V aue se 

considere. 

Analizaremos alguno3 ejemolos corresoondientes a diVeL 

sas elecciones del espacio V. 

Cauchy-Dirichlet. 

Sea V = H~ (Il.l. 

Sean d:idas las funciones u 0 tH~CítJ, u,=L"'(Jl.) y fé L"(.;¡T), 

existe una funci6n uECC)(O,T;H\'11..))ndo,T;L~(fl)) única tal 

u.\;O sobre ~. 

u(·,Ol =u,,, o u ( ·,O l = u en.:":.. •. 
Ot 

Cauchy-Ne•J:nann. 

~n este caso eleaimos V= H1 0ll .• La condici6n (3.iii ) 

se escribe ( siemore formalmente) 

¿:c_t¿ = O sobre ~..,. • 
¡; -~ 

Sean dadac u~r;H 1 UJ, u1¡;L; U'.) y f<;:. L: (~T)' existe una 

fyrtci6n ue c"(O,t;H 1
(H}) (\C 1 (0 1 t:L.:(1lll única, que es solu­

c~.Ór de las ecuaciones 
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Cauchy-Ji~ichlet-Neumann. 

Si :r; es ur.a oarte de I"' de medida '> O , consideramos 

V = ~ V C: H 1 (.it) 
' 

1 
} __ _ 

_ ./~Or. 
:::ntonces, sean u~.: V, u.1.:- L;¡(.t!.l y fr: L~Q-r-) 1 existe una 

función UGCtl(O,T;H 1 ([i.))(J c 1CO,t:L-;{1l)) única que verifica 

Ql'>u + Au = f en O,, 
~~ 

u = O sobre X:, x ] O 1 T [ , 

o U = O sobre T; X ]O, T [ 1 r,-= r - r 0 1 a;;; 
u ( ·, 0) "' u

0 
, .a.u. ( · , O) = u 1 en ..fL • 

ot 

• 
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3. 5. 1 

Jaremos un ejemplo de un siste~a de evoluci~n de se---

gundo orden en t , que interviene en la Mecánica de 56lidos 

y aue es fundamental en las aplicaciones : el llamaio sist~ 

ma de ela:.ticidad. 

3ea1lun conexo acotado de JR
11, n=2 en nuestro caso, de 

frnnt 0 ::"3 r l C J ¡:>or trazos, y :;c,J r;;. Unéi parte de r' de me-

iida >o, supongamos rl = r -r;, . 
Consideremos el problema siguie~te ~ean dadas las --

funciones Ü 0= (u 0 , ,u 0 :i.l, uJ = (uL1,uL:..i d~finidas er.n.y una 

función f = ( fl, f,_ l definida en ' .. L, buscamos una función ü= 

(ui,u~l definida en ~T tal que sea solución de las ecuacio­

n"!s siaui'entes 

~ 
J "«i - [!;-V:, +L cr¡. l ~J 

,, 
e.1 d , ... ::. tn QT 1 ;;Y..~ ... j 

ñJ., ( &, (í,'2 t- ; K¡ C';: J ::: ~;¡. 
'} 

e.2 ~ ~" ':_>¡ 
-¡¡ t J 

e.3 u.! " /,(;.::: o sobre ro X ] 0¡"T[ 
' 

11: ;¡ 

e.4 ;t r:;.J. vi = o 
J~L 

sobre. r, -< ] 0 1 T[ ' 

e.S iJ,. ( . J o) = u o,,. d¡; .. ( • .J o) -:: I{ .l • en Jl., 1 ¡¡r j' 

e.011 ' • .: l, ). 

e,6 CJ';;¡ : ). ( d 1 V i.( ) t,- J° + :; _!< €;,J ( Ü.) 1 1~ { = 11 ). _, :J ~O 
1
/.? O. 

La ley de comportamiento es e.6 • 
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Las ecuaciones (e.1l-(e.6i describen la evolución que 

ocurre con el tiemoo de oe~ue~os desolazamientos a oartir -

del estado natural de un cuerpo sólido hcmogeneo e isotróp.!_ 

ca sujeto a una fuerza de densidad f y fijo riaida~ente en 

r, los despl~zamientos iniciales y las velocidades inicia--

les de los desplazamientos son a. y ü, resnec:ivamente. 

Sn las ecuaciones ~ = <;' (x) es la densidad del cueroo -

sólido en el estado natural. 

Así tomamos 

e.7 V =\Vé (HL(.f!.) X H 1 Ú'L)) j V= O sobre I'
0
¡. 

Teorema. Suoongamos que la función \"- L"'(.n.l verifi-

ca 

e.8 J./- X ~i!. 1 \(X ) >, i\ 0) Q • 

As!, sean ü
0

t: V, li,6 ((;}lJl.)xL;(lL)) y fti (Li(QT))" ,n=2 1 

existe una función 

~nica solución de las ecuacinnes (e.1l-(e.6l. 

Demos tractó.Q.. Sea H ( L" Ul.i x Li Ü'. ) "'.lrovis to del -

siguiente producto escalar 

(u,v) 
,,~i f 

Z \ 'i' u ,· v,. dx , JI. ü ,v ~ H , 
<'= J J 

..J1 
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a nartir de la condición (e.8), este oroducto escalar es -­

e-¡uivalente al oroducto escalar habitual de (L.l Ul)xL;ilíl.J ). 

Así tenemos 

a(u,vl 

donde <r.{ est::i dado por (e.6) • A oartir del teorema 2 exi~ 

te una función ü é :º(J,T;V; n .::~ (O,r;Hl soluci6n única de 

J./ V~ V, 

ü(O) = u
0 

, 

j: ( Ü ( t ; , ii ) + a (ü ( t ) , v ) 

d. Ü( o) 
~t 

( I.w -, ,v 
f 

u~ razonarnientc similar al d~l ejemnlo ~ de estG sec--

ci6n verifica que el problema asi resuelto no es otro :ue -

(e.1)-(e.6), donde la ccndici6n (e.4) es como habitualmente 

se entiende en un sentido formal. 
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