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!'fTRODUl.'r.rorr. 

Estas not::i3 trntnn el concento <Je continuid-·d, WF. de la::i i,¡ •S L .. -

e.;uro:;i'J. de oontinuiC:,1d, co,nent~iremos P.:•te concento breve1;.eate en 

forrn-" i11tuitiv•1 p'lrr.t orient,;r Al lector sobre su si[':nific~·óo, 

Conoiderer.io3 l'.t fll!1ci611 f t:il nue : 

f(x) =....L con x €IR , cuya. r:rñfica es 
x-2 

!L 
¡t 
1 
l 
1 
1 
1 
1 
1 

Y la funci6n g(x) 2 
E. IR cuy'1 gr1fic:.; es = X con X , 

En l<.is n.·r:~fic3s de f y e en l'.1 vecb.d?.d rle x=2 , norle:E03 ver r;ue 

h;W ltri s9.lto o rotur;1 en I ·· f."r•~fic:i de f(x) , l)ero !lO lo h<i.y cm 

la er1fica de e(x) • 

i:•ste hecho .:;e C?'["WC.;;'1 dicientlo 'lUC l.ri ftt'1r:i.6-. .f(x; c.~ c'!Lv·c::l' i-
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nw:i en 2 y oue la funci6n g( x) e.'3 continul'I en x=2 • 

Otro modo de exnresar lo anterior e3 como sieue : 

Si x se a!Jroxima hacis:i. 2 el correspondiente valor de la función 

f(x) debe llee;ar n ser t'Jn nroximo a. f(2) corno se desee , CU"l.!_ 

quierFl oue sea lo. forrn::i con que x se ncerc.'1 n 2 • 

Al A~roxi~:i.rse x ~1 vqlor de 2 tonto nor la derech~ , ( x se acer_ 

ca l'I. 2+ ) como nor la izquierda ( x se acerca a 2- ) , el valor de 

g(.x) se '!:proxi:ria a su valor en 2 , lo que no ocurre -para f(x) , 

en vez de esto hay un snlto en su gr1fica en el punto 2 • 

Por lo ta.'lto la í'unción f(x)=_.!._ es discontinua en el 1Junto x=2 • 
x-2 

Por el contrario la función g(x)= x
2 

es continua en el nunto 

x=2 , ya que cu:mdo x se acere". P ?. , e(x) se acerca. "" 4=g(2) • 

A continu'.lci6n ana.liznremos otro eje1rrnlo. 

Si f es la función definidll de la si{':uiente mmera : 

f(t)= qt en la que t reuresenta el n~nero de tazas de cafd con 

sumidas por una persono y q el costo corres~ondiente. 

Nota: se cobrará cFJ.da taza de cs.fd no imnorta que no hi:iy"J. sido t.2_ 

m:.da tot?..l:r.ente. 

La r.r8fic~ de la función f serín la sieuiente 
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3 --
---~----------- T'1z11s de c::ifé 

1 2 3 4 

En los VRlores de una función continu"l no '"ª pre!.lentCJn :;alto3 brus 

coa corno en el ejemnlo ~nterior. 

H"lblando en t6rn;ino.:; c:e;ier,,_les , direr.o.:: (!Ue un:i. función es conti­

nu'l cuando l"l p:r(.fic·:i. es una. curv1=1 Rin interrupción. 

A partir de este ra?.onamiento podemoa estudi"r intuitivruaente 1,., 

continuid~d de tuw. función f(x) , hHciendo que le. V8ririble inde­

pendiente x se 'Tnroxime indefinid.'l.mente , nor l•.t derechr.i y "!JOr l:i 

izquierda, h9.CirJ. un valor ':'refi j.?do a 

~ menos que 12 función f(x) sen constante en el entorno o veciri­

dad de n su valor C'JHibi'.lr.1. 

Si el w\lor de f(x) se acerca 8 el vrtlor de f(a) , es decir , ~i 

valor de le. función en el nunto r.refij . .,,do x=e. cu'llquier · que :.::e-· 

lr:t forr.iD. cc::io se ocerr¡uc x a el l)U.'lto n 1 l)Or un le.do o TJOr el 

otro, se dice que 1,,. función es coritinuP en el .~unto n 

3i e:;to es cierto 7J··r" todo 1')tt'l.to x do cierto interv'.llO , se dice 

r¡ue l'l función es continu<1 :Lrn cnch n1mto A. en el interv:ilo. 
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f(x)= (D D·~r?. x "# O 
\1 n·:tr'' x O 

Gr:'tfic9. de l'i. ftu1ci6n f(x) 

.3i X se acerca r-1 o+ entonces f(x) ::ie r-,cerca a o . 
Si o - entonces f (x) o X se acercA. a se acerca él . 
Como f(x) se acerca a o cuando X se ecerce. a o , decimos que 

límite de f (x) cu~ndo x tiende ~ O es cero • IoÍ'IJ f(x)= O ) 

x--o 
De este modo existen nmbos lír:1ites nor lR <lerech3 y nor l~ iz-

r¡uierda y son igu~les , nero ln fu.~ci6n no es continua y~ que el 

valor del lÍinite de f(x) cu·mdo x se r;cerca a O es diferen-

te a el v11lor de la funci6n evnlu'-'lda en O , es decir f(O) = 1 

y Lím f (x) = O 
x-o 

En for:;n {!'eneral !lOder.ios decir que un.'1. función es conti11u·1 en el 

nunto n cuA.ndo 

i ) f esta. definida en a • 

ii ) f(x) tiene lí1r1He en P.l nunto H , 

..... -;~·. ' ,; 



iii ) Lím f(x) = f(a) 
X-t'B. 

5 

Jl.unaue tod::t función oue este renre:;ent·,idn nor un'l curv;;. sin inte-

rrupciones es continu'l , es facil rlefinir fu"lcione::i que no 3on con, 

tinm1s en todo uunto , ,,ero q_ue estE·.n c1..efinidas riarB. todo vr-ilor de x • 

f(x) =j l+x 
l-l+x 

parn 
n.:i.ra 

X?O 

X" 0 

Gráfica de 1.1 función f(:x). 

L1 ust e ejemplo observar:ios que 

;)i x se <:>cerca a o+ f(x) se acerca ::i l • 

y 

Si x se acerca a O- f(x) se ~cerca a -1 • 

El límite de la función no existe "ºr lo t!J.nto no es continw~. 

Ejemnlo 2.-

Otro tino el.e di.scontinuid'l.d es el aue TJresent.'.1 1::i fu.'lci6n 
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f(x) =-1... 
2 

X 

en el punto x = O • 

Grñfic'l de lg funci6n f(x). 

Si x se acerca n O , seA.. por l::i. derecha o -por· lR izquierda 

f(x) tiende a infinito. 

En sentido estricto , el V3lor ue la funci6n no est9 definido p~ra 

x = O , ya ~ue el infinito no es un nQnero, 

Ejemnlo 3.-

Si f(x) º l 2x
2
+x-3 parP X ,P 1 

x-1 

2 para X = 1 

GrMicfl rle lP fu.nción f (x). 
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Hay unn discontinuidud en x = 1 ; yrci. que o pes:1r de existir el 

límite de f(x) cu'.lndo x se n~roximn 8 1 , óste es diferente a 

el V9.lor de la funci6n evnlu~.dq e:1 1 • 

Sunongs1nos nue x se '-1.nroxima a l de l::i. siguiente mf.lnera 

Por la izquierda mediante lB sip;uiente sucesi6n: 

X ,g entonces 

X = .99 entonces 

X = 0999 entonces 

X = .'3999 entonces 

y -cor la. derecha mediante l'.l 

X = 1.1 entonces 

X 1.01 entonces 

X = 1.001 entonces 

X = 1.0001 entonces 

Por lo tanto podemos decir o_ue: 

Lí:n f (x) = 5 y 
x-1 

Notese que si f(l) se define 

Lím f(x) = 5 = f(l) y entonces 
x-1 

f(x) 4.8 

f(x) 4.98 

f(x) 4.998 

f(x) = 4.999 

sucesi6n: 

f(x) 5.2 

f(x) = 5.02 

f (x) = 5 .C,02 

f (x) = 5.0002 

f(l) = 1 

como 5 , entonces 

f(x) sería continuH para. x = 1 . 

A este tiuo de discontinuidad 2e le d'l el ~1ornbre de discontinuid:id 

removible. 

En ,'l'.eneral , sun6nr,:>.se que f es U."la funci6n discontinu·1 en el 

número r.1. , nero nara el CU8l el J.Í:n f(x) exista , entonces nueclon 
x-n 
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nasar dos cosAs. 

Pri1.1ero (1Ue f(a} sea diferente "'· el Iím f(x) 
X-to3. 

o 

Jegundo ~ue f no este definida en a • 

Tal discontinuidad ae 112.i.:a ciscontinuidad removible 

f fuese redefinida en a de tal tn':'nera qtie : 

ye,. que si 

f(n.) = LÍ'll f(x) entonces f(x) se volvería continua para x = a 
X-+a 

Si la discontinuidad no es removible entonces se llama discontinu,! 

dad esencial. 

A co!lt inuaci6n dare:nos ale;unos e j em~llos. 

1) Consideremos la funci6n g(x) definida de 13. siguiente m:mera. : 

g(x) =t_l_ 
x-2 

3 

i:;i X ~ 2 

Si X = 2 

Veamos si la discontinuidad es removible o esenciP.l. 

lL 
2. 

Gdficn de la funci6n p;(x). 

Tenemos que r,(x) ea discontinua en x = 2 y el límite de g(x) 
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cuando x tiende a 2 no existe , nor lo trinto l·'l. discontinui-
d'l.d es esencial. 

2) Si h(x) = [3+x 
3-x 

$i X' 1 
Si l< X 

Gráfica de la función h(x). 

h(x) es disoontinua en x = 1 yn nue el Lím h(x) no existo. por 

x-1 
lo t<into l~ discontiauidad es esenci'ü. 

3) 3i 
F(x) = t tx;J I si 

3Í 
X ~ J 
X = J 

IJrifico. de la fu.."lción F(x). 

F(x) ~s discontinu<J en x == 3 Y·"'- que el I!m 1"(x) = O 

x-.3 
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pero !1(3) = 2 , sin emb!lr~o ·3i redefini:r.os 1''(3)=0 entonces la 

funci6n es continua en 3 , y aaí la discontinuidr:i.d es re1!1ovible. 

2J:;;t¡CIGIC'J 

Demostrar que 1'1 fu."lción es discontinua en el número a • r.uee;o 

determinqr si lA discontinuid-;:.d es r·e;novible o eaenciBl • 3i 1•3 

diecontinuid'3.d es removible , definir f(a) de wmera. ,;ue l::i di:s_ 

continuidad sea re~10vible. 

a) f(x) 2 
= 9:< -4 

3x-2 

e) 2 
f(t) = ! \-4 

e. =_L 
3 

Si X ;/: 3 
ai Y. 3 

si 
si 

t 6 2 
t>2 

a = 3 

a.= 2 
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DEFINICIO!>l PRECISA DE CO!{TPlliIDAD. 

I.a funci6n f(x) es continua -p9r~ el VRlor x = a si , para 

todo número positivo E , uor 'Pequeño 11ue sea , 'Puede encon-

trarae otro Ó , tembién ,,ositivo ( que depende de E. ) , tal 

que : 

lf(x) - f(a) 1 <. E 

\x-a¡"'-J 

uara todo x que cum~la la desigualdad 

.. 

A continuacicSn daremos algunos ejemplos , demoatrando 111 conti­

nu:idad de algunas funciones a partir de la definicicSn de. conti~ 

·. nuidad. 

Eje!lr!llO 1.-

Demoatrar que la fWlci6n f(x) a x3 ea continua en el punto a • O • 

\ 
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-:i.1-
Gráfic!I de la 1unci6n f(x). 

Gr~ficamente es ele.ro ~ue 13 funci6n es continua en el punto a = O 

b:=i.sandonos en nue:3trn '!'.lri~1er'"'· idea ::icercci de la continuidc>.d de 

uni;i funci6n que dice : Si lH. cr~fica de unu función no tiene sal-

tos ( es decir se ~uede dibuj~r sin se~srRr el 11~iz del papel ) 

es continua. 

Para demostrar esto se tiene que 3 f(R) = 0 = 0. 

Primero consideremos cüeunos e jemulos , i:tsi¡:nemos 9 €. cualquier 

vqlor positivo , TIOr ejenllJlo E _1_ 
1000 

Debemos demostrar ahora f]ue si x se m·1ntiene suficiente:nente pr_2-

ximo a el nu.~to a = O , los valores corres~ondientes de f(x} no 

diferir1n de O mas de .001 ; ea decir , estc.rñn situc1dos en-

tre -0.001 y 0.001 , se ve inr~edi2t!3:1ente que no s<:>.len de e3e 

interv:tlo si se i:~1none la condició~ de que los vqlores de x di-

fierM d.e a = O en weno<1 de 
( 
o 

:Je tiene ,..ue 3 jf(x) j =X e::'.. .001 o 

~ 0.001 = 0.1 pues silx\<O.l 

.001 nor E -4 = 10 ••• 
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-k ••••• 10 
4 

• 

En f'ener;ll , vernos que si Ge toma f:J "'~ , y :1Ue si 1 x ¡ < .}r, 
entonces 1 f (x) - r { n ) j = c5 3 • 

Por lo t1nto lt> función es continu'• en P-1 nw:1to A 

Ejemnlo 2.-

Demostrar ~ue 1=1 función y = ]._ es continua nar=. todo VAlor e ~ 1 
X 

Gr1fica de l'.l fu."lciún y p~.r.-. x O • 

Lo que debemos demostr::.r es c;ue si x se 1runtiene stúicienteu.en-

te TJroximo 3 e , los V'.·loros corresnonuientes de f(x) no ái-

ferir11n de f(c) m3.s de u.>w ciertR E > O ; es decir est"lrán si-

tundos entre f(c) - E y f(c) +E 

Aplicando ln definición el.e continuid·,,d , queremos oue 

lf(x) - f(c) 1 = 1-xl - le 1 = I=< - e 1 <. 2 12S...=....E.I 
~ le ¡ 

3i E "7 O 1 encontr<>re;aos el v1;ilor de ~ 
2 

P:::-.rn riue 2 I~ 1 < E, 
le l 

... 

SÍ l < X 

2 



B:lsta que lx - cl<~l=Ó2 
? 

14 

Tomnndo [> = minímo ( l , Ql ) . 
2 

Por lo t'1llto jf(x) - f(c) 1= lx - el 
lxcl 

OPERACTIO~TES CO'•J Fmrcro1rns. 

pe.ra 1 x o 1 e:: ~ 
y 1 <X 

En la vida diaria e:.:itamos rodea.dos de funciones que <tpsrecen en 

ce si tod?.s las cos:1s ; a continuaci6n daremos u.11os e jcmplos : 

l.- ~ cada ciudad corres~onden dos números , su latitud y su 

longitud geogr~fica. 

2.- ~ cada uersona corresponde un idioma su idio~a ~~terno. 

3.- El volu1r.en de u~ cubo es funci6n de la longitud de sus ·Jristas • 

Si las aristas tienen de lonei tud x , el volumen esta d2.do por 

la formula V = x 3 

4 .- fo ley de Boyle establece que Dara un g9.s idegl ::.:. temper.1tur:i 

constante , si el volumen es v unid~des, la presi6n p e~i tle 

~ unid.Bues , :Jie!ldo k un n{1rnero fi;;c • P.n este e _e te!:<;.;,,_. una 
V 

ley volwnen nresi6n y l'l funci6n volu.11en presión f c.:it{ ceter.nin1da 

por f(v) = ~ V~ 0 
V 

Tm. el ejemplo 3 observamos que V = x3 t"lmbi~n lo nademos ex-

uresrir uor 2 V = X • X o V = x.x.x 

.. " 



como f(v) = k • 1 
V 

f(v) = Je 
V 
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v 7 O , tR.mbi6n lo :r;iodríamos ver 

Hasta i:>.quí hemos 1m·~li•n:tdo funciones sencill:ls que sin emb:irgo l"la 

podrí,1mos ex,,resar de unn maner3. rr."ls simule, 

L"ls Ol)eraciones con funciones nos n.yud.1.n :J si1milificar un'\ fun-

ci6n com:>licadR, expre.:iandola en tér111inos de funciones sencill's, 

Por ejemnlo si quisiera1:ios averiguar l"' continuid::o.d de la sie;uiente 

2 
R{x) = 5x - 3x + Q 

{x+l) (x+3) 
funci6n : 

No sería sencillo aplicar lP. definici6n de continuidad ; pero si 

esta ;nis:no. funci6n la deocom'\)usierr.t;nos en un cociente de ciertas 

funciones f .Y g tendrí~mos que : R{x) "',iltl donde 
.g(x) 

f(x) = 5x2- 3x + 9 y g{x) = (x+l) (x+3) 

l\dem!ia estas funciones f y g é~ su vez descomponerlas en surr.8.s 

o nroductos de funciones me.s simyles , de est:.. mgnera podrÚtmos 

encontrar mss f2.ciLr.e!'lte una respuest::i. ::i.cercA de si li:i. funci6n 

R(x) es continua en un cierto 1Jw1to. 

Definici6n : Drid::i.s dos fw10iones f{x) , g(x) 

i) Su auma , denota.da por { f+g ) {x) es la funci6n ñefinida 

::ior (f+g ) {x) = f{x) + g(x) 

ii) Su diferencia , denote.de. -por (f-e) {x) es la funci6n clefi-

nidA nor {f-~) {x) = f(x) - e(x) 

iii) Su nroducto , 1enot'1{\o ;ior {f.e') (x) es b funci6'1 defi-

ol < •• 



16 

nida 1'0r (f.e:) (x) = f(x} • c.dx) 

iv) Su cociente , denotado nor { ! ) (x) , es ln función de­
g 

finida ~or ( ! ) (x) = filLl. 
g g(x) 

En cada caso el dominio de le función resultante consiste de nque-

llos vnlores de x comunes.a los dominios de f(x) y g(x), 

con l~ exce,,ci6n de que en el caso iv) los valorea de x ~ar~ 

los cuqles g(x) = O se excluyen. 

A continuaci6n considere~os dos funciones f y g continuas en 

un cierto mmto x
0 

y analizaremos como se com-portan f+g , f-e , 

f .g , f/g 

Ejemplo . . 
f(x) = 2x es 

g(x) 2 = X es 

:U obgerv~.mos 

continua en el '!)unto XO 

continua en el punto XO 

la gr8fica de la funci6n 

= l 

= l 
f(x) en el punto X = l , o 

notamos que al dibujarla no despeg:unos el lá-piz del p::!pel y r.>Or lo 

tanto es continua de o.cuerdo a nuestra. nrirnera. nocidn de conti-

nuidad , lo mismo .sucede -para las gdficas de g(x) , (f+g) (x) , 

(f-e) (x) , (f .e) (x) , (f/e) (::r.) 
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Gr{fic~ de f(x). 
~r~fica de e(x). 

Gráfica de (f +g) ( x). 
Gr.-l'fica de (f-g) (x). 

Gr~fica de {f.e) (x). 
Gr1fica de (f/e) (x). 
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Demostr<tremo::i que f(x) = 2x es continw1 en x0 = 1 

Aplicrutdo 10. definici6n el e continuid:;d: 

!r(x)-f(x
0
)! = l:>x-2! =l2(x-l)l=2lx-ll 

Si E> O encontr,:re111os el valor de $ 

pRra que 2 lx-1 ! < E. 

bast'i que 1 x-1 1 <. S. = Ó 
:? 

Por lo ta.1to 1 f (x )-f (x ) 1 <. f o si 1 x-x 1 < d = .5 o 

esto es f es continuR en x =.l o 

2 

Probaremos r-thor:;: q_ue g(x) = x
2 

es continua en x 1 o 

Aolicando ln uefinición de continuidad : 

lg(x) - g(x ) 1 = 1 x2 - l 1 = l x-1 I lx+ll o 

y si €'"?O , encontr3.remos el v::i.lor de b . 

x-1 < l b'-'sttl. que 

x+l < 3 esto es l x+l l < 3 

y entonces pGr:?. 1 x-1 1 <Ó
1 

y 

le(x)-1.7.(x
0
)I = lx-1! lx+ll< 3lx-11 

si € 7 e , n-•re oue 3 I x-1 I< E b·-•st:.:i ciue lx-11< É, 
3 

= 6 

Entonces tom,mdo d = ininÍ:no ( l, E¡3 ) conclui~o.::i que g(x) es 

continua en x
0 

= 1 

2 

Demostración de que F(x) = (f+g) (x) = 2x + x
2 

es continu1 en x 
o 1 
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.'\.plicando lR r1eí'inici6n de continuid"'d : 

IF(x) -F(x
0

) 1 = !?x + x2 - 3 l = lx-11 jx+JI 

Si 1 x-1 I< 1 = Ó 1 

l(-1 < 1 

X < 2 

x+3 <.. 5 

1X+3 I< 5 

Y entonces 1nr,1. 1 x-l I<. Ó1 

IF{x) - F(x
0

) 1 = 1 x-1 l lx+31 < 5 l x-11 

y si E. > O y f''1r0 C1Ue 5 1 x-1 1 < E es suficiente que 

concluicos que (f+g) (x) es continu'~ en x = l o 

Dernoatraci6n de que F(x) = (f-g) (x) = 2x - x
2 es continu:i 

en x = 1 o 

A.nlicando la definición c.ie conti~ui<1.•d 

IP(x) - F(x
0
)I= l2x - x

2 
-1 I = lx

2 
- 2x + l l = 2 lx-11 

Si€.) O 1 F(x) - F(x) l = 1 x-11 2 
o 

SÍ Y solo SÍ 1 X-1 1 < 'fÉ Y !)Or lo t·.·.nto SÍ ¿ = {f y 

1 x-1 1 < J, entone os IF(x) - F(x ) 1 ~ é 
o 

que es lo que ",¡,;,-

riamos de:·1ostr···.r. 

Demostr8ci~n de que F(x) = (f.e-) (x) = 2x3 es continua en x-::: l 
.., " 
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\F{x) - F(x )1 =12x3 - 2t = 2 lx3 -11= 2 \x-ll\x2 
+ x + 11 o 

Ji l x-1 l < l ento:i.ces -1~ x-1<.1 

O < x..: ? nor 1 o n ue 2 2 z < 4 y 'iOr lo t"nto x - + x + 1 < 7 

y entonces nnrr:i lx-11 ... <\ 2 
, \f(x) - F(x

0
)\ = 2 \x-1\\x +x+l\<14\x-1\ 

y si E.- O y n.'"'r:1 '!Ue 14 1 x-11.:'... E. e;i suficiente 0ue \ ::-1\.<.~/ 14- Ó 2 

entonces to::nndo d = miní:~.o ({),
1
C)J) conclnimo::i nue (f.!!,)(x) es continu 0 •• ,. 

De.no.,tr,1ci6n de nue F(x) = (f/g) (x) = 2/x es continu!l en x
0 

= l 

\plic[•ndo la definición .ie continuid9ci : 

1 F(x) - F(x
0

) l = ¡ 2/x - 2 ¡ 1 2-2x/x 1 = 2 I~ 1 
lx 1 

3i 1 x-ll~l/2 = Ó 1 entonces 1/2 ~ f X 1 

Por lo t:mto IF(x) - F(x ) 1 = o 2 l.!=.:: 1 ~ 4 ll-x 1 
lx 1 

para E"> O encontrar-eme.:- d t;-Jl que 

entonces to:nmdo á = ::iiní:no ( 1/2 , E¡4 

si J > º j' s~ 1/2 

si 1 x-1 1 < d 
obtenemos IF(x) - F(x

0
) 1 <E. 

He:nos observ::icio en nuestro e je:nr.ilo cmteriur que si to;n:i.mos dos 

fllilciones continw::is f y g en x l."Js funciones o 
+ f - e , f.e; , 

y f/g son tnrnbién continu~s en x
0 

; este hecho se !JUede r:ener::i-

lize.r. 
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TEOREll'\ :1 

,)i f(x) y f". ( ;() ~on dos funcio11es que son continuas en el T'lunto X entonces o 

i) f + e ) ( X es continua en X 
o ii) f - e ) ( X es continuR en X 
o iii) f • g (Y.) es continua en X 

o iv) ( f / g ) ( X ) es continua en X 
' suponiendo e<x ) = o o 

o 

Demostración i) .-

Como :_f{x) es "una función conti'1UA. en ~=xo se cumple que si 

E)O p<:>ra cilp:un.'l Ót'>O 
entonces 

1 f{x) - f(x ) 1 < é. 
o 2 

Como g(x) es también u_,..,, función continuP.. en 

siempre que 1 x-x
0 

je::. J~ • 

que para un d~ ) O 

Sumando se obtiene que : 

/g(x) - g(xo)/< €_ 
2 

lf(x) + e(x)] - [f(x ) + g(x )1 
o o~ 

y por la desieuald'JU del trüfof{ulo tener:ios 

X=X 
o se tiene 

/f(x) + g(x) - f(x0 ) + dx0 )/~ /f(x) - f(x
0

) / + /g(x) - g(x

0

) / 

.3A.bemos también c¡ue :ii 

entonce.o 
1 f(x) - f(x ) I<:· E, 

o ? y /e;(x) - g(x
0

)/ < E 
2 
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y por lo ta~to en este CABO : 

Tomando J ieu.:il ul mínimo entre cS\ y d~ ¡ y si 1 x-x
0 

l <.d entonces 

1 f(x) + e(x) - f(xo) + e(xo) 1 <. €. 

(f+g)(x) es continua en 

Demostraci6n ii).-

X=X o 

y por lo tAnto la función 

"'n urimer lug':lr cerno3tr'lremos r¡ue .3i f es unt1 funci6n continu;-;. en 

X 
o 

y e = o tma const<:inte ; Entonces 

Aolicando la definici6n de continuid'id 

cf es continua en x
0 

co:no f es una función continua en x entonces se puede encontrar 
o 

~ ó >O t1ll r¡ue TJarr-t 1 x-x
0 

I< á , lf(x) - f(x
0

) I< S, 
e 

y por 

lo tnnto 1e1 lf(x) - f(x )1 <E o 

Re~resando al teorema original : 

, !.?. función -g = ( -1 ) e es continue. en 

' ; ?nterior. 

x ~or el result'ldO 
o 

{, ?or lo tanto L1 fu'1ción f - g = f + ( -e ) es continu-. en x
0 

;y·1 que ln sum'l de funciones continuas es continua. 

: De.r.ostrnción iii) .-
,.· 
?To;ie111os €,)'O , trnt::imo3 de T}roh·,.r t:]Ue : 

1 f(x) •. ":(x) uiemnre ~ue 1 Y.-x
0 

1 <. d 



. ·, 
·- . .J 

p:i.rn un valor n.o si ti vo y ?..decu•1do do 

::;m::mdo y restando el térmü10 g(x) f(x ) 
o 

, tenemos : 

1 ( f. e ) (X) - f (X o) e( X o ) 1 = 1 f (X) e (X) -e: (X ) f (X o) + g (X) f (X o) -

f(xo) cr(xo) 1 ~ le<x>11r(x) - f(xo) 1 + jf(xº)' jg(x) - g(xo) 1 

Si lg(x) 1 no se he.ce fr'mde para x proximo a x , podemos 
o 

ciendo lr(x) - f(x
0

) 1 y 1 g(x) - g(x
0

) 1 suficientemente ne-

quefio. 

C'orno g es continua existe un número d, >O , tal que si 

1 x-x
0 

1 <Ó 1 , entonces 1 e(x) - g(x
0

) 1 <. 1 

Por la desigualda.J del triánffUlo tenemos : 

1 

ror ser f y e f'u.'1.ciones conti!'lUJS existen númeroa d;¡ ':>O y 

tales que : 

1 f(x) - f(x ) j < ___ E..._.,._ 
0 

2( g(x
0

) + l). 
y 1 x-x 1 < d . . .. . 2 

o ~ 

y 

le(x) - g(x >I< é y ¡x-x
0

j-:.d ...... 3 
0 2( f (x ) + 1 J 

o 

Sen d = minímo t (i, 
1 
d ¿ 

1 
ó ~ \ , entonces , siernpre que l x-x

0 
l<J, 

1-"'s desi1111r.ltlnr!eo 1 , 2 , 3 oe cwn:ilen • ·'sí ~ues : 
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< ( 1 g(x
0

) 1 + l ) E 
2 ( l.::(x

0
)!i-l) 

E/ 2 + é/ 2 = E. 

Demostración iv).-

+ 1 f(x ) 1 é 
0 2--:-( -r-¡.f~(--x -):'":"l+--:-1-

o 

y 

f(x) I e(x) es el Droducto f{x) • 1 / e{x) 

< 

.Je.hemos que el YJrotlucto ele funcione,1 continu.is es continu9. , por 

lo tanto bJ.:::t~ aemostr'.ir r¡ue i / e(x) 
es continua en 

que la funci6n f(x) es continua por hj,nótesi3 en x 
o 

l 1 / g(x) - 1 / g(x
0

) 1 = 
'!()( ) - CT(:dl 
e(x) g(xo)j 

COIJIO e(x) es continu:i en X ;:ii e > (/ 
o , ~e ~ueJe elegir 

ci >O til nue ai 1 x-x
0 

1 < d 

2 lle(x
0

)1 > 1 /¡g(x)I y 

1 tI(x) - g(x
0

) 1 < E. c:.2 (x
0

) / 2 

Por lo tcnto 

= 1 p;(xo) - g(x) 1 < él)?(xo) 1 2 

!t(x)e(Y0 )1 ? r'x0 ) r(xr) 
= E 

·-·-··-···· .. ~ ......... -. ....... -·- ,, •· ~ 



si 1 x-x 1 < d o 
esto dice ~ue lq fu_nci6n 1 / e(x) es 

continu" e~ P.l nu.nto x· o 

IH función nolinomil'tl es continmi.. 

Demoi:>tr.:i.ci6n.-

D!lmostramos en primer lug<J.r ciue l'.~ fu.nci6n f ( x) = x y l'ls cons-

tentes son continuas ; por lo t mto , por el teorem:i anterior r1ue 

dice que el l_lroducto de funciones continuas es C0!1tinua, entonces 

las sieuientes funciones ser,fo continuas. 

2 
X = X • X 

x3 = x2
• x 

Lueeo toda fu.'1.ción xn , con n natural es con·t.inu;;. 

También he;nos riernoDtrado nue l'ls const-mtea son conti!1U"IS , nor lo 

tento las fu..nciones de lr.i for!ú'°' 

nRtural , :3on continu·-1 !J, 

n ex , con e Ul19. co:rnt'Jnte y n 

Sabemos tambi~n que ln suma de funciones continu-;i:;i os continm• 

y ya r¡ue los i1olinomios oon num·1s c1e funciones continu.'1;; 1 es decir, 

11 6 f'1t'1cionns ñe 1n. for·:i·, ex , coneJ.ui.:noo f!HC 1.1 flU1C't n ")OJ.L1oi;,i"l 
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es conti."lua. 

TEO.nr.;A 3 

I,ft funci6n racional es continu<1 en todo punto de su dominio. 

Demostración.-

Una funci6n racional se ~uede escribir como f /e , donde f y 

e; son polinomios que no tienen raíces couiunes , ya que los po-

linornios son continuos esté cociente es continuo en co.da punto 

que !10 sea raíz del denomin!:!.dor e 

TEOREMA 4 

Continuidad de funciones comnuestns.-

Sean f y g funcione.::i que cumplen la condición ele ::ier conti-

nuas en x , f continua en x y g continua en f(x ) = y 
o o o o 

entonces también lo es la función compuestR. F , dP..da por 

F(x) = g (f(x)]. 

Nota 3e'l f(x) definida ~n un cierto conjtmto D y con domi-

nio n y sea g(y) definida en un conjunto D' que contiene 

al dbminio R • Así si x esta en D entonces f(x) ecita en 

D1 de tal rnf.mera que e [r(x)1 eoM definida. 1·-~ función resul-

tinte se llr-.m-~ J.n co:nnosicl.6!1 ele ~ ºº'' f 
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Demostración: 

Sea x. un ~unto de D. Entonces y = f(x ) esta en D
1 
p~ra todo o o o 

é;. O , existe un 6
1 

;;.O tal que: 

Existe J'l , o tnl que: 

/ f(x) -y0 j = 1 f(x) - f(x
0

) 1 <. ~ 1 1 si x-x j <. J 
o 2. Así si 1 x-x

0 
1 < d2.. 

j F(x) - F(x0 ) J = J g [f(xJ) - g fr<x,J}/ = /g(y) - g(y

0

JI <E 



Ejercicios: 

1.- En los siguientes ejercicios f(x) y g(x) son funciones continuas 

2, 3, 4. 
numeradas abajo es continua. Vcrifíquelo, us~ndo los teoreMqs 1, 

de x; definifü1s nnra todo valor de x. C2.da una de los funciones 

a) Q(x) = f(x) + dx) + f(x)g(x) 

b) Q(x) = __g(x) .
4 l + f(x) 

c) Q(x) = f(x2 + 2x) 

2.- P1>.ra las sieuientes funciones f encuéntrense loa puntos (si es 

que hR i:ileunos) donde la funci6n no es continua: 

a) f (x) = cot x 

2 b) f (x) = X 2 

3 2 
X - 4x + 4:r 

c) f(x) = x5 - x3 + l 



?1 

d) f(x) = X + 3 

x2 + X + l 

e) 0 si X 0 

f (x) = X si X (0, 1) 

1 si X 1, 



'\ c:mti:iu'1ci6n estlldifirc"0.3 ri~r;un°1a f1mcíanes trD:ice.1dcntea y de-

1:Joa\.r"l.re•!:Os riue son continuéis. 

i·unción 3eno.-

~s w1::i C.e lns funciones trir:ozw,nétric ·1a ;fi'.' s imnor·t:>ntea, recorde.t:os 

su definición ?~om6trica: 

C'o:isidere·~oa la circunfercnci"l. unit .... ria x 2+y2=1 . 3u,..,onee.mos c¡uo 

e es un nú::ioro real. Color;ue:::as i.m :ín.c-:ulo que tiene •1 el~ida e!1 r2 

di":ie:::i e , e;1 :iosición ncr:::al (es necir, tiene el l·Jdo "inici'l.l" 

sobre el lr.do positivo del eje x ). 

3e?. el ...,unto r la intersección del l'\do ter:ninGl del ánculo con 

el círculo unit,:irio con centro en el ori,::cn. '3i P es el 'JU.nto 

(x,:.·), entonces 13 funci~n seor) e::ita uefi:üd:i. :ior: 

y 1.:;. fl'nci0n coroeno est'.'. definid8 nor: 



:n 

2 TT, esto eo: 

sen(e + 2 1\ = sen e y cos(9 + 2 n) = cos 9 

(O, 1), r( TI) = (-1, O) y ,,orlo tanto, 

co:: O = sen TI/ = 1, ;¡. sen O = cos t'r'¡ = 3en '11 = O, cos Ti = -1 

co~~ P(9) y P(-8) Don si~6tricoa reancct. del eje x, ae tiene: 

003 (-8) = cos o y sen (-9) = -sen e 

L~s t:r~fic<is de :ien 9 y cos B en el intervüo \.O, ri) se :< lustr·0 n en 

Gráfica de la funci6n sen x 

Grúfic'l de l'l fu:1c1 ~n cos x 



3'?-

De·nostr'lremos ~ue la función seno RS'Í definida es cuntinU'.1 n•.ira todo 

V"lor e • 

. 1.rilicando la rlefinició;1 cie ccnti!'luldnd debe:nos c1e:nostrcr que: 

l3en x - .3en cl<E:Ji \X-c\¿_J 

• 

Para esto queremos demostr:.ir qu 1 Jen" - 3en ~ 1 es rr.enor que la 

longitud del Arco Ar. deter::~ine>do nor r-rco o< - arco (!. • 

Sea Z= longitud del "reo deter~in0do nor 

proyectamos en el eje y la diferencia de 

nrco o< - arco~ , Si 

sene< - sen ~ es clsro 

que es menor nue el arco Z ; veamoslo de la sifuiente mFnera: 

:3e8~"1 r.
1 

y t
2 

dos rect'.ls '"'rtr(?leln.s, e!1tonces el cA:,,ino m!,s ººE 

to 11r·ra unir un ,.,unto en r
1 

y otro en r
2 

es un"! :rect!:I ·...,er.~eni.. 



diculo.r, esto es: 

i\'C' ~ ~ ~ "4-~ 

Por lo ta..'1tO 1 )en"\ - len ~ 1 ~ °'- - ~ 

Regresru1do a la demostración de continuidad de sen x ~ara todo e 

to.n:>ndo E.= d tenemos que: 

1 Sen X - Sen e 1 < €. "lflrS. 1 x-c 1 ~ Ó 

por lo tRnto l"l. funci6n es continua en todo e 

Función 8•1oeno.-

De~ostremos q~e la fu.~ci6n co3eno es continua para todo v~lor c. 

Utilizando el mis:no axgu.11ento que en 19 función se.ao tenemos: 

\e os o< - cos ~ 1 ~ 1 o<_~ 

,\!)lic:indo 1'1. definicién c'e c:Jnt:'.."1'..l:'.C' •d -: 1" fu'1ción coseno tene:nos 

que: par"l. E. = á 

1 coax - cos e 14 E: si 1 x-c 1 <. J 

-=>or lo tnnto la función coseno es continua en todo c. 

::,'"º funcio·.:es tl'ln x, cot x, 3ec x, cec x, son co11tinm1s en c11dn 



punto rlonde est-·.n defiaid:is. 

Demostro;r lo ;;nterior es sirnn.lc , y·" c¡uo est·1s func.ione.s l=·s -po-

demos exnre3·.'r ,1 e i ·, sie-uiente ;r." ner"' : 

T"'n. x = Sen.Y. / Cos.x 

r.ot.x = Cos.x / 3en.x 

Sec.x = l / r.o;;;.x 

Csc.x = l / Sen.x 

Y Bhor'3. 2'1lic"1ndo los teore.r.".3 r•cerc'·; 1Je ~ue h11;1 oper(!.ciones de 

funciones continu"s :0on continu:i.s , ::u v~ilidez es· inmedi ·•t'l. 

F~ción logaritmo. 

Definición.- Consideremos 111 función definidn. -r,ior b ecu':'.ción 

y = 1 / t , donde t ..,. o 

Sea R el árel'l cornurendidn tle 1'1 siguiente r.J'l:-JerA 

R = ~ 1rea entre 

\ -A.rea entre 

y=l/t , y=O , t=x , t=l 

y.::l/t , y=O 1 t=l , t=x 

!t 

x~l 

X< l 

4'.1 ·~rfll'I. de R ea un~ fu:1ción ele x • l·l"':~emoJlrt l\(x) y defin'.1mosl;i 
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COXO T:i X = Jl.(Y.) , 

I.o :me 11ueremos es demo.3tr'!r que l' funci6n !n x es C"ontinu~J 

en todo e 

Pri11er11mente de::io3tri:ire:ros ClUe Tn x es CO!ltinu·1 .,, r, c.-;;;. 1 

. __ , "Orimero consideremos los 1'.llL1.tos x ti:iles ;ue x ::-- e y e -,. 1 

De 1':1 figurR observamos que : 

( c-x ) l/c < In t < (e-Y.) l/x 

~.nlicendo ln definici6n de continuid'>d ; ~uere1r.oa nue '"'' rn é ';> e , 

\In X !ne\<€ si \ x-c 1..:. d
1 

, ento:i.ces ue'Jc o.,· 

encontrar VF\ Y':!.lor de ó 
1 

De l~ fif.11?''3. t~obién vernos ~ue 

1 In X Jn e 1 < 1 x-c 1 l/c 1'0r lo t!lnto 

IJn X rn e 1 <. é si \ x-c \ < ó 1 == e E 

He:r.os encontr?.do J 
1 

':> O 

'· 
d2">º 



Ob~ervamoa en lg fifur"l r¡ue : 

( c-x ) 1/c ~ In t < ( c-x 

\In e - Tn x \ <. \c-x \ l/x 

36 

l/x y t'lmbién ciue 

De acuerdo a l'l tiefinici6n de continuichd de'be?:Joa encontr'.'tr ó 
2 

>O 

t"ll aue \ Jn c - T11 x\ <.. E: si \ c-x \ <. ó 2 

encontrremos el v:'i.lor de J 2 

3i 1 c-x \ l/x <. E. entonces c-x <€X esto es 

c<(é.+l ) X de o'.1(]UÍ r¡ue X ;> c /e + 1 

Por lo t:~nto lc-xl<ce/E+l entoces 

\Tn X -foc\<. ~ si \ c-x 1 ~J2 = ce: ! e: +1 

P:ton tom:;indo i~c menor ut(J 
1 

Y d?.) 

\ !nx - l.::ic 1 < E si \ x-c \ <:. d 

8sto rlice oue l" funci6:1 lOt>:•ritmo e3 r.ontinu·• n<Jr'.1 todo e> O 

.~ c0ntinuaci6n dnr~.,,c,3 2lcun2a uronieC::'lcies de la función loe::irit:no. 

k~ función logsritmo eo 1T:0".16tonn creciente esto es e n. un iúA-

yor ,.,.lor de 1'1 vori"lble x c~rre::ip0nde t~1 ,;.'l.yor v."lJ.<)r L.e l~ funci{,n) 



remos no:r C"aos. 

Je 1!:1 fi~:ra obse:rv2.:r.o;; nue 111 ·x
2 

1'0r lo hnto ln x
1 

< 1n x
2 

Caso 2 .- Si x
1 
~ l < x?. 

37 

.. 

X. ' -~ 
''He,,,. o l • '""•Un lo''"""' cbt en"" ·uo ln x

1 
~ O < lh . ":1. . . ," : 



En la figura. observ:u::os que: 

1n Xi = (-área A) + (-·free. B) = (-área A + ln x
2

) por lo ta."lto: 

1n x1 <ln x2 

otra prooiedad im,ort~te es lR siguiente: 

1n l, = -ln X 

X 

En la i'i¿:ur:>. observ1·:;03 nue lris regiones marcau3::i con esi'Jirri.l ("--) 

son Íf'1Ftles YA ~ue l!.l i:i:r-Hic~ tle lr. ftL"lción y = 1 es 3imétrica con 
X 

res'Jecto '1 ln recta y = x, T'or lo que f''.'!ra corunletnr 13 demostrn-

cj 6n be sta ver que el área de lr regiCin A. es Íf.Util ,~.1 ~re~ d~ lP. re 
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ci6n B. 

A= (1 - 1)1 = 1 
X 

,\rea Area B = (x - 1)1 = ~ = 1 - 1 
X X X 

J10r lo trmtc nerfl. x-;;- 1 ln x = -ln l:,, est8 icualdad es cicrt~.·· ta.m­
x 

bien p11ra x = l y x<l por lo sieuiente: 

Si x = 1 entonces ln 1 = O = -ln l y si x < l entonces ! 7 l., rior lo 

tanto ln(i)= -ln ~ 1de anuí que ln x = -ln ~ 
X 

X 

For último vere:~os c:ue ln x tie:-ic!e 'l infinito cu'.lndo x tiende '.!_ in-

finito (ln x -- o0 ) y <JUe ln x tiende a -infinito CUó!.ndo x tiende a 
x-- 00 

cero (ln z-_,), 
x-o 

Si n es un número entero uositivo y z >n de la sieuiente fie;urn 

ln z ~1frea '\ + área A2 + .••• + ~re'.l A = ! + ! + • • • + 1 
n 2 3 n 



Ahor~ agru~emos los Sll.lllJndos de la derecha en la siguiente form~: 

1 + <1 + 1) 
2 3 4 

+ <1 + l + 1 + l) + 
s 6 7 8 

••• + l 
n 

la su..'!la en cada nnréntesis es ·n~yor l"lUe l y nor lo tanto las su.'n~.s 
2 

de la derecha son trul [!TDndes ccmo uno quiern, ryor lo tanto queda 

de::iostrado aue: 

ln x--. "'° 
x- O'() 

De la. icuri ldnd 

ln X = -ln]: 
X 

se observfl fácilmente r¡ue cunndo x tiende q cero, el loe;srit:;io 

tiende a menos infinito. 
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TECP.Eii.A: 

Valores extremos, 

Si f es continua en un intervalo cerrado fa, b) , existen puntos e y 

d en (a, b] to.les que f(c )' es el VBlor rr.é.ximo'' de la función f e~1 el 

intervalo [E>., bl y f(d) es el valor .1!Íni.-o•"'de le. función f en el i!l 

tervalo Ca, bJ • 

Dcmostrac i ón: 

Geom~tricamente, este teore?na. significa que la eráficn de la fu~1ción 

f debe tener, por lo menos, un nunto más e.lto y otro mé.s ba~o. 

t Es decir pon. cnda x E [a, bJ 
1 

f(c) ;>. f(x) 

1 " Es decir u:>.rn c:~cl;.i x E fa, bJ, f(d) ~ f(x) 
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Llamemos l ~l interv:olo te. , b1 en el cuál esta definid~ f(x). 

Dividiremos I en dos partes por su ymnto medio; 

I' :r•• 
n. -------------b ... -~ 

( !l+h) 
2 

I 

y fijamos nuestra n.tenci6n sobre I' ,como el intervulo donde de-

be buscarse el vR.lor rnóxi1no O.e f(x) , a menos que exista un pun-

to o< en r• • 1 t·;i.l que f(O() exede. '·• cualquier valor de f(x) en 

I' si así ocurriera elip;iria:noa !f' . Llam:oremos r
1 

ei.l inter-

valo asi eleRido. 

Procedamos ahora con r 1 de igual forma que hici*ºª con I , 

obteni":1!10 U.'l. interV'llO I 2 
Lo._~\.\vó d~!2 

("' ... h) ,, 

........ etc. 

de intervalos r¡ue tienen u.:1 único :iunto en común 2'· 

De:r.ostrr!remo:.> 0ue el vri.lor f ( z) = M es el mRyor que to!J1··1 ln fun-

ción en l ; e3to es , no ~uede existir un nu~to s en I ~Ara 

el cual f(s) )' M • Suuone;amos r¡uc existe un TJU"lto s t':l.l que 

f(s) = ?.I-"- 2E., donde E es ll'l número positivo •. l\lre(1edor de ~ 
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como centro , dado que f(x) es continu'l , considere11;os un ;ie0.ue-

t8l que s quede fuerR de él y que 103 v~-

lores ']lle en K torne f(x) difier"'n de f(z) ::: M en ¡nenos de é 

nor lo que se tendrá , en K , f(x) < re + é. !lero, n<1r>i n 

3uficie.::te:::er¡te ,vr.,!1de , el :!.nte.cu'.•lo In queda dentro c:e K 

y , por otra ~~rte , se definió I de t'll nnner:> nue nint::Ú..'1 n 

valor de f (x) uara todo x fuern de I pudier<1 superar .~ 
n 

los v~lores de f(x) pori los x de I • Ye que s esta fue­
n 

ra de I , y f(s) "> rn +E. , mientr'3.s que en K , y nor con-
n 

siguiente en I , tenemos que 
n 

tmn contr"'ldicci6n. 

f(x) > M +e , hemos lleeado ;i. 

Si uhora vemos oue el valor minímo de f(x) es menos el mAximo de 

- f (x) co:no -f' es continua , con este mismo método queda de-

mostrado que f alcanza su valor mi:-iímo cm to , b J 

Del V'.üor i."lter·~edio. 

Sen f(x) continmi. en -'l ~ x ~ b y suy.io!'lp:·-i:uo3 que f (.'1) =I f ( b) • 

Si ~ es CU'•lr¡uier nú:nero estrict1'1mente entre f(a) y f(b) , 

existe un -::iunto e t8l que f{c) = y 
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c. b 

DemostrAción: 

Considere,11os el caso f(a) < ~" f(b). 

Lla:Jemos I al intervalo (a, b) en el cual esta definida f(x). I ti~ 

ne le. !lrol)iedad de que en el extremo izr¡uierdo de este intervalo 

f to;na un valor menor que~ y en el extren:o derecho 

lor mayor que 6. 
Di.vidire:uos I en dos partes nor su ·nmto medio: 

f toma un va. 

x
1

=(a+b), si resultase ser f(x
1

)= ~ el teorema qued"ITÍa demostr,g_ 
2 

do. 3in embarFO, si f ( x
1 

)t= ~ ; f ( x
1

) será mP..yor o menor que ~ • 

En cualriuier::i de los dos casos, !'ll['Una de l'Hl dos rnit::ides en que 

dividimos I f':OZR.rá ahor." de l'l rnism'.l proniedf.'d, C\"4 ! . 

LlemeT:1os 1
1 

a este nuevo interv?.lo y rer-i t""~os el müv.o nroceso, 

dividiendo I
1 

en dos -~artes ic-u;iles; será entonces f(x)= X en ell 

punto medio O.e r
1 

, o, de lo ce 1:.1·é•rio, H)c'c:;.03 ele: ir u~ interv,:: 

lo I
2 

, mitad ele 1
1 

con la TJroniede.d líleucionada; repitiendo es­

te nrocedi'lliento, ues!Jués d': un nú:nero finito de bisecciones encon-

trare•nos un punto ;J:irn. el cu;il f(x)= ~ , o tendremos um1 suceui6n 
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de intervalos encajados I
1 

pu."l.to en común. 

I
2 

•••••• I ••• que tienen Utl único 
- n 

Afirmamos que f(c )= ~ o se:i. que e es el !Junto cuya existencin 

afirma el teoremR. füi.sta ahor~. no kemos utiliz11do la hipótesis ini 

cial de la continuid"ld de la función. La usnre1aos Bhora ri"re. compl!:_ 

t<tr la demostraci6n mediante el sieuiente razonamiento: 

Demostraremos que f(c)= ~ , sunoniendo lo contrario y deduciendo 

u.~a contradicci6n. 

Su"\)one::unos que f (e )¡1: ~ ; nor ejemplo :f (c) mayor que ~ • 

Dado que f(x) es continua ~odemos encontrar un intervolo J (tRl 

vez muy pequeño) cuyo punto medio sea e y tal que en todo el va.;. 

lor de f(x) difiera de f(c) en menos de E •. ~hora bien, como el 

intervalo J es fijo 1 bastará to:n.:ir n suficientemente e;rande nar'l 

que el intervalo I quede entersmonte dentro de 
n 

J , ya que la 

sucesión I tiende a cero, l\quí aTJa.rece la contradicción, pues de 
n 

la for:na como se eligi6 I , resulta que la f (x) 
n 

debe tener v~ 

iorea diferentes en los extremos de todo I , por lo que f' (x) 
n 

tiene que toms.r valores r.enores en ::ilgun punto de J. lU absurdo 2. 

-¡ue conduce su·oner f(c)':> ~o bien f(c) <!..O' derr.uestr9 r¡ue f(c)= ~ 
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DEFI!fICIOlh 

Función inversa. 

Un m~todo importante ~ara encontrar nuevas funciones es el siguien-

te: comenzando por una función conocida f(x), intentamos resolver 

la ecun.cicSn y= f(x), resl)ecto a x, de tal modo que x aparezca. co-

mo funcicSn de y: x = g(y). 

La función g(y) se llamará entonces una función inversa de f(x). 

Este l)rocedimiento conduce a un resultado único sólo cuando la fil;!! 

ción y= :f'(x} es biunívoca del do1'1inio de f(x) en su re.neo, es de-

cir, si la desigualdad x
1

:¡1 x2 implica siempre esta otra: f(x
1

) + f'{x2) 

pues solo entonces quedará definida unívocamente una x para cada y. 

Observando la gráfica de una función y = f(x) puede deducirse de una. 

ojeada la existencia de una función inversa única. Esta estBrá unÍVE, 

camente definida, si a cada v~lor de y corresponde solo uno de x. l!h 

la gráfica esto sie;nHica que nin¡runa 11aralela al eje x corta a la 

CU?'Va en más de un nunto, lo que ocurrirá nor ejemnlo si la función 

y • f{x) ea monótona; es decir ai au.11enta o diaminuye constantemen-

te al P.umentar x; i:ior ejem'Jlo ai y = f'(:ic) e.:i monóton~ creciente, :n.!l 

rn x1 < x2 se tendr~ siem,re: 

l 



Y
1 

= f(x,) < y). = f(x:i) 

De 8q1d se deduce <iue ::ia.ra cada valor de y puede existir a lo 

~~s un x, tnl ~ue y = f(x}, con lo ~ue le función inversa quede.rá d~ 

fj nidn tt'lÍVoc::>.:::ente. 

j)e 1'1 ftl.(tCiÓ!l inversa• 

Si f es unR función continua monótona creciente en (a.,b 1 con f(a) • °" 
y f(b) = ~ entonces existe una funci6n inverae. única de f; 4' , d,! 

fjnifh en ("' '~ l estrictamente creciente y continua allí. 

DemostrAción: 

Por el teorem.,.. del vi=ilor intermedio 11arA. toda y en r. .. , ~ J existe 

X €. (~., b] 'l!lr!'! el cuel f(x) = y y Como f es estrictamente crecie!l 

te, x es única. As! eota x denende de la y escogida y·se denotará 

~cr cp (y). l·uef!o, nor definición: 

~ [f(x)J = ~ (y) = X 



Aplicando f a ambos r:iiembros se obtiene: 

f(~{y).) =f(x) y 

De aquí que la fw:1ci6n ú.~ica ~{y) es la inversa de f. 

f · 

'J -
+' .. , 

1 

.( : ,00 1 

Q. Je b 

Puede verse que ~ es estrict~::iente crecien·t;e, de lr-t m'ilnern sieuiea 

te: 

Ese o j::inse y
1 

y y 
2

, d.igr~os y 
1

>y
2 

y sean x
1 

y x
2 

resDectivR.­

mente lF.!s corresl)ondientes x. E:!tonc~s sul)6ng::ise, nor contradicci6n 

que: 

= 
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'1nlic.9ndo f '°). ·.r.:bo.1 :.1ie::J;ros 1r nlic'nc10 l~ monoton:Cu de f , 

ue tiene 'lue 

to!'l.Í:i r.ie cp 
Para nrob~r l"t ccntinuid"'d elij •:r,03 u.1 ..,unto y

0 
en Co1 1 e> 'J 

'Para demostT'l.r (1Ue ,.¡._(y) es contfr1u- en y 
~ o '· debemos nroh"'r '.Ue 

n'lr'1 todo € '7 o existe U..'l J >' o t·'l r¡ue 

\4> (y) - <\> (y o) 1 ~ c. si IY-Y
0

\ <. Ó 

en otrAs TJ'll'1 brA.s: 

~(yo) - ~ <:: <ti (y) ~ ~ (y o) + é siemnre 

Sun6np;R.mos S ':;.O • 3ea á ül :renor de lo.;i si["uientcs núroeros 

[ f(x ) - f(x - e o \) 

Si 

f (x - é ) o y 

y 

entonces 

f(x + é 
o nor lo tPnto 

(y) ¿ }'. + ~ 
o 

con lo cuÁl <]Uedl'I. concluic'l.9 l • ;iernoatr'lci6n. 

que 
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Hemos Visto que ln x tiene co:!io ou dc•riinio de c
1
efinfoi6n el 

interv'llo 3c·:i-infini t.o 1 O< x < "'° ~ , ~ue e,3 cor.tinu1 y cs­

trict~-'.mente creciente, y ~ue au r"n~o e.; \-oo<.:'. < oo¡. 
Por lo t'!nto, tiene una fl~'!ci6n invers,, continu-:; t'inic::i cuyo 
rlominio ed 

y cuyo r.~.nf."o e:.i 
{ü<X<-o~ 

. l X exnonenc1n x = e 

los V'llores de est·1 fu.'.lci6n invers~ 3e .Jenotqn 1:'JOr: 

Grqfica de cxnonenci~l x • 
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Función· a.ro sen x y are. coe x. 

Por supuesto sen e y coa e no son funciones monótona.a. Para definir 

la función inversa de coa O y sen e es necesario elegir un interva-

lo en el cual estas funciones sean crecientes o decrecientes. En el 

caso de sen e, recordando su gráfica, resulta que sen & es crecien-

te :para -.:!.'." .:!. e :!i \t por lo tanto, la función seno tiene inversa,. 
2 2 

denominada arco seno. Por su!luesto, esta inversP esta definida en el 

intervalo l-1,:1] 

6 = aro sen x significa que :x = sen e, 

Gráfica de la función are aén 9 
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En el caso de le. función coseno elegi:nos el intervalo ~O, n) en 

donde la función es decreciente, la ftmción inversa clP. ces e en ese 

intervalo se 11.'1:-nn o.reo coseno. 

9 = ~re COS X significa que X = COS 0 

o bien are cos (cos e) = e para o"' e~" 

la fvnción e.re cos e esta definid:-> sólo pnra -1 ~ e 15 l 

Gr6ficn de lfl función e.re cos 0 

Función are tg •· 

Recorde:nos que defini•nos la función tg e como: 

tg e = sen e 
cos e 

esta f~'nción est;i definidn y es continu::i. Y)era todos los valorea de 0 

en los que cos e t o, es decir, ~ara e = 1!. + n~ 
2 

+ n = o, - 1, ... 
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la tR:'lgEmte ea •r,on6tonri c:reciente en el intervalo [- ~/2 1 lf/2] 

De todo lo anterior podomo::i concluir r¡ue la funciün tg 0 tiene in-

versa, esta funci6n se lla;;m. are te e y estn defjnidFl p:'lrn todos 

los valores de e. 

Como tg (O) = O re3ulta ~ue Rrc tg(O) O 

Grafíca de le. fu."1.ci6n a.re tg (e) 



Ejercicios: 

1.- Sunongamos que f es continua en el intervalo (-1 l] y t;JUe 

f'(-1) 2 

f(O) = -1 

f(l) = 3 

¿Cuál es el míni:~:o número de raíces que f puede tomar en ese 

intervalo? 

2.- Defina una funci6n en el intervalo (-1 11 , continua en todo 

punto, exce;ito en O. -oositiva. en 1 y negativa en -1 y 11ue no 

teng~ raíces. ¿Contradice tal función al teorema del valor in­

termedio? 

3.- fül loo sieuientes incisos cecidir su la funci6n tiene o no in-

versa, en c::iso é!.firmativo enco!1tr2rlR. 

a) ffx) 

b) f(x) x2 
+ x - l definida -oara todo x 



c) f(x) ~ x2 
+ x - l defjnicln rara x >,. -1/2 

d) f (x) = x
2 

+ x - l 

4.- 6Es la función f definidQ nor: 

{ 
si X -¡Í 0 

f(x) = 
l Si X= 0 

continua en (- ~/2, ~/2)? 

5.- Pruébese que la función f definida por: 

f(X) • { ": X 

para x .¡O 

para x = O 

es continua en (- -o > o0 ) 
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