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IMTRODUMCION,

Bstas notas tratan el concento de continuid+~d, uns de las w s i~
nortintes idens de 1a uwnbteumntica. Mntes de dar uvn- definicida ri-
guross. de continuicad, comentsremos e:xte concento hreveseate en
forma intuitiva para orientsr al lector sobre su sipnificzdo,

Consideremos la fuacidn I 31 nue :

fx) =_1 con X & IR , cuya grdfica es i
x-2 ,
] i
i
|
{
i
I
!
|12 v
i
|
{
- |
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Y 1a funeién g(x) = x° con x EIR , cuya grifics es :

T

Fn lag srdficas de f y g en 17 vecind2d de x=2 , nodsmcs ver nrue
hay un salto o rotura en 1% srdfica de f£(x) , mero no lo hay en
la grdfics de g(x) .

Fgte hecho se exmress dicieado que 1~ funeid~ fx) cz diseconti-



nua en 2 3 y oue la funcién g(x) es continua en x=2 .

Ctro modo de exnregar lo anterior es como sipgue

31 x se anroxima hacia 2 el correspondiente valor de la funcién
f{x) debe llegar a ser ton nroximo a f(2) cowo se desee , cuzl
quiera oue sea 1a forma con que x se acercar a 2 .,

Al anroximarse x Al valor de 2 tanto nor 1la derecha , { x se acer_
ca A 2+ ) como mor la izquierda ( X se acerca a 2~ } , el valor de
g(x) se aproxima a su valor en 2 , lo que no ocurre vara fi{x) ,
en vez de esto hay un salto en su grifica en el punto 2 .

Por 1o tanto la funcidn f(x)= 1 es discontinua en el nunto x=2 .
x=2

Por el contrario la funecidn g(x)= x2 es continua en el punto
x=2 , ya que cuzndo x se acerc> s 2 , #(x) se acerca a 4=g(2) .
A continuicién analizaremos otro ejemnlo.

Si f e3 la funcidn definida de la siruiente manera :

f(t)= qt en la que t renresenta el ninero de tazas de café con
sunidas por una persona y q el costo corresnondiente.

Nota: se cobrard cada taza de café no imvorta que no hays sido to
mzda totalmente.

Ia rréficn de la funcidn f geria 1a siguiente :



Cousto g I
30 Ot
20 O
10 e
» Tazng de café
1 2 3 4

En los valores de una funcidn continus no se presenton saltos brug
co03 COMo en el ejemnloe ~atericr.

Hablando en términos generales , direros oue una funcidn es conti-
nua cusndo 1o gréfica es una. curve sin interrupcidn,

A partir de este razonamiento podemos estudisar intuitivamente 1=
continuidad de wa funcidn £(x) , hsciendo que la varinble inde-
pendiente x se anroxime indefinidmamente , nor lu derecha y nmor la
izquierda, haciz un valor nrefijz2do a .

A menos que la funcidén f(x) sea constante en el entorno o vecin-
dad de a su valor cambiard,

3i el valor de f(x) se acerca » el valor de f(a) , es decir , =1
valor de la funcidn en el nunto mrefijsdo x=2 , cualquier- que uen
la forma ccmo se ocerque x 2 el mnurto a , mor un lado o nor el
otro, se dice que 12 funcidén es continus en el ~unto o

31 esto es cierto prrs todo nuato x de cierto iatervalo , se riice

aque 1a funcidn es continus nira eada nunto a en el iatervalo.



™1 el ejemnlo sipuiente

f{x)= {0 nara x ¢ 0
'l narz x = O .

Grifica de 1a funcidn (x)
353 x se acerca A O+ entonces f(x) se ncerca a O .
Si x se acerca a O entonces f(x) se scercaa O .
Como f(x) se acerca a O cuando x se scerce a O , decimosg que

1imite de f(x) cuando x +tiende 2 0 es cero . { Iim £(x)= 0 )
X0

De este modo existen ombog limites ( nor 1a derecha y nor le iz-
quierda )} y son iguales , pero la funcién no es coantinua y» que el
vslor del 1imite de f£f(x) cuamndo x se zcerca a 0 es diferen-
te a el valor de la funcidn evaluada en 0 , es decir f(0) = 1

y Iim f(x) =0
X~ 0

Fn form- general nodemos decir que una funcidn es continux en el
nunto a cuando
i ) f esta definida en a .

ii ) f(x) +tiene 1{mite en el nunto =u .,



iii ) Idm £(x) = £(a)

)
DISCONTIVUIDAD 3IELOVIRIT Y DISCOHTIVUIDZD WIENCIAT,
Mungue toda funcién que este remrezent=da nor wna curvs sin inte-
rrunciones es continua , es facil definir fuaciones que no zon con
tinuas en todo vunto , wero que esten definidas para todo vzlor de x .
Ejemnlo 1.~

f(x) ={ 1+x para x>0
-l+x mara xg0

Gréfica de la funcidn f(x).
Ya este ejemplo observamos que :

+
51 x se 2cerca a 0 f(x) se acercas 1 ,

31 x se ascerca a 0O f{x) se acerca a -1 .
El 1imite de la funcidn no existe n~or lo tanto no es continua,
Ejemnlo 2.-

Ctro tino de discontinuidad ez el aue nresenta lo funcidn :



f(x) =

apgen

o]

en el punto x = 0 ,

b
N

Créfica de l= funcidn £({x).
5. x 98 acerca a 0 , gsea por la derecha o por la izquierda
f(x) tiende a infinito,
En sentido estricto , el valor de la funcién no ests definido para

x =0 , ya que el infinito no es un nimero,

Ejemvlo 3.~

i f(x) = 2x2+x—3 para X # 1
x~1
2 para Xx = 1

A
7

¢réfica de la funcidn f(x).




Hay una discontinuidnd en x = 1 ; ya que 2 negar de existir el
1imite de f(x) cusndo x se anroxima a 1 , éste es diferente a
el valor de la funcién evalucda en 1 .

Sunongamos aue X se anroxima a 1 de 1a siguiente manera :

Por la izquierda mediante ls sipuiente sucesidn:

x = .9 entonces f(x) = 4.8
X = .99 entonces f(x) = 4.98
x = .999 entonces f(x) = 4.598
x = .3999 entonces f(x) = 4.399

Y vor la derecha mediante 12 sucesién:

x = 1.1 entonces £(x) = 5.2
x = 1.01 entonces f(x) = 5.02
x = 1,001 entonces f(x) = 5.002
x = 1,0001 entonces f(x) = 5.0002

Por lo tanto podemos decir aque:

Ifm f(x) = 5 v £f(1) =1
X1

Notese que si f(1l) se define como 5 , entonces

Iim f(x) = 5 = f(1) y entonces f(x) seria continue pera x = 1 .
x—1

A este tino de discontinuidsd ze le d2 el nombre de discontinuidad
removible.

En general , sunfngzge que f es una funcidn discontinua en el

mbnero & , vero nara el cual el Tfm £(x) exista , entonces mueden
X8

1



nagsar dog cosas.
Prinero cue f(a) sea diferente 2 el Iim £(x)
Xy R
o
Segundo cue f no este definida en a ,
Tal discontinuidad se lleita Giscontinuidad removible ; y2 que si

f fuese redefinida en a de tal monera gue :

f{n) = Ifm £{x) °, entonces f(x) se volveris continua para x = a
X—a

5i la discontinuidaod no es removible entonces ge llama discontinui
dad esencial.

A continuacién daremos algunos ejemmlos.

1) Consideremos la funcidn g(x) definida de 13 siguiente maners :

x=-2

glx) =( 1 si x # 2
3 81 x = 2

Vesmos 3i la discontinuidad es removible o esencial.

!

|
——__——_-NT———-—————
v

Gréfica de la funcidn g(x).

Tenemos que g(x) es discontinua en x = 2 y el limite de g(x)



cuando x tiende g 2 no existe

» POT 10 trnto 14 discontinuj-
dad es esencial,

3+x si

X<l
J-x si

l<>ir
”//p

2) si h(x) = {

Grdfica qe 1a funecidn h(x),

h(x) eg discontinua ep ¥=1 ya oue e] Lin h(x) yno existe por
X—]
lo tanto 12 discontinuidad €s esencinl,
3) 3 F(x) - 1%-3] si  x a3
2 31 x =3
[ ]

Grifica de 1a funcién P(x),
7 98 discontinus ep *=13 ¥ya que o1 Ifm P(x) = 0

X3




1C

pero P(3) = 2 , sin embargo si redefiniros F(3)=0 entonces la

funcién es continua en 3 , y aai la discontinuidad es removible.

EJZRCICICS

Derostrar que la funcidn es discontinua en el ndmero a . Tuego
determinar si 1a discontinuidzd es removible o esencizl , 3i 1»
discontinuidad es removible , definir f(a) de manera cue 1l» dis_

continuidad sea removible.

2

a) f(x) = 2x°~4 i oa =2
3Ix~2 3
b) f(x) = (1x=~3| si x#3 a =3
2 ai x=3 ' .

-
3
]
N

e) f(t) = it2-4 s €2
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DEFINICION PRECISA DE CONTINGIDAD.
la funcién f£(x) es continua para el vAalor x = a si , para
todo nimero positivo & , vor pequefio que sea , puede encon~

trarse otro & » tembién nositivo ( que depende de £ ), tal

que 3

1f(x) - £f(a)] « € ovara todo x que cumpla la deaigualdad‘;

tx -aje §

g::f . P
' a” s

p.._._-_-__,__}

]
»
Ga

1
i

A continuacidén daremos algunos ejemplos , demoatrando lu~eont;-'

nuidad de algunasg funciones a partir de la definiéidn‘de.coﬁf;;-’
' nuidad. .

Ejemnlo l;-

Demostrar que la funcidn f£(x) = x> es continua en el punto a = O ,

<
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v

it
n

Grdfica de 1z tuncidn f(x).

Grificamente es clearo ocue 12 funcidn es continua en el punto a = 0O
basandonos en nuestra wrimer= idea acerce de la continuidad de
una funcidn que dice : 3i la gréfica de una funcidn no tiene sal-
tos ( es decir se muede dibujar sgin semarar el liviz del papel )
es continua.
Para demostrar esto se tiene gue f(a) = O3 = 0,
Primero consideremos =zlgwnos ejemnlos , asigsmemos ® &£ cualquier
valor positivo , mor ejemmlo £ =_1 _ .

1co0
Debemos demostrar ahora nue si x se mmntiene suficientemente pro
ximo =2 el puato a = 0 , los valores corresnondientes de £(x) no
diferirdn de 0 mas de .001 ; es decir , estzrin situados en-

tre -0.001 y 0.001 , se ve inmediataiente que no gs=2len de ese

intervalo gi se imnone la condicidn de que los valores de x di-

i

fieran de a = O en uenos de & = ?(0.001 0.1 pues si{x|< 0.1,

se tiene rue |[f(x) | = x3‘: 001

4

De 1= migmo menera , wodemnos reemnlazar £ .001 por € = 10 ...

gl
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ceer, 107F

En general , vemos que si se toma é =3’€' y ¥ que si |x |« \}E',
entonces If(x) - f(n)l = x3 < £ = 63 .

For lo tanto l2 funcidn es continuv en =1 punto A .

Ejemnlo 2.-

Demostrar que 12 funcién y = 1 es continua pars todo valor ¢ =
x

T

PR AL == Felpvadegiont pie

v

-ad-
Grifica de 1z funeidn y virax O .

Lo que debemos demostrar es que si x se muntiene suficienteasen-
te nroximo » ¢ , los vilores corresnondientes de f(x) no ai-
ferirdn de f(c) mas de wia cierta € » 0 ; es decir estardn si-
tﬁadoa entre f(c) - y f(c) +E .

Aplicando 1la definicidn de continuid=d , queremos ocue :

[£{x) ~ £(c)| = |_}_—;L_I= lx=cl ¢ 2 1x~c1 31 1< x .
x ¢ el fe |

3i € 7 0 , encontraremos el valor de é s :

Para que 2 Ix = ¢ < £
le |

1
2

fim
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Basta que |x~c|<§hh62 .
2

Tomando é = minfmo ( 1, &leci).
2

Por lo tanto |f(x) - f(c) |= [x = ¢ pera |x - o]<d
jxel y l<x

OPERACIONES CCOY¥ FUNCIONES.

In la vida dizria estamos rodeados de funciones que aparecen en

cesi todas las coszs ; a continuscidén daremos unos e jemplos @

1.~ A cada ciudad corresnonden dos ndmeros , su latitud y su
longitud geogrifica.

2.- A cada versona éorresponde un idioma su idioma m2terno.

3.~ El volusen de un cubo es funcién de la longitud de sus aristas .,
5i las aristas tienen de longitud x , el volumen esta dado por

la formula V = x3 .

4.~ Ia ley de Royle establece que nara un gas idesl = temperatura
congtente , 3i el volumen es v wunidades, la presién p es de

k unidades , sieado k un nimero tijc . Fn este ¢..¢ teucw una
v

4 ley volumen nresidén y la funcién voluuen presién f cat? ceterminada

por f(v) =k v>0 .
v

n el ejemplo 3 observamos que V = x3

también lo podemos ex—

2
oresar nor V = x . % o V= %,X.X
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™ el ejemplo 4 f(v) =k v 7 0, también lo podriamos ver
v

como f(v) =%k ,1 .

v

Hasta aqui hemos sn2lizado funciones sencillas que 9in embargo l=as
podriimos exnresar de una manera mas simole.

Lag omeraciones con funciones nos ayudan 2 simolificar un= fun-
cibn comnlicada , expresandola en términos de funciones sencill-s.

Por ejemnlo 8i quisieramos averigunr 1° continuid2d de 1la siguiente

funcidn : R(x) = 5x2 - 3x + 9
{x+1) (x+3;

No serfa sencillo aplicar 1= definicién de continuidad ; pero si

esta misms funcidn la deccomvusiersnuos en un cociente de ciertas

funciones f y g ; tendrfamos que : R{x} = £(x) donde
-g(x)
fix) = 5x2— Ix + 9 y ) g(x) = (x+1) (x+3)

Ademds estas funciones f' Y £ & su vez descomponerlas en sumas

o nroductos de funciones m=2s simples , de est+ munera podriamos

encontrar mas fzciliente una resnuesta acerca de si la funecidn

R(x) es continua en un cierto nunto.

Definicidn : Dadas dos funciones f(x) , g(x)

i) Su suma , denotada por ( f+g ) (x) es la funcidén definida
nor (f+g ) (x) = £(x) + g(x) .

1i)  Su diferencin , denotada por (f-g) (x) es la funcién defi-
nida nor (f-g) (x) = £(x) - g(x) .

1ii) Su oroducto , lenotado nor (f.2) (x) es l2 funcién defi~
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nida nor {(f.g) (x) = £(x) . e(x) .

iv)  3u cociente , denotado mor ( £ ) (x) , es la funcidn de-
] g

finide vor (£ ) (x) = £{x)} .
g g{x)

In cada caso el dominio de 1l funcidn resultante consiste de aque-
1lloa valores de x comunes & loa dominios de f£(x) ¥y g(x),

con la eicenci6n de que en el caso iv) los valores de x pera
log cuales g{x) = 0 se excluyen.

A continuacién consideremos dos funciones £ y g continuas en

un cierto nunto x, ¥ analizaremos como ge comvortan f+g , f-g ,

f.g, /g .

Ejemplo :

f(x) = 2x ea continua en el punto x, = 1 Yy
z(x) = %% es continua en el punto x =1

34 observémos 1la gréfica de la funcién f£(x) en el punto x, =1,
notamos que al dibujarla no despegamos el 1dpiz del pdpel y vor o
tanto es continus de acuerdo a nuestra wrimera nocidn de conti-
nuidad , 1o mismo sucede para las grificas de gl{x) , (f+g) (x) ,

(£-g) (x) , (f.z) (x) , (£/) (X) .

.



Gréfica de f(x).

%

Grdfica de (f+g) (x).

#

Gréfica de (f.g) (x).

.17 ?

Grifica de g(x).

/BN

Srifica de (f-g) (x).

-

Grifica de (f/g) (x).

-
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Demostraremos que T(x) = 2x es continua en X, = 1
Aplicando 1=z definicidn de contiauidad:

r(x) - £(x )| = |ex=2] = l2(z-1)] = 2 [»-1]

3i £€>0 encontrzremos el valor de o ,

para que 2 |[x-l|< &

bagla que -1 |< & =§

Por lo tanto If(x)-f(xo) |< € si |x-x, j<d =E
2

esto es f es continua en X, =1 .
Probaremos ”horz aque g{x) = x2 es continuzs en X, = 1 .
Aplicando 1a definicién de continuidad :
le(x) = alx )] = [x% - 1]= [x1] |xs1
y si €70 , encontraremos el valor de & .
$i|x-1 <l =d;
x-1< 1 b=gta que
x+1 < 3 esto es |x+1 <3

y entonces para |x-1 |<5l

le(x) - g(xoll = |21 [x+1ll< 3|x-1]

y si€7¢ , nire que 3 |x-1|< € busta oue |x-1|<E = é
3 2

Fntonces tomondo §= minfso ( 1,8/3 ) concluimos que g{x) es
continua en xo=l .

Demostracidn de que Fix) = (f+g) (x) = 2x + x2 es continur en 3y = 1
o
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Aplicando la definicidn de continuidad :

2o31 = pxm1] ]

|7 (x) -F(xo) ] = |ox + x
si |x-1lel = é‘l
x-1< 1
x < 2
x+3 < 5
| x+3 <5
Y entonces para lx—1|< 51
r(x) - F(x°)| = | x1l+3l< 5 | x~1]
y sl €0 y yors oue 5 |x-1|< € es suficiente que

|2-1|< € = $ entoces torendo O = minfmo (Jl,cy? )
= )

2
concluinmos que (f+g) (x) es continu: en X, = 1 .
Denmostracidn de que P(x) = (f-g) (x) = 2x - x2 es continua
en x =1 |,

o
Anlicando la definicidn de continuid:d :

2 2 2

| F(x) - F(xo)‘= Jex = x° -1]= |x" =22 + 1| = [x-1]
st €70  |F(0) -F(x )| = |x1] 2
81 y solo si |x-1|g yE ¥ mor lo tonto si J = {¢ v
lx~l ]<§, entonces IF(x) - F(xo) |< € que €3 10 que (uz-—
riamog denostr-r. '

3

Demostracién de que F{x) = (f.r) (x) = 2x” €3 continua en X = 1
s

Anlic~ado la definieidn de contiri”



{F{x) - F(xo)l =l2x3 -2t =2 \x3 -1ll= 2 \x-leZ + x + 1

31 | x-1l<l = é, entoaces -l w-1la1 de ~ufl nue

0<x«? mnor lo nue :f.2< 4 y nor lo tanto x2 + X+ 1e 7T

y entonces nara \;:-11..51 , \F(x) - F(xo)} = 2 \x—l\\x2+x+l \€14\%x=1)\
¥y s1 £€+0 y vera nue 14 [ x=11 £ £ es suficiente que) >:-1\(_€/ 14~ 52

entonces tomendo § = minfro (3, §)) coneluimos mue (f.z)(x) es continue.
3

Desostracidn de que TF(x) = (f/g) (x) = 2/x es continua en X, = 1

Aplicando la definicidn de continuidad :

|F(x) - Flx )| = |2/x - 2| = |2-2/x] = 2il=x}
Ix |
31 |x-1|g1/2 = by 1 entonces 1/2 € Ix |
Por lo tanto IF(x) - F(xo)l = 2 Il._—___l < 4 [L-x |
fx|
para €% 0 encontraremo: d tal que el S >0 vy 55 1/2

entonces tomando J = minfmo { 1/2 , E/4 ) si | x-1 |< (S\
btene: -

obtenemos | F(x) F(xo)l < &

Hemos observado en nuestro ejemmlo anterior que si toinamos dos
fuaciones continuss  y g en xo 12s funciones f b g, f.g ,
y f/g son también continuas en xo ; este hecho 3e puede genern-

lizar.
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TEOREVA 31

31 f(x) y g(x) on dos fuircioneg Que son continuag en el

runto X, » entonces

i) (f+g)(x) €S continua en

ii) (f-g)(x) es
1ii) (f.g)(x) es

iv) (f/g)(xJes

]

continuan ep xo

continug en xo .

continua en X, + Suponiendo g(xo) =

Demostracidn i) .-

Como "flx) eg ‘wna funcidn continua en y=x

Se cumple que gi
EY0 pors alpuna 5,f>o

entonceg

[£(x) - I(x))| < & siempre que | x=x '<<§

Como g(x) eg tembidn una funcién continun en X=x  se tiene
aue vara un 53) 0

le(x) - elx )< &
2

siemore que [x-xo[< Jg
Sumando se Obtiene que :

D i e e o4

[e(x) + elx)] - [i‘(xo) +elx)] ) - £(x,)] + [e(x) - elx,)]

Y por 1la desigualdsg del tridagulo tenemog

[£(x) + g(x) - £(x,) +.g(xo)ls [£(x) - fx )|+ |g@x) - glx,) |
Sabemog también gue i Ix-xo |<5‘\ y lx-xo,< 53 entoncen
1£6) - £(x )| g

y le(x) —elx )| < €

2
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¥y oor lo taato en este caso @
[£(x) + g(x) - £{x ) + glx )| < &
Tomando cs igual a2l minimo entre 6\_ y 53 } y sl | x—xo |<§ entonces
| £(x) + g(x) - £lx ) + g(xo)l < € y por lo tanto 1z funcidn

{f+g ) (x ) es continua en X=x,
Demogtracién ii).—
n orimer lugar demostraremos que ai £ es unvy funcidn continus en
xO y ¢ =0 wa constente ; Intonces cf es continua en Xy o

Anlicando la definicidén de continuidsd

e £(x) - ¢ f(xo)l = |e ( f{x) - f(xo) )|= le ] I£(x) - f(xo)l

como £ e3 una funcidn continua en xo entonces se puede encontrar

0 >0 tal que nara |x—-xo l<d | £(x) - f’(xo)|< gc_ ¥y por

lo tanto |ec| [f(x) - f(xo)l <& .
Reeresando al teorema original :

= funeidn -~g = ( =1 ) g es continus en X, wor el regultado

anterior.,

‘For lo tanto 1a fuicibn f - g =f + ( =g ) es continu. en Xy s

¥ que 1a suma de funciones continuas es continua,
Dezogtracidn iii).-
‘Tonemoz & »0 , trutamos de nrobar que !

Fr(x) o a(x) - f(xo) . g(xo)| < & siemnre nue =X ’<,é



p2ra un valor nositivo y 2decundo de .

gunmando y restando el término g(x) f(xo) , tenemos :

| fug ) () = £(x)) alx )| = | £(x) g(x) -a(x) £(x ) + e(x) £(x ) -
£x,) el ) | € |ax)] [F(x) - £(x )] + |£(x )] lelx) - elx )]

si |e(x) | no se hece grvnde para x proximo a Xy podemos
hacer |(f.g) (x) - f(xo) g(xo)l tan vequefio como queramos ha-
ciendo |f(x) - £(x,) | v |alx) - g(xo) | suficientemente pe-

quefio.

Como g es continua existe un nidmero 5‘>O , tal que si
| x=x 1 <8, , entonces |g(x) - g(x ) | < 1

Por la degigualdaj del tridngulo tenemos :

| z(x) |<k;(xo)+1| si |x-x°|<5| B |

Tor ser f y g funciones continuss existen almeros <§3>O y

§5> 0 tales gue :
lf(x)-f(xo)‘< g ' s |x—x°]<<§..... 2
2(glx,) + 1), :
y
le(x) - glx )| < 13 y olx=x, |<<§5..... 3

2{ f(xo) + 1)

min:fmog o 51 ‘ 33 R » entonces , siempre que | X-x |<d»
)

Sea 5

1,2, 3 secuinlen . Asf nuea :

1lag degipurldndes 2,
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l(f.2) (x) - £(x,) alx,) | p(x)| |r(x) - T |+ 1£(x )| |a(x) -g(xp)[

< Cletx )l +1)___ ¢ + lex )€ <
° 2 (l=(x,Jp1) MR RE

€/2 +€&/2 =-¢ y Ixx | <3

Demostracién iv),.-

£(x) / g(x) es el nroducto f(x) . 1/ a(x)

Sz2bemos que el nroducto de funciones continuis ¢s continua y por
lo tanto basta demostrar que 1 /@(x) €3 continua en xo y Ya

que la funcién f(x) es continus por hindtesis en x, .
1/ a(x) -1 /ex )| = Le(x ) - =(x)
g(x) glx )|
Como ¢(x) es continua en X, si g&>o0 y 98 nuede elegir
820  t91 ove si ! X%, | < 3 ,

|elx) - BEI N P ,E(xo)]/ 2 ¥y mor lo wismo

-|.-‘!.(xo)|/ 2 gle(x)] - le(x,) | de donde
lelx )|/ 2 ¢ |2(x)] ¥ entonces
2 /le(x )| 7 1 /()] y

lata) - atx )| < e6® (x) /2
Por lo tunto :

1 - 1 - - Az ) ]2 = €
1 1 = |elx) =gt | gPx,) |
,E(X) elx,) ‘ I;(X)ﬁ(-"o)l < E /;'?Tf‘)) 7lx,)

TR e v e e Lt s - e,
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si |xx |« ) , 8sto dice aue 1la funcién 1 / g{x) es

continus en el »unto x6 .
PEOATYY ¢+ 2

Ie funcidén vwolinominl es continux,

Demostracidn,-

Demostramos en primer lugar aue 12 funcidn f(x) = x y las cons-
tentes son continuas ; por lo tinto , por el teoremz enterior rue
dice que el nroducto de funciones continuas es continua, entonces
las siguientes funciones serdn continuag.

X =X . X

X3=X2. X

Iuego toda funcidn X" , con n natural es continusa,

También hemos demogtrado onue 1la2s constantes son contiauas , por lo
tanto las funciones de 1s forur cx" , con ¢ une coastante ¥y n
natural , son continuug,

Sabemoa también gque la suma de funciones continu=s es continus

y ya que los nolinomios son sumig de funciones continuzz, es decir,

. . . n . . .
funeiones de 1n forur cx , concluimos aue 1o Mueidn »olinoni~l
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es continua,
TEORWKA 3

Ia funcién racional es continua en todo punto de su dominio.
Demostracidn.-

Una funcién racional ge puede escribir como £ /g , donde f y
g son polinomios que no tienen rafces comunes , ya que los po-
linomios son continuos esté cociente es continuo én coda ﬁﬁnto

que no sea raiz del denominzdor g .

TEOREMA : 4

Continuidad de funciones compuestas.-
Sean f y g funciones que cuwaplen la condicién de ger conti-
nuas en x_ f continua en x, ¥ & continua en f(xo) =Y, 3

entonces también lo es la funcién compuesta F , dada por

F(x) = g [£(x)].

Nota : 3ea f(x) definida en un cierto conjunto D y con domi-
nio R y sea g(y) definida en un conjunto D' que contiene

al dominio R , 4s{ si x esta ecn D entonces f(x) esta en

D' de tal menera que g Lf(x)] estd definida. I» funcién resul-—

tmte se 1llom2 1» comnosicidn de g con f
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Demostracidn:

Sea X; un munto de D, "ntonces Yo= f(xo) esta en D' papg todo
€2 0 , existe un 6,70 tal que:
() ~ely,) | < a1 ly-y, | <8,
Existe 51 7 ©  tal que:
[£0x) <y | = |£(x) £(x )] <,

| si X-x, '< gz
Al 51 | x-x_ | < 32_

[F(x) - P | = 1&g [£(x)] - & F01 = fety) - ey )lcg




=3
D

Ejerciciogs:

l.- ™ los siguientegs ejercicios f(x) ¥ &g(x) son funciones continuag
de x; definidag nara todo valor de x, Cada ua de lag funciones

nBumeradas abajo eg continusn, Verifiquelo, usondo log teorenag 1,

2, 3, 4.
a) Qx) = £(x) elx) + f(x)g(x)
b) Qx) = g(x 4
1+ f(x)
c) Qx) = f(x2 +  2x)

2.~ Para lag sizuienteg funcioneg £ encuéntrense 1og ountos (si eg

que ha alsunog) donde 1a funcidn no es continua:

a) £(x) = cot x

b) £(x) =

i
4
Wi o
1
n

e) f(x) x5 -x3 + 1

i




d) £(x}= x_+ 3

x2+x+1

e) 0 six

£(x) = xsix (0, 1)

1six 1,
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FOHCILT RS PRASCIIDETES:
1 continuacidn eastudiareros o2lpun~s funciones troscendentes y de-~
moatrareros nue son continu=s.
iuncién 3eno.-
€

s wa de lasg funciones trigonométricis ‘s immortentes, recorde.nos

su definicidn srométrica:

3

P (x,9)

Al >

Considerewos la circunferencis unitnria x2+y2=l . 3unrongamos que

€ es un ndnero real. Cologuemos wn dnsulo que tiene wedida en ra
di=nes € , en nosicién ncrial (es decir, tiene el lndo "inicinl"
sotre el l1sdo positivo del eje x ).

ez el nunto T la interseccidn del lado terminsl del dnsulo con
el circulo witaric con centro en el origen. 31 P es el munto
{x,v}, entonces la funcidn seac esta defianida mor:
Rl B =y

¥ 1z funcidn cogeno esta definids nor:

fos & =x
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I4 definicidn imnlicn que seno ¥y cosaaoc zen 2zriddiers cua ~erizdo
27T, esto es:

sen(® + 20 ) =gen 8 y cog(® + 2 1) = cos 6
Aderds P(0) = (1, 0), P(%/y) = (0, 1), P(q1) = (-1, 0) y nor lo tento,
cos 0 = senlva= 1, sgen 0 = cos Wa =senTW =0, cos W= -1
come P(9) y P(-6) son sinétricos resncet. del cje %, se tiene:

coz (-8) = cos O y sen (-6) = —-sen ©
Lrg grificas de sen 8 y coz 6 en el intervalo \0,1i]1 se ilustren en

las siguientes figurss,

\

wld

=1

Grdfica de la funcidn sen x

~1

Grdficn de 13 fuici’n cos x
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Jenostrarenmns cue la funcidn seno asf definida es cuntinua mara todo
valor c.
Anlicando la definicidn de centinuidad debeinos demostrar que:

[Sen x - Sen cle €31 \x-cled

Para esto queremos demostrar que ] Jenw - 3enf ' es3 menor gue la
longitud del Aarco AC  deternrinedo nor sreco «« = arco @ .

Sea Z= 2longitud del arcc deternminsdo nor arcoof - arcog . 51
proyectamos en el eje y 1la difereacie de sene« - senf§ es clare

que es menor gue el arco 72 3 veamoslo de la siguiente wmrnera:

R \A j‘

c! /('. S'&.

Sean I‘l v 12 dos rectns mnrelelns, entonces el cm.ino mfs cor

to nora wnir un munto en I-l y otro en I? es un2 recta ner-enw-



dicular, esto es:
B0 ¢ IC ¢ =P
Por lo tanto |3ena — Jeng | ¢ ot =8
Regresando a la demostracidn de continuidad de sen x para todo c
tonando £ =§ tenemos que:
|Sen x - Sen ¢ | <€ nara [x-cl<&

por lo tanto la funcibn es continua en todo ¢ .

Funcidn Cuseno,-
Demostremos qae la funcidn cozeno es continum para todo vzlor e.
Utilizando el mismo argumento que en 1ls funcidén seno tenemos:

A

fcosw ~ cos® | & | y.@ |
Anlicondo la definicién de contiquidsd = 1n fuicidn coseno tenemos
que: para & =6

|cosx - cos ¢ f<g si |x~c J<d
Por lo tanto la funcidn coseno es continua en todo c.

Iag funciores tan x, cot x, 3ec x, cge x, son continues en cada
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punto donde est-n defianidas.

Demostrir lo unterior es simnle , y» que eatns funciones l-s pO-~
demog exvres?r de 1> gifuiente m ner=s

Ton, x = 3en.¥ / Cos.x

Cot.x = Cog.x / 3en.x

3 1 / Cos.x

%
<]
(2]
.

>
1]

Cec.x = 1 / Sen.x

Y shorz 2nlicando los teorem=3 ncercs de que las opersciones de
funciones continuns son continuas , su volidez es inmedi-ta,
Funeidn logaritmo.

Definicidn.~ Consideremos la funcidn definida nor 12 ecuncidn
y=1/% ,donde &t »0 .,

Sea R el Area comovrendida de la siguiente manera :

R = { 4rea entre y=1/%t , y=0 , t=x , t=1 nars x 3 1
~drea entre y=1/t , y=0 , t=1, t=x nare X < 1
AY
R* yey
AT v >
i X t

71 4rem de R es una fwcidn de x . Tlamemosla AMx) y definomosls



como Ta x = A(x) ,

Io sue ﬁueremOS es demostrer que 1 funcidn In » es continus
en todo ¢ .

Frimeramente denostrsreros cue In x es coatinut nr» €31

_y orimero consideremos loa wuatos x tales jue x »>c¢ y ¢ v 1

* .

{ (Y i\

I A}
l '1‘ L‘ ‘¥ ! ‘v*

< %R >

De 1» figura observamos que :

(c-x )1l/c ¢ Int ¢ (c-x) 1/x

tnlicendo la definicidn de continuid=d ; suereros nue nern € » O,
\In x - Inc\< € si \X~C < c),v, entonces debe O

encontrar yn valor de ¢ 1

De 12 fipur2 también vemos aue :

llnx~Tnclelx-—c| 1/c wor lo tasnto

[Inx-Tnec|<E 81 \x—c\<él =CcE

He:ros encontrado Jl » 0 nue sirve nar: ¢4 ¥ .

fnore “Bi X & ¢ “éncontraremos J ,» O cque sirvh ea estc couu.
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o

L _ \., ____ r A

X c —»
Observamos en la figura que ¢
{e-=x ) 1/e ¢Int < { e-x ) 1/x ¥y también aque

\In ¢ ~ Tn x| < \¢-x} 1/x
De acuerdo a 1% definicidn de continuidad debemog encontrar & 5> 0

tal que \'ne-T x) <€ =i \c-x\<6? ;

encontrremos el valor de g, .

31 le-x\ 1/x < € entonces e-X < EX esto es
c<(& +1 ) x de aauf que x> c/€ +1
Por lo tanto le=xi<cé& /€ +1  entoces

|Tan x - Incle €& si \C—X\<§9 =éE/E+1

Ahora tomando 1~ menor (,e(Jl ¥ §,)

l'nx - Iac} < & si \x-cle O
Fgte dice oue 12 funcidn logiritmo ez continu® n2ra todo ¢>0 .
A continuacién darcaos 2lgunes oroniedades de la funcidn logaritiro.

Ia funcién logaritmo es mondtona creciente esto es ¢ Coaun wA-

yor valor de la variable x corresponde w1 wayor valor ce la funcidn

J
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o1 otrng nilioreg g4 xl< X, entonces 1n xl < ln x2

lo demostra—
T'emos nor ¢uzoy,

0930 1.- 354

Je 1a ficurs ohzervamos oue 1In x

5 = fres A o dres B = 1n Xq o+ drea p
nor lo tantg 1In x1 < 1n x2 .
Caso 2 ... 53 3 glx x,
|
6oy
Enlicendo 1a fuwreidn losaritmg ohtenercs “ue 1n %, = 0%1n% T




Cago 3.~ 35i xl< x2<0

En la figura observancs que:

In x) = (-4rea A) + (~4rea B) = (~drea A + 1n xe),por lo tanto:
‘ in Xy <1ln X,

Otra vrooiedad imnortante es la siguiente:

Inl=-Inx
x 4

]
s
X ?’;\ B .
% 1 X

En la firurs observauos nue lag reglones marcadas con esniral (w--)

son ifunles ya aue la srifica de lo fuieidn y = 1 es simétrica con
x
resnecto a la recta y = x, por lo que para coanletnr 1z demostra~

cidn besta ver que el drea de ls regidn A es ipual al “ren de 1w rg
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cién B.
1 1
Area A = (l-;)l:l-;; Area B= (x = 1)1 =x=~-1=1=~1
X X x
por 1o tantc vera x»1 In X = ~1ln 1, esta ipgusldad es cierts tam-

x
bien para x = 1 y x<1 por lo siguiente:

Si x = 1 entonces In 1 = 0 = -1In 1 y si x<1 entonces 1 71, por lc
X

tanto 1n I
X

l\: -ln 1,de aouf que In x = ~In 1
x

X

For dltimo verenos que 1ln x tieade a infinito cusndo x tiende =2 in-

finito (In x —s <0 } y que 1n x tiende a ~infinito cusndo x tiende a

X 0O

cero (In ¥ s «o ),
X ———s O

Si n es un ninero enterv vogitivo y z>n de la siguiente figura

1

t 2 3 A

In z >érea A + éreaA2+.. .« + fren A y=lel+
2 3



AC

Ahora agrunemos los sumandos de la derecha en la siguiente forxrma:

+{(1+1) + (
3 4

ol
[ Y [
=
3=
o

la suma en cada naréntesis es mayor cue 1 y vor lo tanto las sumas
2
de la derecha son tan grondes ccme uno quiersn, nor lo tanto queda

demostrado aue:

In Xy w0
Xt a5y

De la ipunldad

Inx =-ln}
X

se obgerva fdcilmente que cunndo x tiende a cero, el logaritmo

tiende a menos infinito,
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TECRENAS

Valores extrenos.

51 £ es continua en un intervalo cerrado [a, b] , existen puntos c y
d en (a, b] tales que £(c) es el valor méximd de la funcidn f en el
intervalo (2, bl y £(d) es el valor afnico de la funcién f en el in
tervalo (a, bl .

Demostracidn:

Geométricamente, este teorema significa que la grdfica de la funcidn

f debe tener, por lo menos, un punto nuds elto y ctre mds bajo,

¥ Eg decir parz cada x €0a, b], f(e) 2 f(x)

H

t¥ E5 decir oara cada x €[a, b], f£{d) ¢ f(x)
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Llamemos 1 =zl intervalo (& , b) en el cudl este definida £(x).

Dividiremos I en dous partes por su muto medio;

I T
1 R e e b
{n4h)
2
I

y fijamos nuestra antencibn sobre I* ,como el intervalo donde de~
be buscarse el valor mfximo de f(x) , 2 menos que exista un pun-
to X en I'' , tal que f{e« ) exeda u cualquier valor de £(x) en

I' ; si asf{ ocurriera eligiriamos I'' . lLlamzremos I1 al inter-

valo asgi elegido,

Procedamos zhora con Il de igual forma que hicizos con I

obtenisndo un intervalo I2 .

»

\.ov\%‘dua da 71 Lou%’\‘\\]é d€12 Ceveens ete.
{~+D ) {(a+h)
2 1

¥Mediante este proceso , obtenemos una sucesidn 11,12,13....In..

de inlervalos nue tienen un ¥Ynico punto en comin =z .
Demostraremos oue el valor f{z) = M es el mayor gue tom: la fun~
cifn en I ; esto es , no nuede existir un vunto s en I para

el cual f{s) > M . Suvongamos que existe un nunto s tal que

f(s) =W + 26, donde € es un ndmero vositivo . Alrededor de =z
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como centro , dado que f£(x) es continuz , considerenos un nague-
%0 intervilo K , t9l que 8 quede fuera de é1 y que lo3 va-’
lores que en K tomev f{x) difier=n de f(z) = M en inenocs de £ ,
por lo que se tendrd , en X, f(x) € ¥ + & 9vpero, nara n

suficiesterente rsronde , el intervelo Ip queda dentro ce X ,

y , por otra warte , se definid In de tal manera oue ningidn
valor de f(x) wvuara todo x fueran de In pudiera superar =
los volores de f(x) nory los x de In . Ya que 8 esta fue-

ra de In , vy f£(s8)>1 +& , mientres que en K , y nor con-

siguiente en I , tenemos que £f(x) > M + & , hemog llegado a
una contradiccidn.

Si ahora vemos oue el valor minfmo de f(x) es menos el maximo de
- f(x) como -f es continua , con este mismo método queda de-~

mogtrado que f alcanza su valor miafmo en Ta , b7 .
TEORENA :

Del valor intermedio.
Sen f(x) continua en A ¢ x gb ¥y supongumos que £{a) # £(b) .
Si K eg curlquier nimero egtrictamente entre f(a) y £(v) ,

existe w1 »unto ¢ agegbd t21 que f(e) = Y .
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by =

Jo omm

te

[l S
oclhe———————

Demostracidn:

Congidereuog el caso f(a)< x.cf(b).

Ilamemos I al intervaloc [a,b] en el cual esta definida f(x). 1 tis
ne le proniedad de que en el extremo izquierdo de este intervalo

f toia un valor ;enor que6 y en el extrero derecho f +toma un va
lor mayor queb.

Dividirewos 1 en dos partes nor su unto medio:

x,=(a+b), si resultase ser f(x1)= Y el teorema quedarfia demostra

1

2
do. 3in embargo, si f(xl)# E : f(xl) serd meyor 0 menor que K .
En cualquiera de los dos casosg, alyuna de 1lws dos mitades en que

dividimos I gozard ahor~ de la misma pronieded, que T.

Ilemenos I. a este nuevo intervalo y reritsrmos el mis:ino wroceso,

1
dividiendo I1 en dos =artes ipunles; serid entonces f(x)= ¥ en dl
nunto medio de Il y 0, de lo coiireario, sodenos elesir wn interva
lo 12 , mitad de Il con la nroniedad mencionada; repitiendo eg-

te nrocedimiento, desnués d= un ndnere finito de bigecciones encon-

treremos un punto nara el cunl f(x)= K , 0 tendremos una sucesidn
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[

I ... que tienen ua vnico

PEEREEREN

de intervalos encajados Il y 1
panto en comin,

Afirmemos que f(c)= 8 0 sea que ¢ e9 el nunto cuya existencia
afirma el teorema., Hasta shora no lemos utilizado la hipétesis ini
cial de la continuidad de la funcidn. La usaremos ahora parza conpleg
tar la demostracibn mediante el siguiente razonsmiento:
Demostraremos que f{c)= } » suponiendo lo contrario y deduciendo
una contradiceidn.

Supongamos que fle)# { i vor ejemplo f(e) mayor que Y .

Dado que f(x) es continue nodemos encontrar un intervslo J (tal
vez muy pequelio) cuyo punto medio sea ¢ y tal que en todo el va=~
lor de f£(x) difiera de f(c) en menos de £ . Ahora bien, como el
intervalo J es fijo, bastard tonar n suficientemente grande nara
que el intervalo In quede enteraﬁente dentroc de J , ya que la
gucegidn In tiende a cero. Aqui anarece la contradiccidn, pues de
la forma como se eligid In , Tesulta que la f£(x) debe tener va
Iofeé diferentes en los extremos de todo In , por lo que f(x)
tiene que tomar valores mnenores en slgun nunto de J. Bl absurdo =

nue conduce su-cner f(c)?» 60 bhien f(ec) < K, demuestra que fic)= K
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DEFINICIONS

Puncidn inversa.

Un método importante vara encontrar nuevas funciones es el siguien-
te: comenzando nor una funcién conocida f£(x), intentamos resolver
la ecuscibn y = £(x), resvecto a x, de tal modo que x aparezcs co-

no funcibn de y: x = g(y).

Ia funcidn g(y) se llamard entonces unza funcién inversa de f(x).
Este vrocedimiento conduce & un resultado Ynico sdlo cuando la fun

cidn y = £(x) es biunfvoca del dominio de f(x) en su rango, es de~

cir, si la desigualdad X% X, inplica siempre esta otra: f(xl) $ f(xz)

pues solo entonces quedard definida unfvocamente una x para cada y.
Observando la gréfice de una funﬁién ¥ = f£(x) puede deducirse de wna
ojeada la existencia de wna funcidn inversa Unica. Esta estord unive
comente definida, si a cada valor de y corresponde solo uno de x. En
la gréfica eﬁto significa gque ninguna varalela al eje x corta = la
curva en mds de un nunto, lo que ocurrird nor ejemolo si la funcidn
¥y = £(x) ea monétona; es decir ai aumenta o diaminuye constantemen-
te al eumentar x; vwor ejemnlo ai y = £{x) es mondtons creciente, na

TA X, & X, ge tendré siemnre:
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y =f(x) <y =)}

] &
De agqul se deduce que nara cada  valor de y puede existir a lo
tfs wm x, trl ~rue y = £(x), con lo que lz funcidn inversa gquedsrd de

finidn wnivecaxzente.
TICREVA:

Ne 1a funcidn inverss.

Si £ es una funcidn continua mondtons creciente en {&,b}con fa) = x-

y £f(b) =8 entonces existe una funcién inversa Unica de f; ¢ , dg

finidn en (= .91 egtrictamente creciente y continua allf,

Dercstracidn:

Por el teorem» del valor intermedio nora toda y en L« @3 existe
x €({2, bl nera el cuel f{x) =y ¥y como f es eatrictamente crecien
te, x es tnica. Asf esta x denende de la y escogida y se denotard

ver @ (y). luego, nor definicidn:

¢ie(x) = () =x
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Anlicando f a airbos miembros se obtiene:
F(d(y)) =f£f(x)=y

De aouf que la funcidn unica ¢ (y) es 1la inversa de f.

Puede verse que @ es egtrictamente creciente, de la m=nera siguien
tes

Esco janse digemos sean X X resnectiva~
mente lms corresnondientes x. ZIEntoncks sundngase, nor contradiceidn

ques

n=9%0) = $ y,) = X,



49

aolicsndo f 2 =mboz sieskros v Swlic'nds 13 monotoafa ae T ,
ye tiene que :

v o= Tl )< flx,) =y,
e3t" es ua: cortrediceidn v de ~oud se ohtiene lu estricte nono-
tonfn de q_) .

Para nrobsr 1la centinuid-d elij'mos ua nunto y, en Lot | g2 .

Para mosirr oue (t) e ontinu~ en
ra demos : (y) es continu Yo s, debemos nrobh-r -ue

para todo £>0 -existe un 3 >0 1 nue
o) - )& a1 vy < S
en otras nslabras:
4)(}'0) - & < d{) (v) <« tb (yo) + & siemnre que
Yo-8 <« ve& v +d

r = o o =
Pongamos x| .;(Yo) y de modo oue  flx ) =y .

Sunéngamos & P 0 . Sea d ¢l menor de los siguientes nimeros

[f(xo) - flx, -€) y flx, + € )= £(x)]
'si Iy ~v,) <é eatonces
f(xo - € y f(x0 + & ) nor lo tentc
xo-E < C¥ (y)<xo+$'_

con lo cudl queds concluids 1: uemostracién,



Hemos vigtoe aue In x  tiepe €00 su dewinie de definicidn el
intervalo sei-infinito 5(7<x < oos v JUe es continua Yy es-
trictamente Creciente, Y nue sﬁ ranmo ey E..,Q <o oo}-
Por 1o tanto, tiene wa fuacidn inversa continus vnies cuyo
d'ominio es {~oo < x <oo§ Y cuyo rango ey {0 < x < -os
los valores de estn funcidn inversa se denotan nor:

. x
eéxvonencinl x = e

Grdfica ge Gxnonencial y
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Funcién erc sen x y arc. cos Xx.

Por supuesto sen 6 y cos 6 no son funciones mondtonas. Fara definir

la funcién inversa de cos © y sen 6 es necesario elegir un interva-

lo en el cual.estas funciones sean crecientes o decrecientes. n el

caso de sen 08, récordando su gréfica, resulta que sen & es crecien—

te vara -T =6 = W por lo tanto, la funcidn seno tiene inversa,
2 2

denominada erco seno. Por suypuesto, esta inverge eata definida en el

intervalo [-1,:1] .

N
(¢}
"

® = arc sen x significa que x = gen 9, -

ol o
ol d

Grdfica de la funcidén arc sén 6



En el caso de la funcién coseno elegimos el intefvalo {C,n) en
donde 1la funcién es decreciente, la funcién inversa de cos © en ese
intervalo se 1llama arcoe coseno.

@ = arc ccs X significa oue x = cos © 0Dg 6=\

0 bien arc cos (cos 8) = @ para 0< 81

la funcidn arc cos © esta definide sdlo para =1 B0 ¢ 1

¥a

Grifica de 1la funcidn esrec cos ©

Funcién arc tg s.

Recordemos que defininos la funcién tg © como:

esta funcidn ests definida y es continua wora todos los valores de ©

v

. +
en los que cos @ # 0, es decir, nara @ =g + nT n=o, - 1,...

n
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la tangente es wondtonn creciente en el intervalo [— T2, ﬂ)?] .
De todo lo anterior podemos concluir que la funcidn tg © tiene in-~
versa, esta fuacidén se 1llama arc tg @ y estn definida para todos
los valores de 0.

Como tg (0) = O resulta que arc tg(0) = 0

%

— — S—am—— el m— nm— m—— Sw—m—

-'/I.

Graffeca de la funcién arc tg (0)
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Ejercicios:

1l.-

.-

Sunongamos que f es continua en el intervalo [—1 1) ¥y que

£(-1) = 2
£(0) = -1
£f(1) = 3

4Cudl es el miniro mimero de rafces que f puede tomar en ese

intervalo?

Defina una funcién en el intervalo [~1 1] , continua en todo
punto, excento en O. vositiva en 1 y negativa en -1 ¥y que no
tengn rafces. ¢Contradice tal funcidén al tecrema del valor in-

termedio?

En los siguientes incisog decidir su la funcidn tiene o no in-

versa, en cngo afirmativo eincountrarla.

o)
a) ffx) = x° definidn nara toda x

b) f£(x) x2 + x = 1 definids ovara todo x



X +x -1 definida rara x > ~1/2

e) f(x)

a) f(x) =x“+x-~-1 definida wara x g -1/2

4.~ ¢Es la funcidén £ definida nor:

f(x) =
1 si x=0

continua en (- %2, ¥/2)°

5.- Pruébese que la funcidn f definida por:

sen x para x £ 0
x
f(x) o
1 vara x = 0O

es continua en (- 0 , @ )



56

BISLIOGRAFLL.

Tom M. Apostol , Calculus vol. 1 .
Ed. Reverté 1979,

Richard Courznt,Harbert Robbins ; 5 Qué es la matemftica ?
Ed. Aguilar 1971.

Louis Leithold ; Fl calculo con geometrfa analftica.
Ed. Marla.1973,



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Discontinuidad Removible y Discontinuidad Esencial
	Ejercicios
	Definición Precisa de Continuidad
	Operaciones con Funciones
	Teorema: 1
	Teorema: 2 La Función Polinominal es Contínua
	Teorema: 3 La Función Racional es Contínua en Todo  Punto de su Dominio   Teorema: 4 Continuidad de Funciones Compuestas
	Ejercicios
	Funciones Trascendentes
	Teorema: Valores Extremos
	Teorema: Del Valor Intermedio
	Bibliografía



