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PROLOGO 

A muchos estudiantes de matam&ticas les queda la visi6n 

de que esta ciencia es fundamentalmente deductiva y que un -

matem&tioo es aquel que tiene habilidad de encontrar demoa-

traciones de ciertos enunciados ya planteados. Si bit!n el 

lenguaje formal es indispensable para garantizar la coheren­

cia interna de la matem&tica en general no permite ver que -

para llegar a detectar una propiedad o comportamiento impor­

tante de un determinado modelo, o a la dafinici6n da algdn -

modelo ea neceaario de todo un proceso de trabajo previo. 

En este trabajo se exponen algunos resultado• acarea da 

la din4rnica generada por homaomorfismoa del circulo qua con-

servan la orientaci6n, tomando en cuenta doa elementos acer-

ca de nuestra concepci6n de lo qua es la rnatem&tica. 

a) La rnatern&tica, como cualquier ciencia surge y •• de­

sarrolla de la necesidad del hombre de tranaformar y conocer 

la naturaleza, dado el nivel de deaarrollo aocioecon6mico en 

su momento. 

b) El mdtodo formal que toma en su exposici6n no corre~ 

ponde al proceso de descubrimiento, si bien no existe una r! 

ceta para "descubrir•, pensamos que un elemento que no se 

puede olvidar, ea partir de casoa particulares, muchas veces 

observaciones experimentales buscando ciertas relaciones, 

sintati.aarlas hasta lograr enunciarlas en forma precisa y ~ 

dar aat:~aciar una demostraci6n. En esta parte lo esencial 

ea locjra'~:~~i dnteaia de esas relaciones para despuda proco-



der as! buscar una demoatracidn. En esta pa te lo esencial 

es lograr la síntesis de esas· relaciones para dempuds proce­

der a la generalizaci6n. 

Sin embargo el proceso de construir la matem,tica no 

termina logrando enunciados l&¡icamente coherentes. La per­

manencia de ciertos resultados queda determinada en tanto a 

su necesidad dentro de la practica social (en particular 

aplicaciones y necesidades de otras ciencias o de la·tecnol~ 

q!a o.bidn la "completes"de algunas ramas de la propia mate-

A este respecto conocemos de antemano que no queda 
' 

reflejado en nuestro. trabajo, 

En la introducci6n tratamo• de bosquejar el desarrollo 

de la teoría cualitativa de las ecuaciones diferenciales y -

en date contexto ubicar como un problema particular el an'­

lisis de flujos en to.roa y una forma de atacarlo es median­

te el estudio da la din4mica generada por homeomorf i111110s del 

círculo. 

En el capítulo 1 se plantea un problema físicos el mo~ 

vimiento de partículas bajo la accidn de ciertos reaortes1 

a trav~s de este ejemplo se ilustra la conatruccidn de un 

homeomorfismo del círculo y la ralaci6n de au dinantica con 

el movimiento de partículas. Se aprovecha este ejemplo para 

deacribir la din&mica de los homeomorfismos ~s simples: las 

rotaciones. 



El cap!tulo 2 trata el caso de homemorfismos que gene­

ran 6rbitas peri6dicas; partiendo de ejemplos particulares y 

del comportamiento ya conocido de las rotaciones, se llegan 

a establecer dos conceptos fundamentales: el -l!mite y el 

n~mero rotacional de un homeomorf ismo dado. Puede ser que 

en esta parte se "abuse" en la forma de exponer, al intentar 

redescrubrir éstos concepto& y sus propiedades. Sin embargo 

consideramos que de data manera queda m4s claro la necesidad 

de estos conceptos y la forma matemltica que toman. 

En el cap!tulo· 3, se trata el caso de homeomorfiamos t'I 

que no tienen drbitas peri6dicas. Al construir los ejemplos 

nos dimos ·cuenta que bajo pequeñas variantes de las construE 

ciones se obten!an homeomorfismos "cualitativamente distin­

tos entre s!". Esto nos llevd a intentar clasificarlos. P.! 

ra hacerlo fueron importantes dos cosas, el remitirse a ro­

taciones (o sea los homeomorfismos mls sencillos) y loqrar -

incluir que lo que determina las clases son, la rotacidn que 

esta asociada al homeomorfisrno, as! como lo que despuGs lla­

maremos 4ngulo entre dos ~rbitas e !ndice de un homemorfismo 

Es interesante el proceso que nos llev6 a estos conceptos 

partiendo de algo tan "vago", hasta llegar a poder visuali­

zar cierto tipo de homeomorfismos e intentamos reproducir la 

experiencia en la exposicidn. 

" 
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I N T R o D u e e I a N. 

Une de lee fuentee máe rices de le matemática, sobre 
todo en los inicios del capitalismo he sido el estudio de probl,! 
mee f1eicos, en particular del movimiento mecinico, el intentar 
utilizar éste y comprenderlo se han desarrollado disciplinas co­
mo el Cálculo Diferencial e Integral y les Ecuacionee Diferenci.! 
les. 

En particular uno de loe primeros problemas que se et.! 
caron con esta herramienta fue er del movimiento de los planetas, 
más generalmente: le mecánica celeste. Le gran precisi6n de lea 
predicciones en tanto e le poeici6n de. loe. cuerpos celestes obt.! 
nide a trevée de les soluciones a les ecuecionea diferenciales, 
coneolidó y desarrolló esta rama de la matemática. 

Si se planteen lee ecuaciones diferenciales correspon­
dientes al problema del movimiento de dos cuerpo• que se mueven 
bajo la acción de le fuerza gravitacional, se pueden encontrar 
les eolucionee expl1citemente, de lee cueles se obtiene informe­
ci6n exhaustiva del movimiento de los cuerpos. 

Sin embargo si este mismo problema se plantee para tres 
o más cuerpos, la situación se complica mucho más. S6lo pera C.! 

sos muy especiales se pueden obtener soluciones en términos de 
integrales de funciones elementales y e6n en estos casos el aná­
lisis de éstas es bastante complicado. 

.·; . . . 



Una forma de obtener 1nformaci6n es aproximando num6r,!. 

cemente laa soluciones, en la actualidad le aprox1mac16n numiri­

ca juega un papel muy importante. 

2 

Sin embargo de esta forme s6lo se pueden encontrar 
aproximaciones a un determinado número de soluciones y en un tle.m 
po finito. 

Polncaré, refiriéndose al problema de loa n-cuerpos, 
marcaba algunaa preguntas clave: 

"¿Algunos de los cuerpea permanecer6n siempre en une 
reglón determinada del espacio o se pueden escapar 
al infinito? lle distancia entre dos de eetos cuer-­
pos decreceré indefinidamente o al contrario, perma­
neceré siempre entre 11m1tee definidos?". 

El conocimiento aproximado de unas cuentas soluciones 
na resuelve estas preguntas. En la busqueda de reeolverlae, a 
finales del sigla pasada se empieza a desarrollar le teoria CU,! 

litativa de las ecuaciones diferenciales. 



~eta ateca problemas tales como: 

a) Si las soluciones a una ecuaci6n diferencial est6n 

acotadas o no, b) si hay soluciones peri6dicas, c) si para tie.!!! 

pos suficientemente grandes algunas soluciones se van aproximan­

do a un comportamiento especial, lcu&l es este comportamiento?, 

lcu&les son las condiciones iniciales pare las cuales el compor­

tamiento asint6tico sea uno determinado?, lqué sucede al pertur­

bar una aoluc16n?, lqué sucede si la misma ecuaci6n diferencial 

ea modificada un poco?. 

la teorle cualitativa de las ecuaciones diferenc1a~ea 

no e6lo se ha utilizado en el estudio de sistemas mec&nicoe, éa­

ta es une herramienta muy importante en ciencias naturales y te.E, 

nologla, par ejemplo en otros campos de la flsice como: ac6et1ca, 

Óptica, hidrodinémice, etc. y en ecologla, química , ingenier!a, 

etc. 

En este trabajo expondremos una cuest16n particular: 

la din6mica generada al iterar homeomorflamoe del circulo en el 

circulo que conservan la orlentac16n. 

Esbozaremos c6mo ea que surge el estudio de este pro--

blema. 

Una idea clave en el trabajo de Poincaré fue ver a las 

soluciones de una ecuaci6n diferencial como función de lea cond.!. 



cienes iniciales que determinan el movimiento y al tiempo como 

un parámetro. Esto lleva, como ejemplificaremos m~s adelante al 

estudio de "flujos" en ciertas superficies (más generalmente en 

variedades). 

Una técnica usada para el análisis de flujos es lo que 

ae conoce como el mapeo de Poincaré. 

Esbozaremos la conatrucc16n de este map10. Por aimplj_ 

cidad tomaremos un flujo en une auperflcie. 

Sea C une curva que corta a lea trevectoriee de un f l~ 

jo d• forma transversal. El mepeo de Polnceré será un mapeo 

r s c. e --tC 

que a cada punto p 

toria que pasa por 
p)• 

de s le asocia el punto en el cuel la treves 

p corta por primera vez a C (después de 

f está definido en un subconjunto 5 ~e C 
ran.tizar que las trayectorias que pasan por 
na vez a C. Que exista una primera vez, lo 
cho de que C sea transversal al flujo. 

donde ae puede Q.! 
& vuelven algu­
garantiza el he-



Para estudiar el comportamiento ••int6tico de ~na tra­

yectoria (o eee eu comportamiento cuando el tiempo tiende a inf! 

nito), una gran perta deÍ an61ieie 1e reduce el eetudio de lea 

interacciones del mapeo de Poincer•. 

Este mapeo reduce le dimenai6n del problema y diacretl, 

5 



·~·. 

za el tiempo, ea decir,en lugar de tener cu~vae en una a~perrt-­

cie ae tienen.sucesiones contenidas en una curva. 

6 

Si en particular nos interesa el flujo sobre un toro, 

bajo ciertas hip6teaia y haciendo cambio• de coordenadas adecua­

das, se puede conseguir que un meridiano del toro sea tranev1real 

al flujo y que ah! quede definido el mapeo de Paincaré• 

En este casa diriho mepeo ser6 un hameamarfismo del c1z 

culo en el circula que conserva la orientac16n. 

• 'Para ver asto detalladamente consultes~. (& ) 
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e A p I T u L a I. 

G E N E R A L I O A O E S 

1. RESORTES, TOROS V HOMEOMORFISMOS. 

Comenzaremos ~lanteando un problema que nos conducirá 

al estudio de ciertos flujos aobre toroe y veremos c6mo en este 

caso el comportamiento aaint6tico de laa trayectorias.se puede -

conocer a trevéa de 111 iteraciones del mapao da Po1ncaré. 

Aprovecharemos también este ejemplo para carecterizar a la diná­

mica ganereda por loe homeomo~fiamoa del circulo más sencillos: 

lea rotecionea. 

Estudiaremos le d1nim1ca di doa cuerpoa, restringidos 

a moverse sobre una linee, loe cuales satán unido• por tres raso! 

tea, doe· de ellos sujeto~ en uno de aua axtremoa e paredes. 

Supondremos que laa masas de loa cuerpos son igualas y 

que las constantes de elasticidad de los resortes eKternos son 

iguales a k1 , y la del resorte de enmedio es k2• Además supon­

dremos que no hay. fricc16n. 



Para eatudiar esta dinámica representaremos a cada po­

sible poa1cl6n de loa cuerpos con dos variables x1 y x2, x1 r! 

presentará el desplazamiento que tiene el centro de masa del prl 

mer cuerpo con respecto a su punto de equilibrio que denotaremos 

por E1 y x2 el desplazamiento que tiene el segundo con raspee-

to a Convenimos en que o si el cuerpo se encuentra 

a la derecha de E1 

~. ta 
! . . . ! 

~ x... ~ . 
~>O 1't. (.0 

Podemos describir el movimiento a través·de una runc16n que a e~ 

da tiempÓ le asocie la posici6n de las part1culas 

Idealizando eate sistema (por ejemplo; suponiendo que 

la, constante de elasticidad de loa resortes no depende del 

tiempo, q~e no hay factores externos que lo ~erturben, etc.), se 

puede modelar por el siguiente aiatema de ecuaciones diferencia-

lea. 

8 
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•• 
-~ .&. ~. = x, + ~¿ 

'Wl "»'1 

( 1) .. 
~ ~ Xr. -= -:t, - .:t2 
'W\ ..,.,.., 

Se puede ver que con eete modelo basta dar la posici6n 

inicial y la velocidad inicial de cada part1cula para que el mo­

vimiento quede totalmente determinado. O aes que el sistema (1) 

junto con la condici6n inicial 

~ 1 (fo)• Z,o 

Ze. (to) = A:z.o 

tiene una soluci6n. única. 

i., (fo) e i11, 
i¿ (to): ilo 

Observemos que el sistema (1) nos mue•tra que le acel.!!, 

raci6n de cada cuerpo, ~et6 en funci6n de las posiciones de loe 

dos cuerpos, en este ceso se dice que est6 acoplado. 

En estos caeos se ecoatumbra buscar otras variables 

que nos conduzcan a un a~stema "desacoplado" o eea que la segun­

de derivada de cada· variable esté como funci6n unicemente de eee 

misma variable. 

En este caso definiendo las nuevas variables como: 



El sistema (1) se transforme en: 

•• 
-""· f/, = <J. 1 

'l'>1 

.. 
1t :. "', .. ~J. 9z 

"Wl 

Daremos una interpretaci6n de las variables q1, q2 • 

Sea P1 el punto donde está el centro de masa del primer 

cuerpo (e un tiempo fijo) y P2 donde está el segundo, CH el ce~ 

tro de masa de loe dos cuerpea, O el extremo· ~quierdo del pri-­

mer resorte y M el punto medio entre E1 y E2 • 

Tenemos que: 

De donde q1 eatá representando el desplazamiento del -

centro de masa de las cuerpos, con respecto a M. 

10 



11 

La poaici6n del primer cuerpo respecto al centro de m.! 

ea del sistema esté dada por 

C>tP.: OP.~O~ = OE,+:t,_ Oé,-t-:t',-+()Ca+:r ... ·-=­
;l 

= Ot,-O)f 1- ::l',-.:ra = Mé, +9~ 
;l. 

Cpmo ME 1 no depende de la posici6n de loe cuerpos, q2 
es una medida indirecta de la deeviaci6n de los cuerpos con res­

pecto el centro de masa del sistema (recordemos que las masaaeon 

iguales, por lo que CM ea el punto medio entre P1 y P2). 

Para aclarar la idea, llamemos L :a le lo.ngitud del reso..r. 

te de enmedio sin estirar y eesn r 1 y r 2 loa puntos que distan 

entre si L V cuyo punto medio ea CM" En estos términos 

rz = F, P, ~ -it!. = ~ Pz 

Además tenemos que 2 q 2 ea la elongeci6n que sufrl6 el resorte de 

enmedio. 

Pare el estudio cualitativo de las ecuaciones diferen-

ciales, Polncaré introdujo el concepto de espacio fase. 
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En este caao el espacio fase será ~4 • Cada uno de sus 

puntos representará a una cuarteta Cq 1, 41, q2' 42'. Una curva 

fase ea la imagen de la función tf (t) -:: (q1(t)' 41Ct), q2 ( t)' 

~2(t)), donde q1Ct) y q2(t) son soluciones del sistema (2), 

Como dadas las condiciones iniciales para la posición y la velo-

cidad, hay una sola solución al eiatema, entonces por cada punto 

del espacio fase, paaará una sola curva fase. 

Veremos c6mo son las curvas fase, Como. el sistema (2) 

esté desaclopsdo, las curvas que tocan el plano q2 =O , 42 = D, 

siempre permanecerán en este plano (N6tese que q2 a O ea una s~ 

lución de i:i ::1-J,-..2l1. ª• ), 2 1'Vl f: 

En nuestro problema que q2:. O significa que el reso!. 
no 

te de enmedio cambia de temano, por lo que podemos pensar que --

las dos masas están unidas por una barra rtgida, Entonces las -

cuerpea oscilarán paralelamente. Además la harán en una forma 

peri6dica, ya que estamos suponiendo que na hay fricción, y que 

por tanta se conserva la energla. 

Si colocamos las partlculas en una paeici6n q10 <.O 

inicial con velocidad cero, el centra de masa se irá moviendo h~ 

cia M, hasta llegar a éste can una velocidad máxime, pues en eee 

momento, loe resortes de los lados no estarán.estirados, despu~e 

el centro de masa seguiré avanzando, pero disminuyendo su veloc! 

dad, pues la resistencia de loa resortes será cada vez mayor, 



hasta llegar a tener velocidad cero, en. este momento, empezará a 

retroceder. Con esto y usando la conservaci6n de la energla, t~ 

nemas que las curvas fase correspondiente a las condiciones ini­

ciales q2 = O , ~2 = O, serán curvas cerradas en el plano 

q2 = O , ~2 = O que cortan a los ejes perpendicuelrmente y 

13 

que son recorridas en el sentido de lee manecillas del reloj mien 

tras transcurre el tiempo 

De hecho. ae puede ver que son elipses. 

La energla potencial correspondiente a un resorte está 

dada por '12. A (/a)()t donde k ea la constante de elasticidad del 

reaorte y A~ es la elongaci6n del resorte con respecto a su Ion 

gitud sin estirar. 

De aqu! la energ1a potencial de los resortes de los e! 

tremos ea 

U, = 1 1. ;r~ + .L ,¿. ;r At1 1 :z. .. 

y como q2 • O entonces x1= x2 = q2 de donde 
~ u; = Á 1 CJ,, 



La energ1a cin~tica ea 

Como la energh f cT + ti se conserva, tenemos que 

q2 y ~ 1 deben cumplir 

E 1 < • .2. 'º = A., ?, + -m </,., 

Donde E10 ea una conatant• dada por la energ1a total 

al tiempo inicial. 

14 

Con esto.vimos que las curvas rase eon elipses concln­

tricaa, una por cada valor de E10 ~ 6teee qua por el contexto 

del proble111B k 1 > O y m) O) 
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Veremos ahora cómo son recorridas lee elipses al tren!. 

currir el tiempo. 

La paremetrizeci6n de la elipee correspondiente a una 

energla E10 , a travéa del ángulo (} 1 lodic.a.oo ell'I \a.. ~i'ótH·o... 

está dada por: 

Por lo que ai (q 1(t), ~ 1 (t)) es una curva raae con e.11 

ta energla,. entonces 

Derivando le primera.igualdad y sustituyendo en ia se-

gunda •e obtiene que 



De forme análoga ee obtiene que en el pleno q1 • O, 

~ 1 = O lee curves fase son elipses de le forme 

recorridas en sentido contrario a las manecillas del reloj. Su 

velocidad está determinada por .., 
<Sl:z = VÁ·~-b 

donde ctt. ea el. 6ngulo sn6logo e~. 

E•tse elipses carre•panden ·e m~vimientas de lee part1-

culae que oscilen acercándose y slejinda•~ peri6dicamente. Su 

movimiento·es simétrico con respecta e H • 

• 
Q'l 

16 
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Ahora veremos qua ocurre con laa curvas 'ªªe que no e!. 

tán en loa planos menc1anadaa, 

Tamemoa E10 y E20 coma laa energ!aa corr11pand1entea 

a la primera y segunda sc~ac16n del aiatema (2), 

Todas laa curva• 'ªªe correapondlentea a dichas energ1~a 

,ormar6n una auper,1cle en H4, que llamaremoa1(}. 

·teta tiene la propiedad de que eua proyecc1onea sobre, 

loa planos Q1 41 y Q2 , 02 aon l•• elipaea 
• .t,. E10 = Á, f, + """1 t¡., 

.¿t. : t~o = (J~ 1' .?..i,) 'Ir. 1' .-m f& 

E• m,a, a ~até euperficia la podemoa pensar como el pr~ 

dueto cartesiano de das elip11a ~1 y.~ , y a 61te a eu vez le -

pademoa dar una representaci6n en R3: la de un "toro" de,ormado 

(la super,lcie de una dona cuyos paralelas y me~1d1anoa son ellg 

aaa). 
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Eete "toro" puede eeter muy "enredado" en ~4 , por lo 

que pera ser máe precisos trabajaremos con coo~densdes. 

Ceda punto de .f1. lo podemos epecificer a travh del lsn 

gula~ (medido como.hebhmas·visto), Si hacemos verlar 9,c ~ 

tendremos que identificar ~, con '91 + 21f, 9• + 471", etc. O 11ee 

cada punto de le elipse tendrli una infinidad de coordenadas, to-­

das generadas B través de tomar una y 1um11rle mGltiplo• de 21J" 

(poeitivo11 o negativos). ·Lo mismo 11e puede hacer con .la. 

Can eeto podemos dar coordenadae a la superficie '1J, 
ceda punto del pleno representará un punto de t'[! y todos· 1oa PU.!l 

tos de le forme ( $• + n2lf , 6l2 ·~ m2lf ) con n y m ente roe; 

representen el miemo punto. 

Si tomamos el cuadrado [o, 21T) x (a, 2111 , todae 

los puntos sobre la recta 6l • O se verán identiflcedoa con loe ·• 

de la recta· 6lt -= 21f v lo mismo aucederli con lH rectH e, • a 

y 6, .. 21T 



~---.., 

Ahora veremos c6mo son las curvas fase en cada toro. 

Record•mos que le velocidad con que son recorrid•s lee 
elipses est6 determinada por las derivadas de sus coordenadas: 

19 

(-') 

donde 

Las curves fase que buscamos en el toro 10~ aquellas 
cuyas coordenadas sean lee soluciones del sistema (J) en el ple-

·no. 

: ~•tea san sencilla• de encontrar 

t9, ro =·w, t +9,o 

<91, (f) "' "'•t."" Sao 

Sus 1m6genea son rectas de pendiente Wa/v.1, 
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Pare el estudio m6a detallado de eatea curvas, no• au­
xillaremoa del mapeo de Poincer6. Tomemoa un meridiano en el to­
ro, (que lo podemo• penaer COMO un circulo). Por cada uno de 
aua puntos, d1gamoa p, paea una curva faee, •iguiendo 6at• lleg~ 
remo• otra vez a cortar al meridiano original, digamos que la 
primera vez que lo corta ea q. 

El mapeo •e define como 

f(p) = q 

Veremos cual ea el mapeo de Po1ncar6 para mate caso: 

Tom~moa al toro generado al fiJ•r laa energlaa E10 

E
20

, tomemo• al meridiano del toro dado por 6
1 

= O y fijemos un 
punto en- •1, el de coordenada 4 .. 4 •• 

Como 8'-ff).:r ~ , deapuh de un tiempo T::a 2Yw,, la cur­
ve faae volvar6 a cortar el meridiano correspondiente e 6 1 =O 

y lo cortar6 en el punto con coordenada 

Con sato definimos el mapeo de Poincer6 

f(p) .. q 

donde p ea el punto en el circulo con coordenada t9,0 v q ee el 

punto con coordenada Wz/w, ~."Tr + Gzo 

Por lo que en eete ceso el mepeo. ee una roteci6n de un 

6ngulo ~ ;nr. 
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NOTA: Aunque en el contexto del próblem11 ee natur·.i medir loa 
6nguloa en el sentido contrario de las manecilla• del re­
loj, ea equivalente medirlos en cualquier aentidoi elem-­
pra y cuando ae fije uno. En general se acoatumbre medl,t 
los en el sentido contrario de ha manecilla• del reloj, 
por eso en el mapao de Pincar6 eatamoa midiendo al 6ngulo 
e partir del eje horizontal y en •l aentldo contrario de 
1111 menecillee del reloj. 
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Veamos cómo eate mapeo nos de informaci6n aobre las curvas 
f1111e. 

Lo primero qua no• dice as que 111 interae,cci6n de un• cu,t 
va fase (digamos la correapondlente a condiciones iniciales 8110)•0 

e.JO)•""°) con el meridiano 8
1
•0 ea el conjunto de puntos: 

donde 

v donde lea coordenadaa de p son 6, =O 1 9a :: &¡0 • A este 

conjunto se le llama la. 6rbit1 de P generada por f. 

En nuestro caao f e• une rot1ci6n da un. 6ngulo ~ i7f". 

Antea de praaeguir, 11n11licemo11 do• ejempla• cancretoa: 

Interpretaremos en eete caso qu' informaci6n da UJ.t / W1'. · 

V W,/w, 11obre 188 curves en loe toros V sobre la11 ro.tac ionea en 

loa. c!rculoa: 



...... _ .. 

• 
Wt./v.1t ~ j' 
s; (.t) -::. uJI 

~Z. (t) = Wz. 

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

611' ---.. ----t----4--
1 1 1 
1 1 1 

'ITI - - - i ---4 ---l --
1 1 
1 1 t 

' 1 l ~11 - ---t ----1--
1 
1 

ÜJi./üJ, :: -:i.¡~ 
§ (t) -:: UJ, 

\ -Bi (t) ::: lJJi 

~ : 1 1 
1 1 1 

6?r ----t- ---~- --i---
1 1 
1 1 

141T ---+---+--- --· 
: 1 1 

1 : 
.l1T---":"~- -+---i---

:Jir 1 
1 1 
1 1 

.rrr 

2.3 
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J"' es una curva cerrada, que da una vuelta al toro •n 
la direcci6n de loa meridianos y 3 en la d1recc16n de loa par•l.! 
los. Mientras I' da 2 vueltas al toro en la direcci6n de loa m,! 

ridianos y 3 en le de los paralelos, de hecho si!' es la imagen 
de Cq 1Ct), ~ 1 Ct), q2(t), ~2 Ct)), entonces esta curv~ ea per16d1-
ce de periodo 3T = 61f'w 1 y lo análogo sucede con .I' • 

En tanto a las rotaciones, tenemos que lea 6rbitaa ge­
neradas por r y por l" constan de tres puntos en el circulo. 
En este caso decimos que son 6rbitaa de periodo 3, ya que cada 
tres iteracciones se repite lo miamo, o sea 

Le diferencia entre r y 

pecto al circulo en que ae recorren 
iterar la rotac16n es distinto• 

r . ea que· •l orden con r•.! 
loa puntos de un~ 6rbita al 

• 
r(p) se encuentra en el primar lugar despu6a de p, 

mientras que l'(p) se encuentra en el segundo. 

En general lo que sucede si UJ1 /w1. ea racional, se pue­
de inducir racilmente de este ejemplo: 

entonce a 
y le den 

Si w,¡w, :M/n y m, n san primos relativos con n ) a, 
laa curvas fase en el toro san per16dicaa de periodo nT 
m vueltas al toro en la direcc16n de loa meridianas y 

n en la de los paralelas, al cerrarse. 

Reco.rdemoli que el orden lo estamos dando en contra de las "'..! 
necillas del reloj. 
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El mapeo de Poincaré,r, ea une rotaci6n de un 6ngulo 
'Wl/vt 2lf , la cual es peri6dica de pe~!odo n1 y m (mad n) in­
dica en qu' lugar se encuentra r~p) en la 6rbita de p genera­
da par r, cantando loa puntea de esta 6rb1ta a partir de p y 
en el sentido contrario a lea manecillas del reloj• 

Con esto lo único que nos queda por ver es el caso en 
que U\/CU1 es irrac ianal. 

Analicemaa primero la rotaci6n correspondiente. Sea 
re la rotac16n de un ángulo 21r'c, • Sea M/n un nlimero racional 
(m;n) .. 1 muy cercano a w,¡w, . 

Podemos. 1iÍlperar que mlentrlÍa m6s cercano aes lfft/n 11 

uJ, l"'s. 1 mie .. paracedn ha 6rb 1taa de r ... ," a 1119 de .. .,.,.,~ • 
El nCamero de puntos qua tiene cada 6rbi ta de fttt" ea n, y el 6ngu­
lo entre das puntos canaecutlvoa en el clrculo de esta 6rbita es 
2TVn Al 11cercaraet11/n a""*'"'' , n debe tender a .infinito pue! · 
to que Wc/flla es irracional, par lo que es de eaperarH que lea 6r­
bitaa de r•.IW. , conatan de una infinidad de puntoa y que de-­
ben estar arbitrariamente cercanos, o aea que aeta: 6.rblta debe 
aer densa. Este argumento no ea una d1moatraci6n, ain embargo 
noa da idea de coma puad•n ser eataa 6rbitaa. Da hecha esto ea 
cierta. Para une demoatrac16n se puede cona~ltar A1 pag 163. 

• El lugar m (mod n)esti dado as1, pues si tenemos una rotaci6n 
de un ángulo lf/, ~'fr , ee la mlema que una de •,,·n. r(p) se en­
cuentra en el primer lugar después de p que ea lo mismo que el 
lugar lt (mod 3) 
Si s6la conocemos la rotac16n correspondiente al mapeo de 
Poincaré, no podemos decir cu«ntas vueltas da una curva fase 
al toro. Esto se debe a que todas lee razones de le forma 
w,¡111,=tt te. con kt2 y e fija determinan la mlama rotac16n: 
la de un ángulo awc: • Sin embarlJO el hecho de que w,¡w, sea 
racional, e! determina la periodicidad de las curvas fase~ 

''·· 
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Veremos c6mo el resultado anterior implica que cada CU!, 

va fase es densa en el toro. Para esto buscaremos la• coordena-­

das de una curva f sae que se encuentran en al cuadrado 

I=Co, ?Tí)Jt [O, Z.lTJ • Estas ae obtienen al traslBdar cada cuadrado 

de la forma C~7Tlc1 ~1rtl<+1)] 'IC t~ll'M, ~lT(~tl)J al cuadrado I. Ad 

las coordenadas de una curva fase en I, son una colecci6n de ••Q-
mentas paralelos. 

·La densidad de ifstos en I ea equivalente a· le densi-­

dad de una curva fase en el toro. 

Claramente la densidad de la colecci6n de segmentos m•!!. 

cionada se reduce a la densidad da sus ordenadas al origen y éa-­

tas son precisamente lee coordenadas de una 6rbita dei mapeo de 

Poincaré - 11! rotaci6n rw,/wa -. 
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Con este resultado regresaremoa al problema f1u1~o con 

el que empezamos. 

Tenemos que para algunos valorea de k1 y de k2 ,UJ,./W• 
es racional, En este caso las curvas faae serán peri6dicaa. El 

movimiento de loa cuerpos será un movimiento peri6dico indepen-­

dientemente de lea condiciones iniciales (posici6n y velocidad) 

de los cuerpos. 

Si k1 y k2 son tales que w,)w\. es irracional el m.!! 

'vimiento, na será peri6dica (con la excepci6n de que lea candi--

cianea iniciales sean 6 

V X10 = x20 ), Que la curva fase aes densa en el toro signifi­

ca que dado cualquier estado permisible par lea energ1aa inicia­

les, deapuée de un determinado tiempo el aiutema se encontrar6 

tan cerca como ae quiera de este estado, En particular si part,! 

mós de un estado inicial hay un tiempo para el cual regresatamoe 

tan cerca como se quiera a este estado, 

Mh precisamente, dado e> o existe un tiempo Te! para 

el cual 
\ 'Í (O) - 't (\E. J \ l.. E 

donde t<·t> = (q(t); q(t)) y q es una soluci6n el sistema (2). 

Ea más, ea sencillo ver que después de eate tiempo el 

movimiento casi se repite a sea 
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A est~ tipo de comportamiento se le llama caei-peri6d! 

co. Al tiempo Ti se le llama un t- periodo de 't 

r-·-. •• , 
1 1 
1 • 1 
1 1 1 r -¡-·-., 
1 • 1 

1 1 
1 1 L._¿ ___ , 

1 

1 

1 

·I 

~a! tenemos que el movimiento de los cuerpos atados por 

loa resortes serli peri6d1co o cesi peri6dico, dependhndo de que vJ,/U\ 

sea un número racional o irracional. En la pr6ctica no podemos 

detectar le diferencie entre eatoa doa comportamientos pues el -

error de medici6n ee siempre mayor que cero '1 el ti~mpo de. ob.eeni~­
c.1Ówi ~ fi~ito. 

·2. LEVANTAMIENTOS. 

Antes de empezar el estudio de homeomorfiamoa del cir­
culo mlis generales haremos un paréntesis técni~o que noa ayudar6 
posteriormente. 

Para el estudio de funciones del circulo en el circulo, 
muchas veces se faciliten las cosas ai le aaociamaa a cada una 
de éstes una runci6n de los reales en los reales que refleje to­
das les propiedades que tiene la función original en el circulo. 
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Para esto se le dará un sistema de caordenadae al cir­
cula. Si pensamos el circulo como el unitario sumergido en el 
plano complejo tenemos que la funci6n 

e: JR-..s' 
C<%.) = e~ll".l it 

nos determina un alatema de coordenadas. 

1 ' o% 1 C<9 I 
Sea f un homeomorf iamo del cliculo que canaerva la 

arlentaci6n. Varemoa que debe· cumplir una func16n real f, par,e 
que noa d6 toda la informec16n del comportamiento de r. 

Sea p 

p, le pediramoa a 
f(p) 

un punta del circulo y K 

f que cu•pla que F(x) 

G ... 
e/ 

o ~ l 

une coordenada de 
ea un• caordenede da 

Como ea to debe paeer para cada punto de 1 e ircula, le P.! 
diremos a F que cumpla 

(!o F :s .¡oc. (1) 

51 f ea un hameamorfiamo dado, (1) ea una ecuaci6n 
funcional -le inc6gnlta BB F-. ··' 
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51 bien tcdee les eolucionee e ( 1) r.eflejan lae propi!. 

dades de f, hay soluciones de muv diversae caracter1stlcea. 

Por ejemplo si f es une rotaci6n del ángulo 2~ ~ m~ 

dido en el eentido contrario de les manecillee del reloj, lea 

funciones: 

F,, 

f' 1(X) = X + t 

F
3
(x) 

+ 1 

- 1 

Son soluciones de (1) 

a1 

si 
al 

X 

X 

X 

(-GO,e) 

(e, b) 

(b, '°) 
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Para evitar comportamiantoe tan diveraoa, le pediremoa 
a F que cumpla otraa condiciones. 

Dbaervemoa que r manda al circulo en al miamo, por lo 
que podemos definir F en el intarvala unitaria [O, 1) (que c.~ 

bre al circulo) de tal rorma que su imagen sea un intervalo uni-
tario, o sea que 

f= to., 1)::. ( F(0)1 F(O)t1) (~) 

Def inide F aqul se puede extender a todos loe reales 
definiendo 

F(x) = F(~·-4) +..A, 

donde k ea un entero 

----- -
1 
1 ------ 1 

------- -1-~..J 
1 1 1 

1 1 1 

1 1 
1 

1 
1 
1 

1 1 
1 1 

1 
1 

1 1 

1 1 

f(O\tl 1 

1 

1 

1 1 
1 1 
1 1 

1 

I<. 
,_ V..H 
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Ea inmediato ver que si f ea un homeomorfiamo que con 
serva la orientaci6n, F será un homeomorfiemo creciente. En e!!_ 
te caso le condic16n (3) implica la (2) por lo que ee define: 

Definici6n. Sea f un homeomorfismo que conserve la orienta--

ci6n. F es un levantamiento de f si se cumplen 

i) c o F fo c 

ii) F ea creciente. 

iii) F(x + k) = F(x) + k para todo kt Z 

Si f es la rotaci6n del ángulo 2 lt''C un levantamiento 
de f es 

Pero éste no ea el.único. Todas les funciones de la --
forma 

donde m ea un entero, son levantamientos de f, y estos son to-­
dos. 

En general ee tiene que: 

Proposición. Sea f un homeomorfiemo del circulo que conserva 

la orienteci6n y F un levantamiento de f. 

Entonces 

F• es un levantamiento de F si y e6lo si 

F•(x):: FC'lt)+m pa.ra.af~<iw.en1erom e 

0 Claramente F ( x) + m tambHn ea un levantamiento de f. Ve­
remos que todos son de esta forma. Sea x C ~. F(x) y 
F•(x) son coordenadas de f(c(x)) por lo que F•(x) - F(x)EZ. 

Como F• y F son continuas tenemos que F•(x) - F(x) = m. 



Nos interesa trabajar con lee iteradas de f. Veamos 

como es un levantamiento de rn 

s' f > s· ' ) S' ... .s· .f >S' 
et e 1' cf c.1 et 
~ ) 11\ ~ '\\ .. . ~ >f.. 

t f' f 

Del esquema tenemos que si F es un levantamiento de 

f, entonces 

Ademéa si F es creciente Fn también lo ea, y por 

· óltimo. tenemos que por inducci6n se demuestra que 

• 

Can esta queda demostrado 

JJ 

Proposición. Si f conserva la orientaci6n y F es un levan-

tamiento de F, entonces Fn es un levantamiento de fn, 

Una de las propiedades importantes de la dln~mlca gen.!. 
rada por un homeomorfiemo ea la existencia o no de órbitas peri~ 
dices o sea de soluciones de 

n-1 n.1 
• Suponiendo que F ( ~ + K) .:s F e~) + K tenemos que 

F"(a:+~) = F( F""'(.x.•ld): f(ft'\·t~)+K)= f"(~)t jt.. 
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para algún entero n y un punta p ~ 51, 

Para levantamientos eato queda caracterizada como la 

existencia de aolucianee para n y k enteras y x real a le 

ecuación 

Geométricamente esta nos dice que la gréf ica de F" -

debe cortar a alguna recta de pendiente una y ordenada el origen 
entera. 



CA P I TU L O JI. 

HOMEOMORFISMOS CON ORBITAS PERIODICAS V 
LOS CONCEPTOS DE w-LIMITE V NUMERO ROTACIONAL. 

1 EJEMPLOS. 

Ea de esperarse que existan homeomorfismos con 6rbltas 
peri6dicse pera que na todas la sean. Cama ejempla canetruiremoe 
un hameamarfiemo que tenga e6la k puntos fijos, los llamaremos 

p 1' • • • ' pk. 

Veamos qué carscterleticae debe tener un levantamiento 
de este homeomarfiemo. 

Supongamos que x1·, x2, ••• xk son coordenadas de 

p1' ••• pk respectivamente con O < x1 <. x2 <. ••• ( xk < 1 en. 
tonces, F<~)' x.-+Z ; para fijar ideas tomemos el levantamiento 

para el cual F(xi) = xi. 

Como f es creciente y continua, tenemos que 

Además F no tiene puntos f ijoe en ningún intervalo 

de la forma (xi, x1 + 1), de donde 

f(:X.) > ~ para toda 

6 

f(~) l...~ para toda 

Veremos cómo estas propiedades nos determinan el com­

portamiento de las demás Órbitas. 
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Tomemos x
0 

E (xi J xi+ 1 ) y supongamos que en este 

intervalo F(x) > x. 

~ .. t. l'<.~)~:!(hl > 
Hiio) 

~loa interesa ver cómo es el conjunto de puntos l F"'l~o) J 
En la gráfica de - F pódemo's trazar una "escalera" 

con sus vértices alternando en le gráfica de F y la de la ide~ 

tidad, como lo muestra la figura. As1 podemos visualizar el CD,!!! 

porta111iento de F"(:ito) • 

Ea claro que l fn( :itolJ ea una aucea16n creciente que 

tiende a """' 

• C:omo F(x) > x y F ea creciente se obtiene que 

X <. F(:t'..) t.. f-.t(~) "f'(:t.) <. .. 
Además pera toda n .. N, F"'<:ic.) < F"(:t4.,). ':IC..i•I 

pues F"' ea creciente¡ de donde existe 

y además 1a -' :;r,. •• , 

Porotro lado tenemos, por la continuidad de F que 

Fé~)~ .'4Mt f(~) a 'I , o sea V ea un punto fijo. 
11-.e> . d 

De donde At.c, F"(-i.) eo ~·., 
~ .... 

;e 
; 



Análog~mente se puede ver que ei F(x) < x en 
Cx1, x1 + 1> entonces l f~Or.)} serli u.na sucesi6n decreciente 
con x1 como limite. 

Con esto quede demostrado que en este ceso hay dos ti­
pos de 6rbi tes: 

Unas que s6lo constan de un punto v otras que son auc~ 
siones mon6tonas contenidas en los arcos entre loa puntos f ijoa y 

que tienden a estos Últimos. 

Un ejemplo es el dedo por el siguiente levantemiento: 

FC~) ::i :( + Yt11' ~e~ ;¡ rr~ 

l 

Los puntos fijos de F son los multiplos de 1 
2· 

F(x) ) x en los intervalos de la forma ( m1 M .. 11t.) 
con mt.C! y F(x)( x en loa intervalos (~ .. ~i,,nt+1) 

En el circulo tenemos que los puntos fijos son p y q 
con coordenadas O v ~ respectivamente v las 6rbltaa de loa 
demás puntas serán sucesiones mon6tonaa tendiendo a q, 

Analicemos un ejemplo de un hom~omof iamo con puntos -

peri6dicos de periodo 2. 
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Tomemos el levantemiento definido por (Íi(•)= lf(JC.·'J,)•\; •uC•,ll 

A G la podemos definir en todos los reales de 

una forme única, pidiéndole que cumpla G(x + 1) = G(x) + 1. 

diente g 

Tenemos que ~"Co) = l:\cYt) a 1 

Por lo que el ~ameomarfisma en el circula carreepan-­

tiene al menas una 6rbita peri6dica de periodo 2. 

Buscaremos ahora otrea 6rbitae per1adicaa. 

Sea x.• (o, t't.) • Tomemos el punto l"'•,,"(lW'e)) v· de ah1 
tracemos una recta horizontal hasta tocar la recte y = x, de -
este última tracemos una recta· vertical hasta tacar la gráfica 
de G y de aqu1 nuevamente tracemos una recta horizontal hasta 

. ' :' ~ 

·' ~ 

tacar la recte y = x + 1, bajando deepu~s hasta cruzar la gr6- · \ 
ficsdaG. El punta el que llegamos tiene abscisa G.ª<~)- 1 
Si el punta el que llegamos es el misma del que partimos, habr,!. 
mas encontrado otra 6rbite peri6dica de periodo 2, (Podemoa 
hacer alga similcr para X•Oa,1) ), 

Con esta podemos repl'anteer el problema en los siguie.!l 
tes térm ina s: 

lEs posible construir un rectángulo con lados parale-

';·· 
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loe a los ejes,con un vértice en la recta y = x, otro en la re~ 
ta y = x + 1 y los otros dos en le gráfica deC$ ?. 

Claramente mto depende de c6mo sea la gráfica de G ; una 
de les propiedades que sabemos de elle es que es simétrica con -
respecto al punto <+ , 1). Esta simetrla implica que a los 
rectángulos con centro.en <+, 1), beata pedirles. que uno de 
sus vértices esté en la gráfica de G pera que el otro también 
lo esté. 

Loa vértices de loa rectángulos con centro en <-1- ,1) 
y doe de aue'vértices en las rectas y= x y y= x + 1 ceen 
sobre el cuadrado formado por estas rectas y las rectes 
y= -x + 1 y y a·-x + 2. 

puntos 
Ahora, la gréf ica de 

(.t, 1 '(.e,)) ~ (~,, ~Ci<1.)) 

y G es continua. 

G corta a este cuadrado en doe 
1 3 , ya que G(O) = - 2- V G(1) - - 2-

Esto a puntos quedan determinados pol' qt.11) = ·.(,+ 1 j 6.l~J•-tl,+2 

V cumpl.•n que G.'Citd• 6'(( ... ).: "'1.+1 

Heata ahore hemos encontrado 2 6rbitaa peri6dicas de 

periodo 2, a saber les formedee por los puntos en el circulo P1 
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Y P2i V , q1 V q2 con coordenadas y 

respectivamente. 

De hecho ee puede ver que éstas aon las ónicaa 6rbitas 
peri6dicas de par!odo 2• 

• Sea para 

se puede obtener fsc ilmente que e ) 
Mto)•H(ll,)=HO&)•O . (!) 
M'Co) ~ li'(Yz.).: -1 
H•c•)>o ptU'Q. ~'(o, t-i~) ~ lt"(:t)~O .-~ •e(Jt,·1~ t) (3) 

Por (3) tenemos que ~·(x) =O tiene a lo m6a 2 ralees re~ 
les en (o, +J y ueendo (1) y (2) obtenemos que H1 (x) "'O 
tiene exactamente doa relees reales: r 1 t. (0, ~ 1 ) V 

1 r 2 E ( llC. 1, 2>. r 1 y r 2 son un m1nimo local v un mbimo -
local de H respectivamente y éstos aon loa ónicoa extremos lo­
cales. Por lo tanto 

HOr.>,o para ')(t. (01 ..C,) y 

H(~)>o para :tl: l°'•, Yt) 

Se puede ver también que le gráfica de 62 ea aimetrica re~ 
1 3 P.ecto a C~2~, ~), de donde usando (4), obtenemaa: 

G'<~)t. Y._.,, para ~ t (01 6'.o)u ~Ya,~,) 

~1(1.)) 'l(.~1 para ~6 ("•,, Yt.) U(~&, 1) 

En particular loe ónicos puntoa fijaa de g2 aon p1, p2 , q1 
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Ahora analicemos las órbitas de loe dem6a puntos. T~ 

memos un punto p en el arco de circunrerencia (recorrido en 
sentido contrario a las manecillas del reloj)que ve de p1 e q1 • 

Como 

') 

o sea 

entonces la 6rbita de p ast6 contenida en loa arcos 

(p 1' q1) u (p2' q2) v ve ealtando de un arco al otro altern~ 
demente. En el pie de p6gina se vio que: 

G¡l(~) ( :t + 1 9a.C'Q.. %• (o,.c,) u( 'lt, -'L) 

entoncea (g2)n(p) eer6 una auceai6n mon6tone que tiende e p1 
v g2n + 1 (p) aer6 una auceei6n man6tona que tiende a p2 • 

Aal vemos que la 6rbita de p na puede aer peri6dica; 
es m6s, al iterar suricientemente g, ser6 muv perecida a la 6r­
bi ta peri6dica l p 1, p2 J 

Con un razonamiento an6logo se puede ver que los pun-­
toe que noa ralta analizar tambi~n tienen 6rbitas que ae van p~ 
gando a la 6rbi ta peri6dica l p 1' P2 \ • 



Aal1concluimoe el análisis del homeomorfiemo g. 

En eate ejemplo vemos que la 6rbita per16dica l q1, q2S 
no es muy relevante, en el •entido de que ai partimos de casi -­
cualquier punto, a la larga estaremos muy cerca de la 6rbita l p1, 
p2 J • Oigamos que tenemoa un modelo de un fen6meno r!sico,dedo 
¡ioruna ecusci6n diiferencial sobre el toro_ y que su mapeo d• Pincar6 

tiene las caracterlaticaa del homeomorfiamo g analizado. Bajo C!, 

si cualquier condici6n inicial, a lo largo d•l tl•mpo,el comport!. 
miento del fen6meno se esteb1lizar6 en el ciclo correspondiente 
a lp1, p2J. Adem6a,ei nueatras condicione• iniciales son talea 
que la aoluc16n parte del ciclo correspondiente a l q1, q21•v que 
por tanto (en el modelo matemático) siempre permanece en 61, no -
podemos asegurar que eso ocurre en el fen6meno r!sico, ya que 
cualquier factor o perturbeci6n que no hubiésemos tomado en cuenta 
heria que la aoluc16n se saliera de este ciclo y por lo tanto, a 
lo largo del tiempo, fuere atrapado por el ciclo correapondiente 

a l P11 P2\• 

2. ORDEN V COMPORTAMIENTO ASINTÓT!CD DE UNA ORBITA. 

Loa ejemplos anteriores tienen 6rbites peri6dicaa, y 
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partiendo casi exclusivamente de la existencia de éstes, vimos 
que todos ellos tienen un misma per!oda¡ adem&e las 6rb1tas no 
peri6d1ces, al iterar suricientemente ~l homeomarfiemo, se ven 
pegando a lee peri6dicas. 

Nuestro siguiente objetivo es ver que esta altueci6n -
es general, pero antes.precisaremos qué es lo que entendemos po~ 
que cierta&· 6rbites "ee peguen" e otras. 

Sean O V Q doa 6rbitae de un homeomorfiamo f , teles 
que "Q se pegue a O". 

Desde el punto de viste eet&tico (o sea viendo e lee 
6rbites e6lo como conjuntos de puntos), une primera aproximeci4n 
para precisar este hecho, ser& pedir qu~ el conjunto de puntos -
de acumulac16n de q+ sea 0, 

Sin &mbargo aqu1 aurge un.problema, ye que nos gustaría 
decir que una 6rbite per-16dica Be pega a s! misma, pero une 6rbJ. 

:te peri6dice como conjunto no tiene puntos de aoumul•c16n. Para 
evitar este enomalis usaremos le siguiente 

Oefinici6n. Ses q'S', 

Oiremos que p C: w-Um(q) si existe une sucesi6n{n 1\ de 
naturales tal que 

ii) ~ ll,¡ = a:> 
..4-Uo 

De manera an&loga oa define el ~ -llmite(q) como 
eiquel conjunto de "donde parti6 le 6rbita de q", mh precisamen 
te, 

· ...... ·.·.¡ 
1 



44 

Definici6n. p E tl.•ÍMrt <'1 si e><iste une sucesi6n ni de naturales 

tal que .,, .. 
~ -1 <t>. p 
..... et) 

ii) 

Es claro que siq,q' 6 Q, entonces 

w~'# = w~ r.¡.• 

11( ~'f. ::' #(. ~ ~· 
Por lo que podemos hablar del w-lim Q. 

Con este nuevo concepto podemos decir que una condici6n 

necesaria pare que "Q se pegue e O" es que w-l!m Q • o. 

Decimos que es necesario puesto que todavta no hemos 
incluido cabalmente el comportamiento dinámico¡ tendremos que i~ 

cluir el hecho de que el orden en que van siendo recorridas las 
. 6rbitas al iterar le funci6n sea parecido. 

Veamos algo del orden en que son recorridas las 6rbites. 

Sea p un punto de la 6rbita O 
ea de per!odo n. Sea i un entero tal que 
punto de o deapuh de p. Como f preserve 
quier punto del arco (p, r 1(p)) caerá, bajo 
(f(p), r1 + 1Cp)) y bajo r2 al arco Cf2(p), 

y supongamos que ~ate 
ri(p) aes el primer 
la orientsci6n, cual 

f al arco 
r 1 + 2Cp)etc, 
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Si q es un punto deQf\(Yif&}este hecho le estli imponie.!). 

do a las imligenes sucesivas de q recorrer a Q de una forma -
semejante a la que las imligenes sucesivas de p recorren a O,al 
manos hasta que las imágenes de q no vuelvan a coer el interv~ 
lo (p, f 1(p)). Para ver que pasa cuando las imágenes de q vuel 
ven a caer al intervalo (p, fi(p)) primero buscaremos cuales son 
los puntos de Q que están en (p, fi(p)). 

Por la forma en que fue escogido i, loa intervalos d• 
la forma (fk(p), fi+k(p)) no ae interaectan o coinciden, por -

lo tanto f 1(q) estará en (p, fi(p)) si y s6lo si f 1(p) = p, o 
ses si 1 es múltiplo de n. 

Ael loe puntos de 
loe de le forme l ,nk(q) \ 
bita de q bajo ,n. 

Q que nos interese analizar son -

k •Cl'J , o sea loa puntos de la 6r-

fn tiene puntos fijos (todos loe.puntos de O son fijoa 
bajo fn) por lo que sua 6rbitas serán puntos fijos o sucesiones 
mon6tonae acotadas por ~atoe. 

Es máe,ai no hay otras 6rbitas peri6dicas,se puede ver 
que 

En general,ee puede ver que los puntos de Q que están 
en cualquier intervalo de la forme (f,(p), r 1 +/{(p)), son recB, 
rridoe,al iterar f, de une forma mon6tona. 

V como anteriormente, al no hay otras 6rbitas per16di- ,, 
ces, entonces 

~ 
= .¡ (p) 
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--~· De hecho a1 .ec.t.., f <•> = f , entonces " ... 

Aa!, el hecho de que eKiata una 6rb1ta peri6dica eet6 

forzando a que laa atr~a 6rbita1 aean recarridaa de una forma a~ 
mejante a la que la parl6d1ca la ea. 

Con eato queda claro que una condic16n necesaria y a~ 
ficiente para que •q ae pegue a D" ea que w-llmite de Q : D 
Cal ~enoa en al ca10 de qua D aea un•· 6rbita parl6dica). 

Ahora sí estema preparados pare enunciar el siguiente 
teorema¡que ser' demostrado en el anexo.Wer pag. 1on 

Teorema 1. 

Si f ea tal que tiene una. 6rbita peri6dica de per!_E 

do n, entonces. 

i) Todas sus 6rbitaa perl6dicas tendr'n perlado n. 

11) El w-llmite de cualquier 6rbita ea una 6rb1ta P.! 
r16dica. 

3. RDTACIDN PROMEDIO DE UN HDHEDHDRFISHD. 

Loe resultados de la eecci6n anterior nos hacen sospe­
char que los homeomorfismos con 6rbitas peri6dicaa eat'n rele-­
cionadas de alguna manera con una rotaci6n. Nuestra objetivo en 
esta aecci6n ea encontrar un invariante que nos determine e qu6 

rotac16n est6 relacionado un homeomorfismo dedo. Adem&s busca­
remos este invariante de tal forma que tenga posibilidades dp 



definirse para el caso en que el homeomorfismo no tenga 6rbitas 
peri6dicas. Esto. Gltimo es importante porque asl daremos el 
primer paso para el estudio de estos homeomorflsmoe, que toda-­
vla no analizamos. 

Empezaremos nuevamente con algunos ejemplos. 

En la siguiente figura se muestran 6rb1tas peri6dicea 
de diatintos homeomorfiamoe, 

Recordemos que si tenemos une rotac16n de un ángulo 
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~ 211', n nos determine el peri6do de aus 6rbitaa y m nos de­
termlne el orden en que son recorridas (o el 1 n~mero de vueltea 
que de la orbita al cl!culo" pera regresar el punto de partida). 

Con esto claramente se ve que le 6rbita peri6dice de 
r debe estar relecionede con le rotaci6n del ángulo -í-<2:1f >• 
h de g ci:m~.111 de + (·211') (que ea le misma que le de 

-+(21)), le de h con le de+ (2.lT) y h de 'f con 

--t- (2 '11) (Recordemos que orientemos el circulo en el eentido 

contrario al de las manecillas del reloj. 
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Es más, por loe resultados de la secc16n anterior ve­
mos que cualquier otra órbita de f estará relacionada con la 
rotación + 2tr, ya que la 6rbi ta per16dica que pasa por p le 
eatá imponiendo un orden determinado a las demás 6rbitae. (Es­
to mismo ocurre con g, h y~ ). 

A cada homeomorfismo le asociaremos un número, que 
llamaremos número rotacional, que nos determinará a qué rotaci6n 
eetá asociado dicho homeomorfismo. 

Para loe homeomorfiemos que tengan 6rbitaa peri6dicaa, 

ya está resuelto el problema, basta fijarnos en el periodo de -
una Órbita periódica y en el orden en que es recorrida. 

Sin embargo no seguiremos este camino ya que nos deja 
sin armas (al menos a primera vista) pare atacar el caso en que 
no existan 6rbitae peri6dicaa. 

Retomemos 
cilmente generalizable 

. P"f'CP)___..-_ 

los ejemplos para buscar un camino más f~ 

Sea-<¡ el ángulo formado por fi - 1(p), e, r 1Cp) don­

de e es el centro del circulo. Análogamente sean ~i loa áng~ 

los correspondiente pare 'f , 

El promedia de las -<.o ·~ es i Z. 14.;, .:: t alf 

y el de lsa6¡ ea 
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Si ~ tubiera otra 6rbita peri6dica, ~eta seria de pe­
riodo 5 y el promedio de loe 6ngulos de rotaci6n también se-­
ria + 21f, ya que al recorrerse en ~l miamo orden implica que 
la auma de loa 6ngulos ea 4lt' y por tanto el promedio ea 

2 -5- (21T). 

Además las 6rbitae no peri6dicas de 1 se van pegando 
a lea peri6dicas, Es de esperarse que el promedio de sus ángu­
los .de rotaci6n tamb-ién sea + 2"11',. pues al sacar el promedio 
de una infinidad de números podemos excluir cualquier subconju~ 
to finito sin alterarlo y por tanto basta tomar loe 6nguloe co­
rrespondientes a una cola de la 6rbita que eaté suficientemente 
pegada a le 6rbita peri6dica. 

Este promedio es un.·buen candldado pare ser el nGmero 
rotacional, ya que es de esperarse que a través de él podamos 
asociar a un homeomorfiemo la roteci6n correspondiente, sin re­
currir s le geametrla de alguna 6rbita. 

Pasaremos a .ver c6ino calcularlo, para eato nos valdr,! 
mas de los levantamientoa. 

Sea f un homeomorfismo y p un punto de la circun-
ferencia. 

Sea F el levantamiento de f tal que F(O) • [o, 1) 
y sea x una coorderiada de p. 

El ángulo que generan fk - 1Cp)', fk(p) con respecto 

al centro del circulo mide 

21T (Fk(x) - Fk - 1(x)) 
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I' 'iC) f "(x) 

por lo que el promedio de los ángulos de rotec16n de loe prime­
ros n iterados es 

entonces el promedio de todos loa ángulos de roteci6n ea: 

= 
Va hemos argumentado que, en el caso de que f tenga 

6rbitae peri6dicas, este promedio está definido y no depende de 
una 6rbita particular. De hecho esto ocurre en el caso general. 

Propoaici6n • Sea f un homeomorfiemo y F un levantamiento 

de f, entonces pare cualquier x ' ~ existe 

~ F"(x) 
)l ...a:> n. 

y éste no depende de x. (ver demostreci6n en (NJ pág. 34.) 

Para dar una definici6n del nómero rotacional que no 
depende de un levantamiento especifico, ·veamos qu~ ocurre con -
otro levantamiento de f: F•. 

Vimos anteriormente que debe existir un entero k tal 
que F•(x) = F(x) + k entonces 

~ (F• )\·~l = ..&M, P"rJC.) • )I~ ::" .4"c, F"c°'J + ...\ 
., .. 00 - pi!\ ..... '° "l ....... ., 

o sea loe· "nómeros rota6ionales" de doa levantamientos de f 

difieren por un entero, o sea son iguales modulo 1. 
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Esto ea de esperer•e v• que podemos pensar que F tome 

a x Y hace que p rote un 6ngulo -< llegando s f(p) y F• hace --
que p rote un ángulo -< 1' 21r k, por supuee to llegando al misma 

punto f(p). 

Tanto F como F• no• eet6n describiendo el miamo CD,! 

portamiento, ya que no nos interesa como es que p llega a f(p), 
sino lo que nos interese es que p efectivamente llegue • f(p). 

Con el fin de definir el número rotacional de un hom•o­
morfismo de forma independiente del levantamiento se da le ai--­

. guiente 

Derinici6n. Sea f un homeomorfismo y F uno de sus levanta--

mientas. El número rotacional de f, denotado rot(f) ea 

rot t4) .. ~ FvtPc.1 ( ~d i) 
n ... oo .,_ 

donde x '- ~. 

Por la proposici6n anterior, tenemos que este limite 
siempre existe y que no depende de x, además rot(f) no depende 
del levantamiento. 

Ejemplo. 

Ea f6cil chec~r que, bajo esta definici6n 1el número -



ro tac ion el de la rot11c i6n del 6ngulo 2n e ea i mad. 1. Un le­
vant11miento de este rotec16n e11 

FC~) =- ~ .,..z: 

De donde 

Por lo que ~ F" (X) • z:. 
., ... 00 '1 
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Con este nuevo concepto un reeultedo que vlmoa can el 
capitulo I eecci6n 1, 11e traduce en que le racionalidad o 1rr•-­
c1onelided del númaro ratec1ana1.de une ratec16n determina la 
pariocided o no de l••- 6rbit•• ~ •. •~t•. 

En eete eentido ee importent•ver el ae puede genare­
liz•r eete reeult11da pera cualquier hoMeamorfia•o. 

Se han d11da ye alguno• argumento• intuitivo• que na• 
inducen • pena11r que 111 un homeomorfiamo tiene arbits• per16d1• 
cesr entonce• su número rotacional es racional. 

&Habr6 homeomorfl~moe con número roteclanel rsc1on11l 
qúe no tengan· 6rbitsa per16dices?. 

Analizaremoa el caao m6s simple: un homeomorfiamo con 
número roteclaenl cero. 

Nuestra idee intuitiva de número rotacional no• dice 
que si el rotacional ea cero, entonces la 6rbit11 de cualquier 
punta no puede dar ni una·vulet11 entere al circulo; vaamoe que 
es cierto • 

Supongemoa que f es tal que hace que le 6rbita de 
p d' más de una· vuelta, o sea que los lingulos -t¡ son tale• qua 

,r, .. 



Cama f conserve le arientaci6n, entonces ea f6cil 
ver que I'" (P) 6 ( l"<11\, i .... 1('1'l) 

O sea que, hasta est~ mamenta 1 la 6rbita de p ya dio 
m&s de das vueltas el circula,par la que 

l. o(,4 > 'f 1f 
"ª' 
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Vista eata, es clara el campartamienta gen•ral. En -
la mk-&sime iterada de p, la. 6rbita ya dio m6• de m vu•ltee 
al circula. Por lo que ¿ e(¡, ) i vvtlf 

Á•I 

Usendo esta desigualdad, estimaremos el número rata--
cional: 

Par la que el número ratacioenl de t 11 mayar que • 
cera. 

Por lo que si partimos de que el número rotacional de 
g ea cero, entonces ninguna de aue 6rbitaa le dar6 m6a de une 
vu•lta el circula. Tomemos q un punto del circula y tij,mo-­
naa en su 6rbite Q. 

Si &eta cuneta de un punta,~ ·ser& punta fija de 

g. Por lo que g tendr& al menos una 6rbita peri6dica de pe­
riodo 1. 
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Q no puede constar de un número finito de puntos mayor 
que uno, ya que al iterar g, debe pasar por todo• ellos una lnf,! 
nidad de· vecea, y entonces la 6rbita estarla dando une infinidad 
de vueltas el circulo. 

La otra posibilidad es que Q conste de una inf inldad 
de puntos. De hecho deber& ser una aucesi6n mon6tona, ya que Q 
no alcanza a dar una vuelta al circulo. 

Veremo• que,en este caao, tambi6n hay un punto fijo de 

11 • 

Sea 
u mon6tona. 

Entonce a 

E ate limite existe porque l J"ft) S 

~ (p) .. ' (..&.Me. ~.,,,,) ~.· -, .... 
= ~ ''). p " ... O aea 1 p ea punto fijo de g. 

Con esto demoatramoa que: 

Si .rot g • O , entonces g tiene al meno• un punto f.! 
jo ( o aea una. 6rbita peri6dicas da periodo 1). 

Sintetizando eata dlacuci6n, enunclaramoa al aiguient• 
teo•ema, ae pueda· ver una demoatracl6n en (Nl pig. 38. 

Teorema 

Sea r un homeomorfiamo que conaarva la orientacl6n, 
entonces. 

rot f ea racional al y a6lo al f tiene alguna 6rb! 
ta per16dica. 



CAP I TU LO III. 

HOHEOHORFISHOS SIN ÓRBITAS PERIODICAS. 

1. ORDEN. 

En este capitulo nos centraremos en el comportamiento 
qua tienen lo• homeomorfiamoa sin 6rbitaa per16dica•. Hasta 
ahora la única informaci6n que tenemos sobre. iato• ea que au n!!, 
mero rotacional ea irracional. En esta secc16n veremos qu6 im­
plicaciones tiene este hecho en tanta al "orden en que •on rae.E, 
rride• lea drbitaa•. Poder formularla adecuadamente aer6 fund.! 
mental pare viauelizar la• d1n6m1cee generadas por homeomorfio­
mos sin 6rbitas peri6dicas. 

En •l ce•a qu• un ha••amarfiama tenga une 6rbita pe-­
r16dice, 6ete impone e toda• la• otras 6rbltae un cierta orden. 
A au'vez,el número rotacional d•termine el periodo y el orden 
en que son recorrida• lea. 6rblt•• peri6dicaa; de hecha en uno 
de loa intentoa para definir eate nGmero ae ua6 aeta propiedad. 
El impedimento que velamos er• •u dif!cil generalizaci6n para 
el ceso en que no hubie•e . 6rbitea peri6dicaa. 

Ahora veremos qué tan real era eae impedimiento; o, 
en otra• palabras, lel número rotacional determina el orden en 
que ea recorrida una órbita, aún en el caso dP. número rotacional 
irracional?. 

Para responder a esta pregunta, primero bu•caremos una 
forma más adecuada de enunciarle, para poder trabajar mejor. 



Recordemos que cuando discut!amoa el orden en que se 
recorría una 6rb1ta para homeomorrismo con 6rbitas peri6dicas, 
nos remit!amos a estas últimas viendo ·que part1an.al circulo en 
un número finito de intervalos. 
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Cualquier otra 6rbita iba saltando sucesivamente sobre 
cada uno de estos intervalos en el mismo orden en que lo hacia 
la peri6dica y rinalmente velamos que la parte de la 6rbita que 
cala en uno de estos intervalos era monótona. 
ea en el que decíamos que una 6rbita peri6dica 

orden a todas las demás, f~~)Í~' f,>'t 

En este sentido 
lee lmpon!a el -

E~ este ceso tenlamoe 2 "ventajas": 
Primera: noe remitlamoa al comportamiento de algo co-

nocido, o sea la 6rbita peri6dica. Segunda: de hecho, a pesar 
de eetar analizando un número inrinito de puntos (i.e. une 6rb1-
ta no peri6dica) reducíamos una buena parte el an6lia1a de un 
número finito de intervalos, hecho que noa facilitaba ver, paso 
tras paso,c6mo se comportaba la 6rb1ta. 

Ahora, en el ceso en que tengamos un homeomorfismo f 
sin 6rbitas periódicas, no sabemos si hay o no alguna 6rbita -
clave, más eencilla tal· vez, a la cual remitirnos. Ea máe,ni 
siquiera sabemos en general c6mo eon estaa. 6rbitaa. 

Por otra parte,se ve difícil reducir el problema al 
análisis de un número finito de objetos (por ejemplo, al aecog~ 
moa las n primeras iteradas de una rotaci6n, ~ataa no nos deter 
minan suficientemente el orden de las que siguen), Este hecho 
implica que no podemos ir, paso por paso, siguiendo las itera­
ciones de un punto, hasta inducir el comportamiento de toda la 

Órbita. 



Es por eso que le analizaremos global•ente. 

Para esto nos remitiremos e comparar el orden de una 
6rbits de f con el orden de una 6rbita de alguna rotac16n -­
con número rotacional irracional. 

Definic16n. Sea f un homeomorfismo con número rotacional 
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irracional y 

del ángulo 

Q su. 6rbita que pass por q •. Sea r, le rotec16n 
211'c y O au 6rb ita que paaa por p. 

Diremos 
la func16n 

que Q ea recorrida bajo 

"f=Q-.o 
f en orden e al 

lf \ f'(\\) = f; ~?) 
~a une biyecci6n que conae~ve la orlentaci6n•. 

f<9) 
- . 

• Esta definic16n se puede adaptar también a homeomorfiemoa 
con número rotacional racional; la. única modificaci6n se-

ria que 'f no neceaari&mente fuese inyectiva. Sin eMbergo 

cons1der11mos que en este caso no es necesaria eeta d•t1n! 
ción. 



El resultado m's fuerte que podrlamos eapersr acerca 
de la relaci6n existente entre el número rotacional v el orden 
en que es recorrida una 6rb1 ta es el e.1gu1ente. 

Teorema 1. Sea f un homeomorf ismo con número rotacional 

irracional v Q una de sus 6rbitas. 

El número rotacional de f es ~ si· v 11610 si Q es 
recorrida bajo f en orden ~. 

Este teorema ae demoatrar6 en el anexo. ~cr pag. 11~ 

Su demoatr11ci6n ea sencilla~ en este c11ao, como es 
comun en matem6tic11a, el poder formular correctamente y de fo!, 
me sencilla un problema, es recorrer m6e de la mitad del cami-
no. 

2. EJEMPLOS. 

" Nuestro objetivo en este secci6n ea visualizar algu-
nos homeomorfismos sin 6rbitas peri6dicaa (o ses con número r!!. 
tacional irr11cion11l). 

Vamos a construir algunos ejemplos de homeomorfismoa 
con número rotacional irracional. 

Hasta ehora,1011 que hemos visto aon únicamente las 
rotaciones de un ángulo inconmensurable con 2 1f. Baa6ndonos 
en una rotación r 1 de un ángulo 21t'c construiremos un homeo­
morfiemo, f, con número rotacional t . 

Primero construiremos une de sus Órbitas, ya que una 
sola órbita determine el número rotacional. 

Lo que haremos es tomar la órbita de un punto p b! 
jo.r

1
, -que llemsremoa O - v deformarle un poco, conservando 
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el orden. Esa será una 6rbita del homeomorfismo deseado. 

Esta deformaci6n la daremos a trav~e de un homeomorri!. 
mo que conserve la or1entaci6n r . 

As! lo que queremos es que una 6rbita bajo r sea el 
conjunto t (O), que llamaremos Q. 

r -~ 

Q ee deberá recorrer bajo r en orden C • Por lo que 
buscaremos un homeomorrismo r tal que 

f"<\) • '((f~ (P)) 
para cualquier n • 2 con p y q fijos. 

Esta ecuaci6n le tenemos planteada en t~rmino1 de las 
iteradas de f. Se a1mplificar6 ai logramos cambiarla a una 
equivalente donde s6lo aparesca f y no sus iteradas~ 

Así obtenemos ~ue 

~ ( r·c~l ) .. r ( r:o») 

por lo que 
~ ( 't'l,.;"'<t») ;r ·f (f:(\')) 

~o f lr.i <P>) .s 'f'o,. tr:~tJ>) 
para todo n entero. 

Ahora como l rn(p)J ea denso e!" ei' circulo y tanto 
r• 't como l(o r son continuas, entonces 

Además r es invertible,por lo que podeMoa despejar 
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f. Ael obtenemos que 

1 - I(' O fe, el ir •I 

Ahora veremos cómo eon lee otras órbitas de f, 

Sea q' un punto en el circulo. Su órbita aerá el CD!!. 

junto lrn(q') \ n~a ~. 

Como 

tenemos que 
·f'c ~') ~ ~ ( r"t9') ~ 

donde ~·::: '('<4') 

r es un homeomorf lamo lj l .. ·1 
( p 1 ) Jn,Cl es un conjunto 

denso en el circulo por lo que l fn(\ 1 ) J .. ,¡ también es denso en 
el circulo. 

En pocas palabras, con esto hemos encontrado una gran 
familia de homeomorf ismos con número rotacional irracional que 
tienen un comportamiento cualitativo esencialmente igual al de 
rotaciones de un ángulo inconmensurable con 21T • 
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Surge una pregunta n~tural. lTodos los homeomorfismos 
con número rotacional irracional tendrán todas sus 6rbitss den-­
ses?. 

Por el teorema 11 sabemos que si f es un homeomorfi~ 
mo con rotacional e (irracional) entonces 

c.t: G -o 
<f ( i"C~I) • ~te) 

es una biyecci6n que conserva la orientsci6n. 

Esto le impone ciertas carscterlsticas a Q. Como O 
es un conjunto denso, entre cada pareja de puntos de Q deberé 
existir otro punto de Q•. A esta propiedad la llamaremos den­
sidad en orden. 

Con esto tenemos que,una condici6n necesaria para que 
un conjunto Q sea una 6rbits baja un homeomorfiama con rots-­
cionsl irracional,ea que Q.ses denso en orden. 

Daremos algunos conjuntos densos en orden y veremos si 
pueden ser 6rbitae de alguno de estos hameomorfismas. 

Obviamente si Q es denso cumple esta proiedsd, sin 
embargo este casa ya lo analizamos. 

• Esto es fácil de demost~sr. Sean fm' (q) y fm" (q) dos 
puntos de Q. Entre r • (p) y rm•(p) hay al menos otro 
punto de O, digamos ~ C p). Tenemos que 'f (~"e-.>) :a r•(q) 

y como 'conserva le orientaci6n, fk(p) esté entre f~1.)\ f"f1) 
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Otro conjunto denso en orden es el conjunto I formado 
por la intersecci6n de un erco abierto con un conjunto denso 

¿Podr6 aer. 6ata una 6rbite de . f?. Si lo ruare,entoE 
ces f(I) • i como 1' es un intervalo cerrado, entonces f 
deberle tener un punto fijo, p~ro esto no puede ser ~· que ---­
rat(f) es irracional. 

Veamos qu6 pase al I es s6lo una parte de une 6rbite 
de f. 

O sea
1
enellzeremos el ceso en que une 6rbita Q, de f, 

tenga un aubconjunto denso en un intervalo. 

Supongamos que J 

es dando en J• y. tal que Q 
es un intervalo cerrado tal que Q 
ya no sea denso en ningún in---

tervelo que contenga propiamente e J. 

• Aqu! diremos qua Q ea denso en J si Je ij, Usualmente 
se dice que Q ee denso en J si ~ = J¡ sin embergo,uean­
do le definlcl6n usual se nos complicaría un poco la note--­
ci6n, oscureciendo el argumento central, Adem61 no ae pier­
de nada con esta deflnici6n,ya qua si J es un intervalo ce 
rredo entonces es equivalente que J' Q s que J e 'jf7r'"J, -
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Es claro que Q ser& denso en cada iterada de J, ya 
que un homeomorfismo manda densos en densos. 

Analizaremos cómo son los conjuntos fn(J), Una pr.!, 
mere caracter1stica es que son intervalos. Veamos dónde est~n: 

r"(J) no puede estar contenido en J , ya que si lo 
estuviera, entonces fª tendr1a un punto fijo (recordemos que J 
es un intervalo cerrado y fn es continua). 

As1,de intersecterse J con fn(J),su uni6n seria un 
intervalo que contine propiamente e J, hecha que no puede ser, 
ye que Q es denso en fn{J) U J. 

Por lo tanto, para cada entero n, fn(J) es ajeno a 
J, Sin embargo esto también es contradictorio, ye que si p es 
un punto de J y de Q, debe existir otro punto de Q en J 
{ya que Q es densa en J),. o sea debe existir un entero m, -
tal que fm(p) esté también en J. As! J se debe intersecta,!: 
se con fm(J). 

Ante tal contradicci6n, tendremos que desechar este 
tipo de conjuntos como candidatos a 6rbitas. 

De hecho, con esto hemos demoatrado la siguiente: 

Propos1'ci6n Cualquier 6rbita de un homeomorfiamo con núme-

ro rotacion~l irracional es densa en el circulo o densa en nin­
gún lado. 

Sin embargo todev!a no hemos visto si existen o no 6,!: 
bites del segundo tipo. 

As!, si queremos construir un homeomorfismo con una 6,!: 
bita Q, que no sea dense, debemos pedirle a Q lea siguientes 
condiciones para que sea un buen candidato B· 6rbita: 



1) Ser numerable, 

11) Denso en orden. 
iii) Denso en ninguna parte. 
iv) Además debe eer tal que ee le pueda recorrer en 

un orden e con ~ irracional. 

Recordemos que éetae eon condiciones necesarias pare 
que Q eee una· 6rbita no densa. O sea,conetruir un conjunto 
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Q con eetae propiedades no noe garantiza que podamos encontrar 
un homeomorriamo f con Q como una de sue 6rbitas. Sin em-­
bergo le cuarte condic16n est& imponiendole a r ciertas cara~ 
terietices, que nos ayudar&n a construirlo, ea por eeto que la 
primero que haremos ea conetruir en conjunto, Q, que cumpla con 
estas condiciones. 

Primero construiremos este conjunto en el intervalo 
[0,1), para luego bajarlo al circulo. 

Pare eato,recordemoe cómo se construye el conjunto 

ternario de Cantor. 

Primero tomamos el inte~valo [0,1}, lo dividimos en 
3 intervalos iguales v extraemoa el intervalo abierto del centro, 
con cede uno de loa intervalos sobrantes hacemos el mismo proce­
so y as! suceaivamente. 

Al conjunto que quede se le llame el conjunto ternario de Ca~­

tor. 

Sea Q el conjunto formado por loa' puntos medios de c~ 
da componente conexa del complemento del conjunto de Cantor 

if es numerable, denso en orden y denao en ninguna par 

te. O sea
1
si llamemos Q el subconjunto del circulo con coord! 

nades en Q; Q cumple las condlcionea l), il) y 111). 
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Veremos que. también cumple le condici6n iv). O sea, 
veremos que Q es un buen candidato e ser une 6rbite. 

Sea ~ un conjunto numerable y denso en (0,11 (con 
tenido en (0,1)). 

Construiremos une funcl6n f biy~ctiva y creciente de ., 
e o • 

N6teae que,de hecerlo,ya habr!amoa checedo que Q 
cumple la condici6n iv), ya que baatarta tomar O como las 
coordenadas de una 6rbita O bajo una rotacl6n y derinir 'f de 
Q a O como aquella runci6n que tiene can1a levantamiento a~. 
El hecho de que 1 eea creciente ea equivalente a que 1f conser"' 
ve la orlentacl6n. 

Ahora s.{ procederemos a construir .F. Tomemos x1 -­

cualquier punto de Q y ·»a.~uelquiere de if, deflnimoa: 

fc-i.) • '' 
x1 divide al intervalo .. (0, 1) en dos intervaloe 
todo elemento de 11 ea menor que todo elemento 
gemente v1 divide al (0,1) en J 1 y J 2 • 

I 1 v r2 donde 
de 12 • An'1o-

Para que ~ aea creciente ea neceaario que 

f ( Ic.) c. t1a. 

Escogemos x2 un punto de 11 (\ Q V V2 un punto de 
"' J1 (\ Q definiendo J (x2) • V2• 

Hacemos lo mismo pera I 2 V J2'. 

.. 
Las x4 en q que escogimos, junto con x1 , dividen 

al (0,1) en cuatro intervalos, digamos 13, I~, 15 , 16 • Asi--
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lo dividen en 

Pare ir construyendo :J creciente es necesario mandar 
e los puntos de Ii en puntos de ~i· Por lo que se esco~eré un 
punto en ~ads I i I'\ Q y ee le asociará un punto de Ji I'\ O. 

Asl,dividiremos al (0,1) en ocho partee y volveremos e 
repetir el misma proceso. 

!¿ J., ~ 

~ ~ 
-

~ ~ 

-
~ -- J, 

J, 

Esto siempre lo podemos nacer parque tanto O como Q 
son densas en.arden y porque ni O ni Q toman eu máximo ni su 
mlnimo (se puede ver que la segunde cerecter!etica no es releVSQ 
te en el circulo). 

Con este proceso quedará definida une funci6n crecien­
te, sin embargo, no podemos asegurar que quede definida en todo 
Q , ni que cubra a todo O . Este problema se eliminar6 ai ese~ 
gemas loa puntos de los intervalos Ii V Ji de forma adecuada. 
La idee ea darle una numereci6n a O y a ~ , e ir cubriendo -
los puntos de tal forme que si sabemaa que eat6n cubiertas loa -
primeras n, podamos asegurar que est6 cubierto el n + 1-6eimo 
punto. 

Esta canatrucci6n se hace con detal'le en el anexo: De 
hecho eh! se demuestra el siguiente leme. ~er pag, 11~ 

Lema 2. Dados daa conjuntoe O v Q en el c1rculo
1
t•lee que 

sean numerables y denaoa en orden,exiate une funci6n 'f de Q a 
O, biyectiva y que caneervs la orientac16n. 
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Obviamente este lema eat' enunciado aai parque nada -
máa le estamos pidiendo a O y a Q laa hip6teaia estrictame!!. 
te necesarias pare que la demostreci6n funcione. 

El lema,. dos implica que baste que Q aea numerable 
y denso en orden pare que pueda ser recorrido en orden e, ele,!!!. 
pre y cuando ~aes irracional. 

CONSTRUCCION DE UN HOMEOMORFISMO CON ROTACIONAL IRRACIONAL 
V CON UNA ÓRBITA NO DENSA. 

Sea Q el conjunto cuyas coordenas son los puntos mk 

dios de las componentes conexas .. del· co·~ple"mento del Cantor. 

Sea f: un número irracional y r~ la ratac16n de un -
ángulo 21T'~ ; Ses O une de aua. 6rbitas. 

Sea f una biyecc16n que conserva la orientaci6n,defi­
nida de Q sobre o •. (El lema 2 nos garentiu qua exiate 'f). 

Definimos f: Q-..Q 

i .. 'f"'º .¡o" 

Esto nos garantiza que, -de poder extender f 
homeomorfismo del circulo que conserve la orientaci6n-

a un 
Q será 

una de sus 6rbitas y el número rotacional de f será e, • 

• Tenemos que si Je tf'o l'c. 0 'V 
Si llamemos p a 'f"''\) entonces 
nemas que la 6rbite de r que 

{ ~"'l'-) l 'rl•'i. i = \f.,.lO) :: Q 
Además como 'f es una b1yecci6n 
•I número rotacional fQC (ver 

que cons~rvs la orienteci6n 
Teorema 1 de este capitulo). 



Se puede extender f a todo el circulo, obteniendo 
un homeomorfiamo del circulo que conserva la orientec16n. El -
hecho de que f ee puede extender de este manera, depende mu--
cho de lea caracter!aticaa de Q que ye hemoa analizado. 
Aqu1 no construiremos le extensi6n de f, lo haremos de forma -
detallada en le siguiente aecci6n, e6la mencionaremos una de -
lea propiedades que cumple que nos ayudará a visualizar su com­
portamiento dinámico. 

Resulta que~ se puede extender de forma continua al 
circula, sin que invierta la orientaci6n en ningún lugar 11 •. A 
esta extena16n la llamaremos ~ • Además ae sigue cumpliendo en 

todo el circula que 
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(1) 

Describiremos brevemente a q . 
Llame moa i qi = f (q) y donde p =\f (q), 

V (ei,bi) a la campanente conexa del complemento riPl Cantar que 

contiene a qi. 

~manda a cada intervalo (ai,b 11 al punta pi V en 
el reata del circulo 'f ea una a una. As!, menda e la uni6n de 
loa intervalos (. ai'bi) sobre O y e casi todo el Cantar (e exce~ 
ci6n de loe puntos de la forme a1 6 b1 ) en el complemento de O. 

• 

------ 1 
----.·1 

1 1 
' 1 1 

: 1 1 1 . 

D eee que podemos dar un levantamiento de le extenP16n de ~ 
que aee une runci6n na decreciente. 
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Utilizando le propiedad (1) ee obtiene fecilmente que 

As1,si q ea un punto del circulo tenemos que se cu.!!! 
ple lo siguiente: Cf ('(!'(~)) = '(':(O) 

donde v:~(t) 

O aes que ~ le está asociando a la 6rb1ta de f que pasa por 
q una 6rb ita de r._, a saber la que pasa por jj = if< q). 

Sin embargo si q e ¡,U., [ai'b11 , entonces jj está 
en O, por lo que q le asocia a una infinidad de 6rbitas de f 
(todas lea que parten de puntos de '~ (a 1,bil ) una sola 6rbita - ~ -de r¿ O.· Como Cf ea .1 al en loa demás· puntos y Cf ea sobre, 
entonces cada 6rb1te de re distinta de O está asociada a una 
eola 6rbita de f. 

Podemos pensar que es posible deformar de forma cent! 
nua la estructura orbital de f, .identificando una infinidad de 
6rbitaa de r en una acle 6rbita de r,,y e cada une de les -­
otras 6rbitas a6lo defo~merlee hasta llevarlas s una 6rbita de 

Ahora·veamoe la estructura topo16gice de las 6rbitas 
de r. 

sea por el complemento del Cantor. 
Empezaremos por las 6rbitas que pasan por ,U(ai,bi),o 

¡.a¡ 

• Esto se puede demostrar fecilmente por inducci6n sobre n y~ 
que si suponemos que se cumple para n tendremoe que ... 

~·fn+\.<fo-fo-f1 
.. ~o~o·:f"'= Y'c.º r:•lt = 'f'c.""'o ~ 



Para esto,veamos quién es f(ai,bi). 

Tenemos que 

por lo que 

Por lo que 

f La"', º'" 1 e [ ª-'•• J b-'+• 1 
Análogamente usando (1) para n = -1 se obtiene que 

f [a.i,, h.t 1 J tel.4 •. , b.c+, 1 

f [ ~ J b..c J :::; t Q.,.i "'' J 
1 b.4 +I J 
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v como f ea un homeomorfismo que conserva la orientac16n,tene-
moa que: 

As! .. ai Q 1 U(a 1 ,b 1), entonces au 6rbita constar& de 
un punto en cada intervalo Ca 1,bi). As!, vemos que su 6rbita 
consta de una infoinidad de puntos aislados. 
loa, tenemos que 1 llamando Q a la 6rbita de 
q, ésta cumple con: . 

Poniéndolo en almb~ 
f que pasa por 

Es importante preguntarse cuál es el conjunto de pun-­
tos de acumulac16n de a. ve que. éste aerlt el lugar donde se en­
cuentre el futuro remoto (y el paaedo remoto) de los puntos de 
Q. 

. .. 
Se puede ver que Q :: ~ (donde les el conjunto de 

Cantor>• 

Ahora analizaremos las 6rbltes de f que pasan por el 
conju.nto de cantor. 

Comenzaremos viendo cu'l ea el conjunto de puntos de 
acumulsc16n de cada una de estas 6rbitaa. 

.·.', 



sea q 6 e v Q 111 6rbite de f • que pase par q. 

Si q • ªm pare alguna m~ 1. , entonces su 
rá precisamente l ªn J

11
•'1 (recordemos que se vi6 que 

6rb1 te a~ 

f(ei) a ªi + 1>. El conjunto de puntos de ecumuleci6n de 
precisement~ el Cantar. 

es 
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Ahora supongamos que q es cualquier punto del Cantar 
a excepci6n de los de la forma a 1 6 b1• 

a Q. está can tenida en 
un cerrada. 

• C I VB que Q 

Se puede· ver que ~., ea todo ·e·. 

• Daremos un esbozo de le demoatraci6n: 

lo está, v e es 

Ses c•C. v V un intervalo abierto que lo contiene. Se pue­
,de ver que ~f'I) es un intervalo; como le 6rbi te bajo 'f' e de 'f c;) 
n . ea dense se tiene que: 

ó n ~w·) :t=- ~ 

Además, se puede escoger \( arbitrariamente pequena,tel que 
~-'«l<VJ )•'1; y como Q está en el Cantor menos loe puntas a1 
a bi, tenemos que q-'(Ó) ,. Q 
Por lo que Q 'l '1' ..,. ~-• ( ó o cf (11')) f. Jt . 

• a sea ~ es punta de ecumulaci6n de Q. 
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Aal,tenemoa que lee 6rb1tee que pasan por el Cantor, 
tiene como conjunto de puntea de acumulaci6n el mismo Cantor. -
Además, ai una 6rb 1 ta pase por el Cantor, nunca se saldré de ~l. 

Por lo que 1 cada 6rbita de eate grupo eatá formada por puntos qua 
son, todos elloa,puntoa de acumulaci6n de a{ misma. O sea que 

• it... -estas 6rb1taa cumplen_con: Q O Cil aGl 

Para finalizar,reeumiremoa brevemente el comportamle!.! 
to de f. 

La estructura orbital de f la podemos deformar de 
forma cóntlnua en la estructure orbital de la rotaci6n que tie­
ne el mismo número rotacional que f. Esta deformac16n consiste 
en identificar una infinidad de 6rbitaa de r v tranaformarlaa 
en une sola 6rb1ta de le rotaci6n mencionada. Cada una de las 
otras. 6rbita~ de r se transforme en cada une de lea otras 6r­
bitas de· la rotaci6n. 

Este segundo tipo de 6rbitas, junto con 2 6rbitaa m6s 
forman el conjunto da Cantor, al cual es el conjunto de puntos 
de .ecumulsci6n de cualquier 6rbite de r. 

Lea orbi tas que eatfin contenidas en el Cantor están fl!! 
medas por puros puntoa de ·acumulaci6n de si mismas 6 sea que C':!._m 

plan: Q n ll°'2 Q 
Las orbitas que.están en el complemento del Cantor es­

tán formadas por puros puntos ~isladoa 6 ses que~ 
QllQ'::~ 

cede una de elles pesa una sale vez por cede componente conexa 
del complemento del Cantor. 
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OTROS HOHEOHORFISMOS CON ROTACIONAL IRRACIONAL QUE NO TIENEN 
ÓRBITAS DENSAS. 

Sea f 

jando y llamemos 
el homeomorfiamo con el que hemos venido trab~ 

2 
g = f • 

Sea q un punto del circulo. La 6rbita bajo g de q 
ea: ~ n l _;tVI 7 

(. ~ C"l) >116a = l -t C~) ~ Y\~ a 

por lo que la 6rb1ta bajo g de q eatá contenida en la 6rbita 
bajo de f de i. Para cubrir toda la 6rbita de f nl!cesit.amos 
rjos .6rbi tas de. g: la que pasa por q y la que pase por rc•p. ' 

Recordemos la propiedad 1. 

e.e o ~ :: f c. o ~ 

De aqu! se obtiene que 

<fo~. r:otf 
por lo que 

tf (~ .. e~>) ~ ('(: r(9) 

Si q es un punto del complemento del Cantor v (ek, 
bk) la componente conexa de este conjunto que lo contien~, tene­

mos que ' esté identificando la. 6rb1ta de g que pasa por q 
con todas lea 6rbitsa de g que pesan por puntos de Cak,bk1 V 
loa esté deformando en la 6rb1ta de la rotaci6n r~ que pasa por 

P• 

Sin embargo, a diferencia de r, éataa no son lss úni­
cas. 6rbi tas que son id en ti f icedas por C/ en una sola 6rbi ta de 
la rotaci6n, ya que el punto q' = f(q) no se encuentra en ning~ 
na de las 6rbitaa anteriores v sin embargo la 6rb1ta bajo g que 

pase por q' ae ve identificada por 1.f con toda a lea 6rb itas de 

g que pesan por puntos de [ ak + 1, bk + 11 y, transforma todas 
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eataa Órbitas en otra 6rbita de r;: la que pasa por ~(q') (que 
no ea la misma de la que pasa por lf ( q). 

As! tenemos que, en tanto a la estructura 6rbitel 1 la d.!, 
ferencia entre f y g ea que mientras se puede identlrlcar una 
familia de Órbitas de f en una sola órbita de ra,se necesita 
identificar 2 familias de 6rbitaa de g en 2 órbitas de la rot.!!. 

2 ci6n r, . 

En ambos caeos e 1 rea to de las. órbitas (de f ó de g) se 
ident.ifican de forma blyectiva con el resto de lea 6rbi tas de la 
rota e ión correspondiente ( r1 6 r;). 

Pasemos ahora a analizar las propiedades topológicas 
de las órbitas de g. 

Esto lo podr!amos hacer a pie, sin embargo utilizare-­
moa las relaciones que existen entre las órbitas de r y de g 

1lt\16C)Clcflnocemoa de las órbitas de f, 

Como ya hablemos· vlato,una. 6rbita de f la. podemos de!. 
componer en 2 órbitas de g. 

Sea Q la orbita de f que pasa por q y sean Q1 
y Q2 lea Órbitas de g que pasan por q y f(q) reapectivamen 
te. Tenemos que 

G=Q,uG?. 

Comenzaremos por ver cuál ea el conjunto de puntos de 
acumulación de una. Órbita de g, por ejempl~ de Q1• Obvlsm•nt• 
eate conjunto est' contenido en el Cantor ya que Q1 C. Q y Q~ 

es el Cantar. El problema para encontrar loe puntos de acumula­
ci6n de q1 serla que Q1 y Q2 estuvieran d1•tribu1ds• de tal 
P'orma en el c1rci.Jlo, que no baetaran loe puntos de acumulec16n 
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de une de ellee pare cubrir el Cantor; o sea que Q1 estuvteae 

muy cargada hacia une parte del c1rculp y Q2 hacia otra. Vere­
mos que esto no ea aa1. 

Llamando D1 y D2 a las 6rbitaa de r~ que pasen por 
<f (q) y \.f(f(q)) respectivamente, tenemos que 

q e a, > = o, <.f e Q, ) = o 1. 

además, ~ no invierte le orientec16n, por lo que cualquier pro-­
piedad referente el orden que tengan les. 6rbites de las rotacio­
nes, le tendrán les 6rbitae de g, 

Vemos q~e a1 y a2 están entrelazedoe,puea ambos con-­
juntos son deneoa en el circulo, Ae1 también. est6n entrelazadas 
Q1 y Q2 • Este hecho· lo podemos enunciar de manera más precisa 
diciendo que: entre dos puntos cualesquiera de Q siempre hay -

puntos de Q1 y de Q2 • 

Con esta propiedad es fácil checar que los puntos de 
ecumuleci6n de Q1 es todo el Cantor. 

Con esto vimos que en el caso de g, al igual que en 
el ceeo de . f, el conjunto de puntos de acumulaci6n de cualquie!. 

. . 
6rbita ea el conjunto de Cantor. 

Ahora tomemos un punto q del complemento del Cantor. 
Si q está .en un intervalo de la forma (a1., bi•) con 1. par, 
su órbita consta de un punto en cada intervalo Ca 1 , b1) con i 
par(análogamente si i ea impar), Por lo que lee 6rbitee que e~ 
tán en el complmento del Cantor constan de puros puntea eieladoa. 

Si q es un punto del Cantor, entonces todos los pun­
tos de Q1 serán puntos de acumulación de sí misma ya que 

Q,cQ c.Q"":Q,Q. 
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Aa!, vemos que lee propiedades topol6gicee de laa 6rb1-
tae de g son exactamente lee miemee e lee de lee 6rbitaa da f, 

De forme análoga podemos analizar el comportamiento -­
k del homeomorfiemo gk = f • 

Ea clero que el conjunto de puntos de acumuleci6n de 
cede· 6rbits de gk ea el conjunto de Cantor; además hay 2 tipos 
de 6rbitas: las que están contenidas en el cantor, que están -­
formadas por puros puntos de acumulaci6n.de si mismas y lee que 
están fuera del Cantor• que están formadas por purea puntos el~ 
lados. 

En tanto a su estructura orbitsl,tendremos k fsmi-­
lisa de 6rbitae de gk con le propiedad de que ~ identifica s 
ceda familia v le deforma en une sola· 6rb1ta de le rotac16n ~ 
50 aea de la rotsci6n que tiene el mismo número rotecioanl al de 
t~); obteniendo ee1 k 6rb1tae de r~ que provienen de k fa­
milias infinitas de ,6rbitas de gk" 

Ceda une de las otras 6rb1tes de gk se ve deformada 
k en una. 6rbita de r~, cubriendo se! .le totalidad de 6rb1tes de 

k 
~· 

Finalmente esbbzsremoe un último ejemplo de un homeo­
morfiemo h1 que no ea del mismo tipo que ninguno de los anteri~ 
rea. 

Sea r une rotac16n con rotacional irracional v tome 
mas una colecci6n numerable de 6rbites distin~ea de r. 

Construiremos un homeomorfismo h con número rotacio­
nal igual al de r v tal oue se pueda deformar una familia de 
orbitas de h ldentiflcandola con una 6rb1t.a de r ,da lea que 
escogimos previamente. V esto hacerlo para una colecci6n nume-
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ble de. familillB de 6rbitaa da h, identificando cada. una de eatas 
familiaa con cada una de lea 6rbitaa eacogldaa de la rotac16n. 

Para eato llamemoa 
la rateci6n aacogidaa y O 

0 1 1 ••• 
0n• 

11 au uni6n. 
••• a las 6rbitas de -

Sea e el conjunto de Cantor v escojamos un punto de 
cada una de lea componentes conexa• de au complemento; a este -­
conjunto de puntos lo llamaremos Q. 

A11aguremoa que ae puede definir.una blyecci6n f de Q 
aobre O, que conserve la oriantaci6n. Eato 11e puede hacer,ya 
que Q ea denso en orden (ver lema 2). 

Ea m6a, f H puede extender a todo el circulo de. fo,!: 
ma continua, sobre y que no invierta la orlentaci6n en ninguna 
parte. 

Esta extenai6n manda a la cer~adura de cada coq:ianente conexa del com­

ple mento del Cantor Bobre cada punto de O y en el reato del c1L 
culo aa inyectiva y cu~re al complemento de D. Aal,tenemos 
que f ea análoga e lB funci6n q qu~ conetruimoa ant.erlormente: 
le diférencie ee que en este caeo O conste da una infinidad 
numereble de 6rbitee de r. 

También ee puede definir un homeomorflamo h que co~ 
eerve la orlentaci6n y que cumpla que 

~CQ).: GI 

Este hcimeomorfiamo h cumple con lo que dese6bam9s, 
adem61 ae puede ver que el conjunto de puntea de acumuleci6n de 
cada une de aua 6rbitas ea el bantor y que hay 2 tipos de 6rbi­

taa: lea que eat6n contenidaa en el Cantor, que están formadas 
por puros puntos de acymulaci6n de si mismas y les que est~n fuera 
del Cantor, que están formados de puros puntos alelados. 
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·Loe argumentas para demostrar lee propiedades enunci.! 

des acerca de h ser&n ·totalmente an~logae a loe que ya ueamoe 

en loe ejemplas anteriores. 

J. PROPIEDADES V OTROS CONCEPTOS INVOLUCRADOS. 

En esta eecci6n· veremos lee porpiedadee de loe hameo­

morfiemoe con nGmero rotacional irracional y algunas conceptas 

útilee·para describir el comportamiento de éetoe, 

3.1 w-L!mite. 

Cama ya hemos comentado, el w-l!mita y el "-·limite -

son conjuntos importantes para entendar la din6mica global de un 

homeomarfiemo. Empezaremo~ por analizar. estos conjuntos. 

En el ceso de· 6rbitae infinitse, lo• puntos de acum~ 

laci6n de une 6rb1ta dada san loe puntas del w-llmite o del 

~-limite de dicha 6rbita. En los ejemplas que dimos en le 

sección anterior vimos que este conjunta es el mismo para cual­

quier 6rbita. En el primer ejemplo,. como lee 6rbitas son den-­

asa, el conjunto de puntos de acumulac16n de cualquier 6rbita 

ea todo el circulo. En loa ejemploa siguientes el conjunto de 

puntos de acumuleci6n de cualquier 6rbite aa el conjunto terna­

rio de Cantor. 
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De hecho se puede ver que,en general,el conjunto de pun 

tos'de acumulaci6n de una 6rb1ta, no depende de le 6rbita. 

Adem6s es f6cil ver que el w-llmlte de une. 6rblta ea -­

igual e su 1( -Hml te. · 

En el anexo ae demoetrar6•e1 siguiente: 

Teorema J. Sea f un homeomorfiamo con ratacion•l irracional y 

Q y Q1 dos de sus 6rbitea, entonces: 

a) w-llmi te Q = "' -lim Q 

b) w-llm(Q) • w-11m(Q 1 ) 

se denotar6 pa~ wir> a este conjunto. 

La demoatrac16n del incia~ b) depende fuertemente de 

que cualquier pareja de. 6rb1taa da ~ eet'n entrelazadas entre 

el, en ·el sentido de que, dados d~s puntos de una 6rblta, alempre 

exiate un punto de cualquier otra 6rbita entre ellos. 

Para demostrar a) le clave es observar que lea ltere­

clonea positivas de un punto estlin entrelazadas con la"a negeti--

vea. 

Ahora anellzeremos le estructura topol6glca de w(f). 

"' Ver nag. 117 
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Demostremos en la eecc16n anterior que si una 6rbite no 

ea dense en el circulo, entonces ea densa, en ningún ledo, por lo 

que también su w-11mite ea denso en ningún ledo. 

Se puede' ver fecilmente que w(f) ea perfecto•. 

Aei tenemos que quede demostrado el siguiente 

Teorema Si rot f ea irracional, entonces w(f) • 5 1 6 

w(f) ea un conjunto perfecto y denso en ningún lado. 

A un conjunto que ea perfecto y denso en ningún lado 
se le llama un conjunto de Cantor. El conjunto ternarfo de Can­
tor es uno de estos conjuntos, pero no es el único. 

Ea fácil ver que cualquier conjunto homeomorfo el con­
junto terner io de C en tor ea un tentar. Es más, se puede ver que 

l 
cualquier cantor es ~omeomorfo al conjunto ternario d• cantor. 

El Teorema anterior lo podamos interpretar diciendo 
qu• · w(f) ea todo el circulo ·o ea,eacencialment•,'el conjunto te!. 
nario de Cantor, modulo un cambio da coordenadas. 

• w(f) •• cerrado puea es un conjunto de puntos de acumulaci6n 
Veremos que es perfecto. 
Sea q • w(f), como w(f) no depende de la 6rbite, •ntoncea 
exia~e una sucee16n de entero• n tal qut .f.i!t t••,,) • ' 
Ademas f(w(~)) • w(f) (esto se d~mostrar6 po1terlormenta) • 
por lo que~ "Cf\)4141(4) de donde q ti w(f) 8 pues rnr.(q) • q. 
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A eeta1 dos tipos de comportamiento se lee dan 101 si­
guientes nombres: 

Derinici6n. Sea r con rotacional irracional, 

a) Si w(f) s S', se dice que f es transitivo. 

b) Si w(r) .ea un cantor, se dice que f es intrans.!. 
ti va. 

El término transitivo se refiere a que lea 6rbitas de 
f "transitan" par el c!rculo. 

3.2 Conluntoa Invariantes. 

Derinici6n. Se dice que un conjunta D · ea invariante baja f 

si f(D)C D. 

Si D es invariante, entonces el iterar cu1lquier PU!!. 
ta de D, siempre caerá en D. Si tanta D como oº ion conju!!. 
toa invariantes, entancea la 6rbita de cualquier punta de D, 
eatará contenida en o•. 

Se puede ver facilmente que tanto el w-llm Q como su 
complementa sori conjuntos invariantes••. 

• Si f es una biyecci6n,.como en nuestro caeo,entonces D y 
De son invariantes si y solo si f (D) = D. 

u Sea p E w-lim Q, sea { rnl!.(q) f una sucesi6n tal que ~"' 11~ :Q> 

n 1.. f ""ir 1" ,_,_ n v ~ f C•)•P tenemos que ~ C\>•t<'l por la que ~(p)e w .....;,,,...,. 
11. .. lf T 

V f'Cp)f:1&11-Q • V como f es una biyecci6n, se tiene que 

W•.IÑM Q • "f (W·~ Q ) 
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Definiremos squ1 otros dos conjuntos importantes que 
resultan ser invariantes. 

Puntos Recurrentes. 

En los ejemplos de la secc16n anterior vimos que,en 
tanto a su estructura topol6g1ca,hsb1a dos tipos de 6rbitss: las 
formadas por puntos aislados o sea que cumplen 

y las que todos sus puntos son puntos de scumulac16n, o sea que 
cumplen 

G n Q~ = a 
Si observamos esto desde el punto de vista dinámico,­

tenemos que un punto que se encuentra en una 6rbita del primer 
tipo nunca· vuelve ~acercarse al lugar donde se encontraba y, 
al contrari~un punto de una 6rbita del segundo tipo, al iterar 
le funci6n,eventualmente se acerca tanto como se quiera al punto 
de partida. 

Esto motiva la siguiente def1nic16n. 

Defin1c16n. 

a) p ea recurrente bajo . f al dada cualquier vecin­
dad de p, V, existe un entero n ~ O tal que 

f"'(p) ~ ". 
b) Denotaremos por R(f) el conjunto de punto• recu-­

rrentee de f. 

En términos de esta def1nic16n, tenemos que en los 
ejemplos hay dos tipos de 6rbitaa: las formadas por puntos rec.J! 
rrentea y las. formadas por puntos no~ recurr~ntel y esto a• 
puede formular de forma m6s sencilla diciendo que tanto R(f) 
como su complemento son conjuntos invariantes. 

Este hecho ea v6l1do pera cualquier homeamarfiamo 
(aún loa da rotacional racional). 
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Propaaic16n R(f) y au complemento san conjuntos lnveriantes•. 

Puntos na errantes. 

En los ejemplos de hameomorfiamos intransitivos vimos 
que f manda cede componente conexa del complemento del terne-­
ria de cantor en otra componente conexa del mismo conjunto y que 
las iterada• suceaives de 6atee nunca regresen 1 le original. 

Aal;.vemaa que un punta que no ea.t' en el cantar, no sÉ_ 
lo ea no-recurrente aino que hay una· vecindad de él, que al ite­
rarle, nunca se vuelve e intereecter con la original. 

De fin te i6n. 

Se dice que 
vecindad de 
distinto de 

p es un punto errante si existe una 
p, V, tal que para todo entero n, 

cero ee cumple que fV\( 'I) 1) 'l' = , 

b) Al conjunto de puntos que !!.!!. son errantes se le d~ 

nota por .n<~) 

• Sea q€R(f), sea V une vecindad de f(q). Sea V• r 1
(V') • 

V ea una vecindad de q. Sea n tel que f?\)•1', entonces fti)ao/ 
Por lo que fCtlU)c.~U). Para demostrar la otra contenci6n ob-~ 
sérveae que ~Ht'')~"(()y aplicando lo anterior tenemos que 

f·'c"'<1)) c. ~<i) 
o eee 1\l{) C. ~ ( ~(~) ) • 
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Propoaici6n 4. !l(f) y .P.(f)c son invariantes (ver demoetra­

ci6n en el anexo pag. 121 ) 

El conjunto de puntos recurrentes y de puntos no-erra,!l 
tea aon importantes, entre otras cosas , porque "acotan" al w-11 
mite y al o<. -llmite de lea 6rbitas. 

Ea inmediata,de la definici6n 

R~~) e U wCQ)v~tQ) 
Qdtlll'" ... ( 

de estoa conjuntos,que 

c.. .sl.l{) 

En el casa de homeomarfisma can rotacional racional, 
~e sencilla ver que el conjunto de puntas recurrentes coincide 
can el conjunta de puntas no errantes y con el conjunto de pun-­
tos perladicoe. 

Si f ea un homeamorfisma transitivo, todas loe pun-­
tos del circula san recurrentes, por lo que tambi6n ee cumple 
que 

En loe ejemplas de homeomortlsmas intransitivas que -
dimos, estos tres conjuntos coinciden entre sí y con el terna-­

ria de Cantor• 

Teorema s.• Si f es un hameomarfismo que conserva le orient.! 

ci6n, entonces RC{) :- Q~b.f W(Q)v-.(Q) 

Además si rot t ea racional, estos conjuntos coinciden con loe 
puntos per!odicos de r. Si rotes irracional ee obtiene 

'RC-:f.) ~ u>C·O ,,,. Jlf-4.) 

3.3 Detormeciones de homeomorfismos en rotaciones. 

En los ejemplas vimos que la din6mica de un homeamor­
t ismo no transitivo, ea en cierta medida parecida a le de une 

• Ver pag. 122 
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rotaci6n irracional, s6lo que para algunas 6rbitae de la rotec16n, 
no corresponden w6rbitas de puntos" del homeomorfismo mencionado, 
sino "6rbitas de intervalos". 

O sea que ae puede deformar continuamente la dinámica 
de un homeomorfismo f en la de una rotsci6n adecuada, pero"apa­
churrando" algunos intervalos en puntos. 

Vimos tambi6n que el lugar donde la "deformaci6n" es -
inyectiva es "casi todo el conjunto de puntos de acumulaci6n de 
una 6rb1ta" o sea cHi todo ·J2 (f). 

Pera. f'ormalizar estas idees daremos las siguientes def.!, 
niciones. 

Definici6n. Si . f' y g san dos homeomorfiamos de 5 1 , ae dice 

que f y g son conjugados. si existe un homeomorf ismo 
Cf : s 1 -+ s 1 que conaerve ls orientaci6n tal que 

lf•f.::~o<f 
se denota . f'~g. 

Como ye' vimos, si f y g son conjugados entonces pa­

re cada q 4! S 1 • se tiene 
<.f c-r C4-) ) :. f (lf (~) ) 

Por lo que a cada 6rbits de f, se le asocia una 6rbita de g -­
con las mismas propiedades topol6gicas y de orden,puesto que 
es un homeomorf'ismo que conserva la orientaci6n. Es más, como lf 
es ls misma para cualquie~ 6rbits, entonces toda la dinámica ge­
nerada por f seri "igual" a la generada por g. 

Debilitando este concepto definimos: 

Definici6n. Se dice que. f es semiconjugado a g(f'"'g) si 

existe una funci6n (denominada aemiconjugaci6n) tf:S'-5' 



continua, sobre y que no cambia la orientac16n tal que 
(_fo i- ~ ·~ol.f 

Este concepto corresponde a que algunas. 6rbitas de g 
pueden representar "6rbitaa de intervalos• de r. 

Si una conjugaci6n o semiconjugaci6n no eatá definida 
en todo el circulo diremos: 

tib 

Deriniai6n. Sea A un subconjunto de S' invariante bajo f, 

se dice que f es A-conjugado (o A-semiconjugado) a g al 
existe una funci6n 

que conse~va la orientaci6n (~que no cambia la or1entaci6n) tal 

que 

En eatoa casos denotaremos 

C6 ~ 11111 , respectivamente)· 

Con este lenguaJ•, se ~ueden simplificar algunas pro-­
piedades. Por ejemp1o;e1 teorema· 1 queda ~n eatoa t6rminoa: 

Tecirema. Si rot f es irracional y r ea une· rotaci6n y Q 

ea una 6rbita de r entonces 

La deacripci6n de la d1n6m1ca'd• un homeomorfiamo con 
rotacional irracional, ae pued• reaúrriir' y preclaar en el· aiguh.o. 
t.·teorema: 



Teorema 6. 

·sea ~ • rot f', e irracional 

Sea r la ~otaci6n con rot r • t. 

Entonces 

f' ea aemiconjugade a r 

y la ssm1conjugec16n es e lo máa 2:1 en Sl.(f') 

V trate mande e la cerradura de ceda componente conexa de ..f'Z enº 
en un punto. 

La idea de le demostraci6n es ~imila~ a le que usamos 
en los ejemplos para construir un homeomorf'ismo intransitivo, 
o .asa tomar una 6rbi ta de , f', tomar la biyecc16n qua conserva -
le orientaci6n definida por . ~ 

~( :fic~,) ) • t" C.P•) 

extender a tp a todo .. a1· chculo,v l!ete aeré precisamente le aem,! 
conjugeci6n. 

Eate teorema ae demostrsri·en el anexo' antes demoa-­
trendo el siguiente 

Lema Ucnico 7. 

Sean X, V C S 1 tal que V ·ea denso en S 1 

Si exiate una biyecci6n que conserve le or1entact6n 

Cf: ¡:...,~ 
Entonce a 

a) <f aa puede extender a una f'unci6n continua 
y 1obre que no cambia la orientaci6n 

t"f: ~ ..... 5' 

... 
··Ver pag. 124 

,' ".• 

',\:· 



b) ~menda la cerradura de cada componente conexa de 
s•~xe en un eólo punto, y en el resto del circulo 
<i" , .. ,. 

De donde q '.la. es e lo m6e 2 a 1 

ea 

Del teorema se deduce de forma inmediata une propiedad, 
que ya demoetramoa: 

Corolario. Si f ea un homeomo~fiemo transitivo, entonces f 

ee conjugado e una roteci6n. 

Finalmente veremos que 1dentro de lea restricciones que 
imponen lee propiededea que v• hemoa enunciado, la din6mica de 
un homeomorfiamo que cona1rve la orientaci6n pueda ser tan arbi­
traria como ea quiera. 

H6a precieament1: 

Teorema a.• Sea Sl un conjunto de Cantor' contenido en el circu­

lo, eee C· un· número· irracional, entonce• existe f un homeofo,r 
fi•mo que conserva la orientsic6n tal qu• 

J2. (f) = ..sz 
Ee m6a 1sifo.iJ:...•• une. familia a lo 

bitee de r1 , la rotaci6n de un 6ngulo 21Tc. 
tal qua para alguna aamiconjugeci6n 'f de f 

"" Cf(Jl..•) : V º"" 
""'ª' 

mh numerable de 6.t 
¡ ee puede escoger r 
e re se cumpla: 

Acleraremoa qu• eignifice la segunde parte de este te!!. 
reme. 

Se puede ver fecilmente que . si <f y 'f 1 eon do• •emico.!l 

• Ver pag. 129 



jug•clon1a de r a r&' entonces ,610 difieren en una rot.aci6n, o 
H•, existe r., rot•cl6n tel que r'0Cf=f 1

, por lo que al 

'l l'Jl..) .... '-1. o'" 
entoncH to'(-'-&) = 0 0~ 
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..,. .... 
donde a~ ea la 6rblta de la rotaci6n r& determinada por ~ =r(~) 

... 
Aal, t1namoa que el hecho de que 11(.JZ') •VOM eatá mar--, ... , 

cando el nÓMero de •6rbJta• de lntervaloa• de r, que se colapsan 
a .•6rbltH de punta.• de re v 111 orden que guardan. ~ata• entre el. 

Pare resumir e1tae propl1dad1a, daremos la siguiente 

Dar in1c16n. 

Sea r un homeomorri1~0 con rotacional lrr•cional. 
( . , .. ,., 

Se dice que ,z .. ._ •• uri generador del conjunto de pu!J. 
to• errantes de f al ª' JZ.(,)t.;: O'l u.., "fW\(l:""') 

"'•. W\1'1 . c 
donde ceda Im ••un• componente,conexe d• .Jl.(r) v 

.t" ( loM) (\ *. (X. -M' ) .. -
pare cada pareja de enteros n,h¡- y-cad• parej• m,m'tl1, ... fiU>J 

A M(r) H le llame .i. Indice de r y, en el caao que 
r ••a tren•it1vo, co~v•nimoa en que el lndlc• de r e1 cero. 

U•endo eatoa conc1pta1, una conaecuencla inmediata del 
teorema 8 ea: 

Corolario. Sean 
M un natural 

.Jl.(-;(.)llf~ 

. .a. un conjunta de Cantor, ~ un irracional v 
o lnflnito. Exlate un homeomorfl1mo r tal que 

y-ot {•e. MC-t) = 1'-\ 

La idea pare demoetrar el teorema 8 ea tomer un punto 
de.cada componente conexa de .n.cy deflnlr una biy1ccl6n.que con­
serva la orlentac.t6n de eete conjunto sobre .''to., este biy1ccl6n ~. 
se puede e~tender une runcl6n de todo el circulo que no cambia 
le orlentaci6n• Aal queder6 definida tf 



Conociendo <f es sencillo construir un homeomorf ismo 

f tal que <.fOf:::: Y'r::.O tf 

Claramente rot f a e 

Pare demostrar algunas detalles de lo esbozado y que 
~<·:O= JZ.. ., 'f (Jl. ~) .. uº""" 

ae utiliza el leme t6cnica, el teorema 6 y el siguiente 

Lema 9.• Sea .st un conjunto de Cantor contenido en 5 1 • Sea Q 

el conjunto formada escogiendo un punto de cada componente con.! 
>CB de J2. C.• 

Entoncea. 

b) Q e• denao en orden 

4. CLAIIFICACION DE HOMEOMORFISM.OS CON NÚMERO ROTACIONAL 

IRRACIONAL. 
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Lo que haremoa •qui e• claaif icar lo• ho•eomorf 1amoa 
que tienen número rotacional irracional, en tanto a la• caracte­
rlatic•• cualitativa• d• la din6mica que generen. 

Algunos da loa canceptaa ralacianado• can esta d1n6mi­
ca son al nú111ero rotacional (rot(f)) el conjunto de punto• no 
errantes C .J?.Cr)) v el indica (M(f)). 

Hamoa mencionada ya que doa ·homeomor,iamoa conjug•daa 
tienen din6m1ces "equivelentee". Eata idee la reforzaremaa vl•!!, 
do le relee l6n que hay entre htaa,en tanto a loe conceptoa err! 
be menclonadue. 

'Ver pag. 128 
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Propodc16n 10. 

Si f.:!~ 1J f ea una conjugac16n de f 11 g entonces 

a) rot f • rot g 

b) n (f) ea hamaomaJ'fo • .n.c,>. E ate homeomor 
flama eaté dado par le conjugac16n f (o aee 
r JlC'f) • JZtJ)) • 

e) M(r) • H(g) 

(Ver damaetrac16n .an el anexo pag. UZJ 

Viendo aeta, ea natural claelflcar loe hoemomorflamos 
abeervando el aon conjugado• o na. 

Pera formalizar aeta, beata observar que la relac16n 
f !:11! g ea une relac16n de equlvalencla, la cual por lo tanto, 1!!, 
duce claeaa de aqulvalencla. 

El problema central eer6 encontrar euf lclantea propie­
dad•• de la din6mlca de· un homaomarfl11110, pera que quede determl 
nada la claH de equlvalenc1a it l• que pertenece. 

Va hemoe vleto 
y Y'oti=ul·I. entonces 
ángulo ~11'~) (ver teorema 

que el r ea tranaltlvo a aaa MCf) • O 
f :JI re (donde re H la ratac16n de un 
6.) 

Como :t •• una relac16n de equivalencia tenemoa que al 



M(r) = H(g) • D v rot r • rot o entonces r ~ g. 

¿Bastará la igualdad en el número rotacional v del 
1nrtice para determinar la clase de equivalencia?• 

Veamo• qué pa1a ·ai el lndlce es uno. Sean r v g 
homeomorfismos con rotacional t: V M(f) M(g) = 1, 

Esbozaremos 11 conatruccl6n de una semlconjugac16n de 
f a O• 

Sea I un generador de .n. (r)c v J uno de ..n<o>c. P.2 
demo• derlnlr un homeomorrl•lllO 

que coneerve la or1entac16n. 

tate ee puede extender • una conjügeci6n 
! : Jl.<,)• _,. .J2.C~)c. 

de tal rorma que t (~~(t.)) .. ""(J) 

V 

{ < ~e~ l) = , C le,> ) 
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Si pudleramoa garantizar que f conservara le orienta 
ci6n, por el leme t6cn1co tendrlamos que r ae podrla extender a 
s•, continuamente y conservando le orlentac16n. 

• En el caso lntreneitluo, el conjunto de puntos errantes ea un 
conjunto de Cantor v todos loa Cantores son homeomorro•• por lo 
que (b)no influye en determinar la clase de equlualencla. 
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Como ~ conserva la orientac16n en cada componente co-
nexa de S'l (f)c, basta ver que r no está cambiando "el orden 
de las componentes conexas de .JZ. ( r>c", · 

Háa preci&11mente: 111 q0 6 I y Qf ea la 6rb1ta de 
f que paaa por q

0
, •ntonces basta ver que 

fb, 
conserva la orientac16n. Veremos que eato último ea cierto. 

Sea 'f una aemiconjugac16n de f a re y r une de 
g a re ' O• Cf{.Jt(f) 4

), C>' 1 '°(JZ.(, , .. ) , o,. t<.Gt) 

O y 0 1 son 6rb1tae de r, y Qg de g 

--"'----. ºº r, 

tr 

--lf'-. -~.-...... ºº' r, 

Se puede· ver que hay une rotec16n tal que r(O) • b•, 
este rotac16n u· una conjugac16n de r• a r 8 • Entonces f cu.!!! 
ple que 

Si reatringimos f a Qg tenemos que t' ea invertible 
de donde 

Por lo que f j &• conserve le or1entac16n, pues r·•, r 

y 'f lo hacen. 

.... :_, 

·\ 
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Con esto hemos demostrado que si rot(f) = rot(g) y 
M(f) = M(g) = entonces f ~ g. 

La dificultad surge cuando el Indice es mayor que uno. 
Aqu! enfocaremos el problema "al rev6s". Supongamos que r ~ g 
y que M(f) = H(g). 

\?o .lf 
) o f t. 

rl ! f 
1 

-!-

~o Of· 
Sean lf , f , t como antes. Tenemoa que '1' 0 f es una 

semiconjugac i6n de r a r• • Como 'I es otra y todas estas ee­
miconjugacionea "difieren en una rotaci6n", existe r rotacl6n 
tal que r•v=r·r. 

• Sean 't y ,, aem1conjugaclones de f a re • Veremoe que ex1e 
te una rotaci61\~tal que ro \f .. ~· • Sea q f: s• y Q au-
6rbi ta bajo r. Sea r la rotaci6n tal que r llfC,I)• 'f\t)U,endo 
que r:•rr •ro ·r.'fl , es inmediato que t-•cf Cf"rt1)arr."llf\~ como 
.,. lf'fl<\•) ar~"\ 'f'<~l) tenemos que . ' ' 

r • Cf 1 Q4 = tf \ Q4 
Por continuidad se obtiene que r•Cf/.1t1f)='f

1

l.1ttO y r•'f y lf' 
no cambia la orlentac16n 1 y coinciden en un conjunto cuya ima­
gen H un denso, por lo que r º'f : 't' 

; ·•. 

·''· 

' ,._' 
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De aqul obtenemos que 

Resumiendo: lo que vi moa ea que si f !!o& g y 'f y f' 
son semiconjugacionee de r v g respectivamente a re, enton­
ces existe rotaci6n r tal que 

r(<f (.Jt (f.)C) = \f (Jt Ce¡)') 
Resulta que eata condici6n, junto con el rotacional,ba.!. 

tan para determinar 111 claae de equivalencia de un homeomorf iamo. 

En el anexo ae demueatij: 

Teorema 11. Si r V g tien•n rotacional irracional y lf y f 
~on· aemiconjugacionea de r v g a laa rotaciones correspondie.!! 
tea entonces 

:f.~~ 
ai y s6lo ai se cumplen lea condicionea 

Lema 12. 

i) rot r • rot g 

11) Exia)e una rotaci6n r tal que 

• Para demostrar eate teorema, ee demostrar6 primero: 

Si rot f v rot g aon irracionales, entonces 

El teorema 11,si bien es importante en tanto que da CD,!! 

diciones necesarias y auricientes para saber si dos homeomorfia-­
mos son conjugados, no está formulado ucpUci teme.!! 
te en términos intrlneecos del homeomorfismo. 

Lo que haremos primero es entender el significado diná-

111 Ver pag. 133 
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mico de la condici6n 

r(tf(Jt«Oc.)) ":J l('(J'l. ('&)e) ( 1) 

y deapuéa plenteAremoa un teorema equivalente en términos de pr.!! 
piedades directas de r y g, o sea,sin hacer elua16n a semicon. 
jugacione1 y a rotacionea. 

Sabemoa que 

donde cada Om ea una· 6rb1ta de la rot:tlc16n re • Haciendo lo -
an'1ogo para g obtenemoa que ) 

~C(l MI~ 1 

r ( V o"M ) = u º"" ••• W\=• 
De aqul .vemos que pera que la rotaci6n r exista ea n!. 

cesarlo que H(r) ~ M(g). 

Sin embargo na ea auficlente, por ejemplo si 
H(r) • M(g) • 2, y o1,o2 ,D\ y D~ san cuatro 6rb1taa arbitrarla• 
de r , no necaaariamante exlate una rotaci6n r tal que 

Eato ea r6cil'var, pueato que una rotac16n eaté deter­
minada por un éngulo•. 

.. 
lQu6 propiedades deben cumplir eetes 6rbitae para que 

exiata la rotac16n r?. 

Se ve que la existencia de tal roteci6n ea equivalente 

• Recordemos que el teorema A nos garantiza la exiatencie de 
y g tales que \f (Jl,(~)C) =o, voL ~ '.f (.Jlc~)c) ~ O,' u o;, 

r 
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a que: dados p1 6 o1 existan Pl E ºl tales que 

"(. l ~'.>P.$ = ~[p;, ~ J 

Se puede decir,en t~rminos vegos,que el ángulo entre 
las 6rbitas o1 y o2 debe ser el mismo que el determinado por -

las 6rbitas o; y º2 o que la forma en que están intercalados 
o1 y o2 debe ser la misma en que est6n º1 y ª2· 

Como lf y t no cambian la orientaci6n, podemos inter­
pretar a (1) como que la forma de intercalarse laa •6rbitas" 
de loa in~ervalos generadores del conjunto de puntos errantes -
es la misma pera f y para g. 

En lo que sigue ae trabajará para cambiar el enunciado 
del teorema 11 ponllndolo en t6rminos de.propiedades directas de 
f y g. 

La idea es definir lo que será el ángulo entre dos 6r 
bitas de una roteci6n re y ver que unas 6rbitaa de re se pueden 
rotar·a1multáneamente en otrae,ai loa ángulos entre ellas coinc) 
den. Can eeta ee podr6 .. deterM1nar la claa1 de 9qu1valenc1a de 
un homeomorfismo con cierto• "ángulaa•· y el nGmero rotacional. 

Empezaremos definiendo el ángulo entr~ doa 6rbitas de 
la rotec:16n r & • 

Sean p1 e 01 y P2 • o2 • Buscaremoa una releci6n entre 

~(P,JPLJ ) ~t rc."(\l,) 1 r~ <\\) 3 
Sean x1 v x2 coordanadas de p 1 y p2 
~ l'·· i'd = l'lll, • .W&) moctt. ~11' . 

~ lt<:<P,), 'i"'ll\)5 -:.(~.•nt. :..zr.~mt)w11U. ~ir. 
Por lo que existe k, entero 'ªl que 

4-h,1 Pi}= 4. l ": (~,), r:c1\>5 + twi~V\)e. ... ..._ 

Pera definir formalmenta ~{o 1, D2 J uaaremoa que le 



relaci6n ..,,t definida por 

o( .Ve , 

ei exieten.enteroe k1 y k2 tale1 que 
e( :: ,5+ ... , ~"'",A& 

es una relaci6n de equivalencia. 

Der1otaremoa por [~),le e ll!IBe de e qui valench de -C • 

Def1nic16n. 
rinimoa: 

y o2 son 6rb1tas de la rotac16n 

:: t ~. - Xa 1 e 

donde x1 es una coordenada de algún punto de o1• 
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Con este def1n1c16n es fácil ver que existe una rotaci6n 

r tal que rCD 1 U a2 > .. º1U02 si y e6lo si ~lO.,O&J=!.+J0:,4J 

Más generalmente: 

. ~ lo\ 
Propoelción 13. Sean f °""' S"'•' 9 \~J-.. doe tamil ha a 

lo misa numereb lea de· 6rb itas de r " • 

Existe una rotaci6n r tal que 

r < uo"") -= t>O~ 
si y a6lo si existe una permutac16n llte \1, ..... ~ W\~-4 ... 

tal qui 

Se demuaatra en el anexo pag. 141 

Con esto ae puede modificar'el anunciado del teorema 11 
en loa aiguientes tirminoa: 

',: 
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Taaramt Caequnde vera16n del T. 11). 

Sean r y g 

~<#) t I-wi J'W1 .. , 

hameomor1amaa'con rotacional 1rreclonal. 

l 1 ~C~) 
' JW\ )"tW\ • 1 

generedorn de .Q (r)c y .R.(g)c reepectlvemente. 

lf y 1t' Hmicanjugecianea de f' y g a rt. enton-
cea 

~ ~~ 
al y a6lo al se cumplen· lea elgulentea cond1cianea: 

1) rat , a rat g 

11) M(r) • M(g) • M 

111) Ex lata une parmutecl6n ....,, __.. .lltl\' de 
{ 1 ••• , M J tal que 

~ l CfCt,) ,· <f <I""') ~ - a.. t ~CJ!l,L f(JkwJ ~ 

La aqulvalancie de aeta vera16n can le primera ea con­
eecuenc1a directa de le prapoe1c16n·enter1or. 

Lo deseable serle poder quitar le referencia e lea ee~ 
m1conjugec1anee. 

Definiremos el· lingula entre doe 6rbl tea de un homec1mo!. 
f'lemo y veremos que,can eate derinlc16n, se obtiene que 6ste es 
un invariante baja cualquier aemiconjugec16n a une rotac16n. 

Siguiendo le 1daa que usamos para medir el &ngulo en-­
tre 6rbitae de una rotacl6n, buscaremos una relec16n entre 

~ iq1' q2l Y ~1 f{14,), ft,a)~ donde q1 E: Q1 V q2 E: Q2. 

,:;.'¡ 

. .. 

I· 



Sin embargo es claro que como f no necesariamente es una rot~ 

ci6n, no es de esperase que la sola medida de eetoa &ngulos de­

termine la medida de lo que serli ~ { Q1, Q2 J • 

Recordando la forma en que ae define el número rota-­
clonal (o sea el promedio de loa &nguloa entre iteradas suceei 
ves de f), definiremos. 

~( q,, 9a) -= ..li..wc. i-;
1 
t -.. [ {'e$.),., /,.·(,&) ! 

h .,..lllO .¡=o 

"t Cq 1, q2> es el promedio de loe. 6nguloa entre algunos pun­
tea de Q1 y de ,Q2 

La idea será ahora encontrar una relac16n sencilla en-
tre 't (q 1, q2> v )"<r"<q1), fmCq2 )). 

Antea de avanzar m&a formelicemoa esta idea, Para fa• 
cilitar el trabajo uearemoa levantamientos de f y coordenadas. 

Def1nici6n.· 

c16n 

Sea F un levantamiento de r , definimos le fu~ 

)4 (a,> i!c.) = ~ 
.... oo 

.J._ 
>t+I 

• Checaremos que este limite existe. 
/ F...:(a,) ~ r"C'li) 1 ~ \ 'i!,- i!._ \ + 1 

de donde Vl 

n-fi Z.. I F"Cl.,) - F4<aL) l ' I"!., - a .. 1 -t- 1 ho 
Además F1 ea creciente, por lo que f''4°{'Z 1 ) - F~C11.) 

mantiene el mismo signo lli por lo que "'" (Z ,Z ) 
cesi6n mon6tona y ecotada por tanto converge. 1 2 •• une su 
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En estos términos lo que noa interesa es poder relaclB 
~ ' k l nar o (Z 1,z2> con \" (F' cz 1>, F CZ 2 )). Esta relec16n ea la -

misma que mantienen loa ángulos entre pÚntoa de dos 6rb1tas de 
la rotac16n rt : 

~ ( ¡:etc~.) I F .. (~a)) :: ~( ª'J -le.)+.«, 't. ... J. L 

donde k1 y k2 aon enteros. 
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Para llegar a demostrar esto ae utilizan algunas propi! 
dedes que se demostrarin en el anexotPag. 142) 

Proposici6n .14. 

't tiene lea siguientes propledadea: 

l) ~(z, 1 i.i.) + )1 ("t,, e,) , :a )'( i! 'J !>) 

(i) '( ( '! .... ~c.) :: - h' l !. 'J l 1 ) 

\\\) H-a,1 Za.•M)= ~(•.,l.&)+W\ \>o..-...~o4owi'4f 

a) gt(i!,, l'"(t,)) = ~(2,,2c.)_~Á'-.~W\ ~fe>.. a.1*''"'l 
b) ~ ( f 11f1,), f"(!c.>): _.(l,, ~a) +(.f-.t) t. "' W1 r.~•tlt~ lfj!l 

e) .5.¿ f 1 
f'S ()fro /~11cu1fctwt?ie.,fc .de /,, t!tt1Dttce5 

~ ( f'"r~.), f'""(!L)) = )f (F-'(!1), F"(~aJ)-+ ~ 

pa rtt ª'' Út\ m ~ l.. 
Con esto podemos dar una def inict6n formal del Angulo 

entre dos 6rb1taa de un homeomorfiamo. Recordemos que al hace.r. 
lo, para una rotac16n usamos la relac16n de equivalencia Ne de­

finida por 

~ "'.: ·'i" e 1 ex is ten en teros k 1 y k2 teles que r = ~\ +k, l:. + ~l. 



Definición. Sean Q1 V Q2 órbl tas de un homeomorflemo f 

con rotacional z: . Sean q1 V· q2 puntos de Q1 y Q2 res-
pectivamente V Z1 V z2 dos de sus coordenadaa, F un leva!!. 
tamiento de f. 

Definimos 
~ t Q, 1 Qt J = [ ~ ( ~¡ / a Z ) J t 

donde [ ~)¡: denote la clase de equivalencia de r . 

Le propiedad (iii) garantiza que no hay problema el 
tomar distintas coordenadas de un punto y la (e) que tampoco 
lo hay el tomar cualquier levantamiento. 

El siguiente paso será ver que relación existe entre 

~ f Q1' Q2J V 'tl C/ (Q1), 'f CQ2) J donde lf es una eemicon-­
jugeci6n de r e r-.:. (N6teee que q CQ 1) v lf CQ2) son 6rb1-­
tes de re ) • 

Si Q1 V Q2 tienen puntos q 1, q2 en le cerradura 
de una mienia componen'te conexa de ..n (f )c, digamos I, entonces 
r 1(qJ) ti ri(i) por lo que el ángulo entre r 1 Cq 1> V fi(q2) 
no excederá la longitud de fiCi>. De donde le suma de loa áng~ 
los es menor o igual a le longitud de J'2(f)c. Por lo tanto ten~ 
moa que 

Además en este caso lf (Q 1) • 'f CQ2) de donde 
~ lO.,Qt~ = LO'lt.:: ~t lfCQ,), lf(Q,)J 

> 

~ct•1,,\) ~ ) . 
. .-....--.._ lf ~f l4',\ 

fr. 
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Se puede' ver que si Q1 V Q2 no se intereectsn en 
una misma componente conexa del'l(f)c, o sea que para toda I 
componente conexa de .fl (f)c ae tiene qué 

Q,íll•; ~ ·~Ai=; 
entonces se puede reatringir lf de tal forma que podemos hablar 
de Cf"' v que Gj Clf"'CS') 

Con levantamiento• adecuados tenemos que 

= 

donde ')!J' = f (C!;j) es coordenada de alguún punto de 'f ( Qj) V 

i?J ea coordenada de qj ~ 

Este segundo llmite lo podemos interpretar intuitiva-­
mente de la siguiente manera. 
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La f'unc 16n 
AC%.) =¡·•pe., .. :t) -~··(~, "'~) 

ea peri6dice de perlado 1. 

Nos interesa calcular: 
W\ W\ 

1 ~ 11. e · ) 1 / " (ü:. moa 1) ~ ¿ l\. lt. = - z (\. 
. 4-:o Yl+I •=o 

&1 {.\~ nttd1 JÁ~O se encontrara "bien distribuido" en el interv_!! 
lo unitario, pare n suficientemente grande, tendrlamos que la 
distancia entre dos puntos coneecutlvoa de este conjunto serte 

del orden de + , por lo que ! A (Ü:. ~o~ i) .L 
~·o h 

. serla escenc;i_almente. -une suma de Riemenn correspondiente a la 1.n 
tegral 

J' ACx)dx 
o 
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51 #"'tiene un comportami•nto "decente", 
pr•tar eata integral por el área entre las gráficas 
nee 1 ·• (x 1 + x) v f"'<x2 + x) con x • {o, 1 l 

podemos inte_!: . 
de las funci,g, 

' 

.· ,, 

,:. 

.. ,, .. 
. .... 



t j A (7C) chr ::: A rc4.. (A ve) 

Tenemos que Area A = Ares C de donde 
t 

j .AC;it)d" = Ar~o..(eu~) 
o 

Además cada recta horizontal intersecta a la reg16n 
B U C en segmentos de Iongitud x1 - x2 : aplicando el principio 
de Cavalieri, obtenemos que· 

f j A (':lt) d;c, = "'• - ::t1 
o 

De aquel tenemos que 

t (~ ..... 4.) = ';(, -~ ... 
( l Q,,. Qi J ~\ 4. l'f lf(, ), tff 4) J 

Por lo que 

Este argumento está suponiendo que la aucaai6n 
141:: Motf1 3 eatá bien "distribuida" en el intervalo. Esto lo 9.!! 
rantize el teorema da equipartici6n m6dulo 1 que dice. 

Teorema 15. (Bohl, Sierpinskii, Weyl). 
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Sea J\.: · Jf _. Jf una runci6n de perlado 1 e integrable, 
e un número irracional, entonces para todo x

0 
• ~ 

/}. " . . 
~ ~ l. .J\. c~o"'r>"e) e J ,l\(';f.)a~ 
.... ., ,..o o . . 

Este se demuestra en el anexo pag. 144 

En el anexo•ae precisará la demoatrac16n del siguiente 
lema: 

Lema ·16. 

Si rot. f • Z y ~ ea una aemiconjugac16n de f a re 

entonce a 

-. Ver pag. 147 
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donde Q1 y Q2 son 6rbitas de f, 

De aqul ae obtiene la Ja. vers16n del teorema 11, 

Teorema 

Sean r y g homeomarrlamoa con rotacional 

Sean { Im J::?v fJm \~'.generadores da .n. (f')~ J'l(9)1Qm y 

de r y g respectivamente talas que Qm n Im ~ ~ 

entonces 

Si y a6lo al ea cumplan las 3 condic1onea: 

1) rot r • rot g 

11) H(r) • H(g) • H 

1 r,rac ional. 

Q~ 6rb1taa 

V Q~ t"I Jm ~ ~ 

111) Existe une permutac16n de t1 ••• Hl m......,.k"' 

ta1 que (to., º""S :a i- lo~., Q~"" 1 



C A P I T U L O II. 

A N E X O 

Teorema 1. 

Si f es tal que tiene una 6rbita peri6dica de perl~ 

do V\ entonces 

1) Todas sus 6rbitea peri6dicaa tienen period~ n 

11) El w-limite de cualquier 6rb1ta es una 6rbita P.~ 

ri6dica. 

Demoetrac16n. 

Sea 0:: l~tP)~una 6rbita de per16do f\ • 

Sean 1,,t ... ·.IV\ las componentes cone>cea de 5'-0 

Sea Q una. 6rbita per16d1t:e de ' • 

Sea~•~ y S tal que ~·l~ · 

Como vimos en te>cto 11\tc. ? 
Q n 1:~ -= l ~ <.~) l\l.d 

Por la que si ~ (1) 
..P""' ...... :: 'f'\"' t (\) := t;l. entonces ,,. 

pera algún entero J.. 

Ademlse l f"t,)].,...1 es le 
14
6rb1te bajo f' de~ , y f' tiene un punto 

fijo, por lü que if"c\\~11.1es une suceei6n man6tona a un punto. 
En este casa por (1) vemos que es un punto. 

De donde 

y 



Con esto quede demostrado (1). 

11) Sea Q une 6rbita de f y ~E w-11m1te 

Sea .S tal que q" • I:. 
Ver~moe que,~, la 6rbite de q es per16dice. 

sea \' Q(\!~ 
Por lee obeervacionee anteriores tenemos que 

~ f'"'(~)::: ~ 
~ ... -De donde -'"("•') ) 0 "wic~ > ::::: ;.,w,. + ('f. = 1' 't ,...,., 

Por otra parte, ea inmediato que 

Q e w-~G (¡\) 

El w-11m1 te Q conste de e lo mb n punto e, uno en C.! 
da 14 , pues Q esté formada de sucesiones· mon6tonas. en cada l,¡, 
v por (2) tenemos que 

Q_= w-~Q 
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CAPITULO III. 

· A N E X O 

Teorema 1 •. 

Sea / un homeomorf1amo con n~mero rotacional irraci_!! 

nal y Q una de .aua 6rb1taa. Entonces 

rot~:ire a1 y a6lo si {) ea recorrida bajo ~ 
en orden l:; 

Oemostr11c16n. 

( ~ ) Sea F · un levantamiento de / y "a:. une coorde­

nada de 'l . 

que c¡:a__..o 
'f (J"<t)) ::: rW\(P) 

Veremos 

donde 

conserva 111 or1entec16n. 

·La. funci6n 

Cumple con 

. y 

~: f~:t) ~i ~ r:. "J. -+ t1. 
f ( F"cit) "'"m) = nt:.-\" '('(\ 

_f(~+l)= fCtj)+.k. 

(!o f -= 'f"~ 

(!.(O)= p 

Por lo que b111ta ver que Í sea creciente plira que 

conserve la or1entac16n. En (NJ p11g. 42 se demuestre que es­

to ea cierto. 
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( ~ ) Ahora supongamos que Q es recorrida bajo Í 
en orden l: o aea que 

q:a ~o 
<(t{"rJ>) = r; (P) 

es una biyecci6n que conserva la orlentac16n. Primero veremos 
que existen levantamientos j" , R y F de 'f , re. y ~ res­
pectivamente y coordenadas X y ~ de p y i talea que 

Sean / y F liJvantamlentos de 'f y f y ' una coor­
denada de ~ 

Sea ~ = /f~) 
~ es una coordenada de p 

f (F<,>) ea una coordenada de <f (-/ft>)== re. CP) 

Sea R el hvantamiento de rG tal que 

R l:t) = f (F(f1)) (~) 

1-F V R0f aon levantamientos de r¡o:( = ro 'f y usando (2) y 

(3) se ve que coinciden en un punto. 

Recordemos que todos 1011 levantamientos de funciones 
que conservan la orientac16n difieren por un entero, de esto te-
nemea que 

De donde " ~ 
JoF"= .'R ºr 

En particular evaluando en., , queda demo•trado (1). 

',. 



Ahora veremos que Y"Ot .¡ = rot 'C, = C. 

Para esto beata ver que 

Tenemos que 

(5) 

donde /1 = ~. / l! -,f (a) J 

Eate supremo existe puea e -f Cl) ea perladice y# ea 
creciente. Claramente (5) implica (4), can la que queda demoe-­
treda eete teorema. 
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Leme 2. Dedos O y Q subconjuntos del circulo, numerable• y 

densos en orden, el<iete une b1yecci6n 'f : O -t Q, que conserve 
la orientac16n. 

Demoetrsci6n. 
V N 

Lo que vamos a demostrar ea lo siguiente: S1 O v Q 
son conjuntos numerables, densos en orden, contenidos en un in­
tervalo abierto (e, b) y (c, d) rsspectivemente,que no alcanzan 
au m&ximo ni su mlnimo, entonces existe une b1yecci6n creciente 
de O sobre Q 

Veamoe como. esto implica el lema. Sean O y Q es• 
numerables y denso~ en orden, 

Sean dos puntoe de O y 
de Q. 

Sean º1 = o " <.P 1 • P2) 

º2 = o " (p2' p 1) 

Q1 = Q 

" (q1' q2) 

Q2 • Q " (q2'. q1) 

y sean 
lf 1: º" _..., ª" «.f" : Oa. _... Gi. 

blyeccionee crecientes (éatae existen suponiendo que el reeult~ 
do que se enuncid al principo ea cierto, claramente cumplen con 
lee hlp6teaie que se lee pid16 a O y a Q ). 

Definimos q o....., Q de le siguiente manera: 

't· (p) el p ' º1 
'f (p) • ~ .. (p) al p E º2 

q1 si p "' P1 

q2 al p = P2 
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lf as! definida, claramente ea una b1yecc16n que con 
serva la orientac16n. 

moa. 

Q. 

A continueci6n demostraremos el enunciado que mencion~ 

Sea l 'lC."(, une numerec16n de O y ~,"~· une de >..., 

Dere~os une reenumerac16n de 
~ o inductivamente: 

Sean: 

se cumplen~lae siguientes propiedades: 

su .m!nimo. 

...(,1 -- M\'f\ 1._ V\\ ~V\ a ¡, J 
Ii v r,, = (tt, "' - l ~ ... J 
I., < :t~ 
I,, 11 o .,,, ~ p4ro. ~ • ,l 1, 2, 3 J 

Est~. Gltimo se debe ~ que "' o no alcanza su m&ximo ni 

• 51 I y J son dos inte~valos, estamos dencitendo i ( J, el 
hecho de que X ( V pare todo X 6 I y V 6 J, 
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Supongamos que ya def inimas 

v que ae cumplen las siguientes propiedades 

l.:l"·• < I .:z*·h < ... <. .I.2._1 
( ~) 

I~ no -:t: fJ piva. s e1 ! 1, •• ._,;z".. 1 J (~) 

Definiremos 

.,,¡ ~1'·•, ... ""~--1 IJ .. ' ... I I;¡"•'- .1 
Sea: 

~ • mlt1 l h / ~" '-I.s J patrA.. !>• l :z";! "" 2~1 f (1') 

1
8 

esté definida por (4). 

Como (a..,,j ~ f lt'~,·~ ... , ~ ... .i•-t ! son 2k intervalos -­

abiertos ajenos, ae pueden definir .I¿i&, ... I:l.""!.. 1 
da tal forma que cumplan• 

1~11, < ... <.!.2k .. .!.1 (;l') 

1"'~.i ' 
. U I.¡ = Ca, h) - l -:t:.¡1 , ... ,·x"·~- l 

.l=J." "'-1) 
Además garantizamos que · 

(.3~ 

-V 

I, 11 O+. ti pa.rd. s E l 11 .. • ~11-·~ 1 ~. . . 
pues O ea denso •n arden y na alcanza sua extremas. 

Can eata hemo• construida le aucea16n l i,J,," . V! 

remos que f ;t"_., J,s,N ea otra enumeracl6n de (/ • 



• ,.¡ 

Lo demostraremos por inducc16n, 

_;_J. = 1 
Supongamos que 

l 1., R,, • • ·1 k. J e [ .. (, J ~;., ~ 
Veremos que k -t1 tambi6n lo eatfi; · 

teles qua 

Sean ... 
... - s ::t: ? ;z ,,1 % ~ (.. -:t:,, ... , ,., J 

~ICil 6 (~;Í) y <~ .. :: J rr.¿ ::r,, ... ~ J =~ 
Entonces 

pare' alguna :. • ~ 
De donde · 

·por la qua 

... De forma an6loge dada una enumerec16n l-,.,,J de Q 
construimos una aucesi6n fi~J y los .intervalos "'3s y otra enum! 
rac16n de Q : [ '9J.d~ JscAI 

Sea 
t¡: o~Q 

'f (;c,.c·~) :: "d.d~ 

Aseguremos que <f es una biyecc16n creciente. 

Como l ";;(""~ J~. "' y ! 't., J son enumerec iones de O y Q 
r~spectivamente¡ entonces ~ ea une biyecc16n. 

Veremoe qua l.f ea creciente • 
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Demostraremos que 'f JA"' es creciente. 

Para f.·~ es claro ya que A-&= [X.(, J 'X.10
L1 ~',, J 

.::t'.4z < ;t4, <. ~ .. , 'I 
lfC~•'&).:: 1citL ( </(:it~,) • ~~· .. ( C/('X ... ,) = 'i:J 

Ahora supongamos que tf 1 ¡...,.es cree lente y demostraremos 

que <f 1 ~11.•\ lo es. 

"" ..... ... 
Se en x,., < ~1.' · .. ( ~.z"~1 los elementos de A .. y sean 

~t: ffi.f) pera A• l 11 • • •12. "-1 J 

Como '//AK ea creciente, entonces 

.f4., < .,..,, si .1 (../' 
Los elementos de A"• S queden ordenados de la s 1 gu le!l 

te forma: 
~ ~ ~ V 

;:l4~K < 't, (. ~ .. i~t ( ~& (. • • • ( :1(~.__:z ( ~·211•!.,:i < ;l(..('!.j ( Ít.c"iH•!_J. 

ya que ~~ .. -t E- Ii"+.t :t (.i..,,., x.(..,) para ../E l 1 ...... 2"-~1 

y x"Í" ~ l:¡k. = ta., i,) ~"°.z•.•!.t fi I:lº! 1 =. (~~1 , b) .. 

y lea imágenes de A" bajo 'f quedan ordenadas sal: 

o sea 

ya que: 

'V N . 

11d211 <. ~. ( •• ~~~"...¡ < .,~2"•.! 1 

Cf ( X.c2,. ) < t( e i, ) ~ ... l. tf ( -;;2.,._ 1 ) ( <{ ( ?(A'ztt;•! 1) 

"3~ • ..( 6v;ir • ..1 =(~.e, ;,1 .. ,) p~..fc=)l, ... ,2"-2.J 

Por lo que lf/A,.•I es creciente. 
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Aa l queda de moa trado que 'f /A.,. ea cree len te para toda 

Ahora, para ver que ~ ea creciente notemos que 

"' .., A, e A .. e:. ..• e A,. e::. • • • 
V doll'I. ü r: O = V A., 

1 ,. ... 

.... 
Ahora si !, ( i!1. aon dos puntos de 0 entonces existen J\ V n& 
tales que 

2 , & A n1 y 2 i. E. A n " 
v al n • 'ft\0..1. l ri,J n"' 1 
entonces ~. ~ An ~ ~1.E ~ri 

como '//A11o ea creciente, entonces 

, •, lf ea cree !ente. 

Con esto queda demostrado el lema. 

Para demostrar el teorema J primero ae demostrarán los 
alguientea lemas: 

Lema .3.1. Sea ./ un homeomorfismo· con nC.mero rotacional irr.!! 

cional. Sea ~ 6. ~' • 

Si n v m son dos naturales, entonces existe k, ent~ 

ro negativo tal que 

:f'''l1) f:. C-/"(~), f m(~J) 

Demoatrac16n. 

Sea r la rotec16n tal que rot (/)= rotr) Sea p € S' 

117 



y o BU 6rbi ta bajo r. La biyecci6n 

lf:Q ..... o 
e¡ t-/"'(f >) -= rn(P) 

conserva la orientac16n. 

Como rot res irracional, loe conjuntos 

º""' ¿ r"<P) /116-V ! ~ o·-- t r 11cPJ/ nE:2·J 

son denaoa en · $", por lo que. existe K, entero negativo tal que 

ric.(P), ( r~CP>., r'"fP>) 
Como l/ conserva la orientaci6n 

Cf{t"fF») 6ii ( Cf(r"<P>) J l/(rm(p)) 
O sea 

f"'<1J e. (f .. ('/),, ¡wi{f.)). 

Lema 3.2.• Sea f con ro~ l 1rracional. 
1 

Sean p y~ t.5 y ,, V m enteros, 

entonces existe k .entero tal que 

("( P) f: ( f "<1) J ¡m (9) ) 

Demoetrac16n. 

sea I • l l"'<V) l'"tfJJ 
Sea I..,• = /-i l>Ml'I) (1) 

Ceda¡_. ea un intervalo y I..¡, se interaecta con z;.., en un a6lo pu~ 
to. De donde se obtiene ~ue alguna de las siguientes afirmecio~ 
nea se cumple. 

1) Ul.o. cubren al circulo. 
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11) Loe extremos de la. intervalos I .C. forman une ª.!l 
ceei6n mon6tona. 



Como rot/ es irracional la seQunda afirmsci6n es fal• 
se, ye que esta 11ucesi6n ea i(i"º"')i(l"'O)} J y el fuese mon,g 

tona entonces /"""" tendr!a puntos fijos. 

Por lo tanto 
VI.¡: 5' 

See 1<1 un entero tal que p 6 I "' , entonces 

1 .. 1<, (W·"')<p) E. I 

!llamando JI. :: - "· e 17· m) tenemos que 

f "'.(P) t: f-/"(f); IWICfJ) 

Teorema J. Sea :/ un homeomorflsmo con rotacional irrsclo-
rial. Sean Q y Q' dos de sus 6rbitas. 

Entonces 

e) w:lhtr. a ~ o<-~ a 
b) w-~ Q ti w-...1.im a 1 

Demostrsc16n. 

11) Sea t¡. fi Q • Sea p 6 w-...&M 61 
Sea l111 una suceai6n de 11aturales tal que 

~ ,..,,< ""Cl:> u ~ -lw" C'I) #1 P 
~--t!JO ., , ~ ... .., 

Podemos suponer que f (f) es una auces16n mon6tona (si no lo 

fuese, trabajamos con una subaucee16n) 

Por el lema J.1 , par11 cada K podemos escoger lnM un 
entero negativo tal que -/ 111 

.. ('t\• (4"•t~), {""•'t•> ), -

• Esto es si U11 '11> J es creciente en el sentido contrario a. 
las manecillas del reloj. Si lt""'1\) ! es creciente en el sen 
tido de les manecillas del reloj, tomemos""'" tal que 
, ....... (\) t ( -:f" .. •• t,) J ·{''" (\)) 

119 



Claramente 

A,... / °"'A('/.),.- p 
l<-.oo 

· Ad~máe t ltl11J ea una euceei6n inyectiva de enteros neg.! 

tivoa, de donde 
~ ,.,..,.,/(. :::-oo 

1< ... 00 

por lo que> p6 ~-~ ~ 

Hemos demostrado que (U- .tim. Q c. P( -~ Q 

Le demoetreci6n de le otra contenc16n ea análoga. 

b) Sean Q y Q' doa 6rbitaa de f, 

De forme análoga al inciso anterio~ usando el lPma 

3.2 ae construye una aucee16n l 'f"'"Cf.'J], tal que 

~ .¡m11. Cf.') == p 
/( ... ., .. 

donde,. ea un elemento de a' y i"'·J ea una suceai6n inyectiva 

de enteros. Ea l'ácil ver· que ex is te una eubsucea i6n de { m,..J ·que 

tiende e infinito o a menos infinito. De donde 

p~ J. • ..&;,,,,. Q' ti W-.t4+.c. (Ji 

y por ~l inciao anterior 

w~Qc w~tJ' 

Intercambiando el papel de Q y de ti obtenemos lo deseado. 
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Propoa le i6n 4 • 

.J2.('f) '1 Jl.ll)~on invariantes. 

De moa trae i6n. 

Sea f t. .JUI), Sea tr una vecindad de 1 C'#) • Sea 

V-• f.•' (V) . ea una vecindad de c:J. • 

Sea n ~ O tal que :f "(V-) f'\ V".,.~ 

entonces 

Por lo que 
1 {Jl(-IJ) c. JU/) 

Pare demostrar. le inverienze de .JU/Je., 
puede obtener de le definici6n de . .JZ.Cl)que 

De donde 

o aee 

.Jl(-f.·•) ... JUI) 

J-' (Jl.( :r'J J e:. JZ.< 1-·; 
fl{ 1) c. /.C.Jl.CIJ) . 

Por lo que, ~sando (1) se obtiene que 

JZ.< {.) = f. <JZ.CI>) 

(l) 

tenemos que se 

y como fea una biyecci6n, entonces J2.Cf)c::-f(.Jlf'#)C:.) 
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T•orema s.·· Si I •• un homeomorr11ma qua con1arv1 le ári•nt~ 

c16n antoncea 
Rfl)s:() W(Q)v.l(Q) =.J2.C1J 

flot•f. 
Adamh 11 t0t f ea reclanel,. eato• conjunta• .coinciden 

can loe punta• par16dlcaa de I . 

S1 fOt { ea lrre~lonel ee obti•ne 

Rt-1). W(/) •.Jl.<I) 

Damaatrac-16n. 

'Lae contancion••• 

R<~)c U#. w<Q)vtt<Q) ~ J2.C/.) (1). 
4 ... ~ 

1an· lnmedlatH d1· lH d•rln1c1onH. 

1ar.· Caaa.· rtJ: 1 irracional. 

Verema1 qua 
RCt!)'" G .JU,)'" 

de donde, uaendo(1)•• elgu• •1 t•arema • 

. '.Ten•moe que w(f) no depende de i.:.,l'bUe y w<1) • '4(.f} , 
da dond~ Vw(Q) vA.(Q) • w{Q) 1 dond• Q· la padHD•· elegir co-

mo una. 6rb1ta de wC~) . 

:. 9.C-l)•w<1) 
fJtl\ c. Por lo que Ntl •• un abierta. 
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Ademb f' ea una b1yecc16n y R(f) y ll#)&. aon inverl•!l 
tes bajo {" por lo que 

f;i(~fl)'-) ~ 1u1Je 

Sel! '~ fl.fl) e. , sea C la componente conexa de r<~)C. qua 

contiene a q. 
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f" ea un hameomarrismo, par la que rn(C) es une camp~ 
nen te conexa de ~")c. 

Además _f 11(c!.)~ l pare toda nil O, ye quE' f"na . tiene 

. puntas fijas 

Par la que /"(e) f1 l -=, 
Ae! tenemaa que 'e .JU/Je!. 

2D C••a~ rat (f) racional. 

Sea 1 f\ el perlado de lH· 6rb1 tea pn-16dicaa de .:/ • 

Saa p un punto no p•ri6dlco 0 

Seen 'fe (P,, l"O>)) • 1 V• ( l°n('#), '-) 

E• clero qu• le•· únlcH 1.t•ndea. d• V que poalblelll•!!. 

t• intaraect•n e O' aer'n lea de la. fiarme ) 
. ¡t<" (V) 2 C(f")" .. 'c,)

1 
(J").t<.Cfl.> 

Sin ambarga·, como rof (~ 11) •O , 11. hbi ta c:le /" que paH por J es 

111on6tone, d• donde f t<" (V) () V ~, 

A•1 tenemos que pe. Jlf'/.) f. , d• dond• 

pe,. C/) :>.JZ ( il) 

Ademh 1 ea inmediBto qu• p•r ('l)G Kff) • Da donde 

per CI) = Rr/.) • U wf4)v,i.fQ) ~-'l.<#) 
. ~.,~, . 

• En el ~Ha qu• f 11
C P) no. ut6 an ( P1 .¡. "{p) ) \ .S. na u H1 

. t611tH8 Cf • {#fl(p)
1 

p) • 

·., ' 



Para demostrDr el teorema 6, nrimero se demostrará: 
Leme técnico 7. 

Ses X, V e; S', V denso en S 1 • 

Si existe una biyecci6n que conserva la orientaci6n 
t¡:¡ ... y 

Entonce a: 
e) ~se puede extender a una func16n continua y sobre, 

que no cambie la or1entsci6n• q:~'-.s" 

b) q manda le cerradura de ceda componente conexa de 
~·- )(' en un a61o punto, v en el reato del circulo 
H1s1 

De donde '{Ir' ea e lo mb de 2 e 1. 

Demoatreci6n. 

e) Sean A y B e Jf loa conjuntae t'ormsdoa por les coord,! 

nadaa de X y Y nxpectlvamente. 

Sea f : A .. '& un levantamiento de'/, claramente f 
H creciente y aobre y 8 •• de nao. en Jf. 

Extenderemos i a todos 1011 reales 

y eatá acotado auperiormente 

Del'inimos: 

Al'irmamos: 

1) J es una 
Sea IU /I¡, 

f: TA-:' 1R. 
j (Z) '= """P· f>i 

extenel6n d,.. i 
, uomo·f "'ª 1 l'H1.it>rrt.I' f•f 

ta aupar llH dP 6a . 
....... ,, 
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ma. 

V•r•mos que es la m1nlma. 

Sea ¡>O • aea ' ' 8 tal que 
, • (§Ca>-~.1 #C_?.>) 

l exlete puea 8 ea denao, adem'8 
~ -1-·<1) ( ¡ 

puesto que fea creciente, de donde 
,.~& 

Por lo que. 

fci> .~ Ba ·ira> 

11) ~ ea no decraciente 
Sean !.1 (.Za. 

tenemos que B •, c. e 1 .. 

Por lo que j (l.,) '- f ("a1.) 

.. 
111) ~ e• continua 

Sean ~·#(,.y E. >O 

Se!n l•• 11& t.. e tll~H que -

fe~> - t. <. -ca. , <. f <~ > <. "a~ < 1 e z > +e 
Tal•• 1• eKietan por ser B den10 

Sea :C~ • f'"'("d-4) 
Claramente 

"· <. 2 <."'a. 
y como j ea no decreciente 

/{-x.&, %a) e (f Ca)-é.J i<'l.) +é.) 
iv) J .ea sobre 

Ea inmediato, pues j ea continua y no decreciente. 
y 8 c.j(I..) e) d~,,50 et'! l. 

Demostrando eshe a'1rmecionEe es inm.edil!lto el teorew 
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Oe la deflnlc16n de ~ v usando que 

para todo ~ 1r A 

se obtiene que 

para todo Z e. 1R 

Coma sdem6sJ es continua, sobre y no decreciente 
se proyecta en una t'unc16n 'fj: 5•,.. .&' continua, sobre y que 
no cambia la or1entac16n¡ l111ts es la extens16n deseada de 'P • 

b) Baste demoatrsr que 

j <a . ) = j fac.) ~ ( 2. , 21.) e (A') c. 

Oe la det'1nlc16n de ~ y uaando que f as creciente, 
se obtiene que 
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(1) 

Es inmediato entonces que 

j (~. > ~ ~ (l!&) ..+ ( ª'J ~) c. (N')c 
Veremos que la otra lmplicaci6n tamb16n ea verdadera. 

Como #:A-+B es una b1yecc16n creciente, y & ea den. 
ao, entonces ~ ea denao en orden, de donde 

(i~.J ~r.) c(A')c. .._. # lª'J 'lcl tl~ '1 

v por c1> tenemos que fczi) =I ci~) 



Teorema 6. 

Sea e= rot ~ con e irracional. 

Sea rt.la rotac16n ca" rotl"c.=Z: 

Entonces 

f es aemiconjugado a rc 1 la semiconjugaci6n es B lo 

máa 2:1 en .fl.Cf) y ésta manda a la cerradura de cada componente 
conexa de J2.C~)C. en un punto •. 

Oemostrac16n. 

Sea Q una 6rb ita de 1 y O una de t'c:. , como rot 1 :a rof~ 

entonces la biyecc16n 

<(:Q....,0 
de terminada por 

tfº~ l'),. Y'eotf(\) 

conserva la orientac16n. 

Aplicando el lema t6cnico para X: • dl ) l' 1 O tenemos 

que <f se exthnde a 5 1 
, de forma continua sobre v sin cambiar 

la or1entac16n, (/o#~ rc•rtson continuas y coinciden en Q' • 

Además "fO-:f (Q)·• ~oqCG) _.O 

y o es un denso en s• ' de donde 

</ºf.: ro'( 
Que la semiconjugaci6n, lf , tenga lea propiedades enunciadas lo 
garantiza el lema técnico, ya que G' ~ Jl.(-/) 
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Para demoatrar el teorema 8 se demostraré primero: 

Lema 9. 

Sea .rz. un conjunto de C•ntor contenido en S'. Sea Q 
el conjunto formado escogiendo un punto en cada componente con~ 
xa de .J'/.,C. 

En tone es 

a) Q' • .J2. 

b) ~ ea denso en orden. 

Demos trae i6n. 

a) Claramente Q'c..Jl. pues G coneta de un punto por 
cada componente conexa de .Jl..'-. Veremoa la otra 

contenc16n. 

Sea , • ..si., Sea 'V una vecindad 
Como .Jl•.Jl.'., edate ~·.tal que 

. ~'E:\f().,S'Z 'I ~··1 

de 4 . 

Como .n_O. e1 denao, existe •" tal que 

q ''e ( "°' '') () .J?.e. 
Sea IC•") la componente conexa de .JZc. que contiene 

11 <J • • 
Claramente '.I ( f4. 11

) C ( '4 J q. 1) C IT 

Sea ~o tal que :tf} Q = l4'oJ 
qoE:Gnv-· 

a sea .Q e Q~ 

b) Sean 'liJ'll.EQ tales que ~,*fz. 
Como 'ir 1 f c. per.tenecen a distintas componentes r.g 
nexes de J2. e. , existe '4-o tal que 

q.. E ( ~, J o:f e ) 1)-R. 

y como JZ; QG\... 
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Teorema B. 

Sea .O. un conjunto de cantor ·contenido en el circulo, 
se¡ e un número irracional entre cero y uno. 

Entonces 
Exiete f un hcmecmcrfiemo que conserva la orienteci6n 

tal que 
.Jl_(f.) =~ 

Ea más, si fo.,J es une familia a lo más numerable de 
6rb1tes de r1: (la rotaci6n de un (mgulo llTe ) se puede escoger 
1 tal que pera alguna eemiconjugaci6n r; , de l e re. ae cumpl~ 

que 

Oemostrsci6n. 

i) Definid6n de la semiconjugac16n. 

Sea Q un conjunto formado por un punto de cadEi CD,!!! 

ponente conexa de ne. v aes O• uo""' 

Q y O son conjuntos danaoa en orden y numerables 
'(esto lo garantiza ~l lema 9). 
Por lo que a~ puede definir una biyecc16n: 

c_p:Q-...o 
que conserva la orientaci6n (ver lema 2). 

Como O es denso, aplicando el leme. t6cnico tenemoa 
que e/ ae extiende a S' de forma continua, sobre y 

sin cambiar la orlentaci6n;a eata extenai6n la deno~ 
taremos ~ , 

ii) Oef inic16n del homeomorfiamo, 

Sea fQ:Q-.Odefinida por 

f (( e 1 ) = Cf -• o rr. 0 <f e s ) 
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Para cada ~E .Jl. ~ denotaremos por !(J) J.a componente 
conexa de .sz.e. que contiene a t . 

5811 l.11.& : .)2 ,__,, ..JZ.C. 
un homeomorfismo que conserve la orlentac16n y que 

cumpla 

a> -1.st..• fo. = I" 
b> f.t1..(lf#l)~ICfQCf)) 

donde l ~ l = G. 1) r (') 
Esto es posible ya que las componentes son inter 

velos • 

.J..n' globalmente conserva la orlen tac i6n pues / Q, 

lo hace. 
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Aplicando el lema dcnico a /Jl.e. y observando que .X._ 
en nuestro caso ea S' obtenemos una extens16n de 

~.JI.& a un homeomorfiamo 
f: s' .... r:,' 

que conserva la orientaci6n. 

111) Af1rmaci6n: ljo "f =- ri:. oi¡ 

Basta checar lo en ;ze. pues qo ~ y fé 0 lf son conti-­
nuaa y .fZ. C. es denso. 

Sea 'I < ..J2 e 

Por (b) tenemos 

·.·.'·'1 · . .- .:: 
~,.. . ; 



Por el lema t~cnico sabemos ~ue q ea constante en 
cada componente conexa de J2 e. , de donde uaendo (a) 
se obtiene: 

q f (~) = tf fr;¡C')::: r~ V<~)= re~(~) 

iv) Afirmaci6n: .rot" • t:. 

Esto es inmediato, pues por definic16n de /~ se ti! 
ne que f ~QrC • 

v) Afirmeci6n: J? «I) o:~ 

Sea r;.,,. una 6rb1 ta de I contenida en 61 
entonces 
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Por el lema 'I l}\J¿ y ya habíamos obtenido que Q: :JZff) 

•• Jl.f:O e J7.. 

·.sea .C una colllponente conexa de j2. CIJ« • 
C~mo .Jl.." es denso en .51

, ex1ate e¡ c. C. flJz.' 
S1:1e p 2 ij (f.) 
Por le conatrucc16n de 9. tenemoa que 

q-· (p) = Ui) 

Pero por el. teorema 9,4, como f ee une eem1conjuga­
c16n, ee obtiene que 

if'<P) •C 
De donde 

a sea, cualquier 
~amponente c~nexa 

I Cf) • t 
componente conexa 

de -'l. t , de donde 

.JI.. e J'Z.( ~ ) 

11'{1 



Propaaic16n 10. 

51 /!:!3 y f ea una conjugaci6n de·.¡ a' , entonces: 

a) rot '=:" "t' 
b) t. (Jl.(~)) :: ..Jl.(') 

e) J1 (-/) r )f{') 

Oemostrac16n. 

a) Sea t: ro~-1 y 'f une aemiconjugaci6n de :/a ,.c. 
'/ºI"' no cambia h or:\'!!nhr.t /in y f!ll 1Jn& aP.111fconjug! 

ci6n de ' a re. ya que 

crot ... o, = 'fº~•f."' = re.º'fºt•' 
Por la que rot fe: e ,. rof' 

b) Sean Q~ ~ Qf 6rbitea de '/y , 
tales que 

entonces , ~ . · .· 
.. J2. r, ) ... o, = f. < tJ1 ) =- t (o,. ') ~ t (ll.r~>) 

la tercera igualdad es porque ! ea contlnua v e&Ü 

definida en un cerrada. 
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e) )f(~)• número de 6rbltae de r"c. contenidas en 'f(Jlf')') 

Por (b) tf (.Jl.f/.)t.) = Cf(f .. 1(.sz.r,)C )) 
y en la demostreci6n de(e) ae vi6 que (/ol-• es una ª.! 
mlconjugac 16n de 1 " re. de donde 

H <1) -:r número de órbitas de re cant~n1d11s en y(f(Jl.")')) • ·. 

o aes l.ff1.) = ,J.1(9) 



Para demostrar el teorema 11 ee demostrar~n primero 
los siguientes lemes: 

Lema 12. Si f y ~ son homeomorfiemos con número roteicional 

irracional, entonces 

4 ~ ~ . Si y ~olo si 

Oemostraci6n. 

Supongamos que /-" ~<'(.) ~ 
una .Q. -conjugac16n. 

Sea f I,, re, ... , I~, .. J un· generador de JZ<#) e.. 
1 1 ) Sean ,..,. ., t-, tales qua l'"" ::r lf,,..

1 
f,.. 

Sean v.,.. -:: ( i.11. ( '"") / f.,., ( ~!.,. >) 

1) Aeeguramo1 que l J,. · · • J "'''l S ea un gen·erador da .Il.C,>': 

r""' c'W\) ' .Jtc1) , l ... <~:.. ) 'JZ1,) 

J'Y\'\ n .Q.(') = ; 
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ya qua ! con~e:rve la or1entec16n y ( fw, 1 f~) l)J¿(f)ra~ 

De donde tJ.""' ea una compone~te conexa de .SLl~) e: • 

Veremos ahora que 

>t10 ': u <>a" (J'"') 
f'I\"' \ 
h&} 

(!) 

Ver que la demoatrec16n de 10 (~) se puede aplicar en 1ate 
caso .• 

·:· 



Sea t}: (p) P') una componente conexa de .RC~)c. 

Como r·' es una Jl.-conjugsci6n de i a f , por el razo­

namiento anterior se obtiene que I "'(f"'rr>, t"'cp')) es 

componente conexa de .Rt {)c. y como f .I '' ·· · I,..,,,ha un 
generador de .n.tt>c. entonces e>Cisten un entero l'1 y 

'WI~ l 1, ... JfC~.\S ta lea que 

l. =- /~(I~) 

ef • ' " ( tl'W\Ot ) 
de donde 

Por lo que queda demostrado (1). 

Además 
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, .. ,v,..) (l V.;A :: ( 14 ( f'<f ... )) J rA (l"(t:..))) n ( {.r&. l•Yi\) J r.& ce'.;.)) 
V como Í'1 conserva 11!1 orientaci6n y {"(IW'I) (\ IW¡\ =, 
se obtiene que f' ( """')" u~ '11; 
Con esto quede demostrado que (-' - r l v,, ... J tl.ittf)) 
nerador de J2, e,) e 

11) Extenai6n de {.1t. e 4!, 1 

Definamos para. cede 'M t i 1,. •• Mf~) ~ 
r ~ = .l W\ ... .u"" 

es un 9.[ 

como cualquier homeomorf ismo que conserve la orienta-

c16n y r:- : I.~ ... v! 
(~ .. ,.º f'W\ o i-" 

donde I~ • ·:f' Cini) 1 v.! -=- f' t J Wl1 ) 

F'inelmente definamoe {: s· .... s 1 

como le exten•i6n comGn de 



• 

" conae rva 111 or ien tac l6n, y• que f * / f "'y f .n. lo 

hacen (pienaeae en el levantamiento v ea inmediato). 

f H aobre ya que 

{C5') :: f .. (..2f')) V f (VI~)= J2.l3) \) VJ! = s t. 
f ea un homeomorfiamo, por aer aobre y conservar la 

or1entac16n. 

Finalmente veremos qui .ea una canjugac16n. 

Basta checarlo en R.<~)e. 
" ~( ) 1""' Sea f. ' I"' , 'fo J E wt de donde 

t<-1<•>):: 9••1 tf~ C {
11if,f).)) • 't;t\lt ... lfitJ))) :r fftrt>) 

Can esto queda demostrado el lema 12. 

Otro lema que demostraremos antes del teorema 11 es el 
lllguiente: 

Lema t6cn1co • 

. &ee { : A._,, 8 una biyecc.i6n crechnte. 

Denotemos por A•= ~ :u A f J ("" l ""- · t· ;t., 4' 4t ja'"•-' J 
A.": \:t•A l 3t%11Jc:."-·~ ;r-.fx.;.x"•"'J 

51 A: A"n f\.. y 6• &"nf>.. y ~y & no ea.Un acotados 

Entonces: 

a) ~ ea continua. 

b) ~ ee puede extender a 

t - -: A--. B 

-donde ~ es un homeomorriamo creciente. 



Demostrac16n. 

e) Como { ea creciente las únlcet poeibles discontinu.1, 
dadea aon de ealto, pero estas no se pueden dar 
pues S::&•nt; 
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b) Sea X•~-A Sea f~.,..}'~ tal que-'i...(,,•.l°:.j l.t .. ~ 
T • .._, ) • "-existe puea I'\ n 

¡ex)~ .a.... fC1t-.,) 
"'"*GO 

Det'lnimoa 

N6teae que f eet6 d.e'1n1de de t'orma univaluada. pues . 

~ • A•fl A- y l H creciente. 11 ¡ :.i••~~¡eido 
De,iM.Í\ICHI fl:t.) ""fC"-) ~ lll"-5 A.~ tufk 11•c' t IA.níu.111•'"· 

L) f ea creciente: 

Sean x,~ Ci A. teles que 1(" ~ 
Sean \ ~.J y \ ,,.J C. A auceeionee mon6tonea teles 

que ~ X" ::1 ~ ' ~ '"" =' )t.-.., n •to 

Para\'\ auri.cientemente grande, tenemoe que ~" <. ~.~ 

y como { es creciente l (Xvi) <. 'f C~~} 

Además ,lcM.c. f C~wt) = ¡ lK.) (En el ce&o que ~e: A-A 
"~-por det'1n1ci6n, y en el casa que X.~ A por cont.1, 

nuldad de r). 
Oe donde j l~) ' i<':\) 

-
O sea i ee no decreciente. 

Veremos que es creciente. 



• Como A= Nt1 ff , exiaten 

Como f es creciente y f ·no decreciente, entonces 
tC:t) ~ fCl,) (. f(~t) l.. t<'.1) 

caso 2) C: ~ ~) /) A • ~ 
Esto implica que. ,f& A- y , e. A t 
Sean f Xr1 J ., f ,vt J C A sucesiones tales que 

. ~"' t ~ ~· .. ., ~ ' -
Como { ea creciente y por derin1ci6n de f se tiene que 

f(x,,.)ff(it) 41 [(~n)¿ff'j) 

Supongamos que flc) e f 1,), entonces f (r) 6 s•nt; •B 

Pero 8::ffA), de donde edate ~·A tal que 

(C-e).• j(:t) • Íl4:J) 

Esto ea una contradl~c16~, pues ae puede aplicar el caso 

1)a l'1. 1 X~ Ó sl~al.1 ~ 

Por lo que 

lf) f e& aotJre: 

Sea ,~8· e' . Sea 1,.1 e B una aucea16n mon6tone 

tal que ~ 'f 1"1 = "d 
tr ... ttl 
_, 

sea ~vi = 1 (~,, ) e A 

Como f es creciente, entonces ""ea mon6tone, ademlta ª.! 
t6 acotada, pues la imagen inversa bajo t de una cota 

de J ea cota de ;e , (recuerdeae que 48 se puede acotar 
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par elementos de SI, pues 8 no está acotado). 

Entonces e><iste % 6 A tal que 

~ x.,, -~ 
Par continuidad de I 6 par 

Por la que 
t<:ic>-1 

j rJ.) = a 
fü) f ea un homeomorf'lamo. 

definicl6n de f obtenemos que 

Como f ea creciente beata que la imagen sea cerrada en 
ll para que { sea continua. 

Esta lo ea pues ..... ' 

{ ea continua por la misma raz6n. 
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Teorema 11. Si : .f y g tienen rotacional irracional y 'f v '( 

son semiconjugacionea de I y,· a laa rotaciones correepon . 

dientes, entonces 

~.~~ 
Si y e6lo al ae cumplen las condiciones · 

i> rot -1- = rot f 
11) Existe una rotaci6n r tal que r"{~(Jl.l/)t.)·f~<,l) 

Demoatraci6n. 

Se demostrará que (1 y 11) implican que ~~Al~~· por 

lo que usando el lema 12 obtenemos que f l'' (la otra impl1cac16n 
ae demoatr6 en el. texto), 

Sln perdida da generalidad podemos suponer que 

lf {Jl.({.)e.) = '%'l~(,)C.) 

.·.J 



va que ro lf ee una aemiconjugac 16n de ' a la ro tac 16n corre! 
pendiente. 

Sea E ll) = U frtmfero..1 
I e..tl!P· 

to11•"" .Ac JlCf.)C. 

Sea { :...fl.f'I)- E'l:f.)-'> .Jl.(3)-C(~) 
i cg> = r·'tf.fr9-) > 

N6tese que 

'f(.SZ.fl)-éll)): 5' - Cf (JU/)') • 

• Para esto baste checar: 
1> <f(..!lt'l)-Erl>) n tf (.Jl.tl)c) ª t/J 

11) 'f(.Jl{:f.)-E(/.)) V cf {.JZf~)c.)' =s' 
Antes obaervemoa que 

t.f (Jlfl)t):: l/(éti.)) 
Eato se debe a que f/ mande la cerradura de cada componente. 
conexa de Jl. (I)~ an un punto. 

1) Supongamos que no ea e ierto. Sean 91 t: Eil-) y ftt.Rcfo E'lf>ta 
lea que e.fe.,)" '1<••) • Sea I la componente conexa da Jltf)C 
tal que''' f.,I . Sea f~ el otro punto de la frontera 
de I. · ·· 
Entonces tanemoa que que 'f(t,) = </ff1) • 'lf f•) 
y f 11 ta, •s •.Jl.lf) v son dietintoa. Esto ea una con-
tradicc16n ya que '/ es a lo mlis 2: 1 en .Jl.t~) • 

11) Como 'f es sobre se tiene que: 
5'.:: tf{Jl.1,)-E't-J}) V 'fl-"<•)•) u 'f (e<f.>) 
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y ·por la observaci6n anterior se tiene que (11) ea v611-
do. 

,'\. 

' •,' 
'. 



de donde, como '/(.SZ..f-1-)t) :sf {Jlf'J)«) 

Se obtiene que <f ( Jl.Cf.) - E'C,>) : lf" ( JU1) - €(')) 

AdH'8 pare todo p • ir (JU~} - ers)) 

# ! V'-'(P) J = J 

Por lo que r queda unlvelentemente derlnide y ea una biyección de 

JU~) -1!(1) eobre JZf,)- Efj J • 

f coneervs la. orlenteci6n, puesto que '/ y r·• lo hacen. 

Uundo el leme dcnlco pera un leventamleno de 1 y to 
menda A como lllÍe coordenedea de Jl#)- efl) V B como lee coorde­

nedti• 'de .et,1 • e<3) obtenemoe que f 118 puede eKtender a un home.!1 

morfiamo que conaerve le or1entec16n ) ¡: .JZJ1) .... .Jl(' 

Auguremoe que f · ee une .n. -conjugec16n de ' a t: 

En ..Jl.(l)·Efl) tenemos que 
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fo 1= r·•oct• 1. 1r•orc º'Is 'I º 1;-1
0 'f = go r . 

Sea f E Efl) y aee '911Jc.1Vtt une euceai6n que converge a ' , e!l 
tone ea 

Con ea to quede demoe tredo que 

1~ ... ~· 

,e': 

,, 



Propoeic16n 13. 

Sean t Ó-;,, 3:.:• y ~ Ó~ J::::I familias s lo m6e numer_!! 

bles de 6rbitae de re. 
Existe una rotaci6n r tal que 

r ( U°"'1) - v o~ 
si y s6lo si 

existe una permutaci6n ¿e fi, ... 11l 'M -~ .. T ... \ • 11 e 

D11moetrsci6n. 
~ jo, J ~ J = ~ f o~,, o~ ... J 

( .... ) Sea n\ - lt'WI la permu taci6n de l 11 • • • M J de­

finida por Y(O..,,).:- o~W\ 

Veremos que ~ ~ 01 1 °""" J = e( l r(O, )., rf0...,) 5 
Sea R<~) "' ::f + o( un levantamiento de r 

Las coordenadas de 0~ son de· la forma 

8.c· • l ~..- + I'),?: + ~w. \ n,, n, tiHJ J 
Entone ea .. 

4 \o.,a.,s = tx,-;ic"'1r. 
LH coordenedea de r<O.) son de la forma 

1 . . 

~ = t ir.f•.< + n,1:-+ r>r. lh., ti,, a J 
Por lo que 

( ~} Ses r una rotsci6n tal que 

rto. >-=-o~. 
Tene111oe que 

~ j r(Orn),, 011'..:. J :1~1 rfo.,.), rta)J•tl rfo,J, o~ ... S 

= ~ t0m, 1:t5 + 4. l o;" ~,.J 
e - ~ to .. 1 0""~ t- ~ l0~11 O~ .. J = LO'J~ 

: •. r(O'WI) = 0~~ 

14 1 

·_:,. 



Proposic-16n 14. 

li) 

(LJ.) 

~) 

~) 

e:) 

"Ir" tiene las siguientes propiedades. 

ft'(!,, i!e.) = - ~(z.&, i!,) 

Y(Z,>c!t't\'\'\).:: t('l,)l,)+wt¡ {>G-fG.ie~'mE.~ 

t(a., F.,,(lr.)) 11t ~(2,1 4).,._.i:.+m .~~~uaflm6a' 
l' ( F 

11
(l.,) I t-t (Ir.)) = ~( ª•1 ª") + f:.e--') + M p~ .. ~ ....... "'6 ¡ 

~\ i' •:. o1ro \eo~,c.t..~\~\o c!Q.. i et<1'\titic~ 
I 

~(f'1 •(1,), p••ti!,)):s ~(V.f('l1)1 P~(i&) ). 

f>O.r<A;. Cll~ún vn.cl. 

Demostrac16n. 

(1), (11) y (111) eqn inm.dietH. 

a) Lo damo11tr11remoe por inducc16n •obre K • 
Pare k• t 
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Recordando la def 1nici6n de n6maro rotaclonel abtene-
moa: 

De donde usando (1) tane•o• qua 
~ {'i,, ~(le,)) = rea., la.) + ~-+ V\"I 

Supongamoa qua ea cierto: 

t ( l,J f .. ca.>) :: re!,, a .. )+ ICl: .... m 
Entonces 

= 'C"(~,, !r.)-+ (~~ 1) t."" m' 
para alg6n entero ""' 

Por lo que queda damo1trado (e). para el ca1o·K• N. 
De rorma sn6loga 1e hace para la• entero• negativos. 

'( 

b> ~( F"ca,) F"<1,)) = · 
=- t e f f c1.,»' -z, > + _. < 2,, z¿ > + r (l&, F" e,,>) 
:: rc~.,l&·)- ~(2,, F~(!i)) + atU.c, F"C••>) 

• t c2.1 e?.,) ... e k··O c.+ m para 111a6n entera m • 

c) Como r' y F aan levantamientos de j. , entonces exi~ 
te un entero V\ tal qua 

tr'(i!-) = Fll) + n 
Además 

f 1 
1( e~>= r" la}+ 101 

De donde usando (111) se obtiene que 

~ (F'"(-e,), r''Llc) )= \'f(Z,,i!c) • U-Jt)-c .. (!. .. .l)n 
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Teorema ·1s. Equ1partic16n modul~ 1 (Bohl, b1erp1nsk11, Weyl)* 

Sea A·. R ... fl una runc16n de periodo 1 i¡i integrable. · 

C. un número irracional. 

En ton~ea para. todo "'• • IR. 1 

~ ...L. l A ( ;r, ot ne) = j A (X) e/~ 
11-.oo N+J. W\•o o 

Demoatrac16n. 

CHO I A(%)::: ~ ;t 71 J< %. 

Pare facilitar 101 c'lculoa ae trabajer6 con co•plejos. 

Se en las runcionea 

ft~) = a" ,&.i{~) , /1f:r) t .( .A (~) 
~mr. 

R<~> = %+ ~ rCl): e a 
CQ;)•~W•llL 

~ denota un número complejo V ~una real. 

El aiguienta diagrama conmuta 

• Se aigue la demoatrac16n que ee ~a en CA2] 
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Por lo que " M { R ex)) -= :1 ( r" ( ~ l) don.&e e •Cl~) 

Noe 1ntereae calcular: IJ 

. ..L. t M CR"<:r•>) :r .L i ~ (r .. ca.>) 
.,~l "-o fJ•I \'\:ro 

hnemoe que . 

'(r"(l,>). f { e.llf4.c.n-e.) :1 w" a: 
r1onde w. e'114•& 

D• donde . · {~ "'"·~ l '' \C.•o e 
al ~ N+t .W-1 

...L.< MCR"c~.>) = ~ · 1. ui"= 
i/'tl i':o ~ ""º . 1 . -&i K•O 

Pare calcular el limite cue~do N tiende a 1nf 1n1to 

uaamoa que 11 W""'.,111 4 ;l ya que JWl\ • 1 , V obtenemoa 

Regreaando • laa runclonee r = 'Re >i J A = rwi M 

•• tiene que 

V " 1f::: -¡/:;¡ Í.. A C R"Ca-ol) = O 
11•0 

• Como e 1rracionel, entonces 

111 ic. .¡ro w :: e1."'4 "'e * 1 
a1 14. •O VJ • 1 

'., .. 



Se pueden calcular directamente lee integrales 
deseadas obteniendo que 

JI JI d ~OMj( ... 0 
l't-:t)dx • u::. ~rr1t. 'l "' = (. 1 "'-<' J< =o 

o o 

1' /\ C:t)d.,, = j' 4fM.. ). ff J<" el.., = o 
ú o 

con lo que queda demostrado el caso I. 

Caao II 

qu• 

Caso III 

~ ea un polinomio trigonométrico o sea de le forma 

A e~) .. 2_ l.l" ti~ :nl'I<. -:r ..- ~..u.e. ~ 11' --t ~ 
IC.•O 

Usando •l caso anterior se obtiene de forme inmediata 

.A per.16dica de periodo 1 e inhgrable. 

s .. E. >o 
trlcoa talea que 

n• n+ ' 
• Saen ti y 'i dos pallnomioa tr1gonom! 

V 
~- C::r) < .J\(%) < p¿•c:-=) 

J' P,: C.:l) - Pi t~) d.,.. < e 
o 

De (1) obtenemoa 

(1) 

( .:l) 
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"' "' "' .. ) _!_ l. 'P~~ CR 11cxi) ' .L z_ A(R11<~>) ' J- 1.. P4 CR"<'l (3) 
A/+I h-=O .tl+I wt•O .(/TI Wl:O 

J~ 'ff (1')th .s l'. 1\. (~)ti., ~ j~ p¿• (~) t)..,. (4) 

Uaendo el caso II y ()) tenemoa 

J'rr ex) d.,.!:~ ¿_ .J\.C~~<~>) ~ j' Pe,~,~ es) 
o ~ Al:--~ "' •o o 

• 



f'1nlllmente, u111ndo (2), (4) v (5) 

1 

A (ft"l~>) ::; j AC:t)d.,,c 
() 

Leme 16. 

Si rotf •C ea irracional y t/ es une aemic~njugsci6n de 

( s re entonen 

( l Q, 1 QI r = ( ' Cf ( Q, ) 1 <f( QI) ~ 
donde Q, v Q, eon. 6rb 1 tea de '/ 

Demoatraci6n. 

CHo I 

I H lntren•i ti va v (}, y Q¡, ean. 6rb1 tea tales que 

QJ·C U fli> pua alguna I. .componente conexe de .R.l1) t. • 

"'ª 
Se demoetr6 en el texto. 

CHO. II. 

/ H intransitiva v °' v "ª •on do• 6rbltaa teles que 
para todo I componen ti! conexa dE JZ.f:f) CL si? cumplo que: 

Q, ll f •; -+ tJ .. 11 :r =; (t) 

Se reatringir' a '/ de tal rorms que e¡-• sea univalu,! 
de v que (;, I) Da eat6 .en 111 imegan de t(' 

un generador de .fl.. <I) e 

1 S~ 

Para cada 'WI f: 1 '1 ••• J.lfl) escogemos ' 111 en tal que 

ff"" E I,_,, ...t.Á (tP, vQ,) 1) l'~ = f 

14 7 
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Nótese que estamos escogiendo un a6lo punto en cede X~ 
(esto lo garantiza (1)) 

Sea X: (.IU:l)-Ef/)) ll1r1Y.i ... .l4<f)J ·f1
(fwi) 

·u -a. 
Claramente lf /z ea une biyecci6n de .:X: .sobre .51 y 

Q, U Ch CX: 

Tenemos que pare cada ..( entero 

!-4/°E ::: 'f 44 O t{• D r lz. 
v• 11ue :x es invariante. flaja / • 

Tomando levantamientos adecuadoa, tenemoa que 
f~fi;) = ¡-• (R~(/Ci~))) 

donde Zi ea una coordenada de algún punto de ·a~ 

Sea ;ri = I <2-3 ) 

Sea 
.JI..(%)= .1·'(-;r_+X,)-/-'(-;r+-;lfc.) 

En eetoe términos 

Veremoa que J.. cumple las hip6tesia del teorema de 

equipartic16n módulo 1. 

Claramente A ea una runc i6n per 16d lea con peri oda 1. 
Veramoa que es Riemann int1grabl•. 

J-' ea diacontinua en laa coordenadH 4& Cf(Jlel)c)y H­

te •a un conjunto numerable, por lo que /\. aar6 discontinua 



a lo máa en un conjunto numerable, de donde ea Riemann integra-­
ble. 

Aplicando el teorema mencionado obtenemos que 

)'t (e. 2~) = 1' /\ c">rk 
1 o 

Calculamo• aat~ integral 
1 

J J"1('f:+~.J -1-'<:r+~c) di 
o 
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Como ;ri = I e~¡) ea una coordenada de algún punto de <f( Q¡) 
'f. t Q,, &e J -= ~ l t('(Q. )¡ 'f{Q¡)j 

• Obaerveae que laa. únicaa propiedades que usamos fueron1 

• 
~ 

b 1· " 1 h, + h1. = h, 1" 1 '7 L. 
4 4 4 

Eataa aon validaa para cualquier funci6n integrable. 



Con esto queda demoatrado qu~ 

~ f Q, J fVz ~ = {. j <(J{fJ, )¡ <ff {)z) J 
Caso II I 

f transi tlve 

La demastraci6n es un caso particular del caso JI, 
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