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PROLOGO

A muchos estudiantes de matem&ticas les queda la visifn
de que esta ciencia es fundamentalmente deductiva y que un -
matemftico es aquel que tiene habilidad de encontrar demos-
traciones de ciertos enunciados ya planteados. Si bién el
lenguaje formal es indispensable para garantizar la coheren-
cia interna de la matemftica en general no permite ver gque -
para llegar a detectar una propiedad o comportamiento impox-
tante de un determinado modelo, o a la definicién de algdn -

modelo es necesario de todo un proceso de trabajo previo.

En este trabajo se exponen algunos resultados acerca de
la dinfmica generada por homeomorfismos del cfrculo que con-
servan la orientacifn, tomando en cuenta dos elementos acer-

ca de nuestra concepci¢n de lo que es la matemética.

a) La matemStica, como cualquier ciencia surge y se de-
sarrolla de la necesidad del hombre de transformar y conocer
la naturaieza, dado el nivel de desarrollo sociceconfmico en

su momento.

b} El1 método formal que toma en su eprsicidn no corres
ponde al proceso de descubrimiento, si bien no existe una re
ceta para "descubrir", pensamos que un elemento gue no se -
puede olvidar, es partir de casos particulares, muchas veces
observaciones experimentales buscando ciertas relaciones, -
Blhﬁ!@i’ér;gl hasta lograr enunciarlas en forma precisa y po
dér>§piiﬁﬁl x'una demostraciénf. En esta parte lo ésénciul

Fa 18 sintesis de esas relaciones para después proce-




der asf buscar una demostracién. En esta pa te lo esencial
es lograr la sintesis de esas relaciones para despu@is proce-

der a la generalizacién,

8in embargo el pioceso de construir la matemftica no
termina logrando enunciados 18gicamente coherentes. La per-
manencia de ciertos fesultados queda determinada en tanto a
su necesidad dentro de la prlctiéa social (en particular . -
aplicaciones y necesidades de otras ciencias o de la- tecnolo
gfa o.bi@n la “completeq?de algunas ramas de la propia mate-
métical A este.reapecto conocemos de antemano que no queda

reflejado en nuestro . trabajo.

En la introduécidn tratamos de bosquejar el dosar;ollo
de la teorfa cualitativa de las écuacionen diferenciales y -
en &ste contexto ubicar como un proﬁlema particular el an&-
lisis de flujos en toros y una torﬁa de atacarlo es median-
te el estudio de la dingmica generada por homeomorfismos del

'cIrquio.

En el capftulo 1 se plantea un problema fisico: el mo~
vimiento de partfculas Bajo la accién de ciertos resortes;
a través de este ejemplo se ilﬁstrﬁ la cqnutrucciOn»de un
homeomdrfismo del cfrculo y la relacién de su dinlmica con
el movimiento de partfculas. Se aprovecha este ejemplo para
describir 1la din&mica de los homeomorfismos mfs simples: las
rotacioneés.

i



Bl cdpitulo 2 trata el caso de homemorfismos que gene-
ran 6rbitas perifdicas; partiendo de ejemplos particulares y
del comportamiento ya conoocido de las rotaciones, se llegan
a establecer dos conceptos fundamentales: el -~lfimite y el
nmero rotacional de un homeomorfismo dado. Puede ser que
en esta parte se "abuse" en la forma de exponer, al intentar
redescrubrix &stcs conceptos y sus propiedades. Sin embargo
consideramos que de é&sta manera queda mi&s claro la necesidad

de estog conceptos y la forma matemdtica que toman.

En el capftulo 3, se trata el caso de homeomorfismos =
que no tienen 8rbitas periédicas. Al construir los ejemplos
nos dimos'cuenta que bajo pequeiias variantes de las construc
ciones se obtenfan home0m0tfismosv"cualitativémente~ distin;
tos entre sf". Esto noé llevé a intentar clasificarlos. Pa
ra hacerlo fueron importantes dos .cosas, el remitirse a ro-
taciones (6 sea losvhomeomorfiamos més sencillos) y lograr ~
incluir que lo qué deté:mina las c1asés son, la rotacién gue
" estd asociada al homeomorfismo, asf como lo que‘después lla-
maremoé dngulo entre dos Orbitas e'Indice de un homemorfismo
Es interesante el proceso gue nos ller a estos conceptos ~
partiendo de algo tan "vago", hasta llegar a poder visuali-
zar cierto tipo de homeomorfismos e intentamos reproducir la

experiencia en la exposicién.
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INTRODUCCTIOON.

Una de las fuentes més ricas de la matemitica, sabre
todo en los iniclos del capitalismo ha sido el estudio de prohle
mas fisicos, en particular del movimiento mec8&nico, al intentar
utilizar éste y. comprenderlo se han desarrollado discipliness co-
mo el CAlculo Diferenciel e Integral y las Ecuaciones Diferencig
les.

En particular uno de los primeros problemas que se atas
caron con esta herramienta fue el del movimiento de los planetas,
més generalmente: la mechnica celeste. La gran precisién de las
predicciones en tanto a la pasicién de. los cuerpos celestes obte
nida a través de las soluciones a las ecua&ionea diferencisles,
consclidd y desarrolld esta rama de la matemética.

51 se planteaﬁ las ecuaciones diferencisales correspan-
dientes al problems del movimiento de dos cuerpos gue ee mueven
tajo la accién de la fuerza gravitsclonal, se pueden encontrar

las soluciones explicltamente, de las cuales se obtiene informa--
cién exhauetiba del movimiento de los cuerpos. '

Sin embargo sl este mismo problema se plantea para tres
o més cuerpos, la situacifin se complica mucho mas. &blo para ca
sos muy especiales se pueden shtener soluciones en términos de

integrales de funciones elementales y aln en estos cesos el anf-
lisis de éetaauea hastante complicado.



Una Porma de obtener informacién es aproximando numéri
camente las soluciones, en la actualidad la apraximacién numéri-
ca juega un papel muy importante.

Sin embargo de esta forma sfilo se pueden encontrar --
sproximaciones & un determinado nimero de soluciones y en un tiem
pa finito.

Poincaré, refiriéndose al problema de los n-cuerpos,
marcaba algunas preguntas clave:

"LAlgunda de los cuerpos permanecerfn siempre en una
. regidn determinada del espacio o Bse pueden escapar
al infinitae? iLe distancia entre dos de estos cuer--
pos decrecerd indefinidamente o al contrerio, perma-
neceré siempre entre limites definldos?".

El conocimiento aproximado de unas cuantes soluclones
no resuelve estas preguntas. £n la busgueds de resolverlas, a
finales del siglo pasado se empleza a desarroller 1la teorie cug
litativa de las ecuaciones diferenciales.



£sta staca problemas tales como:

8) Si les soluciones a una ecuacibn diferenciel estén
scotadas o no, b) ai hay soluciones perifdicas, c) el para tiem
pos suficientemente grandes algunas soluclones se van apfoximan-
da a un comportamiento especial, 4cufl es este comportsmiento?,
dcuéles son las condiciones iniciales para las cuales el compor-
tamiento asintHtico sea uno determinado?, Zqué sucede al pertur-
bar una solucidn?, iqué sucede si 1a misma ecuacién diferencial

es madificada un poco?.

La teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales
no eblo se ha utilizado en el estudio de sistemas mecénicos, és-
ta es una herramienta muy importente en cienclas naturales y tec
nologla, por ejemplo en otros campos de la fisica como: acﬂaticé,
Sptica, hidrodinémica, etc. y en ecologla, quimica , ingenieria,

etc.

En este trabajo expondremos -una cuestién part{cular:
la dinémica generadas al iterar homeomorfismos del circulo en el

eirculo que conservan la orientacién.

Esbozaremos cémo es que surge el estudio de este pro~-

blema.

Una idea clave en el trabejo de Poincaré fue yer g las

soluciones de una ecuacifin diferencial como funcidn de las condi



ciones iniclales que determinan el movimiento y al tiempo como
un parémetro. €stoc lleva, como ejemplificaremos mhs adelante @l
estudio de "flujos" en ciertas superficies (m&s generalmente en

variedades).

Unea técnica usada para el an&lisis de flujos es lo que

se conoce como el mapeo de Poincaré.

Esbhozaremos la construccién de este mapeo. Pur'almpxg

cidad tomaremos un flujo en una superficie.

Sea C una curve que cortea a las trayectorias de un fly

Jo de forma transversal. El mapeo de Palnceré serd un mapeo
fF: S§C G~

"‘que a cada punto p de § le asocia el punto en el cuel la trayeg.

toria que pases por p corta por primera vez a C (déspuéa de
p)* ' :

* f esth definido en un subconjuntea S de C donde se puede Qa8
~rantizer que las trayectoriass que pasan por % vuelven slgu-
ne vez a C. Que existé una-primera vez, lo garantiza el he-
cho de gue L[ sea transversal al flujo.



Para eatudiar el cumpurtumlentu nlintbtico de ‘una trea-
yectoria (u sea su cumpartamientu cuando el tiempu ‘tiende a 1nf1
nito), una gran parte dgl enélisis se reduce al estudio de las

interacciones del mapeo de Poincaré.

Eate mapeo reduce la dimensién del problema y discreti



za el tiempo, es decir,en lugar de tener cuivas en una superfi--

cie se tienen sucesiones contenidas en una curva,

51 en particuler nos interesa el flujo schre un toro,
bajo clertas hipbtesis y haciendo cambios de coocrdenadss adecua-
dae, se puede conseguir que un meridiano del toro sea tranaversal

el flujo y que ahi guede definido el mapeo de Poincaré®

En este caso dicho mepeo seréd un homeomorfismo del cir

culo en el circulo que cunaérva la orientacibn.

* ‘Para ver esto detalladamente consultééén )



CAPITULO I.

GENERALIDADES

1. RESORTES, TORDS Y HOMEOMORF ISGMOS.

Caomenzaremos planteando un problema gue nos conduciré
al estudio de clertoe Plujos sobre toros y veremos cémo en este
caso el comportamiento asintbtico de lae trnyecturiaéuse puede -
conocer a través de las iteraciones del mapeo de Poincaré.
Aprovecharemas también este ejemplo para'daracteriiur a la diné-
mica generada por los homeamosfismos del circulo més sencillos:

las rotaciones.

Estudiaremos la diﬁimica de dos cuerpos, restringidos-
a moverse sobre una lines, los cuales estén unidows por tres resor

tes, dos de ellos sujetas en uno de sus extremos o paredés.'_

Supondremos que las masas de 165 cuerpos son‘lgualqs y
que las constantes de elasticidad de los resortes externos- san
iguales a k1 y ¥ s dgl resarte de enmedio eakkz. Ademéa aupdn—

dremos gue no hay. Pricclén.



Para estudiar esta dinémica representaremos a ceda po-
sible posiciln de los cuerpos con dos var;ables Xq Y Xy, X, TE
vpresentaré el desplazamiento gue tiene el centro de masa del pri
mer cuerpo con respecto a8 su punto de equlilibrio gue denotaremos
por E1 y X, el deaplazemiento que tiene el segundo con respec-
to a Ez. Convenimos en gue Xy = 0 s8i el cuerpo se encuentra

a la derecha de E1

3 t
1 R o E
a L——’ v<—ff;’_ ,E
X, xq
X.20 1;“0

Podemos describir el movimiento s través-de una funcifn que a ca

de tiempo le msocie la posicién de las particulas

£ (x,(8), x,(t))

Idealizando este sistema {por ejemplo; suponiendo que
la. constante de elasticidad de los resortes no depende del -~
tiempo, que no hay factores externos que lo perturben, etc.), se

puéde modelar por el siguiente sistema de ecuscianes diferencia-

len.



m m
) (1)
X, = %;‘L Z, _4_.:;%! y ¥

Se puede ver gque con este modelo bastam dar la posicidn
inicial y la velocidad inicial de cade particula para que el mo-
vimiento quede totalmente determinada. O sea que el sistema (1)

Junto con la cundiciﬁn inicial

Z, ()= Zio Z,(6) = Zo
2, (ﬁﬂ)= 2o jﬁ(ﬁJf Zba

tiene una solucibn dnica.

Observemos que el sistema (1) nos muestra que la acele
racién de cade cuerpo, estd en funcifn de las posiciones de los

dos cuerpas, en este caso se dice que estéd acopladao.

En estos casos se scostumbrs buscar otras variables
que nos conduzcan a un sistema "desacoplado” o sea que la segun-
da derlvada de cada variable esté coma funcifén unicamente de esa

misma variable.

En este caso definiendo las nuevas veriables como:

| |
2= R(z%)  Gesf(%-%)
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El sistema (1) se transforma en:

1]

> = -4 |
7= -4 (2)-

7, = - A+ 2de 92

w
Daremos une interpretacién de las variables Gqs Gge

Sea F’1 el punto donde estd el centro de masa del primer
cuerpo (a un tiempo fijo) vy P2 donde esté el segunda, Cy el cen
‘tro de masa de los dos cuerpos, D el extremo izgquierdo del pri--

mer resorte y M el buntn medio entre E1 '} E2.

E, M €
(o) !l Y ! e |.‘ n

Tenemos que:

06." = OPEOP’ - af;-fx'; Qfl* Xs =~0}"?'

De donde 94 estd representando el desplazamiento del -

. centro de mass de los cuerpos, con reapecto a M.
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La poaicibn del primer cuerpo respecto sl centro de ma

sa del sistema estéd dada por

CuPe OR-0ly = DE + % - 0E £ +0Es2s ",
A

- 05,-0//;.1% . ME +9,

Como ME1 nc depende de la posicifn de los cuerpos, G
es una medide indirecta de la desviaclién de los cuerpos con res-
pecto al centro de masa del sistema (recordemes que las masas son

iguales, por lo gue CM es el punto medio entre P1 vaZ).

Pafa aclarar la idea, llamemos L 'a lsa longlitud del resofr
te de enmedio sin estirar y sean F1 v F2 los puntos gque distan
entre s1 L vy cuyo punto medic es C". En estas términos

?Z:EP‘ .Y 4 =Rk

Ya
2y
}..HL*

2

ao B & Ft.M C-Al E. Rk R E
1 < T ==

Ademés tenemna que 2 q, es la.élnngacién gue sufrid el resorte de

enmedio.

Para el estudio cualitativo de las ecuaciones diferen-

ciales, Polncaré introdujo el concepto de espacio fase.
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En este caso el espaclo fase serd Rl’. Cada uno de sus
puntos representaréd s una cuarteta (q1, (11. Q. Qé). Uns curva
fase es la imagen de la funcidn (f(t) = (q1(t). Q1(t). qz(t).
dz(t)), donde q1(t) y qz(t) son soluciones del sistema (2).
Como dedas las condiciones iniciales para la posicién y la velo-
cidad, hay una sola solucifn al sistema, entonces por cada punto

del espacio fase, pasar& una sola curva fase.

Veremos cOimo son las curvae fase. Como el sistema (2)
-estd desaclopado, las curvas gque tocen el plano gy = o, t;2= o,

slempre permanecerén en este plano (Nbtese que g, & 0 es una sg

lucién de 'q"2=-41_:—:—‘3 ).

En nuestro problema que q2=0 significa gue el resor
. te de enmedinmcambia de taméﬁu, por lo qﬁe podemos pensar que -~
1ae dos masas estén unides por una barra rigida.' Entonces los -
‘cuerpos oscilarln paralelamente. Ademéa 1lo harén en una forma

perifdica, ya que estamos suponiendo que no hay friccién, y que

por tanto se conserva la energla.

i colocamos las particulas en una posicién 940 <0 -
- inicial con velocidad cero, el centro de mesa se iré moviendo hg
cia M, hasta llegar a &ste con una velocidad méxima, pues en ese
momento, los resortes de los lados no estarén”eatirados, después
el centro de masa seguird svanzando, pero disminuyendo su veloc)

' dad, pues la resistencia de los resortes serl cada vez mayor, =~
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hasta llegar a tener velocidad cero, en este momento, empezarh a

retroceder. Con esto y usando la caonservacién de la energla, te

nemas fgue las curvas fase correspondiente a las condiciones ini-

cialea Qy = a , qz = 0, serén curvas cerradas en el pléna

9y = o, ﬁz = 0 que cortan a los ejes perpendicualrmente y -

que son recorridas en el sentido de las manecillas del reloj miep

tras transcurre el tiempo

Q

Q.

. De hecha se puede ver-que son elipses.

" La energia potencial correspondiente a un resnrté esth

2 .
dada por Y3 &(AZ) .donde k es la constante de elasticidad del
resorte y AxX es la elongacién del resorte con respecto a su lan

gitud sin estirar.

De agu!{ la energfa potencial de los resortes de los ex

tremos es

x;

A
1]
2
N
p Y
+
N

)
y como g, = 0 entonces Xq= X5 = O de donde

L{ = ‘é' ng



1

La energla cinética en

02 .a
Tagamg®=omyg

Como la energla E.=7‘* U se conserva, tenemos que

9; v q1 deben cumplir
- 2 ;2
Eo=4 9%+ mq

Donde E1u es una conatente deda por ls energias total

al tiempo inicial.

Con esto vimos gue las curves fase son elipses concén-
tricas, una por cada velor dea €4 O 6tese que por el contexto-

‘del problema k,> 0 y m>0)

(l/k
X
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Veremos ahora cdmp son recorrides las elipses al trans

currir el tiempo.

La parametrizacién de la elipse correspondiente a una

energia E,,, a travéa del éngulo 01 indicado en \a QfQU"'OL

eatd dada por:

¢(6,) = (\/5_:' A«Mﬁ,\’—f_’_n:‘eoa q)

Por lo que 8l (g (t), 4,(t)) es una curva faae'conﬂ eg

ta energla, entonces

?z (f) = ;& - den ex“)

9, (¢) =fEe’ o> 8..&-)

Derlvando 1la primera igualdad y sustituyendo an’ 'ia bef

vgu.nda se obtiene que 9: (©) Z W
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De forma anfloga se obtiene que en el plano qq = o,

‘ﬁ1 = 0 1las curvas fase son elipses de la forms

Ez0 = (4i+24:) g+ m g,

recorridas en sentido contraric a las manecillas del reloj. G5u

velocidad estéh determinada pbr

donde 6, es el éngulo anflogo = §,

Estas elipses correspanden ‘8 movimientos de las part{-
culas que oscllan acercéndose y alejéndose plribdicaméntev. " Bu

movimiento-es simétrico con respecto i M.

(4,6, 4,0)

—-b~s

W\
N \
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Ahora veremos qu‘ ocurre con las curvas fase que no es

tén en los planos mencionados.

Tomemos E1D y.Ezu como las energlas correspondientes

a la primera y segunda pcuaclén del siatema (2).

Todas las curvas fase correspondientes a dichas energiga

formarén una superficie en Rh, que llamaremua'e .

. Enta tiane la propiedad de que sus prnyeculnnea sobre

loe planos Q, ﬁ1 v ﬂz, ﬂa son las ellpnes

‘J‘ ¢ A gl +m gl
let Cuslhozh) grmie

£s mfs, a esta superficie le podemos penaar como el pro
- ducto carteaiahu de dos elipses @% V6V a &ete a8 su vez le -
podemas dar una representacién en RS: la de un "taro" deformado
(la superficie de une dona cdyua paralelos y mevidianos son elip

aes).
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Este "torp" puede estar muy "enredado" en R", par 1o

qu‘e para ser mas precisos traebajeremos con coordenadas.

Cada punto de !; lo pudem'os gpecificar a través del ép

gulo & (medido como:hablamos visto). &i hacemas variar O, ¢ R
tendremos que identificer 6, , con &, + Zlf, 8 + 4T, etc, 0 ses
cada punto de la elipee tendré una infinided de coordenadas, to--
des generadas a través de tl.)m_ar una y sumarle mGltiplos de 2T

(positivos o negativos). Lo mismo: se puede hacer con 4_72 .

Con esto podemos dar coordenadas a 1a superficie T.
cada punto del plano representar& un punto de 'E y todos los pun

tos de la forma ( & + n2W, 9,.'4: fﬁz'ﬂ') con n y m enteros;

representan el mismo punto.

81 tomamos el cuadrade. [0, 2M) x [o, 27}, todos
los puntos sotre la rects §, = D se verén identificados con lom
de la recta. - O = 2W y‘ 10 miamo lucénqrﬁ con las rectes 0,‘- D

y s,uZ“



19

9| ‘0
> . 6, =21

Ahora veremas cfmo son las curves fase en cade toro.

Recordemos que la velocidad con que san recorridea las
elipses estd determinada por las derivadss de sus coordenadas:

8,(t) = w, 8, (6) = wy . ‘(-_5)

. donde ‘F_—-I’
: w. '@‘ 9 \U‘ = I,vz“

; Las curvas fase que. Euscamns en el toro son squellss
‘ ,cuy‘aa coordensdas sean lae soluciones del sistema (3) en el pla-
na. B

ile'ltus son sencillas de lﬁénntur
6, (¢)=wt +9,, 
&& (f): w‘t"' a“

Sus imégenes eon rectas de pendiente “Wi/w,
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Para el estudio més detallsdo de estas curvas, nos au-
xiliaremos del mepeoc de Poincaré. Tomemos un meridiano en el to-
ra, {(que lo podemos pensar como un circula). Por cada uno de
sus puntos, digamos p, pasa uns curva fase, sigulendo éste llegs
remos otra vez a cortar al meridieno original, digamos gue la
prihnrn vez que io corta es g.

El mapeo se define como

f(p) = g

Veremos cual es el mapeo de Poincaré para este caeo:

Tomemos al toro generado -al fijar las energiams 510 v

Eygr tomemos al meridiano del toro dado pdrOl =0 y fijamos un
punto en &1, el de coordenada 8§, . '

Como ¢9;(‘)=lli , después de un tiempo T= 27/-“’:. 1s cur-
va fase volveré a cortar al meridiano correspondiente a 6, =0
y lo cortaréd en el punto con coordenada

%(T):‘é u)z T+ 6,, = %" AT + 8,4
Con esto dérinimnq el mapeo de Pﬁincaré
' f(p) = q
dnnd; p es ei punto-en el g!rnulu con coordenada 5&, v q es el
punte con coordenada a’g/w‘ AT + 8,0 v

Por lo qgue en este caso el mapeo. es una rotacién de un

| éngulo %_27]’.



NOTA:

(9,(0),6,1)

Qq
@ m,4,m)

Aunque en el contexta del problema es natural medir los
éngulos en el sentido contrario de les menecillss del re-
loj, es equivalente medirlos en cuslquier sentido, siem--
pre y cuando se fije uno. En generel se scostumbre medir
los en el .sentido contrario de las menecillas del reloj,
por esc en el mapeo de Pincaré estamos midiendo el éngulo
a partir del eje horizontal y en el sentido contrlrln de
las menecillas del reloj.

21
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Veamos cdmo este mapeo noe da informacién sobre las curvas
fase. '

Lo primero que nos dice &8 que la interseccién de une cugr
va fase (digamos la correspondiente a condiciones iniclales 9\0)=0
0 0= oa.o) con el meridiana G’aa es el conjunto de punrtus:

O*(p) v O (P)

donde
0’(p) = {f“(P) = £° fo.. .of'(Pl}‘“ 0.'(p)= i-f-'('p)z- f: '-"Jfl(P)}nQN ;‘

y donde les coordenadas de p son 6,50 , & Qo . A é_ate
conjunta se le llema la. Grbita de P genefada por f.

En nuestra caso f es una rotacién de un. éngulo égk 27T, 

Antes de proseguir, snalicemos dos e jemplos concretos:

W LA & .z
.t -~
o, \'?‘3 @ < 3. ‘

Interpretaremos en este caso qué informecién da “%/wy..
y a&/dh sobre las curves en los toros y sobre las rotacicnes en

‘los circulos:




9, A

U)z/wt = :‘3-

'9. () = W,
éz () = Ve
| |
| i
! |

6T | mm = mm = mm = =

. 3—2’0’

)

1 | !
i
! | |

R I

gt

LDZ./wq = 5/5

g (&) = W

é‘z(t) = Wy
! '.

}

|
P HRE SN U N

i
: | i
t t |

S R

i i
I | X
| {

)

AT Rttt ks W= d A .:....-.t..-. :
Whecaay” .
~ T
U Y AT AT 6T UG,
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,jﬁ e8s una curva cerraoda, que da una vuelta al toro en
la direccibn de los meridienas y 3 en 1a direccibn de los parsle
los. Mientras T; da 2 vueltas al toro en la direccifn de los me
ridianos y 3 en la de los paralelos, de hecho si I e 1a imagen
de (q1(t). &1(t). qz(t), Qz(t)). entonces esta curva es perifdi-
ca de perfodo 3T = 6Ww, y lo anhlogo sucede con L' .

En tanto 8 las rotaciones, tenemoe gue las 6Grbitas ge-
"neradas por r y por T conatan de tres puntos en el clrculu,
. En este caso decimos que son 6rb1tau de perfodo 3, ya que cada
tres iteracbionea se repite lo mismo, o sea

) = (W) =)

La diferencia entre r vy T , es que el orden cnnjfcg
pecto al cquulu en gue se recorren los puntos de una 6rbita sl
iterar la rotacibn es distinto*

-
r(p) se encuentra en el primer lugar después de p,

mientras que T(p) se encuentra en el segundo.

En geheral 1lo que sucede s8i “%/hu es'r@ciunal, se pue-
de inducir facilmente de esate ejemplo:

51 Wp/w,=™M/n y m, n son primos relativos con. n ) 0,
entoncea las curvas fase en el toro son perifdices de per!odo nT
y‘le dan m vueltas al. toro en 1a direcciﬁn de lun meridianus y
n en la de los paralelos, al cerrarae. i

* Recordemos que el orden ln estamos dando en contra. de las ma
" necillas del relaj. . L
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£l mapeo de Polncaré,r, es une rotacién de un Angulo
Wn/thIT , 18 cual es peribdica de pe;lDUD n,y m(med n) in-
dica en gué lugar se encuentra r(p) en la 6rbita de p genera-
da por r, contando loe puntos de este Srbitm a partirde p y
en el sentido contrario a las manecillas del reloj*

Con eato la Gnico gue nas queda por ver es el caso en
que W, /wy es irracional,

Anslicemps primero la raotecifn correspondiente. Gea
r, la rotacibn de un éngulo 2We . Seswyn un nomera racional
(m:n) = 1 muy cercano a W fw, . '

Podemos @aperar Gue mientras més cercano ses Mn a

Wy /Wy , mhs se parecerén las frbitas de Twia a las de Cusw. .
£l nimero de puntos gue tiene cada‘ﬂrh;tadc foyn &0 n.‘v el éngu-~
la entre das puntha conaecutivos en el circulo de esta rbita es
2AW/n . Al acercarsemwn a leu‘ , 0 debe tender a infinito pues
to que W /& 28 irracional, par lo que es de esperarse gue las br-
-bitas de Yw, s/w, , constaen de una Infipnided de puntos y que deQQ
ben eatar arbitrarinmdﬂte cercancs, o sea que |lta{6;hltu debe
aer densa. Este argumdntp'no es una demostracibn, sin embargo
nos ‘de idea de como puldnn ser estss ﬁyhitaa. .Oe hecha esto es
clerto. Parm una demoatracién se puede cansultar A1 pag 163.

* E1 lugar m (mod n)esté dado asi, pues sl tenemas una rotacibn
de un Angulo Y5 A , s la misme gue una de Yy IW. r(p) se en~
cugntra en el primer lugar deapués de p que es lo miamo gue el
lugar 4 {mad 3} : .

51 sble conocemos la rotescibn correspondiente sl mepea de
Poincaré, no podemos decir cudntas vueltas de una curvs fase
8l toro. Estoc se dehe & que todas las rezones de la forma
Wiw e con ked vy © fija determinen la miema rotacibn:.
la de un Angulo 3®e . 5in embargo el hecho de gue W /Wi sea
racionel, s{ determina le periodicidad de las curvas fase.
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Veremos cémo el resultado anterior implica que ceda cug
va fase es densa en el toro. Para este buscaremos las coordena--
das de una curva fase que se encuentran en el cuadrado
I=[02Ix[0,21], catas ee obtienen al trasladar cada cuadrade
de 1a porma [2TK,2TK+)] x L 2Mm, 2W(me1)] el cuadrada 1. Aed
las coordenadas de una curya fase en I, son una coleccibn de seg-

mentos paralelos.

at

R

( o )= 3 -~ T

oV

‘La denaid.ad de £stos en I es equivalente s la densi--

, ‘dnd de una curva Pase en el toro.

Claramente la densidad de la coleccibn de segmentoa men
cionada se reduce a la densidad de sus ordenadas al nrigan y éa--
tas son precisamente las coordenadas de une 6rbite del mapea de

Poincaré - la rotacién Cuwe fw, ~o
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Con este resultado regresaremocs al problema fiuico con

el que empezamos.

Tenemos que para algunos valores de k1 y de kz,uh‘u‘
es racional. En este caso las curvas fase serén peribdicea. E1

movimiento de los cuerpos serd un movimiento perifdico indepen--
dientemente de las condiciones iniciales (posicibn y velocidad)

de los cuerpos.

§1 k4.y k, son tales que w, /w, es irracionsl el mp
‘vimiento, no seréd peribdico (con la excepclién de que las condi--
‘clones iniciales sean xio = =Xap Y §1U s - iZD 6 Xq0 = *20
y i1D = izu ). Que la curva fese sea densa en el toro aignifi-
ce que dado cualquier estado permipible por las energias inicia-
les, después de un determinado tiempo el sistema aé encontrarh
tﬁn cerca como se gquliere de este estado. En particuler si perti

mos de un estado iniclal hay un tiempo para el cusl regresarvemos

' ten cerca como se guiera s easte estado.

Més precigamente, dado £> O existe un tiempo.re para

\){(o)—wm)\u'

-donde }f@t) = (gCt); g(t)) y g es una solucién sl sistema (2).

e; cual

Es mas, e8 sencillo ver gue después de este tiampo el

movimiento casi se repite o pea

‘ X‘(t.)" X‘(t*T;);\'(E ‘parabﬁﬂ."t(“
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A este tipo de comportamiento se le lleme casi-peribdi

ce. Al tiempaTl se le llama un &- perlodo de ¥*

!
-
t
]
e od aaa=d

Aal tenemos que el movimiento de los cuerpos atados por

los resortes seréd peribdico o casi peribdico, dependiendo de que“ﬁhk

sea un nimera recional o irracional. En la pkéctica no podemos
detectar la diferencis entre estos dos comportamientos pues el -

" error de medicibn es siempre mayor que cero Y el tiempo de observa-
cion e finito.

‘2. LEVANTAMIENTOS.

Antes de empezar el estudio de homeomorfismos del cir-

culo mis generales haremos un paréntemis técnico que nos syudaré
posteriormente.

Para el estudioc de funclones del circulo en el circulo,
muchas veces se facilitan las cosas 8l le asociamos s cada una
de éstas una funcibn de los reales en los reeles gue refleje to-
das las propiedades que tiene la funcién original en el circula.
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Para esto se le darf un silstema de caaordenadas al cir-
cula.

51 pensamas al circulo coma el uniterio sumergido en el
filano complejo tenemas gue la Puncién

c: R» S:r
AMix
cx)=€
nos detarmina un alstema dg coordenadas,

N ¢
x

———

o+
o

B

Sea f un humeumurfiamﬁ‘dsl circulo que canserva la
orientacién, Ulremni’que debhe cumplir una funcibn real F, page
gque nos dé tods la infarmacién del compartamiento de f.

Ses p un punta del clrbula y x una coordenada de
p, le pediremos a F que cumpls gue

F(x) es uns coardenada ds
r(p) ‘
patln) g
—
‘(') s F(ﬁ“\)
(] ¢

“ /ﬂ £ T *a)

L1 L % > I i 1 Y
° 1 2 . Yy a )

Como esto debe pasar para cade punto del circula, le pe
diremos a F que cumpla

Qo F = 1{0‘! (iJ

1 f es un haomeomorfisma dado, 1) es uns ecuacidn
funclonal -1a inchgnita es F-.
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)

51 hien todas las soluciones a (1) reflejan las prople
dades de  f, hay soluclones de muy diversas caracteristices.

Por ejempla Bl f es una rotacifn del &ngulo 2Me ma
dido en el sentido contrario de las mapecillas del reloj, las
funciones:

F1(x) =X + &
Fz(x) =x+ T +1

Fa(x) =fx + & si x (-90, 8]
x+ € + 1 st x (a, b}
x+8 =1 st x (b, w)

Bon: soluciones de (1)
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Para evitar comportamientos tan diversos, le pediremos
a F que cumpla otras condiciones,

Observemos que f

manda a1 circulc en sf mismo, por lo
que podemos definir F

en el intervalo uniterio [0, 1) (que cu

bre al circulo) de tal forma que su imagen sea un intervalo uni-
tario, o sea que '

FLO,1) = [ Fo), Fo)+1) (2)

Definida F

aqui se puede extender 8 todos los reales
definienda

F(z) = F(x-4) +4& si xeLA, k+1) (3)

donde k es un enfern
Ol — — e == = =TT T

Fa)l-— ~ = — —_——————
k- ————-=-= - =

Fix-)

)

| |
| |
|
|
oy
by
I
-
by
_ . |
FOYIE - — - . | II
I
by
[
by
I
{ i
K x

T S



Es inmediato ver que si
serva la orlentacibn, F
te caso la condicibén (3) implica la (2

seré un homeomorfismo creciente.
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f es un homeomorfismo gue con

En eg
)} por lo gue se define:

Definicién. Sea f un homeomorfismo que conserva la orienta--
cibén. F es un levantamiento de f 81 se cumplen
1) coeF = fag
11) F es creciente.
111)  F(x + k) = F(x) + k  para todo ke¢d  y x&R
51 f es la rotaclidn del édngulo 2T e un levantamiento
de f es ’
F(x)= ¢+
Pero éste no es el.Onico. Todas las funciones de la --
forma

Fon (%) = x+T+m

donde m es un entero, .san levantamientos de f, y estos son to-- .

dos.

En general se tiene que:

Proposicidn.

Sea f un homeomorfismo del circulo que conserva

‘la orientacién y F un levantamiento de f.

Entonces

F* es un levantamiento de

FY () = FIX)+ m  pars a/gu’n entero m

- ® Claramente F(x) + m también es un
remos gque ‘todos son de este forma.
F*(x) 'son coordenadas de f(c(x))

Como F* y F son continuaa 

F

sl y sblao si
[ ]
levantamiento de f. Ve~
Sea- x € R. F{(x)y

por 1o gue F*(x) ~ F(x)€Z,
tenemas gue Fe(x) = F(x) = m.,



‘, tamiento de  F, entances F™ es un levantamiento de f".
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Nos interesa trabajar con las iteradas de f. Veamos
como es un levantamienta de f"

P AU LU, MY Y (I SN {

e? el et 1 et

R » R 2R R—5 K
F v =

Del esguema tenemoe gque 81 F es un levantamiento de
f, entonces

co F" = fHOQ

Ademés 8! F es creciente . F” también lo es, y por
" . Oltimo. tenemos que por ‘induccibn se demuestra que

FMlx+h) s F' =)tk Red

Can esto gueda demostrado

Progusicién. 51 f conserva la orientacién y F es un levan-
n

Una de las propiedades importantes de la dinémica gene
rada por un homeomorfismo es la existencie o no de érbitas perif
dicas o sea de soluciones de

T ORN

-1 -
¢ Suponiendo que Fn(X"K): Fn ("l-) + K tenemos que
F(x+k) = F(F™' (x e k)) = F(F"(x)+k )= Fx)t k
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para algdn entero n y un punto p € 5'.

Pars levantamientos esto queda carecterizado como la
existencia de solucicnes para n y k enterosy x real a la
ecuacidn

F' =)= z+k

Geométricamente esto nos dice gue la gréfica de N oo
debe cortar a alguna recte de pendiente uno y ordenada al origen
entera.



CAPITULQO II.

HOMEOMORFISMOS CON ORBITAS PERIODICAS ¥
LOS CONCEPTOS DE w~LIMITE Y NUMERD ROTACIONAL.

1EJEMPLOS.

Ed de esperarse que existan homeomorfismos con Grbitas
periddicas pero gue no todas lo sean. Como ejemplo construiremos
un homeomorfismo gue tenge sbloe k puntos filjos, los llamaremos

p1, ses Dk.

Veamos qué caracter{sticas debe tener un levantamiento

de este homeomarfismo.

Supongamos que xi, xz, cae xk 80n coordenadas de
Par ees Py respectivamente con 0 ¢ X4 € Xp {  +--f Xy <1 en
tonces, F‘(L‘)( xpz ; para fijar idess tomemoe el levantamiento
para el cual F(x,) = x,. ‘

Comoe F es creciente y continua, tenemos gue
FLZi, Zio} = [ %4, Xin

Ademés F no tiene puntos fijos en ningﬁn intervalc
de 1a faorma (xi, X, + 1), de donde

F(X)) X pare toda X € (%, %'H)
]

F(x) { X para toda X € (%<, 1’“")

Ueremus clmo estas propiedades nos determinan el come

puftamientu de las demds fGrbitaes.
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Tomemas Xq € (xl 1% +1 ) vy supongamos que en este
intervalo F(x) > «x. ?

r’--—----_--

!3..._--.._

Pl caaddnde I

bl S b

:3...__..._ —_—————
A

%)
)

' n
Mos interesa ver cémo es el conjunto de puntos ZF (70)3
En la grafica de " F podemos trazar una "escalera"

con sus vértices alternando en la gréf‘ica’ de F vy la de la ideg
tidad, como lo muestra la figura. As! podemos visualizar el com
portamienta de F7(%) .

Es claro gque iF“( x.)} :.a una sucesién creciente gue
[,1 ]

tiende a X341 *

* Como F(x)» x y F es creciente se obtiene gue

X ¢ Fe) L Fz) C FA) <., |
Ademés para toda neN , FXx) ¢ Fh (Mo Yo Xin
pues F" es creciente; de donde existe

;4-;‘:‘0 F"(x)gft{} y ‘ademés Y & s,

Porotro lado tenemos, por la continuidad de F que

Ftﬂ)"ﬁ‘:ﬁ?’c)" Y , osea y esunpunto fijo.

De donde _4;,, F"(2)= x,.,

N>
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An&logamente se puede ver que 81 F(x) < x en
(xgy x4 , 4) entonces 1'“"‘)3 seré una sucesifn decreciente

con x3 como limite.

Con esto queda demostrado que en este caso hay dos ti-
pos de firbitas:

Unae que sblo constan de un punto y otras que son sucg
siones monftonas contenidas en los arcos entre los puntos fijos y
que tienden a estos Oltimos. :

Un ejemplo es el dado por el siguiente levantemiento.
F(x) = 2 + Yaw sen ATx

A
4 q P
I S
Los puntos fijosde F son los multiplos de —-21-
F(x)  x en los intervalos de la forma (m, m+'2)
conmed y F(x) ¢ x en los intervalos (anﬁlvnsi) .

En el circulo tenemos gue los puntas fijas son p y o
con coordenadas O y‘--;— respectivamente y las frbitas de los
_demés puntos serhn sucesiones monStonas tendiendo 8 q.

Analicemos un ejemplo de un homeromofismo con puntos -

periddicas de periodo 2.
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3
Tomemos el leventemiento definido por G< AR ORMPRTCT

A G la podemos definir en todos los reales de
una forma Gnica, pidiéndole gue cumpla G(x + 1) = G(x) + 1.

Tenemos que &°(0) = G(Ye) a1
Por lo que el \wmeomorfismo en el circulo correspon--
diente g tiene al menos une brbita periddica de periodo 2.

gusceremos ashora otras Grbitas periodicas.

Gt
G

sea x,4(0,) . Tomemas el punto (*béilﬂ)vrde aht
trecemos una recta horizontal hasts tocer la recta y = x, de -
gste (ltimo tracemos una recta vertical haste tocar la gréfica
de B vy de agul nuevamente tracemos una recta horizontal hasta
tocar la recta y = x + 1, bajando después hesta cruzar la gré-
ficadG. E1 punto al gque llegamos tiene abecisa Goe)=1
81 el punto al gue llegamos es el mismo del gue partimod, habre
mos encontrado otra Grbita peribdice de perindn 2, (Pademon
hacer slgo similer para X¢{%,1)),

Con esto podemos replantear el problema en los siguien
tes términus

lEs posible construir un recténgulo con lados parsle-
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los a los ejes,con un vértice en la recta y = x, otro en la rec
ta y = x + 1 y los atros dos en la gréfica de§ ?.

Claramente wto depende de C6mo esea la gré&fica de G ;una
de las propiedades que sabemos de ella es que es simétricae con -
respecta al punto (—%—- ,» 1). Esta simetria implica que 8 los
recténgulas con centro en (—51—- , 1), basta pedirles. gue uno de
sus vértices esté en la gr&fica de G para que el otro también

lo esté.

Los vértices de los recténgulos caon centro en (—g— ')
.y dos de sus vértices en lss rectas y = x y y = x + 1 caen
sobre el cuadrado formado por estas rectas y las rectas

y=X+1 y yaax+2,

Wk o e e - s

v

> .
~
L

n
~
-

Ahora, la gréfica de G corta a este cumdrade en dos
puntas ("\, 6(4.)) 4 (i.‘ G(l(.,)) , ya gue G(D) = —;—- y G(1) - —23—-

y G es continua.

Estos puntos guedan determinados par Q)= -4+ | 5 Gldg)e~dpd

Y cumplen que GY{d,)= G(K1) oty o)
] Hasta shara hemos encontrado 2 &rbitas perifdicas de
periodo 2, a saber lgs formades por los puntos en el circulo Py
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Yy Ppi ¥ 4 G99 VvV Gy con coordenadas O y—g— y Y "‘s. .d"-'
respectivamente.

De hecho se puede ver gue €stas son les {niceas Orbitas
perifdicas de perfodo 2¢

* sea H{x)= Gaz(l) -2 -1 para X ¢ Fo, el
se puede obtener facilmente }l‘que
H(o) = H(4) = H(%) =0 ((:’)
H'(o) = H'(fe) - -1 i o
H'x)>0 para x& (0, 4-28) y W(z)20 para xe (k74 t) (3)

Por (3) tenemos gque H'(x) = 0 tiene a lo més 2 raices rea

les en [U, -%—] y usando (1) y (2) obtenemos que H'(x) = O

tiene exactamente dos ralces reales: r,¢ (0, 41) v

r, € (4, —g—). ryy r, 8on. un minimo local y un méximo -
local de H respectivamente y éstos son loa (nicos extremos lo-
cales. Por lo tanto o

" HO)o para xe (o,4,) y (4)
h@x)>o para x€ (%, %)

Se pucde ver también que la gréafice de G2 es simetrice res-
. pecto a (-—;—, —:3!-)' de donde ussndo (4), obtenemos:

GUW L * +1 pars ¢ (0, &)V ( )3, &)
GUW) > X+t para X6 (% ) LU(dq, 1)

En particulaf loe Gnicos puntos fijos de 92 80N P4y Py, Gy

Gy
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Ahora analicemos las Grbites de los demfs puntos. Tg
memoe un punto p en el arco de circunferencia (recorrido en
sentido contraric a las manecillas del reloJ)que va de pqeBa, .

Camo
q(0,4,) = (T, 4) Y G(Ye) &) ’(‘/d‘ﬂ)

0 sea .
% (.pl,‘ Q.)-‘ (PG[ Q(,) b ] % (P"gl)’ (Pl J L7 )
entonces la Arbita de p estd contenids en los arcos

(p1. q1) u (pz. qz) y va saltandc de un arco sl otro alterna.
damente. En el ple de phgine ae vio que:

6¥(x) ¢ X4V Qar X (0,4:) U( Yy, dr)

" entonces (gz)"(p), serd una suceslbn monbtons gque tiende a Py

v 22"*7 (p) seré une sucesibn monbtone que tiende a Pye

As! vemos que la 6rbits de p no puede ser perifdics;
es mhs, al iterar esuficientemente g, serd muy parecide a la 6r-
bita peribdica i_p1, p2; .

Con un razonamiento an&iagu se puede.ver que los pun--
tos que nos falta .analizar también tienen 6rbitas gue se van pg
gando a la Hrbita peribdica ip1. Py g.
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4,

A,

Asliooncluimos el anélisis del homeomorfismo g.

En eate ejemplo vemos que la Grbitm peribdica i Qq0 qzs
no es muy relevente, en el sentido de gue sai partimos de cmsi --
cualquier punto, a la larga estaremos muy cerca de la 6rb1tc1_p1,
P S. Digamos que tenemos un modelo de un fenfmeno fisico,dado
paruna ecuaci6n giferencial sohre el toro y que su mapeo de Pincaré
tiene las caracteristicas del hnmenmorfiﬁmn g analizado. 8ajo ca
si cualguier condicién inicisl, a lo largo del tiempo,el comporta
miento del fenfimeno se establlizaré en el cliclo correspondiente
a ip1, pzf. Ademés, si nuestras condiciones inicisles son tales
que la solucién perte del cicle correspondiente » iq1. qzl'y que
por tanto (en el modelo matemético) siempre permanece en €1, no -
podemos aéegurar que eso ocurra en el fenSmano f!sicn. ya que
cualquier factor o perturbecién que no hubifsemos tomado en cuenta
harfa que la solucién se sallera de este ciclo 'y por lo tanto, a
lo largo del tiempo, fuera atrapado por el ciclo correspondiente

o {ry pd.

2. ORDEN Y COMPORTAMIENTO ASINTOTICO OE UNA ORBITA.

Los ejemplos anteriores tienen érbitas peribdicas, vy
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partiendn cesi exclusivemente de la existencia de éstas, vimos

que todos ellos tienen un mismo perliodo; sdemés las érbitas no
perifdicas, a8l iterar suficientemente el homeomorfiamo, se van
pegando a las peribdicas.

Nuestro sigulente objetivo es ver gque esta situacién -
@8 general, pero antea.preciaaremoa nué es lo que entendemos por
fue ciertas Grbitas "se peguen" e otras.

Sean 0 y B dos Grbitas de un homeomorfisma £ , tales
que " ae pegue a DO".

Desde el punto de vista estStico (o ses viendo a las
frbites sbla camo conjuntas de puntos), una primers aproximacién
para precisar gste hecho, serh pedir que el conjunto de puntas ~
de acumulacién de Q+ sea O,

Sin embargo squi{ surge un problemae, ya gue nos gustarfa
decir que una &rbite perifdica ee pega a s{ misma, pero une frbi
‘ta peribdice como conjunto no tiene punteos de scumulmcibn. Para
gvitar este anomalie uasaremoe la siguiente

Definicibn., Sea g € S5',

Diremos que p & w-1im{g) si existe uns aucesi6nin1‘ de
naturales tal gue

i) Mw :ﬁ""ta) =p
A -DCO
i) Lum Mg = €

A ~»00

De maners anfdlogs ce define el X -limite(q) como
aquel conjunto de "donde partib la Grbite de g", més precisamen
te. :
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Definicibn. Pédv&i«(ﬂ 8l existe una sucesibn n, de naturalee
tal que

Es claro que aiq,q' & Q, entonces
w Liw q = W L g'
f Liw @ = & Awm @'

Por lo gue podemos hablar del w-1lim Q.

Con este nueva concepto pademos depl: que -una condicién

necesaria para'que "Q se pegue a 0" es gue w=1fm Qa=0.

"Decimos que es necesaria puesto ﬁue todsvia no hemos
incluido cabaimante el compartamiento dindmico; tendremos gque in
cluir el hecho de que el orden en que van siendo recorridas las

. brbitas al iterar la Puncibn sea parecldu;

Veamos algo del orden én que son recarrides las 6rb1taa.

"Sea p un punto de la &rbita 0 vy supangamos que ésta
es de perfodo n. Ses 1 un entero tal que fi(p) sea el primer
punto de p después de p. Como f preserva la orientacifin, cual
guier punto del arco (b, fi(p)) caerhd, bhajo f al arco
e, 1)) v bage #2 a1 arco  (F2(m), £ *2(p)ete.

el it
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S5i gq es un punto deQ(\(\’lﬂ‘)este hecho le estéd imponien
do a less imAgenes sucesivas de q recorrer a8 { de una forma =~
seme jante a8 la que las imégenes sucesives de p recorren a 0,al
menas hasta gue las imAgenes de d no vuelvan a caer al interva
la (p, fi(p)). Para ver que pasa cuando las imégenes de q vuel
ven a caer al intervalo (p, Fi(p)) primero busceremns cusles son
los puntos de O gque estén en (p, fi(p)).

Por 1a forma en que fue escogido i, los intervalos de
la forma (fk(p), pl +k(p)) no se intersectan o coinciden, por =~
lo tanto fl(q) estaré en (p, fi(p)) 8l y s6lo si fl(p) =p, ©
sea 81 1 es miltiplo de n.

Asl los puntos de @ que nos interesa analizar son =~
los de la forme ifnk(q) ‘ k 623 , 0 sea los puntos de le ébr-
bita de g bajo b

" tiene puntos fijos (todos los puntos de O son fijos
baja ™) por 1o gque sus fGrbitss seréAn puntos fijos o sucesiones
mondtonas acotadas por éstos.

Es mAs,si no hay otras Grbites periﬁdicas se puede ver
" que '
e""" nK — ’ é"m ;(P)
'K—-wo'[(”—dp ° n-uo* )

En general, se puede ver que los puntos de @ que esatén

el +Q

en cualquier intervalo de la forma (f‘(p), (p)); son recg

rridoe,al lterar f, de una forma monétona.
Y como anteriormente, si no hey otres Orbitms peribdi-
cas, entonces

+f 4 i+ . 4*-'(
Lo " cny =410 § { () =% (P)

A-beo
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e
De hecho 81 fuim f (4) =¢ , entonces
Ko

/e ',("""(g') -f(fP)
Kk-»co

As{, el hecho de que exista una 6rbita peribdica esté
forzando a que las atrps 6rbhitas sean recorridas de una forma ae
mejante 8 la que la peribdica lo es.

Con esto gueda claro que una condicibn necesaris y sy
ficiente para que "Q se pegue & 0" es que w=-limite de @ = O
(al menos en el caso de que 0 ses una Grbita peribdica).

Ahora sf estamo preparados para enunciar el siguiente
‘teorema, que ser& demostrado en el anexo. Ver pag. 107)

- Tearema 1.

§1 f es tal que tiene una 6rbita peribdice de perig
do n, entonces. ’

i) Todes sus Grbitas peribdicas tendrén perfodeo n.

11) El w-limite de cualguier Grbita es una érbite pe
ribdica. ' '

3. ROTACION PROMEDIO DE UN HOMEOMORF ISMO.

Los resultados de la seccifn anterior nos hacen sospe-
char que los homeomorfismos con 6rbitas perifdicas estén rela--
cionadas de alguna manera con una rotacién. Nuestro objetivo en
eata secclén ea encontrar un invariante que nos determine @ qué
rotacibn estd relecionado un homeomorfismo dado. Ademés busca-
remos este invariante de tal forma que tenga posibilidades dp
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definirse para el caso en que el homeomorflismao no tenga drbitas
perifdicas, Esto Gltimo es importente porque aaf daremos el -
primer paso para el estudio de estos homecmorfismos, gue toda-~--
via no analizamos.

Empezaremos nuevamente con algunos ejemplos.

En la sigulente figura se muestran drbitas peribdicas
de distintos homeomorfismos.

R-47(7) R=a'w)

L)

Recordemos que si tenemos una rotacifn de un éngulo

—%— 2T, n nos determina el peribédo de sus Orbitas y m nos de-

termina el orden en que son recorrides (o el"nimero de vueltas
que da la orbite al circulo" para regresar al punto de partida).

Con esto claramente se ve que la Hrbits peri6dice de
f debe ester relacionada con ls rotaci6n del éngulo -{}-(er). :

.

la de g con.la de —%— (27 ) (gue es la misma gue la de - -

- -31—(2])), la de h con la de % (2W) y lade 4 con -

g (2W) (Recordemos que orientamos el circulo en el sentido

contrario al de lae manecillas del relnj.
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Es més, por los resultados de ls seccién anterlor ve-
mos gue cuBlquier otre Orbita de f estard relacionada con la
rotacién —%— 2W, ya que la Grbite perifdica que pasa por p le
estd imponiendo un orden determinado a las dem4s érbitas. (Es~-
to mismo ocurre con g, h y ¢ ).

A cada homeomorfismo le asociaremos un ndmero, gue
llamaremos ndmero rotacional, gque nos determinard a qué rotacidn
estd asociado dicho homeomorfismo.

Para los haomeomarfismos que tengan 6rbitas peribdicas,
ya eatd resuelto el problema, basta fijernos en el periodo de -
una Hrbita periédica y en el orden en que es recorrida.

Sin embargo no seguiremos este camino ya que nos deja
sin armas (al menos a primera vista) para atacar el caso en que
no existan Grbitas peribdicas.

) Retomemas los ejemplos para buscar un camino més fa
cilmente generalizable P'Q’(P)

Sea o el Angulo formado por fl '?(p). c, fi(p) don-
de t es el centro del circuls. Andlogamente sean 4; los &ngu

los correspondiente pare Y

El promedio de las &Ji'y es §E4; 2 2T

y el de laéb.'es Ys 2 0i = Y5 AT
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51 ¢ tublera otra 6rbita perifdica, ésta seria de pe-
riodo 5 vy el promedio de los Angulos de rotacién también se--
ria —%— 2T, ya que al recorrerse en el mismo orden implica gue
la suma de los angulos es 4Ty por tanto el promedio es

2
- (2mw).

Ademéa las Grbitas no periddicas de ¥ se van pegando
a las perifdicas. Es de esperarse que el prdmedln de sus Angu-
los de rotacién también sea —%— ZTL pues al sacar el promedioc
de una infinidad de nlmeros podemos excluir cualquier subconjun
to finito sin alterarlo y por tanto basta tomar los éngulos co-
rrespondientes a una cols de la ﬁrb;ta que esté suficientemente

pegada a la éGrbita peribdica.

_ Este promediuc &8 un-tuen candidado para ser el ndmero
rotacional, ya gue es de esperarse que a través de é1 podamos
asociar a un homeomorfismo la rotacifn correspondiente, sin re~

currir 8 la geametria dé_alguna &rbita.

Pagaremos a ver cémo calcularlo, para esto nos valdre
mos de los levantamientos.

Sea f un homeomorfismo y p un punto de la circun-
ferencia. '

Sea F el levantamiento de f tal gque F(0)e [0, 1)
y sea x una coordenada de Pe

rk -1

El édngulo gue genersn p), fk(p) con respecto : E

al centro del circulo mide

2 (Foex) - FK -1

(x))
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£

£‘(?) |

""') F(x)

por lo que el promedio de los &ngulos de rotacifn de los prime-

roe n 1iterados es

2_ Fe 0 - FUo0 = AL (Fhe0 -x )
K=

entances el promedio de todos los éngulos de rotecién es:

n
AT Aim ENRI=% . 2T Aiwe _.L’Q.
h->3a n n -»oo
Ya hemns»érgumentadn que, en el caso de que f tenga
brbitas periddicas, este promedio esté definido y no depende de
una Orbite particular. De hecho esto ocurre en el caso general.

Proposiciébn ., Sea f un haomeomorfismo .y F un levantamiento

de f, entonces para cualquier x & R existe
Hom. Fh(x)
h-»c0 n
y éste no depende de x, (ver demostraci6n en [N] pag. 34.)

Para dar una definicién del nimero rotacional que no
depende de un levantamiento espec{fico, veamos qué ocurre con -
~otro leventamiento de f: F*.

Vimos anteriormente gue debe existir un entero k tal
gue F*(x) = F(x) + k entonces
"
ﬁm(F') (%) - L E" ). Nk _ Mo Fx
o vty "_'___.(__)a-r«‘(
o sea los "nimeros rutaciunales" de doa levantamientos de f
difieren por un entero, 0 _aea son iguales modulo 1.
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Esto es de esperarse ya que podemos pensar que f toms
a x y hace que p rote un Angulo * llegando.a f(p) y F* hace --
gque p rote un anguloc & + 2Tk, por supuesto llegando 8l mismo
punto f(p). f

-

-
Cd

Tanto- F como F* now estén describiendo el mismo com
portamiento, ya gue no nos interesa come es que p llega & f(p),
s8ino lo que nos interesa es que p efectivamente llégue a f(p).

Can él fin de definir el nimero rotacional de un homeo~
morfismo de forma independiente del levantamiento se da la Bi---
‘guiente ‘ ' '

Definicién. Sea f un homeomorfismo y F uno de sus levanta--

mientos. El nimero rotacional de f, denotado rot(f) es

rot () = lim FEUX) (wmed L)
n-po0 n
donde x €& R.

Por la bropnaiciﬁn anterior, tenemos que este limite
"eiempre existe y que no depende de x, ademds rot(f) no depende
del levantamiento.

EJjemplo.

Es Pécil checar gue, bajo esta definicibn,el .nimero -
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rotasciona) de la rotaclén del #ngulo 2Wges g mod. 1. Un le-
vantamiento de ests rotecién es

F(Z) s X+Z

De donde F"(%) - X+ NT

Por lo que A F“(’Q e Z
n

h-s o0 ,

Con eete nuevo concepto un resultado que vimas con el
capitulo I seccibn 1, se traduce en que la racionalided o irre--
cionelidad del niimero rotacional.de une rotacifin determina le
periccidad o no de las- Srhitas de Gata.

En este sentido es importante ver si se pueds genera-
lizar eate resultedo para cuslquier homsomorfismo.

Se han dado ya algunos argumentos intultivos que nae
inducen a pensar gue si un homeomorfismo tiene orbites periédi-
cas, entonces su namero rotacional es racional.

LHabré ﬁnmcomnrfﬁimnn con nGmero rotecional ruciunal
que no tengan. Srbitas peribédicas?.

Analizaremos el caso més simple: un homeomorfismo con
nimero rotacioanl cero. :

Nuestra idea intuitiva de nimero rotecional nos dice
gue 81 el rotacional es cero, entonces le Grbits de cualquier
punto no puede dar ni une vuleta entera al circulo; veamos que
es cierto .

Supongamaos ﬁue f e8 tal que hace que la brbita de
p dé més de una vuelta, o sea que los Sngulos & san tales que
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ai > AT

n NN\ x

-—

EPmn f conserva la orientacién, entonces es fAcil
‘ver que 150y € (L0, 1% (m)
0 sea que,hasta este momento,ls 6rbita de p ya dio
mhs de dos vueltas al circulo, por 1o que
3
£ Ai > 4T
Asy
Visto esto, es claroc el comportamisnto genersl. En -
la mk-6aime iterada de p, la érbita ya dio mhs de m vueltas
al circulo. Por lghque
E di D 2AwmT
A= ' A
Usando este desigualdad, estimaremos el nlmerc rota--

‘cionel: ,
, s , wmk
/&M -v|\— Zdi = lom L 2 di D _2__1[
n-seo 43y m e mk L=y K
Por' lo que el nimero rotecioanl de f es mlﬁar que -~
cero.

Por lo que si partimos de que el nGmsroc rotecional de
g es cero, entonces ninguna de sus brbitas le daré més de una
vuelts al circulo. Tomemos g un punto del circula y fijémo-~
‘nos en su-érbita Q.

51 ésta consta de un punto, g .serf punto fijo de

g. Por loe que g tendré el menos una 6rbita peribdice de pe-
riodo 1.
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 no puede constar de un nimero finito de puntos mayor
que una, ya que al iterar g, debe pasar por todos ellos una infi
nidad de veces, y entonces la frbite estaria dendo una infinidad
de vueltas al circulo.

La otra posibilidad es que  conste de una infinided
de puntos. De hecho deherd ser una sucesibn mondtona, ya que Q

no alcanza a dar una vuelta al circulo.

Veremos que,en este caso, también hay un punto fijo de

Sea p= ﬁﬁ?"@) . Este limite existe porgue U"{”g
es monftona. :

Entanceag(p)a 3 (M g»(’)) = M 30;-’) -p
ﬁ sga , p es punto fljo de g. e
Con esto demostramns que:
§f rot g = 0, entonces g tiene al menaos un punto fi

Jo ( o ses una. 6rbita periédicas de perioda 1).

Sintetizando eata dimcucibn, enuncliaremos el siguiente
teorema, se puede ver una demostracifn en [N] péhg. 38,
Teorema

Sea f un homeomorfiesmo que conserva la orientacibn,
entances.

rot f es racional a1 y sblo si f tiene slguna &rbi
ts periddica.



CAPITULDO III.

HOMEOMORF ISMOS SIN GRBITAS PERIODICAS.

1. DROEN.

En este cepituloc nos centraremaos en el comportamiento
gue tienen los homeomorfismos sin &rbites perifdices. Hasta’
‘ahora la OGnica informacifén que tenemos scbre &stos es que su ni
mero rotacional es irracionel. En esta seccifn veremos qué im-
plicaciones tiene este hecho en tanto al "arden cn'que son reco
rrides las érbitas®. Poder formularlo adecusdamente seré funds
mental para vigualizar les dinéwmicas generades por homeomorfig-
mos sin Arbitas perifdicas.

En el caso que un homsomorfismo tenga una brbite pe--
ribdice, éste impone s todas las otras Srbitas un cierto orden.
A su’ vez,sl nimero rotscional determins el periocdo y el orden
en que son recorridas les Grbitas perifdicas; de hecho en unp
‘de loe intentos pars definir este nGmero se ued esta propiedad.
E1l impedimento que velemos ers su diffcil generalizacién para
el ceso en gue no hubiese - frbitas peribdicas.

Ahora veremos qué tan real era ese impedimiento; o,
en otras palabras, lel nimero rotacional determina el orden en
que ee recarrida una Grbita, ain en el case de nGmero rotacional
irracional?.

Para responder a esta pregunts, primere buscaremops una
forma més adecuada de enuncisrla, paré poder trabaejar mejor.
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Recordemos que cuando discutf{amos el orden en gque se
recorria una Grbita ﬁara homeomorfismo con 6rbitas perlifdicas,
nos remitfamos a estas (ltimas viendo que partian al circulo en
un nimero finito de intervalos. '

Cualquier otra érbita ibe saltando sucesivamente sabre
cada uno de estos 1nte?valoa en el miamo orden en gue lo hacis
la peribdica y Pinalmente veiamos que la parte de la 6rbita que
cala en uno de estos intervalos era mondtona. En este aentido
es en el que decfamos que una Arhita peribdica les imponfa el -
orden a todas las demés. fqu{‘

En eate caso teniamos 2 "ventajas":
Primera: nos remitiamos al comportamiento de algo co-

nocido, o sea la Arhita perifdica. Segunda: de hecho, a pesar

de estar analizando un nfimero infinito de puntos (l.e. una érbi-
ta no periédica) reduqiamos una buena parte el anélisis de un
namero finito da'intafValbq, hecho due nos Pacilitaba ver, paso
tras paso,cémo se comportaba la Grbita.

Ahora, en el caso en que tengamos un homeomorfismo f
'sin brbitas peribdicas, no sabemos si hay o no alguna rbita -
clave, més sencilla tal vez, a la cusl remitirnoas. Es mhs,ni
siquiera sabemos en general chma son estas. Grbitas.

Por otra parte,se ve dificil reducir el problema al
analisis de .un nimerc finito de objetos (por ejemplo, 8l escoge
mos las n primeras iteradas de una rotacién, éstes no nos deter
minan suficientemente el orden de las que asiguen). Este hecho
implice que no podemos ir, paso paor paso, sigulendo las itera-
ciones de un punto, hasta inducir el comportamiento de toda la
Grbita.
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Es por eso que ls analizaremos globalmente.

Para esto nos remitiremos a comparar el aorden de uns
6rbita de f con el orden de una 6rbita de elguna rotacibn --
con nimero rotacionsl irracional.

Definicifn. Sea f un homeomorfiemo con nimerc rotacionsl

irracicnel y 0 su 6rbilte gue pass por g.. Ses r, ls rotacibn
del &ngulo 2%z y.0 su &rbita gue pase por p.

Diramas gue ( es recorrida bajo f en orden T si
la funcién :Q'ﬂ;O .
@ ($0)= 1P

es una biyeccibn que conaerve la aorientacifn®,

P @)

HO 4
fal ="

Esta definicién se puede adaptar tamhién a homeomarf ismon
con numera rotacienal raclonsl; le. Gnice modificecién se-

ria que § na necesariamente fuese inyectiva. Sin embargo
consideramos que en eate caso no es necessria esta defini
cion, )



El resultado més fuerte que podr{amos esperar acerca
de la relacién existente entre el nimero rotacional y el orden
en que es recorrida una Hrbita es el siguiente.

Tearema 1. Sea f un homeomorfismo con ndmero rotacional

irracional y Q una de sus 6rbitas.

E1 nGmere rotacional de f es g si-y sGlosi Q es
recorrida bajo f en orden &.

Este teorema se demostrark en el anexo. (Ver pag. 119

Su demostracién es sencills; en eite caso, comt es
comun en matembtices, el poder formular correctamente y de for
ma sencilla un problema, es recorrer més de la mitad del cami-
no.

- 2. EJEMPLOS,
)
Nuestro obJetivo en esta seccibn es visualizar slgu-
noe homeomorflismos sin Grbites peribdicas (o sea con nimero ro
tacignal irracional).

Vamos a construir algunos ejemplos de homeomorfismos
con nimero rotacional irraciocnal,

Hasta ahora,los gue hemos visto son 6n1camente las
rotaciones de un &ngulo inconmensurable con 2 T, Bas&ndonos
en una rotacibén r; de un éngu;u 2Tz construiremos un homeo-
morfismo, f, con nlmero rotacional g .

; Primera construiremos una de sus Arbites, ya que una
sola 6rbita determina el nimeroc rotacional.

Lo que haremos es tomar la Arbite de un pdntu p ba

Jo‘rc , =gque llsmaremos 0 - y deformarle un poco, conservendo

58
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el orden. Ess serd una 6Grbita del homeomorfismo deseado.

Esta deformecibn la daremos a través de un homeomorfig
mo que conserve la orientecifn r‘.

As! lo que gueremos es que una érbita bajo f sea el
canjunto ¢ (0), que llamaremos Q.

r r'ce) ?

Vv

£1=4
Q=y©)

_ Q. se deberé recorrer bajo f en orden . Por lo gue
byscaremos un homeomorfismc f tal que

£"cq) = y(re (@)

para cualguier nae £ con py g fijas.

Esta ecuacifn la tenemos planteada en términcs de las
iteradas de f. Se simplificaré si logramos cambiarls a una -
equivalente donde s6lo aparesca f y no sus iteradas.

Asf obtenemos que

2("ep) = V(o)
LAy m) = ¢ (@)
foy (M) = Yorlr'®m) |

'pnr lo que
para toda n entero.

: Ahora como lr"(p)} ee denso en el circulo y tanto
folr camo Yo r son continuas, entonces

fo ¢ = (er,

Ademés Y es invertible, por lo gue podemos despejar

¢
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f. Asl obtenemos gue
fs vty

Ahora veremos cfimo son las otras Orbitas de f.

Sea Q' un punto en el eirculo. 5u Grbita serd el con

junta i_f'"(q') | néZS_

Como :eh_s ‘t’° ‘.: ° V.-l

tenemos que
_\f'\(ﬂ‘) z L"(r'\(Pl)\

donde P\; Y"(q|>

Y es un homeomorfisma 1 t"(p')}ntz es un conjunto
n
denso en el p!rculu por lo que if (q‘)jh.a también es denso en
el ciroculo.

En pocas palabras, con esto hemos encontrado una gran
familia de homeomcrfismos con nimero rotacional irracional gue
tienen un comportamiento cualitativo esenclalmente igual al de
rotaciones de un Angula inbunmenaurable can 2T .,
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Surge una pregunte natural. ({Todos los homeomorfismae
con nimero rotacional irracionsl tendrén todas sus érbitas den--
aa8?.

Por el teoreme 1, sambemos que 8i f es un homeomorfis
mo con rotacional & (irracional) entonces
y:a =0
Q') « Y2 @

es una biyeccién gue conserva la orientecibn.

£ato le impone clertas caracteristicas @ Q. Como O
es un conjunto denso, entre cada pareja de puntos de ( deberé
existir otro punto de Q*. A estea propiedad la llamaremos den-
aidad en orden.

Con esto tenemos nue,una condicién neceseris para gue
un conjunto @ sea una Grbite bejo un homeomorfismo con rota--
cional irreciuhal,ea que (.sea denso en orden.

_ Daremos algunos conjuntos densos en orden y veremaos si
pueden ser Arbitas de alguno de estos homeomorfismos.

Obviemente si Q es denso cumple esta prniedad, sin
embargo este ceso ya lo analizamos. :

¢ Fato es ficil de demostpar. Sean mfm'(q) y f™(g) dos
‘puntos de Q. Entre r ' (p) y r %(p) hay al menos otro
punto de 0, digamos M (p). Tenemos que !f("‘(q_))s Q®)

. : K L) "t
y como §conserve ls orientacién, f (p) estl entre 2(1)} { 1)
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Otro conjunto denso en orden es el conjunto I formado
por la interseccifin de un arco sbierto con un conjunta denao

(Podrh ser ata una 6rbita de . f?. Si lo fuera,enton .
ces f(I) =T ;i como _T es un intervalo cerrado, entonces °f
deberis tener un puntb fijﬁ, pero esto no pucde ser ya que -
rot(f) es irraclonal.

Veamos qué pmsa 81 I es sblo une parte de une Srbita
de f.

0 sea,analizaremos el caso en que una Grbita Q, de f,
tenga un subconjunto densa en un intervelo.

'qunngamua que J es unlintervalo cerrado tal que @
ee dendo en J* y.tal que @ ya no sea denso en ningGn  in---

tervalo gque contenga proplamente a J.

* Aqui diremos que Q es densoen J s8i Jc Q. Usualmente
se dice que Q es densoen J si T = J; sin embargo,usan-
do la definicién usual se nos complicarfa un poco 1a nota-~-
cibén, oscureciendo el argumento central. Ademés no se pler-
de neds con este definicifn,ya gue 8i _J es un intervalo ce
rrado entonces es equivalente que J< ] a que J = Q N 3.
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Es clarn que @ serbd denso en cade itersda de J, ya

que un homeomorfisma manda densos en densos.

Anelizaremos cbmo son lus conjuntos f"(J). Una pri
mere caracteristice es gue son intervalos. Veamos dénde estén:

F(3) no puede estar contenido en J , ya gue s8i lo
estuviera, entonces #" tendria un punto fijo (recordemos que J
es un intervalo cerrado y f" es continua).

Asi,de intersectarse J con f"(J),su unién seria un
intervalo que contine propliamente a 'J, hecho gue no puede ser,
ya que Q es denso en (3 u a.

Por lo tanto, para csda entero n, £1(3) es ajena a
Jd. Sin embargo esto también es cantradictorio, ya que 81 p es
un puntade J y de [, debe existir atro punto de @ en J
(ya que @ es densa en J), o sea debe existir un entero m, -
tal que f"(p) esté también en J. As! J se debe 1nteraect§£
se con f"(J). '

Ante tal contrediccifn, tendremos que desechar este
tipo de conjuntos comn candidatos a frbitas.

De hecho, con esto hemos demostrado la siguiente:
Proposicibn Cualquier G6rbita de un homeomorfismo con nime-

ro rotacional irracionsl es densa en el circulo o densa en nin-
gln lado.

5in embargo todavia no hemos vieto si existen o no 6r
bites del segqundo tipo.

As!,si queremos construir un homeamorfismo con une 6r
bite Q{Q, que no sea densa, debemos pedirle a { las:uigulgntes
condiciones para que sea un buen candidato a Grbita:
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1) Ser numersble.
i1) Denso en orden.
111) Denso en ninguna parte.
iv) Ademfs debe ser tel que se le pueda recorrer en
un orden g con & irracional.

Recordemos que- éstas san condiciones necessrias para
gque 0 sea una O6rbita no densa. O sea,construir un canjunto
Q con estas propiedades no nos garantiza que podamos encontrar
un homecmorfismo f con Q comp una de sus bGrbitas. Sin em--
bargo la cusrta condicién esté imponiendole @ f ciertas careg
teristicas, que nos ayudarén a construirlo, es por esto gue le
primero gue haremos es construir en conjunto, Q, gue cumpla con
eates condiclones.

Primero construiremos este conjunto en el intervalo
[0,1], para luego bajarlo sl circulo.

Para esto,recordemos como se construye el conjunto --
ternarlop de Cantor. ‘ '

Primero tomamos el intervelo [0,1] ; lo dividimos en
3 intervalos iguales y extraemos s) intervalo abierto del centro,
con cada uno de los intervalos sobrantes hacemos el mismo proce-
so y esi sucesivamente.

w( o e

Al conjunto que gueda se le llama el conjunto ternario de Can-
tor. ‘

‘ Sea ﬁ el conjunto formado por los puntos medios de ca
da componente conexa del complemento del conjunto de Cantor

'ﬁ es numerable, denso en orden y denso en ninguna par
te. O ses el llememos Q@ 8l subconjunto del circulo con coorde

" nedas en ﬁ; 0 cumple las condiciones 1), 11) y ii1),



Veremos gue. también cumple la condicién {v). O ses,
veremas gque [ es un buen candidato a ser una 6rbita.

. sea 8 un conjunto numerable y denso en (0,11 (con
tenido en (D,1)).

Construiremos una funcifn f biyectiva y creciente de
~ o~
Q a 0.

Nétese que,de hacerlo,ye habr{amos checado que Q -~
cumple la condicibén  1v), ya gque bastaria tomsr % como las -
coordenadas de una 6rbite 0 bsjo una rotacifin y definir ‘(de
Q a0 camo aguella Puncibn que tiene como levantamiento aﬁ.
El hecho de que f sea creciente es equivalente a gque ¢ conser-
‘ve 1a orientacién.

Ahora s{ procederemoe & construlr I. Tomemos x, -~
cualquier punto de ' ﬁ y .ygouaslquiers de (] , definimos ;

g(zn) - “l
X4 divide al intervulo:l(ﬂ,ﬂ en dos intervalos I,y Iy donde
todo elementa de 11 es menor gue todo elemento de IZ' Anélo~

gamente y, divide al (0,1 en J,y J,.
Para que 5 sea crecliente es necesario que

$ryed, y Filyey

. Escogemos x, un punto de I, A ] y‘ Vp un punto de
3,0 0 definiendo $ (x;) = yp.

Hacemos lo mismo para 12 y sz.

Las x, en ﬁ que’ eecogimos, Jjunto can x1,d1videri
al (0,1) en cuatro intervalos, digamos 13, 1,‘, 15, IG' Asi~-
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mismo las y!'s lo dividen en JB' Jb’ JS' JE.

Para ir construyendo P creciente es necesarin mendar

a los puntus de Ii en puntos de Ji Por lo que se escogeré& un
~
punto en cada I r\Q y se le asociaréd un punto de 31’\0.

Aei,dividiremos al (0,1) en ocho partea y volveremos 8
repetir el mismu procesao,

Eato saiempre lo paodemos nacer purque tanto i) como E
son densas en .orden y porque ni LY E toman su méximo ni su
minimo (se puede ver gue la segunda caracterlatica no es releven
te en el circula).

Con este proceso quedard definida una funcifin crecien-
te, sin embargo, no pudémas asegurar gue gquede definide en todo
E y il gque cubrs a todo i} .. Este problema se eliminaré si esco
gemus‘loa puntos de los intervelos I1 v J1 de forma sdecuada.
La idea es darle una numeracifn a O ya ﬁ e ir cubriendo -
los puntos de tal forma que si sabemos gue estén cubjertos los -
primeros n, podamos asegurar que esth cublerto el n + 1-ésimo
puntao.

Esta conatruccién se hace con detalle en el anexo? De
hecho ah{ se demuestra el siguiente lema. Ver pag. 112)

Lema 2. Dadoe dos conjuntos 0 y Q en el circulu,tlles que

sean numerables y densos en orden,existe une funcibn ? de Q&
0, biyectiva y que conserva la orientacién.
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Obviamente este lema estéd .enunciado as{ porque nade -
mis le estamos pidiendo a 0 y a Q las hipbtesis estrictamen.
te necesariss pare gue la demostraci6n funcione.

El lema:: dos implica gue beata que Q sea numerable
y denso en orden para que pueda ser recorride en orden &, siem
pre y cuando €sea irraclonal.

CONSTRUCCION DE UN HOMEOMORFISMO CON ROTACIONAL IRRACIONAL
Y CON UNA GRBITA ND DENSA.

S5ea Q el conjunto cuyas coordenss son los puntos mé

dios de las componentes conexas.del complemento del Cantor,

.Sea T un ndmero irracionsl y r, la ratecifn de un -
éngulo 2Tz ; Sea 0 una de aus. Grbitas,

S5ea § una biyeccibn gue conserva la orlentaciﬁn,deﬂ-,,‘
nida de 0Q seobre 0. .(El lema 2 nos garantiza que existe ¢ ).

Definimos ~ f: Q- Q

gagroged

Esto nos garentiza que, -de poder extender f a un
homeomarfismo del circule que conserve le orientacifn- Q seré.
una de sus bdrbitas y el nimero rotacional de f serbd t. *

n -t l
* Tenemos que si = ToGeY¥ , entances *‘f = yo Ve of .
§1 llamamos p 8 Y4°4) entonces (4" * '(P) . De agu! te-
nemos que la Hrbite de f que pass por q ¢35

f£ W ez gUor = Q

Ademéa como Y es una biyecclén gue conserva la orientecibn
¢l nimero rotacional fes € (ver Teorema 1 de este capitulon).
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5e puede extender f =8 todo el circulo, obteniendo
un homeomorfismo del circulo que conserva la orientacifn. E1 -
hecho de que f se pueda extender de ests manera, depende mu--
cho de las caracteristices de ( que ya hemos analizado.
Aqui no construiremos la extensién de f, lo haremos de forma ~
detallada en la siguiente seccién, sfloc mencionaremos una de -
las propiedades que cumple que nos ayudaré a8 visuaslizar su com-
pertamiento dinémico.

Resulta que ? se puede extender de forma continua al
circulo, sin que invierta 1la orientacibn en ningdn lugar"*, A
eata extensifn la llamaremos q . Ademés se sigue cumpliendo en
todo el circulo gue

Go4 e o
Describiremos brevemente a q .

Llamemos q, = fi(q) vy py= ri(p) donde p =4 (q),
y (ai'bi) a la componente conexe del complemento del Cantor gue

contiene a gy«

:P manda a cada intervalo [ai'bij al punta p, y en
el resto del circule —t@ es uno a uno. As{, manda a la unifn de
los intervaloa ai,bi} sghre 0 y a casi todo el Cantor (a excep
cibn de los puntos de la farma 8y 6 bi) en el complemento de 0.

¢
e.'§=‘?°°
)

>,
>

* 0 sea gue podemos dar un levantamiento de la extensz16n de ¥
que sea une funcibén no decreciente.
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Utilizando la propieded (1) se aobtiene facilmente que
o -
Qo-.f z oY

Rel,si § es un punto del circulo tenemos que se cum

ple lo eigulente: " )
(£7q)) = (™
- donde §=J(1) Y . )=u

0 ses que q le estd asociando a le Grbite de f que pasa por
G una bGrbita de rp,8 saber la que pass por § = q}(&).

5in embargo si § € a&[ai’bi.] , entonces P esté
en 0O, por lo que (?1e mgocia a une infinidad de éGrbitas de f
(todes lams gue parten de puntos de .U (a,,b,] ) una sola Grbite
de r:0." Como t? es fal en los demls- puntos y (? es sobre,
entonces cada brbite de r, distinta de O eatd asociada a una
sola Grbita de f.

Podemos pensar que es posible deformar de forma conti
nua la estructura orbital de €, ldentificanda une infinidad de
Grbitas de f en una sols Hrbita de ry,y a cada una de las -~
otras Arbitss sblo deformarlas hasta llevarlas a una 6rhita de

Tg.

Ahora’ veamos la estructura topolégice de las 6rbitas
de ¢f.

Empezaremos por las 6rbitas gue pasan por .Uz(ai.bi),o
A
sea por el complemento del Cantor.

-

* Esto se puede demostrar facilmente por induccifén sobre n ys
gue 8l suponemos gque se cumple para n tendremos que

Qofnt': Gofod s wogodtz o e Q="
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Para esto,veamos gquién es f(ai'bi)'

Tenemos gque

§(4Las,bil) = G (4 Lag,0l) «Pias

por lo gue

flas b3 < Las,,, bial

Andlogamente usando (1) para n = -1 se obtiene que

.‘f[ail b,"-l o Lau'ﬂ,. b-('ﬂ]
Por lo que f[ﬂ,{,'b_"] = [qi~‘lob4"]

y como f es un homeomorf 1emo que conserva la orientacién,tene-

#(a.i, Y= Qiay Tf(b_{) =biv -{;(a_‘-, u;‘) 2 (A4s, b.‘-w)

Ref 81 G @ ua ,b,), entonces su 6rbita constard de

moe gque:

un punto en cada intervalo (Bi,bi)- Asi, vemos que su &rbita
consta de una infinidad de puntos aisladaos, Poniéndolo en simbp
los, tenemos. que,llamande ﬁ a la frbite de f que pasa por

§, ésata cumple con:

an*=¢

Es importante preguntarse cuédl es el conjunto de pun--
tos de acumulacién de @, ye que &ste serb el lugar donde se en-
cuentra el futuro remoto (y el pasado remoto) de los puntus de

Q-

ra
Se puede ver que § = ¢ (donde C es el conjunto de

Cantor).

Ahora anallzaremos las frbitas de f que pasan por el
conjunto de cantor.

Comenzaremos viendo cufl es el conjunto de puntos de
acumulacién de cada una de estas Grbitas.
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Sea 56 C vy @ 1a frbite de f que pase per §.

§1 § = a, pare alguna med , entonces su Grbita eg

ré precisamente (recordemos gue se vié gue

e
n'ne
f(ai) = a, +1). El conjunto de puntos de acumulacibn de a es
precisamente el Cantaor.

Ahora supongamos gue a es cualquler punto del Cantor
a excepcifn de los de la forma ay b by«

a = <
a estd contenida en C, ya que Q 1loesta, y L es
un cerrado. '

Se puede ver que Q" es todo C*.

* Daremos un esbozo de la demostracibh:

sea caC y V un intervalo sblerto que lo contlene. Se pue-
ﬂe ver que ) es un intervelo; como la &rbita bajo T, de t?(q.)
, ea densa se tiene que: ’

on&v)+g

Ademéa,ée' puede escoger N arbitrariamente pequefia, tal que

(T'(Q(V‘) )'V; y como Q@ esth en el Cantor menos los. puntos a
o b,, tenemns que -t 1
1 ue §-(5) = Q

Por 1o que Qave@d-(dadw)) + 4
E 4

0 sea €& es punto de acumulecibn de Q.
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Aal, tenemos que las Grbites que pasan por el Cantor,
tiene como conjunto de puntos de acumulecién el mismo Cantor, =
Ademés, 81 una Grbita pasa por el Cantor, nunca se saldrd de él.
Por lo que,cede &rbita de este grupo estd formada por puntoe que
son, todos ellaos, puntos de acumulecibn de sf misma. O sea que
estas &rbitas cumplen con: G.l qa 6‘-.&'

Para finalizar,resumiremos brevemente el comportamien
to de f.

La estructurs orbital de f 1la podemos deformar de
forma continua en ls estructura orbital de la rotacifn que tie-
ne el mismo ndmero rotacional que f, Esta deformacibn consiste
en identificar une infinidad de 6rbites de f 'y traneformarlaa
en una gole 6rbita de la rotacién mencionada. Cada una de las
» ntras<6rb1§aé de f sge transforma en cada una de las otras Or-
bitas de la rotacién. '

, ‘ ~ Este segundo tipo de érbitas, junto con 2 Srbitas més
forman el conjunto de Cantor, el cual ea el conjunto de puntos
de‘acumulacién‘de cualquier frbita de f.

~Las arbites que esthn contenidas en el Cantor estén for
madas por puros puntos: de ‘acumulaclbn de si mismas & ses quecum

plan: B 5 na“_’@

Les orbites gue estén en el complemento del Cantor es-
tan formadas por puros puntos aislados & sea que:
CRNQt=g
cada una de ellas pasa una sola vez por cada compunente conexa
del cumplementu del Cantnr.
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OTROS HOMEDMORF ISMOS CON ROTACIONAL IRRACIONAL QUE NO TIENEN
ORBITAS DENSAS.

Sea f el homeomorfismo con el que hemos venido traba
jando y llamemos g = Fz.

Sea q un pﬁntn del circulo. La Grbita bajo g de g

{g@,, = 14 @ nea

por lo que la drbita bajo g de g esth contenida en la Grhita
bajo de f de §. Para cubrir toda la frbits de f ngcesitamos
dos 6Grbites de_ g: la gue pase por q Yy la gque pase por f(1)‘,

Recordemos la propledad 1.
LQO £ = “:o(f
De aqui se abtiene gue

Qo(% ) r:o(f
q(a”'(q)) = (e2)ee) donde o =4(q)

por lo que
S1 g es un punto del complemento del Cantor y (ak.
bk) la componente conexa de este conjunto gque lo contiene, tene-
mos que ¢ esth identificendo la érbits de g que pasa por q
con todas las 6rbitas de g que pasan por puntos de [ak,bk] y
los estéd deformando en la Grbita de la rotacibn rg gue pasa por

P

Sin embargo, 8 diferencia de - f, éstas no son las ani-
cas. 6rbitas que son identificedas por @ en una sola Grbite de
la rotacién, ya que el punto q' = f(q) no se encuentra en ningu
na de las drbitas anteriores y sin embargo le 6rbite bajo g que
pasa por q' se ve identificade por 4 con todas las 6rbiteas de
g Gque pasan por puntos de [ak + 1 b +1] vy transforma todas
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estas drbitas en otra Grbita de rf: la que pasa par L?(q') (que

noc ea la misma de la gue pasa por Lf(q).

As{ tenemos que,en tento & la eatructura 6rbital,le di
ferencia entre f y g ea que mientras se puede identificar unsa
familia de Orbitas de f en una sola Orbita de ry,se necesita
identificar 2 familias de 4rbitas de g en 2 6rbitas de la rota

2
cibn 1.

En ambos casos el resto de 1as. frbitas (de fe de g) se
identifican de faorma biyectiva con el resto de las frbitas de la
rotacidn correspondiente (r, & rf).

Pasemos shors a analizar las propledades topolégices
de las orbitas de g.

Esto 1o podriamos hacer a pie, sin embergo utilizare-~-
mos -las relaciones que existen entre las Grbitas de £ y de g
'Ipqyt,acunucemus de las Orhitas de F.

Como ya.habiamos visto,une. Grbita de f la podemos deg
componer en 2 Grbites de g. '

Sea Q la orbits de f que pasa por g vy sean 01
y qz las orbitas de g que pasan por q y f(q) respectivamen
te. Tenemos que

Q=Q,v 0,

Comenzaremos por ver cuél es el conjunto de puntos de
acumuiaciﬁn de una. &rbita de g, por ejemplo de Q4. Obviamente
este conjunto esté contenido en el Cantpr ye due ﬂ1 cq vy Q%
es el Cantor. E1 probleme para encontrar los puntos de scumula-
clén de qy seria gque Oy uz estuvieran distribuides de tal
forma en el circulo, que no bastarsn los puntos de acumulescibn
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de una de ellae para cubrir el Cantor; o sea que Q1 estuvdese
muy cargada hacis una parte del circulp y Qz haclia ogtra. Vere-
mos que esto no es asf.

LLamando 04 y 0O, a las brbitas de rE que pasan por
@<a) y \P(r(g)) respectivamente, tenemos que

4(Q.)= O, ¢ (Ge) = O

ademés, ¢ no invierte la orientacifin, por-lu que cusalquier pro--
piedad referente al orden que tengan las brbitas de las rotacio-
nea, la tendrén las O6rbitas de g.

Vemos que D1 y 02 esthn entrelazados, pues ambos con--
Jjuntos son densos en el circulo. As{ también estén entrelazadas
Q1 y qz. Eate habhn'lo podemos enuncier de manera més precisa
diciendo que: entre dos puntos cuslesquiera de Q siempre hay -
puntoa de  Q, v de Qz.

Con esta propiedad es Phcil checar'que los puntos de
acumulacién de Q4 es tado el Cantor.

Con esto vimos que en el caso de g, al igual que en
el caeso de . f, el conjunto de puntos de acumulacibn de cualquier
6rbita es el conjunto de Cantor.

' Ahora tomemos un punto ﬁ del complemento del Cantor.
51 g estd en un intervalo de la forma (ai., bi.) con ie par,
su OGrbita consta de un punto en caeda intervelo (a,, b,) con i
par(enflogamente si 1 ‘es impar). Por lo que las Grbites que es
tédn en el complmento del Cantor constan de puros puntos alslados.

Si g es un punto del Cantor, entonces todeos los pun-
tos de Q1 serén puntos de‘acymulacién de s{ misma ye gue

R,cqce* -:Q:L
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Ag{, vemos gue las propiedades topnlfigices de las 6rbi-
tas de g s8son exactamente las miemas & las de las fArbitas de f.

De furﬁa anAloga podemos anslizar el comportemiento --
del homeomorfismo 9 = fk.

Es claro que el conjuntn de puntos de acumulacibn de
cada Orbite de 9, €8 el conjunta de Cantor; edemfs hay 2 tipos
de 6rbitas: las gue estén contenidas en el cantor, gque estln --
formadas por puros puntos de acumulacién .de 81 mismes y las gue
estédn fuera del Gantor, que estln formades por puros puntos aig
. lados.

En tanto a su estructure orbitel,tendremos k fami--
lias de 6Orbitas de g, con la propiedad de que ¢ identifice o
cada familia y la deforma en une sols Grhita de le rotacibn q:
(o sea de le rotacién que tiene el mismo nGmero rotaciocanl al de
9«); obteniendo as! k Grbitas de rt que provienen de k  fa-
_milias infinitas de OGrbitas de O+ '

Cada una de las otras. Orbitas de 9, se ve defbrmaqa

en una- Grbita de rg, cubriendo ae{ la totalided de Grbhitas de
k

Tg e

Finalmente esbozeremos un Gltimo ejemplo de un homeo-
morfismo h, que no es del mismo tipo que ningumo de los anterip
res,

Sea r una rotacién con rotecionsl irracional v tome
mos una coleccifn numerahle de &rbites distintas de r.

Consetruiremos un homeomorfisma h con ndmero rotacio-
nal igual al de r y tal ude se pueds deformer una femilia de
orbitas de h identificandola con une 6rbite de r ,de las que
escogimos previamente. Y esto hacerlo para una coleccibn nume-
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ble de familiss de Grbitas de h, identificando cade. una de eatas
familias con cada une de las Grbitas escogides de la rotacién.

Para esto llamemos 0,, ... 0 , ... & les 6rbitas de -
1a rotecién escogides y 0 a su unibn.

Sea C el conjunto de Cantor y escojamos un punto de
cada una de las componentes conexas de su complemento; a este --
conjunto de puntoe lo llemaremos Q.

Aseguramos que se puede definir'una‘biyecciﬁn { de
sobre 0, gue conserva la orientacién. Esto se puede hacer,ys
gue { es densg en orden (ver lema 2).

Ea méa, ;’ se puede extender a todo el circulo de for
ma continua, sobre y que no invierta la orientacifn en ninguna
parte.

Ests extensitn menda a la cerradura de cada componente conexa del com-
plemento del Cantor aotire ceda punto de O Yy en el resto del cir
culo es inyectiva y cubre el complemento de O. As{, tenemos
que f es anéloga = 1ls funcién q‘qué construlmos anteriormente;
la diferencia es gue en este casa 0 consta de una infinided
numerable de Srbitas de r.

También se puede definir un homeomorfismo h gue con
serve la orientacifn y que cumpla que

f.h =vof y h@:=a

Este homeomorfismo h cumple con lo gue deseBbamps,
-ademfs se pusde ver gue el conjunto de puntos de scumulacién de
cada una de sus frbites es el bantor vy que hesy 2 tipos de brbi-
tas: las que estén contenidms en el Cantor, que estén formsadas
por puroce puntos de acumulacifn de si mismes y las que esthn fuera
del Centar, gue aesthn farmados de puros puntos aislados.
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‘Los argumentas para)demuatrar las propiedades enuncia
das acerca de h serén totalmente anflogos & los Que ys usamos

en los ejemplos anterlores.

3. PROPIEDADES Y OTROS CONCEPTDS INVOLUCRADOS.

En ests seccifn’veremos las porpiedades de los homeo-
morfismos con némero rotacionsl irracional y algunas conceptos

Gtiles para describir el comportamiento de éstaos.

3.1 w-Limite.
Como ya hemos comentado, el w-limite y el A-1limite -
son conjuntos importantes para entender la dinfmica glabal de un

homeomarfismo. Empezaremos par analizar estos cnnjunius.

En ei caso de. firbltas infinitas, los puntos de acumy
lacifn de una Grbita dada son los puntos del w-limite o del
A -linite de dicha érbita. En los ejemﬁlda que dimgs en la
aecciﬁh anterior vimos que este conjunto es el mismo pere cuale
~quier érbits. En el primer ejemplo, como las brbites son den--
sas, el conjunto de puntos de acumulecién de cualquier Arbita
es todo el circulo. En los ejemplos éigulentea el conjunto de
) phntos de acumulacibn de cualquier Grbite es el conjunto terna-

rio de Centar.
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Oe hecho se puede ver que,en general,el conjuntc de pun

tos de acumulacibn de une Grbita, no depende de la Hrbitm.

Ademfs es fécll ver gue el w~limite de une Arbite es --

igual & au £ ~limite,

En el anexo se demostrarh el siguiente:

Teorems 3. Sea f un hbmeomurriamo con rotecional irracional
Q y dpa:de sus. brhitae, entbnéea:

8) u-llmite Q = & -1im Q

b) u}llm(d) - ‘u-lim(ul)

se denotaré por w(f) a este conjunto.

La demostracién del inciso b) depende fuertemente de
que.chliquiei_pareja de.brbgtas‘&l #  estfn entrelazadas entre
s{, en el sentido dé'que,dadus dos pqntﬁa de une 6rbita, siempre

existe un punto de cualquier otra.bfrbite entre ellos,
Para dempstrar @) la clave es observar que las itera-
ciones positivas de un punto esthn entrelazadas con las negati--

vas.

Ahora analizeremos la estructura topolégice de w(f).

" Ver vag.. 117
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Demostramaos en la seccién anterior que 8i una érbita no
es densa en el circulo, entonces es densa, en ningdn lado, por lo

gque también su w-limite ee denso en ningln lado.

Se puede ver facilmente que w(f) es perfecto®.

 Asi tenemas gue queda demostrado el sigulente
Teorema 51 rot f es irracional, entances w(f) = S' §

w(f) es un conjunto perfecto y denso en ninglOn lado.

A un conjunto que es perfecto y densoc en ningdn lado
se le llama un conjunto de Cantor. El conjunto ternario de Can-
tor es uno de estos conjuntos, pero no es el dnico.

Es fAcil ver gue cuslguier conjunto homeomorfo al can-
Junto ternario de Eantur es un bantur. Es mAs, se puede ver que
cualquier Eantnr es homeomorfo al conjunto ternarlo de Cantor.

E1l Tegrema anterior lo podemos interpretar diciendo
que w(f) es todo el circulo o es,escencialmente, el conjunto ter
nario de. Cantor, modulo un cambin -de coordenadas,

* w(f) es cerrado pues es un conjunto de puntos de séumulacién

garemol qu? :a perfecto. ‘

ea q & u(f), como ‘w(f) no depende de la. 6rb

‘existe una sucesifn de enteros pn' tal que r_lta‘,..l::;:nfes‘
Ademas ,f(w(g)) = w(f) (esto me dSmoatrarb posteriormgnte) -
por 1o que §"%¢q)&w($) de donde 9 &u(r)® pueo?'r"n(q) ¢ q
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A estos das tipos de comportamiento se les dan los si-
guientes nombres:

Definicibn, Sem f con rotacionsl irracional.

a) 81 w(f) = 5', se dice que f es transitivo.

b) 51 w(f) .es un Cantor, se dice que f es intransi
tivao.

El término traneitivo ee refiere s que las firbitas de
f *"transitan" par el circula.

3.2 Conjuntos Invariantés.

Definicién. ~ Se dice que un canjunto D es invariente bajo f

;i r(p)CD.

51 D es invariante, entonces al Lterer cuslquier pun
to de D, siempre caer& en D. Si tanto O como 0% son conjun
tos invariantes, ehtuqdee la 6rbita de cualquier punto de D,
estaréd contenida en D*. '

Se puede ver facilmente que tanto el w-1im Q como su
complemento son conjuntos invariantes**.

* 51 f es una biyecci&n,‘camo en nuestro caso,entonces D y

p® son invariantes 8i y solo si f(D) = D.

** Sea p € w-1lim Q, sea if"%(q) unaz;suceaibn tal que %&:t”'n“ z®
Ny

y‘&m f (q)=P tenenos gue RIS f (Q)"(ﬂ por lo gue ¥(9)QW"“‘“‘G
v ‘ (p)eﬂlM\Q Y como f es una biyeccibn, se tiene que
wedim @ v P(W-Am Q)
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Definiremos agui otros dos conjuntos importantes que

resultan ser invariantes.

Puntog Recurrentes.

En los ejemplos de la seccifn anterior vimos que,en
tanto a su estructurs topollgice,hable dos tipos de Grbitas: las
formadas par puntos alslados o sea que cumplen

Qne*= ¢ ,
vﬁlaz que todos sus puntos son puntos de anumulaciﬁn, 0 sea que
cumplen

Aner=Q

51 observamoe esto desde el punto de viste dinémica,-
tenemos gue un punto gue se encuentra en una drbits del primer
tipo nunca vuelve & acercarse al lugar donde se encontraba y,
al contrario, un punto de una 6rbite del segundo tipa, al {terar
la funcifn,eventualmente se acerce tanto como se guiera al punto
de partida.

Esto motive le sigulente definicién.
Definicibn. - :

®w) p es recurrente bajo ¢ si dada cualquier vecin-
dad de p, Vv, existe un entero n # D tal que
'qkajpo eV
b) Denotaremos por R(f) al conjunto de puntos recu--
rrentes de f.

En términos de easta definicibn, tenemos gue en los
‘ejemploa hay dos tipos de 6rbitae: las formadas por puntos recy
rrentes y las formadses por puntoa na- recurrenteg y esto se
pusde formular de forme més sencilla diciendo que tanto R(f)
como su complemento son conjuntos invarisntes.

Este hecho es vélido para cualquier homeomorfismo
(aln los de rotacional raclonal),
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Propaeicibn R(f) vy su complemento son conjuntos invariantes®,

Puntos no errantes.

En los ejemplos de homeomorfismos intransitives vimos
que f manda cada componente conexs del complemento del terna--
rio de cantor en otra companente conexa del mismo conjunto y que
las iteradas sucesivas de éstas nunca regréun a la original.

Rel,vemos gque un punto que no eat8 en el gantar, no 8d
lo es no-recurrente sino que hay una vecinded de &1, que ml ite-
rarla,nunca se vuelve a intersectar con la original.

Definicibn.

o —————————

a) Se dice que p es un punto errante sl existe une
vecindad de p, V, tal que para todo entero n,
distinto de ceroc se cumple gue f“(V) NV =¢

b) Al conjunto de puntos gue npo 8son errantes se le de

nota por £.(4)

s Sea q€R(f) , sea \ una vecinded de f(g). Sea Us ') .
U es una vecindad de g. Sea n tal que"?{)ﬂ), entonces f?")c‘f
Por lo que ‘(u{))d\(ﬂ. Pares demostrar la otra contencibn ab--
sérvese que R(f")ﬂl«)y aplicendo lo anterior tenemos gue
'R e AW
o sea R({)C -2(9\“) ).
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Proposicién 4. S2(f) vy (f)® gon inveriantes (ver demostra-

ci6n en el anexo pag. 121 )

El conjunto de puntos recurrentes y de puntos no-erraen
tes son importantes, entre otres cosas , porque "acotan" al u-li
mite vy 8l o -limite de las érbitas.

Es inmedieto,de la definicidn de estos conjuntos,que

g < Q%m w(dva®) < S2(4)

4
En el caso de homeomorfismo con rotacionsl recionsl,

ea sencillo ver gue el conjunto de puntos recurrentes coincide
con el conjunto de puntos no errantes y con el conjunto de pun~-
tos periodicos.

51 f es un homeomorfismo transitivo, todos los pun--
tos del circulo son recurrentes, por lo gque también se cumple

e R = wd) = 2f)

En los ejemplos de haomeamorfismos intransitivos que -
dimos, estos tres conjuntos coinclden entre af y con el terna--
rio de Cantore '

Teorema 5.. Si f es un homeomorfismo que conserva la orients
cidn, entonces ' U =
' - we)va@) = J?.f:f)
R(ﬂ Qorb. §

Adembs si rot f es racional, estos conjuntos coinciden con los
puntos perfodicos de f. 51 rot es irracional se ohtiene

R = W) = ()

3.3 Deformeciones de homeomorfismos en rotaciones,

En los ejemplos vimos que la dinémica de un homeomor-
fiamo no transitivo, es en clerts medide parecide a la de une

»
Ver pag. 122
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rotpciﬁn irracional, sblo que para algunas 6rbitas de la rotacién,
na corresponden “Grbitas de puntos" del homeomarfismo menclanado,
sino "AGrbitas de intervalos®.

0 sea que se puede deformar continuamente la dinémice
de un homeomorfismo f en la de una rotacibn adecuada, pero"apa-
churrando" algunos intervalos en puntos.

Vimos. tembién gue el lugar donde la "deformacifin" es -
inyective es "casi todo el conjunto de puntos de acumulacibn de
una. frbita" o sea casi todo'f2 (F).

Para formalizar estas ideas daremas las siguientes defi -
niciones,

Definicibén. Si . f y g san dos hameomorfismos de 5',‘de dice

que f vy g son conjugados. 8l existe un homeomorfismo
({ : S'=»S8!' que conserve la orientacibn tal que

qotzge e

se denota . fe&lg.

Como ya vimos, si f y g son conjugados entonces pa-

ra cada ge S5'' se tiene
Y ) =9 ¢m9))

Por lo que 8 ceda érbita de f, se le asocia una ﬁrbita de g ~--
con las mismas propledades topolégicas y de orden,puesto que
es un homeomorfismo que conserva la orientacién. Es més, como Y
es la misma pare bualquiervﬁrbita, entonces toda la dinfmice ge-
nerada por f seré "igual" e la generada por g.

Debilitando este concepto definimos:

Definicifin. Se dice que f es semiconjugedo @ g(f~g) si

existe una funcién (denominada semiconjugecifin)  (f : 5'=s5' --
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continua, sobre y que no cambia la urientac16n tal gue

Yo% =90y

_Este cunbepto corresponde 8 que algunas Grbitas de o
pueden representar "Srbitas de intervalas® de f.

51 una conjugacifin o semiconjugeci6n no estéd definide
en todo el circuloc diremos:

Definigibn. Sea ‘A un subconjunto de S' invariante bajo f,

se dice que f es - A-conjugado (0" A-semiconjugado) a g si
‘exiite una funcifn ('P.'A_’ 3"

‘que conserva la orientacibn (¢ que no camblia la orientacién) tal

que @o4(9) = go4(3) para geh

En estos casos denotaremos
#1“% : (& " % reapactlvamente)

_ ‘ Con este lenguaje, se pueden simplificar ulgunqu pro--
piedades. Por ejemplo,el teoreme’ 1 queda ‘en estos términos:

vTadrema. ‘ S{ rot f es irrecional y r es unalrntaciﬁn‘v Q

es una Grbita ‘de f entonces

= . ~
rot § = vOte iy selo sl '{-G".
La descripcibn de 1a dinémica‘de un homeomorfismo con
rotacional irracional, se puede Tesumir y preciser en el liguiln
te teorema:



+ Jeorema 6.

‘Gea T = rot f, & irracional

- Bea r lm rotacién con rot r= T

Entaonces
f es - semicocnjugada & r

y la semiconjugacién es a lo més 2:1 en $L(F)

y ésta manda a la cerradura de cada componente conexa de S2(f)°
en un punto. ‘ :

-La idea de la demostracibn es similar a la que usamos
en los ejemplos pare conatruir  un homeomorfismo: intrensitivo,
‘0 sea tomar. una bdrbita de . f, tomar le biyeccibn que conserva -
la orientacibn definids por v

. q( *ﬁ(q.) ) e ('Pc)
extender a ? 8 todo-el circulo,y ésta serd precisemente le semi '
con Jugacién. ‘ o

E€ate teorema se demostrarf-en el anexn’ antes demos-~

trando el siguiente

 Lema técnica 7.

- Sean X, YCS'" tal que Y -es denso en §'

51 existe una hiyeccifn que conserva la arientacién

@: >3

Entonces

a) (} se puede extender s una funcifn continua
y sobre que no.cambie la orientacibn

AQ:S*SG

7 Ver pag. 124
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b) Q manda la cerradure de cada componente conexa de
§'-x8 gn un shlo punto, y en el resto del circulo

¢ e lal,
De donde q‘x‘. es a lo mhs 2 & 1

Del teorema se deduce de forma ipmediata una propiedad,
que ya demostramos?

Corolario. 51 f' es un homeomoxfismo transitivo, entonces f

es conjugado a una rotacién.

Finalmente veremos que,dentro de las restricciones que
imponen las propiedades que ys hemos enuncisda, la dinémica de
un homeomorfismo que conserve la orientacién puede ser tan arbi-
treria como se quiere. ' ‘

Més precisamente:

Teorema 8.¢ Sea S un conjunto de Cantar contenido en el circu-

1o, sea ¢ un'nﬁmaro-irracionui, entonces existe f un homeofor
‘'fismo que conserva la orientaicén tal que. '

retf=z 3y W=
Es mhs, sl io..]:‘u una, familis & lo mAs numersble de &r

bites de rg , la rotacién de un éngulo 2We ; se puede escoger f
" tal que para slguna semiconjugacibn tf de f =& r;'sa cumpla:

@) = j;tﬂ(?vn

Aclararemos qué significa le segunda parte de este teo
rema.

Se puede ver facilmente que b, 8l l{y (f' son dos semicon

* Ver pag. 129
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Jugeciones de f & Ty entonces sélo difieren en una rotacifn, o
sea, existe r , rotecién tal que Yo¥=¢' , por lo que st
@ (R« U, Om
entonces G'(xe) = 0 O -
donde D) es la brbita de la rotucibn rg determinade por Om = (Onm)

N

Ael, tenemos que el hecha de que ?(2') '_(.1‘0*\ estd mer--

cando el niimero de "Grbitas de i{ntervalos" de f, que se colapsan
a "6rbitas de puntos" de Ty v el orden gque guardan. éatas entre si.

Para resumir estas propiedades, desremps la siguiente

Definicién.

Sea f un homeomnrfilmn con rotacional irrscional.
Se dice que ZI“L Ia un generador del conjunto de pun
"
tos errantes de f ai JZ(f)e d W £ (Ew)
donde cads Im es unln componente conex‘a dc _ﬂ_(f) v
. £ (Im) N 2 (T ) =4

para cada pareja dl enteros n h‘ oy ceda pereje m,m'e .. N 10}

A H(f) se le llama el lndice de f y, en el caso que
f sea transitivo, convenimos en que el Indice de f es cero.

Usendo estos cnnccptol, una consecuencis inmediasta del
teorems 8 es:

Corolario. Sean .SL un conjunto de Cantor, & un irracional vy
M un natural o infinito. Existe un homeomorfismo f tal que

SLgy=R vetd =z = M) =

La idea para demostrasr el teorema 8 ®s tomar un punto
de .cada componente conexa de -ﬂ.‘y definir una biyeccibn gue con-
serva la orientacién de este conJuntu sobre 'On, ests biyeccibn
se puede extender una funcibn de todo el c!ruuln que no cambia
le nrient_m:i&n. As! gquedaré definide l.e .
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Conocliendo (f es sencillo construir un homeomorfismo
f tel que q)o-f = oy
Claramente rot f = &
Para demostrer elgunos detalles de lo esbuzadu y que
KN =R 9y YR = yom

se utilize el lema técnico, el teorems 6 y el siguiente

tema 9.™ sea <2 un conjunto de Cantor contenido en §'. Sea Q

el conjunto formado escogiendo un punto de cada componente cong
xa de %,

Entonces.
_a) Qa-ﬂ-

b) Q es denso en ofdln

b, CL“!IFICACIUN D£ HDHEDHORFISHUS con NUHERD ROT“CIUNAL
IRRACIONAL.

Lo que haremos aqui e clasificer los homeomorfiamos
que tiensn nimero rotacional irracional, en tsnto a las caracte-
ristices cuelitativas de le dinémice que generan.

Algunos de los conceptos relaclonadas con este dindmi-
ca son el nimers rotacional (rot(f)) el conjunto de puntos no
errantes ( S2(f)) y el indice (M(?)).

Hemos mencionado ya que dos homeomorfismos conJugudhl
tienen dinémices "eguivalentes". Ests ides le reforzeramos vien
do la rllaciﬁn que hay entre §stos,en tento @ los conceptos arri.
bl'menciuninua.

b Ver ph’g. 128
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Proposicifn 10,
51 f#% y { es una conjugacién de ¢ 8 g entonces

a) rot f = rot g

b) S% (f) es homeomorfo & JUg). Eete homeomor
fismo esth dado par la conjugacibn § (o sea

fRA) =~ 2qgp.
c) M(f) = M(g)

(Ver demostracién.en el anexo pag. 132)

Viendo altu,‘n natural clesificar los hoemomorfismos
observando si son conjugados o no. ’

Paras formalizar esto, bastas observar que la relacién
72 g es una relacibn de equivalencia, ls cual por lo tanta, {n
duce clases de equivalencis.

€1 problema centrel ser& encontrar suficientes prople-
dades de la dinémica de un homeomarfismo, pars que queds determi
nade la clase de equivalencia a ls gue pertenece.

Ya hemos visto que s1 £ es transitivo o sea M(f) = O
y rotf:eR-Qentonces f ¥ r, (donde r. es la rotacibn de un

&ngulo AWMz ) (ver teorema 6.)

Como & aes una relai:ibn de equivalencia tenemos que a8l
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M(P) = M(g) =0 y rot f = rot g entonces f = g,

(Bastari la igualdad en el ndmero rotacional y del =~
{ndice para determinar la clase de egquivalencia?*

. Veamos qué pasa ‘81 €1 indice es uno. Sean f y g
homeomorfismos con rotacional ® y M(Ff) = M(g) = 1.

Esbozaremos la construccifn de una semiconjugacién de
f a g. '

Sea I un generador de J2 (£)% y J uno de Jz(g)c. Pa
demos definir un homeomorfismo

| §:I—v

que coneerve la orfentacibn.

tate se puede extender & una conjugacibn
4 1R S2(q)
de tal forma que

H (4"xy) = gq"J)

§C4D) = a(fw))  para 46 R(H)C

51 pudieramos garantizer qua"f- conservara la orienta
cién, por el lema técnico tendrismos gue f se podria extender a
§', continuamente y conservando la orientacibn.

* En el ceso intransitivo, el conéunto de puntos errdﬁtés es un
conjunto de Cantar y todos los (antores son homeomorfos, por lo
que (b)nu influyc en determinar la claae de equ!valencia.
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Coma { conserva la orientacifn en cads componente co-
nexa de S¢ (f)c, basta ver gue § no esthé cambiando "el orden
de lma componentes conexss de S (F)Cn.

Mas precisamente: sl g, & I y Qp es la 6rbite de
f que pasa por gq, entonces hasta ver que

£,

conserva la orientacibn. Veremos que esto Oltimo es cierto.

Sea ¢ una semiconjugacibn de f a r, y { una de
g 8 rp, O= @R, O ¥(RN(Q)H*), Oy= £(G¢)
D y 0' son.érbitas de ©, y Gy de g

g L™
)

—— L8
% Y» -7 o‘bt

Qy

¢

Se puede ver que hay ‘un_a rotacibn tal que r(0) = D',
esta rotacién es una conjugacibn de rg & 1r,. Entonces § cum
ple que

l{/o{ = royf

51 restringimos Y a Qg tenemos que y' es invertible
de dund_e ‘

g,a‘ = \r"o \"o‘(f

Por 1o que f/qe¢ conserva la orientecibn, pues Y.', r
y lf lo hacen. '
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Con esto hemos demostrado que si rot(f) = rot(g) vy

M(f) = M(g) = 1 entonces f X g.

La diflcultad surge cuando el {ndice es mayor que uno.

Agu{ enfocaremos el problema "al revés". Supongemos que f X g
y gue M(F) = M(g).

OO

¢

gO-—-——-~-—->O

Sean Y ,f , ¥ como antea. Tenemas que ¥°Ff es una

P S

semibunjugabibn de f a r,. Como ¢ es otra y todas estas se-
micon jugaciones "difjeren en una rotecidn", existe r rotacién
tal que

ro({: v’o‘

Sean Yy ¢ semiconjugaciones de f & r, . Veremos quu exis
te una rotacibnbtal que roy =¢' , Sea g ¢ 5’

érbita bajo f. Sea r la rotacién tal que rN‘Q‘)-?‘mSQndo
que Gleraret™ | g5 inmediato que veq({t)2v (¢l como

? 4 (;\):l"“W' Q\) tenemos que

Por continuidad se obtiene que P‘V‘.m{) ‘f'&u) y rey y 'Y

- no cambias la orientactén, y colnciden en un conjunto cuya lma-

gen es un denso, por lo que roy = (f‘
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De aqui{ obtenemoe que
Y lRE))) = ¢(£ () = y(2(9)*)

Resumiendo: lo que vimos es que 81 f M™g y Yy v
son semiconjugacionee de f y g respectivamente a ., enton-
ces existe rotacién r tal gue

rCQPIR(4)¢) = p(RG)*)

Resulta gue esta condicién, junto con el rotacional,bas
tan para determinar la clase de equivelencia de un homeomorfiamo.

En el anexo se demuestra:

Teorema 11. 51 f y g tienan rotacional irracional y Yy §

© son semiconjugaciones de f y g @ las rotaciones correspondien

tes entonces
f29

sl y sblo 84 se cumplen las condiciones

1) rot f = rat g

1) Existc una rotecién r tal que
Flq(R4)*) = ¢ (Rig))
Para demastrar este tecrema, ée demostraré primera:‘

Lema 12. 51 rot f y rat g 8son irrecionales, entonces
£¥9  siy solosi { %9

El teorema 11,81 bien es impnrtante en tanto gue da con
diciones necesarias y suficientee para saber sl dos homeomorfis--
mos son conjugados, no estd formulado explicitamen
te en térmings intrinsecos del homeomorfismo.

Lo que haremos primero es entender el significado diné-

* Ver pag. 133
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mico de la condiclén
CeRLR®)) = T y)e) (1)

y despufs plantearemos un teorema equivalente en términos de prg
pledades directas de f y g, o ses,sln hacer alusién & semicon
Jugaciones y a rotaciones.

Sabemos que

M)
(W) = U Om

we,
donde cede 0, es una- Grhita de la rothcién r, . Heclendo lo -
anklogo para g obtenemos que
ML) 35\ ol

rl(lédu c>1n\) = w
De squi vemas gue para gque la rotacifn r exiate es ng
cesario que M(f) a M(g).

Sin embargo no es suficlente, por ejemplo si
M(P) = M(g) = 2, y 84/0,,04 y 0 son cuatra 6rbitas arbitrarias
de r , no necesarismente existe une rotacién r tel que

(0 L0) =0l voy

Esto es fécll ver, puesto que una rotacién eatd deter-
minada por un &ngulo®. '

iQué propiedades deben cumpilr estas 4rbitas paras que
exista la rotacién r?.

Se ve Que la existencis de tal rotaclén es equivalente

* Recordemoa gue el teorems A nos garantiza la existencie de f

y @ tales que g(R(4)¢) 0,00, y (YY) 2O VG



a que: dados Py € U1 existan pi € Ui tales que

g (v, R§ = &P R]

Se puede decir,en términos vagos,que el 4ngulo entre
las Grbitas 01 y 02 debe ser e] mismo que el determinado por -
las 6rbitas Ua v Oé 0 que la forma en que esthn intercalados
04 y 0, debe ser la misme en gue estén Dy Ué.

Como ? y ¢ no cembian la arientacién, podemas inter-
pretar a (1) como gue la forme de intercalarse las "6rbitas"
de los intervalos generadores del conJjunto de puntos errantes -
es la misme para ,f y para g.

En lo que sigue se trabajar$ para camblar el enunciadc
del teorems 11 poniéndolo en términos de propiededes directas de

f v g.

La idea es definir lo que serd el &ngulo entre dos 6r
bitas de una rotacifin Ty y ver gue unaes Grbitas dev rp e pueden
rotar simulténeamente en otras,si los éngulos entre elless coinci
den. Con ssto se podrk determinar la clase de 2gquivalencis de
un homeomorfismo con ciertos "éngulos™ y el nimero rotaciaonal.:

Empezaremos definiendo el éngulo entre dos &rbitas de
18 rotecibn rg .

Sean pye D1 y P « 02. Buscaremos une relacifn entre

(PR yRUT(®), fF (S
Sean X, ¥ xzbcuordenadas de Py VP,
L1, 7S = (- %) modtL 2T -
§ el R), M) Y (X ¥NT = ZeomE )mdd 2T
Por lu'que existe k, enteroc tal gue

£80, 7] = L2 ), )l + (in-nlz v |

- Para definir formalmente»4{01, 023 usaremos que la
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relacifn Yy definida por
od vz B
si existen.enteros ky Y ké tales que

o= prhTe A

es una relacibn de egquivalencia.

Derivtaremos por [‘]‘ la clase de equivalencia de « ,

Definicién. S§i 0, y 0, son Grhites de la rotecibn = de
“finimoe: e n
‘iO.,O,'; = [2,'-'11]:

dande Xy es uns coordenads de algin punto de Di.A

Con esta definicibn es fécil ver que existe una rotacién
r tal que (D, U0,) =0}U 0y siyeslosi £10,6]=2410,4]

MAa generalmente:

: ’ ] et 2R U
Proposicibn_ 13, ~ Baen io"\Smur‘) 10-\!-.- dos familias @&
lo més numerables de brbitas de rg . o '

Existe una rotaclén r tel gue
F(U0m) = UOm

8 y sflo 8i existe una permutacifn de 1Y MY ml-_-hl.'.
. ) , . v

tel que 4 f.ouo'“s .-.!,.tp‘”om;

Se damuaatrs en el anaﬁu pag. 141

Con esta se puede modificer el enunciado del teurnmnk11
en los siguisntes términoce:



99

Teorema (segunds versibn del T. 11),

Sean f y g homeomorismos con rotacional irraclonsl.
Mt M)
iI'm ™ e ’ lJ"" ;‘m-l

generadores de SL(F)® y (p)° respectivamente.

Y vt semiconjugacianes de f y g & re enton-

f~q

si y s6lo si se cumplen las siguientes condiciones:

ces

1) rot f = rot g
11) M(F) = "(g) « M

111) Existe una permutacifn mv—s R de
[1.... 3 tal que

£ § ), gaam = A1), w:n,);

¥
La lquit)alnncia de esta versifn con la primera es con-
secuencia directa de la proposicién-anterior.

. . Lo deseable seria poder guitar la referencis a las se~
micanjugaciones.

Definiremas el éngulo entre dos brbiltas de un hamecmor
fismo y veremos que,con esta definicién, se obtiene que éste es
un invariante tajo cuslquier semicanjugscifin a una rotacién.

Siguiendo la ;du gque usamos para medir el fngulo en--
tre Grbitas de una rotacién, huucauinos una relacifn entre

% for 53 v 4140, $h0Y donde 060, v g€, -
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Sin esmbargo es claro gue como f nn neceseriamente es una rota
cibn, no es de esperase gue la soles medida de estas éqguloa de-
termine la medide de lo que peré X {Q1, 2, [

Recordanda la forme en que se define el nimero rota--
claonal (o see el promedio de los Bngulos entre iteradas sucesi
vas de f), definiremos.

¥(4,4,) = Lim z {44, £ §

¥ (q1. q2§ es el promedic de los. &ngulos entre algunus pun=
toa de Q,y de 0,

La ides ser& shaors encontrar una relacién sencilla en-
tre ¥ (g, a0 v Yoy, rMGay)).

Antes de avanzar més formalicemos eatm idea. Para fa-
tilltar el trabajo usaremas leventemientos de f vy coordenadas.

Definicién. Sea F un leventamiento de f , definimoa la fup

i ——— e ————

cibn

Y(2,2,) = L L R - Py *

h-»00 =0

* Checaremos que este limite existe.
IF‘(a.) ~FiRY | §V=-2,) v
de donde

i 2 [Fi@)-FiEa ] & 12~ 2] *1

Adembs Pl ee creciente, por 1o que F* (2.) F (1':.)

mantiene el mismo signa V¥, por lo que Ya (2, 2 e una s
cesién monbtona y acotads énr tanto converge.'' 2) v 8 8u
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En entos términos lo que nos interesa es poder relacip
ner Y (21;12) con X‘(Fk(z1), Fl(zz)}. Esta relacién ea la -
misma que mantienen los angulos entre puntos de dos Srbites de
la rotacibn r, :

Y (FX(a), FUR) ) = ¥(B, ) vd 2 Lo

donde k, y k, son enteros.

Para llegar a demostrer esto se utilizan algunas propie
dades que se demostrarén en el snaxo (P8g. 142)

Proposicifn.b.
Y' tiene las aigulentes propledades:

) ¥z, 2+ ¥ (2,2,) = ¥(2, )
® Y(a, 2 = - ¥2g, 7))
W) (=, 24m) = ¥(®, Ze}+m para fodo me 2
o) B(a, Pe) = ¥z, 2.)+hz + W gaca algwa meZ
b) ¥(F4e), F"(E,,)): ¥(2,,2) -\-(-(--é) T +m pamalqua wed
e) 54 F' es ofro levantamientc de f, ewnfonces
¥ (FHiR), FYe0) = Y (FAR), Fiee) )+ m
pard alaun me 2.

; Con esto podemos dar una definicibn formsl del #ngulo
entre dos Grbitas de un homeomorfiamo. Recordemase que 8l hacer
lo, para una rotscién usamos la relacién de equivaelencia Vg de-
finida por

X"v;-b“ei exlsten enteros k‘t y k2 teles gue ')‘—:&‘H(,t.*' P
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Definicidn. Sean Q, v Q, 6rbitas de un homeomorfismo f

con rotacional Z . Seen a, v a, puntos de Q1 y Qz res-
pectivamente vy Z1 y Z2 dos de sus coordenadss, F un leven
tamiento de f.

Definimos

2{{0‘)07_5 =[ ¥, 2,) ]5

donde [a‘]a denota la clase de equivalencis de V' .

La propiedad (1ii) garantiza gue no hay problema al
tomar distintas coordenadas de un punto y la (c) que tampoco

1o hay al tomar cualquier levantamienta.

El siguiente pasoc serd ver que relacién existe entre
-4 {Qp Q8 v &l(f(ﬂ.]), g (QZ)S donde (f es une semicon--
Jugacién de f a8 r..(Nbtese gue lf (Q1) v q(ﬂz) son 6rbi--
tas de r.).

81 Qv Q, tienen puntos «q,, g, en la cerradura
de una misme componente conexa de S (f)%, digamos I, entonces
fi(qJ) ¢ 4T por 1o gue el. Angulo entre fi(q.,) y fieay)
ne excederd la longitud de f1(1). De donde la suma de los &ngy
los es menor o igusl a la longitud de S2(F)%. Por lo tento tene

mos que
{ io'; QI! = Lolc

Ademés en este caso | (Q,) = Y(Qz) 'dé donde
X1Q,0,8 = L0, = &{Y(a), v(@.)}

Qe o .
AWM s
L

q(q““«‘h)
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Se puede ver gue si Q., v l]z no se lnteraectan en
una miama componente conexa de -ﬂ-(r)'“', o0 sea gue para toda I ~
componente conexa de SL(P)° se tiene que

QNT+¢ 3 GnI=4
entonces se puede restringir t.f de tal faorma gque podemas hablar

de Y™ y que Gi c (f"(S‘)

Con levantamientos adecuados tenemos que

V(Z|)at_)=¢&;’¢ ___L_. , F‘""(E.)- F4.(h) =

e h+1 fTo

s o L g_ Q"(?{,Mc)-fﬂ(zzﬂ'c)

N> h+i =0

~ donde X =f(i'j) es coardenada de algun punto de (f(@a) y
: .EJ es coardenada de Qj N

Este segundo limite lo podemos interpretar intultiva--

mente de la siguiente manera.
S A




104

La funcidn

A)= 87" (%, r2) - (2, + x)
es periddice de periodo 1.

Nos interesa calcular:

n "
L ) = Az mod 1)
Ny 2 Alie) = nel é A«
AR O J:o
. L))
s1 iAt. mo‘u;;:‘, se encontrara "blen distribuido" en el interva
lo unitario, para n suficientemente grande, tendriamos gue la
distancia entre das puntos consecutlvos de eate conjunto seria

del orden de —-r-:- , por lo que 2_ A(icmodl) Jﬁ'
Amg

-geria eacenqiﬁalmenta'una‘aumu de Riemann correapondiente a la in

tegral _
\/ ' Ax)dx

(7]

54 f"ttene un comportamiento "decente", podemos inter -
pretar ests integral por el Area entre las gréficas de las. funcig
nes §7'(x,+ x> y $7(x, + x) con x « [0,1]

o an - - -

A 4




. ‘
b/A(x)dZ = Area. (AUB)

Tenemos que Area A = Area C de donde

JAcrdx = Area (BUC)

Ademés cada recta horizontal intersecta a la regibn
B UC en segmentos de longitud Xq = Xoi aplicando el principlo
de Cavalieri, cbtenemos que’

j’/\(zr)dz = X, =%
De sque! tenemos que
¥(2,2,) =% -~ X2 |
10, @] =41¢@) ¢a)]

Este argumento estéd suponiendo que la sucesién
14! Modis estd bien "distribulda" en.el intervalo. Esto lo ga~
rantiza el teorema de equiparticién médulo 1 gque dice.

Por ‘1o que

Teorema 15. " (Bohl, Sierpinskii, Ueyl).

Sea A: R—R ‘une funcién de periodo 1 e 1ntegréble,
€ un nimero irracionsl, entonces para todo X, € R
N t .
w = 2 A(%rne)= | A)dz
beeo VM réo ( ‘{! : «

Este se demuestrs en el anexo pag. 144

En el anexs’pe precisard la demostracibn del siguiente
lema: :
Lamg 515,

51 rot. f =& y f es una semiconjugacién de f a r,
sentonces

80, 0.3 ~41¢0a),¢0a)§

*® Ver pag." 147
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donde Q, vy Qz san OGrbitas de f,

Teorema

Sean lIm

de f y
entonces

De aqui se obtiene la 3a. versibn del tearema 11.

Sean f y g homeomorfismos con rotacionsl irracional.

}::‘.’V [Jm}:'_"generadures de 52 <r>;’ﬂ(g)';um y Q’;' 6rhitas

9 respectivamente tales que Q n I, # g v Qn NI, kg

t=9

51 y 86lo ai se cumplen las 3 condiciones:
1) rot f = rot g
11) M(Ff) = M(g) = M

£11) Existe una permutacibn de §1 ... M3 meok.
tal que X {Q, Ong = %106k, &8




CaAaPITULD II.

AN E X 0 .

Tearema 1.

Si f es tal que tiene una Grbita peribdica de perip
do W entonces
i) Todss sus brbitas peribdicas tienen periodo N

i1) El wuw-limite de cualguier brbita es una frbite pg
ribdica.

Demostracibn.
sea (= ti.(‘ﬂSuna brbita de perifde ©
Sean 1;.1;.‘- ‘e T.“ las componentes conexas de 5'0
sea Q uns. érbita peribdica de t .
seaqeQ® y S tal que q_il‘-,'

Como vimos en texto -_—
QnTs = 11 @
Por 1 1 ' 1)
o e e e fm(ﬂﬂ = Q. entonces 'm=“* (

pare elgln entero M

" " " '
Ademés 2* ‘“;Ml en la “ﬁrbita bajo # deq , v { tiene un punto
fijo, por lu que i#‘ (Q\L.gee una sucesifin manftona o un punto.
En este casa por (1) vemos gue es un punto.

-De donde

fh@=e g Mg st
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Con esto queda demostrado (1i).

sea ( una 6rbita de f y q € u-limite
S5es .S tal que Q"GI;

Veremos que,a. la 6rbita de § es perifdice.
sea e QNT,

Por las observaciones anteriores tenemaos gue

. " K o
1@_«:: £(3)=14

De dande

Por otra parte, es inmediato que
RC w-mt (2)

El w=1imite Q consta de 8 lo més Y\ puntos, uno en cB

da IA , pues Q enth formada de sucesiones munbtunaa"‘en cada 1; .

vy por (R) tenemos gue .

a;w-ﬁ"“



CAPITULO III

A N E X 0 .

Teorema 1.

Sea ¥ un homeomorfismo con nimero rotacional irracig
nal y a una de sus Srbitas. Entonces

f'of"=t- sl y sblo 81 ‘@8 recorrids bajo 4
en orden & .

Demostracifn.

. (=) ) Sea F.un levaniamientu de f 'y Z une coorde-

nade de ¢ . ‘ :
Veremos gue Q“"“O L

¢ )= =1"(p) wonse Q=P

conserva la orientacién.

“La, funcién : FZ(x)_‘_Z —td "'Z‘

"] (Fmem) =
)-b-k

necx ™M

Cumple con f("ﬁ"‘k) = §(y

Por lo que buiu ver quef sea creciente ‘para que
conserve 1s orientacién. €En  [N] peg. 42 se demuestrs que es-
to esa clertao. :



110

(& ) Ahora supongamos que Q es recorrida bajo f
en orden & 0 sea qQue
Q-0

¢(¢")) = < (P)

es una biyeccidn que conserve la orientacibén. Primero veremos
que existen levantamientos Q- ’ R y F de l( A Y] # res-
pectivamente y coordenadas Ay g de Pve tales que

.Q.(F"[,j)) = Rn(x) para toda hed (1) ,

Sean @. y F levantamientos de l{ y f y '3 una coor-
denada de @ . ’

Ses A=< f("ﬂ) ' (2)

A es una coordenada de P . |
‘ g(F(,)) es una coordenada de tf(f@))-’-‘ e (P)

sea R el levontamiento de (z tal que_

R(z) = F(Frep) e

f‘F R’I son levantamientos de tfo'{ V“"f y usando (2) y

©~ (3) se ve que coinciden en un punto.

Recordemos que todos loa levantamientos de Funciones
fque conservan la orientacifn difieren por un entero, de esto te-

nemos que fo F= RO @

De dande

fo F'= \‘Rn"f

En particular evaluando en 3 , queds demostrado (1).



Ahora veramos gue r‘ot-f = mfri""

Para eato baata ver que .
Lo B - R®)] - o (4)
n s n "

Tenemos fque

F"m R ")

VI

I_"Ln) ﬂg_‘-‘llllslg- (5)

donde M= Aup, )E-f(l) ,

Este supremo existe pues & -Fla) es periodica yI es
creciente. Clersmente (5) implica (4), con 1o que queda demos--
tredo este teorema. '



Lema 2. Dados O y § subconjuntos del circule, numerables y

densos en orden, existe una biyeccién * : 0 —Q, que conserva
la orientacifn.

Demoetracibn.

.o que vamoe a demostrar es lo sigulente: Si 5 " E
son conjuntas numerables, densos en orden, contenidos en un in-
tervalo abierto (s, b) y (c, d) respectivamente ,que no alcanzan
su mAximo ni su minimo, entonces existe una biyecciln creciente
de 0 sobre 1 .

Veamos como. eato implica el lema., Sean Oy Q € 5
numerables y densos en arden, ‘

Sean p,y p, das puntos de Dy q, vy G, dose puntoﬁ
de ﬂ. |
Sean 01 = 0fn (.P1» pz)
2 = L) (on D1)
8y = QN (o ay)
B = 0 N(ay ay

.V agan - g, O{“’Q1 ¢.: O;"'Qz.

biyecciones creclentes (éatas existen suponiendo que el resulta
. do que se enunci8 al principo es cierta, claramente cumplen con
las hlpﬁteaig que ae les pidib a O y a ).

) Deflnimna t{.: 0 Q de la sigulente manera:

: 9 ) sl p € O,
W) =( Q¢ (M al p ¢ 0,
a 8l p = p,
9y al p =p,

112
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LP as! definide, claramente es une biyeccibn que con
serva la orientacibn.

A continueclén demostraremos el enunclado que menciong !
mas. : e

Sea i"“‘s‘:‘ una numeracién de B v }ﬁnx -una de
24

Dareﬁde una reenumeracibn de 5 inductivamente:

Sean:

'lu = zl

1: (a,b) L,z (e, zi,) 13= (,Z;“ "’)‘ -
.8e cumpieh.lae sigulentes prubiedadea: ‘ ’
A4y = min Lol l"-v\ «Lif
Iz VI.: = (Q)b)- ll‘.;
Iz (I: | '
I, “6*? para. se{1,2,3]

Esto Oltimo se debe a que 8@ no alcanza su mhximo ni

.

su minimo.

* 531 y 3 son dos intervalos, estemos Bendtando{ 1€ 2, al
Vhechn ge gue x { y para todo x &I yoya Je
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Supuﬁgamua que ya definimos
Ly, Aghry y L, Ipe

y que se cumplen las siguientes propiedades

=minin| 2 e¢Is§ para se fi . FARES ] (1)

28
45/211-, I (a b) - 214“ ‘2._‘ 3 (2)
‘121&% <Ia-:1 .-(I‘?._l : _(3)
I,ng +f para sef y..,2% 0 f (%)
Dafinirelﬁua ' - : o
42“.. v 2" ' Izl, ...) r‘?nﬂ 1

x_.,-mm{n/z.,er,] para. >a §2%] ,.?*If (1')
g eatdé definida por (4).
“Como (4,6)“; i?g‘l'; ’,.., z..'z._,. S son 2K intervalos --

abiertos ajenus. Be pueden definir Izn, "'"Iz""—l
da tal forma que cumplan:

Ion&oo Qlgmuy @)
Py : . Y
J-‘,{l& L = (a,b)-[z;“,.,.,'Z;z;_lf (3)

Ademfe garantizamns que

LAG+d para sefy,. 205 L ()

puea 0 es densn ln arden y no alcanza sus extremna

Con gato hemos construide 1a luceniﬁn Z“SL‘N Ve
_remos quc i 14,} N es ntra enumeraclén de 0
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Lo demoatraremgsg por induceci6n,
4y =1

Supangamos que

2'12.:"'1’(} < {"IJ 35;_»
Veremos que K+ también 10 ests, "

tales que

Entonces

(i, %)e Iy para algune s & N
De donde - o : |
;;e"""e , ,é-f.l:mz,’"’zﬂ“l.’j
"por lo. que

R+ = ".;

‘ De forma anflo
construimos una suceeibn

racién ‘de 5 : Z ?Jg §s¢~

‘Sea

pa dade una‘,'enumera'ufibn‘ Zﬁn} “de. Q
fﬂs}y los 1ntervgloa“17;',‘

a
:0-4
F(Ras) = o,
. Aseguramos que Y es una biyeccibn crécie_nte.
. . B V) v
Coma § Xa, j3‘~ y 2‘}“_,’ . 80N enumeraciones de g4Q
rqapectivamente,- entances Y es yng b_lyeccién.‘
" Veremos que ¢ e treciente,
Sea Ay = 'i""u“ "o z"a‘-: I
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Demostraremos que ‘(/A.., es creciente.

= ix,“, 7(.‘,.}2.4 5

Para A =2 esg claro ya que A=

x‘z < 241 ( x." .
Yixa) = Hie < qm) Y4, ¢ Q)= 94,

Ahora supongamos que (.” Aw 88 creciente y demostraremos

que ‘f"md lo es.

%d ~
sean %), { &y ¢ <xz 1108 elementos de Aa y sean

43’(:‘([;4) para -(f‘ 5.2 —/j .

Camo ‘f/AK es creciente. entonces

)
‘Los elementua de Ax+% guedan qrdenadns de la aigulegA
te forma:

"K<i"<z‘:z‘f.l<z“"<"'(&:7‘f2<z‘.2“‘~‘-z (xv (Z.ZK"I
va que Xiy p € Ly o= (ix, Xy, ) nora Ae @1, 2%2F
y z‘:?“ [ 12,‘ 3.. (a.) %‘ ) 24‘2.'.1.1‘6‘12&': I 3‘ (2:,‘_‘, b)

,‘ y las 1mé§gnea de A“ bajo l{ guedan ordenadas aaf:
“ ~ )
/g.’jzx ¢ "d‘ <. ‘?Z‘LI < 1932‘."' 1

P (i) ¢ Y(F, )L PR, ) ¢ mz,_,.,,), |
(g‘l ?JH) M’(é" 2‘;21—

ya que:

Y ¢ Tt ”
31}_& ¢ ‘&“ = (4, xl) "g.'d;zxw_ i:e-‘,jz.'ﬁ’.g “,2"-1" b)

Por 1o gque lf’ " es creciente.
) ' 3
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As! queda demostrado gue l,/An es creclente para toda

ke N,

Ahora,pars ver gue \f es creclente notemos qué
© ACArl ... CA c.-.
o 4
v dom.t{ro = (/ An
n=
' a4
Rhora 8i &, ( @, son dos puntos de O entonces existen Wy Ne

tales que

a“Anl ‘I 21‘ Ah;
y 8l n e max {n, Ne

entances &, € An y Be€ An
como Y[A, es creciente, entonces

Wiz ¢ W(ze)

e Lf es creclente.

Con esto queda demostredo el lema.

; Fara demostrar el teorems 3 primero se de“mns’trarénv los
aiguientes lemas: T S

Lems_3.1. Sea ¥ un homeomorfismo con nimera rotacional irrg
cional. Sea Qe S'.

Si n y m san dos naturales, entonces existe k, ente

ro negativo tal que

$59) € (4709, #7(0)

Demostracién.

Sea © la rotacibn tal que rot (f)=rokr) sea pE€ Ny
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y 0 8u érbita bajo ', Le biyeccibn
(/-' &—=>0

¢ ({")) = ')

_ conserva la orientacién.

Cama rotres 1rrabinnal, los conjuntos

Ot §y™p)IneNF y 0= fr'®)| nez §

son densas en 5‘, por lo que existe K, entera negativa tal que
r*(p) € (T"(P), r"™(pP)) |
Camo ( conserva la orientacifin

Wireepy) € (Q(re)), W (rmw)) -

0 sea

Frg) e (), A7)

‘Lema 3.2.% Sea f con rof f irracional,
‘ ' . .
Sean Py @ €5 y Ny M entergs,

entonces qxia’te k .entero tal que

250y e (1" 4), £m))

Demastracibn.,

sea T [ f"(Q)) 4M(4)]
" Sea I“ = ‘.¥4‘ m-”‘)cl)

Cade I4 es un intervalo y Lise intersects con I'(.. en un sblo pun
to. De donde se obtiene gque alguna de les siguientes af‘irmacin-
nes se cumple.

1) I cubren al circilo. .

“11)  Los extremos de los intervalos. I« forman une su.

e e C2816N monbtona.
¥ tN)pag. 39 .



-Como "Ot( eg irraciunal la segunda afirmacifn es fal-
sa, ya gque esta sucesifin es i(f"'m)‘("m(”) 5 y 81 fuese mond
tona entonces f" m tendr{a puntos fijos.

Por lo tanto

VIc= 51

Ses Ki un entero tal que P 61.5, , entonces
~ky (n-m)
7 ey el

llamanda K= -k, (N-M)  tenemos que

74P e (479),47(3)

Tearema 3. Sea -{ un homeomorfismo con rotacional irracio~ -

nal. Sean @y Q' dos de sus Grbitas.

Entonces :

a) w;&m'_ Q= M'% a

b) w-Hin Qe w-Aom d'
Demanstracibn.

a) Sea qca . Ses P¢ w-Awm &
Sea VY una sucesiéin de naturales tel que

Hx
v, =2®©
g v =@y e #7(3)=P
Podemos suponer gque f (') es une sucesifn monbtona (si no lo

fuese, trabajamos con una_ aubaucealﬁn)

Por el lema 3.1 " pars cada K pndem'::a escager Mpu un
entera negativo tal que £ (4Ye (4"(q), 4 "*"(q) ) *

. a

* Esto es 81 L '\1)} es creciente en el sentido contrerio a.
las menecillas del reloj. 5i tf ™)1 es creciente en el sen
tido de las maneclllas del reloj, tomamos wmy tal que

!""‘m*(#""‘ 4, " m)
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Claramente

Lo, £ 7% (a)=p

K~ 00
"Ademés {Mx} es una sucesién inyective de enteros nega

tivpa, de donde
’"‘K I ~ 00
K-wc0

por lo que P& A~ Aem Q
‘Hemos demostrado que W-.iwe Q C & ~_Lim Q

La demostracifn de ls otre contencibn es anéloga.

~b) Sean @y @' dos Grbitas de F.

Sea P& W-lum Q.

De forme anfloga al incisa anterior, usando el 1ema
3.2 se construye una sucealfn ifm‘(i‘)}, tal que
. My '
Lin £ (¢')=P~P
K w00 B 1) .
' - . I B
donde ' es un elemento de y $Ma3 es una sucestién inyective
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de enterocs. Es fécil ver que existe una subsucesibn de i"",‘j que :

tiende a infinito o & menos infinito. . De donde
pe o(-n@m.’ Q'V W-bum Q'
y por el inciso anterior

wihim Qc wtim @'

Intercambiendo el papel de & y de @' obtenemos lo deseado.
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Propasicifn 4.

.52(") y Jz“)‘aun invariant;za.

Dempstracién.

Sea 1€Jz“). Sea Uuna vecindad de £(%) . ses
Vs £7(V)  es una vecinded de 9 .

Sea n?D tal que ;g'\(v')f\\r-r¢

s ") a0 = {00 140) 24 (£ V)

entonces £n(v) OU* ﬁ

Por lo que

Y tad)end) O]

; " Para demostrar la invarianza de JZ(”Q. tenemos que se
puede obtener de.la definicién de.R(#) que ’

| CR(F) - R(E)

De donde | f" (2({“).) c Jz_(f")
Comes  SLUE) C F(RUE))

‘" "Por 1o que, usando ('1)‘ se nbﬂene, que
AR = AR

.y como  es una biyeccién, entonces R($)<= ‘#(JZ(‘F)‘).
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Yeoremn 5. ° 51 £ ®s un hameomorfismo que conasrva ls drisnts

[ iﬁn entonces

Ri) = U' w(@v 4(Q) =J(E)

Adembs el Ntf es racianal, sstos conjuntos coinciden
con los puntos periédicos de £ .

51 vot4 es irrscional se obtiane

R~ w(t) =J2(4)
Demastracifn.

‘Las cnntlncionu 1

R Y, wi@yva@) ¢ )zu) ).

son inmedistas de laa definicionss.
1er. Casg. ret 4 irrqcl'onnl.

Veremos que

R(#)® c i)

de donde, usendo(1) e sigus wl tmorema. .

. Tensmoa que W(f) no depende de 1w brbita y wif) = aid) |
de donde Yw(@)vA(@) = wi®) | donde @ la podemos. elegir co-
mo uns. brbita de w(f) : :

o REY =wit)
Por 1o que RIS ea un sbierto.

Ademés f" ea una biyeccién y ‘R“) v R“)} son invuriﬁg
tes bajo f" por lo gue

7"(R1#)%) = RIA)©

Gea g€ Ri)% , sea C 1e companente conexa de R(f-)"qun i
cantiene a q. '
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n
{ es un hameomorfismo, por lo gue £M(C) ea unm compo
nente conexa de R (£)®

Ademés _f"(c)# ¢ para tode né 0, ya quef'no . tiene
- puntas f1ijos

~ Por lo que f”(c-)ﬂc- =g

Ra{ tenemos que g€ 0ty

28 Casg. ruf (f) racional.

Sea' n el periodo de las fGrbites peribdices de 4
.~ Ssa P un punto no periédice.

sean g & (P, £7P))* y U= (£79),¢)

- Em clérn que las. {micn itersdas de V que posiblemen
‘te intersecten a U serén las de la florms

RNV A (M), @Y (D)

Siin mbé-qb como rof(f')-o le. Srbita de f que pau por f es
monbtona, du donde fK"(U) {) v =¢ . _

Asf tenemos que Pe JZ(#)Q' , de donde
per($) D2 R(¢)

Ademés , es vi.n'mediatn que per(f)c Rit) . De donde

- ; (Q)v 4(Q) = J2( :
Per (#) = Rf) = U w@)vaid@) = 20¢)

* En el caso que f (P) no. esté en (P;¥ (P)) 1 84 no en ael
S toneee e (£'0)p) |
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Para demostrsr el teorema 6, nrimero se demostrard:
Lema técnico 7.

Entaonces:
a)

b)

Sea X, Y< §', Y denso en §'.

51 existe una biyeccifn gue conserva la orientacifn

¢:T-Y

¢ se puede extender a una funclién continua y snbre;
que no cembie la orientacibn: Q‘s"’s‘

q manda la cerradura de cada componente cocnexa de
$'-%* @n un eblo punto, y en el resto del circulo
es 1 a1 '

De .donde O-on. es a lo més de 2 a 1.

Demostracibn.

a)

Sean A y B QR .lu'a cnnJunt‘ni formados por las coorde

-nadas de X y Y rexpectivamente.

See § : A= B un levantamiento de Y, claramente § .
es creciente y sobre y B as denso.en. R,

‘Extenderemos ~ § a todos los reales

‘sea By = f_@'(z) Jxca o xeAf

Ba+d y estd acotado superiormente

Definimas:

§ R>R
f{z)?.«-up. Be

Afirmamas:

1) 5 es una extensifn de Q '
sea 2a A | vomo §  ws craciente Fe . L
ta superionr de Ba . ' "



ma.

- ,
i11) f es continua
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Veremos que s la minima,
Ses £>0, sea 3¢B tal que

ye(B@)-e, gw@)
v existe pues B es denso, adenks
x=F'(y) ¢ 2
pueato que !' es creciente, de donde

Y eDa

Por lu que.

g(a) = wnmp Bz < E(3)

1) f es no decreciente
Sean B L 2
tenemos que B g, < Ba.

Por lo que f(a_;) ¢ §(e)

Sean aik'v £%0

sesn 9, l‘,e B teles que »
Fay-e<y o ¢ Flr)cHe ¢ Q(?-)*E

Tales 14.‘ existen por ser B denso

5ea AL« f“["’-t)

CIarnmnnte
x, L2 Lxy

y camo ! eas no decreclente

8 (%, %) (Fla)-¢, f(z)+a)

iv) ; es sobre

. Ea inmediata, pues f es continum y no decreclente.

y B c@(R) es denso en R

Demoetrando estss afirmucinnea es inmediato el teore~
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oy

e la definicién de I y usendo que

P(x“") = Jle)y+ 1 ' para todo x ¢ A

se cbtiene gue
5(2‘”) -ECZ)*i para todo 2 ¢ R

Como ademﬁsi es continus, sobre y no decreciente . ‘
ge proyects en una Puncién @: S’ st continue, sabre y que
no cambia la arientacibn;ésta es la extensién deseads de ¢ .

b) Basta demosatrar que
Dla)=F(re) ® (2,2)c (A% .

De 1a definicién de & y umendo que &§ es creciente, -
se obtiene que

Dlae)=Frze) &b w AN L2231 (1)
Es inmediato entonces que

Plry=0(z) » (2,2)c AV

Veremos que la otra implicacibn tembién e verdadere.

Come §'A>B es una biyeccién creciente, y B es den
8o, entonces - A es denso en orden, de donde

(al) a;) C(’\*)Q -b # [.z') 2e1NA S L

y por (1) tenemos gue T(Zo) "’5 (Ez>



Teorema 6.
Sea & = Nf‘f con & irrscional.

Sem Y, la rotacién con rotfe =z

Entonces

f es semiconjugado a % , la semiconjugacidn es s lo
mhs 2:1 en SL({) y éata manda a la cerradura de cada companente
conexa de X&)¢ en un punta.. ‘

Demustracgén.

entonces la biyeccién
, o Y:@--0 ‘ §
determinada por l(o‘fl!.) = Qo(e(“\ pora. QQQ'

conserva la arientacién.
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sea @ una érbita de £.y Ouna de T, como rot{:m*ﬁ_ B

Aplicando ei_lema técnico para X = & ¥-o tenemos '

- que (’ se extiende a ' , de forma continus sobre y sin cémblé‘lj
1a orientacién, ¢fofy B%son continuas y colnciden en Q' .

Ademhe qo:f (R) = \20(?(0)--'0

v O es un denso en 3', de donde

Yo = roy

Que la semiconjugacibn, t.e . tenga las propiedades enun‘ciadga‘ }103 :

garantiza el ’J.ema técnico, ya gue Q* =‘z("f)
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Para demostrar el teorema 8 se demostraréd primero:

Lema 9.

Sea 42 un conjunto de Qantor contenido en §'. sea Q

el conjunto fPormado escogiendo un punto en ceda componente cong
xa de &

Entonces

a) Q=R A ~

b) R es denso en orden.
Demostracifn.

a) Claramente Qe pues Q consts de un punto por’
cada componente conexa de %, Veremos las otra
contencién.

Sea Q€L , Sea V una vecindad de § .
Como S2e%, existe ¢' tal que
qg'evnse 4y g'*q

Como S° es denso, existe 4" tal que

q'e (4,9') nn*

‘Sea I“') la componente conexa de x* que contiene
« v

a .
Claramente L (q.") c (9, ¢‘) cr
Sea ¢, tal gue INQ = {Q;g

QoeRNV
0Dsea (2 CQ%
b) GSean 4,,9,€ Q@ tales que 9 * 42

Como Q,y fg pertenecen a distintas componentes rg
nexae de % , existe ¢, tal que ’

do €(%,9e)02
y coma JZ:: Q& , existe Q tal gue 14(?.,?,){)0



Teorema 8.

Sea {2 un conjunto de cantor contenido en el circula,

sea T un namero irrecional entre cero y uno.

Entonces
Exigte f un homeomorfismo que conserva la orientacitn

Y'O(‘e =z y ﬂ({) =-JZ-
Es més, aiﬂ%’ gs una familia & lo més numerable de

brbites de Yz (la rotacifn de un éngulo 2Me ) se puede escoger
f tal que para alguna aemicon,jugaciﬁn ‘f , de -f a rg_ se cumpla

que ?(R‘)-—

tal que

Demostracidn.

1) Definidén de ‘ls semiconjugacién.

Sea CQ un conjunto formado par un punto de cada com
~ ponente conexa de S2¢y sea OfUOm :

QR y O son conjuntos densos en orden y numerables

- '(esto lo gérantiza’él lema 9).
Por lo gue se puede definir una biyeccién:

(?‘:CQ -0
‘que conserva la arientacibn (ver leme 2).
Como O es denso, apilcando el lema. técnico tenemos
que Y me extiende a S' de farma continus, aobre y

" 8in cambiar la orientecién;s esta extensién ls deno-

taremos ? .

ii) Definicibn del homeomorfismo,
fo @~ 0 definide por

fa= @ oko ¥ (3)  aged
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111)

Para cada gG)Z denotaremos por I(¢) le componente
conexa de 2% que contiene a 9.

Sen  fpu ! R _R¢
un homeomorfismo que conserve la orientacién y que . -
cumpla

2) f-v.‘ /a {a
b) _Q_c. (I(ﬂ) I(fa@’) )
-. dande t¢3= aﬂr(i)

Esto es puglbla ya que las cdmponentes son inter

valos,

4.:7.‘ glubalmen‘te‘canaerva la orientaci6n pues {d

~lo hace.
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- A
Aplicando el lema técnico a fgc y observando que X

en nuestroc caso es _5' obtenemns una extensidn de
i’.n,f- a un homeamorfismo

f:st-» st
gue conserva la orientacibn.
Afirmacibn: (?o{ =l o'{';'
Basta checarlo en 2° ‘pues ‘,0 y r&_"f son cqnti--
nuas y J?. es denso. '

Sea 9‘-')2¢
Por (b) tenémua f(ﬁ) 6 I H’o ) )
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Por el lema técnico sabemos que q es constante en
cada componente conexa de R e , de donde usando (a)
ge cbtiene:

B teg) = @A) = (@)= 299
iv) Af‘irmacién: .rot" L x4

Esto es 1nmediato, pues por definicién de fa se tie
ne gque f \": .

v), Afirmaciﬁh' ()=
’ Sea Qm una 6rb1ta de ¥ contenida en 0

entnncea 0::‘ CQ“’
Por el lemaq @%2 y ya habfamos obtenidn que 0 ’2“)
| .._QH)CJL

- Bea. e una comnonente conexe da JZ(‘)‘ ,
anmoJ?. gs denso en 3 , existe qc C.nJZ"

,Sea p=@(3)

“Por la construccian de q tenemou que

¢ (») = T

“Pero por el teorema 9. 4, como (( es uns nmicnnjuqu-;
cién, se obtiene que :

¢ Py =&
Itg)=C

0 see, cualquier cumpunente cohexa de —Q‘ﬁ es una
componente conexa de J?. de donde :

ﬂCJUﬁ

De donde
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Propoaicién 10.'

54 f"” " g es una conjugacifn de f 9 , entonces:
a) fOC{ mt,

b) £ (J1#))=R(g)
) Mf)=H(9)
Demastracibn, ‘

a) Sea t- ""{ y ‘f uns semicon jugacifn de f a e
‘f’f no cambia la orientactifn y aa uns semiconjugs
cibén de g 8 Te ya que

$o7"og = (,of £ = r,_oyot"

Por lo que rof f =Z =mt3
S) Sean 0‘.3 Qg brbites de {yvq

£0o¢) = g

tales que

entonces a
R0g) =0y = §(a)" g(o,*) zuzm)

1a tercera igualdad es porque z es cantinua y esté
definida en un cerrado.

c)  M({) = ntmera de Srbitas de Ve contenidas en (P(2f)¢)

Por (b) Y(2A)) = P(2(R0a)¢))

"y-en la demostracifn de(s) se vié que (,oz es una sg
minonjugaclbn de 3 a Y. de donde : :
H(,) = nimero de &rbitas de T cont'enidaa en Y({’(qu)e.))

o sea’ ,4{[{) = ‘M(S) ‘
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Paras demostrar el teoremz 11 se demostrarén primero
lo8 slguientes lemas:

Lema 12. 51 f v9 son homeomorfismos con nlmero rotacional

irraclional, entonces

429 siysolosi £%,.9
Demoatracibn.

Supongamos que ¥’g—¢()¢)g . sea Fa ) ~24) .
una L) -conjugscidn, ‘

sea {1, T,,..., Lo § un generedor de SZ(E)C
Seanlﬁ Qom y Fwy toles Gue Tw = (G, S )
Sean U = (En(9m), fa(4))
1)‘ Aﬁeguramua que ’.Ju--'JMQ)S es un penerador dcj‘ R‘S)‘:
L (8m) € R09) |, £y (4n) < R) |
A Im NRe) =4

ya gue § cons.nrua la orhr_!ta.ciﬁn v (99), 9.:.)’)-2“)” '

< &
pe donde Uwm es una componente conexa de —Q‘ﬁ) .

Veremos shora que

M) | 3 e
¢ _ W (Tm) o (1)
Q(%S ":%\% ) : ) .

 Ver que 1la demostracibn de. 10 (L) se puade aplicar en este
c8s0. : : S »




Sea V= (p, P') une componente conexa de R (4)€

Como r‘ es una JL~conjugacién de 4 a f , por el razo-
namiento enterior se obtiene que I ={{" ), !"‘(9)) es
componente conexa de JZ(‘) y como §I4, Tapdes un
generador de NP entonces existen un entero N y
wel), .. A4} tales que

I=4%1,)

de donde

_Por lo que queds demastrado (1).

Ademas

Y como §'g conserva la orientacitn y f™I,,)NTxg = P

| ’ae abtiené que g (‘]m) (\ JW\ =¢

1)

Can esto qunda demuatradn que IJ. - J’"”S es un ge

nerador de -‘2(5)°

Extensidn de {.n_ a 5 : '
Definamos pars. ceda wm ¢ i' M(‘)-g
Im*Jm

"~ como cualquier homeumnrfiamu gue conserva la urienta-

cibn y f,m Im J“ -
. {‘V"S £M°';‘"
fIm) y U =9 WTm)

donde

A (]
Finalmente definsmos { :8'—=S

o : ' n :
como ls extensién comin de £, §f. , €m
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W) 0V = (£ (4 u.)) 1. (f"u..s))n(;&m) ;‘m..))



"
€ conserve la orientacibn, ys que fm»‘n\v SJ-,_ lo
hacen (piensese en el levantamiento y es inmediatao).

{ en. sgbhre ya gue N .
£(5) = g (2N) VE(VIL) =RV Wm =5

; es un homéamorfismp, por ser sobre y canservar la
orientacién.

Finalmente veremos qué es una conjuo,aciﬁn.

Basta checarlo en R‘#):'
]
Sea ¢ ¢ I:, ', -'”’)‘Im' de dande

E)= 8% (g (£7Tkn) ) < G (L (1 10)))= 416W)
Con estao queds demostrado el lema 12,

Otra lema gue demuqtrainmua antes del teorema 11 es el
siguiente:

Lema técnica.

., Ges g :A~» B una biyeccibn creclente.
Denotemas por A'= i X6A | 3 mich -y Xn b2 2, tl§
Nz fzeA ] 31mdcAy 2otz  xaex]
st AzA'n AN v Brprad AyBno estén acotados V
Entoﬁcee: | |
a) % es continua.

b) g se puede extender @

f:i-—-—va

“dande s es un homeomorfismo creciente.
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Demostracibn.

a) - Como { es creciente las nices posibles discontinu
dades son de salto, pero estas no se pueden dar

pues B8N

b) Sea th “A . 5es [AnICA ta1 que A...x.. ~X 2:’.,3
existe pues A=A ),

Definimos ;(Z) = ;ei:: . f,("’n )

t -

NGteoe que S gsth definida de forma univsluada pues

Kt AN A ®s creclente, do
3% et gy SRR e e it

L) g es creciente:
Sean X,‘, [ A telea que 7(443.
Sean § Xul y t‘&n! < A sucesiones monbtanas tales

we Liwm A,y a&m‘?"=1

h-e n -»co

Para N suficientemente grande tenemps que Xnt ‘a‘n

y como § es creciente §(xn) ¢ $(yn ) : '

Ademés /&M ux..) = ‘!(1—) (En el casa que X ¢ A-A
por del’lniciﬁn, y en gl cesa que xﬂ A por cnnts
nuidad de {).

. De donde {(l) 4 Z('é)

‘D sea s es no decreciente.

\I__u‘emoa que es creciente.
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caso 1) f’(,ﬁj QA +¢ . Como A= A'NA , Existen
2,,8,€A tales que 22,4, ¢ Y

Como { eg creclente y ! ‘na decreclente,,entuncea“'

Fx) ¢ g 1ee) L 1Y)
caso 2) [%g] NA=J
Esto implica que.ZG A y 1 6A+ ’
Sean fxn} }"an; ¢ A aucesiones tales que

Zv\'z - ’&nb"} -

- Como S es cracients vy por definicién ‘de- ! se tiene que
f(x)1f@) , ff‘ln)L!f‘i) |
Supongamos que ?(c) v flg), entonces z (l) ¢ B'NB" =B

Pero B f(A) da donde existe &€ A tal gue
fle) e f) = $04)

£sto ea une cnntrudiccibn. puea se puede’ aplicar el caso

Ve [2,X) ¢ a Lmﬂ
.’Pur lo que | ‘z(z) ¢ f““)
i) f 26 sobre: .

Séa'geﬁ' b‘; . Sea i’q} < B une aucesi;'sn monbtons |

tal que
| Lo 4n =

Sea Xy = :g; (?v|) e A

Coma i ea creclente, entonces Zn es monGtona, ademés es
té acoteda, pues la lmagen inversa bajo f de una cots
de Y es cota de & . (recuerdese gue 9 se puede acoter
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par elementas de B,'puee B no egtd scotada).

Entonces existe X € A  ga) que

,a'm Xy =X
n -
Par caontinuldad de t 6 por definicién de f abtenemos que

$(x)=%
£(A)=8

; ea un homeomarfismo.

Por lo que

Comu f es creciente bsata que la  imagen sea cerrada en
R para gue f sea continua.

Ests lo ea pues t‘l) =
=y

s es continue por la misma rezén.

Teorema 11, s .4 vy g tienen rntaulonal irracional y lf’ v

san semlcnnjugaclnnea de. ‘ yg a las rotaciunea correapan ’

:  " dientes, entonces :

f2q
51 y eflo si se cumplen laa condicianes .

1 rot 4 = rotq
11) Exlste una rutucibn r tal gue r(‘{(.ztf)‘) Q’(Rq)c)

S Demoatran i.(m.

se demostrarh que (4 vy i1) implican que f mﬂ por

. - 1o que usendo el lems 12 obtenemns gue {"9 (la otra 1mpllcacl6n

" se demaatré en el. texto).

Bin perdlds de generalidnd pudemoa suponer que

quzm ) Ty (R@Y)




ya que Yo f es una semicanjugecibn de f a la rotacifin corres
pandiente. o

sea  E(4)=_U Fronfen I
I eom

conexa de RIS _
sea  £:.0008)-EW) Leg)-E0y)
$C9) = ¥ (¢re))

Notese que

Qla)-Em)s S -9 () ‘

.

Para eato basta checar:

b P2t -ER)) N Y lrip)e)=¢
1) P(RR)-E4)) v o (RI£)E) =5

Antes observemos que

q\(x/af)‘)--? ClE))

Eeto ae debe a gque ¢ mands ls cerradura de ceda componente.
conexs de J (£)¢ en un punts.

1

11)

Supongamas que no es clerta. Sean g eE4) y’;‘j“"ﬂ”tﬂ ‘

len que Y(9.)cY(h) . Ses I la componente conexs de SUNHE
tal que 4,4 feX . Sea 33 el otro punto de la frontera
de Io ' N '

Entonces tenemos que gue Qi) Zite) = C%) ‘
V8, 9, 8 &IL(¢) v son distintos, Esta es una con-
tradiccifn ya que Y es a lo mha 2:1 en S(F).

Como Y es sobre se .tiene que:

S’ QLAY -ER)) v QIR(HC) vp(ew))
y ‘por 1la ohservacidn snterior se tiene que (11) es vhli-
do. :
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de donde, como Y (R(4)¢) =¢ (7(94)¢)
Se obtiene gue (((JZ(”"E'(F)) = V"(f((’) -E(ﬂ))

Ademén para todo p € V(JZ(;) -‘5(3))
#Jvpr 3 =1

Por lo que
queda univalentemente definids y es una biyeccién de

R(f) -£1f) sobre 2(Y)-E(§) .

,cunaetva la. .arlentacibn, puesto que Yy \r"' lo hacen.

, Uundu e) leme tbcnico para un levantaminno de ; y to
mando A como ln coordenadas de J({)- -EM) y B como las coorde-
nades de 24~ 5(9) obtenemos que § se puade extender a un homeg
morﬂumo que conserva la orientacifn '

g RIf) = 203)

Aaeguu’mon‘que ! .es una .Q,.-cun,jugacidn de ‘ 8 3:

En SL()-Elf) tenamaa que '
fol=y oqef = ¢ onoy=goylof =gof
Ses 9 ¢ E(t) y aes ",,]cw una sucesifn que conv'erge ag, en
tonces

go{m) dom, Fod (1) = 44» aoitsn) = 303“)

Con esto gueda demnatradu que

f 9



Proposicitn 13.

M . A M
Sean ?0’"3»,:. y 30"'3»1:: familias a lo més numers
bles de 6rbitas de Tz,

Existe una rotaciébn Y tal qgue
r(UOm) =« U O
8l y 8dlo s8i

exiate una permutacién defv-HY Wi, i gve

% §0,,0n} = & [ Ok, Ok}

Demostrecién.
("—'5) Sea m ~— Kw, la permutacidn de ’.':-"MS de-
finida por v(o,,,,);o'““ '

Veremos que ¥ iou"ml = ‘»~{r(01), r(ag)f

Sea R(X) = X+ ol  un levantamiento de v

Les coordenadas de Cu son de la forma
B; = [xitnT+h|n ,neeal
Entaonces

4 10,0m3 L% -Xm3e
Las coordenadss de r(Ow) aon de 1a forma
&‘i‘ = t Zivd +D,T 4N ‘h., hgla'j o

Por. 1o que ‘ { T(Q), r(Om')j - L;\'. -z,,,']z
(¢=) Sea I una rotacién tel que
r(o.) = Cx,
Tenemos que . o
45 Om), a8 2kt (o), r18) i r00), O
4 10m B3 +4 10,8
* " *‘to‘;oﬂg i l.ol;u 0“IOS = La]c

e r(om)=0k,
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Proposicidn 14.
¥ tiene las siguientes propiedades,

&) Y(z.' 2) + ¥(2e, ) = ¥(z,, 2,)
) ¥(a, 2.) = - ¥(z,, a,)
W ¥(2,4mm) < 1@, 0)0m  pam tobo e 2
a) V(e&, F%2,)) » x‘(:. Z) vrhT +m mcl,umma
B) ¥ (F%2), () = ¥(a,28) « h-4) +m pa,,.a.‘auumal
¢) 81 ¥ e oino \e°w*avmem\o de #J enYonces, |

Pt Py . &'(F‘(z. Freg) )

pam o.\gun m:?

Demostracitn.,

(1), (11) y (111)' _son inmndiafal

‘&) Lo demoaturemnu por induccibn -nbrc K,

Para Ka212
¥z, Fl2)) = ¥(=, 2,) + r(a.,, F(z‘)) (1)
~ como

by P .
L 5 ey - . (F(2)-u)
h 1 "0 . } “\'l g :
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Recordando la definicifn de nlmero rotaciansl obtene-
moe:

¥ (2, Flze)) = 2+m  qaaalgdn entero m

De donde usando (1) tenemos que
8‘(2‘, F(!c.)) = t‘(a., Zt) +Z+wm

Supongamos que es cierto:

¥(2, Fhed ) = M2, 2)+Ke s m

Entonces

¥ (2, F*"@)) = ¥(g, F(P%n)) = l‘(a. F“u.))+zfm .
= M, z)t (kel)z v :

para slglin entero ™'

! Por lo que queds demostrado (a) Pura‘»cl‘cvnu"“ N .
‘De forma anflogs se hace para los enteros negativos,

b) V(F‘(a.) Fra)) =
T V(FR), =) . r'(z.,z¢)+d‘(?¢,F“(!¢))

» r (E.‘ 2 ) Y(Z.' F’(a‘)) + 8'(!.,, F“(‘l))
= l‘ (2. Et)f (k-d)z+ m _para a_lg@ entero M .

c) Como f‘y F éun‘levahtumientua de f , entonces exig
te un entsro N tal que
Fi(@)=F(z)+n
Ademés X ‘
(2)= F {3)+Kn
De donde usanda (11i) se obtiene que

‘ V(Fu‘lal) r'lleg ) Y‘(Z,)at) u.k)z .@@v-")n
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Teorema 15. Equiparticién module 1 (Bohl, Sierpinskii, Weyl)*

Sea AR~ R una funcibn de pericdo 1 e integrable. -

Z un nimero irrecional.

Entnni:ea para todo X.QIR 1
v}
Yo L S A(%ornt) = JA(z)a{z
N-seo N+i weo .
Demostracibn.
Camo I N\ (2)= Lt ATK 2 J(x)= us\ﬂﬂ'kx Ked

Para fnéilitar los chlculos se trabsjeré con complejos.

Sean las funciones

fRy=2"  Mx) = M i AR)
r@)= esza R(z) = 2+Z
eu>‘élli .

Z denaota un nGmero camplejo y X uno real.

El siguiente diegrame conmita

gt L 5 8 ¢ > 8?
ch ¢ M
m——ﬁ;—'—* R

$'=faeCinali=1j

* Se sigue le demostracién que se da en [A2] :
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Por lo que

M(R"(Z)) = f(f"(i)) donde 2s=&(x)

Noa intncu calcular:

é M (R () ’ﬁ"‘ 2_ g (e"(x))

Tcnlmon que

(@) e (€%, ) 2 whal
donde w e @¥Mi%&

Da- dande : ' R

L
Wty gkt

Ze.
J___ .- Net ,w-z‘
ZM(R(:’.)) %_'éow 11 " ke

‘ Pau celculsr el limite cuandu N tiende a infinita
usemos que W' ~2)| 4 2 ya que AWW =4 |, y obtenemos

' N {0 % K#*0
M -p’—-- " w) 2 g ‘ .
Voo W “Z_OM(,R (xe)) LosioK=1

Regresando a las funciones I'= Re M J AzIn M

. 0 Si K#0
se tiene que ,&m’ " (x,
Noro Mﬂ. ZT‘(R( ) - {1 ai k=0
v M L Z A(R"m)) 0
‘ N0
nag
* Como & 1irrscionsl, entonces
st K+0 w=e™MKE L,

al w=O wm
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Se pueden calcular directamente les integrales

desesadas agbtenienda ?ue " KO
O 2
j/'mdx > j 005 2Tk x dx = 21 “ K=0

(4]

J (I)dx-j»«M_JTkad;= 0
p

con lo que queda demuatradn el caso I.

Caso II
A es un polinomio trigonométrico o sea de la forma
A@) « 2 Gy @s2TKT + bt ATA
AeO .
Usando el caso enterior se obtiene de forma inmediate
que

, M , 1
diw L § A(R) = @, = JA(x)
0 ) :

Vo M+l g

Caso IIIX
A periédice de perfodo 1 e intagrable,
' - + . ' . )
Sea £>0 . Sean a y % dos polinomios trigonom_i_
tricos tales que ' '

, Po(x) ¢ A(z) <Ry o a)
| 'R - Rade ce ()
]
N De (1) obtenemos o ( )
L P(RY) €18 A ) & L P(R‘t»)s
A+l nz (Re) Nﬂ uZ-o (Re)) z’ *
jEﬂ)dx 3 NaYde & j R’ (%) dx (")

Usando el cesa II y (3) tenemos

t v .
Jrmds s —‘f«_:g 2 MR ®)) ¢ j Pe(z)d«t (5)

ne
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Finalmente, usanda (2), (4) y (5)
'

ﬁm ' é A (RM() =j A @) eln
A -»eo

Ve N=oO . (3]
Lama 16.

51 mtf'! es irracional v ([ es una aemlcunjugaciﬁn de
.f a I, entonces :

16,00 = L {@(a), 4(G)}

donde Q, y @, son brhitas de £,

Dempstraclﬁn.

Camo I :
-fn intransitiva y Q. y G&r son 6rbitas tales que
O,C Uﬂ;) para aiguna I componente conexs de JZlf)’e'

Se dgmuntré en el texto.

‘ Caso II. S
f es intransitiva y 0. y_o. san doe. frbitas teles que
para toda X componente conexa de ~2f¥) 'f se cumple que:

oonf *ﬁ = 01. n‘f"ﬁ (1)

_Se restringiré a ¢ de tal forme que V" sea univalus
da y que &,/ €4 esté en la imagen de ?" ’

Sea II-,;., .:f:), - un generador de 2 ({f)€

Para cada ‘M €} |,...Hlf)f escogemos 9y, wn st _tal gue
9w € fm A .(@‘ UO;) nv,fm = ’
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Notese que esteamos esbogiendu un shlo punto en cada Iy
(esto lo garantiza (1))

Ses X = (-ﬂﬁf)fE({)_) U‘NH'---““U Tf (gm)
ned
Claramente lf’/r es une biyeccibn de X. .sobre St v
Cvg cx

-1
-l -

Sea Y~ = ((f/r)

Tenemos que pera cade 4 entero

f/x ‘f"r”‘//x

: ya que X es invariante, Gajo f .

Tomanda leventamientos adecuadoa, tenemns que

Fire;) = 87 (R (F(zy)) )

donde ZS es una coordenada de algiin punto de 03

Sea Z,“- (33)
oo N(x)= & (z+’4) -F ' (xrxe)

En estos términos

V(2. 2.) = i oL S Atie)

s N+ o
Veremos  que A cumple las hipbtesis del teorema de

equiparticién mdodulo 1.

ClaramenteA es una funcibn peribdice con perf{odo 1.
Veremoe gue es Riemann integrable, i

-l ! ¢
,5, es discontinue en las coordenadas de¢ ‘f(‘?‘” )y as-
te es un conjunto numerable, por lo gue A sers discontinua
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a lo mée en un conjunta numerable, de donde es Riemann integra--
ble.

Aplicando el teorems mencionado obtenemos que

Y(a,2) = Jo' A (x)dn

Calculemos esta integral
1¢0l

jg;..(rw.) @ (x47,) dx =j f (z),(_“ ]f T2y A

0

z.“ ﬂg*‘l

jf(z)d»t f ¢ “tryds = f@"(x)h } é'(zwb\,
e+l 3
j f“) Zr/)dx gf:ldt = x'-jr_‘, -
ey

Como z’d ”[‘3‘) es una coordenada de algin puntu de ‘ﬂoj)

K i%M - % Le@), Pe)f

* . Dhaervese qUe'las-ﬁnicas propiedades gue usamos fueran

[he J:vnj:h ;]2 nedss j::n(mc)da

j: h.‘;h" = j: h, o« J': o

Estas son validas para cualguier funcién infegrable.
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Can esto gueda demostrado que
£10.,0.3 =& §@o), o) §

Caso III

f transitiva

La demnstracién es un caso particulsr del case II.



[a1]

[a2] |

(n]

(r]

[s]

H
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