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INTRODUCCION. 

El objeto central de este trabajo es el de presentar, 

en el contexto de la cohomolog!a de grupos, los resultados 

que han permitido recientemente encontrar una interpretaci6n 

de los grupos de cohomolog!a Hn(Q,A) (donde Q es un grupo 

y A un Q-m6dulo ), en t6rminos de cierto tipo de extensio­

nes de grupos. Como señala Saunders Mac Lane en su nota hi8-

t6rica C[M-5)), tuvieron que transcurrir casi treinta años 

para que se diera una soluci6n satisfactoria al problema de 

encontrar una interpretaci6n de Hn(Q,A) • En su desarrollo 

de la cohomologla de grupos, Eilenberg y Mac Lane C[E-M}) 
hablan encontrado que, si Q ea un grupo y A un Q-m6dulo, en­

tonces el segundo grupo de cohomologta, u2(Q,A), eat6 en co­

rrespondencia biyectiva con el conjunto de clases de equi­

valencia de extensiones de A por Q, denotado Opext(Q,A). 

Este resultado ea de sobra conocido (v6aae fer] , [Ro] ,(Hi-St], 

[M-2] ) y H obtiene mediante el c6lculo directo de cocicloa 
• y cotronteras. En particular, si se considera la extensi6n 

de grupos 

denota al producto semidirecto de A y Q J 
'' '¡' 



-ii-

v6ase [er, p. 87] ), resulta ser que ciertas clases de 

equivalencia de homomorfismo& de Q en A ~Q est6n en 

correspondencia biyectiva con los elementos de 111(Q,A). 

Asimismo, Eilenberg y Mac Lane encontraron una interpre­

taci6n de n3(Q,A) en t6rminos de obstrucciones a la cons­

trucci6n de extensiones de A por Q en el caso en que A no 

es abeliano, pero desatortunadamnete esta correspondencia 

no fu6 biyectiva. Para el caso n ~ 3, propusieron una in­

terpretaci6n de lln(Q,A) a trav6s de multiplicaciones no 

asociativas, sin embargo, este resultado no tuvo ninguna 

utilidad. 

En los años cincuenta, Gruenberg estudi6 la cohomo­

log!a de grupos desde un punto de vista diferente ( [Gr] ), 

pero el problema de encontrar una interpretaci6n adecuada 

de los grupos de cohomolog!a de grupos Hn(Q,A) para n'.?;3 

permaneci6 sin soluci6n durante varios años m4s. Se intu!a 

que los elementos de n3(Q,A) estaban relacionados con 

los "m6dulos cruzados" definidos por Whitehead en 1944 C(w]), 

pero el teorema preciso no rue esbozado sino hasta 1966 

por Gerstenhaber ( [G-1], (G-2] ), quien no s6lo lo plantea 

para el caso de la cohomolog!a de grupos, sino tambi6n para 

6lgebras asociativas y de Lie. 

En 1977, Ratcliffe C[R-1]) demuestra el teorema pa­

ra n • 3, haciendo uso de la "extensiones cruzadas" (in­

troducidas por Whitehead como "1Ustemas de homotop!a 
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n-dimensionales" ; v6ase [w)), es decir, demuestra que 

existe una biyecci6n entre los elementos de u3(Q,A) y 

las clases de equivalencia de sucesiones exacta• de gru­

pos 

O ----> A ~ C - G ___,, Q ~ 1 

donde C es un G-m6dulo cruzado y A es abeliano. Tam­

bién Garfinkel y Wu ( [Ga-w]) as! como otros autores 

(véase [1'1-:S] ), encontraron simult6neamente este resultado. 

La correspondencia dada, adem4s de ser biyectiva, resulta 

más natural que la propuesta anteriormente por Eilenberg. 

y Mac Lane, en tanto que la cohomologia de grupos habla 

sido motivada precisamente por el estudio de las extensio­

nes de grupos. Por otra parte, la demostraci6n publicada 

por Wu ( (vu-1], [wu-2]) es de car6cter tuntorial y eyita 

completamente los c6lculos de cocicloa y colronteraa. 

Todo lo anterior llev6, finalmente, a la generali­

?.Bci6n, para n ~ 3, de la interprctaci6n de lln(Q,A) • 

En 1978, Huebschmann ( [nu-t] ), siguiendo a Vhitehead, ge­

neraliza la noci6n de m6dulo cruzado a la de "complejo 

cruzado de longitud finita", interpretando a eate 6ltimo 

como una "n-extcnsi6n cruzada do A por Q", ea decir, una 

succsi6n exacta de r~rupos 
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donde A y Ck (1 < k <: n) son Q-m6dulos, y c 1 es un 

G-m6dulo cruzado. Dcspu6s, construye ciertas resoluciones 

cruzadas proyectivas Y.t evitando completamente los cálculos 

con cociclos, demuestra que, bajo una relaci6n de equiva­

lencia similar a la usada por Yoneda en su interpretaci6n 

de los elementos de Extn(Q,A) (v6ase [M-2]), las clases 

de equivalencia de o-extensiones cruzadas de A por Q cons­

tituyen un grupo abeliano ( denotado Opextn(Q,A) ), natu­

ralmente isomorfo al grupo un+t(Q,A). De esta manera, ge­

neraliza la interpretaci6n dada por Mac Lane para H2(Q,A) 

al caso Hn(Q,A) para n ~ 3. 

En forma independiente, D.F.Holt tambi6n demostr6 

el teorema ( [Ho]), pero su demostraci6n no es tan dara 

y directa como la de Huebschmann. Por su parte, Richard 

o. Hill Jr., conociendo el resultado de Ratclifte para 

n • 39 demuestra el teorema para el caso n ~4, aunque 

su demostraci6n no se public6. 

En el presente trabajo, nos pareci6 conveniente pre­

sentar primero la demostraci6n "tradicional" (en t6rminos 

de cociclo• y cofronteraa) de los casos u1(Q,A) y u2(Q,A). 

Esta demostraci6n es la obtenida por Mac Lane C[H~2]) 

y aunque ea de sobra conocida, tiene la ventaja de propor­

cionarnos una idea precisa de la motivaci6n de los conccp-
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tos estudiados. Asimismo, en el primer capítulo introduci­

mos la suma de extensiones definida por Baer en 1934 y 

estudiamos algunas propiedades funtoriales de Opext(Q,A). 

En el capítulo II, exponemos en forma detallada la 

demostraci6n ([Hu-1]) de la existencia de un isomorfismo 

entre Opextn(Q,A) y u0 +1(Q,A) (n ~1), generalizando 

as! los resultados del capítulo anterior. 

Las o-extensiones cruzadas aparecen en el estudio 

de n6clcos abstractos~ en el de Cli-complejos en un cierto 

rango de dimensiones y en K-teor!a algebraica ( v6ase [Bu-~ ), 
por lo que es de esperarse que los resultados aquí presen­

tados tendr6n diversas aplicaciones. En particular, en el 

capítulo III, presentamos algunas aplicaciones a la teorfa 

de p-grupos y al estudio de las extensiones de grupos 

en el caso en que N no es abeliano. 

Finalmente, quisiéramos expresar nuestra gratitud al 

Dr. Emilio Lluis Puebla, quien asesor6 y apoy6 la elabora­

ci6n de esta tesis. 



CAPITULO 1 

EXTENSIONES DE GRUPOS 

I.1 Consideraciones generales. 

En el estudio de grupos, como en el de otras estructuras 

algebraicas, con frecuencia se obtiene informaci6n sobre un gru­

po G analizando los subgrupos N de G y los correspondientes 

grupos cociente ·G/N ; asi, el problema de las extensiones de 

grupos surge en forma natural: dados dos grupos Q y N , ¿de 

cu6ntas maneras se puede construir un grupo G de modo que N 

sea subgrupo normal de G y Q sea el respectivo cociente GIN ? 

Se.trata, pues, de dar una claaificaci6n de todas las posibles 

suceaiones exactas de la forma 

1 ~ N-t G-+ Q---+ 1 

donde N y Q son conocidos. 

1.1 DF.FINICION. Una extensi6n de N por Q es una sucesi6n 

exacta de grupoa 
(G,.t): 1 ~ N _.!. G 

1.2 Observaei6n. Si, dada otra extensi6n de N por Q 

(G',t'): t-. N-t G' --t Q -- 1_ 
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existo un homomorfismo ~: G~ G1 que hace conmutar el 

c1inr,rarr.a 

1-> N 

~l'Í:OnCCS O( <'::l '"'<'t'f'!'n?fnr1''!!"1:r:> PI" Í.SO~.~O~!'~ r;;,:o (':6QSC ( !!i-~·;u,p.29J) 

por lo que consideraremos a am::ins extensiones como equivalentes. 

1.3 Dr~li'INICION. Dos extensiones (G,¡) y (G', t') de N por Q 

son crmi ,·al entes si existe un l10J;Jo¡;¡orfismo oc: G ~G' que 

lla;;a conmutar el diag;rar.ia ele 1.2. En tal caso escribiremos 

(G 11):a(G',í'). 

!_.4 PllOPOSIClON. "e" es una relaci6n de cguivalnncia. 

Dcrnostraci6n. El resultado es inmediato en virtud de que, por 

1.2 1 «es isomorfismo. 111 

Corno en la extensi6n de 1.1 iT' es un epimorfis~o, 

suponiendo el A>:ior.ia de Elccci6n podemos definir una funci6n 

1.G D;~;;·n:ICION. Consid~rese la extensi6n de N por Q dada en 1.1. 

Una scccj611 d(' lT es una funci6n s: Q-+ G tal que ns • idQ 

;,· nckrr.ás está normalizada, es decir que s(l) .. 1 

· ,,l r:nso ck lar; C!C~('nsior.cs en que N os abeliano pre-

snntn \"cnta,jas particulares en el estudio c1e las extensiones de 

r·: i1or ~1, por lo que será el caoo que considcrarcr.ios primero, de­

j.:u~clo para e 1 Úl tir.:o cnp1tulo el estudio del caso no abcliano. 

'\ .· 
' 

···-\: 



1.2 Extensiones con núcleo abeliano. 

2.1 DEFINICION. Una cxtensi6n cruzada de A por Q es una 

extensi6n de N por Q donde N • A es un grupo abeliano que 

escribiremos aditivamente. 

La ventaja de este tipo de extensiones está dada por 

la siguiente proposici6n. 

2.2 PROP.<EICION. Una extensi6n cruzada de A por Q induce una 

acci6n 1f: Q -t Aut(A) ~ Q sobre A gue hace de A un Q-m6dulo. 

(Aut(A) representa al grupo de automortismos de A). 

Demostraci6n. ConsidErese la extensi6n cruzada 

(G,l): 

Sea q e:. Q y s: Q-.. G una secci6n de 11" , de tal manera que 

s(q) es un representante de q en G. Como A es normal en G1 

G actóa sobre A por conjugaci6n. Considérese entonces la 

funci6n 'f>: Q ~ Aut(A) dada por 'f>(q) = 'fs(q) 

donde ~s(q) es un automorfismo interior de A, ea decir 

que, para toda a E:A 1 'fs(q)(a) • s(q) a s(qr1• 

Veamos primero que ~ est' bien definida, o sea que no depen­

de de la elecci6n de la sccci6n s~ Supongamos que s1 y 

a2 son dos secciones distintas de lT ; entonces , por 1.59 

lf'st(q) • 11' s2(q) • q 

de manera que 



- 4 -

Por lo tanto, 

como A es abeliano, 

para toda a € A. Entonces 

de manera que 

lo que implica que lf no depende de la secci6n elegida. 

Veamos que tp es homomorfismo: 

Entonces 

lf s(q)s(h)(a) • s(q)s(h) a (s{q)s(h))-1 

• s(q)s(h) a s(h)-1s(q)-t 

• IPs(q) ( 4ls(h)(a)) 

'9(qh) • \f(q) l9{b) 
111 

2.3 Notaci6n. La acci6n de Q sobre A inducida por la exten-

si6n cnazada (G,t) ser& denotada qa 1 es decir 

( ~(q))(a) • s(q)(a)s(q)-1 • qa 

2.·I Notaci6n. A la colccci6n de todas las extensiones cruza-

das do A por Q la denotaremos Xext(Q,A) • A la clase de equi­

valencia de la e~tensi6n cruzada (G 1 L) E Xext(Q1A) la denota-

remos [(G 1 l )] , mientras que Opext(Q1A) es el conjunto 

cuyos elementos son las clases de equivalencia de Xext(Q1A) • 

. '~ 
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Sea Z(G) el centro de G, es decir 

Z(G) '" [ gic:G 1 gg' = g'g , para toda g 1E: G j 
y sea (G, l)e:. Xext(Q,A); entonces 

2.5 PROPOSICION. A{; Z(G) si y s6lo si la acci6n de Q sobre 

A es trivial. 

Demostraci6n. Sea A i;; Z(G). Tenemos que, si aE: A, 

qa • s(q)(a)s(q)-1 • s(q)s(q)-1a ., a 

es.decir que la acción de Q sobre A es trivial. 

Inversamente, si la acción de Q sobre A es trivial, entonces 

para toda u:A. 

Esto signitica que 

s(q)(a)s(q)-1 • a 

y s(q)(a) • (a) s(q) 

lo cual implica que a€ Z(G) • 
111 

2,6 .~FINICION. A la extensi6n cruzada de 2.5 la llamaremos 

extensi6n cruzada central C\14ndo AS Z(G) • 

Como cada extensi6n cruzada de A por Q induce una 

estructura de Q-m6dulo en A (por 2.2), nuestro siguiente paso 

serA, dado un Q-m6dulo A, tratar de clasificar todas las exten­

siones cruzadas de A por Q que inducen la acci6n de ~ sobre A 

dada. 

Es importante ob1ervai: que la secci6n s definida 

en 1.5 no es necesariamente unhomo110mortismo, sin emborgo, 
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el que s sea funci6n indica que la imagen de s (denotada 

im(s) ) es una transversal de A en G, es decir, un conjunto 

completo de representantes de clases laterales. Por otra parte, 

1T(s(q)s(r)) • 1Ts(q) 'tl's(r) • irs(qr) (q,r E. Q) 

' de manera que, aunque s(qr) y s(q)s(r) no necesariamente 

son iguales, al menos deben estar en la misma clase lateral. 

Esto implica que existe una a E. A tal que 

s(q)s(r) • i(a)s(qr) 

Podemos entonces definir una funci6n t: Q X Q - A que "mida" 

cu6nto le falta a la secci6n s para ser homomorfismo: 

2.7 DEFINICION. Sea (G, L) é Xext(Q,A) y sea s: Q-+ G una 

secci6n de (G,l). La funci6n factor asociada a s es la fun­

ci6n f: Q xQ-A que, a cada pareja (q,r) le asocia el 

elemento t(q,r) E: A tal que 

s(q)s(r) • l(f(q,r))s(qr). 

2.8 Observaci6n. La funci6n f depende de la secci6n s es­

cogida. MAs adelante veremos qu6 relaci6n existe entre las 

funciones factor· de dos secci6nes distintas de (G,i) (ver 2.12). 

Veamos c6mo la extensi6n (G,i) ~ Xext(Q,A) queda de­

terminac1a completamente (salvo equivalencia) si conocemos la 

estructura de A (como Q-m6dulo) y la funci6n t asociada a 

alguna secci6n s. 
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1 

2.9 PROPOSICION. Sea (G,t)E: Xext(Q,A) ~ f: QX Q-+A 

ia tunci6n factor asociada a alguna secci6n s. La acci6n 

.de Q sobre A y la funci6n f determinan al grupo G de manera 

único (salvo isomorfismo). 

Demoatraci6n. Sea (G, ¡)E'. Xext(Q,A) y sea s :(J-+ G una 

secci6n. Conaid~rese el producto cartesiano A X Q y sea 

1 : A X Q -+ G la tunci6n definida por 'f (a,q) • a a(q) 

O-. A~G ~Q---+1 
~ 
1 
I '>' 
1 

AXQ 

Mostraremos primero que ')' es una biyecci6n. Como im(s) es 

una transversal de A en G, entonces toda g € G puede expre-

8arae en la fo1'1118 

g • a s(q) 

para alguna a E: A y alguna q € Q tal que 1T (g) • q , por 

lo tanto, 1 es aupraye,ctiva. Ademb, si 

entonces 
1T(a1a(q1)) • if(a2s(q2)) 

1l(a1) 1Ts(q1) • 11'(a2 ) 11's(q2) 

lo que implica, por 1.5, que 

a€: ker 1T • En concluai6n 

(a1,q1) • <0 2 1q2) 

de manera que "j es inyectiva. 

puesto que 
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Veamos ahora cómo podemos hacer de 1 un homomorfismo: De­

bemos definir en A X Q una operaci6n tal que 

1((a,q)(b,r)) .. 'r(a,q) ".l'(b,r) 

para toda a,b e A , q,r € Q • Por la definici6n de ':t te-

nomos que 

1(a,q) :t(b,r) • t(a)s(q) i(b)s(r) 

• t(a)s(q) i(b)a(q)-1s(q)s(r) 

.. l(a)(qb)a(q)s(r) 

• Í(a + qb) t(f{q,r))a(qr) 

• l(a + qb + f(q,r))s(qr) 

• 1(a + qb + t(q,r) , qr ) 

(por 2.3) 

(por 2.7) 

(Observar c6mo, al aplicar 2.3 y 2.7, estamos suponiendo 

que conocemos la acci6n de Q sobre A y la funci6n f ). 

Por lo tanto, para que j sea un homomorfismo debemos defi­

nir el siguiente producto en A X Q : 

(o,q)(b,r) • (a + qb + f(q,r) , qr) 

Al conjunto A X Q junto con lo operaci6n as{ definida lo 

cfono~arcr.-:os Gs • E\•identcmcnte G
8 

es un grupo y adem6s, 

1: Gs--t G es un isomorfismo. 

::!.10 CO!WLAHIO. La extcnsi6n cruzada 

(<lontlc i3 :t. 11$ son la inclusi6n y proyecci6n can6nicas 

!'cspoctivamontc ) es equivalente a la extensi6n (G,t ). 

111 
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Demostraci6n. Tonemos que demostrar la conmutatividad del 

diagrama 

A-+ G 

11 r~ 

Puesto que ~(a) • (a, 1) y ~ (a,q) • q , entonces 

'l'i,s(a) • j'(a,1) • L(a)s(1) • l(a) (a€ A) 

y, por otra parte,por 1.5 y la exactitud de (G,t),,tenemos que 

1T )'(a,q) • 1T(t(a)s(q)) • 1Ti(a) 1Ts(q) .. (1)idQ(q) .. q • 

111 

Así pues, la extensi6n (G,i) es equivalente a una 

extensi6n (G8 , l5 ) E: Xext(Q,A) definida completamente en drrni­

nos de A, Q y r. Podríamos ahora preguntarnos si a partir de 

una funci6n arbitraria f: Q x Q-+ A podemos definir un grupo 

G
8 

que coincida con el definido en 2.9, de tal manera que f 

sea la lunci6n factor asociada a s. La siguiente proposici6n 

muestra que esto es posible si y sólo si establecemos ciertas 

condiciones sobre f • 

2.11 PROPQSICION. Sea A un Q-m6dulo.Una 1'unc16n f: Q X Q _,A 

es uria lunci6n factor asociada a una secci6n s: Q _, G !!_L 

s6lo si cumple con las sie¡uientes condiciones: 

i) f(q,1) •O • f(1,r) 

ii), qf(q,r) - f(qp,r) + t(q, pr) - f(q, p) • O 

para toda q,p,r € Q • 
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Der.iostraci6n. Suponi;amos que la funci6n i'l Q >'. q -i A es la 

lunci6n .factor asocialh a al¡;una sección s: 1¡ --.G. Entonces 

s(q)s(1) ª l (f(q, 1))s(q) (por 2.7) 

y, por 1.5, esto ir.iplica que 

s(q) • t(í(q,1))s(q) 

de modo que 

1 • i(f(q,1)) 

y, en consecuencia, como i es inyectivo, 

o • f(q,1) 

Similarmente obtenemos que !(1,r) a O , con lo cual queda 

demostrado que f cumple con la condici6n (i). 

La condici6n (ii) es consecuencia de la asociatividad enG, 

porque 1 si 

s(q)(s(p)s(r)) ª (s(q)s(p))s(r) 

entonces, aplicando 2.7 obtenemos las siguientes igualdades: 

s(q)(l(f(p,r))s(pr)) ª ( t(f(q,p)) s(qp) ) s(r) 

s(q) tf(p,r)s(q)-1 = i(f(q,p» (s(~p)s(r)) s(pr)-1s(q)-1 

y 6sto significa, aplicando 2.3, que 

'lf(p,r) .. L(!'(q,p)) (i(i'(qp,r)) s(q:pr) ) s(pr)-1s(q)-1 

CJ.r(p,r) s(q) s(pr) .. t( f(q,p) + f(qp,r) ) s(qpr) 

qf(p,r) ('(f(q,pr))s(cwr)) = t(t(q,p) + f(qp,r)) s(qpr) 

i(~f(p,r) + t(q,pr) ) • t( t(q,p) + f(qp,r) ) 

y,como L os inyectivo, ésto implica que 

qf(p,r) + f(q,pr) • !(q,p) + r(qp,r) 
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que es precisamente la condici6n ( ~i). 

Inversamente, sea f: Q X Q-+A una funci6n arbitraria que 

cumple con las condicbnes (i) y (ii). Sea G' el conjunto 

A x Q junto con la operaci6n definida así: 

(a,q)(~,~) • ( a + qb + f(q,r) , qr ) 

Demostraremos primero que G',junto con esta opcraci6n, tiene 

estructura de grupo. Tenemos que 

((a,q)(b,p)) (c,r) • (a + qb + f(q,p) , qp) (c,r) 

• (a + qb + f(q,p) + qpc + f(qp,r), qpr) 

• (a + qb + qpc + qf(p,r) + t(q,pr),qpr) 

(6ata 6ltima igualdad es consecuencia de (1) ). Aplicando 

nuevamente la detinici6n de la operaci6n en G' tenemos que 

((a,q)(b,p)) (c,r) • (a,q) (b + Pe + t(p,r) , pr ) 

• (a,q)( (b,p)(c,r) ) 

con lo que queda demostrada la asociatividad. 

Por otra parte, (O, 1)~ A~ Q opera como elemento id6ntico, 

pue.to que 

(a,q)(0,1) • (a + qo + f(q,1) , q) 

• (a,q) ( t(q,1) • 1, por (i).) 

Del mismo modo 

(0,1)(a,q) • (O + 1a + f(1,q) , q) • (a,q) 

Finalmente, existe el elemento inverso derecho de (a,q)1 
-1 -1 

(a,q)-t. ( - qa - q f(q,q-1) ' q-1 ) 

pues 
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y, por lo tanto, (a,q)(a,qr1 • (0,1) • Asimismo, existe 

elemento inverso izquierdo, a saber: 
-1 

(a,qr1- c-qa - f(q-1,q) ' q-1 ) 

ele modo que 

(a,q)-1(a,q) 
-1 1 -1 

~ c-qa - f(q- ,q) + q a 

• (O, t) 

Sabemos además, por la asociatividad de G', que ambos inversos 

deben sor i¡;uales. En conclusi6n, hemos demostrado que G1 es 

un ;¿:rupo. 

Al1ora verificaremos que la inclusi6n y proyecci6n can6nicas 

son hornomorfismos do grupos (con respecto a G') y hacen 

do la sisnicnte una succsi6n exacta: 

(G',i'): O--+ A ~ G' ~ Q ~ 1 • 

1) La inclusi6n t•: A. -.G' dada por L'(a) • (a, 1) ea 

un homomorfismo do grupos, pues 

1'(a) i' (b) • (a, 1)(b, 1) 

• (a + 1b + f(t,1) , 1) 

• (a + b, 1 ) 

• L'(a + b) 

(por (i) ). 

~) La proyccci6n lT': G' --.Q dada por ll''(a,q) • q es 

un homor.iortismo de grupos, pues 

1T'((n,n)(b,r)) a 1T'(n + qh + f(q,r) , qr ) 

• qr 

• 1f'(a,q)1T1(b,r) 

3) im(l•) = kcr(lT') puesto que, si (n,q)€ lrnr("' , entonces 
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'IT'(a,q) = q = 1 

y, por lo tanto 

(a,q) • (a, 1) • l'(a) 

lo que implica que (a,q) E: im(i•) • 

Inversamente, si (a,a) E im(l1) , entonces 

(a,q) • ~(a) a (a,1) 

es decir que q = 1. En consecuencia, ll''(a,q) • 1 

de modo que (a,q)C ker(ir•). 
' 

Para terminar, s6lo falta comprob11r que, en la extensi6n 

cruzada (G', l') que hemos construido, la funci6n te• 

precisamente la tunci6n factor asociada a alguna secci6n s. 

Consid6rese la secci6n can6nica 

s(q) • (O,q) 

tenemos entonces que 

s(q)s(r) • (O,q)(O,r) 

• (o + qo + f(q,r) , qr ) 

• (f(q,r) , qr ) 

y, como s(qr) • (O,qr), entonces 

s(q)s(r) • (f(q,r) , 1 )(O,qr) 

.. i. (f(q,r)) s(qr) 

y 6sta es la óoñdici6n que define a la funci6n factor 

asociada a la secc16n s (ver 2.7) • 
111 
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2.12 WIA. Sea (G,i): O--+ A J.. G _!,. Q - 1 

una extensi6n cruzada y sean s, s' : Q ~ G dos secciones de lí • 

Si f i f' son las funciones factor correspondientes, enton­

~!ste una runci6n i : G-.. A gue satiatace 

i) ~(1)•0 

ii) f'(q,r) - f(q,r) • q¡Cr) - ¡Cqr) + 1(q) 

Demostraci6n. Sean q,r E: Q. Como s(q) y a• (q) est6n en la 

misma clase lateral de A, existe un elemento 3(q) € A tal 

que 
s'(q) • l(?(q))s(q) 

entonces 
s•(q)s'(r) • l(7(q))s(q) i(~(r))s(r) 

• l(7(q)) l(q7(r))•(q)a(r) 

• i(?(q) + q7(r)) ¿(f(q,r))a(qr) 

• i( 7(q) + q¡(r) + t(q,r) - 7Cqr))a1(qr) 

pero, por 2.7, como ¡ es inyectivo, tenemos que 

r• (q,r) • jCq) + q¡Cr) + t(q,r) - 1(qr) 

de donde se sigue la relaci6n (ii), pues todos loa t6rminoa 

cstdn en el grupo abeliano A. Por otra parte, como 

s(t) • t • s'(t) (por t.5) 

entonces ,(1) • O • 
111 

2.13 Observaci6n. Lo que esencialmente hemos establecido a tra-
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vés de 2.11 es la correspondencia biyectiva siguiente 

(

extensiones cruzadas (2.1)) (funciones f:G >< G -.. A) 

con una sección normaliza- f-7 . que satisfacen las con-

da s (1.5) • diciones de 2.11 

En base a esta correspondencia, podremos relacionar 

el conjunto Opext(Q,A) con el grupo de cohomologÍa 112 (Q 1 A). 

Sea 

l9: 

la resoluci6n barra normalizada de ~ , ( [Ro.p.285], [Hi-St.p.215] ), 

donde Bn (n ~O) es el Q-m6dulo libre sobre los elemento• de 

la forma (x1'x2 , ••• ,xn) con xie:Q (1~i,n), (80 es libre 

sobre el generador () )._Además, si xi = 1 para alguna !,en­

tonces (x1,x21 ... ,xn) ª O • Los homomorfismo& an (n ~()) 

est'n dados por 

2.14 Observaci6n. En particular, en la resoluci6n 8 , te­

nemo1 que 
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y 

La resoluci6n 6 es una resoluci6n Q-libre de ~ 

y, aplicando HomG(_,A) obtenemos el complejo 

a* C)llr ;)" 
Ho~(8,A): llomQ(Bo,A) ._... HomQ(Bt'A) --. HomQ(B2,A> ----+ 

y, por detinici6n ( (Hi-St.p.188] ), 

de llllllera que, en particular, 

H2 (Q,A) • ker( o;)/ im( ~~) 

donde, si f:B2 __. A es un elemento de ~omQ(e2 ,A) , 

a;cr> a ra3 • 

Como sabemos ([Hi-St.p.118)), loa elementos. de ker( a;) 
se .llaman 2-cociclos, mientras que lo• elementos de 111( 'a~) 

· se conocen como 2-cofronteras • 

2.15 LEMA. f: e2 --... A es un 2-cociclo si y s6lo si aatia~ 

tace las condiciones de 2.11 • 

Demostraci6n. Sea f: e2 ---. A un 2-cociclo, es decir, 

f< ker( ~;> . Entonces 

a;cr> .. r~3 • o 

pero esto sucede si y 1610 si 

o • ra3cx1,x2,x3) • 
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de modo que se cumple la condici6n UO de 2.11 • Adema, por 

la definici6n de e2 , ·"-, 

(1,x) • O • (x,1) 

j OULUllCCS 

f(1,x) •O• f(x,1) 

Por lo tanto, f es una tunci6n factor, según se establect6 

en 2.11 • 
111 

De esta manera, hemos establecido la biyecci6n 

(

extens.iones cruzadas (2.1)) 

con aecci6n normalizada s 

(t .5) 
(

2-cociclos normalizados) 

~----+ de G con coeficientes 

en A • 

(2.11)~ 

(

funciones t:Q x Q--. A ) 

que. satisfacen las con­

diciones de 2.11 

·. Por Último, tenemos que 

2.rn Lfo)IA. Dos extensiones (G,l),(G' ,L')E: Xext(Q,A) ~ 

equivalentes si y sólo si, dadas dos secciones s: Q-+G .L 

s': Q-> G' y las tuneiopea factor respectivas f Y t', en­

~s r - r• es una 2-cotrontera • 
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Demostraci6n. Considérese el diagrama 

(G, i.) 1 o-- A - G ~-Q ----!> 1 

r 
5 

11 11 

(G',L'): o~ A ~ G' ~---e- Q ~ 1 
s• 

de extensiones cruzadas, donde s y s' son las seccio-

nes respectivas. Dada la conmutatividad del diagrama, s' tam­

bi6n ea una secci6n de (G,i), de manera que, por 2.12, existe 

una tunci6n 

I) i) 

ii) 

pero, por 2.14, 

3 : Q--. A tal que 

,co • o 
f'(q,r) - f(q,r) • q)(r) - 1(qr) + 1(q) 

por lo tanto, ~í32 € im(o~) • 

Inversamente, ai f - f 1 es una 2-cofrontera, entonces 

(t - t') f:. im( o~) 

entone ea, exiate alguna j E: Ho110Ca1 ,A) tal que 

~~<1> • t - t' 

por 2.14 tenemos que j"02(q,r) • q1(r) - ?(qr) + ~(q) • 

Siguiendo la conatrucci6n dada en 2.9, definase ).: a- G' 

mediante ~(a s(q)) • (a + 1(q))a(q) • 

,\: 
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Es inmediata la veriticaci6n de que ~ es un homomorfismo 

y de que hace conmutar al diagrama 

0--+ A ___,.G -Q ~ 1 

11 11 
11 

O ~ A ~ G' ---.. Q - 1 

111 

De esta manera hemoa demostrado el teorema siguiente: 

2.17 TEOREMA. §.!!!! A un Q-m6dulo y sea Opext(Q,A) el conjunto 

de clases de equivalencia de extensiones cruzadas de A ~ Q 

que inducen la acci6n de Q sobre A dada. Entonce• existe una 
biyecci6n 

1: Opext(Q,A) - e2(Q,A) 

Veamos ahora algunas propiedades de Opext(Q,A) 

2.18 PROPOSICION. Cada homomorfismo de grupos 't: Q'......,. Q 

induce una tunci6n 

~"'· Opext(lp,A): Opext(Q,A)---. Opext(Q' ,A) 

Demostraci6n. Sea [<a,l~ € Opext(Q,A) y sea ~1 Q'--. Q 

un homomorfismo de grupo1. Consid6re1e el diagrama 
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[' f o ----- ") A -----.; GAQ' -- --~ Q' ---- -~ 1 

11 

1 

lf 
1 
1 
1 O( 
1 
~ 

o A l 
G 

.,,. 
Q 1 

donde G A Q' denota al producto librado (o "pullback", v6aae 

(Ro,p.st], [M-3~p.71]) de G y Q' sobre Q; expllcitament~, 

GAQ1 • { (g,r)E'. G X Q' 1 lf(g) • lt(r)) 

junto con la• proyeccionea 

f(g,r) • r 

~ (g~r) • g 

Aaimiamo, aea l' la incluai6n L'(a) • ( l(a), 1 ) • Ea 

evidente que el diagrama conmuta, y el reng16n auperior ea 

exacto~ De esta manera, a la extenai6n (G,l) le hemoa aao­

ciado la extenai6n (G AQ', L') € Xext(Q' ,A) junto con loa 

ho110110rtiamoa ~ y 't • Por la propiedad univer .. 1 del 

producto librado ([M-3,p.71]) aabemoa adelll6a que la exten~ 

ai6n (G" Q', L' >. que hace co1111Utar el diagrama anterior, 

ea 6nica aalvo equivalencia, de tal manera que tenemos una 

funci6D 

lf"'• Opext(lf',A)a Opext(Q~A) - Opext(Q' ,A) 

definida .. diante 

lf"C [ca,l)] ) • [CGAQ• t t' >] 
111 

. .-
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2. 19 PROPOOICION. Cada homomorfismo de Q-m6dulos O(: A-. A' 

induce una tunci6n 

«.· Opext(Q,ot}; Opext(Q,A) __, Opext(Q,A') • 

Demostraci6n. Consid6reae el diagrama 

(G,t ): o --il A -L. G __!.__. Q~ 1 

·l 
1 

lt 
1 
1 

p 'f 
T' 

o ----~ A' ---• (A•Y G) _,. Q 
____ ,.. 

1 

donde (G,i) ea un elemento de Xext(Q,A) y A' VG 

denota a la suma librada (o "puehout" [M-3,p.61S J ) 
de A' y G sobre A ¡ explícitamente, 

A'~G • A'D<G/ N 

donde A'~ G denota al producto aemidirecto de A' y G 

(v6ase I.3.2 ) y N •. { ( a<(a), L(-a) ) 1 a' A} 

(de hecho, A' V G eet6 construido de unera de aer el mayor 

cociente que hace conmutar el diagrama). Sean, adem6a, 

'f y f la• incluaionea 

'f (g) • (O,g) 

pea•)• (a',t) 

·y 1t ' el homomorfismo 1T'(a' 1g) • lf (g) • 

Es evidente que el diagrama conmuta y el rengl6n interior 

ea exacto. De eata manera, a la extenei6n (G,L) le hellOa 
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asociado la extensi6n (A' V G, ~) ~ Xext(Q,A') • Esta exten­

si6n es 6nica salvo equivalencia (por la propiedad universal 

de la suma librada; v6ase [M-3,p.65] ), de tal manera 

que tenemos una funci6n 

O(*= Opext(Q,o<): Opext(Q,A) ~ Opcxt(Q,A') 

definida mediante 

r1..c [<a,01). [CA'VG, ,s>] 

(es f6cil ver que esta tunci6n est6 bien definida, ea decir, 

no depende de los representantes elegidos). 

111 

2.20 PROPCSICION. Opext(_,.J ea un funtor contravariante 

en la primera variable y covariante en la segunda. 

Demostraci6n. Veamos primero que Opext(_,A) ea un funtor 

contravariante; sean j: Q"- Q' , lf' ~ Q' - Q homomor-

fiamos de grupos y conaidfreae el diagr... inducido por la 

composici6n 'f' 't 

t' 
O ~ A ____,. G A Q11 ~ Q" ____.,. 1 

11 l 
G Q 
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Es decir que 

e .,r re [<G,c:>J > ª (CG "-Q" , l' >) 

para toda (CG,c: ~ € Opext(Q,A) • Por otra parte,si considera-

mos el diagrama 

o l" (G i\ Q') A Q" 
... Q" __,, ~ A - ____,. 1 

11 l 11 
L' 

o~ A ___,. G 1\ Q' Q' __,. 1 

j l ! 
(G, L): o 

¡ ---.. A ~ ·G Q ~ 1 

donde 

'f*< [ca, o] > • f CG "Q', z • >] 

t*( (CG 1\ Q', l' >] ) • ( ((G A Q' ) A Q" , l " >) 

( lf 11 y 1• aon lH funciones inducida& por 'P y J res­

pectiYallente ), observamos que, por la propiedad universal del 

producto librado, existe un homomorfismo 1t : (G AQ') /\ Q"-. G f\ Q" 

que hace conmutar al diagrama si~iente: 
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(G "Q'} /\ Q" 

\
' .. ,~ 

G /\ Q" Q" 

\ l ! ~; 
G Q 

de tal manera que 

[(G/\Q11 ,. t" >} • [((Gl\Q1 )hQ", l" >l 
y, en con•ecuencia, 

Por 4ltimo, ea i11819diato verificar que 

(idQ)r. • idOpext(Q,A) 

con lo que queda demostrad~ que Opext(_,A) es un luntor con­

travariante. La demoatraci6n para la parte covariante •• 1iai-

lar. 

111 

V~11n1os ahora c6mo podemos darle a Opext(Q,A) una estructura de 

grupo. Si consideramoa dom elemento• [<G, L >] , [<a• ,y)) de 

Opext(Q,A) , podeaio• definir su •uma directa como la'c1ase de 

equivalencia de la extensi6n 
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(G9G', Let'): 0--+ AlllA - GXG' - Q)(Q' ~ 1 

2.21 DEFINlClON. El homomorfismo diagonal !::. es el homomo1·-

.fismo de grupos 

la regla 

A• AQ : Q - Q X- Q definido mediante 

.6Q(q) • (q,q) 

mientra• que el homomorfismo codiagonal '\/ es el homomorfis-

mo de Q-m6duloa 

la regla 

\J • '\/A 1 Alt A_,. A definido mediante 

Definiremos ahora lo que se conoce como suma de Baer: 

2.22 DEFINICION. Si [CG,L)], [ca•' i' >] E. Opext(Q,A) ' defini­

moa la suma de Baer de {CG,i >] y [(G', i.' ~ como 

I 

Dado que en Xext(Q,A) dos extensiones son equivalentes 

•i y a6lo ai aon iaomorfaa (v6aae t.2) es inmediato verifi­

car que la suma de elementos de Opext(Q1A) definida en 2.22 

no depende de loa repreaentantes elegidos. 
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Por 6ltimo, enunciamos,sin demostrarlo, el siguiente rcsul-

tado ( (Ho,p.316]): 

2.21 PROPOSICION. Si cc,f: A 4 A' son homomorfismos de 

Q-m6dulos, y a_,~. : Opext(Q,A) ~ Opext(Q,A 1 ) son los 

respectivos morfismos inducidos, entonces 

( o(lt + ¡;.) D ( O( + f3 >. 

Es decir que Opext(Q,_) es un runtor aditivo. 

' 

-
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I.3 Extensiones escindibles 

3.1 DEFINICION. La extenai6n cruzada 

(G,L): O -- A -- G 

se escinde si existe un homomorfismo 

,,. - Q -- 1 

s: Q-+G tal que 

Es decir que la extensi6n (G,l) se escinde si existe 

alguna secci6n s (como se defini6 en 1.S), que sea homomor­

fismo de grupos, en cuyo caso diremos que s es una escisi6n. 

Obs6rvcse que,si (G,l) se escinde, la funci6n factor f 

asociada a la escisi6n s resulta ser trivial, puee 

s(q)s(h) • s(qh) 

para toda q,h E: Q. 

3.2 1-'HOl'OSlCION. Sea (G, i) ~ Xext(Q,A) • Las siguientes con­

dic~~~e~ son equivalentes: 

i) (G,l) se escinde a trav6s de algún homomorfismo s • 

· ii) G contiene a un subgrupo 11 tal que lT(H) • Q , 

G = t(A) 11 y i(A) (\ 11 • {1) 

i ii) º-contiene a un subgrupo 11 tal que todo elemento g €. G 

se.-~!Prosa de manera única en la forma g • l(a) h 

P.~ra alguna a El A, h E. H. 
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iv) (G,t) es equivalente a la extensi6n 

donde A O< Q denota al producto semidirecto de A y Q 

con respecto a la acci6n (de Q sobre A ) dada. (v6ase 

(er,p.88],[Hi-St,p.195 J ); \"y f son la inclus16n 

y proyecci6n can6nicas respectivamente. 

Demostraci6n. Verifiquemos primero la equivalencia de (i) y 

(ii) Supongamos que (G, i) se escinde. Sea 11 • im(s) • 

Como 1T s • idQ , es evidente que 11 es isomorfo a Q. Ade­

m&s, im(s) .es una transversal de A en G ([Ro,p.152] ), 

de manera.que G • l(A) H (es decir,- todo elemento de 

G se expresa coao producto de alg6n elemento de i(A) multi­

plicado por alg6n elemento de H.). Inversamente, si existe 

. un grupo H como en (ii), definase a: Q-+ G como la 

inversa de ir restringida a H • Es evidente entonces que 

s es un homomorfismo y que 

La equivalencia de (ii) y (iii) es trivial. Veamos la 

equivalencia entre (i) y (iv) : Por 2.9 y 2.10, sabemos 

que, dada la extensi6n (G,l) junto con la funci6n factor 

f aaociada a alguna secci6n s , queda determinada la exten­

si6n (G8 , ls) ~ Xext(Q,A) tal que (G, l) :!! (Gst is). Si s 

ea homomorfismo, entonces f es trivial y G
8 

os el con­

junto de elementos de A>< Q junto con la operaci6n 
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(a,q)(b,r) • ( a + qb , qr ) • 

Pero A K Q se define precisamente como el conjunto A X Q 

junto con esta operación, de manera que 

Inversament~, supóngase que existe un homomorfismo 

conmutar al diagrama 

t 
o- A --A~Q -- Q _. 1 

11 l « ll 
o~ A _____.., G - Q ~1 

Si se considera la sección canónica s: Q 4 AXQ , 

s(q) • (O,q) 

resulta que s es homomorfismo, pues 

s(qr) • (O, qr) 

• (O + CJo, qr) 

= s(q)s(r) • 

C( que hace 

Por lo tanto, (AKQ,r) €. Xext(Q,A) se escinde a trav6s de 

' s • D6finaae entonces el homomorfismo 

s' • O(.s: Q_, G • 

J•:s evidente que 8 1 (1) e 1 y lTs' • idQ , de modo 

que (G,t) se escinde a trav6a de a•. 

111 

., 
·; 
··', 

" . ' ,. 

'; 

' '::-~ 
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La proposici6n anterior afirma que, salvo equivalencia, 

s6lo existe una extcnsi6n cruzada cscindible. 

3.3 PI?OPOSICION. La clase de equivalencia de la e::ctensi6n cru­

zada escindible (A~ w,t) es el elemento neutro en Opcxt(y,A) 

(con respecto a la suma de Baer). 

Demostraci6n. Considérese el diagrama 

(G,l) r o~ A 
l 

G 
Tí 

Q 1 --- ~ ~ 

lº• 
1 
1 
1 
1 ,,. 
1 
1 ., 

(A P'Q, 1) : o·.- 'l 
'I '"-~ -- Q 1 ~ A D< Q - -

(G,l) es un elc~ento de Xext(Q,A) y 'IT es el homomorfiamo 

definido a trav6s de la escisi6n s, es decir, ~ • STT. 

Como el diagrruna conmuta, entonces, por la unicidad en 2.19, 

• [CA ~ Q, i >] 

Adem6a, 

de manera que 

[ca.o]+ [CA1><Q,t>] .. C1dA~[ca,i)]+oA,.[ca,i)] 

• (idA+OA~((G,i)) 

• [ca,.:>] 
111 
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Consideraremos ahora otro problema: dada la exten­

si6n escindible 
11' 

O~ A~ G -·-8 
Q ---+ 1 

dar una clasificaci6n de los posihlcs homomortismos s • 

3.4 DEFINICION. Una derivaci6n del f?'UPO Q en el Q-rn6dulo A 

es una funci6n d: Q---. A tal que 

d(qr) • d(q) + qd(r). 

Es importante observar que las derivaciones no son 

homomorfismos, sino tan s6lo funciones. El t6rmino "deriva-

' ci6n" tiene una raz6n de ser: si pensamos que Q actúa trivial-

mente por lo derecha sobre A (ademAs de la acci6n por la iz­

quierda que hace de A un Q-c6dulo izquierdo), entonces la ex­

presi6n de 3.4 puede escribirse 

d(qr) • d(q)r + qd(r) 

expresi6n que, a su vez, recuerda la regla de derivaci6n de un 

producto en el CAlculo Elemental. La importancia de las deri­

vaciones (y la motivaci6n de su definici6n) estA en el hecho 

de que existe una correspondencia biyectiva entre las escisiones 

s: f1~ G y las derivaciones d: Q-+A : 

3.5 PROPOSICION. !!!!_ s: Q ~AD<. Q uno secci6n de la exten­

si6n escindible (A~ Q, l') • Entonces, s es un homomorfismo 

&...Y_I!~.!~. si la runci6n d: Q _, A definida mediante 
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s(q) • (d(q),q) 

es una derivaci6n. 

Demostraci6n. La secci6n s: Q- A o< Q es un homomorfismo 

si y s6lo si 

s(q)s(r) • s(qr) 

es decir, si y sólo si 

(d(q),q)(d(r),r) • (d(qr),r) • 

Pero, por la definici6n del producto en A~Q, esto sucede 

si y sólo si 

(d(q) + qd(r) , qr ) • (d(qr), r ) 

lo cual significa que d es una derivaci6n • 
111 

3.6 Observaci6n. Cuando Q act6a trivialmente sobre A, entonces 

A D<Q • A X Q • Adem6s, al ser la acci6n trivial, las derivacio­

nes d: Q-+A son homomorfismos, por lo que, en la extensi6n 

O .____,. A _ ____,, A )( Q - Q ___,. 1 

los homomorfismos s: Q ~ A X Q est6n en correspondencia 

biycctiva con los homomorfismo& ds Q -A • 

ª-~? .PRO~~.ICION. Sea Der(Q,A) el conjunto de derivaciones 

~~ .. 9. c,n_ ~!- Q-m6dulo A. Entonces Der(Q,A) júnto con la suma 

~c __ f.!1.~~9..!l.':'.!.1_co'!stituye un grupo abeliano. 
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Demostraci6n. Sean d,d' e: Der(Q1A) • Aplicando las propie­

dades de la acci6n de Q sobre A obtenemos las siguientes igual­

dacles 1 
(d + d')(qr) • d(qr) + d'(qr) 

• qd(r) + d(q) + qd'(r) + d'(q) 

• q(d(r) + d'(r) ) + d(q) + d'(q) 

• q(d + d' )(r) + (d + d 1 )(q) 

es decir, la suma de derivaciones es una derivaci6n. Las 

propiedades de grupo abeliano son inmediatas. 

3.8 DEFINICION. Dos escisiones s y s' se llaman 

A-con.iugadas si existe un elemento a E A tal que 

111 

s(q) • l(a)s'(q) i(a)-t para toda q ( Q. 

3.9 DEFINICION. Una derivaci6n principal d: Q ~A es 

una ,derivacj.6n tal que 

d(q) • q(a
0

) - (a
0

) 

para alguna a
0 

€ A dada. 

3.10 PROPQSICION. Dos derivaciones d1 ..:3_ d2 (de Q en A) 

corr.esponden a escisiones s 1 .z. s2 A-con.jugadas si y s6lo 

.!!.. (d2 - d1) es una derivaci6n principal. 

Demoatraci6n. Sean d1,d2 1 Q-A derivaciones tales que 
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Si s 1 y s2 son A-conjugadas, entonces existe una a € A 

tal que 
para toda q E:. Q • 

Esto si~nifica que 

l(n)(d~(q),q)L(n)-1 
... 

= (a + d2(q), q)(a,1)-1 

= (a + d2 (q) - qa , q) • 

Por lo tanto, 

d1(q) =a + d2 (q) - qa 

y 
d2(q) - d1(q) = qa - a 

De manera que d2-d 1 es una derivaci6n principal. 

La implicaci6n inversa es inmediata. 

111 

3.11 PROPOSICION. La relaci6n de A-conjugaci6n definida en 

3.8 es una relaci6n do equivalencia. 

Dcmostraci6n. La simetría y la reflexividad son inmediatas. 

~crificaremos la transitividad. Sean s 1 y s2 , escisiones 

A-conjugadas, entonces existe una a E: A tal que 

s1(q) = t(a)s2(q)i(a)-1• 

Ue la misma manera, si s2 y s3 son A-conjugadas, existe 

a 1 e: A tal que 

entonces 

s2 (q) = L(a')s3(q)i(a')-1 

s 1(q) • l(a)( i(a')s3(q)L(a')-1 )i(a)-1 

= L(aa')s3(q)t(aa•)-1 
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= i(na')s3(q) i(nn')-1 

de manera que s1 y s3 son A-conjn¡?;adas. 
/// 

3 .12 No tac i6n. Al conjunto de ese i siones s : Q -+ A de la 

extensi6n cruzada (Ab(Q,¡)E'.Xext(Q,A) lo denotaremos S(Q,A), 

mientras que al conjunto de clases de equivalencia de escisio­

nes A-conjugadas lo denotaremos SA(Q,A) • 

3.13 COROLARIO. Existe una correspondencia biyectiva 

Der(Q,A)¡ PDer(Q,A) 

donde PDer(Q,A) representa al conjunto de derivaciones prin­

cipales de Q en A. 

Demostraci6n. Es una consecuencia inmediata de 3.5 y 3.10. 

111 

Por 6ltimo, observamos que, si d es una derivaci6n, 

entonces 

puesto que 

d(t) • o 

d(1) = d(1) + 1d(1) 

• d(1) + d(1) 

lo cual implica que d(1) • O • Por otra partc,si considera­

mos la resoluci6n barra normalizada ~ , y si d €. llomQ(Q,A) 

tenemos que 

y 

da2(q,r) = qd(r) - d(qr) + d(q) 

en virtud de 2.14, de tal manera que de: kcr( a~) si y 
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sólo si 

O • qd(r) - d(qr) + d(q) • 
Es decir, d ~ ker(d~) si y sólo si d ~ Der(Q,A). 

De la misma manera se comprueba que d2-d1 es una deri­

vaci6n principal si y sólo si d es una 1-cofrontera, esto 

es , si y s6lo si d2-d1 € im(a;> • 

De esta manera, a partir de 3.13, hemos demostrado que 

3,14 TEORDU. Para todo Q-m6dulo A, existe una biyecci6n 

A~ SA(Q,A) ~ n1(Q,A) • 

Veamos algunas propiedades de Der(Q,A): 

/// 

3.15.DEFINICION. Seán A y B doa Q-m6duloa, dQeDer(Q,A) y 

J: A--. B un Q-homomorfismo. El producto. librado mixto de 

A y Q sobre B es un grupo P junto con una derivaci6n dp: P- A 

y un homomorfismo de grupos p: P - Q que hacen conmutar 

al diagrama 

y poseen la siguiente propiedad universal: dado cualquier otro 

grupo P' junto con dp, E:. Der(P' ,A) y p• E: Hom(P' ,Q) tales 

que dQf' • p dp, , entonces existe un único homomorfismo 

Ít: P' ___., P tal que dp{ • dp, y j> ~ • ~· 
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B 

3.16 Observaci6n. Tiene sentido hablar de una derivaci6n 

dp: P-.A, puesto que A adquiere estructura de P-m6dulo a 

trav6s de f , es decir, definimos la acci6n de P sobre A 

mediante Pa • PCP)a 

3. t? PROPa»ICION. Dados A _z_B (Q-m6duloa) , dQ E: Der(Q,A) 

L f' E:. HomQ(A,B) existe el producto librado mixto de A y Q 

sobre B • 

Demostraci6n. Sea A K Q el producto semidirecto de A y Q 

y sea P • { (a~q) € U< Q 1 p(a) • dQ(q)} 

Sean dp y p las proyecciones can6nicas 1 entonces ; e• 

un homomorti•mo de grupos, pue• 

jCCa,q)(b,h)) • f(a + qb, qh) • qb 

• f(a,q) ;cb,h) 

Además, dp es una derivaci6n, pue• 

dp((a,q)(b,h)) • dp(a + qb, qh) • a + qb 
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y, por 3.16, tenemos que 

Por 6ltimo, es evidente que y P cumple con 

la propiedad universal de productos librados mixtos ( de hecho, 

P resulta ser el producto ribrado desde el punto de vista de con­

juntos). 
111 

3.18 PROPCSICION, J!!. P es el producto librado mixto de 

A y Q sobre e, P~Q 
dpl' l dq 

A~B 

entonces ker p :...:_ ker f 

Oemostraci6n. Sea K • ker f • Definase l : K _.., P median-

te L(a) • (a, 1) • Evidentemente l es un homomorfismo 

puH l (a + b) • (a+b, 1) • i (a) i (b) • AdemAs f t • O 

Por otra parte, li (a,q) E: ker f , entonces q • 1 y 

dq(t) • O • f(a) 

por lo que a € K , con lo que queda demostrado que K • kerp • 

111 

3.19 PROPOSICION. !!!,. O _,,. A 1 ~ A __.. A 11 ~ O 

una sucesi6n exacta de Q-m6dulos. Cada elemento dQ€ Der(Q,A 1? 
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induce, de manera única, un elemento de Opext(Q,A 1 ). 

Demostraci6n. Consid6rese el diagrama 

o ___, ' F A'----~P---_, Q---+ 1 

11 
¡ dp l dQ 
y 

A _f_.. A 11 ____..., O 

donde P es el producto librado mixto sobre A" y p e• 

suprayectiva ( pues r es suprayectiva) • La identidad 

en A' se sigue de 3.18 y es evidente que el reng16n su­

perior es.un elemento de Opext(Q,A') que, por la propie­

dad universal de P, est6 determinado de manera 6nica. 

111 

Así pues, hemos establecido una tunci6n 

fi: Der(Q1A11 )---. Opext(Q,A') • 



CAPITULO II 

Hn(Q,A) 

II.1 M6duloa cruzados. 

Nuestro siguiente paao serA generalizar la interpre­

taci6n de H2(Q,A) dada en el capitulo anterior, al caso un(Q,A), 

para cualquier entero positivo n • Comenzaremos definiendo 

los "~dulos cruzados", introducidos por Whitehead en su estudio 

de loa grupos de homotopla ( ( W J ) • 

1.1 DFFINICION. Sean G y e grupo• y sea tp: G-. Aut(C) una 

acci6n de G sobre C denotada ge ( es decir ge • lj>(g)(c) ). 

Supongamoa que exiate un homomorfismo ~ : C -. G que satisface 

i) a(c)b • cbc-1 (c,b ( C). 

ii) o(gc) • g(~(c))g-1 (e ( C,g ( G). 

Diremoa entonces que el grupo C (junto con la acci6n 4J y el 

homomorfismo a ) es un G-m6dulo cruzado, que denotaremos 

(C,G,a) • 

- 40 -
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Con respecto a la definici6n 1.1 , alguna• observaciones 

son pertinentes: 

1) Por definici6n, que G act6e sobre C ( o, lo que es lo mis­

mo, que C admita a G como grupo de operadores) , significa que 

existe un homomorfismo de grupos <¡? : G _, Aut(C) • Pero 6sto, 

a su vez, equivale a pedir que 

(M2) 1c • c 

(M3) g(c + b) • ge + gb 

(6 g(cb) • ge gb en el caso que C sea 

multiplicativo). 

(g,g' E'. G. c,b E. C). (H1) expresa el hecho de que f H 

un homomorfismo, mientras que (M2) y (M3) expresan que 

lp (g) €. Aut(C). 

2) La condici6n (ii) de la Definici6n 1.1 significa que a 
es un homomorfismo de G-grupos, con G actuando sobre sí 

mismo por conjugaci6n. 

3) A diferencia de un G-m6dulo, un G-m6dulo cruzado C no 

ncc!lsariamcntc es aheliano. 
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A continuaci6n, damos tres ejemplos de rn6dulos 

cruzados; los dos primeros muestran como el concepto de m6dulo 

cruzado resulta ser una generalizaci6n de los conceptos de 

m~dulo y subgrupo normal. 

1.2 Ejemplo. Sea G un grupo. Todo subgrupo normal N de G 

es un G-m6dulo cruzado, con G actuando sobre N por conjuga­

ci6n y con () como la incluai6n. Es decir, la acci6n 

1f: G ~Aut(N) eat4 dada por: gn • gng-1 

de tal manera que 

i) ~(n)n' ~ 0 n• • nn•n-1 

como se pide en 1.1 • 

1.3 Ejemplo. Todo G-m6dulo es un G-m6dulo cruzado a trav6a 

del homomorfismo trivial '(;) • 1G. La comprobaci6n de esto ea 

sencilla: si A es un G-m6dulo cualquiera y denotamos a la 

acci6n de G sobre A como en 1.1, entonces 

• a + a' - a (pues A es abeliano). 

ii) ()(ga) • 1 

• gg-1 

., g(C)(a))g-1 

y, por lo tanto, (A,G,1 0) constitµ;e un m6dulo cruzado. 
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1.4 Ejemplo. Sea e un gr1Jpo y sea G = Aut(C) :netinamos 

ln ncci6n 1f : G-+ Aut(C) mediante 

190') (e) ,. te • 1(c) 'i~G, ce:C. 

Por otra parte, sea d: e-+ G .. Aut(C) el homomorfismo 

dado por 

F.ntonces 

. 1\clern&a, 

pero 

Luego 

a(c) • ºe donde 'Oc(c') .. cc•c-1 • 

i) a(c)c' • o (e') 
e 

• cc•c-1 

3(l' e) .. C)(~(c)) 

• ª~(e) 

d~c)(c') • 't(c) e' (t(c))-1 

.. ~(e) e' tcc-1) 

• ~Oc< t-1cc• ))) 

'" O'()c t-1) (e') 

• ctacc>r-1> (e') • 

Por lo tanto, (C, Aut(C), a) ea un m6dulo cruzado. 
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De la definici6n de m6dulo cruzado se desprenden las 

siguientes propiedades: 

1.5 PROPOSICION. Si (C 1G1d) ea un m6dulo cruzado, entonces 

i) e es un subgrupo normal de G. 

ii) ker E Z(C) (Z(C) representa al centro de C). 

iii) La acci6n de G ~ C induce una estructura natural 

de Q-m6dulo sobre Z(C), donde Q • G/ac • Adem6s, 

ker~ es un subm6dulo de Z(C) • 

iv) La acci6n de G sobre C induce uoa estructura natu­

ral de Q-m6dulo (Q • G/ac ) sobre el grupo factor 

conmutador cªb • C/ [c,c] • 

Demoatraci6n. Sean g E G y c E:. C • Por la definici6n de 

m6dulo cruzado, tenemos que 

por lo tanto 
g(o(c))g-t €. C)C • 

De manera que dC es normal en G, como se establece en (i). 

Para demostrar que 

ces, por t.t.(i) 1 

Luego a E: Z(C). 

kerd ca Z( e) 1 sea a E: ker d • Enton-

eca-1 • e para toda e E: c. 
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Para demostrar (iii), consideremos la suceai6n exacta 

1 ___, A --+ 
d 

e-

donde A .. ker d • Definamos la acci6n de Q aobre Z(C) 

a trav6s de la acci6n de G aobre e, es decir, ai q € Q y 
b E: Z(C), entonces 

( s es una secci6n cualquiera de p ). Como , para toda b € Z(C), 

se cumple que 

(c ~ C) 

entonces los elementos de oC operan trivialmente sobre Z(C), 

lo cual implica que la acci6n de Q aobre Z(C) antes defini­

da no depende de la secci6n s • 

Por otra parte, AS Z(C) (por (i) ), adem&a, si a€ A, 

entonces 

De manera que 

o(9 (q)a) • s(q)~(a) s(q)-1 

• ~(q)s(q)-1 • l 

qa ~ kero • A y , por lo tanto, A es 

un subm6dulo de Z(C) • 

l'or íÍltimo, para demostrar (iv), sea ~: e--... cªb la pro­

yecci6n natural 
~ (c) • c [c,c] 

y consideremos la sucesi6n exacta 

o ~ [c,c] ~ e ~ cªb ~ t 
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DofÍnlllll>•entoncea la acci6n de Q sobre cªb mediante 

Es evidente que la tunci6n \f q: C8 b-+ cªb dada por 

es un bomomorfiamo, pues 

q(((a)~(b)) • q~(ab)) 

• ~ cs(q)ab) 

• ~ cs(q)a s(q)b) 

• ~ cs(q)a) Jics(q)b) 

• q(~(a))q(~(b)) 

A<lomAs, como s estA normalizada, 1(~(a)) • "Ca) • Por 

~ltimo, 

q(qi~(a)) "' q(~ cs(q' >a)) 

• {cs<q>cs(q' >a)) 

.. (qq' >c~Ca)) 

con lo quo queda demostrado que cªb es un Q-m6dulo y que 

tP es 1m homor.1orfisr.io de Q-m6flulos. 
: 

111 
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t.6 DEFINICION. Un morfismo (Oi,f')r (C,G a)-+ (C' ,G' ;a•) 

do m6dulos cruzados consiste de una pare a de homomorf ismos 

de ~rupos °' , ~ que hacen conmutar e diagrama 

d 
C --+G 

~ l . l ~ 
C' ...?_, G' 

y preservan la estructura de m6dulo cruza o, es decir que 

1.7 J>ROPOSICION. La clase cu os ob etos s n m6dulos cruzados 

junto con_los morfismos de m6dulos cruzado 

posici6n 

Demostraci6n. Evidentemente la compoaic 6n ea cerrada, 

. pues 
OCd'(gc) • lll ( J'(g)d(c) ) 

• ll'l'(g)ae.l(c) 

La asociatividad se sigue de la asociativ dad de la compoai­

ci6n de homomorfismos de grupos. Asimismo es inmediato veri­

f icnr que (idc,idG) es el mortismo iden idad. 
111 

i.s DEFINICION. Sea G
0

.un grupo dado. Un rfismo de G0-m6du­

los cruzados ea un mortismo c~,ic\¡ ) d m6duloa cruzados. 
o 
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Dicho de otra manera, un morfismo de G
0

-m6dulos cruzados 

es simplemente un homomorfismo de grupos o<. que hace conmutar 

al diagrama 

y preserva la estructura de G
0

-m6dulo cruzado. 

De la misma manera que en 1.7,obtenemos el siguiente resul­

tado, cuya demostraci6n es i1111ediata: 

·1.9 PROPmiICION. Dado un p=ueo\G0 , la clase de los G0-m6duloa 

cruzados (C,G
0
,a) junto con los morfismos de G0 -m6dulos cruza­

dos constituyen una subcategoria plena de XMod que denotaremos 

0
0
-Dlod • 
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11.2 Extensiones cruzadas 

Ahora generalizaremos la noci6n de m6dulo cruzado 

a In de "n-extcnsi6n cruzada" : 

2.1 DEFINieION. Sea Q un grupo y A un Q-m6dulo. Una 

n-extensi6n cruzada de A por Q (n ~ t) es una suceai6n exacta 

de grupos 

con las siguientes propiedades: 

Et) (et 1G,at) es un m6dulo cruzado. 

E2) Para toda k (t < k < n), ek ea un Q-m6dulo 

y dk y t son Q-homomorfismoa. 

Es importante observar que la detinici6n I.2.t coincide 

con la definici6n de n-extensi6n cruzada para el caso particu­

lar n • 1 • Adem!a, 

2.2 Ohservaci6n. A pesar de que e2 tiene estructura de Q-116-

dulo y e 1 tiene estructura de G-m6dulo cruzado, tiene sentido 

pedir que o2 sea Q•lineal, pues im(a2) • ker(ot) y 

kcr( C>1) tiene estructura de Q-m6dulo 1 aeg6n se vi6 en t.15 • 

2.3 Observaci6n. otras consecuencias de 2.t son1 

i) ek ea abeliano (k > t), por el hecho de ser Q-m6dulo; 

en cambio, 1 et no necesariamente es abelianol 
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ii) Como im(a2) .. ker(o1) , entonces o2c2 S Z(C1) 

(Z(C1) denota al centro de c1). 

2.4 DEFINICION. Un morfismo ((,~,~): (G,o) (G',~') 

de n-extensiones cruzados consiste de homomorfismos de 

grupos 
tp: Q - Q' 

oc0 : G - G' 

oc'k: ck - ck 

~: A ~ A' 

que hacen conmutar al diagrama 

(G,i>): o ~A - cn-1-- ••• ---:ti 

~i l··" 
(G',él'): O __... A' _, c~-1-- ... __,,, 

(1 ~ k ~ n) 

et -- G -+ Q 

l·· l«- 1~ 
e¡ ~ G' - Q1 

__., 

_,, 

y, adem6s, preservan las estructuras, es decir que (~1 ,~0) 

es un mortismo de m6dulos cruzados y 

o<k(qc) • ljl(q)ock(c) (1 <: k < n) 

& (qa) • lf(q)d'(a) (q E: Q, a ( A). 

2.S Obaervaci6n. G act6a aobre e¡ a trav6s de o<
0 

, 

1 

1 

ea decir que podemos definir la acci6n de G sobre e¡ mediante 

• 1 
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De la misma manera, a trav6s de lf 
adquieren estructura de Q-m6dulo. 

A' ' y ele ( 1 <. k < n) 

2.6 Notaci6n. A la clase de todas las n-extensionea cruzadas 

de A por Q la denotaremos Xextn(Q,A) • 

2.7 OEFINICION. Un morfismo de n-extenaiones cruzadas de A 

J!2!...!l (es decir, un morfismo en Xextº(Q,A)), es un morfismo 

(~,~,~) de n-extensiones cruzadas donde 

y 

A continuaci6n, veamos algunos ejemplos de n-exten­

siones cruzadas. 

2.8 Ejemplo. Sea Q un grupo y A un Q-ai6dulo. La- suceai6n 

exacta 

o --

donde ~ • O es el homomorfismo trivial y (A,Q,d) ea 

un m6dulo cruzado ( como se vi6 en 1.3 ), constituye un ele­

mento de Xext2(Q,A) • F.n general, para cualquier n > 1 , te­

nemos la sucesi6n 

0_..,A=A_..,O~ ••• _,.o-.,Q=Q-..1 

que evidentemente es un elemento de Xextn(Q,A) • 
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2.9 Ejemplo. Dado un grupo K cualquiera, vimos en II.1.4 

que (K,Aut(K),C>) es un m6dulo cruzado, donde o: K--> Aut(K) 

le asocia a cada elemento k de K el automorfismo interior de K 

ºk e ak<k' > • kk'k-
1 > 

Consid6rese la sucesi6n 

(Aut(K),a): o __.. Z(K) ~ K ~ Aut(K) ~ Out(K) ~ 1 

donde Out(K) • Aut(K)/In(K) (In(K) es el subgrupo de auto-

110rfismos interiores de K ). Es evidente que esta sucesi6n 

es exacta, pues 

imd • In(K) • ker't 

adem&s' im ;. = ker a puesto que, si k E im l , entonces 

1 
~k(k') • kk'k-1 • k' 

ya que k € Z(K), de manera que 

ak • idK € Aut(K) • 

Inver•amente, si k E: ker a , entonces 

d (k) • Ck • idK ~ Aut(K) 

por lo tanto 

para toda k f K, es decir que kk' • k'k , lo cual implica que 

k E: Z(K) • Queda s6lo verificar que Z(K) es un Q-m6dulo (Q • 

Out(K) >'~ pero Hto se cumple en virtud de 1.3.(iii) , de 

manera que queda demostrado que (Aut(K),é)) es un elemento 

do Xext2(0ut(K),Z(K)) • /// 
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II.3 J'ti6dulos cruzados libres y proyectivos. 

Denotemos por Grp(2) a la categoría cuyos obje-

tos son homomorfismos de grupos y cuyos morfismos son cuadra­

dos conmutativos en la categoría de grupos. El funtor "olvida-

dizo" V: XMod- Grp(2) es aquh que, al m6dulo cruzado 

(C,G,~) le asocia el homomorfismo de grupos 

decir, V "olvida" la acci6n de G sobre c. 
;): c ..... G , es 

3.1 PHOl'QSICION, Cada homomorfismo de grupos A.: H-tG 

( ).. E: Grp(2) ) induce un m6dulo cruzado (D,G,()) definido 

u,J.: 
i) D es el grupo generado por los elementos del 

conjunto 11 x G sujetos a las siguientes rela-

tl2!!!,!: 

(h,g)(h',g) m (hh',g) 

<h,e;Hh' ,g' ><11,gr1• (h', g(>.h)g-1g• > 

ii) C) es el homon:orfismo de fí!'Upos definido median-

a(h,g) • g(~h)g-1 

iii) l.a acci6n de G sobre D est4 dada por 

g(h,g') • (h,gg') 

Ocmostraci6n. Sea F[H x G) el grupo libre generado por 

los elementos (h,g) (h ( 11,g ~ G), y sea i la cerradura 

normal del conjunto de relatores W m \ r,1,r21 donde 
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r1 D (h,g)(h',g)(hh',g)-1 

r 2 '" (h,g)h' ,g' )(h,g)-1(h', g{).h)g-1g' )-1 

entonces, por (i), tenemos que D .. F[llXG]/ li" .Además, si 

h,h' E: H y g,g' E: G, 

o(h,g)(h',g') D g()J1)g(~•,g•) 

y tambi~n 

• (h', g(~h)g-1g•) 

• (h,g)(h',g')(h,g)-1 

acg Ch,g'>> .. ach,gg') 

• gg'(>.h)(gg')-1 

= g(o(h,~))g-1 

. ·ir 

(por ~ii) ). 

con lo que quedan demostradas las condiciones (i) y (ii) de 

la definici6n de lli6dulo cruzado (ver 1.1).S6lo falta verifi-

car que la acci6n est& bien definida; evidentemente 1(h,g)•(h,g) 

y adem6s 

Por 6ltimo, 

g"cc11,g)(h' ,s' )(h,gr1> •· g"<h', gCXh>6- 1g• > 
• (H'' g" g(').h)g-1(g")-1g" g') 

• (h,g" g)(h 1 ,g" g' )(h,g" g)-t 

g" g" r;" .;.1 
a (h 1 g} · (h 1

1 g 1 ) (h 1 g) 

y del mismo modo tenemos que 

g' ((11,g)(h' ,g))) • (hh' ,gg') 

• g(h,g' )g(h' ,g'). 

111 
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3.2 COROLARIO. Dado un homomorfismo de grupos ).: 11-G 

.I_.~J.._c~respondiente m6dulo cruzado inducido (D,G,d) , 

existe un morfismo (11,).): (H,H,id8) --+ (D,G,o) ~ 

!!!~ª~lo!! . cr~za_d_()~.! 

Dcmostraci6n. Consideremos al grupo H collO R-m6dulo cruzado 

a trav6s de la acci6n por conjugaci6n 

Si ir: H-+ D es la inclusi6n 

(v6ase ejemplo 1.2) • 

v(h) • (h,1) , enton-

ces el diagrama 

H 
lclff 

) H 

vj l}. 
o ·a 

• G 

conmuta, dado que ~'lf(h) • "d (h, 1) • A(h) • Por otra 

parte, como r 1 • 1 (v6ase 3.1), entonces 

(h,1)-1 • (h-1,1) • 

l 1or lo tanto, 

v(hh') • v(hh'h-1) 

m (h,1)(h 1
9 1)(h,1)-1 

• X(h) u(h') (aplicando que r 2 • 1 ). 

En conclusi6n, (v,A) cumple con las condiciones de 1.6 • 
111 
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Si denotamos por U: Grp(2) ~.XMod a la funci6n que 

a cada homomorfismo Al H--+ G le asocia el m6dulo cruza-

do inducido (D,G,~), tenemos que 

3.3 PROPOSICION. U: Grp(2) ~ XMod ea un funtor y es adjunto 

izquierdo del funtor olvidadizo V: XMod .._,. Grp(2) 

Demostraci6n. · Sea · (cx,r> un mortismo en Grp(2) • Tenemos 

entonces el cuadrado conmutativo 

H ~ G 

donde A,>.€ Grp(2). 

Si. U(A) • (C,G,o) y U(~·) • (C' ,G', o') , entonces , por 

3.2 ' 

H -- H ff' - H' 

V! ! ~ 
C ~ G 

171 l l A' 
e• L G' 

son cuadrados co1111Utativos donde (v,A) y (v',A') son mortis-

•• en XMod. Definimos U((11.,p)) • (r:A.xp,f'): U(.\)-+ U0'). 

Evidentemente U((~,r>> es un morfismo en XMod, pues , si 

(b,g) E: e, entonces 

f'ª(h,g) • 13(g().h)g-1) 

• ~(g) ~(Ah) ~(g)-1 

• ~(g) ~· C( (h) pCg r 1 

• ()' < ot(h), p<s» 



- 57 -

Entonces, tenemos el diagrama conmutativo 

d 
C - G 

donde, adem&s 

coc.. ~><g(h,g) > • ce( 11 r><h,g'g> 

• (o{ (b), f'(g'g) ) 

• /3Cg' >coe ~ ~Hh,g) • 

Finalmente, resulta inmediato que U(idA) • idU(A) , y , si 

(~',fl) es un mortismo en XMod tal que la composici6n 

(a.''~· ><~,p> 

ostA bien definida, entonces 

U((oc•,,,•)(«,,e)) • U((oc•,p•)) U((oe,~)) • 

Verifiquemos ahora la adjunci6n: Sean (C', G' ,~') E. XMod , 

la funci6n definida mediante ">¡<Ct,f» • (t'IJ'' f) . 
11 -- 11 

,, J L ). )Z H --+·G 
e ___. G ~ ~U' J ! f 

tl l f C'--. G' 
3' e• _..., G' 
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Inversamente, dado un morfismo (c.t,p) €. llo°1Grp( 2)( ).,V(C 1 ,G',o')), 
definimos una funci6n 

mediante ~'{(~,~)) = ('l',p) 

donde '1: e ~ C' estA dado por 

1 (h,g) .. (3(g)ot.(h) 

~ 
H= H 

H G )!' . ! 1 « l lp ~ 
e ~ 

G 
e•~ 

~ 

G' 

l~ ~1 
C 1 ~G' 

Como 'tl1(h,g) • a·c ~<g>oech> > 
• ~(g) O'o<(b) ~(g)-1 

. ,,e g (Ah > g-1> • ~ach,g) 

y, ademb :r<g' (h,g) ) • J (h, g' g) 

• ~(g•)p(g)«Ch) • ¡'3(g'>c:rCh,gp 

entonce• (7,p) es un morfismo en XMod. 

Finalmente, l¡' es inversa de )} , ya que 

Pero, en este caso, j • 't , dado que 
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Similarmente, ( 17~')(«,~) = (~,~) , con lo que queda 

demostrado que 'YI es una biyecci6n. La naturalidad de ~ es 

tambi6n inmediata. 
111 

.'3. l liEFINlCION. Si (C,G,o) € XNod y { c1J iE ¡ es un con­

junto de elementos de C con indices en I, entonces diremos que 

C es un m6dulo cruzado libre con base {c1J si, dado cualquier 

otro m6dulo cruzado (C' ,G', a•) junto con un conjunto [ ci, l 1 E 1 

de elementos de C' y un homomorfismo ~: G-+G' tal que 

~(a(c1 )) .. 'd'(ci_) existe un 6nico homomorfismo o(.I C~ e• 

tal que oc.(c1) • cj_ y (C(,p) es un morfismo en XMod. 

3 
e --+ G 

1 

lit Q( 1 
. 1 

.... -a' e• ........... G' 

3.5 PROPOSICION. Si ( ). : H -+G) G. Grp(2) y H es un grupo 

libre soh!~ un conjunto s, entonces U(X) • (C,G,)) es preci­

~11)!?.~t_!?_1:1.l.!_.!!l.6dulo cruzado libre con base el conjunto tr(S) • 

Dcmostraci6n. Sea H un grupo libre sobre un conjunto de 

p;encradores S • { s11 i E. 1 , y sea 

Si U(A) • (c,G,o) , entonces 'ªª 
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de manera que todo elemento de C es un producto de elementos 

de la forma 

< [w] ) • 

Si (C' ,G', °d') ( XMod , {el l i ( 1 es un conjunto de 

elementos de C' y (3: G -Jo G' es un homomorfismo de gru-

pos._. tal que 

definamos la runci6n O(.: e--. e• a travh de los genera-

dores ci • Es decir 

ii« (gci) • ~(g) el 

si H = H ~ \s1\ 

I vl l} 
·UO.) • (C 

Cl 
G) t-- { giJ el ---+ 

I ~1 1~ 
')' 

e' e• ~ G' i 

Veamos que ~ es homo1110rfismo1 

O( ((si'g)(•j•g' )(si'g)-1) • C(((sj, g(~si)g-1g•)) 

• O(( g(>.si)g-
1
g'(s.,1)) 

J 
-1 

• 11( (ggig g' e ) 
j 

• 
P< -1 1) ¡;gig g e' 

j 

., ., 

," . ~ 

"· 
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Por otl'a parte, 

~ (s1 ,g) o<(sj,g') IX.(s1,10-t • OC(gci) O<(g' cj) O((gci)-1 

• º~ p(g)cl>c ~(g')cj ). 

Pero o'(cl) = p'd(c1) = ~(¡;1 ) . (por la conmutatividad de 

los diagramas), de manera que el producto anterior es igual a 

• fCg>pCgi)/i<s>·
1p<g')cc 1> 

j 

Por lo tanto 

De la misma forma se comprueba que 

Adcm6s, de modo que 

o<.(gc ) • p(g)c, • P<s>oe.cc ) 
i i i 

con lo que queda demostrado que (M,~) ea un mortiamo en XMod~ 

(la conmutatividad es inmediata ). Finalmente, OC.. eot6 deter• 

minado de manera 6nica por la condici6n 

o<(ci) •el 
111 

3.6 Observaci6n. Al m6dulo cruzado U(~) • (C,G,~) se le llama 

m6dulo cruzado libre sobre A c[e-H,p.207] ).Como indica la 

propos!ci6n anterior, si H es un grupo libre, U(~) coincide 
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con la definici6n de m6dulo cruzado libre dada por Whitchead 

c[w]> y cuya construcci6n está dada en 3.1 

3.7 LDtA. Si C es un G-m6dulo cruzado libre con base 

S • \ ci} i E 1 , y Q • G/ac , entonces cªb es un Q-m6dulo 

libre sobre los elementos ci[c,c] • 

Demostraci6n. c8b es un Q-m6dulo (por 1.5(iv) ), de manera 

que s6lo falta verificar que es libre • Sea C un G-m6dulo 

cruzado libre con base S y sea ~ : e--+ c•b la proyecci6n 

natural. Consideremos el conjunto S' • ~(S) • J ~(ci)} 
junto con la incluai6n {: 8' -> cªb • Sea . K un Q-in6dulo 

y f: s•__, K ana runcl6n. c8b es un Q-m6dulo libre sobre 

S' si existe un homomorfismo 6nico fil: C8 b ~ K que 

haga conmutar al diagrama 

K 

Como K ea un Q-m6dulo cruzado ( en virtud de 1.3), y como 

t'a(ci) • o , entonces, aplicando 3.4 

~ 
C----+ G 

¡ lf 
{fCci)} ~ ~ ~ Q. 

exiat~ un homomorfismo 6nico o(: C·-. K tal que O((ci) a f (ci) 
.~-·'t 
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y, co• li. H •upra1.Ctivo 1 defini11H el bomomorfiamo 

sil a cAb--. K mediante 

szS(ci[c,c}) • ~(~(c1)) • o<Cc1). 

E8 nidente que SIS H el bo••rtiamo baacado, de manera 

que c8' e• un Q-116dulo libre aobre el conjunto S 1 • 

111 

Supongamo• ahora que (X¡R) ea ana pre1entaci6n del 

grupo Q. Sea N0 el grupo libre aobre el conjunto R' , CUJ'08 

•l ... nto• e•~ en corre•pon4encia ano a uno con 101 ele .. nto• 

r~ R ( r H r' ) 'T •• ~a N0~F el morfi1mo inducido por 

101 ralatore•, doncl• P •• libre 1obre Xs denote••• adellh, 

a la cerradura normal de Ben F por N. 

3,8 PRGIOBICION, Cualquier preHntaci6n (IJR) de un pupo Q 

det .... :lna un .Sdalo cl"Ull8do (C,F,a) que e•· 6nico (1alvo iao­

•rtiw), donde ,. •• (como grapo) libre •obre 1 .i. e !!. 
el r...tclqJ.o cruf14o libre con b!•e R. 

Adem 
1) Si F tieno al meno• do• generador•• librea, enton­

m Z(C) •Itera , 

ii) Lo• ele11entoa r•(c,c] con1ttt111en una Q-ba8e de 

c8' • 
111) El morfi•• inducido . ter()-+ c8b ee in7ecti• 

YO l la IDCHi6D 0 -t ker~ ~ Cab __., p/Ab ~ 0 

ea una pre1entaci6n Q-libre de ,¡ab, 
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Demostraci6n. Sea (X:R) una preaentaci6n del grupo Q, 

F[Xl • F el grupo libre sobre X y N la cerradura normal 

de R (R s F) • Sea N
0 

el grupo libre sobre el conjunto R' 

(R' es el conjunto de al•boloa rl que eat'n en correa­

ponde~cia biyectiva con loa elementos de R).Por la• propie­

dades de grupos librea, dada la lunci6n f : R' _..,. N
0 

(inclu­

si6n) y la tunci6n ~: R' __..,. F 

rI H r 1 

existe un único homo•orliamo 

conmutar al' diagrama 

R~ R' ~ 

que hace 

Y, por 3_-15, ). deteraina un m6dulo cruzado libre (C,F,é)) 

con baae R cuya conatrucci6n eat6 dada en 3.1 • 

Por .otra parte, si F tiene mAa de un generador libre, entonce• 

no puede ser abeliano, de ~onde se sigue (i). 

(ii) es una consecuencia de 3.7 • Por 6ltimo, como ker~ 

es central en e, (y N ea un grupo libre) entonce• 

( kerd X N) ;(r C ' 

Aplicamos ahora el tuntor abelianizador Abel() • _l[~•-1 • (_)ab . 

a la sucosi6n exacta 

1--+ kero _. e __, N --+ 1 

.y obtenemos la preaentaci6n Q-libre de N8b 
1 -+ kera __, cªb __, N8b ----. 1 

111 
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Consideremos ahora un grupo fijo G. La noci6n de G-m6du­

lo cruzado libre se puede generalizar en G-lGlod. 

3.9 DEFINICION. Un G-m6dulo cruzado P se llama proyectivo si 

es un objeto proyectivo en la categoda G-XMod. 

Es decir, P es un G-m6dulo cruzado proyectivo si , dados 

tiC. y 't morfismos en G-XMod tales que '( es un epimor-

fismo, existe un morfismo Y que hace conmutar al diagrama 

(P --> G) 

11 

(C' ~ G) _t_~'> (C" __. G) 

3.10 Ejemplo. As{ como un G-m6dulo cualquiera ea un G-m6dulo 

cruzado (v6aae t.3), aat los G-m6duloa proyectivos son ejem­

plos de G-m6dulos cruzados proyectivos. 

3,tt LEMA, Si (C,G,o) es un m6dulo cruzado libre, entonces 

ea un m6dulo cruzado proyectivo en G·XMod. 

Demostraci6n. Similar a la demostraci6n de que todo G-m6-

dulo libre es proyectivo. 111 



II.4 Compl.eJoa cruzados y resoluciones cruzadas libres, 

4.1 DEFINICION. Un complejo cruzado C 
ea una sucesi6n de grupos 

con las aiguientea propiedades: 

(sobre un grupo G), 

(Ct) (C1 ~G, a1) ea un m6dulo crusado. 

(C2) Para k ~ 21 si Q • G/a1c , entonces ck 

es un Q-m6dulo y qk un Q-homomorfismo. 

(C3) ')() • O 

4.2 Observacionea. 

i) Para k • 2 , la condici6n (C2) tiene sentido, ya que, 

aunque c1 no es un Q-m6dulo~ a2(c2) S ker(~1 ) 

por (C3) • A su vez, ker(~1) S Z(C1) (por t.5(:W.)), 

y ker(o1) es un Q-m6dulo ·• 

ii) Si ~o' G-t- Q es la proyecci6n natural, podemos de­

finir una acci6n de G aobre ~ (k~ 2) ·mediante 

la reÍl~ lx • "\(g)x (x E. ~). 
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4.3 DEFINICION. Un complejo cruzado libre (proyectivo) ea 

un complejo cruzado que cumple (ademAs de (C1),(C2) y {C3) ) 

con las siguientes condiciones: 

{P1) G ea un grupo libre. 

(P2) c1 es un G-m6dulo cruzado libre 

(P3) Para k ~ 2, cada Ck ea un Q-m6dulo libre 

{proyectivo). 

Nos interesa en particular el caao en que el grupo 

Q eat6 dado de antemano y el complejo cruzado es exactos 

4.4 DEFINICION. Una reaoluci6n cruzada de Q ea un complejo 

cruudo exacto ~ donde Q • G/ac1 • coker ~1 • 

4.S DEFINICION. Una resoluci6n cruzada libre (proyectiva) 

de un grupo Q es una resoluci6n cruzada de Q donde el comple­

jo cruzado ~ ea libre (proyectivo). 

4.6 DEFINICION. Un morfiamo ll(I C _,, C' de complejos cru-
.... 
udoa constate de homomorfiamoa de grupo• 

ot
0

1G---.G' 

(k ~ 1) 

que hacen conmutar al diagrama aiguiente 
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e ----+ ~ 
___,, 

ck-1 - ••• ~ et - G 

l «, 1 Otk-1 t· ¡~. 

C': _____. C' k 
----.. ck-1 --. ... -+ e• 1 ~G' 

y se preservan las estructuras, es decir que < °'1' oco> es un 

morfismo de m6dulos cruzados y C{k (k ~ 2) es un Q-homomor-

fismo. 

4.7 Observaci6n. Las n-extensiones cruzadas ( y su• mortiamo•) 

son casos particulares do resoluciones cruzadas ( y sus morfis­

mos) para las cuales Ck •O si ,k "º. 
4. 8 Observaci6n. Como Ck (k ~ 2) es un Q-m6dulo, entonces 

es aheliano, por lo que lo escribiremos aditivamente. En cam­

bio, c1 no necesariamente es abeliano, y lo escribiremoa mul­

tiplicativamente. Por otra parte, tiene sentido pedir que o<k 

(k ~ 2) sea Q-homomorfismo, pues oc
0 

induce una estructura 

de Q-m6dulo en Ck . 
Los complejos cruzados aparecen en [a] con el 

nombre de "siste11111s de grupos", mientras que Whitehead ((w]) 
denomina "sistemas do homotop!a" a los complejos cruzados li-

hrcs. 

Una resoluci6n libre de un m6dulo M es una sucesi6n 

exacta 
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donde cada m6dulo Fk es libre C[Ro,p.60)). La siguien­

te proposici6n ea muy conocidas 

4.9 PRQPQSICION, ~ Q un grupo y M un Q-m6dulo. Entonces 

existo una reeoluci6n libre (proyectiva) de M. 

Demostraci6n. Dado que todo m6dulo ea cociente de un m6du­

lo libre ( [Ro. p.58] ), tene~e la aucesi6n exacta corta 

donde Lo·· es un m6dulo libre. Pero. "o ea, a au vez, cocien­

te de un m6dulo libre, por lo que debe existir un·m6dulo 

libre L1 y una aueeai6n exacta 

Continuando este proceao,.obtenemoa por inducci6n una au­

cesi6n exacta corta 

y,combinando eataa·auceaionea, obten~moa el.diagrama 

' ~! d d t : ... --+ L3 L2 1 ~ Lt ~ 1.o~ M 

/~.l.~ /,t. \ / 
... "2 "1 "o 

I \ /\ !\ 
••• o o o o 



donde 

Adema~ 
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Y el n • f n-1 ">tn 

im( dn+t> • im( /n l'ln+t> 

• ker( o
0

) 

(n ~ 1). 

con lo que queda demostrado que Ol ea exacta y, por lo 

tanto, es una resoluci~n libre (proyectiva) de H. 

111 

4.10 PROPOBICION. Todo grupo Q tiene una reeoluci6n cruzada 

libre (pro1ectiva) • 

Demostraci6n. Sea Q un grupo y sea (XaR) una preaentaci6n 

de Q. Por 3.8 sabemos que existe un m6dulo cruzado inducido 

(c1,F,d) libre sobre R. Tenemos entonces la siguiente 

suceai6n exactas 1 --+ ker ~ -. c1 --... F -+ Q __, 1 • 

Pero, por t.B(iii) , ker~ es un Q-m6dulo, por lo que, 

· seg6n se vi6 en 4.9, existe una resoluci6n libre (proyecti­

va)de kerd 

't. s ••• --+ L3 ___, ~ --+ L1 ~ Lo -.... kerd 

que, junto con la auceei6n exacia anterior, induce una 

resoluci6n cruzada libre (proyectiva) de Q 

donde ~ • Lic-2 (k ~ 2) es un Q-m6dulo libre y c1 es 

un F...&dulo crusado libre. 
111 
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'1.11 LEMA. Dado el diagrama conmutativo de Q-m6dulos 

P ~ L -~ M 

lp 
g 

C" 

con Pun.. _ _9.-m6rh1lo provnctivo 1 d't}' = O y el rcns;l6n inferior 

exacto, existe un Q-homomorfismo ~:P-... C que conmuta con 

el resto del diagrama. 

Demostraci6n. Por hip6tesis sabemos que 

9 O( o' a (3 a a• 
pero 'l.'l'. o t aa , por lo que en onces 9 r1..'0

1 
= o • Eato signi-

-fica que 

ctó'(P)c¡; ker(C' ~ C" ) = im(C --+ C') 

y tenemos el diagrama 

e - im(q•) ----. o 
donde n :C --+ im(91

) es un epimorfiamo. Entonces, como P 

es proyectivo, existe un homomorfislllO ~:P._.. C que hace 

conmutar al diagrama 

p 

1 

~ : 
~ 

e 

L ~ M 

1 1 
C1 ---+ C" 

111 
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4.12 PROPOSICION. Sea C µn complejo cruzado libre (pro­

yectivo) con Q • coker(o1) , y sea ~ una resoluci6n cruza­

da do un grupo Q'. Cualquier homomorf'bmo de grupos lp: Q-Q' 

induce un morfismo O( : e __., 1l de complejos cruzados. 

Dcmostraci6n. Consid6rese el diagrama 

e = 

l~ 
~ ••• --1- e~ -- c~_1___,,. •• - ci _,. a• - Q' -.... t 

Como F es libre (por 4.3), es proyectivo 1de manera que 

existe un homomorfismo de grupos o< 0 : F--+ G' que 

hace conmutar al diagrama 

F 
, 

1 ~·· 
, 

°'º, 
, 

, , 
/ 

" 
G' --- Q' ~1 

Por otra parte, como c1 es un F-m6dulo cruzado libre, en- · 

toncas, dndo el homomorfismo cx
0 

, existe un homomorfis-

mo oc 1 tal que ( oc 1, o<rJ> es un morf'ismo de m6dulos 

cruzados (v6aao 3.4). 

Por 6ltimo, para n ~ 2, definiremos °' n 
inductivamente a 
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Supóngase que se tiene el diagrama conmutativo de Q-m6du­

los siguiente 

en 
()n 
~ cn-1 ---+ cn-2 

l"n-1 j ocn-2 
·¡)' 

e• -.!L., c~-1 ~ c~-2 n 

donde el rengl6n .superior ea aemiexacto (por 4.3), el 

~eng16n inferior ea exacto (por 4.4) y en ea un Q­

m64u.lo libre (proyectivo). c:i t c:i-1 y c:i.2 80.n 

Q-1164ulo• a trav6a de lf' • Aplicando 4.11, obtenemo• 

el Q-homomortiamo O(n: en~ c:i que hace conmutar 

al diagrama, completando asl la demoatraci6n. 

111 

4.13 Notaci6n. Si ~ e& una reaoluci6n cruzada libre (pro-

yectiva) de Q, denotaremo• por 1\n al complejo cruzado . 

obtenido. a partir de 1l. , de manera que 

Nos referiremos a 

. (proyectiva) • 

1ln como la n-extensi6n cruzada libre 
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4.14 Observaciones. 

1) Dado un grupo Q , podemos construir la correspon-

diente n-extensi6n cruzada libre 1\n 
quier n '> 1 (en virtud de 4.9 ). 

para cual-

iii) Seg6n 4.13, para n • 1 tendrtamos el complejo 

que no es elemento de Xext(Q,J1), puea J 1 no es 

un Q-m6dulo. Sin embargo, podemos reemplazar esa 

extenai6n por le extensi6n cruzada 

O ...._, N°'b - F/(N,N] - Q --.. 1 

(J1 • N • ker(F-+ Q) ) , generalizando asi la deti­

nici6n 4.13 al caso n • t • 

4,ts COROLARIO. Si (G',a) e Xext(Q' ,A) , entonces el homomor-

fiallO de grupos tt: Q-+Q' induce un morfi&llO 

(<f,CX,!p): 'ftn-+ (G',a) 

de n-exteuionea cruzadas, 

Demoatraci6n. Como ~n es un caao particular de 4,5 y 

(G',i) es un complejo cruaado, entonces basta aplicar 

4.12 para obtener 101 morfiamos inducidos OC.k y ~. 

111 
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II. 5 Homotoe!a. 

5.1 DEFINICION. Sean C , e• dos complejos cruzados con 

Q = cokera1 y 

~, f1 : C-. C' 

de funciones 

Q' ª cokerai respectivamente. Sean 

morfismos de complejos cruzados. La Eamilia 

donde y (k ~ 1) 

es una homotop!a entre o1 y ~ 
• 

(denotada I:: ot. t:tp ) si 

cumple que 

(Ht) 

tal que 

(112) 

es una derivaci6n aeociada a p
0 

ea un G-homomortiemo tal que 

(x ~ G). 

(113) Para k ~ 2, Lkl ck ~ ck+t 

tal que 

es un Q-homomorfismo 
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e = .•. ----> ck --- ck-1 - ••• - et 
dt 

G ,.....__, Q-1 --/ I / l;,, I 
1 

~ I r I 

j j 
1 

~,' ¡ 1 '"J' / .. ¡~./:u~ 1 
1 
1 // ~ !p"' /1 : iv 

//. I ... 
JI. 

... 
e'= ... ___,, e• k Ck-1 _, ••• - Ci --- G' ____, Q'-.. 

5.2 Observaciones. 

i) G actúa sobre Ci a trav6e de (J
0 

y de la acci6n de G' 

sobre Ci ( Ci ea un G1-cn6dulo cruzado), es decir que 

Por lo tanto, 'í
0 

ea la derivaci6n asociada a /o 

es decir, 
l".,Cxy) • ~ (x) ( ~.(x) "' (y) ) o .Lo 

(v._ae I.3.4). 

ii) G actúa sobre c2 a trav6a de ~o , por lo que tiene 

sentido pedir que I 1 sea un G-homomorfismo. Hay que 

notar, adem&s, que Ci ea un grupo 11Ultiplicativo no 

necesariamente abeliano, por lo que los factores que apa­

recen en (H3) no necesariamente conmutan. 

entonces oc0 : G --. G' induce un homomorfismo Cf': Q - Q • 

1 
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definido mediante 

A trav6s de tp , Cic adquiere estructura de Q-cn6dulo, 

es decir que 

(q € Q, X E'. cp . 

5.3 Ll'1~. La homotop!a de complejos cruzados es una relaci6n 

de -~qui.valencia. 

Dcmostraci6n. Sean r1.,p,t: e- C' morfiamos de comple-

jos cruzados. Para demostrar que existe una homotopia ~:oc~ oc 

conaid,reae la familia [ • { Lk k ~ O J de funciones 

triviales 

Lo· \i L:k· 0ck (k) t). 

Es inmediato que L. cumple con (Ht),(H2) y (H3) • 

Supongamos ahora que existe una familia · L = { L k k ~O l 
tal que I. : O(~ f3 • Conaideremoa entonces la familia 

-t = t -rk ; k ~o J 
Es evidente que -L:

0 
es una derivaci6n, adem6a, como 

entonces, 
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Similarmente, a partir de la condici6n (H2) en l: t , 

obtenemos que - [ 1 es un G-homomorfismo tal que 

Por 6ltimo, (H3) tambi6n se cumple para -L: , pues por 

hip6teais 

entonces 

Finalmente, a6lo queda demostrar que la relaci6n de 

homotopla es transitiva. Supongamos que existen dos familias 

L 1 T de funciones tales que 

y son homoto-

plaa. Conaideremos entonces la familia 

y • I lk + T k : k ~ o l 
de11011trare110a que Y: ~ t::::!. '/ es una homotopla. 

Ea imediato que Y0 • t 0 + T0 
es una derivaci6n de G 

en Ci • Adema 

ªi !o(x) • °'o(x) f3o(x)-t 

y 

multiplicando ambas expresiones obtenemos 
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(pues ( 1:
0 

+ T 0Hx) • I:0 (x) T0 (x) 

cativo Ci ). 
en el grupo multipli-

l'ara verificar que y cumple con (H2), conaid6renee las 

expresiones correspondientes a L.1 y "f 1 , a partir 

do ellas obtenemos 

(Obsérvese que no hemos supuesto la conmutatividad). Por 6lti-

mo, sumando ambos miembros de las ecuaciones 

obtenemos que 
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por lo tanto, cW11ple con (113) • 

Queda ns{ demostrado que la relaci6n de homotopla es una re­

lac i6n de equivalencia. 
111 

.5.'1 PílOPOSICION. ~ C un complejo cruzado libre (proyectivo) 

con Q = colccra1 , ~ 1?. una resoluci6n cruzada de Q' • Si 

~,~:e~~ son morfismos de complejos cruzados e inducen el 

mismo homomorfismo ~ : Q ~ Q' 1 entonces existe una homoto-

Demostraci6n. Sean ol. y fJ morfismoa de complejos cruza-

dos que inducen el mismo homomorfismo 1f • Esto significa, por 

5.2(iii), que 
1 ........ 

0o aco - ºo Po • 

por lo tanto, 

Consid6rese entonces el diagrama 

G 
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( i11"a1 • kero
0 

, por la exactitud de 'f!. ). Como G es pro-

yectivo, existe una funci6n <" : G ---+ c1• ~o tal que 

es decir que 

(pues G' es multiplicativo). Adem&s, ~o es una deriva­

ci6n, dado que 

mientras que,por otra parte, 

"dj( Lo(x) ( ¡.\(;J) °io(y)) ) ª ()i Lo(x) "di< f3.(x) ~o(y) ) ) 

= °'o(x)O<o(y) ~o<Yrt~o(x)-1 

aplicando la detinici6n de m6dulo cruzado (1.1). 

Con•id6rese ahora el caso k ~t. (el caso k • 1 es similar, 

en tanto que c1 es un G-m6dulo cruzado libre). Supongamos 

que se ha definido [ k para . O < k' n-1 , tenemo11 enton­

ces un diagrua 

c~+t e• n c~-1 
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donde 

puesto que, por hip6tesis: 

Lo anterior aignif ica que 

y keron 11 imo~+t (por la exactitud de ~ ). Consid6rese 

entonces el diagrama de Q-m6dulos 

en ,, ,, 

lh 
[" 

,, ,, ,, , , 

"" 
c~+t imda+t ~o 

donde b • O( - Pn - Ln-t dn • CQmo en es libre n 

(proyectivo), existe un homomorfismo 

tal que 
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completando as{ la dcmostraci6n por inducci6n sobre k • 

111 

Es evidente que el concepto de homotopia de complejos 

cruzados dado en 5.1 se puede particularizar al de homotopla 

de n-extensiones cruzadas: 

5.S DEFINICION. Sean (G,o) y (G',l') elementos de Xextn(Q,A) 

y de Xext"(Q',A') , respectivamente. Dados dos morfismos 

(c!,O(,tf),('Y ,p,~): (G,d) ~ (G' ,d') con el mismo homomorfis-

mo tp en el extremo derecho, definimos una homotopia ·de n-exten"". 

siones cru~adas como una familia de funciones 

que satisfacen las propiedades, (Hl),(112) y (113) de :S.1 • 

Considérese el diagrama 

Jln: o -4 Jn -- cn-t -+ ... _,, et __,. F __, Q~ 

•Jlr «~j jP~• ll ~.11p. l~ 
(G,)): o--. A -l> ªn-t __.,.. ... __,. G

1 
·__..,. G-, Q' ~ 

donde 1{ n es una n-extensi6n cruzada libre (proyectiva) y 

(G,o) €. Xext"(Q' ,A), tenemos entonces que 

t 

t 
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5.6 PROPOSICION. Sea t..n una n-extensi6n cruzada libre (pro­

yectiva) con Q a cokero1 , ~ (G,d) E: Xextn(Q' ,A) .__!!_ 

(d' 1 ot,~),(1 1 p,f): "R"~ (G,o) ~~ mor.qsm_o!~~-n-extensioncs 

~~adas __ ~on el mismo homomorfismo 1f: Q _... Q', entonces 

cx:ts_~~ una homotopla 

í:: <cr ,ac,lf') ~ c1,p,y> • 

Dcmostraci6n. Dado que 1tn es un caso particular de com-

plejo cruzado libre y (G,~) es un caso particular de reeo­

luci6n cruzada, entonces basta aplicar la Proposici6n 5.4 • 

111 

! 
5.7 PROPOSICION. El conjunto Hom(Q,Q') clasifica las clases 

. -... ,4. homotopla de morfismos de e ..!!!!.. 1l 
l!!.Orfismo. i.riduci_!!!!_ lf : Q ~ Q' • 

con el mismo homo-

Dcmostraci6n. Es una consecuencia inmediata de 4.12 y 5.4 • 

111 

Asimismo, para el caso particular de o-extensiones cru­

zadas, tenemos que 
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5.8 PROPOSICION. El con.junto llom(Q,Q') clasifica las clases 

de homotopia de morfismos (<í,«,~): 'f\n ~ (G,~) con el 

mismo homomorfismo ~: Q ~ Q' • 

Demostraci6n. Es consecuencia inmediata de 4.15 y 5.6 • 

Introduciremos ahora el concepto de equivalencia 

homot6pica do complejos cruzados : 

5.9 DEFINICION. Dos complejos cruzados C y C' son 

homot6picamcntc equivalentes si existen morfismos 

O(: e, e' y f3: C' ~ C 

tales que 
y 

111 

5.10 PROPOSICION. Cualesquiera dos resoluciones cruzadas 

libres (proyectivas) de un grupo Q son homot6picamente equi-

valentes. 

Demostraci6n. Es consecuencia inmediata de 4.15 y 5.6 • 

111 
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II.6 El grupo Opextn(g,A). 

Estableceremos ahora en Xextn(Q,A) una relaci6n de 

c1111fvalencie Rimilar a 111 ui>ada por Yoneda en su interpretaci6n 

de los elementos de Extn(C,A) (v6a1e (M-t] ), esta relaci6n 

no es sino una generalizaci6n de la equivalencia definida en 

1.1.3. 

6.1 DEFINICION. Decimos que dos n-extensiones cruzadas (G,d) 

y (G',Cl') estan conectadas si existe un morfi1mo 

(idA, oc, idQ): (G,'d)--.. (G',o') 

den-extensiones cruzadas. En tal caso escribiremos (G,())-(G',d'). 

6.2 Ohservaci6n. S6lo para el caso n ~ 2 la relaci6n defini­

da en 6.1 es sim6trica y, por lo tanto, s6lo en e1te caso "'llP+" 

es una relaci6n de equivalencia (que coincide adem61 con la de­

finida en I.1.3), sin embargo, "~" nos sirve para generar 

uno relaci6n de equivalencia: 

6.3 DEFINICION. Diremos que dos n-extensiones cruzada• (G,a) 

y (G',o') son eguivalentes si existe una colecci6n finita 

l (Gi •ºÍ) ~ Xextn(Q,A) ; 1. ~ i ~ r} tal que 

1) (G,a) • (G1,a1) y (G' ,a•) • (Gr,dr) 

ii) Para todo n6mero natural par k , tal que 

2 ~ k ~ r-1 , se tiene que 
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Si (G,a) y (G 1 ,a1 ) son equivalentes, escribiremos (G,d) =: (G',d'). 

6.4 Observaci6n. La condici6n (ii) de la definici6n anterior 

s6lo tiene sentido si r es impar, sin embargo, aún cuando r 

sea par, basta agregar al morfiamo identidad 

(Gr+1' 0 r+t> __!!__. (Gr' 0 r>. 
para obtener una colecci6n impar de n-exten11iones cruzadas. 

6.5 PROP(l)ICION. ":= " es una relaci6n de equivalencia. 

Demostraci6n. Sean (G,o), (G', ,, ) , (G", a") E: Xextº(Q,A) • Si 

conaideramo• el morfismo identidad en Xextn(Q,A) obtenemos 

que (G,a) :: (G,a) y por lo tanto se cumple la reflexividad. 

Asimismo, la eimetria y la transitividad son inmediatas. 

/// 

6.6 Notaci6n. A la clase de equivalencia de (G,o) E: Xextn(Q,A) 

la denotaremos [CG,é))] , mientras que al conjunto cuyos elemen- · · 

tos son clases de equivalencia de n-extensioncs cruzadas de A· 

por Q lo denotaremos por Opext0 (Q,A) • 

A continuaci6n, generalizaremos las PropoRiciones 

I.2.18 y I.2.19 • 
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6, 7 PROPOSICION, .§u IV :Q'- Q un homomorfismo de grupos 

y sea (G,o) E: Xextn(Q,A), Entonces existe un elemento de 

Xext"(Q',A) (denotado (G,o)f ) y un morfiamo 

(idA,oc ,19 )1 (G,il)~ (G,o)f 

Ad~más la extensi6n (G 1d)~ así definida es única (salvo equi­

valer!_cia) y , por lo tanto, ~ induce una runci6n 

41* .. Opexl\: f ,A): Opextn(Q,A) ~ Opextn(Q' ,A) , 

Demostraci6n. Consid6rese el diagrama 

ºª di ' f ' (G 1 .3)'f : O---~ A ---~ ,,, ---> c2 ··--~ Ct·----> Gl\Q ----+ Q ---~ 1 

11 11 11 

1 
1 

: O( 

' V 

donde G A Q' denota al producto librado (ver I .2, t8) y 

l.. c;(c) .. ( . a,(c), 1 ) e E: et 

Además, Ck' (k > t) y A adquieren estructura de Q'-m6dulos 

a trav6s de ~ , y la acci6n de G A Q' aobre et est& 

dada por 
(g,q)c • ge (g €: G,c (. c

1
, q E: Q), 

l'ol' lo tanto (Gjél)1pE: Xext(Q',A) y (idA,o<.,lf) 

es un morfismo en Xextn(Q,A) , ~demis, por la propiedad uni-

versal del producto librado, (G,a)f ea 6nica salvo equiva­

lencia de manera que '{> induce una runci6n 
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tp•: Opextn(Q,A) --+ Opextn(Q' ,A) 

definida mediante 

111 

6.8 PROPOSICION. Sea ~: A__,.. A' un homomorfismo de Q-m6dulos 

~ (G,3) E: Xextn(Q,A) • Entonces existe un elemento de 

Xcxtn(Q,A') (denotado ~(G,o) ) junto con un morfismo de 

n-extensiones cruzadas 

(<!', r.t ,idQ): (G,o) ~ \fCG,a) 

J.G.,tJ) est6 determinada en' forma única (salvo equivalencia), 

z_ <[ induce una funci6n bien definida 

Demostraci6n. Consid6rese el diagrama 

dn·I 
(G~o): O~ A 

¿ 
~ Cn-1----.. Cn:-2 ~ ••• --4 G --. Q .. J. 1 

<l 
1 

11 11 11 

' 
: al. 
1 ., 

O ··-~ A' _i3_, ' º~·1 
j vcn-1---~ cn-2---· ••• --·• G ·-·• Q -·~ 1 

donde A V Cn_1 ea la suma fibrada de A y Cn-l (v6ase 

I.2.19), ~ y ~ son las inclusiones definidas mediante 

O( (e) • (O,c) y ~(a') • (a' , 1) 
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y º~-l es el homomorfismo dado por 

0~-1(a' ,c) • 0n-1(c) 
i; 

de manera que d(G,'t)) e Xext0 (Q,A') y (d' ,oc ,idQ) es 

un morfismo de n-extensiones cruzadas. Adem6a, por la propie­

dad universal de la suma librada, (G,o) es única salvo equi­

valencia. Por Gltimo, es inmediato verificar que la tunci6n 

d'
11 

: Opextº(Q,A) ~ Opext0 (Q,A') 

dada por 

no depende de los representantes elegidos, de manera que estA 

bien definida. 
111 

Ahora, aplicando 6.7 y 6.8, generalizaremos la suma de Baer 

definida en I.2.22 • Para esto, definimos primero la auma direc-

ta de dos elementos [CG,a >] y [CG' ,-a•>] de Opextº(Q,A) 

como ln clnsc de equivalencia de la extensi6n 

(G 5 G', aea•): 0-t AeA' - Cn_1 ec~-l - ••• --. GXG 1 ~ QXQ'-+1 

6.9 DEFINICION. Si [CG,C>)]' [CG' ,o'>] E: Opextn(Q,A) ' defini­

mos la suma de Baer de [(G,'a >1 y KG•, ~· )] mediante 

[CG,a)] + ((G', ~· >] 
es drcir, como la clase de equivalencia de la extenai6n 
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( AQ y VA denotan a los homomorfismos diagonal y codiago­

nal respectivamente¡ v6ase I.2.21 ). 

Es cuesti6n de rutina verificar que la suma de Baer estd 

bien definida, es decir, no depende de los representantes ele-

gidos. A grandes rasgos, si (G,d) = (H,a) a trav6s 

de una colecci6n finita de mortismos ~i • (idA' ~i,idQ) 

(como en 6.2) y (G' ,o') s (H', o') a trav6s de una colecci~n 

finita de morfismos (agregando el 

morfismo identidad podemos asegurar que los indices i coinciden; 

ver 6.4 ), entonces 

(Ge a•, 'dao•> = (H 1t n•, aea•> 

a trav6s de la colecci6n de morfismos 

de manera que la suma directa está determinada en forma única 

(aalvo equivaiencia). Por la unicidad en 6.7 y 6.8 se sigue que 

ea tambi6n 6nica, aalvo equivalencia. Por lo tanto, la awna 

de Baer en Xextn(Q,A) induce una suma bien definida en 

Opextª(Q,A) , como se detini6 en 6.9 

6.10 Notaci6n. Denotaremos por (O) a la sucesi6n exacta 

O~A=A--+O-. ... __...º_ Q=Q ~1. 

Seg6n se vi6 en 2.8, (O) € Xextn(Q,A) • 
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Las siguiente• proposiciones revelan algunas propiedades 

de la suma de Baer en Opextn(Q,A), y au demoatraci6n ea ru­

tinaria C[llo,p.314}. [M-2,p.113)), por lo que aqul nos li-

mitnrcmos e enunciarlas para futura referencia. 

G.11 PIWPOSICION. (O) representa al elemento neutro en 

Qpext0 (Q,A) • 

6.12 PUOPOSICION. Si 1)(1 ,0<2 : A-.A' son homomorfismo& de 

Q-mbdulos x (G,o) €. Xextn(Q,A), entonces 

En particular, 
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II.7 El isomorfismo Opextº(Q,A)~ un+t(Q,A). 

Sea Q un grupo y 1{, una reaoluci6n cruzada libre 

(pro7ectiva) de Q 

- F-Q--t 

Si A ea un Q-m6dulo cualquiera, entonces (considerando que 

Hom(_,A) es un runtor contravariante), obtenemos el complejo 

d.. ;)°"' 
Hom(~,A): Der(Q,A) ~ Der(F,A) -4 HomF(Ct'A) - Hom9(c2 ,A)--. ••• 

Veamos esto con más ·detalles si consideramos el diagrama 

~o F ___,. 
1 
1 
1 

~ 
A= 

(donde dQ es una derivaci6n y o0 un epimorfismo de grupos), 

tenemos que A adquiere estructura de F-m6dulo a trav~s de ~o , 

y como 

dQ a
0

(gb) • Cl,(g)d9( a
0
(h)) + d9(a

0
(g)) 

entonces ( dq ()
0

) ea , a au vez, una derivaci6n (de F en A), 

y podemos definir el homomorfismo de grupos abelianos 

mecliante 
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Por otra parte, consid~rese el diagrama 

et--. F -- Q ___, 1 

1 

j·· ¡·Q 
1 
1 W" 
1 
1 

. "' 
A -- A - A 

Definimos la funci6n 

mediante 

En este caso, la derivaci6n IJ' es un homomorfismo, puesto 

que 

~ro o1(x) ( F, y la acci6n de F sobre A est6 inducida por 

Q, de modo que 

'é)1(x)dF( ºt(y)) • "aoo1(x)dF( ºt(y)) 

Por lo tanto, 

Como, para k ~ 2, Ck es un Q-m6dulo y ak un Q-homomorfismo, 

el resto de la construcci6n de Hom(~,A) es inmediato. Tenemos 

entonces la siguiente Propoaici6n: 
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7 .1 PROPUSICION. Sea Q un grupo y 1{ una resoluci6n cruza­

da libre (proyectiva) de Q. Entonces 

Hº(Hom( 'R ,A)) • Der(Q,A) 

um(Hom( te ,A)) • Jf'+1(Q,A) ei m ~ 1 • 

Demoatraci6n. Consid6rese la resoluci6n cruzada libre (pro­

yectiva) de Q 

df do 
••• _, c1 ~ F - Q - 1 

donde F ea un grupo libre, por lo que, ai N • kerd0 , en­

tonces la auceai6n 

1- N- F~ Q -- 1 

es una preaentac~6n libre de Q. Esta presentaci6n, a au vez, 

induce una presentaci6n Q-libre de IQ (v6ase [Hi-St ,p.199] ) 

b ~ 1 
1 - N8 - ZQ GDFIF --. IQ -- 1 

(IQ denota al ideal de aumentaci6n de Q; v6ase [Hi-St,p.187] ). 

En esta preaentaci6n, -k: N8b~ ZQ GDF IF está dado por 

Al ser C1 un F-m6dulo cruzado libre (proyectivo), entonces 

~b 
1 es un Q-m6dulo libre (3.8(ii)), y la succsi6n 

1-. ker~1 "· ab 11 N8b--- et ___, 1 

e• una presentaci6n Q-libre de N8b (3.8(ii)). Reuniendo am­

bas presentaciones obtenemos el diagrama 
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/ 
1 ~ ~ -Ít ab J, ~b- 1 ker -e~ 1 1 

/ 
t --.. tfib -; ZQ fDF IF ~ 

). 
IQ __... 1 

(im~2 • kord1 ) y construimos el co11Plejo 

~: ••• ~ ck ~ • • • _. C2 _____,, c;b ----. ZQ ~ IF _. IQ - 1 

donde est6 dado por 

La verificaci6n de la exactitud de ~ ft. es inmediata. Ademb, 

Ck y c~b son Q-m6duloa libres para k ).2 (v6a1e 3.8(1i) 

y 4.5). Como F es un grupo 'libre sobre un conjunto s, enton-

ces IF es el F-m6dulo libre sobre el conjunto 

s - 1 • l •-1 ; • €. s l 
<rHi-St,p.199)) y, por lo tanto, .zQ~F e• Q-libre, de 

tal manera que ~ es una resoluci6n libre (proyectiva) de 
;¡ 

IQ. Aplicando el runtor contravariante HomQ(_,A) a "' 

obtenemos el complejo 
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donde 

Por otra parte, existe un isomorfismo natural 

definido mediante 

( y ~ Q). 

(·v6aao [nt-St,p.194] ). Entonces 

uº(Hom( if ,A)) • Der(Q,A) 

y tene110a un isomorfismo de complejCll : 

(v6aae [wu-1,p.199]) • Adem6a, sabemos que 

para • ~·1 C[IU-St,p.199]) • 

iaomortiamo entre. 

COllO resultado que 

Hom( ~,A) 

Luego , considerando el 

y Hom( R ,A) , tenemos 

111 
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Consideremo• ahora una extensi6n cruzada (G,a) ( Xextn(Q,A). 

Si R. es una re•oluci6n cruzada libre (proyectiva) de Q, enton-

coa, por 4.11, tenemos que la identidad idQ induce un levanta-

miento o< : 1l. __. (G,o) 

1?. : ••• ....., en ---.. cn-r ••• ---+ Ct--+ F__,. Q -+ t 

Jatn l OC11.1 !w, l O(. 
11 

(G,o): o- A --fl An-1 ___., ... ___.., Al __. a- Q --- t 

De la misma manera, si reemplazamos 1{ por 1(n (ver 

4.12) obtenemos que 

7.2 COROLARIO. Dada (G,o) E: Xext8 (Q,A) , P.xiste un modismo 

inducido (ir,nc,idQ): l!.n -t (G,j)) que ea 6nico salvo homotop{a. 

Demostraci6n. Ea una consecuencia inmediata de 4.14 y 5.6 • 

111 

Es decir que', dada la extensi6n cruzada (G,)) e: Xext8 (Q,A), 

obtenemos el diagrama conmutativo 

o--. J __... cn-r-+ ... ~ et~ F --+ Q -1 n 

1~ ¡ .... J .. ¡., 
1 

(G,o): o .._:_, A --> An-1- ... ~ A1 
'a1 
-'-1 G ~ Q -1 
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e• un 

homomorfismo de Q-m6duloa, entonces, aplicando 6.8, obtenemos 

una funci6n inducida -u;: Opextn(Q,Jn) - Opextn(Q,A) 

detinida mediante 

donde v~n es la n-extcnsi6n cruzada de A por Q siguiente: 

Ademla, y'P{,n es 6nica salvo equivalencia. 

7.3 PROP<l3ICION. Cada clase de equivalencia ~G,d~€. Opext0 (Q,A) 

tiene un representante de la forma ~~n. 

Demoatraci6n. Sea [CG,'d~ E: Opextn(Q,A) l sea ~ una resolu­

ci6n Ubre (proyectiva) de Q ( 'R es 6nica salvo equivalen­

cia homot6pica ) y sea ~n la n-extensi6n cruzada respecti­

va. Consid6rese el morfismo inducido (v,o<,idQ): Jtº ~(G,"d) 
(ver 7.2). Tenemos entonces el diagrama conmutativo 

o-



- too"' 

Por G.B, existe tambi6n el morfiamo (v,~,idQ)1 'n~ r~n 

1l.º: o~ Jn ~ cn-1 - Cn-2 ~ ••• - F - Q - 1 

J~ I~ 11 11 
'f 

111(: o ---+ A 
11/ 

AVCn-1.._ cn-2 - ••• --... F ~ Q __, 1 -
de manera que existe un morfiamo (idA,oc• ,idQ): TT1{n ~ (G,~) 

l ··,_, 
(G,o): O--* A 

donde o<j_ • O( i (n-2 ~ i ~ O), y 
1 

o( n-t ea el hollO-

morfiamo que hace conmutar al diagrama 

( ~~-1 existe y es 6nico, en virtud de la propiedad universal 

de la suma librada). 

En conclusi6n, existeunmorfismo (idA,o<',idQ): v'R..º~ (G,o) 
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de n-extensioncs cruzadas; por lo tanto v1ln := (G,~) • 

111 

definida mediante 

ea auprayectiva. 

Demoatraci6n. Es consecuencia de 7.3 • 111 . 

7.S Obaervacionea. 

1) Si n ~ 2, entonces 

ii) Si Q es un grupo, Jn y A son Q-m6duloa,y v: Jn - A 

es un Q-homomorfismo, entonces la n-extensi6n cruzada 

libre (proyectiva) 

eatA determinada en forma 6nica. AdemAa, por 6.8, v­

induce una tunci6n bien definida 

"{. : Opextn(Q,Jn) ~ Opeztn(Q,A) 

de modo que la runci6n ~ definida en 7.4 est6, a su 

vez, bien definida. 
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7.1 PROPOSICION. Con respecto a la suma de Baer, la runci6n 

~ : HomF(Jn,.\) __.. Opext0 (Q,A) definida mediante 

9'(v) • [v~º] 
~~imorCisllO de grupos abelianos. 

Demostraci6n. Sean ii;, '11
2 

E. HomF(J
0

,A) y sea '1\ 0 la 

n-exten~i6n cruzada libre (proyectiva) 

Por definici6n, 

V A,, Ll.q< vt 7t0 
ED tí~º> 

• [VA( 11t°R n $ lft°Rº) ~Q] • 

Pero 

y 

( 7{ n e 'Rº> /lQ = /::.iJ ( 'Rº> 
n 

(por 6.12), 

De manera que 

Por otra parte, si t ( J
0 

, 



- 103 -

• e 111 + v, >et> • 

Asimismo, ea inmediato verificar que VA(~ • lG) AJ 
n 

ea un F-homomortismo, de modo que 

Entonces 

lo que significa que 

1, en consecuencia, ¡zl(v¡) + ~('lf,i) • $75( v; + tJí) • 
Como. adem6a, Ho11p(J

0
,A) es un grupo abeliano y ~ ea 

auprayectivo (por 7.8), entonces S2f ea un epimortismo de 

grupos abelianoa. 

/// 

Así pues, Opextº(Q,A) constituye un grupo abeliano 

con respecto a la suma de Baer. Si o 11.n ea la imagen bajo 

J1J del homomortiaino tri vial O: J 
0

---. A, tenemo1 que, en 

virtud de 6.11 y 7.4, 

S?J<o> • [o 1ln] • [co>] 
ea el elemento neutro en Opext0 (Q,A) • 
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V€ HomF(Jn,A) un morfismo gue puede ex-

tenderse sobre cn-1 .!!.. 

i) Una dcrivaci6n dF: F-4 A ..!!. n • 1. 

ii) º_fl_F~hº!!Jºm~r_f'.!s_mQ tJ' : c1 _,A 
' .!11 n • 2 • 

iii) Un Q-homomorfismo j': cn-r A , si n ::, 3. 

Entonces, la extensi6n 

(; : O ~ A _,, Cn-tv A --to Jn-t--+ 1 

se escinde. (J1 • N, J 0 • ~ ). 

Demostraci6n. Sea n=t • Consid6rese el diagrama 

¿ ~o 
O-.N-+F--Q 

vl/ 1~ 11 

O -- A~ AV F i_.. Q - 1 

con dF: F -)A una derivaci6n que extiende a 11" , es de-

cir que dF ¡ = 'll • Se tiene que 

• tf C: 

por lo tanto, 

¡H'ro, como Q = fi'/ZN , esto significa, por las propiedades 

del conúcleo C[Hi-Wu,p.19]) que existe un 6nico homomor-

fismo s: Q ~ A v F que hace conmutar al diagrama 
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o N 
i. 

F 
Jo 

Q ------> 1 - ~ --
~~ ls 

AVF 

es decir que I{'- ~dF . ªªº , por lo tanto, -ltlf'= ~ sd0 

y, como ./i'( • do entonces ~s .. idQ 

Para el caso n = 2, tenemos el diagrama 

o~ J2 
¿ 

et 
~1 F 

'do 
Q __,. 1 ~ ~ -

J~ l~ 11 11 
o/ o___, A --;) A vc1 ~ F ~ Q ____,,. 1 

donde A adquiere estructura de F-m6dulo a trav6s de d0 , 

es decir que, si x ~ F, 

( a E: A). 

Si IJ': c1 ~ A preserva las acciones y adem&s tJi • tr 

entonces tenemos el diagrama conmutativo 

o- ---+ t 

y, al igual que en el caso anterior, por las propiedades 

del con6cleo ( [lli-Wu,p. 77]) <f - 'l'iú se factoriza 

a trav6s de un homomorfismo s; 

n~3 ea similar (v6aae 

J 1 _., AVC1 • 

7.S(i) ). 

El caso 

/// 
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7 .B PROPOSICION. ~ n ~ 2. Si, dado ,,. (. "º"F(Jn,A) '..!.! 

extensi6n 

~ .e.~ci.~~!.t entonces u~n 5 (O) • 

Demostraci6n. G es una extenai6n cruzada de A por Jn-t 

. (seg6n se detini6 en I.2. t ), de manera que, si C. se 

escinde, entonces (por I.3.2), 

AvCn-t ~A~ Jn-1 

AdemAs, 'J'(A) C Z(A VCn-l) , '/ por lo tanto, (por I.2.5), 

&. consecuencia, e. es equivalente a ·1a extenai6n 

que se escinde por la izquierda, es decir, existe un homomor-

fismo 11 1
: AVCn_1 ~A '11. Jn-1 _.A 

que hace conmutar al diagrama 

l 1 Ja. 
(O): O__, A= A ~ O --. ••• - O - Q = Q -1 

de manera que tr~ n s (O) • 111 
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7.9 Observaci6n. Sea res: HomF(Cn-t•A) --4ollomQ(J
0

,A) 

la tunci6n restricci6n, es decir que, dado el diagrama 

res( l.J: C
0

_ 1 -+ A) • ( '!! •tJl: J
0

-+ A) • 

Evidentemente, un homomortiamo tr 1 Jn-+ A puede extenderse 

a tú 1 c0_1 -+A como en 7.7 si y s6lo ai V€ r.~a(Hom,<cn-t•A)). 

Por lo tanto, recapitulando los resultados anteriores, tenemos 

las siguientes implicaciones 

[ (·~·] • (<o>] l PROP. 7.8 
{:::= 

en Opextn(Q,A) 

[ 

'U" puede exte.nderae a 

l.J 1 cn-l --. A 

n LDIA 1.7 

[ ........ ,. 
o~ A ... AVCn-1-# Jn-1 -

se escinde • 

7~10 PR(IJQSICION. El epimorfiellO szS 

Oe grupos abelianoe 

induce un epimorfiemo 

Demoetraci6n. Seg6n vimos al principio de esta secc16n, si 
consideramos la n-extensi6n cruzada libre (proyectiva) 

l 
j 

1 l 
'·l. 
~ ; . 
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obtenemos el complejo 

donde, por dctinici6n, 

• coker(rea) 

y, por 7. ~' 

para m? 1 • 

En particular, si m • n, la regla U H'ZT7\º induce 

una funci6n 

definida mediante ~ , ea decir que 

1--i> ¡zS(v) • [.u1{.n J . 

· La función ¡ eat6 bien definida, puesto que 

,0(res(HomQ(Cn-t'A)) • [<o>] 
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Es evidente que ~ es un homomorfismo con respecto a la 

suma de 13aer en Opext0 (Q,A} (por 7.6 ) y adem.&s es supra­

yectiva, pues 1' lo es. 

111 

7.11 Observaci6n. Visto de otra manera, la existencia del 

epimorfismo ~ puede demostrarse a partir de las propieda­

des del con6cleo en la categor!a de grupos abelianos: 

res> 

Como ~(res) .. O y 

existe un homomorfismo 

p es la proyecci6n natural,entonces 

i que hace conmutar al diagrama. 

AdemAs f6 es epimorfismo y, en consecuencia, f tambUn 

lo es. 

111 
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¡.12 TEOODIA. l.U morfismo 

es un isomorfismo de grupos abelianoa. 

Demostraci6n. Por 7. to sabemos que il ea un epimorfismo, 

"""' ln 011(' s6lo resta ilcmostrar la inyectividad. 

Sean )<7l n y v~" los representantes de cualesquiera 

dos elementos en Opextn(Q,A) y supongamos que /"'1{n := '11"1\n 

entonces, por 60 3, existe una colecci6n finita 

donde 

y 

junto con morfismosde extensiones cruzadas 

~k-1•(idA,°'f<-1,idQ): (Gk-t'~k-1)-+ (Gk,~k) 

Cltk c(idA, O(k' idQ): (Gk+t'~k+t) ~ (Gk,ak) 

para todo número natural par k , tal que 2 ~ k ~ r-1 • 

•'or 4.14, para cada (Gi'3i) ,(1~i~r) 1 la identidad idQ: Q~Q 

induce un morfismo 

ele n-extcnsionos cruzadas • Tene110s entonces el diagrama 
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'({º <v1,P1,tdQ> 
1i.º f l ~1 

(G2,()2) 

r 0(2 

tº 
(1"3,p3,idQ) 

(G3, d3) 

11 l~ . . . . . . . . • 

11 r 
i1 (Gr-a•dr-a> 

l 
(Gr-2•ºr-2> 

r 
t.º (Gr-1 •ºr-1> 

i~-· 
ttº ( 'll'r ''r' idQ) 

-,:R..º 
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(para loa caso• i • t, i • r, ten••• que 

'Ir r • V ). &ltoncea, para toda k par (2 ~ k "r-t) ••diante 

la• compoaicionea 

«k-t('rrk-1•1'1t-1•1dq) 

O( k("k+t 'f'k+t' idQ) 

obtenemos loa 110rfi1110a 

('lrk-t •°'k-11\-1 •idq): 'f{n ~ (Gk'~) 

(U'k+1'0tkftc+t•1dQ»= 1ln--+(~,C)k) • 

.Adem4s, por 5.S , sabemo1 que eat01 morti11101 aon bomot6picoa, 

de manera que, para cada k tenemoa un diagram 

donde, por 5.t(H3), 

Pero c3n+t< ~k)n • o, entonces 

vk-t - 1Íl+t • < It>n-1 dn • 
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Por otra parte, 

f- 'tf • 11'1 - 'lf'r • '6"1 -13 + 'f3 - ••• - ~r-2 + 7Tr-2 - "1-; 

como o
0 

ea la incluai6n, esto aignifica que 

puede extenderse a un homomorfismo 

•• decir, 

Por lo tanto, 

lo que •ignitica que 

querla demoatrar. 

'· '" 

en 

(k par:). 

111 



CAPITULO lll 

APLICACIONES 

Ill.1 Núcleos abstractos y extensiones con núcleo no abeliano. 

Estudiaremos ahora, como una aplicaci6n de los reaultados 

obtenidos, las exten1iones de srupos 

(G,')): t - K - G -- Q - 1 

donde k no ea abeliano. Como se señal& al principio (v6aae 1.2), 

el caso en que k es un grupo.abeliano tiene la ventaja de 

que la extensi6n (G, a) induce una acci6n 8': Q -> Aut(K) , 

lo que nos permiti6 dar una claaificaci6n de la• exten1ione1 

de K por Q (I.2.t?). Pensando en esto, podrlamoa tratar de 

estudiar en forma similar el caao no abeliano, sin embargo, 

nos encontramos con diferencia• importantea¡ por ejemplo: co­

mo K no es abeliano, no disponemos del producto semidirecto 

K ~ Q, y no sabemos siquiera li, dado• Q y K, exilte alguna 

extensi6n de K por Q que induzca una acci6n dada. Ademl1 Q 

actúa sobre K a trav6a de automort11moa exteriore1 (como se 
' 

ver& en 1.1). Sin embargo, mostraremos c6mo se establece una 

1 
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relaci6n entre las extensiones con núcleo no abeliano y loa 

elementos de 'n3(Q,A). 

1.1 PR<POSICION. La extensi69 

(G,o): 1--+ K _,. G ..._ Q - 1 

induce una acci6n exterior de Q sobre K, es decir, un homo-

110rfi8mo 9 1 Q _. Out(K). 

(Recordallo• que Out(K) • Aut(K)/ln(K) representa el grupo de 

automorfismos exteriores de K). 

Demostraci6n, Consid6rese la extenai6n 

(G,'3): 1 - K - G _, Q - 1 • 

Como K es normal en G, cada g ~ G determina un automorttsmo 

°'g de K, definido mediante 

(k €. K). 

A•im11mo, cada k € K determina un automorfiamo interior 

ck de K, definido mediante 

ck(k') • kk'k-1 

(e• decir, ck € In(K) ), Como In(K) es aubgrupo normal 

de Aut(K), pod8llO• formar el grupo cociente 

Out(K) • Aut(K)/In(K) 

(llamado grupo do "automorfilmo• exteriores de K" ) • Tenemos 
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entonces el diagrama 

~ d 
1 --+ K - G - Q- 1 

J~ J· 
1 
1 :e-
"' 

1 __. In(K) i 
Aut(K) .!.. Out(K) ~ t ~ 

donde 

pCk) • ck € ln(K) y O((g) • °'g E: Aut(K) • 

Evidentemente y 8: Q - Out(K) 

es el homomorfismo inducido por ()( y /3 , ea decir que 

Si X E: Q , 

8(x) • <Xs(x)In(K) 

donde s(x) es un representante de x en G (v6ase I.t.5). 

S6lo queda verificar que ff esta bien definido, es decir, 

no depende de los representantes escogidos: 

Sean s1(x) y s2(x) dos representantes distintos 

de x ~ Q. Como 

o s1(x) • d s 2(x) • x 

debe existir alg6na m € Q tal que 

Entonces, 

(v6ase I.t.5) 
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• s2(x) m k (s2(x) m)-1 

• s2(x) m k m-1 s2(x)-1 

• s2(x)(cm(k))s2(x)-1 

• ( ocs2(x) cm) (k) 

y esto significa que y est6n 

en la misma clase de equivalencia (m6dulo In(K) ). 

111 

t.2 Obaervaci6n. Cuando K es abeliano, 

ck(k') • kk'k-1 • k' 

por lo que todo automorfismo interior es trivial, es decir que 

ln(K) • O , de manera que Aut(K) • Out(K) y (G,a) 

induce una acci6n 9 s Q-+ Aut(K) como en 1.2. t • 

Tenemos,por lo tanto, que el n6cleo del homomorr11mo 

~: G-+ Q involucra, de hecho, a dos elementos: el subgru-

po normal K y el homomorfismo 9: Q -+Out(K) • 

1.3 DEFINICION. Un Q:n6cleo abstracto ( ó "Q-n6cleo" simple­

mente) ea una pareja (K,&) donde K es un grupo y 

6s Q-+ Out(K) ea un homomorfismo. 

Entonces, podemos reescribir 1.1 as!: 
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1.4 PROP~ICION. Cada extend6n 

(G,a): 1- K -+ G - Q __. 1 

induce un Q-n6cleo (K,&) (llamado Q:n6cleo asociado a (G,o) ). 

Consideremos ahora el problema inver•o: dado un Q-n6cleo 

(K,9), si denotamos por C(Q,K,e) al conjunto de extensiones 

que inducen a (K,9), ¿qu6 podemo• decir acerca de é(Q,K,9) ? 

Por lo pronto, no sabemos siquiera ai e(Q,K,&) ~ f 

(no disponemos del producto semidirecto K oc Q, a menos que 

exista un levantamiento ¡p: Q _,, Aut(K) de 9 ). Sin embar­

go, tene110• la siguiente propo•ici6n: 

1.5 PROP~ICION. A cada o-n6cleo (K,&) le corresponde un 

elemento de n3(Q,A), donde A ea el centro de K ( .A • Z(&) ). 

Deanostraci6n. Sea (K,&) un Q-n6cleo. Consid6re•e la 2-exten­

si6n cruzada del ejemplo II.2.9 : 

(Aut(K),~): O -+ .A ~ K L Aut(K) Out(K) ~ 1 

(donde. A• Z(K) y ~(k) • ck € In(K) ). 

Como' (Aut(K),~) € Xcxt2(Q,A), entonces, por II.6.7 , 

Eh Q-+ Out(K) induce una tunci6n 

f!Í': Opext2(0ut(K),A) ~ Opext2(Q,A) 

que a (Aut(K),~) le asocia la clase de equivalencia de la 
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extend6n 

(.Aut(K) ,p )&- O - A-. 

donde G& • Aut(K) A Q (v6ase II.6.7). 

Por II.7.12 , [CAut(K),~)&] corresponde a un elemen-

to de H3{Q,A) • 

111 

t.7 Obaervaci6n. A trav6a de 1.6 hemos cona~uido una fun­

ct6n 

)'. s [ Q-n6cleoa (K,&)1 __. n3(Q,A) 

donde 
'X((K,&)) • (CAut(K),p)&] € Opext2(Q,A) 

y A • Z(K) • Al elemento ';(((K,&)) ae le conoce como 

la claae de obatrucci6n del Q-n6cleo (K,&). 

1.8 PROPOSICION. La funci6n 

X i { Q-n6cleos (tc,&>1 ____. u3(Q,A) 

definida en 1,6 es auprayectiva. 

Demoatraci6n. ·sea [CG,et >J E:. Opext2(Q,A) 
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(G,a) : o --... A --+ e ~ G ~ Q --+ 1 

Por II.7.3 , existe un representante de [(G,a)] de la 

forma 

a 
1r~ : O ---> A ---t K ~ F -4 Q __,, 1 

(F libre). Consid6rese el caso en que F tiene m6s de dos 

generadores libres, de manera que, por II.3.8(i), A • Z(K) • 

Es evidente entonces que existe un homomorfi1mo inducido 

e: Q -... Out(K) que hace conmutar al diagrama 

' ,,.1{: O ---t A ~ K - F ~ Q __,. 1 

11 11 l? ! ~ 
. O ~ Z(K) __.,. K L Aut(K) ~Out(K) ~ t 

doride es el automorfismo de K inducido 

por la acci6n de F en K (K ea un F-m6dulo cruzado). 

Consid6reso ahora la extensi6n a1ociada a & : 

& (Aut(K),p)& : O -+ Z(K) __.,. K _, G - Q --. 1 

como F os libre, existo un homomorfismo 'C : F -... G , por 

lo tanto, 
[ 11( J • [<Aut(K),~)e) 

y queda demostrado que existe un Q-n6cleo (K,&) cuya clase 
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de obstrucción de [CAut(K),~)e-] es [CG,é>)] • 

111 

1.9 DEFINICION. Un Q-núcleo (~ 1 &) se llama extensible si 

ea el Q-n6cleo inducido por alguna extensión de grupos 

1~K--G_Q__.t. 

Aplicando 1.4 y 1.5, y las propiedades del producto 

librado G& • Aut(K) A Q , es inmediato comprobar que 

1.:1.0 mNA. U:J O-núcleo (K,~) es inducido por una exten-

ai6n de grupos 

1~K~G __. Q-1 

ai y a6lo si existe un mortismo (idK,ql)s (K,G~a)-. (K~Ge-, l> 
de rn6dulos cruzados que hace conmutar al diagrama 

t-+ K__, G- Q-t1 

11 l~ 11 

L, G& --Q -1 (Aut(K) ,~)& 

1.U TECltEMA • Un Q-n6cleo (K,&) es extensible si y sólo 

•i au clase de obstrucción es cero. 
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Demoatraci6n. 

_, 
Supongamos primero que (K,&) es un Q-núcleo tal que 

"f..( (K,&) ) • [(Aut(K),~)e] • o E: Opext2(Q,A). 

Conaid6rese una resoluci6n cruzada libre f{ de Q y la 

correspondiente n-extensi6n cruzada libre t<" • Por II~?.2 

existe un mortismo c~,~,idQ) de o-extensiones cruzadas: 

11 

O -- A - K - Ge-__,, Q - 1 

como [(Aut(K),p)& 1 = O por hip6tesis, entonces 

ea decir que V se extiende sobre C como en II.?.?(ii), 

y, por lo tanto, la sucesi6n 

t --+ A - A ve ---. N ~ t 

(N • J 1 • ker(F _.. Q) ) se escinde a trav6s de un homomorfis­

mo f s N ~A ve • Por otra parte, por la propiedad univer­

sal del producto librado, existe un homomorfismo ~ que 

hace conmutar al diagrama siguiente 
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J ~e 

K 

de.manera que, si (J •y : N ~ K , tenemos un mortismo 

(cJ',111) de m6duloa cruzado• 

Si.conaidcr1U1101 la 1uma librada 

obtene110a la 1ucesi6n exacta 

K V F (aollO en I.2.19 ) 

(#): 1 --+ K -- KV F ~ Q ~ 1 

donde F act6a sobre K a trav6s de ~i • Es inmediato 

verificar que la extensi6n (#) cumple con las condiciones 

de 1.10, y en consecuencia, (K,&) es extenaible. 

Para demostrar la implicaci6n inversa, v6aae [vu-tJ • 
111 
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IIl.2 ···Aplicaciones a la teoria de p-grupos. 

Como un ejemplo de aplicaciones de los resultados 

obtenido• en loa capitulo• anteriores a la teor1a de p-grupos, 

demostraremos un teorema de clasif icaci6n de p-grupos que 

contengan un subgrupo cíclico de índ:J.ce p (p primo). 

Recordamos que un grupo G es un p-grupo ai todo 

. elemento de G, excepto la identidad, tiene como orden una 

potencia del primo p C[Ra,p.56]) • Loa siguientes son ejem­

plo• de p-grupos que contienen subgrupoa clclicoa de indice p 

< [er,p.98] ): 

2. t Ejemplo•. 

(a) :ilq, ( q • pn , ni't). Por el teorema de Sylow C[Fr,p.124] ), 
sabemos que eate p-grupo contiene un aubgrupo clclico de 

indice p. 

(b) Zq >< Z, , ( ti • pn-t, n;, 2) • ZqX Z'P eat6 caracterizado 

por las relaciones 

aq • t bp • 1 , ab • ba • 

(c) 3q K Z, , ( q • pn-t, n ~3) • En este caso, la acci6n 

Cf1 1 Z, _..,. Aut(:lq) equivale a la multiplicaci6n por 

1 + p0
-
2 en aq C(er~ p.9e]> y aq1>< zp eat6 dertnido 

por las relaciones 
1 1+pn·2 aq • 1 , ~ • 1 • bab- • a 

c[ea, p.t99] >· 
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En el caso particular en que p = 2, tenemos tambi6n loa ejem­

plos : 

rl) 2-grupo diedro • Hecorde moa que, para todo entero m ~ 2 , 

el grupo diedro o2m se define como Zml><' lf2 , donde el 

generador de ~2 actóa sobre Zm como la multiplicaci6n 

1:or -1 • :;:n el caso en que m es una potencia 2°-1 , 

o2m ea un 2-grupo definido por las relaciones 

am • 1 b2 a 1 bab-1 • a-1 

( [na.p.199] ) • 
e) 2-grupo cuaternio generalizado. Sea lll el 6lgebra de cua-

ternios 1R (!) IRi EB IRj $ IRk .Para cualquier entero m¿2, 

el grupo cuaternio generalizado Q4m se define como elisbb­

grupo del grupo multiplicativo IHJ generado por 

a • el1i/m 
' ' 

b • j 

Oh d d 2 ª2m = e21Ti = 1 servamos que a es e or en m, pues 

y que tenemos las relaciones 

por lo que el subgrupo c!clico generado por a resulta ser 

normal en Q4m y de Índice 2 1de manera que el orden de Q4m 

es 4m • Si m • 2n-2 (n;, 3) , Q4m es un 2-grupo defini­

do por los relaciones 

an-1 a 1 ' b2 • ª2n-2 ' bab-1• a-1 • 

f) ~qt><.j'2 , ( q • 2°-1, n~ 4) , donde el generado,r de a-2 
actria sobre «<q como la rnul tiplicaci6n por -1 + 2°-2, 

es decir, las relaciones en los generadores son 

aq • 1 b2 • 1 bab-1 • a-1+2°-
2 

( [ua.p.199) ) • 
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Con respecto nl 2-i;rupo del ejemplo 2.1. (e) 1 tenemos 

el siguiente resultado: 

2.2 ~~. §.!. Q4m es un 2-grupo cuaternio generalizado y C 

es el subgrupo cíclico generado por a • e~i/m 1 entonces 

a) En la extensi6n 

o~ e --+ Q4m~ ª2 ___.. t 

z2 ·act6a sobre e como la nrultiplicaci6n por -t. 

b) Todo elemento de Q4m - C es de orden 4. 

c) Q8 tiene exactamente tres subeyupos clclicos de indice 2, 

y en general, Q4m (m>2) tiene un 6nico subgrupo c!clico 

de índice 2. 

d) Q4m tiene un 6nico elemento de orden 2. 

e) La extensi6n 

O --+ C ~ Q4m ~ z2 --... 1 

no se escinde, r en sonsecuencia Q4m 1 e IX. a2 (por I.l.l) 

Para demostrar el teorema principal de esta secci6n,, .ne­

cesitaremos el .siguiente resultado de la' teoría de n6meroa 

( [JJr.p.199]): 

2.3 LEMA, Sea x un entero tal que xP • 1 (mod pn-1) para 

alguna n ~ 3 •. Si p es impar, entonces x • 1 (mod p8
-
2). Si 

p • 2, entoncH x • :1:1 (mod 2°-2). 

2.4 Observaci6n. Sea G un p-grupo y C un subgrupo cíclico 

. de G de indice p. Entonces, si el orden de G ( jG 1 ) es . pn 

tenemos que le 1 • Pn-1 • q 
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e= a q , Sabemos,ademAs, que todo 

subgrupo maximal H de G ea normal en G, de manera que e 
l 

es subgrupo normal de G. Entonces, por II.1.2, (c,a,a) es 

un m6dulo cruzado ( o ea la inclusi6n y G act6a •obre C 

por conjugaci6n).Tcnemos entonces la extensi6n cruzada 

(G,a}: o -+ e - G ~ Q ~ 1 

donde Q = G/~C es un grupo abeliano de orden p • 

2.5 PROPOSICION. Dada ln extcnsi6n cruzada (G,'d) conside­

rada en 2.4, si Q act6a trivialmente sobre e, entonce• G 

es isomorfo a un grupo del ejemplo 2.1(a) 6 2,1(b) , 

Demostraci6n, Si Q act6a trivialmente sobre e, entonces, 

por 1.2.5, C S Z(G) y, en con•ecuencta, G eat' 

generado por elementos que conmutan. Por lo tanto, G ea 

abeliano, y, por el teorema fundamental de grupos abelia­

nos ([Fr,p.75]), concluimo• que 

o bien 
G ~ a,n 

( Zq X Zp f Zpn , pues 

la U vos). 

p ·y pn-t no son primo• re-

111 

>I 
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Consideremos ahora el caso en que Q no actúa tri.vial-

mento sobre e, os decir, se trata ele estudiar las extensiones 

(Q,())E: Xor.t(Q,C) que inducen una acci6n de Q sobre C dada; pero 

esto significa estudiar los elementos de Opex_i(Q,A) y por· 

lo tanto , considerando el resultado I.2.11 , lo primero que 

haremos será estudiar el grupo H2 (Q,C) • 

Sea {Í la rcsoluci6n libre de Z 

l> )! D 
(J: ••• --. 3Q ~ :aQ ~ ZQ ----+ :ZQ ~ Z --+ O 

donde, si t es el generador do Q, JI es la multiplicaci6n por 

PT-.
1 

ti a 1 + t + t 2 + t 3 + ••• + tP-1 
i";b 

y [) es la multiplicaci6n por (t-1) (ver (er.p.58] ). 

Tenemos entonces que 

2,6 PROPOSICION. Dado un guno ciclico Q de orden r y dado 

un Q-m6dulo A, si consideramos la resolución libre tJ' ~ Z 

tenemos gue 

si i = O 

ker(l{)/D(A) si i .. 2h-1 (h=t,2, ••• ) 

lcer(D)/N(A) si i ~ 2h (h=t,2, ••• ) 

(donde AQ represento al grupo de invariantes, es dccir,ol 

mayor subm6dulo do A en el cual Q act~a trivialmente ((nr,p,34)), 
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Demostraci6n. Aplicando el tuntor contravariante Ho111zQ(_,A) 

a la resoluci6n IJ" , y deapu6s aplicando el tuntor de coho­

molog{a 11ª<_) , obtenemoa el resultado buacado (v6aae 

[er,p.58] ). /// 

2.7 COROLARIO, 
Q 

u2(Q,c) • e /¡/(e) 

Para calcular CQ/#'(C) necesitaremos algunos resulta-

dos: 

2.8 PROPOSICION~ Si t' es un generador de Q, entonce• la acci6n 

de t' sobre C equivale a la multiplicaci6n por t + pn-a , 

siempre que p sea impar (C • Zq)• 

Demostraci6n. Sea a un generador de c. Como ¡e 1 • pn·t, 

Sea . t un generador de Q y s una aecci6n tal que s(t) 

ea un representante de t en G (v6aae I. t,S), Evidentemente 

a(t) ~ zq , ., 
(por I,2,3) , 

Como C es normal en G (2,4) 1 s(t)a(a(t))91 E: C • Lueg9 

a(t)a(a(t))-t • ra 

para alguna r E: z+ tal que r ~ t (mod pn-t) • 

N6tese que, si r;r t ·(mod pn-t), tendrfamos que 

a(t}a(s(t)}-t •a (llOd pn-t) Y. 
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la acci6n de Q sobre C serla trivial y estaríamos de nuevo 

en el caso considerado en 2.S • Por la definici6n de acci6n 

de Q 1obre e tene110a que 

teta) • tt8 • t! • 

Tenemos entonces que 

s(t)(s(t)a s(t)-1)s(t)-:1• (s(t))2 a (s(t))-2 • 

Pero a(t)a(s(t))-:1.. ra , entonces 

2 
ta • s(t)(ra)a(t)-1 2. • r a • 

Procediendo inductivamente, obtenemos que 

i 
ta • ria 

de tal forma que la acci6n de Q sobre e est6 dada por un ho­

momorfismo lf= Q-. c .. ' donde e• • a: re.presenta al grÚ­

por de unidades del anillo 3'q y if se define mediante 

'f(ti) • ri 

Dado que 

e1 claro que ~ ea un homomorfismo. 

Por otra parte~ tenemos que 

• 

donde f/J · e1 la tunci6n de Euler ( v6aae [N-Z,p.32] ). 

Ademú, para n ~ 3, tenemoa que pn•2(p-1) ~ p , de modo 

que ¡a; 1 ~ p • Cuando p • i , 

t= • rPa 

.·,·,. 
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pero tP= t , entonces 

a e rPa 

y, en consecuencia 

rP s 1 (mod p0
-

1) 

lo cual implica, aplicando 2.3, f!llC 

r 11 1 (mod pn-2) • 

Adem&s,por el teorema del binomio 

(1 + kp0 -
2)P • 1 (mod p0 -

1) 

de manera que 

r " 1 + lcp
0

-
2 

donde k es un entero tal que 

k 'O (mod p) 

pues, de. lo contrario k • bp para alguna bE:2 y tendríamos 

que 
r s 1 + (bp)pn-2 a 1 (mod pn-t) 

lo cual segán vimos, no es posible. Por lo tanto, como 

k ' O (mod p), k tiene inverso multiplicativo y debe existir 

alguna e E: Q • ~ tal que 

ok • 1 (mod p) , 
' 

Consideremos entonces al elemento te. Como IQI • p, t 0 

debe generar a Q. Adem&s 

r 0 
• (1 + kpº-2>º • (1 + okp0

-
2) 

B t + Jln-2 

de tal forma que 

t: • a(t)0 (a)s(t)-c = rea • (1 + pn-2 ) a 

Con lo que queda demostrado que el generador t'• te actáa 

sobre C como la multiplicaci6n por (1+p"-2) • 111 
. : 1;·. 
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2.9 PIWPOSlClON. Dado el m6dulo cruzado (C,G,()) considerado 

en 2.4, si Q no actúa trivialmente sobre C L p es un primo 

impar, entonces G es isomorfo a un grupo del caso 2.1.(c) • 

Oemostraci6n. Por 2.8, si t' es un generador de Q, 

(t')i a • a 

significa que 

. rcia • (1 + ip8 - 2) a s a (mod pn-t) 

y esto sucede si y s6lo si 

ipn-2ª • O (lllOd Pn-1) • 

Como i no puede ser múltiplo de p, entonces a tiene que 

ser múltiplo. de p, de tal manera que a € pZq • Pero,por 

definici6n 

CQ • ~ = {a e: C 1 ta = a 1 para toda t '7. Q) 
y, entonces 

CQ • \a ~ C 1 ip8
-

2a • O} • pl'q . 

Por otra parte, si t' es un ~enerador de Q, aplicar el 

operador JI dado en 2.6 .·equivale a multiplicar por 

p-1 ¿: (l + Pn-2)j 
j•O 

en virtud de 2.8. Entonces, por el teorema del binomio 

y p-1 

[ 
j•O 

:.'¡' 



• 
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p-1 

L:1 
j•O 

+ 

• P + Pn-2 ( 1e¡!le. ) 

y, como p es impar, (p-1) es par, de modo que 

para alg6n natural m. Entonces 

p-1 L ( 1 + pn-2)j • p + Pn-2111P ;¡¡¡ p 

j-0 

Por lo tanto, aplicar /1 equivale a multiplicar por p. Luego 

/IZ • pZ • CQ • q q 

Eato aignifica (por 2.6) que H2(Q,c), por lo tanto, 

Opext1(Q,C) • O en virtud de 11.7.12 • 

De éato se deduce que la 6nica.clase de equivalencia, de exten­

siones cruzadas de C por Q ea la clase de la extenai6n trivial 

o --

. (donde Q • zp y e • z ). Entonces 
' q 

- a __. 1 
p 

y 

el generador de Zp act6a aobre Zq COllO la 11Ultiplicaci6n 

por (1 + Pn-2) • 
111 

Veamos ahora lo que sucede si p • 2. Sea a un genera­

dor de e (en eate caao e • Zq y q • 2°•1 con n ~ 3). 

Sea t € Q .Entonce• 

ta • a(t)a(i(t))-1• ra 

como t es de orden 2, teta) = 
para alguna r ; y 
t2 
ª'"ª. 
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de manera que t 2 2 a= a = ra 

y , por lo tanto, 
r2 ~ 1 (mod 2°-1) 

( r ' t (mod 2n-t) pues la acci6n sería trivial ). Aplicando 

2.3 obtenemos que 

r !! ;tl 

y, entonces 

r s :t 1 + k2°-2 (mod 2n-l) 

para alguna k e: z2 • Esto significa que hay tres posibilidades: 

r = -1 

r • 

r • -t + 2n-2 

Consideremos cada posibilidad por separado: 

2.10 PROPOSICION! Dado el m6dulo cruzado (C,G,c) considerado 

en 2.4, si Q act6a sobre C como multiplicaci6n por -t ..2_ 

~' entonces G es isomorfo a un grupo de los casos 2.t.(d) 

6 2.1.(e) • 

Demostraci6n. Si ta • (-t)a , es decir, si r • -1 , 

cQ .. ~ • {aE:C ta=• para toda t~Q} 

• {aE:C a • (-t)a} 

!• decir que a e CQ si y sólo si 

a s (-t)a (mod 2n-t) • Esto e•, 

si y aólo si 
2a • o 

lo que equivale a pedir que a sea múltiplo de 2°-2, o sea 

que 
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de manera que 

Por otra parte, aplicar el operador )/ equivale a aulti-

plicar por 

por lo que /1'6q •O 1, en conaecuencia, aplicando 2.6 1 

II.1.11 , tenemoa que 

Opext 1(Q,C) • z2 • 

Esto significa que existen dos clases de equivalencia de 

extensiones cruzadaa de e por Q donde p•2 1 Q act6a aobre 

C como multiplicaci6n por (-1) , una de eatas claaea debe 

sor la de la extenai6n trivial 
·'" 

y, por lo tanto, G debe ser isomorfo al 2-grupo diedro 

del ejemplo 2.1.(d). La otra clase de equivalencia debe 

aer, en virtud de 2.2, la claae de la extenai6n cruzada 

no eacindible 

o --. ªq ~ Q4• -+ ª2 --.... 1 

en cuyo caso G es isomorfo al 2-grupo cuaternio generaliaado 

del ejemplo 2.1.(e) • 
111 

~.11 PROl'OSJCION, Dado el m6dulo cruzado (C,G, ~) considerado 

en 2.4. si Q act6a aohre e como multiplioaci6n por 1·+ 2n-2 

(p • 2), entonce• G es isomorfo a un grupo del caso 2.1.(c). 
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Demo•traci6n. Procediendo como en los casos anteriores, te-

nemos que 

B• decir que 

CQ • 23q • 

Por otra parte, aplicar /( equivale a multiplicar por 

t.. (1 + j2n-2) • 2 + 2n-2 
j•O 

y al igual que en 2.9, 1t2(Q,C) = O • 

111 

2.12 PROPOSICION. Dado el m6dulo cruzado (C,G,~) considerado 

en 2.4, ai Q actúa sobre e como multiplicaci6n por -1 + 2n-2 

(p-2), entonces lo sucesi6n 

o~c~G-tQ--.1 

'e escinde y Ges isomorfo a un grupo del caso 2.1.(f). 

Demoatraci6n. Si r • -1 + 2°-2 y n~4 , · 

ai y sólo si 

r.ntoncea 

adema~ 

de manera que 

1 

a e: (2n-2)~q • 

cQ •(2n-2)c 

L tj • t 0 + t .. 1 + t 
j•O 

y, en consecuencia 
2 H (Q,C) • O • 

111 



De esta manera, a trav&s de las proposiciones 2.4, 2.5, 2.9, 

2.10, 2.11 y 2.12 hemos demostrado el siguiente teorema 

2.13 · TEOHEMA. §! G es un p-grupo y C es un subgrupo cícli­

co de indice p (p primo), entonces G es isomorfo a alguno de 

los grupos descritos en 2.1.(a)-(f) • 
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homomorli•mo diagonal, 25 
homotopta 

de complejo• cruzados, 75 
de n-extenaionea cruzadae,83 

m6dulo cruzado, 40 
libre, 591 · 61 
proyectivo, 65 

110rfiamo 
de complejoa crut:ados,67 
de G-m6duloa cruzados, 47 
de m6dulo• cruzados, 47 
de n-extenaionea cruzadaa,50 

n-extenai6n cruaada, 49 
libre, 73 
proyectiva, 73 

n-extenaione• cruzadas 
conectadH, 86 
equivalentes, 86 

n6cleo abstracto, 117 

l,.:,' 



Opext , 4 
Opextº , 87 

PDer(Q,A), 315 

producto fibrado, 20 

mixto, 36 
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producto semidirecto, 28, 29 
pullback, 20 

pushout, 21 

Q-n6cleo, 117 
Q-n6cleo abstracto, 117 

Q-n6c!eo extensible, 121 

resoluci6n barra normalizada, 115 

resoluci6n cruzada, 67 

libre, 67 

proyectiva, 67 

restricci6n, 1f/1 

s,CQ,A) , 35 

aecci6n, 2 
siatemaa de grupos, 68 
aiatemaa de homotopla, 68 
•UM librada, 21 

tranaveraal, fS 

Xext, 4. 
Xext0 

, 51 
XMod, 47 
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INDICE DE SIMBOLOS. 

AdemAs de los símbolos de uso general, hacemos u10 de 

la siguiente notaci6n1 

(G,~) 

Xext0 (Q,A) 

Opext "< Q ,A) 

t 

G /\ Q 

A v Q 

A~ Q 

res 

1i 
"P.." 

XMod 

G-XMod· 
Grp(2) 

n-extensi6n cruzada de A por Q, 1 149 

conjunto de o-extensiones cruzadas de A por Q, 4,51 

conjunto de clases de equivalencia de elementos 

de Xextn(Q,A) , 4, 87 

tunci6n factor aso~iada a alguna aecci6n a, 6 

producto librado de G y Q, 20 

suma librada de A y Q, 21 

producto semidirecto de A y G, 28, 29 

equivalencia de o-extensiones cruzadas, 2, 86 

conexidad de o-extensiones cruzadas, 86 

, Q-n6cleo abstracto, 11? 

G-m6dulo cruzado e , 40 

acci6n del elemento q e Q aobre a € A , 4 

elemento neutro en Opextn(Q,A) , 30992 

cerradura normal de W 953 

homotopia de complejos cruaadoa, 75 1 83 

tunci6n restricci6n , 

resolucj6n cruza.da , 67 

107 

n-extensi6n cruzada libre (proyectiva), 73 

categorla de m6dulos cruzados , 47 

categorla de G-m6dulos cruzados , 48 

categorla de homomortismos de grupoa, 53 
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