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INTRODUCCION.

El objeto central de este trabajo es el de presentar,
en el contexto de la cohomologfa de grupos, los resultados
que han permitido recientemente encontrar una interpretacién
de los grupos de cohomologia H"™(Q,A) (donde Q es un grupo
¥y A un Q-mbdulo ), en términos de cierto tipo de extensio-
nes de grupos. Como seiiala Saunders Mac Lane en su nota his-
térica ([M-5]), tuvieron que transcurrir casi treinta afios
para que sé diera una solucién satisfactoria al problema de
~encontrar una interpretacién de H"(Q,A) . En su desarrollo

de la cohomblogh de grupos, Eilenberg y Mac Lane ([E-M])
habian encontrado que, si Q es un grupo y A un Q—m6dulo, en-
tonces el ugundo grupo de cohomologia, H (Q.A), estd en co-
rrespondencia biyectiva con el conjunto de clases de equi=
valencia de extensiones de A por Q, denotado Opext(Q,A).
Este resultado es de sobra conocido (véase [Br] , [Ro],[Hi-St],
[M=2] ) y se obtiene mediante el clculo directo de cociclos
y cofronteras. En particular, si se con:idera 1a extensifn
de grupos '

00— A -— AXKQ —» Q — 1

v(djovrligw':' A:.” Q. denota al producto bemidirqcto de A yQ
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véase [Br, Pe 87] ), resulta ser que ciertas clases de
equivalencia de homomorfismos de Q en ANQ estfn en
correspondencia biyectiva con los elementos de Hi(Q,A).
Asimismo, Eilenberg y Mac Lane encontraron una interpre-
tacidn de Ha(Q,A) cn términos de obstrucciones a la cons-
truccibén de extensiones de A por Q en el caso en que A no
es abeliano, pero desafortunadamnete esta correspondencia
no fué diyectiva. Para el caso n 2 3, propusieron una in-
terpretacién de H"(Q,A) a través de multiplicaciones no
asociativas, sin embargo, este resultado no tuvo ninguna
utilidad.

En los afios cincuenta, Gruenberg estudié la cohomo-
logfa de grupos desde un punto de vista diferente ( Bhﬂ ),
pero el problema de encontrar una interpretacién ndecuada
de los grupos de cohomologia de grupos H"(Q,A) para n?a
pernhngci& sin solucién durante varios aiios mds. Se intuia
que los eléhentqs de Ba(Q,A) estaban relacionados con
ion "médulos cruzados" definidos por Whitehead en 1944 ([H]);
pero el teoremavpreciso no fue esbozado sino hasta 1966
por Gerstenhaber ([G-1], [G-2]), quien no sélo 1o plantea
para el caso de la cohomologfa de grupos, sino también para

dlgebras asociativas y de Lie.

En 1977, Ratcliffe ([R-i]) demuestra el teorema pa-
ra n = 3, haciendo uso de la "extensiones cruzadas" (in-

troducidas por Whitehead como ‘"sistemas de homotopfa
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n~dimensionales" ; véase [U]), es decir, demuestra que
cxiste una biyeccibn entre los elementos de H3(Q,A) y

'~ las clases de equivalencia de sucesiones exactas de gru-
pos

0 —> A— C — & — Q@ — 1

donde C es un G-mbdulo cruzado y A es abeliano. Tam~
bién Garfinkel y Wu ([Ga-W]) asf como otros autores
(véase [Phﬁ]), encontraron simulténeamente este resultado,
La correspondencia dada, ademis de ser biyectiva, resulta
més‘nafural que la propuesta anteriormente por Eilenberg
¥y Mac Lane, en tanto que la cohomologfa de grupos habia
sido motivada precisamente por el estudio de las extensio-
‘nes de grupos. Por otra parte, la demostracién publicada
por‘wu ([Hu-i],["u-zﬂ) es de carfcter funtorial y eylta

completamente los chlculos de cociclos y cofronteras.

Tédo lo anterior llev§, finalmente, a la generali-
‘zuciGn, pafa n' =3, de la interpretacién de H"(Q,A) .
En 1978, Huebschmnn([ﬂd-i]), siguiendo a Whitehead, ge-
neraliza la nocién de médulo cruzado a la de "complejo
cruzado de longitud finita", interpretando a este Gltimo
como una “n-extensibén cruzada de A por Q", es decir, una

sucesibn coxacta de grupos

0— A= C _4—e. > C — G —Q —1
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donde A y C (1<k< n) son Q-mbédulos, y C; osun
G~-médulo cruzado. Después, construye ciertas resoluciones
cruzadas proyectivas y, evitando completamente los célculos
con cociclos, demuestra que, bajo una relacibn de equiva-
lencia similar a la usada por Yoneda en su interpretacién
de los elementos de Ext"™(Q,A) (véase [M-2]), las clases
de equivalencia de n-extensiones cruzadas de A por Q cons-
tituyen un grupo abeliano ( denotado Opext™(Q,A) ), natu-
ralmente isomorfo al grupo Hn*i(Q,A). De esta manera, ge-
neraliza la interpretacién dada por Mac Lane para H2(Q,A)

al caso H"(Q,A) para n= 3.

En forma independiente, D.F.Holt también demostrd
el teorema ([Ho]), pero su demostracién no es tan clara
y directa como la de Huebschmann. Por su parte, Richard
0. Hill Jr.; conociendo el resultado de Ratcliffe para
n = 3, demuestra el teorema paré el caso n 2 4, aunque

su demostracifn no se publics.

En el presente trabajo, nos parecié conveniente pre~
sentar primero la demostracién "tradicional" (en términos
de cociclos y cofronteras) de los casos H‘(Q,A) y H2(Q,A).
Esta demostracibn es la obtenida por Mac Lane ([M=2])

y aunque es de sobra conocida, tiene la ventaja de propor=

cionarnos una idea precisa de la hotivaciGn de los concep~
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tos estudiades. Asimismo, en el primer capftulo introduci-
mos la suma de extensiones definida por Baer en 1934 y
estudiamos algunas propiedades funtoriales de Opext(Q,A).
En el capftulo II, exponemos en forma detallada la
demostracién ([Hu-1]) de la existencia de un isomorfismo
entre Opext™(Q,A) y H™1(Q,A) (n =1), generalizando

as{ los resultados del capitulo anterior.

Las n-extensiones cruzadas aparecen en el estudio
dc nficlecos abstractos, en el de CW-complejos en un cierto
rango de dimensiones y en K-teoria algebraica ( véase [Bu-ﬂ ),
por lo que es de esperarse que los resultados aqui presen-
tados tendrén diversas aplicaciones. En particular, en el
capftulo III, presentamos algunas aplicaciones a la teorfa

de p-grupos y al estudio de las extensiones de grupos
1 — N — G — Q -—; 1
en el caso en que N no es abeliano.
Finalmente, quisiéramos expresar nuestra gratitud al

Dr. Emilio Lluis Puebla, quien asesord y apoyl la elabora~

cién de esta tesis.



CAPITULO 1

EXTENSIONES DE GRUPOS

1.1 Consideraciones generales.

En el estudio de grupos, como en el de otras estructuras
algebraicas, con frecuencia se obtiene informacibn sobre un gru=
pd G analizando los subgrupos N de G y los correspondientes
| grupos cociente G/N ; asf, el problema de las extenﬁiones de
grupos surge en forma natural: dados dos grupes Q y N, &de
cuéintas mancras se puede construir un grupo G de modo que ' N
sea suﬁgrupo normal de G y Q sea el respectivo cociente G/N ?
Se trata, pues, de dar una clasificacibn de todas las posibles
sucesiones exactas de la forma |

1> N— G-— Q@ — 1
donde N y Q son conocidos.

1.1 DEFINICION. Una extensifn de N por Q es una sucesifn

exacta de grupos ]
G,i)r1— N 56 5Haog— 1.
1.2 Obgervacifn. Si, dada otra extensibn de N por Q

G',i')s: 1— N— G — Q — 1;.‘%..
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existe un homomorfismo o: G—> G' que hace conmutar el

fliarramna
G

SN

3 Q-1

N

artonces o os necemdanerts tn isonerfisro (vlase [113‘,-'.-,\1,;).29])

1 — N

por lo quc considerarcmos a ambtas cxtensiones como cquivalentes.

1.3 DEFINICION. Dos extensiones (G,i) y (G', ') de N por Q
son cruivalentes si csxtiste un hosomoriismo o: G—G' que
haza conmutar el diagrama de 1.2. En tal caso escribiremos .

(Gyi) =(G,{') .

1.4 PROPOSICION. "=" ¢s una relacién de cquivalencia.

Demostracidn. £l resultado es inmediato cn virtud de que, por

1.2, «ecs isomorfismo. . /17 .

Como en la cxtensibén de 1.1 T es un epimorfisco,
suponicndo cl Axioma de Eleccidn poderos definir una funcién

mie "egcoja" reprasontantas do clemontes de G en G s

1.5 DIFINICION. Considérese la extensibn de N por Q dada en 1.1.
Una scecidn de T cs una funcibn s: Q— G tal que Ms = 1dQ

v adomds ost8 normalizada, cs decir que s(1) = 1,

"1 easo de las cxiensiones con que N ¢s abeliano pre-
sonta ventajas particulares en cl estudio de las extensiones de
N por %}, por lo que serd ol caso que considerarcmos primero, de-

Jando para el fltiro capitulo el estudio del caso no abeliano,
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Y.2 Dixtensiones con nficleo abeliano.

2.1 DEFINICION. Una extensifén cruzada de A por Q es una
extensifn de N por Q donde N = A es un grupo abeliano que

escribiremos aditivamente.

La ventaja de este tipo de extensiones esti dada por

la siguicente proposicifn,

2.2 PROPOSICION. Una extensién cruzada de A por Q induce una

accifn p: Q- Aut{A) de Q sobre A que hace de A un Q-mbdulo.

(Aut(A) representa al bgrupo de automorfismos de A).

Demostracifn. Considérese la extensin cruzada
' Gi): 00— A-965 g—1
Sea qeQy s8: Q—G una seccién de T , de tal manera que
8(q) es un répresentante de q en G. Como A es normal en G,
_ G actfia sobre A por conjugacién. Considérese entonces la
funcién P Q> Aut(A) = dada por (q) - Ws(q)
donde \Ps(q) es un automorfismo interior de A, es degir

que, pqr‘a toda acA, ‘fs(q)(a) = s(q) a s(q)"1.

Veamos primero que lp esté bien definida, o sea que no depen-
de de la eleccidn de la scccifn s3 Supongamos que 8 ¥
85 son dos secciones distintas de T § entonces , por 1.5,
Tsy(q) = Ts,(q) = q
de manera que
(s ()™ 8,(0)) = Thss,(q)'1 Tsp(q) = 1



Por lo tanto, . ( 5,(a)"'sy(a)) € kerT = im(i) , ¥,

como A es abeliano,
(5,()"tay(a)) & = & (s,(2)"1sy(a))
para toda a € A. Entonces
85(2) & (8()™1) = s4(a) & 5 ()"

de manera que

Pag(a) = Psy(a)
lo que implica que § no depende de la seccifén elegida.
Veamos gque Y es homomorfismo:

Pa(qys(n)(®) = 8(a)s(n) a (s(a)s(n)™

= a(q)s(h) a s(h)~1s(q)™?
= Ys(q) (Ds(ny(a))

Entonces

$(qh) = W(q) Y(h) .
1/

2.3 Notacién. La accién de Q sobre A inducida por la exten-~

sibn cruzada (G,i) ser& denotada 9% , es decir

( $(a))(a) = s(q)(a)s(q)~t = % .,

2.1 Notacibn, A la coleccibén de todas las extensiones cruza-
das do A por Q la denotaremos Xext(Q,A) . A la clase de equi-
valencia de la extensién cruzada (G,i) € Xext(Q,A) la denota-
remos [(G.i)] , mientras gue Opext(Q,A) es el conjunto

cuyos elementos son las clases de equivalencia de Xext(Q,A) .



-5

Sea 2Z(G) el centro de G, es decir
Z(G) = { geG | geg' = g'g , para toda g'c G]
y sea (G,{)e Xext(Q,A); entonces

2.5 PROPOSICION, AS2(G) si y s6lo si la accifn de Q sobre
A _es trivial.

Demostracibn. Sea A S Z(G). Tenemos que, si acA,
9 » s(a)(a)s(@)™! = s(q)s(q)"a = a

es decir que la accién de Q sobre A es trivial.
Inversamente, 8i la accidn de Q sobre A es trivial, entonces
99 = a para toda ac A.
Esto significa que
sCa)(a)e(e)™! = a
y 8(q)(a) = (a) s(q)
lo cual implica que a¢Z(G) . :
_ /1
246 ,!_EFINICiON. ‘A’ la extensifn cruzada de 2.5 la llanaremos

- extensién cruzada central cuando AEZ(G) .

Como cada extensién cruzada de A por Q induce una
estructura delQ-m6dulo en A (por 2,2), nuestro siguiente pt;so
serd, dado un Q-médulo A, tratar de clasiticﬁr todas ;laé exten=
siones cruzadas de A por Q que inducen la accidn de Q sobré A
dada. ' '

Es importante observar que la seccibn s definida

en 1.5 no es necesariamente un. homomomorfismo, sin embargo,



el que s sea funcién indica que la imagen de s {denotada
im(s) ) es una transversal de A en G, es decir, un conjunto
completo de representantes de clases laterales. Por otra parte,

M(s(q)s(r)) = Wa(q) Ws(r) = ws(qr) (q,r € Q)

1
de manera que, aunque s(qr) y s8(q)s(r) no necesariamente

son iguales, al menos deben estar en la misma clase lateral.

Esto implica que existe una a € A tal que
8(q)s(r) = i(a)s(qr)

Podemos entonces definir una funcién f: Q%XQ—A que "mida"

cufnto le falta a la seccibn s para ser homomorfismo:

2,7 DEFINICION. Sea (G,i) € Xext(Q,A) y sea s8: Q—G una
seccibn de (G,i). La funcifn factor asociada a s es la fun-
cién f: QxQ—>A que, a cada pareja (q,r) 1le asocia al

elemento £(q,r) € A tal que

s(q)s(r) = {(£(q,r))s(ar),

2,8 Observacién., La funcién f depende de la seccién s es-
cogida. MAs adelante veremos qué rclacién existe entre las

funciones factor de dos seccibnes distintas de (G,{) (ver 2.12).

Veamos cémo la extensiém (G,i) € Xext(Q,A) queda de~
terminada completamente (salvo equivalencia) si conocemos la
estructura de A (como Q-médulo) y la funcién f asociada a
alguna seccibn s. '
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1
2.9 PROPOSICION. Sea (G,i)€ Xext(Q,A) y sea f: QXQ-—r4

1a funcibn factor asociad® a alguna seccilén s. La accidn

de Q sobre A y la funcién £ determinan al grupo G de manera
dnica (salvo isomorfismo).

Demostracién. Sea (G,i)ecXext(Q,A) y sea s5:U—>G una
seccifn. Considérese el producto cartesiano AXQ y sea

Y: AXQ-G la funcidn definida por T(a,q) = a s(q)

0 — A =+ G % q — 1
A

¥
Q

\

x -

A

Mostrareﬁos brimero que Y es una biyeccién. Como im(s) es
una transversal de A .en G, entonces toda g€ G puede expre=~’
sarse en la forma
| ‘ g =a s(q)

para alguna a € A y alguna q€Q tal que T(g) = q , por

lo tanto, 7 es suprayectiva. Ademfs, si

a;8(qq) = ay8(qy)

entonces
W(GI.(Q1)) - -ﬁ(azs(Q2))

y Ti(ay) Ts(ay) = T(a,) Ws(qy)

lo que implica, por 1.5, que 9 " 9, puesto que
ackerl . En conclusién
(‘1"‘1) = (02’12)

de manera que Y es inyectiva.
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Veamos ahora coémo podemos hacer de T un homomorfismo: De-

bemos definir en A XQ una operacidn tal que

7 ((a,q)(b,r)) = ¥(a,q) Y(b,r)
para toda a,beA , q,r€Q . Por la definicién de T te=-
ncmos que

T(a,q) T(b,r) = i(a)s(q) i(b)a(r)

= a)s(a) i(b)s(a) 1s(a)s(r)
= i(a)(Ib)s(q)s(r) (por 2.3)
= {(a + M) (£{q,r))s(qr) (por 2.7)
= i(a + T + £(q,r))s(qr)
T + M + £(q,r) , qr )

(Observar c8mo, al aplicar 2.3 y 2.7, estamos suponiendo
que conocemos la accién de Q sobre A y la funcifén f ).
Por lo tanto, para que I sea un homomorfismo debemos defi-

nir ¢l siguiente producto en AXQ :

(a,q)(d,r) = (a + Wb + £(q,r) , qr)
Al conjunto AXQ junto con la operacibén as{ definida lo
donetarcros Gs . Evidentem.ente C'a es un grupo y ademﬁs,
Y: G~ G es un isomorfismo.

44

2,10 COROLARIO. La extensifn eruzada

[/
(Ggri): € — A G 2> @ —1

(donde s M. son la inclusién y proyeccifn candnicas
gonde X% a_inc X P cal

rospectivamente ) es_equivalente a la cxtensidn (G,i).



[N+ B

Demostracién. Tenemos que demostrar la conmutatividad del

diagrama

0 —— A~ G —— Q ~—>> 1

I

0 — A — Gs-—--bQ——--yi

Puesto due i((a) = (a,1) y T, (a,q) = q , entonces
Ti(a) = Y(a,1) = i(a)s(1) = i(a) (a€A)
Y, por otra parte,por 1.5 y la exactitud de (G,i), tenemos que
T ¥(a,q) = W(i(a)s(q)) = Ti(a) Ws(q) = (1)idy(q) = q .

/77

Asi pues, la extensifn (G,{) es equivalente a una
extensién (Gs, l; )€ Xext(Q,A) definida completamente en térni=-
nos de A, Q y f. Podrfamos ahora preguntarnos si a partir de
una _funci&n arbitraria f: QxQ-— A podemos definir un grupo
Gg que coincida con el definido en 2.9, de tal manera que b4
sea la funcibn factor asociada a s. La siguiente proposicifn
muestra que esto es posible si y sélo si establecemos ciertas

condiciones sobre f .

2.11 PROPOSICION., Sea A un Q-médulo.Usa funcibn f: QxQ— A

es una funcifn factor asociada a una seccibn s: QG si y
sdlo si curggle con las siguientes condiciones:

i) f(q,i) =0 = £(1,r) ‘

ii) 9£(q,r) - £(ap,r) + £(q, pr) = £(q, p) = O
para toda q,p,re€qQ .
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Denostracién. Supongamos que la funcibn f1 Qx()— A es la
funcién factor asociada a alguna seccidn s: } —G. Entonces
s(q)s(1) =  {(£{q,1))s(q) (por 2.7)
¥, por 1.5, esto implica que
' s(q) = {(£(q,1))s8(q)
de nodo que
1= i(£(q,1))
¥, en consecuencia, como ( es inyectivo,
0 = £(q,1) ‘
Similarmente obtenemos que £(1,r) = 0 , con lo cual queda
derostrado que f cumple con la condicién (i).
La condicibén (ii) es consecuencia de la asociatividad en”G,
porque,si .
s(a)(s(p)s(r)) = (a(a)s(p))s(r)

entonces, eplicando 2.7 obtcnemos las siguientes igualdades:
| s(a)(L(£(p,r))s(pr)) = ( i(£(a,p)) s(ap) ) s(r)
s(a) if£(p,r)s(@)~! = i(£(q,p) (step)s(r)) stor) s
VyAésto significa, apucp.ndo 2,3, que
Ue(pyr) = 1(£(q,p) (i(£lap,r)) s(apr) ) s(pr‘)'is(q)'1
U5(p,r) s(a) s(por) = i( £(a,p) + £(ap,r) ) s(qpr)

92(p,r) (i(£(q,pr) s(apr) ) = i(f(q,p) + £(ap,r) ) s(qpr)

{(%(p,r) + £(a,pr) ) = i( £(q,p) + £(ap,r) )

y,como { cs inyectivo, ésto implica que

- 9%(p,r) + £(qupr) = £(q,p) + £(qp,r)
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que es precisamente la condicibn (ii).

Inversamente, sea f: QXQ—A unav funcibn arbitraria que
cumple con las condicbnes (i) y (ii). Sea G' el conjunto
A% Q junto con la operacifn definida asi:

(a,9)(h,r) = (& + % + £(qyr) , ar )
Deuostraremos primero quec G',junto con esta operacifn, tiene
estructura de grupo. Tenemos que

((a,q)(b,p)) (c,r) = (a + I + £(q,p) , qp) (c,r)

= (a + % + £(q,p) + Pc + £(qp,r), qpr)

= (a + % + TPc + 9%(p,r) + £(q,pr),qpr)
(ésta Gltima igualdad es consecuencia de (#) ). Aplicando

nuevamente la definicibn de lg operacifn en G' tenemos que
((a,0)(5,p)) (e,r) = (8,q) (b + Pe + £(p,r) , pr )
= (a,q)( (byp)(c,r) )

con 1o que queda demostrada la asociatividad.
Por-otra parte, (0,1)€ AXQ opera como elemento idéntico,
puesto que
(a,9)(0,1) = (a + 90 + £(q,1) , @)
= (a,q) ( £(q,1) = 1, por (1).)
Del mismo modo
(0,1)(8,0) = (0 + *a+ £(1,0) , @) = (a,0) .

Finalmente, existe el elemento inverso derecho de (a,q):
-1 -1
@ (-% - Tr@gah, )
pues

-l -1
(a,9)(8,0)" 1« (a +9-% - ? £(q,0" 1)) + £Ca,qa™D), qg™h)
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¥, por lo tanto, (n,q)(a,q)"1 = (0,1) . Asimismo, existe
clemento inverso izquierdo, a saber:
(a,q)"1- (-“;1 -t ha) ,at)
de riodo que :
(2,9)7(a,q) = (-q;1 - £(a”1yq) + Ta ta”,@) , aa™h)
= (0,1)

Sabemos ademfs, por la asociatividad de G', que ambos inversos
deben ser iguales. En conclusifn, hemos demostrado que G' es
un gFrupo,

Allora verificaremos que la inclusiﬁn y proyeccién canfnicas
son lomonorfismos de grupos (con respecto a G') y hacen

de la siguicente una sucesidn exacta:

G',{): 0 — A-—t—'—aG'—E—) Q —> 1.,

1) La inclusién '* A—G' dada por {(a) = (a,1) es

un homomorfismo de grupoa, pues d

t(a) *(b) = (a,1)(b,1)
- (a+ e r1,1),1)
=(a+b, 1) (por (i) ).
= (a+b)

%) La proyeccién T': G'-—Q dada por T(a,q) = q es
un homomorfismo de grupos, pues
™((a,0)(b,r)) = W(a + I + £(q,r) , qr )
= qr
= M(a,q) W(b,r)

3) im(i) = ker(M) puesto que, si (a,q)€ ker(W) , entonces
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m(a,q) = q = 1
~ ¥y por lo tanto .
(a,q) = (a,1) = i(a)
lo que implica que (a,q)€ im(&) .
Inversamente, si (a,o0) € im({') , entonces
(a,q) = {(a) = (a,1)
es8 decir que q = 1, En consgcuencia, T(a,q) =1 ,

de modo que (a,q)€ ker ().

Para terminar, sflo falta comprobar que, en la extensiﬁn
cruzada (G',{') que hemos construido, la funcién f es
precisamente 1la funcién factor asociada a alguna seccibn s,
Considérese la seccién canfnica

s(q) = (0,q)

tenemos entonces que
s(q)s(r)v = (0,q)(0,r)
=0+ %+ £(q,r) , qr )
= (f(q,r) , qr )
¥, como s(gr) = (0,qr), entonces
“ s(q)s(r) = (£(q,r) , 1 )(0O,qr)

= {(f(qyr)) s(qr)
y ésta es la condicibn que define & la funcién factor

asociada a la seccilén s (ver 2.7) .

V4
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2.12 LEMA. Sea  (Gy,i): 0 — A5 G > Q — 1

una cxtensién cruzada y sean 8,8': Q- G doa secciones de T.

S8i f y f' son las funciones factor correspondientes, enton=-

ces existe una funcién §: G—A que satisface
i) g3(1) =0
1) £'(a,r) = £la,r) = Y(r) = gar) + 3(a) .

Demostracién. Sean q,reQ. Como 8(q) y s8'(q) estén en la
misma clase lateral de A, existe un elemento 7(q) € A tal

que

8'(q) = &(9(a))s(a)

entonces

8'(q)s'(r) = i(3(a))s(a) ¢(4(r))s(r)
i3(Q)) t(3¢r))n(a)s(r)

i(3a) + T30r)) L(8(a,r))nlar)

i g(a) + Y9(r) + £(q,r) ~ J(arDsiar)

_pero, por 2,7, como i es inyectivo, tenemos que
£'(a,r) = 9@a) + Y9(r) + £q,r) = $(ar)
de donde se sigue la relacibén (ii), pues todos los términos

cstén en el grupo abeliano A. Por otra parte, como
8(1) = 1 = 8'(1) (por 1.3)

t 1 - 0 .
entoncos 7( ) "

2.13 Observacifén, Lo que esencialmente hemos establecido a tra-
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vés de 2.11 es la correspondencia biyectiva siguiente

extensiones cruzadas (2.1) funciones f£:GXG = A
con una seccidn normaliza- ¢—> | que satisfacen las con=-

da s (1.5) . diciones de 2.11 .

En base a esta correspondencia, podremos relacionar

el conjunto Opext(Q,A) con el grupo de cohomologia Hz(Q,A).
Sea
B: l..'—)Bn "'a'l) Bn_l'_).oo_’nij“’ Boi’ T _'—) 0

la resolucibn barra normalizada de & , ([Ro.p.285], [Hi-St.p.215] ),
donde Bn (n>0) es el Q-m8dulo libre sobre los elementos de

la forma (xi,xz,...,xn) con x;€Q (1£i$§) ’ (B0 es libre
sobre el generador () ). Ademfs, si x; = 1 para alguna i,en-
tonces (x4,Xp;.+2sX.) = O . Los homomorfismos J (n20)

n
estdn dados por

(Xgreeea®y) = Fllxgyeenyx,) +
Ne
+ 1}:1 (-1)i(x1,x2....,xixiﬂ,....xn) +
+ (-1)"(x1,...,xn_1).

2.14 Observacién. En particular, en la resolucién B , te-

nemos que-
4(x) = ¥10 - 0

32(x1,x2) = X1(x2) - (xixz) + (11)



33(Xq1Xpy%g) = J‘1(x2,xs) = (XgXpyXq) + (Xg,X,%5) = (X45%5) o

La resolucién B es una resolucién Q-libre de Z

¥, aplicando HomG(_,A) obtenemos el cowmplejo
¥ : Pl o\
HonQ(B,A)z llomQ(Bo,A) — HomQ(Bi,A) - HomQ(Bz,A) —> ees
y, por definicién ( [Hi-St.p.188] ),
H'(Q,A) = u“(nomQ(B,A))

de manera que, en particular,

| HR(Q,A) = ker( 3%/ im( )
donde, si f:B,— A es un elemento de HomQ(Bz,A) .

o5(f) = £3, .

Como sabemos ([Hi-St.p.118]) , los elementos de ker( a;)
se ﬁlmn 2-cociclos, mientras que los elementos de im( 3;),

‘ge conocen como 2-cofronteras .

2,15 LEMA, f: B,—> A s un _2-cociclo si y sblo si satis~

~ face las condiciones de 2.11 .

Demostracién. Sea f: B,— A un 2-cociclo, es decir,
f€ ker( 3%) . Entonces .

*

93(f) = £3, = 0

‘pero esto sucede si y sélo si

O » £340xy,xzxg) -

= 1 (xp,x,4) = (xlxz,xé) + (Xg4XgXq) = (X44X5))



- x‘f(xz,xs) - fixixz.xa) + f("i"‘z"a) - “"1"‘2)

de modo que se cumple la condicifn (14‘) de 2.11 . Ademés, por
la definicién de B, , ™

(1,x) = 0 = (x,1)
) entonces

£(1,x) = 0 = f£(x,1)
Por lo tanto, f es unafuncibn factor, segiin se establecih
en 2.11 , |

77/
De csta manera, hemos establecido la biyeccidn
exténsionqs cruzadas (2.1) 2-cociclos normilizados
con seccidn normalizada s €~----3 | de G con coeficientes

(1.5) en A .

S (2.11)\ . ‘/'(2.15) |
IR _ funciones f:QxQ — A .

que satisfacen las con~

diciones de 2.11

aP}or"» Gltimo, fenemos que

2,16 LFMA. Dos extensiones (G,{), (G i) € Xext(Q,A) son

cguiv‘alcntes si y sblo si, dadas dos secciones s: QG Yy
. s't QG las fu actor _respectivas £ y f', en=

" tonces f - f' es una 2-cofrontera .
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Demostracibn. Considérese el diagrama

(G, 1) 0—s A— G — Q@ —> 1
I s

G',1'): 00— A — G &==2Q —> 1
sl

de extensiones cruzadas, donde 8 y 8' son las seccio-
nes respectivas. Dada la conmutatividad del diagrama, s' tam-
bién es una seccién de (G,i), de manera que, por 2.12, existe
una funcibn 3: Q— A tal que
I) i) 3(1) =0
ii) f£'(q,r) - f(q,r) = Tg(r) = gtar) + 3(a)

pero, por 2.14,

Y(r) = glar) + 3(a) = 3,(a,r)
y 3;(7) - 732
por lo tanto, 3?2 € im(}) .

Inversamente, si f - f' es una 2-cofrontera, entonces
(f - £') € im( %)
entonces, exi.lte alguna g€ HonQ(Bi.A) tal que
9(9) = £ -0

por 2.14 tenemos que 392(q,r) = ¢I?(r') - 3(qr) + ?(q) .
Siguiendo la construccibén dada en 2.9, deffnase )X: G—G*

mediante "~ A(a 8a(q)) = (a + ;(q))S(Q) .
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Es inmediata la verificacibn de que A es un homomorfismo

y de que hace conmutar al diagrama

0 — A > G -» Q > 1

b

00— A —> G —> ¢ —— 1

/17

De esta manera hemos demostrado el teorema siguiente:

2.17 TEOREMA, Sea A un Q-mfdulo y sea Opext(Q,A) el conjunto

de clases de equivalencia de extensiones cruzadas de A por Q

que inducen la accidén de Q sobre A dada. Entonces existe una

biyeccibn
§: Opext(Q,A) — HZ(Q,A)

Veamos ahora algunas propiedades de Opext(Q,A) :

2.18 PROPOSICION. Cada homomorfismo de grupos ©: Q'-— Q

induce una funcibn
?'- Opext(p,A): Opext(Q,A) —> Opext(Q',A)

Demostracién. Sea Ra,tﬂ € Opext(Q,A) ysea §: Q'—s> Q

un homomorfismo de grupos. Considérese el diagrama
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_ P P
0 ====- > A --===3 GAQ' -==-> Q@ -=—-->1
'
<
, v
0 > A ——H5 ¢ —T , @ — 1

donde GAQ' denota al producto fibrado (o "pullback", véase
[Ro,p.51], [M-3,p.71] ) de Gy Q' sobre Q ; explicitamente,

GaQ = {(gr)€cxe| e = 9(r) ]

Junto con las proyecciohes
P(gyr) = r
«(g,r) = g

Asinismo, sea (' la inclusién '(a) = ( ((a), 1 ) . Es
“evidente (iue el diagrama conmuta, y el renglén superior es
exacto. De esta manera, a la extensién (G,() le hemos aso-
ciado 1a extensién (GAQ', ') € Xext(Q',A) junto con los
homomorfismos « y ) . Por la propiedad uhiverul del
producfo .tibndo ([M-3,p.71]) sabemos ademés que la extens
sibn (GAQ',! ),'quo hace conmutar el diagrama anterior,'
es (Gnica salvo eguivalencia, de tal manera que tenemos una
funcién

§"= Opext(9,A): Opext(Q,A) —» Opext(Q*,A)

definida mediante

¢ [6,00] ) = Jaaar, )]
| | 117



2~

2.19 PROPOSICION. Cada homomorfismo de Q-mfdulos of: A— A'

induce una funcién

o, = Opext(Q,u): Opext(Q,A) —> Opext(Q,A') .

Demostracién. Considérese el diagrama

(Gyi): 0 —> A —ts 6Ty Qs 1

G
}

«l )
v

0 <mmms At o (A'VG) =5 Q === 1

donde (G,() es un elemento de Xext(Q,A) y A'VG

denota a la suma fibrada (o "pushout” [u-a.p.ss])
de A' y G sobre A ; explicitamente,

A'VG = A'XG/ N

donde A'IX G denota al producto semidirecto de A' y G
(véaae 1.3.2 ) vy N= {(o((a), t(-a) ) I aGA} a

(de hecho, A'VG esth con.ntruido de manera de ser el mayor
cociente que hace conmutar el diagrama). Sean, ademés,

Yy P las inclusiones
¥(g) = (0,8)
P(a') - (a')i)
y T' el homomorfismo T(a',g) = ().

Es evidente qﬁo el diagrama conmuta y el renglén inferior

es exacto. De esta manera, a la extensién (G,i) le hemos
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asociado la extensién (A'VG,p) € Xext(Q,A') . Esta exten~
8ibn es (nica salvo equivalencia (por la propiedad universal
de la suma fibrada; véase [M-3,p.65] )y de tal manera

que tencmos una funcién
o = Opext(Q,x): Opext(Q,A) —» Opext(Q,A’)
definida mediante

1 [@0] ) = [weve, o)

(es fécil ver que esta funcidn esté bien definida, es decir,

no depende de los representantes elegidos).

11/

2.20 PROPOSICION. Opext(_,_) ‘es un funtor contravariante

en la primera variable y covariante en la segunda.

Demostracién. 'Vgamos primero que Opext(_,A) es un funtor
contravariante; sean Y Qs Q' , Y: Q' —Q homomor~

fismos de grupos y considérese el diagrama inducido por 1la
composicibn Y

]
0 —> A —— GAQ" ——> Q" — 1

| e

0 — A —s G ——» Q —p 1




", 1

Es decir que
Cor T e, 0]) = [Gagn, )]

para toda [(G',i)] € Opext(Q,A) . Por otra parte,si considera~

wos el diagrama

a
0 — A — (GAQIAQY Ty Q" —p 1

b

0 — A —>  GAQ —> Q@ —> 1
|
G1): 0 —> A —s G - Q y 1
 donde
¢ [(6,8) ) = [(eaar, 1)
y

Y [Gaa, i) )= [(@aa)AQ", t")]

( q‘ y I‘ son las funciones inducidas por Y y Y res-
pectivamente ), observamos que, por la propiedad universal del
j)rodueto fibrado, existe un homomorfismo ‘fl t (GAQ')AQY 5 GAQ"

que hace conmutar al diagrama siguiente:
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GAQ')AQ"

01
de tél manera que
; [Gaan )] = [Gradaen, (v)]
Yy, en conleéuenci.n,
Cyy ) - )“'Q" .
Pﬁr dltimo, es inmediato verificar QI;Q
(1ag)' = 18gper(o0)

con lo que queda demostrado que Opext(_,A) es un funtor con- .
travariante. La demostraciln para la parte covariante es simi-~
lar, '

44

' Veamos ahor;a vcbmo' podemos darle a Opext(Q,A) una ent'nidiurl de
grupo. si considerauol dos elementos [(G, )] [(G' t')]
Opext(Q,A) » podemon definir su suma dinctn como la clnc do

equivaloncia de 1a extensién
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(GoG', lel'): 0 — ABA — GXG' —> QXQ' — 1

2.21 DEFINICION. El1 homomorfismo diagonal A es ¢l homomoyr -
" fismo de grupos A= AQ :t Q— QXQ definido mediante

1la regla

Agla) = (a,q)
mientras que el homomorfismo cddiagonal V es el homomorfis—
mo de Qmbdulos V= Y, 1t A®A— A definido mediante

. la regla ‘ ‘ :
,VA(aivaz) »ay +a, .

Definiremos ahora lo que se conoce como suma de Baer:

2,22 bsumcxou,' si [(G,0)], [(G',i")] e Opext(Q,a) , aennx;
mos la svn_nnyn: de Baer de [(G,i)] y [(G',i')] como

[(6,e)] + [(6",i*)] = VA'AS( [(cea, iei)]) .

, .
Dado que en Xext(Q,A) dos extensiones son equ:lvalentes

si y sblo si son isomorfas (véase 1.2) es inmed:lato verifi-.

car que la suma de elementos de Opext(Q,A) definida en 2 22

‘no depende de los representantes elegidos.
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Por Giltimo, enunciamos,sin demostrarlo, el siguiente resul-

tado ([Ho,p.als] ):

2,21 PROPOSICION, Si d,ls:' A— A' son homomorfismos de

Q-mbdulos, y oy By ¢ Opext(Q,A) — Opext(Q,A') son 1os

respectivos morfismos inducidos, entonces

(%, + fy) = (X+p),

Eg decir que Opext(Q',__) es un funtor aditive. .
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J.3 Extensiones escindibles

3.1 DEFINICION. La extensibn cruzada

(G,i): 0 — A—-.GLQ-—-’i

se escinde si existe un homomorfismo s: Q—G tal que
s = idQ .

Es decir que la extensibn (G,.) se eacinde si existe
alguna seccibn s (como se definib en 1.5), que sea homomor-
.'tismo de grupos, en cuyo caso diremos que 8 es una escisibn,
Obsérvese que,si (G,() se éscinde, la funcién factor f
asoéiada a la escisién s resulta ser trivial, pues

| s(a)s(h) = s(qh)
 para toda a,h € Q.

3.2 PROPUSICION, Sea (G,i) € Xext(Q,A) . Las siguientes con-
diciones son eqhivalentes: ‘

i) (G,¢) se escinde a través de algfin homomorfismo s .

“ii) G contiene a un subgrupo N tal qgue T(H) =Q ,
G=i(A)H y iaan={i}

1ii) G conticne a un subgrupo N tal que todo elemento g& G

se cgpggpa de mancra @nica en la forma g = i(a) h

para nlggnd a€ A, hel
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iv) (G,i) es equivalente a la extensibn
Y £
O— A—AKQ —/8™ Q — 1

donde A X Q denota al producto semidirecto de A y Q

con respecto a la accién (de Q sobre A ) dada. (véase
[Br,p.88],[Hi-5t,p.195]); ¥y p son la inclusfén

Yy proyeccibn canbnicas respectivamente.

Demostracibén. Verifiquemos primero la equivalencia de (i) y
(ii) : Supongamos que (G,¢) se escinde. Sea H = im(s) .
Como s = 1dQ s €8 evidente que H es isomorfo a Q. Ade-
mds, im(s) .es una transversal de A en G ([Ro,p.152] ),
de manera que G= ((ADH (es decir,‘todo elemento de
. G se eipreha como producto de alghn elemento de {(A) multi-
4 plicado por algiin elemento de-H.). Inversamente, si existe
un grupo H como en (ii), deffnase 8: Q—> G como la
inversa de T restringida a H .'ﬁs evidente entonces que

8 es.un hqmomorriamo yque 78 = idQ .

La equivalencia de (ii) y (iii) es trivial. Veamos la
equivalencia entre (i) y (iv) : Por 2.9 y 2,10, sabemos
que, dada la extensibn (G,{) junto con 1la funcién factor
f asociada a alguna seccifn s , queda determinada la exten-
s8ién (G.,ia) € Xext(Q,A) tal que (G,i) as(Gs,is). Si s

es homomorfismo, entonces f es trivial y Gg es el con-

Jﬁnto de elementos de AX Q junto con la operacién
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(a,q)(b,r) = (a+ b, qr) .

Pero A X Q se define precisamente como el conjunto AXQ

junto con esta operacién, de manera que Gs = AKXQ .

Inversamente, supbngase que existe un homomorfismoe o que hace
conmutar al diagrama

0——-7-»A~———’AD(Q~——QQ—-—->1

Fol

0~ A — G — Q —a>1

‘Si se considera la seccibn canbnica s: Q> AXQ,
s(q) = (0,q)
resulta que - 8 es homomorfismo, pues -
s(qr) = (0, qr)
= (0 + q0, gqr)
= s(q)s(r) .
" Por lo tantb, (AXQ,¥) € Xext(Q,A) | se escinde a través de

'8 ., Définase entonces el homomorfismo

8' = x8; QG .

I's evidente que 8'(1) =1y Wa' = idQ s de modo

que (G,i) se escinde a través de s'.

"
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La proposicién anterior afirma que, salvo equivalencia,

58lo existe una extensién cruzada escindible.

3.3 PROPOSICION. La clase de equivalencia de la extensidén cru-

zada_escindible (A X Q, ¥) es el eclemento necutro en Upext(y,A)

(con respecto a la suma de Baer),

Demostracibn. Considérese el diagrama

(G,i) 0 — A —> G —> Q —>

(AXQ,3) : 00— A — A

(G,{) es un elemento de Xext(Q,A) y V¥ es el homomorfismo
definido a través de la escisibn s, es decir, ¥ = ST.

Como el diagrama conmuta, entonces, por la unicidad en 2.19,
o @] = faxe, 1)
Adenmés,
(g [6,0] = [@,0]

de manera que

[6,0)) + [axo,¥)) (1d,) [(G, )] + O, (@, 0]
| (1d4+0,) [(6,0)]

[t6,)]

V4
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Considerarcmos ahora otro problema: dada la exten-
sién escindible

1r
0————)A-——>GZ—-—'§—-Q———->1

dar una clasificacién de los posibles homomorfismos s .

3.4 DEFINICION. Una derivacidn del grupo Q en el Q-mbdulo A

cs una funcibn d: Q— A tal que

a(qr) = a(q) + Ja(r),

Es importante observar que las derivaciones no son
homomorfismos, sino tan sélo funciones. El término "deriva-
ciSn" tiene una razén de ser: si penéamos que Q actlia trivial-
mente por la derecha sobre A (ademfs de la accibén por la iz-
quierda que hace de A un Q-uSdulo izquicrdo), entonces la ex~
presién de 3.4 puede escribirse

| “d(ar) = a(@)" + %a(r) |
expresibn que, a su vez, recuerda la regla de derivacibn de un
producto en el Cllculo Elemental. La importhncia de las deri-
vaciones (y la motivacién de su definicifn) esti en el hecho
de que cxiste una correspondencia biyectiva entre las escisiones

st Q— G y las derivaciones d: Q—A :

3.5 PROPOSICION. Sea s: Q— A®XQ una seccifn de la exten-

8ibn_escindible (AMQ,¥) . Entonces, s es un homomorfismo

si y sélo si la funcibn d: Q—»A definida mediante
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s(q) = (a(q),q)

es una derivacién,

Demostracifén. La seccibn 8: Q— AXQ es un homomorfismo
si y sblo si
s(q)s(r) = s(qr)

es decir, si y sélo si

(d(q),q)(d(r),r) = (d(qr),r) .
Pero, por la definicifn del producto en AKXQ, esto sucede
si y sdle si

(a(q) + %a(r) , qr ) = (a(ar), r )

lo cual significa que 4 es una derivacibn .

7

3.6 Observacién. Cuando Q actfia trivialmente sobre A, entonces
AKQ = AXQ . AdemAs, al ser la accibn trivial, las derivacio-
nes d: Q—A son homomorfismos, por lo que, en la extensién
0 -— A -— AXQ — Q¢ — 1
los homomorfismos s: Q —> AXQ estén en correspondencia

biyectiva con los homomorfismos d: Q-—A ,

3.7 PROPOSICION, Sea Der(Q,A) el conjunto de derivaciones

Q en cl Q-mbdulo A. Entonces Der(Q,A) junto con la suma

(V
de_funciones, constituye un grupo abeliano.
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Demostracifén. Sean d&,d' € Der(Q,A) . Aplicando las propie-
dades de la accibn de Q sobre A obtenemos las siguientes igual-

dades:
(d + a')(qr) = a(qr) + d'(qr)

= 4(r) + d(q) + %Wa'(r) + da'(q)
= Ud(r) + a'(r) ) + da(q) + 4'(q)
= 3@+ a')(r) + (a+ a')q)

es decir, la suma de derivaciones es una derivacibn. Las
propiedades de grupo abeliano son inmediatas.

/77

3.8 DEFINICION, Dos escisiones 8 y 8' se llaman
A-conjugadas = si existe un elemento ac¢A tal que
8(q) = i(a)s'(q) i(a)™1 para toda q € Q.

3.9 DEFINICION. Una derivacién principal d: Q—> A es
una derivacién tal que '
| aq) = Ua) - (a)

para alguna 8, € A dada,

3.10 PROPOSICION, Dos derivaciones d, y d, (de Q en A)

corresponden a_escisiones 84 Yy S, A-conjuradas si y sélo

si  (dy -~ 4,) es una derivacibn principal.

Demostracién, Sean d;,d,: Q—A derivaciones tales que
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s4(a) = (d,(a),q) 85(q) = (dy(a),q)

Si 84 ¥ 85 son A-conjugadas, entonces existe una a € A

tal que . el
si(q) a L(a)sa(q)L(a) para toda q€Q .

Esto significa que
(d,(a),q)

(@) (ay(a),q) ia)™!
(a + dy(a), 9)(a,1)™?
(a +dy(a) -% , q).

Por lo tanto,
di(Q)

a+ dz(q) - 9

dp(q) -~ dy(a) = Ta ~a .
‘De manera que d2-d1 es una derivacién principal.
La implicacifén inversa es inmediata.

/17

3.11 PROPOSICION. La relacién de A-conjugacién definida en

3.8 es una relacidn de equivalencia.

Demostracién. La simetria y la réflexividgd son inmediatas.
Verificaremos la transitividad. Sean 84 Y 8, escisiones
A-conjugadas, entonces existe una a€A tal que

s1(a) = i(a)sy(a)i(a)™t,
De la misma manera, si 8, Y 83 8on A-conjugadas, existe

a'e A tal que

s5() = ia")ay(e) i(a")?

entonces
55(0) = i) i(asg(a)ica)™" )i(a)™

= i(an*)sy(q) i(ant)™!
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= ((aa')s,4(q) {(aa")™?

de manera que 84 Y sz son A-conjugadas.

. /77
3.12 Notacién. Al conjunto de escisiones s: Q— A de la
extensidn cruzada (AXQ,i)e& Xext(Q,A) lo denotaremos S(Q,A) ,
mientras que al conjunto de clases de equivalencia de escisio-

nes A-conjugadas lo denotaremos SA(Q,A) .

3.13 COROLARIO. Existe una correspondencia biyectiva
. DGP(Q,A)/ PDer(Q,A) — SA(QgA)

donde PDer(Q,A) representa al conjunto de derivaciones prine

cipales de Q en A,

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de 3.5 y 3.10,

4

Por Gltimo, ohservamos que, si d es una derivacién,

entonces
a(1) = 0

puesto que a1) = d(1) + 1d(l)

= d(1) + d(1)
lo cual implica que d(1) = 0 , Por otra parte,si considera-
mos la resolucién barra normalizada B y Y8l de lXomQ(Q,A)

tenemos que
h () = a3,

Yy .
d3,(q,r) = Ya(r) - d(ar) + a(q)
en virtud de 2.14, de tal manera que de ker( ag) siy
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solo si
0 = %(r) - a(ar) + d(q) .
Es decir, d& ker(ag) si1 y s0lo si A€ Der(Q,A).
De la misma manera se comprueba que da-a1 es una deri=-
vacibn principal si y s8lo si d es una 1-cofrontera, esto

es , siysblosi dy-d, € im(d}) .
De esta manera, a partir de 3.13, hemos demostrado que

3.14 TEOREMA., Para todo Q-mbdulo A, existe una biyeccibn
X :8,(Q,4) —> B1(Q,4) .

/"

Veamos algunas propiedades de Der(Q,A): et 5:

3.15 DEFINICION, Sean A y B dos Q-mbdulos, dqe Der(Q,A) ¥y

§: A— B un Q-homomorfismo. £l producto. fibrado mixto de
AyQ lbbre B es un grupo P junto con una derivacidn dP: P A
y un homomorfismo de grupos ‘Ps P — Q que hacen conmutar

al diagrama P

Yy poseen la siguiente propiedad universal: dado cualquier otro
grupo P' junto con dp, € Der(P',A) y F‘GHom(P'.Q) tales
que dd?’ = Pdp, » entonces existe un {inico homomorfismo
h:P'— P tal que dph =qp y PHh= .
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3.16 Observacién. Tiene sentido hablar de una derivacién
dP: P—» A, puesto que A adquiere estructura de P-mbdulo a
través de P , es decir, definimos la accibén de P sobre A

mediante Pa u F (p)a .

3.17 PROPOSICION, Dados A y B (Q-médulos) , 4 € Der(Q,A)
y P e,HonQ(A,B) existe el producto fibrado mixto de A y Q

sobre B ,

Demostracifn. Sea A X Q3 el producto semidirecto de A y Q
y sea P {(aa)e AxQ| p(a) = ag()}
Sean dp y P las proyecciones canbnicas; entonces f s
un homomorfismo de grupos, pues
7((a,q)(b,h)) =~ F(a + b, qh) = qh
= f(a,q) F(b,h)

Ademfis, dp, es una derivacibn, pues

dp((a,q)(b,h)) = dp(a + b, gh) =a +



-38-

Y, por 3.16, tenemos que
a+ b= ay(a,g) + P(a"‘)dp(b.h)

Por Gltimo, es evidente que fdp = dQF y P cumple con
la propiedad universal de productos fibrados mixtos ( de hecho,
P resulta ser el producto fibrado desde el punto de vista de con-

juntos ).

/7

3.18 PROPOSICION, Si P es el producto fibrado mixto de

A y Q sobre B, ]

dp

> e——rg

O &— 0O
-]
o

—
S N

entonces  kerp = kerf .

Demostracién., Sea K = kerf . Deffnase (: K—> P median-
te {(a) = (a,1) . Evidentemente ( es un homomorfismo
pues {(a + b) = (atb,1) = i(a) i(b) . Ademhs Pi=0
Por otra parte, si (a,q) € kerF , entonces q =1 y
dg(1) = 0 = p(a) |
por lo q.ue a € K, con 1o que queda demostrado que K = kerF .

11/

3,19 PROPOSICION. Sea. O —> A'—» A —s A" —3 O
una_sucesifn exacta de Q-médulos. Cada elemento aq€ Der(Q,A")
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induce, de manera finica, un elemento de Opext(Q,A').

Demostracién. Considérese el diagrama

0— ar-fosp-fy g —0u g

I s

0 —> A ad P » A" » O

donde P es el producto fibrado mixto sobre A" y P es

suprayectiva ( pues P es suprayectiva) . La identidad

en A' se sigue de 3.18 y es evidente que ¢l renglén su~

perior es un elemento de Opext(Q,A') que, por la propie~
dad universal de P, estd determinado de manera Gnica.

7/

Asi pues, hemos establecido una funcién

fl: D_er(Q.A" ) —» Opext(Q,A’ ) .



CAPITULO 1I

H™(Q,A)

11,1 Médulos cruzados.

Nuestro siguiente paso serd generalizar la interpre~
tacibn de Hz(Q,A) dada en el capitulo #nterion al caso H"(Q,A),
para cualquier entero positivo n . Comenzaremos definiendo
los "médulos cruzados", introducidos por Whitehead en su estudio

de los grupos de homotopia ( [W]).

1.1 DEFINICION. Sean G y C grupos y sea lp: G -» Aut(C) una
accién de G sobre C denotada Ec ( es decir & = P)(e) ). ...
Supongamos que existe un homomorfismo az C->G que satisface
1) %(e)y o epet (e,b €C), |
1) 3(Be) = g3(e)e™? (c € Cyg € G),
Diremos entonces que el grupo C (junto con la accibn Y y el
homomorfismo 0 ) es un G-mbdulo cruzado, que denotaremos

(€,6,3) .

- 40 -
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Con respecto a la definicién 1.1 , algunas observaciones

son pertinentes:

1) Por definicibén, que G actdie sobre C ( o, lo que es lo mis~
mo, que C admita a G como grupo de operadores) , significa que
existe un homomorfismo de grupos {f: G— Aut(C) , Pero &sto,

a su vez, equivale a pedir que
(M) B(8'c) - (88'),

M2) leac

(M3) Bc+b) =« Bc 4+ By
(6 B(cv) = B Bb  en el caso que C sea
multiplicativo).

(gyg' € G. cy,b €C). (M1) expresa el hecho de que | es
un homomorfismo, mientras que (M2) y (M3) expresan que
Y (g) € Aut(C).

2) La condicién (ii) de la Definicién 1,1 significa que 2
es un homomorfismo de G~grupos, con G actuando sobre sf

mismo por conjugacidn.

3) A diferencia de un G-m6dulo, un G-mbdulo cruzado C no

necesariamente es aheliano.
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A continuacidn, damos tres ejemplos de mbdulos
cruzados; los dos primeros muestran como el concepto de mbédulo
cruzado resulta ser una generalizacién de los conceptos de

médulo y subgrupo normal.

)

1.2 Ejemplo. Sea G un grupo. Todo subgrupo normal N de G
es un G-mbdulo cruzado, con G actuando sobre N por conjuga-
cibn y con 9 como la inclusibn. Es decir, la accién
g G —Aut(N) estd dada por: €n - gng'1
de tal manera que

1) 3(n)n' =Myt o gn'pl

11) 3(%n) = &n = gng™? = g(a(n))g™!

como se pide en 1.1 .

1.3 Ejemplo. Todo G-médulo es un G-mbdulo cruzado a través
del homomorfismo trivial 3-10. La comprobaciGn de esto es
sencilla: si A es un G-mSdulo cualquiera y denotamos a la

accibn de G sobre A como en 1.1, entonces
1) @)y . 14
= a+a' -a (pues A es abeliano).
y 11) 3(Ba) = 1
= g8
- 5(3(a))e™?
¥, por lo tanto, (A,G,iﬂ) constituye un médulo cruzado.

1

[
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1.4 Ejemplo. Sea C un grupo y sea G = Aut(C) .Definamos
la aceibn @ : G—»Aut(C) mediante

P @ = Yo = ¥e) ¥cG, ceC .

Por otra parte, sea 2: C—> G = Aut(C) el homomorfismo

dado por .
A(c) = ac donde Ec(c') = cc'e~l ,
Entonces
1) 2Cer o 3 (en)

= ccle™!

Aenéis, 2% = 2(d(e))
* aU(c)

pero

2

Yey(e') = He) e (¥

a ¥e) et Pc™h

= 3e) 88N en ¥
= ¥e ple") ™Y

R TERE A )]

= (33, ¥ (")

. (P3N (e .

Wwego . ey - $AEWT
Por lo tanto, (C, Aut(C), o) es un médulo cruzado.
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De la definicibén de mbédulo cruzado se desprenden las

siguientes propiedades:

1,5 PROPOSICION. Si (C,G,?) es un médulo cruzado, entonces

i)
it)

iii)

iv)

C_es un subgrupo normal de G.

ker & Z(C) (2(C) representa al centro de C).

La accibn de G en C induce una estructura natural

de_Q-mfdulo sobre Z(C), donde Q = G/3C , Ademés,
kerd es un submbdulo de Z(C) .

La_accibn de G sobre C induce una estructura natu-

ral de Q-mSdulo (Q = G/3C ) sobre el grupo factor
conmutador 2% . c/[c,c] .

Demostracibn. Sean g€ G y c€ C ., Por la defivnicyi‘6n de

mbdulo cruzado, tenemos que

g@e)et = (%)

por lo tanto

g@(eNet e ac.

De manera que 9C es normal en G, como se establece en (i).

Para demostrar que kerd & Z(C) , sea ac kera « Enton~

ces, por 1.1.(1),

Luego

aca " = ¢ para toda c € C.

a€t Z(C)o
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Para demostrar (iii), consideremos la sucesifn exacta

P

P
11— A — C~— G — ¢ — 1

donde A = kerd . Definamos la accién de Q sobre Z(C)
a través de la accién de G sobre C, es decir, si q€ Q y
b € Z(C), entonces .

9 . s(a)y,

( s es una seccibén cualquiera de p ). Como , para toda b € 2(C),

se cumple que
(el wehe™t = b (cec)

entonces los elementos de 3C operan trivialmente sobre z(C),
lo cual implica que la accibn de Q sobre Z(C) antes defini-
da no depende de la seccibén s .

Por otra parte, A< Z(C) (por (i) ), ademés, si a € A,

entonces
3(®@a) - 5(q)3(a) s(q)™?
= 's(q)s(q)'1 =1
De manefa que %€ kero = A Y , por lo tanto, A es

un submbdulo de 2(C) .

" Tor (ltimo, para demostrar (iv), sea fz: c—c3P 4 pro-
yeccibn natural
'ﬁ(c) = c[C,C]

y considcremos la sucesibn exacta

4 ab

0 — [c,€¢] — ¢ — P —1



- 46 =

Derinaynl chtonces la accibn de Q sobre C2° mediante
Uh(a)) = 4 (5(Da)

Es ovidente que la funcibn qq: cBb_, 8  4ada por
(-?q(ﬁ(a)) = ¢ (a))

es un homomorfismo, pues

U4 (a)h(b)) = (A (ab))
i (B(q)ab)

= 4 (5(2) s(a)p)

- £5@a) 4 (5(ay)

U4 () (b))

Aderifis, como s cath normalizada, 1(ﬂ(a)) = #(a) . Por
ﬁiti}no, S . o
: WTh@) = WAC@))

- {I(B(Q)(S(Q' )a))
- (QQ')(ﬂ(a))

cén lo que queda demostrado qne»cab es un Q-Mdulo y que

¢ es un homororfisno de O-mbdulos.

/77
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1.6 DEFINICION. Un morfismo (o{,p)x (c,Gj2) — (C',G',3')

de mbdulos cruzados consiste de una pareja de homomorfismos

de grupos o, p que hacen conmutar el diagrama

y preservan la estructura de médulo cruzado, es decir que

«(8c) = P(&), () i

b

1.7 PROPOSICION,

La clase cuyos objetos son médulos cruzados
junto con los morfismos de médulos cruzadoL y la regla de com-

icid
pmes (o B)(E,Y) = ,p)

constituyen una categoria que denotaremos | XMod .

Demostracién. Evidentemente la composicifn es cerrada,

. pues “‘(gc) . w( T®)(c) )
- ﬁT(S)d‘(c)

" La asociatividad se sigue de la asociatividad de la composi-

cién de homomorfismos de grupos. Asimismo, es inmediato veri~

los cruzados es un morfismo ' (ot,idG ) de¢ mbédulos cruzados.
- ‘ : 0
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Dicho de otra manera, un morfismo de Go-m6dulos cruzados
es simplemente un homomorfismo de grupos o que hace conmutar
al diagramd

)

C — G

«

a‘
cr— Go

y preserva lé estructura de Go-m6dulo cruzado.

De la misma manera que en 1.7,obtenemos el siguiente‘feéul-

tado,.cuya demostracién es inmediata:

/1.9 PROPOSICION, Dado un grupe-G, , la clase de los G -médulos

cruzados (C,G,,d) junto con los morfismos de G,-médulos cruza-

dos constituyen una subcategoria plena de XMod que denotaremos

Gy~XMod .
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11,2 Extensiones cruzadas

Ahora generalizaremos la nocién de médulo cruzado "

a la de "n-extcensidn cruzada” :

2.1 DEFINICION. Sea Q un grupc y A un Q-mbdulo. Una
n-extensién cruzada de A por § (n > 1) es una sucesién exacta

de grupos

In-1

9

con las siguientes propiedades:

E1) (c,,c,a&) es un mbédulo cruzado.

E2) Para toda k (1< k £ n), Cx es un Q-médulo
y 9 ¥y ¥ son Q-homomorfismos.

Es importante observar que la definicién I1.2,1 coincide
con la definicifn.de n-extensién cruzada para el caso particu-

lar n = 1 . Adenmés,

2.2 Ohservacidn. A pesar de que 02 tiene estructura de Q-mb-
dulo y C; tiene estructura de G-mbdulo cruzado, tiene sentido
pedir que 9, sea Q-lineal, pues im(J,) = ker(d,) y

ker(9;) tiene estructura de Q-médulo, seghn se vib en 1.5 .

2.3 Observacién. Otras consecuencias de 2.1 son:
i) C, es abeliano (k > 1), por el hecho de ser Q-médulo;

en cambio, 1 01 no nccesariamente es aheliano!
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ii) Como 1m(a2) = ker(?i) » entonces 8202 =1 Z(Cl)
(Z(ci) denota al centro de Ci)‘

2.4 DEFINICION. Un morfismo (¢,,¢): (G,2) . (G',2")
de n=extengsiones cruzadas consiste de homomorfismos de

grupos
Y: Q— Q'

uoz G — G
ot G — Cf (1< k<€n)
§: A — A

Que hacen conmutar al diagrama

(63t 00— A — C _— s> C — G — Q — 1

d o fe e e s

(G',?'): 0 — A v d cl!'-.l_, coe —> Ci —_ G — Q' — 1

y, ademés, preseri!an las estructuras, es decir que (0(1,0lo)

es un morfismo de médulos cruzados Yy
% (%) = 9 (c) (1< k< n)

d(%) = ¥Wg(a) (a€Q, ac€A).

2.5 Observacibn. G actfia sobre C{ a través de o ,

es decir que podemos definir la accibn de G sobre Ci mediante

By » ME),

LIt
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De la misma manera, a través de Y , A' y cL (1< k< n)
adquieren estructura de Q-mbdulo.

2.6 Notacifén. A la clase de todas las n-extensiones cruzadas

de A por Q la denotaremos Xext™(Q,A) .

2.7 DEFINICION. Un morfismo de n-extensiones cruzadas de A
por Q (es decir, un morfismo en xgxt"(Q,A)), es un aorfismo
(¢y%,¢) de n-extensiones cruzadas donde

c’midA y lp-idq .

A continuacién, veamos algunos ejemplos de n-exten-

siones cruzadas.

2.8 Ejemplo. Sea Q un grupo y A un Q-mbdulo. la sucesibn

exacta
idA :i.dQ
00— A—"> A — ¢ —HQ —>1
donde 9= 0 es el homomorfismo trivial y (A,Q,d) es
un médulo cruzado ( como se vi6 en 1.3 ), constituye un ele-
mento de Xthz(Q,A) - En general, para cualquier n > 1 , te-

nemos la sucesién
0— A=A — 0 —peee —2 0 —> Q==@Q — 1

que cvidentemente es un elemento de Xext™(Q,A) .

t
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2.9 Ejemplo., Dado un grupo K cualquiera, vimos en 1I1.1.4

que (K,Aut(K),d) es un mbédulo cruzado, donde o : K —y Aut(K)
le asocia a cada elemento k de X el automorfismo interior de K
3 (k) =kt

Considérese la sucesién
(Ant(l(),a)s 0 — 2(K) ..i, K -a—) Aut(K) i-lv Out(K) —> 1

donde Out(K) = Aut(K)/In(X) (In(K) es el subgrupo de auto-
morfismos interiores de K ). Es evidente que esta sucesién
es exacta, pues
ind = In(K) = ker’
ademis, im{ € kerd puesto que, si k¢ iml s entonces

(k) = Bk

Yy ,
d, (k') = kk'k™! =kt
ya que k€ Z(K), de manera que

9y = 1d; € Aut(K),

Inversamente, si k € ker d s entonces

(k) = Iy = idy € Aut(K)

por lo tanto ak(k') - kk'k™? = Kk .

para toda k€K, es decir que kk' = k'k , 1o cual implica que
k € 2(K) . Queda sblo verificar que Z(K) es un Q-mbédulo (Q =
Out(K) ), pero esto se cumple en virtud de 1.3.(iii) , de

manera que queda demostrado que (Aut(K),d) es un elemento
de  Xext3(Out(K),z(K)) . ' /17
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17.3 »M6dulos cruzados libres y proyectivos.

Denotemos por Grp(2) a la categoria cuyos obje~
tos son homomorfismos de grupos y cuyos morfismos son cuadra-
dos conmutativos en la categoria de grupos. El funtor "olvida~ -
dizo" V: XMod — Grp(2) es aquél que, al mbédulo cruzado
(C,G,9) le asocia el homomorfismo de grupos 931 C—G , es

decir, V "olvida" la accibén de G sobre C.

3.1 PROPOSICION, Cada homomorfismo de grupos A: H—G
(2 € Grp(2) ) induce un mddulo cruzado (D,G,d) definido

4

a8i:

i) D cs_el grupo generado por los élementos del
co‘ndunto 1 XG sujetos a las aig_:_:leﬁtes rela-
 (h,g)(B",g) = (hh',g)
(h,8)(h*,g* X(h,e)~ 2 (', srn)g™1g")
ii) 9 es_el homonorfismo dcm.deﬁgidol median-
te

3(n,g) = g(an)g™! .
iii) la_accidn de G sobre D estd dada por

E(h,g') = (h,ge')
(W el meteG).

Demostracibn. Sea Fi xG] el grupo libre generado por
los elementos (h,z) (heH,gcG), y sea W 1la cerradura

nornal del conjunto de relatores W = ird,ré} donde
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ry = (h,g)(h',g)(hh* )"
ry = (h,e)h',g")(h,e) " (', gOm)g g™

entonces, por (i), tenemos que D = F[IIXG]/ ¥ .Ademds, si
h,h'ell y g,5'€G,

a(hyg)(ho G(NI)SZ;t

g') = 18')
- (b, g(n)glg")
= (h,g)(h',g')(h,g)"1 (pues r, =1 en D).
y también ‘
(% (h,g')) = 2(h,se') o
= gg' (Ah)(zg’ ) (por @A1ii) ).
= Mm,g)e™!
con 1o que quedan demostradas las condiciohés (1) y (i1) de
la definicifn de mfdulo cruzado (ver 1.1).S6lo falta verifi- -
car que la accibn eat& bien definida; evidentemente 1(‘h,g)-(h,g)

y ademés v , _ : |
88" (n,g") = (h,ge’g") = S(B'(h,g'-i)) -

Por Gltimo,

B"((h,e)(h g ) (h,e)"D) « B, gOm)Elg)
- (i, g" g(am)g~lem 1" g")
- (h,g" g)(h',g" g')(h,g" &)~}
= 8"(,e) F'(n',5*) B'(n,e)"?
y del mismo modo tenemos que
o ((h g)(h',g)) = (bh',gg")
o = 8(h,g")5(n"g") . .
s
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3.2 COROLARIO, Dado un homomorfismo de grupes A: H—G

Y __el correspondiente médulo cruzado inducide (D,G,d) ,
existe un morfismo  (v,1): (H,H,idy) -+ (D,G,3) de

médulos cruzados,

Demostracién. Consideremos al grupo H como H-médulo cruzado

a través de la accibn por conjugacién (véase ejemplo 1.2) .

Si v:iH—D eslainclusién  v(h) = (h,1) , enton-
ces el diagrama
. idH
H —H
vi l)
D —2 3¢
conmuta, dado que dv(h) = J(h,1) = A(h) . Por otra

parte, como ry =1 (véase 3.1), entonces
™! - (vl 1),

Por lo tanto,
v('n') « w(nnn™h)

= (DG, D0, |
= Mb) w(h') (aplicahdo que ry = 1 ).

En conclusibn, (v,A) cumple con las condiciones de 1.6 .

/77
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Si denotamos por U: Grp(2) —XMod a la funcibn que
a cada homomorfismo At H— G le asocia el mbdule cruza-

do inducido (D,G,2), tenemos que

3.3 PROPOSICION. U: Grp(2) -» XMod es_un funtor y es adjunto
izquierdo del funtor olvidadizo V: XMod —> Grp(2)

Demostracién. Sea (o(,F) un morfismo en Grp(2) . Tenemos

‘entonces el cuadrado conmutativo

H -2, ¢
“y e N \
H A @ - donde  \,Y € Grp(2).

Si UQA) = (c,G,3) y U(A) = (c',G',9') , entonces , por
3.2,

H = H H —
v | 1‘1 ) X
c 2, ¢ o g

son cuadrados conmutativos donde (v,3) y (v,X) son morfisé
mos en XMod. Definimos  U((x,p)) = (xxp,p): U)—> U(R').
Evidentemente U((u,P)) es un morfismo en XMod, pues , si
(h,g) € C, entonces
po(h,e)

pene™)

p(®) pOM) ple)™?

A8 N (m) @)t
3 ((h), B(8))
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= (3'(xtxp)) (hyg)

Entonces, tenemos el diagrama conmutativo

C — G

«xpl | e

)

ct — G
donde, ademis ‘
(%% p)(Blh,g) ) = («x p)(h,g's)

- («(0), ple’e) )

- p(g')(«xp)(h’s) .
| Finqllﬁente, resulta inmediato que u(id,) = idU(A) v Y, Bi
(', p') es un morfismo en XMod tal que la composicién

(u' ’ P‘ )(U,P)
cstd bien definida, entonces
U((x'y g ) (%, 0)) = U((x', ")) UC(x,p))

\;orfitiqueﬁos qhoi'a la adjuncibn: Scan (C', ‘G",a') € Jﬂlod.
(U,f’) € "o'"XMod( U(A) ' (C' ,‘G'.'B')) s Y

7(: lomyy o q(UCA), (C* 4G ,3'))—-)llomcrp(2)( 2, v(c',G*,3"))

1a funcibn definida mediante NE,p)) = (b"U',P)

H o= 1

"l ll n H—G
cC — G g ¥ | P
gl y lf» c'— @G
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Inversamente, dado un morfismo («,p) € "°'"Grp(2)( A,V(C',G',2')),

definimos una funcién

't Homgy(2)( A aV(E!46142'D) — Homgyog (U, (€1,0,2'))

mediante 7' ((*,£)) = (7,p)
donde 7: C-— C' estd dado por

T(h,e) = PE(n)

) H==H
B -——-) G . i J'
.«J lp i
| ? : c -2 a
c -4 G
e
¢ -2, 6
" como Irthyg) = 3 PO )
' = p(g)da(h) p(s)"
= plg@n) gy - pang)
y, ademfs 7(8 (n,g) ) = T(h, g'e)

. PEDBEY ) . P(8") (1 (n,&))

, entonces.‘ (’I,P) es un morfismo en XMod.

‘Finalnente, '»l'_ es inversa de 71 s Ya que
P = NWWFw, pY) = (F,p)
Pero, en este caso, J=1Y¥ |, dado que

Y (h,g) = P®un) = ¥ (B(h,1)) = fh,g) .
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Similarmente, ( nn')(u,p) = (d,p) » con lo que queda
demostrado que 7} es una biyecci6én. La naturalidad de 7? es

también inmediata.

11/

3.1 LEFINICION. Si (C,G,2) € XMod y {cil eI ©5un con-
junto de elementos de C con {ndices en I, entonces diremos que
C cs un médulo cruzado libre con base [ci} al, dado cualquier

otro médulo cruzado (C',G',a") Junto con un conjunto [ci } jet

de clementos de C' Yy un homomorf{ismo A: G—-G' tal que
P(b(ci)) = '3'(0{) existe un Gnico homomorfismo o3: C-> C'
tal que. o((ci) = c} y (d,p) es un morfiamo en XMod.

9

fe,) C — G
N
bl

3.5 PROPOSICION. Si ( A: H—G) € Grp(2) y H es un grupo
libre sobre un éonjunto 5, entonces U(X) = (C,G,d) _es preci-

samente un médulo cruzado libre con base el conjunto u(S) .

Demostracién. Sea H un grupo libre sobre un conjunto de
generadores  S.= {8;] ;. y sV sea B = s .
81 U(A) = (C,G,3) , entonces sea

"7(51)-'\ (spi) =-cy



- 60 ~

de manera gue todo elemento de C es un producto de elementos
de la forma
(g)

k cik

(sik' Ek) = ( [U] ) .

8i (C',G',?9') € XMoa , {ci} i€ es un conjunto de
elementos de C' y P: G—G' es un homomorfismo de gru-
pos. tal que

F(a(ci)) - ?'(ci)
definamos la funcibn ®: C— C' a través de los gencra-

dores cy . Es decir
w(Be,) = PlE)G

8y ‘ H == H &—— ilil
I ; vj l)
e ‘UQA) = (C 2 —  G) & {si]
[ L
ci c' —-—?—) G'

Veamos que & es homomorfismo:
o ((8,8)(a5,8" )(85,8)™1) = a((sy, (s, )s™"s"))
| - g(ksi)s"s'(sj’,) )
- ,((ssis'is'cj)

- P(Egig-ig')c'!j .



- 61 =

Por otra parte,
o (55,8) (a5,8") Ulsyag) ™" = ot (Be) x(Be,) w(Bey)™
- 2( P(S)ci)( P(")c:" ).

Pero 3'(c'i) = p'a(ci) = p(gi). (por la conmutatividad de

los diagramas), de manera que el producto anterior es igual a

N GT R ON( ey
. P(ssisf"s')cs
Por lo tanto
"os((si.g)(sd.é')(si.s)'l) = X(8;,8) o((sd,é')o((si.s)" .
De la misma forma se comprucba que

0(((51’8)(53,3))' 0((51"8)0((3‘1,5) .

Ademfis, o((ci) = cf de modo que

%(Beg) = P8y ﬂ(s)o((ci)

con lo que quecda dcmostrado‘que (lt.p) es un morfismo en XMod.
(la conmutatividad es inmedinta ). Finalmente, & eatd deter-
minado de mancra Gnica por la condicién
u(ci) -vci .

7/
3.6 Observacién. Al médulo cruzado U(}) = (C,G,9) se le llama
mbdulo cruzado lidbre sobre A ([B—H,p.207] ).Como indica la
proposicifn anterior, si B es un grupo libre, U(}) coincide
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con la definicibn de mbdulo cruzado libre dada por Whitchead
([¥]) y cuya construccién esté dada en 3.1 .

3.7 LEMA, S1 C es un G-mbdulo cruzado libre con base

S= {ci‘l ijer Y Q= G/oC , entonces " es un Q-médulo

libre sobre los elementos ci[C,C] .

: DemoatraciGn. c® es un Q-médulo (por 1.5(iv) ), de manera
que 88lo falta verificar que es libre . Sea C un G-médulo
cruzado libre con base S y sea 4 c—ct® 1a proyeccién
natural, Consideremos el conjunto S' = #(8) = [ﬂ(ci)}
Junto con la inclusién 1 8'— ¢ , Sea K un Q-mbdulo “
y fis'— K una funcién. c® og un Q-m&dulo libre’ sobre :
S' si existe un homomorfismo Ginico @: C'b———) K que ‘

haga conmutar al diag:fama

. Sf.-;;* ceb
K

Como K es un Qe-mbdulo cruszado ( en v:lrtud de 1. 3), y como
P?(ci) =0, entoneos, aplicando 3.4 R

G
¢
Q

feid — 2,

c
|
[]
{
]

v

{Hlep)} = X

eiistg un homomorfismo Gnico o: C:'—K tal que '“(ci) a f'(éi) s
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Y, como fL on lupnyoétivo, definiwos el homomorfismo
g1 C*P, K mediante
plcg[CiC]) = Bh(ey)) = x(ey).
Es evidente que ¢ es el homomorfismo buscado, de Banera
que c"' es un Q-mSdulo libre sobre el conjunto S' .
4

Supongamos ahora que (X;R) es una presentacién del
grupo Q. Sea N ol grupo libre sobre el conjuato R' , cuyos
elementos utln en corrupondencis uno & uno con los elementos
rcn (r>r' )ysea A3 N,—F ol morfismo inducido por
1os rolatores, donde F es libre sobre X; denotemos, ademés,
ahcﬂrrudnnnoml de R en F por ﬁ.‘

3,8 PROPOSICION. Cuslquier presentacién (XjR) de un grupe Q
determina un médulo crusado (c,F,3) qt_u es finico (salvo iso-

lorﬁuoz, donde !' es (como m) 1ibre sobre X Y Ces

ol crugado libre con e R.
Adends :
1) 81 F tieno al wenos dos generadores libres, enton-
ces Z(C) = kerd .
11) Los elementos r'[C,C] constituyen una Q-base de
c* |

111) El porfiswo inducido . kerd—> C®° es inyecti-

vo y la sucesién 0-> kerd— c*® . N, 0
o8 una presentacifn Q-lidbre de NP,
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Demostracién. Sea (X:R) una presentacibn del grupo Q,

F[x] = F el grupo libre sobre X y N 1la cerradura normal

de B (RSF) . Sea N, el grupo libre sobre el conjunto R'
(R' es el conjunto de sfmbolos r{ que estén en corres-
pondencia biyectiva con los elementos de R).Por las propie-

- dades de grupos libres, dada la funcién [ : R'— N, (inclu-
8ién) y la funcibn q: R'"—F

ri Hry
existe un finico homomorfismo A N— F que hace
conmutar al diagrama

¢

VR & R' —yy No
P\

N

F

Y,Apor 3,5, A determina un mbdulo cruzado libre (C,F,d)
“eon basé R cuya construccibn estd dada en 3.1 .
Por.dtra parte, si F tiene m&s de un generador libre, entonces
no pucde ser abeliano, de donde ge sigue (i).
(ii) es uns consecuencia de 3.7 . Por Gltimo, como kerd
‘es central en C, (y N es un grupo libre) entonces
( xero x R) & C ' ,
»lAplicamos ahora el funtor abelianizador Abel( ) = _/[_;_J ) (_)‘h
a la succsibn exacta
f 1— kerd = C — N —s 1
¥ 6Sténemos la prelenfnc16nf0-libre de NOP ‘
1. kerd -—» cgb — Ny,

/7



--65_-

Considercmos ahora un grupo fijo G. La nocién de¢ G-médu-

lo cruzado libre se puede generalizar en G-XMod.

3.9 DEFINICION. Un G-mbdulo cruzado P se llama proyectivo si

es un objeto proycctivo en la categoria G-XMod.

Es decir, P es un G-médulo cruzado proyectivo si , dados
% y ¥ morfismos en G-~XMod tales que Y es un epimor-

fismo, existe un morfismo Y  que hace conmutar al diagrama

(P —> Q)

S
k’

(€ — 6) —3—5 (" —G)

3.10 Ejemplo. As{ como un G-mbdulo cualquiera es un G-mbdulo

cruzado (véase 1.3), a;i los G-mbédulos proyectivos son ejené

plos de G-médulos cruzados proyectivos.

3,11 LEMA, Si (C,G,2) es un médulo cruzado libre, entonces

es_un mbédulo cruzado proyectivo en G-XMod.

Demostracibn, Similar a la demostracién de que todo G-m§-
dulo libre es proyectivo. /77
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I1.4 Complejos cruzados y resoluciones crugadas libres,

4.1 DEFINICION. Un complejo cruzado (4 (sobre un grupo G),
es una sucesién de grupos

9 2y k)

CS on."‘"‘"‘"ck "‘_*Ck-l—‘_“"’ LX) —"—'—’C1 ——y G

con lah siguientes propiedades:

(c1) (Ci;G, 9,) es un mbédulo crugado.

(c2) Para k > 2, s Q = G/9,C , entonces C,
es un Q-mbdulo y ’ak un Q-homomorfismo.

(c3) 29=0 .

4.2 Observaciones.

i) Para k = 2 , la condicibén (C2) tiene sentido, ya que,
aunque C, no es un Q-mbdulo,’ Ba(cz) = ker(al) ,
por (C3) . A su vez, ker(d,) < Z(cl) (por 1.5(1it)),
y ker(ai) es un Q-mbdulo .

11) 81 9,1 G Q es la proyeccifn natural, podemos de-
finir una accibn de G sobre C (k > 2) .mediante
1a regla Bx o« )y (x€ ).
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4.3 DEFINICION. YUn complejo cruzado libre ggroxectivo) es
un complejo cruzado que cumple (ademfs de (C1),(C2) y (€3) )
con las siguientes condiciones: '
(P1) G es un grupo libre.
{r2) Cy esun G-mdédulo cruzado libre
(P3) Para k 2 2, cada C, es un Q-m6dulo libre
(proyectivo).

Nos interesa en particular el caso en que el grupo

Q estd dado de antemano y el complejo cruzado es exacto:

4.4 DEFINICION. Una resolucifn cruzada de Q es un complejo
crusado exacto K donde Q = G/3C, = coker J, .

4.5 DEFINICION. Una resolucién cruzada libre $2roxcctiira)
‘de un p_'um' Q es una resolucibén cruzada de Q donde el comple~

Jo cruzade R es libre (proyectivo),

4.6 DEFINICION. Un morfismo «: C—C ' ge complejos cru~
gados consiste de homomorfismos de grupos

oyt G—G*
oyt Cp— Cf (x21)

que hacen conmutar al diagrama siguiente
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€2 eee —> G —> G 4 —Peee — C; —G
J"‘x l“kq % %

g — ¢ — C

cee k=1 =P ces - Ci - G'

Y se preservan las estructuras, es decir que ( &1, No) es un
morfismo de médulos cruzados y &, (k 2 2) es un Q-homomor-

fismo,

1.7 Observacién. Las n—extensiones cruzadas ( y sus morfismos)
son casos particulares de resoluciones cruzadas ( y sus morfis-

mos) para las cuales C, =0 si .k >n.,-

4.8 Observacibn, Como Cy (k 2 2) es un Q-médulo, entonces
es abeliano, por lo que lo escribiremos aditivamente. En cam-
bio, C; no necesariamente es abeliano, y lo escribiremoa mul-

tiplicativamente. Por otra parte, tiene sentido pedir que oKk

(k 2 2) sea Q-homomorfismo, pues LIS induce una estructura

de Q-mbdulo en C! .

Los complejos cruzados aparecen en ﬂﬂ con el
nombre de "sistcmas de grupos”, mientras que Whitehead ([H])
denomina “sistemas de homotopia" a los complejos cruzados lie
hres.

Una resolucién libre de un mbdulo M es una sucesibn

exacta

i: coe ™ Fn -—-’Fn—i__’... '—’Fi "‘"Fo"’"



- 69=

donde cada mbdulo F, es libre ([Ro,p.GCﬂ). La siguien-

te proposicibén es muy conocida:

4,9 PROPOSICION, Sea Q un grupo y M un Q-médulo. Entonces
existe una resolucién libre (proyectiva) de M,

Demostracién. Dado que todo mddulo es cociente de un mbdu~

1o libre ( [Ro. p.58] ), tenemos la sucesiln exacta corta
1 =M, — Ly — ¥-—1

donde Lo: es un mfdulo libre. Pero ‘Ho es, a su vez, cocien-
te de un médulo libre, por lo quo debe existir un.mbdulo
libre L, y una suceaién exacta

1— Ml - Ll ——9‘Hb —fQ 1

Continuand& este proceso, obtenemos por induccibn una su-

.cesifn exacta corta

1—» M, n" Hn,—n

y,combinando estas sucesiones, obtencmos el”diasrann«fff

i: 52 T eee — L, d d

/ﬁ/§7\/
NN\



‘-70-

donde d = Mo V¥ dn = Jaet Mo (n 21).
Adem&s',
in( dmi) = in( & Mpyey)
= ker( J,)
con lo que queda demostrado que & es exacta y, por lo

tanto, es una resolucién libre (proyectiva) de M.

///

4,10 PROPOSICION. Todo grupo Q tiene una resolucifn cruzada

libre snrozectiva ! .

Demostracibén. Sea Q un grupo y sea (X:R) una presentacibn
de Q. Por 3.8 sabeaws que existe un médulo cruzado inducido
(C4,F,3) libre sobre R. Tenemos entonces la siguiente
sucesibn exacta; 1 —rkerd—Cy — F — Q — 1.
Pero, por 1.5(iii) , kerd  es un Q-mSdulo, por lo que,
geglin se vié en 4.9, existe una resolucién libre (proyecti-
va)de kerd ‘,

Ls oo™ Ly — L, — L, —> Ly —> kerd

que',' Junto con la sucesién exacta anterior, induce una

resolucién crusada libre {proyectiva) de Q
K‘ o-o—.ck-—’n.o -5 Ca-’ 02'—’ Ci—’ F —Q

donde Cp =L, , (k2> 2) es un Q-mbdulo libre y C, es

un F-m8dulo crusado libre.
///
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4.1 11EMA. Dado el diagrama conmutativo de Q-médulos

]
p 2, L -9,y
c —¥, o -3, ¢w

cxacto, existe un Q-homomorfismo L(J:P — C que conmuta con
el resto del diagrama. |

Demostracién. Por hipftesis sabemos que
g« 2= paa'
pero 9d'= 0 , por lo que entonces gcta'a 0 . Esto signi-
-fica que ‘
od'(P) <= ker(C' — C" )} = im(C —> C')

y tenemos el diagrama '

P

| od'

C — im(c_f) —) 0
donde h:C —> im(@') es un epimorfismo. Entonces, como P
- es proyectivo, existe un homomorfismo lp:P—-b C que hace

conmutar al diagrama

p —M L — M
i _

¢! l l
v
¢C ——> C

] D e C" .
i 11/
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4.12 PROPOSICION, Sea C un complejo cruzado libre (pro-

yectivo) con Q = coker(’ai) s Yy Bea £ una resolucibn cruza-

da dec un grupo ¢'. Cualquier homomorfismo de grupos ¢: Q—Q'

induce un morfismo «&: C —-»f de _complejos cruzados.

Demostracidén. Considérese el diagrama

C: -uo_’cn "'cn_i—’-oo _’ci —» F —’Q — 1

o

R: veo > C —C4—eee »C — G — Q —1

n=-1
Como F es libre (por 4.3), es proyectivo,de manera que
existe un homomorfismo de grupos Kot F—» Q' que
hace conmutar al diagrama

tg 7 ¢
G —— Q' — 1

Por otré parte, como C; es un Fembdulo cruzado libre, en-
tonces, dado el hoxﬁbmorﬁsmo X,  existe un homomorris-
mo oy tal que ( o g B(O) es un morfismo de mbdulos
cruzados (véase 3.4).

inductivamente;

Por Gltimo, para n 2 2, detiniremog % p

{
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Supongase que se tiene el diagrama conmutativo de Q-mbdu~

los siguiente

n
Ch — Coq — Cpo

donde el renglén superior es semiexacto (por 4.3), el
réngl&n inferior es exacto (por 4.4) y C, esun Q-
.v .‘ﬂ“‘,’“v. libre (proyectivq). Ch +Chy ¥ C"|_2 son
';‘Q-p&_lulol a través de ¢ . Aplicando 4.11, obtenemos
el Q-homomorfismo - o,: C,—> C! que hace conmitar

_ 8l diagrama, completando as{ la demostracién.
“ s /77
’4_..13 Notacién. Si A es una resolucién cruzada libre (pro-
yectiva) de Q, denotaremos por ‘ﬂn‘ . al comple.j_o c‘ruul‘lo.,, .
R": 0 - Jy — Cpy— e C — F .-b‘Q_‘—-‘v 1

obtenido a partir de '{ , de manera que

1) I, = ker(C,_4—> C, 5)

) c,=F 'y C =0 .

- Nos referiremos a 1{" como la n-extensién cruzada libre

5 (gi'oxeétivaz e
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4.14 Observaciones.
1) Dado un grupo Q , podemos construir 1la correspon-
diente n-extensién cruzada libre A" para cual-

quier n>1 (en virtud de 4.9 ).

1)  R" € Xext™(Q,J,) .

1i1) Segln 4.13, para n = 1 tendrfamos el complejo
‘ﬁn: 00— Jy — F - Q —1

que no es elemento de Xext(Q,J), pues J; no es
un Q-mbdulo. Sin embargo, podemos reesplazar esa

" extensién por le extensidn cruzada
0— MY /NN - Q@ — 1
(34 = N = ker(F~ Q) ), generalizando asi la defi-

nicién 4.13al caso n =1,

4,15 COROLARIO. Si_ (G,3) € Xext(Q',A) , entonces el homomor-

fismo de grupos : Q—Q' induce un morfismo
6,o4,p): R" —(6,d)

de n-extensiones cruzadas,

Demostracién. Como R" es un caso particular de 4.3 y
(G',2) es un complejo crusado, entonces basta aplicar

4.12 para obtener los morfismos inducidos &, y ¢.
//
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1I.5 Homotopfa.

5.1 DEFINICION.

Sean (,(' dos complejos cruzados con
Q = cn:olcer'a1 y Q = eoker?i respectivamente. Sean
Y- - morfismos de complejos cruzados. La familia
de funciones
o= { Zk + k 7/0}
donde  } i G—» C§ y Lt G —Clq (k2 1)
es una homotopfa entre o y - (denotada  37: x~p ) si
cumple que
(H1) Zoz G — C§ es una derivacifn asociada a Po
tal que -
3} I(0) = o (x) B0t (x € G).
(H2)

T, €4~ C3  es un G-homomorfismo tal que

23 T30 = AT 2,7 =y (x)

(xcct)..
- (K3) Para k > 2,

Lyt € — Chyg

es un Q-homomorfismo
tal que

Oke12k * Zka19k = %k = P .
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d
c:...———> Ck ——-——-’Ck_i—-’...—aci-——‘—’ﬁ———)Q-»l
/ , ’

Ek,’ll Z“-’// ,’/ g/ l:
,// dxl lpx //’ ll 'S “Jl l//’ o, Pa i‘?

/

5.2 Observaciones.
i) G actla sobre Ci a través de ﬁo y de la accibn de G'

sobre Cj ( C} ea un G'-nfdulo cruzado), es decir que
B . By, g§€G, x€C.

Por lo tanto, fo es la derivacidén asociada a f’o

es decir,

5,00 = T, (PR T )
(véase 1.3.4).

ii) G actla sobre C} a través de ®, » Por lo que tiene

sentido pedir que Z1 sea un G-homomorfismo. Hay que

~ notar, ademis, que Cj es un grupo multiplicativo no
necesariamente abelianp, pbr lo que "les factores que apa-

recen en (H3) no necesariamente conmutap.

ii1) Como Q= G/2,C, , Q' =G'/3C] ¥y @€y € ACY

entonces %ys G G' induce un homomor{ismo g: ¢ Q'
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definido mediante
Y(3,(x)) = 3L( & (x)).

A través de ¢ , Cx adquiere estructura de Q-mbdulo,

es decir que

a o ¥(a), (ge Q, x ¢ Cl") .

5.3 LEMA. La homotopia de complejos cruzados es una relacién

de equivalencia.

Demostracién. Sean  a, P,D‘: C—C' morfismos de comple~
jos cruzados. Para demostrar que existe una homotopfa $:o =~
considérese la familia = { Tpi k2 0} de funciones

triviales

Yook Li® Oc, (k>1),
Es inmediato que Y  cumple con (H1),(H2) y (H3) .

- Supongamos ahora que existe una familia ' Y = {zk : k)O}

tal que. Yo g - Consideremos entonces la familia
-r = {-stkzo} .
Es evidente que -}  es una derivacién, ademés, como
91 Zo(x) = wy(x) py(x)”!

entonces,

(LI = px) %) .
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Similarmente, a partir de la condicién (H2) en 21 s

obtenemos que -Z1 es un G-homomorfismo tal que -
(=P = )7 N(-2 ) 3,67 f0)

Por Gltimo, (H3) también se cumple para -3 , pues por

hipbtesis
Peerlk * Lyt 9k = € = Pi

entonces

Fppr (L) + o)y = P - % .

Finalmente, s8lo queda demostrar que la relacién de
homotopfa es transitiva. Supongamos que existen dos familias

L vy T de funciones tales que

Yiaxp y Ts p2 ¥ son homoto-

pias. Consideremos entonces la familia

demostraremos que Y: a2 ¥ es una homotopia.
Es inmediato que Yo = Lo+ To es una derivacibn de G
en Cj . Adenks

31 Tyx) = w,(x) g (07!

3] Tolx) = po(x) Vo(x)™

multiplicando ambas expresiones obtenemos
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T + T « & (x) Y0~

{pucs (Zo + ’T‘o)(x)  Lox) 'T’o(x) en el grupo multipli-
cativo Cj ).

Para verificar que “y cumple con (H2), considérense las
oxpresiones correspondientes a ZI Y Ti s & partir

de ellas obtenemos

2,0 Yx) = #x)7HCT2, 607! pt(xile,(x)“( 23,007 ()
= 30T, GN™HE 3, 6™ w(x)
= 0™, 00T 2 (x) )™ %y(x)
= HO0TNCE, + T 30 ™ ayx)

. 1007 Y20 ) a0
(Obgérvese que no hemos uupﬁeuto la connutatividad). P‘or' Glti- ‘
mo, Sumando ambos micmbros de las ecuaciones

dke12k * Lke1dk " %k = Pk

M1 Tk * Thetdx = B = Y

ohtenemos que .
et Mo * Y13 = ¥ = Yy
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por lo tanto, Yk cumple con (H3) .

Queda as{ demostrado que la relacién de homotopla es una re-

lacibén de equivalencia.

/77

5.4 _PROPOSICION. Sea C un complejo cruzado libre (proyectivo)

con Q= cokerd, , y sea K una resolucién cruzada de Q'. Si

OB t— R son morfismos de complejos cruzados e inducen el

mismo homomorfismo $: Q—>» Q' , entonces existe una homoto-~
2‘.& [ HE o P . .

Demoatracibn. Sean o y B morfismos de complejos cruza-

dos que inducen el mismo homomorfismo Y . Esto significa, por

5.2(iii), que
’B:, uo"?:) for ‘fao = 'eao -0

~por lo taﬁto.
Cag - p",)(x) = o (x) [3(,(:0"1 € kerao .

Considéresc entonces el diagrama
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( imd, = kerd, , por la exactitud de ¥ ). Como G es pro-

yectivo, existe una funcibn Zo : G — C) tal que

IR A Bo
es decir que
9 Lx) = xy(x) B (0

(pues G' es multiplicativo). Ademés, Eo es una deriva-
cibn, dado que

L) = %o (x) % (v A, B 07
mientras que,por otra parte,

T, (ADS (1)) ) = 23T, PX 5 ()

= ()% (y) B (1), 007

aplicando la definicién de mfdulo cruzado (1.1).

‘Considérese ahora el caso k > 1. (el caso k = 1 es similar,
en tanto que ,c1 es un G-médulo cruzado libre). Supongamos
que se ha definido Zk para 0< k€ n-1 s tenemos enton-

ces un diagrama

' Copg —  C, '_3:_" Cn-1
>
Xt Prer l
2

Cot—™ G T G
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donde
¢ %n = Pn = Ln-1 3p) =3 %, =3y fn ~ L -1 On

= %1e1%n = fne1n "~ 2nLne19n
= (o q = fa-t = 3;1 En-i) an
= (Lp22p-1) 9y =0

| puesto que, por hipbtesis:

Tn-2 %n-1 " %n-1 = fn-1 " nLlpeg .
Lo anterior significa que

Copy = Pn 'En-iran)e kera;" |

Yy kerd, = im?,"“ (por la exactitud de K ). Considérese
entonces el diagrams de Q-mbdulos o

: n
//
rd
):’,,/ h
k,
Chag——> 10dg,q —— 0
donde b = &, - B - Ypog an . Como C_ es libre.
(proyectivo), existe un homomorfismo Lot C— Chiq

tal que ‘8,',“7_',, - dn - Pn - En-} al’l



T~ 83 -

completando as{ la demostracibn por induccién sobre k .

/17

_ Es evidente que el concepto de homotopia de complejos
cruzados dado en 5.1 se puede particularizar al de homotopia

de n-extensiones cruzadas:

5.5 DEFINICION. Sean (G,2) y (G',2') elementos de Xext"(Q,A)
y de Xext"(Q*,A') , respectivamente. Dados dos morfismos
(Sy049),(¥,8,¢): (G,3) — (G',2') con el mismo homomorfis-

mo § ‘en el extremo derecho, definimos una homotopia de n-exten-

siones cruzadas cdmo una familia de funciones
Y= { Lyi 04k<n-t]

que satisfacen las propiedades, (H1),{H2) y (113) de 5.1 .

Considérese el diagrama
R": 0 —» Jn‘———; Chug —* o0e — Cq —F — Q@ — 1
A <] Al
(6G):0— A — G g— oo G — G — Q—>1

donde ‘R" es una n-extensibn cruzada libre (proyectiva) y

(G) € Xext™(Q',A), tencmos entonces que
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5.6 PROPOSICION. Sea R" una n-extensién cruzada libre (pro-
yectiva) con Q = cokerd, , y sea (G,d) € Xext™(Q',A) . Si

(«,u,:(),(j‘,fa,go): R" — (G,3) son morfismos de n-extensiones

cruzadas _con_el mismo homomorfismo (: Q—Q', entonces

existe una homotopfa

2 (Cyu,p) = A4

VDemostracién. bado que Rn es un caso particular de com-
plejo cruzado libre y (G,2) e¢s un caso particular de reso-

lucibn cruzada, entonces basta aplicar -la Proposicién 5.4 .

///

’ ‘ , ‘
5.7 PROPOSICION. El conjunto Hom(Q,Q') clasifica las clases

--4¢_homotopfa » de morfismos de C en R con el mismo homo-

morfismo inducide yY: Q-—Q' .

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de 4.12 y 5.4 .

/7

Asimismb, para el. caso particular de n-extensiones cru-

zadas, tencmos gue
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5.8 PROPOSICION., El conjunto Hom(Q,Q') clasifica las clases

de_homotopia de morfismos (¢,«,¢): R™ — (G,2) _con el

mismo homomorfismo Q: Q-qQ .

Demostracién. Es consecuencia inmediata de 4.15 y 5.6 .

1/

Introduciremos ahora el concepto de equivalencia

homotépica de complejos cruzados :

5.9 DEFINICION. Dos complejos cruzados. C y (' son

homot6nicamentc cquivalentes si existen morfismos
x:C- (' y P:U%C

tales que
: pct ~ id, y o(p ~ idg .

5.10 PROPOSICION. Cualesquiera dos resoluciones cruzadas

libres (proyectivas) de un grupo Q son homotépicamente equi- '

valentes.

Dcmostracién. Es consecuencia inmediata de 4.15 y 8.6 .

/17



11.6 E1 grupo Opext™(Q.A).

Estableceremos ahora en )(extn(Q,A) una relacifn de
eqiivalencia similar a la usada por Yoneda en su interpretacibn
de los elementos de Ext™(C,A) (véase [H-l] ), esta relacibn
no es sino una generalizacién de la equivalencia definida en

I.1.3.

6.1 DEFINICION. Decimos que dos n-extensiones cruzadas (G,9)
y (G',9') estan conectadas si existe un morfismo
(iq,, «, idQ): (G,2) —» (G',2')

de n-extensiones cruzadas. En tal caso escribiremos (G,2) » (G',3").

6.2 Ohservacibn. S6lo para el caso n < 2 la relacibn defini-
da en 6.1 es simétrica y, por io tanto, sdlo en este caso "ws"
es una Eelac16n de equivalencia (que coincide adeph con 1a de~
finida ‘en_I.'l.a), sin embargo, "w-» " nos sirve para generar

una relacibén de equivalencia:

6.3 DEFINICION. Diremos que dos n-extensiones cruzadas (G,2)
y (G',9') son equivalentes si existe una coleccién finita
{(ci.ai) € Xext™(Q,A) ; 1S i< r} tal que

1) (62) = (Gad) ¥ (G = (6,3)

ii) Para todo nimero natur:al par k , tal que

2< k €r-l, se tiene que



(Gy_gs Fgg) ¥ (G, 9))
(Gk+1’ ak+‘l) s (Gk’ Bk)

Si (G,3) y (G',2') son equivalentes, escribiremos (G,2) = (G',3').

6.4 Observacién. La condicién (ii) de la definicién anterior
86lo tiene sentido si r es impar, sin embargo, ain cuando r
sea par, basta agregar al morfismo identidad

| (Gr+1’.ar+1) —iﬂ_* (Gr’ ar)~

para obtener una -colecci_6n impar de n-extemsiones cruzadas.

6,5 PROPOSICION, "=" es una relacién de equivalencia,

Demostracibn. Sean (G,2),(G',2'),(G", 3") € Xext™(Q,A) . Si
consideramos el morfismo identidad en Xext"(Q,A) obtenemos

que (G,2) = (G,2) yvpor lo tanto se cumple la reflexividad.
Auimﬁsho, la simetrfa y la traﬁsiﬁvidad son inmediatas. |

1/

6.6 Notacibn. A la clase de equivalencia de. (G',B) € Xext™(Q,A)
1la denotaremos [(G,B)] y mientras que al cqn:jimto cuyos elemen-
tos son clases de equivalencia de n-extensiones cruzadas de A

por Q lo denotaremos por Opext™(Q,A) .

A continuacién, generalizaremos las Proposiciones

I.2.18 y I.2.19 .
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6,7 PROPOSICION. Sea I{J:Q'--» Q un homomorfismo de grupos
y sea (G,2)€ Xext™(Q,A). Entonces existe un elemento de

Xext™(Q',A) (denotado (G2)y ) y un morfismo

(1,4 ¢ )t (G,2)—> G2y -

Adem§s la extensién (G,9), asi definida es finica (salvo equi-

valencia) y , por lo tanto, ) induce una funcién

"= Opexfl | ,A): Opext™(Q,A) —» Opext™(Q',A) .

Demostracién, Considérese el diagrama
) )

(62N ¢ 0oy A em aaw oo €y 22 Cyeiir GAQr L @1 ey 1

| I

(GR): 0> A — o> C - C—> G — Q@ —>1

e ¢

g ———

donde GAQ' denota al producto fibrado (ver 1.2.18) y

‘. 3(e) = ( 3(e)y 1) cec, .

Ademés, Ck.\ (k >1) y A adquieren estranctura de Q'-médulos
a través de ¢ .y la accibn de G A Q'  sobre cy esth

dada por v
(,0), . & (€€G,c€Cy, g Q).

Por lo tanto  (G,3)y € Xext(Q',A) y (idy,x,¥p)
es un morfismo en Xext"(Q,A) . Qdem&s, por la propiedad uni-
versal -del ‘producto fibrado, (n.a), es (nica salvo equiva-

lencia de manera que l? induce una funcién

i
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¢*: Opext™(Q,A) —> Opext™(Q',A)

definida mediante
¢'[(6,2)] = [(62)y]
/17

6.8 PROPOSICION. Sea d: A—» A' un homomorfismo de Q-médulos

y sea (G,2)€ Xext™(Q,A) . Entonces existe un elemento de

Xext"(QA')  (denotado «(G,2) ) junto con un morfismo de

n-extensiones cruzadas
(¢ s O oidQ)3 (G,a) -> g(Goa)

JG',B) esth determinada en forma (nica (salvo equivalencia),

Y ¢ induce una funcibn bien definida

G, = Opext™(Q,¢): Opext™(Q,A) —> Opext"(Q,A') .

Demostracién. Conaidérese el diagrama -

. : et
(Gd): 00— A = Cpq—> Cpg —> eee — G — Q-1

| |

9.
d(G'a)x 0 bt A. ""p"’ A‘ vcn"'l-"-t’ cn-a""" sees “==P» G bt 4 Q bbb 4 1

< ol

G

donde AV C _, eslasuma fibrada de Ay C _, (véase

1.2.19); oy p son las inclusiones definidas mediante

o (e) = (0,c) Y p(a') = (a',1)



y a;_i es el homomorfismo dado por

3 _q(a'ye) = 3 _4(c)

de manera que  ((G,2) € Xext™(QA') y (¢, yid) es
un morfismo de n~extensiones cruzadas, Ademfs, por la propie-
dad universal de la suma fibrada, (G,d) es unica salvo equi-

valencia. Por iltimo, es inmediato verificar que la funcién
d, Opext™(Q,A) —— Opext™(Q,A')

dada por
qf@o)] = [«62)
no depende de los representantes elegidos, de manera que estd

bien definida.
: /77

Ahora, aplicando 6.7 y 6.8, generalizaremos la suma de Baer
definida en I1.2.22 . Para esto, definimos primero la suma direc-
ta de dos elementos [(G,B)] y I(G',a')] de Opext™(Q,A)

como la clasc de equivalencia de la extensién

(G®G', 203'): 0 — ABA' =+ C__,0C' , —,,, = GXG'>» QXQ'»1

ne~1 n~1

6.9 DEFINICION. Si [(G,?)], [(G',3')] € Opext™(Q,A) , defini-
mos la suma de Baer de_[(G3) v [(G',3')] mediante

[(6)] + [6,2)] =V, Aq [(Gear,262)
L
es drcir, como la clase de equivalencia de la extensibn

V,(GoG',202') Ay
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( AQ y VA denotan a los homomorfismos diagonal y codiago-

nal respectivamente; véase 1.2.21 ).

Es cuestibn de rutina verificar que la suma de Bacr estd
bien definida, es decir, no depende de los representantes ele=-
gidos. A grandes rasgos, si (G,2) = (H,2) a través
de una coleccibén finita de morfismos o, = (id,, o(i,id(-))

(como en 6.2) y (G',2') = (H',?') a través de una coleccidn
finita de morfismos 'Bi = (idA, Pi'idq) (agregando el
morfismo identidad podemos asegurar que las {ndices i coinciden;

ver 6.4 ), entonces

(G®G', 90') = (Ho H', J3@2')

a través de la coleccién dc morfismos (;i._dA, o @ By » idQ) ’
de manera que la suma directa estd determinada en forma Ginica

(salvo equivaiencia). Por la unicidad en 6.7 y 6.8 se sigue que

Weea,2e2') 4

es también (inica, #alvo equivalencia. Por lo tanto, la suma
de Baer en Xext™(Q,A) induce una suma bien definida en

Opext™(Q,A) , como se definié en 6.9 .

6.10 Notacibn. Denotaremos por (0) a la sucesibn exacta
09 A=— A—>0~—> ... —0— Q=—qQ —1 ,

Seghn se vi6 en 2.8, (0) € Xext™(Q,A) .
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las siguientea proposiciones revelan algunas propiedades

de la suma de Baer en Opext™(Q,A), y su demostracibn es ru-
tinaria ([uo.P.aidﬁ, [M-2,p.113]), por lo que aguf nos li-

mitaremos a enunciarlas para futura referencia.

G.11 PROPOSICION. {(0) representa al elemento neutro en

‘Qgext"(Q,A) .

6,12 PROPOSICION. Si  ®y,8,t A—>A' son homomorfismos de

(% ® ,)((6,3) @ (G,3))

~ Q-médulos y. (G,2) € Xext™(Q,A), entonces
1) ,ai(G,B)ouz(G‘,a)' ==

((6,2)8 (6,2 A == Ay(Gd)

En_particular,
o A [Rer]- b, 08

i)

en Opext™(Q,A).
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11.7 El isomorfismo gpextnsg,klf=* H"*l(Q.A).

Sea Q un grupo y X una resolucidn cruzada libre
(proyectiva)‘de Q

3 3
i veo = € = Cy—* oo — G~ F — Q — 1

Si A es un Q-mbdulo cualquiera, entonces (considerando que

Hom(_,A) es un funtor contravariante), obtenemos el complejo

# X

Hom(X,A): Der(Q,A) -?-"» Der(F,A) 2, Homg(Cy,A) — Homg(Cg,yA) —...

Veamos esto con mis detalle: si consideramos el diagrama
Q
A

(dbnde qQ ‘@es.una derivac16n y E% un epimorfismo de grupos),

%

— — 1

»e-—--

H

tenemos que A adquiere estructura de F-médulo a través de Qo
y como

| dq 2(em) = MEag( 3,m)) + ag(3,(e))
entonces (dQ 30) es , a su vez, una derivaciébn (de F en A),

y podemos definir el homomorfismo de grupos abelianos

Tyt Der4(Q,A) —» Der(F,A)

mediante .
ao(dq) = dQ ?o = dF .



Por otra parte, considérese el diagrama

o

—_— 1

O

)

o ——
» —————

I

—
ap

Bk

Definimos la funcién
3%t Der(F,A) — HonF(CvA)

mediante "
En este caso, la derivacién « es un homomorfismo, puesto

que
dp3,0y) = 21V (2,(9)) + dp( 3,(x)) .

Pero ’01()() € F, ¥y la accién de F sobre A estd& inducida por

Q, de modo que

21(X)g ( 2y(y)) = 2021X)a ( 2, (¥))

- a(23,(y)).
Por lo tanto,

dF'al(xy) = dF'ai(x) + dP?i(y) .

Como, para k 2 2, Ck es un Q-mbdulo y ak un Q-homomorfismo,
el resto de la construccién de Hom(X,A) es inmediato. Tenemos

entonces la siguiente Proposicibn:
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7.1 PROPOSICION. Sea Q un grupo Yy ‘K una resolucién cruza-

da libre (proyectiva) de Q. Entonces

R°(Hom( ® ,A)) = Der(Q,A)

H®(Hom( £ ,A)) = H*1(q,A) 8i mz1,

Demostracién. Considérese la resolucidn cruzada libre (pro-

yectiva) de Q

9, 3
R:eeem > Cp g e C> F — Q— 1

donde F es un grupo libre, por lo que, si N = kerd, , en-
tonces 1la sucesién

1 -~—> N-— F —> Q@ — 1
es una presentacubn libre de Q. Esta presentacibn, a su vez,

induce una presentacién Qlibre de IQ (véase [Hi-St p.199])
b * 4
1 — N — ZQQIF — IQ —» 1

(1Q denota al ideal de aumentacibén de Q; véase [Hi-st,p. 18'7]).
En esta presentacibn, % : N8 —s 2q ®p IF  esté dado por

R(n[N,N]) = 1@ (n-1)

Al ser C; un F-médulo cruzado libre (proyectivo), entonces
C:b es un Q-médulo libre (3.8(ii)), y la sucesiln

+4 /
1— kerd, ol N cqb — Nab 1
es una presentacién Q-libre de Nab (3.8(ii)). Reuniendo am-

bas presentaciones obtenemos cl diagrama _



coce ey Ck‘-"‘" eoe ——D Ca —— 1.3 "-"’ 1
* ab "' Nab
1 — m-b — C — 1

-

1 — NP zqapw-rm-va

(im32 ] kora1 )y consirumos el complejo

donde lﬂ‘s c:b — 2Q @, IF est dado por
A x[é,,ci]) = 1,8 (x -1) (x €C,).

La vériﬁcucibn de la exactitud de Nﬂ_ es inmediata. Ademés,
C, ¥ ¢  son Q-nbdulos libres para k >.2 (véase 3.8(11)
y 4.5). Como F es un grupo 'libre sobre un conjunto S, enton-
ces IF es el F-mbdulo librc‘lobre‘ el conjunto

S-1« {8-1;scS]}

([Hi-st,p.199]) ¥, por lo tanto, ZQ @IF. es Q-libre, de

tal manera que R es una resolucién libre (proyeetiva) de
[~

1Q, Aplicando el funtor contravariante HomQ(__-_,A) a ﬂ

‘ obtenemos el conplejo

- uom(ﬂ ,A) nomq(zq ®,1F,A) - uorp_q(c:",n) ~» Hom(CyA) —> ouo
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donde Ho( Hom( % ,A)) = Hom,(1Q,4)

Por otra parte, existe un isomorfismo natural
N : Der(Q,A) = llomQ(lu,A)

definido mediante ‘
N(ad(y ~ 1) = dg(y) (yeQ.

(‘véaso [Hi-St,p.194] ). Entonces
HO(Hom( & ,A)) = Der(Q,A)

y tenemos un isomorfismo de complejos :

Homg(1Q,A) — Homg(2Q BIF,A) —» nomQ(cg",A) ~>Homy(Cp,A) — ...

|

DerJQ,A) —> Derg(F,A) ~—— Homg(Cy,A) ~—,Homq(02,A) AL

’

(véase ,[Hu-i,p.lss‘)]) « Ademés, sabemos que

1*1(q,A) = ExtQ(1Q,4) = H(Homg( R 44))

para m >1 ([Hi-St,p.198]) . Luego , considerando el
isomorfismo entre. Hom(R ,A) ¥ Hom( £ JA) , tcnemos
como resultado que

K™1(Q,4) = H(Hom(K ,A))
| e
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~ Consideremos ahora una extensién cruzada (G,3)¢ Xext™(Q,A).
51 R es una resolucién cruzada libre (proyectiva) de Q, enton~
ces, por 4.11, tenemos que la identidad idQ induce un levanta-
miento  « : R — (G,d)

‘K: ese '_"cn_’ Cn_r—’ ces Cl—-" F — Q'—"i

Joo  Jana 1.‘,‘ s |

(G@): 00— A — A 4™ oo A — G— Q@ —1

De la misma manera, si reemplazamos ¥ por ﬁn (ver

4.12) obtenemos que -

7.2 COROLARIO, Dada (G,3) € Xext™(Q,A) , existe un morfisme
inducido (v,u,ith R"— (G,3) que es Ginico salvo homotopfa.

Demoatra'cibnf. Es una consecuencia inmediata de 4.14 y 5.6 .

773

Es decir que, dada la extensidn cruzada (G,2) € Xext™(Q,A),

obtencmos el diagrama conmutativo |

n, ‘ —
% 0 I, = C i eee —Ci~— F — Q 1

F TR

(G,B):O'—"" A —> An-i"‘—" sse —F Ai "‘"G"\-‘"Q"—'i
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Como K"e¢ Xext“(Q,Jn) y V:J,— A es un
homomorfismo de Q-médulos, entonces, aplicando 6.8, obtenemos
una funcifn inducida % I)pext“(o,.)n) — Opext™(Q,A)
definida mediante

w2 - [o]
donde A" s la n-extonsibn cruzada de A por Q siguiente:
Vﬁn‘ 0~ A — AVCn_i‘—-’ cn_"_a'-’ ane _"*ci"") F — Q - 1 ')

Ademfs, K" es Gnica salvo equivalencia.

7.3 PROPOSICION. Cada clase de equivalencia KG,‘B?E Opext™(Q,A)

tiene un representante de la forma vﬂn.

Demostracifn. Sea [(G‘,’a)] € Opext™(Q,A) §j sea X una resolu~
cibn libre (proyectiva) de @ ( X es finica salvo equivalen-
cia homof&pica ) y sea 1{" la n-extensibén cruzada respecti-
va. Considérese el morfismo inducido (v,d,idq)z R" —-—-’(G.'B)‘

(vér 7;2). Tenemos entonces el diagrama conmutativo

R 00— 3, —Cy — C o .o = C— F —Q —1

Y
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Por 6.8, existe también el morfismo (V,y,idy): 1"— A"

n, '
R:0-—J, — C 4 —> C oy e F—Q—1

Pl |

v
n
wR'E 00— A = AVC _ — C 5> e F — Q — 1

de manera que existe un morfismo (1dA,°(',idQ): ﬂ{n ~»(G,9)

7R 0 — A — AVC 4 —> C g e~ F — Q —1

K lx‘m oy
n
(GR): 0—> A —> A 4 — A o> G = Q— 1

donde oy = o; (n-2 £ i £0),y 0(-'n_1 es el homo-

morfismo que hace conmutar al diagrama

( “;1-1 existe y es Qinico, en virtud de la propiedad universal

de la suma fibrada).

En conclusién, existe un morfismd (idA,o(',idQ): vR® — (G,2)
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de n-extensioncs cruzadas; por lo tanto +R" = (G,3) .

4

7.4 PROPOSICION. La funcibn g: Homp(J ,A) — Opext™(Q,A)
definida mediante

B = o]

es suprayectiva.

Demostracifn. Es consecuencia de 7.3 . /7’

7.3 Obiervacionel.

i) 8i n 22, entonces HomF(Jn,A) = HomQ(Jn,A) ' .-

i1) Si Q es un grupo, J, y A son Q-médulos,y v: J, — A
es un Q-homomorfismo, entonces la n-extemsién cruzada

libre (proyectiva)

R": 0 — Jp > Cpeqg ™ e — C —F —-Q — 1

esth determinada en forma finica. Ademfs, por 6.8, 1
induce una funcién bien definida

Y, ¢ Opext™(Q,J,) — Opext™(Q,4)
de modo que la funcibn ¢ definida en 7.4 estf, a su
vez, bien definida.

.
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7.6 PROPOSICION. Con respecto a la suma de Baer, la funcibn

# : Homo(J ,A) — Opext”(Q,A) definida mediante
g(v) = [v2"]

es_un epimorfismo de grupos abelianos.

Demostracibén, Sean VeV € HonF(Jn.A) Yy sea Tﬁn la

neextensibn cruzada libre {proyectiva)
R0 —» 3 —>C 44— Co—e.> C>Fo Q1.

PQr definicibn,
[wr"] + [wr?] - Va, Lotut" o uK)
- [VA( 5R" @ wR™ AQ] .
Pero

VR @ uRM By = V(v e %) (R"e kM 4,

(R"eRML, = A 3 (R™ (por 6.12),
De manera que

VisR"e xRN By = Viweuwd b, R™

Por otra parte, si t € Jn »

ACL LS PRNOREERANCTEA IR
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= vi(t) + vy (t)

- (U () .

Asimismo, es inmediato verificar que V,( % @ ;) 4;
n

es un F-homomorfismo, de modo que

Entonces
ZWuR e uf Ay = (% + 1R"
lo que aignifica que
[wa"] + [wf - [c5+ 577
Y, en consecuencia, B + F(¥) = F(Yh + ).
‘Como_ ademés, HonF(Jn,A) es un grupo abeliano y & es

suprayectivo (por 7.3), entoncen ¢ es un epimorfismo de

grupos abelianos.

/-

Asi puei, Opext™(Q,A) constituye un grupo abeliano
con respecto a la suma de Baer. Si 0 1{" es la imagen bajo
@ del homomorfismo trivial 0: J — A, tenemos que, en
virtud de 6.11 y 7.4,

g = [07"] - [c0)]

es el elemento neutro en Opext”(Q,A) .
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7,7 LEMA, Sea v € Homp(J, ,A) un _morfiswo gue puede ex-

tenderse sobre C 4 4

i) Una_derivacién dp: F— A B8i n =1,

n
ii) Un_F-homomorfismo &': Cy— A , sin =2,

iii) Un _Q-homomorfismo T: C 3y A, 81 n 2 3.

Entonces, la extensibn

€: 0= A= C 4vVA —J _,— 1

s¢_cscinde. (J1 = Ny Jg = ¢ ).

Demostracibn. Sea n=1 . Considérese el diagranma
0 — N S F 2 g — 1

1/

0 — A-—Y-’AVP——’Q —_— 1

con dg: F —A una derivacién que extiende a U , es de-

cir que dpi = U . Se tiene que
Y= pdpi = qé
por lo tanto, .
('f - \ydp)t = 0
pero, como @ = F/IN , csto significa, por las propiedades
del conflicleo ([Hi-wu,p.m]) que existe un finico homomor-

fismo st Q — AVF que hace conmutar al diagrama
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0 —s N —» F 225 Q -——o1
8
‘P'W? l
AVF

es decir que Y- Ydp = sd, , por lo tanto, hp= 483,
y, como ‘/l‘{l- s entonces ‘ﬁ 8 = idQ o
Para el caso n = 2, tenemos el diagrama

; ? )

oL |

0———)A—-9AV01—>F-———>Q——»1

donde A adquiere estructura de F-médulo a través de o, ,

es decir que, si xe F,

Xa = 3,(x)a ( a€A).
S84 : C; —» A preserva las acciones y ademhs Wi =U

entonces tenemos el djagrama conmtativo

. a .
0 — Jy — € —> I — 1

1.7}

0 — A -5 AvVC — I, — 1

y, al igual que en el caso anterior, por las propiedades
del conficleo ([Hi-Wu,p.77]) ¢ - Ya  se factoriza
a través de un homomorfismo s: Jq — AVC, . El caso

>3 s simil é 7.5(1 .
n 2 ~es similar (véase (1) ) 177
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7.8 PROPOSICION, Sea n > 2, Si, dado 'u‘eHonF(Jn,A) , la

Cio— A5 Avcn_r-f‘—».rn_f-—, 1

extensibn

se escinde, entonces vA" =(0) .,

Demostracién. £ es una extensién cruzada de A por Jn-iv
. (segin se definié en 1.2.1 ), de manera que, 8i £ se

escinde, entonces (por 1.3.2),

‘ ~s

Adenfs, . y(A) € Z(AVC, ) , ¥ por lo tanto, (por I.2.9),

ARSI o = AXJ , .

En consecuencia, ¢ es equivalente a 'la extensibn
60 o A o AXI Tt

que se escinde por la izquierda, es decir, existe un homomor-

fismo 8': Avcn_i’-‘-’—,n' XK qg —A

que hace conmutar al diagramsa

. ¢ .
yR" 0 > A > AVC 4 —C 5 e C o F 5Q—1

O

(0): 02> A= A —> 0 —,,0 >0 > Q==Q —>1

de manera que A" = (0) . 77/
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7.9 Observaciln. Sea res: "°mF(cn-l'A) -—-—-)llomQ(Jn,A)

la funcibn restriccifn, es decir que, dado el diagrama

) {
Jn cn-l

e

A

res(w: C _y — A) = (vr=uis J,— A) .

Evidentemente, un homomorfisme V't "n —> A puede extemleru '
a WiC _4— A comoen?.7 siysblosi Ue€ res(Homg(C,_,,A)).
Por lo tanto, recapitulando los resultados anteriores, tenemos

las -1;u1éntea implicaciones

[ Tc res(HomF(Cn_i,A)j ] & U puede extenderse a ]
W1Cpy — A

ﬂ L 5.7

' ‘ | PROP. 7.8 | la sucesién
W] - @] - /
[en 0‘]) tn(Q'A) . & 0 A~ AVC 4~ Jnet — 1

se eacinde .

.7,'10 PROPOSICION. El epimorfismo e induce un_epimorfismo

de_grupos abelianos
$ : H™*1(Q,A) — Opext™(Q,A) .

Demostraciln. Segfin vimos al principio de esta seccién, si
consideramos la n-extensibn cruzada libre (proyectiva)
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Rt ... —o0 —J —C _, ... SC,—>F—>Q —1

1

obtenemos ¢l complejo

Hom(A",A):  Der(F,A) — Homg(Cy,A) — Homg(Ca,A) — ...

A) Te8 Homy(J,)A) ——> O

ees = Homp(C, _,

donde, por dcfinicibn,
n"( Hom(R",A) ) = Homy(J3,,A) / res(Homg(C,_4,A)
= coker(res)

Y, por 7.1, , ,
' ®(hom(R",A)) = H™1(q,A) para mZ1 .

En particular, 8i m =n, la regla U jvA" induce

una funcibn

]

“f'* 1(Q’A) = (“ONQ(JnoA%!s.("omQ(Cn-i ,A)) —_— Opextn(Q';A)

~ definida mediante P , es decir que
v+  res(Homg(Cp_4,A) ) > P(v) = [vK"] .

'La funcién @ esté bien definida, puesto que

| Brestiong(c, W) = [@)] .
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s evidente que @ es un homomorfismo con respecto a la
suma de Baer en Opext™(Q,A) (por 7.6 ) y ademfs es supra-
yectiva, pucs ¢ lo es.

11/

7.11 Observacién. Visto de otra manera, la existencia del
epimorfismo § puede demostrarse a partir de las propieda~
dea del conficleo en la categorfa de grupos abelianos:

Hom,(C. . ,A res Hom,(J_,A) —P-» Hom (3. ,A)
M(Cpagrd) ——> Homg(Jy, ¢ n /es(uomq(cnl.m

1
]
# i &
v
Opext™(Q,A)

4 Como ¢ (res) = 0 y p es la proyeccidn natdral,en@onces
existe un homomorfismo & que hace conmutat; al diagrama.
Ademés ¢ es epimorfismo y, en consccuencia, § también
lo es. |

/1
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7.12 TEOREMA, Ll morfismo  §: IP*1(Q,4) — Opext™(Q,4)

es un isomorfismo de grupos abelianos,

Demostracién. Por 7.10 sabemos que & es un epimorfismo,
nor 1n ape sélo resta demostrar la inyectividad.

Sean /447{" Yy '!ar los representantes de cualesquiera
dos elementos en Opext™(Q,A) y supongamos que /AR" = 7R"

entonces, por 6,3, existe una coleccibn finita
{(Gi,bi) € Xext™(Q,A) ; 1< 1sr}

donde

HR== (Gy,09) y  vR" = (63
junto con morfismosde extensiones cruzadas
LWL CLRL SRR LIS ERCRIN S R O
Ny = (ddy, Ky ddg): (G, q49y,1) = (G3y)

para todo niimero natural par k , tal que 2< k<€ r-.1,
ror 4.14, para cada (Gi,ai)' ,(1£1i€r) , la identidad idy: Q- Q

induce un morfismo

(pafyid) © R™ — (6;,9))

de n-extensiones cruzadas , Tenemos entonces el diagrama
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(vysfqr1dg)

(V31 gridg)

A

v

v

w
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(para los casos i = 1, i = r, tenemos que LY -/l. Yy
¥, = U ). Entonces, para toda k par (25 k < r-1) mediante

las composiciones

%11 Vic-19fk-1019g)

1 (Mee19Pxy 10 18Q)

obtenemos los morfismos
v/ ,Nk_ij_, ,idq) : AP—s (Gyy3y)

Bir1 ™iflrrridg)): A Gy3y)

Ademis, por 5.6, sabemos que estos morfismos son homotdpicos,

de manera que, para cada k tenemos un diagrama

U4
4
"'x-t L) , ’

/
//(zl)hd
[

(Gysy): 0 ——» A —3 (A, (Piee. G — Q@ — 1

e

donde, por 5.1(H3),
Va1 Vet ® Gdner On t Onya( iy
Pero 9ne1{ Zy)y = O, entonces

Vet = Thoa ™ (IpdpegOp -
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Por otra parte,
PoVety= o Betyelyge e =T+ Vp-%
- (Ez)n-I an * (zi)n-l an toeee t (Zr-t)n-i an

» (( Za)n—‘I + (24)n-1 *oeee * (zr-I)n-i) 3n .

como an es la inclusifn, esto significa que /I.-U'

puede extenderse a un homomorfismo i C,_, —» A dado por

We (Zplpg + (Zgdpeg + ooe + (Zpgdpy

o8 decir,

W e (Zy)n-1

ke (k Pl!‘-') .

Por lo tanto, /;-v' € res(fomg(Cy_4,A)) |

. lo que significa que /:-1)‘ en H‘"‘(Q,A) s CONO BE

queria demostrar.

4



CAPITULO IIX

APLICACIONES

I111.1 NGcleos abstractos y extensiones con nficleo no abeliano.

Estudiaremos ahora, como una aplicacién de los resultados

obtenidos, las extensiones de grupos

(G2): 1 —* K — G — Q — 1

donde X no es abeliano. Como se sefiald al principio (véase 1.2),
el caso en que K es un grupo abeliano tiene la ventaja de
que la extensidn (Q,D) induce una accibn ©: Q — Aut(K) ,

lo que nos permitid dar una clasificacifn de las extensiones
de K por @ (1.2.17). Pensando en esto, podriamos tratar de
egtudiar en forma similar el caso no abeliano, sin embargo,
nos encontramos con diferencias importantes; pof ejemplo: co~-
mo K no cs abeliano, no disponemos del producto semidirecto
KX Q, y no sabemos siquiera si, dados Q y4 K, existe alguna
extensidn de K por Q que induzca una accién dada. Ademhs Q
actia sobre K a través de automorfismos exteriores (como se

verd en 1.1). Sin embargo, mostraremos cbmo se establece una
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relacifn entre las extensiones con niicleo no abeliano y los

elementos de 'Ha(Q,A) .

1,1 PROPOSICION. La extensily

GR): 11— K —» G— Q—1

induce una accifn exterior de Q sobre K, es decir, un homo=-

morfismo 0: Q—» Out(K).

(Recordamos que Out(K) = Aut(K)/In(K) representa el grupo de

automorfismos exteriores de K).

Demostracifn. Considérese la extensibn

G2): 1~ K — G—Q—1 .
Como K es nox"ual en G, cada g € G determina un automorfismo
%g de K, definido mediante '

1

o{s(k) = gkg~ (k € K).

Asimismo, cada k € K determina un automorfismo intericsr
¢y de K, definido mediante

e, (k') = kk'k™1
(es decir, ¢, € In(K) ). Como In(K) es subgrupo normal
de Aut(K), podemos formar el grupo cociente

Out(K) = Aut(K)/In(K)

(1lamado grupo de "automorfismos exteriores de K" ) . Tenemos
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entonces el diagrama

1 — K — 6 = — 1

Q

o
bl
Ou

1 — In(K) < Aut(k) L Out(k)— 1
donde

p(k) = ¢y € In(K) y ol(g) = o(g e_Aut(x) .
Evidentemente %3 = ip y f: Q— Out(k)

es el homomorfismo inducido por « y P , €8 decir que

-3 1 x€E Q 9
G(x) = g ()TN (K)

donde .8(x) es un representante de x en G (véase I.1.5).
S6lo queda verificar que O esta bien definido, es decir,
no depende de los representantes cscogidos:
Sean si(x) y sz(x) dos representantes distintos
de x¢ Q. Como
Vsy(x) = I8y(x) = x (véase 1.1.5)

debe existir algina me Q tal que
8,(x) = sz(x) m .

Entonces,

Nsi(x)(k)_ = Sl(x) k '1(‘)-1
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= 85(x) mk (85(x) m)"1

sa(x) ok ol sz(ilt)-1

85 (x) (cp(K))ap(x) ™!

(G‘sz(x) ¢m) (k)

y esto significa que usl(x) y “’2(") estén
en la misma clase de equivalencia (mbdulo In(l()').

17/

1.2 Observacién. Cuando K es abeliano,

e (k') = kk'k™la k!
por lo que todo automorfismo interior es trivial, es decir que
In(K) = 0 , de manera que Aut(K) = Out(K) y (G,d)

induce una accibn ©: Q— Aut(K) como en I.2.1.

Tenemos ,por lo tanto, que el nficleo del homomorfismo
?: G— Q involucra, de hecho, a dos elementos: el subgru-

po normal K y el homomorfisme &: Q —>Out(K) .
1.3 DEFINICION. Un Q-nflicleo abstracto ( 6 "Q-nficleo” simple-
mente) es una pareja (K,9) donde K es un grupo y

O: Q— Out(K) es un homomorfismo,

Entonces, podemos reescribir 1.1 as{:
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1.4 PROPOSICION. Cada extensibn
(Go): 1K —- G— q—1

induce un Q-nficleo (K,9) (1lamado Q-nficleo asociado a (G,3) ).

Consideremos ahora el problema inverso: dado un Q-nficleo
(K,0), si denotamos por ¢£(Q,K,8) al conjunto de extensiones
que inducen a (K,8), ,qué podemos decir acerca de £ (Q,k,8) ?
Por 1o pronto, no sabemos siquiera si £(Q,K,p) A @

(no disponemos del producto semidirecto KX Q, a menos que
exista un levantamiento ¢: Q —» Aut(K) de & ). Sin embar-

go, tenemos la smiguiente proposiciln:

1.5 PROPOSICION, A cada Q-nficleo (K,8) le corresponde un
elemento de Ha(Q,A), donde A es el centro de K ( A = 2(K) ).

Demostracibn. Sea (K,8) un Qenficleo. Considérese la 2-exten-

8ién cruzada del ejemplo II.2.9 :

(Aut(K),P): 00— A — K -f—o Aut{K) — Out(K) — 1

(donde A = Z(K) vy A(k) = e, € In(K) ). »
Como ' (Aut(l(),p)e Xexte(Q.A), entonces, por II.G.7 ,
6: Q— Out(K) induce una funcibn -

6" opext?(out(K),A) — Opext?(q,a)

que a .(Aut(k),P) le asocia la clase de equivalencia de la
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extensibn
£
(Aut(K),p)p ¢ O — A — K -— G — Q@ — 1

donde G% = Aut(X) A Q (véase 11.6.7).
Por 11.7.12 , [(Aut(l(),P)e-] corresponde a un elemen-
to de H3(Q,A) . ‘ .

74

1,7 Obgervacién. A través de 1.6 hemos construido una fun-
ctén
A:  {Q-nficleos (K,O)} —  1(q,n

donde 2
X((K,0)) = [(Aut(X),plo] € Opext®(Q,4)

y A =2Z(K) . Al elemento ',l((K,O)) se le conoce como
la clase de obstruccifn del Q-nficleo (K,9).

1.8 PROPOSICION, La funcifp

X : {e-ncleos (k,0)}] —— H3(q,0)

definida en 1,6 , es suprayectiva,

Demostracibn. ‘Sea [(G,2)] € Opext2(q,A)
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(GP): 00— A —> C — G ~— Q@ — 1

Por 1I.7.3 , existe un representante de [(G,a)] de la

forma

a
*dt 0 —> A — K — F —Q — 1

(F libre). Considérese el caso en que F tiene mfis de dos
generadores libres, de manera que, por 1I.3.8(i), A = 2(K) .
Es evidente entonces que existe un homomorfismo inducido

B: Q@ — Out(K) que hace conmutar al diagrama

4t
'V_R" O — A~ K — F -— Q  — 1

b

"0 ~ Z(K) — K —P—, Aut(K) —»Out(K)-» 1

&

- _—

donde T(g) = TE es el automorfismo de X inducido
-~ por la accibén de F en K .(K es un F-mfdulo cruzado).

Considérese ahora la oxtensidn asoctada a © :
(Aut(K),plg : 0 — Z(K) > K — & — Q@ — 1

como F ¢8 libre, existe un homomorfismo C: F -G, por

lo tanto,

[v€ ]+ [taueao,pre]

y queda demostrado que existe un Q-nlicleo (K,8) cuya clase
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de obstruceién de  [(Aut(K),p)p | es  [(G,2)] .
4

1.9 DEFINICION. Un Q-ntcleo (h,0) se llama extensible si

es el Q-nficleo inducido por alguna extensidn de grupos

1—> K—G—Q —m1.

Aplicando 1.4 y 1.5, y las propiedddes del producto
fibrado (e Aut(K) A Q , es inmediato comprobar que

1,10 1oMA, Ua Q-nficleo  (K,0) es__inducido por una _exten-

sién de grupos
1—> K—G —» Q — 1
si y s6lo si existe un morfismo (idy,y): (K,G,3)— (K,G%,

de médulos cruzados que hace conmitar al diagrama

11— K —> G — Q — 1

|k

(Aut(K),Ply : 0 — A —> K 5 T —Q — 1 ,

1,11 TEOREMA . Un Q-nicleo (K,6) es extenaible si y sélo

si su clase de obstruccién es cero,
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Demostracidn.
Supongamos primero ql-;; (K,0) es un Q-nlicleo tal que
XNCK,8) ) = [(Aut(),p)p] = 0 € Opext®(Q,A).

Considérese una resolucién cruzada libre K de Q y la
cofrespondiente n-extensién cruzada libre ‘K" « Por I1,7.2

existe un morfismo (u’,a(,idQ) de n-extensiones cruzadas:

A%t 00— J —> C — F — Q@ —> 1

Pl

0 —+A — K — GT—s Q — 1

como [(Aut(l(),P)e] =0 por hipbtesis, entonces
E Ue rea(ﬂomF(Jz,A))

i bu decir que 7V se extiende sobre C como en II.7.7(11),"

y; por lo tanto, la sucesién
1 — A —» AVC ——» N — 1

- (N=J 1 = ker(F-5Q) ) se eacinde a través de un homomorfis-
\mo f- $ N—AvC . Por otra parte, por la propiedad univer-
sal del producto fibrado, existe un homomorfismo ‘A que

hace conmutar al diagrama siguiente
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dgf,danerq 'qué, si cJ--A/L: N-—K , tencmos un mor£iamo
(v,vy) de mbdulos cruzados. '
o —fy F

c®

K-————v

Si ;t:onliderml ia suma fibrada KVF (como en 1.2.19 )
obtenemos la sucesién exacta

donde F actfa sobre K a través de o, . Es inmediato
verificar que la extensién (#) cumple con las condiciones

de 1.10, y en conaecuencia, (K,8) es extenlible.

Para demostrnr la implicacién inversa, véase [Vu-i]

{4
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111.2 Aplicaciones a la teorfa de p-grupos,

Como un ejemplo de aplicaciones de los resultados

obtenidos en los capitulos anteriores a la teoria de p-grupos,

demostraremos un teorema de clasificacibn de p-grupos que

contengan un subgrupo cfclico de indice p (p primo).

Recordamos que un grupo G es un p-grupo si todo

. elemento de G, excepto la identidad, tiene como orden una

potencia del primo p ([ﬂa,p.ss]) . Los siguientes son ejem=-

plos de p-grupos que contienen subgrupos ciclicos de {ndice p
([er,p.98] ):

2.1 Ejemplos.

(a)

(v)

(c)

Zq . (q-= ", n?l). Por el teorema de Sylow ([F‘r,p.124] ),
sabemos que este p-grupo contiene un subgrupo cfclico de
indice p.
quzp y (@ = p"'l, n32) . Z’qx zp estd caracterizado
por las relaciones v
a%=1 , PP a1,ab=ba .

3,X Z, , (g =p"1 n>3) . En este caso, la accién

¢ Zp--y Aut(zq) equivale a la multiplicacién por
14+ pn'z en Iq ([pr, p.98]) y ZgX Zp estd definido
por las relaciones

a%a1, P a1, bap~? . QP

([Ra, p.199]).

n-2
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En el caso particular en que p = 2, tenemos también los ejem=

plos :

1) 2-grupo diedro . Recordemos que, para todo entero m>2 ,
el grupo diedro D, se define como 2 X2, , donde el
gencrador de 2, actla sobre 2, como la multiplicaci6n
por -1 ., Iin el caso ¢n que ©m es una potencia 2"'1 ’
Dam es un 2=grupo definido por las relaciones

a" =1 , b2

([a.p.199]) .

e¢) 2-grupo cuaternio genera.lizado.‘Sea M el Algebra de cua-

=1 , bab~!ag™!

ternios R® Ri ®Rj O Rk .Para cualquier entero m22,
el grupo cuaternio generalizado qu " ge define como el: sib-

grupo del grupo multiplicative M generado por
i/m . b=3j .

a=e
Ohscrvamos quc a c¢s de orden 2m, pues a? o (2" =1

y que tenemos las relaciones

’ vab~? = a1

bz s a"
por lo que el subgrupo ciclicd generado por a resul'f:a' ser
nornal (.fn‘ Qp Y de fndice 2,de manera que el orden de Un
es 4m.Si m=2"2 (n>3),qQ, es un2-grupo defini-
do por las relaciones

3 N2 -1 -1

"'1::1, b = a , bab T =a"" .,

a
f) quza (qm= 2""1, nz4) , dox_lde el generador de 22
‘actfia sobre 4, como la multiplicacibén por -1 + 2“'2,
es decir, las relaciones en los genqrado_res son

s
a9a1 , b2 1 142

| =1 , bab" =«
( (Ha.p.199]) .
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Con respecto al 2-grupo del cjemplo 2.1.(e) , tenenios

el siguiente resultado:

2.2 LEMA, Si Q4m es un 2-grupo cuaternio generalizado y C

e‘ﬂi/m

es_el subgrupo cfclico generado por a = s entonces

a) En la extensién

00— C — Q4m—-——y 22~——-)1

2, ‘actfia gobre C como la multiplicacién por -1,

b) Todo elemento de Q, -~ C es de orden 4.

c) Qg tiene exactamente tres subgrunos cfclicos de fndice 2,

y en general, Q.. (m>2) tiene un Gnico subgrupo cfclico
de indice 2, C
d) Q;, tienc un finico elemento de orden 2.

e) La extensidn

00— C ——)qu-—-——» 22——-) 1

no se escinde, ¥ en consecuencia Q, # CX2, (por 1.3.1)

Para demostrar el teorema principal de esta seccidn, ,‘né-
cesitaremos el lsiguiente resultado de la teor{a de nfimeros

( [Pr-p. 199] )3

2.3 LEMA, Sea x un entero tal que xP = 1 (mod p“"1) para
alguna nZ>3, Si p es impar, entonces x = 1 (mod p“'?). S5i_

p = 2, entonces x m i1 (mod 2""2),

2.4 Observacibn. Sea G un p=grupo y C un subgrupo cfclico
de G de fndice p, Entonces, si el orden de G ( IGI ) es ,‘p“‘

tenemos que |C I - pn-i - q
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Es decir que c& zq + Sabemos,ademis, que todo
subgrupo maximal M de G ea normal en G, de manera que C
es ;ubgrupo normal de G. Entonces, por IX.1.2, (C,G,3) es
un mbdule cruzado ( 2 es la inclusién y G actfia sobre C

por con,jugacién). Tenemos entonces la extensién crugada

(G32):t 0 - € — G — Q@ — 1

donde Q = G/3C eB un grupo abeliano de orden p .

2.5 PROPOSICION. Dada la extcnsibn cruzada (G,2) conside-~

rada_en 2.4, si Q actfia trivialmente sobre C, entonces G

es_isomorfo a un_grupo del ejemplo 2.1(a) & 2.1(b) .,

Demostracidn. Si Q actha trivialmente sobre C, entonces,
por 1.2.5, C & Z{(G) y, en consecuencia, G estd
generado por elementos que conmutan. Por 1o tanto, G es
abeliano, y, por el teorema tuﬁdalentnl de grdpos abéliu-

nos ([Fr,p.75]), concluimos que

¥
G Zh X Zp

o bien

G an

(2,%2, % Zn spues p oy ™1 no son primos re-

lativos),

{4
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Considercmos ahora el caso en que @ no actia trivial-
mente sobre C, es decir, se trata de estudiar las cxtcnsiones
(@,2) € Xext(Q,C) que inducen una accibn de Q sobre C dada; pero
esto significa estudiar los elementos de Opexi((),A) y por’
lo tanto , considerando elk resultado I1.2.1¥ , lo primero que
haremos serd estudiar el grupo Hz(Q,C) .

Sea (I la resolucién libre de 2

pa) N D
W ... — 2Q y 2Q > 2Q » 2Q > Z > 0

donde, si t es el generador de Q, ,U és la multiplicacidn por
ot S 2 .3 p-1
=1 +t+t°+t s .+t
&

y D es la multiplicacién por (t-1) (ver [Br.p.58]).

Tenemos entonces que
L]

2,6 PROPOSICION, Dado un gruno ciclico Q de orden r y dado

un Q-médulo A, si consideramos la resolucidn libre k.\‘_d_e 2

tenemos que
¢ .
A gi 1=0

Hl(QA) = ¢ ker(W)/D(A)  si i = 2h-1 (he1,2,...)

| ker(D)/¥(A) si i=2h (h=1,2,...)

(donde AQ rep_resentd al grupo de invariantcs, es decir,ol

mayor sﬁbm6dulo ‘de' A en el cual Q actfia trivialmente ( [Br.p.Sd] ),
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Demostracién. Aplicando el funtor contravariante Homzo(_,n)
a la resolucién W s ¥ después aplicando el funtor de coho-
mologfa H"(_) , obtenemos el resultado buscado (véase

[Br,p.58] ). 44

Q
2.7 COROLARIO,  K2(Q,C) = /yc) (C=2 ).

Para calcular CQ//(C) necesitaremos algunos resulta-

dos:

2.8 PROPOSICION. Si t' es un generador de Q, entonces la accién
- 2
B

‘de t' sobre C g_guivale a la multiplicacién por 1 + p®

siempre que p sea impar (C = zq).

Demostracién. Sea a un generador de C. Como |C| = p""i,

| " Daw 0 (mod p™1) . .
Sea t un generador de Q y s una lgcc16n tal que a(t)
el‘ﬁhlfgpfe_nntant'e de t en G (véase 1.1.5). Evidentemente
s(t‘)¢ Zq Y . . -1 .
a = s(t)a(s(t)) (por 1.2.3) .
Como C es normal en G ‘(2.4), s(t)a(s(t))"lec . ‘Luegg

" a(t)a(s(t)"! = ra

para alguna re 2* tal que r#1 (mod p"'l) .

Nétese que, si r=1 (mod p"'i) , tendriamos que
s(t)a(s(t)™ =a  (soap™h) y



la accibn de Q sobre C geria trivial y estarfamos de nuevo

en el caso considerado en 2.5 . Por la definicibn de accibn

de Q sobre C tenewos que
t(t

2
a)-tta-tn .

Tenemos entonces que _
s(t)(s(t)a s(t)™Da(t) " x (a(t))? & (s(£))2 .

Pero s(t)a(a(t))'l- ra , eéntonces

2
» ta - s(t)(r-a)s(i:)'1 - r?a .

Procediendo inducti?amente, obtenemos que

i
ta w ria '

de tal rorﬁ que la accibn de Q sobre C estd dada por un ho-
momorfismo s @ — C" , donde C" = 2; representa al gru-

por de unidades del anillo 2 y \? se define medimﬁo

q
gtl) arl

Mo.gm g(titd) o @ttty o p*d o plpd

es ci.ro que { es un homomorfismo.

Por otra parte, tenemos que

23] = 26" « p"2p-1)
donde @ es la funcién de Euler ( véase [N-z.p.32] ).
Ademfs, para n 2 3, tenemos que p"'z(p-i) >p , de ﬁodo
que Il:;l > P. Cuando p =1,

)
ta =« rPa
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pero tP= 1 y entonces
a =rPfa (mo& p"'j)
¥, en consecuencia
® 51 (moa p™1)
lo cual implica, aplicando 2.3, aue
rs1 (mod pn'z).
AdemAs,por el teorema del binomio |
1+ ™3P 4 1 (moa p™1)
de manpera qué v S
rat+ k™2 (mod p™1)
donde k es un entero tal que ,
k40 (mod p) ,
pues, de. lo contrario k = bp para alguna b€Z y tendr{amos

que

-D -
n n 1)

r =1+ (bplp 21 (mod p
'Io cual segln vimos, no es posible. Por lo tanto, cqmbv"
k#0 (mod p)s k tiene inverso multiplicativo y debe existir
- alguna é é Q Q Zb tal que
_ ¢k s 1 (med p) ,
Coﬁsidgremos entonces al elemento t° . Como |Q| -p, t€
debe generar a Q. Ademds
r® x (1 + ™% & (1 + okp™2)

2

e 1+ ™

{mod p"")

de tal forma que
c ' ‘
ta = 8(t)%(a)s(t)"C = rca = (1 4+ p"'z) a
Con lo que queda demostrado que el generador t'= t© actﬁa‘

sobre C como la multiplicacibn por (1+p"_2) . 7,
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2,9 PROPUSICION. Dado el mbdulo cruzado (C,G,3) considerado

en 2.4, si Q no actila trivialmente sobre C y p es un primo

impar, entonces G es isomorfo a un grupo del caso 2.1.(c) .

Demostracién. For 2.8, si t' es un generador de Q,

"), . a
gignifica que

a1 aza  (wap™h
y ©sto sucede si y sblo si

ip"% 50 (mod p

H—i)
Como i no pucde ser miltiplo de p, entonces a tiene que
ser miltiplo de p, de tal manera que a € pzq « Pero,por

definicién

cd. Ig = {ae(Jl ta = a , para toda tCQ]

y,‘entoncea ‘
- -x{agC‘ ipn"zn - 0} - plq .

Por otra parte, si t' es un generador de Q, aplicar el

operador N dado en 2.6 . equivale a multiplicar por
p=l -

Zo (1 + p"3)d

d-

en virtud de 2.8, Entonces, por el teorema del binomio

(1+ 0™ 5 (14 3p"2) ~ (med ?7'")

J=

Yy : ‘ -1 p-1 | ’ |
; | . ;} 1+ pn'g)d = z ‘ 1+ Jpn-2)) (wed Pn-l)
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p-1 - p-1
= )1 s p™ Ty
3=0 j=0

- p o+ pr2(ipple,

y, como p  es impar, (p-1) es par, de modo que -(-"-E—Q =m
para algin natural m. Entonces

p-1 -
Z (1 + pn-Z)J up + pn-amp = p (mod pn-l) .
j=0

Por lo tanto, aplicar M equivale a multiplicar por p. Luego
. Q |
qu pzq = C .
Esto signitica (por 2.6) que Hz(Q,C), por lo tanto,
opext1(q,C) = 0 en virtud de I1.7.12 .

De émto se deduce que la Gnica clase de equivalencia dg exten=

siones cruzadas de C por Q es la clase de la extensibn trivial

o———-’z‘i——azq[xzp—q 2, — 1

.(donde Q=2 y Ca= Zq ). Entonces G S Zq 4 Zp y

P
el generador de zp actia sobre zq como la sultiplicacibn
por (1 +p™2).

11/

Veamos ahora lo que sucede si p = 2, Sea a un genera~

dor de C (en este caso C =2, yq= 2n-1

Sea t€Q +Entonces

con n 2 3).

ty - ﬁ(t)n(n(t))f‘- ra pa;a alguna r}l‘l,-"y

como t es de orden 2, t(ta) = ¢ a=a ,
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de manera que a = a = ra

Yy , por lo tanto -
’ ’ r®2 = 1 (mod 2"1)

(rd1 (mod 2"'1) pues la accién seria trivial ). Aplicando
2.3 obtenemos que
r = +1 (mod 2"‘2)
Y, entonces
r o= t1+k2"2 (moa 2%
para alguna keZz .- Esto significa que hay tres posibilidades:
r = =1
r s 1+ Zn-a
r o=-1 4 202

Consideremos cada posibilidad por separado:

Id

2.10 PROPOSICION. Dado el médulo cruzadoe (C,G,d) considerado
en 2.4, si Q actfia _sobre C como multiplicacién por -1 y_

p = 2; ghtonces G és isomorfo“a un grupo de los casos 2.1.(a)
6 2.1.(e) .

t

Demostracidn. Si a =(-1)a , es decir, 8i r = -1 ,

CQ-Tg = {aecl ta-a para toda tEQ}

= {aec ' a= (-1)a] .
Es decir que a € c? m y sdlo si ‘
a = (-1)a (mod 2™1) |, Esto es,

si y sdlo si ‘
2a u 0 (mod 2™1)

‘lo qué équiva'.le @ pedir que a sea miltiplo de 2"'2, 0 sea

que ac 22 zq
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de manera que . (2"'2)2'l -3, .

Por otra parte, aplicar el operador 4 equivale a multi-
plicar por 1
| Yo 1) e ()% (1) =0

J=0

por 1o que // Zq = 0 y, en consecuencia, aplicando 2.6 y

IL% 11, tenemos que
opext1(,C) « 2, .

Esto significa que existen dos clases de equivalencia de
extensiones cruzadas de C por Q donde p=2 y Q actfa sobre .
C como multiplicacién por (~1) , una de estas clases debe
scr la de la extensién trivial

0 — zh —) Ih X 3 — 2, — ?
¥y por lo tanto, G debe ser isomorfo al 2-grupo diedro
del ejemplo 2.1.(d). La otra clase de equtvalonqla debe
ser, en virtud de 2.2, la clase de la extensifn cruzada
no escindible

- en cuyo caso G es isomorfo al 2-grupo cuaternio generalisado

del ej lo 2.1.(e) .
e gqemp‘o (e w

2,11 PROPUSICION, Dado el mbdulo cruzade (C,G,9) considerado

en 2.4, si Q actla sobre C como multiplicacién por 1 + 2n=2
(p = 2), entonces G es iaomortd'a.un;srgpo del caso 2.1.(c).
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Demostracién. Procediendo como en los casos anteriores, te-

nemos que - -
ta = a si y sdlo si 2" 2a 5 0 (moa 2" 1).

Es decir que
cQ

= 2Zq .

Por otra parte, aplicar 4 eguivale a multiplicar por

i 1+ 32™2) . 24 "2
370
y al igual que en 2.9, I2(Q,C) =0 .
/17

2,12 PROPOSICION. Dado el médulo cruzade (C,G,d) considerado
on=-2

en 2,4, si Q actfia sobre C como multiplicacién por -1 +

(p=2), gntonces la sucesibn

00— C— G — Q — 1

ge escinde y G es isomorfo a un grupo del caso 2,1.(f).

Demostracibn, Si r = -1+ 2%2 y n>4 , -

(-1 +2"2%)a » a (mod 2™1)

si y sélo si o
: a € (2" 2)zq .

Entonces
cQ ’(2n-2)c
adenfs, 1 4
Y 3P tatat
§=0

de manera que -
N = (2" 2)zq
¥, en consecuencia

2
H9(Q,C) = 0 . X
' ///
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De esta manera, a través de las proposiciones 2.4, 2.5, 2.9,

2,10, 2.11 y 2.12 hemos demostrado el siguiente teorema

2,13 TEOREMA, Si G es un p-grupo y C es un subgrupo cfcli-

co de {ndice p (p primo), entonces G es isomorfo a alguno de

los grupos descritos cn 2.1.(a)-(f) .
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