
FACUL TAO DE CIENCIAS 

LOGICA PAIACONSISTENTE: 

UNA INTIODUCCION 

T ES 1 S P R O f E 51 O N l l 
QUE' PARA OBTENER EL TITULO DI:: 

MATEMATICO 
P ·R E S E N T A : 

SONIA FAVELA VARA 

MEXICO, D. F. 1985. 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICil 

PAGINA 

PROLOGO •.•.•.•..••.... ·., .•••.•...•.••.•.•..•••.• 

2 ANTECEDENTES •••••••••.••••••••••••••••••••••••••• 

Jan ~ukasiewicz .....•.•.•.....•.....•••..••••.. · 
Nikolaj A. Va sil 1 év ..•••......•.•...•...•...•••• 
Stanislaw Ja§kowski ...•..•..•.•..•••••.••..•.. ~. 
Newton C.A. Da Costa .................. ~ .......•. 

3 LOGICA PARACONSISTENTE ......................... . 

l. J;>reliminares . •....... ·, ....................... . 

• c-2. Los .cálculos Cn' Cn y. ~ ................... .. 

4 

6 

6 

9 

11 

12. 

13 

15 

2 • .1 El cálculo C
11

, 1~n~1.1.... . . . . . . . . . . . . . . • . . 15 
2.1.1 El.cálculo C1 ••••• ; ••••••••••• ; •••• ·16 

2.1.2 El cálculo Cn' n>j,,, •••••••••••••• 23 

2.2El.clilcul0' de Predicados e:, 1~n~1.1 ....... 27 

Z.Z.1 El cSlculo e; ...................... 27 

z.z.z El.cálculo de Predicados e:. n>1 ••• 29 

2. 3. Los clilculos e;, J~n~1.1................... 30 
Z.3.l El cSlculo e; ...................... 30 
2. 3. Z Los: cAlculos C", n>J............... 31 

. . lt 

·3, El Sistema :·IF1". ............................ '.. 33 

3 .. 1 Descripción de NF1 .. ....................... 34 
3 •. 2 ~IF 1 y el Sistema de Quine ~f............. 37 

··''.~·:::.!;;:J ... ·.·-:~,.' " . . . 
4. Ultimas" consideraciones •.•..•••• ,'., •••.•••••• ; 40 ;·, 



PAGINA, 

4 SBMAHTICA PARA.CONSISTENTE ••••••••••••••••••••.•• 42 
l. Introduccidn. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 3, 
2. Una S••'ntica Bivaluada para C1 •••••••••••••• 43

1 

3. La Decidib.ilidad de C1....................... SO 

BIBLIOGRAPIA ••••• : •••• ,............................ 58 

ANEXO J (Postulados de c0, CI y Ca>················ 60 

ANEJO .l (Postulados de NF> •••••••••••• ·• ••• , •••••• , • 62 



• 1 • 

l PROLOGO. 



- 2 -

PROLOGO. 

El objetivo de este trabajo es el de explicar lo que 
es la 16gica paraconsistente de una manera introductoria. 

Para ubicarla dentro de la L6gica diremos primero 
que ~ay dos ramas de ésta: las clásicas y las no-clásicas. 

Una 16gica clásica es el cálculo de predicados de 
primer orden, o alguna extensi6n de éste tal como el cál­
culo de predicados de orden superior. 

Una 16gica no-clásica difiere de la clásica en que -
puede ser basada en lenguajes más ricos en modos de expr! 
si6n, o en principios básicos totalmente distintos, o pu! 
de tener una diferente semántica. 

Hay dos categorías principales de 16gicas no-clási-­
cas, las ldgicas que son presentadas como complementarias 
a las l6gicas clásicas y aquéllas que son alternativas a 
éstas; podríamos llamar a estas categorlas como las 16gi­
cas complementarias y las ldgicas divergentes. 

Las 16gicas divergentes son 16gicas que son o pueden 
ser puestas coJllO alternativas a las 16¡icas clásicas. con 
el objeto de suprimirlas y ocupar su lugar en aiguno o en 
todos los dominios del conocimiento, dentro de éstas se -
encuentra la 16gica paraconsisten~.e. (Ver figura sig.) 

Antes de entrar en materia, daremos un poco de hist~ 
ria acerca de sus antecedentes, basindonos en un articulo 
escrito por Ayda I. Arruda, acerca de asp~ctos del desa-­
rrollo hist6rico de la L6gica Paraconsistente. 
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2 ANTECEDENTES. 

Podemos decir que una clpse especial de Lógica empi~ 
za propiamente a existir solamente después de la constru~ 
ci6n de al menos un cálculo de predicados de primer orden. 
De acuerdo a este punto de vista, podemos decir que la L~ 
gica Paraconsistente es un campo de la L6gica creada por 
el logicista brasilefto N.C.A. da Costa, en 1963. 

Pero las ideas básicas de una nueva ciencia, o un -­
campo de ésta, aparecen en muy diferentes lugares y dura~ 

te un largo tiempo antes de que la ciencia sea realmente 
creada. La L6gica Paraconsistente no es una excepci6n, -
antes del trabajo de da Costa en 1963, encontramos las -­
ideas principales de la Lógica Paraconsistente en los tr~ 
bajos de tukasiewicz, Vasil 1év y especialmente de Jdkow_! . 

ki. 

El manejo de las contradicciones dialécticas 1nfluen_ 
ció en la construcción de la Lógica Paraconsistente. Sin 
embargo, esta influencia no fue en el sentido de formali­
zar aspectos del discurso dialéctico, sino en el sentido 
de const~uir lógicas que pueden ser usadas como base para 
teorías inconsistentes pero no triviales en general. Co!!, 
secuentemente, no consideramos aquí los estudios filos6fi 
cos en dialéctica durante el período de creaci6n de la -­
Lógica Paraconsistente. Otra fuente de inspiración para 
la creación de la Lógica Paraconsistente fueron las geom!t 
trias no euclidianas; esto aparece muy claro en el traba­
jo de tukasiewicz yVasi1 1 év .. 
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JAN tUICASIEWICZ (1878-1956). 

Estrictamente hablando, tukasiewicz no es un precur­
sor ·de la L6gica Paraconsistente, es m§s bien un precur-­
sor de las lógicas no clásicas en general. Sus estudios 
de silogismos aristotélicos lo guiaron a darse cuenta de 
que la ley de contradicci6n, ,(A&.,A), pudiera no ser váli 
da en general. Entonces él conjetur6 que muchas leyes de 
16gica clásica juegan un papel similar al postulado de -­
las paralelas en geometria y, consecuentemente, que una -
16gica sin una de estas leyes también merece, al menos en 
·principio, ser estudiad~~ 

Aunque tukasiewicz no trat6 de construir ningún sis­
tema de 16gica paraconsistente, sus. ideas influenciaron a 
su estudiante Ja§kowski en la construcci6n de la 16gica -
discursiva, la·cual es una clase de 16gica paraconsisten­
te. 

NIKOLAJ A. VASIL 1ÉV (1880-1940). 

El primer precursor de la 16gica paraconsistente es 
el logicista ruso N.A. Vasil 1év, y· sus motivaciones hacia 
una 16gica no aristotélica son muy similares a aquéllas -
de ~ukasiewicz, aunque seguramente trabajaron independien, 
temente y no influyeron uno en otro. 

En 1910; Vasil 16v public6 su primer ensayo. Empezan. · 
do con una nueva clasificación de juicios en jui,cios ace!. 
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ca de hechos (en donde expresa un hecho ocurriendo en un 
instante fijo de tiempo), y ju~cios acerca de conceptos -
(en donde e.xpresa leyes no temporales), é.l concluye que -
la 16gica de juicios acerca de conceptos es una clase de 
16gica no aristotélica. Porque, de acuerdo con él, hay -
solamente tres tipos diferentes de juicios acerca de con­
ceptos: 'cada Ses P', 'ningún Ses P1 y 'solamente algu­
nos (no todos) S son P, y el resto no son P'. Cualesqui~ 

ra dos de estos juicios no pueden ser simultáneamente 
ciertos, pero pueden ser ambos falsos. Entonces, para -
los juicios acerca de conceptos Vasil'év establece una 
clase de 'ley del cuarto excluido': 'Para cada concepto S 
y predicado P, s61o uno de estos juicios debe ser cierto,. 
y un cuarto juicio no puede ser formulado'. 

En j9l2 y 1913, Vasil 1 év extendi6 su visi6n en su 1§. 
gica no aristotélica de conceptos a una clase de 16gica -
que fue llamada 16gica imaginaria. De acuerdo con él, c~ 
da sistema 16gico esU compuesto de dos partes: la metal§. 
gica, conteniendo las leyes del pensamiento la cual no -­
puede ser eliminada porque un sistema sin ninguna de.es--· 
tas leyes no. puede propiamente ser llamado 16gica, y las 
bases ontol6gicas de l6gica, conteniendo las leyes depen­
diendo de las propiedades de los objetos que consideramos. 
La metal6gica es la misma para todos los sistemas posi-­
bl~s, pero n~ las bases onto16gicas de la lógica. De 
acuerdo con Vasi1 1év, la metal6gica es la 'primera ldgi-­
ca', anterior a cada 16gica; además, para él, la meta16gi 
ca es la lógica de sólo una clase de juicios: juicios 
afirmativos; una lógica de 'dimensión uno', en su termin~ 
log1'.a; Para él, empezando desde la metalógica podemos •­
·construir la lógica aristotélica sumando juicios de una -

. nueva clase, los juicios negativos. Ast, la 16gica aris-



tot6lica es un 16gica de 1dimensi6n dos', pues tiene ju!. 
cios de dos el ses diferentes. Desde la 16gica aristot6-
lica· podemos e nstruir la 16gica imaginaria de 1dimensi6n 
tres', sumando juicios de una tercera clase, i.e., 1jui-­
cios indiferen es 1 : 1 S es P y no P 1 • Bl nombre ld gica - -
imaginaria vie e del hecho de que Vasi1 18v 110 cree que -­
las contradice ones existan en nuestro mundo real, sola--

1 mente en un mun o posible creado por nuestra mente. As!, 
Vasi1'6v hipote iza mundos imaginarios de cualquier .'di-­
mensi6n 16gica 1 finita n, i.e., una 16gica con juicios de 
n clases difere tes. Te6ricamente, de acuerdo con 61, -­
desde una ldgic de dimensi6~ ~· n~1, es posible construir 
una ldgica de d mensidn .n+J adhiriendo juicios de una cl! 
se (n+J)-ari~. Aquí, como en todos los ensayos de -
Vasil'fv, la pr ncipal. fuente de inspiracidn es la geome­
trta no euclidia a, y 61 hizo 114s con la 16gica aristot6-
lica que lo que obachewski hizo con la geometría eucli - -
diana. El no tu o un 6xito completo, pero presentd un -­
buen resumen de us concepcion~s,' 

Bn la 16gic imaginaria de Vasi1 16v de dimensi6n 
tres, la ley ont ldgica de contradicci6n -Un objeto'no 
puede tener un p edicado que lo contradice- no es v41ida, 
mas una ley meta 6¡ica de no a~tocontradicci6n ·Uno y el 
mismo juicio no simult4neamente verdadero y --
falso· es vAlida • 

. Aunque A. Ch rch incluye ensayos de Vasi1 16v en su • 
bibliosrafla de 1 ¡ica simbdlica .. permanecen casi desconJ?, 
cidos hasta J96Z. Cuando se redescubrieron, fueron prim!, 
ramente interpret dos como 16gicas multivaluadas. Por e!, 
tos hechos, s.us i eas no influenciaron f como pudieron. ha· 
ce.rlo, al desarro lo de la L6gica Paraconsistente, 
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STANISLAW JASKOWSKI (.J906-J965). 

Jaskowski fue el primer logicista en construir un -­
sistema formal de lógica proposicional paraconsistente, • 
inspirado por los trabajos de tukasiewicz sobre el princi 
pio de contradicción de Aristóteles. 

El ensayo de Jaskowski en lógica discusiva (algunas 
veces referida como discursiva) apareció originalm~nte en 
Polonia en 1948, y en una traducción al inglés, en 1969. 
Las principales motivaciones de Jaskowski para construir 
la lógica discusiva son las siguientes: 1) El problema de 
sistematizaci6n de teorías que contengan contradicciones 
como ocurre en la dialéctica; 2) El estudio de teorías -­
donde hay contradicciones causad:is por vaguedades; 3) El 
estudio directo de algunas teorías empíricas cuyos postu­
lados o suposiciones básicas son contradictorias. 

Jaskowski.hizo una clara distinción entre sistemas· 
contradictorios (aquéllos que incluyen dos tesis tales --

·que una es contradicCión de la otra), y sistemas sobre--­
completos (aquéllos en donde todas las fórmulas son tesis). 
Así pues, la lógica clásica no es adecuada para el estu-­
dio de los sistemas contrádictorios pero no sobre·comple• 
tos por la ley p+(-,p+q), la cual U llama le'f de implica- · 

· ción de sobre-completez. Así, el problema de la lógica -
para-sistemas contradictorios es formulado por él dela -
siguiente manera: 1 ••• la tarea es encontrar. un sistema de· 
cilculo de enunciados el cual:. l) cuando aplicamos sis te· 
mas contradictorios deben no siempre ocasionar su sobre·­
completez;. 2).debe ser suficientemente rico para .hacer P2. 
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sible practicar inferencias; 3) debe tener w1a justifica~ 
ci6n intuitiva. Obviamente, estas condiciones no determ! 

' ' 

nan unívocamente una soluci6n, ya que pueden ser justifi· 
cadas en varios grados, la satisfacci~n de la condici6n 3 
es·algo dificil de apreciar objetivamente'. 

El menciona algunos sistemas ya conocidos en los cua 
les. la ley de sobre•completez no es v411da en general. 
M4s, de acuerdo con •1, ninguno de estos sistemas proveen 
una buena soluci6n al problema de la 16gica de sistemas • 
co.ntradictorios. 

Asl, Jafkowski propone su propia soluci6n, su 16gica 
discusiva. El tfrmino. '16gica discusiva' viene de lo si· 
guiente. Considere•os que 'las tesis propú~stas por va·· 
rios participantes en una discusi6n contienen t8rminos c~ 
yo significado es impreciso. Si tales tesis son combina· 
das.en un sisteaa deductivo, entonces sus consecuencias -
no reflejan· una opini6n unif~rme'. Con~ecuentemente, las 
tesis de tal sistema (el cual expresa las opiniones proba . . ' ' -
bles de los participantes en la discusi6n) deben ser in--

.. , tui tivaaente interpretadas como si fueran precedidas por 
el sl•bolo de posibilidad, O. 

¡ 
Para describir su 16¡ica discusiva, JdkowsJd da las 

siguientes defin~ciones: 

DBP. J.- Implicaci6n discusiva: 
Pll .. Óp+q (el slmbolo O s~lo afecta a p) 

DBP. 2.- l!qu~valencia.discusiv~: 

P+7q .. (Op+q)•(Oq+p) 
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NEWTON C.A. DA COSTA 

En 1958, da Costa empezd a trabajar sobre sus ideas 
acerca de la importancia del e.studio de teorías contradi.s, 
torias. De acuerdo con e1, las teorías contradictorias -
no pueden ser excluidas a priori, porque la eleccidn de -
los postulados de una teorfa es libre y hay de hecho teo­
rías cuyas iuposiciones iniciales !aplican contradiccio·­
nes determinantes. Para •1, las teortas consistentes e -
inconsistentes t~enen el mismo status ldgico. La Gnica -
particularidad de las teorías inconsistentes es que deben 
ser. basadas en sistemas ldgicos diferentes ~l c~bico, -­
porque de otra manera deberln ser triviale#J (lo que Jd-­
kow1ki .1lamd sobre•coapleto). 

Estas ideas fueron co~pletaaente trabajadas en 1963 
.cuando ~~blicd un trabajo conteniendo su j erarqula de ld- · 

. 'icas de primer. orden para el estudio de teodas inconsi,! 
tentes y .las aplicd para la construccidn de conjuntos de 
teorías inconsistentes 'pero aparenteaente no-triviales~· 

En los siguientes capftul9s trataremos la ldgica y -
semlntica pnaconsistente tal como fl las expone "en urias 
notas de ldaicas no-cl•sicas en 1983. 
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3 LOGICA PARACONSISTENTE. 

1 • - PRELilHNARES. 

tJn sistema formal S es inconsis'tente si hay una fór· 
mula A del lenguaje de S tal que A y su negaci6n, ,A, son 
ambas teoremas de este sistema. En el caso opuesto, S es 
consistente. S es trivial si todas las f6rmulas de su 
lenguaje son teoremas. Si hay al menos una .f6rmula inde· 
mostrable en S, S es no-trivial. 

Si la 16gica fundamental de S es la cl&sica, enton- -
ces Ses trivial si, y solo si, Ses inconsistentel, Por 
consiguiente, empleando tales 16gicas, los sistemas incoa 
sistentes no presentan ningtin interb 16gico-matem!ltico. 
Usualmente, tratamos de.cambiar las teorias inconsisten-- · 
tes para transfomarlas en consistentes. Es .claro· que ba 

. . -
jo esta transformaci6n algunas propiedades característi--
cas de una teoria inconsistente dada deben ser preserva-· 
das; por ejemplo, el sistema formal com6n de la teoría de 
conjuntos preserva ciertas caracterh.ticas de una teoria 
intuitiva de conjuntos que puede ser inconsistente. 

Sin embargo, hay ciertos casos en los cuales podría­
mos pensar en estudiar directamente una teoría inconsis-­
tente. Por ejemplo, una teoría de conjuntos conteniendo 
la clase de Russell (la clase de todas las clases que no 
son miembros de st mismas) como un conjunto existente. 

lS,t .t4 t49ica. 'unda.men.t4l de. S u .t4 c.tcí4iC4, Hll4 .te.0Jt.e.-
111a. de. S cudqu.leJt f 4.tmuta. de. ta &a1t111a A+ (,A+B) 1J i.e.Jtcf -

· u.Ka. .te.gta. ·de. S d. modu4 ponu.& 1 ;. 44.C 4.é. S u .l1tcon4.l4-­
.tu1.te., ha.bllcf Ull4 &6}1.mu.ta. A dtl · te.n9u.aje. de. S td. que. am- . 
ba.4 A 1J .,A 40K .te.01ttm44 de. s. Pe. lo n.1t.te.Jt.C:o.\ 4e. dupJt.e.n- • 
de. que. -cua.tqu.lel!. M11.muta 8 HIL4 .teoJte.m<t de. S. 
-Jlto}l.a. bie.n, 4.C. s e.4 :t.lt.lvlat, e.n.toKct4 cta.}l.a.me.nte. S e.4 .C.! 
co Mu.tu.te.. 
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Pero, si intentamos hacer esto, debemos construir nuevos 
tipos de 16gicas. De hecho, sin usar las nuevas 16gicas, 
los sistemas inconsistentes perder1an su importancia lógi 
co-matemática. 

Parece conveniente insistir en el siguiente punto: -
dado un sistema inconsistente s, nuestro fin no es elimi-. . 
nar las posibles paradojas o inconsistencias de S, sino -
derivar tantas paradojas como sea conveniente, para ana1i 
zarlas y estudiarlas. Sin embargo, esto no significa que 
queramos que cada f6rmula del lenguaje ·de S y su negación 
sean teoremas. Intuitivamente hablando, en una teoría ia 
consistente S, presentando un interEs real, hay 'buenos' 
teoremas, cuyas negaciones no son demostrables, y 'malos' 
teoremas, cuyas negaciones son tambi6n teoremas~ Por lo 
anterior es claro que la negaci6n en el sistema inconsis­
tente S, no se comporta igual que Ja negaci6n c14sica •. 

En la lógica paraconsistente estudiamos los sistemas 
l6gicos que pueden funcionar comol6gicas fundamentales· 
de teortas inconsistentes pero no-triviales. A continua· 
ci6n consideraremos algunos aspectos de la.paraconsisten­
cia. 
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2. - LOS CALCULOS C11 , e: y C~ .. 

Presentamos en esta secci6n ciertos cálculos propo-­
sicionales Cn, J;SJ?:íJ!J, Después, procederemos con la cons­
trucci6n del cálculo de predicados de primer orden corre~ 
pondiente, sin la igualdad, e:, J~~w. y con la igualdad, 
C~. J~~u. C0, C0 y C0 denotarán respectivamente al cál­
culo proposicional clásico, el cálculo de predicados de -
primer orden cUsico sin igualdad y el cálculo de predic!. 
dos clásico con la igualdad. Estos nuevos cálculos pue-­
den ser·usados como fundamentos para teorías inconsisten· 
tes no-triviale~, como veremos más adelante.· La metal6g! 
ca usada será la 16gica clásica de primer orden, los sím_ 
bolos 16gicos serán las variables proposicionales, ~, &, 
~. 1, V, 3, (, ), •. Las nociones de f6rmula, prueba (fo~ 
mal), etc., son definidas como es usual. 

2 • l BL CALCULO C,,., J ~n~w. 

Como C,,., J~~ •. intentan servir como bases para teo­
rías inconsistentes no-triviales, parece natural que sa-­
tisfagan las siguientes condiciones: 

I) En este ·cálculo el principio de no-contradicci6n, 
,(A¡"iA), no debe ser un esquema válido. 

II) De dos f6r111ulas contradictorias, A y 1A, no será 
posible en general deducir una f6rmula arbitraria B. 

III) Debe ser simple extender (
11

, 11"~"'• al correspon· 
,diente cUculo.de predicados de primer orden (con o sin -
igualdad). 

IV) C , .J ~~, deben contener la mayoría de los esqu~ n . . 
mas y reglas de Ca, que no inter.fieran con las primeras -
condiciones. (Evidentemente, las últimas dos condiciones · 
son vagas). 
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2.1.1 EL CALCULO C1 • 

Empezaremos con introducir el cálculo C1 , que tiene 
los siguientes postulados, donde Aº es una abreviaci6n P! 
ra ,(A&,A): 

(1) A.,. (B+A) 

(2) (A+B)+((A+(B+C))+(A+C)) 

(3) A A+B 
B 

(4) A&B+A 

(S} A&B+B 

. (6) A+ (B+A&B) 

(7) A+AvB 

(8} B+A1'B 

(9} (A+C)+((B+C)+(AvB+C)) 

(10) Av1A .. 

(12) Bº+((A+B)+((A+iB)+°")) 

(14) Aº&Bº+(AvB)º 

(lS) Aº&Bº+(A+B)º 
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Tenemos: 

TEOREMA 1.~ En CJ las siguientes reglas de deducci6n 
del cálculo proposicional son verdaderas¡ con A, By C •-. 
f6rmulas y r cualquier conjunto de f6rmulas. 

(Implicaci6n) 

(Conj unci6n) 

(Disyunci6n) 

(Negaci6n) 

(Introducci6n) 

Si r, A\- B, 
entonces r \- A+B 

(Metateorema de 
la deducci6n) 

A, B ... A&B 

A \- AvB 
B r AvB 

(Eliminaci6n) 

A, A+B ... B 

(Modus Ponens} 

A&B r A 
A&B \- B 

Si r , A \- e y r , B \o- e 
entonces r, AvB lo- C 

(Prueba por casos) 

,,A\- A 

(Regla· de la doble .. 
negaci6n). · 

Obs6rvese qu·e la regla de introducci6n de la nega- • .; 

citSn o reducci6n al absurdo (Si J', A r B y r, A r ,B en- -

tonces r \-,A) no es vUida; en C1 puede ser dicha como -

sigue:. 
Si r, A ._ Bº ¡ r, A.,. B y r, A ... ,B entonces r \-,A, 

TEOREMA 2.• Entre otros, los siguientes esquemas no 

son v41idos en CJ: 

,A+(A+B). '1A+(A+,B) A+(iA+B) · 

A+(,A+"\B) A&1A+B 

(A+B)+((A+"\B)+,A) A+11A 

(A~,A)+1B ,(A•1A) 
(AvB)&1A+B (A+B)+(.,B+,A) · 

Donde A++B representa (A+B)&(B+A) 

AnA+1B 

(A-1A)+B 

(A""B)•(.,A+B) 
A,._..-,,A 
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Dem.- Es suficiente con emplear las siguientes matri· 
ces: 

A&B:A B 2 3 Ad:A B 2 3 MB:A B 2 3 ,A:A ,A 
l 3 l j 1 l j 3 l 3 

2 l 3 2 1 l 1 2 .1 j 3 2 1 
3 3 3 3 3 l l 3 3 1 l l 3 

,, 

donde 1 y 2 son los valores de verdad designados. 
Con ellas, todos los axiomas de C1 toman valores de-­

signados, Modus Ponens preserva valores designados y· los -
esquemas no váiidos toman algún valor 3. 

TEOREMA 3.- En C1 todos los esquemas y reglas de de-­
ducci6n del cálculo proposicional clásico positivo son ver. 
dade~os, y si adjuntamos a C1 el principio de contradic---
ci.Sn, obtenemos C0• En C1 tenemos también: · 

Bº, A-+B ... ,B ... ,A, Bº, A+1B "".B+,A 
Bº. ,A+B r ,B+A 

\- (A+1A)+1A 
.\- Aº+(,A}° 

Bº, ,A+,B \- B+A 

~ (,A+A)+A 

Aº\- A++,,A 

!!!!!!_.-Demostraremos rAº-+(,A)º para lo cual basta con 
demostrar Aº \- (,A) 0 por el teorema 1. 

1. ,(A,1A) •A 0 , Hip6tesis 
2. 1A• 'TIA-+ 11A Postulado s 
3. 11A-+A Postulado 11 
4. 1A&11A+A Trans. 2, 3 
s. 1A&T\A-+1A ·Postulado 4 

•'"' 

6. A 0 +( (,A,,1A+A)+(('1A' 11A+1A):+.,ClA&11A))) Postulado 12 
J. (,A&11A+A)-+((,A&11A+1A)+1(1A&11A)) M.P. l, 6 
8. (1A&,1A+1A)+1(,A&11A) M.P. 4, 7 
9. \('1A&11A) •(,A) 0 M.P. s. 8 
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TEOREMA 4.- Si las f6rmulas at6micas de r, A son A1 , 

A2, .•• , Am entonces ·r ~A en C0 si y solo .si -

r' Aj ' Az' ' .. ' A~ \-A en Cr 

~.-

"'>) Supongamos r r A en Ca ento11ces existen B.P ... ,Bn 
con Bn=A f~rmulas tales que B.l es elemento de r o axioma · 
de Ca o consecuencia de anteriores por Modus Ponens para · 
J~~· 

P.D. r, A;, ••• , A; l-B¡_ en C1 para J~~ por induc·· 
ci6n sobre i. 

B. es 
.(. . 

\ 

elemento de r 
axioma de Co 

. consecuencia de anteriores por M.P. 

A) Si B.l es elemento de r; r, Aj,~···· A; \.-B¡_ en C1• 

B) Si B.l es axioma de C0: 

i) Si B¡_ es una .instancia del postulado 
(A+B)+({A+,B)+,A), sin pérdida de generalidad, 
todas las f6rmulas at6micas de B son fórmulas • 
at6micas de ro A entonces por los postulados -
(l3), (14) y (lS) y el teorema 3 tenemos que 
Aj, •.. , A~ ~ Bº en C1 y ademb 
Bª+({A-+B)+((A+,B)+1A)) es postulado de C1 por • 
lo tanto Aj, ... , A; r (A+B)+((A+,B)+"'&A)•B.l en· 
C1 entonces r, Aj, ... , A~ r B¡ en c1• 

ii)-Si B¡_ no es una instancia del postulado 
(A+B)+((A+~B}+,A) entonces B¡_ es axioma de C¡ -
por lo tanto \- B¡_ en C1 entonces 
r, Aj, ... , A~ "9B.l en C1• 

C) ·si B. es consecuencia.de anteriores por Modus 
.(. . 

Ponens, existen .t.1,.l.2<.t tales que B.(B.c.~B.l pe-
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ro por hipótesis de inducci6n tenemos que . . 

r , Aj 1 ... , A; \- B .l, 
en C1 , por lo tanto 
Modus Ponens. 

en C; y r, Aj, ... , A; 1- B .l;B .l 
r, Aj, ... , A;\- B.l en C1 por -

Entonces para toda .l tal que J~.l;S.11 r, Aj, ••• , A; .... B,¡_ 
en C1• en particular r, Aj, ... , A;\- Bn en C1 es decir, 
r, Aj, ••• , A; 1-A en C1 que es lo queríamos demostrar. 

<=) Supongamos r, Aj, ... , A~ ._A en C1 entonces exis­
ten B 

1
, ••• , B n =A fórmulas tales que B .l es elemento de. r, o 

A~ para alguna j tal que 1iJ~, o axioma de ( 7, o conse··· 
J . -

cuencia de anteriores por Modus Ponens, para 1~.l~ • 

P.D. r ._ B .l en Co -para 1 $).~, por inducción sobre .l. 

{ 

elemento de r . · 
A~ para alguna j tal que 1iJ~ 

J. d e . axioma e 
1 

consecuencia de anteriores por M.P. 

B.l es 

A) Si B ,¡_ es elemento de r, r ._ B ,¡_ en c0·• 

B) Si B1 ·A~ para alguna j tal que 1:J~, B.•,(A .&1A.) 
-c. J .(. J J 

entonces ._B.(. en C0 por lo tanto r r B .l en C0• 

C) Si B. es axioma de C1, B. es axioma o teorema de -
.(. .(. · c0, por lo tanto r ._ B .l en Co· 

D) Si B,¡_ es consecuencia de anteriores por Modus 
Ponens, existen .c.1 ,.t 2<.l tales que B .•B .+B. pero por 
h ' 6 • d ' d ' 6 .(.B& .t, .(.C B 1p tesis e 1n ucc1 n tenemos que r \- . en 0 y r t- B..... . 

. ~ ~ .~ 
en _C0 por lo tanto r 1- B.(. en Co por Modus Ponens. 

Entonces para toda.(. tal que J~.i.~, r \-B.l en ( 0 , en 
particular r \- Bn en Co es decir r r A en C0 que es lo que 
queríamos demostrar. 



• 21 • 

DEFINICION l.· 1"A = 1A &Aº 
MF 

,.-A es llamada la negaci6n fuerte de A 

TEOREMA S.- En C1 -f' tien~ todas las propiedades de · 
la negaci6n clásica. Por ejemplo tenernos: 
1- Av"'ftA \-¡" (A&,"A) \- (A+B)+((A+¡"B)+¡"A) 

!!!:!!!.· • Demostraremos \- (A+B)+( (A+i"B)+1"A). Por el 
teorema 1, basta con demostrar A+B, A+1"B \-,"A, como 
,"A=1A&Aº demostraremos A+B, A+i"B '1-'lA y 

A+B, A+1"B .,_Aº. 
Tenemos que A+1*B=A+(¡B&Bº) y 1B&Bº+1B, 1B&B0 +Bº en· 

tonces A+i"B ·~ A+iB y A+.,-B r A+Bº por transi tividad de 
la implicaci6n; por lo tanto basta con demostrar que 
r .,_1A y r '1- Aº con r.;.{A+B, A+,B, A+Bº}. 

A) A, r \- B; A, r 1-,B: A, r ... Bº entonces A, r ... ,A 
por teorema 1, 1A, r 1-iA, por lo tanto Av,A, r \-1A -
por teorema 1, pero A•,,A es axioma por lo tanto r '1- 1 A. 

B) Aº• r .,_Aº por definici6n de deducci6n, 1A~ r \- Aº: 
.1) 1A º=ii(A&1A) Hip6tesis 
2) 1,(A&lA)+A&1A Postulado 11 
3) A&1A M.P. 1 • 2 
4) A&1A+A Postulado 4 

5) A M.P. 3, 4 
6) A+B Hip6tesis 
?) A+1B Hipóte.sis 
8) A+Bº Hip6tesis 
9) B M.P. S, 6 

jO) 1B · M.P. s, 7 
jl) Bº M.P. s, 8 

12) B"1B Teorema 1 y 9, .10 
l3) (B&1B)+(A&1A+B&1B) Postulado· l 
14) A&1A+B&1B M.P. 12, 13 
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15) ,(B&1B)+l(A&1A)=Bº+A0 

.16) Aº 

Teorema .3 y l.1, 14, Pos. 13 
M.P. jj, lS 

Por lo tanto r, ,Aº r Aº y r, Aº r Aº entonces por 
teorema 1, r, Aºv1Aº \.-Aº pero Aº~,Aº es axioma de C1 por 
lo tanto r \-Aº. 

Entonces tenemos \- (A+B)+((A+,*B)+,111A) que es lo que· 
ríamos demostrar. 

TEOREMA 6.- C1 es consistente. 

!!fil!·· Supongamos. que C7 es inconsistente, entonces 
existe una fórmula A tal que \.- A y r"lA en C J' sean Aj, ... , 
A; las fórmulas at6micas de A entonces A¡, ••• , A;\- A y -
Aj, ••. , A; \-1A en C1' así por el teorema 4, \-A y \-,A en 
C0 entonces Co sería inconsistente X• por lo tanto C1 es -
consistente. 

DEFINICION 2.- Un sistema no-trivial S es finitaaente 
trivializable si hay una fórmula F (no un esquema) tal que, 
anexando F a S como nuevo axioma, el sistema resultante es 
trivial. 

TEOREMA 7. • C1 es fini tamente trivializable. 

Dem.· Sea A f6rmula en el lenguaje de C1 tal que \-A 
y F=,,-A, por el teorema S tenemos \- "'*A+(A+B) para cual-­
quier f6rmula B del lenguaje de C1 entonces, aplicando Mo­
dus Ponens, s~ demuestra que el sistemaC1UCF} es trivial. 
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2, .1 • 2 EL CALCULO Cn' n> 1. 

e, no es el único cálculo proposicional que satisface 
las condiciones I-IV. Dejando a un lado otras posibilida­
des, describiremos una jerarquía de cálculos C1, C2, ••• , -
Cn' ... , Cw• teniendo propiedades similares a aquellas de -
c1• Para introducir Cn l<n<w, es conveniente abreviar --

. A00
•••

0
, donde el símbolo 0 aparece m veces, m~1, por Am,­

y A1&A 2& .•• &Am por x~? Los postulados de Cn' 1:i}t<W, son 
los de c1, exceptuando los postulados (12)-(15), que son -
reemplazados por los siguientes: 

(l 2') 

(13 1 ) 

(14 1 ) 

(1s 1 ) 

Bl•~( (A+B)+( (A+1B) +1A)) 

A'"'&Bf/ll+(A&B)ll') 

A"'l &B'"~ (A vB) ll'l 

i"' &B"''+ (A +B )"'., 

Los postulados de Cw son (l)-(ll) de c1 • • 

Obsérvese que Aº=A1 .. l> y A1 ;A2 ~l'~ 

'"' , .. , DEFINICION 3.- 1 í\ .C., 1A¡A , n~1. 

En particular, i*A y ,u~ son abreviaciones de ,A&Aº. 

TEOREMA 8.- En Cn, l~<w, ,c.nl tiene todas las propied,! 
des de la negaci6n clásica. 

TEOREMA 9.- Cada cálculo perteneciente a la jerarquía 
Cn' O~<w, .es finitamente trivializable. Cw no es finita­
mente trivializable •. 

TEOREMA lO.- Cada cálculo de la jerarqub Ca, e,,. .. , 
Cw es estrictamente mh fuerte que aquél que le sigue. 
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~.- Demostraremos que cada postulado de CntJ es po~ 
tulado o teorema de en. entonces todo teorema de cntJ es -

teorema de Cn por lo tanto CntJ~Cn· 
Por el teorema 2 tenemos que C1~C 0 , análogamente 

CntJ;icn. 
Como los postulados l -.11 de Cn+J son postulados de 

en' es suficiente demostrar ~ue los postulados 12' y 13' -
de CntJ son teoremas de en' para los.postulados 14• y 15' 
la demostración es análoga a la del postulado 13'. 

(l2') 

(l3 t) 

P.D.\- ri>+((A+B)+((A+"1B)+"1A)) en C para n~O. . n 

Para n•O, \- (A+B)+((A+1B)+,A) en Co entonces 
L U\ e r B +((A+B)+((A+,B)+1A)) en O' 

. Para n>O 

l) f 1
+((A+B)+((A+,B)+iA)) Postulado 12 1 

2) B!Mt1•B"'&B .. , +B\ft\ Postulado 4. 
lftlo) 

3) B +((A+B)+((A+,B)+"1A)} Transitividad + 

Por lo tanto r B'°...,!..((A+B}+((A+,B)+iA)} en Cn· 
'""" (lotll lll'll P.D. ~A &B +(A¡B) •en Cn para n~O. 

Para n=O, ~ 1( (A&B) &1(A&B))• (A&B)bl en Co entonces 
~Ñ',&B"'+(A&Bf, en c

0
• 

Para n>O 
~ (/lil\ 

i) Demostráremos A \-A. en Cn· 
Como A""""•f1&AW'M por definición,· basta con 
demostrar A"" r- A ..... 

Primero demostraremos por inducci6n sobre 
k el lema A'A &,A-.. r A&1A en Cn' para k>O. 

Para k•1 
A1 &1A' ~ ,.A, • ,,(A&1A) 

pero ,,(A&,A)~A&1A por postulado 11 
por lo .tanto A' ,,A' \- A&1A 
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· Para /¡.+] 

Supongamos para /¡. , 
Atu 1&"'tA'r.•1 .. (A'a.'J &1(A'll.)' 1- A'A.&iA'--

. - ~ ~or ba~e inductiva, y !l. &1~ \- A&1A 

por hip6tesis de inducci6n, por lo 
tanto A...,,1 &1A't."' r A&1A. 

Entonces, como caso particular tenemos 
A" &1A" \- A&1A en C.n , por lo tanto 
1- (A" &"lAn) +A&1A en Cn. 
P.D. i .. ' ... AMI 

.· l) AC.""> Hip6tesis 
2) (A"&1Af'>)+A&1A Lema 

3) A&1A+A Postulado 4 
4) A&1A+1A - Postulado 5 
5) (A" &1A" )+A . Trans. + 2, 3 

6) (A" &iA" )+1A Trans. + 2, 4 
7) K'+( (A"&"\/(' +A)+( (A" nA" +"ll\)+1(A" •V."))) 

Postulado 12' 
8) (A" &1/(' +A)+( (A" ¡'\J\" +,A) +1(A" ,,A")) 

M.P. 1~ 7 
9) (An&1A"+"lA)+'"\(A"&"\A") M.P. · S, 8 

lO) -,CA"nA")•A,,., M.P. 6; 9 

ii) P.D. '\-A'~''&B'-!+.(A&B)WA . 

1'"'''&B1
"'

1
'•i"'&A,..1 .&Jl'°&B,.., \o- K",&Bl"" como 

J.<1\ .J.t>\ '"" . . • A &.15"+(A¡B) por postulado 13 1 , tenemos 
CoM•l \/'4', r~ que ~ &B \o- (A&B pero por el teorema 

(i) anterior (A&B)~~'\- (A&B)""'' entonces • • 
por transitividad A~~&B'._.,'~ (A&Bf'"'\por • 
lo tanto \.- A'--'1rnl""~(A&B)',..'' que es lo •• 
que qued.amo.s demostrar. 



- 26 -

TEOREMA .ll (ARRUDA).· Los cálcul.os Cn' Js.n~w, no son 
decidibles por matrices finitas. · 

TEOREMA 12 (FIDEL).- Los cálculos Cn' J:;¡i~, son dec! 
dibles. 

TEOREMA 13.- Los esquemas del teorema 2 no son váli·· 
dos en e~. J ~~w. 

TEOREMA 14.- En Cn• 
B<."~ A+B \- "\B+,A 

Bl"~ ,A+B ~ ,B+A 

\- (A+1A)+"\A 
t"'' \- ("\A)c.t.l 

Js.n<w se tiene: 

B'"~ A+-lB ..._ B+,A 

Bu.~ 1A+,B \- B+A 

\- ("'\A+A)+A 
\- A""ll"' 

TEOREMA 15.- Cn' O~~w son consistentes. 

Dem. • Consecuencia de que Cnc:!o (teorema 10) y de que 
· Ca es corisistente •. 

TEOREMA 16.- En Cw, la ley de Peirce ((A+B)+A rA) no 
es verdadera. 

En general, los resultados válidos en C1 pueden ser · 
adaptados para·aplicarlos en en. 2~<w, 
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2. 2 EL CALCULO DE PREDICADOS C~, J ~~. 

Cj, C2·····.C~ son los cálculos de predicados de pri- · 
mer orden correspondientes a CJ' C2, ••• , Cw· 

2 . 2 •. l EL CALCULO C J. 

Primero estudiaremos Cf • La lista de sus postulados 
son los de CJ más los siguientes; con A f6rmula, x varia-­
ble, C f6rmula que no contiene libre a x y t un término li 
bre para · x en A (x) • 

(I) C+A(x) (II) '#xA(x)+A(t) 

G+\lxA(.x) 

(III) A(t)+°hA(x) (IV) A(x)~ 

3xA(x)+C 

(V) Yx (A (x)) º +{'lxA (x) j 0 (VI) ~x(A(x))º+(lxA(x))º 

(VII) Si A y B son f6rmulas congruentes (i.e • .,_ A~B),. 
o una es obtenida de la.otra quitando cuantifi­
cadores nulos, entonces A,._..B es un axioma. 

TEOREMA l7.- Todas las reglas del teorema 1 son váli­
das en Cj, adem4sde las siguientes, donde A y C son f6rmY: 
las, C np contiene libre a x, t es un t6rmino libre para x 
en A(x) y r es cualquier conjúnto de f6rmulas. 

(Introducci6n) 

(Generalizaci6n) A(.x) \- ~xA(x). 

(Existencia) A(t) ~ ~(x) 

(El iminaci6n) 

. ~(x) ~ A(t) 

Si r, A (x) \- e . 
entonces r, !xA(x) ~· e 

Los ·esquemas v~lidós. para la 16gica de predicados po-
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sitiva clásica son también válidos en Cj. Si aumentamos -
a este cálculo el esquema ,(A&L~) como un nuevo postulado, 
obtenemos CQ· 

TEOREMA 18. - Si las f6rmulas a t6micas de r, A son A 1' 

A2, ••• , Am' entonces r t- A en CQ . si y solo si 
r, Aj , A2 , ••• , A; \-A en Cj. 

Dem.- Análoga a la del teorema 4, solamente nos falt~ 
ría probar que si tenemos una f6rmula B en el lenguaje de 
Cj entonces Bº\- {'lxB)º en Cj y Bº\- ~xB)º en Cj pero es­
to se deduce del teorema 17 y los postulados (V) y (VI). 

TEOREMA 19.- Cj es indecidible. 

~.- Consecuencia de los teoremas 17 y 18 y de la Í!!. 

decibilidad de c0• 

TEOREMA 20.- Cj es consistente. 

~.- Análoga a la del teorema 6. 

TEOREMA 21 • - En Cj 
lidos: 

los siguientes esquemas no son vá-

,lx'lA(x).-~xA(x) 

ihl(x)-~x,1\(x) 

,'4x"\A(x)++3xA (x) 
~"lA{x).._..,~xA(x) 

Dem.- Para tener una idea de la demostraci6n podemos 
~ -

dar informalmente un modelo de dos elementos donde cada 
equivalencia sea falsa: 

,3xiA(x)-~xA(x) y ~x"1A(x)++,'4JCA(x) 

A X ,A X 

l V F 
2 V V 



- 29 -

y 

l F V 

2 V V 

2.2.2 EL CALCULO DE PREDICADOS e:, n>l. 

Los postulados de e: son aquellos de Cn' 2~<w, más -
los siguientes: 

(I) - (IV) y (VII) 

(y ) °"x(A(;x)jn'..(~(x)'fnl n 
(yI ) 'h(A(;x))tn~(hA(x} )Ot> n 

de e• .1 y 

Los postulados de C~ son (l)·(:ll} y (1)-(IV). 

TEOREMA 22.- Si las f6rmulas atómicas de r, A son A1, 
A2, ••• , Am, entonces r t- A en Ca si y solo si 

lm Utl' (ni e • r, ~J' .P\ 2, ... , ~m .,. A en n' J~<w. 

TEOREMA 23.- Los cálculos C!, O~~w son indecidibles. 

TEOREMA 24. - r A en e; si y solo si '"°A en Cn' 1~~, 
donde A es cualquier f6rmula del lenguaje de Cn· 

TEOREMA 25.- Cada cálculo de la jerarquía C3, e;, ... , 
e; es estrictamente más fuerte que la que le sigue. 

Dem. • AnUoga a la del teorema 10. 

COROLARIO.· e:, O~~, son consistentes. 

TEOREMA 26.- e:, O~<W son finitamente trivializa··· 
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bles, pero e~ no. 

C• 1 (~) . d 1 . TEOREMA 27.- En n' i,n~, 1 tiene to as as propie-
dades de la negación clásica. 

2.3 LOS CALCULOS e;, l~:spi. 

Cj, e; .... , e~ son i~s cálculos de predicados con la 
igualdad correspondientes respectivamente a e;. c2, ... ,c;. 
e: ~s obtenido .de e;, 1~~. como e; es ~onstruido de c3. 
En particular, adjuntamos los nuevos postulados: 

(I') x•x, (II') x•y-.~A(x)-tA(y)) 

donde x, y son variables, y libre para x en A(x). 

2.3.l EL CALCULO Cj. 

'Una li~ta de los resultados más importantes relativos 
. a e; son los siguientes: 

TEOREMA 28.- Tenemos en Cj; con x, y, z variables, A, 
F f6111ulas y x, y libres para zen A(z). 

... x•x t-x•y-ty•x 

..,.x•y+(A(x)+-tA(y)) 

(A (z)} 0 ~-· A (x) .,A (y) -t'X"Y 
... '#y(f (y)-]x(x•y•F (x)) 

l-x•y•y•z-tX•z 

.. ~ylx(x•y) 

\- ~X ('.F (X) ¡'#y (f (y) .+ix•y)) .-iit y (x•y-F (y)) 

TEOREMA 29. • Si las componentes at6mi.cas de .las f6r--
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mulas de r y A son AJ, A2, ..• , A.m entonces r 1- A en e; si 
y solo sir, Aj, A;, ... , A; r A en e;. 

TEOREMA 30.- Cj es indecidible, y adjuntando a éste • 
la ley de la no-contradicción, obtenemos C0. 

TEOREMA 31. - Si el símbolo de la i.gualdad no aparece 
en la fórmula A, entonces r A en Cj si y solo si t- A en - · 
Cj. 

El teorema anterior es importante, porque muestra que 
los esquemas que no son válidos en e; tampoco son válidos 
en Cj. Por ejemplo, los esquemas "1A+(A+B), ,(AnA), -

{A(x)-1A(x))+B y ,(A(x),1A(x)) no son válidos en Cj. 

2.3.2 LOS CALCULOS. e;, ">l. 

Podemos probar para e;. 1~~ los siguientes resulta· 
dos. 

TEOREMA 32.- Los esqueaas y f6rmulas del teoreaa Z8 • 
son verdaderos en e:. 1<"<111,. reemplazando el sfabolo • por 

\11) Los esquemas y f6rmulas en donde 0 no aparece son ta•· 
bi6n verdaderos en e~. 

TEOREMA 33. • Si A1, A2 , ... , A,. 

cas de r, A entonces r \o- A en Co 
.Lltl '", 111., ·e· r, "'i• ~,, ... , K,,. ..-A en "' 1.sJ&<W. 

son las f6r•ulas at6•i 
si y solo si 

TEOREMA 34.· e;, O~<w, son indecidibles y consisten· 
tes. 
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TEOREMA 35 •• Cada c'lculo de la jerarqu1a e;, Cj p .. ' 

e; es. estrictamente mh. fuerte que aquellas que le siguen • 
. Los c4lculos· e:, O~<IAI son finitamente trivializables. C~ 
no es Íinitamente· trivializable. 

TEOREMA 36. • En e:, J ~<w , -f'll tiene todas las propl!, 
· dades de la negaci6n clbica. · 

. Coné:luimo.s que' Co (resp~ctivamente Co, C0) est4 conte-
~ido. (bafo una tra.slaci6n conveniente) en e: (respectivamen, 
te e:,: Clt), 1~<W. e: es tambi6n una exten5i6n· .conser~at! 
va de C!, O~~· .El teorema de reemplazo no es v.erdadero 
para C

11
, . e: y e:, O<·tt~. En particular, no· tenemos en es· 

tos sist.emas :. A++B ... ,A+-+1B · en general. 

•. 

.. 
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3. - EL s.1srEMA NF J • 

Bl c4iculo con~truido puede ser usado para examinar • 
las bi.en conocidas paradojas. Vamos a analizar informal-· 
mente la paradoja del mentir?so. .En un lenguaje intuiti.vo 
Ln basado en Cn' o~~w; uno puede ~ceptar que ·es posible -
habl.ar acerca de enunciados como en un lenguaje ordinario. 
(Los lenguajes L11', O~n~w, son presupuestos como suficien-

. temente {uertes. dude ·el punto de vista del. poder de expr!t 
si6n). . Tomando n•l para· fijar nuestras ideas:. una simple 
foraulaci6n de 1á .parad~j a de1 mentiroso es como sigue:. 

a) .Este enundado implica su negaci<Sn. 

. . 
Razonando colliO en el caso cU'.sico· (n•O), uno deduce -

que: · 

•t-a·,,a 

Si~ ·~mbargo, como A¡1A+B, '1A+(A+B)·, etc., .no son es·-
.· quemas v4lidos d.e e,, a no c'ausa dfrectamente ninguna dif! 
~ultad en Lr Pero )lay una forma m4s fuerte ~e la parado· 
ja del mentiroso la cual no puede ser superada con el ar-~ 
did d~ usa~· un .lenguaje cuyo cUculo proposicional subya -::-

.. cente es e,, es decir: 

11).Este enunciado implica su negaci6n fuerte~ 

·Con un argumento formal andlogo al clásico, es posi-· 
ble probar que: 

1 
:Bn este caso, como ~ Ar'*A+B en C¡, tenemos u~a anti-
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noaia real en LJ: ~hace nuestro lenguaje trivial. Bn po­
cas. palabras, para cada ~11 , ~;SJt"iW, hay una formulaci~n de 
la paradoja del aentiroso que causa su trivialidad. No P!. 
sa lo 11is110 con respecto a Lw· . As~, en lenguajes de laJ C!. 
te¡or~a L

11
, D~<w, deben ser impuestas a~¡unas limitacio-­

nes de autMeferencia. Sin embargo, esto no si¡nifica que 
debaaos elialnar todas 1as formas de enunciados auto-refe­
rentes. Los enunciados tales·como ex no necesitan ser eli­
minados de L., coJIO sin sentido, ·aunque sean auto-contradis 
tori~s •. No hareaos nin¡dn otro comentario con respecto a 
las pa~adojas· no··aate11,ticas en esta secci6n. Ahora estu· 
diarnos un ~ilt•~ Nf 1 de teoda de Conjuntos que es in·· 
consistente pero •,P•rentemente no-trivial. 

3.l DESCRIPCION DB fff1• 

La 1G¡ica subyace~te·de NF, es Cj y el ~ico slmbolo 
no· l~aico es el s!abolo rdacional binario E. Por lo tan -
to, los slabolos pdaitivos de NF 1 son las variables. indi· 
viduales:,+,,·, 'v, .,, V, '3, (, ), •,E. Las nociones de· 
fdr11u1a, prueba (fo.rllal), etc., son definidas como es -­
usual. 

· DEFINICION 4. • Si F (x) y G (y) son f6raulas tales que 
t no ocurre libre en P(x) y z no ocurre libre en G(y), en· 
tonces: 

xa,G()') ..¡, iz (~y(yczoH-G(y))•xcz) 
. 'G(y)cx .; i~ (.'ly(ycz..-.G(y))•ux) 
JP(.x_)c96(1) ~ lt!z{'h(xct++P(x))•V,.(ycz...+G(y))Uu) 
x-fG()') ~- !1(Yy(ycz++G(y))llt•z) 

'6C1>•x .;. iz ~y(ycz-G(y))•z•x) . : 
.iP'Cx>•?G 6'> ~ 3t1z (Vx(xct ...... F (x))•'l)o(ycz-G(y) )H•z) 



l2F(x) 
°jl.xF (X) 

NOTA: La 
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.; ~t"x (xe t++F (:x)) 

ck~ 3.:x (F (x) &'iy (F (y)+.xay)) 

idea intuitiva de yG(y) es· {y: G(y)}. 

DEFINICION S.- {a1,a2, •.. ,an) es la n-upla ordenada -
compuesta por a1 , a2, .•. , ªn' n~l, cuando n=l, escribimos 

{ ªt)=at.' 

DEFINICION 6.- Una fórmula es estratificada si es po-. . 
sible p~ner numerales para las variables de tal manera que 
"e" ocurre solamente en contextos de la forma "ncn+J". 

POSTULADOS ESPECIFICOS DE NF 7: 

(P 7) \lx(xey++xcz)+y=z 

(P 2) '3y'h:(xcy-t-+F(x)), donde x, y son variables., y es 
distinta ax, y no ocurre libre en F(x), y esta f6rmula es 
estratificada, 

(P 3) :ly'4x1 ••• \Jxn ({x 1, ••• ,xn') cy++(x 1, ••. ,xn'> ix¡), 
1~.l,. 

Para los siguientes postulados, ~F(x) y 9G(y) son li-
bres para ten A(t). 

(P 4) ~F (x)•yG (y) .... (A(xF (x))+-+A(yG(y})) 

(P 5) :lxF (x}&A{iF (x) )+3tA(t) 

(P 6~ 3xF (x) &VtA(t)+A(xF (x}) 

TEOREMA 37.- En NFJ tenemos (bajo las restricciones -
usuales): 

r3XF(x)..+3!y~x{xcy+-+P(x)) 

'- liF(.x)-iF {;x)•2F (x) 

._ ~iF(x)+ (iF (:x)•yF (y)) 

._ xF(x)•yG(y)+3xF (x)r.~9G(y) 
1-Vx(F(x).-G(x))r.3iF(x)+lxG(x) 



.. ~F (x)=yG(y} ... 9a (y) .. ~F (x) 

.. xF (x) "YG (y) &yG (y}=2H(z)-t-xF (.x) =2H(z) 

.. :lxF(x)~'4x(xaF(x)++-F(x)) 

.. :JI\ 

.. 3V 
J. ~.2F (X) ""'ly (ym~F (.x) .-'lx (x r.y .-F (x} ) } 

1- ~x(P(x)+-+Q(x)}+xP(x)=xQ(x) 
.. Vy~x(x&X(xr.y)-ny) 

"' Vy (y=x(xr.y)) 

"' V~zlx(xr.yvxu} 
J. '-'rVz~(xr.y&xr.z) 
~ 'ly~~ (xty) 

.. "lx"f}y (XEy.-xt.y) 
f. xUx•x · 

.. xVy•yUx 

.. (xUy}Uz•xu(yUz) 
,.. xv(xny)•x 

1- (.xny)f\z•xnCynz) 
1- Xl\XQX 

1- xny•yl\x · 

., xC\(yUz)• (xny)\J(xnz) · 

1- xV(ynz}•(xuy)O(xUz) 

1- Xl\(XVy)•x 

\. Xf\,¡_/\ 
.. A•V 
F xUV•V 
t- xvA•x 
... ASV . 
._ .xVx•V 
t. ~x1uSC(x). 

t. Yx3SC(x) 

NOTA: · · ·A":, ~ (.xl'x& (x~x} º } 

V :i i(x•x)· . · 

- 3ti -
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TEORE~IA 38.- NF1 es inconsistente (pero aparentemente 
no trivial). 

Dem. - En NF J podemos derivar la paradoja de Russell. 
Esto es, r 3~(:x.tx) y, consecuentemente, 
r .X (x.t:x) c~0ctx) &~ (:xtx) t~ (.xt:x) • (Es más, en NF 1 podemos d~ 
rivar la paradoja de Russell para relaciones, como es 
obvio). 

NOTAS. - 1) La clase. R .. ~(xtx) tiene varias propiedades 
interesantes. Por ejemplo: ¡..RtR, t-RcR, \o-RcR&RtR, 
~ RUR•V, ~RcRnR, r !USC(R) y r'aSC(R). 2) La restric--­
ci6n impuesta en el postulado (P2), el.esquema de separa-­
ci6n, es aparentemente necesaria,· porque la existencia de 
clases· tales como ~(.,*(xcx)) y ~{xcx+B), donde B .es una. -
f6rmula arbitraria, podrta hacer a NF1 trivial. 

3.2 NF1 y el sistema. de Quine NF. 

DEFINICION 7.- La ,*-transformada de una f6rmu1a· Fes 
la f6rmula F* obtenida de F reemplazando en 6sta cada ocu-

· rrencia de "1por una ocurrencia de-,•. ·s1 res una suce-:­
si6n de f6rmulas, entonces r• es la sucesi6n correspondien. 
te de las ,*-transformadas de las· f6T111ulas de r. 

TEOREMA 39. - Si r 1- F en r•F. (SiSte111a de Quine), enton 
.ces r* "" F* en Nf 1. 
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~· • Consecuencia del teorema 36 y de (la forJ11a de) 
los postulados de NF y NFJ• 

COROLARIO.· Si· \- F en NF entonces \- P* en NF 1 • 

El corolario anterior nos muestra que NF está conte-· 
nido en Nf1• Es mb, este últi1!'o sistema es estrictamente 
mb funte que el de Quine. (SlJponiendo que NF es consis·· 

· tente) •. 

TEÓREMA 40.- La no-trivialidad de NF1 implica la con· 
sistencia de NF. 

Dem.-· Supongamos· que NF .es inconsistente, entonces •• 
existe una f6rmula A del lenguaje de NF tal que "" A y \o- 1A 
en Nf, entonces por el ~orolario del teorema 39 tenemos -­
que \.-A* y ~.,*A* en Nf1 pero como ._ (A*&""*A*)+B. pan cua! 
quier f6Taula B del lenauaje de NF1 entonces NF 1 es tri-·­
vlai: Por lo tanto~ si NF1 no es trivial, NF es consist~!l 

te. 

Resuaiendo, NF 1 és un.· sistema inconsistente y muy · • 
fuerte. Aparentemente, no e~ trivial, pero no podemos pr2_. 
bar su ~o~trivialidad ds o menos en el mismo sentido en -
el cual uno es incapaz de probar la consistencia de los -· 
sistemas deductivos fuer.tes tndicionales. Bste hecho es 
una consecuencia de la generalizaci6n· de los teoremas de 
G6del, que cubren el caso. de ciertos sistemas formales in· 
consistentes. 

·NOTAS: 1) NF1 puede ser reforzado en varias formas, • 
como una consecuencia, otras paradojas son derivables en -
'5te. · De una .manera anAlo¡a a bta en la cual hemos cons· 
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truido Nf1 , es posible construir una infinidad de teorías 
de conjuntos inconsistentes Nf1 , Nf2, ... , NFw' cuyas pro-­
piedades son similares a aquéllas de Nf1 , usando respecti­
vamente como lógica f~ndamental Cj, e;, ... ,(~. 2) Nues-­
tro punto de partida para construir NF1 fue Nf. Pudimos -
también emplear en lugar de NF cualquiera de las teorias -· 
de conjuntos existentes, tales como los sistemas de Zerme­
lo-Fraenkel, de Von Neumann-Bernays·G~del y de·KellerMor­
se. 

. \ 
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4 , • ULT L\tAS CONSIDERACIONES. 

La.16gica paraconsistente nos parece importante por -
las siguientes razones: 

1) En varios sistemas inconsistentes (y aparentemente 
no-triviales), tales como NFJ' pod~~os desarrollar, po·r Y!. 
rios recursos, ciertos conjuntos 'p~rad6jicos' cuya exis-­
tencia puede ser probada en ellos, pero que no existen en 
las teorías clásicas •. Este hecho no causa dificultades y 
desde un punto de vista preciso tales conjuntos 'paradóji­
cos' existen más o menos como los conjuntos usuales de la 
teoda. de conjúnta·s. existen. (Bstos nuevos conjuntos pue· 
den pensarse que existen de una manera similar en la cual, 
por ejemplo, existen los puntos al infinito en la geome--­
. tr!a .. plana Euclideana). Todas estas preguntas concernien­
tes al significado de las f6rmulas que.infringen el princi 
pio de contradicci6n y a la naturaleza de esta ley, origi­
nan problemas filos6ficos interesantes e im¡>ortantes. Evi 
dentemente, la 16gica paraconsistente puede contribuir pa­
ra clasificarlos. 

2) Las relaciones entre el esquema.de separaci6n y V!. 
rios tipos de 16gicas, mb débiles que el clásico, fueron 
estudiadas •. Bajo. condiciones precisas apropiadas, se pro­
b6 que el esquema de separaci6n es incompatible con cada -
una de una serie de 16gicas elementales d~biles. Esto so­
.lamente fue posible descubrirlo por un estudio directo de 
las.teorías de conjuntos inconsistentes y tdpicos relacio­
nados •. 
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3) Muchos problemas de carácter matem&tico han sido -
originados por la construcci6n de sistemas 16gicos que son 
aptos para funcionar como fundamentos para teorias paracon_ 
sistentes. Mencionamos aquí solamente las preguntas refe­
ridas a la algebrizaci6n de ciertos cálculos proposiciona· 
les, tales como en. J~:;._w. 

4) Algünas partes de 16gica paraconsistente se rela-­
cionan con las 16gicas modal e intuicionista. Estas c2_ 
nexiones, un poco sorprendentes a primera Jista, son tam­
.bién el punto de partida de importantes problemas, merece­
dores de serias investigaciones. 

S) El análisis sem&ntico de ciertos c4lculos nuevos,­
en el campo de la 16gica paraconsistente, parece ser muy -
prometedor, y numerosos resultados ya han sido obtenidos.­
En particular, se han definido algunos tipos nuevos de mo· 
delos y se han generalizado algunos resultados cl4sicos de 
teoría de modelos. 

6) La 16gica dial6ctica est4 íntimamente conectada --
con la teoría de paraconsistencia. Hay varias concepcio-­
nes conflictivas de dial6cticas, y para la mayoría de los 
expertos esto no es formal, ni en principio ·formalizable. 
Sin embargo, empleando dcnicas usadas en. 16gica paracon-­
sistente~ es aparentemente posible formaiizar algunas de -

. . . . 
las 16gicas dial6cticas propuestas. Es conveniente notar . . . 
que las formalizaciones .acerca de las que hablamos son an! 
logas en naturaleza a las formalizaciones presentadas por 
varias partes de matemáticas intuicionistas: no intentamos 
fundar la ldgica dialéctica en un formalismo dado, solo -­
trlltar ·de hacer e:xpHci tas ciertas 'regularidades'. del 'm2. 
vúniento dialéctico' • Ast, podemos lanzar una nueva luz -
en la ldgica dialéctica •. 
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4 SfMANTICA PARACONSISTENTE 
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4· SEMANTICA PARACONSISTE.NTE. 

l.- INTRODUCCION. 

En esta secci6n presentaremos una semántica bivaluada 
para el cálculo e,, que constituye.una generalizaci6n de. 
la semántica común del cálculo.proposicional clásico. 

A continuaci6n, los símbolos => y < .. > serán empleados 
como abreviaturas para la implicaci~n y la equivalencia 
metaling~ísticas. 

2.- UNA SEMANTICA :BIVALUADA PARA C3 • 

Sea T el conjunto de f6rmulas del lenguaje de C1• r . 
y A indicarán subconjuntos cualesquiera de T. F será una 
abreviatura del conjunto {Ac T: r \-A}. 

DEFINICION l.- res trivial si r•T; de otro modo, r -
es no-trivial. res inc~nsistente si hay al· menos una fó~ 
mula A tal que A, 1Acr; de otro ·modo, r es consistente. 

DEF!NICION 2.- r es un conjunto maximal no-trivial si 
no es trivial y, para todo A, si Atr, entonces rU{Al es 
. trivial. 

LEMA .1.- r\J{A} es trivi.al si y solo. si r "",AA, 

Dem. - •>) Supongamos rU{A) trivial, por · lo tanto -
ru{Al•T entonces ,AAc1ü'l'Al. es decir 
rO{A} .. ,AA, Por teorema de deducci6n 
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r ... A+.,.A, pero como "" (A+i*A)+.,*A en Cp -
tene•os que r ~ "'\*A. 

<•). Supon1aaos r .. ,*A, por lo tanto 
ril!A) """-\•A,. entonces ru{A)~ T ya que 
"" .,•A+(.A+B) para cualquier B. 

TEOREMA i.- Sir H un conjunto •axiaal no-trivial, -
entonce1: 

J. r .,.. A <•> Acr · 

3 • .Acr •> ,*Atr 
2 • .Acr d ~Acr 
4. t-A•>Acr 

s . .A~ A•cr •> "'ÍAtr 
"\A·, A•cr •> Atr 

7. A•cr. •> Atr d ,Atr 
Dea~ - . 

6. A, A+Bcr •> Bcr 

(1) •>) ~upon1~ilos Atr ~>fV{A) es trivial •> r ""'"1*A 
pgr el 1na 1 ¡ pero r no es trivial por lo 
tanto r lf' A. Ent~nces r """A •> Acr. 

<•) Acr •> r .. A por definicidn de deducci6n. 

(Z) Supon1uo1 .,•Atr •> r tl'-IA por (1) 

•> rU(Al no .. trivial por le•• 1 
•> Acr porque_ r es aaxiaal no-trivial 
por lo tanto ,*Acr 6 Acr. 

, (3) Supon1uos .,•Acr •> r .. ,•A 
•> rVCA>' es trlvial por leaa J 

•> Atr porque r •• no-trivial 
por lo tanto Acr •> ,•Atr. 

(4) .,. A•> r ... A•> Acr por (1). 

(5) (a) A, A'cr•> '1*Atr.por (3) •> 1AIA•tr 
· •> ·utr d A•tr p,or (l), coao A•cr entonces . . 
,Atr. 

(b)..,A, A'cr•> "t*Acr pues iA, A• ·.,_.,.A y por ,(1) 
. . 1 
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·si ·r ._..,,,A entonces ,*Aer 

=> Atr por (3). 
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(6) A, A+Bcr => Bcr pues A, A+B ~ B y por (1) si -

r t- B entonces Be r. 

(7) Se deduce de (4) y (5) tomando ""AviA. 

(8) Aºcr => (,A)ºcr pues Aº }- (IA)º y por· (1) si -

r \- (,A)º entonces (,A)ºcr. 

DEFINICION 3,- Una valuación de C1 es una función 

v: T + {0,1} tal. que~ 

1. v(A)s:O => v(~)=l 

2. v(,1A) .. 1 •> v{A)•l 

3. v(Bº)•v{A+B)av(A+1B)•l •> v(A)=O 

4. v{A+B)=1 <a> v{A) .. O ó v(B)•l 

S. v(A&B)=l <=» v(A)•v(B)=1 

6. v(AvB)•1 <•> v(A)•1 ó v{B)•l 

7. v{Aº)'"V{Bº)=1 => v((A+B)º)-v((A&B)º)•v((AvB)º)=1-

TEOREMA 2. - Si v es una valuación de C¡, entonces v. -t 
t 
\' tiene las siguientes propiedades: · 

\'· v(A)•1 <•> v(,*A)•O 
v(A)•O <•> v(A)•O y v(,A)•1 

v(A)•l <•> v{A)•.1 6 v(,A)•O 

Dem; - Solamente demostTaremos v(A)•l <•> v(,*A)•O · 

<•) v('"\*A)•O •> v(1A&Aº)•O •> v(,A)•O 6 v(Aº)•O (5) 

V{"\A)•O •> v("\1A)•l (1) 

•> v(A)•1 (2) 

v(Aº)•O •> v(,{A&1A))•O •> v(i1(A&1A))•1 (1) 

•> v(A'1A)•l (2} 

•> v(A)•v(,A)•l (5) 

•>) v(.,*A)•l •> v(''lA&Aº)•l •> v(.,A)•v(Aº)•l (S) 

•> v(Aº)•v(A+A)•v(A+"\A)•1 (4) 
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=? v(A)=O (3) 

entonces v(A}=l => v(,.-A)=O 

NOTAS: 1) La primera propiedad del teorema 2 implica 
las condiciones 1 y 3 de la definición de valuación. 2) El 
valor de una valuación v para una f6rmula arbitraria no 
está determinada, en general, por los valores de v para 
las variables proposicionales. 

DEFINICION 4.- Una valuación ves singular si hay al 
menos una fórmUla A tal que v(A)=v("'\A)=l. De otro modo, -
v es normal. Una fórmula A es válida si, para cada valua­
ción v(A)=l. Una valuación v es un modelo de un conjunto 
de fórmulas r si v(A)=l para cualquier elemento A de r. 
Si, para cada modelo v de r tenemos v(A)•1, decimos que A 
es una consecuencia semántica de r ,. y escribimos r \l.: A; en 
particular, .._A es una abreviatura de t"" A, y esto signi­
fica lo mismo que A sea válida. 

TEOREMA 3 • ..; r \-o A => r ~A. 

Dem. - Si r ~ A entonces existen A1, ••• , An fórmulas .: 
tales que An =A y A .l es axioma de C 1 ó elemento de. r .6 con­
secuencia de anteriores por Modus Ponens, para 1~.l~. De­
mostraremos por inducción sobre .i que r ~ A¡ para 1~.l~n. 

\
axio~a de C1 

A¡ es elemento de r 
consecuencia de anteriores por M.P. 

(A) Si A¡ es axioma de C1 se deduce de la definición 
3 que v(A.l)•1 para cualquier valuación, entonces r lia A¡• 

(B) Si A. est4 en r, para toda valuación modelo de r . . .(. . 
v(.A.l)•l, entonces r ~A¡_· 

(C) Si A¡_ es consecuencia de anteriores por Modus Po-
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ne ns, ex is ten .i.J, .i.2 <.i. tales que A 1=A 1+A . y r "- A . , r "' A . 
""'& "'"• .(.. .t, .ti, 

por hipótesis de inducci6n, entonces para cualquier valua-
ción v modelo de r, v(A.)=v(A.+A.)=J entonces por la defini 

~ ~ .(.. -
ci6n 3 inciso 41 tenemos que v(A¡_)ml, por lo tanto r FA¡_. 

En particular, r t:An=A que es lo que queríamos demo~ 
trar. 

COROLARIO.- l- A=> p A. 

LEMA 2.- Cada conjunto no-trivial de fórmulas está 
contenido en un conjunto maximal no~trivial. 

Dem.- Sea r un conjunto de fórmulas no-trivial. 
Definimos A como sigue; donde las f6rmulas del lengu!. 

je de C1 son· {Aa: a<6}. 

r0=r { ,*A 
rad=raU Aa a 

si r tf A 
si rª a-· Aª a a 

a+7<6 

r Y= Ji/ B si y es 
A•aY.sra 

ordinal límite, y<6 

Por definici6n rcA, demostraremos que A es un conjun­
to maximal no-trivial y con eso finalizaremos la demostra­
ci6n. 

A) A es no-trivial. 

Lo demostraremos por inducción. 

i} r0 es no-trivial por hipótesis. 

ii) Si rª es no-trivial. 
- Si r tf A , entonces r Jlo ,*"i*A por lo tanto « · « a a 

r \){~*A } es no-trivial por lema 1. 
a a --u~~ - Si rat- A

0
, entonces como ra•ra (A

0
}, rªU{A

0
} 

es no~trivial. 

Por 1o tanto r a+J es no-trivial. 

. . ~· 
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· iii) Supongamos que r ji es no-trivial para l!<y con y 

. ordinal l~mite. Si ~Yr ~ es trivial, ry ~ A y 
r Y t- , *A i:iara A una. f~rmula, entonces r 11 1- A y 
r I! f- ,•A para alguna I!, l!<y ?· Por lo tanto • 
r es no-trivial. 

y ' ' 

Entonces 11•
0
Y,,ra es no-trivial porque r a con a<~ 

es no-trivial. 

B) ·A es maxima1" 

.Sea A tal que Al.A, A•Aa para alguna« entonces 

·. A0 Ua+J •> "i*Aatr~+Jct.. 
Por lo tanto AU{A

0
} ~Aa. y AV{Aa.} t- -f'Aa., ,Le.· 

· · AU{A } es trivial. · 
a . D 

, ~OROLARIO.- Hay conjuntos de f6rmulas inconsistentes 
ma.ximales no-.triviales. 

~· - Tenemos. que {p,,p}, donde p es una var~able pr2. 
posicional, es un conjunto incon~istente pero no-trivial, 
ya que p,ip ~ ,*p entonces por el teorema 3 p,ip.,. :..•p. . ' ' . , 

Por lo tanto, por el le.nía anterior,'{p,ip} esta contenido 
en un conjunto maximal ~o-trivial, el cual es inconsisten­
te. 

LEMA 3~· Cada conjunto maximal no"'.trivial.r, tiene un 
modelo. 

Dem;- Definimos u~a funcidn vr: F ... {0,1} 'como s'igue: 
para' cada f6rmula A, si Atr, el conjunto maximal no·tri··­
vial, entonces vr(A)•l; de otro modo,· vr(A)•O, · Entonces • 
probamos que vr satisface todas las condiciones de la def! 
nici6n de va1uaci6n. 
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COROLARIO .1.· Cualquier conjunto de f6rmulas no-tri·· 
vial tiene un modelo. 

COROLARIO 2.- Hay valuaciones singulares (y, por su­
. puesto, tambi6n normales, 1. e. valuaciones no·singula.res). 

Dem. • · {p,,p} es inconsistente pero no-trivial. Por • 

lo tanto, este. conjunto est4 contenido en un conjunto maxi 
mal no-trivial r, que tiene un modelo vr; pero vr es, 
obviamente, singular. 

TEOREMA 4. - r .. A •> r\-A. 

!!!!!·-Supongamos r.,. A•> rW."l*"'l*A •> ru{'i*A} es no-­
trivial (Lema 1) •> ru{-i*A} tiene un modelo (Corolario 1) 

•>· r ~ A. 
Por lo tanto r la A •> r '- A. 

COROLAR~O .1. • .. A •> "9 A~ 

CO.ROLARIO 2. - r .,_ A < •> ·r ""' A · (Teorema de adecuaci6n} 

TEOREMA S.· Hay conjuntos· de f6rmulas inconsistent~s 
(pero no-triviales) que tienen modelos. 

DBFINICION S.- Sea A el conjunto (AºtT: \-A}. res· 
fuertemente no-trivial si ruA es no~trivial. Sea.ahora A 

el conjunto {A 0 r: T: A no es una variable proposicional}, r. 
es estrictamente no-trivial si ruti es no-trivial. 

TEOREMA 6.- (l) r es estrictamente no-trivial si y s~ 
lo si r es no-trivial y no existe una· f6rmula B .compuesta 
tal que r t- Ji y r t- ,B. 

(2) r·es fuertemente no-trivial si y solo Si r es no­
trivial y no existe una f6rmula A tal que r ._,A y \---A. 



- 50 -

(3) r consistente <~> r estrictamente no-trivial. 
r estrictamente no-trivial <~> r fuertemente no-­
trivial. 
r fuertemente no-trivial <~ r no-trivial. 

•> 

TEOREMA 7.- Hay conjuntos de f6rmulas fuertemente no­
triviales y conjuntos estrictamente no•triviales. 

Dem.- Probaremos solamente la primera parte del teor~ 
ma, i.e., que hay conjuntos de f6rmulas fuertemente no-tri 

· viales. En efecto, si ll es el conjunto {A 0 cT: t-- A), enton. 
ces A es consistente. Pero esto implica que A es también 
no~trivial. Por lo tanto, A está c.ontenido en un.conjunto 
maximal no-trivial A'. Sea~" el conjunto A'·A. A" es 
evidentemente un conjunto fuertemente no-trivial. La' se-­
.&~da parte se demuestra de una forma análoga • 

. 
. 3.- LA.DECIDIBILIDAD DE Cr· 

Por medio de la semántica para C1 anteríor, podemos -
derivar un m6todo de decisión para este clilculo. Esto se­

. rá ~l objetivo de esta sección. 

DEFINICION 6. - {Definición de Quasi-matriz). 
Para cada fórmula del lenguaje de ( 1 , podemos construir 

tablas llamadas quasi-matrices, de acuerdo a las instrucci~ 
nes siguientes • 

. ·Para construir una quasi-matriz para una f6rmula A, -
el procedimiento es: 

l. - Hacer una lista de .todas las variables proposici2. 
nales que ocurren 'en A, y colocarlas en una U:nea .• 

2;- Debajo de la lista de variables proposicionales, 
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poner en líneas sucesivas todas las posibles combinaciones 
de O's y l's que pueden ser atribuidos a estas variables. 

3.- Hacer una lista de todas las negaciones de las V! 
riables proposicionales y calcular estos valores, en cada 
línea, como sigue: si una variable tuvo valor O, la nega-­
ci6n tiene valor l; si una variable tuvo valor 1, dividir 
la linea en que esto ocurri6, escribiendo en la primera -­
parte el valor O para la negaci6n, y, en la segunda parte 
el valor l para la negaci6n. Cada vez que hay una divi--­
si6n, los valores son los mismos para las dos líneas en la 
parte de la izquierda de .esta divisi6n. 

4. - Hacer una 1i sta y calcular, para cada Hnea, el -
valor de cada subf6rmula de A, cuyas subfórmulas propias y 
sus negaciones han sido listadas y calculadas como sigue: 

(i) Cuando no haya negaciones, se procede como en 
una tabla de verdad para el cálculo proposicional clásico. 

(ii) Si cualquiera de las f6rmulas bajo considera­
ci6n es una negación de· la forma 1A', escribir el valor 1 
debajo de 6sta, en las l!neas donde A' tiene· valor O. En 
las líneas donde A' tiene valor 1 proceder como sigue: 

(lo.) Si A1 es de la forma 1B, checar si el -
·valor de B es igual al valor de ,B •. Si este es el caso, -
dividir la línea, escribiendo el valor O en la primera par. 
te y, en la segunda, el valor 1. Si el.valor de Bes. dif~ 
rente del valol' de ,B, simplemente esctibil' el valor o. 

(2o.) Si A' es de la forma B!C, donde s es ~, 
v 6 '• hay 2 casos a considerar: 

. (a) A' es de la forma D&,D, o de la for. 
ma ,D,D. En este caso, escribir el valor O para. la f6rmu­
la .,A'. 

(b) A' no es .de la forma D&,D 6 ,D&D. - . 
En este caso, checar si el valor de B e~ igual al valor de· 
1B, o si el valor de C es igual al valor de ,c. Si esto. -
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es verdadero, dividir la U.nea, escribiendo el valor O en 
la primera parte y, en la segunda, el valor l. Si por el 
contrario, el valor de ~ es diferente al valor de ,B, y el 
valor de C es diferente al valor de ,e, simplemente escri­
bir el valor O. 

LEMA 4. - v: r ..,· {0,.1} es una valuación si y solo si: 
1. - v(,A)•O •> v(A)•l 
2. - v(1,A)•l •> v(A)•l 
3.- v(Bº)•v(A+B)•v(A+,B)•l •> v(A)•O 
4.- v(A+B)•l <•> v(A)•O 6 v(B)•l 
S.- v(AiB)•l <•> v(A)•v(B)•l 
6. ~ 'v(AvB)•l <•> v(A)•l 6 v(B)•l 

7.- v((A+B)º)•O •> v(Aº)•O 6 v(Bº)•O 
7'.- v((AiB)º)•O •> v{Aº)•O 6 v(Bº)•O 
7ii,. v((A\IB)º)•o •> v(Aº)•O 6v(Bº)•O 

LEMA S.- v(Aº)•O <•> v(A)•v(,A)•l 

Dem.- ~>) v(Aº)•O.•> v(Ai,A)•l •> v(A)•v(~)·l 

<•) Supongamos que v(A)•v(,A)•1, si v(Aº)•l en­
tonces· v(A)•v(,A)•v(Aº)"'l, esto es, v(A)•v(,"A)•l, y v no 
seda una valuaci<Sn. Por lo tanto, v(Aº)•O. · Por consi--­
guiente, v(A)•v('lA)•l •> v(AºJ•O. 

LEMA 6.- v: T.+· 10,l} es una valuaci6n si, y solo si, 
las condiciones 1-6 del lema 4 se cumplen y: 

7i.- v((A+B)º}•O •> v{A)•v(,A)•l 6 v(B)•v(,B)•1 

7ii.- . v((UB)º)•O •> v(A)•v{,A)•l 6 v(B)•v(-.B)•1 

7iii.- v((AvB)º)•O •> v(A)•v(,A)•l 6 v(B)•v(,B)•1 

DEFUHCION. 7. - Sean v una valuaci6n y F .una f6rmu1a· •. 
Entonces, v11 es la restl'icci6n de val.conjunto de subf6r­

aulas. de F y .negaciones de. subf6rmulas propias de F. · 
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LEMA 1.~ Para cada valuaci6n v y cada f6rmula F, 
v (P)•vp (.P). 

DEFINICION a.~ Sean v una valuaci~n y r un conjunto • 
de f~riaulas; vr es la restricci~n de v.• las f~rmulas der. 

DBPINICION 9.· Deciaos que una linea de quasi·matriz 
corresponde a vr, si vr(A) es el valor correspondiente a • 
A en esta l~nea, para cada Acr, donde r es el conjunto de 
fdraulas de la tabla. 

LIMA a.- Dada una quasi·•a~rh M, para cada valuaci6n 
v hay una l~nea de M. que corresponde a v r, donde r es el • 
conjunto de f6l'llu1as de M. 

!!!.!• - Por incluccidn sobre n, el nOmero de columnas de 
M. 

Para n•.1 

Si M tiene una colUlllla entonces r•(p) con p va·· 
riable propollcional, entonces para cualquier valuaci6n, -
vcP)~O 6 v(p)•J, 1.e. dacia una valuaei&n hay una Unéa de 

· M que corresponde a v r • 

Para n+l 

. Sea r de K+l eleaentos, sea A' la proposici6n e~ 
rrespondiente a la dltiaa columna de M, o sea la n+1·6siaa. 

a) Si A' es ele la foru AIB donde 1 es +, \J 6 '• 
la valuaci6n en A y B deteraina la valuaci6n en AIB isual 
que en el calculo proposicional cl&sico, debido • los inc! 
sos 4, S y 6. de la clefinici6n ele valuaci6n o del lema 4. 

1 . . 

b) Si A! .es de la foru "1A y v(A)•O en~onces 
v CA' )~J debido a1 inciso ·1 de la definici6n ele valuaci6n. 
Si· v(A)•J: 
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i) Si A es de la forma ,B y v(B)"'v("1B) enton-. 

ces v(A')=O 6 v(A')=l; si v(B)i'v(,B), como v(1B)=.l enton-­

ces v(B)=O por lo tanto v(A')=O debido a la contrapositiva 

del inciso 2 de la definici6n de valuaci6n. 

ii) Si A es de la forma B§C, donde § es ~. 'il 6 
&: 

+ Si A es de la forma D&,D 6 de la forma -
,D&D, v(A')=O ya que si v(D&,D)=1 6 v(,D&D)al entonces 

v(;D)=v(,D)=l, si además v(1(DnD))'"v(,(1D&D))•v(Dº)'"l ten­
ddamos v(D) .. v(,.DJ .. l lo cual no puede ser por teorema 2. 

+ Si A no es de la forma D&1D 6 ,D&D: 

- Si v(B)=v(,B) 6 v(C)•v(iC) entonces 

v(A')•O 6 v(A')•l. 

- Si v(B)~v('\B) y v(C)~v(1C) entonces 

v(Bº)•v(Cº)•l por lema 5, •> v((BIC)º)•l por inciso 7 de -

ia. defini.ci6n de valuaci6n, •>. v(BIC)Jllv("\(BIC)) por lema S,, 

por lo tanto v(BIC)•l •> v(A')~V("1(BIC))•O. 

Entonces como cada valuaci6n tiene una.línea de M que 

c.orresponde a vr-{A'} por hip6tesis de inducci6n, cada va­
luaci6n tiene una línea de M que corresponde a vr debido a 
lo anterior y a la manera en que se construy6 M. D 

DEFINICION JO.- Sea f4 una quasi:.matrh para una f6rlft!! 

la A y sea r el conjunto de subf6rmulas y negaciones de - -

subf~rmulas propias de A. Sea k una linea de esta quasi·­

Jl!!ltdz y k(F) el valor .atribuído a F en k. Entonces A(r,k) 
es el conjunto de f6nnulas tal que, para· cada f6rmula F: 

I. Si Ftr, entonces FEA(r,k) si y solo si k(F)•O 

II. Si Ftr, entonces FcA(r,k) si y solo si: 
a) F es at6mica; d 
b) F•,Fl y ·F.ltA(r,k); 6 



e) F=f1&F2 y F1cA(r,h) 6 FztA(r,k); 6 
d) F=F1VF2 y FjcA(r,k) y FzcA(r,k)¡ 6 
e) F=Fj+Fz y F]iA(r,k) y FztA(r,k). 

Algunas propiedades de los conjuntos A(r,k): 

l) 1AtA(r,k) => AtA(r,k) 
2) ·AcA(r,k) => -nAtA{r,k) 
3) ,•Aca{r,k} <=> AiA{r,k} 
4) A+BiA(r,k) <=> AeA(r,k) 6 BtA(r,k) 
5) AcA(r,k) ó BcA(r,k) <=> A&BcA(r,k) 
6) AtA(r,k) 6 BtA(r,k) <u> AvBtA(r,k) 
1). (ASB)ºE:A(r,k) •> AtA(r,k) y "'IA{A(r,k). 6 

BtA(r,k) y1BiA(r,k) 
(donde § es '• '11. 6 -+) • 

- SS • 

. LEMA 9. (ANDREA LOPARIC). - Para ca~a línea k de una 
quasi-matriz M, hay una valuaci6n v, tal que vr correspon­
de. a k, donde .r es el conjunto de fórmulas de M. 

Dem. - ·Sea v · la función de len {O, 1} tal que, ¡>ara C!, 

da Ac T, v (A)•O si y solo si AcA (r, k). Entonces, por las -
propiedades .l·7 de los conjuntos A(r,k), v es una valua··· 
ción. Como v r y lt 1 coinciden 1 , ha y una va 1 uación v, ta 1 ~ 

que vr corresponde a k. 

TEOREMA 8 0:1·. FIDEL). • C1 es decidible. 

!!!!!!.; • Con~ecuéncia de los leni~s 7, 8 y 9 y del teore· 
ma de adecuación; la f6r111ula A es un te~rema de C1 si, y • 
solo si, en cualquier quasi·matriz de A, la-última columna. 
contiene solo unos; en efecto, en este caso tenemos para -
cualquier valuación v: 'Y(A)•vr(~)•l, donde res el conjun·. 
to de todas las subfórmulas de A y negacioMs. de las ·at6m!:' 
cas que aparecen en A. 
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2. ,(A•B)+"1A111B es válido en C1: 

A B· "lA .,B A¡B . ,(A'8) "lAv1B 1(A•B)+,Av"'IB 
o o 1 . 1 o 1 1. 1 
1 ·O o 1 o 1 1 1 

1 1 o 1 1 1 

o l 1 o ·O 1 1 1 
1 o 1 1 1 

o o 1 o . O 1 . 
o 1 1 1 1 

o 
1 

1 

•ta extensi.Sn de 1a semhtica d~ C.i al cálculo Cn' 
J<n~11, no. es diftcil, y fue hecha por Andrea Lopar_ic ·Y . 
E.H.Alves. Precisamente COllO en el caso .. de e,, 1as'sem•n 
ticas para e"~ 1<n~w, pueden.ser usadas para decidir·estos 
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cálculos. 

Con ayuda de métodos similares a los estudiados en e~ 
ta secci6n, podemos demostrar la siguiente proposicitSn: 

TEOREMA 9.- Si Nf es consistente, entonces NF1 es no­
trivial. 

La importancia de este teorema es obvia. Esto hace -
evidente que la teoría de conjuntos paraconsistente NF 1 es 
tan segura como NF, dado que NF está contenida en NF1• 
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. ANEXO 1 
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LISTA DE POSTULADOS 

. CALCULO PROPOSICIONAL CLASICO . CC 0l 

(l) A+(B+A) 

(2) (A+B)+((A+(B+C))+(A+C)) 

(3) A A+B 

B 
(4) A¡B+A 

. (S) A¡B+B 
(6) A+(B+A¡B) 

(7). A+AvB 

(8) B+AvB 
. (9)' (A+C).+(~-+C)+(.A'llJl+C)) 
(lO)' (A+B)+((A+i,)+"\A) 

(J1) ~~+A " 

CALCULO DB PREDicADOS CLASICO · CCo> ·adicional· 

,El tlraino. t debe ser libre para la .variable x en la 
· fdraula A Cx). · 

(I) . C+A'CJc). (iI) 'lxA(x)+A(t) 

C:+'tXA(x) 

· (III) A(t)+'liA.(x) , · (IV) A(x)-+C 

~xA (x)-+C • 

. . CALCULO l>B .PREDICADOS CON. IGUALDAD ce;>. ·adicional •.. 

· (I I ' ) x•y+ (A (x)+/. (y)) 

Donde x, y son ;variables, y Úbre par~ X en A(x~, · · 
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. ' 

ANEXO 2 • 
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. POSTULADOS BSPECIPICOS DEL SISTEMA DE QUINJl CNfl 

" 

· (P2) ~yVx(xcy..,.F(x)), 'donde x, y son variables, y e~ 
distinta ax, y no ocurre libre en F(x), y esta f6rmula -
es estratificada. 

ia 161ica.su~yacente del Sistema do Quine es el. c•1c~ 
·lo de Predicados C1'sico con IguBldad CC0>.. · 

. . . ' ' 
• '" ~ lft•». , .. ~-+,,,•t .. <'.~ ~ 
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