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1 PROLOGO.

El objetivo de este trabajo es el de explicar lo que
es la l4gica paraconsistente de una manera introductoria.

Para ubicarla dentro de la L&gica diremos primero -
" que hay dos ramas de ésta: las clisicas y las no-clésicas.

Una 16gica cldsica es el cilculo de bredicados de -
primer orden, o alguna extensidn de éste tal como el cidl-
culo de predicados de orden superior,

Una 16gica no-cl4sica difiere de la clésica en que -
puede ser basada en lenguajes mis ricos en modos de expre
si6én, o en principios bisicos totalmente distintos, o pue
de tener una diferente semdntica.

Hay dos categorfas principales de 1l6gicas no-clisi--
cas, las l8gicas que son presentadas como complementarias
a las 16gicas clisicas y aquéllas que son alternativas a
éstas; podriamos llamar a estas categorfas como las 1é6gi-
cas complementarias y las l6gicas divergentes.

Las 16gicas divergentes son 16gicas que son o pueden
ser puestas como alternativas a las 16gicas cldsicas  con
el objeto de suprimirlas y ocupar su lugar en alguno o en
todos los dominios del conocimiento, dentro de éstas se -
encuentra la 16gica paraconsistente. (Ver figura sig.)

Antes de entrar en materia, daremos un poco de histg
ria acerca de sus antecedentes, basfindonos en un articulo
escrito por Ayda I. Arruda, acerca de aspectos del desa--
rrollo histérico de la Légica Paraconsistente.
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2 ANTECEDENTES



2 ANTECEDENTES.

Podemos decir que una clase especiél de Légicd,empig
za propiamente a existir solamente después de la construc
"cidn de al menos un cédlculo de predicados de primer orden,
De acuerdo a este punto de vista, podemos decir que la L§
gica Paraconsistente es un campe de la Légica creada por

el logicista brasilefio N.C.A. da Costa, en 1963.

Pero las ideas bisicas de una nueva ciencia, o un --
- campo de ésta, aparecen en muy diferentes lugares y duran .
te un largo tiempo antes de que la ciencia sea realmente '
creadd. La L6gica Paraconsistente no es una excepcidn, -
antes del trabajo de da Costa en 1963, encontramos las --
ideas principales de lafLGgica'Paraconsistente en los tra
_bajos de Kukasiewicz, Vasil'év y especialmente de‘Jaskoqg
ki.

E1l manejo de las contradicciones dialécticas influen
ci6 en la construccibn de la L6gica Paraconsistente. . Sin
embargo, esta influencia no fue en el sentido de formali-
zar aspectos del discurso dialéctico, sino en el sentido
‘de construir 16gicas que pueden ser usadas como base para
teorias inconsistentes pero no triviales en general. Con
secuentemente, no consideramos aqui los estudios filosSfi
‘cos en dialéctica durante el periodo de creaci6n de 1a --
L6égica Paraconsistente. Otra fuente de inspiracién para
la creaci6n de la L6gica Paraconsistente fueron las geome
trfas no euclidianas; esto aparece muy claro en el trabn-

'jo de FKukasiewicz y Va511'év.



JAN KUKASIEWICZ (1878-1956).

~ Bstrictamente hablando, Kukasiewicz no es un precur-
sor ‘de la L6gica Paraconsistente, es mis bien un precur--
sor de las 16gicas no clisicas en general. Sus estudios
de silogismos aristotélicos lo guiaron a darse cuenta de
que la ley de contradiccién, -(A§-A), pudiera no ser vali
da en general. Entonces &l conjeturd que muchas leyes de
ldgiéa'clésica juegan un papel similar al postulado de -~
las paralelas en geometria y, consecuentemente, que una -
.16gica sin una de estas leyes también merece, al menos en
principio, ser estudiada.

Aunque FKukasiewicz no trat6é de construir ningln sis-

tema de 16gica paraconsistente, sus ideas influenciaron a

su estudiante Ja§kowsk1 en la construccidén de la 1l6gica -

"~ discursiva, la’'cual es una clase de légica paracon51sten-
te. :

- NIKOLAJ A. VASIL'EV (1880-1940).

El primer precursor de 1la 16gica paraéonsistente es
el logicista ruso N.A. Vasil'év, y"sus»mo;ivaciones hacia -
una 16gica no aristotélica son muy similares a aquéllas -
de Kukasiewicz, aunque seguramente trabajaron independien
temente y no influyeron uno en otro.

En 1910, Vasil'év publicé su primer ensayo. Empezan '
do con una. nueva clasificaci6n de juicios en juicios acer



ca de hechos (en donde exfresa un hecho ocurriendo en un
instante fijo de tiempo), y juicios acerca de conceptos -
(en donde expresa leyes no temﬁorales), €1 concluye que -
la 16gica de juicios acerca de conceptos'es una clase de
l6gica no aristot8lica. Porque, de acuerdo con €1, hay -
solamente tres tiﬁos diferentes de juicios acerca de con-
ceptos: 'cada § es P', 'ninglin S es P' y 'solamente algu-
nos (no todos) § son P, y el.resto no son P'. Cualesquie
ra dos de estos juicios no ﬁueden ser simultineamente -- .
ciertos, pero ﬁueden ser ambos falsos. Entonces, para -
' los juicios acerca de conceptos Vasil'é@v establece una -
clase de 'ley del cuarto excluido': 'Para cada concepto S
y predicado P, s6lo uno de estos juicios debe ser c1erto,‘
y un cuarto juicio no puede ser formulado'.

~En 1912 y 1913, Vasil'év extendid su'visién en su 16
gica no arlstotellca de conceptos a una clase de 16g1ca -
que fue 1lamada 18gica imaginaria. De acuerdo con &1, ca
da sistema 1631co esti compuesto de dos partes: la metal§
gica, conteniendo las leyes del pensamiento la cual no --
puede ser eliminada porque un sistema sin ninguna de es---
tas leyes no. puede prop1amente ser llamado 16gica, y las
bases ontolégicas de 18gica, conteniendo las leyes depen-
diendo de las propiedades de los objetos que consideramos.
La metalSgica es la misma para todos los sistemas posi--
bles, pero no las bases ontol6gicas de la 16gica. De --
acuerdo con Vasil'év, la metalégica es la 'primera 16gi--
ca', anterior a cada l6gica; ademis, para €1, la metaldgi
ca es la légica de s6lo una clase de juicios: juicios .-
afirmativos; una 1631ca de 'd1mens16n uno', en su terming
dogfa: Para e1, empezando desde 1la metal&gica podemos --
‘construir 1la 16g1ca aristotélica sumando juicios de una -
“nueva‘clase,ilos'juicios negativos. Asi, la 16gica aris-



totélica es una 16gica de 'dimensién dos', pues tiene jui
cios de dos clases diferentes. Desde la 1l6gica aristoté-
lica  podemos construir la l6gica imaginaria de 'dimensibén
tres', sumando juicios de una tercera clase, i.e., 'jui--
cios indiferentes': 'S es P y no P!, E1l nombre l6gica --
imaginaria viene del hecho de que Vasil'év no cree que --
las contradicciones existan en nuestro mundo real, sola--
mente en un mundo posible creado por nuestra mente. A;I,
* Vasil'év hipote iza nundos imaginarios de cualquier 'di--
mensi6én 1égica'| finita n, i.e., una 16gica con juicios de
n clases diferentes. Tebricamente, de acuerdo con 61, --
desde una 16gica de dimensién n, n2!, es posible construir
una 16gica de dimensibén n+! adhiriendo juicios de una cla
se {n+1)-aria. |Aquf, como en todos los ensayos de -
Vasil'@v, la principal fuente de inspiracidn es la geome-
trfa no euclidiana, y 81 hizo més con la 16gica aristoté-
lica que lo que Lobachewski hizo con la geometrfa eucli--
diana. E1 no tuvo un &xito completo, pero present§ un --
buen resumen de Sus concepciones.

Bn 1a 16gica imaginaria de Vasil'év de dimensifn --
" tres, la ley ontoldgica de contradiccién -Un objeto no --
puede tener un i edicado que 1o contradice- no es vélida,
mas una ley metalSgica de no autocontradiccién -Unoc y el
mismo juicio no pueden ser simulténeamente verdadero y --
falso- es vilida. ‘ '

. Aunque A. Church incluye ehsayos de Vasil'&v en su -
bibliografia de ligica Simbdlicn,;pefmanecen casi descono
cidos hasta 1962, Cuando se redescubrieron, fueron prime
ramente intarpfet’dos como 16gicas multivaluadas. Por es
tos hechos, sus ideas no :l'nfluenciaron, como pudieron ha-
cerlo, al desarrollo de la Légica Paraconsistente.



STANISLAW JA§KQWSKI (1606-1965).

JaSkowski fue el hrimer,logicista en construir un --
sistema formal de 1l6gica broposicional paraconsistente, -
inspirado por los trabajos de Xukasiewicz sobre el princi
Pio de contradiccién de Aristdteles. i

El ensayo de JaSkowski en 16gica discusiva (algunas
veces referida como discursiva) aparecié originalmente en
Polonia en 1948, y en una traduccidn al inglés, en 1969,
-Las princibales motivaciones de JaSkowski para construir -
la 16gica discusiva son las siguientes: 1) El problema de
sistematizacifn de teorias que contengan contradicciones
‘como ocurre en la dialéctica; 2) E1 estudio de teorias --
donde hay contradicciones causadas por vaguedades; 3} El
estudio directo de algunas teorfas empiricas cuyos postu- .
lados o suposiciones bdsicas son contradictorias.-

JaSkowski hizo una clara distincién entre sistemas -

contradictorios (aquéllos que incluyen dos tesis tales --‘“

‘que una es contradiccidén de la otra), y. 51stemas sobre---
fcompletos (aquéllos en donde todas las férmulas son tesis).
Asi pues, la 16gica clisica no es adecuada para el estu--
dio de los sistemas contradictorios pero no sobre-comple-
tos por la ley p»(ap»q), 1a cual &1 1lama ley de implica-
"cibn de sobre-completez. Asf, el problema de la 1l6gica -
ﬁaré”sistemas contradictorios es formulado por &1 de la -
siguiente manera: '...la tarea es encontrar un sistema de
cllculo de enunciddos el cual: 1) cuando aplicamos siste-
mas contradictorios deben no siempre ocasionar su sobre--
completez;.Z),debé ser suficientemente rico para hacer‘pg'
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sible practicar inferencias; 3) debe tener una justifica-
cién intuitiva. Obviamente, estas condiciones no determi
nan unfvocamente una soluciGn, ya que ﬁueden ser justifi-
cadas en varios grados, la satisfacci6n de la condic16n 3
~ es -algo dif!cil de apreciar objetivamente'

El menciona algunos sistemas ya conocidos en los cua
les la ley de sobre-combletez no es vilida en general., -
‘Mds, de acuerdo con 61, ninguno de estos sistemas proveen
una buena solucién al problema de la 16gica de sistemas -
contradictorios.

Asi, Ja!kowski propone su propia solucién, su ldgica
_discusiva. El término '16gica discusiva' viene de lo si-
guiente. Consideremos que las tesis propuestas por va--
rios participantes en una discusiﬁn contienen términos cu
yo significado es impreciso. Si tales tesis son combina-
dls en un sistema deductivo, entonces sus consecuencias -
no reflejan una opinidn uniforme. Consecuentemente, las
tesis de tal sistema (el cual exprosl las opiniones proba
bles de los participantes en la discusién) deben ser in--
tuitivamente interpretadas como si fueran precedidas por

el silbolo de posibilid:d, Q.
" para describir su 16gica discusiva JaSkowski da las
siguientes definiciones.

fDBF.,J.~ ImplicaciGn discusiva:
' Ta 0p+q (01 simbolo @ sélo afecta a p)

DEF, 2.- 'Bqu;valencialdiscusiyg:
Ly L (Op+q) & (0q+p)
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NEWTON C.A. DA COSTA

En 1958, da Costa empezé a trabajar sobre sus ideas
~ acerca deila importancia del estudio de teorfas contradic
torias. De acuerdo con &1, las teorfas contradictorias -
no pueden ser excluidas a priori, porque la eleccién de -
los postulados de una teorfa es libre y hay de hecho teo-
rfas cuyas suposiciones iniciales implican contradiccio-- '
nes determinantes. Para 81, las teorfas consistentes e -
. inconsistentes tienen el mismo status 16gico. La Gnica -
- particularidad de las teorfas inconsistentes es que deben
ser basadas en sistemas 16gicos diferentes al cllsico. .-
porque de otra manera deberfn ser triviales (lo que Ja$--
kov;ki_lllmd sobre-completo).

. Bstas ideas fueron completanbnte trnbajadns en 1963
cuando ppblicd un trabajo conteniendo su jerarqufa de 16-
glcas de priuér orden para el estudio de teorfas inconsis
tentes y las aplicé para 1a construccién de conjuntos de

teorfas inconsistentes pero aparentemente no- triviales.

En los siguientes capitulos trataremos la ldgica y -
'semlntica paraconsistente tal como &1 las expone en unas
_notas do ldgicns no-clfisicas en 1983.
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3 L0GICA PARMCONSISTENTE
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3 LOGICA PARACONSISTENTE.

1.- PRELIMINARES.

Un sistema formal S es inconsistente si hay una f£ér-
mula A del lenguaje de S tal que A y su negacibn, 7A, son
ambas teoremas de este sistema, En el caso opuesto, S es
consistente. S es trivial si todas las f6rmulas de su -
lenguaje son teoremas. Si hay al menos una f6rmula inde-
mostrable en S, S es no-trivial.

Si 1a 16gicé-£undamenta1 de S es 1la clisica, enton--

ces S es trivial si, y solo si, S es inconsistentel!. Por
- consiguiente, empleando tales 16gicas, los sistemas incon
. sistentes no presentan ningfin interés l6gico-matemético,

Usualmente, tratamos de cambiar las teorfas inconsisten--

~ tes para transformarlas en consistentes. Es claro que ba
jo esta transformacién algunas propiedades caracterfsti--
cas de una teoria inconsistente dada deben ser preserva--
das; por ejemplo, el sistema formal comGn de la teorfa de
‘conjuntos preserva ciertas caracterfsticas de una  teoria
-intuitiva de conjuntos que puede ser incthistente.

Sin embargo, hay ciertos casos en los cuales podria-

mos pensar en estudiar directamente una teorfa inconsis--
. tente. Por ejemplo, una'teori§ de conjuntos conteniendo

la clase de Russell (la clase de todas las clases que 1o
son miembros de s{ mismas) como un conjunto existente. -

184 ka 26gica fundameptal de S es la cldsica, serd teore-

" ma de S cualquier éanmuza de La foama A~+(WA+B) ¢ send -
“una regla de S el 'modus ponens';. asl 84 S es Lnconsis--
tente, habad una §6amula A delf - Lenguaje de S tal que am-
bas Ay A son teoremas de S. P e Lo anterior se despren~
de que -cualquier §damula B serd teorema de S.

. Moxra blen, 84 S e¢s trlvdal, enfonces clanamente S es An

" econsistente, : : : ‘

-



Pero, si intentamos hacer esto, debemos construir nuevos

tipos de 16gicas. De hecho, sin usar las nuevas l6gicas,
los sistemas inconsistentes perderian su 1mportanc1a 16gi
co~matem5t1ca.

Parece conveniente insistir en el siguiente punto: -
dado un 51stema 1ncons1stente S, nuestro fin no es elimi-
nar las p051b1es parado;as o inconsistencias de S, sino -
derivar tantas paradojas como Ssea convenlente, para anali
zarlas y estudiarlas. Sin embargo, esto no significa que
‘queramos que cada f6érmula del lenguaje de S y su negacién
sean teoremas, Intuitivamente hablando, en una teoria in
consistente S, presentando un interés real, hay 'buenos'
teoremas, cuyas negaciones no son demostrables, y 'malos'
teoremas,. cuyas negaciones son también teoremas, Por lo
anterior es claro que la negacifn en el sistema inconsis-
tente S, no se comporta igual que 1a negacién clisica.

En 1la 16gica paraconsistente estudiamos’ los sistemas
16gicos que pueden funcionar como l6gicas fundamentales -
de teorfas inconsistentes pero no-triviales. A continua-

cidn consideraremos algunos aspectos de la paraconsisten-
cia. ' :
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» E]
2.- 1os caLcuros Cy, Cry C,.

Presentamos en esta seccién ciertos célculos propo--
sicionales Cn’ Jansw. Dgspués, procederemds con 1a cons-~
truccidn del cd4lculo de predicades de primer orden corres
pondiente, sin la igualdad, Cn' Jgpsw, y con la igualdad,
C;, Jansw, Co, CG y Ca denotaran respectxvamente al cdl- -
culo proposicional clisico, el cdlculo de predicados de -
primer orden clisico sin igualdad y el cidlculo de predica
dos clﬁslco con la igualdad. Estos nuevos c51culos pue--
den ser-usados como fundamentos para teorias .inconsisten-
tes mo-triviales, como veremos mis adelante. La metaldgi
ca usada serd 1a 16gica clisica de primer.orden, los sim
bolos lﬁgicoé serin las variables proposicionales, «, &,
v, 3, ¥, 3, (, ), =. Las nociones de f6rmula, prueba (for
nal), etc., son definidas como es usual,

2.1 EL CALCULO (,,, Isnp.

‘Como Cn’ Isngw, intentan servir como bases para'teo- :
rias inconsistentes no-triviales, parece natural que sa--
tisfagan las- 51gu1entes condiciones:

1) En este'cdlculo el principio de no-contradiccidn,
71(A&"\), no debe ser un esquema vé&lido.
11) De dos férmulas contradictorias, A y 9IA, no seré
‘posible en general deducir upa f6rmula arbitraria B.

111} Debe ser simple extender C , lsnsw, al correspon-
,diente cdilculo de predicados de primer orden (con o sin -
igualdad)

V) C Jzngw, deben contener 1a mayorfa de los esque
mas y reglas de CO’ que no interfieran con las primeras -
condiciones. (Evidentemente, las iltimas dos condiciones
son vagas). o ‘ o
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2.1.1 EL CALCULO CJ. _

Empe‘zaremos con introducir el cdlcule CJ, que tiene
los siguientes postulados, donde A®° es una abreviacién pa
Ta WA&MA):

1 A*(B+A)'

-~ (2)  (AsB)+((Ar(B+C) )+ (A+C))

(3 A ‘A-fB |

o B

(4)  AsB+A

(s) -A&B-*B'_A

. ‘.(6) A+(n;.§.&n)"
Q) A-‘»AvB_“ "
’(s) B*Avnv,l
(9) (e (@0 (avBeT))
| '(m) '.‘AwA L |

(an “-\jg_-»p_(_*

D BB (W)
‘“(13) A°EB°+(A6B)° |
() A° 3+ (AvE)®

oas) ‘A°GB‘°‘+(A+_§5° o
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Tenemos:

TEOREMA 1,- En CJ 1as siguientes reglas de deducc16n'
del cdlculo propos1c1ona1 son verdaderas; con A, By C --.
f6rmulas y T cualquier conjunto de f6rmulas.

(Introduccién) (Eliminacién)
(Implicacién) Si T, A ¥ B, A, A+B & B
- entonces T = A+B
(Metateorema de (Modus Ponens) .
la deduccidn) v ,
(Conjuncién) A, B + AsB AsB ¥ A
g A¢B *B .
(Disyuncién) A ¥ AvB Sir, ACyr, B¥C
B ~ Av3 entonces T, AvB ¢
7 o ' (Prueba por casos) .
(Negacidn) . MARA s
: (Regla de 1a doble
negaci&n) B

‘Obsérvese que la regla de introducciﬁn de la nega--- N
“cién o reduccibn al absurdo (Si I, A VB y T, A F7Ben--
tonces 1‘ \-'\A) no es vﬁlida, en C] puede ser dicha cono -
" sigue: : '
Si T, Ak B" l‘, Al- B y ', Av"B entonces T +TA.

TEOREMA 2.« Entre otros, los sxguientes esquemas no
son vdlidos en CJ

“A+(AB). AA+(A+7B)  A+(7A+B) -

A+("A+1B) AGIA+B  A&IA+TB

(A+B)»((A+1B)+I14) A+1MA A (Ao-o'\A)-oB

(A+=+74)1B  m(ABA) : (Avn)-.(-mn)
L (AVB)ETASB . (AsB)+(AB>TA).  Aer VA -

Donde A«~+B representa (A+B)&(B+A) .
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Dem.- Es suficiente con emplear las siguientes matri-

ces:

AsB:AIB 123 AavB:AlP 123 aABiAlB 123 AA:Ala
1 113 1 111 1 113 1] 3
2l 113 2l 111 2l 113 2| 1
3] 333 . 31 113 30 113 3} 9

donde 1 y 2 son los valares de verdad designados.

Con ellas, todos los axiomas de C] toman valores de--
signados, Modus Ponens preserva valores designados y los -
esquemas no v4lidos toman algln valor 3.

TEOREMA 3.- En CJ ;odos los esquemas y reglés de de--
" duccitn del cdlculo proposicional clisico positivo son ver
"_daderos, y si adjuntamos a C el principio de contradlc---
c16n, obtenemos Co En CJ tenemos también:

, ASB = B+7A © B°, A+7B b+ BHIA )
°, MA+B - B | -n°, qA+IB & BoA”
b (AM)A bk (A+R)-A
FA°QA)° : 0 A°F AeA

Dem.- Demostraremos \—-A“-»(‘lA) para lo cual basta con
demostrar A° b (‘1A)° por e1 teorema ‘1.

1. ﬂ(A&'IA)=A° L - HipStesis
2, ARTATA P R Postulado 5
3. MA-A s . Postulado 11
4. MAETA+A o o " Trans. 2, 3
5. FAMA+A o : ' Postulado 4
. ~A°+((1A&‘I'1A+A)+((1A&'I'IA+1A)-n("lA&‘nA))) Postulado 12
(AGTAA)+((FAETIASTA) »1(VAETA) ) M.P. 1, 6
(AETIASIAY+1(FALIN) . . M.P. 4, 7

W e o
- o

. AAMAY =AY R M.P. 5, 8
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TEOREMA 4.- Si las férmulas atémicas de I', A son Apy
Agyeens Am entonces I~ A en Co si y solo si -
T, AJ, 2,..., A,‘; A en C].

Den.-

=3) Suﬁongamos Pk A en Ca entonces existen Bj,...,Bh
con B,=A férmulas tales que B, es elemento de I o axioma -
de Co o consecuencia de anterlores por Modus Ponens para -
Jdsisn.

P.D. r AJ,..., A F-B en C; para Isdien por induc--
¢ién sobre L. ‘

elemento de T
. B, es ‘axioma de (, |
’ consecuencia de anteriores por M.P.

.-A)_Si Bi es elemento de T r,'Aj,f..f.A; F’Bi en;C,.
B) Si'BL es axioma de (,:

i) si 'BL es una instancia del postulado -
(a+B)~+((A+B)*A), sin pérdida de generalidad,
todas las f6rmulas atémicas de B son férmulas -
atdémicas de I' o A entonces por los postulados -
(13), (14) y (35) y el teorema 3 tenemos. que -
Aj, ..y A;.F-B° en C, y  ademis .

~ B°>((A+B)+((A+1B)+7A)) es postulado de C; por -
lo tanto Afseevy Ay P-(A+B)»((A+1B)+1A)-BL en -
CJ entonces T, AJ,.... A k B, en C, :

11)-51 BL no es una instancia del postulado .-
(A+B)>((A+1B)+71) entonces B, es axioma de CI
por lo tanto V- BL en (,; entonces = -

I‘, A;'o-a,'A;""'B‘L en CJO
C)fSi Bi-és consecuencia de anteriores por Modus. -
Ponens, existen i1,42<4 vtalgs que 54;31731 pe-
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ro por h1p6te51s de 1nducc16n tenemos - que --
Ty Ajy«.., AS &B;, enC, yT, A},..., A} FB, B,
en C;, por 10 tanto T, Af,ivey Ap R B, CJ por -
Modus Ponens.

Entonces para toda { tal que Jgisn 1, A;,..., A; -3,
en CJ, en particular T, Aj,..., A; o Bn en CJ es decir,
Iy Aj,..., Ap A en (; que es lo querfamos demostrar.

o <=) Subongamos r, A;,..., A; A en CJ entonces exis-
ten.BI,..., Bn=A f6érmulas tales que B, es elemento derT, o
A°, para alguna j§ tal que Igjgm, 0 axioma_de C’, 0 conse-~--
cuencia de anteriores por Modus Ponens, para lgdcp.

- PD. T FB, ‘en Cp-para Jgign, por induccién sobre 4.

elemento der

° para alguna j tal que I_j,m
axioma de C’ : .
‘consecuencia de anteriores por M. P

‘ A).S1 BL es elemento dg I, F-Bi-en CO"

B) Si B, = AS para alguna j tal que Jgjsm, B, SN
- entonces kB, en C, por- lo tanto r B, en (,.

€} 51 B, es axioma de C,, B, es axioma o teorema de -
'ca, por lo tanto I B en Co

D) -Si Bi es consecuencia de anteriores por Modus -
Ponens, existen £J,£2<£ tales que B, :B +B ' pero por
hipdtesis de induccién tenemos que r + B, en Co yrvBs, +B
en Ca por lo tanto T F-Bi en Co por Modus Ponens.

Entonces para toda £ tal que Jgigm, T V—B en Co, en
particular 1 F-B en Co es decir r+ A en Co que es lo que
queriamos demostrar.< :
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DEFINICION 1. A £ TA &A°
A es llamada la negac16n fuerte de A

TEOREMA 5.- En CJ 7* tiene todas las propiedades de -
la negacién cldsica. Por ejemplo tenemos:
- AvPA Far (Asq*A) b (A+B)-+((A+*B)+*A)
b A qtqrp . R *As (A+B) b (A<1*A)+B

 Dem.-~ Demostraremos b (A+B)+((A+7*B)+7*A). Por el -
teorema 1, basta con demostrar A+B, A1*B 1174, como - -
1*A='IA&A° demostraremos A+B, A+TVB » 1A y
A+B, A+*B ¥ A°,

Tenemos que A-+B=A+(qB&B°) y 1B&B°+1B, B&B°+B° en-
tonces A+"*B = A+1B y A+"*B F A+B° por transitividad de
la implicacién; por 1lo tanto basta con demostrar. que
v y T + A° con T={A+B, A-\B, A+B°}.

A)A, TV B; A, T 1B: A, I' I B° entonces A, T k1A
por teorema 1, A, T kDA, por lo tanto AVIA, T 1A -
por teorema 1, pero AVIA es axioma por lo tanto T'¥ MA,

~ B) A°, T = A° por definicién de deduccién, VS A°:

B 1A°=‘\1(A&1A) . : Hip6tesis
_ 2)_"'11(A&1A)+A&‘IA . Postulado 11
3) A MP. 1,2
4) AGIA+A v Postulado 4
5y A . M.P. 3,4
6) A+B . Hipftesis
7) A58 - Hipbtesis
8) A+B°  Hipbtesis
9) B o M.P. 5, 6
1)1 "M.P. 5, 7
1) B° . . Mpp.5, 8.
12) B&B R Teorema 1y 9, 10
~13) (Bi‘lB)-r(AﬂA-rB&'!B) Postulado- 1

14) AG1A+BLTB 7 M.P. 12, 13
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15) " (B&1B}+1(A&IA)=B°+A° Teorema 3 y 11, 14, pos. 13
16) A° M.P, 11, 15§

Por lo tanto T, MA° = A® y r, A° I A® entonces por -
teorema 1, T, A°vIA® ¥ A° pero A°VIA° es axioma de Cy por
1o tanto I = A°,

Entonces tenemos ¥ (A+B)-+({(A+*B)+*A) que es lo que-
riamos demostrar.

TEOREMA 6. - CJ es consistente.

Dem. - Supongamos que (‘,7 es inconsistente, entonces -
existe una férmula A tal que A ¥y ¥IA en C,, sean Aj,...,
A;, las férmulas atémicas de A entonces A,,..., Am A y-
A",..., A" 1A en C,. asi por el teorema 4, Ay ¥IA en
Co entonces Co serfa inconsistente ¥, por lo tanto C, es -
consistente. '

B DEFINICION 2.- Un sistema no-trivial S es finitamente
trivializable si hay una férmula F (no un esquema) tal que,
anexando F a S8 como nuevo axioma,‘ el sistema resultante es

“trivial. ‘

TEOREMA 7.- CJ es finitamente trivializable.

Dem.- Sea A férmula en el lenguaJe de C; tal que A
_y F=-WA, por el teorema 5 tenemos | ~*A+(A+B) para cual-- -
quier f6rmula B del lenguaje de CJ entonces, aplicando Mo~
dus Ponens, se demuestra que el sist_ema,CJU(F} es trivial.
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2.1.2 EL CALCULO C”, n>1.

C, no es el finico célculo proposicional que satisface
las condiciones I-IV. Dejando a un lado otras posibilida-
des, describiremos una jerarquia de cdlculos CJ, CZ""’ -
Cprev» C,» teniendo propiedades similares a aquellas de -
C;- Para introducir Cn J<n<w, es conveniente abreviar --

"A°°'**°, donde el simbolo ° aparece m veces, mz1, por A", -
y AJ&Azs.,.&Am por A Los postulados de Cn’ Tgn<w, son
los de CJ, exceptuando los postulados (12)-(15), que son -
reemplazados por los siguientes:

(12') - B ((A+B)+((A>1B)+1A))

(13')  A"B"(AsB)"

(18')  A"eB"»(avB)”

(15')  A"eB*(a+B)" o

Los postulados de Cw son (1)-(11) gde CJ. %
Obsé&rvese que A=At A" y AJ#AZ#A“zv
CDEFINICION 3.- A g Aek”, nzt.
" En particular, “WA y A son abreviaciones de TAgA°,

) ' )
TEOREMA 8.- En (,, J;n<w,'1m tiene todas las propieda
des de la negacidn cldsica, o

TEOREMA 9.- Cada cdlculo perteneciente a la jerarquia
cn' Osn<w, es finitamente trivializable. Cw no es finita-
mente trivializable. '

TEOREMA 10.- Cada cflculo de la jerarqufa CO' Cyoeves
C, es estrictamente mis fuerte que aquél que le sigue.
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. Dem.- Demostraremos que cada postulado de Cnﬂ es pos

tulado o teorema de Cn' entonces todo teorema de CnU es -
: <

- teorema de Cn por lo tanto Cnu"'cn’

Por el teorema 2 tenemos que CJSCO’ anilogamente -~
Cn+1$Cn~

Como 1los postulados 1-11 de C +1 son bostulados de -
Cn,‘ es suficiente demostrar que los postulados 12' y 13' -
de C #] Son teoremas de Cn para los postulados 14t y 18°*
la demostrac16n es andiloga a la del postulado 13'.

(12') P.D. B"'“»((A+B)+((A+1B)+’1A)) en‘C para nx0.

Para n=0, \-— (A+B)+((A->1B)+1A) en C entonces ‘-_
+((A+B)+((A+1B)-»’|A)) en CO

“Para n>0

1) Ff"'*((A'*B)'*((A-'»’\B)-“'IA)) - Postulado .12
2) F*=p"sp™ 43" ' * Postulado 4

L)

' 3 & -+((A+B)'>((A->‘\B)+1A)) Trans1t1vidad >

Por 1o tanto W B' »((A-»B)*((A-r'lB)-r'\A)) en C

(m\ u..n

(JS') P.D. A (A&B)"m en C para nz0.

Para n=0, } 1((A&B)&1(A&B)) = (AsB)"

en Co'entonces‘
b A"aa“‘ +(AsB)" en (.

~ Para n>0 .
i) Demostraremos A A en C
Como A -A‘“&A por def1n1c16n, basta con-

demostrar A% A™

Primero demostraremos por 1nducc16n sobre
kel lema A &‘IA" | od A&‘H\ en C s para k>0.

Para k=1 _ ) v .
A A A =m(AA) L
o pero 11(A&'\A)+A&1A por postulado 11
por 1o tanto A' &1A' = A&A
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“Para [+l
Suponganos para R,
A= (A% 53Ry - AR gt

por base inductiva, y A L A&ﬂA
. por h1p6tes1s de 1nducc16n, por 1lo
tanto A e - A,

Entonces, como caso partlcular tenenos

AYE U v ASYA en C por lo tanto -
@A &'\A“)+A&')A en c
p.p. A A™
R B A : . Hipbtesis
2) (A" &A% )2A80A  Lema
3) ABWASA .. Postulado 4
C4) ARG T ~ Postulado §
5 (M)A _Trans. + 2, ¥
- 6) (A"snA )+A " Trans. » 2, 4

) +((A" SR )+ (A 68 +A) (A W )))
. V Postulado 12'
',a) (A NN +A)+((A" EAN 1) YA 6R))

M.P. 1, 7
9) @t s +1A)»°1(A“aw) M.P. 5, 8
10). -xA A=A MLP. 6, 9

ii) P.D. AT R h () o

A" ™A B 5B v 8 como -

o A“&ﬂﬁ'LA&B) por postulado 13', tenemos -

. que, A% v-(A&Bf' pero por el teorema

(i) anterior (A&B)"“\— (AsB)™ entonces --

. por transitividad A™eB™v (AcB)™™ por -
10 tanto A% (AcB)"™ que es lo. -~

que queriamos demostrar. : ‘
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TEOREMA 11 (ARRUDA).- Los célculos C lsnsw, no son

decidibles por matrlces finitas.

TEOREMA 12 (FIDEL).- Los cdlculos Cn’ Jsnsw, son deci

dibles.

TEOREMA 13.- Los esquemas del teorema 2 no son vdli--

dos en (,, Jingw.

TEOREMA 14.- En C Jsn<w se tiene:

B AsB b NBA B A+1B 1 BIA
n"“ 1ASB b BvA ~ BY A - BaA
W (A*WA)+0A : + (WA+A)A-

‘A{n v (_\A)(a\ ‘ o : e Amm .

: TEOREMA 15. 'Cn, 0<n<w son consistentes. .

Dem - Consecuenc1a de que ( eco {teorema 10) y de que‘

‘ Co es consistente..

TBOREMA 16.- En cw' la ley de Pexrce ((A*B)»A - A) no

es verdadera

En general 105 resultados véilidos en C, pueden ser -

'adéptados para- aplicarlos en C pr 2an<w.
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2.2 EL CALCULO DE PREDICADOS C;; J3nsw.

CJ, Cz,..., C son los cidlculos de predlcados de prl-'
mer orden correspondlentes a CJ, C2" s Cpe

2.2.1 EL CALCULO (P,

' Primero estudiaremos C‘ La lista de sus postulados

son los de CJ mﬁs los 51gu1entes, con A férmula, x varia-- -
ble, C f6rmu1a que no contiene libre a x y t un término 1i -
bre para x en A(x). :

(1 _CA) (I1) VxAG)A(t)
| Ca¥xA (x) | | - '
CIIn . A(E)-3A() (IV)  _A(x)+C
S : ' . . IxA (x)+C

M) WAGD ORI 01 Vx(AG)) @A)

(VII) Si A y B son férmulas congruentés (i}e. + AQ»B). 
o una es obtenida de la otra quitando cuantifi-
. cadores nmulos, entonces A++B es un axioma.

T_TEOREMA 17.- Todas las reglas del teorema 1 son vAli-
~ das en Cf» ademis de las siguientes, donde A y C son £6rmu
~las, C np contiene libre.a x, t es un término libre para x
en A(x) y T es cualquier conjunto de f&rmulas.

(Introduccibn) . (Bliminaciﬁn)
(Generallzacién) A(x) ¥ V¥xA(x) “NxA(x) & A(t)
- Existencia) A F axA(x)_ o siT, A kC

‘entonces T, 3xA(x) ¥ C
Los esquemas vﬁlidos para la 16gica de predicados po-
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sitiva cldsica son también vdlidos en C;. Si aumentamos -
a este cllculo el esquema 1(A§IA} como un nuevo postulado,
obtenemos C}.

TEOREMA 18.- Si las férmulas atémicas de T, A son A,,
Az,..., Am, entonces T+ A en Ca si y solo si --
r, A; y» AS .., A; A en C;.

Dem.- Andloga a la del teorema 4, solamente nos falta
ria probar que si tenemos una férmula B en el lenguaje de
C; entonces B° ¥y (¥xB)° en C; y B° + (3xB)° en C; pero es-
to se deduce del teorema 17 y los postulados (V) y (VI).

TEOREMA 19.- C; es indecidible.

Dem.- Consecuencia de los teoremas 17 y 18 y de la in
decibilidad de CB.

TEOREMA 20.- C; es consistente.
Dem.- Aniloga a la del teorema 6.

TEOREMA 21.- En (} los siguientes esquemas no son vi-
lidos:

WA (x)+xA (x) I¥x(x) ++3xA (x)

"AxA(x)+¥x A (x) Ax1A (x) VXA (x)

Dem.- Para tener una idea de la demostracién podemos

dar informalmente un modelo de dos elementos donde cada --
equivalencia sea falsa:

3xA (x) YA (x) y AxA () +> A (x)
A{x) 1A (x)
3 v F
2 v Vv
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WV XA (x )+ 3xA (x) y 23xA (x) +V¥xA(x)
A(x)|0A(x)
F Vv
v v

2.2.2 EL CALCULO DE PREDICADOS C;, n>1.

Los postulados de C; son aquellos de Cn, 2<pn<w, mis -
los siguientes:

(1 - () y VII) de (} ¥

0, Wx@E) oA )™
ol ) WG 3xa )™

Los postulados de Cy son (1)- (11) y (I)- [IV)

TEOREMA 22.- Si las f6rmulas atdmicas de I, A son.A;,
Agy.. P’ entonces reAen(] si y solo si --
r, A‘j“, Aoy A% nen Y, Tsn<u.

TEOREMA 23.- Los clculos €2 Ogngw son indecidibles.

TEOREMA 24.- b A en Cn siy solo si Aen(, I_p_w,
donde A es cualquier férmula del lenguaje de C

TEOREMA 25.- Cada cdlculo de la jerarqufa Cs, Chreens
C; es estrictamente més fuerte que la que le sigue.

Dem.- Andloga a la del teorema 10.
COROLARIO. - C;, Osn<w, son consistentes.

TEOREMA 26.- C;, 0gn<w son finitamente trivializa---
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bles, pero Cu‘l no.

TEOREMA 27.- En C;, Tinzw, " tiene todas las profie~
dades de la negacidén clisica. : :

2.3 10S CALCULOS (), Ignsw.

CJ, CZ' ooy Cw son los célculos de predicados con 1la
igualdad correspond1entes respectivamente a CHhCpennCye
C es obtenido .de C lsngw, como Co es construido de Ca
Bn particular, adjuntamos ‘1los nuevos postulados:

an x=x, (IT') xey+(AG)-A))

"donde X, y son variables, 7y libre para x en A(x).

2.3.1 EL CALCULO (.

'Una lista de los resultados més 1mportantes relativos

-a C, son los sxgu1entes

,.TEOREMA 28.- Tenemos en'C;; con x, y, z variables, A,
F férmulas y x, y libres para z en A(z2).

b oxex b Xny>y=x - X2ySyszox=2
b xay+{A(x)+A(y)) =Vydx (x=y)

- (A(2))° = A(X)EWA(y) iy ‘

WYy (F(y) = Ix(x=y&F (x))

t—3x(F(x)&Vy(F(y)*x-y))«~3ﬂy(x-v«d‘(y)) o

.TEOREHA 29.- Si las componentes at6m1£a$ de Jhé féx--
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mulas de I y A son Ay, A,,..., A entonces I kA en C, si
y solo sir, A}, Aj,..., A Aen Cy-

TEOREMA 30.- (] es indecidible, y adjuntando a &ste -
la ley de la no-contradiccion, obtenemos C;.

TEOREMA 31.- Si el simbolo de la igualdad no aparece
en la férmula A, entonces F A en C; si y solo si A en --

C3-

El teorema anterior es importante, porque muestra que
los esquemas que no son vdlidos en C; tampoco son vdlidos
en C;. Por ejemplo, los esquemas A~+(A»B), ~(A&WN), -
(A(x)+A(x))»B 'y (A(x)&TA(x)) no son vilidos en‘c;.

2.3.2 LOS CALCULOS (., n>1.

Poaemos piobar para c;, J;ﬁ:w los siguientes resulta-
~ dos.

TEOREMA 32.- Los esquemas y f6rmulas del teorema 28 -
son verdaderos en C » J<n<w, teemplazando el simbolo ° por
"W 1os esquemas y férmulas en donde ° no aparece son tam-
_bién verdaderos en (. ”

© TEOREMA 33.- Si A, A,,..., A son las férmulas atémi
cas de ', A . entonces TrA en C si y solo si --
r, é"‘ A‘:‘, Ve A"‘PA en Cn' 1_n<w.

TEOREMA 34.- C;,‘o;ﬁ<w, sqn'indecidibles Yy consisten-
tes. : ‘ EREEE
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. TEOREMA 35.- Cada célculo de la jerarquia Co, CJ,...,
C es estrictamente mis. fuerte que aquellas que le siguen,
Los cdlculos C 0sn<w son finitamente trivializables. 'C;
no es finitamente trivializable. ‘

_ TEOREMA 36.- Bn C J_n<w ,'1"’tiene todas las propie
'dades de la negaciGn c1551ca.

Concluimos que Co(respectivamente Co, Co) estd conte- .

: nido (bajo una tras]acidn conveniente] en C (respectivamen .

te Cn’ C ), 1_ﬁ<w C es también una extensiﬁn consernati
"va de C y. Ogngw, El teorema de reemplazo no es verdadero
para Cn, C' y Cn, 0<n_p.i En particular, no tenemos en es-
tos sistemas' A++B ¥ ﬂA++1B en general.
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3.- EL SISTEMA NFj.

Bl c(lculo construido puede ser usado para examinar -
las bien conocidas paradojas. Vamos a analizar informal--
mente la paradoja del mentiroso En un lenguaje intuitivo
L basado en C Sn<w, uno puede aceptar que es posible -
- hablar acerca de enunczados como en un lenguaje ordinario.

-’(Los lenguajes Ln' Osnsw, son presupuestos como suficien-

~ temente fuertes desde e1 punto de vista del poder de expre

E[sidn) _Tomando n=} para fijar nuestras ideas, una simple
foruulaci&n de la paradoja del mentiroso es como sigue ‘

' u) Este enunciado implica su negac:ﬁn.

o -Rgzqndndo cono en el_casb:clﬁsiéo'(n!OJ;‘uﬁo‘deéuce'-

que: ‘ o o -
B |- &'&'m

. 'th\émbargb como A&5A+B; iAQ(A+B);'ett},'ho son es--

1fquemls vilidos de Cypamo causa directamente ninguna difi

, cultad en LJ. Pero hay una forma mis fuerte de la parado-

',ja del mentiroso la cual no puede ser superada con e1 ar--

did de usar un lenguaje cuyo c&lculo proposicional subya--
" cente es Cyr es decir‘”” : ~

B) Bste enunciado implxca su negacidn fuerte.

. Con un argumento formal andlogo al clésico. es posi--
ble probar que" o :

| FBE-PB

, N .

A  Bh gste caso,7cdmb E7A&ﬂﬁA+B'en CI,vténémbs una anti-
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nomia real en |;: # hace nuestro lenguaje trivial. Bn. po-
cas palabrns, para cada Ln’ 035w, hay una formulacién de
la paradojl del nentiroso que causa su trivialidad. No pa
sa 1o mismo con respecto a Lw AsI, en lenguajes de lajca
tegoria L 0sn<w, deben ser iupuestas algunas limitacio--
nes dé'autoroforoncig.  Sin embargo, esto no significa que
debamos eliminar godas las formas de enunciados auto-refe-
rentes. Los enunciados tales como & no necesitan ser eli-
ninados de LJ como sin sentido, aunque sean auto- -contradic
torios. No hare-os ning6n otro comentario con respecto a
las paradojns no-lateulticas en esta seccisn. Ahora estu-
diaremos un sistela NFJ de teorfa de Conjuntos que es in--
consistente pero aparontemonte no-trivial.

3.1 DESCRIPCION DB m:’_,

La lczica subyacente de NF es C, y ol ﬁnico simbolo
’ no Mgico es ol si-bolo relacional binario ¢. Por lo tan-
to, los . simbolos pr:llitivos de NF son las variables indi-
" viduales, *, &, w % Y% 3, (, ), =, c. las nociones de -
f6rmula, prueba (formal), etc., son definidas como es --
usual. ' 4 -

' DEFINICION 4.- Si F(x) y G(y) son £6rmulas tales que
t no ocurre libre en P(x) Yy z no ocurre libre en G(y). en-
 tonces: :

. xe9G(y) - 3z Ny(yczHG(y))&xcz)
Y6 ex - 3z Ny(ycz-o—ra (r))&zex) -
- RF(x)ePG(y) & Stiz(VxchtﬁF(x))&Vr(yuﬂG(y))&tcz)‘
x=$G (y) & 3 ¥y (yezesG(y))bx=z) '
CP6()mx - & 2Oy (yezerG(y))bzex) : '
RF(x)=96(y) = acaz (Vx(xm—»p (x))aVy(yu«»c(y)m-z)
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A%F (x) ' & I¥x(xetoF (X))
1xF (x) o Ax (F(x) ey (F (y)»x=y))

NOTA: La idea intuitiva de §6(y) es {y: G(y)}.

" DEFINICION §.- (aJ,az,...,an) es la n-upla ordenada -
compuesta por ay, 899

vy B, nz1, cuando n=1, escribimos
(at‘ﬁat.

DEFINICION 6.- Una fOrmula es estratificada si es po-
sible poner numerales para las variables de tal manera que
"e!' ocurre solamente en contextos de la forma "nen+l".

POSTULADOS ESPECIFICOS DE NFI:

(P,) Vx (Xey<+xe2)»y=z

®,) Ay¥x(xey++F(x)), donde x, y son variables, y es
distinta a x, y no ocurre libre en F(x), y esta férmula es
"estratificada, :

(®,) 3ny A ((x,,...,x)eyH(xl,...,x >ex;),

ledan,
Para los siguientes postulados, XF(x) y 26 () son 1i-
bres para t en A(t).
(Fy) ﬁF(x)'i’G(Y)*(A(xF(X))HA(YG(Y)))
(Py) AXF (x)&A(RF (x) )+3tA(t)
‘(pé) IZF (x)sVLA(L)*A(RF (x))

TEOREMA 37.- En Nf, tenemos (bajo las restncciones -
usuales): ’

= 3ARXF (x) =+ Y¥x (xey+F (X))

b IXF(x)+RF (x)=RF (x)
 IRF(x)+ (RF (x)=FF (¥)) .

k XF (x) =36 (y)+IXF (x) 6396 (y)

b Y (F (x)++G (x) ) 6 IXF (x)+3RG (x)



b XF (x)=9G (y) +¥6 (y)=RF (x)

b XF (x)=9G (y) 676 (y)=2H(2) »XF (x) =2 (z)

b IXF(x)+-¥x (x eXF (x)+F (x))

F 3N '

F3v .

"k ARF (x) Wy (yaRF (x) ¥ (x ey F (x)) )

b YX(P(X)++Q(x) ) +XP (x)=%Q (x)

F Vy¥x(xeR (xey) +sxey)

b Vy(y=X(xey))

b Vy¥23x (xeyvxez)

b VyVz IR (xeysxez)

b VYA (xey)

F ¥xVy (xeFrxiy)

kb xUx=x

XVy=yuUx

(xvy)Vz=xu(yvz) -

XU(xfy)=x

(xAy)Nz=x0\(yNz)

XAX=X

XNy=yhx o

x0{yyz)= (xay)u(xaz) -

xV(ynz)=(xuyIn(xvz) .

xn(wy)=x S

X0A=A

AV

xovay

XUA=X

Asv:

VRV

Vxusc(x) .

b ¥xdscx) R
- NOTA: A XOeAxs(x=x)°) L

o _\/:‘R(xix)" RCEREE

T T T T P T T T YT YT Y



- 37 -

7o & Xk
vy g z(zexvzey)
xny g 2 (zexszey)

UsC(x) = 2(z=9(y=xj)&xjsx) {[xJ} xpex}
SC(x) “Fy (yex)

TEOREMA 38.- NFJ es inconsistente (pero aparentemente
‘no trivial), '

Dem.- En NFJ ?odemos derivar la paradoja de Russell.

Esto es, F 3Rxex)  y, consecuentemente, -
b f[xtx)ef(xtx)&?(xtx)tf(xtx) ' (Es mds, en NFJ pbdémos de
rivar la paradoja de Russell:para relaC1ones, como es. -~
obvxo)

VOTAS - 1) La clase, R=ﬂ(xtx) tiene varias prop1edades
interesantes. Por ejemplo: kR¢R, FReR, FReR&ReR, - --
- RUR=V, kReRaR, i JUSC(R) y FASC(R). 2) La restric---
cién impuesta en el postulado (Pz), el.esquema de separa--
cién, es aparentemente mecesaria, porque la existencia de
clasestales como X (* (xex)) Y ﬁ(xex+B), donde B es una. -
férmula arbitraria, podria hacer a NFJ'tr;vial. .

3.2 NFIwy él,sistema.de Quine NF.

" DEFINICION 7.- La <*-transformada de una férmula F es
la f6rmula F* obtenida de F reemplazando en ésta cada ocu-
rrencia de ¥ poTr- una ocurrencxa de 9%, 'Si T es una suce--
" 'si6n de f6rmu1as, entonces T* es la sucesifn correspondien
te de las 9*-transformadas de las férmulas de r. '

TBORBMA 39.~ Si T+ F.en 1F (Slstema de Quine). enton
ces r* ] F* en MF,.
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Dem.- Consecuencia del teorema 36 y de (la forma de)
los postulados de NF ¥ NF,.

COROLARIO.- Si VF en NF entonces » F* en NF,.

- Bl cornlario anterior nos muestra que NF estd conte--
nido en NFJ. BEs més, este ﬁlti@b sistema es estrictamente
mis fuerte que el de Quine. (Suponiendo que NF es consis--
tente). : ‘

_ TEOREMA 40.- La no- trivialidad de NF, implica la con-
sistencia de NF. :

Den.- Supongamos que NF es inconsistente, entonces --
existe una férmula A del lenguaje de NF tal que Ay 1A
~en NF, entonces por 1 corolario del teorema 39 tenemos --
que ¥ A® y %A% on NFJ pero como & (A*E-WA*)+B para cual
quier £6rmula B del lenguaje de NFJ entonces NF, es tri---
vial. Por lo tanto, si 1FJ no es trivial NF es consisten
- te. ‘ ‘

Resuniendo, NFJ es un sistema 1nconsistente y muy -~

: fuerte. Apnrentemente, no es trivial, pero no podemos pro.

" bar su no- trivialidad nis o menos en el mismo sentido en -
el cual uno es 1ncapaz de probar la consistencia de los --
' sistemas deductivos fuertes tradicionales. BEste hecho es
 'unl cohsdcuéncia de 1a generalizacibn. de los teoremas de
Gédel, que cubren el caso de ciertos sistemas formales in-
consistontos. '

NOTAS' 1) NF1 puede ser ‘reforzado en varias formas, -
como una consecuencia, otras paradojas son derivables en -
éste. De una manera anfloga a 6sta en la cual hemos coms- -

i
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truido Nf,;, es posible construir una infinidad de teorias

de conjuntos inconsistentes NF,, NFg,..., NF,, cuyas pro--
piedades son similares a aquéllas de NF], usando respecti-
vamente como l6gica fundamental CJ, CZ""' C 2) Nues--
tro punto de partida para construir NF, fue NF Pudimos -
también emplear en lugar de NF cualquiera de las teorias -
de conjuntqs existentes, tales como los sistemas de Zerme-
lo-Fraenkel, de Von Neuménn-BernaYSvG§de1 y de Xelley-Mor-
se,
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4, ULTIMAS CONSIDERACIONES.

La .16gica paraconsistente nos parece importante por -
las siguientes razones:

1) En varios sistemas inconsistentes (y aparentemente
no-triviales), tales como NFJ, podemos desarrollar, por va
rios recursos, ciertos conjuntos ' arad6j1cos' cuya exis--
tencia puede ser probada en ellos, pero que no existen en
las teorias cldsicas. Este hecho no causa dificultades y.
desde un'punto de vista preciso tales conjuﬁtos ‘paradéji-
cos' existen mis o menos como los conjuntos usuales de la.
- teoria de conjuntos.existen. (BEstos nuevos conjuntos pue-
© den bensarse que existen de una manera similar en la cual,
* por'ejemp1o,‘existen los puntos al infinito en la geome---
-.tria.plana Euclideana). Todas estas preguntas concernien-
tes al significado de las f6rmulas que infringen el princi
pio de contradiccién y a la naturaleza de esta ley, origi-
.. nan problemas filoséficos interesantes e importantes.' Evi
dentemente, la 16gica paraconsistente puede COﬂtleUlr pa-'
ra c1351f1carlos.t '

©. 2) Las relaciones eﬁt:e el esquema de separacifn y va
rios tipos de l8gicas, mis débiles que el clisico, fueron
estudiadas. .Bajo condiciones precisas apropiadas, se pro-
b6 que el esquema de separacidn es incompatible con cada -
-una de una serie de 16gicas elementales d&biles. Esto so-
lamente fue posible descubrirlo por un estudio directo de
las, teor!as de conjuntos 1nconsistentes y t6pic05 relacxo-
nados. ‘
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3) Muchos problemas de carficter matemitico han sido -
originados por la construccién de sistemas 16gicos que somn
aptos para funcionar como fundamentos para teorias paracon
sistentes. Mencionamos aqui solamente las preguntas refe-
ridas a la algebrizacién de ciertos cilculos proposiciona-
les, tales como Cn, Jgngw.

4) Algunas partes de 16gica ﬁaraconsistente se rela--
cionan con las 1l6gicas modal e intuicionista. Estas cg
nexiones, un poco sorprendentes a primera vista,  son tam-
bién el punto de partida de xmportantes problemas, merece-
dores de serias 1nvest1gac10nes.

5) El1 andlisis semintico de ciertos cilculos nuefos;-‘
en el campo de la 1l6gica paraconSistente, parece ser muy -
ﬁrometedor,-y numerosos resultados ya han sido obtenidos.-
En particular, se han definido algunos tipos nuevos de mo-
delos y se han generalizado algunos resultados cldsicos de
“teoria de modelos.

6) La l6gica dialéctica esti intimamente conectada --
~'con la teoria de paraconsistencia. Hay varias concepcio--
nes conflictivas de dialécticas, y para la mayoria de los
expertos esto no es formal, ni en principio formalizable.:"
Sin embargo, empleando técnicas usadas en 18gica paracon--
sistente, es aparentemente. posible formalizar algunas de -
las lﬁglcas dialécticas propuestas.  Es conveniente notar
‘que las formalizaciones acerca de’ las. que hablamos son ani
logas en naturaleza a las formalizacxones presentadas por
" varias partes de matemiticas intuicionistas: no intentamos
fundar 1la 18gica dialéctica en un formalismo dado, solo --
_tratar de hacei'explicitas ciertas 'regularidades'jdel'
- yimiento dialéctico'. Asfi, podemos lanzar una nueva luz -
‘en la 16gica dialéctica. . ..
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4 sEmmTIc PARACONSISTENTE
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4 SEMANTICA PARACONSISTENTE.

3. INTRbDUCCION.

En esta seccifn presentaremos una semdntica bivaluada
para el cdlculo CJ, que constituye una generalizacifn de -
la semintica com@in del cdlculo proposicional clisico. -

A continuacién, los simbqlos'=> y <=> serdn empleados
como abreviaturas para la implicacién y 1la equivalencia
metalingiifsticas.

2.- UNA SEMANTICA BIVALUADA PARA CJ.,

Sea Tel conjunto de f6rmulas del lenguaje de C,. r.
Y A indicaridn subconjuntos cualesquiera de T. T serd una
abreviatura del conjunto {AeT: r ¥ A},

DEFINICION 1.- © es trivial si T=T; de otro modo, I -
es no-trivial. T es inconsistente si hay al menos una fér .
mula A tal que A, MAel; de otromodo, I es consistente.

DEFIN!CION 2.- T es un éonjunto maximal no-trivial si -
no es trivial y, para todo A, si Atr. entonces rU{A} es -
.tr1v1al. '

LEMA 1 - TULA} es trivial si y solo si r P'1*A

. Dem.~ =¥) Supongamos TUWA) trivial, por 1o taﬁto -
‘ TULAJ=T entonces ~*AcTU[A}. es decir -
rU{A} ¥ I*A.  Por teorema de deduccibn
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P AR, pero como ¥ (A+7%A)+T*A en C,, -
tenomos que T b WA,

<=) Supo_ngmo's I +™*A, por lo tanto -
rviA} %A, entonces TU[A}*Tya que  --
3 "'\*A-'(A-rh) para cualquie_r B.

TBORM 1.- Si r es un conjunto maximal no- trivinl, -

o

ontoncu.
3.7 ¥ A <w> Ael 2. Ael 6 =y"AceT
3. Ael m> WWALD 4y A AcT
"5, A, A% => ALT 6. A, ABel => Bef
WA, A%l => AT S ‘
2 ASel > ur 6 W 8. A%er => () *er
.1.’..! : ‘ ‘
o (1) LTY) Supongnos Agr =>TV{A) es trivial => 1 F %A

por e1 1lema 1; pero I no es trivial por lo -
' tanto r V-A._ Entonces I = A => Acrl'.
<®) Acl =5 TkA por deﬁniciau de doduccion. B

Suponguos '\'Mr > T b‘-ﬂ por (1)
=> rU{A) no es trivial por lema 1

~®> Acl porque I es maximal no- trivial
‘por lo tanto “*Acr & AcT.

(3)

W
®)

Supongamos "l*Acr > [ k%A
=> TU{A) os trivial por lema 1}
=> A{r porque T' es no-trivial
por lo tanto Acl => *A/Lr.

FA=T A =5 Acr'por 1.

(t) Ay A%cr=> ‘l‘Alr por (3) = 1AGA‘¢I‘
- ‘\Mr 6 A®¢r por (1), como A'er - ontonces

b)), 'M, A'cr-> 1'Acr pues 'lA, A% t-'i"A y por, (1)
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"si T & A entonces WAer
=> A£T por 3).

(6) A, A+Bel => Ber pues A A+»B + B y por (1)

i -
T B entonces Ber. '

(7) Se deduce de (4) y (5) tomando F AvIA.

(8) A°cT => (1A)°er pues A° b (WA)° y por (1)  si -
I‘,\- (RA)° entonces (A)%er.

DEFINICION 3.- Una valuaciﬁn de C] es una funcién --
v: T+ {0,1} tal que:

1. v(A)=0 => v(qA)=]

2. v(WMA)=1 = v(A)=]

3. v(B°)=v(A+B)=v (A+1B)=1 => v (A)=0

4. v(A+B)=1 <=> y(A)=0 & v(B)=]

5. v(A&B)=1 <=> v(A)=v(B)=1

6. Vv(AvB)=1 <=> v (A)=] 6‘V(B)=1

7. v(A°)=v(B°)=1 a> v((A*B)f’)wv((A&B)")ﬁ((AvB)“)=_=1-

TEOREMA 2.- Sl v es una valuacidn de C,, entonces v -
tiene las siguientes propiedades: -
- v(A)=1 <=» v('l'A)sO
V(A)=0 <=> v(A)=0 y v(qA)=1
V(A)=1 <=> v(A)=1 6 v(7A)=0

Dem.- Solamente demoétraremos v(A)=1 <m> v(-\*A)-O
<=} y(*A)=0 => v(‘\A&A°)-0 => v(MA)=0 & V(A°)-0 (5)
v(-\A)-O => y(V1A)=] (1)
= v(A)=t (2) ' o
Cv(A°)=0 => v(q(A&KTA))=0 => v('\'l(A&‘IA)) 1 )
. => v{A&TA)=1 (2) '
= v({A)=v(A)=1 (5) o :
. ->) v(‘\*A)-] = v(‘\A&A")-‘I - v(ﬂA}-v(A )=1 (S)
=> v(A%)=v(ArA)=v (A+TA)=1 (4) -
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=> v(A)=0 (3)
entonces v(A)=1 => v{(*A)=0

NOTAS: 1) La brimera ﬁroﬁiedad del teorema 2 implica
las condiciones 1 y 3 de 1a definicidon de valuacidén. 2) El
valor de una valuacién v para una férmula arbitraria no --
esta determmada, en general, por los valores de v para -
las varxables‘proposmczonales. '

~DEFINICION 4.~ Una valuacidn v es singular si hay al
menos una férmula A tal que v(A)=v(1A)=1. De otro modo, -
v es normal. Una férmula A es vilida si, para'cadé valua-
c¢i6n v(A)=1. Una valuacién v es un modelo de un conjunto
de férmulas r si v{A)=1 para cualquier elemento A de . -
si, ;iara cada modelo v de r tenemos v(A)=1, decimos que A
es una consecuencia seméntica de r,.y escribimos I &= A; en
particular, ™ A es una abreviatura de ¢ » A, y esto sxgnl-
fica 1o mismo que A sea vdlida.

TEOREMAS - I’\-A=> I‘bA.

Dem.- Si- r P-A entonces existen A,,..., A fdrmulas -
tales que A N A es axioma de C, 6 elemento de r 4 con-
secuencia de anteriores por Modus Ponens, para lgisp. De-
mostraremos por induccibén sobre 4. que r'® A, para lgigh.

_ axioma de CJ
A; es elemento de T . ‘

consecuencia de anteriores por M.P,

(A) si A, es axioma de C, se deduce de la definicibn
3 que v(A{)ﬂ para cualquier valuacién, entonces T b A

(B) Si A estienr, para toda valuacxdn modelo de ‘Z
v(AJ:) 1, entonces T A :

{C) si A es consecuencia de nnteriores por Modus PO‘
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nens, existen 41,42<4 tales que A +A y ''m A, i Thw A iy
por hipStesis de induccién, entOnces para cualquxer valua-
cién v modelo de T, v(A )=v(A »A )=J entonces por la defini
cién 3 inciso 4, tenemos que v(A )=1, por lo tanto I F-A..

En particular, I kA =A que es lo que queriamos demos
trar.

COROLARIO.- b A => kA,

LEMA 2.- Cada conjunto no-trivial de férmulas estd -
contenido en un conjunto maximal no-trivial.

Dem.- Sea T un conjunto de formulas no-trivial.
Definimos A como sigue; donde las férmulas del lengua
je de (, son {A : a<8}.

T,=T
0
1 M siT B A
=7 U o a a atl<d
Tatld a si L = A
r7=é{ I, siy es ord1na1 limlte, y<$
A'a‘?,éra

Por definici6én rea, demostraremos que A es un conjun-
to maximal no-trivial y con eso finalizaremos la demostra-
cién. ' '

A) & es no-trivial.
Lo demostraremos por induccién.
i) T, es no-trivial por hipStesis.
ii) Si r, es no-trivial.
- Si T M A, entonces r B *PA_ por lo tanto

r U£1*A } es no- tr1v1al por lema 1.

- 81 Ty t—- A,, entonces como r =T DIA , T U{A }
es nOvtr1V1a1

Por 1o tanto r“,J es no-trivial.
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1i1) Supongamos que T, es no- trivial pnra B<y con y
. ordinal 1fmite. Si ;J i es trivial, rhAy
r - 1*A para A una. fdrmula, entonces ra Ay
r b= 1 *A para alguna By, By v. Por lo tanto -
r es no- trivzal. '

Entonces A-\gsr es no- trivial porque T, con a<6
es no trivial. '

B) 4-es maximal

. Sea A tal que AtA, A-A para alguna a entonces .
AT 1*A €T 4y A S
Por lo tanto AU{A } V-A Y AU{A ) - -PA »  A.e. -
AU{A } es trivial., "' 0

‘ . COROLARIO.r Hay conjuntos de f6rmulas 1nconsistentes
maximales no- triviales. ~ :

‘ Dem.- Tenemos que (p,1p} donde p es una variable pro'
posicional es un conjunto 1nconsistente pero no-trivial,
ya que p,7p ¥ "*p entonces por el teorema 3 p,op H 1‘p -
Por lo tanto, por el lema anterior, {p,1p} estd contenido
‘en ‘un conjunto maxlmal no trivial, el cual es inconsisten?"
te. - )

LEMA 3.- Cada conjunto maximal noftrivialvr;~tiéne un -
modelo. - - S o T

Dem: - Definxmos una funci&n vp F -» {0 1) como sigue'
'para cada f&rmula A, si AeT, el conjunto maximal no-tri---
yial, entonces vr(A)-J de otro modo, r(A)-O.' Bntonceg -
probamos que Vi satisface todas las condiciones de la defi
nicién de valuacién. 1 - i
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COROLARIO 1.- Cualquier conjunto de férmulas no-tri--
vial tiene un modelo.

COROLARIO 2.- Hay valuaciones singulares (Y, i)or su-
.puesto, también normales, i.e. valuaciones no-singulares).

Dem.- {p,4p} es inconsistente pero no-trivial. Por -
lo tanto, este conjunto estd contenido en un éonjunto maxi
" mal no- trivia:l I', que tiene un modelo Vr’ pero v, es, -~
obviamente, singular.

TBORBMA 4.-Th A => TkA, I

Dem. - Supongamos r A= P“"*ﬂ*A => ruh*A} es no--
trivial (Lema 1) => r¢{m®A} tiene un modelo (Corolario 1)
o> T WA, C L :

- Por 1o tanto rhA => r}-A.

~ 'COROLARIO 1. W A => i A.
| COROLARIO 2- PhA<u>Twm A (Teorema de adeéuaci&n)

| TEOREMA 5.- Hay conjunfos'ae férmulas incon‘s‘istehtes’
(pero no-triviales) que tienen modelos.

, DEFINICION 5.- Sea 4 el conjunto (A°cT: WA}. T es -
fuertemente no-trivial si I'VA es no-trivial. Sea. ahora &
el conjunto {A°cT: A no es una variable proposicional}l, T
‘es estrictamente no-trivial si rva es no-trivial.

~ TEOREMA 6.- (1) © es estrictamente no-trivial si Y so
lo si I es no-trivial y no existe una f6rmula B compuesta
tal que rt-By T = "B,
(2) r es fuertemente no- trivial si y solo si r es no-
trivial y no existe una f6rmula A t‘al que T kA y A,
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(3) I consistente <:>

I' estrictamente no-trivial
trivial.
I fuertemente no-trivial

I' estrictamente no-trivial.
‘*> T fuertemente no--

<

=s I no-trivial.
TEOREMA 7.- Hay conjuntos de férmulas fuertemente no-
;fivigles y conjuntos estrictamente no-triviales.

Dem.- Probaremos solamente la primera parte del teore -

ma, i.e., que hay conjuntos de f6rmulas fuertemente no-tri
- viales. En efecto, si Ao es el conjunto {A°cT: ¥ A}, enton
. ces:-A es consistente. Pero esto implica que A es también
' “mo-trivial. - Por lo tanto, A esté contenido en un. conjunto

‘maximal no-trivial A'. Sea A" el conjunto A'-A, 4" es -
' evidentemente un conjunto fuertemente no-trivial. 1Lafse--
 gunda parte se demuestra de una forma anfloga. '

" 3.- 1A DECIDIBILIDAD DE (,.

?or medio ‘de la semdntica para‘C,’anterior, podemos -
derivar. un método de decisién para este célculo.' Esto se-

B &1 el objetivo de esta seccién.

DEFINICION 6.~ (Definicin de Quasi-matriz).

Para cada f6rmﬁla,de1 lenguaje de CJ, podemos construir
tablas 1lamadas quasi-matrices, de acuerdo a lqs instruccio
nes ~siguientes. L=

Para construir una qua51-matr1z para una férmula A. -
el procedimlento es:

"  1.- Hacer una 1xsta de todas las varlables proposicio
‘ nales que ocurren en A, y colocarlas en una linea.
2.- Debajo de 1a lista de varxables proposicionales,
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poner en lineas sucesivas todas las posibles combinaciones
de 0's y 1's que ﬁueden ser atribuidos a estas variables.

3.- Hacer una lista de todas 1as negaciones de las va
riables broposicionales y calcular estos valores, en cada
linea, como sigue: si una variable tuvo valor 0, la nega--
cién tiene valor 1; si una variable tuvo valor 1, dividir
1a 1inea en que esto ocurrié, escribiendo en la primera --
parte el valor 0 para la negacién, y, en la segunda parte
el valor 1 para la negacién. Cada vez que hay una divi---
516n, los valores son los mismos para las dos lineas en la
parte de la izquierda de esta divisidm.

'4.- Hacer una lista y calcular, para cada linea el -
valor de cada subférmula de A, cuyas subférmulas propias y
sus negaciones han sido listadas y calculadas como sigue:

(i) Cuando no haya negaciones, se procede como en ..~

'una}tabla de verdad para el cilculo proposicional clisico.
{(ii) Si cualquiera de las f6rmulas bajo considera-
. cién es una negacién de la forma IA', escribir el valor 1
debajo de &sta, en las lfneas donde A' tiene valor 0. En
las lineas donde A' tiene valor 1 proceder como sigue:
_ (1o.) Si A? es de la forma 1B, checar si el -
‘rvalor de B es igual al valor de 7B..  Si este es el caso, -
dividir la 1fnea, escribiendo el valor 0 en la primera par
te y, en la segunda, el valor §. Si el valor de B es dife
 rente del valor de 7B, simplemente escribir el valor 0.
' {20.) Si A" es de la forma B!C, donde § es -,
Y, 6 6, hay 2 casos a considerar: :

' . (a) A" es de la forma D&1D, 0 de 1a for
ma ¥De¢D. En este caso, escribir el valor 0 para,la formu-
la 94,

' () A’ no es de 1a forma DD 6 ID&D, - .
. En este caso, checar si el valor de B. es igual al valor de“
1B, o si el valor de C es igual al valor de1C. Si esto -
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es verdadero, dividir la linea, escribiendo el valor 0 en
la primera parte ¥y, en la segunda, el valor 1, Si por el
contrario, el valor de B es diferente al valor de 1B, y el
valor de C es diferente al valor de -1C, simplemente escri-
bir el valor 0.

"LEMA 4.- v: T » {0,1)} es una valuacién si,)i sola si:
T.- Y(A)=0 => v(A)=3 '

2.~ v[AIA)=] => v(A)=] ‘

o~ V(B°)=v(A+B)=v(A+IB)=1 => y(A)=(

- V(A*B)=1 <=> v(A)=0 6 v(B)=1"

- ‘v(A&B)=1 <=> v(A)=v(B)=1

.+ V(AVB)=1 <=> v(A)=1 6 v(B)=1 -

.~ V((A+B)°)=0 => v(A°)=0 6 v(B°)=0

7' ~ v((A&B)°)=0 => v(A°)=0 6 v(B°)=0

.- v((AVB) )=0 => v(A®)=0 6 v(B°]-0 '

.

\lO\UlJlUl

LEMA S.- v(A")-O <=> V(A)-V('IA)-]

Dem. - ->) v(A")-O => V(AEIA)=1 => v(A)-v(‘\A) 1
. <=) Supongamos que v(A)-v('lA) 1, si v(A°)=1 en-
tonces v(A)=v(1A)=v(A°)=1, esto es, v[A)-v(ﬂ'A)- s Yy vno
'serfa una valuacién.. Por lo tanto, v(A®)=0. Por consi---
" guiente, V(A)=v(WA)=1 => v(A")-O C

v LEMA 6.~ vi T-* 10,1} es una valuac16n 51, y solo sz,
1as condiciones 1-6 del lema 4 se cumplen y:
Ties v((A*B)°)=0 => v(A)=v(1A)=1 6 v(B)=v(7B)=1
7ii.- V((AEB)°)=0 > v(A)*v(TA)=1 6 v (B)=v(-B)=1
 7idi.- vv((mn)")-o => V(A)=v(1A)=1 6 v(B)-v(1B)-1

DBFW!CION 7.- Sean v una valuacxdn y F una fdmula. o _

Entonces, vg es la restriccibn de v al conjunto de subfér-
mulas de F y_neg‘aciones de subférmulas’ propias de F. -
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LEMA 7.+ Para cada vuluaciﬁn v y cada fﬁrmula E, -
v (F)=vy (F).

DEFINICION 8.- Sean v uns valuscidn y I un conjunto -
dp‘fdrhulas; vr es la restricci&n de v a las fﬁrmulas de r.

DBPINICION 9.- Deciuos que una linen de quasi-matriz
corrcsponde & vy, si Ve (A) es el valor correspondiente a -
A en esta llnen, para cada Aer', donde I' es 01 conjunto de
fdrnulas de 1a tabla. : :

LEMA 8.- Dada una qulsi-natriz M, para cada valuacibn
v hay una llnoa de M que corresponde a vr, donde r es el -
conjunto de farnulls de M.

Den.- Por induccibn sobre h; el ntmero de colummas de _

' Parn u-l

Si M tiene uns colulnl ontonces r-(p} con p ve--
_ risble proposicional, entonces pnra cullquior valuacibn, -
N v(p)-o S vip)=1, 1.e. dada una valuaclbn le una linoa de

-M que corrospondo a vr

- Para n+l

- Ses T de n+l elementos, sea A' la proposicién co
rrespondiente s 1a Gltima columna de M, o sea la n+1-8sims,

" a) S1 A' es de 1a forma ASB donde § es +, V § &,
l1a valuacién en A y B determina la valuscién en ASB igual
que en el cflculo proposicional clfsico, debido a los inci
s0s 4 S5y 6 de 1a definicién de valuacibn o del lenl 4,

b) Si A! es de 1a forma 1A y v(A)=0 entonces -
" v(A')=] dedbido al inciso 1 de 1a definiciGn de valuaci&n.
Sl v(A)=1: .
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i) Si A es de la forha “B y v(B)=v(™B) enton-
ces v(A')=0 8 v(A')=}; si v(B)#v(IB), como v(1B)=1 enton--
ces v(B)=0 por lo tanto v(A')=0 debido a la contraﬁositiva
del inciso 2 de 1a definicién de valuacién.

ii) Si A es de la forma BsC, donde § es »,V &

. + Si A es de la forma Ds1D 6 de la forma -
1D&D, v(A')=0 ya que si v(D&W)=1 8§ v(7DsD)=1 entonces --

v(D)=y(ID)=1, si ademi&s v((D&ID))=v (1(1DsD))=v(D%)=1 ten-

driamos v(D)-v(ﬂﬂnlf] 1o cual no ﬁuede;ser por teorema 2.

+ 8i A no es de la fprma D&ID 6 DaD:

-~ 8i v(B)=v(1B) 6 v(C)=v(1C) entonces --
V(A')%0 6 v(A')=1, : 3
- Si v(B)AV(IB) y v(C)ﬁvc1C) entonces -
'v(B°)-v(C )=1 por lema 5, => v((BSC)°)=1 por inciso 7 de -
la definicién de valuacibén, => v(BSC)#v(1(BSC)) por lema 5,
por lo tanto v(BSC)=1 => v(A')=v(-(B§C))=0.

Entonces como cada valuacién tiene una lfnea de M que
corresponde a v, _ (A1} POT hip&tesxs de induccién, cada va-
luacién tiene una linea de M que corresponde a v, debido a
1o antetior.y a la manera en que se construy6 M.,,_ 0

"DEFINICION 10.- Sea M una quasi-matriz para una férmu
laAyseaT el con;unto de subfdrmulas y negaciones de --
subférmulas prop1as de A. Sea k una 1fnea de esta quasi--
matfiz y R(F) el valor,atribuido aF en k. Entonces A(r,k)
es el,conjunto de f6rmulas tal que, para cada f6rmula F:

I. Si Fer, entonces Fea(r,k) si y solo si h(F)-O

S ¢ si Ftr, entonces Fea(r, k) siy solo si:
‘~,Ia) F . es at6m1ca, 6 :
,b) F=VF, y FJM(I‘ h) 6
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c) F=F1&F2 y F zA(I' k) 6 FZEA[I' kR); &
d) F=FvF, y F eA(l, k) y Foea(r,k); 6
e) F=F1¢Pz y F 1£8(T, R) y FZ;A(r k).

Algunas probiedades de los conjuntos A(D,k):

1) 1AceA(r,R) => AZA(T,R)

2) AcA(T, k) => TAeA(T,k)

3) %AcA(r, k) <=> Ada(r,k) _

"4) A+BEA(r, k) <=> Aea(r,k) 8 Bfa(r,k)

5) Aea(r,kR) 6 Bea(r,k) <=> A&BeA(TI,k)-

16) Aea(r,k) 6 BEA(T,k) <=> AvB£a(r,k)

7) (A!B)°eA(I‘ k) => AZA(D,R) y WALA(T,k) 6
BeA(T, fz) y IBLA(T, k)
(donde 5 es &, VAN ] *).

LEMA 9 (ANDREA' LOPARIC) - Para cada linea k de una -
qu331-matrlz M, hay una valuacidn v, tal que v,
~'de a k, donde I es el conjunto de férmulas de M.

N Dem. - Sea v la func16n de Ten {0,1} tal que, para ca,
da AeT, v(A)=0 si»y solo si Aea(r,k). Entonces, por las -
.'prdﬁieaades 1-7 de los conjuntos a(r,k), v es una valua---
~ cibn. Como vr'y k 'coinciden', hay una valuacién v, tal -

que v, corresponde a k.’ '

* TEOREMA 8 (M. FIDEL).- C; es decidible. .
 Dem, - ‘Consecuéncia de los lemas 7, 8 y 9 y del teore-
- ma de adecuacibn; 1a f6rmula A es un teorema de C, si, y -
solo si, en cualquier quasi-matriz de A, la~Gltima columna
contiene solo unos; en efecto, en este caso tenemos para -
cualquier valuacifn v: vLA)-v (A) 1, donde r es el conjun-

to de todas las subfﬁrmulas de A y negaciones de las atémi.'
f cas. que aparecen en A.

correspon-
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Veamos dos ejemplos:

1. (AVB)+-W&1B no es vélido en (;:

9B AVB  A(AVB) MASTB  (AvB)+7AGIR

- [ = P

(=]
—
I

B Av
1 o
1 1
11
0 1
1 1
01
101
6 1

uu—acﬂucuaouucu
S T M [ fo OF W P L e )

2. (A&B)+"AvIB es vilido en Ci:

ASB q(AB)  AVIE  (AEB)+IAVTB

A B "MA =B &

O T s S S
LA I ma 1 1 }
' 0 .0 1 1
LI S R e 1 1 1
‘ 60 1 0 0 :
. 1
11 9 :

1.1 '

T g
1 -
T

‘La extensibn de la semﬁntica de C, al célculo C ‘
J<n;w, no es dif!cil, y fue hecha: por -Andrea Loparic y =--
E H. Alves. Prec1samente como en el caso ‘de C,» las’ semln
ticas para C l<ngw, pqedenlser‘usadns para decidir ‘estos



cilculos.

Con ayuda de métodos similares a los estudiados en es
ta seccién, podemos demostrar la siguiente proposxc15n

TEOREMA 9.~ Si NF es cons;stente, entonces JF] es no-
trivial.

La imﬁortancia de este teorema es obvia. Esto hace -
evidente que la teoria de conjuntos paraconsistente NF, es
tan segura como NF, dado que NF esti contenida en NF,.
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_ LISTA DE POSTULADOS

Ne

@)
(3
4)
- (5)

e
-

8

(9)’
(10).
(11),

’ CALCULO PROPOSICIONAL CLASICO (Cp)

A-o-[B»A) :
: (A*B)*((A*(B*C))*(A*CJ)
A_A+B - ‘

B.
AgB-A
AgB-+B
A+(B#Ai3)
A+AVB
B-aAvB S '
(A-'C)*((B*C)*CNB*C))
(A*B)*((A*“)*'\A] o
11A*A Lo

chLcuno nn'pnnnickhos CLASICO .(cg)f¥ -adicional- -

31 t&rnino t dobe ser libte para la variable X en la f Sl

| f&rmu A(x)

W __m_ o (in 'v'mx'm‘ci):

cm) A[t)-vmu)‘.-",_'.;f av) A"('x)
R an(x)m

CALCULO DE PRBDICADOS CONIGUALDAD (c,) -adiciopll- .

: «cI..'_)‘ = cn') x-wcacz)»A(y))

 Donde x, y son yn:llbles, y libre pnn x en A(x)
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' POSTULADOS BSPECIFICOS ‘DEL SIST_BMA DE QUINE (,'NF)

ry) Vx(icy+ﬁk£zj*y-z

: (Pz) 3YVXCxCY**F(x)). donde x, Yy son variables, y es f 
‘i;”distinta a X, y no ocurre libre en F(x), y esta f6rmu15k-ﬁ
es estratificada. . ~

P
0

Li 1égic;.subyic§n£b del Sistema de Qu;né es p},Qﬁicg 
‘1o de Predicados Clfsico con Igualdad ((,).’
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