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La, presente tesis introduce una Teorla de Computacibn que enfoca 

matem•ticamente, en vez de operacionalmente, los aspectos de proc'esa-

miento en computadoras. La teorla se basa en que tipos de datos pueden 

definirse matemlticamente baJo una idea de aproximacibn, sus pro pie-

dad es y los mapeos resultantes, lo cual conduce al desarrollo de una 

teor'\a matemlat ica para la semlmt ica de· lenguaJes de programacibn. 

Es mediante los lenguaJes de programacibn que el hombre consigue 

mllquinas computadoras , y es en estos lenguaJes donde surge 

una importante y urgente oportunidad de estudio. La formalizacibn 
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sint•ctica de los lenguaJes de_programacibn estl muy avanzada mientras 1 
que la teorla semlntica es incompleta. A pesar de contar con numerosos 

eJemplos es necesario proporcionar respuestas matemlticas a interro-

gantes como~ Qui! es un proceso computable ? 
' . ~C~mo simula una mlquina • 

un proceso ? • Los programas entran naturalmente como descripciones de 

procesos, y es ~qul donde aparece la importancia de una definicibn 

precisa del significado de un progr-ama. Esta def inicitm requiere 

explicar cuales son los ObJetos de cbmputo (la est•tica del problema> 

y como son transformados (la din•mica). 

La Teor\a de Autbmatas, como parte de una Teor\a matemlltica de 

1 
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resulta de profundo interlts para la parte dinllmica y ha 1 
formalizar parte de las descripciones, concentrandose en los 

Computacibn , 

logrado 

aspectos algebrlico,s y considerando estados finitos de' una mllquina. 

Parece ser, que el comprender las caracterlsticas de los llamados . . 
lenguaJe!I de alto nivel proporcionarl un nuevo paso en el desarrollo 

de la teorla matemltica de Computacibn. 

El trabaJar con obJetos finitos nos fuerza a pasar por varios 

niveles de descripcibn de los conceptos e ideas para llegar a , la 

1 
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formalizacibn y simulacibn de una m•quina con las caractertsticas 

adeczuadas; paY'a su apl icacibn en la realidad. Estolii ntvele.s pueden ser 

exact6s matemhticamente si encontramos la correcta abstracibn para 

representar las estructuras necesarias. La presente.tesis muestra ~ste 

esfuerzo. 

L~ motivacibn para formular la teorl~ m~temltica presentada aqul 

es proveer una semlntica mat~mltica para los lenguaJes de programacibn 

de alto nivel. La palabra matemltica debe contrastar en el lector con 

la imagen operacional de la semlntica. El significado matemltico de un 

procedimiento debe entenderse como una funcibn de un tipo de datos en 

las variables de entrada en el tipo de datos de la salida. No conside-
.... 

raremos el enfoque operacional que presenta una historia de los 6•1-

culos y operaciones obedeciendo la secuencia se?talada por la def ini-
.. 

cibn del procedimiento e involucY'a una eleccibn en representaciones 

finitas de datos, 
f J 

pY'obabl~mente en algunos patrones de "bits". El 

punto es que matem•ticamente las funciones son idependientes de sus 

nombres y maneras de calcularlas, y en este sentido son mls simples 

que las secuencias de operaciones generadas paso a paso, en represen-

taciones particulares. 

La semlntica matemltica evita estas dificultades, y resulta m•s 

adecuada para estudiar problemas como la equivalencia de programas. 

Sin embargo el aspecto operacional no debe ser olvidado por completo, 

ya que finalmente el programa trabaJarl en una mlquina, ast pues la 

sem•ntica formalizad• matemllticamente ,que representa la primera parte 

de la definicibn de un lenguaJe .de programacibn, debe encaminarse 

naturalmente a una simulacibn operacional de los'obJetos abstractos. 

Al trabaJar con funciones definidas matemlticamente, puede suceder que 

la funcibn no sea calculable an sentido pt'llct ico, ª· pesar de conocerse 

que es computable' es importante pues que una teorta de cbmputo, 

ademls de prove•r abstraciones, presente realizaciones flsicas para 

~-... 



calcular. 

El punto esencial que gula la tesis es que hasta que no eHista 

una definicibn matem•tica global, no es posible determinar si alguna 

implantacibn de un lenguaJe es correcta, pues no eHiste un modelo 

obJetivo, y comunmen~e un lenguaJe de programacibn' est~ suJeto al 

compilador particular en que se trabaJa. 

El propbsito de una sem~ntic:a matemlltica es hacer que el conoci-

miento y entendimiento de un lenguaJe sea visible. Esta nueva perspec­

tiva se alcanza mediante la abstracibn de ideas centrales en obJetos 

matemllt icos, · los cuales , pueden ser manipulados en formas matemllt icas 

conocidas. 

La Teorla de Dominios den~ro de la Semllntica Denotativa propor-

ciona modelos para los espacios donde se definen funciones computables • 
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. Los tipos de espacios necesarios en Sem•ntica Denotativa no sblo 1 
incluyen ~spacios complicados, (por eJemplo espacios de funciones> 

tambUm incluyen espacios definidos recursivamente <los que llamaremos '. 
Dominios RefleHivos>. Son necesarias, ademlas construcciones especiales 

de Dominios <o funtores) para crear las estructuras deseadas. 

Dentro de esta categor\a se desarrolla la Teor\a de Dominios para 

semllntica Denotativa, la cual intenta crear un modelo matem•tico para 

un sistema de ,tipos y eHplicar la nocibn de computabilidad con respec-

to a estos tipos· <anteriormente espacios>. La construccitm de Dominios 

significa la JUstificacibn de definiciones recursivas de tipos. 
' 

E~ beneficio de esta teorla, consiste er\1• posibilidad de maneJa'r ·1 
tipos con elementos finitos. La desventaJa parece ser que los Dominios 

deben poseer elementos parciales y elementos ~otales. En este enfoque 1 
fue donde inicialmente se trabaJ~ y las primeras investigaciones l. 
fueron proyectadas baJO las definiciones de enreJados (redes o latti­

ces). El oden parcial < 5 ) para >e .E y ful! ut i 1 izado para eHpresar que 1 

·.· ... ::' ¡ •••• ,,. 
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M era menos definido <mas parcial> que y. La relacibn E debla ser 

sometida a muchos axiomas para que tuviese las aplicaéion~s deseadas. 

El nuevo enfoque realiza la construccibn basada en pocos axiomas. 

Las ventaJas son las ~iguientes: 

.Definiciones simples de los conceptos. 

.Propiedades especificas son demost~adas en vez de ser asumidas 

como a><iomas. 

• Las definiciones son apoyadas fuertemente por la intuici.bn y la 

construccibn resulta natural. 

.Los Dominios resultan mAs btiles. 

.Aparecen mls aplicaciones, 

compleJos. 

pues es f~cil producir Dominios mls 
·'.'.'. 

El propbsito de la presente tesis es presentar e iniciar:·· el 

estudio de la Categorla desde el punto de v_ista de Sistemas de Infor-

macibn, m•s simple e incorporando muchos ~Jemp~os. Los Dominios son 

presentados en base a la' Teorla de ConJuntos con la ayuda de las ya 

mencionadas estructuras matem•ticas de informaeibn .Estos Sistemas de 

Informacibn son conocidos en la Lbgica y su uso parece ir a la par con 

la intuicibn. 

El obJetivo central incluye llevar el trabaJo en Teorla de Domi­

nios, anteriormente fundamentado en ideas topolbgicas <Sistemas de 

Vecindades>, al enfoque lbgico basado en Sistemas de Informacibn 

acompa~ado de gran cantidad de aJemplos. La tesis inserta este obJeti­

vo dentro del desarrollo de la Semlntica Denotativa. Con esto en 

mente, la tesis utiliza la direccibn de temas de StoyC77l pero con un 

nuevo modelo matem•tico presentado por D. ScottC82J. Queda, la tesis 

conformada en tres partes. · 

La primera parte presenta el contexto en que se desarrolla este 

campo de investigacibn y debe consid•rarse tambi•n como una intriduc­

cibn al tema; esta pa~t• incluye un panorama de los obJ•tivos de la 



formalizacibn y sus fundamentos, la necesidad del uso de Dominios se 1 
plantea y se muestra un trazo de la direccibn en que ha surgido y se 1 
dirige la teor\a. 

La segunda parte constituye el nucleo del trabaJo, presenta 1 a 1 
Categor\a de Dominios rodeada de eJemplos. Las construcciones y reali­

zaciones tebricas sobre Dominios quedan detalladas en esta ·parte baJo 

el enfoque de Sistemas de 1nformacibn. Muchos de los eJemplos son 

tomados del enfoque topolbgico por D. ScottC81l y esto pretende com­

pletar la presentacibn inicial de ScottC82J. 

En la tercera parte se muestran algunos eJemplos de aplicaciones 

concretas y su desarrollo. Estos eJemplos son casos mucho mas globales 

que los eJemplos anteriores. 
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Capitulo I 

ELEMENTOS PRELIMINARES 

Seccibn 1 Sintaxis;semhntica y pragm•tica. 

Entendemos que un lenguaJe de programacibn es un sistema de 

notaciones para describir chlculos y operaciones.' Un lenguaJe de 

programacibn debe entonces ser capaz de describir (para programadores 

y usuarios de programas) algoritmos e indicar (para una implaritaeibn 

en computadora> las operaciones. Las grandes e inmensas diferencias 

entre los seres humanos y las computadoras dificultan encontrar :::una 

notacHm ad~cuada a las capacidades de humanos y mllquinas; pensamos 

entonces en lenguaJes en favor de los humanos como "lenguaJes de alto 

nivel 11
, mientras que aqul!llos a favor de las computadoras los llamamos 

11 lenguaJe& de baJO ni val". 

En este sentido los casos extremos que se presentan son, en 

principio los siguientes1 El lengtiaJe m•s poderoso en una computadora 

particular es su lenguaJe de mhquina, el cual proporciona control 

sobre todos los recursos disponibles en la mkquina. Sin embargo, este 

lenguaJe no puede usarse en otras computadoras y para los programa­

dores es muy dificil escribir o leer programas en lenguaJe dé mlquina, 

simplemente porque.los humanos no podemos afrontar la falta de estruc­

tura tanto en los programas <sucesiones de instruciones de mhquina> 

como en la representacibn de los datos <palabras o celdas de memoria). 

Po~ otra parte se encuentran los lenguaJeS natu~ales (como el 

Espahol o Franc,s). Pero en la mayo~\• de los campos de la ciencia y 

la tecnologta ha quedado demostrado que las notaciones simbblicas 



1 formales, princi palrnente de las Maternht icas y la Lbg ica, son i Yid ispen­

sables para la formulacibn de conceptos e ideas del razonamiento 1 
cientlfico. Desafortunadamente, la mayorla de las notaciones y concep­

tos matemhticos no son implantables, por diversas razones, en una 1 
computadora. 

1 Se espera que en el futuro, el lenguaJe de programacibn ideal · 

combinar• las ventaJas de ~os lenguaJes de mlquina y la notacibn 1 
matemlltica, a pesar de la fuerte investigacibn en este sentido la 

tarea parece abn extremadamente dificil. Varios lenguaJeS ~xistentes 1 
han sblo logrado combinar algunas caracterlsticas y en la mayoría de 

1 de los casos el resultado final ha sido dificil de implantar ademls 

que su uso ha resultado incbmod.o. EJemplos conocidos de estos esfuer- 1 
zos lo constituyen los lenguaJes LISP,PROLOB y EUCLID. 

Existen tantos lenguaJes de programacibn~ tan compleJos e irregu- ji 
lares, que resulta casi imposible aprender con detalle cada caracte-

1
; 

rlstica de cada lenguaJe (aunque se trate de los 15 mlls importantes>. 
. -~ ; ! 

Afortunadamente, muchos conceptos son comunes a los lenguaJeS de 1 
programacibn; incluso aquellas caracter'lsticas que parecen totalrnente 

diferentes son globalmente generales a los mismos prir1cipios. Dirigi- I' 
remos nuestra atencibn hacia los aspectos generales y conceptos funda-

1 
.. 

mentales. j 

El estudio de los lenguaJes naturales tanto como los artificiales 1 
<en p~rticular los de programacibn> es clasificado tradicionalmente en 

tres •reas principales1 

(a)Sintaxis, la cual concentra sus esfuerzos al estudio de la 

forrna, la estructura y la composicHm de frases y expresiones en el 1 
1 
1 

. 1 
~ffel~~~~~;;J;~~:i1t~~,;;,;;;%~\~t~ú~~{z.:i.,0f:~¡.0;~"''iid";"~'.~:¡;,,~~:i,~*~"'~i~~~ki~·'·,;11~ 

lenguaJe. Es decir la correcta estructuracibn. 

(b)La Sem•ntica enfoca el significado, las ideas y conceptos de 

las estructuras o frases del lengu•J•• 



1 
I· 

Finalmente, el campo de 

(c)l• Pragm•tica estudia los origenes, usos y efectps del len-

guaJe. Asl, los aspectos pragm•ticos de un lenguaJe de progrnmacibn 

1 ~ncluyen t~cnicas de implantacibn, metodologla de.la programacibp o 

1 
1 
1 
1 

1 

1 

historia del desarrollo del lenguaJe. 

Las fronteras de esta divisibn no estan claramente marcadas, 

algunos aspectos de los leng.uaJes pueden ser vistos o tl"atados como 

sintlcticos o como semAnticos, pel"o pal"a nuestros obJetivos la clasi-

f icacibn no darl lugar a confusiones. 

El presente trabaJo enfoca sus intereses hacia la formalizacibn 

de la investigacibn sem•ntica. La fol"malizacibn sint•ctica esta pr•c-

ticamente completa, ya que es esencialmente un problema mucho m•s 

sencillo. Presentamos a continuacubn las ·principales ideas formales de 

1 a si nta>< is. 

Seccibn 2 Sintaxis Abstracta y Concreta 

En realidad es sencillo especificar informalmente la sintaxis de 

un lenguaJe de programacibn, pero tambi•n es sencillo y mucho m•s 

conveniente una descripcibn formal especifica. la notacibn que se 

utiliza para describir la sintaxis de un lenguaJe recibe el nombre de 

meta-lenguaJe. En asta secc:ibn presentaremos un meta-lenguaJe muy 

usado para describir la sintaxis. y posteriormente abandonaremos toda 

discusibn de los aspectos sint•cticos. 

La sintaxis de un lenguaJe de programacibn puede sel" especificada 

simplemente enumerando las clases sint•cticas y listando todas las 

formas posibles de las estructuras de dichas clases sint•cticas. De 

esta man•ra, la primera parte de una dafinicibn sintl~tica enlista las 

. 'U 
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clases sint,cticas y los s\mbolos para' denotar elementos arbitrarios 1 
de cada clase, en la segunda parte aparecen las diferentes opciones de 1 
cada clase no elemental a la derecha del slmbolo :1= separadas por el 

slmbolo 1 (ver eJemplo en: APLICACIONES "sintaxis abstracta· de PASCAL">.I 

La sintaxis abstracta dice cuales son las estructuras sintlcticas 

bien 1 
formada, ni tampoco su estructura; por eJemplo, baJo la sintaxis 1 
disponibles pero no especifica si una cadena de caracteres estl 

abstracta de PASCAL 

"if E then C" e "if E then C else C" 1 
son se~aladas como estructuras correctas de enunciados pero no especi- .

1 f ica claramente si 

es un texto 

11 else 11 ?. 

"if a then.if b then p else q" 

' correcto y en este caso ¿a que 11 then 11 corresponde el 
1 
1 

Estos aspectos se tratan en una Sintaxis Concreta o GramAtica. 

para 1 El rriet a-1 eng uaJ e Backus-Naur-Form<BNF> es el mlls conocido 

especificar la sintaxis concreta de un lenguaJe de programacibn 
Se l. 

especifica una tetrada constituida por un conJunto de elementos No-

terminales, un conJunto de s\mbolos terminales, u n s\mbolo inicial 1 
distinguido y un conJunto de reglas o producciones. 

<expresibn) 1:= <t•rmino> 1 <expresibn> <operador suma> <t•rmino> 

<t•rmino> 1:= (factor) 1 <t•rmino) (operador producto> (factor) 
' 

(factor) : := (identificador') 1 <literal> 1 < <expresibn) > 

<identificador> : 1= A 1 B 1 C 1 ••• 1 Z 

(operador suma) ::= + 1 -

<operador producto) ::= * 1 I 1 mod 

<literal> 1 := O 1 1 1 ••• 1 maxint 

Tabla #1 

1 
1 
1 
1. 

1 
1 

'11:i!i!i<;;;•,,,J,5~,¡,~¡;,¡;¡¿,~~ll;¡,;~.;:;·~~t~~:i:,~\~¡c¡',,,¡c";jl\i:;: :2~,~:·,;i,;,¡,j,~¡¡;¡y~,·;1 ~C,11~~;dli~i:;;};,i;¡¡1,~1¡;,~~; J~wiJ,;;;J 
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1 

1 

1 

1 

1 

Por eJemplo, considerese la gramltica para expresiones aritm•ti-
• 

cas dada por las producciones de la Tabla #1. 

Los obJetos no terminales de la gramhtica son representados entre 

< > y los obJetos terminales aparecen tal cuales, el s1mbolo ini~ial 

<no terminal> es el elemento a la izquierda de la primera regla. 

En el eJemplo de la tabla #1, la primera regla especifica que una 

expresibn es un t•rmino, o' una expresibn seguida de un operador de 

suma seguido a su vez de un t~rmino. La interpretacibn de las otras 

reglas es an~loga. 

Las producciones sehalan cuales son las estructuras del lenguaJe 

y los textos de expresiones que pueden ser reconocidos como vAlidos o 

no a partir de las reglas. 

Por eJemplo, A+B*C es reconocido como una expresibn cuya estruc-

tura es1 
.. 1 

<expresibn) <operador suma> <t•rmino> 

donde el t•rmino es B*C• Similarmente un anllisis indica A*B+C 

una estructura resultante des 

<expresibn> <operador suma> <t•rmino> 

donde ahora el t•rmino es C. (ver tabla •~> 

<expresibn) 
1 

<t•rmino> 

<ex pres ion> 

' <operador suma> <t•rmino> 
1 1 
+ <t•rmino> <operador producto> (factor> 

1 1 ' 

como 

1 
(factor) 

t l 

(factor) * 
1 

<identificador> 

(identificador) 
1 

(identificador> 
1 
A. 

e 

' B 

Tabla #2 



Entonces A+B*C es equivalente a A+<B*C> y A*B+C es equivalent• a 1 
<A*B>+C. Es decir 

precedencia. <Los 

la si nt axis indica que c:iperadore's t .i enen 

operadores de producto tienen mayor prioridad 

mayor 

que 1 
los de suma>. 1 

En resumen, la gram•tica hace posible recuperar la sucesibn de . 
reglas aplicadas a partir del stmbolo inicial para obtener el texto o 1 
frase particular del lengu~Je. A tal sucesibn se le denomina una 

derivacibn. Una descripcibn sintlctica formal se llama ambigua si para 1 
alguna frase del lenguaJe existen dos o mas derivaciones distintas. 1 
Por eJemplo si se remplaza la primera produccibn de la tabla 11 por 

~expresibn>: :=<tl!rmino> 1 <expresibn> <operador suma> <expresibn> 1 
el texto A-B-C ser\a reconocido como A-<B-C> y <A-B>-C las cuales no 

son equivalentes. No es deseable tener una gramltica ambigua pero no 1 
existe un m•t~do general para demostrar si una gramhtica es ambigua; 

1 sin embargo es posible probar que una gram•tica particular no es 

ambigua. <Para una mayor discusibn sobre las metodologtas de represen- 1 
tacibn y reconocimiento de las sintaxis en lenguaJeS de programacibn 

el lector puede consultar Aho y Ullman C79l;. 1 
BNF no es la bnica notacibn para definir formalmente la sintaxis 

1 de un lenguaJe de programacibn, <existen otras descripciones como Meta­

coból o Sintaxis por Diagramas> pero el obJetivo de nuestra discusibn 1 
es mostrar que los problemas de descripcibn sintlctica no son de 

alttsima cornpleJidad por lo que la descripcibn formal se encuentra muy 1 
avanzada. 

Seccibn 3 Descripcibn Semlntica Formal 

1 
1 
1 

La descripcibn formal de la semlntica de un lenguaJe de programa-

1 cibn es una especificacibn precisa del significado de los progrAmas 

14 . 
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para que sea utilizada por programadores, dise~adores e implantadores 

de lenguaJes, asi como en investigaciones tebricas de lenguaJes y 

comput ab i lid ad. 

Originalmente el obJetivo de utilizar una definicibn suficiente-

mente precisa del significado de los programas fue la correcta cons-

truccibn de interpretes y compiladores, posteriormente tambi~n se 

intento realizar afirmacionei de los programas rigurosamente fundamen-

tadas, el. obJetivo tal vez mls importante a futuro parece ser el 

diseho de lenguaJes con descripciones cada vez mls simples. Todo estó 

lleva a que los programas, al construirse naturalmente, sean corree-

tos, evitando la constante y costosa cor~eccibn y prueba. 

Para alcanzar estos obJet iyos, las descripciones formales de.t:1en 

proporcionar conceptos independientes a la implantacibn particu~ar, 

t•cnicas no ambiguas de especificacibn y una teoria rigurosa que 

soporte las afirmaciones sobre programas •. Explicaremos a continuacibn 

el porque de estos requisitos y como las diferentes descripciones 

sem•nticas formales proponen su solucibn. 

Las descripciones semlanticas no formales, comunmente necesitan .. 
una base de conocimientos y conceptos sobre programaci~n para explicar 

el significado de una frase del lenguaJe; por eJemplo los conceptos de 

variable(distinto al concept.o matem1'tico>, ambiente, valor actual o 

valor de una expres~bn son utilizados .en la descr-ipcitm de PASCAL<Jen­

sen y Wirth C74l) para e~plicar el significado de la asignacibn. En la 

mayorla de los casos esto concéptos son e>eplicados en tttrminos de la 

impiantacibn, lo cual hace que diferntes implantaciones se~alen signi-

ficados distintos a los mismos conceptos. En realidad, la esencia de 

las ideas no depende de ninguna m•quina particular. Una definicibn 

sern•nt ica for-rnal, pr-oduce un conJunto univer-sal de conceptos en tl!r-

minos de obJetos matem•ticos abstractos, lo cual per-mite definir, por 
1 

'·:· 



. 
de la sem~ntica formal que es posible probar .cuales reglas de inferen- I: 
cia sobre programas son vlllidas en alghn lenguaJe particu'lar. Los 

intentos por dise~ar lenguaJes tales que la intuicibn .sobre reglas de 1 
inferencia · correspondiese al resultado de las intrucciones y no fuese I· 
necesaria la formal i zacibn del programa mostr-aron un gran . fr-acaso .. ·• 

cuando los dise~adores del lenguaJe EUCLID no pudieron hacer afirma- 1 
ciones sobre progr~mas en tal lenguaJe. <Ver LondonC78J,8ordonC79J). 

Otro reciente uso de la sem•ntica formal, se deriv~ del hecho de 1 
que· las descripciones· formales son legibles, repre~entables ·y maneJ•-

1
. 

bles por comput·adoras. Esto permite la produeibn de programas par:a 



maneJar las definiciones semknticas y utilizarlos como genera~ores de 

sistemas en implantaciones, anhlogamente.a como se producen a partir 

de las definiciones sinthcticas, los reconocedores sint•cticos o he-

rramientas para compiladores <Ver Moses [76l>. 

Son claras las ventaJas alcanzadas b~Jo el uso'de una descripcibn 
• matemllt.ica de la semllntica, pero¿ Cbmo se realizan estas descripcio-

nes?, esta pregunta es respondida, en t•rminos generales a continuacibn. 

Seccibn 4 Ml!todos de Semllntica Formal 

Existen tres metodologlas.princip,ales para presentar una descrip-

cibn semllntica de los lenguaJes de programacibn. Estas son: el enfoque~ 

operaciona~J (representado principalmente por el Vienna Definition 

Language1 VOL>, el enfoque a><iomlltico y el enfoque denotativo.Cabe 

subrayar que ltstos m•todos no ,son riva'les. Realmente todas son semlm-

ticas matemkticas. Sin embargo algunas presentan desventaJas con res-

pecto a los obJetivos inicialmente se~alados y esto ha impulsado los 

esfuerzos hacia las otr-as en busca de respuestas a problemas particu-

lares. 

El enfoque operacional se esfuerza por'e>eplicar las operaciones 

con las cuales las mlquinas,eJecutan los programas. Estas operaciones 

pueden ser descritas mediante notaciones orientadas hacia las mllquinas 

o utilizando t•cnicas no denotativas como la Teorla de Autbmatas. La 

idea consiste en definir perfectamente una m•quina abstracta y el 

. cbdigo de operaciones en ella, a pesar de que el modelo matem•tico asl 

construido es totalMente imprlctico, la descripcibn es tan simple que 

no e>eiste confusibn alguna· sobre el cbdigo de operaciones. Finalmente 
. 

el significado de un programa es dado por una traduccibn a este c~digo. 



La primera desventaJa de este m~todo ~e presenta al definir l il 1 
semlmtica de las intrucciones en la mhquina abstracté (l~ bnica base 

para esto es su sencillez). Es decir el problema sblo se traslada a un 1 
nivel mas baJo, lo cual complica las aplicaciones prkcticas. Sin 1 
embargo, lo que resulta abn mhs serio es que el significado de un 

es 1 
nuestro trabaJo, sino el tra~aJo de la computadora. Una desventaJa m•s 
resulta de que programas con significado operacional no corresponden a 1 
las estructuras ~sadas por lo~ programadores, tanto en cuestibn de 1 
instruciones, como de datos, esta falta de relacibn hace al enfoque 

programa se descr~be en t~rminos de simular operaciones y este no 

operacional muy incbmodo. 1 
·La principal ventaJa de este m~todo es que sugiere muchas t&cni-

cas de implantacibn y facilita la construcibn de compiladores. 1 
El enfoque a><iomlltico se ocupa de proporcionar a><iomas y 

de 

reglas 

1 A cada enun'.:!. 

que presentan una 1 
inferencia para realizar deduciones sobre programas. 

piado del lenguaJe se le asocia uno o m•s a><iomas, 

posible afirmacibn con respecto a la eJecucibn del enunciado o ins­

truccibn, en t~rminos· de lo que serta cierto despu~s y antes de la 1 
eJecucibn. 

La principal "desventaJa del enfoque axiomlltico es que sblo es I· 
aplicable a situacuiones muy simples y en aplicaciones reales resulta 1 
muy dificil se~alar los a><iomas, incluso para los dise~adores del 

lenguaJe. A pesar de esto, esta t•cnica ha sido muy exitosa para la 1· 
demostracibn de la correcibn de programas. 

En este trabaJo nos concentraremos en Semllntica .Denotativa, y 1 
explicaremos esta llrea en la seccibn siguiente. 1 

Seccibn 5 Semllntica Denotativa. 

1 
.1: 
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La idea b•sica de este enfoque consiste en definir funciones 

(semlnticas>, las cuales llevan las estructuras sintlcticas en obJetos 

matemlticos abtractos que modelan su significado. Esto es, construc­

ciones sint~cticas denotan obJetos matemlticos y las funciones que nos 

traducen las construciones sintlcticas en los obJetos matemlticos que 

denotan son las funciones semlnticas. Las definiciones de las fun­

ciones semlmticas son asi, denotativas, y estructuradas de manera que 

el significado de una frase compuesta se expresa en t•rminos del 

significado de sus componentes inmediatos. 

La construci~n de estas funciones <usualmente definidas en t•r­

minos de obJetos descritos recursivamente> plantea la problem•tica de 

definir sus dominios <tambi~n.usulamente definidos de manera recursi­

va>. Esta tesis se conceY1tr-a en la constr•Jcibn de los codominios de 

las funciones sem•nticas. 
v 

La Semlntica Denotativa permite maneJar' conceptualmente los sig-

nificados de los programas. Es posible la demostracibn de la eHisten­

cia de un lenguaJe con los significados especifico& (lo cual no ha 

sido realizado desde el enfoque axiom•tico>. La presente tesis se 

encuentra dentro del marco de investigacibn de los fundamentos mateml­

ticos de la computacibn. 

Es conveniente insistir ~n que los m~todos de la semlntica formal 

estan muy relacionados pero parece ser que el enfoque operacional es 

mhs adecuado al implantador, el aKiom•tico para el programador y el 

denotativo para el disehador. Incluso invitamos al lector interesado a 

consultar ·1os Capitulos 13 y 14 de StoyC77l donde las herramientas de 

los enfoques·aKiomltico y operacional son utilizadas para una defini­

cibn denotativa. 

Presentamos a continuacibn un eJemplo, y recordamos que la Semln­

tica Denotativa considera a las construciones sint•cticas correctas 



como notaciones de obJetos matemkticos. En realidad el 

obJetos abstractos es diflci l sin usar una notacibn 'part.icular. Pot" 

eJemplo pat"a hablat" de los n~meros naturales necesitamos algbn conJun-

1 
1 

to de nombt"es como: { 1, 2, 3, 4, 5 ••• } o tal vez . <I, 11, 111, ••• }' 
o 1 

{uno, dos, tres, ••• }. Como no podemos manipulat" entidades abstractas, 

sino hablat" de el las, tal vez las bnicás cosas que eHisten son los 

lenguaJes, no entraremos en discusiones filosbficas de esta . 1 ndol'e, 

pero consideramos importante se~alar'que en el.presente trabaJo conce-

vimos siempre diferentes los obJetos matemlticos de la notacibn para 

hablar de el los. 

EJemplo:Notacibm en base B. 

Sea B'~ un nbmero natural B~ 2 (y por el momento BC10>, sabemos 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

que todo nbmero entero puede ser escrito en base
0

8 si tenemos 

slmbolos diferentes. <En realidad estos s~mbolo ya fuet"on dise~ados 

B 1 
y 1 

son los dlgitos 0,1,2,3, ••• ,9). La escritura de un nbmero en base Bes 

una no.tacibn para los nbrneros enteros, construidos a partir de los 1 
naturales y estos fundamentados en los axiomas de Peano <ver StollC63J). 

Es importante distinguir que los enteros son independientes de la 1 
la 1 

notacibn decimal usual para hablar de ellos. 

Presentamos aqul la sintaxis y semhntica de este lenguaJe en 

.Tabla #3. Supondrem~s la exist~n6ia de B slmbolos distintos, los 1 
cuales denotamos por~,!,···•~=!. Supondremos tambi•n la existencia 

de un dominio sint•ctico Not, que tiene un subconJunto llamado Pos y 1 
un Dominio semhntico Ent <que contiene a los enteros) para la funcibn 

1 sem•ntica que definiremos a continuacibn. 

1 
'; 1 
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Sintaxis Concreta 

No-terminales=<N,M> 

Ne Not ME- Pos 

<N> n= <M> <-M> 

<M> : : = ~ 1 ! 1 ••• 

Dominio Semlntico 

Ent=<0,1,-1,2,-2, ••• ! 

Funcibn Semlntica 

lN:Not -> Ent 

ll'lf[[ ~ ]] = o 

JN[[ ! ]J = 1 

lN[[ 1ª=! J] = B-1 

INr'r MI ]] = B H 

J:N[[ M! ]] = <B )( 

DI[[ 

JN[[ 

<M> ~ ... <M> ~=! 

<Dominios de los nbmeros enteros) 

M ]] ;) 

M ]]) :+1 

lN[[ Mª=! ]] = <B x lNCC M ]]) + B-1 

lN[[ -M ]] .= - 'JN[ [ M ]] 

Tabla #3 

La sintaxis la presentamos en BNF e indica simplemente que Not 

consiste de todas las sucesiones finitas arbitrariamente largas de 

slmbolos de <1,1; ••• ,ª=!>, opcionalmente antecedidas del signo-. N es 

un elemento arbitario en Not y M denota un elemento arbitrario en Pos 

(las notaciones de los positivos). Para definir la funcibn semhntica 

IN •n la tabla 13, •sta se define en todos los casos sinthcticos 

posibl•s, (en algunos d• ellos racursivament•>. La funcibn asocia a 

'not ac i bn en base 

.. , 



entero, podem9s decir que en cierta forma la 

cibn. :Es muy i'rnportante observar la di ferer1ci.a 

func:ibn evalu~'la ., 
entre stmbolos subraya-.1 

dos y aquellos que no lo estan1 los slmblolos subrayados son slmbolos 

(letras) del lenguaJe Not, es decir,· el lengu~~e q~e estamos defi~ien-1 
do, mientras que los no subrayados representan obJ;;toa maternllt icos ·Y•1 
conocidos <como el cero, la unidad >, las funciones binarias recursi-, . . . . 
vas de los entero&(suma y m~ltiplic:acibn) y la funcibn inverso a~iti-1 
vo. M es una .variable sobre Not ·.Y los slmbolos subrayados son slmbolos .· 

considerados tal cuales, el escribirlos Juntos sblo por eJemplo indical;-, 

una c:onc:atenacibn del valor de M y el stmbolo gi. Para hacer. evident,·;\ 

que la funcibn va de. estr-uc:turas sintlu~t icas ut i 1 izamos CC l l para .:. 

indicar el argumento, el\ cúel es alguna eKpresibn del rnetaÍen~:U~J-1.:~ 
si ntllc:t ico. 

En muchos casos pricticos no se especifican los conJuntos 

terminales y no terminales pues pueden deducirse de las proqucc i or.•1··\ 
lenguaJe que~:.;; <por la notacibn < > >. Ahora probaremos que este. es el 

. -~ 
entero J'! 

buscamos. 

1 

AFIRMACION: Toda notacibn en Not representa un. tlnico 
• 

todo entero se representa por al menos una notacibn en NotlX 
¡•'. . ,,,, 

(). 

l .· .. ·.: .. 
F. 

Esto es decir que Not .es un conJunto de nombres para los ~tlmerl;' 

entero•. 

DEMOSTRACION.-La demostracibn es sencilla.y se sigue por indut: 

cibn sobre la longitud de N. 

Primera. pat"te. Toda notacibn representa un "nico entero. 

C•so 1>Supongarnos N no tiene signo, <as de la for-ma M>. 
l 

·· 1,ongitud d• N •• 11 9ntone•• N•! o N•1 •••. o N»I=! en 

1 
C:UJ 



1 

1 • 

caso N representa e>eclusivamente al ce~o o al uno ,etc. 

Supongamos que todas las notaciones de longitud k reprera~r1t,an un 
. . . . 

'mico entero, y sea N de longitud.k+l y sin signo; luego se tiene que 

exc 1 usi vamente, 

N=M~ o N=M! o ••• o N=M~=! 

con M de longitud k, supongamos N=Mg y por hipbtesis de induccibn que 

M representa al entero z,entonces N representa a: 

(z >e B> + b 

lo cual completa la induccibn. 

Caso 2)Si N tiene signo menos, es de la forma -M, entonces M no 

tiene signo menos y por el caso 1) M representa un bnico entero z, lo 

cual implica N representa a -z. 

Segunda parte. Para todo entero e><i.st- al menos una not ac i bn · ·en 

Not. 
:, 

Sea z un entero arbitrario, si z es positivo aplicamos induccibn. 

Si z=O s~ representa por @, .supongamos todo ne.mero positivo menor que 

z es representable en Not,como 

z=qB+r, B>r>O ,B~2 tenemos q<Z 

y entonces q se representa como algbn M en Not, pero entonces z se 

representa como Mr. Finalmente si z<O entonces -z se representa como 

algetn M, lo cual ·implica que z se representa como -M. 

[]. 

Obs•rvese que la primera parte implica que la funcibn sem•ntica · 

toma valores enteros y esth bien. definida, la segunda parte es equiva­

lente a que la funcibn sea sobre<en los enteros). 

El lenguaJe que hemos definido formalmente es simplemente la " 

notacibn posicional para los enteros1 esta notacibn no es obvia y es 

uno de lo• m•• grandes invent~s matem•ticos de la humanidad. <Nbtese 

que otro•. lengu•J•• diferentes han sido utilizados 



como lo" Nbmeros ·Romanos), ,, 
' denotar 

Esta notacibn hizO mec•nicaa las opera~iones aritm~tica• y permitib 1 
concentrar el pensamiento maternhtico en algo mlls. La espectativa de 

alcanzar nuevos nivioles de abstracibn mediante la formalizacibn semlln- 1 

los mismos obJetos rnatemhticoti', 

t ica (es decir una adecuada notacibn da los lenguaJeS de programacibn) 1·. 
aparece en el horizonte. • 

.... : ' 

;,,., 
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Capl tul o II 

LA CATEBORIA DE DOMINIOS 

La construccibn de funciones semlnticas comienza por definir sus 

dominios •. Sorprendentemente en el capitulo anterior utilizamos la 
... 

palabra Dominio en lugar de ConJunto para nuestro •Jemplo. Esto se 
,,;, .. 

debe a razones matem•ticas t~cnicas qÚe son el obJeto de nue~~ro 

estudio. Es decir, un Dominio posee para-nosotros una estructura 

matemltica distinta que lo diferencia del concepto que aparece en la 

definicibn de funcibri matemlt ica. En realidad los Dominios sqn cor1J_un-

tos con una estructura particular. Las ideas intuitivas y las aplica­

cio.nes,. si se maneJan lmicamente baJO la Teorta d~ ConJÜntos, es decir 

dentro de la Categorta de ConJuntos sin mls· estructura, enfrentan 

serios problemas •. 

Un problema di ncil de resol ver formalmente aparece cuando los 

conJuntos sobre los cuales deben definirse funciones. semlnticas deben 

ser definidos recursivamente por consideraciones prlcticas1 por eJem­

plo, el uso de pr-ocedimientos con efectos colater-ales en un lenguaJ• 

de programacibn <ver •Jemp-los en las APLICACIONES> lleva a que los 

Dominios tengan una forma como en i'a Tabla #4. 

Las ecuaciones de la tabla son recursivas1 Estado esta definido 

en t•rminos de Salida, la cual esta en t•rminos de Valor, el cual esta 

en t•rminos d• Procedimiento y ••te nuevamente en t•rminos de Estado. 
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:t., i· .... ' .. ' 

Estado=Memoria >e Entrada >e Salida 

Memoria=Id ->CValor+<noligado>J 

Sal ida=Valorao 

Entrada=Valor• 

Valor=Nbmero + B80L + Procedimiento 

Proi:edimiento=Estadq -) .[Estado + {!frror)l 

Tabla 14 

I
·:. ·;.,~.:'. ,, 

t·¡ 

-i,,.'. 

1 
1 
I ;, 

',' ~-'. . 

'•1: .. ;. 

I·: .. '. :,;. 
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I ··.:·· 
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•'• 
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En la Categorla de ConJUntos no siempre e>eisten conJ".Jntos que lj 

satisfacen las ecuaciones de este tipo, principalmente por problemas · ;··; 

de Cardinalidad. Afortunadamente el trabaJar en la Categor\a de Domi-1::: 
:;:, 

··-·.: 

nios nos permite interpretar los operadores +, >e·. -) e DO 
~ ' de manera 1·.;rf .. · 

)-:: 

que constru~amos soluciones. Es decir, las ecuaciones en general no . j~';: 

d.om1
. nio de·.,. !;;;'.'. pueden siempre .ser resuletas pero al restringir nuestro . .:_::7 

-,~;. 

discurso podemo• lograr un gran avance. . · \'M~ 

Algunas de las ideas pr-incipa~es para obtener solucione~ s.e basan·,l*i 

en que A->BS <flf:A-)8) (el· espacio de f.unciones entre Dominios) sea IY 
un Dominio donde los mapeos preservan la estructura, y que el • es una 

representacibn para isomorfismo y no igualdad. 

Finalmente,, el habl~r de conceptos de: programacibn de alto nivel 

nos lleva a considerar el espacio de funciones como tambi•n un.obJeto1 

como una funcibn en general es un obJeto infinito, . surge la idea ~· 1·· 

apro>eirnacibn por o~Jetos finitos . < como se apro>eiman valores en An•li- .·:\:'. 

sis Nurn•rico). Sin embrago, resulta abn mas diflcil de JUstificarl' 

formalmente los conceptos operacionales de program,~ibn como procedi- :<~ 

mientos no restringidos que permitan procedimientos como argumentos. 1 
Matem•ticamente esto es, funciones que deben es~ar bien definidas para 1 
ser aplic•das .• todas las funcionas. Hasta ahora, si no restringimos ::;· 

. . . . .... ::~h 



nuestro dominio de discurso no podemos permitir con toda la 'li ber-tad 

la aplicacibn de funciones a funciones sin llegar- a ser inconsisten-

tes. La teorla matem•tica presentada a continuacibn logra restringir ,,. 

las funciones para que funciones puedan sér aplicadas (incluso a si 

mismas) consistentemente. 

Es importante se~alar que el problema de aplicacibn recursiva <• 
. 

si misma> surge en ~a interpretacibn matem•tica de efectos colaterales 

y almacenamiento de instr.ucciQnes en lenguaJeS de programacibn. 

Para el problema de almacenar instrucciones, operacionalrnente 

e>eisten muchas soluciones, pero matemllt.icamente ~ebemos definir una 

funcibn que enlace ·1os contenidos de ·1as localidades o celdas ~'de 

· memoria. Es decir debemos definir una funcibn matem•t ica , llamlPmosl;a E .. 

<estado de la memoria) de las celdas de memoria en los posibles conte-

nidos. Esta funcibn nos dice, dada una localidad de memoria, el valor 
,¡ 

del contenido ah\ almacenado. 

E1L-> V dond• k' L (el conJunto de localidades de memoria) y 

E Ck>t V <el conJunto de valores posibles>. Si S es el conJunto de Esta­

dos l QulP es una instrucibn del lenguaJe?. Esta es una modificacibn de 

los valores almacenados en memoria, matem'ticamente una funci'n V1S->S 
a o 

Como operacionalmente las instrucciones del programa son almacenadas, 

la mas directa formalizacibn de esto nos lleva a suponer que si E es 

el estado actual de la m•quina y k~ L es donde se guarda una instruc-

• cibn. es decir E<k> es una instruccibn, tenemos E<k>=S->S pero /Qut es 
' . 

ECk><E>?. En realidad el enfoque operacional guarda un cbdigo de la 

instruccibn pero para realizar la descripcibn formal de tal lenguaJe 

de programacibn, nos enfrentamos • serias dificultades. 

T•orla 



Inicialmente la formalizacibn c:omenzb con la idea de aproximar 
. 

los elementos infinitos de las funciones sern•nti.cas mediante elementos 

finitos. Se trabaJb entonces con ordenes parc.iales que indicaban. una 

relac:ibn entre mayor y menor contenido de informacibn1 posteriormente 
• 

se observb que funciones con sentido pr•c:tico ent~e estos conJuntos 

(ordenes parciales> deblan S!!r monbtonas,. es decir a mayor' informaclb'n 

como datos de entrada, mayor informacibn serla producida como salida. 

Esta estructura no fue suficiente, pues fue necesar'io que· al aproximar 

un eleme.nto por elementos finitos el valor de la furícibn en el elemen-

to fuese aproximado por los valores de la func:ibn en los elementos 

1 
1 
1 
1· 
1 
1 

~ 
el 1 . finitos. Esto llevb a que las funciones fuesen adem•s continuas y 

enfoque se envolvib por conceptos topolbg~cos. 

Estos enfoques per-mitieron uno.de los mayores avances en la ·1: 
sem•nt.ica tormal de los lenguaJes de desc::r i pe Um programacibn; 

tuvo lugar. cuando Dana Sc.ott mostrb. ~na Categorla ~onde.· podla. inter-

pt"etar consistent,mente.definicionesrecu,..sivas, <tanto de· fune>iones 1 
. como Dominios). 

Muchas de las ideas sobre Semlntica Denotativa hablan sut"gido 1 
mucho antes, por' •Jemplo el pionero de las definiciones denotativas, 

stratchey, publicb en °1966 "Towards a For'mal Semantics" y 1 
mente John Me. Carth~ h~bla logrado esbozar la sem•ntica denotativa del 
ur1 subconJunto de ALGOL-60. i 

En resumen, . lo que D. Scott l~grb fue fundamentar. la . semlnt ic:• I 
denotativa al dar una estructura a los conJuntos para que formacen lo• 

obJetos de una Categor1a y definir' M,+ y-> en ellos, mostrar como los 1 
elementos . 
apro>eimar-. 
mente. 

de los Dominios eran d•finidos, como aparecta la idea de 1 
y como los Dominios mismC>s podlan set" definidos recursiva-

D. Scott defiriib un ·ienguaJe LAMBA, el cual en:pr'incipi'o •• 



de eKpresar la sem•ntica de cualquier lenguaJa, todas la• funciones o 

funcionales computables son definibles en LAMBA. Por lo tanto, todo 

lenguaJe definido en LAMDA es implantable en principio; Ademas, LAMBDA 

es un lenguaJe matem•tico(notacibn matem•tica) que no incluya actuali­

zaciones ni saltos, y el ligado de ide"tificador~• o variables se 

realiza en la forma matem•tica convencional. Esta propiedad per-m~te . 
que LAMBDA sea rnatemlticamente manipulable en demostraciones. Sin 

embargo, a pesar de 'su importancia tebrica al garantizar que todo 

lenguaJe tiene almenos una definicibn sem•ntica <como subconJunto de 
~ . 

LAMBA>, el lenguaJ• LAMBA resulta totalmente impr•ctico. 

... 

Es importante indicar que las poco fundamentadas teorlas y los · 

primeros e inconsistentes trabaJOS conducen a versiones modernas. · 

Mucho se avanzb.en Semlntica Denotativa antas de qua eKistiese una 

demostracibn da que los obJetos y modelos jianeJados tenlan una funda-

pero la mezcla de los conceptos . tebricos h• .. 

contribuido a. enriquecer las tltcnicas de descripcibn. Las ideas ori'gf- .. , 

nales y el trabaJo inicial en este sentido :•on d• inclac:ulable valor. 

Los agradables recultados tebric:os obtenidos hasta ahora han 

impulsado la investigacibn en asta •rea, y las c:onstruciones tebricas 

iniciales< como el mismo D. ScottC82J ha dicho ) que requertan de 

muchas herramientas, suposiciones y restricciones evolucionan hacia 
. . . 

desarr-ollos m•s claros intuitivamente y mis completos' formalmente. 

Presentamos a cont inuacibn un desarrollo m•s senc.i 1 lo y elegante de 
.. 

Teorla de Dominios. 

Seccibn 7 Dominio• mediante Sistemas de ·lnformac~bn 

de un Sistema de· Informacibri '~•• un 
. .. 

conJUnto 
. ,. : .A~( . 

.. ~~M~~~iiii!~·k¡~~i~J1i~4),;~,,~é:',s,;,i:)i''' 



' proposiciones o afirmaciones sobre "posibles elementos" del Domintcl;; 

busc~.do •. El. ~.l•tema debe contener suficient.~5 proposiciones para dis} 

tinguir dos.elementos.distintos, y entonces de manera.abstracta pode 

mos identificar el elemento con el conJunto de todas las proposi~ionet" 

ciertas de ltl .. . . 
dando proposiciones y afirri1aciones sobre un elemento, 

.• .·;": 

agrupandolas, construimos •• la d~finicibn del elemento. Pen~amos "•i.J 
agr-upaci.ones finitas, pues son las almacenables en una computadora, ~~, 

·•· •'. 

pensamos en· elementos infinit'os como aquellos que requieren de unt} 
.'r'. 

definicibn con una infinidad d":afirmaciones. ·,':! 

De esta manera intuitiva, elementlos parcialmente definidos poseelJl 
' • J. • ···~·: 

conJuntos pequet\oa de propied~des o afirmaciones,· mientras que elemen.¡· 

tos totalmente definidos se identifican con conJuntos grandes d -.':!: 

afirmaciones, posiblemente maximales. Para hacer estas ideas 

presentamos estas 

l21fini~i~D ZL! Un Sistema de Informacibn ·es una estructura 

<D,A,Con, 1-) 

dondes 

Des.un conJunto<el conJunto da datos o. proposiciones>. 

~ es un elemento distinguido de D<el menor informante). 

Con es un conJunto de subconJuntos.finitos de D<los conJuntos 

datos consistent••>. 

1- es una relacibn binaria entre elementos de Con y D 

Crelacibn de implicacibn). 

tales que Con 'satisface los !liguientes ,uciomas Y u, vED finitos1 

Ci>Si u~v , vfCon •> ufCon 
\ 

Cii>Si XtD •) <X~fCon 

Ciii>Si ul-X •> uU<X>tCon 

sati•f•c• l~, ••aui•nt•• :•~loma• Y u,v"Con y Y X•D 
·•x:,,,r;.. ··· , ...•. ·1r};~'.r1.~·{¿.,·· .. ,~.;i!'\··é~i~l~ii¿¿¡ ······· · 

·1·.·.·.·:.· 
. ·, ,, 

l .. t.,;. ·" 
,, 

I '· 
' '.: 

I ·,,.; 
·, 

,,:.; 



1· 
1-
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

<iv> ul-" 

(V)Si XEu => ul-X 

(vi)Si ul-V Y V~v y vi-X m) ul-X ' '(). 

, . . 
Esta definicibn dice .qua1(i) Con es cerrado baJo. subcoriJuntos, 

Cii)contiene todos .los singoletes, (iii)la unibn de un dato implic~do 

• 
por un conJunto consistente, al conJunto, es consistente, (iv)b es 

implicado por cualquier cosa <v~ 1- es reflexiva y Cvi> es transitiva. 

Para pensar que quiere de~ir esta definicibn, pensamos en los 

elementos de Con como conJuntos finitos de d.atos cons.istentas, algunos 

de ,los cuales provean mlls infoY'macion que otros. La proposicibn qua. no 

da ninguna informacibn es 4 • Los obJetos. de datos nos dan infoY'm•cibri . 

sobre posibles elementos del Dominio que construiremos, de manera que · 

si utU izamos lanbcamente 6. obtenemos el elemento menos definido deno­

tado por!· ·No cualquier coleccibn de datos describe un posible ela-· 

mento, para esto utilizamos la nocibn de consistencia, si uicon •• .·· .. 
.. < 

falso entonces las pY'oposiciones en u no pueden aplicarse a 

elemento simultaneamente. El significado lntuitivo de 1- en ut~x 
., 

que si todas las proposiciones en u son ciertas da un elemento enton-

ces tambilm X .lo es. Esto Justifica porque pedimos . los a>eiomas 

<iv>, Cv> y <vi>. 

EJemplo 1 >Sea D=-NIU<O>, los enteros no negativos donde si nfD, 
, ... 

significa la proposicibn n4x, 

identificamos 4 con b. 

donde >e es un elemento por determinar • ·· 

Con•<SIStD y #CS><Jfo> 

y definimos 1- como la siguiente relacibn1 

<n , ••• ,n >1-m <•> m•O b m'n para algun i<k. 
o k-1 i 

El sistama anterior' veri~ica lo• aKioma• 1(>, Cii><~ii) y <iv> 



ti: ... 

la daf i~i6ibn trivialmente, pue' Con son todo• los s~bconJuntos .fini~I 
. ' .. 

tos da D y S 1.:-0 Y S~Con. 

Verificamos• 

Cv>Sea u=<n , ••• ,n )~Con 
o k-1 

y n ~u 
i 

.. . .. 
.• 1 

1 
entonces n. 4 n por lo.que ul-n iaO, 11 •• , k-1. 

i i i 
: '' CvU Sea v=<n , ••• ,n ) y u•<m , •• ··.,m ) ambos 

.. 
o k-1 o 1-! 

·gamos vl-m. i=0,1, ••• ,1-1 Y.ul-X, sea n=ma>e(n lnEv> 
. ·.•. i. J J .. ,, 
: · '··y'ªcomo .u 1-x X 'n de donde · 

en.Con y supon-1 

, entonces m ~ .,n 1 
vi-X (). 1 

· ·Z i~ ·. ·- • 

EJemplo 2> En el primer eJemplo todos los conJuntos finitosl.· 
. . 

aparecen como consistentes. Modificando ligeramente el eJemplo .· ante-1· 

rior obtenemos es siguiente Sistema de Informacibn. 

Sea' D=< <n, m> 1 n, m~Nl~O> y n'~> •• . 0' . . . . ~ 

y una s:-areJa denota la proposucibn n'>e'm para alg"n posible elemen- . 

. to >e 1 claramente debemos hacer • ,las pareJas CD, 3) y . C41 7>,. inconsi~tenl'.· 
' •' 

· •. ·i.'' '.' (. ._., , .. , 
· .. tes. Para A incluimos ·1a par•J• CD,•> cGn la int'erpratacibn natural. 

' '', ~) 

'.,i 
" 

. ,.;.• ...... ... '' ' 
···l''j . ' ( 

Ahora, definimos 
. . 

u~ Con. <•> ~ tt Nl\JCO> . t' y Cn, m>l u 

y para la relacibn de implicacibn definimos 
.. ", ~.. ' .. /• 

.... 

• • : : • ' • " -~ •• 1 1 • 

u 1-(n , m > <·•> tE Nl\JCD> y n,t.(m Y 
o o . 

n 't'm • 
o º· 

<n, m>t u"· implica 

Nuevamente es ne~e~ario verificar que se cumplen los a>eioma• 

.. la definicibn. 
' 1 

U> Es evidenta. 

Cii>Si X•<n,m> tbmese t•n y entonces {X),Con. 

Ciii>Si u'Con y ul-X•<n ,m > entonces, por la consistencia da 
o o 

~.t0tN1U<o> 't'. ~'to''" Y <n, m>t u , •. 

pero entonces co.mo u 1-X , n 't 'm . o ::.o o 
luago Y .cn,m>E cuU<X>l 

.· :}t 

·1: 
li 
1r 

de· ..... 

í; 
1: 

u,·1;: 

I· 



1 , .. 

1. 

1 
1 
1 
1 
1 
I· 

' 

• •. uÜ< X> E Con. 

.<iv> y <v> son inmediatos. 

Cvi>Si vl~V ~ VEu y ul-X=<n ,m > entonces, 
o o 

debemos probar que n 4t4m • 
o o 

Como vl-V=<k,r> Y YEu, k~t'r 
y como ul-X , 

Y <k,r>~u ... 

º!f!nigi~D ZL~·- Una relacibn de implicacibn 1- es minimal cuando 

ul-X si y sblo si X=
4 

b X~u, y 1- asl definida se llama la relacibn' 
mi ni mal. 

o. 

<vi>. 
... b!!!!!!! Z:.ª• -Toda re!ª"! bn mi l'li mal satt sf ª"" 1 os u i Omas U v l, <v l )1 

(). 

r i or. 
DEMOStRACION. -Civ> . y· <v> son inmediatos de la definicibn ante-

. '' 

Ahora para Cvi > , sean u, v' Con y v 1-V Y ·YE u ·,u 1-X; 
como u1-x,· 

si X•4 entonces vi-X; 

si. Xeu como vi-V Y Ytu, en particular \ vi-X . [J 

~lfini~i~n ZL~·- Llamamos maximal a la siguiente relacibn de 
implicacibn1 

u hX <•> X•
6 

b 'ti v? u , V* Con , se tiene vLJ< X >E Con. O 

ftQQ21i~i~n ZL~·-La relacibn maximal cumple los axiomas Civ>, <v> 

y Cvi) de la,definici6n de Sistemas de lnformaci6n. <>. 

\. 



•,.• ', 

l . ~: 

,! .. 

DEMOSTRACION. -

~iv> trivialmente ul-~. 

<v>Si X~u, entonces ~ v~u v'Con, 

• '. • •• ul-X • 

<vi>Si vi-V Y y¿u y ul-X , debemos probar vi-X. 

Si XaA , entonces vl-XJ 

consideremos w~Con wav, 

como vi-V si u-=< V , V , ••• , V > , 

w\J< V >f. Con 
1 

1 2 n 
y'wU<V >?v , da 

1 
donde 

1 
1 
l. 
1· 

,,,:·· I'. 

I •' > .. 

<wU<V »Ü<V ) t Con y por induccibn se obtiene 
1 . 2 

l
.,; 

.;.'_,~_s:'.: 

.... ¡ 

.·'."·' 

wUu1Con, · 

pero w\Ju~u ul-X , por la definicibn de la relacibn ma>eimal y 

· 1}1:; 

I·.·.~ tenemos wUuU<X>tCon ,pero, . :_t_~.c_;_: ,,., 

. . . . . ' ~' 

wU<X>5 ·wU uO<X> 

: • · .wU<:X)i Con . . ... . > 
. V 1-X. 

. ,,"i 

Cl • 

Et222!isi~!'.l Za.§• -Sea ahora 1-' ·otra relacibn sobr• los mismo• I~. 
o -~ 

conJuntos Con y D, y que satisface los .a><iomas para Sistemas de lnfor- ': 

macibn, elfttonces si ul- X , se tiene que ul·-x baJo la relacibn ma><i-1~ 
mal. (). 

DEMOSTRRCION.-Si ul- X, ~ntonces;Y v?u . v'Con obtenemos qu~ 
o 

li 
,,:.· 

1 
v 1- Y Y Vf: u , y como u 1- X , • v 1- X , de donde . 

1 o o o 
vU<XHCon : ,' 

y por lo tanto, ul-X baJO la relacibn ma><imal. []. 

1 
'-'~·:·. 
··:.:' 

. . ... . 1 
n.mA><BU<•~>~ .. · . Intlirpr•tamds:~:i.! 

• • ' • ... "'/ ' ••• ,... •• < ··; ' •• " • •• ' ·., 

?;:i::>/;'.·; .JD3,, :> ,:, >.~·:· · ·d: ·lí 



como la informac:ib~ contenida en Ca,b> como la afirmacibn b•fCa> para, 

algun.a funcibn f por determinar. Intuitivamente un conJunto finito· d• 

datos ·(proposiciones) es consistente si tales pareJa• pueden pertene-

cer a una .funcibn, esto es1 

(1) <<a ,b >, ••• ,<a ,b >>tCon <•> Y i,J~k si a •aº e) b =b 
o o k k . i J i J' 

y si.uECon entonces siempre uU< 0 >ECon. <Este problema puede evitarse· 
. 

si en lugar .de <a,b> se considera <<a,b)} 

Damos como 1- la relacibn minimal. 

El a><ioma (i) se satisface pues si tifCon y V'':' , en particular .: 

tambi~n para v se satisface la relacibn (1) , por lo que vECon. 

(ii)Los singoletes cumplen (1). 

<iiOSi ul-X entonces x-.c:i. b XEu, en ambos c:asos es directo·':qu• .. ' 

uU<X>ECon. " 

Por. '1lt imo, como .se tr-ata de la relacibn mini mal la veri ficacibn ;' 

de que se tr-ata de.un Sistema de Informaci~n es completa. 

n 
EJemplo 4>Sea D•< 0 ,o,1,oo,01,10,11, ••• ,1 >, es decir todas 

cadenas finitas de longitud menor- o igual. que n, formadas· por O b 1, · 

ademls del slmbolo A para la cadena vacta. 

Como .nota~ibn au>eiliar indicamos L<s>•longitud de s ,Y •é D 

L (ª)=O, y s <i > al i-ffsimo simbolo de izquier-da a derecha en la cadena~ :¡ 

Sea uED finito, decimos que ufCon si y sblo si Y s,tfu,se tiene· 

. s<i >=t C i> i=1,·2, ••• ,min<L<s>,L<t>> y como 1- utilizarnos l.a r-elacibn 

minimal. 

Probar-emos que la descripcibn anterior es un Sistema de Informa-

. cibn. 

U>Sea. u'°.Con y vs.u, tomemos s,t,v, entonces s,tt-u y por ·10 

tanto 9U).•tCi) i•1,2, ••• ,min<L<•>,L.(t>>, de donde vtCon. 

(i U Si • 1rD , •• claro qu• <• )6Con pues •i s, tt<s > s•t•• 
o o o o 



'' 

,_ ... 

en consecuencia s(i)•t(i) Y i. 

<iii>Si u.1-s debernos probar- que u\)<sHCon, ahora, 

si sE u tenemos uU<s>=u~Con, 

si s=º entonces para r, t~ uU<s> tenemos 

r < i) =t (i. > i=1, •• ,min<L<r>,L<t>> pues ai r=A b t~A ~in<L<r>,L<t>>•O, 

<iv>, <v> y (vi> se deben al hecho de que 1- es minimal. 

I;:;: 

1 
1 
1 

En este eJemplo interprptamos una cadena s de D como la 'informa- . 
; 

citm acerca de los L<s> dlgitos binarios de un posible ntlmer-o entre O 1; 
n-1 . · 

y 2 es decir, una cadena nos define parcialmente un ntlmero y Con 

1 
.... '..; 

son los conJuntos con cifras consistentes. 

hacemos ""'=N 

y F=<S , ••• , S >'=Con &i y sólo si 0 S ~" b F==t!t 
1 n F i 

donde por- 1- damos la relacibn minimal. . ,;• 

Claramente se satisfacen los a>e iomas <i) y < ii) de la definicibn. 1: 
7. 1, ahora . : 

(iii) Supongamos Fl-S · 

si S~F entonces FU<S>=F,Con 

(\S • 1\ S "é 
f i JI>\\) i 

··1'}1 
. 1:: 

1: 
Por bltimo, como 1- es minimal tenemos que (iv>, <v>.y <vi) 

verdaderos • 

son l. 

el 

. Podemos interpretar· que un dato X'-D proporciona como informac¡bn ,., 

hecho de que el elemento por definir pertenece a X, es. d•cir, X · <;:.'. 

representa la afirmacibn KfX. I· 
I' 

Posteriormente extenderemos los bltimos dos •J•mplos con rela- ·.::) 

ciones 1- mlas fuertes. 1 
Los 

Muestran 

•J•mplós anterior•• y algunos que e>eploraremos m•s adelante ' ,. 

que alguna• vece• la estructura radica principalmente en Con 1 
,u 

.. ..,·.-,. . .. 

,~ti¡i.~t7j:}~,ti~i~ifi~~:~YJi1\1;:{,;~~;,1j'.ii11~~Íj~ik~1iü~.:·;~~'[1~;~i~¿~~~~~faV;,i,i~r.~~~L~~:1!~~~~~\~0v.~~~~~¿ .. ~\'./~¡¡:¡V¡,1Mi~ 
.. ' ··,_:, 



' 1 \~\ 

y otras veces en 1- y en algunos casos en ambas. El obJeto 6 puede ••r 

de e~nsiderable importancia pr•ctica y sin duda de gran utilidad 

tebrica; ya que garantiza que todo Sistema de Informacibn es no vacio 

y Con contiene a (A) y al tS. 

Debido al aHioma de transitividad podemos extender 1- a una 

relacibn binaria entre conJuntos de Con y abusando de la notacibn la . 
denotaremos tambi•n por 1-, identificando <X> con X • 

• 

u 1-v <=> u 1-X Y Xfv • (). 

A continuaeibn presentamos algunas propiedades. 

(i) '61-"" 

<ii>Si ul-v •) uUvt Con 

( i i i> u 1-u 

(iv> ul-v y vl-w imp11ean· ul~w. 

<v>Si u'2 u ul-v v~v· => u' 1-v'. 

<vi>Si ul-v y ul-v' => ul-vUv'. 

i. 

. (). 

DEMOSTRACION •. -<iii) y <v> Son inmediatos de las definiciones de ·· 

Sistema de Informacibn y la def inieibn anterior • 

.:~ tStCon. 

(ii)Se prueba por induccibn sobre la cardinalidad de v. 

Si i(v)•1 por el tercer axioma de Sistemas de Informaeibn queda 
' 

comprobado. 

Ahora, si l<v>•n y ul-v , sea X~v, entonces 

#Cv-<X>>=n-1 y por hipbtesis de induccibn tenemos 

. "· 



':· ... : .-
. '~ ' .. •' ;_,; '" 

u u (V'.""(X))~Con 
adem•s uV(v-<X.}) 1-Y Y Y~u y como ul-X 

uij<v-<X» 1-x 

de donde uU<v-{X>>U<X>•uOv E. Con. 

(iv)Sea X w arbitrario, debemos probar ul-X. 

Como vl-w en particular v1~x y como ul-v , 

ul-Y Y V v 

por el sexto axioma de la definicibn J.1 ul-X. 

<vi> Si X' vUv' entonces XE'V b XEv' pero por 

correspondientes a este inciso , tenemos ul-X 

' • • u t'- vUv •. 

las' hipbtesis 

Cl • 

Es importante se~alar que tomando (i), (ii>, <iv>, <v> y <vi> de 

·.·.: ·,1·''.'.','· 

1 
I, 
1 
1·· 

'' 

1
,, 

'•:.? 
.\' 

" 

I'''
;,:' 
" 

. . 

proposicibn an~erior- y. los dos primeros a>eioma;» de nuestra defi~icibn:·I''.. 

una definicibn de Sistema de ·informacibn equivalente a la 3 se construye 

que presentamos, a partir- de una relacibn binaria 1- sobre Con ylfa 
posteriormente def~niendo la.r-elacibn original comos 

ul-X si y sblo •i ul-<X>. 
' 

<No realizaremos los detalles). 

Como notacUm, un. Sistema de Informacibn se designa por 

A• <D , ..:a , Con , 1 - > 
A A A A 

para decir que A es un Sistema de Informacibn cuyas componentes son 1: 
las indicadas; la notacibn sin subtndices nos bastarla cuando trabaJ•- ··' 

mos con un solo sistema, pero nos serll de gran utilidad cuando var-ios I;¡ 
" 

sistemas est•n involucrados. 

1 
1 

Seccibn 8 Elementos . ''. 

1 
Consideremos un Sistema de Informacibn A, los datos significan 

afirmaciones o proposiciones sobre elementos, es decir, si XEDA y K ••., 



''.t 

un elemento, es entonces factible decir que X es cierto de K. Como lo 

llnico a nuestro alcar1ce son los datos, suponemos que siempre podemos 

distinguir elementos distintos, (de lo contrario debemos cambiar a un 

mayor Sistema de Informacibn). 

Formalmente >e•y si y s~si todas las proposiciC?nes ciertas de >< 

. ' 

son ciertas de y, e inversamente, todas las proposiciones ciertas de y 

lo son de ><. BaJo este principio lo que ·~aremos es identificar un 

elemento con el conJunto de proposiciones que son ciertas de ~l. En 

nuestro modelo. los elementos sdnconJuntos·de datos, pero observese ; 

que para que un conJunto de datos pueda representar un elemento: 

(i)debe ser consistente, y 

(ii)debe ser .cerrado baJo implicacibn. 

Los requisitos anteriores son claros, pues se trata de posibles 
' elementos y la implicaciem de una afirmacibn por proposiciones ciertas. 

I 

'' acerca de un elemento nos dice que la afirmacibn es cierta. Inversa~ 

mente cua 1 quier conJ unto · con 1 as propiedades (i > y (i ~ > const i tu ye una· 

definicibn para un elemento (tal vez parcialmente defínido>. Esto nos 

conduce a la siguientes 

~@fini~i~n eL!.-Los elementos de un Sistema de Infor~acibn 

donde A•<D , 0 ,Con , 1- > son precisamente aquellos subconJuntos >< 
A A A A 

D tales que: 
A 

e u Si uuc y •<u> <H, •> ut-Con. · 

Cii)Si u~Con , ufK y ul-X •> 
A 

Xt M. (). 

12•fini.~i~n §e.g.-El c:onJunto de elementos de A se llama el Dominio 

IAI. Como notacibn eec:ribimos KflAI para decir que K as un elemento 

del Dominio definido por el Sistema de Informacibn A. 

(). 



............. --.. ....... __ ~ 
·,,,.·." .. . 

','' .. ','' ·-
En el transcurso de la teais no distinguiremos entre •1 1 Sistema 

de Informacibn A y el Dominio IAI que define, salvo aclaraciones 

e>epl !citas. · 

J2~fin!si2n §:..ª .-Un elemen·to >e es ~otal si no estcf contenido 

propiamente en algbn otro elemento y. En caso contrario decimos qu~ M 
. ' " 

es parcial •. El conJunto de elementos totales de A se denota Tot • 

(). 

º!fioisi~t! ª:..~·-Un conJunto· que satisface que todo 
1 

finito est~n 'con se llama consistente. 

e~2R2!1Si~n ª:..§.-Si >e es consistente, ento~ces 

y• <XI ul-X para algbn u'Co'n Uli.M) 

(). 

A 

subconJunto 

es un elemento llamado el 'elemento generado por ><, denótado <><>. 

I'' 
1 
1 
1 
1:-

, ., 

11; 
~.' 

l.:· .. '·· .. •' 
;· .. 

.;• 
,'." 

l
';f 
'.?· :'.! 

(). . ·l::i 
': .:,··.rj,.~ 

DEMOSTRACION.-Verificaremos la dos propiedades de la definlcil>n 11 
de elemento. 

(i)Sea y' un subconJUnto finito de y=(>e) , entonces. 

si y' =<X , ••• ,X> , sean u , ••• ,u tales que 
1 n 

entonces 

de donde 

y tr-i via lrnente 

u 1-X 
i i 

,u u 
r..\ i 

1 n 
y u!:~ u finito i=1, ••• ,n 

i i 

"uu y es.finito 
\-:., i 

• 
\Ju'= Con 
\':.\ i 

A . 

U u 1-x 
-~, i J 

.·,"'·' 



por lo que 

aplicando i nduci vamente el a><ioma ( ii i) obteriemos 
.. 
. U u U y'~Con 
,:., i 

.'. ¡. y'i Con. 

b)Sea u~y u finito y tal que ul-X·, entonce~ debemos comprobar 

que XEy, es decir que 

si u= <Z , •• ,z > 

donde Z 
J 

y u 1-Z 
J J 

1 m 
es tal que 

,sea 

e><iste u~>< 
J 

A 

v= U u e >< 
:,::1 J 

u 
J 

finito 

entonces v es finito y por lo tanto v~Con, ademAs vi-u 

• vi-X. . . 

·Et::2E!2!.iS!t!n ª .. §.-><es un elemento si y sblo si 

K= he)• 

[J • 

CJ. 

· · DEMOSTRACION. -Inmediata de· la propo.sicibn anterior. 

Algunas otras propiedades sobre elementos tambi~n son inmediatas, 

por eJemplo: 

a)A l K ~ elemento ><· 
A 

b>Todo Dominio contien~ un elemento mlnimo baJO contencibn de 

conJ.untos1 

si D 
A 

!=(A ) =<Xf D 
A A 

c>Todos los subconJuntos finitos de D son consistentes si y sblo 
A 

es el m~Kimo elemento denotado por T 
A .. 

• <> • 



·. 1 

EJemplos 

EJemplo 1)~ecordando el primer eJemplo de Sistemas de Informacibn 

1 
1 

en la seccibn 7, donde n significaba la proposicibn n~K, los elementos 

son los conJuntos finitos 1 

1 
Km=<n 1 n~m) m'Nl\)cO> 

y K=N1Uco>. [] . . 
DEMOSTRACION. -Tenemos un mlKimo elemento NIU<O>=K por la proposi-1·; 

cibn 8.7 c>, probar que Km es un elemento es directo, pues como es . 
finito, Km,Con y en consecuencia todos sus subconJuntc::>s tambilm, ahora 1: .. : 
si 

entonces p=O ·e; 

Probar que son 

es elemento, 

es.to es claro ya que 

si L .no es acotado , 

<n , •• , n } ~KM 
o k-1 
· <n ¡ ••• ,n >1-p 

o k-1 
para algun i<k 

los 

• •• 

bnieos 

y ktl 

elementos es 

LE.N\\)<O> 

<n 1 n'k>~L, 

si keiL, {'k)l-n Y n'k' 

y <k, nHL Yn'k 

L•Nt\JcO>, 

si no L=Km coro m=ma>e <L>. 

y 

.sencillo pues si 

.. 
r:::: 
,, .. :1. 

11 
[]. ' 1·,~: 

·:.':.~ 

. ' .. ~'?"~ 
,., . ....,~.;~ 

EJemplo 2) El segundo eJemplo se Sistemas de Informacibn produce 1.tI 
como elementos los.conJuntos 

l ';j 
.\,¡ 

donde m 'p son dados y q puede ser• • Los elementos totales corres- lf 
con los enteros no negativos (e>< iste una biyeccibn>, mientras // pon den 

;' ,, 

qua los elementos parcia!es corresponden a los casos donde las cotas ni;·. 

. ,.' " .. ·. , ... ,:·'..:·:,:· •. ··::,,·.·.··,·.··,:.·'•.·:,',._',·'._,··,;~.~-·_ic.'.·.·.·.·.·:·,,:·,,··,:'.•.•,,.,•·,·,,:,:,,'.,::·.;··:·_·:''·'.···,_:.:.·:_·,.·;,·.··,·-·:.,•'·.1'':.J,··'.· .. ¡,',,·;'.···,.····'•.•':,,,;'·.i ... ~;'.' ... ;':··.,,'.:'·"···.~,_.:',•',:'.·.;·•· .• ,.··,···,.:·;:.··,:·''·,·.,,_:,;',: .. :·.'•·:··.,.'..,·,·,·,,:·,·,·::'.·l,·.··;,~',:'·.·¡¡¡f·.\,~i\;!.!l',.l',·:,' .::,\~:<X .,,.,~:;;,\,;,~-.:~;¡,"~~.: ~:::~.;'.~Si",,.;,;'.~Aii;·,,.:1,;~,;¿~·!.'.¡·:·~;.;;;.;,;, .. " .. _· _· ,: ·· :" . . '""- ... /¿,~~ 



1 · 

1 

y p no coinciden. 

DEMOSTRACION.-Probaremos que los R<m 1 p> son elementos. 

Sean m, p~ NIU<O> y m'p , entonces para. todo subconJunto finito u 

de R<m,p>, tenemos u'Con pues en particular n~m~q para cualquier . 

Ahora verificamos la ·se:tgunda condicitin para ser elemento; 

Y <n, q>t u 
',. ,'-; 

entonces como ul-<n ,q > , n ~m~p~q 
o o o o 

por lo que · · (n , q >e R <m, p>. 
. o o 

A t . o .... 
con 1nuac1""n mostraremos que est.~s son ·los 'micos 

posibles. 

.Sea Q un elemento, entonces sea p•inf<q <n,q)CQ} y 

. m•sup<n 1 <n,q>EO>, afirmarnos Q=R<m,p). 
. . 

Si <n~q)'Q entonces n'm'p'q por lo que <n,q)ER<m,p> 

••• Qs.R <m, p) • 

' :m: y p e>eisten 
.. ,., 

<n , q >' Q • t • n'n y 
o o .o 

< n , q >E- Q • t • q ~q • 
1 1 , 1 . 

elementos 

Como .P=< <n , q >, <n , q > MQ y Q es elemento, ya que P es fi rii to 
º· o 1 1 

•• d•b• tener q~e P'Con, pero por la definicibn de Con .e>eiste un 

entero k 't' n fk4q im0,1 1 
i i 

entonces n4k4q , pero por la definicibn dada para 1- esto nos dice 

que Pl-<n,q>, como Q sea elemento, es cerrado baJo implicacibn · de. 

donde <n,.q>f Q 

-.1.' 



• 

1 .: 

• ', .R<m, pHO. 1 . 
Como se cumple la do•ble contencibn tenemos comprobada la afirmal 

cibn. La afirmacibn sobre Tot es ahora clara. Cl. 

1 
EJemplo 3) Sehalaremos que en el eJe~plo del ~istema de Informa-

ª base de pareJas ordenadas de posibles funciones los elementosl cibn 

parciales son grAficas de funciones parciales de A en B Junto con •1 

los elementos totales corresponden a funciones totales, es 

definidas .en todo A. 

EJernplo 4) En el quinto eJernplo de la seccibn anterior 
. , ,·· 

tentamos D+P<NI>-<"> , N•• , 1-. la relacibn minirnal y 

F•<S ~ ••• , S >t:Con <=> F=~ b ns·"" . 
1 n · f i 

Afirmamos que-R •< S 1 S~So> Sot~ es un elemento, pues si 
Fp 

FSR es finito- C\S,:, So b F=.S , por lo tanto F~ Con. 
So $ 

Si Fl-9 entonces S=Nlb SEF, en cualquier.caso S?So, y se 
· cor11: 1 uye S~ R 

So 
Finalmente si Tes un elemento, si tornamos So•~S entonces 

pues 5 i .s l T si Os •So d• donde 
T 

Sin embargo la contecibn 

T~R 
So 

StR • 

ªº puede ser 
'.·:. 

propla , por eJemplo sea 

T• < <1>,NI ):, entonces todos los subconJuntos finitos de T sona 

F •" 
1 

que estkn.en Con y T es • 

Los elementos R iE'NI son elementos totales , esto resulta dell 

hecho de que si 85.~· < !~tonces R S R 1 y concluimos Tot es isomorfo a : 

los natural••· 

Obtiervac:ion••·-

8' s •' 

1 
1· 



1 
1 
1 

1 

por- eJemplo 1 • 

JUnt istas. •. 

. " ¡ • 

5) Este ·aJemplo es una extensibn del •Jemplo; 'de . ead~nas 
••• J • ... , •• ,· ' •• • "'. !. \. . : ' ' ··- ··.' .... 

binarias de la Sec:c:ibn 7. Si ~hora. D•<O, 1>U<•>·, es decir todas' las 
,•.: '.. '... .. •. 

c:aden•s for-madas· di..,o b ·1de1.ongitud finit• y la c:adena.vacta· baJo 
. . . ; . . ' 

c:onJunto Con definido· igualmente c:omo1 
.• 1 ·;• ; .";', .>•' ' .' . ' . ' ·, : ' .. 
u~,:::on·· <•>.a.! s,t(u"sCi>•t<i> i~1, ••• ,min<L<t>,LCS'>>. 

~.'_' 

: ~.,,. ., 

con L c4>.•!J y· si:· Uf Con y 
'.'., 

'· r . ! • 

s· •• unil c:•d•n• ·. . .': 

.-:-:.;:,"u,1-s <•> Y .tfli sU)•tU> i•1., •• ,min<L<s>,Lft)'> ,·~ 
• ..J •••. ,.,; .... :-:. ... ·.·:.~ •. :.' •• • .•• .:.H:: . ~-.. + < • .',,, ~..::: o ~-.:.'·,,... •o•>•••,·~•&,._ ... :~ '. '''• ~ "•'' .... !:::'.:,~ ·· .. , .• :.~, Oo 

., .. · y existe r'u''t' L<r>~L<s>.· 

Es· t•ciÚ ve~tfic:ar- qua en efecto la descripcibn ilnt•rior conforma· 
' ~:· . ' ~ 

un 'Si~t~~- d~· ~hf~~~~~ib~. Po~ ejampl(r', el axioma Üii> -~. st'gue asll · 
. ' : .,,1, 

Supo~gamos u'Con y ul~s ,debemos probar que uU<s HCon. . 
_,. . . ' o 

Sean s,t,uU<s >, o 
1. , • •• • ·~· 

' o 
si s, hu. direc:tament• 

. ,.·;. 
se si g ue q u• s Ci > •t <i > · i ~ 1; ~ • , mi n< L < • > , L < t > .> 1 :· 

: . ! ! '•'. I " . 1. ~ 

si . s•t•s entonces s U> •t c'i > .Y i ; 
. o 

.. . ; .,. .. 
·: ·.<·'¿ .;·,. ·: . . "· 1 

,; . 

finalm•nt•·•i sfu 

• · Ci>•s<i> 
o 

',1. 

y t•s éomo ul-s 
o . o 

i • 1, •• , mi n< L < • > , L ( s) » entonces , ,. . 
. . . ,' ' '~ 

sU>•t U> 
o . . . . ... ·.·: ,.,. •. ·,· 
i•l, ••• ,min<L<•>.1.L<t>>., .. ·. 

) .. ~ . 
Cl. 

Y ·con· la mi•M• faci 1 idád. ti• c:o~pru.eban los dÍtm•s ax.tomas •. ' · · 
.. ;. , : \ . •' ~ . ' . ' ; ' . 

Los . · ~o"'i r.io' que.·· 11••ar•.mo• 

•'·, 



idant i f icado• con una lmica cadena de la manera siguientes Si ' e& una 1 
cadena formada de o y 1 que puede ser vacia ,finita o infinita, 

denotamos por. @n a la cadena o segmento inicial de ·los primeros· n 

slmbolos de@< n~L<~> si L<@><~y n<L<@> 

L.os elementos de Binari.o son en~once~ 

si L<@>=~ >. 

L =<@n.1 n'L (@)) • 
@ 

que L 
@ 

es un elemento pues si @n,@m~L entor1ces 
. • (il 

Es claro 

@n(i)=@m(i)=@<i> i=l, •• ,min<m,n}. y 1ii u'L 
@ 

es tal que ul-s entonces 

sa(!I Es claro tambi•n que todos los elementos son de esta forma 
. L(s) 

ya que si se considera T un elemento y Tes finito sea t 't' 

L <s> =ma>e(L <s> ·r s tT>, entonces T=L 

* 
• 

Si T es infinito se construye @ inductivamente , 

si conocemos (!I <1 > , •• , (!I ( n > entonces @m E-T 

@<1>=s<1> para algbn 

m=1, •• ~n ya que Tes 

elemento y como es infinito e>eiste sET tal que s~@m m•1, ••• ,n sea 

@(n+1) =s (n+l >:.i 

Obsftrvase como en· este eJemplo aparece la idea de apro>eimacUm a •l'.~'i 

elemen~os infinitos(cadenas infinitas) mediante elementos finitos (sus . ~: 

segmentos iniciales>. 
: :,'!. 

l
. ''.i 

~¡ 
. ~~·, .. 

Algunas propiedades de los'Domitiios son presentadas a cont i nuac i bn •. :; 

l!2t:!!!ll!. ª,_z.-si A es un Sistema de InformacUm Y. ><·E- IAI para 
n 

n•O, 1,.. , y K ~ >C ~ ... K e¡ • • • 

'° o 1 
entonces U >e i IAI. (). 

fl'D n 

CID 

DEMOSTRACION. -Sea u~ LJ >e 
A::o n 

un conJunto finito, entonces e>eista 

n 
o 

't' 
l\f 

U!Ü>C :M 
"'º n . no 

entonces como >e e IAI se tiene que 
no 

u E-Con. 

Ahora, si u!n>e u es finito y ul-X entonces e>eiste n 
~f ... ,. n .. 

u~~K ~ >e y como K es elemento Xt>e , 
.· 

0 n · no • no no 
entone•• X'U>< , , . ''º n 

't ' 
o 

1:· 
,., 

"•'i 

i' ,, 



11 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

-.'. llK t:IAI. 
~· n 

[]. 

!!!Qt:!f1!! ª!..§.-Si >e,yE IAI entonces >eRyf:IAI. () • 
• 

!, 

DEMOSTRACION.-Sea u un subconJunto finito de ~ny , entonces 

u !: K es f i ni t o, • •• uE Con pues K es elemento •. 

Adem,s, si usxílJ es ta;l que ul-X entonces co~o u~>< , ut-X 

><E IAI, X'>< , anAlogamente u s y, ul-X yf: IAI de donde Xfy 

• • • XE >eny y la prueba est• completa· • [J • 

• 

MD( ;ci<: a. es un• familia arbitaria 

elementos de IAI entonces 

n ~o<E IAI. a. ' (). 

de 

DEMOSTRACION.-Si u~a~ ~s~' finito ' U!'·KC( Yo< y como KQl es 

elemento u' Con, ademlls si u 1-X y u~ ><at , entonces X l. ><ce. Y O( 

~·· 

: ... .'. 

XE 0Mcc • 
' . ' (l. 

[]. 

Seccibn 9 lntuici&n.Y pl"esentaciones anteriores. 

y 

A continuacibn presentamos un mareo de las ideas q_ue han contri­

buido a la presentacibn qu• hamos hecho d• los Dominios. Mostt"aremos 

que los ertfoques por enr•Jados <latt ices> y espacios topolbgicos perma-

necen en nuestt"o modelo. El lector puede Baltar esta seccibn y conti­

nuar con la descripcibn de la Categorla de Dominios en la siguiente. 

Cuando tenemos un Sistema de lnformacibn A, los elementos del 

Dominio IAI son conJuntos y podemo• definir una relacibn entre ellos 

t~•n• un impor-



• 

tante significado intuitivo, nos dice que >< est• menos determinado o 

mhs parcialmente definido que y, ya que signif ic~ que toda pr¿posicibn 

cierta 'de >e lo es de un elemento y (aunque probablemente no inversa-
. 

mente>. Esta relacUm tiene impotancia en el sentido de las 'apl ic•-

ciones prlctic•• ya que apro><imamos ele~e~tos infinitos por informa­

cibn finita y entone•• pensamos en ><'y como >< aproHima a y. 

La relacibn posee todas las propiedades de su definicibn conJun­

tista, en particul~r1 

<i) >< S >< <refle><iva>. 

<ii>Si. >e~ y Y.~ z ~> ><~ z <transitiva>. 

<i ii >Si ><sy y-a ,C •> ><•y <siml!trica>. 

. •. 

Et2e21!s!~n 2 .. 1.-Todo Dominio IAI •• un orden parcial baJo 

. (). 

DEMOSTRACION.-Obse~vesa que esto ••· 'ctirecto .de la definicibn 

orden. parcial •. Adem•• no lo. estamos asumi•rido como· aKioma da 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1· 
. ,,•' 

I; 
. ·.<; 

,~ 

Dominios,¡ lo h.emos probado!~ CLas primeras construcciones que 

surgiel"on·asumlan que los Dominios eran conJuntos parcialmente ord9na-.I; 

dos). Cl. 

1: 

'.; I'. Et9e2!!Si~D.2L~.-Todo Dominio IAI •• una inf-semired. <>. 

DEMOSTRACION~ -Como ya v.imos ><R.Y es elemento Pª""ª toda pareJ~. >< 1Y. 1.~ 
inf-semired.

1
, 

Cl. 

de alemeretos, lo cual prueba IAI es una 

I: 
I!!2t:!m! 2s.;~ •. -Todo Dominio IAI ·e• una inf-samir•d completa. 

(). .1 

~~~~1j1:~í~Lt:i~r~~~~¡~~rt¡~~~¡'10:.~~¡~;1~~!il~~~¡,i;,,\~,,i;~fu.~~~~,r:!,lDii~tXj 



·.•,<',·. 

.. 

DEMOSTRACION.-La prueba es direc~a del Teorema 8.9. CJ. 

Sin embargo ta unibn de elementos no funciona para obtener . 1 os .. 

supremos como pueda notarse de que ><UY pueda no ser consistente, y en 
• 

caso d• serlo pueda no ser cerrado baJó implicacibn. El resultado 

siguiente nos da la caracterjzacibn buscada. 

Q!f!n!e!~n ~!.!t·.- Sean x,y 'elementos, si z es un elemento 't' >e!.z 

y~z, y Y we!~I. 't' ,><~w y!i w se tiene z~w, entor1ces z es el supremo, 

y 1 o denot am~s por ><UY. < > • 

'¡'},', 

b@m! ~L~ .-Sean x,y elementos, ><UY e><iste si y sblo si >eUY es 

. consistente, en cuyo caso xuy• (>Cu y) el generado .· por )(u y • 
,j 

(). 

' ~·· 

DEMOSTRACION.-Si >el)y ·es consistente, entonces <><Üy> es un ele­

mento que.cumple con K~<xUy> , yf <><Uy>. Si consideramos la familia de 

elementos z 't' ><~z y'i. z , ltst~ es no vacla, sea z un elemento de 

·dicha .fami 1 ia , entonces . ><Uys z, ahora si us xl.ly es tal que u 1-X enton-

ces usz y ul-X , como z es elemento XEz, 

. ' •• 

' •• <xUy> ~ z 

< xUy> •xuy • 
. ,''. 

In~ersamente, si ><UY exista ,entonces ~UY€ ><Uy, de donde directa-

mente HUY es consistente •. CJ. 

et:Qs;i21i;i.~n ir..~.-Si z es un elemento·y ui:.z, entonces 

<u>~ z. 
,' j 

l•m• .· 



·1:. J 

anter-ior. Cl. 

!@Qt:!!m! 2:..:Z·- Sea ~una familia ar-bitrar-ia de elementos, 

U Kd. ,e>eiste. ·si y ~blo Si U>\c es consistente. (). 

DEMOSTRACION. -Anlllo'ga al caso para dos el'ementos. Cl. 

I!sn:!!D!.! . 2.=J~. - Si T. e>eiste, entonces . 1 A 1 es una r-ed 
A . . 

completa. o. 
' . 

DEMOSTRACION.-Si. T e>eiste, y ><"é-IAI es una familia 
A . 

arbitr-ar-ia de elementos, entonces V~~ T ·' por lo ,que 
. . A· 

ÜKal es consistente y <V~-> es el 'supremo. Cl. 

:_, 

1 
1 
1· 
1· 

-·,, 
•,) 

1 
,j 

, .. ; 

;1:· 
.. 

"·i: 
·,~: 

· .. 1··.· • • 1 

' ' 

. . ·:,· 

í 
Las formalizacibntis de. Dominios se han t.r-abaJado baJo modelos ,de_·1¡ 

enr-eJados y a pesar- de su lt>eito, su eKposicibn .era c'omplicada y . poco ·:t:' 
. ··r~ 

intuitiva~ No profundizaremos ·mls en l•• prc;iipiedades de los ~ominio• l'i 
en este sentido y tlnicamente setlalilremos que no toda . red completa - :: 

r-epresenta un Dominio. <No incluiremos los detalles porque rebazan lo~I; 
obJetivos del tr-abaJo>.AquellAs redes que repr-esentan· Dominio• 

llaman "Completely Consistent Algebraic cpo's". 

l2!f!n!si~!:! 2L2· -Un elemento es finito si es de. la forma 

<u> para uECon (). 
' 1 

Esto nos lleva al siguiente r-esultado1 

e~2g21i;i~D 2L1g.-s •• KEIAI entonces 

K•Uc <u> 1 u~>< u. finito >. (). 
,. ,\ . ,,· 

,} _ .. •:· ._, ' : ' ~: 



t 

l 

' 
' 
' 
1 

' 
' 1 
1 

1 

DEMOSTRACION.-Sea XEx , entonces <X>ECon y <<X>>Ex 

poi" lo que Xé'U< <u> 1 u~x u finito >. 

,,'. x~U< <u> l ,uE.>< u finito}. · 

Ahol"a si X€V<<u> 1 usx u· finito} entonces X~<u> patl"~ alg~n 

u6Con y u~x , es decir- ) u~x 't' ul-X , pel"o como x es .eleml!!lllto del 

Dominio Xex. 

.~ x=U< <u> 1 us x u finito>.·. CJ • 

. ' 

La pl"oposicibn anteY'iOY' Y'epl"esenta intuitivamente el hedho de que 

todo elemento en el Dominio es el 11 llmite 11 de sus apr-oxd•ciones 

finitas. Esta idea de Hmite fltl! la que se fot"malizb topolbgii.1c•ente y 
... ,,. .. 

se explol"b dando una estructura topolbgica a los Dominios.E~ nuestl"o 

modelo podemos preservar dicha estl"uctura mediante la siguierote: 

º!f.in.i!;2.i~n ~!...!!· - Sea u'°Con, la vecindad de u en IAI se define 

por: 

Cul =<x' IAI 1 u~x>. 
A 

Las vecindades de un elemento x ·son todas las Cul tales que u~x 
A 

y denotamos por-: 

Nx=< Cu] 1 Uli )(} 
A 

al conJunto de todas las vecindades del elemento x. 

Er2R2!!Si~n ~!..1g.- Sea uECon, u~y si. y sblo si 

Cul E Ny. (). 

A 

DEMOSTRACION.-Si u~y entonces Cul~ Ny por definicibn. 
A 

Si CuJ~ Ny u'y tambi•n por definicibn. Cl. 
A 

(). 



voca con los elementos finitos de IAI. (). 
·1 
1 

DEMOSTRACION.-Recuerdese que y es finito si y· sblo si u' Con y 

elementos 1 y• <u> .• Definiremos 
.. 

una biyeccibn de las vecindades en los 

'. finitos. 

Definimos f< tul >•<u>. 
A 

Claramente f< tul > es 
A 

Es f•cll verificar queYest• bien definida. 1 
u~ elemento finito,~es sobre pues si (u) as 1 

1 
un elemento fjnito'u~Con y tul es una vecindad tal que ~<tul >=<u>. 

A· . A . 
Ahora, si <u>=<v>, 

entonces sea KECul 
A 

entonces us>e en consecuencia <u>s~ 

<v>~ >< pero entonces KE Cvl : • Cul ~ Cvl 

, es decir 1 
A 

Siml:!tricamente 'cvl ~ Cul · . 
A A 

A A 

:. Cul =tvl 
A A 

:~ 1·e• una bfyeccibn. 

E~QQ2!iSi~D 2~1~.-Si u,v6Con entonces 

tul t\ Cvl =tuUvl • 
A A A 

[]. 

(). 

·1' 
.:1. 

.:1 
·1 
·1 

DEMOSTRACION.-Si uUv es inconsistente , ambos lados son el ~. 1 
Ahora, x~ Cul n Cvl si y sblo u~ x y v~x , y esto ocurre si y sblo .·. 

A A 
si uVv~x, es decir, ><• CuOvJ • 

A 

entonces 

>e, y 

[]. 

elementos tales que Nx=Ny, 

(). 

DEMOSTRACION.-Por la proposicibn 9.10 x=U< <u> 1 u'°K' u finito} 

Sea u'Con y u~K, entonces por la proposicibn 9.12 

e• decir <u>sy , entonces u'y pero esto •• para 

1 
1 
1 
1 
1 Cul E N>e•Ny , 

A 
,-:' . ' ' ·, ' ' ' . ·.: ':.~ ·ó:.;: 

ó ¡¡i,fu>~ii~~1~ií1~¡_J¡~~1 
···;, !.- > , .. 

~il~~v~1i1;5¡~~it!ií\~~~~~&,'.f :~·::i;1i~á;~~'.:J:;.~.::ff~~~~~~ú~1;:~;~¿.~~~K~\)~¡~~;i~~~:~1:~t~~~{-~¿~~L~'.~~ 



1 ~ 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
~· 

' " ;, 

1 

,' (_· '•' 
.. ''1 

'' -,'.' 

toda u'" , poi" lo que M~y. 

Simlttricamente y a x. 

[J. 

be la pl"oposic.ibn anteriol" se sigue que IAI es un espacio topolb-. 
gico To , pues. dos puntos con las mismas· vecindades son .iguales.. De 

estos resultados el enfoqu~ topolbgico condUJO el estudio hacia 'el 

anllisis de las funciones continuas entre Dominios, nuestl"o obJetivo 

aqul fue mostrar que nuestl"o mod~lo presel"va. las estl"ucturas tl"abaJa­

das antel"iol"mente, pel"o aqul, · las propiedades antes asumidas son 

probadas a partir de muy pocos y naturales axiomas. 

Poi" eJemplo: 

E~Qgg~i~i~D ~Ll§.-Todo elemento pueqe extenderse a un elemento 

total t. (). 

, J 

DEMOSTRACION. -Sea Kfi 1A1, entonces. la familia de elementos qua 

contienen • K es no vacia pues K estl en ella. Adem•s es una familia 

inductiva poi" el Teorema 8.7. Aplicando el Lema de Zorn, sabemos que 

existe al menos un m•ximo elemento t de la familia 

.•.. xc;.t. 

Si ahora z es tal que t~z, entonces x~z, de donde z·esth en.la 

familia , lo cual implica z~t , pues t es ml~imo • 

, 
•• z=t ; • •• t es total. []. 

Como Tot e: IAI, Tot •s un subespacio topolbgico pero ademls 
A A 

Tot es un subespacio topolbgico Haudol"f • 
. A 

DEMOSTRACION.-Supongamos s,t•Tot y st't • 
. A 

'· 1 



Si Y ueCon • t' u~s se t ien• u~ t , entonces· se tend\a' s~ t 

<ya que si XEs entonces <X>ECon y se tend\a <X>st >1 

entonces como s es m~ximo s=t , lo cual contradice la suposicibn. 
I 

Concluirnos, .eKiste u'Con 't' uss y u.'t, y como t;s 

existe X't • t' x¡u • 
,. 

Sea r=<X't 1 X~u> ' 
entonces ,..,t y no es vacio,· 

sea vsr 't' vECon y uUvlcon, 

(Si ~ v~Con v~r uUv~Con afirmamos que <uUt> es .elemento 

Para comprobar la. af irmacibn basta mostrar que u U t es 

consistente: 

Si k~ uUt k finito , entonces •:J.': 

k=<U , ••• ,u >U<R , ••• ,R > 
·. 1 · n 1 m 

con U t u i • 1, •• , n y R E r J • 1, · •• , M; : :~' 
i J 

tomando v=<R , •• ,R > se tendla k~ uUv y entonces k serla 
1 M "

1 

consistente ·; 

como. <uUt>2t , <'uUt>=t pues t es mlKimo pero entonces 

t,uUt es decir ust lo cual contradice las propiedades de u> 

Ahora v'Con , v~t y Cul íl CvJ = cuUvl =!IS 
A A A 

: • Tot . es Haudorf. CJ. 
A 

'" • 1 • ... ., ·• • ,.,. f»~' I• .,, ·" 

Seccibn 10 Morf ismos de Dominios 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
·1 
1 
1 

.·.·, 

1 
1: 
1:: 

·-·-~ 
I· 
l. 

Una 

rrollan 

de las p~incipales motivaciones e ideas importantes se_desa- 1 
baJO el concepto de los mapeos de un Dominio ·a otro. Su · 

impo'rtancia radica en hacer not.ar que el espacio de mor-fiamos d• I 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
l. 
f1º~ : 

~~' 

·Dominio• serla a su vez un Don1inio. 

Consideremos dos Dominios, un mapeo f tomar• informacibn sobre un 

posible elemento como sus datos de entrada y prQducirl como resultado 

un conJunto de afirmaciones que generan un elemento. o posible val~r de 

la funcibn. Para un conJunto cons~stente u, el resultado debe ser un 
1 

cor1Junto de afirmaciones consistente v ·del segundo Dominio, a la 

relacibn datos->resultado producida pqr la f la escribimos ufv y para 

obtener el efecto completp de f debemos considerar.todas las posibles 

v ya que informacibn finita como datos de ~r1trada puede producir una 

infinidad de resultados. <un eJemplo prlctico de esto se presenta en 

un programa que entra en "loop">. 

Formalment~ escribimoá: 

D~finigi~D !Q~1.-sean A y B Sistemas de Informacibn. 

aproximable f:A->B es una relacibn binaria entre Con 
A 

(i) c6fé. 

<ii > ufv y .ufv' implican vUv''Con , uf <vÚv' > y 
B 

"' v, v'f Con • 
B 

<iii>Si u' 1- u, ufv, vi- v' entonces u'fv' 
A B 

y u, u 'E Con y v, V'ECon • <> • 
A B 

y Con 
B 

U E Con 
A 

Un mapeo. 

tal que1 

y 

Intuitivamente la relacibn ufv nos dice que si proP,orcionamos u 

informacibn sobre un posible elemento obtenemos v afirmaciones sobre 

el valor de la funcibn en el elemento, y entonces las condiciones de 

.la definicibn dicen que1 si no se proporciona informacibn no obtenemos 

informacibn, si dos conJuntos consistentes son posibles su unibn es 

consistente y por lo tanto un conJunto de afirmaciones del posible 

valor de la funcibn, finalmente tenemos que la funciobn preserva la 

ralacibn 1- , es decir si proporcionamos m•s informacibn que en una 

•nt~ada ante~ior onbtendremos cu~lquier conJunto de resultados impli-

·., J5S 
:~;.·. ~'.:;:. ~;·:·;~; :~{;~:-~:~ ~~I~~.: .· .':· ... 



cados por los resultados de la aplicacibn anterior. 

Una propiedad inmediata es la siguiente: 

Et:QE!Q!ái~i~n !Q~6· -Si ·f es un mapeo apro>e imable de A en B · 

entonces 
1 

ufv si y sb_lo si uf< Y> · Y y, v. O. · 

DEMOSTRACION.-<=>>Si ufv y v,v entonces vi- V y por la parte 
. B 

Ciii> de la definicibn de mapeo apro>eima~le 'uf<V> • 
• 

<<=>Como ves finito aplicamos induccibn sobre su cardinalidad: 

Si t<v>=1 v=<Y> y uf<Y> ehtonces ufv. 

Supongamos que, si uf<Y> ~ Vtv y i<v>=n entonces ufv; 

sea v 't' •<v>=n+1 y uf<Y> Y v,v, considerese v'=v-<V } YE v 
o o 

entonces por hipbtesis de induccibn se tiene ufv', es decir, tenemos 
:') 

ufv' y uf{V >, como f es apro>eimable, por (i p en la definicibn de 
o 

mapeo apro><i~able uf (v'U<V >> 
o 

:. ufv· []. 

1 
1 
1 
1 
1 
1; 
1~ 

1, 
l. 

·,·_; 
.r; 

11· 

1 
º!f!nis!t!n !Qe..~· -Si f :A-> B es un mapeq aproximabla entre Sistemas 1. 

de · Informacibn y >eilAI definimos el valor de f en ><,(la imagen de 

. fur1cibn) como: 

f <><>=<Y~ D 
B 

uf<V> para algbn Ui>< u finito>. 

f ( )( ) =U< V 1 VE Con 
B 

y ufv par'a algf.ln u~>e). O. 

(). 

la 

1 
'' 

l. 
.. : . ~ 

I: . 
. I, 

.• ',• 

1· 
y ufv para algbn u~x> es inmediato DEMOSTRACION. -f C>c>f\JCv 1 v~Con 

B 
pu•s si V'f ()C) entonces v•<V>¡Con 

8 
~· que B •• Sistema da Informac~bn. -(,; 



.. 
f <>e)'? U<v v'Co~ ufv para algbn ufK) se sigue de la proposicibn 

B 
10. 2. 

[J. 

Las propiedades siguientes Justifican el nombre de funcibn entre 

Dominios y la notacibn de.funcibn adem•s de proporcionar algu~a• 

cualidades que utilizaremos posteriormente. 

e~2e2~!~!~D !g~~.-Sean f,g:A->B dos mapeos aproximables entre dos 

Sistemas de Informacibn, entor1ces: 

(i)f siempre mapea· elementos en elementos • 
. 

(ii)f=g (=) ~(K)=g(K) Y x•IAI. 

(iii)f'g <=> f<x>5g(x) Y KEIAI. 

.. , ·, Uv>x~y en IAI implica f<x>~g<x> en IBI • 

<v> Y u' Con y Y vf Con , ufv <•> <v>~ f ((u).>. <>. 
A. B 

DEMOSTRACION.-

<v> <•>>Si uECon y vECon y ufv , sea X~<v> , 
A 

·entonces vi- X , de donde 
B· 

B 
uf<X> pues f es aproximable 

, .. ~·~() u~(u) , X&f (<u>>. 

(<•>Sean u' Con y ve Con 't' <v>' f (<u>>, 
. . . A . B 

. por la proposicibn anterior uf<V> Y Yr;v implica ufv, 

••• YEV , debemos probar uf<Y>; pero Ytvi(~) entonces 

· VCf<<u>> ••decir rf<Y> para algun rS<u> , ahora como r~<u> 

ul~r y entonces uf<V> • 

. (i)Sea x un elemento, y=f<x> , comproba~emos y es un 

•l•m•nto directamente de la definicibn. 

Sea v'y v finito, v=<Y , ••• ,V >entonces existen 
·1 n .. 

finito• 't' USH y u f(V) i•t,2, •• ,n 
i . i i 

·'/. 

" 

;. 



pero entonces " ' 1\ .U u~ x, Uu 
,:, i \~\ i 

a 

es finito, por lo que 

.. : l'I 

U u . f .U <V > 

Uu f<V > 
\-:\ i i 

i 1111 1,2, •• ,n por lo tanto 

"' 
,,, i 1:.1 i 

, es decir, V u fv , y como f es aprox imable 
l~ i 

· vECon • 
. B "' 

1 
Ahora si vi- X, Uu f{X}, 

· B \:., i 
es decir XEy, por lo tanto, 

elemento de IBI. 

(iii) <=>>Supongamos f~g y sea ><~IAI , debemos p~obar que 

f<x>,g<x>, sea V~f<x>, entonces uf<V> para algbn u'Con u~x, 
A 

pero como f~g uf<X> implica ug<X> entonces V'g<x>. 

<<=>Supongamos f(x)~ g<x> Y x'IAI, por demostrar que 

Y uECon y Y v~Con si ufv entonces ugv. 
A . B 

Supongamos ufv, y sea Vev.arbitraria, basta probar que ug<V> 

se c~mple; como ufv y V'v tenemos uf<V> , por hipbtesis 

f <<u>) Q g <<u>> y 

f(<u>>=<XGD rf<X>. para algbn r~<u> >por lo que 
B· 

Vf.f <(u) )¡g( <u>> y 

g«u»=<X~D rg{X} para alglan r~<u>>, entonces 
B 

existe r 't' rg<X> y r~<u> , concluimos ul-r,y 

ug<V> • 

<ii)Observese que esto es inmediato de (iii). 

y 

(iv>~ean x,y,IAI K5y, sea X~f(>C) , entonces por definicibn da 

imagen, uf<X> para alglan u~Con u~x , como 
A 

• •• f(>C)~f(y) • 

Uf>Cs,y, XE f (y), · 
! ' 

[J. 

Ob~tl~vese que todas las funciones aproximables son monbtonas, 

esto es una consecuencia de la def inicibn y no un supuesto de 

teor1a. 

1 
1 
1 

es 

1
. 

1 
1: 

,), 

l .. 
·~ 

.1-. 
,' ";~; ?·~ 

1'.'"·., 

··1.· 
.'.·.: 

li:: . ~-,~· 

'··1'''.;': 
..... :'. 

"· 

I' 
·l. 
l.· 

. '~\: 

·I 
~r 

yl 
la 1 

Es importante distinguir entra la relacibn ufv y la funcibn f que 1 



1 
1 
1 
1 
1 
1· 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

manda H en f <x>, sin embargo no haremos m11yor diferenciacibn pues 

trabaJaremos sblo con funciones aproHimables, es decir aquellas par• 

las cuales existe una relacibn ufv que las define. 

Una de las proposiciones mls importantes, que nos permite dar 

mape.os aproximables entre Dominios especificando f.lnicament·1! una fun-

cibn entre elementos y que caracteriza a·las funciones entre Dominios 

que provienen de mapeos aproHimables es1 

erQRQ!igi~O !QL§.-Si f:A-)B es una funcibn aproximable entre 

Dominios entonces la funcibn f: IAI-> IBI satisface: • 

(2) f<x>•U< f <<u>> donde u~H u finito> Y xflF~I; 

e inver~ar11ente, si f es una funcibn f: IAI-> IBI dada en los elementos 

que sati~face (2) entonces proviene de un mapeo aproHimable 
. _:,., 

f' :A->B. 

<Decimos tambi~n, en este caso, que la funcibn es aproximable>. 

0· (). 

DEMOSTRACION.-<=>>Sea f:A->B un mapeo aproximable, y sea 

x'IAI arbitrario. 

Si XE.f <x> entonces~ u~>< u finito 't' uf< X> <por la definicUm de 

image~ de f), .~ntonces u'<u> y entonces 
. . 

X&f<<u>> por lo que f«x>sU<f<<u>> 1 uuc u finito}. 

Ahora sea X~Ü{f((u)) 1 UiK u fin~to>, entonces existe~ 't' u~>< 

y X' f (<u>> , es decir existe vs <u> v finito tal que VECon . y· vf{X} 
A .. 

pero vs<u>~x entonces XEf<x> 

.:~U<f<<u>> 1 u•x u finito>~f<x> .. ,, 
" 

!. f(H)a lJ<f C (u)) U~K u finito>. 

((•)Definimos la relacibn f' como el siguiente mapeo aproximable1 

ufv si y s6lo si <v>5. f <<u> ) • 

Probaremos qu• f provi•n• de f' y f' •• aproHirfuable. 

'6f 1fdpu•• fl ••t• contenido por 



Supongamos uf'v y uf'v' entonces 

<v>~ f (<u>> y <v' > ~ f (<u>) , ent.onces <v>\J <v' >~ f (<u>> y como 

vUv·~Cv>U<v'> tenemos 

<vUv')ef( <u>>, 

vUv·~ f <(u)> pero f (<u>> es elemento , 
, 
•• 'Uf' <vUv' >. 

de 

Resta comprobar el tercer inciso de la def ini~ibn de mapeo 

apro>eimable. 

Supongamos ul- u' , u'f'v' y v'I- v entonces 
A . B 

<v')~f((u~)) y <u>~ <u') y <v'>~<v> de donde <v>S.f<(u')) 

pero f satisface (2) , :. 

f' <><>=<V~ D 
B 

f((u'))!f<<u>>. 

existe u 't' uf'<V>, entonces eor como s~ definib f' 

({Y})~ f (<u> >S f ( ><) ••• f ' ( )( )~ f. ( )( >. • 

Si V'f<><>=U<f«u» .1 u~>< u 'finito> existe u 't' Y' f((u)) 

de donde <V>~f((u)) pues 

• •• 

f((u)) ~s elemento 

• .. ' 
:. f' <><>•f <x> 

f ' ( )( )~ f ( )( ) 

.". · f pr-oviene de un mapeo aproximable. 

Es importante indicar que la condicibn anterior , 

[]. 

continuas. Del r-esultado anterior y .el Teorema 8.7 es t•cil 

al siguiente 1 

' ... 

entonces 

I!~tlWI 1QLZ.-Lo• Dominios y los map•o• apro>eimables forman una 1 
( 

.,~;k.,.;,\,i~Jili!i~.li,~,~.¡[J¡;¡til~i~~~t~ .. ,¡]~lf ~~b,~~.j~.¡,~[,;~t;~,¡fa;(¡¡;,j¡i;~¡,~¡~~¡~ 



Categor\a. .<>. 

P~ra su demostracibn utilizaremo~ los dos siguientes lemas • 

.. ", ~ .... ' 
L!mi !lJ:..§.-Sea A un Sistema de lnformacibn,. la siguiente fbrmula 

define un mapeo aproKimable 1 1R->A 
. . . . . A 

(i) Y u,vECon · uI Y (•) ul- v 
R A ' A 

y . Cii) este mapeo ~s tal que I (K)=K 
A 

.· 

Y ><E:IRI .• 

DEMOSTRRCION.-(i)Verificamos directamente de la•definicibn que se 

trata de un mapeo aproximable1 . 

a>Claramente, .por la proposicibri 7.8 él .s. 
A . 

b)Si uI v y ul v' tenemos ul-v y ul-v' entonces nuevamente 
A A 

la proposicibn 7.8 . ul-vUv' entonces ul vUv'. 

ú c)Supong~mo~ u'l-u ul v y vl-v'A, por la transitividad 
... .. :-· A 

prot?ada u' 1-v' ,· entonces u' 1 v'. 
·R 

Ui>Sea ><EIAI entonces I <x>=<VED 
A A 

•<V•D· ·I ul-V para algun Uf.K >=<x>=x 
A 

ul <Y> para u~x> 
A 

[]. 

. ' 

por 

La demostracibn anterior tambi•n puede realizarse en t•rminos de 

la proposiciones 10.6 y 9.10. 

· El · lema anterior nos dice que la relacibn 1- define un rnapeo 
A 

aproximable en A y que la identidad en IAI es aproximable. 

brt!!IA 101.~·.-Sean f:A->B y g1B->C dos mapeos aproKimables, CA, B y C 

Sistemas de Informacibn>, entonces la siguiente fbrmula define un 
. 

mapeo aproximable de A en C denotado por Cg o f) 

Ci>Y u"Con 
A 

y •• tal qu• 

Y w•Con 
e 

o f) (M)•g(f hc)) 

u(g o f>w <=> ufv y vgw para algbn v,con , 
B 

K•IAI. () .. 



DEMOSTRACION.-Verificamos la definicibn. 

a)~(g o f)0 pues 0,Con y ~f0 0g0 
8 

b)Supongamos u(g o f>w· y u(g o f>w' entonces exist,en v ·y v' · 

l. 
·I 
·1 

tales que ufv vgw ufv' v'g w', como f. y g son apro><'imables· · 

uf<vUv'> y <vUv')g(w w'> se·cumplen, entonces 

u < e o t > wU~ • • 

c>Si u' 1- u u<g o f>w y wl- w' , ent~nces existe vECon· 
A • C 8 

ufv y vgw , como f y g son aproximables tenemos u'fv y ygw' .. 
pero esto implica u'(g o f)w'. 

.• t' 

' 

Esto comprueba las cl•usulas de mapeo aproximable, ahora probare-

1. 
1 
1 
1 
1 
1 

mosque <g o f><x>=g<f<x>> Y K(IAI. 

U i) Sea X E (g o f> <x> ' antonces existe UE>C 't' u<g o 

~ entonces v €Con 't' ufv y vg<X> , entonces V" f(K), pero 
8 () 

implica que existe vf f <x> 't' vg<X> es decir X6 g ( f ( K ) ) ; 

inversamente, 

si Xeg<f<x>> existe v!f(K) 't' vg<X> por definicibn de valor ·de 

la funcibn, pero como v es finito v=<V '•.'V >, entonces 
o n 

existen u ••• 'u u ~X i•t,2, •• ,n 't' u f<Y } i•1, •• ,n entonces 

Ou f0 <Y 
1 n i .,. i i 

} 

' 
es decir Uu .fv pero esto implica 

hl i L:.I i l.=• i ! .·'. 

X'<g o f) (K) • 

.:. <g o f) <x>=g<f<x». tl. 

f){X} 
... 
esto 

... 

1 
1 
1 
1 
1 

DEMOSTRACION. -<Teorema . 10. 7) Por el lema 10. 8 todo Dominio posae I 
identidad, y por el lama.10.9 la composicibn es asociativa y 

identidades se cancelan • 

Por eJernplp, 

• 

las 

1 
1 

·1 



Para decir que ~os Dominios son isomorfos utilizamos el concepto 

categbrico de isomorfismo. 

. . 
Qcf!Di~i~n lQL!Q.-IAI es isomorfo a IBI si y sblo si existen 

morfismos<mapeos aproximables) f1A~>B y g~B->A tales que 

(g o f>=I 
A 

isomorfismos. 

y (f o q>•I • En este caso f y g son llamados 
. 8 

<>. 

Es importante se~alar las . siguientes propiedades sobre 

isomorfismos. 

EC2Q2!iSÍ1QD !QL!!.-Si f:IAI~> IBI es una funcibn en los elementos 

de los Dominios, entonces.son equivalentes: 

a)f es un isomorfi¿fuo <como morfismo de la categor1a de conJun­

tos) que preserva el orden. 

b)f proviene de un mapeo aproximable y es biyectiva en los ele-

mentos de IAI y IBI. 

c>f es un isomorfismo en la categor1a de Dominios,es decir, de 

acuerdo a la definicibn 10.10. 
1 

DEMOSTRACION.-

<>. 

a) •> b)' Supongamos f es un isomorfismo de conJuntos, entonces es 

biyectiva. en los elementos, adem•s si definimos la relacibn f' como 

uf'v <=> <v>,f<<u>> es directo comprobar que f' es aproximable y f 

proviene de f'. 

e> => a) Es inmediato pues, si f es isomorfismo en la Categorla 

de Dominios, proviene de un mapeo aproximable , por ~o tanto es monb­

tona y preserva el orden, y por la regla de composicibn <que coincide 

para elemento• con la composicibn de morfismo• entre conJuntos> ·' •• 



un isomorfismo en conJuntos para elementos. 
' -1 

b) => c) Sea g (y) =f (y) Y yEIBI , . g esta bien definida como 

funcibn ·pues fes biyectiva en los elementos, adem•s f(g(y))=y Y Y'l~I 

y g (f (X) )=K lo cual prueba que g es un isomorfismo en . los 

conjuntos de elementos <es decir, un morfismo en · la .categorla de 

ConJuntos) y si y' y• ·' entonces y=f < >< > y'=f(x') para x,x'61AI pues f 

1 
1 
1 
1 

es sobre en los elementos, · entonces x~x· < pues si H)x• como f es 1·:: 
aproxima~le y por.lo tanto monbtona f(x').::>f(>e) entonces y'~ y 1) 

entonces· g<y>~ gCy') , como ya probamos a) => b) y g satisface a) 

tenemos que g proviene de un mapeo apro>Cimable ; entonces f y g son 

,'apro>Cimables y 

'1 

( g O f) (X) =g ( f ( ><) ) =x y (f. o g) <x>=f <g <x> > Y ><EIAI Y yl:IBI 

.•,, f es isomorfismo de Dominios. CJ. 

En lo sucesivo, sblo hablar~mos de isomorfismos de Dominios· pero 

es importante tener una c:arac:terizacibn en terminos da funciones. 
. ·' 

la 'imagen de un 

elemento finito es finita. (). 

DEMOSTRAClON.-Sea u•Con 
A 

't' y= <u>, como f ((u)) es elemento; 

f < h.t> > = (f C <u>>>, resta entonces. probar .que~ vtCon 

Sea v •<XED 
B 

f( (u) )ar(v) 

1 rf<X> rf u · r finito> entonces 

Si XEfC<u>> entonces~ r5<u> 't' rf<X> 

't' 
B 

.. 

•> ul-r y como f es aproximable uf<X> pero entonces' c:on r'•u 

r'f<X> y r'!U por lo que XEv y entonces 

•> f < <u> ) ¡ <v> 
·.,• 

¡ ·' . . . . . . 
.·•) :• 

1 
1· 
I ::.; 

i 
·!·, 
}J 
'.''.j' 

1' 
:~, 

1
:,: 
."d , rr 

I ;.' 
): 

,,·. 

1·· 
·, ~· 

I :; 
.·:\ 

I~· 
~. ~ 
e·,, 

1:. 

I> 
1··. 
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1 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 

1 

1. 

li;N!Y~,·.··. 

Si X'v !rsu •t• rf<X> paro ·u~<u> :. Xef< <u>> 

.:, V! f ((u)) .•. (y):. f ((u))• 

[J. 

· ·ec2g2§!S!~n !QL!~.-Si f:A->B es aproKimable, entonces 

Y KE 1 A I 

f(K)=if<U {(u) f U~KfU finito})= LJ f((u)). ·O. 

DEMOSTRACION.-Este resultado es consecuencia directa de proposi-

ciones anteriores. CJ. 

Una observaci.bn importañte es que un mapeo aproximable queda 

univocamente determinado por su efecto en )os elementos finitos. 

Daremos a continuacibn algunos eJempio ml\s de. rnapeos aproKimables. · 

f~QQQ§lS!~n !QL!~.-Dados Sistemas de Informacibn A,B,C y D, y un 

elemento bEIBI fiJo, existe un ~ni~o mapeo aproxirnable 

const b:A~B tal que: · 

(i) (const b> (K)=b Y K•IAI. 

Ademlus 

(ii>f o (const b>=const f Cb> Y mapeo aproKimable f1B->C. 

Ciii> (const b) o g=Cconst b) Y mapeo aproKimable g1D->A. 

(). 

Obs•rvese que abusamos d• la notacibn ya que en Ciii> Cconst b> 

tiene dos significados, uno como mapeo de A y otro como mapeo desde D. 

DEMOSTRACION.-Sea b'IBI , y ••• Cconst b) d•finida como sigues 

Y y VfCon u <con•t b> v <•> vib. s .,•·· 
. ;. ' -. ,~, 



Claramente 0(const b)0; 

y si u (const b) v , u(const b)v' entonces v~b y v'~ b por lo 

que vUv'!b , y entonces u <const b) vVv'; · 

finalmente , para probar que (const b) es aproximable : 

· Si u' l . ...;u u<const b>v vl-v' tenemos y· como b .. 
elemento y vi-y' , entonces · v·s b de donde u' <const b)v'. 

••• const• b es aproximable. 

Ahora si K es un elemento arbitrario, es claro que 

<const b) <>e> f b, 

si X&b, tenemos que para cualquier U5>< con u finito 
. ' 

u<const b><X> 

entonces X~<const b><x>, de doride concluimos 

<const b> (K > •b , 

la unicidad se sigue de que s·i f()<)sg(K) 1,J.xfl~I entonc~s f=g. 

es 

l ;.1 
.. ~- ... 

1· 

1 
1· 

'·<; 

1:· 

l i 

<. 

1¡l 
I
·:;.: 

':t 
:~~ 

:11; 

l .".: 
. .,., 

l 

, .. .;. •. 1 

(ii) (f o (const b> > ·<x>•f( (const b) <x> )•f(b) 1,J >el IAI, 

argumento de unicidad 

por un 

1
:'& 

' ~\1 

'"" 

I
·'.·:~ 

f o <const b>•const f(b). 

<iii) ( (const b) o g) hc>=<const b) <g<x> >.~b. Y 

nuevamente por unic'idad 

>CE. 101, 

(const b> o· g•const b. · Cl. 

EJemplo 

Consider-ese el siguiente Sistema de Informacibn. 

<O>, <-1 >,<O, 1 )•"' > D =< 
V 

F~D 
V 

F'Con <•> F•~ b íls~~ y la ralacibn de implicacibn esa 
fl 

Fl-X <=> · x~ns. 
F 

Es flAcil comprobar qua se trata da un Sistema de Informacibn, 

madi anta la verificacibn da los a>eiomas da la dafinicibn, tambiltn as 

.flar:i 1 notar qua los a lamentos total•• son'1 
' ' 

~{' 

11 

li' 
91 
1·,· 

1: 
1 

-
·I . _1.; 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
;_. 

1 
~ 

i 
·,· 

1 
1 
1 
1 

' 

Verdadero•< <1>, <D,1> > 

Falso=< <O>, <0,1}) 

y un solo elemento parcial 

Indefinido= { <0,1} >. 

L~amamos a ~ste Dominio, el Dominio de los valores de Verdad y lo 

denotamos por 

BOOL=<Verdadero,Falso,Indefinido>. 

Definimos un ·maP.eo aproMimable del Dominio de cadenas binarias 

llamado Binario <ver eJemplo 4 de elementos. Seccibn 7> en el Dominio 

de valores de verdad, como sigue: Recuerdese que· los elementos de 

Binario son d~terminados por una bnica cadena <cuya longitud puede ser 

finita o infinita>, .cuando leemos una cadena binaria de izquierda a 
' . . 

derecha , contamos el nbmero de slmbolos O antes del primer 1 si esto 
.,, 

es impar, damos el yalor Verdadero, si es par, Falso, es decir, quere-

mos definir una funcibn f de las cadenas binarias de lo:hgitud arbitra-

ria a los valores de verdad tal que, por SJemplo: 

f(00000101 ••• >=Verdadero 

f<D011011 ••• >=Falso 

f(00011011101 ••• >=Verdadero 

t<oooo1101110 ••• >=Fá1so · 

f(OOOOOOOOOOO ••• >=Indefinido 

ya que la cadena puede contener su primer s!mbolo 1 en una posicibn 

•par o impar, o probablemente contiene una infinidad de ceros. 

Para ser mls precisos queremos una funcibn tal que: 
n 

f (0 11>• Verdadero si n es impar 

Falso si n es par 

Indefinido si son puros ceros. 



ufv <=> 

a> u, v=c6, 

b b>v=Indefinido 

c> ~@,u @<i>=O i=1, ••• ,n y @<n+1>=1 con n par y v'Falso 

.d>? @eu 't' @(i) i=1, •• ,n y @<n+1)=1 con n impar y.v~Verdadero. 

Pr.obaremos que f asl definida es uri mapeo apro><imable. 

<i>Claramente ~f~ se cumple. 

(ii>Si ufv y ufv' debemos analizar varios casos, analizaremos el 
• 

I' 
1 
1 
1 
I· 
I· 

caso en que ufv y ufv' cumplen e) de la definicibn anterior para f y 1 
los ·demlls casos se siguen similarmente o mks facilmente, ( por eJemplo ) 

ufv y ufv' no se pueden dar, uná por el caso e> y la otra por·d> pues 
' 

entonces u serla inconsistente>. 
' ' 

:, Supongamos}@E-u 't' @(i)=O i=1, •• ,n @(n+1)=1 con n par y 

v~Falso y~1"·¡u 't' 1'<i>=O i=1, •• ,m '\"Cm+1)•1 Y.mes par con 

v'~Falso, como @,1"'~ u @(i)•ÍCi> i=1,2, •• ,min<L<@>,LC'r>> 

:. m=n y \(Jv·~ Falso entonce uf <vVv'). 

(iii)Si u' 1-u uf~ vl-v' Cnuevamanete realizaremos un solo ·caso, y 

los dem•s se siguen similarmente>. 

1~; 
, ::.:~-; 

1;· 

I :.'.' -~ 
··,.·.: 

j, 
1. 

Caso ufv se. c.umple por d>, entonces~ @t:u '.t' @Ci)=O i=1, •• ,n y 1 
@(i+1>=1 con n impar y v~Verdadero, como u' 1-u, recuerdese la definí- . 

cibn de 1- en Binario, debe e~istir 1'E-u ·t~ 1'Ci>•O i=t",2, •• ,n y 1 
'T" ( n+ 1 ) = 1 y como v·l -v • v '!:Verdadero pues l!ste es elemento, 

si~ 

• • • u' fv' • 

Ahora veremos corno trab&Ja f con los elementos de Binario. 

f <L >•< V'D 
@ V 

nd,. ' t ' @n' L 
1) 

1 uf<Y> para algun u5L > 
@ 

@n < i >•O i=1, ••• , n-1 @n <n> =1 er1tonces 

-si n es par tomando u•<@n) vemos que f (L >=Verdadero. 
@ 

-si n •• impar tomando u•<@n> f CL >•Falso 
' @ 

1 
1 
1 
1 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

y -si no existo tal n, f (L >=Indefinido.< f (L ) no pued• 
@ @ 

contener ni X=<O> ni X=<1> ya que @n<i>=O i=1, •• ,n Y n >. 

EJemplo 

Deseariamos construir·. una funcibn de Binario en Binario que· . 
realizara lo siguiente: 

n k n+1 
1>g<O 1 Oc>=O c 

2) g (1 .. ) =! 
Binario 

3 > g <O 1 .. > =O • 
n n 

Este eJernplo manda un elemento total en un elemento parcial 

<tercer inciso) .Intuitivamente g elimina los primeros s1mbolos 1 

consecutivos en una cadena. Realizaremos la definicibn de mapeo a-

proximable que logra este efecto en los elementos de Binario. 

ugv <=> 

a> u, v=a:', 
b b)va! 

Binario . . 
b c) ~ S~u 't' S<i>=O i=1, ••• ,n <n>O> y si Tt:v, L<T> <n+l y 

Y tEu T<i>=t<i> i=l, ••• ,min<i:-<T>,L<t>>. 

b d>JSEU 't' S<i>=O i=l, •• ,n (n)Q) s(i)=l i=n+l, ••• ,~+k (k~O) · 

s(n+k+l>=O L<S>>n+k y $i T'v y L<T> <L<S>-k se debe cumplir que 

Y te u 

T < i > =t ( i > i :a 1 , ••• , rn in{ n, L < T > , L < t > } . y 

T(i)•t(i+k+l> i=min<n,L<T>,L<t>+l}, ••• ,min<L<T>,L<t>-k-1}. 

No probaremos que la definici6n anterior corresponde a un mapeo 

aproximable, ya que la prueba es una rutinaria verificacibn de la 

definicibn de mapeo aproximable analizando todos los casos posibles. 

. (U• 

·Veamos que pasa con los elementos. 

Sea L un •l•m•nto de Binario <determinado por una bnica cadena 

Utilizar•mos como notacibn g((J) corno g(L >, 
(9 

y entone•• como por 



:.1 

definicHm g<L >•<VED lug{V) par-a alg.tm u~L >tenemos 
@ @ 

l>Si @=100 obser-vese que Y=A,g(@) y no puede ser otro, ya que si 

g (@) 

para 

entonces debe existir- uECon 't' u~L y ug<V> per-o obsérvese 
11 

toda Seu se tendr1.a 9(1>=1 <no tiene cer-os iniciales) as'i 

que 

1 las 

opciones e> y d) quedan canceladas. 

Esto prueba g<l~>=l 
m Binar,io 

2)Si @=O 1- entonces tomando u=<@m>•v por el caso e> tenemos ugv, 

1 
1 

sin embargo no podemos tener v=<@<m+l>> y ugv para ninguna u ya que para 

cualquier u si S~u s ( i> =O i=l: •• ,·min{L <S>·, m> y como L (@(m+l; > =m+l si 
o 

a~ula el caso e) y no existe S con la propiedad pedida en d) • Asl 

g(@~~L y por lo tanto· 
@m m m 

g<Q 1•>=0 • 
m k m+l 

3)Si @=O 1 Oc entonces si llamamos T=O e es f~cil ver que por 

d) <@r>g<Tr> ~ r(Nj es decir T=g<@> y esto es equivalente a 
m k m+l 

g<O 1 Oc>=O c. 

.'. La funcibn tiene el efecto que deseamos.. Cl. 

'. 

. ;_. 
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Capl tul o II I 

TEORIA DE DOMINIOS 

Seccibn 11 Producto y Unibn RJena 
; ,. ' 

En·la Categorla de ConJuntos, el producto cartesiano se construye 

simplemente considerando el conjunto formado por las pareJas ordena­

das; esta metodologla, como veremos, funcion~ para' Dominios, pero su 

estructura, basada en Sistemas de Informacibn q,ueda oculta.· Por esto 

daremos la definicibn en ttrminos de Sistemas de Informacibn y poste­

riormente veremos en que forma un elemento del Dominio resultante es 

una pareJa ordenada de elementos de los Dominios constituyentes. 
J 

La idea de la definicibn se refiere a la idea de dar informacibn 

sobre posibles elementos. Para dar informacibn sobre un elemento o 

pareJa, hacemos afirmaciones sobre cada coordenada del elemento. 

D!f!n!s!~n 11~1.-sean. R y B Sistemas de Informacibn, llamamos 

AXB, el Sistema Producto, al sistema dondes 

< i> D =< ( X, .c. > 1 
AXB B 

Cii)A =(A ,A ) 

AXB A B 

VED > 
B 

Ciii)u,Con <=> prm <u)¡ Con y sgd C u>t Con • 
AXB A B 

<iv'>ul- <X, 0 > <•> prm(u) 1- X 
AXB B A 

(m) sgdCu>t- Y. <iv">ul- (A ,v> 
AXB A 

donde u es cualquier 
B 

subconJunto finito de D 
AXB 

<X, 4 )E u ) 
B 

y 

prm < u> =< XE D 
A 

sgd<u>=<Y€D 
B 

( 4 'V)I u > (). 
A 

qu• unimoa en U.> 
• l • ' . • • 

.copia•. 
' :;, .. ;,;,·',.;~;:,,' . . . . 

: .. , 

-·,•, 



y D respectivamente. 
1 

D 
A B 

Para mostrar que nuestra construccibn tiene .sentido realizamos la 1 
si guiente1 

etQgQ!i~!~n !!Lg.-Si A y B son Sistemas de Informacibn entonces1 

1 
1 
1 

a>AXB es Sistema de Informacibn. . .-. 
b>EHisten mapeos aproximables 

arm1AXB -> A y §gg:AXB -> B 

tales que, para cualquier Sistema de Informacibn C y mapeos apr~ximable~ 
• 

f :C -> A y g:C -> B 

existe un bnico mapeo aproximable <f,g>:C -> AXB tal que: 

i;u::m o <f, e> = f y !99 o ( f' g) • g (). 

DEMOSTRACLON.-Verificamos 

definicibn 7.1. 

que AXB satisface los axiomas 

(i)Si uiv y u'Con entonce& 
AXB . ¡ ' · , 

prm<v>=<XED 1 <X, 0 )i'v>!i<XED 1 <X, 0 >&u>=prm(Ú)E-Con 
A B . A B A 

·y 

sgd<v>=<Y•D 1 (0 ,Y)Ev}iiV6D 1 <"' ,Y>iu>=sgd(u),Con 
B A .B A . B 

:. vECon 
AXB 

<i i> Si X6-D entonces 
AXB 
X-=( 6 , Y> o X=<Z,Q >· 

A B 
con <YHCon y <Z>t Con 

B .A 
entonces pr'm (( X » •<.-a > o {Z) y 

A 
sgd «X» •<Y> o 

en cualquier caso <X>&Con 
AXB 

(iii>Supongamos ulCon 
AXB 

(.ti. } 

B 

entonces 

de 

1 
1 

la 1 
,., 

','! 

1: 
1 
I· 
. I; 

'..' 

.1·. 

1 
1. 
I;. 

·__ . ,:,.,:·.+~ 
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1· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
~~ 
'· 

1 
f 

1 
1 
1 . 

1 

1 

, . 

prm<uV<X»•<Z~D 1 <Z, 0 >E uU<X> > 
A B 

sgd<uLJ<X»=<YED 1 (A ,Y>l uU<X> > 
.e A 

eomo ul- X 
AXB 

y 

si X•<Z, 0 > 
B 

sgd<uU<X>>•sgd(u)ECon 

prm<u>I- Z ,entonces prm(u>U<Z>fCon., de donde 
A A 

y .prm<uU<X>>ECon 
B A 

si X•(A ,Y> sim•tricamente sgd<u>U<Y>ECon , y observamos que en 
. A. B 

cualquier caso 

por lo que 

prm<uU<X»E Con· 
A 

y sgq.CuU< X»~ Con 
B 

(iy)A =(A IA ) 1 Si 
AXB A B 

prm<u> 1- 6 y sgdCu>I- A 

A A B B 

ueCon entonces 
. AXB 

, por lo que 

ul- ~ 

AXB AXB 

<v>Sea X&u ,u,Con entonces 
AXB 

si X=<Z, 6
) ZEprm<u> concluim~s prm<u>I- Z, entonces 

B A 
ul- X; 

AXB 
si X•( 6 ;Y> 

A 
v,sgd<u> entonces sgd<u>I- Y luego entonces 

B 
u 1- x. 

AXB 

<vi)Supongarnos 

que ul- X. 

ul- W 
AXB. 

Y W€v y vi- X ,debemos probar 
AXB 

AXB 
Si X•< Z,"' > 

B 
entonces prm<v> 1- Z , 

W•<M, 6 )Ev y entonces ul-W ,es decir B . 
A 

prm(u)I- M Y Mfprm<v> 
A 

como pt"m < u >e Con pt"m < u> 1 - Z entonces 
A A 

ul- x •. 
Igúalmente si X•<º ,Y>. 

AXB 

A 
·-· ... 

ahora si Mf prm<v> 

. . '• .: 

~.:;,;~~1J11~t~~~;¡~~i~iii~1rfki~~.it~~j¡~i1·~,4~i~~~ii~i~~k~~((#f~r~i~~1.~ii.¡.~;~~~d~~·01~ 

·, 
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Concluimos que AXB es Sistema de lnformacibn y definiremos 

los mapeos aproximables 

m::m:AXB -> A y !IUi: AXB -> B 

utilizando la definicibn de los conJuntos prm() y sgd (). 

12@f inis!~n !!:..ª·-Sean u'.Con , vECon y wf Con 
AXB A B 

(a) uer:mv . <=> prm <u> 1- v • 
A 

(b) Ul!QQW <=> sgd<u>t- w. (). . B 

Probaremos ·que estos son mapeos aprox i mab 1 es, 

def inicibn para (a) ya que para <b> es anlloga • 

. . 
(i)6grm6 se cumple trivialmente por la proposicibn 7.8. 

(ii)Supongamos ue~mv y u~~mv' , entonces 

prm<u>t- v 
A 

y prm<u> 1- v' 
A 

por lo que prm<u>I- <vVv'> 
A 

:. uarm <vUv' >. 
<iii>Supongamos ul­

AXB 
u' u'ermv'.y v' 1- v entonces 

A 
ul- X Y X'u' por lo tanto 

AXB 
prm<u>I- Z 

A 
Y X•<Z,'°' )Eu' 

B 
prm<u> 1-

A 

entonces 

prm(u'>I- v'I- v 
A A 

••• uermv. 

~!fini~i~n 11:..~.-Sea C un Sist~ma de lnformacibn 

g:C.;..>B mapeos aproK imable, definimos 

<f, g> 1C -> AXB 

como el siguiente mapeo 

y 

t (f' g) u <=> tf(prm<u>> y tg(sgdCu>>. 

Demostraremos que as aproximable. 

/ 

faC->A y 

(). 



,, 

l 
I . 

; 

' 

1 
1 
l 
1 
,, 
' 

1 
i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

I , 

<i>~<f,g)é se cumple pues prm(é)•0 y sgd<~>=~ y se tiene éfé y 

ég~ pues f y g son aproximables. 

Cii)Supongamos t<f,g)u y t<f,g)u" entonces 

·tf(prm<u>>, tf<prm(u")) ,tg<sgd(u)) y tg(sgd(u")) 

pero f y g son aproKimables entonces tenemos 

tf(prm<u>Uprm<u")) y tg <sgd <u>U sgd (u•>> per-o 

prm<u>Upl"'mCu">=<ZE.D 1 <Z, 0 >€.u>U<ZeD 1 <Z•'~ >~u·> 
A B A B 

•{ Z' D 1 < z, iti. >~u U u• >= prm < uUu • > entonces 
A B 
tf(pl"'m<uUu">> y an,logame~te tg<sgd<uUu")) 

.•. t<f,g><uUu·>. 

Ciii)Si t" 1- t t<f,g)u 
e 

tf(prm<u)) y tg(sgd<u>> 

y ul- u• , entonces 
AXB 

como ul- u• tenemós 
. AXB 

prm<u>I- prm<u·~ y sgd<u> 1- sgd(u") 
A · A 

finalmente f y g son aproxirnables, asi que 

-
= 
•(3) 

t'f(prm<u")) y t"g(sgd(u")) es decir 

t• <f,g)u•. 

Ahora sea cflCI un elemento de ICI 

Rt:D'! o < f, g > (e> •et:m < < f t g > (e> > 

<Z•D 
.A 

<ZeD 
A 

:CZéD 
A' 

uerm<Z> para algbn us<f,g)(c)} 

prm<u>I- Z para algdn u~<fie><c> > 
A 

tf{Z} para alguna t~c~ =f (c) 

La igualdad (3) se sigue al comprobar la doble contencibn~ 

Para (-?.) ·tomese u=< <Z,"' >>E <f, g) <c> y para (S > obsérvese que si 
B 

prm<u> 1- Z y u'<f,g) (e) entonces tf(prm<u>> entonces tf<Z>. 
A 

De la misma manera se tiene 

!Qg o <f,g)(c)= g(c) Y cEICI 

••• et:m o <f, e> =f y §gg o <f,g)=g 

Probaremos ahora el siguiente 1 



· Lmml 11L§.-Si r,p son elementos de AXB tales que 

J;!?.:l'!J (Y') = .Q!:!!l ( p) 

1 entonces r=p • 

DEMOSTRACION.-Sea X~r si X=<z,a >, Z'et:m<r>=e!::m<p> 
. B 

1n:m (p)=(UD 1 uer:m<-Z> para algfm ut pl 
A , . • 

=<~ D .1 prm<u> 1-. Z pará algf&n u!p} entonces 
. A A 

si Z6E!t:m<p> existe u~p 't' .prm<u> 1- Z , es decir 
A 

·u1- cz,é:ii >. 
.AXB B 

P~6baremos ahor~ la unicidad de <f,g>. 

Si h:C -> AXB. es una fúncibn tal que 

i;n:m o h=f 

sea c~.• C 1 .. , entonc:~s 

et:m<h<c:> >-=gr:m< <f, g> <e>> 

y !99 o ·h=g, 

Aed<h<c:>>=ngdC<f,g> <c>> y por el lema anterior 

o. 

h <e:>= <f, g> Ce> , como e fue elegida arbitrariamente en 1C1 

h• (f lg> 

.•. (f, g) es ttnica Cl. 

Hemos .concluido ·~ta larga demostracibn de la construccibn 
. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

' . . :) 

.·.·.··I 

1 
'. ·.~·, 

í 
·-;-• 

; .. -: 

1 
... --\; 

. ·~·· ~> 

·1 
1. 

I
··< 

,. ; 

. 1. 

•••• 
'.I 

del ·I 
. producto. Mostraremos que podemos dar una biyeccibn entre los elemen-1 

to• d•l producto y las par•J•• ord•n•d•• d• elementos. 

~~1~.&iiJ;;'J,¿,~~&ÍJIJi,.,,~,·~:~J;:: :~.::zl&'~Jt~1k.1::~.l~.w¡jjfaii::.~i1i,üi,,,,l1;~c;:¡&ii v6~k4,,~;1,~¿;¿¿¡;¡,~),t;t~I 



ºgfio!s!~D !!~§.-Una pareJa de elementos es: 

<x,y>=<const x,const y> <l > 
e 

. ' 

(). 

Es decir <x,y> es el elemento de· IAXBI que resulta al considerar . 
f=const x1C -> A y g•const y:C ·-> 8 y evaluar la funcibn produc- · 

to Cconst·x~const y> en l. 
e 

Obs~rvese que la definicibn no depende del Sistema de Informacibn· 
"· ·-

e que se tome, pues si 

Cx',y')=Cconst x,const y><! se tiene 

Stm<<x,y))=const K(! )=M. 
e 

Stm<<x',y'))=const X(! )a K 
.e. 

e· 

anlllogamente 

!g~<<x,y>>=§g~<<x',y'>> 

y por el lema 11.5 

he, y)• (X' t y' ) ~ 

Como notacibn, para eliminar parlmtesis: inbtiles, . . . 

. ( 
,_;; 

las funciones 

evaluadas en eneadas serian directamente ·escritas por el nombr• de la 

funcibn ••guido da la aneada, ••i 

Rtm<<x,y>>=gcm<x,y>. 

La verificac;ibn de· la consistencia de la definicibn 11.6 de.hecho 

prueba los incisos.(ii) y (iii) de la siguientes 

. . , 
Et9R21iS1~n 11Lz.-sean A y B Sistemas de lnformacibn entonces• 

Ci> <>c,y>•<<Z, 0 >I ZE>c>U<c.:. ,V> 

u i > lin:m < x, y> •x 

<iii)IQ~(M,y)•y 

B ·.A·. 

Ci v) z• ( s;u:m ( z) , lllQ ( z)) Y z & 1AXB1 

<v)<t,g>CC:>•<fCc>,g<c» Y cEICI 
'' . . . ' \ ' 



,•, ·' . 

<vi> <x,y>s<x',y') (•) y~y·. (). 

DEMOSTRACION.-<x,y>E IAXBI pues es la imagen de un elemento 

un mape9 aproximable. 

'. '~ ~ ... ~ 

.: ~" 

bé\JO 

Ahora,. n > si t =< < z, .c:i. > 1 z ex >U< < .c:i. , v > 1 v E-Y>, 

. ·1 

1 
1 
1 

~s t•cil ver que t 
B A 

es un elemento, y entonces 

erm<t>=<ZED 1 •u erm<Z> para algbn u~t} 
A 

=<ZED 1 pr~<u>.1- Z para algbn u~t} 
A , A 

Si Z~x., entonces u=<<Z,A >>Et y prm<u>·1- Z 
B A 

.• • .erm <x, y> =x ~ .erm <t >. 

Si ZE.erm<t> entonces existe u 't' u~t y prm<u>I- Z pero 
A 

prm <u>S >< y como x es elemento z,x 
:. x=.erm (t) 

igualmente y=!a~<t> y aplicando el lema 11.5 

<x, y> =t~ 

Civ>Aplicando <ii>, Ciii) y nuevamente el lema 11.5 a 

tenemos el resultado. 

sn:m < z > = arm < ~rm < z > , !D9 < z > > 

1gg<z>=•aE!<.erm<z>,1gg<z>> 

,, 

<v> Aplicando (ii>, (ii i) y la propiedad universal para 

tenemos Y cEICI 

y .erm <f Ce.>, g <e>> =f Ce> 
; . 

li!t::l'!J< <f, g> <e> >=f<c> 

!D9 < (f, g) (e)> =g (e) y !a~<f<c>,g<c>>=g<c> y por el lema 7.5 

<f, g> Ce:).•< f <e>, g <e>>. 

<vi><<=>Supongamos K~ K' . y~y· entonces por (i) 

<x,y)=<<z,.c:i. >IZEx>V<<4 ,V> 1 v,y} 
B A 

~<CZ, 4 > 1 Z'K'} {(ª,V> 1 V"y'>=<x',y'>. 
B A 

<=>>Supongamos <x,y>~<x:,y') 

entonces .Por ser .erm y 1gg aproximables , son mon~tonas, da 

dorid• atm ( K, y)' Qt:m ( K'' y') y IRQ ( ><, y)S a1u~ ()(''y' ) entonces 

;;,· 

. ' .~ 

<f, g) 

1:: 

I, 
1.·· 

·1···1j 
:> 

... ~·.>~ 

·.1:1 
:···) 
l~.: 

·1} 

···1'1! ·~~~ 
. ·~-~; 

I
·,;;.', 

"• ~ 

L'. 

. " 

I ::,.· 
'¡ ~ 
J ·. 
;/'. 

l ·.·.i·1·· 
.i; 

,. / 

1 
I· 
l ..... 
. . 

' ' 

1 



1 
1 

1 

ys: y'. [J. 

De esta manera a una pareJa de elementos x'IAI y y~IBI le asocia­

mos el elemento <x,y>, dado un elemento z'IAXBI le asociamos la pareJa 

ordenada <g~m<z>,!ae<z>>. Esta biyeccibn muestra que IAXBI es isomorfo 

a IAIXIBI donde ~ste f.11timo es el producto cartesiano de los conJuntos 1 

de elementos. 

Mostraremos que en nuestra categorla existe obJeto terminal y por 

lo tanto es una categorla con productos finitos. 

Considerese el siguiente Sistema de Informacibn1 

D ={A > , Con =<~ ,D ) y L- la relacibn minimal, es flcil veri•i-
1 1 1 1 

car que el Dominio ID 1 llamado ll tiene como f.anico elemento a l . 
1 l 

De esto se concluye que todos los mapeos aproximables·f:l->A son 
,,J 

constantes y f :A -> l es siempre un bnico mapeo aproximable, es m•s 

se trata de f=Cconst ! ) .Y es denotado por f=O •. 
[ 

Lo mencionado antes prueba la: 

"· Et:2'121i~i~n 11:.it• -U. es obJeto terminal de la Categorla de Dominios. 

o . 

. Algunos· resultados interesant.es para el producto sor. los siguientes 

eCQQ2!Í~i~n !1:.2·-Sean u,vECon entonces 
AXB 

ul- v si y ablo si prm<u>•I- prm<v> y sgd(u) 1- sgdCv>. 
AXB A A 

(). 

DEMOSTRACION. -Directamente d• la defini·cibn· 11.1 tenemos 

.·/ 

' :' .~ ,,., 



ul- X Y X&v , y esto se cumple si y sblo si 
AXB 

prm<u>I- Z y z 't' (Z,A )EV y 
A B 

sgd(u)I- V y y 't,' (A ,Y)E:V, y esto si y sblo si 
B - A 

· prm < u> 1 - prm < v > y·sgd(u) 1- sgd(v). [J. 

A B 

. 
<t>=«u>., <v>·> donde u=-prm<t> y v=sgd<t>. O. 

DEMOSTRACION.-Clatamente 

mento <t>E <<u>, <v> >. 

Eree2!!!2!~n !!!.!!·-Una funcibn f: 1AXB1 -> 1C1 de dos 

Y aEIAI y Y· b 'IBI las funciones 

f : IA 1 ~> IC 1 
b 

y f :IBI ->ICI dadas por 

ª .f <x>•f<x,b) y· f <y>•f<a,y> 
b . • 

respectivamente, provienen de mapeos aproximables. 

entonces f •f o.<I ,const b> y 
b . A 

f =fo (const a,I > 
a B 

(). 

[J. 

d• donde es claro que f 
b 

. < <.=) Obs~rvese que· 

y f provienen de mapeos aproximables. 
a 

f<>e,y)=:if <x>•U<f ((u)) u~x u finito>• 

U 
y y . .· 

. <fC<u>,y> u'&x u finito>• 

u~ x· u finito)• 

ve~ .. v fJ~.i,t~:l: .. u.!'H, u. fini~o .. 
· .... ;. ·'. ·. ·· .. ·.,,f.·'. . :. . . ' 



.,,.. 

=V<f< <u>, <v> > 1 u~>e vs~ finitos} 

.'. f es apro>< irnable. []. 

Definiremos ahora un obJeto cercano al coproducto de Dominios.La 

idea es que los elementos de este Dominio sean, elementos de los 

Dominios constituyentes, perq de manera exclusiva. 

g•finisi~D !!~1g.-Sean A y B Siste~as de Informacibn. Por A+B~ el 

sistema unibn aJer1a <suma di recta>, entendemos el sis'tema donde tenemos 

undato 4 fD yAID y: 
A B 

Ci>D =-C<X, 4 ) IX&D }U{( 4 ,Y> 
A+B A 

(ii)A =(A,A). 

A+B 
(i i i) uECon 

A+B 
<=> izq<u>ECon y der<u>=ll6 

A 
b (inclusivo> 

izq<u>111ii y der<uH:Con. 

<iv'>ul- <X, 4 > 
A+B 

B 
<=> der<u>·~ e izqCu) 1- X. 

Civ'')ul- (b,V) <•> 
A+B 

Civ'''>ul- <4 , 4 ) -~ 
A+B 

donde .u es un subconJunto 

A· 
izq<u>=ii y der<u> 1- Y. 

u~Con • 
A+B 

finito de D 
A+B 

B 

en (ii i > y 

.... 

en 

<iv' ') ueCon , ademlls, la notacibn izq y der significa: 
A+B 

i z q ( 1.1) =< ZE D 1 < Z, .t11t)' u} 
A 

der (u) =-CVE D 1 (0 , Y)E u}. (). 

8 

Civ'>, 

Obs•rvese que (''i.,'-), c.::.,..::.> y (0 , 0 > no· son equival•ntes en este 
B A 

sistema, adem•s 1- esta definida de manera disyuntiva en vez de 
A+B 

conJuntiva como 1- • Esto nos lleva a que A+B contenga copias &Jena• 
AXB 

de A ,y B ademas de un elemento extra <! ). 
A+B 

Para mostrar los obJetivos de la definicibn anterior tenemos la 

si guient• • · 
,·_. ·,. 



1 
E~2a21!s!~n 1!~1~.~Si A y 9 son Sistemas de Informacibn entonce•• 1 

I: 
(i)A+B taMbitn lo es. 

(ii>Existen mapeos aproximables 

ini1A ->·A+B e ind1B -> A+B' 

tales que para cualquier Sistema de Informacibn C y mapeos 

bles f:A -> C y g:B ->.e existe un ~nico mapeo apr,oximable 

[f,gJ:A+B -> C 

tal que: 

Cf,gl o ini=f , C f, g J o i nd = g y [f,gl<! >•!. 
A+B· ·C 

o. 

' 1· 
a pro>< i ma- ·.· 

·1·; 

1: .. 
,'.·.; 

I }; 
.~:'.¡ 

::'I•,_ 

11; 
DEMOSTRACION~ ':'"Pat"a ver que se trata de un Sistema de Informacibn ·t: 

veremos ,,que se ver! fican los axiomas. ·~ 
(i)Es inmediato del h~cho de que si VECon y U!V entonces 

A+B 
izq<u>•<Z&D 1 CZ,á.)¡u>~·<z'D 1 CZ,"">'-:v>•izq<v> 

A . · A 
y de la misma manera 

de 

y 

der <u>~ der <v> 

manera que si izq <v>' Con entonces . i zq tu>' Con 
A A •: . 

si der <v>E Con entonces der. <u>' Con 
B B 

si izq<v>•tS entonces izq(u>•.S 

si der<v>•CIS entonces der <u> •.S. 
' 

Cii)Sea X6D , si XaCZ,""> con ZED , en.tonces 
A+B . A 

izq<<X>>•<Z>• y dar<<X>>·~ .~ <X>~con .. 
Si X•< 4 ,V> con V&D 

B 

A+B 
entonces izq<<X>>=.S y der<<X>>=(V> 

.•. < X>,Con • 
A+B 

Finalmente si Xa(A,A) •)izq<<X>>=det"({X>>=6 y 

:. <X>~Con • 
A+B 

(iii)Supongamos ul- X ,si X~<0, 0 > entonces 
A+B ' 

i zq <u> •izq <uU<X» y d•r<u> •der <uU<X». 

l.,. 
'f.·:'·' 

1·. 
I: 
:~ 



Si X•<z,.c.>, entor-1c:es izq<uUCX»•izq<u>U<Z>fl:i6 e 

i zq <u U< X })~Con 
A 

por la definicibn de 1- y ademAs 
A+B 

der<uU<X>>=der(u>=0 

:. uU<X>~Con • 
A+B 

An~logamente si X=<•,v>. 

(iv)Como ul- <~, 6 ) siempre, el axioma se cumple automlticame~te. 
A+B 

( v) Supongamos X" u · uf:. Con . 
A+B 

si X=< 6 ,Y>, entor1ces YEder<u> por lo que der<u>~0yder<u>1- Y 
. B 

entonces ul- c~,v>. 
A+B 

· De la mi~ma maner-a se prueba si X=< z, "'> y tri vi lamente si X• <0 , 0 >. ,
1 
. 

Cvi>Suporigamos ul~ W Y Wfv 
A+B 

y vi- X debemos probar que 
A+B 

ul- X. 
A+B 

Supongamos X=C 6 ,V) entonces· der(v)~i6yder<v>1- Y afirmamos que 
8 

der<u>I- M 
B 

hipbtesis 

l.J Mf:der <v> ; sea ME de)'.' Cv> entonces ex i.ste W= Cª, M>E v y" por 

ul- <6 ,M) de donde der<u>~i6 y der<u>I- M, aplica~do la. 
A+B . 8 

transi ti vid ad de·, 1- t·en.emos der (u) 1- y y por lo. tanto u r- . x. 
B B A+B .. 

La prueba se sigue igualmente si X=<Z, 4 > y atan mlas flu:ilmente si 

Concluimos que A+B es un Sistema de Informacibn. 

Definimos ahora. ini aA -> A+B e ind:B -> A+B mediantes 

D!fin!si~n !!L!~·~Sean A y B Sistemas de Informacibn, 

los mape~s apro>eimables ini1A -> A+B e ind18 -> A+B comos 

<a>v ini u <=> <<Z, 4 > 

<b>w ind u <=> < r.:., Y> 

Z6v}I- u. 
A+B 

YEw>I- u. 
A+B 

(). 

Debemos probar que estas definiciones corresponden a mapeos a­

pro>dmables. "••lizaremoa r.tnicamente <a> ya que Cb) es an•logo. 

Ci)i6 ini i6 es directo. 

. .. ,,, 



'' 

(ii)Supongamos que tenemos V Í ni U y V ini U', entonces 

definicibn 

<<Z, 0 >1Zfv}I- u y <<Z, 0 )1Zfv}I- u' por la proposicibn 7.8 
A+B A+B 

{ <Z, "') 1 z,vl 1- <uUu')' por' lo que V ini <uUu'). 
. A+B 

(iii>Supongamos vi- v' v' ini u' 
. A 

y·u'l- u entonces 
A+B . 

<<Z, 0 ) IZEv}I- {'(Z,A) IZ,v'} pues 
A+B 

izq<<<Z, 4 ) 1 Z€v})av 

por lo tanto <<Z~"') 

e izq«tZ,A) 1 Z~v'})=v' y vi- v' 
A 

ZEv}I- u 
A+B 

.•,. V ini U. 
. . ·:'· 

por 1 
1 
1 
. 

1. 
I< 

1 
y 1:-: Hemos comprobado 

' 
la definicibn de mapeo apr~Kimable par-a ini 

'"'., 

l :r 
),,, 

ahora 
'•. 

comprobaremos que ini e.ind cumplen con la propiedad. universal 
¡:_ . r~, para la unibn aJena. 

e 1:1 • '1" 

Sea C un Sistema de Informacibn arbitrario y f:A -> C y g:B -> 
(1 ¡ • 

mapeos aproximables, · 

º!finisi~n !!~!§.-De~inimos e~tonces 

Cf,gJ:A+B -> C por 

uCf, gJs <=> .s 1- s 
e 

b izq<u>~~ e (izq<u>>fs 

b der(u)~~ y der<u>gs. 

" . 

I 

(). 

·1,_· 

Probaremos que Cf,gJ es aproximable ver1fica~do la defin~cibn. 
\'.' 

(i)it[f, gJti se cumple por el primer caso de la def inicibn ante-

rior~ 

(ii)Supongamos uCf,gls y uCf,gls', entonces 

si izq(u)•dar(u)=.S entonces uCf~gl<sUs') debe cumplirse nuevamente por 

e 1 pr i m•r caso. 

De lo contrario, uno y sblo uno de los conJuntos der<u> • izq<u> 

.·.••.distinto d•l vacto, wupongamo• d•r <u> fl~,. entone•• ten•mo• 
, ' :.:. - t • ', 

'.'· 

I',~:: 
-.!'.~ 

10 
1,:_: 

"'·': 

I ".'." ~-~·: 
'?i• 

1:1 

l. 

1·~ 

1 
I! 

~~i~;~;k~~lÍi~~t&~~~~~~i~~~~~~~ii~6t~~~y~,~~~~$~:~~\i~:l~J.'~j~~~~iii~d;~~~itiiJ~~,:.•·•¡;•·:I. 



,. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

~.:.; .: . ,<:'.. :. ' '", .' , .. 

der(u)gs y der(u)gs' pero g es aproHimable, de donde 

der<u>g<sUs') con lo que concluimos 

uCf, gJ <sUs' >. 

Sim~tricamente obtenemos urf,gJ<sUs') si izq(u)-~. 

(iii>Supongamos ul- u' u'Cf,gJs' y s'I- s. 
A+B C 

Haremos el caso izq(u')-~ y los casos der<u')-6 y ambos v~cios ~e 

siguen f~cilmente. 

Como izq(u')fs' y s' 1- s tenemos, pues fes aproximable, izq<u'>fs 
e 

ahora, como .ut- u' e iiq(u')-6 obtenemos que para toda <Z,~>Eu' 
A+B 

Uf- ( Z,.A) de donde izq(u)-6 e izq<u> 1-Z utilizando nuevamente que f 
R+B 

es aproximable y que izq<u> I~ izq(u') concluimos izq<u~fs , es decir . A 
·urf,gls. 

Comprobaremos ahora la conmutatividad afirmada por la propiedad 

universal. 

Sea ª'IAI entonces 

Cf,gl o ini<a>•Cf,gl<ini<a>> 

como ini<a>=<X~D u ini <X> para algbn u~a} 
A+B 

Cf,gl(ini<a>>=<SED rtf,gl<S> para alg~n rfiniC~) > 
e 

(4) =<S~D 1 uf<S> para algbn u~a> • f<a>. 
e 

La igualdad (4) se sigue de la doble contencibn de los co.nJuntos 

correspondientes: 

<.a >Si . SED y usa es tal que uf-<S> entonces si r•< <Z, ~> 1Z6 u> 
e 

~enemos rCf,gl<S> pues izq<r>=u y adem•s 

r ~"<X'D 1 u ini-<X> par-a alglln usa>-=ini (a) ya que u ini<X> para 
A+B 

toda X~r pues 

q ini<X> si y sblo si {CZ,A) IZ~u>I- X si y sblo si rl- X 

(':>Sea 860 
e 

r•<X , ••• ,X > y 
1 n 

A+B A+B 
't' rCf,gJ{S} para algbn r ini<a>, como t" es. finito 

•><i•t•n u , •• , u~ a 't • u 
1 · n i 

ini<X } i•1, ••• ,n por defi­
i 



nicibn de imagen. 1 
f\ 

Sea u= Uu entonces, 
........ i 

como ini es aproximable tenemos u ini r y 1 
es 

afirmamos uf<S>.Sea r'•<<Z, 0 > IZ&u> entonces r'l- r y como [f,gl 
A+B 

aproximable, r'tf,gl<S> paro izqcr~>~u de donde izq<r')f{s} y 

uf<S>. .. 
De la misma manera se prueba que [f,gl o ind= g. . . 
Para probar que Cf,gl<!' )=! .observese que: 

. A+B C 
[f~ gl <l >=<YfD 1 uCf, gJ<Y> para alg'-n u~l } 

A+B C . A+B 
=<VED. 1 uCf, gJ{Y} 01-. u> =<Y'D 1 0Cf,gl<Y> } 

e A+B e 
=<Y'D 1 "1- Y >=! • 

e e e 
Finalmente ,para la unicidad tenemos necesidad ~els 

b@m! !!L!§.-Sean A,B Sistemas de Informacibn, si x~IA+BI y ><-! 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

A+B· 1 .. · 
entonces existe a~IAI 'b <exclusivo> bEIBI tal que: u 

ini<a>=>< b <exclusivo> ind(b)=x. (). 

1 •\ 
. \ 

DEMOSTRACION. -Sea ><~IA+BI y H"l , sea a=<ZED 1 <Z, 0 >f-><> I" 
A+B · A . 

si·a=0, tomase b=<Y¡D 1< 0 ,Y>tx>-0 y se trata como el caso siguiente. 

Siª"~' afirmamos
8

a{IAI e ini<a>•x. 1 
Verificamos la definicibn de elelflento para a: sea vsa y v finito, JI· .: 

si v=" entonces Vf Con · , . si v"~ tenemos 

como >< es elemento 

aJeria esto implica 

A . 

r'Con 
A+B 

v'Con • 
A 

Ademls, si vi- Z , 
. A 

entonces rl- <Z, 0 ). y co~o K es 
A+B .. 

tenemos <Z, º)f >e de donde Zéa. 

:. a es elemento. 

ini<á>•<X•D 1 u ini<X> para algbn u&a) 
A+B 

•<XE'D 1 < <Z, 0 ) Z&u> 1-
A+B A+B 

elemento 

_Si Xex •ntoncH X•<Z,'"I <~ no pu~~· ~•r d• la for, .... ("~VI ·. pu•~ 1 
,,•, ' ~ ,', L~ ·~¡ ,.f~' ti.~~ ;,, ·,~ : ~ , ' Y, •1 ~ :r .• ~;_' r.1~~1',t/ .. ~,,· ' . : a\ .... ~ ·~,¡ d~·(:~~;·t~~~~;·~~~·~~~~ 11

.11""' .,, • ,::. r,i,· -· •1 \~~· ';.; ·~./·1, !', ~ú.,::,~,:~51: '; r{ ' ' ••• ;~.~~::.~~,1~;;1.:~~-~f¡~;~z~,))~J 
;;,.':~~,~·}1~ ~:.1-t¡1~a· 1 ~A &:JJ:.~':i·1<·~ ~·~·-·:~l4í7~1':t~t/ií$~~;¡¡t~\1J11~~:~!~.t;'J ~~~l\~f,1t,~,{~Em~~~,¿l..:~~~-,~~1i,>t!w~~1~1~~~T~:.:~*1.dt~'i1~~~~f!~®iii:~L,,,~ejk;~*l~~!J~~,M;~~~:,¡?,~~~ 



, ... 
1· 
1 

···1 

·1. 
:.'I 

·,, 

'I 
1 
·~. 

1 

' l. 

·'·.··_: .. •'~ "., , 

- .!"J';;; 

a~~ y entonces >< no serla elemento pues tendrl& un subconJunto finito 

inconsistente). Tomando u•<Z> se comprueba que Xfini<a>. · 

Si X•ini<a> entonces por definicibn de ini(a) eKiste u 't' 

<<Z,~> 1 Z~u>l-X y <<Z,A)IZ~u>s><, como>< es elemento,. ~~K. 

Como hemos verificado la doble. contencibn queda probada la igualdad. 

El bes eKclusivo, pues de no.ser asl tomaríamos.un dato· de b· y .. 
uno de ta y obtendr!.amos un subconJunto de >e finito e i·nconsistente lo 

:· ,\. 

cual contradice que·K es elemento. 

Probaremos ahora la unicidad de· Cf,gl y con esto. concluimos la 

demostracibn de la afirmacibn para la unibn aJena. · 

Supongamos hsA+B -> C es otY-a funcibn tal que 

h o ini=f y ri o ind•g y h<! )m! • 
A+B ·C 

Sea. x61A+BI, si K=l entonces directamente h(K)•Cf,gl<x> 
A+B 

si ><'6 l , por' el lema anterior existe Í46IA1 <si no b El B 1 ) tal que 
. A+B 

ini<a>•x (si no ind(b)•x) pero esto nos dice. 
. . 

h <>e> =h <i ni (a)) •f Ca»•Cf, gl C ini Ca)) •[f, gl CH> 

( h(K)=h(ind~b))•g(b)•[f,gl(ind(b))s[f,gl(><) ) 

.•. Y ,., IA+BI Cf, gJ (K)=h (K) · 

.•. Cf, gl=h .•. Cf, gl es tlnica. CJ. 
~,. . ' 

Por las propiedades univer'sales del producto y la unibn •Jena, 

asi como del obJeto terminal, puede ver'ificar'tse que estos ·son lanicos 

salvo isomorfismo. 

Ademls es flcil comprobar que _XA y AX~ son·eKtendibles ·a ·fun­

.tores, lo mismo que _+A y A+_; por eJemplo si consideramos 

AX_ 
B ----------> AXB 

f i l <IA o Q!:Mt f o !Q~) 

B' ---------> AXB' 



Para verificar qua es funtor observese que directamente 

I . • <s;u:m, j!gg> y y he, y>C 1AXB1 
AXB 

n o arm, f o !se> o <I o etm.e o ~se> <x,y> 
A A 

•<I 
A 

o arm,f o 1ad> <K,g<y>> 

•<K,f<g<y>>> • <I o a~m,f o e o ~gg><K,y>. 
A 

EJEMPLOS 

... 

EJemplo 1>Dbservese que si ~ denota al Dominio con un solo 

mento , entonces 

BOOL911I. + 11 

ya que U.'+ ll.=<l, <! , 0 >, <0 ,1 > > 
~· 11 

y ademls todo mapeo aproKim~ble de BOOL en alg&n otro Dominio 

determinado por los valores que tome en 

!•Indefinido · <! , •>•Verdadero 
l 

baJo la restriccibn 1que1 

ele-

(5) La imagen de l debe estar contenida en la intarseccibn ' de ·1Y: 
las imagenes de Verdadero y Falso. · /?{; 

Inversamente, toda funcibn que satisface C5>, cuyo dominio· de 

definicibn es BOOL9 proviene de un mapeo aproximable. 

EJemplcf>Sea A un Sistema de Inf~rmacibn, entonces eKiste 

diagsA-> AXA un mapeo aproKimable tal que 

(). 

DEMOSTRACION.-Bea f•I y g=I conforme a la definici6n del pro~ 
A A 

dueto de funcior1es, llamamos diag•<I , I ) la cual es garantizada. por­
A A 

la propiedad universal del producto, y por esto mismo 

Drm o diag•I y 1sg o diag•I 
. . . . .· A . A 

, ll1'tonc11.~ycla~a.m•n~•, .. ,.,: ~.El Al . diag.(M)•.hc, M). 
·'·· :,;ó1,i.:.·/:~.>f~::.:: )<,,·.~, • . ,.,.:.".:,/Dt.(:>>,;~'C:;·• .. ····.· :·;.;.,(~:··.;:,.~\.C. •· .. ·· .•. ;·.::·.. ·. ·.· ·. 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

~CQQ2~isi~n !1L!Z--Si A,B y C son Sistemas de Informacibn ~ntoncesa 

<U 1AXB1 ~ 1 BXA 1 • 

U i > 1 AX (BXC> 1 eq <AXB> XC 1. 

<iii>Si IAl~IA' 1 y IBl~IB' 1 entonces IAXBl~IA'XB' l.· 

DEMOSTRACION.-<i>Sea D=AXB y E=BXA entonces 

RCID :AXB ->A y §gg :AXB -> B y. tenemos . 
D . D . 

<mgg ,etm >1AXB -> BXA 
D D 

an!llogarnente <§QQ ,ei::m >:BXA -> AXB 
E E 

(). 

ahora <iagg , E!rm > o (§gg di!!:!:! f :AXB -> AXB y l.J <>e, y> 1AXB1 
E E D O 

<ás9 , .erm > o <.l!D!:I , .erm > < ><, y> 
E E D D 

· • <§gg , e.rm > < <iaag • erm > (,t, y> > 
E E D D 

•<1gg ,2rm > <!s!:f<>e,y>,2rm <x,y> > 
E E O 

· = <!aQ • e.rm > <y,><> = <>e, y> 
E E 

por lo tanto esta composicibn es I 
AXB 

Si ml!t r i e ar11ent e 

• 

<!ag ,erro > o <!ad ,erm >•I 

' : ~" . 

D D E E BXA 
de donde 1AXB1!e1BXA1 • 

<ii>Definimos f:IAIXIBXCI -) IAXBIXICI y 
. . 

g:IAXBIXICI -> IAIXIBXCI en los elementos como sigue: 

. . . . . ' 

' .. ~ ... , 
• .. 

fhc,<y,z»•«x,y>,z.> y gChc,y>,z>•<>c,<y,z·», po,r las 

proposicibn 10,6 y 11.11 resulta ru~inario verificar que· provienen de 

mapeos apro>eimables y clarament• f y lil son isomorfismos. 

(iii)Sean f:A -> A' y g:B -> B' isomorfismos si llamamos 

D•AX8 y E=A'XB' entonces 

gcm, lil o 1ad >cD -> E 
D -1 D 

o .ucm 'g o· •.1Hf) 1E -)' D 
·,::.E . .E 



. . ' . . ' 

Es claro que por ser producto y c:omposic:ibn de aproximablés, los 

mapeos anteriores son aproximables, y tambi•n son inversos, es decir, 

definen el isomorfismo buscado. [J. 

1 
1 
1 

y 1 Construiremos aho~a un eJemplo que simula un prbdueto infinito 

cuyos elementos resultan sucesiones. 

1:'. 
!!1.!§.-Sea A un Sistema de lnf9rmacibn, entonces el 

siguiente sistema es un Sistema de lnformac:ibn denotado por A• 1:: 
( i ) D •{A >U { (A ' X ) 1 Xl D >U { (A ' A ' X ) 1 XE D > ••• 

A A A A· A A A =o (A ,.i:11 ' •• 1 •'" 'X>I XE'D >U<A }, 
~·•LB A AJ A A 

( i i ) A =I& • 11\ 
. a" A 

<iii>Si u¡D y #(u)<~~ entonces 
A 

u' Con <=> n (u>' Con "' nE NI 
A"' - A :1 

< iv> uECon 
I'\ Aflll . . .. , . 

u 1 - (G: , •• .°, Al , X> < =) n < u) 1 - X 
a' A . ·A A 

· < v) u 1 -"'- Y ut- Con • 
Aoe Aoe 

donde n<u>=<X6D 
A 

\' 

o. 

La verificacibn de los a>fiomas de Sistemas de lnformacibn para 
" ' 

probar la . proposicibn se sigue rutinariamente y la omitiremos. Sin 

embargo de mucho mayor inter's resulta la1 

Et:292!igi~n 111.12· -Los elementos de A estar1 er1 . correspor1denc:ia 

biur1ivoc:a con las suc:esuiones de 

~ (()( )) ·lJ <(A ' • 1. 'A 'X) 1 
n \:ttB ·.0J 

't.·· . 
• 

elementos de A mediante 

XEH l\J<ó }(). 
i A 



1 
1 
1 
1 

veremos que y=f<<>< >> es 
n 

un elemento al verificar la definicibn. 

Sea yg y v finito , 
M . t 

v ~ .U < ~,,...4-,--.-.-,-A-1, X> 1 x e 
entonces~ Mt NI 't' 

>< } U { ª } ent or1ces n<v>=itS n>M 
1~1 A A 

si n<M+1. n<v>s >< 
i A 

Y # <n <v> > O(. por lo que 
n 

n<v)€ Con Y n(NI ' vECon .. . 
A A 

Si adem!ls vi- R ' er1t OY•CE?S si R=Q no hay nada que probar; 

•" A A 
si R= (I& , •• ,z•,x> entpnces n<v>I- X pero como )( es elemento 

A A A n 
ent oric:~e>< X€>< de donde Rf:y • y·es elemento. ... 

y 

de A 

Sea ahora y un elemento de A , construiremos' una sucesibn de 

elementos de A <<>e >) tal que'(<>< >>=y. 
n n 

Para cada n~NI sea 

>< = U<n<~> 1 u~y u fir'lito}. 
n 

Debemos probar que >< as\ definido es elemento de A. 
n 

Sea u~x u finito , deben e>eistir u , •• , u 't' u~ yJ 

u~Cn<u >u nfinitos, llamamos r=.~u !ntonc~s rt;Co~ y entonces 
i:1 1(, i i ,:, i d" 

D(r)~ U !:!(U,) de donde USO(r) Y /. UiCoY1 • 
~ t · A 
Ahora si' uf- X entonces n<r>I- X y como y es elemento 
-. A - A " 

~Q ~ ••• , ,l:\f, X>i y pero entonces <X>=n<{fol:\ , ••• , .ta.
1 , X>} > 

A A A A 
por lo tanto X~>< ; ahora es directo que ~ es una biyeccibn. 

n 

ºQ~2!!CiQ !!Lgg.-Si A es un Sistema de Informcibn entonces 

(). 

DEMOSTRACION. -Identificamos los elemer1tos de A111con las sucesiones 

de .elementos de A y definimos 

f1A• ->A como f((x »=>< y g:A ->A como g((x »=<>< >,es flAcil 
n 1 n n+1 

verificar que tanto f como g provienen de mapeos aproximables y enton-
. • 00 

ces <f,g>:A -> A>< A. - . Puede verse entonces que si definimos hsAXA -> A por 

. ' 
'.~ 

" 



h <>e, (>e ) >=<y '> donde y =x y •x n> 1, 
n n 1 n n-1 

h resulta aproximable y la inversa de <f,g) lo que prueba que son 

morfis~os, y concluimos [J. 

Et.:QE!QJ§.igi~n l!:..6!· -En A-; si x= <x > y= <y > son elemer~tos, er1tonces 

si y sblo si >< ~ y 
n n 

n n 
(). 

DEMOSTRACION.-C=>>Supongamo~ sea n un natural arbitrario, 

" r 
Xt n C < ~¡ , ••• , ¿l , X } > ~ y si Xe >e entonces (A , •• , &e, X )l >< y por lo que 

n A A A A , 
"" XE y. 

1\ n n 
<<=>Sea R= (..:. ' •• '¿i 'X) l K 

A A 
<Si R=A trivialmente Rty> entonces 

A 
n«R})(x !: y 

n n 
entonces X'Y de donde obtenemos 

QO • t 

\J< (k ' • • '"-' ' X> ,_, A A 

:. x~y • 

X.:y >=y 
i 

De ~anera muy similar podemos probar que ~lfXA~ 

DEMOSTRACION.-Construimos la biyecci~n: 

Dada (>e >E A obtenemos· C (a >, <b > > ~ff definida por 
n n n 

R.t:!!I <<a >, <b >>=<a > = <>< > y (b ) = (K ) 

·n n n 2n-1 n 2n 
(r10 haremos los detalles>. 

EJEMPLO.-Un peque~o lenguaJe. 

Cl. 

[],; 

~-·· 

h, 

TrabaJaremos ahora la definicibn de.un peque~o lenguaJe de pro­

gramacibn para enfocar las construcciones prese~tadas hasta el momento 

dentro del marco de las definiciones sem~nticas de lenguaJes de pro-

gramacibn. 

En ••t• eJamplo, haremos uso BOOL 



que BOOL=<Verdadero,Falso,Indefinido> y xsy si y shlo si x=Indefinido 

~ x~y. Como red, BOOL se ve como 

Verdadero Falso 

Indefinido 

. . ao 
llamaremos S =BOOL , las sucesiones de valores de verdad donde recutr-

dese que s, t~ BOOfO , .s~t si y sblo si s s· t t.¡ n•NL • 
n n 

Intuitivamente, la informacibn sobre un valor de verdad puede ser 

insuficiente para determinarlo, pero con mhs inforrnacibY1 podemos defi­

nirlo; as! mismo, una sucesibn.de valores de verdad esta meJor defini-

da o la informaci~n que la especifica es m•s completa si alguna de sus 

boordenadas o entradas esta meJor definida. 

Por eJemplo las siguientes sucesiones , cada vez especifican 

meJor una sucesi~n de valores de verdad(la apro><iman> aunque todas son 

elementos del Dominio 800~ 

<Indefinido, Indefinido, Indefinido, Indefinido, ••• > 

<Verdadero, Indefinido, Indefinido, Indefinido, ••• > 

<Verdadero,Falso,Indefinido, Indefinido, ••• > 

La prirnera diferer:icia que podemos notar eY1tre BOOL y/ es que BOOL " 

es. un Dominio finito mientras.que f es infinito, es decir, tiene un 

nbmero infinito de elementos, adem•s esto implica que algunos elemen-

tos requieren una infinidad de Informacibn para su definicibn. Obs•r-

vese como nuestras definiciones de elementos finitos se incorporan a 

estes ideas. 

Podemos usar. el Ot"den que ter1emos definido en I para apro>eímar-



elementos infinitos por elementos finitos. CRe~uerdese que un elemento 1 
finito es el generado por un conJunto en Con) Es f~cil verificar que 1 
los elementos finitos corresponden a aquellas sucesiones que tienen un 

nbmero finito de entradas distintas de Indefinido. 

Ademls, si definimos 

<><n 1 m> = { Indefinid6 si n>m 

>en si n <m+l 

es decir <x tm> es el segmento inicial de <x > de longitud m, resulta 
n n 

nuevamente ·directo verificar que estos elementos satisfacen: 

< i> <x 1 m> ~ <>e 1 m+1> 
n n 

y por el Teorema 9.10 

1 
1 
1 
1 
1 

Clll ·, 

<>< >=U «x 1 m> I' 
n m•1 n 

Esto nos permite definir un ler1guaJe de programacibn sobre BOOL_wy 

discutir que operaciones son computables y como se aproximan ios 1 
'/ J 

valores por valores finitos. 

Primeramente presentamos las prod~cciones de la sinta>eis1 

b : := V · 1 F 1 Cabeza s 
*' 

s 1 := b 1 bs 1 cola s si b entonces s' sino s' ' 

par s 1 impar s 1 mezclas' s'' 

y la definicibn de las funciones semlnticas esta dada por1 

IB:Clase semlntica de b -> BOOL 

IC:Clase semlntica de s -> I 

(donde b denota una variable en el dominio de la funcibn IB. y 

s,s' y s'' son variables en el Dominio de la funcibn II: >. 

lB CC V ll = Verdadero 

ll'I CC F .Jl • Falso 

D. U· cab•za .. ~. . ' " . ' ·, ~ : ::· :: , ,· 
• l:Í 

f 

1 
1 

.1 
.1 

',7 

1 
1 
1 
í 
r: 
) •.. 



* IC [[ b ]] = < IB CC b ll ) 

n:: [[ bs J] =< IB CC b Jl, IC [[ s JJ 
' 

re [[ s ]] ' ... ) 
1 2 

IC [[ cola s lJ= ( n: [[ s ]] ) 

n+1 
n:: [[ Si b entonces s sino s' ] ]• 

IC [[ 5 ]] si IB [[ b Jl=Verdadero . 
n: [[ s' ]] si :rn ce b JJ=Falso 

'(Indefinido) si · lB [[ b ]J = Ir1definido · 

lC [[ par s ll • ( IC [[ s ]] 
' IC [[ s ]] ' ... ) 

2 4 
lC. [[ impar 5 ]]• ( IJ: [[ s ] J • re [[ s ]] ' ... ' ) 

1 3 
lC [[ mezcla s' s'' ] ] 11: ( IC [[ s' JJ, lC [ [ s'' ]]) 

·Este es el primer eJemplo donde. construimos una definicibn de un 

lenguaJe y aunque su JUstificacibn matemltica abn no es completa, 

esperamos provea al lector con una idea de como·se enlazan los concep-

.tos (incluso los de computabilidad y aproximac:ibn). 

Observese que c:ontien'a una copia isomorfa a Binario que corrés-

ponde a:la imagen de la funcibn <que proviene de un mapeo apro>eimable) 

F (L > • <>< > donde 
@ n 

. >e =Ve,rdadaro 
n 

>e =Falso 
n 

si '@<1>=1 

si @<n>=i6 

>< =Indefinido en 6tro caso. 
n 

EJemplo ·>Definimos la siguiente funcibn 

condllBOOL~AXAI -> IAI en los elementos, como sigue1 

(i)cond(Verdader~,><,y)•>< 

Cii)cond<Falso,x,y>•y 

Ciii)cond<Indefinido~>e,y>=l. 
A 

Afirmamos que cond proviene da un mapeo aproximable, notese que 

esta deftnicibn es muy similar a la ful"lcibn en LISP del mismo nombre. 

Por la Propostcibn 11. 11 basta probar q•Je f proviene de un rnapeo 

·J 



aproximable en cada uno de sus argumentos. 

Secci~n 12 El espacio de funciones. 

entre 

particulares. 

mediante la: 

Qgfinigi~n !6~1.-Sean A y B Sistemas de Informacibn. Por. 

A->B, el espacio de funciones, entendemos el sistema donde1 

( i) D =< (u, V) 
A->B 

(ii> 0 =<é,'1\) 
A->B 

uECon 
A 

, v~Con > 
B 

y donde si nHI y w=<<u ,v >,<u ,v >, ••• ,<u ,v 
O O 1 1 n 

(•) 

> } tenemos _ 

< ii i> wr: Con 
A->B 

\,J I ~ {O, 1, 2, •• , n} ' t ' U u E. Con se tiene llv 6 Con 
f i A l i B 

( i V) si WE Con ' w t - (u • ' V ' ) ( •) 

Uv 1- v' dor1de 
l i B 

A-)B A->B 
I =< i 1 u ' 1 - u > 

A i 
(). 
.. 

·'.;~ .:(1\1 

,': .• 
l.,'.:" 

··I;:~-
· .. ··:. 

1 
Las ideas en que se basa la definicibn anterior son las siguiente], 

Para dat arm i nar f 1 A""'.> B debemos decir qua. 1:: 



pareJas Cu,v> uECon 
A 

y v~Con 
B 

estah relacionadas baJo ufv. Cada pareJa 

proporci~na una cantidad finita de informacibn acer~a de las funciones 

posibles que contendrlan tal pareJa. La ·pareJa que menos informacibn 

nos da es pues <~,~) ya que toda funcibn aproximable tiene esta ~are­

Ja, asl que esta pareJa n6 nos da ninguna idea de que funcibn particu-

lar estamos definiendo. 

Debemos dar una formal1zacibn para la consistencia de pareJas y 

la implicacibn de p~reJas. Esto es lo que hace la definicibn, una 

iA--eJa <u,v> significa la proposicibn o afirmacibn siguiente sobre la 
• 

funcibn: si se proporciona u informacibn a la funcibn obtenemos cuando 

menos v informacibn sobre el valor de la funcibn. 

En realidad toda pareJ~ por si sola.es. consistente, pero un 

conJunto de pareJas puede no ser consistente, por esto utilizamos 

(ii.i) en la defini~ibn que nos dice: 

Si las afirmaciones en ~ son ciertas de al ~enos un mapeo ap~oxi-

mable se debe tener (iii>, pues si consideramos un conJUnto de indices 

I para el cual l~ unibn de las u. es consistente,debe ser informacibn 
i 

que puede.ser suministrada conJuntamente a la funcibn correspondiente 

a las afirmaciones de w, y por lo tanto el conJun~o de valores posi-
' bles debe ser consistente, ya que el obJeto definido debe ser un mapeo 

aproximable y la unibn de los valores debe ser un posible resultado. 

Obs~rvese que si (iii) es cierto w pod~la extenderse al menos a 

una funcibn aproximable. 

(iv> Nos dice que una serie de afirmaciones sobre un mapeo a-

proximable en w implicari una pareJa <u',V') si y sblo si el conJunto 

formado· por las segundas componentes de aquellas p~reJas, cuya primer 

componente es implicada por u', implica v',. lo cual intuitivamente es 
(. 

claro: si un posible dato u' implica un conJunto de datos da los 

cuales conocemos sus resultados y estos implican un resultado v•, esta 



pare Ja <u',v'> debe estar en la funcibn; ahora si (u', v· > es una I;. 
de 

1 
de un mapeo aproximable, debe cumplirse el tercer axioma 

1 

mapeo aproximable y por lo tanto la relacibn. 

La base de nuestra JUStificacibn est~ en la: 

f!t:2.e2!i.Si~!'.l !g:..g.-Si A y 8 son Sistemas de Informacibn, entonces . 
A->B tambi•n lo es y ademls los mapeos.aproximables 

f:A->B son exactamente los elementos de IA->BI. (). 

DEMOSTRACION.-Primero probaremos que A-> Et es Sistema de Ir1forma-

cibn. 

(i) Sea wECon 
A->B 

y w'i w entonces si 

W ' ={ ( U t V ) t • • • t ( U t v' ) } y w={ (u , v > , ••• , (u , v > } cor1 m+ 1 > n es c 1 aro 
o o ' n n . 0 o· . M ~ . 

que si 1;<0,1, ••• ,n} y ~u if: cc:-nA ~!,'\.,P~r~i~ular .·~~<O, 1, •• 'M} y por lo 

tanto U v ' Con 
1 i B 

satisface el lado izquierdo de Ciii) en la y se 

def inicibn del espacio de funciones 

(i i>Sea <u,v>E.D 
O O A-)B 

~. w'E: Con 
A 

con u E 
o 

• 

Con v ' 
A O 

Con 
B 

entonces 

w={ (U , V ) } 

o o 
I=~ b I={Q} y entonces . Uu' Con 

1 i A 
y. \)v 'Con 

. 1 i B 
: .. wtCon 

A->e 
(iii>Supongamos wl-(u',v') debemos demostrar que . . 

w\J<<u',v')}~Con • 
A->B 

Sea w•{ <u , v ) , ••• , <u , v ) } , si 'llamamos 
O O n-1 n-1 

<u', v' > y t.omamos l~ <O, 1, 2, .•• , n} 

<u ,v .. > 
n n 

Si U <O, 1, •., n-1 > no hay nada que probar pues wECon • 

s •• I · 't' nEI y Vu 1'c~nA por la definicibn y 

si L=<J 1 u 1-u } , Uu E Con e wl-<u ,v > , 
n J L J · A 

llu 1- lJu 
J i ·A .t J 

n n 

A->B 
como 

a 

pues n e:- l ' entonces lJu \1 lJ u ' Con como w E Con . tor11ar1do 
1 i 1. · J A A->B 

t •n•rno• Uv 6. Con. 
' ,:·L. ~:: :.~/, ' B . . ' 

si 

1 
.1. 
1·: 

1: 
·,\,~· 

l.:; 
- :\:· 

1~ 
'(, 

1: 
il 
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I·~. 
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1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

y si K=<Jlu 1-u J<n> 
n J 

adem!\s Uv 1- v por lo que 
tt. J B n u V 1- V 

como u V t- ·v 
¡ J ,n . ·-

-, J B n 

tenemos U v' Con 
z i B 

-..U< <u', v' > > Con 
A->B 

(iv>wl- <~,~> se s~gue por vacuidad. 
A->B 

• 

<v>Sea Cu ,v >~ w debemos ~robar que W 1- (u t V )" pero 

u 1-u 
J J 

J J 
de donde si I=<ilu 1-u > VE Uv 

J i J 't i 

A->B J J 

<vi> Supongamos w' 1- <u , v ) Y (u ,.v >e w y w 1-Cu •, v' > comprobaremos 
i i i i 

que w • 1 - ( u • , v • > • 

Si W ' ={ ( U ' t V ' ) t • • • t ( U ' t V ' ) ) ' 
como wl- (u',v') 

o . o k k A->B 
sea I=<ilu' 1-u} entonces 'Uv 1-v· 

i ~ i 
ademlls Y ii I w' 1-<u. ,v >E w si llamamos 

i i 
f!v ' 
r~ J 

Ji={JI u 1-u ')tenemos 
i J 

1- V 
B i 

Y iE: I 

por la transitividad de 1-
A 

como u' 1-u Y if I · 
i 

u' 1-u ' 
J 

Uu '€Con y como w'E Con 
U~ J A A->B 

si J=<Jlu' 1-u '> llv ' e: U v • 
J "~' J ' J 

como Uv '1- Uv 

Y J VJi entonces 

.,y, V 'E Con entonces 
J B . 

y por la transitividad 

U3~ J B X. i 
11 v ' 1- V v 1.-v • 
'f J B i 
• w' 1- Cu' v'>. .. . . ' 

A->B 

de 1-
8 

[J. 

y 

Concluimos que A->B es Sistema de Informacibn, pues verifica los 

a>eiomas. 

Ahora sea f :A->B un mapeo aproximable, probaremos que es un 

elemento de IA->BI (pensando f como una realcibn <u,v) <=> ufv >. 

< i> Sea wSf w finito entonces. w=< u C , v. > , •• , (u , v ) > y 

I'i<0,1, •• ,~> 't' llueCor1 
l i · A 

O O n n 
sea 



i =O, 1, 2, ••• , n llu 1- u· Y UI 
J i A i 

como u f v 
i i 

Uu fv 
t i i 

l.J i6 I , entonces como I es finito lJv "Con y 

I=<i 

Cii>Si ademlls 

u 1- u 
n+1 A i 

U u f0v 
't i s. i 
wl- (U 

A->B 
i(n+1 } 

1 i B 
• wfCon 

A->B 
• 

,v ) entonces si 
n+l n+1 
tenemos U v 1- v 

1 i B n+1 
u fv ; 

n+1 n+1 

debemos prol:;>ar 

ahora, claramente Uu &Con y como f es aproKimable tenemos u fv 
t i A ' i i 

Y iE I por lo que U u . fv . pero u t :.. 1) u y Uv 1 - v 
l 1 1 n+l AJ i l i B n+1 

pc:ir lo que u ·fv 
n+1 n+1 

(lt V ) f • . . 
n+1 n+1 

1. fes elemento.' 

· 1(: 

1 
1 
1: 

1· 
•' 

1· 
1·;· 

Inversamente, si f es un elemento de IA-> B 1, afirmamos que f es I; 
aproxi'mable. 

( i) C-omo fes elemento Q .Ef, es decir (é,6) f y por lo tanto 
A->B t 

0ftS. 

<: 
1·; 

.··'!¡. 

I;~ 
' .. /( 

<i i) Supongamos ufv y ufv' se cumplen, debemos probar que uf <vUv· > .

1
:, 

se cumple. .. 
·,. 

Pero si llamamos w=<<u,v>, Cu,v')} f entonces uE.ConA entonces por 1··· 
el inciso ( i i > de la defi·nicibn del ·sistema A-> B vVv 'E Con y adem•s :y 

ul- u y vUv' 1- vVv' por lo que wl- <u,vl)v'> pero corno t
8

es elementoll,.•· 
A B A->B · · 

<u,vUv')tf .:. ufCvUv'>. 

<iii>Supongamos u'l-.u ufv y vi- v' , sea ws<<u,v>> entonce~ 
A B 

si usu v=v l={ i 1 u' 1-u } 
1 1· i 

wl- (u',v'> pu~s 
·A->B 
Uu =u 
t i 

Uv =v y como vi- v' tenernos u' fv'. · 
t i. . B 

Esto prueba que f es .un mapeo aproKhnable por- lo que la dernostra-

cibn de la proposicibn 12.2 queda concluida. (J. 

El nombre de map·eo aproKimable para los morfismos de la Categorta 

que estamos describiendo !Ht. debe al hecho que observamos inicialmente; 

1 
l

.·•;:, 
\i 
"• 

1, .. 
lé: 

' ~ ' 

1
, .. 
.. : 



titit ~· los elementos en los 'Dominios son los limites de sus aproxima-

ciones finitas, y los mapeos aproximables forman los elementos de un 

Dominio particular, (el Dominio del operador->>. Dado que podemos 

construir explícitamente los mapeos aproximables finitos (W),' al 

examinar las definiciones presentad~s nos damos cuenta de como, de 

manera constructiva los map~os aproximables se pueden aproximar por 

funciones simples (aquellas"que toman sblo un nbmero finito de valo­

res). Este es ~l sentido preciso de aproximacibn que da el nombre. 

El operador -> puede combinarse con los operadores + y X e inclu-

so repetirse iterativamente; esto se realiza para construir los tipos 

de datos de alto nivel de las funciones sem~nticas. En muchas catego­

r\as el operador -> no puede utilizarse de mar-1era constructiva, ya que 

la categoria no resulta cerrada baJO esta operacibn. Muchos autores, 

entre los que se incluye D. Scott co~sideran esta propiedad muy valio­
·j 

sa y por ello llaman a la Categor'!a Cartesianamente Cerrada; sin 

embargo, en nuestro cor1cetJto, basado en la Teor'!a de Categor'!as pre-

sent~da en Mac LaneC72J la categor'!a no resulta Cartesianamente Cerra-

da (no existen coproductos ni obJeto inicial). 

Comprobaremos estas afirmaciones un poco m~s adelante, donde 

contaremos con todos los elementos necesarios, por ahora continuaremos 

nuestra presentacibn con algunos eJemplos de importancia s~bre mapeos 

aproximables entre construcciones de Dominios. 

llamado 

eval:<B->~>XB ->C. tal que si g:B->C y yEIBI entonce~ 

sea 

eval<g,y)=g<y>. . (). 

DEMOSTRACION.-Definiremos la relacibn para eval como sigue: 

r~ Con 
ce~> c> xe 

entonces si w=prm<r> y u'=sgd(r) sea v·~ Con 
e 

; . ~ 



definimos r eval v' si ·y sblo si wl- <u',v'>. 
B->C 

Afirmamos que eval as\ definido es un mapeo aproximable: 

·(i)Claramente ~ eval ~ se cumple. 

(ii)Si r eval v' y r eval v entonces 

wl- (u',v') y wl- <u',v) de dor1de wl:- <<u',v'>, (u',v)} 
B->C B->c B->c 

y ya ~imos en la demostracibn anterior que de esto tenemos: 

<<u',v>, (u',v')}I- · (u',vUv') 
B->C 

por lo tanto wl- <u',vVv') por lo que <r eval vUv') se ~umple. 
B->C 

(iii>SupoY1gamos rl-r' (r' e.val v' > y v' 1- v ,eY1tonces ter1emos que 
e 

w' 1- (u',v') y v' 1- v, tambi•n vimos en la prueba anterior que 
B->C C 

estos dos hechos nos dan: 

w' 1- <u,v> 
B->C. ,, 

por lo taY1to, como rl- r' 
<B-> C> XB. 

tenemos prm<r> 1- prm(r') y enton­
B:->C 

ces wl-w' 

.•. wl-<u,v> .•. r eval v 

y entonces se satisface la definicibn de mapeo aproxi~~ble. 

Para terminar l~ demostracibn sea g:B->C aproximable y y~IBI. 

Sea X¡g<y>=<XtD lug<X> para algbn ufy u finito) , entonces existe 
e 

uECon' 
B 

't' u y ug<X> y como <X>ECon 
e 

sea w=<<u,<X>>>E Con 
B->C ' y llamemos 

p· r=< <W, ~ > W~w>V< (.t1i , U> 1 Utu> 
B-)C . B 

. entonces por definici~n rfi Con pues 
<B->C>XB 

prm <Y'> =w < 0 ·. }' Con y 
B->C B->C 

sgd (r)•<"" >Uu E Con 
B B 

'ademhs, claramente r (g, y> pues prm (r)~ g y sgd (r)f y ' por la construc-

cibn es claro que prm<r>l-<u,<X>> 

~. r eval <X> se cumple 

como eval<g,y>=<~D 1 r eval <X> para algbn re<g,y>> 
e 

X6 ev a 1 < g, y > 

:. g <y>~ aval <g, y>. 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
t; 

1 
1 
'.\ 

1 
1 
1 
1 

Ahora si )(feval<g,y) ~r~Con 't' (t" eval <X» y t"~(g,y> 
<B->C>XB 

sea w=prM<r>e Con y u=sgd(r)ECon entonces wl- <u,<X>> pero 
B->C B B->C 

w=prm<r>~ g y como g es elemento <u,<X>>Eg de dond~ ug<X> se cumple 

pero esto es XEg<y> pue~ usy y concluimos.que 

eval<g,y)~ g(y) 

~ g<y>=eval<g,y> [J. 

i 
El resultado anterior es de profundo inter~s para_nuestra teor!a 

pues presenta la~ bases para considerar el operador -> como una expo­

nenciaci~n categbrica y adem~s nos dice que la operacibn evaluacibn de 

una funcibn es aproximable, lo que en otras palabras puede expresarse 

como que f (x) puede considerarse como una expresibn en funeibn de x y 

tambUm de f • 

'J 

Et:QQQ~is.i~n -16~!!--Sean A,B,C Sistemas de Informaei~m, entonces 

para todo mapeo aproximable h:AXB -> C existe un ~nico mapeo aproxima-

ble curryh:A -> <B->C> tal que: 

h· = eval o ((eurryh) o arm' ~gg >. (). 

DEMOSTRACION.-Sea y r=<<b ,e>, ••• , (b ,e >>definimos 
O O n-1 n-1 

u curryh ·r si y sblo si 

Y JC:.<0,1,2, ••• ,n-1> 't' Ub6Con se cumple 
z i B 

<<X, Q > 1 X'u> UU< <0 , p> 1 P'b > h 
B I A i 

~e\. 
Es rutinario probar que curryh asl definido es un mapeo aproxima-

ble, lo interesante es probar que1 

Y xélAI y Y y~IBI h<x,y>=<curryh><x> <y> 

Lo cual termina la demostt"acibn de las afirmaciones de la proposieibn 

pues1 

eval o (curryh o arm,~gg) <x,y> 



. . 

=eval(curryh o e~m <x,y>, aaQ<><,y)) 

=eval<curryh<x>,y 

= Ccurryh> <><><y>. 

Sea X~curryhCx> Cy>=<XED 1 vCcurryh) <x><X> para algbn v~y} e~ton­
C 

ces ¿v6Con •t• vt=y vC~urryh><><><X>,si v=<Y , •• ,Y } entonces 
B 1 n · 

<<v,<X>>>i<curryh><>c> pero entonces ~u'x 't' uECon 
A 

u<curryh><<v,<X>>> pero por la definicibn de curryh si llamamos 
. ' . 

' 
z=< ex, 4 .> 1 X~ u >U { (4 'y ) i=l, •tt n} tenernos 

B A i 
v h {X} y adem~s z~Cx,y) 

.:. X'h<x,y>=<XGD 1 z h <X> para algem zs<x,y> } 
e 

y 

Inversamente, sea XGh<x,y> entonces sea z't' (z h<X>> y z'<x,y) 

z~ Con , 11 amamos 
AXB 
u= prm C z >' prrn < < x, y> > ~ .er:m < x; y> = x 

y v=sgd (z)' sgd < <x, y>> ~3!19 Cx, y) =y entonces Lt6 Con 
A 

y v~Con y 
B 

tri vialmente <X li:Con 
e 

, sea r=<<v,<X>>> afirmamos u curryh r, esto es 

directo de la definicibn de la relacibn para curryh y q~e 

<<X,"'> 1 XEu>V\JCCclli ,p > 1 p &v} = z 
B z A i i 

y como z h <X> resulta por u!x y la defiriicibn de imagen.que 

r curryh <x> pero por la coY1struccibn ~y tenemos 

La igualdad se sigue de las dos contenciones. []. 

El resultado siguie~te contribuye a la caracterizacibn de nµestra 

categor!. a. 

EtQ;Q!iS!~n !6L§.-Sean A,B y e Sistemas de Informacibn, entonces 

1 CAXB> -> C 1 !t 1 A-> <B-> C> 1 (). 

DEMOSTRACION.-Si h:AXB -> C entonces curryh:A-> <B->C> y si 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
l 

.. 
·, 

I·. 
,~. 

I ''·.·: 
:::{'. 

···.• 

l 
.. !, 

.:1 

I·· 
I···.·.:·.·.: .. ·.; \'. 

" 

I :·, .. ·· ·\\ 

1· 

1 
1 
1 g1A-> <B->C> entonces : ',, . ': ·.'· 

,,,~¡Jt,fa1>110;~) (,,,{e¡\ ; /; i:b'; <1L¡;,;~· 



1 

1/ 
l 
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1 
1 
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1 
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cong=eval o <g o Q~m, ~gg>:<AXB>->C 

y es aproximable pues es la construccibn y composicibn, de mapeos 

aproximables. Por el resultado anterior 

h=eval o <curryh o .er:m, g~gp .'. con <curryh) =h 

ahora, tenemos que 

pero por la proposicibn para·curry , tambi~n tenemos 

eval o (curry<cong) o g~m,§gg>=cong, 

por la unicidad de la funcibn que satisface la relacibn anterior 

curry(cong)=g 

lo cual muestra la biyeccibn que ~a el isomorfismo de conJuntos, pero 

como consecuencia de la proeosicibn 10.11 puede verse que "con" y 

11 curry 11 soY1 isomorfismos de Dominios y por lo tanto aproximables. 

. n. 

Este hecho, como ya mencionan1os, · ha moti vado a muchos ·autores a 

clasificar a la Categor\a de Dominios como Cartesianamente Cerrada, 

sin embargo, como veremos , la Categor\a de Dominios no lo es en el 

sentido de la definicibn de Mac Lane C72l • 

. Presentamos algunos eJeMplo mls, . que correspond.en a funciones 

(operadores) que ya hemos empleado pero no hemos descrit6 el marco 

correspondioente.Por eJemplo el mapeo 

const: B -> (A->B> 

que manda cada elemento bEIBI en la funcibn 

const b:A ->B. 

<>. 
DEMOSTRACION. -Cornprobar-er"os la proposicibn 10. 6, es decir que 



Sea 

const b= U<const <u> 1 u~b u finito). 

Xe const b ,entonces X=<w,v> w'Con 
A 

y vt: Con 
B 

ahora pOt" 

tratarse de la funcib~ const b v~b, como bes elemento v~<v>~ b y 

v~Con 
B 

.:. <w, v>E const <v> :. X.: U<cc•r1st <u> 1 u~b u fi ni'to} 

Pat"a la contencibn inversa, tomese 

X=<w,v>' U<const <u> 1 us_b u finito} 

entonces existe u 't' X'const<u> uECon usb, 
8 

11.<u>~b, er1tonces por definicHm X~const b. 

entonces ~ *'')(.E u 

• [J. 

Un eJemplo m•s es la funcibn que resulta de la propiedad univer-

sal del producto, podemos pensa~ en el operador asi: 

ECQQQ~!~i~n !~Lz.-sean A,B y e Sistemas de Informacibn entonces 

la funcibn 

<,): (C-> A> X <C-> B> -> ce-> <AXB>) 

dada pot" 

<,) (f, g>=<f, g) 

es un ma~eo aproximable. (). 

Igu~lmente la funcibn que resulta de la propiedad universal de la 

. unibn aJena nos present.a: 

la funcibn 

e, J: (A-> C) X <B-> C) -) <A+B)-) e 

dada por-. 

[ 9 J (f, g)=Cf, gJ 
1 

e• un mapeo apr-oximable. (). 

·.\\ 
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11 
1 
1 
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Y finalmente sehalaremos la composicibn como otro mapeo apro><ima-

ble. Esta Proposicibn dice que si llamamos D a la Categor\a de Domi-

nios entonces la Categor!a de Dominios e~ una D-Categor\a (sobre si 

misma) en el sentido de Mac LaneC72J, para algunos autores Des una 

Categor\a Enriquecida. 

la funcibn . 
o:<B->C>X<A->B> -> <A->C> 

dada por 

o(g,f>=g o f 

es un mapeo aproximable. <>. 

DEMOSTRACION.-~ealizaremos ~nicamente la prueba para la composi-

citin, ya que para el pl"'oducto y la uni~n aJena la demostracibn es muy 

si mi lar. 

Verificamos la proposicibn 10.6, es decir debemos comprobar que: 

o<g, f>= U< o( <p>) dor1de pS<g, f) p finito} 

Veremos que se cumple la doble contencibn, 

sea Xe<g o f) entonces <X>,Con X=< u, w> u E-Con wECon y ademlls 
A->C A e· 

como <XHg o f existe V ., t' vtCon ufv vgw entonces 
/ B 

<u, vH:-f y <v, w>~ g 
' 

sea p=<<<u,v>, 4 > 
B->C 

claramente X(o((p)) 

, ( 4 , <v, w»} entonces p S <g, f) y 
A->B 

••• X€U< o(<~>> p~<1', '> p finito}. 

Inversamente, si x~U<o((p)) donde ps<~,f> p finito } entonces 

existe p 't' X6o((p)) , supongamos X=<u,w> u'Con w~Con como 
A B 

;r:ro< <p> >~ g y ¡gg < <p> )' f entonces 

grm<<p>>:B->C y !R~<<p>>:A->B y como 



X E: o( E!t:!l! ( ( p)) ' 39.Q ( ( p)) ) existe 

V E!l:!l! ( (p)) w 
. y 

pero er1tor1ces ter1er11os ugw y ufv • .. 
Cu, w)E g o f er1toric::es XE (g o f) =o (g, f). 

v~Cor1 '' t • 1; \ 

B 
u ag~( <p>) 

I 

V 

u<g o f)w es decir 

[J. ' 1 • 

l:f;.· 
•·' 

1 
1· 

Sel"lalaremos algrJnos eJernplos rnlls de isomorfismos ,Y fur1cionés,.·A'e 

los cuales omitiremos su demostracibn • 
t 
I ·.:-: , . .. 

. 
.., 

Et:QE!Q§igi~r.i ~;:.~·-Sean A, B y C Sistemas de InformacH:in, er1tonée1cel· 

(i) A-> <BXC> !! <A->B>X<A->C> · 
•11 •t 

baJO la biyyecci~n dada por 

si f A-> <BXC> <gi::m o f' á!!Q o f) (A-) B> X <A-> C>. '') 
. 

y si <h, g) <A-> B> X <A-> C)' er1tonces <h, g) :A -> <BXC>. · ) • 

<ii) A-> f'--,;_ .<A-> BJO <A-> <N-> B> ~ N-> <A-> B> ·) 
,-

baJ O la biyeccibn: ·' 

Si f: A-> B°" entc•nces f :A ->B dada por f (a)=f <a> ) 

n ao n n 1) ,.. .. 
y si f :A->B entc•ñces f :A->B esta dada por 

n 
f <a> =f (a). 

.:.; n n 
( i i i > CA+B> -> C 91! <A-> C> X <B-> C> 

' - ' donde si [f,gJ <A+B>->C entonces 

[f,gJ o izq=f:A->C y [f,gJ o der=g:B->C ' 

si C < Cf,gJ ) = Cf,gJ o izq 
1 

y e < et, gJ > = et, gJ ,e) der' ,.,~ 
2 

entor1ces 

e : <A+B)-) e -) <A-> C) y e : <A+B) ->e -) (B-) C> ··:) 
1 ' ..,,:. 2 

por la propiedad unive,rsal del_producto 

(C ,e ):(A+B>->C -) <A->C>X<B~>c> i 

,. 1 2 
inversamente si <f,g) <A->C>X<B->C> entonces 

m:::m < f, g > : A-> e y §gg<f, g> :B->C '.; 

por la propiedad universal de la unibn aJena 

'·' . ' ' ' . . i-~:., ·); "'·· 

I: 
.,_ .. 

1·: 
,., .. 

I·) 
, .... , 

l ... . . ' · .. 
. ·;·. 

·' 
\ ·~·: : 

1/ 
x·· 

:.: 

11:· 
'·:; 

I:? 
•• e 

l .. : 
·:/ 

;.:, 

1,, 
:r:·· 

1· 

··I: ',t 

l. 

1~:1:,· 
'!' ''"' '" 



1 
1 
1 
1 
1· 

1 

1 

1 

1 

' 

K=[i;n:m ( ) '2gq ( ) J: CA-> C) X <B-> C) -> <A+B)-) e 

y .observase que define una biyeccibn. o. 

Presentamos ahora dos morfismos de inter~s para las aplicacio~es, 

especialmente en la definicibn de funciones semhnticas. Sin embargo no 

son isomorfismos. 

EtQQQ~!~!~n !gL1Q.-Sean A,B y e Sistemas de Informacibn entonces 

i nd o ( a.rm ' const l > : AX <B+C) -> <AXB> + <AXC> 
e 

ini o <grm constt l > : AX CB+C> -> <AXB) + <AXC> 
e 

(). 

Limites 

Existe otra manera de construir Dominios, la cual· discutiremos 

muy brevemente y mostraremos algunos eJemplos. Esta forma de construc-

cibn parte de un Dominio conocido y utilizando los operadores o cons-

trucciones como +,X y-> repite iterativamente la construccibn y 

considera el limite. De esta ~etodologla resultan contrucciones intui-

tivamente claras de Dominios complicados. 

Presentamos un primer eJemplo para ilustrar este m~todo: 

Consideramos una sucesibn de Dominios An <n>O> , donde A es un 
o 

Dominio que contiene por lo menos dos elementos (de no ser as! la 

construccibn resulta trivial>, y llamamos A 

decir al espacio de funciones de A • 
n 

n+1 
al Dominio A ->A , es 

n n 

Asi, llamamos A al limite d~ l~ sucesibn d~ Dominios y A es la 

construccibn que se obtiene por este m~todo. Los elementos del Dominio 

A pueden hacerse corresponder formalmente a sucesiones de elementos de 

cada uno de los Dominios A • 
n 

El m~todo produce soluciones satisfactoria~ pero deben verificar-

109 
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se muchas cosas para afirmar propiedades de ·la construccibn. 1 
Una caracterlstica particular del eJemplo anterior y que se 

utiliza frecuentemente en este tipo de operadores es que pueden def i- 1 
nirse mapec•.s aproxirnables uno a uno(ir1clusior1es) 

i :A ->A 
o o 1 

, ••• ,i :A ->A , •• ,. 
ri-1 n-1 n 

1 
en Ar1+1' 1 puede considerarse incluido de que cada Dominio A 

n 
adem~s. intuitivamente de que, 

A =A ->.A 
r1+1 n n 

podemos sbspechar (y en efecto puede comprobarse) que 

A ~ A -> A 

1 
1 

Esta bltima expresibn nos dice ~ue A es un modelo para el C~lculo 1 
Lambda de Church, ya que un elemento de A puede considerarse como un 

argumento de un Dominio o como una funcibn del Dominio en el Dominio. 1 
de suce-

1 siones de valores en BOOL como nuestro Dominio de partida y llamar 

Otro eJemplo similar consiste en considerar el Dominio 

F = f , F =F -. J , .. , F =F -. / , ••• 
O 1 O n n-1 

de esta mane,ra puede probarse <ver Scott C70J.) que F 

en F 
n+1 

y ademl\s 

F = F -> f 

1 
puede incluirse. 

1 
A partir de esta relacibn y utilizando los isomorfismos 1 

1 
1 

<A-> B> X <A-> 8) !!A-> <BXB> y A-> <B-> C> !! <AXB> -) C 

obter1emos resultados sorprender1tes como1 . 

F X F!I! <F->$ >X <F->l > !!F-> <$X1> y como I XS 94 / 

F X F!i!F->S !rF 

y F-> FllF-> <F->J > !!i!F X F ->S !!F-> l llF 1 
Finalmente presentamos un ~ltimo eJemplo de esta tipo de con•~1 

truccibn. 

Sea A un Dominio y 
n' ~ • 

A =AXAXA ••• XA 
2 

llamamos A •A , A =A +A, A •A +A, ••• , 
o 1 o 2 1 

e < •" ,\ 

;,,;;,\{j¡,,;,"''· , ,;}:~:!~i_,,-. ¡,',,,- ii.1::/&. /-;l.J¡i;~~\J0~:füc'!i\1;f ;,,,,;9Jffi~'"'•';,,,.11•,;él 



1 
1 
1 

n 
A =A +A 
n n-1 

+ + 
A ==A 

n 
+ A 

+ 
, si A denota el llmite puede deducirse que 

+ 
y esta llltit11a expresHm nos hace obseY'var que A tier-1e como eleme'ntos 

todas las listas finitas de elementos de A • 

.. J 

·' .· 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
e 

1 
1 
~ 

1 
~· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Capitulo IV 

TEORIA DE DOMINIOS 

Seccibn 13 Puntos f iJoS 

En la descripcibn semAntica de un lenguaje de programacibn,los 

significados de las estructuras sintActicas estln dados por funciones, 

sin embargo los valores de' estas funciones, en la mayor!a de los casos 

prlcticos, no pueden darse expl!citamente. La herramienta que nos 

permite describir, por ejemplo, iteraciones y llamadas recursivas 

(estructuras de control frecuentes en lenguajes de programacibn) es la 

descripcibn recursiva de las funciones sem~nticas y sus valores, lo 

cual ya hemos observado en algunos ejemplos. 

Las construcciones de funciones entre Dominios y ~~s construc­

ciones de Dominios que hemos de~arrollado proporcionan.una gran varie­

dad de ejemplos de nuevos Dominios y funciones ~proximables, (objetos 

y morfismos de nuestra Gategor\a). Sin embargo, una de las t.~cnicas 

m~s productivas y m~s ~tfles en la pr~ctica para construir funciones 

consiste en iterar infinitamente los operadores que hemos definido, y 

eoto lo hacemos mediante definiciones recursivas. 

El describir y utilizar definiciones recursivas con un sentido 

formal es una de las ideas centrales de la teorla matemhrica de Scott. 

La definicibn recursiva da una funci~n sem~ntica o un valor que des-



cribe el significado sint~ctico de una estructura de un 
'1····.;;~; 

de 

programacibn determina una ccuacibn funcional, o funcional cuyos pun-

1 tos 1fiJOS son las funciones que satisfacen la ecuacibn recursiva. 

Los puntos fiJOS son de profundo interbs para resolver ecuaci?nesl 

recursivas. En nuestro caso particular elegimos el m!nimo punto fiJO 

(recuerdese que nuestros Dominios son inf--lattices y el espacio del 

funciones es un Dominio). 

Existen. muchas razones de peso para elegir este punto fiJo C~1f1101 
la definicibn o significado de nuestras expresiones recursivas. Lasl 

principales, como veremos, son que: 

(i)Siempre existe y es ~nico. 1 
( i i> Las iroplantaciones basadas en un "stack" calculan esta solu-

1 cibn. 

(iii)El minimo punto fiJO es consistente con cualquier otro puntol 

f iJ·=·· 

La impor~ancia de los resultados que presentaremos a continuacibnl 

radica en que muestran que todo mapeo aproximable posee un 

m!nimo punto f iJO y adem~s la operacibn de obtener el m!nimo 

fiJO es aproximable. De esta manera podemos garantizar la solucibndel 

ecuaciones recursivas e identificar la definicibn con el m\nimo punto 

1 
I!QCimª l~L!.-Bea A un Sistema de Informacibn, entonces existe unl 

(i) fiJ:<A->A>. -> R es aproximable,· 

y Y f:A->R mapeo aproximable 

(ii) f(fiJ(f)) s fiJ(f) 

(U. i) V x e 1A1 si 'f ( x > ~ x r:mt 0Y1ces f i J < f) ~ x. O • 

DEMOSTRACION.-A pesar de ser un poco extra~o, por simpleza proba-

· .. ·,, · .... ,·.(.· .. ' 

1 
1 
1 
1 
1 



remos primeramente la unicidad y despu~s la existencia. 

Supongamos existe fiJ' otro operador que tambibn satisface (i), 

(ii) y (iii) y sea f 1.tr1 elerner1tc• arbitrario de IA-)AI, peor (i) fi.J y 

fiJ' serian aproximables y tendriamos 

f(fiJ(f))~ fiJ(f) por (ii) 

pero aplicando (iii) para x=fiJ(f) tendrlamos 

fiJ' (f)E.fi,J(f) 

sim~tricamente fiJ(f)!fiJ' (f) pero entonces 

fiJ(f)=fiJ' (f) Y f :A->A 

por lo que son iguales, de donde fiJ es bnico. 

Probaremos ahora la existen~ia, definimos fiJ:(A->A> -> A en los 

elementos cono sigue: Sea f:A->A entonces 

' t . 

a> u =t.• 
o 

V 1 VE:-Co:1n 

A 

b)u fu , Y iCn+l 
i i+1 

y existe una lista u ,u , •. ,u~ Con 
O 1 n A 

y c)u =v } 
n 

Debemos probar que fiJ(f) es elemento de IAI. 

Comprobaremos la definicibn de elemento, para ello primeramente 

debemos mostrar que si v~fiJ(f) y ves finito entonces v~Con. 
A 

Supongamos v=<Y , ••• ,Y} entonces existen v , •• ,v ~Con tales que 
1 n 1 n A 

Y E v i=1, •• ,n y n listas u , ••• ,u tales que satisfacen los requi-
i i i1 im 

sit•:•s a)', b) y e) para l~ada i=t, .. ,n. 

Probaremos que Y v ,v 
i J 

face las condiciones a), 

i,JH1, •. ,n} se tiene v Vv ~ Cor1 y satis-
i J A 

b) y e) para ser un uniendo de fiJ<f>,. 

despu~s , aplicando induccibn se tiene que 

Sean v y v 
i J 

" vdJ,v 6 Con • 
,~ i A 

\ 

como heMos desórito y consideremos sus respectivas 

. . ~ 

•.; 
_,.\ 



1 i st r..:\S IJ ' ••• ' u y u ' ••• ' u • CC•n todas las ues en C•:•n ; sin p"'1r- I 
i1 im J1 Jíil A 

dida de asurni r m =m si de las ger1era 1 i dad p•:•d emc•s ya q1.1e al Ql!rlcl 

i J h;~s·ta 1 list,:.:1s es menc•r i ne l u i r11c•s cor11o::i LlP.S el (1 al i rdc io::• de la 1 ista 

igualar m c•:•n m y las listas siguen satisfaciendo a), b) y e). 
i J 

Afirmamos que la lista 

u Vu, u ÜLl , ••• ,L1Uu satisface a), b) ye::) para 
i1 Jl i2 J2 im Jm 

,V U V • 

i J 
Claramente u U u =6 pues u =~=u 

i1 Ji i1 J1 
y •.l U •.l =v U v pues •.l =v y •.l . =v 

im JM i J im i Jrll J 
resta comprobar b) para la nueva lista pero V kCn tenemos 

u fu y 1.1 fl.l 

CQnlQ u U •.l ==.Z: para 
ik i (k+i) 

k=1 u U u ~ Con 
Jk J (k+1) 

il Ji ik' Jk A 
y si para k tenemos que u U u ~ Co:m er1t oric::es 

ik Jk . A 
Ltlil<\Uul.Jk}'fL~i (k+qVulJ <k+1>) pc•r lo que 

•.1 U u 6 Con y se satisface b). 
i(k+i) J(k+1> A 

1 
1 
1: 

I, 
I; 

I> 
1·; 

Ahora para concluir que fiJ(f)EIAI debemos comprobar 

adembs vi- Z entonces ZEfiJ(f); pero si vl-Z de lo realizado 
A 

que·· .. si 

ar1tes 1: 
existe una lista u , ••• ,u que satisface a>, b) y e) para que v seal 

1\ 1 n 
urd er1fü-:•, ( 1,.1 = U u ) • EY1t c•nces, por ( i i) y ( i i i) ter1em•::tS u fv y como 
. k (':., i k n_;, 1 
f es aproximable u f{Z} pero entonces <Z} es uniendo en l~ defini-1·~ 

Yr-1 

cibr1defiJ(f> .'. Z{:fiJ(f). 

Probaremos ahora que fiJ es aproximable. Por la proposi6ib~ 10.111 

debemos probar que: 

f i J .( f ~ :::: V { f i J ( e w) ) 1 w s f w f i rd t C•} • 

Verificamos la doble contencibn: 

Sea XGfiJ (f), p•::.r la defirricHm la ft.11'"1citin fiJ existe véCc•n 
A 

1.t , •• , 1.1 é Ci::on tales que Xev y u =<fo, •J f•J 
1 n A 1 i i+1 

i <n, y u =v 
n 

Cc1r1sid~rese w::::{ (u , LI >,(u , u ) , ••• , <u , u ) } entonces w~f y w 
1 2 2 3 n-1 n 

f i Y1i t•:e, corno XE v X~fiJ<<w>>. 

1 
1 

y ' 

1 
esl·. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

:. fiJ(f>S Ü<fiJ<(w>> 1 W!if w finito} 

Si Xe U< fiJ«w» 11~f w finito} entonces existe w 't' 

X~fiJ<<w>> y por la definicibh de la relacibn para fiJ tenemos que 

existe vECc•n y 1.1 , u , •• , u e Cc•n 't' XEv 1.1 =IZS , { (1.1 , l..t ) , • • • ' ( u ; u ) } ~ (°\' 

A 1 2 n A 1 1 2 n-1. n 
· y u =v , pero fes elemento entonces <w>~f 

n 
{(u ,u >, •• ,<u ,u )}~f 

1 2 Yi-1 n 

y por lo tanto 

.'. u fu , •• ·.,u fu .'. XEfiJ(fl 
1 2 n-1 n 

fiJ(fl? U< fiJ<<w>> 1 w~f w firiito} 

.'. fiJ (f>:.::U {fiJ ( <w> > 1 w~f w finitc·}· 

, . . fiJ es aproximable • 

Ahora probamos <ii> del Teorema 13.1, sea f:A->A un mapeo aproxi-

mable sea XEf (fiJ (f) >, entor~ces, por definicHm de imagen existe 

u~fiJ(f) · 't' uf{X}, pero ya probamc•s qL1e si uc:Cor1 y LI~ fiJ(f> 
A 

existe lll"la lista u , •• , 1.1 ~Con 't' 1.1 =.ti, u fu i <r1, y LI ==1.1, er1tonces 
1 n A 1 i i+1 n 

tomando u =<X} tenemos una lista para <X> :. X~fiJ(f) 

n+1 
.". f(fiJ(f>)~ fiJ(f) 

(iii) Sea xflAI 't' f(x)sx y debemos comprobar que fiJ(f)~x. 

Sea X 6 fiJ (f) entor1ces por la relacibn fiJ existe v~Cor1 y 
A 

u , •• , u E Con 't' Xe v u =aS, IJ f1.1 i <ri, y u =v ah•::ira, 0s x enti:onces 1~·=•mo 
1 n A 1 i i+1 n 

x es elemento (ó)i x , como f es mc•Y1btcma f ( <iti> )r. f Cx)s x er1t1:mces LI ~ x , 
2 

procediendo por induccibn Sltpor1emi::1s 1.1 e: x , teY1em•:•s er1t.:•nces <1.1 ) ~ x 
i i 

pues x es elementi:o y aplicando f 

f ( < u ) H f ( x ) i x, y como u fü , 
i i i+1 

:. ll ~ X 
i+1 

de esta manera u g x :. v~x .•. XE x. 
n 

proximable entonces 

U ~ f ( ( ll ) )i X 

i+1 i 

CJ. 

'·:; 
. , . . ' 



f(fiJ (f) )=fiJ (f/. o. 

DEMOSTRACION.-Por el in~iso (iii) d~l T8orrama anterior 

f(fiJ(f>)~ fiJ(f) 

Y. tomando X~fiJ(f) vemos que existe veCon 't' x~v y 

1 
1 
1 

u , •• , 1..t E Co:•n 't ' 1.1 =i•, 
1 n A 1 

y u ~v entonces (basta tomar lal u fu 
i i+i YI 

lista haxta n-1) y como Xev V 1- .X y de 1.1 fv concluimos u f{X} 

• .. A Yi-1 
~ u=u <;.fiJ(f) 't' 1.1fCo:•n 

n-1 A 
• . . X€f(fiJ(f>) 

n-1 
y uf{X} 

:. f(fiJ (f) )a fiJ (f) y la pri:•pc:•sicHm queda pro:•bada. CJ. 

1 
1 

Presentamos ahora una serie de rasultados generales sobre el 1 
mlnimo punto fiJO antes de mostrar algunos SJemplos particulares. 

ErQQQ§igi~n !~L~.-Sea A un Sistema de Informacib~, entonbes 

"° n Uf <! )=fiJ(f> V f:A->A aproximable. O. 
l\':I A 

DEMOSTRACION.-Sea en consecuencia es monbtona 

2 
! e f(!) implica f<! )§f <!) y por induccitn V neN se tiene 

A A A A 
n Y1+.1 

f ( ! )~ f ( l ) , er1t or1ces por e 1 Teorema 8. 7 
A A 

"" n u f <l ) ' esta bien definido, pero f es aproximable entonces 
":1 A °"' YI oo n+1 '° n 

f <U f <! > >= U f <l >= u f <! ) 
'° n ,.,1 A 11• i A -'•1 A 
U f <!A> es un punto fiJo. 

1, 
I·' 

yl. 

1 
l. 
1: 

Si e es •.1r1 
n 

punto fiJo entonces l se y entonces f<! )~f(c)=c y por 

induccibn 
n 

f <l >~e 
A 

< f <l > ntlN } 
A 

.. 

A A 
como e es elemento , e es cota superior 

Úfn<! )Se 
n·' A 

"' uf<!):: fiJ(f>. (]. 

A 

1 
1 



Sistema de Info~macibn y supongamos f:A->A es aproximable, si S51AI es 

un conJunto tal que: 

( i) l € s 
A 

(ii)x~S siempre implica f(x)fS 

(iii)si <x>~Syx~x 
n n r1+1 

V n implica 
\!O 

Ux6s 
VIO:\ n 

. 
fiJ ( f)é s. () . 

DEMOSTRACIDN.- l ~s ' 
er1tor1ces es fl:\ci l cc•mpr•:•bar peor i r1ducci bn 

n A 
qL1e ( i i) implica f <l ) f: s y r1EIN y adern!1s 

n r1+1 A' . 
f <l ) e f <l ) p1.1es f es aprc•ximable y por lo tanto n1c•r1•~t c•na, 

A A 

n 
x =f <l > tenemos 

n oo A °"' 
fiJCf>=Uf" <l )==u X éS. CJ. 

Y\-::1 A ~ .. , n 

G9CQl!C1Q !ª~§.-Si f,g,h:A->A son aproximables y h<l >=g<!) 

h o f=f o h,y.f o g=g o f, entonces 

fiJ(f>E <xEIAI 1 h(x>=g(x)}. O. 

DEMOSTRACION.-Por la 

(i)l ~ 8 
A 

8={x€1AI 1 h<x>=gCx)} observamos que: 

(ii)si h<x>=g<x> 

(fo h)(x)::::f(h(x))=f(g(x)) , entc•m::es h(f<><»=r1<f<x» 

A A 

< i i i ) Sea < x > ' t ' g ( x ) =11 ( x ) V r1 y >< ~ x ei"lt Ctl"1ces por sel" 
n n n n n+1 

g y h aproximables 
00 QI 00 .. .. "" 

g<Ux ):g(Ux >=Üg<x >=Uh<x >=h<Ux >=hlUx 
11' 1 n "" n ,,,., n n~• n ~~' n 11•1 . r1 

con 

·¡· 

·:,,. 



-.. .. 
Ux e. s. 
V\:\ 

n 
CJ. 1 

!§9r@ms !~~§.-Para todo Sistema da Informaci~n A existe Uni" 1 
funcibn aproximable 

~: (CA-> A>-> A> -> ( Cíl-) A>-> A> dada po:ir 
1 

si 8: <A->A>->A y f:A->A entonces 1 
'f<B>: <A->A>->A y ~(8) (f.)=f(8(f) >, 

adem!\s fiJ:<A->A>->A es el m!nimo punto fiJo de <f. O. 1 

DEMOSTRACION.-Como 'est• dada en los elementos debemos probar 
1 

que: ~<8> = U< ~ < <w> > di:inde ws8 y w finito}. 1 
Verificamos la doble contencibn de los conJuntos, 

Sea X€ tf<B> (f) ,entonces.Xl:-f(8(f)) entonces existe 1..1~8(f) 't' 1 
uf{X} y ueCon pero entonces existe r~f reCon 't' r8u llamaremos1·,· 

A A->A , 
1tJ={(r,1.1)}i; 8 y afirmam•:•s X~~((w)) (f)=:f((w) (f)) pues uf{X} y u~ (W) (f} 

ya que <r, 1.1>e w ~ <w> y r ~f. 

Inversarnente si e f
. }l~) ws w inito entonces existe w 't' 

entonces X6f(<w> (f)) y entoricesl 

XEÜ< ~( <w>\ 

X e ~ < <w» < f > y weCon 
<A-> A>-> A 

existe 1.1~ <w) (f) ur:Ci:•n 't' 1.1f{X} per•::a Ü-J)~8 p1.1es 8 es elemento 
A 

( w) ( f) ~ 8 ( f) : • 1.1~ 8 ( f) 

de dc•nde X~f(8(f)) es decir XE.~(8)(f). 

Veremos ahora que fiJ es punte• fiJi:) de ~ es decir 

~(fiJ)=fiJ; 

pero Y f :A->A 

~(fiJ) (f)=:f(fiJ(f))==fiJ(f> 

y es el m'lnirnc.1 pues si f JJ es tambHm otro p1.mto fiJO de 'f errtc•rrces 

~('f JJ) ==f,J,J 

es decir V f:A->A 

~(fjJ) (f)=='fJJ(f) 

1 
1 
1 
1 
1 

ento~ces f(fJJ(f))=fJJ(f) es decir fJJ(f) 
1 

es p1.mto fiJo de f pero 1:sto · 



1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
~'.: 

1 
1 ' 

1 
1 
1 
1 
1 

implica fiJ(f> C: fJJ(f) pr:•r la dP.finicHm de rn\r"Jimc• punto fiJo, pero 

esto es V f:A->A entonces fiJSfJJ• [J. 

ser 

I@QC@mi !ª~z.-sea A un Sistema de Informacibn y a~IAI entonces: 

(i)Existe un Dominio IA l=<x~líll 1 x~a} 
a 

(ii)Si a es un punto fiJo, todo mapeo aproximable f:A->A puede 

res tri r1g ido a aproximable f' :A ->A 
a a 

f \ (X) =f ( ><> V X<:: 1 A 1 · 
a 

(iii)f' tier1e un s•::ilo punto fiJo en IA 1 y es fiJ(f>. 
fiJ(f) 

(iv)Si a es un punto fiJO , entonces todo punto fiJO de f' en 

IA 1 esta contenido eri a. 
a 

o. 

DEMOSTRACION.-<i>El Dominio buscado es f•cil de construir baJo: 

D ={XED 1 XEa} ; 
, Aa A 
uf Con <=> UtCon y <u>~ a 

Aa A 

Aa A 
1- =1- • 

Aa A 
Es rutinario verificar los axiomas de Sistema de Informacibn, sin 

embargo supongamos xa IA 1, debemos probar que xsa ,pero si X6 x, 
a 

entonces X~D de donde Xea. 
Aa 

(ii>Definimc•s f' <x>=f<x> V x~IA 1 entc•r1ces cc•mo x~a, f(x)Sf(a)=a 
a 

y como estb definida en tbrminos de un mapeo aproximable , es directo 

que f' es aproximable. 

(iii)Si x,yEIA 1 son puntos fiJos de f' entonces x,yifiJ(f) pero 
.a 

x=f' <x>=f(x) y y=f' (y)=f(y) entonces como fiJ(f) es el mlnimo punto 

fiJo de f x,yifiJ(f) da donde 

X ::::y:::: f i J ( f) • 

(iv>Esto es directo de la definicibn de JA l. [J. 
a 

/¡': '. : ' 
;,:,,'' . , ! : .... ; . '1 • ' '. ' ::·: •. l. • • ! ~ ;· 

~:;.;; ... ;;,~~r '.í<~t·i!~i~~:21::c?,,,,·1;·,~1bit~L,il:1i¿~~L~~;::1;;¡,¿,¡;¿¡¡.1,¿:~1~.&~~¡\~,;;Jj,;~1)(,>l1~~~~j;\¿\ijÍ¿t~ 



/ '. , ,'i .·' : , 

determinado por las siguientes condiciones: 

(i)FiJ ; rn-->A»->A V Shtoma de Inf•::irmacibr1 A. 
A 

(ii>Fi,J (f)==f(FiJ (f)) Vf:A->A. 
A A 

(iii) f:A->A, g:B->B , h:A->B y h o f=g o h y hC! >=! 
A B 

implical"1 hCFiJ (f))=FiJ Cg>. o. 
A B 

1 
1 
1 

DEMOSTRACION.-Si FiJ es el operador mlnimo punto fiJo para el 1 
A 

Sistema de Informacibn A, es decir, FiJ =fiJ considerado en A, enton-

1 ces ya vimos que satisface las condicion:s (i) y Cii) debemos compro-

bar satisface (iii). 

Si h<! >=! entonces gCh<! »=g<! ) pero g o h=h o 
A B A B 

h(f(! >>=gC!) aplicando g a e~t~ bltima relacibn tenemos 
A B 2 

g(h(f(! )))=g <l) 
A B 

por la relacibn g CJ h=h o f tem~m·:•s 
2 2 

f 

1 
1 

h ( f ( ! >)=g ( l ) 
A B I

_., 
. ' 

y por un argumento de induccibn tenemos 
n n 

h(f <! ))=g <l) 
A B 

com h es aproximable 
co n twJ n 

F i J < g >=U g < ! >=U h < f < ! »=he F i J e f » . 
B MI B I\"' . A A 

Inversamente, si· FiJ sati~face las condiciones se~aladas en 
A 

I' 
1 

., 
'·'' 

el 1-. 
Teorema 13.8 debemos comprobar que corresponde al mlnimo punto fiJo, 

pero nuevamente lo bnico que resta comprobar es quG si. xEIAI y f(x)=xl 

el"1t1:•nces FiJ (f)~ ><. 
A 

SGa h:A ·->A. dado por h(x)=x Ch es la im~lusi6r1) 
X 

llamamos f'=fl observamos que 
Ax 

h o f'=f o h 

h(! >=l =! y 
A>< Ax A 

p1.1es V yflA 1 h(f' (y))=hCf(y))==fCy> y fCh<y»=f(y) 
X 

aplicando el resulta~o anterior tenemos que como 

121 
'.·I 

si 1 
1 
1 
1 

. ,l/~(f 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
\l 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

h<FiJ (f'))=FiJ (f) y FiJ (f') es p1.mtc• fiJo de f' 
A>< A Ax 

FiJ (f')~>< ento:::•r1ces FiJ (f)~x. [J. 
Ax A 

E~QQQ§iSi~n !ª~~.-Sean f,g:A->A aproximables, entonces si g<!>=l 

b f(!>=! se tiene 

fiJ (f ·::i g)=f(fiJ (g o f) ). o. 

DEMOSTRACION.-Si f<!>=l tomando h=f en el Teorema anterior i 

f =fo g ,f =g o f entonces 
1 2 

f o h=f o g o f y h o f =f o g f 
1 2 

entonces fiJCf o g>=f(fiJ(g o f)) 

Si f<l>~l entonces gC!>=! y 

Ü 
n t<J ri-1 

f i J ( f C• g ) :::: ( f C• g ) ( i> =U f ( g o f ) ( g ( l> ) 
~~ ~~ 

y como f es aproximable esto es 
tO 1"1-l 

f( u (g o f) <1>=f(fiJ(g 1) f)). (]. 
._,~, 

Presentamos ahora algunos. eJemplos. 

El eJemplo m~s com~n de una definicibn recursiva o ecuacibn fun-

cional, es la funcibn factorial, cuya definicibn est~ dada por 

f(r1)={ 1 

n ( f (n-1)) 

si n=O 

en otro caso. 

Este ejemplo ilustra la forma general de una definicibn recursiva 

dtlda por: 

f<x> <='t'Cf><x>, 

y eso significa que f=T<f> , es decir que fes un punto fiJo de T. Como 

ya mencionamos, el problema es a cual punto fiJO se refiere la def ini-

Por las razones ya mencionadas, elegimos como el significado de 

una definicibn recursiva al minimo punto fiJo de la funcional, 

1.22 
" ' 

.... , 
.·· 

:, h: .: . ~ ' 1 _· 
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Sin embargo esta eleccibn del m!nimo punto fiJo como significado del 
Pc':\ra al gur11:•s 

1 autores, 85 preferible la ~loccibn de bptimo punto fiJo (aqual punto 

f i,J<.:o que es el mhximo punto fiJO con la propiedad de ser consist~ntel 

·todos leos purd:c•s fiJOG). La idGa cro:ntr.":\l p.:1ra elegir el ·~·ptir111::0 

fiJo como significado consiste en proporcionar la mbxima solu-1 

cibn posible a partir de la de~inicibn recursiva sin caer en posiblesl 

inconsistecias o ambiguedades. 

D8bido a serios inconv~nientes, como que no siempre el 6ptimol 

punto fiJo es computable nos concentraremos en considerar bnicamente 

el mlnimo punto fiJO y remarcamos sus ventaJas, comprobadas en los l. 
resultados anteriores, entre las m~s importantes, que siempre existe, 

1 es bnico y es aproximable. Pára una mayor discusibn sobre el b~~imo :. 

punto fiJo recomendamos ver Bracho[79J. 1 
1· 

EJemplo 1) Definimos f:A->B recurs~vamente por 

f (x) <= f <x> 

er1tor1ces t': <A-> B> -> (A .. ~> B> , t =I 

1 
1 

A-> B 
de donde concluimos f=fiJ<t>= l =const l . 

A-> B B 

EJemplo 2)En los ejemplos de la seccibn 7 vimos Dominios N cuyos 

ele~entos totales corresponden a los enteros no negativos y aplicandol 

el 

N. 

mc;inos 

00 

tenemos el Dominio N cuyos elementos son sucesiones enl 

tll 

Es importante se~alar que N no es isomorfo a N->N; como veremos a 1 
el8mc~1Yb•:i de N"°\:• sucesibn de. eleriier1tos de N le corresp•:mde al 

un mapeo aproKimable en N->N pero inversamente, todo mapeo 1 
aproximable en N->N define una sucesibn en N~sin embargo diferentes 

en N->N puoden definir la misma sucesibn ya que 1 mapeos aproximables 

pueden coincidir run los elementos totales y diferir en los parciales. 1 
En importante indicar que si F es el Dominio de funciones (parciales o ' 

·I 
. .L\ 

;.¡ 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

cos F os isomorfo a Tot , no haremos los dotalles. 
N 

·Definimos las sio~iante funcibn aproximable (el lector puede 

vt~ri ficar que prc•vit~ne de un m.::1peo aproximable) 

val:FXN -> N dada en los elementos por 

val <tr, nl = f 'il'~nl 

· l N 

i~i ~ r,•st!\ definida en n 

Puede igualmente trabaJarse cc•r1 1\1°° 

Es f~cila verificar que 

curry<val) :F -> <N->N> 

es una funcibn uno a uno en los elementos. 

1( :F->F p1:ir 

f ('\\) <n>= { O 

. '\\' ( r.'-1 ) +ri-1 

si n=O 

si n>O 

Algunas observaciones que el lector puede verificar son: 

(ii)Si ~es parcial, entonces T<f> es parcial <ya que si V n~ esta 

definido en k,t(f) no est~ definido k+i) 

Ciii>1<rr> siempre est~ definida en O. 

(iv)Ademhs es aproximable pues 

1.(n'>"-.:U <'L«O> do:·dr:e fs\1' y e finita> 

Cesto bltimo sa verifica mostrando que Y elemento n~N 

Por el Teorema 13. 1 tenemos que fiJ(t) es el mlnimo punto fiJo y 

• 
nos preguntamos l qui~n es f si f=fiJ(ff)?. 

TG.1n1:.1rneos f (O) ::::O y f (n+1) = (f) Cr1+1) =f (n) +n y p•:•r un argllmento de 

inducci~n se prueba que 

f ( r1) == 1 i 
\<t\. 

~ . . 

l ;, 1lii~\ifaIB,:Ú~l;f ~;~áti&,,i;; Jf~,t1~.filfii;¡i\\it:SJ!J;,~j¡,~~btiÚ~, 'ii>','*1 



elementos tot~lss son los nnturales y s0an: 

prc>d, r:; ucc: N-> N 

dados por las relaciones 

U SUCC V (:::) nf:N 't' ne-(a, b) V (a 7 b)6U 

y n+1~(c,d) V (e, d)E v. 

u pred v <=> nE: N 't' n+1 "(a, b) V <a, b>e u 

y ne(c,q) V (c,d)E v. 

Es nuevamente directo verificar que pred y succ 

y adem~s satisfacen 

su ce' C Y'1) =n+ 1 

y pred(nl={ ¡r,·-1 

l 

Adem!\s, la funci·~·n 

si 

en 

cero ( Y'1) -· V1:rd r.1 el ero 

Falso 

l 

n>o· 

otri::• caso. 

si n=O 

si 1•1#0 y Y'1r! l 

si n=l 

pro::ovieme de un mapeo aproximable cero:N->BOOL 

definir: 

sea ' : (f\IXN> -> N -> <NXN>->N dada por, 

dada f:NXN·->N 

+~::fiJ <f) 

y si de'fiiriir11c1s '(: (N-> 1\1) -> (N->N> por, dada f:N->N 

y 

cuyos 

son aproximables 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l.'· 

1 

I: 
1 
1 
1 
1 

entonces por lo visto en ral SJemplo anterior 1 
íi=fiJ <t> (n). ''f\, :·:-· 

~Ji,liJ.~?i~;,i~tii~ll~Vt'~;),f,¡¡r .,Jj,i;i\t\d\~~x:.1,.iA7~1 e¡, •, ".! :j,,,,;¿,¡,;0;;,;;¡¡,J;¡,,,.¡¡j¡¡¡,~¡.;,~~±icik.1,,,.,,ti&lé¡¡jlkl~ 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
·1 
1 
í 
1 
1 
1 

En los CJemplos anteriores, es f~cil ver que~ y ( son aproxima-

bles, pues son la composicibn de mapoos aproximables. El lector puede 

vGrificar que + corresponde a la suma de naturales. 

Seccibn 14 Consideraciones Catagbricas. 

Mostramos una subcategor!a de los Dominios de gran inter~s y 

utilidad as! como resultados que fundamentan las definiciones recursi-

Qgfini~i~n !~~!--Sea f:A->B un mapeo aproximable, entonces f es 

estricto, notacibn f :A1>B , si y sblo si 

f(l >==l o. 
A B 

Los Dominios como obJetos, y los mapeos aproximables estrictos 

forman una Categoria ya que I <! >=l Y Dominio A y claramente la 
A A A 

composici~n de mapeos aproximables estrictos es estricta. Esta subca-

tegorla de la Categorla de Dominios recibe el nombre de subcategorla 

estricta, o la Categorla ID-estricta, o Categorla de Dominios Estricta. 

Como puede comprobarse directamente el obJeto t~rminal en la 

categor\a ID-estricta es [ya que todo mapeo que llega a [ es estric-

to, adam~s el producto.de dom mapeos aproximables estrictos as es-

<f,g) <! ):::(f(l >,g<! ) >=<! ,1 >=1 
e e e A B AXB 

por lo que la Categor\a estricta tiene productos finitos en el sentido 

La unibn aJena, es efectivamente el coproducto categbrico en la 

Categorla estricta(recuerdese que la unibn aJena no es coproducto en 



la Categor\a da Dominios pero esto nos muestra que esth muy cerca 

~;erlo). 

nio IAI constl ~[-)A es estricto y si f:[-)A es otro mapeo ostrictol 
A 

ent onco~:i y esto nos dice que 

entonces f=constl • 
A 

f ( ><> :::com;t l 
A 

V x elemento da [ 

este bltimo hecho la Categorla ID-estricta tiene coproductos 

1 
1 

finitos, y el obJeto inicial coincide con el terminal, es decir existel 

el objeto nulo, una conclusibn de esto es que la Categor1a ID-estricta 

1 no es Cartesianamente Cerrada en el sentido de MacLaneC72J. 

Sir1 embargo, algunos auto:•res la llamar1 Cartesianamer1te Cerradal 

pues la coleccitn de mapeos aproximables estrictos forman tambi~n un 

Qgfinis!~n 1~~g.-so~n A y B Sistemas de Informacibn, el 

de funciones estrictas, denotado A¡>B, es el sistema donde: 

<i>D ={(u,v> 
A"{> El 

(ii)A :::(.f,,©) 

A·r> B 

1.1!Ci:on 
A 

y vl6 Cor1 } 
B 

y si r1e IN y w={ ( 1.1 , v > , ••• , ( 1.1 , v ) } temernos 
o o n-1 n-1 

(i.ii)wf:C•:•n <=>si Is<o,1,2, .• ,n-1} y ~1.1 ~Cc•n 
A1> B i A 

f.:!rrtoncl=.!S Uv <: Con 
i. i B 

y si t.• 1 - U L\ ent c•r1ces i• 1 - U v 
A"° i B t i 

(iv)wl- (u',v') <~> Ir.:{ i 1 1..1' 1- 1.1 } er-1t c•r1ces 

Rr> B A i 
V 1- V' 

i B 
o. 

1 
espacio 1. 

1 
1 
l. 
I· 
1 
1 
1 



1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

es Sistema de Informacibn y los mapeos aprottimablas estricos son 

exactam~nte los elemantos de líl~>BI. (). 

Un resultado interesante, que muastra un funtor en sentido opues-

to a la inclusibn de la Categor1a ID-estricta en la Categorta de Domi-

nios es: 

E~QQQ§iGi~n !~~~.-Sean A y B dos Sistemas de Informacibn, enton-

ces Estrictc•: <A->B> -> <A:s>B> defir-.ido para tcido f:A->E1 pc•r 

u Estricto(f) v <=> ~1- v 
B 

b 

~lf v ,61f u y ufv 
B A 

y vE-Con 
B 

es tal que Estricto(f) es el máyor mapeo aprottimable estricto conteni-

do en f. o. 

DEMOSTRACION.-Probaremos primeramente que la relacibn que aparece 

en la proposicibn es un mapeo aproximable: 

si 

(i)~ Estricto(f) ~ se cumple pues ~1- ~. 
B 

(ii)Supongamos uEstricto(f)v y uEstrifto(f)v' 

~1- V 

B 
entonces si ~1- v' inmediatamente ~1- vUv' 

B B 
uEstricto<f>vUv'; 

si ~lf v' tonemos ufv' y como 
B 

v' 1- ~. v'I- v, por ser f aproximable tenemos 
B B 

uf<vUv') entonces uEstricto<vVv'). 

si 

si 

(si 

Los otros casos se siguen similarmente. 

Ciii>Supongamos ul- u' u'Estricto(f)v' y v' 1- v , 

t.il- V 

B 
61f V 

B 
rlJ 1-1.1 

A B 
entonces directamente uEstricto(f)v; 

~ntonces ~lfv' y por definicibn u'fv' y ~lf u' entonces 01/u 
A 

C:Ofl10 l.t 1-IJ' .;61-U' ! ! !) y como fes aproxir11able tenemos ufv, 

pero esto es uEetricto(f)v. 



Lo antarior prueba que la ralacibn uEstricto(f)v define un rnapeo 1 
a pro:< i m.:-\b 1 e. 

Estric·ti:o('f) <l )::.-:{Xé D 1 uEstrictcdf){X} paria uc;! u fir1it1:1}' 
A B A 

1 
1 

XéE~:;tricto('f) <l ) entonces~ ut¡l 't' 1..1Estrictc1(f){X}, pero si 

A A 1 
entonces 01- u entonces por la definicibn de Estricto debe cum-

A 
plirse que ~l- {X} entonces 

B 

I nversar11ent e, 

I . . 
Xél • 

B 
Estrictci(f) <! )~ ! . 

Xtl 
B 

A B 

uEstricto(f){X} V uéCon , en particular 
A 

~Estricto(f){X} entonces nEstricto(f) <! ) 
A 

.·. l =Estrictci(f) <! ). 
B . A 

16 l ·-X 

<En realidad puede concluirse directamente de 

Estrict•:df) <l Hl 
A B 

la igualdad pues se trata la imagen de un elemento 

aproximable, entonces Estricto(f) <! ) es elemento). 
A 

Sea <u,v>~Estrico(f) debemos probar que Cu,v>~f 

de 

baJO 

1 
1 
1 
1 
1 

ur1 mapeo · 

1 
si ~1- v entonces uf~ se cumple pues f es aproximable y en consecuen-

1 
cía, B ( 1.1, v>E: f. 1 ..... tarnbif::!r1 •.tfv , : • 

Si ~lf v entonces ~lf u (si 
B A 

Estr i et•:•< f) ( <u} ) .S l emt•:•nces V!S l 
8 B 

er1tonces ufv y <u,v)éf. 

i• 1 - u erl'~ •:•rices 
A 
,~l-v!) 

B 

LI !il 
A 

entor1ces 

l .. 
l. 

Sea ahora f'~f y f' aproximable estrico, debemos probar que 1 

Sea <u,v)Gf' u~Con 

A 
y VE Cor1 . 

B 
si t..1- v enb:1r1ces <u,v)~ Estricto(f) 

B 
si ~lf v entonces ~lf u <ya que si ~1-u <u>~l 

B A A 
aproximable f' <<u>>"f' <l >~! entonces vs! ,~1-v !) • 

1 
1: 

y f' 

A B B 
f'~f entonces <u,v>ef , pero entonces ufv se cumple y estol 

.. 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

,,• .. f'SErd;ric'\:;1::.(f). 

Para probar que Eotri~to ~s aproximable probaremos que: 

Estriftci(f)::::U{Estricto( <~-.i)) 1 vi~f w finitc•}. 

.'. Estricto«w>.HEstrict..:i(f) ~; 1-.i~f 

ya que Estricto(f) es el mayor mapeo aproximable estricto contenido en 

Sea <u,v)~Estricto(f) entonces Cu,v)Ef sea w=<<u,v)} afirmamos 

Cu, v)~ Estricto( <w>) 

Si ~lf v como <u,v>f Estricto(f) ya se vib que entonces 
B 

iilf u pero (u,v>ew el"1tor1ces u<w>v dr:? d·::inde (u,v)eEstr:ic:to((w)). 
A 

Si '61-v emtc.nces <u,v)éEs·l;rictc.C<w>> • 

.'. Estricti:t(f)EU<Estric·to(Ü·J)) 1-.i!:f w finito} 

.-. Estricti:i(f) = LJ<Estrictcd (~..¡)) ¡,¡i;f 1-J f i1·1i·l::o} 

.'. Estric·l;o es ... '\proximable O. 

peque~a aplicacibn de los mapeos aproximables estrictos apa-

rece en el siguiente resultado: 

EtQQQ§iG!~n !1~§.- AXA ~<BOOL->A) V Sistema de Informacibn A. 

DEMOSTF~ACION. -El isomorfismo esta dado por el mapeo 

aproximable estrico , cond , dado por 

x,yelAI y t~l800LI 

cc•nfCx,y> <-t>= X si t'-::Verdadoro 

y si ·t==Falso 

l si t = I r1def i rii d•:•. 

I .; ;c(.~¡i,lísÚ~;¿¡¡; li.; ;;:;;;!,;{ \¡ .;;, " {;. , i\ iit"';ú .. .. 

A 
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Para finalizar esta seccibn mostraremos que la CatGgor!a del 
Dominios NO tiene objeto inicial, esto se dabe a que, de todo Dominio 

IAI en todo Dominio IBI, existe al menos la funcibn aproximablel 

constl :A-> B. 
B 

Si 0 fuese el obJeto inicial, entonces const! :0-}A debe ser 
A 

bnico morfismo que existe de 0 en A, per9 esto indicarla que 0 

obJeto inicial de la Categor!a ID-estricta, es decir isomorfo a [ 

ya sabemos que [ no es inicial en la Categorla de Dominios. 

Seccibn 15 Dominios Reflexivos 

pero 

1 
1 
1 

Una de las razones principales que motivan la Teorla de Dominiosl · 

es q1.1e 

elementos 

bsta proporciona una nocibn de computabilidad incorporando 

finitos e infinitos. En los eJemplos que hemos presentadol 

hemos visto como funciones (en particular operadores o funcionales> I, 
pueden ser definidos en Dominios y debido a sus facultades para ser 

continuas y aproximables hemos mostrado como pueden ser calculadas porl 
aprc1>dmacior1es fir"ritas. CRecuerdese que tc•dc• elemento es el Hmite de 

elementos finitos y los morfismos en la Categor\a de Dominios son a sul 

como el Dominio definido por la ecuacibn. 1 
Los Dominios definidos recursivamente reciben el nombre de Dorni-

nios Reflexivos porque, en la mayorta de los casos, estos Dominiosl 



~ontirnen copias do si mismos como parte de ~u ostt•uctura. La manera 

do nn la racuacib~ r~cursiva o Ecuacibn d8 Dominios, 0ste isomorfismo 

rel~ciona 81 Dominio definido con una expresibn de Dominios donde 

aparece el Dominio buscado. 

Un ejemplo de esto lo constituye algbn Dominio D que modele ·el 

Chlculo Lambda, Gntonces se deb~ tener que 

D ~ D -> D 

Consideramos importante qu~ se revicen cuidadosamente los eJem-

plos que aparecen en el Capitulo APLICACIONES, donde se refleJa el 

hecho de que desde los ejemplos pr~cticos mb~ simples, 

utilizados son reflexivos. 

A continuacibn introducir¿mos un panorama de la Teorla que funda-

menta la resolucibn de ecuaciones recursivas para Dominios. (Esta 

teorla tambi~n se aplica para fundamentar muchas de las ~firmaciones 

realizadas er1 el pa1·rafc1 de L1rr1ites del Capitulo ar1teri•:•r per•::i con un 

enfoque ligeramente distinto). 

Q!f!n!si~D !§~!.-Llamamos a T un endofuntor en una categor1a, a 

l\n funtc•r de la Categcrr1a e1•1 si misma; en particular, en la Categr.:•rla 

de Dr.:•mi nir.:•s, T es una rkrble f1_1ncH:•n, que a cada Dr:rrninio A le ascrcia 

otro D·::imi rdc• T (A) y a cada n1r.:1peo aprr:rxirnable f: A--> B le asercia r:otro 

mapeo aproximable T(f):TCA>->T(8) de manera que las iderrl; irfodes y 

composiciones se preservan, es decir, 

T ( I ) = I y T ( i: i::i g > =T C 'f) •::t T C g) O • 
A T (A) 

Por ejemplo, sea A un Dominio y definimos Ten los'Dominios por· 

T(8)=A+(ElXB> 

y si f :B->C definimos 

T<f>~I +(fXf) donde 
A 

.·':;. 
~: 

,. 
·,:, 



fXf: (BXB> -> <CXC) 

est~ dada en los elementos por 

(fXf) <b,b')=(f<b>,f(b')) 

I +(fXf) :A+CBXB) -> A+<CXC) dada en los elementos por 
A 

1 
1 
1 

I. + <fXfl > <l>=l 

si ><& IA·HBXB) 1 ><:f:l po:•r ~a prop•:•sicibn 11. 16 existe e><clusivarnr~ntf.I y 

aélAI b Cb,b')1<IBXBI) tal que 

izq(a)==x ·~· der (b, b') =x 

entonces definimos 

<I +<fXf)) <x>=izq(a) (b CI +(fXf)) (><)==der o fXf Cb,b') ) 
A A 

Es directo verificar que T<f> es aproximabl~ y 

T<IB>=IA+(IBXIB) entonces 

T <I ) ( x) = <I + ( I XI ) ) ( ><) y seg ?.in sea e 1 caso 
B A B B 

si x=l T ( I ) (X)= l; 

si izq(a)=>< 
B 

entonce~T(I) (><)=izq(a)=x 
B 

y si x=der(b, b') 

1 
1 
1, 
l. 

1 
··1· 

T<I ) <x>=<der •::i I XI > (b,b')=der<b,b')=x. 1· 
B B B 

Similarmente T preserva composiciones, de donde deducimos que T es 

1.m endi:1f1.mtor. · I • 
Obs~rvese que en este eJemplo T(f) es siempre estricto de 

que T tambi•n es un endofuntor en la Categorla ID-eGtricta. 

Presentamos ahora una definicibn que hace referencia a un concep~1· 

to categbrico, pero para no extendernos en nuestra discusibn lo pre-

sentaremos de una man~ra m~s simple a como aparece en Teorla de Cate·-1 

gor'5.as. 

1 
Q~fini~!~n !~~g.-sea T un endofuntor en la categorla de Dominios, 1 

una T-~lgebra es una pareJa formada por un Dominio E y un mapeo 

aproximable k:T<E> -> E. Si m:TCF> -> Fes otra T-~lgebra entonces unl 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 

,, ,: 
/,•; .. •·.¡, ' 
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di ;,1 !]l'i:1r11a 

T(h) 

es decir h o k - m o T<h> 

k 
T<E> ···-·-·--·> E 

i 1 h 
T<F> -----> F 

m 

( G) 

<>. 

En nuestro eJemplo particular, una T-~lgabra es un mapeo aproxi-

mable 

k:í-l+CEXE> -> E. 

Es importatnte seNalar que si se aplica la definicibn categbrica 

de T-blgebra entonces k es necesariamente estricto, esto se debe al 

hecho de que, en tal definicibn se pide la conmutatividad de 6iertos 

diagramas, formados por dos transformaciones naturales (cuya existen-

cia tambU.m ·as 1.tY-1 requisito), y 1.1Y"1a de las talr;s transfc•rmar.iones 

naturales ~:I->T debe satisfacer entre otras cosas que: 

(7) 

E c1::inr11ute, 

en este eJemplo particular Q =der e• diag Cdc•Y"1de diag :E -> 
~ E E 

EXE y 

diag(IJ)=(b,b) ). 

Para un estudio m•s profundo de T-~lgebras sugerimos ver Mac 

Liarn? C72J. 

Un hecho b•sico para nuestro e~tudio es: 

Er2QQ§iSi~n !~Lª.-Sea T un endofuntor en la tategorla de Dominios 

antonceG las T-~lgebras forman una Categorla. <>. 

La demostracibn de ~ste resultado se sigue veri fi cacit•n 

directa, y entonces podam6s hacer la: 

134 .·· 
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1 
$ i f.~~. ob,Jr?b:• in :l r~ L1 l r:lc:'! 1 

o. 

1 
Y a partir dm asta nomencl~tura y con el objetivo de di:~t r~1 rr11 :i. n.O\r 

1 un Dominio D de manera que TCD)~D formulamos la: 

1 
ont Q\'1CEHl 

tambi~n lo es TCi) :T <B>->T<B> e i es un isomorfismo de TCB) í.:?rt B.1 
() . 

1 
·::< ,_ 

DEMOSTRACION.-Como Tes funtor, clararner1te TCi):T CB)-)TCEI>, es 1 
decir, es una T-hlgebra; para ver que es inicial tomamos m:TCF>->F una 

T--!\lgebra y g,h:TCB)·->F do:is rnapE~•:•s aproxirnabl~'~s ·l; a 1 es que: 
2 1 Ul . 2 , l t) 

T (8) ------> r rn > T (B) ·----·-) 

T!hl 1 h l (B) ! T.( g) 

TCF) ------> F T<F> -··-·----) 
ri1 nl 

es decir, h o T(i)= 

es inicial existe J:B->T<B> tal que 

es decir, . . 

--~----> B 

1 J 

----- .. ·-> T (8) 
TU) 

de donde se tiene el diag~ama <11>, 

T CB) 

1 g (9) 

F c:cmm1.rt an, 

( 10) 

perc• er1tor1ces, i o J es ur1 m•:•rfismo df~l obJet•::i iriicial i:T(B)-)(1 rar1 si 

1 
1 

I: 
1 
1 
1 
1 
1.·· 

mismo, de donde i o J~I , ~dembs tenemos que h o J y g o J son dosl 
B 



I· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
:I 

' •'"." 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
l .... 

¡ . 

''., ·• 

nK•t"fi.sr1H:•s de L'a T-!\lgebr.:1 i:T<B>->B r:m m:T(F)--)F, pi::•r Ul'"licidad h o J 

T (El) 

T < J) l 
T<7.: <B) 

T<i> l . 

___ 1;-____ ,_ > 

-··----> 
T < i) 

i 

El 

l J 

T (8) 

1 i 

T <B> -----> B 

( 11> 

=g o J, pero J es sobre pues i o J=I t~nernos h=g lo que prueba que 
B 2 

los dos morfismos que salen de la T-~lgebra TCi):T (B>->T<B> son urio 

solo, la existencia esta garantizada por el hecho de que si i:TCB>->B 

es inicial entonces solo es necesario componer con J para obtener un 
2 

morfismo de TCi) :T (8)-)8 en cualquier otra T-~lgebra. 

Probaremos ahora que i es isomorfismo, ya vimos que i o J=I y 
B 

adem•s ver diagrama (10) J o i=T<i> o T<J> de donde 

J o i=TCi o J>=T<I )=1 
B T (8) 

i es un i som•:•rf i smo y J s1.1 inverso. f.J. 

Del resultado anterior, vemos que si tenemos una T-~lgebra ini-

cial, tenemos un Dominio tal que B~T<B>; desafortunadamente, el hecho 

de que T<B>~B no garantiza que la T-hlgebra i:T<B>->B, donde l es ras 

isomorfismo, sea inicial. 

U@fin!gi~n !~~§.-En la Categor1a ID-estricta, un endofuntor T 

continuo en funciones si para cualesquiera dos Dominios B y C 

funcibn T'=T en los mapeos aproximables, dada por 

T': CEr-> C) -> n <B>-> T CC) 

f 1-------> T<f> 

es aproximable. <>. 

Im2~!m! !§~Z.-Si Tes un endofuntor continuo en funciones Cen 

136 
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por al isomorfismo, 

di.tda 1 
t.':1 l q 1..1 e par a t •:• rl a T "- h 1 !J n b r· '" !{ : T ( E ) - > E rrn i ~:; t e u l"I 

de i:T<B>-->B en k:T<i:::»-->r::. I 
o. 1 

DEMOSTRACION.-Sea i:T<B>->B la T-~lgebra dada por el isomorfismo 1 
y sea J:D->T<B> el isomorfismo lnverso, supongamos k:T<E>->E es una· 

T-hlgebra, buscamos un mapeo aproximable h:B->E que satisfaga 

h o i.= k o T<h> 

b aplicando J a la izquierda 

En el Dominio.B->E, (12) Gs una ecuacibn recursiva y la 

que la define es aproximable ~or nuestra hipbtesis sobre T, 

1 
1 
1 
1 

e><iste, 

el.operador m1nimo punto fiJO obtenramos h=fiJ(k o T<> o .J) 1: 
sir1 ewbarg•:• ne• sier11pre es la P.t.·i:i.ca f•.mci•~•r1 cor1 la prc•p1e-

dad (12) o. I, 
La interrogante final es si existe en la Categorla de Dominios un I; . 

m!nimo Dominio taltque T<B>~B, en tal caso l por qub?. La razbn se debe 

1 a que los endofun ores m~s usuales poseen propiedades de continuidad 

tP:?rmini:.s del I'' 
concepto de subdominio. Este concepto puede definirse cartegbricamente 

Estas ideas son meJor expresadas en en 

a partir del concepro de subobJeto, a pesar de es·t o, preferimos pre- 1 
:~nttarlo daq~C,1f_desde.:l punto da dvistatdefsu definicibn en t~rm1inos dd: I~ 
c1s.emas e .n ormac1un, ya que e es a ·orma se conservan muc1as g 

las ideas intuitivas. 

que B es menor que A, 

D ~ D 
9 A A 

denotado por B~A si 

C1:1n s Con 
B B A 
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1 
1 
1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

_______,....--------~. 
y 1- 1- Ce~ rlracir, si ul- X 8ntonces ul- X>. 

8 n E1 n 
En usta caso decimos que 181 es un subdominio ~e !Al y tamhi~n lo 

denotamos por 1814 IAI. o. 

!§L~.-Sea A un Sist~ma de Informacibn y D!D 't' 
. A 

llamamos 1<D>1 al subdomio generado por el Sistema de Informacibn: 

<D>==<D, 6 ·,C•:•n J , 1- 1 ). 
A A D A D 

o. 

Observese q 1.1e si 1 A 1 4 1B1 er1t •:•nces 1 A l li: 1B1 y si B !: 1 A 1 y l é 8}s 
A 

fbcil construir el Sistema de Informacibn a partir de A que tiene como 

Dc•minio B. 

Una proposici~n que contribuye a la caracterizacibn de subdomi-

nios en t~rminos de funciones aproximables es: 

Erggg§!Gi~n 1§L1Q.-Si A4 B entonces existe mapeos aproximables 

i:A->B y J:B->A tales que: 

y 

(i>J •:t i=I e 
A 

( i i) dadcos pc•r 

i C•J~ I 
B 

i(x):.-::{YE:D IY~x}=={YéD 1 Yéx}==x pues xéD 
B A A 

J<y>==<Yt:D 1 W:y}. 
A 

A una pareJa que satisfaga (i) se le llama la par8Ja de p~oyec-

cibn, y en el caso anterior i,J son ~nicas. <~. 

'Omitiremos la demostra6ibn pues as muy sencilla y el lector la 

puede imaginar sin problema. 

entonces i,J son estrictos. o. 



DEMOSTRACION.-Es claro que i<l>=l por la drafinicibn de i 

ahora J<!>=JCiCll>=I (!>=!· 
A 

Ob~c;érvese que !Ü D "íl y 

Ci:•n ~ Ci:•n y 1- ~1- ad<:!mhs 
e B e 8 

[J. 

C4A en·t·::incrm 

la 1.mU.:in de 

subdominios de un Dominio es 1.1n subdominio. 

C<1 B si y sbl•:• si DSD 
e 

1.1r1a f,:':\rnilia dirigid.-a 

Continuando con nuestro de~arrollo tebrico presentamos la: 

B 
de 

1 
1 

1 
1 

Qgfinig!~n !§~1g.-Un endofuntor en la Categor!a de Dominios ·es 1 
r11i:•Y"11~t;ono en D·::imini•:•s si y s•!:ilo si, siempre q1.1e A~B cc•n pareJ11 d'e 

proyeccibn i,J ,se tiene T(A)4TCB> y T<i>,T<J> es la pareJa de proyec- 1 
cibn de T<A> y TCB). 

Qgfini.Qi·~n 1§!.1;2. -Decirnos q1.1e 1.m endofurJ"tc•r mon·~·t•:•n•:i en Dc•minios 1· 
· es continuo en Dominios si·Y sblo si , para cada cadena 

A4(.)-4 , ••• ,A-4 
'°"'1 200 n 

T <U ~) ) = u T (A ) • 
1'1:1 n "... n 

... y A 4 A 
n 

() . 

Nos encontramos ahora en condiciones de en1.1nciar el siguiente1~ 

Teorem~ que cubre 1.1na amplia gama de ejemplos. 

I@Q~!ml !§~!~.-Si T es un endofuntor continuo en funciones, 

monbtono y continuo en Dominios y existe un Dominio A tal que A4T(A) 

entonces existe una T-blgebra inicial. o. 

DEMOSTRACION.-Las hipbtesis sobre el Dominio A nos dicen que T(A) 1 
proviene de un Sistmma de Informacibn sobre el mismo conjunto 

afirmaciones, por la monqtonia de T y aplicando induccibn tenemos: 
n r1+1 O 

T (A)4 T (A). (der1r.:•tar11o:•r T (A) =<i } 
~ n A 

B'= D T (A) ent 1:1r1ces T 
,¡;'<,>~~.:. ' 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1. 

c>.:1 rr "" r1+ 1 
T<D>=T<ÜT <íl>>=ÜT <A>=B, 

''~º {':o 

rantonces B es una T-blgebra baJo 81 morfismo id0ntidad, I :B->B es una 
[I 

T-·l:dg!:?bra y CQfllC• res continl.l•:J er1 funcior1c:s po:1r el Tei::•rt:.>ma 15.7 p<1ra 

toda T-~lgebra k:TCE>->E existe un morfismo de T-~lgcbras de 

I :T<B>->B en k:TCE>~>E definido por un mapeo aproximable h:B->E que 
B 

satisface k o T(h)=h. 

Debemos comprobar que h es ~nico para comprobar que I :D->B es 
B 

inicial. 
n 

Como T CA)4B para cada n, existe una pareJa de proyeccibn (i ,J ) 
n n r1 n 

tal que i :T CA>->B y J :B->T CA> , definimos p :B->B como p =i o J , 
rr n 1'1 nn n 

observese que p es estricto pues J e i lo son, y ya que T es 
n n n 

mon6tono en Dominios 

TCp >=TCi ) o T(J >=i o J =p 
n n n n+1 n+1 n+l 

Obs~rvese que p esta dado por, 
n n 

p Cb)=b {V Vea para algbn elemento aflT CA) I} 

de donde es claro que p 
r1 

lj p =I • 
'°'"' n B 

( b) ~ p 
r1+i 

p ~ p 

(b) 

n n+1 

V bé 1 BI por le• que 

V né/N 

b 6 1B1 arbi trat~ic,, 

Q(lu p 

es claro que p (b)ib V n~~ 
n 

p ~ I 
n B 

Y n y er1t r.w1r.es tier1e sentido y 
1-t=i n 

cP 
U P ~ I • 

<:P n \\•• n B 
Si bG IBl==UT (A) er1tc•r1ces m<i.ste M 't' 

\\:O 

p Cb)=b de donde p (b)=b V n>M 
M n 

""° UP (b)r:.b • 

""' n 

• . . 

M 
b 6 IT ,CA> 1 

de 

Definimos h =h o p :B->E , recubrdese que del Teorema 15.7 
Y1 

estricto y p Cx>=! 
O B 

Y1 

V>< e 1B1 , entonces h Cx>=! VxGIEI es decir 
O E 

h "= L ; 
O D->E 

k o T<h )mk o TCh o p >=k o TCh> o TCp >=h 
YI YI 

h es 



1 ,.-.::h 1:1 p 
n+1 n+i 

o T(f) obsarvamos que R 

1 
1 

si llamamos R:CB¡>E> -> CD~)E) dado por RCf)=k 

f~ ( h ) ==h ~ p•:•r 1 o que : 
n \"1+:1 n ~ ·;e 

fiJUn= r~ <l ,,.,,Uh•.:: U<h o p > 
"=P <B->E> ~:o n 11'º n 

ahora, es un mapeo aproximable en dos variblas G~"i 

ro ~ 
1 aproximable en la segunda, y entonces obtenemos: 

- h u ( h o p ) =h .o u p ==h 
11•11 n. 11:0 n 

que h=fiJCR>, es decir, 

•::i I 
B 

si h y h' son dos morfismos del 
T-blgebras de I :T<B>->B en k:T<E>->E entonces h=fiJ(R) y h'~fiJCR> 

B 
h=h'' es decir h es ~nico y por lo tanto I :T<B>->B 

B 
b.lgr.:bra inicial. CJ. 

1§~!~.-Decimoi que Bes un retracto de A, 

si y sblc• si 

B '4 A. ·o. 

!~~!§.- BtA si y si existe una pareJa 

llamada pareJa ·de proyeccibn, no necesariamente ~nica 

i:B-->A 

J C• i=I 
B 

e i o J=I 
A 

o. 

y lo .. •. 

sea k:B'-)B el 
.. ·,:·; 

DEMOSTRACION.-<=>>Si BtA sea e·~e tal que B'4A, 

er1t•:inces 1 J.ar11a-I'::·" isomorfismo e Ci',J') la pareJa de proyeccibn de B'4A, 

-1 
i=i' o k :B->A y J=k o J' :A->B 

-·1 ·~1 

y J o i=k o J' o i' o k =k o I o k =I 
-1 A B 

e i o J=:i • e• k o k o J' =i' o J' I 
(.) 

<<=>Basta construir B' como la imgen de i donde Jo i~I y 
B 

;<€ IB' 1 exist.e y 't' i (y>=x pero entoncP.s i o J (>d=i (J (i (y)) ):::i (y)r=x 

defird.r 

I
···.¡: 

'~: 

1 
si 1 ,, 

•::r 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
:' ~ 

1 

-,. 1 
I· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

y 

D ·=O 
B' n 
u~Con 

B' 

D' A 
< "' > 1.1 

._ .. ,,:"" 
\~ .~ 

1.11- X <=> ul- X 
B' A 

fi.n:il;o y u~i (x) p;::ira al~J~-11'1><l:IB'1 

deJamos las verificaciones correspondientas al lector interesado. 

CJ. 

Es importante mencionar quh el nombre de retract6 se deriva de 

consideraciones topolbgicas iniciales en esta ~rea, donde retracto se 

refiere a la image1"1 de una f•.mcitin "a" con lt-:\ prc1piedad de q•.1e 

a o a=a, en nuest~o caso a=i o J pues 

(i O J) O (i () J)=i () (J O i) •::i J=i C• l 1::i J:::: i O J• 
B 

El siguiente resultado, nos dice, en t~rminos de la relacibn t 

en que sentido una T-~lgebra inicial es mlnima. 
• j 

IgQ~@mg 1~~1z.-si Tes un endofuntor en la Categorla ID-estricta 

con~inuo en funciones, si i:T<B>->B es una T-~lgebra inicial, entonces 

para cualquier E t.~1 que 

o. 

DEMOSTRACION.-Como i:T<B>->B 85 inicial, oxista un mapeo aproxia-

mble h:B->E que define un morfismo de T-hlgeGras de i~TCB>->B en 

u:T<E>->E (donde i,u son isomorfismos>, ahora como TCE>~E por el 

Teorema 15.7 existe un mapeo aproximable g:E->B que define un morfisma 

de T-hlgebras en sentido opuesto a h. Pero entonces, g o h define un 

morfismo i:T<B>->B en si mismo y por ser inicial se debe tener g o 

h=I , este hGcho, y el resultado anterior nos hacen ver que sblo es 
B 

necesario probar que h o gSI 
E 

Ccorrto i:T<B>"'.'.'>B es iriici.al <Teoremrl 15.5) i es 
•.• ·r '· 

i so:•morf i sr110, 
,·· . "·'. .. . 

sea 

' ·.~ 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' j, 

1 
1 
1 

1 

1 

1 

-1 
J=i :B->T<B> y sean u1T<E>->E y v:E->T<E> los isomorfismos debidos a 

la hipbtesis E~T<E>. Del hecho de que g y h definen Morfismos en la 

Categorta de T-hlgebras tenemos 

g=i o T(g) o V y h=u o T<h> o J 

adem~s por ser h bnico con esta propiedad y el Teorema 15.7 g y h son 

los mlnimos puntos fiJos de sus respectivas ecuaciones recursivas, de 

manera que si definimos inducti~amentea 

g =! y h =! 
O E-:->B O B->E 

y 

g =i o T<g ) o V ' h =u o T(h ) o J 
n+1 n n+l n 

entor1ces por el Teorema 13. 3 

g=O g 
., 

y h=Uh • 
ti~" n ~'° n 

Ahora observamos que h o·g :E-¡>E y 
.Q o 

h o g =const! o const! =const! 
o o E B E 

concluimos h o g =! J y ademlls 
o o E-r>E 

h o g =u o T<h ) o J o i o T<g ) O V 

n+1 n+1 n n 
=u o T<h ) o I P T<g ) o V 

n B n 
=u o T<h ) o T<g ) o v=u o T<h o g ) O V 

n n n n 
y como la composicibn 11 0 11 es aproximable en sus dos variables 

.O IO ~ 
h o g=Ug o Uh =U<h o g > 

.. .,...., " .. n"-:on n 
concluimos que h o g es el mtnimo punt~ fiJo para la ecuaci~n 

k=u o T(k) o V 

pero I es un punto f iJO de ~sta ecuacibn pues 
E 

u o TU ) o v=u o I O V =u o v=I 
E T<E> E 

.... h o g e. I • []. 
E 

Revisaremos algunos eJemplos para ilustrar como se pueden hacer 

~onstrucciones explicitas. 



1 
Sea A un Dominio (Sistema de Informacibn>, nuestro obJetivo es 

construir un Dominio S de brboles binarios construidos por elementos 1 
de A como ~tomos, la ecu~ci~n de Dominios que queremos resolver es 

S = A + <S X 8) 1 
Si tal Dominio existe, podemos decir, salvo por isomorfismo qu~ I; 

los elementos de S son ! o elementos del Dominio A o pareJas de 

eleri1er1tos de S. 

La existemcia de tal Domi~ib puede realizarse de muchas mar1eras, 
. 

como ya hemos visto, pero ahora realizaremos una construccibn. Para 

realizar una construccibn expllcita debemos considerar que informaci~n 

debe proporcionarse de un posible elemento. Al proporcionar informa­

les ele~entos I·' 
:~: . ' ' 

podemos entrar en un ciclo hacia a~r~s que para cHm 

finitos no serl interminable. Como veremos los elementos infinitos de .. 

S pueden contener replicas de si mismos, pero para definir un Domin~ol5 
por completo lo ~nico indispensable consiste en construir los elemen- 1~ 

tos finitos a partir de los datos en forma sistem~tica. Afortunadamen- · 

te las condiciones para satisfacer la ecuacibn que hemos presentado no I; 
son complicadas. 

En pY'irner l 1.1gar, necesitamos copias de todos los ob.Jetos de datos 

del sistema A en la unibn aJena; la manera de conseguir esto consista 

en tomar un dato AID y definir 0 =< 0 ,.o). Esto nos provee un miembro 

1 
1 

A S 
de D , aquel que debemos siempre tener. La copia de un dasto xeo 

s A 
serln de la forma (A ,R> donde R 

ser• l. 
<X, 6 ). Los otros mie~bros de D 

s 
nos 

da infol"'macibn sobre otra clase de elemer1tos de s. Como S debe ser la 

uni~n aJena utilizamos el esquema de la definicibn 11.12. 

A continuaci~n pensamos que clase de informacibn debe contener 

una estructura R, como nuestl"'o obJetivo es que sea informacibn sobre 

un producto, nos imaginamos que ya hemos definido D y observamos la 
s 

definici~h del produetQ, eon esta idea en Mente realizaMos la siguien-

1· 
1 
1, 

l
.:·(':~ 
'/i:: 

~·~:;.::; 

.· !:f' 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

i 
I 

a definicibn inductiva para D • 
s 

<ua.~o 
s s 

(2)(X, 0 >f.D 
s 

(3)Si V, ZED 
s 

siempre q1.1e XE D 
A 

eY1toY1ces <a., <Y,'°' ) ) y <a., (A , Z> )f O 
s s s 

Definir los obJ~tos de datos no define el Dominio, ya que los 

mismos datos pueden definir Sistemas de Informacibn muy distintos. Los 

datos son sblo partlculas y su .significado aparece cuando Con y i­
s s 

son definidos. Como ya conmocemos las nociones que se aplican para 

definir el producto y la unibn •Jena, ~nicamente copiamos estos pa-

trenes adecuadamente para realizar la definicibn de Con , 
s 

(5)uij<a. }fCon siempre que u~Con 
s s s 

(6) Si WECe:•n er1tOY1Ces {<X, ói) 1 XEw HCon 
A S 

<7> V u, v~Con 
s 

{<a., (V,.::.. > > 1 Ve u}\){ (A, (A , Z> > 
s s 

Es importante seftalar que en nuestras definiciones 'nos referimos 

al conJunto definido como el menor conJunto baJo contencibn que satis-

face las condiciones de la definicibn. 

Obs~rvese que hemos conseguid~ que un conJunto consistente (sin 

considerar a 6 ) sea una copia de un conJunto consistente· para el 
s 

sistema A o una copia de un conJunto consistente para SXS. 

Resta definir la relacibn 1- ,presentamos a continuacibn las 
s 

clbusulas que son pr~cticamente establecidas por nuestro obJetivo. 

y 

<B>ul- .:.. 
s s 

'l.J utCon 
s 

<9>Si ul- Y entonces uU<~ } 1- V 
s s s 

(1Q)Si wl- W entonces 
A 

<<X, 4 ) 1 Xew}I- <W, 6 ) 

s 
(11)Si ul- X y vECon entonces 

s s 
{ ('°', <V, 0 )) 1 VE u}U< <~, (A , Z)) 

s s 
C12)Si vi- X y u~Con entonces 

s s ' 
<<"',<V,'- > > .1 veu>U< (é, <"' , u> 

.. < SJ,J:,:,,'· .. :~'P';·.:::;./·.:·.>'·,,:,,, ·.S,;: : ";,.· 

ZE V ) 1 - ( A' ( x., .:.. )) 
s 8, 



Debe verificarse a trav~s de una demostracibn inductiva que 

satisfacen los axiomas para que S sea un Sistema de Informacibn. Lo~I 

pasos de la demostracibn son mecAnicos y se concentran en analizar los 

casos especificados de (4) a (7) y de (8) a (12). 1 
Una vez verificado que S es un Sistema 

construirse el sistema A+<SXS> y observarse, 

de· Informacibn puede 1 
sin mayor dificultad que ~ 

es id~ntico a S. 

coincidencia pues 

Este hecho, aparentemente sorprendente no es ~nal" 

se.debe a qu~ nuest~a notacibn y construccibn de S 

fueron realizadas unibn aJena y 1 a 
. 

la par con las definiciones de 

producto. 1 
Puede ahora verificarse que Ses la m1nima solucibn a.la ecuacibn • 

en el sentido del Teorema 15.17 pues es una T-Algebra inicial. In~1 

tuitivamente es claro que la solucibn construida debe ser mlnima en 

alg~n sentido pues ~nicamnete incluimos los requisitos indispensablesl 

a la ecuaci~n y nada ~ls. 

Se~alaremos sin embargo que existen muchas so 1 uc i or1es 

ecuacibn de Dominios. 

Para finalizar con este eJemplo, indicaremos porque 

llamado el DominiQ de expresiones S. La razbn se debe a que 

mapeos aproximables 

Atomo:A->S que corresponde a la inclusibn de A en S 

a esta I · 
1 

lo hemos 

existenl· 

I, 
Esltomo:S-> BOOL que decide si un elernento es un Atomo, es ... decir 1 · 

una copia de un elemento de A en S. 

Adem~s com6 SXS es parte de S podemos definir maReos aproximablesl 

par:SXS->S (~a inclusibn de SXS en S> 

y Rt:m:S->S y §gg:S->S 1 
que en la terminologla de LISP corresponden a las funciones CONS, CARI . 

y COR respectivamente. 

Nuestro Dominio tiene,· sin afl'lba,...go, algunas.diferencias 



1 expresiones S que estamos acostumbrados a trabaJar en las implanta­

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

ciones de LISP, pues aparecen elementos infinitos muchos de los cuales 

no son directamente representables por la implantacibn, por eJemplo si 

a€1SI entonces utilizando el oper~dor m!nimo punto fiJO resolvemos la 

ecLtacibn 

x=par<Atomo<a>,x> 

cuya solucibn corresponde a un~ lista ligada infinita de aes y que.en 
' 

este caso particular puede intentarse simular operacionalmente por una 

est r1.1ct ura como: 

a. 

Esta es sblo una muestra de la riqueza del Dominio construido ya 

que si representamos las expresiones S como ~rboles binarios observa-

mosque el DJminio S, adem~s de tener los Arboles finitos, (corespon-

'dientes a los elementos finitos>, continene todos los infinitos. 

Similarmente, presentamos el siguiente éJemplo como una construc-

cibn explicita para la ecuacibn 

D = A + <D -> D> 

La construccibn se realiza de manera an~loga a la que se hizo 

1 para s, siguiendo los patrones de la unibn aJena y el espacio de 

funciones. Presentamos las clAusulas de la construccibn a continuaci~n 

1 

1 

dor1de ""'ID es un dato y definimos ¿¡, =<~, 6 ). 

A 
(l)AiD 

D D 
<2> <X, A)é D siempre que 

D. 
(J)Si u,v~Con entonces 

D 
(4) e.'rE Con 

X'D 
A 

D 

<ª, <u, v> >' D 
D 

D ~ 

(5) uU{A }~Con Y u~Con 
D D D 

(G)Si WfCon entor1ces < <X,a.> l XE wHCon 
A D 

< 7 >< e -'i., <u , v » , ... , < '°, (u , v > ) H Con u . , .v 6 Cori i <r1 . 

º º n. n ·. ~" , .•. !•; ::L.:::s;<,\,::e;¿ 



si sblo si V H<O, 1, ••• , n} 't. U u E Cc•n se tiene Uv l. Con 
1 i D E i D 

(8)ul- A V u'Con 
D D D 

(9)8i wl-· W er1tor1ces {(X,''» 1 XEw} 1- (W7'•> 
A D 

(10)8i ul- Y entonces uLJ{ 4 }1- Y 
D D D 

( f1) r={ (''•, (U · , V ) ) , • • • , ( ~, (U , V ) ) } 1 - ( ..!:. , (U' , V',) ) 

O O n n D 
si y sblo si el conJunto rECon y si l=<i 1 u' 1- u } 

D. D i 
V 1- V'·• 

i D 
No haremos los d~talles que comprueban que se trata de una solu-

1 
1 
1 
1 
1 

cibn, ya que preferimos mostrar otro eJemplo ~ara una construccibnl 

e~pl\cita. 

1 El caso que presentamos ahora corresponde a la construccibn de un 

Dominio Universal u, el nombre de Dominio Universal se debe a quel 
puede probarse que todo Dc•mi nio q•Je posee una base D contable <ver-

A unl Scott (82]) es isc•morfo a L\YI subdorni nio de U, es decir, que si A es 
¡ 

Sistema de Informacibn y D es contable (#(D ) <~> existe una pareJa 
A A 

proyeccibn a:A-)U y b:U->A tal que b o a=I y a o b'I o aplicando 
A U 

notacibn AtU, A es un retracto de U. Para un estudio m~s completo !ell 
Dominio Universal y sus retractos sugerimos consultar ScottC76J, 

ScottC81J, StotC82J y Bracho[79J. 1 
Esta propiedad para U hacen posible que ~->U este isomorfamentel 

contenido en. U y por lo tanto U->U es un modelo de C~lculo es decir 

una solucibn para la ecuacibn 1 
D = D -> D 

Sin embargo, a pesar de la riqueza y poder\o de est~ Dominiol 

existen todav\a muchas interrogantes sobre ~l que son motivo de inves-

t igacibn, entre ~stas se encuentran la investigacibn sobre la unicidadl 
I 

de la pareJa de proyeccibn para un retracto, e incluso determinar 

una pareJa determina univocamente un Dominio. 

U tarnbi'n ha sido usado para construir un Dominio de Dominios, esl 



1 decir, un Dominio cuyos elementos sean Dominios pero el desarrollo de 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

la teor~a que determine que endofuntores y funtores corresponden a 

mapeos aproximables es un nuevo campo de estudio e investig~cibn, para 

mayores detalles en estos aspectos consultese ScottC82J. 

La construccibn de U, despu~s de todo es muy si~ple, primeramente 

se contruye V un Dominio con un elemento m~ximo tal que satisface 

m~nimamente la ecuacibn 

V= V X V 

La definicibn inductiva par~ V esta dada por: 

( 1) q ;ii!.!i. y 

<2><X,A) e D 
V 

respectivamente. 

•/.:.to 
V 

b (.::., YH D 
V 

siempre que X~ D 
V 

b Y é D 
V 

En realidad partimos de"dos obJetos de datos distintos y cons-

truimos dos copias simuland6 el producto. 

(3) Lté Con 
V 

&,J u~ D u finito 
V 

y para la relacibn de implicacibn tenemos 

<4>ul- .!lo lrJ •.tE D 
V V V 

(5)ul- ' si y sblo si • ~u b <<X 1 
V 

<X, 4 Hu>l-V' 
V 

b <Y 1 <''°',Y>~ u} 1- "' 
V 

(6)ul- CX',.!i.) si y sblo si 'E u b <XI <X, 4 )eu}I- X' 
V V 

<7>ul- (A,Y') si y sblo si "(: u b <Yl<'"",Y>&u}I- Y' 
V V 

Es importante se~alar que en ~sta construccibn V implica todo, 

esto normalmente es incbmodo y es usual la realizacibn de la elimina-

cibn de para construir un nue~o Dominio, en nuestro caso esta elimi-

nacibn produce finalmente U. 

(8) D=D-<'> 
U V 

(9) .... ='"" 
U V 

< 1 O> Con =<u' D 1 u es f i rti to y u I ~ .,. } 
U U V 

<11)ul- Y si y sblo si ufCon YtD y ul- Y. 
U U U V 

El mismo tipo de eliminacibn funciona cuando tenemos un Sistema 



de Informacibn con un dato que implica todo, es decir: 1 
1 

E~QQQ§!S!~n !~~!§.-Sea A un Sistema de Informacibn tal que existe 

y ~,Af:D 't' 
A 

i) D =D -{1 > 
B. A 

(ii)A =A 
B A 

{~l-1- X 
A 

(iii)Con =<u€Con 
B A 

<iv)ul~ X si y sblo 
B 

Y XtD , entonces el sistema B dado por 
A 

ulf V } 

A 
si uE Con 

.B 
X' D 

B 
y ul- X 

A 

1 
1 

es un Sistema de Informacibn. 

1 
1 

Esperamos que los eJemplos anteriores logren mostrar 

que estan presentes rodenado una construccibn expl!cita de 

las ideas 

Dominios, 1 
'"•¡ 

eY1 particular, la consatruccibn expl!cita de una solucibn a una e~u~-1 

cibn de Dominios. 

ca, 

para 

Las construcciones realizadas se derivan de su necesidad prA~ti-1 
1 

los productos de Dominios son necesarios para el uso de eneadas y 

funciones con varios argumentos, la unibn aJena de Dominios sel. 

utiliza para hacer copias de Dominios y unirlas formando Dominios quel 

contienen directamente a sus componentes, los espacios de funciones 

como Dominios proveen operadores que pueden aplicarse a operadores yl 
producir operadores como valores. 

Con la teoria presentada tenemos los fundamnetos matem~ticos quel 

respaldan la• aplicaciones que pr~sentamos a continuacibn. 1 
1 
1 
1 
1 
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Capitulo V 

APLICACIONES 

Durante este capitulo presentamos eJemplos de descripciones se-. 

m~nticas denotativas; los eJemplos que mos~raremos aparecen dentro del 

marco formal que hemos construido en los capltulos anteriores, por lo 

que haremos algunas referencias a la terminologla y resultados de 

dichos capltulos. Sin embar~o mantendremos nuestra atencibn en la 

problemhtica de la sem~ntica de lenguaJes de programacibn y nos con­

centraremos en ilustrar los .decanismos de una descripcibn semhntica 

formal. 

Seccibn 16 Dominios Sinthcticos y Sem•nticos 

Una definicibn sem•ntica formal en forma denotativa estA dada 

primordialmente por la especificacibn de funciones sem•nticas, estas 

.funciones mapean estructuras sinthcticas en obJetos matemhticos, de 

manera que el significado de una frase sinthcticame~te correcta es el 

obJeto matem•tico asociado. 

Las funciones sembnticas tienen pues como dominios de definicibn 

lo que llamamos Dominios Sint~cticos y como codominios de definicibn 

Dominios Sem~nticos. Los Dominios Semhnticos son, precisamente, Domi­

nios en la Categorla de Domfnios que hemos definido. Los Dominios 



Sinthcticos no necesariamente son Dominios en la Categoria descrita en 1 
la tesis. 

Presemt amc•s brevemente algunos Dominios que necesitaremos para ·I 
las aplicaciones prhcticas. Frecuentemenmte mencionaremos Dominios que 1 
por su gran utilidad, son comunes a muchas definiciones sem•nticas, a 

estos Dominios se acostumbra llamarlos Dominios Estandar y los pre- 1 
sentamos sin mayor expl icacibn, ya que si ne• f1.1eror1 i r1t rod uc idos 

anteriormente en eJemplos de capitules anteriores, su estructura es 1 
sencilla o muy similar a alg~n eJemplo ya presentado y el lector 

encontrarh problema para construir su definicibn axiomhtica. 

EJemplos de estos Dominios son: 

BOOL=<Verdadero,Falso, Indefinido> que corresponde a los valores 

de verdad. 1 
N cuyos elementos estan en correspondencia biunívoca con 

naturales <y 1 > y lo denotamos por <0,1,2,3 ••• > 
N 

los 

1 
Ent , que corresponde al Dominio de los enteros. 1 
Ir1d icaremos los Dominios Sinthcticos como conJuntos y asumiremos 1 

que esthn dados inductivamente por las producciones s.i nthct icas. Por 

eJemplo, si tenemos 1& produccibn: 

E ::=+E 1 -E 1 E+E 1 E-E 

para l~s expresiones de algbn lenguaJe de programacibn, entonces 

consideramos el Dominio SintActico cuyos elementos son todas las 

1 
1 
1 

expresiones de la forma indicada. 

Las construcciones de Dominios Sem~nticos a partir de otros 1 
Dominios corresponderAn a las construciones presentadas y ser~n deno- 1 
tadas por los operadores +, X -> y ~ • 

Los Dominios Sem~nticos son obJetos de la Categoria de Dominios y 1 
casoa, 

descritos de acuerdo a los eJemplos particualares. algUY10S 

1 a las t~cnicas para la fundamentaci~n de 

En 

harer11os referencia 

.. ' ' ' ., 
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Dominios Reflexivos ya que, las necesidades de la definicibn sem~ntica 

formal nos forzar~n a utilizar Dominios de este tipo. 

Consideramos iMportante advertir que frecuentemente unimos a 

nuestros Dominios un Dominio como (error>, es decir un Dominio cuya 

red es: 

error 

· I 
l 
,{error} 

para equipar al Dominio original con un elemento extra que es incompa­

rable con los otros elementos del Dominio. El incluir estos elementos 

extra permite, por eJemplo, definir funciones sem~nticas en situa-

cienes de error b identificadores no iniciados. 

Asumiremos que las proyecciones e inclusiones entre estos Oomi­

nio:•s exter1didos y sus comporier1tes mapean "error" en si mismo. No 

especificaremos los detalles t~cnicos de esta suposicibn pues nos 

desviarla de nuestros obJetivos y consideramo~ que el lector puede, a 

partir de la teoria presentada especificarlos fAcilmente. Los elemen-
1 

tos extra proveen, como ya mencionamos una forma natural de maneJar 

c~iculos u operaciones que conducen a resultados equivocados. La 

estructura es tal que la verificacibn de que alg~n valor es "error" es 

aproximable, lo cual permite que nuestras definiciories sem~nticas 

detecten errores y diriJan apropiadamente situaciones de error. Tampo-

co detallaremos las afirmaciones anteriores. 

Seccibn 17 lnterpretaci~n. 

Un peque~o lenguaJe, TINY. 
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Describiremos la sintaxis y principalmente la sem~ntica de 

pequeP1o lenguaje de prc•gran1acHm l larnado TINY. N1..1estro proptisito 

proveer un primer veh\culo para ilustrar los conceptos formales en 

1 
un 

1 es 

su 1 
aplicacibn. En nuestros prbximos ejemplos desc~ibiremos mhs cc•nr.eptos 

sistem~ticamente, ahora realizaremos un esquema de las ideas cer1trales 1 
y t~cnicas asociadas. 

TINY esta constituido por dos estructuras principales, ."Expre-1 

sioY1es 11 y 11 Comal'"1dos 11
, ambos puadeY-1 conter1er "Idel'"1tificadores 11

, lc•s 1 
cuales son cadenas de letras o d\gitos comenzando por una letra. Si I, 

denota identificadores arbitrarios, E,E ,E expresiones arbitrarias yl 
1 2 

e, e , e denota comandos arbitrarios, las estructuras de TINY pueden . 1 1 2 
especificarse por: 

E : := 

e : :== 

O 1 1 1 true 1 false re ad 

output E 1 I:=E 1 if E then C 
1 

1 C ;C 
1 2 

I 1 not E 1 E =E 1 E +E 
1 2 1 2 

else C 1 while E do C 
2 

1 
1 

La notacibn es una variante de BNF, <recordamos que : : = representa · 

1 algo ccirno 11 puede ser" y 1 denc•ta "b"). 

Obs~rvese que en particualar, si utilizamos las produccionesl 

anteriores para definir una gramhtica, ~sta resultar\a ambigua pues no 

podemos especificar si 

corresponde a 

while E do C ;C 
1 2 

1 
1 

while E do C >;C b 1· 
1 2 

while E do <C ;C >. 
1 2 

No nos preocuparemos por este detalle,· el cual corregiremos en eJem-1 

plos siguientes. 

Para describir intuitivamente la semhntica del leng1.1aJe "fll\IY, 1 
sePla 1 arernc:is 

estado de 

que cada comando en TINY, cuando se eJecuta, altera ell 
la mAquina, el estado lo consideramos forMado por tre9 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

partes: 

( i) La memoria, la cual es una correspondencia entre identifica-

dores y valores. En realidad a cada identificador esth ligado un valor 

bel identificador no esth ligado (iniciado). 

(ii)La eratrada es suministrada por el usuario para la eJe.cucio!m 

del programa y consiste de una sucesibn (posible~ente vacia) de va-

lores que pueden ser leidc•s utilizando la expresibr1 "read". 

(iii)La salida, que corresponde inicialmente a una sucesibn vacia 

de valores, registra los resl1ltados del c::omar1do "•::iutput E". 

Cada expresibn en TINY especifica un valor, como la expresibn 

puede contener identificadores (por eJemplo a+b) su valor depende del 

estado. Todos los valores, ya sean de expresiones, ligados a identifi-

cadores o valores de entrada y salida son valores de verdad <true,fal-

se) b nbmeros naturales niN y el cero. 

Explicaremos informalmente que significa cada estructura. 

El valor de cada expresibn es como sigue: 

(1) o b 1 

El valor de O es el nbmero cero y el valor de 1 es el nbmero 

nat 1..1ra 1 •.mo. 

(2) true '-> false 

El valor de 11 true 11 es el valor de verdad Verdadero, mientas que 

el vali::ir de "false" es el valor Falso. 

(3) read 

El valor de "read" es la siguiente part1cula de la entrada (Lln 

error ocurre si· la er1trada es vacia). Con10 un efectc• colateral, "read" 

retira la primer part\cula de la entr~da de manera que despu~s de su 

eJecuc::ibn, la cadena de entrada es una partlcllla m~s corta. 

( '+> I 

El valor de la expresibn anterior es el valor ligado al identifi-

l!; ·.·.· . · ... 
:'~.>:·.: ........ :~~iá~~~~~t:.~;1~:~~t~~M~~i~~i~~it&E;~~~¡~w.~,,;,;j1~~~¡g~~~iLi~~1~1~Q~¿~~·····~~;.,i}. 

,. 
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cador en la memeoria (si I no estd iniciado ocurre un error). 1 
(5) not E 

Si el valor de E es Verdadero, entcinces 11 r1c•t E" .e~ False•, si E ~s 1 
Falso 11 not E" es Verdaderc1. Er1 cualq•.1ier c•tro case• ter1ern•:•s un errc•r. 1 

(6) E =E 
1 2 

El valor de E =E es Verdadero si el valor de E es el mismo 
1 2 1 

que 1 
el valor de E y Falso en otro caso. 

2 
(7) E +E 1 

1 2 
El valor de e~ta expresi~n·es la suma nurn~rica de los valores del 

E y E , si alguno de ~stos valores no es un n~mero aparece un error. 
1 2 

Para los comandos tenemos: 

(8) o•Jtput E 

El valor de E es colocado.al inicio de la sucesibn de salida. 

(9) I :=E 

1 es ligado al valor de E en la memoria encimando cualquier 

1 iga anterior. 

<10) i f E then C 
1 

else e 
2 

Si el valor de E es Verdadero se eJecuta C , si E 'es Falso 
1 

eJecuta C y en cualquier otro caso aparece un error. 
2 

(11> while E do C 

1 
1 
1 

otra 

1 
sel· 

1 
Si el valor de E es Verdadero se eJecuta C y a continuaci~~1 · 

11 while E di:. C11 es repet-ido cor1 el estado que resulta de la eJecucibnl 

Si el valor de E ~s Falso, no se realiza nada. Si el valor de E de C. 

no es ni Verdadero ni Fa 1 so t er1emc•s un error. 1 
<'12> e ;C 

1 2 

1 e se eJecuta y luego e 
1 2 

Como eJemplc• de ltn programa en TINY ter1emos el sigLtier1te er,unci•-. 

de• que calcula la suma de los r1l1rner•:•s er1 1 a er1t rada. 

Obsl:lrvese que abusamos de algunos detalles sint~cticos como 

uso da 11 <11
, 

11
)

11 y la JUstificacHm de los margenes para la 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

• 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
iL> 

de expresiones y comandos respectivamente. 

sum:=O; 

x:==read; 

while not(x=true) do 

s1.1r11: =s um+x; 

x:=read; 

out put sum 

Trataremos ahora de formalizar la descripcibn anterior de ·TINV. 

Esperamos que el lector comprenda las ideas principales a pesar de no 

dominar todos los detalles. 

Una parte esencial del formalismo consiste en definir los Domi­

nios, para trabaJar la sintaxis definimos los siguientes Dominios 

Sir1t!\ct icos: 

Ide=< I I es un identificador> 

E><p=< E E es una expresibn} 

Com=< C C es un comando} 

Los nombres de los Dominios comenzarhn siempre con 

' observese que los Dominios Sinthcticos tambi~n pueden 

lenguaJe en lenguaJe. 

may'1scula, 

cambiar de 

Ahora formalizaremos el concepto de estado. Para esto llamamos 

Estado, al Dominio cuyos elementos ser~n los posibles estados, Memoria 

al Dominio cuyos elementos ser~n nuetro modelo de memoria, Salida al 

Dominio correspodiente a las posibles salidas o sucesiones de resulta­

.dos y Valor para el Dominio d~ valores. Las definiciones de estos 

Dominios estan dadas por las siguientes ecuaciones de Dominios. 

<i> Estado =Memoria X Valor X Salida 

(ii)· Memoria g Ide -><Valor+ <noligado> 



(iii) Entrada = Valor 

(iv) Salida = Valor 

<v> Valor = N + BOOL 

La ecuacibn (i) significa que ~stado es el Dominio de 

<m,e,sa) donde mEMemoria, e~Entrada y sa~Salida. 

tercias 

1 
1 
1 
1 

Cii) ~ignifica que memoria .es el Dominio de las funciones aproxi­

mables d~l Dominio lde en el Domiriio extendido Valor+{noligado). Si 1 
mtMemoria e IEide entonces el r~sultado de aplicar m al argumento 

est~ en Valor o es no ligado, en el primer caso el valor m<I> es 

valor asociado a I en m, en otro caso I no tiene valor asociado. 

Tanto Entrada como Salida son sucesiones de valores en 

mientras que <v> nos dice que"los valores son o un nbmero o un 

vá'í.or 

valor 1 
de verdad. 

Debemos ahora discutir las funciones sem~nticas para TINY. 
. 1 

Lr.\S 

funciones sem~nticas definir~n que es lo que denotan las estruciurasl 

sint~cticas, para TINY necesitamos: 

IE Exp -> {significados de expresiones} 1 
1 y 

IC 1 C•::im -> {si grii ficados de comandos} 

Es decir que si E es una expresibn y C un comando IECC E JJ 

ECC C JJ son los resultados de aplicar las f1Jnc::ior1es IE y IC a E y el 
respectivamente y son los significados definidos por la semkntica de 

estas estructuras. 1 
En general si X es una variable que corre sonbre algbn Dominiol 

Sint~ctico, utilizaremos :tX para nombrar a la funcibn sem!\ntica, de 

manera que por eJemplo 1 
:O: CC I:=E JJ es el sigr1ificado de I:=E. 

Los parent~sis [C y JJ son usados indicando obJetos o elernentos 1 
sinthcticos al aplicarseles una funcibn sem~ntic::a. 1 

Para defi~ir el significado de una expresibn, ya que la expresibn 

.'.,: 
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1 
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1 
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produce un valor, pensar!amos inicialmente que el significado fuese 

un mienbro de Valor. Para representar esta idea dar!amos a la funci~n 

sem!mtica lE el tipo IE:->Valor y entor1ces IECC E JJ sed.a el valor de 

E, poi" eJemplo 

lE [[true JJ·= Verdadero 

Esto funciona para expresiones que son literales o constantes 

pero: 

• (i)La pc•sibilidad de expreºsior1es que causen el"rores corno !+true; 

(ii>La dependencia del valor de expresiones del estadao, como x+l 

que depende del valor ligado a x en memoria, o tambi~n "read" que 

depende del valor de ent~ada; 

<iii)La posibilidad de qu~ la evaluacibn d~ una expresibn modifi-

que el estado, pc•r eJemplo 7
11 read 11 retira el primer elemer1to de la 

cadena de entrada; 

r10 permiten una descripcHm tan .simple para lE. 

Para maneJar<i> debemos definir 

JE: Exp -> Valor+{error} de manera que 

IECC E JJ = { V 

· error 

si v es el valor de E 

si E produce error 

por eJemplo IE C C 1+1 J J =2 pero n:: [ [ l+trueJ J =errot" 

Para resolver la problemhtica planteada en (ii) debemos hacer el 

resultado de una evaluacibn una funcibn de estado, es decir: 

lE: Exp -> ( Estado -) CValor+<error} J ) de rnar1era que 

lE [[E JJ(s) ~{ V si v es el valc•r de E en 5 

et"ror si la evaluacibn prod•Jce error 

!E [[ l+x J J < s > ={ 1 +m < >< > 

error 

si s=<m,e,sa) y rn<x> es n~mero 

en otro caso 

Finalmente para enfrentar (iii> debemos complicar ahn mhs el 



valor de lE pues debe tar11bibn producirnos r1uevos estadcis. 

!E Exp -><Estado -> CValor X Estado + {errc•r> J > y 

lEC[ E JJ(s) <v, s' > donde v es el valor de E en el estado 

y s' es el estado poste~ior a la 

evaluacibn 

error si la evaluacibn produce error. 

por eJemplo, 

IEC C read J J= cb<e>,<m,cl<e>,,sa)) si s=<m,e,sa>, e es r10 

vacio y tiene como primer 

elemento a cb(e) y como 

resto a el <e>. 

error si e es vacic•. 

1 
1 
1 
1 
1 

Formalmente se defir1e lE en los di ferer1tes casos de clases de 1 
expreJiones, es decir en las clases de elementos de Exp. Por eJemplo 

p~ra una expresibn de la forma I definimos la clbusula sem~ntica: 1 
IECC I JJ <m,e,sa>=<m<I>=noligado>->error, <m<I>, <m,e,sa)) 

donde utilizamos la notacibn 

b->v,v' 

para decir que cuando se cumple b el resultado de la funcio~n es v 

de lo contrario es v', de manera que la clbusula anterior dice que 

m<I> es no ligado (es decir I no est~ ligado en m> entonces se produce 

un error, de lo contrar~o, obtenemos el valor de I corresponde al 1 
' 

valor ligado en la memoria, y no se modifica el estado. 

De la rllisma manera, la clbusula para el "read 11 se rescribe come•: 

IECC read JJ<m,e,sa>=vacia(e)-)err-or,< cb(e), <m,cl(e),sa) ) 

donde vacia(e) se cumple si e es vacia, cb(e) es el primer elemento 

la cadena e y cl<e> es la cadena e sin el primer elemento. 

Para los comandos, observamos que el efecto de ejecutar un coman-1 

do es producir un nuevo estado o generar un error-, entonces 



IC:Com. -> <Estadc• ->[Estado +{error} J > 

y una cl•usula sem•ntica tipica es: 

ICU output E JJ(s)= (JE[[ E JJ<s>=<v, <rn,e,sa)) -><m,e,v.sa>,error 

donde las notacibn v.sa corresponde a la sucesibn fo~mada por v como 

primer t~rmino seguido de la sucesibn sa. De esta manera la clhusula 

sern!rntica !C[( output E JJ dice que cuando se aplica a ur1 estado s, 

primeramente se evalua E con·respecto al estados y si esta evaluacibn 

produce un valor v y un estado <m,e,sa) entonces el resultado es el 

estado <m,e,v.sa). De otra manera el resultado es un error. 

Asi, las otras cl•usulas semhnticas son1 

(1) IE([ O JJ<s>=<O,s> JE[[ 1 JJ<s>=<1,s) 

El valor de los simbolos O y 1 es el n~mero correspondiente y la 

evaluacibn no modifica el estado. 

(2) !E[[ true JJ(s)=(Verdadero,s> IE[[ false JJ(s)=(Falso,s) 

El valor de una cor1stante 11 booleana 11 es el cc•rrespondiente valor 

de verdad y no se modifica el estado. 

( 5) IE ([ r1ot E J J ( s ) = ( lE [ [ E JJ ( s) = ( v, s ' ) ) - ) 

(esBOOL<v>-> <No(v),s'),error) , error 

donde esBOOL<v> es Verdadero si v se incluye en BOOL pues 

v~Valor=N+BOOL 

y Falso en otro cas•:1, adem!\s No:BOOL->BOOL es el mape.o aproximable 

estricto dado por: 

No<Verdadero>=Falso y NolFalso>=Verdadero 

de manera que el valor de "not E" es la negacibndel ·valor de E <pero 

un error se produce si E no tiene valbr de verdad o E crea un error al 

evaluarse>. El estado cambia a s' que resulta de la evaluacibn de E. 

( 5) IE e e E =E J J ( s) = ( lE [ [ E J J ( s) = (V' ' s' ) ) -) 
1 2 1 

< lE [ [ E J J ( s ' > = < v ' ' , s' ' ) > -> < v' =v ' ' , s' ' ) , error) , error 
2 

donde v'=v'' es Verdadero si v' es igual a v'' y Falso en otro caso. 



Concluimos que el resultado de E =E en el estados se obtine eva-I 
1 2 

luando primeramente E
1 

en s para obtener <v',s') <o error en cuyo casol 

E =E produce error>, y entonces se evalua E en s' para obtener 
1 2 2 

(v' ·,s'') (o error, en cuyo caso E =E causa tambi~n error> y fi~al-1 
1 2 

mente (v'=v'',s'') es regresado como resultado de la estructura sin7 

tl.>.ct ica. 

Explicaremos algunas de las cl~usulas para enunciados. 

(7)JI:[[ I:=E JJ (s)=(IE[[ E JJ <s>=<v, <rn,e,sa) > >-> 

CmCI/vJ,e,sa>,error 

donde la notacibn [ / J significa: 

(m[l/vJ > < I ·) = V si I=I' 

1 
1 
1 
1 ·{ m<I' > en otro caso. 

es decir, mEI/vJ es la misrna f1.Ancibn que m salvo er1 I donde ahora t'orna 1 
el valor v. 1 

Er1tonces l.C[[I:=EJJ (s) es el estado id!mticc• al estado resultande 

de la evaluacibn de E en s excepto que el valor v de E es ligado a I 1 
en la memoria. <Si E produce error entonces tambi~n lo produce I:=E>. 

1 
1 

(8)JI: CC if E then C else C JJ(s)= 
1 2 

(J:E:([ E JJ(s)=(v',s'))-) 

(es BOOL ( v ' ) -> 

(v'-)JI:[[ e 
1 

J J < s' ) , lC C C C J J C s' > ) , error> , error 
2 1 

Cuyo significado es, si E produce como resultado <v',s') cuando 

1 es evaluado en s, entonces C o C son eJecutados en el estado s' 
1 2 

resultate de la evaluacibn de E dependiendo de si el valor v' es 1 
Verdadero o Falso, cualquier error se propaga para producir un error. 

(9)lC[[ while E do C JJ(s)= 

(JE[[ E JJ<s>=Cv',s'))-) 

(esBOOLCv' >-> Cv-> (lC[[ C JJ (s' >=s' '>-> 

JX[ Cwhi le E do CJ J (s' '),error>, s' >,error>, error 

"whi le E do C", E 

1 
1 
1 



produce un valor v' y el estado s' entonce si v es Verdadero se 

eJeCl1ta C para obtener el estado s'' y ent•:mces 11 whi le E do C" se 

ejecuta nuevamente comenzando con s··, si ves Falso el resultado de 

"whi le E do C" es s', es decir el estado producido por E. Si v r10 es 

llYI valor de verdad o ICCCCJJ (s' >=errc•r entor1ces 11'while E do C" prc•duce 

un error. Obs~rvese que la clhusula es recursiva, mientras 

ql1e !E r10 lc;i es. 

<10)IC[(C ;C JJ <s>=CICCCC JJ <s>=error>-> 
1 2 1 . 
error, IC C CC JJ (JI: [ CC J J ( s) > 

2 1 
es decir, si C prc1dl1ce un err•:ir, tambHm lo produce "C ;C 11 de otra 

1 1 2 
manera C es eJecutado en el estado que resulte de la eJecucibn de C • 

2 1 
El eJeroplo muestra como son necesarias funciones de alto nivel, 

uniones aJenas y definiciones recursivas. 
\ 

Es importante se~alar que existen en uso muchas abre iaturas y 

notaciones especiales para hacer las definiciones de las cl~usulas 

semhnticas mucho m~s· cortas y abstractas, introduciremos parte de la 

notacibn en eJemplos siguientes, pero sugerimos consultar Gordon[79J 

para familiarizarse con mhs simbolbgla. 

Como parte de ~sta simplificacibn observese que JECCEJJ es una 

funcibn de los Estados en ValorXEstado+{error} y JECCEJJ(s) es un 

error o una pareJa formada por el valor v relativo al estado s y el 

nuevo estado.Para recortar el nbmero ~e par~ntesis asumimos que la 

aplicacibn de funciones se asocia a la izquierda y omitimos los par~n-

tesis en los argumentos de funciones semhnticas; entonces JECEEJJs es 

eq u i val ent e a . J E C [ E J J ( s) • 

El presente eJemplo muestra que la def inicibn formal de TINY 

consiste de tres partes principales: 

(i)Especificacibn de los Dominios Sinthcticos Exp y Coro. 

de los Dom.ir1ios Semhnt icos :Valor, 



etc. 

(iii)Especificacibn de las funciones sem•nticas JE y JC 

mapean estructuras sintbcticas en sus significados. 

En resumen la descripcibn formal de TINY est~ dada por: 

Sintaxis Abstracta 

I€ Ide Identificadores 

EéExp Ex pres i or1es 

CE Com 

Me Pro Programas 

E ::= o 1 1 1 true 1 falsé re ad I 1 not E 1 E =E E +E 
1 2 1 2 

e : : = 01.1tp1..1t E 1 I :=E 1 if E then e el se e e ;C 
1 2 1 2 

while E do e 

M : : = e 

Dominios Sem~nticos 

BDOL=<Verdadero,Falso} valores de verdad 

N=< O, 1, 2, •• } enteros no negativos 

v E Valor = N + BOOL 

e ~ Entrada = Valor 

sa t Sal ir.la = Valor 

s t Estado = Memoria X Entrada X Salida 

m t Memoria = Ide -> CValor + <noligado> J 

Funciones Sembnticas 

JE Exp -> <Estadc• -> CValor X Estado + <error> J > 

!C : Cor11 -> <Estadc• -> Estado+<error} ) 

~> (Entrado -> S~lida+(error> 

1 
que 

1 
1 
1 
1 
1 
l. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

IM[[ C JJe=<ICCC C JJ <t¡,e,ú)=(m',e',sa))->sa,error 

IECC E JJs=<O,s> 

IE:CC E JJs=<l,s> 

!ECC true JJs=<Verdadero,-s) 

!ECC false JJs=<Falso,s) 

!ECC read JJs=vacio<e>->'error, (cb(e), <m,cl<e>,sa)) 

lECC I JJ<m,e,sa>=<rn<I>=noligado>->error, <m<I>, <m,e,sa)) 

!ECC not E JJs=< IECC E JJs=(v',s'>>~> (esBOOL(v'>-> 

<No<v'),s'),error>,error 

lEC [ E =E 
1 2 

JJs=<lECC E JJs=(v',s'))-) 
1 

< lECC E J J s!= < v' ' , ~' ' ) ) -> < v' =v' ' , s' ' > , error> , error 
2 

lECC E +E JJs=< :n::cc E JJs=<v',s'>>-> 
1 2 1 
e !E e e E J J !l= < v • • , s • • > > - > 

2 
(esNum<v') y esNumCv'')) -> (v'+v'',s''),error>,error),error 

n:cc output E lJs=< IECC E JJs=<v, <m,e,sa>»-> <m,e,v.sa>,error 

ICCC I:=E lls=< lECC E JJs=<v, Cm,e,sa>>>-> <mCI/vJ,e,sa>,error 

J:CCC if E then C else C JJ(s)=!ECC E JJs=(v',s'>-> 
1 a 

(esBOOLCv')-) <v'->J:CC[ C JJs',JCCC C JJ)s'>,error>,error 
1 2 

ICCC while E do C JJs=( IECC E JJs=(v',s') >-> 

( esBOOL (V \ ) - ) ( v-> ( ( n:: e e e J J s' =s \ \ ) -> 

ICCC while E do C Jls'',error>,s'>,err•;:1r),err-or 

J:C[ CC1; C2J J s= < IC C CClJ J =et".rc•r >->error, :O:: C CC2l J < lC e CC1 J J s> 

-----------T-----------------------------------------------

donde Q denota a la sucesibn nula o a la memoria nula. 

vacia:Entrada->BOOL no es aproximable, pero esto no tiene conse-

cuencias pues es una funcibn bien definida que ~nicamente se utiliza 

para definir unafuncibn, mientras que las siguientes son funciones 



aproximables: 

cb:Entrada -> Valor 

cl:Entrada -> Entrada 

EsBOOL: Valor -> BOOL 

No:BOOL ->, BOOL 

= :Valor X Valor -> BOOL 

+ :NXN -> N 

(adem~s de otras como esNUM e 11 y 11 > 

1 
1 
1 
1 
1 

AnteriorMente discutimos c~mo construir una definicibn sem~ntical 

formal y ahora indicaremos los aspectos que deben tomarse en cuenta 

para interpretar un definicibn semhntica dada. Para esto preser1tamc•sl .· · 

una eJemplo sencillo y trataremos ~e comprender la descripcibn seMhn-

t ica. 

Dominios Sinthcticos y Sintaxis Abstracta 

nENml 

Itlde 

EEExp 

T, T , T ~ Com 
1 2 

E : 1= ·true false 

T ::= skip abort 

Dominios Sem~nticos 

BOOL 

Notacibn decimal de enteros 

Ident i f icadc1res 

Ex pres i or1es 

n 1 I 1 -E 

I :=E 1 T ;T if E then T 1 while E do T 
1 2 

Valores de verdad 

1 
1 
1· 
1 
1· 
1 
1 
1 
1 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
.1 

e E E = Ent + BOOL + <error} Valores expresables 

s ~ S = (lde ->E> + <error) Estados de memoria 

Omitiremos las funciones semhnticas para los enteros (para· la 

f•.mcitir1 i;:¡emtmt ica 1N ver eJernplo Cap\tulo I), 

/ 

!.E Exp -> (9-) E) 

:a:: Com -> (S-> S> 

IE CC n JJs = lN ce Y• JJ 

IE CC true JJs =Verdadero 

IE [[ false JJs = Falso 

:ll! CC -E JJs == esNum<!E CC E JJs>-> -!E CC E JJs,erroY' 

IE C e I J J s = ( s=error > -> err•::or, s < I > 

:a; CC skip JJs = s 

re e e a b•:irt J J s = < s= l > - > l , error 
s s 

::O:: C C I : =E J J s= (si s:¡l.:error y IE C C E J J s:¡l.:error) 

sCl/ECC E JJsJ,error 

ll: CC T ;T JJs =lCCC T JJ( J:C CC T JJs) 
1 2 2 1 

n:: CC if E ther1 T JJs =(s::¡l.:error y esBOOL( !E CC E JJs) >-> 

<JE ce E JJs -> ~ ce T JJs,s>,error 

IC [[ while E do T JJs=fiJ(8e)s 

dor1de e=!.E [ C E J J y 

8 (s')=(s'~error y esBOOL<e<s')) >-> 
e 

e< s' >->e < :n: C C T J J s' , ·s' > , error 
e 

El problema consiste en interpretar la definicibn sem•ntica ante-

rior. Primeramente observamos que se trata de un lenguaJe que posee un 

enunciado de asignacibn, el cual, claramente es utilizado para modifi-



car el valor asociado a un identificador, para representar esto, se 1 
define el estado de la memoria como una funcibn de los identificadores 

los valores o un estado de error. ar1terior 1 
resultaba la memoria. 

Asl, los significados de co~andos son simplemente funciones que 1 
transforman estados. Observemos que si se alcanza un estado de error 1 
entonces estas funciones lo preservan produciendo como resultado final 

1 . 
un estado de error. 

~ 
Ahora, 2 que pasa con las expresiones?, de acuerdo a la funcibn 1 

sem!mtica IE, las expresiones depender1 del estado de la ml:\q1.1ina y esto 

concuerda con el hecho de que la expresiones pueden contener identifi- 1 
cadores, ya que los significados de las expresiones est~n.dados por 

una funcibn de los estados en Íos valores. ' 1 
Notamos tambi~n el uso del operador m1nimo punto fiJb para defi- 1 

nir la cll\usula de "whi le E do T". En este eJemplo los Dominios r10 son 

reflexivos y las funciones semlnticas se contruyen de man~ra 

va, por lo que la fundamentacibn matemhtica del eJemplo es m~s 

De la cllntsula seml\ntica de 11 skip 11
, descubrimos q1.1e es un 

ir1ducti-1 

simple. 

cc•mando 1 
nulo, mientras que "abort 11 env1a tc•dos los estados a error salvo 

estado nulo. 

el 1 
Las definiciones de las otras cl~usulas son sencillas y 

su interpretacibn es muy similar a la instrucciones anhlogas de TINV. 1 
El lenguaJe que presentamos ilustra aspectos de las definiciones 

sem~nticas formales, sin embargo es totalmente impr~ctico, pues nol 
tiene comandos de entrada y salida. 

Seccibn 18 Procedimientos, ambientes y saltos. 

1 
1 
1 

Continuando con nuestro desfile de eJemplos presentamos ahora unl 
lenguaJe con procedimientos (es decir un metanismo para abstraer • 



instrucciones o fragmentos de cbdigo>. 

El lenguaje no tiene tipos, efectos colaterales en expresiones, 

ni variables locales, ni saltos para alterar la secuen~ia de control. 

En prbximos ejemplos incorporaremos estas ideas. La descripcibn del 

lenguaje es presentada a continuacibn: 

Sintaxis Abstracta 

a.Ide Ider1t i ficad•:•res 

ELExp Ex pres i or1es 

Programas 

E::= O 1 1 1 -E 1 not E E+E 1 E=E 1 I 1 procedure C 1 <E> 

e . ·-.. - null I :=E call E 1 C;C 1 if E ther1 e el se e 
1 2 

whi le E de• e begin e end 

M : := prc•gram ( I) ; e . 

Domi r1ios Semtmt icos 

T=BDOL Valores de verdad 

Ent=<. •• -1, O, 1, 2, •• } Enteros 

b E B = T + Ent Valores Bl\sicos 

r~R = B + p Valores almacenables 

sES = Ide-> (R+{r1c•l i gado}) Estados 

p 6 p = S-)G Proced i mi er1t os 

e E L = R + <ert"or} Resultados de expresiones 

g é G = s + <error} Resultados de Comandos 

A = B + <error} Respuestas(Result~dos) 

Funciones Seml\nticas 

JE : Exp -> <S -> E> 

'169 
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l1'1 1 Pro -> <B -> A) 

IECC O J Js=O IE [ [ 1 J J s= 1 

IEC:[ -E JJs=e?Z-> -e,error donde e=lE[[ E JJs 

JE(( Y1ot E JJs=e?T->No<e>,errol" dc1nde e=lEC ( E J J s 

IEC:[ E +E JJs=e ?Z y e ?Z .->e +e ,error 
1 2 1 2 1 2 

donde e =IECCE JJs i=1,2 

IEC:C I JJs=s<I>?R-> s<I>,error 

lEC[ procedure C JJs=U:CC C JJ 

IE [ [ (E> J J s= lE C [ E J J s 

n:: [ [ n•J 11 J J s=s 

ICCC I:=E lJs=e?R->sC:I/eJ;error 

re[[ call e JJs=e?P->e<s>,error 

i i 

donde e=IEC:C:EJJs 

dor1de e=IE C: [EJ J s 

•:n::U C ;C 
1 2 

JJs=g?S->::O::[C:C JJg,error donde g=rCC:[C JJs 
1 2. 

Jl:[[ if E then C else C JJs= 
1 2 

e?T-> (e->ICCCC JJs,IC[( C JJs>,error 
1 2 

JI:[[ while E do C JJs=p<s> 

donde recursivamente Y s' 

p (s' > =e?T-> (e-> (g?S-> p (g), error>, s'), error 

donde e=IE:CC E JJs' y g=ICC:C: C JJs' 

n::c:r begin e end JJs=n::c:r e JJs 

lJVI[( prograrn<I>,C. JJb=g?S y g<I>?B->g<I>,errc•r 

dor1de g=ICC:C: C JJsCI/bJ y l,J I', s(I'>=r11::iligado 

-------------------------------------------------
Procedermos ahora a explicar la definicibn y la nueva notacibn 

introducida en ella. 

De la definicibn sint~ctica podemos observar que las formas de 

e>< presiones sc•n: dos 1 i terales, 11 0 11 y 11 111 , dc•s operaciones UY1arias 

( 
11

-
11 y 11 not 11

), dos i:1peracior1es binarias ( 11 + 11 e. 11 = 11 >, identificadores 



globales, un mecanismo para se~alar procedimientos sin parbmetros, y 

encapsular con par~ntesis. Los comandos son: el enunciado nulo, la 

asi gnaci~·n, la llamada a un procedimiento Ccall), 11
;

11 para control 

secuer1ci al, 11 if11 para cornposicibn selectiva de cc•mar;dos y 11 whi le" paril 

~omposicibn iterativa de comandos, mientras que "begin ••• end" se 

utiliza para encapsular comandos. 

A pesar de que la definicibn sint~ctica presentada producir~ una 

gram&tica ambi~ua consideramos resposibili~ad del programador el ade-
. 

cuado l\SO de par~ntesis y "begin •• • end" para agrupar y formar las 

instrucciones del programa. 

Un programa consiste de un c6mando con un identificador para 

entrada y salida, la entrada del programa se utiliza como valor ini­

cial del id~ntificador y el.valor de este identificador despu~s de la 

eJecucibn del programa es la salida; observese la cl~usula sem~ntica 
'J 

para Dv!. 

El siguiente es un eJemplo de un programa en este lenguaJe: 

begin 

y:=x; 

p:=(procedure x:=x+l>; 

if x=y then x:=x+(-1) else x:=O; 

call p; 

call p 

end. 

Para cualquier valor num~rico como dato de entrada, el resultado 

del programa es el n~mero mbs uno; sin embargo durante la eJecucibn 

del programa el valor de x es decrementado y luego incrementado dos 

veces. Un valor de verdad como dato de entrada produce un error asi 

como cualqLlier otro dato cuyo tipo no sea 11 r1IJr11ero er1tero 11
• 

., 

· ... , .. . ~··.,::-:, .. ' ' ·. ·/:.:}f~~l 



La afirmacibn correspondiente al parrafo anterior puede probarsel 

formalmente a partir de la definicibn semhntica presentada, en 

prbximo eJemplo veremos una prueba. 

Como es constumbre en las definiciones semhnticas, despubs d~ lal 

sintaMis abstracta que define los Dominios Sint~cticos, aparecen los 

Domi~ios Sem~nticos, definidos por una ecuacibn de ~ominios; JUnto ali 

Dominio Sem~ntico, usualmente aparece un simbolo distintivo para deno-

1 tar elementos de dicho Dominio, por eJemplo: 

beB = T + Z . valores bhsicos 1 
especifica q•Je 11 b11 es •Jn s\mbolo que siempre der-1ota 1.m valor bhsico, 

en este caso, puede ser un valor de verdad o un entero. Los estados del .. 
memoria son principalmente usados para definir las asignaciones. ~Enl 

este lenguaJe los identificadóres pueden ser asociados directamentes 

con los valores almacenados (cuando trabaJemos ambientes y variablesl 

locales y globales necesitaremos maneJar celdas o localidades de 

memoria). 

De esta manera los estados de memoria son simulados por funcionesl 

de los identificadores en los valores almacenados, es decir 

s~S = Ide -> ( R + {nol igado> 1 
por lo que para cada identificador I, s<I> es el valor de I en el 

estado s. Un identificador no iniciado o no usado es asociado al valor 1 
especial 11 Y1oligado 11

, de mar1era que el estado inicial tier1e todos los 

identificadores (salvo el se~alado como entrada y salida) asociados a 1 
11 r-1ol igado 11

• 1 
Los procedimientos se simulan como funciones aproximables de los 

estados en los estados, (o error), 1 
pEP = S -> G procedimientos 

entonces p(s) es el 1 
resultado de invocar el procedimiento p en el estado s, es decir, s es 1 
el estado inicial para los cbmputos del procedimiento. Obs•rvense las 

Si p es un procedimiento y s un estado, 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
;~ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

definiciones para los Dominios Sem~nticos, y se notar~ que son mutua­

mente recursivas pues R est~ en t~rminos del Dominio P, P estA en 

t~rminos de S y S en t~rminos de R. 

Exister1 tres f•.mcior1es sem!mticas lE para expresior1es, n: para 

comar1dos y lM para prc•gramas. Como ur1a expresibn r1os da un valor (o 

error) al evaluarse con respecto a un estado y no produce efectos 

colaterales, IE:Exp-) <S->L> er1tor1ces si E es una expresibn IECCEJJs es 

un error o el valor relativo a s. En la definicibn anterior asumimos 

que -> se asocia a la derecha para esc~ibir 

IE : Exp -> S -> E 

EJecutar un comando con respecto a un estado s produce un nuevo 

estado, o error, por esto definimos 

II: : Cc1m -> S -> G 

y lI:[[CJJs es el resultado-de eJecutar C relativo al estado s. 

Finalmente, eJecutar un programa dado un valor b~sico ( o en un 

valor bhsico) nos da una respuesta, es decir un error <que es conse­

cuencia de la aparicibn de alg~n error durante la eJecucibn) o un 

valor b~sico, por eso 

:nvl[[ M JJb 

es la respuesta o salida de eJecutar el programa M con el dato b. 

Las ecuaciones que definen las cl~usulas sem~nticas hacen uso de 

funciones entre construcciones de T y Z como NO, +,- ,= etc. las 

cuales hemos ya explicado con suficiente detalle. 

Como puede notarse, frecuentemente es necesario preguntar a que 

componente de una unibn aJena pertsnece un elemento, para abreviar 

estas funciones utilizamos un prediacdo especial .?D donde D es la 

componente de la unibn aJena, po~ eJemplo en: 

B = T + Z 

tener11os 



• ?T 

q1.1e se define para b~B como 

b?T =:{Verdaderc• si b esta en la imagen de la ir1cl1.1sibn de T en B 

Falso en otro caso 

es decir .?T correspon~e a la funcibn que anteri•:•rmente llambbamos 

esBOOL. 

valores de uniones aJenas, es decir, el esquema 

B = T + Z 

deber'la especificarse en la definicibn. 

ut i 1 izar suficiente notacibn para oscurecer considerablemente 

descripcibn sem~ntica. 

auxiliar 

dor1de ••• 

la cual puede utilizarse para simplificar las clbusulas 

rales es irrelevante el orden de evaluacibn en E +E 
1 2 

as'! en TINY> • 

As\ l'ltismo, 

Nbtese que, 

eJecuciones sucesivas de comandos, esto hace que el resultado de 

programa sea error si en algbn momento se produce un error. 

un 
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cuerpo del procedimiento y sin suministrar ning~n estado, producibn-

dose, como resultado de la evaluacibn, una funcibn de los estados en 

los resultados de estados; la evaluacibn correspondiente puede tambi~n 

escribrise como: 

lECC procedure C JJs=p donde ltJ s' p<s' >=ICCCCJJs' 

lo cual aclara que el estado s' de invocacibn del procedimiento no 

tiene por que ser el mismo que el estado s de su declaracibn. Notese 

·que la cl~usula para una llamada a un procedimiento define el signifi-
. 

cado de la estructura en tbrminos del valor de sus constituyentes 

inmediatos sin hacer referencia a la declaracibn del procedimiento. 

Ambier1tes 

Extenderemos el lenguaJe presentado en los parrafos anteriores 

para i ncl ui r 11 declaracior1es 11
• Sup1::ir1gamos que la si nta>e is es aumentada 

para incluir dos formas de declaraciones y una nueva forma de bloque 

de comandos asi: 

D~Dcl Declaraciones 

D ::= new I=E 1 var I=E 

C : := 1 wi th D do C 

La declaracibn "new 11 es r..ma declaracibn con valor iriicial, es 

decir, la ecuacHm 11 r1ew I=E" especifica que si no ha ocurrido un 

estado de error, el ambiente y estados nuevos difieren de los ante-

riores en que I est~ ligado a alguna localidad de mem6ria no usada 

antes y la localidad contiene el valor de E; el efecto que produce la 
1e~a "'4' \~"""~ 

declaracibn "val" es tmicamente 1 igar el ident i ficadorY"con el valor de 

la expresibn, modificando el ambiente, como si se tratase de una 

declaraci~n CONST en PASCAL. El lengUaJe que describiremos seguir~ la 

liga esthtica y las convenciones de ambiente como en PASCAL. 



Por eJemplo, el resultado del siguinete programa es O y no 1. 

Prc•grar11 ( x) ; 

with val a=O do 

with val p=procedure x:=a do 

with val a=1 do 

cal l p. 

1 
1 
1 
1 

Sugerimos ver StoyrBOJ doY1de aparece Ltn eJemplo doY1de la 

tica definida sigue la liga dinhmica. 

seriilln-

1 
La definicibn· forrnal tiene ·ahora las sigi.dentes diferencias: 1 
Aparece un Dominio U de Ambientes, un ambiente, es una funcibn 

que mapea identificadores, en los valores que denotan. 1 
del Los estados de memoria, mapean ahora elementos de un Dominio L 

localidades o celdas de memorii en los valores que contienen. 

Obshrvese que el Dominio de los valores denotables D, es decir, 1 
aquellos valores denotables por los identificadores es distinto de los 

valores almacenables R en las localidades de memoria. Este tipo del 
diferencia existe en casi todos los lenguajes de programacibn 

cornerc i al mente. 

usados 1 
Las funciones sem~nticas para expresione~, declaraciones y cornan-1 

dos son ah_ora defirtidas de maY1era que las construccior1es sint!i.cticas 

son interpretadas con respecto a un ambiente as1 como a un estado, porl 

eJernplo 

lI: C CCJ Ju 1 
es la transformacibn de estados denotada por el enunciado C en 

ambiente u, y por lo tanro 

IC C CCJ J u s 

es el resultado (estado) de aplicar la transformacibn de estados 

estado s, es decir, el estado resultante o error. 

El ir1terpretar una declaracibn produce un nu~vo ambiente y unl 
r11Jevo estado. 
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La descripcibn formal es la siguinete: 

---------------------~-----------------------------

Sintaxis Abstracta 

Iéide Identificadores 

Eé EXp Expresior1es . 

D~Dcl Declaraciones 

M~Pro Programas 

E::= O 1 1 1 -E 1 r1•::it E E +E E =E 1 I procedure e 
1 

C ::= null I:=E call E 1 e 
1 

while E do C begin e end 

D ::= new I=E 1 val I=E 

M ::= program<I>; C 

Dominios Sem~nticos 

k EL 
~ ,6: &OCI. \.~ 
r~ R = B + P 

st s = L -> <R+<nol i gado}) 

pf; p = s + G 

d (; D = L + R + <nodefinido} 

u' u = Ide -), D 

e 6 E = R + {error} 

g E G = s + <error} 

A = B + <error} 

Fu~ciones Sem~ntices 

IE: 1 Exp -> u -> s -> E 

JJ): Del -) u -> s -) <UXG> 

ICI Com -> u -> s -> 8 

IM1 Pro -> B -> A 

2 1 2 
;C 1 if E ther1 e el se e 

2 1 2 
1 with D do C 

Localidades 

V~lores almacenables 

Estados 

Proced i r11 i ent os 

Valores denotables 

Arnbier1tes 

Resultados de expresiones 

Resultados de comandos 

Resultados de programas 

<E) 



lE[ [ o JJ u 5 =O IEn 1 J J IJ s=1 

!E([ riot E J J LI s::e.?T-> Ne• CE), error dc•nde e=IEl:[EJJu s 

J:E[[ -E JJu s = e?T-> -e, error donde e=J.E [ CEJ Ju s 

:r:E [ [ E +E JJu s=e ?Z y e ?Z->e +e , error donde e =JE[ [ E J Ju s 
1 2 1 .2 1 2 i i 

JE[ [ E =E J J LI s=e ?B y e ?B->e =e ,error dOY1de e =1E [ [ E J Ju s 
1 2 1 2 1 2 i i 

n::c e I JJu s=d?L-)s(d),d?R~>d,error doY1de d=u<I> 

IE [ C proced•Jre C J Ju s=J:C CC C J Ju 

IE [ C (E) J J u s= IE C [ E J Jl1 s. 

JI)[[ r1ew I=E JJu s=e?R.y existe k L 't' s<k>=r16ligado-> 

(l\CI/kJ,sCk/eJ>, <u, error) donde e=JE[[ E JJu s 

Jl)[[ val I=E JJu s=e?R-> (ul:I/eJ,s>, <u, error> donde e=lE[[ E JJu 

n::cc null JJu s=s 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
si 

JI:[( I:=E JJu s=d?L y e?R->sCd/eJ,error donde d=u<I> y e=J:E([EJJu 1 
IC [ [ ca 11 E J Ju s=e?P-> e< s>, error dc•r1de e=IE [[ E J Ju s 

JI::[[ e ; e JJu s=g?S-)J:C[[C JJu g,error 
1 2 

JI:[[ if E then e else e 
1 2 

2 
J Ju s=e?T-> 

donde g=J:C [ [ e 
1 

llu s 

(e-):fC[[ C Jlu s,JI:C[ C JJu s>,e~~ror donde e=IECCEJJL1 s 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 2 
J:C[ [ while E do C llu s=p<s> donde recursivamente Ys' 

p (s') =e?T-> (e-> (g?S-:> p (g), error), s' >,error 

donde e=J:E[[ E JJu s y g=IC[[ C JJs' 

:U::[[ begin e er1d JJu s=!C[[ e JJu s 

J:C[C with D do C JJu s=g?S->J:CCC C JJ1J' g,error 

donde (u',g)=JDC[ D JJu s 

J:MCC prograr11<I>;C. JJb=g?S y gCk>?B->g<k>, 

donde g=JrC[ C JJ CuCI/kJ) CsCk/bJ) 

y donde Y I' u(l')=nodefinido 

y donde V k' s<k')=noligado. 

Es importante mencionar que1 

error 

~¡J 



1)Al especificar que cualquier localidad de memoria no usada 

puede ser tomada para un nuevo ambiente, estamos evitando las conside-

raciones correspondientes al maneJo de memoria. 

2) Para un bloque declarado con 11 wi th D do C 11 un nuevo ambier1te es 

creado para su c1..1erpo, pero otro tipo de estructuras y e'xpresior1es 

heredan el ambiente dado·para su evaluacibn. En particular esto es 

cierto para la declaracibn de procedimientos de manera que los identi-

ficadores del procedimiento son ligados en el contexto de su defini-
. 

cibn y no en el de su invocaci~n, por lo que la eJecucibn sigue la 

liga est!\tica. 

3)La evaluacibn de un identificador I baJo IE incluye una prueba 

para verificar si denota un valor o una localidad. Si I denota una 

localidad, el valor en la localidad es regresado. De, esta forma, !E 

siempre produce el valor b~sico almacenable asociado a I <o error>. 

Por eJemplo si eJeciutamos el programa antes mencionado tenemos: 

Paso 1) 

IM[ [ Program <x > ; 

with val a=O do 

with val p=procedure x:=a do 

with val a=1 do 

call p. JJb 

=g?S y g<k>?B->g<k>,error 

dor1de g=::a::: [ [ wi th val a=O 

with val· p=procedure x:=a do 

with val e1=1 do 

call p JJ (•Jl:x/J.<J) (s[~./bJ) 

donde Y I'Eide u(I'>=indefinido y V k'EL s(k'>=noligado. 

Paso 2) 

Aria l i zamos 



:n:cc with val a=O do 

with val p=procedure x:=a do 

with val a=1 do 

ca 11 p J J ( ll [X/ kJ) ( S C k/ bJ) 

=g'?S-):0::::[[ with cal p=prc•cedure x:=a do 

wi th val a=1 do 

ca 11 p . J J 1J' g' , error 

dondecu·, g' >=IDCCval a=DJJ (1.1Cx/kJ) <sD</bJ) 

ahora 

mcrval a=OJJ (L1Cx/l-t.J) (sCk/bJ) 

=e?R-> (u Cx/kJ Ca/e], s Ck/bJ), ( 1.1 J:x /kJ, err•:•r> 

dor1de e=JECCOJJ (u[x/kJ) (sCk/bJ) 

pero IECCOJJ(uCx/kJ)(sCk/oJ>=O 

: .. IDCCval a=OJJ CuCx/kJ) <sCk/bJ)=(uCx/kJCa/OJ,sCJ<lbJ) 

Paso 3) i ' 

::CCC C wi th val p=prc•ced•Jre x: =a do 

with val a=1 do 
......_, 

callpJJ1.1[x/kJCa/OJ sCkJbJ 

=g'?S->D::CCwith val a=1 do 

call p ]Ju' g',error 

donde 

Cu',g'>=IDCC val p=prc•cedL1re x:=a JJLlCx/kJCa/OJ sCk/bJ 

pero 

:r:orcval p=prc•cedure x:=aJJuCx/kJ Ca/OJ sCk/bJ 

=e?R-> <u Cx/f.<J Ca/OJ Cp/e], s Ck/bJ >, (uCx/kJ Ca/OJ, er.'ror) 

donde e=IECCprc•cedure x:=aJJuCx/kJCa/OJ sCk/bJ 

ahora 

lECCprocedure x:=aJhtCx/".J [a/OJ s[k/bJ=:CCCCx:=aJJuC></kJ Ca/OJ 

! • D>C Cval p=proced1.1re x: =aJ Ju Cx/kJ Ca/OJ s Ck/bJ 

m(u(H/kJCa/OJCp/JCCCx:=alluCx/kJCa/OJ J,sCk/bJ) 

., .. ,, 
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Paso 4) 

:O:C Cwi th val a=1 de• 

call pJh1CxikJ Ca/OJ Cp/:O::CCx:=aJJt.1[x/kJ Ca/OJ J s[k/bJ 

=g'?S->ICCC call p JJu' g',error 

donde 

(u', g') =:CH [val a=1 J Ju Cx/kJ [a/OJ Cp/::II:C Cx :=aJ Ju Cx/kJ Ca/OJ J s Ck/bJ 

ahora 

Jl>CCval a=1JJu[x/kJ[a/OJCpl:O:CCx:=aJJuCx/kJCa/OJ J s[k/bJ 

=e?R=> (u Cx/kJ Ca/OJ Cp/ IC C [x: =aJ Ju Cx /kl [a/OJ J Ca/el, s 0</bJ) 

, CuCx/kJCa/OHp/ICl:Cx:=aJJuCx/kJCa/OJ J,error) 

donde 

e=IE C C 1 J ht Cx/kJ Ca/OJ [p/J C C Cx: :::aJ Ju Cx/kJ Ca/OJ J s Ck/ bJ 

por lo que e=l entonces 

paso 5) 

]l:CCcall pJJuCx/kJCa/OJCp/:tI:CCx:=aJJuC></kJ[a/Ol J[a/1J s[k/bJ 

=:n:cccall pJJt.1Cx/kJ Ca/11 Cp/JCCCx~=alluCx/kJ Ca/OJ J sCk/bJ 

=e?P->e<s>,error 

dor1de 

e=IECCpJJuCx/kJ Ca/1J Cp/JI:CCx:=aJhtCx/kJ Ca/Ol J sCk/bJ 

ahora 

JECCpJJu[x/kJCa/iJ[p/JCCCx:=aJJuCx/kJCa/OJ J sCk/bJ 

=d?L->s<d>,d?R->d,error donde d=u<p> 

entonces d=ICC [x :=aJ J uCx/kJ Ca/OJ 

por lo que 

IECl:pJJuC></kJCa/1JCp/::O:CCx:=aJ"Cx/kJCa/OJ J sCk/bJ 

=II:CC x:=a JJuCx/klCa/Ol 

entorrces 

JI:[[call pJJuCx/kJ Ca/1J Cp/II:CCx:=aJJuCx/kJ Ca/OJJ sCk/bJ 

=ICCCx:=aJJ1J[></kJCa/OJ sCk/bJ 



=d?L y e?R-> sCk/bJCd/eJ,error donde 

d=u<x> y e=l:ECCaJJuCx/kJ[a/OJ sCk/bJ 

pero entonces d=k y JECCaJJu[x/kJCa/OJ s[k/bJ=O pues u(a)=O 

/.IC[[ call p JJuCx/kJ[a/1JCp/ICCCx:=aJJu[x/kJ[a/OJ J sCk/bJ 

=s[k/bJCk/OJ=s[k/Ol 

.'. n::cc with val a=1 do 

call p JJu[x/kJ[~/OJCp/D::CCx:=aJJu[x/kJCa/OJJ sCk/bJ· 

=s[k/Ol 

.'. ICC [ with val p=procedur.e x :=a do. 

with val a=1 do 

call p JJu[x/kJCa/OJ sCk/bJ = s[k/OJ 

.'. I'C e e wi th a=O do 

wi th val p=proc.edure x :=a do 

with val a=1 do 

call p JJuCx/kl s[k/bJ=s[k/OJ 

:. lMC[ prograrn<x>; 

with val a=O do 

with val p=procedure x:=a QO 

with val a=1 do 

call p Jlb=s!k/QJ(k)=O 

[J. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I: 
1. 
1· 

Lo hecho anteriormente puede no ser la manera m~s directa de 

~eguir la eJecucibn pero si la m~s pausada y acorde a la definicibn. 1 
Esta eJecucibn prueba que no importa que dato se proporcione al pro-

1 grama, bste da como resultado el valor cero. Esperamos que el lector 

pueda comprobar la demostraci~n comparando con la tabla de la descrip-1 

cibn sem~ntica formal. 

9r-incos o Salt.o• 

1 
>l. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
·1 

"-. 1 
I 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

La sem~ntica de los saltos es descrita en t~rminos del concepto 

de 11 cont i rir..1acitm 11
; · la "cont i nuacibn" de un c¿mputo, c~lculo o opera-

cibn en la m~quina es cualquier sucesibn de nuevos cbmputos que 

puede seguir al .Primer cllculo y formalmente ~e ~xpresa como una 

funcibn de los resultados esperados del c~lculo en el conJunto de 

posibles cbmputos subsecuentes. Por eJemplo, el resultado esperado de 

un comando es un nuevo ~stado, entonces la 11 continuacibn 11 de unicoman-. 
do puede representarse por una funcibn de los posibles estados produ-

cidos por el comando en las sucesibnes de comandos que podrlan seguir 

a la eJecuci~n del primer comando. Es decir, la continuacibn de la, 

eJecucibn de un comando es la sucesibn de operaciones que le sigue 

expresada como funcibn del estado resultante de la eJecucibn • 

Como un eJemplo m•s, considerese la eJecucibn de un comando de la 

forma1 
C ;C · 

1 2 
la continuacibn a la eJecucibn de C comienza·por la eJecucibn de C 

1 2 
relativa al estado resultante de la &Jecucibn de C. La·eJecucibn de 

1 
e 

2 
lo 

tiene como continuacibn, la continuacibn del comando C ;C 
1 2 

es decir 

que puede seguir a C es exactamente lo que puede seguir a 
2 

e ;e , 
1 2 

es bnicamente la mientras que lo que puede seguir a la eJecucibn de C 
1 

eJecucibn de C con respecto al estado resulta~te de la eJecucibn 
2 

e . 
1 

de 

La continuacibn a la evaluacibn de una expresibn depende del 

valor y estados resultantes de la evaluacibn. Por eJemplo, en la 

eJecucibn de un comando de la forma: 

if E then C else C 
1 2 

la continuacibn Clo que puede seguir> a la evaluacibn de la expresiibn · 

E es la eJecuci~n de C o C , y la discriminacibn entre estas posibles 
1 . 2 

c~ntinuaciones depende del valor de por la evaluacibn. 

... ", 



de E. Es claro que C 
1 

o e 

la continuacibn de "if E 

sigue de e es bnicamente 
1 

(el seleccionado) hereda como continuacibnl 
2 
then e 

1 
lo que 

else e 11
, es decir q1,.1e todo lo 

2 
sigue de 11 if E then C else C 11 

quel 

En realidad pensamos como la continuacibn de 1 2 1 alguna operacibn 

corno todas las operaciones que siguen a la eJecucibr1 de la o~eracibn 

1 hasta la terminacibn de la eJecucibn del programa, obsl!rvese que 

pueden existir continuaciones infinitas que nunca terminan, las cualesl 

corr.esponderlm a elerner1tos infinitos del Dominio de Continuacior1es. 

Similarmente a la evaluacib~ de las expresiones, l~ continuacibnl 

a interpretar una declaracibn es una operacibn que depende del arnbien- .· 

te y estado que la declaracibn produce. Por eJernplo, en la eJecucibnl. 

de un bloque como: 1 
with D do C 

la interpretacibn de D .tiene como cc•ntinuacibn la eJecucibn de C con 1 
respecto al ambiente y estado resultar1te de la i nt erpret ac i bn. 

1 Para analizar los sal tos, cor1s i deramos por eJemplo el salto. 

goto N 1 
en PASCAL. Si queremos describir el efecto de la instruccibn en tl!r-

minos del significado de N, que es su 'mico constit•Jyer1te inmediato, 1 
podernos asumir que la etiqueta N denota una continuacibn de comando ·. 

que corresponde a proseguir la eJecucibn en el punto etiquetado. 1 
Por eJeMplo, si tenemos 1 

1: 
beg in 

. 
• 
~ 

13 1 >e:=>e+1; 

-• 
end. 

la etiqueta "13 11 

".><•=><+1" y 

denota la continuacibn que comienza por eJecuta~ 

I' 
1 

este comando. I· 

' 
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Obs~rvese que el concepto de continuacibn es una abstracibn del 

concepto sinthctico de punto en el programa, ya que dos punto~ distin­

tos en el programa pueden representar la misma continuacibn, es decir, 

dos eJecuciones a partir de dos puntos son indinstinguibles si se 

obtiene siempre el mismo resultado para cualquier estado inicial. Por 

eJemplo si tenemos: 

12: null l 13: x:=x+l; ... 
tanto "12" como "13" especifican la misma continuacibn pues para 

cualquier estado s, la ejecucibn a partir de "12" producir~ el mismo 

resultado que realizar l~ eJecucibn desde "13", pero las etiquetas se 

encuentran en plintos distintos del programa. 

De la t~rminolog1a anterior, el efecto del comando 

· goto N 

puede describirse como seguir la continuacibn denotada por N utilizan-

do el es'tado 1actual. De esta forma, la continuacibn normal <la deter­

minada por el contexto> e~ ignorada, por eJemplo en1 

goto N; C 

la continuacibn normal de goto N que co~ienza por la eJecucibn de C es 

ignorada. Esta es una caracter!stica de los saltos porque siempre 

ignoran la cor1tinuacibn determinada por e,l conte>eto y prosiguen con 

otra continuacibn. 

El "goto N" tiene adem~s dos propiedades importantes1 

a) La continuacibn del goto se obtiene evaluando el des'i~o 

expllcito sehalado por su conponente inmediato N, y 

b) La continuacibn del goto es la continuacibn de un comando. 

Introduciremos ahora continuaciones en nuestras descripciones 

formales. 

En los eJemplos anteriores, las funciones semlnticas regresaban 

r-esul tados locales intermedios a la eJecucibn como valores o estados 

temporales. 
' ·,.' ' ·' ' . ' 

i' •• 'funcione• sem~'nt ic:as de ........ ,.... 
·.. . . . . ' ' . . . .• ':.~·({;,.:, :¿/:~:/,,;,:::\~;. ' '' 



regresen un resultado global a todo el programa. Cada f une i tm 

tica se define re.lativa a una cc•ntin•Jacibn como arg•.1mento adem!.\s de unl 

ambiente y estado. La continuacibn especifica que debe hacerse con el 

resultado inmediato para que el programa produzca una respuesta <•iem-1 

Por eJernplo, la continuacibn de un comando especifica que ac-1 

pre que n~ haya error o salto>. 

. . 
ciones pueden seguir a la eJecucibn del comando, como una funcibn 

los resultados .de eJecucibn. De esta forma, la continuacibn de un 

comando es una funcibn cuyo arg
0

umento es un estado y que regresa una 1 
respuesta (i.e. resultado de. programa>. 

c~C = S -> A continuaciones de comandos 

donde S es el Dominio de estados y A es el Dominio de respuestas de 1 , 
programa. Entonces la funcibn sem~ntica para los comandos serk 

JI::: Com -> U -> C -> S -> A 1 ·> 

donde U es el Dc•minio de ArnbieY1tes. ll:CCClll.! c s es la respuesta . · 

calculada por el programa donde C es un comando. Si la eJecucitm de C 1 '. 
provee un nuevo estado s•, entónces el argumento e serk aplicado a s' 

para producir •.ma respuesta final al programa. 

Por eJemplo, la cl•usula sem•ntica para el comando nulo es1 

1 
1 

::r:cccnullJJu e s= c<s> 

esto dice que la respu~sta a eJecutar un comando nulo con continuacibnl 

e relativo al estados se obtiene aplicando <siguiendo> la continua-1~ 

cibn c al estado s. Es decir, la eJecucibn del programa debe continuar 

con la continuacibn dada sin ningbn cambio en el estado. 1 
Obs•rvese que los obJetos que resultan de la cl~usula semlntica 

anterior son respuestas, resultados de programas, y no resultadosl 

intermedios. 1 
Un eJemplo de una cllusula semhntica en la cual una COY1t i Y1t.1ac i br1 

es definida y usada e•: 1· 
' ' ··1· ' ' ' 

. • · ....• {í~~:~J:1;~:;.¡á: i;.,;~1~ 
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1 
1 
' 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

¡e ( CC ;C )Ju c s= :a::c ce J] IJ c' s 
1 2 1 
donde y s' , c' (s')=J:CCCC J Ju c s' 

2 
esto especifica q1..1e la c1::ir11 pos i e i bn secuencial de los comandos e y e 

' 1 2 
debe eJecutarse como sigue: La respuesta de eJecutar C ;C con conti-

1 2 
nuacibn c en el estado s es la misma respuesta que eJecutar C con la 

1 
continuacibn c' en el estado s, donde c' es eJecutar C y luego la 

2 
continuacibn e dada; la especif.icacibn corresponde a que C es priMe-

1 
ramente eJecutado relativo a la continuacibn c' que si se aplica a un 

estado s' produce la respuesta obtenida por C eJecutado relativo a la 
2 

continuacibn c. Esto dide que C Junto con la continuacibn c de la 
2 

estructura especifican la continuacibn de C • 
1 

Nbtese que no es necesario preguntar si un estado es error y 

entonces propagarlo como fue hicho en eJemplos precedentes. Cuando se 

pY'oduce ur1 error, la respuesta de programa 11 error 11 es automaticamente 

seleccionada y todo otra respuestá es ignorada. Un eJemplo de este 

tipo de maneJO de errores puede recalcarse en la cllusula sem•ntica de 

la asignacibn1 

:tt:C[ I:=E JJu c s=d?L-)c(s[d/rJ>,error donde d=u<I> 

cuya interpretacibn nos dice que si el identificador denota una loca-

lidad, la respuesta del programa se obtiene siguiendo la co~tinuaibn c 

1·.;, 

con el estado actualizado, de lo contrario la respuesta del programa ~ 

es error. 

Los mismos principios se aplican a otr~s clases si~t~cticas. En 

nuestro lenguaJe de programacibn particular el Dominio de continua-

cior1es de expresiones serll 

k4K = R -> A 

Similarmente, el Dominio de continuaciones de declaraciones esta-

t-1' dado por 

qfQ = U -> S -> A 

Por aJemplo, la el~usula semhntica 



1 
llHCval I=EJJu q s= IECC E JJu k s 

dc1nde Y r, k<r>=q<uCI/rJ> <s> 1 
especifica que UY1a declaracibn "val 11 es i r1terpretada evaluando la 

expresibn y suministrando el nuevo ambiente y estado a la co~tinua~ibnl 
de la declaracibn q. 1 

En la definicibn que presentamos a continuacibn, algunas clAusu-

las han sido simplificadas cancelando los argumentos de las funciones. 1 
Por eJemplo, para la composicibn secuencial ·de comandos ter1emos 

. 
II: [ce ; e ] Ju c = E [ce l J IJ e' donde c' =II: [ce J Ju e 

1 2 1 2 
que expresa la igualdad de funciones aproximables (elementos 

Dominio e>. 

Similarmente la eJecucibn para el bloque aparece como: 

JI:CCwith D do CJJt.1 c=J:DCCDJJu q 

donde Y u', q (u'> =JJ: C [CJ Jt.1' e 

lo cual explica porque es conveniente considerar los Dominios como 

U~>S->A y no <UXS>->A aunque sean isomorfos. 

del 

1 
1 
1 
1 

Con continuaciones en el modelo semAntico es posible inciuir 1 
saltos en el lenguaJe del eJemplo anterior. La sintaxis puede aumen-

tarse agregando un comando etiquetado y un salto incondicional as!1 

S~Slt 

S : := goto I 

e = == ... llC 1 S 

En el lenguaJe que presentar~mos, el alcance de la etiqueta en el 

comando 

I :C 

serA restringjda al comando mismo. 

Como un eJemplo de un programa en este tenerni:1s 

siguiente que responder~ con el valor 1 a cualquier entrada despubs de 

hacer un ciclo interno. 

1 
1: 
1 
1 
·1 '' 
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prograrn ( ><) ; 

begin 

><:=O; 

loop: if not<x=1> then 

begin 

><:.=x+1; 

goto loop 

end 

el se 

Y1Ul 1 

end. 

La sem~ntica es descrita formalmente ampliando el Dominio D para 

incluir continuac0ones de comandos: 

dtD=L+R+C+{nodefinido} valores denotables 

y 

::rc [ l:I : CJ J u c=c' 

donde recursivamente 

c'=::rcrr C JJ(u[I/c'J) e 

lo cual especifica que la eJecuci~n de ·C, relativa a un ambiente en el 

cual la etiqueta est~ ligada a una continuacibn, comienza por otra 

eJecucibn de e, es decir, C esta incluido entre lo que puede seguir a 

I:C • Esta definicibn recursiva, como ya hemos se~alado corresponde al 

m\nirno punto f iJo. 

Aparece ahora una nueva funcibn semhntica 

J:S: Slt -> U -> S -> A 

y er1tonces 

::a:rc s JJu c= :rsrc s JJu 

donde la cl~usula para el salto esa 



:ISCC goto I JJ u s=d?C->d<s>,errol"' dor1de d=u<I> 1 
de manera que la continuaci~n e del comando S es ignorada y el efectol 

del "goto" es seguir la continuacibn denotad~ por la etiqueta. Obsbr­

vese que por esto, la fLmcHm sem!mt ica IS para los sal tos no requ·iere 1 
de un argumento con valor en las continuaciones. 

Sintaxis Abstracta 

IE Ide Identificadores 

E6Exp Expresiones 

CE Com Co1nandc1s 

DE Del Declaracior1es 

SE;Slt Saltos 

,M6 Pro Programas 

E ::=O 1 .1 1 -E 1 not E 1 E +E E =E 1 I 1 procedure e 1 
1 2 1 2 

C ::= nltll I:=E call E 1 C ;C 1 if E then C· else C 
1 2 1 2 

while E do C begin C end 1 with D do C 1 I:C 1 S 

S : := goto I 

M ::= program<x>; C. 

Dominios SemAnticos 

T=BOOL 

Z=<O, 1, -1, 2, -1, •• > 

b t B=T + Z 

r 6 R=B + P 

dé D=L + R + C + <nodefinido} 

s ~ S=L-> <R + <r1ol igado}) 

u G U=Ide -> D 

e é C=S -> A 

Valores de Verdad 

Enteros 

Valores bllsicos 

Valores almacenables 

Valores denotables 

Memorias 

Ambientes 

Continuaciones de Comandos 

1 
1 
1 
1 
I· 
1 

<E> 

1 
1 
1 
1: 
1 
1 
1 
1 
1 



1 

1 
1 
1 
1 

kE:K=R -) A Continuaciones de expresiones 
q~Q=U -> s -) A Continuaciones de Definiciones 

. pC:-P=C -> s -) A Procedimientos 
A=B + <error} Respuestas 

F•Jnciones sem!mticas 

l:E: E><p -> u -> K -> s -> A 

ID: Del -) u -) Cil -) s -> A 

n::: Com -> u -> e -> s -> A. 

IS:Slt -> u -) s -) A 

D"I: Pro -> B -> A 

IECC O JJu k s=k(Q) lECt 1 llu k s=k<1> 

IECC not E JJu k s=IECC E JJu k' s 

donde Y r, k' <r>=r?T->k<No<r>>,error 

IECC -E Jlu k s=IECC E JJu k' s 

donde Y r, k' <r>=r?Z->k<-r>,error 

IECC E +E JJu k s=IECC E JJu k s 
1 2 1 1 

donde Y r , k (r >=r ?Z->IECC E JJu k s,error 
1 1 1 1 2 2 

y Y r , k <r >=r ?Z->k<r +r >,error 
2 2 2 2 1 2 

IECC E =E JJu k s=IECC E llu k s 
1 2 1 1 

donde Y r , · k (l" >=r ?B->IE:cc E Jlu k s 
1 1 1 1 . 2 2 

y Y r , k <r >=r ?B->k<~ =r >,error 
2 2 2 2 1 2 

lECC I JJu k s=d?L->k<s<d>>,d?R->k<d>,error donde d=u<I> 

IECC procedure C llu k s=k<ICCC C JJu) 

IECC <E> Jlu k s= J:ECC E lJu k s 

DlCC r1ew I=E llu q s=lECC E llu k s 

donde Y r, k<r>=si e><iste tEL •t• s<t>=noligado-> 

q<uCi/tJ><sCt/rJ>,error 

XDCC val I•E llu q s=IECC E Jlu k s 

. ·' 

; ' 



donde Y r, k<r>=q<uCI/rl) s 

ISCC goto I llu s=d?C->dCs>,error 

n::cc null Jlu c s=c<s> 

dor1de d;=u ( I) 

::CCCC I:=E Jlu e s=lECC E llu k s 

donde Y r, k(r)=d?L~>c<sCd/rJ>,error y d=u <I > 

n::cc call E llu c s=lECC E llu k s 

donde Y r, kCr>=r?P->r<c> <s>,error 

II:CC C ;C 
1 2 

llu e s=JCCC C llu e' donde c'=!CCC C 
1 . 2 

ICCC if E then C else e llu e s=IECC E llu k s 
1 2 s 

l Ju e 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

donde Y r, k 
s 

Cr> =r?T-> <r-> ICC C C 
1 

:n::cc while E do e Jlu e sll=c' <s> 

]Ju c s,n::rc c2 ]Ju e s>,errol ·· 

donde recursivamente e' (s')=JECC E llu k s' 
s' 

Y Y r, k (r)=r?T-> <r-)JI:[[ C Jlu e' s ' , e ( s ' > > , error 
1· 
1 
1 
1 

s' 
:n:: [ [ with D do C llu c s=IDCC D JJu g s 

dor-ade q e u· >·es· > =IC e e e 11 u· c s' 

:n:: [ [ begin C end llu c s=ICCC-C JJu e s 

ICC C S llu c=.IIHC S llu 

lJ: C C I 1 C J J u c= c ' donde recursivamente c'=ICCC C 

DICC program<x>; C. llb=ll:CCCJJ CuCI/tJ) c sCt/bl 

donde Y I' u<I'>=nodefinido 

Y t' s <t' > =not t,aJo· 

y Y s', c(s' >=s' <t>?B->s' <t>,error 

ll<uCI/c'J)c 

1 
1 
1 

Recomendamos al lector ~eguir la eJecucibn de los tres bltimos 1 
programas presentados con respecto a la bltima defini~ibn ,Y observar 

1 el maneJo de los distintos elementos para cOMprender meJor l~ defini-

cUm. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
'· 

1 
•'.",_' 

·1 
1 
1 
1 
1 
.1 
1 
1 
1 
.. 

·I· 

Seccibn 19 Un lenguaJe funcional 

Presentamos ahora la definicibn formal .de un lenguaJe de progra-

macibn de tipo funcional y no imperativo como los que hemos presentado 

hasta el momento~ 

Sintaxis Abstracta 

BEBas Notacibn valores bhsicos 

Hlde 

EEExp 

DE: Del 

E : : = B 1 I 1 fr-1 I: E 

1 E whererec D 

D : := I=E D and O 
1 . 2 

Dominic•s sein!mt i cos 

béB 

eéE = B + F 

ffF = D -> E 

dED = E 

Ider1t i ficadores 

Expresiones 

Declaraciones 

E <E > 1 i f E then E else E 
1 2 1 2 3 

<Ef 

Valores Bllsicos 

Valores expresables 

Fur-1cior1es 

Valores denotables 

uEU = Ide -) (0 + {errc•r> ) Ambientes 

Funciones semllnticas 

IB Bas -> B 

lE : Exp -> U -> E 

ll> : Del -> U -> U 

lIJ[[ B JJ= valor que denota B 

lECC B Jlu=JBCC B JJ 

JE C C I J J u=u CI) 

/;,~ ~ .. F:.;,~:r:;,]-~:~·'· ~.;~~~.~~.: .. ~_~r·!d'- !:~·~.>~;7~. ~·~r;.~·:d:l.u. c;H~~.~/\~<d•·-. 

E where D 



lE[[ E <E 
1 2 

J J L1=e?F-> e <:IE [ [ E 

IECC if E then E else E 
2 

2 
JJu= 

JJu>,error donde e=IE [ [ E 
1 

J J ll 

1 
e?BOOL-> Ce->J:ECC E 

1 
JJu, IECC E JJu>, error donde e=IE[[ E JJu 

2 
!E [[ E where D J J u=IE [ [ E J J ur me CDJJu J 

J:E[[ E whererec D JJu=lEC[ E JJ fiJ(k ) 
LI 

donde k :U->U y k (u'>= u[ Jl)[[ D JJu' J 
u u 

J:E[[ <E> JJl.1=IECC E JJu. 

lD [ C I =E J Ju= u CI / IE C [ E J J L1 J 

llH C D and D JJ u= J:D C [ D J J u [ ID [ C D J J u J 
1 2 1 2 

Dor1de, como la extensi~n a la r1otacibn 

utl/eJ<I'l1 e si t=I' 

u<I'> er-1 otro caso 

utilizamos, para el dominio de u' contenido en el dominio u 

\

u' <I> 
uCu'J <I> = 

. u< I > 

I 

si u' <I> estll definido 

en otro caso 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

El lector no debe encontrar dificultad en comprender la notacibn 1 
del eJemplo anterior por lo que presentamos un programa • . 

Cor1s id ~rese 1 
( < fn'x: (fn y : x > > (3) > (5) 

Este programa define una funcibn 

f: B -) ( B-> B) 

donde f <x>=<fn y x> , es decir ~l valor de f (x) es la funcibn 

f<x>:B->B 

que es constante x, entonces Y yeB 

f(x) <y>=x 

de manera que el resultado del programa anterior debe ser 3. 

Cor1firmlunoslo ! • 

Paso ,l) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

!E [ [ ( ( fn X : ( fY1 y: X) ) ( 3) ) ( 5) ] ] IJ 

=e ?F->e <ll::CC5Jlu>,error 
1 1 

dor1de e =J:E[((fY1 x: <fn yn<» (3)JJu 
1 

Paso 2> 

IECC<fn x: (fn y:x))(3)JJu=e ?F->e <IECC3JJu>,error 
2 2 

· d•:•r1de e =IE re fn x: < fn y: x > J l u 
2 

Paso 3) 

lECCfn x:Cfn y:x)JJu=f donde 
2 

f (d)=lE[[fn y:xJJu[x/dJ ~ d 
2 

Paso 4) 

EntoY1ces, 

e ClE[[3JJu>=e (3)=f (3)=IECCfn y:xJJ u[x/3J 
2 2 2 

Paso 5) 

Ahora 

J:E[[fn '} : xll u[x/3J=f 
1 . 

donde. f (d) =IEC rxJ Ju Cx/3J Cy/dl 
1 

pero IErrxJJuCx/3J[y/dJ=uCx/3J[y/dJ<x>=3 

:. f (d)=3 y d 
1 

.•. e ClECC3JJuJ> (d)=f (d)=3 
2 1 

Paso 6) 

e ( lE [[5J::I u) =e (5) =f (5) =3 
1 1 1 

y tenemos el resultado 

IEC[((fn x: (fn y:x)) (3)) (5)llu=3 l.J u. 

Invitamos al lector a realizar programas y eJecutarlos similar-

mente. 

Seccibn 20 Sintaxis sensible al contexto 

Otra da las aplicaciones de la Teorla de Dominios estl 



en el anhlisis de casos sinthcticos determinados por contexto. Como 1 
se~alarnos en el primer capitulo este tema forma parte de la fronteral 

entre sintaxis y semAntica. Sin embargo, aspectos como la verificacibn 

de tipos pueden ser maneJados en t~rminos de la Teorla de Dominio~ yl 

la especificacibn formal de la sem~ntica. 

1 Presentamos un eJemplo de esto a continuacibn. 

Realizaremos verificacibn de las restricciones debidas al 1 
cor1texto en el lenguaJe de programacibn que p~esentamos para sal tos. 

1 
.. 

Las restricciones que verificaremos para su dorrecta sintaxis son: 

de 

a) El identificador de una asignacibn debe ser el identificadorl 

entrada y salida del programa o debe haber sido declarado por un 

11 new 11
• 1 
b)El identificador que indica el destino de un goto debe ser una 

etiqueta. 1 
c> El uso de un identificador debe realizarzarse dentro del 

1 ambiente especificado por su declaracibn. 

Las restricciones son indicadas formalmente definiendo funcionesl 

que verifican las frases con respecto a un contexto. El contexto puede 

pensarse como un ambiente esthtico o tabla de s!mbolos que se modelal 

como un mapeo de identificadores en sus tipos. 

1 
1 

xE X=Ide-) Tp contextos 

Para el lenguaJe que estamos presentando los.tipos son: 

a) lv, que es el tipo asociado al Dominio L de lc•cal idades de· 

Mernori a. 1 

dos. 

b> rv, 

e) cv, 

que estA asociado con el Dominio R de valores alma6enables.

1 que representa al tipo de las continuaciones de comando, 
1 

d) ir1definido, que es el tipo de los identificadores no inicia-1 

Claramente para un lenguaJe de programacibn M~s realista losl 

'·· . 196 .. • 
:~:~<:~.\,:~;¡J,Í g'.'.~r~h~:\~'.;'.;i ,;\,: .. ;:::;:''[,~~.:!~,; ~·. »_.; {.,; d:~ k·,:::.~(,·~~·¡.:.'Ú\~'. ;"~~?):;:·~_:,;·,.; ::¡,.~:.;:, 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 . 
·1 
·I· 
1 
1: 
1 
1 
1 
1 
1 

tipos resultar\an mucho mhs complicados. 

Las funciones semhnticas para expresiones, saltos y comandos 

simplemente verifican que, respecto a un contexto, el argumento(una 

frase sintbctica> satisfaga las restricciories antes mencionadas. La 

f uncibn para definiciones produce entonces un nuevo contexto, o propa-

ga una bandera de error. Si Mes una frase correspondiente· a un 

programa completo entonces ~.ste· es corresto sintbcticamente si y sblo 

si roCC M ]]=Verdadero. 

Sintaxis Abstracta 

Et Exp 

Df:Dcl 

StSlt 

C~Com 

T~Tp 

Mt-Pro 

Expresiones 

Declaraciones 

Saltos 

Comandc•s 

Tipos 

Pro~ramas 

¡ 

E ::=O 1 1 1 -E not E E +E 
1 2 

1 E =E 1 I 1 procedure C 1 <E> 
1 2 

O : := new I=E val I=E 

S :1= goto I 

e === nul 1 I :=E call E 1 C ;C 1 if E then C else C 
1 2 .1. 2 

while E do C with O do C 1 begin C end 1 I:C 1 S 

T ::= lv 1 rv 1 cv 1 indefinido 

M ::= program<I>; C. 

Dominios semlnticos 

T=BOOL 

@: Exp -> X -> T 

g: Del -> X -> <X + {error}) 

§: Slt -> X -> T 

s: Com -> X -> T 



ro: Pro -> T 

f![[ O JJx=Verdadero · g[[1JJx=Verdadero 

.f![[ 'l"1ot E JJx=g[[ E J l>c 

!C [ -E JJx=!CE E J J x 

g[ [ E +E. JJx= ce e e E J J X) y (g [ [ E J J X) 

1 2 1 2 
!C C E =E JJx= (![[ E j J X) y (g[C E JJx> 

1 2 1 2 
! [[ I JJx= <>«I>=lv) ti C x < I > =rv> 

f![[ prodecure C JJx=gCC e JJx 

g[ [ <EY J J=gt C E J J )( 

gC [ '1"1ew I=E J J x=! [ [ E Jlx->xCI/lvJ,error 

gC C val I=E l J x=gC e E Jlx~>xCI/rvJ,erro~ 

!a e e gotc• I JJx=<x<I>=cv) 

se e null JJx=Verdadero 

gC C I :=E JJx=<x<I>=lv> y <ge r E JJx> 

gC C call E J J X=![ [ E JJx 

ge e C ;C JJx=CgCC e J J )() y <se e e J J )() 
1 2 1 2 

gCC if E then C el se e JJx=<!CCEJJ>e) y <sr r e 
1 2 1 

gCC while E do C JJx=<gCC E J J )() y <gcc e JJx> 

gCC with D do C JJx=>C~CC D JJx-error> y CgCC C JJ<~CC D JJ>e)) 

gCC begin C end JJx=gCC C JJx 

gCC I:C JJx=gCC C JJ(xCI/cvJ> 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I· 
1 

gCC S JJx=áCC S JJx 

mtC program<I>; C.JJ=gCC C JJ(xCI/lvJ) donde Y I' x<I'>=indefinidl 

Seccibn 21 Dominios sem~nticos para PASCAL 

En esta secci~n describiremos los Dominios Sem~nticos para 

1 
1 

el' 1 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
~ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

lenguaJe de programaci~n PASCAL. Esperamos que este eJemplo ilustre 

que la sem~ntica forMal puede aplicarse a un lenguaJe de programaci~n 

real. 

Sintaxis Abstracta de PASCAL 

N r1'-tmeros 

B literales 

o c•peradores 

I identificadores . { 

L ex pres i c•nes a la izquierda 

E expresiones 

K expresiones est!lt icas 

T expresior1es de tipos 

Q especificaciones de parAmetros 

p par!lmetro~ formales 

D declaraciones 

s saltos 

e comandos 

M prograrnas 

L : : = I L. I 1 L[El. 1 Et 

E : : = B I 1 OE 1 EOE l I ( ••• , E, ••• > 1 L. I l LCEl 1 Et 

C ••• , E, ••• , E •• E, ••• J <E> 

K : : = B I 1 OK 
. 

T : : = I C ••• ,I,~··> 1 K •• K 1 tI 1 set of T 1 file C•f ·T. 

arrayCTlof T l record ••• ; I: T; ••• end 1 

recc•rd •• I : T; ••• case I : I of ••• ; K: < ••• ; I 1 T; ••• > ; ••• end 

::::i I:I var I:I procedt.tre I ( ••• ; Gl; ••• ) 

f •.mct i on I < • • • ; Q ; ••• > : I 

P 11• lal 1 var 111 1 procedur• l(p. ;ti, ••• ) 



fur1ct ion I < ••• ;Q; •· •• >: I 1 
O ::= const I=K 1 type I=T 1 var I:T; prc•cedure l ( ••• ;P; ••• ) ;C; 1 

1 f•Jr1ct ion I < ••• ;P;, ••• ) :I;C; 
• 

s : := goto N 

e = := L:=E I l( ••• ,E,~ •• ) 1 C;C 1 if E then·c 1 

if E then C else C 1 case E of ••• ; K: C; ••• end 

while E do C 1 repeit C until E 1 for I:=E to E do C 1 

for I:=E downto E do C 1 N:C 1 S with L do C 1 

••• D ••• begin C end 1 begin C end 

M : : = program I < ••• , I, ••• > ; C. 

Nota:Las abreviaturas para arreglos multidimensionales .han 

orni t idas, lo mismo que 11 label 11
, '~forward 11 y 11 packed 11

• 

Valores bllsicos 

sido 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Los valores bbsicos o escalares en PASCAL son los valores de 1 
verdad, caracteres, enteros, btomos de enurneracibn, que corresponden a 

tipos enumerados definidos por el programador, subrangos de ~stos y 1 
finalmente los nbmeros reales. Asumirnos pues la siguiente notacibn: 

T={Falso,Veradero} Valores de Verdad 

H-{ • a ' • b • ' z ' • O ' ' 1 • ' 9 ' > . - ' , ... , ' ' , .. , Caracteres 

Z=<-maxint, ••• ,-2,-1,0,1,2, ••• ,maxint> Enteros 

At Atomos enumerativos 

Re Reales 

1 
1 
1 

El 

isomotfo 

. cadenas 

cualquier Dominio 1 
m~entras que Re puede representarse como el Dornini6 de 1 

de d!gitos y '. • donde el ·.' puede sblo aparecer cuando mlls 

de btomos enumerativos puede ser 

a N, 

una vez, (puede definirse como inconcistentes mhs apariciones del .. ') 1 

1 
El Dominio de indices, es decir, valores que pueden utilizarse 

como indices de arreglos es 

~~J'&~¡;¡: ~~:~kJ.w,,;:,,i;,¡¡'.¡,;J'¡¡.¡j¡¡~~¡,f ~ ,,,;, ·(d,';.Ú\.f'l.;;hi:!¡,fuii¡;;Í¡¡~~;~;,,~~~,¡¡¡~,i¡¡,;/,¡,¡¡¡,Í i¡j,I~JHi~)l;,~~ii,;•-k~ 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
a 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

I = T + H + Z + At indices 

Para definir el Dominio R de valores almacenables, S de estados, 

Rv de valores a la derecha de una asignacibn y Lv el Dominio de 

vaiores a la izquierda de una asignacibn realizamos el si~ui~nte 

anhlisis. 

Los valores t~oricos que son almacenables en una sola localidad 

en PASCAL incluyen a todos ~oa ·valores bhsicos ademhs de los conJUn­

tos, los archivos, y los apuntadores. El valor de un conJunto es 

conveniente representarlo por una f~ncibn de los·valores de indices en 

los valores de verdad, de manera que, si el valor de la funcibn es 

Verdadero el elemento pertenece al conJunto y si es Falso, el elemento 

no pertenece al conJunto, as! definimos 

CJ = I -> T valores de conJuntos 

Un archivo puede ser representado por sucesiones de valores en Rv 

m~s una ~omponente de lectura o esritura para identificar si el archi­

vo es de entrada o salida, entonces: 

Ar = Rv X {lectura,escritura} valores de archivos 

Un apuntador es un valor izquierdo o el valor especial "nil" 

Ap = Lv + <nil} apuntadores 

Entonces el Dominio de valores almacenables es: 

R = I + Re + CJ + Ar + Ap + {nodef inido} valores almacenables 

donde el val6r "no definido" se asocia a un identificador no iniciado. 

Un estado lo representamos por una funcibn de las localidades de 

memoria en los valores almacenables o el valor "no ligado'' para loca­

lidades no ligadas. Consecuent~mente: 

S = L -> <R + {noligado}) estados 

El Dóminio de valores a la derecha de asignaciones puede ser. 

definido como un Dominio reflexivo consistente de la unibn aJena de 

valores almacenables, valores de registros y valores de arreglos, 

donde los registrós ~e representan por una funci~n de los identifica-



dores en elementos de Rv mientras que los arreglos son f tJ ne i c•nes 

los valores de indices en elementos de Rv: 

Rv = Rv + <Ide->Rv> + <I->Rv> 

El Dominio de valores a la izquierda se construye similarmente 1 
1 pero su constituyente primitivo son las localidades de memoria. 

Lv = L + <Ide-)Lv) + <I->Lv) + <Lv X L> 

dor1de el tbrmino Lv X L rep~esenta archivos a la izquierda donde la 1 
Lv repre5!er1ta un "buffer" para el archivo y L cont ir1ene un compor1ente 

elemento en L. 1 
~:po: 1 Un en PASCAL mapea identificadores en valores de ambiente 

procedimientos. Los identificadores pueden tambi~n ser ligados a 

o valores de Rv mediante las d~claraciones 11 type 11 y "const" respe~'ti-1 

vamente, pero las asociaciones son m~s convenientemente representadas 

en t~rminos de un an~lisis de sintaxis sensible

0

al contexto. .· 1 

que 

Los procedimientos pueden ser simulados por funciones matemlticas 1 
producen respuestas de prograMas y que reciben argumentos uno por 

uno <mediante aplicaciones de "curry"). Estos argi.unentos corresponden 1 
a: 

1)Una listad~ valores·expresados por los par•metros actuales. 1 
2>Una continuacibn que serA seguida despu~s de la eJecucibn del 

1 cuerpo del procedimiento, y 

3) Ur1 estado. 

Por lo anterior, los Dominios para procedimientos son: 

P = E -> C -> S -> A comandos de procedimientos 

F = E -> K -> S -> A expresiones de procedimientos 

donde los siguientes Dominios se se~alan como: 

E valores expresables 

e continuaciones de comandos 

K continuaciones de expresiones 

1 
I' 
1 
1 
I' 

. ·.·. /:1·; 
··. -<:'/·';·:· ¡ 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1.i\/p:: ... :;: '. 

A respuestas de programas 

De esta forma, el Dominio de valores denotables se especifica 

como: 

D = Lv + P + F + <F X L) 

donde el nombre de una funcibn denota un elemento de la.compon~nte FXL 

er1 el ambiente de Sll definicibn, ·la localidad de esta pareJa se utili-

za para regresar un valor de,la·eJecuci~n del procedimient~ (funciones 

en PASCAL>. 

El Dominio de a~bientes queda definidb por la ecuacibn 

U = Cide->D> X <N->C> ambientes 

donde la componente N->C es para etiquetas de coman~os y el Dominio de 

valores expresables se define por1 
. 

E = Lv + Rv + P + F 

Como es necesario el uso de continuaciones para comandos, expre­

si¿nes y declaraciones, las cuales toman un e~tado como argumento y 

producen una resp1..1esta final, los Dominios se defir1en por: 

A respuestas 

e = s -> A continuaciones de ·comandos 

K = E -> . S -> A continuaciones de e>< pres i or1es 
' 

Q = u -> s -> A continuaciones de declaracior1es 

Invitamos al lector a compárar este ar1!ll is is con lc•s eJemplos 

anteriores y .esbozar una definicibY1 sernhnt ica der1otat iva para PASCAL. 

"· ! 
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