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La. presente tesis introduce una Teorla de Computacibﬁ que enfoca
matemhticamente, en vez de operacionalmente, - ios aépectos de procesa-
miento en computadoras.'La teorla se basa‘eﬁ que tipos de datos pueden
definirse matem&ticamente bago uﬁa idea de aproximacidn, sus pfop%ej
dades y los mapeos resultantes, 1lo cual conduce al desarrollo de una
teorla matembtica para la semlntica deflenguans de programacibn,.

Es mediante los lenguajes d; programacibn que el hombre consigue
manejar mhduinas comput adoras ,‘ly es en estos lenguajes donde surgé
una importante vy urgente oportunidad de estudio. La formalizacidn
sintActica de los lenguajes de programacidn estd muy avanzada mientras
que la teorla semintici es incompleta. A pesar de contar con numerosos
ejemplos es recesario proporcionar reépuestas matemhticas a interro—-

gantes como'iﬂué es un proceso computable ? SCbmo simula uha maquina

‘un proceso ? . Los programas entran naturalmente como descripciones de

procesos, Yy e8 équl donde aparece la importancia de una definicidn
precisa del significado de un programa. Esta definicidn requieﬁe
explicar‘cuales son los objetos de cbmputo (la esthtica del problema)
y como soﬁ transformados (la dirdmica).

La Teorla de Autbmatas, como parfe de una Teoria matemhtic; de

Computacibn 4, resulta de profundo interks para la parte dinhmica y ha

logrado foﬁmalizar parte de las descripciones, concentrandose en los:

baspectos algebrdicos y considerandb estados finitos de una mhquina.

Parece ser, que el comprender las caracteristicas de los llamadgs
lenguajes de alto nivel proporcionard ﬁn nuevo pasc en el desarrollo
de la teorla matembtica de Computacidn.

El trabajar con objetos finitos nos fuerza a pasar por varios

niveles de descripcitn de los conceptos e ideas para 1llegar a la




'formalizacibn y simulacibn de una miquina con las caracterlftical'

adecuadas para su ;plicacibn en la realidad. Estos niveles pueden ser
exactos matemhticamente si encontramos la correcta abstracibn para
represeﬁtar las estrhcturas necesafias. La presente. tesis nuestra este
esfuerzo.

La motivacidn para formular la teoria ﬁétem&tica présentada aqul
es proveer una semintica matemAtica para los lenguajes de programacidn
de alto nivel. La palabra matembtica debe contrastar en el lector con
la imagen operaéional de la semBntica. El significado matembdtico de un
procedimientp debe entenderse como una funcidn de un tipo de datos en
las variables de entfadé en el tipo de datos de la salida; No conside-
raremos el enfoque operacional que presenta una historia de los chl-
culos y operaciones obedecienéo la secuencia seMalada por la defini-
cibn del procédimiento e involucra una eleccidn en rephesentacianes
finitas de datos, probabléhente en algunos patrones de "bits". El
punto es que métem&ticamente‘las funciones son idependientes de sus
n&mbres y maneras de calcularlas, y en este sentido son mds simples
due las secuencias devoperaéioneé generadas paso a paso, en repreéen-
taciones particulares.

La semdntica matemdtica evita estas dificultades, Yy resulta mas
adecuada para estudiaf prﬁblémas como la equivalencia de programas.

Sin embargo el aspecto operaciohal no debe ser olvidado por completo,

ya que finalmente el programa trabajarh en una mdquina, asl phes la

semantica formalizada matemAticamente ,que representa la primera parte
de la definicidn de un lenﬁuan_de programacibn,A‘debe encaminarse
naturalmente a una simulacibn operacional de los objetos abstractos.
Al trabajar con funciones definidas matembticémente, puede suceder que
la funcidn no sea calculable en sentido practico, a pesar de corocerse
que es computable; es impoktante pues que una teorla de c&mputo,

ademhs de proveer abstraciones, presente realizaciones flsicas para




calcular. ‘

El punto esencial que gula la tesis es que hasta qué.no exista
una definicidn matemdtica global, no es posible determinar si glguna
implantacidn de un lenjuaJe es correcta, pués no.existe un modelo
objetivo, y comunmente unllenguaJe dé prpgr;macibn' estd suyjeto al
compilador particular en que se trabaja. -

El propdsito de una sem\n£ica matemdtica es hacer que el corioci-
miento y entendimiento de un lenguaje sea visible. Esta nueva perspec-
‘tiva se alcanza mediante la abséracibn de ideas centrales en objetos
matemldticos, ' los cuales ,pueden ser manipulados en formas matembticas
conocidas.

La Teorla de Dominios dénﬁro de la Sem&ntica Denctativa propor-
ciona modelos para los espacios donde se definen funciones computables.
Los tipos de espacios necesarios en Semhntica Denotativa no sblo
incluyen espacios complicados, (por ejemplo espa:ios de fuﬁciones)
tambi&n incluyen espa:iosvdefinidos recursivamenye'(los que llamaremos
Dominios Reflexivos).'Son né:esarias, ademhs construéciuneé especiales
de Dominios (o funtores) para crear las estructuras deséadas.

Dentro de esta categoria se desarrclla la Teoria de Dominios para
sembntica Denotativa, 1la qual intenta crear un modelo matemdtico para
un sistema de tipos y explicar la nocibn de computabilidad con respec-
tb a estos tipos (anteriormente espacios). La construccibn de Dominios
significa la justificacidn de definiciones rgcursivas de tipos.

Ei beneficib de esta teorla, consiste eﬂva posibilidad de manejar
tipos con elementos finitos. La desventaja parece ser que los Dominios
deben poseer elementos parciales y elementos totales. En este enfoque
fue donde inicialmente se trabajd y las primeras investigaciones
fueron proyectadas bajo las definiciones de enrejados (redes o latti-

ces). El oden parcial (%) para xEty fub utilizado para expresar que




X eﬁa menos definido (mas pakcial) que y. La relacibﬁ £ debll ser
somet ida a muchos axiomas para que tuviese las aplicaciones deseadas.
El nuevo enfoque realiza la construcczbn basada en pocos axiomas.

Las ventajas son las siguientes:

.Definiciones simples de los conceptos. .

. Propiedades especificas son demostﬁa&as en vez de.ser asumidas
como axiomas.

.Lag definiciones son apoyadas fuertemente por la intuicibn y la
construccidn resulta natural.

.Los Dominios resultan mhs utiles.

.Qparecén mlds aplicaciones, pues es facil producir Dominios mas
complejos. :

El p;opbsito de la preéente tesis es presentar e iniciagw el
estudio de la Cateporla desde el punto de vista de Sistemas de Infor-
macibn, mb; simple e incorporando muchos éJemp;os. Los Dominios son
presentados' en base a la Teorla de Conjuntos con la ayuda de las ya
mencionadas estructuras matemhticas de informacidn .Estos Sistemas de
Ihformacibn son conocidos en la Lbgica y su uso barecé ir a la par con
la intuicidn, 8

El objetivo central incluye llevar el trabajo en Teorla de Domi-
nios, arnteriormente fundamentado en ideas topolbgicas (Sistemas de
Vecindades), al enfogue 1ldgico basado en Sistemas de Informacibn
acompatiado de gran cantidad‘de ejemplos. La tesis inserta este objeti-
vo dentro del desarrollo de la Semhntica Denotativa. Con esto .en
mente, 1la tesis utiliza la direccidn de temas de Stoy[77] pero con un
nuevo mﬁdelo matemdtico presentado por D. Scottl(82]. GQueda, la tesis
conformada en tres partes.

La‘ primera parte presenta el contexto en que se desarrolla este

campo de investigacibn y debe considerarse tambikn como una intriduc~

cibn al tema; esta parte incluye un panorama de los objetivos de 1la
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fdrmalizactbn y sus fundamentos, la necesidad del uﬁo de Dominios se
plantga y se muestra un trazo de la dirececidn en que ha éurgido y se
dirige la teoria.

La seéunda parte constituye el nucleo dei traBaJo, presenta' la
Categoria de Dominios rodeada de ejemplos. Las eonst?uceiones y reali-
zaciones tebricas sobre Dominios guedan detalladas en.esta'parte bng
el enfoque de Sistemas de fnformacibn. Muchos de los ejemplos son
tomados del enfoque topoldgico por D. ScottlB1] y esto pretende cBm-
pletar la presentacidn inicial d; Scott [82].

En la tercera parte se muest;an algun&s ejemplos de aplicaciones

concretas y éu desarrollo. Estos ejemplos son casos mucho mas globales

que los ejemplos anteriores.
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Capitulo I

ELEMENTOS PRELIMINARES ' ' )

Seccidn 1 Sintaxis;semhntica y pragmhtica.

Entendemos que un lenguaje de prbgramacibn es un sistema de
notaciones para describir chlculos y operaciones.’ Un lenguaje de
programacibn debe entonces ser capaz de describir (para programadores
y usuarios de programas) algoritmos e indicar (para una implantacibn
en coméutadora) las operécionés. Las grandes e inmensas diferencias
entre los seres humanos y las computadoras dificultan encontrar “una
notacidn adgcuéda a las capacidades de humanos y mbquinass pensamos
entonces en lenguajes en favor de los humanos como "lenguajes de alto
ﬁivel", mientras que aqulllos a favor de las computadoras los llamamos
"lenguajes de bajo nivel"”. | '

"En este sentido los casos extremos que se presentan son, en
principio los siguientes: El lengﬁaJe mhs poderoso en una computadora
_ particular es su lenguaje de mhquina, el cual proporciona control
sobre todos los recursos disponibles en la mbquina. 8Sin embargo, este
lenguaje no puede usarse en otras computado;as y para los pragramh~
dores es muy diflcil escribir o leer programas unllenguage'dé méquina,
simplementé porque los humanos no podemos affontar la falta de estruc-
tura tanto en los programas (sucesiones de instruciones de mhquina)
como en la representacidn de los datos (palabras o celdas de memoria).

Por. otra parte se encuentran los lenguajes naturales (como el
Espaficl o Francks). Pero en la mayoria de los campos de la ciencia y

la tecnologila ha quedado demostrado'quc las notacicnes simbblicas

-9




formales, principalmente de las Matembticas y }a ngicP, son indispen-—
sables para la formulacidn de conceptos e ideas del razonamiento
cientifico. Desafortunadamente, la mayoria de las notaciones y concep-
tos matemlticos no son iﬁplantables, por diQersaé razones, en "una
computadorq. . |

Se espera que én el futuro, el lenguaje de programécibn idga;
combinard las ventajas de los lenguajes de mhquina y la notacidn
matembticay a pesar de la fuerte iﬁvestigacibn en este sentido la
tarea parece aun éxtremadamente_diflcil. Varios lenguajes existentes
. han sblo lograde combinar algunas caracteristicas y en la mayoria de
los casos el resultado final ha sido dificil de implantar ademhs de
que su uso ha resultado incbmodo. Ejemplos conocidos de estos esfuer-

zos lo constituyen los lenguajes LISP,PROLDB y EUCLID.

Existen tantos lenguajes de programacibdn, tan complejos e irregu- .

lares, que resulta casi imposible aprender con detalle cada caracte-

ristica QE cada lenguaje (aunque se trate de los 15 mbs impqrtantes).

Afortunadamente, muchos conceptos son comunes a los lenguajes de

. programacidng incluso aquellas caracteristicas que parecen totalmente
diferentes son globalmente generales a losvmismoé principios. Dirigi-
remos nuestra atencidn hacia los aspeétos generales y conceptos funda-

mentales.

El estudio de los lenguajes naturales tanto como los artificiales

(en particular los de programacibn) es clasificado tradicionalmente en

tres breas principales:

(a)Sintaxis, 1la cual concentra sus esfuerzos al estudio Qe la
forma, la estructura y la composicitn de frases y expresiones en el
lenguaje. Es decir la correcta estructuracidn.

(b)La Semdntica enfoca el significado, las ideas y conceptos de

las estructuras o frases del lenguaje.




Finalmente, el campo de

(c)la Pragmhtica estudia los origenes, usos y efectos del len-
guaje. Asl, los aspectos pragmbticos de un lenguaje de programacibn
ﬁncluyeﬁ teécnicas de implantacidn, metodologla de.la programacidn o
historia del desarrollo del lenguaje.

lLas fronteras de esta divisibn no estan claramente marcadas,
algunos aspectos de los lenguajes pueden ser vistos o tratados como
sintdcticos o como semdnticos, pero para nuestros objetivos la clasi-
ficacidbn no dard lugar a confusiones.

El presente trabajo enfoca sus intereses hacia la formalizacidn
de la investigacidn sembntica. La formalizacibn sint&cfica esta prac-
ticamente completa, ya que es esencialmente un probiema mucho ﬁ&s
sencillo. Presentamos a continuacubn las principales ideas formales de

la Sintaxis.
Seccidbn 2 Sintaxis Abstracta y Concreta

En realidad es sencillo especificar iﬁformalmente la sintaxis de
un lenguaje de programacibn, pero tambibn es senéillo y mucho mhAs
conveniente una descripcibn formal especifica. la notacidn que se
utiliza para describir la sintaxis dg un lenguaje recibe el nombre de
méta-lengunge. En ésta seccidn presentaremos un meta-lenguaje muy
usado para describirvla sintaxis y posteriormente abandonaremos toda
discusidn de los aspectos sinthcticos.

La sintaxis de un lenguaje de programaqibn puede ser especificada
simplemente enumerande las clases sintdcticas y listando todas las
formas posibles de las estructuras de dichas clases sintActicas. De

esta manera, la primera parte de una definicidn sint&etiqa enlista las




clases sintdcticas y los slmbolos para denotar elementos arbitrarios

»

de cadabclase, en la segunda parte aparecen las diferentes opciones de

cada clase no elemental a la derecha del simbolo ::1= separadas por el

simbolo | (ver ejemplo en: APLICACIONES “sxntaxis abstr‘acta de PQSCRL")'

La sintaxis abstracta dice cuales son las estructuras sinticticas
disponibles pero no especifica si una cadena de caracteres esta b;en
formada, ni tampéco su estﬁuctura; por ejemplé, bajo la sintaxis
abstracta de PASCAL '

"if E then C" e. "if E then C else C"
son sefMaladas como estructuras correctas de enunciados pero no especi-
.fica claramenfe si . |
P "if a then.if b thén p else q"
es un texto correcto y en este caso éa que "“"then" cofresponde el
"else"?.

Estos aspectos se tratan en uria Sintaxis Concreta o Gramitica.

El meta-lenguaje Backhs—NaurfForm(BNF) es el mhs conocido para
especificar la sintaxis concreta de un'lenguaJe de programacidn . Se
especifica una tetrada constituida por un conjunto de elementos No-

: terminaies, un conjunto de simbolos terminales, un simbolo inicial

distinguido y un conjunto de reglas o producciones.

(expresibn) ::= (tkrmino) | (éxpresibn)(operador suma) (tkrmino)
(término) 1:= (factor) | (te&rmino) (operador producto)(factor)
"(factor) = (identﬁfiéador) I (literal) | ({(expresibn))
(identificador) t1= A | B | C | vu. | Z
{operador suma) s:= + | -

(operador producto) ::= % | / | mod

(literal) 1:= 0 1 1 | ... | maxint

Tabla #1




Por ejemplo, considerese la gramdtica para expre?iones aritméti-
cas dada por las producciones de la Tabla #1.

Los objetos no terminales de la gramhtica son representados entre
() y los objetos terminales aparecen tal cualés, él simbolo inicial
(no terminél) es el elemento a la izquierda de la primera regla.

En el ejemplo de la tabla #1, la primera regla especifica que una
expresidbn es un tbrmino, o una expresibn seguida de un operador de
suma seguido a su vez de un termino. La interpretacibn de las otras
reglas es anlloga.

Las producciones seflalan cuales son las estructuras del lenguaje
y los textos de expresiones que pueden ser reconocidos como vhlidos o
no a partir de las reglas. ’

Por ejemplo, A+B*C es reconocido como una expresidn cuya estrac—.
tura est ' )

{expresibn) (operador suma)(térﬁino)
donde el término es B#C. Similarmente un anhlisis indica RA*B+C como
una estrucfura resultante de:s H

(éxpresibh)(operador suma) (término)

donde ahora el ttrminoc es C. (ver tabla #2)

{enpresion)
{expresibn) (operador suma) b(tbrmino>
{(tErmino) L (tbrmﬂno)(operad?r Lroducto)(faftor)
(factor) (factor) * (identi .ficador')
(ident;ficador; (idenlificador) C
n :

Tabla #2_




Entonces A+B#C es equivalente a A+(B#C) y A*B+C es equiva;ento a
(A*B)+C. Es decir la sintaxis indica queVOperadords tienen mayor
precedencia. (Loe operadores de producto tienen mayor prioridad que
los de guma). . . ,

En resumen, la gramdtica hace bosible recuperar la sucesidn de
reglas aplicadas a partir del simbolo inicial paFa obtener el texteo o
frase particular del lengugje. A tal sucesidn se le denomina una
derivacidn. Una descripecidn éint&ctica formal se llama ambigua si para
alguna frase del lenguaje existen dos o mas derivaciones distintas.
Por ejemplo si se remplaza la primera produccibn de la tapla #1 por

{expresidn) 1 :=(tkrmino) | (expresibn) (operador suma) (expresibn)
el texto A-B-C serla reconocido como A-(B-C) y (A-B)-C las cuales no
son equivalentes; No es desé;ble tener una gramldtica ambigua perd no
existe un mktodo general para demostrar si una gramhtica es ambiguaj
sin. embargo és posible probar que una gramatiéa particular no es
ambigua. (Para una mayor discusidn sobre las metodolonlas de represen—
tacibn y reconocimiento dé las sintaxis en lenguajes de programacidn
el lector puede consultar Aho y Ullman [79]’.

BNF no es la Unica notacibn para definir formalmente la sintaxis
de un lenguaje de programacibn,(exigten otras descripciones como Meta-—
cobol o Sintaxis por Diagramas) perco el objetivo de nuestra discusibn
es mostrar que los problemas de descripecidn sintlctica no son de
altisima complejidad por lo que la descripcidn formal se encuentra muy

avanzada.

Seccidn 3 Descripcidn Semintica Formal

La descripeidn formal de la semdntica de un lenguaje de programa-

cidn es una especificacidn precisa del significado de los programas




para que sea utilizada por programadores, disghadores'e implantadores
de lenguajes, asi como en investigaciones tebricas de ienguaJes y
computabilidad. |

Originalmente el objetivo de utilizar uné definicibn suficiente-
mente precisa del significado de los programas fue'la correcta cons-
truccidn de‘ interpretes y compiladoreé, posteriormente tambidn se
intento realizar afirmaciones de los programas rigurosamente fundamen-
tadas, el objgetivo tal vez mlds importante a futuro parece ser' el
disefio de lenguajes con descripciones cada vez mds simples. Todo esto
lleva a que los programas, al construirse naturalmente, sean correc-
tos, evitando la constante y costosa correccibn y prueba.

Para alcanzar estos objetivos, las Qescripciqnes formales deben
propo?cionar conceptos indeperdientes a la implantacidn particular,
técnicas no ambiguas de especificacidn y una teoria rigurosa que
soporte las afirmaciones sobre programas. .Explicaremos a continuacidn
el porque de estos requisitos y como las diferentes descripciones'
sembnticas formales proponen su solucidn. |
| Las descripciones semhn?icas no formales, comunmente necesitan
una base de conocimientos y conééptos sobre programacidn para explicar
el significado de una frase dé; lenguaje; por ejemplo los conceptos de
variable(distinto al concepto matemhtico), ambiente,. valor acfual o
valor de una expresidn son utilizados en la descripcidn de PASCAL (Jen-
sen y Wirth [741) para explicar el significado de la asignacitn. En la
mayoria de los casds esto concéptos son explicados en términos de 1la
implantacidn, lo cual hace gue diferntes implantaciones seflalen signi—
ficados distintos a los mismos conceptos. En realidad, 1la esencia de
las ideas no depende de ninguna mhguina particular, Una definicibn

semhntica formal, produce un conjunto universal de conceptos en tér-

lo cual permite definir, por
\ .

- minos dé objetos matemdticos abstractos,




ejemplo la asignacibn sin haceb'referenéia a ninéhn meéan{smov de
implantacibn. "

Las té&cnicas no ambiguas de especificacibn son necesarias para
que no‘ haya confusibn y asi, usuarios e implantadores del lenguaje
reciban.del diseflador una descripcibn comprensible, ?eneilfa y comple-
ta. BNF junto con las t&dqicas de lenguajes formales ha suministrado

una marera adecuada de especificar y pensar acerca de la sintaxis en

los ultimos 15 aftos. Desafortunadamente, al enfrentar una problematica

mas ardua, el desarrollo de la-'notacibn y conceptos en sembntica ha

sido mhs lentn; 1lo cual ha resultado en que la mayoria de los len-
guajes son definidos en‘Inglbs. A pesar de que estas descripciones son
aparentemente muy claras, frecuentemente las encontramos inconsisten-—
tes e incompletas. La experienc}a ha mostrado que no es posible alcan?
zar la precisibn deseada mediante descripciones~informales.

Las tékconicas de semdntica formal posibilitan las gaemostraeiones
riguroéas de afirmaciones sobre propiedades:de los programas y los

lenguajes de programacidn. Esto se debe a que para prdbdr que uﬁ

programa es correcto es necesario mostrar que el significado del

programa Yy el significado deseado coinciden, y por lo tanto, ambos

significados deben ser claros formalMénte. Es gracias a la herramienta

de la semintica formal que es posible probar cuales reglas de inferen-—

cia ‘sobhe programas son vAlidas en algn lenguaje particular. Los

intentos'por disefiar lenguajes tales que la intuicibdn sobre reglas de

inferencia ' correspondiese al resultado de laskihtrucciones y no fuese

necesaria la formalizacidn del proérama mostraron un pgran . fracaso
cuando lqs disefMadores del lenguaje EUCLID no pudieron hacer afirma-
ciones sobre programas en tal lenguaje. (Ver London(78]1,Bordonl(79]).

Otro reciente uso de la semhnfica formal, se deriva del hecﬁo de

que- las descripciones formales son legibles, representables y marneja-—

bles por computadoras. Esto permite la producidn de programas para




manejar las definiciones sembnticas y utilizarlos como generadores de
sistemas en implantaciones, anhlogamente a como sé proddcen a partir
de las definiciones sintbcticas, los reconocedores sintbdcticos o he~
rramientas para compiladores (Ver Moses [76]);

Son claras las ventajas alcanzadas bajo el uso’‘de una descriﬁcibn
matemdtica de la semanticé; péro szmo se realizan estas descripc?o—

nes?, esta pregunta es respohdida, en términos generales a continuacidn.

Seccidbn 4 Meétodos de Semantica Formal

- Existen tres metodologlas. principales para presentar una desc%ip—
cidn semdntica de los lenguajes de progbamacibn. Estas son: el enf;quéf’ﬁ
operaciona%;(repreéentado; principalmente pdr el Vienna Definiéion
Language: VDL), el enfoque axiomhtico y el enfoque denotat ivo. Cabe
subrayar que kstos métodos no son r;vdles. Realmente todas son semin—
ticas matembticas. Sih embargo algunas presenfan desventaJas con ées-
pecto a los objetivos inicialmente sefialados y esto ha impulsado llos
esfuerzes hacia las otras en busca de respuestas a problemas particu-
lares. | |

El enfoque operacional se esfuerza por'explicab las operacidnes o
con las cuales las m&quinas\EJécutén.I;s programas. Estas;oberaciones
pueden ser descritas mediante notaciones orientadas hacia las mbquinas
o utilizando té&cnicas no denotatiQas_como la Teoria de Autbmatas. La
idea consiste en definir perfectamente una mlquina abstraéta y el

~cbdigo de operaciones en ella, é pesar de.que el modelo matemdtico asl.'f

construido es totalmente imprActico, 1la descripcidn es tan simple que

no existe confusibn alguna sobre el cddigo de operaciones. Finalmente

el significado de un p}ogrnma es dado por una traduccidn a este cédigo.




La primera desventaga de este mktodo se pkesenfn al definir la
semhntica de las intrucciones en la mh;uina abstracta (la Unica basé
para ésto.es su sencillez). Es decir el probiéma sblo se traslada a un
nivel ﬁas BaJo, lo cual complica las aplicaciones prbcticas.  Sin
embargo, 1lo que resulta aln mhs serio es que el gignificado de un
prograﬁa .se describe en tkrminos de simular operéciones y este no es
nuestro trabajo, sino el trabajo de la cbmputadora.‘Una desventaja mhs
resulta de que programas con significado operacional rio corresponden a
las estructuras usadas por los programadores, tanto en ;uestibn de
instruciones, como de datos, esté falta de relacidn hace al enfoque
operacional muy incbdmodo.

La principal ventaja de este mktodo es que sugiere muchas t&cnij
cas de implantacidn y facilita'la construcidn de compiladores.

El enfoque axiomdtico se ocupa de proporcionar axiomas y reglas
de inferencia para realizar deduciones sobre programas. A cada enun<
ciadd del lenguaje se le asocia uno o mhs axiomas, que préSEntan una
posible afirmacidn con respecto a lalEJECUCibh dél enunciado o ins-—
truccidn, en terminos de 16 QUe serla cierto despubs y antes de la
ejecucidn.

La principal ”desventaja:del enfoque axiomAtico es que sblo es
aplicable a situacuiones muy simples y en aplicaciones reales resulta
muy diflcil seMalar los axiomas, incluso para los disefadores del
lenguaje. A pesar de ésto, esta tkeonica ha sido muy exitosa para la
demostracidn de la correcidn de programas.

En .este trabajo nos concentrarehoé en SemAntica Denotativa, Yy

explicaremos esta Area en la seccibn siguiente.

Secci®n 5 SemAntica Denotativa.




La idea bhsica de este enfoque consiste en d?finir funciones
(semanticas), las cuales llevan las esfructuras sintActicas en objetos
matemhticos abtractos que modelan su significado. Esto es, construc-
ciones sintldcticas denotan objetos matemhticos'y laé funciones qué nos
traducen las consfruciones sinthecticas en los objetos matemdticos que
denotan son las funciones semhnticas. Las definiciones de las fgnf
ciones semldnticas éon asi, denotativas, y estructuradas de manera que
el Significado de una frase compuesta se expresa en tbrminos del
significado de sus componentes i;mediatos.

La construcidn de estas funciones (usualmente definidas en tér-
minos de objetos descritos recursivamente) plantea la'problemhtica de
definir sus dominios (tambibn _usulamente definidos de'manera recupgi—
va). Esta tesis se concentré en la construeibn de los eodominios‘ de
las funciones Semhnticig.

‘ La Semdntica Denotativa permite manejar conceptualmente los sig-
nificados de los programas. Es posible la demostﬁac@bn de la existen-
cia de un lenguaje con los significados especificos (lo cual nb‘ ha
sido realizado desde el enfoque agiomatico). La presente tesis‘bse
encuentra dentro del marco de investipacidn de los'fundamentos mateml-~
ticos de la computacibn. |

Es conveniente insistir en que los mbktodos de la semﬁnfica formal
estan muy relacionados pero parece ser que el enfoque operacional es
mhs adecuado al imblantador, el axiomdtico para el programador y el
éenotativo para el disehador. Incluso invitamés al lector interesado a
consultar ‘los Capitulos 13 y 14 de Stoy[77]1 donde ias herramientas de
" los enfoques axiomdtico y operacional son utilizadas para una defini-~
cidn denoctativa.

Presentamos a continuacidn un ejemplo, vy recdrdamos que la SemhAn-

tica Denotativa considera a las construciones sintActicas correctas -




como notaciones de objetos matemhticos. En realidad el mgnipular
objetos abstractos es dificil sin usar'una notacibn ’'particular. Por
ejemplo para hablar de los nlmeros naturales necesitamos algln conjun-—
to de .hombres como: {1,2;3,4,5...} o tal vez . {lyllytllyeaa} o
{uno, dos,tres,...}. Como no podemos manipular Enti?ades abstractas,
sino haﬁlar de ellas, tal vez las Unicas cosas que existen son los
lenguajes, no entraremos en discusiones filosbficas de esta indole,
pero consideramos importante sefalar que en el. presente trabajo éonce—

vimos siémpre diferentes los objetos matembticos de la notacidtn para

hablar de ellos.

Ejemplo:Notacidm en base B.

Sea BEN un nlmero natural B)y 2 (y por el momeﬁto B§10), sabemos
que todo nﬁﬁero enfero puedevser escrito en base’B si tenemos ﬁ
simbolos diferentes. (En realidadveétos é}mb&lo ya fueron diseﬁados_ y
son los digitos 0,1,2,3,...,9). La escritura de un nlbmero en base B es

una notacidn para los nlmercos enteros, construidos a partir de los

hafuralés y estos fundamentados en los axiomas de Peano (ver Stolli63]).
Es importante distingui; que los enteros son independientes ’de la
notacidn decimal usual para hablar de ellos. |

Presentamos aqu! la sintaxis y semintica de este lenguaje en la
.-Tabla #3. Supondremos la existencia de B simbolos distinfos, los
cuales denotamos por Q,l,;..,gzl ; Supondremos tambidén la existencia
de un dominico sinthctico Not, que tiene un subconjunto llamado Pos y
un bominio semAntico Ent (que contiene a los enteros) paraAla furcidn

semhritica que definiremos a continuacidn.




Sintaxis Concreta ' .

No~-terminales={N, M} Terminales={g,1,...,Ezl}'
N€E Not M€ Pos
(NY 2= (M) | (-M)

(M) 23= @ | 1 1 sou | B=21 | (M@ | vu. | (MIB-1

’

Dominio Semintico .
-Eht={0,1,-1,2,-2,...& (Dominios de 105 nlimeros enteros)
Funcidn Seméntica '
IN:Not -) Ent T : .
CINIC 2 1) =0
INCE 3 311 =1

’

INEE B-i 11 = B-i
CINET M@ 11 =B x INIE M 13

INCE M1 33 = (B x INCEL M- 11) +1
INCE MB=1 31 = (B x INCL M 31) + B-i
INCE =M 13.= - INCE M 13

-~

Tabla #3 ,'

La siﬁfaxis la:pfesentamos en BN? e indica simplemente que Notfff
donsiste de todas las sucesiohes finitas arbitrariamenfe largas de
s!mbblos de {(0,1,...,B-11}, opciohalmenfe antecedidas del signo —.'N es
un elemento arbitario en Not y M denota un elemento‘arbitrario en Pos

(las notaciores de los positivos). Para definir la funcibn sembntica

IN en la tabla #3, bksta se define en todos los casos sinthcticos

posibles, (en alguncs de ellos recursivamente). La funcidn asocia a .

~cada 'notacitn an base B (a cada nlnero.en base B) un nico ntmero




entero, podem95 decir que en cierta forma la funcibz; evalua 1a nota-
cidn. Es muy ﬁ_npor%ahte observar la diferencia entre s!mb‘olos subraya-'
dos y aduelios que no loves‘tam los slmblolos subrayados son simbolos
(let;ﬂas) del lenguaje Not, es decir, el lenguaJe que estamos def:men—
do, mientras que‘ los no subrayados representan ob_]etos matemhticos ya
conocidos (como el cero, la. unidad ), las funciones binarias recursi-

vas de los enteros(suma y multzplicacibn) y la funcidn inverso adxh-'}

vo. M es una variable sobre Not. Yy los slmbolos subrayados son simbolos

consideradog tal cuales, el escrnbxrlos Juntos s&lo por e,;emplo mdma'
una eoncatenacibn del valor de M y el simbolo @. Para hacer. evident
que la funcidn va de estructur‘as sinthcticas utilizamos [ 11 par-a
indicar el argumento, el\ cual es alguna expresxbn del metalengua;'
sinthctico.

En mu‘r.-hOs. casos pr&cticos no se eSpecif‘ican rlos conjuntos d‘
termiﬁale# y no term:nales pues pueden deducir‘sn de las producmone'

'(por‘ la notacibn ¢ ) ). ﬂhom\ probaremos que este es el lenguage quc

buscamos.

AFIRMRCIDN. Todn notacibn en Not representa un, tnico entero ’

todo numero entero se r-epresenta por al. menos una notacidn ‘en Notl"f*

‘ ESté es decir que Not es un conjunto de nombres para los n'!smero';:-'

.

enteros.
DEMOSTRACION. -La demostracidn es sencilla. y se sigue por indur."g;

" ecibn sobre la longitud de N.

Primera.-parte. Toda rotacidn representa un Unico entero. ' '
Caso I)Supongamos N no hene signo, (es de la forma M). : ;
s [st ~1. lonnitud de N en 1 yl

_ entonces N=g o N=i ...0 N=B:l en cuy®



caso N representa exclusivamente al cero o al uno ,etc.

Supongamos que todas las notaciones de longitud k reprenewtaﬁ un
thico entero, y sea N de longitud k+l y sin signo; luego se tiene que

exclusivamente,
N=M@ o N=Ml o ... o N=MB-1 .
con M de longitud k, vsupoﬁgamos N=Mb y p@r hipdtesis de induccidn que
. M representa al enterd z,entonées N represeﬁt; a:
.(z X B) + b
lo cual completa la‘induécibn.

Caso 2)5i N tiene signo menos, es de la forma -M, entonces M‘no‘
tiene signo menos y por el caso 1) M representa un bnico entero z, 1lo .
'cual implica N representa a -z.

Segunda pavte.Paré todo‘;ntero existe al menos'una notacibh en C{
Nat. o |

Sea z un entero érb;%rario, si z es positivé apliéamos iﬂduccibn.
Si z=015e répresenta pdr é, supongamos todo numero positzvo menor que :;
‘z es representable en Not,como N
z=qB+r, B)r)0 ,B)2 tenem;s q(2
'y entonces q se representa como algln M en Not, pero entonces z se
repregenta como Mr. Finalmente si z<0 éntonces —zlse fepresenta como-'ﬁ
aighn M, lo cual 'implicg que z se representa como =M.

. - [].

ObSQrvuse que la primera part§ impiica que la funcidn sembntica’
toma valores enteros y esth bien definida, la segunda parte es'equiva—l “
lénté>a que la funcidn sea sobre(en los enteros).

El lenguaje que hemos definido formalmente es simplemente la.
‘notacidn pogieional para los enterosj _esté notacibn no es obvia y es> ‘

uno de los mhs grandes inventos matemdticos de la humanidad. (Nbtese

- que otros. ;onnuiges-totnim-ntdvdifcrontqs‘hnn,sjdo:.uti;;:ndos-ﬁpqpa‘ '




denotar los mismos objetos matemht icos, como los Npmeros ‘Romanos) .
‘Esta notacibn hizo mechnicas las operaciones aritmkticas Yy permitid

concentrar el pensamiento matembdtico en algo mhs. La espectativa de

alcanzar nuevos niveles de abstracibn mediante la formalizacibn semndn—

tica (es decir una adecuada notacibn de los lenguajes de programacibn)

aparece en el horizonte. )
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Capitulo II

LA CATEGORIA DE DOMINIOS \

La construccidn de funciones semAnticas comienza por aefinir sus
dominios. . Sorprendentemente en el capltulo anterior utilizamos la
‘palabra Dominio en lugar de Conjunto para nuestro ejemplo. Estoq;se ;?
‘debe a razones matembticas tkcnicas que son el objeto de nueéfro f}
estudio. Es deciﬁ, un Dominid posee pafa-nosdtros una estrucfura
matemhtica distinta que lo diferencia del Canepto‘que aparece en la ;é
definicidn de funcidn matemdtica. En realidad laos Dominioéysqn conjun-—
tds coh una estructura partibular. Las ideés intuitivas y‘léé aplica-
cidhes,,si se hénEJan unicamente Ba)o la Teorla de Conjuntos, es decir g
dentro de la’Categor!a de Conjuntos sin mhs estructura, enfrenian
sekios problemas?,

Un problema difleil de resolver formalmente aparece cuande los

conjuntos sobre los cuales deben definirse funciones]sem&nticas deben ;?

ser definidos ﬁeeursivamente por consideraciones prhcticai; por eJem-‘fﬁ
pio; 2] uso de pﬁocédimientﬁs con efectos colaterales en un lenguaje
de programacidn (ver ejemplos en las APLICACIONES) lleva a que los
Dominios tengan una forma como en la Tabla #4.

Las ecuaciones de la tabla scn recursivasy Estado esta definidb

~ en terminos de Salida, la cual esta en términos de Valor, el cual esta

en términos de Procedimiento y kste nuevamente en terminos de Ebtado.‘> f




Estado=Memoria x Entrada x Salida

Memoria=1d -)'Walow{nongadoh

Salida=Valor® : o
Entrada=Valor° |
Valor=Numero + BOOL + Procedimiento
Probedimiento?Estédq ;) IEstado +‘{error}3.

Tabla #4

En la Categorla de Conjuntos no siempre existen conjuntos que,:

satisfacen las ecuaciones de este tipo, principalmente por ‘ problemas

de Ca_rdi‘nalidéd. Afortunadamente el trabajar en la Categoria de Domi-
nios nos permite interpretar los operador‘esr-ﬁ, _x\“, - e 0o - de manera.

que construy‘amos soluc:ones. Es decir, las ecuaciones en general no

s pueden s1empre . ser resuletas pero al restrnng;r‘ nuestro domtnio de.
dxscurso podemos lograr un gran avance.

Algunas de las ideas prmcxpales para obtaner solumones se basan#.
en que A-)BS {fIfiA-)B)} (el gspacxo de f_unqunes entre Dominios) s‘ea
un D;amini.o donde los mapeos preservan ia estructura, y que el = es una
representacidn para isomorfismo y no igualdad. o - l

Finalfnente, el hablar de conceptos de programacxbn de alto nivel

nos lleva a considerar el espacio de funciones como tambxén un obJeto;

como una funcidn en gener‘al es un objeto 1nfinito,l ;lsur‘ge lq ;dea dg

aproximacidn por objetos finitos ( como se aproximan valores en Anhli-f@;

sis Numérico). 8in embrago, rgsulta aun mas dificil de Justificar l

for‘malment e los conceptos opef‘ac ionales de programacidn como bﬁoced i-
mientos no restringidos que permiten procedimientos como argument os_;, .

Mat‘em&t‘icamente esto es, funciones que deben estar kb'ien definidas para‘ji

ser aplicadas a todas las funciones. 'Hasfp ahora, ‘ si no restringimd




nuestro dominio de discurso no podemos permitir con toda la ‘libertad -
la aplicacidn de funciones a funciones sin llegar a ser inconsisten~
tes. La teoria matemdtica presentada a continuacidn logra restringir

.

las funciones para que funciones puedan ser ;plicadas (incluso a si
mismas) consistenteﬁente. ’

Es importante seflalar que el problema de aplicacibn reéursiva'(av
si misma) surge en la interp?etacibn matemhtica de efectos colaterales
y almacenamieﬁto de instruccibngs én lenguajes de programacidn.

Para el problema de almacenar instrucciones, opéracionalmente-f
existen Muchas soluciones, pero matemhticamente debemos definir qna‘f

1

‘funcibn que enlace los contenidos de las localidades o éeldaS‘*de\i

.~ memoria. Es decir debemos definir una funcibn matem&tzca ,11am&moslu E:ﬁ
(estado de la memoria) de las celdas de memoria en los poszbles conte—
nidos. Esta funcxbn nos dice, dada una localidad de memorxa, el valgr J{

del contenido ahl almacenado.

EIL;)V donde ké L (el conJunto de localidades de memor;a) 'y
-E(k)éV(el conJunto de valores posibles). Si S es el conJunto de Estl—
dos ¢ Quk es una instrucidn del lenguaje?. Esta es una modificacibn‘deff

los valores almacenados en memoria, matem'ticamente una funci'n Y:S-)éi
| a o ;

Como operaéibnalmente las instrucciones del programa son almacenadai,_;;
la mas directa formali;acibn de eéto hos lleva a suponer qﬁe si E es
.el éstado actual de ia mbquina'y kE L gi.dondg se guarda una jnstruc-:fi
éibn. es decir E(k) es una instruccibn, tenemos E(k):5-)8 pero {Quk es v
‘E(k)(E)?. Eﬁ realidad el enfoque oﬁeracioﬁal guarda un cbdigo dg la;ﬁ?
| instrucecidn pero para realizar la descripcidn formal de tal lenguaJelk’

di_programacibn, nos enfrentamos a serias dificultades.

Beccubn 6 La Tworia de Dana Scott



Inicialmente la fofmalizécibn comenzd con la idea de aproximar
los elementos infinitos de las funciones semAnticas mediante elementos
f1n1tos. Se trabajd entorices con ordenes parciales que indicaban, una
relacidbn entre mayor y menor contenii‘lo de informacilzn; posteriormente
se obserb que funciones con sentido prActico entre estos conjuntos
(ordehes‘parciales) deblan ser monbtohasr es decir a mayortinformaci&n
como datos de entrada,' mayor inforﬁacibn seria prdducida como salida. 
Esta estructura no fue sufzcxente, pues fue recesario que al aproximar
un elemento por elementos finitos el valor de la furicidn en el elemen—
to fuése» aproximado por los valores de la funcidn en los,.elem§ntos
,finitos.vasto ilevb a qué las fuhcidnes fuesen adem&é”coﬁtinqas y el:
enfodue se envolvid por concepéos topolbgicos. | |

Estos enfoques permitieron uno.de los mayores _avances en la’

vdescripcibn semantica q’ormal de los lenguaaes de‘ phogramaéibh; que

"~ tuvo lugar cuando Dana Scott mostrb una Categorla donde ‘podia 1nter-7l_

f‘pretar‘ consistentemente def;mcionas recurlivas, (tanto de func:onesl
.como Dominios).

Muchas de las ideas sobre Semlnhca Denotativa hablan ‘surgidov'
“mucho antes, por eJemplo el p:onero de las definiciones denotat:vns,,f
Stratchey, pubhcb en 1966 "Towards a Formal Semanhcs" y antemor— l
mente John Me. Carthy habla logrado esbozar la sem&nt:ca denotativa de
un subcomunto ‘de ALGOL-GO. o I o l

" En resumen; o quﬁﬁ D. Scott lqub fue fund'améﬁtan la Qemlntica'
denotativa al dar una esfruétura‘a los conjuntos para‘que fofﬁacen los
obJetos de una Categorln y definir x,+ y =) en ellos, mostrar como losl
elementos de los Dominios eran d-finidos, como aparecla la idea dl‘l‘:

aproximar y como lps Dominios mismos podian ser definidos recursiva-:

mente. - ’ B | - l

3 Bcott d-finib un lengua_w LAMBR, nl cunl -n"principio .I capaz‘*-’f




de expresar la semAntica de cualquier lenguaje, todai las funciones o
funcionales computables son definibles en LAMBAR. Por lo tanto, todo s
lenguaje definido en LAMDA es implantable en principio. Ademas, LAMBDA

es un lenguaje matemhtico(notacidn matemdtica) que no incluye actdali—’{ 

zaciones ni saltos, y el ligado de identificadores o variables sé: 
realiia en la forma mateﬁ&tica convencional. Esta propiédad permite
que LAMBDA sea matemdticamente ﬁéﬁipulable en dembstraéioﬁes. Sin:
embargo,; a pesar. de su imporﬁancié tebrica d1 garantizar que todo;?
lenguéJe' tiene almenos una definicibh sem&ﬁtiéi (como subconJunto dQ 
LAMBA), el lenguaJu LRMBA resulta totalmente impr&ctico. | |
Es 1mportante indicar que las poco fundamentadas teorlas y lo;.a
primeros e 1nconsistantes trabaJos conducen a verszonls moder;ai.i[
Mucho se avanzb en Semhntxca Denotativa antes de que existiese’wghii{
demostracibn de que los obJetos y mode]os:paneJados ten!an unl funda—
mentacibn matem&tica; pnro la mezcla de los eoncepto: tebr:cos hau.
contr:bu:do a Qnrxquecer las t&cnicas de descripcibn. Las 1doas origi-:
nales y ‘el trabAJo inic:al en este snntzdo son do 1nc1aculablc valor.
Los agradables recultndos tebr:col obtenidos hasta ahora han 5
impulsado la investiglcibn on nsta hrea, y las constrﬁcidhé§ tebricgs'

iniciales( como el mismo D. ScotttBEJ»h;'dicho,)”qu‘ reqdqwlan  do f1

- muchas herramientas, suposxciones y réstriécioned evolucibnan' hacia’

desarrollos mhs claros 1ntu1t1vamente y m&s completos formalmentc.
Presentamos a contxnuac:bn un desarrollo m&s sencillo y elegante de la

Teoria de Domxnios..

_ Seccibn 7 Dominios mediante Sistémhsfdeflnformaéibn

In§uitiVamnntn, un ‘Sistema  dé“ Informacibﬂiés*uh conjunto de




(A8

proposiciones o' afirmaciones sobre "posibles elementos" del' . Domini"
buscado. El sistema debe conté;\er suficientes proposiciones para dil-“t
tingu'ir' dosi"élémentos-distintos,' y entonces de manera abstracta pode-.,
mos idéntlficar'al elemento con el conjunto de todas las proposigiovnei‘
ciertas d kl. | ,

nsl‘, ‘dando proposicilénes 'y afirm'écioneé sobre un elen'lento, l
agr;upandolas, construimos ,.la definu:ibn del elemento. Pensamos e)

agrupaciones finitas, pues son las almacenables en una computadora,

pensamos en’ elementos inf:nitos como aquellos que requieren de un'

definicidn con una :mf:nidad de’ afirmac:onel.

De estn manera intuitiva, elemenlos parcialmente deﬁmdos posec.‘

con,]untos pequehos de propxedades ) afirmaciones, mentr‘as que elemenl
tos totalmente def:nidos se ident 1f1can con conJuntos grandes de&

afirmaciones, posiblemente maxxmales. Para hacer estas 1deas‘ prec}sa':
presentamos esta: |

ng_x_ng_gj_gn 7,_1 Un sttema de Informambn e)s una estructura
o, a,Con, 1-) . |
do‘nde: |
D es. un con,]unto(el comunto de datos o‘ proposiciones).‘

® es un elemento dxstxnguxdo de D(el menor mformante).

Con es un con;unto de subconJuntos f:nitos de D(los con;untos d
datos consistentes). | |
| I- @es una relaci&h bihafﬁa eﬁfre‘elem;htqs de 'Con y D
(relacidbn de implicacibni.. 7 f ‘
tales qde Con‘sqtisfacc los siguientes axiomds  0 u;VGD finitos:

(1981 utv , vECon =) ueCon

(21)81‘XGD =) {X>eCon

'vfﬁfi)si QI—XJ'-) uU{X>eCon




1

C%

[

(iviul-e

(V)Si Xeu =) ul-X

(VIISE ul=Y ¥ Yev y vI-X =) ul-X 0.

Esta definicidn dice que:(i) Con es cerrado baJo ’subconJunto;,
(ii)contzeno todos los singoletes, (iii)la unidn de un dato implichp‘v;
por un conjunto consxstente, al conjunto, es consistente, (iv)2 es -
implicado por cualquier cosa (v{ I- es reflexiva y (vi) es transitiva.

bara pensar que quiere decir esta definicibn, pénsamos en los

elementos de Con como conJuntos finitos de datos consxstentes, algunOS‘:}

de ,los cualqs provaan m&s informacion que otros. La proposxcxbn qun no; 5

,.‘,.

da nlnguna 1nformacibn es 4, Los obJetos dn datos nos dan 1nformncibn;
sobre pos;bles elementos del Domin:o que construxremos, de manera quev

si utilxzamos hnbcamente @ obtenemos el elemento menos. definido deno-‘f

 tado por l. No cualquxer coleccibn de datos describe un posible ¢10-:;
'v'mento,b para esto utilzzamos la nocibn de cons:stenaia. si utCon cs
falso cntonces las propos:cxones en u no pueden aplicarse a un. mismo

‘elemento szmultaneamente. El 5ignif1cado 1ntuitivo de I- en uI-X es 1

que si todas las proposzcxones en u son ciertas de un elemento enton—
ces tambign X lo es.» Esto Justifica porque padimos. lo:, ax1omgs 

V), V) y (vid).

 EJémbio-i{Sé$ D=NILKO?Y, los enteros no negat:vos donde si néD,. h
significafia ﬁroposicibh h(x, ‘donde x es un elemento por determxnar ®
identificamos & con 0. - | |

Con={S18¢D y #(8) dl..

y definimos l-‘como la sxguxente rolacibn:' ‘

An ,...,n )I-m (=) m=0 b m‘n para algun ik
0 k-1 1 : s
. El sistoma anterior verzfica los axiomas (i),(ii)(ii:) y (xv) ’dn




IR ¥

la dcf;hicibn trivialmente, k’pu‘e‘s Con son todos lbse‘svubc._'omungos fini';-?'_

tos de Dy SI=0 ¥ SeCon. " e | . I

~ Verificamoss RE
.. (v)Sea u={n yeesgn  YeCon y néu X T . l

‘ o 0 k-1 i : :
s entonces n_ {( n por lo que ul-n :=D,1,..,k 1.

; . i - . i *

(vi) Sea v={n ,..ayn Yy u=tm y...4m )} ambos en’ Con y supon-l
- - o k-1 : 0 1-1

gamos vi-m i=0,1,...,l 1 y, ul-X, sea n=max{n lnév} s Eentonces m (n ;
i B N B _ i I
Uy como uI-X X(n de donde g -
bibmeent oo ot 0. l

. ca o .
- h R yr— .

)

EJemplo 2) En el primer éJemplo todos 165‘ co‘nJhntos finitos';

aparecen como conmstentes. Modificando lxgeramente el e,Jemplo ante-l

'. rior obtenemos es sxguxente Slstema de Informaczbn.
Sea D=< (n, m)l n,chlum y n(m} |

y | ‘una pareJa denota la proposucibn n(x(m para alguﬁ.l p;sibl.e elemen;

to x, claramente debemos hacer a las pareJas (0,3) y (4, 7). inconsistnn

tes. Parl a mcluimos 1. pare,)a (O.-) con la interpretacitm natural.

.o

nhora, definimos

ueCon (-)3 thcm 't b n{t(m v (n.meu o

y:par‘a la relacxbn de imphcacxtm aefmimos ‘
1 ‘ ul-(n om ) (-) te Nl\]{o} y n(t 4m v (n,m)eu implica : l
o0 n ﬁ:(m . e . l
0 0 ' SR :
l

o "v'

Nuevamente es necesar-io vemficar que se cumplen los axiomas dl

a definicibn.

oy I

(i) Es avidentc.

(ii)8i X-(n,m) témese t=n Y. entonces {X}e¢Con.

(111)8i u¢Con y ul= X-(n ,m ) entonces. por la consistencia de u,l
0 .
;-It eMU{D} £ ngt {m V¥ (nymeu ,

pcro cntonces como ul-—X » 1 (t '4m N : RS '

lu.go ¢ ¢ NIU(D} y n(t' (m v (n,m)e tuU{X}J




o uU{X}e Con.
liv) y (Q) Son inmediatos,
(Qi)Si VI=Y ¥ Yeu y ul=X=(n ,m ) entonces,
Sea teNOY “t* ngtim v (n,mey o0 |
debemos probar que n (t¢m . .
" Como VI=Y=(k,ry Yeg, KEEdr W (k, mey .

y como ul-X , n (t{ m. : | '
0

pgfin;g;gn = Una relaclbn de 1mp11cacxbn I- es m:nxmal cuando

ul-X si y sblo si X=4 @ Xéu, y l- asl defxnida se llama la relacibn\

minimal. ’ - v ().v
ggmg z_g -Todé réiaeibn;minimal saﬁisfaﬁe log akidﬁésf(iv), (QB y
(vi), ' 0.

DEMOSTRACION. ~(iv) _y. (y) %00 inmediatos de la definicibn ante-

" rior,

Ahora- para (vi) , sean Uy V€ Con y‘ vi-Y V~Yeu',ul-Xs
como ul-X | | e ' ' e
si X=A entonces vI-X;

si Xeu como vl-Y ¥ Yeu, en»pakticular vi-x .‘ . tJ‘
nginig;bn Z;ﬂ ~ Llamamos maximal ala sxguiente relacidn de
implicacibnl ‘

WI-X (=) xmo g V¥ vau, veCon ,se tiene vfix3econ. 0

Eggggglgibn 52;5 -La relacxbn max:mal cumple los ax10mas (iv),(v)

y (vi)‘de la definicién de Sistemas de Informacibn. O.




DEMOSTRACION. ~

(iv) trivialmente ul-e,

(V;Si Xeu, entonces W v:ﬁ veCon,

vi{Xr=vy Pe VU{x}eGon '4 oo u[-x; 

(vi)Gi vi-Y ¥ ¥Su y ul-X , debemos'probar vi-X.

8i X== , entoncei "vi=X;

considéremos weCon  wav,

como vI—Y v Ytu .si us{Y VY qeaay¥ 2},

wU{Y }ﬁ Con : y widy 5!v ? de dondé

(wU{Y }ﬂJ{Y }c.Con ; por 1ﬁducci$ﬁ1se obtiehé

b & wUueCon;
pero wuwu vy uI—X v por la def:nicibn de la relac:bn max:mal
| tenemos; wUuU{X}eCon ,pero, o ‘ v o ‘
o wU{X)C wU uU{x}
:'”f_ wU{X}c Con

Eggggg;g;gn z;é -Sea ahori IFffdtra‘fe1écibn sébrd los  mismos
S R - 2
‘)conguntos Con y D, Yy que satisfaca los axxomas plra S:stemas de Infor-

macidn, emtonces si ul- X , se tiene que ul-x baJo la relac:bn maxi-
L TS : Co 0. S .
mal. , » SR ,f » - ‘().

DEMOSTRACION. -8i ul- X,'éntohcésgv v2u veCon obtenemos que
, , T o o
L ViI= Y ¥ Yeu , y como ul= X , vl- X y de donde
vU{X}ECon

y por lo tanto, uI-X baJo la relacibn maximal. :  [;.




d

-~

como la informacibn contenida en‘(n.b) como la afirmacibn b=f(a) pardj

~alguna funcibn f por determinar. Intuitivamente un conjunto finitO'di_

datos :(proposiciones5 es consistente si tales parejas pueden pertene-:

cer 5 una .funcibdn, esto es:
(1) {(a yb )yeucyfa yb )2€Con (=) ¥ i, 3¢k si a -a; =) b =b
e o k k . i ) i 3 .
y si ueCon entonces siempre‘uU{°}GCon,(Este problema.puéde evitarsef
i en lugar de (a,b) se considera {(a,b)) y o=d ). |
Damos como |— la relacidn Tinimal.
El axioﬁa (i) ée satisfaceupues si UGCQn y vig y BN particulafé
tambi®én para v se satisface la relacidn (1) , por lo Que véCon.
(ii)Los singoletes cumplen (1).
fiii)Si ul=X enfonees X=¢ b Xéu , en ambos casos es directo*qu¢¥;
alJex 3 €con. - |

Por Wltimo, como se trata de la relacidn minimal la verificacisn

',de que se trata de un Sistema de Informacidn es completa.

n

Ejemplo 4)Sea D=(4,0,1,00,01,10,11,...,1 }, es decir todas las

.‘cadénls finitas de longitud menor o igual que n, formadas'por o bvl,aﬁ

adembs del élmbolo 4 para la-cédena vacia.
Como notacidn auxiliar indicamos L(s)=longitud de s ,¥ s¢D y.
L(®)=0, y s(i) al i-&simo simbolo de izquierda a derecha en la cédendqf'

~ Sea uéD finito, decimos que uéCon si y sblo si . ¥ s,téu se tien@j 

..Q(i)ét(i)v i=1,2y000,min{L (), L)} ¥y como |- utilizamos la relacibﬁ"

‘minimal.

Probar@mosbquo la descripcibn anterior es un Sistema de Informa- ;

_eibn.

(i)Be@_ ué Cony veu ; tomemos s,tév, entonces s,teu y por ioﬁf
tanto w(i)mt(i) im1,2,...,min{L(%),L{t)}, de donde veCon. o

(ii)8i .8 ¢D , s claro Qun'(s }eCon pues si s,te{s ) s=tmg
0 o B 0 0




en consecuehcia s(i)-t‘(i) V ‘_i.
(iii)8i ul-s debemos probar; que u\{s)cCon, ahora,

"gi séu fenemos ul{s)=ueCony

8i s=“l éntonceé para r,tculj{s) tenemos v

r{i)=t (i) i=l,caqamin{l(r),L(E)) pueé 8i r=% § tas @in{L(r),L(t)}-D,

(iv), (v) y (vi) se deben al hecho de que I- es minimal.

En este ejemplo interpretamos una cadena s de D como la ‘informa-
cidn acerca de los L(a) dlgitos binarios de un posible nlmero entre Dl
n—1
y 8 -, es decir, una cadena nos define parcialmente un nlmero y Con

. son los conjuntos con cifras consistentes. " ' l;

Ejemplo 5) Sea D=P(ND-{d)={ 8 | ScNly S#d}
hacemos @=N
y F={5§ ,...,5 ¥Con si y sdlo si gs #6 b Fe=¢

1 n i
donde por |- damos la relacidbn minimal.

o

Claramente se satisfacen los axiomas (i) y (ii) de Y'vla‘ '-d‘qf‘ini‘»qibﬂv_'

(iii) Supongamos FI-8 BT St g s l
| si SeF entonces FU{S)=F¢Con =
si S=t=N (15 = (15 rd SRR l

Por - ultimo, como |- es minimal tenemos que (iv), (v) y (vi) s'on_“l
verdaderos. , , L SRR ‘

_Podemos interpretar que un dato XeD pr‘oborciona como informacidn I

el hecho de que el elemento por definir perf:enece a Xy é_s " decir, X

representa la afirmacibn xeX. - L L l

Posteriormente extenderemos los l\ltimos dos eJemplos con rela-
ciones 1- mas fuertes.
- Los . ejemplos anteriores y algunos que exploraremos mhs adelante’

_muestran que al gunal veces l. estruct ura rad ica pr‘ mc i pl 1mente en Con

| l
e 4



-

‘y ofras veres en |- y en algunos casos en ambas. El objeto ¢ puede ser
de cpnsideraﬂle importancia prActica y sin duda de gran utilidad
tebrica; ya que garantiza que todo Qistema de Informacidn es no vacio
y Con contiene a {2} y al é. . ‘

Debido al axioma de transitividad podemos extender |- a.'una*
relacidn binaria entre conjuntos de Con y abusando de la not;cibn la
denotaremos tambikn por |-, identificando <X} con X.

. . | ]
~ Definicibn 7.7.-Sean u,veCon , entonces

A continuacidn presehtamos algunas propiédades,

Proposicibn Z.8.~ ¥ u,v,w,u’,v'éeCon
(i) gl-a |
(ii)Bi ul=v =) ulveécCon
(iiidul-u L

(iv) ul-v y vi-w impliean"ul‘w.
(V)ISi u2u. ul=-v v?v‘ =) .u"l—v‘.

(vi)Si ul=v y ul=v' =) ul=viv'. - 0.

DEMOSTRACION. ~{iii) y (v) Son inmediatos de las definiciones de

Bistema de Informacidn y la definicibn anterior.

(i)écu ¥ ueCon v éeCon.
(ii)Se pruebaApor induccidn sobre la cardiﬁalidad de v,

Si #(v)=1 por el tercer axioma de Sistemas de Informacidn 'queda_”}
[]

comprobado.

Ahora, si #(v)=n Yy ul-v , sea Xﬁv, entonces

#{v-{X})=n—-1 y por hipbtesis de induccidn tenemos




u\}(vf(k})GCSn :
ademds ul(v—{X})I-Y ¥ Yeu y como ul-X
. | | ulJ(v=LX3) I=-X
de’ donde altv=£x 1< X r=ulv € Con.
(iv)Sea X w arbitrario, debemos probar ul=X.
Como vl-ﬁ en pa#ticulak vi=X y como ul-v ,
| | ul-Y Y Yv
por el sexto axioma de la definiéibn 7.1  ul-X.
(vi)Si XevUv' entonces Xev 5 Xév' pero por 1;5  hipbtesis
correspondientes a este inciso , tenemos ul-X

S ul- viv'. £1.

" Es impérfante seflalar que-tomando (i), (i1), (iV),(v) y (vi) de ’la‘
’proposicibn anterzor y los dos primeros axiomas de nuestra defxnicxbn
se construye una definicidn de S:stema de. Informac1bn equxvalente a la
que presentamos, a partir de una relaczbn b:narza b= sobre Con y
‘ posterzormente definxendo la velacibn original como: } 

u|—x 81y sblo si ,ul <x}. (No realizaremos los detalles).v

Como notacidn, uhfsistema de Informacibn se designa por

A=(D ,* ,Con ,f—‘)
' R A A A d

para decir que A es un Sistema de Informacibn cuyas componentes son B
las indicadas; la notacibn s:n sublndices nos bastarh cuando trabAJe- b

- mos con un solo 51stema,3 pero nos serh de gran ut111dad cuando varios [f

gistemas estin involucrados.

‘

Seccibn 8 Elementos

- Consideremos un Sistema de Inf&rmaéibn A, los datos sxgnifzcan

afirmaciones o propbsiciones sobre eleﬁentos, es decir, si X¢D y x es.




un‘clemento, es entonces factibin decir que X es cie;to.de x;:é;ﬁb lonzw
bnico a nuestro alcarice son losldatos, suponemos qué siempre ‘podemos
distihguir elementos distintos, (de lo contrario debemos cambiar a“un
mayor Sistema de Informacibn).

Formalmente x=y si y spksi todas las proposiciones ciertas de x
son ciertas de y, e inversamente, todas las proposiciones ciertas de y
lo son de x. Bajo este pkincipio lo qde‘@;remos es identificar un
elemento con el conjunto de probosieioﬁes que son ciertas de &l. En 7?
nuestré. modelo los elementos son conjuntos de datos, 'pero obserQese
que para que un conjunto de datos pueda represerntar un elemento:

(i)debe ser consistentey y

(ii)debe sek,cerrado bajo implicacibn, 4 -

Los requisitos anteriore; son clérog, pues se trata de pdéibles
élementos'y la implicaéibn_de una,afirmacibn por proposicionés ciertas
.acerca qe un e;gmehtq nos 3ice que la afirmacibn esi ciérta. Inversa-
mehtéf:ualquier cdﬁsuhtq<eon las propiedadesf(i) y (ii) consfithye una
definicibﬁ para un éiémenio'(tél vez pa}cialﬁbnfe dcfihido);.tEstduﬁoi,

eonduce'é la siguiénten

. ﬁgfinigign é;;.%Los élémeﬁtos de un Sistema .de’vlnfﬁrmacibﬁ A
donde 98(D ,°‘,Con',l— ) son précisamenfe aquellosnéqbéothﬁtos x de.
D talés qu2= A A A | H‘ | :

A _‘¢:iv')3i uex y"u(Q)gu. =) ueCon. |

}ii)éi uéConA ;‘uik y ul=X =) XeXe o g),»‘A
Definici®n Qgg.—El'conjuntd de eleméntos‘de A se liamd el Domin10=J%

AIQI. 'Como notacibn escribimo;fxelhl para decir que X eé unv elemento

del Dominio - definido por el Sistena de Informacibn Q,

Q.




7 de donde

£

En el transcurso de la tesis no distinguiremos entre -l ‘Gistema '

de Informac:bn A y el Dominio 1Al que define, salvo aclaraciones

explicitas.

Defin icion B.3 .-Un elemento X es total si nro estdcontenzdo

propiamente en algln otro elemento y. En caso contrario decxmos que X

A
0.

Definicidn 8.4.- Un conjunto que satisface que todo subconJunto-."

es parcial. .El conJunto de elementos totales de A se denota Tot . l
finito'est%% Con se llama consistente. - .

Proposicidn B 5. -Si X es éohsistehte, éntoﬁces

y= {XI ul-X para algun ueCon u‘x}
- es un elemento llamado el elemento generado por Ay dehdﬂa&o (%)

0.

DEMOSTRRCION.—Ver:ficaremos la dos propiedades de la definicidn.
de elemento.v | | '
,(i)Sea y' un subéonJunfd‘finito du'y=(k) ; éntonceﬁ‘

siy' = {X yuc0e9X ¥ sean u yesog tales que

1 n A n : -
u =X y usy u finito i=i,...,n
; : » i i , i i . : .
entonces ‘ '
: , )
0&1 X y Uu es finito
frey . S Sy .

y trivialmente , o 1 IR AT g




por lo que
aplicando inducivamente el axioma (iii) obteriemos
Uu Uy econ
[ i
y.o 4 y‘( COhn
b)Sea uty u finito y tal que ul-X-, entonces debemos comprobar

que Xey, es decir que

si u= {Z ,..42 } .
| m
dornde Z es tal que existe ugcx u finito
J : J J
y u l-Z ,sea '
J J A S .

v=Juc x

= J

entonces v es finito y por lo tanto veCon, adem&s vi-u

e VI=X. rl.

‘Proposicibtn 8.6.-x es un elemento si y sblo si

NS

' DEMOSTRACION. -Inmediata de la proposicibn anterior.

Algunas otras propiedades sobre elementos tambikn son.inmediatas,'

-

"pbr ejemplo:

Pragggicibn 8.7.~

a)e € x v eleﬁento Xe
S A . S o : o o
 b)Todo Dominic contiene un elemento minimo bajo contencidn de
 canuntosl
I=(& )=(XED | {%}1-X ).
: A A - ‘ »
©)Todos los subconjuntos finitos de D son consistentes si y sblo
N ‘ | ’ B a b
si D es el mdximo elemento denotado por T . 0.

A R




Ejemplos : | . o ' l
Ejemplo 1)Recordando el primér* ejemplo de Sistemas de Informacibn

en la seccidn 7, donde n significaba la proposicibn n{x, los elementos
son los conJUﬁtog finitos : . |
Km={n! n{m}  meNIKO? |
'y k=Nilos. | o '
DEMOSTRACION. ~Tenemos u;u maximo elemento NlU{D}uK por la prop&si- '
cidn 8.7 e), probar que Km es. .uﬁ elemento es directo, pues como es

finito, KmeCon y en consecuenciaﬁodos sus subcomuntés también, ahyora‘lfﬁj

=i
N yeugn  dcHKm y
0 k-t -
in FgoesagN }"‘p
- T | 0 k-1
‘entonces p=0 & p¢n para algun ilk
Probar que son los Gnicos elementos es sencillo pues si
. LeMKo» | "
' es elemento, | | | .
¥ keb {nin¢klsl,
esto es claro ya que si kel, {k}-n ¥ n{ky
y {K,n}L Yngk
| si L no es acotado , L=N|\KD},

'$i no L=Km _com m=max(L). L e e g [i.. S

. Ejemplo 2)El1 segundo ejemplo se Sistemas de 'vlnfc}rfm‘acibn‘, ‘produce
como elementos los conjuntos ’ ' . - R -
Rmyp)={in,q) | nfm{p{q I} l

donde m{p son dados y q puede sere . Los elementos totales corres-

ponden ‘con los enteros no negétivos (existe una biyeccidn), mientras




y p‘ﬁo coinciden.

'DEMDSTRQCIDN.—Probaremos que los le,p) son elementos. ‘
Sean m!peMU{D} y m{p , entonces para todo subéoannto finito u
 de R(m, p)y tenemos ucCon pues en particular n{m{q para cﬁa;qhierf~
(n,q)eu. ; ' » '
‘ Rhora verzfxcamos la sqgunda condicidn para ser elemento;

. gea ‘ugn(??p) y”supongamqs ul-(no,qo) u finlto, _debemos“ pﬁq?ar
que )

(n ,q )¢ R(myp)

v o o o
como utR(m,p) en partieu;ar

n(M(p(q V (n,q)eu

entonces como ul-(n s 0 ) v n (m(p(q S o S
por lo que. o dn 4 q )ER(m,p). R E

: o © © ’ ‘ : ' g
R cont:nuac:bn mostraremos que estos son los &n:cos elementos‘w

. pos;bles.' iy
, Sea u un elemento, entonces sea palnf{q l ("sQ)ﬁﬁijyk~ff%$f'”'
'»gmﬂsup{n l (n,q)eﬂ} ’ af:rmamos 0=R(m,p). S
91 (n,q)‘ﬂ entonees n{m{p(q por lo que (n,q)eR(m,p)
e usn(m,p) . | H

S: (n,q)eR(m,p) entonces n{m&p(q y por la definxc:bn .dE" 
ﬂém y p exzsten | - ‘ D

o (n,q )GQ t n\(n y

(n ,q de @ t‘ q <q .‘

Como P={(n 9q Jy(n yq )2Q@ y O es elemento, ya que P es finito
. 0.0 11 - - - e ;

se dlbe tener que P¢Con, pero por la definicidn de Con existe un -

' entero k 't'n 4k4q i=0,1 3
i i

"véntqnces n¢kdq , pero por la definicidn daddvpahé |- esto nos dice

que ' Pl=(n,q), como Q sea elementc, es cerﬁadO‘bajo‘impliéacibn' dg:ﬁ

‘donde (n,q)eQ@




~«"% Rim,p)€Q.
‘Como se cumple la dowble contencidn tenemos comprobada la afirma.f

cidn. La afirmacidn sobre Tot es ahora élara. .. '

'EJemplo 3) Se'ﬁalaremt':s que en el ejemplo del Sistema de Informa-_
cidn a basé de parejas ordenadas de posibles funciones los elementos
parciales son gr&fvlicas de 'fu}miones phrtiales de A en B junto con &‘ y
los elementos totales corres;:ond_en a funcicnes totales, es decir.;:‘;;

- . T .

definidas en todo R. - ' - o I

EJemplo 4) ’En el duihtb ejemplo de  la ‘s\ecci'br'_\ anterior I
tenlamos DEP (ND -6} , N-° 1= 1a réiééibn minimal y

F=(8 ,...,S }eCon <=) F—é > (\S sé .
’ Qfxrmamos que R 1-{ S Ins=So} SotD es un- ;lemento, pues.si
“‘FSMR' es funtoA f\SfSo b F=¢ s por lo tanto FeCon.
o 'SOSi FI-S entonces S=Nl L] SGF s en cua]quxer caso S’So, y se

‘ com:l uye Se R

F:malmente si T es un elemento, si tomamos So-f‘ S entoncel_‘
| i | T‘R -
8o
pues si. S(T S’ﬂS =So de donde SeR .

Sin embar‘go la contembn puede ser propia y Por ejemplo sea
-fl'-: { {l}_,'NI '}y entonces todos los subconjuntos finitos de T soni

Fmé FaT Fe{ {123y F ={ N}

S . -1 2 3 o & ‘

- Que esthn-en Cony T es cer'r‘ado baJo l- sin embargo T#R - .

Los elementos R i€ N son elementos totales ' esto resulta delg

‘ {1}

hecho de que si S‘S‘ entoncas R ¢ R s Yy conclu;mos Tot es 1somorfo a”
B‘ 8-

los ,nat urales,.

;s Dﬁs’cr?hqioﬂn-.‘ -




K8

‘a)Para qu. los elemento: coincidnn eon;losf

por EJBMPIOI ) , e
Fl-s" siy solo si QSSS‘

La demostracibn es similar al eqempla 2.

L »
1 4

b)En el eJemplo anter:or utxlizamol los nntUPEIES Nfco-o cn:»'t‘]unss‘f

base y eonsxderamos todos los subconJuntoc no vacxos como las ﬁrohusf

ciones o datos; ll eiemplo se pued- qnnifllili” a U" CO"JUNfO t

Y

arbxtrar:o ya que su defznxctbn se bnsl Unicamente en °°"CEPt°5 00n7 }

Junt1stas. B 'iA  . o . S

EJEMPIO S)Este eJemplo es una extennibn dll eJ'-'"'Plo ‘dﬂ cad@nns:

v
4,_

b:narias de 1a Seccxbn 7. Sx ahora D-{D,i}U{4}s es UECiP‘ todas’ li!”

cadenas formadas d. 08 1 de longitud finiu y la cad-m vacta baJo el

R
conJunto Con def:nxdo igualmente como: e

“Ilr N
-

: ueCon (-) v s,teu sm-tm 1-1,.--.mm{Lm Lm}

con L(“)-D y si ueCon y s cs una cadenl

leXIItI red"‘f'" L(r))L(;)_,_‘ T

E- flcll vorif:car quo en efecto 1. dncripcibn antwior confomn- -

,.',;,‘

un sttema de Informac;bn. Por EJemplo v el axxoma (ili’ 5' sigue as!:
Supongamos ueCon y ul-s, ,debemos problr que UU{S }ECon-vf

' " o : . 9 IR
Sean s,tqu{s }, ';._1;3: : S '~./*b

e

si l,tcu directamente se sigue que s(i)-t(i) i-l,..,min{L(s) L(f’}l

‘si s-t-s ] ontoncos s(i)-t(x) V i ;

° o y A .
f:nalmontc li sfu y t-s como ul-s “
° ‘ :
:g(i)-s(i) i-l,..,m:n{L(l )y L(s)} entohcel
o .o 4 .
‘ E s(i)-t(i> ‘~,'; 1-1,...,min(L(s) L(t)}.

.

Y con 1- mismn fncilidnd :c compruﬂban lon demli axiomas.

Los clnmontos d. .lt.



idénfificados con una Unica cnden;'de>la manera SiguientE|‘Si ® es una
cadena formad; de O y 1 que puede ser vacla ,finita o infinita,
denotamos por. &n a la cadena o segménto inicial de - los primeros n
simbolos de @ ( n¢L(®) si L(® Ky nL(@ si Li@=k).

Los elementos de Binario son entonces L ={@njﬁ4L(G)) . Es claro

. . @
que L es un elemento pues si @n,@méL entonces
@ BT o S ] - .
En(i)=0m(i)=@(i) i=ly..ymind{myn) y si u¢el es tal que ul-s entonces
5=0@ . Es claro también‘que.fodos los eleméntos son de esta forma
L(s) ‘

ya que si se considera T un elemento y T es finito sea sy‘t‘ €¢T y
vL(t)=max{L(s) 1" €T}, entonces T=L . \ .
Si‘TAes infinito se construye @ in:uctivamente ' @(1)=s(1f para'aighn:
_scT y 5i conocemos @(1),..,@(n) entoneés GmeT ; m=1...,n ya que T es
elemento y como es 1nfxn1to existe seT tal que s#@m mﬂl,...,n sea
@(n+l)=s(n+l),

Obsbrvase como en este aJemplo aparece la xdea de aproxxmacibn a :

e ; elementos inf;n:tos(cadenas 1nf1nitas) med1ante elementos fin:tos (sus.

sggmentos inicxales).,

Rlgunas prop:edades de los Dom:nxos son presentadas ¥ cont:nuac:bn.

Jeorema 8.7.-Si A es dh Sistema de Informacidn y‘k!élﬂl‘para
‘ " ; : N S © T
n=0,1,.. Y X E X S ver HC aue
entonces ) x € 1Al. ‘ ().
n o :

L

DEMOSTRACION. -Sea u“(}x un congunto fzn:to, entonces ex;stn

. L 4] ;
n ‘t uelUx -x entonces como x ¢ Al se tiene que
o " n  no no i

ueCon.

Ahora, si'ust ues finito y ul-X entonces existen 't°'
f "®n : . . R -
uch =X y como x es elemento Xex
n o NO e no - . no
_ cntonccs Xfyx '

R . NN




, “ T .. »,
. y.xneaql._ 1

amSl.ERE B
[ ]

Teorema 8.8.-5i x,yelAl entonces xlyelnl, e
. . \1
DEMOSTRACION. ~-Sea u un subcongunto finito de ghy s entonces
uc x es finito, »’- ueCon pues x es elemento..
Ademls, si usxm es tal que ul-X entonces como ucx , ui-X 'y
. %€ IAl, Xex ,andlogamente uc vy, ul;X ye iRl de donde Xey

Je X¢ xNy y la prueba estd completa . - L.

Teorema 8.9.-8i 2y ,Qea. es una familia arbitaria de

,elementos,de 1Al - entovnces

(| xeetpt. 0.

DEMDSTRACION. -Si usﬁ;& es’finito , ucx, Vay como xy es
_: elemgnto chon. édgmhs si ul=X y uf€ xg ,_enéonces“X6_xq;V6¢

S Xe .. £l.
o Xl .

‘Beccibn 9 Inthicibn;y'présentaciones anteri@res.

A contiﬁuacian brééeﬁtnﬁo; un maréo dellas ideas que han contri-
_Abuxdo a la presentac:bn qun htmos hecho d. los Dom:nxos. Mostraremos -
 ;?que los cnfoques por enre;ados(lattxces) y espacios topolbgicos perma-
vngcen an nuestro modelo. E1 lector puede saltar esta seccidbn y conti-  ”
nuar con la descripciﬁn de la Categoria de Dominios en la siguiente.
| Cuando tenamo: un Sistemn de Inforchibn Ay, los elementos del

‘ Dominio 1Al son conjuntos y podemos definir una relacidn enfrq elles

mddinnt-.ld,inclusibn de conguntos. La r-iqcibﬁ_)tﬁy'ticnq:qnvimporf,




mhs par‘cialmente definido que y, ya que significa que toda proposicxbn l

tante significado intuitivo, nos dice que x esth menos determinado o

cierta de % lo es de un elemento y (aunque probablemente no inversa-
mente). Esta relacidn tiene impotancia en el sentido de las aplxca— l
ciones practicas ya que aproxzmamos elementos infinitos por‘ informa— ‘
cibn finita y entonens pensamos en xgy como x aproxima a y. l
La relac:bn posee 'codas las propzedades de su defmicibn conjun- '
tista, en particular: :
(i) xsx ‘(rufle)ii\);l). - .,

(11)84 XSy yE€z = x¢z (transitiva).

(1i1)81 wey y2H ®)  xmy (simbtrica).

) ‘ - -‘-:-,' e . _.(')_

DEMDSTRRCION. j-Dbservesc que esto cs dwecto de la definicibh ; dc

"orden plrcial.. Rdnmhs no lo estamos asumundo como" axioma do losl
_ Dommios,| lo hemos probado (Las pmmeran constru«:cionos : que
sur‘gxer‘on asum!an que los Domxmos eran conJuntos par-c:ialmente ordlna-.lf

‘dos). k | : ‘ .CJ‘-, S l

| DEMDSTRRCIDN. -Como ya vimos xﬂy es elemento pnra toda pareJa X ,y l

"A‘fdu elnmentos,' ‘l‘o cual prueba 1Al es una inf—semxrod.l'

rl.

Teorema 3;3.4—Todo Dominio HIVFN 1y una ihfésbﬁirnd démhléta.




DEMOSTRACION. -La prueba es'direcfa del Teorema 8.9; 'tJ.

Siﬁ vembargo la unidn de elementos no funciona péra obtener . los
suprémos comé‘puede notarse de que x|y puede nolseg consistente, y en
caso de serlo puede no ser cerrado bajo 1mp11cac1bn. El resultado
,sxguiente nos da la caracterjzacidn buscada.
| ng;nlgign 9.4.- Sean x,y ‘elementos,si z es un eleﬁento ‘§‘ Xez
i, y<2Z, y;v we!Rl"tf,xﬁw ySw se tiene z¢w, entorces E‘?s éi supremo,
y lo denotamos por  xiy. ’ R 0. ‘

Lgm 2 5 .-Sean N,y eleMenfos; KLy existe siy. sblo si ny Ces

14; consiéténte,v’ én cuyo caso ny=(xL)y), el generado;-poh x{}y.' 

0.

DEMOSTRACION.—S: ny es. conlxstente, entbncés f(kUy)VQs dn ele-
 mento qua cumple ‘eon xC(ny) ’ ye(ny). anconsideramosila familia dé‘.
:felementos z ‘t‘ - XEZ yé z, &sta es no vacla,  sea z un eléhehto de

- ?dicha fam;l;a ' entonees nycz, ahora s8i u‘ny es tal que ul-X enton—i

'v  ces usz y ul—X y COmMo 2 es elemento Xez,

L -(ny)C z
: do (ny)-xuy.‘_, o
mlnversamente, si ny existe ,entonces nyc ny, de donde d:recta—'f

mente ny es consistente. . ‘ % [l.

Ecgpbgigign'ﬂgg{—Si z es un eleMﬁntoly uéi,”entoﬁcei 
o S Wz, S o

 DEMOSTRACION, -Tbness =u y=é y sigase la demostracitn del




anterior. = o ) B &

e o o o - Gy - Ot S

U xy 'existe ‘el y sbdlo si qu es consistente. .

DEMDSTRACION. -Ankloga al caso para dos elementos. [1.

8.- 8i T. existe, entonces . IAl es una red

completa. : - | a 0.

DEMDSTRRCIDN. -8 T existe, |y »x, 1Al es una familia
arbitrana de elementos, entom:es Ux,“"l" por lo qua

de es consistente y (Ux.) es el supr*emo. ""tJ,'
. . :
Las for'mal 1zacibnes de Domxmos se han traba,]ado baJo modeloc dn

enre;ados y a pesar d. su &x:to, su exposicibn er‘a compl:cada Yy . poco

R

intuztiva. No profundizar-amos m&s env las propxedades de los Domxmos

) _en este v sent 1do y hnicamente seﬁalaremos que no toda red complata

i

'representa un Dom:mo. (No- incluwemos los detalles porque rebazan los

obJehvos del trabaJo) unellas redes que representan Dommos so

11laman "Completely Consistent Algebraic cpo's",

w para ueCon 0 ' '()'; o
' : N B

Esto nos lleva al siguiente resultado:

E:gpg;{gibg g,_m. —Sea xelRl entoncnl '
| x-U-C(u> Huex u fmito oo,




DEMOSTRACION. -Sea Xex , enfonces {X}eCon y ({X¥ex

por lo que Xe{{(u) | ugx u finito ).
Jooo oxslULCw 1.uex u finitold.

‘Ahora  si  Xel{(uw) | ucx u finito)} entonces X€(u) para alpln
ueCoﬁ y uex 4, es decir j uex 't ul-X s pero como x es elemesnto del
Dominio Xex. | . ‘
’ 2 x={(w | uex u Finitodl.: £a.

La proposicibn anterior representa intuitivamente el hecho de que
todo elemento en el Dominio es ellﬂllmite" de sus aproximaciones -
finitas. Esta idea de limite fué la qué se formélizb topolbgimaﬂenfﬁ y'é

se explord dando una estructura topolégica a ios Dominios.Ewm nueégro =

modelo podemos preservar dicha estructura mediante 1la siguiente:

‘Definicidn 9.11.~ Sea ueCon, 1la vecindad de u en IRl se define

por: ‘
[ul ={xelAl | ucxd
: A : :
Las vecindades de un elemento x son todas las [ul tales que ucx
A '
y denotamos por: :
Nx={Lul | ugx}
. | ‘ A o
al congurito de todas las vecindades del elemento x. O

Proposicibn 9. 12.- Sea ueCon , ucy si y sblo si
Lul € Ny. .

A .
DEMOSTRACION. ~8i uc<y entonces [ul € Ny por definicibn.

8i [ul< Ny ucy tambibn por definicibn. 3.
A |

Engﬁgjigign 9,.13. - Las vecindades estan en.correqundchcia_bianﬁzm




| voca con los elementos finitos de I|Al. ' ). ' l
DEMOSTRACION. ~Recuerdese que Yy es finito si y sblo si ds Con vy

y={(u). Definiremos una biyeccibn\de las vecindades en los elementos

Vv ’ .

finitos.

Definimos Y([ul )=(u. Es fAcil verificar queYesta bien definida. I
. R : . ‘ '
Claramente ’f([u]' ) es un elemento finito,{es sobre pues si (u) es l
. A
un elemento fjnito,ueCon y [ul es una vecindad tal que Q(Eu] Y={ud.

N : A
Ahora, si (wW={v), N ,
entonces. sea xelul entonces ucx en consecuencia (u)‘x y €S decir
{v)€ x pero entonces xelvl .. tu]c Lvl
, A A A
Simktricamente [v1 < Lul . _
A A " : . :
Lo Lul =Lvl -
A A ¥
7. { es una bi&eccibn.. [1.

. Enggggggign 9, 14. -8i u, veCon entonces

wIf vl =fuyvi . O.-
A A A
DEMOSTRACION. -Si uljv es inconsistente , ambos lados'éoh el 6.
Rhora, xe[u](\tv] si y sblo uex y vex , y esto ocurre si y sblo
A ' BRI ,
si quCx, es decir, erquJ . | L1,
. ; A ' '
: Eﬁggggigign 9.15.-6ean x,y elementos Atéies‘ que Nx=Ny,

entonces  x=y. . _ : .

DEMOSTRACION. -Por la proposicidn 9.10 x=\H (u) | UEX, U finitol}

Sea u¢Con y ucx , entonces por la proposicibn 9.12

Cul € Nx=Ny , es decir (WSy , entonces ucy pero estoc es para
A |




toda ugx v Por lo que xey.

Simétricamente y2 X.

RN | Jo XEY. , CJ,

De la praposicibn anteriof se sigue que IAl es un espacio topoldb—-
gico To , pues do§ puntos con las mismas vecindades son iguales. De
estos resultados el enfoque topoldgico condujo el estudic hacia ‘el
analisis de las funciones continuas entre Dominios, nuestro objetivo
aﬁul fue méstﬁar que nuestro modelo preservaflaé estructuras trabaja-
das anteriormente, pero aqul, " las propiedédes antes asumidas son
probadés a partir de muy pocos y naturales axiomas.

Por ejemplo: |

Proposicidn 9: 16.-Todo .éleﬁenfo pueqevextenderéu a un elemeﬁto

total t. . (.

v

,DEMDSTRRCIDN.—Séa x€lRl, entbnces,la_familia de  elementos que

contienen ax es no vacia pues x estd en ella. RAdemhs es una familia ;bﬁ

’ inducfiva por‘el Teorema 8.7 . Rplicaﬁdo el Lema de Zorn , sabemos que
existe al menos un mlximo elemento t de lé familia
o xet.
Si ahora z es tal que t¢z, entonces x¢z , de donde z esth en.la
familia , lo cual implica zct , pues t es mhximo. |

S z=mt j S. t es total. £3.

Como Tot < IAl, Tbt ds‘un subespacio topolbgico pero ademhs
A ‘ A

Eﬁgpggigign 9.17. - Tot es un subespacio topolbdgico Haudor?.'
: | ‘A .

DEMOSTRACION. -Supongamos s,teTot y s#t.
R L ,




8i ¥ ueCon ‘t' ucs se tiene uct , entonces se tendla sct
(ya que si Xés entonceé {X}eCon y se tendla {Xist )3
entorices como s es mlximo s=t ', lo cual contrad'ice la suposicidn.
Cbnciuimos, existe ué Con 't USS’y ugé, y como tfs
existe Xet ‘t' Xgu. B o '
Sea r={X¢t | X{Q} ’ ehtohces’rﬁt y no es vacio,
sea wver ‘'t veCoﬁ y uU‘v/Ccn"\,
(S5i ¥ veCohb‘vsr quéCon afirmamos que (ult) es elemento
Para‘ comprobar la afirmacidn b#Sta ﬁostrak que u[jt' es -
_consistente: ) | ‘

8i ke uljt k finito , enténceg _

PR R
s B

ko€l guueyU HHLR 4uuuyR 3
‘ : 1 n 1 "
con Ugu i=l,..,n y Rer jy=i,..,mj ‘
i J ’ ’ IR
tomande v={R ,..,R ) se tendla k¢ ulv y entonces k-  serla
1 m o ’ : ' ' :
consistente 3

como (uljt)2t N ('uUtl;>=t‘ pues t es mAx imo pe'rd"e'ntonces'

tﬁﬁUt es decir uct lo cual éontradice‘ las propiedades de u)

Ahora veCon , vct | y Tul N Ivl =Culv) =¢
| , o A A - A

J« Tot es Haudorf. | IfJ.
: A

Secmbn 10 Morfismes de Dominios

Una de las principales motivaciones e ideas importanfes se‘desa-
rrollan bajo el concepto de los mapeos de un Dominio a otro. Su

importancia radica en hacer notar que el espacio de morfismos dIl




‘Dominios serh a su vez un Dominio.

Consideremos dos Dominios, un mapeo f tomarhk informacibn sobre un
posible eleﬁento como sus datos de enffada Yy préducirh come resultado
un coannto de afirmaciones que generan un elemento o posible valor de
la funcibn. Para un conjunto consistente u, el resultado debe ser un
conbunto de afirmaciones consistente v del segundo Dominio, a la
Felaéibn datos-)resultado pfoducida por la f la escribimos ufv y para
obtener el efecto completp de f debemos considerar:.todas las posibles

v ya que informacidn finita como datos de ertrada puede producir una

infinidad de resultados. (un ejemplo prictico de esto se presenta en

‘un programa que entra en “loop"). -

Formalmente escribinos:

Definicidn 10.1.-Sean A y B Sistemas de Informacibn. Uh méﬁeoﬁ;

aproximable f:A-)B e# una relacidn binaria entre Con y Con tal ques
A B
(i)dfd.

{ii)ufv y ufv' implican v|v'éCon , uf(vUv‘) ¥ ueCon vy
: , ‘ ‘ : B : A
¥V v,v'eCon . :
B : v
(iii)8i u'l—= u, ufv, vi—- v*' entonces u'fv'
A B
¥ y,u‘e¢ Con V vy,v'eCon ., B ¢ 2

1

Intuitivamente 1la relacibn ufv nos dice que si prdéorcionamos u

informacibn sobre un posibfé elemento obtenemos v afirmaciones sobre

‘el valor de la funcibn en el elemento, y entonces las condiciones de

la definicidn dicen que: si no se proporciona informacidn no obtenemos

informacidn, si dos conjuntos consistentes son posibles su unidn es

consistente y por lo tanto un conjunto de afirmaciones del poﬁible

valor de la funcibn, finalmente teremos que la funciobn preserva la

relacidn |-, es decir si proporcionamos mhs informacibn que en una

entrada anterior onbtendremos cuqlquier conJuntqbde resui¥qdos impli~




cadas por los resultados de la aplicacibn anterior.

Ura propiedad inmediata es la siguiente:

Proposicidn 10.2.-8i f es un mapeo aproximaﬁle de A en B’
ehfpbces ' o
Cufy si y sblo si uf{Y} ¥ Yév. O.°
DEMOSTRACION. ~(=))8i ufv vy Vev entonces vi- Yy por la parte
. S \ S . B .
(iii) de la definicidn de mapeo aproximable ufl{Y} .

((=)Como v es finito aplicamos induccidn sobre éu cardinalidads

Si #(v)=1 v={Y} y uf{iyY} ehtonées ufv.
Supongamos que, si uf{Y} ¥ Yev y #(v)=n entonces ufvj

sea v 't' #(v)=n+l y uf{Y} ¥ Y¢v, considerese v'=v—{Y } Ye v
D O
entonces por hipbtesis de induccibn se tiene ufv', es decir, tenemos
- ) ; . i‘) . . -, i3
ufv' y ufl{Y 3, como f es aproximable, por (ii) en la definicibn de
0 ‘ : Srie bl

mapec aproximable uf (v'ULY

»

Jo ufv . 1.

de - Informacidn y xelRl definimos el valor de f en x, (la imagen de la

funcidn) como:

fix)={YeD

I uf{Y} para algln ue¢x u finitol.
. B o

0.

fOO=(Hv | véCon y ufv para algtin uex}. (.
: B ‘ '

DEMOSTRQCIDN.-f(M)ﬂKV | veCon y ufv para algln usx)} es inmediato

Q‘puqs si Yefix) entonces v={Y)}¢Con ya que B es Sistemjvdellnformacibn.?




‘ 'f(x)?U{v 1 veéCow ufv para alghnuusx} se sigue de la proposicidn
N . B N . .
“10.2. ‘

L.

N .
Las propxedades s1gu1entes Justifican el nombre de funczbn entre

Dom:n:os y 1a notacidn de funcibn ademhs de proporcxonar algunas

cualzdades que utxllzaremos posteriormente.

Erogosxc1bn 10.5. -Sean f,g:A-)B dos mapeos aproximables entre dos

’\sttemas de Informacibn, entorces:
ff‘(i)f siempre mapea elementos en elementos.

(i) F=g (=) FOO=g(0) ¥ xelAl.

©did)fgg (=) FOOSR(X)  V xelAl.

(iv)xey en 1Al implica fOOsg(x) en I1Bl.

VIV wCon y ¥ véCon , ufv (= (M), O.

 '~,;vﬁDEMDSTR9CIDN.

Av) (m))Si ueCon y veCon y ufv , sea Xe(v) ’
S A B

’~entonces vi- X ’ de donde uf{x} pues f es aproxxmable
':Kcomo u‘(u) ' Xef((u)). . R Lk

'((=)Sean ueCon y veCon ‘t* (V)¢ F(lu)),

T A B

\;por la proposxc;bn anterior uf{Y} ¥ Yev 1mp11ca ufv,
 |¢| Yev y debemos probar uf{Y}; pero Yevi(v) entonces

’:ch((u)) as deeir rfLY) para algun relu) ' ahora como rs(u)

'?':1ul-r y entonces uf{Y}.
| » i)Sll X un elemento,‘.y=f(xi y comprobaremos y es un
 '.1¢m|nto dtrectamente de la definicibn, |
Sea vey v finito, v={Y1,...,V } entonces existen

n.

usexn y u f{y } 1-1 a,..,n
, i

' ,g _ftnitos 't



) [ )
pero entonces ULIQN Yu  es finito, por lo que
(LS | i
Ou f{yY » i=i 2,..,n por lo tanto
" N (Y i i
Qlu fU{Y } , es decir, Uu fv, y como f es aproximable
! i i
-velon .
.B
, Ahora si vi- X ,llu f{X} , es decir Xey, por lo tanto,
‘B Ja -

elemento de IBi.
(iii) (=))Supongamos fég y sea xelAl , debemos probar que

fix)egix), sea VYefi(x), entonces uf{Y) para algltn uéCon ucx,
' ' A

perc como fe€g uf{X} implica ug{X} entonces'veg(x).
((=)Supongamos f(x)<c g(x) ¥ xelARl, por demostrar que

¥ ueCon y V¥ veCon si ufv entornces ugv.
A B
Supongamos ufv, y sea Yev arbztrarxa, basta probar que ug{Y}

se cumple; como ufv y YGv tenemos uf{¥} , por hipbtes:s

FOLW ) ={XeD | rf{X} para algln rclu) ? por lo que
B: ‘
Yéf((u))sg((u)) y

g({w)={XED | rg{X} para algln reu)} ,‘entoneés
existe r 't' rg{X} y ré{u) , concluimos ul-r,y

ug{yY) .
(ii)Dbservese que esto es inmediatﬁ de (iii).
(iv)§ean x,yelRl xgy, sea Xef(x) , entonces por def:nicibn de
- imagen, uf{X} paraVQIQUH ueCon usSX , COMO - USEXgY, ¥¢f(y).'
o P FUNIEFly). |
| [l.

Dbsérvese que todas las funciones aproxxmables son monbtonas,' y

f((u))eg((u)) y .' l

esto es una consecuencia de la def;nxcxbn y ne un supuesto de la

tecria.

Es xmportantl distinguxr entre 1. relacxbn ufv y la funcidn f que I




'pero vs(u)‘x entonces Xef(x)

"manda X en fi(x), sin embargo no haremos mayor diferenciacibn pues

trabajaremos sblo con funciones aproximables, es decir aquellas para
las cuales existe una relacidn ufv que las define.

Uné de laé proposiciqnes mds importantes, que'nos permite_ dar
mapeos aproximables entre Dominios especificando Unicamente una fdn—

cibn entre.elementos y que caracteriza a las funciones entre Dominios

\que provienen de mapeos aproximables es:

Proposicibn 10.6.-Si f:A-)B es una funcidn aproximable entre

Dominios ehtonces la funcitn f:1Al-) IBI satisface:lb

@ FOO=l Fu) donde ugx u finito} ¥ xEIAl;
e inversamente,' gi f es una funcidn f:IAI-) IBI dada en los elementos
que satisface (E) entonces proviene de un mapec aproxzmable f‘-Q-)B{
(Decimos tambitn, en este caso, que la funcxbn es aprox:mable).

o , 0.

DEﬁDSTRRCION,-(i))Sea f3A~)B un mapeo aproximable, y sea’
Xx¢1AI arbitraric. . | |

i XEF (x) enfohceég uex  u finito 't uf{X> (por la definicibn de .

imagen'de f);{entonces uc(u) y entonces

‘XGf((u)) por lo que f(x)‘U{f((u)) ! usx u fxnxto}.

| Ahora sea XeU{f((u)} | usx u fzn:to} y entonces existe u"t‘ uex

Cy XeFUW) ,  es decir exute v‘(u) v finito tal que veCon . y' vFEX}

A

S ULRC) | usx u finito} ¢ f(x)
fo FOO=ULFLW) usk u finitod,
((-)Deflnimos la relaeibn f' como el siguiente mapeo aproximable:
C ufv si y sblo si (vef(w).
.Probakémds.ﬁuc f proviene de f' 'y £' es aproximable.

| Claramente 6f'6 pues ¢ asth contenido por todo elemento. '




Supongamos uf‘Qly uf'v' entonces
(VIEF(W)) y Avref(uw)) , entonces (vﬂ](vf)Ef((u))vy como
'vUv‘SKV)U(v‘)’tenemos vUv‘Ef(}u)) pero f{{u)) es eiemento y de
dorde (WUVvHEF(CW), S uf (Vv

Resta' comprobar.e}'tercer inciso de la definicibn de mapeo
aproximable. - |

Supongamos ul- u; s W' f'v y v‘i; v entonces
' (v Yef(ul)) y (W DAN Yy (vhizdv) deBdonde (VIS F(u' )) ’
pero f satisface (@) , Jv  fl(u’ MEFLW) .

Verificaremos ahora que f pgﬁvxene de f‘ B

f (x)={Y6 D | uf {Y} para alghn u‘x}, claramente si Yé€ f'(x)
existe u ‘t‘.uf‘?Y},lentonces por‘¢omo se definid f° -

YD EFLW)IEFix) 2 Yef(x) :.'f‘(x)éka).

Si YGf(x)=U(f((u)),l uéx u fFinito) existe u 't' Ye¢ f((u))

de donde (V)Ef((uw)) pues f((uw) es elemento . uf'{Y}

2 Yef (o) - £ 002 £00
AL () =F (x) |

~

JLjfvproviéne.de un mapeo aproximable.’ [J.

Es importante indicar que la:condicibn anterior ,‘ es decir @,
corresponde ala petic:bn de que nuestras func1ones sean monbtonas y
continuas. Del rasultado anterzor y el Teorema a. 7 es fhcil deducir
que sx f es aproximable Y XEX €y esaq€ xs,.. ‘son elementos ’ enfoncns

2
f(u ® )-f(b )-Uf(x )-u fix ).
=y i i i i
Un resultado interesante que enriquece la teor!a consiste en que

la composiclbn de mapeos aprox1mablas es apraximable, esto nos conduce

al siguiente ]

Teorewp 10.7.-Los quihioS'yllos mapeos aprogimables forman una

(




" categoria. | | 0.

Para su demostracidn utilizaremos los dos siguientes lemas.

-

Lema 1g.§.—séa R.un Sistema de Iﬁformacibn;l‘ia siguieﬁte férmula
define‘un mapeo aproxzmable 1 sA-)A
A
(i) V u,vEDon uI v (=) ul= v
A A A
y ~(11) este mapec es tal que 1 (x)=x ¥V xelAl.
. . i . | A . .

'DEMOSTRRCIDN.—(i)Verificamos directamente de lardefinicidn que se .
trata de un mapeo aproximable:.

a)Claramente, por 1la proposxc:bn 7.8 L) 4 d.

b)Si uI v yulv' tenemos ul=-v y ul=v* nentonces nuevamente por
la proposxc:bn 7.8 é l—vUv entonces ul viv'. -
R c)Supongamos 'ﬁ‘i-u ul v y vl—v‘n, por lq vtrahéitiQidad ya
probada utl=v" : entdnces u‘? v'. ‘ |
(ix)Sea X€IA entonces I ?x)={YED I ul {Y} para usx)}
| -{YGD 1 ul-Y para algun uex ?-(x)sx A. A ‘u. ',':ti;

A

1

La demostracxbn anter;or también puede real:zarse en tErmznos de
la proposxcxones 10 6 y 9.10.
" El lema anterxor nos dice que la relacidn |- define un mapeo

: A
aproxxmable en A y que ll xdentxdad en IRl es aproxxmable.

Lemg IQLS —Sean f A-)B y gsB-)C dos mapeos aproxxmables, kR,B yC
Sistemas de Informac;bn),. entonces 1a siguiente fdrmula define un
m;peo Aproximabjé de A en C den;tado pbr‘(§ o f)

i)y uGCon' 4 w;Con u{g o fw (=) ufv y vgw paka algn ve¢Con
y o tal qu. A ' - B ?

(id)ig o f)(x)-g(f(x)) R UICTP Lo SO,



DEMOSTRACION. -Verificamos la definicibn.
ald(g o f)d pues deCon y dfd dgd
b)Supongamos ulg o f)S'y u(g o f)w‘ entonces existen vy v' °
" tales que ufv vgw ufv' v'g w'y como f y g son aproximables -
uf(viv®) y (vUv'igiw w*) se'dumplén,,ehténceg |
‘ ©adtg off)wUQ‘.

©)Si u'l- u ulg Q‘f)w, y wi- w' , entonces existe véCon ‘t°
ufv y vaw , ncomo fy g son ap;guiMables fenemoqu‘fy y ygz‘;‘,
pero esto impliéa u'(g o fiw'. - | ‘ ‘ e

Esto comprueba las cllusulas de mapeo aproxim;ble, ahok;_pfobare-
mos que (g o f)(x)?g(f(x)) ¥ xelRAl. | ‘ o .

(ii)6ea X€ (g o f)(x) , entonces existe usx ‘t' ulg o FILX>
entonces 3 Ry e:’Co‘n

. B ,
1mplica que existe vefix) ‘'t' vgi{X} es decir Xeg(f(x));
inversamente, |

si Xeg(f(xi) existe_v!f(x)“tf vg{X} por definicidn de valor " de é

la funcidn, pero como v es finitd» va{Y y.a,Y )y entonces
. 0 n .

existen 4 y..4u  uex i1, 2y..9n ‘t' u fIY } i=1,..,n entonces

a 1 I i i

Uu fO v 2 y es decir Ju fv pero esto implica

=g =y i ‘:‘,i ; |
Xe(g o f)(xv).

so (go PHOd=g(FOO). . [

‘t' ufv y vg{X} , entonces v& f(x), perc esto I

DEMOSTRACION. —(Tecrema . 10.7) Pﬁr el lema 10.8 todo Dominio poséai
fidentidad, y por el lema 10.9 la composicibn es asociafiv;  y las

identidades se cancelan .

(I o AHOO=I (FOOI=F(x) y (Fol)OO=f(I ())=mf(x) .

A A

. Por ejemplo, | o ‘ _ . .  |




Para decir que dos Dominios son isomorfos utilizamos el cohcepto

categbrico de isomorfismo.

nginigign 10.10.-1A1 es isomorfo a IB| si y sblo si - existen
morfismos (mapeos aproximables) fi3R-)B y pg:B-)A tales'que'

(g o fi=1 y (f o g)=1 . En este caso f y g son llamados
isomorfismos.. o y .

Es importante SEHélar las siguientes propiedades sobre

isomorfismos.

Bnggggigiign 10.11.-5i f:fnl;)lBl es una funcidn eh los elemen£;s>'}{
dellos Dominios,'entonceé'son equivalentes: |
| a)f es un isomorfiéﬁov(como ﬁorfigmo de la categoria dé conjun-—
toé),que presafva el orden. |
ﬁ)f proviene de dn'mapéo aproximable y es biyecti&a en los ele-
mentos de Al y [Bl.
o c)f es un isomqrfiémo en la categorla de Dominios,es decir, dg

acuerdo a la definicibn 10.10. o,

" DEMOSTRACION. -

"‘a),-) b¥>9upongamos f_es’un‘isomorfismo de éonjuﬁfos, entoncés es
biyectiva. en los elemeﬁtos, ademds si definimos la kélacibn f' como
uf'v (=) fv)Gf((u)) es difectp comprobar que f' es aproximable vy f~;
proviene de f'. | | " \

c) =) a) Es irmediato pues, si f es isomorfismo en la Categoria
dé Dominios, proviene de un mapec aproximable , por lo tantb es monb-
tona y preserva el orden, ‘y por la regla de composicibh (que coincide

;;pgra elementos con 1a composicibh d¢ morfismos entre :on;unto:)‘f 1



un isomorfismo en conjuntos para elementos.

p) =) ) Sea gfy)=f- (y) ¥ yé€iBl , g esta bien definida como
funcibn»pues f es biyectiva en los elementos, ademhs f(g(y))=y V‘yélﬁl
y g(f(x))=x V¥ x¢lAl, lo cual prueba que g es un isomorfisﬁo en 'los
conjuntos de eleﬁentos (es decir,' un morfismo en 'lq Categorlia de
Conjuntos) y si ygy", entonces y=f(x) y'=f(x') para x,x'€lAl bues f

es sobre en los elemehtos,' entdnces wex' ( pues si %xax® como f es
aproximabie y por.lo tanto mondtona f(x')af(x) entonces yé’y by
ventonces: gly) € gly*) » como ya.probamos a) =) b) ? g satisface a)
tenemos que g proviene de un maﬁeo aproximable ;: entonces f y g son -
aproximables y

(g o f)ix)=g(f(x))=x y (f o g)(x)=f(g(x))> ¥V xelAl ¥ yelBI

o f es isomorfismo de Dominios.' 1.

En lo‘suceéivo,‘ sblo hablaremos de isomorfismos'debDominio:“pero

es impoktante tenér_una caractérizagibn en terminos de funciones.

Proposicidn 10,12.-8i f:A-)B es un isomorfismo, la imagen dé un

elemento finito es finita. : - - ).

f DEMOSTRACION. -Sea uéCon 't' y=(u), como f((u)) es elementb;rm

F{w)=(f({u))), resta entonces probar que? veCon 't°
fu))=(v) :
Sea v ={XéD | rf{X) rfu r finito)} entornces !

.‘.‘ B
Bi Xef({(u)) entonces 3 redu) ‘t' rfiX}

=) ul-r y como f es aproximable uf{X} pero entonces con r'=u

rfiX>y ricu por lo que Xév y entonces

= W) g v




81 Xev Jreu 't' rf{X} pero -utlu) .\ XEF((W)
ae V EF({U)). Ho (VI=F((W).

[l.

i

* Proposicibn 10.13.-5i f:R-)B es aproximable, ertonces

vV xé€ Rl

FOO=FCY LW 1 ugwju Finitod )= U FEw). . 0.

DEMOSTRACION. -Este resultado es consecuencia directa de propdsi—

ciones anteriores. . o | | £l.

" Una observaeibn“imertaﬁfe equue“un mapeb aproximable qu;da
univocamente detérminadolpoﬁ su efecto en los elementos finitos.

: Daremos a'contiﬁuacibn'élgunos e;emplo m&s de,mapéos athximab1es..

grgpggxcibn 10.14.—Dados Sistemas de Informactbn A,B,C y D, y un

’elemento belBl flJO, ‘existe un Unico mapeo aprox:mable

const bzRYE tal que:
(i) (const b) (x)=b ¥ xé&lAl. B
Adembis | TR
(11)F o (const b)=const fib) ¥ mapeo aprox:mable f:B—)C.
(ix:)(const b) o g-(const b) V¥ mapeo aprox:mable g:D-)Q.

0.

Obsérvese que abﬁsamos de la notacidn ya que en (iii) (const b)

tierne dos significados, uno como mapeo de A y otro como mapec desde D.

DEMOSTRACION. ~Sea bé|Bi y sSea (const b) dcfin:da como sxnues

v ueCon y foon , u(const b) v {m) VVSb.
‘A B




Claramente d(const b)dj
y si u(const blv , u(const b)v‘ entonces vcb y v'ecb por lo
que vUv‘sb y 'y entonces u(const b)vlv'y-
finalmente , para probar que (const b) es aproximable :

©8i u'l=u ulconst b)v vi=v* ténqﬁos veb y- como b es
elemento y vi-v' , eptoncés "v'eh deidAnde u' (const b)v*,
J..cohst'b es abfoximable.v
Ahora si x es un elemento arbitrario,.es claro que

" (const b) (x) ¢ b,

o A o =

VSi<XeB,,tenemos que para cualquier usx con u finito

u(const b){X}
entonces Xé(const b) (x), de donde conc1u1mos

(const b)(x)=b '

.

la: unxcidad se szgue de que si f(x)=g(x) v x€lRl entonces f=g.

(11)(f o (const b) )(x)-f((const b)(x))sf(b) v x€ IAI, por un

argumento de unicxdad

f o (const b)-const f(b).‘

IR

(111)( (const b) [ g)(x)=(const b)(g(x))=b V xe iDl, -

‘nuevamente por unxcidad

(const b) Ojg=cohst b.- .

o EJemplo ‘
Cons:derese el s1guzente Sistema de Informaczbn.

D ={ {0},{1},{0,1}-° )}
v . .
FED  FeCon (=) F=é & (18#6 y la relacidn de implicacidn es:

Fi-X (=) ~Xafs.
, ¥ |
Es fhcil comprobar que se trata de un Sister’na de Informacibn, l

‘”MQdiantc 1a ver;ficncibn de los axiomas de la definicidn, tambibn es HE

. fheil notlr que los clnmantos totalos sont ' o - ‘ l




Verdadero={ {1}, (0,1} )}
Falso={ {0} , (0,1} )}
y un solo elemento parcial
Indefinido= { {0,1) } .
denotamos por ‘
BOOL= {Verdadero,Falso,Indefxn:do}.

Definimos un mapeo aproximable del Dominio de cadenas

ria a los valores de vewdad tal que, por EJEMPIO.

£(0DOD0101. . . ) =Verdadero
£(0011011. .. ) =Falso
f(DDDllDlllDl...)=Verdader§
£(00001101110. .. )=Falso

f (D0ODOODOOQD. . . )=Irdefinido

‘par o impar, o probablemente contiene una infinidad de ceros.

Para ser mhs precisos queremos una funcidn tal que:

.n
fO 1j)= Verdadero si n es impar
Falso i n es par
Indefinido ' si SO PUros cCeros.

.MQsto definimos un map@6 aproximnb1o.td1,Quoh

llamade Binario (ver ejemplo 4 de elementos Seccidn 7) en el

k ya que la cadena puede_contenef su'primer‘éimbdlb 1 en una

LLamamos a bste Domxnxo, el Dominio de los valores de Verdad / lo

binarias

Dominio

de valores de verdad, éomo sigue: Recuerdese que’ los elementos de
Blnarxo son determxnados por una Unica cadena (cuya longxtud puede ser
f:nxta o 1nf1n1ta), .cuando leemos una cadena b1nar1a de 1zqu1erda ‘a
derecha , contamos el numero de simbolos O antes del primer 1 si esto
es impar, damos el valor Verdadero, si es par, Falso, es deexr, que#é-

mos definir una func:bn f de las cadenas binarias de lohgztud arbitra-

posicibn




ufv (=)
a)u,vnd,
b b)v=1ndef1n1do
[ e) ? @eu @(i)=0 i=1,...,n y @(n+1)=1 con n par y v£Falso

S ,d) J Gegu ‘'t @) 1=1,..,n Yy G(n+1)=1 con n 1mpar Y. v‘Verdadero.

Probaremos que f asl definida es un mapeo aproximable.
>(1)C1aramente 6fé se cumple.
(1i)8i ufv y'ufv debemos anal?zar varfas césos: analizaremos el
‘caso én que ufv y ufv' cumplen c) dé la definiqibn anterior para f vy
los ‘demhs casos,seﬁsiguen similarmente o mhs facilmente,( ppr‘eJemplo
ufv y ufv' no se ﬁuéden dar -, uné4po¢ gl caso c) y ﬁé otra por .d) pues .
‘entonces u seria inconsistente). , /
4 Supongamos‘]@eu 't @(i1)=0 i=1,..,n @(n+1)=1 con n par y
veFalso y;1“gu ‘£ T =0 i=l,..,m Tﬁm+1)=1 y. m es par con
v'eFalso, como @Teu G@(i)=T(i) =142, ..y mindL(0),L(T)) .
Jo MEN Y ‘\Uv‘gFalso entonce ufiviv').
(iii)Si’u‘j-u ufv. vi=v* (nuevaménete realjzaremos un solo -caso, Yy
los demds se siguen similarmenfe).v o
v Caso ufv se cumple bor‘ d)," entqn;cgsi@eu _‘_t“ @(i)=0 i=1,f.‘,n. y
@(i+1)=1 con n impar y veVerdadero, como u'l-u, récuerdese ia defini—
c;bn de - en Bihario, debe existir T@u.‘tf T?i)aﬂ i=1, 2,..,n y
'f(n+1)=1 y como vi-v' v'e¢Verdadero pues tste es elemento,
N S u fv .
Rhora veremos Qomo trabaJa f con los elementos de B1nario.

F(L )={ YéD 1 uf{Y) para algun ucl. 2

@ v @ :
si; neN ‘t* @nel  @n(i)=0 i=1,...,n-1 @n(n)=1 entonces
‘ @ ;
-6i n es par tomando u={En) vemos que»f(L )=Verdadero.

: @
~-si n es impar tomando u={@n} f(L )=Falso




y =81 no existe tal n, f(L )=Indefinido.( f(L ) no puede
@ @
contener ni X={0} ni X={1} ya que @n(i)=0 i=1,..,n ¥ n ).

Ejemplo

Deseariamos construir. una funcidn de Binario en Binario que.
realizara lo siguiente:

n k n+1
1)g(0 1 Oc)=0 ¢
2)g (™) =1 '
- Binario

3)g(0 17)=0 .

n n ' , :

Este ejemplo wmanda un elemento total en un elemento parcial
(tercer inciso) .Intuitivamente g elimina los pﬁimeros simbolos 1
consecutivos en una cadena. Reallzaremos la definicidn de mapeo ”a—‘
proximable que logra este efecto en los elementos de Binario.
| ugv (=) ' |

a)u,9=d,

L} b)v=l '
' “Binario N ,
[ c) A Seu ‘t* 8(i)=0 i=1y..04n (n)O) y si Tev ’ L(T)(n+1 y

v teu T(1)=t(i) i= 1,...,min{L(T) L(t) ).

.} d)jSeu ‘t* 8(1)=0 i=1,..4n (n)O) s5(i)=1 1=n+1,...,n+k‘(k)0).
s{ntk+1)=0 L{(S)In+tk y si Tev y L(T)(L(S)-k se debe cumplir que
¥ teu ' . '
T =t (i) i=1,...,minin, L(T),L()} y
T(i)=t (i+k+1) 'i=min{n,L(T),L(t)+1},...,min{L(T),L(t)—k—l}.
\ .

No probaremos que la definicidn anterior corresponde a un mapeo
aproximable, ya que la prueba es una rutinaria verificacibn de 1la
definicidn de mapeo aproximable analizando todos los casos posibles.

‘Veﬁmos que pasa con los elementos.

Sea L un elemento de Binario (determinado por una Unica cadena

'@). Utilizaremos como notacidn g(® como giL )y y entonces como por
i , Py e . T e T S




. . ' . l’

definicidn g(l. )={YeD lug{Y)} para algln ucL } teremos
@ . @
1)S5i @=1* observese que Y=%g(@) y no puede ser otro, ya que si Yel
g(@) entonces debe existir uéCon 't' ucL y ug{Y} pero obsérvese que

para toda Seu se tendria 8(1)=1 (no tiene ceros m1cxales) asi " las l

opciones c) y d) quedan canceladas. T . : l
Esto prueba g(1®)=) . : : :

m Binario ‘ T

2)Si @=0 1* entonces tomando u={@ml}=v por el caso c) tenemos ugv, l

sin embarpo no podemos tener v={@(m+1))} y ugv para ninguna u ya que' para ‘-
cualquier u si S¢u s((i)=0 i=1.~_..,'_min{_L_(S),m} y como L(@(m+1))=m+1 sd
anula el caso c) y no existe § con la propiedad pedida en d) . Asit ‘

g{(@®=L y por lo tanto:
Gm. . m m

_ g(0 1*)=0 .

N mk Com \

3)Si =0 1 Oc entonces si llamamos T=0 c es fheil ver que por

d) {@r}g{Tr} v NM es decir T=g(@) y esto es equxvalente a
- m ok m+1
g(0 1 Oc)=0. ¢,

]

;‘. L‘a funcibn ‘Hene ‘el _efecto que deseamos.“__ _ 1.




Capltulo III
" TEORIA DE DOMINIDS

Seccibn 11 Producto y Unidbn Ajena

En-la Categoria de Cénjuntos, el‘producto éaétesiano‘se constru&e
simplemente considerahdo ei conjunto formado por las paﬁeJas ordena-
das; esta metodologla, como veremos, funciona para'Domiﬁios, pero su
esfructura; basada en Sistemas de Informacidn queda ocultg.' Por esto

Lo

daremos la definicidn en términos de Sistemas de Informacién y po%%e-
riormente veremos en que form; un elemento del Dominio resultante  es
una pareja ordenada de elementos de los Dominios constituyentes.

lLa idea de la definicidn se refiere a la idea de darv:ﬁnformacibn

sobre posibles elementos. Para dar informacidn sobre un elemento o

pareja, hacemos afirmaciones sobre cada coordenada del elemento.

Definicidn 1l.1.-Sean A y B Sistemas de Informacidn, llamamos
AXB, el Sistema Producto, al sistema dondes

(1)D  ={(X,@ ) | XeD M<(e ,Y) | YeD >
A

AXB B A B
(ii)e =(o ,2 )
AXB - A B
Aiii)ueCon (=) prm(uleCon y sgd(u)eCon .
, AXB A ~ B
(iv i ul~ (Xy2 ) (=) prmfu)i- X
: AXP B A
(iv'*dul=~ (¢ ,Y) (=) spd(w) - Y,
. RXB A B
donde u es cualquier subconjunto finito de D y
RXB
prim{u)={XeD | (X,% )¢u )}

A B
spd(u)={YeD | (& ,Y)eu } (.
B A ‘




Para mostrar que nuestra construccidn tiene sentido realizamos la I

Bzggggigign 11,2.-5i A y B son Sistemas de Info'r'mac‘ibn entbnces: l

D y D respectivamente.
A

siguiente:

a)éXB es Sistema de Informacibn. -
b)Existen mapeos aproxxmables ‘ ‘ o l

" pruzAXB ) Ay smgiAXB =) B
tales que, para cualquier Sistema de Informacxbn C Y mapeos aprox:mable.
| . fco Ay me-os .
éxiste uﬁ ‘lmico rhapeo aproximable (f,q) :C =) AXB tél que: - |

prm o (f,@) = f y sado (Ffo) =g .

DEMDSTRRCIDN.—Verif;camos que AXB satzsface los axiomas de la.

def:mc:bn 7. 1.

en cualquier caso <{X}Con
‘ AXE

(i)si u2v y_ueCon entonces l
© AXB | ;
prm(v)={xeb I {(X,2 )ev}s{XeD I()(,A )eu}=prm(u)GCon : '
A B A B | A 3
bsgd(v)={Y6'D I (& Y)ev}iiYeD (¢ ,Y)e u}=sgd(u)€Con ' I
- B A B A B :
& véCon . ‘ o
AXB l
(ii)6i XD  entonces ' | '
AXB o o : ‘ :
X=(s ,Y) o X=(Z,% ) L
A N . ' B lr
con {YXeCon y {Z)Con o R
B . A o -
entonces prm({X})={s ) o {1} vy '
. ‘, A ) ] i g |
sgd ({X})={Y} o (¢} ;
: B : '

(iii) Sup‘ongqmos ueCon

y ul=- X entonces
AXB . R

. .PAXB



prm(ul{X1) ={Z¢D 1(Z,4 )eul{X) ? y
A B
sgd (u{J{XP =CYeD | (& ,Y)e ulL{XD> )
. B '

‘ A
como ul- X
: AXB ' .
si X=(Z,2 ) prm(u)i- Z ,entonces prm(wl{2}¢Con., de donde
B A A
sgd (ul/{X})=sgd(W)ECon y .prm(ul{X})eCon
, B A ’ '
si X=(& ,Y) simktricamente spd(u)U{Y>€Con » Y observamos que en

A

] B
cualquier caso

-
. B

prm(uj{X»ECon. y sgd(ul{X})eCon

' . A _ B
por 19 que . .
ull{X}¢Con o
RXE !
(iv)e  =(a 8 ) ' si ueCon entonces .
AXB A B . RXB
prm(w) i- @ .y sgd(u) |- & ' por lo que
: AA , BB ‘
Lll"' “ .
AXB AXB
I' {v)Sea Xeu ,ueCon ehtonees
: T ' AXB : EE
I si X=(Z,4 )  Z¢prml{u) concluimos prm(u) - Z , entonces
B - : ‘
ul=-  Xj
si X=(< ,Y) Y¢sgd(u) entonces sgd(u)i- Y luego entonces
A | , ‘ » .
Ul"' x-
AXB
(vi)Supongamos ul- W V Wev y vi- X ydebemos probar
' AXB. . AXB
que ul- - X.. '
AXB o ‘ : .
5i X=(Z,4 ) entonces prm(v)Ii- Z ’ ahora si Mg prm(v)
B A ; A
W=(M, > Jev y entonces ul-W ,es decir
B - : '
prm(u) I-= M vV Meprm(v)

A
como prm(u)e Con prm(u)i- Z entonces
. o) A ' ‘
' Cul- X
AXB -

Igunimente si X=(o V),
‘ A




Concluimos que RXB es Sistema de Informacibn y definiremos ahora »
los mapeos aproximables
prm:AXB =) A y sgd:AXB -) B

utilizando la definicidn de los conjuntos prm() y sgd().

Definicién 11.3.-Sean utCon sV€ECon y weCon

. AXB A B
(a) uprmv A=) . prm(u) l= v,
) , A .
(b) usgdw . (=) sgd(u) I~ w. ).
.* B .

Prqbaremos 'ﬁué estos son mapeos aproximables, verificando la

definicidn para (a) ya que para (b) es anAloga.

(i)éggmb se cumple trivialmente por la proposicidn 7.8 ..
(ii)Supongamos uprmv Yy ugpmv‘ s entonces’

prm{w i- v vy prm(d9l~ v' por 1lo que,prm(d)l— (viv")
A : A '

o uprmiviv').

(iii)Supongamos ul- u' u'grmv'.y v'l- v entonces

‘ AXB A

ul- XV Xu' por lo tanto

~ _AXB

prm{u) i—- Z ¥ X=(Z,2 eu 'entonces

A B
prm(u)l- prm(u’ )l— vii-v . '

A A A -/
s Uprmv. ‘ '

ng;nig;bn 11;& -Sea C un Sistema de Informaczbn y f:C—)R y
g:C-)B mapeos aprox:mable, defxnimos
- (f,g):C —) RXB

como el siguiente'mapeo

E(F U (=) tF(prm(w))  y  tglsgd(u)). O.

Demostfakemos que es aproximable,

Sy



|

N R B R Smm—"

(i)ﬁ(f,n)d se cumple pues prm(d)=d y sgd(d)=d y sé tiene dfd

égdé pues f y g son aproximables.

(ii)Supongamos t(f,gdu y t(f,g)u‘ entonces
“tf(prm(u)), tf(prm(u’)) ,tg(sgd(u)) y tg(sgd(u‘))

pero f y g son aproximables entonces tenemos

tf(prm(u)Uprm(u‘)) y tp(sgd(u)|ysgd(u')) pero
prm(uﬂjprm(d‘)={zep 1(Zy2 deud|{zeD 1(Z,2 )Eu'?
A B A B

={Z¢D 1(Z,% deulu'?= prm(uu’) entonces
A B . .
tfiprm(uju')) y anhlogamente tg(sgd(ulju'))

S tF, ) (ulut).

(iiifBi t'i- ¢t t(f,gdu y ul- u' , entonces
c AXB :
tf(prm(u)) y tgi{sgd(u)) como ul- u* tenemds
. AXB
prm(u) - prm(u’ ) y sgd(u)l- sgd(u’)
A A

fina;mente f y g son aproximables, asi que

t flprm(u')) y t'gisgd(u')) es decir
t'(fygdu’.

Ahora sea c¢lCl un élement6 de ICI -
prm o (f,g) (c)=grm((f.g)(c))

= {Z&p ) ugrm{z} para algun uC(f,g>(c)}

. A ‘
= {ZeD | prm(u)l— Z para algdn uz(f,g)(c) >
A A
=(3) {ZeD | tf{z} para algura tec) =f(c)
A’

La igualdad (3) se sigue al comprobar la doble contencxbn:

Para (2) tomese u={(Z,“ b X3 <f,g)(c) .y para (€) obsérvese que si

B
prm(u) I~ Z y uc(f,g) (c) entonces tf(prm(u)) entonces tf{Z}.
A : ,

De la misma manera se tiene
sgd o (fyg)(c)= g(e) V¥ celCt -
«» prm o (f,g)=f y sgd o (f,g)=g

Probaremos ahora el siguiente :




- Lepa 11.5.~5Si r,p son elementos de RAXB tales que
prum(r)=prm(p} y sgd(r)=ggd(p)

| entonces ' r=p . ' ).

DEMOSTRACION. -Sea Xer si X=(Z,4 ), chnm(r)=grm(p)
gpm(p)-{ZGD | ugrm{Z} para alghn uﬁpg
' =(Z‘Dv? prm(u)l-.Z para algun usp} entonces
si Zeggmkp? existe'usg 't prm(u)l- Z 4, es decir
| | ul- (I, ). . ‘
. AXB ' B Cot
y como p es elemento Xép. . '
nnAIOQamente si X=(2 ,Y) se tiene por sgd(r)=sgd(p) que‘
' Xepi | s | | ;
_Simbtkicamenf&f :.‘ﬁzﬁ"y

o’ ‘;‘=p-> , . . . [J- l

'.Probaremos ahora‘la unxcxdad de (f,g). i
Sz h C -) AXB es una funcibn tal que

‘ prm o h=f y sgd o h=g,

: saa ceICI‘, entonees DR
_Qrm(h(c))=grm((f,g)(c)) ‘ ,
ggg(h(c))agnQ((f,g)(c)) y por el lema anterzor
‘ h(c)=(f,g)(c) y Como c fue nlegida arb:trar:amente en 1.1}
kh=<f,g> o |

& (f,g) es Unica .

Hemos concluido esta larga demostracidn de la construccidn del‘

~‘pr630cﬁo. Mostrlremos que podemos dar una bzye:cxbn entre los elemen-

to: del produeto y las par-Jns ordcnadas de elementos.




(x, y)={const x,const y') (1) : 0.
' ‘ c

Es ;dééir (%, y) es el eiéﬁentolde IQXB| que resulta al conéiderar
f=const xtC =) A y A'gﬂcoﬁst y:C =) B y evaluar la funcidn hroduc--

to (const u,const y) en | .
. : K c ‘ B :
Obsérvese que la definicidn no depende del Sistema de Informacidn

C que se tome, pues si

(k“,y‘)=(cons£lx,const y»(l ) se tiehg‘
grm((x,y))=const x(L )=k . B |
pr ((x Y ))=const x?l :)='x ' anhlogaﬁente

o sgd(?x,y))=sgd((x ,y ))
 y por'el'lema,ll.S;m | |
| Tl | (x,y)a(x by e

Comd nbtacibn{f para eliminar parbntesxs inhttles, _iaﬁﬁfﬂnéiones
évaluadat en eneadas serhn dxrectamentu escr:tas por el nombrc de la
funcibn scguido dc la eneada, asi
) . ; S Qrm((x,y))=prm(x,y).
La verificaqibn de la consistencia de la defihiéibn i1.6 dé,hecho

prueba 1os'incisosﬂ(1i)_yv(ifi) dev1a siguiehfé:;

’

Proposicibn 11, 7.-Sean é‘y B’8isteﬁd; de Informacibn gntoﬁcesl
(i) (n,y)-{(z,ﬂ ) ZGX}U{(‘ ,Y) | YGY}E |QXB|.

(ii)gnm(x,y)-x ® A

(1ii)ggg<x,y)-y .
tiviz=(prm(z),sgd(2)) ¥ zEIAXBI

(VI4f @) (E)m(flc) ple)) W eglCl



(Vi) (e y) SOX'yy') (=) ngx' yey's L D

DEMOSTRACION. -(x,y) € IAXB| pues es la imagen de un elemento bajo

un mapec aproximable.

Ahora,. (i) si t={(Z, )| ZexXU{(« ,Y) IYey), gs fhcil ver que t
: o B , A .
es un elemento, y entonces

prm(t)={(Z€éD | -u prm{Z} para algln uctl}

A
={ZeD | prm(u)l- Z para alglin ust}
A i .
.81 Zex , entonces u={(Z,* ))et y prm(u)i- Z
B A .

L. prm (x',.y) =X € prm ().

Si Zeprm(t) entonces existe u 't' uct y prm(u)i- Z pero
prn(u)Sx y como x es élementq, Zexn . R
| . o X=prm(t)
_igualmente y=sgd(t) y aplicando el lema 11.5
| (X, y)=t.
(viv)npli‘éando .’(ii), (iii) y nuevamente el lema 11.,5‘: a
o | __knrm(z)énrr_a‘.grm(zf’.'gggm) E
| , ig‘g'd_(z)=§gg(‘g:m(.‘z):; gg‘vc_l(z)‘)“‘

tenemos el resultado. o ST '
(vIAplicando (ii),  (iii) y la propiedad universal para (f,@) -
tenemos ¥ cvé‘iC,I _ | ' _l o | R l

. prm((f,g) (c))=f(c) oy Qg_rg(fv(c),‘g(:))=f(c)
sgd ((f,g) () )=g{c) y §gg(f(c),g(c-))=g(¢) y por el iema 7.5
e @=tfe), gten. | l
(vi)((=)SL_lpongamps x.sx’l ysy‘ entoﬁ#es por (i)

=2, )'lzex}U{ “ ,¥) | Yey? ., " I
suz,‘-g) | Zéx'y ?(A WY véy'}=(x*,y*); - " |
(=))Sugoh_gamos (x,y)?(x".y") ' | - N I

| entoncéﬁ por ser gl_:mv y sgd aproximébles ) son moru_bfénas, dav" l

donde ng(x,y)i pro(x',y') y sgd(x,y)ssad(x',y" ) éh’topces“




Yey'a fl.

De esta manera a una pareja de elementos xé€lA| y YelBl le asocia-
mos el elemento (x,y), dado un elemento ze¢lAXB] le akociamos la pareja
ordenadav(ng(z),ggg(z)). Esta biyeccibn muestra que [AXBIl es isomogfq
a IAIXIBI donde &ste Ultimo es el producto cartesiano de los conJuntésJ
.de eiementos;

Mostraremos que en nuestra categoria existe objeto terminal y por

lo tanto es una categoria con productps'finitos.
Considerese el siguiente Sistema de Informacidn:

D ={¢+ 2}, Con ={é ,D ) y’L— la‘relacibn minimal,les,fACil verifi-
car qu: ellbominioilD l'liamado I tiene como'hﬁiCO‘elemehto al. |

De esto se conciuye que tados los mapeos aproximablés-f:EE)R son
donstahtes y f:R =)L es sxempre un bnxco mapeo aproxxmable, es vmhs'
se trata de f=(const 1) y es denotado por f-O.

L
Lo mencionado antes prueba la:

z Proposicidn 11=e.;n es objeto terminal de la Categorlia de Dominios.

;ngunos‘resultados‘interesanfﬁs para-el prodhcto son los sigqiehtesff

Ergpgsigggn 11__.-Sean uy v€Con | entonces
' AXB - g
ul- v si y sblo si prm(u)l— prm{v) y sgd(u)l- sgd(v).
AXB A A

()-“

DEMDSTRRCION.-Directamentu d- la dlfinicibn 11 1 t-numos

v 'li y -blo si



ul- X ¥V Xev , y esto se cumple si y sblo si
AXB
prm{(w - Z - ¥ Z ‘¢ (Z,2 )ev y
A B
sgd(w)i- Y VY 't' (2 ,Y)ev , ¥y esto si y sblo si
B _ A
~prm(u) i— prm(v) y sgd(u) I~ sgdlv). - [J.

(t)=((u{;(vr)'donde u=prm(t) y v=sgd(t). (.

DEMOSTRACION. ~Clatamente t;((u),(v)) y como kste Ultimo es ele-
mento kt)g((u),(v)).

8i Xe({uw,{(V)), supongamos X=(Z,9'),;entonces.zc(u) de‘manera que

prm(t) |- Z pero entonces (Z,® )& (t) y entonces
. A ‘ B :

(124U, (V) N R +

‘Proposicibn ;1_._1,1_‘. ~Una funcibn f:1AXBI =) IC| de dos a'rgdmehtbs, '

dadalen‘lbs-éleméntds,‘proviene-de un mapeo aproximabie si y sblo éi
v aEléi y V' belBl las funciones

f :1A1 =) ICI y f :1Bl -)IC! dadas por
b a |
' . F(x)=fix,b) y f (y)=f(a,y)

’ . : b’ PR a :
respectivamente, provienen de mapeos aproximables. 0.

- DEMDSTRACION. ~Supongamos f proviene de un - mapeo - abroximable,

entonces f =f o (I ,const b y
‘ b . A
' f =f o {(const a,1 )
L a _ B :
de donde es claro que f y f provienen de mapeos aproximables.
: a B ) "
({{(=)0Observese que

Fixyy)=f GO=JHF ((W) ) uex u Finitod=
~ Yy oy ‘
ULFCw,y) | uex u Finitods

UL (y) ) ukx u Finitods



=s\HF(Cuw, (V) | uex vsy finitos)

, <» f es aproximable. ' (1.

Definiremos ahora un objeto cercanc al coproductd de Dominios.La
idea es que 1los elemertos de este Dominio sean, €elementos de los
Dominios constituyentes, perc de manera exclusiva.

G\
sistema unidn ajera(suma directa), entendemos el sistema donde tenemos
un dato afD y A{D ys
A
(i)D ={(X,4)IX6D }U{(A Y) 1 YeD H{(4,2)}

A+B A B
‘ii)é —(A’é)- : . . ;
. A+B ‘ o B : £z
(iii)uéCon (=) izq(u)éCon y der(u)=d o S
! R"'B R . ’ (2

& <1nc1usivo)

1zq(u)=ﬁ y der(u)eCon -

_ : S B
(ivul- (X,“) (=) der(u)=d e izq(u)l- Xe
(iv' dul- (2, Y) (=) 1zq(u)-é y der(u)l- Y._
A+B B
(iv''ul- (&,2) -V'ueCon .
: . A+B : ‘ -A+B . .
donde . u es un subconjunto finito de D en (iii) y en (iv'),
, _ : : A+B e
(iv' ') ueCon , ademhs, la notacidn izq y der significa:
: ~ A+B : L :
izq(uw)={ZeéD I1(Z,2)€u}
der{u)={YeD |(=,Y)eul. .
B _

Obsérvese que (4,2), (5,o ) y (A ,“) no’ son équivallntesven este

‘ , . B A |
sistema, ademhs |- esta definida de manera disyuntiva en vez de
' A+B 4 ) , .
conjuntiva como |- . Esto nos lleva a que A+B contenga copias ajenas
' AXB ]
~de Ay B ademas de un elemento extra (| ).
A+B

Para mostrar los obJetivos de la definic:bn anterior tenemos. la

}igqientq '




Engpogigign 11.13.-81 A y B son Sistemas de Informac1bn entoncest

(i)A+E también lo es.

- (ii)Existen mapeos aproximables

tales que para cualquier Sistema de Informacibn Cy mapeos aproxima-

bles f:A =) C y g:B -) C existe un Unico mapeo aproximable

initA =) 'A+B e indiB -) A+B' | .
tal que: ‘ .
{f,g) o ini=f , [f,g) o ind=g y [f,gl(l )=] .

A+~ C"
O,

DEMDSTRRCIDN.rPara ver que se trata de un sttema de Informacidn
:veremos .que se verifican los axiomas.

(i)Es 1nmed1ato del hecho de que si vEgCon y'usv entonces
A+B :
izq(u)-{ZGD I(Z,“)Gu}‘ {ZeD I (Z,®)eviI=izqlv)
A A e
y de la misma manera

der (u)¢ der(v)

' de mamer‘a que si izq(v)e Con entonces 1zq(u)e Con L J .
A A FIETR
si der (v)¢ Con entonces der(u)e Con ' R
y. B si 1zq(v)-d entonces 1zq(u)-d

si der(v)-ﬁ entonces deh(u)nd.

‘ (xx)Sea XeD y 8i XH(Z,“) con ien sentonces ; : , _
. R+B - A A -
izq((x})a{Z)& y der({x})nd » {X}Con - f

A+B - o
Si X=(“ Y) con YeD entonces 1zq({X})=d y der((x})=(v} " B
. . 1

-'n {X}eCon "

‘ 4 A+B
Finalmente 53 X=(‘" “) =)izq({x})=der~(fx})=6 y l

J. {X»eCon .
. “A+B
(:il)Supongamo: u!- X y8i X=(4ya) entonces
, A+B N
: izq(u)-izq(uU{X}) y der(u)-der(uU{x}).




8i Xm(Z,%), entorces izq(ulKX})=izq(u)y<{Z)#dé e

izq(u{{X})ECon por la definicién de |- y ademAs
. A A+B
der (u|[{X)>) =der (u) =d

S uU{X}eCon .
A+B
Andlaogamente si X=(9,Y).

(iv)Como ul- (=,2) siempre, el axioma se cumple automht icamente.

A+E
(v)Supongamos Xeu ueCon .
A+B '
si X=(o, Y), entonces Yeder (u) por lo que der(u)#d y der(u)l— Y

B
entonces ul— (2,Y).
A+B ' S
De la mxsma manera se prueba si X= (2,4) y tr:v:lamente si X=(é,8),"

(vx)Supongamos ul=- WY Wev y vi= X debemos probar que
. C ’ . . A+B . - -A+B P . et
Supongamos X=(2,Y) entonces~der(v)#t'y der({v)I-Y afirmamos que
B
der(u)l—- M ¥ Meder(v);  sea Meder(v) entonces exxste N—(° M)Ev'y por
B
hprtesis ul=  (4,M) de donde der (u)#é y der(u) I~ M, aplxcando la .
A+B B :
transit1v1dad de. |- tenemos der(u)l— Yy por lo tanto ul- N P
B B : A+B

La prueba se sigue 1gua1menta si X=(Z,%) y aln mhs facilment3151 
Xs(o,8), |

Concluimos que h¥B es un Sistema de Informacibﬁ.’

‘Definimos ahora iniiA =) A+B e ihd:Bv—5 A+B mediaﬁté:r

‘ Defxn:cxbn 11, 14.—Sean A y B Sistemas de Informacxbn, definimos

los mapecs aprox:mables znx:A =) A+B e 1nd=B -) A+R como:

(a)v ini u (=) ((Z,“) I Zév)i- Ue
oo ' A+B
(b)w ind u (=) {(a,Y) | Yéwll~- u. (.
A+B

Debemos probar que estas definiciones correspondéh a mapeds a-

proximables. Realizaremos Unicamente (a) ya que_(bikés anhlogo.

(i)d ini 6 es directo. ‘




(ii)Supongamos que tenemos v ini uy v ini u', entonces por

definicidn
{(Z2,2)12€v}i- u y {(Z,2)1Zev)i- u* por la proposicxbn 7.8
, A+B A+B
€0Z,9) | Zevi 1= (ulu*)y por 1o que v ini (ulu).
. A+B
(iii)Supongamos vi- v' v’
: R A+B -
€(Z,2)1Zev}¥i- {(Z,2)1Zev') pues
A+B . .
izq({(Z,2)| Zev})=v e izq{{lZ,*®) | Zev'H)=v' y vi- v'
- A
por lo tanto {(Z,%) | Zev}i- u

.Q+B._
de V ini u.

N

ini u* yu'l- u entonces l

Hemos {cémbr‘obada la defm:c:bn de mapeo aproxxmableﬂpar'a ini
"‘ahora comprobar‘emos que ini e md cumplen con 1a propmdad universal I:
para la unibn ajena. ‘ '
‘Sea C un Sistema de Informacxbn arb;trano y f A -) C y g:B -) c l

mapeos aprox 1mab1es, »

Cf,gliAB ) C por- R

© ulf,gls (=) &i- s
& izq(u)éd e (izqlu))fs

b der(w#s y der(u)gs. 0.

Probar‘emos que [f,0] es aproxzmable‘vemﬁcando la-definicibn. ‘-
(x)étf.g)é se cumple por el pmmer caso de la defimcibn ante— '
‘i'ior'. . | .
(ii)Supongamos ulf,gls y uLf, ng‘; entconces o ' l
si izq(u)=der(u)=d entonces u[f; gl (sUs') debe cumplirse nue..vamentue por l
el pr‘imer‘ caso. | | ' | ‘
De 1o contramo, uno y. sblo unc de los comuntos der(u) e izg(uw) l

as d%lt}yhﬁo. del vaclo,. lupongamos dnr(u)ﬂé., mtoncn ten-mos




der(u)gs y der(u)gs' peroc g es aproximable, de>dondé
der(wgislUs') con lo que concluimos
ulf,gl(sls').

Simétricamente obtenemos utf,gJ(sUs‘) si izq(u)#d.
(iii)Supongamos ul- u' u'lf,gls' y s'i- s,

. A+B c
Haremos el caso izq(u')#éd y los casos der(u')#é y ambos vacios se

siguen fhcilmente.
Como izq(u')fs' y s'l- s tenemos, pues f es aproximable, izq(u')fs
c ' '
e izq(u')#4 obtenemos que para toda (Z,4)eu’

ahora, como ul- u
A+B
ul=- (Z,%) de donde zzq(u)#d e izg(uw) l~Z utilizando nuevamente que f
A+B
es aproximable y que 1zq(u)l— izgq(u') concluimos izq(u)fs , es decir

utf.g]s.

Comprobaremos ahora la conmutatividad afirmada por la propiedad'

_universal.

Sea aelﬁ\ entonces

[f,g] o inita)=[f,gllinila))

1domo ini(a)={XeD  uini {X} para algln ucal
: A+B ' T
[fygl(ini(a))={Se€D | rif,gl{8} para algln recini(a) 1}
. c . . e o
(4) ={SeD | uf{S) para algln utal) = f(a).

La igualdad (4) se sigue de la doble contencidn de,ids conjuntos

correspond;entes:

)Bi .8€D y uca es tal que uf{B} entonces | si r={(1,¢)l26 ul}
c ‘

tenamos rtf,gJ{S} pues izq{r)=u y ademhs

r'E(XGD I u 1ni{x} para algun usa}=ini(a) ya que u ini{X) para
A+B
toda Xer pues

§ ini{X} s8i y sblo si {(Z,“)IZGu}I— X si y sblo si ri-~ X
o A+B v A+B
(S)Sea 8BeD ‘t‘ rtf,gJ{S} para algun r ini(a), como + es . finito
C ;
reuf{X youvyX ) y exi:tnn U eayusa ‘t‘ u inx(x } i-l,...,n por defi-
e RS ; 7 e Sk




. : S 4 .
Sea u= Uu entonces, como ini es aproximable tenemos u ini r vy I
LS Y ,
uca, afirmamos uf{S}.Sea r n{(Z,“)lZeu} entonces r' |- r y como [f,qnl
A+B
es aproximable, r'Cf,Ql{S} pero xzq(r )=u de donde izq(r’' )f{s} y

nicibn de imagen.

uf{S}.
De la misma manera se prueba que [f,g] o ind= g.

Para probar que [f,gJ(L )=1 .observese que:

A+B C
[f,gl¢l )={YeD | ulf,gi{Y} para algln ucl }
. A+B. c . o . o A+B
={YeD | ulf,gl{Y> &I~ u) ={YeéD | &Lf,gl{Y}) }
_ c A+B - c: :
~={Y¥e¢D | b1-Y }=] .
, c c - cC

Finalmente y para la unicidad tenemos necesidéa,de;tu
Lema 11.16.-Sean A,B Sistemas de Informacibn, si XelA+Bl y x¥|
ehtén&es existe aelnl b {exclusivo) bélBl tal que: |
. ini(a)=x b (exclusxvo) ind(b)=x. .
_ DEMOSTRACION. -Sea X€IA+B1 y ¥l ,:’sea'3=£2en’|;z,éiex} -
si3a=$, tomeée b=(YGD 1 (&, Y)gn)ed yg;:‘trata cqﬁbne? caso sigﬁienfe.
Si avd, afirmamosBaclﬁlbe ini(a)=x. | ‘ o

Ver:fieamos la defzn:czbn de elemento para a: sea vsa y v fzn:to,)

si v=¢ entonces véCon , s: v#é tenemos

? r={(Z,2) 1Z1€visx |
como x es elemento reCon' pero ?zq(r)=v y qu’Ié.défihiciSﬁ de unibn -
IJEha esto lmplica veConnTB ' ' ' o
| Rdem&s, 81 vi- 2 nf‘:eﬁtonces ri- (Zofl y como x 95 element§ g

o . A R A+B
tenemos (2,‘06x de donde Z¢éa. ‘

. . a es elemento.
ini(a)=(X¢D | u inx{x} para alghn uga)

: - A+B '
={X€ED | ((Z,“) Zbu}l— X para. algbn u¢a}
. Pp+B »  A+B .

8i Xex entonces X-(Z.‘) (X no. puede ser do la forma - (




a¥d y entonces x no serla‘elemento pues tendria un subcénJunts finito
inconsistente). Tomando'uw(z} se comprueba que Xeéini(a).
S8i Xeini(a) entonces por definicidn de ini(a) existe u 't’
{(z,2) | Zeuri-X y {(Z,A)Iziu}sx s COmMoO X es elementp,.Xex.
Caomo hemos verificado la doﬁle‘contencibn qu#dé ;robaQa la igualdad.
El & es exclusivo, :pues de no sek asllfomariamos uh dato de b; y
uno deia y obtendrliames un subcongunto de x finxto e inconaistente lo
cual cogtradxce que. X es elemento. N -
Probaremos ahora la unicidad de- Ef,g] y con esto coneluzmos la

demostracidn de la afirmacibn para la unibn agena.rr

Supongamos h:A+B -} C es otra funcibn tal gue

h o ini=f y ho xnd=g Yy h(L L3 , o gl
: -A+B C o i
Sea xelR+Bl, si x=l entonces dzrectamente h(x)ntf,gl(x)
» A+B -
B8i xfl » por el lema anter:or exlste SGIRI 151‘no belBl-) ta!‘ que

A+B
in:(a)ﬂx (51 no 1nd(b)=x) pero esto nos. dxcn K

h(x)=h(1n1(l))sf(a)=tf,n](int(a))=[f,gl(x) _
:“ﬂf( h(x)-h(:nd(b))-g(b)-[f,gl(ind(b))=£f,g](x) IR
. V xGIA+BI Ef,gJ(x)=h(x) 

& Lf, g]éh & LF, g] es' !mica. [J»- |

Pdr las propiadades unxversales del producto y la un:bn ;Jena,
asi como del obJeto terminal, puede verzflearse que estos E-1-1] hnxcos
salvo 1somorf1smo. |

Ademds es f&ciltcpmb§obar que ;Xnvy‘Qx;vioﬁ‘exfendibles ai'fqne

tores, lo mismo qué ;+Q y R+_3 por-egemplo'si cénsideﬁamos‘3

B T - o (1A o pru, f o'§§g)¢7"'




Para verificar que es funtor obserQese que directamente

1 . =(prm,sad) y V¥ (x,y)6 1AXBI

AXB : - -

. {1 o prm f o sgd) o (I o prm,g o sgd) (x,Yy)
A . A

={(I o prm,f o spd) (x,g(y)) ' . .
- A o S . Y
=(x, f{gly))) = (I o prm,f o o sgd) (x,y).

B

I

l
EJEMPLOS |

, EJemplo 1)Observese que si II denota al Domxnio con un solo ele- '
mento ; entoﬁces ‘ | | v

BOOLMI + I '

ya que I+ n={l ,(lu ), (“,1 ) }

y ademas todo mapeo aproximable de BOOL en alg&n otro Dominio qunda‘

determmado por los valores que tome en : ‘
j_-!m:lef:n:do (_L ,-’-‘)-Verdadcro (o, ‘_I_r)=F'also|
baJo la restnccibn quel e

(5 ) La imagen de 1 debc estar contemda en la mtersecc:bn de
las 1magenes de Verdadero y Falso. |
' Inversamente, toda f‘qncibn que satisface (5), cuyo domi'nio:',Ade :

dgf.inici'bn eé BOOL, proviéne‘ de. un mapeo avproxi'malble.

qumpl*)Sea A un sttema de Informacibn, entonces existe
.dug:ﬂ-) AXA un mapeo aproximable tal que L

"W xglAl diag(x)mlny ). S 0.

DEMOSTRACION. -Sea f=I ‘y g=l conforme a la definicién del pro- '
e , A A
ducto de funtiores, llamamos diag=<(I ,I ) la cual es ghrantizadg. por '

la propudad universal del producto, Yy por esto mismo

y  8ad ¢ o dia9=l
A

: py_'. o diag-l
‘ A
ug(x)-(x, x)




(i) IAXE|% | BXAl. '
(ii) IAX(BXC) 121 (RXB) XC1.
‘.(iii)Si I1RI*IR'l y IBI®IB"| entonces IAXBI&IA*XB" |,

0.

' DEMOSTRACION. - (i)Sea D=AXB y E=Bxé entonces
Qrm tAXB -)R y sgd -AXB - B y tenemos
D D
{egd ,prm ):RXB —) BXR
D
anklogamente {sgd ,Qrm Y :BXA —) AXB : IR L o
E E e A
ahora (sgd ,prm ) o {(sgd ,prm ) RXB - AXBy ¥ (x,y) IRXBI;{. 3y
E E . D D IRURETR
<sgd yBrm ) o (sgd ,prm ) (x,y)
_ E E D D
“B(sgd yBrm ) ({(sgd s Brm Y (A, y) )
E E D D

'=(§gd y Brm )(sgd(x,y),prm (%yy) )
E E D

‘_=<§gg JBrm ) (yy x) = (xyy)
et ,

por lo tanto esta composicidn es 1 .
R Simbfricamente | | R¥B

" , - (sgg s Prm ) o (sgd ,prm =1 jﬂl

) D E E BXA

} ‘de donde laxal~taxn|. .

| _(ii)Definimos f-lAlXIBXC| - IRXBiXICI'y

\22   ' géthBleCl - IRIXIBXCI en los elementos como sigue:

i F iy (ya2) =iy y)y2) y g((x,y),z)-(x,(y,z)) , por las

propos:c:bn‘ 10,6 y 11, 11 resulta rutinario verificar que provxenen de

mapnos aprox;mables y claramente fyag son isomorfismos.

(ixx)Bean f:A =) R' Yy g B -} B isomorfismos si llamamus

D-QXB y E=A" XB‘ entorces

(f o prm g o ggg ):D -) E
_1 D -1 _




Es claro que por ser producto y composicidn de aproximables, los
mapeos anteriores son aproximables, y tambi&n son inversos, es decir,

definen el isomorfismo buscado. . [1.

Construiremos ahora un ejemplo que simula un producto infinito vy

cuyos elementos resultan sucesiones.

Egggggigign 11;18.—Sea A un sttema de Informacxbn, entonces el

.

siguiente sistema es un sttema de Informacidn denotado por A"

(i)D ={& (& ,X)IXED }U{(o 4 yX)IXED Yoo
o A A A A A A A
=U (s ;8 (...,2 (X)IXED 2ULe D,

™LA A A} A A
tiirye =% o .

(i11)Si ugD y #(wW ()  entonces

ue Con '(=) nlwelon ¥ néN

v AT A -
(iv)uéCon " o
ul= (& y.aey@lyX) (=) n(u)l— x o
A n A
{viul—2 ¥ ueCon .
(ol A*

donde p(w={X6D | (& ,. .., ,X)Eud SRR
A - R ] ' L o
' Y B x;:  )
f:La verificacibn de los axiomas de Ststemas.de Informacibn - para
ﬁrobar la‘-pﬁbposicibn se sigue rutinariamente y la omifiremos. "8in.

embaﬁgo de mucho mayor interks resulta lai

Pnoggg;gzgn 11L19.-Los elemeneos de A estan en correspondencia

biunivoea con las sucesuiones de elementos de R mediante

‘qu.ns e yuiny! a %) | Xex )uu- Y 0.




SRR - . — — L —— — —— T ———

-

veremos que y=Y((x )) es un elemento al verificar la definicidn,
n
Sea ve€y v finito , entoncesﬂMéNl ‘t

. % :
ve 0 {do ..o X 1€ x M) {4 >} entorces nivi=é ¥ nmM y
A A i . :

=) i A
si n(M+1. n(v)e x vy #(g(v))(){ por lo que
. n .
nivieCon ¥ neNl .. veéCon .
A A
S5i adembds vi~- R ,entorces si R=% no hay nada que probarj
n A A .
si R=@E,..,3',X) entonces n(v)i- X pero como x es elemento de A
A A A n

entoricex X€x de donde R€y .. y es elemento.

Sea ahora Yy un elemento de A, construiremos una sucesibn de
elementos de A ((x }) tal que{(ix ))=y.

' n n

Para cada rn¢Nl sea

x =U4ntw | uey u finitod

n
- Debemos probar que ¥ asl definido es elemento de A.-
, n .
Sea utx u finito , deben existir u ,..,u ‘'t' ucy’ ,
n ' 1 K i ' .
ue 0 n(u ) u finitos, llamamos r= 0 u - entonces reConFry entorces
g i : g ' '
nir)2 I n(u,) de donde wusn(r) y /. uéCon .
. - 1 . A .
Ahora si ul- X entonces n(r)l- X y como y es elemento
w A N
B . yo, X)ey pera entonces {X}=p({5 0004 X)) )
A A , A A
por lo tanto Xex § ahora es directo que ( es una biyeccidn. .

n

Corolario 11.20.-5i A es un Sistema de Informcibn entonces

(]
AxAXA | o

'DEMDSTRRCION.—Identificamos los elemertos de A”con las supesiohes:
de elementos de A y definimos
CF1A® =) A como F((x ))=x y giA -) A come glix })=(x ),es fhcil
4] 1 . | 4] h+1
verificar que tanto f como g provienen de mapeos aproximables y enton- .

ces (F,g):A =) A x AT

Puede Qerse entonces que si definimog‘h=Rde-> d'por»;




hix,{x })=(y ) donde y =x y =x i,
n n 1 n n—i ‘
h resulta aproximable y la inversa de (f,g) lo que prueba que son iso~

morfismos, y concluimos dEnxd'. 1.

Proposicién i1.21.~En d: si x=(x ) y=(y ) son elemertos, entonces -
' n n
Xey si y sblo si xey V¥V ne , (.
n n

R .- ROy

e S

DEMOSTRACION. - (=) ) Suporigamos 'X€y , sea n un natural arbitrario,

. n i

si Xex entonces (& ,..,8) X)éx y por lo que Xén({ (e ,‘...,é',x}) € y 'f
n A A A A N E

l'- X£ y . ‘i

n n L lk

({=)Sea R-d“ ,.., al X)ex (§i R=* trivialmente Reéy) entonces e

n .'{.‘.‘

n{{RNexcy entonces Xéy de donde obtenemos

n n w
@ ., x> U{<'z RER y x) I Xey =y
A A i ‘
oo xsy . R 3

De mariera muy similar podemos probar que Rﬁdkﬁ:

Proposicién 11.23.-dgd&dﬂ

DEMOSTRACION. ~Construimos la biyeccxbn.

Dada (x )¢ A obteremos  ((a ), (b )) d&d‘deflnzda por

n n n
grm((a Myébd))=Ca)=(x ~~ ) y (b )F<x )

n n n an—1 n an s
(rio haremos los detalles). ' ' RE 0 I

EJEMPLO. -Un pequefia lenguéJe.
Trabgjaremos ahora la definicibn de un peqdeﬁb lenguaje de pro-
.gramaCibn’para enfocar laé construcciones presentadas hasta el momento
dentro déi marco de las definiciores sem&nticas.de lengdaJES de pro-
gramacibn.

“En ;qstnveggmplo, ,harnmds‘uso dﬁiﬁpominio BDDL‘donde  recohdasz




que BOOL={Verdadero,Falso, Indefinido} y x€y si y sblo si x=Indefinido

b x=y. Como red, BOOL se ve como

Verdadero Falso

™~ -

Indefinido

llamaremoés =p0oL” ylas sucesiones de valores de verdad donde recubr-’
dese que s,teBDDE . ,Ys£t si y sblo si sC t V neNl - |
Intuitivamente, la informacibn sobrg u: vaior de verdad puede ser
insuficiente para determinarlo, perc con mhs infofmacibn podemos defi-
nirlo; as!'ﬁismo, una sucesibn de valores de verdad esta meJor defini-
da o la informacidn que la especzf:ca es m&s completa si alguna de sus
_toordenadas o entradas esta mejor definida.
Por eJemplo las siguxentes sucesiones , cada vez especxf:can

meJor una sucesibn de valores de verdad(la aproximan) aunque todas son

elementos del Dominxo BDDL.

(Indefinido, Indefinido, Indefinide, Indefinidoy «..)
b‘(Verdadero,Indefinido,lndefinido,Indefinido,...)

(Verdadero,Faléo,indefiﬁido,Indefinido,...)

La ﬁrimévé diferencia qué podembsvnotar erntre BDOL>yI es que BOOL

es ;UnADominio’finito‘ﬁientras'que § es infihito, és decif;tiene un

numero infinito de élementos;' ademhs esto’iﬁplica.que alguncs elemen—
tos requiéren una infiﬁidad dé Informacibnypara su defiﬁicibn. Obsér—

vese como nuestras definiciones de elementos_finitos'se incorporan a

gstas ideas.

Podemos usar el orden que tenemos definido en J para aproximar




elementos infinitos por elementos finitos. (Recuerdese que un elemento
finito es el generado por un conjunto en Con) Es fhcil verificar que l

los elementos finitos corresponden a aquellas sucesicones que tieren un

numero finito de entradas distintas de Indefinido. ' l
Adembs, si definimos .
: xn si n (m+l
(xnim)=

Indefinidé si n)m
es decir (x Im) es el segmento inicial de (x ) de longitud m, resulta
n . n ‘
nuevamente directo verificar que estos elementos satisfacen:
(i)(x Im) € (x Im+1)
n n
y por el Teorema 9.10
(x )—U (x lm) . :
. n msy n N . ,,.‘
Esto nos perm1te definlr un lenguage de programacxbn sobre BDDﬂ'y
‘discut1r que ‘operac1ones son computables y como se aproximan los
J B . . .

valores por valores fxnxtos.

Pr:meramente presentamos las producc1ones de la s1ntaxis:

b ::t=V | F | Cabeza s
b | bs | colas | si b entonces s* sinc s
par 8 | impar s | mezcla s sff

‘y la def1n1c:bn de las funciones sem&nticas esta dada por::

IB:Clase semAntica de b ~) BOOL
IC:Clase semdntica de s =)

(donde b denota una variable en el dominio de la funcidn By

A 3

5,8

y'S“ son variables en el Dominio de la funcidn IC ).

- - - 5 '::-'1 - - '- -‘ .-1‘;"‘15‘- M -- i -

IB IL V1= Verdadero
" IBLLF 1) = Falso 3 i e ._""- - :j . ,’;

"-m t;’" e w .21 = :c ::



* ‘
(Cb 11 =(1IBLL b 1))

(Cbs 11 =¢IBLC b1, ILCCs 31, IC CL s 31 ,...)
1 2

(L cola s 1i= ( IC (L s 1] )
n+i
L 8i b entonces s sino s' 1)=

HHHH

I [C 81 si IB ([ b ll=Verdadero

JL [C s' 1) si IB (L b ll=Falso

(Indefinido) si .JB [[ b 1] = Indefinido-

H

[(Lpar s 11 = (IC [(s 1), IC L[ 5.1 ,...)
‘ 2 4
“LC impar 8 11= ( IC ([ s 1], IC L[C s 1] 4euay?
1 R ke
IC (L mezcla s’ s'' 1)= ( IC (C s* 1], IC CC s'' 1D)

H

- Este es el primer ejemplo donde_¢onstruimos uha‘definicibn,dé un

lenguaje y aunque su justificacién matem&ticaraun no es completa,
esperamos provea al lector con ‘una 1dea de como- se enlazan los concep—

':tos (1nc1uso los de computabxlxdad y aproxzmacxbn).

Dbservese que v contxene una copxa isomorfa a B1nar10 que corres—
ponde a- la imagen de la funcidn (que pPOVlEhE de un mapeo aprox1mab1e)

CF((L') = {x )  donde % =Verdadero si @(1)=1

@ . n o on o ,
- x =Falso ‘ si @(n)=6
n .
x =Indefinido en otro caso.
n .

‘EJemplo' )Definimos la siguienteffunéibn

 conda|BDDLXQXR| =) IAl en los elementos, como sxgue:

(1)cond(Verdadero, s Y) =2

(ii)cond(Falso,x,y)ny

(iii)ccnd(lndefinido,x,y)=L .

ﬂfirmamos que cond prov1ene de un mapeo aproximable, notese que
- esta defin:cibn es muy sxmilar a la func1bn en LISP del mismo nombre.

Por-la Proposicidn 11.11 basta probar que f proviene de un mapeo




aproximable en cada uno de sus argumentos. ’

Seccidn 12 El espacio de funciones, | ' C , '

Como ya hemos mencicnado antes, las funciones o mapeos entre:

Dominios son de gran importancia para las definiciones sembnticas, e”
incluse resulta  indispensable poder mahéJar el conjunto de mapeos}l?

entre dos Dominios para las aplicaciones en lenguajes de programagibnu'n

particulares.

Lo intevesahte de‘la’ Categoria de Domini‘.os es'que el cc’m,]untd de‘» l
mapeos aproximables entr@.bominﬁﬁs"posee a su vez, una estructura de:
Domiﬁio. Esto se aiéanzé, -como ya hablamos explorado en un. EJEMP]D,?
mediante la:

Definicibn 12.1.-5ean A y B Sistemas de Informaexbn. quy
A-)B, el espacic de funciones, entendemos el sistemaﬂdondeiv

(i)D  ={(u,v) | uéCon , véCon }

A-)B A B
(ii)e . =(d4,d)
A-)B ‘
y donde si naN y w={(u 4v )y (u ,v ),...,(u 1V )} tenemos.
0 0 1 1 non
(iii)weCon =) )
R-)B
V 1640, 1,28y00yn) '8 YUeCon se tiene Qvec:on
A B
(iv)si weCon y Wi- (u*yv") (=)
A-) B " A-)B o
Uv - v* donde I={ilu'l- u } ‘ .
i B Ai -

Las ideas en que se basa la definicidn anterior son las siguxentn

'qua determinar  un mupco aproximnblc flﬂ-)a dcbemos decir qu-




paréJas (u,v) uveCon y veCon estah relacionadas baJo.ufv. Cada pareja
proporciona una cangidad fin?ta de informacitn acerca de las funcicres
posibies que contendrian tal pérEJa. La ‘paregja que menos informacidn
nos da es pues (6,6) ya que toda funcidn aproximable tiene esta pare-
Ja, asl que esta pareJ; no nos da ninguna idea de que funcidn particu-
lar estamos def;nieﬁdo.

Debemos dar una formallzacidn para la consistencié de‘pareJas' y
la implicacidn de parejas. Esto es lo que hace la definicidn, una

JFEJa {u,v) significa la proposicidn o afirmacidn siguiente sobre 1la
funcitn: si se prdporcioha u inf;ﬁmacibn a la fUncia; obtenemos cuando
menos v informacibdn sobre el valor de la funcidn.

En realidad todé pareja pbﬁ si sola.es.'coﬁsistente, pero un
cornjunto de parejas puede no ser consistente, por esto utilizamos
(1i1) en la definicidn que nos dicer | |

Si las afirmaciones en w son ciertas de al menos un mapeo aproxi-

mable se debe tener (iii), pues si consideramos un conjunto de indices

1 para el cual la unidn de laé u es consistente,debe'ser.informacibn
que puede ser suministrada conJunéamente'a 1a funcibﬁ correspondiente
a laé afirmaciones dé Wy, Y por lo tanto el conjunto delvalores posi-
bles debe ser conéisténfe, ya qu el objeto definido debe ser un mapeo
aproximable'y la unibn de los valores debe ser un pdsibie fesultado.
‘Dbs&rvesek que si (iii) es cierto w podhla extenderse al menos a
una funcibn’éproximableQ
(iv) Nos dice que una 5erie'de afirhaciones sobre un mapéo a-
prox1mab1e en w 1mp11can una pareja (u'yv*) si y sblo si el cdnJunto
formado por las segundas comporentes de aquellas pareJas, cuya primer

componente es implicada por u'y implica v', lo cual intuitivamente es

claro: si un posible dato u' implica un conjurito de datos de 1los

 cua1es conocemos sSus resultados y estos 1mp11can un resultado v K esta




pareja (u'yv') debe estar en la funcidn; ahora si (u',v') es una

pareja de un mapeo aproximable, debe‘cumplirse el tercer axioma de
mapeo aproximable y por lo tanto la relacibn.

La base de nuestra jJustificacidbn esth en la:
. )

Proposicibn 12.2.-5i A y B son Sistemas de Informacidn, entonces

A-)B también lo es y ademas los mapeos aproximables

f:A~-)B soN exactamente_los elemenfos de |A-)BIl. 0.

'DEMOSTRACION. —Primerc probaremes que R-)B es Sistema de Informa-

cién.

(1)Sea weCon y wWew entonces si
’ A-)B

—{(u 1V Yyaeeylu VIt y w={(u 'V ),...,(u sV )} con m+dn es claro'
D 0 :

n o on 0 0 m m

que I840y1,.0.yn) y Vue Con en partxcular I‘{D,i,..,m} y por lo
; ‘A :

'"tanto L’v € Con y se satxsface el lado 1zqu1erdo de (iii) en la
def;nic1bn del espacxo de func:ones

J. w'eCon .

. S - A
(ii)Sea (u ,v )ED con u €& Con v € Con entonces si
' c 0 A-)B 0 A 0 B :
w={(u 4v )} I=6 & I={0) y entonces Uu€eCon y Vv &Con
oo 3 At B
‘ ‘ ‘e WeCon . :
A-)B

(111)Supongamos wi=(u* ' V' ) debemos demostrar que

wU{(u sy V') 3}eCon .

S ' A-)B R
Sea w={(u ,v )yeeuyfu v )} ,si llamamos (u ,v ) a
o n-1 n-1 n n .
(u v')y tomamos IQ{D,I 2,..,n}
Sx Is {D,l,..,n-l} no hay nada que probar pues wéCon -
, , A-)B -
S-a 1 ‘t‘ néel y yu GCon por la definxc:bn y como
‘ A
Wi=(u ,v ) , si L={Jlu I=u } J Uu eCon e
ooonoon noJ
‘ S} Y“
| pues n ¢l lntonces Uu v U uG Con como ‘W€ Con ‘tomando

: _ 14 kA O AE
“J-I-(n)U{Jlu l-u ‘ J(n} tnnnmos Uv €.Con_ .




y si K={jlu I-u Jj{n}

n )
Uvzgv
J J R
ademhs Uv I- v por lo que
Ry B n - :
U v I=v o '
3 J Bn ‘
como ¥ Uv =v tenemos Uv e Con
3 J 3 .n LI B
e wUf(u',v')Y Con .
o A-)B
(iviwl- (6,6) se sigue por vacuidad.
A-)B
(viGea (u ,v )& w debemos probar que wi-— (u yv ) pero
: J J A-YB 3 g
u I-u de donde si I={ilu I-u } ve Uv -
J 3 NN SRR L €
(vi)Supongamoes w'l—(u ,v ) ¥ (u ,v )ew y wi-(u',v') comprobaremos
i i i i :
que w'i-(u',v').
Si w'={(u ',V Jyeaeylu ‘yv "I} como wl- (u'yv*)
0 - k k AR-)B
‘sea I={iju‘l-u } entonces QV f=v*
by i * [ . ) .
ademds ¥ ieI w'l-(u. ,v Jew si llamamos Ji={jl u I-u '} teremos
: ' i i ' i J s
p_v ‘- v ¥ el .
por la transitividad de |- como u'l-u ¥ iel
A i
utl=u ' ¥ gJi entonces
Uu ‘¢eCon y como w'é Con VV ‘€Con entonces
uxt A A-B Y, B o
gi J={glu'l-u *} Q *el)v ' y por la transitividad de |- "y
3 vy I : | B
comc«Uv “1- Uv : ‘ : :
vl g BT- i
Vv N Q?v l=v*
J B i , R
". “|— (u‘,v.)- [J-
A-)B

Concluimos que A-)B es S1stema de Informacibn, ﬁues'verifiea los
axiomas. |

Rhora séa f:A-)B Qn mapeo aproximable, probaremos que es un
elemento de |A-)R| (pensando f como una realcibn (uyv) (=) ufv ).

(i)Sea wef w finito entonces w={u( ,v. ),..,(u v)}y sea

rcw, by ,n} ‘t yu ¢ Ccm

R .



Ja (u v ) f
o n+l n+i
& f es elemento.

¢

Inversamente, si f es un'elemento de IA-)Bl, afirmamos que f es

aproxim&ble.

i i i A et
Uu fv ¥ i€l ,entonces como I es finito lljvsl:on y :
i ' i B '
Uu flv - WECon .
4 it A-)B :
(ii)Si ademhs wl- (u ,v ) entonces si I
A-)B n+l n+i
I={i 1 u = u i{n+l )} tenemos \}v = v debemos probar
ntt A i i Bt
u fv H IL
ntl n+i
ahora, claramente Uu €Con y come f es aproximable ternemcos u fv ‘ ‘
i A ° - i i llg
Vv iel  por lo que Yu fv perou 1= Qu y v 1-v .
i i ntl A i i B n+t o
por lo que u  fv v
"n+l n+l l

(1)Cémo f es elemento 2 _Ef’,’ es decir (6,8) f y por lo tanto
éfd.

(ii)Supongamos ufv y ufv' se cumplen, debemos probar que‘uf(vuv‘),'

se cumple.

Pero si llém;amos w={(u;y), (uyv')) f ent_onces uéCon entonces por l
el incisa (ii) dé la definicidn del'sistema‘9~)8 vvaeCon' y ademds - :
ul-u y vle‘ I~ v'l/v‘ por lo que wi~- (uyvv') peroc como .f,Besb elementdl}
- ? -(u,vUv‘)ef g;fauf(vUv‘).

(iii)Bupongamos u'l-.u ufv y vi- v' , sea w={(u,v)} entonces

‘A B
wi- (u'yv') pues si u=su v=v I={ i | u'l-u 2
"A-)B - 1 1 i
Uu=u Uv =v y como vi- v' tenemos u'fv'.
T P B

Esto prueba que f es un mapeo aproximable por lo que la demostra-

cidn de la proposicibn 12.2 queda concluida. £J.

El nombre de mapeo aproximable para los morfismos de la Categorla

que estamos describiendo se debe al,hecho‘que observamos inicialméntq;




ge ame los elementos en los Dominios son los limites de sus aproxima- . :
ciones finitas, y los mapeos aproximables forman los elementoé de un
Dominio, particular, (el Dominio dgl operador -)). Dado que podemos
construir explicitamente los mapeos aproximables finitos (w),” al
‘examinar las definiciones presentadas nos damos cuenta de como, de
maneré constructiva los mapeos aproximables se pueden aproximar por
furciones simbles (aquellas’que toman sblb un numero finito de vaio—
res). Este es el sentido preciso de aproximacibn que da el nombfe.

El cperador -) puede combinarse con los cperadores + y X e inclu-
so repetirse iterativamente; esfo se realiza para éﬁnstruir los tipos o
de datos de alto nivel de las funciones sembnficas. En muéhaé catego-'
rias el operadeor -} no puede.utilizarse de marera construc%iva, ya que
la categdr!a.no resulta cerrada bajo esta operacibn. ﬁucﬁss autore;,
entre los que se incluye D. Scott comsideran esta propiedad muy valio-
sa y por ello llaman é la Categoria Cartesia;aménte Cerrada; sin
embargo, en.huestro concepto,l basado en la Teor!a»de Cateﬁok!aé pre-
sentada_én Mac Léne[?Ej la categof!a no‘resulta C#rtésianéﬁénée Cerra-
da {no existén coproductos ni.obJeto inicial).
| Comprobaremos estas ‘afjrmaciones un poco mas adelaﬁte, donde
bontéremos con’todos ios elementés necesarios, por ahora cdnfiﬁuaremos
rnuestra presentacibn.con algunﬁs ejemplos ge importancia sobre ‘mapébs Jff

aproximables entre construcciornes de Dominios.

:1 Proposicibn i2. 3. -Existe un mapeo -aproximable llamadc
eval: (B-)C)XB =) C . tal que si gtB-)C y y€lBl entonces |

eval(g,y)=gly). €

DEMOSTRACION, -Definiremos la relacidn para eval como sigue:

sea Eé Con entonces si w=prm(§) y u'=sgd(r) sea v“é‘Con
. ' (B-)C)XB » ' ‘ c




definimos r eval v' si'y sblo si wi-  (u',v').
B-)C
Afirmamos que eval asl definxdo 85 un mapeo aproximable:

(i)Claramente ¢ eval ¢ se cumple.
(ii)Si r eval v' y r eval v entonces

wi- (u*'yv') y wl- (u',v) de doﬁde wi= {{u'yv)y (u,v)}
BE-)C B-)C B-)C ' ‘
y ya vimos en la demostraci®n anterior que de esto tenemos:

Clutyvd, (uty v - I (TRRV | AVAR
: . : B-)C
por lo tanto wl- (u*,vlv') por 1o que (r eval vliv') se cumple.
B-)C .
(iii)Supongamos ri-v' (r' eval v') y v'i- v ,entonces ternemos que

whi- (u*yv') y v'i-v , tambikn vimos en la prueba anterior que
- B-)C :
estos dos hechos nos dan:

wii= o (u,v)
‘ : B ’C :
por lo tanta, como rl- r' teremos prm(r)l— prm(r") y enton—__
. (B-)C)XB , B-YC o
ces wWl-w'
do wi=(uyv) R s eval v

y entonces se sat:sface la def:nxc:bn de mapeo aprox1mab1e.
Para terminar la demostracxbn sea g:bB-)C aprox:mable Yy yelBI,
Sea ng(y)-{XGD Iug{X} para alghn usy u f1n1to} ' entonces exxste
c ‘

ueCon 't' u y ugiX} y como {x}eCon

: B S €
sea w={(u,{X))}e Con s Y llamemos
B-)C o
P r={(w, ) | Wewd{ (e ,U) | Ugud
‘ . B=)C ' B '
.entonces por definicxbn ré Con \ pues
' . (B-)C) XB .
pvm(r)=w {& ¥ Con y
: : B-)C B~)C"
sgd (r)={¢ Hue Con
B B

‘ .ademhs, claramente r (g,y) pues prmir)ég y sgd(r)sy . pdﬁ'la dbn;trueé  £
cién es claro que prm(r)l—(u,{x}) o |

‘ <. r eval {X} se cumple
éomo é?al(g,y)=(XtD | r eval {X} para algln Fe(g,y)}

C .
¥ eval(g,y)

4 plydavaligy). .



pues:

Ahora si Xe¢eval(g,y) IréCon , ‘t* (r eval (X)) y retg,y)
(B~)C)XB
s@a w=prm(r)€ Con y u=sgd(r)é Con entonces wl- (u, {X¥) pero
B-)C B B-)C
w=prm(r)e g y como g es elemento (u,{X>»)ég de donde ug{X} se cumple

pero esto es Xég(y) pues usy y concluimos que
eval(g,y)< gly) .
S gly)=evallg,y) r1.

. X v
El resultado anterior es de profunde interks para nuestra teoria

pues presenta las bases para considerar el operador -) como una expo~
nenciacitn categbrica y ademhs rnos dice que la operacidn evaluacién de
una funcidn es'aproximable, lo que en otras palabras puede expresarse

como que f(x) puede considerarse como una expresidn en funcidn de x y

. también de-f . .

G

Pco9051c1bn 12, 4. —Sean A E,C S:stemas de Informac1bn, 'entonces

e ST o oo o e st ——

'para todo mapeo aproximable h: RXB —) C exzste un 4nico mapeo aprox:ma-,

 ble curryh 9 -) (B—)C) tal quea.

h-= eval o ((curryh) o prm , sgd ).  ().

DEMOSTRACION. ~Sea uéCon y r={(b ,€ )ye.es (b ,c )} definimos
| ' A 00 o n1 n R
uw eurryh r si y sélo si '

v I¢(0,1 d,...,n-i} t‘ UbeCon se cumple
i B '
ux,A ) 1 Xeu} uU{ta vP) | péb > h yc .
B A i

Es rutinario probar que curryh asl defznldo es un mapeo aproxxma—_rf

7b1e, lo interesante es probaw'que:

"W XEIAl y ¥ yelBl hix,y)=(curryh) () (y) .

‘Lo cual termina la demostracidn de las afirmaciones de la proposicidn

eval o (cur%yh o prm, sgd} (x,y)




=eval (curryh o prm (x,y), sad(x,y)) N _ I
" =eval (curryh(x),y )
=(curryh) {(x) (y). l

c

Sea Xecurryh (x) (y)={XeD | v(curryh) (x){X} para algln vey)} eqton— .
ces?veCon ‘t* vey vicurryh) (x){X};si v={Y ,..,Y } entonces

{ (v,{g}) } € (curryh) (x) pero E-M:cn'u:'e'.s1 ;'I uixn‘i;‘ u € Con y l
u(curryh) { (v, {X3) > pero p;or*b.la definicidn de curryh si llamamgs
z=C (X, ) | Xéu 3V €& ,Y ) i=1,.,n} tenemos l
v h {X}By ademhs zs(x,‘;) ' . l

Jo Xeh(x,y)={XeD | z h {X} para alg!m ze{x,y) }
C
Inversamente, sea Xeh(x,y) entonces sea z't’ (z h{X}) y zs(x,y)

z6Con , llamamos
AXB
u=prm(z)s prm((x,y) )cgrm(x, y)=x

y v=sgd(i)$ sgd ((x,y))<sgd(x,y)=y entonces uéCon y véCon vy
~trivialmente {X}eCon , sea r={(v,{X})} afirmamos u eurryh r , esto es
c . o

directo de la defimclem de la relacidn para cur*r'yh y que

Xy ) | Xéu}\)\){(° ,p) | va}
B A i i
y come z h {X)} resulta por usx y la def:mclbn de 1magen que

r curryh(x) pero por la construccidn véy tenemos

Xécurry (x) (y).

La igualdad se sigue de las dos contenciones. Cl1.

El resultado siguiente contribuye a la caractérizacibn de nuestra

categoria.

Propesicién 12.5.-5ean A,B y C Sistemas de Informacxbn, entonces

| (AXB)~)CI & A=) (B-)C) | 0.

DEMDSTRACION. -8i  htAXB =) C entonces curryh:A-) (B-)C) y si -

- g1R-) (B-)C) entonces




cong=eval o (g o prm, sagd):(AXB)~)C ' '
y és aproximable pues es la construccibn y composicibn de mapeos
aproximables. Por el resultado anterior
h=eval o (curryh o prm,gsd) J. con(curryh)=h
ahora, ternemos gue
| eval o (g o prm, sgd)=cong

pera pbr la proposicibdn para‘curry , tambibn tenemos

eval o (curry(cong) o prm,sgd)=cong ,
por la unicidad de la funcibn qué satisface la relacibn anterior

curry (cong) =g

lovcﬁal muestra la biyeccibn que da el isomorfismo de conjuntes, pero
como  consecuencia de la progﬁsicibn 10. 11 puede verse qué"”con“ y
"curry" son isomorfismosvde Dominios y por lo tanto aproximables.

. ' [1.

Este hecho, coﬁo ya menéionamos,"ha motivado a much@s autores a
clasificar a la Categorﬁa de Dominios como Cértesianamente Cerrada,
sin embargo, como veremnos s la Categoria de Dominios no lo és en el
sentido de la definicidn de Mac Lane L[721].

Presentamos algurios ejemplo mAs, . que corresponden a funciones
(operadores) gque ya hemos'empleado pero no hemos descﬁitb el marco
correspondioente.Pmr EJeﬁplo el mapeo 2

const: B =) (A-)R)

que manda cada elemento béIBl en la funcibn

const b:A ~)B.




const b= |J{const (u) | uecb u finitol. .

Sea X€& const b ,entonces X=(w,v) weCon y vé Con y @ahora por
: A B
tratarse de la funcidn const b veb , como b es elemento vE{vie b y

véCon
B
S (wyvieconst (v) 5 X€ Uleonst(u) | uebh u finitod}

Para la contencibn inversa, tonese
X=(w,v)e |J{const(u) | ueb u finitol
entonces existe u 't' X¢const{u) ueCon usb , . entoncésvvﬂﬁﬁn d)(eu

B @
# (Webh , entonces por definicibn Xeconst b. Cl.

Un ejemplo mas es la furcidn que resulta de la propiedad univer-

sal del broducto, podemos pernsar en el operador asi:

la funcibn
() 2 (C=YRIX(C-)YE) =) (C=) (AXE))
dadé p@é | . |
o () (F, @) =(Fy Q)

es un mapeo aproximable. _ | O,

{
o

Igualmente la funcidn que resulta de la propiedad universal de la |

- unibn agjena nos presenta:

Proposicibn 12.7.-Sean A,B y C Sistemas de Infarmacidn, entonces .

la funcibn
[,12(A-YCIX(B=-)C) ~) (A+B)-)C
dada por

L,1(f,g)=Cf, 0]
1

es un mapeo aproximable. ; ().




- - -
— —— 2

Y fihalmente setalaremos la compbsieibn como otro mapeo aproxima-
ble. Esta Proposicibn dice'que si llamamos D a la Categoria de Domi-
nios enfonces la Categorla de Dominios es una D-Categoria (sobre si
misma) en él sentido de Mac Lanel782], para algunos autores D es "una

Categorlila Enriquecida. .

e o o o e S T e 5 e

la funéibn ,
o1 (B=)C)X(A-YE) =) (A-)C)
dada por

ol{g,f)=g o f

" es un mapeo apraximable. . v .

DEMOSTRACION. ~Realizaremos Aknicamente la’prueba paravla cohposi-
cibn, ya que paralel producto y la uni&n ajena la demostracidn es muy
éimilar.

Vewificamos la propﬁsici&n 10.5, éé decir debemos comprbbar,qhe:

olg, F)={ o((p)) dorde peig, ) p finitod

Veremos que se cumple la doble contencibn,

seé Xe(g o f) entonces {XYeCon X=fu,w) uéCon weCon vy édemhs
como {X}En 6 f existe v 't° veg;;C ufv vgw gntoﬁges £ W
g (uy, v)EF 5 (vywl€g ,
sea. p={{(u,v),= ) ‘,(é’ y(VyW))} entonces p S (g,f)  y
‘ B-YC A-YE

élaramente X€o((p))
< XeU€ otp)) petd, ) p Finitod.
Inversamente, si XeU(o((n)) doﬁde ps(q,f) p finito )} entorces
existe p 't' Xea({p)) ; sdpcngamos X=(u,w) ueCon weCon como

: A B
prmf{i{p)ien y sgd({(p) )¢ f entonces

pru({(p))B-)C 'y sgd({p)):R-)B y como




. | , o
X€ of prm((p)),sad((p)) ) existe veCon ‘“t°

o

[
v

, B .
v pro((p)) w 'y uspd(p) v
pero ertonces teremos ugw y ufv e uig o flw es decjr
(uywle g © f entorces Xe(g o f)=o(g, f). ., '

SetMalaremos algunos ejemplos mbs de isomorfismos y funciones Ge

los cuales omitiremnos su demqstracibn.

e o v By v o o o e s St e e o S
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(i) A-) (BXC) & (A=)E)X(A-)C)
bajo la biyyeccidﬁjdada por v
si f A-)(BXC) (prm o f,sod o ) (A-YEIX(A-C)
y si (h,g) (A EIX(A-IC) entonces ;h,g):ﬁ'—)(BXC); X
(1) A ) B°5 (A - BP (A=) (N-B) & N-) (A=)E) )

bajo la biyeccibﬁé J

Si f:A-)E" entonces f :A -)B dada por f (a)=F(a) "’
o n o n n 1}
~y si f :A-)B entonces f:A-)E%esta dada por
n
f(a) =f (a).
n n
(iii) (R+B) =) C 2 (A-)C)X(B-)(C)

donde si [f,g] (A+B)-)C entonces
[f,0] o izq=f:A-)C y [f,q] o der=g:B-)C
si C ( [f,g) ) = [f,g) o izq vy C([f,g) ) = [f,g] © der -

1 e
entorces

C :(A+B)-)C -) (A-)C) y C :(A+B)=)C -) (B-)D)'")
17‘.3; e » ) '

por la propiedadlﬁnivgrsal del producto
(€ ,C’)=(9+B)—)C -} {(A-YC)X(B-)C) /
inversamente si (?,;) fﬂ—)C)X(B—)C) entonces
prm(f,g):A=2C y sad(f,g) :B-)C “

por la propieda&funiversal de la unidn ajena’

Corm(f, o), sad(f, )] 3 (A+B)-)C ertonces

»




K=Lppm¢ ),sad( )11 (A=)CIX(B-)C) =) (A+B)-)C

y,absérvese que define una biyeccibn. ($2

Presentamos ahora dos morfismos de interks para las aplicaciones,
especialmente en la definicibn de furciones seminticas. Sin embargo no

son isomorfismos.

Proposicitn 12, 10.-Sean A,B y C Sistemas de Informacidn entonces

e s i B o o e s e o s S st e o S

c ‘
ini o (prm , constt 1 ) :AX(B+C) =) (AXB)+(AXC)

ind o (prm ; const | ) :AX(B+C) -) (AXB)+(AXC)

c
.

Limites

Existe otra manera de construir Dominios, la cual discutiremos
4

muy bre?emente y mostraremos.algunas ejemplos. Esta forma de construc-
.‘cibn parte de un Domiﬁio conocide y utilizando los oberadorés © cons-
trucciones como +,X y =) repité iterativamente ia construccidn y
considera el limite. be esta metodologla resultan cantruccionés‘intui-
tivamente claras de Dominios éomplicados.
Presentamos un primer ejemplo paré ilustrar este:mbtodo=
Consideramas una sucesibnvde Dominios An (n)0) y donde QD es un

Dominie que contiene por lo mencs dos elementos (de no ser ast la

construccibn resulta trivial), y llamamos A al Dominie A -)A , eas
‘ ' n+1 : N n

decir al espacio de funciones de R .

n

Asl, 1llamamos A al limite de la sucesibn de Dominios y A'es la
construcecidn que se obtieneipor este mEtodo. Los elementos del Dominio
A puedenbhacérse corresporder formalmente a sucesiones de elementos de
cada uno de los Dominios A .

n
El mktodo produce soluciones satisfactorias pero deben verificar-

- -1@9 -




se muchas cosas para afirmar propiedades de 'la construccibn., - I
Una caracteristica particular del ejempleo anterior y que se

utiliza frecuentemente en este tipo de operadores es que pueden defi- I

nirse mapecs aproximables uno a uno(inclusiones) , ) I
i 3 =)A yeeeyd A =)A ,..s
o 0o 1 n—-1 n-i n y
de marera que cada Dominio A puede cornsiderarse incluido en AR ’ I
: n ) n+i
ademhs. intuitivamente de que
A =R -)A I
n+tl n n
podemos sospechar (y en efecto puede comprobarse) que I
A®A-)A

Esta Ultima expresitn nos dice que A és un modelo para el Chleulo l
Lambda de Church, vya que un elemento de A puede considerarse como un
argumerto de un Dominio o como una funcidn del Dominic en el Dominio. I

Dtro'EJemplo similar consiste en considerar el Dominib dé suce-

sxones de valores en BDOL como nuestro Dominic de part1da y llamar

I
F=f , F —F-,f veedF =F ol L. | | - I

0 1 n n-1
de esta marnera puede probarse (ver Scott [70] ) que F puede 1nc1u1rse
. N . ;
en F y ademhs .
n+i

F=F -
A partir de esta relacibn y utilizando los isomorfismos
(R-)B) X (R-) B)*A~-) (BXB) y A-) (B-)C)=(AXB)-)C

obt ernemos resultados sorprenderntes comoz

F X F“F-)SHF
y  F-)F2F-)(F-)$)*F X F -)8 =F-)8 &F
Finalmente bresentamos un tltimo ejemplo de esta tipo de con

truccibn.

"—-—-———-———"—'ﬂ
Sea A un Dominioc y A =AXAXA...XA
‘ e
llamamos A =A , A =A +A, A =A +A ,...,
o -1 0 21

F X F'—-(F—w)x(F )!)"F y ($x ) Y como Sx$ad | l
~ I




. e "o . | | '
I A =A +A 4, si A denota el llmite puede deducirse que
n n-i

l T4+ n ‘
A=A +A Y reN) | |
+

y esta Ultima expresibn nos hace observar que A tiene como elementos

todas las listas finitas de elenentos de A, .




Capltulo IV o , '

TEORIA DE DOMINIOS

Seccibn 13 Puntns fijgos

En ‘la descripcibn semant%ca‘de uﬁ‘lenguage de bvagramanibn,los
sigﬂificados de las estructuras sintdcticas estdn dados por funciores,
sin embargo los yalowes de estas funciones, en la mayorlia de los rcasos
pw&;ticos,_ ne - pueden darse expllcitamente. La herrémignta que nos
perhite deécribir, .por EJemplﬁ, itevaéianes Yy llamédas feeuvsivas
(esfﬁucturas de coﬁfrﬁl frecuentes en lenguajes de programacidtn) es la
descripeitn  recursiva de las funciones senmbnticas y sus valores, lo
cuai ya hehas observado en alguncs ejemplos, |

Las canstwucciwnes de fﬁncianes entre Dominios y las construe-
ciornes de Dominios que hemnas deSarrollado‘prmporcionan‘una‘gran varie-—
dad de ejemplaos de nuevos Dominics y funciones aproximables, (objetos
Yy morfismos_de nuestra Categoria). Sin embargo, una de las thonicas
mhs productivas y mhs Wtiles en la prhctica para construir funciones'
consiste en iterar infinitamemte-lms mperadmres que hemos definido, vy
esto lo hacemos mediante definiciornes recursivas.

El deseribir y utilizar definicicrnes recursivas con un sentido

formal g8 una de las ideas centrales de la teorla matemdrica de Scott.

La definici%n recursiva de una furcidn sembntica o un valor que  des-—




ixv:wibe ei significado si;{t&\'rz‘tico dé uhé .eé.t“r‘u.r:f;vl‘ma cle LlY‘l“v ‘;lls‘e}t!_}'ia\"_)vé‘ dev l
programaciin determina ura ecuacibtn funcionaly, o funcional cuyos pun-
tos ifigos son las funciones que satisfacen la ecuacibtv recursiva. '

Los puntos figos son de py‘c|fu1'nd-3 interks para resolver ec:l.tac:ionesl
recursivas. En nuestro caso particular elegimoes el minimo punto fijo
(recuerdese que nuestros D-:«minic:s =Tal g inf---—lattices‘ y el espacio del
furciones es un Dominia).

Existen. muchas razones de peso para elegir este punto fijo como l
la definicitn o significado de nuestras exprecsioneé recursivas. Lasl
privcipales, como veremos, son ques

(i)Siempre existe y es Unico. | ‘ l

{iidlLas implantaciones basadas en un "stack! caleculan eafa-solu—
| citr. - ' : o ‘. l

(iii)E1 minimo punto fijo es consisternte con cualguier otra pl.n"ntm:nlj
fiJl:'. o i

La imp-:ur*t‘ancia de los resultadss que presentaremos a contivmacidn I
radica env que muestran que todo mapeo aproximéble posee  un Wnico _
minimo purnto jfi‘Jo y ademt;\slla apéﬁacibn de abtener el 'mihimo pl.i\v'u’cc' l
'fin es aproximable. De esta manera podemcs garantizéﬁ la snlucibﬁide v

ecuaciores recursivas e identificar la definicitn con el minimo punto

.fiJ':'. . . . ) . ! .

Iggggmg 13.1.-8ea A un Sistema de Infc«r‘rﬁacit’ﬁn, entance;.s existe l;m l
tinico m:-per*addr', "el C1per'ac1-::r minime puhta figo", fiy, tal due: ‘ I

(i) FiJ:(Qm)ﬁ).—-) A es aproximable, | |
y‘V fi1A-YA mapeo aproximable

(i) F(Ffig(f)) ¢ Fijg(f)

(i31) ¥ xelRfl  si 'f(x)éx entonces Fijg(flex. ().

DEMOSTRACION. ~A pesar de‘ser{uh poce extrafo, por simpleza proba-




remaes primeramente la unicidad y despuks la exiétenc?a.

Supongamncs  existe fij' otro operador que tambibn satisface (i),
(ii) y (iii) y sea f un elenento arbitrario de [A-)Al, par (1) fijg vy
fig' serlan aproximables y tendrlamocs

F(fig(f)re Fig(f) por (ii)
pero aplicando (iii) para x=fij(f) tendriamos
Fig' (F)efig(f)

simétricamente fij(flsfij' (f) pero erntonces

Fig(F)=Fig (F) ¥ f:A->A

- por lo gue son iguales, de donde fij es Anico.

Praobaremos ahora la existencia, definimos fij:s(A-)A) -) A en las
elementos carno sigue: Sea f:A-)A entonces

fiJ(F)= U { v | ve€on y existe una lista u ,u ,..4u € Con

(WE | 17| A
N
a)u =d
- 0
b)u fu y ¥ iin+l
i i+t
Y clu =v }
n ' :

Debemos probar que fij(f) es elemento de IAl.
Comprobaremos la definicibn'de elementa, para ello primeramente

debemos mostrar que si veEFig(f) y v es finita entorces véCon .

A
Suporigamss v={Y ,...,Y } entonces existen v y..,v €0on tales que
1 n ‘ 1 1 A
Yé& v i=l,..,n y n listas u ,...,u tales que satisfacen las requi-
i i il im

sitaos a) , b) y ) para cada i=1l,..,n.

Probaremos que V¥ v ,v  i,3¢{1,..,n} se tiene vUveCon y satis-
iy . i 3 A
face las condiciones a), h) y ©) para ser un uniendo de fijg(f),.

despubs , aplicando induccidn se tiene que

L
vsl!‘veCan . :
‘ i A .
Sean v y v como hemos deserito y consideremos sus respectivas
i J

H




listas U ,...,u Y U y...34 ' con todas las wes en Con 5§ sin  per- l'

il im 1 Jm A :
dida de pgeneralidad podemos asumiv m =m ya gue si  alguna de las

i

listas es menor incluimes como ues el @ al inicio de la lista hasta
igualar m conm y las listas siguen satisfaciendo a), b) y ).

i J ’

Afirmamnos que la lista

« Yu , u Yu ,.e.,ulUu satisface a), b) y e) para

Ji iz g2 im  gm
. viv.
. i J
Claramente u U uoo=d opues u o =d=u
i1 g1 il J1
yu Uun =vUv pues u =v y u . =v
im ogm 1 - im 4 Jm )

resta comprobar b) para la rnueva lista pero ¥V kKin ternemos

U  fu y . fu
ik i(k+1) Jk  J(k+1)
como w Uu =d para k=1t u |Ju & Con
il g1 ' ik gk A
y si para k tenemos que u Uu &Con erntorces
ik gk A

uhHUuUMFW:(k+1XUuU(k+1» por lo que

w - Uu €Con y se satisface b).
i(k+1) 3 (k+1) A :
Ahora para concluir gque fij(flelAl debemcs compwabar que-. si

ademis vil- Z entonces ZEFij(f); pero si vi-Z de lo realxaado antes
Q .

existe una lista W ,es.,u0 que satisface a), b) y ) para que v ‘sea
n 1 g

urniendo, ( u =l!u )e Entorces, por (ii1) y (iii) teremss u fv y como

4 k ™ ik : n-1 :

f es aproximable u f{1} pero entonces {Z) es uniendo en la defini—',

-1 ' ’
citn de Ffig(f) . Zefijy(f).

Probaremas ahora gue Fij) es aproximable. Por la pr“r‘posm:ubn 10. 11 l

dabemss probar ques « ' I
figdf)= U € figtw)) | wef w finitod .
Verificamos la doble contenciing l
Sea Xefig(f), por la definicidtn la furcibn fiy existe véCon vy
W oyaagd ECon tales que Xev y v =d, u fu i{hy, y u =v l
1 g A 1 i i+t n
Considbrese w={ (u ,u >y (u yu )yeeuy (u s 1Y entonces wif y w esl

1 2 3 , r—1 n
finito, como Xev Xéfo((w)).

18




S FigeRIs ULFigeew) | wef w Finitad
51 Xe U Figtdwd) | wsf w Finitol entonces existe w 't
Xefigiw)) vy por la definicibn de la relacitn para fi) tewemoé que

existe véCon y U ,U y..ué Con 't Xev u =d , {(u ,u )y...y(n g U Y FES

A 1 2 n A 1 1 2 =1 n
y u=v, pero f es elementce entorces (wWwef y por lo tanto
n
{(u 41 )yuay(u g ) XEF : .
1 2 r~1 n . -
J. i fu ,au’ey U fu S XEFLIJ(F)
1 2 n-1 n

Figer)2 Y4 Figldwd) | wef w Finitald
R fzJ(f> U'(flJ((w)) I 'wef w finito)
Joo fig es apwnxlmable.

| Ahora preﬁamds (ii) del Teorema 13.1, sea f:A-)A un mapes aproxi-

i, . mable lbsea Xef(fig(f)), entOﬁpes,”pqr'defihicibn de imagen existe

u€Con o ueFig(F) . ‘gt uf{X}, peka ya probamos que si uéCon y us fij(f)
‘ A

l - existe una lista u ,..,ué€Con ‘t' u =d, u fu idny, y u =u, entonces
- . n A 1 i i+t n
! © tomande u o =X} teremos una 11sta para X} 5o Xefig(f)
. RN - n+l

So f(flJ(f))‘ fo(f)
x 4@f "‘v'(iii) Sea x€l1Al t' f(x)sx y debemss comprobar qde Fig(fe K.

Sea X & fij(f) entorces poryla‘relacibn fig existe veCon vy
' S R o [} :
LM yaeyu€Con "t Xev u =d, u fu - iln, y u ==v ahora, dex entonces como
S | n A 1 i i+l
% es elemento (é)‘x y Como f es manbtﬁna f((é))if(x)Sx entonces u ¢ X ’
o 2
‘procediendos  por 1nducc1bn y . Suponemos ue x ,tenemss entonces (u )e X
: : K R i i
pues X es elemento y aplicando f v

Fu MIEFOIEx, y como u Fu . , u & F(Cu »)Ex

i - R S € 5 | i+l S
e e X :
Dol ) : $ L i+}
de esta manera we X L. VEX W% XE X
, e " .
£l1.

-

Dragor:cibn 3 2 ~Sea'fﬁ ﬁn Sistemé de‘infurmacibn y f:A-)A a~

L e v e o o B 2y VI e e e e e e i




FIFiy(F))=Ffigj(Ff). ' ()

DEMOSTRACION, ~Por el irnciso (iii) del Teorema anterior l
F(fig(f)) e fij(f) l

y tomando Xefij(f) vemos gue existe veCon 't' Xev y

. [a .
U guaq&lon *t' u =dy u fu ifny, y u =v entonces (basta tomar lal
i n A 1 i i+t 4]

lista haxta n—-1) y comos Xev vl- Xy de u fv concluimos u f{X} - :
| A n—1 n—1 I

(1 u=n CflJ(f) "t oweCon  y uf{X}
' A .
ce o XEFCFig(F)) l

S FIFLg(F))2 Fig(f) y la proposicidn gueda pr*ﬁlbada. Ll1.

Presentamas  ahora una serie de resultadoes generales sobre el '

minims punto fijo antes de mostrar algunos ejemplaos particulares.

Proposicitn 13.3.-82a A un Sistema de Informacidn, entonces

Uf (1 )=Ffig(f) ¥V fiA-)A aproximable. O. .

DEMDSTRACION. ~Bea f aproximable, en consecuencia es monbtona y

por lo tanto

z
L e f(L ) dmplica F(L )ef (1L ) y por irduccitn ¥V nelN se tiene
A A A A
n nt+l ,
f (L )f (1 ) ,entonces por el Teorema 8.7
A
w N p
U Ff (1) esta hien definido, pero f es aproximable ertonces
LS A w N w n+i w N
FdF L)Y d=1 F (L= |] F (L
w N an A ned A A
por lo que | f (1A) es un punto fijo.
nzy

i 0 es un punto figo emtonces | ¢ceo y entances f(l JYeflc)=c y por

n A A .
induceitn f (1 Jée V¥V neN , como o es elemento , © s cobta superior de'-
1 A |
{f (1 ) nelN 2
A
S Of (L )Ec

nzy A

ﬁf (1 )- Fig(f). [l. | l




Taoremna 13,4.-(Principo de Induceidn para puntos fijos).Sea A un

Sistema de Informacitn y supongamoas f:A-)A es aproximable, si S¢1Al es
1 ]

un congunto tal ques

(i) 1 €8
A
(ii) %eS siempre implica f(x)€§
(iiidsi (X €8 y nex ¥ n implica
n n n+l »
Ux es
F'a} N

entonces:

Fij(FIES. 0.

DEMDSTRQCIDN.—‘L_ES y erntorces es fheil comprobar por  inducecibn

n A
gue (ii) implica f (I JeES V¥ reiN y ademhs
' n ' ri+l A . . » , ,
F(L)Ye f (1l ) pues f es aproximable y por lo tante monbtona,
A A ’
tomando
e n
x =f (] ) teremncs
' n o« A o0 :
Fig(Hr=YF (L= P‘x €S. [1.

" A -"'n

Corolario 13.5.-8i f,g,htA-)A son aproximables y h{i )=0(l ) con

h o f=f o hyy.f o g=g o f, entonces A A
Fig(F) e {xEIAT | hx)=g(x) h o.
DEMOSTRACION,. ~Por la proposicibn anterior, ?Dmando
| S={x€lAi | h(x)=g(x)} observamos ques |
(i)} €8~
A ;
(ii)si h(x)=g(x)
(f o h) (O =FhOO))I=F(g(x)) , entances h(f () )= (fix))
(iii)8ma (X > "t glx )=h(x ) ¥ ny xex entonces por ser

N N i n e+l
gy h aproximables

4 o ) 0 o ] o
gtUx 2:gWx r=P g ry=Uho r=ncl) x 1=hilx
N "~ ™ . " R

UL Y




n

s Wy e s, Corl. |I
way

Teorema 13.6.-Para todo Sistema de Informacitn A existe una
funcidn aproximable

?:((Q~)ﬂ)—>ﬁ) -} ((ﬁ;>ﬁ)~)ﬁ) dada poe
gi 0:(A-YA)-YA y Fi:A-)A ewtoﬁces

UBY: (A-YM=)A  y Q(Q)(ﬁ)=f(9(f)),

adends fig:s (A-)A)->A es el minimo punto fijo de 9. O

DEMOSTRACION, ~Como f estd dada én los elementos debemos probar
que: Cge= € $Cw)  donde weB y w Finitod

Verificamos la doble conterncidn de los conguntos,

Sea XE€ Y(B)(F) ,entonces XeF(B(F)) ertonces existe ueB(f) ‘;t‘
uf{X} vy uGCén perc entonces e*iste ref reCon 't rbBu llamareﬁus |
w={ (r,n)>¢ 8 y afirmamos Xé?((w))(f):f(<w)(f)?m;3es f{Xt y ue (w (F)

ya que (P,u)fwi(w) y ref.
Inversamente si XEU(?((W” V Wwee w fihittﬂ“LHtDHCES exiéte T
_ . (A-YA)-)A v
existe ue (W) (F) weCon "t uf{XY pero (W¢B pues B es elemento entone
f (W) (FIEB(F) % ueB(F)
de donde XEF(B(f)) es decir Xe 9(8) (F).
Veremos ahora que fig es punto figo de ¥ b es decip
Rerigy=Ffiy;
pera ¥ f:A-)A .
CCFig) (FY=F(Fig(F))=Fij(F)
y B85 el minimo pues éi fyg es tambibtn otvro puntoe fijo de { enterces
\AEARREC AR
es decir ¥ fi1A-)A
{(Fya) (Fr=Fy3(F)

entnwwes f(FJJ(f)) fJJ(f) (=11 dncir fJJ(F) es punto fIJO de f pero eato

X€ () (F) y wsB weCon entonces Xef((w) (F)) vy ent-:un'ces' ,




implica fig(f) <€ fya(f) por la definicidn de minimo punto  figo, pero

esto es ¥ fiA-)A entornces fijcefy). £3.

S s -

(i)Existe wir Dominio 1A I={xelAl | xe¢al .
a
(ii)Bi a es un punto figo, todo mapes aproximable fiA-)A  puede

ser restringido a un - mdpeo apraoximable f':l -}A donde
a a
Frig)=Ff(x) ¥ xela I
‘ , a

(iii)f' tieve un solo punto fijgo en 1A Il 'y es fij(f).

' Fig(f)

(iv)8i a es un punto fijo , entonces todo puntoe figeo de ' en
IA | esta contenido en a. ' 0.

a .

DEMOSTRACION. ~(i)E1l Dominio buscado es facil de construiv bajo:

D ={XeD | Xeal j

Aa A

ueCon (=) ueCon y {(Wca
' Pa A

& ) =y

“Aa A

Pa A
Es rutinario verificar los axiomas de Sistema de Informacidn, sin

~embargs  supongamos  X€ 1A |, debemos probar gue xsa ,pera si X € x,

: a
entonces XéD de daonde Xea.
: Aa
(ii)Definimos F'(X)=Ff(x) ¥ xelA | entonces como xca,  fF(x)ef(a)=a

a
y como esth definida en tkrminos de un mapes aproximable ,  es dirvecto

_dge f' es apwoximable.

(iii)S8L x,yelA | son puntos fijos de f° emtowces Ky Yetig(Ff) pera
x=fr (k) =F(x) vy y=F;?y)=f(y) entonces cono Fig(f) es el minimo  purdo
ffJo de f x,y2fi)(f) de donde

x=y=Fij(f).

(iv)Esto es directo de la definici®n de 1A . [
4 a




Tecrema 13.8.-E1 operador minimo punta fijo esth untvocamente l

determinado por las siguientes condiciones:

(I)Fig 5(R-YAI-XA V Sistema de Informacibn A l
A .
(ii)Fig (F)=F(Fig (f)) Vf:A-)A.
A A ' I
(iii) f:A-)A, giB->B , h:A-YB y h o f=g o h y h{l )=1
. ‘ . A B
implican h(Fig (f))=Fij (g). (). l
, A B

DEMOSTRACION.~51 Fiy es el operador mlnimo punto fijo para ell '

A .

Sistema de Informacidn A, es decir, Fij) =fi) considerado en A, er.tu:nn-l 8
COmpro-

ces ya vimos que satisface las condiciones (i) y (ii) debemos

bar satisface (iii). l ,
' i -
81 hi(l )=l entonces g(h(l Y=g(l ) pero g o h=h o f de donde
A B A B
h¢F(l M=g(] ) aplicarnds g a esta Wtima relacibtn teremos I
A B .8 ’
g(h(f(l )))=g (L) B
A B I
por la relacibn g 2 h=h o f tenemos : -
2 2 .
hOF (L Y=g (L) l
A B |
y por un argumernto de induccitn tenemos Dt
n n &
h(f (1 ))=g (L) l o
A 5 -
com h es aproximable
) n ] N l -
Fig (@)=l o (L=l h(F (L M)=h(Figy (f)).
B [.31] E‘ N g n
Inversamente, si Fij satisface ‘las candicicones se?faladas en el
A

Tecrema 13.8 debhemos comprobar que oo vrr‘espnnde al minimo purto fije,

pera nuevamnente lo Unico que resta comprobar es que si. xelfl y f(x)=xl

entonces Fig (f)ex.

A l |
Bea hiA ~)A. dado por hix)=x (h es la inclusibdn) entonces i@ -
X
1lamamaos F'=f ohservamos que

Ax

hof'=fah | l
pues ¥ yeélA | h(Ff (y))=h(f(y))=f(y) y Flhly))=f(y) | ‘ :
X . » l

aplicando el resultado anterior ternemos que como

e




TS I N T T TN N T .

h(Fig (f'))=Fig (f) y Fig (f*') es punte fijo de f°

Ax A Ax
Fig (f')ex entorces Fig (f)ex. Ll1.
AX A
Proposicitn 13.9.-8ean f,g:A->A aproximables, entonces si g(l)=l
b f(l)=| se tiene . o

Fig(f o g)=Ff(fig(g o ). .

DEMOSTRACION. ~8i f(l)=] tomando h=f en el Teorema anteriorn y .

f=fog,f=gof entonces
i ]

f ohesfogof yhoff=fogtf
1 2
entonces Fig(f o g)=Ff(fijglg o )
S5i FOD#L entonces g(l)=1 y ‘
on 89 1i—1
Fig(f o =ll (F o g) (L)=U f(gp o f) (gL
wa e
y cama f es aproximable esto es
] ri—1
FCU (o FY  (y=F(Figlg o F)). f1.
=

Presertamas ahora algunos ejemplos.

El ejemplo mis comln de una definicidn recursiva o ecuécibn -
cional, es la funcidn factorial, cuya definicitn esth dada por

fird=f 1 si n=0

n(f{n-1)) en otro caso.

Este ejemploe ilustra la forma general de una defimicidin recursiva

dada por:
Fex) (=T (F) (x),

y @so sighifica que'f=T(f) » 85 decir que f es un purnte fijo de T, Como
va nencionamos, el problema es a cual punto figo se refiere la defini-
citm,

Por las razornes ya memcion%das, elegimaes como el significado de

una definicitn recursiva al minimo punto fijgo de la funcional,

g2




Sin embargo esta eleccidn del minims punto fijo como gignificada del
las definiciones recursivas puode parecer  arbitraria.  Para algunos
autores, es preferible la eleccibn de bptimo punto figo (aguel pur.t'ol
figo que es el mhximo punto fijgo con la propiedad de ser c:-:-nssistentel
con todos los puntos fijgos).  La idea central para elegir el bptimo
punto  figo como sigrificado én:lrusiste en pr‘«:-p-:-r‘cic:na;r* la mAxima 5-:c1|.l-l
citn  posible a partir de la definicifn recursiva sin caer en posibles
ircomsistecias o ambiguedades. I

Debido a serios inconvenientes, ocomo que no siempre el n“_ﬁptimc-l,
purto fijo es computable ros concentraremss en considerar Anicamente
el minimo punto fijgo y remarcamos sus ventajas, comprobadas en  los
resultades anteriores, entre las mhs importantes, que siempre exisfe,
es lnico y es aproximable. Bara una mayor discusibn sobre el bbﬁima

purnts Figo recomendanos ver Erachol73].

Ejemplo 1) Definimes fiA-)B recursivamente por
Fix) (=00

entonces T (A-YE) ~ (A-YE) , T=I
A-)E
de dovnde concluimos F=Ffig(h)= | =ponst | .
A-) B E

Ejemplae 2)En los ejemplos de la seccibn 7 vimos Dominios N cuyos
elementos totales corresponden a los enteras no negativos y  aplicando l
@l operador % fenenos e} Dizmindo N’cuyas glementos son sucesiones en
N I

Es importante sefMalar gque N ne es isomorfo a N-)Nj como veremos a I
todo  elemento  de N°a sucesitmn te elementos de N le corresponde  al
menos  un mapes  aproximable en N-)N pero  inversamente, todo mapeo'
aproximable  en N-YN define una sucesitn en Njsin embarge diferentes
napess  aproximables  en N-YN pueden de‘r‘ir@r la misma sucesibn ya quel
puaden coincidir en log elementos totales y diferir en los  parciales. l

Es importante indicar gue 51 F es el Dominio de funciornes (parciales o




totales) de los matweales en 1o naturales, donde funcidn quiere decir
murFiemo de la Carcgoerta de Conguntos,  ver egemplo 4 seecidbn 7 enton-
cas F es isomovfo a Tot , no haremos los detalles.
‘Definimos las Sigqimwte funcitn aproximable (el  lector puede
vaerificar que provierne de un mapeo aproximable)
val:FXN =) N dada en los elementos por
val(r,ro= | Tir) 5i ¥ esth definida en n
1 ern obro casc.
N . ‘ -
Puede igualmente trabajarse car N
_Es facila verificarlque
curryi{val):F - (N-)N)
es una funcidrn wno a uno en-1m§ elementos.
Definimos T sF=)F por
Twrw=| 0 si n=0
| ’W(nli)wn-l si 0
Algunas ohservaciones que‘el lector puede vevificar'san;
(i)siqw es total en F éntmnces M) es tatal en F
(ii)8i Y es parcial,entonces TUN) es parcial (ya que si W no esta
definido ern Kk, TW) vz estd definida k+1)
(1ii1) ) siempre estd definida en O,
(iv)Adenks ©s aproximable pues
L@ =l {TU<EY) dadne (SW y € Finita 3
(éstu Wltimo se verifica mostrando que ¥ elemento neN
f(W)(n)=(U{t((C)) [ fEW’§ ¥ finito ) (n)
Ror el Teorema.13.1 teﬁemms que fig(T) es el minimo purnto fijo vy
nos pregunt anos é guitn es f si f=Ffig(M? ,
Tenamos F(O)=0 y fFlrnt)=(f)(r+D)=F{n)tn y por un argumento de

induccitn se pruaeba que .

Flry=Y i
wn




EJéMplm 4)Sea T el Dominio del ejemplo 2) de la seccidn 8 cuyos
elementos totales son los natuwrales y sean:
pred, suce:N-»N
daduos por las relaciones
W osuee v (=) neN ¢ wéka,b) ¥ (a,h)én
y nmtle(e,d) ¥V (o,d)ev.
nwopred v (=) regN *t° n;ié(a,b) V(a, bhleu
y nele,d) ¥ (c,d)é v.
Es rnuevamente directo verificar que pred y sﬁcc son apraximables
y adembs sabisfacen
'succiw)=n+1
y pred(rm)=[ n-1 si om0°
{ 1 an otro caso.

Ademhs, la furcitn

ceralrn) =[ Verdaderao si n=0
Falsmo si n#E0 y n#El
1 s1 =)

proviene de wi mapeo apraximable cero:N-)BOOL y podenos entonces

definir:
+2NXN =) N oomo ‘
sea (@ (NXN)=)N ~) (NXN)-IN dada P,
dada FiNXN-)N |
f(f)(n,m)zcoﬂd(cevu(m),n,F(succ(n),pwed(m)) )
entonceEs
+=Fi3({)
y si definimos T:(N-YN) =) (N-)N) por, dada f:N-)N
TCF) (ny=cand (ceratn), 0, Fipred(n)) + mrad(n) )
entornces por lo visto en el ejemplo anterior

Yi=fig (D) ().
tan




En los ejemplos antericores, es fheil ver que Ty ¢ son aproxima=
bles, pues son la composicibtn de mapeos aproximables. El lector puede

verificar gue + corrvesponde a la suma de naturales.

Becciln 14 Consideraciones Categbricas.
Mostramos una  subcategoria de los Dominics de  gran  interbs vy
wtilidad ast como reswltados que fundamentan las definiciones recursi-

vas de Dominios.

eetricta, rotacitn fifg)B , si y sblo si

, FOL y=1 0.
A R

los  Dominios como chgetos, y los mapeos aproximables estrictos

Forman  una Categorlia ya qﬁe I (L )=] ¥ Dominio A y claramente la
A A A

composicidn de mapeos aproximables estrictos es estriecta. Esta subeca-
tegorla de la Categoria de Dominios recibe el nombre de subcategatla
estricta, o la Categorta D-estricta, o Categoria de Daminios Estricta.

Como puede  comprobarse  dirvectamente el aobjeto ftevrminal en  la
| categoria D-estricta es L ya que toda mapecs que llega a L es estric-
to, adembhs el producto de dos mapeos aproximables estrictos es es-—
tricto pues .

(Fod (L D=CFCL d,mil ) d=(L ,1 )=|

C C £ ATE AXB
por 1o que la Categoria estricta tiene productos finites en el sentido
categirico.

La unitn ajena, es efectivamente el coproducto categhrico en la

Categorla estrictalrecuerdese que la unitn ajena v es coproducto




la Categoria de Dominios pero esto nos muestra gque esth muy cerca de
serlo).

Enn la Categoria D-estricta I es el obgeto inicial, pues ¥V Domi-

mio 1A y comst] -YA es estricto y si fill-)A es obtro mapes estricto
entoncas £ )=] my @sto nos dice que

t A Fl)=comst] ¥V x elemento de L
entonees fﬁconstlg. ’ A

Por este Wltimoe hecho la Categerta D-estricta tiene coproductos
finitos, y el obgeto inicial cmi%cide con el terminal, es decir existe
el ohjeto valoy una conelusitn de esto es que la Categoria D-estricta
v @8 Cartesianamente Cerrada en el sentido de Maclanel721,

Sirn  embargo, algunos au@mves la llaman Cartesianamente Cervada
puas  la cmleéci&n de mapess aproximables estrictos forman tambitn  un

Dominia bajgo la

Definicitn 14.2.-8ean A y B Sistemas de Informacitn, el espacio

de funciores estrictas, denotado AZ)R, es el sistema donde:

(i)D ={{n,v) | wéCom y velon }

A7) B A E
(ii)= = (hy &)
» Ae) B
y ai relN y w={(u ,v dyunuy(n Y )} tenencs
. o 0 riel vl
(iii)weCon (=) si [e{0,1,2y.u4n1—12 ¥y gu € Con
A7) B i A
entonces  Uv € Con
. i B
y si éi-Yu entonces 41— Uy
i BT i
(iviwi-— (u'yv') =) I={i | wil= un ¥} entorces v 1= v
AgYB . A1 i B

No probarvenos el siguiente
P

‘

Tecrema 14,4.-81 Ay B son Sistemas de Infarmarzbn entunceq Az)B



es Sistema de Informacidtn y los mapeos aproximables estricos  son

exactamente los elementos de 1AYBI. .

Un resultado interesante, gue muestra un funtor en sentido opues-

to a la inclusidn de la Categmr&a'm*estﬁicta en la Categoria de Domi-

nins es:

j

Proposicidn

4.4.~Bean A y B dos Sistemas de Informacibrn,  enton-
ces Estrictoc: (A-)R) =) (Rz)B) definido para todo f:A-YR por
n Estricto(f) v (=) dl- v
! B
&
GliA v ,dl: uy ufyv neCon  y velon
B A A B
g5 tal que Estricto(f) es el mdyor mapeo apraoximable estricto conteni-~

d':) e fl ()u

DEMOSTRACION, ~Probaremcos primeramente que la relacitn que aparece
ern la proposicitn es un mapea aproximables
(i)d Estricto(f) & se cumple pues dl- <.

B
(ii)Supangamass WEstricta(flv y uEstrifto(f) v’

5i g~ v entonces  si dl— v' inmediatamente &41- viv' gntonces
B ~ B B,
uEstricta(f)vlv';
si a4 v' ternemos ufv' y cocumn
B
vil= déy vii= v , por ser f aproximable tenemos
B B
uf(vUv') entorices uEstricto(vlv').
Los otros casos se siguen similarmente.
(iii)Supongamas ul- u' wWEstricto(flv y vi- v,
A . B
81 41— v entornces directamente uEstricto(f) vy
B ,
81 bl4 v entonces dlAv: y por definicidn w' fv' y 14 4 entonces  dl/iw
B A
(81 dl-un como ul-u' gi-u* 1) vy como f es aproximable tevemos ufv ,

perc esto es uEstricto(fv.




Lo antericor prueba que la relacibrn uEstricto(f)v define un mapeo
apraoximable.
Para ver gque es estricto observamoss ques

Estricto(f) (I )={Xé D | ubistricto(fII{X) para nel wu Ffinitad

A B A
sea  XeEstricto(F) (] ) entonces g uel ‘t' uEstricto(f){X}, pero si
A A
el gntoneces dl- o entonces por la definicibn de Estricto debe cum-
A : A . :
plirse que &1~ {X} entonces Xé) .
2] B
S Estricto(f) (] )¢ .
. A B v v
Inversamente, 52a Xel entorces PR de donde
2
nEstricto (FYLX} ¥ wéCon , en particular
A
dEstrictal(f){X} entomees XeEstricto(f) (L )
A
Voo L =Estricto(f) (] ).
B A

(En realidad puede concluirse directamente de

Estricto(f) (1 )¢l
’ A B
la’ igualdad pu=ss se trata la imagen de un elemento bajo un mapes

aproximable, entonces Estwictb(f)(i ) es elemento).
A
Sea (u,v)eEstrico(f) debemos probar gque (u,v)eéf -

si  dl- v entonces uféd se cumple pues f es aproximable y en consecuen-
B
cia, tambibn ufv , J. (u,vIETF,

81 Z14 v entonces di4 u (si dl- u entonces wsl entornces
R A A A
Estricta(f) ((u))E] erntonces vs) sGl= v 1)
B B B
entonces ufv y (W, vIEF,

Sea ahora f'¢f y f' aproximable estrico, debemos probar quen
fle Estricta(f).

Sea (u,v)Ief' ueCom  y veCon

A B
51 41— v entonces (u,v)e Estricto(f)
B
si dlA v entoneces 1A 0 (ya que si dl-u (sl y como f' es
2] A A
apraximable f((ISF (L )= entonces vel ,dl-v 1) .
A B B

Coamz  f'ef ertonces (u,vIEF , pero entonces ufv se cumple y esbql'




gms dice que uEstrimtm(f)v, 2g decir fu;v)éﬁatviutb(fi
Ao FreEstricto (F).
Para probar que Ecstricto es aproximable prabaremos ques
Estrifta(f) =U{Estricta(w)) | wef w finital.
Para toda wsf (w)Ef pues f es clemento, entonces
Estwictm((w))f(w)éf
ne Egtwicto(}wX)EEstvicta(f) Y owef
ya que Estricto(f) es el mayér Mapes apr?ximable egstricto contenido en
f; entances .
Eatricta(F)2ULEstricto ({u) ) wef w Finmitol
Sea (u,v)EE;tricta(f) entonces (U, vIEFf sea w={(u,v)} afirmamos
(u, Vi€ Estricto({w))
8i &4 v como (u,vIEEstricto(f) ya se vid aque entonces
414 u pera (ﬁ,v)cw entonces Ww)yv de donde (u,v)é Estricto({wd)) .

A
8i dl~v entonces (u, vIEEstrictol({w)).

Lo Eotricto(f) SUEEstricto((w)) wef w Finitod

Lo Estricto(f)= UCEstricto(dw)) wef w finitad

Jo Bstricto es aproximable 1028

Una pequeta aplicacitn de los mapeos aproximables estrictos apa-

rece en el siguiente resultado:

cposicibn 14, 9.~ AXA 2(BOOL-YA) V¥V Gislema de Informacidn A.

DEMOSTRACION. ~E1 isomorfisms  esta  dade  por el mapeo
aproximable estrico , cond , dado por

X,y €1A1 y teiBooL.|

T T T I T o O e
O
o
3

conf (x, y) (£) = X s5i t=Verdadero
y i t=Falso
i si t=Indefinide. .

el




Para finalizar esta seccitn mostraremcss que la Categoria dnl

Domivios NO tiene objeto inicial, esto se debe a quey de todo Dominio

IRl en taodo Dominia IR, existe al menos la funcitn apr*c-ximablel
const ] :A-)E. . . '
B ‘ i
8i @ fuese el objeto inicial, entonces constl (2-)A debe ser el
A .

Wico morfismas que existe de @ en A, pero esto indicarla que 24 es
chjeto inicial de la Categoria D-estricta, es decir isomorfo a L pero

ya sabemos que L no es inicial en la Categoria de Dominios.

Seceibn 1S5 Dominios Reflexivos

Una de las razones principales que motivan la Teorla de Dominios
o

es que é&sta proporciona una roeidn de computabilidad  incorporando

elementos finitos e infinitos. En los ejemplaos que hemas pr‘esentadb
hem-:xs. visto come funcicnes (en par*tim.tlar*V-:peraci':-r*es o funcionales) '
pueden ser definidos en Dominios y debido a sus facultades para ser’ |
cornbivuas y aproximables hemas mostrado coms pueden ser calct.\iadas pm*l
Caproximaciones finitas. (Recuerdese que todo elemento es el limite de |
elementos finitos y los morfismos en la Categoria de Dominics son a,sul
vez elementos de Dominios par*ticulares).

Bin embaréc-, una razdn extremadamente importante para el desarro-
lle de la teoria radica en la gustifivacidn de definiciones recursivas
de Dominios, es dec:'ir, ntilizando las construcciones +,X y —) escribi-
mos  und ecuacidtn recursiva y pensamos en el Dominio que la satisface

poms el Dominio definido por la ecuacidn,

Los Dominios definidos recursivamente recibern el rombre de  Domi-

nics Reflexivos porgque, en la mayoria de los casos, estos D-:\minir:-s.,




pontionen  copias de i mismos como parte de su estbructura.  La manera
en que esta contencitin se precenta es mediante el isomorfisme plantea-
do en la ecuacibn recuwrsiva o Ecuacitn de Dominios, este  isomorfismo
relaciona el Dominie definidae cor una expresibn de  Dominios  donde
aparece el Dominico buseadao,

Un  ejgemplo de esto lo cﬁﬂﬁtituye alghn Dmmini& D gue modele ‘el
Caloulao Lambda, entonces se debe tener que .

D~2p-)D

Consideramas  importante qup se revicen cuidadosamente los  egem—
plos que aparecen en el Capitulo QPLICQCIDNES, donde se reflega el
hechas de gque desde laos ejemplos prhcticos mhs simples, los Dominics
wtilizados son reflexiveos,

A continuacidn intfuducivémos ur paworamé de la Teorla que funda-—
menta la resclucitn de ecuaciones recursivés para Domivios, (Esta
teorta tambifn se aplica para fundamentar muchas de las afirmaciones
realizadas @en el parrafo de Limites del Capltulb antericr pero con Qn.

enfoque ligeramente distinto).

Definicitn 15.1l.-Llamamzs a T un endafuntar'en uria categoria, a
un funtor de la Categorla en si misma; en paﬁticular, en la Categorla
de Dominics, T es una doble funcibn, gque a cada Dominio A le asocia
atra Dominio T(A) y a cada mapeo aproximable fiA-)B le ascocia otro
mapec  aproximable T(F:T(AY-}T(R) de manera que las identidadeé y
compusicinnwé se praservan, s decir,
T(I )=I y T(f o g)=T(f) o T(g) ()
A TR

Por egjemplo, sea A un Dominio y definimos T en los Dominios por

T(B)=A+ (BXE)

y si fiB-)YC definimos
T(FY=1 +(FXF) donde o

A




FXfe (BXE) =) (CXC)
esth dada en los elementos por
(FXF)(byb*)=(F(b),F(b'))

I +(FfFXF)::A+(BXE) -} A+(CXC) dada en los elementos por
g R .
( T.+(FXF) Y (D)=]
A
y s5i xe lAH(BXB)Y 1 x#)] par la proposicibn 11,16 existe exclusivamentd

aclfl (5 (h,b')e IBXEI ) tal que
izg(a)=x & der(b,b')=x
entoneces definimos .
(I +(FXF)) Gy=izq(a) (B (I +(FXF)) G =der o fXf (by,b*) )
Esndiwecto verificar que T?f) gs . aproximable y

TIB)=IA+(IBXIR) entonces

T(I Y O0= (1 +(I XI ))(x) y seglin sea el caso

B A B B
si x=] TCI ) (x)=13
B .
- osi izqgla)=x entonces, T(I ) (x)=izgla)=x

, B
y si x=der(byb")
T ) ) =(der o I XI )(byb')=der(b,b")=x,

: B B EB
Similarmente T preserva composiciones,de donde deducimos que T es

un endofuntor.

- .

Obs&rvese que en este ejemplo T(f) es siempre estricto de manera
que T tambitn es un endofurntor en la Cabegoria D-estricta. l
Presentamos ahora una definicidn que hace refererncia a un concep- l
to categ¥rice, pero para no exterdernos en nuestra discusibn lo pre—~

sentaremnss de una mangra mds simple a como aparece en Teorla de Cate- .

gorlas. I

Definicitn 15.2.-8ea T un endofuntor en la categorla de Dominics, l

AR R AR 1"

una T-Algebra es una pareja formada por un Dominio E y  un  mapeo

~apraximable KiT(E) =) E. 8i m:T(F) -) F esg otra T-&lgebra entonces Lli"ll




marfisma erntre T-hlgebras es un mapes apraximable h:E =) F tal que el
diagramna

K
TAE) ) B

T(h) [ [ h (6)
T(F) —~===) F cormut a,

g2g deciv h o Kk = m o T . [H28

Ern nuestro ejemplo particular[' a T—hlgebra @5 ur mapea;apwmxi~
mabie
k:R+(EXE) -) E.
Es importatnte seMalar que si se aplica la definiciln categlrica
de T-hlpebra erntornces k es rnecesariamente estﬁieto, esto se debe al

’

hecho de que, en tal definiciin se pide la cormutatividad de ciertos
diagramas, formados por dos fransformaciones naturales (cuya existen—
cia tambikn ' es un requisito), y una de las tales transformaciores

naturales N:I-)T debe satisfacer entre obtras cosas ques

E —~=~==)T(E)
13

’ (7)
E  conmute,

en este ejemplo particulaﬁﬂe=der o diag - (donde diag :E =) EXE y

E E

diag () =(b,b) ).
Para un estudio mhs profurndo de T-Algebras sugerimos  ver Mae
Lanel72].

Un hecho bhlsico para nuestro estudic es:

pntonees las T-&lpebras forman una Categorla. O

La demostracitn de &ste resultado se sigue por verificacibn

directa, y entonces podemos hacer las “




Definicitn 15, 4. -Una T-&lgebra es inicial si es objeto inicial dral

Y a partir de esta nomenelatura y eon el objetive de detm*mihm‘l

la Categorta de T-&lnabras. O,

unt Dominio D de manera gue TO)2D Fforadlamos las

19.5.-51 12T )R es una T-algebra inicial, entonces

Proposicifh
también 1o eg T):T (B)*)T(E«)‘ e 1 es un isomorFfiemo de T(RY en B .

0.

U

DEMOSTRACION, ~Comz T es furntor, claramente T(i): T (B)Y=)T(E), es
decir, es urna T-&lgebraj; para ver gue es inicial tomamos m:T(F)—)F uha

T~a1gnbva y g3, h:T(B)-)F dos mapeons aproximables tales ques

) =
T -y T ey Ty
T(h)L h i (8) i’Txg) | i q (9)
TAF) e > F T(F) o=} F commut an,
i m

es decir, h o T(i)== ma (W y g o T{i)=m o T{g) comc i:T(R)-)R

es inicial existe j: B~)T(E) tal que

es decir,
T(R) ——w—e- > B

T l l 3 * (o
; ‘

T (B) —==w=) T(B) covmuita
T(1) ;

3
de donde se tiene el diagrama (11),
pero entonces, i o g es un morfisms del obgeto inicial 1 TEY-)B en si

T() o T(P= 3 o i - ‘Ii

misma, de donde i o g=I , ademls tenemos que h o 3y g o g son dos
: B

‘




" merfismes de la T~&lpebra i:T( IR en m:T(F)4)F, por unicidad h o

T() ~=%e-) B

wl ]

TE(R) ———==) T(R) (11)
T(i)
T(1) l : L i
. i '
T(B) ————- ) R cormuta,

=1 o Jy  peEra g es sobre pues io J=I  tonemos h=g lo que prueba que
: K &

los dos morfismos que salen de la T-klpgebra T T (B)-)T(R) son uro

solo,  la existencia esta garantlzada por el hecho de que si 1:T(R)-)B

es inicial entorces solo es necesaric componer con ) para obtener  un

;
=

morfismo de T(1):T (B)-)E en cualguier otra T-&lgebra.
Probaremos  ahora gue i es isomorfisno, ya.vimas que i o g=I y
ademids ver diagrama (10) 3 o i=T(i) o T(3) de donde ;
J o i=T(i o 3)=T(I )=I .

B T(R)
Sooioes un isomorfismo y g osu oinverso. L1l

Del resultado anterior, vemos que si ternemos una T-hlgebra ini-
cial, tenemcs un Dominio tal gque B2T(R) ) desafortunadamente, el hechn
de que T(R)®=B rno garantiza que la T-hlgebra 1:T(B) B, donde i es es

isomorfismo, sea inicial.

Definicibtn 15.6.-En la Categorla D-estricta, un endofuntor T es
continue  en  funciones si para cualesquiera dos Dominios By € la
funecidn T'=T en las'mépeas apraximables, dada por

T e (B=XC) =) (T(BY-)T(C) )

es amroximable. .

7.-81 T es un endofurtor continwn en furciones (em  la




Categoria D-estricta) y BT entornces la T-hlgebra i:T(EY-YB | dada
por @l isomorfismo, es tal que para toda T-Algetra KiT(E)-YE existe un
Cmorficmo de T-hlgebras de itT( B en ReT () ) E,

(.

DEMOSTRACION. ~Sea i:T(B);)E la T-&lgebra dada ﬁuw el isomorfisno
y sea J:E-)T(R) el isomorfismo inverso, supongamos KeT(E)-YE es ura -
T~algebﬁa, buscamos un mapem'apwaximable h:B-)E que satisfapa

haoi=ko T
b oaplicando 3 a la izquierda
(12  h=k o Th) o ).

En el Dominic B-YE, (12) s una ecuacidtn recursiva y la Fuméiﬁn
que la defire es aproximable por ruestra hipbtesis sobre T, emtnnées
aplicands el . operador minime punteo figo obtenemos h“fijkk o T o TJ)
existe, sin embargo wo siempre es la haica funcidn con la  propie-

dad (13) : ).

La interrogante final es si existe en la Categorla de Dominics un
mirims Dominic tal gque T(R)®R, en tal casmo épmv que?. La razin se debe
a que los endofuntores mhs wsuales poseen propiedades de continuidad
en los Dominios. Estas ideas son mejor expresadas en  terminos del
concepto de subdominio. Este concepto puede definirse cartegbricamente
a partir del concepro de éubmeeto, a pesar de esto, preferimos pre-
sentarlo  agul desde el punto de vista de su definicidn en t&rminos de
Bistemas de Informacidn, vya que de esta forma se conservan muchas  de
las ideas intuitivas.

Definicibn 1§LQ.~aéan Ay B Sistemas de Informacibn, decimos
gue B es menor que A, denctado por B4A si oy shlo si

DED = =% (Cone Cove (si weCom  =)uelon )
B A A B B A B A

ISRLI o




7
y I= 1=~ (es deeir, si ul- X entonces ul- X).
B A K oY
En eete case decimos que 1B es un subdominio de A1 y tambiln la
denotanos por [B14 1A, ' 0.
Definicibn 15.3.-8=a A un Sistema de Informacibn y DD "t = €D
' A A
Ilamamss 1 (DX 1 al subdomioc generado por el Bistema de Informaciing
(DY =(D,* ,Con , NERIRE .
A A'D A'D
Dhservese que si AI4IRI] entonces [A1¢1BI y si BE€IAl y 1¢€ %és
) K
fhcil comstruir el Sistema de Informacidn a partir de A que tiere comao ‘J
Deminic B. :

Urna proposicibn que cantribuye a la caracterizacidn de subdomi-

nios en términos de funciones aproximables es

.."- e —

Proposicibn  15.10.-51 AR entonces existe mapens aproximables
i:A-YB vy J:B-)A tales ques

(i)g o i=] e i o3¢l
A B
{ii)dadaos por

i{x)=({YED 1Yext={YeD | Yexl}=x pues xeD
B A o A
Yy Jly)={YeD | Yeyl.
' A .
A una pareja que satisfaga (i) se le 1llawma la pareja de proyec-

cidn, vy en el caso anterior i,3 son Wnicas. ().

Dmitiremss la demostraciin pues es muy sencilla vy el lector la i

puede imagirar sin problema.

Proposicitn - 15,11.-8i MEBE e (i,3) es la pareja . de praoyeccibn

entonces i, son estrictos, ' , .



DEMOSTRACION. ~Es claro que 1(1)=] por la definicitn de i
ahara J(D)=30G )= (1)=1. L1.
1
que si B°A y C4AQ entorces C4B si y sblo 514 DeD yl
C B
la unidtn de una familia dirigida de

Obsérvese
Core ¢ Con Yy I- 4 adembs
C =} C 5] .
subdominios de un Dominio es urn subdomivio.

Comt invandn con nuestre desarrollo tetrico presentamos las

L12.-Un  endofuntor en la Categoria de Dominios
con . pareJa

siempre que AR

mondtono - en
proyececitn i, ,se tiene T(R)@T(B) y T(i),T(3) es la parega de proyec-

citn de T(A) y T(R).
que un endofuntor mondtono en Dominios

Definicitn '
Dominios si y shlo si,

ipicitn 15.13
gs contivnus en Dominios si'y shlo si , para cada cadena
y A4 A WreiN

Defini
g
an4,l.l’g‘lll
el &g f n
se tiene T =T, 0.
L I R n
Nos  encontranos  ahora en condiciones de enunciar el fsigl.(iéntel‘:,
Teorena que'cubwe urna amplia gama de ejemplos. ' R
; Teorema 19.14.-581i T es un endofuntor cont irue  en funcicrmes, l
morbbono Yy continua en Daminios y existe un Dominic A tal que RAaT(R) ;
entoneces existe una T-Alpgebra inicial. 0. I
DEMOSTRACION. ~Las hip*tesis sobre el Dominio A rnos dicen que T(A) l
proviene de un Sistema de Informacibn sobre el mismo conjunto del
afirmaciones, por la morotonla de T y aplicando induccitn teremos: :
' : n i+l 0
ST (AT (M), (denctamer T (AY={] ¥ l
. - . A ' :
wnees por ser T continuo en Dominics tenenos.

R e on
Cdefinimos B[] T (A) ent
| J,




© N 0 vt
ra=T{Jr (ar=Ur ww=n,
w20 o
entonces B es uma T-dlgebra bago el morfisno iderntidad, I :B-)B es una
: E
T-&lgebra y como T es continue en funciones por el Tewrema 15,7 para

toda  T-hlgebra KaT(E)-)E existe un morfismo de T-algebras ©ode

I :T-YE en KiT(E)-E definido por un mapes aproximable hiE-YE que
B .
satisface k o T(h)=h.

Debemos comprabaw que h es Mnico para comprobar que I (B-)B es
B
inicial. '
: n .
Coma T (R)4B para cada n, existe una pareja de proyeccidn (i, )
1 i non o
tal que i 3T (RA)-YBR vy 3 :B-)T (A) , definimas p sB-)B como p =i o J 4
] N ] non n
chservese que p es estricte pues 3 e 1 lo sony yva que T es
1] n s}
nondtons ern Dominias
Tep )=T(i ) o T{y )=i = =D .
n 1 L -1 n+tl o ndl
Dbsérvese gue p esta dado por,

n n
p (=bh LY | Yéa para algn elementa aélT (A1)
¥
de donde es clare que p (blep (b) ¥ beiRl por lo que
v no . ntkl
: psp V reIN
. n ol
afirmamss gue (6 p =1 .
Sea b €IBl arbitraric, es claro que p (b)J¢bh ¥ rélN de donde
9 n ;
pel ¥ ny entonces Up tiere sentido y
ny
n B n @
Upel .
LS i B M

» r' . N v
51 be IBI=&LT (A entonces existe M 't be 1T (A1, entonces

p (b)=b de donde p (b)=bh ¥V vOM

lvl N 0
o Up (b)=h.
. LS R ,
Definimas h =h o p 1B-YE , recubrdese que del: Temrema 15.7 h es
0 N : :
estricto y p (x)=] VUxélBl , erntonces h (k=]  VxEIEl es decir
0 B ' 0 E
h =] 3
0 B-E

adembs comoe

Kom T(h Y=k o T(h @ p

yak @ T(h) o T(p d=h a Tip)
n- SRR e

¥

[

4]




ntl ekl
si 1lamamos Ri (B E) -) (Bx)E) dado por R(OFA)=k o T(f) ocbservamas que R

=h o p =h ' lllj

es aproximable y R{h )=h UJ poy 1o que:

g vk din ® 0
FigRy= (R y=lh =Uth o p)

P (B=)E) WO pn wo n :
ahora, "o es un mapeo aproximable en dos varibles pory lo que es
apraximable en la «.'faglmda, y entonces c-btermm-:-s: '

U(h 5 p )=h c-Up =h 2 I = h
- n’ WOy E ll
Coneluimos que h=Ffij(R), es decir, si h y h' son dos morfismos de B

T-&lpgebras de I (T(R) 2B en KiT(E)-)E entorces h=fig(R) y h'=fij(R) de

. B .

deovide  h=h', es decir h es Anico y por lo tanto I :T(B)-)B es una T-
| | | B |

Algebra inicial. £3.

18. Decxmns que B es un retracto de Ay ¥y lo@?

ascribimos B4A sl y shlo si

g , B¥g® B'4A. s ¥

ie 16, BLA si y shlo si existe una parega (tambibn
llamada pareja -de proyeccidn, no necesariamente finica )

isB-)A. Yy J:A-3B con

J o i=I e iojel O
B A

DEMOSTRACION. ~ (=) )81 B4R sea B '¥B tal qué B'aQ, sea kiB -)B el

Sdsomorfismo e (1Y, 3') la pareja de proyeccidn de B4R, entonces 1lama-
’ k] b

Mo
-1
i=1' o kb BYA y g=k o 3':/8-)B
T -1 ~1
y Joi=k o' o i’ ok = o I ok =1
-1 A B
2 i o g=i' ok a ko' =it oyt I.

n
{({=)Basta constivruir R com> la ingen de i donde Joo iﬂI y si

CREIR' ) existe y 't oily)=x pero entorces i o J()() 1(3(1(y)))-~1(y) R '

para canstruin

B 5b1u 5@ requiewe deflwxr e . s




B n B A
e Com G=)ooes Tinito y wfi(x) para alghr xelB*)
B\
y wl= X = ul- X
B* A
dejamos las verificaciones correspondientes al lector interesado.

. £1.

Es dimportante mencionar qum‘el nombre de retracto se deriva de
consideraciones topolbgicas iniciales en esta hrea, donde retracto se
refiere a la imagen de uwna funcitn "a" con la propiedad de que
a o a=a, en nuestro casc a=i o J pues

(i @ J) o (i o 3)=i o (j o i) o J=i o I oo g= i d J=
’ B

El siguiente resultads, nos dice, en t&rmincs de la relacidn 2,

en que sentido una T-Algebra inicial eg mninima.

]

ma lﬁ;lz.~81 T es un endofuntor en la Categoria m~estriéta
chtihum en funciones, si i:TE)-)B es una T-Algebra inicial, entonces
para cualguier - Dominio E tal que - ENXT(E) tenemds BYE.
| ().

‘

DEMOSTRACION. —Camo it T(E) =) E es inicial, existe un mapeo aprdxia«

mble h:B-)YE que define un morficsno de T-hlgebras de i:T(R)-)B en

WiT(EY-YE {donde i,u son isomorfismos), ahora como TEIXE  por el
Teorema 15.7 existe un mapes aproximable giE-)B gue define un morfismng

de T-hlgebras en sentido opuesto a h.,  Pera emtunces,‘ g h define un

]

morfismo 1:T(E)-)B en si misma y por ser inicial se debe terer g o

h=1 , este hecho, y el resultado anterior nos hacen ver que sblo es
B
necesario probar gque b oo gel
T o S E ‘
oo Come i:T(E)-)B es inicial (Téorema 15.3) i es  is




-1 ’
J=i  :B=)T(B) y sean utT(E)-)E y VviE-)T(E) los iscmorfismos debidos a

la hipdtesis EET(E)t Del hecho de que g y h definen morfismos en la
Categoria de T-hlgebras ternemos

g=i o T(g) o v y h=u o T(h) O‘J
ademds por ser h Unico con esta propiedad y el Teorema 15.7 g y'h son
los minimos pﬁntos fijos de sﬁs fespectivas ecuacion;s reéursivas, de
manera que si definimos inductiyamente;

, g =} - y h =}
0 E-)B 0 B-)E

g =ioTlg)ov, h =ueoTth)o,
o n+l n n+i n
entorces por el Teorema 13.3

h=0h
. y h=lt n. .
Ahora observamos que h o'g :EQE y
' -0
h o pn =constl o constl =const]
-0 o E B E
concluimos h o g =1 . y adenmhs
o 0 Ex)E
h oQqg =u0Th)ojygoioT(g)oyv

=0 o

n+i n+i n n
=uo0T(h )ol oT(g) ov

n B n :
=uoT(h ) oT(g)ov=uoTth og)ov

n n n n ‘

y como la composicidn "o" es aproximable en sus dos variables

o0 © n
hog=lg olUh =Uth o g)
‘ » !\'-Qn -mnmn n
concluimes que h o g es el minimo punto fijo para la ecuacidn

k=u o T(k) o v

-perc I es un punto fijo de bsta ecuwacibn pues
E : . ;
uo T(I ) o vcuol ov =u o0 v=I
E _ T(E) '  E
'l. h O g E. I [ ] [J-

Revisaremos algunos ejemplos para ilustrar como se pueden hacer

cornstrucciones explicitas.

EJemPlQ;??U",p?ﬁiﬂip_6§ ¢xérésian;:s;,l




Sea A un Dominio (Sistema de Informacidtn), nuestro nbjetivo es
construir un Dominid S de &rboles binarios construidos por elementos
de A como Atomos, la ecuacidn de Dominios que queremos resolver es

S=A+ (5 X 9)

Si tal Dominio existe, podemos decir, salvo por isomorfismo que
los elementos de S son | o elementos del Dominio A o parejas de
elementos de 5. . .

La existemcia de tai Dominibd puede realizarse de muchas mareras,
'comé ya hemos visto, pero ahoré realizaremos una construccibn. Para
realizar una cénstruccibn explicita debemos considerar que infarmacibn

debe proporcionarse de un posible elemento. Al proporcionar informa-

cidn podemos entrar en un ciclo hacia atrds que para los elementos

finitos no serd interminable. Como veremos los elementos infinigos de
.8 pueden conterer replicas de si mismos, pero para definir un D;minid
pov completo lo Unico indispenséble consisté en canstruir los elehen—
tos finitos a partir de los datos en forma sistemltica. Afartﬁnadamen—
te las condiciones para satisfacer la ecuacibn Que hemos presentédo no
son complicadas.

En primer lugar, necesitamos copias de todos los objetos de datos
del sistema A en la unidn ajena; la mahera de conseguir esto consiste

en tomar un dato 2¢D y definir & =(4,4), Esto nds provee un miembro
S

de D , aquel que debemos siempre tener. La copia de un dasto XéD serk

S .
(X,2). Los otros miembros de D

_ A

seran de la forma (¢ ,R) donde R nos
‘ S : :
da informacibn scbre otra clase de elementos de 8. Como S debe ser la

unidn ajena utilizamos el esquema de la definicidn (1,12 .,

A continuacidn pensamos‘que clase de informacidn debe contener
una estfuctura R, coma nuestro objetivo es que sea informacidn sobre
un producto, nos imaginamos que ya hemos definido D vy obsérvamos la

‘ 8 ,
definicidn del producto, con esta idea en mente realizamos la siguien-




-

—_— eees ws W THE W TN N N S

é definicibn inductiva para D .

8
(1)2 €D
S §
(2)(X,*) D siempre que XeD
S A
(3)81 Y,Z2eD entornces (2,(Y,® )) y (2, (4~ ,2))€D
S 2 5 ] ‘

Definir los obJétos de dates no define el Dominioy, ya que los

mismos datos pueden definir Sistemas de Informacidbn muy distintos. Los

datos son shlo partliculas y su significade aparece cuande Con y b~

’ | 5 8
son  definidos. Como ya conmocemns las nocicones que se aplican para

definir el producto y la unidn agena, Unicamente copiamos estos pa-

trones adecuadamente para realizar la definicitn de Con s
8
(8)ull{> YeCon siempre que uweCon
8 5 S
{(6)S1 weCorn entonces {(X,%) | Xew >eCon
A 8
(7) ¥ u,veCon :
) .
C(a, (Y2 )) 1 YeudPL(e, (= [ 2)) | ZevIeCon
5 8 , 15}
Es importante sefMalar que en ruestras definiciones vnos  referimos

al conjunto definido como el menor corgunto baJo contercitn que satis-
face las condiciones de la definicibn.

Obstrvese que hemqs conseguido que un conjunto consistente (sin
considerar a 2 ) sea una copia de un conjurto cornsisterte para el
sistema A o una gopia de un congunto consistente para SXS.

Resta definir 1la relacibn |- ,presentamncs a continuacidn las

=} :

clhusulas que son practicamente establecidas por nuestfo chjetivo.

BYul—- & V.uECon

S 8 s
(3)81 ul— Y entonces al{> ¥} |- Y
8 ; S 8
(10)8i wi- W entorces
(]
C(Xy2) | Xewdi= (Wy)
8
(11)8i ul- X y véCon entonces
8 8 .
{2, (Y,® )) | VQU}U{(Q,(a S 1Y) 1 ZEvXI~ (&, (Xy® ))

S (=] 8 8
y (12)81 vi~ X y uéCon entonces
8 8

Loy (Y, @ 0 1 veuditie, (o, 20 )




satisfacen 1los axiomas para que S sea un Sistema de Informacidn. Los'

Debe verificarse a traveés de una demostracidn inductiva que se
pasos de la demostracibn son mechnicos y se concentran en analizar los
casos especificados de (4) a (7) y de (8) a (12). ) : l

Una vez verificado que S es un Sistema de’ Informacibn puede
construirse el sistema A+(SXS) y observarse, sin mayor dificultad quél
es idéntico a 8. Este hecho, .aparentemente sorprendente no es L;na I
coinciderncia pues se. debe a que nuestra notacibn y construccidn de 8 |
fueron realizadas a 1la par con las defmxcmnes de unidn ajena yl
producto.

Puede ahora verificarse que S es la mlninia salucibn a.la ecuacidn l
‘en el sentido del Teorema 15..17 pues es uﬁa T;&lgebré inicial. In-‘-l‘j-.
tuitivamente es claro que la solucidn construida debe ser mlnima en
algn sentido pues Unicamnete incl.uimos los t*eqvuisiitos' indispensablesl:
a la ecuacibn y nada mhs. '

Seﬁalaremos sin embargo que exister muchas soluciones a estal‘
ecuacitn de Dominios. ‘ .

Para finalizar conleste ejemplo, indicaremcs porque lo hemos
llamado el Dominio de expresiones 8. La razbn se d‘ebe a que existenl‘;
mapeas aproximables | |

Atomo:A-)S gue corresponde a la inclusidn de A en S l

Esdtomo:S5-)BO0OL. que decide si un elemento es un Atoma, es_ decirlj
una copia de un elemento de A en S. | )

Ademds cc;mc& SXS es parte de S podemqs definir mapeos aproximablesl-’j

par:5X6-)8 (la irnclusibn de SXS en 8)
y prm:&8-)S y sgd:S-)8 l
que en la terminclogla de LISP corresponden a las funciones CONS, CRRl.

y CDR respectivamente.

'N,uésj: ro Dominio. tiene, sin embargo, al gunas diferencias sobre las




expresiones 8 que estamos acostumbrados a trabaJér en las implanta-
cicnes de LISP, pues aparecen elementos infinitos muchos de los cuales
no son directamente representables por la implantacidn, por ejemplo si
a€lsS) entonces utilizando el cperador minimo punto fijo resclvemos la
ecuacibn |

x=pér(ﬁtomo(a),x)
cuya solucidn correqunde a Qna lista ligada infinita de aes y que -en

este caso particular puede intentarse simular operacionalmente por una

estructura como:

Esta es shlo una muestra de la riqueza del Dominio construido ya
que si representamos las expresiones 5 como drboles binarios observa-

mos que el Diminio 8, ademdés de terer los &rboles finitos, (coresporn—

‘dientes a los elementos finitos), continene teodos los infinitos.

Similarmente, presentamos el siguiénte ajemplo como una construc-
citn explicita para la ecuacidn
D=A+ (D~ D)
La construccibn se realiza .de manera ankloga a la que se hizo
para 8, sipguiende los patrones‘de la unibn ajena y el espacio de
funcicnes. Presentamos las cllusulas de la construccidn a continuacidn

donde ¢¢fD es un dato y definimos @ =(4,8),

A D
(1)~ €D
D D
(2) (X,2)€D siempre que XéD
D A
(3)8i n,véCon entonces (=, (u,v))éD
D . D
(4) déCon
D ‘Y
(5) ul{e »éCon ¥ ueCon
. D D D :
(6)5i weCon entonces {(X,%) | XéwréCon
(€4 (U 4V D) yuaagl® (U yv NI HCon u ,v eCon i

n.n




si shla si ¥ 1640,1,...,n> 't Uu €Con se tiene Uy ¢Con
1. I,
i D i D
(Bul—- = ¥ ueCaon
D D D
(9)5i wi- W entarnces {(X,%) | Xew) I—= (W,2)

D D D
(D r={(2, (U 3V M yuuay (2 (U yv )IH= (2, (u',v'))
0 o n n
si y shlo si el congunto réCon y si I={i | u'l- u
' D, D i
- se tiere v I=- v'.
i D
No bharemos los detalles que comprueban que se trata de una solu-

A D
(10)8i uwl- Y entonces uj{ }i-Y ' l

cidbn, ya que preferimos mostrar otro ejemplo para una construccibn'

explicita. I

El caso que presentamos ahora corresporde a la construccidn de un
Dominio Universal U; el nombre de Dominio Universal se debe a quel

puede probarse que todo Dominio que posee una base D contable (ver
Q N
Scotti82]) es iscmorfo a un subdominio de U, es decir, que si R es unl

A A
proyeccibn a:f-)U y b:U-)A tal que b o a=l y a o b¢l o aplicando la
A u :
notacidn A4U, A es un retracto de U. Para un estudio mhs completo dell

Sistema de Informacidn y D es contable (#(D ) (d) existe una pareja del’

Dominio Universal y sus retractos sugerimos consultar Scott[?é],
Scott[811, Stotl(B2] y Brachol73]1. l

Esta propiedad para U hacen posible que U-)U este isomorfamente
’contenido en Uy por lo tanto U-)U es un modeln de Chleulo es decir‘l
una solucibn para la ecuacibn

| D=D-D

Sin embargn, a pesar de la riqueza y poderic de este Dominio

existen todavia muchas interropantes sobre Bl que son motivo de inves-

tinacidn, entre kstas se encuentran la investigacibn sobre la unicidad

urnia pareja determiva univecamente un Doninio.

U tambitr ha sido usado para construir un Dominio de Dominios, es

de la pareja de pro_yeccibn para un retracto, e incluso determirvar sil
*!'?




decir, un Dominio cuycs elementos sean Dominios pero el desarrollo de
la teoria que determine que endofuntores y furtores corresponden a
mapeos aproximables es un nuevo campo de estudio e investigacidr, para
maybres detalles en estos aspectos consultese ScottlB2].

La construccibn de U, despubs de todo es muy simple, primeramente
se contruye V un Dominio coﬁ un elemento miximo tgl que satisface
minimamente la ecuacidn

V=VXV

La definicibn inductiva para V esta dada por:

(1) V#“‘ y Y,2¢D

(8) (X,*) ¢ D & (+,Y)e D siempre que XeD & Y& D

' v v v vV
respectivamente. :

En realidad' partimos de'dos objetos de datos distirntos y céns-
truimos dos copias simulande el producto. |

(Z)uveCon ¥ weD u finito

v v

y para la relacidbn de implicacibtn tenemocs

(4Yul- = ¥ ueD

vV v
(Srul- 9 siy sblo si Yeu b {(XI (X,2)€u}i-¢

Y &Ly | ié,Weg}n-v
(BYul- (X*,2) si y sblo si ve u & {XI(X,2)eudi~- X' v
(7)ul-:("‘,‘/‘) si y sblo si veud {YI(2, Ve u}l—:Y‘

Es importante sefMalar que en bsta construccidn v implica todo,
esto riormalmente es incbmodo y es usual la realizacibn de la‘elimiha—
cibtn de para constrgir un nuevo Dominio, en nuestro caso esta elimi-
nacidn produce finalmente U.

(8) D =D ~{9}

u v
(F)éa =&
u v
(10)Con ={ueD | u es finito y ui# v }
u U v
(11)ul- Y si y sblo si ueCon VYeD y ul- Y.
u U u v

El mismo tipo de eliminacibn funciora cuando tenemos un. Sistemav‘l




de Informacitn con un dato gque implica todo, es decir:

Proposicibn 15, 18. ~Sea A un Sistema de Informacidn tal que existe

v#a  y V4D ‘'t {v)I- X ¥ XéED , entorces el sistema B dado por
A A A A
i)D =D —{Vv}

B A .
(iii)Conn ={uw€Cann | uwl#9 )
B A ]
(iviul- X si y sblo si ueCon XéD y ul- X
B ' . B B A
es un Sistema de Informacidn.

Esperamos que los ejemplos anteriores logren mostrar las ideas

que estan presentes rodenade una construccibn explicita de Dominios,

oy

en particular, la consatruccidtn explicita de una solucidn a una ecua-

s

w
p o]
B N N O S O EaE = e

citn de Dominios,
Las construcciones realizadas se derivan de su necesidad pr&éti—l
i . :
ca, los productos de Daminics son necesarios para el uso de eneadas y
para furciones con varios argumerntc-é, la unidn ajena de Dominios sel
utiliza para hacer copias de Dominioé y unirlas formandoe Dominios ’qu‘el |
contienen directamente a sus comporentes, los espacios de funciornes
como Dominics proveen operadores que pueden aplicarse a operadores yl‘
producir operadores como valores.
|

Con la teorlia presentada tenemos los fundamrietos matembticos que

respaldan las aplicaciornes que presentamos a continuacidn.

»,
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Capitulo V

APLICACIONES

Durante este capitulo presentamos ejemplos de descripcicnes se-
minticas derotativas; los ejemplos que nostraremos aparecen'dentro del
marce formal que hemos construido en los capltulos anterio#es; por lo
que ‘haremoé algunas referencias a la terminclogla y resultados de
dichas capltulos. Sin embargo mantendremcs nuestra atercidn en la
prablembtica de la seméntica de lenguajes de programacidn y nos con-
centraremass  en ilustrar los Jecanismos de una descripeidn semhntica

formal.

Seccibn 16 Dominios Sinthcticos y Semdnticos

Urna definicibn seméntica formal en forma derotativa estd dada

primordialmente por la especificacidn de funciones sembnticas, estas

funciones mapean estructuras sinthcticas en ohjetos matembticos, de

manera que el significado de una frase sinthcticamente correcta es el
objeto matembtico aéociado.

Las furnciones sembnticas tienen pues como dominios de definicidn
lo que llamamnocs Dominicos Sintlcticos y come codominios de definicibn

Dominicos Sembnticos., Los Dominios Semhnticos son, precisamente, Domi-

. f s e ..
nios en la Categoria de Dominics que hemos definido. Los Dominios




Sintheticos no necesariamente son Dominics en la Cétegor!a descrita en
la tesis.

Presentamos brevemente algunos Dominios que necesitaremos para’
las aplicaciones practicas. Frecuentemermte mercionaremos Dominios que

por su gran utilidad, son comunes a muchas definiciones sembnticas, a
estos Dominios se acostumbrahllamarlos Dominios Esténdar y los  pre-
sentamas sin mayor explicacibn, ya que si no fueron introducidos
anteriormente en ejemplos de capltulos.anteriaves, su estructura es
sencilla o muy similar a algln ejemplo ya presentado y el lector no
encontrarh problema para construir su definicibn axiombitica.
Ejemplos de estos Dominios son:
BOOL={Verdadero, Falso, Indefinido} que corresponde a los valores

de verdad.

N o, cuyos elementos estan en correspondencia biunivoca con }bs
naturales (y | ) y 1o dermtamos por {0,1,2,3...23

N
Ent , que corresponde al Dominio de los enteros.

Irdicaremos los Dominics Sinthcticos como conguntos y asumiremos
que esthn dados inductivamente por las producciones sinthcticas. Por
ejemplo, si ternemos la produccidng

E se=+E | -E | E+E | E-E
para las expresiones de alghn lenguaje de programacidn, entonces
consideramos el Dominio Sintlctico cuyos elemertos son todas las
expresiones de la forma indicada.

L.as  construcciones de Dominios Sembnticos a partir de otros
Dominios corresponderln a las construciones presentadas y serdn deno-
tadas pdr 1os operadares +, X =) y @,

Los Dominios Semhnticas son objetos de la Categorla de Dominios y

serhn descritos de acuerdo a los ejemplos particualares. En  algunos

casos, haremos referencia a las tkonicas para la fundamentacidn de
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Dominicos Reflexivos ya que, las necesidades de la definicitn seméntica
formal nos forzarBn a utilizar Dominios de este tipo.

Consideramos importante advertir que frecuentemente unimos a
nuestyos Dominios un Dominio como {errorl}, es decir un Dominio cuya
red es: : . .

rror

|

{error}
para equipar al Dominio oripinal con un elemento extra que es incompa-
rable con los otros elementos del Daminio. El inclﬁir estos elementos
extra permite, por ejemplno, .definir funcicones sembnticas en situa-
ciores de error & identificadores no iniciados. ’

Asumiremos que las proyecciomes e inclusiones entre estos Domi-
nins extendidos y sus componentes mapean "erﬁor"‘en si mismo. No
especificaremcos los detalles teenicos de esta supésicibn pues nos
desviarlia de nuestros objetivos y considerémoé'que el lectoer puede, a
partir de la teoria presentada espgcificarlos facilmente. Los elemen—~
tos éxtra pwoveén, como ya mencionamos una forma natural de marejar
chlculos u operaciones que conducen a resultados equivocades. La
estructura es tal que la verificacidn de que algln valor es "ermror" es

apraximable, lo cual permite que nuestras definiciories semlnticas

detecten errores y dirijan apropiadamente situaciories de error. Tampo-—

co detallaremos las afirmaciones anteriores.

Seccitn 17 Interpretacién.

Un pequefic lenguaje, TINY.




Describiremnss la sintaxis y principalmente la semlntica de un
pequetio lenguaje de programacibtn llamado TINY., Nuestro propisito es

proveer un primer vehlculo para ilustrar los conceptos formales en  su

aplicacibn. En nuestros proximos ejemplos describiremcs mhs conceptos
sistembdticamente, ahora realizaremos un esquema de las ideas centr‘alesl

y tecnicas asceiadas.

TINY esta constituido por dos estructuras principales, "Expr*e—-l
siones" y "Comandos", ambos pupden contener "Identificadores", los
cuales son cadenas de letras o dipgitos comenzando por una letra. 81 1,

denota identificadores arbitrarios, E,E ,E expresiones arbitrarias y
‘ 1 2
c,c,C denota comandos arbitrarios, las estructuras de TINY pueden
1 2 :
especificarse por:

t:e= 0 11 ) true | false | vread | 1 1 hat EI|l E=E | E +E

E
, : i 2 1 2
C = output E | I:=E | if E then € else C | while £ do C
1 2
I C ;C
i 2

La notacibn es una variante de BNF, (recordamcs que ::= representa
algo como "puede ser” y | dencta "&"),

Obsérvese bque en partiéualar, si utilizamos 1las producciones
anteriores para definir una gram&tica,,éstg resultarlia ambigua pueé no

podemos especificar si

while E do C ;C
1 2

corresponde a
( while E do C )3;C b :
¥ 1
while E do (C 3C ).
1 2
No nos preccuparemos por este detalle,: el cual corregiremos en egem—'

plos siguientes.
Para desecribir intuitivamerte la semdntica del lenguaje TINY,'
sefMalaremes que cada comando en TINY, cuando se ejecuta, altera el

estado de la mdquina, el estado lo consideramcs formado por tres

l;
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partes:

(idLa memoria, la cual es uma correspondencia entre identifica-
dores y valores. En realidad a cada identificador esth ligado un valor
b el identificador no esth ligadeo (iniciado).

(ii)La entrada es suministrada por el usuario para la ejecucidn
del programa y consiste de una éucesibn (posiblemente vacia) de va-
lores que pueden ser leidos utilizando la expresitn "read".

(iii)La salida, que corresponde ;nicialmente a una sucesidn vacia
de valeores, registra los resultados del comando "Dﬁtput E".

Cada expresibn en TINY especifica un valor, coma la expresitn
puede contener identificadores (por ejemplo at+b) su valor deperde del
estado. Todos los valores, ya sean de expresiones, ligados aiidentifi-
cadores o valores de entrada y salida son valores de verdad (true, fal-
s@) & nlmeros naturales neN y el cero. |

Explgcaremos informalmente que significa cada estruétura.

El valor de cada expresibn es como sigue:s

(1) 0 & 1

El val&r de 0 es el nlmerc cero y el valor de 1 es el nrlmero
natural uno.

(2) true d false

El valor de "true" es el valor de Verdad Vé}dadero,A hientas que
el valor de "false" es el valor Falso.

(3) read

El wvalor de "read" es la siguieﬁte particula de la entrada (un
error ccurre si la entrada es vacla). Como un efecto colateral, "read"
retira la primer particula de la entrada de marera que despubs de su
ejecucidn, la cadena de entrada es una particula mhs corta.

(4) 1

El valor de la expresidtn anterior es el valor ligado al identifi-




cador en la memeoria (si I no estd iniciado ocurre un error).
(2) not E
Si el valor de E es Verdadero, entonces "rnot E" es Falso, si E es

Falso "not E" es Verdadero. En cualguier cotro caso teremos un errvor.

(6) E =E
1 g . .
El valor de E =E  es Verdadero si el valor de E es el misno quel
1 2 1
el valor de E y Falso en otro caso. :
- i
(7) E +E
1 2

El valor de esta expresitn-es la suma numkrica de los valores de I

E y E, si alguno de &stos valores no es un rlimero aparece un error,
: Pir‘a los comandos tenemos: I

(B) cutput E :

El valor de E es colocado al inicio de la sucesidn de sa11da.

(9) I:=E

I es ligado al valor de E en la memoria encimando cualquiér otra
liga anterior,

(10) if E theﬁ C elseC

§i el wvalor deiE es Veidadero se ejecuta C, si E es Falso se
ejecuta € y en cualguier otro case aparece un error. |

e
(11) while E do C

"while E do C" es repebido con el estado que resulta de la ejecucidn
de C. ©5i el valor de E es Falso, ro se realiza nada. Si el valor de E|
no es ni Verdadero ni Falso teremos un error.

(12) ¢ ;C
1 2
C se ejecuta y luego C
1 2
Como ejemplo de un programa en TINY teremos el siguiente eruncia-

8i el wvalor de E es Verdadero se ejecuta C y a cont mnambn. g

do que calcula la suma de los rlmeros en la entrada.

Obsbrvese que abusamogs de algunos detalles sinthcticos como el

uso de ("', ")" y la gustificacibtn de los margenes para la agrnpac1bn




de expresiones y comandos respectivamente.
sum:=03
Xi=read;
while rot (x=true) do
SUAM =S UM+X § T o
Xi=read; |

output sun

Trataremos ahora de formalﬁzar la descripeitn anterior de - TINY.
Esperamos que el lector comprenda las ideas principales a pesar de no
~dominar todos los detalles.

Una parte esenciél del formalismo consiste en definir los. ngi—
nies, para trabajar la sintaxis definimos les siguientes Dominios
Sinthcticos:

Ide={ I 11 es un identificadord
Exp={ E I‘E 2s una expresidnl
Com={ C | C és un comandod

Lés nombres de los Dominios comenzarhn siempre con maylscula,
obsérvese que los Dominiog Sintldcticos tambibn pueden cambiar de
lenguaje en lenguaje.

Ahora formalizaremos el concepto de estado. Para esto 1llamamos
Estado, al Dominio cuyos elementos serdn los posibles estados, Memoria
al Dominio cuyos elementas serhrn nuwetro modelo de memoria, Salida al
Dominio correspodiente a las posibles salidas o sucesiones de resulta-

.dos y Valor para el Dominig de valores. Las definiciones de estos

Dominios estan dadas por las siguientes ecuwaciones de Dominios.

(i) Estado =Memoria X Valor X Salida

(1i) Memoria = Ide -) (Valor + {rolipado} )




(iii) Entrada = Valor
(iv) Salida = Valor

(v) Valar = N + BOOL

La ecuacidn '(i) significa que Bstado es el Dominio de tercias
(my @, 5a) donde mgMemoria, eeEﬁtrada y saeSalida. .

(ii) Significa que memoria es el Dominio de las funciones aproxi-
mables del Dominio Ide en el Dominio extendido Valor+{noligadol}. Si
meMemoria e Ielde entonces el resultado de aplicar m al  argumento I
esthd en Valor o es no ligado, en el primer caso el valor m(l) es el
valor asociado a 1 en my, en otro Easo I no tiene valor asociado.

Tanto Entrada como Salida son sucesiones de valores en V;ior
mientras que {(v) nos dice que’los valores son o un nbmero o un vaiov

de verdad.

Debemas ahora discutir las funciores semBnticas para TINY. Las

funciones semdnticas definirln que es lo que denctan las estv‘uc{;uras';j

sintbcticas, para TINY rnecesitamos:

IE : Exp ) {significados de expresiones} I

IC : Com —-) {significados de comandos) ” '

Es decir que si £ es una expresidn y C un comando IELL E 11 vy
ICLE C 11 son los resultados de aplicar las funciornes IE yIL aEy C.
respectivamente y son los significados definidos por la sembntica de

estas estructuras.

En general si X es una variable que corre sonbre alpln Dc-mirnio.

Siﬁt&ctic-:-, utilizaremos IX para nombrar a la funcitn semhntica, de
manera que por ejemplo l
T (L I:=E 1] es él significado de ‘I==E.
Los parentésis L[ y 1] son usados indicando objetos o elementosl
sintheticos al aplicarseles una funcidn sembntica, , I

Para defifir el significado dﬁg una expresidn, ya que la expresidn
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produce un valor, pensariamos inicialmente que el significado fuese
un mienbro de Valor., Para representar esta idea dar!amos.a la furicidn
semintica IE el tipo IE:-)Valor y entonces IELL E 1] seria el valor de
E, por ejemplo
IE L[ true 11 = Verdadero .
Esto funciona para expresiones que son literales o constantes
pero:
(i)La posibilida& de expresiores que causen errores como l+trues
(ii)La dependencia del valér de expresiones del estadao, como x+1
ﬁue depende del valor ligado a x en memoria, o también '"read" que
depernde del valor de entradaj
(iii)lLa posibilidad de que la evaluacibn de una expresibn modifi-
que el estado, por ejemplo,’read"” ﬁetiva el primer elemento de 1la
cadena de entradaj; |
no permiten una descripcidn tan simple para IE.
Para.hanegar(i) debemncs defin{r
IE: Exp -) Valor+{error} de manera que
IELC E 1] = v si v es el valor de E
error si E phoduce error
por ejemplo IELL 1+1 11=2 pero IE[[1+truell=error
Para resoclver la problembtica planteada en (ii) debeﬁos ﬁacer el
resultado de ura evaluacidtn una funciin de estadm, es decir:
IE: Exp -) ( Estado ;) tValor+{error} 1 ) de manera que
IE [T E 11(g) = v : si v es el valar de E en s
errap si la evaluacidn produce efror
y por ejemplo
IE L 1+x 12(s)=[ 1+m(x) si s={m,e,sa) y mix) es nbmero
error en otro caso

Finalmente para enfrentar (iii) debemos complicar aln mhs el;yﬂ




valor de JE pues debe tambikn producirnos nuevos estados.
IE : Exp -)(Estade =) [Valor X Estado + {errer} 1 ) vy

entorces
TELL E 11(s) = (vys') donde v es el valor de E en el estado s

y s es el estado posterior a la

evaldaeibn ‘

erraor 51 la evaluacidn produce errar.

por ejemplo,
IELL read 11=1 ( cbl(e), (mycl(e),sa) ) si s=(me,sa), e es ro
vacio y t}ene como primer
elemento a cb(e) y como

resto a cl(e).

error : "si e es vacicw

Formalmente se define IE en los diferentes casos de clases del
expresiones, es decir en-las clases de elementos de Exp. Por ejemplo
para una expresidn de la forma I definimos la clhusula semBnticas '

IECL I JJ(m,e,sa)=(m(I)=noligado)—)error,(m(I),(m,e,sa))
donde utilizamos la notacibn o l

b=)vev'® '
para decir que cuando se cumple b el resultado de la furnciotnh es v vy
de lo contraric es v', de manera que la clbusula anterior dice gue si
m(l) es no ligado (es decir I no esth ligado en m) entonces se produce
un error, de lo cantrario, obtenemcs el valor de I corresponde al
valaor ligadb en la memoria, y no se modifica el estado.

De la misma manera, la clhusula para el "read" se rescribe como:
donde vacia(e) se cumple Qi e es vacia, cb(e) es el primer elemento de
la cadena e y cl(e) es la cadena e sin el primer elemento.

Para los comandos, cobzervamos que el efecto de ejecutar un coman-—

do es preoducir un nuevo estado o generar un error, entorces

IELL read 11(m,e,sa)=vacia(e)~-)error,( cb(e), (mcl(e),sa) ) ' !




IC:Com -) (Estade -) [Estado +{errord} 1 )
y una cldusula semdntica tipica es:

ICLL output E 11 (s)= (IELL E JJ(s;=(v,(m,e,sa)) -)(m;e,v.sa),error
donde las notacidn v.sa corresponde a la Qucesibn formada por v como
primer té&rmino sepuido de la‘sucesibn sa. De esta manera la clhusula
sembrntica ICLL output E 1] dice que cuando se aplica a un estado s,
primeramente se evalua E con'weépecto al estado s y si esta evaluacibn
produce un valor v y un estadeo (m, e, sa) entonces el resultado es el
estado (m,e,v.sa). De otra manev; el resultado es un error.

Asi, las otras cllusulas semBnticas sont ‘

(1) IELL O 11(s)=(0,s) JECL 1 11(s)=(1,8)

El valor de los simbolos O y 1 es el numero correspondiente y la
evaluacidn no modifica el estado.

(2) IELL true 1](s)=(Verdadero,s) IEL[ falge 1l(s)=(Falso,s)

El valor de una constante ;booleang" es el correspondiente valor
de verdad y no se modifica el estado. '

(5) TECC vot E 313(s)=( TECL E 13(s)=(v,5") )-)

(esBOOL (v) =) (Na(v),s'),error) , error
donde esPOOL(v) es Verdadero si v se ihcluye en BOOL pues
veValor=N+B0O0L

y Falso en ofro casoy, adembs No:BOOL-)BOOL es el mapeo aproximable
estricto dado p&r:

»No(VerdadePo)=Faiso y Ne(Falso)=Verdadero
de manera que el valor de "not E" es la negacitn del valor de E (perb
un error se produce si £ no tierne valor de verdad o £ erea un error al

evaluarse), El estado cambia a s' gue resulta de la evaluacidn de E.

(6) TELL E =E 1l(s)=( IELL E 1l(s)=(v',s') )-)
1 2 1
( IELL E 1l (s )=(v''ya' ' ))=)(v'=v'',s5'"),error),error
2 ‘
donde ’v‘av“ es Verdadero si vf es igual a v'' y Falso en otro caso.




Concluimes que el resultado de E =E en el estado s se obtirne eva—l
1 2

luandoe primeramente E en s para obterer (v',s') (o error en cuyo caso

x I
E =E praduce error), Yy entonces se evalua E en s' para obtener
1 2 4
(v''ys'') (o error, en cuyo caso E =E causa tambibtn error) y final-

1 2 '

mente (v'=v'‘',8'') es regresado como resultado de la estructura sin-

thotica. . ) l
Explicaremos algunas devlas clhusulas para enunciados. |
(7)ITLL I:=E 1) (s)=(IEL[l E 13 (s)=(v, (m,e,5a)))~)

(mLI/vl,e,sa),error

donde la notacibn [ / ] significa:

(mfI/v1) (1) v si I=I"
m(I') en otro caso.
es decir, mLI/v]l es la misma funcidn que m salvo en 1 donde ahora fbma
el valor v. ’
Entonces IZLLI:=Ell(s) es el estado idéntico al estade resultande
de ~ia evaluaéibn de E en s excepto qﬁe el valor v de E es ligado a 1
en la memoria. (Si E produce error entonéeg también lo produce I:=E).
(B)IC L[ if E then C else C 11(s)=
(IELCL E ]Jts)=(v‘,§‘))-)
(esBOOL (v')~-) )
(v'=)ICIL C 311(s*),ICICL C J](s‘)),error),erﬁor

1 2
Cuyo significado es, si E produce comao resultade (v',s') cuando

PR

w

es evaluado en s, entorces € o € son ejecutados en el estado
1 e
resultate de la evaluacidn de E deperdierndo de si el valor v°

]
n

Verdadero o Falso, cualquier error se propaga para producir un error.
(9 ICLL while E do € 11(s)=
(IETL E 13 (s)=(v'y8'))~)
(esBOOL(v')-) (v=) (IDLL C 1J1(s')=5"'")~-)
ILCLwhile E do ClJ(s''),error),s'),error),error

'Si E' produce uﬁ err‘or'al nQaluarse, "‘tam‘bibn "while E do C", si E
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produce un  valor v' y el estado s' entovice si v es Verdadero se
gjecuta C para obtener el estado s'' y entonces "while E de C" se
ejecuta rnuevamente comerzando con s'', si v es Falso el Eesultado de
"while E do C"les s'y, eg decir el estado praducido por Ei Si v ro es
un vaior de verdad o ICCICI1(s')=errcr entorces "while E do C" praoduce
un error. Obsérvese que la B clausula es recursiva, mientras
que IE no lo es.

(10)ICLLC ;C 131(s)=(ICLLC 1] (s)=error)-)

lerior,IE[EC ]J(éDEEC 11(s) )
es decir, si C produce uﬁ error, 1también la produce "C 3C " de otra
manera C3 as EJécutado en el estado gue resulte de la EJeéuc?bn de C .
EX hEJemplo nmuestra como son necesarias funciowes de alto nivei,

\

uniones ajenas y definiciones recursivas.

Es importante sefMalar que exister en uso muchas abre iaturas vy
notaciornes especiales para hacer las definiciones de las clhusulas
sembnticas mucho mhs cortas y abstractas, intvaduciremus parte de la
netacitn en ejemplos siguientes, pero sugerimos consultar  Gordonl72]
para familiarizarse con mhs simbologla. |

Como parte de bksta simplificacidn observese que 1EL[E]] es wuna
funcibn de 1los Estados en ValorXEstadot{error} y IJELLE]II(s8) es un
error o una pareja formada por el valor v relativeo al estado s y el
nuevo estédo.Para recortar el numéwd de parkntesis asumimos que la
aplicacitvn de funciones se ascria a la izguierda y omitimos los paren-—
tesis en los argﬁmentas dé funciones sembriticasy entonces 1ELLE]Ds es
equivalente a JEILL E 11(s).

El presente ejemplo muestra.que la definicibn forhal de TINY.
consiste de tres partes principales:

(i)Especificacibn de los Dominios Sintheticos Exp y Com.

_(ii)Especificgcibn 'dﬁ‘,IPS,pﬁm@hi°5-$ém&"ti°°5 tValor,




etc,

(iii)Especificacibn de las funciornes sembnticas 1E y IJC que

mapean estructuras sinthcticas en sus significados.

En resumen la descripcidn formal de TINY esth dada pors
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Sintaxis Rbst?acta

lélde Identificadores
E¢Exp v . Expresiones
CeCom Comandos

ME Pro Programas

E::=01 11 true | falsé | read | I | vot E | E =E | E +E °
1 2 1 2
, .

Cii= output E | I:=E | if E then C else C | C jC |

1 2 i 2
while E do C ‘

Dominics Sembnticos

BOOL={Verdadern, Falsc) valores de verdad

N={0,1,2,..2} enteros ro rnegativos
v € Valor = N + BDOL

e ¢ Entrada = Valor

1t

sa € Salida Valor

s ¢ Egtado = Memoria X Entrada X Salida

m & Memoria = Ide -) (Valor + {noligadal ]

Funciornes Seménticas

JE : Exp =) (Estadoe -) fValor X Estade + {ervor} 1)

IC ¢ Com ~) (Estado ~) Estado+{errord) ) .

IM t Pro =) (Ertrada -) Qalida+{errov} )




MMILL C JJe=(ICILL C JJ(ﬂ,é,ﬁ)=(m‘,e‘,sa))—)sa,errar

IECL E'JJs=(0,s)

IECL E Jis=(1,s)

AIE[[ true lls=(Verdaderoys) .

JELL false lls=(Falso,s) |

IELL read JJs=vacio(e)—YerrEr,(cb(e),(m,cl(e),sa))

ELL I 3](m,e,éa)=(m(I)=noligado)-)error,(m(l),(m,e,sa))

IELL not E 11s=( IELL E JJS;(V‘,S'))*)(esBDDL(V‘)*)

(Na(v'),s'), error),error

IELL E =E° 1ls=(IEIL E 3is=(v‘,s‘))—)
t IE[E E, Jlé=(v“,s“))-)(v‘=v",s“),ehror),error

JELL E +E_ JJS:( IELL E 11s=(v',s5'))-)
t IEEE E JJé=(v‘},s“))—) ‘
(esNum(v‘? y esNumi{v'*)) —)(v‘+v",s"),er#ar),error),error

ICLL output € 1ls=( IELL E Jls=l(v, (m,e,sa)))~-) {m, @, v.5a),error

ICLL 1:=E lls=( IELL E 1l1s=(v, (mye,sa)))~) (mll/vl,e,53),error

CLL if E then C else C J1(s)=IELL E Jls=(v',s')=)
1 2
{(esBOOL(v')=) (V'-)ICLL €C 1ls*,IELL C 11)s'),error),error
1 2
ITIL while E do C 1ls=( IELL E 1lls=(v',5') )-)

(esBOOL (v*) =) (v=) (( TICLL C Jls'=g'')~)
ICIL while E do € 11s'‘,error),s'),error),error

IC[[CI;CEJJs=(ICC£CIJ]=error)~)error,IE[[CQJJ(IDCECI]JS)

donde () denocta a la sucesidtn nula o a 1a memoria nula.
vaciatEntrada-)BDOL no es aproximable, pero esto no tiere conse—

cusncias pues es una funcidbn bien definida que Wnicamente se utiliza

para definir uml funcibn, mientras que las siguientes son funciones




aproximables:
ch:Entrada -) Valor
cl:Entrada —) Entrada
Eskr00OL: Valor -) BOOL
No:BOOL -) BOOL
= sValor X Vaior -) BDDL'
+ (NXN -} N

(ademds de otras como esNUM e "y")

Anteriormente discutimos cémo construir una definicidn semiéntica

formal y ahora indicaremos los aspectos que deben tomarse en cuenta

para interpretar un definicidn sembntica dada. Para esto pr‘esentamc-sl :

ura ejemple sencillo y trataremos de comprernder la descripecibtn  semnkn-

tica.

Domivios Sintheticos y Sintaxis Abstracta

néNml Notacidn decimal de enteros
I€élde - Identificadores
E€Exp . Expresiones
T, T s T €Com | Comandos
2
E ti= true | false I n 1 I | -E

T t:= skip | abort | I:=E | T 3T | if E then T | while E do T
- 1 2

Dominios Seminticos

BOOL Valores de verdad

Ent o I T Enyékos



e € E

i

5 & 8

Ent + BOOL + {erraor} Valeres expresables

(Ide -YE) + {errar) Estados de memoria

Omitiremos las funciones sembnticas para los enteros (para’ la

funcidn semintica IN ver ejemplo Capitulo 1), .

1
mw

H 98 8 8B HEAER

H H

/

1 Exp =) (8-)E)

e
{c
Lr
[t
£t
r
Lc

(48

Lt
c

Com =) (5-)8)

nlls = IN L n 1]
true 11s = Verdadero
false Jlls = Falso
~E 13 = esNum(IE ([ E 13s)-) -IE ([ E j]s,ervov
I 11s = (s=error)-)error,s(l)
skip 1ls = s
abort 1ls = (s=} )-) | ,error
s s
I:=E 1ls= (si s#error y IE [[ E lls#error)
s[I/ELL E 11s], error
T 37T 1ls =ICCLL T J11(CFICLLT 11s )
1 2 ' 2 - 1
if E then T Jls =(s#error y esBOOL( IE [L E 11s) )-)

(IE (L E )1ls =) I L[L T 1l1s,8),error

[L while E do T 1ls=fij(Be)s

donde e=IE ([ E 1] y
B8 (s5')=(s'#error y esBOOL(e(s')) )=

e(s')-)B (IL [C T 11s' , s'),error
e -
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El problema consiste en interpretar la definicidn sembntica ante—

riar., Primeramerte observamos que se trata de un lenguaje que posee un

enurciado de asignacibn, el cual, claramente es utilizado para modifi-




n
b

car €l valor asociade a un identificador, para representar esto,
define el estado de la memoria como una funcidn de los identificadores
en los valores o un estado de errar. Lo.que en el ejemplo anterior

resultaba la memoria.

Astly laos significados de comandos son simplemente funciones que
transforman estadoé. Observeﬁos que si se alcanza u% estado de error
entonces estas funciones lo preservan pfcduciendo como resultado final
un estado de error.

Ahara, 2 que pasa con las expresiones?, de acuerdo a la funcibn
semintica TIE, las expresiones deperden del estado de la mhquina y esto
concuerda con el hecho de que la expresiornes pueden contener identifi-
cadores, ya que los significados de las expresiornes esthn dados por
una funcidn de los estados en los valores.

Notamos tambikn el uso del aperador minimo punto fijo para defi-

nir la clidusula de "while E do T". En este ejemplo los Dominios rno son

reflexivos y las funciores semlnticas se contruyen de manera induct i-l

va, por lo que la fundamentacidn matembitica del ejemplo es mhs simple.
De la cliusula semintica de "skip", descubrimocs gue es un comando
nulo, mientras que "abort" envla todos los estados a error salve el

estado nulo. Las definiciones de las otras cllusulas son sencillas y

su interpretacidn es muy similar a la instrucciones anblogas de TINY. l

El lenguaje que presentamos ilustra aspectos de las definiciones
semhnticas formales, sin embarpo es totalmente imprictico, pues ro

tiene comandos de entrada y salida.

Seccidn 18 Procedimientos, ambientes y saltos.

Continuande con nuestro desfile de ejemplos presentamcs ahora un

lenguaje con procedimientos (es deeir un metanismo para abstraer

Y




instrucciones o fragmentos de cbdigo).

El lerguajge no tiene tipos, efect

ni variables lcocales,

os colaterales en expresiones,

ni saltos para alterar la secuencia de control.

En  préximos egemplos incorporaremos estas ideas. La descripeidtn  del

lenguage es presentada a continuacibn:

o . b € ey e e e St i S © 004 e e Y P S00 Sea OAE O A b o PO D B o Bt TS S Ho04D St Srets e Bave? S O el Paam S0 AT A M S Y et S S e S g i St

Sintaxis Abstracta .

1¢Ide

E¢Exp

CeCom

MePro

E:s=0111-E | not E | E+E | E

C s:= null | I:=E | call E | C;C |
while E do C | begin C end

M ::= program(Il); C .

Dominios Sembnt icos

T=B00L

El’it=‘C.-.-1,D, I’E’cn }

beR
reR
s €8
pép
eé L
ne B

A

!

=

]

]

T + Ent

B+ P

Ide-) (R+{noligadol)
5-)6

R + {error}

S + {errorl

B + {erraor)

Funcicones Seminticas

IE ¢ Exp =) (8 =) E)

Identificadores
Expresiores

Comandeos

Programas
=E | I | procedure C | (E)

if € then C else C |

i &

Valores de verdad
Enteros

Valores Blsicos

Valores almacenables
Estados |
Procedimientos
Resultados de expresiornes
Resultados de Comandos

Respuestas (Resultados)




I ¢ Com =) (S =) BG)
S IM o Pro =) (B -) R)

IECL O 11s=0 IELC 1 131s=1
IECL ~E 1ls=e?l~) -e,error donde e=IE(([ E J1ls
TECL not E ]Jé=e?T~)No(ei,erwor dande E;IE[[ E 11s
IELL E +E lls=e ?Z y e 7Z -)e +e ,error

1 2 1 Z 1 2 :

donde e.=IE[£E_J]s i=1,82

IELL I 1)s=s(I)?R-) s(Il),error ' '
IELL procedure C 11ls=ICLLC C 1]
IECD (E) JIs=IELL E 11s

ICCC rull Jls=s

ICLC I:=E Jlls=e?R-)sll/el,error donde e=IELLE]]ls
ICLL call e ]Js=e?P—>e(s),grrow. donde e=IELL[E]l]ls
SINLL © ;C, JJs=g?S~)IE[[CrJJg,error ~ donde g=ICLLC 1ls
ICLL 111= Edthen C else C dels= 1
e?T-)(e-)IDéCCIJJS,iEtC C 1ls),errar
: =4

ICLL while E do C 1ls=p(s)
donde recursivamente ¥ s'
-p(s‘)=e?T-)(e-)(g?S—)p(g),error),s‘),erroﬁ
donde e=IELL E 11s' y g=ICI[ C Jl1s®
ICLC begin C end 11s=1CIC C Jls
IMLE program(I),C. 11b=g?S y g(f)?B-)g(I),errar

donde g=ICLL C JJ:[I/b] y¥1'y s(I'y=rioligado

Procedermos ahora a explicar la definicibn y la nueva rotacibn
introducida en ella.

De la definicibn sinthctica podemaos cobservar que las formas de
expresiones son: dos literales, "0" y "1", dos operaciones urarias

( "=" y "not"), dos cperaciones binarias ("+" @ "="), identificadores
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glaobales, un mecanismo para sehMalar procedimientos sin parbmnetros, vy
gncapsular con paréntesis, Los comandos son: el enunciado riwlo, la
aﬁignaéibn, la llamada a un preocedimiento (call),";" para control
secuencial, "if" para composicitn selectiva de comardos y "while" para
composicitén  iterativa de comandos, mientras que "begin ... end" se
utiliza para encapsular comandos.

A pesar de que la definicibn éintactica presentada producird dna
gramética ambigua consideramos resposibilidad del programador el ade-
cuado uso de parkntesis y "beﬁin..aend" para agrupar y formar las
instrucciones del programa,

Urn  programa consiste de un cémando con un  identificador para
éntrada y salida, la entrada.del programa se utiliza como valor ini-
cial del identificador y el valor de este identificador despuks de la
ejecucitn del programa es la salidaj observese la clhusula sembntica

. : G
para Im.
El siguiente es un egempla de un programa en este lenguageé
program(x)
begin
y:i=x;
p:=(pracedure x:=x+1);
if n=y then xi=x+(-1) else x:=0§
call p; |
call p
end. |

Para cualquier valor numkrico como dato de entrada, el resultado

del programa es el numero mhs unoj sin embargo durante la ejecucitn

del programa el valor de x es decrementado y luego incrementade dos
verces, Un valor de verdad como dato de entrada produce un error asi

como cualguier otro dato cuyo tipo no sea "nhmero entero",




LLa afirmacibn correspondiente al parrafe antericor puede pr*c:bar‘se'f

formalmente a partir de la definicitn sembntica presentada, en el
praximn ejemplo veremos una prueba. . l

Como es constumbre en las definiciones semhnticas, despubs de la.
sintaxis abstracta que define los Dominicos Sinthcticos, aparecen los |
Dominios Sem&nticoé, definidés por una ecuacidn de bominics; Junto al
Deminio Semdntico, usualmente aparece un simbolo distintivo para deno-
tar elewentos de dicho Dominio, por ejemplo: ) l

b¢eB = T + Z . valores bhsicos .

especifica que "b" es un simbolo que siempre denota un valor bhsico, -
en este caso, puede ser uﬁ valor de verdad o un erntero. Los estados del
memoria son principalmente usadcos para definir las asignaciones. ;En
este lerigua‘]e los identificaddres puedén ser asociados directamengesl
con los valores almacenados (cuando frabaJemas ambientes y vériabies
locales y globales necesitaremos maﬂegér celdas o localidades de
memoria)l.

De esta manéra los estados de memoria son simulados por funciones
de los identificadores en los valores almacenados, es decir

s¢S = Ide =) ( R + {noligado} )

por lo que para cada identificador I, s(I) es el valorde I en el
estado s. Un identificador no iniciado 0 no usado es ascciado al valor
especial "rnligado'", de manera que el estado inicial tiene todos los
identificadores (salvo el seflalado come entrada y salida) asociados a
"rioligado”.

Los procedimientos se simulan como funciones aproximables de los
estados en los estados, (o error),

péEP ; S - 6 procedimientos

Si p es un procedimiento y s un estado, entonces p(s) es el

resultado de inveocar el procedimiento p en el estado s, es decir, s es

el‘estado inicial para los ctmputos del procedimiento. Obskrvense las




definiciones para los Dominios Semdnticos, y se notarh que son mutua-
mente recursivas pues R estd en tbrminos del Dominio P, P esthd en
tbrminos de S y S en tErminos de R.

Existen tres funciornes semdrticas IE para expresiones, IL para
comandos y IM para programas. Como una expresibn nos da un valor (o
error) al evaluarse con respecto a un estado y no produce efectos
colaterales, IE:Exp-) (§-)L) entonces si E es una exprasibn IE[EEJJs.es
un  error o el valor relativo a s. En la definicibn anterior asumimos
que ~) se asocia a la derecha pa;a escribir |

IE : Exp -> 8§ =) E

Ejecutar un comando con respecto a un estado s produce un  nuevo

estado, © error, por esto defi@imos '
IL : Com =) & =) G
y ICLIClIs es el resultado -de ejecutar C relative al estade s.

Finalmerte, ejecutar un’progwama dado un valor bdsico ( o en un
valor bhsico) nos da una respuesta, es decir un error (que es conse-
cuencia ‘de la apar}cibn de alghn erraor durante la e3ecucibn5 o un
valor bhsico, por eso

IMIC M Jlb
es la respuesta o salida de ejecutar el programa M con el dato b,

Las écuaciones que definen las clausulas semdnticas hacen uso de
funciones entre corstrucciones de T y Z como NO, +,- ,é ete. las
cuales hemos ya explicade con suficiente detalle. .

Como puede notarse, frecuentemente es necesario preguntar a que
componente de una unidn ajena perterece un elemento, para abreviar
estas funcicrnes uwtilizamos un prediacdo especial .?D donde D es la
compoviente de la unibn ajena, por ejemplo ens

B=T+1

tenenas




que se define para b¢B como
b?T =|Verdadero si b esta en la imagen de la inclusidn de T en B
Falso en otro caso |
es decir .°?T corresponde a la funcidn que anteriormente 1lambbamos
esBOOL. |

Como otra observacidn a la definicibn, apurntamos que si- somos
estrictos debemos utilizar p;oyecciones e inclusiones para marnejar los
valores de uniones ajenas, es decir, el esquema

B=T+ 2
deberlia especificarse en la definicibn. A pesar de eéto omitimos su
aclaracidtn pues las incluciones y proyecciones corresporndientes son
facilmente inferibles del coritexto y el ircluirlas rnos forzarla a
utilizar suficiente notacidn para oscurecer considerablemente la
deseripeidn sendnt ica.

Tambi&n hemos incluido en la definicidn anterior la rnotacidn
auxiliar

««.. donde ;..
la cual puede utilizarse para simplificar las clhusulas sembnticas,
adembs, obskrvese que como las expresicnes no tienen efectos colate-
rales es irrelevante el crden de evaluacién en E +E de E y E (no
‘ 1 2 1 2
asi en TINY) .

Rsl mismo, inecluimos en la clhusula de "while E do C" la palabra
"recursivamente” para indicar unddefinicibn recursiva cuyo significado
esth especificado por el operador minimo punto fijo.

Nttese que, la aparicidn de un er%ar se propaga a travks de
ejecuciones sucesivas de comandos, esto hace que el resultade de un
programa sea arror si en alpln momento se produce un error.

Es importante .abundar en el manejo de los 'praCEdimientos. La

declaracidbn deuun,procedimiento,seheVIlda,‘iimplcmente aplicardo IC al




cuerpo del procedimiento y sin suministrar ningun estado, producikn-
dose, como resultado de la evaluacidn, una funcitn de los estados en
los resultados de estadosy la evaluacidn correspordiente puede tambikn
escribrise como: ‘
IELL procedure C 1ls=p donde ¥ s' pi(s')=ICI{(CI]s"' ’
lo cual aclara que el estado s' de invocacibn del procedimiento no

tiene por que ser el mismo que el estado s de su declaracidn. Notese

‘que la cllusula para urna llamada a un procedimiento defire el signifi-

cada de la estructura en‘térmﬁnos del valor de sus constituyentes

inmediates sin hacer referencia a la declaracidn del procedimiento.

Ambientes

Extenderemncs ei lenguaje presentado en los parrafos anteriores
para incluiﬁ'“declaraciones". Sdpmngamos que la sintaxis es aumentada
para incluir dos formas de declaraciones y una nueva farmaAde bloque
de comandos asiz

DeDel Declaracicnes

D new I=E | var I=E

c

]

ese | wWith D dao C

La declaracidn "new" es una declaracidn con valer inicial, es.
decir, la ecuacibn 'new I=E" especifica que si no ha ocuf%ido ur
estado de error, el ambiente y estados nuevos difieren de los ante-
ricres en gue I esth ligado a algurma localidad de memoria no wusada
antes y la localidad contiene el valoer de Ej el efecto que produce la

perd new teme
declaracitn "val" es Unicamente ligar el identificadorYcon el valor de

la expresitn, modificando el ambiente, como si se tratase de urna

declaracibn CONST en PASCAL. El lenguaje que describiremos seguirk la

liga esthtica y las convenciones de ambiente como en PRBCAL.




Por ejemple, el resultado del siguirete programa es 0 y no 1.
Program(x) s
with val a=0 do
with val p=procedure x:=a do
with val a=1 do
callip.
Sugerimos ver Stoy[801 ddnde aparece un ejemplo donde la sembn-
tica definida sigue la liga dinhmica.
La definicibn formal tiene ahora las siguientes diferencias:
Aparece un Dominio U de Ambientes, un ambiente, es una funcibﬁ
que mapea identificadores, en los valores que denctan.
' .Les estados de memoria, mapearn ahora elementos de un Dominio L de
localidades o celdas de memoria en los valores que contieven.

Obskrvese que el Dominio de los valores dernotables Dy, es decir,

aguellos valores dencotables por los identificadores es distinto de los
valores almacenables R en las localidades de memoria. Este tipo dél
difefencia existe en casi todos los lenguajes de programacibn  usados
comercialmente. l
‘Las funciones semlirticas para expresiornes, declaraciones y comar—
dos son ahora definidas de manera que las canstruccion&s sinthcticas
son interpretadas con respecto a un ambiente asl como a un estado, por.
ejemplo
ICCLCIIu .
es la transformacibn de estados dernotada por el enunciado C en ell
ambiente u, y por lo tanro
ICLICI] u s ' '
es el resultado (estado) de aplicar la transformacidn de estados al
estado é, es decir, el estado resultante o error. | l

El interpretar una declaracidn produce un nuevo ambiente vy unl

ruevo estado.




La descripecidn formal es la siguirete:s
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Sintaxis Abstracta

1€ Ide Identificadores
E¢ EXp . . Expresiones .
DeDcl ' 4 : Declaraciores
CeCam c Comandas
MéPro : Prcagramas
Ett=0111~E I not EIEE | E=E | I | procedure C | (E)
1 2 1 2 .
Cse=nrull | Is=E | call E | C 3C | if E then C else C,
while E do C | begin € en; leitB DdoC 1 -
D ::= new I=E i val I=E )
M 2:= program(I); C .
Deminicos SemBnticos
keL . - Localidades
L €9 = BOAL ¢N L
reR=B+0P Valores almacenables
s¢ § = L =) (R+{noligado}) Estadas
pPER =8+ 6 ‘Procedimientns
de D =L + R + {nodefinidol Valores denotables
ue U = Ide -)» D Ambientes
e6 E = R + {error} | Resultados de expresiones
ge 6 = § + {error} Resultades de comandos
A = B + {error)} | Resultados de prﬁgramas

Funciones Sembntices

E: Exp - U -y § =) E

m: Del =) U =) § =) (UXB)
ICy Com =) U =) 8§ =) 6
IM: Pro =) B ~)KQ




IELC
IELL
FELL
ELL
ELC
IECL
IELT
IELL
mrc

it
Lt
ITCL
orc
et

e
JILC
ICLL
JCCE

MMCC

D JJu s =0 TELL 1 J1uy s=1
ot E 1Ju s=e?T-)Na(E), error donde e=IELLEl]u s
-E Jlu s = e?T-) -e, error donde e=TELLE]]u s
E+E 1lu s=e ?7Z y e ?Z-)e +e ,error donde e =JELL E Jlu s
1 2 1 .2 1 2
1 2 1 2 1 2 i
I 1lu s=d?L~-)s(d),d?R-)d, errar dorde d=u(l)

procedure € 1lu s=ICCL C 1lu

(EY JJu s=IELL E 1Ju s,

new I=E Jlu s=e?R.y existe k L 't°' s(k)=ndligado—)
(ull/K), slk/el), (u, error) donde e=XELL E Jlu s

i
E=E 1lus=e ?Rye ?B-)e =e ,error dorde e =FELL E Jlu s l

val I=E 1lu s=e?R-) (ull/el,s), (u,error) donde e=IELL E JJu s'

null Jlu s=s5
I:=E Jlu s=d?L y e?R-)sld/el, error donde d=u(l) y e—IE[EEJJu
call E 1lu s=e?P-)e(s),errar donde e=IELL E Jlu s o

C ,c 11y s=g?8-)ICLLIC 1lu g,error  donde g=TCLL c 1lu s
1# E then C else C ]?u s=e?T-)

(e-) JCLL C 1JJu s,Ig[[ C Jlu s),error donde e=IELLE]lJu s
while E dolﬁ Jlu s=p(s) ionde recursivamente Vs'
p(s‘f=e?T—)(e—)(g?Sf)p(g),error),s‘),error

donde e=JELL E 1Ju s y g=ICLL C 11s°

with D do C 1Ju s8=g?8-)>JCILL C 1Ju' g,error
donde (u',g)=IDIL D 3Ju s

program(I);C. 11b=g?8 y g(k)?B-)g(k), error

donde g=ICLL C 13(ul1/k1) (sLk/bl)

y donde ¥ I' u(l')=ricdefinido

y donde V¥V k' s(k')=ricligadc.

begin C end 1lu s=ICLL C 1lu s : l




1)Al especificar que cualquier localidad de memoria no usada
puede ser tomada para un nuevo ambiente, estamos evitando las conside-
raciones correspondientes al manejo de memoria.

E)Péra un bloque declarado con "with D do C" un nuevo ambiente es
creado para su cuerpo, pero otro tipo de estructuras y expresiones
heredan el ambiente dadeo - -para su evaluacibn. En particular esto es
cierto para la declaracidn de pﬁocedimientos de manera que los idenfi-
ficadores del procedimiento son ligados en el contexto de su defini-
citn y ho en el de su invocacibn, por lo qué la ejecucidn sigue la
liga estitica.

3)La evaluacidn de un identificador I bajo IE incluye una prueba
para verificar si derwota un Yalor 0 una localidad. ‘SilI denota una
localidad, el valor en la localidad es regresado. De esta forma, IE
siempre produce el valor bisico almacenable ascciado a I (6 error).

éor ejemplo si EJecutémos el programa antes mencicnado tenemos:

Paso 1)

IMLL Program(x);

with val a=0 do
with val p=procedure x:=a do
with val a=t d&
call p. 1lb
=g?S y g(k)?B-)g k), errar
donde g=ICL[ with val a=0
with val p=procedure x:=a do
with val a=1 do
call p 11(ulx/k1) {sCk/bl)
dorde W I'élde u(I')=indefinido y ¥ k'€L s(k')=naligado.

Paso 2)

Aralizamos




ITLL with val a=0 do
with val p=procedure x:=a do
with val a={ dno
call p 11(ulx/kd) (sLk/b1)
=g'?8-)ICLL with cal p=procedure x:=a do
" with val a=t do
call p . 1Ju' g',error
donde(u‘,gt)=ID[Eva1 a=011{(ulx/kl) (slk/bl)
ahora
Iﬁ[[val a=0113 (ulx/kl) (sLk/bl)
'=e?R—)(u[x/k][a/e],s[k/b]),(uEx/kJ,errur)
donde e=IELLO]] (ulx/k1) (s[k/bl)
perc IELLO01] (ulx/k]) (sCk/H1)=0
e IDI[Lval a=DJJ(qu/kJi(s[k/bJ)=(u[x/kJEa/DJ,sQ#/bJ)
Paso 3) i
ICLL with val p=procedure x:i=a do
with val a=1 do
callpllulx/k1[a/01 sCK/bl
=g*?8-) ILLLwith val a=! do |
call p 1Ju® g'yerror
donde
(u’,g")=IDLL val p=procedure x:=a 1lulx/klLa/01 slk/bl
pero |
IDCIval p=procedure x:=allulx/klla/D] slk/bl
=e?R—)(u[x/k][a/DJEp/e],s[k/b]),(u[x/kJCé/DJ,ewror)
donde e=IEL[praocedure x:=allulx/kl[a/0]1 sl[k/bl
ahora
IEL(procedure x:=allulx/k1la/0] sCh/bl=ICIIxi=alluln/klLa/0]

J. IDClval p=procedure x:=allulx/klCa/0] sCk/bl

=(uln/klLa/01Cp/ICLLx:=a)Tulx/KI[a/0] JysLlk/b])




Paso 4)
lLwith val a=1 do

call pllulx/kILa/01Cp/ICLEx:=allulx/k1La/01 1 sCk/bl
=g‘§S—)IEE[ call p 13u* g',error

donde o . ' SN

- (u'yg')=IDLCLval a=131Julx/kILa/01Llp/ICILX:=allulx/kILas/0] 1 slk/b)

ahora

IDCLval a=1]lulx/k1Ca/0)[p/XCLIx:=allulx/kiLa/01 1 sCk/b]

=e?R=>(u[x/k]Ea/b][p/IE[Ex:Qa]Ju[x/k][a/O] lfa/el,slk/bl)
y (ULx/K1La/01Llp/ICLIx:=allulx/k1ILa/0]1 1, error)

donde

e=IEE[1]Jqu/kJ[a/DJ[p/JCFCx:=aJJuEx/kJ[a/DJ 1 stk/bl

por lo que e=l entonces

paso 95) » .

ID[[eall pJJu[x/kJ[a/DJEp/IE[[x:=a33u[x/tha/D]_J[a/l] é[k/bi

=1CLLcall p]]u[x/k]Ca/l][p/iCE[x;=aJJﬁEx/kJEa/DJ 1 sChk/bl

=a?P-)e(s),errcor '

donde

e=iE[[pJJu[x/kJ[a/1][p/IE(Ek:=aJJu[x/kJ[a/D] 1 slk/bl

ahora

JECLpIIulx/KkICa/ilip/ICLIxz=allulx/Kk1La/0] 1] sLk/bl

=d?L-)s(d),d?R-)d,error donde d=u(p)

entonces d=ICLIx:=allulx/kl1La/0]

por lo que

TELLPIIulx/kILa/1)lp/ICCx:=allulxn/k1[a/01 1 sCk/bl
=ILLC x:=a Jlulx/klla/0]

entorices

ITlflcall p]Ju[x/kJEa/lJCp/ID[[x-=a]Ju[x/kJEa/DJJ stk/bl

=ID[[x-=aJJutx/kJEa/OJ sLk/b3 i




=d?L y e?R-) slk/blld/el,errcr donde
d=u({x) y e=IE[Lallulx/klILa/0l s[k/bl
pero entonces d=k y JELLallulx/k1La/0] sCk/bl=0 pues ufa)=0
J,ICLL call p JJuEx/kJ[a/i][p/IE[[x:=anu[x/kJEé/DJ ] sCk/bl
=5[k/bl{k/0]}=sCk/0]
4 ICCL with val a=1 do |
call p JJulx/k1La/01Cp/ICCCx:=allulx/k1La/01] sCk/b].
=s{k/0] | |
J. ICLC with val p=procedure x:=a do
| with vél a=1 do
call p Jlulx/k1La/0] sCk/bl ; s[k/0]
S ICCE with a=0 do .
. with vél p=proqédure X:i=a dao
_ with val a=1 do '
L : call p JJulx/kl sCk/bl=s[k/0]
s. IMLL program(x); a
with val a=0 do
with val p=procedure x==a‘do
with val a=1 do
| call p JJb=stk)0](k)=0
| 1.

» Lo heého anteriormenfe buéde o ser la manera ‘ﬁas directa de
seguir la ejecucibn perc si bla'mhs.pausada y acorde a la vdef.inicibn. I
Esta ejecucidin prueba que no imparta que dato se proporcione al pro- g
grama, é&ste da como resultado el valor cero. Esperamos que el lectmﬂl

pueda comprobar la demostracidin comparando con la tabla de la descrip- '

cibn sembntica formal.

,B‘i‘inbbs o Saltos incondicicnales -




La sembntica de los saltos es descrita en términces del corncepto
de "continuacidn"j;  la "continuacidn' de un cémputo, chleulo o opera-
cidn en la mbquina es cualquier sucesidn de rnuevos cbmputos ' que
puede 'seguir al primer chlculeo y formalmente se expresa como una

funcidn de los resultados esperados del chlculo en el conjunto de
posibles cbmputos subsecuentes.. Por ejemplo, el resultado esperado'de
un comando es un hueva éstado, entonces la "continvacidn” de un coman—
do puede representarée por una ?unéibn de los posibles estados produ-

cidos por el comando en las sucesidtres de comandos que podrian seguir

a la ejecucidn del primer comando. Es decir, la continuacidén de la,

ejecucidn de un comando es la sucesidn de operaciores que le sigue

expresada como funcibn del estado resultante de la ejecucidn.

Como un ejemplo mas, considerese la ejecucidn de un comandc de la.

- - S I B N - E e

forma:
C ;C-
I : . 1 e : " SR ,
la continuacidn a la ejecucidn de C comienza por la ejecucidn de C
: , 1 , o 2
relativa al estado resultante de la ejecucidn de C . La ejecucidn de
C tiene como continuacidn, la continuacidn del comando C ;C es decir
2 ‘ R 1 2
lo que puede seguir a C es exactamente lo que puede seguir a C jC ,
e o 1 2
mientras que lo que puede seguir a la ejecucidn de C es Unicamente la
S ‘ 1 : ’
e)jecucidn de C con respecto al estade resultante de la ejecucidn de

2

c.
1 !
La continuacidn a la evaluacibn de una expresidn depende del

" valor y estados resultantes de la evaluacidn. Por egemplo, en la :
ejecucién de un comando de la formas

if E then C else C
1 e :
la continuacidtn (lo que puede seqguir) a la evaluacibn de la expresidin’

E es la ejecucidbn de C o C , y la discriminacidn entre estas posibles
del vale

cqntinuébi@nps depende r‘de;verdad;producidp porlla;qulugcihn‘

Ll
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de E. Es claro que C o C (el seleccionado) hereda como cont inuacibnl
1 2
la continuacidn de "if E then C else C ", es decir que todo lo quel

1 2

sigue de C es Unicamente lo que sigue de "if E then C else C.-"'

En r'ciaalidad pensancs como la continuacidn de a;guna ogeracibnl
como todas las operaciones que siguen a la ejecucidr de la operacibn
hasta la terminacibn de la ejecucidn del programa, obskrvese quel
pueden existir continuaciores infinitas que nunca terminan, las cuaiesl
corresponderin a elementos infinitos del Dominio de Continuaciornes.

Similarmente a la evaluacibn de las expresiones, la continuacibnl )
a interpretar una declaracidn es una operacidbn que depende del ambien—v
te y estado que la declaracibdn produce. Por e'Jemplo, en la eJecucjbnl

with D de C

de un blogque como: . '

la interpretacidn de D tiene como continuacidn la ejecucidtn de C cc-nl
r‘éspecto al ambiente y estadﬁ resulténr:te de la interpr‘etécibn. -
Para analizar los svaltos, consideramos por ejemplo el salto. l
| goto N
en‘ PASCAL. Si queremos describir el efecto de la instruccidn en tér-
minos del sxgmﬁcadn de N, que es su Unico constituyente inmediato, l
podemos asumir que la etiqueta N denota una continuvacibn de comando |
que correspo:mde a proseguir la EJecuc1bn en el punto etxquetado. I
Por ejemplo, si tenemc-s | '
begin
13 ¢ xe=x+lj ~‘> o : .
end. | | - l
1l

la etiqueta "1i3" dencta la cc-ntinuacibn que comiénza por e;ecutar‘

N

"xiExel” oy ‘pr_‘_qsi_g;u. la continuacibn de este comando.




Obskrvese que el cahcépto de cantinuacibn es una abstracidn del
concepto sinthetico de punto en el programa, ya que dos punto; distin-
tos en el programa pueden represgntar la misma continuvacidn, es decir,
dos ejecuciones a partir de dos puntos son indinstinguibles si se
obtiene siempre el mismo resultado para cualquier estado inicial. Por
ejemplo si ternemos: ‘ l

12: null 3 13: x:i=x+1} ..;
tanto "12" como "13" especifican la misma continuacibn pueéi para
cualquier estado s, 1la eJecucibn a partir de "12" producirl el mismo
resultado que realizar l4a eqecucxbn desde "13", pero las etiquetas se
encuentran en puntos d1st1ntos del programa. | | | |

De la terminologla anteri&r, el efecto del cqmando

goto N
puede describirse como seguir’)a continuacidn denotada por N utilizan-
do el estado actual. De esta forma, la continuacibn hormal‘(la deter-
minada por el contexto) es‘ignofada, por ejemplo en: | |
goto N3 C'

la continuacibn normal de goto N que comienza por la EJECUCIbn de C es
ignorada. Esta es una caracter!st:ca de los saltos porque siempre
ignoran ‘la continuacidn determinada por el contexto y prosiguen con
otra continuacidn. .

El "goto N" tiene ademds dos p(opiedédés‘importantesy

a) La continuacidn ‘del goto se obtiene evaluandoe el déStiho
explicito seﬁalado por su conponentg inmediato N, y

'b) La contirnuacidn del goto es la continuacidn de un comando.

Introduciremos ahora continuaciones en nuestras descripciones
formales.

En los ejemplos anteriores, las funciones semdnt icas ;egresaban

resultados locales intermedios a la eJecucibn como valores o estados 8

tempokales; Definiremosiqu ?uncioﬁo Tsem&nticns»de.manora.qub iiimpr'




tica se define relativa a una continuwacibn como argumento ademhs de unl

regresen un resultado global a todo el programa. Cada funcibn sembn~

ambiente vy estado. La continuacidtn especifica que debe hacerse con el
resultade inmediato para (.Jue el programa produzca una respuesta (s‘iem—'
pre que no haya error o salto). .

Por ejemplo, la continuacidn de un comando especifica que ac—l
ciones pueden seguir a la EJECL\(::ibh del comando, como una funcibn .de'
1&5 resultados de ejecucidn. De esta forma, la continuacidn de wun
comando  es una; funcidn cuyo ar*g'umento es un estado y gue regresa una'»
respuesta (i.e. resultado de. programa). 'h

ceC = 8§ -) A continvuaciones de comandos l
donde S es el Dominic de ésta@os y R es el bominio de r‘espuestask del ‘
programa. Entonces la furncibn semlntica para los comandos serd '
| IC: Com =) U =) C - § =) A - I
donde U es e1 Dom1nio de Ambientes. ILLIClIu c s es 1; respuesta
calculada por elipragrama donde C es'un comando. Si la ejecucidn de C
provee un nueveo estado s*, entdrces el argumento c serd aplicado a s*
para producir una respuesta final al programé.

ﬁdr EJémplo, la cllusula semdntica para el comando nulo ess

IDf[nullJJu c s= c(s;
esto dice que la respuesta a ejecutar un comando nulo con continuacibn
c relativo al estado s se obtiene aplicando (siguiendo) la continua-
cibn c al estado s. Es decir, la ejecucibn del'progfama debe continuar

con la continuacidn dada sin ningun cambic en el estado.

Obskrvese que los objetos que resultan de la clhusula sembntica

anterior son respuestas, resultados de programas, y no resultados ‘
intermedios.

Un ejemplo de una clausula semlntica en la cual una continuacibn

es definida yvusadaies¢ ‘;




ICCC ;CPJJu c s= ICLLIC 1Juc' s
;on;e Vs, c'(s‘:=IE£EC llu ¢ s*
esto especifica que la composicibn secuencial de las qomandos C y C
debe ejecutarse como sigpue: La respuesta de ejecutar C j;C conicontif
nuacidbn ¢ en el estado s es la misma respuesta que egeéutgr C con la
continuacidn o' en el estado.s, "~ donde ¢ eSVEJecut;r C vy laego la

continuacidn o daday la especificacibdbn corresponde a que C es prime-
) 1
ramente ejecutado relativo a la continuacibn c' que si se aplica a un

"estado s' produce la respuesta obtenida por C ejecutado relativo a la

2
continuacidn e. Esto dide que € Jjunto con la continuacibn c de 1la
: e
estructura especifican la continuacidn de C .

i
Nbtese que no es necesario preguntar si un estado es error vy

entonces propagarlo como fue hécﬁd en EJemblos precedentes. Cuando se
produce un error, la respuesta de programa "error" es automaticamente
seleccionada y todo ctra respuesta es ignorada. Un ejemplo de este
tipo'de manejo de errorés puede recalcarse;eﬁ la clhusula semdntica de
la asignacidn: | | o

ICLe 1:=E JJu c s=d?L—)c(s£d/rJ),ervor donde d=u(I)

cuya interpretacibn nos dice que si el identificador denpta una loca-:"

lidad, la respuesta del programa se obtiene siguiendo la continuaidn e if
con el estado actualizado, de lo contrario la respuesta del progréma-

es error.

Los mismos principios se aplican a otras clases sinthcticas. En

rnuestro lenguaje de programacién particular el Dominio ;de continua-
ciores de expresiones serh
kéeK = R =) A

A

8imilarmente, el Dominio de continuaciones de declaraciones esta-—

“rh dadé por

qé@ = U =) 8 =) A - S

la clhusula sembntica

Par-adémplmr




JWifval I=EJJu q s= IELL E 1Ju k s
dande ¥ r, k(r)=q(ﬁ[1/r])(s)
especifica que una declaracidn "val" es irterpretada evaluando la
expresidn y suministrando el nueve ambiente y estado a la coﬁtinuaCibn
de la declaracidn q.
En la definicibn que presentamos a continvacibn, algunas clausu-
las han sido simplificadas caﬂéélando los argumentos de las funéionés.

Por ejemplo, para la composicibdn secuencial ‘de comandos ternemos

ICLCIC 3C Jlu c = ICCIC Jlu c' donde e'=ILLEC Jlu
1 2 1 2 -
que expresa la igualdad de funcicnes aproximables (elementos del '

- Dominio C).

Similarmente la e;;ecucibn_pat*a el bqul\.lE aparece como: l
ICCiwith D do CITu e=IDLID1lu q )

donde ¥ u', g(u*)=ICIICIIu' cC , I

lo cual g#plica porque es conveniente considerar los Dominios como _ l

U-)S-)A y no (UXS)-)A aunque sean isomorfos.
Con continuaciones en el modelo semdntico es posible ‘incii.ui.rl"‘

saltos en el lenguaje del ejemplo anterior. La sintaxis puedé auﬁen—

ﬁtarse agregando un comando etiquetado y un salto incoﬁdicional asi:
SeSlt

8 i:= goto I

oo | IC 18

En:el lenguaje que presentarqmus; el alcance de la etiqueta en el -

 comando

I:C

. serh restringida altcomando mismo.

Come un ejemplo de uﬁ programa en este lenguaje tenemos el

siguiente que responderh con‘ellvalor 1 a cualguier entrada despubs de

hacer un ciclo interno.




donde la clhusula para el salto esi

program(x) j
begin
Ki=03
loopt if riot (x=1) then
begiﬁ ‘
x;=k+1;
goto loop
end
else

rull

end.

La semdntica es descrita formalmente ampliande el Dominio D para
incluir continuaciones de comandos:

deD=L+R+C+{nodefinida} 5 valores denotables

FLLI:C1Iu e=c'
donde recursivamente
e'=ICLL € 11 uli/e’'])

lo cual especifica que la ejecucidn de C, relativa a un ambiente en el
cual la etiqueta estd ligada a una continuacibn; éomienza por otra
gjecucidbn de C, es decir, C esta incluido entre lo qué puede seguir a
I1:C . Esta definicidn recursiva, éomo ya_hémms sefalado corresponde al
minimo punto fijo.

Aparere ahora uria nueva funcibn sembntica

I5: Sit ->uUu->8-A

y entonces

ICCL S 1Ju e= ISCL S J1lu




de marera que la continuacidn c del comando § es ignorada y el efec:tol

ISCL goto I 1] u s=d?C-)d(s),error donde d=u(l)

del "goto" es seguir la continuacitn denotada por la etiqueta. Obskr-
vese gque por ésto, la funcibn semdintica IS5 para los saltos no v*equ'ier*el

de un argumento con valor en las continuaciones.

Sintaxis RAbstracta

1€lde " Identificadores

E€Exp A Expresiones

Ce Com | Comandos

DéDel ' _ Declaracicnes

Seblt . o Saltos

MéPro “ . . Programas

E =01 11 -E | no; EIE+E 1 E=E |1 procedure C1 (&)
€C z:= null | I:=E | call E I1C ?C IlifaE then C else C |

: 1 2 1 2
while E do C | begin C end | with Ddo C t I:C | 8

Dominios Semanticos
T=B0OOL - Valores de Verdad
I={0,1,-1,2,-1,..} Enteros
be¢ B=T + Z Valores bAdsicos
réeR=B + P T - Valores almacenables
de D=L + R + C + {nodefinido} Valores denctables
s e S=L-) (R + {rioligadol}) Memorias

ué U=Ide =) D ' Ambientes

ce C=8 ~-) A ' Cont inuaciones de Comandos

5 . |
M ::= program(x)s C. ' l




k€K=R -) A Continuaciones de expresiones
qQéQ@=U - § -) A Continuaciones de Definiciones
.peP=C =) 8§ -) A . Procedimientos

A=B + {error) Respuestas

IE: Exp =) U-) K~-) & T) A
ID: Del =) U-) @ =) § =) A
IC: Com =) U-) C -) § -) A
581t =) U-) § -) A

l ' Funciones seminticas ' ‘ .

IM:Pro -) B - A

IECL O J11u k s=k(D) IECL 1 J1u Kk s=k(1)

IECD not E 10u k s=IECC E 114 Kk* s
donde ¥ vy k' (r)=r?T-)k(No(r)),error "fv[_ R
TELC -E 1Ju k s=IECL E 1Ju k' s “ | |
donde ¥ r, k‘tr)=r?z—ik(-r),error

IECC E +E JJu k s=IEIL E Jlu k s
1 2 1 1 . :
donde ¥ v , k (r )=r 2Z-)IELL E 1Ju k S, error
i 1 1 i e 2
YVr , ki(r)d)=r 22-)k(r +r )y error
e 2 e e 1 2 o
IECL E =E 1Ju k s=IEIL E Jlu k s
1 2 ‘ 1 1 ‘
‘donde VW r , Kk (r)=r PB-)IECL E Jlu k s
1 1 1 1 ' 2 2
Y¥Yr, k (r)=r 2B-)k(r =r )y error
2 e e e 1 2 '
IECC I Jlu k s=d?L-)k(s(d)),d?R-) k(d), error donde d=u(I)

IELL procedure C Jlu k s=k(ICCC C 13u)
IECC (E) 1lu k s= JECL E Jlu k &
IOLL rew I=E 1Ju q s=JEC[ E 11u K s

donde V r, k(r)=si existe teL ‘¢ s(t)=noligado-)
q(uli/t]) (sft/r)), error
IDLL val I=E )lu q s=IEL[ E Mu ks




donde ¥ r, k(r)=q(ufl/rl) s
ISCC goto I 1lu s=d?C~-)d(s), error donde d=u(I)
ICEL null 1lu c s=c(s)
ICLC I:=E JJu c s=IEL[L E JJu k s

dende ¥ h,.k(r)“d?L?)c(Std/PJ),EPPOF y d=u(l)
ILLC call E 1Ju c s=IELL E Jlu k s

donde ¥ r, k(r)=r?p—)ﬁ(c)(s),error

IELL C 3€ JJu e s=1CLE C Jlu c' donde c'=ICIL C 1Ju c

, 1 e 1. - e
ICL{ if E then C else C 1Ju ¢ s=IELL E 1Ju k s
1 2 5
donde ¥ vy, k (P)=r?T=-)(r=-)ICIL C Jlu c s, ITLL C Jlu c s),erro
s 1 2

ICLL while E do C 1lu c sll=¢c'(s)

+

donde recursivamente o' (s')=]ELL E 1Ju k s
. 5
yvyry, k (mM=r?2T-)(r=-)ICIL C Jluc'® s',cl(s')),error
5\
ICLC with D do € Jlu c s=IDIC D 1lu g s

dorde q{(u')(s')=ICLL C JJu' c s’
ICLL begin C end 1Ju ¢ s=ICLL.C Jluc s

ICCL S 11u e=ISLL S 1lu

- am o e e o Em s ows am

IDLL I:C JJu e=¢* donde recursivamente c'=ICLL C 11(ull/e'De
IM[[vprogram(x); C. 11b=ICCLCII(ulI/t1) c slt/b]
dorde ¥ I' u(I')=ncdefinido
Y t' s(t')=nolligde

y ¥ s'y, c(s')=g"(t)?B-)s" (t),error

— e st oo i~ v —

Recomendamos al lector seguir la ejecucitn de los tres Uultimos
programas presentados con respecto a la Ultima definicdibn y observar
el manejo de los distintos elementos para comprender mejor la defini~

cibn.




Seccidn 19 Un lenguage funcional

Presentamos ahora la definicidn formal de un lenguaje de progra—
macidn de tipo funcional y no imperativeo como los que hemos presentado

hasta el momento.

Sintaxis Abstracta

EEeBas . Notacidn valores bhsicos
1¢ Ide : . Identificadores

E€Exp Expresiones

DeDel ~ Declaraciones

E =B |1 1| fn I1:E | E((E ) | ifE thenE else E | E where D
1 2 i 2 3
| E whereree D 1 (EY

D ::=1I=E | D and D
1 ., 2

Dominics sembhnticos

bheR Valores Basicos

2¢E = B + F ‘ ' Valoves e#presables
féeF =D - E | - Funciornes

déD = E Valores denotables.
uéU = Ide -) (D + {errorl) ) Ambientes

Furiciones semlnticas

IB : Bas -) B

IE : Exp = U =) E
D : Del =Y U =) U

IBIL B 11= valor que denota B

JELL B JJu=1ELL B 1] ' ’




IECL E (E Jlu=e?F-)e(IELL E 1luw),error donde e=IELL E 1Ju

1 2 4
IECL if E then E else E 1Ju=
1 2

1

e?B00L~) (e=) IELL E JIuw, TELL E 11w, error donde e=IELL E 1lu

1 2
IECC E where D JJu=IELL E 1) ul IDLLDIIu ]

JELL E whererec D 1Ju=IEIL E 11 fig(k ) '
onde k :U-)U y k (u')= ul IDIL B Jlu® 1

IELL (E) J]u:IEEE E ]JS' .

IDLC I=E 1Ju= ulI/IELL E 1]u 1]

IDCLCD and D J1Ju= FIDCC D 311 uf IDEC D 3J1u 2
1 =

o
[y

Dornde, éomo la extensidn a la notacidn
uEi/eJ(I‘)= e si I=I"

u(l*) en otro caso

utilizamos, para el dominio delu‘ cortenido en el dominio u

u' (1) si u' (I) esth definido
ufu'l(1) =

u(l) en otro caso
El lector no debe encontrar dificultad en comprernder la

~del ejemplo anterior por lo que presentamos un programa.
Considérese
( ( fn'xs (Ffny 2 x ) ) (3) ) (D)

Este programa define una funcibn

f:B =) (B-)B)

notacidn

donde fix)=(fn y ¢« %) , es decir el valor de f(x) es la funcidn

f(x):B-)B
que es cornstante X, entorices ¥ yeR
Fix) (y)=x
de marera que el resultado del programa anterior debe ser 3.

Confirmeémoslo !,

Pasoc 1)




TECC((fn X2 (Ffn yix)) (3))(5)11n

=e ?F-)e (IELLS511u),error
1 1
donde e =IELL(fr X:(fn yix)) (3)1lu
1
Paso 2)

IECL(fn xz(fn y: x))(S)JJu-e F-re (IEEEBJJu),error
e 2
‘donde e =IELLfn x:(fn y:ix)1lu
e
Paso 3)

IELLfn x:(fn yix)1lu=Ff donde

2
f (d)=IECLfn y:xIlulx/dl ¥ d

2

Paso 4)
Entorrces,

e (IELL31]u)=e (3)=Ff (3)=IELLfn y:x1l ulx/33
e 2 2 .
Paso 5)

Ahora

IECCfn y ¢ %13 uCx/31=f
1 .
donde f (d)=IEE[xJJu[x/3][y/dJ
3 :
C pero IEE[XJJUCX/3J[y/d]=u[x/3][y/d](x)=3

o F (d)=3 ¥ d
i
& e (IELL32Iud) (d)=Ff (d)=3
e 1
Paso 6)

e (IEL[S]lw=e (S)=f (5)=3
1 1 1
y teremos el resultado

IECC((Fn x2(fn yix)) (3))(5)1lu=3 ¥ u.

T e S S R -l BE E O o o R E e

Invitamos al lector a realizar programas y ejecutarlos similar-—
¢

nente.

Seccidn 20 Sintaxis sensible al contexto

Otra de las aplicaciores de la Teorla de Dominics esth presente




en el anblisis de casos sinthcticos determinados por contexto. C-:-mol
seMalamos en el primer capltulo este tema forma parte de la fr‘onter‘al
entre sintaxis'y sembrtica. Sin embargo, aspectos como la verificacidn
de tipos pueden ser manejados en tkrminos de la Teorla de Dominios yl
la espeéificacibn formal de la semlntica. ’
Preseritamos un ejemplo de esto a continuacién. I
Realizaremos una vemﬁcambn de las restricciones debidas all
contexto en el 1enguaJe de programacidn que piresentamos para saltos.
Las restricciones que ver‘ifieare;n‘os para su correcta sintaxis son: l
a) El identificador de una asignacibn debe ser el identificador
de entrada y salida del brograma o debe haber sido declarado por un
“newF. | |
b)E1 identificadoé que indica el destino de un goto‘débe ser una
etiqueta. | )
) El1 uso de un identificador debe reélizarzarse dentro del
ambiente especificado por sﬁ deciavacibn. |
Las restricciones son 1ndxcadas furmalmente defxnlendo funczones
que verifican las frases con respecto a un contexto. El contexto puede
pensarse como un ambiente estltico o tabla de simbolos que se modela
como un mapeo de identificadores en sus tipos.
| x€X=Ide-)Tp i contextos
Para el lenguaje que estamos presentando los t1pos sone
a) lv, que es el tipo asociado al Dominio L de lﬁcalxdades de
Memoria. )
b) rv, que esth asociado con el Dominio R de valores almacenables._
' @) evy que representalal tipo de las contxnuac:ones de comando,
d) indefinide, que es el tipo de‘los identificadores no inicia-

dos.

Claramente para un lerguaje de programaci®n mds realista los




tipos resultarian mucho mhs complicadas.

Las funciones sembnticas para expresiocornes, saltos y comandos
simplemente verifican que, reséecto a un contexto, el argumento(una
frase sinthctica) satisfaga las restviccioﬁés antes mencionadas. La
funcidn para definiciones produce entonces un nuevo contexto, o propa-
ga una bandera de error. Si M es una frase correspordiente’ a un

programa completo entonces ggte'es corresto sinthcticamente si y sblo

si ml{L M ll=Verdadero.

Sintaxis Abstracta

EEEXP : Expresiones
DeéDcl Declaraciones
5eS1t 7 saltos

CeCom | | - Comandos
TeTpA . Tipos

MePro S . Programas

E:t=0D1 11 -ElntEI)E+E IE=E | I | procedure C | (E)
. 1 2 12
new I=E | val I=E :

D
8 3= gofé I
c

st= null | I:3=E l call E I C sC | if E then C else Cl
'whilevé’do C | with b do é Iebegin C end liiéc | 8 ®

T:::=1virv il cecv i indefinido

M ::= program(l); C.

Dominios seminticos

T=BO0L

es Exp = X =) T
d:s Dcl -) -y (X + {errord)

X
g: B8l1t =) X =) T
X

c: Com -)

- T




m:Pro =) T

ell

cll

Seccibn 21 Dominios semhnticos para PASCAL

En

“with D do C J1x=)(dl{ D JIx#error) y (cfl C 1I(dEL D 11x))

.program(l)g €.313=cIl C 313(xCI/1v]) donde ¥ I°® x(I‘)=iﬁdefinid

0 Jlx=Verdadero g[[lJ]x=Verdaderq

riot E JIx=ell E 1Ix
~E Jlx=ell E J1Ix ‘ . ‘
E +E. J11lx= (QLCL E 1Ix) y (efl E 11x)
1 2 . 2
E=E 1llx= (eff E 1Ix) y (ell E 11x)
1 2 1 2

I 11x= (x(I)=1v) & (x(I)=rv)

prodecure C Jlx=cl[l C Jix

(EY Jl=efll E 1Ix

new I=E 1Ix=ell E 11x=-)x[CI/1lv],error

val I=E 1Ix=ell E 1Ix=)xLI/rvl,error

gote I 3Ix=(x(1)=cv)

null 11x=Verdadero )

I:=E 1Ix=(x(I)=1v) y (gLl E 11x)

call E 1Ix=ell E 13x

C 3C J1lx=(clf C JIx) y (L C 31Ix)
1 2 1 2

if E then C else € 11x=(elflE1Ix) y (cfCL C 1Ix) y (cLl C 1]

1 2 | 2
while E do C Jlx=(gll E 1Ix) y (cf[ C 11x) ’

begin C end 1lx=cll C 23x
I:C 1Ix=clf C 13(xLI/cvl)

S Jlx=sll 8 11«

N
]
J
1
1
1

esta seccitn describiremos los Dominios Seménticos para el




lenguaje de programacidn PASCAL. Esperamos que este ejemplo ilustre
gue la semdntica formal puede aplicarse a un lenguaje de programacidn

real.

Sintaxis RAbstracta de PASCAL
N rlimeros '
B literales

0 ocperadores

Tt

identificadores . o e,
expresicnes a la izquierdav |

expresiones

expresiones esthticas

expresiones de tipos

especificaciones de parametros

parémetrod formales

declaraciones

éaltos

comandos

X O wm o v v 4 X -m r

programas

I ) L. | LLE] | ET

r
it

m
.
[

E | 11 OE | EOE | I€ueyEqaus) | LI | LLEET | ET |
LeveqEyeneyEeaByanad | (E) |
BI I | OK

x
u

—
.-
i}

I CuvegIyened | KooK | 11 | set of T | File of T |
arraylTlof T | record ...3I:Ts...end | | |
reccrd.. I:T3...case I:Iof...;K:(...;I:T;...)é...end
Q s i:I t var I:I | procedure I(...;Q;.,.) |

furnction I ..3Q5...):1

P ti= I31 | var Isl | procedure I(...;@5...) |




function I ..;05...)121
D te= const I=K | type I=T | var 1:T; | procedure IX...;D;...

I function IG..5P;...):135C;

Cse=Li=E | I | I(ieuyEyouu) 1 C3C | if E thenC )
if E then C else C | case E of ...;K:Cj...end |
whiie E do C | repeat é until E | for 1:=E to E do C |
for I:=E downto E do C | N:C | § | with L do C |
eseDioabegin C end | bégin C end |
M ::= program I(...,I,...)3C.
Nota:bLas abreviaturas péra arreglos multidimensianaleé.han sido

2

onmitidas, lo mismo que "label", "forward" y "packed".

Valores bhsicos )

Los valores blsicos o escalares en PASCAL son ios valores de
verdad, caracteres, enterocs, Atomos de enumeracidn, que corresponden a
tipos enumerados definidgs por el programador, subrangos de &stos vy

finalmente los nhmeros reales. Asumimos pues la siguiente notacidng

T={Falso, Veradero} ' Valores de Verdad
H={'a'y'b'y.eay'2'y'0'y"1%y..,'9") Caracteres

2ol mANANEy o e e g =2y =1y 0y 1,2y e e maxint} Enteros

At ' ’ o Atomos enumerativos
Rev Reales

El Dominio de htomos enumerativeos puede ser cualquier Dominio
isomotfo a N, mientras que Re puede representarse como el Dominio de
. cadenas de digitos y '.*' donde el '.' puede sblo aparecer cuando m&s

una vez, (puede definirse como inconcistertes mhs apariciores del '.')
’ p

El Dominioc de indices, es decir, valores que pueden utilizarse

como indices de arregloe es




I=T+H+2Z+ At irdices

Para definir el Dominio R de valores almacenables, § de estados,
Rv de valores a la derecha de una asignacidn y Lv el Dominio de
valeres a la izquierda de una asignacidn realizamﬁs el siguign£e
anhlisis.

Los valores t&oricos que son almacenables en una sola localidad
en PASCAL incluyen a todos loa -valores bdsicos ademhs de los conjun-
tosy los 'aréhivos, y los apuntadofes. El valor de un congunto es
corveniente representarlo por ura funcitn de los valores de indiées en
los valores de verdad, de manera que, Si el valor de la funcibn es
Verdadero el elemento pertenece al congunto y si es Falsé, el elemento
no pertenecé al congunto, asi definimos‘

| Cy=1I-=T ’ valores de conjuntos

Un archivo puede ser'vepresentado por sucesiores de valores en Rv
nds una ‘componente de léctura o esritura para identificar si el archi-
'vers.de entrada o salida, entbnces:

Ar = Rv X (lectura,escritura} valores de érchivos
Un apuntador es un”valor'izquierdo o el valor especial 'nil"
Ap = Lv + {nil} apuhtadores

Entonces el Dominio de valores almacenables es:

R=1+ Re + Cj + Ar + Ap + {nodefinidﬁ} valores éihacenables
dorde ei valor "rio definido" sé asocia a un identificador no iniciado.
Un estado 1o representamos por una funcibn de las localidades de
menoria en los valores almacenables o el valor "no ligado" para loca-
lidades no ligadas. Consecuentemente:

8 =L =) (R + {noligado)}) estados
El Ddéminico de valores a la derecha de asignaciones puede ser.

definido como un Dominio reflexivo congistente de la unidn ajena de

valores almacerables, valores de registros y valores de arreglos,

donde los registros se representan por una furcidn de los identifica-




dores en elementos de Rv mientras que los arreglos son funcicones de
los valores de indices en elementos de Rv:
.Rv = Rv + (Ide-)Rv) + (I-)Rv)

El Dominio de valores a la izquierda se construye similarmente
pero su consﬁituyente primitivo son las localidades de memoria.

. Lv = L + (Ide-)Lv) + (I-)Lv) + (Lv X L)
donde el tErmino Lv X L repﬁeseﬁta archivos a la izquierda donde 1la
componente Lv representa un "buffer" para el archivo y L contirnene un

elemento en L.

Un ambiente e; PASCAL mapea identificadores en valores de Lv o
procedimientos. Los identificadores pueden tambibn ser ligados a tipos
o valores de Rv mediante las declaraciones "type" y "const" respeééi-
vanente, pero las asaciaciones son mds convenientemente representéaas
en tkrminos de un ardblisis de sintaxis sensible al contexto. ‘ 3

Los procedimientos pueden ser simulados por funciones matemdticas

que producen respuestas de programas y que reciben argumentos uno por

uno (mediante aplicaciones de "curry"). Estos arguméntos corresponﬂen

a:
1)Una lista de valores expresados por los pardmetros actuales.:
g)Una continuacidn que serd seguida despubs de la ejecucidn del

cuerpo del procedinmiento, vy

| "3 Un estado.

Por lo anterior, los Dominios para procedimientos son:

P E-)C-8-AR comandos de procedimientos

]

F E-YK-YS8->A expresicnes de procedimientos

donde los siguientes Dominics se seMalan coma:

E valores ekpwesables
Cc continuacicnes de comarndos

K continuacicrnes de expresiones




A respuestés de‘pragramés
De esta forma, el Dominio de valores denotablestse especifica
cono:
D=Lv+P+F+ (FX L)'
donde el nombre de una func;bn denota un elemento de la.componente FXL
en el ambiente de su definicisn,‘la localidad de esta parega se utili-
za para regresar un valor de_1a~egecuci&n del procedimiento (furnciones
en PASCAL). 1 |
El Dominio devambientes'queda definido pof la ecuacidn
U = (Ide-)D) X (N-iC) ~ambientes
donde la componente N-)C es para‘etiquetas de comandos y el Dominio de
valores expresables se define por:
L E=Lv+Rv+P+F
Comoc es necesaric el uso de continuaciones para comandos, expke~

siones y declaraciones, las cuales tomarn un estado como argumento y

producen una respuesta final, los Dominios se definen por: .

A respuestas
C=8-)A continuaciones de comandos
K=E-).8 =) A continuacicones de expresicres

’

@=U-)8-)R continuaciones de declaraciones

Invitamos al lector a comparar este andlisis con los ejemplos

antericres y esbozar una definicibn sembntica denctativa para PASCAL.
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