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In_troduccidn‘.

Uno de los temas, que hasta hace poco tiempo no habfa |
sido considerado dentro de los cursos de la lisenciatura en
matenftioas de la facultad de ciencias de la U.N.AM, 'y
orientados a la preparaciln en ol drea de 18gioa i&tu&tioag
es el de la tecrfa axiomftica de conjuntos. Es indidsble que
este tema tiene una &ran importancis ui el estudio 4e lo que
| ge ha dado en llamar "Fundamentos de la matanftivas”®,

Dentro del amplio campo de la teorfa de conjuntos, encon=
tramos el tema ccmoqido como "Téonica de Forcing®, al cual
dedioginoq gran parte de esta tesiss E1 resto de la uiems oon-
; ti'en‘ei 1o que cunsidqranos son las bases neeo"nud.an "pu'u' 1a ‘ |
comprensién del forcing., |

" Hemos escogido este tema gracias a una sugerencia de
- nuestro director de tesis, el Prof. Carlos Tom;l Aléiril. y
porqul 1o consideramos ‘una cmtinuaciﬁ’adcciudn de 1os I
cdursos de lbglca quc tmamoa durn.nte 1a licmclaturn , :

La pruora. idea eunplatanentc elabornda d.al fcrcing p 4 lu |
uso, Tl concobida por’ P, Cchen en 1963, pero, Gomo 1n M'

R de los antma dicen, esta idea ha 1d0 sufriende l«uﬁ.euto-

nes . al paso dal timpo. m. ontoquo quo nonotron htnos uoo;ldo

pu-a la expoueih del 'tena, es el quo propuaierm D. Soott r

Re. Solovay. , ;
Hemqs di.v:ldido este trabajo en cinoo cap!tulo-. }h il




" primer capftulo, incluimos temas bdsicos de 4lgebras Booleanas
¥y una péqueﬂa eecci&n de funciones de verdad; el segundo
es un vistazo rdpido a la teorfa intuitiva haciendo anasis
en la recursién transfinita; el tercer capf{tulo es un ejem-
plo del uso de forcing a nivel elemental (foreing sin hablar
de forcing), manejando solamente desigualdades y funcionga
de verdad; en el cuarto capftulo aa‘ezpohén temas bfsicos de
1s teorfa axiom&tica de conjuntos, necesarios para la come
prenaidn de]l d1timo capftulo, en el cusl se exponen los tcmab
que constituyen el forcing. ‘

' Finalmente aclaramos que la diviaidn en capitulos y ,i
-ecciones repunde, principalmente, a la necesidad del ordan :

de apariciﬁn de los temas.




1.-

2=

INDICE -

Precliminares

1.1 Algebras Booleanas

1,2 Punciones de Verdad _
Teorfa Intuitiva de Conjuntos
2,1 Ordinales

2,2 Recursién Transfinita
2J3 Cardinales

' 3.= Modelo donde no #e cumple HiC%

3.1 Anonan para SR2

302 cmatruoo:ldn del Modelo
3.3 Nodelo o interpretacifn para SR2 i

3.3.1 Interpretacifn |
33,2 Pumoicnes de Verdad

344 B SR2. £ H.O.

- 3¢5 I.ée i-eglaa' de inferamcia oonservan ,

Ja voraci dad

o= Teorfs Aximftica de con:hmton

| 4.1 Anvgnae‘ y reglas de inferenocia
442 Anonaa o'apootr:lcoa para 2FC

. &3 Aziunaa especificos para NBG

4ot Reglae de 1nroreno:la

- 99

102

1oy
105
‘108




" Se=

4,5 Térninos Clase
4,6 Modelos

4.7 Modelos en ZFC

4.8 Modelos Booleanos

Foreing

541 Modelos Booleanos dentro del sisfe’ma
5%2 Modelos @ =Transitivos

5.3 Extensiones M -Genéricas y Forcing
54 Complecién de un Orden Pareial -

5.5 Teorema de Mostoweki '

546 Ultrafiltros M -Genéricos

547 Modelos Cociente

548 Conjuntos M =Genéricos

. 549 Poreing

5.9.1 Teorenma de Foroing
5.9.2 Aplicaoiones

ﬁ;bliosbgﬂa’

' 1ista de definiciones ¥ afimhciionéa",

109

111
114

118

151
152
156
161
170

182

187.

e
- 215
227

234

236
258
261




. CAPITULO 1

" Pl?‘lhﬁiharis




ALGTBRAS BOOLEANAS

i. 1Def .~Un &lgebra Booleana es un oonjunto B oon una opera-

\\ »

cién unaria YY" y dos operaciones binarias “'y Junto con dos

elementos distinguidos O y 1 que satisfacen los siguientes
axiomas; :

8o~ (0\’\,= a

be= “+*y “¢“ 8on asociativas y conmutativas

0= M4 ¥ %" son distributivas una con respeeto & la otra

Ao ¥ (a+6Y = alet! Y (o) = (ads b S
an&B v
9"4\1‘0 A4+Anh= A0 =Q

.- ‘
Y Gtoza yat-a
ae :
grden Inducido ' ,
4.2 51 B es un &lgebra Booleana, definimos & & 0 &> Qb= %
4.1 & es un orden pax;ci‘a.l én B e.de & €8 rei‘ :ivd y tren= s
sitive y antisimétrico. k | ' o
Definimos <% si y solo 81 G & b y A#b
De aquf en adelante, cuando se heble del SUP 5 del ‘1'37‘"1‘ c

de un subconjunto de B se estard pehsa.ndo en este orden.

Lista de propiedades de un Algebra Booleana.
Pl.- a+o-c.=(a4b)-ta_-t<) |
P2.- G =0 Ya+al=L
pa-arl=L vy a.0=0

p.- =0

p5,~- O40bh = a



PEum AL (& +b) = &

Plim 4a’-b = A+b y 4. (d+b)=a. b
P8e= A:b ta’:C 4+boc = Asb +alc

B9i= (a+b) - (@ +c)- (&,4.«_) a (a4b) (o +c.)
F10.~ SUP ¢.a = ¢c- §uP &

ae A adA
Y~ (INF o) = 3u1> .
o °~¢A .

A.S5Def .= Un Algebra Booleana es completa 8l ¢

Vv (3 O--SUPA f—j b- iNFA)
AG'B (13-

141)0! - B a8 <r -ugebra e1 todo subom;j\mto mmora- '
b1~ de "B tiene un supremo ¥y un :!nfimo. ‘ -

4.5 Do:t : -~ 51 B esun ngebra Booleana a, be® sem
ajenos aii a.- bzo ' ‘ ‘ .

{6 Der .= A G’B es un suﬁoon;juntb giis;]unto' gi,‘:

VY a+bao '

. S a"b.'A ' R .
A3 Det f.- n dlgcbra Booleana 'b satiaface la cond:lcidn
B 8 de numerab:llidad ai todo con.junto dia;junto de. elemen‘toa no o

f ‘nulos ea a 1o més numera.ble.

181)01!' o= Si M £€® s+ decimos gue M oa un Ideal s:l.‘
OGM,& P,QeM et p+gem Y st pem,qe% ¢n‘t PQeM

- 1a :lnteraecci&x de toda colecoidn de ideales es :ldeal. a

s1 G 1~ 'B entonces 1a 1ntersec016n de todoe los 1deales g



,que contienen a £ es el mfnimo ideal que contiene a & , Un
ideal generado por un monoide {p} e llamado un ideal prine
cipal, ‘ ‘ , ‘
1.2 Tema .- Un £1gebra Booleana B satisface la condiocidn
de numerabilidad sii '

Ve cB drvee numerable % D y €  tiene el misio
oconjunto de éqtas superiores, |
Dem : ’
Sﬁpongamos que 'B ‘satisface la condieifn de numerabilidgd,
y sea M el ideal generado por & con €D, | -
Los elementos de M son exaotamente agyuellos elementos
de B que pueden ser dominados por el supremo de algﬁn su'b-
: conjunto finito de & . Se aigue que My E tienen el mis—
- mo conjunto de cotas superiores.

Apliquemos el lema de Zorn para encontrar un cox)jun‘to

dis;]unto maximal, digamos YF ’ de elementos no nulos de . M

Se . sigue que F y M tienen el mismo con.junto de co‘tas ‘gupe= o

riores, Visto que cumple la condicidn de numerabilidad, .

es a lo nds numerable. Visto que cada subcon;junto numerable de

elementos de F ea dominado por el aupremo de algfn eubcon-—

Ju‘nt‘q finito de E , 1a unién de estos conjuntos finités ea

ubn“a‘ubcon;junﬁo numerable de € con el mismo conjunto de cotas

sup'erior'es. _ ] P o , ' |
Sup. que E es un con;ju.nto disjunto de elementos no nulos

de 'B . Sea D& e numerable, con el mismo conjunto de '



cotas ;;uperiore‘- que & . S1 E tiene un elemento que no
ostd en el o.unplemento de tal elemento, serie una cota superior
de D pero no de & . Concluimos que £ = D v

.'. - € es numerables _‘ |

4-3corolarioc .~ Una @ -flgebra Booleana B que satisface
la condicidn de nunierabilidéd es completa’.

Dem :

Todo supremo de un conjunto numerable existe por definiocién

Sea A € B , por el lema anterior, existe . D c A  nume-

rable tal Qué D y A tienen el mismo con;]uilt‘o‘ de cotas supe-

riores, sea §= JUP D .. s= SUP A .
i 1_150}."3 o= Una medida sobre un’ dlgebra. Booleana B es una.
ﬁmc'ﬂn
M B = R
ro'al no negativa, tai que siempre que i'Pn és una auceaién
dia:nmta de elementoa de B con un supremo P & 9
;'entoncea ' ‘

M (P = i-,o.('m.)

_ Fata ﬂtima condieién 8se conoce como aditividad nunorn.ble.
Alg\maa vecee, esta condioién e robajada a aditividad finita.
M es finitamente aditiva si :

A(Rr ) = /*(ﬂ-b%m W pgso




HUDef « Un dlgebra con medida es una L ~dlgebra Boolea.na
con una medide . sobre B , normalizada y positiva.
1. per .- M, 8 normalizada si Aq(() = 4,
{«4lpes L= M @8 positife. 1 u(f)» o » p=o
4-H Lema .~ Todas £lgebra con medida finitamente aditiva sa-
tisface la condicifén de numerabilidad.
Den : ‘
Un conjunto disjunto de elementdos no nulos no puelde conte=
ner, pare todo entero positivo v s M elementos de medida
mayor a. Y | _
{.5 Corolario .- Toda flgebra con medida es completa 3
Dem '+ Apliquense los lemas anterioress
vPiltros ¥ Ultréﬁltros'. , .
1.3 Dot ~5i B es un élge‘nra Booleema, decimos que F_c'tS
es un £iltro sobre B sii

“’ X,9e F';'v';-> L e F

B x 2y «eF > xeF T R

) 1«F, od F, :
o filtzo F ecbre B eo un ultrafiltro sobre B 8il &
J \'/ xe‘F ¢ X e F -

Obaervacisn o~ 51 A es un conjunto y F Py decimos

que ¥ es un filtro sobre A
T ez wn fil*ro sobre el élgebra Booleans (P(A’)J ..>



FUNCIONES DE VERDAD
Supongamos Que L es un lengua:je' de primer orden para la

estructura

‘ ’ a*:<A) {R:-jf.el){'&}_')&:r, [Ch}\gg\(>
si ATOM es el conjunto de formulas atémicas de L y

8l Vpe ATOM , tenemos definida
P Ao B

donde B es un £1lgebra Booleena completa; ‘Podemos extender la

defini\ci’dn m‘edian'tqj'el proceso inducﬁivo’,o‘u‘vio:
RO m-m’ |
WA wu (a) = \wa -l vum

| {ll(m 1’\! (o.) lN \— [R( (a wb))

u (3 x..) ‘rum - Sup lHn(a wm

heA



CAPITULO 2

. mo{oﬂa"ﬁn‘tuﬁﬂi’a’ ae Oonjuntos




Supong&mos que S5¢tles un sistema formal sobre un lenguaje de
primer ordén‘que incluye los axiomas de Zermelo-Fraenkel orra la
teorfa de conjﬁntos, as{ como los ‘axiomes lﬁgicog Y regles de in-
ferenciea sﬁficieqtes {cdlculo de predicades). Un sistems con las
caracterfsticas de 55¢tl serd descrito més adelante en forme un
‘poco més exacta. '

Vamos a eatudiar aSSitl ’ sintéctica y semanticamente, uaando
‘como herranienta las “matemétipas_contemooraneas". Consideramos
rﬂmuo estas‘"matemdtioaa ddntemporaneas" incluyen una parterdo 1a
' teorfa :l.ntuitiva de conauntos que no es muy uttnzaM vor los f‘ i
matem&ticon contemporaneos. A 1o quo nos reterimoa os W la induc-
~ edén (recureidn) tranafinita, i. e.', consideramos 1a teorfn’ do loe
;nﬁmuros transf1n1tos de’ eantor como parte de las "matemdticau CON=
te'nporaneas" ' f ‘ — :
Por esta razdn, vamos a dar una répida exposicién de 1a teor!a
.fintuitiva de conjuntos. Esta eXpoaicidn servird ademéa nara pre~ .
v gentar sem&nticamente el problemu de 1la hipdgee;gfdel conﬁlnno. i N

Teorfa’ Intuitiva de conjuntos.;-;. . S
, Euazaremos diciendo qumla teoria intuitiva de con.’]untos.no es::‘. ; :
:'_algo qne estl vidn definido, es vor eso que existe cierta vague-"y ‘
: idad on: 10 que @’ continuscidn se expone. o

conaideramo- quo el conccpto de conjunto es claro para el 100-.'
tor .y -por 1o tanto lo dejaremos indefinido. ] bi‘n, se uede to-
,mar 1 definieidn que da cantor: Un’ eonjunto es. una colece16n .
'como totalidad de objetos definidos Y distintos de nuestra intui—
:cidn o nueltro pene‘miento" L o R

COmo consecuencia de lo unterior, la’ relqci6n de vertenencia
queduré tamaién indeﬂnida ¥y para. indxcar que X es un elemento
del. conj\mta A escribiremoa X € A :

Aai mtsmo, ndontamos tod: 1a notacidn cl&uca referente a con-

Lo
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juntos., Cabe agreger que damos por cierto el axioma de eleceidn,

es decir, ocacionalmente haremos uso de 61 aunque no se mencione,

Oi'dir;ales. .
2.4Definicidn.~ Un conjunto A estd varcialmente ordenzdo pox una
" relacién < en A aig o
1) P£P ¥ re A »
2) P<% Y4 4<% 7 Peav.
Se dice que (/\ <) es un conjunt’ovparcialmente ordenhdo. 'Sir‘a‘de—/
més se cnmple qué P<% o P= 4 o < P pura todo Ps4 e A
entonces 8e dice que A ests ordenado y si también ‘e cumple
que todo subconjunto no vacfo de A tiene un elemento minimo,

* entonces decimos que A esté bién ordenedo.

P z 2Definicidn.~ Se dice que un con;iunto A es trnnraitivo si pa-
ra todo Xe A se tiene que X < A .

- 2.3 Definici6n.— Un con:]unto A es un ordinal si es transitivo y.
, esté. bién ordenado por la relacidn de” pertenencia. ‘
' Denotaremos por ON A la clage (con:junto) de todos 1os or=
dinales. ‘ '

1 iAfimaci&n .= 'l'odo elemento de un ordinal es un ordinnl i.e.,

erN y yex. = 360“

Demostracﬁm : :
~ Sea YeX , entonces Mc. X " y por lo tanto ‘:\ _esté bién or-
‘denedo. Ademés, s:l. veve 3 ” entoncnz ' ‘

veveXx  ;; vex, ueverk y o ue,<
; aSlg U, VY, 3(—.)( \} € zs h‘cmshvo\ en X,
Ue\lﬁ‘j @Ué‘i Y Qs‘lr«m';.\}»c\'/u
\5 € ON
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Notacién.~ De aquf en adelante, si X, Y € ON ,ocacionalmente
escribiremos X< Y en lugar de Xe Y.,

Z 2 Afirmacién .- 31 «{ & ON entonces o = {erN/x«aJs
Demostracién:

Yye o Ye ON \3_ 1P AT Q&XEO,M/K<0L}_
Se{x‘eoN-/xuaE:‘,? Yook o JEK

- K;{xabN/x«&% -

2.6 Difinicién .- 81 =€ ON entonces ot¥):=ok Ufa],
2.3 Afirmacidn .~ 81 < € ON entonces oL +! € ON
Demostraciéns :
(L) x¢ K ¥rettl,
(i_o:) & ”‘a.";e €)Yy xey c ez, ewtonces
e =P XEYeRBEK . YEX
SoXebel foxest Joxy el J o XeE
o Z=o( T XeYek i XeX=Z |

¢ ¢ as tramsitiva @wv Al

e

({l) Supongamos que X,4 € K+l
' SioX,8 et ‘antonces X&M< ‘J%X o )g‘;.:\i‘ .
CG :X,‘:\ e&v&‘; entonces X=Y
N S\?.G. s suP‘ox\Sc«mos féu?. X &l \} Y=ol ‘, enioncts

V'!

e 4=



(L") SUPQHSQQY\OS i(/e_ Ac sttt A+,

Si K ¢A entonces Ao y S A bHene ele-

Me_:n“o minimo |
Supongamoas que Lo A,
&t A-f{«xl=¢g eutonces Min A = o |

i A-lkY#9 , sea a=Min (A-ix}),

Como Gel ; 4 X V‘)(QA_
o A tiene elenicute wmdmimo

. A +1 este B‘wa okdzmd_d’o ?b‘r € i

'U’) SUPOV\‘CJQVV-\O S %v;;é X & kj (S v(#ul‘, . i
Sl Yex i(zu_n\on"cgs xeYe ok
'5 X € oA o+ A

LoX et

5\ S::pk _‘zu&cmces XQ*QK‘\"

SLOXK e Rl

e -

Sl Xt e +rcw\sﬂ+\;vo.“

Yoo+t & ON : c
- T ' ‘];

.6 Definici6n «= Un ordinel o4 es un ordinni limi'tejf‘s'ii'__“ o

8 )V‘I;OL#@H
o peoN i

PN



1}

2.4 Afimmecibn .- 81 K, ¥eONy o < ¥ entonces of ¥\ £ .

Demostrecidn;
Sh ICL*‘\ = ¥ no h&kj nada f'(ve Pr‘ubcxr.,
SVPQV\3€AWIGS c*ue A +1 :/:X‘ .

Como K< | Led KN

Y o(fl:oLUH{%% I R=

oY E AT de o

Ccoudvario oL A1 =¥
S R TS
Sea b=Min (- an) | (bgk y b3x)
gmg oé;b ¢ ¥, Leb o bé_oa'c‘ b=ot |
Yo gue G.'vl.:‘«e:m ov-déwéx a &
o Fo.ro': bél y bt | 5o xeb |
fixebed | s
R
Xtk ey
S %41 4 b anboutes <4\ Eb o ‘E'c/; “41, |
pers sicb bk L

- b ; (V&} |)=1f¢ :



Cea X & (b= (k1))

xeb e . Q&X‘

yoox gl x (¥ - (1))

como xeb , x<b ‘z ya c{uz‘ b = My (= (1 41))

VR R ¢
R

.5 Af:l.rmacidn = Si o< es un ord:lnal limite y (3 < ON es : ‘
tul que- (@ € <X entonces ﬁﬂ € K, ‘ :

Demostracidn- : 5
‘Por la afirmncidn anterior, Bl Lo .
pero é +1 #-7 s por ser o< 1£mite, e (3+(\ og ‘

S @H&_K
T

2. (.Afimacidn ew 31 o es un ord:mal lfmite antonces c_>(' =
” Demoatracidnx ' S SRS E < R XE

S{ x e U@ "auntonces X e @u "P'G‘-"-g"& oL
‘ Ay . 7

JLKEBeeX L oxeok U@ = °<.
.u<o<

5_ e ¢; Ur3 Q,u_\‘*ont?_:s“;
‘ RS | et
A== Ud # ¢

‘3<u(<
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Sea achA, .. aex y og¢ Ue
‘ c<~&

Como. o 25 lmite , vl e
VLAt =pfo -g;q/m.‘) ae@o Y @5.<~eg

ae Ue ‘Z

@<t

AR S < W

Coowe=Ue T

o umﬁnmidn ;.-51 A es un’ con:lunto usn ordena.do 'y vo;-e A

‘i

entonces el somento inicial daterminado por 0~ es; .

{xeA/xccxg

2.8 Dofintoibn .- st (A 4) Y (5 &) e0n bun ordm‘dos y e
| { A""B ' entonces ¢ es un 1bomorfiemo 511: Ea
1) ¥ x, qu f x<5 = F(x)< F(%),
32) £ es supragec‘hvm
‘Bn tal caao, ee dird que f\ y Eb son 1somorros y e pondrd R

CANR.

En caso de que ..olo e cumpla el incic»o (1),' se dioe que F

‘L,una fnnoién preaervadora del orden.
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Z,Q‘ Notacidn .- 3t P es bién ordenndo y Y& P entonces se deno-
a N g
tard por Y ol segmento inicial determinsdo por 4 . -

t.3Afirmacidn - 31 (P,< ) es un conjunto bién qrdenado y
f: P—>P preserva el orden, entonces () 2 X ¥ xe P.

Demo;tracidn:

goa A= {xeP/fI<x]

s A# @ entonces A tiene elemento mfnimo, sea Y tqlv
elemento. Entonces: , |
Hg)( 4, y como £ preserva el orden, entonces ((f (%))<((\°)
es decir, F(‘A)E A y F(3)< Y , 1o ocusl contredice -

que Y sea el elemento minimo a A L

A= . FX)zX ’v‘x&"’

2. ?Aﬂrmecﬁn o= Si (P <) es un conjunto bién ordenndo ¥y x< P
ontonces x vy P no son isomorfos, i e., % P . )

Demostracidn: , _
‘ . S
: -~
~ Supongzmoe que 3 xe? ki ‘X &P
g 4 ~ v
.. Sea ‘3 P—=X un isomorfismo, vor lo tanto, f oreser-
ve el orden'y, por un resultado 'a‘nt'e‘rior, fF)2 X, Por
1o tanto, F(X) ¢ X . Esto es una contrndiccidn ya que el

dominio de f debe abarcar todo P (de hecho, un’ isomor-‘

fismo es una 1unci6n biyeetiva).‘

L
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2.9Afimacién .- 31 (P,() y (Q,(’-) son conjuntos bién ordena-
dos entoncess

P v Q son isomorfos 6
T es isomorfo.s un segmento inicial de Q 4

-~

Q ‘es isomorfo a un segmento inicial de P ,

Demostraciéni a

81 XeP y ye Q son tales que X y '3 son isomorfos,
entonces definimoa (XY= Y ‘

¥ define una funcién F : A—B s A C— P ‘,BCQ » V& que.
gi' F(x)= 4, y f(x)= Y, eontonces X~ \?" y IX ‘51 y por"
lo tanto, Y 'ﬁz . 84 % # Y, entonces, sin perdida de zenera-
1i6nd, Y 3y <‘5z ¥, por lo tanto, Y, & 37,, por 1o tanto, ‘-’H o8 |
wn sesmon’co inicial . do 37. v aai tenemos que 57_ s :I.sonorfo a un
scmnonto iniciel propio, lo cual es imposible debido a un ruulta-
.do anterior y por lo tanto 3: = Sz ¥ € es una funcﬁn.

Por otro lado, ai X < Xz X1, X € A ‘ ,entoncu Xy exg_ ,
pur lo tanto, ‘ X| es ngmento 1nicial de Xz o'y 8L ?(X\) 9,

y f(xz)— Sz ' entoncos ijv‘j. ¥ xz~‘jz . Por 1o tantos;

. ‘ o A ‘
1) YzYy, porque si 3= Y, entonces 3\ 37_ S )'(\.%Y,X-L Y

wy v
"~
<
-
N
<
~n
&

2) si v, <Y, entonces; como X 3, , ’?z’_"—\,
. X; es Leomorfo a un’ numto inicial de. Q' (42 7Y \
Xz es 1eomor£o & un segmento inicial de X‘ (f.,’% ‘2.) .
O )(‘t es isomorfo a un aegnento inieial propio (X: < Xt) .
~ Por léltanto, la \m'iea'posihilidad que queds es 3,’<"AH,_ , @8
decir, hemos probado quo ‘ X\ < Kz = §(>( < (‘(X,_) .

s

§ preserva el ordon.
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Lo que falte probar acerca de { es :

1) 81 Dow ($) 4 P entonces Dow(f)»P para algma peP.

11) 8i Iwm (§) 4 Q entonces Iwm (+\-q para alguns, ,‘;eQ.

111) Dow ($)= =P o Tw (§)= Q

Demostracién

| S1 Dow () #P entonces A= {'m‘P/ <& Dow ()} # &

sea pa minA evidentemente Dowm ($)= 7.

51 Tw (§) # Q entonces Bi={xeQ/ ¢ Twm ({-\} X

sea §=Min B |, evidentemente Iwm ()= g -

Swp. que Do w (-})#'P v ¥y que Iwi(f)# Q, entonces, por lo

anterior

'oov_«mfa,w? ;o

T ({\*i ) 19-Q

:pero .{; P — 3, @9 auprayootiva (e 1nyectiva por -
ser + preservadora del orden), por lo tanto. 4 es 1somor-
fiemo, 1.00 , %w 4,

. ;(P\——ﬂ )’ fpé%om(ﬁ Y fe Iwm (§)
pef ge 3 '
por lo tanto. no es’ poaible que Dom (-}‘-\ ¥ P Yy In(f)4 Q
| ‘bew\(&b? > ‘IM“')-Q a
" Recordemos que definimos un ordinal como un conjunto tran=
,aitivo blen 'ordenado por ‘e + Fn los parfafbs‘ anteriores hemos
, pz-obado que cualesquiera dos conjuntos bién ordenados son “coms

parables® mediante un isomorfiamo adecuado, este hecho nos ayu-

: daré a probar que la clase (oon;)unto) de todos lo8 ordinales, Qﬂ,,



17

e8%4 bién ordenada por € , 8 decir, que los ordinales forman
un conjunto (clase) bién ordenado, lo-cusl es la esencia del -

Principio de Induccidn Transfinita,

LA\CAfimmacidn - 0'72 estd bién ordenado nor <& (O( <R sl KQ@).
Demostracidn:
i) ’{’ o {O‘\ {estamos sunoniendo que ningdn conjunto perte-
 °‘,€09{ nece a si mismo, lo cual es intuiti@ro).
ii) 51 X<@< aﬁtoncee X< ¥ por sér Y fransitivo, :
por le tanto, < Ves un orden iaréial sobre 071
14i) 55 0( ,@ € 072 entonces . o v @ s=on conjuntos bién orde- l
nados, por lo tanto, &N@ & oL ’° be@ 4 O'N@ aex,
~Pero gi 9 y ¥ ‘son dos ordinales 1sqmo:fos Ng Fr@—s
es el iaomorfi'smo que as construye en la demostraci&:ﬁ des la
afxrmacién antenor, entonces: '
$i 6*8‘ , S. P G., supongamos gue 30\5- 6~ X‘ , entonces
,’A.—{Xéelx¢f}¢¢ N
sea P Min A,

.Pqu‘ Peo, G(P)&a‘ Y F(P)"*

-8l X<P entonces X¢A y o )‘&8(‘3‘, es decir

e
\f)(<?, xe & . Ademés, si Z2 P entonces zd A,
"de' lo contrarip Ps; e ¥ y - Pe ¥ v;
V z»P,2¢¢
L, _por una afime.u&n anterior ’ n - .

. A
—~

- como © X ¥ se cuncluyp'uue ex¥P | yiero'pEQ ' o
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S, © es isomorfo a un segnento inicial pronio Y
por lo tanto o=Y,
Por lo tanto, las relsciones de isomorfismo en &l ineciso (iii)
se traducen en igualdad, que era lo que eswerabamos,

.. < es un orden total en OJ)'(

iv) Supongamos que LC@W L?¢ Coﬁqideremos m': nL .
entonces: o K&l ’y_ )VZXQL Mo X

¢ aebemax —»aa‘oex—-»aex
_‘xeL. :

. A;f- déx_ ,,',;ae_"m ,.°, m <s %_‘_ch_q_g,;ilrivo,

xeL
| mc:.ﬂ .' YV\__Q__._é_tG; |~c_’.:\~v?ordtnc\dc,
= km‘:i:-_ o

aem agm

| Si x<m zn+ohczs Xem: 13_ LXK \z

A ‘ V ™ $ )( -......-......(L)

Xel

s —— T T

- Para conclulr que M= Min L i “solo falta n*obar
' que meL '

bunongamos que \’Y\Ef L R entoan‘s, nor (t)
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m v meX
XZLL <X , es decir, e L 3

‘. mefl=m ¥ [ mel
nor lo tanto v es el minimo de L.

(7] estd bién ordenado.

a

Con todo lo expuesto anteriormente, podemos enunciar y probar
el Principio de Induccién Transfinita. El principio de induccidn
transfinita es consecuencia directa del siguiente resultado més

‘general.

’z.‘HAfimﬁacidnHt =51 W es un conjunto bién ordenado y AC-W

es =l que:
i) \fxe W ge tiene que SR
| o (¥ (s<x—~3e/\)) entonces X € A,
Yyew ' :
entonces A" .
Denostraclén-
3i W ¢ entonces A ¢ y DOI‘ lo tanto A W
. Supongamos que W:,* g que ACW ¥y que se cumple (1i).
Tsi A# W entonces, B:= QX&W/)(% A}¢¢, ya que V\/#"S‘j
. BoW y BDEF vy como W es bién ordenado, 5"ti‘e-
ne elemento afnino. Seé b=Min B |

¥adéb o YaeA o ¥ (2<b—zeA)

z<b a<b ' ZeW

sor lo tantoé, oor (i), bef\ V ‘
. . . Q

. A=W

ft §



142 Teorena. (Principio de Induccidn Pransfinita),
si ACON  es tsl que:
Yo € 07 se cumsle rL‘le
si (‘V@ € 07"((@<°‘\“‘; p&A)) entoces K e A .

entonces A=07. |
Demostracidn:

Por una afirms=cidn anterior, swbemnsg que 07\ vatd bidn orde-
nado, wor lo tento, el princisio de induceidn traasfinits es un

caso particular de la afirmscidn anterior, r

El principio de induccidn transfinitz generslmente no se uss en
" la forma enunciada enteriormente, en luger de esta, se¢ wtilizs 1o

siguiente versidn:

.43 Peorexa., (Principio de Induceidn ’Ifrvbnsfinita' (versidn £)). 1
"o‘i AT ON es t-1 uue: 7
(1) de A,
(iki) 3i @’EA entonces gFH e A
(iii) 31 K es Limite, k= U y ¥ o %A-*entoncvfes L € P\ .
entonces A‘-‘-O"’( . o fex '
Demostrazcidn:
Supongamos Jue Ac on cumnle los }.ncisoé (‘i‘),(i'i) y (Lii),
sea o € O tel que A (@<°(“'7(36,A); |
- dedm
a) gor (i), si X=¢ ' entonces oLe AL
b) por (ii), si 9(?—63“ entonces @<k 5, fS{eA 4 Qk-ltc(&A.

' ¢) nor (iii), si A= Ue antances, como 'VBEA. , L& A .
. [ER N ‘ ‘ B< A : .
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por lo tanto, en ocualquier oasgo, o4& A ,.
/ Ad ~> Ae - o E
por lo tanto (MEO“ ( Aen)) > we A y
es deoir, satisface la premisa del teorema anterior

Ia versifn anterior del principio de induocién transfini-
ta, es 1a més obmoda para probar algo, por inducoiém trﬁnaﬂ-
nita, acerca de algo que he sido definide por rcmirni&n trans-
finita, |

‘Recursibén Transafinita

; Otra herranienta podorona de la teor{a de oon;)unton es Ta
raem-sién tranlﬁnite, que generalmonte 8¢ usa para hacer doﬁ-

" nieciones,

214 Teo = 84 QU U en:ma tunoldn, engonees existe ma
‘énica funoibn F!ON —> U tal que '

F(a) = G(F/x)  VYaecom.

5 (nocordenoa que nuutro eonsepto do U a8 muy anplio. : on el

_ g‘é:n‘tido 2 que 1nolnyo_-lo que nomal;nento Llenamos oonJjuntos, ola~ L

: ..., "‘tcoo' ’ " adn n“o) -
’ Dewm:

Seo C= {4 fra> %, AeOn , xe U }'
CVaew F(m=6(HM}.

I'}.Se;og F=UC ,
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Antes de probvar que - ¢s una funoién y que cumple con la
, propledad deseada, probaremos lo sigulente:

'31' e, —> % g Jide =9 Ke o, K & ON
son funoicnes tales que: |
ot ¢ oty
1) F(py=6(p) Ypes
&) 9(p) = 6(2/p) Vpea(z.
ent a‘!/an
o ’De.m., o PO
‘probaremos por -;nducoian trgnénn"itg lo eiguiente
V“m» (e o, ——7.{3(00“—2(0(\) N
St V(arco(‘. (pe K, — HM-éjZ‘ﬁ'))_ eut,
5(— Xe oy Nt Vpeq /Jc&. :g-'}ev \/m_m H(b)=j(r‘>)
Ltessle
‘r'(o()= Q(flx) = 6(2/« j(d) (o(é o = +(d\~;(d)) | 8

\V/o(eefYL (aeoq —> fm-;m

L Vaear RIS A IR feflas @l o
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Una vez probado lo anterior, la prueba de que I ea funciém

es senollla, ya que:
s (x,y), <’<),t1‘> €F ent:
| ‘3»;,3«;(_, tales qua [lxd=y g Fl0=zy’ I
| R N I 4——>><L,'a<.,41;m
flr) = 4(Fa)  Ypea ‘_
}m- 6#p)  Ypear |
‘3 S- P, 6‘ d‘é«d;

; 3/«l Sy m—;cx)-;

Meua, (= tiono la propicdad Aenada, ya qun
Va\e@«, Fla -JM v?-a_. {deC %:‘ v——>>< |
L F(@) = Flas W) = #.,mw wau-/d) - a(F/w/a =
< a(Fa). -
m cusato a'la u_niciaad_ de F, 8 F ‘e'a’tal e s

F@) = 6(Fh)  Vae o ete
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SEomca —> F(a) = F'(p) et
F‘/al = F'/a( S Fla) (’(F/‘” = C"I(F’/d) - Fl(d)

“IND TrA F=F
. F e Unica,
,D

™ lugar de usar la ver'si6n anterior del 'te'oréma‘de reour-
eién tranefinita, usaremos la. aiguiente, que es mds oomﬁn, para
hager: definioiones por recurai&n tranafinita. :
L/5TeoUSm 81 1 TU —> U o funoién, A€ U entonoes,
existe una #nioca tunciGn Fron — U tal’ que »

) Flo)=a
1 ) = HEA

)s-(a)-— U FA) S0 o es limite

(540( =

'Dtml .

’

‘ Sza. »C-‘- {‘(/ F‘7o“v——'>U,v3"#¢ —)'H(o)z‘k/..
C Vaek ¥(a<-u)=H(§(d)) ;;'
Vxe/}‘ A hqua — Sr(d\ J %(ﬁg

B

%Sza_\: UC_

H-,__ R ) o R
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F s fmottn, yn aue st o o ¢ C
Red —> U, Rt —>U g Keh
) §(0) = a=§ (o)
' LL) 8¢ L(o{)’—&(d) ent |
filzs () = H{f, (u)): \—\({,_(od =§z(o\4 1) s‘:. du'e‘.}“.-
U St o eslimTe § (1 (=Llp) \'/,344 ant
w VATV R - R Sewed

"L IND. 'mus-mﬂ - _g.uh'&(&d
v/ -

St, (%, 3) (x,;) e\: mt’ | S
3;,3.%,{04 >U gr,_-;v 9—
Ry FC

S‘v q -M, CH, 3 J. {l;"j/g,

} Fm 3—(-4-3' | -

e F‘ on runoidn.
o Adndl, F tiono lu propudadu deaeadaa, ya ques
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JF© s )= & Pa. feC \
) £ (s 1) = ) = H(FR) = W) Pea. fec
st o s 1fmite |

RO f0= Y f0s L F b e

Fn cuanto & la uniocidad, si F' oumple también con las prége
pledades, cntoncea: - : o

t) Flo) = a= Fi(eh

&) SLRW)= Fl) ent

| F(p&-ﬂ) H(FLd\)) H{F! (A))-F(mx)

m) SL &> 25 lwmite g Vﬁcq £l = F(/’a) “t’_".’

Fla)= UF(m-- )= F'(d)

g Ftod-. FUA) Yee on
“ F=F'
: A

quo ‘hay en- todo oonj\mto no vacio un elemen'to que no tiene ele- ;

‘_ nentos del oonjumo. .
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Esta suposioifn, que en la teor{a axlomftica de conjuntos ae
establece como "axioma Qe rogula.ridad". puede no parecer del todo
intultiva, pero es fmdanntul en el desarrollo de la toor!a y ti~
ens oonsecuencias importantes, por nuuplo, no existe n:lng\mu [
‘Qema infmta de omjuntos de la forma

. Xu\-n E¥Xn € Xnat 00 & ¥ & KXo

¥ste heche lo podemos expresar :l.nfmalnmto, diciendo quo

en los omjuntol, "la esoals nioroloépd.oa setd recortada® , q} '
. deeir, todo- 108 omjuntos ut(n *oonstrpidos® & sprtir de oom~
'1 .J!mtOI que no tienm elementon; . Pcro utmol aupon:lmdo que dom

oonauntoo lnn 1gu1u sii tienen 1ol m:lmol cluento-. por lo
 ; tlnto, lolo hny m om:unto sin olumtol.
Huuo- este ocmentario aceroa del axioms de regulu-idtd
: porquo on 01 ugu.iento reaultado hacenos uso de el,

- 2. 6 Teo ;.-SICCU utthuo _ _

ma todo x € U se oulpln que. u X< C ohtu‘:'qii-‘

efitonces C=V. |
Este tcorm . nmdo e -mduooidn.
Den: o .
s\:pmmol que C cmplc con la hipdtui- de h propoliolh“
Como C < TJ, molo falta probar quo v c. C .

st ’U’ C.# é ant -SY-Q_U-Q -}'_

x/\(U C.) ¢ XCCXQC—Z

j& QUG :Xe' U-C-

S Vsced oy L v
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El reaultado anterior es un caso particular del siguiente
teorema , que es una generalizacién de los principios de in~
duceifn y Tecursién transfinitos, que se obtiéne de sustituir

por ocualquier olase (conjunto) transitivay

1.17%e0  .~(Inducoifn escbre una clase transitiva)y
:31 T em una oclase tranliti’v_a, y € ¢én uha clase
tal que para todo X € T se tiene que xXc (. —> xe C
entonces
o Tcc.
Dewm:

Sea A'=T~(_. s T¢c ant /—\#¢ j; _ "

por el aztana de regu].a.r:ldad, ubnos quc

Q-S-A OL/lA? o

e T 3 acC.

[}

porque si cx:l.atiera b e tnl quo \ocL C ontoncea
beaeT ;' obeT, be-r‘;d - A N
S beanNA=¢ g JoaeC g

TCCD

. '.;.v?‘: . L
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2.18Te0  += (Recursién sobre clas;s transitivas)
v S8 T es una clase transitiva, y G: U — U es una
funcién, entonces existe una #dnioa funoifn

Fi T—U ¥ Fle)=§(Fle) VeeT

Dam:
Des.

C=if:A—>TUlACT y A ¢s Crans(twvo 4

| | | VaeA Ha)=6'(f/¢)}-
‘3"S¢-u F=uUcC . '
©8 necesario demostrar que oﬁ funcifn, para estos
Sean 1A —TU 4 ‘FL:Az——)v'»_@_.'(_.'-' |

Y} Sea A=ANAL : -

Demostraremos que x< A —> f (x) = fa(x)
esto lo haremos con ayuda del teorema de induccifm sobre una ola- -
se transitiva, ‘

/A es transitivo ya que A, y A\, son transitivos

t} ACA T
.', ‘{I/A ; {L/A e C '
S¢ea D= {X/ fifa (x) = Fela (x)}
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SUP X&A} XD ent

. ‘;6/7( f/a (4) = FL/A(;}) A /Y . :](z‘/A/)(

'. {:t/A (K) z@(ﬂ /A /x )= q ({Z/A/x )= &/A (X)
Xxe D

\7’ Xeb —7 "‘.<eD
xEA

¥y por el teorema de inducoibn sobre wna olase transitiva
ACD,

}\VE/A .'Fr/A (j) = f/a (})

. /o= ti/a
F s fqncisn, v ‘qﬁo o1 (a‘,b)l (e cle entoncen
b y Cof P AL - U,
RIAS U ClaeANA: | e
b R = () s

solo falte ver que DOM (F) = T..
claramente , POMI(F) & T

Sy sl xXe T - ent



33
@eﬁnimoa por recursién transfinita Ja Va e ON
3¢ = {]
IDH-I = Uda
Ix= @  5i aas Umite, 4 degini wos
TC({x}) = Ayw J«

( ®n goneral, TC (%) | en conoctdo como 1a cerradura
transitiva de b y tiene la propiedad de ser el nfnino |
ooﬁjunto traneitivo que oontiene a b Yy |
L) olaramente . fx ¢ TC{ix))

LC) Tc({X}) en tranaitivo». ya que

5. acb e TC(Ix)) ent. be Ju poa. xeON'
4 f\o \.‘m‘ljtz , J.oweb e Jo y J.oae Uln =

= we € Te({x}) ae Tc(ixt)

i) st R em transitivo y A2 X} entonces
R Telix) | 40 que
) YR (xt =Ty

Cow s ROTw ant

'\/‘ XeR -

Loxed
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y como A es transitivo N X& R
Xt3«

L dan T UM C-P\

.. por induceién trensfinita, R 2 3x Vac ON
SO RO T (kD).
) T Telid) 2 ix) e, d.

v/ 4 (/-\'x 2s Trauwsitivo ¥ xe A ).
xeT Ax¢T ;

o SU xe T ent xe Ay QT;A»{QS t;.vai';gg't;-;,\a:x)
Sea D=ix/ 3§ A, - U »tec]}
donde Ax = Tc (.%’(i)
SL‘.;eT JJQD znt
> \/ yj‘rx:,Ax - U *fceC
xeg ,
adends, U} A x es transitive ¥, oomo las funoiones que

pertenecen a C coinoiden en la intersececién de sus do-
minios
)(kéjz ;x . U} A X 3 J

es wna funcién que pertenece a < , también

UAKDJ .‘./\JC-LJJA;(
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:c SL ;=;—Gj F)‘//,la nt
FeAy — U y e JeD

: 3\2/1_ (§€D = 4eD), . TeD o

vé/T A>T o feC, T< DoM (F)

. Dom(F)= T
F aatisfaco los rcquilitoa del teorema, porque

FOd=f0a = G(F/x)?'G(F/g() poa Fel .

" Que F ea tnica tanbién lo probames por inducoifn sobre T

supongamos que F' ! T — U es tal que
Fri = 6(F/x) N

Sea D ix/ FiL0 - FUO
Se ’}jvéT' 4 4¢e?D ve.vi'c |

CF (x) = FLe) Wvey .. .F\'/-} ._F/}j
o F”(j):@(F'/;) =G(Fly) = F(y) |
Jofed V (zco > yen) L Tep.

vV F(x)~F(x) OF=F
xeT . I
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' Otra generalizacién de los teoremas de induceidn y recursién
transfinitas es la gue resulta de generalizar en cierto sentido
el concepto de la relacién de pertenencia.

¥l resultado de tal generalizaoi&x ‘es8 el concepto ée relaoién
bien fundada.
2.10Def .- 84 C ea una clase y ECCxCy ae C , defi-

nimos la olase d¢ & en C , respécto a E , como

Calee gy +C z{xel/(x,a) € E}

' 2.NDef =S4 C esuha clasey EC ( x( , decimos que‘;E_'
. «s una relacién bien fundada sii
V A+6 - 3 ¥V (L8 € E, L.

ASC ' OEA e A .
todn clase no vacfa tione un elemento —minimel,

Una oburvaoidn interesante aoerca de esta definioifén, es
que quizés un nombre més adeousdo que el de relacién "bien fun-
:'dilu‘da"' , serfa ol de "relécidn regular", ‘pdrque la condicién qrue'
se pide a una relaseifn €< C xC paia que sea bien fundada es. .
oasi equivalente a que (C.E)=vaxioma de regularidad", Decimos
"casj; equivalente”, porque se puede dar un argumento incorrecto
de la oquivalonoia : . ‘ '

S84 E o8 bién fundade y xR#E ¢“ o 5( €8 un conjunto no
'vaeio en el sentido dge ( C, & )) entoncee CXJ(L -3¢ SA) .o —"S(L c)
tiene un elemento g€ =minimal WL y es precisamente esta L

el elemento que buscamos para realizar el axioma de regularidad. )
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ya que; X /\(. ¢y W = écc,e) .
Pn el otro sentido, si (C,E)k "axicma de regularidad”, XS ( ¥

X+ @ , entonces m'c?c. X“(QJE)W‘ = ¢Lc,5) $ o.M

o8 un elemento minimal de X
La incorrecoidn 510 este argumento radica en que en la pri-
mera implioacién se usa, en cierto momento, que X € b es lo mise
mo que (4;b) € £ , mientras que en la segunde upndgoién, se
usa que X¢ ( — Xe C. '
A pesar de que los lazos entre relaciomes bién fundadas y
el axioma de rognlnridad no son.de equiuloncia, existe una ooneo- ’
© olbn eonooptual |
z.14 Teorema .~ (Ind.uooidn sobre relaciones bién tund.udn)
| 58 C es una clase, £ L CxC em wna roluih bién fundada y
A es una olase tal que L ,
| i, 8l W &€ C es wn olemento & -minimsl ds C entonces
Wme A ' . o
M.-s xe C estalqus VY (g,xJeE = gean
. o : el
ZnT X & A
ent CSA .

Dem: , : R
Supongamos que A satisfaqe 1loe 1u'eu“on' (1) (11) |
st C4LA qﬂtdnco‘l’ c-a2 g .ACWL es E -minimal do
K . . WG
A wmeC-A L2, wE AL ,
Pero como L es € -minimal de < - A, st (xm)€ E enton=

. oes )(e A  ,_ de_‘ 1o contrario tendriamos XG.L A Y (x,M)& L:J
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, que no es posible, por lo tanto, por el inciso (ii)

meA Y J. CCA.

2.20Teorema “*?3~ (Reouesidn sobre relaciomes bidn fundadas)

| 81 ¢ es una olase 'y F ¢ (x{( es una relacién bién fun-
dada y 6:UxU —>1J es una funcién, entonces. existe una -ﬁhif-
ca funoién F: C —> U tal que

¥ F(*) = ?I(K/ ‘F'/Cx}(gje)):."

xeC

Dew:
Definmos

N: = ; fiM = |T//MC \\.‘T.. L(_x = Q(m {:/[_XJN\ __/ng.“,
) sea Fiz UD. |
Para ver que & es funoiﬁn, probaremoa que ui -

£u{zém M, ‘*>V JschL >U3 xeM-Mq

.entonoces { (x) = ?z(x)y esto lo naremos usando 1nduoc:16n sobre una -

rolaoidn bién fundadas , B
Como MC C E/M es una relacifn bién funlada en |\

Sea Az {xe H/ gu)‘?ab&)t

L)v SU v es Ely - monwmal de M. entences

¢ LW‘ALM, E/M)=¢ PO ‘Y_’.'/[fw‘t}‘(kt,ﬁm % /L“" LM \
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¥.cm emm F/mw i) = @) Cefeuryy o) = felm)
SoSwmoes EMo- minwal ene wm A

L\) S. VW (5 e — 2e A ant
1eM

Y R® = R® L e = b

£e Oy g)
hw= 6 (e b /C*E(MQE/M) )= 4lw, b/ C’O(M,E/A)‘): F%,",‘)..
. Xt_"A | ‘

utiltaoc 1s hipatnu del tcorm de mducoian lobrc -
B relacionu bién fundadas

LMeA g b - hm vx;M

' Uha ves probado 10 antoria'. 1la pmch d- que n: ma&: :

w uno.tlln, ya que l:l. (Y j\ Lx,g ) ¢ F Ontonon u:l.cm: :
¥ jeD {: Mu-;v j M (_>'v

FL*\ 4 yg(x :}
YeH(GHz v } Fw gcx)~"

» , Paru ver q,uo DO“(F) Cy que F L%) = G (% F/ch(M,e]M))
tambidn usaremos induccisn mobre relaciones bién fundadess -

f cuno 30MLF)<= C y 8olo falta pro‘bar quc se oumpla la otra
eontenoi&n y quo \-L&\-ﬁ LM *’/D‘—m u,'u)\ :



Seee B =1/ xepom() 3 PN = QUG FlxS iy gy f
1,= 51 M es [ =-minimal de C s entonces, si definimos
feimi k-‘—> "U ¥ ) = a(w ¢ ) Q;a tiene Que %D-
e DoM(F) 4 F(w) = f(m) =@ (w, @) = |
= 'G(W‘; F/EMK((_ g). )
11.; Supongsmon que ‘V/ (e, x)eE ~ 2¢ “"‘M(F\ . Defin:;moé*

4

QM"'CX](; {x} y 3}1 Mo U L '@a’

g FUP o SU Je DXl gy ey Scly x)ec

fiy)=
' é‘(jj C, c,;}‘\f Seo Y=

Ahora bién, como ('& K¢ & (de o contrario, { xu “ no'teﬁ;? .'
dr.!a ninimal), Xd LX](L),) v por lo tanto [ esté bién deﬁni dav
o _Ademh, st )cf—d@,c entonces ' : o

1) = FOp) = ey, F/LEW,»E)» SRAYE ;"152;31;;;))
ey ke

LB aatiaface la hipéteaia del teorema da 1nducc:l6n aobre
rolacionoa bién fundadas y C N

bﬁM(.\:) ‘j fo)— (:7&*) r/b*‘(,_ e\ \U"A('C..

con esto eonoluimos la demoatraeién o
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Otro oonoepto que nos serd Atil mfs tarde es el de relacién

extensional, ‘ '

2.2D8f 54 C esuna olase y £ C (X C deoimos que €&
oo extensional en (il

| (_ v ((z,x) e B ¢ e, 4) e E)l - x= 3
teC

El nombre de cxtoh.ianal es adecuado ya que la condioidn que
se pide om pwecisamente que la relagién € satisfaegs el axioma de
extensionalidad, 1.e. que (</C) &= “axicma de oxfcnum;n@;d"."

nomm equivalente, C em extensional o C sii

Vo ((x#y)

j —> xl , # (43, N ').‘
>(‘_3'€C' | C B ’(C,e:) . " (Q‘lc) . )




CARUIN AL S

Intuitiv-mente, la cardin~lia-a de un conjuato es el "minero"

de elementos de dicho conjunto. Lo ue 3igue formaliz: esta idea.

2.04befinicién .-5i X y ¥ son dos conjuntos, decimos oue tienen
la misma cardinalidad (son equiValenteba) sii existe un: funcidn
£ X-’Y biyectiva, y denot:mos este hecho nor X-’y\/ « Ade-
més, decimos que Y ~domina & X sii existe un corijunté A<V

tal que Af_\l X , .y denotsmos esto nor )("S- V

Pars lo que’ sigue necesitaremoé d‘e':‘un re.ult=do bééico acerer
de‘con:ju‘_nﬂtdé equinotehtes, gste fesul.t'ado es el ‘teorcma de:
C:-.xnt_ér— :‘.Sthjtfder- Be>m'stein. | ’ |

2.2 Teoreme., ::J. Xy V‘ so‘r;‘conjﬁhtos t:les que X"\(Y v y\ X
entonces XY Y . o - "

Demost ra‘c‘;. $ n :

. _'?r.;lmero'de‘mos-trai‘embé él s'.iguiéhrﬁé‘vlé’ma; .
o Lema .v .= ia'i‘ A, By .C :s.lc'm-‘.éc.m;j'unvtos tales ‘Ivu'e‘»:‘ A :’E‘D 5‘.(:— B
vy AY¥C . entonces ‘5_"-\"(: o |

demostracién: | o

sen F2A—C bigectiv..

vl)efi.ni‘mé)s pdr recuétsiéh trﬁﬂsfinlt?'

| A,'-‘— A-—I‘E;- :
o Aan=FLAG

CUAL= @ 519G v oun ordinel lisitei
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y defini: o8 D= U Ax . La biyececibn que necesitamos entre
oe N,
A .y B es l¢ siguiente:

G-A—D
F(x) si x€D.
X s8i x¢D.
Observacién: efectivamente, G es una funcién de A en B ya

que si X€D ontonces FR)e C =B ysi X €D entonces

GR) =

X ¢ A"B y como Xe A | forzosamente X € B,
. (5 es inyectiva norque si G, G € A , Ay ¥ag entonces |
i) si ou,o.;je D entonces G (@)= F(a) 4 Flad)=@fad),
i1) 81 au,ac ¢ D entonces G(a)=a Faz = G(a2) .
ii1) et W€D y @ ¢ D entonces aveAx pa. « €07
vy Aans= F[A*j S. Ga)=F@) e A= D
s G(a)e D | |
y vor otro 1ato G(ax)=acd D , .. G(m)fs(al)

-
. .G es inyectiva.

G s suoiayectiva porﬁue si be D entonces:
1) si beD entonces b€ Ax pa «€ON, o no lmite,
A #+g yaque Ap=A-B , beb |
o=@+ y Ay=FlAe]
. b;F(x) pa. K€ Ag=D=A
s e=Fr)=b |
11) ai bg@bc/\ eatonces G(b) b,

.. G es atmrayectwa.

'oor lo tanto, Q es biysctiva y A-'-}-'E) .



4

ihora, con la ayud- de este lems, nrocedenos & nrobar el tao-
rema pendiente.

Supongzmos que ASD y BLA | entonces existen funciones
F:A—B y @' B—A inysctivas, por lo trnto,
"@*F: A—A ey inyectiva,

Sea C=G'Ff_f\] , entmces C <A y A2 C | ya que
GeF . A—>C es biy=ctiva,

Sea E=6G{B] , eatonce. E<A y i xe & eritonces
x= G(F(&)) P-. ach |,y Fle B foxe GY_B']‘-‘E , ez dacir,
CcE,  APE>C 4 AMC
,'. nor el lena anterior, AYE | vy cone G R~ GiB])= E .
es biyectiva, B Y E | S

SOoAYDB Lo

Otro resultado b‘."zsico,‘ en L5 que c:}:rdi“n: leyd'.-';e’ refisrs, o9
el teorecma de Centors | o | |

Teorema .-35i X es un conjunty, enta.;’l‘ces X"&P(’Q y X %é‘f)(x)
emostracidn: :

sew 1 X PW que  fa)= {“‘3 Yae x , Preitmente,
se concluye ue f’ el i:lyectiv‘.,,,' | B |

Jox2fx1cPi) Lo x< PR o

qur:: supongamos qu: X2~ P(X) | entomce: 3§ x— P(A)
biyectiv_... sea C={aex /°~¢ f‘(“)s , CaX o yocan Fw,
::dgfe;yectiva, Jaex y fa)=C ,

1) si aeC entonces aefl®)=C N CA?C_
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. aeC

ii) si adC e;ﬁ:onces ad fla)=

o]

f.aeC it ad C

Coox g P
tA4Definicién .- Si A& 07 , decimos que o es un nimero
cardinal, brevemente cardinal, sii ;VL°£<°‘~“"’@¢°(

(-1

Notacidn:  C avrdi= {deO"’l / of es cardinal}
.- 51 X "¢s un donjunto, entonces el nimero de

L5 Definicidn
wistog as 0 one HOOi=Wiu {wcon/u A A< K],

BV fir:n c16n .- "H(x) ex:.ate para todo conaunto X

denoscrae:.én- “mor 1a df:.rmacién ntenor, A -2 ?(") ‘V AC-X

y nor el axiomu de elecclén '@(") es b:.én orden: ble, nor lo

4

tanto, @(X) ¢s isomorfo & un ordinal @x .. PR Er |

A Bx ’b‘Ac-x- s {a_(-eo'ﬂ-/ou#hiy*‘-"gfﬁ
’H(X) existe. | | e |

lenefinicién - W= Mn’\ {o(ec‘m /ak es linnta y c(#'¢-§

‘;.zs Afirzﬁacidn - 31 A i"(e 077/‘V' X *-f=¢ --->X no ‘eg 1imite}
Xex+¥l
entonces W=A‘. .
denostracidn: Si Yew entonces, si X#¢ Y X& Yl , se cin‘fn-;v
ple qu‘e'_y 'X$§<5+\'<w P ,"; x<ud e X no. es limit‘e, R S(—.‘A,
y C‘. A . 81 BGA entfmcels V‘ X*ﬂ "‘"r*X no -en 'Li'm_te,

.‘W
Lwdu, 3<a+t<w .5<w Lisew ,--ACW

..A w.
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Ahora estanos en posicidn de .elinir A nrrn toto K& O,

. ¢9%0 1o hwremos por recursidn transfinitc. Después de hauer de-
finido los %gg y Droburenvs que todos ellos -son c-:rdiﬁales, de

hecho son los cardinales transfinitos,

2.1¢ Definicién?'l -

'/('A-- Uw@ Si K gs,!&wm‘é,o(:ﬁ{a.
@<= - .
Los. s1gulentes re; :ultados tienen por abaeto srober que og- j(;,( -

- son cardinules.
w L] Afirmacidnlid, -si m,new y ‘m.’!h entonce:-;. Vy\:n .

demostracién- lo que vanos a deanostrar es

- ¥ (k< W (M — m=u))

LeON

Lo eu‘co lo nuremnos por induccién trmaimlta.

e e
; , 1) al o(= gy mM¥g entonces .m=¢ oy v'ue el tnien conaun-

g ‘ '

to equlootente a @ g .
~ 1i)3upongsmos aue A <w -—‘>(V‘"'V"( W= "‘)
| 51 ALK W ¥y M Yt entonces, como K+| %¢ 0‘"’0—
samente’ m#-'bgi , den‘_‘lo' ;:ontrr:rio ¢ seria e:,xii'poten‘te "'="»u.1 con-
“ junto no vacto, y como mew , m=C+l Ademﬁs, t;(, C &ew

ya oue ALK Wy QS“(J—\(W

s

SLCh ANl Kew .
‘ . i "_«,’3 f-:.C.H‘;v‘og{rl piyective

, f}y‘(x‘) = g‘;‘g)‘: ® o

-/ 37(.——?0(_ ﬁf‘-l'que"

g TN
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es tumbién biyectiva.

.' T G PR < - 4
J.omem bl = A wd
. 9(‘+\<g(—-:7(m.'}’0(+\-""7m=ot+().
iii) en el cxso en que o es limite, K 2w ,
St Cw -->(m.’.‘!o(--vm=°()_
Doy (w<w s (M - maa))
% € O
es decily Y man —m=h,
. new = o
. . ”n
t.28 Atirmacién .- §i NeE€wW entonces 24 (*-”‘"“*‘V‘) .
Y- .

dexostraciéng
supongamos que oA > ) entonces N <w &€ 7.-'. n<e
S, n<nd € oL S Nncne < o Yy n¥a , vor lo

tanto, por el lem: utilizade en la prueba del teorema de. .

Cantor- Bernstein, n ¥ h+| y' por la afirm-cién anterior,
n=nn ¥,

KW, A e w Y L¥n , J =

.
LI ]

LW Afirmacidn .- W'e Co&d.
decostracidn:

Supongamos que MNKW . 31 WM catonces W=y ne<w ?‘

-__w¢n 7 we Card .

LR afirmucidn .~ 5t X es un conjunto, entonces '74(!) & Ca\'d .

demostraci ‘n:

Por definicidn, ’H(x)e 07’( .
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Supongamos‘que‘ F < Hix) y &QJH(X)
<eon
Como H(x)= M {.,(e o1/ = FA VACX}y K < 7']()&) )
& A p.a. AS X y L& H(x) ,
LA HE) g Aex ¥

L3

W K< Hix) — agiﬁ(x)‘ , o Hix)e Card

ol € 0" ¢
2.1 sfirmacin .~ V ‘Xq € Card |
ol € O
demostracidn: (induccidn tr nsfinita)
1) Xy=w ¢ Card |
11) supdngamos que %.‘ € Card , enton.es
Xat = WO(“) € Cord.

iii) suoongunos que o F¢ es linite. y que v ‘X(x € (.o\rd

é‘.o&
entonces:
U 7@ c'. X € 041
g< ;
_suponganos que ’X* ¥ Cavrd , entonces: 3 P« 'X* \3_ '3‘ LSl gy
Yeon

r"‘*"‘"‘“?‘«"’”é‘h Pa @<K .

sor Lo tento, por. un resultado anterior, p ?(@ '2’ .
ya que x< X@ ‘J_ X,z& tqrd' ;
". X* € C-Q:Y‘d .

o v Ko & Card
o€

213 afirmacidn .- 51 X es un conjunts, entonces evi-te wun’ ﬁl“!'iCb

‘AeCm‘o\ ¥ )(.’!’.A



demostracidn:

Por.el nxiomw de eleccidn, existe un buén orden en X , es decir
existe £ tal que (X,<) g3 bién ordenado. Por un resultado an-
terior, _3 £ &3 isomorfo .':.(x <,)

o, € O
see A = Min f ot ONn /K es isomorfo a (x, <)%

A es iso.orfo a X , por lo tanto l-—- X,

A € Cord yi. cue si existisra ol< X tal que Ai’ot entonces

AYX oy A%YX .,por 1o tanto, A¥X y K< A 'Y .

DA eCord, | |
Ahora, supongamos que A , ;{‘lQCQrd, -lu‘jfll'y que Ay 3')(2’12.",
entonces, S.P.G., M < Az , y A A ‘ZY ye que lz_-&‘cq"d ,

A e3- tinicon.

- 9.9 Notacidn: decimas que ) es la cardin-lidad de X ‘y nonemos I'\Xl‘-fa‘

¥ " 3i denotamo: nor 2 51 conjunto 5@,{0}? ’ pdfiemos ehunﬁiar 1la
hipétesis del continuo y la hindtssis generalizada del continuo‘
de l# sziguiente m:mer;.ﬂ:
a) Hipdtesis del continuo { C. H. ): \ '—- X
b)'Hinétesia generalizada del continuo ( G.C.H. ): \ \ Xkt
Del teorema Lié Usntor, se deduce gue 2;; ES @('X,a) y_ 'Xg 94 ‘P ’X,n)
. 10T lo pe;nt). ’Xg < WJ('X,H y nero, mediinte una sencilla biyec-
¢ifn, se puede orobar cue (P(?(p)) v 2 ’ , 91 1o Lentn, se- con-

cluye fsueilmente qus \(P('Xg)\: \ 27” ' ¥ Lo gue fiudente tenemos
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Xy

% .
es que Xy <2 l,es decir, X,$ 12 7] . Lo que 14 hipdtesis

. dwet .
del continuo e3 que una manera de pasar de ;(g, el cerdinal nu-
¢ Y »
merable, EA‘XI y €l primer cardinsl no numerable , es lg "exno-
nencincién®. Le hipdtesis generalizads del continuo es , preci-
gamente una generalizacidn de lo dicho anteriormente, es decir,

une manera de avanzar de cardinal transfinito en cardinal trona—

finito es la "exponenciacidén",

Aclaracién: tocdo el material nresentado snteriormente sobrei
conjuntos, cdmo sé dijo al priﬁcipio, tiene como dnico obiets
dar una'presentaoién‘intuitivé bidsica de conceptos‘eseﬁciales
de 1la teorfa de conjuntos, tales como, ordinal, inducci&n treng-
finita y cardin«l, Por esta r=z6n, durante la nresentacidn de
dicho material, se ignord la'aﬁaricidn de nosibles naredojas,
las cuales se pueden resolver solamente median%e un tratﬂmiJnt@_
axiomdtico. | | -

Por otro lado, se habrd notado que éi final sé enunéian'xa-h;;:‘
'pétesis del continuo y la hindtesis generalizadr del contiruo,
de éstas solo nos interesa su independencia de 10; axiomns: de
ZFC, ( BFC es un” teorfa axiomatica de conjuntros) la cusl
permanecid éin nrueba hasta que en 1963‘Cohen dié unea prpébéf
uﬁilizandd una téenica 1lém?d~‘"forcing"._35 en reel;dad sutn
téenica la oue nos interes: como hgrraﬁienta en ;a prueb&‘de

resultidos de incenendencia.



'CAFITULO 3

. ‘Modelo de A donde no se cumple H.O.

51
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MODELO DE R DONDE NO SE CUMPLE LA HIPOTESIS DEL CONTINUO

A cc_mtinuacidn describiremos un sistema formal, SR2, para
el anelisie real, el cual consta de un lenguaje de segundo ore
den, y'un grupo de axiomas y reglas de inferencias Empezamos
con el lehgua;)o : | |

L2 (I;eng\mje‘de segundo orden para el andlisis real)

Consta de @

Una’ cantidad numerable de variables Y., Xe, + ¢

[Vlnlva» cantidad numerable de variables funcionales 4¢3 ¥vs: "

Los sfmbolos constantes O 7 1 '

~ Los afmbolos operacionales “+'y *. ¢
Los s:!ﬁboloa relacionales = y %
' Los sfmbolos 16gicos =y V, A, —>, <=, |
Parentesia B¢ 0, T, |
Ahora determinaremos cuales son laa fdmulas bien formndas

del 1enguaje Le o

Be= Son términos - las férmulas que oumplen lo siguiente :
1.4 51 X es una variable, enti %X es un término

i1~ O y 71 son términos

ii1,~ S4 t, y Tt son términos, y;’ { es una variable
funoional, ent. {(t\) yCitte, t..-tz son t8rminos

be- Férmulas atémicas .

81 T, ¥ te. 2on términos ente T, 3Ty t‘. 4 T, 80n
férmulas atémicas

O F6rmulas bien Formadas (feb.f)

1= S:L ‘D es una férmula ntémioa ent, ‘P e8 una fobe r.
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ii-si P p q son £obof. y % es una veriable, y f es

una variable funeional ent,

P, pVQJ ?AG;

- Q, ?ea, )Py CHB (3)7P,
son f,b,.f,

Axiomas para SR2

a,- Axiomas Légicos
S5t BG, N son £.b.f, de L, » § variable funcional
¥ X +variable, enten

ALl- P— (G; = P)-
AL2.- ’(? = (g - m) - (<’P->m = uv-: m)
AL3" (Pl 1Q) ~> ((-,p = q)_,’p)
ALY (Peg) o (P a)
| ALs- (.’P}A_q) > (—v(—\ Py Q)) |
AL(, - (P <> Q) ‘<—; ((P~>,G\‘)’ n"(o,—ﬂi))' o
AL PAG SN AR

AL.HQA.‘ ‘ ,P—'>(Q — (P I\Q))




pL]

ALio - GOP LI = P(r)

, donde T es un término libre
para x en P y donde V{T) - es el resultado de substituir

todds las ocurrencias libres de X en P por T

CAUL- (P = P L 3} ,donde 4 es una variab.‘;.e’

funcional y 4 no ocurre libre en P .

ALIZ- G (P> Q) = (P <0 Q)

s donde P no tiene

ocurrencias libres de X .,

| AL'B:- (O(P— G =>(P= (NQ) | donde £ no occurre
libre en 'P‘., | ' | |

ALIY= (T )P o W) =P

ALIS- 7 (3)Pe (P

an b= Axiomas-de Igualdad,
5-?'Def_ o= 51 P es wna férmula, X una variable, T un

- término, entonces denotamos por 'P(X,t)‘ el resultado de la

introduceién de t en P en luger de cualquier parte de las
. entradas libres de X en P .

Si X y Y son variables, P es una férmula, ent son axiomas
AI 1" (x)(,(;-_ x)

CALLS (k=) = (Pix, ‘x)"-‘>?k’x,"\/))
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c.~ Axiomas de Eleccifn(para SR2)
s1 P es wna férmula que tiene varimbles libres X ¥y Y ,¥

ninguna otra, entonces son axiomas:

AE =~ () (3P v)) > (3D (0 Plx, 0

donde f es una variable funcional que no aparece en P.
d.~ Axiomas de Caumpo

§4 X 4 Y, L son variables, entonces son axiomass:
Act- ORY U+ YV +2) = (x + (y + e))‘ :

:Acv’L’."' (\(Hy)‘_(x‘»y:y;s-i) .

Acd (W (x+B = x)

At (x)(3y) (x+y=5)

ACE- MLY)(e\(x oLye é))—((x Y) é)

Ac(:" COYY (- Y= \/-x)

Acts (¥) (x-1=x)

Acgr (00 (x=8) > (3¥) ey = 1)

Actm ey (xelyead)= (kY4 %2

Aclo = —(B=T).



€.~ Axiomas de Orden
S X , Y s & son variables, entonces son axiounas:

ACl.- xey v vex

AO2m (x&aY Ayex) e> (y=x)

A3~ X¢ Y ——>'('x+.%é y+z)
r‘AoLl:‘ Xey NO& > x-:z‘-.é_' ')’-"&:‘»‘}

AJd.omas del Supremo

51 X , V¥ i z son variables, -F es varlable funoional,

- entonces son axiomaa'

ASV. (c) L(3y) (x) Hm ey) - (32) Ly)

(tx)(#(x\ z-y <-> 2¢ x)))

Reglas de Inferencia ‘
51 P v el sonfbﬁ. , X es unavariable, vy ¢ esuna
variable funoional, entonces laa siguientes son reglaa de inferen-— .
ola validaa en SR2 ' '

Modus Ponena

Q es consecuencla inmediata de’ ’\) R ’? - Q

; Generalizaclﬁn para Avgrlables '

| ()P es coneecuencia imnediata de. P

Generalizacldn para vamables funcionales

({3) 1V oes conaecuencm inmed"ata de - 'P




CONSTRUCCION DEL MOD'ELO

Ponganmos:
I um conjuhtb
2= [o,1]?
v\ la medida de lebesgué en .0-
Ahora nuestro propdaifo es el de definir un 4lgebra Booleana

=) compléta con condicidn de nunerabilidad, sobre la cual se to—
martin "los valores de verdad" de las funciones de vardad correa-
pondientes a cada una de las férmulas de

3.2 Def 32 .,=Sean :
AR COD ANB > m(s(A m\ 0

Por 1as propiedade's de la med:l.da W » 'V es una relacid‘n?de'

.equivalencia
Si AC .n. /—\ denota la clase de ™ segfin NV

S°'."j B - {A/Ac_ﬂ}

definimos




3.1 Aff.-(B, tye, ) eg un flgebra Booleana completa con

' condieién de numerabilided,

-.DLW\'.

CoPad, (as)= a

(3 = (T = T (A=) =5

G+ (b23)=3 + buc = d.ubu'c_"é
= GUL+Z = (@+B)+2

= (C:Db)h (:CLU Q)= (Ckub)-(auq = (&+ 1) .-(a +2)
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Vie P (K41 = &2-57.

(K+B) = (Zoe)’= IT-(aub) =

S -a)n(L-b) = &) -B°

b’L("- ?l Au C-ia‘i'O"—'O-—

0+0 = d+ 6 = Aud = &

Se puede demostrar de igual manera para. ‘-'; .

o ?.3 es un élgebra Boolea.na.

... ff.- B es una ¢ - 41gebra Booleana
“.0 ¢ wm:

P.D.si ACTD numersble ent, existen SUPA ¢ INF A.
"~ sup A C B nugerable, por ejemplo A= s. a./ le N}.

sea p= \J @i , por supuesto P estd bién definido, ya que -
) . LE L .

e

e

V W‘(S(ac) h n-‘-
e Y : ‘

il (TT , TE)- w((Uai —Us:)UTUs: - Uar)) &

< "'\’!((U(aé-f bu)) U \U‘b;—aaﬂ) =

%(U((&L-b;) U(b:— CL;.))) =

W‘(UKS UM. b )\\ 4 Z w{s(c’&; EL,)) = 0"
LEw ‘ S ‘ i
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Jeoms(Udi, Tet= 0
n"f '\3‘:1'.
Afg~ p=SuPaA

S{ xeA ent x=a: P.a. Qg

aL - P = ~E. L Uar = arn Uag ‘-'-'('LC.‘.
' Lew tend
Sox=a P YV ,
Xe A .
Ahofa supongames que. Xi<'§.‘ v T e q_ \?;.- C
‘ Coxe A Le i

+of

Sl -9 = A L m(s(aznq,az))=o '_v

I ] eV :
3.3 = o 3 =(Uaiing = Ulaing)= o o

,_Es%a Gltima iguéida@ se sigug‘de
w(s(V(a: a9y vai))s
L= m((ukofmi)-umutwa S Ularng)) & |

e wa((Ulaing - an) UU Vai-atn g)) =

i1

v (U s Ng yat i)) ¢ 2 wmslangy _L}Q): <
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Analogamente, si tomamos I= _/DNCL; ent 1= INFA

_'b £8 una ¢ ~ dlgebra Booleana,
33 Ahora se demostrard que este 41gebra Booleana cumple con la
condicién de numerabilidad y que por lo tanto, es completa.
Definimos:
' * | -— -
wm: BdD~—R > m (b) = m(b)
™' no depende de representantes ya que si

—

X=¥% ent  wmlsix,yN=o0

WX = m((x-y) U(xOy)l = mix-y)+mixay)z

=wm(xay)= My-x)+mlxay) =

= wn (13=x) u(xny))f:,-mw)

Ademds;:

W'(ij? ! (fl)-'- W\(-Q*):ii

W (Z+%)= W (T0b)= m(aub) =

M(a) + mle) = mienk) = m' (&) + m"(‘Bl) -0,

= w' (&) 4 m (B)

1]
e s M.es una medida en

. & es un £lbebra Booleana con medida

. B ecumple la condicibn de numerabilidad

B es conmpleta,



62
MODELO ® INTTRPRETACTION PARA SR

E1l conjunto de objetos que nos serviré para interpretar. los
términos ("reales") del sistema SHZ es : -

X = Z{: O —>M/f es mzdlblc}

y el eon:]unto que nos servird para interpretar las variables
funcionales es :

E,) = R>RLY Fen Awe O x(w) = ylwf} € {wa—ﬂ[-ﬂx)gw) Hy)w)}}

Aunque lo mds natural seria tomar ocomo "RU\ todas las fune
ciones f1R—>70 sin excep016n algu.na, la condicién pedlda no
es tan artificial, ya\qu’e lo que esencialmente se estf pidiendo
es que‘ la clase del conjunto en los duales 1a’ X yla Y coinoi-
den seaz mds fuerte gue- la clase del conjunto de elementos en los-

cuales’ —ﬂx) y‘ 5:(7) coineiden, Por ejemplo, si X e Y son casi

iguales, ({we Q7 x(w) = y(wjj21) entonces, §(x) v {Ly) tau-
bién son casi iguales ya que ::

{we 11/ Foalw) = FUlw) 2 Jue A x(w) =Yl 2

-— . . [N

Defin:.cién de’ OPE"‘aCloneS en. R

Y OV (48w = f(w) +$Lw\

' S 53eRh wen
% Voo (Fe9) (W)= Fow e chs‘. |
.36} wel : : o
Interpretacién,

Para la 1nterpretaci6n de las: varia‘oleﬁ de. S'R?_ -ntlliza- IR

-

remos elementos de ™
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Para la interpretacién de lag variables funoionales, utili-.
zaremos elementos de 'P.Z:’,
Por razones de comodidad, haremos M = iw X"Nﬂ

Interpretacién de las variables.

Supongamm gue Xi{ es una variable, {i. es una variabl-e'
funcional, y que E:‘-(?--:'L)-J M adonde a= (Oa,:ar.,' o) Y b:(b.J b,_,.,.)

entonces
i.~ la interpretacifn de X segin ¥ es X{ = A
ii.~Ta 1nterpreta’é'16n de & gsegin § es ﬂf = bl

‘ Interpretaci&n de términoa.

La interpretaci6n de terminos se define recursivamente de
la si:iente manera: , R ’
i.-;‘Si‘ T es K._ su interpretaci6n ya se ha descrito. gt
44,51 t es O ent tf=

N

8l T es 1 ent T-g" 1-"

donde 0 ¥ L son las’ func.lones constantes O.,_‘yw' L‘]. S

111.-51 T es T—x,*'tzem; 2 1‘_9’+“t}i
‘ 81 T es tL . T-z_ ent tg= T—g .t.g
'iv.-s:L.‘t om Tt (V) ent t"-—xc (v€)

Funei ones de ver&ad. -

: Nuestro prop691to es definir para cada férmula T una fune
. cién de verdad e & -—->B » 1o cual podemos hao_er de ma;;era
recursivas ‘
-5t T oes T, ~tL ent I fi(e) = {we.a/c?(w i~ (w)}
. 8i A es T &ty ent I TH(E) = {Wﬁﬂ T..(F(W) <t ()}

o~ ILa definiclén de “‘fll se completa segdn el caso con la

‘b lista eiguiepte., »
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Ha®ieg) = [ By

1P it = Ivie) +jauge.
P AQII(E) = \l_‘PM(@,) : ilqnicé)'
1P ali ‘—““Pll(?ﬁ + llQN ‘

IIP<~>QI F)*NPH(; uqn(;)’urputf) nauw

”(X..) P” )"INF“P"(Q(‘/C‘))) donJ@ f(’-/¢1 (o_(:./)

"(F ) 'PI](E) = IN l' i PU (’%’(5 “/C)) donde “’(, /C) 1C8 ?ﬂ“’d)-; g |

I (.u )'>Il(€) SUP llpﬂ(f(vc ))

ﬂ(.: mpn(n = SUP ﬂPu(e‘LJ

‘/c

3. 5Def ' -Deci_mos que la fd"mula \ es "'v#erda‘der}i" ,Si I
o PGy = L Wee m
 Decimos que P .e8 "falsa si
\\P\ILQ) = O Vfa M
"2‘\'.4>'Lemya o

-sea 'P una. £,b, f,.

S8 &,, ', Xiw son las variables que ocury

en P oysif,, .- ) fjwm son las vamaoles fmc ona les aue
; 'ocurzen libres en P - Y. st 5 (a b)y £ (€, d) son tﬂlea que
| Aliv) = ¢(ik) !«Llun B = aG
cntonpes .

e lfé)_= IIV_Pu‘Lg’) o

en libzes DR

(Ax % vin!



&
Ia demostracifn de este lema es analoga al resultado andlogo
de lehguajes de primer orden, donde l-U se toma en el sentido

cldsico,
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SRE 1A H.C. -
Ahora se va a demostiram que los axiomas de SR2 son "elertos',
» que las regles de inferencia conservan la veracidad y que la hipow

tesis del continuo es "falsa" para SR2, con lo que quedaré probade
que SR2 ¥ H.C.

3, §'Aff.~ Tos axiomas de SR2 son "verdaderos",

All.- P (g - D)

Pd P> (g 2/(8)-1¥p.
Seo\, feud ' .
e UP oS P 18)= LIPnie] +//as —>P///f)='f‘

[llP//Cf)J + [//qmm + //ﬁ//zy)

(L{/p}/zg Vs //P///i’))+ [ 18197
{+ MG ¢ = 4

- ALl es "verdadero"

AL2.- ( 2 (8 - Q_)) - ((?—>%) —-7(P—-> E))

i

58« e

enTonces

Hr-g - 2)) ( T-8) - LP->&2)\ higy-
= e cg}wzﬂ /(§)\ i -m = (P—m)//(f’)
= Ly /) +( a//m //W/Cs)f #1720’ +iif’—>ﬁ/f'é§’}=

}}7’// )//6; 1o-Livare] +//r,, )+ Ll By s I‘nm//e)‘m.f/‘/?_//z‘r)
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« UPIEYChapig) - Corene® +Coane T+ene + e e =

-

= hues)-Lneneej’ + vauney+ [iep($)1%+ heyes) -

Cheneey)® Drapees) ™+ [rers)) '+ Heuce) <

"

C Lnenei+ Lipne i’ s

= 4
AL2 es “verdadero. _
Analogemente, usa.ndo propiedadea elementalaa de élgcbras Boo-

leanas,'se puede probar que los axiomas AL3 al AL9 son "verdnderoa":
ALIO.- (.Vc)? —'7 P(f\ donde + es libre para x en P,

//uc)v-am:w/m [mwmu //Pu//m- ’

Liwe e:P//(w/.\,))J + //Pzt)//lf)

d.el

‘S‘g{g [//7//(5(%,))) + //Pft)//ff)

Sea a,-l‘.f € g ,entoncea ge puede demostrar que:

)I

o

_?l“s:(%.’)‘ //?(c)I/(f)
i‘fz?[”?’lié/«a).‘i’ # hpe)nie) 2

’LIIP// u/&,))l +/1/’(t)//(€) =L//m)//1f ju/m;//ce) i

//,44/0// 1.



Analogamente AL 1 es "verdaderon
Az (k) (P Q) — (P

¥i no aparece 1jbpe en P

sea f¢ 4

P (x0) @)

-.. //( Y(,) (?*.) Q)

LR 1P yges,

- ('P~>m)cs;)//=

)1 Liepie)?

t il e, ))
fez f/P//(s‘c‘/a,) mew ’]+

que ¥l no ocurre 1ihpe ey P,y f(b/a.); €no difiorcn
nés que en el iugay i-égimo, f(L

. +[m>u<r)1 + *“*//@1/(!(% )

Paesto

/«)J £ no dlﬁeren en las variables '
_~libres aely | :
‘-‘//P//(f("-/t,)) = J] P//(f)
L'//P/uf[% ) fUGM !(%,))]’J r
+ EHPu 1%+ NE taneesy .

-

= aoe fupzug [Hml(ﬂt/a,))]’]*[upu(e»]’

&'Z{ //O//(f(‘/a. y)) =

’-//P//a 3 °[uau(fc /aa))J+CIIPII(f] “.’g_uqn(é(&/;,”j;
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= 3 SUP Can (£ a0+ THPHCENT N INE UQN(EL,) =

< CE 1 au(eChay D% CuPH) T+ PR IGHE (Ya ) =
N YT |

. AL (1 es *verdadero"
| Analoganente AL 13 es "verdadero",

‘ Auq.- “"(Bxa\P > (¥) P
Sea Er-'i'J ‘ '

I (3%:)P ¢ (M-ﬂPl/(!) =

=@ PRE) - ) ~1PW§)+E—‘(3\“)W(§]’ Emm-—mn(sﬂ’

1]

[2:{ uPu(swa,»]’ WE TIPN e ] +

+

gg% UPHEL ) - CRE T vn(:tm»l‘]’

i".i‘: t“Pu(sw«n]’ IELIPI(E (v )]} +

4 f;'f upmsm,) i&’é’lwu(sm,» =

‘”f E\\Pum% 0+ SUPHPN(SLL/‘,))

dC!

* ave

[ IPIEC T+ 322 HPI/(e(%,» 4

+'« ALY en nwyerdaderor.
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Analogamente, haciendo wna demostracidén semejante, se puede

probar que ALI§ es "verdadere',

Axiomas de Igualdad.

AIPL“ (xe) (= we)
Sea fe

Pixe) Cvewxa) 18) = ATE Weexal (00 )«

NE 0 VICRGT) L INE
= WP {uu.n./ AT Ve X $= e !

.- AT L es "véraédéro".

Bn lugar du probar que At es "verdadero" probmnos
-;uaolo el caso en que P es atémioa lo cual €s - auficiente ‘para -
nuestros propbsitoa, ya que AT 2 ge deduce de esta versi&n
nfs simple y, como ademés probaremos que las reglas de i f» R
rencia conservan la "veracidad" reaultaré que AI_L es "verda- |
dero".
(%= ﬂ = (D(v X > ‘P(x.g))
"Supongamoa que P(XM) es. atémican por ejemplo Yt & X5
y supongamos § es X, X es YL y (s X no es %Ki
ni X , el caso es muy simple) y que P, '3) es ‘“-‘*J
(loa demés casos también son aimplee). entoncea- ' '

sea T¢
xe=ve > (% €h = X x;)’ll(g) =

= fxe s x.:nmw 0 u ml g) e u vumng)



— 3 S ' :
={uwe ﬂ/xftmwzcm% v Sue o [xf o el )’ T

v fuent [xg W& xfoar} =

= {uu n_/xhcm) d x{(u)f {wue 2/ ¥y > xf(uo} -+

{Me £/ xf(ud x.,(un}

= Jue Q /¥ 4 x{(m o X} (w) > ¥ (w) ¢ Xl ¢ ) =
‘= =14

’ : El cago ‘en el que 'P("»d es Y~-"o es anndlogo al antorior
v AIZes "verdadero" ' '

Axiomas de campo.

‘De - este grupo de anomaa solo noa oouparemos dn unoa omtos

a ma.nera de ejemplo, todoa los dumda scm anélogoa.

Acl) (%2 )Lx\, ((h +x4)=(x +n))

S¢cg S’e M

A o Do G silGc gl
ae® S

lNF [‘UF‘ [“x' *Y ”“"”‘"" (EL/&g\(‘IbJ))] .‘

‘el bel
yaque"'g | PR | - L
LR AT um) < e n Jeltn 410w = xfw ¢ o (o

o f:_[]_g‘*i AR




, AC'L‘g () CBxY (g v+ % =6)
| .5(.&. S?e i\-;\ |

| »"//Acqn(s)- e [sop[lixcin= S8 (g ifoy )]
o€ be B L

S¢a. ‘che'.Q

Deﬁnimom b\a, ‘-_ — R Y ‘\ (w,).. {

a (et siawdvo

0 & a.(m\ 0.
A partir de que o es medible, se’ puede ver que ha_ |

también 1o eay se ha & R

”yc. + YJ 3 of(.f("/a, L“/b)‘)

e {Ns .ﬂ/x LW\'H.\ e o} {uue .(l/a(w\+h (w\ 0}“

—

=-Q » 0= g0 /“1 “”'w)

e v Su P Dm m =3 li(i(“/q)(*’lbg)]
0.6&. beﬂ BT

. _> Hxe +x =0l Lf(‘/a )(J/‘u D=

'; » ', SU [“Xu % = 0”(5( /0.3 (‘,/b:”_] = &

ihe.—

a{;!\i EE:JE) DH +¥%; = O““Q“a )Ulb J)ﬂ] |

Ac. 4 o "verdadero"
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Ac to) = (5-1)
Sco €e W

(3 - DG - [Maein(g)]’ wen/ofw-m )} =

f‘ [ uun./ Ofw) = L(uﬂ] [cﬂ =1

Axiomas de Orden.
' De este grupo de axiomas, solo probaremos AO2 » los
pruebas de los demds sonm igualnente aencillaa, ¥y se reducen a

propiedadés de los reales. =
A‘O 3= X "=7 - ,(x+ 2 &Yt E)

Szm §e

my - (x+i‘-<- v+ 2)(E) [1 xcyu(sﬂ +“x+&4 mu(g)?' |

i um Ay

+ {W.e ﬂ/ Xg(\.u) + Zf(u.k\ yg(m) + zq(q;\} £

-:_()_ - Ewue.Q/X (w) < \/g(“*)} +

| {wé -Q-/xftw) + ?_f(m) ¢ \/f(w.) + Z-E(ut)}

{m el / xf(m\ > yftux\ Ufuaﬂl x‘(m& Wf(w\’- Y‘(NH E‘M}
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Omitimos las ‘demost'raciones de la veracidad del Axioma del
. Supremo y del Axioma de Eleccién porque son, en.cterta forma,
andlogas a la demostracibn de la falsedad de H.C., y son tan lare

gas y tediosas como dicha demostraciéni
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3.6 La hipStesis de continuo es "falsa® para cierta eleccisn de I

H.d.:
(F.)(HM(%A(SN)(E(*,)=o Axg i) v

(3F) ) {F ) =0 P (Ax) (2 () Axe= Fo (x.)))]

Sea §e M
P.D. fuci(®-=

. pars cierta eleceién de I

Sem\ Qg (]ﬂ)(* (':Sx. \(§, (‘M) O AXy-= Fz(x\))
Qz_f (3 FA (XL) [E (Xz.)= O ""> BX\ (Z(“")I\‘YL:&'(%J)]‘

IHe @=L (chqz)u(g)- (Nai umvazu(e(, a))

= INE QW %) +IQuleG; b))
l Aﬁoya se debe hallar uwna be ‘E-m tal @e k

LQMEG Y =0 ¥ 1@ (18 *)=0.
Definiremos b:R—> R explicitamente
Seen 1 ¥ 7 conjuntos teles que J<I.

: Y Ko 4_%'~T¢%1 )“WI;&.'XO R E XL

‘ Definimos:

Y. R [o,t] — [0, 1] 3 ?m i) WV

‘»*1 Wr—» Lol
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Por sﬁpuesto, V ?L es medible
leT )

ReR ¥

tex

sc.a_ T:z {4 [§=P L p.a. LeI}C-R

V  cea Q)= SUP \lm—%sv(s(un,)(s/c,n-,

¥¢l Ce T

SU‘P {weﬂ-/-ﬁ(w‘) cCu

T ¢&T

‘Lo que -1} esté haeiendo exactamente, es tomé.r

A= SUP | Xy = xgH(E(‘f/c N e )

ceT

‘ .esto, gracias a la 'coﬁpletez de ® , ¥ luego, para oad’a £

- fija, tomar un representante arbitrario pero fijo. al que

: ; rllamaremoa L (.ﬂ

Ahora, ya con’ los elementoe necesarios definidos, defin;mos

| 0 st W&: ﬂ({')

bR —Ra VW b (63w - : o
o - s owe o

Jowé e. O, 14 .E'(R) . Vq b(f): QL "'> R o

-

¢ clava mente, W bW es wedible

ke B



1

) .1le definicién de b como funeién de 1 — &  es correcta.

Para ver que be ﬁu\ solo hace falta verificar que:

v . fae 7wy = v@nbe fue 075w = bty
%, Ye o :

Sean %,y € R

P. d. fu e 0 %) = YLM} ',’{Uu.e A /b () = \Q(y)(w)} =

= {meﬂ/x(w\cb‘r‘(uﬂ} o

| fore Qf wtw) = Y(w)} lre ﬂ'l\otx\kw)f— b_WX*M} =

"

{me _(L/ X(w.)- (wq 2 bmcvu)— \o(vluu\]

v S({ uxe Qi x(w)-. yus}, {uu-.n./ X(wa) = (o) ‘y IO MES Q(w(w}J?

[{me_ﬂ./ xcm)=vcw} {uuﬂ/ Xl =Y 6ut) y H")“hw"““}] »
U [{u“ _()_/xm) y(w.) v b(x)(wt) b(y)(«M)} {meﬂ.l o = Y} ] = -y

{me ﬂ/xcw— Yiwy y bmtwu ‘ow)tuu} U ¢ “
L Lo gug‘n.eceaifamosbprobar,eﬂ _que | o

W"(iu_& Q /.*W\": ‘/Uu\ y'bmim ? bty)(@l)% o'



Para probar la afirmacién anterior, debemos probar primero

.que ¢

Vo Hfuk) =3 180G ) = SUTP (NS ATHUPARIC2N)

ne '

Sea xel £z §(Us)(, 1)

l§ k) =0 (§') = fwel/ .f.;iﬁf')(w\; o} =

. ; uue.Q./b(x)(w) -0l = BT Sup %= %2l (EChe e )

que es lo que qurfamosy

‘Do. lu,uezie de igualdades anterio, conoluimoa que

Y ¥ [wcﬂ/h(x)(w\-o} ata= su1> um-*d((e(v*,)(%,))
feR xei

N {men_/w)nws-o}- SUP[{W&Q/%W3'-C(w1] R
" xel

~ Més tarde haremoa referenoia a esta 1gua;dad;

_ Ahora, procedemoa a probar qus

m(fw e QU x(w\= ycws y 6(:0(w\ # L(-;)cws})- |
3 P ﬁ sup L(ﬁ\(w\=o 1_B(Y)(w\=‘_4 o
o fwed ww = . ylwh y ch(w\ 4 L(y)Lw\ } = |
{we _Q./ K(w) = y(w) ¥ b(x)(w) »0 Y lo(y)tw) =47 =
= fwef xwy=ywnl n{wenlbcx\cws olnlwenlbcymcw)-fi-

fwen/ xw = yof A QN {we_al ber) wy =4},

W e AT R = 7w 7 B 7 b} =
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= fwe L /%wy= YW AL A Jwe A] &YYoy =3
'-{ w'e L1/ xeu) -=y(mﬂ {(Lx)- fwie L1/ by = 1} =

jueﬂ/x(m\ Y s * [Sup{u&eﬁ-/xm) c(un}]

ce.-T

fue (17 bly)wy = ’ﬂ =

[SUP( tue Q/X(m) Y(w)} Zueﬂ X{w) = C-(w&)})]

ceT

| i.bue ﬂ/ B()‘)(W\): ‘l} -

[Sup {meﬂ/x(m) Y (w) y )((w) c(w)} ﬂ.c—ﬂ/bwnw)n i{l—

Cc—T

' '.Pgho {weﬂ/XUM) y(uu) yx(w) CL\M\} {“*eﬂ/ (Y)(‘“) (U'“)i

: = (u.‘eﬁﬂ/xtu&‘)a ‘/(w\) yx(w); ) y ylw)= C(W\\}"

= ‘ﬁxe Q/x(w)=~/cu«) y?'*c@)a‘c'cufsf

fWe L1/ xwy= \/(un Y Xt = ccm}é {ueﬂ/)’tw c‘(ﬂ

[SUP {u.(eﬂ/ﬂuu = cLW-)}] {u.t.é -Q/ b(")(‘“)'i} =

- CeT

= ﬂty [ue ﬂ/ bly)ua) = 7-

mw-n my) ¢= o
W ({Meﬂ/ X (wa) ~\/uu) y b(xxm;! b(v)cm}) o

be QL\\ , |



Ahora, lo que faltu demostrar es que 89

Poltg(,tsm)) =0y HQudi(g(\/p)) =0

Empezsremos probando que | Q,I(S(,!/b)}=0 .

uo H(S (L 178)) =[I1(3 f ) (x)(3x)(f (x;)m
A xz-mm) (s, 1/b)) =

=sup [ NP [suP [Hsxy=0 A Xz= Felx) )
fe Ry xe R ye R

(s(,ub)a /)2 /%) w,))]JJ‘

= 5uP [lfw [sup [{wen/b\mw) o \5 (W) = Hw(w)g]J]
e Ruy - x¢ R\ Y eR

Ahora procedamoa por contradiccidn, eg decir, sunongamos que

Qi (€4, I1e)) %0 s Por 1o tamto, de la igualdad anterior
. tenemos que '

3 = [ sue [{we ﬂ./wam-o Y x(w) Q(%Q\N)H]:ﬁo "
de Ray xeR aeR

' Llamemosle I. A

INF YS”P [ iwen/b(\n(wro y X gm\mgj]
‘XGR ye R

sntonces 3
L= e [svp [uealemmws o} iweﬂ/xk‘”) Jw}]]=
xe R 5€R " B

xR ‘seR ceT

Zato ultimo como consecuencia de (1),
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L= NF [svP \._E.UP({WQR/HL\U =cw)
XeR  ye R <&V

' iweﬂ./x(w):g(‘i)(w)x) ]] 4

CINETLsup Lsvp (lwer/gwm=9rwly
xé R Seﬁ* ceT

{wc—.xl/x(W)-‘J(‘i)W)'sHJ

yu que ¢ R, pero‘ademés‘ tenemos que :

{{we 279D =q‘(_c-s;$°~{>§ Aweny x(w)=9m(wﬂ) .

fwe J‘L /‘x(l:u) = 9“)’(_“’) } =

Co= [we;t_/g(gy(w):g(q(w‘)} - {wenr/ Xy = 99w}

{wc /gm)(w) 9(c)(w)} fwenxw=gmml & - -

: {@éﬂ)x'('w)=9(c>'(w~)73 o

por lo tanto,. L‘- lNF LSUP [ supP {weﬂ./)((w) 9(c)(w)g]] =
B xeR SeR C‘:T

© = IN¥ [(SUP {we_ﬁ/x(w) 9@@»)’3) SuP l.]
: xeR Ccel o K o ‘JQR ‘

= NF L 5\JP£w£ﬂ./x(w) 9@)(\»3’31
o _ xeR ceT Ho :



o B2

por 1o tanto, L_ € INF [SUP fwel/xw =3@w}] £
e R ce ¥

£ SuP {we_Q_/P(w) 9(()(w)-3 Viel yo que R e R
ceT

Jo L€ SUP lwe/ Bw=9@W} ¥ ie ]
ce

‘Como es‘tamos‘su‘poniendd que L es distinta de cero, se conclu-

yeque SUP {we/Pwi=drw Y go W iel s gncir,
oce ¥ o ' -

¥ 3 {wea/Piwr=dcom %o
(el ceeT '

_ Gomo ccel > ’d_r cwﬁm poas dth e d
: el ‘ '

oW {weﬂ/P(w)-‘a(P

Jud)
cel

Y)Y #0

Obse,rVemos que lo anterior define una funcaon J I"“"J
y recordemos que X, £ #\T <1,
Afirmamos que :

3 eI k> x
kg,\]-
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y entonces, como

Zn efecto, ni ’V‘J # 7 [{al] € X,
ac .

A S =e Y g 1eutel]

atb QQJ .

_tenemos que :H:I # UJ"UQ}] = Z:H.—J {qﬂ Z‘xo = #J-)(O:-*J.
, ; aeJ aeJ o.(-.J o :

I_ < #J 1o yue contradice lo supuesto.

Sea I QI } I"J H"‘H, entonces #I >7(

y, p.or supuesto. Y Aa ~={W*ﬂ/P (‘*’) S(P )(w)’§ #0 |
s cel | B

Mae. (AL ){wea/P(w) P(w)}-
o LJ&I ’

={w én/ P;‘@ < mcm }}- '{u;qz/ XN 9"(:?“)(w\},".,j,m;/,pl.m;_a wh=

'-—{weﬂ/P(w) S(PK)(W) y PM 9&\1)@») Yy Rw)= PM} =

| {wen/P(w) q(mm; CYBE qm w, A Ay

s P«-L:-.A;-;'iwieﬂ-/'wsP;.- w}
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Pero si 'L:#J ’ PL l)PJ son dos pfuyecciones distintas, las

cuales, intuitivamente, solo coinciden en un conjunto de modi-

du cero,, es deolir

-VL' =#J wea / Pw) =P\;W)3 =0

k)
{iele

AR &0 YL

L‘JseI C#d
Por 1o tanto, {A } B ‘é's’ una faniil"ia Jn'o' numereb‘l‘e‘-:“
o LeI S | -
. de elomntoa no nulos a:jenoa dos 8 dos, lo cual es unn contm-
. dicci&ﬂ, ya que ae ha probado que B es un algebra Boolnnnn con '

o,

condicci6n de numerubi.lidad. Evidentemente, eata contrndiccidn

' v'v‘avmr'go‘ por habor supuesto -que- H Q “ €( \ /b)) # O,

7'»""[!'or lo tanto hemos probado que “Q ﬂ(?( ‘/ b)) 0 |

&\ 10 qne sigve nos dedicarenos & probar que “QQ Il(g( ‘/b)) O‘ |

w \ necordemos que e Qz .
Qz.(EF )(xz)[F(Ka O°—? 3X|)(Z_ X|)f\ X;_—F3(X|)3]

vj“--'" COmo ‘se ve, en @z _apurece Z(X|) lo cunl es. e qbrevinturn

: de 1u formula que en . L'z_ "dice que" X‘ "es un entero". Para




8y
efectuar el calculo deseado, necesitumos ealcular ” Z()\‘)“ (q”

para slguna Ne M , esto es lo que haremos a continuacidn,

33 Afirmacidn ; 54 <M  entonces

Sup {weﬂ/ X?(w):r\g = {\UE-Q /XT} (w)e %75 .
n&i

Dem: -
Sea M€ M,

{we il/":‘(‘“)e # } {W&ﬂ/x?(u): V\} = {wa!l/x'?(w)e'i Y XT(W)=V\§ =

ii{w&_:»l/x?(w):ng ‘Véhe-ﬁ‘.

o fwer Kl sn g huen /X e 2y Yne

A {\_}JEQ/‘){'}(&) G‘Z 3 s 'c,’n*'o; suPz_v_u‘ov‘ .

Ahora supongamos que L <l 1} guUe

L_ >iw&fl/x (W)= V\B ‘thQi;ﬁ Entonces‘:

VoL I‘M-ﬁ /Xiw=n}= L Nwe @ /xMwy=n} = fwen [xTw) =}
V 4
ne . v |

o decir, ¥ (m&wen-/x wyzny)=m({wen /xTw=n})
o nc-Z_‘ : ; ' '

. ‘.\:-_\wa_a/x':‘(u'u) «Zy= L ’H‘”‘;ﬂ'/x?(w)& %E -

= LAV Jweaidim=nt)= U (Catwer/deont)

ne , neZi
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Ademds,

(Ladwen/xTwy= )AL A e Xy = ) = ¢ ,n,;en; ,

¥y Z és numerable.

gea N; e N una numeracidn de Z- .

m{ VU (Lf\{weﬂ/;(f‘(w)—_-n'g)):m(_\) (Lﬂ{w&ﬂ/)(?(mr\’\ig)}:

ne ¥ LN
o) | o 7 4
=> m (Lf\l‘wen_’/‘x'," (wy=n:}) :Z__m({we.ﬂ./x. y=ny) =
“C=a . it o o

_: M(U {WQI‘R/){,}(‘U): nL?})':‘yv\'(\\’) 1L\UEJL/)(:'(\,;):|W‘()> = “
(:EN | ! v‘\&-zz . ' )

=m ({w e[} (w) c# 'g) ; o | -jl e

" e U (\_Akw&_{l{x?‘(w)=h73): {we_rz'_/,(':'(w);z"'s .
ne .

S L fuea/xTo e = fuea/ Kl ez}

VL fwea/xiwe 2L < L

e suP fweayK@Wlent s fweas i 2y
ne £ 3 . :
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Ahora procedemos a calcular “Z. (x4) \\ (ql) \

s9afirmacién: 5i M€ M entonces

1Zll@) = Sup fwe/x{wy=n}
ne#

Demostracidn:

Z(x): (m[ (£,(8)=3 A (x,\<4q<x=>=Fz,(xsﬂ))—va,(x.):a]

. Recordemos que nuestro modelo de los "numeros reales” {(en reali-
dad de SR2) estd constituido por las funciones f: N~

medibl-u, por lo tanto, 1oa'"numé;os enteros" del modelo, intﬁi-

tivamente, son las funciones ‘F-ﬂ""R medibles quse. cum’pien:

‘»‘ “con que m((weﬁ./ﬂ@) € %4 )=1 . ¥ de antemano hemos acep-
tado que la formula ZA(X)) "dice" que X, es un Pentefo" , Con-

; seéﬁentém;hte, la afirmaéidn que quefemos probar_rééulta natural.

Sea "(EM

2ol = INF {(H fu()= M(xs)( NISE ww))n(ﬂzwax))

qeRm

3+ I E,(x)=30(7 (,,%5)]':

=iNFE | ll.%.(t’:i“&é"("((,"/a)),f(‘?E.ﬁ [s|a,(x,‘)=f,(xgn)ll("z(,‘va)(a/c,)])

7‘16 RG

4 H\'F:,(x\)raﬂ (”Hs"/a)ﬂ =
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-
= INF { {we.R /c&(b)(wy:g'n;_‘_ SUE‘ Hu/&ﬁ. Ja ()W) = Q(C—HK\U)}J

ceR

ae Ry

Flwen/a (7 ) (w) :oﬂ

Definimos h:R—7R e que h{x)w)= Sevd (M- X(W)) |
7(64/a) : ‘

Denotamos X, por P, entonces: -

e ‘
{we R/h(o)(w)=0f :{we 2/ Sent (T, O(«»ﬂ):og = | -

: I-{WE‘fL/‘Szn"(o):og’f: A=1=0 .

Ademés;
| .

' {weﬂ/ Y= hene) = {wea /s et (T-cw)) = Sen(m «*'.\(w))}: |
=fwen/sed(rew) s sed(r-(c@t o] =

LS

= weﬂ/sq.n"(wr'-c(wﬂ:su'ﬁ(*r-cawwﬂ} ={’=1"=0 |

o 2
esto dltimo se debe a que Sen tiene perfodo T, es decir,

Sert(z)=Sen'(2+TF) YzeR,

.
SO = INE [{wea fa@w=of +

aeRm

sop [(renjmeromacned T+ fren/aPr=o ] <

&R
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< {Mﬂ/“@“‘“\ 0} + bu; Hwea/h(cxw) (41w} ]4-

[

H

{wen./h(P)(w):o} = 0+ SU_PfOI + [we_rz /h(-P)(W)?-O}‘

ce R

= [wea /hmy©=o] = {wen/Sevt(r- P =0} =

= {we.n./ P(w) € ZS ya ;ue Sen*(Tm)=0 sii me#

Ny 9ta) |
Pero P=X, =X, ye que W(s9/) v N tienen como primera
coordenada la misma sucesién

“ucr/pwye #y={wen /Xy #

g ’,Z(K')Il (1) \< {we ﬂ/x?(w)e i—}: SU; {we_n_»/x'?(w)=n} ‘
, o né€ , o

IR g sup fwe /W)= n} wer(n) o

he

Para probar la desigualdad en el otro seriti&o,‘procedemoa de

la siguiente manera:

Sean a & R(,) yne# entonces;

(' Bn lo que eigue, segin el contexto, N denota a un entero,

.0 bién, 4 la funcién constante n n NL—-R Yo o

{weﬂ /Q(n)(w)'=03 ~({wen/x':(w)=nf {weﬂ/q 0}5 )

={weﬁ‘/q(n)(w)7&o y x':‘(w):n Y C\(X'.?l)(w)?fO}
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Ademés

S({weﬂ/q(n)(w-)#o y xvz(m)r-n Y d(x”.‘xw#o% .
{we.ﬂ./x‘?(w\:h Y q(xT‘)(w)#-o} Y =

=g U fucasdzn 3 a(dero § ame=of

Y {wen /XMey=n y a(xTye)o § amiw=ol =

= fuen/x=n-fuer fa(w# o} fue g jatnywr= o} §

{weﬂ/ A1) ) = cx(m(w)’g . {w elja () w)# 075 Huen fagm) @) = 0& -

= {wéﬂ/ﬁ(ﬁ)(w)"g("‘)(‘”\) "3’ o\.(xo:‘()(\u):#() 1} Q(h)(@:d%:%%(}

* - {weﬂ/x”,l(w)zn Y a(x':‘)(w)#:o y-q(n)(w)eos =0

m({wen /xw)=n Yo £o Y atmiwy=o]}) =0
m (s (fwel jam)wito 1 xnf(w):n Y q(f})(w)*o}’

[@en/x’.‘(w);n ¥ &(X?‘)(w)#o} ) =

S {wc—.ﬂ/o\(nx\u) E %e) ‘J Xﬂ.‘(\v):ﬂ % O\(X\?)(w)-#o.g -

:{Wéﬂ/x'?,(w)w Y ox(x"',‘s(w#og -

- : , ?
= {weﬂ /4X.1‘(w):n']s . {w& el / G\X:‘)(w) :'07‘
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”
fwe r faw)wy=ol - (lwen/w) = nY- {we n 7o 07;) =

= .{wen_/ x“:(w)=n7§ : [Lujen/a(x'.")(w):o?j’

.. {“‘eﬂ/XT(W)'—‘Y\S . (lWGJl /tl()(:‘)(ul)zoil‘~ iwe ﬂ/a(n)(w):o}’...‘.......(n

sea H ={ce§/c_(w)=-m Yuen, po. meZ o‘m.én—l}

como HC R ,tenemos que

{we N/a@w)= o} IN F {we.n, fa (&) w)= a(u-u)(w)s £
ce R

[w €0 falo)w)= o‘; INF {wen/m)(w) q(cm(w;g
c eH

Pero H es finito, por lo tanto el fnfimo deseado serd el pro-

ducto de los elementos en cuestidn, es decir:

CINF {we.ﬂ./a(c)(w) a(cﬂ)(w)} ']T {we.ﬂ. Ia(m)(w) a(mﬂ)(w)'g
ceH m=0

. {weﬂ/a(o)(w) o}- INF {weJl/a(c.)(w) a (eI £
cek

fue fa@wi=o} - il {weﬂ/a(m\(w)m(mmm} .
- ‘ m=0

Pero 'adeniéa- ,

{W‘eﬂ/a(n)(w)-o.& ({we.lz/a(o\(w\ =0} T\' {we.ﬂ fo(m@)= a(mn(w)}) =

m=0
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_ -~
{w en /o (nyw)s o} ﬂ{weﬁ_/a(o)(w):o} A («1 (wuz /a(m)(w):n(_mﬂ)(w)’;) =

f

ms=o

= {wgﬂ/qm(‘u;:o Y aEMw=o a(O)LW)‘-'a(l)kw\'m.(z\(w)‘—‘m‘—‘“(ﬂxw)}:

= fuen fa@wrzo Y AEXW)=aMW= aRXwy= = W] =

n-1{
= {we fa)wy=o} - TT {wen famiwyzamsnont

m=0

"o {wen rame=ol - Ay {wema(mxmr-a(mmwwk {weala(n)tw)-'q} ,

m=Oo

e {we.ﬂ. /a(o)(w)-o} INF {we 2 fae)tw) = a(cﬁ)(w)’; <{we.ﬂ /e\(n)(w) q}
| , cE R ,

¥y complementando en ambos lados tenemos

c_GR

por lo tanto, mediente las desiguuldedes M y @, nos queda

{we.o./x.(w) n§ {wen/q(x.)(w) o}

{men/q(o)(w) o} + SuP ({wea/a(c)(w) a(m)(m”)

ceR .
pero observamos que en general se cumple que '

aeb+c sit ac’<h ,

L]

a(b+c)=a sii abta-c =q eil

ya que

T s ()
&bt ac-=ac silh abe =ac Sit a-cgb

-



por lo tanto, aplicando esto a nueatrp gaso,

{we.a/x?(w):ng

< {wetd jaoyw) < <o}’ + 5P ({we n Ja@wre q(c+')(w)})+
ceR ‘

Huen/atdwi=o} ¥y ¥

. SUP {weﬁ/x?(w)=nl INF Y_{we.n/a(o)(m o} +
ne % aeR,

-+ SUP({we.nlq(c)(w) a(cu)(w) )+{,~ Q-‘l/o(x?)(w):o_}] -

ceR

. | »= " Z (Xl)” (7() ...............(.I[)

90T 1o tanto, con (1) y(TI), f:enemoslo que quer{amos,

Ahora s:l., procedemos a calcular

ucaune(,'/s))

HQzH (§(/e)) = sup [lNF [{weﬁ/b(c)(m) o} 4+
: aer ceR

L+ SUP [ltzmll(s (,'/b)(,S/q)(z/c )('/d,))‘{W‘R/C("f""q(‘mw)n],J:
. 4¢R S

- sur (e [ Geareomral s

o€ Ry ¢ceR

+5UP[(QUP we.ﬂ./d(w) n})‘{weﬂ/c(uf?)-“s‘_@(di(w)’)-:”]5
“deR "‘7% : ' | |



.

L SUP [ INF [ {wc.fl / b(c)(w,\:og +
C\eﬁm CQR

SUP [ SUP (fwe /a@itm = amywyt-{we s fe = o))l ]
deR ne# :

pero

l {ueafe @)= amyw} {fwest fardyw = am et fwe n fetmns “,(45('”\3 )=

‘ {weﬂ/c(w)=a(n)(m 'j_q(d)(wﬁ“("‘)(“’) Y ‘-(“’):a(d)(m“ =

X {w(___g/d‘.(d)(w)‘::_a(h‘)(w) Y C@) = Q(d)(“’)% =

, {ue.ﬂ./a‘(dr)(wsg d(n)(w)‘% . {we .ﬂ. /elw)=ald )(W)?j

5 {wen/n(ds(w)m(vo(w)} f\“’&“/“““"“(d’(""g {wenrewyzamu}.

¢~"-zlozr[(e(,‘|/b>>§ sup [ e [ oea/bconsol s

ae Rqy ceﬁ

+ SUP[ syP {we_ll/c(w§ o) (i) § ]}]
deR neZ

F "SUP[ INF[.QC.) +(S\)Pg_w&.ﬂ./c(w a(nmus } prl]]_
f ““Rm ceR . neZ | defF T

-SUP [ INE \ﬂ(a + SUp {wep./c.<w>=q(n;@‘g]]" 
. ne ¢ C S

:3_ aeRy <8 R
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Ahora procedemos por oontradicdﬁn, es decir, 'supongamos‘ que

IR ETS

. SUP ['NF [mc_)q-k SUP{wgﬂ/c(w)ra(.n)(W)E]] +0

. O‘IGE(I) (.Eﬁ h&“l‘
.3 INE[TE suP fwel/e: 1<m(wﬂ;] %0
9¢ ﬁc-; c€ R ne #

SN [ﬂ(c)+sngwen/c(w) e} ] 0
céR C oneE o

o ycomoT('R

B ﬂ(c) +SUP {we.ﬂ/c(w) = G )} -4:0
CeeT nEt .

. pero, POI' la i‘glialda'd ("é\'- ) Uataﬁieoida'en wm p&ri‘éafo hntoﬁéi'.‘-‘ o

’V‘ _n(c\- SU? {wenlcm-c(w)} {weﬁ./c(w\-c.tw)l; 1
i-’<.eT . lﬁT : v ‘
N Tey=o

V SUP -«{we.ﬁ- /c.(w) i,(n)(w)g #O i T

| ceT “e%
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X suP fwe n /R =Hmwl #o
JGJ n&%

es decir,

S T fwea/pw 3w o |
le] ne#
Observemos que lo enterior define una funcién N i —

y recordemos que #J z zo .

Afirmamos que - —3 #Fn [{m”] > x° .
m.‘l :

Bn efeoto, 84, JV( :&:h {"‘}-‘k Xo entonces, como

 me £ ‘ |
A [md] n A" TAmd] =’ si - m.# Me Y J U | H”‘Sl
entonﬁes
#]=#U @[t} = E_#n'[lmSH 2 Xo = Hat %o =X

) mtl MG% mtl

o kT X, , 1o cual es una contradiccién,

4 0

3 s 7 [mad ] > X,
et o

* 3ea ch\] tai'que J,IH"[’{M,H entnr@asr $ \Tc 7 Xe ’



a7
Fa

y hemos probado que )«- AJ vE EWE oL /PJ(W) = 3(m°)(w)} :,fZO .

ie Jo

Pambidn, si J,K € Jo ,d FK entonces

{wes / Bw) = B ) ({uwen Pi(w) = 3 (mo)u)} fuw e 1/ Pfwy = G(mol(w] ) =

{wen [ @)= Relwy y Ri)= Jlmadw Polw)= 3(@,)@)}.:

{weﬁ/ P (W)= 9 (me) w) y 'PK(";)_F-: ‘l(MQ(lW?S = A An

L A A Ra/R@eRwY=0

St v . Aj,,'AK‘ O o
'JkeJ itk |
En resumen, {A je J ‘88 una famil:.a no numerable de elemen—- -

tos ‘no nulos, ajenos dos a dos, lo cual contraoice el hecho de

due B es un ﬁlgebra Booleana congcondlciGn‘ de‘_numerabilidad'. ‘

.‘.‘ concluimos que " QZ ” g( ‘/b)) =

IIHC‘H?)*" INF Lie [ ?(,l/a)+ I c;)zn(g( ./q\\]<
| “eRw | TR R
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< laditgiis) + tolig ) = 030 =0

I neligy=0

por lo tanto, HC es “falsa” o1 Xo CHJ L #1 .
= .
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3.9 Las reglas de inferencim conserven la'‘veracidad’

Exactemente, lo gue aquf queremos probar es:

i) si P es "verdadera® ¥ P-»Q es "verdadera" entouces Q

es "verdedera".

1) si P es "verdadera" entonces (X;) P Y (F)P  también son

"verdaderas" ( X: es una variable y F; e3 una variable fun-

bbcionai ).
Comencemos probando el inciso (i),
31 P es "verdadera" y P"’Q_es"ﬁo‘rdad'dra','. entonces

COgPI®=L Y IPeal@=t ¥ EeR
RNy =0y WPKeresQiEy=L YEe M

o ‘;;.'." . K “ (?) = { | VE € ™ L ' Q ea'v"vijirdader'a'y'.
Para “probaf (11) procedeﬁo‘é de la misme manera:

s Pes "verdadera", entonces "PI(?)=( Vee W
Sea "( € }7\ ‘ | | | :
Joxo Py = INF ¥R (G0 )) = INE L =1

" aeR ae R -

4 IGOHE) = INE NPH) = W L et
 eeRe - ceRe
_ya que 26, , ey e M
.. (:x;_)? 1(_(-;)? son "verdaderus".
Lo ‘, D "
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'CAPITULO 4

Téorfa Ax:lom_ﬂj:ioa de Cbnjimf’éls

ve,
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Teorfs Axiomdtica de Conjuntos

Podemos penaér en Los conjuntos intuitivos como en una estruc-
tura.relécional 'u=<‘U,6, =2 , donde U representa a todos
jloe conjuntos y €,= son relaciones binarias sobre U_. Igno-
reamos todas las posiblos parado jas que pixedm surgir al conei;
derar a los conjuntos como una estructurq s tabe igrogar que
suponemos que los elementos de un conjunto son también cbn.h'm-
tos. Puestas laé cosas de esta manera, podomoa conatruir une
teorfa axiomética ( sistema forlnl ) s conjuntoa- presentare-
mos dos sistemas formales. EFC ¥ NBG Comenzaremos por
deacribir un lenguaje de primor orden anociado a 1a eatmetura
’ relacional 'L( y onseguida eapociﬁcaromoa dos grupos de axio-
mae, uno para ZFC y uno pare NBG , y las reglas de infe-
rencia de ambbe éietcmas; I.au rdzonu ‘por las.' cusles Idoecri'.bi—
mos dos sistemas son que, por un lado. 2FC ( ZQmolo-Praenkol
con axioml de oleccidn) o5 el sistema axiomatico clésico do
teor{ia de, co‘n:]u.ntoa y es, adcnda,’ el ‘-.niitoma en ¢l que Cohen
,"trvbajd para der sus famosos rosultadol do indenendencie, y,
por otro lado, NBG (Neumann— Bornayn— Godel) es un aiatoma
1ntoruante porQuo tiom 1a ventaja sobre ZFC de tener un.
e mimerc; finito de aﬁiomaa: osta. p‘rbpiedad?ﬂde NBG tiine 'conse-“f
| cuencias im_pgrtanteé que comentarérﬁoa mes a&elant;.. .

Notas tradicional‘m‘ente,ZF’fenresen‘ta'el"ailetema Z2FC sin

axioma de eleccién. -
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El lenguaje de primer orden, | SET, e#sociado a WU consta de:

S{mbolos:
a) Una cantidaed numerable de vari‘ables:: Xig X2 yeear R yens
o) Dos gf{mbolos rolacionales de aridad 2; R, . ‘Rt .
e) Simbolos 18gicos: 1,V ,/'\ — — 3‘ ( )

d) S{mbolos de puntuacién: [ ' o9y { , etcetern,..

Regléa de formacidn:
a) fdrmuléa atémicas
si ALY .Is(m fari:ébles entoncoa R (X ‘5) vy P\ (" 3) son.
férmulas atémicas, | ‘ ; ,
Notacién: de aqu{ en adelante, en Iugar de R (X 3)y R (X ‘5)
eacribiremos Xey y X 3 resnectivemente.
b) férmulae vién formadaa (oe)
1) st A os‘una f6rmu1_a, at6micz- enfﬁhceé A ‘es't‘ B.£.
i) si A yn B son ;f.b f. 5. X es una varioble, entcmces~« .
"'A ,Avd A"b A-""b P\"“'.B GX)A (A _son . b. f.

Axiom:ﬁ ¥ rog].aé d'e inferencia,
ixiomes Légicos: - '
S>i P.q, R son f:.b‘.t. y X es une vari’ﬁ’n;lo entoces son sxiomses
AL~ P-—-(Q—vP) B
Mi2im (P (@ —RY) —(($>Q) ~ -»R))
AL3.- ("lP-—r 1 Q)-—v (O P—Q@)— P)
CAL4i- (P VQ)«r(-rF‘ﬂQ) |
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AL5.~ (PAQ) <> (A(~Pv Q).
AT6 - - (P«-qu «» ((P=> @) alq > ¥®).
A7~ (Pa@Y = P
A= (PAQ) - Q
ALY~ P (g = (PAQ)
. AL10.~ (X)P(X) - ; L
AL1Li- (P> &) —>(P —> () 8)  donde P no tiene
ocurrencias libres de X |
A2~ (I P > (x) P,
" Axiomas de Igualdad. o = |
cmo axiunas de 1gualdad tonanoa loe ax:l.onas AIl y AI2 dcl A
-5 sistema SR2 ‘expuesto en pdrrafoa anterioree. R ' '

Ax:lomaa esmcﬂieoa :g ara’ %FC .

=S {Z,;(, TR V,W c son variablea d:lstintas y -f(-g),
‘{l(ﬁ,’) son f.b.f. entonoen los siguimtas son anmaa de
-‘.AEI Axioma de extenaiona.lidad b

(:O(g\((e)(%ua > ug) - x:;))
o *~AE2.- Axioma del par : ' ‘
| (ﬂ(‘ﬁ (3 t) (Wer «> (U =Xy U"J\)

' AE3,- Axioma de canpreneiﬁn

(3P0 (eey o (&e# “ «a))))

"AEQ.- Anoma de la ma z -

g (*\(3})((9(0\((&1—0 Au&*) - 2 3») o
: 5"‘Notaoién, Abrevianou (t)(\t‘" -> xee) pov 3‘-%
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‘-1()(= 4) mor X+Y |
XEY A KFY por X<=3
= (xeY) nor xdy
AE5 .~ Axiome. dél conjunto potencia |
@D (W (uex— ves))
AB6.~ Axioma de’ reemplazamiento

KLU WY ¥) A YL, w)) = V= w)) 33)((2)

AET .- Axioma de infinitud v(2eY e (Ft)(tex AY(t, 3)))]

, (3x)[(<s>(s4a)qze x) A (u)(uex — (w) sew«—v(sev v s—v))- ‘
| wex»]

AES.- Ax10ma de regularidad ‘
(x)[ 33)(3“).,(3%)(1“ f\w)(\re!x v Hz))]
.""«AE9 Axiomz de eleccldn

Para enunciar este axioma seré ‘edmodo introducir un uoco

o g '_‘""“""‘N - . \

. de notacldm o i
- Abreviamos (:'.\‘ K) f(x) M_(x) (\5)(( f’(x) ’\f(‘j)) s X 3)]
Cem @UX)(K) | ST |

- Abrev:.amos (a)[zex «—»((w)(weé«-—»w u)v w)(weiw(w =YV W= b))ﬂ

con X= (U U‘) |
- bea W(S 3) la férnula ‘ S e
(BW)[sewz\(v (Bw)/\ u-eA)]A glw [\,r (‘ﬂw) ,\ve,\} R

entonces ol axloma de eleccirin oueda enunciado de le o

sigul ente ma.nera

o f:')_[;»)(aex_—-‘>_[<‘a;,(£4fg_j;-'>(,<sae,ws',m)» ten])] i
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Axiomas esnec{ficos de NBG.

En .este sistema axiomAtico, se supone que, de manera intuiti-
ve, las variables estén desti‘.nadas a ser interpretadas como cla-
.ses (objetos, no forzosamente conjuntos, cuyos elementds son con-
:luntbs), es pbr estb. que de alguna manera se puede decir que
Y'INBG es mas bién una. teoria de clases que una teorfa de con—
juntos. Enm realidad, se puede probar que NBG@ es una teorfa
'que "contiene" propiament;e a £FC ’ d:.cho de una manera un
. poco mas precisa, todo teoremsa de Z.FC es un teorema de NBG
ry todo teorema de NBG que "habla" ‘solamente de conauntos es
un teorema de zFC‘ . s |
. Los axiomas ge NBG son los bsigu'ientesv: (X, 3-, ®, °t°"(‘.'"

) son variables, y 'alguné.s' de las iab‘reviacion_es: infroducidas en.

ZFC’ serdn gtiiizé.das)

"'Abr!eviambs (3’3)‘()(6‘3) con N\(K) "x .8 con.]unto" ("1a_‘ N
M e:, por Menge: con;;unto)

, AGi.- A.xioma de extensionalidad

x=Y —’(Xéi yez),

: -vAG2.— Ax:.oma del par

(x)(M(K)-—-’(‘A)(M(‘i)—"(B1){“\(15’\(U) (N\W)—"(UEE*"(U Xvus= ‘J)))))

‘?AG3.- Ax:.oma del conaunto nulo (este axioma es consecuencia del

resto de los axiomas, sin contar a AGG)

(ax) (M(x) 10 (Mu)» Y ¢x )
’EEAIM.— Axioma del con.]unto suma

(x)(M(x ~e(:w)(M('s)A <u>(MLu)—~>(ue s«»(s v)(M(v)A veua ve x)))))
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AGS5.~ Axiome del conjunto votencia

() (M)~ (3‘5)(M(‘5 YA WIMU)— (e ey = x D))
AG6.- Axioma de interscccidn de clases y conjuntos (este sxioma

es consecuencia del resto de los axiomas sin contar AG3)
(x)(Mu)ﬁ(g)(s 2)(M(2) A () (M) = (ve Z<r (Uex A uw)))))
Notacifn:
a) Abreviamos (M) AME) A (v) (e 2 > (u=x v V=)

S v A A (M) A (Ve 2))

con Eiflx."j} , " Z'es el par no ordenado.de X,%
b) Abreviamés ((3x)(3s-)(i':-{x 3.’, A xs{u,uin Ss{ublr} )
" con z=(u 'v-) "2 es el par orden?do (v, V)
o) Abreviamos (cam)(z (%, ) A x= (t,v)))

con 'Z= (t,u,v) , " & es 1t terci: ordensde (t,v,'U’)," .

AG?.- Axiomi ‘de ‘réemﬁl"ézami ento - ‘ e T

(x)«M(M(v)-—v(au(((a‘m mu

s ——

W, ¥ A L& %)) >

(u)(M(u)—+ (AW (MEIA (M(i’\—"(te v
' (3w)(weu A mE(wt) A M X ‘))))))
Observaciﬁn: eate axiome ha sido enunc‘iado‘ de m.-a.nej;:r. s~
pecial para que ’aparevzca como axiome y no como esduema
‘axiomético (comparese con el aniom: AZ6.de 'EFC  ).
Axiomas. de 'exiSt;'enéj.,a; de,’ clases
" “El siguiente grupo de axiomas tiene cdm'o nrincisal objeto sus~ .
tituir el esquema axiomftico de co-n-)rensx 5n, vpara aue el mi"wro
~ de axiom:s de NBG sec finito, siendn esta cw lidad la mes Va-“;‘.;

- ’lJ.ObB de este slstema.

,‘ AGS 1.- (Qx)(“s)(se A t—"((3u)(3'\f)(M(\l)A M(\r)/\ 3z (u lr) A uev)));"
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"Existe una elasc X cuyos elementos son orecisrmente
parejas de conjuntos (U, 'V) tales que VEVU -,

4GB, 2.~ (X)(Y) (32) (VM) —(vez e-(ue‘yx AV &‘5)))

"Para todo par de clases X, Y existe una clase Z cuyos’
elementos Que son conjﬁntos aon'precisamente aquellos
que pertenecen a ambas tlases". |

368.3.~ (X)(32MW) (M) = (vez =~ ygx)),

"Para todé clase X existe otra clase & cujoé eiémehtéé
uue son conjuntos, son precisamente aquelloé que no ner-
tenecen a X ", o . :

AGd. 4= (x)(aa)(u)(w\(u)-—v(uea-—'(31)(3'\r)(w\\1r)m( () A Le x)))

"Parc»toda'claae» X existe otra elase z cuyos‘elementos,

3 §-ue son éoﬁjuﬁtbs, son nrecisamente aquellos que son: el

'ﬁfimer elemento ﬁe algunaxﬁareja de conjuntos que es |
’élb.'éfm.éfxto tie X . En res@en, el domir‘z‘io_‘d.e \ma,z clase és

. una clase®. ‘ | _ .
S ‘5.133, 5.2 (x)¢ 3i’) _(x)(jc 2« (V) FVIMWAM @) A {= ‘””’." ugi))),

"Phré toda'clése ) existevuna clase 2  cuyos elementos,
qué’éon conjuntos, son precisamente aquéllos'que spﬁ‘f
elguﬁé péréja dé conjuntos cuyo orimer elgaeﬁto perté-
nece a ‘K . | |

4G8.6.- (maa)u)ue -M(Hu)(BV)('ﬂW)H‘ﬂ) . |
(M(V)AMW)A M)A =, v w) A ex A Y= ()
‘"Duda we. clase’ x , existe uas clave 2: cuyoa elemcntos

L

;aonz%rota01o.es & 1le LGulerdr' de gercias de conjuntos
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que pertenecer‘yvr‘l X,
a8.7.- () (32 (D) (Re 2 (30)(3V)(AwW)(RY)
(mu),\m(v)/\M(w)/\ L= (uuw)nsex aY=(Vw 1)
“"Dada una clase X existe uns clase & cuyos elementog son

fpermutaciones® de tergias de conjuntos cue nertenscen o xn

AG9.- Axioma de infinitud
(FxH M)A 3)(M(3)A(a)(2¢3\)-—-’sex)/\
(u)(w)(M,(u)—-ﬁr(ue xa((v)(veww(v,eu v 'v=u;))»—-vwe X))
AGLO,~ Axioma de- elec016n | E | |

(Sx)(s)(M(s)a((av)(ve3)—»(31u)(ue% Au)(!( (5 v)-»Jle x)))) |

.' Rg'glaé ‘de Inferehcia.
Como" re'g_las' de inferencia tpmambs '1ajs‘ de ‘co_stiml'ire, Que ‘gon:
1) Modus pbnehs: 'f ‘es consecuencis idé. Y»—v‘f R

2) Jenerslizwcifn: (X)"f es consecuencia de T .
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‘Términos Clase.

Cuando sea néceaarié; usaremos ab:eviactones’ de olertas
férmulas de Fc que recuerdan la notacifn que generalmente se
ut:llisa en la teorfa de conauntoa intuitivae; ‘
| si f(;q Y(X) son f£.b.f. que tienen a x ocomo posible
y fnica varisble libre y 2, ; ’ son variablea.-entonées“
"gbreviamos" 3

) fle) por 2efx/Hn} | |
3 (Sa)fjcw 'S (e)(eq > ﬂ&))] por {x/ﬂu)}cw
3)(3;)["(}) 1@ (rey f(t})] por [x/f(-.;} «fx/ W(t)i

Obamaoimn s

1.~ De acuerdo con lo anterioi-, el aﬁbolo € tendrd dol;'
‘-pl!peleu, ‘uno cono ehbo‘.lo del lenguaje, ¥ el otro como abrcvh- ‘
oih, pero eute hecho no crear& confuaiones, ya. qno € juoga 01
pupel de’ abreviaci&n solamente cuando apatece Jnnto ajfoa {

N m cadenas de la forma { ®{ f('l-)} son uonooidal co~
no términos clase, X1 sentitdo de esto es que si se consideran
como elementos del lenguaje suceptibles a interpretaoi&n, podrﬂn
ser 1nterpretadoa como clases (objetos, no neeeamriamente cona*
'Juntoa, cuyos elementos son conjuntoa.)“ |
3¢~ De aqu:( en adela.nte, cuando digamos que “una meta~
variable de M denota a une ve:riable de ¥ %, en lo que esta~
rouos pensando realmente ‘o8 que 8i el cantexto lo pemitc, " M

"_denota a una variable de %F o denota a wi término olase' .
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Las definiciones, sobre todo las que son por induceiln, y
‘los teoremas de ZAF correapondien’ces‘ a la teorfa exiomdtica de
_ eonjuntoé, se dan y se usan de manéra. pseudoformal, Ademfs, damps
pbr hecho, que para cada resultado bﬂsico de la teorfa intuitiva,
contamos con un teorema equivalente en 2F ¥y usarenoe estos t'eo-
_ remas ain ningin prejuicio. Para un tratamiento estriotamente for-

mal de 1los teoremas de la teorfa nxi‘omﬁticé. de conjuntos, ‘consul-

tar el 1ibro de Takeuti "Introduction to Axidnati_c_ﬁs_et\'l‘heb‘ry*'f.
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ugdeloé‘.
¥n la secoién anterior, hemos presentado a &FC ocomo una
teorfa de primer orden que axiomatiza la teorfa intuitiva de con=
juntos: El siguiente paso ee hablar de modelos de FC !,
1a manera en que se hard esto es la que se supone conocida,

es decir, consideramos a los modelos como estructuras del tipo

d = <A,% W0

donde A es wn oon;lunto o una olau,(ob;)eto no necesariamente
conjunto, cuyos elementos son aonjuntos), ¥y R, R son relacio~
 nes binai-:laa sobre A destinades [} 1nterpro£urae domo pertenen=
‘ola e igualdad rospeotivanente. A continuacién, definimos de mane~
ra rccursiva“a, € ( A realissa a - i
'q'i'suponhmés-due--a = <A 'P I> es ma estruoturs relss
_ oional. donde A e» m clase, ¥ ?, son relaciones binarias
_sobra A , (L decir, P, T. &S A ,» oupcﬁu"gu'n que "f..‘ ¥
son 2,D.25 de €FC , que W, v.‘ son variables, y quo

aw ‘<Q-|J Ceae av\’ . )EAW

, y
entonoes definimos

Nate E xiew S& (s, a)) ¢'§
Ja B ow=y s _(da‘a;,)e‘I
3)»a; 11« ho 2% Clerto que 1’ (a % ﬂ
_6( f/\“}’su. d-h‘fy QF'\I’
fv\( il O‘Lff;‘f o 0-'5;\!/'

RT-Y s aw it o aky,



Tt e ¥ s A EaY yaky—s o

Ak (o) f . Vac A Qe T

dond & S U‘/‘-) = (a\_,a-a_) v, ac-‘J o ,@in, .. ) v

a-g(flm.\f su .daed A E f

5‘-%\

a F; ! ge lee (L realiza a f en 3 &
Decimos que & & f s QO realizaa T , sii V 0..#5‘? .

ae AV
También decimos que es modelo de sii L

a»#'f V&mowu&. f de 2%C .

ohorvlmidn La definioién de modelo que hemoa'ad'optado,
esta hocha e un nivel metaling!uatioo mayor eon respeato al len-
 guaje de EY0, y oo, ‘por tanto, una definicién seméntiom. '
H_moe hecho esta ‘observacién, porque en Z!_'c u pqqibii "dc}-_
© finis" el concepto de sstisfactibilidad, es deoir, para cada
2.v.2. T do ZPC extate una férmula Sg (M, P, T) (M,?, I
términos clase), que intuitivamente dige que <M P, > e T
‘pero, d'e‘s.graoia'démenté, aftn fijando las variaﬁles que apareceil
o:& los esguemas axiomdticos de ZFC (por ejemplo, tomando ®i,%e,xy,
Xv,x¢, % , ¥3 en lugar de {,x,4,2,v,, w ) Jos axiomas de com-
'prmidn y de ro'omplazmcnﬁ‘o permanecen como eésquemas, y por 1o
~ tanto, el nfmero de axiomas de ZFC es infinito. ‘
| Pate hecho.eé imﬁortante y y& que si el nfmero de sxziomae de
ZFC hublera sido finito, por cjemplo A, , e An e Lanod
haber tomado las f6rmulas Sa, (M, 7Y, 8, (M,9,1), .., 5:«J"‘u'\"’,ﬂ
¥y Juntarlas en la rérmular $a, (M, P L) A Sa, (U,P, Ty 00y Sani, P, L)
‘que dice que < M, 'P, 1> es un modelo de ZFC. : '



113

“

l?ero nb es este el caso, y 8i queremos una férmula W(M,p’j_)
de ZFC  que "diga" que (M, P, T) emmodelo de ZFC
entonces seria necesario que "aritﬁetizaramos" el 1ongu‘a.30.de
2F ¢ ( naciendo ésto, las férmulas de &~ C. serdn ndmeros)
para asf tener una fﬁmu'[a f (X,¥) en 2FC que exprese la
funeién de la metateorfa '

R(x) 1IN — {o, 1}

tal que

R(x)= &

si "X eB el nfmero de una. 1nntnncia de eaquema ax!.omdtioo :

‘de reemplazam:lento
R(xY=O =i no

¥y de esta manera, la f6rmu1a _

(xB((xc-.w A §x, 1)) - Sg‘(x) (M7, ))», |

"donde g**(x) es la fdmula cuyo 'Mndmero es X ; "dirfa" que
<N, P,IV & vAxioma de Reempidzaﬁiento" ¥, de la mismd ma=
_nera tendrfamos que construir una’ £érmula pa.ra decir que | ‘
(M/P > r' "Axioma de oomprehensidn" |
Finalmente. haciendo 1a conjuncidn de las férmulas de satis~
faotibilidad - obtenidas para oada axioma, tendrfamos una f6rmu1a
en 2 FC que wdirfan | '

<rv P, I>\= 2Fc
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~ En cambio, NBG tiene un nimero finito de axiomas, y también’
. para.cada férmula f de NBG, existe una férmula S (M,P, 1}
(M, P, 1 variables) que “"dice" que <M,P, 13w f y, por 1o
tanto, existe una f6rmula en NBG, la conjuncifn de Sa, (M, P, 1), ..
ce S&u (M,?,I) ‘donde A, v,
que dice que < M,?, TV & NB4§.

A pesar de la considerable "ventaja" de NBG sobre ZFC,

A n 8son los axiomas de NBG,

este ﬂltimo se sigue utilizando, tal vez por tradicifn y, en.
algunoé casos, 'predileccién, por ejempl\o, uno podrfa preé:intar'se
porque Cohen, que trabajé con ZFC, y no aon NBG, la reepuestw que
el mismo Cohen da, €8 que, a au modo de ver, NBaQ "ea menos netu-
ral®’ que 2FCS .

m lo que sigue, detallaremos un poco nds como se define -
el concepto de modelo dentro del sistema ZFC,

“ Modelos en_ ZFG.

EJ. ob;jetivo principal é‘g ‘ dada una fdrmula e ’ defin -i_ L
wna f6rmu1a sf(M P, 1) ‘con veriables 1ibres H,'P 1 (moae-

»lo pertcnencia e. igualdad) que dlga que <H,PIdE {’,

- Esto lo haremos de manera recursiva segfin el ndmero ‘de
conectivos que aparezoan en ‘f o 3
') < 4,9, I.) E Kcy es una abreviacién de 1a ‘férmula '

KeHa gem o (O(L=0x, ¢ > ch—?)
<M P,Id> kR X= Y ‘es una abreviacibn de la fsrmula '

XeH ayeM (4\(4‘2‘-'(&',}5,-» lell
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2- 55 # y ¥ son férmulas, entonces
&) <M, P, 1> & ¥ AV es una abreviacién de la férmule
< MJ?, IVF P ALMPIDEY
b)< M,P,I>E #vVYes una abreviacién de la férmula -

CMPIdES v AMP IOEY
¢) € M, ?,; I >ETH és una abrevivaciéri de la f6;nmu1a .

" J < M, P, 1YE M= y) es uzig,«_abnmaoidb de 1a fémulé."

CUMPIYER > (MBI RY

L (MR Iy e Y e st ta 30 ths

(MP,IYEH «><MPIDEY
' 9 <M‘er/ I € (x) ¥V es una abreviacién de la férmala :
(0 (e M > <M, P, TOF ¥)
| 3) <;_N|J'Pj .I> = (Jx) Y es una?aﬁreiriacién de la fémgla :

@0 (xe M A CMBITRY)



1lo

Fn el caso en que P sea é/M o L sea =/n y eseribiremoa.
ME f en lugar de LM, 7, 1> &= T,

_Observaoién.~ Cuando O es un enunciado, la férmula M= o
em: equivalente a la férmula que defina Cohen en “Set theory and
the oontinuum hypothesis" como relativizacién de (U a M ,

A ocontinuscién, escribimos la definioién gue da Cohen de re-
lativizaoién 1 '

4zDet .- 51 P(X) es una térmula con una variable libre,
ontonoea, para cade férmula - definimoa en forma reoursiva, 1a -
relativizaoi&x ae ¥ a ? " ‘f’P eomo ¢

1.-81 = VeV entonces fo = 'F

| st f=v=v entonces: 'fl" =

2.- 84 f=A 06 donde © es un eonectivo 163‘100, entonces o
(Ae) o (Bp)

4 n by ' .
Mo i, s, e

3o~ 84 ‘( x) ‘V mtonoea -fp = (x)(?(,x; -) ‘1’)
84 f (2x)'§ entonces 'fP (3x%) k?(x) AN
Cen la ayuda del oonoepto de ralativizaaién de una f6rmula,
podemoa definir satisfactibilidad de otra manera : '
. 4.3 Def .~ Si (s ZKI'P(K)J y o esun ‘enunet.ado, abreviamoa
| Op oon Cx & ooom I, » .
Aclaracin.- Usaremos el sfmbolo |= oon el siguiente signie
ficado que se aié eri la primera defihioidn. Nés. adelante, uaareni'os
‘otra vez este efmbolo para definir expresionea del tipo (VA ’f'
vpero comno aiempre, esto 1o ‘es motivo de preocupaoién, ya que el

significado serd segin el contexto.
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.Necesitaremos también la siguiente definioifn :
4.yDef -S4 M , P , I , oon variables (olases) entonces
{M,0, 1D ¥ 4  em una abreviacién de — (<M,0, 1> E €)
Comd habfamos ocomentado a.nte'-,: debido a que % F tiene una in-
‘finidad de axiomas, esta nooién de sayisfaotibilidad = no em s~
fidon-to para construir una férmula de 2 [ que "diga" que yna e~
tructura (M, P, I) dentro de ZF es modelo de ¢F , es decir,
no en}ste on ?F una férmula ¢y P, 1>k ZF% sin embu-'go',"hoion-
"do una mzola entre ¢l nivel nint(otioo y el unlntioo. poduon de-
'ﬁnir, de forma més o ménos aatiafaotoria. que li@iﬁ.ea que una u-
tructa <M, P, 1D dentro de . Z—F sea modelo de ZF
Def =8 M, P s I & eom variablu de 2F , deaimos
que <M P,I> es w modelo dentro de ZF¥ de 2F mit pa:ra tol‘:o ,
ariona { ds 2[ se tiene que 2F \— (LM, PRIV €) . o
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-Modelos Booleanos.

Existen varias meneras de llegar al concepto de Forcing, una
de ellas es a tfavés del 4lgebra, especificamente, a través de
los modelos booleanos.

Fmpezaremos deacribiendo el coneepto de Mo&elo Booleano a
través de la idea de la funcién caracteristioca.

n 1o que sigue , al menocionar le palabra conjunto, nos es=-
taremos refiriendo a la idea intuitiva que cada uno de nosotros
tiene de oconjumto, ea decir, estaremos pensando en el modelo in-
tultivo Y=< P10,

' Como es sabido, a cada bohjunto X se le puede asveiar

ima ‘funoién caracteristioca:
i S, wéX

U o, tf ¥ C"mjﬁ{o 5. agx

De esta nanera, puesto que Cx y X son rocupszables

. oada wo a travéa del otro. podemoa penser en J como en 1a
clgqg.?lf’ de las funciones caracteristicas de los conjunpoa.
?i ¥l fnico defecto de eate punto de vista es quérno'es>indepéndién-
 fe del punto de vista anterior en el siguiente mentido: einén
un moméhtq dado quiaie:amoé saber, por ejemplo, si el conjunto
o répﬁeuentadc por Cy es elemento dél conjunto representado por
 “Cx ’ tendriamos que averiguar oual es el conjunto que repre-
ﬂsenta _Cy'; es decir, tendriamos que encontrar )’ (estamos su—
' poniendo que solamente contamos oon las funoiones C(x y (y Yy
entonces, al aplioar Clx a Y sabriamos si el conjunto represcn=-

’ta&o por <ny pertenece al oonjunto representado por (.x o
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Ia solucién a este problemna es en cierta manera natural, lo que
hace falta es modificar 1ligeramente ‘Cx Ae la Bigulente manera:
Ahora <x ya no tendréd valor ‘1 en lo0s elementos de X
sino que tendrd valor { en lai funoiones que representan a los
elementos de X , De esta manera, la modificacién C‘ de Cx

en: .
LSia=¢y pa. vex

Ux: ¢ — lo, 1} > < (2)-

0 sS. no

Ya que henoo obtcnido la Cy oorrup(mdiento a cada oonjunto
'X , podemos considerar la olass TJZ de todas las funciones
¢4 « Llemaremos a los elementos de U? conjuntos 2-valuados.
Oomo decfamos anteriormenjb'e,‘ uz' es una copia de U oon
la siguiente propie-dsd: Pata decidir si un conjunto va-nlundo X
pertenece a otro oonjunto 2=valuado 7 pBolamente hay que calouw
lar el valor d¢ Y en X 4 '
| Asf, los conjuntos 2-valuados son funcicnes con valcres. en
{0, 1f ¥ ougo dominio consiste a su ves de oonjuntos 2-vsluados
(existe una oierta analog{a entre est@ hechdp y o1 de que los oon-
jmto. | oo‘n,a:laton’ de 'elemen;;'os ‘qu‘é 4 su vez son conjuntos), Ense-
Quida se nota gué hay un matiz recursivo en la naturalexa de los
' eoﬁ‘;luntqs z-valusdoa, esto ﬁuslera_ que podrfamoa haber comensado
defintendo S recursivamente. |
. | tratamient“o‘ recursivo de las cosas en la teorfa de oon- |
Juntos es muy obmodo aunquj se pierde un poco la orienfaoi&n ‘qﬁe
aa el 'penaamiénfo intuitivo, a continuaocién definimos U? recur-
aivamento. ,
| ’ara todo A€ DN definimos .

{X/X A-——>'Z. yAQUg P 3:4.,(}
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qeOM
¥l siguiente paso es suet;tuir 2 por un algebra Booleana

completa B . Intultivamente, lo que se logra hacer con esto,
es “extender" la nocién del concepto de pertenencia en el senti-
do de que al exietir (probablemente) mds opeiones, aparte de
O y . , me puede pensar en grados intermedios de pertenencia
de un elemento en un conjunto, ‘
Asf deﬁnimos:

[P {x/x: A-B y AP o feal Ve onw
U b
< €ON
¥1 objetivo inicial, era decir lo que entendemos §‘o:~ node~
1o Booleano de la teorfa axiomatic_a de__ conjuntos, y 16 ‘que he-
moe hecho hasta ahora es: Dadﬁu’n algebra Booleana completa
ﬁja, describir e . UE’ seré tonado eomo la base del ma-
delg ’u-& <U618?a> al cual llamaremos “Modelo B -valuado de
la teorfa de conjuntos". Estando en este punto, lo que nos falta
hacer es definif, de la manera mds natural, las relaciones.’ 'Ie’y
ff)b qué eatdn deatinadas a ser pensadas, éapeoifidamente, como
"igt_ml_dad" ¥y ”pertenéqcia" en UJ B, El camino que seguiremos
paré definir dichas relacionean no o8 del todo directo, pero pro-
cura ser lo nés natural posible. |

T A Definioi&n.-
‘st («a'. o) (p, )e o X 0N

(‘*- Az <(/5 /53
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Mo (ot,,ot,) < Mlox (B, )

Wox (2, a0) = ax (B, pe) v o &p, o

Wow (0(:/‘0(2.)‘4-‘ WX(P'JPL) }/d(=/31 Y ’Q‘-/ﬁa

4.4 Afirmaciln.- < Dbien ordena a ON XON
Dem:

¢ Vv (@) 4 p) ya que

H p)emxom

Wax (<, ) = Mo (o, 4) Yy A=« y/s -

\us St (o, 0,) < (e, 1) y (, PJ<(°’JJ/%) 1

- entonoes. para ver que (%, £,)<(4s, P3)- ‘a8 necesario analizar '

'V"g»oaaoa posibles. Como ajeﬁpl‘d, solamente anali garemos uno de

ellos, los demés son 1gua1nento senocillos, "
Suponganon que ' ' .
wmax (o6, £) & max (m, AR w(oh,pz.) Max(da p,)l"f

y a('; < ol - Wax (d. A.) < wioy (e, p.) = mw(ds,ﬁ's) o

. é’(l/ )<(0($ Ps)
() S ean ‘__('a(,/ 5, ), (de, Be) € ON X ON
Como ON estf bién ordenado, tenemos gue: '

d e Wwﬂ ) v (aca_,p&)‘



122

31 se diera ocualquiera de los dos primeros casos, tendriamos

(0(1//)’:)4(0(9 /‘%) J (41)/54)((‘7“)/‘/)

.., 8in pérdida de generalidad, supongamos que

a2 Wok (di) 1) = mox (e, o) = oty

Comeo LIAyL Y o'/‘sa <o o IR LY. y forzosamente
(A, ,s,) & (oga/ﬁa) o' (dy, 8:) < (v, ) 0 (a(.h/s,) 2 (e, 2. ).

(lv) Sea Aconxon, Axd

ocmsideremos la clase
--‘,{wau{ ety )/ (af,,s)e/i}c_ Qu
. A.’:;E g, .. ‘A,’ ‘tiez_ie elemento m:fnim'o.
Sea. o.. Mg A’

Seo. A = oy 5) e A/ wog ("fj &)= a, }(-A

- 81 Ay consta de un;solo elemento, entonces, este ‘gerd el
m!nmo de A . 51 A, oonsta de mds de un solo elemento, entonces

coneideramos la clase -
' Ty

= {Keop/(":Y)éAu pas Ye oN}+ ¢

)
y Sew o= Wim Ay
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' 51 la olase A, ={@aleA/azaf Ay consta de un solo

elemento, entonoes, este serd el eleménto mfnimo de A

Si A7_ conpta de més de un elemento, oonsideremos la clase

<{yeoN/(xykA, Pa- xeON]

Y Sea.: a.szmnA;;

Por §ltimo, consideremos la clase

A3 Z{(d,ﬁ)éAL/ P:Q_Q}C AZ.

A3 tiene un solo elemento, _‘po;“quo
(xy)eAy = (y=as 4 (x,y)eA) >

= y=ay y x=200 2 (x, v)=(az ,44))
‘ (a:,03) serd.el afnimo ds A

‘s & ‘bien ordema a. ON X OM _
(< es oonocido oomo el orden oandn:loo de ON X ON )
" Haber definido el orden omGn:.oo de on X OAJ (1] Mportmto
o p_orquo hay casos en los quo‘ ed necesario definir un concepto que
'de‘x_i_‘endo. o eotd relacionado con parejas de ordinales. En estos
'o_'qaon, la recursividad es una herramients podercea y, una vez de=
“finido el orden canénico em ON X ON  podemos hacor uso de ella,
. 4.‘4\»"1101’1111016:: . o= Para ‘todo conjunto B -valuado Xe U°
, diﬂnimos :‘oi‘i'q.ng'd e X y P(x) ’de 1a siguiente maneras

o) = MIN faeon xe UL S
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(6]
Y. ‘?Definiod.dn .~ Para todo (x, y](: U7 x UB definimos
por recursién sobre (P(X), @(\/)) y lo siguiem:e: ' '

Ne (,y)= Su?P (‘/(2) N= (2, x)

e tom(y)
N= () Y) = INF (x@ = Ne(gy)) INF ()'ca\ —Ne(2,x))
ec Dor (x) 26D (V) .

Observaocién acerca de las dos definiciones anteriores:

Se puede :pensar ‘en_ke(x) como en el "nivel" al que pertene-
ce X en la gonstrucoibn de U , es decir, CW) s e1'mo-
" mento'en el ouél es oonatruido X ., Se puede probar, direotamen—
te, a partir de las dotinicionu e L) y de 7 y que si
xe Dom () entoneos P 4:0Ly) | .' adolndu -

(@) SL 2 e dou (y) uit_ (’(Z\Z P(Y) ;/ por lo Tanto.
(e@) em)qem ew)) ya q\u |
‘,‘,(”’. WMa x fﬂx) (’L\/H (’bc\ 3, (’Lé\< (’W)
> (wax [0, 0= 0 3 €L2) < B3
(1) W\M fe(x)j_‘(J(y).}:PLY’).»"‘;};W('M fé('.%) ,'P(‘x»)}' - 0(2) 4
B ) < (’(7) - Wiew ZPLi)I:F(X)f 3 way § O ;":P(ty)} -

) oy f o) ,,P(Y)}r- C’G)"}' wax {02, G‘(x“-)'}'-.‘e'(x)i Y
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0(x) £ ely) = Wax [0, e} = €< 0= max { 01, €y}

) wax § 0w, ent= ey) g mar f@L2), e0af =€y k) = @Ly)

se reduce al caso (1)
(b) & 2edou(y) ent Pz)< (W) ¥ Por lotawto
(ew), eey) < (B, 0 a ue

| W wax {ew),em} = 0(y) y €@)< e(x) - |

= o { ) NRNERTTS21L) (’{y)} y Q)< é(x)
(@) max JOMY, Oy} = Oy X {PL‘a),e(y)kﬁ- (2) 4

0@I< €00 —> mox, {e(s), e} < maxfew), ey}

() wax fO0), etz C0Y § wox L0, eyt OY)

(a2 €0y) = max §€C2), (9= Oy) < €)= mox § €00, By}
@ way § e L 0y)f = O(x) Y max | 02), etyif = Cty) y 0= €¢y)
" se reduce al oaso (l) | ‘
"~ Por lo jta'n":o. 1a def:lnioi&; de N_e ¥ N= es correcta.
}comb quiz€ se habrd notado, la definicién de Ne ¥ N=
estd orientada para satisfacer los siguientee requisitos naturales
1.~ Por supuesto, si Xe& DoM(y) , un valoe deseable de

!\"é.(K;Y)ee Y(x) ( 1la "nie.dida"" del grado de pertenencia de ¥ en .,
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. "medida® del grado de igualdad de
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pero podria darse el caso d‘e-qué existiera wna X' PoptY) a3 que
la "medida* del grado de igualdad de X' y X fuera "bastante"
grande'()de(x, y)>» o0 ) ¥ que Y(x')>Y(x), en este caso, si hubierae
mos tomado Nelx.y)= YiX), estarfamos subestimando, de aléuna ma-
nera; la "medida" del grado de pertenenoia de X en Y ., Para
evitar que esto suceda, lo que se hace, es buscar, en Do LY) ,
la 2 que sinultencamente maximice Y(3) Y N= (2 x).

¥n simbolos: '

Ne (x,y) = SuP (Y(2) - (t, x))

2.€Douly) -
Oabe hacer notar, que al definir Ne (X, VY)

de e'svtal manera,
abarvamos también el caso en que X¢ Do LY).

2.- De la misme manera en que la definioién dé Ne (xh‘)
apoya en la definioiGn de N=(u,

se
v) pare (u,uk(x,y) » 18 defini~
cifn de Nz también se apoya en la definicifn de Ne . |

Como estamos pensando en‘ N=(x,y) como en la 'medida del

grado de igualdad de X y y , y como de alguna manera X ¥ Y

son conjuntos (conjuntos ® -valuados), lo més natural es que la

X y Yy dependa de ln'medida’

del grado de perfenehoia entre bL y Y (udedod(X) ) y de 1a

mpedida® del grado de pertenencia entre V y X (webod ")

- recordamos que do8 conjuntos A y B son iguales si ACBY Bc.A)
Hechas éstaé oonsideraoiones:,"" la defihic’ién '

N<(x,y) = INF (xa) = Ne(zw) . INF (y(e)-—> ,dé(z x)

&Yoo b() . ‘ E0adly
resulta natu.ral
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3.~ Como el objetivo es construir un modelo de la teorfa
axiogdtica de comjuntos, y como Ne¢ y N= estdn pensadas
gomo “pertemencia® e *igualdad®, es natural pedir que la defini.
olla de Ne(x, v) y N=(%,Y) sean un reflejo de dos féraulas que
son teoremas d¢ la teorfa. estas térmulas son:

Xey ‘<—> (_3.3)(%;)/ A %=¥)

x=y <> (@)(zex = “Y)A(z)(eey —> zex)

Aemoa definido las tuncionu mtor:loru ocn el prop&nito do
 definir las rohoionu Pe (portmunc:ll) 8 (1gualdad) en
U y“f tener complta la Q.truotm ’U.B (VQ P21 1%7.
l!ds tnrde, veremos que. U8k 2F para toda - llgv'bn n_oo].om B .
qqmnnoih =8 X ¥y Y sm oon:unto- B -valuados:

ontonon

_(¥Jy)eps stt Ne (x,y)=1

(x y)eI st Na (_g,y)=-i

. Pare 'B n:u. u'b L aon'o'ddo oomo ol.qoqlblo B 7@.’1\1’:& |
" ’=d'o‘ 2F y se aice que - UP s un modelo Booleano de & F .

_ Para sclerar un poco nfs oloonooptods 'ua . duoltm-", .

t:lnunoon nlgunon ejemplos,

(ﬂ Us= ¢ ) |
@ Um = {x/x A*’B jAC¢} IX/x ¢—>8}

U[ﬂ {M ( ¢ oo la funci6n vaoia, 1a inclusién de é ‘on E:)
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(3) U{SM; z Sx/x:/\'-—ba ;' (Acd oAcigf-=

={x/x:i¢g —8 § x: {g1 —> Bf
denotemos por }{! hia la funoidn Xx:{¢f —>B ¥ x(@)=b

entonces

'U(.a'{m ='{K/X=f¢fb pa. be B{U{q)}

() I\/ (&, 0) = WF (ms—v Ne (2,0). INF(We)-—me(t ¢>) =
: eeoau( aeo.m.ﬂﬁ | B

=I-1'=‘1 |

| (s) Ne(¢ g) = SUP (me) N La¢)) 0

ec-wum ¢

O Nelae f9l) - 506 (w;a(a{r\:g_(;,‘_a));' |

2EDON{ 19})
= leh ()N bt b : | R
"-(?) N- (¢ {m) |NF(¢(&)~>Ne(£ fh): WF(MZM&)-/M& ¢>)
_ : 2eoor) =g 2eooM(103L) »

1 (f¢1b(¢) - Ne (¢ 05)) bro=t

(&! Ne(ffﬂb ¢) sup mx "N=(2,fa},)) =

2€vad Wh,) L 2ePON (@)= ¢r

(‘7) N- (i¢lb ,d) lNF ({¢§.,,(a§ -—>N¢(% ¢)) INF. (¢(e) > Mc(%, i¢ .,))

f (S¢wa>’~> Ne(;é, )) [-Vios b



129

(1) Ne (0, {1 = SUP (1816 +N= (3, §4})) =

2e0oM (§4l4)
= {8k (#) N=(8, {dla) = bfa,
(“) N“(iﬁa_, idfb) = INF (I¢fq(ﬁ) - Ne(a. {¢}b))
| t& oM ({¢]a)

- \WF ({8lv(2) = Ne(2, 164a))

Eébw(wb)

= ({#fe () —> Ne (8, {o]p) (igle (B) — Nc(",iilo.\h |

1]

= (c»‘+b (‘b’+a)-

Observemos también que la rolnoi&: 1® doﬂnida o U 8
. h relaoién :I.dontidad, poro si es una rcluotﬁn de equivalencia.
!n otras pala'bras. podcmo- ponsa.r quo en la utruotu:ra '!L"-'

" existen ve.rias "oopias" de un miamo olnonto. por odcnploa

A aeON 4 -F,\ UL > B s Tal q.ue *E,.(x) 0 Vwqu :
ent

‘rd € Um-l < UE, B
N ({.‘ d) = INF (&(e\ > Ne (e, #)- INF (#3) = Ne (&, SRR
2€vom(f) 1€ Dou(d) = ¢ .

=INF. ( by (2) — Nelz, ¢))
a.eom({,‘) A0

B Pzro f(x): o) Ve U-P

S o Ne(2d) =0 ¥ N (59) = VaeUR
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P (§, ¢)= NF “(‘- Y > Nelz, @)=

2eDoMd Ua) =

(4, 8) e T® Vaeon

o dcoir, existen muchas copians’ do ¢ (1a funeibn Vamfa)

m U

¥ds adelante, en algunas ocasicnes, necesitarsmos d® vne de=
£inioibn tju'd s une owtensiln de las definiaiones de Ney N:
Fn esta definiciln usaremos el conoepto intultivo de "emunciado de
la teorfa :|.ntu:l§iva’do oon;luntoa", E'J.‘IQ, que se puede precisar um
pooco de la siguiente nanera H '
4.10 4,- 8 %X, je V ’ entonces xej €8 un ETIC ¥

X= ¢ es:un ETIC.
1,81 Py q s FII0, entonoes. (P? Q), /am@) —_—

R

(SL'P ent Q) 3 ('\)Ouira.‘Tod.o XP)‘J' _a.tc .

son MIO.
1ii.~- Algo es un ETIC sii se puede probar que lo en medme,nbe
(1) r (14)¢

g\ Dof‘,‘ ‘o Si P(\(.,‘Ay_,-:-‘ﬁu) es un emmoisdo de teorta de conjun=
tos, que haoe referencia exactamente a los oonjuntos %, ¥p): .« Xa & i '
 definimon Np(‘h 5 +e=3Y%) de la siguiente manera : (esta definicibn

depende del dlgebra Booleana de la ocual dependen Ne. y N".’-
g St Pl e X)) @8 woe¥e et

Np Dtyeeeond 12 Na Ly, %)
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S Pluye ¥l 2o %= Yo ent
Ne (2 ceopxa 2 Nz (k1 Xa)
W St Plryie ) s LQH., ,xq) & Rix, ~'5$Xp)1
ent Np{xiyeey ¥an) iz Ng (45eeyXg) 4 Ng(Kigureyxe)
uy S Pligeeegxu) 25 Uno Q(%.,u.,'m)] ant
Np (Xigeen y %) - ( Na Gty eey %)Y .

LU) Np ("u 3\(0 se doﬁnc e forma snfloga a lam casos
(@) (({e) para los casos en gque intervienen los
" conectivos ligicos restantes:
' \r) si P(*Lr., seepXa) o8 Cpara. tedo 1Q(j|3'--)"9)].
. entonces denotamos por- () (3i/3)(fi s+ §ia) a2 enunade~ -
do que se obtiene de Q(Yigs-3 ¢) al substatwir Y4i
por } ¥

ryeeeion) 12 INF (NG ve) Girgeeny Jig))
_N?U,, K ) ﬁv( ,q(#/s)_“)s yiia

Vi) SL 'P(x., k) LS |
LEwste 1&! que Q (Yry0es 198) -

ant Np(‘fus MO SUP(NQU‘Mums 3‘3‘4)
I L |
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Antes de probar que T8 e8 una relacién de equivalencia en
U ®? , probaremos algunas propiedades de Ne y Nz que nos
serdn dtiles, '
Y.z Aff =51 %, j,2¢U®y st Wiy «39%) es un enunoindo de
la teorfa intultiva de oconjuntos, entonces

0 Nz (xyx)= 1

) N= b = Na (3,5

i) xm) Nelwe, x) \/weoomx{
w) N (x,9) - N= (3,8 ‘-N (%, “:)
o Ne (0 9) - Ne (x,2) & e (y,2)
s N= ()= Ne(zx) < Ne(t ;;) | PR
- N=(3c,9) - Ne (ﬁ‘J"‘J‘é")f NP(‘W}_3 (34-')'“).1&")" ' *

Dawms

£ 1ndu6¢16n sobre ¢
Suyongsmoa que

N (33'}) A \/; % ﬂ‘})( E’u ant
N (»( ¥) = INF (xtw) "3M¢(u ) tNF(wmwsMc(u )

w ebou(x) Wit uoum '
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= INF (xtw) — Ne (w) »)

W EDoA(x)

4 8¢ wiepomix), OLw) < O(x)

Co Ne(uyx) = SUP (x(8) +N= (8 u)) 2 x(ua)« N=(ut,ua) =
7 Fedond(x) :

= X, | = xw)

Co (KU = He Cuy ) = (x(un) = x(wd)) = X(uod + X(w) = -

=1 V‘W.é Pon (x)

Vo Ne (%) = INF (xtw) —> Nelw,x)) = NF § =4

W Do (x) whe DoM(x)

(Y Ia prueba es consecuencia inmediata de la definicién
de N=.

Q) Supongamoa"que W e Dom (x)

Ne (W, )= SUP (x(g- N=(§ w) z—(xmwu:m,u;))é
Eeponix)

= %) o L= X

. Ne Lo, X) 2 X (w) VmeboMcx).

Pare probar loa incisos (tw)(r) (vi) , antes probaremos lo -
Biguienvtve por induceidn:



134

St XeON_ ent

0 se 06, py) < ;} 0@ ¢ ent.
N=0Ooy)r Ne(x,2) ¢ Ne (}?,e‘) |

B s ewhca ¢ o0, O < enc

N= (%, )« Ne (2, %) ¢ N‘e (gy)

@St e, ety), o) ¢ x ent.

N= (%, y) N: Gy, 2) ¢ Ne(x,e)

"Dems
‘ Probaremos simultaneamente o8 tres inoisos por inducelén
aobre o ' ‘

Supongamos que los tres incisos se cumplen YR ends

O sup que O, Pryld Yy B & =

N= (%, y)+ Ne (%, 2) = Nx (%y) SUT (e N (W, x») _

wepomM{E)

=Sup (g(«.fu) . N-_-(UJ,»()'N=(XJY))

WeDom (&)

COmMoO  ukedom (&) Plu)e () €A

S0, 0y, p(w) ¢k e d.
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O, 0y), g € € g o P o

". porla hopotesis de la induccifn para el inoiso (3)
(e N={we, x)e N=(x,y) € 2 (W) N=(wy y) Ve dom(a)
"o Na(x, y)e Nelx, &) ‘—méokjfa(ﬁw)- N= (w5 N=(x,v)) €

£ SUP (et N- (N;\/)) Ne Wz*-)

uA. eDoM(2)

(@ Sup gue @'u.)m y e, ely)e
St weban(n) ent.
N=(%,y) « x(wd) - N=(u,2) =

= INF Lxc) >Neld, )’)) INF (v) ) =>Ne (4, %) x(uu) =(\u,e)< |
J‘ € Do (x) 7 eDom(y) ’
£ (xw) - Ne(w,v)) e x(w) + N=(w,2).
- pero, en general, (o —>b)a & b 4 ye que
(A-db)a=da +ab = abab
.. por o1 inoiso (1) , Yueoom x) tenemos que

Nz (o)« X -Nf,(m,e)" ¢ Ne(u,y) Nalwy o) € Ne(oy)

" SUP(N- Lx,y x(m,,_-N: (i, 2) =

meooM(x)
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= N= (%y)« Ne (2,x) éﬁaﬁﬁ) Ne (2, y) = Nelz,y)
() Sup que O, OLy), olz) &

St we pomM(x) evt:
N=.(“JY) ' N: (y, a_) X € Nz(x,y) 0 N=(y, ) Ne(ux), portis)

é__N.=(y,a).N’€(w,J\/)/ por (2) £ Ne(w,e) pov (1)

pero, en general, si Ab < C entonces G< (b -Y¢) ya que
bsc=bltc2 o> +a,b = (b ¢ b b +a) = by q>a_‘
. N=(x,y). Nz(y,2) € (xw) — Ne (w,2)) \/uu.é DOM(X)

. (x, ¥)e N=(y,2) € (NF (xew) —> Ne(w;&))

we DOM (x)

Analogamente, se puede probar que

N= () N=Cy, 20 < INE (ot = Ne o, )
W ¢ poM (&) |
SN o) Nty 0 ¢

S INF (xt) = Ne (ut,e))- INF (200) =>Ne (i, x)) Ne(x,n:

‘ WEDIMIX) we DoM(E) -

Los inoiuos (Tv) () L\rd son oonaecuencia directa de 108 in-
otsos (3) (4) (2) respeotivamente, porque dados tres ordinales Ci
‘eh € siempre es posible enoontrar. un ordinal A tal que
% 2 @u@z.)Pj . | -
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Fl inoiso (i) @8 prusba direotamente por induccidn sobre
le complejidad de P(§ya e 34n).
Como decfamos anteriormente, ‘I ® ea una relacifn ed equiva=

lencia en W%y 4 continuacién, damos una prueba de esta afirmacifmy

4.3 A .= TO es una relmeidn de equivalencia en 1J°
O sL xeU® ent
Ne (6,x) =2 "0 (x,x)eT?
W Sow g Uy (ko p)e TP
s (xg)= Na(gox)=y (j_,x)&l'f
(i) S;’ x,.;,;_é‘u’e’} (%.3), t,2) 1®
N (e)2 N-(n8) - No () -
LN =Ly (e

Reapecto a 1a‘desigua1dad Ca.;t) s cabe reéaloar ‘que, al obn-
trario de lo que podrfa esperarse, Ia igualdad no s8 cumple en ol
caso general, aunque de alguna manera podemos decir que "oui' sien~ '
pre se cimpli'. |
4.12 De una manera més precisa, ai weU® es tal que X(w)=N: (w.,x)
Ve Do (x) decinos que X es ertensicnal.

4.4 Aff .= Para todo x¢ U® existe una 4 ¢ U®, § extensio-
nal, tal que ( “f.“}\.e 1 ‘ \



Dem:

Sea. xe U® g YIDHW =B Tal qu,
Y = Nelw, x) Ve vom

' )
Por supuesto, yeé U « Ademds

N (x,y) = [N F(xw) = N (w, ¥)) + INF Cymd = Ne

Udedont(x) whe Dom(y)

W& DomM(x) L€ DOMCY)

= INF" (xtwy —> Ne (w, y)). 4

W& POMCX)
pzro (KC%S - Ne (\M/‘/)): X(u.t)’ + Ne(uu,x)a
2 NeCu, )7+ Ne (s, y) 2 Ne (w, ) ® 4 Yow) =

o= yuu)’ + Yy = |

e Na Gy = INF () = Ne () 3 (L 4

W EDO(KY wevarix)

..'J‘Nz(x,y) ={ (x,y)e I®

poxr otro‘ lado,
Y(w) € Ne(w,vy) 4

ym‘\ = Ne Q%) 2 N= (y,y) » Ne,'(,w,v) =

= [NF (xquy —> Ne(w, v) « INF ( Ne (wx) = Ne(ux)) =

138

{W/X)) =
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= i Né(\uly) = Ng(\l&Jy)

W YW= Ne (w,y)

Y es extensional,

Un ejemplo que oconfirma que la demigualdad (¢{i) no em
igualdad en el ocaso general ea el siguiente:

Uaando la notacién y resultados de los pérrafos: antertores,
tenemos:

U1=Ui¢ 63y = {)(/X={¢§b p.a. bf——B}Uf¢1

US = {X/X’ A—=>B Tal que AcC U?.f

,Supongamoa que B o8 un algobra Booleana con un o:l.onontn
Qa ta]. que o<a ¢ { .

Sea {:{ipla, {81 B tal que
Bl =0 g (gt ;
[, [ou}c U2 “U“ )

Ne({m n SUP (fw) N( ) §6h) =

wle Doy (f) )
,={(f¢f&)- .N=( #la, mo,) + {0181 N= (14, igh) =
= 040+ [ (Pra)(e+ D) =(0+a)leds 8) zaad +a =

=0 = igh) L A(idha) ¢ Ne(idla, ).
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Pura teraiinar con easta seccldn, mostrareans .ue suivhe wae in-

%
Aersién netural de U en U .

y.i3Definicidn.- 31 X€ U entonces definis por €~recurf:ién:.

X:={08, 10/ geny

' . A )
4.5 Afirmacién,- Para toda X¢ U, X ¢ U,

Demostracién: (por € -induccisn) )

X ek A B : . —U o

jea C.-{X/X e U } . Demostraremos -ue C=V uzende
€ ~induccidn. '

jea X € U , y suvongamos que x< C | entonces

) A .y B
Vye)(,geviﬂ,‘ . -szix’jl’(‘g&ON J 8&\.&3

gea ol = Uxy K 2Ky .7, .UB QU: -391‘4j€~_x .
o yer %y » |

. A 8

. -V-_ge)( , e U;('

‘B,'

7 rB Lo B o rrb
por lo tanto )'(‘Q leiﬂc_lU*xB g o )(e-.‘U,(.,, —-’U

i Xe Ug, f.oxeC —» XeC

s0r lo tanto, C satisface 1. hinbtesis de la € -induceidn,

¥ por lo tmmto C=U

' A
Por lo tunto, Vxe U L X€ v®.

)
'y

AL A
.0 Afirmscidn.- 5i XF Y entonces X#F Y |
Demostracidns 5.P.G., 3unongamos que )(¢-3 . dea a e Xy,
A A A . A A . A A . '
Centonces (&,1) € X=9 5. XEY |, XFEY, o
' Las dow gfirmaciones ante:-%iore.a mugabran aue, ¢Huo ha‘uiamd:s

3

. "dicho, existe una inmersidn de U en U .
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Un resulyado que necesitaremos mfs adelante y que justi=

fica un peco mAs el nombre de inmersifn de °

4.3 Afirmaoibm .- S1 X vy € U entonoes

es

xey sit UPked o x=y SRVATS SR

Den ¢ (:lnduocibn sobre Q(y) ) :
Lo que probaremos por 1nducoi€u sotre €(Y) no es la
afirmacifn original, sino : '

PO Xv (xey <> dRedii= )y

v; ~'<<-rx -'-’-f-~_\i’s=au -0y
\/ (;ax > II; é il-i)

xeJ

Supmmos que P {a) se ocunple para toda 2 tnl que. N
» (’(234 (’(3) . Entonoes &

Como 3 {(a 1)/&3} mc%m(i\s.‘ wed ?4 2¢3; :

' B.oorduon e de B -—’> € < (b

ﬂ%e}\\ SUP (gcm\\k-zt\) SU?%\\Q z\&--

ilﬁom

= - w &-W“ 1 I.L
‘E‘u&mﬂw xi=1 Is \é%‘l}% Si



st 3 (&=l su H.I

e

q xe2 sid xe 2
'icg

V (Xc# <—~>|19~¢z¢l]) o

uv

" V‘oa’n_oa que el eegun‘do factor de 15(\&) también ”’ﬁﬂ

tos. .

-\n 3;\-|MF (&(n-»\\u;u) INF }te\~>lliexln'

3¢ Dowm ‘2eDowm i\

=INF lesdl- INF ueeau

em...ci\ - 2€Dom(y)

1NF \\we3V INF l\weﬁll-

- R IR B

| [\Nt— (SUP \\Q-w“ﬂ \Nr \\wci\\ hm |

G)ﬁ'hcm(ﬂ GDow« Q Qt'bew\ 3)

B LY A=Y ““‘w“r(v \\W~9~l\=) s

dle'“om ﬁ) %6 'Dom(’. , . & «'Dom (’)

v 3 ERIE 4)y(v uaam\-m S por W.I.

. g‘x l.’

[(V _3 baa) Y(V %tzﬁsgt{(’(‘;))’(!hxﬂ s"'
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El tercer factor de P (%) se- analiza en forma adloge :

1§ <3l SUP (R(a) = la=gi) = SUP lasfi=

4D om( 2 ¢ Dom (R

= SUP [UNF Dree dI)-(INF ¢ \rezll)]

44 Tom (R) re&Tom (s v ¢ Dom(3

= SUP LUNF (SUP fa=vt) (NF freaf)]={si

ReDom(R) YeDom(d) S€Towm ﬁ\ 7€ Dow( 3

3 (v 3 Asavi=t) y(V lveat=t)] si

2eDowm(R) XeDam(d) se u,...(g_\ ) & Dom Q)

ENNSY Jj3-2= iy(v i edll= 1)

wex - tew h,

.3*[(\/ 3 - x),(v tew) s..,

S we tew ‘h;. tc)

.3 U‘”Cj)‘/(‘;swﬂ sid .3 Y.w-'j] m;;cx

. 80 omplu P(y) ¥ los dos primeros factoru de nta

propoaicidn nos dan lo que pide el teorama, ¥a que z
A M-j. it f el

UPkeed sa (ReJh =1
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N

Se sospecha inmediatamente que el Pesultado anterior es
solamém;e la base de la induccién en la demostracién de un
resultado més general : ‘

B AL o s1 T(%iy.+-qg%xn) 68 una férmula restringida,

entonoes,
T(x.s e -’_*u) Sue v’b = 'f(.l\‘h‘ ""] :“n):-

Aunque la demostracifn de esta aﬁ.maoién no es diﬂoil,'
autea de aplicar :lnducoidn sobre la complejidad de f ‘-,:"o"g"
nece-ar:lo por comodidad, probar algunos resultados que ng
hemoo probado, y, por lo tanto, dejamos esta afimaoiGﬁ sin
dehqit_radidn. (Vea los r‘enﬁi’c'ad_oa 1.18, 1,20 y 1.23 dw k
ﬁdli.’ J. "Boolean-Yalued Models and Independence Proofs in
Set. Theory"): ‘ | |

n relacién & la inmersién A de U.en U, caben

‘ ',éierto tipo de preguntas, todas ellas nuy :I.ntereaantes, pero,'
)"por nccouria para establecer resultados poateriores, nda 1n~
- teron -especfficanente la ;1gu.1ente 1 |
. Bl valor de |l X & am,ll nor~indica ia "probabnm/’“
que o1 elemento =« ¢ U® sea un 'ord{ﬁ;l“, aef, si lloe anli={,
podonoo aﬁmar con uh oien por oionto de seguridad que =
_es un urd:lnal. Podemos 1lamar "ordinales a los eleméntos * ‘U“
taln que e M“' {. '

" Por otro lado. si analizamoa la férmula en la que se tra-
duce ‘1a,,|brovtacih. o« &« O, observaremos que esta es

unaférnula Eeatrﬁ.ri‘gida. por lo tanto, podemos aplicar la.
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‘afirmacién anterior, y concluir que o}egrL sit lweamf =1
es decir, de los elementoe de la inmersiln de W' en u® .
son ordinales solamente aquellos que provienen de slementos
"de U que son ordinales, esto nos permite caloular ilwe oMU
ocuando ot e "7[ U] s 8in embargo, puede existir
_elementos en U® - * [Ul_ que también son “ordinales™,
La pregunta es si afn en estos oasos existe alguna in-
fluencia de 1os ordinales de (J en el o&loulo de i} o e ol
ugo de lo que la siguiente aﬂ.rnac:l.&x "dioe” es que xc'U‘
o8 un "erdinal® eii existe un ordinsl o de "U' tal que
es “igual® a_ X 3 .

T 4G AL -8 X e ,‘ontohou

Wxe onf= SUP I3 =xi.

anloq, o

‘Dcm:

Sz.aL KGU‘ -
o_io dccﬁno'. x e ML o m t&nuls rntuulh. [

st omm, Nscontn .

" ¥y pOT lo tsnto

l %= &ll-llx--d\all ««ovw < uxmun |

L suP lxs Al <lixeond.
, Aeon
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La desigualdad en el otro sentido se prueba como sigues

‘Para toda J < Dowm (x) , definimos Dy ={/3/ll¥ = Allw of

y definimos 'b=$\.‘/u Dg‘) (En una prueba formal, serfa
‘n'eoelar-io probar que es conjunto)

Sea “0‘(\}’9' )“'1 d 6 !
> peomn ) €8 deciy Ho e G’YL 7’

x> Npeomnp .

S -dé‘-D f : ‘:. "}="xou'o \V/Jeﬁomﬁﬂ
.*A‘sL taz.ex.u SYP (x(}\ 1y = %U)
=‘ SUP 0 =0,
3&'“0”(&)
. ?or otro lado 3 ‘ o
[(Ktéﬂl Adoﬁ ML) —>(x¢ e V. XK= -\o v ac,,g;;()]
s un nox-m a- EC, y como U Pk E.r-'c,
'(xﬁ% A -?o) "’(’4‘ ':‘e v K-ﬂo.v ™o & ﬁ)ﬂ“.'

Vo Axeot 4, conllS xeRe v %m0 v dow xll.

ﬂ."'._ﬂxc‘-@‘.'lﬁl‘lt’-#._&;c'qll lee-qu =°<a”+110(u6 x|
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pere Ilﬁ;emul =1 yaque 2eO” es restringlds y
| X € )(][—:-07
yxewﬂéﬂx‘.&o/u//uaou =

= SUP («o(z) =fr=zl) +lix=Z ) =
zeDom (Ro)

= SUP (x=zl 4lix=Rl=
26 Do {Ro)

= SUP Ix= Al +{] x-«g‘l“ suPﬂx-,s(1+ suPﬂx-A!s G

Fe g Y L™

£ SUP fxai “ y& que otoa ST

l/xa orll = SUP fx=&l
e O |
~ Otrs propiedad dt1l de la funoiln A es la siguients s o
q4OAff =81 X Y €U  entonces ’
.'ﬁ-:'jﬂ « fo, 1} Y i Qf.sue {o 1},

"Dem ,

: S“PMNOI que X Y e U

: Dcﬁnimol

A fxc—.v/V(!(ﬁ “jllefe, »},uuguezo f})} 7



148

E={(xype Vxﬁ/ % aTow(}

" E es:una relacifn bién fundada sobre U ya que st
De U ¥y D# g entonces D -t;iexie un eléemento m
que e8 € ~-minimal que taﬁ'bién es E ~minimal porque si
v ¢ D entonces X & v , por lo tanto X ¢ Dow (V)
Y (%) € 6 |
Ahora demostraremos la proposicién que nos interesa pro-
bando que VU S A por induccibn sobre la relacibn bién

funda.da E 'y
() 81 wy es un elemento & -minimal de J entocees

2 (r,mus A ION
reU re

. m"-ﬁ (de lo contrarioy rew —> ¢ < Dowm(m)).

Auom st ;uv,la 3» INF wm ~>lae i)

‘ thom

|N F (1(&) >lze él)

2eton()

|N¢F(3(a) -»neequ) (Ni-(s(r’ =>ffe Bl =
46

=i mm\?eao- INF e ean

rey , \re§
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= INF(Sup (Ble)-f2=20)= INF(SUP(B@-l|2=l) =

%Y 2eDowm(P) ey ied
‘ (4 Si y=9¢
w} © si y 3¢
L IB= < fo, 1] |
Aams, fmeyﬂ—si? (3e- ua-m=
e Dowm (!

- suP(im 48 ¢l)= suvl\a-fru‘ioﬂ**- |
r‘} | ' rey S
‘ y«. ‘_ QU-¢ V M- ’Jf."“io-'ﬁ

A3 3u<£o,4} |

c 4-9 S.. veU c.sca.l gue (r,u-)CE - "“A

| c.,t VARV (lr-illcfo,dyllvejlltio,m, '

vavr JeU

|"'3ﬂ = INF (0'(2)->la¢3") lNF(Q({) -blaoHl) -
o tclom - 2aDom(§)

mr:zwegl/ INFldedl =

rerr : vca

| *'NF‘N"“ ,NF(SU'P'Q*V”) {014}

B V‘G\l" » Yix ‘Sev



ya Que v, 8 e ->(llr¢aﬂe
K “Weio 3.
, Ac‘zmag,"vc}“"sup(?h) N = é")‘-

&€Dow

=SUP I athe o, i

V‘éa
7«»‘3“ QZ; "v“wﬂéfb, ca

"V'G'A
po'; | fo 'tauto ‘.VS.A )‘c‘.“‘c.

A St g1t

N
W .

!
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fo, 4},us‘=Hle£o, 1)
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Modelos Booleanos dentro del sistema.

En la parte anterior adoptamos el punto de vista intuitivo pa-
ra describir el concepto de modelo Booleano. Izual que con los
modelos en general, es posible definir el c@ncepto de modelo
Boole_ano dentro del sistema. En realidad, lo tnico po¥ hzcerxr
es procurar que los elementus que intervienen en la definiecidn
del modelo Booleano queden definidos dentro del sistema. La
parte que sigue contiene ;os detalles de esta iden.

1) vV‘-',{X/xz)(} , es decir, S&V es unz abreviacidén de la

| #’#rmula B',-.'-‘S‘ . Intuitivamenté,:v repfesenta ‘el universo

de conjuntos ‘1J .
‘ 2y @ ={x/x$x} Yy _ea-.da'c_i'r,".\j“ﬁ, @ es una abreviacid‘nfde 18

‘.f‘mula M#Y . Intuitiveimente, @ renresente el coniun-

. to vacio.

-3) ON {x/\}‘(x)} » donde V(K) ea la fdrmulfu de ZF oue
. "dice" ‘que K esté bién ordenado por G y aue X tr.-ln-
sitivo. Q0T lo tanto, !&ON es una abrevz.acmn de'le £6pm
- mula W), 14 cual "dice" que 3 es un or iinal, Inbuiti-
: vs_;mante.‘ ON represent_a,la clagle de orainales O'R .

.  4) Pgré B, el 'nge'bxfa ':idol.e”:-lﬁ."qf,' net:esitn‘r'novs- uzm fér;uu”}.;, de
. Zé,qub' "digé‘";j*que B -es ‘un conjunto y au.e' B safiéf’:?e
loa axiomua oam un Alzebrs uooleana comnleth.' ista fév‘ﬁﬁ-

‘ la tiene el siguiente asnecto- ABC(B\ BeV A ‘f(b)

do*xde ‘ﬂﬁ) es la fOrmul ue Z.F que 1~eml . s 1n eon=
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juncidn de las:.fdrmulas que expresan cada uno de loa axio-
mas neéesarios PRTE |ue B sea un dlgebra Booleana completa.
S)bezz(x/pun(x) Alm(X)SB A (36)(FEON A §<KX A DOM(K)&V: ;
dondes

FUN(X) es la férmula que expresa en &F que X es
‘ funcién,

Im(")i'—‘{‘)/(ii)((‘-")e X)‘ (imagen de X ),
, Don(x):;{z,(as)(.(z,a).e x)}‘ (dominio de X ).
. Gonsiderando que \L’ define i;na funcién 6(<), Vi queda de-:
finida para toda. o( [ ON por recursién transfinita sobre o« .
& V" {x/(s-()(-uoN AXEND}

De esta manera, V queda definido dentro ‘de ZF como un tér-
mino claae.

Paré. l‘iablarwcomodamante‘ en EF de los olgméntos de V. es | -
cqnvéhiente extender el lenguaje do iF agregando un sf{mbolo
constante para cada elemento de V'; De a.qu:t en adelante, al
‘, ,‘,’_fn'oné:_lon‘ar ia pala'bra “férmula”, Ada eataﬁlﬁos l;eﬁ.riendora ,una'
;v‘f‘&'mula del lenguaje extendido. ‘ |
Ahora, nara poder considerar a V. como un modelo de &F ,
" falta renresentar en ZF 1a nocidn * \Vad satisface A 'f " noa
ra toda meula 'f Par+ poder hacer esto, comenzaremos nor las
t6gjmulas. atémicas v desoués extenderemos 1sa definicldn A enune=
cviado'sr v finalmente & F6érmulas bién formedas,
~ Suvongamos oue f es una f8rmula m;drni’ca. ‘es decir, T es 1o

férmule XE€Y o Ia ‘férmul: X=Y , donde X v Y no san va-
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: B
riebles sino constentes. es decir, X,Y € \Y) . defininae nor
recursidn sobre (e(“ .'P(") ) lo sizuiente:

§.2 Definicidn.-

1) hxeyh®=sup (W) -Na= W)

3¢ Dom(Y)
- Q)Il“”- INF (x(2)—> 2 ey}® ). INF('N*)-*\IEN‘)
2 ¢ Domix) 26 Dom (W)

donde: a-»b:za’+b,
Cabe mgregar oue en (1) v (2) los miémbvos derechos dg'axﬁ-
bas igualdades son abreviadiones de¢ féroulas de EF 'q'qe
dicen pi‘ébisameﬁfe 1o que la nq“cac,idn‘ susiere.
Si .4 es un enuncindo de =¥ , defi.r;imés \l‘f".onrrecursi’»n

sobre la oomplejidad‘de 'f s

: s.snefinic'itfn.- ' _ a . hon s

3 RIS (R,
YA LI IV RIS,

S RV AR At NN,
6) Ny — 1% = (NVEB)' + Ve
7>nw«-u'--(w—-u') (m'quwu')
8) u(a-wu%, SVP [R70

9)“:)\"' -INF wmu' '
: uv

" : ~ ,
Uns vez hecho lo anterior, si O es un enuncindo de TLF,

entoncess

f'-"g -4 Definicién.- Ve 0 s unn avreviceisn de 1= réﬂxuln \lﬂ 1

o a -
38l de’ ‘f entoaces V B P es une abrevuacz.én de 'l.a fdmuqu

yut=1,

y si 'f es una férmula de 1"- N V Les 1n crar"qdurn wtivezL
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Lesemos VBP 'f como " \/B realiza &a f" 0 "19 es verd:ders en VB"
Conviene aclarar nue el significsdo Jue tiene wcul el simbolo
k es distinto al que se le di6 a <M, P, IV f  como avrevia-
cién de ZF . Por supuesto, su significado ser! segln el contex—~
to.
sdemds, consideraremos gue la :.afirm-cién " VB realiza a ‘f "
es cierta si sucede que £F Y“(VBF‘ 1)
s necesario observar que, si ZF es consistente, la "funcibn"
que asigna a cada enunciado FU', su t'valor Booleano" en D ’
or— ||<‘.7||B » no puede estar definida dentro de #F, de hecho,
usando el teorema de A, Tafski.;tce:ca de la imposibilidad de
' expfeéax; el conjunto de férmulas verdadéras dentro de cierto
tipo de sistemas formales, se podria probar que si #F es con-
' _svistente, ‘entonces tal funcidn no es representable en ZF . Por
e‘sta.raeryn, nos ~conformaremos con la definicidn metalingliistica

‘de lo" para cada enunciado O .,

Finalmente, hacemos notar que, igual que en el caso 1ntu:|.tivo,
existe una inmsrsién de V en V L .
5 5 Def .- Por @ =recursibn definimos :

X = 22/(:‘51\‘(3ex A 8.*(’3;0)}
Igual que en el caso intuitivo tenemos que @

2F F ) (Rev®.
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WOLLLOS € ~TRANSITIVOS,

Cuando se exhibe un modelo_para probar la independencia de un
ehunciado en un sistema formal dado, ©3 imnortante oue la cons-~
truccidn del modelo se haga enteramente dentro del sistema, ya
que, ‘si esta se hiciera , totzl o parcialmente,v nor fuers, cual-
quier critico exigente podria p:otes‘car nor los métodoé emnleados
en tal construccidn.

En la seccién anterior recalcamos uue la "funcidn de verdad" '
Q’\""’"&“B , no podfa ser defi_nida totalmente dentro de ZF Tate
péqueﬁb défecto ‘de VBV se soluciona si en lugar de  tomar ‘i:odo \;’
tomamos solamente una "parte" M de \/ y relativiza: JOS toda 1la cons-
: trucc:.dn de V' a M . -ara eato, €8s necesario 1ntroduc:.r el concen-

to de modelo E_ ;-tra.n51t1vo, y eoto lo haremos dendo prmero 1a ver-
‘\‘bsn.dn mtu:.tlve. ¥y después la ‘formal. o
Recordemos que ?'( <V, P 17 es el modelo intuitivo de BF .
buponga.mos que M es un conaunto, es decir, sunonqgr mos que Me U
' Dec:.mos que 7’( <M PM , Iw > es una estructura Pftraxzs-itivd
T ei Pm es la relaclén de pertenencu P, réétringida éa M P/M‘-

e IM es la relacidn de’ lgualdad I ’ restmnglda a M l/M ' y
ademés ,)VL'A reU se tiene que (\L?U' ‘1_ ’U'PM)-—-‘?UPM dicho
en palabras, M es P-transxtlvo. De auui en ndelante. s1 i

')71 <M PM IM) es un: Lstructuv'a P -transmlva ‘ocneion- 1mente -
cemzet‘e_remos -un‘abuso de notac;ﬁn M gscmblremos e ¥y = en ,lue:ar)“

)

2 PM e IM reapectivamente.
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" Para ampliar un poco mas el panorame general, vames a hager uné
especie de clusificacidn de los modelos de la teorf{a de conjuntos,

pera esto agregamos las siguientes definicioness

L {,Defim.cldn.- Un modelo 7’[ <M PN\ IM‘I de la teor:[a de conjun-

tos es estandar sii IM‘-I-/M y ?N\ P/M .

5. Definici6n.- Un modelo 7]= < M P ,Im>de la teorfa de conjun-
tos es transitivo sii 9’{ es estandar‘y M es Pm-transitivo.
5.4 Definicidn.~ Un modelo =< M, P, TuY de la teorfa de conjun-
%os es no-transitivo sii '”l ‘es estandar y - M no es
?f*.-tranai’tivo. '

g s‘iDefmicidn.- Un’ modelo 771 <M ?M IM) ae 1a teoria de conjun-f; .

‘tos es no-eatandar 8ii 9”( no es estandar.

De esta maners, una gréfica de la clasiﬁcacidn de modelos de T

la teorla de conauntoa es lamguz.entv

Modelos Transitivos

.1_. | L ‘Modelos Bstandar <

Modelos de la S0 . -1 Modelos \r{o-t‘ransirtiyca
teorfa 94 L IR B

de _conjmto.s o) | ,. _

A i"miodk'oflov_.s No-estandar
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Volviendo a las estructuras transitivas, observemos nue =i X
es un ordinal, entonces, X es transitivo (€ -trensitiva! ¥

por lo tanto, <{,€,= 7 es una estructure € —tranzitivs,

Supoﬂgamoe que '»(: <M y €, 7  es una estructura transitiva
y sujﬁqngamos que 9’( = ZF. Supongamos ademds que 9’_.: (N—*M 88
una lsuc‘ecidn en M .‘tal que E(Y=B € M ¥ que |

| M FE ABC) | |

donde ABC(X.) .es 1a férmula de ZF que dice " X, es un ﬁge-‘
bra Boolea'na complefa"’, |

De urm manera mas compacta, se puede decir oue B es un’ algebra
boolea.na. completa "en el sentido de M ",

Ahora procedemos a construir M en wna' forma completamente ami- '

loga a la que se construy6 U e Esta construccidn se hace dentro

de U

T

5 1084 °(€U es un ordinal,. entonces defimmos

M*'-{X/X A—’B 11_ AC. MZ- ?m §'<°(.g
y definimos '

M . = U M.(

«eoN

. . B .
Igual que en el caso de U, ex objetiVo es construir un mode--

lo 7!( <M PM 1M7a partir del modelo 97{ <M PM,IM

por lo ta.nto, 1o que hace falta es defin:.r 1as relﬂcmnes 'PM ,T.ﬁ

pero antes haremos algunas observaciones fztlles.

Como ')7{ - ABC(B) (esto es una abrevmoién de 'h'( l"‘ AB&(X')
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€N —>M- , $U)=p ), también tenemos que

?711: “(X2) (X2 € B ({30 (X3 €D A SUP(Xs, X M) Y

donde SUP (X3 X.) es 1a férmula que dice " X3 es el supremo
de X2 ", es decir,

SUP(Xs, Xz) () (x€Xz = Xq /x)/\ (9Y{(x) (XGX:”.‘J?X)"’X}S‘!))
Lo que significa todo esto, es que todo "subconjunto segin M
de B tiene un "supremo segin M ", es decir, si XK€ M ¥y xch
entonces )( tlene un supremo segun M. Que § es supremo segun M
de X< B (x € M\ ) aignifioa que:

A—>s53 me X S‘om £s
(Farer =) P (E (rermeom—aes)

Lz relacién €  aque anarece 9n la expresibn antqrior es la rela
, cién,en"M que interpreta el simbolo formal £ que se puede }lefif
hir en Z F Yy que representa el orden parcial candénico de un 4l-
gebra. Booleana. i

Hicimos 1a obaervacién anterior reapeeto a2 la férmula "todo uub- , |
_ conjunto de B tiene un aupremo"

(o) (Re < B— ((axs) (m €B A sur(x; x2)M

.porque egta férmula, y la fdrmula._"todo subcpn;junto de B’ tiene‘
un infimb", no tienen“una propiedad que tienen todas lag demAs fér-
mulas para los axiomaa de é.lgebra Booleana completa. Bsta propie- |
- dad es que todas las variables de la f6rmula estdn acotadaa nor o
un cuantificador relativizado a B , es decir, toda var1a,ble X-
apal‘ece’en‘ una subformula de la forma (x) (XG B— '((’0) 0 lde‘. ‘ |
la't‘&‘m‘la' (5’()()\65 A f(x)) . |

Bn 31 caso de la fdrmula .
(Xz) (xz c B —-r((am (X:E B A SUP(x; xz))))
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Ko es 1a variable aue no est W curntificador relae

4 acotada por
tivizado a B

v

« Lo que este hecho provoca 80n dos coszas;

1) Privialmente, 7‘("—‘= Ab()\l) » donde €(1) =B

v €3 decir, B
es un 4lgebra Booleana segin '1'( ,.'

2), En general, no se puede decir que 'l( Abc(x,) es decir,

B no es necesariamente completa seglin u

' M
5.t Definicidn,~ 3si Xeh denotamos por SUP x
 segfn m ¥ por ’NFMX

al supreme de X

al Infimo de X segin W,

52 Definici6n.- Para’ todo (X, ‘9)6 M®x M definimos simuy
'L por recursidn sobre (P(") (’(‘5)) 1o siguiente:

x4)= sup (3(;_).N,(a,x))
N‘( )zebom(s) .

taneamante,

N2 (k3) = INFY (A(z)—-me (2,9)) INF™
‘"d€Dbom(rn) :
Gomo Se puede ver,

. noo
(4(2) - N (2,x)).,
. 2¢ Dom(\j) S

la defin1cx6n de Nc.- y N¥ o5 comaletanents:
anéloga a la de N¢ Y Nz, ynor 10 taﬁtd, Se vuede verifionr .
que €8 Correcta de 1a misma manéra eén que se hizop nar: N. y N‘g.
;.XIJ”Dofinicidn.- 51 X,Ye M® entonces (X,‘i) €

B 9ij N:(‘;”)"‘l K
'y (x,9) ¢ IM sis N (X,B) 1 ' '

g’l ® puede nrobar que asi %] (M PM

) IM 7 €8 un mndeln
.1vo de ZF

tranai‘-
y B es un élgebra

tmees 7)? (MD -

Booxeuna comnlata segnm 7’( en-
M R 1~\ V. es un modelo de ZF,
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Extensiones hﬂ ~genéricas y Porcing.

3¢ puede decir que el origen del "forcing", o bién 1a "técnica
de forcejeo" estd en la historia de dos famosos problemas en Mate-
mdticas que son el problema del axioma de‘eleccidn y el problgha
delia hipéfeais del continuo. Dg estos ﬁroblemaa, el_del axioma
de eleccidn es el m#s famoso,fpor cierto, la historia de eate pro-
blema es chistosa, ya que actualmente l# ”va}idei intut tiva® ‘del
'g;iong de eleccién es aceptada por la mayorla'de‘loq mstemttico-;
dezlo; cuales, a muchoa iea;parece incoﬁp;ehsiblo que dicho axidmn~
haya provocado tanta polémica duranto las primerau cuatro décadan
dol s:lglo xx. Se puede decir que parte dal origon de las discusio-
‘fncl acerca de este axioma fué que algunos lo roehazaban como esgue-
"ma de razonamiento légico. (u;a informacién mas amplia de la histo-
:-ria dal axiona de elocci&n -o oncuentra en "Set theory and Ldgic'
“de A. Fraenkol). |

Bl problema de lea hipdtesin del continuo conaiato en dotominu‘
que lugar ocupa el cardinal de los ndmeroa reales, '2. ', en la
‘ l.i.sta de 1os cardinales Xe, Xiseeey Xy veee 5 30 sabe que |2 |77°,
,_y 1a hin&tesis del continuo aﬁma que "Z.‘I %1 (para una infor-
| macién mas amplxa acerca del prohlena de 1la hiﬂﬂt@SlB del co1t1nuo
:'vaa Z. Gydel. “"Shat is caqtor's Continuum Problem?"). Como se ve,
‘émbbs-prbbleﬁas sbn iﬁportantes y‘porflo,tanto, e3 iaportente sé-
.be; cual eé su sitﬁacién, en lo que se_refié#e a'consistencia éb

'1ndé§endencia, dentro del aarcy iz la fLaoria axionAtics de conjun-



‘ 162
tes. Agtuglment., ahbes problemas estfn resueltos, Bn 1938, K.
i)'dol probé que, tante el axioma dé eleccién come la hipétesis
generalizada del continue son censistentes en la teor{a de con-
juntos de Zermelo-Fraenkel, mientras que en 1963 P.Vcohen nrobé
que ol axiema de eleccién es independiente de ZP y que 1la hipé-
tesis del centinue es independisnte de ZFC. |
Decimes que el erigen del "fercing” estaba en 1a hiitoria de
les preblemas ya‘-nncionndoa per la siguiente razdn: X. Gidql,
al prebar la conniaténqia del axiemz de eleccidn (AC) y _do‘ 1;-
mpleigxn gonoraum del continue (GCH), hize Io'sig\_;icﬁteQ ‘
t‘)%con-tml (ditiht‘) una clase L a 11‘;1‘ qt»i.vllal“ uiunrao
cmtmihh. N | ‘ L
11) Prebé le -t;uhntc acerca de Li
&) Pul téde -xtou ' ae ZP ‘s thnc que ZF I-(i--‘= 'f)
o8 doci.r. L e lodolo do S!. R
b) K axiema do cun-truotitlltdad os 'ctcrto' en kL ( Vbb
o8 cenecide como el m-a“do comtmtibiltdad), o8
dovoi.r; ZF (LFV‘-'-L\‘ . r'
o) ‘m‘u que en.ZP V=L 1-piica AC y GCH, es decir,
ZFR(veL —AC A Gon) | |
d) Cencluyé que en L realiza 8; AC y & (OCH,
Sin emb-rge, P. ‘cohon.cn su camine para proﬁar 1s mdﬁfnuuﬁ-
cia de AC ¥y ocn, se encontrl cen el siguiento obstéculo quo 61
nismo cita come un “resultado negativo' en su llbrb "Set !heory

and the Continuum Hypotheail' 1
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5.2 Teerema.~ (Shepherson, 1953) si M es una clase entonces

ZF (M VE#EL)

Demostracidn: vea la pdgina 108 del libro antes mencionade.

Cette ‘Corolario de este resultazde y del incise (c) anterier,

t.nﬂlﬂ.l(

5.3 Peerema.~ S5i M o5 una clase entences Z F H-(M ;:1)\(_) '
y ZFCH (M ETGCH)
eetrscties s M e,
Sabem;. que ZF*“\A'C. i V;‘FL‘"' o
. 2F F (M EAC > V#’L))
' Z‘F\_{M#"AC)V(MFV*L)

'pon le_tente, st ZF l-(M&:Mc_) _entences Z F"-(M F—‘-V#L) V,
L ZEWHMEIAC). R
| _m particular, Z FH— (Vl‘-"—‘ ‘IAC) v
Por lo tgnto. 2ZF h‘- -1_AC (ya qun se pueds ﬁroﬁr facilmnto, |
dor inducoidn sebre 1a ionutua de 'f.’ , que ZF ~(f *—'(vl- ).
j Por otro l.ado, ubuu que ZFC i- TGQCH —» V#L
| ,'_, z_Fc t—(MP(vGCH-—-"V?L))
Zrc FMHEI6ch)v (Ml=V19L) | S :
por 19 tunto, ai ZFC (M= ‘IGCN) entences ZFC#’(ME'R"_EV*IH.V”) |
EF"(AC—'(M'-V*L)) S

. ZF HTIAC zr }-(MF‘V*L) V ~
zrc i-/-(Mt:'IGCN) . AR



Como habiamos mencionedo untes, lo gue hizo I, G&del para
probar la consistencia de AU y GCH fué dar. un "modelo'intarho"'
de Ac'y GCH, es décir, probé que Z F{(- FAC) A(LEac)) ,
donde L. es una clase determinada por una férmula de 2P, nor
lo tanto, lo dnico que falts para probar le independenciw de
“AC y GOH es daf‘ﬁn "modelo” de AC y 7 GCH , sin embargo,
el asunto no eevﬁsn sencillo norque eléreaultado anterior nos
;diqéﬁqué_no podemos buscar este modelo Qq~formafan§ioge ala
un‘ié hizo Kflcséel. Este es un hechobgfésg po?que, Si'quéremoz'
éiguifv§0r el-cémiﬁo de los podéloa, ngé quedan doe opciones;’

1) Buscar dos modelos no-estdndar My Me ‘tales que

ZFE (<M P, Ty = aAC),
3 ZF (< Mz, Pz, rv>:=w6ca)

...:.

2) Ioditioar al lunguaao de. 2P cnriqueciendolo con nuevas
,,4 constantes (osto correaponde a-la idea 1ntuxtiva de AZT =
sar,"nu|v03" conjuntoa‘al univeraq) y extender-la definia

" eidn de satisfabilided a este nuevo lenguaje.

t Ei problemé éﬁt& on qnc‘bugcar un modo;b'no-éaténdér:es "a?ena
V;urarse‘eﬁ‘un muﬁdo‘deéconooido",rla‘razdn‘de esto @3 que nues-
tros ponﬁéptoslintu;tiioa do“con;unto y'&éiperteneucia son muy
"profﬁndos"'y nos. sér!a difidii’pensar eﬁ'objetos,bqﬁé do sean

'eonjuntoa ni pertenencia, que satiafugan lou axiomws de ZP Pué

por esto por lo que P. Gohen penad en 1ﬂ segundn oncién, que es,' o

oy
¥

LN :.‘;-_.."
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en cierta manera, la base del foroing. A continuaciédn expone-

mos la idea global del foroing.

Como dec¢iamos, 1o que se pretende es agregar al longunje de
zi conetanteu que rapriaentcn nuevos 6on3untos, perb; por su-
pueéto} qatou nuevos oonjuntos deben tener cierta "interacecién”
con loafcopjuntoa viejos (al decir conjuntos viejos eatémos ;
considerando tambi‘n a las clauol), por ejemplo, uno puedo nPre-
guntarse quo.roéulta de la intersocci&g de un conjunto viejo

‘ 'con un conjunto nuovo. La respuouta a asto no es 1nmadiata, en

' realidad depende del "sign!.fioado" que tengan los conjuntoa

o nuevos (01 ”aignifioado' de loa oonjuntos v1ejoa estd dado por

loa axiomns para los conjuntoa Y por las f6rmulaa del longuajo
,para OldBOB) Por supuonto, el "-1gnificado' de lol eonjuntoa
.nuovos no puodo estar dndo aolnﬁonto por loa axionan ni tanpo-
fco por las f6rmu1as dol longuajc porquo, de ser .ui no -or!an
' nuovna. !1 hocho de que una rerula no pu-da dotorninur un con—
junto nuovo no puede estar dado eomplotanento por uma propio-
dad expronablc en el lonéutje do Zp,

!ud quizd esto lo quo motivé quo P. Cohen penlara on conjun-
| tos_nuevos ouyo,aignifioado () dqserippi6n estuviera;dgno gar.
‘oialmonta;‘es dooir.'oondunfoi cuyé deabfipoiGﬁ'no ostﬁ déda
‘:por una t6rmu1a sino por cierta 1nformnc16n paroial. |
Un mecaniamo que sirve para formalizar la 1dea de "dar 1ntor-

*‘paeiéniparcialxdel oonjunto” es eltpiguiente :
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~ Podemos cunsidersr que una succsidn finita de unos y ce-
ros nos da informacidn acerca de qué nimeros naturales

portenecen a un conjunto nuevo )( « Por ejemplo, la su-

cesidn finita (1011 O) nos dice que 0& X, | ¢ X, A

AN
. A
7¢ X s 3€ X, ¢ X ¥ no nos dice nada acerca de los

demés ndmeros niturales. En general, la sucesién finitn ST
5=(%0,51,..-,50) , Si €101}, nos dice que k& X a4 Sk=|
¥ que K¢ X st Sx=O . De manera muy informal {que que-‘
dé‘ ;:laro), si P es '-uha propiedad (una f6fmuia de ZP) y
s es una aucesidn finitu, decimos que S forza a P
Slf-P y 81 S contiene suf:ciente infomacidn nara concluir _
~ que P es "cierta" Por ejemvlo, 81 s (‘ o1 o), enton- N
.oos SikoeX ¥ Slf-(l‘iB‘J ‘3 € U\JXX pero 5)4(- 5 €& X
L y 5%5;)( Es necesario hacer algunas observaoiones ‘.‘{;}
aee‘;ea de todas estas 1;19&9 H - : ' |
1) St 'sf ,(10 u'o) y ti(l o1lo ,fsl‘,ﬂfs,.“...t"‘) entonces +.
| si SlFP entonces ¢ |- P , ¥B que " f j tiem; més |
1nromaci6n que 5 ". Alo que eato nos 1i¢va direc-
'btamente, ea que podemos definir un orden parcial
entro todas ;as sucesiones finitas de unos y ceros 4
" Qe 19. siguiente manera : | | _
s; s\:_(so,_s.’,_‘, s.,) y t (to vy in,) enton-
| *‘ce's-‘ < t A:'.uli (n<m % Sem b »%‘;{*‘sn), B
De evta mﬁnern tenemos que . B .‘

'si_‘ t ¥ SIFP entonces t H*P
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A las sucesiones finitas de unos y ceros, y en general
a los elementos d4e un orden parcial, se les conoce €oO-
mo condiciones de forcing o bién condiciones de forcejeo.
2) Pueden existir condiciones de foroing "incompatibles”,
por ejemplo, si §=(\ollo) y t={1vo i) “enton~
céa si-4e Xy ks - ¢¢ X, Zate hecho no es
notivo ‘do. preocupacién, ni va en contra de la idea in-
tuitiva del foreing, ya quo‘ponsuos en S\t P como
ol siguiente enunciado condicionals
" st‘.ila'condtctdh-'s 'duo'rij.i:o' a X entonces a0 oum-
ple P . Eeta. o 1- rndn por la quo nannon "con-'
d:l.olonoa do forcinc" u l.ot olonmtol de: \m ordon pln-
o:l.al y o8 la iden de "1nconpat1b1ndad' quo hnoe de~
' do, lo que motiva lu u;uicnto dotintotdm

5. wnoﬁnsciﬂn.- 81 (P <) es un orden pl.roiul. Yy s 'f € P
entonces ‘ -
Syt sm oolpnibln sit 3 s¢v St"r
llot.u Née adollnto. por rasones t(cnid;.l:‘uciﬂclrh

'mos ligéramente esta doﬁnio_idn dq’compnt;.b;l.lldgd. :

!odo 1o quo lunon di.oho mtortomonte ruputo a h 1du do
'«agrem un conjunto nuova n int\u.tivamnte corroot-. pcro tu—
~j‘no el ai.guiento probloma técnlco: si X ea e1 con:lunto nuevo
q_uo oatamos aeregand.o al modelo ‘772 ’ no podemos ggregar sola— |

mente X , sino que hay que agregar ‘todos 1qs: conjuntos "cone=-
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" truibles en ?72 " a partir de X ., Para resolver aeste proble-
ma, en lugar de tomar el camino de la f'oonetructibilidad 'rela-,
tiva® ﬁ'dmaromos un camino un poco més rico en cuanto a "rocﬁr— ;
s08 nstom!t:loou" ¥ que esa prooisa.«nento el método de Soott-8010vny s
de nod.lol boolcano valuadoa Yy oxtanaionoa l—genéricaa. “

' De manera brove, podemos decir que el método de Soott-Solovay
oonaiato on lo siguiente: (aunque cmpleamoa conceptos que se-
‘rén’ doﬁnidos méa adelante. esta :ldea global s dtﬂ) : |

Bl,ob;leti‘vo es: dado un modelotransitivo de zp, "?71 yyoun
onunos.ado. 'f » on el ‘lenguaje do zr, encontrar una- "extensidn"
?’?.\v,do '))] ,tnlquo "7}{ F-'f ‘

Ia foma de lograr ute objouvo o la atgutonta»

1) Oomnzamos con un conj\mto pucidmmto ordanado P (con- ,
Junto do oondicionu de’ rorcing). : .
llts conjunto " P ’ no roprolonta orocisamente 1a idea '
q_uo cxpruuo- on lo- pirrnfon antorioru. uno m&s bi‘n
la "bno" pars la oonstrucoidn de 97{., » Como se nueda
lupocm. P dobo t [} conltrutdu. ‘de manorn adocuada, :
plﬂir do f, o bun, Be puodon ovitar osto paso y el St-
gu:l.ento, y conatmir di*octamente el Algebra boolea.na ouo
se nooosita, pero osto podrfa resultar anin nis di!icil.

2) "Oouplotar" F’ a un ngebva boolez-na conulatn B |

1) Tomar W/ /V ‘,.'7"( médulo un ultrafiltm 77] ~genérico

i.J.(IE.'CU,J:'}".\(‘i.()-',“ U- . <WZB/U gY -ru>.’ donde e’ y =V -mn’
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zjeslieoti‘itsmente, la "pértenencia" ¥y la "igualdad" definidas

en 77["/!./ en forma adecuada, resulta ser un modelo de ZPC.
4) Bmplear el "lema de Mostowski" para obtensr un modelo
' & -transitivo, 77[U] , isomerfo a <"ﬂ-B/U, e, ="'> ,
_ sS4 eleginos ?orreotanqnto a P ’ 0 | B segin sen el caso,
y U, oﬁtoneu 7’] [V ] s 1a extensién '.’){f de ¥ que
estamos buscando, s decir, ‘7’{'-‘—; '}([U] y .‘7’/[”] S G

.A..oont:lnunoidn"o‘xpncmoa dotdil&monto ocada ‘uno de los pun-

tos anteriores. g




Complecidn de ua Oxden Parcial, 119
Para nuestros propfsitos generales, nos hace faltu definir
la complecién de un orden parcial, las siguientes definieiones

estén encaminudas a este prostito.

§.8Definloién.~- 34 (P <) ¢s un orden pereiel entonces

D es denso on- P oaii D"P V 3 dg S
geP deD
Bste definiu&n es congruente con el conceptd tonoldsico de
. donuidad. Para ver osto‘, vaste tomar la,”topoloafa ucl orden”‘l

- de P ‘y que se obtiene tomando ~eomo babe 1a siguiente fdmill 13

l.{Q?/P.EP} » donde Op {qd’/% P}

| J.Isl)ef:l.niciJn.- Si (P <”) es un ordan’ oarcial v Q re P, de-
oimos que g y Y son compatibles 311 existe C € P

tal a_ue CSQ y» csr

o SHDOﬁ.nicién.- st (P <) es un orden parcial, aecimoa que P

es separativo (algunos autoros emolean "roﬂnado"
on 1u¢u~ do "auparativo") sii para todo $,re P
(1# Y ? 3 (f 51 ; ¢ 4 Y no son compatiblea))

54t Do’ﬂnioi&n.- Si _-(P?, <) es un orden narcipl‘, decimoa que ,U
: e uhg' cortadura de P a1t USSP y

.l! Definioi&n.— Si. U es una’ cortadura de un orden parciel, P

\

decimos que U en regulur sii



14U = 3 (re4 yOcAU=9) o

donde )y :={xe P/xgv 1,
Oy resulta ser un bfsico de la "topologfa de orden"

de P » ¥y como era de esperarse, una cortadura regular

es un abierto regular en dicha topvlogia,

coh las definiciones anteriorea estamos. en po_aicfdn de pro-
bar un resuitado ‘bAsico en lo que se refiere a la complecidn

de un orden paici’al.

5. (%‘reorema.- 84 (P <) es un ordon parcin npu'ativo.v ontonooa,‘
existe un Algebra booleana oomplota. B ¢+ ¥ una funcidn
i‘nye_ctiva e: (P,< )"""(3‘.{03 <) tal que :

1) r<d sii cz(r)( 2 (%)
ii) QrP] ~es densa en (5-{0'5 <)

3 B, es \im.ca excapto por ;somorfits_mo. :

DemootracitSn:
Lo pnmro que haruos aorl prom lo. u.gnuntu A
5 S I.m.- Si (?<) es un orden parcinl ontoncc. P (L u- .
paratiVo sit VO o una. cortaduro. rosuur.
Suponganos queb g (1Y aoparativo. ’ | ) |
‘~'_'?Su rE P y luponsanoa quo idox ”, ontonou 1* K
y eomo P ea separativo, existo X’<1 tal . quo X 'y x?

i vr:m son compatibles, - —z (E<X ‘3- & ‘X$
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por lo tanto, Ox €8 una oortadura resulur, y si U, g ¢ P

'aon tales que V fs 4 entontes | Oq es unu cortudura

regular y v ¢ Og;, e ;BP (fSr bt Ot/\'Og=¢) Y

por lo tante, ¢ y % ‘no son compatibles ¥ f% r o,

.. P es aeparativo.

Para nuesstra dembst’racﬁn pendiente, he‘ce_si‘taremos tambiéﬁ |

la definicién de U que de hecho es la fnfnima cortédura regv;;

iag que contiene a la cdrtadhra U 3

s.zo‘mfinicién.-'s:l v 'éa wie cortadura de un orden parcial,

P, dei‘ininids | U'* {XGP/ V O "UM’}

5, hema,~ Si U €3 una. cortadura. de P entonces U es una
‘.nr’cadura xegu}.ar tal que. U < U .
Dems 8§ =& Us P y “3 S Z entonces Y€ ‘}'v"yf Y Oy
SOy AN #EF LS zeU |, por 1o tanto UE U,
B XE U ¥ e = <X entonces W Os’\ U*S”
\j I&X
por lo tanto, V' OM #g , . 2e T

LI [ ]

”. ' por Io tanto | U 88 cortadura de ,P .

"81 ?¢ v entonces 3 O NV=g

| eupongumos que Oyp u 4».- g, s ae Op N V entonceu
a<r y \f 0NV tg , b narticuler, Oq/\U -'#)75
pero. a‘sr ,- por 1o tunto Oq QO y O A\ U- s,

ROCEN |

L= T



C.ONUsg | | -

por lo tanto U es una cortadura regular. |

Ahora nu)?"ﬁnt'n?loa que U' o8 una cortadura regular tal

que Vs Us . Sea VE v} » entonces 4 V OcNU#p 'y

et v§ VU ontoncu:ﬂ QAV=g y Ve U’.-,

-_omu ¢yz‘<1r'. | |
eV, L Te ’

por lo tmto U ' ln u{niu oortulu:n rtc\nu- tn
'._qu. UQ v] . o ' ﬁ ‘

Oon la mdu do len leans lntorioru, prooodno- n dmotru' p

el toorm pondionto.

j_n-nm-o-n ' |

| 'b= “c/c [ una coruduﬂ ro(u:l.u' de P}

.‘.‘q b a n b 'o‘a be. B (obviuonto. 1. utu-uooiln do‘
una. fanilu arbitrarin de eortaduraa ruuhru o5 una
cortadura regular) , '

}'q+b auvb VaheB | R

8 a= {r /Or f\“ "?} ‘V«e b (olaramnte, Ol u m o&r— .

to.d\n'a do P y .1 z2¢ Q ontonool Ogﬂ a # ¢

'un. e Oa"Q 3 :1 XE ot"ﬁ ontonou X‘f y

--Ouf\ q"'ﬁ, ’ pu'o xst 6 q A a u cortuun, |

xeq y er;,O/m#-sd '

 ‘ Oma -¢ R / £'<{l_ .porlotanto G ununa .
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Se puede probar directaménte que (b R I ? N 1,0) ea un
d1gebra boolesna. De hecho, esta Algebra resulta ser el £lge~
brs conocida como “el ﬂéob’ra de los sbiertos r;gi;lnroé" del
oaploio topoldatco que ya hemos mencionado.
Ahora veremos que (B, t,°, ", 1 ,0) s complata.
\sbupé.ngamo‘a que Ab‘:- B ; '
'J‘Dofinimos I = 1A S .
]80 p\mlo prcbar faonmonte quo !NFA’= 1 ,_'n‘os‘of.tx‘-os solo:
probaruo- que SUP A= 5 1 . ' I A
s.. acA , , 7
a- s-ams aA(UA) _pi'ro c\Q,UA_Q.‘R'.“‘
a-s an(0A)=a SRR e
L au(s MaeA S
- v s s ¢ E: o8 tal gue ags YaeA , entonces L
‘. sha=a V« €A, S s,*/\a':‘-o; Yae A,
"_".,agg \/o\EA,‘.'. UA &
noro UA o8 1a m!niu oorta.dun roguhr tal que UA Q UA
por J.o tmto UA v . '
| .‘. o UA = S‘A \37\- A . t'/'is 3

. Sup A= 8= TN .
,por 1o tlnto B o oompht., .

Solaluntn nos fslta daﬁnir (L (P () — (F:* \03 () 3

"si V‘€ P de!‘inimoa e = Or Aqui ee donde se usa ol
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hecho de que P séa separativo, ya que, por el lema que pro-

bamos, Or ek una cortadura regular de P ¥ poxr lo tanto

2 esté bién definida.
@ cumple con el incimo (i) porque s $< Y entonces
0¢ €Or | ,
reQOr— O3 » J.O4# O
c Oa o, = OaﬂOr -Oq | :
of‘c_ O Yy Og#F Or
¢(q\ o,<o,-¢(r) |
Oq < Qy ontonoel Oq #or b Og Or ~Oq nor "VO
oqgor @q"f"Or
| a'. 4 <r | R
- por ‘1o tlnto q<r aii a(ﬂ’(c(r),- o
uds -ﬂn. Q 8 inyoct:lvn, ye quc oo
v‘,'_‘_‘"a:l 4#7‘ y Q{“ mtono.o 960; Or ’ ' “
por 10 ta.nto 2(9)= Og #’Or = e ('f') |
!u-nvor qqo Q[P] 'Y donlo o (3*491 <). oburvuon ‘-
E que s1 b€ 5"{"3 entonoes b es une cortadura rcmu' s P
Yy b¢¢ ; .
su rebGP v ¢(“) o,.c. b porqus b es cortadura,
0.0 b= OvAb =0 | o, Opkb 3o.u[P]
por lo tanto | QYP'] " dénao o (b {0} ()

Hnnllmtt, 1a unicidad do B ’ excopto por. 1somorf1mo,

) vorxﬁen do la niguunte manera;
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Supongumos que B\ , un 8lgebra booleana completn, y

@ (P <) — (B0}, <") satisfacen 1as requisitos del
teorsma que estamos probando.

Pars todo X¢ B definimes Px:={reP/e()gx]
v definimos §: (B, <) —-’—"(E‘, <) tal que F()=Sup ¢ [Px] .

Obaervezos qus

B, ={r/am<os}={r/orso,}ros
o [P, ] (05] s
y oomo @'(ee (0] y Q(S)?z(r) ¥ re 2 [0) .
F(os) SUPQ [Os]-—z(s) . |
También observemos que 2(¥) = Oy ¢¢' o ‘VVGP !
A lzh/¢(\f)<o} @
;(o)~Su|>Q [Po] SVPV"‘O

| Mom(l. "oX#0 cntoncoa f{X)#0 , ye que a e(r) < , |
| .. f(i(!‘)) fl (*) F(X) ”3 q.(\');koP |
(x)-%o ‘

por lo tanto f(x)“o 8ii &"0 o

1) X=SVP¢[Px] 2 ;
.a € O.[P;-j mtoneu z = e(r i—X p-a V‘eP

. supongamos qno —V ge¢ [Px] ’
:u a¢ Px  entonces ae& z(a)s.x y o€ O«*"-M"x'
| e qé XX ' ‘
?, §-_ XA Xy

‘Adomlu, ai Y‘ ¢ X ontoncu Or = X ﬁbi-quc ‘,X» o8 ‘obrfgdun,
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s Q(\'): Or € X

b}
SLore Py , o xe Py , - XEP,‘EXHXU_" XE XX,
. X< X'X, ¥ claramente y.x, g X ,
- por lo tanto X' X,=X y ..

S X SUP 4 [?x] .

XS Xy

1i) Bl hecho de que X=SVP < [‘PxJ ®2 una oonsocuonou di-

racta de la densidad de ¢{ P ] on B .y por lo tanto,
suceds algo anklogo en B :

Si definimos Qg = {r [c‘(v) 2y
v 2=Sup ' [Qa]
e ,
.nerag

entonoo l

." Bsto se ve do la siguiente ma.

Ola.rlmonto, z2 > e (Y) )91 reai '

“em oota suporior de @' [@z]

por lo tanto 2

Abora bién, Z=0 ilplicl Qa= ¢ ‘» por lo tanto, ol
£=0 ontoncu 2= SVP CA [sz '+ Supongamos que 2 # o ,
: entonoea: 4

= TR - ‘Z“(\‘) 'V v € Q2 entonoes

si 2 #‘3 on.tonon é.!!’#o » ¥ como ¢ {P] 'y
- denso en (B'- 1o}, <), 3 e's)g as"<«z Y,

RN OYS R y

'-Q(S) 'y 1}sez‘LQe]
MU P N Q\(5)$.3'3=0,,'_z‘,(5):o‘!

o2 gY .
por lo tanto 2= Sup ¢! [Qa]

I-I tuncidn .‘; 8 un homomorﬁ.smo :
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11i) La funcidn ‘F pPreserva el producto :

Nenesitamos probar que 'F(X- 4y = f (<) f(y),

Sea Q:= F(X-9)x Sup {er) /e (i) « X3Y ) entonces
A2>el) st e()<x y ' |
Por 1o tanto, a- ¢'(v) = g'(r) o ey s x-y
ahalogamente, si b: = f(x) = Svp {Q‘(*)/QC') < Xf y

ce= f(‘)):SUP{Q‘(‘)/Q(‘) <9 }

1 entonces
b-edn)= o v) e(v) g x
Ve @M=y stoep) gy
- Abora usaremos que U Sug U

e
.84 d".: abx SUP'{QQ‘(")_/Q(") L9 S

daecry = de'(v) = g ()
; analogamente,

= Sv P (U'UL)
‘ el

entonoba

8L o(r)g x .

d eM(r) = be'(r) li‘ elv)gy |,
_por 1o tanto, d ¢'(v) =e'(n) 8t e()g XyY
St ﬂ-::’d‘g = Svp ’{d‘e‘(v')‘/ 2 (r) <y }

- 3dw)=den) e e <y

: 'entoneve'e
1
Por 10 tanto, ‘3\2‘(&) = 2\(r)

Con todo 10 ‘anterior,

sl e(r)sx',s .
teﬁemoi que

bic= Sup {b ) e(r) gy}

y 3-1, z(\')S 3 entoneces o o

9. (b z‘f(r)): ¢ e'(r) = o(é‘(r) = b ()
S 93boo) s et gy,

Por 1o tants, 93bc | pere 9zab-c , " 9< be
Tz bo iy, PO FG8) = (xS f(u)

RS) 3 FR)- )



Para mostrar que la otra desigualdad también se cumple,

" vemos que ng c P P3 ya qus X% < XY
foalPyle e Rl e et ae [Py]
. SUP. Q‘[sz] Y SUP [Q‘ (P1n Q“[R,l]) €

< (svp @ TR} (Sup 2 (R])

;(M)<F(x) £G)
'. por 1o tanto, f(x) F(‘s)— F()‘ y) .

- iv) !.n tunc16n F _Preserva el complemente i
su ‘.“ f(x’)" S'vp e! [Px'] .o
‘-HcP/an x=9%

cses b f(*) (5 P 'l[ ]) l“ee"l[h] ’

a b= INF {o- ¢‘(r)"/e(v)< x} L

81 ¢U)< X ontonoo- : -
q ¢‘<n” Sup {e (s) @ (r)’ /z(s) }

c(r)sx = e()'2 e<$) 5
(s) e(r)’ y seos -<z(s) CQ(\')-—O.- f

s 0snoy, = ¢ | |

SoHoeon=o G(Os) f(o.)-.-.

e LS) e'(ryzo

‘(s) < (r)? ‘(s)

Soaree s Sve{z ) /esH) g X "1=a

' por l.o tlnto, 8i Q(f)s K entonces a.g b

ror otro lado ’
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.o S e Q",

WF{q e /eMx}= wFlcﬂ, - a,
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arb =SUP{Q‘(f')-b/Q(t)$x’g .
(Mg r = @()-b= iN?{Q‘(n-g‘(s)/ e (s¥< x‘g 2

esYg$x = 23 > X el
‘,e(s) > ey 3y ¢ (s) € 2(vY

' eO,-=a(S)Ccm’ o

os/\or %,

. §(0s 0y} = §(0s)-f(0n) = f(w) o
@5y et ()'= e..‘(‘s)'

s e O

e'(s)-e'¢(y=0 ,.°,
por lo tanto, si @(r) < X’ entoncess. -

é"(r\-b-'- wr‘{e. ‘v e\(s)/ecs)<x}—
; lNF{c (s)/z(5)<x’§—-
S. .o b Sup{i(t) b/ Q(r)(x’} Svp{b} b

“.axb,

Lo e e
ST v 5.
por lo Santo; F(X’)“?- —Vh = f(x)°, s
v) muto que ¢ prourva el producto y 01 comnlemento. ¢
pronrva la suna y por 1o tanto F es'un homomorﬁumo

ma oonsecuencia directa de esto es que XS Y lnpl:l.ca ,
§ (x) < f(8) .

vi) La funcién f o inyectiva, porque ai F(x)= f(‘i) entonces:
CE(e) = H)- FO s )RR =0t x=o L kg,
y 6= Fu)- £0)= £ f(:)’é‘- 0, . K=o, Y&k,

- por Jr.o tanto X=Y .

o vii) La’funbidnf_‘~"F’ ‘v31oa':suprgynéti\{a. Para “ven esto, tomamos
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zeB® ', g#0 (z=0o= f(c) ).
Derinimos X:= Sup e [@2], gomo 2€ B,
2 =Sup @' [Qz] , Por lo tanto, 1o que hace falta de-
mostrar es que F(x)= Sup @' [Pu]=Sup o' [Qa]?Z. 1o
Zom resulta obvio -i se ha demostrado antes que /% =Q3 3

Px::@!' porque x-J'uP Q[Qg] y - 'x>i(r) ¥reQy
j 'adonh, ot Px Q: #¢# , entonoes tolnol re - Qa,’

por lo tanto V‘#S 'VSG Qz , de 0 oonmrl.o re Qa,

‘»Puoqtq que 2#0, Gt g, Sea S€ @+ , entonoes
, ' fS y,’ por 1a npﬁ‘u"tiudxnd ‘., P, czhto teP
o g.l aus tsr y ¢ , S no sen oo-pntl.b].n. roro '

g (f) e(r)<x , teP,,,

CINFe(Rlgew) v (]2 e (Qi]

. por 10 tanto ANF QCPA] @(5) 5 y como QEP] o
~ denso en (B-f, <) 3 Q(“) ‘NF¢[?11,

J z(u) Q(f\ 1(5)
. <t svn«o €ty S no son mabln.

. Pa- o,=¢ coRE ?.-Q.,].,

~ por o tmto. 2= SuP '3 [01] =Svp €' (] = £(x). .

Oon uto conaluuo- h duontrdol.‘a dol toorc-l.
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Zeorems ds Mowtowskj
El resultado que vamos a probar es esta seociln es conooido
como e *Mostowaki 's: Gollapsing !hﬁdrlp*f -
'Este teorema ox una especie ds generalissoiln del tecrens ques
atos qu #odo oonjusto dida ordenado es 1somorto a w ordinal, ya
Q\w"; 10 qué nde o menos: d4cs es qus tods olase { con wna relacifn
E » "parecida a € W, (extenaionnl) tal que E "“hidn ordma a
C.  (es bién fundads) es iscmorfs s un *ordinal® (OIAIO trensi-
tiva), | :
5.7 Teorems de Nostowski -8 c umomoy EC C_xc_
o8 una rolnoidn extensional ¥ bién i“ndldl, antcncnu existe una dnica
olass transitive T ywm ﬂnieo isomorfieno
fe > T > (*,3) € E Si ;u)e m)

-xaec

Dzm:'

uunmo- 6 Uxu-—-»“J +6u;)=—-'; |
| ontmau por ol tecrena ao rsmuh -om roluionu bién ) Y
! ml . | . X IR . . [ .

.3F C->U Aal foe F(&\ “("" F’C*-'\(u)

= F/Mu,z) _. ~ : |
Sean TizfFCcd y f: c—->T ¥ F Flr.
S, fd 1‘/@3& oo = FCCﬂac,ml “‘91(‘},%)6 E}
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Veamos que f ¥ T tienen 1as propiedades que s eninoian _

én el teoremns,

i~ T ex mﬂ.ﬁﬁ
. Sg Xe j.eT ant

ey = fY)- [/ 0 e £ pa. beC.
e Xs f2 pa. 2eC ., Xe Ll = T

11 -0Omo T=FCc}, { o= -uprqoot:ln -
114 .~ Pu'a provar que § - :lnyoctiva. umruon nauaoidn
sobre rolaoionu b:l‘n f\mdnm '

's_e_@ D: {xcc_/\/ (x#g-—P«Fm#F(}))f

a) S m, as E—nim? mal de C ~J.¢ntl
‘. s.:-'-wt'#; 3 ComJC)- E'-.'Cs ¢~.¢t ;hslo nal o
t:mj(c o ? C‘H“ ‘\, Paro Cm](c 9=9¢ 3
ff(vv')- ¢ 1‘(3) f (C‘ﬂ(c.,e))# ¢ F(m)
*f(wl\ # 4(%3 R

\,) i -\/-‘.«((a,x)\esé_),éeﬁ\ ¢nt :
-._“C'Q D

So’ x-.,*.} ¢nt_, Poh Scr E ¢xt¢~a(ona.(

C’d(cﬁ) 7 T—‘ﬂ(c c) ‘
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RS Egl(c,n ¢ Cxlg,q ent 3 VRNV
_ Ue Lyl sy vendy,p)
A PC\’D \'e € CXJ (C,E} —> (V;%) € E

R Y TR BN
r‘o‘k‘-;i) l i

EREAT B TN #hm
‘“'DJLCJ.,-) R

f(u\ €. 'F[Cﬂ(c.,s)] {'.[c"](c,t)]
-F(xd -‘r([ﬂ(;,.)] + ;[.C’A(.t;ﬂ-] ""(”

?) SL m“,,) 4 C;](c,,, ¢nt,§l V . u-ﬂf |

ve [kl e, wt'-}'.lu-,e) ,

(U"“E y ¥ 4U+V' R S
. V‘L‘ﬂtc.ﬂ Tl

| V SMHM
o "‘[-ﬂtcm '

-f(u) . ( (.f-"-‘(c,c)] 'F[W]C"E)}. |

{(x\ {(fﬂtc.e}] Lo 'f[f.‘ﬂcqé\] ‘FQ) | :

MI, on oullquier caso, tenemos que {(,g) H.m YeD. -
; Por lo tanto. por el tooramn de 1nduco:|.6n sobre rela«
o "cioneer bién fundadas, C c 'D por lo tanto
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| \;{c ;{C (x24 = m:.ﬁzs))_

Q é_s l»njcct;vs

g \r) Akom woswmos qua. (w)éE i {qum)
L ‘. .5,. :b(,")E.E «mt {me{kﬂ /&»J)‘E} o

..Yg,‘ ;m ¢ o) = {Fcal(a,y\a—Ef cm‘.,. o

_3 (&cw;m ;(%/j)eE)

L ?é.ro 4 't's‘ "al.g c'.r.twa.‘)
0‘-7 %--x | (xI:)GE
. Por ﬂltino. para probu- h wnicided ae T 1; {3

: ": aupongamos que.. W > 4 3 - --> \)\/ nt:l.anunn :Ilu oon-_,-" |
dioionos del teornuﬂ ' .

S"‘ ht= 3‘*' ' .:""> W ‘k s bu‘lﬂtt\rm:’f"
vwm w (9, s'a)\«E |

1,"1‘

&b j‘f .(ﬂ € ?‘F-'(’)
lnc%\s l\(})
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Usaremos induccidn sobre olases transitivas para

probar que Wix)= X Vye T,
Sea Di= {x/k(:d= %}
SU xeT b XQDJ ent

V 'A(%'}-z 2
26X

S 2e X, ent, aeh(x),_ Jooxe h(x)

)

Yy st ?:e L\(f\, "cuton'c¢$ %6‘1(;0 C-.‘ W
CeoreW oy
e ttasE. o _“,‘“’ ¢ hew -
Louex,y . hw=u
L Reuex ), hix & X
, IV‘RQSUML ¢n‘do:, ‘H.\c)»: D4 )l e XGD

.. por el teorema de induocifn sobre clases transi~

LTy gpabely gt

. T y-i-‘:- “som Unicos |
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Ultrafiltros M =Genéricoss,

Otra herrsmienta nés dun necesitaremos para la definichén
del concepto de extensifm M ‘J-genéri'ol oa"ln ‘de ultrfiltmo
M ~genéricosy Como habfamos definido en 1a secoifn de
dlgéﬁrts Boolesnas, un ultrafiltro ¥ sobre un ligo'brn Boo~-
leana B o3 un subconjwumto de’ B con las sigu:l.ontu prop:lo-

: dadoa %

L) S.. x,t}eF ¢nt xgeF

u_) S.. ch Y x<g cnf_ ,7‘

o )1‘F_ 0¢F
v “.“y;i.v) v - (‘xeF‘ o x’ei:)
xt%

Pu'c aohr-r un poeo 01 ecnoopto do ultuﬂltro"' --pmo-ai"-v‘
e ponn.r quo 1- deﬁn:lo:ldn dt nltro (oundo a nt:l.ntuin hl

o ':ocnd:loionn (1) - (111)), o8 h tomunmih de h uu dc

: Loon:unto do oluontoa ymdu, asf, ‘o1 inoiso (1) uoo quo
'lo- oluontol 3 F , deben sor -uﬁoiontumto 'm&u‘
- para quo ol produoto de o ualeaquinrt dos sige oiondo ,un ele- -
‘nnto "grnndc' uiontru quo 01 1nouo (11) dioo que lo- ole=
nenton mnyoru que 7 olnanto "grmdc" tlnmln son 'ulndu'.
o e 1noiao (111) airﬂ para evitar que 'F sea m!o oiguel |
u 'b v : , B
o Pu'a mtonder ol crmcepto de ultraﬁltro, es fitid oomu- o
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7>dor"ar.una definicibén de wltrafiltro e'quivalente e la que ya
hemos dado : Si consideramos a los filtros sobre B ordena-
‘doa'pnroiulx_nento por omteﬁoidn. entonoces un ultrafiltro

sobre D es un filtro maximal, por lo tanto, un ultrafiltro
es, on cierto sentido, la rofinaoidn maxine d6 una cadena de |
ﬁltroa. .

‘ Yamos a necesitnr tanbién, un tipo especlal de ultra-
£i1tros? o ’ .

5"-‘ Wt i-5i B esun flgebvra y S G 63“(3) o,

dééi'mos que un ultrnfilfro v sobre 'E\‘ o8 S - completo, . °

o cmnplcto roapeoto a 5 s1i

N (AeS — um-Aeu')
AS Y

1 nemdre de "oonploto roapooto a g n” resiltn connwta-—

’nonto nlt\u'll, porquo la: dofinioi&l pide prenismente qua

; ;.tolo luboonannto, en ol eontido ge S gode ' tenga 1nrt-j’ ‘

.no m- U , y, por lo tlnto, ox:lato oictl o.naloyt{a con ¢ la

e ;doﬂnioi&: a0 (lgcbra Boolemn completlo.

v h doﬂnioi,&t lntorior, nos pormit- definir lo que es
m ultnﬁltro M- mlnod‘. '
5 Dot o~ 81 M os. un lodclo tro.naitivo de. 2FC
: Y 'Bt M eswm llgobrn Boolenm oonpleta en el sentido do '
H . 1.0y, H = ' 'b ‘s un llgobra Booleana’ completa“ |
aeoinos que un u:l.trnﬂltro U sobre 'B ,(solo pedimos que
v 5- £ A noque Ue M), ,ojr_w,\,xﬂnv ultrafiltro M =
son‘rioo ot L
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v 'n P H(w) . campleto, donde & " (®)  denota
ol conjunto potencia d¢ © en el sentido de M 3
Dicho de otra manera, U es M ~genifrioo sii todo sub~
conjunto X , en el sentido a¢ (™ (B) , e U (xs,..mu)
“tiene wn fnfimo on U ¥ Como X Seug U P XAe PCLHNPH(R) =

=RNAPBINM = PLUIAM => XEu U, -
U ex M =genférico sii tode subcnjunto de ) en el.
sentido d¢ M tiene un fafimo en \J o Quisk, esto @ltimo
Juatifique _un.pldé'-o glrnonbre d:q‘ultr-ﬁltro M «genérioos
s adelante, veremos: qui los ’\‘A‘J.tro..ﬁltrél M -g.néfico- :

o Juegm un papel importan&o o la. oan-trucoida de "oxtinlio- :

f nel ™M ~30nlrioaa' .

' 7 E-’ At -84 B8 < M e \m ﬂgiﬁu Booleana completa '
'on el sentido @ M , W es un ultrnﬁltro sobre 'B |
“entonoes - W o M-gﬁnlrioo Tt

Su > X
ue"m( m«w o nw-aqs)

Dom ]
Supongnol que W o M-;On‘iico'
_Sfcq. Xe @“.(‘B) :

| Si xn W 3 ent '5‘3“.3; eW y Yo & SuP

.', SUP x ‘w ’.



La implicacifn en el otro sentido la probaremoé por
contrapositiva.

Supongamos que XAW = &
Vef x':i= {yslyexi
Como XNW= ¢ y W‘es ultmmﬂa
X'e W, adewds, X & FUE
(supx)P= INF X eWw
| Lo SuPx é w
| St w;s M_—Génc'wco eﬁt;

v (SUPx eW &> Xaw +¢)
x € @) | S

A horv&v}. Sq?f q_u¢ V , (SUDX Ew &D KﬁW:}¢)

. : » xe PH(8) E
‘Su‘p‘::uc. Xe W vy $U¢ Xe (P"(B\.

_SL INFXdW et
SUPK= (E T e M Xnued

SN L LXEW Y

INFxeW .. W oes M-Gend

Fico .
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Modelos Coociente.

De aquf en adelante, serd importants para 10grar nues-.
trp ‘propbeito final, gque nuestras doﬁnioionu y %teoreuas
Se hagan completamente dentro de ?_-F » GUNQUE, PP SUPU=
esto, aoltmentc lo haremos de manera pssudo formal bajo la
aup_qsioiﬁn de que u_ puede formalisar oomfletamante, asf
m:um'o, "aomo ya lo habfamos anunciado antes, usarenos ol
: equivalente forml de algunas definiciones y toorenu que
solo enunciamos en su formm 1ntuit:l.va. ‘
Como anunciamos vnrius seciiones atrés, uno do nues—
’tros obaetivoa es el de construir un nodelo que ounplu om
«oierto conjunto ‘de. condicicnes - (de foro:lnc).* ilto nodolo -
i nrl el reaultado .final de un.proono en el que :l.ntqrvtm-
cierto modelo oooiento. | , N
S2ipgs -3 M es un modelo tramsitivo de ng .
BFC M k= - B u m llgobrl Booleana completa® y
"W o8 un ultrafiltro aobro B, decimos que dos elementos - |
vy Qe Hﬁ son" oquinlonteo abdulo W , X NVwy SU

W x ;'j 1%e w
conniderlnoa que 1a relacifn /\Jw quodn deﬁnidn dentro
ae 3F’C 5 , - - o
5.9 Aff - la relacifn s w #8 de equivalenciey’




(LB‘\IX=MIB= fe W . xwux
WSt xnmw g ent Iy = xIBalx=yi® e
| “JNWX

' (ub) S Xij y $vwz  ent
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Iz 40P Wy gm 2t b 312 e W

y como I %=21® > Ux=gi®iy-at® |

u X:%'B& W . .{‘, ’KNN a ..
. ! Q
i.b bueno de que Nw sea de, équivulencin, radica en
_qut podemos "plrtir" M8 en relaciones de equivulenuia"y »

' formu- con estas una nuon clane MB/ w o MB ‘médulo W

“(no fctzoumento tmlitivu) que :podenoa convertir en moaelo 4 o

de ¢FC el deﬁnimoa de mmerl adecusds dos rehcioneu, |
. =w §y €w , sobre MYw

5.24 Do o= 81 M8 B W son como en 1a defini-
oibn anterior ¥ Y em® | definimos @ |

) %W._ {;GMB/JNW \d, ‘L clmse Jc x
b) x*e,, 3"\ Sii ux...;uﬂew

C)X :;W.S‘u. =J
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Con la definioién anterior, se puede probar que
ME/w = xlxe MBE =y e >
es un modelo de ZFC ,es decir, 2FC - ( MY E2FC)
que M%w o8 modelo de ¢*FC exun corol_trivo _del l:lgﬁ-

ente teorema :
5.10me0 =81 "f(“’i, ...’lfu) ex una férmula y

i 3 ...S'xg.e MS Y S:= (x,“,x,“’, ..-)x:',x.‘:'J...)
zltovv\ ces MB/W 'Fs ‘f Sl U'f(\‘\g- ,'x.,\(\cw,
es AQ.C\V‘) %FC. \"(M%l E‘c Sit ”f<¥'., JX;\)"&W)

Den 1 (Ilduoci&x sobre la ocplo;um & )2
g St 'f es Vielp ent
| _ Ms/w l="(’ S Wew XY sil

I %, e‘m\:e\a‘/ %v. lff(wmll €W,

K1 caso en quo ¢ o% Viai; em nnnlogo al anterior¢
Supongamos que- el teorema es oierto para f&rmﬂu f de
7_-camp1e31dad menor’ que k +811a complejidad de £ »ue X

. entomces t | . |

B Si f es oY ent
MYW E Y suoMw By
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S It (xayee y )Ml W S0t |

| “"Y(KWJ”'}V(V\\"SE\/\/ e W(x,,...lxh)t\elw |
8ik l]f'(x,,;...jx“)ilew. S

| uc) Sttes $>P ent
MYw bt i (MIWHY » M‘wa S
¥yl €W o ¥Ry A lew)si
e (1o xall € Wy Ry oyl W) S5
o (”"’("_"J"'J"“)ué Wy u"""()‘q-:'5‘&-\3”6\8/)5‘&&

(l'“:‘f"""?.""’““)" .4141"‘(,(,,...)“);,';\,\,) w"» -
‘l“'-‘{’(k-,--v,h) A'll}“(i{,.‘..,xv.)l'!éw st
ll“(‘l’(x., ,xn) A By Sx €W s

‘ ._I‘_‘l'(u,,..., xv.‘)' > Breyee g %)l € W si
eyt

st Tos oasos para el resto ae 1os oonectivos proposi~ -

B igioxiqlos ‘s¢ manejan en forma anfloga al caso anteriors

» '»’, .l -__" ~‘:‘. . B



) St f es (Bupd(9loyn,y v) et
st MBw =t ent 2 o M By ¥

“ W(le ‘3 Xj-1 3 P, ’<j+|3o-‘) Xn)v‘-w
'PEM ‘

" 2\;3 "\P(‘K:] ))‘j—l,-P,Xj-ﬂJ"-]Xv\)“é\h/

!l(ﬂ G) Y kigeyrndle W,
Y st '”.(3\,3) \”x‘l...)x..)ﬂew et
por uwn vesultado a;ﬂ,tgr\vovr :

o ‘;GBM‘ “‘P(*Z"’“'J xlf\) ?J Xj*(),';,"x“)|l'__'__,.

| ll(‘:éh) ‘?lx.,...)Xu)II

?‘ 8 "‘P(*u, § Ry ?) *jai,._---_‘x_u)“‘w

. por ML EA!MG/W \'ﬁ.‘hﬂ') v,
: 'M‘Iw (T Yy M‘/w = 1’*

\r) Kl oaso- en quo' < o (\q) ‘{’ se “n.j. on foru
. unllop sl oaso anteriory : B
| a.

195°
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Es intuitivamente claro, a partir de la definicién de
M® , que todos los teoremas y definiciones tratados en el
caso de \/6 o bién de U ® tienen su contraparte en M8
| Ast; M® = 2Fc | (0'” =1 ew para todo axioma O |
de 2FC y ¥ del teorema anterior, tenemos el siguiente coro-
lni‘io H |
5.\l Corolario 4~ 2FC + ( M®/w = 2E¢C)Y.

Otro resuktado en J® del cual usaremos su eontraparte:

en M® es el que dice ques:
Ixe onl SuP I2= x.

. As{, tenemos que (en ?:FC. ) “Xe G"L““ SUP I & =xf.
donde, por nupuuto ’ eﬁ["‘ repreaenta a la clue de or&ino-
les segtn M

Tolviin&o a M/ , airemos que Xe MW es un erdi~
nal si, como era de esperarse, X s un ordinal en MP/wW ,
‘op decir 1§ | | o |
5.25-De2 .- 81 Xe M‘/w“ entonces X e8 un ordinal sii

M’/w Fi X.c ON
donde S es ma sucesiln de. MY w tal que S, = X.
" yormalmente, X¢& oN“%‘ es una abreviscifn de la flr-
mis  (MYw Pt (ve ON“ :
- Como se 'puodo ver, utuos usando ls palsbres ordinnl pcrs
deﬂnir slgo distinto de lo que ya signifioaba, pero como en
otros casos, esto no debe provocar oonfusih, ya que el slgli-‘

' fioado merf adecuado al- contexto.
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La afirmmcifn que viene a oontinuacién, expresa que 1a
propiedad de ser ordinal en M se conserve al "pasar” a M?’w
SALAff .- & 88 un ordinal en M sit XY  em un ordie
nal en MY\ , es decir,

M odeoN su MB/WI=,=. % ¢ ON -

donde S =(s,) es una sucesiln M‘/w' tal que S.z-aw'
romalnente 2FC (M xe 0N <> M'/w W Xe ON)
Den i3 S
~ Coto eonmptrte de la afirnacién que dice "ai 'f(%\g SRV E
e5 3 f&rmua restriny.da. cntmou Ty ma%a) 812 U“k—' Llri g
o5 tenemos que Me de ON . M Me ON ‘

¥, por el teorema mterior, tenenos que _‘
Mal'—'&e- oN su M“/w B xieON
domde 5= (&% Sey..) g st MPlw
L ME % & ON IS_LL M%w t5 %, & ON | |
a.,na‘c 5—(aw,.gz,.,.). si € Ww
‘ ' ' Q.

iu aﬂmoih mterior nos pon:l.to hucer la sigutente
dennioih : |
5. 1.6 Def .~ 51 X e un ordinal e MYW , decimos que ¥
es un ordinal. utandu- au K= yW
para alg\m: « tll que M\— o(e.oM
o8 decir oG O?JM



198

Fomalnente; K& ONSTAM'DA X e85 una sbrevimoién de la
tormite  (eoN™™ & (3O [(ME aeon) A x= &%),

E1l teotema que aigu.o; _mue“at'rn de msnera sorprendente la
fuersza de los wltrafiltros M ~genéricos. | |
6.1 5:"1'.:0 o 31 W es un ultrafiirto M - genérico, entonces
todos los ordinales de MB/W son esténdar,

(E1 recfproco de esta afirmacifn tanbién es cierto, vea
Bell, 7 "Boolean-Valued Models and Independence Proofe_ in ,
3et Theory*) ’ |

" Pormalmente, ZFC \—-‘C'\\/ es un ‘u\{m;z(‘tvo M-9eudrico

o ¥, :
sebre B" — (xe ON™™ 5 xe¢ ONSTANDAR),
~ Dem 3 : R
~Supongamoa que W es M —genérico. Entonces

V  (he?™e) - T o= NFA
A SR A

..,.SL s-—-"(\/‘f’:, Sz:,ﬁ 25 une sucegion en ME/W;‘
ywcs on Ocvdival de M¥w  si
Mhv Exeon < fyeofew si

i_ug X = yilew.



iﬁ#« [“=yleW sii {fa=yl/ueoMinw + &
St -3 mll%-)’ﬂé\/\/ su |

o(‘,eo%

‘ W AW N W '
3 Y = ®o Sib Y7 es un ordivel estdwdar .

o QM
oYY es un ordinal de M%*l 8ii )/"’ s un ordinal

eotdndary

ey

5.19me0 i~ St W s nhuultr.';futrq M_’,_-g’oﬁlrioo sobre B
entonces €w es unm relacifn b:l.&h_fundadu' iqbri M‘/w -
Igual que como los teoremas anteriores, auponénop que ‘tu;t__o
ol enunoiado oomo la denostradifn del teorenn, 8o pﬁodon haoekr
‘ ,dmp;étménté dentro de &FC . | .
;o .:'.chn‘ o .

‘Primero demodtraremos que la zalacifn Ew bien ordena

a los ordinales de MTw , es decir, @ on™w

Definimoa . . _

Pt My . . ,
fio0 "~ ON A ol Gue FA)=Q Vae ou

Por el teorema anteriors { es suprayeotlva, ya que, &l

xe ON '-ehi:onces X & ON STAND&K‘

VK= MY S C - # eoN™

Ademds; st «,pe ON™ y «Cup ent

199



200

j%eM(s g A= [(Q,d)/ \{éﬂfsf)_ S Ref

y',' usando el resultado andlogo a un resultado anterior, tenemos
que MPEZed, te, e Al=leW.

Por 1o tinto, 4(4):3("‘&\"2,“:{1(@) y es deeir, {- ea pre~
servadofa del orden. _

Pero sabemos que ON™ esta bién ordenado por Cp 4 por
1o tanto -}[ONMJ ON " estd bién ordenado por ew o3
Ahora que ya sabemos que ON ‘yW estd bién ordenado por &w ’
el problema es mds sencillol - ‘

4‘Supongamos‘momentanehmente que (@ , para ser breves, de-»'

‘nota la funcién rango de M%w , es decir,

Vo PRtz M fae o™/ xa aat )
we's | |

Sean Az MW s A4 3 w=Mm {/%x)/'«(aw/ﬂx?
‘Sea. G e A tal fue (’[6») = W
- @ es el elemento buscado minimal, va que sl existlera
. & A tal que KGWO,_'pptonges, tendrfonmos que P(‘A( {-9(0'.)2." ey

W lo cual entra en conbrﬂiccién con 1a def1n1016n de WL

. €w gs bifn fundada.

a-
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Aparte de que €, es bién fundada, se¢ requiere que sea
también una relacibn extensional sobre M%J s porque nuestro
propbsito es aplicar el teorema de Mostowski para obtener una
clase. transitiva isomorfa s Ms/w R pero ya hemos ﬁato que
‘MYW F 2%C .y sabemos que €,, ¢s extensional sii

B/w = “axioma de extensionalidad®, por lo tanto, &y o8
extenaional. | '
' De aquf en adelante, lupon@.renoa que W e8 un ultrafiltro
M ~genérico sobre B Y v Ew o8 biln, fundada y extensio~
§.15 Af2 )= Existe una ﬁnioa olan trans:ltin MCW]J wa
finico 1aonorﬁuo {: M%v >M[W] tal que

- xa;{'m?’w X% ewy s;.L foa e ;(y) -
Dem @ :
&, @8 sxtensiocnal y b:l.ln fundada sobre M /w por 20
tanto -podemoa aplicar el tnorcn de Mostowski y obtenexr ol ro- |
: au.ltado dosoadd‘" a , _ , o :
| - obau-vanoa la duoatraoidn dol teorema de loltonn“
veruon que el :laomorf:lm‘o -F de 1a afirmacién nntarior ntd

doﬁnido de la siguiente manera 1

o= fiep/ g ew %} ch M3
‘Ponemos la. daﬁnioi&n de { porqua nos vamos a ‘basar en
ella para dar otras duﬁnioiones ' ,
8.2 Det i~ Nos referinos a MIw] como 1a exteneidn M -
genérica de M reepecto a W . . '
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£.2% Def .~ Definimos la funoibn L., ! MB —> MIwl , 1la
interpietaoiGn de MP  pediante MIw] como

bw (%Y= $(x*) Wxem®
§.29 Def = Deﬁniinos 1a funeibn §: M —> M[_w] . como
S("(\': Lw(?() VK&VM .

Con lams funciones que hemos definido tenemos que la
situacibn gréfica es oomo lo muestra el siguiente diagraga -

conmutativo

M — 8  > MB - s >M5/w.

M EQ] , |

s a’ﬂn;ﬂ, de las funolones: que intefvienen en esté diﬁé;raf.
: na; al‘gunés r‘ésultan, gser inyectiygsf,‘ Yy _ai’g'unas éﬁprayec‘tiimé-.‘

~ Asf, ‘savemos que { @8 biyeotiva y P sﬁprayeotivs;-"pbr
lo tanto lw es nuprayeotivaﬁ"Adam&'ﬁ 4 es inyectiva, y en’

oumnto a ) tenemom qué i IO =3)(}) entonces

M@= B
oo k=g e oy WR=Ylew
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Pero; por un reswliad- anterior, subsmos que }l‘fh'gl‘ é.io' 4‘
por 1o tanto, i-% l= 4 4 y aplicando otro resultado ante-
rion, tenemos gque ﬁ:% ycomo & esinyeodiva, X= !
es decir, j(x) =j({) —> X= ¢ 3, por lo tanto, J  em inyeo~
tiva¥ A :

- Como conaecueneia de la o'bservacionu anterioru, ¥y usane
do notaciln de la teorfa de eatrgor!as, nuestro &:lagrana oe

transforma en el eiguiente didbujo :

MWl

" 'zg 1a ,'parlté que viene a _thinq.l_‘cib.; prohrnbp' algunas
'propicdadéa generales de las ‘extensicner- M '-mlrioah que
-an :l.ndilpenanblu en su aplioaoi&n an lu mnbw e indopcn-

dencia (.e enmciado:r

- Bele !‘oo " Y= (J Bell) St \N es un ultraﬁltro M ~genérico
sobre '® entonces {(M] em una glaae transitiva, mfs afn = f.
| D !

Supongamos que, W es m‘ultraﬁlt:':o ‘M «genérico sotre
-Para probar que [[1A] es transitiva, supongamos que ‘

\



Xc} ejEM]S nt y:—-j(s) .o SEM,
adewds [jIMI< MIwl ' xeyemlv]
.. Xe MOw] J c.e;mb lw ¢a sobre

_1 X:‘-('.\S\(o)‘

Koa

Asf, tenemos gue X =Ly ()€ j()= Y '; péro

J(S)"‘LW A L vsly (Xo)é Lw(s\ j
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_ Tor otro lado, de las definiciones de lw 4 § , cw, :

tenemoa que

L = x(a'w\ - ncva,‘mwng ="
#{iw(r)/\\re§|}€\\/? lWoeS“éW
?‘.ro \\Xo &« é“" SU'P (g(%\ “Xo —0%“3 = |

T Eedom S

--'S\)'D \Ixo_&!l—bU'P\lxo=tll‘=W
7 eetonc

por. 1:6 t?‘,“i ulando un teorema acerca de ultrefiltros M =

- genfricos, tenemos que

e (RN Yo = tlllic- i

tes

.‘“‘.‘ XDN t . ‘j Xu -'t



Ast, tenemos que | (1) =h (%)= h(%") = L(xo) = X
Adewmds teSe My S teM y J) = Xy
€s decir xe JUm]

AM] e transitiva .

Ahora probaremos gue j'= 1»4

De las definicicnes de . j tenemos que
Si s eM y sev .mt
il = LY = {in ] e H\"WT
pero como  Sev Sebom(ﬁ -
\!ser\\sv(%)-:\ew |
Ll Eethew i@ =U(d) € L(P) = J(.ﬂ

Sevy 47'](5\5\}(?33 J1M = (M] om

‘biyectiva y tanto M oomo J[M] son transitivos, pero un‘

renultado anterior nos dice que en tales oirounntmo:lu

M=l
L \i: 1M

.’D ‘
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§-17 Oorolario %= 54 W es un ultafiltro ™ -genérico,
entmces M & Mwl

Den :

J= 1M S M= J{.M] ¢ MLV] a

El corolario anterior »s importamte poi'que contribuye a
la ‘Juatiﬁoacién del nombre de M[WT % Lo que sigue a con= -
tiimaci&n est4 encamfnado e probar que, bejo ciertas eircuns-
tanocias, el ultrafiltro W es un elemento de M [Wl, lo
cual tﬁmbién es un hecho importante (desde el punto de vista
formal) porque garantiza que una herramienta usada en la “conse
truccidn' do M W] forma parte de ella mismas |

De acuerdo con las condioiono-, que establecimoa :I.nioial-
‘nente, .aabemos que B es un dlgebra. Booleana completa en el
sentido de M y que \W es un ultrafiltro M -genérico
sobre B , oconsecuentemente, Be M y WS , pero hasta
“ol1 momento, nada nos dice que W es un elemento de M .

Bata _‘obux"va'oidn es interesante, ya que d;nfro de la
dnbﬁfﬂoih del teorema anterior probamos qlo la funcifa j
preserva la pertenencis, ‘por 1o tanto, i W fuera un ultra=
£114r0 M-m‘rtoo, tendrfanos que j= 1M y qus

WeM — W=jlw) e MEW_'] .

‘Sin embargo, suponer sdicicnalmente que W € M poarfa
_ecamplioar la ooultruocidn as W 'y oomo el ‘leotor habrd

206

‘ notado, todo el. traba:o sig\nente dopendo de 1a existenoia de 3
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\Wa Aden&s; 1a hipétesim W & M no es necesaria para con~
cluir W & M[w] , ¥» por lo atnto prescindiremos de ella;
y pera probar que W e M{w] , en lugar de tomar el cemino
directo que nos maroca d y transitaremos a travéa de la fun~
oién © y de la funoiln [ % Eupezaremos oon una definioiln?
| Def %~ Definimos 'B*& MP  de1a sigulente manera 1

Dom (B*) 1= { X/ xeB]
! B (%) = x V xes .

e puede obeerver que B* ‘es una espeoie de :lnneraiﬁn
de B en Ms s ¥» en ningén caso B = @
Aunque 1a definioién de B depende solamecte de B 3
‘més edeBante veremos que, de nanera -orprondento, RN iy
W eatdn relactonados media.nte la funciln \. )
are G-

dV \\Xe?;’*l\- JU’J (j ux au

» xeM®

WY Ibepi=h
hen -
,Jl?é.i‘a 61, 1n‘ouo" () ' tenemos que 3

\lxeB*n— Sup (a (2) - N x= &ﬂ)

Z& Do (BM)

'-,-asm (w;p I x 3u) SUP (- ix=gi).
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Mientras que, para el inciso (ii) tenemos que 3

Ib=9helot} ¥y =g st bay
_\l"»:jl\: [ st bay
I%=9i=0 st by

Az

)'!L:‘lj“:{ :
b s oyap

0 s j;‘-b

port) y Ibe = SUP(YIL-31) =1
g | de® | ..
' a.
"A contin‘aaciﬁn‘, probarehon un resultads sorprendente que’
" relaciona BY y W . | ‘
Goli Teo - Si W es unlﬁl'tfafiltro M =genérico sobre B
" entamoces {yw(B*) = W, - '
o . Dem s | | .
- Supengamos que W es un ultrafiltro ™ ~genérieo sobre
R N Prinero probaremos que : '

{g{(ﬁe.(g‘g bwCa allxep*le w?'=ie/3§w‘*’7‘:“f’(3’.)]' |

LT G A ke B lew ] s

XeM



2Q9
(3 (Balwla SUP (g- e =gy ew)]
B4 (por un resultado de ultrafiltros [\ -genéricos)

| [3 (2= iy AE J-l\m‘j“ew)

myq‘b
Pero ceme W/ es wn wltrafiltro

Thx-jlew —= (;ew y \\x=guew)

Cye que 1 h-ﬂ‘j,llx-ill

A Lo (2=t “;'.?’.35*-a*'\u-m]fsa? Ea
[3 (2= Lutx "3 hx= 3Ilé\~l)] sii

MepaB

1 'x'[ﬂ (2- twtx‘h Ad (e 3"’)] THA
odew
sii [;‘:-u]Iu gf-aw(,\ AT".]” (k(xw)._._h(iw))]‘
) s. [*:a‘(ani.w[x\ /\v_‘% (i =iy (] set

L3, testug)
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Por lo tanto

ARl (e Lt alix vl ew)]= {%/J (2= L (§)};

Xeh®
eon lo anterior twnemos que

Lo (89 = T {iuen ) ot e (¥ ] =
= {iy () /1 xe B eW]= 3/—4 Slealu) alxentewd= |

=/ A (eatu ()= 213 (2=iy)} =

Jew

= {1 yewl={tt/yew) = w

Y LW (B') = \/\/
d.
. §.19 Ocrolario %= 84 W es un witrafiltro M "5°ngri°° .
sobre T emtonces \W ¢ M[w] |
: "DOI!

W Gy (3% e M[w]
Ya que fw @ M® — MW
. .

‘Ahora, nuestro prop8sito - probar un teorema en bu;o
emméia’_do\,‘qe resmhqn las prineipales propiedades de las exten-~

siones = M -genéricas, pero antes de hacer esto, probaremos
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\m‘toorena importante que es prooiaamenteé aunque aintr-ul‘dﬁ
el teorema 1lemado "Peorema de roro!.ns" que probaremcs mfs
adelante?

5.20 Teo - B4 \v e» un ultrafiltro Megenérice scébre B
T A, 6y v 02 wmn Semday K P %G P e
¥ 5= (lwiw Lw(_m\ yreey qu»\, Awlcnyy eee) © ‘

' ontcncu ‘

M[wl ‘: -r( \r‘,, vtl...’ V'I) LH A "f(*. 3 7’&1 x;, -oo)Xh\“Ew

. —

Dem 1
B Sabemos que {: M?’w — M[.W] es m uuaﬁuo
tal que 1. o ok |

S .j_ w w “, '.w

';:;,em .“'.""." $ o= “.“"‘“ “3")
lpor lo, tuto, ‘ss. puede prohr. mq,u 2o le !nrncl. ()e ‘
, i:lnducc:l.&: -obrc la oo-plqim ae 7((“'- s ey “‘»_)_ ) g pl. o
| —‘,‘,r:_.(x.,‘y‘”..., \«.,x..,-"\ N |

F("\ ( ¥.‘l “Kz))--') H*ﬂ;"’(‘l"\\"\g'“) E /

E CWC B/W. f(\ﬁ’\rl.s l") ‘rv.) SLe

M[Wl “\ 'f(\h,\f.;, .-_o.’ ‘\rn).‘;



212

Por otro lado, por #n teorema anterior, tememos que i
MY A0Sy sy W) st
It (kg %y e gxadllew
MO 100 ey ) s
B g%y ooy xulle Wy pero fw(x)= £
A= (£, BOMy ooy £y 40000 ) =
~(tw(m,c.m\,..- Lw(xu\ qu.\,...)

[W] \73' '““'lj‘rl3 "; "-\ .'iu. “f(*q*t,-..)h)""w |
a.

5.2l Tes %= 81 W s umn ultrafiltro M-genérico scbre B
entonoes 1 | - SR |

1”‘- MIw] _( em 0l menor modolo trannitivo de 1\-L tal

que MCMEw'J v W e MIw] |
Yo Moy M W] tienen 1os n1amos ord:lnalu. o aeon-,

ONY = ONMCw]

Don t ‘ ‘

I Por un reaultudo anterior nabemos que MF’/W e un
modelo de &FC ‘ 'y como f-MB/W — MIwl es un iso- :
morfismo tall que xe.w‘j pid F(:ﬁ\ 3 FC.‘;) requlta evi-
dente que MOwW] tdmbién e, modelo de ZFC o

Ahora aupondremoa qno N es un modelo tranaitivo de’ "-‘FC
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tal que MC PN y WeN

Por conatrucoidn, sabdemos que Mfe ™ VdeONmQ y como
MQNJ M.;% e N VYoo ONM

Adends, de la definioién de Lw. , tenemos que la res-
tricoién do Lw & MJP queda definids cmo s

Lu/1at 00 = fiw! M2 (13 < x2= fissatd Ity e xicw]

Punto que V <N _ pars teln X¢ Ma ’ ‘-W/M’ ()
os uns oalse tetahonto dentro a0 N 1,03, '-v/v& e N V“MR B
¥y pu- lo tanto, Lw/ M.‘ es m funeidn que pm.m a N ; |

o8 d.ur, l‘,{““N YM.\‘N ‘-VA/W[MH‘N Ve ONM
yomo N e ‘transitivo Lw/m [Mg]g.u Ve ou" :

uf. ya que _'
M® < U, M yi&/rﬂEMH'iQ[Mﬂ,

«¢ON

MEWI = '-w [ w*] - “ tw [Mﬂ = N
| .. M[W] <N y M [VI : il o‘:_L', uncrv“-'o’a'oio Mﬁu
'que oumple con L
' MkM[W] y \Je MLwl
ey ou"““‘ sk (3 Kalw(@ y M[w]i-(x:.oN))Su
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SU. M[wl E (e N) sillzeodle W su

Sup le=dllew sc.(.(por ser W M—gtuc’rnco)i.
oteoN" -

4 (nzs alew) sii 3 (2% &) s

« cONM coNM

“\(8"\‘ ‘\(n“)) buj (yw(e\a-cwtd)) 3t

xeoN

3 (\(= ‘-wlo):t.~(3.\=o¢) siL .3 | (xév,«),;s&',
AecON™M L

-(GN

x'e o L. Ol\!""‘:"':l = oN™
. f 0. 7 | |
lunlu wmot-r que en :I.wdc definir las cxtenoio-
mem M ~genfricas a través del Tecrams de loatowm, hubieras
nos poﬂ.do m'o«dor de manera direota definiendo L recur~
. limﬁn‘ti acmo ¢ .

_ . W(*) {‘-w(‘})l ljexle‘w/} Ve MB |
y'o'nfuon dofinir MLw]' oolo 1a dmagen de M®  ajo lw ,
o du:lr. Mlw] 1= LuEM"] Sin embargo, aunque este enfoque
o m urcoto. rnultu un poco nl- artiﬁoial, y Mendo es
nfs po‘bﬂ, porque propmiam -cnos herramientas para probar
' propiodadu do la definici&:n%’ A pe-ar de todo, no deja de ser

'_1ntoreaemte e1 saber que’ exilte otro tratam.iento del tema.

ot
URTH
D'Q’,‘??. .
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Conjuntos MM -ggndrigon"}

_ Osmo habfamos dioho anteriormante, una de las ideas in=
tuitivas esoondidas detrds del oonospto de ccndioiwmes de
foroing ;('elemento'l de un orden piroiﬂ.) era’'la de que poullo.
pensar que wna condioién de foroing "mos proporoics oierta
informact én acerca de 108 elementos que perténeoen a'un deter-
* ainado oon‘ju’:ito nusvo"; En realidady mo existe rasén :iun _
para pensar quo es solo una oondioiln de fu'o:lu 1a que ¥de=
tom.n' un 'om:unto nuvo' uqo quo nfs bih puu sor tollo
un oondunto de condiciones do fu'ohu 01 que hags esto’ Nere
lo quo dessancs no e -oluonto sgregar wn om:lunto nuvo s
ww modelo dado. l'.lno quo tambifn Aessamos quo 01 aoulo u- )
' sien@o modolo. Se pundu -olnum fdoilnente que mo culquor ‘
" conjunto de omd:lcionu d¢ foroing va a deterninar m 'o-ju- |
to nuevo" de tal unou quo ol modele, jwnto o este ona-
‘to. puodu ser oxtndido a- otro modelo, c:leho do om mm.
nada nos su-ntiu que u:uu “ma oxtum.h quo mlm awm
'oonjunto nuwo"" Por esta ul&. '] noouu-:o aotoxum °
.d-:t:lnir que tipo de oen:unto de aomdiciomes de tonuc nos
puao puntuu- que nnutru wopllitu serdn uﬁlfutorio-
| Un tipo d- oonjunton ae omuoionu de foroing que cum-
jaien con eato. lon ‘conooidos om0 amnjuntos “genéricos™y
5.0 Def - 81 M o8 wm modelo trouit:lvo a tF y (P,
< ) 68 un ordcn paroial en ¢l sentido de M , dunu qus
C\ G 3 F o5 un lubomjunto M -gon‘rioo de omdioi,cnol
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brevemente oconjunto M ~genérico 8ii

1) Sv XeQqyye P vy xéy ent 4 e§

2V 3 lasx y edy)
Mieq 464 .

) SL AeM us denso en P ent gnNAn "#'?’

Ia nemn;;anu entre los nombres 'ultraﬁltro M ~genéri-
oo" ¥y "eonjunto M -genlrioo' no es meramente’ caaual, ya que
existen dos resulta.don que relacionan fuertemente estos con- '
oeptol, ¥y que usaremos. mlu adelante en la denostraciﬁn del
~ teorema de foroingi o S
S.31Det =81 M ‘#8 un modelo transitivo de 2F , ( P s
,< ) ea un orden pﬁrcial en ¢l sentido de M B R C ) "
es la 6&;:10016;; d¢e P ,y @ eaun énboon;hmto de 'Pv
‘M =genbrico, entonces, definimos = V() , "el ultrafiliro

’go‘n‘orado por § " ocomo t o

IR V()= {xeB /3“‘ ( w0 # %) § |

o 4 " W oi un u]_.traﬂltro M -mlr:lco lobre B, cntonoe-
s ddhninoh' "c(‘w} » * el omjunto M =gaérico ssooiado a We

‘oomo

c(whi= {§eP/ a9 e W}
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Ia siguiente afirmaciln justifica el nombre de U(§) ¥
5.22 Aff 5= S1 M es un modelo tranwitivo de &F ; ( P
< ) es un orden parcial en el sentido de M , ( B ;2 )
es la complecifm de P en el sentido de M y G es wn
subconjunto M —genérico de P , entonces, V) s m '
ultrafiltro M -gemérico sobre B % Més an,

ela]l = v(e) N eCrl.

_Dc.m:

. -

3'5 s "-4

: L) SL XJJ & \)(Q) Q“t .-3 (Q(Jl‘<x Y“’L}‘ 3) o |

Como § e M- gcncm.o,ﬂ (;f-J; y;&gd
e.cg) ¢ ec;\ <Xy c(;}(eq‘)éj
ey < 3 “-y UK ;e U(-ﬂ
W) Seoxe U(&) F xsg ent .:'l («ﬂéxsy)
3 cU(g\
- '\L'g)‘_ccfw:o~ <(3) >0 Vg.’P, o¢ U(Cz)
Por‘otlv';._) .iado‘,v T on -donlq-,on ® :'Pg e

'}é.=-émvPvfae¢ L
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y st 4eq ant Q[q.)é/ AR PAVI(S N

(%) Para ver que \/(4) es un ultrafiltro solo falta
probar que V xe UG) o x'e U(G).

Sea xe‘b 2 Por el ineiso anterior, podemos suponer gue
X=0,

Definimos ¢
Ag iz {@e?/ 2(3}e % & «(q) ¢ X!
Au es denso en P porque 3 .
o re P entonces < (r) 4 O
.'_.. €r) s X ¥o 6 ey W F0 (de lo |
contrario ecr) = (R (% 4 %) = @) X + ¢(rX! =0 y)
: SRG‘J ﬁupo n;o;nos § Ve €(r)s X #0 . C-'?W‘O “.CP)'
¢s dewso au B - §of % «ws) € e 1 X,
geP.

S é(v-\‘ Yy (€(s) £ % oser vé sgAx .

Sicndo AxeM denao on \ Yy 4G wm conjunto M -gund-‘
r:l.oo, tonemol ‘que qn Ay #0 )

53 !éAx “.t, thg\‘x s ¢c;\‘-x’-’
&
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xe V[G) & % e (&)

. V(8)  es un witratiltros
V'_) 'Para probar que U(¢) es M ~genérico, probaremos
primero el siguiente lema 3 T |
| Lema =81 § es M —genérico; Xe My xé‘P? ent

r&X

3-3% (;ex o ¥V V{3g).
Dem: _
Sup xeM y x;;q
Degommes '
i.ﬂ':-- xu{re?/v véa}

olu‘-nnte'. X e M ¥ Aemke; X| es dsmso e ? . ao
“leo oomtrario tendrfamos que : -

= V Ves V Ves .\ sex y sss Y |

L¢P  VeXK, Ve ¥

Ono 6' (1) M-mlﬂ.oo-,. ﬁf\ X # dJ ls?dcc\r,

._:.{ (;-X e ¥ v-(g)

YéX

- Ahora bién, p_a:ra ver que U(ﬁ) es M —geuérioo necesita=.
mos probar que 8l Ae M y A(.—,}U((a‘\ entonces |NFA « Ula).
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Supongamos que Ac M y A C UCG)
Recordemos que los clementos de B (la complecibn de Vv )
son oor.t'adurah regulares de P,

S xe® . INFA P,
®EB

" Mls afn, INFA cBeM . INFAaM

Aplicando el 1enia que hemos probado, tenemos gue

T (SQ\N‘:A & V ¢3)

Pero no es posible que V v4g va que entonces
YCINFA

(recordemos gue )
o ' 03 iz frg‘?/ v;a}g‘b).

Oy + INEA = 0 K\NFA’ »d =0

y. st Au;i N mog AA 3 Auioﬂ ‘Lzumm 2U¢ |

NFA = Og-INEA= 0 bUPoL_i_,.

ach

%Adull, ayA o es denso'en P ;poi'que s1 rc—?
] .

. at

re® = SUP = TJa:= [re?/ Y N ref
e .aeo..‘

e Al a‘“l

;;\:/ o,n(a\id)¢¢ 0,.'/1(&&’)#%

v
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. . }
Sooq 55\)4’3 ..bsvysaa\‘{*a.
SOy asp, )

Bridentenonte, \/ e . G (US) ¢
' : q‘.A aed, ‘

“-’T;l = (haa‘); .. Q(h\“oh‘;@:’»

Q¢A,

W s . e UL |
B oﬁz‘lgag ) ¢c3)_;'o, S Og eUla), :
LAV L aes cU o
2o UQ ;U@
Dado aue n0 o8 postile que \Y* 49 g gmm‘.
Je INFA. . |
09 S INF A, .. cc’\-o, ¢ 1_Nt-!‘Aw" |
CUINEA SU@ U e M-gendrico
Para tem:mr;* probaremcs que <[] = Ult)n c[?]
1 gue epeap V,,ea , elel s Ula),
aums, é.a?, zta] e [9] . |
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ele] «ulQ)NerC?l.

Suve V(@ N elBly ent 3 (e ¢ x) y
Yeq

.3 X' 2(g) R (WX IC R o
fev Py P 1

cJeq UL xeeldlytie., VN DA € Q'CG)G

Ia siguiente afirmaoila, que es en olerto modo e1 iocfé-. :
proco de la anterior; justifiva el noabre de C(w) 4! |
S.eSAfE? e 81“ M es un modelo frnutiv.d de F .( P .
| < ) es un orden parcial en el sentido ae M Y s - TP ) ew
" 1a complecifn s P en el aentido doM y W es un ultrafiltro

M —gemérico sobre B | entonces 'C.'(vxl\ s un sﬁbconjunto‘
A =genérioo de¢ P o :
Demt ,
Prizero w que ho_far que
3y 4 P« M esdasom ’B—-io} entonoes DNW # ¢
‘ya que de 1o congrario, D:zfi/de D] € W ¥, eiendo W
M -gemérico, gendrfancs que INFD ¢W , pero

. \NF :.D = 0 J ‘porg Ve su c#0 7’ \Vl <s J.., ent,
o 44D

| (Vee) y ced?y L Vac y &2y
VeD ‘
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4U‘:‘CC"'03 S 0=U6'D¥

‘D no tiene cotam inferiores distintas de cero
16V INFD = 0. ' A |
Anora supongaxos que A €M o8 un subconjunto denso de P @
Demostraremos que c(W)NA+ 9. -
¢[n] en demso en B - fo] porque sl xa B-jof ent

3::]? gy ex (e[P] es dewso en B-fo})
eP . - o :

s

_Q Vs-g oL N & icg.)'él .x,.‘ |

v *A
y oulc W utmuota s los nubon:mtu ecnmo - h-io}

W ¢EA] #0

'. A ‘V.‘¢CA] _Q z(o.): u_, qQ-;W‘ -

- vVew 'a.c-A

" uc(wi, c(w)nAw

LA 4

" -1 AeM uunnuboon:mto anudo'P ilnt-ou
.c(W\ﬂA g (c'.)
'Pow o‘tro lmlo, & Xe c(w\, 6Py xsy et

¢M ew y ¢(x\ £ ctg\, |
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por lo tanto, siendo W wun ultrafiltroy ¢(y)e W
¥ por lo tento § e WY , es deoir,

(%€ clwd , ye® ¥ x¢§) =g e cw) (L
Alelcwu{s_, SL %39 & vc(‘w'\ ant
Ai={4eP/(3ex 5 feq) 0 (4 5% son incomprtibics)e
B (471 son LnComp«&t;’,HtS;}?’
es denso en P , ya Que i veP enﬁxjn'olea o
4 slvre A‘_ ent YeA y rav
b o r¢ A' ent vy X so.n com patibles

’-'.-‘-.H‘P (.51’5"& Y 5, e‘-'\r‘)

b) st Si€A et SieA y Siev
bu) st SuéA ent & yy son compatiblee

g . -‘-5?(5: ‘\} y Se ¢5)
5, ¢ ‘7 “‘Sz“S:}('~

.o S e A y Seav
7 o R
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Asf; por el inoiso (L) , sabemos que <(w)NA # ¢

R % 5C(W\, R Py y ) e W..

244
Anora, como ' ¥ ;‘} e c(w) , tenemos que ¢(x} %'“3)“\"/
. ei 2 y X fueras incempatibles; entanoes -
Z). e(e) = Ox/0a = $=0 eW Y |
y™ 2y ‘; fuaran :l.noum'ublu, sntonces
c.(;) a e =o.‘,no,_ -¢=o ewW ¥
mo Ze A ¢
Ben oy acy g uc(.w) @i
(;) Lu.‘) § 6w i tenemos que C-(W\ . nhmj\uto

-M_-gen‘rioo de P 9
v a.

= €itimo ruuitado que. pruoniu'-nu on esta ‘nvcci\lh‘

‘k puestra 01 carfoter uvnrlo qun ‘tichen las mmimu v Yy [4 'R
flo oual nos da una forua de recuperar el ultrnﬂltro ° ocujmto
'M_ ~genérioo el cual hemos partido?

 gadAge 8 M o5 wn modelo transitive ds €F (P $#<)
es. orden parciell en ol sentido de M ; W es un wltsafiltro
"M '-gandrico sobre B y G &P e8 uwn conjunto W =gnéri=

| oo. ontonoes H .
Y v (c(w)) W
W c(ue) - &
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Dew ¢

q SiL Ae U(C(w&), A e e x:

e c(wy
e eW ya gue ve clw)
LoxeWy L Ulaw) swW
su weW = Ulelw) ent ¥ u(qw,y_c,-w_
eWyg .. xe Ulaw) B _ |
CoWeulew) . W= Uqu\). -
W) clua) = {4eP/ene um} =

= Hé?/g_% @ £ e}
st xe (U@, J e ¢ e
- X ia |

Je%y .oxeqy oo (U@) £ |
Joowea(uia)
LG4 a(u)

(e = G,
! Q.
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Yorningh

Loss amaepton qui hasta aquf hemos definido constituyem una -
base suficiente para dar una definicifm formal de 1a redstifn
de forwing eatre 1o‘lkc‘.l.onontn‘l de wn orden paroial P yies o=
_numciados acerca de clementos 40 MP (amae B e 1a cmplecila
& P ¥ .
6e3L per e Sup que( P . < ) es un orden paroisl separative
yqu (B # « )enlacomplecibnas P o q.&'P y O
‘o8 un enunciado soeroa d.'cluent‘u ds M® , mtonces decizos.
que % forsa a v“j umtnol %\ o siyselest

(g % ﬂou“ E

8in embarge, m muli de QMM. mmlo T
“es wna inmersibn de P wB , tdwmtificarmer % em (§)
¥ por 1o tanto ls definicilm que whiliseremos 'uﬂ\-i
% l-‘- & siL 1- & lul |

umtntn tcunl -uuno m nm de wmodlln
nf-_gmu_ @ la relecilm 8¢ foreing Pemssnde @ 6l emaeyte
intuitive @ foroing, oada wna de entas propieSades ne e ais
que 1s formalisasifn de algo que ya era intuitivesente elerted
8.1.5 Teo ‘M 8t a( y N son dos "B =enunciados y ‘f(,ﬂ ]
ma B-.fsrnula Yy P , ﬂ. € P entonces @

Y T G .
’) Pl 1 e 64‘2’?’ 11#»« |
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"Ez') Pl o ad s (Pl-x y PH—-/H.

ut L
)P\fa( VA sit (‘;Z/P r.i (vi-a ok\\—-(s)

Luj Pi- & 24 sii (;;:P:x 1»—-( zntEl (v I ).

\'5 P U (x) f(x) s (\/ Pu—‘(’(uﬂ
o Vi)pll-(3v.)'f(x) sz(v .3 .3 (vu-'f(u\))

’m)\l-u—o su.v v-\V—«
" ve? o

| vt} Narltnf sic ‘:/ Yol

“'U()v (rib« o v-\\--ut)
e Vit

- 'K) _SL q,‘,p ’ K 4 u..g ent '4»\}--(
XY SL Pl ent Pipt el
~ Dem:

1) s0p que pi-a aent
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P & lmalt = el y ¥ Por lo tanto
st g4p Y 3ol et qcpsial’ y gl

E 1l v 44 lldll’,pcra YV 350,
%¢e?

p 62q £lol eflafi’=0 .7, o<¢o g

st qgp et 9 4 )| st-2.y 9 \Va(.‘

netijpréuaﬁnfe. ﬁroépueﬂaof p;:- ocntrapositiva,

st P o ent P 4 - a&|'='\\a«ll"

" por lo tanto ) p lld\l#o (0 de lo untmr.o '

p=p- Ual +4 oul"‘)= P\lal\l tolaf’ = pu.(u’ , ps uqn’)
Adnn, B es la onlplooih Qe 'P ¥ por lo tuto 'P o dmo
en B -fo}

.Asi, 1-.3? 1 & p-lafly pero po Wil s @, flaif

Por lo -"’t.a.w'to d 4P Y 1 4 “4 ll |

= - o,
" 4ep *
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) 14 prueba de este inciso es directa
Ploap s (palanal=tal Usl) si:
‘(psu»«ll ¢ P &Usl) s (P YP“"“%)\'
: itl) Plravp su (palaval =l1{1ana)l) it
[pi-lra A"{-’:)] oit { ¢ ‘1_\\7‘%( AT ) s
.[;v:P (¢ \V‘la& > o I '1(5)] sit
‘;"[V (3 vira -,_;.3 v\»—,n}

teP 58§ e

= LY a3 (‘r"\h-s. ‘af‘”'\"\\"“,"(v‘)]',‘.

Fe? riad
| mom @itino paso, basta fm r=st.
| ur) Pl a—p tLL ( pala =l -ll-v(o.\)m(s)ll) Su
" Terlanrg] s L*\iP 9 = M,s'l »sz.'{ .
IV s i o et Wl sd

4l -

: [V s \P. ev -3 2\ ad
%. v‘ t t.\fd}‘z (;>

.\%;‘p
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¥) pl= 020 st (p s W falle

= INF i) s (V patfl) s
Je vt Ve P ‘ _ L

(Vi f(v\)

' \IEM

w) ?\st)fm w |
(p = 13 teal= 1 m-‘fmu)

( P“— -1(;(\ A ‘(’M) s..‘,(,\d 1 n— (wt\ﬂ‘(x\) Su.‘l- ;

W 3 Q\V“‘t’(u))su(‘v/ 13 v\\-ﬂu\)

e tsP umb uv vamp s

) \‘b.) -‘-‘- 54‘\‘!#0 utwy? Y‘ﬂvﬂf y V vu,l-q

‘ rGP
5%- \\dll #o mt, PO" Szr 'P AcuSo w ’ﬁ io},.rﬂb |

EI v4\\«\\ s . _v—._%-r-n—uc.

o selall=d ant ¥ ovedaily oY v,
TR . re? o rEP

~|§L \—/ Lol ol éht N o (clz lo |
Covew B
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ww travio -=-'i Sk O().
Ser

" “d"sé Ivxii=0

Ml =t

o) sca ge?

o.) A 5'!- et vo kay ﬁa&m Q,u;c. pwb;.r

h) ﬁ.. QW—« ant. 14 llxl y g'_vlr\‘m\l 0
(vu' N d&mostmqon de m\ -

y g.ovn;g ’P ¢s dewso €H ’b.'-j‘fd_}“,

< 5?,,;; g *.Ié.ﬂ’,{-"'*ﬁ-',v”*r:'-5713,'_!%?' sles

"* iY v lk-_w' _
>9 Trivial
x")s" ?H—a Y "P“"“\-( .¢"tf"‘ | S
P& latl ¥ pelail’y ﬁ-"‘\é“’,“d,‘p=’y.cl)".;g;;

) .3{- P-ll-—d"mt *pib“"" N
SR La
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Como ya lo habfamos menciomado, cada una de las propiedades:
énunciadaa en el teorema anterior corresponde a wna idea intui-
. tiva oompletémente naturali Asf, por ejemplo, lo que el incimo
(vil) dice, es equivalente a que si un emmoiado es “intrinse~
camqnte falao® n qué ninguna oaxitidad de “informaelén® puede
forzarlo a ger Yverdadero", mientras que el :anisov (viii) afire
ma que es equivalente que un enunciado sea »intrinsecamente
verdadero” a que cualquier "cantidad de informacifm" sea sufi-
olente para forzarlo a ser 'verdadero":’"‘ El inciso (ix) se ra-
~ fiere a la natufaleza de lae 1nfomaoi ones dio:lendo que cual~
quier inrmacidn puede ser refinalda hasta el grade de que 1a
'1n:fomao:l&x obtenida sen capas de forsar que un enunoisdo dade;

o su negaoi&n, sea “verdadcro'. adllla, ‘ol inciso (xi) nos &ioe
quo es3a ddsyunciln em oulu:ln. yu que ningunn. :lnrmuih
pisde forsar al micmo tiempo a un enuncialo ¥y & su negaoitn?
- n 'inciid (x) aice que 1a h’fbr’ia’u‘h ‘roﬁnuﬁ sigue fore
' sando las nima "verdaﬁn" que la inforhaoiﬁn original ys ‘
"'Vf’forzaba. !1 rosto de. 1ou incieos se rtﬂ.orm 8 la conexifm qus
oz‘u‘te ontre loa oporadorn 18giocos y ls ralaoih de toroin;“'

Por ejemplo, los incisos (ii) y (v) afirman que tal comexifn
‘es directa, ya que; &1 wa informacién forsa dos o "mfe" cosas a

quo sean verdaderaa, evidentemento forza 8 cada una de ellas y

- vioeveraa. El inoiao(i) afirma que ea equivalente que una inforw

‘-maoiﬁn force la nagacién de un enunciado a que ningln réfinami-
ento de éata foroe al enunciado, lo cual resulta natural 8i se

toma en ouenta a“los 1ncisoa (1::) v (x).
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Finalmente, los incisos (iii) y (vi) afirman que el que una
informacién force la "disyuncidn” de dos o "m4s" enunciados ea
equivalente a que todo refinamlento de esia informaclén  pueda
ser a su vez refinedo para ocbtener una informaeién que force a

que alguno de los enunciaedos. de la disyuncién sea "wverdaderd';

Teorena de Fbrcing;‘

p teorema que :probaremos en esta secoidn ¥y que es conocido
con el nombre de teorema de forc:lng, es muy mportante porque
establece una conexidn entre la relaoi6n de rorcing ¥y laa cxten-
siches M -genérivas. Esta conexi&n resulta vital para ol uso
del "nétodo de forcing" en la prueba de :lndecibilidad»de enun~
ciadon en 1a teor{a ax:lom!tica de con;untoa. ya que nos permite
ﬁn.r la rolacién de foroing para saber 8i un enunoiado dedo es
" oierto o falso en la extenuidu ™M -géndr:lca correapmdionte a
- lac cundiciones de torcing uladaa. dieho de otra manera, el
.teorena de forcing nos pernite preoouparnos solamente de for'far
c‘nmciadoo dandonos la seguridad de que existe v nodelo que los .

reauza.
5.2 Teorema de Porcing - Supchgamoa que &
M es: un modelo transitivo de %FC
oi'( P » < ) es un orden parcial separativo, en el
senti.do de M '
(B oz ) es la compleciGn de 'P b en ol senbidq
s M | -
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do= Q @5 un subconjunto M

~&mérico ge P
Com f(lr.,---) u‘n)

€8 una férmylg

b 0 *;,XLJH-,’A.\ eMB y

3 =(Lw(1<-) 3 'l-w(xa\_-,_" ) LN(*“)J Lw(\‘-w\g °‘~‘-)‘

ent
MuEl gty .

O‘I—g;q{ j-IF:f(x.,,m., .

~ Den g | D o

 Oomo yarihabfam"ob' 7n.m‘mc1ado; este teor'enivf:";o,o-' nés q_t‘u'u:mj
ref&mulé@i& de tn'-téoron"xa que 'ya henos probi‘d&, lo ocual sig. . |

| .pliﬁta’la,d'emostraci& : ‘ ‘

Mlvq] = Tlwgm, ..., w) s

lgxey v )l e VR s

3 etp <y Ty ke,

Je ’ '_3"‘)‘“»)“ »vSU.

—:} “" -f Xy Ke I'T‘-"""VV V\.)‘.V_ .




‘Aplicaciones,

En vista de los resultados presemtados en la secoifn ante-
rior, se puede deeir gue, dados un modelo transitive de . él': ,
M , wna férmila ﬂ"'s"ﬂ"‘J %ay del lenguaje de =% y una
sucesifn Sc(Wuy weys ooy winy..) de elemantos de N , la apli(,’a_
cifn de la téenioe de foreing vara probaz' la "indeﬁendencia" o .
la tonsistencia’ de f (buscando una extensién de M M)
tal que ¢F E—-(M e P ) 0 bién uge Z-F l—-(M" = ‘f) ) se re--‘
sume en loa siguientee pasos @
- 1y~ Establecer en forma intuitiva, la condioi&l c que
'habr& de forzar que el enunciado del lengua:)e extandtdo,
‘ ‘f(ﬁl) Q\tj. . JWM) » que corresponde al "enunoiadO" ﬂm.,mﬂ . Jnn)
" sea "verdadoro"“ o , '
2.- Dlﬁnir wn ordan pareial adeeuado que tenga un elemen-
to ¢, que ‘borresponde"a la condicifm ¢ & _ B
3"‘-— Pnoontrar un eubconjlmto M -genérico de P ' G tax o
"quc ‘1: & G4, ‘ ' |
: 4“- Apl:loando el teorema de forcing yaue (Lyle)-%)
”1.0._. J , e8 1a identidad en M tengmoa‘que MEq] e8 una
| e:xtensiﬁn de M , tal que ‘. :

M[(—’J .‘ft‘(‘" Ry -"3*-%\ Suu .3 j \\-T’(m.y ‘3"“’ ,

" Pero hemos construido a 4 de manera que

Qe kx-;‘ﬂ,*v%.bma_gn- swial ;:4:6.‘;',&-;; Tty eery¥n)
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Pero, todo esto tiene sue dificultadess Como el lector:
habrd notado, no todos los pasos del método de foreing sen preci=
soa; ye que; aunque nos :I.n"‘dica gque 8 lo que Be necesita, no
nos dice como encontrarlo, La construcciln del orden pgfoial
que se pide en el paso 2. corre a cargo del usuario; mienffu
que para el paso 3 contamos con un resultado gue n'oi' ayuda en
algunos oasos t
§5.2% Teo %= S4 M es w modelo tranaitivo de2F §(P 5 <)
es un brden parcial en el sentido de ™M y el conjunto. potenocin
de P en el sentido de M , @M (P) , es numerable (en el
sentido de &F )y entoncel

RA «:E‘P (é\ s M- 3¢_u¢'ric.a y q,eﬁ) .
 Dem 1 |
Supmaamoa que 4 a-“P, . : ,
¥y que G" (v) s numerable; A= {weM. [« es denso en Pl
o8 mnorable. - ' ‘ ‘ .
- Sea v ,* Mal\W , uwa inm_eraci&t de los elementos de A 3
Entonces ’ : o
Y ¥ 9 vwsr.
veP weis  r(aleDe

Definimos poi induckiln scbre w
"?o‘ = 9

LUREAOH
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Por lo tanto 4 n\iw. (Par1 @D ¥ Pass ¢ Pa)

"Ahore defivimos
S Ere’P/v\_e%l (v &P
@ es el conjunto que buscemos, ya que 3
‘QJ 92 Pe g Coqef
L)..S;. Xe@ 3 yePy xey,y ent
“2% Uxzen), g‘aﬂ, 7 3qu'

8L Ry eﬁ ent - (ﬁa?n) = ( ’3’%\)
g =) e G

wé

3P4 wawm
\. P % Pm Y»'pv\ 2P
o Pae§ g T 6 X 1 Pu sy

—:3 (2ex y 2ey)

cq -

S DeM. us dcwsoﬂ «n?_‘ et D=Dy Pe. V&L,
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Pty @D y Pasi € §

L. GAD # 4

. G es un subconjunto M -ganlriéo‘ﬁo P oW

Por supuesto; en caso de que N| sea mmerabvle, P™ ()
es numerable, y el teorema se puede aplioars!

Cabe mencionar que el ﬁorema anteﬂ_or es un caso partie
cular del teorema de Ruiowa-Sikorln : ' |
5.23 peo (Rasiowa-vSikor-ki).- 81D eswn dlgebra Booleana
y F& P(v) e nunerable, entances u:l.ate wm ultuﬁltro
eobre B F -couploto. '

Dem 1 (vea "Boolean Algebras®, suouu. R). ;

Dc todo 1o anterior, comoluimos que, .mquc la tlunn de
toroing es una poderosa horrmont- yars huor rrusbas de Lndn-
pendencia. esto no significa que las mobu on of nm nnoulad*'

Los a:lguientu qonplos ilustran tanto lo quo huou ocaenta~
" doy’ como el uso de la tdcnica. '
5.2.1 Zjemple 1 : Probaremos que existe un modelo d¢ 2F es el
© que‘es cierto que V# L < Pussto que KV GVedel exhibid - mo-
delo en el que se c\nph Val, 1o ligu:lonto omhta 1. de=
moatrac:ldn de que’ V= L es independiente de 2F ¢

-:-I.o que 1ntu1t1vammtq e_stamoa buseando, es un "oonjunto“
(elu‘neigtowde V ) que no sea construidle (no elemento Ido .
Lo que hareros, aéré encontrar un. modelo en el que exista wn
subconjunto de M4 e * tal que % & L. '
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Este modele serd la extensiéne

Oomo X no puede aer un "comjunto completa mente eap.e‘-
cifiocado", procedemos de la siguiénte manera ¢ Pensaremés queé
que una sucesidn finita de unos y oceros, per eje’mpl‘q 5:{01011)
es la fwnoién caracterfstioa de un subconjunto finito de W
Utiliza esta "representacién” de los subconjuntos finitos de

w o, porque de esatn manera podemos introducir un orden

paroial sobre ellos y, ademd-, podepos construlir un "nuevo
subconjunto de W g partir de cierta clase G de sucesi~
' omes finitas. ’
- Definimos (P , < ) como A=_

a) Pz {s/3, stw—2}

b) 1}{.? 4av  si (gov y 4 tr)

P (1 01 omj\mto de luou:lonu ﬁnitas de unos y ceros
.ordonado. por oontenoidm "1nvorla" _ : |
‘ i -X ug\umtu paso es ncoyr un aubconjunto N\ wgenés
'f).loo do P sdecuado. En nuesiro easo, no hemos especificado

,lﬂl oual es 1a oomadiciln que rorzara L¥ Ve Afortunadamente,
cualquier conaunto gmlricc nos -1rvo, porque 8010 lo- uuremon\
pera oonatruir 01 hlomento,upaoial qua buacamos.

Sea § un luboonjunto ™ -gonérioo de Y . Sabomos »

que § existe porque M es numerables

Seq (I iz Ué1 ‘
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Siando § M- jczncmw) :Jva‘qseq (333. 33]1.)
g ’

Y $vie <i fumcida

S OF XT |
* - . ‘ /
v Cxoés funcion .

Se puede ver quﬂ"bomy(x\: w  de la siguiente manera i

cviewt

V aé,fln\ W oS An ::_{15?:1‘“‘3;59"\ L'-“?

S ve'_P"‘ ¢“‘nt
R “3 “e Bom (¥) —o(w“e Auy rev)
| b ny 'Dom(v)—-?(v‘ = VU{(h.oygA“ 7 vi‘,.)

o An e danso e P
) ":".‘;Olaramente, An, < M L RS
- Por 1o tanto, por ser q M ~genérico, - ..

\4 'Annh #¢_, es dlmr,

naw
vwew J¢q

v 3 (“e%c,u

. 'Bom ((,‘\ =w . C\: w_){,o"”‘ .



L]
a

- Sea © 1la complecién de T
Definimos Xg < pi® cono

Dow (xa) tx §A{new] |
Cxa(d) ;= SUP {ag» «B/ qumaAf

~ Sea \,s/‘U(é;\y sea X iz Lw [V.m\
" Resulta que X estd contenido en W, més aﬂn, :

X = 2 V\ew/ Cutmys 4f

vcomo" feremos en seguida 3 L o
ks (ke) = lletp Uy e xulle Wt
5ty () &x 'fcvit 3Ii}:-’ %su « W

P (Xg(v) M vll\ﬁw

. VeDem (1(3)

.« bwnao W M j«.n:‘rlco y |

3 (xew- u;-uutw\

’ Védowm (Xa)

Vo el '\\’3;01\ “ W
A

V= 13 A, N awW .

\lgnvs((e\,\/ ~->3




243

4(3‘”\ < }Cav)
W s W an L lw Dew
Ademds 5 X W,
y i X(n) =0 rcvut ;:’q =0
x..'(m;- Su9 ¢=0ewx -
Cx(\ﬂ)“ | | :
Lw MN=wn < {mwlcm.\.c}
Xe im w/ c..u\\ f}

o hra. probar 1a otra. ceatencidn, tmos new tsl que
Cu(n)..{ !ntuona Ao, | an
' w- os: M-gonirico. TN v
A-I, |1 dcﬁnimo- FE

J 3“)'-\» (‘}\“-w{ﬁ\=g(m\=n,‘
‘v.r.-“q‘t. IIJ‘v.‘]lc.w | |
‘&a(jh u(a) SUPiam lqm:i}

Como Cx(“\ 4]’3 3(‘6\ 43
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; «cg') £ SUP{e@/am=1} = Xa (9
3 y ¢ s e(’) "‘é(g)ew ,
8 xa(a\ W | |
Pero By exal=lhanal 2 Xa (o,
| ﬂge)(a”c | 5
" ww L {wm/\\; sl cW} 7_
{«.w/c.‘m-ngx o
X= {-vx’cw/csc(n%ﬂ

Ahu-a probaromos que - q ,‘ M
Supmmos quo c-'. é M

J‘Q]i V\~>{o 1},

' B

3 .
Cltmon no (1] poliblo que

'JU [(n-&-l,o)} G! ; jUZ(\H\ 4)“6
porquo de lo oontrnrio udltiria k q t“»[ ;uz.:'

h:) jUi(nH,o!} y L\D 3\)5(\4-&!, J};

‘f F‘Gf‘ ‘o twnbo ,0,=\‘lv'\u\u\=-41,¥
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Por lo tanto 3\9’6(3\/{0\“,0)}‘(4 }:gu{cwn,n}#s)

Sea Aiz{reP/rdq}. ya que P Gem, AeM .
Aézm_(s, S v‘se'\’, s:h —>fo,1},
ent sQ{(M\, 0)344 > SUI(MI,O}ﬁé -
SP g. sul(n+i;01¢4
VL sl olle d y suf(wiyo)}<s.
Es decirs AGM 4 Acs demso v P
L Gnasg T |
Por lo tanto, GEM. Com wayor vasde, -
cmuq{M- | | |
A“aé., = Ly, (x8) « MLWI, ?trode,
de lo Contravio I a |

Cx=u,minew y(mz0 o vex)pemy
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‘Resumiendo, tenemos que X & W, ®Ke N\ W] y WEM.

C2F = (MIW] E xgm)
Adends, sabemos que ZF -MGCL
o RF R (MEM=L)

~ por lo tanto, axtendiendo de manera natural la dei“:‘nioidn de
A aolases 2F+—(MBE A1 =1) |

y por el teorema de forcing

2R (MWl F L () = L))

P (MIW] = M=L)
Vo 2R e (M EXEM A M=L)

CooaFe(MIWlE xg L)
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Otro ejemplo en el que exhibiremos 1la aplicaocién de la
téoniva de forcing, em la dsmostracifén de la independencia
de la hipftesis del continuo de los axiomas de’ E2FC
6:30 Ejemplo 2 .~ Probaremos que si ZFC em consistete,

entonces existe un madelo ds TFC en ¢l Que es cierto que

|2%e| > U,

Como en el ejemplo 1, esto oompleta la prueba de la inde=,
pendencia de la hipétesis del continuo, perque Ki' Gidel a16
un modelo en el que \2¥ | = U o
 Dm s '

Igual quo on el ejemdlo 1, lupmdruol que M o m
nodelo transitivo numerable d¢ ZFC ocuya existencia s’ u.- '
prende de L y del teorema do Lbvenheinm - Skol emé

' M este caso, la idea intuitiva ocmsiste en snomtrar wma
N oxtom:lh mlrloa on la que onu. e run:u dQ lubcu;ln- .
' ton de » OUYS card:l.nnl:ldad -u Le ] no “tl -nm, t-
dr:[amoall."'°l2’¥.¢>"¥.. | L

1a manera en qu- Y emltrm enta fainu L0 mpdo
huevol luboonjuntu de W qni u ‘Befinen a Mtr ael ouj.-
to M -genérico que dotu*n ‘M Cal ¢ rer supuesto, m
| ‘ccmcnzar necesitanos doﬁn:lr nn ordm mrual qno eml« u
‘bastantes elementos $ ’

‘ Dor:tnimol ( P,< ) do la a:lguionte manera 3

{XeM/(SA)(x Aot} Alnlcw AAs.w"w;*}



Y defivimog Y& il vw>S.
BSeP .

Sea e P un suboonjunteo ™M ~-genérico de condicionesy

Ahora probaremos que (/4 es una funcidn tal que

Vgt wh xwy) ~ fo, 1}

L) st J'JJLGQ ¢nta~§c‘ (J$3| fj-égl)

j;j.v;; y.'- j.uj; €3 funciow S
"L UG e foncida
o L.) pmm. Ver 1u¢ Vom(uen "‘W*Wa,

v “defimmos. A(‘ [xe?/(u/.,‘)“pow(,q}

(*M)swuw..

s,;.t.-v.'p»‘cn»»" ) -

) (w,a) e"Don (t) - (f* Acé‘,-:) Y ¢ ‘tB' |
B (40) ¢ Tow () — (tU{((“.-—t)Mf‘Ac.ms y
w{((n,.\),o)} ct)

oY Acn,.,q asAemsO e P,

(“‘M)e WoRwWy
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Asl, s (V\,d\ ¢ wxw, ent Awa)Ng+ ¢

:_1 ge Ac.‘,,‘,, e (0, 4) € Dow n;jsmme.)

"v -DOW\ (uﬁ) =‘WY~W¢

Como siempre, sea ( B , ¢ ) 1la canplnoih de ( ‘P ' < N8 -

Ahora procedemoa a de finir la fan:ll:la de luboon;hmtm
de W con cerdinalidad nayor 'Y ‘X-o _ ,

_?e.ra oada _/xq wit doﬁninoa 13 - & M5 eomo 3

Dow (Ko} < H/-ﬂ *w"} ¥
© Xs, 4 (R = supfew / v ((w,0) - 1}

e'b.m(!t.#
| ,,,b“,,,‘par.‘, cada =& Wz;' dorinimoa K’ Quo o
{u w/(va)((u,.n) 1} P
oino ora 2o nporuro, tw (ste,q) = x.‘
!..,. (xb,d)‘{lw (;)/“;t "On”‘\'lf )
sup Cw (3) < L,,. (%) - E'nt ﬂac Xs,—u lew

SuP (%a,-g(u\ ﬂa-u(l)ew

. U ‘M(“.’ '()



., slendo W M-géné'nco,

3 (%m, o (W) - l;-vt\ ¢ W)
' UC‘DOM(K.,«) ,

W Xga tv), l§= gﬂe W.
Cush e new
i n3=al e o |
' M - 4‘(\1“)‘ LQ(;)-LW(N v\t'w""A
Adcmds, X3, (%) &\a/, y st (V&)((wm))uo ¢nT..

V (( “Jﬂn 20
1 4

K;,.. (V-) = 5U'P¢ O . W 8
(Uﬁ)((“,ac\) . c.,m- |
hs fne w"/(ua)((w))-ii = x« -

Lw (K“ﬂ) " xq .

o Paro. probar quo ‘.g 6 Lw (ﬂ,«\ s tomemos h « W
j tal que (VQ)(( \\,ac)) = 4 ' Fntonces o _
- Oomo W es M -gendrioo, J ﬁ"m Ae;(», 51 definimos

3-:4, ewt Lw(}\“ '-w(v\) J(vx\zn
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Tor otro la do, KB,N(J) = Kg,L (&) =
= SUP fzc\")/r((u, a)) = 1}

O WMo V) = .3 ‘ 5={
y G ( 6>((“;°d) ."13 ;(;E‘ g(“

()2 SUP feer) [ fquyap~ 1= Yol y
a4 < e
| e e W Xa,q‘(v‘\)cw -
?w o tuto, ﬂge%e,.ﬂ ![ncxn,qﬂ ’(a,e«(“)e\n/ ,
"}e,Xmuﬂew | |
ne iy e {wcplu;exs,.,ﬂew} cw(xw
L % € (m,.a ULt (Ree)s K

" Nuestro propésito es probar que la familia de cenjmntoes
=3 %] wcwl

tiene cardinalided {en M[q] ) K,

'Pard‘festo pr'imero probaremoquue‘ por ‘gada o £ wf
obtenemos un - elemenuo adetinto de F +

Supongamos que X, 3 < uu,, ) u(“p :

si A %s A S J(a,rs“ * 0 en'bonoes, puesto que 21:’?.[

e denso en B- fo}
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_.a Y Pr KB/" = Kﬂ/p N
<P ‘

. "Pero Pow () @s ,;:t'vai to

S 3 (¢ Do () 4 (% ) £ Dowm ).

Wé g

Sen gav L, 4) (009, m?;
t o 3,'((n,o4))=1 y i((.n,/s))=o
2(g) £ Kp,« (R) < (R e el
9 IF Ae Xpy . |

Tembién resulta que ﬁll—- o X, ,5 ' porcue, de 10 R

contraric,

A b &%y
teq " 8’/‘

L <’-f.t\< I e %, gl = SUP K'l,(; (m) l[w 7, !

w%ew

XB d(“)j Y4 quey llm-uﬂ o] SL wvtn
2 < Ka,,s(h) SU’P&(@/"(’%@)} 4;

© ) :‘z(t) .y\‘gm(hy & u’béz(t) 2(v) /'f/(n /5)) 17



Pero s r((, @)= 1 y €k)-e(v)# O enl

s.‘.?? 2s) & ele): ete) ¢ ece) o(w)

SIS
A= {0 s = s a0 = Tn, 4) =0y

C Si. r{we) =1 ent e(t\ ey=o0 .

és

As«_, ¢Cc) SU'P {ut) ¢(r)/v((n,,s)) {] o2

,.‘. C(‘t\' OY

", QJ ’clr-aexa
t$$ it

’.@u—.mxs(,* i
ili-v\cxga,,' A ﬁ&x,lﬂ
Iu-x“,;x.,, v

Ha q,uc 94 Y"J-- T4 K"‘d:‘s x%p

REDER N PR

1



o
A
N

l Xo,o = Xy, afl =0 & W
wa,ct ?‘ xwﬂ,(i
VLo ML6Y B X # %,

Para concluir, solamente nos falta ver que M’[q] E{f|= X
Para esto, usaremos el S1ltimo resultado de las propiededes de .
V® que enunciamos, considerando que bambién es“c’;ierto para

N , )

Sabemos que si B es un ﬁlg_ebra Booleah&b'ohﬁleta-qﬁ@

- satisface la condicibn de numeré.bilidaa,' enton‘ces -

a)sLMt:xecatm ent M%F-'o(eCAQTD 2

Bsi M b lxhl}i ent  MBe }x\ ~{3§

Para aplicer (w )y { b ) oomproharemos que ‘B 35“#& e

, faee la oondicién de numerabilidad. ERREE , .

: Ahora bién, 'B es la compleoidn ge P ' y o8 thoil ver
que si ‘B no aatisface la condiciﬂn de numerabilidad, "P : ‘

~tampoco la ofmple, (Por: dafiniciGn, ’P satisface ‘1a condicién

" de numerebilidad sii todo subconjunto de P de elementos in-

- .“compatiblea doa a dos es a 1o més numerable). :

~ Por 10 tanto, seré auficiente ver que 'P sa‘tis'facev la
_ condicibn de numersbilidad ' ‘

a o thae ¥ o *.r' S son incompatibles
L : v,sa [T T R

‘_por lo temto,‘ st r«s._ < 7 i—gs
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viAe = {o,4}; (Arlsw y Ar o WM xwi
St Ay — i%ﬁ}} fAsl cw y A, Q:W“*"‘“}’»:‘

ant -9 r{a) # SCG\J de lo c.on"ﬁra.r_'m)
) a‘orﬂ“g ‘ :

garusd? y t2 r‘S , A t< r‘sy

) Ya que r y s son inecnpntibln,
V deﬁnno:. Cn i\'tc /"Dom(v)hﬂ}

D. uta u.nora, Cw \{ c.. R 4 porr 1o tmto. pm
o ,'probar quo C e¢s mmorabh, nrd luﬁoionto yrobar qu

V ‘ an (41 .f;mto )

“ew . Ve :
) Suponmon que feal2x, & Por euouud, npmmo- :
K taam&nque Ad i'j.,/u.w}ﬁ Ca.
: Supmsamoa (lu' bam (‘0\ - {"N,au, -0"0l] 9" (01 ]B‘i" .
: mer {ndice indica 1a maopandmoiu de AL ) '
.‘.. V —3 | ‘ ,6(“‘ #a.‘a‘ .

' uw-m um-.(;.} Mmud - |
Si.endo A num'able y hn(!-) ﬁnito, torzomcnto
existe un auboonjunto de Ao mnerabla, A. fjh lcgw}
tal qua, s:ln pdrdida de moralidad,

3 (‘u) =° f V 3“. (aﬁ)“ f

Repitiondo el armento. uuponaamos que ‘ ‘
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Bom (3,0) = {8, &us, «- -5 G
B Ju@# g,

Lew- o} ub.-.(:.o) f\’bm STRE

""y’,"por “la' mim razén, existe A, S A, numerable,
Ag‘-.{'h{ ll.ew} s+ tal que, sin pérdida de generalidad,

’00 (dn) -0 Y lv 7-!.:. (“'l\) = 4

adenis; Qe , a & Dow (}.o) y Qe f Loy
- B8 m«nto que este proceso produce en cada paso w
' o].umto distinto y todos los elenentos producidos perteneoen -
&l dclinio de algﬁ elemento de Cu » Por lo tanto, repitien=
do ente proono ufs de W veces, obtenemon uwn elemento y
~ id.o Ca tal que _'b"-(,\>n7 '

:. . lCu‘< z, v Coes numtvaklt

Por lo tanto ) cu-ple 1a comuci&n de nwnerabilidad.
: Volvundo ala demo-traciﬁn, teneuos que.

F= {x,, [« <wi} Y M[Q]i'—'diﬁ > X 7 Xp

'.npueuum-, M& «fﬁ - *-u“'m

. MEIEl= l'le

-j;rio .ta-;;to, por ol ineteo ( b ) y M' E h=l \nl
R lllﬁflﬂ‘éhgd,’l = 1'_6, W,

»
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por lo tanto, por el teorema de forcing,
MCQT & (| iy (B) = liy (Ra)1)
y camo W 5 M =genérico; twoA = iy
L MCe) R IR =
de la misma manera, M & {%el = %y
CoMe ks R, L s Rl ew
.*. por el teorema de foreing, MIq] pliw ()= ;;,L“ta
UMM R R o
por lo tanto -
| MCel £ {6l = %e

Con esto concluimos la demostracifns
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