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Este trabajo tiene entre sus propósitos estudiar las 

ecuaciones integrales y algunas aplicaciones de éstas a la 

t e o r í a d e 1 p o t e n e i a 1 • L d s E· e u a e i o r1 e s i n t e g r a "I e s d e r re d - -

holm de segunda c~specie son las que se vinculan con la teo 

r i a d e 1 p o t e~ n e i a 1 , a d t~ m á s q u e 1 a s e e u a c-i o n e s d e V o 1 t e r r a de 

segunda especie se pueden considerar comb un caso particu-

lar de las ecuaciones de Fredholm. 

Otro propósito era que fuera una exposición didáctica 

del terna, en ese sentido desarrollé todos aquellos ejemplos 

y p rob l e m a s q u e me p a re c i e ro n ·¡ n te ~-e s a n te s q u e va n d a n do un a 

idea más clara de los distintos aspectos que se van dcsarr~ 

llando. En este m·ismo propósito hice demostraciones disti.r:!. 

tas de los lib1,os consultados; propongo le111as para lograre_~ 

tas, que aunque son claros no los vi en ninuun libro. 

Un último propósito era dar un contexto histórico del 

desarrollo de esta teoria. 

En cuanto al cumplimiento de estos objetivos considero 
' 

que quiza no fueron cumplidos en su totalidad, pero si.en un 

grado satisfactorio. 

Resolver lo que ahora conocemos como ecuaciones integr~ 

les de Fredl1olrn de segunda especie fué lo que impulsó el po-

der pasur a espacios más qencrales que los eucli(Jc.anos. La 

primera general·i1ación que S(~ da, son los r!spacios de~ Hilbert. 

El drsarrollo de las c)cuacion(;s inlr.grales cobra importancia 
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porque da un m~todo para resolver el problema de Dirichlet. 

Sin embargo, es frecuente encontrar la exposici6n de estos 

temas en el sentido contrario de como fueron sucediendo. 

Esto tiene una e;<pl icación natural ya que al irse desa 

rrollando )Ja teoría de estos problemas se van enfrentado a 

problemas qup se~ van resol viendo posteriormente; y se van si;n 

plificando los conceptos. Esto es, la teoría que permite 

resolver los problemas se desarrolla después que ~stos son 

planteados y resueltos parcialmente. 

Lo que se hace en este trabajo es dar una introducción 

histórica del surgimiento de las ecuaciones integrales de -

Fredholm de segunda especie y que pretendía, Fredholm con 

su teoría (cap. O), resolver. Así como el surgimiento pos

terior del concepto abstracto de espacio de Hilbert. 

En el capitulo I se presenta esta teoría de espacios -

de H i l be r t , ta 1 e o m o l o e o n o e e m o s a e t u a l me n te , h a e i e n d o h ·i .!:!_ 

capié en varios ejemplos tanto de espacios de Hilbert, como 

de bases ortogonales para ellos. 

En el capítulo II, se estudia el concepto de operador 

completamente continuo (generalización de transformación li 

neal de R 11 en m.m) nuevamente presentamos varios ejemplos de 

éstos y para operadores simétricos y complettirnente contin:.ios 

se estudia el teorema espectral (de Hilbert). 

Finalmente, en el capitulo III se aplica lo anterior al 
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estudio de las ecuacione$ integrales de Fredholm de segunda 

especie, tal y como se conoce en la actualidad (no como lo 

hizo Fredho1rn). 

Considero que presentar 1 as cosas en su forma "acabada" 

tiene una ventaja y una deficiencia. La ventaja consiste, 

• que una manera simplificada y estructurada permite una asi 

m·ilación sencilla, que si nos enfrentarnos a todos los proble 

mas por los que pasaron aquellos que desarrollaron tal teoría. 

Pero tiene la deficiencia, que presentadas las cosas de esa 

manera se puede caer (y es frecuente verlo) en una o varias 

de estas situaciones: 

1} no entender hacia donde se va. 

2} cuál es el origien de tal teoría. 

3) pensar que el <l~sarrollo presentado coincide con el 

desarrollo histbrico. 

Por eso en los capítulos I, II, III se presentan los -

temas en su forma "acabada", la introducción histórica (ca

p,tulo O) permite ubicarlo adecuadamente. 

Por 1 o dicho anteriormente se eligió el orden presen-

ta do. 

Fin a 1 mente, qui e ro en fati zar que e 1 e a pi tul o O nos pu~-

de dar una idea de las posibilidades de profundización sobre 

este terna. 

/ 
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CAPITULO Ü 

• 

UBICACION HISTORICA 
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L~s funciones armónicas surgen de problemas de la fí-

si ca: 

En 1748 D. 8ernoulli introdujo en la teoría de gravit! 

ción de Newton la función 

• 
n rn.]J 

1 íl(M) =. ¿ (-) 
i= 1 r. 

J. 

para un punto M de masa µ atraído por un nOmero finito de 

partículas de masa m., donde r. es la distancia de Maca 
l l 

da una de las partículas. En 1773 Lagrange observó que es 

ta función daba inmediatamente los componentes de la fuerza 

de atracción ejercida sobren tomando las detivadas de '.i 

con respecto a 1 as coa rdena das X. ' u, z de M. 

+ a íl " (l\l "' an " 
F = dx i + ; + az k au ..) 

Cuando el nGmero finito de partículas es reemplazado 

por un sóido v con funci6n de densidad p y el punto M est§ 

est§ fuera de v, la función íl queda 

n ( ) 1 1 1 o e e ri , r, > a~ an as 
a X, y / Z = ]J V 

r(x, y, z; ~, n , t; }. 
(l) 

(lo que se puede mostrar rigurosamente usando sumas de Rie 

mann para aproximar la integral (1)) 

En 1782 y 1785, Laplace mostró que fuera de V la fun-

ción íl satisface la ecuación 

·1 
( 2) 

)x 
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O sea que n resulta ser una función armónica fuera de v. 

Y en 1813 Poisson completó este resultado mostrando que 

si pes una función continua en v la inte9ral (1) tiene sen 

tido dentro de v y n satisface la ecuación de Poisson 

• 6íl + 411 o = o 

Despuªs del descubrimiento de las leyes de Coulomb la 

ecuación de Laplace adquiere una importancia central en elec 

trostática. También se encuentra que gobierna los fenómenos 

"estacionarios" en hidrodiná mica y la teoría d e calor. Fi-

nalmente las llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann para fun 

ciones reales P, Q de x, y tal que P + iQ es una función ana 

lftica de x + i y eran conocidas ya desde mediados ¿e siglo 

XVIII y se vió que P y Q resultaban ser soluciones de la -

ecuación de Laplace en dos variables. A principios del si-

glo XIX Gauss conocía esta conección y el hecho que la ecua 

ción (1) en dos variables queda asi: 

íl ( x , y) = f J p ( ~ , n ) 1 og 
D 

1 

r<x,y;Ln> 

donde O es un dominio acotado en el plano y 

r (x, y; ~, n) = Y. 2 2 
Cx-~) + ly - n> 

at;an 

(Es facil comprobar que S-Hx,y) es armónica fuera de O: 

(3) 
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log 
1 es armónica si (x,y) 1 (~,n) 

,¡( - "') 2 ( . 2 · X s + Y -DJ 

y se puede derivar bajo el signo de la integral.) 

De la conecci6n con funciones analíticas Gauss obtiene 

propiedadei para funciones armónicas tales como el princi

pio del máximo y del rnínir.10. 

Por otra parte George Green, estudiando problemas de -

electroestática escribió el primer artículo que plantea una 

ecuación diferencial parcial con condiciones generales a la 

frontera,y ésta surge al estudiar el problema del potencial 

generado por un alambre cargado en el plano (el misma pro-

b 1 e m a e s c e r. s ·: e: E' r ¿. d o p o r T h o m p s o n ( L o r d l<.e l v i n ) , O i r i e h 1 e t 

y Ga~ss); e1 problema en t~rminos matemáticos queda expres~ 

do ast: Sea v una región acotada de R 2 , y= av y f:av + R 

continua. Encontrar una función armónica u en v, continua 

en V y tal que ul 0v = f 

La intuición sobre las propiedades ffsicas del proble

ma llevó a Green a la (falsa) conclusión de dicho problema 

4iemp~e tenia solución, y muchos matemáticos del siglo XIX 

y principios del siglo XX dedicaron sus esfuerzos a tratar 

de resolverlo, encontrándose siernpre con dificultades en sus 

resultados, y obteniendo soluciones s6lo para casos parti-

culares (casi siempre imponian restricciones geom6tricas so 

bre av). Los matemáticos de la época pensaban que estas -
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restricciones se debian a imperfecciones en el m~todo de so 

lución dado, y es sólo cuando Lebesgue en 1913 da un dominio 

para el cual no hay solución, que cambia el enfoque del pro-

blema. 

Nosotros aqut sólo mencionaremos el m§todo de ecuacio-

n es i n t e g r éPl e s i n i e i a d a e o n 1 a s e e u a e í o n e s 11 C r i p t o - i n t e g r a -

les 11 por Beer en 1860. Se da cuenta que si 1: es una super-

ficie suave cerrada y g es una función continua en L, la so 

lución al problema de Dirichlet ( en n 3
) debe satisfacer la 

ecuación. 

u ( M) = J J 'Z p < P) ªa n ( M~ ) a a 

y 

2~p(M) + J fr. p(P) ~ncJF)acr = g(M) 

E n R 2 
, g : av -+ R 

y 

M en t. 

2~p{M) + f p(P) ~-(log l-)do = g(M) 
y an · MP 

(4) 

( 5) 

( 4 1 ) 

( 5 1 ) 

El problema de Dirichlet queda entonces en términos de 

resolver una ecuación integral y se trata de poder determi

nar p que satisface (5) (ó (5') en JR 2 ). 

Tanto Beer como Neumar1n tratan de resolver la ecuación 

(5) por el m§todo de aproximaciones sucesivas pero sin po-

der mostrar la convergencia de la serie asociada. 
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E n 1 o s a ñ o s p o s t e ¡~ i o re s s e a b a n do n ó e s t e m é t o d o p o r 

considerar que presentaba "dificultades insuperables" se.-/:n 

lo afirma Du 3ois-R.eymond en 1888 y el mismo Poincaré com--

partía esa opinión. Es por tanto que viene a sorprender -

completamente una peque~a nota publicada en 1900, en donde 

F red h o l m 1!1 L1e s t r a que l a t 2 o r i a de 1 as ecua c ·¡ o ne s ·í n te g ,. a 1 es 

(o ecuaciones cripta-integrales) consideradas antes de é1 

eran de hecho sencillas (mucho más sencillo que cualquier co 

sa conocida en su tiempo sobre ecuaciones diferencialEs par 

ciales). 

Ivar Fredholm fu~ estudiante de Mittag-Leffler Estocol 

mo de 1888 a 1390. Después de su visita a Paris, donde ha-

bia estado en contacto con todos los analistas franc.eses y 

familiarizado con lor recientes artículos de Poincar§, com~ 

nicó en agosto de 1899 sus primeros resultados sobre ecua--

ciones integrales a su maestro y fueron publicados en 1900 

y completados dos aílos después en un articulo en una acta 

matemática. 

Fredholm en su articulo "sobre un nuevo método para la 

solución del problema de Dirichlet", hace a un lado todas las 

particularidades de la ecuación de Beer-Neurnann (5) empeza!2_ 

do con unc1 ecuación integral de segunda especie, en una for 

ma general. 

'P ( x) = f ( x) + Af b K { x, s) 1P ( s) dS 
a 

( 6) 
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donde K(X,s) es por hipótesis acotada y continua por pedazos 

en [ a,b] x [ a,b], <P continua en [ a,b] y A. un parámetro com-

p 1 ej o. 

Inspirado en los trabajos de Volterra sobre el paso al 

limite y en Von Koch sobre determinantes infinitos, da las 
11 

condiciones necesarias y suficientes sobre~ para la exis-

tencia de una solución de (6) bas~ndose en los resultados 

an§logos para sistemas de ecuaciones lineales (ver caso de-

generado capitulo III) y llega a la formulaci6n completa de 

la "Alternativa de Fredholm 11 (ver capítulo III). 

De su teor1a general, Fredholm muestra que la ecuación 

de Beer-Neumann tiene solución con ciertas restricciones so 

bre la frontera del dominio. 

Estos trabajos de Fredholm pueden considerarse como la 

fuente de la cual derivan todos los dem~s desarrollos sobre 

teoría espectral. 

Hilbert impulsado por los trabajos de Fredholm escribe 

seis artículos sobre ecuaciones integrales. 

Restringi~ndose al caso en que el nGcleo K(x,s) es si-

métrico, es decir una función t'eal continua tal que K(x,s)=K(s,x) 

obtiene resultados más precisos que Fredholm, como: 

1) Las ralees del determinante de Fredholm son reales 

2) Considerando la multiplicidad se obtiene la suce

sión ~ (valores caracteristicos) y las respecti-
n 

vas funciones c<1racte1'1sticas ..p • tul que n· 
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¡b ~ (x)~ (x)d = o para m ~ n 
a m n 

(Ortogonalidad de las funciones características) 

3) Normalizar las funciones es ,decir. 

4) D~fine los 11 coeficientes de Fourier" para cada fun 

ción f en f a,b] 

b 
<f,~ > =J f(x)~ (x)dx 

n a n 

Después, los trabajos de Fréchet sobre espacios métri

cos invitan a todo mundo a aplicar estas teorías sobre los 

trabajos de Hilbert y transferir la geometría eu~lideana a 

dimensiones infinitas. Así Schmidt define el espacio 1
2 

-

con la noción de producto escalar y de norma; define orto-

gonalidad, conjuntos cerrados y subespacios vectoriales. 

Fischer y F. Riesz, contando ya con la teor1a de inte 

gración de Lebesgue, definen el espacio L
2 

[ IJ, donde I es 

un intervalo compacto I e R, consistente de las funciones 

cuadrado integrables. Dos funciones son idénticas si difie 

ren en un conjunto de medida cero. 

Su resultado fundamental es asociar a cada funci6n 

f E: L
2
[I] la sucesión {xP} de sus coeficientes de Fourier, 

lo que permite mostrar que L
2

( I] es isomorfo o 1
2 

de lo que 

se deduce en particular que L.)[ IJ es completo y separable . .. 
Una consecuencia de todo lo anterior es qul~ los rcsultJdos 
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de Fredholrn pueden ser aplicadas sin ningún cambio a ecua-

cienes integrales cuyo núcleo K(x,s) esté en L 2 (I x I) qui

tando la hip6tesis de continuidad sobre K(x,s) que tenia -

Fredholm, ya que esto equivale a un sistema de ecuaciones 

corres p o n d i en tes a u na forma b i 1 i n ij a 1 11 c o m p 1 et amente con t 1 -
• nua" en e1 sentido de Hilbert y ésla permitL:: resolver la -

ecuación de Beer para casos mas generales. 

Von Neumann fué el primero en concebir un espacio "abs 

tracto" de Hilbert definido axiomáticamente como un espacio 

vectorial complejo con un producto escalar de Hermite, se--

parable y completo con la correspondiente norma. 

, 
! 
" 



CAPITULO 1 

• 

ESPACIOS DE HILBERT, 
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l. DEFINICION 

Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial H real 

con una funci6n ~de H x H en R la cual mapea cada pareja 

de puntos (vectores) de H en un número real, 11arnado el p:Q, 

dueto escalar . 
• Donde ;p (X, Y)= <x,Y> X,Y s H es tal que: 

a ) <x,Y> = <Y,X> 

b) <X,Y + z> = <x,'i> + <x,z> 

e} <.\X,Y> :::: <.x, f> para cualquier real A. 

d) <x,x> ~ o V X E: H 

e) <x,x> :::: o ~ X = o 

2. EJEMPLOS 

1.- Sea el espacio 1
2

, definido de la siguiente manera: 

Una sucesión de reales X= (X
1

, x
2

, ••• , x
0

, ••• ) es un 

elemento de 1
2 

ssi 1 a suma de sus cuadrados converge. 

00 

t x2 < oo 
n= 1 n 

a) si definimos las operaciones lineales. 

ax = ( ax 
1 

, c.1.X 
2 

, ••• , ax n. , ••• ) 
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Este espacio es un espacio vectorial real. Con esta 

definición X + Y, a X s 1
2 

Como X+ Y= n~ 1 (xn+ yn), veamos que X+ y e: i
2

: 

O ~ lx " 1 < 1 (x2 + y2) 
n.J n · 2 n n 

00 00 

2; 
n=1 

y tenemos 

00 2 00 00 2 
= ~ 1 x + 2 k X y + I

1
y < n= n n=1 n n n= n 

00 

:. X + Y e: 1
2 

00 00 00 

ax =n~1ªXn y n~1(axn)2 = a2 I X2 < oo 
n= 1 n 

00 

b) Definimos <X,Y> = I 1x y 
n= n n 

por {2) es claro que <x,Y> está bien definido 

Veamos que <x,Y> asi definido es un producto escalar 

Ahora 

00 

<x,Y.> = 

00 

00 

..... 
'"" n=1 

<x, Y"> t: JR 

y X 
n ri 

<;.) 

== <Y, X> 

00 00 

( 2 ) 

<x, v. + z> = ~ x ( Y + z > = ~ < x Y + x z > = L x Y + ~ x z n=1 n n n n,,,1 n n n n n=1 n n n=1 n n 

= <x, Y.> + <x , z > 
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porque todas estas series son convergentes por (1). 

Finalmente 
00 

<x,x> - ~ x2 :> o 
-n~1 n 

00 

<x,x> = I: :x 2 = O ~ 
n= 1 n , 

X 
n 

= o V n ~ x = o 

2. El espacio L)a,b] = {1P:[a,b] -+ JR\ i,p es lebesgue medi-
b 2 

ble y f [ip(x) 1 dx <00 } 
a 

donde cada~ es la clase de funciones iguales a ~ escepto 

en un conjunto de medida cero. 

Si •p, 1/1 t: L
2
[a,b] se define 

(ip + ¡/;) (x) = ip(x) + l/J(x) 

Como 

ip(x) • l/l(x) ..;; ~ [lt? 2 (x) + 1/J
2

(x)] 

b b 
fa ip ( x) • 1/1 ( x) dX ~ ~ fa [ ip 

2 
( x) + 1/J

2 
( x) ] dX < oo 

tenemos 

f ~[ (ip + l/J) (X) ) 
2dX 

+ Jb 1/1
2

(X)dX 
a 

= 2(fb ip
2(X}dX + fb l/J 2 (X)dX) < 00 

a a 

porque cadJ una est5 en L);:i,bJ. 
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CJ.I{) E L 
2 

[ a , b] , e s i n me d i a t o , V a E R 

De lo anterior L
2

[ u.,b] es un espacio vectorial. 

El producto escalar sobre L
2
[a,bl se define como 

' b 
<..p , l/J> = f .P ( X) i./J ( X) d X 

a 

efectivamente es un producto escalar 

<..p,1/J> = <i/J,¡p> 
b 

<..¡;,¡/;+y>= f ¡p(x)[ l/J(x) + y(x)]dx =<..¡;,~>+<..¡;,y> 
a 

<(1.'{J 1 1/J> = a<I{) 1 1/1> 
b 

<..p,..p> = J ..p(x).p(x.)dx = 
a 
b 

<i.p,..p> = f ..p 2 (x)dx = O 
a 

b 2 
J lfJ (x)dx ;;i: O 

a 

'{J(x) = O 

Vi.p E L.,[ a,bJ 
¿. 

3. R, JR.n son espacios pre-Hilbert con las operacio-

nes usuales. 

3. DEFINICION 

Dos espacios pre-Hilbert H'. H" se llaman isomorfos si 

existe una biyección b tal que: 

i) b(x' +y')= b(x') + b(y') V x', y' EH' 

i Í ) b ( CtX 1 
) = ab ( X 1 

) 

i i i ) < b ( X ' ) / b ( y 1 
) > H 11 = <x 1 

, y 1 > H 1 
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4. DEFINICION 

Si H es un espacio pre-Hilbert, definimos la norma de 

X E H como 

+ 
11 xll = v <x,x> y Cos(x, y) = <x,y> 

lf xll 11 yll 
• 

5. PROPOSICION 

a} -1 ~ Cos { x, y) ~ 1 

b} Desigualdad de Cauchy l<x,y>I ~ llxll llyll 

c} l<x,y>I = llx!I 1lyll ~ x,y son col ineales 

DEMOSTRACION 

a} <Ax - y, AX - y>~ O 

2 A <x,x> - 2A<x,y> + <y,y> ~ O 

si lo vemos como función cuadr§tica de A 

2 f (A) = <x,x>A - 2<x,y>A + <y,y> ~ O 

f(A) no puede tener dos raíces distintas porque habría una 

parte negativa lo que contradice que f(A) ~o. Entonces a 

lo mfis puede tener una sola raíz, lo que implica que el dis 

criminante es menor o igual a cero es decir: 

2 <x,y> - <x,y> <y,y> ~ O 

de donde 

v'<x,y>2 ~ v<x, x> '\<y' y> , ( 3 } 
I 

=> L <x,~y_>J_ <? 1 . iCos(x,y) 1 ~ 1 .... ~~ .. 
11 x;1 11 yll 
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b) es consecuencia de la desigualdad (3) 

e)=>) si l<x,y>l = llxll llyll => <x,y> 2 
- <x,x> <y,y> =o 

entonces 3 ;" E: R+ /,
2<x,x> - 2A.<x,x> + <y,.y> = O 

=> <~x - y, ~x, - y> = O 

por el axi°'11a (e) de producto escalar 

AX - y = o => y = AX 

•) si x, y son colineales =>y= \x 

1 <x, y> 1 = 1 <x: l. x> ! = \11 xil 2 =11 xll 11 :\xll = 11 xll 11 yll 

:. 1 <x, y> J = 11 xll 11 yll 1 

6, EJEMPLOS 

1 l La desigualdad de Cauchy en Rn es 

n 

l ~ .... 
i=1 

X. y. 1 <; 
l. 1 

21 En L
2

[ a,b] queda como 

b / b 2 j b 
IJ 1P(x)v(x)dxj ""vf v; (x)dx f iµ 2 (x)dx 

a a a 

7. OEFINICION 

Decimos que un espacio vectorial E es normado (e.v.n.) 

si existe una función -;:E-~ E. tal que: 

(1) .p(ctx) = ! .(!.;(x) '1 et E R 

(2) ip(x +y) ~ .p(x) +.;(y) 

( 3 ) V Í. :< ) ;:¡, o V X ·. E 
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(4) c{J(X) = 0 ~ X = Q 

8. OBSERVACIONES 

l. Si (E,i.p) es un espacio vectorial es claro que re--

sulta espacio m§trico, con la métrica definida como d(x,y)= 

cp ( x-y) y l ª' no r rn a e s fu n e i ó n c o n t i n u a , i.p : E -~ R , re :::i pe et o a 

esta métrica. 

2. Si Hes pre-Hilbert, la norma i.p(x) = llxll = v<x,x> 

satisface claramente las propiedades 1,3,4 y la 2 es conse

cuencia de la desigualdad de Cauchy (5.b) 

2 2 (y:>(x +y)} = llx + yll = <x + y,x +y> 

= <x,x> + 2<x,y> + <y,y> 

~ 11 xll 2 
+ 211 xll il yli + 11 yll 2 

= [cp(x) + 1P(y))2 

e.d. cp(x + y) < i.p(x) + i.p(y) 

11 

:! 
= ( 11 xll + 11 yll ) 2 

En resumen: todo espacio pre-Hilbert H es un espacio 

vectorial normado y cuando se hable de convergencia, conti-

nuidad, etc. en H nos estaremos refiriendo a la convergen-

cia, continuidad, etc. en el espacio normado (por tanto en 

el métrico) asociado. 

3. Como los espacios pre-Hilbert son un caso particu-

lar de espacios vectoriales normados, es natural que la nor 

ma en un espacio p~e~ilbert tenga propiedades especiales 

(no con1prU'Ld1s en g0nc~'al por los esp,1cios non1::l'Jo5), Uru 
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de ellas es la ley del paralelogramo (la suma de los cuadra 

dos de las ·diagonales de un paralelogramo es igual al doble 

de la suma de los cuadrados de sus lados, que en E 2 es con-

secuencia del teorema de Pitágoras y de la ley de los cose-

nos). 

" 9. PROPOSICION 

a) Si H es un espacio pre-Hilbert; x,y EH entonces 

11 X + yll 2 + 11 X - yll 2 
::: 2:: XII 

2 +211 yll 2 
{ 4) 

(Ley del paralelogramo) 

b ) S i E e s u n e s p a e i o v e e to r i a l no r m a d o y 1 a n o r m a de 

E satisface la condición (4) entonces podemos definir un pro 

dueto escalar en E con la fórmula 

., 
<X, Y> = ~ ( 11 X + Yll 

2 
- 11 X - Yll 2

) y <x: , x> = 11 X 11 "' 

de modo que E resulta un espacio pre-Hilbert y su produc

to escalar proviene de una norma. 

DEMOSTRACION 

a) 11 X + yll 2 + 11 X - yll 2 = <x + y, X + y> + <x -y, X - y> 

= 2 <X, X> + 2 <Y , Y> = 211 X 11 
2 + 211 Y 11 2 

b ) Es e 1 ar o que <x, y> as i de f i ni do satis fa e e <X, x> =11 xi1 
2 

y entonces <x,x> ~ o V x, <x,x> = o • x = o por propiedades 

de la norma. Ademas es inmediato que <x,y> = <y!x> 

Veamos la ley distribuitiva <x,y + z> = <x,y> + <x,z> 

Para ello aplicamos la ley del paralelogramo a los vectores 
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i) x+y,z 2 2 2 2 
21i x + yll + 211 zll = 11 x + y + zll + 11 x + y - zll 

ii} X - y,z 2 2 2 2 
211 X - yll + 211 zll = 11 X - y + zll + 11 X - y - zU . 

iii) X+ z,y 2 2 2 2 2il X + z!I + 2!: :¡11 = 11 X + Z + yll + 11 X + Z - yll 

iv) x - z,y 211 X - zll 2 + 211 yll 2 = 11 X - Z + yll 
2 + ll X - Z - yil 

2 

restóndo (i1) de {i) 

211 X + yll 
2 

- 211 Y. - yll 2 = !IX + y + zll 2
- 11 X - y - zll 2 + 

+ 11 x + y - zll 2
- 11 x - y + zll 

2 

restando (iv) de (iii) 

2llx + zll 2- 211x - zll 2 = llx +y+ zll 2-llx-z-yll 2- llx-z+yll 2 + 

+ 11 X + Z - yll z 

al sumar estas dos ig~aldades obtenemos 

2 2 2 2 2 2 211 x + yll - 211 x - yll +211 x+zll - 211 x-zil = 211 x+y+zll -211 x-y-zll 

es decir 8<x,y> + S<x,z> = B<x,y+z> 

Por ultimo veamos que <;\x,y> = ;\<x,y> V ~ e R 

Caso 1 ;\ = -1 

es inmediato que - <x, y> = <-x, y> 

Caso 2 si A= ni:.: N 

<nx,y> = n<x,y> aplicando la ley distribuitiva 

Caso 3 si ;\ = E. P q .- ,,,, q I I c. A q cf o 

<P y> p < X > x, ::: 
q' y 

q 

pero / X y> 1,,, y> porque cr-:- X y> <x,y> ' q' = -"' .... j{, q' --q 
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Caso 4 A = r s R 

Hemos demostrado hasta ahora que <sx,y> = s <x, y> 

S 1' S n d . 1 ( 11 ~ - 11 2 11 2 S 2 2 E:"' es ec1r 4 . ,,,x +y - sx - yll )=:r(llx+yll - llx-yll ) 

si {s } es una sucesión de racionales que converge ar. Apli
n 

quemas a cada ~ la propiedad anterior. 
n 

por ser la norma una función continua, al pasar al limite obte-

nemas 

~ (11 rx + yll· 
2 

- !I rx - yll 
2

) = : (11 x + yll 2-11 x - yll 2 
1 

La ley del paralelogramo es condición necesaria para tener 

producto escalar, veamos el siguiente Ejemplo. 

2 - 2 11 Norma del tarista" en R x = (x
1
,x

2
) s R definimos 

Es claro que no cumple con la ley del paralelogramo. Por 

lo tanto en este espacio vectorial normado la norma no provie-

ne de un producto escalar. 

El producto esclar ip: H x H.¡.. Res una función continua. 

11. DEFINICION 

Un espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo. 

12. TEOREMA 

[ 1 l: ·; ¡l -¡ r: i u 1 ·:: s e e:¡] p l '~ ', tJ • .. 
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DEMOSTRACION 

Sea {X } una sucesión de Cauchy en l 2 m 

m rn m 
dados X = {X 1 ' X 2' ... ' X n' ... } 

rn 

p p p 

xp = {X 1 ' X 2 , ••• ' X n' ... } 

• 
como es sucesión de Cauchy 

1 i m 11x - X 11 = o ="> \ m, p->-:>:-, m p \ 

1 i m m 1 p-réX) 

m 
11 (X 

1 

p m p m p 
X 

1 
, X 2 -X 

2
, •• ,X n - X n, ••• ) 11 = O 

m 
como jx. 

.l 

p X.\ 
l. 

< llX - x 11 
m P 

m p 
=> lim ¡x. - x. I= o Vis :N => 

ffi t P -KO .l 1. 

{ x ~} e R es s u ce s i ó n d e e a u eh y ~ 3 y . E.: R ~ = lim x ~ Vi s N 
1 1 yi l. 

Veamos que, si Y= (y
1

, y
2

, ... , yn, ... ) 

Sea E.: >o, como {X } es Cauchy => 
m 

llX 
m 

00 m p 2 
- X 11 

2 
=.}.; 1 X. - X. 1 < e: si m, p > Po p 1= 1 1 1 

para cada N fija 
N m p 

2 .~,lx. - x.¡ <e: 
l.= l. l. 

tomando limite sobre P, como es una suma finita y el limite 

de cada uno existe: 

N m p 
2 

N m 
2 

lim . ~ 
1 
i X . - X . 1 = . L 

1 
j X . - V . j < E: 'o' N t: N => 

l.= .l l. i= 1 ·1 

oo m 
. l: 1 X. 
t :-: 1 ¡ .l 

1 2 
yi: "' llxm ;-;,I 2 < s 1' n1 > P - l 1 s o 
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falta mostrar para terminar la demostración del teorema que 

Como 3 K t para cada m 
00 

11 X 11 2 = 2: ( Xm) 
2 ~ k 

m n= 1 n 

• 
porque { 11 X 11 } ta rn b i é n es un a s u ce e i ó n de Ca u ch y en 1 os re a m 

les y por tanto esta acotada, entonces la suma parcial 

N 
2 

N m 
2: y = ~ (lim X )

2 = 
n=1 n n=l n 

m-+oo 

N m 2 

lim n~ 1 (X 11 ) 
m-+oo 

oo m 

~ lim 2: (X ) ~ 
n= 1 n 

m-+oo 

lim 11 X 11 < K 
rn+oo 

m 

de aquí que, para cada N E N 

N oo 
~ 2 ~ K => ..., 2 ,,, d ,;., y -... .., y ... K e .. 

n=1 n n=1 n 
1 

• 
13. PROPOSICION 

Sea d
1

, a
2

, ••• una sucesión fija de reales tal que 
00 

DEMOSTRACION 

Primero veamos que D = {'djd= d, donde Id I> e> O} n n 

es finito. Lo haremos por reducción al absurdo. Supongamos 

que D es infinito. Sean, 1 a subsucesión { dn } 
k 

1-

'ª 1 

> V K { ~ } t ~ 
1 si ¡;n o si n -1-e y = - n = nk, = nk 

nk n ºk k 

Es claro que u: } € 12' sin embargo 
n 
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00 00 00 00 

E~ jd 1 = ~ ~ Id 1 = Z l¡a I~ E e = oo 
n=1 n n k=1 n n k=1 k nk k=1 k 

k k 

lo que contradice la hipótesis. 

Para mostrar que {dn} E 1
2

, nuevamente por reducción 

00 

absurdo, supongamos n~ian 2 = 00 

5 

ma análoga a la anterior que los 
~ 2 > 1 son un nGmero finito. 

n 

Sea P el máximo natural tal 

formemos grupos de esta manera: 

nk+1-1 2 
1 ~ ¿ d n=n 

k 
n 

nk 
es el natural ~ 

< 

Se puede comprobar 

elementos d tales 
n 

que d2 > }. Como 
p 

2 donde n1 = p + 

d2 > 2 V k EN nk primer t 
n=nk -1 n 

Ahora sea 
d 

n 
si ~ < 

~ = k nk n nk+1 
n 

d si n < p 
n 

Entonces 
ºk+1- 1 j 

00 00 (i() 

de f or 

que 

00 

L d 
2 = 

n= 1 n 

1 

p 2 d ~ 2 ~ ~2 L ( !: n ) < +J.:· L< ::: i~1 di + i~1ª1 00 
n=1 k=1 n=n k2 k=1 2 n 

k k 

sin embargo 

00 
p 2 00 ºk+1- 1 d2 p 2 00 

k .;n d = . I 1 d. + }; ( ~ 2) ;¡. i~1di + ~ 1 ... = CQ 

n=1 n l.;::: l. k=1 n=n k k=1 k k 

oo, 
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00 

lo que contradice la hipótesis, de donde ~ d 2 < oo 
n= 1 n 

:. {d } €: 1 
n 2 

1 

14. DEFINICION DE ORTOGONALIDAD 

Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que dos vectores 

X,Y e H son•ortogonales si <x,Y> =o 

Observación: Si X:/ o, V -1 o de acuerdo con la definición 

general de los ~ngulos entre dos vectores, esto significa 

que X, Y forman un ángulo recto. 

Notación: Si X,Y son ortogonales se escribe x l Y. 

15. EJEMPLO 

En el espacio L
2

[ -~ ,"7], el sistema trigonométrico 1, 

ces X, sen X, cos 2X, sen 2X, ... son mutuamente ortogonales 

ya que 

y 

TI 

cos nxdx = f -rr 

1T 

sen nxdx = (rr sen pX cos qxdx = O 

Tí 

<~,~>L2[-TI,TI] = ~n ~(X)~(X)dX 

16. PROPIEDADES 

Sea H un espacio de Hi lbert 

1) si X l y 1, X 1 y 2 I o o • I X .L yk entonces 

X l (rt1Y1 + .•. + akY k) V a 1 , ••• ' ªk cR 

2) 
.. 

X 1 y V entonces XlY lim y S1 n¿ N, == n n n+oo 
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J) generalización del Teorema de Pit~goras. 

11 X + Yll 
2 

= 11 XII 
2+11 Yll 2 ~ X l Y 

DEMOSTRACION 

1) es inmediato 

• 
2) es claro por la continuidad del producto escalar 

<Y,X> = < lim Y x> = lim <Y ,x> = o 
n 1 n 

n+oo n+oo 

Observación: de (1) y (2) se establece X= {Y/Y l X} forma 

un subespacio cerrado de H, llamado el complemento ortogo

nal del vector x, se denota e 1
. 

X 

3) llX+Yll 2 = <x,x> + 2<X,Y> + <Y,Y> = llXll 2+11Yll 2 ~ <x,Y> = o 

17. DEFINICION 

Un a s u c es i ó n {X } , X 'f! o , d~e ve et o res en H , es p a e i o 
n n 

de Hilbert, se llama 11 sistema ortogonal 11 si x 1 X 'V n ~ m. 
n m 

Si además llX 11== 1 "t, se llama sistema ortonormal. 
n n 

Notación: En general hablaremos de un sistema de vec

tores como una sucesión de vectores en que cada conjunto fi 

nito que se forma de elementos de esta sucesión sean ªstos 

linealmente independientes. 

18. METODO DE ORTOGONALIZACION 

Oado un sis terna de vectores x
1 

,x
2

, ••• Xn' ••• encontra 

mos un sistema ortogonal. 

Escogiendo adecuadamente los coeficientes a .. 
l. J 

en 1 a fór 

mu 1 a. 
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n-1 
Y =X +.L a .X. n n 1=·1 ni l. 

( 5 ) 

Obtenemos un sistema, no nulo, mutuamente ortogonal de 

vectores Y., Y2 , ... , Y , ... 
1 n 

A partir de la idea que se presenta en la fórmula (5) 

encontraremos un método inductivo de construcción de este 

sistema. 

Para esto veamos primero que el vector Y es una com
n 

binación lineal de X , Y
1

, ••• , Y 
1

• 
n n-

y = x + a 
1
x 

1 
+ a 

1
x 

1 n n n nn- n-

como Y 1 = x 1 

siguiendo el procedimiento 
n -1 

Y==X t- ,,b Y 
n n - i~1 ni i 

( 7 ) 

Luego si hacemos el producto por Yk' K < n y usando la 

supuesta ortogonalidad de Yk k = 1, ... , n - 1 queda 

~ b tiene solución. 
nk 

= - ------
•'y y > '-... k, . k 
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Una vez obtenidos los coeficientes bnk K = 1, .•• ,n-1 

la ecuación (7) permite establecer el vector Y , que por 
n 

construcci6n es ortogonal a todos los anteriores. 

Finalmente, si sustituimos las expresiones para Y
1

, ••. 

Y de las primeras n - 1 ecuaciones de (6) en la n 1 esima 
n-1 

ecuación, 'establecemos una expresi6n como en (5) 
n-1 

Y = X + L a X 
n n i=1 ni i 

n-1 
si Y =O ~X =-Z a .X. 

n n i=1 ni i 

lo que contradice que los X. i = 1, ••• , n son linealmente 
1 

independientes. 

Este sistema ortogonal ~sí construido puede ser además 

normalizado, resultando el sistema de vectores. 
y 

que es ortonormal 

19. PROPOSICION 

e 
n 

n 
= -- nE N 

llY 11 
n 

Sea un sistema de vectores x
1

, .•• , X, .•. dado, enton n -

ces existe un sistema de vectores Y
1

, ... , Y
0

, ... que satis 

face: 

a) 

b) 

<x , Y > = o par a j < K 
j k 

n 
Y = Y et.X. 

n i~1 1 i 
para algunas o..E:E, ne::N 

1 

(y este sistema es ~nico salvo por multiplicación por un es 

calar.) 
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DEMOSTRACION 

La existencia es inmediata de acuerdo a la construc--

ción del sistema Y
1

, ... , Yn, ••. con el método de ortogona

lización (18:). Para demostrar la unicidad. 

( b) . 

Sea z 
1

, ••• , 

' 
z , ... n otro sistema que cumple con (a) y 

De acuerdo con (b) 

n 
z = .I:

1
y.X. 

n i= l i 

n 
11 z 11

2 = n <zn' zn> = <zn' i~1yiXi> 

como cumple con (a) 

11 z 11 
2 = <z , y X > 

n n n n 

si a ~ o despejamos X en la ecuación de Y 
n n n 

2 yn 
11 z 11 = <z --n n'a 

n 

haciendo lo mismo con 

(Y -
n 

Y\ 
2: et.X.)> 

i::: 1 1 l 

el otro factor 

= <z , 
n a 

n 

z 
n 

2 yn yn 
y2 

llY 11 2 
11 z 11 y y > n 

:::: <- - :::: 
n' Ct ·2 n n a n 

n n C'I.· n 

11 z 11 = IY 11 / ªni llY 11 n n 

por otro lado usando la misma técnica 

1 <Y , z > 1 = ! Y /a j 11 Y 11 
2 

== 11 Z 1111 Y 11 n n n n n n n 

Por la proposición (5.C) Y , z son colineales es de 
n n 

cir z = .\ y . 
n n n 

.Para completar la demostración 
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si a. = o n 

n 
<Y ,Y>=<.~ a.X. ,Y>= <a y ,Y > = <O,Y >=o n n 1=1 1 1 n n n n . n 

20. EJEMP~O 

'* y = o n 

• .. a. .¡. o 
n 

los polinomios, obtenidos ~e ortogonalizar las funcio 

nes l,x,x 2
, ••• sobre el espacio L

2
[ -1, l], son los pol ino

mios de Legendre. Donde el n'ésimo polinomio de Legendre 

tiene la forma 

P (X) = C [ (X 2-l) nl (n) 
n n 

(n) es la n'esima derivada y e = -1--
n 2n ' n. 

Utilizando la proposición (19) habr1a que: mostrar 

a ) <xP,p (X)>= O 
n 

si p < n 

1 

En el segundo de los ejemplos (2) se definió el produf_ 

to escalar para el espacio L
2
[a,bl, de donde: 

<X P , P ( X) > = f 1 X P P ( X ) d X 
n -1 n ( 8) 

Sea p < n • ~e puede comprobar la forma recursiva en 

p (X) 
n 

p (X) = 
n 

P~+ 1 (X) - XP;
1 

(X) 

n + 1 ( 9) 
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la cual es equivalente a esta otra 

Pn+ 1 (X) -X Pn(X) 
f P (X) = 

n 
n 

( 10) 

Estas nos permitiran encontrar la integral (8). Inte

grando por partes y usando (10) 

• f xPp (X) dX = -P - f xP- 1p (X) dX 
n n-P n+1 

Usando esta Gltima sucesivamente llegamos 

f xPp (X)6X = (-l)p P! 
n P f P + (X) d X p < n 

n P 
i ·~ 

1 
[ n - p+ 2 ( i - 1 ) ] 

usando nuevamente (2) y como P (1) = 1, P (-1) = (-l)m 
m m 

Y mE N; tenemos 

'ti m ~ <x P , P ( x) > = o 
n 

si p < n 

Finalmente, como las derivadas de polinomios son poli

nomios, (b) es inmediato. 

21 TEOREMA 

Dos espacios euclideanos de la misma dimensión son isa 

morfos. 

DEMOSTRACION. 

Sean E' y E" 
n n 

espacios euclideanos de dimensión n. Po 

demos encontrar por el método que acabamos de ver, un as b a 

ses ortonormales para cada uno. 

{ } * *} E' Sean e
1

, •.. ,en {e
1

, ... ,e
11 

estas bases para n y 

respectivamente. 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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n 
Dado Xt:E' ~X= .1: 1 X.e .• Podemos claramente, establ·• n 1= i l ..... 

cer la siguiente biyecci6n. X -+ X* = 
n * 
k X e de E ' en E" . 

i=1 i i n n 

Con los mismos coeficientes x
1

, ••• , 

las operaciones lineales. 

X donde se preservan 
n 

Final~ente, el producto escalar de vectores correspon-

dientes en E ' E " 
n ' n 

n n * 
X = L X e Y = k Y e X i=1 i i' i=1 i i' 

* 

n * 
= ~ X e i=1 i i' 

como las bases {e.} {e. } son ortonorrnales 
.1 1 

n n n 

n * 
Y = k Y e i=1 i i 

<X,Y> = <.1: X. e., . 1: Y.e.> :::: ,k X.Y. 
.1::: 1 l::: 1 l.:::: 1 l. l l .l .l l. 

* * n * n * <x ,Y>= <.1:
1 

X.e., 
1
.¡=' 1 Y.e.>= 

1= l. l. l l. 

con lo que se muestra que son isomorfos. 

22. DEFINICION 

Una base numerable en un espacio de Hilbert H es un -

sistema de vectores (e.}. 1N tal que todo elemento XsH se 
1 lE 

puede expresar en la forma 

X = 
co 
"\" . .... 

1
a. e. 

.l::: l l 
a . E :R • 

l. 

Observación: En los espacios de Hilbert de dimensión nume 

rable para poder determinar, si dado un sistema de vectores 

ortonormales, éste es una base para el espacio, se estable 

ce la siguiente: 
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23. OEFINICION 

Sea H un espacio de Hilbert de dimensi6n infinita. Se 

dice que un sistema de vectores ortonormales {e
1

, ••• ,en, .. .} 

es completo 

24. TEOREMA 

• 

s1 y solo si XEH y <e ,X>= o V nE E ~ X = IT. 
n 

Sea H un espacio de Hilbert y {e
1

, ••• ,e , ... }un siste 
n -

ma ortonormal completo. Entonces para cualquier vector fEH 

existe una descomposición: 
00 

f =.:I; e.e. 
J=1 J J 

y 
00 

llfll 2 =.¿ e~ 
J = 1 J 

( 1 1 ) 

( 12) 

{ 13) 

Observemos que el teorema garantiza que un sistema or

tono rma 1 e o m µ l et o es un a b a s e . 

DEMOSTRACION 

Primero comprobemos {13) suponiendo que la descomposi

ción (11) existe. 

Multiplicando escalarmente (11) por el vector ek y por 

ser continua el producto escalar 

<f , e k> == <' . L e e e > 
J'-"'1 j j' k 

.o 
== lim < . k e .e., ek> = 

J=1 J J 

Los coeficientes e son los coeficientes de Fourier del 
k 

vector f con respecto al sistema {ek} 
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Los tk tienen un significado geométrico, ya que 

ck = <f,ek> es la proyección def sobre la dirección del vec

tor ek. 

Dado u~ vector determinado f y un sistema ortonormal 
n . 

Sea g = k~ 1 <f,ek> ek. gcH el subespa
n 

cio generado por los vectores e
1

, ••• ,e
0

• 

Sea h ~ f = g + h 

~ h l H 
n 

En lenguaje geom§trico h es la perpendicular que baja 

desde el final del vector f sobre el subespacio H , y el vec 
n 

tor g es la proyección de f sobre este mismo subespacio. 

Por teorema de Pitágoras 

11 fll 2= 11 gil 
2 + 11 hll 2 = 

n 2 
:E <f ,ek> + 

k=l 
11 hl! 2 

Obtenemos la conocida como desigualdad de Bessel. 

11 2 2 l: <f,e.> ~ !lfll 
k= 1 i< 

V n 

lo que implica 
00 

k~1<f,ek>2 < !lfll2 

también conocida con el mismo nombre. 

Ahora formemos la sucesion {h } donde 
n 

( 14) 

( 15) 
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n 
hn = f - .~ <f,e.> e.,como vimos< h ,e.>= o 

J=1 J J n J 

si j ~ n. 

llh 
n 

Sea h P > n 
p 

hll 2 -ll(f 
n p 2 

. L <f, e .> e J.) - ( f - . ~ <f, e . > eJ.) ll 
p J=1 J J=1 J 

• p 
= 11 • r + 

1 
<f , e . > e . 11 

2 = 
J=n J J 

p 2 
. r <f, e . > ->- O 
J=n+1 J 

n + oo 

Ya que la serie es convergente por ( 15) => {h } 
n 

es 
.. suces1on de Cauchy y como H es completo, entonces 

lim h = ht:H 
n 

n-+oo 

como <h ,e.> = o V j <; n ~ lim <h ,e.> = o V je: N 
n J n+oo n J 

~ <lim h , e.>= <h,e.> =O 
n-+oo n J J 

V je: E 

como {e } es completo, 
n 

entonces h = o, es decir 

n 
o = lim h = f - lim .z <f,e.> e. => 

n J=1 J J n+oo n-+oo 

n 00 

f = lim . r, <f,e.> e. = r <f,e.> e. 
n+oo J:::: J J j=1 J J 

con l o que se comprueba ( 11 ) . Ahora 

11 fil 2 
n n 

= <f' f> = lim <.í: <f,e.> ej'j~1 <f,e.> e.> 
n+oo J = 1 J J J 

n 
= lim j~ 1 <f,ej>

2 = 
n-.,_oo 

00 

~ <'f >2 . "" , , e . 
J = 1 J 

una 
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Con lo que se prueba (12) 

Nota 1: la fórmula (12) se le conoce como fórmula de 

Parseva1 

Nota 2: si g es otro vector en H. 

• <f, g> = r <f, e > <g' e > 
k=l k k 

Nota 3: si es cualquier sucesión de 

00 00 

reales, tal que k~ 1 a~ < 00 entonces la serie k~ 1 akek conver 

ge en H. 

00 

25. PROPOSICION 

Los espacios L
2
[a;b] y 1

2 
son isomorfos. 

De acuerdo con la nota 3 cada serie de cuadrados conver 

gente es la sucesión de coeficientes de Fourier de algún ves_ 

tor en el espacio H. Con lo cual podemos establecer clara

mente la biyección entre estos dos espacios. 

Observación: para aplicar el teorema 24 necesitamos 

un sistema ortonormal completo. Como no es inmediato que -

dado un sistema ortonormal e
1

, ••• ,e
0

, ••• sea completo, en 

el espacio H; un criterio de completez es el siguiente. 

26. TEOREMA 

Un sistema ortonormal e
1

, ••• ,en'''. es completo si y 

sólo si las co:nbinaciones lineales de vectores del sistema 
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forma un conjunto denso en H espacio de Hilbert. 

OEMOSTRACION. 

=>)Sea M = {flf es combinación lineal de e
1

, ••• ,en 1 ••• } 

Sea gEH ~ g = 
• 

00 

.l.; e.e,= 
J = 1 J J 

lim 
n+oo 

n n 

n 
~ 

j=1 
e.e. 

J J 

como para cada n .~ 1 c.e.EM => lim ~ e.e .sM ~ HCM y eviden 
J= J J j=1 J J 

tement e 

. .. 

n-+co 

MCH 

M = H 

Se a g E:H t- g l e . "1 j e::N => g l f V f E:M 
J 

por propiedad 16.1 y 2, g l f V fE:M = H => g l g ~ g =o 

· {e
1

, ••• ,e
0

, .•• }es un sistema completo o 

Observación: De acuerdo con la fórmula de ortogonalizaci6n 

cada vector e es una combinación lineal de los vectores 
n 

y recíprocamente cada X es combinación lineal 
n 

de los vectores e
1

, ••• ,e . Entonces, la completez del Sis
n 

tema {en} puede ser establecida demostrando que la totali

dad de combinaciones lineales de los vectores originules {X} 
n 

es denso en el espacio H. 

27. EJEMPLO 

Los vectores 1, cos X, sen X, ••• forman un sistema or-

togonal en el espacio L
2
[-TI,rr]. Como las combinaciones de 

vectores de este sistema (los polinomios trigonométricos) 

forman un conjunto denso en L.,f -11, rJ, Por el t 1~orell1il 26 
L. 
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el sistema 1, cos X, sen X, ••• es completo en el espacio 

L 
2 

[ - n , ·rr ] • O e a e u e r d o e o n e 1 t e o r e m a 2 4 e a d a f u n e i ó n 

t;?(X) EL
2
L -rr,1r] se puede expresar como una serie de estas -

funciones la cual es convergente en la métrica del espacio 

L
2
[-1T,TI]. ,Para normalizarlas, se puede calcular que 

11111 2 = 2n, !leos mxii 2 = 11~cn nXll 2 = 1T. La descomposición que 

buscamos tiene la forma 

ip (X) 1 = < '{), > 1 

v2n 
+ < i.p, 

cos X > cos X + 
,___ 

V 1T 

sen X sen X + <ip, ---> + ••• 
,,r.¡r ~ 

::: ~'lf .[~ i.p (X) d X + co: X .[_; i.p (X) cos X dX + 

sen X f TT ) + 1T ·- rr r.p ( X sen X dX + .•• 

Con la siguiente notación 

= l J1T tp(X)dX 
ªo 2n -1T 

b = ! JTI ~(X) sen nX ax 
n 1T -TI 

llegamos a la conocida expansión de la serie de Fourier. 

ip (X) = a + I (a cos nx + b sen nx). 
O n= 1 n n 

:. E s t a s e r i e e o n v i? r q e , p a r a e u a 1 q u i e r i.p ( X ) e L 
2 

[ - ·rr , n 1 , 

en la métrica de L
2

[ -ir ,TI] • 
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de separabilidad, se puede establecer, sin dificultad, que 

un espacio de Hilbert H es separable (es decir tiene un con 

junto denso numerable) si y sólo si tiene un sistema ortogQ_ 

nal completo (o una base numerable) 

28. TEOREMA 

• 
Si Hes un espacio de Hilbert y LCH es un subespacio 

cerrado entonces para cualquier fEH existe una descomposi-

ción. 

f = g + h 

donde gEL, h 1 L 

y además g y h estan determinadas de forma única. 

DEMOSTRACION 

Es claro que L por ser cerrado también es un espacio 

de Hilbert. Entonces existe un sistema ortonormal {e } com 
n -

pleto en el subespacio L. Supongamos que la Dimensión de L 

es infinita. 

Ahora sea fEH y sea 

00 

Sea h r f = g + h 

00 

k 
= < f,e.> - lim < r <f,e >e ,e.> 

J k->-oo n = 1 n n J 

como estamos en el caso del teorema 24 

= < f, e . > - 1 im 
J 

~ f,c.> =O ·¡ 
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=> h l L 

demostrar la unicidad de los vectores g, h. 

Sea g' cuíllquier vector en L. 

f = g' + h' y como g' -- g + ( g '-g) 

~ h' ,e.> = <f, e.> - <g' 'e.> 
J J . J 

= <f, e.> - <g, e.> - <g'-g,e.> 
J J J 

< h', e .> =-<g' - g,e.> = o V j ~ g' - g = o 
J J 

::> h' = h 

Si 1 a dimensión es finita es inmediato 

PROPOSICION 

El sis tema de Legendre es completa en el :,espacio L
2 : 

[-1,1]. 

Solo daremos el camino para su demostraci6n ya que re 

sult6 muy larga. 

1 

Primero se demuestra que toda función en L
2

{ a,b] puede 

aproximarse, en la norma de L
2

, por funciones continuas en 

L
2
{a,b]. Luego que los polinomios, es decir las combinacio 

nes lineales de l,x,x 2
, •.. son densos en c[-1.,ll para la 

norma uniforme, por lo tanto para la nonna de L)-1,1]. Por 

lo dicho anteriormente ·10 mismo vale para el sistema ortonor 

rnalizado, que son los polinomios de Legendre. 
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l. DEFINICION 

a) Sea H un espacio de llilbert. Decimos que la función 

f H ->-].\es una funcional lineal si: 

i)f(X +Y) = f(X) + f(Y} 

i i ) f (>J{) - A f ( X) 

b) Si adem5s f es acotada en la esfera ~nitaria, 

(e.d. 3 Me JR t- V Xcll, llXll = 1 tenemos !f(X)j < M} 

decimos que f es acotada. 

2. EaEMPLO BflSICO 

Dado un vector fijo x
0 

en H un espacio de Hilbert. 

V XcH, sea 

f(X) = <x,x
0
> (1) 

Claramente f es una funcional lineal sobre H. Adem§s, 

está acotada sobre la esfera unitaria debido a la desigual

dad de Cauchy-Bunyakowsky. 

En lo sucesivo H designar& a un espacio de Hilbert. 

3. DEFINICION 

El orto~¡onal de un conjunto S, al cual denotaremos por 

l S , e s { x e II 1 V Y es <x , Y> = o } 

Observaciones: l. s1 es subespílcio vectorial de H. 

2. s1 es cerrado por la propiedad 16 cap. I. 
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4. LEMA 

Si f es una funcional linea1 entonces J. es acotada 

y sólo si f es continua. 

::>) es inmediato 

~) s; f es continua :=> f es continua en o ::} 

V c>O J cS>o t- si llXll < cS entonces lf (X) 1 <E , 

Por otro lado 

Sea X ~ 11 XII ~ 1 '* 611 XII = 11 óXll ~ o 

'* 1 f (o X) 1 < e '* 1 f (X) 1 < ~ V X t 11 XII ~ 1 

. .. f es acotada . 

Ahora es inmeu·iuto el siguiente resultado. 

5. PROPOSICION 

Si f es unu funcional lineal acotada en H, entonces 

Hf = {XI f (X) == O} es un subespacio cerrado de H. 

6. LEMA 

Si f #o es una funcional lineal acotada en H, y 

si 

Hf = {Xd!lf(X) ==O} entonces (nf)
1 es un subespacio unidimen-

sional. 

DEMOSTHACION 
1 ·1 

Sean X,Y c(Hf) ; z = f{X)y - f (Y)X • zc(Hf) . 

Por otro lado 

.f(z) == f(X)f(Y) - f(Y)f(X)= O zen f 
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q · < z, z> = O ~ Z = O 

~ x,y son linealmente dependientes 

7. TEOREM/, 

Sea H un espacio de Hilbert. Entonces para toda funci~ 

n a 1 l i n e a 1 a e o t a da f e n JI , e x i s t e X 
0 

e n H ta l q u e f (>: ) = <x , x 
0 
> 

DEMOSTl;ACJOU 

Cada Xc.H, por teoremct 28 Capítulo I,X"' Y+Z donde YcHf, 

zc II~. Por otro lado, sea ecII~ u11 vector unitario; por le-

ma 6 cada zcnf, z =),e para alguna 1-cJH. De donde 

X= Y+ ~e, entoncrs por teorema 24 Capitulo I. 

f(X) = f (Y) + <x,e> f(e) = <X,f (e) 0 > = <x,x 0> 

donde x0 = f (e)e es un vector fijo del espacio H. 

Observaci6n: toda funcional 1 ineal acotada tiene la forma 

del ejemplo básico 2. 

8. DEFINICION 

Sea V un espacio vectorial. Un operador A es una fun

ción de V en V. 

El operador es lineal si: 

i} A(X +Y) =AX +AY para toda X,YEV 

ii) A(aX) -- nAK para cualquier xcv y cualquier esca-

lar a. 

Aqui trabajaremos principalmente con operadores en es-

p a e i o s d (' H i l b P r t JI • 

De~ ( i) ( i i) obtenernos 1 a forma lllílS ~1cne1-a 1 A( n 1X1 + •.• + n" XJ :::: 
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ex 1 , • • . , ex J: • 

9. EJEMPLOS 

1 . - E 1 o pe r a d (J r N: V ->- V ta l q u e N X == o V XC V es 

obviamente 1 ineal. Este es el operador nulo. 

2. - El operador E ~ Lx = x también es lineal. 

Este es el operador id&ntico 

3. - Un operador 1 i nen l A t .71.x ~ :\x (donde ). es un 1 cal 
' 

fijo) es llamado r.l operador de hornotocia. 

4. - Sea H de d·irnlnsi611 numerable. Sea e
1

, ••• ,e , ... 
n 

un sistema ortonor1na·1 compl0to en II y {,\ } una sucesión de 
n 

reales j. I>.. 1 eC e, para cualquier 
n 

00 

(donde .:E ~~ < ro) 
p= 1 J 

ro 

definimos Ax=.:E
1 

J..~.e. 
J= ) ) J 

( 2) 

A es efectivamente un operador lineal sobre H ya que 

00 

.~ 
J=1 

2 2 
A. E:. 

J J 

00 

< c 2 .r (~<ro y evidentemente A satisface las 
r=1 J 

e o n d ·¡ e i o ne s ( i ) ( i i ) . Semeja n te o pe r a do r se rá 11 a m a do un o 

pe r a do r d e 1 a forma no r ma l ; Cada vector b&sico e es mapea 
Jl --

do por el operador A 

Ae == >- e • n n n 

en su hemot~tico con coeficiente A . n 

5.- Sea n(X) una función acotada medible sobre el in·· 

tervalo cerrado ( a,bl. Un operador 1 i11Pa1 puede ser defini 

do sobre el espacio r,
2
(a,b] como ·1a multiplicación por rt(X). 

A'P ~ wp ó (A¡p) (X) - ct(X) 1// (X) 
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y p0r la desigualdad de Cauchy-Bunyakowsky el operador A es 

acotado. 

6. - El operador de Fredhol m. Sea K (X,S) una función 

medible fija definida en la regi6n 

G = {(X,S) 1 u C-: X .. ~ b, a~ s <: b} 

C u y o cu a d r a do e s i n t e g l" a b l e s o b re 1 a r e g'i ó n G . 

Definimos un operadot· A sobre el espacio L 2[a,b] por la 

fórmula 

¡p ( X ) == ( A~? ) ( X ) ::: f b k ( X , S ) ip ( X ) d S 
a 

( 3) 

Por el teorema de Fubini, como l'~(X,S) es integrable so-

bre la regi6n G, es integrable como función de S y pertenece 

a L
2
[a,b] para casi toda x. 

Además 

y corno ~(S)E L
2
fa,b] usando la desigualdad de Cauchy-Bunya

kowsky para L
2
f a,bl 

= Jb ..p 2 (S)dS[fb fb k
2

(X,S)dSdX] 
a u a 
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(es decir A est~ bien definido como operador en el espacio 

L)a,bJ). 

Finalmente es claro que el operador de Fredholm es un 

operador 1inea1. 

10. PROPOSICION 

Si para alguna sucesión {A } un operado~ A esta defini 
n 

(O e.o 

do en II como Ax =.:.:
1 

A.x.e., si 
. J~~ J J J X ::: :L; X C' 

j;::: 1 j j 

entonces los nQmeros !A 1 tienen una ·cota comQn. 
n 

DEMOSTHACION 

Ser5 por reducción al absurdo. Supongamos que A est~ 

bien definido pero que l;\ } es no acotada, entonces para 
n 

M = 1 3 N1 j. ! ;\ l~ 1 > 1 
1 

M = 2 3 p t l ;\ N 1 > 2 '2 
2 

podemos escoger N
2 

1 N
2 

> N
1 

Asi sucesivamente 

para M = K 3 Nk t j;\Nkl > 1\ donde Nk > ... > N2 > N1 

Sea {~ } 1-
n 

~ n 

Sea 

I~ si n == Nk 
::: 

lº si n 'f Nk 

ro 

xcH ya que 

1 <ro sin embargo Aí /H 
k2 

porque 
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00 

Ax = . ,2; >. . E;, • e . 
J==1 J J J 

y 

00 00 00 

2 :>: >.2 2 ...._ 
L k2 1 

~ 1 11Ax11 = r::k ,p -- -k;.:: 1 Nk )<c..:: 1 k2 k=1 

que no es finito, entonces A no puede ser un operador lineal 

en H ! 1 

Observaci6n: La proposici6n lo que muestra es que tambi&n 

es condición necesaria, que la suceción {>. } sea acotada, -
n 

para que el 00erador do los ejemplos 9.4 este bien definido. 

11. PROf 1 0SICJON 

Si para alguna funci6n a(X) medible, un operador A es

tá definido en u= L)u,b] como A'fJ = wP para toda cpcLia,b] 

entonces u(X) es una función acotada. 

DEMOSTRACION 

No pierde generalidad si suponemos que a(Xl ~O 

Sea B = {X 1 n ~ cdX) < n + 1} 
!1 

y a == p(D ) p la medidü de Lebesgue en JR 
n n 

Sea l/'(X) t 

tp(X). == 

y a = O 
n 

X'c;B y a '# 0 
n n 

'(X) se puede expresar como 

(41 

( 5) 
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cp (X) 
'\I 

;;:: ~ I• p.t 
• '"' • l l.CJ ------

ya- a (X) 
n 

donde .J = {n 1 a f- O } 
n 

es la funci6n caracteristica de la B . Veamos que ~E 1
2

. 
n 

¡b ~ 2 dX = ~ J
13 

(---J--) 2dX ya que las B son ajenas 
a 11c j n \/i1" ex (X) n 

= r,, fB 
nC] 

= k, 
nCJ 

:J 
n 

= :>:. 1 
OC) 2 n 

n 

1 

A ha ra veamos, si 

lb 2 
<lX \' ( CJ.'{J) = .... 

a nE) 

n 

n 

___ ]_ __ ~cJX<: :¿ f 11 dX por 
2 ncj B 

11
2 a a (X) n a

0 n 

ll 

f B dX :>: n ( 5 ) = --- por 
2 nEj 112 n a 

n 

< 00 como se afirmó. 

CX<,OEL 
2

• 

2 
1 f __!!__( XJ_ dX ~ dX = a f B B 2 . ne j n a ex (X) n n 

n 

~ J es finito 0 son un nGmero finito de B 3 µ(B ) ~ O 
n n 

y esto equivale a que a(X) es acotada. 

( 4) 

1 

Observaci6n: La proposición afirma que es condici6n nece-

saria, también, que ·1a función rx.(X) sea acotada, para que 

el ope1 •. lor de los ejemplo~.; 9.5 esté bien def·inido. 

Como se puC'd<'ll hacer varias operaciones e11t1·e operado-

res lineales sobre un es¡wcio vector·ial V, resultando la 

creación de nuevos operador-es , tenemos la siguiente. 
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12. DEFINICION 

Se ·1e llamr1rá operador: 

(1) Adición 

S ·¡ d il d o s l o s o p e r a· d o r es 1 i ne a 1 e s A, B e n V ; e 1 

o p e r a do r e -- A + · n q u e d ¡1 d e f i n i do p o r 1 a f ó r mu l a 

Cx = (A + B)x = Ax + Bx. 

(2) Multiplicación por un escalar. 

Si A es un operador 1 ineal y >-. un número real; el ope 

rador B = AA est5 definido por la f6rmula 

Bx = (AA)x = A(Ax). 

(3) Composición 

Si A,B son opera.dores lineales; el operador C=AB 

está definido por la fórmula 

ex :.: e AB ) x ·- A e B :x) • 

(4) Potencia n 1 &sima. 

Si A es un operador lineal, el operador .i\n está 

definido por la f6rmula de recurrencia An =A Aº- 1 donde 

Aº= E n = 1,2, ... 

( 5 ) l n V(; l' so 

Si dado el operador A, existe el operador B tal 

que AB - BA = E, , - 1 -1 se le denotara por A (B:: A ) 

observación: Las propicdadc1 ~~ l/'.;u,1lus drl álgebra son vali-

das para esti1s operacío11cs cspf:cificas. La conmutotividud 

de l a s u m a , ¿1 s o e ·¡ a t -¡ v i d <! d \' d i s t. 1~ i b u i t i v i el <1 d ( e o n l íl e x e e Q 

ción de la conmutatividJd para 1<1 composición de operadores). 
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Una propiedad importante de los operadores lineales es: 

-s; los operadores r.) D tienen inversos c- 1
, D- 1 respectiva

mente entonces el operador CD Viene el Íiiverso (CD)"- 1 = 

D-1C-1. 

13. DEFINICION 

S i A : I I -'t JI e s u n o p e r a d o r d e f i n i do e n u n es p i1 c i o de , 

Hilbert ll, la. norma de/\ es la mínima cota superior (puede 

s e r ,,, ) d e l o s v a l o r e s de l u fu n e i ó n f ( x) ~= 11 Ax 11 s o b re 1 o s 

vectores X unitarios de II. 

llAll = sup l!Axll 

11 xll == 1 

Un operador A con norma finita se llama acotado. 

(6) 

Nota: paru evitar confusión entre la no1'ma de un Vector y 

la norma ele un operador nos rcfet'irc11:os a los operdores con las 

primeras letras del alfabeto lnLino y queda establecido que 

un operad o r a e o 11¡ p ú i\ ad o el e un ve et o t' es e 1 ve c to r i ma gen. 

14. EJEMPLOS 

( 1) La norma del operdor nulo es evidentemente cero. 

Pero además es el único con norrnu. cero 

S i 11 Ali e-: O . "* Ax 0 = O V x º 1 11 x º 11 = 1 • e o mo V x dI 

(2) La norma del oper·ador idéntico E es igual a 1 ya que 

11 E X 11 = 11 X 11 '* 11 E 11 "' 1 

( 3 ) La no r 111 a de 1 o pe r a d o r de h o me te e i a Ax = ;\ x es i g u a l 
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{4) La nor111a de un operador de la forllia normal en el 

espacio de 1-lilbert (ejemplo 9.4) es igual a la rnínimet cota 

superior de los números l>cnl· 
e.o 

si e = sur 1 ;\ 1 Y 
n 

00 00 

11 Axll
2 ,, [2).2 < c2 ¿; ~~ ::; c2 = ¿:,_, "-' j :.:: 1 ·' j j j:::; 1 J 

por tanto llAll ~ e, por O t l'O lado 

llAll > sup 111\c 11=supllJ.e11 = sup!J. 1 =·e 
n n n n 

n n n 

con lo que se demuestra la afirmación. 

(5) La normo. de un operador que consista en la multiplj_ 

cación por una función o:(X) sobre el espacio L
2
[a,b] (ejem 

plo 9.S) es iguul al real k tal que 

µ{XI lci.(X)I > k} =O Y p{XI !a(X)I > k - e:}> O V E> O {7) 

(para una función continua k = max la(X) 1 
a<X<b 

DEMOSTR/\CION 

Sea B = {XI la(X) 1 > r} y Be = {XI la(X) 1 ~ r} 
r r 

si 11 (B ) - O 
r 

11 All = sup l!a(X)~(X):I = sup Jfb;a2 (-X)-¡p 2 (X)dX 

11 ~" :::1 

corno p(B ) = O 
r 

11 cpll == 1 
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Fn
·------ ---

2 2 = su p e u -..p ·c1x .;;;; r 
11 ipli ""'1 r 

e. d. 11 Ali < r Si µ(B ) = O -
r 

escogiendo ~ 0 (x) = ¡ ~0.f¡¡~llk) si 

s ; 

es clara que llip
0

(x)ll - 1 entonces 

e. d. 11 A 11 ;:-:. k s i ii Cl\) = ó > O 

Veremos que: 

sup N
2 

::: inf N
1 

= k = llAll 

y que el real k satisface las condiciones (7) 

( ü) 

( 9 ) 

(10) 

La primr~ra igualdad de (10) es consecuencia inmediata 

del hecho si~Juiente: 

r. < r 
l. 2 

y la primera igualdad de (10) 
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implica que k = 11 J\11 

Por definición de sup N
1 

es claro que 

V E >O, (k - e) i N1 :. µ(Bk-c) >O lo que muestra 

que µ{XI la(X)I > k - e}> O 

Para ver que k satisface la condici6n 

lJ {X 1 1 et (X) l > k } == O b as ta m os t r a r q u e k,c N 
1 

, y es to es 

consecuencia de: 

B ,,., 
k 

k = sup N 2 ~ (k + ~> i N 2 ~ lJ Cl\ + l ) = O V n 
n 

Po r ·¡ o ta n to 11 CT\ ) = O , p o r u n a u n i ó n : ' u me r a b 1 e d e e o n 

juntos de medida cero. 

(6) Pt1ra la norma del operador de Fredholm (ejP.mplo 9.6) 

con nGcleo cuadrado integrable k(X,S) sólo daremos una cota. 

ll All 2 == (sup 11 J\1,'.'ll) 2 

11 IPll ::: 1 
< sup fh ¡p

2 (S)dS [ fb Jb k 2 (X,S)c1Sd:XJ 
111.{Jll = l ª ª ª 

por la ecuación de los ejemplos 6.2 capitulo I. 

15. Propicdíldes de los operndores lineales con norma finita. 

Sean A, B operadores lineales con norma finita 

{1) para todo vector xcl!; lli\xll < llAll 11xll 

( 2) 11 A + Bll < 11 All + 11 Bll 
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( 3) 11 ABll < 11 All 11 Bll 

DEMOSTRf\C ION 

(1) obviamente es verdadero para el vector nulo y para 

cualquier vector unitario por la definici6n de norma del -

operador, es válido. 

Si .x es un vector arbitrario no nulo entonces 

llA -~-11 < 11 Ali 11 xll 

Como A e:. un operado1' lineal, ll~ll llAxll ~ llAll es decir 

11 Axll < 11 Ali 11 xll 

(2) Si llxll= 1 ~ ll(A + B)xll = llAx + Bxll ~ llAxll + llBx 11 

~ llAll + 11 Bll 

(3) Si llxll = 1 => ll(AB)xll = llA(Bx)ll < llJ\llllBxll < llAllllBll 

16. PROPOSICION 

A es un operador lineal acotado con norma M s1 y sólo 

si sup l<Ax,r>I = M 
11 xll::: 11 yll =:1 

DEMOSTRACION 

:o-:.) para ca da X } llx 11 = 1 o o ' 

'Slip l<Ax,y>I ~ sup l<Ax0 ,y>I = 11Ax0 11 ya que p~ 
11 XII =11 yll == 1 11 yll = 1 

ra y = l<Ax )'>I , o ' ' 

11 yll = 1 ~ 11 Ali = sup 11Ax
0

11 ~ 
11 x

0
11 ==1 

·S ll p 1 <Ax , y> 1 
11 xll ~; 11 yll ::: 1 

(11) 
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Por otro lado por la desigualdJd de Cauchy-Bunyako\'1sky 

y por la primera propiedad de los aparadores lineales con 

norma fin·i ta tl~n ernos 

:!<Ax , y> I < 11 AY l! 11 yll < I! All 11 xll 11 yll ( 12) 

para vectores unitarios x, y j<Ax,y>I < llAll => 

s up l<t\x, y >I ~ 11 Ali ( 13) 
11 xll ::::!! yll :.:¡ 

queda demostrada la condici6n suficiente. 

~)Como el sup 1<.i\x,y>I es finito y de ílcuerdo con 
ll~l=!lyll=1 

la desigualdad (11)~ A es acotada. Como A es acotada es vá 

lida la desigualdad (12) y por lo tanto la (13). 

Con lo que queda. demostrada 1 a cond·ición necesaria 1 

17. PROPOSICIOi~ 

Cada funcionnl bilineal acotada F(x,y) en un espacio de 

H i 1 b e r t , H , p u e de s e r re p res en ta do en 1 a fo r m a <Ax , y> , don de 

A es un o pe l' ad o r l i ne a l a e o ta do . 

DEMOS T íU\C ION 

Sea F(x, y) una funciona 1 b i lineal acotada <? para cada 

X f Í j <1 , F (X, )') e S U íl a f U ll C i O na 1 l i ne a 1 e 11 )' , p O r te Ore rna 7 • 

P(x,y) =' <x',y> para alquna x'cll. 

Sea A el o¡,orado1· que mandíl a cada xcH en x'. 

Por un lado, usando la bilincalidad en la primera varia 

b l e . 
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F(ax + z,y) = aF(x,y) + F(z,y) - a<Ax,y> + <Az,y> 

= <uAx + Az,y> 

por otro 1 ado F (ax + z,y) -· -GA(o:x + z) ,y> 

- A(ax + z) = aAx + Az 

:-. A e'; un operador lineal 

Si P(x,y) - <Ax,y> esta acotado 

- ~up l<Ax, y> 1 = M 
11 xll =11yll=1 

por proposici6n 16 tenemos que A es un operador acotado 1 

18. PROPOSICIOtJ 

Para ca·'¿¡ operador l ineíll /\ en ll, existe un operador 1 ineal A* 

en 11 tal que <Ax, y> = <x, A-J:y> (14) 

DEMOSTRACION 

Sea F(x,y) = <Ax,y> es claro que es una funcional bili-

n e al en Hx II . Ha e i e n do u na d e rn o s t rae i ó n p a re e e i da a l a p ro p _g_ 

sici6n anterior, cambiando las variables tenemos 3 A* 

J F(x,y) = <x,A*y> 

~ 3 A* un oncrador lineal ~ <Ax,y> = <x,/\*y> 

Nota:/\* con la propfoclad (14) se le conoce con el nombre 

del opcríldur adju11Lo de A. 1 

19. PROPOSJCION 

11 N''ll ~-. 11 Ali 
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DEMOSTRAC ION 

Si A es acotado y llAll= M ==>por la proposición 16, 

sup l<Ax,y>J = M = sup l<x,A*y>I 
llxll=liyll:::1 ll~\. ll=llyll=1 

po r l a mi s ma pro pos i e i ó n 16. 

A* es acotada y llA*ll = M~ 

20. PROPOSICION 

Si el operador A tiene un operador inverso acotado en-

toncrs su adjunto A* posee operador inverso acotado B*. 

OEMOSTH/\C ION 

Sea A un operodor con operador inveno B por la proposj_ 

ción (18) ex·istc B* un oper o. dor tal que <Bx,y> 

veamos que B* es el operador invers o de A* 

Sea el operéldor producto /\-AWk entonces 

como A* es el adjunto de A entonces 

= <Ax, n:': y> 

como B* es el adjunto de B 

= <B(J\x) ,y> 

como A,B son inversos 

= <x,y> 

anÍllogarncnte (B*/\*} = E 

~ B* es el operador inverso de A* la proposición 19 

permite asegurar que íl* es acotado. 
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21. DEFINICION 

Un subr.spacio V1 de un espacio vectorial V es llamado 

invariante bajo el operador f\, s·i y sólo si .xcV''-> AxcV:'. 

El espacio nulo y el e~;pacio total son invariantes bajo 

e u a 1 q u i e r o p 21· ¿1 do r l i ne ü 1 . 

Sin embJl·JO nos interesan los subespac·ios invariantes 

no triviales. 

Los subespacios invariantes unidimensionales de un op~ 

rador A juegan un papel importante, por lo cual les dai·emos 

una atención especial. 

2 2 • D E r I IH e I(¡ '.; 
Los vectores no nulos que pertenecen a un subespacio -

i n va ; , i a n t e u n i ~• i rn e n s i o n a l d e 1 o p e r a d o r /l. e s 1 l a m a d o u n v e e -

tor curacterhtico (·:.c.) del operador/\.. Es decir, si xlO 

es mapeado por -~ en un vector col ineal, entonces x es un v.c. 

Ax = :\x 

El real :\ que aparece en la ecuación es llamado el va

lor característico (v.c.) del operador /l. corresponde al v.c. 

x. 

23. EJEMPLOS 

(1) Considerando los r.jernplos 9 de 1 a 3 cada subesp~ 

cio es invariante y cada vector no nulo del espacio es v.c. 

con v.c. 0,1,A. respPctivamente. 

(2) Un opr.1'ador de la for111t1 normal por definición tie 

ne v.c. c
1

,c.,, ... ,c ..... con valores característicos :\
1 
••• , 

"· n 

A , • • • re s p e e t i v él 111 e n t ü • 
n 

(3) rl opei·;Hlor de mult"ipl·icación por rx.(x) = x no 
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tiene v.c. en e'I e•::pacio L¿f a,b] ya que no existe ninguna 

función i,o(X) no nula en L
2
r a,b] tal que 

(4) Los v.c del operador de Fredholrn son la soluci6n 

de la ecuaci6n integral 

A~ = Jb k(x,S)~(S)dS = ~~(X) 
a 

La existencia de soluciones a esta ecuaci6n será el te-

ma del cap7tulo 3. 

24. OBSERVACIONES BASICAS 

(1) Sea f\ un operador lineal en H, si 

S = {x x es \;,c. de un mismo v.c. :U 

entonces S es un subespacio de 11, ya que A es un operador 1 i 

nea l. 

(2) Llamaremos a S el subespacio característico corres 

pondiente al valur caructerístico .\. 

(3) Si tenemos un operado1· lineal A en un espacio de 

Hilbert el cuol es de la forma normal (ejemplos 9.4) la in--

ve s t i g a c i ó n d e s u s p t' o p i e d a d e s s e fa ci l i L: no t a b l e rn e n t e , y a 

que una base de v.c. del operador/\ dete1,mina un "sistema 

coordenado 11 único en el cual lo:; problellia~:; conectados con el 

o pe r íl do r /\ p u o el e n s e 1· e o n v e rl"i e n t e me n l e r e s u e 1 t o s . 

(4) Un.i condiciéin 11eccsa¡·ia para que un operador A sea 

r.educiole a la forma normal es la ecuación, 

<Ax,y> = <x,Ay> (15) 



la cual debe ser satisfecha para cualquier x,y en el espa

cio H. 

Claramente los oµeradores de los ejemplos 9.1,9.2,9.3 

cumplen con la ecuación (15). 

25. DEFJNICIOIJ 

Se dice que un operador es simétrico si y s61o si 

<Ax, y>= <x,Ay> V x,ysI!. 

Observación: La condición de simetria no es suficiente pa-

ra que un operador se pueda expresar en su forma normal, en 

efectu voamos el siguiente. 

26. Ejemplo 

E'I operador de mult·iplicación por la función cx(x) = x 

sobre el es p a e i o L 
2 

[ a , b j es s i m é tri e CJ • 

<x(, , V;> = J b xi;; tJ; dx = <tp, x¡/J > 
a 

Este operador no tiene v.c. como vimos y por tanto no 

es red u e ibl e a una formu norma 1. 

Obse~vac~6n: Queda claro de lo anterior la importancia que 

tiene el que un orerudor puc,dv ser reducible a su forma nor 

mal. [n e~; ta últ'imu parte de este capítulo contestaremos a 

esta pre~unta y veremos el por qué los oper1:1dores compactos 

o complctamC>nte cont'inuos son tan relevantes. 

27. DEFINJCION 

Sea J\ un operador en 11. Si para todu sucesión acotada 

{x } de vectores en !l, la sucesión {/\x } tiene una subsucc-
n n 

s i ó n e o n ve r g e: n te d i re m o s q u e ,\ es e o m p l e ta me n te e o n t í n u o o 
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compacto. 

En otras palabras un operador es completamente conti-

nuo si la imagen de todo acotudo es relativamente compacto. 

EJEMPLns 

l. El operador nulo, evidentemente, es completamente 

continuo (eje111plos 9. 1) 

2. El operador ctc homotecia y el operador idéntico 

(ejernp'los 9.2 y 9.3) en un espacio de Hilbert II de dimensión 

infinita no son con:plcta111ente continuos. 

En efecto, to111e1nos el sistema ortonormal completo 

de H. Para cadél n :f m 

11 Ac -/\e 11 = 11 A e - ), e 11 == 1 Al 11 e - e 11 = v2 /.. 
n m n rn n m 

D e el o n d e , n o s e p u e d e e x t 1· a e r n i n g u n a s u b s u e e s i ó n 

convergente. Como el operador id6ntico es un caso particu-

1 a r de 1 o p e r a d o r d t: h o m o t e e i a ( A :. '!) ta m p o e o e s u n o p e r a do r 

c o m p l 0 ta 111 C:' n t C' e o n t i n u o . 

3. El operador normal (ejemplo 9.4) es completamente 

continuo si y s6lo si .lim !- ~O. 
n 

¡y>m 

4. Si a acotada medible ju(x)I ~e~ >O donde quiera 

e n ( " , b J e n to n e e s e l o p e r a do r A : L 
2 

l ;.1 , b 1 ·+ L 
2 

[ a , h ] d e f i n i -

do en los ejemplos 9.5 no es cornpletarnente continuo, ya que 

tomando un ~;is tema 01·tonormal completo Pn L) a,bl { f } 
n 

11 f 11 ;:'.' 1 . 
n 

llAf 
n 

J\[ 11 2 = llct(.f 
rn ll 

2 -r ) 11 ~ 
m 

f 11 2 
:: 2éi 2 

rn 
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entonces, no se puede extraer ninguna subsuces·ión convetge~ 

te. Es decir el opcrudor J\ no es completamente continuo. 

5. El operador de Frcdho.ln (eje111plo 9.G) es c0mpleta-

rn e n t e e o n t i n u o , s e d e m o s t r a r 5 e n e~ 1 e a p 1 t u l o I I I . 

28. PROPOSICION 

Sea /\ un operado1· completamente continuo en 11, enton-

ces A es un operador acotado. 

O E M O S T R A C I O f'l 

Lo huremos por !'educción al absurdo. 

Supo1:0¿11nos qur. A es un operador no acotado es decir 

V ~1 3 x, 11 xll ::: 1 J 11 /\xll > M 

formemos la siguiente sucesión 

para cada n e :IN 3 X 11 X 11 = 1 
n n 

) 

11 Ax 11 > n 
n 

La sucesión {x } es acotada y de la sucesi6n {Ax } es 
n n 

imposible extraer una subsucesión convergente ! 1 

Observación: corno un operador acotado garantiza que és 

te es cont"inuc cntoncC's por la proposición 28 un operador 

e o m p 1 et amente e o n t-i n u o ~Ja r anti / ;1 1<1 e o n t in u id a el de 1 o p ü ra do r. 

Ahora élVi1nza1'c111os al tcnrr'111i1 fundamental sobrt-:- operado-

res s·i1nét1"ico~; y completi1111ent:f• continuos. 

29. Teoremil de llilhcrt. (o teorema espectral) 

E n u n e s p a e i o d E~ 11 i l b e 1· t ~-; P p a r a b 1 o e a d a o p e r a d o r s i m é -

tri e o y e o m p l ('ta 111 ente e o n t in u o pos f' C' un s i s tema o r to g o na 1 
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completo de vectores caracteristicos. 

Para la prueba de este teorema requerimos antes de los 

siguientes lemJs. 

30. LEMA 

S i :: e 11 = 1 y A e s u n o p e r a d o r s i m é t r i e o , e n to n e e s 

11 Acll 2 < 11A 2cll 

La igualdad se da sólo si existe un v.c. del operador 
2 ? A con el v.c. A = 11/\cl! -

DEMOSTHf\CJOil 

En virtud de la simetria del operador y la desigualdad 

de Cauchy-Bunyakowsky. 

ll/\ell 2 < </\c,.:\c> = <A 2etc> < llA
2
cll llcll = llA 2 cll 

L a d e s i 9 u a 1 d a d d e C a u e h y - E t 1 n y º k o \·1 s k y e s 1 a i g u a 1 da d s ó 

lo cuando son colineales, es decir A2c = Ae o sea que e es 

un vector caracteristica de A2 y 

1 

31. OEFINICION 

Llamaremos el vectolL metx,lma..C de un operador acotado A, 

al vector unitario c
0

, para el cual 

11Ac
0

11 = llAll 

Observación: En general no todos los operadores acotadas -

tiene vector maximal. 

EJEMPLO. 

St~a A: L
2
[n,b] + L

2
[a,h] el operador multiplicación por 
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una funci6n no constante u acotada y medible (Ejemplo 9.5) 

no tiene vector maximal. Por el ejemplo 14. 5 sabemos que 

11 Ali = k donde 

p{xj ju(x) 1 > k} = O, p{xl laCx) I > k-c} > O 'tf E >O (*) 

Mostrar que no tiene vector maximal es verificar que 

V f,!lfll=- 1 llAfll :f k por definición de norma 11'.\fll ~ k se re 

i'uce a verificar llJ\fll < k o equivalcntement(; ll1\f11 2 < k2 es 

d • \./ r 11 f 11 J b 2 e J- -r 7, e ·1 i \' ·"' 1. ~ e e 1 r v . · , .. · el x ... x e ,, -. , a . 

[ a,b] se pu1 de desco1:qrnner como una unión ajena 
CfJ 

Ek = {xi la(x) 1 == k}, C
0 

= {xlk-1 >lo:Cx) 1 >O} 

C n = { X 1 k - -· -1-- > l a (X) 1 ;;.. k - ..!_} 11 = 1 , 2 , • • • Y n-f 1 n 

N = {xlla(x)I > k} 

De acuerdo a (*) µ(N) = O y 3 ns N ) µ(Cn) i O ya que 

de lo contrario et sería la función constante k casi donde 

quiera. 

Sea J = {ne Njµ(C ) i O} 
n 

< k 2 
fE f 2 (x)dx +n~J (k----

1 
) 

2 
f f

2
(x)dx 

c.. n+ 1 e 
k n 

k2 J f 2
(x)dx+k 2 ~ 2 < Je f (x) dx 

Ek n t,,J n 

k2 b 2 k2 = fa f (x) dx ::::: 



- G9 -

. b 2 2 . 2 
Ja a (x)f ·cxJdx < k con lo que se muestra la afirma 

ción. 

32. LEMA 

Sea A un operador sim§trico y completamente continuo, 

entonces A tiene un vector maximal. 

DE M o (. írn e l o N 

C o 111 o f\ e s e o ta d o p o d e rn o s e s e o g e r u n a s u e es i ó n y = Ax n n 

con 11 x 11 :;;: 1 
n 

\:/ n j lim 11 y 11 = M 
n 

Ji-> (f) 

Como A es completamente continuo. 

3 una subsucesi6n de y que converge es decir 
n 

lim V 
"n ::: )' ' por continuidad en la norma llyll -- lim ll y 11 = M 

k·>"-CO rlk k-+-oo k 

Sea Z 

11 A .. 11 

= X 
M 

veamos que es el vector maxirnal 

2. lirn llA 2 x 11 
M nk k-+oo 

por el lema anterior. 

> 1 1 :i m 11 Ax 11 2 = M 
M nk k+oo 

Por otro lado como 11 zll = 1 ~ llAzll = M 

:. z es el vector maximal del operador A 

33. LEMA 

1 

Si c
0 

es el vector maximal de un operador simétrico A, 

entonces 0
0 

es un vector caractcristico del opc~ador A2 
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con valor carücter:lstico llJ\11 2 , 

DEMOSTR/\CION 

C o in o e 0 es u n ve e to r m a x i m a l de A , por el 1 e m a 30 y por 1 a 

definición de norma tenemos. 

2 2 2 
11Ae

0
11 = llJ\ c

0
11 = llJ\11 por el lema 30 => 

e
0 

es vector característico del operador A2 

') 

con valor/..= llJ\e
0

11 .... 

. .. 2 2 >. = 11 A e 
0

11 '""' 11 Ali • 1 

Observación: c
0 

también es vector rnaximal del operador A2 • 

34. LEMA 

Si el operador A/. tiene u11 vector característico con va 

l o r e ar a et e r í s ti e o M 2 
::;.: 11 J\11 2 

, entone es el o pe r íl do t' A pos e e 

un vector característico con Víllor curJcterístico (N) ó (-M). 

DEMOSTRACION 

La ecuación A2c
0 

= M2 c
0 

puede ser escrita en la forma 

(J\-ME)(A+ME)c
0 

=O donde E es el operador idéntico. Si su 

ponemos que z :.: (A+~ll~).c 0 f: O"~ (A-ME) z ::.: O"~ z es un v.c. 

con v.c.~I y si (A1J11L)e
0 

=o'} c
0 

es un v.c con el v.c. - M 1 

O b s e l' v u e ·i ó n : L o s e u a t r o u l t i m o s l e 111 a s m u e s t r a n q u e e a d a o p _g_ 

radar A sim6trico y completílmente continuo posee un vector 

e a r a e t e r í s t i e o e o n v u l o r e a r n e t e l' í s t i e o 1. 11 /\ 11 • 
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3G. LEMA 

Los vectores caracter1sticos de un operador sim&trico 

correspondientes a valores característicos diferentes 

son mutua111C!J1te ortogonal es. 

DEMOSTRí\CION 

Sea Ax = AX, Ay = µy donde A f µ. 

Mult·iplicando la primera ecuación escalarmcnte por y, la 

segunda por x, adem5s restando la segunda de la primera. 

<Ax,y> - <x,.\y> ::: (1--p) <x,y> 

La parte izquierda de lo. ecuación es nula de acuerdo con 

la simetría del operador. 

ya que >- 0 µ ~ <x,y> = O 

36. LEMA 

Sea A un operador completamente continuo. Si {e } es 
k 

• 

un sistema ortonormal de v.c. cuyos v.c. A.k satisfacen la -

e o n di ció n 11 3 e\ > O tal que 1 A. k 1 > o V k 11 entone es {e k} es f i 

nito. 

DEMOSTRACION 

Sean cj,ek vectores caracter1sticos, de acuerdo con la 

hipótesis=> lle.11 = llc,,11 = 1, <cJ.,ck> =O, Ac. = 1-.c., 
J ,, J J J 

Ack = ~\ck IAjl,IA.kj > ó > o 

entonces 11 Ac. 2 
11 .A .e. 2 >. 2 + >.2 > u;2 => Ackll :: f.kekll = 

J J J j k 

el (Ae . , 1\ck) > 28 2 
. ) 
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de donde, si el sistema ortonormal de vc:rtores característi 

cos no es finito entonces S'-~r·ía impos :IJle obtener unu sub-

sucesión convergc:nte de la ~,ucesión {/\e 1 lo que contradcci 
n 

ría lo co1np-lctamentc continuo del operador A. 

Cada s·istema que cumplu la hipótesis es finito. 

COROLARIO 1 

Cada subespacio característico; con valo~ característi 

co A 'f O, de un 0¡1erndor completamente continuo; es de di--

mer:sió:1 finita. 

Si A es un operador completamente continuo y 8 > O. A 

tiene a lo rná'."'. un númrro finito de valores característicos 

cuyo valor absol11to es niuyor qur~ 6. 

Observación: Esto en particular nos permite afirmar que un 

operador /\ comp1ctu111cnte continuo tiene n lo más un número 

numerable de valores característicos. 

37. OBSERVACIONES DASICAS 

l. En cada subespacio caracteristico con v.c. distin-

to del cero, podemos dar un conjunto finito de vectores or-

tonormales r.l cut1.·I es 00se del suhespacio característico. 

2 . Po l' el l r. mil 3 G 1 os s u bes p i1 e ·i os e ar a et e r í s t i e os son 

rnutuumente ortogonil les. 

3. Si los valores caracteristicos distintos del cero 

constituyc~n un conjunto infirl'ito, deben formul' una sucesión 

q u e e o 11 v e r ~I e u e e ro ( e o ro 1 a r i o 2 ) y s e pu e d e n o I' d e n a t' d e e r e 

ciente111ent<~ de acuerdo u su valor absoluto. 
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4. üe acuerdo a lo anterior podemos construir un siste 

ma ortonormal de vectores caracteristicos con v.c. diferen-

tes del cero, que tiene a lo má'.; un número numerable de vc~c 

tores. 

Notación. 'A 1 ,A 2 , ... ,A.n'''' los valoi·cs característicos or

denados, de acuerdo a su valor absoluto, dccrecientemente y 
, 

acordare1110s que cada v.c aparecerá tantas veces como la di 

mensión de su subespacio característico de modo q11e tenemos 

A.
1

, A
2

, •.• ,A
11

, ••• valores cai-actet'Ístico'.; en co1Tespondencia 

biunivoca con e 1 ,c
2

, ... ,en, ... vectores car·acteristicos. 

38. LEMA 

Si S es un subespacio invariante bajo el operador si

m~trico A entonces s1 es un subespacio invariante bajo A. 

DEMOSTRAClON 

Sea xcS, ysS1
. 

simétrico e; <x,Ay> 

39. DErINICION 

Por hipótesis <Ax,y> = o. 
1 - O ~ Ay l x V xcS ~ AysS 

Como A es 

1 

Llamaremos la envolvente lineal de un sistema de vecto 

res x
1

, .•. ,x , ... al subespacio que abarca a todas sus com
n 

binaciones lineales y se denota por L(x
1

, ••• ,xn' ... ) 

40. LEM/\ 

Sea A un operador sím€,trico y completamente continuo 

en JI. Sean >.
1

, ••• ,"An' ••• sus valores característ·icos dife-

rentes del cero y c
1

, •.. ,en'" .. sus v.c. correspondientes 
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(sistema ortonormal). Si L = L(c ,e , ... ,e, ... ) entonces 
1 2 n 

l 
L == N(A) = {zcIIjAz = O} 

DEMOSTHACION 

Les evidente:mente invariante bajo A. Por e1 lern~t 38, 

1
1 

es invariante bajo /\. Podemos considerar a /\ restringj_ 
1 

da a L (que es subespacia cerrado y por tant~ un espacio 

de Hilbert). 

/\hora ~¡ ( L 1) {ll Azl! 1 
1 11 zll = 1 } s (~i.l = sup zcL , 

Por l Cílld S 30- 34 3 co un V. C. de A con v.c. ± M(i,1) :::> 

l 
V l L1 e M(L ) = o ~> A z -· o zcL "-'> N(A) 

y por el lema 35 L1 
:) N(A). 1 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente . 

41. TEOí<EM/\ 

Sea H un espacio de Hilbert y A un operador sim~trico 

y completamente: conl"inuo en ll. Cada vector xcll puede ser 

ex p re s a do en 1 a fo r m a d (~ u n a s u m a o r t o g o n a l . 

X ::: X 1 + X" = "5' 
j~1 E e -+- x" 

:> j j . 
( 1 6) 

donde x'cL =cerradura de L, x" cN(A), c
1

, .•• ,en, ... son vec 

tares caracteristicos del operador A con valores caracteris-

ticos no cero, /\ x'' ... O Y r - <x n' es el J"'e-~1·1110 coefi-,_, j - ' \,, j ,.- ~ 

e i en t ü 1'., Fo u r i ü r. 

42. OBSERVACIONES BASICAS 

l. El teorrma de Hilbert es corolario de este teorema. 
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En un espacio separable JI, el subespacio N(A) también 

es sepa r a b 1 e y e o n t i en e un s i s tema o r ton o r m i1 l e o ni p ·¡ et o , a 

1 e; rn J. s n u me r a b l e; , e ' , c.< , ... , e' , . . . que s e rueden e o ns i de - -
1 ¿ ¡¡ 

r ar v-. e . e o n va ·1 o r e ar a e te rí s ti e o /, = O , y j unto e o n 1 os vec 

tores c
1

, e
2

, •.• ,en, ... forman un sistema ortonormal compl~ 

to para todo t.'l espacio fl. 

2. Vectore~ que pertenecen al rango de un operador A 

admiten un dcs0rt·ollo en los v.c. del opcré1dor A con v.c.no 

e ero , y a que s i ~·, ~- ¡\•, el o n d u '{J s e~ puede ex p re~) '' r e orno en 1 a 

ecuiici5n (16) por el teorema de Hilbcrt. Operando a <P, de 

la ecuación (16), con el opertidor /\, obtenemos 

( 1 7 ) 

3. Resumiendo: Todo opc1,11.acl(·J1 E.lncaf, ,6-lmé-ltt.¿c.o tJ c.om 

pte,.ta.men.:te c.011-tünw, e.11 UH c.J.Jpac.to de 11..i.toC'Jt:l f.ic¡.rnnab-f.e., e.'-> 



CAPITULO 3 

, 
ECUACIONES INTEGRALES DE FREDHOLM 

DE SEGUNDA ESPECIE 
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Recordando a los operadores de Fredholm (ejemplos 9.6 

cap7tulo II) tenernos 

con nGcleo cuadrado integrable k(x,s), es decir 

Como vimos en al capttulo II en los ejem~los 14.6 el 

operador de Fredholrn es acotado sobre el espacio de Hilbert 

H = L
2

[ a,bJ y su norma es menor o igual que k. 

1. TEOREl/1/\ 

Sea A un operador de Fredholm correspondiente a un nG

cleo k(x,s) entonces el operador conjugado A* se define por 

el nGcleo conjugado k(s,x). 

DEMOSTR/\ClON 

Para todo operador se cumple que 

<J\t.p , w> 
pero por otro lado 

<Al.fJ, ~> 

por teorema de Fubini 

= J b lfJ (t)A*l/l(t) dt 
a 

b =Ja A.,o(x) tJt(x)dx 

== ¡b (fb k(x,t)IP(t)dt}l,l.i(x)dx a a · · 

·- ¡b ¡b k(x,t)iJ1(x)¡p(t)<ltdx 
él él 

= ¡h ¡b k(x,t)~(x)tp(t)dxdt 
a a 
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= ¡b ip(t)lfb k(x,t)i,&(x)dxJ c]t 
a a 

:. (A*1/J)(t) ""fb k(x,t)iJ;(x)dx 
a 

reacomodando las variables. 

A* tambi~n es un operador de Fredholm y además si k(x,s) 

es el núcleo d[l operador A entonces k(s,x) es el núcleo del 

operador /\'':. 

2. COHOL!\HIO 

Sea A un operador de Fredholm en L} a,b]. Si el núcleo 

k(x,s) es simétrico (e.d.k(x,s) = k(s,x)) casi donde quiera 

en la re~¡ión G == {(x,s) l a<x~b, a~s<b} entonces el operador 

de Fredho"lrn es simétrico. 

Observación: Ahora veremos que si k(x,s) es cuadrado integr! 

ble, el operador de Fredho1m con núcleo k(x,s) es un operador 

complctumente continuo en el espacio J. 21 a,h]. Para ello re-

querimos de los siguientes resultados previos. 

3. LEMA 

Sea A:II+lí un operador acotado tal que el rango del ope

rador A es de dimen~;ión finita entonces A es un operador compl.§_ 

tamente continuo. 

DEMOSTR/\CION 

Es inmediato que R(f\) es un subespacio vectorial de JI, 

y e o m o e s d e d i 111 e n s i ó n f i n i t a , e s e e r r a el o '"'> t o d a s u e e s i ó n 

acotada {x }cll, la suces·ión {J\x } es acotada y {Ax }CR(A)Cll. 
n 11 n 
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Como)({/\) es isomorfo a 1<n para alguna n. Por teorema do 

l,Jc!'icrstrJss {1\x} tiene uno suhsuces·ion convergente (e.d. A 
m 

e s u n o p e r i.i d o r e:.. :~ ¡:i 1 e t a m e r. t e e o n t i n u o ) . 1 

4. LEMA 

Si A:L
2

[ a,l·J-·L
2
! a,bJ C'S un operador de Fredholm con nú 

n 
cleo degE~nerado (E:.d. k(x_,s) = .~ 1 ~o.(x)iJ;.(s)) entonces R(A) 

i:=: J. 1 , 

es de dí111cnsió11 fiwita. 

D E M O S T f ~ /\ C l O N . 

n 
/\ ( ) J

b 
g' x. ::= 

D 

n 
lf'i(x)i,lli(s)] g(s)ds =i~ 1 ipi(x)J:l/li(s)g(s)ds [ \' 

' '-" ' i ::: 1 

n 
::: i' ~; •

1
. ,i . '( , (X) d O 111

1 e 
l. J. 

n. = J b iJ;. (s)g1(s)ds e J{ 
J. a 1 · · 

g es una combin~~ión lineal de un número finito de ~., 
J_ s 

dim R(J\) ~ n 1 

5. TEOHEMA 

Si {A} n = 1,2, ... es una sucesión de operadores cornple 
n 

tamcnte cont·inucs en H que converge a un operador A (Según la 

norma de oµeradores) entonces A es tambiªn completamente con 

tinuo. 

DEMOSTHACION 

Para mostr:r que A es e.e. basta ver dadu una sucesión 

{ x } en 11 1 a su(~ es i ó n { J\x 1 e o n t i en e un a sub su e es i ó n e o n ver-
n n 

9ente. 

Como /\
1 

es e.e.,..,. {A
1
x

0
} contiene una subsucesión 
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convergente. Sea x~ ,x~, ... ,x~, ... 

tal que {A
1 

;'.
1

} converge. 
11 

la subsucesi6n de {x } 
n 

Consideranrlo la sucesión {A 2 x~} por ser A
2 

e.e. es cla 

ro que {A 2 x~} contiene una subsucesi6n convergente. 

Sea 2 2 2 
x1,x2, ... ,xn, ... 

{A 2 x~} converge. 

la subsucesi6n de {x 1 } tal que 
n 

Haciendo r:sto inductivamente; consideremos después la 

sucesión diagonal, d 
. 1 2 n 

es e c-1 1· :x 
1 

, x 
2 

, ••. , x , , ... 
, ), 

La suces·iór! d·i¿¡gonal es subsucesión de cad,1 un0 de las 

b . { m 1 su suce~1oncs x ) 
IJ l1 

p i1 r a e '' d é1 m , il p o. r t -¡ r d e e i o r L o r a n g o . 

[¡\ x 11
} es convr:r9ente. 

lll 11 

V e amos q u P ·¡ a su e e'.~ i o n n {Ax } es convcrgrnte. 
n 

Es suf·iciente vr~r que es una sucesión ele· Cauchy. 

llÍ\x n_Ax·rn1.I ,:;:: 11' n \ nll 11 \ 11 
" 

11111 11 J m \ rnll - ~ J\X -!kX + J}X -1\}X, + \)X -JX n rn n · n e ti e rn -;. m rn 

Como /\k-+;\ en ·1 a norma de operudore~; A y -+ /\y V yEll. 
k 

Ademfis como la sucesión {A xn} es convergente. 
k n 

Si c>O 3 k t si k > k 
1 

<--} 11 /l.x 11 

1 n 

3 'k si k > k m J\ X tnll r:./3 t "'> 11 A X .. <: 
2 2 k lll m 

3 k t si m,n> k3 :o!> 1 .n Akxmll < e/ 3 1 l\X -
3 . n m 

Sea k :::: max {k1,k2,1;31 entonces 

11 Ax n - J\xmll < e si 111, 11 > k 
n 111 

~ {J\x 11
} es convergente y fx 11

} es subsucesión de {x } 
11 - n n 

:. A es e 0111 p l et amente e o 11 ti n u o • 
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6. TEOREMA 

Sea K: L
2
f a,hJ~L 2 la,bJ un operador de Fredholm (con nG 

cleo k(x,s) cuadrado integrable)s entonces K es completame! 

te continuo. 

DEMOSTR/\C ION 

Sea k(x,s) el nGcleo del operador K 

Como existe un sistema ortonorrna·1 {cn(x)} en L
2

[ a,b] 

entonces {e (x) .e (s)} es un sistema ortonormal en rn · n · 

G = {(x,s) l~1<x<b a•:;:-;<h} entonces k(x,s)cL
2

<1 a,b]:::f a,h]) se 

puede expresar como 

00 00 

k(x,s) == }: 
m=1 

a e (x)c (s) mn m n 

Veamos que el operador K se puede aproximar por los op~ 

radares K de núcleo degPnerado 
p 

k (x,s) = 
p 

Como se mostró 

p p 
'\""' " ,_, ¡..¡ 

m=-1 n==1 
a e (x)c (s) 

rnn m n 

-------------
11k-k11 E>;; /¡bfb[k(xs)-K (xs)J 2 dsdx 

p '\' a a ' p ' 

si p > N
0 

para algún N
0

, yn que k(x,s) es cuadrado integra

ble. 

Final111cnte, aplicundo, el lema 4 dPspués el lema 3, ca-

da K es un opcradol' co;npletamc:nte continuo y por el teorema~), 
p 
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K es un operador completamente continuo. 

7. DEFINICION 

Se llama ecuación integral a una ecuación que contiene 

la función incógnita bajo el signo de la integral. 

8. EJEMPLO 

, 
ip(x)= [~(x coss +s 2 scn:x:,+cos x sen s)t,0(s)ds+ x 

Observaciones: 

l. Esta ecuación integral pertenece al grupo de la for 

ma tp(x) = J~ k(x,s)tp(s) + f(x) ( 1) 

conocido como ecuaciones integrales de Fredholm de segunda 

especie y vamos a dedicar el resto del cap1tu1o al estudio -

de estas ecuaciones. Aunque, cabe se~alar que existen otros 

tipos de ecuaciones, como las ecuaciones inteurales de Volte 

rra de segunda especie que son de la forma 

lp· ( X ) = J X k ( X , ~;°) <P ( S ) d S + f ( X ) 
él -

y 1 as e e u a c i o ne s i n te fJ l' a l es de primer a es pe e i e tanto de F red 

holm como de Volterra, que se distinguen por no tener la furr 

ción incó9n·iti1 despejada, como en ·1as de segunda espec,ie. 

2. La ecuación integral del ejemplo 8 se resolvera al 

final del cupítula (ejemplo 25). 

3. La ecuacifiri integral de rredholm de segunda especie 

s e p u e d e e x ¡w e s J l' e n f o r nw s i m b ó l i e a e o n 'I a n o t a e i ó n d e 1 o p g_ 

radar de Fredllo1m 

'{J = KIP + f ( 2 ) 
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donde ·.P es la función incógn·ita, K el operador de Fredholm 

con núcleo k(x,sJ y r una función elemento de L) :1,h]. 

Notación: No debe cunfundi rse a K el operador de Fredholm con 

su núcleo k(x,s),la diferencia quedil claramente establecida 

porquG 01 nGclro va acompa~ado de sus variables. 

O B S E R '.' /\ C I O íJ 

Antes de entrar al caso general, analizaremc~ cuando el 

n ú el e r. e~. s 'ir11 é t r i e o y e 1 e a so en que el n ú e 1 e o es degenerad o. 

En to los casos consideremos al nGcleo K(x,s) cuadrado i~ 

tegrable lo que por el teorema 6 el operador K es completa-

mente continuo. 

A. Caso sim6trico 

Considerernos la ecuación integral de Fredholm de segu.!!_ 

da espe:cie (ecuación (1)), donde el núcleo del operador k(x,s) 

es cuadrado inte~;i·able y simétrico. 

Por el corolario 2, K es un operador siniótrico y corno 

es completamente continuo entonces por el teoremi; de Hilbert 

29 capitulo II existe pilra K un sist<0ma ortonormJ·l {e } de 
n 

vectores (funcione:,) características correspondientes a los -

valores u1rncteríst-icos :An f. O V n tal que V fcL 2 

00 

f (x) = ¿ 
n=1 

b e (x) + f*(x) 
n n 

{ 3) 

donde Kf~1 (x) = o 

bu~caremos la solución de la ecuación (1) bajo la forma 
00 

[, e (x) + ip*(x) · n n · 
( 4} 
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( Kip * ( x) :e O) 

Sustituyendo ( 3 ) y ( 4 ) en 1 a fo n11 a s i m b ó 1 ·¡ e a ( 2 ) 

()() 00 

como Kc - >- e 
n n n 

como cp*,f*c N(K) = {fjKf = O} 

entonces la igualdad se cumple si 

y 
00 00 

00 00 

I: ( 1-/..n) ~nen(x) - ~ b e (x) n== 1 n= 1 n n 

00 

00 

+ \' 
n~~ 1 

b o (x) + f*(x) 
n n '-

para que ip sea la solución propuesta se debe cumplir 

( 1- /.. ) C :::: b 
n n n 

b 
E,; n == 

n 
si "n "/ 1 

y 

se pueden observar tres casos. 

Caso 1 

Si V n = 1,2, ..• " # 1 n 

entonces la solución cp(x) de la ecuación integral queda co-

mo 

cp (x) e (x) + f*(x) 
n 
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Caso 2 

Si para alguna n = K Ak = 1 y bk ~ O entonces la ecuación 

integral no tiene solución. 

Caso 3 

Si existe J f ~ Je N tal que ncJ implica >. = 1 y b =O 
n n 

entonces la ecuación (1) tiene una infinidad Je soluciones ~ 

f 1 S (donde Ses el subespacio característico correspondie_Q_ 

te a A == 1) 

Ademfis las soluciones estfin dadas por: 

b 
lp ( X ) = ¿; --~:: e ( X ) + f :': ( X ) + g ( X ) 

n~J 1 - ), n 
n 

con g un elemento arbitrario de S. 

En efecto 

b =O~ fle 
n n 

e.d. b = o V ncJ • f 1 S. 
n 

v>(x) así definido es 
b 

efectiva.mente solución 

nf J 1-~-- en + f:'( 
n 

lo que se reduce a 

"5' b e + p: + g = 
ni°J n n 

o sea f + g = Kg + 

K( ~ + g = 
n. J 

Kg + f 

f 

e. d. g = Kg 1 o que se cumple por 

B. Caso nlicl (;•O deoenrt'udo _______ , ------. ------- __., ---·~- - .. --------

b 
n e + 1-A n 
n 

estar gcS. 

de ..p == K¡p + f 

{* + g) + f 

Considl~remos la ecuación (1) sólo que ahora el núcleo, 
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del operador K, es degenerado 

n 
k(x,s) ==.J.: P.(x) Q.(s) 

i.=c1 l. l. 
( 5) 

donde Pi, Qi E 1
2 

V i. El operador así, transforma la fun-

ción ~~· en 

K¡p (x) = Jb k(x,s)~(s)<ls = 
¿¡ 

que es un elemento del subespacio generado por las funciones 

P.(x) i=1, ... ,n las cunles podemos consider-ar lineu.lmente in-
1 

dependiente~. En efecto en caso contrario se podrfa expresar 

e o n un n ú 111 ero menor de sumandos de fo nn il que l , 1 s fu ne iones -

P . ( x ) s e a n L . l. Ah o t' a s u ~; t i t u y e n d o l a e e u a e i ó n ( G ) e n 1 a e -
l. 

cuación (1) nos queda la si9u·iente ecuilción inteural. 

n 
IP(X) ~:: .~ P. (x) Jb Q. (s)1P(s)<ls + f(x) (7) 

l.==1 l . i) l. 

Sea q. -· ¡b Q. (s) 1p(s)lls 
1 a i 

la ... ( 7) quedu ecuac1on como 
n 

cp (x) = .L q.P.(x) + f (x) 
l.== 1 1 l. 

si ésta es solución entonces al sustituirla en la ecuación (1} 

n 
i~1 qiPi(x) + f (x) 

n n 
= .L P.(x) fb Q.(s) [ ,).;

1 
q .. P.(s) + f(s)]c.ls + f(x) 

1= 1 l. a 1 J:::: J J 

n n 
=

1 
•. ~1 P. (x)! .1:

1 
q. Jlt.l) Qi. (s)PJ. (s) -+ Jb Q. (s) f(s)ds] + f(x) 

i. r= J ai 

simplificando f(x) y renombrando queda 

n n n 
-~ <1.P.(x) ::: .J:.1 
l. "' 1 J. J. )_:'· 

)' . ( X ) ( . L 
1 

Ct . a . . + b . ) 
] )~ J l.J 1 

donde 

a
1
•

3
.= Jb Q.(s)P.(s)<ls y 

a i J 
bi = f~ Qi(s)f(s)ds 
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C o m o ·¡ a s f u n e i o n e s P . ( x ) s o r, 1 i n e a 1 rn e n t e i n d e p e n d i e n t e s 
l 

se puede establecer la igualdad. 
n 

n . = . :>~ (l . n . . + b . 
'l. J''"1 ] .LJ l 

1 = l,2, ... ,n. ( 8) 

resolviendo este sistema de ecuaciones podemos obtener los 

coeficientes q., siendo i.,n(x) la solución. 
l 

n 
¡p(x) "' .~ q. P. (x) + f(x) 

J. ·-1 J. l 

veamos ahora las condiciones bajo las cuales existe la solu 

ción del sisteniu (8). [ste se puede expresar corno 

n 
k -l). 

)
·==1 q.a .. - q. = J :LJ l. l. 

i = 1,. .. ,n. 

haciendo el siguiente arreglo 

{ 
a .. si i ~ j 

A . . ::: l. J 
l] a .. - 1 si i = j 

l. l. 

queda el sistema 

n 
.~ A .. q. ::: -b. { 9) 
]'= 1 lJ J l. 

isto se puede representar en la forma matricial Ax = b donde 

A es la representación matricial de una lJurnh{io 11macú'i11 Llne.al 

de Rn en H11
, f\ = L\:i}, además b[ Hn b = (-h

1
,-h

2
, ••• ,-l\) Y 

xc Jl 11 es el vector incógnita representando los incognitas (q
1

, •• ,qn). 

Para poder da.r las condiciones bujo las cuales el siste-

ma (9) tiene solución rcquei'imos de los si9u·ientc~; resultados. 



9. LEMA 

Sea S un subespacio vectorial en ll, entonces S es cerra 

do si y s ó 1 o s ; e s1 
) 

1 
== s 

DEMOSTRACION 

( .L.) 1 
,~ s e s 

l 
zcs ' por el teorema 28 

z +y = x representa a un ún ·¡ co xcll. De donde 

(10) 

capítulo I 

( 11 ) 

pero como S C'S cerra.do, por el mismo teorema 28, x se repre-

sen t i.i en fo rn1 a ú ni e a 

X ::: y' + Z donde y'cS y 

sustituyendo ax en la ecuación (11) es facil ver que 

l zcS 

y ::: y' => yes ( 12) 

1 l 
de (10) y (12) tenemos es) == s 

u) Como el ortogonal de cualquier conjunto es un subes 

• .1 e ~).lJ i -- s t s d pac10 cerrarJo y . en onces , es cerra o. 1 

10. COROLAl1IO 

Si U y V son subespacios vectoriales cerrados entonces 

U e V -0 u1 ~ V1 

11. LEMA 

Sea A una transformación lineal de Rn en Rº entonces 



- 89 -

donde R(A) ""' {y IY == Ax, xc Hn}, 

N ( A ,1; ) ""' { z e H 11 j /\ :'; z == O ) y 

A* es el conjugado de A. 

Observación: Las tranformaciones lineales son operadores li 

nea les. 

Demostraci6n del lemil 11 

Veamos que RL (J\) e N(A*) 

<Ax,z.> ::-e o :e} <x,A~·z>:.: o 'rJ Xl. nn => A*z = o => 

z e N (A* ) ~ Rl (/\) e N (A~: ) 

usando el corolario 10 ya que R(A) es un subespacio cerrado 

por ser finito 

y por el lema 9 

R(A) :J N1 (A*) 1 

Ahora si, las condiciones bajo las cuales el sistema (9) 

tiene solución están dadas por el siguiente 

12. TEOREMA. 

Sla A una transformación lineal de R11 en Rn. 

Un sisteina de ecuaciones linedles representado por la 

ecuación Ax'= h tiene solución~-¡ y sólo si bes orto~¡onal a 

toda la solución del ~~istema homo~1enPo conju9udo A•':z =O don 
T de A*= {A .. } (A*= A la transpuesta de A) 

] J 

Observación: En el caso de tranformacionos lineales es fá--

c i l e \1 m pro b íl r q u e e 1 e o n j u ~l íl do d e un u t r 11 11 s fo' nn .l. e i ó n l i n a a l 
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en su representación matricial es la matriz transpuesta. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. 

~) Se a x so 1 u e ·i ó n de 1 s i s terna Ax= b , z e u a l q u i e r so 1 u - -

C"i ón de f\=':z = O 

haciendo producto escalar de b y z 

<b,z> = <Ax,z>;;:: <x,Ntz> =O==> b l z V z,cN(A*) 

haciendo uso de la notación, dada en el lema 11. 

"'~ J:. ~/ (IV:) 

<=)por el lema 11 tenenns 

1l (J\=~) e R(A) 

Si bct\1 (A;) ~:. bcH(A) ~ 3 x j Ax = b 

de.e teo11 c.niit 12. 

1 

Considerando a las columnas de la matriz A como vecto-

res. 

R(AJ es el subespacio S generado por las columnas de A. 

N(A*) es el subespacio ortogonal a Ses decir el subes-

pacio ortogonal a los vectores columna de A. 

Como R(A) y r·~(f\l':) son mutuamente: ortogonal es entonces 

1 . L \ l t . l . ~ l 1 l .·1i n e s 1 s · · e111 a 1 x ;_, ) i en e so u e 1 o n p o t' a a que as 1 e \ que es 

ten en el Jl.(J\) es decir para ¿¡quel L1s he 1~ 11 que sean ortogQ_ 

De acuerdo con Ql teorema hay 3 casos posibles. 
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Caso 1 

Si N(A*) = {O} entonces el sistema Ax=b tiene soluci6n 

"' b Ji n ,, . 1 d - 1 - 1 v e , , es un1ca y esta ca a por x =A b donde A es la 

matriz ·inve:rsa. 

Caso 2. 

Si b no es ortogonal a N(A*) entonces no tiene solución. 
I 

Caso 3. 

Si N(N::) I {O) y b l N(A*) 

hay una infinidad de soluciones, pero todas ellas se pueden 

expresar como 

X = X + X 
p h 

donde xP es una solución cualquiera y xh es cualquier elemen 

to del subespacio {x!Ax = O} 

Consideremos nuevamente la ecuación 

c.p(x) = ¡b K(x,s)~(s)Js + f(x) 
a 

(13) 

la cual solo verifica que su nacleo es cuadrado integrable, 

es decir 

b b 2 ) d .1 f f k (x,s XuS <ro 
a a 

recordemos que ~sto nos garantiza la continuidad completa del 

operador K 
b 

K¡p(x) ::: f K(.x,s)c.p(s)ds 
a 

En el anfilisis para establecer las condiciones en las 
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cuales la ecuación ( 13) tiene solucior1, lo esencial radica 

en que el operador es completamente cont·inuo y no tanto en 

su formJ) por tanto tomaremos la ecuación dr Frcdholm en su 

forma simbólica 

( 14) 

donde K es un operador arbitrario completamente continua en , 

el espacio Hilbert H. 

Sea T 0~ E - K donde E es el operador idéntico la ecua-

ción (14) queda como 

Tip = f {15) 

consideremos la ecuación homogenea 

Ti,o = O o {16) 

y sus respectivas e~uacioner conjugadas 

'I'*·'· -lj/ ·- g { 17) 

T*l/I = O o (18) 

Es facil comprobar que T* = E K* • 

La solución de la ecuación (15) junto con las solucio

nes de sus ecuaciones relacionadas (16), {17), (18) estan ex 

presadas en los siguientes teoremas de Frcdholm. 

13. TEOi~EMA 

L a e e u a e ·¡ ó n n fJ h o m o g e n e a 'l\" == f t i e n e s o 1 u e i ó n p a r a -

aquellils f y sólo iiquellas que son ortogonules a toda solu-

ción de la ccuución homogcnca conjugada T:':1f;
0 

=O. 

14 • T E O lff M f\ ( f\ l t e r n a t i v a de F r e d h o l m ) 

O bien la ecuación T~ = f tiene una solución, y s6lo 
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u n a , e u it l q u ·¡ e r a q u e s e a f d I o b ·¡ é n 1 a e e u a e i ó n h o 111 o g e n e a 

T~ 0 tiene solución no nula. 

Las ecuucioncs homogencas (16)(18) tiene el mismo nume 

ro , a d '~ 111 ii s f i n i t o , d e s o 1 u e i o n e s 1 i n e t1 hn ,,, n t e i n d e p r. 11 d i e? 11 t e s . 

Para cle1;10strar estos teoremas requerirnos antes de los , 

siguientes lemas. 

16. LEMJ\ 

S i T -. E - K d o n d e K e s u n o p e r a d o 1- 1 i n e a 1 e o m p 1 e t a rn e!!_ 

te continuo en 11 entonces H(T) es un subespacio cerrado, don 

de H(T) es la imu9en de T. 

OLMOS TRF1C 1 O N 

Es inrnedia~.o que es un subespucio de lf. 

P a r a mu s l t· e: r q u e e s e e r r a d o 

Sea {y } cR(T) ) Um )' = y para cada n 
· n n n->m 

y ll -· T(x ) = ( [ - K)x = X Kx 
n . n n n 

entonces 1 i JJl )' ll - .lim(x -Kx ) = y 
n 11 

n··Hü n·Hú 

{ x } e s u n a s u e e s i ó n a e o t a da ( e . d • 11 x 11 < M V ne N) • 
n n 

En efecto de lo contrario (e.d. llx 11~ 00 ) 
11 

ya que, 

X 

1 .i 111 
n r -----

n-> ,. 11 X 11 
n 

1 • ... 1111 
1 

Jl·}W 11 X 11 
n 

X 
K (---n ____ ) ] 1 im (x -- -

11 X 11 11 X 11 
n 

n-+'º 
n n 

- o y por (19). 

Kx ) = n 

( 19) 

o 

X 

e o m o K e s e o m p l e t a 111 e n t e e o n t i n u o y e o m o jj ___ !_) -11 = 1 V n 
-11 X 11 

ll 
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X 

existe una subsucesión 
X 

n}· 
{-·--·-· } ta 1 que 

nP . 
{ k (---- ·:_) } e s e o n v e r 

11 X 11 
nk 

llx 11 
np 

gente, como 
X X 

X X np n 
lim n K(-~-)] o lirn K( 

p l --·-··-- ::: * [.---
n-rw llx 11 11 xnll p-~o:l 11 X ll llx 

11 np np 

entonces 
X 

np 
{ ----- ·} t a m b i é n e o n v e r g e , d i g a m o s a z el l. 

11 X 11 
n 

p 

X 
n 

) ] = o 
11 

T ( z ) == ( E - K) ( z ) == z - K z == 1 i m [ _ ___E_ __ 

X 
np 

K ( -----) ] = O 
p+oo 11 >: 11 11 X 11 

11 p np 

=> ZE:N(T) {20) 

Por otro lado yn = T(xn) y xn se puede expresar por teo 

rema 28 capitulo I como X 
11 

= X + X 
n n 

donde X c:N
1 

(T) 
n 

"' X cN(T) por ser claramente N(TJ un subespacio cerrado. En
n 

ton ces 

I'\ A 

T(x ) = TO~- + X ) = T(X ) + T(X ) == T(X ) 
Yn = n · 11 n n n n 

significa que podemos suponer que las y provienen bajo el 
n 

y 

operador T de x que es tan en N.t (T) y corno N1 (T) es cerrado 
' n 

entonces 

X 
N

1 
(T) lim n {:cT!Tz = O} (21) z ::: e ·-

n-~rn 11 X 11 
n 

de (20) y ( 21 ) tenemos que 'l., = o 1 o cual no puede ser porque 

11 zll 1. Es tu contradicción . - de suponer que 11 X 11 -~oo • ::: surg10 n 
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Corno llx 11 < M V ll 3 una ~;ubsucesión {x } pura la cual 
n np 

la subsucesión {kx } es convcrge:nte y como Jim y == 
np p-.-w np 

lim(x 
n 

P·H>'.J p 
- Kx ) :-= y entone es { x } ta rn b i é n e~: e o r. ver gente 

nr np 

digamos a x entonces T(x) = lim T(x ) = lim y = y 
p+w np p+m np 

ycH(T) 

. .. Si T = E - K donde K es un operador completamente con 

tinuo entonces R(T) 0s cerrado. 1 

17. LEMA 

Sea T un operador tal que T = E - K donde K es un operE_ 

dor completamente continuo entonces 

t,/ (T•'•) e R('f) 

don de R ( T) "' {y 1 y == T x , x e JI} 

N(T*) ~ {zcHIT*z == O} 

DEMOSTRACION 

Vea111os que R1 (T) e N(T*) 

1 Sea zcR (T) para cada xcH 

<z, Tx> "' O => <T* z, x> == O V xcll Q 

T*z = O * zcN(T*) 

Usando el corolario 10 ya que R(T) es un subespacio ce-

rrado por el lenrn 16. 

y:por el lema 9 
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18. COROLARIO. 

H es la suma directa de los subespacios cerrados N(T*) 

y R (T) , es de e ir 

N(T*) © R(T) = II 

y an51ogamente para N(T) y R(T~•) 

N(T) EB R(1'~•) = 11 

• 

19. DEMOSTRACION DE' PRIMER TEOREMA DE FREDHOLM (teorema 13) 

De a e u r· r do e o n e 1 e o t" o l a r i o 18 , f 1 N ( P'•) s i y s ó 1 o s i 

f e R ( T ) , e s d e e i r , s i J tp e 1 J j T\o = f 1 

20. LEMf\ 

Sea T = E - K donde k es un operador completamente con 

i) 11 11 
:::i 11 11 + 1 V n 

i i) T(ll 11
) = H11 +1 

OEMOSTRACJON 

i) Sea yc!l 11 + 1 ~ 3 xcll 3 y = T11+1 (x) = T11 (Tx) 

como T(x) -

~ y = T 11
(x') 

i i) Si ycT (11 n) <~ 

<> 

<> 

<> 

x'clI 

~ ycll n 

y = T(x) 

3 zdl ) 

3 ztll ) 

ydl n+1 

donde x El I 
n 

x = T"(z), y= T(T 11 (z)) 

}' - Tn+1(z) 
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21. LEMA 

r.xiste un J ta1 que Hn·i-l _ 

DEMOSTí~ACION 

L o h a r e m o s p o r r e d u e e ·¡ ó n a 1 a b s u r d o . 

Supongan1os que ¡¡n+ 1 1- Iln 'f/ ne N 

Por corolario 18 

II = N('l;~) © R(T) = N(T~:) 4> H1 

como H = 11°, r1 1 = R(T) por la suposición, 11-/: II
1 

lo que im-

plica N(T*) I {O} 

lo que podernos escoger de modo que 11 x
0

1! = 1. 

Nuevamente por coro·lario lB 

JI 1 = N ( T ~. / l I 1) a;1 R ('f / 11 1) 

como H(T/11 1
) :::.'f(JJ

1J -11 2 

entonces JI - N(T*/11 ) EB 
? 

1 r· 

como H 1 
-/: H2 ~ N('P•/IJ 1) -/: {O} 

As, construiremos la sucesión {x} tal que llx 11 = 1, n n 

X 
n 

l 1-ln+ 1 u 11 n v n, x E · • 
n 

Ahora, sea q > P 

Sea y = x + Tx q p 
ya que q > P 
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Ahora 

ll k X - k X 11 ;:, 11 - X 11 :.:: 1 p O r q U (~ )' 1 JI p q p p 

de la sucesión {kx } no se puede extraer ninguna subsucesi6n 
lí 

convergente lo que contradice la continuidad completa del 

operudor K. 

22. LEMA 

Si N(T) = {n} entonces T es un operador biyecti vo. 

D[MQSTf./\C ION 

T es un operador inyectivo. En efecto si 

T(x) = T(y) 0=> T(x) - T(y) '"'O =-> T(x-y) =O 

como N(T) = {O} 

=> X - y = Ü => X ~ y 

Veamos que T es un operador sobreyectivo. 

P o r e l ·1 e m él 2 1 , J j 1 11 n == l l 11 
+ 1 V n ~ j 

sabemos que 3 yr.ll j X ::: Tn+1 (y) 

esto es, V zcll 3 ycll 3 Tn(z) == T n+ 1 
()') 

=> Tn(::.) == Tn(T(y)) 

e s fa e i 1 v e r i f i e a I' q u e s i N ( T ) •· { O } , N ( T n ) :::: { O } e n to n e e s 

T n e s u n o ¡H! r a d o r ·j n y e e t i v o . 

=> V zcll 3 ycll 3 z ::: T(y) 

~ T es un operador sobrryt~ctivo. 
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23. LEMA 

N('l') = {O} si y sólo si R(TJ :::: H 

DEMOSTRACION 

":.)es ·inrnudiato dt:l lema 22 

~) si R(T) - H, por el corolario lCJ, N(T*) = {O} 

''"> r{(T~:) · ll y nuevamente por el corolario 18, N(T) = {O} 1 

Observación: El lern¿¡ ?3 demuestra el segundo teorema de 

Fredholm ( teorc0 'li) 14). 

2 4 • O E M OS L '. í1 C I O N DEL T Ef~ C E R TE ORE¡.¡ /\ D E F R r· UH O L M ( Tea remu 15) 

N ( T ) e s d e d i m e n ::; i ó n f i n-i t a • O e 1 o e o n t t' a r i o T z "' (E- !\) z ~O 

=> Kz = z (e . d . L fu ne i o n il en N ( T) e orno opero , .; l' i dé n t. i e o ) y 

si es infinito, K no serta un operador completamente conti-

nuo. 

Ana l o g (1 rn en t e N ('I' ;': ) es de d i me 11 s i ó n f i n i ta . 

Para mosti·ar que N(T) y N(T•'•) tienen la misma dimensión 

lo haremos por reducción al absurdo. 

No perdt~mos generalidad al suponer que la dimensión de 

N(T) es menor que la de N(P':) sea IHM(N(T)) = 11 y DIM(N(T;i:))=r 

li < r 

S a { } base de N( 'J') e e
1
,c

2
, ... ,cu y 

* * '}; { } b a ".. e~ cJ e N ( '1' * ) e
1
,c 2 , ... ,cr ~· .1 

Sea Sel operudor definido de la siguiente forma 

u 
Sx :-: Tx + ~ 

j=1 

ti; 

<x,e.> e, 
J J 
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Como el operador S se vbtienc de agregar al operador T 

un operador degenerado, todo lo demostrado anteriormente es 

v61·iJo pura S. 

Veci.lnos C UiJ 1 es el e onj un f; o solución de 

u 
Sx = o ,._., Tx 1· "\' <x,c.> j~ 1 J 

por el corolario 18 R(T) 1 N(i' 1;) '* 

Tx = O y <x, e.::. = O 'rJ j 
J 

u 
la primera igualdad implica x --= • 1: 

1 
a . e . 

J.== l. l. 

la se~1unda implica x.L ej V j - 1, .•. , u 

l a . ~ Sx ecuac1on 

e :i: = o 
J 

- º· 

* x == O ~.d. la Gnica solución de Sx == O es la solución nula. 

Por el teorema l!l Sx =y Lene solución única V ycll. 

En particul~r para \' = (' 
u+ 1 

* Sx = e 
1 

tiene solución únira. 
u+ 

Sea z ésta solución 

u * * Sz == Tz + .~ <z,c.> e. - e 
J~1 J J u+1 

u * * Ahora <Sz,Sz> = <Tz + .L <z,,·.> c.,c 
1
> 

J=1 J J u+ 

* * * = <Tz e > + 
' u+1 

u 
\' 

j ~~-· l <z,c.> <c. e >=O 
J J' u+l 

o): *}: 

ya que R(T) l N('f~•) y {e
1

, ••• ,c
1

} es un sistema ortonormal. 

* * Pero poi· otro lado <S~:,S::> "' <e (' > = 
'·u+1' u+1 

:. N(T) y N(P") tiene la misma dimcns·ién éldernás finita. 

25. EJEMPLO 

Sea la siguiente ecuación integral 
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•¡/ (X) "'" .[_; ( X C O S S + S 2 
S e Jl X + C O ~; X S C 11 S ) ip ( S ) d S + X ( 2 2 ) 

Esta es una ecuación integral de Frcdholm de segunda 

especie de nacleo degenerado donde su solución queda dada por 

n 
ip (X i = . ~ C{ ,]J . (X) + f (X) 

, J.c-=1 l l 

q. son la solución del sistema 
l 

f b 
a 

A .. ::::: 

l. J 
l .r h 

a 

Q. (S)P. (S)dS 
l J 

Q.(S)P.(S)dS]-1 
J. . J 

b. = Jb Q.(S)f(S)cl'.:; 
l. él J. 

si i ~ j 

si i = j 

Ahora como P
1
(x) = x,Q

1
(S) = cos S, P

2
(x) = sen x, 

Entonces 

A11 = [ f 1T 
-1T 

s cos s dS] - 1 = o 

A1 2 = f 7f 
- rr 

sen s cos s dS = o 

A, 3 = f Tf 
-7f 

cos 2 SdS ::: 1T 

A21 
1T s\1s o = L1T ::: 

A22 
[ f 'IT s2 Sel S] 1 - 1 ::: ' .SC'll - = 

- ·¡, 

A23 
1l S2cos SdS - 41r ·- .e 1f 

= 
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A31 
1T s S<lS 2rr = ~ 1T 

sen ;:: 

A32 
f 1T 2 

SdS = sen ::; 11' 
-7T 

A33 = [ f 11· sen s cos S<lS] - 1 = - 1 
- 1r 

b1 :e f 7r 
-1T 

s cos SdS == o 

b2 = f 1T S 3dS -· o 
-1r 

b3 
7T s sel .s 21T ·- f 'T ~Lll ::: 

·- 1 

Hay que resolver el siguiente sistemR de ecuaciones pa-

ra encontrar las q. •s. 
J. 

- q 1 + nq 3 ~ O 

-q - 47Tc¡ = o 
2 3 

27f(¡
1 

+ 1rq
2 

- q
3 

=-2TI 

las cuales son 

2 
2ír 

q 1 = 1 + 2TI 2 ' q 2 = 
211 ---

1+27T 
2 

. .. .,O ( X) = X + --32'._2_ ( 1T X 

1+211 
4n s~1 x + cos x) 

es la solución de la ecuación integral (22). 
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