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CAPITULO 1

Entre los objetos de estudio m&s importantes que intervie
nen en este trabajo se encuentran subespacios de los asi llama
dos grupog lineales clésicos; asi como acciones de estos subespa
cios sobre la mitad superior del plano complejo. Este capitu
lo comienza con una revisidn de los principales resultados con-
cernientes & estos grupos y nos introduce a los espacios con res
pecto a los cuales quedardn definidas las funciones que aqui es
tudiaremos; las funciones y formas automorfas. Estos espacios

son los llamados grupos Fuchsianos de la primera clase.

1.1 Grupos Lineales cldsicos y ghupos de transformaciones.

Esta primera seccidn no pretende ser una introduccidn a
los grupos topoldgicos, ni pretende ser una introduccidn a los
grupos lineales cl&sicos, solamente pretende ser, como ya se
ha dicho, una revisidn de los principales resultados relativos
a estos grupos que son de nuestro particular interés. Esta
es la razdn por la cual todos los resultadous sobre grupos to-
poldgicos y grupos lineales clasicos que aqui se mencionan, ca-
recen de demostraci®dn. Una demostracidn de cada uno de estos
resultados estd fuera del propdsito de este trabajo, sin embar
go, se pueden vecomendar los libros de Chevalley, [3], ¥y
Pontrjagin, [ 13] , como excelentes referencias a las cuales se
puede remitir aquel lector que desee una demostracidn de estos

resultados. Comenzamos — pues introduciendo conceptos a través



de definiciones y fijando notacién.

Como es costumbre el simbolo Mn(C) denotard al anillo
de matrices cuadradas de grado n (de n x n) con coeficien
tes complejos. Este conjunto, asi como sus subconjuntos que
se definirég mas adelante, nos interesan, sobre todo,desde el
punto de vista de sus estructuras continuas, es decir desde
el punto de vista topoldgico. Por esta razdn es necesario do
tar a Mn(C), y a sus subconjuntos, de una topologia. La to

pologia que se define sobre Mn(C) es la que se obtiene aso
2
ciando a cada matriz (aij) € Mn(C) un punto de c” de la

siguiente manera:

A cada matriz (aij) € Mn(C) se le asocia el punto de coor

2

n
pessesy @ Lyeane, @ ) en € . Esta

nn

denadas (a11,..., a,.

asociacidon establece una biyeccidn entre los elementos de

n2

Mh(C) y los puntos de @« . Aprovechamos entonces la estruc

n2

tura topoldgica de € , Un subconjunto O de Mn(C) seréd
abi - 51 56 s 1 v, 2 .o eeor 2
un iilerto en Mn(C) iy sdlo si {(21’,. 124 120 , nn)
n . n
€EC : (zij) € 0} es abierto en € . Con esta topologia la
asociacidn anterior resulta un homeomorfismo de MnCC} en

2
n . .
€ , ademids el producto de matrices en Mn(ﬂ) resulta una

operacidn continua.

De particular interés es el grupo de las matrices inverti



bles (matrices regulares o matrices no-singulares) de Mn(C)

al que llamaremos el grupo lineal general,

Definicidn 1. E1 grupo lineal general es el grupo constitui

do por las matrices invertibles de Mn(C). Lo denotaremos con

el simbolo GLn(C).

El grupo GLn(C) se verd como espacio topoldgico con la
topologia inducida de Mn(C) (topologia de subespacio). Pues
to que el determinante de una matriz es una funcidn continua
de la matriz, GLn(C) resulta ser un subceonjunto abierto de
Mn(C). No es dificil ver tambi&n gue las operaciones de tomar
inversas, conjugadas y transpuestas en los elementos de GLn(C)

son operaciones continuas de estos elementos, afin mds, son ho

meomorfismos de GLn(C) en si mismo.

Dada 0o € GLn(C) denotamos por o% g la matriz definida

por:

El lado derecho de la igualdad no da lugar a confusiones
puesto que los operadores e y ( )“1 conmutan. Estos ope
radores junto con el operador ( ) tienen las siguientes pro-
piedades:

si 0,7 € GL_(T) o) = P1te 5T =0 7 (or)" ' = 177!

de aqui se deduce que los mapeds O — O y 0 — ag* de




GLn«C) en si mismo, son automorfismos de GLn(C). Damos aho

ra mas definiciones.

Definicifn 2. Una matriz o es llamada ortogonal si

0 =0 = o%, El conjunto de todas las matrices ortogonales de

grado n sera denotado por O{(n).

Si una matriz satisface solamente la condicidén o = o*,
entonces ¢ es llamada ortogonal compleja y el conjunto de
estas matrices es denotado por el simbolo On(C)' Si por otro
lado la matriz O solamente satisface la condicidn o = o*,
entonces 0 es llamada unitaria. El conjunto de las matrices

unitarias es denotado por U(n).

El mapeo o0 — g%, de GLn(C) en si mismo, es continuo
pues es composicidn de mapeos continuos. Como también el ma-
peo @ —* 0 es continuo, resulta que los conjuntos Of{n),
on(c) y U(n) - son subconjuntos cerrados de GLn(C); simple-
mente el conjunto de las matrices unitarias es la imagen in- .
versa de cero bajo el mapeo continuo ¢ — ¢ - o y On(C)
es la imagen inversa de cero bajo el mapeo continuo
0 — ¢ - g%, ademis O(n) = On(C) N U(n). Por otro lado como

los mapeos © — o%,0 — ¢ son automorfismos de

GLn(C); O(n), On(C) y U(n) resultan subgrupos de GLn(C).

Cuando una matriz tenga coeficientes reales diremos que



la matriz es real. El conjunto de las matrices reales de gra

do n serd denotado por M (R}, pondremos GLnGR)=MnGR)ﬁGLn(C)-

A partir de las piopiedades de los determinantes se sigue
que las matrices de determinante 1 forman un subgrupo de GLn(C),

llamadoe el grupo lineal especial.

Defindicién 3. L1 grupo de las matrices de determinante 1 en

GLn(C) es llamado el grupo lineal especial y es denotado por

SL_(C) .
n
A manera de definicidn podemos poner:
SLn(F) = SLn(C)ﬂGLnGR); S0(n) = Slh(@)ﬁO(n); SU(n) = SLn(C)ﬁU(n)

El grupo SO(n) es llamado el grupo ortogonal especial y
el grupo SU(n) es llamado el grupc unitario especial. Los con
juntos SLn(C), SLn(R), S0(n), SU(n) se consideraran como sub-
espacios de GLn(G) con la topologia inducida. Estos conjun-
tos son subconjuntos cerrados, y ademis subgrupos. de GLn(GH.

Como uno de los teoremas importantes de esta seccidn tenemos:

Teorema 1. Los espacios U(n), O(n), SU(n}) y SO(n) son com-

pactos.

Se ha visto ya,que existe una relacidén entre la estructu
ra algebraica de grupo de GLn(C) y su estructura topoldgica.

Esto no es una mera coincidencia, pues por la manera en que se



definid la topologia sobre GLH(C) ambas estructuras resultan
compatibles. Conpatibles en el sentido de que tanto el produc
to como la inversidn en GLn(C) son operaciones continuas. De
manera més general, si se tiene un grupo G dotado de una to-
pologia, en donde ambas estructuras son compatibles en el senti
do sefialado anteriormente, entonces se tiene lo que se llama un

grupo topoldgico. Mas precisamente:

Definicién 4. Se llama grupo topoldgico a un conjunto G dota

do, tanto de una estructura topoldgica como de una estruc-
tura de grupo, y en donde ambas estructuras son compatibles en

el sentido siguiente:

i) E1 producto p : G X G — G
(x,¥) — plx,y) = xy
es una aplicaci®n continua
ii) La inversibn in + G ™ G
-1

X — in(x) = x

es también una aplicacidn continua.

Las condiciones anteriores son equivalentes a la condicidn:

i) La aplicacidn p : G X G —™ G
(x,y) — p(x,y) = xy

es continua.

De esta forma, un conjunto que es a la vez un grupo y un

[}



espacio topoldgico es un grupo topoldgico si y sdlo si sus es

tructuras topoldgica y algebraica satisfacen la condicidn if.

Como ejemplo de grupos topoldgicos tenemos:

1) El grupo aditivo de los niimeros reales con la topolo-
gia usual.

2) E1 circulo unitario visto como subconjunto del plano
complejo. La operacidn de grupo en el circulo es el producto
de nfimeros complejos unitarios,y la topologia es la topologia
de subespacio.

3) Dado un grupo G, 1le damos la topologia discreta.

G es entonces un grupo discreto. Todo grupo discreto es un
grupo topolbdgico.

4) El grupo GLn(C), con el producto como operacidbn de

grupo, y la topologia definida anteriormente.

Los grupos topoldgicos tienen una interesante propiedad.
La topologia de un grupo G puede describirse a partir de un
sistema fundamental de vecindades, (o base de vecindades), del
elemento neutro. Una justificacidn de este hecho puede darse

con brevedad.
Para cada X € G definimos dos aplicaciones:

La translacidn izquierda de G respecto a x, T defi-

xl

nida por Tx(g) = xg, y la translacidn derecha de G respecto

a x, T, definida por x'I‘(g) = gX.

X



Ambas translaciones son mapeos de G en G invertibles,
ademés son continuas, afin mAs, son homeomorfismos. Entonces,
si U es un sistema fundamental de vecindades del elemento
neutro €, podemos obtener un sistema fundamental de vecinda-
des de cualquier punto X € G aplicando cualquiera de las dos
translaciones Tx 0 XT’ Lo anterior nos dice que la Topolo-
gia del grupo G estd determinada por cualquier sistema funda
mental de vecindades del elemento €. Entonces, el conocimien
to de los sistemas fundamentales de vecindades del neutro multi

plicativo de un grupo topoldgico,nos da una valiosa informacidn

acerca de la estructura topoldgica del grupo.

Todo sistema fundamental de vecindades U, del elemento

neutro e, satisface las siguientes propiedades:
I. n{u : ue Ul = {e}
II. Para cada U, V€ (I, existe W € (/| tal que WE U NV
III. Para cada U € U, existe V € U tal que V:VCU
IV. Para cada U € U, existe V € U tal que V_1 cvu

V. Para cada U € Ul y x € U, existe V € U tal que

XV € U.

VI. Para cada U € |l y x € G, existe V € (I tal que

xVx-1 cu



inversamente, si tenemos un grupo G y una familia (|
de subconjuntos de G que satisfacen las propiedades I-VI,
entonces las familias {xU : U € U} y {ux, U € {{}, con
X € G, forman sistemas fundamentales de vecindades de X que
generan una topologia en G que lo convierte en un grupo

topoldgico.

Heremos uso de la siguiente propiedad de un grupo topo

ldgico:

Dados x € G, y U vecindad del elemento neutro €
de un grupo topoldgico G, existe una vecindad V de x

tal que V-1V C u.

El aspecto que nos interesa de los grupos topoldgicos,es
la manera en que estos actlan como grupos de transformaciones
sobre espaciocs topoldgicos. De ahora en adelante, en esta
seccidbn, estudiaremos este aspecto y supondremos gue los gru-
pos topoldgicos con los cuales se trabaja son espacios

Hausdorff.

De esta manera, sean G un grupo topolbgicoy S un

espacio topoldgico.

Defindicibn 5, Decimos que G actfia continuamente sobre 8,

o que G es un grupo de transformaciones asobre 8, si exis

te un mapeo continuo de GxS en- S; (g,x) — gs, que satis-
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face las siguientes condiciones:

i) (ab)s = a{(bs) a,b € G s € 8

es = B s € 8

[N
e
Snar?”

Es inmediato a partir de la definicid®n que si G actfia
continuamente sobre S y g € G, el mapeo S — gs8 es un
homeomorfismo de S en si mismo. Este Qltimo hecho y la
definicidn anterior, nos permiten introducir una relacidn
de equivalencia en un espacio topoldgico provisto de la accidn

de un grupo G, de la siguiente manera:

Dado s € 8§, el subconjunto de S, Gs = {gs : g € G},
es llamado la drbita de s bajo G © la G~drbita de 8.

Claramente, si s s. € G 1la relacidn, s, v s si y solo

1! 2 1 2
si 5, = gs, para alguna g € G, es una relacidn de equiva
lencia cuyas clases de equivalencia son las 6rbitas de los

elementos de S baio la accidn dada. Denotamos por G\S

al conjunto de todas las G-drbitas de los elementos de 8.

Sea I : & — G\S 1la proyeccidn candnica, a través de
I le damos al conjunto G\S una topologia, la topologia de
identificacidn, definida por: X € G\S es abierto en G\S
si y solo si H‘1(X) es abierto en S. Con esta topologia
I es claramente continua, adem@s es un mapeo abierto pues si

3

¥ es un abierto de S se tiene H-1(H(Y)) = ggé :  como el ma-



peo 5 —™ gs es un homeomorfismo de 8 en si mismo g¥Y es
abierto para cada g € Gy en consecuencia UgY es abier

- g&G

to,.

Como ejemplo de la accibn de un grupo sobre un espacio to
poldgico, podemos considerar la accidn que se obtiene de un
grupo G sobre el espacio cociente de éste por un subgrupo
cerrado. A saber: Sea K un subgrupo cerrado de un grupo
topolbdgico G. Conasideremos la accidn de K sobre G defi-
nida por la multiplicacidn por la derecha. Entonces la K-dr
bita de un elemento g € G es justamente la clase lateral iz
quierda gk en G/K, y de aqul que nuestro espacio G\K
sea lo mismo que el conocido espacio cociente G/K con la
topologia cociente. Como es sabido, cuando el sub-grupo K
es cerrado, el cociente resulta un espacio de Hausdorff, enton
ces podemos considerar ahora la accidn del grupo G sobre el
grupo G/K determinada por la aplicacidn (g,xK) — gxX, g € G,

x €G, de G*G/K en G/K, 1la cual es claramente continua.

§i un grupo topoldgico G actfia sobre un espacio topold
gico S, y el espacio G\S de las G-&rbitas contiene sola-
mente un elemento, S mismo, entonces diremos que G actla
transitivamente sobre S. Sean S un espacio de Hausdorff,

y G un grupo topolbgico que actia continua y transitivamente

sobre S. Para cualquier punto fijo t de S ponemos



K= {g €G : gt ==t}. Entonces K es un subgrupo cerrado de
G, vy es llamado el subgrupo de isotropia de G en t. Exis-
te un mapeo natural inyectivo A : G/K — S definido por
A{gK) = gt. Para cualquier subconjunto X de §, tenemos
A'1(x) = h ({g € G : gt & X}), donde h es la proyeccidn
canénica de G en G/K. Esta igualdad muestra que A  (X)

es abierto si X es abierto. Entonces A es continua. Pero

A no es necesariamente un homeomorfismo. Sin embargo, se pue

de probar cuando menos el siguiente criterio.

Teorema 2. E1 mapeo A : G/K — S es un homeomorfismo si

G y 'S son localmente compactos, y G +tiene una base conta-

ble de conjuntos abiertos.

Dem: Sea X abierto de G/K. Entonces h-1(X) es abierto en
G y XX) = h~1(X)t, donde h es la proyeccidn candnica. Lo
anterior nos dice que es suficiente considerar un abierto U

de G, un punto ¢ de U, ¥y entonces mostrar gque gt es un
punto interior de Ut. Tomemos una vecindad compacta V del
elemento identidad de G tal que V = Vw1 y sz Cuy. 8i Vvt
contiene un punto interior vt con Vv € V, entonces

gt = gva1vt es un punto interior de Ut. Veremos que Vt con
tiene efectivamente un punto interior. Por hipdtesis. G es
una unidn Ugnv, donde {gn} C G es contable. Entonces

8 = Uypvt.
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El Teorema de Baire, [4] capitulo XI, muestra que Vt

debe contener un punto interior.

Proposdicién 1. Si G es un grupo topoldgico que actfa conti

nuamente sobre un espacio de Hausdorff localmente compacto
S, entonces G\S es compacto si y sdlo si existe un subcon-

junto compacto C de S tal que GC = S.

Dem: Supongamos que G\S es compacto. La compacidad local
de S nos permite cubrir a S con una familia de abiertos

{ui}iEI cuyas cerraduras son compactas, entonces, tomando la

proyeccidn candnica I tenemos G\S =igIH(Ui), de donde

G\s siQ H(Ui)’ lo que implica que S = i§1Gﬁi' La con-

tinuidad del mapeo lI implica que Gﬁi es compacto para to
da i = 1,...,n ¥y en consecuencia S es compacto. Inversa-
mente, si GC =S con C compacto de S entonces II(C) =

= G\S, 1la continuidad de II implica que G\S es compacto. -

Un subgrupo T de G es llamado discreto si la topolo

gia inducida sobre T es discreta,

Proposicdibn 2. Sea T un subgrupo de. G. Supongamos que la

topologia inducdida sobre I es localmente compacta. Entonces -

' es cerrado en G. Especialmente, si I es discreto, enton

ces I es cerrado y no tiene puntos limites en G.

Dem. Sea C una vecindad compacta en I  del elemento iden-- -



tidad e, Tomemos una vecindad abierta U de e en G tal
que U N T C C,  Tomemos ahora un elemento x de la cerradura
de T . La estructura topolégica de G nos permite encontrar
una vecindad V de x tal que V'1V C U. Entonces
(VfWT)_1(V nT)C V*1V NTcCcCuyunNnrTccC. Como X estld en la
cerradura de [, VN T # @. Sea y en V N T, entonces

v nNnrTr<cyCc. Ahora, para toda vecindad W de x tenemos
WnNnv) NnT =wW(VNT) # P, entonces X pertenece a la
cerradura de V N I'. Como G es Hausdorff y yC es compacto,
yC es cerrado, entonces x € yC C I, de donde T es cerrado.
Si T es discreto, entonces I es localmente compacto, y por

lo tanto es cerrado.

Proposicién 3. Sea G un grupo localmente compacto y K un

subgrupo compacto de G. Pongamos S = G/K, y sea h : G -+ S
la proyeccidn. Si A es un subconjunto compacto de 8, h—1(A)

es compacto en G.

Dem: La hipdtesis sobre G nos permite tomar una cubierta
abierta {vi}iEI de G cuyos miembros tienen cerraduras com-
pactas. Entonces si A es un subconjunto compacto de §,

n , . _ - no_
A ij1h(vj). Tomando imagenes inversas h 1(A) nglij'
El teorema de Tychonoff nos dice que ﬁij es un subespacio
compacto de GxG. La continuidad del producto implica enton-

ces que VjK es compacto en G. Por la proposicidn anterior
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A es cerrado en 8, en consecuencia la continuidad de h
. . -1

implica que h "(A) es cerrado en G. Se ha mostrado que
-1 . .

h "(A) es un subespacio cerrado de un espacio compacto, por

-1
lo tanto h (A) es compacto.

Proposiciébn 4. Sean G, K, S y h como en la proposicidn

3, y sea I un subgrupo de G. Entonces son equivalentes:

(1) I' es un subgrupo discreto de G
(2) Si A y B son subconjuntos compactos de §,

{g €T : gANB # P} es finito.

Dem: Sean ' un subgrupo discreto de G, A y B subconjun-
tos compactos de S, C = h_1(A), D = h—I(B), g€ TI'. Si

gA N B #fF entonces gC ND#MP lo que implica que

1

g€rn pDC~ Por la proposicidn 3, C y D son compactos,

entonces, como se vid en la demostracidn de esta misma propo-
sicion, I)CZ“1 es compacto. .Si I es discreto, T N DC“1 es
compacto y discreto, entonces es finito. Inversamente, sea

V una vecindad compacta de e en G, entonces

' NvcC{g€T : gh(e) Nh(v) # #}. Como K es compacto

h(K) = h(e) es compacto, de donde por la continuidad del pro
ducto gh(e) es compacto. De 1la hipodtesis se tiene que

{g €T : gh(e) N g(V) # @) es finito, entonces T NV es

finito. Por lo tanto T es discreto.
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Como se vid en la demostracidn de la proposicibn anterior,
en S todos los puntos son compactos. Si T es un subgrupo
discreto de G y G, K, S, y h son como en la proposicidn

3 se tiene el siguiente corolario a la proposicidn u:

Cornolanic {g € T': gz = 2} es un conjunto finito para toda

2 € 5.

Proposdicibn 5. Sean G, K, S, y h como en la proposicién 3,

y sea I un subgrupo discreto de G. Entonces, para toda
Z€ S, existe una vecindad U de 2z tal que {g € T:gU N U#fl=

{geT : gz = z}.

Dem: Sea V una vecindad compacta de 2. Por la proposi-
cidn 4, {g €T : gv NV # g} es finito. Denotémoslo por
{91,....,gr}. Supongamos que gi(z) = 2z, para 1 € i < s,

y gi(z) # 2, para s < i <r, Como K es compacto, la pro-
posicidn 2 muestra que S es un espacio de Hausdorff. Sean
entonces, para todo 1 » s, Vi vecindad de 2 y Wi vecin-
dad de g;2 tales que Vi N Wi = ff. Definase

U=V i (v, n g;'W)}. Claramente, z €U y

{gel : gunu#gdlcC {g1,..,.,gr}. También es claro gque
{gl,....,gs} C{geTl : guNU#H}., si i > s, g,unuv=4g
en virtud de la condicibn Vi n W= g. Entonces
{g1,....,gs}== {geT :gqunu#4g) vy

{ger:gz=21Cc{geETlT :gunu#Pglc{geTrT :gz= 2z},
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de donde se tiene la proposicibn,

Con las mismas hipdtesis de la proposici®bn anterior te-

nemos:

Proposdicibn 6. Si dos puntos 2z y w de S no son T-equi

valentes, entonces existen vecindades U de 2 y V de w

tales que gU N V = @ para todo g € T.

Dem: Sean X y Y vecindades compactas de 2 y W respec
tivamente. Por la proposicidn 5, {g €T : gXx NY # B} es
finito, digamos {g1,....,gr). Como 2 y w no son I'-equi-
valentes, tenemos que 9,2 # w, para toda 1. Como £ es
Hausdorff podemos encontrar vecindades Ui de g,%2 v Vi de
w tales que U, N Vi = ff. Pongamos U =X N g;1U1ﬂ Ceeaenen
n g;1Ur, V=N v,n.....nvr. Por construccidn, guU NV =g

para toda g € T,

Esta Gltima proposicidn implica que el espacio TI\S, es

Hausdorff. Fspecificamente tenemos el siguiente:
Y g

Corolario Sea - T\S el conjunto de todas las TI'-drbitas de
los puntos de 8. Entonces T\8, con la topologia de identifi

cacidn, es un espacio de Hausdorff.

Dem: Si 2 y W son puntos de S no TI-equivalentes, la

proposicibn 6 nos asegura la existencia de vecindades U de 2
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y V de w tales que gU NV =g, para todo g € I'. Escri
to de otra manera U NV = @. Como la proyeccidn I es
abierta tenemos que TIU y IV son vecindades de Tz y Iw
respectivamente., Finalmente, la condicidn TU NV =g impli

ca Tunrv=4g.

1.2 Thansformaciones £ineales fraccionafed.

M&s adelante estudiaremos funciones definidas en la mitad
superior del plano complejo. Estas funciones estarédn determi-
nadas por la accidn de un subgrupo discreto T de SLz(R) so
bre esta parte del plano complejo. En esta seccidn estudiare
mos algunos elementos particulares de SL2(R), asi como algu-

nos elementos particulares de un subgrupo discreto T de

SLzﬂR).

Consideremos primeramente una transformacidn lineal frac-
B .
cional sobre € V {«}. Dado un elemento ¢ =[2 g| del grupo

lineal general GL_(C), definimos la transformacidn

az+b

vl donde 2z €@ U {«o}, Supondremos que a(z) no

o(z)
es la transformacidn identidad. Como se sabe, [2] capitulo
X, cualquier matriz compleja es similar a una matriz expre-

sada en la forma candnica de Jordan. En consecuencia la ma-~

triz ¢ es similar a una de las dos siguientes formas:
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i)

we
| ]
s
f—

P A E W

Por lo tanto, la transformacidn ©(2Z] es esencialmente

de los dos tipos siguientes:

iy z — oz 4+ A7) ii)z —cz, cf1l

En el primer caso, llamamos a ¢ parabdlica. En el se-
gundo ‘caso, llamamos a O eliptica si lcl = 1, hiperbélica
si € es real y positivo, y loxodrdnica en otro caso. Esta

definicidn se aplica tanto a matrices como a transformaciones.

Ahora nos restringiremos a transformaciones generadas por
matrices reales. Dado 2z €EC y o = [? 2] = GLzﬂR), defini
mos:

(1) jla,z) = rz + s.
al(z), entonces:

[i [;z + %] (e, 2)

Y si w' = oa(z'):

lz oz {w o w']i(a,; 2) 0
a 11(° {1 1 Q (o, z")

Sustituyendo Z y w por 2' y w', y tomando el deter-

w
[ )
il

minante, obtenemos:

(3) det(o) Im(z) = Im(a(z))|j(a,z)|?
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Ademds de las relaciones anteriores, sobre todo de (3), nos

interesa obtener la siguiente:
(1) jlaB,2) = 3(a,B(2)) + 3(8,2) ; o,8 € GL,(R)
Justificamos esta relacidn:

Un célculo directo nos muestra que aB(z)=a(B(z)). La

relacién (2) nos dice:

(a) as[§]= [O‘Bl"’"’] © 3(ag,2); (b) a[‘“f’]{“‘sl(zﬂ 300, 8(2)) ;
(c)B[{}: F“fﬂj(ﬁﬂ).
Multiplicando en (c) por o y utilizando (b):

as[i] = a[“fi)' 3(8,2) = ["‘(B(lz”] © (e, B(2)) "5 (8,2)

(a) implica:

Ea(z)]'j‘aﬁv“ = E‘(B{Z)ﬁ * 3o, B(2)) "3(8;2).

Y por la observacidn hecha al principiof
jaB,2) = j(a,B(2)) - j(B,2)

Estas relaciones las utilizaremos en la siguiente sec-
cibén y en el capitulo II. Regresando al grupo SLZGR), es
necesario contar con un criterio que clasifique a los elemen

tos parabdélicos, elipticos e hiperbdlicos de este grupo, en



funcidn de sus puntos fijos. Establecemos entonces la siguien

te proposicidn:

Proposicibn 7. Sean o € SLZ(JR) o E + 12, y 4= {z €cC :

Im(z) > 0}. Entonces:

0 es parabblica == (¢ tiene un solo punto fijo en R U {w}
eliptica *=* ¢ +tiene un punto fijo 2z en £, vy
otro puntc fijo fuera de  : Z.

hiperbdlica <+* (¢ tiene dos puntos fijos en R U {x}

Dem: El caso 0O loxodrdmica se omite pues la traza de uno de
estos elementos no es real, y en consecuencia SLZGR) noc con-
tiene elementos loxodrdmicos., Una justificacidén de este he-
cho la posponemos hasta la proposicidn 8. Ahora, observemos
primeramente que si 2z € Q, podemos encontrar un elemento T
de SLZUR) tal que 7T(i) = 2. Por ejemplo, si 2z = x + iy
poedemos tomar T = y“/z(g i}. Por otro ladeo, la transforma
cidn generada por la matriz T~1, es la inversa de la trans-
formacidn generada por T. La verificacidn de este hecho esté
sujeta simplemente a la realizacifén de un cdlculo directo. S§i
o = [E g] € SLZGR), se tiene nuevamente por un cdlculo direc
to, (estos cdlculos se han omitido por ser rutinarios), que

‘ . 2 2 .
s50lo si p=s, q=~-xr, p + g = 1. 8i «

5

a{i) =i =siy

o

satisface la condicidn anterior, entonces es un elemento del

grupo ortogonal especial S0(2). Siende o un elemento de



este grupo y T € SL (R} con la propiedad t(i) = 2z, se ob

. -1 . .
tiene ToT (2) = 2. Inversamente, si o € SL20R) tiene la

A

s

propiedad «({z) = 2z, el elemento T 'ar tiene la propiedad

T oat(i) = i, y por lo tanto estd en S0(2), de aqui que

-1

o = T(TWTOLT)'I"-—1 € 1 S0(2) «- T . Se ha probado entonces

L]

que T °* S0(2) - 1

i

{a € SLZGR) : a(z) = z}. Es claro
que si a deja fijo a 2z, deja fijoa 2Z. Ademls, una trans
formacidn lineal fraccional, asociada a una matriz
a b . P
c 4 € SL20R) distinta de + 12, no puede tener mas de
dos puntos fijos, pues un punto fijo de esta transformacidn
, - 2 .

satisface la ecuacidén cz2” + (d-a)z - b = 0. Nos interesa sa-
ber de que tipo es una matriz cuya transformacibén lineal frac
cional asociada tiene un punto fijo en §. Como se acaba de
mostrar, una matriz con estas caracteristicas es de la forma
Tyt |, con T € SL,(R) y Y € S0(2). Ahora, todo elemento
de S80(2) tiene raices caracteristicas complejas conjugadas
unitarias, pues todo elemento de este grupo es de la forma
cosO senbd

, V las raices caracteristicas de estas matrices
~sen@ cos0
son de la forma cos@ + i senO, donde sen® # 0. De aqui
que los vectores caracteristicos correspondientes son lineal
mente independientes. Todo esto nos dice que los vectores
-1

caracteristicos de una matriz de la forma TYT ,

T € SL,(R), Y € SO(2), son linealmente independientes. Para
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ver esto observemos que todo vector caracteristico y de
TYT ', genera un vector caracteristico T-T(y) de Yy, en
consecuencia si Y, ¥ Y, son vectores caracteristicos de
TYT”1, T—T(y1) y T-1(y2) son vectores caracteristices de
Y, Yy por lo tanto son linealmente independientes. La linea
lidad de 177 implica que Y, ¥ Y, también son linealmen
te independientes. La independencia lineal de los vectores
caracteristicos de una matriz de la forma TYT—l.

T € SL,(R) y € S0(2), implica que estos vectores generan al
espacio vectorial €. De acuerdo con esto, [ 2] capitulo IX,
la matriz TYT se puede diagonalizar y los elementos de

la diagonal son 155 raices caracteristicas unitarias de esta
matriz. Todo lo anterior arroja como resultado el hecho de
que un elemento de SLzﬂR), distinto de 1,, con un punto
fijo en {, es eliptico. Inversamente, si o es un elemento
eliptico de SLZGR), entonces la transformaci®dn lineal frac-
cional asociada a o tiene sdlo un punto fijo en Q. Esto
se deduce directamente de la definicidn. También se deduce
de la definicibn y dé lo probado anteriormente, que si a es
un elemento parabdlico de SLzaR) entonces la transformacidn
lineal fraccional asociada a este elemento tiene 50l0 un pun-

to fijo en R VU {®}, Por otro lado, si s €ER U {«}, defini

mos



T— e WSS WER UNER TN IR UENN TR TR O Tmyn e

L] 2“ -

]

F(s) {a € SL,(R) : a(s) = s},

{o € P(8) : o es parabdlico 6 = + 1.}

P(s) 1,

it

Como SLZGR) actfia transtitivamente sobre R U {w}, po
demos encontrar un elemento ¢ de SL20R) tal que o(®) = s,

1

', P(s) = oP(«)¢”'. Ahora, la defini

Entonces F(s) = oF(«»)ag’
cidén de P(s) y la condicidén sobre el determinante de los ele

mentos de SLZGR) nos dice que

a b
{E) a;a
h

l o
{i'[o 1) : h €ER} =R x {+ 1}.

F () a €R - {0}, b €R},

]

P («)

Esto muestra que si un elemento 0 de SLzﬁR), # + 1,,
tiene al menos un punto fijo en R U {®}, entonces 0 es
parabdlico © hiperbdlico. Si es parabBlico, entonces tiene un punto fijo.
Si tiene dos puntos fijos entonces debe ser hiperbdlico, y si
es hiperbdlico debe tener dos puntos:fijos. Esto termina la

demostracién.

Ahora consideremos un subgrupo discreto I de SLZOR),
y denotemos por 2 a la mitad superior del plano complejo,
es decir, Q = {z €C : Im(z) > 0}. Un punto 2z de N es
llamado un punto eliptico de T =si existe un elemento elip
tico 0 de I' tal que o(z) = z. De manera semejante, un

punto 8 de R U {»} es llamado un punto cOspide de I si
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existe un elemento parabblico T de T tal que 1(s8) = s.

Tenemos los siguientes resultados relativos a puntos cfis

pides y elipticos de T.

Proposdicibn & Si 2z es un punto eliptico de T, entonces

{0 € T : 0(2z) =2} es un grupo ciclico finito.

Dem: De la demostracidn de la proposicidén anterior se saben
dos hechos. Existe T € SLZCR) con la propiedad 1(i) = z,

y ademds T * S0(2) - L {o € SLZCR) : g(z) = z}. Por lo

tanto {0 €T z o(z) =z} =1 - S0(2) * T ' NT. Como I es
discreto y S50(2) es compacto, esta interseccidn debe ser un
grupo finito. Ahora, S0O(2) es isomorfo a R/Z, y todos los

subgrupos finitos de este grupo son ciclicos, de donde se ob-

tiene la proposicidn.

Proposicidn 9. Sea s un punto clspide de T, y T =

= {0 €T : o(s) =s}. Entonces 1"e:/(I' ﬂ'{t 12) es isomorfo

a Z. Ademas, un elemento de Ts o es + 1 o es parabdli

2’

co, es decir, Ts = I N P(s).

Dem: Como se vid en la demostracidn de la proposicidn 7,

P(s) es isomorfo a R x {+1}. Por lo tanto, (P(s)ﬁtyrn{tlz}
es isomorfo a un subgrupo discreto no trivial de R, enton-
ces es isomorfo a Z. Ahora, SLzaR) no contiene elementos

loxodrdmicos, pues la traza de uno de estos elementos no es



real. Para ver esto recordemos qQue una matriz loxodrdmica es

un elemento de GLZGE) similar a una matriz de la forma

0 u
Au
ul? A0
determinante uno, entonces es de la forma o A-1\- Suponga

[? d], A # y, donde, si A y u son distintos de cero,

es negativo o complejo. Si 0 es de esta forma, tiene

-1
mos que su traza tr(o) = A + A es real.

Si X es real entonces @ es hiperbdlica. Si X es
complejo, la condicidn sobre la traza implica que debe ser
unitario. En este caso, A y A son las raices de la ecua
cién x? - tr(o)x + 1 = 0, es decir AA = 1, entonces, de
acuerdo a la definicidn O es eliptica. Lo anterior nos di
ce que una matriz loxodrdnica no puede tener traza real. En-
tonces I no contiene elementos loxodrbmicos. La proposi-
cidn 7 implica que I tampoco contiene elementos elipticos.
Como SLZGR) actfia transitivamente sobre R U {®}, no se

pierde generalidad si suponemos que S = ©, Tomemos un gene

rador O = +1 h , mddulo + 1_, del grupo P(s)nr/rn{+1_}.
0 +1 - T2 -"2
Seglin la proposicidn 7 y lo probade anteriormente esto es po

sible. Veremos que FS no contiene elementos hiperbdlicos.

. . . PR a 0
Supongamos que contiene un elemento hiperbdlico T = [é a_a ’

lal # 1. rodemos suponer que Jal < 1, Entonces

-1 +1 a’h . 2
Tat = [p ;1 € P(s) NT', segln se ve en la demostracidn
de la proposicidén 7. Pero |a*h| < |h|, y el cociente de
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P(s) N T sobre I' N {+l,} es ciclico, entonces el elemento

0T no puede estar en P(s) N T, 1lo que establece una con
tradiceidn. Lo anterior establece la contencidn TI_ € p(s) NT,
y en consecuencia PS = P(s) NT, 1lo que completa la demostra

~
cidén de la proposicidn.

Proposicibn 10. Los elementos de I de orden finito son los

elementos elipticos, asi como + 12.

Dem: 8Si un elemento o0 de SLzaR) es de orden finite, ©
es conjugada en SLzaﬂ) a una matriz [g g] , con B una
raiz de la unidad. Entonces, de acuerdo a la definicibn,

0 es eliptica si B # + 1. Si O es un elemento eliptico
de T, entonces pertenece al grupe {ad € T' : ag(z) = z}, con

z € 2, Como este grupo es ciclico finito, ¢ es de orden

finito.

Proposdcedidén 11. E1 conjunto de todos los puntos elipticos

de T no tiene puntos limites en f.

Dem: Supongamos lo contrario. Sea w€ Q, y {zn} una su

cesibn de puntos elipticos distintos de [I'y que convergen a
w. Por la proposicidn 5, podemos encontrar una vecindad U

de w tal que, para Y E€ T, YUN U# @ siy sdlo si

Y(w) = w. La convergencia de la sucesidn {zn} implica que

] e C e -
existe n € N tal que 2z Uy z, # w. Como 2z es elip



tico, existe un elemento eliptico @ de I tal que
o{(z ) = 2z . Entonces OUN U# ff, consecuentemente
o(w) = w. ELsto nos dice que 0, siendo eliptico, tiene dos

puntos fijos en {1, lo cual es imposible.

De entre los subgrupos discretos de SLZGR} tenemos al
grupo SLZ(Z), llamado el grupo modular. Dado un entero po

sitivo N, definimos:

I’N=I‘(N) ={Y€SL2(Z) : y§12 (mbd N) }
m{[f‘: glESLZ(Z):aEdEl,bEcEO
(m6d N) }.

Se verifica directamente que T (N) es un subgrupo nor-
mal de SLz(%). Este subgrupo es llamado el subgrupo de con
gruencia principal de nivel N de SLzﬂZ). En general, un
subgrupo de SLZ(%) es llamado un subgrupo de congruencia de
SL2(%) si contiene a TI'(N) para alguna N. Por ejemplo,
tenemos una familia de subgrupos de congruencia de SLZ(Z),
que no son subgrupos normales de SLz(Z), definida de la si-

guiente manera:

Dado un entero positivo N, definimos

-

Ay = {[2 2} €M, (@) :c =0 mbd (N))
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i

= (]2 b -
y T_(N) =AagnsL (&) = {[c a] € SL,(z):c = 0 mbd

Ay es un subanillo de MZ(Z) ;Y I'O(N) es un subgrupo de

SLZ(Z) que contiene a T (N).

1.3 EL espacio topokbgico T\Q*.

Consideremos nuevamente un subgrupo discreto I de
SLZGR). Por Q% denotaremos la unidén de § y los puntos
clspides de T, entonces el conjunto §% depende de r.
Nuestro objetivo eﬁ esta seccidn, es hacer ver que tiene sen
tido hablar del "gspacio N{s". En otras palabras, quere-
mos dotar a % de una topologia, de tal manera que T ac-
tlle continuamente sobre este espacio, y entonces estudiar al

gunas propiedades topolbgicas especificas de T\Q%,

Primero definimos la topologia de §*. Gea 2 € Q, co
mo sistema fundamental de vecindades abiertas de 2, toma-
mos las usuales. Si 8 # © es un punto clispide de T, co

mo sistema fundamental de vecindades abiertas de & tomamos

los conjuntos de la forma:

{s} U {el interior de un ciroculo en f tangente al

eje real en s}

8i © es un punto cfispide de T, ' tomamos los conjuntos:

(N) }
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{=}u{z € Q : Im(z) >c, c€ER, ¢ > 0}

como sistema fundamental de vecindades abiertas de ., La to-
pologia generada en Q% por estas familias de subconjuntos de
Q% es Hausdorff. Ahora, puesto que el determinante de todos
los elementos de [ es positivo, la funcidn (o0,2) — o(z),
definida en T x (, mapea este espacio en . Si s es un pun
to clispide de T, entonces o(s) también es un punto cflispide
de T, para cualquier o € I'. Para ver esto simplemente con
sidérese el elemento 010—1 de T, donde T &es un elemento
parabblico de T con la pPOpiedad T(s) = s. Es facil ver que
el elemento 0T0“1 es parabdlico. Entonces el mapeo anterior
manda los puntos clspides de T en si mismos., Esto establece
que la funcidn (og,2) — o(z) manda el espacio T x Q% en

%, Este mapeo es continuo y satisface las condiciones

i) oy(z) = o(v(z)); o,y €T, =z € Q%; ii) 12(2) = Z; l2 €T,

z € Q%, Por lo tanto I act@a continuamente sobre Q%. Ob-

servemos que ¥ no es localmente compacto, a menos que

Q% = Q.

Como en la seccidn pasada, si s es un punto clGspide de

I'yn definimos los conjuntos:
P(s) = {a € SL,(R): a(s) = s, o parabblico & % 12}

P(s) N T

o]
il

it

{y €ET:v(8) = s}
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Para estudiar la estructura topoldgica de IN\Q%, supon--
dremos que *© es un punto cfispide de TI. Recordemos la igual

dad (3) probada en la seccidn 1.2:

() Imla() = det(w)-In(z)/fezsa|* a=|3 ’gl € GL,m)
Dado o© € T, denotamos por c, 1la entrada izquierda in-
ferior de la matriz o©. Entonces. Pw = {og € I‘;cU Por 1la

=0}
A . - v l h
proposicidén 9, podemos encontrar un generador + 0 1 de

Fm mbHdulo + 12.

La topologia que vamos a considerar sobre T\Q%, es la
topologia de identificacibn, que fué definida en la seccidn
1.1. La propiedad topolbgica més importante que nos interesa
del espacio TI\Q%, es el axioma de separacidn Tz. Para ve
rificar que efectivamente el espacio TI\0%* satisface el axio

mi: . T estableceremos algunos lemas previos.

2’

l2ma 1. Dado M > 0, existen solamente un nfimero finito de

:vlasea dobles TI'_ d T = tales que o0 €T vy Icol <M

“em: Las clases dobles T _© r 0 €'y, forman una parti-

w?

*¢ién de TI'. En vista de que r, = {oer = c, = 0}, es su-

ficiente considerar solamente aquellas ¢ para las cuales
. . ) {1 h ,
c, # 0. Tomemos un generador T = + 01 de T, mbédulo

+ 1

g La idea de la demostracidn es asociar a cada clase do
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ble I'  oT_, 0 €T, o# 'qu < M, un elemento 0" de la
misma clase doble y entonces hacer ver que el conjunto de los

elementos asociados es finito.

Sea 0 = [; 2] €T, o# |c| <M. Vamos a encontrar un
elemento 0" en T o T_ tal que 0"(i) esté contenido en
un compacto K que dependa solamente de M y h. Sea n
un entero tal que 1 <« d 4+ nhc 1 + }hcl. Pongamos
o' = o1? = [;: gi}. Entonces |E't = |e¢|, |da'| = d+nhc.

Por la igualdad (3) de la seccidén 1.1, Im(o'(i)) = l/(c'z+d'?).
Tenemos entonces 1 < |d'] €1+ |he|, v |c] €M, y de aqui
que 1 <c'? + d'?2 <M? + (1 + |h|M)2. Por lo tanto o'(i)

pertenece al dominio:

(5) 1> Im(z) » 1/[M? + (1L + |h|M) 2]
Ahora, la transformacidn 2z —* Tm(z) = 2 + mh no cambia
la parte imaginaria de 2. Podemos tomar m tal que

16'(i) satisfaga la desigualdad (5) y la condicidn
(6) o < Re(z) < |h]

Las desigualdades (5) y (6) definen un subconjunto com-
pacto de i, y el elemento oO'' = 1™ tiene la propiedad
0''(i) € K. En virtud de la proporcidn 4, solo existen un n@

mero finito de estas o'' en T.



lema 2. Existe un nfimero positivo r, “que depende solamente
de T, tal que ICUl # r para todo g € T -~ I . Adenmis,
para esta r, se tiene Im(z) - Im(o(z)) < 1/¢x? para todo

2 € R ytodo o€T - T .

[+ 4]

Dem: Por el lema 1, dado M > 0, existen solamente un nfime

ro finito de clases dobles I' o T_, con g €T y lccl < M.

Observando que todo elemento T de una de estas clases satis

face también la desigualdad lch « M (de hecho, si
TE€Tr, oTl_, tenemos c, = CO) podemos considerar el nfimero

Y= min {(CUI :0 es representante de una clase doble TI_ o T_,

con las propiedades o €T - T vy |CU{ < M}. Entonces, para

todo 0 € I' - T , se obtiene ICO] # r. Por otro lado, si
[. ] €T y c# 0, tenemos nuevamente por la igualdad

(3) de la seccidn 1.1:

-2 -2 -1

Im(o(z)) = Im(z) |cz+d| < Im(z) (c Im(z)) < r'zlm(z)

de donde se obtiene la desigualdad deseada.

Lema 3. Para todo punto cfispide s de T, existe una vecin

dad U de s en Q% tal que ry = {ceT:0U n U ¢ 9}.

Dem: Sea 8 un punto clispide de T'. Como se vid en la de-
mostracidn de la proposicidn 7, el conjunto P(s) se puede

expresar en términos de P(®) en la forma P(s) = OP(N)O-1,



donde 0 tiene la propiedad ad(«} =s y ¢ € SLZGR). Esto
nos dice que no se pierde generalidad si suponemos que § = «,

Sea U = {z € Q* Im(z) > 1/r}, donde 'r tiene la propiedad

del lema 2. Si o0 €T -T 'y 2z €U, tenemos, por el lema 2,
Im (o(z)) < 1/r. Por lo tanto si o0 €T, z€ U vy o(z) € U,
entonces 0O € Fw. Lo anterior establece la contzncidn

{fo €T :aUn U ¢ g} cC I' » La otra contencibn es clara.

Obsérvese que dos puntos de U son equivalentes bajo T
solo si lo son bajo T _, y entonces FS\U puede identifi-
carse con un subconjunto de T\Q%; ademds U no contiene

puntos elipticos de T.

Lema 4. Para todo punto ciispide s de I y para todo sub-
conjunto compacto K de §, existe una vecindad U de s
tal que U N yK = # para todo Yy € T.

Dem: Nuevamente, no se pierde generalidad si se supone que

. +
5§ = ® Como la funcibén 2z - Im(z), de 2 en R, es con-

tinua, existen A y B nimeros positivos tales que
A < Im(z) < B para todo z € K, Sea Y uh nmero positivo

con ia propiedad del lema 2. FEntonces definimos:
U= {z € Q* : Im(z) > Max(B,1/Ax"}}

Sea 2z € K. Por el lema 2, si o € ' - T_, Im(o(z)) < 1/Ax?.
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si o €T_, Im(o(z)) = Im(z) < B. Entonces U tiene la propie

dad deseada.

Ahora veremos que el espacio I\Q%, es Hausdorff.

Teonema 3. E1 espacio T\Q%, con la topologia de identifica-

cién, es un espacio Hausdorff.

Dem: Como se vid en la demostracidn de la proposicidn 7, un
elemento a del grupo SLEGR) tiene la propiedad a(i) si
y sb6lo si, pertenece al grupo ortogonal especial S0(2). Por
lo tanto el grupo 80(2) es el subgrupo de isotropia de
SLZGR) en 1. Se puede observar gue la accidn de SLZCIR)
sobre § es transitiva, puesto que dado z € §, z = ai + b,
la transformacidn lineal fraccional generada por la matriz
él'/z\; i)-k, manda 1 a 2. Entonces, por el Teorema 2,
es homeomorfo a SL20R)/SO(2). Aplicando ahora el corolario
de la proposicidn 6, obtenemos que T\Q es un espacio Haus-
dorff. Como I es la unidén de T\Q y las clases de equiva
lencia. de los puntos cfispides de T, resta mostrar que la cla
se de equivalencia de un punto cispide puede separarse de las
clases de equivalencia de puntos de §, y también de la clase de
equivalencia de otro punto cfispide. FE1l Lema 4 revuelve el pri-
mer caso, en virtud de que la proyeccifn I:0% -+ I\D}* es abierta y con-

tinua., Para resolver el segundo caso, tenemos dos puntos clispides 8
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y t de T que no sean TI-equivalentes. Nuevamente, no se
pierde geaneralidad si suponemos que alguno de los dos puntos,

. . a 1
digamos t, es el ®, (Como antes, también, sea +[ g} un

~10
generador de I mbédulo + 12. Se definen tres conjuntos:
L={z €C : Im(z) = u}
K=1{z€L :0<Re(z) < |h|}

vV = {z € Q% ¢« Im(z) > u} '

donde u es un nlmero positivo. Como K es compacto, exis-
te, por el Lema 4, una vecindad U de s tal que K N TU = @.
Podemos suponer qﬁe la frontera de U es un circulo tangente
al eje real IR. Vamos a mostrar que V N T'U = @. Supongamos
lo contrario. Es decir, supongamos que YU NV # § para algfln
Yy € T. Como Y es un homeomorfismo de £%¥ en si mismo para
toéo Y €T, 1la frontera de YU es un circulo tangente al
eje real. Por lo fanto, si yU Nnv #4@, entonces YUNT # §,
de aqui que YU intersecta a alguna translacidén de K por
.un elemento de T _, es decir, existe un elemento 6 de T

tal que YU N 6K # #. Entonces 6'1YU N Ky g, lo cual no

es posible. Lsto completa la prueba.

Proposicibn 12. El espacio T\Q* es localmente compacto.

Dem: Como la proyeccidn I : Q@ — I\Q es un mapeo abier-



to y continuo, y §i es localmente compacto, el espacio I\
resulta ser localmente compacto. Entonces solamente resta mos
trar que si 8 es un punto clspide de I y si 1l denota aho-

ra la proyeccidn de Q% en I\Q%, TI(s8) tiene una vecindad

i

compacta. Como antes, podemos suponer que S =, Por el Le-
ma 3 y la observacidn hecha al final de éste, existe una vecin
dad V = {z € 9* : Im(z) > ¢}, donde ¢ es un real positivo,
tal que ' \V se identifica con II(V). Sea i‘% il un
generador de I = m&dulo + 12. Dado un elemento =z de V,

existe un entero n tal que (n-1)|h| < Re(2) < n|h|. En con

secuencia 0 < Re(z) - (n-1) |h| < |[h|, entonces la matriz

1 +(n-1)h
0 0

6 0 < Re(z) < |h|}. Esto muestra que I(v) coincide con la

+ nmanda a 2 dentro del conijunto {2z €V : 2= o
imagen de {z €V : z = & 0 < Re(z) < |h|} bajo 1.

Ahora, si se considera una cubierta abierta de este Gltimo con
junto formada por abiertos de %, siempre se puede extraer
una subcubierta finita, puesto gque todo subconjunto de &

que es compacto con la topologia usual, tambi&n es compacto

en £ con la topologia definida anteriormente. En otras
palabras, {2z €EV_: z = o 8§ 0 < Re(z) < [h(} es compacto,

y por lo tanto II{V) también es compacto. Esto termina la

demostracidn.

Se tiene ademls los siguientes resultados referentes

al nGmero de clases de equivalencia de puntos clspides y ~



. 38 .

elipticos de T, asi como del nfimero de elementos parabbli-
cos de T, cuando se conocen brobiedades topolbgicas de los

espacios T\Q* y T\Q.

Proposdicibn 13, Si T\Q* es compacto, entonces el nfimero de

puntos cfispides (resp. puntos elipticos) no equivalentes bajo

' es finito.

Dem: Sea C (resp. E)} el conjunto de los ?untos ctispides
(resp. puntos elipticos) de TI. Por la proposicidén 5, para ca
da z € Q, existe una vecindad U de 2z en @ tal que

U, NE o es el vacio, o posiblemente {z}. Para cada s € C,
podemos encontrar una vecindad U5 de s que no contenga pun
tos elipticos. Esto es posible en virtud del Lema 3. Si 1l
denota la proyeccidn de Q% en TI\Q%, y si I\Q% es compacto,
podemos elegir un nfimero finito de conjuntos de la forma

H(Uz) o) H(US) que cubra a TI\Q%. Entonces el nfimero de pun
tos en II(C) (resp. Q(E)) es a lo mis el nlGmero de H(Uz)

(resp. H(US)), que cubren a T\ Q*.

Proposdicibn 14, si T\Q es compacto, entonces T no tiene

elementos parabblicos.

Dem: Sea I 1la proyeccidn de 2 en T\f. Supongamos que

® es un punto cfispide de I. Consideremos una sucesibn infi
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nita {zn} de puntos de £ tal que Im(zgl ~—t ©, Por el

Lema 3, existe una wvecindad
U= 1{z € Q* : Im(z) > c}

de « tal que T_= {y €T : yUnU ¢ fg}. Entonces, a partir
de cierto indice z € U. Como ningfin elemento de I cambia
Im(z), si dos puntos de {zn} tienen partes imaginarias dis-
tintas y suficientemente grandes, entonces no son equivalentes
bajo T. Por lo tanto {H(Zn)} contiene una sucesidn infini
ta de puntos distintos de Na. s8i T\Q es compacto, existe
un punto w € @ tal que I{w) es un punto limite de {H(zn)}.
Sea K una vecindad compacta de W. Por el Lema 4, existe una
vecindad V de « tal gque K N TV = . Esto es una contra-

diccidn, pues H(zn) € II(X) Nn (V) para n suficientemente

grande.

Hemos visto que TI\Q% es un espacio Hausdorff. Veremos
que sobre este espacio se puede definir una estructura de va-
riedad analitica compleja que lo convierte en una superficie de

Riemann.
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1.4 EL eapacio I\QR* com‘o'.‘wﬁe’zzﬂici_e de Riemaun,

Como en la seccidn anterior, T denotard un subgrupo dis
creto de SLzaR),- y % la unidén de § y los ﬁuntos cfispides
de T. Como es sabido, cuando un espacio es localmente eucli-
deano es posible introducir el concepto de diferenciabilidad pa
ra funciones definidas sobre este espacio. La propiedad de di-
ferenciabilidad de una funcidn resulta importante porque nos per
mite estudiar el comportamiento local de la funcidén. Esto jus-
tifica nuestro interés en introducir una estructura compleja de
variedad analitica sobre T\%. Recordemos lo que una superfi-

cie de Riemann significa.

Por una superficie de Riemann, entendemos una variedad ana
litica compleja conexa de una dimensién. Siendo més precisos,
una superficie de Riemann es un espacio de Hausdorff conexo

M sobre el cual estd definida una estructura compleja § que

1

satisface las siguientes propiedades:

(1) S es una coleccidn de parejas (ua’Pu) donde '{Ua}

a€n’ 0EA

es una cubierta abierta de M, vy Pu es un homeomorfismo de

ua en un subconjunto abierto del plano complejo C.

(2) si Uu N UB # g, entonces el mapeo

-9
PB o Pu H Pa(ua N U

) — P

(Ua N U6

8 B

es holomorfo.
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(3) S es mixima hajo las condiciones (1} y (2].

La condicidn (3) no es esencial, ﬁues dada cualquier fa-
milia S que satisfaga(1) y (2), existe una finica estructura
compleja 8' que contiene a S. A saber, S‘v esta dada como
el conjunto de parejas (V, q) formados por un subconjunto
abierto V de M y un homeomorfisme g de V en un subcon-

junto abierto de plano complejo € tal que Pu o q-] y

qd o Pa son holomorfos cuando V N Ua £ .

Vamos a definir una estructura compleja sobre I\ %,
Sea I 1la proyeccidn de Q% en T\Q*., Para cada v € %

consideremos

v

Por la Proposicién 5 y el Lema 3, existe una vecindad abier

ta U de Vv tal que

Pv ={y€er:yu n uf¢d}

La observacidn hecha al final del Lema 3 nos da una in-
clusibn Fv\U —+ M\ Q%, Considerando la accidn de Pv sobre

U, se cbtiene que Fv\U es una vecindad abierta de T(W)

en TN\Q*% La Proposicidn 7 nos dice que si VvV no es ni un

punto eliptico, ni un punto cfispide de T, entonces Fv con

tiene solamente &1 elemento neutro l2 y posihlemente, cuan-



do més, al elemento ~1 Entonces, como el mapeo Il es

2‘
abierto y continuo, la restriccién @I ¢ U — rv\u es un 'ho
meomorfismo. Para esta VvV tomamos a (rv\u,-n“) como un

miembro de la estructura compleja de T\Q*,

Si Vv es un punto eliptico, consideramos el grupo de

transformaciones (Fv -{+1}l/7{+1}). Denotaremos a este grupo
por Tv' Sea A up isomofismo holomorfo de { sobre el dis
co unitario D tal que A(Vv} = 0. Por la proposiqién 8, Fv
es un grupo ciclico finito. Por lo tanto el gruﬁo Tv tam-
bién es ciclico finito. Si n es el orden de Tv’ entonces
kf;lﬂ consiste de las transformaciones

w — 5 k=0,....,n-1, E=g2lii/n

Definimos ahora un mapeo p : rv\u — € dado por
p(li(z)) = A(z)". Este mapeo estid bien definido. En efecto,
si 2z, z" € U y IH(z') = N(z), entonces existe o € Tv tal

z', de donde p(li(z')) = X(a(z))n. Por otro lado

1

que a(z)
existe y €D tal que 2z = A”1(y). De aqui éue p(li(z')) =
A(a()\—1(y)))n = (t;ky)n para alguna 0 € k € n-l, y entonces
pH(z'))'x vy = A(2)" = p(li(z)). Ademds p es inyectivo pues
8i 2 y 2' son elementos de U tales que p(li(z))=p(l(z')),

entonces A(z)” = A(z')" 1o cual significa que A(z) y A(z")

son raices n-ésimas de un mismo nfimero complejo unitario.



Esto implica que existe @ € k < n-1 tal que az') = gkk (z)
E = ezﬂi/n‘ Entonces existe también o € Tv tal que

A a A7'(A(z)) = A(z!), y por lo tanto a(z) = z', es decir
M(z) = N(z'). La inyectividad de p nos permite encontrar
una aplicacidén gq ; Im(p) -— rv\u, (Im(p) = Imagen de p),

dada por g(w) = H(A~1(w1/n))* tal que p o g = 1 y

Im(p)
q o p = lr \ U El siguiente diagrama conmutativo nos dice
que P es un homeomorfismo de Tv\U en Im(p)**; que a

saber es un subconjunto abierto de C.

r\u -—E—ﬂ~c

ANA

u

Incluimos a (Fv\U, P) en nuestra estructura compleja.

Si 8 es un punto clispide de "I, tomemos un elemento
p de SLZGR) tal que p(s) = ®. Esto es posible porque la
accidn de SLz(R) sobre IR U {»} es transitiva. Entonces
de la demostracidn de la proposicibén 7 y de la proposicién

9 tenemos
m
pﬂsp-1 - {41} = {4 [; g} :m €%}

* Al definir la aplicacibn q estamos considerande la eleccibn de una rama
de la funcibn raiz n-&sima, para que ésta sea efectivamente una funcibn.
Esto no es indispensable, pues como se vid los n valores de la raiz
n-ésima de un complejo en el disco unitario son equivalentes a través de

ajo I'.. en U.

**Aéag aue ¥Yomar en cuenta 91 teorema del mapeo abierto. Ver por ejemplo

[1], capitulo IV. (Aqui aparece como corolario del Teorema 11).
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con. h un real positivo. Si definimos un mapeo p : I \U-C
por p(l(z)) = expl2Hip(z)/h] vemos que p mapea PS\U en
un subconjunto abierto de €. Procediendo de manera analoga
a como se procedid en el caso de los puntos elipticos, se prue
ba que p es una aplicacidn bien definida y que es un homeo-
morfismo de T \U en su imagen. Incluimos a (FS\U, p) en

5

nuestra estructura compleja.

Esta estructura compleja satisface claramente la condi-
cidn (2). Para que TI'\R* sea una superficie de Riemann sélo
falta verificar que este espacio es conexo. FEvidentemente,
9% con la topologia definida en la seccidn anterior es un
espacio conexo. Como la proyeccidn I : Q% — I'\Q* es con-

tinua tenemos que TI\0* es conexo.

Si I' es un subgrupo discreto de SL20R) (o de
SLzﬂR)/{i 12}) tal que el espacio T\Q* es compacto, enton
Aces I' ser& llamado un grupo Fuchsiano de la primera clase.
Dotado de la estructura compleja definida anteriormente,

'\Q@*® se convierte en una superficie de Riemann compacta.
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CAPITULO II

Las formas automorfas y las funciones zeta definidas para
campos de nfimeros algebraicos, han sido usadas para estudiar

los enteros en estos campos.

En el siglo XIX la importancia aritmética de las formas
automorfas fué claramente reconocida, y ejemplos de estas for-

mas fueron usados con gran efecto en la teoria de los nlimeros.

Alrededor de 1830, Jacobi trabajd con la funcidn theta
0 (z) para obtener fdrmulas exactas para la representacidén numé
rica de n como suma de r cuadrados. Treinta afos més tarde,
Riemann explotd esta misma funcidn para derivar la continuacidn

analitica y la ecuacidn funcional de su famosa funcidn zeta

r(s) .

El propbsito de este capitulo es presentar algunos resul-

tados clésicos sobre las formas automorfas.

§2.1 Formas automonrfas, dominio fundamental.

Sea I' un grupo Tuchsiano de la primera clase. Es de inte
rés estudiar aquellas funciones meromorfas sobre'Ql que son in-
variantes bajo todas las transformaciones de I', esto es, las
funciones £ tales que f{(y(z)) = £(z), para toda Yy € I'. Esto,

por supuesto, es bastante restrictivo. FEntonces, en lugar de
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considerar estas funciones, consideraremos aquellas funciones

meromorfas £(z) tales que f£(y{(z)) y £(z) tengan los mismos

polos y los mismos ceros, para todo Y € ' . En este caso,

f(Y(Z)C/;(z) = #Y(Z) es una Ffuncidn holomorfa sobre § que
nunca se anula, (el cociente f(Y(Z)i/;(z) se define por con-
tinuidad en las singularidades de £(2). Como naturalmente es
tamos suponiendo que £(2) no es identicamente cero, las sin-
gularidades de £f son aisladas, entonces f(z) admite una ex
tensidn analitica en sus singularidades). Ademds de esta pro-
piedad, #Y(Z). Yy €E T, satisface la siguiente condicidén de
consistencia: #Yd (z) = Hy (o (z)) my(2); v, o € T . Lé regla
de la cadena muestra gue estas dos condiciones son satisfechas
por la clase de funciones:
pylz) = (cz + )" =gy ¥ Y=\a b\e r
dz c d
(%)

Peterson mostrd que esta clase de funciones son, esen-

cialmente, las finicas que satisfacen estas dos condiciones,

Esto motiva la siguiente:

Deginicibn 6. Sean T un grupo Fuchsiano de la primera clase,
k un entero. Una forma automorfa de peso k con respecto a
I' es una funcidn meromorfa f£f(z) sobre que es "casi" inva

Q
riante bajo las transformaciones Y = [a B] €r, es decir, es
cd

una funcibén tal que

(*) Fetersso?, H., Monatshefte fiir Mathematk, vol. 53, (1949) pp. 17-kl.
(Ver (8]
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az + b, _ k
g = ez + A)7 £(2) (‘1)
para toda y = (2 %) en 1.

Algunos autores llaman a una funcidn con estas caracteris
ticas forma modular, mientras que otros reservan este nombre
para las formas automourfas definidas respecto al subgrupo de
congruencia principal de SL, (IR) de nivel N, en este caso

la forma automorfa es llamada forma modular de nivel N.

Una funcidn automorfa sobre § con respecto a I es una
funcién f definida sobrg 2 que es de la forma £ = gg¥ ,
con g una funcidén meromorfa sobre la superficie de Riemann
r\e# (I grupo Fuchsiano de la primera clase), y donde ¢
es la proyeccidn de Q% en T\QF. El concepto anterior de

forma automorfa es més general que el de funcidn automorfa.

La propiedad (1) que caracteriza a las formas automorfas
implica que f(2) esta determinada por sus valores sobre un
"dominio fundamental" D respecto a la accidn del grupo T
sobre § . Mas precisamente, un dominio fundamental para T \Q
(o simplemente para T) es un subeconjunto abierto conexo D,
de 1 que no contiene ningun par de puntos distintos equiva-
lentes bajo I y cuya cerradura contiene al menos un punto de

cada clase de equivalencia de I Q elementos de .

fe sigue a partir de la definicidn que las transformadas
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de D cuya interseccibdn contenga un subconjunto abierto deben

coincidir.

Aunque se puede construir explicitamente un dominio funda
mental para un grupo dado [I', solamente nos ocuparemos de en-

contrar un dominio fundamental para el grupo modular T = SLZ(Z)

(Es conveniente aclarar que debe distinguirse entre el gru
po SLZ(%), que algunos autores llaman el grupo modular homoge-
neo, y el grupo SL2(ZL/+1? que es llamado el grupo modular

no-homogeneo. La razdn de esta distincidn es clara; la matriz

ab
c d

formacidén lineal fraccional. Entonces el grupo de las transfor

. ‘s ~-a -b , .
( ) vy su inverso aditivo (m *d) determinan la misma trans-

c
maciones lineales fraccionales distintas es el grupo cociente
SL2(15/+12. Cuando hablemos aquil del grupo modular, entendere
mos el grupo modeular no-homogeneo y lo seguiremos denotando

por 8L, (Z)).

Para encontrar un dominio fundamental para el grupo modu-

lar I' estableceremos los siguientes lemas:

Lema 5. Para un punto fijo 2 en § existen sBlo un nfmero

finito de pares de entercs (c,d) tales que
|cz + d] < 1

Demostracibn: Sea (c¢,d) un par con esta propiedad; entonces
2

|cz + dl2 = (cx + d)2 + c y2 ; (z =x + 1y) , de aqui que
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c? y? < (cx + d)2 + c? y2 <1,

1
Como 2z esta en §, Yy > O y entonces |c| < /y en con
secuencia s0lo hoy un nfimero finito de valores posibles para
c. Para cualquiera de estos valores de ¢ la ecuacidn
2 .2

2 . . .
(ex + d)” + ¢© y* € 1 muestra que existen sdlo un nfimero fini-

to de valores posibles para d.

lema 6. Dadas las transformadas {y(z)} de un punto 2

YE€ET
en §, existen solamente un nlmero finito de éstas cuyas par-

tes imaginarias son mayores que la parte imaginaria de 2z .

Pemostracidbn. Dados 2 en 2 y Y ET

-e

Yy(2) = az + b =az +b . cz+d=1r+ i (ad - bc) Im 2z
+ d cz + a4 cT + d ICZ + d|2_

Y= ), 2 = X + 1y de aqui que Im Yy(z) = Im 2
cd e 2
lcz + d]
y el resultado se sigue del Lema 1.

El Lema 2 nos sugiere elegir de cada clase de equivalencia
un elemento de parte imaginaria méxima, es decir, un punto 2
tal que Jcz + d] » 1, para todos los pares de enteros ¢,d.
Como la translacidn Yy : 2 — 2z + 1 esta en [I' podemos supo-
ner gue el dominio fundamental se encuentra en la banda

IRe z| = |x] <2,

Teorema 4. Un dominio fundamental para I' es el conjunto

D={z€q: |Rez| <2 y |z| > 1}
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Demostracibn. Primero mostramos gque D es el mismo conjunto que

D, ={z€0:|Re 2| <"2 y |ez+4]>1)

para todos los pares de enteros c¢,d excepto ¢ =d = 0. Po-~
niendo ¢ =1, d=o0, vemos que D, CD. Inversamente, supon

gamos que 2 esta en D ; entonces

jcz + dl2 = (cx + d)2 + c? y2 = c? (x2 + yz) + 2cdx + a% > ¢? -

cd + % > 1

para todos los pares de enteros c¢,d excepto c=d = 0. Ahora;
de nuestras observaciones anteriores se sigue que la cerradura

de D contiene al menos un punto de cada clase de equivalencia
bajo el grupo modular T . Vamos a mostrar que los {inicos pares
de puntos de la cerradura de D que son equivalentes bajo T

son los pares de puntos de la frontera de D que coinciden bajo
refexidn respecto a la linea x = 03 estos puntos estan identi-
ficados por las transformaciones Y : 2 — z + 1 y 2 : z —*—1/2 .

Supongamos que Z , z1 estdn en D y 2z 7 z1 , digamos

T
o(z) = z1 ; entonces Im (z) = Im o{z) , asi que
1=]cz+d!=(cx+d)2+c2y?‘>c2+d2—cd>1,
entonces o C = 0, d = j:1 o d=o0, ¢ = il. Un cilculo sim-

ple muestra que el primer caso implica que 0 =Y, y el segundo
que 0 =T ; estas son las identificaciones ya mencionadas, esto

concluye la prueba.

Los finicos puntos fijos de transformaciones de I que es-

t&n en D son los puntes i, p, y p2 , donde p = e"l/3 e 1
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es .1a unidad imaginaria., Estos puntos estén fijos bajo las

.z — 1/ z-1/,

transformaciones elipticas T zZ, YT :+ z — y

Ty ¢ 2 ml/z+l regpectivamente.

Obsenvacibn: Las dos transformaciomes Y : 2 — 2z + 1 y
7 — -1/

T @ Zz generan al grupo modular. Para justificar este
hecho, sea G el subgrupo de T generado por Y y T . No-
temos primero que las transformadas de D por elementos de G

cubren a . Sea 2z un punto de § ; después de aplicar

-1 _
Y &5 Y un nlimero suficiente de veces, la transformada

™ (z) = z, satisfacerd |Re 21| < 1/2 ) Si z, estd en D
hemos terminado; de otra manera iz1} <1 y la parte imagina-
ria de T(Z1) es estrictamente mayor que Im z, = Im z. Repi=

tiendo la construccidén ahora con el punto T(Z1) , ¥y continuan-
do este procedimiento, alguna transformada de 2z por un elemen
to de G debe eventualmente estar en D, pues por el Lema 2,
existen solamente un niimero finito de partes imaginarias de
transformadas de 2 que son estrictamente mayores que Im 2z .
Ahora sea ¢ una transformacidn en ' y 2z algflin punto inte-
rior de D . Como antes, existe una transformacidn g en G
tai que g(z) = o(z) . Entonces O 'g estéd en T y deja fijo
a 2 3; pero como 2 es dejado fijo s6lo por la identidad se

sigue que g = 0, entonces que G = I' , cemo deseabamos.



Una forma automorfa debe satisfacer ademds, algunas con

diciones de regularidad: Debe ser una funcibn holomorfa en

los puntos cfispides de T y en el infinito.
Precisamos esta (iltima condicidn:

En adelante fijaremos nuestra atencidn en subgrupos T
del grupo modular SL2(X). Sea entonces [ un subgrupo del
grupo modular. Consideremos el menor entero positivo h tal
que la transformacidn 2z — z + h est& en [, entonces,
siendo f una forma automorfa, f(z+h) = f(z). Considerando
la expansidn de £ en serie de Laurent y teniendo en cuenta

la igualdad anterior obtenemos que f se puede expresar en

términos de una serie de Yourier f£(z) = mé anezﬂinz/h. De-
cimos que f(z) es holomorfa en el infinito si a = 0 para
n<0, yque £f(z) se anula en el infinito si a = 0, pa
ra n < 0. La condicidn para una forma automorfa f(z) de

ser holomorfa en el infinito establece que ésta tiene un desa

rrollo en serie de Fourier de la forma:

£(z) = n§0 eznlnz/h

Si una forma automorfa se anula en el infinito, es de-

cir si a, = 0, entonces la forma es llamada forma parabdli

ca (cusp form).

En relacidn a la terminologia, el término forma modular



serd utilizado como sinbénimo de forma automorfa. Entonces,
upa forma modular es una forma automorfa para la cual el
grupo de transformaciones es un subgrupo del grupo modular

SLZ(Z).

Como ejemplos de formas automorfas (formas modulares) te

nemos los siguientes:

i) La funcidn theta

o .2 -3 2
0(z) = = e'iP°2 o3 4 5 pllin’z (re z > 0)
n=-o n=1

-

esta funcidén es holomorfa en {1 y satisface

O(z + 2) = 0(z)

1/2

0(-1/2) = (z/i) 0(z)

estas dos ecuaciones dicen que 0(z) es una forma modular de
peso 1/2 para el grupo T(2) generado por las transforma-

ciones 2z — z + 2, z — = 1/z a 0{z2) es la ftinica solucibn,

salvo un multiplo constante, para estas ecuaciones. Para una
demostracidn de estos hechos consultar ({12}, capitulo I,

pp. 38-40.

ii) Considérese la funcidn A(z) definida en § por

% i i ingz. 24
A(z) = nglane2ﬂlnz - ezﬂlznﬁj(l_eznlnz)



!

A(z) es una forma modular de peso 12 para el grupo mo-
dular SLZ(Z). Sus coeficientes a. estin cercanamente re-
lacionados con la funcidn particién. Consultar {[12], pp. 29~

31 y 43-45, Capitulo I.

iii) lLas series de Einstein normalizadas

_1 1 ] .
E2k(z) = STk c.E#OTEZIETff i k> 1, ¢t funcién zeta.

son funciones modulares de peso 2k con respecto al grupo mo-

dular SLE(Z). Estas series tienen expansidn en series de
Fourier
E L (z) =1+ i:ilfik~ > o (n)e?linz
2k B, n=1 ~2k-1

P . _ r
donde B, es el n-&simo nlmero de Bermoulli y ur(n)_dan da-.

Consultar [ 8}, capitulo IV, pp. HL4-53.

Para tratar de ejemplificar la importancia.de las formas

automorfas en la teoria de los nlimeros consideremos el siguien

‘te ejemplo:

Denotemos por Qr(x1”"'xr) la forma cuadrética

$ 2
i§1xi, y sea

- HiQ (n1,.-,n)z
T N
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@r(z) es una forma automorfa de peso r/2. S§i r(n,Qx)
denota el nfimeroc de maneras distintas de expresar a n como

suma de r cuadrados, entonces

_ b s Ninz
Br(z) = 0(z)" = n?_}Or(n, Qr)e

(ver [6]). Relacionando Oq(z) con una serie de Einstein

adecuada seobtiene la fdrmula de Jacobi

r(n, Q4) = 8 d;n d
4/4

En general, los coeficientes de Fourier de una forma au-
tomorfa envuelven soluciones numéricas de problemas de carac-

ter numérico tedrico.

2.2 Senies de Dindchlet y su nelacibn con formas modularesd

Erich Hecke (1887-1947), desarrolld una teoria que sugi
ridé nuevas formas de visualizar a las formas modulares en la
teoria de los nfimeros. Al mismo tiempo, esta teoria propor-

cioné las herramientas necesarias para resolver problemas clé

sicos existentes,

La idea central de Hecke fué caracterizar las propieda-
des de una forma modular en términos de una serie de Dirichlet
correspondiente. El propbésito de esta seccidn es introducir-

nos a la teoria de Hecke.
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Recordemos que una serie de Dirichlet es una serie de la

forma

.an

a—

1 ns

Mg

donde 8, a1, az,..... son nimeros complejos. Cuando la se-
rie converge, representa una funcién de 8. Ll ejemplo cléd-
sico de una serie de Dirichlet es la funcidén zeta de Riemann

z(s), definida (y analitica) para Re(s) > 1 por

r(s) = E. -

n=1 ps

En 1859 Riemann probd que (s) +tiene una continuacidn
analitica a todo el plano complejo excepto por un polo simple

de residuo 1 en s = 1, vy satisface la ecuacidn funcional:
t(s) = 2°1°77 sen(sN/21T (1-5)z(1-8)

El andlisis original que Riemann hizo de ¢{(s), fué ge-
neralizado por Hecke para obtener relaciones entre funciones
definidas a través de series de Fourier y sus series de
Difichlet asociédas. Esbozaremos los pasos centrales del

anflisis de Riemann,

Necesitaremos la identidad de la funcibn gamma

r¢s) =/ e85 1e"t at (Re(s) > 0)



que puede obtenerse por medio de la férmula de Stirling

([1], p.p. 205). (En lenguaje moderno, se dice que TI(s)

es la transformada de Mellin de e"t en S). Con esta

identidad se deriva la relacibn

2

17°r(s)z(2s) = I, J° (In )7%t% e tat  (re(s) > 1/2)

- _ 2
] R 1e ln tat (usando el cambio de varia
0 ble t - NIn%t)

!
148

w s-1 0(it)-1 .. % . Tin%z
(—=—=)dt (0(2)=1+ Z, 2e )

por la convergencia absoluta de ©0(z). Esta iltima igualdad
establece una estrecha relacidén entre el comportamiento ana-
litico de §(s) y las propiedades automorfas de 0(z), e

inversamente. Continuando:
17T (s)z(2s) = 5 ¢°7 (Eﬁiglii)dt
1
1 a-
- 1/2 t%/s| + 172 fO t
0

' o(it)adt

O - 3 — .
= f ¢° ! 59&-%—1-—-]1) dt - 1/28 (usando el cambio de
! ’ variable t = 1/t
en la segunda integral)

*1/2 7, £ s 6(%)dt

= [ (ts~1+t1/2~(s+1))iO(itéml dt (usando la propiedad
! automorfa

1/2

1 1 OQ§mt o(it))
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Obsé&rvese la invarianza con respecto a la sustitucién
8 *1/2 -~ s. Se pueda invertir el ?roceso y derivar la pro—
piedad automorfa de ©(2z) (ecuacidn funcional) a partir de
la ecuacidn funcional de §(8), para esto se requiere de la
inversidn de Mellin:

0Gt) -1 L I £”SI75T (s) £ (25) ds.

Re(s)>0

No nos ocuparemos de "invertir el proceso'", pues esto
se llevard a cabo en la situacidn més general estudiada por
Hecke. Para ocuparnos de la generalizacidn de Hecke nece~
sitamos hacer las siguientes consideraciones:

i) Dados a,r a

- . . . c
4t @yr-+--, niimeros conplejos con an=o(n )

(esto significa que existe A > 0 +tal que para toda n,

|an] < A+ n) para alguna ¢ €IR, la serie de Dirichlet

n

¥(s) = 2, —

=
48

converge absoluta y uniformemente en

Re(s) » ¢ + 1 + €, pues estld dominada término a té&rmino
- . ﬁ ~-1-€ .
uniformemente por a2 < w@, y entonces Y(s8) define

una funcibn analitica en (al menos) la parte del plano

Re(s) > ¢ + 1.



ezﬂinz/h

ii) Sea ahora f£(z2) = nED a , h >0, f£(z) analftica

en 3 entonces Ff(2z) tiene la proﬁiedad f(z)—aomO(e*?HY/h),

£(z) - a, = o~ 2ly/h ~2Nlix/h

z2.= X + iy. En efecto,

[24]
(2 ae 2M(n-1)z/h el factor derecho del lado derecho de 1la

?

igualdad es finito, pues la serie converge, de aqui que la

igualdad misma muestra nuestra afirmacibn.

iii) Heremos uso de la fdrmula de inversidn de Mellin:

x"°T (s)ds ,
Re(s) =0>0
la integral tomada en sentido ascendente sobre una linea ver-
tical. La formula anterior se puede justificar a partir del
Teorema del Residuo. El lado derecho de la igualdad es

o -8
n§0 Res _ X I'(s), y tomando en cuenta que TI(s) es una

funcidén entera excepto por polos simples en 8 = -n de re-.
. (-1)" :
siduos T D= 0, 1, 2, ...., se obtiene
e - o (“X) n -x
z s = F ATE -
n=0Ress==~nx I'(s) n=0 n. €

El uso del Teorema del Residuo para establecer la fdérmula
de inversidn de Mellin, estd justificado por el hecho de que
podemos pensar al plano complejo (unibn el punto al infinito)

como la esfera de Riemann, y aqui una linea yertical es una
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curva cerrada copn la propiedad de que todo entero tiene indi-

ce igual a uno con respecto a esta curva.

Podemos ahora enunciar y demostrar el siguiente teorema

de Hecke:

Dadas dos sucesiones de nfimeros complejos ao, a,,.az,...,

y by, by, by,.e..ioa, bn=0(n°) para algin ¢ > 0 y

0'
h>0, k>0, CeEC, C# 0, consideramos las series

©o an
#(s) = nE‘l ;—g
w b
P = ¥ =2
(s) n=1
®(s) = (2N/h) 5T (8)V (s) | -
Y(s) = (21/h) ~ST(s) V¥ (s)

y las funciones definidas en § por

o 2llinz/h
n?goane

f£(z)

il

H]

g(z) z,b

n

(¢, ¥ analiticas en alguna regién derecha del plano; £, g

analiticas en Q).
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Teorema 5. Las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(A) ¢(s) + 28 +'Cb0 a a j i
= * g=g s entera, acotada en toda franja verti

cal (abreviado EAV), y satisface la ecuacitn funcional

b(s) = C¥(k-s)

(B) £(z) = cB g

Dem: @(s) = XS a_(2Mn/h) ®t% e "at
(usando el cambio de
. s-1 -2lnt/h
n§1f0 at e at variable t - 2lnt/h)
_ «°  s-1 . _
= fo t (f(it) ao)dt

por convergencia absoluta para Re(s) suficientemente grande.
Esta integral es impropia en ambos extremos pero como
-At

f(it) -~ a, = 0(e

0 ) para algn A > 0, vemos que

o0 - .
f1 £® 1(f(it) - ao)dt converge uniformemente sobre franjas

verticales, y por lo tanto es EAV,

Supongamos que (B) se satisface. Entonces

f1ts'1(f('t)— ydt = - £ | i e-1 '
o i a, = -agg ; + 1‘ti f(1/t)dt (v - 1/t)
~49 * k-s~1
-%.c f €757 (g (1t)~b ) dt
1
_cbo




Por lo tanto

: ¢cba (™
o (s) + %9- 4ol o J (5" (£(it)-a_) + ¥ % Tc(g(it)-b )] dt
: -5 1 0 . 0

es EAV. Calculando la exprecibén C VY (k-s) de manera simi-

lar, se obtiene ¢(s) =C ¥ (k-s) vy por lo tanto (A).

Inversamente, de la expresidn e * = i%f [ x~ % T(s)ds,
Re (s) =a>0

o bien de la transformada de Mellin tenemos:

. 1 -5
f(ix) - a, = T I X ¢ (s)ds,
0 1 Re (8) =Qq

la integral tomada sobre lineas verticales, y donde Re(s) =
se elige suficientemente grande para que 8 esté en el domi-

nio de convergencia absoluta de Y (sj.
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2.3 Operadones de fHecke.

La importancia de la funcibn zeta de Riemann en la teoria
analitica de los nimeros radica en la relacibn que E&sta tiene
con los nGmeros primos. Esta relacidn fué establecida por

Euler, quien observd que tenia lugar la identidad.



(Re(s) > 1}

dondé' p corre sobre los nlmeros i)rimos. Euler considerd esta
igualdad s&lo para wvalores farticulares de 8, y fué Riemann
quien considerd primero a C(s) como una funcidén analitica de
una variable compleja. Riemann se ocupd del problema de la dii
tribucidén de los primos y en su investigacidn tomd como punto

de partida la identidad anterior conocida como la fdrmula del
producto de Euler. A este respecto quizfs resulte interesante
para el lector leer el apéndice de [5], titulado "Sobre el nfi-
mero de primos menores que una magnitud dada" que es una traduc
cién de un papel de 8 péiginas de Riemann publicado en 1859%. Es
te articulo ha tenido una gran repercusidn en el desarréllo del
Andlisis Complejo y en la Teoria de los Nimeros, no tanto por_el-‘cont_ea_
nido de éste sino por los métodos y las ideas desarrolladas en

él.

Asi como la serie de Dirichlet (8] tiene un desarrollo en
producto infinito (producto Euleriano), las series de Dirichlet
asociados a ciertas formas modulares (eigenfunciones de los
operadores de Hecke) poseen tambié&n un desarrollo en ﬁroducto
infinito. Este iltimo resultado es muy importante porque los
coeficientes de las formas modulares tienen, a su vez, importan
te significado tedrico numérico.

¥ Titulo original en alemin: "Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grdsse", Monatsber der Berliner Akad., 1859.
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Estudiaremos agui los operadores de Hecke:

Empezaremos por establecer 1o que entenderemos por una
P P
reticula en €, este espacio considerado como I R-espacio vec-

torial.

De manera general diremos que una reticula en un esﬁa-
cio vectorial ¥ real de dimensibn finjta es un subgrupo dis-
creto A de V que genera al IR-espacio vectorial V; de ma-
nera equivalente, es un subgrupo A de V para el cual exii
te una IR-base (e1,....,en) de V que es una Z-base de

A (i.e. A= Ze1@....ﬁxen).

Sea X el conjunto de las reticulas de €, y sea H

el conjunto de las pareijas (w1, wz) de elementos de C"‘“lL ta

les que Im(w1/w2) > 0. A cada pareja se le asocia la reticula

A(w1, wz) = 1w1 ® ZWZ

de base {w1, WZ}' De esta manera se obtiene una aplicacidn

suprayectiva M — X,
Sea g = a by ¢ r's (I = SL, (%)) sea (w,, w,) €M
c / 2 ¥ 17 Y2 .

Pongamos:

| I L
w5 aw, -+ bw2 y W, cw, + dw2

¥ En general si A es un anillo conmutativo con elemento identidad, denotamo=
por A* al grupo de los elementos invertibles de A.
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entonces '{w;, wé} es una base de ACW&, w,). 81 z= w,/wz

y z' = w;/w;, se tiene:

_ az + b

'
z cz + d

".:‘ gz'

de aqui que Im(z') > 0, y entonces (w;, Wi) aparece en M.

Proposicibn 15. Para que dos elementos de M definan la mis

ma reticula, es necesario y suficiente gue sean congruentes

médulo SLZ(Z).

Dem: Se acaba de ver que la condicidn es suficiente. Inver-

samente, si (w1, w2) y (w;, wé) son dos elementos de M

que definen la misma reticula, existe una matriz con coefi-

c d

forma la primera base en la segunda. Como Im(w;/wé) tiene

. a .
cientes enteros g = ( b) de determinante + 1 que trans

el mismo signo que Im(w1/w2), se tigne necesariamente
det/g) = 1 (estos c8lculos ya se han hecho cuando se estu-
dié el dominio fundamental de T), 1lo que demuestra la propo

sicidn.

Podemos entonces identificar al conjunto X de las re

tfculas de € con el cociente de M por la accifn de SLzﬁz).

Pasemos ahora a las funciones modulares. Sea F una
funcidn sobre X, de valores complejos, y sea k € Z. Dire-

mos que F es de peso k -si



(1) FOAA] = A”5F(A)

para toda reticula A y todo A € C*,

Sea F wuna de estas funciones. &i (w1,w2) € M, de-
notamos por F(wj, wz) el valor de F 8ébre la reticula

A(W1, WZ)' La condicidn (1) se reescribe en la forma
(2) F(Aw,, 2w.,) = A"kF(w w.);
A 2 17 a2t

la proposicidn 15 muestra que F(w1, wz) es invariante bajo

la accidn de SLZ(%) sobre M.

A su vez la condicidn (2) muestra que el producto
WZF(W1' w2) no depende més que de 2z = w1/ wz. Entonces F

define una funcidén sobre § dada por
(3) Flw,, w,) = w; (e, /w,)
1 72 2 T2

Escribiendo la condicibén de invarianza de F por

SLz(Z), se ve que f satisface la identidad

(4) C£(2) = (cz + @) (23

para toda (2 g) €ETr; T = SLZ(Z).



Inversamente, si £ wverifica (4), la expresgibn (3) le
asocia una funcidén P sobre X que es de peso k. De esta
forma se puede identificar a las formas modulares de peso k

con funciones de reticulas de peso K.

Definiremos ahora unos operadores. sobre X. Sea D
el grupo abeliano libre generado por X, es decir el conjunto
de sumas finitas formales ZnpA, con ny, € Z. Sea n un en-
‘ AeX
tero < 1. Denotaremos por T(n) a la correspondencia
sobre X que transforma wuna vreticula A en la suma

(en D) de sus subreticulos A' de indice n. Se tiene enton

ces:

T(n)A = ZA! ' A€EX
(A:At)}=n
La suma del segundo miembro es finita:en efecto, to-
das las reticulas ' A' contienen a nA, vy su nfimero es el

nfimero de subgrupos de orden n de A/nA,

Utilizaremos también los operadores de homotecia

*

Ru (p € C*) definidos por

RMA = pA Ae€e X

Los operadores T(n) son multiplicatives; de mane-

ra mis general tenemos el siguiente:
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Teorema 6. T(n} T(m) = & deE%)Rd; en Particular T(n)
d/n,m d

es multiplicativo, i.e. T(n) T(m) = T(nmw} i (m,n) = 1, En

tonces los operadores T(n}) y R generan un 8lgebra conmuta-

1

tiva de correspondencias sobre X.

_ : : . s
Dem: Comenzaremos probando el caso especial n=p , m=p, p

primo, asi que probaremos primero

s-1

T(p%)T(p) = T(p") + pTip )R, (P primo, s> 1)

Sea A una reticula, entonces T(pS)T(p)A, T(ps+])A y
T(ps—1)RpA son combinaciones lineales de reticulas conteni-
das en A y de indice ps+1 en A (notar que RPA es de
indice p2 en ﬁﬂ. Sea A" una de estas reticulas; entonces

aparece en la combinacidén lineal acompafiada de coeficientes

a, b, c. Todo se reduce a mostrar que a = b + pc, i.e. que
a=1+ pc
pues b es evidentemente igual a 1.
Distinguimos dos casos:

i} A" no est§ contenida en pA. Entonces c =0 y a es
el nGmero de reticulas A', intermedias entre A y A", y del
indice p en A; una de estas reticulas A' contiene a

pPA. En A/pA, la imagen de A' es de indice p y contie



ne a la imagen de A", gque es de orden p (entonces también
de Indice p puesto gue A/pPA es de orden pz); entonces
hay solamente un A' que responde a la pregunta, de donde

a=1 y la férmula a = 1 + pc se verifica.

ii) A" T pA. Se tiene ¢ = 1; no importa qué reticula

A' de indice p en A contenga a pA, y entonces a A",

i1

De aqui que a p+1 yla férmula a =1 + pc se verifi

ca nuevamente.

La igualdad (1) se generaliza por induccibn para obtener

T(pS)T(pr) = b) va(pS+r"2v)R V.
v&r,s o

Para obtener el resultado deseado necesitamos probar
primero la multiplicatividad de T(n), i.e. necesitamos pro-
bar que si (m, n) = 1, entonces T(m)T(n) = T(mn). Esta
igualdad equivale a la afirmacibén siguiente: Sean m,n dos
enteros # 1 primos entre si, y sea A" una subreticula de
una reticula A de indice mn; entonces existe una finica
subreticula A' de A, que contiene a A", tal que
(A:A') = n y (A':A") = m. Esta afirmaciédn resulta delhecho
de que el grupo A/A", que es de orden mn, se descompone de
manera {inica como suma directa de un grupo de orden m y de

un grupo de orden n (teorema de Bezout).



"De aqui ya es f&cil obtener el teorema deseado, Sea
g = (m, n), entonces g = oFm npml"(ap'ep} donde pﬁp/n,

Rp+1 Bp Bp+1 B Oip
p /ny pSAm, p fm. Sean 4, =o/8 aP

_ Bp
d2 _p/g,np

entonces

- — nm
T(n) T(m) = T(n/d1)T(d1)T(d2)T(m/d2) ”afng(g‘z')Rd

pues evidentemente los operadores R, y T(n) satisfacen

las relaciones:

= *
(a) RHRT Rm (u, T € C*)

(b) RuT(n) = T(n} R]J (n ¥ 1, n € C¥%)

Sea ahora F(w1, wz), Im(w1/w5) > 0, una funcidn de peso
k (o funcibn homogénea de grado k). Definimos un operador

T(n) sobre F por

T(nE(A) = a7 E AN

it

donde A' corre sobre las subreticulas de Indice n en A,

De manera similar definimos

2, k-
) 1

RF(A) = (d F(aA) = a5 2r(A)



asf, la identidad del Teorema 6 se transforma en
m] = k-1_.nm,
T (n] T (m) d/%:.md T(dz')
operando sobre F.

Nos proponemos definir un operador T(n) sobre las for-
mas madulares. Para poder hacer esto utilizando lo gue ya

se ha hecho necesitamos el siguiente lema.

Lema 7. Sea M(n) el conjunto de las matrices con coeficien-
tes enteros (3 g), con ad =n, a» 1, 0 €«b<d. 8i
g = (3 3) pertenece a M(n), sea Ao la subreticula de

A que tiene por base a:

' = | -
W aw, + bw2 ’ w dw, .

Entonces la aplicacidén o —* AG es una hiyeccifn de

M(n) sobre el conjunto A(n) de las subreticulas de indice

n de A,

Dem: Es claro que Ao estd en  A(n). Inversamente, sea

A' € A(n). Ponganmos:

Y, = AMA* + Zw, vy Y, = Zw,/(A' N Zw,),

Estos son grupos cfclicos, generados respectivamente por

las clases de AT de W, Sean a y d sus brdenes. La



sucesidn exacta
0> Y, > AR > Y >0

muestra que ad = n. Si Wé = dwz, se tiene wé € A'. Por

otra parte, existe w, € A" tal que
Eaw (mod Zw,]

wy y w), forman una base de A'. Ademds, se puede esdribir

W; en la forma

w! = aw1

i + bw2 ’ con b € Z,

donde b estd determinado de manera finica méduleo d; si se
impone a b 1la desigualdad 0 < b < d, esto determina a

b, entonces también a w;. Se ha asociado entonces a toda
A' € A(n) una matriz o(A'}) € M(n). Las aplicaciones

o — Ac y A" — g(A') son inversas una de otra; de donde

se obtiene el lema.

Sea k un entero, y sea f . una forma modular de peso
k. Como se vid anteriormente,a esta £ le corresponde una

funcién F de peso k (homogénea de grado k) tal que
F(A(w,, w.)) = w’kf(w /w.).
1’ 72 2 1772

Definiremos T(n}f como la funcidn sobre ! asociada



a la funcién nk'1T(an sobre X. Entonces, éor definicibn:
k-1
T(n}£(z) = n~ "T(n}F(A(z,1})

y gracias al lema 7:

k-1 -k, raz+b
{5) T(n)f(z) = n a?‘l?:admmd f(-«a—-)
osb<d

T(n)f es llamado el n-ésimo operador de Hecke.

La expresién (5) muestra que T(n)f es meromorfa sobre

al

]
ot g|) € SL,(%), (5] implica que

1. Ademé&s si o = (
T(n) f(a(z) = (c'z + d')kT(n)f(z). Probaremos en seguida una
proposicidn que nps dird que T(n)f es holomorfa en el infi

nito, entonces se habri verificado que T(n)f es una forma

modular de peso k con respecto a I = SLz(Z).

El simbolo M(I',kd denotard al conjunto de las formas

modulares de peso k con respecto a T.

Proposdicibn 16, Sea £ € M(T,k), f£(z) = Vgoaveznlvz, entonces
paid 2Mive
T(n)f(z) = Vgoav(n)e

a (n} = § dk“ja . ELntonces T(n)f € M(Tl',k]l, y es una



. 75 .

forma parabdlica Ccuép form} si £ lo es.

Dem: Por definicidn:

: +h
| k=1 ~k 2 _2Mi2EFR 4
T(n}f(z] = n < d Zae d
(n] ad=n, a”! v=0"v
0<b<d
21127 |
Ahora bien, Ze es d si d divide a v
0<b<d ’
y es cero si no lo divide. Poniendo <v' = yv/d, podemos

escribir:

T(n) £(z) =nk"1 ¢ gkt e2Hiav'z

Y ordenando segiin las potencias de eznl

*
-

. _20ipz k-1
T(n)f(z) = T e r d
(n) £(z) ugo (d/n,u . nl

Consideremos ahora la serie de Dirichlet formal

m -
D(s) = n§1T(n)n 5, cuyos coeficientes T(n) son operadores

sobre M(T',k). Las identidades de los operadores de Hecke se

reflejan en la serie D(8) de 1la manera siguiente:

Teonema 7 . D(s) = n§1T(n)n“s
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Dem: Sea s un conjunto finito de nfimeros primos, y sea
N(s}] el conjunto de enteros # 1 cuyos factores primos

pertenecen a s, Entonces se tiene la siguiente igualdad:

-8
p) s?(n)n

= T (Z.T(p™p ™)
n€N ( pEs m=0

y haciendo crecer a S se obtiene:

©

-5
nI=31'1‘(n)n

b m, ~MS, .
= g(mEOT(p ip )
Si probamos:
o ,

habremos terminado,



Formemos la serie:

¥Y(p) = (mEOT(pm)pvmsicl _ T(plp—s + Pk—1*25)

El coeficiente de p en ¥ es T(p) - T(p) = 0; el
de pn+1, n< 1, es

n+1 1 n-1
} )

(A) T(p - T(EIT(E™ + p* 1

-

Ahora, se cuenta con la identidad T(n)T(m) =

= X dk_’T(EE) cuando T(n) opera sobre F, pero esta
d/n,m a2

identidad se conserva cuando T(n) opera sobre M(I',k).

Entonces utilizando esta identidad para p primo se obtiene.

n+1) k~1

+ p* e (p™

T(p)T(p") = T(p

De donde (A) es cero, y la serie Y se reduce al tér-

mino constante 1. Esto demuestra el Teorema.

Conolario. Sea £ € M(I' )k}, £(z) = vZgoaveznlvz, y supongamos

que f es una eigenfuncidn del algebra de Hecke, es decir

. b . oI ; - - .
T(n)f = cnf para toda n > 1 Entonces C,.a, a1(n) a s

normalizando la eigenfuncidn para tener a, = 1, el eigenvalor

cn de T(n) es el mismo que el coeficiente de Fourier an,

y la serje de Dirichlet asociada tiene el producto de Euler
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n=1 n® P pp P

Dem: Pricticamente todo se ha hecho. Por la proposicidn 16,

Cn?y aj(n) = a ; y el producto se obtiene del Teorema 7.

Ahora probamos el inverso del corolario en una "forma fuer
te';: Y(s) tiene un producto de Euler sélo si f(z) es una

eigenfuncidn de los operadores de Hecke T{(n). Primero proba-

\

mos un resultado preliminar fitil:

Proposicibn 17. sSea £ € M(T',k), f(z) = ngoane2ﬂinz

1) Si f£la € M(I',k) para alguna o € M*(n), n > 1, donde

fla = det(a)klzb fla(z)) - j(oc,z)"k con la notacidn del ca
pitulo I (3(o,2)™® = (cz + @™ si a= (2 D)), y donde
M*(n) es el conjunto de las matrices primitivas (es decir,
el conjunto de matrices a = (2 g) tales que a,b,c y d
son primos relativos), entonces f = 0
2) Sea p un primo fijo
a) S8i a = 0 para todo m con p f m, entonces f = 0.
b) S&i ap = Q0 para toda n, entonces f = Q.
n

Dem: 1) Se puede demostrar (ver ﬁor ejemplo [16], p.p. 108)

que M*(n) = P(é g)P donde I = 5L2(x1. Podemos tomar enton
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ces o = (é gl. En oonsecnéncia_ f{(%k‘ﬁI(é fil.=,f¥(%'-glpy |

_ sl 01 1m0 _ L|m 1
y de esta forma £ £ (0 n)(ﬂ 11(0 l’ o (0 nl' Ahora
1
(g i) = L(O 22)M, donde L, ME€ T, entonces £ (é 22) = f,
i.e. £(2z) = f(j%) . nTk. La serie de Tourier de £ nos dice
n
que f = 0.

2) Si a = 0 para p J/ m, entonces f(z+l/p)=£(z),

i.e. £ = f (p 1), entonces f£ = 0. Si a = 0 para toda
0 p Pn

n, entonces T(p)f = pk/2-1f (g g) € M(I',ykx), y asi £ = 0.

w0 a
Ahora sea ((s) = nz mg # 0 la serie de Dirichlet aso-

=
n
ciada a f € M(I',k). Decimos que Y(8) tiene un producto de

Euler relativo al primo p si
_ “By p $ Vy . ~VS,
Y(s) = (Z am )( Zelp'lp ")

pfm

v 5
. - > )
i.e. ampv amc(p ] para pfm, v a

Teorema §, y(s) tiene un producto de Eunler relativo a p

si y s6lo si f es una eigenfuncidn de los coperadores de

Hceke T(pl, d.e. T(plf = c¢-f. Si esto sucede, entonces

el p-factor es necesariamente

L@ 1p™% = (1 - ep™® 4 pFTITEy !
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Dem: Supongamos primero que w(Sl‘}tiepefﬁn~§baducto rélatinq,

a P, entonces ‘am v = amc(pv) ﬁaré'fp;I m, v » 0. Ahora

p

. . (2L,
T(p)£(z) = p~ £(pz) + l/p,_mg.:{l<p £(

= p* '£(pz) + Za_ 2%,

Pn
entonces
T(p)£(z) - c(p)f(z) = p*7 £(pz)+E(a ~c(pla )z"
n

serie de potencias en zp,

que por la proposicidn 17 es cero.

Inversamente, supongamos que T(p}f = c*f.° Entonces:

f »
a, si p /n

toix

por la proposicifn 16. Por lo tanto

w(sl(l—cp—s+pkh1"2s)

=M

-8 k-1 2, ~5
an’ +p f an(np )
-8 k-1 2~
- § apn(pn) ~-p §an(np )

Tam?® .
pim ™

Entonces Y(s)} tiene un producto de Euler si y =s6lo si la

" £(z) asociada es una eigenfuncifén de los operadores de Hecke.
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