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CAPITULO 1 

Entre los objetos de estudio más importantes que intervi~ 

nen en este trabajo se encuentran subespacios de los así llama 

dos grupo~ lineales cl&sicos; asi como acciones de estos subesp~ 

cios sobre la mitad superior del plano complejo. Este capít~ 

lo comienza con una revisi6n de los principales resultados con­

cernientes a estos grupos y nos introduce a los espacios con res 

pecto a los cuales quedar§n definidas las funciones que aquí es 

tudiaremos; las funciones y formas automorfas. Estos espacios 

son los llamados grupos Fuchsianos de la primera clase. 

Esta primera secci6n no pretende ser una introducci6n a 

los grupos topó16gicos, ni pretende ser una introducci6n a los 

grupos lineales clásicos, solamente pretende ser, como ya se 

ha dicho, una revisi6n de los principales resultados relativos 

a estos grupos que son de nuestro particular inter,s. Esta 

es la raz5n por la cual todos los resultados sobre grupos to­

pol6gicos y grupos lineales clftsicos que aqu1 se mencionan, ca­

recen de demostraci6n. Una demostraci5n de cada uno de estos 

resultados está fuera del prop6sito de este trabajo, sin embar 

go, se pueden recomendar los l.ibron de Chevalley, [3), y 

Pontrjagin, [ 13], como excelentes r•eferencias a las cuales se 

puede remitir aquel lector que desee una demostraci6n de estos 

resultados. Comenzamos-·- pues introduciendo conceptos a trav~s 
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de definiciones y fijando notaci6n. 

Como es costumbre el símbolo M (C) denotará al anillo 
n 

de matrices cuadradas de grado n (de n x n) con coeficien 

tes complejos. Este conjunto, as1 como sus subconjuntos que 

se definirán más adelante, nos interesan, sobre todo,desde el 
• 

punto de vista de sus estpucturas continuas, es decir desde 

el punto de vista topol6gico. Por esta razón es necesario do 

tar a M (C) , 
n 

y a sus subconjuntos, de una topología. La to 

pologia que se define sobre M (C) 
n 

es la que se obtiene aso 

ciando a cada matriz (a .. ) E M (C) 
J. J n 

un punto de de la 

siguiente manera: 

A cada matriz (a ... ) E M (C) 
J. J n 

se le asocia el punto de coo~ 

denadas (a,,,. ... , a
1

, ••••• ,a
1

, •••• ,a) 
n n nn 

en 
n2 

e . Esta 

asociaci6n establece una biyecci6n entre los elementos de 

M (C) 
n 

n2 
y los puntos de e . Aprovechamos entonces la estruc 

tura topol6gica de 

un abierto en M (C) 
n 

n2 
E C (z .. } E O} 

l. J 

n2 
e Un subconjunto 

si y sólo si 

es abierto en 

o de 

asociación anterior resulta un homeomorf ismo de 

n2 

<e: ' adem5s el producto de matrices en M (C) 
n 

operaci6n continua. 

M (C) 
n 

será 

M (C\ 
n ' en 

res u 1 ta un a 

De particular inter~s es el grupo de las matrices invertí 
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bles (matrices regulares o mat~ices no-singulares) de M (C) 
n 

al que llamaremos el grupo lineal general. 

~l grupo lineal general es el grupo constitu! 

do por las matrices invertibles de M (C) • Lo denotaremos con 

el símbolo GL (C) • 
n 

n 

El grupo GL (C) se verá corno espacio topológico con la 
n 

topología inducida de M (C) (topología de subespacio). 
n 

Pues 

to que el determinante de una matriz es una funci6n continua 

de la matriz, GL (C) resulta ser un subconjunto abierto de 
n 

M (C) . 
n 

No es difícil ver tambi~n que las operaciones de tomar 

inversas, conjugada!.:; y transpuestas en los elementos de GL (C) 
n 

son operaciones continuas de estos elementos, aGn mis, son ho 

meornorfismos de GL (C) en sí mismo. 
n 

Dada a E GL (C} 
n 

denotamos por o* a la matriz definida 

por: 
a* = 

t -1 
a 

El lado derecho de la igualdad no da lugar a confusiones 

l d t( ) y ( )-1 puesto que os opera ores conmutan. Estos op!::_ 

radores junto con el operador r> tienen las siguientes pro-

piedades: 

s i a 1 T E GL (CC::) 
n 

t t t 
( OT) = T C1 OT = O T 

-1 -1 -1 
( OT) == T C1 

de aquí se deduce que los rnapeos a -+ a y a ---+ a* de 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

• 4 • 

GL {«::) 
n 

en si mismo, son automorfismos de GL {C) • 
n 

Damos aho 

ra m~s definiciones. 

Ve6~n~cl6n 2. Una matriz a es llamada ortogonal si 

-a= a= o*. El conjunto de todas las matrices ortogonales de 

grado n será denotado por O(n). 

Si una matriz satisface solamente la condición a= a*, 

entonces a es llamada ortogonal compleja y el conjunto de 

estas matrices es denotado por el símbolo O (C) • 
n 

Si por otro 

lado la matriz a solamente satisface la condición ~=o*, 

entonces o es llamada unitaria. El conjunto de las matrices 

unitarias es denotado por U(n). 

El mapeo a--+ a*, de GL (C} en sí mismo, es continuo 
n 

pues es composici6n de mapeos continuos. Corno también el ma-

-peo o ·--1> o es continuo, resulta que los conjuntos O(n), 

O (C) y U(n) · son subconjuntos cerrados de GL (C}; simple-
n n 

mente el conjunto de las matrices unitarias es la imagen in-

versa de cero bajo el mapeo continuo -a - o - o* y O (C) 
n 

es la imagen inversa de cero bajo el mapeo continuo 

a ---+- a - o*, además O ( n) ::::: O (C) 
ll 

n U ( n) • Por otro lado como 

loG mapeos o - a*, a ···~ 
-
(í son automorf ismos de 

GL (C); O ( n) , o (C) y 
n. n 

U ( n) resultan subgrupos de GL (C) • 
n 

Cuando una matriz tenga coeficientes reales diremos que 
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la matriz es real. El conjunto de las matrices reales de gr~ 

do n será denotado por M (JR) ' n 
pondremos GL CRl =M (JR) nGL (C) • 

n n n 

A partir de las propiedades de los determinantes se sigue 

que las matrices de determinante 1 forman un subgrupo de GL (C), 
n 

llamado el grupo lineal especial. 

Ve6i.nlc.{6n __ _l_:_ l~l grupo de las matrices de determinante 1 en 

GL (C) 
n 

es llamado el grupo lineal especial y es denotado por 

SL (C) • 
n 

A manera de definición podemos poner: 

SL (~) = SL (C) nGL (JR) 
n n n 

SO(n} = SL («:)nO(n); SU(n) = SL (C)nu(n) 
n n 

El grupo SO(n) es llamado el grupo ortogonal especial y 

el grupo SU(n) es llamado el gruoc unitario especial. Los con 

juntos S T-1 {<e:) , S L (R) , SO { n ) , S U ( n ) se considerar~n como sub-
n n 

espacios de GL (C) 
n 

con la topología inducida. Estos conjun-

tos son subconjuntos cerrados, y ademAs subgrupos. de GL (<!:) • 
n 

Como uno de los teoremas importantes de esta secci6n tenemos: 

TeoJt.erna 1. Los espacios U(n), O(n), SU(n) y SO(n) son com-

pactos. 

Se ha visto ya, que existe una relaci6n entre la estructu 

ra algebraica de grupo de GL (C) 
n 

y su estructura topol6gica. 

Esto no es una mera coincidencia, pues por la manera en que se 
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definió la topología sobre GL (Cl ambas estructuras resultan 
n 

compatibles. Conpatibles en el sentido de que tanto el produ~ 

to como la inversión en GL (C) son operaciones continuas. De 
n 

manera m~s general, si se tiene un grupo G dotado de una to-

pologia, en donde ambas estructuras son compatibles en el sentí 

do senalado anteriormente, entonces se tiene lo que se llama un 

grupo topológico. M&s precisamente: 

Ve6-i.n,lc.-i.6n 4. Se llama grupo topol6gico a un conjunto G dota 

do, tanto de una estructura topo16gica como de una estruc-

tura de grupo, y en donde ambas estructuras son compatibles en 

el sentido siguiente: 

i) El producto p : G x G--+ G 

(x,y) --+ p(x,y) = xy 

es una aplicaci6n continua 

ii) La inversión in G--t-G 

x -+ in(x) -1 = X 

es también una aplicación continua. 

Las condiciones anteriores son equivalentes a la condici5n: 

i') La aplicación 

es continua. 

(x,yl --+ p(x,y} -1 = xy 

De esta forma, un conjunto que es a la vez un grupo y un 
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espacio topológico es un grupo topológico si y sólo si sus e! 

tructuras topol6gica y algebraica satisfacen la condici6n i~. 

Como ejemplo de grupos topológicos tenemos: 

1) El grupo aditivo de los números reales con la topolo-

gía usual. 

2) El circulo unitario visto como subconjunto del plano 

complejo. La operación de grupo en el circulo es el producto 

de nQmeros complejos unitarios,y la topología es la topología 

de subespacio. 

3) Dado un grupo G, le damos la topología discreta. 

G es entonces un grupo discreto. Todo grupo discreto es un 

grupo topológico. 

4) El grupo GL (C), con el producto como operaci6n de 
n 

grupo, y la topologia definida anteriormente. 

Los grupos topológicos tienen una interesante pr~piedad. 

La topolog1a de un grupo G puede describirse a partir de un 

sistema fundament<ll de vecindades, (o base de vecindades), del 

elemento neutro. Una justificaci6n de este hecho puede darse 

con brevedad. 

Para cada x E G definirnos dos aplicaciones: 

La translaci6n izquierda de G respecto a x, Tx, defi­

nida por Tx(g) = xg, y la translaci5n derecha a~ G respecto 

dcf inida por 
X 

T{g) = gx. 
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Ambas translaciones son rnapeos de G en G invertibles, 

además son continuas, afin mis, son homeomorfismos. Entonces, 

si U es un sistema fundamental de vecindades del elemento 

neutro e, podemos obtener un sistema fundamental de vecinda­

des de cualquier punto x E G aplicando cualquiera de las dos 

translaciones Tx o XT. Lo anterior nos dice que la Topolo-

gia del grupo G est§ determinada por cualquier sistema funda 

mental de vecindades del elemento e. Entonces, el conocimie~ 

to de los sistemas fundamentales de vecindades del neutro multi 

plicativo de un grupo topol6gico,nos da una valiosa informaci6n 

acerca de la estructura topol6gica del grupo. 

Todo sistema fundamental de vecindades U, del elemento 

neutro e, satisface las siguientes propiedades: 

1. n{u U E U} = {e} 

II. Para cada u, V E U, existe W E u tal que WEUrlV 

III. Para cada U E u, existe V E u tal que V·V e u 

IV. Para cada U E U, existe V E u tal 
_, 

e u que V 

V. Para cada U E u y X E U 11 existe V E u tal que 

XV E u. 

VI, Para cada U E U y X E G, 

xVx- i e u 

existe V E U tal que 
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lnversamente, si tenemos un grupo G y una familia D 

de subconjuntos de G que satisfacen las propiedades !-VI, 

entonces las familias {xU : U E U} y {Ux, U E U}, con 

x E G, forman sistemas fundamentales de vecindades de X que 

generan una topología en G que lo convierte en un grupo 

topológico. 

Heremos uso de la siguiente propiedad de un grupo top~ 

'lógico: 

Dados x E G, y U vecindad del elemento neutro e 

de un grupo topológico G, 

tal que v- 1v e u. 

existe una vecindad V de x 

El aspecto que nos interesa de los grupos topol5gicos,es 

la manera en que estos act6an como grupos de transformaciones 

sobre espacios topológicos. De ahora en adelante, en esta 

secci6n~ estudiaremos este aspecto y supondremos que los gru­

pos topol6gicos con los cuales se trabaja son espacios 

Hausdorff. 

De esta manera, sean G un grupo topol6gico y S un 

espacio topo16gico. 

Veál.tti.c..i6n_~ Decimos que G actOa continuamente sobre S, 

o que G es un grupo de transformaciones sobre S, si exis 

te un mapeo continuo de GxS en· S; (gfx) -+ gs, que satis-
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face las siguientes condiciones: 

i) (ab) s = a(bs} a,b E G s E S 

ii) es = s S E S 

Es inmediato a partir de la definición que si G actúa 

continuamente sobre S y g E G, el mapeo s ---+ gs es un 

horneomorfismo de S en si mismo. Este Gltimo hecho y la 

defínici6n anterior, nos permiten introducir una relación 

de equivalencia en un espacio topol6gico provisto de la acci6n 

de un grupo G, de la siguiente manera: 

Dado s ES, el subconjunto de S, Gs = {gs : g E G}, 

es llamado la 6rbita de s bajo G 6 la G-6rbita de s. 

Claramente, si s 1 , s 2 E G la relación, s
1 

~ s 2 si y s~lo 

si s
1 

= gs
2 

para alguna g E G, es una relación de equiv~ 

lencia cuyas clases de equivalencia son las 6rbitas de los 

elementos de S baio la acción dada. Denotamos por G\S 

al conjunto de todas las G-6rbitas de los elementos de S. 

Sea JI : S ............ G\S la proyección canónica, a través de 

Il le damos al conjunto G\S una topología, la topología de 

identificación, defin.ida por: X e G\S es abierto en G\S 

si y solo si n- 1
(X) es abierto en S. Con esta topología 

Il es claramente continua, adem~s es un mapeo abierto pues si 

Y es un abierto de S se tiene como el ma-
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peo s -+ gs es un homeomorf isrno de S en si mismo gY es 

abierto para cada g E G y en cQnsecuencia UgY 
gEG 

es a.hier 

t<>. 

Como ejemplo de la acción de un grupo sobre un espacio to 

oo16gico, podemos considerar la acci6n que se obtiene de un 

grupo G sobre el espacio cociente de €ste por un subgrupo 

cerrado. A saber: Sea K un subgrupo cerrado de un grupo 

topológico G. Consideremos la acci6n de K sobre G defi-

nida por la multiplicaci6n por la derecha. Entonces la K-6r 

bita de un elemento g E G es justamente la clase lateral iz 

quierda gK en G/K, y de aquí que nuestro espacio G\K 

sea lo mismo que el conocido espacio cociente G/K con la 

topología cociente. Como es sabido, cuando el sub-grupo K 

es cerrado, el cociente resulta un espacio de Hausdorff, enton 

ces podemos considerar ahora la acción del grupo G sobre el 

grupo G/K determinada por la aplicaci6n (g,xK) __.. gxK, g E G, 

X E G, de G-~~G/K en G/K, la cual es claramente continua. 

Si un grupo topo16gico G act6a sobre un espacio topol~ 

gico S, y el espacio G\S de las G-6rbi~as contiene sola-

mente un elemento, S mismo, entonces diremos que G actfia 

transitivamente sob~e S. Sean S un espacio de Hausdorff, 

y G un grupo topol6gico que actGa continua y transitivamente 

sobre S. Para cualquier punto fijo t de S ponemos 
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K = {g E G : gt = t}. Entonces K es un subgrupo cerrado de 

G, y es llamado el subgl'upo <le isotropia de G en t. Exis-

te un mapeo natural inyectivo A : G/K - S definido por 

A.(gK) = gt. Para cualquier subconjunto X de S, tenemos 

A.- 1 (X) = h {{g E G : gt E X}), donde h es la proyección 

can6nica de G en G/K. Esta igualdad muestra que A-
1

(X) 

es abierto si X es abierto. Entonces A es continua. Pero 

A no es necesariamente un homeomorfismo. Sin embargo, se pu~ 

de probar cuando menos el siguiente criterio. 

Teo~ema 2. El mapeo A : G/K ..._. S es un homeomorfismo si 

G' y S son localmente compactos, y G tiene una base canta-

ble de conjuntos abiertos. 

Dem: 

G y 

Sea X abierto de G/K. Entonces h- 1 
(X} es abierto en 

-1 A.(X) = h {X}t, donde h es la proyección canónica. Lo 

anterior nos dice que es suficiente considerar un abierto U 

de G, un punto g de U, y entonces mostrar que gt es un 

punto interior de Ut. Tomemos una vecindad compacta V del 

elemento identidad de G tal que V :::: V- 1 
y Si Vt 

contiene un punto interior vt con v E V, entonces 

- 1 gt = gv vt es un punto :i.ntQrjor ch: Ut. Veremos que Vt con 

tiene efectivamente un punto interior. Por hip6tesis. G es 

una uni6n UgnV, donde {g } e G es contable. n n Entonces 
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El Teorema de Baire, [ 4] capitulo XI, muestra que Vt 

debe contener un punto interior. 

Pll.opo~ .lc-l6n 1. Si G es un grupo topológico que actúa conti 

nuamente sobre un espacio de Hausdorff localmente compacto 

S, entonces G\S es compacto si y sólo si existe un subcon-

junto compacto C de S tal que GC = S. 

Dem: Supongamos que G\S es compacto. La compacidad local 

de S nos permite cubrir a S con una familia de abiertos 

{Ui}iEI cuyas cerra<lur~s son compactas, entonces, tomando la 

proyección canónica 11 tenemos G\S =U TI(U.), de 
i E I l. 

donde 

n 
G \S =.U 

1 
TI (U. ) ~ 

l = l. 
lo que implica que 

n -s = .u
1
Gu .. 

l = l. 
La con -

tinuidad del mapeo D implica que GUi es compacto para to 

da i = 1, ... ,n y en consecuencia S es compacto. Inversa-

mente, si GC = S con C compacto de S entonces Il(C) = 

= G\S, la continuidad de n implica que G\S es compacto~ 

Un subgrupo r de G es llamado discreto si la topolo 

gta inducida sobre r es discreta. 

PJr.opo.1i-i..c..l6n 2. Sea f un subgrupo de, G. Su~ongamos que la 

topologia iriducida sobre r es localmente compacta. Entonces 

r es cerrado en G. Especialmente, si r es discreto~ enton 

ces r es cerrado y no tiene puntos limites en G. 

Dem. Sea C una vecindad compacta en f del elemento iden-· 
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tí dad e. Tomemos una vecindad abierta u de e en G tal 

que u n r e e. - Tomemos ahora un elemento X de la cerradura 

de r . La estructura topológica de G nos permite encontrar 

una vecindad V de X tal que v- 1v e u. Entonces 

(V n f) _,(V n r) e v- 1v n r e u n r e c. Como X está en la 

cerradura de r, V n f ~ ~. Sea y en V n f, entonces 

v n r e ye. Ahora, para toda vecindad W de x tenemos 

(W n V) n r = wn(v n r) ~ ~, entonces x pertenece a la 

cerradura de V n r. Como G es Hausdorff y yC es compacto, 

yC es cerrado, entonces X E VC C f, de donde r es cerrado. 

Si r es discreto, entonces r es localmente compacto, y por 

lo tanto es cerrado. 

Sea G un grupo localmente compacto y K un 

subgrupo compacto de G. Pongamos S = G/K, y sea 

la proyección. Si A es un subconjunto compacto de 

es compacto en G. 

Dem: La hipótesis sobre G nos permite tomar una cubierta 

pactas. Entonces si 

A e .B
1
h(V .) . 

J= J 
Toman <lo 

G cuyos miembros tienen cerraduras com-

A es un subconjunto compacto de S, 

imugenes inversas h- 1
(A) cjQ 1 ~jK. 

El teorema de Tychonoff nos dice que U.xK es un subespacio 
J 

compacto de GxG. La continuidad del producto implica enton-

ces que V.K 
) 

es compacto en G. Por la proposici6n anterior 
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A es cerrado en S, en consecuencia la continuidad de h 

implica que 
_, 

h (Al es cerrado en G. Se ha mostrado que 

-1 
h (A) es un subespacio cerrado de un espacio compacto, por 

lo tanto h-
1

(A} es compacto. 

P1topo.6-lc.i6n 4. Sean G, K, S y h como en la proposición 

3, y sea I' un subgrupo de G. Entonces son equivalentes: 

(1) r es un subgrupo discreto de G 

(2) Si A y B son subconjuntos compactos de S, 

{g E I' gA n B ~ ~} es finito. 

Dem: Sean r un sub grupo discreto de G, A y B subconjun-

tos compactos de s, e = h - 1 (A) I D = h- l (B) , g E r . Si 

gA n B ~ ~ entonces gC n D ~ ~ lo que implica que 

g E r n DC- 1 • Por la proposición 3 ' e y D son compactos, 

entonces, como se vi6 en la demostraci6n de esta misma propo-

sición, DC- 1 
es compacto. Si f es discreto, es 

compacto y discreto, entonces es finito. Inversamente, sea 

V una vecindad compacta de e en G, entonces 

r n ve {ge r : gh(e} n h(V) ~ J}. Como K es compacto 

h (K) = h (e) es compacto, de donde por la continuidad del pr~ 

dueto gh(e) es compacto. De la hip6tesis se tiene que 

{g E l' gh(e) n g(V) i 0} es finito, entonces r n V es 

finito. Por lo tanto f es discreto. 
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Como se vió en la demostración de la pvoposici6n anterior, 

en S todos los puntos son compactos. Si r es un subgrupo 

discreto de G y G, K, S, y h son como en la proposición 

3 se tiene el siguiente corolario a la proposición 4: 

Cokola4~o {g E f gz - z} es un conjunto finito para toda 

Z E S. 

PJr.opo-t>~ci6n 5. Sean G, K, S, y h como en la proposici6n 3, 

y sea r un subgrupo discreto de G. Entonces, para toda 

z ES, existe una vecindad U de z tal que {g E f:gU n u;i,a}= 

{g E r : g z = z} . 

Dem: Sea V una vecindad compacta de z. Por la proposi-

ción 4, {g E r : gV n V -/: ,0} es finito. Denotémoslo por 

Supongamos que g. ( z} = z, 
l 

para 1 ~ i .;;;; s, 

y gi(z)-/: z, para s<i<r. Como K es compacto, la pro-

posición 2 mues·tra que S es un espacio de Hausdorff. Sean 

entonces, para todo i > s, V. 
l. 

vec.indad de z y 

dad de g.z tales que V. n W. =l. Definase 
1 1 1 

-1 
U= V n{.n> (V. n g. W.) }. Claramente, z E U y 

is l. 1 l. 

w. 
l. 

ve e in-

{g E r: gU n U~~} C {g 1 , .••. ,gr}. Tambi~n es claro que 

{ g 
1

, •••• , g J e { g E r : gU n u -¡: ;J}. si i > s, g . u n u = ,0 
s 1 

en virtud de la condici6n V. n W. - ~. entonces. 
l l 

{ g l , • • • • , g 
5

} = { g E J' : g U n U ¡i ~ } y 

{g E r : gz = z} e {g E r gu n u # il e {g e r g z = z}, 



• 17 -

de donde se tiene la proposici6n, 

Con las mismas hipótesis de la p~oposici6n anterior te-

nemes: 

P11.opo.6.i..c.í.6n 6. Si dos puntos z y w de s no son r-equi 

valentes, entonces existen vecindades U de z y V de w 

tales que gU n V=~ para todo g E f. 

Dem: Sean X y Y vecindades compactas de z y w respeE_ 

tivamente. Por la proposición 5, {g E I' gX n Y f. ,0} es 

finito, digamos {g
1

, •••• ,gr}. Como z y w no son f-equi-

valentes, tenernos que g. z # w, 
l 

para toda 

Hausdorff podemos encontrar vecindades u. 
l 

i. Como S es 

de g.z y vi de 
l. 

-1 
w tales que u. n v. = ~. Pongamos u = X n 91 u,n ........ 

l. 1 

n -1 
V y n v

1
n ..•.. nvr. Por construcción, gU n V j1 g u ' = = r r 

para toda g E r. 

Esta última proposición implica que el espacio f\S, es 

Hausdorff. Rspecificamente tenemos el siguiente: 

Coll.ola~.<..o Sea f\S el conjunto de todas las f-órbitas de 

los puntos de S. Entonces f\S, con la topologia de identifi 

caci5n, es un espacio de Hausdorff. 

Dern: Si z y w son puntos de S no f-equivalentes, la 

proposici6n 6 nos asegura la existencia de vecindades U de Z 
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y V de w tales que gU n V=~' para todo g E r. Escri 

to de otra manera fU n V = 8. Como la proyección Il es 

abierta tenemos que ru y rv son vecindades de rz y rw 

respectivamente. Finalmente, la condici6n I'U n V= 8 impli 

ca ru n rv = {!. 

1.2 T~an~6o~macione6 lineale~ 6~ac~~onale6. 

Más adelante estudiaremos funciones definidas en la mitad 

superior del plano complejo. Estas funciones estar§n determi-

nadas por la acci6n de un subgrupo discreto I' de SL 2 (R) so 

bre esta parte del plano complejo. En esta secci6n estudiare 

mos algunos elementos particulares de SL
2

(R), así como algu-

nos elementos particulares de un subgrupo discreto r de 

Consideremos primeramente una transformación lineal frac-

a b1 cional sobre C U { 00 }. Dado un elemento a =[e d del grupo 

lineal general GL
2

(C), definimos la tr>ansformación 

az+b 
O( Z) - donde Z E([.': U {m}. - cz+d' Supondremos que a(z) no 

es la transformaci6n identidad. Como se sabe, [ 2) capítulo 

X, cualquier matriz compleja es similar a una matriz expre-

sada en la for•ma canónica de ,Jordan. En consecuencia la ma-

triz a es similar a una de las dos siguientes formas: 
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il ~ ~] . 
ll , ). f. µ 

Por lo tanto, la transformación cr(zl es esencialmente 

de los dos tipos siguientes: 

i) -1 z --+ ·z + ). ii) z ---... cz , e # l 

En el primer caso, llamamos a o parabólica. En el se­

gundo ·caso, llamamos a o elíptica si lcl = l, hiperbólica 

si e es real y positivo, y loxodr6nica en otro caso. Esta 

definición se aplica tanto a matrices como a transformaciones. 

Ahora nos restringiremos a transformaciones generadas por 

matrices reales. Dado Z E C Y a = op ql E GL (]R) definí r sj 2 ' 

mos: 

(1) j(a,z) = rz + s. 

S i · w = a ( z) 6 en t on e e s : 

(2) a ·[~1 = ~~ ! ~ = [;] • j(a,z) 

Y si w' = a(z'): 

a • [z zJ= f w 
i i L1 

- -Sustituyendo z y w por z' y w', y tomando el deter-

minante, obtenemos: 

(3) det(a.) Im(z) = Im(a(z)) jj(a,z) 12 
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AdemAs de las relaciones anteriores, sobre todo de (3), nos 

interesa obtener la siguiente: 

(4) j ( cx B, z) = j { a, B ( z) ) • j ( S, z) ; a, B E GL 
2 

(:R) 

Justificamos esta relación: 

Un cálculo directo nos muestra que aB(z)=a(B(z)). La 

relación (2) nos dice: 

(al as[~]= [ª 61Cz~ · j(aB,zl; (b) ar(lz~=r(Bl(z)j ·j{a,S(z)); 

(e) B [f] = [B izj j(S ,z) . 

Multiplicando en {e) por et y utilizando (b): 

(a) implica: 

Y por la observaci6n hecha al principio: 

j(c~8,z) = j(a,8(z)} · j(8,z) 

Estas relaciones las utilizaremos en la siguiente sec-

ción y en el cap.'itulo II. Regresando al grupo SL 2 (lR), es 

necesario contar con un criterio que clasifique a los elemen 

tos parabólicos, elípticos e hiperbólicos de oste grupo, en 
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funci6n de sus puntos fijos. Establece~os entonces la siguie~ 

te proposición; 

PJr.opo.6.lc.-l6n 7. Sean a E SL
2

CR) o F + l 2 , y n = { z E re : 
Im( z} > O}. Entonces: 

a es parabólica ~ o tiene un solo punto fijo en IR U {w} 

elíptica ~~ o tiene un punto fijo z en íl, y 

-otro punto fijo fuera de íl : z. 

hiperbólica ~ o tiene dos puntos fijos en :R U { 00 } 

Dem: El caso a loxodrómica se omite pues la traza de uno de 

estos elementos no es real, y en consecuencia SL
2

(:R) no con-

tiene elementos loxodrómicos. Una justificación de este he-

cho la posponemos hasta la proposici6n 9. Ahora, observemos 

primeramente que si z E íl, podemos encontrar un elemento T 

de SL
2

Cffi) tal que T(i) = z. Poi, ejemplo, si z = x + iy 

podemos tomar T == y-112 (~ ~. Por otro lado, la tr1 ar1sform~ 
-1 

ción generada por la matriz T es la inver•sa de la trans-

formaciGn generada por T. La verificaci6n de esto hecho estA 

sujeta simplemente a la realizaci6n de un c5lculo directo. Si 

se tiene nuevamente por un cálculo dire~ 

to, (estos c5Jculos se han omitido por ~er rutinarios), que 

a(i} = i ' 2 2 si y aolo si p = s, q - -r, p + q = l. Si a 

sati~face la condici6n anterior, entonces es un elemento del 

grupo ortogonal especial S0(2). Siendo a un elemento de 
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este grupo Y T E SL 
2 

CRl con la p;ropiedad T (i} = z, se ob 

tiene Tat-
1 

(.z} = z. Inversamente~ si ex E SL 2 0R) tiene la 

propiedad a(z) = z, el elemento 
-1 

T aT tiene la propiedad 

-1 
T CXT{i) = i, y por lo tanto est~ en S0(2}, de aquí que 

a = T(T-
1 

CXT} ·i-l E T • S0(2) -1 
• T Se ha probado entonces 

que T º SO ( 2) 
-1 

• T = {a E SL 2 (IR) : a ( z} = z }. Es claro 

que si a deja fijo a z, deja fijo a z. Además, una trans 

formací6n lineal fracciona!, asociada a una matriz 

pea b] U d E SL 2 OR) distinta de ± 1
2

, no puede tener más de 

dos puntos fiios, pues un punto fijo de esta transformaci6n 

satisface la ecuación 
2 cz + (d-a)z - b = O. Nos interesa sa-

her de gue tipo es una matriz cuya transformaci6n lineal frac 

cional asociada tiene un punto fijo en íl. Como so acaba de 

mostrar, una matriz con estas caracteristicas es de la forma 

-1 
TYT ' 

con T E SL
2 

(JR) y y E SO ( 2) • Ahora, todo elemento 

de S0(2) tiene raíces caracteristicas complejas conjugadas 

unitarias, pues todo elemento de este grupo es de la forma 

fcos0 sen0l 

L-sen0 cosr:ij ' 
y las raices caracteristicas de estas matrices 

son de la forma cose ± i seno, donde sen0 ~O. De aqui 

que los vectores característicos correspondientes son lineal 

mente independientes. Todo esto nos dice que los vectores 

~dracteristicos de una matriz de la forma 
-1 

TYT 

T E SL
2

(lR), y E 80(2), son linealmente independientes. Para 
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ver esto observemos que todo vector característico y de 

-1 -1 
TYT , genera un vector caracteristico t (y} de y, en 

consecuencia si 

-1 
TYt 

-1 
T (y1} 

y 1 y y 2 son vectores característicos de 

-1 
y T (y 2) son vectores característicos de 

y, y por lo tanto son linealmente independientes. La linea 

lidad de -1 
T implica que y 1 tambi~n son linealmen 

te independientes. La independencia lineal de los vectores 

caracteristicos de una matriz de la forma -1 
T Y1 

t E SL 2 (IR.) y E S0(2), implica que estos vectores generan al 

espacio vectorial C. De acuerdo con esto, [ 2] capítulo IX, 

la matriz 
-1 

TYT se puede diagonalizar y los elementos de 

la diagonal son las raices características unitarias de esta 

matriz. Todo lo anterior arroja como resultado el hecho de 

que un elemento de SL 2 (IR), distinto de + 1 2 , con un punto 

fijo en íl, es elíptico. Inversamente, si a es un elemento 

elíptico de SL 2 (Il:l), entonces la transformacion lineal frac-

cional asociada a u tiene s6lo un punto fijo en n. Esto 

se deduce directamente de la definici6n. Tambi€n se deduce 

de la definición y de lo probado anteriormente, que si a es 

un elemento parabólico de SL 2 (m) entonces la transfo!'mación 

lineal fraccional asociada a este elemento tiene 
, 

solo un pun-

to fijo en R U {w}. Por Otl'O lado, si s E ffi U { 00 }, defini 

mos 
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F(s} = {a E SL 20R) : a(sl = s}, 

Como SL
2 

OR) actúa transtitivamente sobre JR u {w}, P9_ 

demos encontrar un elemento a de SL
2 

(lR) tal que o(oo) = s. 

Entonces F(s) = aF( 00)a- 1 , P(s) = oP(UJ)o- 1
• Ahora, la defini 

ci6n de P{s) y la condici6n sobre el determinante de los ele 

mentos de SL
2 

CIR) nos dice que 

F (oo} = { [~ ~-j a E lR - {O}, b E JR}' 

p ( oo) = {+ Ll ~] h E]R} E!!JR X {+ 1}. - o 

Esto muestra que si un elemento a de SL
2 

(IR), ~ ± 1
2

, 

tiene al menos un punto fijo en :lR U {00 }, entonces a es 

parabólico o hiperbólico. Si es parab8lico, entonces tiene un punto fijo. 

Si tiene dos puntos fijos entonces debe ser hiperb6lico, y si 

es hiperb61ico debe tener dos puntos fijos. Esto termina la 

demostración. 

Ahor•a consideremos un subgrupo discreto f de SL
2 

(R) , 

y denotemos por íl a la mitad superior del plano complejo, 

es decir, íl = {z E«: : Im(z) > O}. Un punto z de 11 es 

llamado un punto ellptico de r si existe un elemento elip 

tíco a de r tal que cr(z) = z. De manera semejante, un 

punto s de :R u {ro} es llamado un punto cúspide de r si 
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existe un elemento parab61ico T de r tal que T(s) = s. 

Tenemos los siguientes resultados relativos a puntos c6s 

pides y el1pticos de r. 

P1topo¿, -lc.-l6~ 8. Si z es un punto elíptico de r, entonces 

{a E I' : cr(z) = z} es un grupo cíclico finito. 

Dem: De la demostraci6n de la proposici6n anterior se saben 

dos hechos. Existe T E SL
2 

(R) con la propiedad T (i} = z, 

además . so (2) - 1 {a E SL
2 

(IR} a(z) z}. Por lo y T . T == : :=: 

tanto { (J E r . - a ( z) = z} = T . so (2} . -1 
T n r. Como r es 

discreto y S0(2} es compacto, esta intersecci6n debe ser un 

grupo finito. A hora, SO( 2) es isomorfo a E/~, y todos los 

subgrupos finitos de este grupo son ciclicos, de donde se ob-

tiene la proposici6n. 

Pito po ¿, -i.c.l6 n 9. Sea s un punto cúspide de r, y r = s 

;::i {a E r : a ( s) = s}. Entonces rs/(r () {± 12) es isomorfo 

a 7l • Además, un elemento de r o es + 12' o es parabóli. s -
co, es decir, r ;:; r n p (s) • 

s 

D~m: Como se vi6 en la demostraci6n de la proposici6n 7, 

P {s) es isomorfo a lR x {±1}. por 1 o tan t o , ( p ( s) n r}/ r n { ± 12} 

es isomorfo a un subgrupo discreto no trivial de R, enton-

ces es isornol'fo a '2. Ahora, SL
2 

(IR) no contiene elementos 

loxo<lr6micos, pues la traza de uno de estos elementos no es 
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real. Para ver esto recordemos que una matriz loxod~ómica es 

un elemento de GL
2 

(CC!) similar a una matriz de la forma 

G ~} A 1 µ, donde, si A 

Aµ 
es negativo o complejo. 

1úl2 
determinante uno, entonces es 

mos que su traza tr(o). = A + 

y ~ son distintos de cero, 

Si o es de esta forma, tiene 

de la forma g ;.~-;}. Supong~ 
'\ -1 /\ es real. 

Si A es real entonces a es hiperb6lica. Si A es 

complejo, la condición sobre la traza implica que debe ser 

unitario. En este caso, A y l son las ralees de la ecua 

ción x 2 
- tr(cr}x + 1 = O, es decir A~ ~ 1, entonces, de 

acuerdo a la d.e..finición a es elíptica. Lo anterior nos di 

ce que una matriz loxodrónica no puede tener traza real. En-

tonces r no contiene elementos loxodrómicos. La proposi-

ción 7 implica que r tampoco contiene elementos elípticos. 

Como SL 
2 

(R) actfia transitivamente sobre E U {00 }, no se 

pierde generalidad si suponemos que s = 00 • Tomemos un gen~ 

radar a ~ ~~ +~) módulo :!: 1 2 , del grupo P ( s) nr ;rn{:!:l). 

Seg6n la proposici6n 7 y lo probado anteriormente esto es po 

sible. Veremos que r 
s 

no contiene elementos hiperb6licos. 

Supongamos que contiene un elemento hiperb6lico 

lal 1 l. l'odemor:; suponer que lal <l. r:ntonces 

..,. l'f'T -1 -- f1_o·l a 
2 hl ..... - [ +l J E P(s) n r, según se ve en la demostración 

de Jd proposici6n 7. Pero ja 2hl < lhj, y el cociente de 
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P(s) n r sobre r n {±1
2

} es cíclico, entonces el elemento 

-1 
tat no puede estar en P{s) n r, lo que establece una co~ 

tradicción. Lo anterior establece la contención I' t P(s) n l', 
s 

y en consecuencia r = P(s) n r, 
s 

lo que completa la demostra 

' ción de la proposición. 

~Jr..opall-le.i6n 1 O. Los elementos de r de orden finito son los 

elementos elípticos, así como ± l 2 • 

Dem: Si un elemento a de SL 2 (IR) es de orden finito, o 

es conjugada en SL 2 (<1:) a una matriz [~ ~1 , con B una 

raíz de la unidad. Entonces, de acuerdo a la ¿efinici6n, 

a es elíptica si 8 #- ± l. Si a es un elemento elíptico 

de I', entonces pertenece al grupo {a E I' : a(z} = z}, con 

z E íl. Como este grupo es cíclico finito, a es de orden 

finjto. 

P~Gpo~iei6n 11. El conjunto de todos los puntos ~lipticos 

de r no tiene puntos límites en íl. 

Dem: Supongamos lo contrario. Sea w E íl, y {z } 
n 

una su 

cesión de puntos elípticos distintos de I' , que convergen a 

w. Por la proposici~n 5, podemos encontrar una vecindad U 

de w tal que, para y E r, yU n u -F ~ si y nóln si 

y(w) = w. La convergencia de la sucesión {z n} implica que 

existe n E~ tal que z E u y z t- w. Como z es elÍE_ 
n n n 

' 
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tico, existe un elemento elíptico a de r tal que 

a(z ) = z . Entonces aun u~ j, consecuentemente n n 

o(w) = w. Esto nos dice que a, siendo elíptico, tiene dos 

puntos fijos en íl, lo cual es imposible. 

De entre los subgrupos discretos de SL
2

(lR) tenemos al 

grupo SL
2

{7.l), llamado el grupo modular•. Dado un entero p~ 

sitivo N, definimos: 

rN = r (N) = {y E SL 
2 

(ZG) . y = 12 {rn6d N) } . 
= {~ ~1 E SL 2 (Z) . a -. d = 1, b E C = o 

(m6d N) } • 

Se verifica directamente que f (N) es un sub grupo nor-

mal de SL 
2 

(7.l) • Este sub grupo es llamado el subgrupo de con 

gruencia principal de nivel N de SL 
2 

(7l) • En general, un 

subgrupo de SL 
2 

{7Z) es llamado un sub grupo de congruencia de 

si contiene a f (N) para alguna N. Por ejemplo, 

tenemos una familia de subgrupos de congruencia de SL 2 (7l), 

que no son subgrupos normales de SL 2 (~), definida de la si-

guiente manera: 

Dado un entero positivo N, definimos 

• 

e - O m6d {N) } 
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~ es un subanillo de y r (N) 
o 

es un subgrupo de 

que contiene a 

1 • 3 E.t e.& pac..lo :top o t6g .le.o r\ íl*. 

Consideremos nuevamente un subgrupo discreto r de 

Por íl* denotaremos la uni6n de íl y los puntos 

cúspides de r, entonces el conjunto íl* depende de r. 

Nuestro objetivo en esta secci6n, es hacer ver que tiene sen 

t id o ha b 1 ar de 1 " es p a e i o r\ íF=" • En o t r• as p a 1 a b r a s , que re -

mos dotar a íl* de una topología, de tal manera que r ac~ 

túe continuamente sobre este espacio, y entonces estudiar al 

gunas propiedades topol6gicas especificas de níl*. 

Primero definimos la topología de íl*. Sea z E íl, e~ 

mo sistema fundamental de vecindades abiertas de z, toma-

mas las usuales. Si s # ~ es un punto cúspide de r, co 

mo sistema fundamental de vecindades abiertas de s tomamos 

los conjuntos de la forma: 

{s} u {el interior de un ctr'culo en n tangente al 

eje r'eal en s} 

Si ~ es un punto cfispide de r, tomamos los conjuntos: 
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{cio}V{z E íl : Im(z) > e, e E JR,· e > O}" 

como sistema fundamental de vecindades abiertas de ~ La to-

pologia generada en fl•'• 
U" por estas familias de subconjuntos de 

n.•. 
~, .. es Hausdorff. Ahora, puesto que el determinante de todos 

los elementos de r es positivo, la funci6n lo,z) o(z} , 

definida en f X íl, mapea este espacio en Ü. Si s es un pu~ 

to cúspide de r, entonces o(s) también es un punto cúspide 

de f, para cualquier O E f. Para ver esto simplemente con 

sidérese el elemento 
-1 

OTO de r, donde T 

parabólico de f con la propiedad T(S) = S. 

es un elemento 

Es fácil ver que 

el elemento 
-1 

OTO es parabólico. Entonces el mapeo anterior 

manda los puntos c6spides de r en si mismos. Esto establece 

que la función (o,z) -+ o(z) manda el espacio f X íl* en 

íl*. Este mapeo es continuo y satisface las condiciones 

i) oy ( z) == a ('Y ( z) ) ; o, y E r, 

z E íl*. Por lo tanto f actüa continuamente sobre íl*. Oh-

servemos que íl* no es localmente compacto, a menos que 

Como en la sección pasada, si s es un punto cúspide de 

r, definimos los conjuntos: 

P(s) = {a E ~L 2 (IR): a(s) = s, a parah6lico ó + 1 2 } 

r = {y e r: y(s) = s} == P(s) n r 
s 
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Para estudiar la estructura topológica de I'\ Qir, supon- , 

dremos que es un punto cúspide de r. 
dad (3) probada en la sección 1.2: 

( 3) Im(a(z)) = det(a) ·Im(z)/ lcz+d 12 

Dado O E f, denotamos por c
0 

la entrada izquierda in-

f erior de la matriz o. Entonces r 
()() 

= {cr E l'; e = O}. Por la 

; [~ ~1 proposición 9, podemos encontrar un generador de 

La topologia que vamos a considerar sobre r\íl*, es la 

topologia de identificación, que fu~ definida en la secci6n 

1.1. La propiedad topol6gica mfis importante que nos interesa 

del espacio f\íl*, es el axioma de Geparación T 2 . Para ve 

rificar que efectivamente el espacio f\íl* satisface el axio 

m;·,: , T
2

, estableceremos algunos lemas previos. 

J ·¿ma. 1. Dado M >O, existen solamente un número finito de 

~lases dobles f
00 

a f
00 

tales que a E f y 

Las clases dobles f a f , a E f, 
00 00 

ci6n de 

ficiente 

e 1- o. o 

r. En vista de que 

considerar solamente aquellas 

Tomemos un generador T ~ + [~ 

forman una parti-

• e 
• (J = o}, es su-

(J para las cuales 

de r m6dulo 
00 

La idea de la dernostraci6n es asociar a cada clase do 
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ble r OJ cr r co' (J E r I o :¡l. lcq 1 "' M, un elemento cr" de la 

misma clase doble y entonces hacer ver que el conjunto de los 

elementos asociados es finito. 

Sea a = [~ ~J E r, o 1 lcl <; M. Vamos a encontrar 

elemento a" en r 

un compacto K que 

un entero tal que 

_ n _ fa' bi\ ª , - º 1 - Le , a •J . 

ª r tal que a"( i) esté contenido 
(X) (JO 

dependa solamente de M y h. Sea 

1 < d + nhc ...;: l + !he¡, Pongamos 

Entonces I~' 1 = lcl, Id' 1 == d+nhc. 

un 

en 

n 

Por la igualdad (3) de 1 a se e e i 6 n 1 . 1 , Im ( o ' ( i ) ) = 1 / (e ' 2 +d ' 2 
) • 

Tenemos entonces 1 < Id' 1 < 1 + lhcl, y !el < M, y de aquí 

que 1 ~ c' 2 + d' 2 < M2 + (1 + lhjM) 2 • Por lo tanto cr'(i) 

pertenece al dominio: 

( 5) 1 ;;ii Im(z) ~ l/[ M2 + (1 + )h!Ml 21 

Ahora, la transformaci6n z--+ m -r (z) = z + mh 

la parte imaginaria de z. Podemos tomar m tal que 

tmo'(i) satisfaga la desigualdad (5) y la condición 

(6) o< Re(z) < lhl 

no cambia 

Las desigualdades (5) y (6) definen un subconjunto com-

pacto de íl' y el elemento o' ' 
ID n 

:::: T Ot tiene la propiedad 

a' '(i) E K. En virtud de la proporci6n ~, solo existen un ntl 

mero finito de estas a'' en r. 
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Lema 2. Existe un número positivo r, que depende solamente 

de r, tal que para todo aer-r. 
ClO 

Además, 

para esta r, se tiene Im(z} • Im(cr(z}) < l/~ 2 para todo 

z E íl y todo crE r - r. 
00 

Dem: Por el lema 1, dado M > O, existen solamente un núme 

ro finito de clases dobles r a r , 
00 00 

con O E f y 

Observando que todo elemento T de una de estas clases satis 

face también la desigualdad 

1 E r a r 
oo ro' 

tenemos c
1 

= c
0

) podemos considerar el nGmero 

~·= min { lc
0

1 :cr es representante de una clase doble reo a r ro' 

con las propiedades a E r - r y lc 0 1 < M}. Entonces, para 
00 

todo a E r - r 00' se obtiene lc 0 1 ~ r·. Por otro lado, si 

o = ~ ~) E r y e # O, tenemos nuevamente por la igualdad 

( 3) de la . "" 1.1: secc1on 

Im{o(z)) = !m(z} lcz+d ¡- 2 < Im(z) (e Im(z) )- 2 
<; r- 2Im(z)- 1 

de donde se obtiene la desigualdad deseada. 

Lema 3. Para todo punto cfispide s de f, existe una vecin 

dad u de s ta 1 que r = {o E r : au n u I ~} . 
s 

Dem: Sea s un punto cGspide de r. Como se vió en la de-

mostraci6n de la proposici6n 7, el conjunto P(s) se puede 

expresar en términos de P(oo) en la forma P(s) = aP(oo)a- 1 , 
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donde a tiene la propiedad o(ro) = s y q E SL 2 ~}. Esto 

nos dice que no se pierde generalidad si suponemos que s = 00 • 

Sea u ::: {z E íl* . Im (z) > 1/ r}, donde .r tiene la propiedad . 
del lema 2. Si o E r - r y z E LJ ' tenemos, por el lema 

00 

Im (o(z)) < l/ r. Por lo tanto si O E r, z E u y a ( z) E u, 

entonces a E r . 
00 

Lo anterior establece la contención 

{cr E r . a U n u f ~} e r La otra contención es clara. . ro• 

Obsérvese que dos puntos de U son equivalentes bajo f 
, 

solo si lo son bajo r , 
s 

y entonces r \u puede identifi­
s 

carse con un subconjunto de f\íl*; además U no contiene 

puntos elipticos de r. 

Lema 4. Para todo punto cúspide s de f y para todo sub-

conjunto compacto K de íl, existe una vecindad U de s 

tal que U n yK = ~ para todo y E f. 

Dem: Nuevamente, no se pierde generalidad si se supone que 

s = oo, Como la función z ->- Im (z) , de íl en es con-

tinua, existen A y B nGmeros positivos tales que 

A < Im(z) < B para todo z E K. Sea r ub n6mero po$itivo 

con la propiedad del lema 2. Entonces definimos: 

u = {z E íl* : Im(z) > Max(B,1/Ar}} 

2, 

Sea z E K. Por el lema 2, si a E f - f 
00

, Im(o (z)} < l/Ar2
• 
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Si ~E f
00

, Im(a{z}) = Im(z} <B. Entonces U tiene la propi~ 

dad deseada. 

Ahora veremos que el espacio r\íl*, es Hausdorff. 

T eo1te.ma 3. El espacio f\n*, con la topologia de identifica­

ción, es un espacio Hausdorff. 

Dem: Como se vió en la demostración de la proposición 7, un 

elemento a del grupo SL
2 

(:m) tiene la propiedad a(i} si 

y sólo si, pertenece al grupo ortogonal especial S0(2). Por 

lo tanto el grupo 80(2} es el subgrupo de iBotropía de 

en i. Se puede obserivar que la acción de SL
2

(R) 

sobre íl es transitiva, puesto que dado z E íl, z = ai + b, 

la transformación lineal fracciona! generada por la matriz 

!/2f a b1 a Lo 1 , manda i a z. Entonces, por el Teorema 2, 

es homeomor· fo a SL 
2 

(IR.) /SO( 2). Aplicando ahora el corolario 

de la proposici6n 6, obtenemos que r\O es un espa6io Haus-

dorff. Co1J1 o f\ íl es la uni5n de f\íl y las clases de equiv! 

lencia de los puntos c6spídcs de r, resta mostrar que la el~ 

se de equival.encia de un punto cGspide puede separarse de las 

clases de equivRlencia de punto~ de íl, y tambiin de la clase de 

equivalencia de otro punto cúspide. F:l IJemn 11- ·revuelve el pri-

mer caso, en virtud de que la proyección It:ílft-+ I\rtfc es abierta y con-

tinua. f'ara resolvm' el segundo caso, tenemos dos puntos cúspides s 
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Y t de r que no sean r-equivalentes. Nuevamente, no se 

pierde generalidad si suponemos que alguno de los dos puntos, 

digamos t, es el 00 • Como antes, también, sea +[l - o un 

generador de roo módulo + 12. Se definen tres conjuntos: -
L = {z E CI: . Im (z} = u} . 

K = {z E L : o ....;: R~ (z) ~ lhl} 

V = {z E íl•'· . Im (z) >u} .. . 

donde u es un número positivo. Como K es compacto, exis-

te, por el Lema 4, una vecindad U des tal que K n fU =J. 

Podemos suponer que la frontera de U es un circulo tangente 

al eje real JR. Vamos a mostrar que V n ru = ~. Supongamos 

lo contrario. Es decir, supongamos que y U nv :F ~ para algún 

y E r. Como y es un homeomorf i smo de íl;': en si mismo para 

todo y E r, la frontera de y U es un círculo tangente al 

eje real. Por lo tanto, si yU n V# ., entonces yU n L ~ J, 

de aquí que yU intersecta a alguna translación de K por 

.un elemento de r ' co 
es decir, existe un elemento ó de roo 

tal que yU n óK ~J. Ó- 1 yU n K 4"' ª, Entonces r 11 lo cual no 

es posible. Esto completa la prueba. 

P1topo.t>-lc.-l6ri 12. Ll espacio f\íl* es localmente compacto. 

De ro: Como la proyecci6n Il íl-1\íl es un mapeo abier-



• 

• 3 7 • 

to y continuo, y n es localmente compacto, el espacio r\íl 

resulta ser localmente compacto. Entonces solamente resta mos 

trar que si s es un punto cfispide de r y si n denota abo-

ra la proyección de íF• en f\ Q:':, Il(s) tiene una vecindad 

compacta. Como antes, podemos suponer que s =ro. Por el Le-

ma 3 y la observaci6n hecha al final de ~ste~ existe una vecin 

dad V = {z E íl* : Im(z) ?: e}, donde e es un real positivo, 

tal que r \V 
ro 

se identifica con JI (V} • Sea + f.1 - to 
generador de rm módulo ± 12. Dado un elemento z de V, 

existe un enter•o n 

secuencia O < Re ( z) 

tal que (n-1) jh! ~ 

(n-1) lhl < lhl~ 

Re ( z } ~ n 1 h 1 • En con 

entonces la matriz 

:~ +(n-~)j man da a z dentro del conjunto {z E V Z :::: ro 

ó O ~ Re ( z) < Esto muestra que TI(v} coincide con la 

imagen de {z E V: z = 00 ó O< Re(z} < lhl} bajo TI. 

Ahora, si se considera una cubierta abierta de este Ultimo con 

junto formada por ahiert os de íl:'>, ·Siempre se puede extraer 

una subcubierta finita, puesto que todo subconjunto de íl 

que es compacto con la topolog1a usual, tambifin es compacto 

en n* con la topología definida anteriormente. En otras 

palabras, {z E v_: z = 00 6 O< Re(z} < lhl} es compacto, 

y por lo tanto Il(V} tambifin es compacto. Esto termina la 

demostraci6n. 

Se tiene adem~s los siguientes resultados referentes 

al n6mero de clases de equivalencia de puntos c6spides y 
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el1pticos de r, así como del n6mero de elementos parab6li-

ces de r, cuando se conocen propiedades topológicas de los 

espacios r\ nr: y f\ íl. 

P1topo.6.ic..l611 13. Si r\íl* es compacto, entonces el número de 

puntos cúspides (resp. puntos elípticos} no equivalentes bajo 

r es finito. 

Dem: Sea C (resp. E) el conjunto de los puntos cúspides 

(resp. puntos elípticos) de r. Por la proposici6n 5, para ca 

da z E íl' existe una vecindad u de z en z íl tal que 

u n E el ... posiblemente {z}. Para cada E e, o es vacio, o s z 

podemos encontrar una vecindad u de s que no contenga PUE: s 

tos elípticos. Esto es posible en virtud del Lema 3. Si JI 

denota la proyección de íl* en f\íl*, y si r\íl* es compacto, 

podernos elegir un nfimero finito de conjuntos de la forma 

11( u ) ... Il(U ) que cubra r\ n~-:. Entonces el número de pu~ o a z s 

tos en Il(C) (re sp. TI (E) ) es a lo más el número de TI (U ) 
z 

(re sp. n ! u J >, que cubren a r\ íl*. 
s 

P.1topo.6.lc..l6n 14. Si r\íl es compacto, entonces r no tiene 

elementos parab6licos. 

Dem: Sea IT la proyección de .O en f\íl. Supongamos que 

oo es un punto cfispide de r. Consideremos una sucesi6n infi 



• 39 • 

ni ta {z } 
n 

de puntos de íl tal que 

Lema 3, ~xiste una ?ecindad 

Im(z· 1 --+ID• 
n 

Por el 

U = {z E íl* : Im(z} > e} 

de 00 tal que rro ~ {y E r : yU n u I J}. Entonces, a partir 

de cierto índice z E U. 
n 

Im { z) , si dos puntos de 

Corno ningún elemento de f 00 cambia 

{z } 
n 

tienen partes imaginarias dis-

tintas y suficientemente grandes, entonces no son equivalentes 

bajo r. Por lo tanto {Il(z } } contiene una sucesi6n i~fini 
n 

ta de puntos distintos de f\ íl. Si f\ íl es compacto, existe 

un punto w E íl tal que TI(w) es un punto límite de {JI(z )}. 
n 

Sea K una vecindad compacta de w. 

vecindad V de 00 tal gl!e K n rv 

dicción, pues IT(z ) E TI(K) n TI{V) 
n 

grande. 

Por el Lema 4, existe una 

= rJ fJ • Esto es una contra-

para n suficientemente 

Hemos visto que I\0* es un espacio Hausdorff, Veremos 

que sobre este espacio se puede definir una estructura de va-

riedad analitica compleja que lo convierte en una superficie de 

Riemann. 
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Como en la secci6n anterior, r denotará un subgrupo di! 

ere t o d e SL 
2 

(IR) , · y íl ~-: 1 a un i ó n de íl y 1 o s punto s e ú s p id es 

de r. Corno es sabido, cuando un espacio es localmente eucli-

deano es posible introducir el concepto de diferenciabilidad p~ 

ra funciones definidas sobre este espacio. La propiedad de di-

ferenciabilidad de una función resulta importante porque nos pe~ 

mite estudiar el comportamiento local de la función. Esto jus-

tífica nuestro inter~s en introducir una estructura compleja de 

variedad analítica sobre f\íl*. Recordemos l~ que una superfi-

cíe de Riemann significa. 

Por una superficie de Riemann, entendemos una variedad ana 

litica compleja conexa de una dimensi6n. Siendo más precisos, 

una superficie de Riemann es un espacio de Hausdorff conexo 

M sobre el cual está definida una estructura compleja S qje 

satisface las siguientes propiedades: 

(1} S es una colecci6n de parejas (U P l donde 
~ I r:x. a.EA' 

es una cubierta abierta de M, y P~ es un homeomorfismo de 

U en un subconjunto abierto del plano complejo C. a 

(2) entonces el mapeo 

es holomorfo. 
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(3) S es m~xima bajo las condiciones (j) y (2]. 

La condición (3) no es esencial, pues dada cualquier fa-

milia S que satisfaga(l) y (2), existe una finica estructura 

compleja S' que contiene a S. A saber, S' esta dada como 

el conjunto de parejas (V' q) formados por un subconjunto 

abierto V de M y un horneomorfismo q de V en un subcon-

junto abierto de plano complejo e 1 P 
-1 

ta que o q 
a 

p -1 
q º a son holomorfo~ cuando V n Ua ~ ~. 

y 

Vamos a definir una estructura compleja sobre ~n*. 

Sea TI la proyección de íl~i en r\ !F:. Para cada v E íl;~ 

consideremos 

r" = {y e r yv = v} 

Por la Proposici6n 5 y el Lema 3, existe una vecindad abier 

ta U de v tal que 

rv = {y e r : yU n u I ll 

La observación hecha al final del Lema 3 nos da una in-

clusión Considerando la acci6n de r sob :r>e 
V 

U, se obtiene que r,
1
\U es unu vecindad abierta de fl(\J) 

en r\ n;';. La Proposición 7 nos dice que si \J no es n .i un 

punto elfptico, n .i un punto cúspide de r, entonces r v con 

tiene solamente (111 elemento neutro 12 y posiblemente, cuan-
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do más, al elemento -1 2 • Entonces, co'J1lo e.1 mapeo Il es 

abierto y contínuo, la l"'estricción JI: U----.. fv\U es un 'ho 

meornorfismo. Para esta V tomanos a (f~U, Il- 1 ] como un 

miembro de la estructura compleja de r\ ni•,. 

Si V es un punto elíptico, consideramos el grupo de 

transformaciones crv ·{±1}/{~1}}. Denotaremos a este grupo 

por r. Sea un isomofismo holomorfo de íl sobre el dis 
V 

co unitario D tal que A{v} = O. Por la proposici6n 8, fv 

es un grupo cíclico finito. Por lo tanto el grupo r 
V 

tam-

bién es cíclico finito. Si n es el orden de fv, entonces 

lf l- 1 
consiste de las transformaciones 

V 

k = o, .... ,n-1, ~ = e 2Ili/n 

Definimos ahora un mapeo p : fv\U--+ C dado por 

p(Il(z)) = l(z) n. Este mapeo está bien definido. En efecto, 

si z, z' E u y II(z') = ne z > , entonces existe a E rv tal 

a(z) z' donde p(Il(z')) n 
lado que = de :::: :>da.(z)} • Por otro 

' 
existe E D 

-1 
aquí p(TI(z')) y tal que z = A (y) • De que = 

A(a(t.- 1 (y)) )n = (~ky)n para alguna o < k < n-1, y enton~es 

pll(z')) =yn= ;\(z)n=p(11(z)). AdemAs p es inyectivo pues 

si z y z' son elementos de U tales que p(IT(z) )=p(Il(z')), 

entonces X(z)n = A(Z')º lo cual significa que A(Z) Y '1.(z ') 

son raices n-,simas de un mismo nfimero complejo unitario. 
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Esto implica que existe O < k < n-1 

~ = e 2Ili/n. Entonces existe también 

tal que 

a. E r -v 

A (z') = tk.A (Z) 

tal que 

;>..a >.- 1
0.(z)) = A(z.'), y por lo tanto a (z) = z', es decir 

Il(z) = Il{z'}. La ínyectividad de p nos permite encontrar 

una aplicación q; Im(p) ---+ r)U, (Im(p) =Imagen de p), 

dada por q{w} = D{~- 1 (w 1 /n))* tal que p o q = lirn{p) y 

q º P = ir \u· 
\) 

El siguiente diagrama conmutativo nos dice 

que p es un homeomorf ismo de r \u 
V 

en Im{p)**; que a 

saber es un subconjunto abierto de C. 

Incluimos a 

P ~ e 
q 

n \ / •" 

u 

en nuestra estructura compleja. 

Si s es un punto cúspide de r, tomemos un elemento 

p de SL 2 (R) tal que p(s) = 00 • Esto es posible porque la 

acción de SL 2 (R) sobre lR U {oo} es transitiva. Entonces 

de la demostraci6n de la proposici6n 7 y de la proposici6n 

9 tenemos 

-1 
PI'- p 

$ 
. {+1} = {+ \1 - - Lo 

hl m 
lj : rnE~} 

* Al definir la aplicación q estamos eonsiderando la elección de una rama 
de la función raíz n-ésima, par·a que ésta sea efectivamente una función. 
Esto no es indispensable, pues como se vió los n valores de la raíz 
n-ésima de un complejo en el disco unitar:ío son equ:i va lentes a través de 
A, bajo r en U. . . ** Hay que ~ornar en cuenta el teorema del mapeo abierto. Ver por eJemplo 
[ 1) , capítulo IV. ( Aqu1 aparece como corolario del Teorema 11). 
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con h un real positivo. Si definimos un mapeo p: r
5
\U ~e 

por p(Il(z)) = exp[ 2Ilip(z)/h] vemos que p mapea r \u 
s 

en 

un subconjunto abierto de C. Procediendo de manera an~loga 

a como se procedi5 en el caso de los puntos elipticos, se pru! 

ha que p es una aplicación bien definida y que es un horneo-

morfismo de r \U en su imagen. 
s 

nuestra estructura compleja. 

Incluimos a cr \U, p} 
s 

en 

Esta estructura compleja satisface claramente la candi-

e i ón ( 2) • Para que f\íl* sea una superficie de Riemann s6lo 

falta verificar que este espacio es conexo. Evidentemente, 

íl* con la topolog1a definida en la secci6n anterior es un 

espacio conexo. Como la proyección J[ : Q:': --+ r\ st~': es con-

tinua tenemos que f\íl* es conexo. 

Si I' es un subgrupo discreto de SL
2

()R) (o de 

tal que el espacio r\ n~" es compacto, enton 

ces r ser& llamado un grupo Fuchsiano de la primera clase. 

Dotado de la estructura compleja definida anteriormente, 

f\íl* se convierte en una superficie de Riemann compa~ta. 
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CAPITULO I I 

Las formas automorf as y las funciones zeta def ínidas para 

campos de números algebraicos, han sido usadas para estudiar 

los enteros en estos campos. 

En el siglo XIX la importancia aritmética de las formas 

automorfas fué claramente reconocida, y ejemplos de estas for-

mas fueron usados con gran efecto en la teor!a de los números. 

Alrededor de 1830, Jacobi trabaj6 con la función theta 

8(z) para obtener f6rmulas exactas para la representación num! 

rica de n como suma de r cuadrados. Treinta anos rn&s tarde, 

Riemann explot6 esta misma funci6n para derivar la continuaci5n 

analítica y la ecuaci6n funcional de su famosa función zeta 

1';( s) . 

. 
El propósito de este capítulo es presentar algunos resul-

tados clásicos sobre las formas automorfas. 

§2. 1 

Sea f un grupo Fuchsiano de la primera clase. Es de inte 

r~s estudiar aquellas funciones meromorfas sobre'íl que son in-

variantes bajo todas las transformaciones de r, esto es, las 

funciones f tales que f(y(z)) = f(z), para toda y E f. Esto, 

por supuesto, es bastante restrictivo. Entonces, en lugar de 



• 46 • 

considerar estas funciones, consideraremos aquellas funcione~ 

meromorfas f(z) tales que f(y(z)) y f(z) tengan los mismos 

polos y los mismos ceros, para todo y E I' En este caso, 

f(y(z)) ¡·· _ µ (z) 
/f (z) - Y es una función holomorfa sobre íl que 

nunca se anula, (el cociente f(y(z))/ 
/ f (z) 

se define por con-

tinuidad en las singularidades de f (z). Corno naturalmente es 

tamos suponiendo que f (z) no es identicamente cero, las sin-

gularidades de f son aisladas, entonces f{z) admite una ex 

tensi6n analítica en sus singularidades). Ademas de esta pro-

piedad, µy(z) I y E r' satisface la siguiente condici6n de 

consistencia: µy
0 

(z) =µy (a(z)) µ 0 (z); y, a E I' La regla 

de la cadena muestra que estas dos condiciones son satisfechas 

por la clase de funciones: 

-2k µy(z) = (cz + d) = ~ k 
dz 

E r 

.. U') Peterson mostro que esta clase de funciones son, eaen-

cialmente, las únicas que satisfacen estas dos condiciones. 

Esto motiva la siguiente: 

Ve 6-üt-lc.l6n 6. Sean I' un grupo Fuchsiano de la primera clase, 

k un entero. Una forma automorfa de peso k con respecto a 

r es una funci6n merornorfa f {z) sobre n que es "casi" inva 

riante bajo las transformaciones E ]' ' es decir, 

una funci6n tal que 

(*) Peterrrnon, H., Monatshefte für Mathematk, vol. 53, (1949) pp. 17-41. 
(Ver (8]) 

es 
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f (az + b) ; (cz + d)k f (z) 
cz + d 

( 1) 

d -- <ª b) Para to a y 
e d 

en r. 

Algunos autores llaman a una función con estas caracterís 

ticas forma modular, mientras que otros reservan este nombre 

para las formas automorfas definidas respecto al subgrupo de 

e o n gr u e n e .i a p r in e i p a l d e SL 
2 

( JR ) d e n i ve l N , e n e s t e e as o 

la forma autornorfa es llamada forma modular de nivel N . 

Una función automorfa sobre íl con respecto a I' es una 

función f definida sobre íl que es de la forma f = g0~ , 

con g una función meromorfa sobre la superficie de Riemann 

r \ n* (I' grupo Fuchsiano de la primera clase), y donde ~ 

es la proyección de 
... . .. 

íl ~. en r \ rr· . El concepto anterior de 

forma automorfa es m€is general que el de función automorfa. 

La propiedad (1) que caracteriza a las formas autornorfas 

implica que f (z) esta determinada por sus valores sobre un 

"dominio fundamental" D respecto a la acción del gl'Upo r 

sobre íl . M5s precisamente, un dominio fundamental para f \íl 

(o simplemente par1 a f) es un subconjunto abierto conexo D, 

de íl que no contieue ningun par de puntos distintos equiva-

lentes bajo r y cuya cerradura contiene al menan un punto de 

cada clase de equivalencia de r íl elementos de íl . 

Ge sigue a partir de la definici6n que las transformadas 
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de D cuya intersección contenga un subconjunto abierto deben 

coincidir. 

Aunque se puede construir explícitamente un dominio fund~ 

mental para un grupo dado r , solamente nos ocuparemos de en-

contrar un dominio fundamental para el grupo modular f = SL2 (~) 

(Es conveniente aclarar que debe distinguirse entre el gr~ 

po SL
2

(Z), que algunos autores llaman el grupo modular homoge-

neo, y e1 grupo que es llamado el grupo modular 

no-homogeneo. La raz6n de esta distinci6n es clara; la matriz 

· d · · (-a -b) d · 1 · y su inverso a it1vo -d eterm1nan a misma trans--c -

formaci6n lineal fraccional. Entonces el grupo de las transfor 

maciones lineales fraccionales distintas es el grupo cociente 

Cuando hablemos aquí del grupo modular, entender~ 

mos el grupo modeular no-homogeneo y lo seguiremos denotando 

por SL
2 

(::Z) ) • 

Para encontrar un dominio fundamental para ~l grupo modu-

lar r estableceremos los siguientes lemas: 

Lema 5. Para un punto fijo z en íl existen s5lo un n6mero 

finito de pares d~ enteros (c,d) tales que 

lcz + a1 <; 1 

Vemo~t~aci6n: Sea (c,d) 

lcz + dl 2 = (ex+ d)
2 + c 2 

un par con esta propiedad; entonces 

2 y ; (z = x + iy) , de aqui que 
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c
2 y

2 
" (ex + d) 

2 
+ c 2 y 2 

.-;; 1 • 

Como z esta en íl , y > o y entonces en con 

secuencia sólo hoy un número finito de valores posibles para 

c. Para cualquiera de estos valores de e la ecuación 

(ex + d)
2 + c 2 y 2 < 1 muestra que existen sólo un número fini-

to de valores posibles para d. 

Lema 6. Dadas las transformadas {y(z)}y E r de un punto z 

en íl , existen solamente un nfirnero finito de ~stas cuyas par-

tes imaginarias son mayores que la parte imaginaria de z . 

Vemo.&.tJz.ac-i.ón. Dados z en íl y y E r 

Y ( z) = az + b = az + b cz + d = r + i (ad - be) ~ z 
cz + d cz + d c'2" + d lcz + ª' 2 

(ª b iy .. Im y (z) y = a> , z = X + de aqui que = Im z e - ª' 2 
lcz + 

y el resultado se sigue del Lema 1. 

El Lema 2 nos sugiere elegir de cada clase de equivalencia 

un elemento de parte imaginaria mAxima, es decir, un punto z 

tal que lcz + dj > 1, paPa todos los pares de enteros c,d. 

Como la translación y : z --+ z + 1 esta en I' podemos supo-

ner que el dominio fundamental se encuentra en la banda 

T~olema 4. Un dominio fundamental para r es el conjunto 

D = { z E n : 1 Re z 1 < 1 
/ 2 y f zl > 1} 
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Ve.mo~t1t.a.c..l6n. Primero mostramos que D es el mismo conjunto que 

D 
1 

= { Z E íl : 1 Re z 1 < 1 / 2 y lcz + di > l} 

para todos los pares de enteros c,d excepto e = d = o . Po-

niendo e = 1 ' d = o , vemos que º1 e D . Inversamente, SUPO!!_ 

gamos que z esta en D· 
' entonces 

lcz + d 1
2 (ex + d)2 + 

2 y2 c2 (x 2 + y2) + 2cdx + ª2 > 2 
= e == e 

cd + ª2 ~ 1 

p a I' a todos 1 os par e s de enteros e, .d excepto e = d = o • Ahora , 

de nuestras observaciones anteriores se sigue que la cerradura 

de D contiene al menos un punto de cada clase de equivalencia 

bajo el grupo modular r Vamos a mostrar que los únicos pares 

de puntos de la cerradura de D que son equivalentes bajo r 

son los pares <le puntos de la frontera de D que coinciden bajo 

refexi6n respecto a la linea X = o ; estos puntos est~n identi-

ficados por las transformaciones y z -¡. z + 1 y z : -1/ z-+ z 

Supongamos que z ' 
z1 están en D y z r z 1 

, digamos 

o(z) = z 1 
entonces Im (z) = Im a(z) así que 

1 lcz + ª' ' + d)2 + 2 2 ¿. 2 + ª2 cd > 1 ' = = \CX e y e -
entonces o e = Q / d = +1 o d = o ' e + = -1 Un cálculo sim-

ple muestra que el primer caso implica que a = y ' y el segundo 

que a= T ; estas son las identificaciones ya mencionadas, esto 

concluye la prueba. 

Los Unicos puntos fijos de transformaciones de r que es­

tán en O son los puntos i, p, y p 2 , donde p = e7Ti/ 3 e 1 
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es .la unidad imaginaria. Estos puntos están fijos bajo las 

transformaciones elípticas T : Z -+ ""'.l/ Z 1 "('t : Z -+ z-l/ Z 

TY : z--+ -l/z+l respectivamente. 

Ob-0 e.Jt.vac..-l6n: Las dos transformaciones y : z ..__.. z + 1 y 

y 

T : z-+ _l/z generan al grupo modular. Para justificar este 

hecho, sea G el subgrupo de f generado por y y T No-

ternos primero que las transformadas de D por elementos de G 

cubren a n . Sea z un punto de íl ; después de aplicar 

y 
~1 

ó y un nfimero suficiente de veces, la transformada 

satis.facerá IRe z. I ~ l/ 2 
l 

e. 
d J. está en D 

hemos terminado; de otra manera lz
1

1 < 1 y la par'te imagina-

ria de t{z
1

) es estrictamente mayor que Im z = Im z • Re pi ... 
1 

tiendo la construcción ahora con el punto T (z
1

) , y continuan-

do este procedimiento, alguna transformada de z por un eleme~ 

to de G debe eventualmente estar en D, pues por el Lema 2, 

existen solamente un número finito de partes imaginarias de 

transformadas de z que son estrictamente mayores que Irn z . 

Ahora sea cr una transformación en r y z algún punto inte-

rior de D . Como antes, existe una transformación g en G 

tal que g(z) = o(z) . 

a z· 
' 

pero como z 

Entonces o- 1g estfi en r y deja fijo 

es dejado fijo s6lo por la identidad se 

sigue que g = o , entonces que G = r , como dese abamos. 
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Una forma automorfa debe satisfacer adem&s, algunas con 

diciones de regularidad: Debe ser una funci6n holomorfa en 

los puntos c6spidee de r y en el infinito. 

Precisamos esta última condición: 

En adelante fijaremos nuestra atención en subgrupos r 

del grupo modular SL
2

(Z). Sea entonces f un subgrupo del 

grupo modular. Consideremos el menor entero positivo h tal 

que la transformación z - z + h está en r, entonces, 

siendo f una forma autornorfa, f(z+h) = f(z). Considerando 

la expansión de f en serie de Laurent y teniendo en cuenta 

la igualdad anterior obtenemos que f se puede expresar en 

tArminos de una serie de Fourier 

cimos que f (z) es holomorfa en 

n < o ' y que f ( z) se anula en 

ra n ~ o . La condición para un a 

f (z) -- * 2llinz/h. 
""' a e 

-ro n 

el in.finito si a = o 
n 

el infinito si a = n 

forma aut amorfa f ( z) 

De-

para 

o' pa 

de 

ser holomorfa en el infinito establece que ~sta tiene un desa 

rrollo en serie de Fourier de la forma: 

f (z) = ~ 2Ilinz/h 
ú a e n:::O n 

Si una forma automorfa se anula en el infinito, es de-

cir si a
0 

= O, entonces la forma es llamada forma parab61! 

ca ( cusp forro). 

En relaci6n a la terminolog1a, el t&rmino forma modular 
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::erá utilizado como sinónimo de forma automorfa. Entonces, 

una forma modular es una forma automorfa para la cual el 

grupo de transformaciones es un subgrupo del grupo modular 

' 
Como ejemplos de formas autornorfas (formas modulares) te 

nemos los siguientes: 

i) La funci6n theta 

0(z) = (re z > O) 

.. esta función es holomorfa en íl y satisface 

0(z + 2} = 0(z) 

0(-1/z) = (z/i} 112 0 (z) 

estas dos ecuaciones dicen que 0(2) es una forma modular de 

peso 1/2 para el grupo f (2) generado por las transforma-

cienes z-+ z + 2, z ...._ ~ l/z • O(z) es la finica soluci6n, 

salvo un multiplo constante, para estas ecuaciones. Para una 

demostración de estos hechos consultar [ 12}, capítulo I, 

pp. 38-40. 

ii) Considérese la función ~(z) 

L\ (z) = f a e2Tiinz 
n=1 n 

definida en íl por 
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A(z} es una forma modular de peao 12 para el grupo mo-

Sus coeficientes a están cercanamente re~ 
n 

lacionados con la función partición. Consultar [ 12], pp. 29-

31 y 43-45, Capitulo I. 

iii) Las series de Einstein normalizadas 

1 1 
= 2~(2k) c,~10(cz+d)2k ; k > 1, C función zeta. 

son funciones modulares de peso 2k con respecto al grupo mo-

dular SL 2 (~}. Estas series tienen expansión en series de 

fourier 

(-1) k4k 00 

= 1 + }; 
Bk n=1 

2Tiinz 
ª2k-1(n)e 

donde Bk es el n-ésimo número de Bernoulli y ar(n)=dJn dr. 

Consultar [ 8], capítulo IV, pp. 44-53. 

Para tratar de ejemplificar la importancia.de las formas 

automorfas en la teoría de los números consideremos el siguien 

·te ejemplo: 

0 {zl 
r 

la forma cuadrática 
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e Cz> r 
es una fopma automorfa de peso r/2. Si r(n,Q ) . r 

denota el número de maneras distintas de expresar a n como 

suma de r cuadrados, entonces 

(ver [ 6}}. Rel.acionando 8
4 

(z) con una serie de Einstein 

adecuada seobtiene la f6rmula de Jacobi 

r(n, Q4) = 8 a7n d 
4/d 

En general, los coeficientes de Fourier de una forma au-

tomorfa envuelven soluciones numlricas de problemas de carac-

ter num¡rico te6rico. 

Erich Hecke (1887-1947), desarrolló una teoría que sugi 

ri6 nuevas formas de visualizar a las formas modulares en la 

teoría de los números. Al mismo tiempo, esta teoría propor-

cionó las herramientas necesarias para resolver problemas clá 

sicos existentes. 

La idea central de Hecke fué caracterizar las propieda-

des de una forma modular en t'rminos de una serie de Dirichlet 

correspondiente. El prop6sito de esta secci6n es introducir-

nos a la teoría de Hecke. 
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Recordemos que una serie de Dirichlet es una serie de la 

forma 

donde s, a 1 , a
2

, ••••• son números complejos. Cuando la se­

rie converge, representa una función de s. El ejemplo clá-

sico de una serie de Dirichlet es la funci6n zeta de Riemann 

~(s), definida (y analítica) para Re(s) > 1 por 

~ (s) = ~ .1 
n== 1 nis 

En 1859 Riemann probó que s(s) tiene una continuación 

analítica a todo el plano complejo excepto por un polo simple 

de residuo 1 en s = 1, y satisface la ecuaci6n funcional: 

'(s) = 2 5 Il 5
-

1 sen(sil/2)f (1-s)~(1-s) 

El análisis original que Riemann hizo de ~(s), fu~ ge-

nerali:zado por Hecke para obtener r-e1aciones entre funciones 

definidas a travAs de series de Fourier y sus series de 

Dirichlet asociadas. Esbozaremos los pasos centrales del 

análisis de Riernann. 

Necesitaremos la identidad de la funcí6n gamma 

ro 

f(s) = J t 5
-

1e-t dt 
o 

(Re (s) > O) 
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que puede obtenerse por medio de la f6rmula de Stirling 

([ 1), p.p. 205). (En lenguaje moderno, se dice que f(s) 

es la transformada de Mellin de -t e 

identidad se deriva la relación 

co 
/~ tª-1e-Jln2tdt = l: 

n=1 o 

Joo s-1 (Q(it)-l)dt .. t 
o 2 

en s). Con esta 

(re {s) > 1/2) 

(usando el cambio de varia 
ble t -+ nn 2t) 

ro TI in 2 
(0(z)=l+n~ 1 2e 

z) 

por la convergencia absoluta de 0(z). Esta 6ltima igualdad 

establece una estrecha relaci6n entre el comportamiento ana-

lítico de 4(s) y las propiedades automorfas de 0(z), e 

inversamente. Continuando: 

TI- 8 f(s)~(2s) = ! 00 
t 5

-
1 ,o(it)~l)dt 

1 2 
1 1 

- 1/2 t
6 /sl + 1/2 !

0 
tª- 1 0(it)dt 

(X) 

= J 
1 

s- 1 t 

o 

(G(it)-l) dt - l/2s 
- 2 

1 1 
- 2s - 1-2s 

(usando el cambio de 
variable ~ :.., 1/t 
en la segunda integral) 

(usando la pr•opiedad 
automorfa 

0(~=t 112e(it)) 
t 
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Obs§rvese la invarianza con respecto a la sustitución 

s ~ 1/2 - s. Se pueda invertir el proceso y derivar la pro-

piedad autornorfa de 0(z) (ecuación funcional} a partir de 

la ecuación funcional de ~(s), para esto se requiere de la 

inversión de Mellin: 

_0 .... ci_· t_,1;,.-----1 = -fu J t -síl-s r (s) r; ( 2s) ds. 

Re{s)>O 

No nos ocuparemos de "invertir el proceso", pues esto 

se llevar! a cabo en la situación m~s general estudiada por 

Hecke. Para ocuparnos de la generalizaci6n de Hecke nece-

sitamos hacer las siguientes consideraciones: 

i) Dados números complejos con a =o(nc} 
n 

(esto significa que existe A> O tal que para toda n, 

~ A . ne) para alguna e E JR, la serie de Dirich1et 
oo' ªn :::: X 

n=1 ns 
converge absoluta y uniformemente en 

Re(s) > e + 1 + E, pues estÉi dominada término a término 

uniformemente por y entonces 'i'(s} define 

una funci6n analitica en (al menos) la parte del plano 

Re (s) > e + l. 
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w. 2Ilinz/h. ii) Sea ahora f (z} ;::: z a e , h> a, f (z} analítica n=.O n 

en íl ; entonces f cz> tiene la propiedad f(z)-a
0
=0{e- 2ITy/h), 

z.= X + iy. En efecto, f (z) ªo = e -2Tiy/h 
e ... ,2fli.x/h 

( ~ a e-2Il(n-1lz/h 
n=1 n ' 

el factor derecho del lado derecho de la 

igualdad es finito, pues la serie converge, de aqui que la 

igualdad misma muestra nuestra afirmaci6n. 

iii) Heremos uso de la fórmula de inversión de Mellin: 

-x e = 1 
2Tii 

J x-sr(s)ds 

Re(s)=a>O 
' 

la integral tomada en sentido ascendente sobre una linea ver-

tical. La fórmula anterior se puede justificar a partir del 

Teorema del Residuo. El lado derecho de la igualdad es 

00 -s 
n~O Res

5
,,.,_nx I'(s), y tomando en cuenta que f(s) es una 

función entera excepto por polos simples en s = -n de re-. 

siduos 
(-1) n 
n! , n =O, 1, 2, ..... ,se obtiene 

(Q -s 
t Res X f (s) 

n=O s=-n 
co (-x) n -..x 

= }; - = e 
no O 11 ! 

El uso del Teorema del Residuo para establecer la f6rrnula 

de inversión de Mellin, est5 justificado por el hecho de que 

podemos pensar al plano complejo (unión el punto al infinito) 

como la esfera de Riemann, y aqui una linea vertical es una 
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curva cerrada con la propiedad de que todo ente~o tiene !ndi-

ce igual a uno con respecto a esta curva. 

Podernos ahora enunciar y demostrar el siguiente teorema 

de Hecke: 

Dadas dos sucesiones de nUmeros complejos a
0

, a
1

, .a
2

, ••• , 

y a,b =O(n°) 
n n 

para algún e > O 

h >O, k > O, CE C, C ~ O, consideramos las series 

(X) ªn Q>(sl = ~ 
n=1 ns 

(X) bn 
lJJ( s} = ~ 

n=1 ns 

4> (s) = ( 2TI/h} -s r (s) 1jj (s) 

~(s) = (2TI/h)- 5 f(s)~(s) 

y las funciones definidas en íl por 

f (z) = ~ 2llinz/h 
~ a e 

n=O n 

g ( z) = ~ b e 2 TI in z /h 
n::::O n 

y 

(~, 1jj anal1ticas en alguna regi6n derecha del plano; f, g 

anal1ticas en íl}. 
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Tto4ema 5. Las siguientes do~ condicionea aon equivalentes: 

(A) lf.. (s) + ao . Cbo 
~ + f':"'"-::" es entera, acotada en toda franja verti 

S K-·S 

cal (abreviado EAV), y satisface la ecuación funcional 

<t> (s) = C'í' (k-s} 

( B) f ( z) 

Dem: ~ (s) = 

(usando el cambio de 

variable t ~ 2Ilnt/h) 

por converg ene ia absoluta para Re {s) suficientemente grande. 

Esta integral es impropia en ambos extremos pero como 

-Xt f(it} - a
0 

= O(e ) para algfin ~>O, vemos que 

17 t 6
-

1 (f(it) - a
0
)dt converge uniformemente sobre franjas 

verticales, y por lo tanto es EAV. 

Supongamos que (B) se satisface. Entonces 

f t (f (it)-a
0
)dt ~ -a0~ . + t~~- 1 f(l/t)dt 1 s-1 tª 11 Joo 

o s o 1' 
(t ... l/t) 

= -aº + e f00 

tk-s-1 {g{it)-b )dt 
s 1 ' o 

_cb0 
-¡:-¡;-· 
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Por lo tanto 

es EAV. Calculando la expresi6n C ~ {k-s) de manera simi-

lar, se obtiene l(s) e C' (k-s) y por lo tanto (A). 

Inversamente~ de la expresión e-X = 2iii J x-s r(s)ds, 
Re(s)=a>O 

o bien de la transformada de Mellin tenemos: 

f(ix) - a 0 = 2iii J x-s ~(s)ds, 
Re ( s) =a 

la integral tomada sobre líneas verticales, y donde Re(s) = a 

se elige suficientemente grande para que s esté en el dorni-

nio de convergencia absoluta de ~{s}. 
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2.3 Opekado~e~ de ff~cke, 
' 

La impor~ancia de la funci6n zeta de Rie~ann en la teoria 

analítica de los nOmeros radica en la relación que ésta tjene 

con los n6meros primos. Esta relaci6n fu~ establecida por 

Euler, quien observ6 que tenia lugar la identidad. 
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r; (s) ;:; {Re(~l > 11 

donde p corre sobre los nfimeros primos. Euler consideró esta 

igualdad sólo para valores particulares de s, y fué Riemann 

quien consider6 primero a t(s) como una función analítica de 

una variable compleja. Riemann se ocup6 del problema de la dis 

tribución de los primos y en su investigación tomó como punto 

de partida la identidad anterior conocida como la f6rmula del 

producto de Euler. A este respecto quiz~s resulte interesante 

para el lector leer el apéndice de [ 5] , titulado "Sob11 e el nú-

mero de primos menores que una magnitud dada'' que es tlna tradu~ 

ci6n de un papel de 8 p5ginas de Riemann publicado en 1859*. Es 

te articulo ha tenido una gran repercusi6n en el desarr6llo del 

Análisis Complejo y en la Teoría de los Números., no tanto por el--cont=. 

nido de éste sino por los métodos y las ideas desarrolladas en 

él. 

Así como la serie de Dirichlet ~(sl tiene un desarrollo en 

producto infinito (producto Euleriano), las series de Dirichlet 

asociados a ciertas formas modulares (eigenfunciones de los 

operadores de Hecke) poseen tambífin un desarrollo en producto 

infinito. Esto último l'E?sul ta do es muy ;irnpo.i:"tante po1:-que los 

coeficientes de las formas modulares tienen, n su vez, importan 

te significado tc6rico num~rico. 

*Titulo--original en ale!ikí.n: "Ueher dio Anzah1 dcr• Jll'.'iT11zahlen unter einer 
gegebenen Gr8sse", Monatsber der Berliner Akad., 1959. 
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Estudiaremos aquí los operadores de Hecke: 

Empezaremos por establecer lo que entenderemos por una 

ret1cula en C, este espacio considerado como lR-espacio vec-

torial. 

De manera general diremos que una reticula en un espa-

cio vectorial ~ real de dimensi6n finita es un subgrupo dis-

creta A de V que genera al m-espacio vectorial V; de ma-

nera equivalente, es un subgrupo A de V para el cual exis 

te una IR-base (e1, •••• ,en) 

A= :c:ze 1 ~ •••• ~en). A (i.e. 

de V que es una ~-base de 

Sea X el conjunto de las retículas de C, y sea K 

el conjunto de las parejas de elementos de C*t ta 

A cada pareja se le asocia la retícula 

De esta manera se obtiene una aplicación 

suprayectiva M-+ X. 

Sea (f = SL
2 

(Z)) y sea 

Pongamos: 

w
1
• == aw + bw 

1 2 
y w' = cw + dw

2 2 1 

T"'En general si A es un anillo conmutativo con elemento identidad, denotamo!!t 
por A* al grupo de los eJ.iementc's invertibles de A. 
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y z' = w'/w' 1 2, 

.. as . 

se tiene: 

·az· + b z 1 - == - cz + d gz, 

de aquí que Im(z') >O, y entonces tw;, W2l aparece en M. 

P)l,.opohic.i6n 15. Para que dos elementos de M definan la mis 

ma reticula, es necesario y suficiente que sean congruentes 

módulo SL
2

(:&}. 

Dem: Se acaba de ver que la condición es suficiente. Inver-

samente, si son dos elementos de M 

que definen la misma reticula, existe una matriz con coefi-

cientes enteros feª g :::: \ ~) de determinante + 1 que tran!_ 

forma la primera base en la segunda. Como Im(w' /w') 
1 2 

tiene 

el mismo signo que Im(w1/w2 ), se tiene necesariamente 

det/g) == 1 (estos cálculos ya se han hecho cuando se estu-

di6 el dominio fundamental de r), lo que demuestra la prop~ 

sición. 

Podemos entonces identificar al conjunto X de las re 

t1culas de C con el cociente de M por la acci6n de SL
2 

(?l}. 

Pasemos ahoPa a las funciones modulares. Sea F una 

funci6n sobre X~ <le valores complejos, y sea k ~ z, Dire~ 

mos que F es de peso k -si 



• 6 7 • 

(1} F(~Al = ~-~{A) 

para t~da reticula A y todo ~ E C*. 

Sea F una de estas funciones. Si (w
1

,w
2

) E M, de-

notamos por F(w
1

, w
2

) el valor de F sobre la retícula 

La condición (1) se reescribe en la forma 

( 2) 

la proposición 15 muestra que F(w
1

, w
2

) 

la acción de SL
2

(:1) sobre M. 

es invariante bajo 

A su vez la condición (2) muestra que el producto 

k w
2
F(w

1
, w

2
) no depende más que de z = w

1
/ w

2
• Entonces F 

define una función sobre íl dada por 

(3) 

Escribiendo la condición de invarianza de F por 

SL2{Z), se ve que f satisface la identidad 

(4) f(z) e (cz + d)-kf(az+b} 
cz+d 

para toda ( ~ ~) E r ¡ f o= SL2 (Z) • 
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Inversamente, si f verifica (4), l~ expresiOn (3) le 

asocia una función P sobre X que es de peso k. De esta 

forma se puede identificar a las formas modulares de peso k 

con funciones de retículas de peso k. 

Definiremos ahora unos operadores sobre X. Sea D 

el grupo abeliano libre generado por X, es decir el conjunto 

de sumas finitas formales "LnAA, 
AEX 

Sea n un en-

t ero ~· 1 . Denotar e m o s por T ( n l a la correspondencia 

sobre X que transforma una retícula A en la suma 

(en D) de sus subreticulos A' de indice n. Se tiene enton 

ces: 

T (n) A == tA' , AEX 
(A:A 1

} =n 

La suma del segundo miembro es finita:en efecto, to-

das las retículas · A• contienen a nA, y su número es el 

número de subgrupos de orden n de A/nA. 

Utilizaremos también los operadores de homotecia 

Rµ (µ E C*} definidos por 

RµA = µA A E X 

Los operadores T{n) son multiplicativos; de mane-

ra mAs general tenemos el siguiente: 
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Te.enema 6. 
. run 

~ dT(2)Rd¡ 
d/n,lll d 

T (n} Tún} = en particular T(n) 

es multip'licativo, i.e. T(n) Tfm) == T(nm) si (m,n} = 1. En 

tonces los operadores T(n} y Rµ generan un llgebra conmuta­

tiva de correspondencias sobre X. 

Dern: Comenzaremos probando el caso especial s n = p , m = p, p 

primo, así que probaremos primero 

(P primo, s > 1) 

Sea A una reticula, entonces y 

T(p 6
-

1 )R A 
p 

son combinaciones lineales de reticulas conteni-

das en A 

índice 
2 

p 

y de índice s + 1 p 

en A). Sea A11 

en /\. (notar que R A 
p 

es de 

una de estas reticulas; entonces 

aparece en la combinación lineal acompañada de coeficientes 

a, b, c. Todo se reduce a mostrar que a= b +pe, i.e. que 

a = 1 + pe 

pues b es evidentemente igual a l. 

Distinguimos dos casos: 

i) A11 no esta contenida en pA. Entonces e = O y a es 

el número de retículas A' , in te rmed i as entre A y A11 , y del 

indice p en A· 
' una <le estas reticulas /\.' contiene a 

pA. l:n A/pA, la imagen de A• es de indice p y contie 
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ne a la imagen de que es de orden p (entonces tambi¡n 

de indice p puesto l'J.Ue A/pA es de orden 
2 p ); entonces 

hay solamente un A 1 que responde a la pregunta, de donde 

a = 1 y la fórmula a = 1 + pe se verifica. 

ii) A" e pA. Se tiene e ~ 1; no importa qué ret!cula 

A• de índice p en A contenga a pA, y entone es a A11
• 

De aquí que a = p + 1 y la fórmula a = 1 + pe se verifi 

ca nuevamente. 

La igualdad (1) se generaliza por inducción para obtener 

Para obtener el resultado deseado necesitamos probar 

primero la multiplicatividad de T(n), i.e. necesitamos pro-

bar que si (m, n) = 1, entonces T(m)T(n) = T(mn}. Esta 

igualdad equivale a la afirrnaci6n siguiente: Sean m,n dos 

enteros > 1 primos entre sí, y sea A11 una subretícula de 

una reticula A de indice entonces existe una ünica 

subretícula A 1 de A, que contiene a tal que 

(A:A 1 ) = n y (/\':A") - m. Esta afirmación r•esulta del hecho 

d 1 A/J\"' e que e_ griupo que es de orden mn, se descompone de 

manera finica como suma directa de un grupo de orden m y de 

un grupo de orden n (teorema de Bczout}. 
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1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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·De aqui ya es f§cil obtener el teorema deseado. 

g = {m, n~,, 

p.qp+1/n Y 

entonces 

entonces g = p~m, npmin (et.P' B ~ donde 

Bp'J(_ S.p+1".... _ ap p 1uu, p 1~11. Sean d
1 

-
1

n p , 
p m,n 

Sea 

Sp/ p n, 

pues evidentemente los operadores Rµ y T(nl satisfacen 

las relaciones: 

(a} R R 
µ T 

(µ,T E C*) 

(n ;,:;.¡ 1, µ E C*) 

Sea ahora F(w
1

, w2}, Im(w
1
/w

2
l >O, una función de peso 

k (o funci5n homogénea de grñdo k). Definimos un operador 

•.•
1

• T(n) sobre F por 

T (n} F (A} (A• l 

donde A• corre sobre las subret1culas de indice n en A. 

De manera similar definimos 
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as!, la identidad del Teo~e'Jlla 6 se transforma en 

T (n} T (in) =a I dk-lT(~2·l 
/h,m d 

operando sobre F. 

Nos proponemos definir un operador T(n} &obre las for-

mas módulares. Para poder hacer esto utilizando lo que ya 

se ha hecho necesitamos el siguiente lema. 

Le.ma 7. Sea M(n) el conjunto de las matrices con coe f icien--
eª b 

ad = a~ o 'b <d. tes enteros al , con n, 1, Si o 
(J = eª b) pertenece a M(n}, sea A la subl'etícula de o d O' 

A que tiene por base a: 

' 

Entonces la aplicación cr --+ Arr es una hiyecci6n de 

M(n) sobre el conjunto A(n) de las suhret1culas de 1ndice 

n de A. 

Dem: Es claro que A 
o 

A• E A(n). Pongamos: 

está en A{n}. Inversamente, sea 

Estos son grupos cíclicos, generados respectivamente por 

las clases de w
1 

y de w
2

• Sean a y d sus órdenes. La 
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sucesi6n exacta 

o .... Y ... A//\' -+ y · .... a 
2 1 

muestra que ad = n. 

otra parte, existe w' E A' 
1 

tal que 

w' - a w 
1 1 

(mod ztw
2
l 

w' y w' 
1 2 

forman una base de A 1 • Además, se puede escribir 

w' en la forma 
1 

con b E Z, 

donde b está determinado de manera única módulo d; si se 

impone a b la desigualdad O ~ b < d, esto determina a 

b, entonces también a w~. Se ha asociado entonces a toda 

A' E A{n} una matriz o(A') E M{n). Las aplicaciones 

a-Aa y A 1 -a(A') son inversas una de otra; de donde 

se obtiene el lema~ 

Sea k un entero, y sea f una fopma modu1ar de peso 

k. Como se vi6 anteriormente,a esta f le corresponde una 

funci6n F de peso k (homoginea de grado k) tal que 

Definiremos T(n}f como la funci6n sobre íl asociada 

. " 
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a la funci6n nk""'1T(i1lF sobre X. Entonce:¡¡• por de.finici6n: 

T{n}f(z) = nk-1T(n}F(A(z,lll 

y gracias al lema 7: 

(5) T(n} f (Z} 

T(n)f es llamado el n-ésimo operador de Hecke. 

La expresión (5} muestra que T(n}f es meromorfa sobre 

a' b' 
íl. Además si a= (e' d'} E SI ... 2 (11:}, (5} implica que 

T(n)f(a(z) = (c'z + d')kT(n)f(z). Probaremos en seguida una 

proposici6n que nps dir~ que T(n}f es holomorfa en el infi 

nito, entonces se habr~ verificado que T(n)f es una forma 

modular de peso k con respecto a r = SL2 (~). 

El símbolo M(I' ,~ denotará al conjunto de las formas 

,~~ modulares de peso k con respecto a r. 

P1r.opo~.i.c.i6n 16, Sea 
~ 2Ilivz 

f E M{f,k}, f{z) = v~oªvª , entonces 

donde 

T(n}f(z} = ~ ( ) 2Ilivz ""'oª .n e v= V 

"" k-1 a (n] = ""' d a v d/v,n ~ 

d2 

Entonces T(nl f E M(r ,kl, y es una 
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forma parab6lica Ccusp for~l $l f lo es. 

Dem: Por definici6n: 

T (nl f (zl 

Ahora bien, :l; e 2Ui~ 
o<b<d 

es d si d divide a v, 

y es cero si no lo divide. Poniendo v' = v/d, podemos 

escribir: 

T{n)f(z) k-1 = .n :t 
ad=n 
a>1 1 V •Em¡ 

Y ordenando según las potencias de 

T(n)f(z) 

Consideremos ahora la serie de Dirichlet formal 

D(s} cuyos coeficientes T(n} son operadores 

sobre M(f ,k}. Las identidades de los operadores de Hecke se 

reflejan en la serie D(s) de la manera siguiente: 

T e.olt. e.ma 1. O(s} = 
o.'l 

t
1

T (n) n-s 
n= 
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Dem: Sea s un conjunto finito de nümeros primos, y sea 

N(s) el conjunto de enteros ~ 1 cuyoa factores primos 

pertenecen a s. Entonces se tiene la siguiente igualdad: 

-s 
2; T{n) n 

nEN ( s) 

y haciendo crecer a s se obtiene: 

Si probamos: 

00 

t T( m) ..-ms = 
m=O p p 

habremos terminado. 
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Formemos la serie: 

El coeficiente de p en ~ es T(p) - T(p) = 01 el 

n+1 p , n ~ 1, de es 

Ahora, se cuenta con la identidad T(n}T(m) = 

= l: dk-1T(~) 
d/n,m a2 cuando T(n) opera sobre F, pero esta 

identidad se conserva cuando T{n) opera sobre M(f,k). 

Entonces utilizando esta identidad para p primo se obtiene. 

De donde (A) es cero, y la serie o/ se reduce al tér-

mino constante 1. Esto demuestra e;t. Teorema. 

'° 
Co1r.ota1ti.o. Sea f E M(f ,k}' f(z) = t a e2Ilivz 

v:::O V , y supongamos 

que f es una eigenfunción del algebra de Hecke, es decir 

T (n) f ::: e f 
n 

para toda n ~ 1. Entonces 

normalizando la eigenfunci6n para tener 

e a = a (n) = a · n 1 1 n' 

a ~" 1, 
1 

el eigenvalor 

e 
n 

de ~(n) es el mismo que el coeficiente de Fouriel' a n' 

y la serie de Dirichlet asociada tiene el producto de Euler 
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Dem: Prácticamente todo se ha hecho. Por la proposici6n 16, 

e a = a (n} = a ; y el producto se obtiene del Teorema 7. 
n 1 1 n 

Ahora pvobamos el inverso del corolario en una "forma fuer 

te";: iµ(s) tiene un producto de Euler s6lo si f(z) es una 

eigenfunci6n de los operadores de Hecke T(n). Primer1 0 proba-

mos un resultado preliminar fitil: 

Sea f E M(I',k), f (z} = ~ 2Tiinz 
"" a e n=O n 

1) Si f la E M( r, k) para alguna a E M* (n) , n > 1, donde 

f la det(a)k/ 2 • f(a(z}) -k notación del = . j (a, z) con la ca 

pítulo 
-k (cz d)-k si eª ~>), donde I (j(a,z) - + a ::;: y 

e 

M*(n) es el conjunto de las matrices primitivas (es decir, 

el conjunto de matrices tales que a,b,c y d 

son primos relativos), entonces f =O 

2) Sea p un primo fijo 

a) Si a = o para todo m con P i m, entonces f = o. 
m 

b) Si a = o para 
Pn 

toda n, entonces f = o. 

Dem: 1) Se puede demostrar (ver por ejemplo [161, p.p. 108) 

que M* (n) == rc1 
O. º>r 1 donde r = SL

2 
(Z} • Podemos tomar en ton 



ces 

y de 

{n 
o 

i. e. 

a i:: (l 
o 

o 
nl. En 

esta forma f = 

1, = L(l o 
n2}M, n o 

f{z) = f(..!-) 
n2 

que f = O. 

i.e. 

2) Si a 
In 

f = f 1 (~ 
:: o 
1 
p) , 
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oons:ecuencia. 1! l e!' . ~l '* . ii = f J cii o 
nl' 

f 1 (~ º1 {1 
n O 

i 1 (n 
1 o ~l = f 1 (~ 11. 

n Ahora 

donde I,, ME r., f (1 o 
entonces n2) = o 

La serie de Fourier de f nos dice 

para p f m, entonces f(z+l/p)=f(z}, 

entonces f = O. Si a = O para toda 
.Pn 

n, entonces T(p)f = pk/2-1fl(PO O} E M(F k) 
1 ' ' 

y así f = o. 

Ahora sea tj,'(s) 
(0 ªn ·- E .¡. o 

n=1 ns 
la serie de Dirichlet aso-

ciada a f E M(f,k). Decimos que ~(s) tiene un producto de 

Euler relativo al primo p si 

i . e • a v = a e (p v l par a p l ro, v > O .. 
mp m 

T eo1r. ema. 8. o/(S} tiene un producto de Euler relativo a p 

si y s6lo si f es una eigenfunci6n de los operadores de 

Hceke T(p}, i.e. 'r(pl f = c·f. Si esto sucede, entonces 

el p-factor es necesariamente 

f, 
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' 
Dem: Supongamos pri:met'o que 1" Cal tiene un p:roduoto relativo 

a P~ entonces a ~ a c(pv) para p: f m, V > 0. Aho~a 
:tllp V lTl 

entonces 

T(p}f(z} - c(p}f(z} = pk-1 f(pz)+:t(a -c(pla )zn 
Pn n 

= serie de potencias en zP 
' 

que por la proposición 17 es cero. 

Inversamente, supongamos que T(p}f = c•f .. ~ En·tonces: 

a si p J' n np 

c•a = a (p} = n n 
, 

k-1 1 

pf n ' 
a + p ªn ~i np 

p 

por la proposici6n 16. Por lo tanto 

""' -s """'ªm . p.f m m 

Entonces 1jJ(s) tiene un producto de Euler si y s6lo si la 

f(Z) asociada es una eigenfunci6n de los operadores de Hecke. 
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